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um die Grfcheinung diefed awepten. Theils der Lules
rifchen Unleitung gur Differengial - Rechnung, twelder die
ecften neun Gapitel des groepten Theils. ded Originals ents
halt, nidt gu verfplten, habde i mich gendthiget gefehen,
den grdften Theil dev daju bzftimmten‘suf&gz dem folgena
den Theile vorgubehalten, Bey der DeutlichPeit und Ausz
fahelichPeit Des Lulerifchen Werls fchadet indef diefer Aufs
fdbub dem Gebrauche deffelben auf Eeine Weife, und i
Pabe thn mir um fo liever gefallen loffen, da e8 allers
bit}ge vortheilhafter und bequemer ift, die eigentlichen Sue
fase su dem rwepten Theile erft am Ende Ved Gangen fols
gen g% faflen, Die Hier mitgetheilten Anmerfungen, den
o X 2 aften
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fnupft ift, toenn man “ben %eg fennt, -auf weldem man
ibre Qehren felbft u erfinden im Gtande gewefen fepn
poiirde. s Die bepden ‘bc;x’:in ecwdhnten Seichnungen befin:
den fih mit auf der erften von den dem folgenden Lheile
beﬁimmten Qupfertafen. b heffe denfelben entweder in
oder dodh bald nadh’ der Oftcrmeffe 1791 ju licfern, Bers

lin, den 8ten Sept, 1790, .
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Bollftandige Anleitung

jur

@iﬁerensialf(%crbnung.

Swepter Theil,
weldher

pen Gebraud) diefer Nechnung in der Analpfis des
Enolichen, fo mie aud) in der fehre von ben
Reihen enthialt.

Crfte Abtheilung.

Rylers Diff, Rechn, 2. TH.1.2Abth, %






Crftes Capitel,

Bon der Lmformung der Reihen,

§. 1.

@a meiae Abficht gegentwartig ift, den Gebrauch der Dife
fevengialz Rechnung foreohl in der gefammten Analyfis ald
in der fehre von denNeihen ju jeigen: fo muf ich noch einis
ged aus dev gemeinen Ylgedra, tweldyes man in den gerwdhnz
lichen Unleitungen dagu nicht anteifft, vorousihicen. Dasd
meifte findet man jtoar in ter Einleitung in die Analyfis bes
Unerdlichen, einiges aber ift davin nicht berdihre worden,
theils mit Borfag, reil e8 beffer {hien, foldhes erft Da ju
unterfuchen, wo e gebraudt witd, theils weil nidt alled
in der Folge ndthige, ;um voraus tberfehen werden fonnte,
Hieher gelydet die Umformung der Neifjen, welde den [ns _
Dalt des gegenmartigen Capitels ausmaden foll, oder die
Berwandlung der Neihen in unyablige andeve, die indges
fammt diefelbe Summe haben, fo daf fich, wenn man dic Sums
me bt gegebenen Reifhe Fennt, cuch affe Nbrige fummiren
laffen.  MNach der BVorvausdichidung diefed Capitels wer:
den toir die fehre von den eifen defio beffer durch die
Differengial: und Sntegral s Rechnung gy evweitern im
Stante fepn,

U 2 §e2,



4 Suwepter Theil.  Erites Capitel,

§. 2.

Wiv toollen aber vorziglidy folcbe Reihen betrachten,
deven Glieder durch die fucceffiven Poteftaten einer unbes
ftimmten Grofie multiplicict find, indem diefe fih am roeis
teften ecftvecfen und einen grdfern Nupen gerodhren,

©3 fey alfo die allgemeine Reile
ax } bx2 f cx3 f dx4 F exs F i
gegeben, deren Summe toiv, fie mag nun befannt oder
unbefannt fepn, durch S begeichnen wollen, und e fep alfo
S = axf bx2 } cx3 + dx4 } ex¥ f 2.

et man nun x = - Z =, twubey man durd) den Gebraudy

der unendlichen Reiben
x =y — y2t yl— y4t y — yStu
X2 = y2—2y3 § 3yd— 4y7 T 55— 6y7 tac
x3 = y3 —3y4 + G6ys —10y6 T 1577 —21y8 t1c,
X4 = y4 —4y5 } 10y6 —20y7 + 3578 — 56y2 Fac,
ethalt: fo findet man, wenn man dicfe Werthe fubfiiiuict,
und die Reifye nach den Poteftdten von y ordnet,
S=ay—ay2{ ay3 — ay4 it aysu
) b —2b $3b —gb

t ¢ —3c }6e
+ d —4d
T e %)

§ 3

*) Man fberleae hier nur, wie die aHls Coefficienten in den
fiir bie Poteftdten von x gefundenen Reipen nad) und nach aus
einander entfichen, fo wird man diefe gange Shmme aufs
grandlichfte fich vorguficlion im Stande vy,



Bon ber Umformung der Reifen. 5
§ 3

, y . x
Da it x = ¢ oifty = ——¢
Ity foifty 1—x’ und

braudht man diefen Werth, fo roird die Reihe
S=ax + bx2 -{- cx3 + dx4 } exs ¥ 10
in folgende permwandelt

S=a. -—-'I'(b—a)

’i‘(c zb{'a) i + 1.

%n diefer S‘ct[)e ift der Qoeﬁ:cwnt Des jtoenten @Itebeé,b-a,
die erfte Differens von a aus der Neibhe a, b, ¢, d, e, 2. telz
de toic oben (TH. 1. §.4.) durch A a begeicbnet haben; fers
rer der Gocfficient des Dritten Gliedes, ¢ — 2b + a die
poepte Differeny Aza, der Coefficient ded vierten Gliedes,
die dritre Diffeveny A3a, u. f. f. *) Gebraudt man daler
diefe Diffevengen ven a, fo wie man fie nad und nady aus
_ dev RNeibe a, b, ¢, d, e, 2. echalt, fo wird die gegebene
E)\el!)e m folaenlz{ekberwanbelt :

Aa 'I‘ x)3 A2 a'{' A3a'i‘*c.

deren Gumme befannt ift, fobalb man bte Summc der ges
gebenen Meibe Fenuit, ¥*)

§ 4
) Gft alfo die Reibe a, b, ¢, d, 1. fo befhafFen, daf ihre
Diffevenzen endlich beftandig twerden, und dies wird fepn,
wenn dasd allgemeine Glied decfeiben eine ganje rationale

Gunetion ift (Th. 1. §.48.): fo hat die Reihe — = LY
43 x2

*) fMan vergleiche THh. 1. §. 10,
**) In dem Folgenen wird divje leste Neihe gebraucht, um de
Summe der vorhergehenden su finden,



6 Buoeyter Theil.  Euftes Capitel.

x2
a—x,2
bann ift man im Stande ihre Summe durd) cinen endlichen
Ausdrud cudgudruden. Sind 3. B. {hon die criten Diffes
venjen der Reibe a, b, ¢ d, . beftandig, fo ift die Summe
der Reihe

ax } hx2 4 ¢x3 § dx4 } ex5 T i

Aa . endlich verfhwindende Glicter, und

p—
=

z
51 -——x a1 a—""’ X)"AQ.F

@nb hingegen die” mex)tm Differenen jener Coeficientens
Reibe bxftadbtg, fo tat Dle Summe der ge3cbenen Neihe =

X i
Sy

Y — X (f —
@3 laffen fich daHer ble @ummen folcher Reihen augd den
Differenzen ihrer Cocficienten fehr leicht finden.

I. Di¢ Summe dev Reibe,

1t 3x3 ¢ 5x3 1 7x4 f 9x5 f
3u finden,

. @8 ift
die Reihe  1x ¥ 3x2 ¥ 5x3 + 7x4 F 9x5
die 1ften Difer. 2, a, 2y e, 2.

Da alfo die crjten Differenzen beftandig find, fo ift die
Gumme der gegeberien Reifhe, weil a == 1, Na =2 ift,
X 2XX . xtxx

= t

1—x @ (—x3_ (1—x)?

Il Tie Summe der Reibe
Ix ¥ 4xx ¥ 9x3 + 16x4 % 25x5 F 1
31 finden, dOcren
tite Differ. 3, 5, 7 9 0
2t¢ Differ. 2, 2, 2, i . fow,
' Da



Won der Umformung der NReifen, 7

Daa==1, Na=13, und A2a==2 ift; fo ift die
Gumme der gegebenen Reihe = '
X . XX 2x3 . xFxx
1—x ‘' (1—x)3 " (@1—x)3 ~ (1—x3) "

HI. Die Summe der Reibe 3u finden:
S == 4x F 13x2 t 40x3 F 85x4 } 1565 F 259x6 ¥ 16,
fteDiffec. 11, 25, 45 71, 103, i
ate Differ. 14, 20, 26, 32, 1.
3te Differ, 6, 6 6, 1.

Daa=4, Aa=11, Aza=14 und N3a=26
ift, fo ift

4% IIXX 14x3 . 6x4

5= I—x T (t—=x)2 * (1—x)3 T (1—x)4’
odet
S = 4x —xx F4x3 —x4 x(1 ¥ xx)(4 — x)
(L — x)4 - (I — x)4
§‘ ‘so

Obaleidy auf diefe Art die Summen von jenen Reifen
nur, in fo fern diefelben aus einer unendlicyen Menge von Glies
dern Deftehen, gefunden werden, fo faft fih doch auch die
Gummation eben diefer Reihen bid auf eine getviffe Ans
3ahl von Sliedern aus eben devfelben Quelle ableiten. Sft
nemlich die Reihe

S=axt+ bx2 +cx3 +ds4 f....}Foxn
gegebery fo fucdhe man ifhre Summe, ald tenn fie ohne Ende'
fortliefe, und diefe ift \

Wl x2

. = x)ﬂ at — (x A ata,
57?"“ beteachte man die Slieder, die auf bas leite oxn folz
gen, nemlich

¥4 pxrtx

e
e T
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pxn+1 + qxnfz F rxnt3 F sxntd 2.
Wenn man diefe Neihje duvch xn dividiet, fo lafit fidy ihre
Gumme nach den vorhergehenden Regeln finden, und dann
giebt diefe Summe, toicder mit x» multiplicict, die gefudhte
Summe =

xntx xntz2

xnt3 , )
g mslrt sl e

Sieht man alfo diefe Summe von der Gumme der erften

ohne Ende fortlaufernden Seihe ab, fo findet man in der
Differeny die Summe des gegebenen Stk oder

X x2
~(@a—xmp) f m(ﬂ.a — x"Ap) t

S =

11—

x3
a——:—;;;(&za — xtA2p) } 2.

1. Die Suinme der Reibe 3u finden:
€ = 1x + 2x2 % 3x3 »I-4x4'{‘.......'{' nxo,

Man fuche die Diferengen dev Cocfficienten fowopl diefer
als dec auf nx» foigenpcn Slieder

1, 2, 2, 4 % | ntr, ni2, n¥3, e

1, 1, 1, I 1, i, 20

Da man auf dicfedrt a==1, Na=1, p=ntI1, ONp=1
findet, fo ijt tie gefuchte Summe )

— (n & 1)xn) + _..__X_z_._([._xn) d
S=ErniT (= e
x—(ntr)xntT fnxntz

S = - .
. (1r—x;2
1I. Die Summs: folgender endlichen Reibe 5u finden:
S=1x t 4x2 + 9x3 +16x4 Tt ... +F n2xn,

| Man fude guodederfy die Diffevensen auf folgende Yut:
. 1,



BVon der Umformung der Reiher. 9

I, 4 9 16 | @iD2 (12)2 (132 fx
3 79 ant3 2nts,
2, 2, . 2,

Hat man diefe gefundea, fo ift

§= r—\l_-(nﬂ)’X") T (3—(ant3)xn) +

*{)2

x3
2 —2xt
: ((_xs( x") oder
. x¥xx—(nF1)2x0* I F (ann ¥ 2n — 1) xnt2 — pnxni 3
- (1 —x)3 ‘
§. 6.

SBenn aber die gegebene Reihe nidht folcbe €oefficiens
ten bat, die endlich auf Deftandige Differenzen fubhren, fo
Teiftet diefe BWermwandlung bey der Beftimmung der Summe
Peinen Bortheil. Auch fann man dabey die Summe durdh
Feine bequemere Naherung erhalten, ald foldhes durch die
Adbition Lev geaebenen Neihe feibft gefchiehet. Denn wenn
in der Reihe ax + bx2 + cx3 + dx4 {1 x< 1 ift, und in
diefem Galle findet die Summation im eigentlichen Berfrande

allein ftatt, fo ift -I——X—-; > x, und e8 convergirt daher die

gefundene Neihe tweniger ald die gegebene. it aber x darz
in=1, fo roerden alle Ghieder der neuen NReihe unendlich
grof, und in diefem Falle ift diefe Verwandlung ven gas
Feinem Nusen,

§ 7
Wit toenden und gur Betvadhtung folder Reifen, in
welchen die Seichen + und — mit einander abwedfeln, devs
gleichen man aus den vorhergehenden echalt, wenn man
x negatio nimme, €8 {ep dafer
A5 S=
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S== ax — bx2 } cx3 — dx4 } exs — 1.

pon toelcher Reihe man die entgegengefeste befommt, twenn
man in der vorhin betradpteten x negativ fepn taft. Sudt
man hier toieder, wie vorhin, die Differengen Aa, Aza, A3a
aug der Reihe a, b, ¢, d, e, 2., fo daf man die Seidpen
biog auf Dic Potefiaten von x begicht: fo wivd tie .'Rct[)e

x X2 x3 x4

" Xa—m)j;zﬁka 'f(l Tx)aAa T 4A3a'I‘2c.
Man fieht hieraus, daf fich diefe Reihen in eben den Fallen
fummiven laffen, in welden foldes bep den vorhergehenden
mbdalich ar, wenn nemlich die Reifje a, b, ¢, d; 2. endlich
gu befiandigen Diffevengen fahse, '

§. 8.
S diefem Falle ift aber die gebadbte Veswandlung fehe
“nliglich, um den Werth der gegebenen Reihe durdy die RNa-
Herung ju finden. Denn tie grot aud x in der NReibe
ax — bx2 } cx3 — dx4 } exf — 1t

S =

feyn mag, fo ift doch der Bruch ;——:—;, nady deffen Poteftas
fen die daraus gemadbte Reibe fortfchreitet, Fleiner als die

Ginbeit, Sft 3 Box=1, foift ?‘:‘} = §, und iftx<T,

I . x I :
3 B.x= o fo toicd I_'.}"—X = ;1—'}-'—:' und es convergict

daher die durch die Berroandlung gefundene Reihe immer
fiacfer a8 die gegebene. Um ingbefondere den Fall ju bes
frachten, wenn x = 1 ift, fo fep

S=ma—bfc—d}te—"FfFa
Begeidhnet man hier die erften, jroepten und folgenden Diffes
vengen, tneldye dic Neihe a, b, ¢, d, ¢, 1, giebt, burcb Na,
N3, H3a, 1. fo roigd

3 =
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S=la — IQa+ A% — 503
und dadurch erhalt man die Summe, wenn fidh diefeibe nicht
genau Darfreflen [3§r, durdy eine hiniangtid Dequeme Na-
herung.

§. 9_.’

Den Gebrauch diefer legiten Vertwandling, wobey wie
x = 1 gefent haben, wollen wiv an einigen Bepfpiclen jeis
gen, und goar juodrderft an foldhen, wo die mahre Summe
endlih audgedrucft werden fann,  Dergleichen gedben die
bivergirenden Reihen, bey telchen die Jahlen a, b, ¢, 2, e, 3¢,
endlich ju Geftandigen Differengen flihren; ta aber die Sums
nen detfeiben, in der gerodhniichen Bedeutung diefes Worz
ted nicht dargefiellt werden fonnen, fo nefymen toir diefe Bes
nennung hier in dev ifjr oben (Th. L. €ap. 3. §. 111.) bepges
- legten Bedeutung, fo daff darunter nichts anders verftanden
wird, al$ der Werth des endlihen Ausdruck3, ausg deffen
Gntiicfclung die gegebene Reihe entfpringt.

I s {ey alfo die Leibnigifd e Reibe gegeben:
S=mr—1tr—1d1—1fr—1Foe
Da hier alle Slieder einander gleih find, fo werden alle

Differenzen =o; und daas=1ift, foiff S=14%

IL %5 fey die Reibe gegeben:
S=mr—2%3—415—6%1w

e dDiffee. = 1, 1, 1, 1, 1, W
Daa=1 ud Nz=rift, foritdS=1% —

1. s fey die Reibe gegeben
S=1—3%+5—7%+9 —1w
ifie Differ, = 2, 2, 2, 2, 1
Los=1umd Aa==2ift, fowidS=3F~Z=o.
v, &g
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1V, %s fey die Reibe der Trigonal: Jablen gegeben:
S=1—3%t6—10%15— 21 %10
1fie Differ. =2, 3, 4 5 6, 2.
ete Diffec. = 1, 1, 1, 1, 110
Dea=1, Na=2 und Az2a=r1ift, fo wird

— X
.

S=i—3t3s=1z

V. %s fey die Reibe der Quadrat=Bablen gegeben:
S=1—4%t9—16%25— 36+
ifte Differ. = 3, 5, 7, 9 11, 1.
2te Differ. == 2, 2, 2, 2, .
Daa=1, Na=3 und Aza=2ift fo oitd

. S=z:—3ti=o

VI. $Es fey die Reibe oer Biquadrat - Fablen gegeben:
S=1l— 16 + 81 — 256 + 625 — 1296 T 1.

ifte Differ. = 15, 65, 175, 369, 671, 10,
ote Differ. = 50, 110, 194, 302, 1.
3te Differ. = 6o, 84 108, 1.

4te Differ. = 34, 24 W

@3 ift alfo

— < 6
S=z -9 F¥—%

)

o
wiN
Nip
i
o

§. r10.

SBenn dieReihen ftarfer divergiren, wie 3. R, die geome:s
trifden und andere ihnen abnlicdbe, fo fann man diefelben auf
biefe At fogletch in mehr conpergivende Reifjen verwandeln,
#nd wenn diefe neuen Reihen nody nidt ftarf genug conver:
giten, fo Fann man daraug durdh Wicderholung der Bers
toandiung noch ftavfer convergivende HReihen finden,

I s fey die geometrifche Reibe gegeben:
Se=1—2%4—8+16—32%10
1te
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ifte Differ. =1, 2, 4, 8§ 16 1.
ote Differ. = 1, 2, 4 8§ N
3te Differ. = 1, 2, 4 1

Da dasd erfte Blicd aller diefer Diffevengen =1 ift, fo ift
die Summe der gegedenen eihe 4

Se=1—3ts—TstET—&Htw
wovon die Summe = 1 ift, Denn ¢ entfprmgt diefe legte

Reihe aus ber Entrvictelung des Bruchs -2—1_—-1-, da Bingegen
die gegebene aus dem Bruche ;—-:;—5 entfteht.

1. s fey die wiederEehrende Reibe gegeben :
S=1—2%5—12% 20— 70 % 169 — 3,

1fte Differ. = 1, 3 7r 17, 41, 99, .
ate Differ. = 2, 4, 10, ‘24, 58, 1.
gte Differ, = 2, 6, 14, 34 1.

ate Differ. = 4 8 20, 1.
ste Differ, = 4 12, U
6te @iﬁer. = 8 i

@8 formiren alfo die Bier nady und nad gefundenen Diffes
renjen folgende geometrifche ‘Drvgref{wn mit boppeltm
Gliedern:
I, 1, 2, 2, 4 4 8 8 16, 16 2.
uub ¢8 ift daber
S=2—3Ti—R%tH—&tde—r

oder, weil fich auﬁcr dem erften Glicde jede gtoey folgende
Glieder auffyeben, S =12%. 8 entfpringt aber die gegebene

Reihe aus der Entwicelung des Bruchs ; =}, wie

wie
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toir bep der CrbBiarung der Natur der wicderfehrenden Rei-
Ben gegeigt Haben, ¥)

I, &5 fey die bypergeometrifche Reibe gegeben:
S==1—2%6— 24 % 120~ 720 % 5030 — 2.
deven Differenzen am feicdhteften auf folgende At aufgefudht
teerden fonnen,
e DiF. | 2 Diff. 1 e Diff.

1 1 3 1

2 4 14 63

6 18 78 426
24 96 504 | 3216
120 600 3720 27240

730 4320 30960 | 256320
5040 35280 | 287280 | 2556080
40320 | 322560 | 2943360
362830 | 3265920
3628800
Set man viefe Diffevengen weiter fort) fo findet man
samn I, 3 II 5_3_392_1_313 16687
2 4|8 16'32 64 ' 128 256
+ 148329:}'468457 16019531 _ 190809417
572 1024 2048 3096
Bieht man die bepden erften Giieder jufammen, fo wird
S = %14, ven

.

. A=

*) Beon den wicderfebrenden Reiben handelt Luler in der Eing
leitung in die Analoiis des Unendlichen im sten und 13tem
Gayitel des 1ften Theild.  Bon der hier pegebouen wiederfels
renben Neibe findet man nad) einer Furgen Uebirlegung, dap
l die Besiehungs: Seale — 2, T 1, ift, und hat man dicfe
entdeckty fo if auch der Bruch belannt, aus deffen Entwiddes
lung die JWeibhe enifpringt,
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Az 3 309, 2119

5 16 T 32 6s | 1ag
ift. Gudyt man nun pon newem auf eben die Art die Diffes
renjen, {0 toird }
3 5.2 _ 99 _1_ 615 4401 | 36585
a4 26 ' 38 10! 31z _.___z_l_tij 216
220 356‘5323 40866523
34 - 37 .i. 2 2_. q_o._.___ ___._5 -ln 0.
2 22

Berciniget man abermals die bepden erften Glieder, weil fie
convergiren, {o tvird

21
A-—--—‘}‘B toent B == Zg—z—x‘a‘f'lc ift.
Htimmt man aber audy von diefer RNeihe die Diffevenzen,

fo wird

I5 4 150 adp . saar  abegy

eIz . BIS 218 221 224
338835 2771097
To7 — o T
Sieht man Biee dic vier etfren @Iicbec in eine Summe ju-
— 153 —_
fammen, und fest man B = T2 -1~ 218 -I-C, fodafC=

241 2628
-52—-31 22: + 1. ift, fo findet man bey wirflicdher BVers

15645 6og17

2: — —;—-—-, unb f)!ﬂi

emtgung etltdm @!leber Ce=
aué fd)lxeﬁt man enbhcb auf die Gumme dev gegebenen
Reihe, welde auf diefe Art S = o, 40082038 wird, Da
indeft die Neihe fo auferorbentlich divergirt, fo Pann wan
davon faum 3 oder 4 Bifern al$ genau anfeben; aber ausqes
madyt ift, daf diefe Summe gu flein ift. Ty habe nemlich
auf andern Wegen Diefelbe = o, 4036524077 herausges
bracht, und biev ife felbft die legte Sifer nodh vichtig,

§ 11,
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§ 1L

Boryualich grof ift aber der Nuen diefer Berwands
lung, toenn Reihen, die langfam convergiren, in fdneller
convergicende vevwandelt werden follen. Da indeh in diefem
Ralle dic folgenden Glieder Fleiner find als die vorhergehen:
den, fo wetrden die erften Differengen negativ, dalyer man
denn bey den folgenden auf die Seichen fovafaltis Nackfiht
gu nehmen Hat. '

L £ foy die Reibe gegeben:

S=1—3t+:—2tF—3Trn

N 1 X 1 L
MeDiff =—% — =5 — 5 — 1755 T 5
MD= t 5 o T o
edifi= — & — 2,:,':5“3.2::.6
4te Diff. = T %

Hierrach ift alfo
I 1 1 1
S"‘%Tﬁfﬁf4.16+s_.§;+m
und von Depden NReihen ift bereits in der Einleitung gejeigt
toorden, daf fie den hHoperbolijchen Logarithmen von 2

geben, *)
IL &£s

X Ouflom=1—4+1—1kt—3%Fwit, gt 6
i) =x— 2 + 2 — 2 o (@int. ghx
QB I(Ld x) =K — — F — — — 20
2 3 4

b S I 1
§. 123.) berleiten; dag aber 12 =2 % ;—4—-1-;.;; f;_l_é
* 2, erinnere idh mich, menigfiens jesit nidht, in dev Einleis
tung gelefen 3u haben,
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IL s fey dieReibe fir den Sirkel (Ginl. £h. 1, §. 140.)
@egeber,

- 2 2. 2
1fte DIffs = = oy =y ey e e

2.4 . . .
DT m S ey S T
‘ete Diff, == 'I~ 735 3890 579 7‘911,29‘
246 2.4.6
DT, == e
;te K110 1357 357, 9 —
Hieraus folgt alfo
I I.2 1.
§ = — (o
st 2‘3.5‘9.1.3572%
eder

- . 1.2 1.2.3 1.2.3.4 ,
25 == 1 X — b1 o8
5 %31‘3.5?;'5.7?3'5‘7‘91‘

f[i. Do Werth der unendlichen Keir)cisu finden :

S=1l2—13%l4—15+16—17 + 18 —19 10
Da die Diffevensen im Unfange gar ju ungleidh find, fo vers
cinige man die evften Glicder b3 3u 110 aus den Safeln,
wodurd) man «— o,3911005 findet, und alfo
-~ 8= —o0,3911005 Flio—=111 flr2—1r3+irg —1r5 %20,
befbmmt. Sun ﬁcf)mc nian diefe Logarithmen aus den Tas
feln, und fucpe ihre Differenzen anf folgende Yrt:

L Diff. 2.Diff. 3. Diff. 4. Diff. 5. Diff,

lio = I,ooooooo 1‘ -—-:"ﬁ» t

lia = 079191” 377833 6

1 302 3 68

3= 1,01139434(347622| 0 ¢ 3

lig == 1,1461280(321846 22213

15 = /1760913299633 -
Lulers Diff. Rechn, 2,TH. 1. thtf)'{« Diees
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Hieraus findet man

1,0 T
llo—lir 112 — i3 f o =~ 000000 473927

2 4
6042 g
36042 5779 1292 _2_9‘_% = 0,4891606

8 16 32 64
und es ift daher die Summe der gegebenen NReibe
§ =12 — 13 %14 — 15 } 1. = o,0980601 = 11,253315.

§. 12,

@o toie mir diefe Rerroandiungen dadurdy ju Stande
gebradht baben, dafi wiv in der gegebenen Neibe fir x den

Bruch ;—'{_y feten: fo giebt es nodyunzahlige andere Bers

andlungen, renn anfiatt x andere Funftionen von 7 ges
fept werden. €8 fey abermal die Reibe:
= ax tbx2 tcx3 } dx4 fexs fxs 4 1.
gegeben.  Sekt man datin x = y(1 — y), fo erhalt ‘man
Dafur
S = ay — ayy
t byy — 2by3 T by4
T cy3—3cy4 t 3cy5— cy6
T dy4—4dys T 6dys
n e)’f—Seszc'
t fys
£4a6t fich nun eine von dief n Reihen fummiren, fo 1ajt fich
auch die Summe Dev andern finden. Gt 3. B,

Smxtxr bt bxd b fae tu =
fo toird
S=y—yi—ystys tyT—yr—yi0tm
. N e y—7yy
‘und die Summe diefer Reihe ift = .

f he if 1—vtry

§ 13
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§. 13,

Bridht die andere Reihe irgendwo ab, fo (aft fich die
Summe der ecften Neihe abfolut ausdrucken.  Angenommen
daf a = 1 fey, und baf in der gefundenen Neifye alle Glies
der nach dem erften perfbmwinden, fo daf S = y werde; fo
mwitd, meil x =y — yy ift, dic Summe der erften Reihe
=4 — vV —3x

Da aber a = I ift, fo roird

b= | =—, 22

TR
o

n&

m
I
|

.

-
w o

5

. 26

H"h'
“0\

.8
-5.7
468;0'

f: 42 :“-'—'3';‘5“;7—‘-9—‘.2“?

4.6.8.10.12
1.3.5.7.9.11

4.6.8.10.12.14

und hierdurdy vermwandelt fich die erfte Reihein folgende: -
S = %——\/'(i-—-x).._x'fxz+2x31'5x4-f14xf'i'

: 42%6 f 132x7 F 2.

Gben dicfe Reihe findet man audy, twenn man die Wurgel:

Srofe v — x) in eine Reihe anflofer, und diefe von £

abgient,

i

14 =

g=132 = 2™ .

) §. 14
Um bdiefer Q?ermanb[unq cinen defto grofiern limfang su
8eben, o fep x == y(1  nyy, wodurdy die gegebene Reihe
S--ax-rbxz.fcx3-}-dx4fexf'fm
D 2 in
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in folgende vermandelt witd: S = ay + —nay2
1

T by2

yy—T) y(»—x)(v——z) S=00-2)0-3). ,
\ n%ay3 3ava f
+ ~ n’ay3 n°ay '1‘ 1.2.3.4
2,(2 ) 2);\" I)(Qv 2) )
2y 8 f————inhyad T n3hys
1‘ I nb ‘I‘ 1.2 T 2. 3 by
37 3 (3' — 1
3 —1lCYH ———— 1Y $
'I'v cys ¥ —neyt 1. e
t dy4 ¢ Lnays
\ ,I. eyi‘

2.
Wenn alfo die Summe von jener Reifje befannt ift, fo Fennt
man audy die Summe von diefer, und umgefehrt, Da aber
n und » nach Belicben angenommen roecden fonnen, fo lafz
fen fidy aus diefer eingigen NReifje unzdhlige andere fummics
bare Reiben finden,

§. 15 .
G4 fonnen die Vermandlungen ader audh auf eine folche

vt unternommen twerden, daf die Summe der gefundencn
Reihe ivrational wicd. €8 fep die Neihe gegeben:

= ax F bx3 } ¢cx¥ ¥ dx7 f ex9 F fxIT } 3¢
o folglich
Sx = ax2 § bx4 % cx6 % dx8 T exIO § fx¥2 f 3
oitd.  Sest man daher

y - ,
Ty o == Ay

und die gegebene Reihe wird in folgende verwandelt:

2

X =

\ Sy
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Sy
———
Y(1 — nyy) ¢
ay2 ¥ nmay+ ¥ n2ay6 T n3ay8 § nday¥o §
T by4 & 2nbys T 3u2bys § 4n3byro ¥ i,
+ cyS T 3ncys f 6n2¢cy10 ¥ 3¢
t dys f gndyxo § 3.
t ey¥0 ¢ 3,
Wenn alfo die Summe S aud der erften Reihe befannt ift,
fo fennt man jugleid) die Summe der folgenden Reibe:
S Vo—
V(1 —nyy)
ay ¥ (natb)ydt(n*atanbtc)yst(n’at3a’btsncid)y”
¥ 2.
§. 16
Wenn man n == — 1 nimmt, fo toerden die Coefficiens
ten diefer RNeihe die Diffevenzen von a, aus der Neibe a, b,
¢, d,2¢.; wenn aber die Seichen in der gegebenen Reife abs
wechfeln, fo oerden bie Coefficienten diefe Differengen, wenn
mann =1 feht. Bebeuten alfo Aa, A2a A3a, Ada, s
die Differengen von a aud dev Jahlen: Neihe a, b, ¢, 4, e 2.
und ift
S == ax ¥ bx3 § exF ¥ dx7 + ex? ¥ 1.

, y ,
0 tird, toenn man x —= ———— nimmt
f ! V(tyn !

S
————— == ay } Da.y3 F Aza.y5 F Asa.y? f.
N y y ¥ y
Sft hingegen
§ == ax — bx3 } cx¥ — dx7 + ex9 —
fo twicd, enn Man X = ——J— feit
gw \/.(I'—-)’}' f%r \ \
- = _— . 3 2 . § — 3 . 7 (.
m ay—Aa.y31+Az2a.y5 —A3a,y7 41
D 3 * fBenn

R
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sBenn alfo die Neihe a, b, ¢, d, e, 1¢. endlich oxf beftdndige
Diffevengen fuhrt, fo fann jede diefer Neiben abfolut fums
mict erden ; indef flieft diefe Summation audh aus dbem
Obigen. '

§. 170 ‘ _
Wenn die Coefficienten a, b, ¢, d, e, 2. diefe Reifes
1, 4 % % & w bilden, joift, rwie wiv vorhin (§.11.) ges
2.
feben baben, a = 1, Aa = — %; A2a= 5_;;’
2.4.6
3.5.7
mation folgender bepden Reihen

A3a = — ;. Hievausd ergieht fich die Sums

1. @8 feb S = xt ix3 f x5 T 3x7 42, to alfo
¥ x, y .
= }l—— tit. = l0
S gll — ift, Sept man x =7 177) fo twird

f- r
=YY kv £

T U Y tyy)—y
und ef ift alfo
IV (rtyy)ty) _ 2.4 2.4.6

— 2y3 —y S ——y7 e,
vaty ¥ Y Tt

S

IL @8 fey S = x— Ix3+} x5 —Ix7 2, wo folglidh

= A.tang.x ift. Gept manx = —‘}.—(——y——m

— fo twicd
1L—yy)

Y —_ y

S = A.tang.— = Afin.y =A cof, V" (t—yy).
& Va—w .

Kolglich hat man' hier folgende Summation:

Afin.y” . 2.4 2.4.6
- WU — ] L= 3‘ ——————— ; —— 7’ 2"

/ § 18,
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§. 13

@38 formen aud) fiir x tranfeendente Funftionen von y
gefent,” und dadurd andere fdwerer ju- findende Summatios
nen fergeleitet rerden. Damit aber die neaen Reiben nidht
gar ju sufammengefest werden, fo muf man foldbe Funftios
nen wahlen, deven Poteftaten leicht davgeftellt werden fonz
nen, devgleichen die @Evon?ntial: Brdfen ey find,  Sft alfo
die Reihe

= ax t bx2 ¥ cx3 } dx4 § exs ¢ fx6 ¥ 2.
gegeben, und fest man x = envy, fo daf e die Sahl bedeute,
deven hyperbolifdher Logarithme = 1 ift, fo toird

X2 == e28¥y2; x3 == e37Yy3; u. f tv,
Da nun, toie befannt, (Ginl. Th. 1. § 123.) tberhaupt
z2 z3 z4
eee=1%zt — F ¥ IR
1.2 1.2.3 1.2.3.4
ift, fo roird die gegebene Reibhe in folgende vermanbdelt :
S=ay T Inay2 ¥ #n2ay3 § in3ay4 . JLindays fic.
T by2 f % nbys & gnzbya ¢ gnsbys o
T ey ¢} ney4 & gnzepstuc
¥ dy4 1 £ ndys ta.
t ey st

I &s fey die geometrifche Reibe
S=»x‘i‘x2>i‘x3vi‘x4fxf.’i\‘2t.

gegeben, oo S = l—’-‘-—x ift. Sept mann =—1, fo daff

evy y
1—eVYy ay ——

il

x=e'Yy, unb S =

. witd: fo findet
man dic Summe
4
vy =y 3y3 — 4+ S5 T Ay —u.

allein Das Gefe; decfelben 136t fich nicht erbennen.
D 4 11, Wenn
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23 ater 3. 1fkes Cap. B.b. u'niformung b. Reiben,

_ IL. Wenn in dee vorhin gefundenen jroenten Neifhe alle
Olieder aufier demr erfien == o. find, fo ift b = — na;
e=in%a; d =-— $n3a; e=='3 nd%a; f— — $%n¥a;
. Daalfo S =ay, und x = evv ift, fo wird
¥y = x —nx? { }02x3— &n3x4 § L n4xs —$In9x6
. ¥ 2. .
Da indeh bey diefen Neihen das Sefes der Fortfbreitung
nicht in die Augen falt, fo haben die Summationen, die
aug diefer Subjtitusion abgeleitet verden, feincn fonderliz
cen Nupen.  Boujligtich aber verdienen die Bevwandlungen

bemerft ju toerden, bie( auf der éubf_:itution_x;.—__@ﬂrf;;tf
beruhen, indem diefe nidht blof fehr merfrofirdige Summas
tionen, fondern aud) fehr gute Wege on dic Hand geben,
die ‘Gummen der Neiben durdh die Néherung zu finden,
Rahdem wiv Ddiefed, obhne dabep ¥ie Differensiat: Rechs
nung ju gebraudden, vorausgefchicft haben; fo wollen toiv
.ung nun gur Geflarung des Gebraudys diefer Rechnung in
der Pehve pon den Neihen wenden,
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§ 19,

%enn man die Summe ciner Reihe Fennt, deven Glies
der eine unbeftimmte Grofe x enthalten, in tveldhem Falle
tie gedachte Gumme nothwendig eine Funftion von x
ift: fo Fann man diefe Summe audh fir jeden Werth von x
angeben,  Wenn man daber x + dx flr x fest, fo ift die
Gumme der daraus catfpringenden Reihe gleich der Summe
der erften Neihe nedft ihrem Diffevensiale, und folglich das
Diffevensial der Summe auch gheich dem Diffevenziale der
Reihe. Da aber auf diefe Art fotvohl die Summe alg die
Glieder der Reihe indgefammt durdh dx multiplicict find,
fo findet mon, twenn man allenthalben durd dx dividirt,
cine neue Reihe, deren Summe befannt ift. Eben fo ents
fteht, toenn man diefe Reihe mit ihrev Summe von neuem
differengiict, und darvauf abermals allenthatben durdh dx dis
pidict, roieder eine neue Reihe mit ihrer Summe; und auf
diefe MWeife fann man aus einer fummigdaren NReihe, welche
iz unbeftimmte Grofie x enthalt, burch cine fortgeferte Difx
fecengiation ungaplige neve fummirbare Reihen exhalten,

B s § 200
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§. 20.

Damit dies deutliher twerde, fey folgende unbe:
ftimmte geometrifche Reihe gegeben, deren Summe bes
fannt ift:

I

1I—x
Diffevensiict man bier, fo findet man
d

([__Xx s =dxt2xdx }3x2dx f 4x3dx } 5x4dxtrc
and dividict man nunmebr durch d x, o toird

! —= I}t 2x ¥ 3x2 + 4x3 + 5x4 } 6x5 e

(a—x; . '
Differeniict man nun- abermals, und dividict davauf wie-
der durdy dx, fo tird

':-,I'fx.'l'_xz'l'xi-}'x‘k'fxf-fxﬁ-[-;z.

2
oy =2tasct s tass ts.6dtn

odet
1

—_— . 154 + 1C.
= It 3x+ 6x2 F 10x3 F 1524 F 12

wo die Coefficienten die Trigonal: Jahlen find, Diffeven:
giict man nodymals, und dividirt darvauf ducd 3dx, fo
- findet man

I

5 (—1—-:—?44 =1 t 4x } 10%2 + 20x3 + 35x4 } ?c.
o die Coefficienten die crfren Pyramidal = Jahlen find.
§abrt man auf diefem Wege weiter fort, fo findet man dbers
baupt die Reihen, die aus vder Cntwicfelung des Trudhs

Fr—— entfpringen,

§. 21,
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§ 2r.

@3 cthalt aber diefe Cefindung der Reiben cinen viet
grdfern Hmfang, twenn man jedesmal vor det Differensias
tion fowoht die NReihe al8 die Summe durd irgend cine Pos
teftat oder Funftion von x multiplicict.  So multiplicive
man, da

B R L E LT R R LY 'S
1—x -
ift, allenthalben Purdh xm, wodurdy
%‘":xm Fxmtx fxmtz foxmt3fxmid foe,
-—_x )
wied, Diffevensiict man nunmehe und dividivt darauf durdy
dx, (o tird

mxm=I — (m —1)x™m == mxmn-I -I- (m'[‘l}xm ’I‘ (m'l‘2)xm“

(r—x,2

¥ (m¥Pxmt2 o
und dividict man diefes durch xm-1, fo erhdit man
m—(m—1)x__ m

(1 —x,2 T l—x ij-)—;= m}+(m¥)x t (mi2)xe
T
RNun multiplicive man, efe man wieder differengiict, durd
x1, fo daf
mxn XN4T

;:_; (1—x;2
werde. Tanndiffecensiive man und dividive durd dx, fofomme,
mnxR-I (m-i-n-i-oxn axntX . e
ok Sy iy ([-——-x)-’?_mnx T4 (mtr)(nt1)xn
T mi2)(nt2)xtT 4o,
Dividict man nun durd) x*-T fo wied
mn (mintx 2XX ‘
=y o = et e in@eE0x
T (mt2)(nt2)x2 ¥ .

= mx" } (m¥D)x T F (mf2 x0+2 F 2c,

Anf
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Auf diefe Art fann man nach Sefallen tociter fortgehen.
Man fiadet aber allemal die Reihen, die aus der Entivices
fung der Bridhe, weldpe die Summe dasfteilen, entfpringen.

) § 22
Da von der ju Unfange angenommenen geometrifden
MReibhe jode beftimmtee Anzahl von Slicdern fummirt rwerden
fann, fo laffen fich auf diefe Hrt audy aud einer Peftimmten
Anjahl von Glicdecn beftehende Reiben fummiren. So
toitd, da
I___w(!bFI

bbb S S SRR
ift, tenn man differensiict und davauf durcdh dx dividict,
n ntx

(l-—fx)l __(ﬂ'f(‘[):i;‘: = 1_1.2*1'3"2 T doxeox,
Hicraus laffen fich die Summen der Poteftaten der natirlis
den Rablen bid ju jedem Gliede finden. IMan multiplicive
pemlich diefe Reihe durd x, fo daf

X —{n¥1)x0%T Fnxerkz

L Lt ESE S L

‘ecde. Diffevenziivtman num, und dividict durdh dx, fo twicd

1¥x—(n+1)2xF(2nnf2n — 1)x0FI —npnxni2

(1—x)3

tax foox2 f 16x3 + ..., n2xo-x

und diefes, mit x multipficict, giebt, «

x¥Fx2—(nF1)2xt I (2nnt2n — 1)x2 _ppxnt2

(f — x)3
Cx 1‘4:{2 Fox3 f 1614 +..... Fn2xn,
Piffevensiict man abermald und divtdirt buro’o dx, fo ets
Balt raen dburdh eine davaui angeiommene Multipiication
purd x bie Neihe ‘
X #x2 foyx3 ¥.....03x0 "

=I

Deren
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deven Gumme folglich gefunden werden famn.  us diefer
Reibe findet man aber auf eine ahnliche Art die Summe der
Biquadrate und der hdHern Poteftaten. ’

§. 23,

Diefe Methode 136t fich auf alle eine unbeftimmee Brofe
enthaltenden Reihen antwenden, deven Summen befannt
finb,  Da nun dicfe Cigenfhaft aufier den geometrifcbhen
Reihen aud) allen roiederfelyrenden Reihen jufommt, wund
diefetben nicht blofi, menn fie ohne Gnde fortlanfen, fondern
aud big ju jedem beftimmten Gliede fummict toerden Fins
nen: fo laffen fich aus ihnen nach diefer Methode unzahlige
andeve fummicbare Heihen finden,  Da ¢8 ung viel ju roeit
fihren oicde, wenn toir diefed ausfihulich seigen tvollten,
fo roolfen toiv nut einen einzigen Fall ecwdgen. St nemlich

Die Reihe
T = *tx2 dax3 1 3x4 4535 1 8x6 F 13x7 Fee.

gegeben, 4o findet man durd die Differenziation und dic Dis
wifion durdh dx
1 Fxx ‘ ) .
—— == 1 f2x F 652 § 1253 F 25x4 1 48%5 § 916
+ .
@8 ift abet dabey leicht einjufeBen, daf alle auf diefe drt
entftehende Neihen thenfalld twicderfehrende Reihen fepn
toerden, fo baff man die Summe derfelben felbfi durch die
Betradptung ihrec Natue gu finden im Stande ift,

(L—x—xx)2

§. 24 . ‘
~ lieberhaupt offo Fann man, wenn bie Gumme irgend
ener unter diefer Form
ax } bxs fox3 T dx4 ¥ exs 20
begtifs
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Begriffenen Reihe, welde wir =S fegen mwollen, befannt
ift, aud) allemal die Summe eben diefer Reihe finden, nach=
dem Die eingeln Glieder derfelben durch die Glieder einer
avithmetifchen Progreffion multiplicict woeden find, Denn
8 fep die Reibe
S = ax '} bx2 ¥ ex3 ¥ dx4 ¥ x5 } 1.

aegebenn.  Miultiplicict man diefelde durd) x™ fo findet man
dataud

Sxin == gxmiI F bxmiz f cxmi3 § dxmid F e,
und differensiirt man diefes und dividirt Vavauf durdh dx,
fo wird

_dS e
mSxm-1 J xm = =(m}1)axm}(mi2)bxnt T f(mt3)cxmt2
+ 2

fo toie Hievaus-durch die Divifion durch xm-x

mS ¥} }-(—dd;-:': (mf1)ax F (m¥2)bx2 + (m¥3)cx3 .

$Bird alfo die Summe folgender Reihe verlangt:
wax t (a1B)bx2 + (at28)cx3 T («138)dx% 20
fo multiplicive man die vorhergehende Reihe durch 2, und
‘ — B (e
fesems & 8 = &, fo Daf m = f—ﬁ—-wecbe. Ytsdann ift die
Summe diefer Reibe

= («a—B)S T

BxdS Sk il
dx - .

S

\ § 25
{88 Fann auch die Summe der yegebenen RNeibhe gefunz
den terden, toenn die einjelnen Glieder ducch die Glieder
¢iner Reibe der jwepten Ordnung, deren jroente Differenzen
alfo beftandig find, multiplicict weeden.  Dean da wir

beveits
mS
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mS 'f — = (m*}1)ax + (m}2)bx2 (m-l-g)cx3 + e,

gefunden babcu, fo erhalt man Bieraus, twenn man mit xn
multiplicict,
xntIds
s S (R T dbant s gl
+ i

fo toie Bicraus, wenn man diffevensiict und durdh dx dis
vidict, )
(m'fn;';)x dS.I_xn;deS (o F (0§ 1axd

+ (mt2)(mt2)bxntT 2
Dividiet man Bicfe Gleichung durdy xo-T, und multilicict
davauf durdh k, fo 1wird

3
moks § TP OB 1) )k
‘(m +2)(n 4 2)kbx2 T (mF3(n+3ex3 +1

RNun ‘vecgleithe man Ddiefe Reipe mit der vothergehenden,
fo wird:

mnSxn=1}

1fte Differ.  [2teDiff.

ll:mn-f km+ tni' ‘;f“ km}kn}zke=p o>
mnt2kmizkntgk=ats kmtkntsk= gty H=n
kmnt3kmt3kniok=at2pty

Hicvaus fileft k=%v; m{n ==:_'_Z—§ — 33 und

u 24 28 2(x—81%)
mn=-——m—n—1=———12m——i,
k v ¥ Y

und e ift temnach die gefuchte Summe

(B—v)xdS  yx2ddS
(—810ST ax i

§. 26,



-
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§. 26,

Auf &Hnliche Art (&Ft fich auch die Summe der Reihe
Aa }t Bbx } Ccx2 f Ddx3 + Eex4 10
finden, twenn die Summe S diefer Reih2
. S =atfbxtexzfds3 foexst foa
befannt ift, und A, B, C, D, 2. cine Reihe formicen, deren
Diffevensen endlich beftandig werden. Denn da die Form
ter GSumme aud dem Borhergehenden gefchloffen mecben
fann, fo fege man fie
pxas 'yxzddS ox3d3S sx4d43
“5 T  odx2 6dx3 | 24dx4

+ 1,

Feener entmiefe’!e man, um dic Budftaben «, &, ¥, & 1. v
finden, jede diefer Reihen. Dadurdy twird
«S = ea } wbx } acxz } adx3 § awex4 i,
B 5 - S . N
.flz_i—_ = 1 #bx T 28cx2 t 38dx3 | 4gex4 i,
y%24dS
2dx2z
x34d38
6dx3

+x4d4S
= tex4 F e,

wcx2 F 37dx3 f 6yexd e,

i

9dx3 f 4dex4 g,

I

24d x%
Bergleicht man nun alle8 diefes mit dev gegedbenen Reihe:
Z=Aat Bbx } Cex2 Ddx3 } Eex4 +i
fo findet man ducch die BVerjleichung der eingelnen Slicder
e == A
g=DB — = B—A
y=C—28— a=0C=281 A
$=D—3r—38=—w=D—3Ct38—A
a0
RNadyo
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Machdem. man diefe Werthe gefunden, ift-die geudte
Gumme
B—A)xdS , (C—2B+Ax2ddS
1.dx T 1.2dx2
(D—3C+38—A)x3d38
T r.z.3dx3
oder, twenn man die Diffcrengen der Reifje A, B, C, D 1,
auf die gewdbnticdhe Art cuddruckt,
Z = AS 4 DA xd3 s 4,_=A.x=d’sJr ASA‘de%N.
idx 1.2dx3 i.2,3dx3
wenn nemlidh, wie wir angeommen haben,
S=a f bx + cx2 f dx3 } ex4 + x5 '1.
ift.  $Renn alfo bie Differengen der Reihe A, B, C, D, E, 1.
endlich beftandig werden, fo fann man die Summe dep
Reihe Z dureh einen endlichen Husbruck dacfiellen,

Z::AS'}'(

NEI

§. 27.
Da, wenn e dieZahi bedeutet, deren hyperbolifder 2oz
garithme == 1 ift,

x X2 x3 x4 b3

eX =171 % ~t-——1 . 3
T P T1.zT1.2.3?1.2.3‘.4,%1.2.3.4.5.hc
ift, fo nchme man dicfe Heihe fratt dev vorigen. Da nun
, \a ds ddsS
S = ex i{ft, fo ift aud) Pl ex, P ex; U f.f (Sh.
1. Gap. 7. §.188) €8 taft fich Daler dDie Summe der Reibe
Cx=2 Dx3 E x4

At Bxt 1.2 T 1.2.3 1.2.3.41‘ i

weldye aus jener Reihe und aug der Reihe A, B, C, D, 1,
sufammengefet ift, auf diefe Ut ausdrucien:
' xAA & xxA\2A | x3A3A  x4A4A

eX(Aj- t
1.2 1.2,3 ° 1.3.3.4

1
ousdrigfen, .
Lulers Diff, Rechm, 2. TH. 1AL, € -Gt

+ 2.



34 Amepter Theil.  Sweptes Capitel,

St 3. B, die Neifje
.i.sxfIO‘(- N 17x3 ¥ 26x4 37x$
1.2.3 1.2.3.4 1.2.3.4.5
gegeben, fo ift aus
der JReihe A, B, C, D, E, 1,
A=2 5 10 17, 26,
AA= 3 5 7 9 ®
D27 = ”, 2, 2, W
and alfe die Summe der Reihe
10x2 17x3 s 26 x4 N 37x¢%

5%
-f. — LT
f Tx 2.3 °1.2.3.4 Y 1.2.3.4.5

——

ex{2 ¥+ 3x F xx) = ex(1}x)(2 I %)
Diefes ift aber auch von felbft Flar , denn 8 ift -

+

+1c,

) 2 2
=2t T Tor ot ot
3xex = 3 {I— ¢ *—-—?v—é—fm '

x4
XxeX == xz f T T - T ., alfo

10x2  17x3 | 26x4

¢,
2 6 Tmf

-k

ex(2f3xfFxx)==2%35x

Das bicher Vovgetragene ecftvedt fid nicdht 6lof auf
die Rcihen, die ohne Ende fortlaufen, fondern aucd auf die
Summe jeder Angahl von Glicdern; denn die Coefficienten
a, b, c, d, . Bdanen ofyne Gnde fortgehen, oder nad) Ve:
ficben abgebrochen twerden. Da indef dies Feiner roeitern
Grlauterung bedarf, fo reollen toir unfere HAufmerffameeit
auf die Folgen vidhten, die aus dem Bidherigen flichen.

Wenn
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onn alfo irgend ecine Reifhe gegeben ift, Deven eingelne
Glicder aus ey Faltoren befiehen, davon die cinen eine
Reihe machen, deren Diffevenjen endlich beftandig werden s
fo 13§t fih die Gumme digfer Reihe angeben, wenn diefelde
mit Vepieitfegung der gedacdhlen Faftoren fummirt werden
Fann.  Sf nemfich die Reibe
Z = Aa } Bbx F Ccx2 f Ddx3 + Eex4 ¥ 26,
gegeben, und madyen dazin A, B, C, D, E, 1. ecine Reilje,
beren Differengen endlich beftindig werdens fo (4Ft fich die
Gumme jence Reihe ongeben, mofern die Summe von
Diefer ‘
S=2a+bx+cx2 J dx3 + ex4 J s,
befannt ift.  Denn fucht man aus der Progeefiion A, B, C,
D, E, 1c. bie Dataus nedh und nach fidh ergebenden Differens
gen, und joav nad) der dagu im evften Lheile defindlidhen Ans
leitung
A' B, C, D’ E/ Fl 2.
Ar, QB A, AD, AR,
AZA! A2B. Az2C, A2D,
AS,A/ ASB/ A3C,
A4A, N4B, 2.

ASA, 2
fo ift die Summe der gegebenen Reife:
xdS x2dd4S$S . x3d3s

= SA } -—AA 2At - 3A fae
. AT 1dzs:A TLdezA ~I.I.sz.;;.cb@A 1

wenn in den hohern Diffevenzialien von S, dx als beftandig
betrachtet toird,

§. 2y,

Wenn alfo die Differensen dee Neihe A, B, C, D, 10, -
niemals befeandig merden, fo wird dieSumme Z ducch eine
neue wendlide Neihye ausgedruct, die Hfterd frarfer cons
€2 pergict
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vergitt alg die gegebene und 8 wird auf diefe Art die ges
gebene Reibe in eine andere ihr gleiche vermandelt, Um dies
#u etlautern wollen wiv diefe Reihe bctrad;ten:

r=yiL -ry’-ry +y R

. . . T
toovon befannt ift, daf fie den Bogarithmen von —

drudft, fo daf Y = — 1(1 — y) ift. Dividict man
diefe Reihe duvdh y, und fegt dabey y = x, und

aus:
Yy

I
- Y=1yZ fo daf Z=—71(1—-y)=— i—l(l—x) ifts

‘I' 'I‘—'i'-—-{- Tt
und necgietd)t man diefe ERetbe mit folgenber.
S==1+%xtx2fx3Ftx4tx5tx6 i = -
— X

fo findet man fifr die Reif)e A, B, C, D, E, 1. diefe Werthe:

I % ¥ .7 2
I T 1 I
}.2' : 2.3 3.4 4.5
1.2 1.2 1.2
1.2.3 2.3.4 3.4.5
123 1.2.3
1234 2345
e
Gswitd alfo A=1; AA=—4; A2A=1}; A3A=
| 353
— 3% ¢,

Dafe =1 i
ferner S —3 ift, foift

ds 1 .
Idx — (1 —x)3’

das
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d=Ss — 1 .
1,2.dx2 (1—x)3’
d3S _ .
1.2.3.dx3  (1— x4’ i
Gebraudht man diefe Werthe, fo erhalt man die Summe
X x2 x3 x4
= —_—— Y o -
z 1—x  2(1—x,2  3(1—x)3 4(!——X)4T5(x-——X)’f
T o
Damnx=y, D Y =— {1 —y)=yZ ift, fo f)at
man hieraus

2 3 4
‘—1 [— ):: y —— Y * y — ¥y
(t—=y iI—y  20—y;2 30~—y3  4(1—y)4

I 2

und diefe Reihe druckt allerdings 1(1 + -——-)_..l;——
-y

— (1 — y) au$, toie auch felbft aus dem fonft fhon (Cinl.
gh. 1. Gap.7. § 123) Bewiefenen, beFannt ift.

§. 30.

Damit aber audy der Gebrauch des Bisherigen befannt
werde, toenn blof die ungeraden Poteftaten vorfommen uad
dic Jeichen abwedfeln, fo fep folgende Reihe gegeben:

y3 yf y7 y9 yII
Y=y —L o D e
A i S i T

woraus echellet (Einl, . 1. Cap. 8. §. 140.) daf Y = A tang.y
ift.  Dividict man diefe Reihe duvdy y, und fest mon

= Z, und yy =x, fo toird .

Bergleicht man diefe Reifhe mit folgender:
Se= 1 = x % x2 — x3 F 34— 1
€3 fo
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T . . ..
fo witd S = ey und die Neife der Cocfficienten A, B,

C, D, 1. toitd
A=1, . T % LRI

A2A = T,

3.5° 35.7 5.7.9
ASA = _2.'4.6; _ 2.4.6 .
. 357 3.5.7.97
DAA = ?._iLS}
‘ 5.7.9
i,

i : ) S )
Da aber S = ~—— ift, fo witd
14 x

ds S TN
1dx (1 +x)2’

dds 1 |
f2dx2 0 (Ltxys
ass 1
1.2.3dx3  (1tx4’
Gubfiituivt man daber dicfe Werthe, fo wird Z ==
._.{_.-f 2x ; 2,4.x%2 2.4.6x3
Ttx © 3(0E02" 3500F%,3 | 3 5.0 tx4
Fihre man alfo yy = x roieder cin, und multipiicict man
Pueh y, fowitd ¥ = Atang.y ==
Y4203 . 2495 . 2.4.6y7
Ytyy 3Utyn® t 3.5(0tyy)3 ' 35070ty d

e

+ 1.

§. 31,
@8 Pann aber auch dicfe lenite Reibe, weldbe cinen Rreids
@agen duvd die Tangente ausdrucht, auf eine qndere rt
g
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erarelt erden, indem man fie mit der Logarithmifhen
Reihe ncrgleicbt Bir woﬂm nemlich die %){eibe
x3 x4
Z=1— 2 — S = =t
e e it .
siehmen, und fie mit folge.wcr.
X . XX x3 x4 .
=—6———2~f T g"f‘*g — =5 — 31 %)

vergleihen.  Hier {ind die Westhe dec Budftaben A, B,

C, D, «.
A =% % 4 3 & .

2 2 2 2

AA = = _— —2 —_
3° 3.5 5727 7.9
—0 —0, —2

AzA = —2:4 -—-—--—“—1; —-—-5; 6

3.5 3.5.77 5.79
AIA = 2.4.6 2.4.6

3.5.7 3.5.7.9°
Da fetner S = L — $1(1 % x) ift, fo toitd

ds — T
dx - m;
dads - L
1.2dx> 'f 4(1 t x)2’
d3s - I _
To2.3de . Gatm3]
d4s X .
Taaaae o T gy !

@3 ift bemnach SA == S.$ == 1; und aus dem HUebrigen etz
giedt fich
x - 2XX 2.4%3
=1 — — - —
30t 350tk 3.5.7(0tx03
- 2C,
Set man nun x =y und multipliciet sugleich duvd o
fo wird

€4 Y =
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Y = Atang.y ==
y v3 2y¥ 2.4y7
3atyy)  3.50tyy)* 3.5.7(1tyy)s

. -
Diefe Verwandlung toird alfo durch das unendliche Hlied &
in-der Reibe S nicht peehindert.  Selltz aber iemanden nodh
ein Sweifd 1ibrig fepn, Der Ibfe nuv Me eingeln Glicder ter
‘ gegenmartigen RNeihe aufer dom erfion in uneadlidhe Reihen
auf, too cv dean finden wisd, haf die juerft gegebens Reibe
witflich hevausfomme.

§ 32
Bisher haben wir nur folde Reifien beteaditet, in twels
den alle Potefiaten der verdnderlichen Giedfe verPommen.
© Gest toollen wiv jur Betradbiung foldher Reiben fertgepen,
die in allen Bliedern eben diefelde Pote®dr dev verdndetliden
Grdfie enthalten, degleichen folgende ift:
I I I I
S=stratontamte
Sft nemfich dic Summe diefer Reibe S befannt, und if dies
felbe cine Funftion von x, fo findet man durchs Diffevensiiz
ven und durd)s Dividiven durd) — dx:
—ds 1 ( I T
Tdx = (at=;2 " (bix)2 *(c T x)2 T (dtx,2 T
Differenziict maen nur abermals und dividict davau durch
— 2dx, fo echdlt man die Reifje dev Wiefel:
‘—1—d-§= I‘-f- ! -f-—-—I»-— ———I———--f‘zc.
~dx? (atx3 " (b+x)3 ' (ctx)3 ° (dt=x)3
und Ddiefe von neuem differensitet und durdh) — 3dx Ddiviz
dirt, diebt

—d38 1 'f 1 F 1 I
6dx3  (atx)4 ' (btx)2 (cTx)4 (dtxa T e

Nuf
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Anf eine dhnliche Act Pann moan die Summen alfer folgens
den Voteftaten finden, wenn nur dic Summe dev erften Reibe
befannt ift. ‘

§ 33
Dergleichen Bruch - Reiben, die eine unbeftimmte Srofe
enthalten, haben wiv aber in der Tinleitung (TH. 1. €ap. 10.)
gefunden, o wir gejeigt haben, daf, wenn die Halbe Periz

phecie eined Kreifed, Deffen Radiug = 1 ift, = = gefesnt
wicd, '

% ¢ 1 1 T I
S ——— e ——
m n-—m ntm 2n-—m 2ntm
nfin, —= :
o,
+ — 3¢, und
3n —
xcof. —x
n 1 .
—1__1 3 r 1 H
m n—m — 4
nfin.Zx mfm zn—mantm
n
I
— T
3n —m

fep, (5.178.) Da tir nun fir m und n jede-Yahl fefien
fonnen, fo wollen wir n = 1 und m = x annehymen, damit
tir Reifjen crhaiten, die denen im vorhergehenden §. ahna

lih find. %lsdann ift o
x ) )4 ) § B T T
L et T R
finzx X ' 1=—x 1tx 2—x"2%x  3—x
- 2
mcof.x 1 I T 1 I 1
AT I e mee e MY e e ——
finzx 'y I—x Itx 2—x"2%tx 3—=%
I 2, oo

€s ' Durg
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Lurd die Differensiation ift nman alfo im Stande, die Sums
men alle Poteftaten, die aus dicfen Briden entfichen,
3u finben,

§ 34
IBiv wellen suvdcderit die erfte Reife betvadhten, und
der Kiirze wegen T =35 feten. Cudt man biervon
fin,.ox

vie bdjern Differensialien, fo daf man dx o8 beftandig bes
handelt, fo ift

1 X T I I
S == _ -
b3 T I—x Itx 2—X T 2t x
1
\‘i' 5»_—:—; - (.
—ds 1 - I T r T
dx  xx (I—x)2  Qtx)2 T(Z—x)z (2tx)2
I
— — 2,
G—x)=
ads _ x 1. P T I
2dx2  x3 (1—x)3 _‘(lfx)3 .._(2_-}\_)3 f@i‘*)’
+ ! bl
(3—x)3 )
—d3S 1T 1 X X I
6dx3 ~ x4 (1——x)4—(1-1-x;4 T (2—~x)4+(2i’x)4
4
-— —
(3—=x)4
das I I 1 1 I,
24dx4 " x¥ (—x)5  (1fx)s (e—x ¥ {.(zfx)f
- — I
T (3—x)¢
—ds5s I I X ) 8 T

120485~ X6 (1—x)5  (19%)8 T (2—x)6 f (2tx)6

! p1¥
G—xs5 ‘

. e
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0 ju bemerfon ift, dafi die Seicken vor den geraden Potes
fidten, fo roie auch die vor Den ungeraden einerley Gefese
folgen, Von allen dicfen Reihen findet man daher die Sums
men au$ den Diferemzialien ded Ausdruds

L

S =

fin.zx

§. 3s.
tim diefe Diffevensiation auf eine einfachere Art audjus
deucfen, wollen wic
fin,rx == p; und col.ax = g
fegen, wodurd denn
dp = mdxcof.»x == #qdx, und dq = =pdx

. T . .
toitd, Danun S = ;— ift, fo toitd

—ds _=2q,
dx pp
dadas _,;@p“qq) wS(qur )
" , weil ppkqg==1
—d3s _ (qq 6q ) ”4(93+SQ)
Tdx3 rp
a4s ,-,4q4 ngz 5) v:f(q41'18q t5)
—_— ( o Ty _
—d5s 12095 _ 130q3 61’q> wa(q‘6+58q3f6rq)
=a6 (g S e Jm
dx s pS p4 pe
) 2 6
I (R 100, B2 )
dx6 p7 p; A p} — p
*7(q6 £ 179q4 * 479q2 1 61)
p7
— - 4 n 3 ~
673.—_—.3'8 50409 ,1_1092?(1 7_’:_@..6.9__%5553 =
dx7 p8 P pe p*

L2l
—(q715439% F3111g3 113859)
g dRS
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dSS‘__ 9 4032048 10cRocq? ¥ 83664(14 24563(]2
dxsS - p9 P7 p¥ p3
' 1385
4 1385 3
zc‘
Diefe Ausdricfe laffen fidh: leidht, fo tweit man will, forts
fegen,  Deun twenn
dan§ — itﬁ gqn-z p/qﬂ 4 qnm6 )
T dxn " I(p“f‘ .i‘ pr-x po=3 T po- s i‘?C

ift, fo ift das Diffeveryial davon mit vesanderten Jeidven

_dniTs ((tnaqeirt na g E‘<n‘2)f}q“‘°
gt Tprtr Hm-napr Hn—3)dpee
+n—4)y" qn-¢ ' )
t—s523]pr-a™"
§. 36

_ Hieraus erhait man alfo die Summe der §, 34. befindz
. lichen aieiben auf folgende et beftimmt:

I},

dx 1 'p2

ddS _ x3/2q2 I

2 =26 T3

-~ 43S x4/ 6q3 ¥ 5q

Gdx3 6\ pA p2

S (a2 o)
24 d x4 pe !

— 458 xd’/ 1z0q¢ ISOq: 61q
| 120dx8 “120( po e T P
dss 720q6 . 332094 , 662q4
Fode T pro T s
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— 473 x8 /503097 1c920q5 , 7266q3

somodi” —gopn ps T pe e T
13854
P.’.’.
dss =9 40220q51. xoogoOqG ?_3,?,6{‘1‘
40320dx8  go0320n  P? ps

24 6'% 2
¥ 5059 38‘5)

§. 37
Um nun aud die andere oben (§. 32.) gefundene Neihe
acof.nx I 1 I 1 I
e —— = ———p—— — {1,
n,=x X 1I—x " 1tx 2—x " 2tx  3—X

auf cine ahnliche At ju behandeln, fo fey, der Kirge wegen,

" acof. ) !
2 "X — T, wobuzc) man folgende Summationen findet s

{fin.wx
X I 1 ) § 1
T ————— R S
=x I*Afx'fx 2_}‘1‘21‘ T
—-d"[‘ I 1 1
i,
dx T (1— x)z t (rtx)® T (z—x)’i‘(zfx)’
ddT 1 T r -1 + "
2dx2  x3  (1—xp? ' (Uhx)}  (e—xp ' (efx3
—da3T 1 I T I T
———— o — G
6dx3 x4 T (1-——x)"?(xi~x)4 T (2——x,’f+(2fx;4 t

d4T 1 1 1 I Y

LA

24dx4 x5 (1—x) m - (2*"X)‘ T GT—‘X‘
—dsT _ I _I ¥
1zo0dxs %6 | (1—x, b (l'tX)" .i. (a— X)"
2",
Dier find in den gevaden Poteftaten alle Glieder pofitiv , daz
gegen in den ungeraden Ddie eichen + und — mit einander
abtvechieln, '
§ 38

—iC

Gix )61‘ A
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§. 38
linv.nun die Werthe diefer Differensialien gu finden, fo
fep abermafs fin.7x = p, und cof.#x =q, fo daf pp *
qq=1 werde: algtann ift dp==qdx, und dq = — mpdx,
Braudt man diefe LWerthe, fo roird )

- 7.. \

T ==.-*

. P

—_aT
T ==Crn="

nx3
ddT = x%3 __G_i e Qq‘)—--l_g
dxz | p3

t

—d3T g
G DEEC )

44T — ﬂg(Q-’iq I()q) !

dx4

—d$T 12094 , 12099 , 16

T (0 2004 1

X P - P PP .
asT ,7(/..o<;5' 980q3 276)

dxs p¥

—d7T _ o (504096 8400q4 s 36962 4 2_‘7_2)

C dx7 pe po 7 p% T op?
48T (403"0(17 80640(]5 48384q3 7936q)
dx8 T

.
. Diefe Formeln laffen fich leicht nach) Sefallen weiter forts
Tegen. Sbenn toenn

dxn ’ sntx (p““: L p-3 P“-; i‘pn""?' 'i'!t.
iff, fo ift dev folgende Augdruct: ,

dn-!'l‘[' '
an-H: =
(‘n'}'l)wgn (n—1)(«18)g"2 (R—S)(n*v qn-4
n 2(: pnjz pﬂ T 'h )

§ 39
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§ 39
Die Summen dev Reifhen, die § 37. ftehen, find dems
nad, twenn man fin.7x =3 p, WNd cof. xx = q fesit,

T =w.—‘—1- .
P

e @T LT
= 72—

dx PP
_Q,,.‘E_L = 731
adx2 p3

—d3T ;
= H_(qq ¥ !

6dx3 P4 " 3pp ,
44T q3 2q ;
—aa =5t o
24dx p 3p
:..éfj_ _-—_u_,.s((ﬁ ¥ 399 £ _,.2;_.\
120d x5 PS¢~ 3p%  15pp/
48T q* . 49 . 17
oane =G T s T s
'—d7T,. - ,,g(q_i ¥ 594 ¢ DXg2 ¥ 17
5040dx7 P8 3P 15p+ T 3r5pps
dsT o797 5 6q5 p 6q3 62q
- - == #%( = T —— f et f —
40320dx8 P? 37 spf - Si5p3

.

§. 4o0.

Nufer diefen Reihen Haben tviv in der Cinleitung ver:
fcbicdene andere gefunden, cus welden man auf eine dhn:
Tiche Art durcd die Differenziation neueNeihen ableiten Eann,
MWir haben nemlich (Sint. Th. 1. §.182.) gejeiat, da§

X x/ x 1 I I I

"

—_— — =]
2x  oxtangayYX I—X 4—X"-9—X 16-~x

.
. c,
t e

C ik
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ift. Setit man nun die Summe diefer Reifje =S, oder
1 x cof.xvVx
2x  2vx fn.ayx

S =

fo wicd
4as I w cof. my = o
dx = 2xx 4xvVx " fin.#xy'x 4x(fm.x\/'x)2'
und dicfes ift daber die Summe der NReihe:
) 1 1 ¥ T
(1—x)2 T (4—x32 ’r(l)*x)z T (16—x)2 ¥ (25—x)2
F 2
Dann haben wir audy gezeigt (§.183.), daf
w2V Fpy 1 1 I I

_—— = e o f—— o ——F 2

m'ezw\/'x_[ ox  1tx  4tx  9tx  16tx

ift. Sest man affo die Nefhe = S, fo witd
—dS 1 I ¥ 1 ¥
dx . (tx2 ' @t Otx)2 " (161x)2

Fie.

Run ift aber
' r
s —_— eQw\fx F1 A o27V X I

dx 4xy/'x'ezxv’"x___l X (ezxv’x__l)z 2XxX

Belglidh ijt
—dS - eQ-n/'x 1 ax
dx  4xVx 2svx_ ' x ‘(ezmrx___x)z 2XX

ofuf eine ahnliche Avt fann man durd) fortgefeste Diffevens
giation die Summen bgc folgenden Poteftaten finden.

ezw{x

§. 41
Wennider MWerth eined Produftd befannt ift, weldes
. aus Kaftoven, die eine unbeftimmte Sedfe enthalten, befteht:
fo laffen fih durdy cben diefe Methode unzdhlige fummirbare
Reihen finden, €8 fep nemlich dev Werth diefes Produfts
(Lt wx)
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QAe) (T +6) T F )™ 31 Fex) 2, = S
ober trgend etner Sunftion voa x: fo ift, wenn man die Los
garithmen nimmt,

1S = I(1 + ex) + 10 +8x) + 11 F ox) + 11 %) + 2¢..
Diffevensiice man dicfe Gleichung und dividirt davauf durd
dx, fo mitd

ds . « 'i' -] . v b}

Sdx  1tax 1t8x ' 1tex D 1tex
toraus mon durd fortaefente Differensiation die Sums:
men alfec Poteftaten diefer Briiche, auf die an den vorherges
henbden Bepfpiclen ausfabrlich geseigte Urt, finder.

§. 42

. Wir haben aber in der Einleitung (TH.1. Cap. 171, §,
184 ) verfhiedene Yusdracte mitgetheilt, auf mclci)c fich diefe
IMethode anwenden (At Bedeutet ncmltd) = efnen Kreigs
bogen von 180°, deffen Jadiug = 1 ift, fo haben wir ges
geigt, daf

fq MT _ mr 4no—mm 16nn—mm  36nn—mm

T 4om ° ténn ' 36nn
T4

mx __nn~mm ()nn~—-mm Qf;nn—mm 49““-——-1!’11’1‘[

cof an  nn  gnn  25mn 49nn

.0
ift. Segtman nun n=1 und m == 2x, fo twird
I—XX 4—XX 9—xXx 16—xx

fin,»x == #x. . . . .
I 4 9 16
edet
ﬁn.xx::_wx"-x'l_i‘i(‘?::.i,j_f tf.ﬂf.é—__xzc,
' 1 1 2 2 3 3 4
und : :

Eulevs Diff. Rechn. 2.TH, 1. 2Abth, D cof.
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y——4xxX —dXX 25— —

cofirx = 4 .(-) 4 =2 4xx . 49— 47X i, oder
1 9 25 49

I—2x T1f2x 3—2x 3frx 5—2x §fex

¢ T e e .

) 8 X 3 3 ] 5 5 .
icraus aber ilieﬁt, tb enn_ man die Ecgarirl)mm nimmt
- (4
g At Lo R .

coflxx =

| Mijpans e S
10n.wx =lrx o 13
\ P . -
Yt—ﬁx 1Hox et AN - 5 o~ .
l1cofimx =1 +1 tax .1.13 H'fln K_HS .‘x_hc‘
1 I 3
I
Q o '"vﬁi@}‘y%
§. 43

Differengiict man Diefe Logarithmifde Reiben und
dividict alfenthalben durch dx, fo giebt die evfte:
acof.xx 1 L 1 1 2 T
T e e —— _ K —_—
fin.#x X 1———-x‘{.11~x ::—-xvlzi'x 3__)(‘{‘2(.
und vies ift eben die Reihe, weldpe wir §. 37. batvadtet ha-

ben.  Die andere aber giebt ;

i

—zfin.ox __ 2 2 2 2 2
cof,nx I—2X H‘ix‘w 3—2X ST'Z’X—S‘*QX
T .

Z . .
&egt man daher 2x =z, fo dDaf x = e wird, und dividict

man tberdies dureh — 2, fo witd:

#xfin. $7z [ 1
— = _-.-._.-.-f-—-—...-.—-—.
2cofignz 11—z 1tz 3—z
I—cofl.7z

Da aber fingrz = Vv

 X¥colixz
v
xV/ (1—cofxz) _ 2
vV {(ttcolinz 1—z 1tz
odey, foenn man x anftatt z fegt,

ift, fo wird babuccb

i
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7/ (I—colrx) 2 2 4 2 2 : 2 s
V‘(—Iw-;—ercor,::x) T—x 1fx 3—x 3tx " 5—x )
Adhirt man diefe Reihe su Vev verhin gefundenen, nems

fich 3u

”CO{:”X:_I______'I_ ;_[___._.[._-{a__r_____r__.-fzc,
fin7x x 1—x " 1tx 2—Xx " 2fx 3—X.
fo erhait man die Gumme folgender Reike
I 1 1 I L T
e e e el ———

aV{1—cofinx) | wmcof »x
v (1t cofmx) T Gin,wx "’
Y (1 — cof 7%)

Da aber der Bruh ~- e
Pa ab @ V(1 t cof.wx)
I—cof.sx

und Nenner durch v (1 — cofl » x) multiplicict, in —+—

enn man den Jahler

m. .z X

fibergelt, fo roizd dadurdy die Summe jencr Reihe = f-—-—-”
) ma#x

toelches eben diefelbe ift, dic wir §.34 gehabt haben, Wi
wollen dader auch nicht langer Dabey veswveilen,




Drittes Capitel :

Bon der Erfindung der Differengen,

§. a4

gBie man aus den Diffevenzen der Funftionen die Differ
vensialien derfelben auf eine leichte #rt ju finden im Stande
ift, haben toic im Anfange ausfifriich geseigt, und felbft aus
diefer Quelte den Brund der Diffevensialien abge!éitet. Denn
wenn die Differenen, die man endlidy annimmt, verldwin:
Den und in Nicdhtsd fibergehen, fo entRehen daraus die Diffes
rengialien; und da in diefem Falle viele ja oft umablige
Slicder von denen,toelche DieDifferen; ausmachen, reagelafien
toerben, fo lafien fid) die Diffcrenziatien viel teichter finden, und
auf eine bequemere, genauere und deutlichere Urt autdructia
alébie@iﬁerensen. Nus diefem Grunde {dheint aber auch et
Ricfoeg von den Differenzialien su den Diffevengen verfehlofs
fen gu fepn; indef laffen fich gleichroobl auf dem FWege, den
wit hier betreten wollen, aus den Differengialien aller Ord-
nungen irgend einer Fuaftion alle Differenzen derfelben
beftimmen,

§. 4s.

@8 fey y frgend eine Funftion von x, die bey der Subs
ftitution von x t dx fie x in y F dy fibergehe. Sesit man
nun von neuem x f dx fir x, fo witd dec Werth y +dy

wm fein Differensial dy + ddy vevmehst, und alfo =y +
' 2dy
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ady ¥ ddy, und bdiefer {erth entipridht dem Werthe
x + 2dx vonx. &ahrt man daher continuitlich fort, die
Grige x um ihr Differengial dx ju vermehren, fo daf dass
aug nacdh und nady
xtdx; x¥t2dx; xt3dx; x+4dx;
tird: fo find die jugedHdrigen Werthe von y, um fie tabellaz
tifdy darguftellen, folgende:
SBerthe Dagu gehorende Werthe der Funftion
vonx |y
=T dlyt dy
xtadx|ytedyt ddy
xT3dx|yt3dyt 3ddyt d3y
xT4dx|yt4dyt 6ddyt 4d3yt déy
x f 5dx|y +5dy t 10ddy t10d3y + 5d4y} dfy
x+6dx|y T 6dy t 15ddy f 20d3y + 15d4y } 645y | dSy
i, 2

i

$. 46.
Ueberhaupt alfo befommt y, wenn x in x ¥ ndx ubers :
geht, diefe Form:

( n—1)(n—2
v+ 24y + 0= Da gy +-—<——l——35-—3———)d3y~1~
n(n-—r}(n—z)(n-— )]
- d4 ¢
2.3.4 vt

Sn diefem Yusdrucke ift nun gtwar jedes folgende Glied unz
endlichmal Fleiner als das vorhergehende, allein toiv haben
gleicdhoeh! Feined ausgelaffen, um diefen Ausdruck ju unferer
gegentodctigen Adbfidht brauchbar u machen.  Denn (afit
man n eine unendlich grofe Jabhl bedeuten, fo ift beveits ans
gemerft morden, daf das Produft aus einer unendlich gro-
gen 3abl in cine unendlich fleine eine endliche. Grdfe ift3
und e3 fann dafher allerdings das gwente Glied dem ecften
D3 homo:
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homogen werdan, oder ndy der Ausdrud ciner endlichen
®rofe fepn Aus ¢ben dem Grunde Fann dag britte Slicd
nn—y) s

1.2

ddy, obgkidh ddy unentlidmal fleincr ift als

nn—1Yx : . . '

(1 - 2 unendlichmal grofer ift alé n,
eine endliche Grdfe vorfrellen, und man darf Taber, wenn
n eine unendlich grofie Rahl bedeuter, feincd von den Blies
decn ded obigen Yusdruds weglaffen, -

dy, weil nemlich

§. 47

MWenn man aber n cine unendfich) grofie Fah! beteuten
1aEt, fo hat jede Sahl, dic man dug n und jeder.endliden
Rabl entweder turdy die AdTition oder turdd die Subtracs
tion qufammenteit, su n dag Nerhaltnif der Bleichheit, und
man fann daber fir jeden der Kaftoren n — 1, n— 2,
o — 3, n — 42 blof n {egen. Tcenn da

n(n—1

_ >dd‘/::£-nnddy—-i‘~nddy

I.2 ‘ :
ift: fo fteht dag Glicd Fnnddy ju Fnddy in dem Repz
Baltniffe von n gu 1, und ¢ verfdhroinder folglich diefer fepz
teve in Anfehung des erfieen, fo dof man Zan fir —“—(I"_;)
feen Fann. Uuf eine abnliche vt Fann man den Gocfiz
. . a—1)(n—2

cienten des dritten Blicdes »“~———-——~——I )2 3 )
menmiehen, und eben fo in dem folgenden Goeffictenten die
Sahlen, um elde n vermindert werden foll, aus der Ycht
laflen.  Dabuvdy aber erhalt die Funftion y, tvenn man
x F ndx fiit x fet, und o eine unendli grofe Jahi bedeus
tet, folgende Form:

., ni
in —6-sufam=

vt
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_Lndy nnddy , n3d3y , n4d4y ¥ nsdsy
YT T ez 1.2.3.4"1.2.3.4.5

§. a8.
Da nun dag Produft ndx, tenn n eine unendlich grofe
Sabl i, der unendlidyen Klcinbeit von dx ungeachtet, eine
endlide ®rdfe ausdrucfen fann: fo twollen wir ndx=w

) o
fetsen, fo daf n = o fep.  Hietbey ift alletdingd n eine

unendlih grofic 3ahl, da e8 der Quotient aus einer endlia -
hen durch ein unendlich Kicines dividicten Srdfe ift, Brauz
dhen toie aber dicfen Werth von n, fo fehen toiv, daf die
FKunfiion y von x, tvean x um die endlide Grdfe » vera
mehet, oder x o flr x gefent wicd, feigende Form bes
fommt:

w2ddy 3d3y adday
I.2dx2 " 1,2.3dx3 ° 1.2.3.4.dx4

deven cingelne Glieder durch cine fortgefeste Differengiation '

von y gefunden werden fonnen.  Denn da y cine Gunfrion
von x ift, fo Haben toir oben im ecften Theile geseigt, daf alle

wdy +

1dx

+ 2.

dy, ddy, &3y,
diefe Funftionen C—I—- AT enbhcbc Grdfen vova
ftellen, ) \
§. 49.

Da alfo, wenn die verdnderlidhe Grdfe x um die ends
lidhe Grofe » permehet toird, die Funftion y von x um ihre
ecfte Differeny twoachft, und tic oben diefe Differensudurch
Oy begeichnet Haben, wenn « = Ax ifi: fo (4t fid) die
Differen von y duveh eine fortaeferte Differensiation findent,
€3 ift nemlich

' D4 Oy =
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’m’ddy , w333y wdd4
2dxz | Gdxs | Dgdna
AX~ ddy Ax3 d3y A‘(4 d4y
2 d = L 6 dx3 24 T dx4
+ 1 :

Auf dicfe At toird dic endiiche Differert Ay durh eine Pros
grefiion auégedrvudft, deven Glicter nad venPoicwidten von
A x fortlaufen. Hievaus evhellet chenfali€, taf in drm Fale,
yoenn x nur um eine unendid fleine Grife road:ft, und alfo
Ax in bag Tiffevengiol dx birgeht, alie Sticder gogen dasd
erfte verfebroinden, und folgind) Ay = dy tied; dern wird
Ox = dx, fo geht nach der Crfidrung die Differeny Ly

in das Diffevengial dy uber.

+ 16, oder

§. 3o

Da, wenn man x ¥ » fiic x fept, jede Funftion y ven x

folgende Form annimmt: ,
Ndy‘i‘ & Cld}! ‘ w_?iiiy ~4d4y-f~zc.

2dx2 6dx3 24dx4
fo [aﬁt fich die Wabrheit dicfes Husbruds durd) folde Peys
fpiele beftdtigen, wo die hdhern Diferensialien von y endlid
Null wéeten, Denn in diefem Falle wird die Anjabl der Slies

ber des vorhergehenden Ausdrudd endlidh,

Crites Erempel
Den Werth des Ausdeuds xx — x 3u finden, wenn
men x F I fir x fege

Man fege y = xx — x. Da nun, wenn x inx ¥y
fibergehen foll, w == 1 witd, fo findet man, wwenn man bu:
Differenialien fucht,

&= 2X — [y —> =2 o= 05
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¢

&3 geht aifo die Funbtion y = xx — x, wenn man x + 1
fiic x fegt, in folgende tber: xx — xf1(ex— 1)t 4.2
= xxtx. Sept man witflih x+1 for x in xx — x
fo wicd
xin x+1
xx fnxx f2x+dr
und afjo xx — x M xx f x verwandelt.

Smentes Erempel
Den Werth des Ausdruds x3 + xx + x 3u finden, wenn
x + 2 fir x gefent wird,
Ciptmian y = x3 + xx T x, fo witd o =2, und
dy
dx
ddy .
Tas = 6x t 2
d3y
dx3
day
dx4,
Hievaus ergicbi fich folgender MWerth der Funftion y==x3
t xx t x, toenn man darin x + 2 fir x fegt:
x3 fxx b xt2@3xxtextr) ¥ $(6xt2)t 2.6=x3 %}
ZEXTI7X T 14, ' ,
und eben diefen Werth findet man, wenn man x f 2 felbft
fie x fest.

:gxxf2X'i‘I

== C.

i
Drittes Erempel
Den Werth dcs Ausdruds xx + 3x f 1 3u finden,
wenn x — 3 fiir x gefent wird,
Diex ift alfo » == — 3, und wenn man
y = xx }+ 3x 1 1 fegt,
Ds dy
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mete == o2% f 3, und

@< acht alfo bic Junftion xx + 3x F 1, toenn man x — 3
fie x fetty nx2 F3x P 1—3(xt 3)t2.2=x2 —3x
T 1 diber.

§. sI.

Wenn flie o eine nagative Jabl gefest wird, fo fndet
man den Berth, den die Funftien von x erhalt, toenn die
@rofe x felbft um eine gegebene Grdfe » verminder? wird,
Gent man nemlidh x — » fitv x, fo beFommt die Funftiony

von x folgenden MWerth:
ady  o2ddy 03d3y w&day

- — — = — 1,

dx 2dxz | 6dx3 © 24dx4

1nd man fann taher alle Veranderungen finden, weldhe die
Gunftion y leidet, indem die Grdfe x auf dic cine obder
auf dic andere Art perandert toitd.  Jft aber y eine gange
gationale Funftion von x, o toivd der veranderte IWerth von
y, weil man al8dann entlidy ju verfhroindenden Diifferens
sialien Fommt, ducd) einen endlidhen Husbrud audgedruckt;
ift hingegen y Feine folche Funftion, fo ift dev Austeudt bes
peranderten Werthes eine unendlicdhe Reihe, deren Summe
ducch cinen endlicdhen Nuédrud davgefiellt werden Fann, toeil
man den perandecten Werth ducch cine wirfliche Subftitus
tion leicht findet, ‘ :
‘ §. s2.
o toie die erfie Differen; gefunden tworden ifr, fo faf:

fen fih auch die folgenden Diffevemaen durdd ahiliche Aus:
dricfe
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dricke angeben. €8 cehaite nemlidh x nah und nad) die
Werthe

xt oy xt2e; xt 305 xf 40500
und die diefen Werthen entfprectende Werthe von y feyen

Y y*s ooy ¥ o

toie toir im Anfange diefes WerPS angenommen Haben. Da
aifo , .
b AEREED E D T 2L [
die MWerthe find, welhe y erhdlt, wenn man fir'z na
und nagd

xte; xtoe; xt3e; xf g0
fegt: fo laffen fich nach der ertheilten Antveifung die Werthe
von y auf folgende et ausdrucfen:
/ w=ddy w3d3y «3d4y
2dx2 T 6dx3 24dx4

—— wdy
y =yt dx‘r ¥

oy A B T
pu =y ¢ B2y IS O e
=Ty 42? mztiiidyf&:did:y Qiizliyf 0
S
§. 53

Da“alfo, wenn Ay, Azy, O3y, Ady, . die etfty
awepte, dritte, vierte Diffeveny u. . fu bedeuten,
Ay =y — ¥y
Ncy =yt —2y' Tty
» QAdy =y — 3y 3y —y
A A‘Y e y‘lv — 4)y!ll »i- 6yu — 4),; .i. y
x.

o
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ifts fo foffen fich jene Diferengen durd me ’Dm:xengmmn
auf folgende dist ausdructen: - T

Sady
2dx2 i
T 22 — o, )wzdd, (23-—-—2 X/uv3d3y ﬁ
2 Josee) - 4 sttt .
Oy 2dx2 ! 6dx3 T
(24 — 2.1 04 d4y
24dx4 T 2(:«
Aty = 33--32 3?‘3,1"ﬂ3d3vy (34—3.24F21) w4d4ay
voodx3 " 23dx4
T 2
Dby = (44—,4Ag4’r6.z‘?-4‘1‘-~4d4y (45—4.3516.25—4.1)0idSy
= 24dx4 1204 x5
IR
§. 54

, Der grofe Nusen, ten diefe Ausdeicfe fir die Diffes
' “gengen in der Yebre von den Meihen und den Progreffionen
' Paben, fallt ibeild von fefbft in die Hugen, theild wird er in
bem Folgenden ausfihilicher befdrieden werden.  Fndef
roollen wir in dem gegenmactigen Capitel den Nugen ermwis -
gen, ber daber flic die Kenntnifp der NReihen unmittelbag
flieft. OO man nun gleich die Unjeiger der Slieder jeglidper
Rethe gewdfnlicher Weife fo anniemt. dag fie cine arithmes
tifde Progrefion, deven Differens 1 ift, ausmachen; fo rools
len tiv dodh, um dicfee Unterfucdung cinen defto grdfern
Umfang ju aeben, und die Anwendung devfelben ju erleidys
tern, die Differeny = «» {ven, fo daf, wenn das aligemcine
Glied, oder dasienige, weldhed dem Angeiger x entipricht, y
ift, vie folgenden gu den Angeigern x ¥ o, xt 2w, x4 30,
ac, gehdren.  Wenn alfo gu viefen Anjeigern
5 xtw, xt2a xF 3 2t 4 0
folgende
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folgende Glieder vy, P, Q, R, S 1w
gehoren, fo merden diefelben aus y und feinen Differensias
lien auf foigende et beftimme: '

ody w2ddy , w3dly w4dsy

P=y ittt Toee Toga T

zady | 402ddy S gw3dldy 1fwdday
Q=yt Tdx ' adx2 6dx3 24dx4 ‘

gwdy . gw2ddy  2703d3y , Qiwdddy
R=y1 dx 1 2dxz ', 6dx3 T 24dx4 T
« qedy  16w2ddy  64w3d3y 256 atdly v
S = i 8
Yttt T eas Tagas T

QCi '
§. 8.

SWenn diefe Wusdriidfe von eirander abgesogen werde
fo fallt  aus den Differenzen weg, und s ift

_ aody ., w2ddy w3d3y y4d4y
P—y= dx z2dx2 T 6dx3 T 24 dx4 'h‘
ody | 3w?ddy , 7e3d3y  15w4d4y
— 2 L 1.
Q b= dx T ndx2 t 6dx3 t 24d54 T
R — Q= wdy sw2ddy | 19w3d3y 65&4%)—’{-2:.
dx 2dx2 6dx3 24 dx4

. 2 ~o3d3; whd4
‘_'_d_)'_f 7% ddyi.sﬁw d3y 178 L,
dx 2dx2 6dx3 24dx4
w2ddy | 6103d3y , 3690tdly
2dx2 6dx3 24dx4

i

' : ody . g .
— e i®.
T—S=—1 T

Wenn diefe Nusdridfe abermald von einander fubtrabivt
werden, fo fallen auch die ccften Differengialien weg, und
8 ift

Q—-
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w-dd/ Ga3d3dy  T4edddy

Q — 2P = :
Pty zivs Tgas 1 2adsd T
2x2ddy | 1203d3y :éu4d4y
R —2 = sowad4y
Q¥ »P dx2 6dx 3 23dx4 T
2#2ddy Iow3d3y Ttowdday
S — 2R
TQ=— T PrTrat

2dx2 6dx3 24d‘(4' "t

F1 .
Bey no&mahger‘@ubttactmn fallen diegmwenten Dlﬁul‘tnalas
lien aug der Rechnung weg, und ed toitd

6~3d3): 26w4d4y

R — 3P — = ,
3 3 y 6dx3 T2gdxa T
6w3d3y Gowdday
-— "R_ — -_— 4
S 3R +3Q—P PERE andca T
62333y 94w4d4y
—_— F AR e T .
T 3S 3 3i\ Q bdx3 i "4(1}(4 { W,
' .
gt man die Subtraction weiter fort, fo wird
24w4d4y
‘5 — + — Ly = L )
$ — 4R $6Q — 4P Ty gind T
) o 2404d4y
¢, und
T2005d5y
— OR - 10 Pomy= —F= s
T—5 1 10Q 5 y ot t o
§. s6.

Wenn' alfo 'y! eine ganje vationale Funftion von x ift,

A fommt man, wean man auf diefe Art fortgeht, reil alg:
eann die hdhern Differenyiatien endlich vecihivinden, ju
verfchroindenden Husdedcen, Da alfo diefe Ausdricke die
Diffes.
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I3 3 . v ! :
Differenen von y find, fo twollen wir ihre Form und ihre
Goeffictencen genauer erivagen, ,

y=y
wd a2 dd w3ds3 wdda
‘ dx adx2 6dx3 04(1\4
w'fdfy
1;6:1*(5' '
w~dd)’ 30343 wdd 4 1505 dS
&2‘),.____ —t .f y y 7 ) A ’E‘ 5'” }' ,i.
dx2 3dx3 3.4dx4 ' 3.3.5.dx5
- 31a6d6y i i 1 ‘
3.4:5.6dxs
Dsy= 03d3y  Bosday 25w5'dfy_i‘ 00:Gdoy ¥
&x3 4dx4 4.5dx5 *4.5.6dx¢6
gonﬂd/y
4.5.6.7dx7 *oe
. 747
A“'Y:midi} I jowsdsy 65:»6@5;: 3508°d?y Fre.
X 5dxs 5.6dx6 " 5.6.74x7 :
sdas 6de6 w 238,
Afy:::w d y , I5% —y 140 7d7y ]ogcwd 'f'ZC.w
dns 6dxo 6.7dx7 6.7.8 dxt 7.8 dx®
w6d6y nTw7d7 266uqd3v 26460939
A6y = Y’I‘ Yf /T %
dx6 °  7dx7 7.8dx8 7 8. 9dx9
.

!
PWie die MNenner in dicfen Reilen fortfdreiten, Fallt feicht in
die Augen; twas aber die ahler betrifft, fo weeden die Cocfs
ficienten derfetben auf die Art formirt, daf ein jeder cine
Sunnire aus dem Gher ihm ftehenden und ausd dem Produlte
des vorhergehenven in den@rponenten der Diffcreny ift, So
it in der Reihe, weldhe die Diffeveny Aoy ausbrucht, 2646 =
1050 | G, 266, -

§ 57.



64 Qweyter Thetl,  Drirtes Capitel.

£ 57

Nun wollen toir diefe Neihe betraditen, twenn fie jus
gleidh rucfroares fortgefest tied, und fie alfo audy die Giies
ver enthalt, die ju den Yngeigyn x— w5 x—20; X — 303
.- gefhoren.

L= Juy X = 3®w] X — 20) X — o,
S, t, q, P,
s;xte; xt20; 2t 30; xF g0 20
R RL Q, R, 5
Da aifo
, ody = e2dd #3d3 wad4d
PETT zdxz - 6dx'3y “E.Eajd“"'
2ad 4w2ddy Su3ds 16wdd4
=7 b(;xl% 2dx?-‘. - ()dxa-y 24dx4yq_w‘
r o= _ 3:-)(1)’4' gwlddy _27a3d3y' 8!ﬂ4d4y—zc
dx ' 2dx= 6dx3 24d x4 *
, 4awdy 16w02ddy = O4@3d3y  256etdly
SEY Ty P 2dxz | 6dxs 24dx4 i
20 '

it fo roird, wenn man diefe TWerthe von den odigen P, Q,
R, §, 1. abjieht,

Pop ooy o o383y o efdiy L

2 dx 6dx3 120dx5 *
Q—q _ 20dy Su3dsy 3205dSy
= T & 6dx3 120d x5 T
R—~—r 3ady , 27#3d3y _ 243w%dfy
T & P eans T Thodaws T
S —s — qody _ 64w3d3y  102445d5y £ 3%

2 dx ~ 6dx3 120d k¥

i

Benn man bihgegen diefe SBerthe su den obigen abddirt, fe
fallen, fo toie hier die Differensialien der geraden Ordnunz
gen
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gen, nunmebe die Differensialien der ungeraden Ordnungen
teg, und ¢s wird:
Ptp »2 ddy waday w6d6y
—; - Qdkz 24(1{)\'4 72.)JK6 .I. e
Qtq 4oz ddy . 1fwddéay 64a656y
T T 2dx2 24dx4 7‘de6 1.
R¥r Qw2 ddy S¥w4d4y 73 9ﬂ6d5y
— = rf& - - ~ 1 .
2 24dx4 . oodxc
Sts Ho2ddv = 256etdty ;. 40966d6
=0t e -~ 2 e,
¢ , LAaK < _24dx4 7"de6
j / At [}
§. 58, )

Da fidh alle vorheraehenden Biieder ausdrucken laffen,
fo evyalt man, wenn man biefelben in cine Summe jufam:
menjicht, tad fummircnde Glied der gegebenen Reibe. 8
fen nemlich da¢ evfte Glied dagjenige, weldsés ju tem Anzeis
ger x — nw gehdrt, o ift das crfte Gited felbft =

nedy n2w2ddy

n3w3d3y

y= dx 2dx2

6dx3

né4adtisy

”4(“)‘4 — 2

Da run dad Blied, welded ju dem Angeiger x gehdrt, =y,
n ot 1 if: foift die Summe
alfer Glieder oom cvften bis jum lefiten y, diefes cingeihiofs
fen, oder Das fummirende Glied =

und Me Unzahl alfer Sicter =

- od
oy — =l e

3. 1.
*g’?ﬁ’r»”sz%w
w3d3y 3 3
"‘Zé“;(f’l‘2 33 F.
T tasr ek,

Bulers Diffe Rechn, 2. TH, 1.2bibh,

.lt‘bb,‘rn)

» .k n2)

-.....'I'n3)

v v vy o F n4)

€ -
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25 dSy
—;udf(li‘zf'rgf’i‘.'"”"fn;)
16,
§ 59

Wiv haben abér oben (Ih. 1. €ep. 2. §. 61. 62.) die
Gummen diefer Rethen gegeden, und roenn man daber diefe
Gummen bhier gedraudt, fo wied dic Summe ter gegm.
odrtigen Reihe =

@Dy — ~ L (an § §n)

w2dd
dezy(3n3 T fon % gn)
'g3d3y

— 33 (04 indit 4n?)
444 :
g—ﬁ;ﬁ(—nf Finé f I3 — L)
wf'dfy X

— 'I';’C:a'_‘(EHG 'f Ins 'f n4 -_ T’En-’—)

1,
oo fich n aud dem Anjeiger ded Glieded, von toeldyem an
dic Gumme geredhnet tird, erdiebt. I alfo w =1,
ferner der Anjeiger des erfien Glicdes = 1, deg wepten
=2, und Ded legten x, fo Daf die gegedene Reife fol:
aende ift:

I’ 2/ 3[ 4/ . vo . . > e ° ;. X

a, bed, . . .0 0 0. o ¥
fo ift die Gumme Ddiefer Reihe, (tweil x—n =1, und
n=x~ 1 ift)

= xy — Y
= Xy d‘x(ixx 3x)
T ddy
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(3x3 — axx f Ix) ~

— .._(}._Z__(lle- — %x3 F 1x2)
>

G6dxs *
d4 , |
P (07 — A 10— )
dfy f : !
T Tocdxs (§x¢ — 2x5 T FSx4 — x3)
de .
T (k7 — gkt x5 — 1x3 F Lx)
720dx6 V7 = s b
2
§. 6o,

Aug diefem Ausdrude fir die Summe entfpringt flie
die Behre von den Neihen fehr wenig Bortheil, weil die
Coefficienten fefyr grof werden, twean x eine grofie Jabl ifts
inbeff it e8 gleidbroohl nicht unnip fepn, einiger daher fliefs
fenden Gigenfehaften su erfodhnen. s fep alfo das allges
meine Glied y = x=, und das Seiden des fummitenden
©licdes fop Sy oder S.xn, Dorausgefest, dab diefe Bex
cidhnung allenthalben ftatt finde; fo ift
2xx — 2x = S.x — x
3X3 — 5x2 F tx = S$.x2 — x2 .
gx4 — 2x3 f xx = §,x3 — x3 ’
¢, ‘
Man etfalt daler aug dem obigen Ausdrucke:
Sxnz= xofT—nxn-I 9, x + nxn '
nn—1i)

-I. LIxB~25 X2 N
I.2 I.2 o e e e

<t

f--n(n—lxn_z)x"-3s;x3:»1«,n(n—l)(n_2)x“
- 1.2,3 cy g Y203
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Da aber ) .
nfn—1) n(n—I)’ 2)
1.2 1.2

facift,

(i—1r=o=i—nt%

fo ift
n{n—1) . n{n—1)(n—2)
o o Do )_{,( )( —it =1,
1.2 [.2.3
und es toird alfo, den Fall audgenommen, wenn n = o if,
in weldem jener Yusdrud = o wird,
S.x8 = XTI § x0 — nxP-IS x
¥ .r——»f—f‘n”l)xﬂ‘zs.xi
1.2

—_TY n—
o n=Dm—2) e s
I.2.3
' ¥ n(n—-l)\«n—-—z,(n X“‘4S 4
v .2.3.4

i

§. 6.

Damit fotvoh! die Wahrheit als big Rraft diefer Fors
el déutlicher werde, reollen mwiv einige eingefne Falle erwa:
gen, @3 fey alfo juvdrderft

' n=I.
Alsdann ift
S.x*:.,x?-'P'x--—S'x,t)'betSx:xx%X
2

toie folches befannt genug ift. Ferner fey

n =2, ) .
Algdann ift S.x2 = x3 } xx — 2xS.x+S.x2. Da fich
in diefer Gleichung die auf bepden Setten befindlichen Glies
det S.x2 cinander aufheben, fo erhalt man davaus wieder

foie bm‘bm S.x = % Nun fey
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" nes 3,

Dann ift S.x3=1x4 1 x3 —3x28x}3x5.x2—5,x3,
und alfo _

S.x3 = 3xS5.x2 — 3x28x + §x3(xF 1)
Sett man

n = 4;

fo ift S.x4 = x5 ¥ x4 — 4x38x } 6x25,x2 — 4x5,x3
+ S.x4, woraus, weil S, x4 wegfallt,

S.x3 = 3xS.x2 — x28x ¥+ §x3(x¥1)
fo toie bieraus, wenn man von dem Drepfachen deffelben
Das Jwepfadye der vorhergehenden Gleichung absieht,

S.x3 = §x5.x2 — ;x3(x—1)

witd, Seft man

fo wird

S.x5 =x6 x5 — 5x4Sx T 10x35,x2 — J0x28,x3 ¥
§%S.x4 — 8,x5,

oder
S.x5 == §x8,x4 — 5x25.x3 } 5x35,x2 — Jx48x ¥
2x5(xt 1) '
und aus n = 6 folgt,

S$.x6 == x7 } X6 — 6x5Sx J 15x45.x2 —2ox3S.x?'f )
15%2S.x4 — 6x5,x5 f §.x6°

oder

S, xf 3%8,x4 — P©x25,x3 } §x35,%2 — x45x -E'
155z T 1), '

€3 oo §. 62.
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§. 62

Ueberhaupt ift alfo, et mann = am 1 fepty

2m+f 1 2m+1)am
f xS.x2m — -(-——ﬁ)g_xzs 2m-%
' . 2.0, 2

S,x2m}x =

. A —
.i. (Mgz?_,,l)x;s'len-z_‘ ved o ue
2.1.2.3
...(31“;1;‘_) x2mgx Fw2mil g + 1)
Menn mow aber n == 2m + 2 fegt, fo findet man, roeil die
Glieder S.x2m 4 2 ¢inander aufhedens

'§,X204T = ::-ni.!xs am 2(m¥1)2m
2 2.3

(%

-x3S,x3m~-2__

x2S, x2m=4

(2m ¥ \*m\/.m — 1)

+3.4

T

R R EX)

I
—x2m§ x % M.___xzm{.I g-ial
i 2mt2

@3 laffen fich alfo die Summen dev ungeraden Sbote?z&tcn aus
dent Summen der nicdern Poteftdten auf cine voppelic Urt
beftimmen, und aus der Combination Liefer beydzan Jormeln
fann man auferdem unjahlige andele Lerleiten,

]

3. 63.

Man Fann indef die Summen dev ungevaden Potefth:
ten noch auf cine viel feidhiere ¥rt aud den vorhergehenden
beftimmen, und c8 ift Daju aenug, wenn mas biof die Sunis
me der vorfergehenden geraden Poteftat weif, Dern qus
et oben (3. 1. €ap. 2. § 61, 62.) gegebenen Summen der
Potefraten erhellet, baf die Jahl der Glieder, waiche die
Summen ausmadhen, OHlof bey Den ungeraden Potefraten
permehret toicd, fo dafi dic Summe der ungeraden Poteftat
aus ehen +fo viel Glicdern beftelit, alé die Summe der vors

' herges

1
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hergehenden geraden Poteftat, it nemlich die Summe det
geraden Poteftat x2n =

S,x2n = ax20t1 } gx2n yx2n-3% — 3x20~3 } ex20-8,

— 2

denn it Haben gefehen, daf nady dem duitten Gliede ein
Glied um das andere wegfallt, und daf die Jeichen abwedh=
feln: fo findet man daraus die Summe der folgenden Pos
teftat x2nt1, wenn man die Glicder von jener durd) folz
gende Jahlen:

zni‘lx‘ antr  ankr  ontr | on¥r

X X X 320
ant2 ’ antr’ an ) zn—r1’ an—a? K
multiplicict, unp ¢8 ift alfo:
an¥r 2n
S.x2nt1r — i'tm.z ER S +v5x1“+1"{' *t'yxiﬂ
2nt2 TI n
___:zn-fr x2n- z-i- E 1x20~4, zni‘(g-xinﬁd’
2n—1 2n—4 2n -6 '
+ 2.

3ft alfo die Summe der Poteftat x2n bekannt, fo laft fidh
davaug die Summe der fo!gmben Poteftat x2afx feicht
finden,

§. 64,

Diefe Art, die folgenden Summen 3u finden, 146t f
auch bey den geraden Poteftaten gebraudhen. war befoms
men dic Summen diefer Poteftaten ein neues Biied, und.
Diefes findet man durch diefe SRethode nicht; indef (a5t 8
fidhy aug der Reibe feldft leicht Hecleiten, da befannt ift, daf
die Summe detfelben, toenn man x == 1 fet, = 1 terden
muB. UmgePehrt aber laffen fich allejeit aus der befannten
Gumme einer jeden Poteftdt die Summen des vorhesgehens
ben Poteftaten Gaden. Denn toend

G4 S.xn
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S.x0 = gxnotI § ,Gxﬂ.'}' yRO=X — Pxn-3 4 exi-§ . Syn- 7
T
ift, fo ift fiv die vorhergchente Potekdts ‘
S, xn-1 = r ‘"‘“X“T Axn- ¥ f_._.u.y;\n--_u,_.zonnwa
‘ n n n n
e,
und pon bier fann man forveit Sdfrarts fortgehen, alg man
mtﬂ §8 mud aber b mLEt weeden, daf « beftanlig =
m_ und & = % i, wie fo!,cbesi aus ten vorhin ge,‘unbene\}_
Sovmeln erhellet,

§ 65, +

-Rep einiger NufmerbfamPeit M)t man Lo, def man
die Summe der Poteftaten x7-T fiuder, wenn man dig
Sumine dev Potefraten xo diferensiics, und tad Diffevensial
derfelben durdd ndx dividire; uad of ift taber

d.S.x" = ndx,§,xn-1, pabd da d.xo == nxo-Tdx !lt,
aud
d.8.xn = S.nxv-Idx = S.d.xn,

- Dicraus exhellct, daf tos Diffecenial der Summe her
Gumme bes Diferenyials gleich i, fo dag,, wenn ubcrhaupt
a8 oiigemeine Gitied irgond einer Neihe =y, und Sy bdas
furamirende Glied Lerfelben ift, S dy == d.Sy mird; b. b
bie Surme ber Differengialion alier Glieder ift gleidh dim
o ‘{“ remsfale der Summe diefer Glicder. Dor Brund von
Disfir Gieidbhait (66t fid aué dem, wad mir oben fberdie
Diffevensiation der Reihon gefagt haben, leidbt abaehmen,
Denn da v
S.x2 =2 x0 f (x—1)0 F (x—2)0 F (=30 F (x—a )0 F10,
it foift
d. S.xﬂ)
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d.§ xm :
-;_&x.._ ==xp-I T(x— I o (x—a 01 f (X__.g)n-l‘
&g, == S.xn-T

und dicf.r Beweid erfivecdtt 1d aud auf alle cadere Reifen.
§. 65.

Dech iy wolfen ju derm Geaenfte nd 1*"‘:“%[)':@:7, pon
toelchen wiv azmugmwm}l 4l nemitd ut\ea iferenien der
Qunftionzn, indem babep nody eing und bag antere ans
gumerfen ift, Da wiv gefehen Baden, daf y, wenn foldyes
cine Funfrion pon x i, uad alienthalben x * o anftatt x,
gefost wird, felgenden Werth befommt:

wdy w2 ddy . w3d3y - wdday

L S ,}. 1 . A
— "~ i e
y dx 1. zdx?«., " 1.2.3dx3 1.2.3.4dx4%

A~z-;.4ﬁsdxf v
fo muf diefer Ausdruc? ftest Anden, man mag fir « eine bes
frandige Girdfe, was fue eine man mill, pder aud cine vers
anteclicce von x abangende Brdffe fegen. Lenn bep dev
. dy ddy .. d3y

%qufucbung ber Werthe der BVrudhe T T o
ducdh die Diffevensiation wird die Vecanberlidfeit der Fafs
toren w, &2, »3, 26 nisht in Ervdgung gegegen, uad ef ift
daber gleidy, ob @ gine beftandige oder cine vevdnderlidpe von,
x abfyargende Grofe bedeute.

§. 67

Sie roollen affo annehmen, daff & = x fey, und daf in

der Tunfrion v alleathalben x — x = o fiv x gefvpt metbe.

Wenn alfo in irgend ciner Funftion y von x anftatt x allents

halben o gefesit twitd, fo wicd dev Werth diefer Funfrion.
folgenfer: - ‘

€s y —

o -



Y 1dx U1 2dx® 1.2.3dx3  1.2.3.4dx4
@3 zeigt alfo Diejfer Ausdrud allemal den ¥Werth an, den
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x2ddy” x3d3y x4d4y

]

jebe Junftion y erbals, roenn man datin x == o fest. Die
ahrheit diefer ?Bcl)auptuﬁg twseden folgende Srentpel bes
ftatigen. ‘

Crites Erempel

@3 foll y = xx } ax } ab fepn, und der Werth davon,
foenn x =0, gefunben twerden, welder Eefannter Mafen
= ab ift

Day=xxtax}tabift, fowid

—— == 2% F a, und

Bolatich ift der gefucbte Weeth =
©x fax T ab — x(2x }a) + zx.1 =ab,
Smeptes Erempel

G foll y == x3 — 2x + 3 fepn, und der Werth davon
fﬁv x == o, der bePannter Mafen == 3 ift, gefunden werden.

Day= 2x .t 3 ift,_fo_wicd

2x P 3—x3xx—2)F ¥x.3x —x3, 1 =3,
‘ Diritred

L
ot
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Drittes @xe.mpel.

Gs foll y= --—- feon, und der Werth davon fue

x == 0, der, toie Eetd,vt_ in die Yugen follt, = o ift; gefucht
foerden,

r ., _ddy
@a Yy = 'ff’ fo lft ([_——X)z, l.2dzz
I d3Y ‘ 1
=(—1:;5§; 12.3dx3 = G )4, 16, ynd folglich dee

gefuchte Werth ==

X X XX x3 x4
— * + — .
I—x (1—x)2

(=03 (Q—x4 ' (1—=)f
&4 ift affo der Wert diefer Reilye = o, welhed auch daher
ethellet, toeil dicfelbe, wenn man das erfte Glied weglaft,
¢ine geometrifche Neihe wird, Leren Summe = -
X V X
=0 tali—n)  T—x

ift.

&uetnad; ift dev gefundene Werth == — 5 o

I—x 1—x
B

/

Biertes Erempel,

38 fep y = e*, fo bafi e bie Jahl bediute, deven Hy:
pérbolijer Logatithme == 1 ift. Dan foll den Werth vor
y fir » = o finden, woeldher, wie befannt, == 1 ift.

. dy . ddy
= ex] — ;. —= == eX;
Doy =ex; fo }ft o= g = o5 e und
folglich der gefuchte MWevth
eXx eXxx exx3 exx4
et =T T — 16
) § 1.2 1.2.3 ., 1.2.3.4
XX x3 . x4 ‘
= e— 2 g IE o
X L.2 I.2.3 10,2.3,4

Run
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Pun haben wiv aber cben in der Einl. in die Anal. d. Unendl,
- 3 '
gefeben, Daf dieReif 1 — —F o g XF
1 1.2 1.2.3 1.2.3.4

— 1. ben Pecth von e-x auedrudti Folglih ift der ges

exX

fuchte TWerth = eX.e-x = = = 1.

eX

Sunftes Erempel
Wenn y == (n. x tft, 0 ift ofendar, daf fir x = o audh
y == o ift. &bin Ticfed giebt aber aud die allgemeine
Fovmel, :

, .. d dd
Denn da y = Gn. x ift, fo ift a—}{:cof. X, a}{ =
. a3 ' dav- ) ,
— fin. x; = cof. x; g (e finx; . Sept
dx3 x4

man alfo x == o, fo wird der Westh von y folgenter:

X XX x3 A
fin.x — —cof. x — ——(in, x } ——cofix ¥ ——Iin, x
‘ 1 1.2 1.2.3 1.2.3.4

XX X6
fin. x (1 — —— ¥ — T 2¢.)
;1.2 1.2.3.4 1.2...6

X x3. x$ X7
—cof x(— — — — t1c)
I I.2.3 1.2.3.4.5 1.2.3...7

Da aber die evlte Reihe den cofx, und die andere den fin.x
ausceuctt, fo tf der gefuchte Berth
= fin.x.cof.x — cof.x, fin,x = o,

6. 68

Hieraus erhellet alfo ouch umgefehret, daf, toenn y cine ~
Funftion vou x i, die peridwindet, wenn man x = o fegt
algbann aud fopn wird
. / y—



Vo der Eefinbung der Differengen. 27

xdy xxddy x3d3y  x4d4y
—_——f = — - ~—— 0. =0,
Y= % T I.2.3dx3  1,2.3 4d%4 =0

und es ift diefes daher eine aligemeine Gleighung alier derer
Fuuftionen, die, mwenn x == o gefet wied, feibft verfcwinz
den. @& tft alfo dicre Blarhung fo befhaffen, daf ihy altes
mal ein Genlige gefcheht, man mag far y cine Sunttion gon
x fetier, roa$ fie eine man ‘till, foenn diefulbe nite fiir x=o
ebenfalis vecfowinrdet. St aber y eine foldhe Gunbrion von
x, die fiir x = o teén Werth A exhdlt, foift
xdy x2ddy x3d3y - x4de4y

T dx fl.zdxz—l.z.gdx3 f,,g_ 3_‘45;4*2&—-(:«‘&

und in diefer Gleidhung find alle Funftionen von x enthals
‘ten, die, toenn man x == o féft, in-A Ubirdehen,

§ 69
9Bean man 2x oder x + x fir % fetit, fo Befommt jede -
Gunftion y von x folgenden Wertl
xdy . x2ddy x3d3y x4d4y -
y‘fx-ci; 1.2dx2  1.2.3dx3 © 1.2.3.4dx4
und fest man nx, odee x T (n— )x fiiw x, fo ift dev Werth
der Junftion y folgender: '
(n—Dxdy | (n=1)2xxddy (n—l)nﬁday
7 1dx 1.2dx2 1.2.3dx3
Wenn aber tberhaupt ¢ fir x gefeit wird, fo vermanbdelt
fich jede Juabrion y von x, toeil afsdann t=x f t—x
witd, in folgenbe Form:: o
(t—=x)dy (t~x‘f2ddy (t——x"d3y

1dx 1.2dx2 I 2.3dx3 T

L)

4

Wenn alfo » eine foldhe Funftion von t ift, aid y von'x, fo
ift, weil alsdenn » qus y entipringt, tvenn man ¢t fic x fest,

¥ e

¥
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-—:dy (t—x)2ddy . (t—x)3d3y
1dx ¥ r.2dxz ' 1.2.3dx3 T
und von dev Wabiheit dicfer Dehauptung fann man {ih

durd jedes Bepfpiel uberseugen,

vI::y-i' (t

Crempel
MWean nemfidh y = xx — x ift, fo ift offendar, daf
durd) die Subfiitution von ¢ fiie x, v == tt — t witd. Eben
das [ehrt aber quch Die gefundene Formel, Denn da

. . dy ddy
== XX — omwb——~-~ — I, und ———
y=xx—xift, foroitd == ox—y umd =Ly,

Jolglich ift
pomxx - X P (t—x)(2kx—1) }. (t—x)2 =
%X — X F otx —2xx — t  x F tt—2tx T xx == tt—¢,
ABenn alfo y eine folche Kunftion von x ift, die, toenn man
x = a fefit, in A dbergedy, fo ift, weil atébann t =a, und
¢ = A toird,
(a—x)dy
1dx

(a—x)2ddy + (a~x)3d3y

T 1.2dx2 1.2.3dx3

+ 1.

A=yt

und bicfac Gleichung thun daher clle Funftionen von x ¢in
Gentige, die, wenn man x =a fegt, in A @ibergehen,
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QBievted Capitel. -
Bon der Werwandlung der Junftionen in Reifen,

§. 7o

@6 ift fbon in dem vorhergehenden Capitel der Nupen um .
Theil gegeigt worden, den die dafeldft fir die Differenien
gefundenen aligemeinen Yusdricke in der Sefindung der Reiz
Den haben, die den Werth einer jeden Funftion von x auss
pruden.  Sft nemlich y eine gegebene Gunftion von x, fo ift
Der Merth, den fie bep x = o erhilt, bel’d’nnt; und fegt man
Denfelben == A, fo ift, wic twir gefehen Haben,
oy Y xdy J_‘ixzdz'}’ _ 'x3d3 x4d4y )
" VT dx U l.2dx2  1.2.3dx5 | Taggand A
fuf diefedltt erhalt man nidit blof meiftentheils eine unendz .,
e Reihe, deren Summe ciner befrandigen Grife & gleich
ift, roenn fidh feborf in Den eingelen Bliedern derfelben cine
verdnderliche Grodfe x befindet: fondern man Fann aud)bic' .
Funttion y felbft durch eine Raihe ausdrudenn. G4 ift nemlichy ~ .
xd x2ddy x3d3y x4d4y !
y=A1‘_¢_i;cZ—1.2dx2 'I.2..’3‘:1,);;'_—1‘2'3“4-"1;‘-‘:"-I‘m5
tobon bereits einige Beyipiele angefiihet rorden find,

§ 71,

Um aber diefer Unterfudung einen teitern imfang ju
geben, wollen tiv annchmen, daf bte_‘guni’tion y in z Gbers
gche, wenn man allethatben x T » flie x fest, fo dag alfo z

‘ eben
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eben eine folche Funftion von x + w al8 y von x fep. Fic
diefen Fail haben wir gejeigt (Cap. 3. §.48.) daf-
,ed »2ddx w3d3y w4d4s
7= T~d;<z “T.2dx2 | 1.2.3dx3 1.2.34.dyx4-!' i
ift. Da man alfo alle Gticder diefer Reibe durdy eine forts
gefente Diferengiation vda y, indem man dx afs befiantig
betradytet, finden, und jualeidh den Tertl) von z durdy die
Gubftitution von x + & fiiv x wickidy tacftcllen Fann: fo
ech&lit man auf diefe vt jederseit eine Rethe, die tem Wers
the von z gleid {ft, und welde, wenn o cine fehyr Fleine
Gedie ift, fehr frarf convergivt, und in einer cben nidbt gros
fen Singaf;i pon Gticdern den Werth von z naherungérmeife
giebt.  Hieraus fallt dev grofie Nugen btefcv‘gormcl bep dem
Appropimationdgefehafee in Tie Hugen,

§. 72

Bm bep der Ceflarung des aufistordenifichen RNupens
diefer Formel nad Per Ovdnung ju verfahren, wollen wic
guddederit in bie Stelle von y algebraifche Funftionen von x
fegen.  RBuerft fey aljo y == x», wo denn, wenn man x + & -
fiic x fept, z== (x t«)n wicd. Da nun bey dicjer Vors

ausfegung
P AN
dx ?
dd . N
(—i—x%-! = n(n—1)xv72;
j—i}; = n(n—1)(n=2%)x"-3;
"-3-3‘-}1 = n(—1)(n—2)(n—3)x""4;
dx4

T ;

toird: fo erhalt man, tenn man diefe Werthe fubitituict,

(xfe)n,
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.

nfn — 1)

n
(Xrtl wN o= xn -I- —xn=Ty 'I' XxXn-24,42 'i‘
H

I.2
ne—1)(n—2
w____?._(__.._)xﬂ—3w3 'i- 2C
1.2.3

weldes die befannte Yiewtonianifche Formel ift, um das
Binomium (x + &)n in cine Reilje ju verwandeln,  Die Sinz
gabl dec Glieder diefer Reibe ift allemal eine endlidhe Sabt,
‘enn n cine gange pefitioz Jahl ift.

§ 73
SHieraud Fdnnen twir audh cine Progrefion findenr, die
den Werth der Poseftat eines Binomiums auf die Art qusz
brucft, dafi die Reihe abbridt, wenn der Exponent dev Pos
teftdt eine ganze negative Jabl ift. Denn fest man

‘?:’i‘ fo toied z::(x-]'w\n——’XT

x2n n__ _DX" n{n-{x"u2 n(n_x}(n_g)
(xtu)n HEtu ' ro2xtuw)® . 12,3(xtu)3
+ e

Dividirt man nun allenthalben durdh =20, fo toicd
nx~tuy  n(n-— 1)x-0y2
1{x{u) 1.2.3(xtu)3

n(n-——])(n—-—- IX—0u3
f.2.3(xtu)?
Beht maht hierauf — n=m, fo wird

¥t q)*ﬂ = X*0 —

‘ 6

o ) mxmy m(m ¢ 1)xmy2z
(x Fu)m == xin -i. - [ S A
1(x t u) 1.2(xtu)2

m(mFN(mE2)xmul
1.2,3:.x%u)3

und diefe Neihe befteht allemal, wenn m esne ganse negaz

tive Sabl ift, aug einec endlichen Ungaky von Bliedern. G4

ift aljo diefe Reihe dev vochin gefundenen gleich, wean man

Eulevs DiffaRechn, 2,ThH, 1. 2Abth,  § u und

T
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nund m flic « und n fent. 4 folgt nemlich daraus

.omxm-Igy SJm(m — [)xm-2 e
X u m o= xm !
( 3 ) T 1 h I, 2~ .i.
m(m_l)(m_Q)Xln-3u3 o ;_‘:-» ¥ s
T -
1.2.3 |
§ 74

Gben diefe RNeihe Fann auch aus dem im Ynfange desd
7often §. ftehenden Ausdruds hergeleitet rerden, Denn da,
wenn y fiic x = o in A ubergeht,

d xxdd x3d3 x4d4
NSkl AN hiiag S Sk indiots SRSPP Sy

T dx ' [.2dx2 1.2.3dx3 ° 1.2.3.4dx4

ift: fo fege man y = (x+a)?, rodurdh A =an witdh.
Da nun
y . ddy __ -2.
3 = n&xtae-r; o = nl— D(x ta)n-2g
d3y , ' . . .
—= = nn—I)(n—2)(xta)s-3; 1 ift: fo wicd

dx3
n(o—1
(1 2)x2(x'i'a)“'2-—zc.'=a"

(xtay— x(xta)i-x

Dividict man nunimehr duech an(xfa)r, fo findet man
na-fx _ n(n—1)a-nxz

T axta) U r.2(xta)z

~ und fegt man bier u, x und — m i x, a und n, f, entfteht

Daraus die vorhin gefunbene Reihe.

(x¥a)yn=a-n

-0

§. 75
MWenn man fir m gebrodyene Sablen fest, fo laufen
bepde Reihen ohne Gnde fort. Wenn aber u in Vergleis
chung mit x eine fehr fleine Grofe ift, fo nabern fich diefels
ben dem wabren Wecthe in cinem Hoben Srade, €3 fep
aljo
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alfo m = -E';, und x == a’, fo ift aus dec juerft gefundenen

Reihe

ol .
Y — ple—) uu | p'p—s) p-21) ul
{a 'i‘“) =ak(1 '}' 1' Yy azx.l‘ v.av.3s ';37
+ 20) ‘
Dagegen giebt die sulent gefundine Reifhe

2

@ hu)? = (g i g BTN e (et ol

va’tu) vy a'tuy® o ov.av, 3rartu)3

t2e) ‘

Aber dicfe fetere Neihe convergict viel ftarfer al8 die vors

heegehende, indem ifre Glieden felbft dann abnefymen, wenn

u > & ift, in weldem Falle die bocf)ergebenbe Reipe dis
vergier.

Sitalfo pe == 1; und » =2, fo ift .
fa . 1.3u2 1.3.5us
V(a2 tu)==a(l ¥ =——— I 34 — 3.51°
2(a3tu) " 2.4(a%fu,2 " 2.4.6(a2tu)’
o+ 20.)

Auf eine dhnliche Art findet man, wenn man fir v nad und
nacl; die Sablen 3, 4, 5, 1¢, fest, und g = 1 bleiben 1akt,

. 3 o .z. I. 4“2 1-4. 7u3

V@ ry=at TR IR TR Rt
+ )

vy 1.5u% T.5. ()u3

V@t =a(tt (4fu)+4 Sadtu)? | 481203 Tu)
T )

5 r. Euz B ’.611“3

N . . e

Yiastu)=a(i ¥ &a,.,ru)'i’s lola'tu, 2 5.015(atuy?
+ 1) .

§2 $..76.
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§. 76

Nach diefen Formeln (aft fich jealiche Wurzel aus jeder
gegebeaen Sabl auf eine leite vt finden, St nemlich eine
Sabl ¢ gegeben, fo fudbe man die ihr am nadbfien fommende
Poteftat, e8 mag diefelbe Fleiner oder grofier feyn, §m legs
ten Folle nimmt man u negatio, im erften Hingegen pofitiv.
Gdyeint dabey die fich evgebente Reibe nidt genug ju cons
vergiren, fo muktipiicive man die ahl ¢ durch eine Pote:
ftat, f» nemlich, twenn die ste Wurgel gefucht werden foll,
und fuche die Wurgel der Sah! fre, twelde, durch € dividict,
© die gefuchte Wurgel geben wird. e grdfier aber £ genom:
men toird, defto ftdrfer convergict die Reilhe, und das um
fo mehr, renn fich eine ahnliche Potefrat av nidt felir vonfrc
untecfpeidet,

Ceftes Erempel
Die Guadvats Wursel qus der 3abl 2 3u finden,

- Wenn man obne tweiteve Borbereitung a = 1, und
u=1 fegt fo wicb

. - 1.3.5
._Ii- +24.- 2462-’%*”’?

Diefe Reibe conbevgu‘t goar fehr farf, inde ift e8 doch
Befler die Bahl 2 puvor durdy ein andered Duadiat 3. B. 25
au multipliciven, twobey das Peodult 50 einem andern Dua:
drate 49 febr nabe fomme. Man fuche demnach die Qua:
drat: Wuvsel aus 50, weldye mit 5Dividict, v2 giebt. €8
ift aber alddenn a =, u == 1, und alfo

= 1.3 1.3.5 .
V50= 5\"2 7(1-} 501'2 45021'2 4.6.503%“’)
1.3.5

e —— .
‘/’2 = (I ‘i- 1‘ 100, 200 1' 100.200.300 1‘ i
und
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und biernach ift in Decimal: Dridhen fehr leicht u rednen.

&3 ift nemlich

wl
Ol

Z o ou“ 7
o %mt)erg in =
d. Borherg. in 3
d. Borherg. in 535

. Borherg, in Y

Solglich V2

oM ol.n [-1F%)
o ol o

l

JJ mnwnuwu

/.

il

1,4000000C00C00
1 40000000000
2100000000
35000000
612500

11025

202
3

1,4142135623730

Swentes Erempel.
Die Cubif: Wursel aus der 3abl 3 31 finden;
Man multiplicive dic Jah! 3 durd den Cubus §, o
fudye die Cubif- Wurgel aus der Jahl 24, tvo denn v.g" 24 =2
. 2\/’3 ift. iiﬁan fege alfo a==3und u=—3g. Yigdann ift

L3 hmwvf- i

o

= - % f
Diefe S\eﬂ)e conbergu:t fchon ftarl’, mbem jedes folgenbe, e

-TS

ober A

1.4.3% 1.4.7.33
3.6.24% 3~6~‘)~24»3~-I'2 )
und
Y4 1.4.7
g 775.6,8':_% ' 3 6h9 83 'I‘lé‘.

; 1..~ Mﬂr
- az 3’8"75

Glicd mehr alé adbtmal Fleiner alg dag vorhergehende ift. - -
Wenn man qber die 3 durch den Cubus 729 multiplicirt, fo

¢rf)alt man 2187, und dann twitd V‘szy = V’(133—10)

= 9V’3. Danuna=13 und v = — 10 ift, fo wicd

%3 V3=
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3 ‘e 1.10 1.4.102 1.4.7.103

Vi3=%Q ey 2157'%3 PYPTIE '3.6.9.21573'!'2(')
und in diefer Reibe tfi jedes folgende Slied mehr al8 2comal
fleiner als das vorhergefende. :

§ 77+
Die Gntwicfelung der Poteftaten ded BVinomiums ift

pon einem fo weiten Umfange, daf man darnach alle afges
braifche Funftionen behandeln fann. Soll 3. B. der Werth
folgenber Funftion v(a f 2bx T eoxx) durd eine Neihe
ausdgedructt werden, fo Fann folded nad den vorhergelens
den Formeln gefdhehen, wenn man 3wey Slicder ald cing
betrachtet.  DHicrnadft fann aber auch tiefe Enttvidfetung
permittelft ded suerft gegebanen 9!uét‘rud’~3 porgenommen
werden,  Denn fest man via t 2bx + cxx) =1y, fo wird,
foenn may x = o nimmt, y == v'a, und alfo auch A=v"a,
Da nun die Diffevengiatien von y auf die Art fid vetbal:
ten, Dag

dy - btex

dx  V(afa2bXfoxx)

ddy _ ac — bb

dx2 (a'}’:bx*fcxx)%

d3y  3(bb— ac)(b t cx)

dx3

(at2bx cxx,'j'
d4/ 3(bb-—ac)fac——Rbb-——gbcx-—‘;ccxx)

dx4
i (2 bx T ecxx z
ift: fo wicd T2 ):
\/.\a'i‘ﬁ)}('fcxx) — (bt+exx (bb—ac)xx _

Viatzbxtexs) 2{at2bxtex x)’-‘
(bb—ac)btex'x3 (bbw—ac)’wbbwﬂC"'bl‘cxhccxx x4
2(a ¥ 2bx 'i‘cxx)‘z 8'a ¢ 2bx & exs)E
—_ 2 = Ve,

Wenn
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Wetin man alfo affenthalben durd v'(a + 2bx + cxx) mulz
tiplicict, fo wicd dicfe NReibhe rational, und

(bb—aé\ X%
2{at:bxtexx) -

(bb—ac* (b¥éx'x3  (bb—acM5hb—act+8bex*qecxx)x4

v a(af2bxfexx)i=atabxtex—(bicx)x—

2ia t2bx texx,2 8.a T 2bx {cxx)3
! — 2. oder R
bx (bb— ac)xx

s ab %X) = VoA P e — —
Vv (afz2bxte a .
u ‘Va. 2(ata2bxfexxiva

(bb‘:ic) (btex)x3
2(af2bx 'I'cxx)z\/:z; -

§ 78 ‘

MNun twollen toiz ju den tranfeendenten Funbtionen fortz
gehen, und fie fiv y fepen. s fey alfo jupdtderft y = 1x,
wo denn, wenn man x + » fitr x fegt, z = 1(x + ) wird. ‘
Sugleich zeige 1icden Logarithmen an, deffen Vechaltnif ju
ben hyverbolifhen n:r ift, fo daf fir die hoperdolifhenfos
gatithmen n=1, und fiiv die gemeinen n=o0,4342944819032
fep.  Alsdann find die Differensiatien von y =1Ix

dy n  ddy n diy 2n
T e e BN e - —= = — 5 W,

bl
dx x  dx=

und davaus erhalt man

Wxto) = Ix ¢ 22 2%,
X

. 2x2 3x3
Auf dhnliche et wicd, wenn man » negativ fest,
ne ne? ne3l

Sieht man alfo diefe Neife von der vorhergehenden ab, fo
wird

X+t e » w3 oS g w9
l— = —_—t e e — .
P S vt Tt taest®

54 §. 79
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§ 79
Wenn man in der juerft gefundenen Reihe
— he _ne* , mned nak
Ixte) =1x t " ";(';"fsx?‘~4x4'i‘3¢'

ux
—, und

XX .
D —— fent, fo wird x + o = —

nx nxx

I fo=lofle—lu—g=lxt —— -t

esaleichen
nx nxx nx3

(u—x)=Iu — 1‘2(“__}(), Fa—m3
und, tvenn man x negativ nimmt,
nx nxx nx3
=lut——=F - [ ——
Yutx) ui.u"{'x'l‘z(ufx)zfg(u'fx)i 4(utx)4+
WBermittelft diefer Reihen laffen fidh die egaritiiver fehe
febnell finden, toenn die Neihen ftarf conperairen  Dag
thun aber folgende Neihen, bie aus den vorp:rachenden
teicht abgeleitet werden,

4 16

nx4
+ T

I(X‘i'l)::lx-l'n(:rc--———— foo— - —F

I 1 I v
I(x—1)= Ix-——n({~— + by + gx_i + Z;‘—“ T

Da diefe bepden Reifen blof in UAnfehung ter Jeichen vom

cinander vetjchieden find, Jo bient, twena man darnach rechs

net, einceley Aebeit dagu, daf man aus dem befannten Los

gariihmen der Jahl x die fogarithmen ter Jahlen x + 1 und

x ~ 1 findet.  Yuerdem Hat man aud dep Gbrigen Reihen
It D= 1—1pan(s + 3»}’3 t 5—;; * 7-&; t1c)

T I 1 . X
R e

z~1)==1x —
=1z n(x

-—X = Q(X":‘.‘)l
+ 1)

7

CSd)]
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’ .L — l v I, I I
Ixf =1z % nfx’r - F 2(}{?‘1)2'}'3(“‘)3 + prm
T o)

§ 52,

9us dem gegebenen Logarithmen einer Jahl x faffen
fidh alfo bie fogarithmen Der angrenjenden Jaflen x + x
und x — 1 feicht finden; ja man fann auch aus dem fogas
sithmen der Sabhl x — 1 den Logarithmen der Jabl, die um
2 grofer ift, und umgefehet ablciten, Ob dies gleid) in det
@inleitung tyeitlGuftig genug gejeigt toorden ift, fo wollen
toiv doch hier einige Bepfpicle Hingufigen.

Crites Erempel.

Aus dem gegebenen Hyperbolifchen Logavithnien dex
Bebl 10, welder == 2,3025850929940 ift, die byperboliz
fchen Logarithnen D7 Sablen 11 und g su finden,

Da dicle Aufaade hyperbolifhe Logacithmen betrifft, - fo
ift o == 1, und tir haben daher folgende HReiben:

134 hoi'-l————-l—-—-f—-—l——- — —
10 2.10% ° 3103 4,104 " 5.10%
— .
1 1 I 1 I
lp =ho—r— ™ 3103 404 5105
—

Um dic Summen diefer Reiljen au finden, addive man die
geraten ynd ungeraden Glicder befonderd.  Dann findet
man

]
[+
H

& % ;
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! !

== 0,00000000000C0 ! = 0,065C0C00CCOC0
10 ‘ . 102
1 1
-?;-»l-—-;._..o ,0003333333332 T == 0,0006250C0C000
I
- == 0,000002C0C0050 = 0,000C001666666
5.10% . 6. 106
T g t .
e 22 Q,00000001 4285 7 | = == C,00000C0012500
2. 167 S8 e O 5
1 I .
e 2 0,0060C00001 T L = Q,00000C0CCOIC0
9.10% 10,10 T
I
== 0,00000000GO009 | mmmm—== 0, 0OCCOLOOCOOOT
i 1ot 12.10"%
Gusfie ==0,:0033534773t0 ] Suflie £=0,0050251679267

Die Summe von beyden ift o . .+ 0,1053605156577
Die Difierens hingegen .. . . . 0,0953101798043

Stun ift i 110 = 2.3025850929940

Atfo toicd Lir = 2,2978952727983

und lg = 2,1972245773363
Hieraus flicht ferner 13 = 1,0956122886681
und 199 == 4,5951198501346

Jmeptes ESrempel
Uus dam Dyperbolifchen Logarithmen der Jabl gg,
der fo cben gefunten worden ift, den Logarithmen der
3abl 101 3u finden, ’
Man gedraudde dagy die vorhin gefunteie meif)e'

et D=1— 1) § 2 — - ¢ A
x ° 3.% 5.x5 ° 7.x7
Da nun in dem ge genmacugen gaue X = 100 lff; tD wid
Lor=lgg 4 - + 2 + oo

> 100 ' 3.1003 * 5.1005 [y
Die Cumme diefer vice Glicder ift = o,ozooov666[066,
und diefe 3ah! ju dem fogavithmen von 99 gefent, gicbt
l1o1 == 4.6151205168412, - Drits



¥

foiftn = <Z>,43’429~}-a‘¢319032
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Drittes ESrempel

Wus demt tabetlarifchen Logarithmen der Jabl 10, el

der = 1 ift, Oie Logavithmendex Bablen 11 und g 3u finden,,

Da wic Hier gemeine tabellavifhe Yogarithmen fuden,

Set man aljo x==10, {o ift

n
iz =1 —_ : -1,
i1 = 1lo 'i‘ 1‘ 2,102 3.103 4. 104
) n fn n n
19 == 110 — — — — —_— — 0.
10  2.10% 3.103 4. 104

n
—ia—- —_ 07043429448 I 903

310 —0,0001447643”73
n

g..:-g— = 0,0c00008685889

n
e = 0,00000C006204 2
7. 107

n

9. 10
n

> 0,00000000C04 82

-, == 0,000C0T0C0CCOS
ﬂ lO

PNun addire maon die geraben und ungeraden @Itebu befors
detd. Dann wird

=0,0021714724005

2,102

4_%7 =0,0000108573620

‘ n
TToe = 0/000000072; 3824

0. 1C

n
——-— ==0,000QCC0003425
g.108

n
== 0,000200000004 3
10.1C%

n

Py == 0,000000200000C
t2.10

g,ux e == 0,0435750 2«7&393

Bas Hagregat von bepden ift .

Die Differeny hingegen
\ Sun ife
o3l
und
Hievraus aber flicht ferney
und

Swite ==0,0021824027C10.
. ©,0457574905603

M1

.« . . 0,0413G206851583
lio == 1,0000003000000
111 == 1,0413926351583
19 == 0,9542425094396
13 == 0,4771212547198
199 == 1,9956351945979

294 "
Biew
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Biertes Erempel

Aus dem jent gefundenen tabellarifchen Logarithnten
der Jabhl g9 den tabellartfchen Rogambmcn von 1ol 31
finden,
Gebraudt man hicr eben dic Neibe, deren wir ung bep
dem vorhergehendan Spempzl bebienten ) fo crb&[t man
lror = 199 ¥ 2n(—— + 3T1o03 + TTioot T
Sett man nun fiie o dea ecfordeclichen Weeth, fo findet man
fehr bald dic Summe diefer Reihe = 0,0086861791849
und addict man diefeibe su 199 = 1,99563519.45979
fo findet man lior = 2,0043213637829

§. 8
Nun twollen tvir y in unferm allgemeinen Ausdrufe
einen Grponential : Werth beplegen, und y = ax fepen, twos
durd) denn, bep ber Subftitution von x + w flir x, z=ax}®
witd. Da nun in dicfem Falle
ddy. d3y x
—_— — g X Y28 et == 1 35 2,
i a¥la; i ax(lajz; s ax (la)3; ¢
ifty fo wird
: w2 (lal)2 '3 (13) R
X == gXx —— 3
2 P T 1‘ 1.2 T.2.3 3 T
und dividict man dieje @Iet&)ung durd) ax, fo findet man die
Reibe fir die Epponential: Grofe, die wir fhon in der Gins
leitung 26, 1. Cap. 7. §. 125 Fennen geleent haben, nemlich
wla w2(la)2 = w3(la)3 | a4(la)4
W o— e
2 IT' +12 1231‘12341‘
Auf cine abn!tcbe et findet man, toenn man & negativ
nimmt,

.

wla  w2(la)2  w3(l2)3  wed(la)4s
a ¥t =1 = — _—

1 £,2  1.2.3 1234
LBer:
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Berbindet man nun bepde Neihen mit einander, fo erhdlt

man
a# .‘. a-¥ - w2(la)2 5 a4(la)4 #6(1a)o

—

2 1.2 1.2.3.4  L2.3-4.5.6
a® fa-# wla o3(la)s = as(la)s

= -— by

2 1 1.2 1.2.3.4.5 |
Hierbey ift yu merfen, daf 1a den hypecbolifen Logariths
men der Sabl -a bedeute,

§. 82

Bermittelft diefer Formel Fann man ju jedem gegebenest
fogarithmen die jugchdrige Jah! finden. €8 fep nemlich ivz
gend ein Pogarithme aus einem Syfteme gegeben, roorin
la = 1 ift. Man fude in eben diefemn Spfteme den Lopas
cithmen x, der u am nadhften fommt, und nehme v=xta,
Da nun die Jahl, welde su dem Logavithmen x gehdet,
==y = a*ift, fo wird die Jahl, die ju dem Logatithmen
o= xt » gehdrt, = axt% =z, und folglich

wla »2{la)2 ®3(a)3  w4da)a
z=y(1'l~———'1' — 23 ‘12 34%:&
Diefe NReihe mlrb, da » eine fehr Fleine Jabl ift, fehr ftark
convergiren, und toir wollen den Sebrauch becfelben an ¢inem
Bepfpiele geigen.

Erempel

Nian foll die Babl finden, weldpe folgender Poteftds
dee 2,222 % gleidh ift,

Da 224 = 16777216 ift, fo if 2224 =2 216777216
und folglich 12224 = 16777216 12. Nimmt mar nun die
gemeinen Logarithmen, fo ift

12 = 0:30102999566393119521373889
und
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und dev Logarithme der gefudbten Rabi
_ 5050445, 259733675932039063

Die CharacteriftiP diefes Yogarithmen jeigt an, daf die ges

fudbte Jahl aus 5050446 Bifern beftehe, und da diefe nidt

inggefammt gefunden werden Fdrnen, fo ift ¢8 genug die
~ Unfangs: Jifern, die aus der Mantifie, 259733675932039063

= u gefunden werden miffen, anjugeben. TNun findet man

aug den Tafeln fiiv die Jabl, deren fogarithme dicfem Logas

rithmen am ndchften fommt, 18, 101 = 1,818, Sept man

alfo diefe 3ahl =y, fo hat man

X == 0,259593878885948644, und alfo

‘» == 0,0001297970160y0410, Da nun

a = 10 ift, fo ift

1a = 2,302585002094045684017¢914, und

#la == 0,00032189459437298. Kerner ift
¥y = I,818000000C00000C00
ola

7= 5§85204372569020

»2(la)2
L2
o3(la)3
1.2.3
wd(la)4

——F = 810

1.2.34°

y = 94187062c64

y= 10106100

1818385298569737997
Dicfes find die Anfangs - Jifern dec gefuchten Jabl, und
unter if)nen ift hodhftens die Tegte Der LWakheit nidht gamy
angemefjen,

§. 83
Wit twenden ung ju den tranfeendenten Grdfen, die
pom Kreife abhangen, und Hicr fey, fo wie immer der Halbs
mijfes
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meffer de8 Kreifed = 1, unt y bedeute einen Bogen, diffen
Cinug = x ift, oder ¢8 fey y= Aflin.x, Sept man nun
x+wo firx, forwid z=Afin (x¥«). Um den Werth
davon aussudrucken, fucbe man die Differengialien von y:

dy _ 1
dy = vV (1—=xx
diy X

dx2 (t ———xx)%
d3y _ Tloaxx
dx3 (1 -—xx)'si

d4y _ 9xt6x3
dx4 (t — xx,%

dfy __ 9t 72x3 F24x4

dxs (1 — xx)g'
doy _ 2°5x t 6cox3 F 120%5
dxs (1 — xx)7
. 2,
DHieraus ergicht fidh

02x  o3(1f2xx)

o
Afin.(xte)=Alin.xt — ¥
, RN V (1~ xx) 2([———xx)% 61— Xx)';?
§ #4/gx T 6x3) ¥ s (gt v2x2 124 x4) .

z4(1——xx)’72‘ 120(1 — xx)Z
§. 84
Wenn alfo der Bogen befannt ift: Deffen Sinus =x
ift, fo Fann man vevmittelfe dicfer Formel den Bogen finden,
au dem der Ginus x + « gehder, wenn » eine fefhr fleine
Ordfe ift. Die Summe der Reihe, weldhe man bingu addis
ten mug, wied joar in Theilen des Halbmeffers audgedrut,
inbef (3Rt fie fidy feicyt auf cinen Bogen teduciven, toie fols

ended Srempel jeigen toitd, .
gent pel geigen : G pems
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Crempel.

Wian foll den Rreisbogen finden, deffen Sinis
= 3§ = 0/3333333332
| ift.

Man fuche aus den Sinud: Tafela den Bogen, def:
fen Sinug jundchit Fleiner ald L ift, und dies ift der Bogen
von 169, 28%, deffen Sinud = 0,3332584 ift. Man fege
alfo 190, 28%, = Afin.x =y, fo witd x = 0,3332584,
@ == 0,0000749, UNd V(1 — xx) = cofly = 0,9428356.
€8 ift alfo der gefuchte Vogen z, deffen Sinus = geges
ben ift, .

w2fin.y

= 199, 281 .
9% 28 'fcof.y 2.cofy3

Denn diefer Ausdeuck ift fhon hintanglich. &3 it aber, um
mit den Logarithmen ju vechnen,
ls = 5,8744818
leofy == 9,9744359

@ » )
lcoﬁy = 590004595 o = 0,00007944¥2
w2 '

l‘;-‘:; = 1;8000918
fin. y
I—> =g,
coly 9 5483452
/3484370
12 = 0,3010300
w2fin.y w2fin. y
— = —l =
colys 1,0474070; zoolys o,owooooou

' Summe = 0,0000794423
und diefes ift der Werth des Bogens, der ju 19°, 251 addirt
werden muf. - Um denfelben in Secunden audzudcucden,

nehme man feinen Logarithmen, nemlich
5,9000518
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. £,9000318
und ziehe bavon db 4 6855749
fo bleibt 1,2144769 == 116.356i%

Diefe Sahl geigt die Secunden an; drucft man aber den
Drudy in Tevtien und Quatten u. f. f. aus, o ticd der ges
fuchie Bogen

=3 190, 2§% 16%, 23'1, jeiv, §v, 24V

§> 8;' ‘

uf Ghnlide et 146t fich ein Yusdruk flir die
Cofinug finden. Sopt man nemlich y = Acol.x, fo bleidi,

. —dx
Pa dy = v.( o ift, die vorhergehende Reibe bis auf

bie Seichen unveranbett und ed ift babcb
w2 3 Faxk
Acof.(xFa)==Acofx— — 2 B B A )
V=" 21wt 6(1—xx)
_ BAOR6R3) w5 947252 $24x8)

24(1 -—xx]"’z 12001 — xx)%
Diefe Neihye convergirt eben fo e die vorhergehende alles
jeit fehe fracf, toenn man aus den Ginud: Tafeln den nache
ften MWinfel nimmt, fo daf meifténtheils das crjte Glied

\fu.— hinveidbt. Wenn indef x der Einheit odet Tem

Sinus zotus fih febr ndbert, fo hore dle Neibe, toegen der,
Rleinfeit ibrer Fenner, auf, ju convergiven, und in dieféns
Galle Hedient man fich, da die Differengen fehr Flein werden,
beffer der gewdhnlichen Jntevpolation,

§0 86.
Btun bedeute y cinen Bogen, deffei: Tangente gegeben ifty

oder ¢8 fey y = Atang, % und z == Atang. (xt»;; folglih
Lulers Diffs Reehn, 2, TH, 1AW, G - 3
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ﬂdy ] ddy u3d3y
2=yt xi‘:zdhz f:clx3'i'zc

Um diefe Glieder gu finden, fudhe man die Differensialien
von y, nemlich

&y _

dx —1—?_;:
ddy = —o2x
ax2 = (1txx,2
d3y__-—2'l'6xx
ds3 (l’i‘xx);

d4y 24% — 24%3
dx4 (1t xx)4
dSy _ 24— 210x2 ¥ 120x4

dxs (1 Fxx.5
d6y  — 720x } 2400x3 — 720%%
dxs (It xx)8

Madbdem man diefe Diffevensialien gefunden, fo ift
Atang(x f #) = Atangx ¢

® w2X w3 . w4
e KX Lo e (23— x)F

i_(—ﬁ-xx) (1txx)2 ¥ (11xx)3 (rfzx)4

w0
- - § & PR f___!O 3
(&4 'i‘xx‘f(x 2%215) (1t xx, s * ’i‘x} T
§. 87
@3 Pann aber diefe Neihe, deven Fortidbreitunas: Sefects
nidt leicht ju erfennen ift, in eine andere perwandelt wer:
den, mwobep dicfes Beles; fogleich in die Augen fallt. Man
fege ju dem Gnde Atangx = go® — u, fo daf x = cot u

co(‘ 1
= = fex) fo witd 1 1 xx = YT und fo!ghcb

- —du
.u2, = —
T = fin.u2, Da ferner dx S oder du ‘

. —
—
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= — dxfin.u2 ift, fo Defommt man Gep fortgcfester
Differenziation J

dd .
-a-;}- = 2dufin.ucofiu=dufin.su=—dx{in.u2{in.2u
\

folglich I%% =¥ fin.u2. fin. 2u.

3
diy = — dufin.u.cofiu.fin.2u—du.fin.u2.cof.2u==
2dx2
-—-duﬁnu fingu==dx finu3fin. 3u,
folglich Y = t finus3.fin.3u,
.R.dxi
-—f—y-—:::duﬁnuifcof u.fin.3utfin.u.cof. 3u)=
ERTTE ‘cof.u.fin. .3u)=
du‘ﬁnuz ﬁn 4u=-—dx{inu4. fin 4u,
fo’g“@ —5——&:‘4"——— fin,u4.(n. 4u.
a7y —dufinu3
’234“4 ufinu3(cofu. fin. 4u ¥ fin.u. cofiqu) =
- duﬁn u3.finju=+tdxfinus. fin.5u
— [y R . .
foIg{ch 34(} = ¥ finus . fin.5u
2,

Hieraus aber fann man folgern

2
A.tg.(xto)=Atgx+t Zfin. . fin.u— %ﬁn.uz. fin.2u
1 : .
w3 o af
t — fincu3.fin.3u— :ﬁn.u‘hﬁn.q.u'f -;—ﬁn.uf .fin.qu
3 ,

w6
— z—ﬁn.uﬁ.ﬁn.éu T 2.

100, da Atgx ==y und Atgx = 9o° —u ift, yz=go° —u
feyn tird.

G2 §. 88.
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. 88. ‘
Wenn Acotx ==y und Acot{xta)=z gefetit wird,

wdy _ e2ddy #3d3y wdday
=yt 1 I.2dx32 T 1.2.3dx3 T 1.2.3.4dx4“c'

—dx . ; .
Da aber dy = * ift, fo fimmen bdie Glicder diefer
4 11 xx .

Reihe mit den vorhin gefundenen bis auf die Seicdben puiams
men. Cest man Daljer wie vorhin Atangx == 9o® — u,
obet Acotx =u, fo daf uz==y ift, fo wicd

‘ W w2
Acot(xta)=Acotx— —fn.u.fin.ut - fin,uz,fin2u
1

v 3 'Y 3 s,
—_ ‘-'3 Gin.u3.fin3ut = fin.ufin qu— —Gn, us  fin.5n
4 5

4 2
Diefer Husdruc folgt unmittcibar aus dem vorhergehenden.
Denn da Acot(x t #) = go© —Atang (x +w) und Acot.x
== 900 — Atang.x ift, fo ift Acot.(x } ) — Acot.2=
— Atang (x f )t Atang Ko

§. 89.

$lus diefen Ausdeiicfen laffen fich viele febr fhdne Fols

gerungen feleiten, tvenn man fiiv x und » gegebene TWerthe

fent,  G8 fep suvdrderft x == o0. Da B =900 — Atangk

ift, fo toitd al§dann u = gc®; fin,u = 1; fin.2u = 0;

fin,ju==—1; fin.gu=s0; fin.56=1; fin.6u = o}
fin,yu = — 13 2, und folglich

Atang. .4 = :—f}-g— 'y :-’:—-‘-’Z- 'ff-’i—-—fi-l-.'i'zc

' 1 35 7 .9 u

toelches die befannte Reibe fic den %ogen ift, deffen Tanz

gente =w ift, Ferner fep x==1, tvo denn Atang,x=45°,

und alfo uc= 459, und lin.n =-‘—;:;; fin,2u=1; fin.3u

=
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T . T
=7_-:; fin.4u = o0} ﬁn.5u==--‘—r—,;; fin,6u=s—1;

-

X T
fin,7u == ——\7_;-; fin,8u=o0; fin.gu == ~—; 3 toitd,

Y2
Hicraus erhalt man

A o @2 # «3 w$ P13 .

fang () =4501 S o o~ gty

7 o9 wIO wI1X X3 wl&

7.16 9,32 10,32 11.64 13.128 14.128
-_

un fey w.= — 1, fo witd Atang(r t #) == o, und 45°

, und folglich

X \
< — | ¥ I ¥ X I «~ ¥ I 4
4 1.1 2.2 3.22 5.23 6.21% 7.24 7 9,25

t 10, 2% T ¥I.26 —

Set man diefen Werth anftatr deg Bogens von 459 in j¢a
nen Ausdrud, fo befomme man Atang (& ¥ o) ==
of1 e2¥r , #3FT #F—I , 26—I ,,-,» 'i' .

ALICR LRk ALY

1.2 2.2 3.2% 5.23 ° 6.23 724

G8 ift aber jene Reihe fehe bequem, um den Werth von -Z-
ndherungstoeife ju fndem.

§. 9o s
Da
= ¢ T r - I - 6 X
:";Tn‘fg 2% 5.23 6.23 7.2—41'

ift, die Glicder aber, in beren Nennern die Jahlen 2,6, 10,

1¢, vorfomm lich . T - -
) oy e T 6.23 10,25 14.27

S 3 ¥+ 2.
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10 den Bogen F A tg3 ausdruden: fo ift

x I I 1 T, 1
— =FAt _— —_ —_ '
4 d gﬂ.x.z*g.zz 5.23 7.24.%9.27
I
n——— zc.
11.261‘

T

RNun erhalt man aus der jroepten Formel, twenn man

dacin » negativ nimmt,
o A

I Y 1 1 3 L §
Tx.zfz.zfﬁi—;;—b.gs-y.zi
+ 2
At ([—a)=
g(I a) @ 02 )] ‘l‘ s 'I' &6 ‘I'~7
T 12 22 322 @ 523 ° 623 724
- . . — 3
und fest man alfo o = §, fo toird
I I I £ 1’ ‘1
1.2‘1‘ 2.2+3.2= 523 623 724
Atg.i= T
__r I I ¥ [ ¥  § 1!
122 223 325 528 ° 6.29 ° 7.2
L — 2.,

Nimmt man Hier die durdy 2, 6, 10, 20, getheilten Glieder

bejonders, fo toird

Atgd=3}Atg.} + 1_1—'.;. + -3—-:2—-5——2——3--—7—:: + .9-2_,
10 o
'*iAtg.%—v——:;——?‘.—z—;-'l‘ 5_.-:—3?'_7.:“ ‘-)—::;-l
and folgfich - l
Atg = i_fifﬁvs—.‘:_’_—mhc'
—%Atg'%_f;—z";lz? 1‘-,_';_‘- '1";—.3 -3¢,



B. der BVermandlung der Funfeionen in Reihen. 103

Gept man aber diefen Werth in die obige Neife, und druct
man dabey audh Atg. § durdy eine Reihe aus, fo echalt man

1 1 1 1
1 b ——— ——— } —
T 32T 5§22 723 ' 924 T
1 1 1 1 I
el———— } ==} —————

LR ]

| 1 I 1 x '
_-1_2—4 T ;210 5.2 T 7.2% 9.21 T .

§. co. b,

Diefe und viele andeve NReihen erhalt man, toenn mare
=1 fegt. RNimmt man aber x =v"3, fo daff Atang,x

‘ . ; Y3
= 60° tird: fo ift u==300°, finu=1§; fm.z_u:-—z—;

fin 3u=1; fm.4u=%; Gn, 5u == #; fin,6u = o;

fin.7u = — &3 2¢, und folglich

‘ » w2y 3 "3 04\,.3

TS 000 P e e g e e
Atang.(V 3t #)=60 1‘;,22 2,23 +3>23 4.2% T
o w7 Ng‘/"s w9 alo‘,'s— e

526 7.28° §29 929 " 10,2 11.2"

Und fegt man x = -—'—, fo daf Atg.x = 300 ift, fo twird

V3
u = 60%; ﬁn.u:::?_rz_z; ﬁn.2u=£23; fin.3u=0; fin.4n
=._.}_;3, ﬁn.;u:—‘-—;; fin, 6u = o; fin,yu == __2.3;

(., und folglich

1 _ 3v__392V3 , 3204v3
Atg.(-‘-r—-s'rﬂ) —— 300 .i' 1‘22 2'23 .I‘ 4.2;
33@7
5026 ©

S 4 Sit
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) S .
Skt alfo # = — —, fo wird, tveil o=-—',
St alfo » 73 fo wird, teil 300 = — ift
> 1 ¥ 1 ¥ __I__ ¥
6Y3 122 ' 223 425 42 7 28 3_5'5 —

§ or
Jtun toollen tiv den §. 87, gefundenea allgemeinen

Husdruct
Atang.(x } #) = Atang.x

» “2 w3
+ —fnu.finyg — —finu2.fin2ut —fin.u3. fin 30
PR S 3 .

- G
wieder gur Hand nehmen, und = — x fesen, fo dag
Atang.(x T ») = o wied.  Dadurdy erhalt man
Atang. x =

X x2 L X3 .
—fin.u, fin,u 4 —;ﬁn.uz Jfin2u b -';.m,u 3.6n,3u + o,

‘ . '
Da gber Atang. x = GO —n = — —u, fo ift x = coty
cofe g
== - und folglid
fin.u
=
7= ufcofu. finu F Feofiuz, fin.2ut jeofus, fingud

cofu4. fin.4u F 20,
Diefe Reifhe ift um fo meclwiediger, da der Werth derfele
ben, man mag fir u ¢inen & ogen annehmen, was fie cinen

maan will, immer unverdndert ;— bieibt. Sent man hinges

9N w==—2x, fOrird, weil Arang, (= x)=—Atang x {ft
¢ 24 tang.x =

2% ., 4x2 8x3
vi—ﬁn.u Jfinu é—;—-ﬁn u3 fin2u ¥t -—a—fm.u_a Sinzu o

.. -
Da
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fu, .
Danyn Atang. x = ; —u, und x == ;‘9*5 ift, fo toicd

23
x = 2u} —cofu finuf —cofu2 fin,2ut -é-cof u3,
fin. 3u 'i‘ 2

T ¥
3 fepn =450 = —, foiffcofus= —; finLuey —
€3 fepu==45°= 4,f ft 75 finus =

fin, 2y == 1; fin. 3u-—-- finngu =0; fin.su= -—-E-
vV T V2t
— 1

finbu=-rg; fin7u = 7_—;, fin.8u = o; fin.qu ='w/_"—2;‘

und folglich

2 1'2°3 5'6’79101'1

O nun diefes gleich cine divevgirende RNeibe ift, fo verdient
fie doch wegen ihrer Cinfadhheit bemerft ju werdem.

§. 92
Seyt man in dem gefundenen a&gemcincu Ausdruce
1 CO
= e X — o D e, (100G X = -—-—tt o toird
¢ x = o, cofu’ i " fin. fe:f
I 1 =
Ating.(x T &) == Atang, — — == — Atang, — = —
ang.(x1 2 ang — o tang, —=— 2
+ Atang, x,
Hierdurd echalt man alfo folgerden Husdruck:
# _ finu 5 fin.2u fin.3u fin.4u fin.su
2~ 1colu “zcefiuz ' 3.coful  4cootud 5. cofiuf
R

ued dicfe Reife gicht, wenn man dovin u == 45° fept, cben
die Neile, die wir juletst gefunden Haober, Segt man odee
' eofu %
=V 1 { x0= ———1 2t e oo, D
=~ VUL xx), fo toied,weif x 5 foa fi, N
3 5 Atang,


%25c3%259fn.ua
fin.Su
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Atang.(x — V(1 +xx)) = — Atang.(V (1 Fxx) —x) =

- X
—-iAtang- ;(;———Atangx):—vzu, und

Hierdurdh findet man
% = }u T $hnu f Ffin.2u $ $fin3u + ln.gu e,

und differensifrt man diefe Sleichung, fo befommt man

o=#% ¥ cofu t cof2u } cof 3u } cof. qu ¥ cof. 5u +1¢
eine NReihe, deven Vefchaffenheit aus der Natur der wicders
fehrenden Reihen erfannt wird,

§- 93

Auf eine abnlxd)e At laffen fid audh durcdh bie Diffes
tengiation der iibrigen vorhin gefundenen Reihen neue fum:
mirbare Reiben echalten. Suvdrderft folgt aus der S.Reibe

®2 »3

tang. (Lfe) = — b0 27 0 27 97 -——-u.
Atang. 1‘2 YL it er
Diefe:
¥ I L4 w2 wd of P13 S
2t20te? —2-_;1-4-_8_ 8 16‘1‘3_;_2“
mwelde fid aus der CntricPelung des Bruchs > *4"’
®

Tras evgtebt. Hiernadft folgt aus der Reife

-;- e=u ¥ cofiu. fin.u ¥ fcofiuz ., fin.2u ¥ lcofu3. fin.3ut

cof. u4.fin.qu ¥ 2.
durdy die Differensiation
0 =1} cof 2utcofu.cof.3utcofluz.cofqutcofus,cof 5u

b IS
Endlidh
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Gndlich giebt die Reihye

x fin.u fin.2u fin.3u fin.4u
2 = cof.u T 2cofu? t 3cofiu3 T gcofué T e
auf cben dem Fege
1 { cof.u _cof2u  cof 3u , cof gu
=,= cof.u2 T cofus Tcof.u‘!! * cofus ° cofué T
odet
cofu , cof.2u , cofiju , cof 4u
o=1t cofiu co('.u?z.'f cofu3 t cof,us T
§ o4

&8 ift aber det §.87. gefundene Ausdruck:
Atang. (x t #) = '

o ~2 w3
Atgxt Tﬁn u.finu— -;ﬁn_.uz. fin.2u} -;ﬁn.u?». fin.3u

— 1
enn x == cot.u, oder u = Acot.x = go° — Atang.x ift,
© febr niiglidy, um 3u einer jeden gegebenen Tangente den fuz
gehorigen Bogen oder Winfel ju finden.  Denn ift die Tan-
gente = t gegeben, und hat man aud den Lafeln, die ihr
am nachften Pommende Tangente = x gefunden, die ju
dem Bogen =y gehdet, fo ift u==g9o0 — y. Sept man
alfo x F @ ==t, oder w = t — x, fo ift Der gefuchte Bogen

o o2
=y+t —I—ﬁn.u.ﬁn.u — —g—-ﬁn.uz. fin.2u ¢ 2.

‘ Diefe Regel ift dann vorylglidh naglicy, roenn die Tangente
febr grof ift, und folglich der gefuchte Bogen nicht viel von
900 yunterfehieden’ ift, toeil in diefen Fallen die gerodhnliche
Saterpolations : MNethode twegen ded grofen Juwadyfes, den
die Tangenten befommen, ju fehr von der Wabrheit ab-
fibet. Wie wollen daber diefe Negel durch ein Srempel

evldutern.
@xem;
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Erempel,
Den Bogen 3u finden, deffen Tangente = 100 ifiy
wenn der Ravius == 1 gefent witd,
Der Bogen, der dem gefuchten am naGfen Pommt, ife

890, 255, uad feine Tangeate ift  x == 98,217943
Sieht man fic ab von t = 10C,

fo bleibt &= 1,782057
Da ferner y = 89° 25! ift, fo ift u==0°,353; 2u=1°, 10%;
3u==1° 45%; i, Um nun die eingelnen Glieder vermirtelft
Per Logavithmen 3u finden, fo abdire man
F lo == 0,2500215
Ifin.u = 8 oo77867
1in.u == 8,0077367; dadutd) toicd

{(v

1. fin.u.fin.u == 6,2664949.
Bieht man hievon ab 46855749, fo findet man

| 1)5809:60, ur:d e8 ift fololich
@.fin,u. fin. u =38,09956 Secynden.

Rerner addive man

- lefinuz = 6,2664949
lo = 0,2509215
fin2u = 8,3037941 ’

4,8262105, iehe
Hievon ab t2 == Q,3010300, fo tvisd

102 fin,uz. fin.2u == 4,5251805.
Bicht man Hievon ab 4,6855749, fo blefbt

, 9,8396a56, und es ift folglich
ga30in,u2,fin.2u = 0,69120 Secunden.
Nun



B. der Werwanbdlung der Junktionen in Reifhen. 109

RNun addire man
8 lo3 = 0,7527643
1fin. u3 == 4,0233601
1in. 3u == 3,4848479

3,2609725, ;ie@e
bievon ab 13 == 04771213, fo toird

1%0)3(‘1\1. u3.fin. 3u = 2,7838512.
Sicht man Hicvon ab 4,6855749, fo bleibt

8,0082763, und e8 ift folglidy
$w3fin,u3.fin, 3u = o,01254 Secunden.

1
Gndlich addive man
u 1o4 = 1,0036R60
Ifin,u4 == 2,0311468
1fin, 4u = §,6007341

1,64456069, siche
hieoon &b 14 == 0,6020600, fo wird

1Zo40n.u4.fin.qu = 1,0425069.
Rielt man hicoon ab 4,6855749, fo bleibt

6,3569320, und 8 ift folglid -
F4fin.ud, fn. qu == 0,00023 Secunden,
&8 find alfo
die pofitiven Glicder dic négativen Slieder

38,09956 0,69120
0,01254 0,02023
38,11210 0,69143

fubte. ©.69143
7,42067 =3 37, 25", 141, 24v; 36V,

€s
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©3 enthalt alfo der Bogen, deffen Tangente Hundertmal fo
grofi ift alg der Radiug, ==
89°, 25%, 37%, 25", 14'Y, 24v, 367

und dabey Fann der Febler fich nicht bis auf die Quatten,
fondern blof auf die Quinten erftredfen, fo daf derfelbe ger
wif 890, 257, 3711, 2511, 141V enthalt. Wird eine grofere
Sangente gegeben, fo 1aft fich der Wogen, wenn gleich »
arofier wird, dennody leicht finden, reil der Winkel u dabey
Fleiner toird,

§ 95
So wie woir bisher fir y einen Kreisbogen gefesit haben,
fo toollen mwic nun dafiie die veciprofen Funftionen annehz
men, decgleichen fin x, cof x, tang x, cot x, 2. find. €8
fep alfo y = fin x. Gept man dabey x F « fir x, fo wird

7= ﬁn. (x + ), und die Gleichung

ﬂ3d3)r -I- ﬂ4d4y

6dx3 24dx4
ds

—= == — cof,x

T d
giebt, da a—}-i:cof.x; a;%:-—-ﬁn.x, oy

T 2

oo ify
fin(x t @) = fin x } wcoflx — ##20inx — luicofx }

sxedinx 2
und roenn mon « negativ nimmt,
fin(x—w) == fin x — wcolx — §a2finx } fw3cofx ¢
seedinx — .

Cet;t man bmgcgen y = cofx, fo wwb wetl— =-—fin x;
3 v d4y

» » d;‘:.: colx; 1. ift,
cof (xt) e COfx — ofin. x — §e2cof,x + Ie3finx

Favdcoflx — .
und
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und toenn man «» negativ nimmt,
cof.(x — &) == cof.x } wfin.x — Fw2cofx — La3finx }
Fgedcofx 4 1

§. 96.
Der Nusent, den diefe Formeln bey Werfertigung und -
Snterpolicung der Tafeln der Sinug und der Eofinus leiften,
ift auferordentlich grof. Denn fennt man den Sinug und
Cofinug irgend eined Bogens x, fo Fann man daraus mit
feichter Mihe die Sinus und Sofinus der Winfel x + » und
x — w finden, wenn « Flein genug ift, denn in diefem Falle
convergiren die gefundenen Neiben ftavf, Ran muf aber
Dabey » in Theilen ded Halbmeffers ausdruden, toozu man
die ndthigen Ginheiten aus der Divifion der Jahl
3,14159265358979323846
oelche den Bogen von 1800 qusdruct, durd 180, und des
bierdurch gefundenen Quotienten durdy 60 u. f, f. fmbet.,
Hierdurch erhalt men
10 = 0,017453292519943295769
1! = 0,000290888208665721596
1 == 0,000004848136811095359
A

Erftes Erempel

Die Sinus und Cofinus Oce YWintel von 459, 1%, und
44°, 591 aus dem Sinus und Cofinus des Wintes von
45° 3u finden, die beyde

= -;/% = 0,7071067811865 find,

Da



112 Swepter Thetl.  Biertes Capitel.

Da alfo
fin,x == cof. x = o,7071067811865, und
» == 0,0c02908842086, ift,
fo fuche man, um {ich die Multiplicationen ju evleigterh,

20 == 0,0005817764173
3w == 0,0008726646259

4o = 0,0018635528346
§e == 0,0014544410432
6o = 0,0017453292519
2o == 0,002036217.4605
8» = 0,0023271056692
9 = 0,0026179938779

Diernady findet man » fin. x und weof. x auf folgende et}
. 0,c6020362174605
+  ©6,00000203621746
. . 2903882

. . 174532

20362
R . 2372
! v T e e 29 !
‘c ’ . 2
. ’ . 2

ONOO i MO OO ™M O
>

. . . o

»fin,x == wcof.x = 0,00020568902490;

folglih, Zwcof,x == 0,00010284451245:

tun
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/
Srun multiplicive man -
durd «. I . 0,0000C002908882

o . . .
2 . . 58178
8 . . . 23271
4 . 1164
4 . 116
5 . 14

fo wird F#2cofx == 0.00000002991625,

und Zw2coix == 0,00000,00997208; ferner

dureh @ 9 . 0,00000000000262,
9 . . . 26
7 . . .2

fo wird Lw3cofix = 0,0c0000c0000290

~Um affo den Sinus von 459, 1% 3u finden, addive man ju
fin.x == o,7071067811865"
wcollx == 2056800249

0,7073124702114
fubteal), w2.finx == 209162

0,7073124402952
und lwd.colx == n9

fo wird fin. 45°% 1! = o, 703124402923 = c’o£44°, 59%,

Um hingegen den cof. 457, 1* ju beFommen, jubtrahite man
ot coflx == 0,7071067811865

wiinx =— 2056890249
0,7069010921616
und 3e2colx = 299162
0,7069010622454, Und
addire Lw3finx = 29 :

fs findet man cf.45—°,1‘ = o,70699100§243 3 = fin.44°% 59%
Lulevs Diff, Rechp, 2. EHD. 1. AGH. Swey:

\
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Swentes Srempel.

Aus dem gegebenen Sinus und Cofinus des Bogens
von 679, 30t den Sinus und Cofinus der Dogen von
670, 31* und 670, 291 zu finden.

Wit wollen hicr die Nechnung nur bid auf fieben Decis
mal: Theiler - Stellen fortfliren, alé toomit man fid in den
gemeinen Tafeln ju begritgen pflegt; und fo fonnen wiv ung
Diefelbe durdy die Logarithmen ecleidhtern. Da alfo

x == 67° 30! und
o == 0,000290853; fo ift 1&# = 6,4637259 und
i 1{in.x = 9,9656153; 1cof x == 9 §%#28397

lo = 6,4637259; lo = 6,4637259
lofin.x = 6,4293412; lwcolx = (,0465656
130 = 0,1626959; 13w == 61620959

lwz2finx == 2,5920371; lie2cofx == 2,2092615
folglich
& {in.x = 0,00026874; acof.x == 0,00CcT1232
L42(in,x = 0,000c0004; %a2cofx == 0,00000001 ’
und Hievaus mwird

fin, 670,311 == 0,9239908; cof 67°,31' = 0.3%24147

fin, 679,29 = 0,9237681; cof 679,24 = 0,3820522
und die Glieder o2fin.x und fozcof x hatte man nicht
einmal ndthig gehabt.

§. 95. § 97

Aus den gefundenen Reihen:
fin. (x4 ) =fn.x + scf x—Lo2fn.x—Zo3cfxt Soddix +1c,
cofi(xt @)= cf x—ain.x—2w2cf x } 3.2} Fodclx—1c,
fin. (x—w)=fo.x—wc{x—Ew2fh x } go3clx}l04f x—120,
cof,(x—e) == cf.x T win, x—Lw2cfx—Fw 30, x] fgwdclx + 2.
folgt
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folgt duech die Merbindung
fin.(xt o) F fin(x—o)

-

2
fin,x—Z#2 00 xt5e 400 x—: 150600 x 10 ==0n x, coflw
und
— —_a)
fin. (x ¥ &) fin.(x ) -
2

wcof.x — go3col X T zis@Fcof x — 2. = cof x. fin.,
Hieraus fliefen dic beveits (im erften Theile im vierten Cas
pitel §.201.) gefundenen Reihen,
cof o == 1 — w2 } ;L ud — =iz a8 § 26
fin.o = & — $o3 T gige¥ — ghse? F 20
und eben diefe Reihen erhdit man, twenn man x = o iehh
Denn da cof. x = 1 und fin.x == o twird, fo giebt die erfte
Reihe den finw unlb die swepte den cof o,

§ o8
Nunfeny = tang x, und alfo z = tang.(x + 0), Da
finx o dy _ r o, ddv o fins
= cofx’ dx  cofx2’ 2dx2 cof, x3’
diy 1 3fin.x2 3 2
2dx3 ~ cofx2 cof. x4 = cof.x4  cofxa’
_d4y 3ﬁn.'x fin.x
2.3d%%  cofx5  cofxd’
dfy 15
2.4dx5 T colx6 cofx4 T JSES ift:
fo wird
tang. (x 1 #) =
tang.x + » B #2{in.x .,As 04 fin, x
cof. x2 icof.x3{ col.x4 fcol.xs
203 w4fin.x

.

gcofx2  3cot.x3’

H2 md
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und vermittelft diefer Formel laffen fich aus jeder gegebenen
Zangente die Tangenten der nacdft grdfern und fleinern
Winfel finden. Bermittelft der Antoendung des Lehrfapes
von der Erfindung der Summe einer geometrifchen Progrefs
fion aber beFommt man hievaus, da die erjte Reilye eine geos
metrifche enthalt,

wto2tang.x 203 w4(in, x
tang.(xfe)s=tang.xt - —_ —— 26
B & Tcoﬁxz——wz 3cofx2 3cofix3 ¢
oder
¢
cang.(xF#) fin.x.collxta 203 w4fin, x
ang.(xFe) = — —_ "
& cof.x2—a2 3cofx2  3cofx3

und diefe Formel ift jum Bebraudhe bequemer.

§. 99
Aehnliche Ausdricke laffen fich fite die Yogarithmen der
Sinug, Cofinug und Tangenten finden. Denn ift y = dem
fogarithmen des Sinus cines Winfeld x, weldes man auf
diefe Act auddruckt,
y = lhn.x
ncof x

» H d
o und z =1n(x t &): fo ift, weil E% = Tnx’

ddy * —n  d3y ncofx
dxz ~ fin.x2’ dx3  fin.x3 e

und folglich
pecoflx |, ne2 | ne3cofx
fin. x 2fin.x2 * 3fin.x3

z=10n.(xfw) =1fin.x

to n die Sahl bedeutet, mit welder die hoperbolifhen fo-
garithmen multiplicict toerden mitffen, toenn man daraus
Die gegebenen Pogatithmen bePommen will.  Fft hingegen

y = ltang.x, und z = ltang.(x { )

fo
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fo tird
dy n __ an  ddy —ancof2x,
dx  fmx.colx  fimzx’ 2dz3  (im2x)®
uid folg!idp ,
2ne 2ne2cof,2X
ltang(xfu) Itang.x + e (. P .

und oermittelft diefer Formeln laffen ficdh die Logavithmen
der Sinusg und Tangenten intecpoliven,

§. 100,

Sett wollen wic fegen, y bedeute den Bogen, defler
Sinug den Pogarithmen x habe, alfo y = A.lfin.x, und
z = A.lfin.(xt») annehmen: fo ift x = lin. y, und

g—; = -——-nﬁcr:?, ober‘j——i = n-ﬁ—»';fy—y ; fecnier
ié_y dy _ dxfiny and Sl_fl_! fn.y .
dx ~ ncoly2 —n2c0£y3 dx=z —n?- cofiy3

folglich

» {in. @2fin, @2fin.y
z=y‘i‘ncof;’r 2n2co{y3 T
Nuf ahnliche Art verfahre man, wenn der fogarithme Dded
Cofinus gegeben ift. St Hingegen
y = A.ltang.x, und z = A.ltang. (x ¥ »)
fo witd, weil x = ltahg.y ift

« dx_ n , dy _ finy.cofy _ fin.2y
& " fmy.oofy "™&T T a T~ zn
dapher Ddenn ,
ddy _ 2dycofi2zy __ dxfin.2ycof 2y
T - an - 2nn
und ‘
Eig fin. 2ycofay fin. 4y d3y _ fin 2y.cof 4y "
dxz 2nn 4nn’  dx3 2n3 ‘

H:3 folglich
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fi‘fa}”"»{)
efin.2y | ‘ozfin.zy.coflay | w3fin2y.cof 4y
=yt _
2n ! 4nn ; 12n3
I
§. 101

Da der Gebraud dicfer Formeln bey BVerfertigung der
Safeln der Logarithmen der Sinug und der Tangenten aus
Dem Q}ort)ergeb;nbm abgenommen toerden fann, fo vertoeite
i vabey nidt, fondern gehe jur Betraditung ded Falls
fort, wo

Y= exfin.nx, und z = ext’fin.n(x t »)
ift. Sn diefem Falle hat man
dy

= ex(fin nx ¥ ncol nx)

ddy '
—«-y::': ex(t — nn)fin.nx ¥ 2ncofinx)
dxz

d

'E;[i: = ex{(t— 3un) fin.nx } a(3 —nn)colinx)
diy )
;i;" = eX {1t — énn Fné) {in. nx ¥ n(4~—4nn)co ﬂx.)

%y .

%——; = ex((1—1cnntsntfianx Fn(5—I1onnin*)colinx)
X

Subftituict man dlefe Werthe und vioidict darauf durd ex,

{o wird

UL

evfin.n(xto) = finnx + ofin.nzx f — «2fin,nx
‘ 2

' , 2nw?

4 nwcofinx} ——cof nx
]
-

(r - -3an I— Ganfr4)
S < ) #3finnx ¥ _(.___.—«“P #4fin,nx %20
, n{3-—-nn —4nn)
g ﬁﬂ«—-}w%o* ax 4 _§i.,i‘...._. @dcofinx 4 2.
6 24

§. 102,
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Nus der grofen Menge der toichtigen Folgen, tweldhe
fih hievaus hecleiten laflen, will id blo§ folgende Hherfesen.
Wenn x = o ift, fo ift '
e?fin.nw = nw
'zn:z nf3— nn) V34 n(4 4nn) _l_n(S 10n*+n%) e
Wenn » = —x 1&, fo ticd, meﬂ fin,n(x a) = w ift
tang nx =

ap , nf3-0m) . n(4—4on) . al5—Ton'tnf)
nx— —x*f X 3 — 'f
2 6 . 24 120 '

9zc

I—x ¥ I —2m1xz _ I—:nnx3f 1—6::“4;(.4—-2:;
Uebechaupt aber hat man, twenn n == 1 if},
evlin.(xte)=finx(1to—303— I wd—2tas +150710)
Focol x(1tw 'I' Ln 2t 4———»:5'—335-06'{‘2(.)
Wenn aber n = o wird, fo beFommt man, tweil fin n(xta)
=n(xte); fin nx = nx; #nd cof.nx = 1 witd, toenn
man allenthalben durdh n disidict,
ed(xtw) =x + wx T ie2x + Fo3x f Jhadx
+ ot o2 f 203 F Fed + et

und die Befchaffenpeit diefer Reife fallt in Die Augen.




Funfted Capitel.

PBon der Erfindbung der Summen der NReihert qud
oem allgemeinen Gliede,

6. 103

@é fep y dag allaemeine Glied einer Neihe, tveldhes ju
dem Ungeiger x gehdre, und alfo y irgend cine Funttion von
X, {erner fey Sy dag fummirende Slied diefer Reibe, toelz
thed dad Hagregat alfer Glieder von dem erfren oder einem
andern beflimmten Gliede an bid gu y, diefes eingefdloffen,
ausdrude,  Dabep. roollen wic die Summen der NReihen
vom etften Gliede an recdonen, fo daf, wenn x = 1 gefent
wird, y das erfte Giied, und Sy ebenfalld diefes erfte Glied
gebe; hingegen, wenn x = o angenommen witd, das fum:
mitende Slied Sy vecfdwinde, weil gav Feine Glieder fums
mict werden. Ve diefen Bedingungen ift aifo das fummis
teade Blied Sy eine folche Funftion von x, die verfchroindet,
twem x = o gefet twird,

§. 104, .o
Wenn dag allgemeine Blicd y aus mehrern Theilen be-
febt, und 3.9, y = p F g f r+2c ift: fo fann man die
Deihe f(6ft als ein Ygaregat aus mehreen Reihen betrachs
ten, welde die aligemeinen Gticder p, g 1 2. haben. Sind
daher Die cingeln Summen diefer Reifyen befannt, fo 13kt
fid
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fich auch die Summe der gegebenen Neihe angeben, teil fie
ein %ggregat and den Summen Dder eingeinen Reihen ift.
MWenn alfo y = p + q + r+ e ift, foift Sy == p +Sq T 5r
f2. Da wir nun oben (im evften und genten Capitel)
die Summen der Rethe:: angegeben haben, deren allgemeine

lieDer Poteftaten von x mit pofitiven Exponenten find: fo
laffen fich die fummirenden Glicder aller Reilen finden, deren
allgemeine Glieder unter die Form ax® + bx® ¥ cx¥ + 1.
gehbren, wenn «; 8, ¥, 1. gange pofitive Yahlen Hedeuten,

- ober deren allgemeine Glieder ganze mtwnau ﬁunfnonm
pon x find,

' §. 105,
3 fep in ciner Neihe, deven allgemeined ju dem An:
aeiger x gehoriges Glied = y ift, das vov diefem vorherges
hende oder ju dem Unjeiger x — 1 gehdrige Glied = v,

Da in diefem Falle »"aus y entipringt, wean man x—1 anz
ftatt x fegt; fo mied

_ &y ddy &y T4y a
o=y =t i g T T Taode

6,
dx .i-
Wenn aifo y dad aligemeine Glied dicfer Neifje

I 2 3 4 eaeneesZ—IX
a'i'b'i'c’fd‘i' e o s oe s ’f’u'{'/

und das ju dem Ungeiger o gehdrige Blicd = A ift: fo ift o,

al$ cine Junftion pon x, das allgemeine Blied diefer Reife:
I 2 3 4 5 «ecaserseX
Atatbtectdt........ ®

MWenn alfo S» die Summe diefer Reilye bedeutet, fo ift Sv =

Sy — y ¥ A, und ¢8 pecichroindet Sv, wenn man x == o fekt,

teil alédenn Sy == o und y == A wird.

X

Hs . \S 106.
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§. 106

Da alfo
dy ddy diy d4y
pEmy — = F e e o — g
dx ~ 2dx2 6dx3 24dx4
ift: fo hat men wach dem Borhergelenden
ay ddy dsy d4y
== Sy -5~ } Semim —— S — e
So==Sy—Sg t bans T Siyaxa T W

dy ddy. d3y
dx ¥ t 2dx2 6dx3 | Sf_’ dad h:(.
Gind daher die fummirenden Glicder der Rerhen beanut,

; ddy d3y d4y "
beten aﬂﬁeme:pc Blieder T Ty daa i, find: fo

fann man daraus dad fummirende @lied der Reihe erhals

ten, deven allgemeines Glied = g—i ift. DieGrdfic A aber

muf fo befbaffen fepn, daf dad fummircnde Giied sg}-' vers
X

fdbroinde, wenn x == o twitd; und durcdh) diefe Bedinaung
towed diefelbe weit leidhter befrimmt, al8 wenn man fagte,
fie fep das gu o gehdrige Glied in der Reihe, deren allges
meines ®licd y ift.

§. 107

Aug diefer Quelle fhdpft man die Summe der Poteftas

ten der nattirlichen Sablen. Denn ¢8 fey
}’ = xo+¥

Da hier

d3y




Bon der @fﬁnbung ber @mnmen ber Ste;ﬁen w12

day (n-}-r\n(nv—l)’n—z)

= xB=3 5
24dx4 1.2.3.4 s
W

ifts fo befommt man, toenn man diefe Werthe fubitituict,

(@0 (¥ Dun—1)

(n}1)Sxr= x“'PI—-A‘I' —— Sxti=X_ Sxn-2

und, wenn man auf bevbm @ezten dutd nt 1 bxmbm,

Sxn =
1 . n 1) , B n—1)(n—2)
— x0T .-I. __an-I'_ gxn-2 b )( )qu- -
i1 2 2.3 2.3.4
—— 3,

— € (oder cinet beftandigen Grdfe)

und diefe befiandige Srdfe mufi fo angenommen toerden,. daj
vad ganje fummirende Glied o werde, wenn x == o gefent
wird, Bermittelft dicfer Formel [AEL fih aus den bHePanns
t:n Gummen der niedrigern Potefaten, Teven algemeine
Glicder xn-1, xn-2, 3. find, die Summe dev hohern Potes
ftaten finden, welde das aligemgine Glied xo unter {ich
Begreifs. ’

§ 108
$Benn n in diefom Yusdruce eine gange pofitive Jahf
Bedeutet, fo ift dic Unzaht der Glicder endlich; und dabee
ift fogar die Gumme umdhliger Potefidten, weMM ne=g
ift, abfolut befannt; 6 ift nomlich
S.x0 = x,
Fun Pann man aber auch ju den Hidhern Wevthen, fostaehen,
indem, enn man n == 1 fegt
' S $.xX
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S;xI = §x2 + §Sx0 = gx2 $ ix wird
und et man nad und nad) n =2, 3, 4 ., fo befommt
man

S$.x3 == x3 }'Sx — ISx0 = Ix3 }tEx2 + Ix
S.x3 == x4 } 3Sx2 —Sx } }Sx0 = }x4 { 3x3 o }x2
S.x4 = }x5 45x3 — $Sx2 } Sx — £5x9, oder
S.x4 =z x5 | £x4 + 1x3 — Lx,
¢

Die folgenden Summen toeeden indef durch die ferner u
evflacenden SNethoden (eichter gefunden,

v

§. 109,

Da nady dem %orberge{)enben

d d
sal_ f,sd Y _

. d
ift: fo roicd, toenn man 3;}: =z fegt,

ddy _ dz_ d3y ddz_
(-‘l—;; - E;(_’ dx3 — dx2’
und da dy = zdx ift, fo witd y eine Grofie, die zdx jum
Differensiale hat, und diefes seigt man auf dic ¥ct an, daf man
y = fzdx

fchreibt, - MNun fest 3war die Erfindung der Budfe y aus 2
nach diefer Formel Jntegral: Rechriung voraus; aber wic
fonnen uné gleichroolyl Diefes Uusdruckd (zdx bebienen,
wenn it fir z feine andere Funftionen von x fegen, als
folhe, bie ben dem Diffcrengiale zdx aud dem Verherges

Henden dargefiellt tvecbm fonnen. Ao mitb

dd
z = fzdx § ’5‘3““"— -5—"3 t+. 5‘45_— — 26

Iy

fyenn man dazu eine beftanbtge @roHe fest, wobey, toenn

x = o witd, die Summe Sz ebenfalid verfdhwinder.
§ 110
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§. 110
Gubiftituirt man abet in bem obigen Yusdrude anftatt
y den Buchitaben z, oder differensiict man, denn diefes fihee
eben dabin, die vorhergehende Gleichung: fo tird
ddz d b4 d4z

dz
Sd—--Z'I'is-w-'- o5 ToesSgg —

iy dze
und fest ‘man anftatt y den Duotienten Z{;Z;' fo befommt man

dez_dz !Sd32 \ daz . Sdfz

Froiab PR vl S B Sl
uf dbnlide Avt findet man durdy die Subftitution der Wers
the ddz d3z. ”

be dx2’ dx3'

432 ddz d4z d d6z
_____.,__ — . XQ X Q. -

‘ de3 T3 dx4 S dxs T 2Ibc:hr i
d4z d3z cod5z ds d
AT TEG — Bt AsS; —

und o ferner ohne Snde.
§. IiL. ,
o dz ddz d3z
ey riun DiefeMWerthe fir S—; S—1 S—1 it
Wem fe Werthe fiv o dez, et 3¢

nach und nach in den Nusdruck

Sz = fzdx'l‘ng-z-s—-° : 21—,4 j’:_ e "
" gebracht weeden: fo findet man cinen Husvrud fir Sz, mels
dz ddz d3z
da’ ax3’ dx3
fteht, deren Gocfficienten aber leidhter auf folgendem 2Bege
erhalten toerden. Man fege

gdz 'yddz dd3z sd4z
Sz = fzd‘(fnzi'-—- + Freakiirmey D s

der aus den Gliedern (zdx; z; 516, bes

+ 1.
und



126 Buenter heil.  Fiinftes Capitel,

ynd fubftitinire fiie dicfe Glieder die Werthe, twelde fie aus
Pen vorhergehenden Reihen befommen: fo erhalt man
. de 1 ddz 1 d3z 1 dé4z
=Sz—3S— F — 8 — o= G f = S —
fedz =5z “ax t 6 dx? 24 dx3 ° 120 dx4
. dz e ddz o d3z e déz
7 e S e e § — S — : 1 -
e P88 2 Tdxs T 6 dx3 23 dx4

Bdz ddz 8 cdiz g d4az

Loz ———8 — } =S
dx dxz 2 dx3 6 dx4
yddz V d3z y déz
) %S— — —S——

dx> . “Yax3 2 dx4 T
243 ) d4

ik - 53—3-—-—2:.
dx3 dx4

and da diefe Werthe, sufammen additt, Sz hervorbringen
maffen, fo weeden die Coefficienten-«, 8, v & 1. aud fol:
génden Gleidungen beftimmt.

o~ £ =0

‘ 1
g tg=o
5".n X
A —— — —— TS O
4 2 ' 6 4
Yy oy B 1
z-.fé 24 120 °
b} ¥ 8 ™ T
'—’;T‘ﬁ ;Eflzo_';;)—o
s by r 8 K
mat g atm T e
' F¥S
§ 112,

Hus diefen Gleidhungen laffen fid alfo nach unb.nacb
die Werthe aller diefer Budpitaben &, 8, ¥, J, i, finden.
Sie finds

» =
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e = %
p——“ I 1
T2 6 12 .
8 e I
0 — e - -—== 0
v 2 6*24
5‘——-1_..._&»}:._-.[-:——.5-
2 6 24 120 . 720
3 v 8 @ 1
§ =8 e - —— —— w—
2 61‘24 120'1‘720::=

.
und fahrt man auf diefe et weiter forr, fo nimmt man
wahr, daf immer abwedhielnd ein Glied verfihoindet. Der
dritte, finfte, ficbente Bucbftabe, u.f.§., alfo Gberhaupt die
durd die ungeraden Jahlen ihrer Oednung nady beftimmten,
werben, die erfie audgenommen, == o, fo daff deber Diefe
Neihe wider das Gefep der Contingitdt ju fteciten {heint,
Um fo ndthiger ift cin Rrenger Bereid der Bebauptung, daf
alle ungevade Gileder auBer dem crften verfhwindest.

§ 113

Da die Budftaben «, 8, 5, 3 1. aud Den verhierge:
Penden nadh cinem befidndigen Gefene befiimms weeden, fo
bilven fie cine micderfelrende Neihe. . Um diefelbe gu ent:
woicfelrr, nehyme man folgende Reibe an:

I+ eut suz + yud + Jusd fsus F Jub.t o
und fepe den BWeeth derfelben = V: fo ift ofentar, Daf
dicfe wizderfehrente Reihe aus der Entiwicelung des Drugd
fich ergiebt

V = " L.

S 1 —f#utgut —g5ud tpigud —ac
und tvenn diefer Brudy auf andere At in cine ohie Gnde
fortlaufende Neihe, die nach den Potcftiten von u foctgedt,
aufs
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aufgeldfct werden fonn, fo muf gleidhroohl nothroendig im-
mer eden diefelbe Rethe
1t eut guz f yud tdud feus § Jus to
toieder hervergebracht merben,  Nuf diefe Art wird fich ein
anberes Gefep dic Budfaben =, 5, % 3 26 ju beftimmen
Pachieten.

‘ §. 114
Da man, toenn e die Jahl bedeutet, deren Hyperbolifde
fogatithme = 1 ift,
“emtm= I —utfuz—gudfHuld — zi5uf foc
bat, fo ift
-‘-—:‘;EE'—T 1—futdu2 — GLulfyizud -2
und daher
i
1 — e-u
Hun bringe man aus jener Neiffe wu == $u weg, fo daf
V—du=r1+t8u2tyudtiadtsustustu
toerde, fo Hat man
tu(rten)
1 —e"d

vV =

U—%u=—

Man multiplicice fecner den Sahler und Renner durdy edu,
fo wird .
u(ezu } e-%w)
g(eé u— e‘éU)‘
und durdh die Berwandlung der Stdfen ed v und e-Fu in
Reihen,

U —%u=

:

u2 us4 ué #1c
| Dy I N A
f2.4+2.a.6“~<+2.4.6 Roto.12

: ut ¥ 2
2.4.6 T 2.4.6.3.10 '
' oder
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oder
uz u4 us us
It—+ ¥ — - ¥ o2
Ve o= 24 2.4.68  2.4...12 2. 6
= uz u4 u6 us
1t —1 t t <

4.0 305,10 4.6...14 46...18

§. ‘115,

Da alfo in diefem Vruche Feine ungeraden Poteftaten
porfommen, fo Edanen dergleihen aud nidt in dem Auss
dructe fepn, den snan davaus durd die Satwidelung echalt.
Da alfo ,

V—3u=r1%gu2tvul tded fuf ¥ dus fa
ift: fo miffen dic Goefficienten der ungeraden Porefidten
v, 4 %, 4 2. indgefammt perfwinden. Huf diefe Het ift
flar, warum in der NReife

Iteut @u2 fyuld +dud feus -I:“{utf F 2.
die ungeraden Siicder indgefammt == o fiad, ohyne daf da:
durch das Gefer der Stetigheit leide. &8 ift alfo

V=ratiutsuztiestlustSus fruIo g
und Bat man die Budbftaben 8, 3, &, %, . 2. durd die Ent:
toicfeiung Des obigén Druchs deftimmt, fo befommt man das
fummirente Blied Sz ber Reilye, deven aligemeines ju dem
Hgetaer x gehdriges Glied = ift, auf folgende Avt aus:
getruct:

-.
/

adz , 3d3z  Zdfz
1- + e,
dx7 ¢

So= fedstie =

Da die Neihe
Itpuz foa4 f Jub F 3us Faulo g,
aus der Entmwicdelung des folgenden Drudys entfpringts
s£ulers Diff. Rechn, 2. TH, 1,Absh, R ¥
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uz- ué ué
2.4 2.4.6.% ¥ 2.4.6.8.10.12
1F — v ue ¥ 2
4. 6 4.6.8.10 7 4.5.8. 2. 13
fo toerden die Duchftaden 3, 9, &, 9, z 16 nach dem Ges

fege foutg I).,, DSB

I
z. 4 4
4: 6 4..6.8.1;0 :
I b} 3 1
= — ~
: 2.4.6.,.12 4.6 468.10 4.6..14
R SN SN A N S
2,46...16 4.6 46810 46104 4.6..18

€.
ift. @ find aber diefe MWerthe abwechfelnd pofitiv und
negatio.
L § 2
SWeiin alfo biefe Budftaden abipedielnd nedativ genem:
men werden, fo daf

) 1 15 }
Sz == {zdx T §z — pdz F 5}}_33 — éi..z. 347z
dx dx3 dxs dx7

ift: fo werden die Buchfzaben 8, & <, 3, w. aus folgendem

Brude befrimmt:

u2 ¥ uséd . uf g us

I — ——f —e — = — 1
2.4 2.4.6.8 2.8...12  2,4...1IC i
uz ué ué us

I—— % — + - — 2.

4.6 4.6.5.10 3.63..14 4.6...18
fyenn man denfeiben in die Reihe
14 8u2 t Jud t Jus.¢ Sus fxulo f 2
aufldfet. €8 ift demnach
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N I I
B = — = —

4.6 2.4
L — 8 4 + X
C T 46 4.6.8.10 ' 2.2.6.8
¢ B 1 Y
{ = — — by —
4.6 4.6.8.10 " 4.6...14 2,4...12

4 b

allein Hier werden alle Slicder negativ,

§ 118,
Wic wollen alfo p=— A; = —B; = —C; 1,
folglich : ‘
Adz Bd3z Cdsz -Dd7z
Sz == {7ds P Fz o et s e e 0 3,
sttt T
fepen, und um Bie Budftaben A, B, C, D, w. 3u beflimmen,
Diefe Reifhe betradten:
I -~ Au® — Pu4 — Cu6 — Dy8% — Enl0 —— 3.

weld;'c aud et Eatroicfeiung Des Bruws:

u? ué 1 . us "
I e — F - — g —.
2.4 2.4.6.8  2.4...12  2.4...06
u2 u4 ué us
] — + — 2Ce

- '1- —_—
4.6 4.6.8.1d> 4.6...14 4.6...18
eber digje:
1
- Au -~ Bu3 -~ Cuf =~ Du7? — Bu% — 1. =0,

teefe aud tev Cniwidefung ded folgenden Vrudis ent:
fpringt:

u2 1 uéd ué
1= T T - .
< = 2.4 2.4.6.8 2 4. .12 T
s 3 = v e .
Ho— -I- :

L ,'
4.6,.8.10  4.6...14 T
52 Da

4.6



132 Qmenter Theil.  Finftes Capitel.

l Da aber
ué ué
ffu =1 — — -— 0
cof & 2.4*2.4.6.8 2.4...121'
und
us3 us u?

u
Gus — — .
fin.3u = — 41-::

2.4.6*2.4.6‘.8.10—2.4...1
ift, fo wicd

cofldn

= }cot.3u

S =
2fin.du -

Benn man daber die Cotangente ded Vogens Fu in eine
Reifhe verroandelt, deven Poteftaten nach den Poteftaten von
u fortgehen, fo faffen fidy daraus die Werthe der Budpftas
ben A, B, C, D, E, 1. ecfennen.

§. 119,
Da alfo s = FcoteFu ijt, fo Haf ntan u = A.cot.2s

, . . — 2ds
und blffcterfsttrt man, fo wisd Fdu== FTasd oder -gds

ds
acs frdg4ss=o0 Daaber
du

F du ¥ 4ssdu =0, oder
I

§ = — — Au — Bu3 — Cuf — Du7 — Eu9 — 2,
u

ift, fo witd

—_——

4dds=--:-—u-4A --»3.4Bu= ~ 5.4Cué — 7.4Du6’
u

-0
I = 1
4ss=—‘}--—8A — §Bu2 — 8Cu4 — 8Dus —
un
+ 4A2u2 } 8ABu4 f 8ACuS } o

+ 4BBu¢ t 1.
t und
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und bringt man die homogenen Glieder auf o, fo befommt
man

E = 2AD 4 2RC
11 -

F = 2AE +2BD ¥ CC

13
G = 2AF ¥ 2BE 4 2CD

15
H = 2AG ¥ 2BF +2CE +DD

17

1.
und ¢é fallt aus diefen Formeln fehr Deutlich in die Augen,
vaf jeder Ddiefer XWerthe pofitiv fep.
§. 120

Da aber die Nenner dicfer Beuddbe fehr grof toetden,
und die Nedynung nicht toenig ecfchweren, fo wollen toir ftatt
der Budftaben A, B, C, D, 1. folgende Subftitutionen
brauden: '

A:_—__._.f_—-
I1.2.3
R
B =
l..2.3.4.5
v
C-—-

T r.2.3 0407
%2 D=
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&
D=
I.2.3.....9
¢
E = -
L2033 040as. it
3w
gisdann findet man
@ = %
B = Fu>
y = 2.3«8
8.
d=2.4ey LAV
4.5
' 10.9.8
¢ = 2,823 T 2. (9 857
’ 1.2,..5
. 12 12.11.10 12.11.10.9.
¢ =2, we T 2, et __,_.______2.§
1.2.3 1.2...5 1.e2000ee?
1 14.13.12 14.13.12.11.10
1 = 2, 4r 2g T2 413 gt 2, ———————y?
“'1.2.3 1.2...5 102000007
i,
§. 121,

it mehree Bequemtichleit abey bedient man fidh vicfer
Formein:

% ==

s
]

i
§

3 . 8.7.6 86

3‘ TT - v T ,\.n...»....-:.“ ._:

H
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s?______E.M_I'm.n.lo.ﬁ; 12.1[.10‘9.8 7.
3 3-4.5 3. 4.5 0.7 2
14 14.13.12 14.13.12.17.10

4 == —.ad Bs : ye
3 ¥ 3.4-5 t 3:4.5.6.7
16 16.15.14 16 15.14.:3.12

B = ey T4 — S
3 T 3:4.5 ¥ 3.4 5.6.7

16.15....10 33
P—r
. 34...9 s
A,

Hat man nun nady diefem Sefetse, bey welchern die RNech=
nung mit feiner Scdrwiervigleit verfolpit ift, die Werthe der
Buditaven «, 8, v, 3, 2. gefunden: fo laft fid das fummis
rende BGiied jeder NReibe, deren aligenreines oder dem Anjeiz
ger x gugehdriges Glied ==z ift, auf folgende Urt auss
drucfen @
Se=feax 3o b 232 A3z vdfz _
i 1,23dx 1.2.3.4 5dx3 ° 1.2..,dx5
3d7z £d9z 2dr1z
X L.2....9dx7 1.2....ndx9'_m‘+m.

Was aber die Buchftaben «, &, ¥, 3, r. beteifft, fo hat
man dafiic felgende Werthe gefunden:

I.20 == 1

1.2 =1 !

b
i

ol Glw o= o= 2]~

1.2.3.4% = 4 : ’/h K
1,2.3.4.5% = 36

Io203'u65 =] 600 .

R ‘ =
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691

é —— 2—‘5 1-203"'7§=24'69[
= 3;’: 1.2.3... §2==20160.3§
36:7
9 == 2L 1.2.3... ()9':[2096.3617
30
p .
. = 8887 1.2,3...10:==864c0.43867
42
1222277 1.2 "u 6
A 2300 I8 . 2
A > 3 362880.1222277
85451
A = ___‘_‘;_)5._3 12.3...122=279833600.854513
. 118182
= __%%ii 1.2.3...13%=11404800. 1181820455
6 2 ;
, = ?;_9_727_‘” 1.2.3...14y =109109145600.76977927
=~ 23749461029
3 =\..3_7..9§o__- L.2.3,..155=435891456c0. 23749461029
61584127600
= 3715341270005 51.2’-3-..1671'=452874"""“"6'58“”'76005
462 CT
:t.
§ 122

Diefe Jahlen gerwdahren durcdh) die gange Lehre von den
NReihen hindurd den grdften Nugen. Denn einmal loffen
fidh davaus die fefyten Glicder in den Summen der geraden
Poteftaten finden, rwovon oben (im ecften Theile §.63.) bes
merft wocden ift, Daf man fie nicht eben fo ald Dic lbrigen
Gicder aus den Summen ber vorhergehenden Poteftiten
erhalte.  Derin Hen den geraden Poteftaten find die lcgtén
Gieber der Summm Produlte aus x unb gemiﬁ‘m Jahlen,
nemlich fiv Die 2te, 4te, 6te, 8te, 6, 5, &, & & 20 mit

abivechs
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abmwedhfelnden Seichen.

@8 entfpringen aber diefe Sahlen

aus den LWerthien Ter Budftaben =, 8, ¥, 3, 1c. welde wit
vorhin gefunben habin, wenn man diefelben durd die unges

taden Sablen 3, 5, 7, w. dioiditt,

Uebrig end nennt man

diefelben nady dem TNamen ifres Crfinders JIgcob Bernoulli

o

dic Bernouillifchen Jahlen, und fie find:

I

— — ;. = ?,I
3T %6 ‘
. L v
5 30
7 42
- L | =9
9 30wy
H — 5 .
i 66 =€
S b W
13 2730 -8
v -
RO ¢ )
15 6
5 3617
> — = —— =9
17 510
19 798
r 174611 =] = 283 . 617
20~ 330 T 330
A _8545!3 R }_L-_l3[~593
23 138 m%( .3
s 236
25
’ —
Y

AY
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4 23749461029

e M L = D
9. 3470
w 8615841276005
= 1 ¥ .
i
§. 123

@¢ laffen G alfo die Bernoullifdrer Jablen H, B, € e,
unmittelbat aus foigenden Gleicgungen finden:

: I
o= —-
6
g= 23, L 9
f.2 5
€ = 6.5 . ji.?f
1.2 7
BT 2 oge g 8765 X g,
1.2 "9 I.2.3.4 9
10. ¢ 2 10.9.8. 2
VB e 29D 4 ALANENERY
1.2 11 * 1.2.3.4 1L
2.1 2 11.10.9 2
=, — UG F — + — . Bi
8 1.2 ue€ 1t 1.2.3.4 Dt
12.11.10.9.8.7 T 62
1.2.3.4:5.6 13'
14.13 2 o 14.13. o2
@—-“ T.2 Is' 8 ’i. 5. 2A3 4 'ISO‘J@{.

14.13.12.11.10.9 -3--@'@
! i.2.3.4.5.0 15
0.

und dag Gefess diefer Gleichungen ift offendar, wenn man .
nuy bemerft, dafi da, o das Ouadeat eined BVuchftabens
vorfpmmt, der Goefficient nur haib fo grof fey, als er nach
der Reael fepn ju miffen fheint.  Cigentlich aber mug man

bie
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die Glieder, in weldpen die Produfle aus ungleichen Buchs
ftaben enthalten find, als jwepmal vocfommend anfehen.
Donn ed ift 3. B,

135=]2'“?1@'?12'[”0‘9*33’1' 2.11 10987Q € 4

1.2 1234 123456
IQ.II 10. I2.Y1.10.,..
110 S T2 By
1.2.3000.. £.2.3...10
§ 124

Dann finden {ih die [ahien «, 8, v, 3, 1. audh ‘in den
Ausdelfen der Summen derjenigen Bruchreihen, toclde
unter folgender Formel

'1‘;;’1""'1‘;; ‘;. Lu‘f‘!&
begriffen find, fo oft n eine gerade pofitive ah! Hedeutet,
Wir Haben dic Summen diecfer Reiben in bev Einleitung in
die Analpfis des Uneadlihen (im erfien Dude im zehnten
Capitel) durch die Poteftéten dev Kalben Pevipheric =, wos
Dep der Halbmeffer = 1 gefennt wurde, ausgedunctt, und da-
feldft trifft man die Sa:}xm «, 8, v, 1. in den Coefficienton
diefer Poteftdten, Damit abir died nicht juialliger Weife
fratt gu finben fheine, fondeen tie Nothoendigleit davon
erhelle, wollen wiv cben diefe Summen auf etngm befondern
Wege fudben, o dad Gefen derfelben fich deutlich mird wahs
nehmen faffen. Da wic oben (im zwepten Capitel §.330
ani der Ginleitung gelyabt haben, ‘

x m I ) S I T I
—Coty—7 =~ — T R
n n m f——m Itm 2n—m = 2n{m
T 2
3n—m

fo ift, wenn man je stoey und jweep Glicter pereinias,

x
n
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I - 2m 2m Zm

oot mm = — — -

m nz—m2? 4n2—m2 q@n2-—m2

Nun wollen toit n == 1 und aanftatt m den Budbftaben

u fegen, fo daf .
I 1 1 1 I -
t ¥, == — —cot.7u
I—uz‘i‘4-—u2+9—~u2 16«»921- 2u2 2u *

werde,  $0fet man diefe Driihe in Reihen auf, fo befdmme
man

= 1 tuz }usfus$ us 42

I | uz ué ué us

—_—— — F — ¢ — F = T

4—uz 22 24 ° 26 28 210
1 1 u2 ud = ub us

&ept man daher
I T T
I'{";;—'i";-z—‘i'-;;-'l'“.—a

I I I
Prar it i tes=s
g+
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t

1 I I
I"i’-;;'l‘g;-‘f:;’f!t.:.:c

T I
1'1'—2—;1‘-3—;;'{'—-;1-2:.-—.:0

1 ot 1
1'?;;3'1‘,;‘;3‘1';;—0'{'2&"‘8

fo vermandelt fich die obige Reihe in folgende:
x

, . r
atbuzfcudtdusteus tfurofic, =— — —cot.wu,
2uil 2u
Da nun §. 118. gefunden todrden ift, daf bey den Budhftaden
A, B, C, D, ., enn man
1

s = — — Ai — Bu3 — Cus — Du? — Eu9 — 1,
a .

fetst, s = fcot.§u toird: fo befommt man, wean man
=u anftait Zu, odev 27u anftatt u fegt,
I .
fcotru= — — A7u—23Ba3y3 — 25Cx5f —
271 ) )
27D#7u7 — 2.
il ka .
und muftiplicict man dutch = fo toird
a 1 . L .
ot AU == — DAxE — 23B#4u2 — 25 Cr6ug Y,
2u 2uu
und dargus folgt !
-I——--— :cot.ﬂi = gAn2 § 23Bx4uz ¥ 2§ Cabyd -[a
Lun 2u ‘ '
27Dx8ub i,
Da wic nus fo eben gefunden haben, daf
) L

— — Zcotiwu = d t buz * cud } dus § 1
2uu 2u

ift, fo muB audh nothoendiger %eife feon
4=


cot.ru
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N 200 PRI
a = 2Ax2 =
1.2.3
233
b == 23Ba4 — :
1.2.3.4.5
25y
¢ == 25Ca0 | = e e 16
1.2.3....7

1.2....8

9 o
¢ == D9EsI0 = 27 R IO === _&S.—_gl
JIR30 B SUR & § 1.2....10
n1IX

2XI
xl2 = ——_.J(S... 2

: 12.3....13 1.2,.,.12°
(
_ % - v.'—?"— i
U Rk =4
§. 126, o

Y1 diefe lefckte Art Laffeit fich nicht fuie alle Peihen dee
geciprolen Potejthten, melhe Der vorhergehende §. enthalt,
fhnell fummiven, fondern 8 erfhellet sugleicd, toie ibhre Sums
men qus den MWesthen der Bucdbftaben , 8,7, 3, ¢, 1. dder
audy aus den Bernoullifchen Sahlen U, B, €, D, 1. gefuns
Den werden,  Da wit alfo im 122ften § funfiehn von diefen
Rablen angegeben Baben, fo laffen fich darvaus die Sumnten
alfer gevaden Poteftaten bis auf folgende und gwar jelbige
mit eingefbioffen erhalten:

I I 1 1 r

11‘{5’5‘1'5;5'1‘5'5‘1‘5';;'1"33—51‘2&
&s ift nemlich die Summe diefer Reife
— 229x <56 = 2299

1.2.3....20 '1.2.3..:+30
¥Bill man diefe Summen mweiter fortfesen, fo ift foldes durch
bie fernere @nttoicelung der Buchfaben », 8, ¥, 2. oder
8, B, € 1, kit

x30

§. 127,
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!
§. 127%

Die Griindung der Jahlen « 2 9. 9, 1. ober dev dars
ausd abaeleiteten A, B, €, D, ¢ veedanfen wir voryialich
der Eatmicdeluhg der Cotgngente irgend eined Winkeld in
eine ofyne Ende fortlaufende Reihe. Denn da

jcotiu= i— — Al — Bu3 —CuS —Du? — Eu® ¢,
ift, fo wird
Aus #Bud £ Cus £ Das 16 &1 — Scotdus
SBenn man affo anfiatt der Coefficienten A, B, C, D, ¢, die

Berthe derfelben fubftituict, fo findet man
«u*> ,  pué  yuc N Jus

—-—-+zc.=:

102.3 L 1.200:5 L T.2eei7 * T.2a00y "

u y
I — —cot.3g,

2

und eun man die Beeaoullifchen Jahlen Lraudt

oz , Bué | €Cus _ ST A
O ) ———— ] e =
1.2 ' 1.2.3.4 1.2....6 1.2....8 I W
. u !
¥ — —cot.zu,

Aus tiefen Neihen- laffen fih dardy bl Differensiation unz
3ahtige andere Levleiten, mad fo eie sMenge ven Nethen
fummiren, in welden jene merfivdedige Jabien vorfommen,

apic wollen die erfte Gleichung nehmen und diefelbe

durdh u multipliciven, fo dof
aul: pus w7 >u? N
- b o=z

1.2.3 ° 1.240.5 & L.2...7 1.2....9

uu x
1 — —c¢cotizlu
2 .

wetde,
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werbe.  Di Ferengiivt man und dividirt darauf durdh du, fo
befommt man
an2 A ué wub Jus
r-i-x .3. 41‘1 2.00 Tx.-....s*”':l—-umt"u
uu
4(fin, g u)2
un!d, twenn man von neuem differenziict,
au, Au? yus u
— - 0, =3 — h! ————eee ——
1.2.33 1.2.3.4.5'1_' co “uf(ﬁn,ﬁu)z
uucof, &
4(fm ] u)s

QBenn man § ingegen die andere Gleidhung diffevensiict, fo
wird
9Iu_l‘ S13u3?.

I °1.2.3

'I‘ Cus o, @u'?
1.2.,..5 " I.2....7
u
4 (fin. 3 u)2
Sept man dalier u==w, fo witd, mweil cot. & = o, und
fin,3u = 1 ift,

= — %cot.fu }

¢ x2 /x4 yx6 %8
I == - + + 2
23" L23.45 1.23..7 1.23...9
2 2 4
X ‘X' L =_A _x_ 57:' %49 378 s
4 t.2 " 1.2.3.4"1.2.3...6  1.2.3...8°*
. ., ar Ax3 xS . w7
T — o .t. 'i' S
I I.2.3 " 12345 1.23...7
obec
. Bx2 [ZL 2x6
I = « % e — 2,
1.2.3 L2.34.5 L2.3..7

man

PR o Bk

(8—y)=4

und 3ieht man hiervon die erfte ®leichung ab, fo beFommt

(y—3=s6

1.2 3

102-3-4'5

1.303...7

FKerner



Bon ter Erfindung der Summen dey Neifen 1. 145

Keener ift

Nx2 Rrd Gxs6 8
1= 4 P -t
1.2 Y1.2.2.4 0 1.2.3...60 1.2.3..
- N iz 3 Cxs .iﬂr7
- = T — t T,
4 X 1.2.3 1.203.4.5 1:2:30007
' ober ‘
3 Rr2 Qw“- D=6
c = e ) + 1.
4 i lnﬁns 1-2.).4-5 1-2-30-.7
§. 120

ous der Tafel der Werthe der Baflen =, 8, v, 3, 2¢.
feelche wir oben §. 121, mitgetheilt haben, echellet, baff dies
felben im Ynfange abnehymen, dann aber wieder wadfen,
und jwar ohne Cnde. 8 twird alfo der Mahe toetth fipn
au unterfuchen, in toas fir etnem BVerhaliniffe diefe Sahien
au wacbfen fortfafhren, nachdem fie beveuts cine fehr betradyts
liche Gudfe erveicht haben. Cs fen alfo o irgend cine vom
anfangc fehe weit entfernte Sabhl aus der Reihe , 3, 7, O, 1.
und  Die unmittclbar daveuf folgende. Da durd) diefe
Sahlen die Summen der vec'profen Poteftiten befimmt twees
den, fo fey 2n der Exponent der Pot:ftat, in deffen Summefid o
Defindet, alfo 2n + 2 der Grponent derjenigen Poteftdt, woju
¥ gehout, und n febon ¢ine fehr grofge 2ahl.  Dann hat man

aus §. 125,

1 1 1 p2n-1g

1t T + + o e ——————n28

226 Szn 42!! 1.2.3- lQﬂ‘[‘l)

T t 1 n2ntIa

1Y anfi T 320tz T 42nt2 T= 1.2.3..2013)
Dividirt man alfo Diefe NReih? durd jene, fo Hubet man
1
G p—" PSR

m~nrz gznfl

rantz

4y
T (amt2)ant 3)

2
?

11"‘;;;‘1’ = T

Eulers Diff, Red)n. 2. ZEI;‘ 1.2Abth, & Da
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Da aber n eine fefhr grofe sabl und bepdeReihen fehr nabe
= 1 {ind; fo wird

¥ _(ni2)2nd3) _ nd
¢ - 472 = e

Nun jeigt n an, dod mwicviclfte Glicd die Jah! ¢ von der
erften = angeredhnet fep, und ¢s wird fich dajer die Jahl @
gu der folgenden b oerhalten wie #2 ju it2, und diefes Vers
haltnif wirde, wenn n eine uneadlich grofe Jahi ware, der
Waheheit vollfommen gema§ fyn. Da alfo »» bepnahe
= 10 ift, fo roied, toenn man n = 1oo {ipt, das Hundertfie
Glicd ohngefahr 1ccomal fleiner afd das folgende. €3 bils
den alfo die Sablen «, 8, v, 3, :. fo tie aud) die Bernoulliz
fben A, B, €, D, 1. eine fehe divergivende Neibe, die felbft
noch farfer antwadft als jede geometrifdhe RNeibe, bxe wad:
fend fortfepreitet.

§. 130,
Hat man alfo die Werthe der Bahlen &, 8, 4,3, 1¢e, oder
von M, B, € D, 2c. gefunden: fo lafit fich, wenn eine Reihe
votfommt, deven allgemeines Glicd z eine Funftion feines
Unpeigers x ift, vas fummirende Glied Sz auf folgende At
ausdrucfen:

dz I d3z
Sz:fzdx'f‘aZ'I""‘ . ,,dx'—'g's m

1 dsz 1 . d7z

T 42 '1.2.3....6dx5 T 3 ‘I.2 3...8dx7
5 “doz 691 driz

T 66 '1.2.3....10dx% 2730 '1.2.3....12dx%
7 d13z 3617 dIsg

T 6 '1.203....14dx'3 510 "1.2.3....16dx%
4‘;}267 di7z I746I[ dIgz

1 798 'Lz.s....xde‘?_ 330 '1.2,3....20dx"

T
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854513 d21z 236364091 d23z
T 138 1.2.3..22dx% 2730 L.2.3w24dx?
- 8553103 d25z __2:;7494’31029 d27z
Y6 T1.2.3..26dxY 870  1.2.3.28dx7
8615841276c05 dz9z
T 14322 L.2.3....30dx7 .

Rennt man daher das Yntegral £2dx oder die Grofe, deven
Differengial = zdx ift, fo findet man das fummirende Gilied
permiteelft einer fortgelfepten Diffevensiation. ©8 muf aber
dabep nidht aud ber AHt gelaffen werden, daf su diefem Hus:
drucfe allemal eine befrandige Gtdfe von der BVefchaffenbeit
fomnten miffe, wobey die Suinme = o wird, wenn x in
Nichts tbergeht,

/ § 131, .

Wenn alfo = cine ganze rationale Funftion von x ift, fo
lafit fich das fummirende Glicd, tweil alsdann die Differenz
sialien endlich verfdhroinden, durch cinen endlichen usdruct
darftellen, Dies ollen wir durch einige Bepfpiele erlautcrn,

Crftes CSrempel

Das fummirende Glied folgender Reibe 3u finden,

I 2 3 4 5 %

1+9t25%49 181 F e F(2x—1)2
Da hier z == (ax — 1)2 = 4x2 — 4%+ 1 ift, {o icd

fzdx == %4x3 — 2x2 } x

denn Hieraus erhalt man durch die Differengiation

"4xxdx — 4xdx F dx = zdx
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alfo bas eucbte fummirende Glied =

§x3 —2xz fxtoxt—axtitix—iiCy
und da die beftdndige Grdfe C fo befbaffen fepn muf, dag
vaduceh die Glieder 3 — ¥ verfdhrwinden, fo ift

X

-3~(2x — D(2xt1)
uf diefe Art ift, wenn man x = 4 fesit, die Summe dep
4 erften Glieder

119125149 = %.7.9 = 84.

S(eax—1)2 = %x3 — ix =

. Bwentes Crempel.
Das fummivende Glied folgender Reibe 3u findem,

I 2 3 4 X

11'27{'195’1‘3431'....-.(2x—-1)3,
Da

z = (2x — I)3 == 8x3 — 12x2 } 6x— 1

ift, fo roird
fzdx = 2x4 — 4x3 } 3x2 — x;
dz

— = 24%x2 — 24% T 6}
rralall L 4x F 6;
ddz___ .
:,;‘2'—48"'_24’

Demnadhy
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Demnady ift
S(2x — I1)3 == 2x4 — 4x3 } 3x2 — x
T 4x3 —6x2 } 3x — %

X

— 2%2 — 2X } %
L]

— 1%
das ift
S(2x — 1)3 = 2x4 — X2 == x2(2xx—1).

So ift 3. B., wenn man x =4 fest,
1t 27 F 125 % 333 = 16,31 = 496.

§. 132
Nug diefem a[!gemeincﬁ usdrucfe des fummirendeén
®liedes folgt fehr leicht Dasienige, teldes toiv im erften
Sheile (im crften Capitel, §.29.) mitgetheilt haben, damals
aber noch nicht beweifen fonnten. Denn fegen wiv
z == xn; fo ift

I
fzdx = —xn¥F1, und

niI
EE— =— nxh-X
dx .
ddz :
d—;—}*: n(n-—l)xn 2
d3z
i nfo—1)(n—2)xr~3
dsz ' Yxti-§
Frriiae nn—1)(n—2)(n—3)(n—4
d7
d—){—j—:n(n—l) e o o o o (n—6)x0~7

b{v

und hieraus ergiebt fich folgended fummirende ju dem allges
meinen Bliede xn gehdrige Slied:
3 Sxo
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ASxn =
T n .
—x0tI P —, - X~
‘11‘1 i} ’i‘ ‘11 -14 2xﬂ .I
- I ,n(“"’)(“_'z)xn.q
: 30 2 . 3 . 4
¥ X n(n—1)(n—2¥n—23)(n—4)
2 2 .3 .4 .5 .6
— LI .E(—n_n ' (n—(’)xn-*}
1 30 2 . 3 2] L} .
¥ 5 .n(n——l) . » (0—8) s
66 2.3 . « o 10
et 69I . ﬂ(n — I) M ? (n — IQ)xﬂ'"
, 2730 2.3 . e . 12 ‘
¥ e ’n(nw,l) . . (n—12) a3
6 2.3 . e .o 14
_ 3312 . .n(n«— 1) . . (n —.14)2‘"_‘;
510 2.3 . . o« 16
+ 43867 .n’(1wl) ¢ o (n-——]ﬁ)xn_x?
768 2.3 . « . 18
_ 174611 ’n(.n——-l) . . (ﬂ-—!S)xn_‘,
330 2.3 . . 20 »
+ 854513 .n(n——l) . . ('1~—°03 s
138 T2 . 3 . . . 22,
r 1) ' —
236364091 a1 ' .. (n 2‘)xn-=3
2730 2.3 . o .23
D 8553103 'n(n-—l) . c(n—2)
: 6 2.3 . 20
23749161629 n{n-—1) » (n—26)
o . xn=237
870 2.3 . .« . 2%
- 86!534!:76@:5);0:1(:1’—'1) : (n —- 28) a=g
J‘}é?z 2. 3 . e o+ 30
36
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Diefer Augdruck unterfdbeidet fich nicht tweiter von dem obis
ger, ald daff i Hrer die Becnoullifchen ahlen U, B, €,
D, 1. gebraudht haben, dagegen wiv ung oben der ablen
3, B, v, 9, 1¢, bedienten, und die Ucheveinftimmung ift of-
fenbav, Hier hoden wiv alfo die fummirenden Glieder aller
Poteftdten big auf die drepigfre, und jwar diefe eingefchlofz
fen, geben Ponnen, mwelded, wenn toir e auf eine andere
et hatten thun toollen, die weitlduftiaften und verdrieflids
fien Rechrungen ndthig gemacht Haben totirde.

§ 133

Wir hater fcbon oben §.59. einen dhnlichen Husdruck
far das fummirende Glied mitgetheilt, weldher ebenfalls
nach den Differengialien des aligemeinen Glieded fortfhreis
tet. Der Unterfbied, wodurd e8 fich ausdseichnet, beftand
barin, daf daju das [ntegral fzdx nidht ndthig toar, und
die Differensialien des aligemeinen Sliedes durdy gemwiffe
SQunftionen von x multiplicict werden mufiten. Wir wollen
daher eben denfelben Ausdrud nody auf eine andere Art
fuhen, toelde der JRatur der Reifjen mehr angemeffen ift,
und oraus jugleidh das Sefens Leutticher exhellet, nach twels
dem die Cocfficienten jener Differensialien fortgehen. E§
fen atfo das allgemeine Glied jener Neibhe z ivgend eine Funks
tion de¢ Anzeigers x, das gefucdhte fummivende Glied = s.
Da diefes cine folde Funfrion don x ift, wie toiv gefehen
haben, da§ es verfdwindet wenn x = o gefesst twitd, fo ift
nach den von den Funftionen bdiefer Art oben errviefenen
@agen

xds ~ x2dds x3d3s x4d4s
S e —— - —— —v
1dx " I,2d52  1.2.3dx3 " 1,2,3dx4 %
= o,

R4 § 134
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, § 134
Da s dic Gumme aoff ¢ Glicder der Neihe, vom erften
big :um legter: 2, in ficb beareifts fo i Mar, daf, wenn man
in s anftatt x den um cing Fleinern Yusdrud x — 1 fept,
die vorige Cumme ifhres legten Gliedes beraubet rerde.
@8 ift nemheh

ds , dds dis das
S == Z =S ---..—'I- - 2C.
2dx3  6dx3 24dx4

und alfo

ds dds dss das

2= dx  z2dxz T 6dx3 24dx4 T

Diefe Gleichung gicbt cin Mittel an tic Hand, augd dem gez
gebenen fummivenden Gliede s dag aligemeine Slied ju fins
den, toobey wir uné nidt aufjubhalten brauchen, Werbindet
man aber die gegenm&csigé Gleichung auf eine gefdhictre Art
mit derjenigen, welde tiv im vorhergehenden §. gefunden
Haben: fo laffen fich die Merthe von s durch x und z beftimz
men, Wir moﬂcn 5u_biefem Endyroecte

“Cddz % Dd3z  Edaz
T dx= dx3 dx4

fegcn, fo dafi A, B, C, D, 1c. die erfordetlichen Gocfficienten
bedeuten, ofne ju beftimmen, ob fie beftdndige oder verdns
detliche Gudfen fepen. Denn da
d: dd ds3s d4s _dss
=2 A -— t — i f i,
dx 2dx2 ° 6dx3 24d x4

ift, fo befommt man, toenn man daraus die Werthe von z,
dz ddz d3z
dx dxz’ dx 3’

fu.=o

1z0d x¥

~——, i, in die gbige Bleichung bringt,
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.53

s==s
Ads  Adds Ad3s  Ad4s Adss
— Az =—— —_——— — T 2.
dx *2dx> . 6dx3 ° 24dx4  120dx¥
Bdz Bdds Bd3s Bd4s Bdss
¥ = + —_—— —_— e
dx dx2z  2dx3 " 6dx4  24dx4
Cddz Cd3s, Cdas Cdss
— o = EPall Sy Gans + e
Dd3z Dd4s Ddss
T = — RN
dx3 dx4 - adxs
Ed4z
T dk4 =

S

und dicfe Reiljen gufammen genommen geben- éev 5?&1(1.,

§. 135
Da alfo nach §. 133,
xds  x2dds x3d3s x4d4s x5d5s

dx ' zdxz  6dx3 ! 2.dx4 T 120dxf T
ift, fo ergeben fich aus der Vergleichung diefer Neihe mit dee
vorhergelenden folgende Ausdeide fie die Budpfraben A, B,
G, D, ..

A

2 A
B = e — 2
2 2
C__x3 B A
a2 6
24 2 6 24
_x¥ D € B A
120 2 6 24 120
:c.

Hat man daher die Werthe der BDudftaben 4, B, C, D, 1.
gefunden, fo 136t fich das fummirenbe Glied s == Sz aus dem

aligemeinen Gliede z auf folgende et befiimmen,
, L Sz==m
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Bdz Cddz Dd3z  Eddz Fdsz

Sz = Az e ‘f’ dxz ——'EX-;— m-— 0 ’i‘:f.
§. 136,
Da aber
A= x
B = £x3 ~ #x
C= £x3 — Zx2 9§ %

D = Jgx4 — ¢5x3 + 74x2
TR .
with: fo fallt in die Hugen, dak diefe Coefficienten diefelben
find, die wir oben §. 59. gehabs Haben, und ed ift daker aud
jeng Beflimnung ted fummicenden Glichesd mit der oben ges
fundercn etncrlzy, Demnadp ift

A= §Sx0—S§.r1

B = }SxI — 4x

C == #Sx2 — £x2

D== }5%3 — Ixs

E = ;L.S5x4 — x4

K.
Folglich ift
3z 4
Sz 2= %z —g—ESx T ?—g‘—z-sz —gé};%Sx3 + ;?—afASx‘*— W,

xdz x2ddz x3d3z x4daz
dx  2dx2z ! 6dx3  o2gdxa ¥

G‘Btét man aber in z, dem aligemeinen Bliede, x = o, fo
dcfomme man das ju dem Angeiger o gehorige Blicd; und
fest man dafielbe == a, fo wird
xdz , x2ddz x3d3z
dx 2dxz  6dx3 T
und alfo

xdz x2ddz x3d3z x4d4z
e o ————"—""‘”""'f'ff.:z—-a.
2dx2 ° 6dx3 24dx4

dx .
Y @uﬁ?
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Subftituict man diefen IWerth, fo befommt man

dz ddz d3z
4 Gy — —— 7 = —§ SX2 e — x3
r=Et Dz —a—— xfndx?a ES dessx $
d4z ) ‘
Sx4 — 1,
24dx4

RKennt man alfo die Summen der Potefraten, fo 1Akt fidh Hiers
aus ausd jedem alfgemeinen Gliede das ihm jufommende fums
mirende Gficd finden, o
§ 1372 ,

Da toir aber cinen doppelten Husdeuck fir dasg fummi:
rende Glicd Sz, wenn z das allgemeine Blied ift, gefunden
Baben, und der cine das Smtegral fzdx enthalt: fo fann
man nun durdh die Bergleichung bepder Yusdricke, roenn
man fie efinander gleich fest, den Wertly von {zdx durd eine
Reibhe darftellen. Denn da '
Ndz _ Bd3z Cdsz .

{defngl.zdx S X.2.3.4dx3 l.é...éd}:f—i-zc'

—

dz ddz .
P g2 e Sx3 1,
(xf1z—2 1dxX X 2d\:h 1.2.3dx3 T
ift: fo mwicd
fadx =
i .
(xf%)z—a—«—{s‘«:%%u)% Sx-—-———(SxS—-g‘B)
d4z dsz 4 z
4 e e (Sx§ FLIGZ e
T 246;48}( 120dx¥ Gxr 150 T 720dx¢ S
d7z
— (Sx7 — LD T .
- 5040dx7" 7 — 3D T

oo ticDudfraben ¥, By €, D, 2, die § 122, frehenden Bews

noullifthen Sahlen bedeuten,
: B4
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@2 fe 3. B, z = xx, fo wird

- dz ddz
a=0; - == 2%; unb2

Folalih ift
fxxdx=(xF2)xx —2x $xx + Ex ¥ 75) T 1(3x3 T 3x2 § ¥x)
oder
fxxdx = Zx3,

@3 giebt aber $x3, wenn man differen;iict, xxdx,

§ 138 ‘

Hier geigt fich ein neuer Weg, bie fummirenden Slieder
Der Rethen der Poteftaten zu finden. Denn da fich diefe
fummirenden Glieder fehr feidht aud den vothin angenoms
menen Goefficienten A, B, C, D, 2. jufammenfegen laffen,
und jeder diefer Coefficienten aud den vorHergchenden ents
ftebt: fo micd, wenn man in den Formeln deg 35ften §. ans
ftatt jener Duchftaben die §. 136. gefundenen Werthe fugt,

S§xI —x o= Ixx — Ix

Sx2 — x2 == $x3 — $x—276x —x)

2 :
Sx3 — x3 :%x‘lv—- %x—. %{sz__xz)_i‘_g(sxl_x:)

rors 4-
x4 - x4 == Ix¢ - Ix—$(Sx3 —v-x3)—-2—~3;(Sx’—-x’)

4-3- 2(Sx —X)

2.3.4

, 3.

Piernad) laffen fidh die Summen der hdhern Potefibten aus
pen Summen der nicdrigern finden.

§. 139,
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§. 139

Retradtet man ab:r dag Fortfbreitunas - Sefes der
Goefficienten A, B, C, D, 1¢. toelhes §. 135 gefunden worden |
ift, genaucr: fo bemerft man, dafi diefilben eine wicderfehs’
rende Reihe Lilden.  Denn entwicelt man den Vrud

% ¥ Exxu ¥ §x3u2'f%&x4ﬂ3'f7;33’"4'f2t

It 2u + %uz f 5ud t glgué4
nad den Poteftaten von u, und fept die davaus entfpringende
Reifje = :

A% Bu f Cu2 %+ Du3 % Eu4 ¥ Fus¥ + 3¢
fo wird, wie wic vorhin gefuaden fHhaben,
. A=x; B=4fxx—3A; W

und hat man diefe Reibe gefunden, fo befommt man davaus
die fummirenden GBlieder der Potefidten: Neihen, €8 geht
aber der Brud, aud deffen Satwidelung jene Reibe ents

o exu__ ¢
fpringt, in dic Form a3 und wenn x eine ganje pofis
tive Sahl ift, in folgeade uber.

I F e" b e2u g oe3u ., .00 f elxEiy

Da alfo
Y =1 ,
u ., u? ul ué
& =i — P S eIy PRSI B T A
T I T 1.2 ‘12.3+x°3.4+
24 . 4u2 gusl 16u
et =1t Tt s T §.2 Tie
N .2 3 '1.2 3.4
3u ou2 27u3 81 us
e3u =1 - — A
t 1 T 1.2 ~!‘1.2-31‘1.2 3.4*“
_ (102 _1%3n3 y dn4
,_,(x-x)u:”,(x ‘)“T(’c e (x-1f0d | (x—1 4 $10

1.2 1.2.3 "1.2.3.4
ift, fo witd - :
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A =x

B= S—1) = Sx —x

C=1iS(x—1)2 .—:..-.foz—.%xz
* D= 3S(x—1)3 == £Sx3 — Ix3

€,

, 1nd Hiecdurch twird der Jufammenbang bdiefer Cocfficienten
mit den Summen der Poteftdten auf@ vollfommentte beftatis
get und aufer alfem Jreife! gefest.




Sedystes Capitel

Bon der Summation det Progreflionen durd) ofrie
Enbe fortlaufende NReihen.

\

§. 140.

®ec aligemeine Auddruct, welden tic im porhergehens
den Capite! fitr dag fummicende Gticd der Neiben, deren
alfgemetnes oder gu dem Ungeiger x gehdriges Glied z ift,
gefuniden Haben, nemlidy |

Hdz Bds3z €asz
1.2dx 1.2 Z04dx3 ° 1.2..6dx3 -
bient cigentlich gur Crfindung der Summen der RNefhen, derert
elfgemeine Glicber gange tationale Funfiioncn von x find,
weil man in dicfen Falen endlid ju verfhivindenden Diffés
venjiafion gelangt., TWenn fingegen z Feine foldye Gunftion
con x ift, fo gefjenn die Differéngidiion ofyne Ende fért, und
man echdlt alddenn eitte unendliche Reihe, die die Summe
der gegebenen Reihe HIg und mit ju dem Gliede angdrudt,
deflon Ungeiger =x ift. Dic Summne ber Reibe, wenn fie
ohune Ende fortgefest oird, érgiebt fidy alfo, wénn man x =8 -
anniaunt, und man findet auf diefe Aot eine andere DLt vosis
gen gleiche ohne Ende fortlauferide Reibe,

Sz = fudx } §z

i,

§. 141,
Wenn mian x = o feht, fo mif and) der iisdrud, wel:
cher Die Summe darftelit, verfhwinden, tie twir bereits ans
gemerft
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gemerPthaben; und gefchieht diefed nicht, fo muf man eine fols
che bejténdige Brofe ju der Summe bingufesen, oder von ihr
wegnehmen, daf diefe Bedingung erfdlle wied, Sft diefes
gefdehen, fo befomme man '

toern man fogt
I bag ctfte 7|
2 Pasd rfte und 2te > BGlied der Reie.
3 Das 1te, 2te und 3te Jl

. i
Meil alfo in diefen Fallen dieGumme ded crften, der Hepden
eciten, der Drep erfren Glicder u. f. to. befannt find, fo ift
folches auch der Wertly der unendlidhen Reihe, durd mwelde
jene Summe auggedrudt wird; und man ficht fih dadurdh
in den Stand gefest, eine ungalhlige Menge von NReihen ju
. fummiren.

X =
X =

X =

§. 142, a.

Da bey dee Hingufligung ciner folcben beftandigen Erofie
3u der Summe, daf dicfe verfdhmindet, wenn x = o wird, die
rahre Summe aud) allemal gefunden werden muf, wenn
man fiie x andere Jablen fegt: fo ift Fiar, Daf fich die wabhre
Gumme ebenfalls allemal cvgeben maffe, fobald eine folde
beftandige Srofic hingugefest rorden ift, daf inirgend cinem
Galle die wahre Summe hervorgebraddt wird.  Fallt daher,
tenn man x == o fet, nidt in die Augen, was die Summe
fie cinen Werth befomme und was alfo daju flir eine bes
ftandige Grofe gefest werden mifje: fo fann man aud fie
x andete Sablen fegen, und durch Hingufizung einer beftans
Digen Grdfe einen vollitdndigen Yusdrud fir die Summe
eehalten, Wie? wird durh das Folgende deutlich werden.

§. 142,
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§. 142, b,
ir wollen pon folgender havmonifhen Progreffion anz
LY
fangen:

. 5 1 1 I
1 _— - - e s 8 4 e =8,
T2f31‘4% -

s PP 1
Da tas allgemeine Glied terfelben = — it fo wird z =—,

X
und desd fnmirende Glied s wird auf folgende At gefunden.
Suvorderft ift

fzdx = f'-%f =1x Darn ferner
dz 1 ddz I,
dx —_;‘;’ 2dx2 =;3"
d3z T d4z 1
6dx3 T x4 zidx4 x5’
dsz
Thodxs T T ge
Hiernad it alfo
A B [y D
s=1x’i‘;—;{——;§ m'—a;& g;-g-—?(.
+C

Diefe hinguufiraende befandige Grdfe C 1aft fih aber oud
bem Falle, wenn' x = o ifi, nidt beftimmen, Man fege
alfo x = 1. Da olédann s == 1 witd, {o Hat man

1 A B ¢ D .
= - — =3 D al
1 2 > 2 o-rslc,urbayo
1 P B, € D
Cm-;_i’i';——‘;-'l‘-(;-—g‘l‘lf.
Kolglich ift dag gefubte fummirende Blied
s =1 1 i 5 B € F D
- XT;—QXZ 4x&  6x6 5x8 ¢
1 ¥ B e D
- _—— —_—— — 1
trto — =t -t

Rulers Diff. Rechn, 2. TH. L. ALLh, & §. 143
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§ 143

Da die Beenoullifthen Sahilen A, B, € D, 2. ¢ine dis
vergirende Neihe bitden, fo 1aft fih Hier der Werth der ber
ftandigen Gedfe nidht wivfiich angeben.  2Wenn aber fur
x eine gedfiere Jafl gefent, und dic Guinme eben fo vicler
Glieder wirflich gefucht witd, fo findet man denfellen auf
eine leichte Met.  Man fege 20 dem Eabe x == 103 fo jt die
Summe der jehn evfien Giicder ==

2,928968253961253968

und ihr muf der Ausdrud der Summe glei feyn, wenn
man davin x = 10 fept.  Dadurch befommt man

. i ¥ B ¢ D
10 o === — —— — — 2.
T 20 200 ° goooo 600C0OCO T §OCOI0C0O ¢
+ C.

Cetit man alfo fiir 1ro den Hoperbelifchen Logatithmen dep
Rapl 10, uad ftatt U, B, €, w. vic oben dafir gefundenen
Werthe: fo erhalt man fie die befiandige Srofe
C = 0,5772136649015325
und diefe Jahf druckt daher dic Summe tev Reifje avd:
| B, € D, €

— e e = e — = — — 2

2 2 4 6 8 10

‘ . 144.
IBenn fiv x Feine fefir grofe Sahlen gefent werden, fo
finbet man, weil alédann die Summe der Reibe leicht unmit:
telbar gefunden toerden Fann, die Summe folgender Reile:

I ¥ » B ) 2
2 an g e g s o= C
Bedeutet aber x cine febe grofe Jahl, fo (3t fid die Summe
Diefer Reibe ebenfalls leicht finben, toeil alddann Per Werth
diefes Ausdrucks in DecimalBruchen gefunden wird. Nun
ift suodrdetft flav, daf die Summe, wenn man die Reibe
ehne
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chre Gade fortlanfen [a6t, unendlidh grofi feon muf, indem
weni x == s wid, aud Ix ind Unendlidhe wadfr, Um
aber dic Summe jeder Ungahl von Gliedern defto bequemer
angeben u Fdunen, wellen wiv die IWerthe div Dudhfaben
U, D, € w. in Decimal = Friichen ousdruclen,

% = 0,1667:666566666
B = 0,0333333333333
€ = o,023809352348095
D = 0,0333333333333
€ = 0.0757575757575
8 = ©2535135531135 ; ‘ /
& = 1,16365665566666
H = 7,092150862745¢
2C. )
€8 it alfo

%A
— = ©0833333333333
N

= 0,0083333333333

= 0,0039632539682

= 0,0041666666666

I

0.0075757575757

0,0210927960928

I

ll

©,0833333333333

['“Fl@slagl@aly ola x|

fl

0,4432598039216

-
{22}

i
g2 Crftes
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Erftes Erempel
Die Summe von ranfend Glicdoern der Reibe:
1 1 ( 1 1
1t -t =T—-% =4 =70
iy tytstgt

3u finden,
Man fege x = 1000, Da
1ro == 2,3025850020040156340 i, fo toird
ix == 6,903;5527);982;
C == 0.5772156649015

N
= T2 0,0C0O50C000CCCO

2X
714849706334836
o ~
fubte, ;«: == 6,0000000833333
- 7,4849708625503
} pdl
abdd., ~—— = 0,6:000000CCO
4x4

fo lit  7,484y70.605503 vi¢ §efudhte Summe,
telde alfo nod nicht einmal 73 cusmadt.

‘ Swentes Srempel,

Ei/e Sumie von raufendmaltaufond Glicdern der Reibe:
I X I
1'1"2—“1"5‘1‘:1'20
3u finden,

Da x = 1000000 {ft, fo wird Ix = 6.110; folalidh
Ix == 13,8:55105579642
C = o,57721366.49015
;5; = 0,00000050000:0
und  14,3927262228657 = der gefuchten

Cumme.
§. 145,
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§. 145
RNimmt man alfo x grof genug an, fo findet man die
Summe fhon in dem Logarithmen bon x, renn man daju
die beftandige Grdfie C fent, hinlanglich genaw. Hieraus
laffen fich vortreflihe Kolgerungen sichen, Bedeutet J. B,
x eine fehr grofic Sahl, und fegt man ,

PR
ll

xf%f%f%f%fnu
und

Y ', 1 1 I
bt 41-....4;)(4;.... ’h’:‘:'t,
fo wird, tweil naberungémcxfe so=lx 4 C; und t = Ix¥ n
T Cift

T
) K ._-3-
T2

t-——s:l(x%y)—-lx-.-l——j——z
und e8 1aft fich alfo diefer Logarithme naherungsdweife durd
eine aus einer beftimmien Angabi von Gliedern beftehende
hacmonifhe Reile auébrud’en, uid grear auf folgende Art:

X T ) 4
l_.{'_)_r o ———— —— . 'i' - e « o o0 'i' e
x xfr t xt2 xt3 \ xty s
®Genauct findet man diefen Yogaritbmen, twenn man die obis
gen Summen s wid t genauev nimmt. Da 3. B,

T
s—.-lxi-C-[--—-——-
2% 12X X

, und

[}
1‘ y)  12(xty)?

t= lxty) ¥ C ¢t - ift:

fo twird
ty r_ 1
t— s _1-—;——--—’r”+y)7“—‘-; 12 (xty) 2’
und alfo '
£3 7

X
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x*y T 1 T b

o= — = —F e — F —— —

x xfifxu %xrsf TMY Yax o a(xty)
1 I

12xx © 12(xty;2

fMenn aber x eine o grofie Jahl ift, daf die Bepden lepten
Gliedet meggelaﬁen meri’)en fonnen: fo ift n&i}etunqémcife

xi'y r . r T
X f xr.. x13 L xi‘y iy 2 ( xn
§0 126 b'-

Nus diefer Barmeniften Reihe 146t fidh qud die Sum:
me folgender Reife hevieiten, in welder blof dic ungeraden
Fablen porfommen:

| § I 1 I I ¥

bttt o deee ot o

1 3 S T 7 T 9 ' 2511

Denn da, W mad aife Giieder nimmt,
1 Y 1
EE R I S T YL AL
: 2 3 4 2x - 2xtI
Y P! B ¢
ICQA%I‘\ i‘C‘I — -
2(2xti) :::uh) 4axr)t 6(axti?

+ i
piec Gumme aber aller die gevaben [ablen ¢nthaltenden
BGlicder

- S . /
2 " G * - 2% /
die H&lfte dei ebisgen, ohee
1 Y 9! o & )
—ffC?—'i}.'i—-n*~~~—~I--m,..—.i-:.-¢-¥ »—':—/;__gc.
i g eX  4%2 ' gx4  12x6° ' 16xs ¢

ift. fo Defonmnt man, wenn man viefe Jeihe von jencr ab-
atebt,

1t
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I I 1 1

1 fy—-—F =+ =% F—

'I' 3 'f' 5 'I' 7 [} i 2%t X

B ex¥1, I b B
';CT ! v'x fz(zxi-x) 2{2xt1)2 IN4(2x*{*l)4r e

N

146.

Man Fann aber audy vermittelft eben deffelben Nuss
pruds dic Summe einer jeden Harmonifdpen Neife finden,
@8 fep nemlich

I ¢ T ) § I
— e e e T o 6 e e —— S,
mfn T 2mtn fgm-fn.fq.mfn T T mxin

Da das allgemeine Glied z = . ift, fo wird
mx+n

T dz m
{zdx ::;l(mxi‘n); . = (mx-[-n)z;
ddz mm diz m3
2dx2  (mxtn)z’  6dx3 T (mx ¥ n)4’
d4z m4  dfz ms
24dx4 = (mx tn)s’ 120dx% = (mx tn)s’ .
Atfo toird
1 T Am Bm3
s=Dt -n;l(mx tn)t 2(mxtn)  2(mxtn)? ' 2(mxtn)é
Gms Dm7’ '

.

- 6(mx 4 n)s = §(mxtn)s -
et man demnach x == o, fo toird die hinjuzufesende bes .
fandige Grdfie '
1, dm  DBm3 , Ems

—_— Il - .i‘ — —— ey

€4 §. 147
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§. 147

MWird Hingegen n = o, f Lefommt man, da

whmtot =t

m - gm
T g . B
—C } —Ix } ——— el —
m m 2mx 2mx? 4m x4
hingegen
1 T, H 1
1= =F—F =, —
2" 3% g T 5 T T os
' 1 o Pa
CH+Imx ¥ —— — ‘ — 2
2m % 2m23x2 444

ift, wann man von dicfer Reihe jene mmal genommen qbs
sieht, fo dafi diefe Meihe fich evgiebt,

I
I'i‘——’i‘..n'i**"‘1‘”‘?0'0*“*--.*—‘
jad 2m

3!"1 mx
m n m m
m \ 2m 3m mx
tie Summe
v o B
Im — * — 2.
ZmX 2mx2 4mIng
9 B
— == P == = — o
X £x3 4 x4 T

und fet man x ==, fo wird defelbe = Im, @dreibt

man affo firr m nad; und nach tie Jahlen 2, 3, 4. 20 fo wied
= —2ti—-0t3—-8ti—%+tn
B=a1ti-2+iti—21iti—3u
M=1fiti—3tstiti—¥t—r0
Is=1die5ti—trdtiriti—svu

.
-
s,

§. 143,
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§. 148
Nadh der Betrachtung diefer Harmonifden é}%etbe toolz

fen woir ung jur Unterfucdbung der reciprofen Nethe der Duaz
drate wenden, uad

. . X
;=11‘zf%+fg+...._..+x—-—xf
feten, Dadag allgemeine ®lied diefer RNeife z == f}—‘ ift,

. T s -
fo ift fzdx = — o und die Diffevensialien von z

—

2dx

1 ddz 1 diz r
T x3? 2.3dx~ = a’ 2,3.4dx3 —;;
und alfo die Summe
smc—_ L, 2B €D € .
X - 2%x x3 x4 x7 x9 xI1

. too die beftandige GSrofe C aud einem Falle, in weldpem die

Summe befannt ift, befiimme werden muf. - Wir rollen

alfo x == 1 feg:n. Da algdenn s = 1 wird, fo ift
=1+1—%%t ’2['*525?'(3——3'.)'{"6‘_-1(

allein diefe Neife jeigt den LWerth ven C atcbt, rocil fie in

einem folen Geade divergict. Sept man indef diefeldeobme

Gnbe fest, fo iit and dem Dbigen befannt, daf thre Summe

xr . o - xw
= rs i, und makdt man alfo x == oo, uad st s = =

fo wird C = 35'_’, teil alsdenn alle dbrige Hlieder veefhivins

den. Hictnadh wird folglich
x-l-lwé"i'%’i—%‘}f@-—r@'i‘@-r?c,:%.
§. 149,
Renn die Summe biefer Reilie nidht Befannt gervefen
tare, o wivde man den Werth der Defandigen Grdfe C
¥ ' aud
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aus fraend cinem andern Falle, in weldem die Summe itk
lich gefunden rorden toare, beftimmen miffen. Sn biefer
- Ybfidt wollen wir x == 10 feren und jehn Glieder wictlidh
addiven. Dann findet man
1,54976773116655069Q, fesncr ift

add.

fubte.

abd.

{ubtr..

add.

fubtr.

add.

fubtr.

gbb.

bt

§
{

X
) 4

—
s

o
—_—

{

ot

0,c05

1,644767731166540690
0,0001656656566666666

0444 $397533207356

©.00000C333333333333 |

1,644934004459574023"

0,000000002 38¢052381

' 1,634934066380826404

l

0,0c0c00000033233333

1,644934006847493071

Q,000C2000000C757575

1,6449340066848250646

£ 0000CO0CCO000253 1T

il

1,0449330008482 25335

0,000000000000001 166

71

1,6440340668482206430 = C

Diefe
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Diefe Babl ift sugleich ter Wertl) Des Yusbructs 2—:, wie

man aus dem befannten Werthe von » ducch die Nechnung

firden Pann.  Hicrous erhellet audh, daf die Reibe %, B,
€ 2., ob fie gleich eine divergivende f)tel{)e ift, gleidyrooht
eine wahre Summe Habe,

R 150,
T
RNun fep z = ;";, unb_, _

1 1 I I
s=l’f;f§~;’z‘$f.-..’f‘;§

Da
1 dz I ddz T
fdsge= — ——3. e =
4 2xx’ 1.2.3dx 234’ 1.2.3. 4dx2 T axst
d3z T, dsz .  § .
L.2...5dx5 T 2x6’ x.z...ydxs‘,"T ax8? "

ifts fo toird
. I 24 . ’im 7€

I
§5= e —— f o —

2xx ~ 2x3 234 g ":\6 ‘2‘(8

und, da s o= 1 twird, onn man x = 1 fefit

C=1+2—51+3U—£B T 26— 3D % i

tocicher Wertly vou C juale sct;i‘m Vvt ber gegebenen %)\e:()e.
ausbruclt, wenn man fie ohne Ende fortlaufen 1. Da
abot Vi Sunnnen der urgeraun etofidten nidhe fo befannt
find, ald tie vev geraden, o wuf fenet Werth von C qud
ber gefunbenen GBummc umgec ﬁﬁlicba bcimtmt wewep,
€8 fep alfo x == 10 Vo !‘ct man
1, 3% 5D 7€

-t- ......__._...,...- e P e e (e

axx  2x3 ‘gx4 238§ ‘sz
[15¢]
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Uim bdie Rechnung su erleichtern, made man ©

i

0,2500000C00000

© 0,0833133333333

L5 =["0,0833333333333

~— 3| ©,15000000000C0

0(4;66666666666

Hicenadh tocrden die g s ju addivenden Glicder:

1
, == 0,005C000C0000ICO0CO
2xx
39
—~ == 0,000025000C000CCCo0
L 2x4
= 5= 0,000000000833333333
2% o
ng '
= 0,00G00000C000416666
nxIz
159 )
sxis = ©/00000000C000000875

0,005025000833750875
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Die davon ju jubtrabivenden Glieder Hingegen

1
= = 0,000500000000000000 .
2x
5B ,
'——‘2 ~ 0,00c000083333333333
9D :
— == 0,020000000015000000
2x
128
Tiia = ©,0000000000000k 6452
179
;”i'{;' == 0,0000000000C0000060
X

0, 00050C083 3 +444Y045
von 0,005025000%23750%75

0,00452491748540:030
= I,YG753198507 4193251
C = 1,202055690315959428L

I

§. 132
Wenn man auf diefe Act weiter fortgebt, fo findet man
die Summe aller reciprofen Potefiaiens Rethen tn Decimals
%rucben auégcbrud’t. i

] 1,2020;6903}595942

= 1,0823232337111381 =
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Cntgr o = noseurrssiosss

T N
1t oot T T = 1,0173430619844401 =

- T = 1,0083492773966018

Tt —t—1—— F x = 1,0050773561979443 =

B SR I _ . .
o -;;1~—3—9--I-F t 1. = 1,0020083928260822

g 1 T G
Tt re e Tyms 110 = 1,0009945751278180 =
298 .

,‘h—----—o—-xlﬂo
1.2...10

b I T
1t ey {F f;—_ﬁ- F 26 = 1,0004041886041094

I, 1 T ‘ :

Tt 5;—;1‘ ;—;—;'i-zl—; T 2. == 1,0002460865533080 =
_2TIZ
I.2...12

T2

T I [ — . 4
1t 2-.5%3—1—31-;;; T 1. = 10001227233475857

TR PR B .
vttt T3, = 1,0000612481350587 =
213@
Ie2400.14

5-’14

¥ I I /
1F 5t t o 1 e = noc00305882363070
| 4
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1t ;;-;*1‘3” 416 + 2 == 1,0000152822594086 ==
2.,If‘b> gX&
1.2...i6

Uitigefehet faffen fich bievaus die Summen der dnénds
lidhen Reihen, welche aus den Bernoullifhen Jablen beftes
ben, varfrellen. Denn of ift

g 0B
I'YO—;‘T i1a_3 ¥ g — -:-)- T i =0,5772126,

4
: .
1'}““%’1‘ d — B + € — D '[' %, = 1 ~
h\ ﬁB =G )
i—-%t 3; — 5;‘ + 12— = F i = 1202000,
) 5.6 9.10® 239
li‘l"‘é'i' 3‘"“"“ - ";”““ ’f‘ N ....2(_,___.,.._, L
23 3 2.3 L2304
3458 567% 7.8.9.6
Z_ I —20=1,024
Pia‘ P 2.3.4 2,344 1' 2.3.4 €. r,o;f()zc,
< By §
11‘%—%1‘3 405.6. % géﬁd({s)r;'.?.q.x?.@ , gf@ ¢
2:3.4.5 2:3.4-5" 2i3.4-5 1.25-6 '
2

@3 faffen fich alfo diefe Neihen abroedifelnd ﬁe»rmittelft
der Quadratur deé RKreifes fummiven; aber von was fie
einer tranfcendenten Bedfe vie fibrigen abhanden, ift nod
unbefannt, denn fie laffen fich nicht auf Poreftaten von »
mit ungeraden Grponenten Sringen, fo daf vie Coefficienten”
rationale Sahlen wheen.  Damit indef ndherungsmweife
erfannt werden mbge, twie tie Cocfficienten der ungeraden
Poteftdten von & bejcpafien fepn twerden, fege tcp folgende
Zabelle her: '

1t
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I 1 T . =
1¥—4—F—%c.ohnelnle= ——= o
2 3 4 ©,0000

1+ '1"]'% r*1~zc =" enay
122 3: PER S 6,000 aen
Tl%"-‘ il naherunagdm
I T =T e 6 s s e = - a { .
Tt 2379456 | DETHNS
by ! by ! T ! il enau
1t 7 441~zc. RRER ity gen
1 1 I as . .
I']""';'f“";'f"';'f‘lf. 8 0 0 8 T e naf}efuf'gsw.
2 3% 4 293,1215
I'fri'[f'-hr = enau
g E e = e
T ! t ! t ! T =77 naperungsto.
1 27 37 47 "‘."'—2995286 agrungsto,
1 T T a8
I —t—t—gtw. ..o =—— genay
a2 3% g §450,cC0
[ S ¢
I'i‘—;i‘—;'i'-;”l‘lt. PR :.-_.--—1—8-—- najerungso,
27 3 4 29749,35
3.
§. 153

Hievans (4ft fich eine Methode herleiten, die Reihe dev

Deenoullifchen Sahlen

I 2 3 4 5 6 7,8 9

9 % € D € § 6 H S«
ihrer anfdeinenden grofien Srregularitat ungeacytet, 1 ins
terpoliven, oder jwifchen jeden jwepen Gliedern das mittlere
du finden.  Denn fegt man dasd jwifdyen dem eriten A und
dum gwepten B liegende oder ju den Anjeiger 12 gehorige
Glied = p: fo ift

22
P x3

I Y "_.
l'i‘;;'f;;'{‘lfc——x

und
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und alfo
3 I T —_ .
p = Z;g(l T 3 t g’; I 1) = o,05815227.
Auf ahnliche et wicd, roenw man das joifhen B und €
licgenbe oder ju dem Angeiger o gefidrige Glied q fopt, da
1 1 24q
1} = F — w0 = ————x
Tgf‘i-g?? 1.2.3.4.5
ift,
15 1 I
q = ;_—;;(t + = T = T 1) = go2541327.
PR 2 -5

Benn dalher die Summen der NReihen, in welden die Eppos
nenten der PoseitGren ungerade Sahlen find, gefunden tweps
den fonnten: fo liefie fich die Reihe dev Devnoullifdyen Jahs
fen ebenfall$ interpoliven.
§ 154
- o

RNunmehr fep z = Pr— und die Summe folgens

Der Reibe zu fuchen:
1 1 1 T

T Tooves T

nn'i-x.{.nn.»{-.r;., nnt g nnt xx

——

’ X, i T
Da f2dx = f-—«dh—-—lft, fo toitd fzdx = -—~Atang§-’—c~.
nnt xx n n

Man fege Ac'ot.ir:— = u; fo toird fzdx = —:—1-(—:— — u);

x . coflu nnfxx I fin.uz

- = cot.u == = M o= z = .

n fin.u’ nn fin. uz’ nn ?
dx du dx. fin,uz

nd —— == — ——= toofier dean du = — ~————,
n fin.uz n

Hiernady findet man die Diffevenialien von z folgenders

magen:
Eulers Diff. Rechn, 2.TH, 1, AUbth. m dz =
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dz = 2dufin.u. cofiu _ dxfin.u2. fin.2u
2= nn - n3’
und ‘
dz fin.uz. in.2u
-(-i—x - ns3

ddz du(finu.cofu.fin.2u ¥ finu2.cof2u)

2dx

ns3
dxfin.u3. fin.3u
—
und
’ ddz _ fin.u3.{in.3u
2dxz  ne
Auf abnliche Art ift, toie wic beveitd oben firr ehen den Fall
gefunden haben,
diz finu4.fingu_~ d4z __ fin.us.fin. §u
2.3dxh3 =T T ? 2.3.4dx4 ne
und darausd findet man die gefudbte Summe
u fincu. finu 9 fin.uz.fin.2u \

§ == — b e T,

¥

2n n 2nn 2 ‘n3
B finus.fings € finulinbu . D finud.(inqu
PR T 6 n7 s 09

— . F C

Wenn man, um diefe Corftante ju beftimmen x = o fest,

damit s = o werde, fo witd cot.u == o, und olfo u = g¢°;

folglih fin.u =1; lin.2u =o0; finqu =o0; fin.6u=o,
. x

. 7 1 .
2., und es fheint alfo o= ST + Py, + ¢, folglich

C= — — u fepn.  Allein o8 ift hier ju bemerfen, daf
2nn

Ded Verfdwindens der ubrigen Glieder ofnevadtet die Sums
me derfelben, da die Coefficienten A, By €, 1. ohne Ende

wadfen, eine entliche Srofe jepn Lanm.
§. 155.
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§. 155,
9Bir mwolfen daher, um dicfe beftdndige Grdfe gehorig
au befrmuten, x = oo figen, weil wir Cic Summe jener
Rahe, wenn fie ohne Eude fortiduft, bereirs in der Einleis

tung beftimmt und gegeigt haben, DuB fie == — JE ’I' -

alfo finu =0 uz.b wahuﬁ mrﬁ. ‘mmben dic Sinus beu: mel—
faden DBogen. Weil aber dre Poteftiten des Sinus uw in
diefrr Reihe wadfen, fo Pann dic Diocrgeny Derfilben Das
Vet mwaden thres Werthes nidt vechindern, €8 wird

n
demnah s = o + C, und alfo

L4 T » -
2 2nmn M pe2n¥ — 1)
C = — — il .
2nn niezn‘)r__l)

Folglich ift die gefudite Summe ‘
s= = u fin.u2 o fin.u2.fin.2u
T 2n n 2nn | 2 ns3 .
Q} fin.u4.fin.gqu € fin,us . ﬁn6u1‘ c
4 nS' 6 ' n7 i

. w

" nieanm l). )
Sft n eine nue einigermagen grofie Yahl, fo witd das legte

Slied ———‘:———- fo flein, daf man dail2ibe aus der At

nkeznt — ] -
laffen fana,

M2 5.’156.
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§. 156,
Gept man x = n, fodaf
1 T I I
S-_nn't'l nn*i'41‘nn*i~9’i‘°'.” tnn'rnn

toitd: foift cottn=1, und u==45° = % Hieraus ez
gieht fich in.u = —;—;, fin.2u == 1, [m.4u==0; fin.6u=
Y

— 1; fin,8u == 0} fin, 10u = 13 1,
Datyer it

x I 1 T An o, ¢ @&
§ oD e e N ——— e " —
40 2nn - 4nn 2,203 T 627 Joasnit
8] x
b —— — . ¢ -
14.27n1s n(e2n® 1)

und in diefer Neifre Fommen die Bernoullifden Jahlen nur
eine um dic andeve vor. Tnn alfo Dev Werth von s fibon
durdh wirflich angeftellte Rechnung gefunden worden ift: fo
18§t fich davaus = Geftimmen, indem

1 | € . &
* == 4ns } — — : —_
=4nst ot I.n>  3,22n6 1 5.24n10
& - x
7.26n%4 ) e2nw —_ 1

- Denn ob fich gleich = in dem fegten Sliede befindet, fo ift
Diefes Gfied dodh fo Flein, daf e8 die Beftimmung von »
durd die Naherung nidht verhindest.

Erxempel,
@8 fep n = q; fo f&
‘i‘ ;,3 '1‘ -— ‘P — ‘1‘ o
und abdirt man bme @licder mrt‘hcb, fo befommt man

s =
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s = 0,146746305690549494
Daber werden jene Slieder
4ns = 2,93492611381098988
I

— = 0,2

n

D)
A o,00666666666666666

nn
3/14159278047765054
PWYTY; == 0,00000012698412698
* 3/14159265349352950
e 24@;1 s = 0,000000000096\96969
3/14159205359049925
7~-2-%1-‘; = 0,00000000000042666
3,14159205359007259
c“g' -_— ' -
9.28n18 - 625
3,14159265359007884

Diefer Werth Pommt der Wabrheit fdon fo nahe, daf e
ju beroundern ift, wie man ihn durdy eine fo leichte Rechz
nung hatfinden fonnen. G8 ift indef derfelde etivas ju grof,

toeil davon -—-?—-—- abgegogen werden muf, Tan Fannt
ean¥ — 1

abet den Wertl von ——-9;’—'——-, fobald = naperungsroeife
e2n% — 1
gefunden toorden, ebenfalls beftimmen, und jtvar vermittelft
der Logarithmen auf folgende AYvt:
Da xle == 1,3643763538 ift

fo witd le2r® == fonle =3 13,643763
aMn 3 : Ta
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4 q=
Da rup ———— = T o= f 2w ift, fo fdlltin
e2NT .y einwr 411

die Augen, Daf wiv 3u unferer Rednung blof dag erfre Glied
brouchen, Lermehren wir alfo die CharacteriBtif nm die
Sapt 17, weil winfo vict Decimalifern haben, fo wicd

7 == 17,4971498

14 = o,A025600

) 18,0992\,98—
fubte, le2n® = 13,443-635
44354463
i ,
Ao berri 28539 fubte,
mm 3.14159265359007884 fo ift

_ ® = 3/14159205358979345

Diefer Husdrud rocicht erjt in der vorlepten Sifer von dep
SBaheheit ab, und Dies dedmwegen, toeil nod das Glied
M;:.zi\zomz = 22 hatte miffen abgejogen werden, Ges
febieht dieg, fo Bleibt fefbft in dev lefiten Bifer Fein Fepler,
Hebrigens erfeliet, daf man, twenn n griger ald 10 anges
nommen worden ware, die Peviphevie = fehe leiht bid auf
25 und mehr Jifeen hatee finden £dnmen,

§ 157
RNun toollen wiv fity z tranfeendente FunPticnen fegen,

ehaf

und z == Ix nehmen, fo daf t hoperbelifibe Losarithmen an:
geige, intem die gemeinen fcicht Parauf gurlckyefihet wers
den. @3 fep alfo
=ikl tlzflateee. o tlx
Daz = 1xift, fo wied (zdx == x1x — x, weil dag Diffes
semzial Blervon dxix ift, Dann ift ‘
dz
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dz__ 1 ddz 1 d3z T dsz f
T LT T DY TS T ==
& x’ dxz x2’ r.2dx3 x3° 1.2.3.4dx° %}
' 2.
und folglich
o D)
—lt X —_—
s=xix x’f-zxfl‘zx YT
T C.

Kiv diefe beftandiae @roge C qbet findet man, toenn man
x == 1 fent, weil dann s = 11 = o witd,

eine Reibe, die megen ibrer grofen Divergeny gany untaugs
lich ift, den MWerth von C audh nur naferungsdtocife ju bes
fiimmen,

§. 158.

3 1afit fih indefi detfelbe nicdht blof naherungsdtveife,
fondern felbft genau erhalten, twenn man den fiir = von
Wallis erfundenen, und in der Einleitung (Th. 1. Cap. 5.
§. 286. mitgetheiiten Yusdruc droucdht. Diefer Ausdrucf ift:

= 2.2.4.4.6.6.8.8.10.10.12 2

ST —

2 1.3.3.5:§.7:7:.9.9 .11
Denn nimmt man die Logarithmen, fo beFommt man daraus
Ir — 12 == 2l2 } 2ly T 216 + 218 F zlio § 2.

— 11 —2l3— 215 —2l7 — 219 — 2111 — ¢,
und fiit man in der angenommenen Reifje x = oo, fo
wird, da ‘ ‘

flzf3tlat.. s =CF(x +8)1x — x ift,
itz 413 +lat .. Flax=C¥ (2xf5)l2x —2x, und
LFL 416418 ... Flex=C+(x 'i'z)l;\-pxlz--x
und ba{)ec
Ht3ts+17 ... F1ex— xlxi‘(xAz)l‘——X
nT‘ 4 Da
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Da alfo
1—=o2l2t2lgd216+....%212x — l2x

o 2l —2l3—2l5 —.,, . —2lex — 1)
> (ift, fo witd, wenn man x = » fesit,

2C ¢ (2x ¥ Dix F 2xl2 — 2x — 12 — 1z

T
it

— 2xlx — (2x} )iz + 2x
und alfo

1~.:— = 2C — 2al2; folglid 2C = 12», und

C = 3lax
Huf dieje Nrt findet man in Decimal: Brichen
C = 0,9189385332046727417803297

s und gugletdh die Summe folgender Steibe

q0B ¢ ja) 8

e T IS 7.8 .10
§. 150
tachdem man fo dic beftandige Brofe C == 412~ Fens

nen gelevnt Hat, fann man aucd die Summe jeder Menge
von Logarithmen qus der Jeihe 11+ 12 § 13 +:c. angeden,
Denn fept man ;

s=lrtlati3+14%...... F1x

fo wicd
% B ¢ D
; e X]n IV e e e e T
s==glar b (x 1)l x%x.zx 3,4;{31’5.(),{; 7.8x7

+ ot

soann nemfich dic Logavithien Hyperbolifbe find. it aber
von gemeinen ogavithmen tic Made, fo muf an aud in
den Gliedern 312x + (x + &)1 flic L2 = und Ix die gemeir
nen $ogarithmen nehmen, und dic Worigen Glieder dex Reihe
—_ X
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S)I B
—xf—— ;—4——— T 2. mit 0,434294481903251827
= n multiplicicen. n diefem Falle hat man fiv bie gemeis
nen Logatithmen ,
Ix 0,497149%872694133854351268
v 12 0,301029995653981195213738
127 == 0,798179868358115049565006

327 = 0,396089934179057524782503

bt

Grempel
Die Sumune der exften taufend gemcinen Logarithmen,
. 3u finden, '
s=lttlzt+13%+......% l1oco
@2 ift alfo x== 1000, und Ix = 3,0000C03Co0000

und daber wird xlx == 3000,0000000000CC0

2lx ==, 1,500000000C0000

3lam =  0,3990899341790

3001,8990899341790

fubte, nx = 434,2944819032518

2567,6046050309272

Dann ift '_f_l'; =  0,0000361912068
nNB

fubty, com—— == 0,0000000000013

3.4%3,
0,0000361412050
add. 567, 6046movoi}~72

bie gefudhte Summe s = 256"7 (045442221328
Da alfo s ter ?oz vithme elined Produftd von taufend Jahs
len 1.2.3...1000 ift, 1o cehelist hievaus, daf diefsd Pro:
duft, tenn man o8 wickid fudte, aus 2568 Sifern beftelen,
und ju don Anfangd - Jiferd digfe 4023872 Haben wive.

. W 5 . 160
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§. 160, .
Bermittelft diefer Sunination der Pogarithmen laffen
fich daher die Produfte aus jeder Anpal!l von Kaftouen, die
in der Orinung der natliclichen Sablen fortfcbreiten, nihes
tungsmeife angeben.  Hieher gehdrt voriiglich Die Yufaade:
Pen mittelften oder qroften Cocfficienten feder Poteftar ded
Dinomiums (a + b)m gu finden; mo ju bemerfen ift, vaf o8,
foenn m cine ungerade Jahl bedeutet, allemal ey mittiere
einander aleiche Cocfficienten gieht, die pufammenaenommen
den mittelften Cocfficienten dev nachften qeraden Potefiar es
gengen. Da alfo per qrifte Cocefficient jedee geraden Po:
teftat Doppelt fo aroff ift, ald dee mittelfre Goefricient dev vors
Bergehenben ungeraden Potefidr, fo ifi ¢ Hinlanalidy, wenn
biefe Aufaabe fiw den groften CocfFicienten dev gevaden Pos
teftéten quizeldfet toird. &8 fep demnadh m = 2n, 1o der
mittelfte Coefficient
2nfan — 1) 2n —2¥2n — D.eeeintn

L L T o
ift. Man fege denfelben = u, fo hat man
I.’2.3.4.5........2n

"(Le2.344+¢44.n)2
und toenn man die fegarithmen nimmt,
lo= 11 $ l2 + 13 + 14 + 15t ... }1Im
— 2l —2l2 —213—21l4—215,. ... —2ln,

u =

§. 161,

Braudt man die hyperbolifchen Yogarithmen, fo wicd
Ix+l2+13F14Fcceeesstizn

—_—

Flax ¥ 2n ¥ o f 2ntHl2 — 2n
bl B ¢

T - e - 2,
ig.zezn 3.4.23n3 1' 5.6.25’nf

tund
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\
und

2l ¥ 212 ¥ 213 214 F oo s oo o ¥ 2In

—
-_—

29 2B 2¢
1.20 3.4n3?5.6nf -

Bieht man diefen usdrucf von jenem ab, fo bleibt

% B
In==—4lz —%In }2ni2 ¥ — .@
L2.2n  3.4.2%03  5,6.250¢

la# ¢ (2n + )ln — 2n ¢ 0

— 2.

IELIL: 26
I.2n " 3.4n3 5.6n%
3 2

und nimmt man je jtven und stoey Slieder jufammen, fo
wird

= 22n 3% 1598 _ 63€ 255D
Vv nz  1,22n° 3.4.23n3 56250 ° 78,2707
— 10,
@3 fep
3% 155 r 63€ 255D s 1
1.2.22n2_3.4.24n4' 5.6.2606 7.,8.28%n8 *
A B . C D
ot .i‘ 2X 2 T 24n4 t 26116,"1' 28n¢8 Ted _
fo tird
220 A B c
lu-wl‘Fl; — 2nl(1 % Py + sand + Tone f o,
und affo
n2n
u = x e g - '
O el ivivil SR SO L

Setit man aber 2n =m, fo it
Yok
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A B C D
N Perrh v iiprk brink RS

A B C D E
;-n—;i“—l—n;"fmd‘i‘ms'f‘mm T

A2 AR AC AD
=——-‘2m4— mé  ms mfo o

. N BB BC
—;m—s* mio — 3.

A3 A2p Az2C
e e Y

310 m8 '
AB=>
i‘ ';;i—a— '1‘ €.
A4 A3B
4ms38 T "mro .

AS
.I,‘ Snl-IO T 2("‘

und da diefer Ausdeudk diefem folgenden gleich feyn mufs
3% 15% 63¢ 255D

1,2m* . 3.4m4 ' 5.6mS 7.8m8 T
fo mwied
A= .g_‘..[_
.2
Az 15D
B = —"--L '
2 3.4
636
— — I3 —_—
C—AB 3A+5.6
D= AC + B> — 2B § 3A4— 25D
: 7.8
£ == AD %+ BC —A2C— AB2 } Asn—gmflgf’ffl

v

)

' Da
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§. 148
I T 1 .
Da al = - = —3 € = —; —
fo %I 6 % 30) 42) @ _30,
€= —g, 2. ift, fo wicd |
Co
4
B = — };
' 96 .
. 2%
C = 5
640
. goo3r
2'*.32.5.7
2€,
folglich
az2n !
T L L 27 9003 t
(Ifim_ﬂy.ar\ﬁ %2‘5. sn® 27, 3.5.7n 'f‘ZC )y nx
odet ’

7 121 ¥ 104969
2tn®’ 2%.3n% 2%3.3.4n° " 2%.3%.5ont
u == 4 -
Y
oder, wenn man jene Crhebung der Reibe weirflich vornimmt,
naherurgsioeife,

—-1¢,)2n

221~

n2n

u= -
3 1 5
— e —— - W
\f'nw(l'l' -1.3211 12803 16.128n4 )

Demnady verhalt fth tas mittelfte Slied in (1 f 1)2n z,ut
Summe aller @(u’.ber 221 ie

1 5
- _ —
s GYIRY nvr(l'i‘ ‘i‘ 3202 12803 16.128n4

ober, roenn man ber Kivge wegen 40 = » fegt, wie
! l‘\iu

%)
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1T 5.2 5
I&u\rnﬂ’[l‘f'; 'I'Evmz—zvs 8'?'[‘;;'”—;' oG —2(.)

Erftes Erempel
Tan foll den mitrelften Coefficicnten des entwictelten
Hinomiums (a + b)I0 findens, wovon befanne ift, 0sf v
16.9.8. Z_f
1.2.3.4.5 .
Wenn man dic lefte von den fiir u gefundenen Formeln
- braudt, joift

= 252 ausmacht.

T
— == 0,0500000
40
I
!3—2;1-; = 0Q,0012500
‘ 0,0512500
1
fubtr. Tegns 625
0,051]875
fubt, 16.12804 39
0,0511836

i

Ulfo ift 1 4[_*1 t e, = 1,0511836. Davon ift

dev fogar. = 0,0216784
In == o,6989700

I» = 0,4971498
1,2177952

1V a»(1 ¥ 1) = 0,6088991
pon 1222 = 3,0102999
| B duid £ S
In = 24014003, folglif

n = 252,

v Soens
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Smwentes ESrempel

7an foll das Verbhilintf finden, weldyes das mittelfte
Glied Oes Binomiums (1 F 1) 100 3ur Summie aller Glies
Oer 2100 hat,

Wit wollen dagu die juerft gefundene Formel
221 29 158 ; )
\fnr— 1.2.2n 3.4.2“3_11—3 _5,6,29'_;)? T
brauchen, aus welcher fid, wenn 2n=m gefest mud, um
die Potefrdt (1 + 1)m ju-befommen, und nady der Subftituz
tion ber ‘Werthe der Budftaben U, B, €, D, 1. folgende
Beftimmung ergiebt: ‘

Iu =1

) 1 2m 1 I I 17 27
U == e o e st e e — e b
Vims 4m 24m3  20m$ °112m7  456m?
. 691
+ _,9. — 2C
88m11

Da die-hier vorfommenden Logarithimen Hyperdolifche Yogas
tithmen find, fo multiplicive man fie durdh
k == 0434294481903251

um an ibrer Stait gemcine fogacithmen gu echalten, Yuf
diefe Act wird

__, 2m k k k 17k g1k
YT Vims gm ' 2am3  zoms Lbyprey " 36m9

+ 2

Da aoffo u der mittelfte Cocfficient ift, fo ift das gefudhte
Vehalinif 2w :u, und folglice

s |
2 e K K 7K 3K Goik
u 4m

1

20ms 112m7 ° 36m?  Gyms

+ .
Sun ift, weil der Srponent m = 100 ift,

k . k
- ==(o,oo43429448; i 0,00000043-}3;
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k . B

~— = 0,0C00000200

m5 ,

folalich

— ©= 00010857302

4m

k .
——— == 0,0000000181
24m3

’ ' 0,001085718T.
Kerner ift 1x == 0,4971395726
1m = 1,6080700043

13mr = 2,19y61195769
IV ims = 1,0980599384

.k k
;;__;4:;; i = 0001085718[

b Feolol
1,0991456565 = 1——«

, 100
Folglich ift -2—1—1- =12,56451, und e verhalt fi das

Bie in der Poteftht (1 1)T00, tvenn man diefelbe ents
toicfelt, Das mitteljte Glied jur Summe aller Glieder wie
T 34 12,56451.

§. 163
@8 bedente ninmelr das aligemeine Glied = die Crpos
nentiel - Sunftion ax, oder es fep die geomemi@e z)ml)e 3u

fummiren:
sc=afazfad Fadd..ne.tar
Da dies eine geometrifhe meif)e ift, fo toeif man fdon, daf

die Summe s = (@x—1a :ft, wir wollen aber d.efelbe

nady dev Hier erflavten Methode. fudben, Da alfo z = ax
ift,
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' . ax : . o
ift, foift zdx = o denn deffen Differengial ift axdsx.

Ferner ift nunmely

dz X1 ddz S(1a)2 5 d3z = x5 s
’d’g-—-d A,é#.—a 1a) 3;“3'»-3.\3; 3 6
'Ifo

D ¢
=a ~_1a—-~- la)3 fe—-—=(la}5—1c,
s "P%“I' 123.()‘2".3.63‘) )
I c

1im die Conftante C ju befiimmen, feke man x == o, und La
aiglann s = o wird, fo ¢rgiebt fich

1 A
= et e e ()3 —
la 2 1.2 1.2.3.4
und cé witd démnacdh
D I ¢
s=(aX—I)— —'a — (1a)3 1a}s
@ ) H'Px 2 1234 ) 1‘12.3.. (a)
— 26
. ax — .
Da afos::(a———m)- ift, fo wird
a I Py ?/I i " &
= — & lg — e ({a)} = — (12)§ —ic,
a—1 la' = 1.2 ‘)‘.2 ()

o 1a den hyperbolifdhen Sogarithmen von a bedeutet, Hiers
aus flicfit
@tile )2  Blas . Clas

2a—1) 1.2 1.2.3.4 TeeT
und fo (36t fich alfe die Summe diefer Reife angeben
\ € §.‘ 164,

©$ fop da8 cllaemeine Glied z = fin.ax, und
s = fin.a % fin.2a + fin.3a F ... % fincax
D diefes cine wicderfehrende Neihe ift, fo (a6t fie fidhy eben.
fall fummiven. €2 it nemlich
2ulers Diff, Rechm 2:TH, L.ABLH, N s =
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fin.a ¥ fin. ax——ﬁn (ax-fa)

S———-—

—

ﬁna'{'(l—co(afm1r-ﬁnarofax
2(1 — CC 3}

Nun ift aber

{zdx = {dxfin.ax == — écof’.ax

—(if— = acof.ax; dd? = — aafin.ax
dx ? dx2 -
d3z dsz
I = a3cofax, a—;; = a’Scofax
.

Macoflax A Palcofax

s"'C-——-cofaxi' T fin. ax ¥

1.2 1.2.3.4
Gascofax Ta7cofllax
- 2
1.2.3.4 5.6 1.2....8
Man fege x = o, damit s==o witde, fo befommt man
1 Na Das €as
= - — - —_— —_— 1
a 1.2 1.2.3.4 1.2,..6
folalich
s =
1 Ma Pas3 QaS’
__ﬁn ax*f([-—co!'ax)(————;—z—-—;ﬁ ~ 4 . 6 - 20.)
B ab — 26 cofax,{'ma
Da aber s =3 m-aXT 200 = cofa) ift, fo roird
fin.a | S 1 ¥Ha  Pas - gas
e = —COLFE T e e
2(1—cof.a) 2 a 1.2 1234 12..6
—_ 20
und eben diefe Neihe haben wir bereits oben §. 127, gehabt.
§. 144

RNun fep z = cofiax, und die 3u fummirende Neife

v s=colatcoflzatcofi3at seeseastcolfax;
' tovon,
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fooven, da ed eine toiedecfehrende Reibe ift, die Summe

coffa — 1 ¥ collax — cofl(ax ¢ a)
s = - =

1 — 2cof.a t 1 -
— %t dcoflax  fcot.da. finnax

toird. Um aber diefelbe nady unferer gegentodrtigen Me-
thode aussudiucten, fo ift

T dz
fzdx = {dxcof.ax = -;ﬁn,.ax; — == —alin.ax;
ds3z dsz .
L a3fin.ax; 5 = — affin.ax; . Folglich
Bas
s=C 'I'—I—ﬁn.ax-!'%cofax-—glafm'ax._%a fm.ax_zc.
a . 1.2 1.2 3.4 :
@s fep x =0, fo witd s = o, und C == — 5 folglich
T fafin.ax  Palin.ax
s=—%+%+%colaxt- fm.:«lx——Qal — —_
a 1.2 i.2.3.4
Da alfo = — § + Fcofiax F Zcot, kalim ax ift, fo wird
toieder, toie roir bereits gefunden haben
I Aa 3 Bas
peogat_ Mo _®w G
1.2 1.2,3.4 1.2.3...6
§. 166.

Da, tvenn a irgend cinen Bogen bedeutet,
jr=13%a+t inatiflnzat $fin.3a+t 30ngat

. o . 1
ift: fo wollen twir diefe Reihe betradhten, und z = ;ﬁn, ax

fegen, fo dag
I
s=/flinat%fin.2a$ifin.3a¥.... i';ﬁn.ax
. d ,
fep.  Sn diefem Falle witd fz2dx = S;:ffm.ax, ein Snte:
gral, toeldhed fich nicht davfrellen (aft. €8 ift aber

dz
R 2 4 Sdw
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dz a T
ey = —cofilax — ——(in.3x;
X X X2z
ddz a2 22 2
—— 3 — —fin.aX — ——cofiax } =———{in.ax3
dx=2 = x2 x3 )
dsz a3 3a2 6a
— = = —cof.aX 'z‘ Z—fin.ax '}‘ ——cof,ax
dx3 X 32 x3
— —(n.ax;
Xék
daz a4 4as £0a2
— == —lin.ax ¢ ——cofax — fin.ax
dx4 X x2 x3

24a 21
— —cof,ax —fin.ax.
x4 a -i‘ x5 )

ba toir abet tocder die Frtegral- Rormel fzdx entricelt
“Davftellen, noch diefe Diffevengialien bequem genug augs
Drucfen Fonnen, fo find wie aud nadh der bisher erflirten
Methode nicht fm Stande die Summe diefer Reibe fo ju
beftimmen, daf fich daraus etrwad fhliefien licfe. Eben diefe
UinbequemlichPeit ftellt fich Gep fehr vielen andern Reihen
einy fo oft nemlich Las allgemeine Sied nicht cinfah genug
ift, um gum Ausdrucfe bequeme und nady einem keichten Ses
fere fortgehende Diffevenzialien ju geben.  Aug diefem
Grunbe woilen wie in dem folgenden Tapitel andere allges
meine Hugdeicle fir die Summen folder Reihen auifuden,
deren allgemeine Glieder entwder ju jufammengefesit find,
odet gar nidht gegeben roerden fdnnen.  Sndbefondere aber
faltt die Umulangiichfeit ter bisher erflacten Methode in
die Yugen, roean die Jeihen dev gegebenen Reibe adbmedy:
'feln, Denn fo einfad alsbann audy die allgemeinen Glieder
feon mdgen, fo laffen fich dodh die fummjrenden Glieder dies
fer Reihen nach jener SMethode nicht bequem darftellen,

Sie-
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Siebenttes Capitel.

Rortfiibrung der Summation der Progrefiionen
burch unbegrengte NReihen.

§. 167,

1lm die im vorhergehenden Capitel ecPlirte Summationss
Methode ju crganjen, toollen toir in dem gegentvartigen
folhe Reiben beteachten, deven allgemeine Glieder mehr jus
fammengefeste Yusdehde find. Da alfo der gefundene Auss
druck bep ben geometrifdhen Progreffionen, fo leidht man
aud auf andern Wdegen die Summe derfelben finden fann,
gleidhroobl die mahre Summe nidt gicbt: fo wolen toiv juz
pordecft folde Reihen unterfuden, deven Glieder Produlfte .
aus den Bliedern einer geometrifchen und ivgend einer anz
deen Reibhe find, T8 fep daber diefe Neilye gegeben:

I 2 3 4 x
s==apt bp2 Fecp3 Fdp4 F.eeeeestyp*
weldhe aud der geometrifchen Neibe p, p2, p3, 2 und einer
andern a + b+ ¢+ d 1 26 béftelt, in welder dad ju Dem
Angeiger x gehdrige Glied =y ift; und dabep tocrde ges
fragt: Beldhes der aligemcine Husdruck fiw den Werth ih:

sor Summe s == S, ypx fey?

4. 168.

Wir twolfen ung bep der Beanttwortung decfelben eben
der Schlufiart bedienen, welche wiv oben gebrauydt Hhaben
N3 ) und

»
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und v dag Glied bedeuten laffen, das in der Reihe a F b

¢t d 2 vor y porhergeht, fo twie A dasienige, fo feine

Gtill¢ vor a hat, odber ju dem Anjeiger o gehdrt. Bep dies

fen Worausfegungen ift vpx-I dag allgemeine Glied der

Rethe: .

' r 2 3 4 X
Ataptbp2 tep3 FooeeoF vpr-x

und begerchnet man die Summe diefer Reilye duvdh S, vpx-1,

o hat man

‘ 1 '
S,vpx-¥ "-—‘-,—E;S.vpx = S.yp* — yp* t+ A

Da aber
dy , ddy d3y . déy _dsy
T dx Y 2dxz  6dx3 23dx4  1z0dxs T
tft, fo wird

v=

d

ar dx 2p dxz‘
Var e d4y
RS - SUSEEAV'S T4 P .

dx4 e

24p d
und hieraus

1 ‘ dy ddy d3y
S.ypX o= e X} Y e A § et X ¢ - px—8—ZL
P P—-l(yp Ap depx i'Szdx 6dxsp
+ )
$Benn man affo die fummirenden Glieder bev Reibhen Fennt,

ddy

. ) d
beven allgemeine Glicder -é‘;}:px é’:’Px p 5 2¢. findy fo

dx3
it man aud) im Stande, daraus das fummirende Glied
S.ypx a.ufammen 3u fesen, :

’

§. 169,

Hievaus laffen fich fhon die Summen dev Neihen bea
fiimmen, deven aligemeine Glicder unter die Form xvpx ges
’ hoven,

~ ,
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horen, Denn e fep y = xn; o wird A =o, wofern nidt
etva n==o0 ift, in weldpem Falle A =1 fepn roirde.
Uad ta .
c—‘—)f-—nxﬂ‘l; ddy =n(n-l)xn

dx 2dx2 - 1.2
d3y  n(— y(n—2)

6dx3 T 1.2.3
ift, fo befommt man

_2;

X0=3 5 10

S. X“px—i)—L’h“px+l~Ap—nS xn-lpx-i- nin_])s.xn-sz
LS Bl DL k) P YRS
I.2.3
nfo—1)(n—2)(n—3)

¥ S, x1-4pX — 1)
2.3.4 B

Hieraus fliefen folgende Summationen, wenn man fir n
nadh und nach dieRahlen o, ¥r 2. 3, 2. fept; und jtvar woird
im ecften Kalle, wenn n =oift, A=1, in den hbrigen
abet A = o.

px"'l_..p:p(px__l)

p—I  p—1I
toelches die beFannte Beftimmung dev Summe einer geomes
trud;en Progrefiion ift.

T
S.x0px =S5 .px ':-"p (pxtI—p)=

XPX'{'I prI——P
p—I (p—1)*
pxpX  plpX—1)
p—1I (p—1)2

S, xp¥Xmm —— X-"I_.S. XY ==
xp¥: P__l(XP P9

oder S.xpX =

S.x2pX == ;—:I_-I(xsz'{-l — 2S5, xpx ¢ S.pX) obet

x2pX4 I gxpxdI . plpFI)(pX—1)
p—I (p—nD2 (p—1)3

Sx2p* =

S.x3p¥ = --E-I(x3px“ —S.x2pX *} 35.3pX~—S.p¥)
P-— ’
RN a odee
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odev
s xspx_xs‘px-f‘x _ gxsz’rr 3(pfl)xp"+1~
p—1 (p— 1.2 (p—1)3
_plpptapt (X — 1)
p—u4

Gebt man anf diefe et toeiter fort, fo findet man jtoar nadh
und nach die Summen der HioHern Potefidten, inde§ (3t fich
biefer Endawed bequomer durdh) den allgemcinen Ausdruck
eereichen, welchen wiv nunmelhr crflaren wollen,

§. 170,
Da wir gefefhen haben, daj
dy ddy
S. ::--___ XtE — A _._s._.x S, —Lpx
P = nda P U Sy

dsy
S5gaaP 1)

ift, toenn A cine foldhe beftandige Grofe bedeuret, baf die
Summe == o wird, wenn man x == o nimmt, denn in dies
fem Falle wivd y = A, und ypx+ 1 = Ap: fo fdnnen wic
Diefe beftdndige Brofe aus dey Adht faffen, wofern wir ung
nue davan evinnern, daf allemal eine folde befandige Grofe
3u der Summe gefest werden miffe, toobeo fie, tonn x=o
wicd, verfdhwindet, oder frgend cinem andern befiimmten
Salle ein Gentige thut, Sep: man alfo z anftatt y, fo twicd

xtXg T dz ] ddz
x5, . pxS %

Sop p—1I p—1 P "’(p—l) P dxz

T d3z daz
TS T Py —

6(p—1) dx3 ”4(? dx4

1
—.»S. 124 g,
oo P 1‘

z dc’,z d3z

S axad dx3d dean bie

d
Sept man feener nach und mcb

Stelie von y; fo befommt man
s.
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pxdz p*tr dz 1 dedz 1 p-‘<d3:z

' dx "‘p-—l dx  p—I = dx2 -\p~1) T dx3
~ 20

s pxddz __ pxi1 ddz 1 pXd3z I pxdiz

' dx2 i;——l'dzz ‘p-—l. *dx3 f2(p—1) " dx4
—_ 20,

g P pX%I a3z 1 ‘pxd4z_r I pxdsz

W3 T pr d por dx a(p—1) | da
-

Gubftituivt man olfo nadh und nadh diefe Werthe, fo erba[t
man fie S, p>z feigenden Ausdruct:

upM-I
(p—1)

JpX+I déz
P p—1) dx4

§.

dz , Ap*tY ddz  ypxtr @3y
“dx ' (p—1) dxz  (p=—1) dxd
epXtI d5z
T (p—1) dss &
17E,

tim die Werthe dev Bucdbftaben «, &, 4, 3, 5, 1. ju fina
den, fepe man fire jedes Glied die Dafiie orhin gefundene .
Reihe; nemlich

tx xd xddz
pxrz_sxz_rispz Ispdd
p—1I p—1  dx  a(p—1)
xd3 .
.1, ‘___S_E___z — 3,
6(p—1)
pxtidz p*dz I pxddz - 1 pxd3s
(p—ndx 7 dx p—1  dx®  z(p—1)  dx3
A St
p*1ddz pxddz ‘i‘ 't s pXd3z "
'(P—“)dxz* " dx2 p—1  ds3 *
pXiIdsg pxdsz
g = G T
3

R 5
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Wir haben alfo S.p*z == S, p*z

+ 21 g pxdz 1 pxddz, 1 p‘d3z
p~I  dx 2(p-1)  dx2z ' 6ip— 1) dx3 e
22 o
- T p—1 P
8
T & t i

— ¥
und finden davaus folgende Westhe fir die Buchftaben «, 8,
7 3/ .

p—1I
T I
8= ;——;(% T2
} 1 o
y = p———[(ﬂ T Py T =)
Y B % 1
d = —— S L S
; 1(71'21'6?24)
I v 8 o
¢ = ;j:j;(3 + Py t 3 t 7 T bpes
2.
§. 172,
€3 fen der Kirze toegen —i—; = q, foift

=q
«qt3q = qqtiq
3qti«qtiq = q3¥qqtéq -
vq 13891 62qt5%9 = 94 1 3q3 ¥ 729> T 459
Fq T 2vqts8qt sheq t 1159
eder

9% 294 ¥ 3q3 ¥ $q2 t 139, ud
9% t 495 T Fq4 T 493 T %5592 T 1is9q

) e © o odee

R S T 3

i

v
I
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oder
o9 ,
I .
p=291%4
I .2
__6q3 1 692 1 q bl
T 1.2.3 S
}___24q4+36q3f 1492 ¥ q
: I1.2.3.4
— 12095 ¥ 240q4 t 15093 T 30q2 ¥ q
-3.4.5
72045 + I%oqf T 15604 + 540q3 ¥ 62q2 tq
¢= .2.3.4.5.6

— 5040q7¥1 5moq°+ 1680cq’ t8400q* +18069° 11269 tq
2.3.4.5.6.7
2.
o jeder Coefficient 16300 entftehit, toenn man die Summe
der bepden vorhergehenden 1560 + 1800 durdh) den Eppos
nenten von g, dev hier = 5 ift, multiplicict,

3

§. 173
. T
Gept man nun aber anflatt g feinen MWerth = fo
toird
e T
Tap—1)
¥ x
g = P

T a.(p—D32

_ pptaptr

1.2.3(p—13% :
3 2

=p +11p -}-up\-l-r

x.z.g.q(lp——xﬂ
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__ p4t26p3 f66p2tabptr
- : 1.2.3.4‘5(_}).—05'
B2 pS b 57p4 4 302p3 + 302p2 F 57p 1
2.3.4.5.6(p—1)6
pSt120ps { 11Qip4fog16p3 *11g1p2F120pt 1
1.2.3.4.5.6.7(p—1)7
IS

Dag Gefets, nah weldem biefe Gedfen fortfhreiten, ift
dicfes, daff wenn man frgend cin Glied

pom2 F ApT3 F Bpo-4  Cpn-s + Dpn-6 + .

1 1.2.3 000 (n—1)(p—1)n 1
fest, algbann

A = 2n-T—n

n{n—1)
==X o0~ If——
B=3ni—nat 1. 1.2
o= gty e 0Dy 201X
I.2 1.2.3
D=5n-1...n 4n- 1.1. _l) ,,_n(m—l)(n——:)za_!
o I.2 £ 2. 3
n(n—1Yn—2)(n—3)
I 2. 3 ./4
’ 2.

mrb‘,‘m'omacb fidh bxe Coefficienten «, & %, 3, 26, fo weit
,man will, fortfeen laffen,

§ 1740
Betradtet man dad Fortidreitungsgefe dicfer Coeffis
cienten genauer, fo nimmt man bald wabr, daff diefelben
eine toiederfebrende Neihe bilden, und fid crgeben, wenn
man den Brudh

I U };12 ul ué "
T p—1 2(p—1) - 6(p—1) - 24(p—D) '

ents
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entwicfelt, indem man dadurch diefe Rerhe bePdmmt:
1+ eut Buz b yuld F dud t eus f Jus Fac
Man fege jenen Bradh = V. Da alidann '

—1
V= upz u3 u4
P”"I’"“"?‘”’E“’;‘;"'“'
ift, fo wird
p—1
p_,__ell

oo e die Rahl bedeutet, deren bnpwbn!xfcﬁc?ogatttbme =Y
itt, Drucft man nun V dued eine Neihe aus, und jwar
nady den Porefrdter ven u geordnet, fo erhalt man
V= 1tabtpuztyudtiudteus tdus fo
und bieCoefficienten «, 8, 7, 3, 1. find eben dicjenigen, el
de it bey tnferm gegentwirtigen Gefdbafte braudben, Has
man alfo diefe Goefficienten gefunden, fo ift
xtx edz | pddz yd3z  3d4z

X —_— 3 — — Rt e e el Sremn—— —
S’P z p__ \Z dx dx2 dx3 dqu 2Cc)
* Q.

und bdicfer NYusdrud enthalt dad fummivende Glied dey
Reihe:

ap t bp2 tep3 t..ei T PR
deten allgemeines Glicd == pxz ift.

§. 175,
¢ Dawis )
. —1
V = .B...—-—-
p—ed
gefunden haben, fo wirh
— B —ptr
v
unt, tenn man die Logarithnien nimmt,

wezl(pV —pt 1) — 1V

el

umd
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und bieraus durch die Differensiation

(p—1)dV
du = pV’-p— (;)_ oV daher denn
’ (p—1)dv
V2 = (p — )V § S,
P (p— 0V ¥ P

Da alfo
V=1%eutpgurtoyudtdudtus o
ift; fo wird ‘

pV2 ==p } 2epu T 26puft 25pu3 +20pus t 25pus 1.
+ a’pu®  zaBpus } 2¢yput f 223pu’ + 2c.

*g2pus t 28pns ta.

(p—DV=(p—1) T «(p—Luta(p—1uztrip—1ul

1 3(p—1)u4  «(p—njus f2c.

—1)dV
(@ du)_ =(p—1)at2(p—1)gut 3(p—1)vu* + 4(p—1)3ul

¥+ 5lp—1)eut T 6(p—1)dus 2¢.
und durch die Bergleichung diefer Ausdricte crgiedt fich
p—1x =1 ‘ v

2(p—1)8 = a(p t 1)

3(p—Dy=¢eptD t a2p

ap—1)0 = »(pt1) T 22ep

5(p—1)e = p+1) + 2arp + asp

6(p—1;¢ = e(pt 1) F 223p T 284p

7(p— 1 = SpT 1)t 22:p T 283p + 9ap

2,

Benn man in diefen Formeln firr p eine gegebene Jaht fest,
fo findet man die Werthe der Coefficienten «, 8, v, 9, 1. toeit
leihter al$ nad) dem juerft entdecften Gefese.

§. 176,
Ghe wir die befondern Falle in Anfehung des IWerthes
pon p untecfudhen, wollen wiv z==x» fesen, fo daf die Rethe:

+

s =
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=ptamp2fsp3tapdt......tampn
au fummiren fep.  Alsdann ift nach dem vorhin gefundenen
Ausdructe

P L (p—1)2 p—1f 1.2

_(p3+4p2+p) nn—n@—2)

p—n4*  1.2.3
G

fo dafs durd) diefe Conftante s = o twerde, wenn man x=o
fept. GSdhretbt man daher fir n nad und nacb die Salfen
o, 1, 2,3, 4 1. fo wird ’
p p
ONDX == DX, wetmewmenn e St
S.x0pX==p P — —
P P
p—t (p-1>‘) T (p—D2 -
t! p(p Dy_ ety
—1 (P*l)2 1)3 (p-——l)3

3px2 3P(Pi‘l)x _ p(p*i-a,ph))

S.xIpx=P"(

S.szx = pxCpX

p x 3
3 £— -
S.x PP T T 02 (p—1  (p—iye

pp2 Tapt 1
(p— D4
S.xspx = pe.] pxé _ apx3  Gp(pPOX 4p'ptfaptos
-1 (p=1) (p—)3  (p—1)4
¥ p(P31‘11p=’rltp~i‘ ), plp3trip2Fiipin)

(p—1)% (p—1)f
S.xspx= pritxr  spxfixd T lotp  DpHHIE
p—1 (p—1)2 (p—13
10p"H4pt ipXtix? | 5(p3fup*Fuipti)pxiix
B CETYE P—14,5
_ (p4 1 26p3 T 66p2 + 26p T 1) (px+1—p)
(p—1)s

S.x6px
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‘ px’rrxc . 5‘px+1xs' . 15(},4.1\?-,3(41;;4
p-1 p—u2 ' (p—u3
- 20(p* apt)pxtisd | 13(p3tupruptr pxiixe
T p—na (p—1r*
 6{p4 t 26p3 +65p2 +26p F Dpxtix
- (p—1)6
_ (pP+s7ptt 202p? F 2020t ot ) (px T —p)
= (p—1)7

8. X6p¥ ==

§. 177
Hicraus erhellet, daf 8 allemal mdglich ift die Summie
Darsuftcllen, tvenn z eine gange rationale Funftion von x aus
der Reife ift, deren allgemeines Slicd durch pxz ausgedrucft
witd. Denn fueht man die Differensialien von z, fo fommt
man endlih auf folcpe, tie verfdrinden, Wird 2. V. die
SReihye gogeben:

pn‘3p=‘f6p31’10p4+....195§;§px
. xxtx dz .y ddz
| fo if, otilz = ——; =x ;;unbé—~5~=

dad fummivende Glied
S35 §

P . 2x t1 ptr
T o= — - a.
p_—xcixx Téx 2(p — 1) -f"z(p — 1)2)

ptr 1
p-l(%p—'-l)’ 2@'-:))

‘pdet

=PX¥!< =2 _f(p——?,’X_ )——-

2(p—1) " 2(p—1)2 (p~:)3 P—03
Wenn aber z Peine gange tationale Funftion ift, fo lauft
der Ausdruck des fummirenden Gliedes ohne Ende fort, St

I .
#Dz= = ober folgende Reihe ju fummiven:
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I
S=p'l'£p2'f§p3+%p4-f......-r;px

fo bePommt man, teil

dz__ 1 ddz_._~ ] d3z 213, d4z _ 224
dx———xx' dx2 x3’ dx3 x4’ 5:4 as 36

dag fummirente Siicd

s =

pXiI v 1 3 ptr. ppf4pfl+p3ixrp'{rlp‘1f "
p—1\x (p—1)x* (p—1, el (p—iyxt' (p—1,4xS )
+ C

Yllein in diefem Falle fann man die beftandige Grdfe C
nicht auf die At beftimmen, daf man x = o fege.  Fimmt
marn alfo x = 1, fo wird, mcii damy s = p witd,
PP (1 T . Ml Jl‘ggﬂpt{
Pp— Gp—13

§. 178, ,

Wenn alfo p Feine beftimmte Bahl bideutet, fo erhdlt
“man hicraud wenig BVortheil jur Ausdractung der Summen
durd die Naherung. G erhellt aber juvdederft, daf man
fir p mibt 1 feggen dacf, rozil Dabey alle Coufficienten «, 38,
v, 3, . unendlid) grof werden wiwden. Da alfo die gegens
artige Reihe turd) die Subftitution vor p =1 in dic votz
hin unterfuchre Ubergeht, fo ift es fein Wunder, wenn man
dicfor uuter allen leichtefien Fall dodh nidst darvaus ableiten
Fann.  Forner ift ¢8 merfioliedig, daf die Summation bep
p = 1 das Jntegral fzdx erfordert, da doch fiberhaupt die
SGumme olyne irgend ein Jntegral davgeftcllt merden Fanm.
Wenn aljo alle Cocfficienten «, 8, v, 3, 2. unendlidy werden,
fo tritt auch das Yntegral ein.  Uebrigens ift Dies der eingige
Sall, tenn nemlich p = 1 ift, auf roelchen fidy die g fundene
allgemeine Kormel nipt anwenden 1agt, und man hat ript-
Lulers Puff, Rechn, 2,TH. 1. Abth, O Urjache

c=p—-LtE t1c)
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Urfadye, Deswegen die gedachte allgemeine Formel ju verwers
fen. Denn obgleich alle eingelne Glieder unendlidh find, fo
bheben fich) doch alle Unentlide in der That cinander auf, und
fo bleibt blo§ die endliche Grofe 1ibrig, weldhe der Summe
gleich und mit Derjenigen ubcrcinftimmend ift, toelfe iv
nady der vothergehenden Methode gefunden Haben. Dies
toird weiter hin ausfibhrlicher aus cinander gefest werden.

§. 179,
@8 fey alfo p = — 1, wo folglich die Seichen in der
Reibe abwedhfeln werden:
I 2 3 4 . X
—atb—ctd— ...tz
und dabey ift z pofitiv, wenn x eine gerade, negativ aber,
toenn x cine ungerade Sabl ift. Sest man alfo
s=—atb—ctd—...... %z
fo roird
s:i/z_fif @.’ vd3z ¥d4z

( - 4 —_— Tl e
2 dx dx2 dx3 dx4

¥cC
und das obere Seidhen gilt, wenn x eine gerade, das untere
hingegen, twenn x eine ungerade Sah bedeutet.  Werdadert
man dahee bie Jeichen, fo befommt man
a—btc—dte—ft..... Tz
adz , gddz yd3z  Jd4:
Ti;_? dxz  dx3 T dx4
+ C
und die Jeichen richten fih nach eben dem Gefesye.

i@ — — 1)

§. 180,

Gn diefem Galle laffen fich die Coefficienten «, 4, 4, 3,
g, &, 2. aud den vordin angefuhrten Werthen finden, wenn
man
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man allenthalben — 1 fiv p fegt. Noch leichter erhdlt man
fie indef; aus Den aligemeinen Formeln §. 175, rooraus ju,
gleidh evfiellt, daf fie wedfeléweife = o werden. Denn fegt
man p == — 1 fo geHen jene Formeln in falgende uber:

— a=1
— 48 =o0

— by =0 — a

e Bd =0 —2a8

— 10 == 0 — 2ay — B8
— 120 == @ — 243 — 287

I8

Da alfo £ = o ift, fo wird auch > = o, und ferner ¢=o,

$ =0 2. die ubrigen Duchftaben aber haben folgende

Begimmung: '
@ = — %

= —

245 T vy
)
2an t 2ys
18

20

§. 18I
Um die Rednung bequemer 3u machen, toollen thit

fiene Buchftaben eintibhren und fegen:
. A
® D e——
1.2
B.
1.2.3.4
D2 £ =
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Il

i,
Hierbey ift die vorhin ausgedrucfte, Summe

_ Adz = Bd3:z Cdsz Dd7z
* ﬂzf[ 2dx 1.2.3.4dx3 ' 1.2..6dx5  L.2. .bdx71’ “)
Die Coefficienten aber mecben bmq) folgende Formeln bes
ftimmt:
=1
_ 43 AA
B=172
6.5
= ——_,AB
5C 1.2
8.
D=L pcy $:2.6:5 BB
I IO~03 4 2
» 0. .9.%,
gE=12:9 ap 4 12:9:3:7 po
1.2 1.2.3 4
IF = 12.1[0 £ _I'-xztu.xo._q. D # 12.1[.10.9.8,709_9
52 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 2

.
und die Rechnung ju erleichtern drucfe man diefelben nocd
befiee auf dieje Act aus:

A =1
B:z.é—é
. 2 .
C == 3.AB
D= 4.AC~1;4.—§-3-§- EE
3.4 2
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f.7
E = 5,AD ,———,BC
5 ts "

10.9
F == 6.AE $+ 6.——.BD ¥ 6, —Z—X =
T 3.4 T 23.4.5.6 2

T2.11 12.11.10.9
G——7 PLF 'I' 7 —:".BET 7“;—,—4;5—,_6—"

o
o

1,
Gtellt maa nun'dic Rechnung wicklidh an, fo toird

A=1I
B=1
C =3
D = 17
E = 15§ = 5.31
F = 2073 == 691.3
127, 12¢
G = 38227 = 7.5461 = 7.——’—;——-9-
H == 929569 = 3617.257
I = 28820619 = 43867.9.73

z.r.

§. 182,

SMenn man diefe Jahlen mit AufmerflamPeit betrachs
tet, fo 1afit fidy aus den FalPtoren 691, 3617, 43867, leidht
fcbliefien, Daf fie mit den Beenoullifchen Fahlen jufammens
hangen, und daraud beftimme werden Fonnen, Unterfucht
man diefen Sufammenhang, fo erhellet, daf fie aus den
SBecnoullifchen Sablen A, B, €, D, €, 1. auf folgende Ytt
formipt werden fonnen:

A=2.1.3% =202 — ¥
B=2.3.58=2024—1)8
C=12.7.98 = 2026 -- 1)€
D=2,15.17D = 2028 — DD *

D3 E =
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=2,31.336 = 2(270 — 1)§

=2.63.65F = 20212 — F

2.127.1298 == 2(214 — ;&

= 2.255.2579 = 2(216 — 1)H
.

T o
li

Da alfo die Bernoullifchen Sa{mn Bride, unfere Soefficienten
aber gange Rablen find, fo fallt in die Augen, daf dic Bride
durdy diefe Faftoren reggefchaft twerden, und ¢8 ift dahe
i

I

3

17

5.31 = 155

3.601 = 2073

7-43.127 = 38127

257.3617 = 929569

9.73.43867 = 28820619
5.30.410.174611 == 1106652905

89 . 683 . 854513 = 5194328173(
3.4047.236364091 == 2905151042481
:73!~8!9!-8553§?3 == 191329672483963

| O 1 I A

ZEERmEoMED O ® >

Nug diefen Bahlen ift man aH"o audh umgelehet im Stande
bie Bernoullifhen Jahlen Hergulciten.

§. 183
Braudt mon alfo die Beenoullifhen Sablen, fo ift die
Summe der Rethe:
I 2 3 4 5 x
a—btec—dte—.,,. %z
(22—1)Udz  (2*—1)Bd3z , (25—1)Cdsz
I,2dx o 1.2.3.4dx3 ° 1.2..60dxs
TG
' C Hiee

— 1)

F (2%
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Hice aber etfennt man, daf ienc Fahlen nicht turd einen

Sufall herdepgefihrt find.  Denn fo tvie man die gegebene

Reihe erhalt, roenn man von diefer
atbtectdt...... otz

wo alle Glieder dad Seichen + baben, die Summe der geras

den Glieder b F d + ¢ 2. 3wepmal genommen, abzicht: fo

1aft fich auch der gefundene Husdrud in jwen Theile auftds

fen, davon der cine vic Summe alley das Jeidhen T vov fih

Habenden Ghieder und =

{zdxi‘%szgifiZ., — B d3z + @dfz?«;g,

1.2dx  1.2.3.4dx3 " 1.2,..6dx5C

ift; die Summe der Qibrigen Glieder aber findet man auf

ehen die Het, welde wic oben gebraudht haben. Denn da

bag lete Glied z ju dem Ungeiger x gebdet, fo wird das

porhergchende, ju dem Angeiger x — 3 gehdrige,

2dz  22ddz 23d3z 24d4z

dx T reaxa T 1.2.3d%3 | 1.2.3.4dx%

und diefe Form erhalt man aus der, tooduich vorhin dasd

vothergehende Glied audgedruct tourde, wenn man darin

(A

z —

-;i fiie x fet. Man belommt ali‘o die Summe der geraden

' e x
®licber, enn man, in die Summe aller, pe ftatt x fent, und

diefe Summe ift demnach:
29dz 23Bd3z as@dsz
ifzdxtizy radk 1.2.3.4dx3 " 1.2,,.6d4x% -
3ieht man dad Jwicfache diefer Summe von dev vorherges
Henden ab, wenn x ¢ine gerade Sahl, oder umgefehrt, wenn x
eine ungerade Sabhlwicd: fo ftellt der Neft dieSumme dexReifhe
1 2 3 4 5 X
a—btc—ddte—.iv ¥ 2Z
dar, und ¢ ift alfo diefelbe
04

i
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—
—

-1 (zz_y)?l.d_z _ (24—!)%d3‘z

-+ .
1.2dx 1.2.3.4dx3 ' ¢ yte

Diefer Yuadruct ift eben devfelbe, alg der fo coen gefundene,

§. 184,

Man nehme fratt z eine Potefiat von x oder x», fo daf
die Summe folgender Rethe:
T—or 3 —gn b, o Fxn

3u fucben fep. Da : /
; e
42 My, $2 1D
1dx 1 1.2.3dx3 1.2.3 ’

ift: fo wied die aefuchte Sunume, wenn man dic Coeficiens
ten A, B, C, D, i, braudt, _
T oExe * ﬁnxﬂ-l — E nn — 0 — 2);;11—3
4 1.2.3
C‘n(n — 1N —2)(n — 2 — 4)
TE F.2.3.4.5 s
Dn(n —1)...'"n—6)

T8 1.2.....7 Tthw)te
und dag obere Seichen gift, tenn x cine gerade, dagd untere
hingeaen, tvenn 8 eine ungerade Jabl ifr. Die beftandige
Grofe C aber muf auf die WUst befiimmt werden, Dof die
Gumme verfbtvinde, wenn man x == o feRt, vad ¢8 gilt in
diefem Jalic dad obere Jeidhen. Sest man alfo fiv n nad
und nadp die 3ablen o, 1, 2, 3, 4y 2.2 fo befomnit man folz
gende Summationen:

Li—t1¥t—1%....51=3x%1)+%%
St nemlich die Jahl der Glieder gerade, fo ift die Sums
me = o, und ift dic Gliedersah! urgerade, fo wird die Sum:
me =+¢r. ’
ILI—2%3—at....5¥x=7ixIDE
| R1
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Git nemlich die Sahl der Slieder eine gevade Jabl, fo
ift tie Swame = — %x, und im entgegenfrehenden Falle
=%xt 3 ’

L 1 —22 432 —42 ¢, ... Fx2=5 5(x2¥x)
nemiich fitr die gevade Blicdersahl = — Ixx — Ix
und fir die ungerade = ¥ 3xx T 3x

IV. 1 —23%33—43%....¥ %3 =3 #(x3 fgxxmi)_..g
nemlich fiv d. gerade Gligdery, == — §x3 — 2x2

und flic die ungerate = f $x3 } 3x2 —1
V. 1—24134—34%,... 7 x4 =5 3(x4t2x3—x)
nemlich fue die gerade Gliebery, = — x4 —x3 F 3x
und fiiv dic ungerade =t x4 } x3 —ix
e
§ 185

Man erfennt Hieraud, daf bep den geraden Poteftaten,
den Zall ausgenommen, wenn n == o iff, die himujufesende
beftandige Srdfie verfdmwindet, und daf in diefen Fallen die
Gumme der geraden Anzabl von Gliedern von Ler Summe
der ungeraden Anzahl blef in Anfhung der Ieichen vers
fdbieden ift. Tenn atjo x eine unendlich grofe Jahl ift, fo
fallt diefe Unterideidung roeg, toeil eine unendlid) grefie Jahi

. toeder gerade noch ungerade genennt werden fann, und e8
muffgn alfo dabey die ywiifelhaften Glieder weggelafien mevs
den.  Hicraus folgt, def die Sumarte von Reibyen diefer Art,
teenn fie ofine Gnde fortiaufern, blof in der Limpugufagenden

 beftandigen Srdge deftehe,  Hus diefemn Grunde ifi:
f—1 F1 —1 % ohneSnde= %

/ A (22—1)9
I—2 ’i‘g —4 i‘2(° !!'-n=‘—=,-i' l)[
4 2
1-221'32—421'2(0_ -_tbcu-———-»o
B (24—-1)B
T—23F 33— 43310 g 0000 == —mimn
'1'3 4 'r ] Y 8 » 4

95 ) Y
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1—24.1'34*44?2(0 R ]

C 6
1—2"'1‘3"-47'1'21'. Qqqagz——:f(._g._.bl._)g

12
I—26436—46%% +v0..=<0

D __ (28-4)@

1—27* 7 —47 2('......_.———
, 3 47t 16 8

.
@ben diefe Sumnren findet man nach der obigen fiv diejenis
gen Reihen erflacten Methode, in welden die Jeichen + und
~— mit cinander abwedfeln,

§. 186.

§Bern man fir n negative Jablen fegt, fo tird die
Summe cin obhe Ende fortlanfender Yusdruck, &8 fep
n = — 1, fo ift die Summe der Neihe

I_lf _;Ti_%%c'QQQ.Tﬁ

Da aber die beftdndige @réﬁe C hier nidbt aus dem Falfe
beftimmt werden fann, tenn x == o ift, fo muf man folches
aus efnem andern thun. E$ fey x =1, {0 ift, toeil alsdenn
dieSumme = 1 ift, und das untere Seichen genomnien tvers

den muh,

I A B C
=1 — (= — - — — .
C__I ?(1 211_“44 6?2»)
oder
B

A C D, .
C—%T:—ETE—ETI&

Dder man fese x =2, fo wirtd, tveil alddenn die Sunune

= § ift, und das unteve Jeichen gift,
C =
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A B C
— L 1 - .
C=%1:(3 rerrl reer 6.251”“)
odet
’ A B C D
Caex 3 — - + —_ T — -2

3.22 " §.24 12,26 16.28

Oder aber == 4, tvo denn
17 A s __c . b
¢= 24 447 T 8 #44  12.46 T 16.48 e
toerden wicd, IMan mag indef diefe befiandige Grdfe bez
ftimmen toic man wiil, fo findet man dafitr ftets denfelben

SBecth). Diefer MWerth deuckt gugleich die Summe der ohne’

@Enbde fortlaufenden Reihe aug, welde =12 iff.
. [ \
§. 187. _

Uebrigens laffen fich mittelft diefer neuen Sahlen A, B,
€, D, E, 1. die Summen der reciprofen Poteftaten: Reifen,
twenn die Ggponenten gerade Jahlen find und darin blof die
ungeraden Sahlen vorfommen, febv leicht finden.  Denn
fest man '

to bt w ’rs-,-,;’rém’rzc@a

fo witd © PR

1
by T o Tem P =1%

. und 5ici’eé von icnem abgejogen giebt,

(220 — 1)s
'1‘3—;,; + 5—;,;1‘ —:;,'I' W=
Da wir alfo die Werthe von s fiir die eingelnen MWerthe vor
n fhon mitgetheilt haben, §.125, (o0 ifts

<

L

L4

N
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Y |4 I A z2

—— — et W, = —
1t 3 t 5 T 72 + R
B x4

1t -“1"—‘-“1' “I'm= —
1.2.3.4 4

C 6

I*I'M'I'_S'i’ -I'zc..—.: i
1.2.3...6 a

D z 8

— _— i = \ —

i‘ ‘f T ‘i‘ 1.2.3...8 4
E x10
ot 5'° t 7“’1‘ T 12.3..10° 4

. ‘

Menn abet alle Sablen vorfommen und die Jeichen abtvech:

feln, fo befommt man, toeil
(22n—13s—3s

——--1' — -—.-X-c,_-—_._..__..,_____

L nan 3211 42!1 22n
ift, I
r .1 T Aw2? 2 (p—
l"-——-z—’f‘-—-—z--— —-;‘i‘)c.'—___-(—.__.__l}. f._.:(l__x_}_%[.,,z
2 3 4 1.2 4 1.2
1 I | § ’ B—2 % 4 PR,
po gl L 0 rt
2% ' 3 4 1.2.3.4 4 1.2.3.4
T 1 T C—20) =6 (25—1E
1— 1= 'fIC.':(-—————z.:-:g——-—Q-g 6
2 3 4 1.2...6 4 1.2...6
| 4 i § I (D—2D) =8 27—1)
I_.——g—"}‘—-;-——;'i‘lf.:-————?.—- ( 3
2 3 4 1.2,..8 4 l......8
T ¥ I T = (E—26) xto (09_1)@ o
I—-2'_‘-‘; 31 4'°' " 12,10 4 T1.200.00
6.
6 188.

o wie wir bisher eine Reihe unterfudt Haben, deren
Glieder Produfte aus den Gliedern ciner geemetrifdren

Meihe p, P2, p3, 20 und aud ben Gliedern ivgend einer,ans
dern
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dern Reibe, a, b, ¢, 2. waren: o 3Ft fih aucy cine Reibe
behandeln, deren Glieder Produfte aus den Gfiedera von
irgend jroep Neiben find, wovon die eine als befannt betradhs
tet wird., &8 fep die defannte NReihe: ,

i 2 3 ' £

AFYBHCHoeeivensnd

bie tinbefannte Pingegen:
atbtct.ieeionsst

und die Summe folgender Reihe ju fuden:
Aa + BbFCctoeoennnnsZz
die ir = Zs fepen wollen, Sest man in der Hefannten
Reihe das vorlepte GBlied = Y, und x — 1 ftatt x in den
Ausdrud der Summe S.Zs: jo gelpt detfelde in folgendert *
nber: _
dds dis dés
T agdx4
Da diefer Yusdeud die Summe der Reihe Zs ofne das
legite Glied Zz,bggt_cu_t, fo mit?
Ydsdirydds  Yd3s
.?s — 2z = Ys — —a—;r’f rorpeiiutwrerii 3.
und diefe Gleichung druckt dasd BVerhaltnif aus, weldesd die
CGumme Zs ju den Geofen Y, Z und s hat,

Y(s — ds + 1) |

“dx ' 2dx2  6dx3

€. 189.
Um Diefelbe aufjutdjen laffe man juvdrderft die Diffes

rengiak: Slieder aus dev Adt, roodurch s=_2_z_z? witd. Man

Z , .
fene Z:Z‘T{' = P%, und genawfep s = P* + p. Bringt man

diefen Werth in die Sleihung, fo echdlt man:
’ (Z—Y)o



—

poicd, Man fege —(—9-—-—-
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Ydpr | vddpr

@=p == e g T
~Ydp Yddp ‘
T dx T adx2z 0

SRan fehe auf bepden Seiten YP* hingu, und da P —

apr  ddpr .
iy — 2. De von Pt
dx L odxs ¥ der TWerth ift, der entfteht

wenn man x — 1 fir x nimmt, fo fey diefer Werth =P,
Alsdann ift

(Z—Y)p + YP' = YP —

Ydp YddP ,
dx © 2dxz 30

uitd (3Bt man die Diffevemsialien tweg, fo twitd

_Y(P—Py
zZ—Y '

) Y(P—P1
Man feye —(Z__—-———f—) = Q1 und dabey fey p=Qi ¥ q:
fo witd ‘
ST Y(dQt+dq) , Y(ddQ! % ddq)
Z—Y)q = — — 2
( )q dx T 2dx2

und fegt man den Werth, weldhen man fir Qx findet, wenn
fman X — 1 ftadt x fegt, = Q, fo bci’ommt man

Yddq

(Z—Y)qfYQ‘=YQ— ‘i’ 2d;-—lfb

wober denn, toenn man die Dnerenatahen toeglaft,
g = Y(Q—YQ‘)
Z-x

Q

-_—

~— = Ri, und genau feyp g=R:

) Y(R — Rt
% r: fo findet man auf bhnliche Yot r = -——-——kz 5 )7 und
fahrt man auf diefem MWege fort, fo wird die ge uchre Cumme
Zs = Z(Pt't Q' t RY 1 3) |yn,
§. 190,
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§. 190,

St alfo icgend eine Reihe
Aa'i‘Bb'i‘Cc'T.....i‘Yy'PZz
gegeben: fo [t fich die Summe devfiiben auf folgende et

Deftimmen,
Man fege  und indem man x—1 feft  anftatt x

—= pi; gehe Ft uibee in P

“Zp:;") Qj 4 v v e Q@ v vy Q

Z—(g—_;%:);—_ RY o - Rt ¢ « » « « R

BZ&E;{?: S1;, & o o « ST 4 4 4o s s 8
2,

Hat man diefe Werthe gefunden, fo ift die Summe dév
Reifye =

ZP' } ZQ' + ZRt ¥ ZSt 3¢, 3 €
ober einet beftandigen Grdfe, toobey die Summe =o wird;
wenn man x == o felt, oder, Denn dicd (auft eben davauf
hinaus, wodurdy alles fo eingericdhtet witd, ‘Baf dabey ivs
aend einem Deftimmten Falle ein Genige gefchieht,

§. 191

Da diefe Forme! feine Differengialien enthalt, fo ift ihre
Antoendung in vielen Fallen fehr leicvt, und man befdmmt
darnach diters die wabhre Summe.  TWird 3. B. die NReife:

ptap* top3 tabpst.....Fx2p¥
gedeben: fo fegeman Z =px undz=x2, 100 aljo Y == px-1;
zZ _ p Yy o1 . e

oY T e und Y= witd,  Hicrdurd
- befommt man

P =
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-, .
o= Px : P = PXX 2px tp
p—1 p—1
Qi = 2px t p, . 2px 4 3p
U= - = e
: (p—i)* (p—1)2
2p 2p
RI == — e =
(p—n3’ (p—1)3
§1 = o; fo wie audh alle ubrige.
o Solglidh ift die Summe =
(P 2Pitpy 22N P fr_
P—1 (p—1j2' (p—03/  (p—1)2  (p—1)3

=

Apx-[-l(xz . 2x 2 P'l")__ p—1I
p—t  (p—u)* ' (p—1i,3 (p—1)3

tvie toiv Dereits oben gefunden haben,

§. 102

Auf ahnliche Art, al8 wic ju diefem Summen: Nug:
dructe gelangt find, fdnnen tiv einen andern fie den Rall
finden, toenn die gegebene Reihe nicht aus jwen andern Reis
Den jufammengefefst ift; und diefer Ausdruck (3Ft fich indbes
fondere algdenn braudhen, tvenn man bep dem vorhergehens
Den endlih verfdhroindende Nenner befommt, €8 jep alfo
die NReibe
. r 2 3 34 %

s=atbtctdf.eee..tz
gegeben. Da die Summe, wenn man x — 1 fir x fest, dad
legte Glied verliert, fo ift
ds = dds d3s d4s

ST ST L T dx: T (an Togdxe T
~ pber
ds dds d3s . -345
G T idaz T edns mpdme TF
Da
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Da bhier die Summe s felbft nidht vorfommt, fo loffe man
die béi)eren Differengialien weg, damit s = {zdx werke.
Gerner fege man fzdx == P, der IWerth tavon gehe in P
fiber, wenn man x— I far x fesit, und genau fep s==Plip,
Alsdann ift

dpr  ddps , dp . ddp
z——’(_ix—zdx?'ffzc‘ i‘dxn_-fzdxzi'zc'
dpr dder
Da P=P! — —— 4 — i
Da i T o — i
fo wicd
dp ddp
— PP = - - —5 .
z P dx 2dx1'+ %
und daljer

p = f(Z — P { Pidx.
Wird ferner £(Z — Pt + P, dx = Q* gefesst, und geht dies
fer Becth in Q aber, roenn man x — 1 fliv x fet; fo fep

fz—FP 1P — QT Qdx=Rie= Q' — {(Q1 — Q)dx
ferner
RI — {(RI — R)dx = S5 2.
fo ift die gefudbte Summe
s= P+ Q + R+ ST F 2 FC

C fo angenommen daf badurd) einem befrimmten Falle cin
Gentige gefchieht. ‘

§. 103.

Durch eine geringe Berdnderung der %uc{)ftabcn fafes
man diefe Swmmation auf folgendes juchef. €8 fey v
Reilse: ,

1 2 3 4 x
s==afdbhbhtctdtesenee}tz
ju fummicen, ' ,
#plevs Diff, Rechn, 2.TH. 1.2Abth, P o M
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SMan fege und wenn x — I fiie x
gefest wird
fzdx =P fo gehe P dberin p
P—f{P—pdx=Q. ... Q. ..gq
Q—fQ—gqdzx=R. « .+ R, ., o1
i

@at man diefe iBertbe gefunden, fo ift die gefudbte Summe
"s=Pt+QtR*TS T

und diefer Yusdruck deuct die Summe fehr vortheilhaft aus,
foenn fene (ntegralien bargeftelit werden Eonnen. &8 fey,
um den Gebraudh deffelben durch cin BDepfpiel ju exlautcrn,
z=xx*tx, foift

P = $x3 ¢ %xx3 ;‘>'=§-x3~—l>,x+§-
P—p==xx—23%; und {{(P—p)dx==3x3 — Ik

Q = fxx ¥ £x; q=—2‘~xx—§X1-3
Q—qg=x—73; und f{Q—q)dx = %xx — §x

R = $x; T3 ‘
R—r=1; T f(R—r)dx=1%x

S = o; und fo aud alle Gbrige Glieder. Daler ift die
gefudbte Summe '

3x3 f Ixx

T isx b Fx = 3x3 F xx Fdx == Ix(x k1) (x}2)
+ —x
Auf diefe et laffen fich alfa die Summen aller Reihen, deren
allgemeine Glieder gange rationale Funftionen von x find,
vermittelft fortgefenter Sntegrationen finden; und cs erhellet
Daraus fehr deutlidh, was fir cin weitlduftiges Feld die Lehre
von der Sununirung der Reiben fep, und was fiie eine
Menge von Schriften mit den Methoden dagu, die theild
fcbon befannt find, theild ecft noch ecfunden werden mifjen,
angefullt werden fdnne,
§. 194.
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§. 194

Bis fest Haben toir dieSummen der Reifhen vom erfien
Gliede an bis ju dbem, defien Ungeiger x ift, gefudht, und
nad der Crforfdyung decfelben findet man die Summen eben -
dicfer ‘ohne Gnde fortlaufenden Reiben, wenn man x = o
fegt,  Oft gelangt man inded hiersu auf eine bequemere Yrt,
toenn man nicht die Summe der Glicder vom erften an bis
. 3u dem xten, fomdera von demr xten an ofne Gnde fucht,
und e8 iit diefer Weg indbefondere bey ben legtern Yus:
duiicken vortheilhaft. E8 fep alfo eine Neibe grgeden, deren
allgemeines oder dem Amzerger x ugefioriges Glicd durd z,
das folgende pu dem dnieiger x + 1 gehdrige aber durd 21,
und die auf diefes folgenden durd) z™; 25 angedeutet

oerden, uad die Summe der Reihe ju fuden:

x xtr xt2 x¥3 2w
s =z t & ¥ 210 21 o 3, obne @ade.

Hier ift die Summe s eine folde Junftion von x, daf man,
enn man darin x+ 1 fatt x fegt, dic Summe ohne dag

etfie ®lied exhalt. Da alfo bep drefer 6ubftt’uuon sin

~ds dds
s-yz-;i-gdx;-l-zc.

ubergeht, fo toird ,
ds = dds d3s das ds's
t t

§ —~ 7 o= — + —— '
s S‘I.dx ‘ 2dx2 * 6dx3 'I.24dx4 120dxS$
ob¢r ’
ds | dds d3s d4s dss ¥ xc

o=zt :i_;( T 2dx2 T 6dx3 ?‘24@4 T 120dxS

§. 195,
20enn wir nun den vorigen Weg tvieder betveten, fo

oird by Bernadbiahigung der hdbern Differensialien s ==
51) 2 C

.
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C — fzdx, Man fese alfo fzdx = P, und genau fey s =
C—Ptp:foift

' ¥ dp ddp
: dx ° 2dx? bdx3
G3 gehe P in P* fiber, toenn man x + I fir x fegt, fo ift

ddp ds3p
— P ot
o=z*1P P de ,izdxf-.l‘()dxi.t.zc

@ent man daber die hdhern Differensialien bey Seite, fo witd
p = {(P* — P)dx — P,
Man fege f(P* — P)dx — P = — Q, und dabep fep p =
—Qtq:foit v
o=z1~P—E"’—%~3—-§§§ . 'i‘j: :;{qz'i'?f»
@8 gehe Q in Q! fiber, twenit man x ~1- 1 flic x fegt, fo twicd

o=2tP—P1fQ— Q"i‘ 1y 29 gy,

2dx2
und bte':aué fmgt
= {{Q* — Q)dx — Q.
PWenn daher bxe 1 oberhald neben jeder GSrdfe den ‘IBcrtr)
anjeigt, wglchen fie befommt, oenn man x £ 1 fir x fegt,
und dabep 4 ~
fzdx = P
- . P~ f(P' — P)dx = Q
Q — (Q* — Q)dzx =R
R — f(R* — R)dx = S§
[
angenommen oicd, fo ift die Summe der Reife
( z ¥ 2! 'I' 21T .f 2t + 21 4 W,

—
—

. C—P—Q—R —§ — 3
- : 00
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10 die beftdndige Grdfe C fo befbaffen feyn muf, daf die
gange Summe verfchwindet, toenn x == oo gefest witd.
Da indef die Anwendung diefes Yuédrudd Jntegrationen
erfordert, fo (aft fidh der Gedraud deffelden hice nody nidht
geigen, :

§. 196,

Llm aber die ntearal - Formeln ju peemeiden, toollen
tir die Summe der Reifje = ys fesen, o y irgend cine
befannte Fualftion von x bdedeutet, welehe die Werthe y*;
yi; yUr, o, befommt, wenn man x ¥ 15 x ¥ 25 x ¥ 35
flir x fent. @ent man nun x + 1 fie x fo befommt man die
borhecgehende Keihe ohne das erfte Blied, und die Summe
diefer abgeflusten Reibe ift daher ' ‘

ds dds d3s
e —
yi(s '1' i ¥ Ti0 .I-ngmxs fu)m=ys —z

-ober
y'ds , yrdds | y'ds3s \
rt T e gt =0 —y0s

246t man dafher die Differengialien tweg, fo bePommt man

s =

y_z_).p Man fege y-;-z_—:-;, = P, und genan fep s o=
— P} p: fo wird
. y'dP  ytddP  y1d3P
T Tdx  zdxz  6dx3
y'dp 1dd 1d3
Tt yzdxf T zdxz'i'zc.
-~ und alfo
ytdp , ytddp  yud3p
dx 2dx2 T.éd‘xa

—1
=(y—yOp

} .=y (Pr—P) e (y*'—y)p
y'(P* — P)

'!_—y K

Man fege Q ==
fo witd

und dabey fey p = Q ¥ q:

P13 ¥
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ad
s PR =— 0=

Qr —
Z_(,, Q),lmbq-::-—R'I'r.

Q- fy ( 'I'

, Smaxg fese R =

Fahre man auf diefe Ant fort, fo wird die Summe der Reilie
z b ozt f zTEof M o zIv g,

auf folgende Weife beftimmt. €8 bedeute y ivgend cine

Sunftion von x, und dabey werde gefnt

b= =y - Oy |

e== =130y ar

R =N "ﬁf toa
20

Nlgbann ift die gefuchte Summe =

C— Py — Qy — Ry — Sy — 1.
tenn man fir C eine foldbe beftdndige Grofe nimmt, baﬁ
die Summe verfdywindet, toenn man x = o« fept,

§. 197,
Man nehme y = ax, fo wird, weil dann yr = axt1 i,
s yi— y = aX(a ~—1)
und folglich

. z 2!
p f— - ; Pl =-——:————-
S e e-n’ . T ea—n
Q=ar’p!s-— P _ 2n—az . U —an
a—1 axa—1)2" . axtl(a--—x)z

R = a(Q* — Q) zlTi—naz! faaz
a—g aX(a—1)3




1
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a(R! — R) ZUl — 3azlt § 33271 — a3z
S = == : '
a—1I aX(a— 1)4 .
i
Daher ift die Summe der gegebenten Reife:
z 2l —az 211 J g2l — 327
C— I+ —
a—1 "(a—1)2 (a—1)3
¥ 211 — 3az'! f 3a27! — alz
o @=—Dn4
3, ‘ '

Gbhen bdiefer Summen s Yusdrudf ift fhon oben im etften Caz

_ pitel gefunden worden. &2 loffen {fich aber Sieraué, indem )
man fiir y andere LWerthe fenst, unjahlige andere Ausdedcfe
ableiten, und daraus jedesmal derjenige walhlen, weldpe fire
den dafependen Fall dew bequemfte ift

r

~
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Bon dem Gebrauch und dem Nuben der Diffe-
vengtal- Rechnung Hey Tormivung der Neifen,

§. 198,

N :
%un ift nodh eine Anmenduna der Differemial : Rechrung
in Der fefre von Den Rethen bria. Diefe findet bey der
Sormivung der Nehen ftatt, und fie war 8, welde chen
gemeint wurde, alé von der Gntsvidielung ter Brivdhe, die
cine Poteftat ivgend einer Funftion jum FRenner Haben,, in
Reihen, die Rede war.  Man verfdhet dabep auf dhnliche
et ald bey der Werwandiung dev Fueftionen in Reiben,
wenn die ju bermwardelnde Funftion einer Reile gleich gefent
witd, Ddie in jedem iprer Giied:r unbefrimmte Coefficienten
hat, weldpe tarauf aud gemadten Gleidungen entroicelt
werden, Diefe Cntwicfelung over Befimmung wird aber
diterd in einem beryunderngtriicdigen Brade erfeichtert und
nevfsﬁggt, wenn man juvor die Gleichung auf Differenialien,
etfte foivohl als groepte bidweilen, bringt; und da diefe Me=

thode in der Jntegrals Rechnung auferordentlichen Nupen
geodhrt, fo wollen wiv fie im gegentodrtigen @op.te! auss
?ut\thcb fennen ju levnen fuchen,

§. 199.
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§. 199,

Suodrderft toill ich Pivslich dasienige wicderholen, tvad
ich oben fiber die Gntwictelung der Beiche in Neiben, in fo
fern diefetde ohne Diffevengial: Redhnung ju Stande ges
bracht wird, gefagt habe. 8 fep alfo irgend cin Brudh:

A % Bx ¥ Cx2 % Dx3 +w.
@+ ex t vx2 + Ox3 t ex4 d =°
nach den Poteftaten von x in cine Reihe ju vermandeln,
Man fese s einer unbeftimmten Neife gleich, oder
s=A+PBxtCz2 +Dx3 f Exa+Fxs + GBx6 +a0,
Da, wenn man den Bruch durch die Multiplication wegs
f?baﬁt'l .
A+ Bx *+ Cx2 4 Dx3 { Ex4 } Fx¥ 4 Gx6 '}

sa t 8x F vx2 F 3x3 F ex4 F Zx5 L wx6 f )
toid : fo bifommt man, wenn man fir s die vorhin daflie
angenommene Reibe fest,
A Bx f Cx2 4 Dx3 + Ex4 + Fxs } .

e + Bax + Cax2 + Dux3 + Caxs + Faxs + 2.
+Up +®e +G6s T8 TG o
tU% +®r t €y +Dy to
| TUY FW FCEY o
U+ DBe b
' y U2t
Gest man daher die cingelnen Blieter, roclden cinerley Pos |
teftat von x ugehdet, cinander gleidys fo findet man
e — A = 0 *
Pet UB—B =0
Cat B8t Uy —-—C=0
D2t CAT Byt U —D =0
Ca} D8t Cy i P tU—E=a0
3 _

' N5 . “Nus
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Yus diefen Bleichungen laffen fich die angenomnienen Coeffis
cienten U, B, €, D, . beftimmen, und dadurd wicd denn
auch die Reifye
At Bxt €x2 F Dx3 ¢ Ex4 ¥ 1,

gefunden, telde dem geacbenen Brudpe s gleich ift.  Wenn
foroohy! Dev Babler of$ der Nenncr des Bruhs s aus einer
endlichen Anzalhl von Glicdern befehen, fo fiud unter diefer
Korm alle wicderfehrende Heihen enthalten, von toeldhen
die Cinleitung eine volljtandige Auseinanderfesyung enthalt.

§. 200,

Wenn abey entiweder dev Jahler oder der Nenner oder
bepde gu irgend einer Dignitat erhoben find, fo fisdet man
auf diefem TWege die Neibe nidht anders alé mit vieler Mibhe,
tocil die Grhebung ju Dignitaten, den Fall ausgenommen,
Daff ein Binemium da ift, tweitiduftige Arbeit erfordert.
Dued) die Diffevengial:-Rechrung fann man fidy diefer Yubeit
ubecheben. €8 fep guvdrderft Hlof der Jahler da, oder

s = (A ¥ Bx ¥ Cxx)n
und cine nach den Potefraten von x fortfchreitende Reibe ju
fuchen, welche dev Dignitat diefer dreytheiligen Grdfe gleich
fep.  Gft n eine gange pofitive Sah!, fo ift bePannt, daf diefe
Reibe nur cine endliche Jabl von Gliedern enthalte. Man
nehme alfo wieder fir s eine unbeftimmte Reibhe an, oder
fese ‘
s== U+ Bx+Cx2 + Dx3 F x4+ Fx& + Gx6 §1c.
Daf das erie Biicd diefer Reibe U = An fep, ift befannt,
Denn fept man x=o, fo witd aus der erften Formel s = An,
und aud der anbern s =Y. IMan muf aber die Beftims
mung diefes erfien ®licdes auf diefe Urt obne Differensiaz
» lien fudbeny toeif die Diffecensialien daffelbe unbeftimmt lafs

fen, wie fegieid echellen wicd.
§. 201,
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§. 201,

Da s= (A Bx+ Cx2)n: o wird, twenn man die
fogarithmen nimme,
Is = nl(A ¥ Bx + Cx2)
und bievaus, wenn man differeniict, -
d B . 2nCxdx
22 nBdx *——-——»—«x, oder

s = At Bx t Cx2

ds
(A *+Bx ¥ Cx?-)(—b—: == ns(B } 2Cx)

Hug der angenommenen Reifje aber erhalt man
gj = B % 26x + 3Dx2 + 46«3 F 55x4 F 1.

X
) . ds . .
und tenn man daher fir . dicfe Reihe, und fue s die ans

genommene Reihe fent, fo ergiedt fich folgende Gleichung s

AB + 2ACx +38Dx2 + 4ACx3 T 5AFx4 1ac

+ BB t+2BE  +3BD +$4BE  tow

+ ¢B t208 +3¢®D tow

nBY + nBB + nBE + nBD f nBE fio

+ 2nC¥ f 2nCB } 2nCc& ¥} 211(?9 T

ettt man alfo die Glicder cleidy, in welden fdy cinerlep
Potejtar von x findet: fo wird,

nBY
% ;‘ / : A———
6 =' (n — BB ¥ 2nCH
; 2A
_ (n —2)BE * (2n — 1)CD
D= Th
(n—3BD *+ (20 —2)CE
¢ = 7Y
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g = (h —4IBE ¥ (2n — N CD
L4 SA

_ 20,
Da alfo, toie twiv vorhin gefehen haben U = An ift, fo twird
B=nAr=IB, und hicraus laffen fich die Nbrigen Cocffis
cienten inggefammt nach und nadh beftimmen, Das Fort:
fbreitungégefess derfetben fallt aus diefen Formeln gany leicht
in die Yugen, aber o8 twirde fehr fhroer ju entdecfen gere:
fen fegn, wenn man dad Trinomium unmittelbar ju den Po:
tc{taten patte erheben wollen.

§. =202,

@ben diefe Methode [aFt fich antwenden, twenn fibers
Haupt eine vicltheilige Gedfe gu cinec Poteftat erhoben toer:
en foll. Denn es fey

s== (A ¥ Bxt Cx2 ¥Dx3 f Ex4 }y’n
und
s = At Bx ¥ €x2 + Dx3 ¢ Cx4 ¥ 1.

angenommen toerden: fo ift % = A», und diefen Werth fin-
bet man, tvenn man x = o fetit.  FPimmt man nun wie vor:s
bin die Logarithmen und ifre Differensialien: -fo wird
ds — nBdx ¥ 2riCxdx ¥ 3nDx2dx ¥ 4nEx3dx ¥
s At Bx t Cx2 f Dx3 f Ex4 t 1
oder

(A ¥ Bx + Cx2  Dx3  Ex4 § ,c,)‘_ji
=
$(nB ¥ 2nCx ¥ 3nDx2 ¥ 4nEx3 § 1)

Da ferner

4 _
S= »‘3."1- 2€x ¥ 3Dx2 § 4C€x3 ¥ 5Fx4 T2

dx
ift,
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ift fo befdmmt man, wenn man diefe Reihen fir s und
— fubftltmrt,

AQ’: T2A€x + 3ADx2 + 4A€x3 + 5AFx4 -1- 0
+ BB t2B€ 13BD $4BE e

t eB t2C€ +3¢D

t DB $2D€ 4

T EB o

—
b

aB% + nB® + nBE + n3D+ nBE + .
4+ 2nc¥ .+ 2nCB } 2nCE + 2nCD 4 2c,
1t 3nD¥ + 3nDB § 30DE e
T 4nEY + 4nEDB F 2.
'i‘ san[ 'I‘ 6
Hiceraus laffen fich folgende Beftimmungen hevleiten:
A== n . BY
2AC =n-1)8B+ 2nCY
) 3A§3=:(n-2)8(§ T(2n-0CBY+ 30DV
4AG=(n—3)8DH2n-2)C€ 1(30—1. DB} 4nEY
5AF =(n—4)BE +(2n—3)CD1(30-2)D€ F{4n—-1)EB5nFY
2.
und toie man aus bxefen Sormeln die angenommenen Coeffis
cienten U, B, €, D, 1. felbft beftimme, und twie fie von
cinander abhangen, bebarf, da U == Anift, Peiner fveitern
@Grdrterung.

§. 203.

Da jede Poteftat pon A § Bx ¢ Cx2 4 Dx3 . toenn
diefe Grdfe aus ciner endlichen Anjahl von Sliedern befteht,
und n tine gange pofitive Jahl ift, ebenfalld aus einer ends
lichen Amiabl von Glicdeen befrehen muf: fo ift Flar, doft in
diefem Talle die gefundenen Formeln endlicy verfhwinden,

lind
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1nd da, fobald ein Glied verfcbtoinder, bereitsd alle Glieder
da fepn wafien, fo erheller audh, daf mit eistem Gliede fos
gleich clfe folgende Dtull rocrden. €8 fen die gegebene Fors
mel ein Trinemium A+ Bx +Cx2, und er Subusg daven
3 fuchen; alfo n == 3. YUisdann ift

o = A3 undalfo; ¥ = A3

ADB = 3BY ; B == 3A2B

2AC = 2B® + 6CY; € == 3AB2 } 3A2C
3AD = IBE ¥ 5CB; D = B3 } 6ABC
4AC¢ = o +4C8; € = 3Bz2C } 3AC2
54% = — BE {+3CD; § = 3BC2
6A% == — 28§ + 2C€; & = C3

7AH = —3BB t 1CF; H =o

A = —4BH T o ; F =o
Da aljo fbon joen Glieder == o find, und jedes von den
folgenbden von den bepden vorhergehenden abhangt, fo falit
in die Yugen, dafi auch alle diefe folgende Glieder == o feyn
miffen. Um fo merfrotiediger ift das Gefes, nach weldhem,
toie it gefunden Daben, Diefe Coefficienten von einander
abbange\n.

) §. 204.
$enn n eine negative Sahl und alfo s einem Vrudhe
aleich ift: fo lauft die Reifye ohne Ende fort. €3 fep aljo,
T

ST (WFAx T %3 1Ox3 T exd f i)
und fie den Werth diefes BDrudyd folgende Neihe ange:
nommen:

s =% ¢ Bx } €x2 + Dx3 + Ex4 + Fx5 + 2.

Gegt man in den obigen Formeln ftatt Dev BDudbftaben A, B,

C, D, i, diefe: «, 8 ¥, 9, 1, und nimmt dabep jugleich n
‘ negas
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negativ : fo befommt man folgende Beftimmungen der Buchs
fiaben %, B, €, Dy,
\lea*” = j:.
“l'l
Bt ngd=o
2«8 +(n¥1)eBT 2nyW = o
3aD+(n12)88 $(entr)yBF 30U = o
448 +(013)eDt(ant2)y € T(3nt18Bt an¥ =0
523 +nt)AE {2013,y D (3nt2,0¢ F(gnt1)sBsndU=0
2.
Sn dicfen gormein nimmt man eben das Sefep wahr, tvels
hes wit bereits in dec Ginleitung fennen gefernt Haben, def
fen Richtigfeit aber ecft Hicr ftreng dargethan toerden fonnte,
§. 205,
ouf diefe Art verhalt es fich, roenn der Iahler desd
Brudis = 1, oder auch irgend eine Poteftat von x oder
= xm ift, dean in diefem lesten Falle darf man nur die ges
fundene Reife U f Bx + €x2 + Dx3 1. durdy xm mulz
tipliciven. Benn aber dev ahler aus jwey und mebhrern
Gliedern befteht, fo Haben wic daflr oten das Fortfhreis
tungsgefes noch nicht bemerft, und wollen ¢3 dahev jept auf
dent #Bege der Diffevensialien Fennen ju lernen fuchen, €8
fep aifo
g = A% Bxt Cx2 § Dx3 f.
(2 Bx 1 yx2 § 853 f ex4 e ®
und fie den Weril diefes Brud$ die Reihe angenomnren:
s= N+ Bx + €x2 + Dx3 + Ex4 T Fx5 t 1.
Um dag erfte Blied A ju beftimmen, fee man x == o, woben

_ . A 4
man aus den evten Ausdruden s = -1, und aus der anges
' o

nommenen Reihe s = Y erhdlt, Folglidy ift nothwendiger
Weife
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Weife A = —; und hat man biefes Blied, fo laffen fich die

ubrigen durdy die Diffecengiation finden.

§. 206, /

RNimmt man die Logavithmen, fo wird
Is = 1(A % Bx t Cx2 F Dx3 % 1)
— nl(e ¥ B8x F ¥x2 F Fx3 F ex4 F o)
und diffevengiirt man, fo ergicht fich
ds . Bdx + 2Cdx 4 3Dx2dx ¥ 2.
s  AtbxftCxz t Dxd T
ngdx — 2nyxdx — 3nd¥x2dx — 3.
et 8x T vx2 ¢ 23 T 0
Sdafft man ferner die Brithe vermittelft der Multiplicas
tion weg, fo befommt man: _
{(Ae T Apx T Ayx2 § ADx3 ¥ ZC.‘!
TBs B2 tBy facids
¥ Ce tCg  gorcids
# De o
(Bt Bgx ¥ Byx2 ¥ B3 + Bsx4 § x)
‘¢ 2Ce F2C8 F2Cy F2Cd *Fo
t 3D« ¥ 3D 3Dy toacgs
T 4E+2 T 4E8 T
t 5Fe o
—(AB ¥ 2Ayx T 3Adx2 § 4Aex3 + 5A%x4 ¥ 2c)
¥ B3 t 2By F 3B F4Be o
+, C8 t2Cy F3Cy Fowgns
/ + D8 % 2Dy F
+ Eg T x.

© Da nun%:%f 28x F 3Dx2 F 4€x3 . ifts fo

wicd, enn man fubfittuicts
\ N Aa %

RO
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Ae® F nAsY — Ba¥ = o
2A«0 + (nt1)AZB + 2n Ay¥ T (0—1'BAU —2CeY =0
3A«Dt (n12)A8E +(2nt1)arBt 30 A
+ Bal 1 nbAB t(en~-13ByY | __
—_ Cad t n—2.C8Y |
— 3D
481 (013)ABDH(2nt2)AYET(3nT AN S 4n Al
4 2B«Dt(nt1)BAEF  2nBy B 3n—1 BIN
T OCu@I(n—l)CB%f{ﬁn——z)Cyﬂ =0

5T —|  2D«B¥{n— 3)D%

— 4 Endl

Hieraus 1aft fich dad Sefety nach weldhem fich diefe Formeln
vichten, leidht ecfennen.  Denn gubdrderft findet in det evften
Beide einer jeden Gleichung cben dag Gefes fratt, weldyes
wit §.284. gehabt haben, Ferner entftehen die Coeff ciens
ten tn Den ymwepten J2ifen, tocnn man von den Coefficienten
dec oberh Seilen n ok 1 abjicht, und auf eben diefe Nt ents
ftehyen die Coefficienten jeder folgenden Reihe aus den dev
sunachft vorhergehenden. Bad cndlich die Budhftaben be:
tafft, dte in cinem jeden Glicde vorfommen, fo lehrt der
Anbdlick felbft die Urt, wie {ie mit einander verbunden twers
den mijfen,

§. 207

$Benn aber auch der Sahler ded Brudhs eine Poteftdt,
oder '
__ (A ¥ Bx ¥ Cx2 # Dx3 ¥ 1)m
(m-r,ex'f'yxz + 3x3 4 sx4 F 208
und die fir den Werth diefed Bruchd angenommene Neihe
s = U 4 Bx } Cx2 + Dx3 + x4 F 1.

Eulevs Diff, Rechn. 2, TH, 1. 2Abth, O ifts
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3 ’ Aln i * : .
ift: fo toitd Y = - und die nbrigen Soefficienten roerden

aus folgenden Sleichungen erhalten:

AuB ¥ n AT 1 —
— mBali j ,
2AzC ¥ (nF1)ApB ¥ 2nA7‘2n'
— (m—1)BaB +(h—m)B3Y + =0
- 2mCu§’1J‘

3AaD ¥ (nF2)AsC+ (2nt1)ABF 3nAdY
—(m—2)Ba€ T (n—m+1)B YD ¥ (2n—m)Bs A
—(am ~—1,;CaB ¥ (n—2m;C3Y
' — 3mDe¥
‘4AeGH(013)A8DY (2n12)A¥EH (30 F 1DASBE  4nAed
~—(m-3)B«Dt(n-mt2)82E+(2n-mt1BrBt 3n—m)BIY
—(2m=2,Ce8t(n-2mt1)CEBH2n~2m)CH
—(3m—1)PaB1(n —3m)DsY
-— 4mEall
=0
0.
Dad Gefe, nad toeldhem diefe Formeln tociter fortgefent
toerden Pdnnen, {46t fich leidhter ausd dem Anblice felbft ers
fennen als durd) Worte befchreiben. Steigt man aber hers
ab, fo werden die Cocfficienten um n + m vermindert, dages
gen, wenn man hovijontal fortgeht, um n — 1 vermehrt,

§. 208,

Hierdurdh erbalt die Lehre von den toiederfehrenden
Reiben einen Juwachs, indem wiv den bishevigen Mangel
ecfegt, und das Gefen der Coefficienten nidht nur fiic den
Gall befimmt haben, wenn der Nenner Des Bruchs ivgend
cine Potefiat ift, fondern auch fir ben, tenn derJahler ausd

s mefrern
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mefrern Theilen befreht.  Tir diefen Fall dad gebadite Gez
fe 3u finden, roar der Weg der Fnduction nidht hinreichend,
Yufer den mannigfaltigen fhon befhricbenen Vortheilen,
relche man von den wiedecfehrenden Reihen haben Pann,
gerodhren diefciben audy bey der Erfindung dee Summen der
Reihen durch die Naperung fehr grofien Nusen; wovon wie
bereits im ecften Capitel ein Benfpicl gehabt haben, indem i

dafeldft eine Reihe vermittelft der Subftitution x = ]..:12._..
ny
in eine andere verwandelten, deven Gliedersahl dfters entlich

ift. Diefe Methode Latte fih dadurdy nodh weiter ausdehs.
nen loffen, daf man fiir x andere Fuuftionen gefent hatte,
9lein toeil damalg dag Fortichreitungds Gefess der Reihen
nodh nicht bePannt twar, welde man fir die Poteftaten der
Kunftionen von x witcde haben fegen mifen: fo hat es mir
beffer gefchienen, diefe Crrveiterung fiir den gegenmwartigen
Ort aufjubehalten, wo jenes Sefeg feinem gangen Umfange
nady befannt ift.  Dey genaverer lieberlegung findet man in-
def, Daf diefes Gefchaft auch ofne das erwahnte Fortidhreio
tung8: Gefes vou ftatten gehe, wenn man nemlich die Me-
thode ju Hitlfe nimrat, wodurdh wiv diefes Sefes; felbft ges
funden haben,

§. 209,
@8 fey alfo die Reilye
s = A¥Bxf Cx2 F Dx3 F Ex4 § Fx¢ ¥ .
in cine andere ju vermandeln, deven Glieder Vriche find,
wovon die Nenner nach den Poteftaten diefer Formel o + o %
Fyx2 ¢ 0x3 40 fortidheeiten.  Um von den cinfadyern
Fallen anufangen, tollen wis
)] Bx . Cxs Dxs .
ot px 1' (wfﬁx)z 1‘ (1 3x)3 .I. (st px)4 1‘ 3w
Nz annch:

s =
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annehmen, Man fege diefe Reihe der vorhergehenden gleidd,
und multiplicive auf bepden Seiten burd; o F Bx: o oisd:

Ax}Bax}Cax2 ¥Dax3 26, 'l' 'i' ¥1c
FAB ¥B8 +C8 Fiu.” aisx (“MXJ’
Man fese U == A=, und mache
Ag § Ba = At
Ba t Ce = Bt
C8+Da=(C
Dg + E« = Dt *

i,
gilgdann findet man nach dec Divifion durd x,
Ex Dx2 :
A} BixtClxaf D3 tac.= wtBX +'(¢1‘BX 2 T (ae'l'ﬁxgsf ™
Nun multiplicive man abermalsd dutdh « f £x, und fege
A8 + Bla = A
BIg } Lz = BN
ci3 'i‘ Diz = CB
.
fo witd

Ale f Atz } B2 Cix 32, =D 'l' oy (“.hgx?s e

Hat man auf diefe Art B = A%« gefunden, fo wird, wenn
man auf abnliche Act fortfahre, und dabey

CAUg § Bllw = AW | AUIE } BiMe = Arv
B ¢ Clx = B! B g 1- Cllty =— BRIV
CU3 f D¥a == Cif cuig -f Dty — Civ

3C 1S
fet,

€= Auy; D= Alg; @ = AlVa; 10
und die GSumme der gegebenen Reihe afe fih daher auf
folgenbe Art ausdruden:
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__ A« ¥ Alex Allgx2 Amigx3 $ 1

T etex ' (et8x)2  (w1hx)3 ' (atpx)4
Gben diefe Reihe wiirde man erhalten Haben, rwenn man die
ay

=y odet x = ebraudt
y gyl ¢

o e X
Subftitution Ttax
batte,

. § er0

Diefe BVerwandlung wird mit dem beften Srfolge vora
genommen, toenn die gegebene Reihe A T Bx + Cx2 T Dx3
¥ 1. fo befbaffen ift, daB fie endlich mit der wiederPehrens
den oder vielmehr geometrifhen NReihe zufammenftimmt,

entfieht. Denn alddann vers

toeldbe aus dem Brude
et pgx

fhmwinden endlich die Werthe A%, BY, C, DY, 2, und ¢8 miifs
fen daber die Budftaben A, AT, Awv, 2, noch rorit mehe
eine fehr convergivende Reihe bilden, Wir Poanen aber auf
aBnliche Act auch bey dren: und mehrtheifligen Nennern vers
fahren, und der Sugen davon ift insbefondere algdenn fehr
arofi, wenn die gegebene Reifhe endlich mit einer wicderfefhs
renden Reifhe jufammenfiimme. St alfo 3. B. die Reihe
s=A +%8x ¢ Cx3 } Dx3 + Ex4 ¢} Fxf {16
gegeben: fo fege man ]
A+ Bx rz2 f Pix3
«t gx t yx2 ° («textyx2)?
Yirx 4 ¢ Prigs Yuixs 4 FRuig7
(et extoyx3)3 ° (etpxtyx2)é
&eener multiplicive man allentfafben durch « ¥ 8x F x3,
und fetie
Ay BA 4 Cu = A
By 1 C8+ De=B' und Y e= As
3 Cy ¥

i
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Cy+DBtEe=C DB =A481%8Ba
.
fo entftedt eine der vorigen ahnlide Gleichung, twenn man
durch xx dioidirt:
A! T Bix f Clx2 + D23 F Ex4 ¢ 2, =
ot + Bix g2 § Prigs3 Yluigd J T UIxE
R
et Bt vz (et Bxtyx2)2 " (et Bxt yx2)3 1

PBenn man alfo toic vorhin verfahrt, und

Aty + B8 } Cix = An

Bly ¢ G ¢ Dlw = B I = Alx '

Cly + D13 + Cle == C B == A3 | Blg
. fevner

Alty -I- pug 4 Cily == AN

Biiy .I. cug i. D¥lg === BIX NI = ATy

CHy 'i' Dua 'I' Elg == CII %u = A3 .i. R,

i :
fest, und fo ferner die dbhnlidhen Worthe auffucht: fo roird
__ Ae ¥ (A8 ¥ Ba)x | (Ale F (AI8 + Bla)x'x%
= atdxtyx2 (et pxt yxx)?
(Alw b (AV2 F BU2)X)x4 '
(@ toxtoxx3

T 36,

§, 211

Benn x = 1 gefent wivd, und der Umfang d et gefuns
benen Formeln leidet durch dicfe Subdfiitution nidgt, da «,
8, v, nach Gefallen angenommen werden fonnen; folglidh

s=A+B+Ct+DV+ETF+ Gt
ift: fo echiflt man, wenn man nady und nadh
Ar T B8+ Ca= A | A7+ B2} Ca=mA¥ und
By 1 C2+ Da=~8R iy + CB T D=8’ fo
CvTDetEe=C'|Cy } DBT Ea=Cfernet
e, R
. ' ‘ aufers
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auferdem aber nodh der Kirge twegen
atptry=m
gefem wicd, die Summe
Al All'
(n'l‘ﬁ)('- T — i -t 2¢)

m 3

§. 212

Muf eben die Nrt Pann man aud nodh mehreheilige Nenz
ner nehmen. Da indef die Verfahrungsdart aus dem Bors
hergehenden fdhon hinldnglid) abgenommen werden fann, fo
woflen wir ung blof auf einen vicrtheiligen cinfdranten,
@8 fep alfo

s==A+B+C+D+EFF+ Gt
Man fuche folgende Werthe:
A® T By + C8 + Da == A’
B+ Cy + DB+ Ew == B/
Cd$+Dy+ERT Fe==C
..
A% ¥ By + CB + D/a = A"
B> 4 C'v + D'6 + E'= = B
C?+ Dy +EBT Fla=C
1. |
AY ¢ By } C"8 } Ds
B“> § Cy § D8 + E'a
C"3 + Dy + E"8 + Fu
i,
RKerner fep
«tCtrtd=m
Yledann ift
Q4 . B

AHI
B(ll
clll

hmuu
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ECEn) oo F ot A ey

BI BII Bl/l
(@'I'G‘)’*'I'-—z t —*i'--'i'tf)
Ll
C CII Clll
'rw"--i‘-v t= 1 ——-'I'zr)
m m2
Hicraus ift Flar toie die Neihe fovtfchreitet) wenn dem Nen:

ner m mehr Theile gegeden werden,

§. 213,

@8 ift aber nicht notjyroendig, daf die Nenner der Vi
de, auf weldpe toiv die Summe dec Rethe bringen, gerade
Poteftaten derfelben Formel, o+ S+ ¥x2 41, find, fons
dern e Fann in jedem Giiede cine andere Formel fratt finz
den. Damit diefes deutlich werde, wollen wir juvdrdecf
nue groey Glieder nehmen, und fegen, daf die Reihe

s == A} Bx T Cx2 + Dx3  Ex4 + Fxs 41
in folgende Brudh: Reihe vermandelt werden folle:
P Ax A'x2
wTCx T(ufﬁx‘(aa 36'%) x) T(aa»{-Cx)(u 't-C'x)uc”'i' £'x)
+ o
Man multiplicice auf bepen Seiten durdh « T 6x, und fege
- A + Re = A’
BE+ Cae==B' und U = Az
C6 t Da = (!
20,
fo, twitd-nach der Divifion durdy x
A"I'B’x'f-c’xz"j"l)’xi Foce= A + L
‘ I 2 RO S CH 33)
+ 1
Multiplicict man auf abhnlide Aet durd =/ 1 6%, dann durdh
&'t G"x und fo ferner, und fest man

I
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AL 'i' Ble! = A"‘ AVGH .1. B! — Al
BIGI .I. Cla’ = BII B”C” .i. Clu'! = BNI
C/‘CI .l. D«“, = Cll C(/Cu .I. DII“II — C(/l

1c. N
AN glll .i. BHI“HI ] A/‘(H ’ \
Bu'clu ,1. Cu/“lu = B”” ZCQ
Cl/ Clll -l- D/ll‘l/l ] Cl/ll
s
"o wirb QII —_— AI“I; 91” =] A”“‘l; g[lll — AH/”III 2(. unb
daber die gegebene Neihe in folgende verrwandelt:
Aw Ala'x Ala’'x
ui-GxT(w'i-sx)(n 'rC’x).l'(u-er)(u TCx)(w”-fC“x)
T 2. ‘
Die Werthe w, €, o/, &, «, 6, u, 6, 1. find twills
Pihelich, und Fdnnen jedesmal fo angenommen toerden, dof
die neue Reihe ftark convergivt,

§. 214
Nun wollen wir die Factoren dreytheilig annehmen,
und indem die Reibe
s__A+B+c~1-D-1~E~1~F-x~G-1-zc.
sum Grunde gelegt titd,
Ay #BE ¥ Cae = A'| Ay } B'G ¥ Cla/ =
By/-j- CS % Dw == B’ | By’ % C'¢' § D'a’ = B
Cy ¥ D6t Ea=C'| Cy T+ DC t Ew =
1. 0.
Allyll ,{, BIICII ’f C”a”::A”’ AIIITIII ,}, B‘I‘C"”'['C/’Idt’u=AIII‘
B/y" § C1E" § D' a/==RB"|B* 9! } C''C" "t D" u/ ==
Clly'"+D"6""F E'a''e=C"! gt F DG FE M =Gt
20 e .
95 Keenee
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Ferner, Dder Kivge tegen,
« 16 ty =m

o' .I. CI .i. 7/ e ml

w't g 9 = m”

all .!, g 'l' ¥ == m'

2.
fesen: fo ift die Summe der angenommenen Reibe s
P A.I,,B I(A[ Bl II(AII Bll Wi ¢ t4e 114,

s:_:( )_l_a +‘) @ f‘) a''(& fB")i_m
m mm mmm’ mm‘m'‘m*

"’, CAY GAY Cripi
mm’ .i‘ m mtm:) .I‘ mm m“m"’ .I. %
§. 218,

’%a diefe Formeln einen feldyen Umfang Haben, daf ife
Gebrauch nidt fogleid) flar fepn fann, fo wollen wiv die
Beroandelung § 213. auf einen befondern Fall einfdyranten,.
und x == — 1 feien.  Hiedurdy befommt man die Reihe:
s=A—B}+C—D+}E—F+G —

Gegt man alfo

B — A=A B/ — 2A’ == AY
¢ —B = B’ C’ — 2B/ = B"
D—cC=c D’ — 2C = ¢*
E — D = D’ E/ — 2D/ = D"
i, 0.
BII — 3AH ) AIH Blll — 4AIII = AIIII
C — 3B“ - R/ CH! — 43111 = B/
DY — 3011 = C DY — 4C/// — G/
EY — 3DII = D' E e 4D/(l = D

. i,
fo ift, nachdem man diefe Werthe gefunden hat, die Summe
ter gegebenen Reihe gleich folgender Reibhe:

N & s =
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A AI All Al/l AIIH

§ EZ o —— - -1
2 2.3 2.3.4 2.3.4.51‘2.3.4.5.6‘

Huf ahatide Art fann jele gegebene NReibhe in unzahlige ans
deve ihr gleiche vermandelt werden, und unter dicfen maf:n
natlielich audy convergivende fepn, durdh welde man die
Summe der gegedenen Reihe nafevungdiveife finden tonne,

§. 216,

Ycb Pehre gnr Cefindung der Reihen jurhcf, devenForts
fbreitungdgefess durch die Differensials Rechnung davgelegt
wird, Da ich in diefer Rackfiht bereits die algebraifhen
Grdgen unterfucht habe, fo wende ich midy gu den tranfeenz
penten, und nehme an, daf cine folgendem Logarithmen
gleihe Neihe gu fuchen fey. '

s = 10 Fax t €x2 F yx3 f x4 F x5} 1)

@8 fep die Hulfsreihe, welde wir ju dicfer ALfidt ans
nehmen:

s = Ux T Bx2 + €x3 } Dx4 } Exr + §xs a0,
Da affo cusd der Differengiation jener Gleidhung
b

ds _ @ ¥ 2C0x t3yx2 + 43x3 F 5ex4 F 10,

dx It aext Ex> t yx3 F Sx4 Fexs fe,

gefunden witd: fo hat man

ds
{1t axt6x2 Fyx3t 3x4~1~zc.)£=¢f:.€xfgyxzf4;xSﬂc.

Da ferner aug der angenommenen Sleichung ouf eben dem
Wege :

:—: =Y+ 2BxF 3C8x2 § 4Dx3 ¥ 5Cx4 ¥ v

tied: fo befommt man, nadh porgenommener Subftitution
dic Bleihung

U
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Ut 2Bx+3€x2 + 4Dx3 § 56x4 + 10,
t e + 2B + 362 +4De Fac
t U6 +2B6 4366+

T Ay F 2By

AT $oac,

—

et 26x f 39x2 F 40x3 + 5ex4 § g,
und hievaus fiiefen folgende Beftimmungen:
[
— 3%« $ ¢
'—%%u——%ﬁc—§wc ¥ v
— 36e — 2B6 — 21Uy $3
— 200 — €6 — 2By — (AT} «

0,

Y e 8R
hwiaunn

§. 217,

. RNun fey die Cxponentials Brdfe
s = Xt Cx2 F yx3 ¥ ¥x4 F exs -fnf.

gegeben, fo daf e die Jahl bedeute, deven hyperbolifdhe Los
garithme = 1 ift; und die angenommene Hilfsreibe fey

s=17TUx+t Bx2 + €x3 + Dxa + Ex5 + 10,
denn wenn man x == o fet, fo ethellet fhon, daf des erfte
Blied = 1 fepn miffe.  Da alfo, twenn man die Logariths
men nimmt,

Is = «ex $ €x2 F »x3 4 ¥x4 § ox5 + {x6 F 2,

ift, fo tird, wenn man differensiict,

P
(—1«: = 8(«t 26x T 3v%2 T 43x3 T 50x4 } 20)

RNun
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Jtun ift aber aus der angenommenen Gleichung,

T = 0§ 2Bx § 3622 4 4De3 £ 56x4 t 1. =
X

« + Naxt %aaxz'[' Cax3f Duxst 2.
+ 26428 +aBE 4266 41
+ 37y t3%r 3By +a
T 4% 4% + e
"l' 56 3¢
und bievous findet mart fite die Buchftabess %, B, €, D, 16,
foigende Beftimmungen:
N =«
B = C‘ + 1%
=+ 3%6 + 1Bs
=31 3%yt 3BC + 1€
= }+ $U> T 1By T 266 + LD
ic.
§. 218,

Auch 1aft fich, roenn ein Bogen, deffen Sinus oder So2
finug gefucht wird, durdh eine gwep: drey: oder mely: theilige
®rofe, ja feldft durch cine ohne Ende fortlaufende Rethe
ausdgedruct ift, diefer Sinud und Cofinug ebenfalld nach der
gegenmdrtigen Methode durdy eine unendliche Reihe dacfrels
len, Um dics aber auf die bequemfte Art su thun, reichen
die erften Diffevengialien nicht hin, fondern man muf dabey
fu den jtoepten Differensialien feine Suflucht ju nehmen, €8
fep aljo

s= fin.(e ¥ €x2 ¥ yx3 ¥ ¥x4 ¥ x5 ¥ zc)

und die doflic gefuchre Reibe

s= Uxt Bx2 + €x3 + Dx4 + Ex5 + 1¢.
Denn dap dasg erfre Bhed verfhwinde, ift befannt, Da toit
Hier aber guden joepten Differensialien heradfteigen miffen,

fo

@Y e
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fo muf audy der Soefficient A anderswober beftimmt toer:
© den, und dies Fann gefhehen, wenn man x unendlich Plein
mmmt. Denn algdann ift der Bogen = ax feinem Sinug
gleih, und es wicd daher Y =«  Nun fep der Kirze
foegen :

‘ zcux'fé’xzi'y}di'zc

damit s == fin.z werde: fo findet man durch die Differens

amtmn :
+ds .._.Ad,z.cof.z; ,dds == ddz.cof.z — dz2fin.z

ds . e
Da aljo fin.z=s, und cofiz = é_z ift, fo toicd

dsddz

dds = i

— sdz2; ober dzdds t sdz3 } dsddz.

§. 210,

§Bic twollen annehmen, daf der Bogen 2 blof durdh ein
Binomium ausgedrudt werde, und z=axt Cx2 fegen,
Yisdann ift _

R » dz = (= ¥ 26x)dx
und tenn man dx als beftandig betvachtet
ddz == 2€6dx2; und
dz3 == («3 ¥ 6426x ¢+ 12«62x2 F §63x3)dx3

Da fernet s = Ax ¢ Bx2 ¥ €x3 ¢ Dx4 + 1, ift,

fo rouwd
S = uia®rt3le i 400t
. dds : L
und 1= 2B +6Cx T 12Dx2 § 20,

Braudt man diefe Werthe in dev Diffevendiol; Gieichung:
fo wuds:
dzdds
T3x3
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dzdds

—— = 1.2Be} 2.3Cext 3.4Dux2} 4,5C0x3 fic,

dx3

sdz3

21286 12,2366 $2.3.4DC  fuc.

953 + N3 Ba3 Cu3 i,
t 6Uerlt  6Ba28iuc,
T 12%al2 {20,

dsddz '

L L 4DE + 666 + 8DC 1
Hieroud evgeben fi folgende Befrimmungens

. 2%¢
- Za (
= o &..Qﬁ:
2.3,

- 266 6%z Baz
T 4a 3.4 3.4
@__4@¢_12?1¢‘_6SB¢G Car

8ar 4.5 4.5 4.5

6E6C 83  12FE2 666 Da2
— 7 Téw  5.66 5.6 5.6 5.6
@=_8%ch8%g3 126862 6Dal  Caz

198

74 6.7 6.7 - 6.7 6.7

und hHat man diefe LWerthe gefunden, fo ift
fin.(ex £ €x2) = YUx + Bx2 ¥ €x3 1 Dx4 § 1,

umd ¥ = a.

§. 2204

Auf afnliche Art aft fich der Cofinus cines jeden Wins
fel8 in eine Reihe verwandeln. Da aber Bogen fehe felten
purch mehreheilige Grdfen gegeben werben: fo wollen wie
Den Gebraud der gwepten Differensialien bep der Cefindung

be
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der Reibe fiir den Cofinus des Bogens x fennen ju lernen
fudben. €8 fep alfo s == cof.x, und

se=1— Ax2 + Bx4 — €x6 + Dx8% — 1.
gefegt wotden. Da ds = — dxfin.x, und dds =—
dx2cof.x = — sdx2ift, fo ift dds } sdx2 = o, und
man erhalt alfo durd) Subftitution

dd _
3;-3=—1.=u T 3.4Bx2 —5.68x4 17.8Dx0—10.
. s = I — 9 x2 -i- Bx4— Cx6 T 0.
und daducd), daf man die gleichnamigen Glieder gleidh fegt
1
¥ = —
I, 2
q x
=i ST 2.3.4
B I
¢ ~ 5.6 1.2.3...6
¢ 1

@ = 7 . 8 = I 3 2 . 3 LRI 8
1,
uf diefe Act erhellet, was wiv auch jbon oben ausfihrlih

betviefen haben, daf

X x4 %6 x8
COLX == T o o oo i e + :
1.2"X.2:3.4 I.2.3...6° 1.2,.3...8

— 2

ift, und die vorhetgehende Reilye gicbt, tvenn man fiir den
Ginus 8 =o und « = 1 fefit,

x x3 x§ x7 x9
fin.x = — — = — +
I 1.2.3°1.2.3.4.5 1L23..7 123...9
= 2C,
§. 221, *

Nus diefen befannten Reihen fitr den Sinus und Cofis
nus findet man die Reihen fiv dic Tangente, die Cotangente,
: Die
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dic Secante und Cofecante eined jeden Winfels, Denn die
Rangeate eralebt fich, wenn man den Sinus durch den Co-
finus, die Cotangente, weni men den €oiinug durch den
Ginug, die Secante, wenn mwan den Radiud 1 durdh den
Gofinus, und dic Cofecante, toenit man der Rabdius durch
den Sinus divkdict, E8 {heinen aber die durdh diefe Divis
fion gefunbdene Melhen fehe treeguldr, ob fie gleih, die fir
die Secante ausgenommen, durdy die ohen gefundenen Bero
noullifben Zabhlen Y, B, €, D, 2. auf ein leichtes Progref:
fions: Gefesy gurhcfgebradt werden Fonnen,  Denn da wir
~oben §.127, gefunden Baben,

Nuz , Fué Gus | Dus

u
W, =1 ~— ~cot.Zu
1.2 1.2‘.3.4»?1:2,3.‘6%1.2.3..8T 2
fo titd, wenn man Ju == x fegt, ‘
‘ 1T 22¥x  24Wx3 268 x5 Q‘S‘z}x'f
COt.X &= — — e ——— —
x I,2 1.2,3.4 1.2.3..6 1,2,3...8
— 3C,
und twenn man &x fiv x fdbreibe,

L2 2 o®x3 2€8x5  2Dx7
COLIX == — o — — — -
TR T2 1.2.3.4 1420306 1.2.3...8

—1C
§ 243,

. Hieraus aber Laft fidh bic Tangente eined jeden Bogend
auf folgende et ausdrucken. Da
2 tang. X

tang. 2% = — P ift, fo toivd
) 1 — tang.x2 1
I tang. x .
cot, 2 x = — = jcot. X —gtang.x
2tang. x 2 ;
und alfo <

tang.x == cot,x — 2¢ot.2X

Zulevs Diff, Rechn, 2. TH, 1.UAdbth, N Da
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Da nun
1 22%x  24Bx3 6Exs 8Dx7
cotX = —— 2003 20@xy | 280k
1.2 1.2.3.4 . I1.2,,.6 1.2...8
— 1 .
T 24Y%x  28Wx3  2I2@x5 216Dx7
2COL2XSE — — = —_ B -
X 1.2 1.2.3.4 1.2,.,6 1.2...8
— 20

ift, fo befommt man durdh die Subtraction diefer Reibhe von

fener ,
22(22—1)x | 24"24—1)Px3 | 25(26—1)Ex¥

tang, x ==
1.2 . 1.2.3.4 1.2...6
28(28—1)Dx7
_...—(—_—-l-— ) .I. c.
1.2.,..8
Braudt man daher die Budftaben A, B, C, D, 1c, §. 182.
fo roied . '
2A% 23Bx3 5 25 Cx¥ 27Dx7
tang.x == i LRI
1.2 '102.304 Io20006 102..‘8

§. 223
Die Cofecante aber wird auf folgende Art gefunden,

I .
Da cot. x = tang.x F 2cot, 2x == _— T 2cot.2x ift, fo
co

foird cot.x2 = 2cot.x.cot.2x+ 1, und wenn man die
Wurzel auszieht, .

v

cot. X == cot.2x } cofec.2x
dafer denn
cofec. 2x = cot.Xx — COt. 2%,
und, menn man x fur 2x fest,
cofec. x == cot.2x — cCOt.X.
Da wir nui dte Cotangenten. haben, nemlidh
2 2Nx 2% x3 2(.x$'

cot.ix _— — — 20
X = 1, 2-'1,1.34 L, 2.4.6

\
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I 22z 24Bx3 26@xs
COt. X == ~— — — — — 1
b3 1.2 1.2.3.4 1.2...6
fo wird, twenn man diefz Reihe von jener absieht

22— x 23— Bx3 2025 —1'Exs

ofec.x = — -

¢ XT 1.2 .f‘. 102.304 -l. 1020‘vb
2.

§. 2240 BRI,

» e

Die Secante aber Fann durd) diefe Bernoullifchen Bok-
fen nicht audgedruckt werden, fondern erfordert andere Rafhs
fen, welde in den, @ummen ter uugewbcn veciprofen Pote:

ftaten bo:?ommen. Demn foenn man fept 7' _
1 1 I I %
ot ?‘7*‘9—*“’ = F
I 1 I 1 I e, = 8 3
3 s 73 gl Tz e
L L T T v iad
I b— .I‘ e————— — zc, = a --W‘:‘
35 " 5% 77 0 g8 1.2.3.4 2¢
1 I I 1 by w7
11—ttty AN
. 3 5 7 9 1.2... 2
1 I I I § @2
1I— 39 59 79 .i' 99, = 1.2...3 ?J’
I 1 T I v ¢ wll
I—-_I—l-’f—‘l‘l-- il‘f 11_"‘— _::4
3 5 7 9 . 1.2,,.10 2
2.
> . fo roicd
) o == 1
8 =1
AY 7 facsons] 5 »
& = 61 :
s == 1385 i
¢ = 50521 Lo



260 Boeyter Theil.  Achtes Capitel.

= 2702765

B3

$ == 199360981

¢ == 19391517145

% == 2404879661671
(.

und mwcb Diefe Werthe bet’ofnmt man:
s

{fec.x = ---x2 : 6 8
¢ “t 2 1‘...3 4.X i'x 2...6x TL.:...SX

+ .-
§. 225,
Wm den Sufemmenhang diefer Neihe mit den Jablen
®, 8, v, 3, 2. fennen gu lecnen, woflen wic die oben behans

© Delte Reihe betradpten, nemlich:
%

nlin,—=
n
I I I T
'—"f T — - 'i' '1' — e
m n—m ntm 2n—m 20ftm’° 3n—m
Man fege me=dn — k, fo wird

ﬂ- —
——
XL
ancol, - &
n «

' I I T
n;gk‘i‘ﬁfgkt—gn;—gkwg,nrzkf k-l'“.
ka# ]

63 fep — == x, odev ks =nx, {0 wird
n
T * = ST
—fec, x = — - 2.
2n nz-—2nXx nx{2nx 3n#—2nx
oder
2 2 ! 2
fec.x = + —— 2
m—2% #f2x 3Jr—3x 37t.x g7 —2x
+ 2,

fec. x
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4= 4.37 4.57 ‘4 77
fec.x = —_ — -
a2—gx2  grZ—4x2 " 25x°—4x2 4y &= 4X
T '

Yerwandelt man aun die eingeln Glieder in Reiben, fo
witd

4 i | S S
fecx=—-(——fF —— — }+ — — 1)
# 3 5 7 9
24x2 1 | S 1
Pt nta—w

26x4 T 1 1 1
+ ;‘\—E;’I‘g;—;;;'i‘a;—n)
%

und toenn i diefe Reifhen die oben dafiir gegebenen Werz
the gefent toerden, fo erhalt man eben die Reihe fir die Ses
cante, weldhe wir hevausgebradt haben.,

§. 226,

Hieraus erhellet jugleih dad Gefes, nach tweldyem die
Sablen «, 8, ¥, 3, 2. toodurd) die Summen der ungecaden
Poteftaten ausgedructt werden, fortfdbreiten. Denn da

3 .y &
fec'x_coﬁx_u?mxz+1.2‘3.4X 1.2...6
‘ ¥ 2. .
ift, fo mug die RNeihe nothwendig dem Brude

R T
x2 x4 x6 x8

1 — —% —_ —_—

2 1.2.3.4 1.2...6 T 1.2...8

gleid) fepn,  Seit man daher diefe Gleichheit vovaus, fo bes
fommt man

R3 1 ==
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I =
t “-i-_f..xz-} L4 x4t xd'['——-:--—-xs‘flt.
L L2 1.2.3.4 1.2.. 6 1.2...8
RS 8 ¥ SR : *
T Iz f.2.1.2  l20..4 1216 ©
@ B8 o
. -1-1.2.3.4 +1..4.1.2 .fx.._4.1..4 -};zc.
) g -
T 1.6

¢ == 1 ,

2.1
B = —u
1.2
4.3 4.3.2.Y
; y = — — -t
1.2 1.2.3.4 '
6.5 6.5.4. 6.ouu T
}:—-——-7-— . 425‘1‘ "
1.2 1.2.3.4 [.0..0
. = 8.73_8.7.6.5/1. Q...
1.2 1.2.3.4 ) GUUOR
T .

Uad aus Mefen Formeln find die Werthe jener Buchftaben

gefunben morden, welge toiv §. 1224, igegeben Haben, und
perimttelft reldber die Summen der Reihen auggedrucht wers

ven Ponnen, die unter Den Nusdruct

I I I T
Frrte TRt

2¢hiven, toenn n cine ungerade Sah! i,

)




Neuntes Capitel
Bom Nuben der Differenial: Rechnung bey der
Uufldfung der Sleichungen.

§. - 227,

@e ift bereitd Hinldnalid ageseigt worden, dafi man icde
Gleidhung cuf die Form der Funftionen juridiuhren Fann,
Dern bedeutet y rede Fuaftion von x, fo find m dem Muss
trucfe y = o alle nur mdaliche endlrche Gletchunaen, tie alz
g:braifchen und die tranfeendenten enthalten.  TMan veifreht
aber unter der Anfldfung eince Gleichung y = o, die ez
ftimmung degieniaen Werthes von x, der, in die Funftion
y gefet, diefelbe = o-madht. Meiftens giebt e mebr al8
cinen Werth far x, und man nennt fie die Wurgeln der Steis
dung y = o. taffen wir deher £ g h, i 2. die Wurjeln
der Gleihung y = o fepn: fo ift die Junftion von der Art,

) J

dafi fie = o witd, wenn man davin £ oder g oder h 2c, fiir

x fept.

§. 228.

Da alfo die Funftion y verfd)minbcrt, toen man fir x
dacin £ oder x + (f— x) fegt, indem f eine Wurzel der Gleis
dung y = o ijt: o wird nacy dem, was ric oben von ven
Kunttionen gehHabt haben,

f—x)d
°=H~( Tn Ly

(f—x)2ddy , (f—x)3d3y
2dx2 1 6dx3 T
N4 Yus

N
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Aus dicfer Gleihung wird der Werth der Wurgel £ auf die
Urt beftimmt, dah man fitr x fegsen Fann was man wilf, und
dabep gleichrooh! alfemal durdh die Subftitution der Werthe,

dy ddy
toelche Y ——)-('/ '2‘-&';:-2‘
welche den wahren Werth pon £ giebt.  Um Diefis deutlicher
iu madyen, wolfen wir ,

y = %3 — 2x2 $3x — 4
fesen, ¥Ulsdann ift

, 2. beFommen. cine Gleichung erhalt,

\
== 3xx — 4x F 33 ;%g—y:-—gr-—z und 6j’di’i:_.--r.
Subfituict man nun diefe MWerthe, fo witd
0 = x3 — 2x2 } 3x — 4} (f—x)<3w——4xi~3)
P (f—x)2Q3x —2) F (F—x)3
oder, wenn man wirllih multipiicict,
N3 —affdk af— 4 = o,
SRan findet nemlidy cine der gegebenen Ghnlide Sleichung,
Die dhher aud ¢bon Dicfeiben Burseln enthdtr,

§. 229,

- 00 man indef gleich auf diciem Wege ju Femcr neuen
Bleichung gelangt, aus welder man ten Werth der Wurjel
fleidter finden foante: fo faffen fich Ddennod) dareus fefe
wimtige Halfemittel jue Grfindung der Wurzeln Herleiten.
Rimmt man nemlich fiiv x einen Werth an, welder irgend
einee Wurgel der Gleichung fehr nabe fommt, fo daf die
- ®edfe £ — x eine febyr Pleine Grdfe ifi: fo convergiren die
Glieder der Gleidhung
(f'-—x)d f—x)2dd (f—x)3d3y
: .l. ( 2dx2 Yf'i. 6dx3 RS
.' auf febe meri’hcm Met, und mon entfernt fih daber eben
“nisht betedsptiich von der apeheis, twens man blof die beys

. den
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den etfren Blieder behalt, und die hbrigen indgefammt wegs
136t Hat man alfo fac x einen Werthe gefent, der irgend
ciner Burjel der Gleidung y = o beynabe gleich ifr, fo ift
najerungsiveife '

(f;—--x)(ly% . ydx
—l e b X — e
vyt dx ! ‘B'D - d

) y
“und aus dicfer Formel findet man, freplich nict dea wahren
abetr dodh, einen dem wahren fehr nahe fommenden LBerth
von . Geyt man nun diefen von neuem fir %, fo befommt
man dadurh den Werth von £ nodh: genauer, und fo Pann
man fish demfelben immet mefr ndhern.

§. 230

Hieenach laffen fidh juvdederft die Wuvzeln alfer Dignis
taten aud i:der gegebenen Baht finden. E8 fep 3. B. die
Qahl a» + b gegeben, bamit baraus bie nte Wurgel gejogen
erde.  TMan foper .

x2 == a" }+ b; oder x2 — gn —— b= o

daf
y = x? —at — b -
fep.  9idann ift

ﬂz:nxﬂ-!; ddy‘cn(n——-t)xnwz;
dx 2dx2 1.2 . ’

d3y — —

3 =bn(n 1){(n ﬂxn-s .
dx3 i.2.3

eyt man daper die gefuchte Wurgel =, oder fe= \nfCan ¥ b)
fo i L

0 ==x0— all — b ‘i‘ n(f~ x)xn—'l »i‘ Eg‘:l_l—)(f__x)zxns;

1.2
+ e
Nimmt man alfo fiir x eine Sahf, die von der gefudbten
oBurgel nidht fehr abtocicht, und dics thut man, wenn man
Rs XT3
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x == a madt, vorausgefehit, daf b fo Plein fep, daf anib
<(at Dnift: fo-wird naherungdmweife b=nan-1f—3a)
und alfo ’
=a 1'
. nan-I

toodurch man bcn Werth der Wurgel fchon, viel genaner Pens
nen feent.  Nimmt man aber nodh dasg dritte Glied dagu,
obet fefst man

b = nan~-I{f—a) 'i' n(n )anwz(f__ a)-2
fo rolrb
’ a 2b
—— Q)2 T — — ——
(f—a) © n— x(f 2) 1. n(n ~ pjan-2

und folglich

b
Fom g —— ——— -'*‘_\/“( 22 Y 2 2)

n—1 n—1;%2 ° n(n—1i)a"-
obet
(n—z)a + w/'(aai-zkn—-x)b nan-2)
n—I

Wermittelft der Srtraction der Ouabdratrourgel findet man
Daher den Werel der Wursel £ nodh genauer,

Erempel,
Die Quadeatroursel sus irgend einer Jabl ¢ 3ufinden;

" odet ¢5 fey XX —C = Y.

Man fege die Sabhl, tvelde dev Wurjel am nadbften
fommt = a, und b=c — aa, Daaatb=cundn=2
ift, fo giebt die erfte Formel

f=at p ‘-—g—aaa = ¢ ;}':a; und die andere f = vc.

Da alfo die Wurgel junadft = c—-?—; ift, fo fegie man dies

fen SBerth fitr a, wodburd man den genauern Husdrud

fe=
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ec ¥ Gaac ¥ a4

T galctaa) :

ethdlt, Gé fey 3. B. c == 45; fo hat man aud der ¢rfien
Fovmel '

_f:'_

f= -5- 3—.
23 2 . .
Man fese alfo a = 2, fo wicd f==2,25; ferner a == 2,25,
fo befommt man f == 2,236111; endlid a == 2,236111,
fo wird £== 2,2360679, welder Werth der wahren Wurge!
aus 5 {dhon fehr nahe Fommt,

§. 231,
uf ahnfiche et 1aGt fich abet auch die Wurgel einer
jeben Gleichung vermittelit der Gleichung f = x — %}‘

naherungsmocife finden, tenn man nemlich fiir x einen Werth
angenommen hat, der von einer Wurzel dev GBleidhung nidht
oicl unterfibieden ift.  Um cinen folchen TWerth flie x ju evs
Balten, fegge nian daflic nady und nadh verfhicdene Werthe,
und twahle dann denjenigen, toclhe den Fleinfien Werth dep
Sunftion y, 0. . benjenigen giebt, der o am nachften fomms.
St 3. B,
y == 'x3 — 2xx } 385 — 4

fo wird wenn man fent
i y —— — 4 X = 0'
y e — 2 X = [ ‘
y= T 2 : X=s2 ,
und hicraus erhellet, daf die Wurgel oifchen 1 und 2 falie,

. d , -
Da aljo :1-%: =3xx — 4x ¥ 3 ift, fo hat man ur Gefin:

dung der Murzel £ aug x3 — 2xx F 3x — g4==0, di¢
Sleichung: ‘

f ==
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=y 2dx (3 —axxt3x—4g)

y 3Xx — 4x T 3

Gsfeyalox =1; fowitdf=1 % —22- = 2. Hun fege

2 12 12
mnx=2 fowitdfm2— —= =, Cfip x= —_
7T 7
2 1 2812 . .
fomitbf:%——%:%:rﬁsg. Wil man tocis
{

ter geben, fo ift ¢S bequerher die Yogarithmen ju gebraudyen,
Man fepe alfo x = 1,653, fo wird

1x == 0,2182729 x = L,653c00
1x2 = 0,4365458 X2 == 2,732409
1x3 = 0,6548187 | x3 == 4,516673
x3 = 4/5‘6673
3% = 4,950C00
%3+ 3x = 9475673 3xx t 3 = 11,197207
2xx + 4 == 9,464818 4x = 6,612000
3apler = ooro¥55  Nenner = 4,585227
1b. 3. = 8,0356298
10 RN = 0,66135608 x = 1,653c00

10D, = 7,3742690 %thd} = 0,082367

f= 1,650633
und diefer Werth Fommt der Wabhrheit fehr nahe. (

§. 232
RNodv febnellere Naherungen laffen fid aus dem allges
meinen Audructe herleiten, Denn da wir, roenn eine Funfs
tion y = o gefesit, und die Wurgel diefer Gleidhung x = £
angenommen wird,

o=
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(f—-—x dy , (f—x}2ddy (f—-x‘Sdzy
t 2dx2 T 6dx3 T

gefunden haben: fo fey f—x =1z, folgltd) die Wurzel
f=x+tz Foeener fefie man

o=yt

dy . dp . 49 d
a’;{:P, Friaai é———l‘, e L
fo roird
z2 3r 4g
0“'y'!‘2p1‘ q"l'z"—"i'f—“"'l';a'i' .

$Hat man in diefer Gleidhung fiir x irgend cinen Werth,
durch wefhen denn audd y, p, q, r, s, 1. befiimmt wecden,
angenommen, fo muf man dic Grofe z fucben; und hat man
diefelbe gefunden, fo ift die Wursel der gegebenen Sleidhung
y=ooder f=x tz €8 fommt alfo darauf an, aus dies

fer Gleichung den Werth der unbeﬁaunten @roﬁe z quf die
bequemfte At gu trhalten

§. 233
9Man febe z folaender convergirenden Reihe gleich
z=A+B+C+D+FE T
fo toird, twenn man fubftituist,

y =7
pz =Ap } Bp + Cp % Dp + Ep }i
3qz2 = 1A2q '+ ABq ¥ ACq T ADq t 0
t $BBq + BCq 2.
lrz3 == ~ 3A3r f IA2Br +3A2Crt e,
' + IAB2¢} 26
7524 = 25 A48 T4A3Bs T K.
Tasta’ = TIsASET W

Huerausd ergeben fidh folgende Sleichungens
A=
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A:._?L

P

_ 773

B = 2p3
c= - 1299 , ¥r
) 2p¥% 6p4

5y4q3 , 5y4qr y4s
8p7 12p6 24pF
2K,
Folglich oird
Y YRy i 5yee2  syder

P 2P3 2ps 6P4 8P7 IQP‘
y4s
. —_— 24p; - o
ey, Erempel)

tEs fey die (Elexd;ung x5} 2% — 2 == o gegeben,
E3ift y = xs -I-zx—-z

2 '
dy . . TN
. . i =p == 5-x4 + 2 _

— = 3
I = 9= 0%
dq ;
— = r = 60x%

S dx -

\ dr _ s 120X ' )
dx T A

BRI .

Hun’ fetge 'man x = 1, tweil diefer MWerth von dey tafren
fBursel nur wenig abweidht, fo ‘wivd '
y=1; p=7; q=120; r=60; s = 120

L oy und folglicy

. z 23
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i 4 10 200, 10  5.1000 , 500 5
ZES e tm——Ft e —=
7 73 ?5 74- 77 .i' 76 75
’ oder
I 10 139 1743 . .
7 = — — _._;;-— 75——— 7 i, =3 — 0,183 alfo
f = o,82.

Qﬁenn man biJefen Werth von neuem fiie x feste, fo twlirde
man die Wurgel in einem Holsen Grade genau erhalten,

§. 234,

Wir haben alfo einc ofhwe Ende fortlaufende Neibe fhe
die Wurie! einer jeden Bleichunyg gefunden; allein fie hat
den doppelten Fehler, daf theils dad Fort{dreitungs . Gofety
derfelben nicdht einleudbtend, theild fie felbft ju sufammenge:
fegt und bepm Gcbraudhe ju fbwer ift Wir wwollen alfo diez
felve Uaterjudung auf einem ondern Wege anftellen, und
cinee Reihe nadforfdven, weldpe die Wurzel jeder gegebenen
Gleichung auf eine veguldrere et auddrucke,

G fey alfo wie vorhin die Gicichung y = o gegeben, fo
daf y jede Funftion von x bebeute: fo fommt alles darauf
an x o ju beftimmen, daf bie JFunftion y == o werde, wenn
man darin den gefundenen Werth fiir x fesst. Da aber y
eine Junftion von x ift, fo ift aud) umgefchrt x eine Funfs
tion von y; und aeht man von diefem Sefichtspuntte aus,
fo bat man den Werth der Fuaftion x ju fudben, den fie
Defommt, tvenn die Gedfie y verfdwindet.  FBenn man alfo
£ den LBerth von x bebeuten laft, tobey diefed gefdichet,
und dies ift allemal eine Wurzel der Bleidung y = o: fo
witd, weil x bey y = o in f ibergehet, nady dem oben Bes
foiefenen , :
ydx , y2ddx y3d3x y4dax .
dy 2dy2 - 6dy3 24dy4 -

und
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und in diefer Gleidhung wird dy al$ beftindig letracbtet.
€t man Cafer

dx .dp_‘dq;v.dr_.
dy =P dy_dq’ d}'—r,, a;-—s, .

und braubt dicfe Werthe, um die Rictficdht anf cin beftans
diges Diffevengial nregiubringen, fo wird

[ 1 T T
f=x — F —qy2 e —ry3 P gyt e ——ty S 3
X PT 2‘1X 61‘)’ 1‘245)’ “OY T

§ 235 .

Hat man alfo fir x ivgend cinen MWerth angenommen,
fo terden dadurd jugleidh tie Werthe von y und der Grdfen
P, q 1, s, 1. befrimmt; und hat man diefelben gefunden, fo
iit man im Befite einer ohne Ende forlaufenden und den
Serth der Wurgel £ ausdricfenden Reife. Hat aber die
Bleidbung y = o mefyrere Wurgeln, fo findet man diefelben
wenn man fie x verfdhiedene Werthe nimme.  Denn da y
einenjund denjelben Werth haben fann, wenn gleidy fir x -
verfdicdene Werthe angenomnien roetden: fo ift ed nidhts
-befonderes, dak eine und diefelbe Reibhe mehrere Werthe ge:
ben thane. Um aber die Swepdeutigfeit in diefen Fallen
aus dem MWege gu raumen, und jugleidh die Reibhe convergis
rend ju machen, muf man fie x einen Werth fegen, welder
dem gefuchten nahe fommt.  Denn alsdann wird der Werth
von y fehr lein, und die Glieder der Reihe nefhmen betradhts
lid ab, fo.daf man fhon in wenigen Gliedern den Werth
flie £ genau genug haben Fann, Sefit man darauf diefen
Merth fiae x, o wird die Brdfe y noch fieiner, und die
Neihe convergirt noch frarfer, und auf diefe et findet man
vie Murgel £ bald fo genau, daf der bleibende Fehler nicht
in Anjching Fommt, Hicraus 1alt der grofe Vorjug dee

gegens
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gegentodrtigen Fovmel vor der vorhergehenden deutlich in
die Augen,

§. 236.

Wir wollen annchmen, daf dic nte Wurgel aus irgend
einer Sabl N 3u stehen fev. BGudht man alfo die der N am
nacften Fommende nte Potefiar, fo crhait man ohne Mihe
N == a® + b, und 8 ift alédbann

xt==at}b; mdby=zxr—ar—5bh

folglih
dy = nx®-1dx; unb-—=p=n 2 T
x 9-
(n—n)dx, dp n—1
dp =— nxz u"bﬁ}_q“_ nnx2n-x
(n—1){2n—1)dx dg (n—1)(2n—I)

dq = m——————— ) — = r =

nnxan n3x3in~-x

'(n-—l)(zn—-l)(gn——l)dx‘
3xan y und
(n—1(2n—1)(3n—1)
- Z n4x4ll—1
2,

dr = —

= s =

Sy

Run fege man x = a; fo witd y = — b, und die gefudhte .
Burgel £ = v(a® t b) auf folgende et ausgedructt:

b (mn — bbb, (n—1)(en—1)b3
nan-I  n.2n.a2e- i n.2n.3n.a3""r
;__ (n—1)(2n—1)(3n—1)b4 F

n.2n.3n,4n,a4n-1

9fuf diefe et erhalten tiv eben dieReibe, tweldpe man dureh -

f=a+t

.

x
die gemeine Entivicfelung des Binomiums (a» t p)" findet.

Eulers Diff. Rechn., 2, TH, 1. Abth, & §.237.
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§. 237
Hat man alfo durd) die Eytraction die Wuryel a, ud
gugleich den Reit b gefunden, fo mug man ju der Wurgel

addiven, vm die Wurel
—b

' ‘ . b
noch den Werth ded BDruedhs —3

. teil

genauer ju befommen, @8 ift aber an-1 = N
N =an+ bift. «Alein auf diefe et erhalt man die Wur:
ael grdfer af8 fie fepn follite, und muf daher das Dritte
Glied abjiehen. Um alfo durd) die Divifion des Reftes b
die Wurjel der wahren naher ju erbalten, muf man den
Dagu erforderlichen Divifor auffuchen, und wic wollen =
nat-* § ab f gbb F ¥b3 %20
fégen,  Da bey diefer Annakine
nan-I Fab 4 gb2 f 4b3 ¥ 20
b (—1)bb (n—1)zn—1)b? (n—1)/2n—1)"3n=")bs
nan-I gp2gzn-1 '6n3a3'7"'1 24n4a4n-1
+ 1.
feyn muf, fo tird, wenn man durch nan-1 f «b £ ﬁb" ¥
ob3 41, mu(tzphcu‘t, .

o)
—

b=25b
(n—1)bb , (n=1)(2n~1}b3  (n—1)(2n—i)(3n—1bs
T Znan T 6n2azn 24n3a3n T
" @bz (n—1)«b3 4 ‘(ns—1)(2n—1)ab4
pan-X 2n2g2n-Y 6pn3a3n-7
§ P (m—nabe
. nan-Z ' gn2g2n-%
vb4
‘i‘ n all’“I

Hicers
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Hievaus ergeden fich folgende Beftimmungen:

n-—1
[ R =Y
za : .
. m(n-——ljw (h—O(n—1) __ (n—1)(n¥t)
2na%? ¢  GnantI '—.' 12nantf »
_(n—n)s8 (n-q)(zn-—l)u_I‘n(n—-r)(zn——x')(gn——g_)
— 2nan - bna’:azn 24n3a2uf‘41‘
' oder
_ (=t
r = —
24na2ﬂ+I

Demnad ift der Brud, welchen man ju der gefundenen Wurz
sl a nodhy hingu addiven muf,

b -
— — —1'b3
nan-1 + (n—1)b _ (on 1)bb | (sn—13b
2a. 12nantt 24nazntx
§. 238

e, alfo die Quadratrourzel aus der Jah! N gesogen
toerden folite, und die jundchit fleinere Wursel a, und der
Reft b bereits gefunden tworden rodre: fo mifite manjua
nod) ten Duotienten addiven, den man fande, toenn man
den RNeft b durey

b bb b3

22 ——— e et e §(s
% 24 ya3 T 16a%

dividicte. Sollte aber die Cubif wursel gefunden werbcn, fe
mifte man den Reft b durch

dividiten; unb";u'f)"iecbonx wouen"mi: nun einigé Bey piele
hecfenen,
S 3 Erites
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Crites Erempgl
Nian foll die Buadratwursel gus der Jab! zoo finden.
Man fege N == 200, und da das nadite Huadrat 196
ift, fo twitd a==14 und b=4. Da man alfo’biefen Reft durh

11 1 i as
__.___, —_ F —— dividir

28 t 1961'7.196.98 idiven foll, fo hat
man 5um i‘)wtfoc 28,142135; und dividirt man 4 dadurch,
fo befommt man einen u 14 hinguwsufligenden Decimalbrudy,

Dev big jur zehntén Sifer und nod) weiter vichtig ift.

Swentes Erempel
Mian foll die Cubitwursel aus N = 10 finden,
Der nddhfte Subus’ift 8, und der Reft 2; alfo a = 2 und

b =2, und der Divifor =12+ 1 — ;%: 12,9444, Dems

nac ift die gefuchte Cubifrursel naherungsmeife
3 %0000

=2 = 2 .
T 12,9444 T 64722

§. 239,

Die fiir die Wurgel gefundene Reibhe Fann auch als eine
toiederfehrende aus einem Brudre entfprungene Reibhe angez
fehen toerden, indem dadurch die Glieder der Reifye auf weit
weniger Glieder in Dem Jahler und dem Nenner des gedachs -
ten Brudys jucicfgebracyt werden. BVey einiger Aufmerts
fameeit fieht man bald, bafg bepnabe fey

T YR

(at b= aﬂad——'—? —I)—'} :ﬁﬁ‘:’é
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und noch genauer
aat : DppntDEED

12
(atb)r = an, — , Y
a@_.(p -v—-;2)“b ¥ (n li;n 2)bb

Auf ahnliche Art Fann man durdy Ginfithrung mehrever Slies
der nod) genauere Briche befommen, 3. B,

(@atbp=an «

2
331'(n+3’a2b 1-(“+3_)("+2)abz N (m¥Nn+2)ntrb
2 * 10 120

I —_— 2 n— —_— — _ 3
a3 oy g 03N, (32 b
2 - Io 120

Sa o 1afit fid eine allgemeine Form geben, nady welder
man fich richten faun.  Man fese nemlich

A= m(n ¥ m) %[=\ m(n — m)
I.2m [.2m
B _(m—Dtm—1, o (@—DO—min)
T 2(2m—1) 2(am—1)
(m—2j(n}m—2) (m—2)(n —mjt2)
= € = - B
3(2m—2) 3(2m —2)
D =(m—3)(n+m—3)c D= (m——3’)(n—-m+3)@
4(2m—3) 4(2m—3)
2, R
$Hat man diefe Werthe beftimmt, fo ift
(afb)“ — an am f Agm-Ih¢Bam-2h2 ¢ Cam~-3bh3 Fiec.

§.

am—Y am-1h+Pam-2h2—Fam-3b3 {3,

240,

Wenn in diefen Formeln fite n gebrodhene Béblen aefest
werden, fo bePommt man davin fehr bequeme Nusdeiice jue
Ggtvaction der Wurzeln, So fann man, twenn die nte Wurs

® 3 3¢l
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#¢l aus der Fovm an b gegogen wecden foll, folgende Aus:

drade gebrauchen:
(a“,’fb)%za. Qn?n + (n * '\E:
i 2na" + (o —1)b
12n2a20t6n(2n f 1)a%b+(ant1)(n ¥ 1)bb
* 120242°46n(2n—1)a"bt{2n—1)(n—1bb

(" tb) =2

Wenn aber a® ¥ b == N gefest witd, und alfoar =N — b
ift, fo wich

2nN — (n—1)h

.2nN — (n m

] v’lzn2Nz-;—'(mfen—-ﬂ)Nszn——IVn-—I)bb
"1203N2—o6n2n t 1)NbT\an f 10t 1)bb

§. 241,

Die affgemeine Formel jur Crfindung der Wurpe! eines
ieben Gleicbung leifter dafier bep den Gleidhungen, die aus
mebrern Glicdern beftehen, ebon ten RNugen, welden die
gerodhntiche Binomifde Regel bey dev Uufldfung der reinen
Bleidungen x» = o gewafet, ynd gebt in diefem Kall aud
in Diefe Negel tiber. Wenn aber die BGleichung eine unreine
oder fefbft tranfeendente Sleichung ift, fo lerdet auch dadurc
der Sebraud unferer Formel nicht, und giebt dann flie den
Werth der Wursel cine ohne Ende fortlaufende Neihe., Da
dem fo ift, fo wollen toiv diefe Antweadung genauer fennen
3u leenen fuhen. @2 fey alfo folgende unveine aus drey Glies
dern beftehende Gleihung gegebens :

x2pecx = N

# baf ¢ und N befounte Grdfen bedeuten.  Man fese
xfcx— Ny, fo withdy= (nx"¥ c)dx, und

. T R
#ifo p= s Seener ift nunmele
‘ dp =
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n{n—1)z"-2dx - n(n —1)x"~2

dp == — et e B R
p ‘ (nxll“l -l- c)Z ’ q (nxﬂ"! — c)'g
Nuf shnlie et findet man, da r= ﬂ; s = dr ift,
dy dy

.= n2({n—1)(2n—i)x2n-4 — n(n—1)(n—2)cxn-¥
(n xn-I 4 c)f
— n3(n—1)(an—1)(3n—1)x3n-6 7
s = tan2(n—1)(n —2)(2an—1)ex20-5 { :(axe~Tic)?
— n(n — B){(n —2)(n — 3)c2x0~4
n4n-1)(2n—-1)(3n—1)( 4 n—1) x 40~ 8
—n3(@n-1)(n—2)(2n-1){2gn—11) cx3 n=7
= -i-nzgn—l)(n—wz)(zn-x;gnz—zggc2x2n.—6 f(“xn'— rf;c)%
— n(n=I)(n—3)n—3)(0 — 4)c3xn=s
1.
Hat man dicfe Werthe gefunden, fo ift die Wurjel der geges
benen Sleichung, /
f=x — py T 19y — 2ry3 T Fsy4 — zistys HiC
Denn man mag fiie x fegen toad man toill, (roodurd) ugleicd
die Budftaben y, p, g, r, 1. beftimmte Werthe beFommen)
fo it die Summe der Reihe allemal dem Werthe Einer Wurz

3¢l aleidh,

Crftes Erempel
$Es fey die Gleichung x3 f 2x = 2 gegeben
Dierift c==2, N==2, ne=3, und y=x3f2x—2,

. I 6
Man fehe x==1, fo witd y ==.1; P=T 9= T

6. . .
r = 2—‘3; s = — -I-—s—f-?; . und die Wurgel der Gleis
dung ift .
1 3 14 %o
f S e e e o ———— - i, == O, 075%,
s s 5 V77075

S 4 fNue
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RNun fege man x = o77. Da y = x3 ¥ 2x — 2;

; Q= — 6p3x; r==09xxps — 12p5, und

p=

3xxta
s =— 2i6-p7x3 t720p7x ift: fo hat man, toenn man
‘die Pogaritbmen nimmt,
Ix ==9.8865907/x =o0,77
1x2=9,7729814|x2==0,5929
1x3=9,6594721|x3=0,456533
! 2x==1,54

x3 f 2x=1,996530
Solglih  y=—0,003467
I — y=7,5399538; 3xx+2:=3,7787
1p==9,4226575; 1(3xx}2;=0,5773424
1— py=6,9626113; — py=C.0c09175II

———

1p3=8,2679725
1x ==9,8864907
13="0,4771213
1y2 =5,0799076

1 — 3qyy==3,7114922 — £qyy==0,0c0000514
Hiernadh ift die Wurgel f == 0.0770916997, und faum in -
der legten Sifer der Wahrheit nicht gemag.

Bwentes Srempel
£s fey die @Gleichung x4 — 2xx T 4x == § gegeben,

Man fege y == x4 — 2xxF 4x — 8, fo witd dy =

4dx(x3 —x }1) ‘
SR S Pt Lok S S WY

p-= 4(x3 —x t 1)’ dx  4(x3—xt1)2 Bolglich

—3xxtr | dq__ 20x4—I2Xxx—3

= —— = - . —= und
1 10\x3 —xt1;3" dx 16(33 — x t 1)4

r =



3. Nuben d.Differens. bey Uufl. b.Gleichungen e, 28t

)
21 X4 — I2XX — 3
T 64(x3 — x t 1S

Hierburd) bePdmmt man fire die Wurzel der Gleichung

],

f=x Y Gxx—n)yy  (7x*—4xxtr)yd
- 4(x3 —xt1) 32.x3—xt1)3  128(x3—xti)s
- 3

Man muf affo x einen folchen Werth 3u geben fuchen, daf die
Reifje convergive. Nun fallt in die Augen, dag, twenn man x fo
beftimmen wollte, daf x3 — x + 1 = o wiicde, dann afle
Glieder diefer Reihe, das erfte audgenommen, eine unendsz
lide Grofe befimen, und man alfo feinen ek verfehite.
@8 toicd daher nothoendig fiir x cinen folden Werth ju evs
wahlen, daf y Plein und x3 — x ¥ 1 nicht flein rwerde. E8
fep x=1, foift y=—35, und

_I-i-__isvi-lgé__(

"

Da die bret) @[tebet == 'I' eme gcometrlfcbe Reie
be bilden, deren Summe -; ift, fo ift obngefat)t f=-(-)-. 87 ]

~ , 2 .
fey alfo x:-—;-, foift y::—--l%, und x3 ——x-I-::?;
folglih “ s

< I; L =

RNun fehe man x = 1 6x, fo witd, wenn man jugleich x3 —
x f 1 =z nimmt

1x = 0,2068259 X == 1,61
1x2 = 0,4136518 X2 == 2,5921
1x3 == 0,6204777 x3 == 4,173281
1x4 == 0,8273036 x4 = 6,718983

&3 folglich
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folglich
1—y == 8,4016934 y = — 0,025217
1z == 0.5518502
5 T 78498432
14 = o,6020600 :——Zy = 0,0017692
1—
4:’ = 7,2477832| 3xx=—1 = 67163
1(3xx—1) == 0,8309926
ly2 =5 6,3033868

3,563281

7,6343794
123 = 1,6555506

5,9783288
== I1,2041200

»

13 (3xx—1)y2

47747088 | 3224
Solglich
f = 1,6117632,

=3 0,000003052

§‘ 242,

Diefe Methode die %ucgeln der Gleichungen bepnale
gu finden, ceftrectt fid) audy auf die tranfeendenten Grdfen,
Wir wollen eine Jahl x fucben, Deven aus irgend cinem Sps
ftem genommener fogarithme ju der Jabl feldd ein beftimms:
te8 Berhaitnif habe. IMan fepe diefes BVerhditnif 1 :n, fo
Bat man bie Gleidung x — nlx = o0, Ferner fep k der
Modulug jener Logarithmen, fo daf man fie finde, twenn

man die hyperbolifchen Logarithmen durch k multiplicict,

kd
wobuth 4. 1x == -—;’-‘ witd. Man fege demnadpy
% — nlx = V4
und
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und f ey der gefuchte Werth von x, wobey x == nlx tverde.
Da affo y = x — nlx ift, fo wird
kndx _ dx(x—kn)
- ]
X X

dy =dx—

L dx x . kndx

— T se— d e ——— ¥ H
und dYC:P % — kn’ a‘l" p (x-—kn)z’ fOIQ[ld)

dp — knx 2knxdx F k2n2dx

=== dg= -

dy * (x—kn}3 (% = kn) 4
__knx(2xtkn),
- (x——kn);—” ’

”

Demnach wied -
A xy knxyy _knxy%:x%kn)
x—kn 2(x—kn)3  6(x — kn)s

-,

" it werden aber unten fehen, daf diefe Yufgabe Peiner Aufs
I6fung fabig ift, wofern nidt kn > e oder al8 die Jahl ans
genommien toird, deven hyperbolifdher Logarithme == 1 ift,
0. . e8 muf kn > 2,7182818 fegn,

Erempel

Nan foll eine Tabl aufier 10 fuchen, deren gemeine Logas
rithme der 3ebnte Theil der Jabl felbft fey,

Da von den gercinen Logarithmen die Rede ift, fo ik

k == 0,43429448190325; und da n = 1c ift, fo Hat man

nk == 4,3429448190325. Sehit man nun x=1 fo wird

y=1 und

— T 2,1784724
=t e (3,3429)3
folglih bepnabe £f=1,37. Man fepe alfo x = 1,37, fo
wird 1x = 0,136720567156406, und da y == x — 101x ift,

fo witd y = 0,0027943284350, und

== % T kn =3 3,9729448190325. ¢ werde alfo

1x =2

- .
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Iz == 0,1367205
ly = 7,4462773
7,58294978
I(kn «— x) = 0,4731866 — xy
I,1008122 X—kn
Da ferner das dritte Slied

= 0,00128769

knxyy kny Xy ift
2(x — kn,3 - 2(x—knjz2 " x—k
fo wird
—— 5 = 71098112

ly = 7.4462773
1kn = 0,6377842
5:1938527
1(kn — x)2 = 0,9463732
2474995
12 = 0.30103c0
10.3.8L = 39464695
1.8lx = 1,37
2.6l = 0,00128769
3.@[. = 0,00000088
f = 1,37128857
If = 0,137128857.

§ 243
Wenn die Gleichung eine Erponentialz Gleichung ift, fo
Pann man diefelbe auf cine (ogavithmifche suciicforingen,
Goll 3. B, der Werth von x gefucht werden, twobey xx =a
ift, fo wird x1x =1a. Sest man daber
y = xlx — la, fo wird dy = dxlx ¥ dx

dx 1 L,
—_——p = - eener 1t nunmehe
und & = 14 e Fer ft [)

dp ==
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oL —dx | dp —1
% = x(1tlx)z’ und dy — 7T %l1tlx)3
e dx ~3dx - .
dy = T T Ty und folglich
dg . 1 : 3 .
& =T cormy T Gy B it
—2dx Jodx 15dx
d - pos— — .
r Bl xB3(hx,S xg,\lﬂx)é; 0“0
. 1o 15
s = B(x)S  x3Utix)s - xg(”_lx)?; und
. = 6 g 40 10§ 105
= x%]'ﬂx)‘ x4u,ﬂx)7 .l' X“'\I'HX)S X"(l'ﬂx)’
b= 24 196 ) 1260
T X0ty wQtixg | oQixp | By
945

. _ ey ® (rflx)tt
enn daher der twahre Werth von x = £, und alfo ff =2

ift, foift

F=

D AN LD LN, 5 S ) 4
Hx  2x(ilx)d 2x°(1tlx) 8x3(1tlx)7  §x4(1}lx)?®
6x’(1tlx)t  12x°(1tlx)*  8xt(rtlx)s

A 4 L yf
©a2x3(rtlx)f 3xf(rtlx)?

bad
/ ~ 205*(1tlx)*

: 8 _
Diefe Neihe alfo, ohne Ende fortgefent, giebt en wahren
SBerth von £, man mag fiir x cinen Werth fesen was fite
einen man will, indem man y = xIx =1a nimmt, Segt
man 3 B, x =1, fo witd y =~ la, und

£



-
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" n 3 12)4 ‘1la)y n5(1a)6
f:—.—x-ﬂa‘—- 2,203 gll)s, 32la)Y  625(la)
,‘ a2 3 8 15 144
g N '*;J +

tc la den 'o'bpecbohfcbe’t fogarithmen von a bedeutet,

' Erempels
Nian foll die 3ahl f fudhen, wenn ff = 100 ift
Da a =100, Und y = x1x — la == xlx — l1co ift,
fo fese man, da befannt ift, Daf € > 3 und < 4 fepn muf,
x &= % Msdann if

1x = 1,25276296849
x1x = 4,38467034972
1100 == 4,60517018599

y = — 0,22049983627
1+ lx = 2,25276296849
Demnac ift, toenn man die gemeinen Logarithmen braudt,
1« y = 9,3434083
(1 +1x) == 0,3527156

8,9906027 ; ;—',;'-12 = ©,0978797

1y2 == §,6868166

21(1 +1x) = 1,0581468
7,6286698
I2x = I7 = 0,845008¢
—
67835718 s
3 ift alfo ohngefdhe £== 3,5972772; twenn man aber die
folgenden Glicder mit ju Hilfe nimme, £ = 3,5972852.

= 0,0066075 -

§. z44.
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§. 244.
 Yuferdem aber feiftet die Differengiol: Rechnung bey
dper Yuftdfung der Gleichung einen vorguglichen Nupen, wenn
cine gewiffe Begiehuny, woeldye jioifpen den Wurseln fratt
findet, befannt ift. €3 fep die Gleichung y = o gegeben,
und y davin irgend cine Funktion bon x. Ware nun 3. B,
befannt, Daf zwep Wurgeln diefer Bleidung um die Srofe
a perfchieden waren, fo wirde man diefe Wurgeln leidt auf
folaende At emdeifen, &4 bedente x die Fleine Wurgel, und
aljo x>t a die grofere. Da die Funftion y verfhwindet,
toenn x eine von den Wurgeln der Sleicbung y = o vorftellt,
fo wicd fie 8 ebenfall§ thun, twenn man davin x f a fiatt x
fept. €8 ift demnadh
ady , a2ddy , a3d3y
=yt tam Taaa t®
foofjer Denn, day == o ift, aud
dy , addy , a2d3y
o= ntoge g T

wird. Dicfe bepden Gleichungen jufommen genommen, gea
ben auf dem MWege der Elimination den Werth dev Wurgel
x, und die andere Wurzel ift um a grofer.

Erempel

®s fey dic Gleichung:
x5 — 24x3 T 49x2 — 36 = 0
gegcben) und davon irgend wober befannt, daf swey ibres
Yurseln wn 1 von cinander verfchicden find,

Sest man
y == x5 — 24x3 } 49x2 — 36, fo ift
d

;&r == 5x4 — 72x% } g8x

- ddy
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s d’dy
o] 3 — —k-
'LIOX 72}{ 49

ity .
— (2 2 — 2.
; 6dxs 10x 24

dsy _
12cdss :
Da nun a = 1 ift, fo hat man
A...5x4 } 10x3 — 62x2 F 315 F 26 = o
Nun ift aber
i B..o x§ —24x3 } 49x2— 36. 0.
Man multiplicive aljo die obere Gleichurg durdh x, und die
ntere durch 5, fo beFommt man durch die Subtraction diefe
von jenet
10x4 } 58%x3 — 214x2 + 26x } 180 == o, obder
C...5%x4 ¢+ 29x3 — 10722 + 13x T 90 = o,
Rieht man hievon die erfte A ab, fo bleibt
D...19x3 — 46x2 — - 18x } 64 =o
D.5x..95x4 —225x3 —  Qox2 + 320x==0
A.19..95x4 ¢ 190x3 — 711782 + 539x~1~ 494 =0
E......q15x3 — 10882 § 269xt 494=o0
D.415. « « « 7885x3 — 18675x2 — 7470x T 26560=0
E.19.... 7885x3 — 20672x2 + sruixt 9386=0
Foeeenooooess 19y7%x2 —125RixT17174=0
D.247. « « « 4693x3 — II115%2 — 4446x T 15808 =0
E.32....13280x3 — 34816x2 + 8608xt 15808 =0
G.oveviennoen. B587x2—23701x7113054=0
F .8587...17148239x2 — 108033047x T 147473138 =0
G.1997...17148239x2 — 47230897x T 26068535 =0
6ozo2150x T 121404300 =0
Hictaus
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Hicraus folgt, x = 2, und es ift demnach auch x = 3 eine
Wurzel der Sleichung,

§ 245,

@s fann indef diefe Operation audy ohne Differensials
Redhnung ju Stande gebradt werden, weil man die Sleis
cbung, welde die Differengial - Recbnung aab, ebenfalls das
durdy befommt, baf man in Der gegebenen Gleicping x + a
far x fegt.  Uebrigens ift die gebraudpte Eliminations : NMee
thebde fehr mihfam, und wicde, tenn die Gleidoung gu iz
nem hdfern Grade gehdste, unfagliche Arbeit ndthig mas
den, daber fic bey tranfeendenten Gleichungen gar nicht
braucbbar ijt. Nehmen twic aber an, daf jwep Wurseln
ainer Gleicung y = o einander gleidd fopn, fo verrwandelt
fi die Differenials Sleidung, weil dann a = o ift, in

diefe, &L = 0. @o oft aber cine Gleigung y = o ey

L ay
gleiche Turieln Hat, fo oft ift auch L =o, und diefe benden

Gleichungen geben, mit cinander verbunden, den Werth von
x, dem . jroeny Wurzeln gleih find, Wenn alfo umgePehre

) d . )
stoep Bleidungen, y = o, und a—ﬁ == o, cine Wurjel gemein

haben, fo ift Diefe FWurgel auch jroeymal in der Gleichung
y = o enthalten,  Diefed findet fratt, wenn nach ganslicher
Glimination der Srdfe x aus den bepden Gleidbungen y=o
und -j% = o cine idbentifhe GBleichung gefunden toicd.
Wiaede 3. B, die Bleidhung
x3 — 3xx —4xt 8=0

gegeben, fo tware aud 3xx — 4x — 4 = o, und fetit man
das Doppelte hiervon gu jence Sleicung bingu, fo soicd

Eulers Diff, Rechn, 2. TH. 1.Abh, £ %1 ¥
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x3 F 4xx — 12x =0, oder xx F 4x — 2 = o,
Das Deeyfadhe dbavon ift,
3xx + 12x — 36 = ¢, aljo
3xx— 4X — 4 = o davon abgejogen
. fo Fommt 16x — 32 = o,
. X — 2 = o0,
Da fid alfo x = 2 ergeben hat, o fee man diefen Werth
in eine der vorhergehenden @Iciébungen 3XX — 4X — 4
=o. Hierdurch befommt man dic identifche Glerchung
12 — 8 — 4 =0, und daraus {dlicft man, Ddaf die geges
bene Glerchung x3 — 2xx— 4x + 8§ = o jwep gleice
Wurzeln, nemlich 2, habe,

‘§. 246.
Hat man alfo cine algebraifdhe Gleidhbung von irgend
einer Yngahl von imenfionen:
xo }F Axn-T o Bxu-2 o Cxn-3 4 Dxo-4 § 3¢, = o,
toeldhe jtoen einander gleiche Wurjeln enthlt: fo ift auch:
nxt~I 4 (n—I1)Ax"~2 } (n~2)Bxo-3 +(n—3)Cxv-4 f
(n—4)Dx0-5 + . = 0.
@8 ift nemlich die gwicfache Wursel jener Gleichung aud
eine IWurgel von diefer, Man multiplicive iene mt n, und
diefe mit x, und fubtrabire das legtere Produft von dem
ecfien, fo befommt man
Axn-I J2Bxn~2 ¢ 3Cxn-3 +4Dxr-4 4, = o,
Feener multiplicice man jene durch a, diefe durdh b, und ads
Dive bepde: fo wird
axn f (atb)Axn-1 4 (af2b)Bxo-2 } (at3bCx2=3 .
e
und dicfe Bleidyung, mit der gegebenen verbunden, mwird die
aBurgel geben, toeldye die gegebene Gleichung doppeit enthalt,

Danun dieGrdfen a und b wilfhhrlich angenommen erden
: fon:
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Fonnen, fo hat man in den@ocfficientena, atb,at2b,at3b,
a¢. irgend cine arithmetifche Progrefiion; und wenn alip eine
Gleidyung sroen gleiche MWurgeln hat, fo findet man diefels
ben, wenn man die einzelnen Glieder der gegebenen Gleidburg
ducdh die Glieder irgend einer arithmetifhen Progreffion
multiplicitt, indem bdie auf diefem Wege refultirende Gleis
dung die Wurgel enthalt, welde fid in der gegebenen jrweys
mal findet. Werder 3. V. vie Glieder der Gleichung

xn 4 Axn=T § Bxn=2 4 Cxn-3 4 Dxn-4 4 10, = o
Burd folgende arithmetifihe Progreffion multiplicivt,

a; atb; atab; at3b; atgb; 2.
fo entfrciyt Mefe neue Gleicdhung:
axn F (atblAxn-1 § (at2b)Bxn-2 ¢ (af3b)Cxn-3 fac,
=2 0

mocidhe it jener verbunden, Ddie gleichen Turzeln ju ecfens
nen gicht.  Und dies ift die Hinlanglich befannte Regel zue
Geiindung der gleichen Wurgeln einer (")[eld)ung, toenn dies
felbe Deren ey enthalt.

§. 247
Hat eine Bleidhung y = o drep gleihe Wurzeln, fo ift
d dd ‘ .
nidt nue Y= o, fondern aud =7 =0, wenn man fie
dx dx2

x den Werth der Wargel fesst, die in der Gleidungy = o
drepwal enthalten ift.  Um fich hiervon gu iberseugen, fege
man tie drep Murjeln der Gleidhung x, x + a, x ¢ b, fo daf
man fich suvdrderft diefciben als um a und b bon einander
verfchieden vecftelle, Danun y bcrfcbminbet forwoh{ wenn
man x 1- a, al$ wenn man x + b fir x fegt, fo ift

a2ddy ansy g 224y add4y
2dx2 “6dx3 24dx4
22 vt

T =o0
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bdy b2ddy b3d3y baday
vyt -+ R T T 1
2dx2 ()dx3 ”4-(‘1}(4

i, == 0O,

Sieht man von diefen Gegden lejtern ‘Gleidhungen Die erfe
ab, fo wicd
d ddy 243 3d4
_Z '}3 bi K v‘..a y-’;-zc.__
dx odx* 6dx3 24dx4
: b 243 ‘bh3da
ﬁZ'+ bddy + b2d3y ¥ h3day Fa = o

ex * a2dxz ' 6dx3 24dx4

Man fubtrahire aucdh diefe Gicichungen von emanbu, unb
dividite durcha — b, fo wird
ddy (a+b)d3y |, -{aatabtbh)d4y
2dx2 6dx3 z4d x4
@ndlich fene man a ==ouad b =0, fo dof nunmehr die
angenommenen brep Wurgeln cinander -gleich werden. fo
¢echalt man :

T % =0,

dy dy )
3 -0 ___zro‘a IT: L ____=‘°’
V=0 % o g
§. 248
So oft Lahet ¢ine Blethung, y = o, drey gleidhe Wurs
$eln, nemlicy, € f, € pat, fooft ift die Seofe £ nicht blof eine

: d 1d
Durgel-der Gleidung L == o, fondern audy von — == o,
dx dx?

Da alfo £ cine gemeinfdhaftiiche MWurgel Der Gleicbung
dy . . . ddy .
— — < 8 —l = . &
ot und ihres Differensiald T2 O ift: fo erhellet
o, d

au¢ bem Borhergehenden, 2af fie in der Gleidung E?Z = o
stoepmal entBalten ift,  Wenn dafer die Sleicdung

0} AxR=1 ; Bxo-2 o} Cxe-3 T DX4 f a2z 0

drep
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drey gleiche Wurgeln £, £ £ enthdlt, fo bat bie Gleichung,
oelche man durch die Multiplication ihrer Glieder durdy eine
arithmetifcbe Progrefiion erhalf, ey gleide Wurgeln f, £}
und man Fann diefe ven neuem durd eine arithmetifche Pros
greflion multipliciren, um eine Gleicbung ju befommen,
worin £ nue einmal eine Tursel ift.  Man erhalt auf diefe
Ut drey Gleichungen, die cine gemeinfihaftlihe Wurzel Haz
bew, und finder durdy ihre Verbindung tie Wurgel jelbft
leiht. Denn wenn man folche arithmetifdre Progreffionen.
toahit, deren erfted ober lested Glicd = o ift, fo befommt
tan cine um einen Grad niedrigere Gleidhung, und erleichs -
tert fich dadurch die Glimination.

§. 240,
ouf abhnliche At (aft fich seigen, Daf, wenn cine Gleiz
dung, y = o, vier gleidve Wuvsela f, £ £, £, hat, bey x == f'
. —_ ¥ _  ddy
nigt pur y =0 = =0 75 =0 fondern aucb 3

=o fep. Go tie nemlich die (Jlexcf)ung y = o bie %IBu 2
gel f bi‘ermci enthalt, fo frectt iefelbe in der Bleihung &; =

, dd , ,
drepmal, in dex Gleidhung &%’ ==o weymal, und in derSfeiz

ds L L e .
dbung <T£§ = o einmal. Died fieht man noch feichter,
fenn man erwaat, daf die Funftion y in dicfem Falle die
Kotm (x — £)4X haben miiffe, wenn X irgend eine Funks
tion von x Dedeutet. fegt man diefe Form jum Stunde,

fo ift

dy (x — f)ﬁ{)

(x—f)3(4X'I‘




\
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und alfo durch (x — £)3 tbeilbar‘ Auf ahnliche Act Hat

dy > denFaftor (x—f)2, unb 27 den Gaftor’ x — £}
xvomus erhellet, daf die QBurnzl x == f, wenn diefelbe in
der Gleidang y = o vierral enthaiten ift, in j—g =0

. ddy . d3y
deepmal, -in —— & o jtveymal, und in 3a3 = © cinmal

ftecten miffe.

4

AUnmers
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. YnmerFungen und gufdge
sum

erften Theile

Worerinnerung.

“’cb toeiff e8 aus cigencr und aus fremden Gefahrunger,.
) daf man die Differengial - Rechnung am leichteften und
grandlichften erfernt, wenn man dabep ein Bud) jum Srunde
tegt, meldyes diefelbe fo vollftandig, {0 ausfihrlich, und in
einer fo fchdnen Ocdnung abBandelt, als dasdjenige, defien
aepten Theil idy hier der evfren Halfte nadh tberfert habe.
Dies ift dafher auch der vorjuglidite Berwegungsgrund gez
toefen, der mid) angetrieben, dag vortrefliche Culerifcye Werk
dutd) eine Neberfegung gemciner ju machen, und feinen Ges
braudy su befdedern. Um noch mebe fite diejenigen ju fors
gen, toelde daffelbe jur Grlernung der Differensial: Rechs
nung braudyen wollen, rift ich hier den Ynfang machen, foldhe
Ynmecfungen und Sufdge ju liefern, al8 mir bey eines gweys -
ten Durchlefung. ninlicy fcheinen; denn joepmal mu§ mare
wobl ein foldes SBetk fefen, weil man dad erfte Mal, wes
nigftens die oolle wnd leichte Ueberficht des Gangen felten bes
g 5 fommt,
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Fommt, und fann e8 aush thun, meil die jrvente Durchles
fung bey toeitem nicht fo viel Seir und Mithe etfordert alg
Die erfte.  Uecerhaupr alfe yind die Anmerfungen und Sus
fage ju jedem Feile, dte unmitteltar hinter der Neberfesung

. Deffulben folgen, fiic die erite, drcjenigen aber, toelde i

~ bep dem folgenben $hrile nachliefere, filr die jrwepte Durchs
fefuna befiimeit, Denjemigen, fir weldbe i diefe Arbeit
bauptfachlidy avecnommen babe, ift, wie ich aus Grfabruns
gen und Virfuchen ik, eine folde BVertheilung vortheils
Baft, unt tied micd midy bep denen entfchuldigen, die fich
Durd: Dag Coreitd ermworbene grofere Mag von Fertigleit
wmehe auf etamal gu faffon ioy Stande find.

I
PWon der allgemeinen Mathematif "berhaupt.

Jd habe bereits in den der Ueberfegung des erften
Zheils bepgefiaten Anmerfungen und Sufagen von der allz
gemeinen Mathematif und ihren Theilen geredet; hier will
i) e$ auf cine anbdere und leichtere Act thun.

So vortreflih Hen, Kants Definition der Mathemas
tif ift, twenn man fie an den Glementen des Luclides
praft, fo ift fie doch nicht von allen Unbequemlidyfeiten frey,
wenn man aug dem Giebiete der Elementar: Mathematif
binauggeht. T verweife diefertvegen auf dag dritte Stk
meiner Biptrage gur Befdrderung des Studiums der Maz
thematif, und ingbefondere auf die &. 2075211, ftehende
Unmerfung, dedgleichen auf meine Abhandlung liber den
Begriff der Mathematif und thre THeile im jwepten und
finften Stiafe. Bewogen durch die dafeldft angefihreen
O©uiinde, habe ich 8 getvagt, die Mathematif die Wiffen

fvaft
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febaft 3u nennen, in fo fern Anfcbauungen den Gegenftand
derfelden ausmadhen, oder fie al8 die %ZB;ﬁenfcbaft Der finns
lidben Formen ju befchreiben,

fegt man die legtere Befdhreibung jum Srunde, fo laf:
fen fich die darin gedachten Formen theils eingeln unterfus
ben, theilg fiberhaupt und im Ullgemeinen detrachten. Dag
erfte gefchieht in der Glementar: Matlhematif, das andere
aber in der allgemeinen, die dedroegen nothoendig vom
einem deutlihen BVegriffe der iht umccmorfanen Formen
ausgehen mug, »

Coll i daher Hrn. Kants Yusdricfe gebrauden,
fo muf i miv die Glementar - Mathematif alg die Wiffens
fchaft aus Conftructionen vermittelft der Begriffe, die allges
meine hingegen als die Wiffenfchaft aus Begriffen vermits
telft Conftructionen gedenferr. Ungenommen ferner, daf die
finnlidben Formen, allgemein Detcactet, den Begriff dev
®@rdfe geben, und daff alfo die allgemeine Mathematif die
Grofie, unabhangig von der Erfahrung und in deutlichen
Degriffen gedadht, jum Gegenfrande habe: fo wird e8 fo
viel Theile der allgemeinen Mathematif geben, als fih vers
fbiedene Yrten, die Grofe in Begriffen ju unterfuchen, ana,
nehmen laffen.

Da alfo ju cinem deutlichen Begtiffe der Grdfie Bors
fellung von den Beftandtheilen derfelben und von der Menge
diefer Beftandtheile in ihr gehdet: fo find fo[genbe Galle
moglich.

Ginmal Péxinen die Beftandtheile, aus welden man die
Grofen beftehen [aft, entweder ebenfalls Grdfen, odex
©rofen s Cinheiten, Clemente im fteengen Sinne fepn.

Lernew
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Geener Ponnen diefelben im erfien Falle entroedex in jos
der aus ihnen beftelenden Grdfe alle erander glewd ange:
nommen 1eeden, odcr ¢8 Fann diefe Bedingung wegfallen.

Gndlich Fann, tvenn die Beftandtheile in jeder aus ihs
nen beftehenden Grode lauter einander gleiche Grdfen find,
Das Befuchte, nadh der Natur und Menge des Gegebenen,
entwedet beftimmt, oder nur unbefiimmt u finden fegn,

Hieenadh begreift die allgemeine Mathematif

1. die niedere alljemeine Mathematif, welde die Srdfen
aug cinander gleichen BDeftandtheilen beftehen (aft,
und fich

a. in die Deftimmte, und
b. in bie undeftimmte niedeve allgemeine Mathematit
theilet.

2, die hohere aligemeine Mathematif, torin die GSrdfen
jur Eheil a8 aus gleidhen, jum Theil ald aus ungteis
en Deftandtheilen jufamniengefent gedacdht toerden.
Gie theifet fich in jtocy Theile,

a. in die Bchre von den Differensen, tvelde, toenn die
®rdfen gegeben find, die Befrandtheile derfelden, und
b. in die Lebhre von den Summen, welde aus gegebenen

Differenzen die Sedfien ﬁnben lehrt, woosu diefe Diffes
rengen gehoren,

3. die tranfiendente Mathematif, in welder die Beftands
theile, tworaus man die unterfuchten Grdfen beftehen
lagt, Srdfen:Cinieiten oder Elemente im fivengen Sinne
find.  Auch diefe hat jroey Theile,

a. bie Differensial: Redynung, und
b. Die Jntegrat: Rechnung.

MWeil
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Weil aber die Site, mwelde man in der allgemeinen
Mathemant findet, auf feine Weife Lloff daju dienen, die
Gage der Elementar : Mathrmatif auf eine andere Att ju
ordnen, wad fie etroa ciner feichten Weberficht naher ju brins
gen; fondern dadurch die Kenntnif von den Glementar: Ge-
genftanden auf eine beroundernérolirdige Aet erweitert, und
die befannten geoftentheild auf ofel Plrsern und leidhtern
Wegen gefuaden werden Fnnen: fo ift e8 natdrlich, diefehs
ven der allgemeinen Nathematif nach ihrer Sefindung, ju
diefen Boctheilen gu benugen; und dedwegen fann und muf
jeder: Daupttheil der allgemeinen Mathematif oud eivem
veinen und einem angeroandten Theile beftehen, fo daf der
legtere Die in dem erften entfaltenen Sake theil8 auf die
Difcreten, theils auf die continuiclichen Grdficn antvende.
So bviel hier nobmals fber die allgemeine Mathematif und
ihren Theilen fberhaupt; ich rwende mich ju einigen Anmers
fungen iiber die Diffevenzial: und Sntegral: Rechnung ings
befondere.

1I.

Bon der Differensialz und Jntegral - Rechnung
insbefonbere.

Man cifymt die Differengial: und Integral: Rechnung
tegen ihrer Crhabenfeit und Wichtigleit; folite ihr Wertl
nidht nod cchdhet werden, renn man dagu audh denVorjug
der Leichtigheit fesen Fonnte? Sdon das madit diefen Bors
gug mabefceintich, daf die Differensial: und Jntegral:Rechs
nung den Gegenftand der Mathematif in dev groften Allges
meinbeit unterfudpen; fo toie fichs daher ebenfall$ erflaven
136t twarum demungeadytet mehreve bep der Cefernung ders

felben
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felben fo vicle SchwicrigPeiten finden, Hat man nemlich die
nbthigen Vortibungen gehabt, fo ift die Befbaftigung mit
Ddem Uligemeinften dedwegen nothwendiger Weife leidyter, als
jebe fpeciellere Unterfucbung, roeil das Allgemeinfre die we:
nigften Merfmele enthalt: allein hat e an den Roriibungen
gefebit, fo erwirbt man fidh dadurdy meiftens nue feere Bez
griffe; und diefe find allemal cine ergicbige Duclle von
GdytoicrigPeiten, wenn fie nicht blof durd) Worte cder ans
Dere Jeichen ausgedrudt, fondern aud) witflich gebraudt
roerden folfen. Doch e8 ticd der Mithe nidvt unmwerth feon,
Hier guvdrderft die Differenzial: Rechnung, teven Syftem vom
Berfafier im erften Theile volltdndig mitgetheilt ift, aus dies
fem Gefichtépuntte genau und ausfihelich ju betrachren,

Dag Gefchaft der Differengial: Rechnung Defteht, wie
iy {-iches aus dem evften Theile vorausfeten fann, lediglich
in der Grfindung der Differengialien dev Funftionen der vers
andetlichen GroGen, und es fann daher diefelbe fglidy eben
fo viel Abtheilungen befommen, a8 fih Hruptarten oon
Kunttionen denfen laffen. Nun find die Funfrionen

1. entiveder gemeine oder Hodhere, d. h. entweder Funftios
nen verandetlicher Grdfen im eingefdranften BVerkans
de (Unmerf, und Juf. jum rften h. S. 292.) oder

Kunftionen {olcher verdnderlicher Grdfen, die wieder

GunEtionen von andern veranderlidhen Gedfien find.

2. entrweder Funbtionen Einer oder Junftionen mehrever

veranderlidher Srofen.
3. entmweder enticfelte oder vertvicelte Funftionen.

Hicenady ergeben fich folgende Capitel,

1. Bon der Grfindung der Differengialion der gemeinen
und enttvicfelten Funftionen Einer verdandetlichen
Gede. Diefes Capitel theilet fich aber, wegen feis

nee
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ner TWeirlduftigheit nady den bepden Hauptarten dee
ihym urterrorfenen Funttionen in ywen andere.

a. Tion der Gefirtu. g der Differengialion der gemeinen
und entioscfelten o faofocydren Funitionen,

L. Bona ver Erfi.duig der Differensialien der gemeinen

uad entwidelten tranfcendenten Funftionen.

2, Von der Grfindung der Differengialien der gemeinen
und entwicelten FuuPtionen jroeper und mebreres
veranderlidher Grofen.

3. Bon der Erfindung der Differensialien der hdheren
entioicfelten Funftionen,

4. Bou der @rft’nbuhg ver Diffevengialien der verricfelten
Sunttionen,

Wergleicht man diefe Titel mit den Rubriquen des finften
bis neunten Capitel des erften Theils, fo wird man die vollz
fommenfte Uebereinfimmung wabenehmen,

Da aber die Differenzial: Rechnung ein Sheil der alle
gemeinen Mathematif ift, und die aligemeine Mathematif
die Grdfe in Begriffen vermittelft Conftructionen, (willfihrs
flicber nemlich) unterfucht: fo darf man hHiethben nodh nicht
ftehen bleiben, fondern muf die Serglicderung fo weit fort:
fesen, bis man die Arten der Funftionen in einer natirlichen
Gtufenfolge fo fpeciell gefunden Hat, daf fie Conftructionen
sulaflen.  Diefed foll nun juvdedecft mit den gemeinen und
entwicfelten algebraifdyen Funfrionen gefdehen. €2 fopy x
die veranderlicdhe Grofie, deven gemeine und entwickelte al:
gebraifche Funftionen gefucht werden follen: o find nad
dem Begriffe der algebraifchen Funftion (Sinleitung in die
Unalpfis des Unendlichen, TH. 1. Cap. 1. §.7.)

1. die

\

1
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1. die cinfachen
I) xn R
g) x-n
» n
3) xm
n
XY
wenn n jede Jah! bedeutet.
a2, die aud diefen sufammengefenten,
1) auf dem Wege der AdDition dnd Subtraction,
2) auf dem FWege der Erhebung ju Dignitaten madh
©Dem der Addition und Subtraction,
3) auf dem Wege der Multiplication und Divifion,
Biof diefes und die Methode der allgemeinen Mathemas
1i8, iberhaupt remlich nur, vorausgefest, fo 1aft fich jum vors
aug Deftimmen, a8 man in ¢inem Syfieme der Differenzials
Redynung in dem Capitel von der Erfindung der Differensiaz
Jien Dev gemeinen-und entoickelten algebraifthen FunPtionen
antreffen toeede.  RNemlich, wenn die allgemeine aug der
Definition der Differengial - Rehnung felbft Hevgeleitete Re:
gel jur Gefindung der Diffevensialien jedee Funftion, wie ed
eigentlich feyn muf, in den Prolegomenen fhon vorausges
{hict worden wdre, ,
1. die Yntwendung Ddiefer Regel auf die angefibrten
Falle. o
2. einelnterfudhung niber die Natur der-gefundener Diffe:
venjialen.
3. fire die Falle. two e8 dergleichen giebt, bequemere Mez
thoden gur Crfindung der Differensiatien, alf fidy nadch
Der allgemeinen Neacl fogleich darbieten.
Stun fey e8 miv erlaubt, die gedadte allgemeine Regel
i3 befannt vorausufeten, oder mich deswegen auf die Cnts
wicfelung
\}

oder alfgemein x»
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wicfelung derfelben, elche ich in den UnmerPungenh und Ju:
fagen bep der Ueberfesung Deg erften ThHeild S. 312 f. gegeben
habe, su berufen, Sobald man cine allgemeine Regel hat, -
und auferdem den Binomifchen Lehrfap brauden fann, weil
man feinen Beweid ofyne Diffevensial: Rednung ju fibhren
im Gtande ift: fo fann man die angefithrten einfachen Falle
auf einmal vornehmen, indem mannin x» jede Jahl bedeuten
18Bt, und die angefahrten ufammengefegten Falle, toenn man
die cinfacbften von der erfren und dritten Elafe nadh der allges
meinen Regel behandelt Hat,ohne Mihe auf das Dagetvefene
gurictfubhren, Auf diefe Art erhellet, wie mich dinft, Hinlans
lih, Daf die Grfindnng der Differenzialien big hierher mit
gang und gar feinen SchivierigPeiten vethunden fey, da das,
tas jur Natur diefer Differengiatien gebdrt, ebenfalls nue
gevinge Yufmerfambeit crfordert,

il man den Binomifchen Lehrfas nicht vovausfesen, fo
fann man den Sag, def fic jeden Werth von n allemal
d, x0 = nxn-Idx
fep, durch ein Inductions s magiges Verfahren auf folgende
Act finden,

RNach dev allgemeinen Regel findet man
d . x2? = 2xdx
d . x3 = 3x2dx, .

RNun 136t fidh aber jeigen, daf wenn n eine gange pofitive
Safl bedeutet, und dag Differensial
d.x" = nx"-Idx ift, alfemal
d.x™T = (nt1)xdx
fep. Denn da
XY = xn,x, Wnd d.x0 = nxn-Idyx
ift, fo mwicd
Eulevs Diff. Rechn, 2,TH. 1. Abth, U 4, xntx
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d.xntr = (x0 ¥ nx"-Idx)(x ¥ dx) — xnizx
= nx"dx + xvdx } nxr-Idx2
= (h{ Dxrdx,
Stun ift aber die Formel d. £ = nxn-1dx wahr firn=2
und'n &= 3, alfo auch fite 4, 5, 6, . f. . ofyne Ende.

Died voraudgefent bleibe Hier, fo twie audp nadhér, n
eine gange Sohl, und dabey fep z e= x-2und d.z = d.,x*»
u finden.  Daz =x-2 fepn foll, fo ift zx» == 1, und alfe

(24 dz)(xn fnx1-Tdx) — zxt == o, D. i,
xndz F nzxn-Idx = o, oder
x0dz = — nzxn*Idx, DHieraus aber 'folg','t
nzxo—Idx nx-Idx e
- [— Q. = nx-n-Id%
n
eener fen z = xm, fo iff 2 = xn und
mzm-Idz = nxo-1dx, alfo
nxt-Idx nxe- IAdx
mln—l = xﬂ*

s = -

dz =

s T
Endlih fep 2 =x ™, alfo zin =x-2: o ifk
‘mazM-I1dz == — nx~n~1dx, folglich

— nx-0a-Idx . .nx-n-Idx

mx

dz = ———— v
: ‘mam-Idx x-n

Bee:
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Bergleidht man alfo die gefundenen Augdriicfe unter einanz
der, fo fallt in tie Uugen, daf fie unter dic allgemeine Form
d.x0 = nxn~Idx
gehbdren, toenn man davin n af3 cin allqemeines Jeichen aller
Bablen betracbtei.  Yuf diefe Act Hhat man dag, was ih in
den AnmecPurgen und Jufasen bepm ecfren Sheile, &, 390,
meiner damaligen UOfidt nach, nue fucyzu berahren braudy:

te, ocliftaadig.

um Gelegenbeit jue Bevgleichung 31 geben, und jugleich
um mic den Weg ju verfebiedenen, bep der Gulernung dec
Differenzial Rechnung, nuglichen Anmerfunaen zu bahnen,
mill ih, ¢he ich meiter gehe, den evfren Abfdynitt aug ded
Marquid de Hopital Analyfe des infiniment petits mbft
den in der Edition vom la Caille daju gefiigten Noten, tibers
fept mittheifen. €8 entHalt derfelbe die aligemeinen Regeln
der Differengial: Rechnung, und ift folgender:

Erite Erilarung.

Veranterlidhe Grofen find folde, dic eimer ftetigen
Vermehrung oder BVerminderung fahig find, und beftindige
Dagegen diejenigen, die unverandert diefelben bleiben, wal:
tend andere mit ihnen verbundene fih verandern. So find
3 B. bep der Parabel die Applicaten und Abfeiffen verdns
decliche, dev Parameter aber eine Deftandige Srdfe.

Amwente Erflarung.

Der unendlich Pleine Theil, um twelchen die vecdnder:
ficben Grodfen bey ihrer ftetigen RVerénderung vermehret oder
vermindert toerden, heift das Differengial diefer Sroge. 4
ftelle 3. B. die Linie AMB, Fig.1, irgend eine Curve vor;
ifve Hre oder Durchmeffer fen die geradetinie AC; PM eine

Ua : ifrer
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ihrer Applicaten, und pm eine andere diefer unendlich nahe
Ypplicate. Sieht man nun MR der AC parallcl, tedgleichen
dic Sehnen AM, Am; und befcbreibt aufecdem aud A mit
AM den RKeeisbogen MS: fo ift Pp dag Differeniial von AP;
‘Rm dag Differensial von PM; Sm das Differenyial von AM
und Mm dag Diffevengial von dem Bogen AM. Eben fo ift
dag fleine DrepecE MAm, tocldhes den Bogen Mm gur Srundz
linie hat, dad Differensial ded Ubfchnitts AM, und der fleine
Raum MPpm dag Differenjial der jvifhen den geraden Lis
nien AP, PM und dem Bogen AM enihaltenen Flacde.

Sufas.
1. @8 falit in die Augen, daff das Differensial einer
beftandigen Srdfe = o ift, oder, denn biefed fagt daffeibe,
dap die beftandigen Srofen Fein Tifferensial Haben,

Wilfiprlider Sab.

Um dag Diffcrengial einer verdnderlichen Grofe, welde
duech einen cingigen Buchftaben auggedructt wicd, auf eine
Bequeme At andeuten ju Ednnen, wollén wic deft den Budyz
ftaben d beftimmen, und, die Berwirrung ju vermeiden, denz
felben in Der Folge blof ju Ddiefer ALficht brauchen. et
man 3. B, die veranderlihen Grdfen AP = x; PM = y;

"AM = z; ben Bogen AM = u; die vermifdtlinige Figur
AMP = s; den Abfdnitt AM == t: fo foll dx den FWerth
von Pp; dy den von Rm; dz den von Sm; du den von dem
Bogen Mm 3 ds den von dem fleinen Raume MPpm und de
ten von dem Fleinen vermiftlinigen Drepecte MAm ans
eigen. :

Crfte
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Erite Gorderung oder Vorausfebung.

2. &3 wird borausgefent, daf man jroep Grdfen, tvels
de blog um cinen unendlich Fleinen Theil von cinander vers
fbieden find, mit einander verrvechfeln fonne, oder, weldes
eben darauf hinausliuft, daf cine Srdfie durd) Hinjufesung
oder Wegnehmung eines unentlich fleinen ThHails nidhyt vers
andert toerde. So foll e8 3. B. gleidh fepn, -0b man Ap odet
AP, pm oder PM, den {leimen Raum MPpm, oder das fleine
Recpte MPpR, den Fleinen Abfchnitt AMm oder das fleine
Drepect AMS, den Winfel pAm oder PAM nimmt, u. f, f,

Hicgu gehort folgende AnmerPung,

wDiefe Forderung odcr vielmehr BVoraugfesung, twelde
HAnfargeen Scwierigheit ju maden pflegt, enthd’t nechts,

Hvas gegrindete Ginwendungen juliefe. - Befduldigt man
,docb Die Geometer und Afivonomen des Mangels an Ggs
Hnauigbeit nicht, und toie vicl betrachtlicher find ihre fo Haus
Hfigen Nuslaffungen als die Ded Wgebraiften! Nimmt 3.8, der
HOcometer, enn er die Hohe eined Berges meffen mill, auf
Hein Sandforn Rictficht, welched der Wind vom Bipfel defz
Hfelben tegflihrt? Sepen nidht die Agtronomen, tenn fie
Hoon den Firftecnen rveden, den Durchmeffer der Gide bep
»Seite, deffon Brdfe faft 3000 (franydfifdre) Meilen betroge 2
~Detradten fie nicht bep der Bevechnung der Mondfinfters
Hhifie die Eede al8 eine Rugel, und vergeffin alfo der Haufer,
der Thirme, der Berge auf derfelben? Dergleichen dacf.
Hoenn doch teit tweniger aud der Adt gelaffen werden als
»dx, toeil man eine unendlidye Menge von dx braudht, um
»&in x ju befommen. @s ift daber die Differengial: Redhs
H»nung die fidberfte und genauefte unter ollen Recdhynungen,
HLUND man wicde Unvedht thun, wenn man wides die ges
us3 »oadte
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Hradte Borausfepung Crmweadungen maben wellte.  Uebris
ofens find alle jene Bergleidhungen aug Wolfs Elounensen
woer Mathematif, B. 1, S, 418, gencmmen,”

Swente Forbetung odber BVorausfefung,

3. Ferner toicd vorausgefest, vafi man cinc frumme
inie al8 ausd unendlich viclen, unendli$ Il ines geraden s
nien jufammengefent, oder alé cin Polngon von unentiidh
pielen Seiten bescadbten dirfe, Tavon jede unendlicdh Hein
fep,-und roeldhe durdy die cingeibloffenen Winfe! die Scam:
mung der Zini¢ beftimmen. So follen 3. B der Theil der
Curoe Mm und der Kretsbogen M S wegen theer unerdiidhen
RKiginheit al8 gerade Linien und alfo dag Fleine Dregect mSM
Qi ein getabltmges Dreyect argcteben roceden Fdnnen,

WilFiahelider Safh.

K det Folge merden bie legten Luchitaben ded AlphHas
bets z, y, x, . gur Begeidhnung dev verdndeclidhen, die
etften a, by ¢, 2. aber que Begeichnung der beftdndigen Grd:
fien gebraucht roerden, fo daff, indem x in x f dx fibergeht,
MR inytdy; z+% dz pertwandelt werden, (nadh 1)
3, b, ¢ aber unverdndert blexben.

Crfter Saf. Aufgabe,
4. Das Diffevensial cines Aggregats su finden.

€8 fep das Diffevensial von 2+ x F y — z ju fuchen.
RNimmt man an, daf x um einen unendlicy fleinen Theil
veymehrs werde, d. h. baf x in x + dx dbergehe, fo geht
aud y ind F dyund z in z ¥ dz fiber, diebeftdndige Grofe
# abev bleibt diefelbe. Man erhalt alfo in dem gedadhten
Sgllea'i‘x'fdx'l-yi- dy—z—dz flatt atxty—3
und
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und. dag Differensial diefes Aggregats, teldhed man ducdy
die Subtraction deffelben von jenem Ausdrucke findet, ift Das
Ber: dx + dy — dz. Gben fo vechalt es fich in den Gorigen.
Kallen, upd fo Hat man die.

Eefie NRegel,
' fiie die durd) Addirion und Subtraction entftehenden
Aggregate,

Man nimmt. dag Differenzial eined jeden Glieded der ges
gsbenen Grdfe, macht daraus mit Bepbehaltung der Jeie
den eine andere Grdfe. Auf diefe Yvt befommt man das
gefuchte Differensial.

Swenter Sah. Aufgabe.
5. Das Eiﬁ'en:ensial.e‘ihes Produfss 3u finden.

1) Dag Differengial von xy iffydx f xdy. Denn y
geht in y + dy fiber, toenn x in x + dx vertvandelt witd,
und xy roird alfo alédann xy + ydx +xdy + dxdy, mweil
Diefed8 dag Produft-aus.x- dx in yk dy ift. €3 ift dems
nad, das. Differensial diefed Produlfts = ydx + xdy + dxdy
oder ydx + xdy (nach 2) weil dxdy unendlidh) Flein in
Wergleichung mit ydx und xdy ift. Denn dividivet man
ydx und dxdy durch d=, fo findet man y und dy; und da
dy das Differengial von y ift, fo ift e auch unendlichmal
fleinet als y.  Folglich ift dad Differensial eined Produftd
aus oepen Srofen gleich dem Produfte aus dem Differens
siate der erften Srdfe in die andere, nebft dem Produlte qus
vem Diffevensiale der jwenten Grdfe in die erfte.

2) Das Diffevenzial von xyz it yzdx + xzdy § xydz

Denn betvachtes man dag Lroduf xy ald eine cinfadpe
1S Grdfe:
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Gedfe: fo muff man nady dem fo eben Betwiefenen das Pros
duft aud feinem Differengiale ydx + xdy in die andere
Grofie z (welded yzdx & xzdy ift) ju dem Produfte des
Differenials dz der goepten Grdfie z in die erfte xy (oder
xydz) fegens und ef ift folgliy das Diffevenzial von xyz
=yzdxtxzdytxydz

3) Das Differensial von xyzu ift uyzdx + uxzdy
Fuxydz ¥ xyzdu, Dizfes Deweifet man auf dhnliche
Qct, indem man das Produft xy 2 als eine cinfadhe Grdfe
beobatet. ~Eben fo verhalt fichs mit den folgenden Pro-
duften ohne Ende, und daher ergiebt fich die

[mwepte NRegel
fiie die in einander multiplicivten Grdfen,

Das Differenial eines Produfts ift gleich der Summe
det Produfte aus dem Diffevensiale einer jeden Srofe in alle
ubrige.

Alfo ift dasg Differengial von ax = 'xo + adx d. h.
adx; das Diffevensial von (a¥x)x(b—y)=bdx—ydx
—ddy — xdy, '

Hiegu gehdet folgende Anmerfung.

oDiefer Artifel bedarf einer ausfibhrlidhen Erlduterung.
Man giebt ju, daf dad Differenzial von xy gleich fey ydx
¥ xdy + dxdy; allein man behauptet dabey, daf die Weg-
laflung von dxdy in der Praftif nicht obne nachtheilige
Kolgen bleibe. Hier ift der Beweid des SGegentheils, in
moglih grdftet Strenge, allein dev allgemeinen Berftands
tichBeit egen anch etrvas weit Hergefolt.

. 1) Gede
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1) Jede unendliche Grofe wird durd eines der folgenden
Beichen angedeutet, o, ®2, 3, 1,

2) Das erfte diefer Jeichen begeichnet ein Unendliched vom
erften Grade, das andere ein Unendliches vom jtoepten
Grade, dad dritte ein Unendlihes vom bdritten Grade,
uf.f

3) Gin Unendliches vom jtvepten Srade ift unendlichmal
grdfer al8 ein Unendliched vom crften Grade, und eben
fo das Unendliche vom dritten Grade in Bergleichung
mit dem vom jwepten.

4) Gine Unendlide Grdfie Pann durdy Hingufesung einer
endlichen Feinen Sutvadhs, und durch die Wegnehmung
detfelben feine BVerminderung leiden. Alfo ift ot 1
= oo; fowicaud oo — 1 == . Was manvon dem
Unendtichen im BVergleichung mit dem Sndlichen behaups
tet, das gilt auch von dem Unendlichen jeded hdheren
Grades in Vergleidhung mit dem von einem niedrigern
Grade. Soift 3 D. 2t v =2, uad w3 —
®2 =03, Der Beweid hiervon ift in der vorherge:
benden Anmerfung enthalten. ‘

5) Sede unendlidy Fleine Srofe 1a6t fich durdh einen Brudp
angeigen, deffen ahler ein Endlidyes, der Nenner aber

. . . N X
cin Unendlidhed ift. So find —, —, —, 2. Auss
oo o2 o3

drircfe ded unendlich Kleinen vom erften, joepten, drit
ten Grade, u. f. . Aud) giebt einBruch, deffen Jahter
ein Unendliches von einem niedern, ber Nenner aber ein
Unendliches von einem Hohern Grade ift, ein unendlich

. ) ® ,, o _l .
Rleines, 3. B. ot toeil — = o ift,

s 6) Gin
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6) Ginumendlich Kleined vom groepten Grade ift unendlidhs
me! fleiner aig ein unendlich Kleines vom criten Grade,
und cben fo verhalt ¢8 fich mit den dbrigen chne Ende.

7) Giae unendlich Fleine Gydpe ift nichts gegen cine ends
lide. Goijtrt L= I3 I — LI 1. @ben fo
[~ o0

ift eir unendlic) Kleines vom tvepten Grade nidts ges
gen cin uneadlid) RKicined vom erften Srade, und alfo

I ¢ 1 T I ) |
B, =t =—; == ——= =, Ben Bes
é% oohl.ooz o’ oclv-,gz; 2

weis findet man ebenfalld in der vorhergehenden Uns
merfung.
8) xy ift dag Prodult aus x in y.

9) xytydxt=xdy t dxdy ift dbes Produft aus x
dx iny tdy, 0. b dag Produft aus x nachdem es
tucdy unendliche Pleine Grofen vermehrt worden ift, in
y, nachdem mit demfelben eben daffelbe gefchehen.
Dahes ift ydx t xdy t dxdy das Differengial von xy.

§0) dxdy ift eine unendlich fleine Grdfie vom jrepten
@rade in Bergleidbung mit ydx + xdy, welde man
al8 unendlich Fleine Srodfen vom erfien BSrade betvadbien
mufi.  Wiv roollen jur Celduterung das Redyted ABCD
oder xy, Fig.2, betradbten. Vergrdfern wir feine Grunds
finie CD oder y um die unendlich Fleine Gedfie Dn oder
dy, und feine Hdhe BD oder x um die ebenfalld unendlich
Fleine Grdfe Dp oder dx: fo ift Flar, daf Pas unend:z
lich Pleine Rechted BmDn oder xdy, und das unend=
bHcp Preine RecdptecE CDop oder ydx, unendlichmal
grofieve Rechtede find, o8 dag Redtef Dnpr oder
dxdy, toeil jedes Der erften ein Produft aus einer

ends

.
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endlichen Brdge in eine unendlich fleine, dad leste
hingegen ein Produft aus jwep unendlidh Fleinen
Grogen ift. €8 ift demnad) dxdy eine unendlidhmal
Pleinere unendlich Fleine Grofe al§ y dx oder xdy, und
man fann daffelbe ausd dev Ut laffen, obhne in der Ans
wendung den gevingften Fehler beflrcpren qu. dirfen.
Wenn alfo ydx + xdy ¥ dxdy das Diffevensial von
xy ift, fo ift ydx ¢ xdy cbenfalls dag Diffevengial
davor

11) €8 ifi Daher ausgemadbt, dag das Diffevensial cines
Produlbts jrwever Srdfen dad Differenzial der erften
mit der andern, und das Differengial der andegn mit
Der erfren Grdfe multiplicict enthalte; und nicht tvenis
ger, daf das Differengial cines Produftsd dreper Sros
fen gefunden werde, roenn man das Diffevenyial einey
feden diefer Brdfen mit dem Produfte der bepden ans
dern multiplicict.  Das Differengiat von xyz §. B,
il yzdx txzdy ¥ xydz Dier ift der Yerveig:

S fege xy =nu. Folglich ift das Differengial von w
mit dem Differengiale von xy eineclen, Alfo ift ydx £ xdy
&= du,

Kerner ift xyz=uz, wenn xy== uift, Ulfo it dag .
Differengial von xyz mit dem Differensial von yz einerley,
und diefes ift zdu Fudz. Nun ift aber zdu =yzdx
xzdy, weil du==ydx + xdy ift, und udz = xydz weil
xy = uift. Demnach it zdutudz=yzdxtxzdyt
xydz; und renn daher zdu t udz das Diffevensial von
xyzift, foift aud yzdx+t xzdy ¥ xydz diefes Diffecens
#ial.  TMan findet alfo das Differensial eined Produfts drepes
Srdfien, wenn man dad Produft aus je swepen mit dem Difs
ferensiale Der dritten multiplicict. Wuf abnliche At erhals

man
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mandad Diffevensial eines Produfts aus vier Grdfen, ins
dem man nemlich das Produft ausd je drepen von ihnen
mit dem Differensiale der vierten multiplicict. Dad Diffes
vengial Des Produftd uxyzift daher xyzdu +uyzdx ¥
nxzdy Fuxydz. Ueberhaupt ift das Differemial eines
Produftsd aus mehreren Faftoven gleich der Summe der
Produfte aus der Differeny jedes derfelben in das Produft
aller fibrigen. Der B, behauptet 3. B. dad Diffevenyial ven
(@a¥x)(b—yyfep bdx — ady — ydx — xdy, und mit
Recbt. Denn ed ift (atx)(b—y)=abtbx—ay—
xy, Yber ab hHat Pein Diffevenzial; dasd Differensial desd
fbrigen aber ift offenbar bdx — ady — ydx — xdy.*

Dritter Sab. Aufgabe.
6. Das Diffcrensial eit;ea Druchs 3u finden,

. . dx — xd
@8 ift das Diffevensial von =TT FT Denn
y Yy

fetst man —;{- =z, foift x=yz; und da diefe bepde verin:

declidhe Brdfien fretd einander gleich bleiben miffen, fie md:
gen vergrdfiert oder vermindert werden; fo folgt, daf ihr
Differensial, dad heift, ihv Suwachs oder ifyre BVermindez
vung ebenfalls gleich fep.  Man Hat demnad dx = ydz

dx — zdy ydx — xdy
dy, und dz = = toenn
T2y y yy

man fite z den SIBertf)-;i fegt.  Hierdurch befommt man die

. Dtitte Regel
fiic die Quotienten oder Breide.

Das Differenzial eined Bruds ift gleih dem Produfte

aug vem Difecensiale ded Jahlers in den Nenner, tenigee
dem
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dem Produbte aug dem Differenziale ded Nennerd in den
Sabler, nachdem dag Garige durch das Duadrat des Nens
ners dividict tworden,

. , , — ad .
So ift das Differensial von %: xax x; bag Difs

X adx
atx aat2ax+txx
hiovige Unmerfung ift von gans und gac Feiner Bedeutung.)

Vierter Sah, Aufgabe,

7. Das Diffevensial einer jeden Poteftdt einer verdndera
lichen @Grdfe 3u finden,

m eine allgemeine Regel fitr alle Poteftaten, forohl
fiie die mit gangen al8 fit die mit gebrodhenen und mit negatis
ven Gyponenten ju geben, muffen wir juvdrderft die Yehnz

libPeit 3wifchen diefen verfchicdenen Yrten von Erponenten
bacthun, '

fevengial von (Die bigru ges

Wenn man eine geometrifche Reibe nimmt, deven erftes
®lied 1, das jroete aber irgend eine Grdfe x ift, und unter
die Glieder ifhre Grponenten fdhreibt: fo bilden dicfe eine
arithmetifche Reihe.

Geometr, Progr. 1, x, x2, x3, x4, x5, X6, x7, .
Arithmet. Progr. o, 1,2, 3, 4, 5 6, 7, 1«
@etit man die geometrifche Reife jenfeit 1, und die arithmes
tifcbe jenfeit ¢ fort: fo werden die Glieder der arithmetifden
Reihe die Exponenten der Glicder der geometrifhen, Alfo

. I I
ift -~ t der Egponent von 3 —ader Grponent bon—, ac.
X X

Geometr, Progr. x, 1, — —,

X
Yeithmet, Progr, 1, 0p—1,~2,—3, —4, k.
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Fabet man aber cin neued Glied in die geometrifche Pro:
grefiion ein, fo muf man, um feinen Erponenten ju haben,
cin ahulidhes in die avithmetifche Reihe bringen.

) ) 3
%lfo Hat j‘x gum Grponenten %5 vx, L; f‘xa, %;

1
fx, — 35 --—, — 4§ orley 3; 1. dergeftalt, daf
Vs

Cn e o e T 5, & 4
Diefe Husdradde vx und x*; v'x und x3; vx4 und x%;
-3 o
—— und x" %, 2c. cinander gany gleidbbedesitend find.
¥x3
Geometrifche Progreffionen,

.. 3 3 s 5 s s
Y, V'x, x5 1, V%, Y2, x; I, V% V%3, ¥'x3, Vx4,
Arithbmeri{che Progreffionen,
o % 150, % % 1;0 % % } 4

Geometrifdhe Progreffionen,
I 1 U SRR ¢ I

T

¥ ¥ I I
x2’ x3' Vx7 x4

) §
R Y ITE

Vx4 A xS§
=1y =3 —2; —1, —% — 4 253 =7 —4

@8 evhellet hieraus, dag man cben fo, alg v'x dag mittz
fere geometrifche Propoctionals Glied wifden 1 und x ift,
aud) in ¥ das mittlerc avithmetifde Proportional:Glied gtvis

fdben o und 1 Hat; und auf dhnliche Act find v’“ xund § mitt:
fere Propoctional: Glieder, jenes ecin geometrifhes, diefed
ein arithmetifdes, und die ecften von den bepden, die jviz
fben 1 und x und o und 1 licgen; u.f.rv. €8 folgt demnach
aug det Natur diefer bepden Progrefiionen:

' 1. Daf
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1. Daf; die Summe der Grponenten jeder jrweper Glies
der dec geomerrifiden Progreff oi der Spporent des Produfts
aus diefen bepden Giicdern ijt.  Affo ift x4+ 3 oder x7 das
Produft aus x3 in x4, und <2 1] oder xf das Produft
aué x* in x%, und x— 3T oder x— 7% dag Produft aus

3 1 A A .
x— % in x% 1. Gben fo ift x%f% oder x3 das Produft

aus x5 in fich felbfe, oder das .Qtfabmt von x%; x2tatz
oder x5 das Predult ausd x3 in x2 in x2, ober der Cubus
von 22, und x— 35 —5—% oder x— % die vierte Pos
teftdt von x—3 u. f f. Auf diefe Art erhellet, daf das
Doppelte, das Drepfadbe, dag BVierfadbe u. f. f. cines Glies
des dev geometrifhen Reihe der Epponent des Nuadrats,
der Cubus u. f. w. diefes Gliedes ift; und e8 ift folglid audp
bic Haifte, dad Drittel u. f. f. ¢ines jeden Glicdes der geos
metrifchen Reihe dev Epponcnt der Quadrvat: der Cubifrouss
gel u. f. f. oon diefem Glicde,

3. Daf die Differens der Crponenten jeder stoeper Glies
ber der geomettifdpen Progreffionen der Erponent des Quos
tienten Diefer Glieder ift. Nifo ift =% = x? dev Gps

. ponetit Des Quotienten <3 durdh xf, undx— 3 —f=x1%
der Grponent e Duotienten x— 3 durch x+. Tan fieht
Lo z —i
daraus, daf e8 gleichviel ift, 0b man x 3 purdy x — * muls
tipficirt, odber durd x3 dividitt. Gben fo verhalt 8 fidh in
en dbrigen Fallen, Dies vorausgefent Lans dev Epporent
enttoeder eine gange Jahl oder ein Brudy fepn. St das erfte
und der Eeponent auferdem pofitiv, fo ift das Diffevensial
oo x2 == 2xdx, Dag von x3 = 3x2dx dasd von x4 ==

4x3dx) 2. Denn da das Quadrat von .x'nid;t anderd ald
' ' bas
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das Produft von x in x ift: fo ift fein Differensial xdx ¥
xdx = 2xdx. Gben fo ift der Cubus von x ein Produft
x inx inx, und alfo fein Diffevenial xxdx + xxdx ¥
xxdx, Daed fih auf eben die Art mit allen Gbrigen Potes
ftaten verhdlt, fo folgt, daf fir den Fall, wenn m eine
gange Sahl bedeutet, das Diffevensial von x = mxm-1dx

fen.
gBenn der Grponent eine negative Sah! ift: fo findet

. . L. T —_— mxm-Idx
man vasd Differenzial von x-m pder — = —————— ==
xm X330

— mx-M-Idx,

%ft hingegen der @gbonent ein Bruch, oder die Potes

a m m
ftat von dev Form vx, oder x7, wo = jeden Brudh bes

m
deutet: fo fefse man xn = z, wobdurd) man xm = 2zn echalt,
Nad der Negel des erften Falld ift hier mxm-1dx =

m
a-1g > alfo d mxm-Idx m -;-—-x
- — —_— =X
nz z, und aljo dz e o dx oder

mi
m n . ¢ . m——
;—dxfxm‘”, indem man fie nz®~X feinen Werthnx »

fegt, SBenn der Grponent negativ ift: fo findet man das

ik ) L B

m -—Ex;-,.!d X

) i I n- R
Diffevengial bon x » m 2 1
xn e XT
n Ex no dx. Hievaus flieft S

o

| Die

¥

9
Y
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Die pierte NRegel
fie alle Arten Oer Poteftdten,

Das Diffevengial einer jeden Poteftdt ciner verdndetliz
den Gréfe wicd gefunden, wentt man den Erponenten dee
Poteftdt um 1 vermindert, und diefelbe darauf durdy den
unvebminbecten Erponenten und tas Dffevensial der Wurs
a¢l multiplicivt,

236t man dafer m jede Sabl, fie mag gany oder acbro:
chert, Ppofitiv oder negativ fepn, und x jede verdnderfiche
®rofie bedeuten: fo ift dag Difevengial von xm allemal =
mxm-Idx,

CGrempel.

Dag Diffevengial ded Cubus von ay — xx oder von
(ay — xx)3 {jt 3(ay — xx)2 (ady — 2xdx) = 3a3y?dy
— 6a2x2ydy 1 3ax4dy — 6az2y2xdx f 12ayx3dx
— 6x5dx,

Das biﬁcrenaial von v (xy + yy) oder von (xy + yy)&

- Cn ydxtxdytydy
ift 2= xd-rd 2ydy) 0Pet —
ift 35y % yy) (ydxtxdyt2ydy) op Py re—

Dag Diffevengial von V(a4 ¥ axyy) obeé'bb*f
(a% T a*(yy)% ift #(a% ¥ axyy)_’%(ayydx t 2axydy\
ayydx + zaxydy
C2V(a4 taxyy)

odeb

Dag, Differengial bon v (ax # xx) 8der von (ax F xx)*

ift %(ax ¥ xx)"%(adx T 2xdx) ober _ﬁiﬂ

3V ax t xx)3
Eiilers Diff, Rechn, 2, TH. 1. Abth, & Dad
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Das Differengial von v (ax + xx + V(a4 ¥ axyy)) oder
von (ax ¥ xx +v (a4 taxyy)s, ift%(ax-i‘xxi-\/"::'14'7'alxyy))"i
ayydxi'?axydy) oder adx } 2xdx
2y (a4t axyy) 2V (axtxxty (a4taxyy))
+ . ayydx ¥ 2axydy '

2V (a4 t axyy)2v (Vax t xx t+ V(@4 t axyy)

(adx ¥oxdx ¥

\?‘(ax-l'XX)
Vytyy

gel und nadh der Regel von den Bridhen =

Das Differengial von ift nach diefer Ree

adx ¥ 2xdx .
3v (ax ¥ xx)2

— xdy—2 3 .
ydx — xdy ﬂydyx\/’(axj-xx).

Vi&y tyy) s — e

Die hierju gehdrige Anmerfung ift folgende:
* Dicfec Artifel Hat eine Menge von Frlduterungen ns
thig, telche fich auf nacdhftehende Fragen guricdiihren laffen.

Erefte Srage: Wie fann man fagen, daf — 1 der Eps

; 1
ponent von = fen?
' I o

Antwort, x-T == o Denn e ift x~I.x2 =x2~T=x;

folglidy x bas Produft aus x2 in x-1; folglich }_{‘52. = x-1,

toeil die Divifion ded Produftd durdh den Mu'tiplicandus
sum Quotienten den Multiplicator giebt,  Nun ift aber
X |8 , I . .

el folglih x~1 = - und berhaupt jede Poteftat
mit einem ganzen negativen Epponenten nidtd anders ald

die Cinheit durch diefelbe Dignitat mit einem pofitiven Cps

I . T T
ponenten diowict, Demnad it x-2 = =) x"3 =,
Bweyte



Anmerfungen und Jufade jum erflen Theile, 323

Bweyte Svage.  Hat man Recht ju behaupten, dab der
Syponent von \zfx, 3 fep?

Antwort. Faj bier ift der Betveid davon. \7‘ xzx*;
aber x* bat sum Gpponenten ¥, alfo ijt auch der Gpponent
pon \7‘ %, 5. @8 fommt demnach darauf an, baﬁ geseigt
terde, Vx o = x¥, weldyes aber nicht fpmwer i, Man
fann e8 auf folgende Act thum,

bt = = xx = x; folglich it x¥ die Ouas
dratourgel aud x.  Uber 1/2' x ift auch die Quadratroursel

aus x, folglich \zfx = x%, und Gberhaupt jede Potefdt mit -
© einem gebrochenen-@gponenten nicdits anderd als die MWurgel
einer Poteftdt, deren Eypponent der Jahler bved Brud)s,
der Nenner aber der Erponent der Wurzel ift. €8 ift daher

3 E 4
¥ xI = x3; Vx4 =x"%

, o i
Dritte Jrage, Wie fann man — ausgdrucfen?

Vx3
r,_ . —3 S . .
Antwort. —= = x 2. Dier it der Betveid,
\/'xS .
7 ¢ I X 1 —_3
Va3 =x2 (ate Feo) alfo ——=—.  Yber 5 =x" =
vx3 %2 X2
igoeo I -3
(nach der erfien Frage),  Folglich ift ——=x"%; und
, Vx3
X —_ T _
T._ =x % s X *
VxS§ v'x7

X2 Vicste
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Yierte Seage, St o8 wabe, daf 1, Vx, x in einer
geometrijchen Reihe jtehen ?

2 2
Anwort, 8 ift offenbar 1:vx=v=x:x. Denn

2 2 >
pux=xumd Vx.vx=x U find 1, vx x in cinee
geometrifchen Progreffion.

3.3 NP ,
Jufes. 1. I, VX, Vxx, x find in einer geometrifhen

" P : L : , 2
Progreffion. Denn €8 ift 1:x7=x3:x7; reil 1 % x7
2

2
(XIz=x3ix';

=x3: folglich

%_
2 I 2 |
= x3, und x7.x¥ = x3. Feener ift aud) x7:
2

denn 8 ift x3, x'—x”'?—xa undx3 ., x% =

ftehen 1, %%, %3, x, oder 1, ‘f %, \/ xx, x in einer geomes
trifchen Progrefiion.

$Bas ihre Crponenten betrifft, nemlih o, I, 2, 1: fo
fteben dicfelben in einer arithmetifden Progreffion; roeil die
Gumme der bepden Gufiern der Summe der bepden muttlern
gleidhy ift. Aud eben dem Grunde machen audy 4, % % 1
eine arithmetifche Progreffion.

. . € 3 5 5
Bufas. 2. Chen das gilt von 1, V'x, vx2, V13, Vx4,
X 2
%, 00¢t 1,x%, x5, x3, x%, x, und den Grponenten o, %, 3,
é/ %I L.

Sinfte Seage, G'.'nni) - —I-—-, = in einer geomes
w/' 3
txifcben Progrefiion ?

Antwort, x ¥, x %, x 2 find in einer geometris

fben Progreflion. Denn -8 ift x%xm3 = x3; wnd
—3 —3
X Z2,x 2=ax f=x3,

Daf
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Daf — 1, — 3, — 2'in einer avithmetifchen Progref-
fion 'ftehen, fallt in die Nugen, Eben fo verhalt es fid nun
aber aud mit den Ubrigen vom B. angefiihrten Veyfpiclen,

Sedyste Srage, Wie (3fit {ihs beweifen, Dok 2xdx
va8 Differensial von x2 fep?

\ZImwo:t. xx ift dag Vrodult von xin x, Das Difs
ferengial cined Produftd jwener GSrodfen ife aber dad Diffes
remyial der ecften Grdfie mit der andern, nebit dem Diffes
rengiale Der andern Grdfe mit der criten Srofe muit'pliciet,
Alfo ift das Differemgial von x2 = xdx + xdx = 2xdx,
(2te Anmert.) '

Durch eben diefe Anmerfung beroeifet man, doft dag
Diff-venjial von x3 = 3x2dx, dad von x4 = 4x3dx, und
fiberhaup: ta8 Differengial von xm, m mag eine Jahl bes
Deuten, was fuc eine ¢8 will, m xm-1dx fep,

Sicbente Srage.  Wie beweifet man, Daf — mx-m-xdx

— mxm-Ydx

= fen.

x2m

Antwort.  IMan multiplicive ahler und Nenner ded
legten Brudys daedh x2m,  Yuf ahnlicdhe Avt 166t fich acis
gen, daf . -

—_— X &x m_
n . m TR h
&= — —x dx ift.
2m n
xn .

_ Ahte Srage. Weldes ift das Diffevensial des Cubus

pont ay ~— xx?
Antwort. Dasd verlangte Diffevenzial ift 3a3y2dy —
6a2x2ydy } 3ax4dy — 6a2yaxdx } 12ayx3dx -~
X3 0x$ dx,
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6x5dx, teil der Cubus von ay — xx==a3y3 — 3a2y2x2
+ 3ayx4 — x6 ijt. Denn dasg Diffevenyial von a3ys3 ift
3a3yydy, bad von — 3a2y2x2 aber — 6a2x2ydy —
‘6a2y2xdx, Dad von 3ayx4 ift 3ax4dy | 12ayx3dx,
nd tas von —x6 endlih) — 6xsdx. Folalich ift dDas ans
geflihree D.fferengial auch dag mwabhre Differensial von dem
Cubug vor ay — xx. (Wuf ahnliche Art werden in dem
Kefte der Wimeefung die Gibrigen vom M. de PHopital ers
Flacten Beyfpicle evldutert.)

Anmerfung.

8. G8 ift hicrben ju bemerPen, vaf bey der Nuffucdbung
der Differemiiutien, feald cine Grdfe x wadfend angrnoms
men wurde, eben bag mit den atrigen y, z, . gefthah, d, b.
Daff wenn x in x +dx vevroandelt wurde, aud) y und z, jenes
in yt dy, tiefeé in 24 dz fibergieng. Wenn daber vondendas
fependen verdndirlicher Grifen cinige abn biten, fhdem die
anbern junchmen: fo muf man thre Diffevenzialion in Bergleis
hung mit denen der wacdhfenden Grdfen ald negativ berradys
ten, uad folalich die Jeichen derfelben verdndetn. L4t man
daher y und z abnelymen, wenn x wadft, d.h. lafit man y in
y — dv, u:d z in z — dz fibergehyen, wenn man x + dx fie x
fetst; und will man dabep dad Differengial des ProduPts xyz
Paben: fo muf man in dem Differerzial-Ausdruce x y dz F
xzdy t yzdx (5) die eichen der Glicder verdndern, twos
rinn fich dy und dz befiuden, Dies gicbt fir dad gefudpte
E{ﬁccc':{,ial yzdx — xydz — xzdy.

Sergliedert mar nun jum andeen (S, 303. 3. 6. vonun:
ten) die tranfeendenten Funftionen, fo hat man an dem ge:
gentoartigen Orte, o nodh) nichtd weiter alg die beyden

- evften Theile der allgemeinen Matfiematil und die Sinleitung
in
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in die Analpfis des Unendlichen vorausgefest twerden Fanm,
Feine tranfcendenten Grdfien ald
1. die logarithmifchen Grofen,
die Cpponential - Srofen,
3 ble tranfcendenten @)Loi;m, die aus dem St*reu'e ente
fpringen, und
4. diejenigen, welde fich aus diefen burcb bie imPehrung
ergeben.
Bas befonders
1. die logarithmifchen Gcdfen betrifft, fo find btefelben
entweder
a. einfadbe fogatithmifde Grofen, nemlih
«, fogarithmen veranderlicher Grdfen im ecinges
fbrantten Sinne,
8. Sogarithmen von Funftionen pecdndetlicher Grds
fen: ober
b. jufammengefeste, d. B.
. fogarithmen von Produften und Ouotientenver:
andetlicher Grofen
8. Sunftionen, weldye aus algebraifhen und Ioga;
tithmifdyen Grdfen beftehen,
2, Die Erponential: Grodfen find entrwoeder,
a. folce, Dey denen Dlof der Eyponent, oder
b, foldye, ben denen auch die Sridfe bezanberltd;, obee
endlich
~ & folche, bep denen der @gponent eine @gponenttals
~ Brofe ift.
3. DieFormen der tranfeendenten Grdfen, weldhe aus dem
Keeife entfpringen, find
a. A.in.x
b. A.cof.x
¢ A.tang.x
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d. A.cot.x

e. A.fec.x

f. A.cofec.x

g A.Gn.verf x

4. Die tranfeerdenten Grdfen endfich, twelde fich aus dies

fem durd) Die Umbchrung ergeben, find

a fm x . |

b cofx

€. tang. x

& ot x

e fec.x

f. cof:cex

g fin. verfix
Man vergleiche hiermit den Abriff ded fechdten Capitels im
erften Zheite, S. 393 —395.

Aueh bis ierher ift alfo die Oedrung, in welder die
Elemente Der Differenyial . Rechnnng gefunden und geftellt
toerden mitfen, fo leicht und natlictich, daf fie gang und gae
nidht verfelit werden fann. Slecbtoohl ift diele Ordnung
in den fibeigen Fheifen der Mathematit oft dasjenige, was
die meifte Miihe verurfacht, wie.unter andern Hr. Sdhulg in
feinen Anfangegritnden dev veinen Mathefis, Konigsbers, 1790
in der Vorvede, &. 3, begeuget.  Aber vietieidt ift die CSos
findung der Diffevensialien dafir mitdefto grdferen Sehvies
vigPeiten verbunden? TWiv wollen fefen.

" Um von den algebraifhen Gunbtionen angufangen, fo
Hat die Crfindung der Diffevenyialien der einfaden algebrais
fiben FunStiogen fir denjenigen fidber Peine Schroierigheit,
ber in Pev BVermandlung der Auddeticke diefer Funftionen
Die ecforderlidhe Fertigleit befit, Was die jufammenges
fefiten betrifft, fo bocf man nur, toenn man die einfachen
Brogen, weldpe die Funftion qusmadien, die Fheife dev

Funk
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Kunbtionen nennt, jedeSmal dad Differengial cines jeden
Rheild der gegebenen Funfiion aquf die Utt fudhen, ofs wenn
nue diefer Theil vevanderlich und die tbrigen alle befrandige
Grdfen rodren, und darauf affe gefundenen Differenzialien
3u ciner Qumme vereinigen. Da ferner dicfe Negel cudy
bep den tranfeendenten Junftionen antwendbar ift, fo Fommt
¢8 bep dentranfeendenten Funftionen edenfald vor;lslich auf
die cinfacben Falle an.  Wev fich aber in Anfebyung dev At
toie dic Differensialien davon gefunden roerden, an dadjenis
ge erinnert, 1vad im crficn Theile im fechsten Capitel feh,
ird dadurd Tiberjeugt tocrben, daff das Widptighte in cineny
gefbiditen Gebrauche der Elementar: oder Hev nicdern aliges’
meinen Plathematif befrehe,

Hievausd erhelben cinige Mittel, fich die Crlernung dee
Differenzial Rechnuig gu evleichtern. Das evfte befteht darin,
daf man fich fo frih al8 mdglicy, und gleich nach der &. 304,
gedadbten affgemeinen Regel, von der Ridptigleit dev vethin
angefllyeten, nicht durch Udftraction, fondern aus dev Natue
der Differensial: Rechnung felbft dberzeuge. Dies Mittel
ftefyt in cineg jeden Gervalt, ju dem folgenden tvire tebers
einftimmung unter den Mathematifern exfordertich). €8
wiirde nemlich die Grlernupg und der Bebroudy der Diffes
rengiaf: Nechnung dadurd viel bequemer werden, wenn man
purchaus fratt der Wurgelseichen die gebrochenen Exponentary,
und ftatt der Divifor - Dignitaren die Potefidten mit negaz
tiven Egponenten brauden toolite.  Auferdem (3Bt ficd audd
mande vop den gewdhnlihen Wufldhingen fehv abfirzen,
Golt 3. B, das Differenyial des Logarithmen vor x gefunden
werden: fo ift die gange Hufidfung dicfer Aufgabe folgende.
dx

x !

dx
dlxs=1(xtdx) — Ix =11 ¥ -;—)_——_-

X5 henn
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denn ¢8 flicht ja aud det Definition des Logarithmen, dag
dx - d , .

(¥ ;‘f) = —5 fen. Um ferner das Diffevensial des finus

pon x ju finden, darf man nue

d.fin.x=={in. (x}tdx)—{in x==fin.x.cofidx *cofix. fin dx
— fin.x
feten, und fich daran erinnern, daf cof dx == 1, und fin.dx
==dx fev, um Dieraus fogleich d. fin.x = cof. x.dx 3u
finden. Den limftand, daf man bier cof.dx = 1, aber
fin. dx == dx, und nidit = o, fetit, werde ich nacdhher bes
nupen,

Bep Aufaaben pon foldher WichtigPeit und Braudbbar:
feit, ais ben Hufgaben von der Erfindung der Differcnzialien
gufounut, iit fehr viel daran gelegen, daf man fidh die Refultate
peric ben [eicht und geloufig einprage. Bleibt man bey den
einfachen Funbtionen ftehen, fo find die Refultate der Aufs
gabei des evften Hauptabjhnitts der Differensial: Rechnung
folgende,

1. Yon den algebraifchen Sunteionen,

p
d.xn = nxh-I4dx = nxn-Idx
" — ndx

d.x" —m—nxn-Idx =
xntx -

n Ne—m

- — m
d.xn=nx" Idxﬁ XM == .P_x m dx == E.‘/'xn—m dx
m m

n —N-—m
—_— —ndx

n
dox M=me——e—x m dx==—
m m

\
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2. Yon ?gn. seanfeendenten SunErionen,
1) den logd:itbmifcben"@;bﬁén" d’.lx“':-%sf,'-'
) ben @gponentml Srofen,
d ax = axdxla, d.y* = y”‘dxly §- xyx 1dy;

B o d. ee = de
3) ben teanfcendenten @roﬁen, die aus bem Rretfe ents
fpringeu, : Cee .
crdx . L o—dx
d.A. I‘ = ' 4, A. =
n x Fa= xx) LA.cofx =T i—
Todx o - e—dx
d. A tangx_m d. A cot, h:.‘:—l—'—;;-x—,
dx C L —dx
Mec.x = ——— dA fi _-——-—-—°
d.A.fec.x . xf\xx-—-l) cofec.x— (xx-—l)’
S dx -

LALGn.verfx == ——— 0
d.A.in.ver{(x P

-4) ben tranfcendenten @Srofgen, die fih aus der umt’eb’
rung dev vorhergehenden ergeben, ,

d.fin.x =dx.cof.x; dcofx:-—dx.ﬁnx

d dx d.cot. x = —dx
~d.tang. X == M JCOt. X = ———
g cof x2° ~f{in x2
dx.fin.x .
d.fec.x = ——— = dxtang.x.fec.x

cofl x2

—dx.cof.x : :

d.cofec;x &= ——————— = dxcot,x.cofec.x
fin. x2 -

d.fin.v.x = dxfin, x

Will man fich die Differensialien, die unter die Form
nxn-Xdx gehdren, durdy Wurselseichen ausgedrucht, geldu:
fig madben, fo fese man zu den obigen nod



352 Xnmetfungen und Sufdbe jum erften Theile,
350 B -
b dx _ dx
ny xn- I n;l/’xn-l
—dx  —dx

_ ’ n\“/'x“‘r! mn;"x
Dann unteefdeide man Poteftdten - Eyponenten und Lourz
el Gyponenten dedgleichen Dultiplicator:” und Divifors
Dignitaten, wovon jene einen pofitiven, diefe einen negativen
Crponenten haben, und fehe den Wursel:Egponenten der Digs
nitaten, woraus Feine Wurgel gegogen, fondern die felbft
genommen twecden follen, fo tie ex e8 in dev That ift, = 1.
Dicfes vorausdgefest, befteht das Diffevengial ciner jeden
Poteftdt aug drey Falftoren,

1. au$ dem Differengiale der Wurgel,

2. aus ciner veranderlichen Grodfe, und

3. aué einer Deftandigen Brofe.

Nv. 1. bietet fich in jedem Falle von feldft dar; M. 3..if ein
Brudy, defen Sahler der Poteftaten - Exponent, der Nenner
aber bder Wursel-Eprponent ift; auferdem abgr ift diefer
< Bruch pofitiv bep den Multiplicator: und negativ bey den
Divifor: Dignitdten, Da diefes felyr leicht gemsrft werden
Fann, fo fommt e8 voryliglich auf die in dem Differengiale
enthaltene vevanderliche Srdfe an, Den Fall, roenn die ges
I

geberve Poteftat die Form x " hat, ausgenommen, fo gehdrs
die veranderliche Grdfie in dem Diffevengiale ju eben der
Aet, ju tpefcher die gegebene Poteftat gehdet, d. h. fie ift mit
Diefer entrmeder eine Pultipiicator: oder cine Divifor: Pos
teftat,  Yuferdem darf man nur bemerfen, daf das Wursels
geichen bepbehalten, und dev Spponent der gegebenen Dignis
14t im evfien Kalle um den Wugel: Erponenten vermindert,

‘ im
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im andern um denfelben vermehrt werde, Die Vevanderung,

—5 I ~ dx dx
toeldbe der Fall d.x  "=d.— = _

\}Lx n;l/'x“JrI nx:/'x
Balt, bictet fich dabey von feldft der, und eben fo falle dee

) dx
@rund in diz Hugen, warup man —-

n v’zil" X

ents

fiatt :T\"rxvhd,«;
fereibs.

Dorandqefent alfo, daf nicht ettva dev Beweis der alis
gemeinen Regein, nady weldhen man bep det Cefindung ber
Differenzialien ju vecfalren angetiefen wicd, Ynftof veruirs
fadye; in roclbem Falle ich auf dasjenige vertvoeife, was id
begm evften Theile in den Anmerfungen und Jufagen und
in dev BVorrede gefagt habe: {0 ift bisher nod) alles fo leicht,
dag man fehe unvedt thut, wenn man die Differensials
Rechnung al8 fhwer betrachtet. Selbft twenn man die jtveys
ten und folgenden Differengialien avffuden wilf, Lat man
aufier dem Bisherigen nichts roeiter nothig, indem Hey den
gemeinen Juaftionen die Difevenialien der Srundgrdhe als
beftandige Srdfen betvachtet rwerden mifen.

S laffe e8 hietben betvenderi, rocil derjenige; der die
Ecfindung der DifFerensialien dev gemeinen enttwicfelten, als
gebraifdhen forvohl als tranfcendenten, Gunftionen nicht mehe
{dhtoet findet, bey den iibrigen Capiteln der Differensialz
Rechnung, wenn et fie nach ciner Culerifden Anleitung frus
dict, gewiff eben fo wenig Schrierigleit antreffen wird,
@ern entroicfelte ich freplidy die Regeln sur Crfindung dee
Diffevensialien aus dem &. 300, mitgetheilten Begriffe dee
tranfeendenten Mathematif und, ber daraus flicfenden Crfldz
tung der Differensial: Rechnung ;s allein da fiber diefe Ree

Eulers Diff. Rechn. 2, Th. 1, Abth, 9 geln
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getn bepm ecften Theile fhon fo viel gefagt worden ife, daf
eine ftrengere Gntwidelung nicdht jhlechthin nothroendig tit:
fo toende ich mith ju dem gegentodartigen gwepten Theile
der Guferifchen Anleitung jur Diffevensial = RNednuag,
S ill guvtrdecft den Snbalt tabellavifdy Herfegen, fo
~ wie i) folhed audh ben dem erften Theile gethan habe,
_und datauf, ro ¢8 ndthig ift Srldutcrungen, und julent die
vorrchmften Antoendungen der Diffevengial 5 Rechnung auf
die Geometrie hingufugen.

ISnhalt
Des

3'met)tfen Theils

Snbalt ded erfien Capitels,
Bon der umfo'rmu‘ng per Reihen

1. %orztinnerung, §. 1.
"o, Vevwandlung der Reilien:
ax T bx2 F cx3 + d«4 f exv F 2,
ax — bx2 F cx3 — dx4 1 ex¥ =10 §.2:18:
a) durd; die Gubftitution x = li—y §.2e1m
v, Bertoautlung der Reifen: ax f bx2 + cx3 $ dx4d
+ac., §.2:6, ‘ ' '
aa, Berranviung felbk, §. 2. 3,
bb, Gerrauch ded Gefundenen gur Crfindung der
Gummen gzgebenct Reihen, §, 426,
wa, OHNE
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ax, ohne Ende fortlaufender, §.4.
8s. begremyter, §; 5. 0.
-3 %Lrwanblung ver Reihe: ax — bxz -[- ex3 ~ dx4
16, §7oarn. : N
aa. Bevwandiung felbft, §. 7.
bb., @ebraud) ded Sefundenen, indbefondere, toenn
x=1 it §.8-11, 5
wa, gut Gefintung Ser Summen, §. 8+ 10.
8. gur Gefindung fravker convergivender Reifen,
§. 11,
b) duedh die Subfiitution x = y(r —y), §. 12.13.
) bupdh die Subftitytion x = y(1 + ny)’, §. 14
d) durdy folche Gubftitutionen, daff die Summe der ges
fundenen RNeife irvational wird, §. 15,
. allgemein, §.15. '
B. befondere Falle, §. 16. 17,
e. wenn fir x tranfeendente Funfionen von y gefegt toer:
den, \§ 18.

'

Snhalt Ded ywepten Capitels.
‘Bon ber Lrﬁnbung fummwbatet S)t‘etfgen.

I. 930:1 der Erfindung fummubaret Retf)en aug_ Reifen,
deven Summe befannt ift, mrmltte[ft der S»Dmerenamtton,
“fiberhaupt, §. 19.

2, %efonbece %aﬂe, $. 20.. .

a, Bon der GEfindung’ i‘ummwbarer Reiben aus -—-; =
vt x Tx2tx3+x4txsfac, §.202225
«, dugch die Diffevenyiation und die Divijion ded Ge-
funbenen durdh das Diffevensial dx, §.20.
M 2 &, dueh
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8. durch eben diefe Mittel, wenn die gegebene Reifhe
juvor durd) irgend eine Poteftdt von x multipiicice
worden, §. 21. - ‘

v. Unwendung diefer Methode auf Reihen von eciner

 beftimmten Angahi von Glicdern, §, 22

b. Bon der Eefindung fummivdarer Reihen aus gegebenen
wiederfehrenden NReifjen, §.23.

c. Bon dec Srfindung fummicbarer Reifen aug S = ax
+ bx2 | cx3 t dx4 + exs + 1., §. 24, und war
foldher

w ton Die Sficder bdiefer Reihe durdh ble Stieder
einer avithuwetifhen RNeibe muitiplicict oorden, §.24.

8. o, diefe Glicder durch die Giicder einer Reihe der
swepten Ocdnung maultiplicive roceden, §. 25,

. too Diefelben durd) die Glicder einew NReil2 von irgend
ciner Ordnung muliplicict werden, §.26- 28,

d. Bon dev Erfindung fidrfer conpergitender Reifen, §.
28 : 31

c. Bon der @cﬁnbung fummir{sarcr Reien aud Sz —
—— 110, §.3273

‘T bf:\i c-fx d‘rx

£ Bon per (&ctmbunq fummicbarer Heihen aysd einigen
B3 andeen in der Ginleitung in die Unalnfis des Unendlis
den gefunbanan J“.e:ben § 40743

ana 0¢8, Dritten @Zamtelé
PBon ver Erfindbung der Differengen

" 3. Bon de Grfindung der Diffevengen, §.44253.
a. ble erften Differenyen, §.445 5k
' «, aflges
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«, allgemcine Formel dagy, §. 44749,
6. Beftatigung decfelben an Bepibiclen, §.50. 51.
b. Bon der Erfindung der weyten und folgenden E?iﬁe:
vengen, §.52753. " (
2. Gebraud diefer Sheorie in der Lehre von den Reihen,
§. 54 ¢ 69.

Anhalt ded vievten Capiteld,
Bon der Bermaudlung. der FJunftionen w Reifen,
¥, Boverinnerungen, §. 70. 71,
2. %wmnbmng der ,’*‘guwi’tmnen tn Reihen, §.72: ro2.
a. %erwanb!ung det %un?non xn, §.72,
. Verwandlung diefer %m?txon in Neiben, §.72-75.
s Gebraud b«e{ev Reihen, §.76,
y. Grveiterung bed vorhergelcnden auf alie algebrais
6d)e Funltionen von x, §.77,
+ Beewandlung, der tmmcenbenten 8unftwnen,§ 73.xcz,
@, Q}ecwanbiung der g,u*ﬂ’tmn y=1x, §.78:80.
ﬁ Berwandlyng de Funttion y—- a", §. 8L 82. -
. Berwandlung der Fuuftion y= A.fm-x §.83.84.
b‘ %ctmarb{mg der Funftion Y= ='A.cofl.x, §.85.
s, Werrandlung: der Funftion y = A.rang. x, §.86 87,
¢, Beswandiung der Junfrion y == A, cot.x, §.88.
2. olgen aus dem Bisherigen, wenn fiir x und » bes
fitmmte SBerthe gefent werden, §.89.
9. Berwandlung der Funftion y = finux, §. 95597
«. Berwandiung der Fualftion y = tang.x, §.98.
= Berwandlung der Funftion y. == 16in. x, §.99.
2. Berroandlung dev. Funftion y = A.1fin. x, §. 100,
Berwandlung der Funftion y == exfinnx, 101102,
93 RELCI

o
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- Gnbalt des sten bis 7ten Eapitels,
Bon der @rﬁnbung der Suimmen der Teihen aus
vem allgeincinen Gliede,

1. Borerirnctung, §.103. - :
2. Won ver rfindung By Summen der NReihen qud dem
affgem:{.cn Blicve, §. 104:

a, Bon .bed Griindung der Summen der Reiben, deven
aligencines Giiek ax® + bx? 1 ex¥ .+ 1. ift, roonn

%, 8, v, ©. ganze pofirin: Suision bedeuten, §.104.
b. Bon pir Srfirdung der Gumen det Reibyen, deren
alfgeima deg Wlied frgend cinet Funftion von Lem Ans
5€lg03 X }3*, § 105. » o

dy _

' ddy
, tttk‘!,t er Formel: S=L ==y — A
“ %em} fr ber Forme ax TS zdxz
e PP .
y. 4 — ¢, §. 1052108,

: . 6dx3 ° Tzadx4
U aa, %emew'\ufec ‘iouret unk %cmmmung der alle,
roo fie gcbraudjz 'ccr,bc'x Emm, §. 105, 106

bb ?Imvenbzmg ber,’elbm auf cinige emgglne Kalle,

§ 107 108. P
- B %evmlttelft bec ?jotmel Sz = {zdx } 5z 1- . ——2—%;
f Ve d3z dsz
B C— !"‘. - , . - .
L 31 2.3.4dx3 T 1.2.3..5dx5 ‘

§. ;Ago, wo z irgend eine Funftion desd Ynjeigerd
x vorftelit, -§. 109.... e
aa. Temeid diefey Jormel, (1092130,
~ bb. Gebraush derfelben, menp z eine ganje tationale
Junteion von x iff, neb® gideroeitigen BDemers
- Eungen bachiber, § 1317439, _
ec, B¢
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cc, Gubraudd dirlelhen, winn z fraerd ¢ine andere
Kunision von x Gt, tm feddicn und mbentm
Capitel.
ax, ¥Boan Dad Srteqral fzdx gefunben und die
. . édz ddz d3~
Etﬁc:esmmen T e d,
nea ausgebvuds togeden fonnen, im fechsten -
Gapitef,
£5. 9Benn biefer Fall nicht fatt ﬁnbet, im ftcbem
ten Gapitel.

RS bequem ges

’

o viel jur alfgemeinen Ueberfit, die genauere Dars
ficlfung des vom Wesfaffer gevommenen SBanges foll, da
Diefelbe mwt fuaghd taoeuaufw gcgcb»n roetden fann, nachs
her folgen,

.

Snbalt des adhten Capitels,
%on'bem Ftuben bder Diﬁerenaiq[ﬁm}d)nlmg Bey
Sormirung der NRethen,

1. Kurse Wiederholung deffen, twasd fonft fLon dber dieFore
mirung der Reiben gefogt worden ift, §. 198. 199,
2. Gebraud der Tiffevengial>Tedhuung dabey, §. 200.
a. Bep der Cntwicfelung der Formel: s={(A i Bx} Cxx)e,
§. 200. 201. -
b, Bey ter Entwictelung der Kormel:
s== (A} Bx t Cx2 4 Dx3 } Ex4 3,7,
§. 2025 204,
«. allgemein, §. 202, P
£. toenn 1 ¢in gane pofitive Sabl, §. 203,
7. wean n eine negative Jahl ift, §. 204,
D4 c. Bey
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‘e, Tep der atwictlung Ver Fermel:
e At Bx ¥ Cx2 +Dx3 4 10,
o (et A% T yx2 F k3 f exa g )0
d, Bey der Eutwictelung der Formel:
o (A4 Bzt Cx2 ¢ Dx3 # 1M
T (s ¥ B K2 o IK3 T ex4 R
3. Gutoeiterung derfebre ven der Umformung der Reifyen,
§. 200,
“a. Becwandlung det RNeibe Af Bx + Cx2 + Dx3 + Ex4
LR o
Y T (e 1 Bx)2
§v209. 210.
C B+ Bx o WHEEBu3 | UkE§Bxs
ot Bx b yx3 " (atBAxtyx2)2 (atpxiyxs)s
+ 120, §.2107212, _
o W Wixz
atpx ' (athx)(«16') T (e tBx)X 2’ tR'x) (w14 'x)
+ 2., §o213.
2. nwendung diefer Bertoandlung auf drenthieilige Faks
toren, §.214. 215,
aa. allgemein, §. 214.
_ bb. toenn x == — 1 i, §. 213
‘b, Bermandlung der Neihe: 1(x taxtBx2yx31 Fx4iuc,)
in Ux b Bxz § €x3 + Dx4 f1c., §.216.
c. Berwandlunigder Reifje: e*¥ TAX3Tx31Ixdf ex f1e,
in1d Ux ot B2 £ €x3 F Dx4 1 Exs f2., §217.
t 4, Berwandlung dev Reifje: finax fBx2 Fyx31dx4t20)
in Ax § Bx2 + €x3 + Dx4 f ., §.218. 218
e. BVerwandlung von s = cof.x, nebft den darqus fliefs
fenden Rusdelefen fiy andere trigenometvijche Yinien,
§. 2207226

» §.205.206.

3 §. 207,

B x Gx2 Dx3

¥ (a1 px)3 t (st8x)%

o2,

8. in

v in

Snhalt
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——

Snbalt De8 neunten Sapitels.
Bom Nuen der Differengial - Rechnung bey der
Auffdfung ver Gleichungen.

1. Vorbereitung. §.227: 229,
2, Bom Nugen der Differenjial: Rechnung bey der Aufld: |
fung der algebraifhen Sfeichungen, §.230- 241,
a, Grite Yntoendung der Diffevengial s Rechnung bey dek
@rfindung dev Wurseln, §. 230. 231,
», gegebener reiner Gleidhungen, §. 230,
v, jeder gegebencr Gleichung, §.231.
b, Weitere Entivicfelung wnd Vervolifommnung diefer Mes
thode, §. 2325241.
w. Zoemafige allgemecine Formel jur Grfindung deét
Wurseln der Gleidyungen, §. 2325235,
‘8. Gebraud diefer Formel, §. 236.
aa, bep Der Hudjiehung der Wurgeln aus gegebenen
3ablen, §. 236,
«z, allgemeine nleitung dagu, §.236. 237.
8s. Bepfpiele, §.238.
vy, Beckiicgungen ded befdhricbenen Sefdydftes;
§.239. 240" -
hb. Bey der @cﬁubu?fer Wurgeln der afgebraifdesn
Gleichungen ubetbaupt,j 241,
3, Bom RNusen det Differensial: Rechning bep dev Hufld-
fung det tranfcendenten Gleihungen, §.242. 243,
a. dér logarithmifden, §.242.
b. der Gponential- Gleidungen, §, 243,

/

%, Vo
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4, Tom RNugen det Differenstal: Nechnung bey der Auflds
ﬁmg folger Gleichungen, von deven Wurieln ein ges
ml{"es %et[)aln.tﬁ bci’mmt ift, §.2442249..
o 7a Wennr die Wurgeln dev qeqcbeumv(‘ﬂetdmng um eine
qemi'e Srofe unterfdhicden find, §.2440 - - 5
b Wenn die chmm t;’alcxc*gung mebrece gletcbe %uraeln
[‘Atl § ~'~rs o : ,
. Wenn fie berﬂn pmey Bat,-§. 245, :46. -
N e7 e, $Benn fie dertn Tecy bat, §. 274 48vj -
Ce 0 g ¥Benn fie deven vier hat, § 249 '
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