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Vorbericht.

; Je Nuben, welchender Ingenieurund Artilleri�t
|

von dex Diffexenzial- und Antegral-. Rechnung �ich

ver�prechenkann, i�tvon o vielén ‘ein�ichtsvollen
Mánnern auf eine �oüberzeugendeAxt dargethanwor-

den, “daßdie�eWi��en�chaftennux von- denjenigen

verachtetwerden Fónnen,welche via feierlichenEid

abgelegthaben, unter der FahnedexUntwoi��enheitund

A eE
<



Vorbericht.
der Vorurtheil, zu lebenundzu�terben:“Da die

Wahrheitdie�eHeren�owenigüberzeugenfann, als

die Wellen des Meers den Fel�ener�chüttern,den �ie

von allenSeiten umgeben; o bin ich durchdie�eun-

bezwingbare Beharrlichkeit der Mühe überhoben,den

ausgebreitetenNuten jener Wi��en�chaftenhier noh

einmal zu wiederhohlenund ih darf al�oin die�em

Vorbericht nur die Gründe anführen, welche mich

bewogen haben, die�eBogen7-bekanntzu machen.

Deut�chlandhat keine Anleitung zux Differenzial- und

_ Integral - Nechnungaußzuwei�et,welchezum Ge-

‘brauchdes Fngenieurs und Artilleri�ten‘verfaßti�und

diejenigeAnleitungen, ‘welchewir be�iben3 �ind‘grô-

�tentheilsaufBegriffe gebaucti welcheden Anfänger

in Schwierigkeitenverwicklen;auswelchen-er�ichgrd-

�tentheilsnichthétaustubelitir:ge:ih ver�tchenem-

|

lich darunterdie Begriffe von den unendlichkleinen

Grö��en,
:

Da

E



Vorbericht.

Da mir vor einigenFährenderCours dé Hate:

matiques ‘à l’u�age’du Corps royal d'Atiilètievn M.“

Bézout zu’Ge�ichtekam; �ohoffte:ih darin; jene

Séhwierigkeitenvermiedenzu �ehén.Meine Erwar-

tung wurde aber getäu�chetund ich faßtedaher den

Ent�chlußübeèrdie�eMaterie�elb�tnachzudenken, zäh

einénVer�uchzu machen, ob man die Differenzial
‘Rechungnicht vortragenfönnte; ohne die Begriffe

von unendlichkleinenGrö��enmit einzumi�chen.Jh

“wage es, die�enVer�uchhiemitdemUrtheil derKen-

ner vorzulegenund gebenoch fürzlichvonder Ordnung

Rechen�chaft,in welcher die Materien abgehandelt
worden �ind.

___ Gleichanfänglichbewei�eihdie Allgemeinheit

des’ binomi�chen.Lehr�atesy �oroohlfür ganze,als

gebrochene, *

�owohlfürpo�itive,als negativeExpo-

nenten.
|

S
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Vorbericht.

“Hierauffolgtdie Abhandlung der Differeüzial-

Rechnung �elb�t.Zuer�tdie Functionendie�erArt,

U—x, U=xy u. f, w. Die Grö��en,um welche

die veränderlicheGrö��enVU,x, y wach�en, bezeichneih

‘dur<4U, 4x, 4y, wo der Buch�tabe4 nichtdie Stelle

eines Factorsvertritt, �ondernein blo��esZeichen“i�,

“wie leg. œ oder 1/æu. �.w. Die�eGrö��enpflegt

man die Differenzenvon VU,x, y zu nennen.

AU AU de
Es erhelletleiht , daßGS e au

u. �w.

würklichenGrö��engleich�ind.Wenn nun 4U=o0,

i

Aes Ay=0s�o�etetman�tattdesBuch�taben4
|

den Buch�tabend, o daßBO 20; lira Oita

dx, Ay =—o=dy und gibt dur<die�esZeichen4 zu ver-

�tehen,daßdie Differenzen4U, 4x uU.�.w. der Null

gleichge�eßetworden �ind.Es i�al�oauch hier 4

Tein Factor , �onderncin bloßesZeichen.: So oft mit-

hin dU,dx, dyu, f. w. vorkommen; o bedeuten die�e

Aus-



Votberi < fi

Ausdrücke, Null,Nun i�tman abex �ibéreingekoms
i

dU dU
men , �olcheAusdrücke,wie

EA E
u. fw.obgleich

�ieauch nichts weiter als Null �ind, als Zeichenan

zunehmen,wadurchdas Da�eyngewi��erGrö��en
R E

n SARL LE
_ angedeutet wird. Der Ausdruck x7 deigtal�oFcio

nesiveges x. an, �ondernman will damit �vviel �a-
Oo / Es

Í

gen, daßx mit einer gewi��enGrö��e,welche man

; AES ES
durchdas Zeichen— anzeigt, multiplizirtworden �ey.

; ; QUE ;

Hingegen i�tder Ausdruckdx,
weiter nichts, als

Null.

Die Grö��en4U, 4x u. �iv. �indeines weitern

Wachsthumsfähig. Man pflegtdieGrôf�en,um

welche die�elbewach�en,durchMU, lx, MU, Ax

u. �.ww. zu bezeichnenund �uchtaus dex gegebenen
ES 17O

Function den Werth von
SE

E Seht



Vörbericht.

Seéestman nun 4x=0=dx, AU=o=dU;

wird auchdU—o0o=id Us AMx=0= dx Lf W.
|

Dadurchkömmt man al�owieder auf gewi��eGrö��en,

e
neue Zeichenerfodern;wozu mandie�egewählet

5

y) M
=S 1 LW.

dU

hat,nämlich,22

Bn
#

Auf die�enBetrachtungenberuhet die Differenzio-
Differenzial1Yecboudg:

Die Lebtevon den DifferenzialienderSinus,

Co�inus,Tangenten u. �.w. beruhet darauf, daß

ds dy
— = (‘ GES
dx dx

î

wo - den Bogen, x die Ab�ci��eund y die Ordinate

“im Kreißbezeichnet,

\
-

DieLehrevon den logarithmi�chenDifferenzialien

baue ichauf DeubekanntenSa6, daßdie Subtan-

gente index (ogritbmilhéaLinieeine be�tändige

Grö��eyA
|

|

|
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Vorbericht.

"Die Anwendungder Differenzial- Rechnungzcige

ich zuer�tbei Auf�uchungder Subtangenten,Sub-

_yormallinienund dann bei der wichtigenLehrevon

dem größtenoder klein�tenWerthe einer Function,

Den Halbme��erder Krümmungbe�timmeih nur für

�enkrechteCoordinatenund concave Linien, weil eine

größereWeitläuftigkeitmeiner Ab�icht.entgegen i�t:

Ichfinde nôthig,hier beizufügen,daß ich bei Le�ung

die�erAbhandlungnur niedere Geometrie unddie Lehre

‘von den Kegel-Schnitten als bekannt
voraus�ebe.

Son�twürde ih mehr Gelegenheitgehabthaben,den

Nuten der Differenzial- und Jntegral - Rechnungin

Aufgaben zu zeigen, welchedem Fngenieur und Artille-

ri�tennichtsanders, als intere��ant�eynkönnen,

Die JZntegral-Rechnungi�,au��ereinigen noth-

wendigenVeränderungen,beinahe ganz #0 geblieben,

wie Herr Bezout �iegelieferthat... Alledie�eVerän-

E derun-



Vorbericht.

À
derungenanzuzeigen, halteih für überflüßig.Die

beträchtlich�tei�tmit der Lehre‘von den hyperboli�chen

Somärithinénvorgenommen worden. Die Reihen, auf

welcheman bei die�enUnter�uchungenkommt, führen

mich auf die Methode, wie Exponenzial- Grö��endiffe-

renziirt werdenmü��en,die ih dann auch, nah der

Lehrevon den hyperboli�chen.Logarithmen, auf eine

neue und wie ih hoffe, vollkommenüberzeugendeArt:

vorgetragenhabe.

Eviii

dais

ed

Inhalt.
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:

I. Differenzial - Rechnung,
x, Derbinomi�cheLehr�as. 6.zige
2. Functionendie�érArt, wie U=x", U=xy u, �.1, zu dife

ferenziiren,$. I0— 20 |

3. Die�elbezu differenzio- differenziiren- $. 21 — 37.

di Differenzialiender Sinus,Cofinus,Tangenten u. �,w-

F. 38 48.

i
|

3, Diffes



t

4

JFnhalt.
5. Differenzialien‘der Logarithmen.$. 49 Der
6. Be�timmungder Subtangenten, Subnormallinien. $, 58 —

5E
7. Von dem größtenoder klein�tenWerthe einer Function.

$. 60 — 85.

8. Krúummungs-Halbme��er.$. 86 — 92.

II. IJntegral-Rechnung.
x, Einleitung. 6. 1. 2.

2. Von den Differenzialieneiner veränderlichenGrö��e,welche

algebräi�chintegriret werden tôgnen.F.-3. 4

|

5 2; Vonzu�ammenzge�eßtenDifferenzialien. $. 58.

Voi ziveitheiligtenDifferenzialien,$, 9 — 13; :
5. Anwendung die�erRegeln :

:

a) BerechnungdesInhalts krumlinigterFlächen.$, 14—

“16,
|

b) RectificationfrummerLinieá: $. 17. 18,

O) BerechnungdesJnhalts frumlinigterFlächen. 6. 19—

Sai,
288 |

à) Berechnungdes JnhaltsderKörper. ‘$. 22— 25.

6. Von



Fnhalt.
6, Von der Methodedurh Nâherungzu-integriren; $26 —

2

AS

‘7 Von den hyperboli�chenLogarithmen.$. 29 go
8. Vonden Differenzialiender Exponenzial¿Gró�fen,G4

43-
:

L
Uns

9. Von der Integrazion:

logarithmi�cher; Differenzialien.

“$, 44— 47

10, Von der Integrazionder Differenzialiender Crponenzial|

Grö��en.$. 48—50.
II, Vonder Jntegrazion �olcherDifferenzialien, in welchenSis

nus und Co�inusvorkommen.6 E
12, Von �olchenDifferenzialien, welchedur Kreis- Bogen,

Kreis / SegmenteaA werden. 6. 52 — 57.

|

I 3:DieFâálleLS in welchen das Integral eines Diffe
:

renzialsvon dem Jutegral eines andernDifferenzialsabz

hängt. $. 58 — 64.

|

14, NazionaleDifferenzialienzu integriren,
:

6.65 — 78

15. Von einigen Verwandelung:n, welchedie Inéegróitakers

leichtern. $, 79 — 85.

:

16, Von
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16. Von dex Jutegrazion�olcherDifferenzialien,in welchenzwei

oder mehrveränderlicheGrö��envorkommen. $. 86—91,

17, Von den Differenzial- Gleichungen, $. 92 Ja IIL,

xS.Von den Differenzial- Gleichungender zweyten, driften

-

1, + 0, Ordnung. $, 112 — 129.
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DerBinomi�cheLEA
== >

$. 1,
rtf

IMeu
m
man (a4-b) nach und nach in die zweite, dritte,

L
vierte u, �.w, Dignität erhebt ; �oerhältman ; -

(a+b) ==1a + rb

(a+b)? = 18 + 2b + 1°

(a+0)?= 1 + 34b + 3a? Ee
|

(a+b) t= 14 + 4b + 6 + 448 + rA
:

(a4 b)5= 145 + 54th + 108 + to + 5a +
und �oweiter,

|

Cat 2s

Ausdie�erTabelleerhelletfolgendesGe�esder Expo-
nenten :

v, UTa��enbachsDiff. R. A Lf
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2 DerBinomi�kcheLehr�az.

„4 hat im er�tenGlied der Potenz mit der Potenz �elb�tei-

„nen Exponenten , und �einExponent wird in jedem Gliede

„um 7 vermindert, bis er imlezten Gliede = 0 twoird, weil

4° = +. Der Exponentvon d aber i�tim er�tenGliede

= 0, im zweeten = 7, und wäch�tin jedem Gliede um

5» Zz» bis er imlezten dem Exponenten der Potenz gleichwird.

E al�oüberhaupt2 der Exponent einer Potenz, 1 aber cine
*

ganze, po�itiveZahl ; �o�inddie Potenzen von 4 folgende:
mM — 1

2

" M 2 Mm — m

wa AS 0e BE

: $. 3+

Eben �o leicht fâllét‘-aberdas Ge�ez,nac) ‘welchemdie

Coeffizienten�ichrichten, nicht in die Augén, Den Coe�ffizi-
‘enten des zweitenGliedes einer Potenz wollen wir den ex�ten;
den Coeffizientendes dritten Gliedes, den zweiten; den Coeffi-
zientendes vierten Gliedes , den dritten Coeffizientenu. \. w.

nenuen. Bei einiger Aufmerk�amkeiteutdekt man folgende
Ge�ege:

|

ET
i

1. Der ex�teCoeffizienteiner jedenPotenz i�tdem -

Exponenten der Potenz gleich. :

:

;

So i�t der er�teCoeffizient'der zweitenPotenz, = 2; der er�te
Coeffizientder vierten Potenz, =4; und überhauptder er�te

_ Coeffizient der mten Potenz, =,» wofern 7 eine ganze,
po�itiveZahl i�t. :

D

IT. Erhellet aus obigerTabelle,daß, zum Bey�piel,bei der

dritten Potenz,
© der zweite Coeffizientder Summe des

zweiten und er�tenCoeffizientender zweiten“Potenz, und

bei der vierten Potenz, der zweite Coeffizientder Sum-
me des zweiten und er�tenCoeffizientender dritten Potenz

- gleich �ey. Ueberhaupt wird man immer folgendes Ge-
�ezwahr finden: :

Der Coeffizienteines Gliedes der náh| höôhern
Potenz i�tdie Summe der beiden Coeffizienten,
‘die zum eben �vvielten, und zum näch�tvorherge-
henden Gliede der näch�tniedrigernPotenz gehören.

Zueiner be��ernUeber�ichtdie�esGe�eßeswird folgende Tabelle
beigefüget: :

Potenz.



Der Binomi�cheLehr�az. z 3

\ Er�te
|

Zroeite Dritte
Potenzen,’

|

Coeffizientèn,

|

Coeffizienten,

|

Coeffizienten,

EF 7° A o 8 O: ZA

2 s

2 BY Æ b o B

“S 3 € $. LG

4 e O Gd 4 DAs
S 5 E 0e 704

8 6 _F RS ZEP

— 7 G 2&8 3 G&G

8 8 H 5 N 56 H

9 9-58 SES S4 1

70 7 R 4 1720 K

. . .
L

m—4 |m—4P p P

M3 \m— 3D q Q
M — 2:12. N r R
I I 1 aL S S

m m T t Æ

N
Der zweite Coeffizientder zweiten Potenz i�t,woi€ wir

ge�ehenhaben, dem er�tenCoeffizientender er�tenPotenz gleich,
weil der zweiteCoeffizientder er�tenPotenz,=0. Der zweite
Coeffizientder dritten Potenz be�tehétaus dem zweite und er-

�tenCoeffizientender zweitenPotenz, und i�tal�o=—7 4-2

Der zweiteCoeffizientder vierten Potenz i�t,== 7 4-2 4- 3.
Derzweite Coeffizientder fünftenPotenp = 4-2-3234.
Derzweite Cocffizientder -�e<�ten;=1 42-43-45;
der zweite Coeffizientder �iebenten,= + 2—+3—+4
= 5 0.

Al�oi� imtner der zweite Coeffiztentde. Potenz die

Summeder natürlichenZahlen von 7 bis auf die Zahl, die

um 2 geringeri�t, als der Exponent.
|

:

A 2 BOO
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s “DerBnomichetehr�az
So i�tder zweiteCoeffizientder funfzehntkenPotenz,

= 23 ET e ARME FO

A4 A LS LLS:
Von der ten Potenz i�tal�oder zweite Coeffizientdie

Summe der natürlichenZahlen von x bis auf m — 1. Die�e

/ D WY m (n=—-1
Summe i�taber =—————— undmithinEe—

i T2 Levet

der allgemeineAusdruk für den jeeielCoeffizientender Potenz
72, wo nâmlich2 eineganze, bejahteZahl �eynmuß.

EN Î
:

Ebender Grund�az$. 3. Nr.; 2, führetuns auch auf den

allgemeinenAusdrukdes dritten Coeffizienteneiner jedenPotenz.
Es i�t:

b=a+A=A
ec=b+B=A+BV
d=c+C =A-+B“+C
e=d+D=A+B+C+D
f=e+E=A+B+C+D+E

_g=f+F=A+B+PC+D+E+F-
h=g+G=A+B+C+D+E+F+G

LLD TSEDEEEFLS+S
k=i+J= TBS EEDLESCEGXHEI- und �oweiter.

Ferner:

B=A+a=0
C=B.+b=b

D=C-+c=b+c
E=D+d=b+c+d

=E+e=b+c+d+e  /

G=F+f=b+c+d+e+f
"H=G-+g=b>h + d+e+f +s.

I =H+h=b+c+d+e+f+g+h
“K=L4+i=

VEAS
Clk HE Mbs

und �oweiter,

Daher



Der Binomi�cheLehe�ai.5

Dóáherfindet man “8
LET

== A EDS
:

e
AW ts

:

A4-B_pC- E

Ll

A4 BCD
-

.A4-B4-C4-D4E >

A4-B4-C4-D4-E4-F+ #2 paf

A B4-C4-D EFG

A4 B4—C4 D E4F4+-G+S
und den dritten Coeffizientender elftenPotenz
= A

A 4B e

TA—+-B-—4-C LE

A-4-B-C—4-D
A 4-B4-C4- DUE
A BCD E+4F
A4 B4-C4+—D4-EEF+G
ABC D-E+—F—-G4- H

ADO 2ES
undo weiter.

So wird man, zum Bei�piel,leichtfinden,dafs
der dritte

Coeffizientder dreizehntenPotenz- �ey
ZAE

X

Ff 2

1+ 23;
ES AS
1424-344456
423444 54-047
14242445 7AS E

14-24-34-4+5+ +78 +9

1+ 2 3+ 450 +278 Ho 70

234589 470 -hZs

Die�enCoeffizienten würde man demnach finden,wenn

man alle die�earithmeti�cheProgre��tonen
n �ummirte/und die ge-

fundene Summenaddirte.

AZ
e

Ce Sd



6. Der Binomi�cheLehr�az.:

GM S

Dieß führet uns ganz naturlich auf die Methode, den
dritten Coeffizienten-der Potenz 7 zu finden. Wenn wir den-

“�elbenmit T bezeichnen; �okann man aus der Analogie �chlie�s
�en,daß ;

T= F424 RSF Se aL M — 2

r+2+3+4+5+ <0 MZ
TF2 TF4 a M
12+ D= FS

+++ 5+ MG

und �oweiter �eynmü��e.
Es ift al�o i

(m —— 7) (m — 2) (m — 2) (mM— 3
—-T=

Ze M Ee

(m — 3) (m — 4)
ERE b,

2 *

E E

Nun i�tabex
= A4-B4-C4-D4-E4-F4- .…. . P4-QA4-N

al�o- dieSumme der Glieder einer arithmeti�chenProgre��ion,
deren er�tesGlied — 5 und deren leßtesGlied = — 2, twvwel-

ches auch zugleichdie Anzahl der Glieder ausdrückt,mithin
(m —

7) (m— 2)
N

TCH

Ferner
= AB C4-D4-E+-F4+ + e P4-D

 Pder

(m — 2) (m — 3)
n

TT. 2
;

und
SRE

q = A4-B+C4+D4+E+F4- „.. PP
oder i

(m — 3m — 4)

ics

Demnach i�t
N

op T= 4+ r+9+ etc. ED GO

Man



‘DeyMinetteAPES> yt
:

(M —.7) (m — 2)
Man �ele, m — E 22 �owird

ET La)
End

DAR HEES
i

E (mMEe
E A EE E

n

n

(1 — LI e) A (12) 5)

:

C
Zs E Gly

#F4 “as
z

I

La 2-

:

‘Aber e
2 (n — EY (0 14H BN
— + ——

<

Ze 2
E

C bia geÀ

n
1

n

3

;

s ¿

>

x
s

—(A— + —2—3 D)
2

" Lj
E

R

_l etc.

Jl

— Ia — 24 — 3 — 4 N)

R E M Peneiaiie SUT PAS

—(n— gn 56+... 7)
n (n — tL) (n — rr) (n— 2)

Y

—b H ba H

— — —
——— —-

LL
RLT 1 Ss

i

E53
2 2

woraus folgt Tet

:
]

:

us fn g
4-1-4 oe —— E

EAA

ES
TIS

EE 9,
«o

oder :

|

|

AIL art 0 M —d Z 2 E

:

2 — M — Zl — 34 . . . a. per .. .

i

E #

CE 2) E AE

:

———+=/+r+4+ a 4 6 «.
&

F
Ó

; CE

(A DE
Ss

: :

: n
tie vn i Bub LBS RE MRE AN

|
:

A 4 e
A

Mit-



“2 ‘DexBinomi�cheLehr�az.

Mithin

mats “n (n— 1) m (m— 1) (m— 2)

Dart

afk

cmi

ERESLiz ET :

3 7.4 E > D E
“der dritte Coeffizientder Potenz æ.

Der er�teCoeffizientder ten

Potenzi�tm;

m(m— 1)
der zweite - 2 FS - z

Sabe

:

i

Y (ni —— Y) (0 —- 2)
der dritte - 2 - -

:

FA 3

Mithinkann man ausder Analogie�chließen,daß der vierte

�eynmuß z
1. 2. 3:4

|

Vie até
0 lA ni i A ELE

1.2: 3:45
(m— 1) (m— RS

Frh 34 50
i‘der �ech�te

=

und o weiter.
Daher findet man ;

:

m (m — 1)

LIadde2)TRO

ZONE eean" = 4 mb 4 LIE
T2

m(m— 1) (m— 2)
fd 38

20

m(m—1M —2)(m—3)
416le

:

d _Lete.
T1. 2: 3:4

ESS
:

Wenndie Allgemeinheitdes Binomi�chenLehr�agesdar-

gethan werden �oll;�omü��ennoch folgendeFälle unter�ucht
werden :

1. Wenn der Exponent eine negative, ganze Zahli�t;
2. Wenn er eine po�itive,gebrochene, und

3. Wénn er éine negative, gebrocheneZahli�t.
Wir werden mit der Unter�uchungdes zweiten und dritten Fal-

les anfangen und Dausdie Wahrheit des ‘er�tenabzuleiten
�uchen,
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Der Binomi�cheLehr�az 9

Es �eydas Binomium (24-6)" ‘gegeben,wo m, 2

ganze, po�itiveZahlene: Wir wollen WMHEy man fônne

�egen:

m m
i

m

¿fn

—

;

m _— e I

Ca 0 E RED
E ‘

n

M. mM x

E
ï

N n E
¡

mbm
0 As Pte.

Le

und �ehen,was aus die�ernoch nicht erwie�enenVoraus�eßung
folge. Man �ete

m mn

—

— m b
L

(440 == af |- + —

na
i

M. M
Gpo

—_—
— 1

z:

\

n n
2

A- SZ
i

:
E 2M :

und

m. m
EEE GRES

bB E

m b “pe n bh

a de
—

1a FEE

m m m
F

— —
— 7 >.

a n
E +rgts

y

LI
-

�oi�t
m m

(a + by = a(7 4- p), woraus folgt (a -1“ E
=4 (14)
Nuni�t aber , $. 6.

b m m
mb m.m— LTL “e

a = T —
——

———

( E: - E
a 4

ZT . BE “a

m— tt. m— 20
C

— dte |É

1.23 a

A5 Wenn
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Wennal�obewie�enwerden kann, daß

SE N a
mb m.m— xr

ar p= — 4 —— —

i
a T «BRR

mM. M — 1. M 2/03
e —

EE eic.
LE. 2 a

o i�zu gleicherZeit bewie�en,daß

; (a Lbs Dis —> EE el :

Findet aber die�eGleichung�tatt,o hatauch die GleichungD
ERE mn m

(a+ by =æ# (1 + p)
und mithin auch die�e

i
:

m m €

RNE uam mM b /

(a +b)" = at E E

EE n a

E «M
C

a EA 3

n n Se
i

I.
E REES

pP E
—1— ae. )Ec a

:

ihre volllommene Nichtigkeit.

Es ift aber
|

A
BN. N— n n— INR,

(r+pY=r+np + — + pete.
Le : TAR Si

:

Man findet z —

2°. m

2
m? Vi u? E #

E

þ3
En N étc.-

= CSE

i
m3 b

i

1°

" Demnach
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Y

- Demnach
-

u. tu— H M—l,A—2
, :

Le EP ES — PE ete,
E e Eo ts Z

MRE Î

n <3 m mM

M .— —— E M Pier rider 2

: PE b° n n b3
=1+m, — + — == ét.

a ire 42 N DREES 1
Z

i

2m? m nN 1
Zz - — —— TL ———

m Ga TE A OS
= E — ttc.

n o E R A a?

E EE PEE E E
5

; PS

EÊC,
i

zs 5 FA
m *

E i

; 2

SL

n H AA

Der Coeffizientvon = i�t,=———+— —

a E Aa BT 2

Î
mH MR — mM mn — R. M. M 1

zn 2n 2u 2

m m
y

M it: BE

Sentes:2

: FRA ;ccre OO 9

Der Coeffizientvon — i�t,= “Fs
a? 2 EF

29°. m N—T : Zs
—— E. hL j

3. n E 2 R —T .N—2

T2 r° 2 E
m—nN .M—MM M M—N R—r

2n zu n n 2

“

Sie “ E 4 n— 2

PE en OTS

ZORE

E

TE
:

M 2 A
|

x (m—n) (m—2n) + 3m (m—n) (u— 1)
E

# “RH QA
À:

m (M iE) (n — 2)
E —

2n . 31
:
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:

m° — 3m 4 2 M. Mm— tt. mg

2:2
i

TS
Es i�al�o Zt :

ME WMW MSL
T7 HA—-2Þ HA Þ EEE E —-étec.

mb m.m—1 m. m—— 1. M — 2 03
=i+———+— 2 R EE

“a EE! E LF a?

Wir.finden demnach"
WH.N— I n. PREN TI. N—— 2. j

1 Ap +:
G

ÞES E
2% 1s

M: er A EY E EE

EE M LEE+

P7822SENSE

7

TERE

77
etc.

AS SO E 0 «7 a
;

und dießi�ti eben, was bewie�enwerden �ollte,

Ge 282
Um �i<zuüberzeugen,daß eben die Formel kann ge-

brauchtwerden, wenn von negativen Exponenten die Nede i�t;

�omuß man bemerken, daß, wenn man durch T die Summe

der Glieder bezeichnet,welche män erhalten würde , wenuman

SNEPEL:

E ‘ias G6 m 11
:

2 4
4

ur mb n n b
CU 0) An aS {E + at

m/e72
e OO

> e LUA a
:

12) 2
HÉ

auflô�ete,�tetsdie Gleichung
j

00

(abt Za Loder ——————= E:
:

(ca 4 by
/ Vi(4

oder endlich7 —(44-0)*. T �tattfinden muß. Es muß

daherbewie�en{erden , Us
wenn man die Summe dex Glie-

Ä =. 02

der, ‘welcheman erhâlt,wenn (4—4-60*in eine Neihe
i

aufgeld�etwird, und die�eSummemit der Neihe, in welche
"m

(4 4-62 aufgeld�etwerden fi: multiplizirt, Es Pro-
duft IE Einheitgleich�ey.

Wir



rs. DerBinomi�cheLehr�ap  — x3

Wirwoltesal�oannehmen , man könne is :

IE:

SE mb E EE
(a4 bs =

a it — >=
n 4 << a

MI 2 :

:

n |
j

E BLS — te) 5

“ir So 3 a 1

Esi�t beroie�en,daß
m. m

ESET L ¿

iS
E bx 14 N “er

a R EE
— + — —

(a+b) PS Ss

mn.m mM
:

i

E OE
— : — + étes.

LRF a?

Man multipliciredie�eNeihenmit einauder , {ränke �i aber”

auf den Cubus von — einz�ofindet man das Produkt:
a

e
tl

m.m m. mM
L

m m
—— HZ RAS E O E

=
_— mb nun

2
n n bs

a ni 7— — + ————— ate
D

Sr” “IE
VEA rats “a3

E

DD i DE =D m m 8
tF— ——— + ——— + Z—-

a > ECLAT

mM. m m°. m-

n n ¡cs BE b3
+

iin vies
priíis

2 Fai 2 as

m.m m
m a

n —
— 2 E

1 n N
D

+—
—

ST a3

Wennman die angezeigte Nechnung vollendet; �owird mañ

}

:

t

:

be

finden, daß der Coeffizientvon ——zder Coeffizientvon —75
der
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i

A weit ;

der Coeffizientvon — u. \. w. Null i�t, Eben die�esfindet
y a a>

|

MEL b
‘

bei den hôhernPotenzen von — �tatt, Jenes Produkt i�tal�o:

ps
:

m m /

i

=#Æ� =. 1 =7. Und auf die�eArt i�t
bewie�en, daß

-

mt ZME
PLA ES

7
n des m b n n

E
2

(a 0 = an fr — ———— —

:

n a O e

M 4M m
“i

——+b rt — 42-03
nu n 7 b3

m
é

“> “ êtc,

2M LS
2

ge�eletwerden dürfe.

$. 9.
|

In die�enBetrachtungeni�t zugleih der Beweis für den
“

Fall enthalten, weni der Exponent eine verneinte, ganze
__ Zahl i�k. Man �iehetnämlichleicht , daß alle Schlü��edes vo-

rigen Fphenihre völlige Kraft behalten, wenn n= 7 ge�etzet
wird. Der Exponent 7 des Binomiums (44-6) fannal�o
entweder eine ganze po�itive,oder eine ganze negative oder eine

po�itive,oder negative, gebrocheneZahl �eyuz�oi�tes in allen
die�enFällerterlaubt, zu �egen

D Met

:

CLJa) 4 4 ma Du a2 42
% T.2 e

m MM — 1 . m — 2

SS — a3 etc.
> 4 . 2 . 3

s

|

_ Anfangs-
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DER

Differenzial-Rechnung.
(———0r

Ct TO;

Ue den Grö��en,welche wir hier betrachtenwollen, gibt
es einige, welche entweder wach�enoder abnehmen, und an-

dere, welche be�tändigeben den�elbenWerth beibehalten.Die

er�tern,welcheman mit den lezteuBuch�tabenx, y. 2, des Al-

phabets zu bezeichnenpflegt, nennet man veränderliche; die
leztern aber , be�tändigeGrö��enund die�edrüft man durch die

Buch�taben4, &,c, u. �w. aus, So �indin krummen Linien
die Coordinaten , veränderliche;der Parameter und die Axe“
aber, be�tändigeGrö��en.

VI
Um das Stuf zu bezeichnen, um welches eine Grö��e

zu- oder abgenommen hat, pflegtman vor �olcheGrö��endert
griechi�chenBuch�taben4. zu �chreiben,�o,daß man, wenn

angezeigt werden �óll,die veränderlicheGrô��ex �eyum eine

gewi��eGrö��egewach�enoder um die�elbevermindert worden,
x4 de E E

Der Ausdruk 4x bezeichneteine einzelneGrö��e,wie
2

è

log.x oder 1/x u, �.w. Eine Potenz der Ordnüngæ von

41x �olteeigentlich �oge�chriebenwerden, wie (4x), Weil
aber der Buch�tabe4 keinen be�ondern.Factor bedeutet, �one
dern 4x als ein einziger Buch�tabein der Ne<znunganzu�ehen
i�t; fo �chreibtnian gewöhnlih 4x”. Die zweite, “dritte,
vierte, u. \. w. Potenz von 4x wird demnach dur<h 4x*,
41x, Axt, u. �.w.- bezeichnet. |

:

Es bedeutet al�odec Ausdruk 4x®, daß die Differenz
41x in die úte Potenz erhoben worden �ey,aber der Ausdruk_
A(x"), daß die Differenzder Grö��ex” ge�uchetwerden �oll.

LE
:

$, 12»

N;
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E ;

Fig. . Es �eydie Function U = ax" gegeben,wo

eine be�tändige,po�itiveoder negative, ganze oder

gebrocheneZahl bedeutet. Die�eFunction kann als eine Glei-

chung der frummen Linie 4M betrachtet werden, deren Ab-
, �ci��endurch X»die Ordinaten aber durh U ausgedrüfktwer-

den.

Weil U eine Function von x i�t; �owird mit U eine
Aenderung vorgehen, �obaldmit x eine �olchevorgenommen

wird. Wäch�tal�ox um die Grô��e4x = Pp ; �owird auh
U um eine gewi��eGrô��e4aU=m4 zunehmen, Maner-

hâltal�o
|

Uta A4 CNL LE

Nun i�taber, $. 9+
N-. MSF

(x—+-AxFX. —-1-ux LI —— x2 AE
T7 .2 é

H: TM a 28

+ —— 248+
EE

Mithin : :

|

“ an.n — Lr e

U-- AU = ax” aux Ax

———

 — x2 AX
Ee |

S

an.n— I .n—2 ,

-4—
—————— x73 AX? A . e e.

CHE EE

und

M TR 7: — x? Ax
Ax | DE
‘ EE n 2 Ea

E ERSE EEEE
z ER 2

:

Durch die�esVerfahren findet man al�odas Verhältniß
“von mg: Mg odèr das Verhältniß der Ordinate MP zu der

Sub�ecantePT. Wolte man nun das Verhältniß der Or-

dinate MP zu der SubtangenteLPS findenz �o�ichertman

leicht , daß �ichdas Verhältnißder Ordinate MP zu der Sub-

�etantePT jenem Verhältnißimmer mehr nähert,je Éleiner

die SRE 210; AX: iderdon, daß aber das Verhältniß
der

1
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der Ordinate zu der Sub�ekantedem Verhältuiß der Ordinate

zu der Subtangente nicht eher gleich werden kann, als bis

AU =0 und 4x=0 i�t. Wenn die�csdia�@ge�chiehet; �o
erhalten wir

AU
camions E anx“
LIX

und dieß i�tdas Verhältniß, in welchem, in der uba Lis
nie 4M, die Ordinate zu der Subtangente �tehet. Um die�es

Verhältniß auf eine allgemeine Art auszudrüken,bedient man

�ichgewißerZeichen. Mau �ezt nemlih, wenn 4U=—0 und

Ax=0 geworden, vor die Größen U und x, den Buch�ta-
ben d, welcher auch hier nichts als ein Zeichen und kein Factor
i�t, Um al�oanzudeuten, daß man durch die vorhergehende
Operazion das Verhältniß der Ordinate zu der Subtangente
würflichgefunden habe ; �o�chreibtman

dU
A

E M

dx

Mandarf aber nicht glauben,als wolteman durch die�enAus-
druk �agen,es i�t

0
N— L.-

— = ax
E.

e

#

dU :

;

Sondern
—

—

—
i� ein Zeichen, wodurchman nicht nur das mehx

erwehnte Reid �ondernauch jede andere Grô��e,wis
Ma Ag wenn U==ax” i�t,anzeigen faun.

Si AIp

d
Wenn U=x*; �owird

TESE
finie

: x

dU

Fé
= 2X

dU

Wenn U — x?;

Wenn BW; ws

Wenn U=x#; i

Differential Rechn,
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Wenn Ü — “a hap - os RTE —— 2x5
; dx :

Daran tU S3
Wenn U=x5 z Ll i REZ:

dx F

UX E m A daU 4xrF
TT LI0

dx 5

und {oweiter.
:

$. 14.
Wenn U=4a4*—+ ax4-by4-z;z; o wird

U4- AU =#&#4ax + ax 4b + bAy4- z+ 42»

weil 4, d nicht wach�enund nicht abnehmen.
“

Daraus folgt

H

AS E EE m AX

Nun kanneine gewi��eAufgabe -erfodern , ‘daß man das Ver-
: dU
hâltnißwi��enmuß, welches durch das Zeichen P74angedeutet

ae ä

wird. Solchesi�t al�o

wenn 4U, Ax, y, Az,’ alle zugleih ver�chwinden.Sind

die Gleichungenzwi�cheny, x, z, gegebenz �okann man daraus

die Verhältni��efinden, welche durch die ZeichenE: id
dU dx dx

— angedeutet werden.
dx :

Ce LS /

Andere Schrift�tellerhabèn das Verhältnißder Ordinate

zu der Subtangente auf eine andere Art gefunden , die hier deß-
wegen vorgetragen werden muß, um gewi��eAusdrüke be��erzu

ver�tehen. Sie haben nemlich unendlich kleine Grö��enan-

genommen , worunter �ieaber nichts anders ver�tehen,als

Grö��en,welche im Verhältnißgegen andere Grö��en,als,
Sh ; E Nichts

/



der Di�ferenzialrechnung.

|

19

Nichts zubetrachten �indund daher äus der Rechnung“wegge-
la��enwerden fônnen. Als Bei�pieleführen�ieein Sandkorn
an, das die Hôhe eines Berges weder vergrößert, noch ver-
kleinert, einen Bruch, de��enZehler der Einheit gleich, der

Nenner aber größer, als jede ‘angeblicheZahl i�,"welcher
Bruch, nach ihrer Meinung, füglichweggela��enwerden kann,
wenn er in gewi��enNechnungen zu einer andern Zahladdirtoder davon �ubtrahirtwerden �oll.

Die�enunmathemati�chenGrund�azhaben �iein dem

gegenwärtigenFallfolgenderge�taltangewandt. Wenn, zum

Bey�piel,U = ax? z �onehmen �iean, U wach�e,nach ihrem

Sprachgebrauch, um eine unendlich kleine Grö��e, welche�ie
mit dU bezeichnen.Eben �owird auh x um cine unendlichkleine Grö��edx zunehmen und �ieerhalten demnach

U-dU==a(x+4- dx) ax? 4 24xdx 4- adx?

undAULE AAN OX = a0

wo nemlih dx? dasQuadrat von dx i�t,weil auch hier d ein

Zeichen, aber feinen Factor vor�tellet.Nun i�t, nah dem

gewöhnlichenVortrage, dx ein �olcherfleiner Bruch , von dem
vorhin die Nede war, de��enQuadrat mithin mit de�togrô-
ßermRechte aus der Nechnungweggela��euwerdenkann, Da-
durch erhalten �ieal�o

dU = 2axdx,
welches man richtiger durch

IEE:
== 24x

ausdrüt.

Ge DOs

Die�elezteErkflärungsarthat folgende Nedensarten. ein-

geführet. Es i�tdU das Differenziälevon U und dx das

Differenzialevon x. Weil dU = anx" 4x, wenu
= ax; �onennet man den Ausdruk aux dx das

Differenzialevon U oder von ax“. Gewöhnlichgibt man da-

her folgende Regel :
i

|

Umdas Differenziale4U einer Grô��eU == ax” zu fin-
den, multiplicire man 4x” mit dent Exponenten2» vermindere

MenExponentenum 7 und erhebe x‘ in die Dignität #-—

LsB 2 O
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fo dann multipliziceman das Produkt 41x”
”“

mit dem Dif-
ferenzialevon x, das heißt, mit dx.

Die Wi��en�chaft,das Differenziale von U— 4x” zu

finden , hat man daher die Differenzial- Nechnunggenannt,

Füglicherkönnte man �ieMethodum Tangentium neunen.

Die Formeln, $. 13. werden gewöhnlichauf folgende
Art ge�chrieben:

:

1) dU=nx" dx, 2) dU==2xdx, 3) dU=3x?dx;
R E

A TX

3
43 dU IX ANS WA UE

— dx
6) ES u. ��.w-

5

und, $. 14, dU=— adx + bdy+ dz,

Te EEA

Es �eydie Function U == xp gegeben und zugleicher
Zeit angezeigt, daß zwi�chenU und x, U und yp und endlich
zwi�chenx und p gewi��eGleichuugen �tattfinden, wie, zum

Bei�piel,U — x", U = 4y?, x = ey“. Wenn nun. in

die�enGleichungenkeine andere veränderlicheGrö��en;als U
und x, U und y, x und y vorkommen , welcheauf einé Digni-
tât erhoben �ind,deren Exponent einc be�iändigeGrö��ei�z

�oi�tman, vermdge des vorhergehenden, im Stande, die
Verhältni��eoder die Grö��enzu finden, welchedie Mathema-

E SU x
Ber duh y auszudrückenpflegen.dx dy dy

Wennin der Function U = xy „. die Grö��ex um 4x,

y um 4y», und U um 4U wäch�t;�oerhalten wir

UL AU= (x—+ 4x) AAdy) == xy + ydx
- x4Ay.4 Ax Ay
und

AU =y4Ax +4- x4y + Axdy
oder H

AU
i

XA y
n

E Vl
Ax

—- Ay-

*

Ner:
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Ver�chwindennun 4 U,- Ax, Ay zu gleicher Zeit, oder es

wird. 41 U— o =; Ax 0 =dx, y =o = dy;
| dU xy :

“�oerhâltman

= SES + 4p. Nun zeigen die
x S :

|

rdU a e a Fanette
M —geroi��eGrö��enoder Verhältni��egewi��er
dx x ‘

i

Grö��enan, welchean�tattdie�erZeichenge�elzetwerden Éönnen :

das Zeichen dy allein aber i�tkein Zeichen ciner Grö��e,�on-

dern{le<terdings, = o. Man erhält daher

RE dy

Y
R a tA

dx

Weil AU = yAx + x4 + 4x4yz- o i�t auh
UE Lies Have—1- x A- 4x, und man erhalt dur< eben

Ay Ay
ydx

die�eSchlü��e
E

ZS

Fs
4 Xx, weildx alleinfeine

Grö��eÏ �ondernRi anzeigt. i

$ 18.

Man�ichet leicht, daß diefe Betrachtungen auf bieFuy-
ction U — xy, al�oauf die Function zweier veränderlichen

Gröô��en,nicht einge�chränkt�eyn,�ondern�ichmit eben der

Wahrheit auf die Functionendreier und mehrerer veränderlichen
Grö��enauwenden la��e...Wenn, zum Bei�piel,U — xyz z

fo kann man immer annehmen, daß zwi�chenU, x, U und y,
U und z und dann zwi�chenx, y, 2, �elb�tgewi��eVerhâäítni��e

'

�tattfinden, welche durch Gleichungen ausgedrüftwerden kdn-
nen, Man i�t daher im Stande, zu AnvERwas die Zeichen

dU dU dU; dx
—, — u. f w. ágeuitih�agenwolken,und

dx dy’ dz” dy
dU dU- dz

leiht wird man �i überzeugen,daß —,

—,
— u. �.ww.

dx dz dx

gewi��eGrö��en,die Zeichendx, dy, àz allei aber nichts,
dann Null bedeuten, Wenn daher in der Function U=—=Xxy3
alle Grôf�enwach�cudangenommen werdenz #0 findet man

U-+ AU= (x4 4xX LES Ya A ==

3 _XPVZ
4
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xyz + zy Âx 4 z2xAy4- xyAz A CAA+ yAx4z
bie % xAydzSF Ax4yAz

und

AUE
e: ERRE ts

xy Az
D x4yvAz

: ¿1x Ax ZIE
IES

Ax
:

-+ MyAz.
Wennnun: 4U==0=dU,; A0 dx; Ay => 0 = dy,

i dU zxüp xpvdz
LIE SD SEES 0. wird — = EHS

i

, � dx 8 E

E

dx
e

dx
E

:

xdyvdz
zdy Pa —1- tu und zdy = 0, ydz =0,

X
|

<2

27.

NOVAE xdzdy
:

dz
dydz — = — = o. D bgleih —Iy 0, I =

0 eun obgleich
TS

dv
oder E eine würklicheGrö��evor�tellet; �owird biteGrö��e

doch mit xdy oder xdz multiplizirt nnd muß mithinebenfallszu
Null werden. Wir erhalten" demnach

dU XU 6 NRE
I �i

E E
N

.

= EA
DenAusdru>

4

\

AU = zyAx 4--zx4y H- ete. Zs

hâtteman auch mit 4p oder 4z dividiren kônnen. Ym er�ten
Fall würdeman erhalten haben

MUS zydx xydz
A- zx +

dy dy dy

undim andernFall
dU dx dy

E M BE EAN

F. I9,

Son�ttrâgt man die�eLehre auf folgende Art vor.

Die Grô��en4U, 4x, 4y, Az u. �,ww. werden durchdU;
dx; dy, dz, u. # ww. ausgedrüft, mithin die�eleztereals

| Grö��en,aber als unendlichkleine Grö��enbetrachtet. $.
We

$;

an
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Man kánn al�omit den ZeichendU, dx, dy u. \. 1, eben

�o,wie niit würklichenGrö��en,, techuen und deßwegenerhält
2

MA
Y

E), dU=-== yáxA- Xd weildas Pentedxdy: als das
Produktzweier unendlich kleiner

Qrô�i�en, von

TENweg-

fallt. :

31-24

2) dU = zydx 4 “es1E xydz,wwweil die Glieder
zdxdy , ydædz, ‘xdydz,dxdydz �oÉlein AOE,daß �ie

weggela��enwerden fónnen.

Die gewöhnlicheNegel i�tal�o: Manfindet das Diffe-
renzialder Function zwoer oder mehrerer veränderlichenGröß

�enzwenn man nach und nach jede Gröô��eals veränderlichbe-

trachtet und �odifferenzirt, als wenn die übrigenbe�tändige
Grö��enwären, Die Summe davon i�tdas ge�uchteDiffe-

renziale. SS

Ve 20:

Nunmehri�t es leiht, folgendeFunctionenzu differen-
züren. Manfindet d(ax"y/") = ax®d( I LEAyd (x”)

EE S

JE
IYAx— xdy:

= Hax y dy 4- may "x
T

dx, und dl - |=

Ss

Y A
Deri die Grô��e,welche man di�ferenziitén�oll,aus mehre-

ren “Glieberùbe�tehet; �odifferenziirtman jedesGlied be�on-
ders. ZumBei�piel
dax 4+ bX Hey) =34xXdx+ ivd cxdy+ cydx.

Eben o i

(a E DX 2)— 2axdx —- bdx 2cyx “3d2

E
EEE

s

NES 2x X

+ cx ‘dys
und

d(x? 4-4 + P)=3x?ydx 4-xX?dy4- 2aydy.

___

DenAusdruk (a4 bx4- cx?) differenziirt man eben #0,
wie den Ausdruk x”. Man �indetuemlich

da bx4- x) — (a bx—4-cx?) d(a4- REA
== Sla bx N (0 -4- 2cx) dx.

B 4 und
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und

i

i

ftt

da be) =—£Lta4 bx d (aA4- bx?)
=$ (14 bx2)8. 2bxdx =

E2 bxdx (a4 bx
Wenn die zudifferenziirende Grö��eaus zu�ammenge�ezten

Digniktätenund andern Factoren bé�tehet; �obetrachtet man jeden
Factor, als eine einfache veränderlicheGrö��eund verfährtnach
den obigen Negeln. Es i�t-al�o:

:

d [xa 62] = (a4 d(x) xd (a4 bx
= 3xUx (a4 bx?) SS bxtdx (a 4- bx:

Ferner dKA
DO

| ALX 4-4) (x F-01753
(x + D

PIPE APP
Cx 30 — 24) (x4 dx.

+

__

+69
Wenn eine Wurzel-Grö��edifferenziirt werden �oll; �o�ezt

man �tattdes Wurzelzeichens,DeaExponenten. Esif al�o
dV D = d(x#) == Is —Tdx
ácCpax= SA(xD

=
FX tx.

Peta

Ferner
8

| s
— xdx

d[/Caa—xx] = d(aa —xx)è =

Pg ZE
Endlich

|

?

a/a iw] = d

E 7]
pnd 6

E

7 LEE 9 “mx “dx(a 4 bx

u, �w.

Di�fe-
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Dif�erenzio-Dif�erenzial-Rechnung.
#6 —E- >

tf

E, �eydie Function == x” gegeben. Man �ehe in die�elbe
�tattx nachund nach folgende Werthe :

Xx 4x, xx4 24x, XA 34x, X 4 4AxX,XA- 54x uU. f tv.

Die Grö��e,in welcheU �ichverwandelt,wenn man x—4- 4x
*

�tattx �eget, bezeichneman durch U'; durch U die Gröô��e,in

welche U verwandelt wird, wenn man XA4- 24x �tattx �etet
und endlich durch U" die Grö��e,in welche �ichU verwan-

delt, wenn man x4- 34x �tattx �ezet,u. |, w. Es i�tdem-

nach,
Vx

|

:

1 Le Äs REZA
ME

ER
U =(x+- 40 =x" ux Ax —— x22

E FT . N %

n.N— I.N— 2
EE

+ ———————* SE dt.
- ZT . 2 . 3 E:

i1
eS Ss A PAU =(X 4-24) "=x"+ qu Ax 4 SEDO VELI

LZ s

—— x T3Ax3Ll etc.
af; . e . 3

>

nN I
À

O

X »

x3 AL etc.

U = (x4 34x LEIRE:
7 Ax4--

25n.n— 1. M—2

/

N 2

Mithin erhalten wir,
:

,

ENF
aRAENS

yeT.2

:

i

M = AU =" 4x +
:

‘n.n n èj DE Me È Pini

rb ——————N 2x2 deétc,
|

T8

Bz D eh



26  Differenzio*Di��ecitilzehauag,
Stad 7

: SIED p wr CR

U" ZE O: i= AU==

"1x
E AE x2 Ax?

FZ 2 SA

ZAHE mE
M

OL

EN ERE
——

eier iEA x23 1x3 —- éte.

T.2.3
Y

f

H: [1 1]
p

5n . N — I

UU n lEs x df
i

LAG a er

1I9n. N— TLT. N— 2
us

— x3 Ax? Ll ete.——
ZAN

TLF
i

uU, E iv, y x

$. 222i

Wenn man von der DifferenzAU" die Differenz4U R
‘giehet; �obezeichneman dur<h 44U oder kürzerdur<h 4?U die

Grö��e,welche nian -dadurch erhält. Eben �odrücke man durch
MAU dieGrô��eaus, welche herausfômmt, wenn man 4 U'
von AU abziehet. Es i�tmithin /

AU — M == AU = u n= N AA

+ #2.u—1.N—2. xt 3x3 E SEC:

woraus folgt
MU

ENE

Je kleiner 4x, AU werden, de�tomehr nähert�ichder Werth
2

{

n — 2
=. n TX n n— M — QX 3Ax etc.

—_ 2

vt
der Function n.n—7.x"—*, Es kannaber nie-

TL i

mals, �olange 4x, 4U noh Grö��en�ind,der Werth von
2

y

Î

i

BE der Function#2.2— x .X*—? glei werden. Wenn nun
X

Ax=o = dx und 4AU=o=dU; #&wird auh MFU—o0
und man pflegt die�esdurh d4°U anzuzeigen, Wir erhalten
demnach :

dU

dx°
Statt der Grö��en.n— 7.x"? pflegt man dfters das Zei-

2A i)

LS
zu �een,�odaß man überhaupt�agenkann, das

“ SASE

Zei-

n — 2
.E E TX

chen
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U

Zeichen—

——

— zeigedas Da�eyngewi��erGrö��enan, und �ey
in derE der vorigenre einer ihr ähnlichenGrö��e

ge�ehet
worden. Der

weilNull mit Null giöidire“DGrö��ezum Quozientengóbén
:

kann. N

f

»O
dute E Pe

iS

G4

Vorhin haben wir gefunden
62

5zu. n — 1

AU“ ES nx? Ax —- x2 Ax?
T.2

T9n.N—— I. N 2

x3 AxX3 ZE été.

i

Fe Be
:

und
“e

;

î E Gn H FAA S
AU = HX Ax + ————— Xx ZEE

:

Le ES

n N 1 M2
—- AX Atte:

LBA

Daraus folgt
|

dU: Sa AU' == ÆAU'— u. u— 1X T2 A
'

Zi la E QS

E
E AE D

etc.

7.2.3
“Wenn man von der DifferenzÆU' dieDifferenzÆU

abziehet; �obezeichneman dur<h MUdie Grö��e,welche,maudurch die Subtraction erhält. Da nun

QU n TX A +t 1 n— 2.x 2Ax8
Tin N — FT N— 2 HS 112

| EE I Ld ER

1.2.3.4
E

�ofindenwir
: MU — ÆFU= MU = n.nu— 1. n—2. x"—34x3

3n.n—1.N— 2.N—3
x" —# Axt -+- etc.

2
:

:

Y
wor-
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woraus folgt
MU JUN 1 N — 2.

>a= M2. X Pg: r "— Ax exe.

AX a

Wennnun 4x=0=—dx; \o i�tauh 4x? =0=dx8und

MU-—=0o =—dU und man erhâlt
BU dU

i

—— n. N— 1. N — 2X3, 0 —— das Zeicheni�,o-
dx? dx?

mit man das Da�eynder Grö��e2.x—x.n—2,.x"—3 oder

einer ihr ähulicheûuanzuzeigenpflegk.

$. 24.

Werden ähnlicheBerechnungenweiter fortge�eset; �oér-

- giebt �ich,daß
EU

GF
— = H— rt. N— QRN—

3.

X
dxt

E

E
dU

i— =. N—— I N— 2. H— rm —

E

re
Z° 4°

Us È: SA

— ==. H==1. i — 2 UZ. ng mEdx“

#:u, �,w, �ey. ILES
Ce 28.

: EO
Wenn U=Xx?z {0i�t

do:
—

=> di

dU
WennU—ax* ; = AE

2dU
Wenn U=4x" ; �oi�t

—
= MH TIAN

= RL
i

=== = Cm—rn —2Jaxndx? ;

di

E E —2 NM —Z ax

n

A
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$. 26,

- Gewöhnlichfrägtman die�eSáâteauf folgendeArt vor.

Wénu, zum Bei�piel, U= x? und man dU, dx als, wúrk-

licheGrö��enbetrachtet; �owird

Ui dU= (x4 dx = x24 3xdx, 4 3xdx* 4- dx3

und dU = 3xX?dx4 3xdx®*+ dx, :

Nun wach�edU um die Grö��e(*U, dx �eyaber eine be�täne

dige Grö��e,deren Werth bei allen Nenderungen , welche mit

dU und x vorgenommen werden, nicht verändert wird. Man
erhâltmithin
dU 4- #U= 3(x 4- dxYdx + 3X4 dxJdx? 4 4x2

= 3X2dx 4- 6xdx®?4- 34x? A- 3xdx®4- 3dx? _L- dx3
und #2U — 6xdx* 4 6dxÎ.

Aber 6dx? i�t,nach dem gewöhnlichenVortrage, das Produkt
dreier unendlich leinen Grö��enund ver�chwindetin Nück�icht
auf 6xdx?, welches das Produkt zweier unendlich kleinen

Grö��eni�t: Man bekômmt al�o
dU — óxdx®

und die�enAusdru>k würde man auch erhalten haben, wenn

man dU = 3x?dx, nach der Regel des 16ten Fphen differen-
ziirt , dx aber als eine be�tändigeGrö��ebetrachtethätte,

Weil al�odU das Differenziale von dU und 6xdx®? das

Differenzialevon 3x°dx i�t; �o�inddaher die Namen Di�fe-
renzio - Differenziale und Differenzio- Differenzialrech-
nung ent�tanden.

Die Formeln $. 21. bis $. 25. pflegt man deswegenauf
folgendeArt auszudrüken:

EUA. N TX UX 5

dBU=n.n—1.N— 2X dx,
_dU=n.n— NESS OTS

dSU—=—n.n—1.N—2N—Z— 4X 5d

u, \. w. und man findet immer die folgende aus der vorherge-

henden, wenn man nach $. 16. verfähret,

Le WE

Man kann in jeder Funktion, zum Bei�piel,in der Futi-
ction U==>x”anuehmendaß �owolU als x gewi��eFunctio-

nen
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nen von der veränderlichenGrö��et �eyn;zum Bei�piel,
U=(a44- x= at” u. \. w. Ferner fann man an-

nehmen,daß, wenn U und x nach willkührlichenGe�egenwachs
�en,die Grô��e7 um die be�tändigeGrô��e4: zunehme 1 {04
daß die Werthe von 7 nach der arithmeti�chenProgre��ion

t,t 4-4, 4-24, t4- 3A, 4-4A,t4-5Atu. �w.

fort�chreiten,inde��endie corre�pondirendenWerthe von U fol-
- gende:

UU AU UA UAE UV RIOE EL UW,

und die corre�pondirendenWerthe- von x näch�t�tehende:

x, x4 Ax, x 4 24x Ax, x4- 34x + 34° x4 Mx

u. . w. �ind.

Sind nun die Gleichungen dachanwodurch U und x

durch t und be�täudigeGrö��enausgedrukt werden; �okanu
man daraus leicht die Grö��enfinden, welche die Mathematiker

dx dx UU EU
durch die Zeichen —, —»5 —, -— u. w. anzudeutenure

die

Zeich
at di di’ di

� :

pflegen.

C. ::2D8Li

Oben $. 2x. haben wir in die Function U — x" na<
und nach für x folgende Werthe ge�etzt:

x Ax, x4 2Ax, XHA- 34x, XA 44x U. �.tw.

Es i�tal�ox be�tändigum die unveränderlicheGrö��e4x ge-

wach�en.Nun kannaber auch der Fall �tattfinden , daß �elb�t
/1x wäch�toder abnimmt, wenn x wäch�toder abuimmt und

die�enFall wollen wir hier nun näherunter�uchen.

Es i�t

rats xh
wé

i

Hn.nN—- I /.

des
ebiiiiiia E EA Lg

Ax?
FA

Us Cr AX) Nf nx“ Ae
HN Te H 2

P , 2 FJ

x73 4x + ét,
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U'=(x + 24x + Mx) :

=x + 2x Axa nx TAX 2H. E TA a xS
rH Me

+ REF, x dusAx — x2 Px. Mx
ZA E

Sn. uF 2
x*3Ax*., Ax

Pres 2
i

E ORI — R. A4 X SAXER

H

R E Es E Fd PEA Zn

E Mx H EE
1.2:3

/

Ferneri�t

== ux“
*

Ax 4- E 44x?T.2

HL M QE
3

—
x73 Ax? A etc.

Las

aud Ô

LAA

und SLS
U- tetas U' Es AU’ = 1x7 Ax 4 E AX

GE NT

ZIE Hg
n— 1.x *

Ax dx
T2

E
\

MeGor-4,+ x x. Mx+7n.B— 1.2. E 3 Ax? e
ELS

Ur At oN TS Ax Ax
+ n. n— 1. u— 2X 2Ax. Mx. Mx

n.1 I.N— 2
E 2

-

e —————————x SAX AX Lt:
122

Daraus folgt
1 2 F

AU — AU= Un x4 un — 1.x 2A
id M EE AX IN

it

aD
giti 5 :

i

—

x x. xt UNT — 2X AC AL
L

TG

aL Cù À —— 1 M2 NEP CR
E n FNB ICES AX Box

N.n—1I.N— 2

+— —

,2.3

x TIAN AE KX det, E

Weil
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Weil U und x Functionenvon k �eynkönnen;�odividire
é

: iZ : Ld Ss
man alle Glieder mit 4°, um die Werthe von

Se:

2
|

ii “tt
u. \. 1, zu bekommen. Es i�tmithin

MAU 2x Axt
a E EE

Hu — IX
—

: At : AE AE
2,

z

xt 2
Ax

+ 2N Ps Mis
“A8

y
LA

Mx A
4 x x + nn N— 2x2 *

FQ A
:

At»
:

i
Ax

H N — n — 2- SPA
: ZIE

E
AT u — QX Ax, MX

E;

t

BH —

IRQ a ig
Mx

x

EE E tE,
!A E

Wenn nun AU, 4x, At alle zugleichver�chwinden, wie �ole
ches hier vorausge�eßetwird; �oi�t

A

4
dx

y
x

i
dxt

I ne iaa E we lee O X —— = 0

dtr?
L

E
;

dit
2

d°x dx dx
Lx —— == O dXxXGX, —=09, Xx. E xr LA

‘|a ä
+al

: dt?

und wir erhalten
dU LE

D
„dx

Abdi. E FT cioe 1 — 7 C x
“e dr di? :

dx dx* dx
J��nemlichx eine Function vonè; �o�ind

cP Es. E
Zeichen, welche an die Stelle gewi��erGrö��en,die dur x und

7 ausgedrükt�ind,ge�ezetwerden, Würdennun diefe Grö��en
�elb�tvorhanden und mit dx, dx, &x.d°x, das heißt, mit

Null multiplizirt �eyn; �owürden alle Glieder, in welchen �ol-
che Factoren vorkommen, zu Null werden und mithin gus der

Nechnungweggela��enwerden mü��en,

ë Hierx-
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Hieraus erhellet, wie maú verfahren mü��e,wenn man

die Grö��enfinden will, wélchedurch

FU d*U dU
dis ”

dt
‘dat

di
Wenn U == x? ; �owird,

dU 2xd°x 2dx?

i M �ive anigezGgtwerdet,

a
SE

“de L dit

Wenn U = x? ; �ofiudet man

LU SCEE óxdx“
Rde A

Ferner U = ax, gibt
dU dx e E TS det

QE: QE “di

u, � We

M 29. I

Nimmt mai, \viè gewdhnlichge�chicht,unendlichkleine
Grö��enanz �okanndie�eLehre von$. 27. an

GEPEvorgetragen werden.

Wenn, zumBei�piel,U= x“; 6 i�tU4- dU = x2
—- 2xdx 4- dx und dU = 2xdx 4- df. i

Ferner dU 4- &#U = 2x 4- dx dx + ddx)y
—i- (dx 4 ddxY und dU == axddx +4- E HA 4dxdáx
L ddxf. N,

Hier fallen die Glicder¿dxddx», ddt ie: weil fiePro-
dukte unendlich kleiner Grö��enin einandèt und míthin noch-un- \

endlichkleiner, als 2xddx; odèr 2dx? find: Manerhält al�o
dU = 2xddx —+4-2údx?

welchenAusdruk man auch bekommen habènwürde,wenn man

_ dU= 2xdx na der Negel des x9ten Fphen differenzirt;
‘aberdx als eine veränderlicheGrö��ebetrachtet hâtte,

| Die Formeln $. 27. 28. pflegt mai daher gewöhnlich
auf folgèndeArt zu �chreiben:

AU = nx dx nN — t, das
dU = 2xdÎx +4- 2d

WU — Zx dAXE öxdx* Ï

FU = maxx mi (m — Jax 2 u, (0
BifctasRehn. C $, 30



34 Differenzio - Differehzialréchüung:-

get
f

+ Ce 30.
, TE, Sn

ObenF. 17. habenwir gefunden BR
ZU Xy + y Ax H- UXAy, a

Wenn wir nun aunehmen, daß 4x um Fx wäch�t,wenn x

“um 4x wäch�t,daß 4y um 4 wäch�t,wenny um 2A
wäch�tz�oerhalten wir

|

AU+ FU=(x+ AA +Æv)+ (y + 4 Ax+ Ax)
+ (4x M AND |

oder
2

AU AMU = x4y 4 AXA 4 XV 4 AXP yAx
AxAy + yÆx 4 AyÆx + AxAy + 4AyAx

SLA i

:

und E
Ktn

ÆAU= xAy 4 aP 2x. WHAyA x4-2AyÆx
+ Axy.

:

Weil nun VU; x, y Functionen von

i

+feon fönnen, $. 27. und

manudie Differënzvon # als eine be�tändigeGrè��eannehmen
darf; �odividire man alleGlieder mit 4, wodurchman ér-

hâle \

AU D

RAE My ki BE E ai tz:
EE 2AUN E PE =EEA DAX

Ar Ai
e

STES At Zt AZ

ds
Ad

qi

Ay
A

A —
Wein nun AU, 4%, M; At allezugleichver�chwinden,�o
wird |

:

dU xy 2dx

“

dy
*

yx
, E

a CE =S

Y

A Aas wd: “detE ds
5

2
ó

dy
/

dxDéiiùman �iehetleicht,daß 2dx .

ETOS 2dy. aM)
/

x. ds = 05 �eynmü��e.
Ts Ot

}

$: ZE
E

:

-

Nimmt mañ, wie �ou�tenge�chiehet,unendiich fleine
Gröffenan, Po vd

:

|

FU =
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CHEEY <br EON |H adxdyE “taés1 xd Je Ps

Nun�ind2dxdy, Tuts,und 4°%d?yProdukteder E
endlich fleinen Grö��ener�terOvdnung,nenlid,#3âyin unend-

„ lichkleine Grö��enzweiterOrdnung- nemlichAXSR-AtPp Dar

her dürfendie�eGliedery wegen ihrer Ünbeträcht!ichÉeitZL aus
dem obige Ansdrukweggela��enwerden, und man erhält

:

GL = xy 4- yx x 4 2081p
welchenman auclygefundenhabenwürde, wenn man

i dU = xdy + ydx|

�oit i. daß mau dx, dy als wütklicheund Öliéndet-
:

liche Grö��enbetrachtet hätte und"
LS MEMS:LT9 verfahs-

ren wäre. |

$. ZAE
‘

tts
cg

Wenn 4 cine be�tändigeGrö��ei�tz �oerhalteñwir ===

Cuts

E xy EZESis My 2 e 2A A8 i ai LETÄr“

woraus folgt

EE xy 2dæ dy
i=

E dE dt dt Àis

oder
PU= ty + 2dxdy.SEAy eine be�taudigeGrö��e,�oerhâlttnan
a U == yd°æ 4+ 2atdxdy.

Beide Ausdrücke würdé man auch erhalten haben,wut

t

mauiindEs Xd A VAR
j

zuer�tdy als eiue veränderlicheGrö��e,dx aber als eine be-
�tändigeGrö��e,¿und dani den umgefehrtenFall betráchtet

:

hätte
ID i

Wen wir béider Futction& = &y ântehmeit, däß
uichtwhe, wenn y um Ay und U'um 4U wäch�tz�oerhal-
ds wip

A= Ay
Wenn nüt aber æ um 4x wäh, wétuiÀy un Ay

wäch�t; �ofolgt ;
i

C 2 AU
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AUH AU=(x AXA y JP :

:
=x4y + Axy 4 xy A-

Stand

RU A Ay Y Se My
A ACA ES Ae LAP.

Ver�chwindennun 4x, Ay, Aie zu gleicherZeit , wird
AU OX HE E

Z
Mya

A e BRES
-

“R amoi

e

O

daide aus de BCB
das heißt :

XEN
‘

dU

°.!:

dat Ape: fy h %

UE Daene EAA
2

Eda 0
2 E

oder
FF Utzdiédy «Foxy,

welhenAusdruk man

u bekommenhaben würde, wenn

man

dU => Lis
�odifferenzirt hätte, als wenndy eine ‘veränderliche; dx ibereine be�tändigeGrö��ewäre.

Wenù VU—x" *y, aber x nicht wäch�t,weun y um

1y wäch�t;�onderner�talsdenn, wenn 4y um 4p wäch�tz

�ofindet �ich
: :

:

x

e

e

E
5 254

Weil J°U 4- 24x y Je 2AxAy+- 4x
+ 2x —- M D, �owird MFZU+ AU

= + AXA + FT 2Ax+ ADAY a AN
+ 24+ PATD +T ADAx+t Ax)

OOworaus man endlich findet

EU=xdy + dx&y + 2dxdy + odysBeE Ee dyd&x,
Hier-
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_Hieraus erhelletdie Methode, wie man 4#U’,dU, dU

u Eww. �uchen,mü��e,/ -
i

«$. 35

I| U = xyz; �ohabenwir oben $. 18. afin:
AU = zy4x 1 2xAy 4 XyAz + z4yAx" 4-y4z1e

4- x4AyAi + 4yA: Ax.

Daraus findet man

AU AU = (24+ ADC LS
+ C 434-494 +S
-- (x4- 4x) y + ANCAZA- A2)
E œ- ADA E ANCA 4 AX

(ADNA HA A DCAA AX) |

A4 ADNA ANDA AM zZ) 0

(dy 4 AIA ANA ISR
Und endlich

d&U=
— zydx:4- nied+ Siedeat xydz 4- xáydz

i A- xdziy 4 x20y 4- 2dxdy.
Aufebendie Artehe man ÆU, dU u, �.w.

Ce SGeO

x ;

Z

Wenn y" =—z �ofindet man x = ay und
a i

: y
2

ddxs an —-1ddy ann

) 2d—— 1GR df m dt

i

Un SEE
Le

D ts FIR
Aber 08 i

Eh
Dahec

5d
<lgraP

“dds dx dy auf n

)
_——2dy?

SENSE mbe E are is E IEE
-

dte LE 48 m\ mM dt?

“oder DAE
i

‘cl

dds dx À

=
f

dB ay dè m\m“. “ari

welchesman gewöhnlich�oausdruty
dy:

O e 5
EE

n

R
EPE —— —

Aber

A



VVDifteinio-Differgätteiurg
an

-) D AAberd — y m ——m diMDZ
mm

„Daher 5 :

dyddæ- =>+—daddyi“ : FÉ

Auf ebendie Art LAman fichleichttbeceuges)die
ZF dy

IS SE
E

E
:

I�tE LEZENLfindetman
a

aufebendie Art

4 (Z)-
y dæddy— dyddx

ZE
dyddæ——dæddy

E Ly RE

Undx Cdafs < dy
0

>

Un.
;

g. 37.+
“Wen VUax" 4 dx"; �ofindet man

| p Ua mm) ax dxf i ENtt br(r-— D&T2d&. z

Sf abetAx eine be�tändigeGrö��ez�owird

UE ue C tE, ze bette Ir dx
und Ért

AL

BUIO n —-TenLIE — 34x

+ dr Ces E E dx

A RES
|

"Sf e a9. �owicd
U4- AU=(x—+ Ax)" (a4 x4 Ax).

Und wenn 4æ'eine be�tändigeGrö��ei�t; �ofindetman

E — amt G— x = HC TCA À
“E

for
mn— (a4 Y Ama ax RRE

Und
s

:

t

i BU :

:

As Cs
E == MCM=

EEE *(4H4-x) E:

+ Cn — DCE — 2x Ca X23
+ 3mn(m— Dx (a,
=+- AEC TIN CA

ü, f wv,
LE

b

:

Y

'

“Von
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BaA AAA Ae AEtE
l

E ER
den Differenzialiender Sinus,Co�inus,

Tanggenten, Cotangenten Secanten,. Co�e:

fanten.

$i 39

: Eaveswir zeigen E wieimanSinus, Co�inus.Fig. rx.

u �10. differenziire, mü��enwir zuvor die Wahr
heit folgenderSäge darzuthun�uchen. i

Es �ey4MZ einc beliebigekrumme Linie. Man �ebévió
Bogen 4M =; die Äb�ci��e'4 =; die Ordinate PM—=y.

Wenn die Ab�ci��eum das Stück Pp——4x wäch�t; �owird

die Ordinate um die Grö��e4/011=4y und der Bogen 4M um

das Stük Mm— 4s zunehmen.

Man ziehe ferner die Sefante 2M T und in den PunktM
die Tangente NMS.

-

Weil das Dreyek Mn,dem Dreyek
MPT âhnlich i�t;�o’verhâltfich

dy Ax == 44 ELT

woraus folgt E
PAE

R A D: E
21 E

Ie näherder Punkt7Ñ dem PunktMfommt,de�toinehrnähert
«�ich.das,VerhältnißMP: MT dem VerhältnißMP : PS und

de�tomehr. die Sub�ckgnteD T der SubtangentePS. Wenn
nun der Punkt 7 in den PunktM fällt, das i, wenn 4x=0_

=>dx undA= = dy; fo verwandelt�ichdie Sub�ekaitteM

IL ydx
in die Skbtgugènté, und man erhâltHP e

—
: in allge-

ay

e —— = > 4 s
i

PT“

wméînerÎisdtur* fár“dieSubtangènte,in krummen Linien,
:

"deren Cóordinaten �enkrecht«auf einander �tehen,
E

:

if i ia >

GT

$
5 * GI (NI 23BE TGAIE

VISD

z

4A
E E,

E



40 ienan Differenziatiendex Sinus/Co�inus,
$. 39.

|

Der Bogen Mi i�tallezeitGR
als die

“SehneMm,
oderes e i

A: > ¡ide + DS |

welchesman auch�oausdrücken kann 2

(As Ay°

> 2).Ax

Man�etzeal�o,es �ey
AF Ay?
es ZEE es É
O

= Ae
_

Der BogenÄMnri�tkleiner als die LinieMN, wo

y

Ner Punkt
i�, da die verlängerteOrdinate die verlängerteTangente �chnei-

det, oder der Bogen Mm i�tkleiner als (M4? 42 qN).
Aus denähnlichenDreie>en NMqund MPSfolgt aber

3

SP: PM — Mg:9N,
;

ydx
oder. = Me : 4N.-

dy
dy

e N== TETZÁDemnach 4N== 4x .

gs

Es i�tE y dy°
Zis (DFA

Man �etzedaher, es�ey
As Ls

M
: ZN

+ 2 = T4 x

HS

Es i�al�oe —iner arderals 1/vf+ 2)undkleiner

als 1/2 dé n

) A

. Je

9 y» Weil
=

TZdie Tangente desWinkels i�t, welchendie Sehne

umemit der HorizontallinieM4 ein�chließet,

-

dahingegen

248 Zdie Tangentedes größernWinkels i�t,welchendie Linie
a

NE



Tansénten,Cotangenten,Sefanten, Co�ekanten.4x

Je mehr �ichaber derPunktm dem PunktM nähert, de-

�tomehr nâhert�ichauch der Wiukel #34 dem Winkel

E
oder die Grenze V/V

i
vilesE) der Grenze 7 SFt= &SB)¿

o—=dx; #0 LEEman
=" (+AZE

und Ar= E +>,
GransGis

CRE E EES x

—— EE z E

dx dx ] i

welche Gleichung unmöglich.�tattfinden kann, wenn nicht
t=0, und z=0. Man erhältal�o

Und wenn

E
#

welchesman gewöhnlich�owiZdrüdtde = (dx?+ df).

G40:

Es �eynun 4MNB die Hâlfteeines Krei�esz Fig.2.

der Bogen 44 =— $3 dieAb�ci��eoder der Queer-
Sinus 4P — xz der Sinus des Winkels 4CM oder die Ors

dinate PM—

y

; derHalbme��er7-50 Ey = 2X X&.

Daraus folgt:LN
M :

4

—_

E
A

dy C=
und —= ———,

33
Wars u i /

HS

Í

AL LMI Vor-

„NM mit eben ‘der HorizontallinieM7 ein�chließet, �oi�t

A, dy ;

i
24 fs:

»

E
fleiner als

=
Um BEzu bewei�en,daß = Tang.

» NMg; �o’bedenfe man, daßNMg=MSP, und aß

» SP: PM=:1: Tang. MSP, oderE! : Tang.MSP,

„woraus folgt Tang. MSP: Tang,NM= 2.
ax



42 Von dénDifferenzialiender Sinus, Co�inus,

M hais
wir fur jedekcummeLinie gefundeu

=| Ë zal 2) a: ru EbeimKreis
/* aa 29 teaf |

Br LET A DEN AL

2X — XX

—A y

EBT X XA

A
rA è at

TT

2rx— xx e VV(2rx — xx)
Es i� aber x der Queer - Sinus des Winkels SEund

Vi(21xX— xX) = y �einSinus. Desroegen i�t

do 7 rácCSin.v.©) -

— — OUCTSOmR
dSin.vu.0 Sin.® Sin. ©

{vie man es gewöhnlichausdrükt, oder endlich
doSin. ©

‘

RNA 7

| F. E et C

AberCo�in.©=t— E v.93daher— dCo�in.©

= Afin: V. Hund.
tide

: ei
s Fs AO ant erte

N

— dCofin.Þ Sin.0
welchesman gewöhnlich�oausdrükt

i Sin.©0d0
d Co�in.DE ÉE SÁ

X

und die Negel giebt: Man findet das Differenzialdes Co�inus,
wenn man das verneinte Differenzial des Bogens mit dem Si-

nus multiplizirt und mit dem Nadins dividirt.
._ Dieß i�keine uneigentlicheNedensart. Man�uchtdie

LE
—

dCo�in

Grdf�e,deren Zeichen
A UE und die�e-Grô��efinden

:

Sin. 0
wr == —

Á

S

Ye 424



Tangénken,Cotangenten,Secankén,;Co�ecantén.43

$ SAYe
4

dj Dex
:

Vir häbenvoingefunden,
—RS e

tvelchesman

:

d Sin. É  Co�in.©
auch �oausbrückendE Uno SuS MEEie,

|

in. Od:E E ; RLS OZ patt
‘rdSin.v. ® Fs; ®©

gibt die Negel: Das Differenzialdes Sinus.¡�gleichdemDif
ferenzial des Bogens, multiplizirt mit demCo�inus,und die�es
Produktdividirtmif demNadius,

es

:

ZS ¿ZE
:

F. 5:
Wenn-1nan das Différenzialeder- Tangente eines MRGges

9 findenwill,de��enNadin
-

75 �omuß man

�ichexinnern,

“5 Und MM

“ 1 Si as
Y Sn. 0paßTung.E ie EE

tan �ege_
Cie

—y foi�t
r Sin. 9 = y Co�in.9.undrd Sin.6 = Cofin.pde dy Cofino

do Si
:

Co�m.@)? Î

+

140M — raneróty =
LLO im €)?

f CCo�in.0)?
r°do 1°de

== Ae ißt, d Tang. 0 ==———.

Coin ?
das heißt,à Tang.©

CCojin.05?
e MAARDifferenzialder Tangentei�gleich einemProdukt
aus dem Quadratdes Naádiusin-das DifferenzialedesMEdividirt durchdas Quadrat des Co�inus, ;

LS AA ATE ACE BE E CR CR
$. 44.

i Das Differenzialeder Cotangentefindet man auf eben die

Art. E i�tnemlih G

dt  nitiis BOO HE
nit

cetiCotansD
Sin. SN ile

ZEI

Cs

E 93 �o”ns y Coin.FE Sin. € und
SI.

riCCa�n©) = ydCSin.6) + Sin.6dy, das heifit:
yCo�in.ode

Man�eize

0M, QI — —+—Sin.pdy

oder



44 Vonden Differenzialiender Sinus, Eo�inus,
oder

;

: 21
—- Sin. 0d — era e

= Sin. ddy
Sin. O

x (Sin. 4
‘ 7

: LAOS
in. 0° H CCofin.©

Za
(Sin. 09°

Endlich
Es

oder.

rde|

df=d(Cotang.D) = — =
— deCCu�teJe.

¿4m0°

5. 45.
2 y

‘Esi� Sec. 9 = 77: ManMan’ �elePip 5 GG
Cojin. @

RA odEEE= vé Cif:C) H- Co�i.©.dy oder
=

EEET
jm d(Sec.O). Es i�tal�o

:

Tan do Tang.

©

Sec.
“* dCSec. ©) =de E CEEAE LE p

$ 46.
2

Ps

i

WeilCo�e,= rg �ofindet man d(Co�ec.9)

Cotang.0. 6 “de Cotáng.$. Co�ec.©
T2

0K
9

' E
fi

$. 47.

Um die�enAb�chnittmit einem Blick zu tber�ehen,irduk
folgende,Tabelle beigefüget,

Es



Tangtüten;Cotangenten,Sccantét,i GRS45

—_—-

meti.

|

d

E&A
“> :

Es i�t: i

rd
j Sin.

de == e und¿(Sinv. Ee "0
Sin

Co�ti Sin. Od

E A O yu

und dCC�imTE Gneo
>A Co�in. ®d

dp =

<

A und d(Sin.e0/tn
i

C;
2 { “A r°do

/

dp =: Cr TP
ang. O

und G8Tang.O) =

a

Safi of

cui ats und dCTeng.6)= dCSec, 6 E

de = —

es E
CE: [E undCGEO)=EA,

7 (Sin. 0)
“dCCotang.O) |

deo==—EO undaCCoting.= — doCCo�ec.0)

__Co�in.© Tang.0dp
de = d(Sec.

©)

und dS: =—ae Tang.®
ORE RE E :

Co�in.Þ777

FdS D,

di
EL fe und dCSec. ®©)=

E STE
Set: ub

: Tang.©Sec.Þ M

Sin t do

de EEE CE: 9) und CCEE Es 9

rdc: ÆCCofec.©D
E Mulee

Cot :Co�ec.pde

“

‘Cotang,das 0 1

Se AE
JufolgendenBei�pielenwirdber Nadlus=

= |

UEMan findet demnach:

(Coin. 30) =— 310 Sin, 30

(Cófin.m®) = — mdp Sin. 9

CCofih.10) =—Fd0 Sin. 20
d (Sin. m6) = mdp Cor,

zad

d (Sin. 20) = {do Co�in.Îe
CSin. 10) = Edd Cofin.%

âlSin.



46. Von den logarithmi�chenDifferenzialien..
d(Sin. @Co�in.w)= Cofin.wd( Sin. ©)+ Sin. pd(Cofin.w)

(== Cof�in.w.Gofin.dÞ:— Sin:@Sin. wdw

â (Sin.oy”=m(Sin. SdCSin:0) =mdoCo�in:@(Sin.e768
m do

(Cojin.

1:

m0 tn

â( Tang. RLww)= Tang.pd( Tang.w) 4FlipsW 4 Tang.)0)
z

__
Tang.Pas „Tang.w. dd

(Co�in. ww)? (Co�in.DedCumo) = n(Tang. mp Td CTang.mo)
"M CTang.mp) ‘de -

à (Tang.me)==

:

CCo�in.m0) E
u, �ww. SID

D

> {4 Von E A
A

den logarithmi�chenDi�ferenzialien.

E
CER O JERE

MennXs Y, zweiveränderlichéSM �ind,- welchebeide
wach�en,�oaber; daß�iewährendihrem Zunehmenbe�tändig
einerley Verhältniß,zum Bei�pieldas Verhältniß4:0 gegen
éinander haben, und weun die�eGrö��en�iich Zwei“andern be-

�tändigenGrö��en4, B derge�taltnâhèrn,dâß,wenn X M

auchy=8Bwirdz o verhält�ich
i

arb=—d:B

oder die Grö��en4, B haben eben das Verhältnißühter cinan-

der, welches die Grö��enx» y bei. ihrem ER Wachs

�enunveränderlichgegeneinanderbehalten,
Weil nemlich

-

xy =a: i; �oi�tx == Nunwol-

len wir annehmen1X �eyfoherangewach�en/ daßX= 4 ge-
:

B

worden; �oi�t4=L-Z5 i

totil ziieben der‘Zeitauch

By gewordeni�t, Datausfolgtdls ‘6daa dtsB.

“6.0,



Von denlogarithmi�chenDifferenzialien: 47.

$. 50,

“Wênn x und y währendihrembeider�eitigenWach�enein--

ánder be�tâudiggleich findz �oi�tauh 4 und demnach
A= b'obér die Grenzen, den �ichdie gicichgro��everänder-:
liche Größen x und y nähera,�ind,unterdie�erVoraus�ezung,
einander gleich,

5

—— Se 5l e
/

z

|

Es�enGF eine krummeLinie, deren Ab�ci��enEig.3.

Aa, db, AB. u. \. w.-in einer arithmeti�chen,und
;

deren Ordinaten AG,ac,bdu. �.ww. in ciner. geometri�chenProz
gre��ion�tehen. Man nennt die�ekrumme Linie die logarith-
ni�cheLinie, weil ihre-Ab�ci��endie Logarithmender Ordina,
ten �ind,

___ Nimmt man den AUnfangspunktder Ab�ci��en in demPunke
A anz �sbedeutendie Ab�ci��enauf der Seite 48 po�itive; die

Ab�ci��enlinker Hand von 4 aber, négative Logarithmen:
Die Ordinate 46 �ey= 7 ; und der Logarithmus die�erZahl
gleichNull, Die Ordinaten 4c, dd u. �.w. bedeuten al�oganze
Zahlen, �owie die Ordinaten jen�eitsdes Punkts 4, eigent-
licheBrüche. Da �ichnemlichdie krumme Linie rechter Händ
vou 4 immer mehr von der Ab�ci��enlinieentfernt, linkerHand
von 4 aber �ichder�elben�tetsmehr nähert; �owerden álleDè-

dinaten linker Hand von 4 kleinér als 4G und folglich Theile
de��elbenwerden, und da 46 = 7, #0 werden �ieTheile der

E das heißt,eigentlicheaga werden,
$: 924 |

:

Man kann zwo logarithmi�cheLinien“‘annéhrnèn,déren
Ordinaken in beiden in eineriei geometri�chenProgre��ionfort-
gehen, deren Ab�ci��enaber ¿zwovon einander’ ver�chiedenearithz

meti�cheProgre��ionenausmachen : woraus erhellet, daß eine

jedeZahl �ovieleLogarithmenhaben fônne,als man nur im-

mer*will, Nun kann man auch bei beiden logarithmi�chenLi-
nien eine und ebendie�elbearithmeti�cheProgre��ionbeibehalten,
aber diè Progre��ionder Ordinaten in beiden ver�chiedenanneh-
men. Daherdenn zùEinem NH �oE Zahlen, als
man will1 gehôren.

—-

La
TD

>
i

i
$. 53e



48 Vonden logarithmi�chenDifferenzialien.
$. 534

|

i Fig.4- Es �eyæ/3eine logarithmi�cheLinie. Die Ab�ci��e
MC �eeman = x und nehmean, daß die�elbeurn

die be�tändigeGrö��e4x wach�e,�odaß die Ab�ci��enin die�er

Progre��ion| ?

X A ZAx, x 24x; X. 34x, x4 00K N
u. tv. fort�chreiten.

Durch die Punkte 4, c ziehe man die Tangenten Pa, 0c,
welchedie logarithmi�cheLinie in 4 und e berühren und die Ab-
�ci��enlinieMN in P und L durch�chneiden.Man ziehe ferner
die Ordinaten 44, Cc, �okann értvie�enwerden, daß dîe Theilé

der. Ab�ci��enlinie,welche zwi�chénden Ordinaten und Tangens.

ten einge�chlo��en�ind,einander gleich �eynwerden, das heißt,
es wird L4=— QC �eyn. Wir wolley daher bewei�en,daß
die Subtangente in der logarithmi�chenLinie in allen Punkten
gleichgroß, oder daß�ieeine unveränderlicheGrö��e�ey,

$. 54. fa

Man nehme 48 = CD und zichedie Ordinatén Bb,Dd,
�oi�t,vermdge der Natur der logarithmi�chenLinie 86: 4a =

Dd: Ce. Ziéhetman daher durch die Punktec, d und 4, b die

gerade Liuien dc und da und verlängertdie�elbe,bis �iedie

Ejundligie
in 4 und p durch�chneiden; �oi�t

qD:gC = Dd : CE:
j

FernerpB: pA= Bb: da, Daraus folgt4D:9C=

pB: pd und 4D —gqC : C = pB — pd: p4, bas heißt:

CD : 4C== 4B : p4. Da wir nun 4B = CD== Ax anges

nommenhaben;z �oi�tauh C= p44.
“

Man�tellefichnunmehr vor, daß die PunkteD näher an

C; und B näher an 4 rücken, doch ds, daß die Linien CD, 48

be�tändiggleich bleiben z#0 i�tauch be�tändigdas Verhältniß
‘Dd: Bb dem VerhältnißCc : da gleich, und hieraus folgt dann

*

wieder, daß 4C==p4 i�t, Die Linien QC, PA �iudaber die

Grenze, den �ichdie Linien 4C; p4 be�tändigitähetrn,Da

nu die�e veränderlicheGrö��enC, v4 bei alles Veränderun-

ge be�tändiggleichbleiben z �o�indauch die Grênzender�elben,
’ nemlichdie Subtangenten QC,PA cinandexgleich, oder die

Subh-



Von den logarithmi�chenDifferenzialien. “49

Subtangente in dex logarithmi�chenLinie i�teine be�tändige
Grô��e«

Se 55+

I�tal�oæ/3einelogarithmi�cheLinie, deren Subtangente
= 4; �ohat man

tt

dx
5

dx a

ti A UR i

|

y
FS
äy dy y

2

_ welchesman gewöhnlich�oausdrukt
:

ady
|

ae

7 RARE
ZS

AS LTS ua

und-daher die Negél giebt : Man findet das Differenziale‘der
_ Ab�ci��ein der logarithmi�chenLinie, wenn man das Differenz-

ziale der Ordinate mit die�erOrdinate �elb�tdividiret und den

Ouozienten mit der Subtangente derjenigen logarithmi�chenLi-
nie multiplizirt, davon x und y die Ordinaten �ind. Da nun
die Ab�ci��eder Logarithme der Ordinate i�; �oerhellet hier-
aus, wie man das Differenzialeeines Logarithmenfinde.

d. E

J��4== 1» #0erhalten wir dx — E und die�eVor-
y

aus�ezungwird in den folgendenFphen beibehalten,

$. 56
A

dy :

Wenn x == log.y ; �ofindet man dx = —. So i�tauh

LT

E * E

o O0. (dd VF emitsE x Ss
aX

d log.(=) =d [log.aE log.(44-x)] —

d (a44-x) dx
—

e

a E SE
N

: dx
Ferner d log.Sd Clog.r — log.x) == — —.X

Ï

;

2dx

dlog.X == d(2 log.TA A
DifferentialRechn, D lus,
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50 Von denlogarithmi�chenDifferenzialien.
dx

dlog.Sy ==
AL0grx + log.==,

¿1 ad E E
dx dy

>

O0 Dis O0 X iis TO EE
| g:- D 1g.Y

Z ;

a X d

ue (2a Fs E
;

x 04M EE

è
> o2xd

dog. (aa 4- xx) =
(A A a SAGA:

i aa — XxX aa xx

d (aa 4 xx) xdx
d log.L(dd le ZXT

FEE 5 atxHderauf eine leichtere Art:
i xd.

d tgVV(aaTx
= d[Elog.(a4+ xx =

=

aa 2,9XX

Endlich

dog. (x(a4- bx”E d[nlos.xps. Ca-bx]
| midx

*

mpx “dx
H fe We

x a4-bx

,

Go SZ
:

Es i�tnun leicht, �olcheGrö��enzu differenziiren, in wel-

chen die Sinu��e,Co�iínu��e,Tangenten u. �.w, Logarithmen
gewi��erGrö��en�ind, Wenn, zum Bei�piel,y = log.Sin. ©;

d Sin. d

�owird dy — tisBs Aber dSin.0 = Sia E: al�o
Sin. ©

:

7 i

Cofin.0do
SA

Cotang.0d®
dy — ; ES

… Mithin ‘dlog, Sin. Esy
ai 2

_ Mithin

‘d

log, Sin. ©

M E
s

s

dC
Wenn y = log.Cofin.0; �owird dy ==—

ofin.$

Galsin. ©
— Sin. Qd rit

= E E LS EA E
= dlog.ds

in. 0.
FPCojin.© 7°

Wenn



Be�timmungdex Subtangenten,Subnormallinien.5x

Wenn y — log.Tang.@z�owird
Í ded

dTang.Þ deCÇSec.PIE
N

EN de
Ls TE ‘Tang.0 “Tang.SS ga03 auta

:

, do EE

CLEESE
u

EE

ERE

Mira

SLA L . TT PJ
——

Sin.0 Co�in.©
CEE

u, �w.
}

Beftiimung :
3

derSubtangenten,Subnormaltinien.CE =S Bt

C SSN
HN

N, dem 38. Fphen'erhéllet;-daß dér allgemeineAusdeukfüg

dieAE
in frummenLinien, deren Coordinaten �euk-

rechtlit:s _ �ey.Suptman

Ma
aus der gegebenenGlei-

dx
chungder frummentinieden

y

Werth AEN und �eztLEELA
: ydxin -

R 4:0 findetman die Subtangeute.
dx

Vei der Parabel,wo y 4x, findetmanIsdx 2 2ax I
df =

f
ES

=
Ax dep

: Subtangente,e

A ’ z.
K

ce

L'É z

h

bb “dx —aay
“Wenn1 ===

——(aa—> x: Ï wird—— ——

und
i

dy dbx
ydx —ay  —a4a aa

—

= ———— = X LX ees

dy bbx ES xX \

i

G60
fi

Auf die Sekante MT ziehe man die Senkrechte Tiger:
R, und auf die. Tangente MS die Senkrehtee

MK; \s it MK die Normallinié und PK die Subnormal-
linie. “Es verhâlt�ichm4: Mq = MP: PT.

- Da aber das

RE MPT dem DreyekPMR ähnlichi�, �oerhältmau

MP: PT PR: MP
i

D2 Ls und
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52 Von dem größtenodex klein�tenWerth

und demnachauch ;
GL

mq: Mg == PR: MP

oder {4 Au dx =P,
A Ay i

woraus folgt PR==y —.

: ZI

: Fe näheraber der Punkt 72 dem PunktM fommét; de�tomehr
nähert�ichauch der Punkt R dem Punkt K, und wenn n in M

fällt, das heißt, wenn 4x=0=dx, ' und mithin auch
dy = 0 =dy 5 �overwandelt�ichPR in die Subnormallinie

d
PK — y, welches-ein allgemeiner Ausdruk für die Sub-

E
|

normallinie in krummen Linien i�t,‘deren Coordinaten �enkrecht

; anfeinander�tehen.Juder Parabeli�t A
= £4, und in

dy EderElip�is=—— und y —=— —.

dx a

|

Daraus kann man nunmehro leicht die Normallinie MK
finden. Jn-der Parrali�t,zum-Dei�pieh

MK=y/ (ax4- 14°
“u, �wv.

| Von

dem grö�tenoder klein�tenWerth
einer Function.

0 2 ze

A 190

E... der wichtig�tenund �chön�tenAnwendungeùder Differên-
zialrechnungi�tdie Methode, den grö�tenoder klein�tenWerth
einer Functionzu finden, Jhr Nugen verbreitet �i über alle

Theile der Mathematik und durch �ie�ind�ehrintere��anteErfit-
dungen gemacht worden. Ehe wir aber die�eLehre �elb�tvor-

tragen, i�tes nôthig,einige Sate voran zu �chi>en, ohne wel-

che�ie-nichtgründlichabgehandeltwerden kann.

$, 61.
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$.
|

61.
:

Es �eydie Functiony=>x""(C44-x)”gegeben.“Wenn
man die er�te,zweite, dritte u. �.w. Differenzialiendie�er

Function in der Voraus�ezung�uchtj daß
Ax eine be�tändige

pus�ey;�o�indetman

? 4

We

dy
¡

de
=nm— 1 CEEPRE 1 ikea
"+, 2mmx"“Gata._

= mm — (m — 2) a+ ;

+ 2n(— NDŒ—2x" (a+ x8
+ 3mm — Dx a+

E

+ zmn — D (a+b, i

Manfindet
Y

GM = 4 aD" AD
R A - X) + x CAAN) 2 Ax

+ mx" (a4 x)"
n(n — 7)

ws (ax) 2
:

EE E E
:

eule EL
:

pa BAA) wz
t ge

DE 5/28
N

m(m— 1)(a+ x)
Ts

a ——————Xx

ZA

n(n — MaS, A
+ e

TA ZiF

3mn(n— a4 uz
+:

— X

TAA i Ax A-etc.

OE NSE A
|

SEZ
e

m(m— rm
— 2d TE+ et

1.2.3
D ZA

N wor-
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“

woraus folgt:
:

/

i

AS | dy A y 0X dy
+= Ax. — 4- .— + .—

:
ux TAX ‘1.2.3 dx3

Das Ge�et,welchesin die�erNeihe �tattfindet, fällt-�o-
gleichin die Augen. Die folgendenGlieder werden �eyn:

-

M dy A dy A= a9
es Cl: C Sy y CIO

TAZ 4 UE 1.2.2345 dx LABBE BE

Daher i�tüberhaupt :
i

4 dj AE dy A dy Axr. dr
dy=Ax— + SS i

St o...

M

gr

2

IE

- y
AX E23 AN TS OAS 1.23% CF doct

Ineine ahnlicheNeihe läßt�ichüberhauptdie Function

y = x=" (a E x)=" auflô�en.

Ge O2
i

dg
Wenn y=ax"4- dx"; �oi�tE max Ide brr?

x

ty = mm rax 2
A Dr IRS

E ES

:

:

dy
= == CN—r)(m—2 Dax + br(r = Tr — 2x3 u. �wv,

“

Da nun y 4y = a(x 4- Ax)" 4 b(x 4- Axy

E E
DEE LLE DPE epn EE

am(m— 2)
m 3

ZS

x 2 d- Arie

C rT)
s

A
— xt A

Ie
FEA

i

:

am(m— 1)(mM— 2)
H 39

T7 . E @ 3 “

x3
2

1

br(r — 1Xr — 2)
ESE.

: Y

xr 8

LB 5
K
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Wenn,, zum Bei�piel, y==4#—bæ&;�ofindet man
)

dy 1x? dy /1x® yi+ A=y 44x.
Z
E ese et is e

E BE
7

ct; + wird ebenfalls

;
| dy Axt dy

-
Ax dy

: HA=y+-Ar.
dx
e EA; dx 1.2.3dx?

und �oin andern Fällenauch.

Ss 42-635 > |

‘Nachdie�envorläufigenBetrachtungen�chreitenwir nun-
mehr zu der Abhandlung�elb�t.

:

Wenneine Function von œ bis auf einen ainiaGrad
von œ zu- und von da wieder abnimmtz �ohat die Function

einengrößtenWerth. Der�elbemuß al�o�obe�chaffen�eyn,
daß, wenn man in die Function �tatt%. �ezetx—4—4x oder

Xx — /1x , beidemal ein kleinererWerth herauskomme, 4x mag
|

�oflein�eyn,als es nur angenommen werden fann. Yundie-

�emFall �agt man, es finde ein Maximum �tatt.”Nimmt
aber die Functionbis auf einen gewi��enGrad von x ab, und
wäch�t�ievon da an wiederz �o�agtman, �iehabe einen kleinz

�tenWerth, es finde ein Minimum �tatt. Werden in die�em
Falle die obigenSub�titutionenvorgenommen ; �omü��enbeide-

rial grö��ereWerthe herauskommen.
Die Ordinaten im Kreisund in der Ellip�ewach�en, bis

jene dem Halbme��er, die�eder halben kleinenAxe gleich�ind.

Fen�eitsdie�erPunkte nehmen die Ordinaten in ‘beiden Linien

wieder ab. Daher �inddießBei�pielefür den er�tenFall,für
das Maximum,und die Gleichungen x?—2X—=—3

und x? — r70x—4-60 = y Bei�pielefür:.dasMinimum.Sezt
man nemlich in die er�teGleichungx=

7

; #8findet man y=2-

Sezt man aber zuer�t�tattx eine grö��ere,dann auch eine klei-

nere Zahl ;_ �ofindet man beidemal für y einen größernWerth."

GleicheBetroandtnißhat es mit der zweiten Gleichung.  Sezt -

man x=; �owird y— 35. Jeder andere Werth von

giebt aber einengrößernWerthfür y+

A

-

-D 4 \ $. Ga



56 Vondem größtenoderklein�tenWerth
|

$. 644

In die�emAb�chnittwerden wir zeigen, wie man den
größtenoder klein�tenWerth einer Functionfinden und woran

man erkennen kônne,ob der gefundene Werth der größte oder

klein�teder vorgegebnenFunction �ey,dabei,aber un�ereUnter-
�uchungennur auf �olcheFunctionen ein�chränken, in welchen
Ein Werth von œ zu Einem Werth von y gehöret,-

Ge O5
Wenn nun y eine �olcheeinföôrmigeFunction von x i�t;\o

findet man folgenderge�talt, wenn die�eFunction einen größten
«Oder klein�tenWerth hat. Wenn x—4-4x �tattx ge�etetwird z

fo verwandelt�ichdie Function y in
: dy 08 dy 0X8. dy Axt dy

E 7A “dî
cis

1.2.3 dx8 SLATSdxf

1x5 döy
+ ———— A ttc.

LR iZiduiB dNE

Und wenn x — 4x �tattx ge�etetwird, in
d 2 y DE

y — de EA R ES LL
UX

*

1,2 UX T3 A EL dot
:

Ax diy
nini fami

iria fri BEG:

1.2-3:4:5 dx

De OO.

«In dem Fall, da y ein Größtesi�t,mußal�o�eyn

-
dM AX A4 A AU

>

LINE AME
EI HAE:

de EE GE de 24 dxf

und '

s
dy M y 02 dy AX dy

— LIX. —

.

og

rts

. .

is M Ade 6 EE 24 dxf#

$: 67,
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NEC Po

0 ONE

Wenn aber y cin Klein�tesi�t5 �omuß�eyn

dy SAEi A Py Lx #y
E Ré aid -99+ Ax- re AA de 24. dxdt

E a LL CIC
! :

dy 0x2 dy 4x dy #0 dy
de Llar dA 6 ds 24 df

:

Cs 68.

( Die Grö��e4x kann man �oklein annehmen, daß die
Summeder

id
|

2 de
+

6 dx?

welcheauf das

leite:2 folgen, Éleineri�t, als die�eszweite

Glied,Wenn al�o2— “pasZeichen einer po�itivenGrô��ei�t;

�oi�tdie Neihe i

:

dy A Py AX y
dx 2 d&g

E
Éde

obn�tteitiggrö��erals y. Die andere Reihe

— tx. A y 4 Ey
y

dx 2

N

Af 6 ‘dx
+ éte.

ober kleiner als y.
Ó

+ cte.

d
i

#
\,

I�t—das Zeicheneiner negativenGrö��e,�oerhältman

diebeiden Reihen

D5 und.
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ES Werth
und

:

dy AX d’y Ax dy

LEE 2 E dE ES:

von welchendie er�teNeihe kleiner und die zweite grö��erals y

i�t,weil 4x �oklein angenommen werden fann, daßdie Sum-
me der Glieder, �oauf das zweitefolgen, Heine:als die�es
zweiteGlied i�t,

Daraus erhellet, E y
weder ein Größtes noch ein Klein-

�tes�eynfônne,�olange—— Leine
te

würklicheGröô��eanzeigt.

_$. 69.

ES eS
:

Wenn aberasGrö��e,deren Zeichen—i�t,gleichNull,
dx

dy
woclchesnman Fabüthanzeigt, daßLLEglei<h Null

�ebets
; �oerhält man die beideNeihen, Î

ySE ZANE
|

dy 4 a dy E dy T:
Ax5Pj dus

Ta: doe dn 0: dE Bid dE rd E

‘und
:

2 SE 6 dS 24 “A
Gd

120 E
Ff nun 4x wiederum �oklein angenommenworden, daß

Ax?

—die Summe der Glieder, welcheaufdas Glied ——

„—= fol-

gen y fleineri�t,als eben die�esGlied z �o�indbeiteKis

E =

arô��erals y, wofernA eine po�itiveGrö��eanzeigt, undîn

die�emFall hat die Function y einen

Sava:
Werth,

A�tabe
rl

beide NeihenA als y; folalithi�ty ein SS.
;

Ge 70s

1 #0find
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R Os
;

Ifaber anchdie Grö��e,deren Zeichen
—Za

“

if, gleich
Py

Null, welches angezeigt wird, wennman
E

—
gleich Null

�eßet,wodurch mañerhält } :

Le
AE dy - At dy A

DEdy
E

RS Le
—|

‘SERdt 120 dx —

“cp

>y
:

S

: _ aS Bs y a dy aS EYeto an

E E 24 dxf —F 720 d&
—

/

�oi�tdie er�teNeihe grö��erund die zweitekleiner als y, woferw
3,

ELAeine po�itiveGröô��eanzeigt. Ÿ

dx? :

A LZ

ds E

Zeigt aber ——eine negative Grö��ean ; �oi�tdie er�te

Neihe kleiner und die zweitegrö��erals y» weil 4x �olein an-

genommen werden kann, daß die Summe der Glieder, welche
/

Ax di (
- Ap

;

auf das Glied - ES folgen, kleiner i�t, als eben die�es
i

x3
:

- Glied. In beiden Fällen hat al�odie Function weder einen
größten, noch klein�tenWerth.

dy dy
=—=o0, aber — eine würklicheGrö��ean-x3 dxf

dy
zeigt; \o �indbeide Reihen grö��erals y, wenn

TE
eine po�ií-

Wenn

:
df i

__
tive Grö��eund beide Reihen kleiner als y, wenn —eine ne-

gâtive Grö��eanzeigt, weil 4x �oklein angenommen werden

kann, daß die Summe der Glieder, welcheauf das Glied
Axt dt JS

24 da DEGkleiner i�talseben die�esGlied.

Wenn



60 Von dem größtenoderiges Werth
dt

Wenn ——das Zeicheneiner

e
tiven Grö��ei�t,hat die

Sanctioneinen klein�ten, und wenn— das Zeicheneiner ne-
xt

gativenGrôffei�tz�ohat �ieeinen größtenWerth.

Ge 71e

Aus die�enBetrachtungen,welche man ohne Schwierig-
keit auf no< mehr Glieder ausdehnen kann, folgen die�e
Schlü��e-Wenn eine Function einen größtenoder klein�ten

dy -

Werth haben -�oll; �omuß die Grö��e,deren Zeichen—i�,

gleichNull �eyn.
EER

Zeigt - eine po�itiveGrö��eanz; o i�ty ein Klein�tes,|

d°
:

“�taber — das Zeicheneiner negativen Grö��e; �oi y ein

Größtes.

Wenn eine würklicheGrö��e
¿

anzeigtz;Bdfindet weder ein Größtes noch Klein�tes�tatt,wenn

¡2
-

3
*

0, hingegen
ZL

is
FEO) geg

Te

gleich S— = 0. Daraus erhellet mithin, daß nicht allemal

ein GubgusoderKlein�tes�tattfinde, wenn A— 0» �ondern

daß 2ES �eynmi�e,N wennein GrößtesodexKlein�tes

�tattTa �oll.

dy dt i 28

oj a =0, aber — eine po�itiveGrô��ez�oi�ty
E

cin Klein�tesz undwenn dyeine negative SREi�tz�oi�ty

ein Größtes:

Das
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dy dy
Das

Broni
des Größteni�t,wenn ——

Le TA
E wo 2m jede gerade Zahlbedeutet , eine„oder überhaupt

-

negative und E Kennzeichendes Klein�ten- i�, wenu

‘y 3 Pi

E E
——— oder

MS E eine po�itiveGrö��ei�t.
dx ‘dx

$. 724

Das Verfahren , wodurch mán den größtenoder tlcinftes
Wertheiner Function findet, be�tehetal�odarin , daß man die

gegebene Function differenziire, und die Grö��e,deren Zeichen

| = i�t,gleichNull �ege,aus die�erGleichungaber den Werth
x

:

i

von x �uche.
Gewöhnlich‘bedient man \�i<hdes Ausdruks: Umden

größtenoder klein�tenWerth einer Functionzu finden, �eeman

das Differenzialder�elben—o. Dieß führet auf die irrige
Vor�tellung, als wenn das Differenzialeeiner Grö��e‘nicht-an
und für�ich�elb�tNull wäre,�onderner�tbeiAuf�uchungdes
größtenoder klein�tenWerths einer Function , der Null gleich
ge�eztwerden mü��e,Deswegen �ageichausdrüklih,daß man

in die�emFalle <L= 0 �eßenmü��e,aber nicht dx=—=0"odev

dy=0. CA

$. 73. EE,

Um die�eMethode in ein helleres Lichtzu �ezèn,werden
einige Bei�piele,welche aus der uiedern Geometrie

VCrBERONEmen �ind,beigefüget.
Zuer�t�eydie Frage vorgegeben: Eine gegebeneZahl a

in zwey Theile zu zerlegen, davon das Pêöoduktdie�erTheile
ein Größteswerde, Es �eyœ der eine Theil; �oi�der

d IA
a—x und iht Produktt=——4x—Xx =. FolglichC

dd 24

4a—2x und =— 2, Al�ohat die�eCie La
x

größten
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gröfitenWorthundder�elbefindet�tatt+ wenn x= — Dá-
2

her ax=——xXx=—,Das größteProdukt unter T2Theilen
;

4

a=x und x, der Größe4, i�tal�odasQuadrat ihrer Hälfte,

x GG T4, i

:

:

Die�eFrage kann allgemeiner �ovorgetragen werdent -

Man�oll eine gegebeneGröße4 in �ol<hezwei Theile zerlegen,

daßdas Produft von einerbe�timmtenDignität des einen Theils
indie nemlicheoder in eineandere Diguitäâtdes zweiten-Theils
ein Größteswerde. Es �eyx der eine Theil und m der Ex-
ponent der Dignität, zu welcher er erhoben i�t. Der zweyte
Theil i�tal�o«4—x und # �eyder Exponent �einerDignitätz

�oi�tdas Produktdie�erTheile
N Ca —— X) =

woraus folgt
dy n

7;

RT
ux (a— xP “4 mx (a— x) =0

ïf X

und mx" (n — x = nx (a — xY
Tt

¿Li

oder m (a — X) = UX M
|

ma

endlich XG

mn

Y 75

Fig.5. Wenn bei Be�timmungeines größtenoder klein�ten,
“durch den Werth, der für die veränderlicheGrö��e

gefunden wird, daß Größte oder Klein�te�elb�teine ver-

neinte Grö��ewird z �ofolgt daraus , daßda��elbenicht für den

gegenwärtigenFall , �ondernfür den gèrad entgegen ge�ezten
gehöre,wo die entgegenge�eztenBedingungen�tatt finden.

Wenn man, zumBei�piel,die Linie 48 derge�taltin dem

Punkt C theilen �ollte,daß das Quadrat von 4C, dividirt mit

EC. den Élein�tmöglichenQuozientengebe; �o�eidie gegebene
Linie 4B=—=4, AC=x; �oi�tBC—4—x, und der Quozient

x2
ÉS = y, woraus folgt (24—x)x=o0. ¿ Dießgiebt,

X |

i

entwe-
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“ entivederX=—05 oder.x=24. Wenn man deu zweiten

Werth
i

Mr
— 41. D Mininiäiggehdretal�onichtfür den gegenwärti-
gen Fall. Wenn man den Ausdruk x==24 nâher-betrachtet,
�ofindet man, daß der Punkt C nicht zwi�chen4 und 8 liegen,

�ondern,daß man die Aufgabenur alsdenn auflö�enkönne,
wenn der Punkt C aufder Verlätgerungoon 4B, jen�eitsB

liegen�olle. Wenn nemlihAC =Xx; �oi�tBC"nichtmehr

—
�ehet,�overwandeltfichdie�erOQuozientin

Ets �ondern=x—4, undderQuozient—

Es:

X—4
Darausfolgtaber x? — 24x05 Ober2 EL unddieß
in die Formel ge�ezt,giebt 44, welchesder klein�teQuozient
i�t,denman erhalten kann,wenn man44°mit 4 dividiret,

R Te 701

Man�oll, unter allenLinien, die man durch einen gege
benen Punktin dem Winkel 4BC ziehenkann , die Lagederjeni-

, gen be�timmen,welche mit den Seiten die�esWinkels das

klein�tmöglicheDreie> ein�chließet. :

Man ziehe durch den Punkt D dieLinie DG mit Fig.6.
4B parallel, und durcheben die�enPunktnah Will-

kührdie Linie LE. Auf BC zieheman die Senkrechte. DK und.
- aus eben dem Punkt E, wo EF und 4B �ich�chneiden, die

Senkrechte £L. Die Linien 8G, DK werden als bekanntan-
genommen, Es-�ey2&4, DRE und BF—=x.

Ausder Aehnlichkeitder Dreîe>éBEEF,GDFfolgt
Gr DF BFSEF

und aus der Aehnlichkeitder Dreiecke DEK, EL Ferhältmar
DF: EF— DK: EL

7/2

oder GF: BF— DK: EL
:

N z
E

das heißt x—a:x=b pre ; j

X ———

Der JnnhaltdesDreye>sBEF ==

bx x Fxx
e Lr SE

a

at Ee
i

4v0Ll«
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woraus man durch die Methode des Klein�tenerhält
A — 24

y i

Nimmitman al�oBF=24=—2BG; �o�hließetdie Linie FDE,
die-man durch die PunkteD und E ziehet, mit den andern Sei-
te das flein�imöglicheOreye>EBE ein,

$. 77.

Fig.>- Vonallen Dreye>en, welche einerlei ide und
einerleiGrundlinie haben, ‘-dasjenige zu finden,

welches den größtenÄnnhalt hat.
Es �ey4B=—a und der Umfang des Dreye>s 4BC,=—c.

Man ziehe die Senkrechte CP und �ezge4P—x, CP=y;z
�o i�t PB=a—x; 4C=// (xx 4- yy); und CB
— VV(a—2ax 4 24). Demnach erhält man

VG DEE SA +) 4=c

ies)
:

AHP (20x) =c—4

iù aus die�erGleichung folgt
/

ct — gacè+ 44 + 4acx — 4X — ga? ‘cx+ Saen?
24

y —

:
4M?eS fe

|

Der Jnnhaltdes Dreye>sit =D und wenn —einGrd�ites
i�t,�oi�tauch dsein Größtes. Esi�taber

|

y Es X44 CK — Satcx+gx
— —

4 1044-10 —— 32ac

woraus man findet
400 — 8X — 8c 4e 16x 0

Die�eGleichungi�tNull, wenn

ae — SACX —==0

und
|

17 60cx — Sate — 0

woraus folgt x = Aute '
Daher i�tdas ge�uchteDreie gleich�chenklicht..Auf die Mitte
der Linie 4B zieheman eine Senkrechteund be�chreibeaus ‘dem

da

einen Bogen,wel-

cher
-

C —

Punkt B und mit einem Halbme��er=

Ia
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cher jene Senkrechtein demPunktC �chneidet,Menu,man nun
die Linien CB und C4 ziehet; �oerhältman das Dreÿe>,‘wel-

ches unter allen Dreyeen von einerleiHua und Grundlinie
den eintenÎInhalthat. l

a

e: 78.
Und überhaupt,wenn man unter allen Dieveteivonei-

 nerlei Umfang dasjenige finden �oll,welches den größtenJn-
halt hat ; �obemerke man, daßallezeit AIRE 4 �eyn,
mü��e,Deßwegenerhältman

“

:

a <Lw)=-—s
-

:

CR ae
und y=/

É
“

Und weilda��elbeunterallen 2

Dugien
von einerlei Unrfangden

LL  2dâ

größtenJnhalthat; �omuß
man

+
Er A Moal

ferenziiren, daß mannur 4 als eine veränderle Grö��ebe-

trachtet. Da erhâltman

VC —2ac)
Gs

: C
oder C —— QUER O5

es:

| c

endlih“ “a=.

3 C :

Vorhinhaben wir gefundenx= 45‘unddâa=——;M
3

folgt daraus , daß das Dreye>gleich�eitig�eynmü��e.
* Von

allen Dreye>en, welcheeinerlei Umfanghaben, i�al�odas

gleich�eitigedasjenige, welches den größtenInhalt hat.

$. 79.

Unter llenParallelepipedenvon gleichemInhalte#° und

einer gegebenen Seite 4 dasjenigezu finden,welhesdieEsOberflächehat,
Es �eyx die eine gé�üchteSeite ; �oi�ax demInhaltei-

ner Seitenflächegleih, welcheman ‘als die Gruüdfläche-bez

M�drentialRechn, E trach-

|

|
|
|

|



66 Von dem größtenoder klein�tenWerth

trachten kann. Dividirt man ¿2 dur ax, \o hat man —

i

Dann

N

ax

für die Höhe des ge�uchtenParallelepipedums. Man multiplizire
die�eHdhe nach und nach mit 4 und mit œ; �oerhâltman zwo

Produkte,deren Summeder Hälfteder Seitenflächegleich i�t,
Daheri�t

13 Bair tte

aX Ars erke: Gu

|

: ; eL E
RS

die Hôlfteder Oberfläche. Und manfindet
:

Ba 3
Ra x= —

|

NX a

bB b° 43°
- und mt CP

:
ax ax? a

“Dieeine Seite i�tdemnach
—

= 4 und eine jedebetbeiden
„3

‘anden—= —.

DLO, =

Unter allen Parallelepipeden vongleichem Juhalte 6? das-

jenigezu finden , welches die klein�teOberflächehat.
Wenneine Seite =—x; �oi�teine jede der beidenandern
B E

:

=" —S
ie aus dem vorhergehenden erhe"�et, Daraus fin-

det man die halbeA
des Parallelepipedums=

13 B 13

aT e Vz Px
+—=9

4 dh yt injo R
und — TE O

dx V/Vbx X

x =| bis

Lais
x=d

und 1/—=4,woraus folgt, daßderWürfel dieklein�te

Oberflächehabe,
| |

iS:

GhSI
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ES E
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einer Functid #1? Gr

,

3

F. 81,
j

Wennder körperlicheJnhalt eines mit Wa��eraugefüllten
cylindti�chenGefäßesgegeben i�, und mär nach den Ausme�-

‘�ungende��elbenfragt, dantit es eine gegebeneMengeWa��ers
enthalten fônne, wenn die innere Oberflächedes Cylinders die

klein�tmögliche�ehn�ollz�o�eya° die gegebeneMengeWa��ers
oder der Jnhalt des Gefäßes, x der innere Durchme��er,= die

innere Höhe ünd das Verhältnißdes Durchme��erszur Peris

E

pherie == x : c.

: N

:
:

CX

Die Grundflächedes Gefäßesi�tal�o= e
s der fôrper-

t : cz E

y

liche Juhalt de��elben= 4?=——— und die innere Oberflä-
La]

Aal
ty -

und cæxz == A Daheri�k
| xy x?

“

die ge�uchteOberfläche= fe +
4

�tes�eyn�oll. Manerhâlt demnach
:

4 CN

3
== O0

i

cxd
oder —— 40 4 —— = 0

| 2

»„ welche ein Klein-

—_——

A $8
N n ———

2

2a
N ts RL

e
iL a3 â N

und DR
F

=
cx? ie ¿

2
j

Die innere Hôhedes Gefäßesmußdemuachdem Halbme�-
�erder innercu Grundflächegleich �eyn.Alsdenni�t-dieklein�te-in-

e. a CX“ 3, F
3

nere Oberfläche== + —=24/‘c-aai/e=ZV/ e
æ :

:

ZA Í

E 2

y

_$. 82.



és -Doùdan größtenoder flein�tenria
‘Ga 82

_—  Unkerallen Parallelepipeden von‘gleicherOberflächeund
._ Hôhedasjenige zu finden, welches den größtenJnhalt hat.

Es �eyh die Hdhe und cc die Oberflächedes Parallelepi-
pedums,œ und y aber die Seiten des Nechte>s, welches des Pa-
rallelepipedumsGrundflächei�t. Die ganze Oberflächebe�tehet
aus �ehsNechte>en, davon zwey /#- zur Höhe und x zur

Grundlinie, zwey andere ebenfalls # zur Höheund y zur Grund-

linie, und endlich die zwey leztecn x zur Grundlinieund-y zur
-

Hôhe haben. Die ganze Oberflächei�tal�o
2x A 2tfiy 4 2Xy == cc

CE 2hæ
aA

Der körperlicheInnhalt des Parallelepipedumsaber=2=hxy
NCR ER

2h X53 |

2(h4-x)(hce— 4 X) 2GhécX—ES do
4 XT Eoder M4 Xc x)== hecx“e 2l°x

M0 — AIN ESI
:

|

Endlich
/

cc

x= F/F A4 —

2

davonnur dasobere Zeichenhiergilt.

—
—

, woraus folgt:

2

CC

Es i�tx? 4 24X——, Daher i�tauch
:

:
2

x 4 2E UX AP += xy

E — A

A SEE
Mithinerhaltenwit

d= hxy == hx.

und ERZ

i 83+

Wenn man nun nach der Höhefragt, welchedas Paral-
lelepipedumhaben muß, damit es den größtenInhalt unter

i

G2 allen



einer Function. - E GS

allenden- erhalte, welchemit ihm einerleiOberflächehaben z

�oweißman �chon, daßder körperlichea LEde��elben

Eyhx = 0

Nuni� aber
:

CC

“ad=
— 2 lt 4-— LE

L428 y
; A hec

d RA ibi LE ES
du? i

Î

Í

e 2h? Y

CESR 6h — UI P4-—
ERE

zas 4 C=0,
dh ES _2 A ep

:

Z

N

E

;

pa Í
2

LU

2 i

daher i

y

E

¿2 1 e 2h3 x SR E

a= (F+2 R
2

()_
Die�eGleichungaufgelb�et,findet man

;

6

36h 4- 61 = — =. 10 + gl? 4 16h 4 ——
- E4 1

4 2

oder
Z ct hs

:

4 — 2 1- — em
— und
C

2.4
e

6
y

“C

Le
IE de

=

LC 1, 4 —

c°
dasheißt(2) oder ;

Pri
:

5

coemfes
i�tASy

Weil“31? =; �o i�tx? 4-2lx= 4°,woraus folgt
2

hx=. Daheri�t=hy =.
;

E 3 ZN Unter



70 Vondem größtenoder klein�tenWerth

Unter allen Parallelepipedenvon gleicherOberflächehat
al�oder Würfel, de��enSeite die Quadratwurzelaus dem

�echstenTheil die�erOberflächei�t,den. größtenJnhalt,

$. 84.

Eben �overfährtman, wenn man folgende Aufgabe auf-
lô�en�oll. Unter allen geraden Cylindern von gleicherOberz
flächedenjenigen zu finden, welcher den größtenJuhalt hat.

Wenn x der Durchme��erdex Grundflächeund y die Höhe
des Cylinders i�z- �oi�t,wofern 27 : c ‘das Verhältnißdes

Durchme��erszur Peripherie,
-

die ganze Oberfläche
cx?

== cxy 4+
—

= éb.
cx?A», 4

i

ç
y

Der Inhalt des Cylinders = &==

e

AEH
EET
ÄT
HÄ
TETTE

TÄ

Et,

Folglich, da

\
ED

; CX

Xy GD —

L

:

dd AX

�oi�t Y ZE et e E

> Le SR E

:

y  bbx cx3
und ——————

2 2 4

AP den dar

Mithin ——— —— = 0

2 4 dx
_2bb

DO: ees E

Ï

LZ

)

SE |
26b

Man findetleicht y? =

E daher i x = y.

“Unterallen Cylindernvon gleicherOberflächehatal�oder-

jenigeden größtenJnhalt , de��enHöhedem Durchme��er�einer
Grundflächegleich itz und umgekehrthat derjenige Cylinder
unter allen Cylindernvon gleichemnhalt die klein�teOberfläche,
de��enHdôhedem Durchme��er�einerGrundflächegleichi�t,
+ In Mör�ernmit cylindri�chenKammern, deren Länge ih-
rem Durchme��ergleich i�t,würkt al�odas Pulver am wenig-
�enauf die Seitenwände der Kammer.

$. 85.
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Die Aufgabe, unter allenParallelepipedenvon gleicher
Oberflächedasjenigezu finden,welchesden

ferößtenJuhalt
hât, ‘habêich alêdenn ett aufgeld�et, hâchdemih dasjenige
gefunden hatte, welches mit andern einerleiOberflächeund

Höhehat. Junder Thati�t es auh leichter,wenn man bei der

Auflô�ungeiner Aufgabe von „die�erArt im Anfange nur die

klein�teAnzahlder veränderlichenGröôßen,nah und nach áber

auch eine jédeandere Größe, welche man vorhin als be�tändig
betrachtete,veränderlichannimint. Wenn-man, zum Bei�piel,
eine gegebene Zahl: in �olchedrey Theile: zerlegen wollte, daß
das Produktdie�erTheile ein Größtes wird; �oE ma
folgenderge�talt.

Wenn 4 die gegebeneZahl und X» y¡‘dieTheile �id,in

welche�iezerlegtwerden �oll;z#5 i�a XY der dritte Theil,
und das Produktaller drei Theile i�t i

Z

td

dxy — Xy — xy.
Statt œ und y zugleich-alsveränderlicheGrößenzu betrachten,
willich zuer�tnur x alseine �olcheannehmen. Da finde LEN; ay —2xXxy — y = 0

und x =S — D Quit dd Hi id

worausfolgt i id BATE 254

,

adi

axy — Xy = xy ==Fy(a— y. D
n

Nundifferenziüreich�osdaßih y AEN anneeund.

erhalte zG

At Daa D A.

woraus ‘y=—Fagefunden wird. Daher �inddie
A Fakto4

ren unter �ichgleichund.einjeder=F4.'

E 4 Von



2 mT
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Von

dein.Halbme��erderKrümmung,
Le

ITE F118
: _S$. 86."

Hs.83ca �eySMTeine ¿adsLinie, ive eine geez
“’wi��eÉrummeLinie 4MN in dem Punkt M berühret.

Man„ichedie Linie MB und mit �olcher,in einer beliebigen
Entfernung Pp die Linie ZK parallel, welchedie krumine Linie

AANin 2 �chneidet.
i

„Zü Tor, Thil �ucheman'die dritte geometri�chePropor-
ziónal¿Grö��eund nehme an, HOEDe�ey= 7K gefunden
worden.

Man ziehe ferner die SinisMD in M auf ST ferret

Dt UA
> “Is

_ undcverzeichneüber der Sehne MB einen Kreiß, welcher die

frumine*Linie_4N in berühref.‘Man

-

theile nemlichdie
Sehne MB in zween gleiche Theile, ‘errichtedarauf die Senk-
rechte Pu; �oi�tder Punkt C, wo �h Px und MD

eni�chneiden, der Mittelpunktdie�esKreißes.
Entwedér i�t.dieLinie T0; welche den überder Sehne

NIB be�chriebeneKreiß MMRQBin R und O �chneidet,grö��er
als TK oder �iei fleinerals ZK oder eudliches i�tTK=— 16:
IHS 0520 216 dil is RB. BRU 55

Der Voraus�etungzufolgeverhält�ich
104: LU == AMES

“aworaus folgt E
CMD == Tim TK.

Mit der Linie MD ziehe man die Parallele TL. Weil nun

MT den Kreißin M beruhretz �oi�t, aus der Natur des

Kreißes ,

(CTMY= TH.TL;,
aber es verhält�ich

IL 2: Tes

E EEE |
wor-



oder

N
A

IE

M

MEO

MORI

EE
O

PPERE

 B

IE

OY

Von dem Halbme��erder Krümmung,#73

woraus folgt
EA

THIL== TRO
und al�o

:

CTMY = TR. T0: Tm. TK,

2 Tm: TR 27s TR 254755

Stellt man �ichnun vor - die LinieTK betvege�ihmit

�ich�elb�tparallel fort und rücke näher an den Punkt M ; o
“wird TK be�tändigkleiner �eyn,als TL: mithin auh TR

fleiner-als: Tia; weil. be�tändigdie Proporzion
|

I

|

Tie IR == 10: IK
:

:

�éatffiùbetetiter 25 eT gin aaa LL QUEN
Folglich fällt der Bogen Mm der krummen Linie 4M\N

innerhalb dem Bogen MR des KreißesMROB. /

Ein jederKreiß, der über eine Sehne be�chriebenwird,
die grö��eri�t,als MB und. die Linie MT in M berühret,fällt
al�ooffenbar.au��erhalbdem Kreiß MROBund die Krümmung
des Kreißes-MR0B nähert�ichunter allen die�enKreißen„am
mei�ten-derKrümmung der. krummen Linie 44N. Einen �ol-
chenKreiß nennt man daher den Krümmungskreiß:�einen
Mittelpunkt C den Mittelpunktder Krümmung:�einen
Halbme��erMC den Halbme��erderKrümmung.

I�tal�oTK kleiner als 70; �oi�tMC der Krümmungs-
__

Halbme��erder krummenLinie 4MN.

s $, 8 8> N

__ Segentir den Fall, die dritte geometri�cheProporzio-
nal - Grö��e,welche man zu Tm, TM \ucht, �eygrö��erals

- T0; �oi�anch TR grö��er,als Tm, Mithinfällt der Kreiß-
bogen MR innerhalb dem Bogender krummen Linie. Man
be�chreibeal�oeinen Kreiß Mrg6, über eine Sehne Mé, die

kleiner, als MB, i�t,�odaß er die LinieMT auh in M be-

rühretund die Linie 7K in y und 4 durch�chneidet,Weil nun
CTM = Th. Th

|

|

und vermögeder Voraus�egung
CO L420,

�oi�tTi. TK— Th. Tl;
aber Th: LineasEls TI, :

-

E 5 wor-
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74 Von dem Halbme��txdet Krütnmung,
woraus folgt, Th.Tl=— T4.Tr, .

und Tui. TR TaeTr,
poder Tm:Tr:= 19;

: TK.
Da nun Tqbe�tändigfleinèc-angenommen tird alsTK ;

¿

\o i�tauh Tæ be�tändigkleiner, als T7 und mithin muß der

Bogen Mr des Kreißes Mrgbinnerhalb Mn, ‘dem Bogen der
frummen Linie 4MN fa��en.

Fällt aber �chonder Kreisbogen Mr innerhalb dem Bo-

gen Mm ; �omü��enalle Kreisbogen, welcheauf Sehtienbe-

�chriebenwerden „die fleiner als Mé �ind,innerhalb dem Bo-

gen Mm fallen.

J��demnach7K kleiner als T0, aber grö��er-álsT7;
�oi�t’Mrqbder Krümmungskreisder krummenLinie 4M4[N und

“

Me der Krümmungs- Halbme��er.-

Q

| 91

-

B96

“Unter�uchenwir endlich deu dritten Fall, wenn über der

Sehne MB ein Kreis be�chriebenwird, der durch den Punkt
K gehet; �owird TK— TO und mithin auh TR= Tm,wel-

E nur indem PunkeM �tattfindenkann.
F. 90.

Wir. wollen annehmen, TK �eykleiner als T0» aber

grö��erals 77 und mithin den Krümmungs- Halbme��erMC

durch Rechnung be�timmen. Man nehme an, daß die Natur
der krummenLinie 4MN durch eine Gleichungzwi�chenden recht-

winklichten Coordinaten4?, PM gegeben �ey. Man�egze
nemlih 4P=x undPM=y. Es fann al�o�eyny°=4x,

= 2ax — xx, (44 — xx) Vi. \. 10.
| 2550a j

Mankann daher die Subtangente SP als bekannt anneh-
men und �ie=- �egen. Manziche die Linie Mf mit Su pa-
rallel ; �owird Mf=—=Pp= 4x und fm = 4y, wenn man neim-

lich voraus�etzet,daß die Ab�ci��eund Ordinate um die�eGröß
�engewach�en�eyn.

Man findet
CSMY=CSPY 4+ (PMY == 4-y.

i
Aus



Von dem Halbme��erder Krümmung. 75

Aus derAchnlichkéitder Dreié>eSMP und M{T folgt
(SPY : CSMY = CMY : (M TY,

/

oder i

Pz A TN

¿2 49 Axt
+

A

und

MTY ==

Da ferner
S

SP: PU =Mf : {T’
oder /

=A4x:{T; Ì S4

a

VAE = ES
FT ==

2
,

hieraus erhältman Ax Ax 1

|

TS — E
Nuni�t aber

CID = FR
man �ezeT7K=2zz o wird

C+
WA — ADE

Man kann annehmen , es �eyny und x Functionenvon , zum
Bei�piel,xat —4-c1?,oder x=—!"(a—-t)* u, �.w,-und
y=a 1 abtr oder y—at— dtt u. �w.

 Weun nun 47 als unveränderlichbetrachtetwirdz�ofam
man �ichaus $, 61, leichtüberzeugèn,daß

dx d°x dîx j

Ax == — At E: E Tes
dt

2s
12d Trae

Ze

F

“und
S0 dy

/

dy
A= —. A

4

— AF 4

—

—

ES LT
1.2di 1.2.3.dt3

dli3 etc.

Daher



“ Von dem Halbme��erder Krümmung.te

Daher
findet
man:

EE

Sf

|

dx?

dx

‘dx

a

R
Weun

È

EP

——

AP

—

—.
At

—————
A

etc.

#2

E:
7

hd
dt5

+

zit

ds
E

I.2.2,0tt
#

Ee
|

Zus

—Ä

t

PEE

224

ydáx.

778

ydèx

dy

dy

dy

|

—
A

——.
AF
+

——,

AB
+

ete.

——.
A

————.
At

——
—

At?

—eétc.
1

(

at

Ar

N

Td
dt

*

1.2.3dH

dE

1d

1,2:2008
N

:

ydx

dy

ydx

Aber
es

i�t

die

“anti
dó

ATE
O:

tika
findet

1M
4

und

mithin.

y

%

KR

AT

a0

ip

„dx
dx

Lfi

dx

Px
A

(x)
5

rs

|

PN

ras

DE

4

—

ti

2:
E

a

#4

etc.

CEMS
de

EA

E
Jc

MO

M
zdt
di

fit

dtt

rd

SE

;

:

yd°x
:

ydîx

dy

ds

|

MO,

—
.

A8

A4-

ete.

—

—,
A

—

—
lt?
—

etc.

fi

(E
H

1.2.
3dt®

E

AR.
7,2.

ELE

oder

E

S

:

C°

2)

AN

Aix

UN
Tu

dx

dèx

yze

CEey
A

dl

y

——

—,

—

——.
M

éte.

EE
dt?

D
dt

de

2
zdt

de
BE

4d

E

=

—

—

:

yd°x

yd3æ
LZ

ra
a

dy
n

F

t

tte

——————
—

—

At

—_—

étc.

E
1.2.

Sd
5

ti

AT

24

HD

ZZ

3d
21:



Von dem Halbme��er-derKrümmung. tr
|

Wenn nun Ati �oi�tauh 4/—o0 und 4:0.

Der Punkt T' fällt in den Punkt M ünd
man erhâlt

EE
e (ZFE

es
Fi adt

o

Aus der Aehnlichkeitder Dreie>e SPM und PMCfolgt
SP : SM: MP: MC,

i g= MR

2

d.

ES Ye Ñ

SAO

5 amon

(dr? dti?

“PVC H Js
g

yx 7sif ES
rs ydxt

e EREdE +)
H

x 1 dy

“UraVCEJY
ydx E 2

PE
yd — Ze)

G+ dE)E

dyd?x — dxd*y

__

VGA+ Y

odere C/C++) =

woraus folgt :

EE

Det allgemeineAusdru> für"den Krümmungs- Halbme��für

rechtwinklichteCoordinaten,
E 9T,'



78 Von dem Halbme��erder Krümmung.
$. :-9T.

WennAMN eine Parabel, deren Gleichungds—a

�ofindet�ich

Vd d= Ix dx (4x 4-4)
dx (ax =)

:

a
aix dx

z

und dæ* 4 dy =

; dx
Ferner  dy?d(F 2

dy 4X bv

Cdx*+ a?J/Cdx* + dy?)

GS e f SSZ
x

(5) C 12;

Vermittélder Krümmungs- Halbme��erfant man die

Krümmung der krummen Linie 4MN in einem beliebigenPunkt,
mit ihrer Krümmungin einem andern Punktevergleichen.

Jt nemlich der Krümmungs- Halbme��erin einer allge-
meinen Forméèlgegebenz �ohat man für einen jeden Punkt der

Erummen Linie den Halbme��erdes Kreißes, welcher eben die

Krümmung hat, wie die krumme Linie in die�emPunkte. Und

weil die Krümmungeines Kreißes in eben dem Verhältnißzu-
‘nimmt,in welchem�einHalbme��erabnimmt, daß i�,weil die

Krümmungender Kreiße in dem umgekehrtenVerhältnißihrer

Halbme���er�tehen;�oi�tman im Stande, die Krümmungder

krummen Linie 4MN in einem beliebigenPunkte, mit ihrer
Krümmung in einem andern Bunktezu vergleichen. Wollte

1nanal�odie Krümmungder Parabeli in dem Anfangspunkt der

Ab�ci��enmit ihrer Krümmung bei der Ordinate , die durch den

Brennpunktgehet, vergleichen; �oerinnereman �i<, daß in

demer�tenPunktx=—=0, in dem andern aber x=1 4, wofern
a der Parabel Parameter i�t, Sezt man die�eWerthe nah
und nach in den Agencies

Ausdruk fürden Krümmungs-

a X

Halbme��erder Parabel,némlichit (EL Vl
E

�ofludet man den�elbenfür den Anfangspunkt der Äb�ci��en—
4 und für die oben angezeigteOrdinate -=—ay//2. Die

:

mithin

Keämmungint dem er�tenPunkteaa fi al�ozu dex Krüm-
mung im zweeten Punkte, wie 41/2: F = 2:7.

J

y
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Anfangsgründe
|

der

Integral - Rechnung.

E.�eydie Sion:U-x" SE “ainder Differenziale

Nechnunghaben wir die Grö��ege�uchety deren
Da�eyndurch

dU LU di
das. ZeichenTet überhauptdurchdas. ZeichenTn

oder
4 x

angezeigtwird. - Wenn inan nun aus die�emZeichen die Funs-
ction U wieder finden �oll; �oge�chichetdieß nothwendigdurch

eine Methode, welche deim Differenziirengerade entgegenge�eßt
uad integriren geuennet zu werden pflegt. Die Wi��en�chaft,

{velchedie Regeln.vorträgt,aus dem Zeichen TA
oder über-

rx dt

haupt’aus dem ZeichenLTE
und

—

— die Function U wiedèr-

hérzu�tellen, heißtdie.E ; die dadurchge
fundeue Grô��eU aber das Jntegrale: :

Umanzuzeigen, daß eine Grö��eintegrirtwerbe�oll; Ges
dient man �ichdes Zeichens/, welchesman fürdie zu integri-
rede Grö��en�eßet,Soll, zum Bei�piel,angezeigt werden,
daß man den Auédru> dU—næx" ‘dx integriren wolle, �o

:

�chreibtman /dU=�ux* dx.

Man bedient �ichdie�esZeichens/ (Summa) weil man

�on�tendie Jntegral -Nechnung als eine Wi��en�chaftvorträgt,
welche die Summe von unendlich kleine Grö��enfindenlehrt.
Aus der Art aber, wie die Differenzial/Rechnung hier vorge-

tragen worden i�, erhellet, daß Summiren und Gntegrirenfeine gleichbedeutendeAusdrücke �eynÉdnnen,

Integrsl Rehn, SPB 4 Ge #5
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Gat
Eine jedeveränderlicheGrd��e,welcheea ausge-

“

dru>t i�t,kann, wie wir ge�ehenhaben, differenziirtwerden.

Aber man tann nicht eine jede.Differenziál-Grô��e,worunter

nicht nur diejenige“ver�tandenwerden , welche aus einer voll-
kommenen Differenziation ent�tanden�ind,�onderneine jede
Gröô��e,in welcherdie Zeichen 4x, y vorkommen , integriren,
weil einige nicht aus einer -volllommeyenDifferenziationent-_
�tanden�ind,wie xdy,XU

E ydx
u

u.
«�ew.

'

Vonden Differenzialieneiner veränderlichen
Grö��e,welchealgebrai�chintegriretwerden können.

———

eS

$ 3e

U-.ein eintheiligtesDifferenzialezu integriren, muß man

1) Den Exponenten der veränderlichenScd��s
um eine Ein-

heit vermehren,

2) Das gegebene Differenzialemit einem Gredaté:ataus diés
�emum Eins vermehrten Exponenten in dx oder cy divi-
diren.

Den Grund die�esVerfahrens finde“man leichtin den oben

gegebenenNegeln der Differenzial -Nehnung. Da man die

Grö��e,welche differenziirt wordeni�, wieder finden�oll; �o
-i�tes naturlich , daß man’ �icheiner Methode bedienen mü��e,
die derjenigengerade entgegenge�eßti�t, welche man bei der

Differenziazionangewandt hatte. So i�tal�o
Xd

daxdx
-

AEN
x. Denn d(x?) = 2xdx.

-

Ferner
è 2dx :

x?dx La E

ford Zei = —. In der That i�tauh (2) =xXüX;
2dx 2 2

ax dx
Es i�t�axidx=

SE
RS

2 Fax3, Eben �o:
4 LIAN

¿3

E X 40 E E
—

——

Gl AriDdnat gia

Ueber-
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Ueberhaupt al�o, #72 mag eine po�itiveoder

BOEganzeöder
gebrocheneZahl �eyn, y

DUNI
11:

ITX XS
fax dx = —— = ——.

(m—4-2)dx n+ 2

Man braucht die�eRegel nicht, üm das Jutegrale von dx

oder 4dx zu finden. Denn man �iehetees Fa�i:esin dem
er�tenFall und im andern -4x-i�t.

:

:
Wenn das eintheilichteDifferenziale eine: WurzelGrö��e

enthält; �o�ub�tituirtman „ �tattdesWurzelzeichens,einen

Bruch- Exponenten.Umal�oads X i integriren,�o
�chreibtman axÎdxu. �w.

i

e ÉL ee

:

Mir bliesin der Differenzialre<hnungge�ehen,daß,
wenn bei einer vorgegebenen Grö��ebe�tändigeGlieder addirt

oder �ubtrahirtwaren, die�elbedurch die Differenziazionweg-
. fielen, Wenn- man al�ointegrirt , �omü��endie�ebe�tändige

Glieder wiederum ergänzetwerden, Die�ehinzuge�eßtebe�tän-
dige Grö��ekann einen willkührlichenWerth“haben , �olange
manu keine andere Ab�ichthat, als nur das Jntegrale zu finden,
oder einen Ausdru>k, welcher, wenn er

:

diferenziirtwird, dem

vorgegebenenDifferenzialegleich-i�t,Ju der Thathaben auch
m — 1

ax
„Mm—— 1

die beiden Ausdrücke — und m C: 00- Cte
Mm A 17 m +

-

2 M

gend eine be�tändigeGrö��ebezeichnet, einèrlei Differenziale,
nemlih ax”dx, die be�tändigeGrö��eC mag einen Werth
haben,

-

welchenman will, Wenn aber die Jutegrazionin der

Ab�ichtunkernommentwird, eine vorgelegte Aufgabe aufzulö�en,
�oerhâltjene be�tändigeGrö��eeinen Werth, welcher aus den

Vedingungender Aufgabe be�timmtwerden muß, Das Ver-
fahren, de��enman �ichbedient, die be�tändigeGrö��ezu finden,
werden wir in der Folge an mehreren Bei�pielenzeigen : jedem
Integrale aber, das auch nicht in der Ab�ichtgefunden worden

i�t,eine Aufgabeaufzulö�en,eine be�tändigeGrö��eC beifügen,
|

F 2 Von
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Von den: zu�ammenge�eßtenDifferenzialien5
dexen IOE vermögeder obigenAcet,gefunden

werden.aun.
$. 5

1)E jedeGrd�fe,in wéliherfeine zu�ammenge�eßtePote�tà-
ten und] zu�ammenzge�eßzteveränderlicheDivi�orenvorkommen,
1âßt�ichvermittel�tder Negel $. 3. integriren; Wenn mañ

tx xXdxæ i L i

uxdx 4
——

+ edXx intfegriren�oll,�ointegrirt man jedes
c

E ;

Glied be�ondersund erhält
axt bx?

m EE ex4 C.
ZE;4

Eben�ofindetman ;

�ud LEE = 2—

rt

-+C

2) Sei‘gleichauchzu�ammenge�ebtePöoke�tätenvorkont-
inten, �okann man doch noh“na< der oben gegebenenNegel
verfahrén,wvofern nur -die�ePote�iätennicht im Nenner �ind

Und ihr Exponent eiue ganze bejahteZahl i�t, So kann man

C24 bX*Ydx leicht integriren, wenn man 4 —- dx? würk-

lich in die dritte Potenz erhebt, wodurch man erhält
(a+ bx YBdx=adx+ 3 txdx 4+ zalxtdx + bx dx,

45
2

Std
edn

B00 iB ali eE

de��enJutegrale == 4x 4-
Y

-t-
A

+
Sy

+ C.

'
Ss g. 6, 1

>

s

Da maneine.jede zu�ammenge�eßzteGrö��e;welchezu einer

Dignität erhobeni�t,deren Exponent eine ganze bejahteZahl,
in eine Neihe: �ol<herMonomien verwandeln kannz �okann

man al�oauch einé jede zu�ammenge�eßteGrö��eiutegriren , in

welchereine zu�ammenge�egteGrö��envorkommen, deren Ex-
ponent eine ganze, gebrocheneverneinteZahl i�t, Wenn man

al�o
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al�ogx?dxCaA bx)? 4 Axt dx ex fx) integriren
�oll,�olô�etman, nach den: Negeln der Algebra, C2)
in eine Reihe ‘aufund’multiplizirt jedes Glied die�erReihe mit

¿xx Eben fo”verfährt man-mit demandern Gliede des

vorgegebenenDifferenzial- Ausdru>s; #0 darf man nur eine
Neihe Moübinièn, nachder Pibe des*ZtkenE

inte-

griren,A z ri

E:

ZD
Man mußhierden Fallausnehmen; 10 y- enn einer der

Exponentenverneiüti�t,es nach der Auflö�ungin eine Reihe

und derMultiplicationmit dem Gliedx?dx_ge�chehenfônute,
daß derExponéntder veränderlichenGrö��ein irgend einem

Gliede:="—x würdez? alödenn kann “die obige Negel“hiër

nichtangewandtwerden,�ondernmanue verfnittel�tder Log-

arithmenintegriren.“Wenni: B.——(a—-óx?)?oder

e SG DE Ygegebeni�t;�overwandeltman die�en

Ea in Sain é

net aldigbieNix “lee E, x) :

i

e 3dx 4- 20bx dx 4- abxdæ. Kd

ax *

DasIntégralederbeidénäu��er�tenGliederi�t=

ab*x 2» 2

s dasIntegraledesmitlecnGliedes aber24? log.x;E
wie wir inte Folgenoch deutlicher�ehenerden,

Denn aus

derDifferenzial- Rechnung$. 56, folgt RS= log.RS

OS GI

/

25 Wennaber auch in dent vorgegebenenDifferenziale
eine zu�ammenge�eßteGrö��evorkommt,welche auf eine Pot-
e�tàteéhobeni�t,deren Exponenteine ganze’, gebrochene,he-

jahte oder werneinte: Zähl“�eynkann; o i�tman dennoch im

Stande, nach der obigen-Negel zu integriren, wofern die

Grö��e,welche in die zu�ammenge�eßtePote�tätmultiplicirt wor-

den, dasjenige Differenzialei�t, welches man finden würde,
wenn man die zu�ammenge�eßteGéd��e#0-ge hs

als. epn
LeaufdiePote�tätx erhoben-wäres 15 50 5 8

/ A In
{
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152 Ji die�emFall kommt es nur darauf an, die zu�ammen-
ge�eßteGrö��eals eine Einige veränderlicheGrö��ezu betrachten
und die Negel $. 3. Wort für Wort darauf anzuwenden, Dex

Ausdruck gdx(u+ bx) gehörtfür die�enFall, weil dx EDifferenziale.von (a4 bx), mit: der be�tändigenGrö��eÀ
multiplizirt, i�t, Um al�ozu integriren , �o�chreibeich

dxæ(a4 x0
Hf

fe
ei E [aPG +b E

dxÇa4-bxP FF, a+ 0x)Pog

Nf

E q
(+ nédx nep

Differenziirt man die�eGrö��ewiederz #-findetman

gdx(a 4 bx)P.
Unter�uchtman ferner den Ausdru>dx 4- 2axdx

VVCaa4- xx xX)
0 wird man finden, daßman den�elbennach der obigenNegel

__ integriren kônne / weil a?dx 4- 24xdx das

RE von
ax xx, multiplizirt mit æ i�t.

Wendet man al�o jene Regel an, �ofindetman

�a?dx4 2axdx)(ax 4 xx 2

(#dæ 4- 24xdx (ux 4 XXYE

I(adx—- 2xdx)
= 24(ax 4 xx)? 4- C |

Dereinzige Fall, der hier eine Ausnahme macht, i�t,wenn
der Exponentder zu�ammenge�eßtenGrö��e=— 27. _Alsdenn
integrirt man durch Logarithmen.

— oder (a?dx 4-2 24xdx)(ax 4 xx$;

pme)

Vonden zweitheilichtenDifferenzialien, welche
algebrai�chintegriret werden können.

Vee

Wi ver�tehenunter ztweitheilichtenDifferenzialien�olche,wv

dieRPR , welcheaus den mehre�tenGliedern be�tehet,die

/ Po-
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Potenz eînes Binomiums i�. So i�tgx®dx(a—4-bx)?ein

zweitheilichtesDifferenziale. Eben die Be�chaffenheithat es

mit gx”áx(a 4+ ¿xP worunter jedes zweitheilichteDifferen-
zialever�tandenwerden kann, weil die Buch�taben2, 4, b, m, n, p

alle mögliche,bejahteund verneinte Größen vor�tellen. Nicht
ein jedes zweitheilichteDifferenzialekann man algebrai�chinte-

griren. Aus dem vorhergehenden erhellet aber , daß man ein

zweitheilichtesDifferenziale, wie

gxxdx(a 4- bx
inden beiden folgenden Fällenintegriren könne :

x)-wenn p eine ganze, bejahteZahl i�t,die Exponenten#7,
#2 mögen, den- Fall $. 7. ausgenommen, übrigensbe-

�chaffen�eyn,wic man will. $. 6. 7. 8.

2) Wennder Exponent 7 von œ au��erdem Wurzelzeichen
“um eine-Einheit kleiner i�t,als der Erponent æ von x un-

ter dem Wurzelzeichen,das i�,-män kann überhauptje-
des-Differenzialevon die�erArt, wie

i gx TdxÇa 4- bx"
integriren, #7 und p môdgenbe�chaffen�eyn,wie �ietollen,
den Fall ausgenommen, da p =— x. Yu der That

i�tauchgx”dx das

EA
von at bx®,multi

plizirtmitder be�tändigenGrö��e=2 Dießi�teben der

Fall, den wircon F. 8. PEAie
Y

: Ge A Sf

1x) Mankann ein jedes zweitheilichteDifferenzialeinte-

griren, in welchemder Exponent von x außer dem Binomio

um eine Einheit vermehret , durch den Exponenten von x unter
dem Binomio theilbari�t, und eine ganze bejahteZahl zum

Quozientengibt.
Das Verfahren,de��enman �ichin die�emFall bedienen

muß,�owolum zu integriren, als auch um die Allgemeinheit
die�esSages zu erwei�e,be�tehetdarin, daßman die zwey-

gliedrigeGrö��e(ohne den Totalexponenten ) einer einzigen
veränderlichenGrö��egleich�ezet,und vermittel�tder�elbenund

der be�tändigenGrö��endas vorgegebeneDifferenzialeauf eine

F 4 andere
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andere-Art-ausdrú>t;Es �eyx”dxÇa4- 6x" vas Differen:ziale, welches manalgebrai�ch-integriren �oll.

è; pio Drs

Man�ete44x =2, �oi�te=(7)Je;al�o

AE

x= ÆE und E YEdx. 2.
dz Au dz

Aber dx = SE caiTETEnb ub:Pra:

—

aI “ubz— ars

E ES “n
:

ds
E

Folglich2 E

mi 7 —— 7

SE
—_——_ Z—— — Ziani ÉE

BAL dz
S E ZEeen . Ft

d - ub
M —A-—7

:

I�tnun
——— eine verneinte, oder gebrocheneZahl;; �oläßtV/A

E

Ñ
ner Bi

ti

�ichin die�engâten(*; ) a“ nicht in eine endliche

Neihe anflô�en.Läßt�ichaber m 4- 7 würklih dur % thei-
len, i�tder Quozient auch nur 7 , aber eine bejahteZahl; �o
fann man jedes Differenziale, welches die�eEigen�chafthat,
algebrai�chintegriren. Nun i�t7—4— 7 der um Eins vermehrte
Exponent von æ au��erdem Binomiogud

n der Exponent von

X-ünter dem Binomio.

Mau �ollzum Bei�pielLTG 25S integriren,
Man�iehet�ogleich, daß die�esDifferenziale einer Jutegrazion
fähig i�t,weil der Exponent von x au��erdem Binomio, nem-

lih 3, um Eins vermehret,4 gibt, wodurch man, wenn mit
- dém Erponeutenvon x in dem Binomio , nemlich 2, dividirt

“

wird, die ganze und bejahteZahl 2 zum Quozienten gr
Man �ete al�oa4-dx°—Zz und folglicha.

— 4

Nun bemerke ich, daßdas DifferenzialeRER welchesvor

dem
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dem Binomio �tehet,durch die Diffecenziation.vom x? (den bez
�tändigenCoeffizientenabgerechnet)ent�tandeni�t;ich erhebe

al�odie GleichungFe

ES e
xt

—

und; wenn differenziirtwird,

Zz— a

7
Gant $ *2

>

insHüuadratunderhalte
|

4x3dx= 2 E Daher
A “EREZ— dembed

Sub�tituirtman �tattx?dx und E 4 0D ihre. Werthe in =

ausgedru>t, in dieGrö��egxdx(a4-bx 5 Zerhältman

e — dz ALA
4 dz __gazidz:

SS leS
A

208
Sas

28 2/8
a

p

'

Folglich
SEE

LES

foStat Ret M gazddz
7

20° 20°
vis

g23me gat ts

is

E

= 6 Digstravan

=
PE

Ss
tui

20° RRE ; TADE
LAME

Und �eßtman Ss �tattz �einenWerthaA4-0x? wieder , �s
findet man endlich

ga A FE : |

2° [aA bx) AS LFa]-4-C.

DLE

Auf eine ähnlicheArt verfährtmau bei einemjeden andern
Fall, der den nemlichenBedingungenunterworfeni�t.Zum

85
| __Bey-



sò Aufangsgtlnde
Bey�pieltollen tir ox®d4x(a—4-bx 5 nehmen, welches ei-
iter vollkommenen Jntegrazion fähig i�t,weil der Exponent8,
vermehrt mit eins, das i�t,9 durch den Exponent 3 von x in
dem Vinomio getheilt , eine ganze bejahteZahl zum Quozienten
gibt.

=Z

Jh �etzeal�o44-bx?=—z und finde x? —

tveil x2dz (einen be�tändigen-Coeffizientenabgerechnet)durch
die Differenziatióonvou x?

ent�tandeni�t;�oerhebe ich die Glei-

ung,

» Und

Z— dt

b

in‘den Cubunt und erhalte « -

9
Zitat ; —

:

de��enDifferenziale

x? —

:

z—aN\* dz
xdx = E

LEA EF
Y

A

E
2

u

und xtdx — ie
SE

b 3
Dasvorgegebene Differenzialegrúa verwandelt

�ichal�oin y

——-
—

6 —

b 3d JS 3
gaz” idz

-„ de��enIntegralei�t :

; 3b
Lj SS

a

DEN SF 7Z

—

— +

SG) 30—P gl Sti gas
(elches�ichin

eS
az 2

Li] LE E

E30° FL AS SS
oder in x

E 4E IS 6az
i

i

Sett
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Selt man endlich �tattz GDOWerth a—4-6x?,#0 i�t
das

EA Jutegrale

== (a+ uy i 4e+ uy a has] +C

G 2E27

Wennein zweytheilichtesDifferenzialedie eben angeführte

Eigen�chaftennicht zu haben �cheint,�omuß man vorher Unter-

�uchungan�tellen, ob es die�elbenicht be�ige,Man macht den

Exponenten von œ in dem Binomio verneint, wenn er bejaht,
und bejaht, wenn er verneint i�t. Dieß ge�chiehet, wenn man

die zwey Glieder des Binomiums durch die Pore�kât-von X

welche�ichin dem Binomio findet, dividirt, und mit ebender-

�elben,erhoben zu einer Pote�tât,welche der Totalexponent
des-Binowiums anzeigt , au��erdem Binomio multiplizirt.

Wenn man zum Bei�pielden Exponenten2 von x in dem

Binomio

gxtdx(Ça4- 6x?)
:

verneint machenwill, �odividire man 4 —4-êx? mit x? und

man erhälttgxtix(+ ó

Þ

oder gxtdx(ax_? +b, Da

aber der Exponent 5 anzeigt , daß die Grö��ex?, mit welcher
nan dividirt hat, in die fünftePote�täterhobenwerden �ollz-�o

muß man, um der obigen Funktion ihren er�tenWerth wieder

zu geben , au��erdem Binomio mit (x?)®=—x?° multipliziren,wodurch man erhâlt : gx*dæ(ax"? 4-09.
Wenn man �ichdie�esKun�tgrifsbedient, �owird man

finden, daß viele zweytheilichteDifferenzialien, welchein der

Negel F. 10. nicht begriffen�ind,nunmehr auch zu jenem Fall
gehören. Wennich, zum Bey�piel,

'

aadx
7 oder aadx(aa4- xx) 8

:

(aa 4-xx)2

integriren �ollte,o �cheich, daß derExponentvon x außer
dem Vinomio , nemlih 0, mit x vermehrt , durh den Expo-

nenten 2 von œ in dem Binomio, nicht getheilkwerden könne.

Demnachwürdeichmi betrügen,wenn ich daraus

Ewollte,
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wollte, daß die vorgegebeneGrö��e:keiner algébrai�chenJute-
grazion fähig �ey. Denn wenn ih den Exponenten der Pot-
e�tâtvon x in dem Binomio verüeint mache,indem ich �chreibe

aa( x)
7 fdx (aax”? 4 Di Í

— aax—34x(aax_? + NDTÈ; �o�eheich �ogleich,\ daß,
wenn — 3 mit 7 vermehrt, das i�t,wenn — 2 mit dem Ex-
ponenten — 2 von x in dem Binomio getheilt wird, -dadurh
eine ganze bejahte Zahl erhalten werde, Segt man al�o

Z— 71

aax—2?
4- r = 23 o finde ih daraus x

—?

— und

da x 2dx (den be�tändigenCoeffizientenausgenommen) ‘das

Differenziale von x“? i�t;�odi�ferenziireich undfideS dz
rtt Ida = pr 0D E Bili > =. Das vorgege-aa 24a

beneDifferenziale
aax” dxCaax“

?
4- Nè

yortwandel�ichal�oin
, Ad. Az

¿3—

_24aa

i

z_idz
oder in ————

2

de��enIntegrale i�t:
27

x
———— + C= 4+ C

2(7 — 2)
Leb 7

|

LAN 12 DPT GPT( EA
VCda ts 9 ENE

X
— 1 C

Vat
Das Berfäbreai�tal�odas nemliche, toie in dem Es $. 10,

$e 13+

Wirhaben �till�chweigend‘angenommen , daß�ichnuc in

einem Gliede des Binomiums eine Pote�tâtvon x befinde.
Kommtder Fall vor , daß in beiden Gliedern �olchePote�tâten

vor-
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vorhandén�ind; �odividire man das Binomium durch einedér
beide Pote�tätenvon x, welche in einem der beiden Gliedern
des Vinomiumsvorkommen,multiplizireaber auch zu gleicherZeit
au��erdèm Binomio mit eben der Grô��e,zu einer Pote�tâterho-
ben,die der Totalexponent des Binomiumsanzeigt. Wenn ich al�o

-aad :

SL
—— 44x dK(CaXA- xx]x (ax 4 xX) SS

integrirenfoll; �overerwänidleihdie�enAusdruck in

dix (x 2 dæ(aj-x) 2 =adx = dx(a4- x.
Wéndetman die Negel des 10- Fphenan, �o�cheintdie�eGröße
Feineralgebrai�chenIntegrazion fähig zu �eyn. Macht.man
äbeLden Erponenten von &% in dem Drom RE �oere
hâltman

aax (2 dx(axLE 2D
oder ax dx(ax 41) #5 welchesalgebrai�chintegrirt
werden kann. Set man man al�oax “4-7 =2z; �o hat man

Ll dits dz
E und —x ‘dx = poder x ‘dx = —.

dt E
5E e 4a

Al�overwandelt �ichaax“ *dx(ax“*4 E in adz¿è
az

oder in 4z —èdz,de��enJntegrale ES E C odex -

LE

— ati C= — zua + E
SETAE —, C

fd
/

“ Wenn mau bei einem zweytzeilichtenDifferenzialedie Unter-
�uchung,der beiden. Fälle, die wir eben vorgetragen haben,voll-
endet hatz �o-darfman �icher{chlie��en,das es kein veines al-

gebrai�chesIntegrale habe , wenn es unter keinem die�erFâlle
begriffeni�t. |

Dreytheilichte, viertheilichte u. #. tv. Differenzialien�nd
in den oben angezeigtenFällen einer Jutegrazion fähig, Es

giebt aber auch nocheinige andere Fâlle, wo �iecin pures alge-
brai�chesJutegrale haben. Weil ihrer aber wenige �indund

�ieeben �o�eltenvorkommen,�oübergehenwir �iehier mit

StillYweigen: ¡

Auwen-
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Anwendung der vorhergehendenRegeln , den
Inhalt �olcherFlächenzu finden, welche theils von

geraden, theils von krummen Linien begränzet
werden.

$ 144

Eig. rz. E, �ey42 eine beliebige krumme Linie. Man
——( giehe die Ordinaten LK, MP, mp auf die Axe 4p

�enkre<t,und �ege4G —x, PM==y ; ferner Pp=—4x und

rm Ay; den Naum 4PM = U;�o i�tder Raum PMmp
= AU. Nun i�t-derJnhalt des Nechtes PMrp = y 4x
und der Inhalt des Nechte>s PRmp = (y +— 4/)Ax.

Man�ieht leicht, daß

;

AU > y4Ax

v

|

LAoder
Ax

y

EE AU
Man �etzeal�o amina Kainis 0 =

y
Y i ACE =;

Ferner i�t AU< (y 4- 4NAx
i AU j

oder — (+ 4) !

4x
1. 2 MO

Es fannal�o �eyi RS
Æ

7
= y 4- ly

Í

‘Die Grenzender Grè��e——— find LIEy undy A- Uy.
Fe kleiner 4x undmithin auch00, Aywerden z de�tomehr
nähern�ichdie�eGrenzen,und �iewerden gleich,wenn AX==0,
My = 0.

-

Judie�emFall i�tauh $6=0, 4= 0. Und

man erhält
:

dU

des
welchesman GERE�o�chreibt:

e
= yd%

und : == �ydx.
N

i

Se La
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i

; $e ES Gwéita

Umdie�eFormel auf eine krumme Linie áñjüweidèn,,de-

ren Gleichunggegeben i�t; �o�ucheman aus der�elbenden

Werth von y und �eteihn in die GleichungU-==/y/x, deren

Integrale die ge�uchteGrô��egiebt, wofern eine, aus den Um-
�tändender Aufgabezu be�timmendebe�tändigeGrö��edazu- ads
dirt oder davon �ubtrahirtroorden i�t.

g. 16.

Das Trapezium PMnipfann man �fotvol,als die Diffe-
__xenz des Naums 4PM, als auh als die Diifferenzdes Raums

KLMP betrachten. Findet man al�o,vermittel�t-derFormel
U == �ydxein Jutegrale ; �oi�keine Ur�achevorhanden, warz
um da��elbeeher für den Raum 4PM, als“ für den Raum
KPLM gehöre, welcher letztere von dém er�tenum die be�tänz
dige Grö��eK4L unter�chiedeni�t. Mau muß al�ozu dem ge-

fundenenIntegraleeine be�tändigeGrö��ehinzu�ezen,welche

anzeigt,um wie viel der Naum, den man zu be�timmen�ucht,
von demjenigenunter�chieden�ey,welchen man unmittelbar
durch die Nechnung findet.“Bei�piele�ind.in-die�emFall am

tauglich�ten,die Methode kennen zu lernen, deren man �ichbez

dienen Mui, jene be�tändigeGrö��ezu be�timmen,
úIn-die�er-

Ab�ichtwollen wir die gewöhnlicheParabel,
‘deren Gleichungy? ==px i�t,EE:

Es i�tasvds
VVpx

——p2x2; folgliÞhU=— dx —

dieß i�der algebrai�cheAusdruck für den Sua „Inhaltder
Parabel.

Manfindet al�oden Jnhalt des Raums 4PM oderdes
Raums KPML, welcher leßterevon dem Punkt K an gerechnet
wird, �obalddie Ab�ci��e, der Parameter p und die be�tän-
digeGrô��eC oder der Punkt be�timmti�i,von wo aus man

das Integrale rechnen will. - Will.man al�o da��elbevon dem

Punkt 4 an rechnen; �oi�t4PM=*# xè 4- C. Um den

Werth von C zu be�timmen,bemerke man, daß der Naum
APM ver�chwinde,wenn x ver�chwindet, nud in die�emFall
verwandelt �ichjéne Gleichuugin o = 0 C; folglich i�t

auch

y
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auch C=0. Man brauchf l�ozu dem gefundenen Jutegrale
keine -

be�iándigeGrö��eE
und”

ef i�t 4PM

30 Fzxfa ous

:

“Wollteman durdas Aidenrátsvon dem PunktKan

rechnen, #0 E AK= by eine bekannteGrô��ei�t;�ohat
mán :

KPMI—= 2E XTE
Nunwird aber der Naum KPML=o0» wenu 4P oder E
wird; es i�tal�oE CC — Spf; folgs

7 KPML—

Se 2pixT— pta Í

Man �iehetfténtiwelchen Nuten die be�tändigeGrö��ehaf,
welche zu dem. ‘Jntegraleaddirt oder davon �ubtrahirtwerden
muß, und’ daß man die�elbenur aus den Um�täudender Aufs

n be�timmenfônne,
7

M 22 x= 2pExExi�t;und pax =Y; �ohat man

SpAx2= 2xy =#2A4PPM. Ferner Zpabi2 2p202b,
Wenn “nu x— 4K—b wird, �owird yy = pb und

y = KL pié, Folglichprb Mh
i-

4K. Endo

n der paraboli�che“Räum KPML,; ZAP PM

Z'AK. KL. Von allen vier Kegel�chnittenia die Paras

beldereinzige, den man algebrai�chintegriren kann.

ZumzweikenBey�pielwollen tir die allge:neineGleichung-

4 alle Parabeln,nemlich
E's 16

— a Lits

aiwéhlen:Man findet al�oSIE
:

FET E

y y Lal ER gn
== WII:

»s

O I Ú kz

‘

üid yde an guar-n0%»davon das Jntegrale
: 2

m zu
SRL

IERSC“ntarit

DD

GIA

tf

REHER. 4 »

— - &
H

——-
m-l- 11
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m4 N | m4-n
;

=
—— Et gg 4 CE aa3 m 20 415 4M = 20: 5

m
a D

Es i�tal�o4PM =
LN Xy» E ver�chwindet;
m 20

wenn x ver�chwindet,
R

I
Anwendungder Jutegral- Rôbüungaufdie

MOREfrummerLinien.——

3
. GG

3} ari Ae za i

At 7

AS

}
e I> 29

In2275! a
#

s

è
ng 2e

Eine
tr

mah finierectifizirenheißt, einee-getadeBs.fLinie angeben, welcheder krummen Linie-odet einem
“=

be�timmtenBogen.der�elbén*gleich i�t, Die Methode,de�en
Endzweckzu erreichen, i�kfolgende,

Wenn der Bogen 4M = -, die-Ab�ci��e4? — x, die
Ordinate PM = y : \o habenwir in derDifferenzialrehnung
bewie�endaß für alle krumme Linien

ds = VV(dx + dy)
woraus folgt «= // (dx?4 df).

Es kommtal�oblos darauf an, die Formel/ (“4+ y)
integriren zu kdnnen. Man differenziiré"die Gleichtig det
krummen Linie, und wenn-man“daraus den Werthvon cy in X*
und dx, oder den Werth von dx in y und dy ausgedrückt,gefun-
den hatz �o�ezeman dén�elbenin /(4x?+ 14°), wo. alsdenn x:
und dx? oder y und dy? vorkommen. Umhievon ein Bei�piel
zu geben, wollen wir von allen Parabeln, die man überhaupt|
durch die Gleichung = s “

bezeichnet,diejenige:ere:

wählen,bern
Natux durh y°=—4x?ausgedrü>twird, Man

dl 5 ag Dcda
findetal�ox?=S und x = ath Mithin NEa

:

E
S

a2

6 Í

:

und dx? = : —“Daher

VG Fd) (4 E
E

= = dEAntegralRechn, Die
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Die Jntegraziondie�erFormel hat keine Schwierigkeit,weil

der Exponentvon y außerdem Wurzelzeichenum eine Einheit
Fleiner i�t,als. dér Exponentde��elbenunter dem

Ates
“Manfindet ‘al�o

ES
= En

(
99

dy 7 + —

ct tia Ahr 4 tf edluJRE
FEEDTI

27 I A

ain THALIAEAA

DieLaS GrôßeCe�cuman folgenderge�talt,
Wenn mandie ngedesBogensAMbe�timmena �overz

windetdie�elbemity. Jn-die�emFalli�tal�oTESEJEG
:

: ga
yMRA Ct g! undCES as army Daher 4 die Länge
a E

LS

ga a

desBogensES=—{ Z EE È EE
SC CE A

LE

E baten

. Wenn-man {wi��enwill, welches die brigsELS Tid,
E manrectifiziren kann; �oerfährt man die�esfolgender--

ge�talt,Aysder Gleichungfür die�efrummenLinien
A

LEG

é pT 15EMASm tn A

findetnan = aEn ER _Es�e,Kürzehalber,
a5 n

e — —k und= �si�t
E

; m —- 1

=
uud!Hla dx; daher dy?—— Pa 24x212d, Mithin

Ve UP= 2 -1- Patt]
= dx (1 PFattxt-2)

ivelcheFormel in die�emZu�tande--nurdenn einer Jutegrázión
fähigi�t,wenn 27 — 2 = 7. Verändert man aber das Zei-

chendes Exponentenvon x inter dem Wurzelzeichen; �ofindet
man xd e T2 4 Pat), welchesDifferenziale

: algebra-

eta
;
v5

led
I

E
RE
SEEDED

Za
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algebrai�chintegrirt werden kann, tvofern — 14-7, vermehkt
mit Eins und durh —2/4-2 dividirt, eine ganze bejahte

|

;

= l4 2

Zahl zum Quoziéntengibt , das i�t,wenn —— —-, wo
i

i

— 214-2
z eine �olcheZahl anzeigt. Daraus folgt

M E S8

—l2=— ali +b l=
; gu

At == 1 m A 2

n(2t — 1)

:

endlichm =
C )

—

TE E

Alle Parabeln, welcherefeifizirtwwerdenhain,�indglsin der Gleichung
n(2t— N): nl —Ÿ 2t=1 2 — 2

———_— ———— —
—_— ¿n

mi iia R804 oder a SE A
dp

enthalten. ;

Anwendungauf die Berechnungdes Juhalts
frummilinigterOberflächen.

|

LS

Ii tverden uns auf die Berechnung der Ober-e Lig.2.

flächen�olcherKörper ein�chränken, welche ent�te-
hen, wenn �i eine fcummeLinie AMunt die Are
4P bewegt.

Indem�ichder BogenAimum die Linie4p dkchet, ente

�tehtdurch die Umdrehungder Sehne Mm ein abgekürzterKÂez

gel, und es kann leicht êrwie�enwerden, daßdie Oberfläche
de��elbeneinem Produkt aus der Sehne Min in dié Peripherie
eines Krei�esgleich i�t,der eine Linié 44, aus der Mitte der

Sehne Mm auf 4p �enkrechtgezogen, zum Halbme��erhat.
Es �ey7: c das Verhältnißdes Halbrnie��erszur Peripherie; �oi�

c Du tf

ee encc Ay Zu
2 41x?

“die obe. deséfacthrimKegels,
G 3 Wein
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Menn v die Oberflächei�t,welchè-dürchdie Umdrehungdes

Bogens 4M ent�tandenz �okann man dur< Ao die Oberfläche
bezeichnen,welche-durch dieUmdrehungdes BogensMm ent-

�tandeni�t. Dai�t aber

a>(142a +)
GAS
Man A i TangenteNM T und dieZSSS�enkrechtauf
Ap. Durch diè Umdrehungder Linie MN ent�teheteiù abge-
fürzterKegel, de��enOberflächeeinem Produkt aus der Liniè

“MNin die Peripherieeines Krei�esgleichi�,de��enHalbme��er
eine Linie i�t,welcheauf 4P �enkrecht�tehtund die Linie MNin & in zweigleichee tas

Nuni�t

(
:

/ y°MN bh

? 1X? 5
M

e
H >“( fr fa an enirtgsAxdy

und E =
= y “fieEE Ln i�tdie Oberflächedie�esabge-

fürztenKegels, =

Axd dy?

elas—— Oa A Ue
Lxd

und < C=P is Es+ e |

DerWerth von—— —fäl al�ozwi�chen

gesGrenzen

E + SS(°+3
É

: AEN #SAT ETRE 7 E
Beide Grenzen“nähern rá<, wenn 4x kineund twenn

M2 = dxz �o�ind�ieeinanderLEKDannerhâlt
man

dv s
c

i

Sr dmndx
tvel-
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welchesman gemäga�oausdrü>e
du = —yV4 H- dy)

|

R:
|

Man �ollzum Bei�pieldie Oberflächeeiner Kugel �uchen.
Der Kreis 4MB, durch de��enUmdrehung die Kúgel erzeugt

worden, hat die Eigen�chaft,daß yy =4X— XX» wenn
A =

Ly
PM =y. Folglicherhaltenwir:N

Ladx.—— NER
i fs

und
ia

alal asice Tax xx) TA e
D

2 aude”aX tasEE
i

A AX CA
td xd? xdx?

A�e
V/VE LDE EA(ns

=

:

N

a — XX

“Fadx

E Y

a n — x8).

Daher—
— e (dx? A dy)

e i

adEi

__24cdx
at Ax) Fr

SE Es }
:

N

#
*

Das Juyktégralei�t= — —4-C; oder blos
>
—,

“

ténn man

u SOUR N gii rt r

die Oberflächevon dem Punkt 4 an haben will,

Cai 215

Will man die Oberflächeeines Paraboloidesfinden; �o
hatman

Sa

2yd:

=» du=

H und

G3
; EA

Vds+ dy) = Aus+) = eie i C ÁE
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T d f

é

davon das Jutegrale DA F EP SQ
-

' E pp

È. 8ydy

y
pP

i

c

2: (-+ 2) 4-C.
127 bp

Wenn #==0 i�tzo findet man

1727

Daher i�tdie Öberflächedes unbe�timmtenParaboloides
AMLA =

:

-

;

C
2 NF

c
PEE: x —{—- A Lads
127 Pp 12r Á*

Anwendungauf die Berechnungdes körperlichen
Anhalts.

——

$. 22.

I. werden -uns auf die Berehuung des Inhalts �olcher
Körperein�chränken, welche dur die Umdrehungeines Krei�es,
einer Parabel, einer Ellip�eu. \. w. um ihre Axe, erzeugt wor-

den �ind.

Fig.3.
Wenn die Fläche4PM um die Axe 4P betwwegt
wird;�o�eyU der Juhalt des Körpers, welcher -

dadurch erzeugt worden. Durch die Umdrehung der Fläche
PMmp, welche von dem Bogen Mm begrenzetwird, ent�teht
ein Körper, de��enYinhalt = AU, und durch die Umdrehung
des Trapeziums MPmp wird ein abgekürzterKegel erzeugt, de��en

2 c AO
rn.

Inhalt = H + 344y 4 IE durchdas Necht-

e> OPmpein Cylinder,de��enJnhalt = <P „lx.
i 2r j

Nun
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Nuni�t aber
tn :

E E _
Ue

“AU> — Gy 3909 4 AD).
> 4

DES
: 3

A. --€

odex —>— 39MM
MX 2r :

RES

und AUC AN. Ax

(

AU c
s

oder — < —.4- 4)
= MP

Die Grenzenvon i:
�ind'al�o

——GY4-394)+ 4). J und —@+ AY

BeideBE fallenzu�ammen, wenn AU0 dU, Me

hin auh 4x = 0 = dæ.und Ay == 0 =

=

ft i�t,Alsdenn
erhaltenwir:

a0
E

2

icin CEE

2

|

x 27

woraus folgt T=
——fide.

T 24:

Zumer�tenBey�pielwollen wir den Ellip�oidesFig.4-

crwváblen.Die Gleichung für die Ellip�ei�t y

yy =— (4x — xx)
aa

tvenn man 4!P=—=x,PM = y» die We
AB =ias undDd

= ó �egzet,Mithin-i�tk
dSr=-0IW bb2 A

>

(ax — xx)dx
27 27aa

; céb D
ee

i

2

Su

— ——(axdx —

BAEnnd de��enJntegral =

Ecbb “chb {ax x?

——
—

ORE
—

——-

27aa 2 2Frad 2 E

G 4 wens
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tvenn man ves
L

aubale von dem Punkt- 4 an berechnen
will.

Wollte

r

man den YJnhaltdes ganzenSpheroides wi��en; �o
�eßeman x =—-4Bß — a und man erhält

E
x aN abc bbc 2 bbc24.SERES ia

—
— ;

R

—Te
—— —-—

2raà 127 dE 3 8 2
be

Nun i“— der Inhalt eines

RS G de��enErtheveeSr
bbc

= bd= Dd;
AE

a i�tal�oderInhalt eines um. Gai
E

ERE

des verzeichnetenCylinders,
Wollte man- aber den Jnhalt des Ellip�oidesnur von ei-

nem be�timmtenPunkt K an berechnen; �o�ezeman AK=e.

bbc

{

ax? x3
Nun muß imes es Tt GGver�chwinden, wenn

s 2raa\ 2 3
= e wird 5 in welchem Fall ma erhält

bbc

—(2—S$)-
Daher i� der Juhalt eines zwi�chenzwei parallelen Ebenen lie- |
genden Stücks der Ellip�oide

;

bdc (a % bbc

( 2)— — —

27raa BS 3
- 27aa 2 3

Die�eFormeldient , den Inhalt �olcherTonnén zu ap,welcheals Ellip�oidesbetrachtetwerden können.

———
———

——

rA

Ge 244

Fig.5. Den Jhhalt eines Paraboloides findet man

cydxæ cpxdx cpx?
EE = — C

\ L
Bi a

/
27 4r

ER

X

oder blos — S5: —, vom Punkt 4 an gerechnet.Wenn
1E

man den Juhalt des Paraboloidesvon einem be�timmtenPunkt
2

X

Kan berechnenwill; �over�chwindetST
—+ C» Wenn x=€e

ü
4r wird,

/
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RS
z

E 1
wird, und dann i�t24 ca Daher i�tder Jnhalt ei-

e epr
id q

Undvermögedie�erSaraii�tman einigermaaßen im Stande,
von der Menge der Erde, welcheeine Mine auswirft , ein Ur-

theil-zu fällen. eL

Aus einigen Ver�uchenhat man den Schluß Lig.6,

gezogen, daß, bei gleichartigen Erdreich , de��en

OberflächeMN horizontal i�t,die Seitenwände des Trichters
die Krümmungeines Paraboloides N4M erhalten, de��en
Brennpunkt in dèm Mittelpunkt der .Minenkammer K liegt,
Die Entfernung KP (die Linie des klein�tenWider�tandes)dies
�esBrenupunkts von der Ebene der GrundflächeMN die�es
Trichters i�t,nach einigen Ver�uchendie Hälfte des Durchme�s
�ersMN.

-

Aus die�engegebenenGrö��enkann man folgender-
ge�taltden JÎnhaltdes KörpersNOLM

,

den die Mine heraus-
werfen �oll;bere<hnen.. Wenn KP — PM 4, �ofindet

man aus den Eigen�chaftender Parabel = 4e, two
ae

e — AKi�t. Daraus folgt e —=— Ta 4- 24)/2; und
= Ia(r 41/2) mithinixx= ee = 4/2.Dannun p=—=4e;z�o i�t;E GE 1/2)

Cidpar5 V2).Es i�al�oM — = E V2)
Cu SAD2 E RRE SEE

E tingara— DEI
ILI

ge�uchtenJnhalt, welcheral�oohngefehr4 $ von dem CubusA
FeS klein�tenWider�tands i�t. Wir E judie�erNehuung=Z’¿-/x/

die HöhlungL140 nicht Tn Betrachtung gezogen, weil �iegrd-
�tentheils.von der Gewalt herrühret, welchedas Pulverautden Boden des Trichtersausúbet,

F. 25+
Á%

Nun wollenwir noh den Jnhalt eines �ogenannten
Klauen(onglet)berechnen,welcher ent�teht„ wenn man einen

GUOaaseinerauf �einerGrundfläche{is �tehendenNich-
G5 tung
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tung durch�chneidet,und, um bei dem einfach�tenFalle �tehen

zu bleiben, annehmen , die�eRichtunggehe dur<

Fig.>. denMittelpunkt der Grundflächedes Cylinders, Jn
der Figur i�t4BDE die�erKörper.

Fig.8. Wenn man den�elbenmit“ parallelenund auf der
:

Grundfläche4BE �enkrecht�tehendenEbenen durch-
�chneidet,�oent�tehendadur< ähnlicheDreye>ke,welche \�{<
wie die Quadrate ihrer ähulichliegenden Seiten verhalten. Es

{eyal�oder Halbme��erCE der Grundfläche, =", die Höhe
DE= hk und y die GrundliniePM des Dreye>sPMN ; \o

rh

hat man CED: PMN =rr:yy. Nun i�tCED = —, folg-
h 2

lich PMN = cts Die Ab�ci��e4? =—. x wach�eum das
27

Stück Pp — 4X ; �overwandelt �ichdie Ordinate PM iin pm
=y4-A4y. Und es

OEA�ichCED: pmm ==rr: (y 4- AY

woraus folgt pum — E 4- Ay.
27

“Der Jynhalt des Körpers4LMNA �ey== U, �oi�tder

Snhält der Schicht DAMN
pias =z=4U, und j

> )—

SS

(CBP X XX

Ax
: AU kh

gd CI x? 4 21 4x — 2Xx4x — Ax?)
Ax 27

Wenn nun lx=—0 =dx wird, �oi�tauh 4U=—=o=dU, und

AU
die Grenzenvon

e �indeinander gleih. Manerhält al�o

dU h
—— —(27rx —

RESdx 27

h {2rx? x?
nnd U=— ——— + C

22 F

Wenn x=0, �oi�tauh U=—o0, mithin C—0 und

wenn x — 275 #o i�t :

;

h LEN hr 4r

Man�eheBelidors neuen Cur�usder Mathematik.
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Von der Methode dur Näherungzu
nected

Qe 20s
is

Hierfann’ nur von mehrgliedrigen Differenzialiendie Redé

�eyn,welche von den Regeln, die wir oben' gegebenhaben,
eine Aunsnahme machen. Die Art durch Näherung zu integriá
ren, be�tehetdarin, daß man die vorgegebeneGrö��ein eine

convergente Reihe von Monowien verwandelt , das Integrale
eines jeden Gliedes �ucht,und aus den Pu�idnbén;tder Aufgabe
die Anzahldie�erGlieder be�timmt.

:

e

$. 27 R

Weun man die Grö��eeines Kreisbogens4M Fig.g.

aus �einemSinu ver�o4? be�timmen�oll; �overs
a

fährtman folgenderge�talt:

Es �eynun 4P = x; der Durchme��er4B = x7; der

Bogen 4M =—1#; �oi�tPM=/Œ— xx) und wie die
Differenzialrechnunglehrt ,

du r

dx 2,/œ—
Idx

_ oder du =

5 : VC
— xx)

Daraus folgt ;

|

|

:

Idx : Xx

ES) xi (1X)
— (Ix idx(7—xJ)-*. ‘Nun i�taber

(1 — X= = 43+ 2x? 4 Fx? 4 etc.

Mithin

Ex fdx(1—x)Y>= 3Ix zdx(1+Le amsFgx-+etc.)
—x 4 Ix 4 2x3 HA 7fxxE + ete.

Zu die�emJutegrale darf man- keine be�tändigeGrö��ehinzu-
�eßen, weil es ver�chwindet,wenn x= 0 ;-denn alsdann i�t
auch der Bogen 4M == 0.

-

Wir erhaltendemnach
;

Bog.
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+

Bog 4M Cr A PA BX fedtc)
Weil der Sinus ver�usin allen den Fällen; in welchender Bo-

gen 4M kleiner als_die halbe Peripheriei�t, auch kleiner als
der Durchme��erx i�t;�oi�tx ein Bruch. Die Glieder der

obigen Neihe nehmen mithin de�toge�hwinderab; je kleiner
der Sinns ver�us.desBogensi�t, de��enGrö��eman be�timmen
will. Wenn die Grô��eeines Bogens gefunden -werden �oll;
de��enSinus ver�usder hundert�teTheil des Durchme��ers1744

�ohatman x=+L5=0, 07 und folglich x?=0, 75 daher
LTT

IAS 0 OT

4M=05 (7 +
ia

PteaA EE E (oor)+e.)ES
RE auge

Kos

6 40 MS7

undda das folgende Glied die�erNeihewenig�tenshundertmal

kleineri�, als das Glied (0101), �ofônnenwir von

demGradder Genauigfeit,A welchemdie Grö��edie�esBo-
gens be�timmt�eynwird, wenn wir uns an die�evier Glieder

halten, ein Urtheilfällen,wenn wir jeunesE Gliedmit hun-

bert dividiren.-" Nun i�tjor =
== Si 000001)FZ IZ2; 7:72\

0,000005
== 0 ac RTE und mit E ber:divi-

TEI

dirt, gibt 0, 000000000446.
Wenn wir demnach jedes Glied der obigenNeihe auf zehn

Dezimal�tellenberechnen; �okônnen wir �icherdaraus �chließen,

daß bei Berechnungder Größe des Bogens nicht um Eine Ein-
*

heit bei der neunten Dott��ieltegefehlt�eynwird. Wir er-

halten :

„Soibogor= 0; GadAPORREEsPTS

UE P

— (0,01) == 0, 0000075000;
0

PE 050076666666. Mithin i�t-dieSumme der obi-
6

gen Nêihe— 0; 1(1/00167421 12) = 0,100167421,
weun man bei 9 Dezimal�tellen�tehenbleibt, zu welchenman

gar wohlnoch die zehntehättehinzu�ehen
fônnen.

eSDieß
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Dieß‘i�tdie Grd��eeines Bogens“De��eib:‘Siñúùsver�usdein hundert�tenTheil des Durchme��ersgleich i�t

Man köônñteeine-der ganzen Peripherie�ich’ziémlichilo
 hernde Grödefinden, wenn man die gefundeneLängedes?Bos

gens 4M durth die Zahl multiplizirte, welcheanzeigf,wie oft
die Anzahl dér Grade die�esBogens in 360°enthälteñi�,
Aber die Schwierigkeit EE darin, daß{virEE Zahlwicht
wi��en.

Da der°Sinus von 30 Grad der Hälftedes Halbme��ers
gleichi�t,und da man aus dem Sinus einesBogens leicht“�eis
nen Sinus ver�usfinden kann; �okènnte man den Sinus vers

�usvon 30 Grad berechnen,den�elben‘�tattin die öbigeNeihé
�eßenund das Ne�ultkatmit 12, als dem Quozienten von 366}
mit 30 dividirt, multipliziren, wodurch maneine der Peripheë
tie des Krei�es�ichnâhérndeGrö��efindenwürde. Weil aber
iñ die�emFall die obige Neihe wenig convergent wird, und

imán al�ogenöthiget�eynwürde, eine gro��eAnzahl von Glie-
der zu berechnen, um ein der Wahrheit nur einigermaßen�ic<
üäherndes Né�ultatherauszubringen; �o�indwir genöthiget,
auf andere Mittel zu denken, wofern wir un�ere-Ab�ichterreis
chen wollen.

$. 28.
Wenn die Tangente eines Kreisbogens= x; der Bogen

aadx
=

6

und der Halbme��er=—4; �oi�tdo =
——

ausaadx aa 4- XX

= [ — /4adx (4a A XX) Lf
aA XX

#

5 AX xt x E R

Nuni�t(aa+xx) =
|

1——+— EMIdd a

Daher

r
aadx 3

fie
US aces

ag
4 N = A OD

— = [0x 1 ——+——— + — — ét.

(4a 4 xx) 8 RAE E
E 2

Bt mj
tal

+
j ty,

—X| 1 — EE n

TS as LE 1A

E ESE e e EE
Es fommtal�onur darauf an, ob wir einen en fennen,

welcher einigemal in der Peripherie enthalten und de��en-Tan-
gente

A7
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gente bekannt i�t. Nuni�t der Bogen-von "45 Grad in die�em

Fallz er i� $mal in -der Peripherie enthalten und �eineTans

gente: i�t,.demHalbme��ergleich. „Seßtman al�o:x=4, #0

findet.man für die Längedes Bogens 0-folgende Reihe:
a aÇ(1—F +—F—E+— 3 — tr + etc.) i

Daaber die Gliederdie�er.Neihenoch �ehr-lang�amabnehmen,
�o-mußman zu�ehen,ob man den Bogen von 45 Gradnicht in

¿wei andere Bogen zerlegenkönne, deren Tangenten befannt

find. Esi�t-nichtuêthig,daß man-die, Anzahl-derGradejeder -

die�erBogen. „wi��ez-wenn nur ihre Summe — 245 Grad
i�t,�o i�tdie�eszu un�ererAb�ichthinreichend.

- Wenn wir eins_
mal’die Läuge-einesjeden Bogens aus �einerTangentebe�timz
met habenwerden,�owerden wir beideLängenzu�ammenads

diren und dadurch.die Länge.de Bogensvon 45 Grad erhal
ten. Da die�eBogenfleiner �ind,als der Bogen ‘von. 45

Grad, �o�indihre Tangenten.Éleiner als der Halbme��er, und

folglich.die Neihefur die. Längeeincs jeden Bogens FORTergeneter und leichterzu berechnen.
Wenn Maudc zwei beliebigeBogen \indz �ohat man

Tang. 6b4- Tang. c.

Tix.bb J3<-
TT

» wofernder Halbme��er

=7. Wenn al�od4-c= 45 Grad, | in welchem Falle

Ta (Ó4+ c) =x » �ohat-man

Tang.E = Lang. E
A

FT

1

—

Tang.b.Tang.ET
Lan Tang.

c

€

Tang. b =und aug.
Ts Touzia2 E:

Settman Ting.¿= E, o i�t
è

=
=S

Mandarf daher nur die Längetines Bogens berechnen, de��en
a

i

:

i a

Tangente ==
— und eines andern, de��enTangente ==,

: A S

Sett man al�ozuer�tL�tattx» �oérhâltman die Neihe

e



dex -Futegralrehnung. LTI

Tr e di Fis
:

tati E = Ie —— —+——————-+««.

fi2f 5.2 7.2 9.28 LBE

und dannA �tattx, �obekommt man die Neihe

a >

T
,

7 FX 7 LET

_ (-TE E x A E E
éte,

A 4 5E è A9:ZES FI 73.37

Stellt man die�eNechnungwürklihan und berechnet jede Neihe
auf 10 Dezimal�tellen,�oeE man für den Werth der er�ten
Néeihe | f : |

LL CEE GE oder ESCAE:FUUPGS1
5

= è

und für den Werth der zweitenReihe
da

ä

rai —(0,9052576632) ober aÇ0, 3217505544)
E

|

<

Mithin:i�tdie Längedes Bogens von 45 Grad,
/

= 460, 7853981634)
nb:‘die�esmit 4 multiplizirt,um die halbePeripheriezu befom-

men, gibt a(3,7471 5926536). Es verhält�ichal�oder Halb-
me��erzu der halbenPeripherie,oder der Durchme��erzu der Pe-
ripherie —#:a(3; 1415926530 =F: 35 1415926536,

ein Verhältniß,welches.man leicht, vermittel�tder vorherge-
henden Methode noch genauer findenkann. i

Von denhyperboli�chenLogarithmen.|

Ce 294

I. x den Unter�chiedeiner beliebigénOrdinate in der log-"
arithmi�chenLinie von der Ordinate 1 bezeichnet;�okann

dur<h 7—4-x die Grö��edie�crOrdinate vorge�telletwerden.

Die-Aufgabei�t: Man�oll die zu die�erOrdinate gehörigeAbe
�ci��éoderden Logarithmendèr Zahl (7 «+-x) finden.

Es
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&Es�eya die Subtangente in die�erlogarithmi�chenLinie;

fe BOE
EE adx

{o i�tdlog.C74-x) =* E

“R
Eee

E
|

+ — XX A etc.) Jiïtégrirt

wan
nun die�eReihe, �oerhâltman nothwendig

x xD xt xS
z

7 N) 2 Freie E ä

Die�eNeihei� jedochzuwenig convergent ; deßwegeni�t�iezu
Berechnungder hyperboli�chenLogarithmen nicht bequem genug.
Inde��enkönnen vermittel�tder�elbenfolgendeWahrheitenent-

deckt werden.

Sd
Wenn der Ausdru> LME E i�t,de��enLoga-

Ax
rithmus gefunden werden �ollz io1�etzeman= 5 undes i�t

X

TE
:

2 3 4 ys

Ls rt DS RES 5
!

FolglichLO
7

A SSR
|

D
|

08 E R(

.

2d

SEES

EE L
ét. e

-

6 (+S“=(F-L282 277ZE LEHNE )
Aufeben die Art findetman

My A Ay?" yt
log.(1+L)=(HAne y Z

Zs ee.)1.2.47FxZizi PE 1.2.3.4:44
zr

$. 31.

Man�oll aus dem gegebeúenLogarithmus die dazu gehd-
rigo Zahl finden. Der gegebeneLogarithmus�ey=2z. Da
i�tal�o

'

log.(7 4- x) == und mithin

S -_ x x3 Í xt x2 xf xt AS
2

—X——+———+————+———— + etc,
a a. EO LS

Nun
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Nun nehmeman an, es �ey Pei

NE

xf

Iz Bz? Cz? Dz2ft

x=——- “E APELBENEES a
Æ

wo die Coeffizienten4,EGDfolgendermaaßenEE iver-

den, Es i�t
LA Az BZ C28

408 Dz4j

EEE Sis >
— 5A FE E —1—étc

i

42 24B23- B?2#

A 20e
a3 Q4CzE

WE
34A

3
dzt

1
RE

zut
Menn die�eGiteichunawahr �eyn�oll;�omuß 1) 4=—#,
‘2) die Summe der Glieder, welchein jederVAEvon 2

mú
tiplizirt �ind,= o �eyn. cats.

¿55d

Wir erhaltenal�o :

2

E L �N
Ba —— = 0; C+ AB =0,

ALB
|

En
|

De AC Ap —— = 0
2

:

4

woraus folgt
ZT

Bn —5

7.2

522
C —s ñ

\ 1:23
E bnf

Ue

9

1,2.3-4

Integral Rechn« 20 und
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und eben�owürde man finden
:

1

Le —

TeZiQ dS
ZT

Fr =

1.2.3456 ;

Daher erhalten wir :
:

|

7

RE TS E ST “8

X=—+——- +
te

Fe LiiniSm

iar

etc.
i Med ERO 1.2 Za 1234545

C
E

5
TE

:

E cie

e y A 28

1+x=7+— + + _— + étèc.

IE LR bo LA BE 2:2 >a!
in welcher Neihedie Zahl 74=-x durch ihren Logarithmenz

“

ausgedrüdt.i�t. M

i

GBS: P

Mankann jede Grôße, wie &”, als die Ordinate

e

einer

logarithmi�chenLinie betrachten, und da x der: Unter�chieddie-

�erOrdinate von der Ordinate. 7 �eynkaun ; �o-i�tman auch
berechtiget, = 7 + «x anzunehmen. Danun der Loga-
rithmevon bv i�tylog.0 = z; �ofindetman

ylog.bE ?(log.b°
7

og bY LOEbye

“a: Fa  \.2.2,4
N

aA
GleicheVewandnißhat es mit ¿2 und man findet. -

-

Ay log.b Mlog.bD Alos.)
EES

y tog BR SE care:
a TSE dr

Eben �okann w

Ls

D AN als die Ordinate einer gewi�-

�erlogarithmi�chenLinie ange�ehenwerden , und man i�tbérech-

tiget, Cy—A-ANA — 7 4-xg u �ehen.Da At log.(y—4-Ay)
der Logarithmevon jenem Ausdru> i�t,�oerhältman

___Atlos.&—+Av) e (y —- AN)
1.2.42Ga = E4

:

A(log.y

+-

ADY
1.2.3.8

— cte.

SSF 3 3.
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Cus3Jn

Wenndas logarithmi�cheSy�temängenommenibid,in
welchem die Subtangente == 7 „ und man die Zahl "wi��enwill,
deren Logarithme= x ; �ofindet man io

?

EC,SARE TdL i Ed LG
2623 BRIE AZ Sr

= 25 77182$87828459 und {ränkt.man �ih_nur auf ‘�ieben
Dezimal�telleneinz �oi�t1 4-x=2, 77828718.

4 $. 34.
/

“Die�eZahl,deren LogarithméLF, ‘fommétin den al-

gebrai�chenCalculs häufigvor. Man pflegt �iegewöhnlich
durch e zu bezeihnen. Wenn«== log.y; �oi� x log.e —

log.y und log.ex==log.y. Daher auh Æ=—y. Aber, ver-

möge der Voraus�etzung, log.(7 4-x)==2; mithin1A x

= e“. Dafindet man al�o

2 _22 E
ia

25
e142 + D EE — + etc.

Dt: TR A-2241 Tid X dis

Aufebeù dieArt findetmau, daß

:

m2? m2 “mt#2#

ens 1 4 M2 4
——

C ——— A —————— -ÉÉC
72 1.23 1.23.4 N

Tch �uchenuneine convergentere Neihe, den Logarithmen
|

einer Zahl zu finden.
Zuer�twerde ich den Logarithmen eines unetatien

Bruches �uchen, und dann zeigeny daßdadurch der Lögarith-
ne einer jeden Zahl gefunden werden könne.

“

Die Subtan-
gente =. /

Es �eyd die Summe des Zählersund Nenners dés unei-
gentlichen Bruches, und x der Unter�chiedder�elben,Der

:
0 UM,

Bruch i�talfo = tt und los.— == log.(Cb4- x)

— loèCb— x). RAnun óals eine be�tändigeGrô��eange-

nommen werden muß; o i�k

H 2 dlog.
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al E
dx © dx 2ddx

7
i

E E. =

5

D SA MS Pex EES BERA
=

dx x dx Xdx xXdxrcp: e ET eN ET etc
b3 N Js

E
bz

bx
Das Jutegraledie�erReihe i�tnothwendig E 7;eundmanes folglich

x3 EL x!

:

Í x?
E

Die�ei EA�ichtti als die gite$. 29, weil die
Glieder um zwei Grade zunehmen.

À

$. 35+
x

'

y

�ollealle möglicheuneigentlicheBrü-
EL

b
Der Bruch

;

chevor�tellen,und doch habe ih die Summe des Zählers und
Nenners , nemlichè, als eine be�tändigeGrôße angenommen.
Dießi�t aus der Urbe ge�chehen,weil man einen jeden
Bruch, unbe�chadet�einesWerths , o einrichtenkann ; daß die

Summe�einesZâ“lersund Nenners einer be�tändigenGröße
gleich i�t, Die Summe des Zählers und Nennersdes Bruchs
5 �oll,zum Bei�piel,=75 �eyn. Man multiplizireZähler

“und_ Neuner mit pz; o i�t, vermdge der Voraus�egung,
5P - 4 = 75, mithin p =$. Folglich der neue Bruch

25 Ï

y
EA

TEE, A welcherdie verlangteEigen�chafthat.O

l 3 D
*

GO
-

Zu meiner Ab�ichti�kes hinreichend,nurdie Logarithmen
der Zahlen 2 und 70 zu �uchen.Um-'den Logarithmen der Zahl

2 zu finden, muß man den Logarithmen des BruchsZE be-
z Zz

rehnen, Dai�t al�oó=—23und x= 77 daher
H
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X 7 '

— —— und és findet �h<---

0
xX

i

Vn 0,333333333

8

E
0; 012345670 9005

eo

( \

CEE
LOTES

5
3

:

SINGS i

fr
: j

EE:
xt

Frieze GOOOSITZ.

TEE
20 FF i

x3 :

OTA13
:

x6 Es

= 0,000000004
15h E 5

Davon i�tdie Sunime4- >04 0E LEE 5
= 0, 346573588

:

SERS

und dan.
log.2 = 05og314t126

{voraus folgt |

log.8 = 2,079441528
;

ceto

$e 37+
VI

Umden Logarithmen‘detKe
ro zu finden, E E

den Lögarithniendes Bruchstsberechnen.1} GE
26

xX

Es i�t:WAb=-78
n

und.x=24 Miiypr, E

und
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“+

X

FL
TITTEL TET

x3

x5

76
== 0,000003387 <3

x7
> LA

Ee 053000000020 + 2&4

Davon i�tdie Summe

= 051711571728

undmithin

lg.— = 90,22374345

Danun 70 = 8 ; �oi�!

log.E aui ESLa =O

0, 22314345 H 2, 07944153
= 2,302 58509», der ARE HiteLoFarithinevon 10,

$e 58.

Fig.ro, Es i� nicht {wer , aus die�enhyperboli�chenLoga-
:

rithmen die briggi�chenzu finden,
Ey �eyenBD, BE zwo logarithmi�cheLinien, derên ge-

mein�chaftlicherAnfangspunkt der Ab�ci��enin 4 i�t, Ju der

logarithmi�chenLinie BL �ollendie Ordbinaten in der geometri-
�chenProgre��ion7,70,700,700s u. \. w. und die Ab�ci��enin

der arithmeti�chenProgre��ion0, 7» 2, 35,4 u, # w. �tehen,�o,
daß von 48=— 7, der Logarithme—0, und von der Ordiz
nate 70 der Logarithme= 7 i�, Hier �eydie Subtangente
25,

Jn der logarithmi�chenLinie BD �eyebenfalls o det Loga-
rithmus von 7 und 7 der Logarithme der Zahl 2,7782878.
Indie�erLiniei�tal�odie Subtangente = x.

Man
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Man ziehein der logarithmi�chenLinieBEdie beiden Or-

dinaten/7 „hi; durh?dieèPunkte/ und? hdiekinien fs D

mit der AxeAC:parallel, um dieOrdinaten &l, DC zu exhal-
ydx S y

daa EsS5 �gy’; "�oi�tF= ifa
Mig H

|

y Sad o raue

FernerMEZe �oHeeTRAA MOR ETS caLSEESdz y

>

> PE

2 dx,“woïausfolgt GsLS& Und S2)
Die Subtangenteder logarithmi�chenLiñie BE verhält�h

al�ozu der Subtangenkeder logarithmi�chenLinie 3D, wie die -

zu der Ofdinate /7 gehörigeAb�ci��ezu der für ‘dieOrdinate £1

gehörige Ab�ci��e,oder: die Logarithmen , welche zu einerlei

Zahlen in die�enbeiden logarithmi�chen.Sy�temengehören,

verhalten �ichwie die Subtangenten der logarithmi�chenLinien,
davon �ieAb�ci��en�ind. Al�overhält�ichder natürlicheLoga-
‘xikhme von 70 zu: dem

briggi�chenFHODrRWRvon; 70, wie

TS Oder?
25 FON 090 EIT Ss

Ánitiiná17 S0 =03 43429448:

$. 39,
E

Jf al�oder hyperboli�cheLogarithme-einer Zahl.gege-

benz �ofann man daraus, daß x==S$z- leicht den Logarith-
men des

briggi�chenSy�tems�inden.ZumBei�piel,es

AMElog.2 —-05: 0931471765
0, 693147176

Mithin =25:05 3070300
0,43429448 i

EE

der briggi�cheLogarithme von Anga

ri

Man findet. al�o.den briggi�chenGagarinewennman
dei natürlichenLogarithineneben der Zahl-mit 0) 45429428
dividirtoder mif 2, 3025809 multiplizirt, Und den natürli-
chenLogarithmenfindet man, wenn man den briggi�chenmit"

0543429448 multiplizirt, oder mit
253025809 dividir,

$a 40.
BeidergewdhnlichenHyperbeli�txy= 7» wenn die

Ordinatenauf den Ab�ci��en�enkre<ht‘angenommen“werden
Dd und

-
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Ss

X

i

Pd: i

und es-i�tmithin �jdx—————.Demnach i�der Jnhalt die-
*d

�erhyperboli�chenNäume zugleichder Logarithmevon x, di-

vidirt mit Eins: oder man findet die-Logarithmen-der Ab�ci��en
in ciner logarithmi�chenLinie, deren Subtangente — 7, wenn

mau jene hyperboli�cheRäume quadrirt. Aus die�erVerwand-
�chaftder logarithmi�chenLinie, deren Subtangente — 7» mit

der gewöhnlichenHyperbel,i�derNebeoerl Loga-

fithmenent�tanden,
:

‘

VondenDifferenzialienderExponenzial:

Grö��en.

:

$.

7

ALe

M. néutet �olcheGrö��en,welche zu einer Pote�täterhoben
�ind,deren Exponent eine veränderlicheGrö��ei�t;Exponen-
zial - Grô��en.

.

Dergleichen �ind&*.,y! u. #. 1.

Bei den-folgenden Unter�üchungenwird-die Subtangente
in der logarithmi�chenLinie = 75 angenommen,

Es �ey2=—d. Wenny um 4y wäch�t,fo wird auch
*“2'um eine gewi��eGrô��ewach�en, welchemän dur<Az zu bes

eichnen pflegt. Man findet9 4 ES - A M aA)
Aber

4
2

Li 1 == Aylog.b 4-
2

4.2

worausfolgt
DA DA

az =ê dy log,è-4- dl o. PY
e

—— (dog.bY+ tc,

LA e i

oder

Az
: pb b

Ae
og. ps Zeus:Seizeus bY 4. etc

e Ay =0=dywird, �o‘if“AAzo ciidz

und—= blog.b, welchesman gewöhnlich�oausdrükt :.

y
dz=
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d= bvdylog.b Ca nite
D

und die Negel gibt : man! findet ‘das+Differenzialeiner Expo-

 nénzialgrô��e,wenn man die�elbemit dem Differenzialihres

: SR Ben multipliziert,“Denn y los.6bi�t“der Logarithme

von êy.
Ç

a! T.E PN

2 ¿ D

j

S
CO SS

“Ferner�eyz=y*. Wenn. alle. die�everänderlicheGrö�-

�enzugleichwach�en, �o“erhältman
: E

i

z+ A= + AD
A

und u a= 49 “eleLE
| = Y AG AD — y,

Aber as:

/ Af ¿SUC

(y + An pz 7rd log. +A dE 2
log.(ycbsAN

/ +l

A ZAi
.

7 :
Í

Y

«
j

07,
(‘

é

tle ( +2)e
¿

ads 5 N EET O08(UU

y 7.2
S +459) B

a
E (losiCy+ ADY été.

7-22

Ä

Le AN MS
|

= 1+ Atlog.y + Atlog.(+2)+ (tog. + ADY
Sf E

US T2 ;

13 í

-- los. + ANP ttc

AE; g+ Ay tte.

Aber
:

Ñ

i 2 TATO Ae t L

| e +2 =—=— — pe Ts mfa etc.

y 12 1.2.39
Mithin Cy+ Ayer

Ó

ES

Í AM MA  AtAy? ;

14 Allosy 4 H E — “+ête.
SY oA ZU Ay

O E AES Ê

Ue. &+ DY +
a degut AND bete.
H5

|

:

Dem-
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DeasLS

279

A= HADAAD is tAi

MA
ii tA e AND!EAWA ANYAtlog.+ A ——

E

E
DAP At ay?

SE

Se

- HA ——— — ete.

Str

e AME
E

208 7.2.3)
AUA IORN

GAA 1

: + — (sCra
(y4-49 At

E

ir 4D) ete.
SGR 3

—

er Rig E
NF} > E

+=" a 2
CA =P E

e - papaEn 2A Cu

FolglichEs
eX £56 R BIAE

LSEER tay + D E4e2.
EGGS, FLE Î

e496 E E i NN

( Ä

uf
E

5

(i % # Y

ed | vis
4 Da t

Su RL i TL
a7. Za

| S : Atdy
+ E AN Atlog:j 4 AA

LS MM At Mp TCE

UAM ——GHD ete,
> GA —F— R, ifrs 2 y -

L.2-ZY _

EV
:

+ (- > E)aA(log. 4-9

IEM \ E
A (ZA A(log. G+ ANY + ete.

LR a
a

W

_Das
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Das heißt:

A PE tt—7, t——2
Gey tpp y 3 apete.
Ay E 1.2.3

At

+S +T y+ ESCEE
— (ian 2B Ay— ZE

AA
|

LLL E, ER e
Tir: 52) ad HEL S

+4
r At? :

= 2 (fasGranyete.
1.23: -

Wenn nun Ae=0 = dxz �oi�tauhd=iid AA —o =< dz. “ Mithin!
-

R ' dep

y

dz ty!
;

dt
j

:

i E
e

= — + Y aiuti LE y dS eE

y y dy
f

-

Gewöhnlichdrückt man die�es�oäus
t t1 td

»
a A 8271 >

J
E SLE

E ytdt.log.v=n(2-D E: nSA

und gibt eben die Negelwelchewir {hon$. 12.

ES“haben.
-

q 4.00 Ti UAN El n?

Wenn 2=e®", wo nemliche die Zahlif,deres"da
rithme==7;5 #0 erhaltènwir

dz|

L=
welchesman gewöhnlichfoausdrüc>tdz=6dy.

“Nuni� man im Stande, folgendeAusdrücke.zu differén-

ziren :

LL

a
EN ae zdy N

day) =aædx log.a4-y° tlg) y
<L

reehte
ler TZ

— & MLe=e

Und
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Und

da 4 YSasA4-xX)¡(dxtog.Çaa4 xxX))4

u. f. v.
aD

2x?dæ

aa xx

Von eisIntegrazionlogarithmiheDiffe:
L LE tenzialien.

ok R

L

RENA
“$e Baer, z

= ir haben ge�ehen,daß dlog.x=—— (Differenz.Rechn,
X

a ¿id
C. 55. 56.) Dahtci�tumgekehrt/——=log.æ4-C. Ge:

a 0 Blei dx a
—

tit

ner E =_— und log,ax = log.x 4- C 100

=/og.a �eynmuß.

E 45 R 23

Fernerfindet man
:

2 dx I

E les. a++
4a TIES î

\

BEE:E
BAUX

RF hog. CE) 4-L.
aa XX

In �olchenFällenKial�o_dás ÎIntegrale der EO des

5 1
i

— zu integrïren, muß inan! die�cDif:
3 a3 4 x3

ferenziale eine �olcheGe�taltgeben, daß das Differenziale des

Nenners, nemlih 3x?dx, im Zöhler vorkomme. Deßwegen
i e

E UD :

„mußman es �oausdrü>en —.

—— und man findet de�-
ELE

'
7 a> + x>

Um aber

dd -

�enJntegrale =

Tebe 4-xX?) 4 C. Eben �oi�t

Â
dx

a— X
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i

dx FEE 7: AX
LITS

as R T2? EEP

�- — EEE =— log.(Ca—xDA-G
a— Xx — I a—X__ trer 5 NIE

2)

>
:

y is *

“

m

= log.7 —log.(a— x) C= OLTAE C
104

xdx A 2xdx \

é

atis
Pvt -F- x x

Ferner FA
= A

|

= E log.Caa4 xx Clog. Cau A xX AC.

in ZA: a u dx.

Endli LA Sais

:

i

d
j

JL
k—+bx Srs Kk—-bx!

Sie

e Talog.Ck4-bx 4 C=log.Ck4 bx )hn5 C
IL

F. . 46.

Hier -i�tein Bey�pielvon der Art, wie man den Werth
�olcherIntegralien in Zahlen be�timmenkônne. -. Wenn man,

zum Bei�piel,nach dem Werth von log.Ca—4-x)fragt, wenn

4a—5 und x==25 �o-mußman ‘den hyperboli�chenLogarith-
men von 7 �uchen.Yu die�erAb�icht�ucheih iù den gewöhn-
lichenTafeln den briggi�chenLogarithmus von 7, welcher i�k
0, 8450980. Jch multiplizire den�elbenmit 2, 3025809
oder mit 2, 3025857 und erhalte 7-9459700 oder 7,9459.7

“für den Werth von /og.(4—4-x)oder für den Werth des Jnte-

grals von —, wenn 4a=5 und. x=2..
a X

$. 47. |

:

Es fommen manchmal Differenzialienvor , die man durch -

“Logarlthmeitintégrirenkann, obgleich�ienichtunter eben der

Ge�talt, wie die vorhergehenden er�cheinen.Das Differenziale
dx

? ;

:
2

VV(æx — 1)
“gehörtfür die�enFall. Es gelingt manchmal,

den�elbendie Ge�talteines logarithmi�chenDifferenzialszu ge-

ben, wenn man �ie mit einer �olchenFunction vou x multiplj-
zirt , daß das daraus eut�tchendeProdukt das Differenzialedie-

�ex
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“�erFunctionoderwenig�tensihr Differenziale,multiplizirtoder
dividirt mit einer be�tändigenGrö��e,i�t, Dividirt man als-

denn mit der nemlichen Function wieder ; �oi�tdas Differen-
ziale augen�cheinlichein logarithmi�chesDifferenziale, Wenn
man die�eBemerkung auf das Differenziale

dax

R ei
“antvendet,\o-multiplizireman' da��elbemit x1/(xx — x), wo-

durchman erhält zs dx, welches in- der That
xdx

VV C(xCXdt => TF
5

das Differenzialevon x—4-/(x— 1) i�t, Mithin erhält
man

j

Si
xdx

X ¿2

�
dx

Rf

E
E — EFS

GN 4 - CX 8)
= (XX — 4c

Auf eben die�eArt findet man das Differenziale von

dx
:

4 wenn man den Zâhlerund Nenner mit ¡/C=VG
: dx N.

multiplizirt,Dd man erhälta ts Integrale

= C 1log.(æœ—-Vxxx) C i�t.

Von der Jutegrazion der Differenzialiender
Exponenzial- Grö��en.

$. 48.

Mun kann hier keine andere Negel fe�t�egen,als daß man

�ichbemühenmuß, das vorgegebeneDifferenzialein zwey an-

dere Factoren zu zerlegen, davon der eine das Differenzialdes

Logarithmen des andern i�t. Wenn dieß ge�cheheni�; �odi-

_vidirt man mit die�emandern Factor. “Man�iehètal�oleicht,
«

x yádx , aN ‘ És « ‘

‘daß x*| dy log.x 4— ——

}

einer Integrazion fâhig i�t,weil

/

der
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ydx
e FactoriWLEx E das Differenziale.vondos.x if,
und y log.x i�tderLogarithmevon x”.Manerhält al�ofür

dasHttgritts
Î. BS

ydx
x”(%log.xA ER

4 C

áclog.A
ydx

x?

“Srlog.x—4+——

= +

-

4 C
zy Fe 3d

E eT y É
é

dx E ¿2 A

Ea = i

Eben �o

To

érbelle, daß auch eds einer Jnkegrazionfähig
�ey,weil 4x das Differenzialedes Logarithmenvon e®*,dividirt

mit einer be�tändigenGrö��e,i�t, Manerhält al�o
e*dx eux .

\
Z

�axe —pds
étalinis

: alog.zdx“alos.e

aftnun e die Zahl, deren Logarithme=

7

; �ofindet man

al�odas Întegrale von e?dx, wenu mandie�es Differenzial
mit dem Differenzialdes Exponentenvon e dividiret,

f

|

: $ 49+

- “WenndasDifferenziale ei dx gegeben i�tund éë die
f

5

ax

Zahlbezeichnet, deren Logarithme = 7, �oi��edx——.
vv

Mankann al�o�ete
y

i gaxyg
— fi ZER Jetix dx:

2
«

icenzóet
man, �owird

J , mn 5s

ety "dx4 — x
m —1 eaxdx —

df =
E erde

:

a Ñ

Daher folgt al�o
i

:

E20

D vereda = df.
. M

ga
2

L

Un
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¿u al�of zu finden,�okommt es nur

MEREau _

m
— x Tetxdx.zu infegriren.

LE

AberdieRegel, ein �olchesProduktzu UE wicd er�t
aufge�uchet.Daher verfährtman mit dem�elben,wie oben,
unemlich,man �eszt

M — 1
; X 7 EMS. =

D

FA
ES

Fg
:

f
è

Eu
h

Ï

weil fetdx=
= i�t

Darausfindet man dg, wie rin df gefunden wurde. Es
wird nemlich

|
:

mx Tgoxgaæ mm — E e*dx
Akt :

LET RE

f=—; S de.

mm — 1 xX *etdæBie V dg E

Es �ey
m(m— Dx" exdx m(m—1(m— 2x ettdx

a

S a 3 fi

:

LA = s eL a3 è

Y

ey

mm — 1)Cn — 2X 320xdx
al�o

H

| ge e

L
i 8 :

i

:

mCm — DON — 2X3 oax

Nun �ey. _# ==

pe —f

Oben habenwir gefunden
e

Ji dae
=
—=

— fe
a hs

N

i

«egg mx 1
oax

Mithin i ex dx ——
—hin i�t

n —

m(m— xe mm— DM — 2B
7

mt ME ECR
= ef — — SES —

a Y
uad

a3
j

rre

m(m — Dm — 2x78
- nis è)

I�t
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J�t1eine'ganze / po�itiveZahl , �obrichtdieNeiheab , wenn

der Exponent vorkommt,welcher in m—m multiplizirti�tEs �ey,¿. B. m=2; �ohat man
|

;

i A 2
5

PSXdd cies

eS
e

Ser ESS
a a a3 1

Pe

a

Sn die�emFallwech�elndieSkévernit"ve Zeichen 4-und
E ab.

Wennaber 7 eine ganze, verneinteZahl i�t, �ohatmai
"

tree dx É RE
thsE7p “m lut HT EL:m

s Hate m AS

a

“¿exdx

*

: 7 A VBE
EAS== eUx —-

Á

fL:
X ax? AX a3

Es�eym=#s �oi�,wenn iirMOE.es in die

er�teGleichung�etzen,

EE E bs E 2

:
a 7EE 4

êtc. )i ZXT. MA JUE
ünd wenn wir ihn in die zweite�egen, |

;

‘exdx E 2xÏ -2xÎ gxÏ
:

—- ex |
| |— —— —

|

—

+
De E 24 90 BZE

: $: SA

Man fanti die Zahl e, deren Logarithmus— 7, �ehr

vortheilhaftbei der Jntegrazion �olcher-Differenzialiengebrau-

chen, welche Logarithmen enthalten.  Weun man, zum Bei-

�piel,xdx(l0z.x)" integriren �oll,0 �eeman log.x=—>z
= log.e. Mithin i�t&==e*®; d&æ=—e*dz und

xdxClogI Ld JE :

welches Differenzialeman in eben dem Fall, wie das vorige,
algebrai�ch, und auf eben die Art, integriren kaun.

i

4

‘IntegralRechn, « Von
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Von der Jntegrazion �olcherDifferenzialien,
in welchenSinus undCo�inusvorkommen.

$. 502

Wi haben ge�ehen, daß d(Sin:O — doCo�i17.0 - und
“

dCCofin.0) = — doSin.p ift. Daher i�umgekehrtdas Ju-

tegrale der er�ten

_

Grö��e= $7.0—-C; und der zweiten
= Co�tn.04 C. Auf die�ebeide Sâße kann máân ‘dieInte-

_ grazion jedes Differenzials, in welchem Sinus und Co�inus

vorkommen, bauen, wenn man übrigensdie Negelnbefölget,
die wir bisher gegebenhaben, Bei�pielewerden dieSacheam

deutlich�téènmachen.
Soll

_

man deCofin.3206integriren z o �chreibeman ‘�tatt
doCof�in. ‘Sin.

de��en
3ä@Co�in.30 TEM23 3

Aufeben‘die Artfindetman das Integrale vou dbSin,30,
Sin

Fenn:man�tatte�o
E

teh
�chreibt,Deun dai�k

y

A
_

Co�in.39
dasIE — —— + C. Ueberhaupt verwandelt�ich

RED
— mdgpSin.m0

— und man findetdas Integrale=-

Cofi
_— jitas ofin-mo

JäpSatme in �{—
PBT

+ C.
mM

Soll man CSin.e)'deCofin.0integriren, �obedenke man,

daß die�erAusdru> =—(Sin.@)"d(Sin.0)�ey.Betrachtet man

nun Sin. als eine gewöhnlicheveränderlicheGrô��e,wie x;

�oläßt�ichjenesDifferenziale wie DEEAN integren,und
OIS

man findet
e

:
n 7;

Wenn man (Fin.m@)"d6Co�in.m69integriren ‘�ol,�o
�chreibeman dafür

_(CSin.m0YmdoCo�n.md
_ CSiù.meYdCSin.m@)

RE tte 1e:

M0

(Sin.mo"!
mn 1)

SP

————

de��enYntegrale=

Um
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“Unt �Cofn.mo)*deSin:nþ zu finden, �oid mau

�tattde��en-

i

— (Cof�in.mo"mmdoSin.M:fi LS M

und manfindet das Jutegrale RTy n Zz i

ES es &

— (n+ 17)
:

E

Soll;man doSin.ppCo�m:40integriren,�oLEmanfd
erinnern, daß Sin.Ç(a—4-db)= Sin.aCo�in,b + Sin.bCo�ina
Sin. G(— Dia

=

:SittefhGafinbd— Sin,LC:linfa�ey,worgus
folgetag aut

E Sina ie I TSin:ARA—“iSi.(a E ‘H
Weil ferner

Co�in.CaA6) == Co�in.a Co�in.b— Sina Sin.b

Cofin.Ça—b) ==Co�inaCo�in.bdHA- Sin.a Sin.b;
�oi�tauh

“4 CoEa O: d=
:

FCo�u1. (a40 HSCafaGHL co

Sin.a
i

Sind— ECo�in:at) E IC, aD
Mithini�t

Sin.p@Co�in.g0= ESin.Cp4-DOA-E
E Sin.(Cp——PDþ.

und --

Man �ollal�o
5= mi&deSin:CpN04 HeSin.C— DE es

IAP CAA. TO — o
Pd

EEE

E RAVESH
61

¿duit

intkegriren, Und das JntegraléE
212 En

158

XCoft H, FX oiin CyL
rra

ES @ EN A
Pt4.t: pef

Auf eben die�eArtintegrirtman

�erenzioßen
von

die�erForm:
doSin:pd.Co�in.909.Sn.re,

wenn man die�eProdukte in Sinus“oder-Cö�inusder Summe
oder Differénzder Vogeñp63 40516 verwandel,

Soll man do(Sin.0)2 iñntegriren,�overwandleman da�
�elbein do Sin.e(Sin.0)?.

-

Nuni�t (Sin.0)° = Sin.6 Siu.
= ZESHCGa D) aeh(0E

= AAGofi DE:it-
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SNithinSinl@ÜSin.6) =—ESin.6—ESin.OCo�in.20.“Folg-
lih do(Sin.0)*= LdOSin.e0 — 1deSin.OCo�in:2Qu7:4

Wenn matäl�o“mitSiñ.0Co�m.20 eben o verfähret,
tdie man mit Sin.p$Co�i.40verfahren i�t; �dhat alsdenndie

Jntegrazionkeine Schwierigkeit mehr,
Man �iehethieraus,wie man �olcheAusdrücke lectin.O),

do(Co�in.p)”,wo n'eiñe po�itiveund-ganze Zahl bezeichnet,

Li og mü��e.
AE Auf eine’‘âhnlichéArt la��en�<�olcheAusdrliéke% B83 LE eS. pO(Co�inm.g0Y Sin ro) ti . nun

i GEm 1, 5 po�itiveUnd ganze Zahlen�ind,imeaien
Wennin �olchenDifferenzialienein Ausdru> für die Tan-

gente vorkomint;\ó kann man den�elbenauf Sinus' undFennsSin. ©

rs E ns: DE
—— > Us: 104

Co�mi.

Von �olchen
AF

Bi�fecenziaticn,welche durchKreis-
bogen, Kreis�egmente

u. �.1.

EE pric: können.-
dS

5

uf

Y, ap

D, logarithmi�cheTabellen �o‘_wiéauth Tabellenfürden

“Sinus,Có�iñnüsu. �.ww.eines jedenWinkels berechnetworden

�ind;�oi�tes nichtnôthig,Differenziälien, welche�i<entwe-

der auf Logarithmen oder den-Kreisbeziehen, iu Reihen aufzu-
:

Ls �ondernman fanu die�elbeAu iMgendeArtintegriren.

$. AF>L
“#läßt i < nemlichleichtzéigen; daß, ‘zumBei�piel,

Fadæ

derAusdru> das DifferenzialeeinesKreisbo-
VÉCax—EE

gens�ey,de��en:-Durchme��er=4-und Ab�ci��e=* i�t.Folg-
| Fadx
lich�inddas Jutegrale von ———-——— und die �igedes

V4CAN== X%) N

Bogens 4M, Fig. 9. gleichbedeutendeAusdrücke.Fragt
man
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man al�onach einem be�timmtenWerth die�esIntegrals,wenn

x be�timmtj�t; �o�ubtrahireman von C4oder Fa denbekann-
ten Werthvonœæ oder PA ; �oerhältmanCP.

Jn dem réchtwinklichtenDreye> CMP i�tal�oder.reébée
Winkel , die HypothenusCM und die Seite CP befannt. Dar-

aus findet man den Winkel 4CM. Kennt man aber die An-

“zahlGrade, welcheder Bogen AM enthält; �ohaunman die
Größedie�esBögens leichtberechnen.

V

| $. 54.

I�tdas Differenziale
:

:-hdæ': URIC = e Ga: Ta É

iVCal — pr)
|

9

gegeben, wok, 2, p und & be�tändigeGrö��en�ind,�okann

man da��elbedem vorhergehendenähnlichmachen, wenn man

er�tlich-ZählerundNennermit /p dividirt,ture man er-

hâlt: i

:e
e EEAE =).

R,

E XX]

Sodann afiterund
-

Kenner mit ci
mutiplizirt,woher man

n Ap
findet L EE

h A “phie 129 [— TRE

R LE

2p Þ
>

und davoni�tdas,IntegraledieLängeeinesKreisbogens,de�-
Ki

�enDutchme��er—E Ésund!Ab�ci��e= EENund pelchenoch

in

mit — multiplizirtwerdenmuß. os À

E
D EI Tes $: 55.



E

SS
1d

: s

4

¿De 55. wt, “2A

Bili mandenAufangspunktder Ab�ci��ennichtin dem

Punke-4, �ondernin dem PunktC an, und �egtden
Halbme�-

o CA—= 0,_dieAb�ci��eCP — x; \o i�t
— bdx

E D i Stei eE.
dasDifferenial des BogensAM. I�tal�oein Differenziale
von die�erForm E

kdx
VCgh -— pxx)

gegeben;z �ovrmaylle
man

deiszuer�tin

E)
Nun bedeutetE eben das, was vorhin éé in der er�tenDif
ferenzialvorge�tellthat, und die Grô��e—& (der Factor von

h
dx) i�tim gegenwärtigenFall ==ES “Mit die�emmul-

tiplizirèman ZählerundNenner z �owird

— E; u: dx

————————

D)
Se6f man nun C4 = EEE

SE
‘undCP = x; �oi�t

k
EE — &

Ï

Þ :

das ge�uchteIntegrale,

$. 56.



dex ‘Integralrehnüng. _-J3S

‘ aadæ

$ 56

Es i�t————— das Differenzialeeines Kreisbogens,
; Aa A NX

:

de��enHalbmé��er— 4 ünd Tangente =* i�t.
:

Die Grô��edie�esBogens kann man finden, wenn man

aus der gegebenen Tangente, den Winkel 4CN �uchet,
kKdx |

:
e

Wenn
————— gegebeni�t ; ‘�odividixe man Zähler
LU + AXE

ES

und Nenner mit þ, wodurch man erhält

Ee 0X |

BE
Äh:EL NX

m

2

Alsdenn multiplizireman Zählerund Nenner mit—» wodurch

man erhâlt
ZL

k
F

h h R L

E EE
} h fe uN

Manfindet al�odas Jntegrale des vorgegebenenDifferenzials,
wenn man die Länge eines Bogens berechnet, de��enTangente

y

2
=—x und Halbme��er= (E) i�t, und die�eLängemit

Fe multiplizirt,
HD: 92e |

Jn dei Kktis i�ydx = dx1(àx —x%). Ein jedes
Differenzialal�ò,welches entweder die�eGe�talt:�chonhat, oder

auf eine �olheForm gebracht werden fann, wird durch die

Hâlfte eînes ‘Krèis�egmentsintegriret. Nimmt“man den An-

_fangspunktder Ab�ci��enin dem Punkt C an, und �ezetC4=b,

 CP=x; �oi�—dx1/(6b—xx) das Differenzialedes hal:
ben Séeginents.4PM, tA

FÉ

SÈKA \

FA Die
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Die Fälleanzugeben,
in welchendas Jntegral eines zweitheilichtenDifferen-

| zialsvon dem bekanntenIntegral eines andern zwey-

theilichtenDifferenzialeabhängt.
|

GF. 58.

WVn man ‘die gehörigeUnter�uchungenange�tellethat , ob

ein vorgegebenes zweitheilichtes Differenzialealgebrai�chinte-
_grirt werden kônne, und dadurch überzeugtworden i�t,daß es

nicht in den oben be�chriebenenFällenenthalten �ey;\o darf
man dennoch �eineZuflucht nochnicht zu der Näherungémethode
uehmen, welche wir in einem-der vorhergehenden Ab�chnitten
ertlâret haben. Denn es i�tmögli, daß das Jutegrale des

gegebenen zweitheilichtenDifferénzialsvon dem Differenzial ei-

nes einfachern zweitheilichten Differenzialsabhange. Wir
, werden daher die Eigen�chaftenzu entwicflen�uchen,welche �ol-

che Differenzialienbe�igenmü��en,wenn�ie auf �olcheArteiner

Integrazionfähig�eynoM,
$. 596

Wenn man al�ounter�uchenwill, -obdas éazatevon

x dæ(a 4 bx”)

bondemJntegrale von

xidx(a 4 bx") i

wo m> i�t,abhange; �overfähret man folgenderge�taltMandifferenziire die Formel
: TaL DP

�ofindet man

da (a4 bxr)6)== (mA 1)dx.x"(a 40x
OUS Sd ON WT

Mithin

dea bx) — bnpx
H dx(a xr

ik:

> N 1r)dx.x"(a4 bx" )P
oder

(m4 r)dx.x mcg4 bx"= Ia UO)
Cigs AE RRS pF

Folg-
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Folglich:

-

422

: AEde. (4 teBD E Ha EL
;

— bup�x"
+ dx(aLEbe” &

-

aA XP
|

oder 6E (a4- bxR a
HSrafa

bnp:

RCEE Sir HS
08 Air

|

|

Auf eben die�eArt findet:mán

ft dua WT =

aaa zap.

C

BECOEIE
EIN Rf

{enn man in die obige tA �elet,mn �tattm und2:
�tattp.

‘Manerhältdemnach RE
A-1743 bA 12

�x"dxÇa4bx = E E ttiv
tei

m—- 7

br EE
ap bO

pA21 Drame #»n“ pCp LD:
>

fir erica hrp,C SMR j 50
“D

D HO
aS

{

S

“Undman �iehetleicht,daß überhaupt E
tz b N

pP__

�æ"dx(aée bx — Ce
m T1

bnp (4 be
E

(m4 DAA 7)
Futpep—rr (a bp

HNE)
Hr pp —Dp—)... —— ND

TT

+mX+m+nX+m+ 21). (1+m+n(t—1))
SLE

ter FE
24 �t -

uE Îp-E
|

:

m+n 7
JN “trixtat bae. ERE

——-
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= �ermdx(a4 bx de

bnp — ND

A N

(AMD — mA. Crm +5)
Das obere Zeichen findet - RE {venn è: eine ganze, po�itive,
aber ungrade Zahl,“das untere Zeichenaber,wenn ? eine gan-

¿e, po�itiveund grade Zahl i�t. «Wennnun p—?=", oder
“

P—r=t, oder einer ganzen Zahl gleih i�t;�ohängtdas

Integralevon EED von demJutegrale von

— Mm

wirtdxCAA-be ab,7 ‘undwenn è —
/

eine gan-

_Z€7, po�itiveZahl i�t;�ohângtdas Jutegrale des gegebenen
Differenzials von dem YJutegrale von x4dx(a+ bx”Y ab,
Denni indie�emFall hatman 9 =m— tn.

Ge UTs

Nunhängt aber das Jntegralevon x dx(a4- by
von dem Jutegrale von x'dæ(a—4—bx")! ab, wofern

IL nf
———

In

oder
n

Das heißt, wenn der Vuter�chiéb-der Exponenten von x au��er
dem Binomio, dividirt mit dem Expvnenten von x in dem Biz -

uomio, eine ganze, bejahteZahl zum OQuozientengiebt,Um

cet zu bewei�en,nehmeman die Formel

A Owodurch man erhält

dA (a bt) = NDxdx(a br

:
A dx.buCp4 A IES

oder

d(x (a bx —-z) —— (aga) xtdetaAb
+ (gx 1 bx? )xIdx(a 4+ bx“
+ bn(p4- 1x4 *dx(a4- bx)

= (a9 a)xtdx(a 4 bx“)

+ Cbnp-bn4-9b4- DA dx(d 4 bx
MSE rife
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ithin erhältman :

z

Mi hi

R ;
x4 (a bx pz

n E
.þ

n
p —

1

Dfx "dx(a4 bx")
EE

a(d4- r)/xIdx(a A4 bx

bp 4+1)-

| g. 62.

Wennman al�odas Jutegrale vonfta bx) aus

dembekannten Jntegrale von x“áx(a4-éx")®finden will ; �o

�eßeman 44H =M
3

oder

41 A durc) man exe

lf:bas —(a1 bxpz
�eance

A Le PE
Lp th

A Ss mda 4- bx )P.
5 b(np4-m—-1)

- Eben�ofindetmay

SS (AS bin JF 7

bdrm up — n)
a(m—n 4-1) �xdx(a 4 bx

b(np-+-m—A-1 — 2)

fn "dacabx =

.

Mithin
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Mithin
evil
ian

die

allgentéine
Gia

/

+

_ferixtas
bxZ

>
a

bx

bcp
4

m

+
x)

a(t
4

m—

nxt
4
Abs
IPA

>

P(np+-m
4

1)(np4im
4-

1—
n)

“w
a(r

E
nin
—

an
rca
bx
EO

Bs

bnp
mA

AE
E

—

nub
mA
Te
209

“le

rm
n
I

Or
+

—n(t—

TETE
ba

eT

Es

td

4

M(r

+b)
1

M
—

211)

bi(np+-m—+
A
TE

.

(np+-m—-
1

—
Mt

—-27))

F+
m

—

tn)�æ—
dx(a4-
bx“)

A

bi(up

—-in+

ERS
EN:

.
«

(np4-m
1

—n(t—
1))

,

Das
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Das ober�teZeichengilt, wenn ? eine: grade, das untere

aber,wenu7 eine ungradeZahl i�t. Man �iehetal�ohieraus,

daß, wenn m=—tn=1t'; oder wenn #—#—?n ;- oder

eN
= ——, d. h. wenn der Unter�chiedder Exponentenvon x

n

au��erdem Binomio, dividirt durchden Exponenten2 von «x in

dem Binomio , eine ganze, bejahteZahl zum Quozienten giebt,
das Integrale vou X”4x(44-bx")pvon dem Integrale von

xdx(a4- bx EE
und ues DOEdie�esgefunden

werden.SR
SE

Das eS von dxc7 —xx)>hângtvonder Quas-

dratürdes Krei�esab. Es �eyder Halbme��er
=
7; dieAb-

�ci��ex ; �oi�tdie dazu gehbrigeOrdinate =—(1 ——xxIE
Wennman nun �otdu(1 — 0%): durchHülfedes Jutegrals
von dx(1 SNN ta will ; �o�iehetman, daßdie�es.au-

mMm—u. 4— o

geht,; weilt— R
TR

Ble
0 2 eine bejahte,ganze

I

Zahl giebt,Nuni�t aber a=; =
=_—7 EPAL2

Und 2129mithin findetman (BB:118 5

Cr — XXS

fetdx(1—xx E

CR

EStR

a

Ter

EE

FECE—xxl 5.3 dxCr- aia A
tA LE

|

LE CEO E
Fener& XT GGEZNN

“flxs — XxX)—R
(rT È

10
;

acs — X xE 7.51 — %x)E

SOM LEO 207
y

7.5.3 EAI
—X(1— XX 93 ny i

&

AS
0E

: fr
10.8.6.4 �ixAE

Dem-

K

SL
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Des erhältman

Sr xX xP E Vn
15S�xctdacr—xxdtm

2
: N fl

Y
C 70

RES SCE—xa)!Siate LL xô(1—xS
ita

EA : 0.8.0.
%

e

%

R
ti

-

BiS3
:

IRE ——Xx Im Xx 2 —————— (dx I XX )2,

s 10.8.6.4
(

i

La
LE 10.8.6.4 / ( )

Wir haben“aberoe öbenge�ehen, wie man
- das Înte-

grale �olcherDifferenzialien, wie dx1/(7 —Xxx) findenfönne.
A

A

E ERRO $e: Ge e SRE

-¡Wenn.derUnter�chied=—2 der Exponentenvon x au��er

dewWurzelzeichen,dividirt durch den Exponenten 1 von x un-

terdem.Wurzelzeichen,keine ganze, bejahteZahl zum Quozi-
enten“gen würde; #0 dürftemanu deswègenhiéraus dôchno<
nicht�chließen,‘daßdas Jntegrale des? gegebenenDiffetenziäls
vou demn.Integrale eines andèrn einfathern*Differeuzialsnicht“

abhange. Ju �olchenFällen muß man den- Exponentender ver-
ánderlichenGrö��eunter dem Wurzelzeichenin*beidenDifferen-

 gialien verneint machen, und wenn -der Unter�chied"der beiden
ncuen Exponentenau��erdem Wurzelzeichen, dividirt durch den

Exponenten von œ unter dem- Wurzelzeichen, eine ganze, be-

jahteZahl zum Quozientengibt; �ohängtdas Integrale des
einen Differenzialsvon dêm Jutegrale des andern ab,

:
Fragt man, ob das Jutegrale von X fdx(at — xt) 2

„von dem Integrale von dx(#—x#)” 2 abhangez �owürde

“mandie�eFrage bei dem er�tenAn�cheinmit Nein beantworten,
M —— lt s

weil =_—_———— 2 Verwandeltman aber
vd

jeneDffferenzialienin

x SARCAX 2 ry
und in x *dæ(atx—#t—132; �o�ichetman, daf
M — lt — IOMA 2

E — 4
eine ganze,bejahteZahl zumGmc

“ten
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ten gibt:
- Daher hängtdas: Jutegrale des er�tenDifferenzials

dennoch.von demJutegraledes zweitenab, und man erhält
TER TSCafNe >

ro CatE Es —fada

#

— 7)
PET

CC Aa

S
EF:

:

21a
Ï 1a

Vonder Integrazionder razionalenDiffe-.
renziglien.

OR
5

Ei. jedesrazionaleDifferenzialekaun.entweder: algebrai�ch-
oder dur Kreisbogen, oder durchLogarithmen,oder durch
‘alledrei Hülfsmittelzugleich,oder endlichnur Furchiwveiders
�elbenintegriret werden.

Man fannes algebrai�chintegriren,pei fein.veránbet-
licherNeunerdarinnvorkommt, wenig�tensdarf kein anderer,
‘alsnur Ein eintheilichterveränderlicherNennex vorhanden�eyn,
den Fall ausgenommen, wenn der.Erxponeut de��elbenFELS
alsdenn inkegrirt man durchLogarithin, wie -qus dem Persgehendenerhellet.“

Es �indal�onur die Fâlleno übrig,wenn ‘dasvorgeges
bene Differenzialeeinen razionalen, ¿u�ammenge�eßtenodex
mehrgliedrigen Nenner hakt, D

$. 66,

Der vorgelegterazionaleDifferenzial- Bkuchmußaber �o

be�chaffen�eyn,daß der Exponent:der höch�tenPote�tätder ver-

ânderlichenGrö��eim Zähler um eine Einheit kleiner i�t,als im

Nenuer,  Wofern die�esnichti�k,�omußmau den Zählermit
dem Nenner �olange dividiren , bis die übrigbleibendehöch�te
Pote�tàtim Zählerkleiner i�t,als die höch�teM

im Nena
ner. Wenn man

, zum Bei�piel,
x3dx

—————————

Aa Za 4 XX

intes
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intégriren�ollte,�omü�temau zuer�t4x mit'aa4- z4X4- xx

dividiren ¿ wodurch man 4x zum Quozientenund ——(z4ax?dx
—1-4axdx)* zum Ueberre�tbekommenwürde. Man dividire

daher die�enRe�twieder mit-dem' vorigen Nenner, wödurh
man — 34dx zum Duozienten,

-

und 8a“xdx4- 3Ædx zum

Re�terhalt. Statt fs

de

y Ae PELE m i

erl inanal�o‘die�enAusdru>: E It

E = EHS
NUO ae _— 2adx4-

da —+-Zax + XX

GE “

“Ali die “ethodezuentdé>en,vermittel�twelchernian
éaliónälDifferenzial-Brüche“integrixen kann, muß man \ih
‘citnern, dáßdas Differenzialèdes Logarithmeneiner Grö��e,
gleich�eydem Differenzialdie�erGrô��é,dividirt mitder nem-

TchenGrö��e.Da al�odie�eDifférenzialienallezeitdurch Brü-
he ausgedrücktwerden,�ofanúman leicht auf diéVermuthung
fallen,, daßdie E be; veera ionalenDifferenzial- Brüche
von denLogarithmènabhän s�eh,zum

e ,
‘

‘Balog.cN — Bite 24 E OREgegeben. ManfindetES
bat

'

E ZEE
——— —

——————

BAAN

>

2d ded

2aadx
oder Er E

;

| 24a A ZAx + XX

Um nu die�enBruch zu intégriren, dürfte man den�elbennur

in zwei andere zerlegen, davónder eine 44x und der andere

244=x zumNènner hâtte, und’ deren Zählerbe�tändigein dx

multiplizirteGrö��enwären.. Beide Brüchewürdeman durch
“Logarithmenintegriren mü��en.

$. 68.
a

\

Esi�t al�oganznatürlich, daß man bei der Jutegrazion

Ls Differenzial- Brüchever�ucht,Es
in �oviel

PErüde
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Brüche’zu zerlegen, als der? Nenner Faktoren hat, ‘und einem
jeden die�erBrücheeinen �olchenFaktor zuni Nenner zu- geben.
Dieß i�tauch in der Thatdie Methode , decen man �ichbedienen
muß, �einenEndzweckzu erreichen, wenn alle: Faktoren, worz

aus der Nenner des vorgelegtenDEE Bruchs LCsunter �ichungleichD
dr: +09 i

Wenn aher

‘e

einigeFaktorendie�esNenners einähdergleich
�ind;�odarf man nicht ‘erwarten, daß die obige Methode eis

nen guten Erfolg habe, ‘weil in die�emFalle-das'Integralenieallein von den Logarithmen abhangen kann.

Wollte man zum Bei�piel
1 IE

4:

4x
-

integriren
z

z �o
würde mandas Jntegrale

La — DTC
findent A dießhängtgewißnicht von denLogarithmenM

Wenn abereine folcheGrö��e :

ES
4- 24log.(anpex) e 28 Era A)

— alog.(34HA-Xx)
gegebenwäre;�owürdeihr Differenziale�eyn

“aadx

Ua 24adx 2adæ adx
vanno

i

2

—1-
G

CR) Ga) 24+x ga+x
(24x HA- aa dx ZAN HOR

Ca++ x
E

244%: BAAN
toWdx4 264xdx4 174°x?dxH 34d

i

(aGa EGI) 6

und wennman die�enBruch inkegrirenwollte ; �owürde dazu
nur ctfodèttwerden, dáß man den�elbenwieder in

Cae 4- ads
|

295

Ad adæ

CEI
PEN

AE
:

3a 4x

verwandelte, oder in drey einfachere Brüchezerlegte, davon

der er�teein Produkt aller gleichenFaktoren zum Nenner hätte,

Integral Rechn.
i

K ¿ cúUnd
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undän ‘de��enZähler-derExponéfit'derhöch�tenPote�iätvon ‘x

um'Eine Einheit kleiner: wäre „-als-der:Exponent’der höch�ten
Pote�tätim Neuner. Ein jeder'der beiden andern Brüchewür-

de einen der ungleichenFaktoren Es aan und- e i Pou�táe
von x im Zähler-habem (5T458

Wenn al�o „Uitit Galo GESA

Cai RCR E up gtin o: ROCMIC

MAN Pes u Tx!

Aufeine allgemèineAtt jeden razionalênDifferenzial-Bruchvor-

Ftellet; uid maäùñ:annimmt „ daß. in dem ¡Nenneteine Anzahl
vom m: gleichen:Faktoren #42, ‘eineAnzahlvow p=zgleichen

Faktoren x—4-h, u. w.z feruer;eine beliebigeAnzahl vou

ungleichen Faktoren x 4-1, xA-9ZXA—7 u �aw.vortommt,
in welchemFall der obige Ausdruck in

i

“CAAD A CX

WeLs
a RE Ad

CADA DE EDF:

ANSanpeitwirdz o ESii umAET zu ne. �egen: (iOgaRIE 108ta HA 25H:

EO GARE - GADEADEN
SERNTdi 4 Bn AFRI LL, 4 Rdx-

_—-
mm

/

EET

(rkg Z

d'arfdie But ridnai-pti12 ¿idR dof es

TE E EEP
i

C SLdx- (Max Ndæ
te CE Tage E ZL - ete.

Ct LES
Ei j 4-9 CE

“wo 4; B; C u. w. be�tändigeGrö��en�ind,deren Werth be-

�timmet{erdenmuß,wenn

LACEO integriren will, Jn
C5 0

ZAN E

Ab�ichtderCEE Brüche¿LEy 1h �w.hat’tieA
its Xt +4 -

: Integrazion;deveSchwierigkeit,| Deynihre Jutegralien�ind.
i

Lilog.(x4-D, Mlog.(x4-4) u. fw.
Was aber”die gu�ammenßge�eßternPrigde:wie

1

Axde Be ‘dx. Z RdsTL, 3
"

H
+2N m Ï IC

TRR TEE 12

I Hg. & H
e

1139 57 ¡i
cs?

E
E

Teee

*

“

etriff,
& ha
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Géteits#0 �etzeman Xxg=2;5 ‘woraus folgt x 2—L
und dx=dz. Wenn die�eWerthe intdie-obige Formel ge�egelt
werden; �overwandelt man die�elbein eine Neihe eintheiligter
Differenzialien, welche leicht integriret werden können , und vou

dz
: :

welchen ein Einzigesdie Form — hat,oder durch Logarithmen
integrirk werdenmußEben�dveiner:iman mit dêm Gliede

dx ‘duet BAELUCA -: R dx

CXA /DP :

i

Man �estnemlich i
:

SEA R —— >

$. 704

Es bleiben uns al�onur noch zwei Sachen zu unter�uchen
übrig: die er�te,die

SE
des Nenners des vorgelegten

Differenzialbruchszu findenz die QUETE.die Coeffizienten4,BICE zu be�timmen.

: :

Ve ti

Um die Faktorendes Nennerszu finden, muß man ‘ében

�overfahren, als wenn mau. eine Gleichung, welhe = 0 i�t,
aufld�enwollte, wodurch mandie zweitheiligtenFaktorenfiuden
wird, durch deren Multiplication der Nenner ent�tandeni�t,
Wir berufen uns aufdie Negelu,weea

int der niedern

“Algebragegebenwerden
:

$e “72, i

«

Wenn man die Coeffizienten4, 8, C uU. �.wv. ftnene
will ; �obringt man zuer�talle Brüche,worindie�eCoeffizien-
ten ‘vorfommeny auf einerleiBenennung.Dadurch erhält

man zwey Öliederxeiner Gleichung/ ivelcheéinerlezNénuer haz

ben, den man al�oauf beidén Seiten wveg�treichenfann,

Bringt man nun die�e beide Gliedexauf einerlei Seite z �okann

die Gleithung-, unabhängigvoijedemWerchzevön 4, nicht an-

ders �tattfinden,als wein die Sünime der Gliedék, ivélchein
Eine und ebendie�elbePote�tätvon X multiplizirtwitd, Null

E DM erhältman �oviele Gleichungen,als unbe�timmte
; K 2 Cóeffi-
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Coeffizientenvorhandèn�ind. Die Be�timmungdie�erCoeffizi-
enten i�tmithin keinet Schwierigkeit‘mehr unterworfen, Vei-

pielwerdendieSuiheiam be�tenAN
:

Be TE
xX

Wenn man
— integriren �oll; �o�ezeman

aa — XX

E LUX - Bdx

RS
a — XX 4 e R E

oder

dx CAd== AX BaA Ba

4A RE

2

y

au dix

oder

eT i da AX Ls DA 4 DX
woraus folgt

1 E Ax 2
— Aa — Bx < ==> Os

es DA
:

UL
Dieß giebt 7 — 4a—Ba=—0» und 4— B=0. Mithin

Zz ZT

——— B= —. Demnach
2a 24

OE

T LT
/ — dx

-

— dæ
dx 24 2a

aa— xX a4 xX ax:

‘und

dx
es

u Li Dio a4 Xx —Z4 1 ©
iT XX“ t:igu

g.C 2 og:Ca E

an)
Ä Y

:

F. 74.

Zum zweitenBei�pielwollen wir den Bruch
roatdx A- 264xdx «+ 174°xX*dx4 3axXdx

(aaa Ba)
i

i eriwväh-
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erwählen. Man�eße den�elben

Þ SE

e

LAs + Bdx Cdx

149

Ddx i
MARE

C 244X344 Xx

und bringe die�eBrüche auf einerlei Benennung, �treicheden

gewmein�chaftlichenNenner weg, dividiremit dx und bringe alle

Glieder auf cine Seite z.�owird
104 +4- 2603x 4+ 1I74x°LLS ET A

r= CBA — S5Bax,

GL DAE I ENS
j

8

— 3003 — 6 dax — 5 dax? — C4 = 0 |

pt

AP ZUSX, — 5Cax”—. 1x2

|
Mithin

ASS DESS;

17a
?

— B— 54a — 5a — 4Da= 0,
2643 — 5Ba — dda — 7C — 5D& = 0,

rot 6Ba® — 3Ca®— 2D = E

0,

Ausdie�enGleichungenfindetman

424, Bets C=24, D=—

Das vorgegebene.Differenzialeverwandelt �ial�oin

(24x aa )dx  2adx adx

GLD
ae

E TE E

“

Das Jutegrale der beiden le6tern Brüchei�t
:

n _24 log.(244%) — alog.(34Ax)

Undumdas Glied SELE

C24x LS :

“(ax ;

zu integriren,y�eeman 4—-x==2z;s �owird x=2— 4 und

dx =

Di dag= daher
C24Xx4-ax (2a — aÑdz

GE
2adz aadz

> pneice UNDdaieAi�tdasIntegrale
) az

nant 2S
is

,
aa

® jalof+ —== vlt vtt 4:
aF

1 À,
»

:

K 3
X

_ Mite
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:

Mithin das voll�tändigeJutegrale ?
i

a

H 24los (2 4-x _2alos.(2a
E SCESE (C244 x)

— alog.(3a E
SE |

- Wennaber in dem Nenner desvoili Differêtizial-
Bruchs einige unmöglicheFaktorenvorkommen z; �ozerfälltman

den Nenner zuer�tin ‘alle �einereelle Fütidrer;dasübrigblei-
bende Produkt“abet,niht in Faktorenvom er�teû,�ondern
vom zweiten Grade. Für einen jédènFaktor vom zweiten

*

Grade, den man allgemeinmit 4x1 xc bezeichnenfann,
bekommt man fodanneinen Bruch vondie�erForm

'

„ Axdx ER Bdx : E

gx STL:ASSbg

atdx

LI

Wenn man, zum Bei�piel,
— integriren �oll;�o
x3a3

findet man, daß 4—Xx ein Faktordes

¿

Nénuersi�t. ‘Dividirt
man nun den, Neunermit die�emFaktor; �oerhâlt man

&* 4- ax 4- x° zum Produktder beidenandernFaktoren, wel-

che aber beide unmöglich�ind“

2 Statt al�odas vorgegebeneDifferenzialei

iu drei einfachere
Brüche zu zerlegen, davon ein jeder cinen Faktordes Produkts
a3 — xò zum Nenner hat, zerlege man da��elbenur in ztoei

Brüche, davon der eine den Faktor 4— x und der andere den

Faktor 4° 44x —-x? zum Nenner hat. Man �eteal�o
‘*

| adx dx Bxdx 4- Cdx

oS SRE 5
4° — N dE E lG AN

Bringtman die�ezwei neue Brüche aúf eiñerley‘Benennung,
läßt den gemein�chaftlichenNenner weg , dividirt mit dx und

hringt alle Glieder auf eine Seitez #0 hat man

tt u BUN —— BX
duen BU e C: BEA == 0

_—
Ca — Bax

Se6t man nun gleich Null die iid deéjenigènGlie-
der , welchein die nemlichePote�iâtvon’x multipltzirt�i�ind;�o

erhôltman

:

fe :

i B—
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“¿Rg

 B—d=0, C— Aa—Ba=AE
— Ca=

Lts
LED EEa

Mithin A —s Bian —s CGnat $ - FolglichR.
}

f

3 ein #- i

3
atdx “Pdx

L
a"éd+ 20x

——— =
— + ——

aa AX) (e? 4x4 Xx

Wie mandas Integraledes zweitenBOse wird

manes Ihen
=,

; 6 76.
| “aweun.�ichunterdeu aktorendes (eitenGradeswelche

befinden,die unter �ichgla findz �oti man, für einejede
Anzahl 7 �olchergleichen“TEE , einen e

von die�er-

Form
: u nru i Badue4 Lis: E

E TAESE
to

ar

Wennman, zum Bei�piel, VH :

(His 40x dæ

(a4 A aX A XX (AP — XSI HM

integrintwollté;o würde“inánns dáß‘ber’ Nennerin
die�edrey Faktoren.:

1 PN SAINS ANT

Si N — ds xix, undx? 4- ax

zerlegkwerden könne. Ohnemichal�sdabeyaufzuhalten,die�e

beide lettere in- Faktoren „weleheunmöglich.�eynwürden zu

zerlegen; c�o-mehmeich-vielmehrdas Produkt-der�elben,uemlich

(x? 4-ax4-4°)* zu dem Nenner Eines, Bruches. Jn deux
:

ahler.-die�esBruchs.fommenalle Pote�tâten9 vonx vor deren
_hbch�terExponentum EineEinheitkleinerGTalsder hèch�ie

Erponent von x in demn Neuner.Man erhältl�o

{5

(ft 504d
AEaD |

re ni EO E e ia
ven

TS FE LE RA
21386 25U6

i

:

}

HOT ta ¿i i. Sz TSD
-

R K “ES Jer-
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Ferner |

i

# - 54x — 3424x? 4- 403x 4- EL

— Bat Die a EX — 4 tar

e EE R
A

EN — 2Aax?
fl 70 a4 GA r— 642

woraus folgt Äs ZA BE E LE rA3 ‘ 11 E a ——

E

: det

—

240? —- 24a? roat i

MIE GISI
D=

#

E _ L Es Fria,
Daal�o die Coeffizien-

be�timmt�indz.�obleibtuns nichtsmehr übrig, als die Ne-

gel vorzutragen1 nachwelchender zweiteBruchintégrirtwer-
:

den„muß.
WZ

$ 77. i

Zuer�tdie:Regeln, nach welchenDifferenzialiendie�er
Form

Axdx 4- Bdæ
-

wt A�e:integrirt werden. tit

4j «Wenn man Zähler und Simiomit -4

‘dividict;�o.faun
man di�eidsauchEBE_Axdx+ Bdx i

PP
i i 0x fac: :

Sodérishaft man das zweite Glied‘aus ‘dem Nenner eg
und �eßetin die�erAb�ichtES) SS, pontsÀman as
e? x= zZEh" und'dæ==de;

„Dießin den obigenAusdru>‘ge�etzt,giebteinDifferen:zialevon die�erForm
: Czdz 4- Ddz

fL Pt

zz 4-44
‘Czdz

davondas Glied ———— durchLogarithmen,das andere224-494
aber durcheinenKreisbogen,de��enRadius—=45 und Tan-
gente =2, integrirt werden kann. \

Man



der-Zntegralrechmung, Tes-

/ Mau�oll,uesBei�piel,
:

;

a°xdx 2dx
+

Se A

XS dx E Cs

:

integriren;Man�ete x=z—Z4s-�o;erhâlt.man
.

„75
E ; axdx 20dxX :

SI

A
4

-

E
:

é

\ x? ax 4-4
aaa e gfads "ai; ade

Ses 1

Sit 2 SAEPT A2 gz | E
SA

32° +—
21 2 4- M

+
les d

E ) ES

Das Jutegrale-des.er�tenGliedesi=Fg log.(#4dex=
«

unddasIntegraledes¿weiteni�tdiedingeeinesKreisbogens,
2

de��enTangente = =z und Halbme��er
=

As 3.
b

f

e T9:os Se“

Eudlichwollen(vir:E zeigen,,wie:Differenzialienvoy
|

die�erSEE.AES i ax die AE bfdx 42 xd tde nn

wr nE 4x4 xX. GS

integrirt:werden. mü��en.-'Zu--dié�emEnde�chafenmani
__daszweitèGlied aus: dem Neuner. weg, und ebe A=2— 24s
�overwandelt.�ichdas vorgegebeneDifferenzialeim #_,

ad A2dz i 2 Bede

ETES CS e M
a a3 ES ¿X 2b

wo4= LAS a vite EEA
4 E RE

Diejes
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DiejenigenGlieder, wo = ênen grádenExpbúéeitênhat,
integrirt man nach der Methode $ 58.59. u. �.w. Diejes
vigen Glieder aber, wo 2 “eine

eN Exponenten hakt,

nah$. /0 “e e
——

Von einigendèrivatdiuigerhs*delèdiE Jüte-

grazionerleichternEhmen.
remertimcees

“SE79i-
Ò Hierla��enih feineDeri NegelupebenDie Ueber- -

�ichtüber das Ganze, der Gebrauth,
|

den man von einer Grô��e
machen will, und die Fertigkeitim Calculiren,mü��enin jedem

polezeigen , was man zu thun hat.
“Die Ab�icht�olcherVerwändlmgen:i�, die sotgegebene

Differenzialienrazional.zu machen.

_

Gelingtdie�es„o i�tdie
InkégrazionE feinerSchwierigkeitmehr MESE

:

F. go.
:

Wenneingliedrige Wurzelgröô��envorhanden �indz �over-

wandle man die�elbezuer�tin Poté�tâten,welche Brüche zu Er-
Ppbüuentenhaben , und

Bie�eBrüchebringeran auf tiñéëleiBes
nennung. Srellt1nun x* eine �olchePote�tätvor ; �o�ezeman

2

xn —2; mithin x=2* und dx =F ?dz. Die�enWerth
vóndX in das ‘gegebeneDifferenziale.ge�etzetVERRESMj\lbe-in ‘eine razionaleGrô��e:So!i�t,

fies,Bei�piel;
dx x $ adxæ xd -Fadx : Xd Arie

“ds

i Px SEat txt
Man�etzexz, óder =P �owird dé=6d.j 6 dz

H

tl azide| óziz020A.
lgl — ———————— wWôövondási FolglichES EJutegraleleichtgefundenwerdenfann. Sd. 2

Sie 2p
|

F. 81.
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IER

$. 5; 2

EAEs

Eine jedéGrd��e7 in welchernur eine Sr
Wurzelgrö��evoxkommt, welche den ¿weitenGrad nicht über-
�teiget,oder in welcher?die -vperänderlicheGrö��e,unter! détit

Wurzelzeichen, auf keine höherePote�tât,als aufdie zweite er-

‘hóben i�t,
fann man allezeit;durchdie eine oder andere der bei

‘denfolgendenMethodenrazionalmachen: i

x) Wenn man das Quadrat-der veränderlichenGrö��euntex
dem Wurzelzeichenallein ge�chriebenhatz �o�ezerman
die Wurzelgrd��egleichder in ihr vorkommendenverâns
derlichenGrô�fe+ einer andernveräuderlichenGrö��e.

2) Oder man zerlegtdie “Wurzelgröô��ein ihre Faktoren
und �etfie dem Produkteiner die�er,agenin cine.ane
dere «cialisEG Meia

Wennal�o
— -——

gegeenfâtez�oani iau cih( E an Fe

1

CRT chen
ZA Aa. ili GSt

V/V> icinax==— Sud
:

22

E a AUA (melcesht zwin: eicht'zu'inte
Ai (xx— 4a) A, Í aheRiLZ le Di Z

Manhâtte auch:�ésendrinn ns G58 centrinf
Té LRA / e Y ELpr “T5

Mithin * DD DY
i

4

| I 0
und (x4- =p: Al�o.tti (9M

a4 2
:

=— ICGE DOGE E au ¿! 126263
y° E y — 7

i
y

dx
10%

„2dy ESRI OT E

E OS ,

WS -

ts

bé)

und

F. ‘82,

Die�eMethode kannmanosdieNektificationder Para-
bel anwenden, wo

av dys=/i 40) = (4 e

UTE = /dy
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i�t.‘Man�ihreibe=—— e 2 —-y5
und-�eveAE) 1,;w.

F. 83.
Wenn unter dem Wurzelzeichenkein zweites Glied vor-

handeni�t,�ofan man die Wucrzelgrö��egleich �eßeneinenr

Produkt aus einer neuen veränderlichenGrö��ein die veränder-

licheGrö��eunter‘demWurzelzeihen. Wenn al�o
dæ

/ (aa
—

n xx)
thi i�;#0"fann man �egen“

(aa — xX — xz. 4

Undwenn auch ein zweites Glied vorhanden wäre;- �okönnte
man�ich die�erVerwandlungdoch bedienen, wenn die�es¿weite
Glied vorher weggebrachtwürde._

$. 84.

Endlichkann: mau, immer: in der Ab�icht, das- Differen-
zialerazional zu machen, die veräñderlicheGrö��eoder eine

Funktionder�elbeneiner andern veränderlichenGrö}e oder ci-

ner Function der�elbengleich�een„. in welcher man mit Fleiß
einige Grö��envor der Hand unbe�timmtläßt, Um, zum Bei-

�piel,dieFâlle,kennenzu lernen ,-in welchenman

x"dx(a4-bxP
razionalngenfanny,-�o�eeman

Ca dx — 24

wo 4 unbe�timmti�t, Man �indetal�o
q

a + xz Pp
I

Qe
2

Al = ZP E
i

Es
und LEra (Î

Mithin
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e q
4 4.

m ÎMithin|! AT

et

2-4-7 CEN E
x"dx(abx A pp dz

Ennpb /
| AEN

und die�eGrö��ei�teines algebrai�chenIntegralsfähig, 4 mag
m—- 1

Es

be�chaffen�eyn,wie maú will, wenn E
eine ganze,

po�itideZa! oder Null i�.
i

Sid Vs

Eben die�enAusdru> kann man in dem Fall, wenn
m 4: i;

g 4 “

ae 7 eine ganze, verneinte Zahl i�t,razionalmachen,
n : :

|

ton man gp �che.
E E

E

15S, ;

n
Und wenn p= —,» -10 & eine ganze. ungradeZahl

2
X

bezeichnet; �okann man den obigenAusdru> unterdie F. 8.
QAS

vi “DSA

angezeigte Fällebringen, wenn man 4 =&“�eget,und ——

|

e Rt i�t,k' aber eine ganze , ungrade Zahlbedeutet.
a

E
i

Ge AE : 2

Jnnianchen Fällenkannman die Jntegrazionerleichtern,
wenn man die veränderlicheGrö��eeiner �olchenFunktion,wie

i gleich�ezet. Wenn, zum Bei�piel,
SE SA N

VS iat ES

xSdx + adx

\
x

Xx

gegeben i�t,#0�eßeman x =

6
z3dz — az Îdz , E

m

—und man findet —

——

A

rige èz cries Bci
|

welches in eine: Neihevon Monomien und einén Ausdru> von

die�erForm
dz RE

:

— “gaufgeld�etwerden kann.
1 A Zz

i

:

:

|
: Von



158
- Anfanigsgründe

Von der Jntegrazion�olcherDifferenzialien, in_
welchen“zwei oder mehr veränderlicheGrö��en

OprrodteNESc 0008 93
¿

ê

F

-
D

I

a
è

‘De
p 4K fda âne tea: $e 86.

WMun man auf ‘dieRegel züibittle,widewir in ber
Differenzialrechnungfür die Différenziazionmehrerèr veränder-

TichenGrôd��en'gegebenhabens wird: man daraus leicht den

Schlußziehen,daßman, um Differenzialienmehrerer vérât-

derlichenGrö��enzu integriren,alle diejenigeGlieder , welche
in das Differenziale einer und eben der�elbenveränderlichen
Grö��emultiplizirt �ind,zu�ammennchmeu und o integrireu
mü��e,‘als ibenn nur einè eitigeveränderlicheGrö��evorhanden

der alle anderebe�tändig.wären. Differenziirt nian dieß ge-

FudeheIntegrale, indem man nachund uach alle vorkommende .

Größenals veränderlichbetrachtet „und.�ubtrahirt:das Ne�ultat
vo dem vorgegebenenDifferenziale;\o i�tdas gefundeneJn-
tegrale:-völl�tändigzäwofernbei:die�er:Subtraction nichts übrig
bleibt, und eine be�tändigeGrö��ehinzuge�etetwird. - I�taber
ein Ne�tvorhanden ; �owird in „dem�elbendie veränderliche

Grö��e,mit welcher mandie Jntegkazionangefangenhat, nicht
vöôrkornimén.Manverfährt“‘�odannmit die�em’Re�t‘nachder

vörigen'Negelünd'wiederhohletdie�elbebei jedet CIECHEGrö��e.
“

Wenn maa, zumBei�piel, denAusdrüt
; 3X*ydx + xXîdy:4-5%y*dy+ yde

‘

integriren �ollte;�onimmt. mändie zweyGlieder, welchein dx

_

Aplus �ind,nemlich
3x 4 1dy::

7

e

und integrirtdie�elbe�o, als wenn y einebe�tändigeGrd��e.
wäre. Davoni� das JntegräleX 4 5x. „Wirdnundie-

“�erAusdru> wieder differenziirtund das Re�ultatvoudemvor-

gegebenen “Differenziale�ubtrahirt,. �o‘bleibt nichts übrig,
Man folgerthieraus, daß

:

10 wy PRG ——

#498 1

das voll�tändigeJntegrale �ey.
:

rr
Midi rs

+

-

as
: $. 85.
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AE iR tria
i Ss TDT, te aon

“Sollman den Ausdru> to

LuxSdy4 3 ydx xd 2xXzdx Zi bé fe gir:
“

integriren, �ofindet man, wenu alle Glieder, �omit dx viab
tiplizirt �ind,zu�ammen:genommen werden, und �ointegrirt
wird , als wenn y und

UA
be�täudigeGrö��en.wären, das Junte-

:

e Ign EW T1 ieh abee”das.

E REact

5
Z

|

davon i�t das Jutegrale“tesund.die�eszu‘dem'adedlvéith
addirt ; giebtfürdasvoll�tändigeIntegrale6M

Hilado e TE FIOS éni
0 “68

if ¡e

jf

Weil es abernicht möglichi�t«ein jedesSifiátuenin
welchemmehrere veränderlicheGröô��en-vorkor1men, zu integriz
renz �oi�tes nothwendig,die Fällekennen zu Enesin „webochendie Sache möglichi�t

RNSon |

Es �eyPdx 4- Ldyeine Differentialtidin welcher
P, Q Functionen von,x undy �ind.Wenn die�elbeeiner Înte-
grazion fähig�eyn�oll; �omußdas Differenzialevon P, wenn

y alleinveränderlichbetrachtetwird, dividirt zit dy, gleich;�eyn
dem Differenzialevon 0 , wenn œ allein vetänderlichangenom
men wird, dividirtmit dx: ein Saß,AAA

man folgenderge�tält:

ts ab. do
e 4 AIE

LE

auszudrü>enpflegt.
;

ta) Zéós

Um

i

die�ewichtigeEigen�chaftdesDifferenzial-AusdrudfsPdx A4 0a
zu erwei�en;#0�eyL das voll�tändigeFutégralevon Pdx
+ Ldy. Es i�tal�o =

: Wei
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Weil Pdx das Differenzialevon U i�t,wenn man nur x
als veränderlichannimmt, und PdyväàsDifferenziale:von 1,
wenn y veränderlichangenomnien BO �ohat man, DaeLecqiobigenBeéezeichnungsart, i

AU e U
it Piti i=,

dx” dy /

Den:-exr�tenAusdrükdifferenziire-man o, daß ùur y veränder-

lichbetrachtetwird, und dividire mit y: den zweitenAusdruck
#ó,dáß nur x MCGEBURNEzan wird, und"dividiremit

dxz 0 hat man
dP ddU do ddU

| leads dxædy
BE

| ghiere dyix
Da nunnothivendig einerlei Ne�últatherausfommenmuß,

wenn man eine Function U entweder �odifferenziirt, daß man

zuer�ty und dann x, oder zuer�tx und dann y veränderlich

annimmt;�oi�t

_ddU ddU*“
UM N dxdy :

_

dydxfuworaus folgt
N

Didi es E E

dP i
7

E SE EeS

FPE dx

Es9,/ zum‘Be�piel=? i
QU = YINE kay"

N :

i

Zp io aes

i: P— —x und == 1 erMithiny» DEL
Ms ES 2 "Fern

WitsÉE HiaNN �oYE N

“Kain

xdx +4 ydx 4- xdy
i Gx + 2x9)

woraus folgt.

CAD Vx 2x)
:

aP xy
E

und =
——

(x 4 2xyjt Ï
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do Xy
:

dx (xx 4- 2xy)®
“dP d

Mithin = ‘L.
‘dy ux

Wenn dU = Iy?dx +4 Xy SUNy �oi�t

PW LQ xy
d(Ey? d(æy°)

und (D)
— y =

LLL aas 2

dy dx

$. 90+.

Wenn demnach ein �olchesDifferenzialeunmittelbar inte-

grirt werden �oll; �omuß es die Eigen�chafthaben, daß

dl A0 |

—

——

dy ‘dx

Woferndie�eEigen�chaftnicht �tattfindet; \o i�das vorgege-
bene Differenzialeauch keiner unmittelbaren Integrazionfähig.

So tann, zum Bei�piel,
ydx — xdy ,

oder xylx 4- 2x:y
nicht integriret werden, weil beide Differenzialien die obige Ei-

gen�chaftnicht haben.
Wenngleich aber

Pdx —4-Qdy = 0

' fein voll�tändigesDifferenziale,und demnach auch nicht
M
y

—

dt

i�t;�ofann es dochFällegeben, wo man die Gleichung
Páx 4- Qdy = 0

in ein voll�tändigesDifferenzialeverwandelnkann, wenn mau

nemlich die�elbemit einem gewi��enFäctormultiplizirt, wie wir

bald �ehenwerden. Hat aber das vorgegebeneDifferenziale
dié Eigen�chaft, daß

do

dd
—

dx,

�ointegrirt man nach der Negel des $bten Fphen.
LIntégral Rechn, Wenn

{
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Wenn dU = Ide xpdyz�ofindetman U=I42x,
Und: wenn

dU=(ax 4 by4-c)dx+ x+-fy-+-£dy
{o findet'man

Axx YY
68 E EEES + gy.

x Ó

2

M Ls

Wenn mehrals zwei veränderlicheGrö��enin dem vor-

gegebenen Differenzial- Ausdru> befindlich�ind,das heißt,
wennder�elbedie Ge�talthat

Pdx —4- Quy 4- Rdz
�okannleicht bewie�enwerden , daß

áPE dg,
E dx

dP dR

dz “dx

dd dR

A ‘

CAE LE ay
:

Dênn es fey
:

“EA

Ee U = {(Pdx 4- Qdy + Rdz)

wofern z als eine be�tändigeGrö��eCOLEwird, und dar-
aus folgt

P_i
i de

E y alleineine be�tändigeGrö��e,�oi�t
:

dU — Pdx 4- Rdz

dP dR -

und Lts, maid
242

dz dx

Wennendlich « allein eine be�tändigeGrö��eif ; �oat,man

dU = dy 4- Rdz

“x

:

:

do dR
und —

— —.

: “dz dy
Betrach-
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Vetrachtet man demnach x, y, z zugleichals
ELE Größ

�enz�ohatman
dP i AE dR as dR

zes E di
2.

0: eS “dy i

Wenn die�eAusdrücke wahr �ind,�oi�tPdx 4- Ody 4- Rdz
- ein voll�tändigesDifferenziale, und man integrirt �olchesnah

der Negel des 8$6ten Fphen,
“

Wenn, zum Bei�piel,
dU = 34 2xdx 4 4857 y 4e 2xYtzdz;

fi�t

i

Pay t20,5 0 aii ly Birea Zicätz.
Und man findet gg

Gl
GHC al

| dP

=

Oi
—

— == 1292222
dy dx

dP dR
— EEE Gjtxz
dz <L E

AOE
——=

—
= 8x

Sa 0
LE

N

Daal�o das vorgegebeneDifferenzialeein voll�tändigesDiffe-
renziale_ i�tz�ofindet man VU== x%y*2°, nach der Negel
$. 86.

z

257

Von den Differenzial- Gleichungen.
ES

Ye : 92.

Vun i

in der Differenzial- Gleichungnur zwey veränderliche
Grö��enæ und y vorkommen, und auf der einen Seite x und

dx, auf der audern aber y und dy �ichallein befindenz �obes
ruhet die Jntegrazion eines jeden Gliedes auf den Regeln, die
wir oben bey den Differenzialieneiner einzigenveränderlichen
Gröô��egegebenhaben,

Wenn al�dax” y"dx = byx"dy gegeben‘i�t,‘wodurch
man auf eine allgemeine Art jede zweigliedrigeDifferenzial-Glei-
chung bezeichnenfann z o dividire man

er�tmit y% dann mik

x’; und mgn R xi rd lj“ *dy
:

$43 davon
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davon das Jutegralei�t

Fett
i

ISEE
————

rt

m—r +7
y

4-47

$. 93e

Weil es aber ge�chehen.kann , das entweder das eine oder

das andere Glied der Differenzial-Gleichung, in welcher die

veränderlicheGrößenabge�ondert�ind,oder keines von beiden -

algebrai�chintegrirt werdènfann.: die Gleichung aber entweder

\chon algebrai�chi�, oder dochwenig�tensauf eine algebrai�che
Form gebrachtwerden kann ; o i�tes nôthig, diejenigeFälle,
welche am häufig�tenvorkommen,‘näher kennen zu lernen.
Wenn, zum Bei�piel,in der obigen Gleichung,#—+1 ==— x

und 4 —2=— 7 wârez �overwandelt �ichdie�elbein

Es adx bdy
ZT FF

und man erhält alog.xx = blog.y 4 bsC, weil man annehs
men kann, daß die be�tändigeGrö��eein Logarikthmus�ey.
Die�er:Gleichung faun man eine algebrai�cheForm Es,wenn man �ie �o�chreibt

log.x = log.y*4- log.C = log.Cyb
woraus folgt -

peat Cut
|

;

eine algebrai�cheGleichung.

1

$. 94.

“Wenn nurallein der Erponent4 —#=—=— 7; �owird

ax Trdx =

y

RE EE

und = dlog.y 4- log.'C.
m —YrA 7

Die�erGleichungkann man: eine algebrai�cheForm geben,j

wenn man das er�teGlied mit /og.e multiplizirt, wo nemliche

die Zahl, deren Logarithmus=7- Es i�tmithin
Ix ERRE

eL, di
E

- log. e 0g. y H- log.C.

oder,



der Fntegrälrechnung. 165

EE
: [EIRE

oder, wenn #— 4-1 =p; log.e? = log.Cy*.
:

AND rtitt Ps AES Zs;

Endlich  eP = E LO

$. Ss “fag

Zum EE Bei�pielwollentir

R
M2

erwäßlen,wo das FiveiteGlied das Differenzialeeines Kreis-_
bogens“bezeichnet,de��enSinus =z, und Halbme��er=.

dz
i�t, Es i�tmithinz derSinusvon 4 irs odervou.

�ndx,das i�t,vonnx—- C. Man erhlt al�o

:

z= Sin (ux 4-O.
Auf ebendie�eArt würde man aus der Gleichung

ES

z
| dz

StA

Hax = ——

-

y

f

:

V(1 TAE, 2Z) X

folgern 2 = Có�in.(uxC).

tr $. 96,

“Weil—
zeichnet,Í de��enÉinièale—z und Halbme��eres i�t;x 0
RS

man aus der

A

-

das
3

Viftercgiale,einesKreisbogensez

E

i

:

y

|

1 EAR di ta iadageny
daß 2 == i Pin: (nx LS �ey.

‘bdz

_Wáreaber ndx = Scabies man�ollte
__ a-fzz

der�elben�idie Form, wie der vorigen“gebenz:0 �eßeman

t=; wo 2! eine be�tändigeGrö��ebedeutet, Der OLI us.
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y

AusdrucÉverwandelt�ichal�oin ; �etman fm?= a,

bmndu

art-fnu?
;

a
: 7

L

�oif m=1/- —, mithin erhältman
s

L: E
a

b/— du

udx =

-

.

i 1s BU StE

—

du AE

und i

—— Ff
i

L

T1 #&s

folglichu ======= U/LSs Tung,(F#+c)
Eüdlih 2 =1/—

7 Tang.(F/ af C).
$. 97.

In die�en‘AusdrückenSin. (nx 4- C); Tang.iat O),
welche wir eben gefundenhaben „, bezeichnetnx 4- C die ab�o-

lute Lange des Bogens in Theilen des Halbme��ers.Weil es
aber bequemeri�t,wenn man den Bogen durch die Anzahl der

Grade, die er enthält,als durch �eineab�oluteLängeausdrü>t,
�omuß man dergleichen Größen dur die Anzahl der Grade,
welche der Bogen enthält, ‘zube�timmenwi��en;welcheAb�icht
leicht erhalten wird, wenn man die gegebeneLängedes Bogens
durch die Anzahl der’ Theile vom Halbmé��er,welche ein Grad

enthalt, d. i. durch 0,0774533 dividiret, oder welches einer-

ley Né�ultatgeben wird, mit 57,2974766 multipliziret.
Der Sinus eines Bogens , de��enLänge—6&,und der Sinus

eines Bogens, de��enAnzahlGrade durch.biegen2974166
ausgedrut wird , fs dena gleichbedeutendeAusdrücke,

g. e
ndæ

gs

dyEnineea
—— ge eben, wo beideVD MED

1

GliederdieDifferenzialienvon Kreisbogenbezeichnen,welche
�ich
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_ �i<==: x verhalten, und deren Sinus & und y �ind;�omuß

man ein jedes die�erDifferenzia‘ienrazional machen, wenn man

integriren-will, und dieß ge�chiehet,wenn man |

VC — xx) = (— DZ

und Vr — 1) = (— D —t

�eßet,Dadurch wird die Gleichung in die�e

NUE OL

te SGI 4703

verwandelt ; denn es i�t
x (—2)-ferinis dte ard—Z

_xædæ:

ithi d EE E ESE m EE: d
mithin x (— 1) Zr E Les

zZ

dæ(x—4-v/Coca— I)a
oder = dz ;

Va)

dlich
ndx

:

ndz

en t
——— =———— — à

| (1 — Xx) XV (XX — 1D
1

Fernerwird auf eben die�eArt gefunden
dy dt

i

j

Va IE
Daher ‘i�t

Y

|

| ndz dE

VED aN
und

ndz(y+-V Lia 1):= di(x+ WVC— 1)
oder

ndz(y/—1—VC tA = di(riiis _— Vans)
d. h. ndz. == dE

endlich LEAZe es
|

N A

und davon i�tdas Integrale -

nlog.z = log.tlg. G.

oder C=.
“und toenn man �tattx und z ihre Werthe �egzet,

C(y/ —)— a=
==

uE(— CI E
wel-

=
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welche.Gleichung auf eine allgemeineArt das Verhältnißder
Sinus x und y zweier Bogen bezeichuet, davon der eine das

mehrfache des andern i�t. Um aber die�eGleichunganwenden

zu können, muß man zuer�tdie be�tändigeGrö��eC be�timmen.
Nun kann man annehmen , daß die beide Bogen einerlei An-

fang haben, folglih x und. y zugleicher Zeit ver�chwinden; in

die�emFall verwandelt �ichdie Gleichung in

— (CVtE DEC (— 1)”.
Nun i� aber (— 7)” entweder eine bejahte oder verneinte

Gröôße, je nachdem7 eine grade oder ungrade Zahl i�; man

erhâlt al�o— (= oder C=——_7x; wo das obere Zei-

chen für den Fall gehört,da 2: eine grade, und das untere,
da 2 eine ungrade Zahl i�t;man bekommt al�oendlich

+ ——V/(1— D) =(/—r —V(1— xx),
Î

:

$. 99.

In jedem be�ondernFall i�es leicht, die unmögliche
Grôßen wegzu�chaffen; das einfach�teMittel be�tehetdarin,
alle Glieder der Gleichung auf eine Seite zu bringen, und die

Summe der reellen Grô��en=—0zu �e6en; alsdenn i�t die übrig-
bleibende Gleichung mit 1/— - theilbar, und eben die�elbe,
welche man findet, wenn man die Summe der reellen Grö��en
=0 �eßet.Es �ey7 zum Bey�piel,#n=82, �oi�t

== (1 —y9)
X 2X — 1 (1 — xx) bf XE

Oder e

EN
i

t

i

VC — yA 2XX— 7 4 2X VV— V/ (1 — Xx)
N

——/V — 1 =0:
i

Sett man nun =0 die Summeder reellenGröô��enz�oi�t
:

VC(r—yy)A- 2XxX—- 1 = 08
und die obige Gleichungverwandelt �ichin

2x (— D (1 — xX) —yV/— 1 = 0,

welche mit }/— x dividirt, giebt
; 2x Cr — xX) — Y = 0

oder y=2x1/ (1 — xx).
Erhebtman nun die�eGleichung , und die Gleichung

CE 4 EN Ae F AZO
:

oder
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oder vielmehr¡/(7—y) = 1— 2xx in das; Quadratz �o
erhâltman ein und eben da��elbeNS:

5

Ce

5

ROO

Aufeben die�eArt kann mán die Co�inusund Tangenten
der Bogen finden, welche das mehrfache von einem andern 10Wasdie�e letztern betrift ; �ointegrirt man

ndx dy

Tax 1419
wenn man 7 —4—xx in die Faktoren :

(rA — 17 SEUA
und 7—-4/y in die Faktoren -

(1 Es 7)

zerlegtund �etzet :

: LS

nde
y Adx Bdxæ

y

14x :C25 A CE:
 ddx—+-Bdx— Axdx V/V— 1 4- Bxdx / — 7

E

1 A-xXxX

oder ndx— Adx 4- Bdx — Axdx /— 1 4- Bxdx V/V_—r
n Fc

und daraus findet man 4=B=—. Daher
;

E

ndx =: — dx- — dx

I —- XX ES LED cti

fi e: ZS
(1X —— D) (12408 y mai: BRHOILS

Mithin

nies
n

]
rax — 1

E
E

E
(8: =) :

:

Eben �ofindet man - EOS
áy ry /— 7

eS
— tes )y Es Îepne Y Ue

Endlich

a) = SE: + log.C
1 XV TM — 1

oder
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ober (ed A c(—2)He

e

AN E y,
odex vielmehr

(= (=L=) = EL)
g. IOI,

Weil wir nun �chonmit die�erMaterie be�chäftiget�ind,
�otvóllén wir eine Methode lehren, die Sinus und Co�inusauf
eine andere Art, als gewöhnlichge�chiehet, auszudrüken. Es

�eyal�o
dy

de ami
TVC —up

wodurch das Verhältnißzwi�chendem Bogen x und i Si-
nus y ausgedrücktroird. Man�etze

V(1— y) =y/— 7 —2; o hat man

UE
—_—dx

L. dz
oder

: da Azel
2

davondas Jntegrale
:

log.z —=—_— x|/— 1 A-log. C

oder log.z=—x\/—1 log.e+-log.C i�t,

Endlich Er
und wenn man �tatt z �einenWerth �etet

r= CZE,
Die be�täudigeGrö��ekann man leicht be�timmen,wenn man
bedenkt, daß der Bogen und der Sînus zu gleicherZeit ver-

�chwindenmü��en.Denn dadurch erhältman
|

VT =€.

Mithin VP= E
Folglih  y/(7—yy)1 LEA ESE Ss

7 Let
—_ 7 at

erner
Cpus y

¿re
4

SB ÉE

ZL

Weil
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Weil;nun Agrifie:X; �ohat manie dt Jerte zf 43
:

“et E
5

Á
TEE

Segetman in das zweite GliedGrGldickuna41

= ET
�tatty denebengefundenenWerthz �oerhältman

Sin.x=

úet
SLM N = — ZL

€

VCE— y) = Co�tix = ————— LER* EPS
è

è
4 VE

eO A E
e

Wir kehren nun zu disJutegrazionderDifferenzialeGleis
<ungen Ha :

; ;

E

; $.
-

102.

Wenn man die veränderlicheGrö��enin der vorgegebenen
Differenzial- Gleichungnoch nicht von einanderabge�ondert

“ hat z �o.iuß man er�t ver�uchen, die Gleichung#9 wie�iei�t,
zu integriren, Denn es kann �eyn,daß

da dB

dy
—

dx
wenn dx a Bdy= 0, dievorgegebeneDifferenzial- Gleis:
chung i�, Findetdie�eE e �tatt, �ointegrirt man , wie

oben$. 86.gezeigtworden i�t.

ES cn

Es ift aber auh mdglich, daßdie�eBedingungnicht �tatt
findet und die Gleichungdoch einerJutegrazionfähigi�t: aber‘
�iei�tes nur alsdenn, wenn man ‘�iemit einem gewi��enFaktor,
der eine Funktionvon æ und y i�t,multipliziret,Es �ey2.
die�erFaktor. Sodenn muß

“

ILIA

E E

 APdx + BPdyy=o

ein voll�tändigesDifferenziale�eyn,und mithin
d( AP) d(BP)

— E

EEE

———

dy: Pr dx

=

Es
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Es kommtal�odarauf an, für P die gehdrigeFunktion
von x, y zu finden. ‘Daaber die�eUnter�uchung�ehrweitläuf-
tig i�t; 0 werden wir uns blos auf den Fall ein�chränken,
wenn P entweder nur ‘eine Funktionvon x, oder nur eine

Funktion von y i�t:Nimmétman den er�tenFall anzo finder
man

da dP E dB
E R 4 “0x <0

woraus folgt
E FOA A
—={——— dx

Þ dy dx
SES

B�Manfindetal�oP leiht, wenn der Ausdru>

dA dEl

dydx
/

B

eineFunktion-vonx i�t, und dießmuß nothwendig�egn+ wenn

ÞPeine Funktion von x �eyn�oll.

g. ESE

Dadurchwird manin den Stand ge�eßet, aufeine allge-
meine Art jedeGleichungoon die�erGe�talt

|

2s Xy1dy4 Xy dx Ir 7 y'dx =S0

zu'integriren, wo nemlih X, Xy - gewi��eFunktionenvon x,

fowie 4, 7 gewi��ewillkührlicheExponentenbezeichnen.
_Mandividire.die�e.Gleichungmit Aundy”; �egeaber

y ZA

F=, und =F #6 erhältaw
: y!-rdy4- a tde Fáx= 0.

Umdie�eGleichungintegriren zu Édnnen,�o:multiplizire man:

die�elbemit P, welchesnemlich;eine Funktion von x i�t,und
man erhalt |

Py dit 4- FP is 4 FPdx = 0.

Daal�o L eine Funktion“von x_ i�; �oi�tauch FP eine

Funftionvon x, und /l' Pax findet man leichtvermittel�tder

y oben
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oben gegebenenRegeln.- Es fommtal�onur noh darautan,
daß erwie�enwerde, es y

Py dy + FP rT daæ

eint voll�tändigesDifferenziale,und dazuwird erfodertz daß
dey) dry E—— ——

dx
: dy

dP
:

i

GE

er EEE 1q17 "EFP,
X

dP
:

woraus folgt ——=(—"—+1Fdx;

mithin log.P=�(4—r + 1Fdx.log.e \

ik Pelar Vis,

Die�enWerth von P in die Gleichung

Py1T rdy-+ etc.

ge�etztas integrirt , giebt

dE
iSd E

Ich habebei der Jutegrazion der Gleichung, wodur< P

be�timmtworden i�t,keine be�tändigeGrö��ehinzuge�eßt,weil

keine Bedingung vorhandeni� , aus welcher man �iebe�timmen

Zarge näle + (F'dxe�a-11x + C=0

kónnte,und man al�oberechtigeti�t,die�elbe=0 zu �egen.

i $. 105. di

Zum Bei�piel, man�oll “

|

GÉ.

E

+ (x + æ+f)dx=0

integriren-Multiplizirtman mit dew Faktor LP; �ofindet
man

:

aydx

E

Pdy+

Es mußal�o�eyn
Py

aP x Þ aP
===;
áx dif Xx

 ayPd. ES

—Pd + x4 fodxz= et:

Mite
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E
LE E A

|

ES 7°

und E log.Þ — alog.e

oder P==x*. Die obigeGleichung verwandelt�i al�sin
xidy+ ax "ydæ + bx dx + cx dx + fx'dx—0,
deren Jutegrale

bers
:

cxti-r-2 ea EE

LESE - EEa 3 a—4- 2 4-7
Xy

i�t,

$. 106.

Die vorige allgemeine Gleichung; welche integrirt wor-

den, kômme ôfters vor, und die Methode, deren“ wirk uns bei

die�erJntegrazionbedienet haben,läßt�ichauf mehrere derglei-
chenFälle anwenden. Sind die beideGleichungen

i dx—- ady + (x 4 cy)Tdt = 0

‘und
© Kix 4-ady 4 (bx + cy)Tdt = 0

gegeben, wo LTeine gewi��eFunktion von 7 i�t;�ofindet man

das Jutegraledie�erbeiden

E durch die vorhergehende
e auf folgende Art. Ï

“Man multiplizire eine der�elben,zum Bei�piel,die er�te,

mit einem unbe�timmten, aber be�tändigenCoeffizienten£25»und

addire �iezu der zweiten. Die “Summe beider. Gleichungen
multiplizire man mit dem Faktor ÞP,welcher eine Funktionvon

z i�; �oerhâltman

R (gPHP)de+ GaPA-dPy
_4- [(gbP 4- b'P)x4- (géeP4c Py] Tdt =

Weil nun die�eGleichungein ee digesDifnd.
�eynfollz �ohat man

:

degP+ KP)
e

LE

[CP + bPyx+ CgcP4-ePw)T]
“AX

IL
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fü
dcgaP4- aP)

3

.

Te
ouh

d[(gbP 4- è Px 4 eP + c P)T]
; dy

E

degP1-kP) dgaP- aP)
I ————— = ——————

dy dx

Da nun P ganz allein eine Funktion von 7 i�;�overwandelt

�ichdie leßteGleichung in Null, Aus den beiden er�tenGleis

chungenfindet man aber : E:

aP
+t =C—+

bPT

dP gb 1b
oder tf au

Seeta EOS

PEE
:

dP

und (ga+a) (ge 4-c)TP

dP CLT
oder — = A Tdt,

a ga +4- a

EN gc Ac cb 4b
._ Mithin —Tdt =

—— — Tdt ,

ga 4 Bt
4

[)

rb

4-

b
oder

FimAA Seis
Re

5

ga 4 a g HA &

eine Gleichung vom zweiten Grade, woraus man al�ofür g
zwei Werthe findet,

|

Ff nun 2 bekannt, �ofindetman leicht D, weil man aus

der Gleichung AE

dP bb
n E Ss

P gk
: bb
findet log.P= E Tát

by,
'

oder Panet
Tr gz
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Weil angenommen toorden i�t, daß

CgPH4- kP)dx+ (gaP +4 'P)dy
4- [C(góP4 b'P)x4- (geP 4 cPy] Tdt = 0

einvoll�tändigesDifferenziale�eyn,o i�auch
:

(gP 4+ kP)dx 4- (gaP 4- a P)dy= 0
:

ein voll�tändigesDifferenziale, wenn man

+

als eine be�tändige.

Grö��ebetrachtet. Daheri�t das Integrale
(gP 4 kP)x 4 CgaP+ aPy + C=

Bezeichnet man mit g den er�tenWerth, den man für die�e

Grö��eaus der obigenGleichung vom zweitenGradfindet, mit

g den zweitenWerth der�elben,endlich mit P“den Werth von

P ,' wenn 2 �tatt&ge�etzetwird; �oerhältman die�eGleichung

EZE4 kP')x 4 (g'aPaP WC = 95

wo Ceine be�tändigeGrö��eanzeigt. Aus die�enbeiden Glei-

chungenla��en�ichdie Grö��enx und y in Funktionenvon 7 und

hinwiederum 7 in Funktionen von x und y be�timmen.Da-

durch bahnet man
�ichden Weg, die obige Gleichung zu inte-

griren.
: Ce %D>,

Wenndie vorgegebeneDifferenzial- GleichungE uner

die Fälle, welchewir bisherbetrachtet haben, gebdret; �omuß
man ver�uchen, ob man die veräuderlicheGrö��ennicht von ein-

ander ab�ondernkönne.

-

Oefters gehörethiezu weiter nichts,
als die Anwendung der gewöhnlichenRegelnder Algebra. Jn
andern Fällenaber muß man zu Verwandlungen �eineZuflucht
nehmen. Jedochgiebt es eine gro��eMenge �olcherGleichuñ-

gen , bei welcheneinè �chi>li<eVerwandlung, die man vor-

nehmen muß, die veränderlicheGrö��envon einanderabzu�ori-
dern , nochnicht bekannt i�t,

$. 108,

In MAGleichung“
x"dx 4- bytlx"dx= ytdy(e4- fxty

�ondertman N veränderlicheGrö��enleicht von einander ab,
wenn man �chreibt :

(a 4 b)x'dx = ydy(e4- fx)
und
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o fe E
(enf (at

deren Jntegrazion von der JutegrazionzweitheilichterDifferen-
/ zialienmit einer MamersGrö��eabhängt.

und -*

$e 109,

Hat man aber
gxdx = axtydy 4- 20bx®ig —- abfdy

�o�ichetman wohl, daß man die�eGleichungauch �o
:

gxdx = (xt 4+ 2bx*y*4 bAyDaydy
== VeLade

�chreibenfônne. Mit geringerAufmerk�amkeitwirdman

8hen, daßdie Ab�onderungmöglichi�t- wenn man
i

�et
>

ei x°+ LY ie Zs
mithin x —z—
und xdx = td2z- A budy;

Ges�ub�tituirterhältman
|

 Egd2 — gbydy=

Site

uzzyig
|

rde
is endlichrF e ydy,welches[eichtWEAwerden
fann. :

:

E

o e 110 ;

:

“Manfanniin allen homogenenGleichungen,
tw

vo:vrsver-
ándetlicheGrö��envorkommen, das heißt, in �olhcn,wo.
und 4 in einem jeden Gliede, �iemögen�i<nun bei�ammen
oder allein befinden, einerlei Ausme��unghaben, die beide ver-

änderlicheGrö��envon einander ab�ondern.Denues
�eyAdx 4- Bdy =0. -

n

eine homogene Gleichung.Man dividiremit einer

:

Pote�tát
von o, deren Exponent #ogroßi�t,als die Anzahlder Ans-

: me��ungender Gleichung,I�tdießge�chehen, �o�indin den

Coeffizienten4, B nur nochPote�tátenvou—
u

und ‘be�tándige
Grö��envorhanden , und man wird die obigeGleichungfüglich
dur

Fdx +4- Fdy = 0
R

Integral Rechn,
: M bezeich
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bezeichnenkônnen,wo FzF' Funktionenvon—und be�tändi-
pz Lis— ydx

genGrö��en�ind.Weil
1

nunA gap
E

LER�oi�t
NS

X

E =a(L)4 — dy: Sett man

nO—=2zy

dz d:

�ohat man dé — + —,Wèrdendie�eWerthe in

die obige Gleichung ge�ekt,�oerhâlétman
AIs

Fydz Fdy
1s DM ivi A —

pt F ‘dy=rub 4D

SE
wo nunmehr F und F Funktionen vonz und be�tändigenGröß

-

�en�ind. Aus die�erGleichungfindetmanaber
D

wS Tae
:

a

La Fz 4 Ezz FE
!

wo al�odie veränderliche:Grö��envöllig.von ánguberfue
“dert �ind,weil auch in FF,A feineandereraEberlicheGrö��e

nite vals E vérfönmme Baa
2

—

—=
Zum Bei�piel,man fn A

y?dx 4- y°xdy4 bxèdy=0
integriren, welcheseine homogene Gleichung i�t,in welcher die

\ Anzahldex Ausme��ungen=23;5 man ’dividire mit x? und

GME:
SEL D

dx ydy
ratet
QE

Son,�ehe= RELE =
—; 0 wird

X Zz
Yale

4+ tbdy.=0.

;

be
5

zdy— -ydz
A nE OIE==

:

bi 22

Daherverwandelt\ichdie obige Gleichungin
z“dy— yzdzA- 2‘dy4 ENE— 05

woraus folgt
|

y 2224:
E :

(tf:
E y detei?



der E. : E

deren Integrale =

log.y= Zlog.N E 6)e hog.

C

C,
oder = C22 + b)#,

E
oder = C WES (2 H

MCAI L440
OE

- Es würde al�o�ehrvortheilhaft �eyn,wenn manalle
Gleichungenhomogen machen kênnte. Dazu i�t-aberfeine
allgemeine Methode vorhanden; 5 �ondernman muß �ichder
Verwandlungen bedienen. * Diejenigen, von welchen man. �ich
einigen Nuten ver�prechenkann , be�tehendarin : eine der verz

änderlichenGrößenoder eine Funktionder�elben,odér auch eine -

Funktion zweyer veränderlichenGrö��eneiner Funktioneiner
neuen verändetlichen Grö��egleich“zu �eßen,welche auf eine

Pote�tâterhobenwird , deren Exponent unbe�timmti�t,

-

Diefe-
Exponentenbe�timmtman alsdenn durch die Bedingung,

daßdie verwandelteGleichunghomogen�eyn�oll.
i

Wenn man z. B.die Fällewollte kennen lernen, in wel-

chendie Gleichung alva

j ax"dx 4- byxtdy4 cytdy = 0;

(worunter man jede Gleichungmit dreyGliedernver�tehenfann)
homogen wird; �o�ezeman x==2* und manerhâlt: :

alzi tde 4 by/tz1idy+ cytdy = 0.

__

Wenn nun die�cGleichunghomogen�eyn�oll; �omuß

k=qh 4-1, und.& = M
Agemithin

n4-r dw 4h
= —_—— und Kants Siate

Avr E
¿nas

o LAL
�eyn.

Wennal�o die Exponenten &, 4, # und n �obe�chaffen
�ind,daß die legte Bedingung �tattfinden kannz �oi� die“

Gleichunghomogen, und man fann die SE Grö��en.
von einandex ab�ondern.

E SEM
Wd

1:

Pq
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Von den Differenzial- Gleichungender zweyten;
;

_" dritten u. \. w.- Ordnung. ="

,

$e I 125!

Ii man bei der fernern Differenziazionder Differenzial-
Gleichungen ein heliebiges*Differenzialeals eine be�tändige
Grö��eannimmt; �o-dienetdie�erUm�tandin vielen-Fällendie

Întegrazion*zuerleichtern. Da es- aber ge�chiehet,daß bei

der Differenziaziongrade ein �olches-Differenzialeals be�täudig
angenommen -wordew i�t,welches die Jutegrazion er�chweret5

�omü��enwir damit anfangen , die: Methode: zu erklâren,wie

an éine Differenzial- Gleichung, in welcher ein gewi��esDif-
férenzialeals be�tändigeGrö��ebetrachtet wird ,- in eine �olche

vérwandeln könne„ in welcher alle Differenzialien-veränderlich
«ängenommen'werden. - J�tdie�eVerwandlung ge�chehen, #0

kannman �odenndas tauglich�teDifferenzialebe�tändigauneh-
men. Es �eyal�o

Dat di MdA Bdxdy ts Cdy?t- Dddy—2
welches eine Differenzialgleihung zweier veränderlichenGrö��en
und von der zweitenOrdnung i�t, in welcher dxbe�tändigan-

genommen. worden i�t.

.

Man dividire die�eGleichungmit dx,
�oerhâlt1 E :

Î

:

dy dy
Adx 4+ Bdy 4- C

5
+ Dd

|

— P=o0
N L

x

E

dx

welche mit der vorigen ganz einerley i�t. So lange nemli<.
dx be�tändigSEE wirdz �oi�

i

iy ddyd ZEE
/ dx y “dx

Soll aber 4x veränderlicha �ohatman
:

dy dæddy — dyddxædi lis Farad cs
=

dx dx?
DieobigeGleichungvertvaudelt�ichal�oin

Cds? dxddy — dyddx
Adx 4- Bdy A- H DES ———

dx dx*

in welcher alleDifferenzialienveränderlich�ind.

—

=0

Es

4



der Integralrechnung.
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Es �efernereine Gleichung von der drittenHentvie

«
Adxs 4- Bdx?dy 4- Cdy?dx4- DayPA Edxddy

+ fdydiy + Gdy = 0

gegeben,in (welcherdx be�tändigangenommen i�t.

Mandividire die�elbemit 4x°, �ohat man

Cd »

-

Ddy? Edd.

|

Adx+ Bdy
ZA St MENE

ERE LS
‘dx ida UN OX -aX

Gy
:

¿l28
x

dx
E

E manBuch�o�chreibenfann: :

S E:Adx + BdyE cl (2E
e)

und in die�er“Gleichung.�indalleDifferenzialienveränderlichait-z

genommen worden. :

UBE= K

Es
�ey,zunBei�tielyF

gegeben, n dx dtätetsi. Man �iehetnichtgleich, wie

man das Jntegrale die�erGleichung findenfônne,Sett man
aber 4æveränderlichund. �chreibt

:

dy?
|

aS
dxdy — — = (adxE xdx)d 2 Zier

dx

�okann man.in die�erangezeigtenDifferenziazion.dybe�tändig
annehmen,in welcherVoraus�egungman uedy? dd:

dxdy — ÉE
=

— (adx—- TZ eS
2

UNE

oder dx? 4 xddx 4- “Bs 28 dy?=90

und davon i�tdas Jutegrale
:

pf_œdx+ adx— ydy+ Cdi= 0, 6

R M 4 Alnbém
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indem tan eine be�tändigeGröô��evon eben der Ordung, wie

das Jutegrale, Nngoreemuß. Die�eEs us
neue

integrixt, giebt 5
xS y° j

ar AC ==.0»

C E14

Wenndie�esVerfahrenerlaubt �eyn�oll; �omußgezeigt
werden,

-

daß der Ausdru>

dx?ty — dP = adxddy4- xdxddy
in welchemdx be�tändigangenommen worden, nicht verändert

werde, wenn man dx und dy veränderlich,und endlich dy be-

�tändig,dæ aber veränderlichannimmt. Um die�eszu unter-

�uchen,bedenke man, daß zwi�cheny und x �tetsein gewi��es
Verhältniß�tattfinden werde, und daß mithin �tetsdy — pdx
�ey. Jf nun dx eine be�tändigeGrö��e;�owird ddy=—dpdx
undder obigeAusdruverwandelt �ichin

px? —— pdx? = adpd:? 4- xdpdxt
oder in

(p— P)= (a A
dx

�t dx eine veränderlicheGrö��e,�owird
zgi 3

dædy—
u == (#4 X)dxXdSi Ra dx dx

_odee
4

dx*?dy— dy? = adxdy— adyddx 4 xdxdiy— xdyddx
und da

i

: dy = páddx+- dpdx
�o: wird EES a SE

(pP — Pds == adpdx* +4 xdpdx?*
odet E

EZZ

LE
IRES

AS

| dp
(PP

—

pP?) e EID
wie vorhin.

E E

I�t dy be�tändig,
-

�owird
dx?dy — dy? = —

E + ditt
b oder
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oder D
BEL: A

ls _dx* + addx 4- xddx == dy*
das heißt : ts

:

i

xt aun6xLz
4

SAE
ZL pS

E

Endlich

GPUS
‘ei in dènbeiden odrigenFällen,

E: F._ ATE
“DieArt5 DifferenzialienmehrererCIE Gilits

zu integriren, welche. wir F.-86. erklâret haben , läßt�ich.auf

Differenzialausdrücke.von allen, Ordnungen anwenden, wenn

man die Differenzialienddxy dds dix dy u. 0. als

‘eben�ovieleveränderlicheGrö��enbetrachtet,
_

Wenn man al�o

wy?ddy 4 25d? + (2xy 4 3X dxdy 4 2xdx
wo dx be�tändigangenommen wird, integriren �oll;�o-inte-

grire man zuer�t�o,als wenn day allein veränderlichware,
wodurch man erhält x?y?dy. Dieß differenzürt, giebt

3x dxdy+ 2xydy* 4 y diy
j

ele von dem vorgegebènenDifferenzialabgezogen,
21xdx& 1- 2x*ydXdy

zum Ne�tlâgt.Man!integrie die�enAusdruck 0 als iveñn
nur y veränderlichwärey und man erhâle

‘

UTE dx.
j

u ts

ch differenziiredie�esJntegral,, und zieheveD
2x*ydydx -1- 2y*Xdwœ®}

von dem vorigenNe�tab, und da nichts übrig,Like:Z �ofolgt,

daßdas Jutegrale des gegebenenDifferenzialausdrucksi�t

xy?dy 4 xX°y°dx4- Cdx

, weil man eine be�tändigeGrö��evon ebenderOrdnung,ie

dasBego oiehenmuß. tr

LS CT 74 E

Â

M4
ts

F. 116,Gd

à

Gs
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Alufebendie�eArt intkegrirt man auh Differènzialglei-
<ungen , wenn �ienemlich in der vorgegebenen Ge�talteiner

Integraziónfähig�ind,welches man daraus �ehenkann , wenn

der leßteNe�t,wie ebengezeigt worden, Null i�t,

F�tdie�erRe�tnicht Null ; �odarf man daraus doh noh .

nicht �chließen,daß die vogiachtinDifferenzialgleichungkeiner

Jnktegrazionfähig�ey.Da man nemlich die zwei Glieder einer

Gleichungmit einer Grö��emultipliziren oder dividiren fann,
�ofann es einen Faktor geben, welcher, in die Gleichungmul-

tiplizirt, die�elbeeiner Jutegrazionfähigmacht.
Die allgemeineBe�chaffenheitdie�esFactors zu finden,

i�t’eineUnter�uchung, deren Weitläuftigkeitun�ererAb�ichtnicht
ent�pricht,Wir begnügenuns die Methode, deren man \i{<
bei die�erUnter�uchungbedienen muß, bei einem Falle zu erfklä-

ren, welcher bei phy�i�ch- mathemati�chenAufgaben öfters vor-
"

kommen fann, Die Nede i�tnemlich von Gleichungendie�er
Art : ‘

ddy + adydx4- Lyd?4+ Xd =o
oder

“dy 4- addydx4- bdydx®4 as 4- Xdx?=
= 0,

oder allgemein

d'y —rad*Tydx 4- bd*—?ydx+..  mydx“*4- Xdx*— 0

wo dx eine be�tändigeGrö��e,�owie 4, 6, c u. \. w. be�tändige
“Coeffizienten, X aber-eine Function von œ bezeichnet.

Gleichungendie�erArt werden durch die Multiplicazion
_ einesFactors , welcher eine Function von x i�, einer Jutegra-

zionfähig, und die�enFactorfindet man

folgenderge�talez:

Es �eydie Gleichung
|

ddy 4- adydx 4- bydx*4- Xdx2?— 0.

“gegebenz man zerlegedas Glied 44ydx in die beideandere

Kdydx uud (4—K)dydxz
�oerhältman die neue Gleichung ES
diy + Kiydx4- (a — K)dydx —4-bydx?4- Xdx? = 0,

two K eine be�tändige,aber noh unbekannte Grö��ebezeichnet.

Nun�estman, daßdie�eBleihunseiner Integrazionfähig
werde,
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tverde, wenn man �iemit einem Faktor-Pz der eineFunktion
von œ i�t,multipliziret. ‘DiéGleichung ==

+

Pddy+ PKdydx +[P (a— Ky + Pbydx+ PXdxJdx=o

muß al�o,vermögeder Voraus�eßung,ein voll�tändigesth
renziale �eyn,und daher werden folgende Gleichungen�taté
finden,

dP dPKds)

Ls vi ddy
:

dP d[/ (a— Kodyvi Pbydx—-PXdx]
H, — #2

:

1 (PRPKdæ)ES K)ydy+Pbydx+ PXds]
2

de dy (

Aus der er�tenGleichung findet man nichts, weil P undK keiñe

Funktiouen von y und dy �ind. Aus der zweyten findet man

bei der nemlichenVoraus�eßzung
dP zZ

dx
:

und aus der dritten : a
:

KdP :

mids!

|

Ete Pb
ax

zs

i

aP

Sucht man aus die�enGleichungendie Werthe von 75 �ohat

man
A 3

:

N
AE SLA

er�tlich
: EE E

d alsdann
i

Ss

: E
a E Lebe — «

EE)
7

und Z = 2
Die�ebeideWerthe einander gleichge�eget,giebt

*

re KK —aK4b=o0;
:

:

man findet mithin K aus einer Gleichung vom zweitenGráde
und erhältfür da��elbezwei Werthe, welchewir mit undy
vad wollen, Es i�t.demnach

:

i
RE

- i. h
mo

“Ms Ses

>.
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AD:155. Dd 33d a

— = ——, und folglich
P3908

ES

De k bx

log:Pi=—; “mihiP=enm

DieobigeGleichung
an

Pddy 4 u. �w.

pSdecus �h al�oin :

be, E

bx Fi

_-ddye%+ yde 4 mdydxem

bx bx

dsSES + Xdxtem — 0.

 Rames- Cw:TE 7s i

Die�eGleichung:integrirtman

a Zuer�t

�uchtman das Jutegraledes Gliedesddye
m

m i in der Voraus-

�e6ung,daß ddy allein- eine veränderlicheGrö��e�ey,und er-

bx

hält dyem Mandifferenziire die�esIntegraleund fubtra-
hire das Re�ultatvon der obigenGleichungz �oerhältman

b
x

(= a— —
— m JeydxeM

m

be de
+ bydx?en4 Xdx? emtez Qs

Aus der Gleichung
KK— aK è = 0

oder m — am + b — 0

E
findet man, M— a — = 0,

b
oder A ————M=0.

i

EA
Ï m

:

Mithin i�t
:

/

: e

iS

Ez

ba iba be

mdydxen bydx?en+ Xdxtem— 0
:

Dié
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die Gleichung,derenIntegraleman eEzu findenhat.Man

be
integriredas Gliedmáydxe

n

mu #0, als wennnur y eineverâns
derlicheGrö��ewäre, und man erhält

be
:

: mydxen

zum zweitenGliede des Jntegrals. Dießdiffeceiunddas
ES von dem er�tenNe�tabgezogen,bleibt

be

E Xdx®em

de��enIntegralewirallgemeindur<
:

be
»

| i de�Ydxenm

bezeichnenund leichtgefunden werden kann, weil nur eine ver-
ânderlicheGrö��evorkommt. |

-

DasvollfrändigeIntegrale i�tal�o

de
; bx bx

|

dyemn1 mydxen dx�XYdxem— C
L

Ste Ln C
;

—_

be be
— bx

dy 4- mydx-4- dxe m �Xdxen= Cem

Weil aber keineUrfache vorhandeni�, warum man eher den

Werth 72, als den Werth 7 von K gebeaugen�ollte,fo er-
HâltmanTAEdie�eGleichung

— bx bx ZDIE E E

: M: UMEhd
7» {Xdxen =

== Ce.

unddaraus endlich |

|

Sh

:

me —tee R Sio a

be

|

I
tid — Cé E

mi

fRdiém.— er
x

hize

g. 118
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Wáre eiñe Differénzialgleichungvon der dritten

en

Ordnung
egeben : �overfährtiman‘aufdieog cad Art.

Eine �olche�eyz. B.

Ey D addydx+ bdydx®-F 2 + Xdx?=
=

05
mi

n

�chreibe�ieauf die�efi
:

|

dy 4- KädydxÁs CùBs K)ddydxR is
SE — X Jdydx* 4- cydx?4- Xdx3 — 0.

wo K, K* wiederum be�tändige,aber noch. unbekannte Grû-

Fen bedeuten. Wenn man annimint , daß die�eGleichung ei-

ner Jutegrazion fähigwerde, wenn man �iemit einem Factor
P , welcher eine Funktion von x i�t,ei

dai wenn
man �et, die Gleichung j

Py 4- PKddydxA4-PCa KDddydx4- PK äs
k- Pb—KDdyda?H Peydx? 4-

PXdx? = 0,

�eyeiner Jntegrazionfähig; #0gebe man ‘der�elbendie�e
Form

Pdîy 4- PKddydx 4- fesE KddyPR ‘dyix]dx
¿vdd [ Pha K Jdydx + Peydx?Île PXdx*Jdxi &

Dadurchwürde man �e<sGleichungenerhalten, welche aber
wegen den be�tändigenGrößen K und K » und weil P eine

“Functionvon x i�t, auf drey reduziret werden können,
Aus der leren Gleichungwürde man drey Werthe für K,
und drey für E und P erhalten, und dadurch, bekämeman drêy
Gleichungen, in welchen y, xz dy; dx und ddy vorfom-

men. Schaft man al�oddy und dy aus die�enGleichungen
wegz o �indetman den- Werth vony in x und”be�tändigen

Größenausgedru>t.

WiZ -5

:

$Ç.119.
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Und hieraus erhelletal�o, wie man mit Differenzial:

gleichungenhöhererOcdnungenzu verfährenhabe,
“Eben die�erMethode kann man �ichauh noh bedienen,

wenn eine grö��ereAnzahl veränderlicher Grö��envorhanden

i�t, wovon jedoch feine auf: eine Dignität, die. den er�ten

Grad über�teigt,erhobeni�t,und welche weder -in einander,
noch in eines der Differenzialiendie�erveränderlichenGrö��en,
au��er

-

in das be�tändigeDifferenziale, multiplizirt ngadürfen. :

Wenn ; zumBei�piel,die beideGläthangen

Ms
_+ bddz4 cdydx A eádzdxH- fydx?ABri

mln RdA 05 ::

und :

: ;

addy4 b'ddz—- c dydx + e dzdx 4- O'ydx?E g'zdx?
—]- X de 20 |

gegeben�ind,�omußman damit anfangen, die er�teGleichung
mit einem be�tändigen,aber noh unbekannten _Coeffizienten
zu multiplizirenund zuder zweiten zu addiren. Jn der Glei-

chung, welche man durch die�eOperazion erhält, zerlegt man

die Glieder , in welchen dy und dz vorkommen , in zwey Theile,
wie wir eben gezeigt haben, und multiplizirtdie Gleichung
mit einem Factor, der eine Function von x i�t.

Cors:ASS;

Wenn in einer Differenzialgleichung, worin zwey ver-

änderlicheGrö��envorkommen�ollten, die eine der�elbenfehlet,

�o fann man die Differenzialgleïchungin eine Gleichung der

näch�tniedern Ordnung verwandeln, wenn man das er�te

Differenzialeeiner der veränderlichenGrö��en,dem Differens
zial der andern, multiplizirt mit einer neuen veränderlichen
Grö��e,gleich�eßet,

:

Man
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Man�oll, zum Bei�piel,

dáy dy

M
{ ES  )= Hd

E

integriren„ wo dx be�tändigangenommen gres i�t-unddie

E: xFehlets�o�eteman

Sta dy == pdx

undüianerhältmithin
A

 ddy= dpx y

und
dp d

n
VC A-ppP) = a4

oder dp Cr4- PPD= y Hay.
Dasztveite Glied kann man algebrai�ch, und das er�tetheils
algebrai�ch,theils durch togarithmenintegriren,

«
FS

à

(Ta(RR)

+

M
TT7

ZI EETFF "20S

i:
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Seite 28. L. 12. �tattE
N 1M — 23M —— di

xX

dé

“Te�emanE
ZTE H — 4 N — ZX"

x

Seite 39. Linie 17. �tattMP:MT le�eman MP:PE.
- /

(Co�in.pde)de
Seite 44. Linie 2, �tatt— Sin.E A E le�e

Ÿ (Co�in.9)°d_man— Sin.0d6—
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