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Friedrich Pax,
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zu

Magdeburg,

widmet diese Blatter

als ein, wenn auch unvollkommenes, Denkmal
der Freundschaft
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Vorrede,

,,In keiner Wissenschaft sind eigene Uebungen mehr nothwendig
,,als in der Mathematik, und wenn der eigene Fleiss des Zuhorers
,,nicht hinzukommt, so mag derselbe immer die Hoffnung aufgeben,
,,esin der Wissenschaft auch nur bis zum Mittelméissigen zu bringen. ‘¢

Karsten, Aufangsgr. d. math. Wiss,, Bd. I, Vorr.

Die Aufgaben iiber das rechtwinklige Preieck, welche
das vorliegende Werkchen behandelt, sind dem grossern
Theile nach aus einem von John Lawson 1773 zu
Rochester herausgegebenen Verzeichnisse von Aufgaben
iiber die Construction des Dreiecks genommen. Der
vollstiindige Titel desselben ist: ,,4 Synopsis of all the
Data for the Construction of Triangles, from whick
Geometrical Solutions have hitherto been in Print. With
References to the Authors, where those Solutions are io
be found. By John Lawson, B. D. Rector of Swans-
combe, in Kent* Diese Sammlung besteht aus zwei
Abtheilungen; die erste enthiilt 161 Aufgaben iiber das
Dreieck im Allgemeinen, die zweite 94 Aufgaben iiber
das rechtwinklige Dreieck insbesondere. Lawson giebt
aber von keiner Aufgabe eine Auflosung, auch nicht
eine Andeutung der Construction, sondern nur Citate
einiger (meist englischen) Werke, in welchen sich die
Auflosungen befinden. In der zweiten Abtheilung hat
er jedoch nur folgende 11 Aufgaben mit den nebenste-
henden Citaten versehen:
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Lawson

Nro. 8.

- 18.
- 26.

- 75.

- 76.

- 89.

- 90.

- 91.
- 92,
- 93.
- 94.

Universal Magazine, July 1767. — Ladies Diary,
1772. qu. 633 Cor. — Miscellanea Scientifica
Curiosa. Lond. 1766. pag. 196. Cor. I1.

Turner'sMathematical Exercises. Lond.1750. pr.37.

D’ Omerique, Analysis Geom. Gadibus,1699. L. 11T.
pr. 37. — Vietla, Geo. Eff pr.18. — Oughtred's
Clavis. ch.19. pr.25. — Herigon (Curs. Math.
Paris. 1644. V Toms), Geometriae planae pr.9.
— Schootews Exercitationes Math. Lugd. Bat.
1657. pr. 38.

Oughtred’s Clavisy ch. 19. pr. 11. — Ronayne’s
Algebra. Lond. 1727. B. IL. ch. 2. pr.1. —
Ghetaldi Var. Probl. Collectio. Venetiis, 1607.
pr. 19. — Ghetaldus, de Resolutione et Com-
positione Math. Romae, 1640. L.IIIL. pr.2. —
Renaldinus, de Res. ety Comp. Math. Patavii,
1668. pag. 518.

Oughired’s Clavis ch. 19. pr. 18. — D’ Omerique,
Anal. geom. L. II1. pr. 24. — Renaldinus, de
Res. et Comp. Math. pag. 412. — Ghetaldus,
var. probl. 18. — Ghetaldus, de Res. et Coinp.
L. III. pr. 1. — Koster's Miscellanies or Math.
Lugubrations. Lond. 1659. pr. 18.

Simpsows Algebra. Lond. 1767. pr. 36. — Simp-
sows Select. Exercises. Lond. 1752. pr. 45.
Wolfius's Algebra (translated by Hanna. Lond.
1739) pr. 114. — Simpsows Select Kzerc.
pr. 46. — Viela, first Appendiz to Apollonius

Gallusy pr. 7.

Simpsow's Algebra, pr. 39.

Gentleman’s Diary, qu. 266.

Ladies Diary, qu. 633.

Ladies Diary, qu. 648.



Vorrede. vII

Fiir den grossten Theil der iibrigen Aufgaben, wel-
che ohne Citate gelassen sind, konne (sagt Lawson)
die Construction aus einem gewissen Werke abgeleitet
werden, das er nicht nennen wolle, damit sich der
junge Geometer an diesen Aufgaben iiben mige. Viel-
leicht meint Lawson damit die ,,Sectio determinata‘® des
Apollonius, wenigstens lassen sich mehrere jener
Aufgaben darauf zuriickfithren. Diese Schrift stellte
Snellius 1608 in seinem ,,Apollonius Batavus“ wieder
her. Lawson selbst lieferte davon 1772 eine englische
Uebersetzung, und Wales begleitete dieselbe mit einer
neuen Wiederherstellung. Rob. Simson’s Wiederher-
stellung erschien erst 1776 unter seinen nachgelasse-
nen Werken.

Die Aufgaben iiber das rechtwinklige Dreieck, wel-
che Lawson aufgenommen hat, sind nach seiner Be-
merkung solche, welche bisher noch nicht allgemein
gelost worden waren. Es sind jedoch einige darunter,
welche sich ohne die geringste Schwierigkeit allgemein
losen lassen; bei diesen habe ich entweder die allge-
meine Auflosung hinzugefiigt oder wenigstens bemerkt,
dass die Analysis vom rechten Winkel unabhiingig sey.

Besonders anziehend ist Lawson’s Sammlung durch
die Bezeichnung der einzelnen Stiicke eines Dreiecks
mit Buchstaben. Ob er selbst auf diese Erfindung ge-
kommen sey, kann ich nicht entscheiden; es scheint
aber aus seiner einleitenden Bemerkung hervorzugehen.
Die Zeichen, deren er sich bedient, sind folgende:

H bezeichnet die Hypotenuse eines rechtwinkligen

Dreiecks.

vV - den Winkel in der Spitze (irgend eines
Dreiecks).

B - die Basis oder die Gegenseite des Win-

kels V.
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Aunda bezeichnet die Winkel an der Basis.

P
Sund s
mund n

Ar.

Per.
L

™~

©
O

den Perpendikel aus ¥ nach B, oder die
Hohe des Dreiecks

die Seiten, welche V einschliessen,
S die grossere ¥), s die kleinere.

die Segmente der B, welche P bildet,
m das grossere *) (an S liegende).

den Inhalt (Area).

den Umfang (Perimeter).

die Linie aus V7 nach B, welche V
halbirt.

eine Linie aus V nach B, welche die
B nach einem gegebenen Verhilt-
nisse theilt.

eine andere nither bezeichnete Linie.

den Radius des eingeschriebenen
Kreises.

Kreis. 0

Quadrat.

Die beiden letzten Zeichen gebraucht Lawson,
wenn gegeben ist der Radius des in das Dreieck ein-
geschriebenen Kreises oder die Seite des eingeschrie-
benen Quadrats; sie sind aber nicht zweckmiissig ge-
wiihlt, weil sie nicht die gegebenen Stiicke selbst, son-
dern nur die Worter Kreis und Quadrat bezeichnen.
Auch das Zeichen R wird dem deutschen Mathematiker

.

*) Es ist jedoch zu bemerken, dass nicht immer unter § die grés-
sere Seite, und unter 7 der grossere Abschnitt zu verstehen sey,
wofern nicht irgend ein Datum dies nidher bestimmt. Die Auf-
gabe V, S:m, n z. B. ist ganz einerlei mit V,s:m, m. Wire
aber gegeben V, S:m, m—mn, so hat jetzt § seine bestimmte
Bedeutung durch das Datum m—mn, und eine andere Aufgabe

wiirde seyn V, s:n, m—n.



Vorrede. X

nicht zusagen, weil er dieses fiir den rechten Winkel
zu brauchen gewohnt ist. Ich wiirde vorschlagen

r fiir den Radius des umschriebenen Kreises,
E0 At e - - eingeschriebenen -
g - die Seite des eingeschriebenen Quadrats.

Ein schiitzbares Verdienst um die Erleichterung des
Unterrichts wiirde sich Derjenige erwerben, welcher fiir
moglichst viele Bestimmungsstiicke des Dreiecks eine
systematische Zeichensprache aufzustellen und diese
auch fiiv Aufgaben anderer Axt brauchbar zu machen
versuchte,

Die Aufgaben iiber das Dreieck, mit denen sich das
vorliegende Werkchen beschiiftigt, zerfallen in zwei
Classen. Die erste enthiilt bestimmte Aufgaben, bei
denen zwei von einander unabhiingige Data das gesuchte
Dreieck der Gattung und Grosse nach bestimmen; die
andere dagegen enthiilt unbestimmte Aufgaben, bei de-
nen ein gegebenes Verhiiltniss das gesuchte Dreieck nur
der Gattung oder der Form nach bestimmt oder ein Drei-
eck giebt, das dem gesuchten #hnlich ist. Lawson
seétzt deshalb zu allen Aufgaben der zweiten Art hinzu:
any other datum oder any other (und noch ein anderes
Datum). Die Aufgaben dieser Classe kommen simmt-
lich darauf zuriick:

»eine der Lage und Grosse nach gegebene gerade
»Linie in Segmente zu theilen, deren Quadrate
,;oder Rechtecke (einzeln oder in: verschiedenen
»» Verbindungen) - ein - gegebenes Verhiltniss zu
,seinander haben. ¢ :

Die hieraus entstehenden Probleme sind gewisser-
maassen eine Art derjenigen Aufgaben, welche Apol-
lonius in seiner ,,Sectio determinata* behandelt. Weil
nun mehrere dieser Aufgaben iiber die Theilung der Li-
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nie schon fiir sich einen bedeutenden Umfang einneh-
men, so habe ich sie von &en Aufgaben iiber das Drei-
eck abgesondert und gleichsam als Lemmata voraufge-
schickt, Dem jingen Mathematiker, welcher etwa diese
Sammlung durchzustudiren gedenkt, rathe ich jedoch
nicht, mit diesen Aufgaben anzufangen; vielmehr wird
es zweckmiissiger seyn, vorher die Aufgaben der ersten
Classe durchzugehen. Ich empfehle ihm aber dringend,
vor dem Studium einer ausgewiihlten Aufgabe zu al-
leverst einen eigenen Versuch in der Auflosung dersel-
ben zu machen. Es kann nicht fehlen, dass er oft die
Construction selbst findet, besonders wenn er sich mit
den Lemmen und den auf Seite 7, 8 in Zeichen ausge-
driickten Eigenschaften des rechtwinkligen Dreiecks be-
kannt gemacht hat. Vielleicht gelingt es ihm auch, fiir
manche Aufgabe eine Construction zu erfinden, die ein-
facher und zierlicher ist als die hier gegebene. Denn
keine der in dieser Sammlung befindlichen Auflosungen
ist aus irgend einem Werke entlehnt, und es konnte
daher wohl seyn, dass von so mancher Aufgabe eine
bessere Construction sich angeben lisst und anderwiirts
schon gegeben ist. Die Aufgabe m—P,n z. B. lisst
sich einfacher so lésen (die Figur wird sich aus den
folgenden Angaben leicht herstellen lassen): ,,Auf den
,»Schenkeln eines rechten W. nimm EF=n und EG
,y==m— P, errichte auf EF auf der dem Schenkel EG
,entgegengesetzten Seite die senkrechte FH == KF, ver-
,,binde G:H und beschreibe iiber dieser Linie einen Halb-
,,kreis, welcher die verlingerte KK auf der Seite des
,Punktes E in D schneide; ziehe DH, DG und verlin-
»gere die Linien HF und DG, bis sie sich im Punkte
,, K treffen: soist ADHK das gesuchte.“ -~ Noch bitte
ich, den zweiten Theil des Beweises in Lemma 18 fol-

gendermaassen zu berichtigen:



Vorrede. X1

»2) Ist = BF. CG kleiner als das Q. der hal-
»ben BC (Fig. 17), so schneidet der Halbkreis
sdie BC in zwei Punkten D und d. Zieht man
»nun nach irgend einem Punkte R in einer Ver-
,lingerung der BC, z. B. in der nach B hin lie-
»genden, die geraden Linien KR und GR, so ist
,swegen des rechten W. bei B der W, KRB und
»um so mehr der W. FRG ein spitzer. Dieser
5, W. steht aber auf dem Durchm. /G, mithin
»liegt der P, R und deshalb beide Verlingerun-
»gen der BC ausserhalb des Kreises. Ferner
,sverbinde GB und FC, so sind die W. FBG und
,»FCG ebenfalls spitze, weil jeder ein Theil ei-
,nes rechten ist. Sie stehen aber auf dem
»Durchm, FG, folglich liegen auch die Punkte
,sB und € ausserhalb des Kreises u. s. w.¢

Durch diese Verbesserung wird der Beweis unab-
hiingig vom 2ten Theile des 17ten Lemma, woselbst
bewiesen worden ist, dass die Mitte der BC innerhalb
des Kreises liege.

Mein Zweck bei der Ausarbeitung dieser Aufgaben
war zuniichst, die Hiilfsmittel zum Privatstudium der
Schiiler zu vermehren. Jeder Schulunterricht muss,
wenn er fruchtbar werden soll, von Seiten des Schii-
lers durch Privatfleiss unterstiitzt werden. Dieser muss
sich nun zwar zunichst in Wiederholung des in der
Classe Vorgetragenen und in Vorbereitung auf die kom-
mende Lection zeigen; ausserdem aber soll die Schule
auch recht zeitig den Schiiler zu einer selbstgewiihlten
zweckmiissigen Beschiiftigung hinfilhren, damit er das
Gelernte anwenden lerne und den Grund zu einer selbst-
stiindigen Forschung lege. Mit grosser Weisheit hat
daher Ein Hohes Ministerium bereits fiir die alten
Sprachen Privatlectiire angeordnet; und das unverkenn-
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bare Bestreben der neuern Zeit, fiirs erste wenigstens
ein Gleichgewicht unter den eingefiihrten Lehrgegen-
stinden herzustellen, lisst hoffen, dass jene Verfii-
gungen auch bald die Muttersprache und einzelne Zweige
der Mathematik und der Naturwissenschaften beriick-

sichtigen werden.

Elbing, im Juli 1829.

Der Verfasser.




Uebersicht der Aufgaben.

1. Theilung der Linie.

Die der Lage und Grosse nach gegebene Linie BC (Fig. 21.)

wetlleshegoioheFiniit o/ T T RS ke e sa fe o H
N ihee AbschnittelCD mit . . ., .. 0, L, m
W e S (17 e e AR e S LRl M n

Man soll die Abschnitte so bestimmen,
dass

Nummer der auf-
gelosten Aufgabe,

\

2

QOO W=

\

(TN
-0

v

~17

SRR e e
O O W W0 0D

-
@

19
~20
21
22
B

n&s = An®

m? — 2n? gleich einer gegebenen Fliche
Hm : n* gleich einem gegeb. Verhiltnisse
Hm : H* — m?

Hn : H?* 4 m?

Hm : Hn 4+ 2*

Hm : mn — n?

Hm : n* — mn

H? 4+ Hm : m?

H?* + Hm : mn

H? 4+ Hm : Hm 4 mn
Hm -+ mn : n* — mn
Hm - mn : Hpn 4+ m*®
H? -+ Hm : n* — mn
Hr 4+ m? ;: n* —mn
Hm 4 n* : m? 4 22?
H?* 4 Hm : mn— n*
Hm + 2% : mn — n?
m? 4 2n* : mn— n?
Hm 4 n* . m? 4 2n?
H? 4~ 2Hm : mn

H? 4 Hm 4 m? : mn
H? 4 2m? : mn

Aufgabe 1.

]

1L
III.
Iv.

VL

. Anm, 2.
. ‘Anm. 3.

. Anm. 2.

Anm. 3.

Anm 1.

Anm. 3.

1 An;m.‘5.

1 Anm. 2.

Anm. 4.
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2 Uebersicht der Aufgaben.
Man soll die Abschnitte so bestimmen, | Nummer der auf-
dass gelosten Aufgabe.
24} H?> 4~ Hm + m® : H* + 2m? AufgabeXIV, Anm. 6.
25y 2H? 4+ Hm : Hm 4 2m?* - XV.
26y H? 4+ Hm -+ m* : Hm -+ 2m? - XV.Amm.2.
271 H?* —m® : Hm 4 2m? -  XV,Anm.3.
28] 2H? 4 m? : Hn - XVL
29| H? 4+ Hm 4 m* : Hn -  XVI Anm. 1.
30] 2Hm 4 m* : Hn - XVIL Anm. 2.
31 H> 4~ Hn + m* : 2Hm + m*® -  XVI. Anm. 3.
321 m* 4+ n* : mn - XVIL
33| m?* —n* : mn - XVIIL
341 m? —n? : Hn 4 2° = AR
351 m?* —n? : Hn 4 »* - XIX. Anm.2.
36} Hm 4 »* : Hn 4 n? - XIX. Anm. 3.
371 m* —=n* : Hmn 4 m* e
38} Hm 4 »n* : Hn +4 »* - XX. Amm.2.
2. Rechtwinkliges Dreieck.
In dem AABC (Fig. 14.) sey der Winkel 4 ein rechter,
und AD stehe senkrecht auf BC, Man bezeichne
die Hypotenuse BC mit . . . ... ... .. H
die Hohe AP mit - ., .o . o Pser ol i
die eine Kathete 4C mit . . . . .. ... .. S
die andere Kathete AB mit . . . . ... . . 5
den an AC liegenden Abschnitt CD mit . ., m
den an AB liegenden Abschnitt BD mit . . »
den Inhalt des Dreiecks ABC mit . ., . . . A
den Umfang des Dreiecks 4BC mit L .
=
2 Das /A ABC zu construiren, Nummer der auf-
E wenn gegeben ist gelosten Aufgabe.
111 H, HP + P* Aufgabe 19, -
2402 H, P> —n* S L5
31. H, P:m—n e b
413} H m*—P - 20.
514} H S+4+m ~ "1 21
61 4 H §S—m « - 4
7 H, S+ 2 - 44, Anm. 2.
-8 H S—n = - 21, Anm.
9.1 H, §* —¢s*? - 1. Aom. 1.



Uebersicht der Aufgaben. 3

§ Das /A ABC zu construiren, | Nummer der auf-

: E wenn gegeben ist gelosten Aufgabe,
10| 5 | H, 82 4+ m® Aufgabe 22,
11| 6 | H, 8% 4 22 L. 48]
121 . | H §*—n2 - 22, Amm.2.
13| 7 | H, m* —n? - 1. -
14 | 8 | H, Linic halbirend einen W, an H = <71
15 9 II'Z P ASS’ - 92.
16 | 10| H? : §* 4 m® - 22, Amm. 1.
17116 | HP : 82 4 2 - 63.
18|11 | H4 P, HP - 39.
19 12| H+ P, HP 4 P? % 410,
20| . | H4 P, S5+ P2 - 6. Anm, 2.
21 H4 P, P4+ m - 27. Anm,
2| . | H4 P, Ss - 39, Anm. 2.
23| 13| H4- P, §2 4 n? o Y
24| . |H4P, 2 - 27. Anm,
25| 14| H+ P, w2 4 n2 -y
261 . |4H+P, S+ - 9
o +H+ P, § —s =i .
28 tH 4 P, m —n - 9.
29 H—P, P—»n - 43. Anm,
30 H—P, m—P - 28. Amm.
31 H—P, 82 4 »? - 4. Anm.
32 H—P, m - 43. Anm.
33 H—P a - 28. Amm.
IRl . LEH P, B4 - 1o0.
35118 | tH—P, §—s -9,
36| - | tH—P, m—a - 9.
371 - | H2 4P, m - 23. Anm, 2,
38|15 | HP + P, P v -1 3154
39|17 HP 4+ P* : §° 4 »° * - B3
40|26 | HS, s v - 94
41|27 | HS : s* - 34. Anm,
821 . |H4+S, H4m - 46. Anm,
43 H4 8, 84+ m - 14, Aom,
44 H4+ S8, §—m - 46. Anm,
4| . |H+ S, S+ » - 24, Aom.
46 |19 HJ S, m - 24,
47120 H+ 8, = - 44
48| . |H—S, H+m - 45. Anm,
49 H—S, S4+m - 45
50 H—8 S—m - 13. Anm,

]%



4 Uebersicht der Aufgaben.
§ Das A ABC zu construiren, § Nummer der auf-
E wenn gegeben ist gelosten Aufgabe.
g]; 1.9 ;i—-— g‘, S—n Aufgabe 25, Anm.
2 ] 1¢ — 8, m -2 25,
8. | H—S, « - 13,
GV BV 7 O S VO
b2 | H* 4+ 8% ¢ 8* 4+ m? a.Y X
56 123 | H* 4 5%, m -1 ‘23,
57425 | H* 4 8* : m? - 23 Anm.1.;
fgabe 70.
58 | 24| H* 4 5%, n - g;.g r
59131} H- 8+ m, H* 4 m? - 56.
60{28| H-4 S+ m, H* 4 8* + m® ¥ B2
61130 H-4 S+ my, HS + mS - 48
62129 | H4- 8 4 my, HS 4 mS 4 8*° ¥ - i
63132 H*+ S ~+m* : HS 4+ mS - 64.
64133 | H? 4 5% + m* : HS 4+ mS + §* - 95.
65|34 | H> + 8 +m* H+m & 40.
661|361 H® 4 8% 4 m® : H*> 4 2m? -421380,
67135 | H* + 8° 4+ m?* : H* —m* - 89.
68|37 H? + 8* 4+ m* : P? - 78
69138 | H? 4+ 8% + m2, § t_50.
70139 | B2 4+ 8% L w2 52 ¢ B8,
7142 | H? 4 82 4+ m? : Sn <. 96.
ol 41 | B 4 8§ 4 m? ;82 4 2m? & B
73440 § H? + S* 4 m? : 28 + m*® - 86.
74 143 | H? 4 8* 4+ m?, n v YH0,
75 ) 44 | HS 4 mS 4 8%, H-m - 54,
w6 | 45 | HS 4 mS 4+ 82, S - 83,
77146 | H+- m, H* —m* ~+ TN
78147\ H+4 m, P - 40.
7wl . VH+m, S =k VY7
8o f48 | H+m, s 5 220
s11 . | H+m S+ m - w5 Anm:
2l |HL+m S—m - 1 46.
8350 | H? 4 m? 2 82 =4 104
84449 | H2 4 2m*® : P? - 79
8550 | H2 — m? : §° - . 65.
86 |91 | H? —m* : 8% 4- 2m? - 82
87452} H* —m?*, n - 3. Anm. 1.
88y . | P 8+ n? - 48! Anm. 2.
89 | 53 | P, m* 4 n* - .97,
90 § 54 | P* : m? 4 »* . P




Uebersicht der Aufgaben. 5

§ Das /A ABC zu construiren, § Nummer der auf-
E wenn gegeben ist gelosten Aufgabe.
91| 54 | P? : m?> — n? Aufgabe 87.
921 60 | P® -} 8% : m* —P* =55 472,
93] 61 | P2 4% : 8* 4 a® - 73.
94| . | P+m P+a - 15, Anm,
951 55| P+ m, n ook 27,
96| 58| P+ m, m—n w13,
97} . | m—P, P—n - 16.
98] 57 | m— P, n - -1 28,
9| . | m—P, m—n - 16. Anm,
100} 59 | P+ n, m—n - 15. Anm.
101} 56 } P—un, m - - 43.
102 . | P—=», m—n - 16. Anm.
103] 62 | m?* — P2, P* —n* r o L
104} . | m? —P? : §* - 69, Anm.
105) 64 | m* — P2 : s? - - 69,
106] . | m®* — P2, §* — -« 47. Anm;
107} 65 | m®* — P2 ; 8% 42 Wrod74,
108} 68 | m? — P2, n - 29
109) 70 | m® — P* : »* e 90,1 AnIB.
110} 72 | m* — P?, m—n - 8.
111] . | m®> — P?, m* —»* 295 17,1 Any
112163 | P2 —n® ;|82 i i1
113) . | P2 —2n? : s? - 68. Anm,
114] . | P2 — 2, $2 —s? - 47. Anm,
115] 66 | P2 — 2 : 82 422 - 75
116} 67 | P2 —n2, m <44,
117} 69 | P2 — n2 : m? - 44, Aom. 2.
148 71| P2 —p2. m—n - it
119} . | P2 —2a?, m® —a? - . 17. Anm.
120] 73 | P2 —n® : m? 4 2n° o Lol
121} 74 | Pm — Pn : S* 4 n* s 22 O
1228 75 S, n - 33.
123176 | S, m —» - 30.
124 76 8 m—n - 30. Anm.
125} 78 | 82 ; 2 -+ n* A 67.
126] 79| S2 : 252 40 - 84.
127V 77 82 02 - :83. Anm.;
Aufg 70. Anm. 2.
128} . 1 S+m, S —u Aufgabe 21. Anm.
129180} S +m, n - 44. Anm.
130} . | S—m, S4n 542§ Anm. 2.



6 Uebersicht der Aufgaben.
§ Das {\ ABC zu construiren, Nummer der auf-
E wenn gegeben ist gelosten Aufgabe.
e
131 S—m, n Aufgabe 13. Anm,
132 S n, m - 24. Aom.
133 . |S—=n, m - 25. Anm.
134] 81 | 82 + m?, = - 31.
135| 83 | 82 + n? : 82 4 n* s -9,
136} 82 | $* 4 »22%, m - -L-36.
137| 84 | 8% + n®, m—n= 4 —38.
138185 | 8% 4+ #* : m?® — n? - 90,
139] 86 | 8 4+ 2#* : m? 4 222 g A
140] . | 8% —2a®, 82 4 2® = 22, Aom.2.
141| 87 | 8* + »* : m* — n? - 88
142| 88 | m — n, m* — »* - Q.
-~ 143] 89 | A\, Seiten in arithmetischer Pro-
portion @l | A0S ohoami =
144 U, Seiten in arithmetischer Pro-
PORtion ... 0 0L e - 58, Anm. 2.
— 145] 90 | A, Seiten in geometrischer Pro-
it SERCEUN - S L= 99,
.. 146} 91 | U, Seiten in geometrischer Pro-
) R e AR A S - 59, Aum.
1471 92 | Linie, welche einen Winkel an H
halbirt; und Linie aus dem rech-
ten Winkel, welche die vorige
halbivk s k. 55 25 5 s o - 60.
— 448 93 | H und ein Abschnitt von § zwi-
schen dem Scheitel des rechten
W. und dem auf H in ihrer
Mitte errichteten Perpendikel TR R
149] 94 | 1, cine Kathete; 2, eine ihr par-
allele Linie zwischen der Hypo-
tenuse und der andern Kathete;
3, das Rechteck aus H und der
Linie, welche aus dem an der
gegebenen Kathete liegenden
spitzen Winkel nach dem in der
andern Kathete liegenden End-
punkte der Parallele gezogen
IO o F .- e NS - 62




Uebersicht der Aufgaben.

7

Einige Eigenschaften des rechtwinkligen Dreiecks,
welche bei der Auflosung der Aufgaben

W oo W
St

@w
=

PO NS DO DD DD BD A Ih b A A kb ek e
BL SRR RRERR BN RERR S coupumum

gebraucht werden.
H:S=8:m

LER o L S ER B R R e folgtaus 1.
el s e W - 452
g e R R e R - =8
Bl ST =] e R PR L
S SRt e e B
e e S M S e REE
BNyt e 4
M e - -3
H—I—.S:S—I—m:H:;S:S:m CA S |
H—S:S~m=H:8S=8S:m - - 1
H4+S:S4+m=H—8:8—m - -12 13.
m+P:Py+n=m:P=P:n - -3
m—P:P—p=m:P=P:a - - 3.
H>4-8% : 8*4+m> =H*:8*=H:m - -10.7.
H>4-82:H*—n? =H*:s*=H:n - -17.convert.
H>—m?: 82 4m?2=35*:82 =n:m - -17.divid
m?—P2 P p?=—m?:P*=m:n - -11.9.
HE8)m = S+m)S...... - =12
H—-Sm=@S—m)S...... - -13.
HLHS=S+mH...... - =12
H—-8)S = —mH...... - =13,
(H38)(S—m) = (S+m)(H—S) - -1
(m+P)P = P+a)ym ...... - -15,
(m—P)P = FP—n)m ...... - -16,
m+P)n=CP+2)P ...... - -15.
(m—P)yn —= (P—n)P ...... - -16,
7§ e S o o ST e Lemma 14. Zus,
BRIl O e SR e s folgtaus 30.
82 422 = 8% 4 m? = H* — P* Lemma 15.
— (H+ P)(H—P)

H> 4+ m? = 282 422 ...... folgtaus 32.
H? 482 +m? =38 4n2. .. - - 33
(m—n)? = H* —4P>. ... .. Lemma 16.

= (H+42P) (H—2P)
S+s8)2 =HMH+I2P. . ... siehe Aufgabe 9.

Denn (S+45)? = 8% 4824285 (Lemma 1.)
H? 4-2HP (Lemma 14.)

H(H+2P).

1l
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37 (S—8)* = HMH—-2P). . ...... siehe Aufgabe 9.
Denn (§—s)? = §% 4% —28s (Lemma 2.)
= H* —2HP (Lemma 14)
= H(H—2P).
Zieht man (Fig. 14) AH nach der Mitte der Hypotenuse
BC und fillt 4D senkrecht auf BC: so ist

38. AH — BH — CH.

39. 4D = LBC

40. W. BAD = W. C
W. C4AD — W. B.




L'emmata.






1. Lehrsatz. (Eucl. 2, 4). Fig. 1.

Das Quadrat der Summe zweier Linien ist gleich den
Quadraten beider Linien nebst dem doppelten Rechtecke aus
beiden.

Wenn 4B — AC + CB,
so ist AB*=— AC* 4 CB* 4 20 4ACB.

Zusatz. Das Quadrat der ganzen Linie ist viermal so
gross als das Quadrat der halben.
Wenn AC — CB, so ist AB* =—=4AC>.

2. Lehrsatz. (Eucl 2, 7). Fig. 1.

Das Quadrat der Differenz zweier Linien ist gleich den
Quadraten beider Linien, vermindert um das doppelte Rechteck
aus beiden.

Wenn AC — 4B — BC,
so ist AC*—=— AB? 4 BC* — 20 4BC.

3. Lehrsatz. (Euecl 2, 5). Fig 2.

Wenn man eine gerade Linie halbirt und einen beliebigen
Punkt in derselben nimmt: so ist das Quadrat der halben
Linie gleich dem Rechtecke aus den ungleichen Abschnitten
nebst dem Quadrate des Segmentes zwischen den Theilungs-
punkten.

Die Linie 4B sei in € halbirt und in D beliebig getheilt:
so ist AC? — = ADB + CD>.

Zusatz 1. (Pappi Lemma 13). Weil AC? =
D ADB + CD?, so ist AC* > =34DB. Das Quadrat der
halben Linie ist also grosser als das Rechteck aus irgend zwei
ungleichen Abschnitten der ganzen.

Zusatz 2. Nimmt man in einer geraden Linie AB
einen beliehigen Punkt C, so ist 3 ACB entweder gleich
dem Quadrate der halben 4B oder kleiner.
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Zusatz 3. Weil AC? — = ADB 4 €CD?, so ist
AC?* — CD?* — — ADB. Es ist aber BD die Summe der
Linien BC oder AC und CD, und AD die Differenz der-
selben; folglich ist das Rechteck aus der Summe und Diffe-
renz zweier Linien gleich der Differenz der Quadrate von bei-
den Linien.

In Zeichen: @ (¢ + 0) (¢ —8) = a* — b°.

4, Lehrsatz. (Eucl 2, 6). Fig. 3.

Wenn man eine gerade Linie halbirt und in ihrer Ver-
lingerung einen beliebigen Punkt nimmt: so ist das Quadrat
des Segmentes zwischen beiden Theilungspunkten gleich dem
Rechtecke aus den ungleichen Abschnitten der Linie nebst dem
Quadrate ihrer Hiilfte.

Die Linie AB sey in C halbirt, und D sey ein beliebiger
Punkt in ihrer Verlingerung: so ist CD* —= 2 ADB - AC>.

Zusatz. Aus der letzten Gleichung folgt CD*— AC*
= 2 4DB. Es ist aber BD dic Summe der Linien CD,

AC und 4D die Differenz derselben. Es ergiebt sich also
auch hieraus die in Zusatz 3 zum vorigen Lemma aufgestellte

Folgerung.

5. Lehrsatz. Fig 4. 5.

Wenn in einer geraden Linie zwei Punkte gleichweit von
der Mitte dieser Linie genommen werden: so ist das Rechteck
aus den Abschnitten durch den einen Punkt gleich dem Recht-
ecke aus den Abschnitten durch den andern Punkt.

Die Linie 4B sey in C halbirt, und die Punkte D, E
seyen von der Mitte C gleichweit entfernt: so ist — 4DB

= 1 AEB.
6. Lehrsatz. Fig. 4. 5.

Wenn das Rechteck aus zwei Abschnitten einer Linie
gleich ist dem Rechtecke aus zwei andern Abschnitten dersel-
ben, und die Theilungspunkte liegen beide entweder in der
Linie selbst oder in ihren Verlingerungen: so sind beide
Punkte von der Mitte der Linie gleichweit entfernt.

Die Linie 4B sey in C halbirt, und die Punkte D,E seyen
entweder beide in 4B selbst, oder beide in ihren Verlingerun-
gen so genommen, dass M ADB = AERB: so ist CD = CE.

7. Lehrsatz (Pappi Lemma 14). Fig. 4. 5.

Das Rechteck zweier Abschnitte einer geraden Linie ist
grosser als das Rechteck zweier anderen Abschnitte derselben,
wenn der erste Theilungspunkt der Mitte der Linic niher oder
von ihr entfernter ist als der andere, je nachdem beide Punlkte
in der Linie selbst oder in ihren Verlingerungen genommen sind.
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F]g 4. Die Liniec 4B sey in € halbirt, und D, E
seyen in 4B selbst so genommen, dass CD < CE: so ist
@ ADB > —m AEB.

Fig. 5. Dagegen ist m ADB < — AEB, wenn die
Punkte D, E in den Verlingerungen der AB so genommen
werden, dass CD < CE ist,

8. Lehrsatz. Fig. 4.5

Wenn in einer geraden Linie zwei Punkte entweder beide
in der Linie selbst, oder beide in ihren Verlingerungen ge-
nommen werden: so ist der erste Theilungspunkt im ersten
Falle der Mitte der Linie niher als der zweite, im andern
Falle aber von ihr entfernter, wenn das Rechteck aus den
Abschnitten durch den ersten Punkt grosser ist als das Recht-

eck aus den Abschnitten durch den zweiten,
2. 4. Die Linie 4B sey in C halbirt, und in 4B selbst

seyen die Punkte D, E so genommen, dass c34DB > —AEB:
so ist CD < CE.,

Fig. 5. Es bleibe dieselbe Annahme, und ‘die Punkte D,E
liegen beide in der verlingerten 4B: so ist CD > CE,

Zusatz. Fig. 4. Wenn in einer geraden Linie drei
Punkte D, C, E genommen werden, und das —3 ADB durch
den ersten Punkt ist grosser als das c04CB durch den zwei-
ten Punkt: so ist auch das — 4CB grosser als das — AEB
durch den dritten Punkt.

Weil m ADB > — ACB, so ist (Lemma 8) D der
Mitte der 4B niher als C; daher liegt die Mitte zwischen
A und C. Folglich ist der Punkt € der Mitte der AB niher
als der Punkt E, und deshalb (Lemma'7) mACB > = AEB,

9. Liehrsatz.. (Euecl 2,:9. 10). Fig. 2. 3.

Wenn man eine gerade Linie in zwei gleiche, und durch
einen beliebigen Punkt (in der Linie selbst oder in ihrer Ver-
lingerung) in zwei ungleiche Abschnitte theilt: so ist die
Summe der Quadrate von den ungleichen Abschnitten gleich
dem doppelten Quadrate der halben Linie nebst dem  doppel-
ten Quadrate des Segmentes zwischen den Thellungspunkten

Die Linic 4B sey in € halbirt und in D beheblg ge-
theilt: so ist

AD? 4- DB? =— 2A4C? 4 2CD>.

Zusatz. Fig. 1. Wenn also in einer Linic 4B zwi-
schen ihren Endpunkten ein beliebiger Punkt C genommen
wird, so ist AC? 4 CB* entweder gleich dem doppelten
Quadrate der halben 4B, oder grisser.

AC* 4 CB* = L AB->,
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10. Lehrsatz. Fig. 6.

Wenn ein erstes Rechteck gleich ist einem zweiten, aber
die Differenz der Seiten im ersten grosser ist als im zweiten:
so ist die grossere Seite des ersten grésser als die grossere
Seite des zweiten, die kleinere Seite des ersten aber kleiner
als die kleinere Seite des zweiten,

In den Verlingerungen der Linien 4B, CD seyen die
Punkte E, F' so genommen, dass .3 AEB — — CFD, und
es sey AB> CD: so ist AE > CF, und BE < DF.

Halbire 4B und €D in G und H, so ist AG > CH, also

AG* > CH*.
Es ist aber nach der Annahme
@ AEB =— — CFD;
folghch ist, wenn man Gleiches zu Ungleu:hem addirt,
AG?* 4+~ m AEB > CH? 4+ = CFD,
i T A T GE? > HF? (Lemma4).

Folglich ist GE > HF, mithin, weil 4G > CH ist,
auch AE > CF.

Ferner, wegen der gleichen Rechtecke ist AE : CF —
FD : EB. Nun ist, wie eben gezeigt worden, CF < AE;
" folglich ist EB <FD.

11. Lehrsatz. Fig. 7.

Wenn die Linie FD gleich der mittlern Proportionale
zwischen zwei ungleichen FB und FC gemacht wird: so ist
der Ueberschuss der grissern FB iiber FD grosser als der
Ueberschuss der FD iiber die kleinere FC.

Denn weil BF' : FD — DF': FC, so ist divid. BF—FD : FD
= DF — FC : FC,

Nun ist FD > FC, folglich BF — FD > DF — FC.

Zusatz 1. Sind also BF, DF, CF in eciner geraden
Linie vom Punkte I' aus nach einer Richtung hin genommen,

so ist BD > DC.

Zusatz 2. Weil BD > DC, so ist, wenn beiderseits
DF und FC hinzukommt, BF 4 FC >> 2DF. Die Summe
zweier ungleichen Linien ist also grésser als die mittlere Pro-
portlonale zwischen ihnen doppelt genommen. Dieser Satz ist
ein besonderer Fall von Eucl, 5, 25.

12. Lehrsatz. = Fig. 8.

Die Linie BC sey in E, und ihre Hilfte CE in 4 hal-
birt, und in der Verlingerung der BC sey der Punkt K so
genommen, dass das vierfache Quadrat von AK gleich ist
dem dreifachen Quadrate von CK: ich behaupte, dass das
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Quadrat der Verlingerung BK gleich ist dem dreifachen Qua-
drate der halben BC
BK = V2 BC>2.

Mache AF — AK, so ist CF=— EK, und FK? — 4A4K*
(Lemma 1, Zus.) Nach der Annahme ist aber 44K? — 3CK?,
mithin ist FK? = 3CK*. Nimm KL — KC und ziehe von der
letzten Gleichung CK?* ab: so ist (Lemmae 4, Zus.) c CFL
= 2CK? — — LCK. Daher ist

FL : LC =— KC : CF oder EK
und divid, . . . .. FC : CL = CE : EK,
das ist........ EK : 2CK = BE : EK,
Folglich ist invert. und divid. .
KC + CE : EK — KB : BE.
Mache CN =— CE, so ist KC 4+ CE =— KN, also
KN : EK — KB : BE
und, wenn man die Differenzen der homologen Glieder nimmt,
NB : BK — KB : BE.
Folglich ist BK* = 2 NBE — 3BE?, oder gleich dem drei-
fachen Quadrate der halben BC.

13. Lehrsatz Fig. 9.

Die Linie CF sey in G halbirt, und in ihrer Verlingerung
sey der Punkt P so genommen, dass das Quadrat von CP
gleich ist dem dreifachen Quadrate von GP: ich behaupte,
dass, wenn FG in T halbirt wird, TP> — 3FT? sey.

TP = Vi CF* = tV3CF,

Mache PV — PG. Weil CP? — 3GP?, so ist, wenn
auf beiden Seiten GP? abgezogen wird, = GCV = 2GP?
= 2 VGP, Daher ist .

CV:VG = PG:GC oder GF
und divid, . .. . CG: GV — PF:FG,
also, wenn man die Hilften der Hinterglieder nimmt,
CG:GP — PF:GT
und & CGT = = GPF. Endlich setze auf beiden Seiten
GT? hinzu, so ist & C1'G oder 3FT?* — TP2.

Zusatz. Es ist FP —= TP— TF

__V3CF* _ CF
- oy e

14. Lehrsatz Fig. 10. 11.
Das Rechteck zweier Seiten eines Dreiecks ist gleich
dem Rechtecke aus der auf die dritte Seite gefillten Hohe

und dem Durchmesser des um das Dreieck heschriebenen
Kreises,



16 Lemmata.

Um das A ABC sey ein Kreis beschrieben, und aus 4 sey
der Durchmesser AE gezogen, und der Perpendikel 4D auf BC
gefillt: so wird behauptet, dass co BAC — 3 DAE sey.

Verbinde CE, so ist W. ABD — W, AEC (denn in
Fig. 10. stehen sie auf einem Bogen; in Fig. 11. aber, weil
ABCE ein Viereck im Kreise ist); auch ist W. 4DB =
W. ACE, denn beide sind rechte. = Daher ist A 4ADBco /A ACE,
und AB: AD = AE: ACj folglich m BAC — — DAE,

Zusatz. [Ss — HP]. Ist W. BAC ein rechter, so
ist BC der Durchmesser des Kreises; mithin ist zufolge des
Lemma — B4AC = —m AD . BC. Im rechtwinkligen Dreiecke
also ist das Rechteck der Katheten gleich dem Rechtecke aus
der Hypotenuse und dem auf sie aus der Spitze gefillten
Perpendikel.

15. Lehrsatz. [8?4»?>=s*+m"]. Fig. 10. 11.
Wenn man aus der Spitze eines Dreiecks auf die Basis
einen Perpendikel fillt, so ist das Quadrat des einen Ab-
schnittes derselben nebst dem Quadrate der dem andern Ab-
schnitte anliegenden Seite gleich dem Quadrate des letfern
Abschnittes nebst dem Quadrate der andern Seite.
Im A ABC sey AD senkrecht auf BC gefillt: ich be-
haupte, dass AC? + BD?* — AB?* + CD*? sey.
Denn nach dem pythagorischen Lehrsatze ist
AC?* 4+ BD* = AD? 4 CD* 4 BD?
und AB* 4- CD?* = AD? 4 BD* 4 CD?,
folglich ist 4C* 4 BD?* = AB?* + CD*.
Zusatz 1. Ist der Winkel BAC ein rechter, so ist
AD* — = BDC, also
AD? 4 CD? 4+ BD? = BDC 4 CD?* 4 BD?
BC?* — = BDC
BC? — AD*,

Fiir das rechtwinklige Dreieck ist also
82 - n? = §* + m* = H* — P2,

Zusatz 2. Weil nach dem Lehrsatze
AC* 4~ BD* — AB*+ CD?,
so ist, wenn auf beiden Seiten BD? und 4B* abgezogen wird,
AC?* — AB* — CD*— BD?,

Fiir jedes Dreieck ist also $? — s> =— m?® — 2. Auch
folgt hieraus der Satz: Wenn auf einer geraden Linie BC
in einem belichigen Punkte D ein Perpendikel errichtet wird,
und aus den Endpunkten B, C der Linie nach einem beliebi-
gen Punkte 4 des Perpendikels‘gerade Linien 4B, 4C gezo-

0
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gen werden: so ist der Unterschied der Quadrate von den
gezogenen Linien gleich dem Unterschiede der Quadrate von
den Segmenten der ersten Linie,

Zusatz 3. Weil nach Lemma 3. Zus. 3,
§T— st = =3 (S +8) (S—s)
und m? —n® = (m+n) (m—n),
so sind diese Rechtecke einander gleich. Es ist aber, wenn
ein Winkel an der Basis stumpf ist, m—zn = B *), und,
wenn kein Winkel an der Basis stumpf ist, m 4z — B;
folglich ist
im ersten Falle = (S 4 s) (§—s8) ==3(m+ =) B,
und im zweiten (S 4 s) (S—s)=ca(m —n) B.
Hieraus folgt, dass
S+s8:B=m4n:8—s
oder S+4s:B=m—n:85—s

Fillt man also aus der Spitze cines Dreiecks auf die
Basis einen Perpendikel, so yerhilt sich die Summe der bei-
den Seiten zur Basis wie die Summe oder Differenz der bei-
den Abschnitte in der Basis (je nachdem an ihr ein Winkel
oder keiner ein stumpfer ist) zur Differenz der Seiten,

Dieser Satz lisst sich auch so beweisen:

Fig. 12.13. Im A ABC sey auf BC die Senkrechte 4D
gefillt, und es sey AC>>AB. Beschreibe um den Mittelpunkt
A mit dem Radius 4B einen Kreis, so wird derselbe die Seite
AC in E und, je nachdem der W. ABC ein spitzer (Fig. 12)
oder ein stumpfer (Fig. 13) ist, entweder dic Basis BC selbst
oder ihre Verlingerung in einem Punkte I schneiden.

Verlingere AC, bis sie die Peripherie nochmals in &
trifft: so ist wegen des Kreises

GC:CB = FC: CE.

Nun ist aber GC — AC + 4B, FC = CD ¥ BD, und

CE = AC — A4B. Folglich ist
AC+ 4AB:BC—=CD X BD: AC — 4B,

16. Lehrsatz [H? = (2P)% 4 (m—n)?]. Fig. 14.

Das Quadrat der Hypotenuse eines rvechtwinkligen Drei-
ecks ist gleich dem Quadrate der doppelten Hohe sammt dem
Quadrate von der Differenz der Abschnitte in der Hypotenuse,

In AABC sey der W. A ein rechter, und die Linje 4D
senkrecht auf BC gefillt, und es sey CD > DB: so ist

BC* = (24D)* + (CD— DB)*.
AN
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Beschreibe um das A\ ABC einen Kreis, der Mittelpunkt
sey H; ziehe den Durchmesser AE, fille EG senkrecht auf
BC, verlingere AD bis nach F in der Peripherie und ver-
‘binde EF: so ist EF = BC; daher ist DGEF ein Parallelo-
gramm, und EF —=DG. Nun sind die A A ADH, EGH of-
fenbar gleichwinklig und haben die gleichen Seiten AH, HE;
folglich ist DH=—HG. Es ist aber BH— HC, mithin auch
BD — CG, und demnach DG die Differenz der Abschnitte
CD,DB. Es war aber EF = DG, folglich ist auch EF =
CD — DB, Ferner, weil AF senkrecht auf dem Durchmes-
ser BC steht, ist AD — DF, also AF die doppelte Hohe 4D,
Nun ist in dem rechtwinkligen A\ AFE

AE? — AF* 4- FE*,
und es ist AE=BC, folglich ist
BC? = (24D)* 4 (CD —DB)*.

Zusatz. Zieht man in der letzten Gleichung auf bei-
den Seiten 4D? ab, so erhilt man, weil nach Lemma 1. Zus.
(24D)* — 44D* ist,

BC? — AD® — 34D* 4 (CD— DB)*,
oder in Zeichen
H? — P> — 3P* + (m—n)".

Weil nun nach Lemma 15, Zus, 1, S? 4-n° = s* 4 m?

== H?* —P? ist, so ist auch
82 4 0% = 52 + m® = 3P2 4 (m—n)>,

17. Lehrsatz. Fig. 15.

Wenn auf einer geraden Linie BC in ihren Endpunkten
auf derselben Seite Perpendikel BF, CG errichtet werden, und
das Rechteck derselben gleich ist dem Quadrate der halben
BC oder kleiner: so wird der iiber der Linie FG (welche
die Endpunkte der Perpendikel verbindet) beschriebene Halb-
kreis die BC im ersten Falle berilhren, im zweiten aber
schneiden.

Halbire BC in K und verbinde GK und FK. Ist nun
1) = BF . (G = BK*, so verlingere die Linien GK und
FB, bis sie sich in L treffen: so ist offenbar A LBK ® AGCK,
denn sie haben gleiche Winkel, und es ist BK — KC. Daher
ist BL= CG, also @ FBL =— — BF.CG — BK?, Folg-
lich ist W, FKL, sowie sein Nebenwinkel FKG ein rechter.
Wird also iiber FG ein Halbkreis beschrieben, so geht er
durch K. Errichtet man nun KH senkrecht auf BC, so ist
wegen der drei Parallelen BF, KH, CG

BK:KC — FH: HG,
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mithin ist FH=HG, also H der Mittelpunkt, und HK sein
Radius, Dieser Radius steht aber senkrecht auf BC, folglich
berithrt BC den Kreis.

2) Ist aber = BF.CG < BK?, so nimm in CG von C
nach G hin den Abschnitt CM, sodass .2 BF.CM — BK*:
so ist @ BF . CG < = BF' . CM, und CG < CM. Verbindet
man also MK, so liegt diese Linie zwischen FK und GK,
und daher ist W. FKG > W. FKM. Nun erhellt aber aus
dem Vorigen, dass W, FKM ein rechter sey; folglich ist W.
FKG ein stumpfer. Beschreibt man also iiber F'G einen Halb-
kreis, so liegt der Punkt K innerhalb desselben; folglich
schneidet BC den Kreis,

18. Aufgabe. Fig. 16. 17.

Eine gegebene gerade Linie in zwei Abschnitte zu thei-
len, deren Rechteck einem gegebenen gleich ist.

Gegeben sey die Linie BC und =3 pg, welches aber
nicht grosser sey als das Quadrat der halben BC (Lemma 3,
Zus. 1).

Errichte auf BC in ihren Endpunkten auf einer Seite
derselben die Perpendikel BF und CG gleich den gegebenen
Linien p und ¢, verbinde FG' und beschreibe iiber dieser
Linie einen Halbkreis: so wird derselbe (Lemma 17) die BC
entweder in einem Punkte K berithren oder in zwei Punkten
D und d schneiden: ich behaupte, dass jeder von den ge-
nannten Punkten der gesuchte Theilungspunkt sey.

1) Ist = pq oder  BF . CG gleich dem Quadrate der
halben BC (Fig. 16), so beriihrt der Halbkreis die BC in K.
Zieht man nun den Radius HK, so steht er senkrecht auf
BC, mithin sind die Linien BF, CG, HK parallel, und es ist
FH:HG = BK : KC. Folglich ist BK = KC, und ™ BKC
e T

2) Ist @ BF. CG kleiner als das Quadrat der halben
BC (Fig. 17), so schneidet der Halbkreis die BC in zwei
Punkten D und d. Verbinde GB und FC, so sind die Win-
kel FBG und FCG spitze, weil jeder ein Theil eines rech-
ten ist, Sie stehen aber auf dem Durchmesser FG, folglich
liegen die Punkte B und C ausserhalb des Kreises, und somit
die Durchschnittspunkte D und d zwischen B und C.

Zieht man nun FD und GD, so ist .

W.BDG =W.DCG + W. CGD (Eucl. 1, 32).
Es ist aber W, FDG — W. DCG,
weil jeder derselben ein rechter ist; folglich ist, wenn man

Gleiches von Gleichem abzieht, W. BDF = W. CGD, Daher
2 *
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sind die rechtwinkligen Dreiecke BDF und CGD  iihnlich,
und es ist ', .0 FB:BD — DC: CG,

Al e SRR . @ BDC = =BF.CG=pyq.

Ebenso wird bewiesen, dass 3 BdC==rt3pq sey.

Anmerkung. FEine andere Auflisung dieser Aufgabe
ist folgende: ;

Fig. 18." Errichte auf BC in ihren Endpunkten auf einer
Seite die Senkrechten BF und CG gleich den Seiten p und ¢
des gegebenen Rechtecks, verbinde FG und beschreibe iiber
BC einen Halbkreis: so wird derselbe die F'G' entweder in
cinem Punkte H berithren oder in zwei Punkten H und %
. schneiden. :

Errichte in den genannten Punkten auf F'G' Perpendikel,
so werden dieselben die BC in den gesuchten Punkten D und
d treffen. Den Beweis findet man unter andern in Diester-
weg’s Bearbeitung der Apollonischen Schrift ,,de sectione ra-
tionis®, Lehnsatz 4. Seite 1, ff.

19. Aufgabe. Tig. 19.

In der Verlingerung einer geraden Linie einen Punkt zu
finden, so dass das Rechteck aus den Abschnitten der Linie
einem gegebenen gleich sey,

Gegeben sey die Linie BC und das — pq.

Auf BC errichte in ihren Endpunkten nach entgegen-
gesetzten Seiten die Perpendikel BF und CG gleich p und ¢,
verbinde F'G' und beschreibe um diese Linie als Durchmesser
einen Kreis: so wird derselbe die Verlingerungen der BC in
den Punkten D und d schneiden. Denn zieht man GB und
FC, so sind offenbar die Winkel FBEG und FCG stumpfe,
denn die rechten Winkel FBC und BCG sind Theile dersel-
ben. Die stumpfen Winkel stehen aber beide auf dem Durch-
messer FG, folglich liegen die Punkte B, € innerhalb des
Kreises, und somit die Durchschnittspunkte D und d ausser-
halb desselben.

Ich behaupte nun, dass die Punkte D und d heide das
Verlangte leisten. Verbinde FD und GD, so ist W. FDG
ein rechter als Winkel im Halbkreise; auch ist W. CDG 4
W. CGD gleich einem rechten, weil der dritte Winkel € im
A DCG ein rechter ist; mithin ist

W.FDG=W. CDG + W. CGD,
und, wenn man den gemeinschaftlichen W. €DG wegnimmt,
W.FDB =— W, CGD.
Daher sind die rechtwinkligen A A FBD, DCG ihnlich, und
entig , SLL0 FB.:BD = DC: CG,
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aldovs . - 5L G = BDC == BF.CG==py.
Ebenso wird bewiesen, dass = BdC = apg scy.

Anmerkung. Fig. 20. Einc andere Auflosung dieser
Aufgabe ist folgende:

Auf BC errichte in ihren Endpunkten nach entgegen-
gesetzten Richtungen die Senkrechten BF und CG gleich den
Seiten p und ¢ des gegebenen Rechtecks, verbinde FG und
beschreibe um BC als Durchmesser einen Kreis: so wird der-
selbe die F'G in zwei Punkten H und 7% schneiden. Errichte
in diesen Punkten auf FG Perpendikel, so werden dieselben
die Verlingerte BC in den gesuchten Punkten D' und d tref-
fen. Den Beweis siche bei Diesterweg, Lehnsatz B, Seite 4.

20. Erklarung. (Eucl Dat. Exkl L),

Geradlinige Figuren heisscn der Gattung nach gegeben
( specie datae), wenn jeder ihrer Winkel gegeben ist, und die
Verhiiltnisse ihrer Seiten gegeben sind.

21, Lehrsatz. (Eucl. Dat. 43).
Ein Dreieck ist der Gattung nach gegeben, wenn jeder
Winkel des Dreiecks der Grosse nach:gegeben ist.

22, Lehrsatz  (Eucl Dat 44).

Ein Dreieck ist der Gatiung nach gegeben, wenn ein
Winkel des Dreiecks und das Verhiltniss der ihn einschlies-
senden Seiten gegeben ist.

23. Lehrsatz. (Eucl. Dat. 46).

Ein rechtwinkliges Dreieck ist der Gattung mach gege-
ben, wenn das Verhiltniss der einen spitzen Winkel einschlies-
senden Seiten gegeben ist.

24, Lehrsatz. (Eucl Dat. 77).

Ein Dreieck ist der Gattung nach gegeben, wenn ein
Winkel desselben gegeben ist, und der aus diesem Winkel auf
dic Gegenscite gefillte Perpendikel ein gegebenes Verhiltniss
zu dieser Seite hat.

25. Lehrsatz Fig. 12. 13.

Ein Dreieck ist der Gattung nach gegeben, wenn ein
Winkel desselben gegeben ist, und der ans diésem Winkel auf
die Gegenseite gefillte Perpendikel zu einem Abschnitte dieser
Seite ein gegebenes Verhiltniss hat.

In dem A ABC sey aus 4 auf BC der Perpendikel 4D
gefillt, und es sey gegeben W. BAC und das Verhiltniss
AD : DB; ich behaupte, dass das /\ ABC der Gattung nach
gegeben sey. I

Weil der W. 4ADB als rechter gegeben ist, sowie das
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Verhiiltniss der einschliessenden Seiten 4D und DB: so ist
(Dat. 44) A ADB der Gattung nach gegeben, mithin ist
der W. ABD, also auch W. 4BC bekannt. Von dem A ABC
sind also die Winkel 4 und B gegeben, folglich ist (Dat. 43)
dieses Dreieck der Gattung nach gegeben.

26. Lehrsatz. (Eucl. Dat. '79).

Ein Dreieck ist der Gattung nach gegeben, wenn ein
Winkel desselben gegeben ist, und wenn die aus diesem Win-
kel auf die Gegenseite gezogene und mit ihr einen gegebenen
Winkel machende Linie diese Gegenseite in Segmente theilt,
die ein gegebenes Verhiltniss zu einander haben.

Zusatz 1. Ein rechtwinkliges Dreieck ist daher der
Gattung nach gegeben, wenn die durch die Héhe gebildeten
Abschnitte der Hypotenuse ein gegebenes Verhiltniss zu ein-
ander haben.

Zusatz 2. Ein rechtwinkliges Dreieck ist der Gat-
tung nach gegeben, wenn das Verhiltniss der Hypotenuse zu
cinem ihrer Abschnitte gegeben ist.

27. Lehrsatz. Fig. 14.

Ein rechtwinkliges Dreieck ist der Gattung nach gege-
ben, wenn das Verhiltniss einer Kathete zu dem der andern
Kathete anliegenden Abschnitte der Hypotenuse gegeben ist.

In dem A ABC sey der Winkel 4 ein rechter, AD
stehe senkrecht auf BC, und es sey das Verhiltniss 4B : CD
gegeben; ich behaupte, dass A ABC der Gattung nach ge-
geben sey.

Halbire €D in G. Weil 4B : CD gegeben wird, so ist
auch 4B : DG und AB? : DG* gegeben. Es ist aber 4B2
= =3 CBD, folglich ist das Verhiltniss = CBD : DG? und
comp, BG* : GD?* (Lemma 4), mithin BG: GD, und divid,
BD : DG, also auch BD:DC gegeben. Folglich ist nach
Lemma 26, Zus. 1. A\ ABC der Gattung nach gegeben.

28. Lehrsatz. (Eucl. Dat. 56).

Wenn eine der Gattung nach gegebene geradlinige Figur
iiber einer der Grosse nach gegebenen geraden Linie beschrie-
ben wird, so ist die Figur der Grosse nach gegeben,
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Aufgabe L - Fig. 21.
L e

In einer geraden Linie sind zwei Punkte B,C gegeben; zwi-
schen ihnen einen dritten D zu finden, sodass das Quadrat
von dem grossern Abschnitte BD gleich ist dem doppelten
Quadrate des kleinern' CD.

Analysis. Der Punkt D sey gefunden, und es sey
BD > CD: so ist
v BD?* — 20D->.

Mache CE == €D, so ist 2CD* = = EDC, also
BD?* =— = EDC, nithin

: ED: DB = BD : DC,
und comp. . ... EB : BD — BC: CD.
Verlingere BC um CF = BC, so ist EB = DF, also
FD:DB = FC: GD,
folglich izvert. und compon.
: Y BF:FD — DF': FC,

Daher ist DF die mittlere Proportionale zwischen BF
und FC. Nun sind BF und FC gegeben, also auch FD
and somit der Punkt D.

Synthesis, Verlingere BC um CF= BC und nimm
FD gleich der mittlern Proportionale zwischen BF und FC:
so ist D der gesuchte Punkt,

Denn weil BF: FD — DF: FC, so ist divid. und invert.

FD : DB = FC oder BC: CD,
Mache CE — CD, so ist FD — EB, also
EB:BD — BC: CD

und devid, . . . . . ED: DB — BD:DC,
mithin BD? — = CDE. Es ist aber = CDE = 2¢D?,
weil DE=2CD ist; folglich ist auch BD* = 2CD>,

Anmerkung. Nimmt man die mittlere Proportionale

FD nach der entgegengesetzten Seite, so leistet der Punkt D
dasselbe.
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Aufgabe II. Fig. 22

et
In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, € gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass der Ueber-
schuss des Quadrats von dem gréssern Abschnitte BD iiber
das doppelte Quadrat von dem kleinern CD einer gegebenen
Fliche gleich sey.
Analysis. Der gesuchte Punkt D sey gefunden, und
es sey BD > DC: so ist
BD?* — 2CD*
gegeben. Mache DE = DC, so ist BD* — CD* = — CBE
(Lemma 4, Zus.). Ferner nimm —m BC ., EG — CD?, so ist
BD? —2CD? == CBE — = BC . EG
= CRBG,
Daher ist 2 CBG gegeben, mithin (Dat. 61) die Linie BG
und der Punkt G.
Weil nun = BC . EG — CD? oder = =3 CDE, so ist
GE:ED — DC:(CB,
das ist, wenn CF — BC gemacht wird,
GE:ED = DC:CF
und comp. GD:DE oder DC — DF': FC.
Die Summen der homologen Glieder haben aber dasselbe
Verhiiltniss, mithin ist
GF:FD — DF:FC, _
also FD die mittlere Proportionale zwischen GF und FC.
Da nun die Linien GF und FC gegeben sind, so ist auch
DF und deshalb der Punkt D gegeben.
Determination. Offenbar muss die gegebene Fliche
kleiner seyn als das Quadrat der gegebenen Linie BC.
Synthesis. Nimm ™ CBG gleich der gegebenen
Fliche, und es sey BG < BC. Verlingere BC um CF=— BC
und nimm FD gleich der mittlern Proportionale zwischen GF
und FC: ich behaupte, dass D der gesuchte Punkt sey.
Denn nach Lemma 11. ist GD >> DC. Macht man also
DE = DC, so liegt E zwischen G und D.. Weil nun GF: FD
= DF:FC, so ist, wenn man die Differenzen der homolo-
gen Glieder nimmt,
GD : DC oder DE= DF: FC
und @l o . % GE: ED =DC: CF oder BC,
mithin @ BC . GE—= = EDC = CD?. Es ist aber
= CBE = BD* — CD? (Lemma 4, Zus.),
folglich, wenn man hiervon die Gleichung
= BC.GE = CD?
wegnimmt, ist = CBG = BD? —2CD?,
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Anmerkung 1. Macht man FE gleich der mittlern
Proportionale zwischen BF und FC: so ist nach Aufgabe I.
E der Grenzpunkt, fiir welchen BE? =— 2EC?, oder
BE?* — 2EC?* — 0 ist. Nimmt man nun zwei belicbige
Punkte D und H zwischen E und C: so behaupte ich, dass
der dem Punkte C nithere Punkt H eine grossere Fliche be-
stimme als der von ihm entferntere D. Denn weil BH > BD,
und HC < CD: so ist

BH* > BD*?
und 2CH? < 2CD?,
folglich ist BH* —2CH* > BD* —2CD*, — Hieraus er-
giebt sich auch leicht die Umkehrung.

Anmerkung 2. Nimmt man die mittlere Proportio-
nale FD nach der entgegengesetzten Seite, so leistet der
Punkt D dasselbe.

Aufgabe IIL. Fig 28.
Hm : a2,

In ciner geraden Linie sind zwei Punkte B,C gegeben;
gwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass das Recht-
eck aus der gegebenen Linie BC und dem einen Abschnitte
CD zum Quadrate des andern Abschnittes BD ein gegebenes
Verhiiltniss habe.

Analysis. Der gesuchte Punkt D sey gefunden, so
ist das Verhiltniss {
= BCD : BD?

gegeben. Mache m BE.CD = BD?, so ist das gegebene
Verhiiltniss

= BCD: == BE.CD, das ist

= CB: BE;
mithin ist, weil CB gegeben wird, die Linic BE der Lage
und Grosse nach gegeben. Weil nun m BE . CD — BDz,
TR e g CD:DB — DB:BE
und compon.. . . . CB:BD — DE:EB,
mithin @ BDE=— CBE. Nun ist c CBE wegen seiner
bekannten Seiten gegeben, also auch = BDE; und da die
Differenz BE der Seiten bekannt ist, so sind die Seiten selbst
und somit der Punkt D gegeben.

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey p:g. In
der Verlingerung der BC nimm den Punkt E so, dass
CB:BE = p:q, und in der nach'B hin Verlingerten BE
nimm den Punkt D so, dass co BDE =— o CBE ist: so be-
haupte ich, dass D der gesuchte Punkt sey. :
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Denn weil .3 CBE < 1 BCE, so ist ca BDE < BCE,
und der Punkt D liegt demnach zwischen B und €. Wegen
der gleichen Rechtecke BDE und CBE aber ist

CB:BD = DE:EB
und divid. . .. .. CD: DB = DB: BE,
also ™ CD.BE = BD*. Dabher ist
o BCD:BD*==0BCD:==CD . BE
= DBC :BE =5 P q

Anmerkung 1. Nimmt man den Punkt D in der

andern Verlingerung der BE, so leistet er dasselbe.

Anmerkung 2. Ist das gegebene Verhiiltniss p : g¢
das Verhiltniss der Gleichheit, so ist —m BCD = BD?*, und
dies ist die Aufgabe der sectio media et extrema ratione (im
mittlern und iussern Verhiltnisse).

Anmerkung 3. Die Aufgabe Hm : z* ist ein be-
sonderer Fall von Apollonius, ,De sectione determinata®,
Buch 1, Aufg. 2, Fall 1 (bearbeitet von Diesterweg. Mainz,
1822). In der allgemeinen Aufgabe nimlich kann die Linie H
jede Grosse haben.

Aufgabe IV. Fig 24.
Hm : H* — m?, }

In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass das Recht-
eck aus der gegebenen Linie BC und einem ihrer Abschnitte
CD zum Ueberschusse des Quadrats der gegebenen Linie BC
iiber das Quadrat des genannten Abschnittes CD ein gegebe-
nes Verhiltniss habe.

Analysis. Der Punkt D sey gefunden, so ist das
Verhiiltniss

= BCD : BC?* — CD*
gegeben. Mache =3 ECD = BC* — CD?, so ist das gege-
bene Verhiltniss
= BCD : = ECD, das ist
oo BC: CE.

Daher ist das letztere Verhiltniss gegeben, mithin, weil
BC gegeben wird, die Linie CE der Lage und Grisse nach.
Weil nun BC?* — CD?* == ECD, so ist, wenn auf beiden
Seiten CD? hinzukommt, BC? = — EDC. Nun ist BC* ge-
geben, also auch co EDC. Es ist aber die Differenz EC
der Seiten bekannt, folglich sind die Seiten selbst und der
Punkt D gegeben.
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Synthesis. Das gogebene Verhiltniss sey p:g. In
der Verlingerten BC nimm den Punkt £ so, dass BC : CE
= p:¢, und in der nach B hin Verlingerten CE nimm den
Punkt D so, dass ca CDE = BC? ist: so wird D der ver-
langte Punkt seym,

Denn weil BC*< 1 CBE, so ist auch m CDE< = CBE;
mithin liegt D zwischen B und €. Ferner, weil caCDE—=RBC?,
so ist 3 DCE = BC? — CD?>. . Folglich ist

= BCD: BC? — CD? == 1 BCD : = DCE
&b b Chis— P4

Anmerkung 1. Ein dem Punkte € niherer Punkt
bestimmt ein kleineres Verhiiltniss als ein von ihm entfernte-
rer. s seyen D, H zwei beliebige Punkte zwischen B, C,
und es sey CH<{ CD: so ist

—mBCH < = BCD,
und weil CH? < CD?, ist
BC? — CH* > BC* — (D>,
Folglich ist (Pappi Lemma 11)
cBCH : BC* —CH®* << = BCD : BC? —CD?.
Hieraus folgt auch leicht die Umkehrung.

Anmerkung 2. Nimmt man den Punkt D in der an-
dern Verlingerung der CE, so ist caBCD:CD* —BC*—=p:q.

Aufgabe V. Fig. 23.
Hm : H? 4~ m?,
In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass das Recht-
eck aus der gegebenen Linie BC und einem ihrer Abschnitte

CD zur Summe der Quadrate von den genannten Linien BC, CD
ein gegebenes Verhiltniss habe.

Analysis. Der gesuchte Punkt D sey gefunden, so
ist das Verhiltniss
=3 BCD : BC?* 4 CD*

gegeben. Mache 3 ECD = BC? 4 CD?, so ist das gege-
bene Verhiltniss

= BCD: = ECD, das ist

== BC: CE;
daher ist wegen der gegebenen BC auch CE der Lage und
Grosse nach gegeben. Weil nun ™ ECD = BC? +4- CD?,
so ist, wenn auf beiden Seiten CD? abgezogen wird, = CDE
== BC?. Nun ist BC> gegeben, also auch =3 CDE. Es
ist aber die Summe CE der Seiten bekannt, folglich sind die
Seiten selbst und somit der Punkt D) gegeben.
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Determination. Weil BC?=—==CDE, und CD < BC
ist, denn der Punkt D liegt zwischen B und C: so ist
(Lemma 11, Zus. 2) CE > 2BC, nithin BC: CE < BC : 2BC,
oder 1:2. Das gegebene Verhiltniss muss also kleiner seyn
als das Verhiiltniss des Einfachen zum Doppelten,

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey p:g¢, und
es sey 2p < gq. Mache BC:CE—=p:q, so ist 2BC < CE,
das ist EB > BC, und daher .o EBC > BC?. Die Linie EC
lisst sich also in zwei Punkten zu beiden Seiten des Punktes
B so theilen, dass das Rechteck aus den Abschnitten durch
je einen Punkt gleich BC? ist. Es sey aber D der zwischen
B, C liegende Theilungspunkt: ich behaupte, dass er der
Aufgabe geniige.

Denn weil BC®* =— 3 CDE, so ist, wenn CD® hinzu-
kommt, BC? 4 CD* = DCE. Dabher ist

= BCD : BC? 4 CD?* = = BCD : — DCE
= BC:CE =p:q.

Anmerkung. Der zweite zwischen B, E liegende
Theilungspunkt leistet dasselbe,

Aufgabe VI. Fig. 25.
Hm : Hn + n°.

In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten Punkt D) zu finden, sodass das
Rechteck aus der gegebenen Linie BC und dem einen Ab-
schnitte CD zur Summe des Quadrats von dem andern Ab-
schnitte BD und des Rechtecks aus diesem Abschnitte BD
und der gegebenen Linic BC ein gegebenes Verhiltniss habe,

Analysis. Der gesuchte Punkt D sey gefunden, so
ist das Verhiltniss
= BCD : = CBD + BD*
gegeben, Verlingere BC um BE = BC, so ist
= CBD 4 BD* — = EBD 4+ BD*
= 3 EDB,
Daher ist das gegebene Verhiiltniss gleich cmBCD :=EDB. *)

") In einer geraden Linie sind also drei Punkte C,B,E gegeben;
man soll zwischen den beiden ersten C, B einen vierten Punkt D
finden, sodass das Rechteck aus dem ersten Segmente CD und

++« einer gegebenen Linie BC zum Rechteck aus dem zweiten und
dritten Segmente BD, ED ein gegebenes Verhiltniss habe. Die
Aufgabe ist demnach auf die sectio determinata, Buch 1, Aufg. 3,
Fall 1., gebracht.
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In der Verlingerung der CE nimm den Abschnitt EF so,
dass 3 EF. CD = = EDB: so ist das obige Verhiiltniss
= BCD : = EF.CD, das ist
Es ist aber BC gegeben, mithin EF der Lage und Grosse
nach, also auch BF. Weil nun. mEF.CD — == EDB, so ist
CD:DB—=DE: EF
und comp. . . . .. CB:BD — DF: FE,
mithin ist 2 BDF =— = BC . EF. Es ist aber == BC.EF
wegen sciner bekannten Seiten gegeben, also auch = BDF;
und weil die Differenz BF der Seiten gegeben ist, so sind
die Seiten selbst, mithin der Punkt D gegeben.

Synthesis. Das gegebene Verhiiltniss sey p:g. Ver-
lingere BC um BE = BC, mache BE:EF = p : ¢ und
nimm in der nach B hin liegenden Verlingerung der FB den
Punkt D so, dass 3 BDF = 2 BC . EF: so liegt D zwi-
schen B und C, weil =@ BC . EF << — BCF ist, Ich be-
haupte nun, dass D der gesuchte Punkt se

Denn wegen der gleichen Rechtecke ist CB: BD — DF': FE,
also divid. CD : DB = DE: EF, und m BDE—=——=CD . EF.
Fs ist aber —m BDE = EBD + BD* — = CBD + BD:*,
Folglich ist

= BCD : = CBD 4 BD? —=—= BCD: == CD . EF
=BC:EF =p:qy.

Anmerkung. Nimmt man den Punkt D in der an-
dern Verlingerung der BF', so ist — BCD: BD* — — CBD

=p:q.
Aufgabe VII. Fig. 26.

Hm : mn —n*,

In eciner geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass das Recht-
eck aus der gegebenen Linie BC und dem grossern Abschnitte
CD zum Ueberschusse des Rechtecks aus beiden Abschnitten
CD, DB iber das Quadrat des kleinern Abschnittes BD cin
gegebenes Verhiltniss habe.

Analysis. Der Punkt D sey gefunden, und es sey
CD > BD, so ist das Verhiltniss

= BCD : = BDC — BD*?
gegeben. Mache DG = DB, so ist =9 BDC — BD?* =
=GDC — GD?* = aCGD. Ferner nimm E:lDCH--c:::CGD
so ist das gegebene Verhiiltniss
= BCD : = DCH, das ist
= BC:CH;
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daher ist die Linie €H und somit auch BH der Lage und

Grosse nach gegeben. Weil nun 1 DOCH =2 CGD, so ist
CD:DG oder DB=—=GC:CH

untl’ ebmpon, ¥, FEHEE CB:BD = GH: HC.

Verlingere BC um CF= BC, so ist FB: BG = CB:BD,
weil FB=—2BC, und BG —2BD ist; mithin ist
FB:BG — GH:HC
und 9 BGH == BF.CH, Nun ist = BF.CH wegen seiner
bekannten Seiten gegeben, also auch 3 BGH; und weil die
Summe BH der Seiten bekannt ist, so sind die Seiten selbst,
also der Punkt G' und somit auch der Punkt D gegeben,

Determination. Weil zur Construction erforderlich
ist, dass BC:CH gleich dem gegebenen Verhiiltnisse genom-
men, CF = BC gemacht, und die Linic BH in G so getheilt
werde, dass 0 BGH — — BF . CH sey: so wird die Auof-
gabe mnicht miglich seyn, wenn I BF.CH grosser ist als
das Quadrat der halben BIH; und es wird eine Grinze statt-
finden, wenn G die Mitte der BH ist.

1) Das Grinzverhiltniss BC: CH sey gefunden. Hal-
bire BH in G, so ist der Voraussetzung zufelge —a BF, CH
= BGH, also

FB:BG — GH:HC
und convert.. . ., . BF: FG — HG oder BG: GC.
‘ Die Differenzen der homologen Glieder haben aber das-
selbe Verhilltniss, daher ist

BF:FG = GF': FC.

Folglich ist F'G die mittlere Proportionale zwischen BF
und F'C. Die Linien BF, FC sind aber gegeben, also auch
FG, within BG und die ihr gleiche GH, folglich CH und
das Verhiltniss BC: CH,

Man findet also das Grinzverhiltniss BC: CH auf fol-
gende Weise; Verlingere BC um CF = BC und nimm FG
gleich der mittlern Proportionale zwischen BF und FC: so
ist (Lemma 11) BG > GC. Macht man also GH = BG,
so liegt H zwischen C und F. Ich behaupte nun, dass
m BGH — — BF.CH, und dass, wenn BG in D halbirt
wird, = BCD : 2 BDC — BD? = BC: CH sey.

Denn weil BF: FG — GF': FC, so ist convert. FB : BG
oder HG — FG : GC, und permut,

BF: FG — HG:GC,
und nochmals convert. FB: BG = GH: HC,
also = BGH = BF . CH,

Ferneridst, »<udn . FB: BG — CB: BD,
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weil FB=2BC, und BG=2BD ist; folglich ist
CB:BD — GH:HC

und divid, . . . . . CD:DB = GC:CH,

alsosn, W% 130 = DCH = BD . CG

= DGC

= GDC — GD*

— BDC — BD?,

I

Daher ist
= BCD : —= BDC — BD? —=—= BCD : = DCH
=BC: CH,

2. Jetzt ist zu untersuchen, ob BC:CH ein grosstes
oder kleinstes Verhiltniss sey. Nimm also einen beliebigen
Punkt E in BC, sodass CE > EB ist: so ist das Verhiltniss
=3 BCE : = BEC — BE?
zu vergleichen mit
BC : CH, das ist mit o BCE: 3 ECH.

Weil nun in beiden Verhiiltnissen die Vorderglieder gleich
sind, so vergleiche die Hinterglieder mit einander, niimlich
3 BEC — BE? mit — ECH.

Mache EK — BE, so ist
= BEC — BE? — — KEC — KE?
s=reC IR
vergleiche daher
— CKE mit — ECH,
ARl i” CE : EK oder EB mit KC:CH
L S CB:BE mit KH:HC,
Es ist aber CB: BE=—FB : BK, desshalb werde
FB: BK mit KH: HC
verglichen, also — BKH nit 3 BF.CH, das ist mit m BGH.
Offenbar aber ist 0 BGH > = BKH, weil G die Mitte der
BH ist; daher ist auch
— BF.CH > — BKH,
IR O L e FB:BK > KH:HC,
dagiast . oL CB:BE > KH:HC
und divid. . . . . . CE: EB oder EK > KC:CH,
also 00 CKE < — ECH. Folglich ist
= BCE: = CKE > BCE : = ECH,
das ist @ BCE: ) BEC — BE* > BC: CH.

Hieraus folgt, dass BC: CH das kleinste Verhiiltniss sey.

Synthesis. Verlingere BC um CF = BC, nimm

FG gleich der mittlern Proportionale zwischen BF, FC, und

mache GH =— BG: so ist BC:CH das kleinste Verhiltniss,

welches gegeben werden darf.  Ist nun ‘das gegebene Ver-
3
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hiiltniss gleich! BC : CH, so halbire BG in D: so ist, wie in
der Determination bewiesen weorden ist,
= BCD : = BNC — BD* = BC ;: CH.

Ist das gegebene Verhiiltniss kleiner als BC:CH, so ist
die Auflosung nicht méglich, Ist aber das gegebene Verhilt-
niss p:¢ > BC:CH, so sey BC:CR—=p:q; soist CR<CH.
Da pun . TG0, = BF,CH — o BGH
alier e R v al = BF.RH > = BG . RH,
so ist, wenn man Ungleiches von Gleichem wegnimmt,

= BF.CR << — BGR.

Folglich lisst sich die Linie BR in zwei Punkten K und
k so theilen, dass die Rechtecke BKR und BLR heide gleich
aBF . CR sind. Beide Punkte werden aber in der Linie BC
selbst liegen, weil 3 BF'. CR > = BCR ist. Halbire nun
BK in E, und Bk in e: ich behaupte, dass die Punkte E, e
beide das Verlangte leisten.

Denn weil 3 BF . CR == BKR, so ist FB: BK, das
ist CB:BE = KR:RC, und divid. CE:EB oder EK =
KC:CR, mithin =@ ECR=—=3CKE. Nun ist 2 CKE —
2 BEC — BE*. TFolglich ist

= BCE ; D BEC — BE? — — BCE : = ECR
== B0 Chics pPyq.
Ebenso wird gezeigt, dass der Punkt e dasselbe leiste.

Zusatz., Das kleinste Verhiltniss BC ; CH wird so be-
stimmt: Es ist CH der Ueberschuss der Linien BF, FC iiber
die Linien BF, FH, das ist der Ucberschuss der dreifachen
BC iiber die doppelte F'G, Das Quadrat von FG aber ist
leich dem doppelten Quadrate von BC. Folglich ist das
kleinste Verhiltniss gleich dem Verhiltnisse der BC zum Ue-
berschusse der dreifachen BC iiber die doppelte Seite des”
Quadrats, welches dem zwiefachen Quadrate der BC gleich ist.

BC: 3BC — 2V/2BC:.

Aufgabe VIIL Fig. 27.
Hm : n* — mn.

In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass das Recht-
eck aus der gegebenen Linie BC und dem kleinern Absehnitte
BD zum Ugberschusse des Quadrates von dem griossern: Ab-
schnitte CD iiber das Rechteck aus beiden Absehnitten BB,
DC cin gegebenes Verhiiltniss habe;
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Analysis. Der Punkt D) sey gefunden, und es sey
CD > BD, so ist das Verhiltniss
—= CBD :CD* — 3 BDC

gegeben, Mache DE = CD, so ist
CD? — = BDC —= DE*— = BDE

= DEB.
Daher ist das Verhiltniss
= CBD : o DEB
und, wenn man 1 DBF =2 DEB macht, - auch
= CBD : 2 DBF, das ist
CB: BF
gegeben, mithin die Linie BF der Lage und Grosse nach,
Weil nun —mDBF=— = DEB, so ist
BD: DE oder DC—EB:BF
und comp. .. ... BC :CD=EF: IB.
Verlingere BC um BG BC, so ist
BC:CD=GC:CE,

weil 2BC = GC, und 20D = CE ist; daher ist
GC:CE—=EF: FB ;
e o, o, — CEF — = C6G'. BF.

Nun ist 3 CG. BF wegen seiner bekannten Seitén ge-
geben, also auch c3CEF'; und da die Differenz CEF der Seiten
gegeben ist, so sind die Selten selbst gegeben, mithin der Punkt
E, also die Linie CE, somit ihre Hilfte CD und der Punkt D,

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey p:¢. " Ver-
lingere BC um BG =— BC, nimm von B mach C hin'den
Abschnitt BF so, dass CB: BF = p:q ist, in der nach B
hin Verlingerten CB nimm den Punkt E so, dass — CEF
= 3 CG.BF, und halbire CE in D: 'so ist D der ge-
suchte Punkt, :

Denn weil = CG , BF > — CBF und < — CGF,
seastauch . .o CEF>&: CBF und <= CGF,
mithin liegt E zwischen B,G, und deshalb D zwischen B,C
es ist also CE > CRB, und wenn man die Hilften mmmt,
CD>> 1CB, oder CD>DB — Weil nun = CG . BF —
= CEF, so ist GC:CE — EF:FB, das ist BC:CD =
EF:FB, und divid. BD : DC odex DE — EB : BF, also
= DBF =— — BED =— ED?* — = BDE — €D* — = BDC.
Folglich ist

= CBD : CD* — BDC._ = CBD : @ DRF
=CB: BF = piq.

Anmerkung, Dem Anfinger. kinnte o8 auffallan, dass
die Aunfgaben VII und VI, Howm.:mn—2* und Hm;p?—mn,
welche einander so ihnlich zw seyn scheinen, doch zu ganz

3 *
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verschiedenen Resultaten fithren, indem bei Aufgabe VII ein
minimum , bei Aufgabe VIII aber gar keine Grinze stattfindet.
Folgende Betrachtung kann diese Schwierigkeit heben.

In Aufgabe VII ist m > 2, in Aufgabe VIII dagegen

n>m, In jener liegt also m zwischen den Grinzen —— und

I 2
H, in dieser aber zwischen - und 0. In Aufgabe VII ist

€
~

daher das Verhiltniss Hm : mn — n?
S Riis I 7 R o
Sl Tt T

fiir m — -I—-I— gleich

: 2
und
fir m = H gleich H* : 0 — 0 = H? : 0 unendlich gross.

: O unendlich gross,

3 s
Wenn also 7 -von seinem kleinsten Werthe % bis zu

seinem grossten H stetig wiichst, so wird das Verhiltniss
Hm : mn — 2* von einem unendlich grossen Werthe herab-
steigen bis zu einem kleinsten, und von da wieder hinauf bis
zu einem unendlich grossen. KEs muss hier also ein minimum
stattfinden,

In Aufgabe VIII dagegen ist das Verhiltniss Hm : 22 —mn
g JH R F? 20 H?
fiir m TG gleich TR -——fi— T ¢ O unendlich gross,
¥ und
firm= 0 gleich 0 : H> — Q0 = 0 : H> unendlich klein.
Wenn also m von seinem kleinsten Werthe O bis zu sei-
H
nem grossten 5 hinaufsteigt, so wird auch das Verhiltniss
Hm : n* — mn von seinem unendlich kleinen bis zu seinem
unendlich grossen Werthe wachsen, und es kann zwischen
beiden weder ein maximum noch ein minimum stattfinden,
Durch ihnliche Betrachtungen lassen sich bei mehreren der

folgenden Aufgaben schon vor der Analysis die Determinatio-
nen angeben,

Aufgabe IX. Fig. 28.
H? + Hm: m?,
p In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass die Summe
des Quadrats von der gegebenen Linie BC und des Rechtecks

aus ihr und einem ‘ihrer Abschnitte CD zum Quadrate dieses
Abschnittes ein gegebenes Verhiltniss habe.
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Analysis. Der Punkt D sey gefunden, so ist das
Verhiiltniss » :
BC* 4+ = BCD : CD*
gegeben.  Verlingere BC um CE = BC, so ist
BC? 4- @ BCD —= EC* 4+ = ECD .
= CED;
mithin ist das gegebene Verhiiltniss — l:lCED 1 CD> ¥ uml
wenn man =3 ED . CF = CD? macht, auch
= CED: = ED . CF, das ist
= EC:CF, oder BC: CF,

Es ist aber BC gegeben, also auch CF der Lage und

Grosse nach, Weil nun m ED , CF = CD*, so ist
ED:DC = DC:CF

und divid. . . . . . EC:CD = DF:FC, .

R BTN . CDF — 3 ECF,

Nun ist. 02 ECI' wegen seiner bekannten Seiten, gegeben,
also auch = CDF'; und weil die Differenz CF der Seiten ge-
geben ist, so sind die Seciten selbst, mlthm der Punkt. D
gegeben.

Determination. Weil der Punkt D zwischen B und
C liegen soll, so ist o CBF > CDF. . Es ist aber caCDF
== ECF' (nach der Analysis), mithin ist =3 CBF > — ECF.
Nun ist BC= CE, folglich BF > FC. Halbirt man also BC
in G, so ist CF' < CG, und EC:CF > EC:CG. Es ist
aber EC:CF das gegebene Verhiltniss, und EC:CG=2:1.
Folglich muss das gegebene Verhiltniss grosser seyn als das
Verhiltniss des Doppelten zum Einfachen.

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey p:¢, und
es sey p >24¢. In BC nimm den Punkt F' so, dass BC:CF
=p:q, so ist BC>2CF, oder BF > FC, mithin c3CBF
> 3 BCF, Nimmt man also in der Verlingerten CF den
Punkt D so, dass =3 CDF = =3 BCF, so wird D zwischen
B und F liegen. Ich bebaupte nun, dass D der gesuchte
Punkt sey.

Denn verlingere BC. um CE =— BC, so ist wegen der
gleichen Rechtecke -

BC oder EC:CD = DF: FC,

") In einer geraden Linie sind also zwei Punkte E,C gegeben;
in der Verlingerung einen dritten Punkt I? zu finden, sodass
das Rechteck aus einer gegebenen Linie CE und dem ersten
Abschnitte ED zum Quadrate des zweiten Abschnittes CD ein
gegebenes Verhiltniss habe. Die Aufgabe ist demnach auf die
sectio determ. Buch 1, Aufg, 2, Fall 2,b gebracht.
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also compon:. . ... .. ED:DC = DC:CF
11 G ol etglien i o e g CD?* — o ED.CF,
Daher ist
I CED:CD* — m CED : S ED . CF,
das ist BC* 4- o BCD:CD®* — EC:CF=p:q.

Anmerkung. Nimmt man den Punkt D in der an-
dern Verlingerung . der CF, so ist BC® -« = BCD : CD*?

=p:q.

Aufgabe X. Fig 29.
H?* 4 Hm : mn.

In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass die Summe
des Quadrats von, der gegebenen Linie BC und des Rechtecks
aus ihr_und einem ihrer Abschnitte CD zum Rechteck aus
beiden Abschnitten BD, DC ein gegebenes Verhiltniss habe.

; Analysis, Der Punkt D sey gefunden, so ist das
Verhiltniss
: BC* 4~ = BCD : = BDC
gegeben.  Verlingere BC um CF= BC, so ist
BC? 4 == BCD = CF* - = FCD
e = CFD;
und das gegebene Verhiiltniss ist gleich © CFD : cm BDC *),
Ferner mav:%ne = FD . CH== BDC, so ist das obige Ver-
hiiltniss
= CFD :xa FD ,CH, das ist
== FC:CH, oder BC:CH;
mithin ist die Linie CH der Lage und Grisse nach gegeben.
Weil nun 5 FD . CH = — BDC, so ist
, FD:DB =— DC:CH
und ‘eompon. . . . . FB:BD = DH:HC,
alyo 25T AN SRRe = BDH — — BF.CH.
Nun'ist 3 BF . CH wegen seciner bekannten Seiten ge-

*) In einer geraden Linie sind also drei Punkte F, C, B gegeben;
man soll zwischen dem zweiten und dritten einen vierten Punkt
D finden, sodass das Rechteck aus dem ersten Abschnitte FD
und einer gegebenen Litie FC zum Rechtecke aus den beiden
andern Abschnitten BD,'CD ein gegebenes Verhdltniss habe.
Die Aufgabe ist demnach auf die sectio determ. Buch 1, Aufg. 3,
Fall 8. gebracht.

-
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geben, also auch t= BDH; und da die Summe BH ' der Sei-
ten gegeben ist, so sind die Seiten selbst, folglich auch der
Punkt D gegeben.

Determination. Weil zur Construction érforderlich
ist, dass BC:CH gleich dem gegebenen Verhilthisse genom=
men, CF = BC gemacht; und die Linie BH in D so getheilt
werde, dass 02 BDH =— 3 BF . CH sey: so wird die Auf-
gabe nicht miglich seyn, wenn = BF .CH grosser ist als
das Quadrat der halben BH; und offenbar wird ecine Grinze
stattfinden, wenn D die Mitte der BH ist.

1. Angenommen, das Griinzverhiltniss BC': CH sey ge-
funden. Halbire BH in P, so ist der Voraussetzung zufolge
= BDH—= BF,CH, also

FB:BD—DH: HC
und convert. . . . . . BF: FD = HD oder BD: DC,
folglich perm.und conv. BF: FD = DF': FC.

Daher ist FD die mittlere Proportionale zwischen BF
und FC. Nun sind aber BF und FC gegeben, also auch
FD, mithin BD und die gleiche DH, folglich CH und das
“ Verhiltniss BC : CH.

Man findet also das Grinzverhiltniss auf folgende Weise.
Verlingere BC um CF =— BC, und nimm FD gleich der
mittlern Proportionale zwischen BF und FC: so ist (Lemma
11) BD > DC. Macht man also DH=BD, so liegt der
Punkt H in der Linie CF. Ich behaupte nun, dass — BDH
— o BF . €CH, und dass BC? 4 5 BCD : == BDC =
BC : CH sey.

Denn weil BF': FD = DF': FC, so ist convert. und perm.

BF:FD — BD oder HD : DC
und nochmals conv. FB: BD — DH: HC,

i ' T ey = BDH =— — BF . CH.
Ferner folgt aus der letzten Proportion divid.
FD:DB=—DC:CH,
T e R = BDC=—= DF . CH,
Daher ist

= DFC: =2 BDC —=—DFC . DF . CH,
dasist BC* 4+ mBCD:aBDC = FC : CH = BC: CH.

2. Jetzt ist zu untersuchen, ob BC:CH ein grosstes
oder kleinstes Verhiltniss sey. Nimim einen beliebigen Punke
E in BC, so ist das Verhiltniss

BC?* 4 = BCE : = BEC
zu vergleichenr mit
BC: CH, oder FC: CH.
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Es ist aber BC® 4~ 2 BCE == CFE, vergleiche also
= CFE : @™ BEC
mit . . . FC:CH, das ist mit = CFE: = FE . CH,
Da nun in beiden Verhiltnissen  die Vorderglieder gleich
sind, so vergleiche die Hinterglieder, niimlich
= BEC mit — FE . CH.
Es werde daher FE:EB mit EC:CH
verglichen, und comp. FB:BE mit EH: HC,
also m BEH mit 2 BF.CH oder mit 2 BDH, Nun ist
aber @ BDH > — BEH, wecil D die Mitte der BH ist;

daher ist auch
=3 BF.CH > — BEH,

1 IR T FB:BE > EH:HC
und diid: . e FE:EB > EC:CH,
mithin . va . Go ..., D BEC < = EF . CH.

Folglich ist
= CFE: o BEC > = CFE: o EF . CH,
das ist BC*4-BCE: = BEC > FC: CH, oder BC:CH,
woraus hervorgeht, dass BC: CH das kleinste Verhiltniss sey.

Synthesis. Verlingere BC um CF=— BC, nimm FD
gleich der mittlern Proportionale zwischen BF, FC und mache
DH— BD: so ist BC: CH das kleinste Verhiiltniss, Ist also
BC : CH selbst das gegebene Verhiltniss, so ist (wie in der
Determination bewiesen worden ist)

BC* 4+ = BCD : — BDC —= BC : CH,
mithin ist D der gesuchte Punkt. — Ist das gegebene Ver-
hiltniss kleiner, so ist die Auflosung nicht méglich, — Ist
aber das gegebene Verhiltniss p : ¢ > BC : CH, so sey
BC:CR = p:q; so ist CR< CH. Da nun
o BF . CH — — BDH,

R — BF . RH > — BD . RH,

so ist, wenn man Ungleiches von Gleichem abzieht, = BF . CR
< @ BDR. Daher lisst sich die Linie BR in zwei Punkten
E,e¢ zu beiden Seiten des Punktes D so theilen, dass die
Rechtecke BER und BeR gleich — BF'.CR sind. Ich be-
haupte, dass beide Punkte das Verlangte leisten,

Denn weil = BF . CR =—= =3 BER, so ist

FB:BE — ER:RC
und divid, . . . . . FE: EB — EC:CR,
mithilt S ar i I BEC — = EF . CR,
Folglich ist
= CFE :— BEC=—CFE: = EF . CR,
das ist BC* 4~ 9 BCE: o BEC=FC:CR = p:q.
Ebenso wird bewiesen, dass der Punkt ¢ dasselbe leiste.
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Zusatz 1. Das kleinste Verhiltniss BC : CH wird so
bestimmt: Es ist CH der Ueberschuss der Linien BF, F'C
iilber BF, FH, das ist der Ueberschuss der dreifachen BC
iiber die doppelte FD; das Quadrat von FD aber ist gleich
dem zwiefachen Quadrate der BC.  Folglich ist das kleinste
Verhiltniss gleich dem Verhiltnisse der BC zu dem Ueber-
schusse der dreifachen BC iiber die doppelte Seite des Qua-
drats, welches zweimal so gross ist als das Quadrat der BC.

BC :3BC — 2y2BC->.
Zusatz 2. Der Radius eines Kreises sey », und die
Seite des eingeschriebenen Quadrats s, so ist $*> =2r?, und

§ = l/2r2 , mithin
r+%:r——g—= r+%}/2r?‘:r——%l/2r2.

Dividirt man die Glieder des zweiten Verhiltnisses durch

1+ -i—]/ﬁ , S0 ist
r+—%:r———;— = r:3r— 2122,

Das in Zusatz 1 bestimmte kleinste Verhiiltniss ist daher
auch gleich dem Verhiltnisse der Summe des Radius eines
Kreises und der halben Seite des eingeschriebenen Quadrates
zur Differenz derselben Linien,

Geometrisch lisst sich dies so zeigen. Fig. 30. In den
Kreis um O sey das Quadrat BCFE eingeschrieben,  Ziehe
den Durchmesser GH senkrecht auf BC, EF', welche densel-
ben in L,K schneiden: so ist aus bekannten Grinden KO
= OL=1BC. Daher ist KG = GO + LBC, und GL —
GO — ;BC. Ziche die Diagonale CE, welche durch O geht,
und den Radius BO, welcher senkrecht auf CE steht, und
verbinde EG, welche die Linien BC, BO in M, N schneide:
so ist W. OEN — W.LGM, weil OG = OFE ist; daher ist
in den rechtwinkligen A A EON, GLM auch W. ENO — W.
GML, wmithin W. BNM = W. BMN, und somit BM — BN.
Zieht man also nach BC die Linie OP der EG parallel, so
ist auch BO = BP, also

CP=—CB — BO
= BC— GO.

Wegen der Parallelen aber ist CP = PM, weil CO = OE
ist; daher ist

CM=2BC — 2GO0,

Weil nnr—, . "oy Chi="1.0,

80 ist, wenn beiderseits GL 4 LM hinzukommt,
GL+ CM = GO+ LM,
das ist GL+4-2BC —2G0 = GO + LM,
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Auf beiden Seiten setze 2G 0 hinzu und ziehe dann 2BC

und LM ab, so ist
GL — LM = 3G0 — 2BC.

Weil nun LM 5= EK, so ist KG : GL = KE oder KO: LM,
und, wenn man die Differenzen der homologen Glieder nimmt,
KG:GL=GO0:GL—LM

= G0:3G0 — 2BC.

Das Quadrat von BC aber ist gleich dem doppelten Qua-
drate des Radius GO. Demnach hat dic Summe KG des
Radius eines Kreises und der halben Seite des eingeschriebe-
nen Quadrats zur Differenz GL derselben Linien dasselbe Ver-
hiltniss als eine Linie G'O zu dem Ueberschusse ilires Drei-
fachen 3G O iiber die zwiefache Seite 2BC desjenigen Qua-
drats, welches dem doppelten Quadrate jener Linié gleich ist,

Aufgabe XI. Fig. 81.
H? 4 Hm : Hm -4 mn.

In eciner geraden Linic sind zwei Pankte B, C' gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass dic Summe
des Quadrats von der gegebenen Linie BC und des Rechtecks
aus ihr und einem ihrer Abschnitte €D zur Summe desselbeén
Rechtecks und des Rechtecks aus beiden Abschnitten BD,DC
ein gegebenes Verhiltniss habe.

Analysis. Der gesuchte Punkt D sey gefunden, so
ist das Verhiltniss
BC?* 4 @m BCD : — BCD 4~ m BDC
gegeben. In der Verlingerten BC nimm die Abschnitte CF
und BG gleich BC, so ist
BC?* 4 = BCD =— FC* 4~ o FCD
= = CFD
und . . . . @BCD4-=BDC = = BG.CD 4 =BDC
= 2 GDC.
Folglich ist das gegebene Verhiltniss = caCFD:c26GDC*),
Mache = F'D . GH — =3 GDC, so ist jenes Verhiltniss
= CFD: = FD . GH, das ist
= CF:GH;
mithin ist die Liniec GH der Lage und Grosse nach gegebem.

*) In einer geraden Linie sind also dvei Punkte F, C,& gegebens
man soll einen vierten I finden. Die Aufgabe ist deshalb auf
die sectio determ., Buch 1, Aufg. 3, Fall 8, gebracht.
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Weil nun — FD . GH = — GDC, so ist
FD:DC = DG:GH

und divid. . . . .. FC:CD — DH: HG,

mithin "% 0 —1 CDH = — CF, GH.

Es ist aber — CF.GH gegeben, also auch = CDH,
und weil die Summe CH der Seiten gegeben ist, so sind die
Seiten selbst, also der Punkt D gegeben,

Determination, Weil zur Construction erforderlich
ist, dass BC um BG == BC verlingert, BC : GH gleich
dem gegebenen Verhiltnisse gemacht, und die Linie CH im
Punkte D so getheilt werde, dass 3 CDH — — BC.GH
sey: so wird die Aufgabe nicht moglich seyn, wenn o BC.GH
grosser ist als das Quadrat der halben CH; und offenbar
wird eine Grinze stattfinden, wenn D die Mitte der CH ist,

1. Das Griinzverhiltniss BC : GH sey gefunden. Hal-
birt man also CH in D, so ist & CDH = o BC, GH,
mithin s . . . .. GH: HD — DC: CB oder CF,
also compor. <. GD:DH oder DC = DF': FC.

Nun haben aber die Summen der homologen Glieder das-
selbe Verhiltniss, mithin ist

GF:FD — DF:FC,
also FD die mittlere Proportionale zwischen GF und FC.
Daher ist FD gegeben, also CD und die ihr gleiche DH,
folglich GH und das Verhiltniss BC: GH,

Man findet also das Griinzverhiltniss, wenn in den Ver-
lingerungen der BC die ihr gleichen Abschnitte CF und BG
genommen, FD gleich der mittlern Proportionale zwischen
GF, I'C gemacht, und HD = DC genommen wird, Ich be-
haupte nun, dass @ CDH=—— CF . GH, und dass

BC?* 4~ BCD : =2 BCD + = BDC=BC: GH
sey. Denn weil GF: FD=DF: FC, so ist, wenn man die
Differenzen der homologen Glieder nimmt,

GD:DC oder DH=DF': FC,
Sathin divtd, .. . .~ s GH:HD=DC:CF
e iy e 3 CDH==CF. GH.
Ferner folgt convert. aus der vorletzten Proportion
DG: GH=FD: DC
T S e = CDG = =2 FD . GH.
Folglich ist
2CFD : 2CDG = CFD:—=FD.GH,
dasist BC*4-=BCD : oBCD+-aBDC=CF:GH=BC:GH.

2. Jetut ist zu untersuchen, ob BC:GH ein grosstes
oder kleinstes Verhiltniss sey. Es bleibe die vorige Constru-
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ction, und es sey E ein beliebiger Punkt in BC: so ist das
Verhiiltniss

BC?* 4+ mBCE : = BCE + = BEC nit CF': GH,
oder . . . @ CFE: = GEC nit — CFE: = GH . FE
zu vergleichen. Vergleiche daher die Hinterglieder mit einan-
der, nimlich

= GEC mit = GH . FE,

algo dfas Swvidias, FE: EC nit EG: GH

und divid. . . . . FC:CE mit EH: HG,

ithi 1A o 20tk = CEH nit — FC. GH, das ist
nmit — CDH.

Es ist aber offenbar = CDH >> 3 CEH, weil D die
Mitte der CH ist; demnach ist auch
D FC.GH > — CEH,

R IR SR e FC:CE > EH:HG
und compon. . . . . . FE:EC > EG: GH
und deshalb . ... . —= GEC < = FE.GH,
Folglich ist =mCFE : mGEC >CFE: =FE.GH,

das ist BC*+-—BCE:=BCE+ —=BEC>CF: GH,
woraus hervorgeht, dass CF : GH, das ist BC : GH, das

kleinste Verhiltniss sey.

3. Ich behaupte ferner, dass von zwei Punkten, welche
auf einer Seite des Punktes D) liegen, der ihm nihere ein
kleineres Verhilltniss bestimme als der von ihm  entferntere,
Wil -l BC? 4 —= BCE : = BCE 4 —= BEC
oter—T I = CFE: 2 GEC > CF: GH
ist, so mache CF: GK — = CFE : 2 GEC; so ist GK < GH,
und, wie in der Analysis, wird sich zeigen lassen, dass
= CEK — 2 FC . GK sey. Man nehme nun einen beliebigen
Punkt A4 in der Linie BC, welcher mit E auf einer Seite
des Punktes D liegt, aber weiter als E von D entfernt ist:
so ist zu vergleichen das Verhiltniss
BC? 4 2 BCA4 : 2 BC4 +4 = BAC nit CF: GK,
ofer = . L =3 CFA4 : = GAC mit c=CF4: E:FA GK.

Vergleiche daher die Hinterglieder mit einander, nimlich

0 GAC mit & FA. GK,

Es werde also verglichen
FA4:A4C mit AG: GK

und divid, . . . . . FC:CA mit AK:KG,
alsoie e oL . 23 C4AK mit — FC.GK, oder
mit — CEK,

Vergleiche auch = CDK mit 3 CEK oder mit ™ FC. GK.

Weil nun — CDK > = CDH oder = FC . GH
und . ... 3 FC.GH> = FC,.GK oder — CEK,
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so ist um so mehr = CDK > =5 CEK, woraus erhellt
(Lemma 8, Zus.), dass auch = CEK > = CAK sey.
Es ist aber 3 CEK = 2 FC . GK, folglich ist = FC. GK
> 3 CAK, mithin

FC:C4 > AK:KG
und compon.. . . . F4:4C > 4G : GK,
all§aiof, q¥o9Ral s, g 204G < == F4 . GK,

Daher ist mCFA4 : 0 CAG >rCFA : =FA . GK,
das ist BC*4-aBCA4: mBCA+4-—BAC>CF: GK.

Es ist demnach bewiesen, dass die vom Punkte D ent-
fernteren Punkte grissere Verhiiltnisse bestimmen als die ihm
niheren,  Hieraus folgt zugleich, dass unter allen in BD
méglichen Punkten der Punkt B das grosste Verhiltniss
2 CFB : =2 GBC bestimme, Es ist aber = CFB : &1 GBC
—FB: BG, weil CF — BC ist; und, wenn man BG in L
halbirt, FB:BG =— BG: GL. Folglich ist = CFB : 2 GBC
— BG: GL, das ist = 2:1.

Synthesis. Verlingere B¢ um die Abschnitte CF,BG
gleich BC, nimm FD gleich der mittlern Proportionale zwi-
schen GI,FC, mache DH = DC und halbire BG in L:
so ist, wie in der Determination gezeigt worden ist, =2 CDH
= FC . GH; ferner ist BC: GH das kleinste Verhiltniss,
BC: GL aber griosser als jedes Verhiltnisss, welches irgend
ein zwischen B und D genommener Punkt bestimmt. — Ist
nun das gegebene Verhiltniss gleich BC: GH, so ist D der
gesuchte Punkt; denn in der Determination ist bewiesen wor-
den, dass

BC? - =@ BCD : = BCD 4 -2 BDC = BC: GH
ist. — Wenn das gegebene Verhiltniss kleiner ist als BC: GH,
so ist die Aufgabe nicht moglich. — Ist das gegebene Ver-
hiltniss p ¢ grosser als BC: GH, aber kleiner als BC: GL, .
so mache BC: GK = p:g; so liegt K zwischen H und L.
Weil nun . . =3 CDK > —= CDH oder == FC . GH
ud ... mFC. GH>D IC. GK,
so ist um so mehr cmCDK > = FC . GK. Daher lisst sich
die Linie CK in zwei Punkten E,e zu beiden Seiten des Punk-
tes D so theilen, dass die Rechtecke CEK und CeK beide
gleich = FC.GK sind. Der ecine Punkt E liege zwischen
C und D; ich behaupte, dass der andere e¢ zwischen B und
D fallee Da FC = CB, aber GK > KB, weil GL=LB
und K zwischen L, B ist: so ist — FC.GK > — CBK,
das ist — CeK >> = CBK, woraus folgt, dass e zwischen
B und E liegt. Ich behaupte nun, dass beide Punkte E,e
das Verlangte leisten.
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Denn weil 23 CEK — —FC, GK, 5o ist
FC:CE = EK;:KG
und compon.. . . . FE: EC — EG: GK,
e —= CEG = o FE. GK,
Folglich ist — CFE : = CEG = CFE: = FE. GK,
das ist BC*+4-BCE:0BCE4+BEC=CF: GK —p:q.

Ebenso wird bewiesen, dass der Punkt e dasselbe leiste,

Ist das gegebene Verhiltniss gleich BC: GL, so wird,
wenn man CL in zwei Punkten E und ¢ so theilt, dass die
Rechtecke CEL und CeL gleich m FC. GL sind, der eine
Punkt e in B fallen, und der andere E die Mitte der BC seyn.
Denn weil FC = CB, und GL — LB, so ist m FC . GL —
3 CBL, also auch — CeL — = CBL; mithin fillt ¢ in B.
Ferner, weil .0 CeL = CEL, so ist eL. =— CE. Nun ist
eL — BL — 1BC, mithin auch CE = 1BC, oder E die Mitte
der BC. — Dass nun der Punkt E das Verlangte leiste,
kann wie oben bewiesen werden, Fiir den Punkt e oder B
aber ist

= CFe: 2 GeC == 2BC? : BC* oder BC; GL.

Endlich, wenn das gegebene Verhiiltniss p: ¢ grosser ist
als BC:GL, wie BC:GR: so lisst sich CR in zwei Punk-
ten £ und e so theilen, dass die Recktecke CER und CeR
gleich = FC . GR sind. Weil nun GR < RB, so ist
3 FC . GR < = CBR, also auch =3 CeR < 2 CBR,
woraus folgt, dass e zwischen B und R liegt; und weil der
gleichen Rechtecke wegen

' GR:Re = e¢C: CF oder CB,

und eC => CB ist, so ist GR > Re. Es ist aber GR < 1BC,
also um so mehr Re und somit auch die ihr gleiche CE < +BC,
das ist BE > EC. — Dass nun der Punkt E der Aufgabe
geniige, erhellt aus dem Obigen,  Fiir den Punkt e aber,
welcher zwischen B und G liegt, ist

2 CFe = CF* 4 1 FCe¢ —= BC* 4 a3 BCe, und

= CeG=2GB .¢C —=BeC —=aBCe— =1 BeC,

Weil nun = CeG =3 Fe. GR, was wie frither bewie-

sen wird: so ist fir den Punkt e
BC?4- = BCe: 2 BCe— 1 BeC = CFe; mFE.GR
=RBC;GR
=piq.

Zusatz. Das kleinste Verhiltniss BC : GH wird so
bestimmt: Es ist GH der Ueberschuss der Linien GF, FC
iiber HF, FC, das ist iiber 2FD, weil HD = DC ist. Nun
ist 'die Summe der Linien GF, F( gleich der vierfachen BC,
und das Quadrat von FD ist gleich = GFC, das ist gleich 3BC?.
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Folglich ist das kleinste Verhiltniss gleich dem Verhiiltnisse
der BC zu dem Ueberschusse der vierfachen BC iiber die
doppelte Seite desjenigen Quadrats, welches dreimal so gross
ist als das Quadrat der BC.

BC:4BC — 2V/3BC>.

Anmerkung 1. Soll ein Punkt E in BC gefunden
werden, sodass BE> EC, und BC* 4+ — BCE : > BCE
= BEC gleich einem gegebenen Verhiltnisse p : ¢ sey: so
erhellt aus der vorigen Constructlon, dass p:g > 2:1 seyn
miisse, und dass es nur einen Punkt von der verlangten Ei-
genschaft in BC gebe.

Anmerkung 2. Soll seyn

= BCD + = BDC:BD?* — = BDC=p:q,
so ist snvert. und compon. '

BD?+=BCD :mBCD+BDC=p 4 q : p,
und nochmals compon.

BC*+=0BCD:0BCD+BDC =2p+q: p;
mithin ist die Aufgabe auf die XIte reducirt. Eine Determi-
nation findet aber nicht statt. Denn da BD >> DC seyn muss,
weil 3 BDC von BD? abgezogen werden soll: so muss, ver-
moge Anmerk. 1, das gegebene Verhiiltniss, nimlich 2p+¢:p,
grosser als 2:1 seyn; und dieses ist offenbar immer der Fall,

=
ey mag p = ¢ seyn.

Anmerkung 3. Soll seyn
= BCD + @ BDC ;23 CBD + €D? =P
so ist nvert, und compon,
BC*+-aBCD: 2 BCD 4+ 3 BCD = ptg:ip,
und somit die Aufgabe auf die XIte gebxacht

Fir die Determination wird sich ergeben miissen,
dass das grosste Verhiiltniss
4BC—2V3BC*:2V3BC* —3BC
sey. Denn es muss seyn
das klemste Verh, p+¢:p=CB oder BG: GH,
also divid. - - getp—= BH : HG
mithin invert. - grdsste - = GH: HB
Es ist aber nach dem Zusatze
GH=4BC — 2)/3BC*.
U . .. % HB — HF -+ FC— (BF -+ F(C)
=2FD — 3BC

=2V 3BC?* —3BC.
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Anmerkung 4. Dividirt man das grésste Verhiltniss
in Anmerk, 3 durch 4 —2y/3, so erhilt man
St
BC : ;/5;:0 §
Geometrisch lisst sich dies so beweisen: Mache CB: BK
= GH: HB, und es sey RK—=KB, so ist compon.
CK: KR — GB oder CB: BH,
also invert. und compon.
RC:CK — HC: CB.
Halbire BC in E, so ist RC=2EK. Nimmt man also
von den Vordergliedern die Hilften, so ist
EK:KC = DC: CB oder CF.
Ferner halbire EC in 4 und schliesse nochmals compon.,
80 ist - NS Y TR 24K : KC = DF: FC.
Nun ist DF?=3FC?, mithin ist das Quadrat von 24K
gleich 3KC?, folglich (Lemma 12) BK* = 3BE* oder’ gleich
dem dreifachen Quadrate der halben BC.

BK — V3BC*? =l/3_§c—2

Aufgabe XIL Fig. 32
H?* 4 Hm : n® — man.

In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass die Summe
des Quadrates der gegebenen Linie BC und des Rechtecks
aus ihr und dem kleinern Abschnitte BD zum Ueberschusse
des Quadrats von dem grossern Abschnitte CD iiber das Recht-
eck aus beiden Abschnitten ein gegebenes Verhiltniss habe.

Analysis. Der Punkt D sey gefunden, und es sey
CD > BD,’ so ist das Verhiltniss
BC?* 4+~ =2 CBD : CD* — = BDC
gegeben. Verlingere BC um BF = BC und mache DE = DC,

s ] P S BC? 4~ = CBD =— BF? 4 —= FBD
== BFD

undd Eae. CD? — = BDC — ED? —— BDE
= BED,

daher ist das Verhiltniss — BFD : & BED, oder, wenn
man — FD . BG = =3 BED macht, = BFD : =™ FD . BG,
das ist FB: BG, oder CB: BG gegeben, mithin die Linie BG
der Lage und Grosse nach, Weil nun = FD . BG — = BED,
so-igty Adilae. FD : DE oder DC=— EB : BG,
und compon. . ... FC: CD = EG: GB.
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Mache GH = GB und verdoppele die Hinterglieder, so ist
FC:CE = EG: BH,
T O 1 CEG = = FC. BH,

Nun ist = FC.BH wegen seiner bekannten Seiten ge-
geben, also auch 3 CEG. Es ist aber die Differenz CG
der Seiten bekannt, folglich sind die Seiten selbst gegeben,
mithin der Punkt E, also auch der Punkt D.

Determination. In der Analysis ist gezeigt worden,
dass 3 BFD : = BED gleich dem gcgehenen Verhiltnisse
sey. Nun liegt aber der Punkt E zwischen B und F; denn
weil CD kleiner als CB, aber grisser als }CB ist, so ist
2CD oder CE kleiner als 2CB oder CF, und grésser als CB,
Folglich ist = BFD > — BED, und das gegebene Verhilt-
piss muss deshalb das Verhiltniss des Grossern zum Kleinern
seyn.

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey p : ¢ und
p>g¢. Nimm CB:BG = p:q, so ist BG<BC. Ver-
lingere BC um BF — BC und mache GH — BG. Weil
BG < BC, das ist GH < BF: so ist, wenn beiderseits BG
hinzukommt, BH < F'G, also @™ CF.BH < — CFG. Es
ist aber = CF.BH > — CBG. Nimmt man also in der
Linie FG den Punkt E so, dass —m CEG = — CI'. BH,
so wird der Punkt E zwischen B und F liegen.  Halbire
nun CE in D; ich behaupte, dass D der gesuchte Punkt sey,

Denn weil CE> BC und < CF, so ist, wenn man die
Hilften nimmt, CD > +BC und << BC. Folglich liegt D
zwischen B,C, und es ist CD > DB. Weil nun = CF, BH
=— —a CEG, so ist FC:CE = EG:BH, und, nimmt man
von den Hintergliedern die Hiilften,

FC:CD — EC:GB,
mithin divid. . . FD:DC oder DE—EB : BG

T R R 7 = BED — — FD. BG.
Daher ist
— BFD: 2 BED — = BFD: = FD . BG

== CB+BG == pP-yg.
Nun ist
= BFD = FB* + = FBD = BC? - CBD
und —BED= ED?* — = BDE—=— CD?*—=BDC.
Folglich ist
BC? 4~ = CBD : CD* — = BDC = p : 4.
Anmerkung 1. Die Aufgabe konnte auch auf die

Xlte gebracht werden; denn es sey
H? 4-Hm:n®* —mn=pi:q,
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5o ist convert, H? 4 Hm : 2Hm = 2mn=p : p — q;
mithin. . . . H* 4+~ Hm: Hm + mn-—:pz%g. ;
Anmerkung 2. Soll seyn
Hpn4 m?:n* —mn=p:q,
U7 ARk 8 SR 2Hn 4+ 2m* :n® —mn=—=2p ¢,
und divid. .. H* 4+ Hm :02* —mn—=2p —q:q,
mithin ist die Aufgabe auf die XlIlte reducirt. Zufolge der
Determination der XMHten Aufgabe muss seyn 2p — ¢ = ¢,
also 2p > 2¢q, dasist p>gq.

Anmerkung 3. Soll seyn

\ Hm 4 n® :m* 420 =p:yq,
so kann p % q “seyn.

1. Ist p=ygq, also Hm+4 2> = m*> 4 22°, so ist,
wenn beiderseits m® und 2® abgezogen wird, mn = n°,
also m = =.

2. Ist p > ¢, so lisst sich die Aufgabe auf die fol-
gende reduciren. Siehe Anmerk. 5 za Aufg. XIII.

3. Ist p < g, so ist, wenn man setzt das erste Glied
zum Ueberschusse des zweiten iiber das erste,

Hm 4 n* :in* —mn=p:q—p,
und, wenn man die Vorderglieder verdoppelt und dann divid.
schliesst,
H* 4 Hn:n* —mn==3p—q :q—p;
mithin ist die Aufgabe auf die XlIIte reducirt.

Determination. Zufolge der Determ. zu Aufg. XII.
muss seyn 3p—¢q > g—p, also 4p>2¢, oder 2p > ¢.
Folglich muss das gegebene Verhiltniss grosser seyn als das
Verhiiltniss des Einfachen zum Doppelten.

Aufgabe XIII Fig. 33.
H? 4+ Hm : mn—n®,

In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass die Summe
des Quadrates der gegebenen Linie BC und des Rechtecks
aus ihr und dem gréssern Abschnitte €D zum Ueberschusse
des Rechtecks aus beiden Abschnitten BD,DC iiber das Qua-
drat des kleinern Abschnittes BD ein gegebenes Verhiiltniss
habe.

Analysis. Der gesuchte Punkt D sey gefunden, und
es sey CD> DB, so ist das Verhiltniss

BC®? 4+ = BCD : = BDC — BD?
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gegeben. Verlingere BC um CF= BC und mache DG=ED:
soist . ., BC? 4+ = BCD — FC? 4 = FCD — 2 CFD,
und. . . @BDC —BD?* = =2GDC—GD?*—=aCGD.

Das gegebene Verhiiltniss ist daher gleich coCFD:—CGD,

oder, wenn man — FD . CH =— — CGD macht,
== CFD : = FD .CH,
ARt S ST — FC: CH oder BC:CH;
mithin ist die Linie CH der Lage und Grosse nach gegeben.
Weil nun = FD . CH = = CGD, so ist
FD: DG oder DB — GC:CH
und compon. . , .. . .. FB:BD — GH:HC.
Verlingere BF um FK — BF, so ist
KB :BG = FB: BD.
Folglich ist . . . . KB: BG = GH:HC
L e e I & — BGH = 4 BK . CH,

Nun ist das letztere Rechteck gegeben, also auch das
erstere; und weil die Summe BH der Seiten gegeben ist,
so sind es die Seiten selbst, also der Punkt G' und somit
auch der Punkt D.

Determination. Weil BC: CH gleich dem gegebe-
nen Verhiltnisse genommen, BK =— 4BC gemacht, und die
Linie BH in G so getheilt werden muss, dass = BGH —
= BK.CH sey: so wird die Aufgabe nicht moglich seyn,
wenn O BK.CH grosser ist als das Quadrat der halben BH;
und es wird eine Grinze stattfinden, wenn G die Mitte der
BH ist.

1. Das Griinzverhiltniss BC: CH sey gefunden, Hal-
bire BH in G, so ist der Annahme zufolge — BGH —
= BK.CH, also

KB:BG = GH:HC
und convert.. . . . BK: KG =— HG oder BG: GC.
Folglich ist perm. und nochmals convert,

BK:KG — GK:KCcC,
mithin ist KG die mittlere Proportionale zwischen den gege-
benen BK,KC. Daher ist KG gegeben, also GB und die
ihr gleiche GH, folglich CH und das Verhiltniss BC: CH.

Man findet also das Grinzverhiltniss auf folgende Weise:
Nimm BK = 4 BC und mache KG gleich der mittlern Pro-
portionale zwischen BK und KC, so ist (Lemma 11, Zus. 1)
BG > GC. Macht man also GH=—BG, so liegt der Punkt
H in der Verlingerung von BC. Ich behaupte nun, dass
3 BGH = — BK . CH, und dass, wenn BG in D halbirt wird,

BC? 4+~ = BCD : - BDC—BD?* —= BC: CH
4 *
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sey. Denn weil KG dic mittlere Proportionale ist zwischen
BK und KC: so ist
BK:KG — GK:KC
und comvert, . . KB:BG oder GH=KG : GC,
also perm, und convert,

KB:BG — GH: HC

Daher ist 2 CFD :— CGD = CFD :—= FD.CH

FC:CH —=BC:CH.

upds e, e = BGH — — BK .CH.
Ferner weil . . . . KB: BG — FB:BD,
80: d8basimeinn. dey FB:BD = GH: HC
und divid. FD:DB oder DG — GC: CH,
mithink. .o = has = CGD =— = FD.CH,

Ks ist aber
1 CFD = FC? 4 = FCD — BC? 4- m BCD
und . . @ CGD = —=CDG—DG* == BDC—BD*.
Folglich ist
BC? 4 —BCD: = BDC — BD* — BC: CH.

2. Jetzt ist zu untersuchen, ob B(: CH ein grosstes
oder kleinstes Verhiltniss sey. Nimm einen belichigen Punkt
E in der Linie BC, sodass CE™> EFB, und mache EM — BE:
so ist zu. vergleichen das Verhiiltniss

BC? 4+ = BCE : ca BEC—BE? mit BC: CH,
das ist . . @ CFE: =3 CME mit coCFE:—CH . FE.

Da nun beide Verhiltnisse einerlei Vorderglied haben, so
vergleiche die Hinterglieder mit einander, niimlich
=3 CME mit = CH . FE,
also . ... FE:EM oder EB mit MC: CH
und compon. . . . . . FB: BE mit MH: HC.
Es ist aber FIB: BE = KB:BM; deshalb werde verglichen
KB : BM nit- MH : HC, 3
also . .. % 9% = BMH wit caBK.CH, das ist
mit o BGH.
Nun ist aber 2 BGH > — BMH, weil G die Mitte
der BH ist; daher ist auch
I BK.CH > BMH,

alfe’)y "y Bgkgaiptag KB :BM™> MH : HC,
QS Ln sl Tt FB : BE > MH: HC
und divid. . FE:EB oder EM > MC : CH;
nithile g S i) = CME < = FE . CH.

Daher ist = CFE: = CME > CFE: = FE. CH,
das ist BC? 4+ BCE: m BEC—BE>> FC oder BC: CH,;
woraus_hervorgeht, dass BC: CH das kleinste Verhiiltniss sey.
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Synthesis. Verlingere BC um CF = BC und FK
== BF, nimm KG gleich der mittlern Proportionale zwischen
BK, KC und mache GH = BG: so liegt H in der: verlin-
gerten BC, ferner ist == BGH = — BK . CH, und BC:CH
das kleinste Verhiltniss, welches gegeben werden darf.  Ist
also BC:CH gleich dem gegebenen Verhiltnisse, so halbire BG
in D; so ist, wie in der Determination gezeigt worden ist,

BC* 4= BCD : mBDC—BD®* == BC : CH.
Wird ein kleineres Verhiltniss gegelben, so ist die Auf-
16sung nicht moglich. — Ist aber das gegebene Verhiltniss
p:q > BC:CH, so mache BC: CR = p : ¢; "dann ist
CR < CH, Weil nun : -
= BK .CH — = BGI

C B i Sy T = BK.RH > — BG . RH,

so ist, wenn man Ungleiches von Gleichem abzicht,
= BK .CR < — BGR.

Folglich lisst sich dic Linic BR in zwei Punkten M, m
zu beiden Seiten des Punktes G so theilen, - dass die. Recht-
ecke BMR und BmR gleich o BK., CR sind.  Offenbar lie-
gen aber beide Punkte M,m zwischen B und €, weil caBCR
< a BK . CR ist. Halbire nun die Abschnitte BM und Bm
in E und e: ich behaupte, dass die Punkte E und e heide
das Verlangte leisten. 3

Demn weil —™ BK. CR = — BMR, so ist

KB :BM, oder FB:BE—=—MR:RC,
also dwid. . . . FE: EB oder EM—MC:CR

L e L SR S I CME —= 2 FE . CR,
Daher ist. . . @ CFE: = CME = CFE:=FECR,
das ist BC*4 o BCE: 5 BEC—BE*—FC: CR

. s q.
Ebenso wird bewiesen, dass der Punkt e der Aufgabe
geniige.

Zusatz. Das kleinste Verhiltniss BC : CH  wird iso
bestimmt. ~ Es ist CH der Uebexrschuss der Linien | BK, KC
ither BK, KH , das ist iiber 2 KG. Die Linien BK, KC zu-
sammengenommen sind aber gleich dem Siebenfachen dexr BC,
und das Quadrat von KG ist gleich dem — BKC, das ist
gleich dem zwolffachen Quadrate der BC. Folglich ist das
kleinste Verhiiltniss gleich dem Verhiltnisse der BC zu dem
Ueberschusse ihres Siebenfachen iber die doppelte Seite des
Quadrats, welches zwolfmal so gross ist als das Quadrat der BC.

BC:7BC —2V12BC?,
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Anmerkung 1. Soll seyn
Hm + 2 :mn—n* =p g,
so ist nach Verdoppelung der Vorderglieder und compon.
H* +Hm:mn—n* =2p-+gq
mithin ist die Aufgabe auf die XIII te gebracht Fiir die
Determination wird sich ergeben miissen, dass das klein-
ste Verhiltniss gleich
V12BC* — 3BC:'7BC — 2V/12BC*
sey. Denn es ist vermoge der Determination zu Aufg. XITI
, das kleinste Verh. 2p+¢:q=—FC:CH,
also divid. - - - 2p:q=FH:HC
R R e - - piq=4+FH:HC.
Es ist aber F'H =— FC — CH :
= BC—(7BC—2V12RBC?)
= 2/12BC* — 6 BC;
mithin, .~ . . +FH = J12BC* — 3 BC.

Anmerkung 2. Dividirt man das kleinste Verhiiltniss
in Anm, 1 durch 1/12——3, so erhiillt man
BC:2VYBC?* — RC.
Geometrisch lisst sich dies so zeigen. Weil KG dic
mittlere Proportionale ist zwischen BK und KC, so ist
GK: KC — BK: KG
und divid. . . . . . GC : CK — BG: GK,
also dnwvert. und perm.
CK:KG = CG: GB.
Daher ist compon. CK+4 KG: KG = CB: BG
— FB: BH
Ul @O, “ ooy Srvern CK:KG = FH : HB,
also invert. und divid. . GC: CK =— 2CH*) : HF
und nochmals invert. . . KC: CG = FH:2HC
Das kleinste Verhilltniss fiir die Aufgabe in Anm, 1 ist
daher gleich KC:CG. Es ist aber KC gleich der dreifachen
BC, und CG der Ueberschuss der KG iiber die KC, das ist
der Ueberschuss der Seite des Quadrats, welches dem zwolf-
fachen Quadrate der BC gleich ist, iiber die dreifache BC.
Folglich ist das kleinste Verhiltniss

== 3BC: V12BC* — 3BC
— BC:2VTBC* — BC.

*) Denn es ist HB = HC-CB = HC-+CF = 2CH-HF,
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Anmerkung 3. Soll seyn
m? -+ 20% imn—n?=p: 7
so ist compon. Hm -+ n* : mn—n®=p-+q:q,
und, wenn man die Vorderglieder verdoppelt und nochmals
compon. schliesst,
H? 4+ Hm:mn—n* =2p +3¢:

mithin ist die Aufgabe auf die XIIte rcducu't Fur die De-
termination wird sich ergeben, dass das kleinste Verhilt-
niss gleich

3Y/12BC* —10BC:7BC —2Y/12BC*
sey. Denn es ist vermoge der Determination der XIH ten

Aufgabe
das kleinste Verh. 2p-+3¢:¢9=FC: CH,

also divid. - - - 2p+42¢:q=FH: HC,

folglich = - 3 prgig=4+FH: H (5

und divid. - pig=+FH—HC:HC.
Es ist aber —rrFH i 1/1‘) BcCc?* — 3BC

7 A HC = 7BC—2y12BC*,

folglich + FH—HC = V12BC*-3BC—(7BC—2Y12BC?)
= 3V12BC> — 10BC.
Anmerkung 4. Dividirt man das kleinste Verhiiltniss
in Anm. 3 durch 3¥/12 — 10 » so erhilt man
; 2. _ BC
BC : ——————VjBC4 . 9
Geometrisch kann dies so bewiesen werden. Weil BK: KG
= GK: KC, so ist divid.
- BG: GK = GC: CK,
also tnvert. KG: GB oder GH — KC: CG.
Es ist aber (nach Anm, 2)

KC:CG = 1 FH : HC,
P M S KG:GH— s FH: HC
ol B ot - KH:HG = 1 FH— HC: HC.

Nun ist KH=KF+ FH = BF - FH=2FG, folglich
KH:HG — 2FG : GH.
Weil ,aber BK : KG — GK : KC, so ist convert.
KB: BG = KG: GC,
also’ Maakd Laen mBK . CG = — BGK,
und, setzt man beiderseits F'G* hinzu,
= BK .CG + FG* = BF* (Lemma 3)
=t KBOC ™)

*) Denn weil KB = 2BF, und BF == 2B(: so ist KB:BF ==
FB:BC, also BF: — = KBC.
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folglich, wenn auf beiden Seiten —BK . CG' abgezogen wird,
I'G* — = KBG.

Daher ist . . . . . BK:FG —=FG: GB oder GH
umdulzon Ly g 2BK : FG = 2FG : GH,
(e L1 SR BK: \FG —2FG : GH.

Es war aber nach dem Obigen
2FG: GH=KH: HG = LtFH-—-HC : HC.
Daher ist das kleinste Verhiltniss p:¢=BK: LFG. Nun ist
FG = GK — KF,
und, wenn man' GK in L halbirt und beiderseits die Hiilfte
nimpt ool saelten 4FG = GL— BC,

Es ist aber GK? — =3 RKC, und, wenn man die vier-
ten Theile nimmt, GL® =— =2 BCK = 3BC?*.  Folglick ist
das kleinste Verhiiltniss BK : GL— BC gleich dem Verhiilt-
nisse der vierfachen BC zu dem Ueberschusse, welchen: iiber
BC die Seite des Quadrats hat, welches dem dreifachen Qua-
drate der BC gleich ist.

Anmerkung 5. Soll seyn
Hm - n?: m2+2n2_—-_p q,
so kanmn p % ¢ seyn. Fir p = ¢ sind die Auflosungen in

der dritten Anmerk. zu Aufgabe XII angedeutet. . Ist aber
P> 4q, so ist convert,
Hm+n® imn—n* =p:ip—gq,

und, wenn man die Vorderglieder verdoppelt und compon.
schliesst,

H2 - Hm:mn—n?>=3p—q:p—q;
mithin ist die Aufgabe auf die Xlilte zuruckgefuhrt Fiir
die Determination wird folgen miissen, dass das grosste
Verhiiltniss p : ¢. gleich

V12BC* — 3BC: 3V 12BC* —10BC
sey. Denn es ist vermége der Determ. der XlIIten Aufgabe

das kleinste Verh, 3p—¢ :p—q=FC: CH,

also divid. - - - 2pip—qg=FH:HC,
mithin - - - pip—q=+FH:HC
und convert, -  grosste - pig=—+FH:}FH—HC.
Es ist aber, wie in Anmerk. 3 gezeigt worden ist,
LFH = V12BC? — 3BC
und . . . LFH—HC=3)12BC* —10BC.

Anmerkung 6. Dividirt man das grosste Verhiltniss
in Anmerk, 5 durch 1/12———3, so erhilt man
6 BC — Y 12BC?
BC : 3 :




Aufgabe X1V. 57

Geometrisch lisst sich dies so herleiten. Es ist
BK:KG — GK: KC,
also divid. BG oder GH: GK — GC:CK
und invert. . . . . . KG: GH — KC:CG.
Nun ist nach Anmerk. 4
KG: GH = 1FH: HC,
mithin ist. .. . .. IFH:HC — KC: CG
und convert. tFH: 3 FH—HC = KC: KC — CG.

Daher ist das grosste Verhiiltniss gleich KC: KC — CG.
Macht man nun €Q = CG, so ist KC— CG = K. Die
Summe der Linien KG, KQ ist aber gleich 2KC oder 6BC;
mithin ist KQ der Ueberschuss der sechsfachen BC iiber KG
oder iiber die Seite des Quadrats, welches zwélfmal so gross
ist als BC?, TFolglich ist das grosste Verhiltniss KC: KC
— CG gleich dem Verhiltnisse der dreifachen BC zu dem
Ueberschusse der sechsfachen BC iiber die Linie, deren Qua-
drat zwolfmal so gross ist als das Quadrat der BC.

Aufgabe X1V.  Fig 34.
H? 4 2Hm : mn.
In einer geraden Linie sind. zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass die Summe
des Quadrats von der gegebenen Linie BC und des doppelten

Rechtecks aus ihr und einem ihrer Abschmtte CD zum Rechteck
aus beiden, Abschnitten BD,DC ein gegebenes Verhiltniss habe.

Analysis. . Der gesuchte Punkt D sey gefunden, so
ist das Verhiltniss
BC2 4 2= BCD : == BDC
gegeben. Verlingere BC um CF==BC und halbire CF in G,
so ist BF = 2BC und BC = 2CG; daher ist FB:BC —
BC:CG, mithin
BC? == BF. CG.
Ferner ist. . . 20 BCD == BF'. CD.
Folglich ist BC? 4 2 BCD = = BF'. GD,
mithin das gegebene Verhiiltniss
=BF.GD:=3 BDC*).
Macht man nun — BH.GD = o BDC, so ist jenes
Verhiiltniss
—= BF.GD:—= BH.GD
BF : BH,

Il

) Die Aufgabe ist also auf die sectio determ., Buch 1, Aufg. 3,
Fall 8, gebracht.
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Es ist aber BF bekannt, also auch BH der Lage und

Grosse nach, Weil nun @ BH . GD == BDC, so ist
GD:DC — DB:BH

und divid. . . . . . GC :CD = DH:HB,

SISOEE, i = CDH — — GC.BH.

Nun ist = GC. BH wegen seiner bekannten Seiten ge-
geben, also auch — CDH; und weil die Summe CH der
Seiten bekannt ist, so sind die Seiten selbst, also der Punkt
D gegeben.

Determination. Weil zur Construction erforderlich
ist, dass BC um CF = BC verlingert, CF in G halbirt,
BF : BH gleich dem gegebenen Verhiiltnisse genommen, und
CH im Punkte D so getheilt werde, dass = CDH =
= GC.BH sey: so wird die Aufgabe nicht méglich seyn,
wenn 3 GC. BH grosser ist als das Quadrat der-halben CH
und es wird eine Griinze stattfinden, wenn 1) die Mitte der
CH ist. :

1. Die Griinze sey gefunden. Der Punkt H nimlich
sey so genommen, dass, wenn CH in D halbirt wird, = CDH
= =3 GC.BH sey: so ist :

BH:HD = DC: CG,
also compon. BD:DH oder DC = DG : GC oder GF,
und nochmals compon. BC:CD = DF : FG oder GC,
R e L CI P YRR et 19

Nun ist 3 BCG gegeben, also auch' 5 'CDF, mithin
die Linie CD und die ihr gleiche DH, folglich der Punkt H
und 'das Grinzverhiltniss BF: BH.

Um also das Grinzverhiltniss zu finden ; ‘verlingere BC
um CF = BC, halbire CF' in G und nimm in der nach B
hin verlingerten FC den Punkt D so, dass — CDF =
3 BCG; ich bchaupte, dass D zwischen B,C liege, und dass
BD > DC sey. Denn wegen der gleichen Rechtecke ist

DF: BC oder CF=GC: CD.,

Nun ist offenbar DF >> FC, mithin auch GC > CD.
Es ist aber GC die Hilfte der BC. Weil also die Hilfte
der BC grosser als CD ist, so liegt der Punkt D zwischen
B,C, und es ist BD > DC. Macht man also DH =— DC,
so liegt H zwischen B und D. Ich behaupte nun, dass
= CDH = — CG . BH, und dass

BC* 4+2=BCD : 2 BDC =FB: BH
sey. Denn weil 03 BCG = =3 CDF, so ist
BC:CD = DF:CG oder FG
und divid. BD: DC oder DH = DG : GF oder GC
und nochmals divid. BH: HD — DC: CG,
T NS S =5 CDH = = CG . BH,


ccGC.BH
cjGC.BH
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Ferner, weil BD: DH — DG : GC war, ist convert.
DB:BH = GD: DC,
alwol ;uovpy JTRGK, 2 BDC = —= DG . BH,
Folglich ist =@ BF . DG : o BDC = o BF .DG : > DG . BH
=FB: BH.
Es ist aber mBF. DG == BF.GC+4 = BF.CD
= BC?* 42 BCD.
Demnach ist auch

BC? 42 BCD : = BDC —=FB: BH.

2. Jetzt ist zu untersuchen, ob FB:BH ein grosstes
oder kleinstes Verhiltniss sey. Man nehme also einen be-
licbigen Punkt E in der Linie BC, so ist das Verhiltniss
BC? 4+ 2 =2 BCE : 1 BEC zu vergleichen mit FB : BH.
NUW ferts &L ee) BC?* — = BF . GC
G el 1 2= BCE — —= BF . CE,
also . .BC?>4- 2 BCE — — BF . GE.

Es werde also verglichen

= BF.GE: 3 BEC mit FB: BH, das ist
mit o BF.GE : = BH. GE,
und weil in beiden Verhiltnissen die - Vorderglieder gleich
sind, so vergleiche die Hinterglieder mit einander, niimlich
2 BEC mit .o BH . GE,

MR o B EB : BH wit GE : EC
und divid, . . . EH: HB mit GC: CE,
e LR = CEH mit caGC. BH oder c= CDH.

Es ist aber offenbar = CDH *> 3 CEH, weil D die
Mitte der CH ist; folglich ist auch
= GC . BH > —CEH,

mE ., LGRS EH:HB < GC:CE
und compon. . . . . EB : BH < GE: EC,
alsl .aaf a5 . O —BEC < = BH.GE,

Folglich ist @ BF, GE : mBEC > —BF . GE : 2 BH . GE,
das ist BC?*+42=2BCE : - BEC > FB : BH;
woraus hervorgeht, dass FB : BH das kleinste Verhiiltniss sey,

Synthesis. Verlingere BC um CF = BC, halbire
CF in G, nimm in der nach B hin liegenden Verlingerung
der CF den Punkt D so, dass 0 CDF =5 BCG ist, und
mache DH = DC: so ist FB: BH das kleinste Verhiltniss,
und 3 CDH == GC . BH. Ist nun das gegebene Verhiilt-
niss gleich FB: BH, so ist D der gesuchtc Punkt, wie oben
bewiesen worden ist. — Wenn das gegebene Verhiiltniss klei-
ner ist als FB : BH, so ist die Aufgabe nicht moglich. —
Ist aber das gegebene Verhiltniss p : ¢ grosser als FB': BH,
so sey FB: BR = p :q¢. Dam ist offenhar BR < BH


cjDG.BH
czGC.BH
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Daher ist .. @@ CDR > = CDH oder =2 GC . BH.

Es ist aber ., , 3 GC. BH> = GC . BR,

folglich ist um so mehr o CDR > GC . BR, woraus her-
vorgeht, dass sich die Linic CK in zwei Punkten E und ¢
so theilen lasse, dass die Rechtecke CER und CeR beide
gleich 3 GC . BR sind. Ich behaupte, dass die Punkte E,e
beide das Verlangte leisten. Denn weil m CER == GC, BR,

BUMIGE DRI GC:CE = ER:RB
und compon. . . . . GE : EC — EB: BR,
mithin = sl g = BEC — — GE. BR,

Daher ist. . . @BF.GE : =BEC —=BF.GE : =GE. BR,
das ist BC*4-2—=BCE :—=BEC—=FB:BR o

Ebenso wird bewiesen, dass der Punkt e dasselbe leiste.

Zusatz  Das Kkleinste Verhiltniss FB : BH oder
BC : L BH wird so bestimmt. Es ist @ CDF — — BCG
= 2GC?, also, wenn auf beiden Seiten GC* hinzukommt,
GD? — 3GC?. Nun ist BH der Ueberschuss dex Linie BI'
iitber FH, das ist der Ueberschuss von 2BC iiber 2G'D; also,
wenn man die Hilften nimmt, +BH der Ueberschuss der
Linie BC iiber GD.  Folglich ist das kleinste - Verhiltniss
gleich dem Verhiltnisse der BC zu dem Ueberschusse dersel-
ben iiber die Seite des Quadrats, welches dem dreifachen
Quadrate der halben BC gleich ist. .

BC : BC — V3 BC=.

Anmerkung 1. Halbirt man BH in R, so ist
CB : BR — FB : BH, mithin ist CB : BR das' kleinste Ver-
hiilltniss der Aufgabe. Weil nun

DH — LCH
und RH =— L{BH,

SOSARES: . ink BetmaaEY, DR = 1BC — GC,
mithin, wenn man CD hinzusetzt, CR= GD. Es ist aber
GD? = 3GC? =BG, nithin auch CR?* —=36C? =—BGC,
oder CR die mittlere Proportionale zwischen BG und GC.

Anmerkung 2. Soll seyn

H?> +~Hm+4m? :mn=p:q,
so ist compon. H* -4 2Hm s mn = p-q :q,
mithin ist die Aufgabe auf die XIVte reducirt. Fiir die De-
termination wird sich ergeben miissen, dass das kleinste
Verhiltniss gleich
ViBC?:BC — V3BC?

sey. Denn es muss seyn vermige der Determ, zu Aufg. XIV.

das kleinste Verh. p4¢:¢=FB:BH
=CB:BR (Anm. 1),

also divid. - - - p:g=CR:RB.



Aufgabe XIV. 61

Es ist aber CR=GD = V3 BC* # i

und RB=BC— CR=BC— V3BC?,

Anmerkung 3. Fig. 35. Dividirt man das kleinste
Verhiiltniss in Anmerk, 2 durch V4, so erhilt man

BC : V+BC* — BC.

Geometrisch liisst sich dies folgendermaassen herleiten.
Man nehme BC:CQ = CR: RB, so ist invert. und comp.
QB : BC — BC:CR.

Halbire @B in M und nimm die Halften der Vorderglieder,
SISt —o=, SO0 MB : BC = GC:CR,
und, wenn man die Quadrate nimmt,

MB2§:BC0%s==GC%: CR?.

Da nun (Anm, 1) CR? =3GC?, so ist BC* — 3MB?,
oder MB? =— 1BC(C?, folglich BQ* — 4BC*. Es ist aber
CQ — BQ — BC. Folglich ist das kleinste Verhiiltniss
CR : RB, oder BC : CQ gleich dem Verhiltnisse der BC zu
dem Ueberschusse, welchen iiber BC die Seite des Quadrats
hat, das viermal so gross ist als der dritte Theil des Qua-
drats von BC. .

Anmerkung 4. Soll seyn
H?*4-2m? imn=p:q,
so ist compon. H?>42m*+mn:mn=p-+4q:q,
und nochmals compon.
H?> 4+~ 2Hm :mn = p+2q:q,
mithin ist die Aufgabe auf die XIVte zuriickgefiihrt, De-
termination. Das kleinste Verhiiltniss ist gleich
V3BC* — BC: BC — ViBC>.
Denn nach der Determ. der XIVten Aufgabe ist
das kleinste Verh, p4-2¢:9=FB: BH
=CB:BR,
also divid, - - p+q: q_CR RB oder RH
und nochmals divid. das kl Verh. p:¢g=—CH: HR.
Es ist aber CH=CR— RH=—CR — RB
=2CR - BC
HR=—RB = BC—CR
and . . . . CR=V3BC(?, also 2CR= V3 BC>.
Anmerkung 5. Dividirt man das kleinste Verhiiltniss
der vieten Anmerk. durch ﬁ—-l, so erhillt man

3BCT —
=30 V3BC® — BC

4 >
welches durch folgende geometrische Schliisse bewiesen werden
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kann, Man nehme (Fig. 36) CF: FP=CH: HR und mache
PS =PF, so ist compon.
CP: PF oder PS — CR : RH oder RB
und nochmals compon.
CS:SP = CB:BR,
also convert. . . . . SC:CP = BC : CR.

Halbire CF in G, so ist SC=2GP, Nimmt man also

von den Vordergliedern die Hilften, so ist
GP:PC = GC:CR,
mithin; e’y an GP?:PC?* — GC*:CR>.

Es ist aber CR? — 3 GC?, also auch PC? — 3 GP=.
Daher ist, wenn F'G in T halbirt wird, (nach Lemma 13)
TP? — 3FT?. Nun ist FP der Ueberschuss der TP iiber
FT, das ist der Ueberschuss, um welchen der vierte Theil
der BC von der Linie iibertroffen wird, deren Quadrat gleich
ist dem dreifachen Quadrate von dem vierten Theile der BC,
Folglich ist das kleinste Verhiltniss gleich dem Verhiltnisse
der BC zu dem Ueberschusse, welchen iiber den vierten Theil
der BC diejenige Linie hat, deren Quadrat dreimal so gross
ist als das Quadrat von dem vierten Theile der BC,

Anmerkung 6. Soll seyn

H>+4+ Hm+4 m?:H*42m*= p:q,
so ist . . 2H? +2Hm +2m? : H* +-2m* =2p : q.
Daher ist divid. aus der zweiten Proportion

H? 4-2Hm : H? + 2m* = 2p—q:q
und divid. aus der ersten Proportion

mn:H?*42m* = p—gq:q.

Folglich ist aus dem Gleichen

H? 4 2 Hm : mn =2p—qip—yq,
und somit die Aufgabe auf die XIVte gebracht. Determi-
nation. Offenbar muss das gegebene Verhiltniss grosser
seyn als das Verhiltniss der Gleichheit. Aus der Determina-
tion der XIVten Aufgabe aber wird folgen, dass es nicht
grosser seyn diirfe als das Verhiltniss

V3iBC? : Y3BC* — BC.

Denn es muss seyn

das kleinste Verh. 2p—q¢ : p—¢ — CB : BR,
also divid, - - - P:p—q=CR:RB oder RH
und convert. - grosste - pig. b os=ROsOH;

Es ist aber CR=GD = y3BC?
und CH=CR—RB—=2CR—BC
—2V2BC*—RBC
= ¥Y3BC*—BC,
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Anmerkung 7; Dividirt man das grosste Verhilltniss

der sechsten Anm, durch l/?; so erhiilt man
BC :2BC — 2V L BC?. |

Geometrisch kann dies so bewiesen werden. Fig. 35.

Man nehme BC oder CF: FQ — RC:CH, so ist convert.
BC:CQ — CR:RB.

Folglich ist, wie in Anmerkung 3 gezeigt worden ist,
BQ* = 4BC*?, also BQ, die doppelte Seite des Quadrats,
welches dem dritten Theile des Quadrats von BC gleich ist.
Es ist aber FQ =FB — BQ=2BC — BQ. TFolglich ist das
grisste Verhiltniss BC : FQ

— BC:2BC —2V1BC*.

Aufgabe XV. Fig. 37.
2H? <~ Hm : Hm 4 2m?.

In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass die Summe
des doppelten Quadrats der gegebenen Linie BC und des
Rechtecks aus ihr und einem ihrer Abschnitte CD zur Summe
desselben Rechtecks und des doppelten Quadrats von dem
genannten Abschnitte CD ein gegebenes Verhiiltniss habe,

Analysis. Der gesuchte Punkt D sey gefunden, so
ist das Verhiltniss
2BC? 4+ @ BCD : = BCD 4 2 CD?
gegeben. In der Verlingerung der BC nimm die Abschnitte
CF und FK gleich BC, so ist
2B(C? — 2 BCK,
also . . . . 2BC*+=BCD —= = BC . KD,
Ferner ist cBCD = —FCD und, wenn man GD =— DC
macht, 2CD? — = GCD, mithin
= BCD 42CD*—==FG . CD.
Daher ist das gegebene Verhiltniss
== BC.KD : = FG.CD
und, nimmt man D FE , KD =— = FG. CD, auch
=aBC. KD :—=FE.KD, das ist
= BC: FE.

Die Linie BC ist aber gegeben, also auch FE der Lage
und Grisse nach, — Weil nun = FE . KD — — FG . CD,
R e . KD: DC = GF:FE
und divid. .1, . . . KC:CD = GE:EF.
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Mache FFH — FE und verdoppele die Hinterglieder, so ist
KC:CG = GE:EH
und i e o CK.EH = — CGE,

Nun ist 3 CK.EH wegen seiner bekannten Seiten ge-
geben, also auch = CGE; und weil die Differenz CE der
Sciten bekannt ist, so sind die Seiten selbst, mithin der
Punkt G und somit der Punkt D gegeben.

Determination. Weil BC > CD, so ist 2BC?
> 2CD? und
2BC* 4+ @ BCD > = BCD 4 2CD>?,
Folglich muss das gegebene Verhiltniss grisser seyn als das
Verhiltniss der Gleichheit.

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey p:g¢ und:
p > g¢. In der Verlingerung der BC nimm die Abschnitte
CF und FK gleich BC, und von F nach B hin den Abschnitt
FE so, dass CF: FE—=p: q ist: so liegt E zwischen C und
F, weil p >> ¢ und deshalb CF >> FE ist. Ferner mache
FH — FE, nimm in der nach B hin verlingerten CE den
Punkt G so, dass 3 CGE — — CK . EH ist, und halbire
GC in D: ich behaupte, dass D der gesuchte Punkt sey.
Denn weil offenbar CK > EH, so ist CK* > = CK . EH,
also auch CK?* > — CGE. Es ist aber @ CGE > CG?,
also um so mehr CK2> CG?, mithin CK > C&, und, wenn
man die Hilften nimmt, BC > CD; woraus folgt, dass D
zwischen B und C liege. — Weil nun 0 CK, EH =3 CGE,
B0 JRE o e s U G == AU HEE
und nach Halbirung der Hinterglieder

KC:CD — GE: EF,

also compon. . . . . KD :DC = GF:FE
(1717 S e —=CD . GF—= =KD FE,

Daher ist
—=BC.KD:=CD.GF==BC.KD: =KD . FE
—=BC:FE = p:q.
Es ist aber, wie in der Analysis gezeigt worden ist,
= BC . KD = 2BC* 4 = BCD
und = CD.GF — = BCD+42CD?;
folglich ist 2BC? 4 BCD: SBCD+-2CD* =p:q.
Anmerkung 1. Nimmt man in der nach K hin lie-
genden Verlingerung der CE den Punkt G so, dass = CGE
= = CK.EH, und halbirt CG in D, so ist
2BC* — = BCD : 2CD* — aBCD =p : .

Anmerkung 2. . Soll seyn
H?> +Hm+m? : Hn+2m* =p:q,
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so ist . . 2H? 4 2Hm +2m?® : Hm+42m* =2p: ¢,
und divid. . . . 2H*+4Hm :Hm+2m* =2p—q:q,
mithin ist die Aufgabe auf die XVte gebracht. Das gegebene

Verhiiltniss muss offenbar grosser seyn als das Verhiiltniss der
Gleichheit.

Anmerkung 3. Soll seyn
H?> — m? :I‘Im—l—Qm'2 g tn L0,
soist ... 2H* —2m? :Hm 4 2m?» = 2p: ¢
und compon. 2H* +~Hm :Hm 4 2m* —=2p4-q:q,
mithin ist die Aufgabe auf die XVte gebracht.  Eine Deter-
mination findet aber nicht statt, ~ Denn es sey p_z_g , 80 ist

immer 2p-4-¢>> ¢, und deshalb das Verhiltniss 2p 4 ¢ : q
der Determination der XVten Aufgabe entsprechend,

Aufgabe X VI Fig. 88.
2H? 4~ m? : Hn.

In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass die Summe
des doppelten Quadrats der gegebenen Linie BC und des Qua-
drats von einem ihrer Abschnitte CD zum Rechteck aus dem
andern Abschnitte BD und der gegebenen Linic BC ein ge-
gebenes Verhiiltniss habe.

Analysis. Der gesuchte Punkt D sey gefunden, so
ist das Verhiltniss
2BC? 4 CD*? : = CBD
gegeben, Nimm in der verlingerten Linie BC den Abschnitt
CG so, dass 1 CG.BD = 2BC? 4~ CD?* ist: so ist das
gegebene Verhiltniss
= = CG.BD: = CBD
= GOvCB; :
folglich ist GC gegeben. Mache 3 CG . DE = CD?, so ist
= CG .BD = 2BC* 4 = CG . DE,
und, wenn man = CG.DE auf beiden Seiten abzieht,
= CG.BE — 2BC>.
Weil nun BC, also 2BC® gegeben ist, so ist = CG.BE

gegeben; es ist aber CG bekannt, also auch BE.  Da nun
= CG.DE — CD?, so ist

ED:DC =— DC:CG
und compon. . . . . EC: CD — DG : GC,
bR o e I = CDG — — ECG,


czCG.BE
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Das letztere Rechteck ist aber seiner bekannten Seiten
wegen gegeben, also auch das erstere; und weil die Differenz
CG der Neiten gegeben ist, so sind die Seiten selbst und
somit der gesuchte Punkt D gegeben.

Determination. Zur Construction der Aufgabe ist
erforderlich, dass der Punkt E zwischen B und C liege, oder
dass BE < BC sey. In der'Verlingerung der BC mache
CF = BC, so ist =2 FBC =—=2BC?. Nun ist aber = CG.BE
= 2BC?, also ist @ FBC =— — CG .BE und CB:BE —
CG:FB. Es ist aber CB > BE, mithin CG > FB. Daher
ist GC:CB > FB:BC oder 2:1. Nun war GC:CB das
gegebene Verhiltniss, folglich muss dieses grosser seyn als
das Verhiltniss des Doppelten zum Einfachen.

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey p:q, und
es sey p >>2q. In der Verlingerung der BC nimm CF = BC,
und den Punkt G so, dass GC:CB = p:q, so ist GC >
2CB, das ist GC > BF. In BC nimm den Abschnitt BE
so, dass ™ GC . BE — = FBC, so wird E zwischen B und
C fallen. Denn aus diesen gleichen Rechtecken folgt GC: BF
== CB:BE. Es ist aber GC> BF, also auch CB > BE.
Endlich nimm in BC den Punkt D so, dass —m CDG —
= ECG: so behaupte ich, dass D der gesuchte Punkt sey.

Weil @mECG <= CEG, so ist auch = CDG < — CEG,

mithin liegt D zwischen E und C. Wegen der gleichen Recht-
ecke ECG, CDG aber ist

EC:CD = DG:GC
und divid. . . . . . ED:DC = DC: CG,
Y [ R D ED . CG = CD>,
Ferner ist 3 BE.CG = = FBC = 2BC?,
mithin ist, wenn man Gleiches zu Gleichem addirt,
=BD.CG = 2BC* 4 CD>.
Folglich ist
2BC* 4 CD : =2CBD — —BD . €CG : = CBD
=460 6Bz piiyg.
Anmerkung 1. Soll seyn
H* +Hm+m*:He=p:q,
so ist compon. . . . 2H?* 4 m? : Hn =p-+qg:g,
mithin die Aufgabe auf die XVite reducirt. Determina-

tion. Zufolge der Determ. der XVIten Aufgabe muss seyn
P+ 9>2¢q,aso p>q.

Anmerkung 2. Soll seyn
2Hm 4 m?* : Hn = p:q,
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so ist nach Verdoppelung der Hinterglieder

2Hm+4-m? : 2Hn = p :2¢q
und compon. . . 2H? 4-m? : 2Hn = p+2¢:2q,
folglich . . . .. 2H?> 4+m?: Hrn = p+42¢q:gq,
und somit die Aufgabe auf die XVIte gebracht. Eine Deter-
mination findet aber nicht statt. Denn es sey p % q, so ist
immer p 4 2¢> 2¢.

Diese Aufgabe kann auch so gelost werden: In der Ver-
lingerung der BC nimm die Abschnitte CF und FK = BC,
mache GK : KF gleich dem gegebenen Verhiltnisse p : ¢ und
nimm in der nach B hin verlingerten GC den Punkt D so,
dass 3 CDG == BC . KG ist: so wird der Punkt D offen-
bar zwischen B und C fallen. Ich behaupte, dass er das
Verlangte leiste. Denn weil 03 CDG == BC', KG, so ist

BC:CD = DG:GK
und divid. . . . . . BD:DC — DK :KG,
mithin . . = BD . GK = 2 CDK = DCK 4- €D?
23 BCD 4- CD?,

[

Folglich ist
23 BCD+- CD? : 2 CBD — = BD . GK : == CBD
— GK:BC = Py
Anmerkung 3. Soll seyn
H? +Hm 4 m?:2Hn+m? =p:q,
so ist convert, H? 4 Hm -+ m* : Hn =pip—yq
und compon. 2H? 4 m? : Hn =2p—q:p—yq,
mithin ist die Aufgabe auf die XVIte reducirt. Die Deter-
mination ist einleuchtend; es muss nimlich p > ¢ seyn.

Aufgabe XVII Fig. 89.
m? -4 n? : mn.

In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass die Summe
der Quadrate von beiden Abschnitten BID, DC zum Rechtecke
derselben ein gegebenes Verhiltniss habe.

Analysis. Der gesuchte Punkt D sey gefunden, so
ist das Verhiltniss
BD? 4 DC* : = BDC
gegeben. Daher ist compon. BD*+ DC? 4- = BDC : > BDC
und nochmals compon.
BC? : = BDC (Lemma 1)
gegeben, Da nun BC? bekannt ist, so ist —o BPC und

somit der Punkt D) gegeben.
5 *
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Determination. Halbire BC in E, so ist
BD* 4- DC? < 2BE? (Lemma 9, Zus.)
und = BDC = BE* (Lemma 3, Zus. 2);
daher ist BD?* <4 DC? : = BDC = 2BE? : BE*, oder 2:1.
Das gegebene Verhiltniss darf also nicht kleiner seyn als das
Verhiltniss des Doppelten zum Einfachen.

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey p:¢q, und
es sey p nicht kleiner als 2¢. Ist nun p=2¢, so halbire
BC in E; so ist E der gesuchte Punkt. Denn es ist

_ BE® + EC* — 2BE?
wnd' Q@ ST b = BEC = BE?,
folglich . . . . BE* - EC? : 2 BEC = 2:1

: g
Ist aber p > 2¢, so nimm in einer geraden Linie MN
=p und NO = OP =g, so ist MN>2 OP, also MP>4PO.
Nimmt man also in BC den Punkt G so, dass BC:CG =—
MP: PO, so ist auch BC > 4CG, also BC* > 4 BCG,
und (Lemma 1, Zus.) BE?> > 3 BCG. Daher lisst sich die
Linie BC in zwei Punkten D und d zu beiden Seiten des
Punktes E so theilen, dass die Rechtecke BDC und BdC
gleich 3 BCG sind. Ich behaupte, dass die Punkte D und d
beide das Verlangte leisten. Denn weil @ BDC = = BCG,
Tk S BC? : = BDC — BC? : =2 BCG
= BC:CG =MP: PO,
Daher ist dividendo
BD?*+ DC?>4- mBDC : = BDC = MO : OP
und nochmals dividendo
BD? 4 DC? : =2 BDC = MN:NO

s,
Ebenso wird bewiesen, dass der Punkt d dasselbe leiste.

Aufgabe XVIIIL. Fig. 40.
m? — n? : mn.

In einer geraden Linie sind zwei Punkte B,C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass der Unter-
schiel der Quadrate von beiden Abschnitten BD, DC zum
Rechtecke aus ihnen ein gegebenes Verhiltniss habe.

Analysis. Der gesuchte Punkt D sey gefunden, und
es sey BD > DC, so ist das Verhiltniss
BD* — DC? : = BDC
gegeben. Mache DE — CD, so ist
BD* — DC? == = CBE.
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Ferner mache — BE . CF =— = BDC, so ist das gege-

bene Verhiltniss
== CBE: = BE . CF
—: +BC s CF.
Es ist aber BC gegeben, also auch CF.,  Weil nun
= BDC —= = BE . CF, so ist
DB:BE — FC:CD
und convert. . . BD: DE oder DC = CF': FD,
Mache FG — FC, so ist
BD :DC =— GF: FD,
also nvert. und compon,
CB:BD — DG:GF
und . .. @ BDG = = BC.GF — — BCF.

Es ist aber 0 BCF wegen seiner bekannten Seiten ge-
geben, also auch — BDG; und weil die Differenz BG der
Seiten dieses Rechtecks gegeben ist, so sind die Seiten selbst,
mithin der Punkt D gegeben.

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey p : g.
Mache BC:CF = p:q, und FG = CF, und nimm in der
nach C hin verlingerten BG den Punkt D so, dass — BDG
= BC . FG ist: so wird der Punkt D zwischen B und C
liegen, weil @ BC . FG <= BCG ist; und, wenn der Punkt
F in der Linie BC ist, wird der Punkt D zwischen F und C
liegen , weil dann = BC . FG > 3 BFG ist. = Ich behaupte,
dass der Punkt D das Verlangte leiste.

Denn weil = BC . FG — = BDG, so ist

CB:BD = DG : GF,
also divid. und invert.
BD : DC = GF oder CF: FD.

Da nun GF> FD, denn es ist GF = FC: so ist BD
> DC. Macht man also DE =— DC, so liegt E zwischen
B, D, und es ist

BD :DE — CF: FD.
Daher ist convert. DB :BE — FC:CD
L e B SRS —BE.FC — —=BDC.
Fernerist . , .". m CBE — BD*— DC>.

Folglich ist
BD?* — DC* : =5 BDC == CBE: = BE . FC
=B =P .

Anmerkung 1. Wenmn p = 2¢, so fillt G in B;
alsdann ist GD oder BD die mittlere Proportionale zwischen
BC und CF. Eine bessere Auflosung ist daher vielleicht fol-
gende (Fig. 41). In der Verlingerung der BC nimm den
Punkt H so, dass CB: BH=p:q, und mache HG = BH:
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so ist @ CBH <=2 CBG; daher lisst sich die Linie CG in
zwei Punkten zu beiden Seiten des Punktes B so theilen,
dass das Rechteck aus den Abschnitten durch je einen Punkt
glelch 9 CBH ist. Es sey D der in BC liegende Punkt:
so ist er der gesuchte. Denn wegen der gleichen Rechtecke
CBH, CDG ist
DG : BH oder GH=—=BC:CD
undeidived. wintl SR DH : HB —BD: DC.
Nun ist DH > HB, also BD > DC. Macht man also
DE = DC, so liegt E zwischen B,D, und es ist
DH : HB — BD : DE
undidivid. . . . A DB: BH — BE : ED oder DC,
mithin - 5 B3 = BDC = —m EBH.
Es ist aber BD*—DC?* = = CBE.
Folglich ist
BD?* — DC? : 2 BDC = — CBE: = EBH
= CB:BH = p:q.

Anmerkung 2. Nimmt man den Punkt D in Fig. 40
in der andern Verlingerung der BG, oder in Fig. 41 auf der
andern Seite des Punktes B (also zwischen G und H, weil
@ CBH < a3 CHG ist): so ist in beiden Fillen

CD? — DB? : 3 BDC = p:q.

Aufgabe XIX. Fig. 42.
m? — n? : Hn 4 n*.

In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D) zu finden, sodass der Unter-
schied der Quadrate von beiden Abschnitten BD,DC zur Summe
des Quadrats vom kleinern Abschnitte BD) und des Rechtecks
aus ihm und der gegebenen Linie BC ein gegebenes Verhiilt-
niss habe.

Analysis. Der Punkt D sey gefunden, und es sey
CD > DB, so ist das Verhiltniss
CD?> — DRB* : = CBD + BD*
gegeben, Mache DE — BD und BF = BC, so ist

: CD? — DB?* — — BCE
] S R = CBD 4~ BD* — = FBD -+ BD*
=— =3 FDB —= = FDE.

Daher ist das gegebene Verhiltniss

= mBCE : = FDE
oder, wenn man 3 CE ., FH = — FDE macht,
i BCE : = CE . FH
BC : FH;

I
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daher ist die Linie FH gegeben. Weil nun m CE . FH =
= FDE, so ist
. CE:ED — DF:FH

und compon. . CD : DE oder DB =— DH : HF.

Mache HG = FH, so ist

CD:DB — DH:HG

und compon.. . .. CB:BD = DG : GH,
alRmiiirsn . el = BDG =— = BC . GH.

Es ist aber 2 BC.GH wegen seiner bekannten Seiten
gegeben, also auch cmBDG; und weil die Differenz BG der
Seiten bekannt ist, so sind es die Seiten selbst und somit

der Punkt D,

Synthesis. Verlingere BC um BF = BC, mache
BF : FH gleich dem gegebenen Verhiltnisse p : ¢, nimm
HG =— FH, und in der nach B hin verlingerten BG nimm
den Punkt D so, dass 3 BDG — = BC . GH ist: so be-
haupte ich, dass D der gesuchte Punkt sey. Denn weil
—BC . GH < = BCG, so ist auch = BDG < — BCG,
mithin liegt D zwischen B und C. Wegen der gleichen
Rechtecke aber ist

CB:BD = DG : GH
und divid. . . .. CD: DB — DH:HG oder HF.
Weil nun DH > HF, so ist CD > DB. Macht man
also DE = DB, so liegt E zwischen D,C, und es ist
CD:DE — DH: HF.
Daher ist divid. CE:ED — DF:FH
i e T = CE.FH — — EDF — = BDF,
Folglich ist
—=BCE : =BDF = BCE: = CE . FH,
das ist CD*—DB? : =CBD+BD* =BC:FH=p:q.

Anmerkung 1. Nimmt man den Punkt D in der
andern Verlingerung der Linie BG, so ist
CD? — DB? :BD?* — =2 CBD =p :q.

Anmerkung 2. Soll seyn

m? —n* :Hm+n*=p:q,
so ist, wenn man setzt das erste Glied zum Ueberschusse
des zweiten iiber das erste

m? —n*iHnd-n* = pig—p,

mithin ist die Aufgabe auf die XIXte gebracht. Deter-
mination. Das gegebene Verhiltniss muss offenbar das
Verhiiltniss des Kleinern zum Grossern seyn.

Anmerkung 3. Sell seyn
Hm+4n* :Hn4n* =p:q,
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so kann p %q seyn. 1) Ist p—=y¢, so ist Hn4+»n* —
Hn+-2*, also Hm = Hnr und m == n, mithin der gesuchte
Punkt die Mitte der BC. 2) Ist p>¢q, so ist divid.

m* —n*:Hodn*—=p—q:q,
mithin die Aufgabe auf die XIXte gebracht. 3) Ist aber
p<gq, so vergleiche Anmerkung 2 zu Aufgabe XX,

Aufgabe XX. Fig. 43.
m? —n? : Hm -+ m?.

In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass der Unter-
schied der Quadrate von beiden Abschnitten BD, DC zur
Summe des Quadrats von dem gréssern Abschnitte CD und
des Rechtecks aus ihm und der gegebenen Liniec BC ein ge-
gebenes Verhiltniss habe,

Analysis. Der gesuchte Punkt D sey gefunden, und
es sey CD > DB, so ist das Verhiltniss
CD* — DB* : = BCD + CD*
gegeben, Mache CF = BC und DE = DC, so ist
CD* — DB?* — — CBE
QIS St = BCD 4 CD* = FCD 4 CD*
= FDC = o FDE.

I

Daher ist das gegebene Verhiltniss
S UBE 1l
oder, wenn man 2 BE , FH — — FDE macht,

= CBE: = BE.FH

= BC: FH;
mithin ist FH gegeben. Weil nun DBE FH — o FDE,
sofiset AL AN, DE: EB — HF: FD,

Nun ist DE>>EB, weil E in der verlingerten BC liegt;
daher ist HF > FD, und D liegt zwischen C,H. Aus der
obigen Proportion folgt aber convert.

ED oder CD: DB — FH : HD.

Mache HG =— FH, so ist

CD:DB — GH:HD,
also tnvert. und compon.

BC:CD — DG :GH
undh e SR = BC.GH = = CDG.

Es ist aber — BC.GH wegen seiner bekannten Seiten
gegeben, also auch = CDG; und weil die Summe CG der
Seiten gegeben ist, so sind die' Seiten selbst und somit der
Punkt D gegeben.
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Determination. Weil in der Analysis gezeigt wor-
den ist, dass der Punkt D zwischen C und H liege, und
weil CH << HG, denn es ist CH<FH, und FH — HG:
so ist @ CDG < = CHG (Lemma 7). Nun ist @ CDG
= 3 BC . GH, mithin ist = BC . GH < = CHG, und dem-
nach BC < CH, also BF < FH. Folglich ist BC: FH <
BC:BF, oder 1:2. Es war aber BC:FH das gegebene
Verhiiltniss, folglich muss dieses kleiner seyn als das Ver-
hiiltniss des Einfachen zum Doppelten.

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey p:g, und
es sey 2p <g. In der Verlingerung der BC nimm CF—=— BC
und von F nach B hin den Abschnitt FH so, dass CF:FH
= p:q ist: so ist 2CF oder FB < FH, mithin liegt der
Punkt H in der Verlingerung von FB. Macht man nun HG
— FH, so ist BG > HG, also = CBG > — CB . HG.
Deshalb lisst sich die Linie CG in zwei Punkten -zu beiden
Seiten des Punktes B so theilen, dass das Rechteck der Ab-
schnitte durch je einen Punkt gleich coCB . HG ist. Es sey
nun D der in BC liegende Theilungspunkt: ich behaupte,
dass er das Verlangte leiste. Denn weil @ CDG==CB.HG,
It . oy BC:CD — DG: GH,
also divid. und invert. ;

CD: DB =— GH odexr FH: HD,

Weil nun FH > HD, so ist CD > DB. Macht man
also DE =—CD, so liegt E in der verlingerten BC, und es ist
ED:DB = FH: HD

und convert. . . . . DE: EB — HF': FD,
alip s s = BE .FH — — EDF = = CDF.
Daher ist
= CBE : =2 CDF =—= = CBE : =BE . FH
s= B C U= p't {.
Es ist aber, wie in der Analysis gezeigt worden ist,
= CBE =— CD?* — DB?
und = CDF = — BCD +4- CD>.
Folglich ist
CD* —DB?: 2 BCD4CD?* =p:q.

Anmerkung 1. Nimmt man den Punkt D auf der
andern Seite des Punktes B, so leistet er dasselbe.
Anmerkung 2. Soll seyn
Hm+4n* :Hn+4n* =p:q,
so kann p % q seyn. Fir p =g ist die Auflosung ange-
deutet in Anm, 3 zu Aufgabe XIX. Ist aber p < ¢, so ist,
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wenn man setzt den Ueberschuss des zweiten Gliedes iber
das erste zum zweiten, |

n? — m? : Ho 4 n? =q—p:q,
dasist . ., m*—n?:Hm+m?*=qg—p:q,
und somit ist die Aufgabe auf die XXste gebracht. De-
termination. Zufolge der Determ. der Aufgabe XX muss
seyn 2(q-—p) < g, das ist 2¢—2p < ¢, und ¢ < 2p
oder pig > 1




Construction

des rechtwinkligen Dreiecks

aus gegebenen Stiicken.



In den Analysen werden folgende leichte Aufgaben

1)
2)
3)

m, n
H, m
H, P

vorausgesetzt:

4 H, S 7 P,m—n
5 S m > B8 H#a

B) s B 9 S, H—s




Aufgabe 1. Fig. 44. 45.
H, m* —n*,

-‘70n einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Hypotenuse und 2) der Unterschied der Quadrate von ihren
Abschnitten; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Weil
m* — n* =3 (m 4 n)(m—mn) (Lemma3, Zus.3)
= i H (m—n),
so ist @ H (m—n) gegeben. Es wird aber H gegeben,
also ist (Dat. 61) m—=n und somit m und 2 selbst gegeben *).

Determination. Weil m? < H?, und um so mehr
m?*—n* < H*, so muss die gegebene Fliche kleiner seyn
als das Quadrat der gegebenen Hypotenuse,

Anmerkung 1. Die Aufgabe

H, §* —s?
ist einerlei mit der obigen, weil (nach Lemma 15, Zus. 2)
82— 82 = m? —n?,

Anmerkung 2. Die obige Analysis ist offenbar ganz
unabhiingig von dem Winkel, welcher der Seite H gegeniiber-
steht. Die allgemeine Auflosung ist folgende.

Es sey BC die gegebene Seite, 7 der gegebene Winkel,
welcher dic-er Seite gegeniibersteht, und @ die gegebene
Fliche.

Beschreibe itber BC den Kreisabschnitt BOC, welcher
des Winkels V fihig ist.

*) Wenn die Summe % -2 ==3s und die Differenz m —n =@

zweier Grossen m und 2 gegeben ist, so sind beide Grossen

bekannt. Die grossere m ist = 5. i und die kleinere
gr ) el

n..-:s—-

w =AY
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1. Ist W. V kein spitzer, so sey > < BC?*. Nimm
in BC (Fig. 44) den Abschnitt CE so, dass = BCE = a®
ist, halbire BE in D, errichte in diesem Punkte auf BC
einen Perpendikel, welcher die Kreislinie in 4 schneide, und
verbinde 4B und AC: so ist A ABC das verlangte.

Denn BC ist die gegebene Basis, W. BAC =— V nach
der Construction, und CD? — DB2? — — BCE (Lemma 4,
Zug) ==-a?,

2. Ist Winkel V' ein spitzer, so kann a® gleich BC*
oder kleiner oder grisser seyn.

a) Ist a* < BC?, so construire, wie vorhin gelehrt
worden ist.

%) Ist «®* = BC?, so ziehe durch C den Durchmesser
CA und verbinde 4B, so ist A ABC das verlangte. Denn
weil 4B senkrecht auf BC steht, so ist der eine Abschnitt
der Basis =— BC, und der andere — 0.

¢) Ist a*> BC?, so ziche (Fig. 45) den Radius FG
== BC, fille GH senkrecht auf BC und mache HK — HB,
Obenbar berithrt GH den Kreis, und es darf @ nicht grésser
seyn als CH? — HB? oder als  BCK.

Ist nun ¢? = =3 BCK, so verbinde GB und GC; so
ist /A GBC das gesuchte.

Ist aber a®* <<= BCK, so sey mBCE = a’. Halbire
BE in D und errichte in diesem Punkte auf BK einen Per-
pendikel, so wird derselbe die Peripherie in zwei Punkten
A und @ schneiden, weil der Punkt D zwischen B und H
liegt. Verbinde 4B und AC, sowie aBB und aC: so werden
die A A ABC und «BC beide der Aufgabe geniigen. Denn
weil DE = DB, so ist CD? — DB? =— =3 BCE = a?.

Das grisste Rechteck BCK wird so bestimmt: Verlin-
gere F'G nach M in der Peripherie und fille MN senkrecht
auf BC, so ist HN =— GM, also FIN gleich dem Durchmes-
ser des Kreises. Fille auch FL senkrecht auf BC, so ist
HL — LN und BL — LC, also HB oder HK — CN,
Daher ist CK = HN =— GM und =3 BCK =— — BC . GM.
Folglich ist die grisste Fliche a* gleich dem Rechteck aus
der Basis und dem Durchmesser des Kreises.

Aufgabe 2. Fig. 44—46.
m—n, m?—n°.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) der
Unterschied der Abschnitte in der Hypotenuse und 2) der
Unterschied ihrer Quadrate; das Dreieck zu construiren,
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Analysis. Weil m?> —22 = (m—n»)H und m—n
gegeben wird, so ist H gegeben, also auch m und z.

Determination. Weil H>m—an, soist = H(m—n)
> (m—mn)*. Es ist aber coH(m—n) gleich der gegebe-
nen Fliche m? —n?; folglich muss diese grosser seyn als das
Quadrat von der gegebenen Differenz der Abschnitte m und z.

Anmerkung 1. Einerlei mit der obigen Aufgabe ist
m—n, 8*—s2, 3

Anmerkung 2. Die zweite Aufgabe wird allgemein
so gelost:

Es sey CE die gegebene Differenz der Abschnitte, a?®
die gegebene Fliche, und 7 der gegebene Winkel.

1. Ist V kein spitzer Winkel, so muss «®> > CE? seyn.
Man nehme in der Verlingerung der CE (Fig. 44) den Punkt
B so, dass 03 BCE = a*, beschreibe iiber BC einen Kreis-
abschoitt BOC, welcher des Winkels ¥ fihig ist, halbire BE
in D, errichte in diesem Punkte auf BC einen Perpendikel,
welcher die Kreislinie in 4 treffe, und verbinde 4B und AC:
so wird AA4BC das gesuchte seyn.

2. Ist V ein spitzer Winkel, so darf ¢®> nicht kleiner
als CE* seyn.

a) Ist a* = CE?, so beschreibe (Fig. 46) iiber CE
ein des Winkels ¥ fihiges Kreissegment COE, ziehe den
Durchmesser €4 und verbinde AE; so ist A AEC das ge-
suchte, weil CE die Differenz der Abschnitte in der Basis ist.

6) Ist a® > CE?, so kann das gesuchte A\ spitzwinklig
oder stumpfwinklig seyn. Soll es stumpfwinklig seyn, so be-
schreibe (Fig. 46) iiber CE ein des Winkels ¥ fihiges Seg-
ment COE, ziehe wie in Fig. 45 die Tangente GH senkrecht
auf CE und mache HK — HE: so ist CH* — HE? oder
— ECK das maximum. Ist nun @? == ECK, so verbinde
GC und GE: so ist A GCE das verlangte. Ist a> < = ECK,
so mache 2 ECB = «?*, halbire BE in D, errichte in diesem
Punkte auf BC eine Senkrechte, welche die Kreislinie in A4
und @ schneide, und verbinde 4C, AE und «C,aE: so sind
ACE und «CE beide die gesuchten Dreiecke. — Soll das
gesuchte A spitzwinklig seyn, so findet keine Griinze statt.
Die Construction wird wie unter 1 gemacht.

Aufgabe 3. Fig 47.
H+4m, H> —m?2,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Summe der Hypotenuse und eines ihrer Abschnitte, und
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2) der Unterschied der Quadrate von den genannten Linien:
das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC 4 €D und BC? — CD=,

Verlingere BC um CE = BC, so ist DE = BC+ CD,
mithin ist DE der Grisse nach gegeben. Weil aber BC — CE,
so ist

BC?>—CD?* — 2 BDE (Lemma 3, Zus. 3).
Daher ist 2 BDE gegeben, mithin, weil DE gegeben wird,
ist auch (Dat. G1) BD gegeben. Folglich ist die Linie BE,
also ihre Hilfte BC und somit A\ ABC gegeben.

Determination. Offenbar ist BD < DE, mithin
— BDE < DE*. Die gegebene Fliche muss also kleiner
seyn als das Quadrat der gegebenen Linie.

Synthesis. Auf den Schenkeln eines rechten Winkels
nimm DE gleich der gegebenen Linie, und DF gleich der Seite
des Quadrats, welches der gegebenen Fliche gleich ist, und
es sey DF < DE. Verbinde EF und errichte auf ihr im
Punkte F' eine senkrechte, welche die verlingerte ED in B
schneide: so ist ca BDE — DF?. Weil nun DF < DE,
so ist DF? < DE?, mithin =2 BDE < DE?, also BD < DE.,
Halbirt man also BE in C, so liegt € zwischen D und E.
Ueber BC beschreibe einen Halbkreis, welcher den Perpen-
dikel DF in A schneide, und verbinde 4B und AC: so be-
haupte ich, dass A ABC das verlangte sey.

Denn weil BC = CE, so ist

BC 4 CD = DE
und BC? — CD?* — —mBDE — DF*,

Anmerkung 1. Die Aufgabe
H? —m*, n
kommt auf die obige zuriick. Denn es ist
= BDE — H* — m*
und BD — n;
mithin ist auch DE = H+ m gegeben. Determination.
Weil ED > DB, so ist @ BDE > BD?. Die gegebene
Fliche muss also grosser seyn als das Quadrat des gegebenen
Abschnittes.

Anmerkung 2. Die obige Analysis ist unabhingig
vom Winkel BAC und gilt daher fiir_jedes Dreieck.
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Aufgabe 4. Fig. 48.
H+4 P, 84,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Summe der Hypotenuse und Hohe, und 2) die Summe der
Quadrate von der einen Kathete und von dem ihr nicht an-
liegenden Abschnitte der Hypotenuse; das Dreieck zu con-
struiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC + 4D und AC* 4 BD2,

Nach Lemma 15, Zus. 1 ist AC? 4~ BD?> —=BC?* — AD>?,
Macht man nun in BC die Abschnitte CF' und CE gleich 4D,
so ist

BC? — 4D* BC? — CE*
= EBF (Lemnia 4, Zus.),
mithin ist © EBF gegeben. Es ist aber die eine Seite
BE = BC 4 AD gegeben, also auch die andere Seite BF
(Dat. 61). Daher ist FE, also die Hilfte CE oder 4D be-
kannt, und die Aufgabe auf H, P gebracht.

Determination. Offenbar ist S EBF<<BE?, Weil
aber BC = 24D *), so ist BC = 2CF, also BF = FC, das ist
BF = £ BE. Macht man also BG —= {BE, so ist 2 EBF
= = EBG, das ist D EBF = 1 BE?. Daher muss die ge-
gebene Fliche kleiner seyn als das Quadrat von der gegebe-
nen Linie, aber nicht kleiner als der dritte Theil desselben.

Synthesis. Es sey BE die gegebene Summe der Hy-
potenuse und Hohe. Nimm BG — 4 BE, und die gegebene
Fliche sey kleiner als BE?, aber nicht kleiner als — EBG.
Ist nun 3 EBG gleich der gegebenen Fliche, so halbire GE
in C; dann ist CE=LBC, und es lisst sich also iiber BC
als Hypotenuse ein rechtwinkliges Dreieck construiren, dessen
Hohe gleich CE ist. Es ist aber klar, dass dieses Dreieck
das Verlangte leiste. — Wenn aber die gegebene Fliche, wie
= EBF, grosser ist als c3 EBG und kleiner als BE?, so
halbire FE in C; dann ist offenbar CE <C £ BC. Daher las-
sen sich iiber der Hypotenuse BC zwei rechtwinklige Dreiecke
construiren, deren Héhen gleich CE sind; und es'ist leicht
zu beweisen, dass beide Dreiecke der Aufgabe geniigen werden.

*) Die Hohe des rechtwinkligen Dreiecks ist nicht grosser ‘als die
halbe Hypotenuse. .
6
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Anmerku ing. Ebenso lisst sich die Aufgabe

H—P, §2 4 »n?
behandeln. Es ist nimlich
"BF —= H—P

D EBF = §? 4= »*

daher ist EB gegeben, und die Aufgabe auf H, P gebracht.
Determination. Es ist offenbar = EBF ™> BF?, Weil
aber BF = LBE, das ist 3BF = BE, so ist, wenn BH —
3BF gemacht wird, = HBF = — EBF, das ist 3BF* =
=2 EBF. Die gegebene Fliche muss also grosser seyn als
das Quadrat der gegebenen Linie, aber nicht grisser als das
Dreifache desselben.

Aufgabe 5. Fig 40.
HP + P2, P

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Hohe und 2) die Summe des Quadrats der Hohe und des
Rechtecks aus ihr und der Hypotenuse; das Dreieck zu con-
struiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht auf BC, so ist gegeben
AD und —mBC . AD 4 4D>.

Verlingere BC um CE = 4D, so ist caBC . 4D -+ 4D*
—=BEC. Daher ist cm BEC gegeben Es ist aber die eine
Seite CE dieses Rechtecks gegeben, also auch (BDat. 61) die
andere BE, mithin BC und das A 4BC. .

Determination, Weil BC = 24D ader 2CE, 50
ist BE = 3CE. Mache EF = 3CE, so ist BE= FE, mis-
hin c BEC = — FEC oder 3CE?. Die gegebene Fliche
darf also nicht kleiner seyn als das dreifache Quadrat der
gegebenen Hohe,

Synthesis. Es sey CE die gegebene Hihe, und die
gegebene Fliche sey nicht kleiner als 3 CE*.  Mache FE —
3CE, so ist mFEC=—=3CE?*. Ist nun die gegebene Fliche
gleich ™ FEC, so ist FC die Hypotenuse des gesuchten
Dreiecks, — Ist aber die gegebene Fliche grisser als —m FEC,
wie = BEC: so ist BC > FC, also BC > 2CE. Daher
lassen sich itber BC zwei rechtwinklige Dreiecke mit der Héhe
CE beschreiben, und es ist klar, dass beide der Aufgabe ge-
niigen werden.

Anmerkung. Die Analysis ist unabhingig vom
W. BAC.
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Aufgabe 6. Fig. 50.
H+4 P, HP+ P

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Summe der Hypotenuse und der Hohe, und 2) die Summe
des Rechtecks aus beiden Linien und des Quadrats der Héhe;
das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A 4BC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC+ 4D und == BC . AD + AD?,
Verlingere BC um CE =AdD, so ist
BC 4 AD = BE ‘
und ... .= BC.4D 4 4AD* — — BEC.

Daher ist die Linie BE und das co BEC gegeben. Weil
nun der Inhalt dieses Rechtecks und eine Seite BE desselben
gegeben wird, so ist (Dat, 61) die andere Scite EC, also
auch BC und somit A\ ABC gegeben.

Determination. Weil 4D = £BC, so ist auch
CE= LBC, das ist CE=%1BE. Mache EF = 4{BE, so
ist 0 BEC Z = BEF. Nun ist 3 BEF = 1 BE*; folglich
darf die gegebene Fliche nicht grésser seyn als der dritte
Theil des Quadrats von der gegebenen Linie.

Synthesis. Es sey BE die gegebene Summe der
Hypotenuse und Hohe, Nimm EF = {BE, und die gegebene
Fliche sey nicht grisser als co BEF. Ist nun mBEF gleich
der gegebenen Fliche, so beschreibe iiber der Hypotenuse
BF mit der Hohe EF ein rechtwinkliges Dreieck, so wird
es das verlangte seyn, Ist aber —3 BEF grisser als die ge-
gegebene Fliche, so sey dieser gleich das — BEC; so ist
offenbar CE < EF', also CE kleiner als die halbe BC., Da-
her lassen sich iiber BC zwei rechtwinklige Dreiecke mit der
Héhe CE beschreiben, und es ist einleuchtend, dass beide der
Aufgabe geniigen werden.

Anmerkung 1. Die Analysis ist unabhingig vom
W. BAC.

Anmerkung 2. Die Aufgabe

. H+4 P, Ss- P? .
kommt auf die obige zuriek, denn fir das rechtwinklige

Dreieck ist Ss = HP. »

6%
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Aufgabe 7. Fig. 51.
P? — 2, m—n.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Differenz der Abschnitte der Hypotenuse, und 2) der Ucher-
schuss des Quadrats der Hohe iiber das Quadrat des kleinern
Abschnittes; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte, Fille 4D
senkrecht auf BC, und es sey CD >> DB: so ist gegeben
CD — DB und AD* — DRB?.
Mache BE = CD, so ist
CD — DB = DE
und AD? —DB? — — CDB — DR?
— 1 EBD — DB?
= = EDB,

Daher ist die Linie DE und das & EDB gegeben. Es
ist aber die eine Seite ED dieses Rechtecks gegeben, also
auch (Dat. 61) die andere DB. Daher ist BE, das ist CD,
bekannt, und somit die Aufgabe aof m,z gebracht.

Synthesis. Auf der gegebenen Differenz DE der
Abschnitte in der Hypotenuse errichte im Endpunkte D einen
Perpendikel, nimm in demselben zu beiden Seiten des Punk-
tes D die Abschnitte DG und DH gleich den Seiten des
Rechtecks, welches der gegebenen Fliche gleich ist, verbinde
EH und mache W. DGB — W. DEH: so ist o BDE —
2 GDH. Halbire DE in F, beschreibe um F mit dem Ra-
dius BF einen Kreis, welcher die verlingerte BE in C, und
den Perpendikel GH in 4 schneide, und verbinde 4B und
AC: se ist A\ ABC das verlangte.

Denn weil CF — FB und EF = FD, so ist CD — BE,
419093 o SNER L AR CD— DB = DE.
= CDB — DB?

— EBD — DB*
- BDE = =2 GDH,

RN I

Aufgabe 8. Fig. 52.
m? — P?*, m—an.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Differenz der Abschnitte der Hypotenuse, und 2) der Ueber-
schuss des Quadrats vom grossern Abschnitte iiber das Qua-
drat der Hohe; das Dreieck zu construiren.
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Analysis. Es sey A 4BC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, und es sey CD > DB: so ist gegeben
CD — DB und CD*— DA4>.
Mache CE =— DB, so ist
CD — DB — DE
und CD?*—DA4* = CD* — =2 CDB
= CD* — = DCE
Daher ist die Linie DE und das 2 CDE bekannt. Es
wird aber die eine Seite DE dieses Rechtecks gegeben, folg-
lich ist auch (Dat. 61) die andere Seite CD gegeben, mit-
hin CE, das ist BD, und die Aufgabe auf m, n gebracht.

Determination. Weil CD > DE, so ist 2 CDE
> DE2. Die gegebene Fliche muss also grésser seyn als
das Quadrat der gegebenen Linie.

Synthesis. Auf dem gegebenen Unterschiede DE der
Abschnitte in der Hypotenuse errichte im Endpunkte D eine
Senkrechte und mache in derselben vom Punkte D aus auf
einer Seite desselben die Abschnitte DG und DH gleich den
Seiten des Rechtecks, welches der gegebenen Fliche gleich
ist. Es sey aber co GDH > DE?. Verbinde EH und ziehe
aus G nach DE die Linie GC, sodass W. DGC —= W. DEH
ist: so ist @m CDE = = GDH. Nun ist = GDH > DE?,
also auch —1 CDE >> DE?; daher ist CD>DE, und, wenn
man DE in F halbirt, CF'>> FE oder FD. Beschreibt man
also um den Mittelpunkt F' mit dem Radius CF' einen Kreis,
so wird derselbe die verlingerte CD in B, und die senkrechte
DG in A schneiden.  Verbinde 4B und AC: ich behaupte,
dass A ABC das gesuchte sey.

Denn es ist offenbar CE — BD, also
CD — DB = DE,
Ferner ist. . . . CD?*—DA* =— CD? — = CDB
= CD? — = DCE

= CDE = = GDIL

Aufgabe 9. Fig. 53— 56.

+tH—P, S—3s

: sH4-P, S+

+H— P, m—n

+H4 P, m—n
Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben der Ue-
berschuss der halben Hypotenuse iitber dic Hohe und der Un-
terschied der Katheten oder der Unterschied der Abschnitte
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der Hypotenuse; — oder die Summe der halben Hypotenuse und
der Hohe und die Summe der Katheten oder der Unterschied
der Abschnitte der Hypotenuse; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Fig. 53. Im A ABC sey der W. 4 ein
rechter, und 4C > AB. Fille AD senkrecht auf BC, be-
schreibe um den Mittelpunkt 4 mit der kleinern Kathete 4B
einen Kreis, welcher BC in E, und AC in F schneide, und
verlingere AC bis nach G in der Peripherie: so ist

CG —= AC 4+ 4B = S+ s
CF — AC— 4B — S —3
CE — CD—BD — m —n.

Durch E ziehe den Durchmesser EH und verbinde HG
und HF', welche verlingert dic BC in L und K schneiden,
und ziehe die Linien BH, BG, BF.

Weil der rechte W. GHF durch die Linie HB halbirt
wird, denn die Bogen GB, BF sind Quadranten, und weil
zugleich HB senkrecht auf LK steht: so ist aus hekannten

Randen LB = BH — BK.
Weil nun BH:AD =— HE: EA, so ist BH = 24D — 2P,
folglich ist CL — H+ 2P
CK — H—2P.
Nun ist

W. BGF — W, BHF
und, nach einer bekannten Eigenschaft des rechtwinkligen
Dreiecks, auch

W. BLH — W. BHF,
mithin ist W. BGF = W. BLH. Die /A /\ LCG, GCB hahen
aber ausserdem den W, C gemein, folglich ist

LC:CG = GC:CB
5 S e R CG* — 3 BCL,
das ist in Zeichen (S+4-s5)* — I H (H-+2P).

Wird alse S+ s und tH- P, also auch das Doppelte
H+-2P, gegeben: so ist H bekannt, und die Aufgabe ist auf
H, S+ s oder auch auf H, P gebracht,

Weil 4H und AF Radien sind, so ist W, EHF — W,
GFH. Nun ist

W. EHF — W. EBF
und: S e W. GFH — W. CFK,
mithin ist auch W. EBF = W, CFK. Die A A BCF, FCK
haben aber ausserdem den W. C gemein, folglich ist
BC:CF = FC:CK
1T R SR CF? =— —mBCK,
MRG0 ol vt (S—29)* = o H(H~—2P).
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‘Wird also S—s und +H-—P, also auch das Doppelte
H~—2P, gegeben: so ist H bekannt, und die Aufgabe ist
auf H, S—s oder auf H, P gebracht.

Verbindet man EF, so sind wegen der Durchmesser
EH, FG die Linien GH, EF parallel; daher ist

GC:CF = LC:CE
wadio. O . modi, GC?:CF? =— LC*:CE*.
Nun ist GC? == BCL und CF? = 23 BCK, mithin ist
GC? : CF* = = BCL: =3 BCK
= CL : GK
== CL2: a2 LCK,
Folglich ist auch LC?:CE* = CL* : = LCK; und deshalb
CE* = = LCK,
das ist . ... (m—n)* = =2 (H+42P) (H—2P).
Wird also gegeben m— n, H42P, so findet man H—2P,
und wird gegeben m—n, H—2P, so erhilt man H4 2P,
In beiden Fillen ist also die Aufgabe auf) H, P gebracht.

Determination. Fig. 53.
1) Fir 845, tH4 P.
Weil BC =< 24D, so ist BC< BL. Halbirt man also
LC in D, so ist @ BCL < = DCL, das ist.CG* =< 2CD*.
Ferner ist aber =3 BCL <C CL?, also' CG?* < CL?*;.und CG
< CL oder 2CD, Die gegebene Summe der Kathetén muss
daher kleiner seyn als die doppelte gegebene Sumime: der hal-
ben Hypotenuse und der Hohe, das Quadrat jener Summe
aber nicht kleiner als das doppelte Quadrat der letztern Summe.
2) Fir §—s, $H—P.
Weil caBCK > CK?y so ist CF2> CK?, und CF>CK.
Die gegebene Differenz der Katheten 'muss also grosser seyu
als der doppelte gegebene Ueberschuss der halben Hypotenuse
iiber die Héhe. -
3) Fixr m —n, $+H- P.
Weil mLCK < LC?, soist CE* < LC?, und CE< CL.
Die gegebene Differenz der Abschnitte muss kleiner seyn als
die doppelte gegebene Summe,
4) Fir m—n, +H—P.
Weil = LCK > CK?, so ist CE* >CK?; und CE>CK.
Die gegebene Differenz der Abschnitte muss grosser seyn als
der doppelte gegebene Ueberschuss der halben Hypotenuse
iiber die Hobe.

Synthesis.
1) S+s, $H+ P (Fig. 54).
In ciner geraden Linie nimm die Abschnitte CO und OL
jeden gleich der gegebenen Summe der halben Hypotenuse
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und der Héhe, und CM gleich der Summe der Katheten;
und es sey CM <C CL, aber CM* nicht kleiner als — OCL.
Mache in CL den Abschnitt:CB gleich der dritten Proportio-
nale zu LC und CM, 'so ist CM* — =3 BCL, daher ist
2 BCL nicht kleiner als 3 OCL, mithin BC < 0C, folg-
lich LB = BC, oder +LB = L BC, [Errichtet man also auf
BC die senkrechte BN — LLB, *beschreibt iiber BC einen
Halbkreis und zieht durch'N der BC eine Linie parallel: so
wird dieselbe den Halbkreis entweder berithien oder schneiden.
Es sey A einer von den Punkten, in welchen die Parallele
den Kreis trifft. Verbinde 4B und 4C: ich behaupte, dass
A ABC das verlangte sey. \ :

Denn fillt man 4D senkrecht auf BC, so ist LB — 24D,
L R B e, BC + 24D = CL ;
und - ¥, s Sabai +BCH 4D = CO.

Ferner ist verméoge der Analysis

(AC 4 4B)? = = BCL
und nach der Construction
CM?* = = BCL,

folglich ist 4C 4+ 4B = CIL

2 S§—s, $H—P. (Fig. 55).

In einer geraden Linie nimm die Abschnitte CO und OK
jeden gleich dem' gegebenen Ueberschusse der halben Hypote-
nuse iiber die Hohe, und CM gleich der gegebenen Differenz
der Katheten; und es sey CM>CK. In der Linie CK nimm
den Abschnitt CB gleich der dritten Proportionale zu CK und
CM, so ist offenbar BC > CK, und BK << BC, oder L1 BK
< +BC. Beschreibt man also iiber BC ecinen Halbkreis, er-
richtet auf ihr die senkrechte BN =— L BK und zieht durch N
der BC eine Linie parallel: so wird dieselbe den Halbkreis in
zwei Punkten schneiden. Es sey 4 einer von den Durchschnitts-
punkten. Verbinde 4B und AC, so ist /A ABC das gesuchte.

Denn falle man 4D senkrecht auf BC, so ist 24D —
BK, also

BC —24D = CK
L +BC — AD = CO.
Ferner ist vermioge der Analysis
(AC — 4B)?* =— = BCK
und nach der Construction
CM? = = BCK,
folglich ist 4C — AB = CM.

: 3) m—n, sH-4 P. (Fig. 56).
In einer geraden Linie nimm CE gleich der Differenz
der Abschnitte, und CL gleich der doppelten Summe der hal-
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ben Hypotenuse und der Héhe; und es sey CE < CL. In
CL nimm den Abschnitt CK gleich der dritten Proportionale
zu CL und CE, so wird K zwischen L und C liegen, und
es ist CE* — — LCK., = Halbire LK in B, so ist offenbar
1BK <+ BC. Beschreibt man also iiber BC einen Halbkreis,
errichtet BN = L BK senkrecht auf BC und zieht der BC
durch N eine Linie parallel: so wird dieselbe den Kreis in
zwei Punkten schneiden. Es sey 4 einer von den Durch-
schnittspunkten; verbinde 4B und A4C: ich behaupte, dass
A ABC der Aufgabe geniige.

Denn fillt man 4D senkrecht auf BC, so ist 24D =
BK = BL, daher ist

BC 4- 24D = CL.
Ferner ist verméoge der Analysis
(CD—DB)* = = LCK

und nach der Construction

. CE?* — o LCK,
folglich ist CD — DB — CE.

Aehnlich ist die Construction der Aufgabe m —n, + H—P.

Anmerkung 1. Fig. 53. Nach Lemma 4, Zus. ist

— LCK — BC?* — BK?,

also auch, ... .. CE* — B(C* — BK?,
eine Gleichung, welche bereits in Lemma 16 anders bewiesen
worden ist. Sie lisst sich auch auf folgende Weise darthun.
Verlingere BA nach M in der Peripherie und ziehe CM und EM.
Weil CA senkrecht auf BM steht, und B4 = AM ist,

- CM = BC.
Feérner ist . . . . EM — BH — BK,
weil die A A BAH, MAE offenbar congruent sind. Wegen
des rechten Winkels CEM aber ist
CM? — CE*? 4 EM?,
folglich ist auch . . . BC?> — CE? -} BK*.
Anmerkung 2. Die Aufgaben
m—mn, +tH4P
m-—mn, +tH—P
lassen sich auch folgendermaassen behandeln, Fig. 53. Im
A ABC sey der W. A ein rechter; halbire BC in E, ver-
binde AE und fille 4D senkrecht auf BC: so ist
m—n = 2DE
3 e AR
Von dem rechtwinkligen Dreiecke 4DE wird also gegeben
DE und AE + AD,
daher ist dieses Dreieck durch die Aufgabe S, H+s gegeben.
Man findet also 4E und somit das Doppelte, niimlich BC.
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Anmerkung 3. Fig. 53. In der obigen Analysis sind
folgende Gleichungen bewiesen

1) €G* = = BCL
2) CF* == —= BCK
3) CE* — —LCK.

Der Beweis fiir diese Gleichungen ist unabhingig vem
W. BAC gefiihrt worden.  Sie gelten deshalb allgemein fiir
jedes A ABC und dienen zur Auflosung ~mancher @ etwas
schwierigen Aufgaben, z. B.
V, P, S5
V, P, S—~3s
B, P, S+s
, P, §—s,
wo B die Basis BC bezelchnet, V den Gegenwinkel 4, und
P den aus V auf B gefillten Perpendikel.

Aufgabe 10. Fig. 57.
+tH—P, S+s.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) der
Ueberschuss der halben Hypotenuse {iber die Hohe, und
2) die Summe der Katheten; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey AABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist gegeben
AC 4 4B und 4 BC - 4D,
Verlingere 4C um 4G — AB, mache in BC die Ab-
schnitte BO und OK gleich 4D und halbire CK in P, soist

OP =t B,
I, o e KP — LT H--FP
Tl e PSS CG = S+s.

Nun ist aber, wenn BC um BL = BK verlingert wird,
CL=H+-2P, also, wie in Aufgabe 9 bewiesen worden ist,
CG?* = — BCL
und, wenn man die Hilften nimmt, weil BP — 2 CL ist,
+CG?* = = CBP.

Daher ist =3 CBP gegeben.  Es ist aber die Differenz
CP(==KP) der Seiten gegeben, folglich sind die Seiten selbst,
also BC, somit BK und AD gegeben, und die Aufgabe ist
auf H, P gebracht.

; Determination. Weil BP > KP, so ist = CBP
oder +CG* >> = CKP, und, wenn man beiderseits das Dop-
pelte nimmt, CG* 2> CK?, also CG > CK. Es ist aber CG
die gegebene Summe der Katheten, und CK der doppelte Ue-
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berschuss der halben Hypotenuse iiber die Hohe; folglich muss
die gegebene Summe grosser seyn als der doppelte gegebene
Ueberschuss,

Synthesis. Auf den Schenkeln eines rechten Winkels
nimm CR gleich der gegebenen Summe, und CP gleich der
gegebenen Differenz, und es sey CR > 2CP. Auf CP er-
richte nach der dem Schenkel CR entgegengesetzten Seite die
senkrechte PQ — LCR, wverbinde QR und beschreibe um
diese Linie als Durchmesser einen Kreis, welcher die verlin-
gerte CP in B schneide: so ist

3 CR. PQ — — CBP.

Macht man nun PK=— CP, so ist nach der Voraussetzung
CR > CK, also CR?> > CK?, und, wenn man die Hilften
nimmt,

=3 CR.PQ > = CKP;

folglich ist auch =3 CBP > 2 CKP, mithin liegt der Punkt
K zwischen B und P. In der senkrechten CR mache den
Abschnitt CS gleich der Hilfte von BK, so ist offenbar CS
< LBC. Beschreibt man also iiber BC einen Halbkreis und
zieht durch S der BC eine Linie parallel, so wird dieselbe
den Halbkreis schneiden. Es sey 4 einer von den Durch-
schnittspunkten; verbinde 4B und AC: so ist A\ ABC das
verlangte.

Denn fillt man 4D senkrecht auf BC und halbirt BK
in O, so ist

OF — +BC
DR it i mas il OK = 4D,
RSP o s o s .+BC—AD — KP— CP.
Ferner verlingere BC um BL =— BK, so ist
CL — 2BP
T S P = BCL — 2= CBP
— CR?

frither bewiesen worden ist,
=3 BCL — (4AC+ 4B)?,
folglich ist (AC 4 AB)* = CR*, und 4C+ AB = CR.

Aufgabe 11. Fig. 58.
14T S —3,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Summe der halben Hypotenuse und der Hohe, und 2) die
Differenz der Katheten; das Dreieck zu construiren.
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Analysis. Es sey A ABC das gesuchte, in wel-
chem AC > AB sey. Fille AD senkrecht auf BC, so ist
gegeben

+BC +4 AD und AC — 4B,

In BC nimm die Abschnitte BO und OK =— AD und

halbire CK in P, so ist OP = LBC, also

BP. = +H+P,
und, wenn man in 4C den Abschnitt AF=— AB nimmt,
CF — §—s.

Weil nun, wie in Aufgabe 9 gezeigt worden ist,
CF? — — BCK,
gouisbpepare V. 104 ¢ +CF? =— o BCP;
daher ist = BCP bekannt. Es ist aber die Differenz BP
der Seiten dieses Rechtecks gegeben, folglich sind die Seiten
selbst, also BC, somit BK und 4D gegeben, und die Auf-
gabe ist demnach auf H, P gebracht.

Determination. Weil BP>>PK und PK — PC,
so ist BP > PC. Macht man also PS = BP, so ist = BCP
<L = BSP, also 20 BCP oder CF? <<BS?, und CF < BS.
Folglich muss die gegebene Differenz der Katheten kleiner
seyn als die doppelte gegebene Summe der halben Hypotenuse
und der Hohe.

Synthesis. Auf den Schenkeln eines rechten Winkels
nimm BP gleich der gegebenen Summe, und P gleich der
gegebenen Differenz, und es sey PQ < 2BP. Errichte auf
BG nach der dem Perpendikel P entgegengesetzten Seite
die senkrechte BR=—1PQ, verbinde QR und beschreibe um
diese Linie als Durchmesser einen Kreis, welcher die verlin-
gerte BP in C schneide: so ist

= PQ.BR — — BCP.

Verlingert man nun BP um PS = BP, so ist nach der
Voraussetzung PQ < BS, also PQ* < BS?, und, wenn man
die Hilften nimmt,

— PQ .BR < — BSP.

Folglich ist 2 BCP < BSP, und PC < PS oder BP.
Nimmt man also PK — PC, so fillt der Punkt K zwischen
B und P. Halbire BK in O, so ist offenbar BO < L BC.
Beschreibt man nun iber BC einen Halbkreis, nimmt in der
senkrechten BR den Abschnitt BT — BO und zicht durch
T der BC eine Linie parallel, so wird dieselbe den Kreis
schneiden.  Es sey 4 einer von den. Durchschnittspunkten;
verbinde 4B und AC: ich behaupte, dass A ABC das ver-
langte sey.
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Denn fillt man 4D senkrecht auf BC, so ist

AD — BT
= R0
L PR S g S 1 BC = OP,
folglich 4 BC - AD = BP. ;
Ferner ist . . . . PQ* =— 2= PQ. BR
=3 RGP
=i = BCK

und, wie frither bewiesen worden ist, weil BK :=24D,
(4C—A4B)* = 1 BCK,
folglich ist (AC— AB)* = PQ*, und AC — 4B = PQ.

Aufgabe 12. Fig. 59.
(Diesterw. Geom. Aufg., Theil 2, Nr. 17).
H, P:m—n.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Hypotenuse und 2) das Verhiiltniss der Hohe zum Unter-
schiede der Abschnitte in der Hypotenuse; das Dreieck zu
construiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, und es sey CD > BD: so ist gegeben
BC und 4D : CD — BD
Mache CE = BD, so ist DE — CD BD, mithin ist
das Verhiltniss AD : DE

und, wenn man DE in F halbirt, auch

AD : DF
gegeben. Verbindet man also AF, so ist (Dat. 44) A\ ADF
der Gattung nach gegeben. Nun ist aber oflenbar AF die
Halfte von BC, mithin gegeben, folglich ist AADF der Gat-
tung und Grosse nach bekannt; folglich ist die Linie 4D der
Grosse nach gegeben, und somit die Aufgabe auf I,P gebracht.

Synthesis. Es sey BC die gegebene Hypotenuse, und
p:q das gegebene Verhiiltniss.  Halbire BC in F, nimm in
ihr den Abschnitt FG =— ¢, errichte auf der Linie FG in
ihrer Mitte H die senkrechte HK — p, verbinde FK, ver-
lingere sie, wenn es nothig ist, bis sie den iiber BC be-
schriebenen Halbkreis in 4 schneidet, und ziche 4B und 4AC:
ich behaupte, dass A ABC das verlangte sey.

Denn fillt man 4D senkrecht auf BC und macht FE =
FD, so ist DE==CD — BD. Wegen der ihnlichen Drei-
ecke aber ist

AD :DF — KH:HF
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und, wenn man die Hinterglieder verdoppelt,
AD:DE = KH: FG,
14 R CER S AD : CD — BD = p:q.
Anmerkung. Die Aufgabe lisst sich offenbar allge-
mein fiir jeden Winkel BAC ebenso losen.

Aufgabe 13. Fig. 60.
H—S, a

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) der
Ueberschuss der Hypotenuse iiber eine Kathete, und 2) der
Abschnitt der Hypotenuse, welcher der andern Kathete an-
liegt; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte, Fille 4D

senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC — CA4 und BD.
In BC nimm den Abschnitt CE = C4, so wird der
Punkt E zwischen B und D liegen, und es ist
BC—C4 — BE,
daher ist BE gegeben, also, weil BD gegeben wird, auch
ED und somit das Verhiltniss BE: ED. Wegen des recht-
winkligen Dreiecks aber ist
BC:C4 = AC:CD,
das Asliaw Ak BC:CE = EC: CD.
Daher ist divid. und permut.
BE:ED — EC: CD.

Nun ist das erste Verhiltniss bekannt, also auch das
zweite. Es ist aber auch die Differenz ED der Linien EC
und CD bekannt, folglich sind die Linien selbst gegeben, und
somit ist die Aufgabe auf S,m gebracht,

Determination. Offenbar ist BE < BD. Weil
aber CE die mittlere Proportionale ist zwischen BC und CD,
so ist (Lemma 11, Zus, 1) BE > ED, das ist BE > 4 BD.
Folglich muss der gegebene Ueberschuss kleiner seyn als der
gegebene Abschnitt, aber grosser als seine Hilfte,

Synthesis. In einer geraden Linie nimm vom Punkte
B nach einer Richtung hin das Segment BD gleich dem ge-
gebenen Abschnitte, und das Segment BE gleich dem gegebe-
nen Ueberschusse, und es sey BE < BD, aber BE™> L BD,
das ist BE >> ED. [Eirichte auf BD auf eciner Seite die
senkrechten EF und DG gleich BE und ED: so wird, weil
EF > DG ist, die Linic FG der nach D hin verlingerten
BD in einem Punkte C begegnen. Aus € ziehe an den Per-
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pendikel DG die Linie C4 = CE und verbinde AB: so be-
haupte ich, dass A\ ABC das gesuchte sey.
Denn es ist EF : DG, das ist
BE:ED = EC:CD,
also perm. und compon.
BC:CE = EC: CD
OeR. siiiind SsSB4 BC:C4 = AC:CD,
mithin ist W. BAC ein rechter. Es ist aber BD der gege-
bene Abschnitt, und BC — €4 == BC — CE = BE; folglich
ist A ABC das verlangte.

Anmerkung. Die Auflosung der Aufgaben
H—S, §—m
mdos & 3% b . Bk S—m, n
folgt aus der obigen. Denn es ist
BD = =
BE — H—S8§
DE =— S——-m.
Es ist aber BD == BE -~ DE. Sind also zwei von den
Linien BD, BE, DE gegeben, so ist auch die dritte bekannt.

Anfgabe 14. Fig. 61.
H4+ S, n

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) ein
Abschnitt der Hypotenuse, und 2) die Summe der Hypotenuse
und der dem andern Abschnitte anliegenden Kathete; das
Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das verlangte, Fille AD

senkrecht auf BC, so ist gegeben

BD und BC 4 CA.

Verlingere BC um CE = AC, so ist

BC 4 C4 = BE,
folglich ist BE gegeben. KEs wird aber auch BD gegeben,
mithin ist DE hekannt, Da nun

BC:C4 = AC:CD,
RO AR n BC:CE = EC:CD,
so ist compon. und permut.

BE:ED = EC:CD.

Nun sind die Linien BE, ED und somit ihr Verhiltniss
bekannt, also auch das Verhiltniss EC:CD; folglich sind,
weil auch die Summe der Linien EC, CD bekannt ist, diese
Linien selbst gegeben und somit auch das A ARBC.
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Determination. Es muss natiirlich die gegebene
Summe der Kathete und Hypotenuse grosser seyn als der ge-
gebene Abschnitt.

Synthesis. Es sey BD der gegebene Abschnitt, und
BE die gegebene Summe. Es sey aber EB >> BD, und
beide in einer geraden Linie vom Punkte B aus nach einer
Richtung hin genommen. Errichte auf DE auf entgegenge-
setzten Seiten die senkrechten EF — BE und DG — DE
und verbinde F'G', welche DE in C schneide: so ist

EC:CD = EF: DG — BE:ED.

Nun ist BE > ED, mithin EC >> CD, Beschreibt man
daher um € mit CE einen Kreis, so wird er die DG in ei-
nem Puiikte A4 schneiden. Verbinde 4B und 4C, so ist
A\ ABC das verlangte. Denn weil

BE :ED — EC:CD,
so ist permut. und divid.

BC:CE = EC:CD
das: istr dhws. cuals BC:C4 = AC:CD,
woraus folgt, dass W. BAC ein rechter ist.

Anmerkung. Die Auflésung der Aufgaben
; H4+8, S4+m
S4m, n
beruht auf der obigen. Denn es ist
BD — a.
Es ist aber BE — BD 4 DE. Sind also zwei der Li-
nien BE, DE, BD gegeben, so ist auch die dritte bekannt.

Aufgabe 15. Fig. 62.
P4 m, m—n.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegebei> 1) die
Differenz der Abschnitte der Hypotenuse, und 2) die Summe
der Hohe und des gréssern Abschnitts; das Dreieck zu con-
struiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, und es sey CD >>BD: so ist gegeben
CD +- D4 und €D — BD.
Mache DE — DB und DF — DA, so ist
CD 4 D4 — CF
11 ( R ¢, S O CD —BD =— CE;
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daher sind CE und CF gegeben. = Weil nun
BD : DA = 4D : DC,
so ist auch . .. . ED:DF — FD:DC,
also compon. und permut.
EF : FC — FD:DC.

Es ist aber das erste Verhiltniss bekannt, weil die Li-
nien EF und FC gegeben werden; mithin auch das Verhilt-
niss FD : DC. Nun ist aber auch die Summe CF der Linien
FD, DC gegeben, folglich sind diese Linien selbst und somit
A\ ABC gegeben,

Determination, Es ist offenbar FC >> CE. Die
gegebene Summe muss also  grosser seyn . als die gegebene
Differenz. ;

Synthesis. In einer geraden Linie nimm vom Punkte
C aus nach derselben Richtung hin' CE gleich der gegebenen
Differenz, CF gleich der gegebenen Summe, und es sey CF
> CE. Ucher EF beschreibe das Quadrat EFGH, ziehe die
Linien CG und FH, welche einander in 4 schneiden, und
errichte 4B senkrecht auf 4C: so behaupte ich, dass AA4ABC
das verlangte sey. Denn fille 4D senkrecht auf BC, so ist
AD = DF, weil HE — EF ist; daher ist

CD 4 D4 = CF.
Weil nun der Parallelen wegen
GF: 4D, oder EF:FD = FC:CD,
80.d8t divid, .. o 5 . overe ED:DF — FD:DC,
da8dBt o o io e nat e dois ED: DA — AD:DC.
Wegen des rechten Winkels BAC aber ist
BD:DA — A4D:DC,
mithin ist ED =— DB und CD — BD = CE.

Anmerkung. Die Aufgaben

Py+m, P4 n
P4+2, m—n
lassen sich auf die obige reduciren. Denn es ist
EF —= P42
CE — m—na.

Es ist aber CF = CE -4 EF. Sind also zwei von den

Linien CF, CE, EF gegeben, so findet man daraus die dritte,

Aufgabe 16. Fig. 63.
m—P, P—n.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) der
Ucberschuss des grossern Abschnitts der Hypotenuse iber die
7
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Hohe, und 2) der Ueberschuss dexr Hohe iiber den kleinern
Abschnitt; das Dreieek zu construiren.

Analysis. Essey AABC das gesuchte, und 4C>ARB.
Fille AD senkrecht auf BC, so ist gegeben

~ CD—D4 und AD—DB.

Auf dem grossern Abschnitte CD mache DF — DA, und
DE — DB, so ist ,

CF — CD — D4

T e s FE — AD-—DB,
daher sind die Linien CF und FE der Grosse nach gegeben.
Wegen des rechtwinkligen Dreiecks aber ist

CD:D4 — AD: DB,
dagidst v &, 5% CD:DF — FD : DE,
also convert. und permut.

CD : DF = COF: FE.

Weil nun das letztere Verhiltniss bekannt ist, denn die
Linien CF und FE werden der Grosse mach gegeben, so ist
es auch das Verhiltniss CD: DF, ' Es ist aber die 'Differenz
CF beider Linien bekannt, folglich 'sind ‘€D und DF oder
DA der Grisse nach gegeben, und die Aufgabe ist auf m, P
gebracht, kA :

Determination. TIn der Analysis ist gezeigt worden,

CD : DF oder D4 — CF: FE

sey. Nun ist €D > DA, also CF> FE. Folglich muss der
gegebene Ueberschuss des grossern Abschnitts iber die Hohe
grosser seyn als der gegebene Ueberschuss der Hohe iiber
den kleinern Abschnitt,

dass

Synthesis. In einer geraden Linie nimm vom Punkte
F aus nach entgegengesetzten Richtungen die Abschnitte FC
und FE, jenen gleich dem gegebenen Ueberschusse des gros-
sern Abschnitts iiber die Hohe, diesen gleich dem gegebenen
Ueberschusse der Héhe iiber den kleinern Abschnitt, und es
sey CF > FE. Ueber EF beschreibe das Quadrat EFGH
und verbinde CG und FH: so werden sich beide Linien, weil
CF > GH ist, iber GH hinaus verlingert in einem Punkte
A4 schneiden. Errichte in diesem Punkte auf 4C eine Senk-
rechte, welche die verlingerte CE in B treffe: ich behaupte,
dass A ABC das verlangte sey.

Denn fillc man AD senkrecht auf BC, so ist AD =|= EH,
also seElmeere o AD : DF — HE : EF.

Nun sind HE, EF als Seiten eines Quadrats einander
gleich, mithin ist 4D = DF, folglich

€D —D4 — CF.
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Ferner ist AD == FG, nithin
DC:CF — AD:FG

= DF:FE,
und convert.. . .. CD : DFF — FD:DE,
(| TN T e e CD:D4 — AD:DE,

Wegen des rechtwinkligen /A 4BC aber ist
CD:DA — AD:DR;
daher ist DB = DE und 4D — DB — FD — DE — EF.

Anmerkung. Durch dieselbe Construction konnen
auch die Aufgaben
m— P, m—n
P—n, m—n
gelost werden. Denn es ist

CF — m—P
EF — P—n
CE _= m-—n.

Es ist aber CE = CF <4 FE, Sind also zwei von den
Linien CF,EF,CE gegeben, so ist immer die dritte bekannt,

Aufgabe 17. Fig. 64.
m? — P2, P? — 2,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ‘ist gegeben: 1) der
Ueberschuss des Quadrats der Hohe iber das Quadrat des
kleinern Abschnitts der Hypotenuse, und 2) der Ueberschuss
des Quadrats von dem grossern Abschnitte iiber das Quadrat
der Hohe; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey AABC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht auf BC, und es sey CD > DB: so ist gegeben
AD?* — DB? und CD* — D42,
Wegen des rechtwinkligen Dreiecks ist
CD:D4 = A4AD:DB,
VR O CD? : DA? — AD? : DB?
und, weil die Differenzen der homologen Glieder dasselbe
Verhiltniss haben,
CD? : DA* = CD?* — DA*: AD* — DB?,

Dies letzte Verhiltniss ist aber gegeben, weil die Grossen
selbst gegeben werden; folglich ist das Verhiltniss CD?: D42,
mithin CD: DA und A\ ABC der Gattung nach gegeben, also,
weil CD? — DA* gegeben wird, auch der Grosse nach,

Determination. Weil CD*: D4?>=—CD>—DA4*: AD?

— DB?, und CD? > DA? ist: so ist auch CD?* — DA?

>4D* — DB*.  Folglich muss der gegebene Ueberschuss
; vt
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des Quadrafs von dem grossern Abschnitte iiber das Quadrat
der Hohe grosser seyn als der gegebene Ueberschuss des Qua-
drats der Hohe iiber das Quadrat des andern Abschnitts.

Synthesis. Es sey m? der Ueberschuss des Quadrats
von dem grossern Abschnitte der Hypotenuse iiber das Qua-
drat der Hohe, »? der Ueberschuss des Quadrats der Hohe
iiber das Quadrat von dem kleinern Abschnitte der Hypotenuse,
und es sey m >n. Auf den Schenkeln eines rechten Win-
kels nimm CE =— m und EF — n, beschreibe iiber CE einen
Halbkreis, ziehe in demselben die Sehne EG — EF, verbinde
CF und CG, mache in CG den Abschnitt CH — CE, ziche
bis an die verlingerte CE die Linie HD=|=GE, ferner ziehe
durch D mit EF eine Linie parallel, welche die Verlingerung
der CF in A schneide, und errichte im Punkte 4 auf CA
cinen Perpendikel, welcher die verlingerte CD in B treffe:
so ist A ABC das verlangte.

Denn weil

CD? : DA> AD:? : DB?,
S0 86, a5 CD> :DA4> CD*—DA? : AD* —DB?,

Es ist aber CD?: DA? CETHE S n°.
Folglich ist . . CD* — DA* : AD®* —DB?=m? : 2,

Nainiiston s 2] DA: EF — DH: EG,
denn beide Verhiltnisse sind gleich DC:CE; und es ist EF
= EG, mithin ist DA — DH und

CD? — DA4* — CD* — DH?
=GRS el G B e
folglich ist auch 4D? — DB? — n?2,

Anmerkung. Auf die vorige Aufgabe lassen sich re-

duciren: SIT ot
S§* —s?, m*—P?
m?—n?, P? —n?
m?—n?, m?— P2,

(RN

Denn es ist
1) 8 —35% = m? —n? (Lemma 15, Zus. 2)
2) (m*—P?) 4 (P?> —n?) = m* —n?,

Aufgabe 18. Fig. 65.
H, 8% 4n?,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Hypotenuse und 2) dic Summe der Quadrate von der einen
Kathete und von dem ihr nicht anliegenden Abschnitte der
Hypotenuse; das Dreieck zu construiren.
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Analysis. Es sey A ABC das gesuchte, Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC und 4C* 4 BD=.

Weil BC gegeben ist, so ist auch BC?, mithin der Ue-
berschuss von BC? iiber AC? 4~ BD?, das ist =3 BDC oder
AD?, bekannt. Folglich ist die Aufgabe auf H, P gebracht.

Determination. Halbire BC in P. Weil BD<AB,
also BD* < AB?, so ist AC? - BD? < AC?* 4 AB* oder
< BC?. Ferner, weil
{ BC?* — 4BP?
und s e G 5 = BDC = BP?,
so ist der Ueberschuss von BC*® iber == BDC < 3BP=2,
Jener Ueberschuss aber ist gleich der gegebenen Fliche.
Folglich muss diese kleiner seyn als das Quadrat der gegebe-
nen Hypotenuse, aber nicht kieiner als das dreifache Quadrat
ihrer Hiilfte.

Synthesis. Es sey BC die gegebene Hypotenuse, und
1 BCE die gegebene Fliche. Halbire BC in P, und es sey
— BCE < BC*?, aber nicht << 3BP?: so wird = CBE nicht
> BP? seyn. Errichte auf BC auf einer Seite die senkrech-
ten BF — BE und CG = BC, verbinde FG und beschreibe
um BC als Durchmesser einen Kreis, so wird er die Linie
FG in irgend einem Punkte H treffen, weil — BF.CG
(oder = CBE) nicht grosser ist als das Quadrat der halben
BC. Errichte nun auf FG im Punkte H einen Perpendikel,
welcher BC in D schneide, errichte ferner D4 bis zur Pe-
ripherie senkrecht auf BC und verbinde 4B und AC: so ist
A ABC das verlangte,

Demn es ist AC* 4+ BD* — BC* — = BDC
= BC* — = BF.CG
= BC? — o CBE

=— 3 BCE,

Anmerkung 1. Ist 4C*> 4 BD* — 3BP*, so ist
) CBE — BP*; folglich beriihrt dann F'G den Halbkreis,
und es giebt nur ein AA4BC. Ist aber AC? 4+ BD* > 3BP?,
so ist @ CBE < BP?; dann schneidet F'G die Peripherie,
und man erhilt zwei Dreiecke, welche der Aufgabe geniigen,
aber einander congruent sind.

- Anmerkung 2. Die Aufgabe P, 82 4-n? lisst sich
auf die vorige oder auch unmittelbar auf H, P bringen. Denn.
es ist P2 4 (S2+4n?) = H* bekannt.
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Aufgabe 19. Fig. 66.
H, HP + P2.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Hypotenuse, und 2) die Summe des Quadrats von der Héhe
und des Rechtecks aus der Hohe und der Hypotenuse; das
Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A 4BC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC und = BC . AD 4 AD>.

Verlingere BC um CE = 4D, so ist m BC . 4D =
= BCE und AD*? — CE?, mithin @ BC . 4D 4 4D* =
D BEC. Daher ist —mBEC gegeben. Es wird aber die Dif-
ferenz BC der Seiten gegeben, folglich sind die Seiten selbst,
also CE, das ist AD, gegeben, und somit ist die Aufgabe
auf H, P gebracht.

Determination. Halbire BC in P und mache CQ
=CP, so ist AD = CP, das ist CE = CQ, und 2 BEC
= 3 BQC oder 3CQ>. Es ist aber =2 BEC gleich der ge-
gebenen Fliche, und CQ die halbe Hypotenuse. Folglich darf
die gegebene Fliche nicht grosser seyn als das dreifache Qua-
drat der halben gegebenen Hypotenuse.

Synthesis. Die gegebene Hypotenuse sey BC; hal-
bire sie in P und mache PQ = BC: so ist CQ gleich der
halben BC, und — BQC gleich dem dreifachen Quadrate der
CP. Die gegebene Fliche sey aber nicht grosser als 2 BQC,
Ist sie nun gleich caBQC, so ist CQ oder CP die Hihe des
gesuchten Dreiecks. Ist sie aber kleiner als m BQC, wie 2py:
50 beschreibe um BC als Durchmesser einen Kreis, errichte
auf BC in jhren Endpunkten auf entgegengesetzten Seiten die
senkrechten BF — p, CG = ¢, verbinde FG, welche die
Kreislinie in H schneide, und errichte in diesem Punkte auf
FG einen Perpendikel, welcher die verlingerte BC in E treffe.
Wegen des Kreises ist (Lemmae 19, Anm.,)

I BEC =—= 4 BF.CG = mpg.

Es ist aber mipg < m BQC,

mithin ist o BEC < == BQC, also EC < QC, das ist EC
kleiner als die Hilfte von BC. Nimmt man also in der senk-
rechten GC den Abschnitt CK — CE und zieht KO=|=BC,
so wird KO die Kreislinie schneiden. Es sey 4 einer von
den Durchschnittspunkten. Verbinde 4B und AC: ich be-
haupte, dass A 4BC das gesuchte sey. Denn fillt man 4D
senkrecht auf BC, so ist AD = CK = CE, mithin

= BC . 4D 4 AD? = =3 BEC = 3apy.
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Anmerkung 1. Der zweite Durchschnittspunkt der
Linie KO wund des Kreises bestimmt ein anderes Dreieek,
welches die gegebenen Bedingungen erfiillt, aber dem A ABC
congruent ist. : -

Anmerkung 2. Die Aufgabe lisst sich allgemein 15-
sen, wenn der Winkel BAC auch nicht ein rechter ist.

Ueber der gegebenen Basis BC beschreibe einen Kreis-
abschnitt BAC, welcher des gegebenen Winkels in der Spitze
fahig ist. Errichte auf BC in ihrer Mitte P eine Senkrechte,
welche die Peripherie in R treffe, wnd nimm in der Verlkin-
gerung der BC den Abschnitt €@ — PR, so darf dic gege-
bene Fliche nicht grosser als 1 BQC seyn. Die Constru-
ction ist einleuchtend.

Aufgabe 20. Fig. 67.
H, m? __P2'

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Hypotenuse und 2) der Ueberschuss des Quadrats vom gros-
sern Abschnitte der Hypotenuse iiber das Quadrat der Hohe;
das Dreieck zu construiren. i

Analysis. Es sey AA4BC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht auf BC, und es sey CD> BD: so ist gegeben
BC und CD?* — AD*,

Halbire BC in P und mache CE= BD: so ist DP=—=PE
und AD* — —aBDC =— — DCE. "Daher ist CD* — AD?
= =3 CDE, mithin ist 0 CDE gegeben, also auch die Hilfte
desselben, nimlich .= CDP, Es ist aber BC: und die Hilfte
CP, die Differenz der Sciten dieses ,Rechtecks, gegeben;
folglich sind die Seiten selbst, also der Punkt D und das
A ABC gegeben,

Determination. Zur Losung der Aufgabeist ‘erfor-
derlich, dass der Punkt ‘D zwischen' B und P liege, also
=CDP <=CBP, und, wem beide verdoppelt werden, caCDE
< BC? sey. Es ist aber taCDE gleich der gegebenen Fliche;
folglich ist zur Construction nur erforderlich, dass die gege-
bene Fliche kleiner sey als das Quadrat der gegebenen Hy-
potenuse. ' '

Synthesis. Es sey BC die gegebene Hypotenuse,
und die gegebene Fliche tapg sey kleiner als BC*. Halbire
BC in P, errichte auf CP in ihren Endpunkten mach entge-
gengesetzten Richtungen die Perpendikel CF = p und PH=4¢,
halbire CF in &, verbinde GH und beschreibe um diese: Li-
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nie als Durchmesser einen Kreis, welcher die nach B hin
verlingerte CP in D schneide: so ist (Lemma 19) = CDP
= = CG.PH, Weil nun nach der Voraussetzung BC? >
apg, {oder
BC* > = CF. PH,

so ist, wenn man die Hilften nimmt,
. = CBP > = CG . PH,
mithin auch .. . =5 CBP > == CDP,
woraus hervorgeht, dass D zwischen B und P liege. Be-
schreibe nun iiber BC ein rechtwinkliges Dreieck ABC, so-
dass AD senkrecht auf BC steht: ich behaupte, dass AABC
das Verlangte leiste,

Denn macht man CE = BD, so ist

AD? == BDC —= = DCE,

mithin . ., CD?*—A4D? —= = CDE.

Nun ist aber = CDP — = CG . PH, und, wenn man
beide verdoppelt, — CDE = —3 CF, GH = = pq; folglich
ist auch CD? — AD? = =3pq.

Aufgabe 21. Fig. 68.
H, S+ m.
Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Hypotenuse und 2) die Summe einer Kathete und des ihr an-

liegenden Abschnitts der Hypotenuse; das Dreieck zu con-
struiren. :

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC und 4C + CD.

Nimm DE und CF gleich AC, so ist CE = 4C+-CD,
mithin ist CE gegeben. Nun ist
C:C4 = AC:CB,

dagist. sol v aia CD:DE = FC:CB,
folglich compon. CE:ED oder CF = FB: BC
mhg nib.vanb o 2 BCE = — BFC.

Es ist aber = BCE wegen seiner bekannten Seiten ge-
geben, mithin auch o BFC; und da die Differenz BC der
Seiten gegeben wird, so sind die Seiten selbst, also CF,
das ist AC, und somit A ABC gegeben.

Determination. Weil CF = C4, und C4 < BC,
so ist F'C << BC. Verlingere also BC um CQ = BC, so ist
= BFC < BQC oder mQBC. Nun ist = BFC = ) BCE,
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also ist m BCE < —m QBC, und CE < QB oder < 2BC.
Die gegebene Summe muss also kleiner seyn als die doppelte
gegebene Hypotenuse,

Synthesis. Es sey BC die gegebene Hypotenuse,
CE die gegebene Summe, und CE < 2BC, Beschreibe um
BC als Durchmesser einen Kreis, errichte auf ihr nach ent-
gegengesetzten Richtungen die senkrechten BG — BC und
CH =— CE und verbinde GH, welche den Kreis auf der
Seite der CH in K schneide. Errichte in diesem Punkte auf
GH eine Senkrechte, welche die verlingerte BC in F treffe:
ich behaupte, dass FC < CB sey. Denn mache €Q = BC,
so ist BQ =2BC, also EC < BQ, mithin

1 ECB < m QBC oder < = BQC.
Nun ist wegen des Kreises
= ECB = =BG .CH — — BFC;

folglich ist auch I BFC < = BQC, also FC < CQ oder BC.
Daher lisst sich in dem Kreise die Sehne €4 — CF' ziehen;
verbinde AB: ich behaupte, dass /\ ABC das verlangte sey.

Denn fille AD senkrecht auf BC, so ist

DC:C4 = AC:CB

T PR DC:CF — FC:CB
und compon.. . . . DF:FC — FB: BC.

Wegen der gleichen Rechtecke BFC, ECB aber ist

EC:FC = FB:BCj;

folglich ist DF— EC. Nun ist DF = AC+-CD; folglich
ist AC+-CD = EC,

Anmerkung. Ebenso gelést werden die Aufgaben
H, S—n (oder —8)
S4+m, §—n (oder n— §).
Denn macht man DE =— AC, so ist
BC =T
CE = S+m
BE = S—n (wenn DE > DB)
= n— S (wenn DE < DB),
Es ist aber BC— CE + BE. Sind also zwei von den
Linien BC, CE, BE gegeben, so ist auch die dritte bekannt.

Aufgabe 22. Fig. 68.
H, $* + m=,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Hypotenuse und 2) die' Summe der Quadrate von der einen
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Kathete und von dem ihr anliegenden Abschnitte der Hypote-
nuse; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC und 4C? 4 CD?,

Verlingere BC um CF=— CD, so ist AC® =— —BCD

= ) BCF, mithin
AC? 4 CD?* = = BCF 4 CF?
e W ) C.

Daher ist 2 BFC gegeben. Es wird aber die Differenz
BC der Seiten dieses Rechtecks gegeben; folglich sind die
Seiten selbst, also CF, das ist CD, und somit A\ ABC
gegeben,

Determination. Es muss seyn AC oder CF< CB,
Nimmt man also CQ — BC, so ist 3 BFC < = BQC oder
2BC?. Es ist aber o BFC gleich der gegebenen Fliche;
folglich muss diese kleiner seyn als das doppelte Quadrat der
gegebenen Hypotenuse.

Synthesis. Es sey BC die gegebene Hypotenuse, und
die gegebene Fliche = pg kleiner als 2BC?, Beschreibe um
BC als Durchmesser einen Kreis, errichte anf BC nach yer-
schiedenen Seiten die senkrechten BG — p und CH = ¢ und
verbinde GH, welche die Peripherie in zwei Punkten schnei-
den wird. In einem derselben, K, errichte auf F'G' eine Senk-
rechte, welche die nach C hin verlingerte BC in F' treffe:
ich behaupte, dass FC < CB sey. Denn mache €Q — BC,
so ist I BQC = 2BC?, mithin ist = pg < 3 BQC, Wegen
des Kreises aber ist 0 BFC — i pg; daher ist 3 BFC <<
= BQC, also FC<CQ oder CB, Macht man also CD—CF,
so fillt der Punkt D zwischen B und €. Errichte nun auf BC
im Punkte D eine Senkrechte, welche den Halbkreis in 4 treffe,
und ziehe B4 und AC: so ist A ABC das verlangte.

Denn es ist 4C* 4 CD?* — —= BCD + CD*

= =3 BCF + CF*
= @3 BFC=—pq.

Anmerkung 1. Ebenso wird gelost H? : $2 4= m?2.
Denn nimmt man fiir H eine beliebige Linie BC an, so fin-
det man durch die vorstehende Construction das /\ 4BC,
welches dem gesuchten ihnlich ist, Fir die Determination
hat man H? : 82 4 m? = BC? : mBFC. Nun ist = BFC <
2BC?*, mithin ist BC* : m BFC > BC? : 2BC? oder 1:2.
Das gegebene Verhiltniss muss also grisser seyn als das Ver-
hilltniss des Einfachen zum Doppelten.
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Anmerkung 2. Auf die 22ste Aufgabe lassen sich
reduciren
H, §2 —2a?
82 —n?, s 4+ 22,
Denn es ist (82 —n?%) + (s* +22) = §2 -5 = H>,
Sind also zwei von den drei Grossen H, 8% —n?, s? -} 2?
gegeben, so findet man die dritte.

Aufgabe 23. Fig. 49.
H? 4+ 82, m,
Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) ein
Abschnitt der Hypotenuse und 2) die Summe der Quadrate

von der Hypotenuse und von der jenem Abschnitte anliegen-
den Kathete; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das verlangte, Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist gegeben
CD und BC? 4 CA42,
Mache CE=CD, so ist 4C* == BCD = BCE, also
BC*4CA? = BC*+4 =BCE
= =2 CBE,
Daher ist 0 CBE gegeben, Es ist aber die Differenz
CE der Seiten gegeben; folglich sind die Seiten selbst, also
BC und somit A\ ABC gegeben.

Determination. Weil BC > CD, so ist = CBE
> 3 CDE. Es ist aber 0 CDE = 2CD?, weil DE =
2CD ist; folglich muss die gegebene Fliche grosser seyn als
das doppelte Quadrat des gegebenen Abschnitts.

Synthesis. Es sey EC der gegebene Abschnitt;
mache DC = CE, und die gegebene Fliche sey grisser als
= CDE. Nimmt man also 3 CBE gleich der gegebenen
Fliche, so ist BC > CD. Beschreibe nun iiber BC ein
rechtwinkliges Dreieck, sodass BD und DC die Abschnitte
der Hypotenuse sind: so ist dieses das verlangte,

Anmerkung 1. Hiernach lisst sich auch die Aufgabe
H? 4 82 :m?
auflosen. Denn nimmt man 7 als gegeben an, so ist H*>-§2
gegeben,
Anmerkung 2. Die Aufgabe
H? 4 P2, m
kommt ebenfalls auf die obige zuriick. Denn es ist

(H? 4 P?) 4+ m? = H 4 82,
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Aufgabe 24. Fig. 69.
H4 S, m,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) ein
Abschnitt der Hypotenuse und 2) die Summe der anliegenden
Kathete; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC 4 €4 und CD,

Verlingere BC um CE — AC, so ist BE = BC 4 CA,
mithin ist BE gegeben. Weil 4C? == BCD, so ist CE* —
3 BCD, und, wenn auf beiden Seiten — DCE hinzukommt,

— DEC — = BE . CD,

Da nun das letztere Rechteck wegen seiner bekannten
Seiten gegeben ist, so ist es auch o DEC. Es wird aber
die Differenz CD der Seiten gegeben;  folglich sind die Sei-
ten selbst, mithin CE, das ist 4C, und A\ ABC gegeben.

Determination. Weil BC> CD, und AC> CD,
80 ist
BC + AC > 2CD.
Die gegebene Summe der Hypotenuse und Kathete muss
also grosser seyn als das Doppelte des gegebenen Abschnitts,

Synthesis. Es sey DF die Summe der Hypotenuse
und Kathete, DC der gegebene Abschnitt, und es sey DF
> 2DC. Um DC als Durchmesser beschreibe einen Kreis,
errichte auf ihr in den Endpunkten zu beiden Seiten die senk-
rechten DG = DF und CH=— CD, und verbinde GH, wel-
che den Kreis in zwei Punkten schneiden wird. Es sey aber
K derjenige Durchschnittspunkt, welcher dem Punkte H der
niihere ist. = Errichte in diesem Punkte auf GH eine Senk-
rechte, welche die CF in E treffe: ich behaupte, dass CE
> CD sey. Denn es ist 1 CED == DG . CH = = FDC,
Da nun nach der Voraussetzung FD > 2DC, das ist FC>
CD, so ist

= DFC > = FDC,
mithin auch ... .= DFC > = CED,
woraus folgt, dass der Punkt E zwischen C und F liege.
Weil nun mCED — == FDC, so ist

FD:DE — EC:CD,
folglich, weil FD > DE, auch EC > CD. ' Beschreibt man
also aus € mit CE einen Kreis, so wird derselbe die senk-
rechte DG in einem Punkte A4 schneiden, Verbinde AC und
errichte auf ihr in A einen Perpendikel, welcher die verlin-
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gerte CD in B treffe: so behaupte ich, dass. AABC das
gesuchte sey. Denn es ist 4C* =3 BCD, das ist CE?
= =3 BCD, und, wenn man 2 DCE hinzusetzt,
= DEC — = BE . CD,
Nun ist. . . @ DEC = =2 FDC,
mithin ist = BE.CD = = FDC und BE =— DF. Es ist
aber BE = BC 4 C4; folglich ist BC + CA — DF.

Anmerkung. Die Auflésung der Aufgaben
H+4 S, S+n
S+ a2, m
folgt aus der obigen. Denn es ist
DC — m
DF — H4 S
CF fe—— S + n.
Es ist aber DF =— DC -4 CF. Werden also zwei von
den Linien DC,DF, CF gegeben, so ist damit auch die dritte

gegeben.

Aufgabe 25. Fig. 70.
H—S, m.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) der
Ueberschuss der Hypotenuse iiber eine Kathete, und 2) der
dieser Kathete anliegende Abschnitt der Hypotenuse; das
Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey AABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist gegeben

BC — AC und CD,

In BC mache den Abschnitt CE — AC, so ist BE —
BC — AC, mithin ist BE gegeben. Wegen des rechtwink-
ligen Dreiecks aber ist

BC:C4 = AC:CD, -

dos a8k . i . . 0N BC:CE = EC:CD
und divid, . . . . . BE:EC = ED: DC,
R o b o BE . CD — — CED.

Nun ist ca BE ., CD wegen seiner gegebenen Seiten be-
kannt, also auch =3 CED. Es ist aber die Differenz CD
der Seiten dieses Rechtecks gegeben; folglich sind die Seiten
selbst gegeben, also EC, das ist 4C, und somit die Aufgabe
auf S,m gebracht.

Synthe sis. In einer geraden Linie mimm CD gleich
dem gegebenen Abschnitte, CF gleich dem gegebenen Ueber-
schusse, errichte auf CD nach entgegengesetaten Seiten die
Perpendikel DG = CD und CH == CF, verbinde GH, be-
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schreibe um diese Linie als Durchmesser einen Kreis, welcher
die nach D hin verlingerte CD in E schneide, ziehe an den
Perpendikel DG die Linie C4 =— CE und errichte 4B senk-
recht auf 4C: so ist A\ ABC das verlangte,
Denn weil W. BAC cin rechter, und C4 =— CE ist, so

lisst sich wie in der Analysis zeigen, dass

= BE.CD =— == CED
sey. Es ist aber wegen des Kreises

= CED = o DG .CH

= I DEr,

folglich ist @ BE . CD = DDCF und BE = CF', mithin

BC —C4 = BC—CE

= BE=CF.
Anmerkung. Die Auﬂosung der Aufgaben

s S—m

S — n, m
folgt aus der obigen. Denn macht man BF = AC, so ist

CD = m
CF = H—S
DF = 8§ —n

Es ist aber CD =— CF 4~ DF. Werden also zwei von
den Linien CD, CF, DF gegeben, so kann daraus die dritte
gefunden werden

Ebenso behandelt werden die Aufgaben

H—8S,z—8
n— S, m.
In diesem Falle ist S <z, Macht man also BE=— AC, so ist
CD — m
CE = H— S
DE — n— 8§

CD — CE— DE,

Aufgabe 26. Fig. 71.
H4m, s
Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Summe der Hypotenuse und eines ihrer Abschnitte, und

2) dicjenige Kathete, welche dem andern Abschnitte anliegt;
das Dreieck zu construiren,

Analysis. Es sey A ABC das verlangte. Fille 4D
senkrecht auf B€, so ist gegeben
BC 4~ CD und 4B,
Verlingere BC um CE — BC, so ist
B€ 4 CD = DE,
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mithin ist DE der Grisse nach gegeben, Nun ist

AB? =— = CBD
und, wenn man das Doppelte nimmt,

2A4B* = — EBD.

Es ist aber AB und somit 24B? gegeben, folglich auch

2 EBD; und da die Differenz DE der Seiten gegeben wird,
so sind die Seiten selbst, mithin BD und BE, also die Hiilfte
BC und deshalb A ABC gegeben,

Deteirmination. Die gegebene Kathete muss natiir-
lich kleiner seyn als die gegebenc Summe.

Synthesis. Es sey DE dic gegebene Summe der
Hypotenuse und eines ihrer Abschnitte, errichte auf DE in
ihren Endpunkten auf entgegengesetzten Seiten Perpendikel,
in einem derselben nimm den Abschnitt EH gleich der gege-
benen Kathete, in dem andern aber den Abschnitt DG =
2EH, und es sey EH << DE. Um DE als Durchmesser be-
schreibe einen Kreis und verbinde GH, welche die Kreislinie
in zwei Punkten schneidet. Es sey aber K derjenige Durch-
schnittspunkt, welcher dem Punkte G der nihere ist. FEr-
richte in diesem Punkte auf GH eine Senkrechte, welche die
verlingerte ED in B treffe: "ich behaupte, dass BD < DE
sey. ~ Denn in der Verlingerung der ED nimm DF == DE.
Weil EH < DE odexr DF, so ist DG < EF, mithin

=3 DG . EH < — EFD,

Nun ist wegen des Kreises

= DG . EH = = ERD,
also ist 3 EBD <3 EFD, und somit BD < DF oder DE,
Halbirt man also' BE in C, so liegt C zwischen D und E.
Errichte nun in € auf DE einen Perpendikel, welcher die
Kreislinie in L treffe, so ist

CL? = =3 ECD = = BCD.

Nun ist' BC > CD, also auch CL > CD. Daher lisst
sich aus C an den Perpendikel DG eine Linie C4 = CL
ziechen. Verbinde 4B, so behaupte ich, dass A ABC das
verlangte sey. .

Denn weil = BCD — CL?* — C4?, so ist W. BAC
ein rechter. Daher ist 4B? — = CBD, und, wenn man bei-
derseits das Doppelte nimmt,

24B?* = —= EBD =— —= EH . DG
=2EH?,
weil DG = 2EH ist; woraus hervorgeht, dass 4B gleich
der gegebenen Kathete EH ist. Es ist aber auch
BC + CD=EC + CD = DE;
folglich ist A\ ABC das verlangte.
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Aufgabe 27. Fig. 72.
P4 m; n.
Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) ein

Abschnitt der Hypotenuse, und 2) die Summe des andern Ab-
schnitts und der Hohe; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Es sey A ABC das verlangte, Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist gegeben
BD und 4D 4 DC.
Verlingert man also BC um CE = 4D, so ist
, DE =— 4D 4 DC,
mithin ist DE der Grosse nach gegeben ¥), Mache auch
DF — 4D, so ist, weil
CD:DA4 = AD: DB,

anehy e isonaed s DC:CE — FD:DB :
und compon. DE:EC oder DF = FB: BD,
DhiRL 5% il b 3 BDE — — BFD.

Nun ist 2 BDE wegen seiner bekannten Seiten gegeben,
also auch caBFD. Es ist aber die Differenz BD der Seiten
bekannt, also sind die Seiten selbst, mithin DF, das ist DA,
und deshalb auch A ABC gegeben.

Synthesis. In einer geraden Linie nimm die Ab-
schnitte BD und DE gleich den gegebenen Linien.  Ueber
BE beschreibe einen Halbkreis und errichte im Punkte D auf
BE eine Senkrechte, welche die Peripherie in G schneide.
Halbire die Linie BD, welche ein Abschnitt der Hypotenuse
ist, in H, und nimm in HE den Abschnitt HF — HG, in
der senkrechten DG mache den Abschnitt D4 = DF, ziche
BA wund errichte auf ihr die senkrechte 4C: ich behaupte,
dass A\ ABC das verlangte sey.

Denn es ist GH?* =— HF?, und, wenn beiderseits HD?
abgezogen wird, GD*=r BFD. Nun ist GD* = 2 BDE,
mithin ist 2 BDE =— 3 BFD. Dabher ist

ED :DF — FB:BD
nd dwid, .. . EF:FD — FD:DB.

*) Weil nun 3 BDC = 4D> = CE?, so ist das Verhiltniss
= BDC : CE? gegeben. In einer geraden Linie sind also zwei
Punkte D,E gegeben; zwischen ihnen soll ein dritter C gefun-
den werden, sodass das Rechteck aus dem einen Abschnitte DC
und einer gegebenen Linie BD zum Quadrate des andern Ab-
schnitts CE ein gegebenes Verhiltniss habe. Folglich ist die
Aufgabe auf die sectio determ., Buch 1, Aufg.2, Fall1, gebracht.
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Es ist aber. . CD: DA =— AD:DB
und FD = DA, folglich ist EF = CD und deshalb
AD 4 DC = DF +4 FE =— DE.

Anmerkung. Die Auflésung der Aufgaben
- H4+P,P4m
H+4 P n
ergiebt sich leicht aus der oblgen Denn es ist
BE — H4 P
DE =P 4+ m
BD — .
Es ist aber BE — BD 4 DE. Sind also zwei von den
Linien BE,BD,DE gegeben, so findet man daraus die dritte.

Aufgabe 28. Fig. 78.
m—P, n. :

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) der
kleinere Abschnitt der Hypotenuse, und 2) der Ueberschuss
des grossern iiiber die Hohe; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, und es sey CD > DB: so ist gegeben
BD und CD — DA.
In CD mache den Abschnitt DF — AD, so ist
CF — CD — DA,
mithin ist CF gegeben. *) Mache auch FE = BD, so ist, weil
CD:D

. — AD : DB
fotaannoh. . oo CD : DF — DF:FE,
mithin divid, . .CF:FD — DE: EF
T SR ca CFE — — EDF.,

Es ist aber 1 CFE wegen seiner bekannten Seiten ge-
geben, also auch =9 EDF; und da die Differenz EF der
Seiten gegeben wird, so sind dic Seiten selbst, also FD,
das ist DA, und somit A ABC gegeben.

") Weil mCDB = AD* = DF?, so ist das Verhiltniss
2 CDB : DF* gegeben. In einer geraden Linie sind also
zwei Punkte C, F gegeben; in der Verlingerung der Linie soll
ein dritter Punkt D gefunden werden, sodass das Rechteck aus
dem grossern Abschnitte CD und einer gegebenen Linie BD
zum Quadrate des kleinern Abschnitts FD ein gegebenes Ver-
hilltniss habe. Folglich ist die Aufgabe auf die sectio determ.,

Buch 1, Aufgabe 2, Fall 2b, gebracht.
8
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Synthesis., In einer geraden Linic nimm CF gleich
dem gegebenen Ueberschusse, und FE glcich dem gegebenen
Abschnitte, Errichte auf EF zu beiden Seiten die senkrech-
ten EG = EF und FH — FC, verbinde GH und beschreibe
iiber dieser Linie auf der Seite des Punktes E einen Halb-
kreis, welcher die verlingerte FE in D schneide. Verbinde
FG, ziehe durch D der senkrechten EG eine Linie parallel,
welche der verlingerten F'G' in A begegne, verbinde C4 und
errichte auf ihr bis nach €D hin die Linie 4B senkrecht:
so behaupte ich, dass A ABC das Verlangte leiste.

Denn weil 3 EDF — = EG . FH (Lemma 19)

s=s I BEC,
SQLIELY S v, . CF:FD — DE:EF
und compon. CD:DF — DF': FE.
Nun ist aber 4D = DF, weil GE = EF ist, folglich ist
CD:DA = AD: FE.
Wegen des rechten Winkels BAC aber ist
CD:DA — AD : DB.
Daher ist DB = FE. Und weil DF = AD ist, so ist
CD —DA4 = CF.

‘Anmerkung. Auf die obige Aufgabe lassen sich re-
duciren
H—P, m—P
H—P, a.
Denn weil EF =—= BD, so ist DF — BE, Nun ist
DF = 4D, also BE =— AD. Dabher ist
CE = H—P
CF = m —P
EF — =, :
Es ist aber CE = CF 4 EF, Sind also zwei von den
Linien CE, CF,EF gegehen, so ist zugleich auch die dritte
gegeben,

Aufgabe 29. Fig. 74.
m?* — P?, n.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) der
kleinere Abschnitt der Hypotenuse, und 2) der Ueberschuss
des Quadrats vom grossern Abschnitte ilber das Quadrat der
Hohe; das Dreieck zu constru’..n.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht auf BC, und es sey BD < DC: so ist gegeben
BD und CD?* — DA?,
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Mache DE=DC, so ist CD? —~ DA? == CD* — =3 CDR
= ED?* —mEDB
= DEBR.
Daher ist ca DEB gegeben. Es ist aber die Differenz
BD der Sciten gegeben, folglich sind die Seiten selbst, also
DE, das ist DC, und somit A ABC gegeben.

Synthesis. Auf dem gegebenen Abschnitte BD der
Hypotenuse errichte nach entgegengesetzten Seiten die senk-
rechten BF und DG gleich den Seiten eines Rechtecks, wel-
ches der gegebenen Flighe gleich ist, verbinde FG' und be-
schreibe iiber dieser Linie auf der Seite des Punktes B einen-
Halbkreis, welcher (i Verlingerung der BD in E schneide;
mache DC = DE, h-schreibe iiber der Linie BC einen Halb-
kreis, welcher den Perpendikel DG in A treffe, und ver-
binde AB und 4C: so ist /A ABC das verlangte.

Denn es ist —= BF.DG = o DEB

— DE? — o BDE
= CD?* — = BDC
= CD* —D4>.

Anmerkung. Die Aufgabe m®>—P?:2* lisst sich
auf die obige bringen. Denn nimmt man z als gegeben an,
so ist m® — P2 bekannt,

Aufgabe 30. Fig. 75.

S, m—n.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Differenz der beiden Abschnitte der Hypotenuse, und 2) die
Kathete, welche dem grossern Abschnitte anliegt; das Dreieck
zu - construiren,

Analysis. Es sey A ABC das verlangte. Fille 4D

senkrecht auf BC, und es sey CD > DB: so ist gegeben
CD — DB und A4C.

Halbire BC in E, so ist DE die halbe Differenz der
Abschnitte CD und DB, mithin ist DE der Griosse nach ge-
geben. Weil nun 4C* = =3 BCD und AC gegeben wird, so
ist caBCD gegeben, also auch seine Hilfte, nimlich 3 ECD.
Es ist aber die Differenz DE der Seiten dieses Rechtecks ge-
geben, folglich sind die Seiten selbst, also DC nnd somit
A ABC gegeben.

Determination. Weil 4C > CD, so ist um so mehr
AC > CD — DB. Die gegebene Kathete nuss also grosser

seyn als die gegebene Differenz.
8 *
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Synthesis. Auf den Schenkeln eines rechten Winkels
nimm DG gleich der gegebenen Kathete, und DF gleich der
gegebcnen Differenz, und es sey DG > DF. Halbire DF
in K, errichte auf ihr in diesem Punkte auf der dem Perpen-
dnkel DG entgegengesetzten Seite die senkrechte EH halb so
gross als DG, verbinde GH und beschreibe iiber dieser Linie
auf der Sexte des Punktes E einen Halbkreis, welcher die
verlingerte DE in C schoeide: so ist

—= DG .EH — — DCE.

Weil nun der Annahme zufolge DG* > DF'?, und, wenn

man die Hilften nimmt,

— DG . EH > 4 DFE,
so ist auch — DCE > — DFE, Daher liegt € in der
Verlingerung der DF, und es ist EC > EF oder ED. Be-
schreibt man also um den Mittelpunkt E mit EC einen Kreis,
so wird derselbe die senkrechte DG in 4 und die verlingerte
ED in B schneiden. Verbinde nun 4B und A4C: ich behaupte,
dass A ABC das gesuchte sey. Denn weil BE — EC, so ist
CD — DB — 2DE — DF,

Ferner ist c0 ECD =— — DG . EH, und, wenn man bei-

derseits das Doppelte nimmt,
= BCD = DG,

Es ist aber auch m BCD — AC?;

folglich ist 4C = DG.

Anmerkung. Wird gegeben s, m—n, das ist 4B
und CD—DB: so mache DE=BD; dann ist CE=CD—DB,
also CE gegeben. Es ist aber AB* = =3 CBD, also 2 AB*
= CBE. Daher ist =3 CBE, mithin CB gegeben. Eine
Determination findet nicht statt.

Oder: Halbire BC in E. Weil 4B* =2 CBD, so ist
1+ AB? — = EBD. Mithin ist 2o EBD gegeben; und weil
DE die halbe Differenz der Abschnitte gegeben ist, so sind
EB und BD gegeben.

Aufgabe 31. Fig. 76.
S2 4-m?, n.
Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) ein
Abschnitt der Hypotenuse, und 2) die Summe der Quadrate

von dem andern Abschnitte und von der demselben anliegen-
den Kathete; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das verlangte, Fille AD
senkrecht auf BC, so ist gegeben
BD und DC* 4 CA*.
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Verlingere BC um CE = CD, so ist, weil 4C? —
=BCD =—==BCE und DC*—=CE? ist, AC*4CD?*==BEC;
mithin ist =3 BEC gegeben, also auch seine Hilfte. Halbire
daher BD in F, so ist FC die Hilfte von BE, also o FCE
oder mFCD die Hilfte von o BEC, mithin ist mFCD gegeben,
Es ist aber die Differenz F'D der Seiten bekannt, folglich sind
die Seiten selbst gegeben, also CD und somit A\ 4BC.

Synthesis. Den gegebenen Abschnitt BD halbire in
F, errichte auf F'D in den Endpunkten auf beiden Seciten die
senkrechten DG und FH gleich den Seiten des Rechtecks,
welches der gegebenen Fliche gleich ist, Halbire F'H in K,
verbinde GK, beschreibe uber dieser Linie auf der Scite des
Punktes D einen Halbkreis, welcher die verlingerte FD in C
trefle, beschreibe iiber BC einen Halbkreis, welcher den Per-
pendikel DG in A schneide, und verbinde AB und 4C:  so
behaupte ich, dass A ABC das Verlangte leiste, A OiE
Denn verlingert man BC um CE — CD, so ist BE
= 2FC, also : ; 5
@ BEC = 2 0 FCE
Es ist aber des Kreises wegen
=2 FCD — o DG . FK
und, wenn man beiderseits das Doppelte nimmt,
= BEC = o DG. FH;
folglich, weil . . . @ BEC — = BCE 4 CE?*' |
= I BCD 4 CD* s
=" RRrEne. S8R A05W M
ist auch 4C? 4 CD* = a1 DG . FH oder “gleich der gegebe-
nen Fliche,

Aufgabe 32. Fig. 77:
H?> 4 8%, n.
Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) ein
Abschnitt der Hypotenuse, und 2) die Summe der Quadrate

von der Hypotenuse und von der dem andern Abschnitte an-
liegenden Kathete; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey AABC das verlangte. Fille 4D

senkrecht auf BC, so ist gegeben ’
BD und BC? 4 €42,

Weil C4? =caBCD, so ist BC? 4 — BCD gegeben,
mithin, wenn man von dieser Summe das Quadrat der be-
kannten BD wegnimmt, auch

2 =9 BCD 4 = BDC.
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Verlingere. DB um BE =— LDB, so ist @ BDC =

25 EB.CD; daher ist
2=BCD 4 2 =EB . CD,

dasist .ouia L 2 ECD,
" gegeben, also auch die Hilfte, nimlich c3ECD. Es ist aber
die Differenz LD der Seiten gegeben; folglich sind die Sei-
ten selbst, mithin EC, also BC und demnach das £\ ABC
gegeben.

Determination. Die gegebene Fliche muss offenbar
grosser seyn als das Quadrat des gegebenen Abschnitts.

Synthesis. Es sey BD der gegebene Abschnitt, p?
die gegebene Fliche, und es sey p > BD. Verlingere DB
um ihre Hilfte bis E, errichte auf ihr im Punkte D eine
Senkrechte, ziehe an dieselbe die Linie BF —p und errichte
auf BF im Punkte F' einen Perpendikel, welcher die verlin-

erte BD in G schneide, In der Linie DF nimm den Abschnitt
%K = DG und errichte auf DE auf der entgegengesetzten
Seite den Perpendikel EH — EB, verbinde HK und be-
schreibe iiber dieser Linie einen Halbkreis, welcher die nach
D hin verlingerte ED in C schueide. Endlich beschreibe
iiber BC ein rechtwinkliges Dreieck 4BC, dessen Spitze 4
in FK liegt: ich behaupte, dass dieses Dreieck der Aufgabe
geniige. ¢ : ,
Denn es ist
= EH DK oder =mEB.DG == ECD (Lemma 19)
und, wenn man beiderseits das Doppelte nimmt,
= BDG =22 ECD =2 BCD4-2=EB.CD
=23 BCD+4=BDC,
Auf beiden Seiten setze BD? hinzu, so ist
= GBD oder BF? =2=BCD+=CBD
= BC?* = BCD
=BC? 4 CA42,

L3
b |-

Aunfgabe 33. Fig. 78.
S, a.

Von einem rechtwinkligen Drédel ise gegehen: 1) eine
Kathete und 2) der an der andern Kathete liegende Abschnitt
der Hypotenuse; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist gegeben
AC und BD.
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Weil AC? = BCD, so ist caBCD bekannt; und weil
die Differenz BD der Seiten gegeben ist, so sind die Seiten
selbst, mithin BC und folglich 2\ ABC gegeben,

Synthesis, Auf den Schenkeln eines rechten Winkels
nimm BD gleich dem gegebenen Abschnitte der Hypotenuse,
und DE gleich der gegebenen Kathete. Halbire BD in F,
verbinde EF, in der nach D hin verlingerten BD nimm
FC — FE, beschreibe iiber BC einen Halbkreis, welcher
DE in A schueide, und verbinde 4B und 4C: so ist A ABC
das gesuchte. Denn es ist CF? =— FE?, und, wenn man FD?
abzieht, =9 BCD = DE?, Es ist aber auch 0 BCD = 4C’
folglich ist 4C = DE.

Anmerkung, Die Aufgabe 82 :22 lisst sich auf die
obige reduciren. - Denn nimmt man S$° als gegeben ‘an, sc
ist n? gegeben, mithin 8 und 7.+~ Auch lisst' sich die
Construction vermittelst Aufgabe III machen, wenn man die
Hypotenuse als gegeben annimmt.

Aufgabe 34. Fig 79.
HS, 5.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) eine
Kathete und 2) das Rechteek aus d.: - .ern Kathete und
der Hypotenuse; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Es sey AABC das gesuchte, so ist gegeben
AC und = 4BC.
Weil 4C gegeben, ist, so ist auch 4C* oder =3 BCD,
mithin das Verhiltniss
3 ABC : &2 BCD,
T Drasas Fivanet ooy | i igl iy J s
gegeben, also (Lemma 27) /A ABC der Gattung nach. Es
wird aber eine Scite 4C dieses Dreiecks der Grosse nach ge-
geben, folglich ist (Dat. 56) A ABC auch der Grosse nach

gegeben. :
Synthesis. Es sey EF gleich der gegebenen Kathete,
wid O EF | p gleich der gegebenen Fliche, Errichte EB—p
senkreeht auf EF, Liliive EF in G verbinde BG, ninm
in derselben die Abschnitte GC und' GD jeden gleieh GIFy -
errichte auf BC die senkrechte DL zieche nach derselben die
Linie B4 = BE *), verbinde AC, ‘mache in ihe CH — EF
and ziehe HK =)= AB: so ist AHKC das verlangte,

*y Weit BE 4 EG= 6B, wd EG=GD; soist BE~ BD.
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Wegen des rechten W. bei E ist
BG* — BE* 4 EG*
und, wenn man DG?* — EG? abzieht,
2 CBD — BE* — AB?,
mithin ist W, BAC und also auch KHC ein rechter. Daher
ist AC* — —m BCD und
o CBA: AC> — —= CBA: :BCD
=— AB :CD — BE.:
Folglich ist auch, weil die. A A 4BC und HKC ¢hnhch sind,
GCKH HC?* — BE:EF
— I BEF: EF?.
Nun ist HC?®* = EF?, folglich = CKH = —= BEF
= —p.EF.

Anmerkung. Ebenso wird gelést dic Aufgabe HS : 52,
Denn nimmt man s als gegeben an, so ist auch HS bekannt.

Aufgabe 35. Fig. 80.
H? 4 82 4 m?, a.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) ein
Abschnitt der Hypotenuse, und 2) die Summe der Quadrate
von der Hypotenuse, von ihrem zweiten Abschnitte und von
der daran liegenden Kathete; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte, . Fille 4D

senkrecht auf BC, so ist gegeben
BD und BC? 4 CA? 4 CD>.

Weil AB? + CD?* = AC? 4+ BD?* (Lemma 15), so ist,

wenn beiderseits 2.4C? hinzugesetzt wird,
BC? 4 CA4? 4 CD? = 3 4AC* +BD2;

daher ist die letztere Summe bekannt und, wenn man hier-
von die bekannte Grisse BD? abzieht, auch 34C? und somit
AC. TFolglich ist die Aufgabe auf S, » (Aufg. 33) gebracht.

Determination. Die gegebene Fliche muss natiirlich
grosser seyn als das Quadrat der gegebenen Linie.

Synthesis. Es sey BD der gegebene Abschnitt der
Hypotenuse, und BK die Seitc des Quadrats, welches der ge-
gebenen Fliche gleich ist; und es sey BK >> BD. Errichte
auf BD im Punkte D eine Senkrechte, ziehe an dieselbe die
Linie BE =— BK, errichte auf 'der entgegengesetzten Seite
den Perpendikel BF =— LDE, verbinde EF  und beschreibe
um BD als Durchmesser ecinen Kreis, welcher EF in zwei
Punkten schneiden wird. Es sey aber G derjenige Durch-
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schnittspunkt, welcher dem Punkte E der nihere ist. Er-
vichte in diesem Punkte auf EF eine Senkrechte, welche die
verlingerte BD in C treffe, ziehe die Tangente CH und an
den Perpendikel DE ziehe die Linie C4 = CH und verbinde
AB: so ist A\ ABC das verlangte.

Denn weil €4 = CH und CH? = =3 BCD, so ist auch
AC? =— — BCD, mithin W, B4AC ein rechter. Nun ist we-
gen des Kreises

= BCD — —= DE .BF
und, wenn man beiderseits das Dreifache nimmt,
3= BCD = DE?,

weil DE — 3BF ist. Auf beiden Seiten setze BD* hinzu,
s0 ist

3= BCD 4+ BD? — BE* — BK?,
Es ist aber 3= BCD 4 BD? — BC* 4 C4* 4- CD?,
folglich ist auch die letzte Samme — BK*.

Aufgabe 36. Fig. 81.
8§24 22, m.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) ein
Abschnitt der Hypotenuse, und 2) die Summe der Quadrate
von einer Kathete und von dem der zweiten Kathete anliegen-
den Abschnitte der Hypotenuse; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte, Fille AD

senkrecht auf BC, so ist gegeben
CD und AC* 4 BD?,

Weil €D und somit CD? gegeben wird, so ist der Ue-
berschuss von AC? -4~ BD? iiber CD?, das ist 2 CBD oder
AB* gegeben. Daher ist auch 4B bekannt und somit die
Aufgabe auf S, (Aufg. 33) gebracht.

Determination. Weil 4C>CD, soist AC>>CD?
und um so mehr 4C* 4 BD? > CD*. Die gegebene Fliche
muss also grosser seyn als das Quadrat des gegebenen Ab-
schnitts,

Synthesis. In einer geraden Linie nimm €D gleich
dem gegebenen Abschnitte der Hypotenuse, und CE gleich der
Seite des Quadrats, welches der gegebenen Fliche gleich ist,
und es sey CE> CD. Errichte auf CD im Punkte D eine
Senkrechte und beschreibe um den Mittelpunkt € mit CE ei-
nen Kreis, so wird er die Senkrechte in einem Punkte F
schneiden, weil CE >>CD ist. Halbire CD in G, verbinde
FG, nimm in der nach D hin verlingerten GD den Abschnitt
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GB — GF, beschreibe iiber BC einen Halbkreis, welcher
den Perpendikel DF in 4 schneide, und verbinde 4B und
AC: ich behaupte, dass A\ ABC das gesuchte sey.
Denn es ist 0 CBD = BG?* — GD* .(Lemma 4, Zus.)
= FG* — GD? = DF?=,
und, wenn auf beiden Seiten DC? hinzukommt,
=2 CBD +4 DC? = DF* 4- DC?,
dap.ist v o AB* 4 DC? — CF? — CE->.
Es ist aber
AB? 4 DC* = AC? 4~ BD* (Lemma 15),
folglich ist 4C* 4 BD?* = CE?, das ist gleich der gegebenen
Fliche.

Aufgabe 37. Fig. 82.
P, m* + »2.
Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die

Héhe und 2) die Summe der Quadrate von den Abschnitten
der Hypotenuse; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte, Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist gegeben
AD und BD?® <4 DC>.
Weil AD gegeben wird, so ist 24D* bekannt, mithin
auch BD? 4 DC? 4 24D*, das ist BC?*, und somit BC,
Folglich ist die Aufgabe auf H, P gebracht.

Determination. Halbire BC in F. Weil die Li-
nie BC in F halbirt und in D beliebig getheilt ist, so ist
(Lemma 9, Zus.)

BD? 4 DC* = 2 BF*®.
Da nun BF = AD, also 2BF*? =24D%, so ist auch
BD* +~ DC* =24D>.

Die gegebene Fliche darf “daher nicht kleiner seyn als

das doppelte Quadrat der gegebenen Hihe.

Synthe51s Auf den Schenkeln eines rechten Win-
kels nimm EC = EG gleich der gegebenen Hohe, verbinde
CG und errichte auf ihr die senkrechte GB gleich der Seite
des Quadrats, welches der gegebenen Fliche gleich ist. Es
sey aber GB nicht kleiner als GC. Verbinde BC und hal-
bire sie in F.

Weil . . BG* 4 GC*> = BC* — 4 BF* (Lemma1, Zus.)
und GC = GB, also . . GC* = GB®,

So e X ImSRis a1l pu GC?* = L BC? oder 2BF?
und, wenn man beiderseits die Hilfte nimmt,
CE* = BF>.
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Beschreibt man also iiber BC einen Halbkreis, errichtet
auf BC die senkrechte CH = CE und zieht der BC durch H
eine Linie parallel: so wird diese den Kreis in irgend einem
Punkte 4 treffen. Verbinde 4B und 4C, so ist leicht zu
zeigen, dass A\ ABC das Verlangte leiste.

Aufgabe 38. Fig. 83.
s S22, m—n.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Differenz der Abschnitte der Hypotenuse, und 2) die Summe
der Quadrate von dem einen Abschnitte und von der an dem
andern Abschnitte liegenden Kathete; das Dreieck zu con-
struiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, und es sey CD >> DB: so ist gegeben
CD—DB und AC* 4 BD>.
Mache CE = BD, so ist DE — CD — DB, mithin ist
DE der Grosse nach gegeben. Nun ist ( Lemma 16, Zus)
AC? - BD? — 34D? 4 DE*
und die Grissen AC? 4 BD? und DE* werden gegeben,
folglich ist auch 34D* gegeben, mithin ist 4D bekannt, und
die Aufgabe ist auf P, m—n gebracht,

Determination. Weil 4C>> CD, so ist um so mehr
AC>DE, und AC* > DE?, folglich auch AC*+BD*>> DE*,
Die gegebene Fliche muss also grosser seyn als das Quadrat
der gegebenen Linie,

Synthesis. In einer geraden Linie nimm DE gleich
der gegebenen Differenz, und DG gleich der Seite des Qua«
drats, welches der gegebenen Fliche gleich ist, und es sey
DG > DE. Auf DE errichte in ihrer Mitte F' einen Perpen-
dikel, ziehe an denselben die Linie DH — DG, verlingere
HF um FK = L{HF und beschreibe um HK als Durchmes-
ser einen Kreis, so wird derselbe die verlingerte DE in den
Punkten B und C schneiden. Denn es ist BF* = KFH,
und, wenn man auf beiden, Seiten das Dreifache nimmt,

SBIr*"="FH>,

Weil nun nach der Annahme DG oder DH>> DE, so

ist DH* > DE?, und, wenn man beiderseits JDF? abzicht,
FH* >\ 3DF2 01t

Folglich ist auch 3 BF* 2> 3DF?, mithin BF > DF;
woraus hervorgeht, dass die Durchschmttspunkte B und €
in den Verlingerungen der DE liegen.  Beschreibe nun iiber
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BC einen Halbkreis, errichte auf ihr im Punkte D einen
Perpendikel, welcher die Kreislinie in 4 schneide; und ver-
binde 4B und AC: ich behaupte, dass das A 4BC das ver-
langte sey.
Denn weil BF = FC und DF = FE, so ist BD = CE,
mithin
DE = CD — DB,
Ferner ist, wie bereits gezeigt worden ist,
FH?* — 3 BF=.
Es ist aber DF? — BF?* ——=BDC (Lemma 3, Zus, 3).
Folglich ist FH*+DF*—4 BF? —=BDC,
das ist DH? oder DG* —= BC* — = BDC
=AC* 4 BD* (Lemma 15, Zus. 1).

Aufgabe 39. Fig. 50.
H+4 P, HP.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Summe der Hypotenuse und Héhe, und 2) das Rechteck aus
beiden Linien; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Essey A ABC das gesuchte.  Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist gegeben ¢
= BC.AD und BC 4 AD.

In der Verlingerung der BC nimm den Abschmtt CE —
AD, so ist

BC 4- AD — BE
7T AR R e = BC.AD — — BCE,

Dabher ist die Linie BE und das 3 BCE gegeben. Weil
also von diesem Rechteck der Inhalt und die Summe BE der
Seiten gegeben ist, so sind die Seiten selbst, also BC und
CE oder AD gegeben, und die Aufgabe ist daher auf H, P
gebracht,

Determlnatlon Weil AD = LBC, so ist auch
+8C. Nimmt man also EF — L BE, so ist CE = EF,

mlthm C]BCE = @ BFE. Weil aber BF — 2FE, 5o ist
D BFE — 2FE2 Folglich darf die gegebene Flache nicht
grosser seyn als das doppelte Quadrat von dem dritten Theile

der gegebenen Linie.

Synthesis. Es sey BE die gegebene Summe der Hy-
potenuse und der Hohe. Mache EF — LBE, so ist mBFE
== 2FE?. Die gegebene Fliche sey aber nicht grésser als
3 BFE. Ist sie nun gleich = BFE, so beschreibe iiber der
Hypotenuse BF ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hohe FE,
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so wird dieses das verlangte seyn. Ist aber die gegebene
Fliche kleiner als = BFE, so mache 21 BCE gleich der ge-
gebenen Fliche; so wird CE < FE, also CE <[ 1BC seyn.
Daher lassen sich iiber der Hypotenuse BC zwei rechtwink-
lige Dreiecke construiren, deren Hohen gleich CE sind, und
es ist klar, dass beide den Bedingungen der Aufgabe ent-
sprechen werden.

Anmerkung 1. Die Analysis ist unabhingig vom
W. BAC.

Anmerkung 2. Die Aufgabe H 4 P, Ss ist einer-
lei mit der obigen, weil fir das rechtwinklige Dreieck
Ss = HP ist.

Aufgabe 40. Fig. 84.
H+4 m, P,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Hohe und 2) die Summe der Hypotenuse und eines ihrer
Abschnitte; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte, Fille 4D

senkrecht auf BC, so ist gegeben
AD und BC--CD.

Verlingere BC um CE= CD, so ist BE =— BC 4 CD,
mithin ist BE der Grosse nach gegeben. Da nun 4D? —
=3 BDC, so ist, wenn man beiderseits das Doppelte nimmt,
24D* =2 BDE. Es wird aber 4D, also 24D* gegeben,
folglich auch m BDE; und weil die Summe BE der Seiten
dieses Rechtecks gegeben wird, so ist BD, folglich wegen
der gegebenen Héhe das A ABC gegeben.

Determination. Weil .0 BDE gleich ist dem dop-
pelten Quadrate der gegebenen Hohe, und o BDE nicht gris-
ser ist als das Quadrat der halben BE: so muss das doppelte
Quadrat der gegebenen Hohe nicht grisser seyn als das Qua-
drat der halben gegebenen Summe.

Synthesis. Auf der gegebenen Summe BE errichte
in ihren Endpunkten auf derselben Secite die senkrechten BG
und EH, jene gleich der gegebenen Hohe, diese gleich 2BG,
und es sey =3 BG.EH nicht grisser als das Quadrat der
halben BE. Verbindet man nun GH und beschreibt iiber
dieser Linie einen Halbkreis, so wird derselbe (Lemma 17)
die Linie BE in irgend einem Punkte D treffen.  Halbire
die Abschnitte BD und DE in F und €, errichte DA =
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BG *) senkrecht auf BE und verbinde 4B, AC und AF,AE:
so behaupte ich, dass die A A ABC, AFE beide der Aufgabe
geniigen,

Denn wegen des Kreises ist ) BDE =— — BG . EH
(Lemma 18). Nimmt man also von den Seiten DE und EH
die Hilften DC und BG, so ist ca BDC = BG?. Es ist
aber 4D = BG, mithin ist = BDC =— 4D?, folglich ist W.
BAC ein rechter. Ferner ist 4D gleich der gegebenen Hohe
und BC+ CD = BC+ CE = BE. Folglich ist A\ ABC das
verlangte.

Ferner, weil @ BDE — — BG . EH, so ist, wenn man
von den Seiten BD, EH die Hilften FD, BG nimmt, = FDE
=— BG? = AD?, mithin W, FAE ein rechter. Auch ist 4D
gleich der gegebenen Hohe und EF - FD—=EF + FB=—BE.
Folglich geniigt auch A AFE der Aufgabe.

Anmerkung., Wenn 24D? — LBE?, so beriihrt BE
den Halbkreis. Dann ist BD=—=DE, und die AAABC,AFL
sind congruent, Ist aber 24D? < 1 BE?, so schneidet DE
den Halbkreis., Der zweite Durchschnittspunkt bestimmt eben-
falls zwei Dreiecke, welche aber den AAABC, AFE con-

gruent sind,

Aufgabe 41. Fig. 85.
H, S—m.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Hypotenuse und 2) der Ueberschuss einer Kathete iiber den
anliegenden Abschnitt der Hypotenuse; das Dreieck zu con-
struiren, "

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte, Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist gegeben

BC und AC— CD.
Mache CE = AC, so ist ED = 4AC — CD, mithin ist

ED gegeben. Da nun
BC;CA = AC:CD,

GREVIE & N e BC:CE =— EC: CD,
so ist convert.. . . CB: BE — CE: ED,
alNeNITS. i o] — BC . DE — — BEC.

Nun ist c2 BC.DE gegeben, also auch t BEC. Es
wird aber auch die Summe BC der Seiten gegeben, folglich
sind die Seiten selbst gegeben, mithin die Linie CE, das ist
AC, und somit das A\ ABC.

*) Verbinde F&, welche verlingert den in D errichteten Perpen-
dikel in 4 treffe: so ist offenbar 4D = BG.
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Determination. Weil der Punkt E zwischen B und
C liegt, so ist, wenn BC in P halbirt wird, 2 BEC = BP?
(Lemma 3, Zus. 2), mithin auch 3 BC.DE = BP*. Hal-
birt man nun BP in d, so ist BP?* — 3 CBd (weil CB: BP
=PB: Bd). Folglich ist mBC . DEZ= =3 CBd, und deshalb
DE = Bd, oder DEZ%BC. Der gegebene Ueberschuss darf
also nicht grosser seyn als der vierte Theil der gegebenen
Hypotenuse,

Synthesis. Es sey BC die gegebene Hypotenuse, und
die Linie p die gegebene Differenz, und p sey nicht grésser
als der vierte Theil von BC, Beschreibe iiber BC einen Halb-
" kreis, auf derselben Seite errichte auf BC die senkrechten
CF = BC und BG = p and verbinde FG: so wird diese
Linie den Halbkreis in irgend einem Punkte H treffen, weil
offenbar 2 CF. BG oder — BC .p nicht grosser ist als das
Quadrat der halben BC. Im Punkte H errichte auf FG eine
Senkrechte, welche BC in E treffe, ziche die Sehnen €A
=— CE und Be = BE und verbinde B4 und Ca: so sind
ABC und aBC die gesuchten Dreiecke.

Denn fille 4D senkrecht auf BC, so ist
BC:C4 = AC: CD,

diis int 5% FS BC:CE = EC:CD,
also convert. ... CB:BE =— CE:ED
R N = BC.DE — —= BEC,

Es ist aber . . @ BC.p = == BEC,
weil @ BC.p = 3 CF, BG, und letsteres == BEC ist;
folglich ist auch 0 BC,DE==BC.p und DE=p, Nun ist
DE = EC— CD — AC—CD,
folglich ist 4C— CD = p.
Ebenso, wenn ad senkrecht auf BC gefillt wird, ist

CB:Ba — aB: Bd,
das it R melR CB:BE — EB:Bd
und convert.. .. . BC:CE = BE: Ed,
B - s roe P BO TR s B

——DBC-P,

mithin ist Ed = p und Be B P-

Anmerkung 1, Ist p = LBC, so ist 03 REC —
+BC*, also BE = EC; dann sind also die AA ABC, aBC
congruent. Ist aber p < {BC, so ist nicht BE = EC, und
. die A\ sind nicht congruent, In diesem Falle schneidet FG
die Peripherie in einem zweiten Punkte, wodurch man noch
zwei andere A/ erhilt, die aber den vorigen congruent
sind.


aBC.DE
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Anmerkung 2. Ebenso gelost werden die Aufgaben
H, S+ 2
S—m, S+ n
Denn macht man in Fig. 84 DE = A4C, so ist
BC = H
CE = 8S—m
BE = 8§ 4 a.
Es ist aber BE —=BC- CE. Sind also zwei von den
Linien BC,CE,BE gegeben, so ist auch die dritte bekannt,

Aufgabe 42. Fig. 85. 86. 87.
H, P? — g2,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) dic
Hypotenuse und 2) der Uecberschuss des Quadrats der Hohe
ilber das Quadrat des kleinern Abschnitts der Hypotenuse;
das Dreieck zu construiren.

; Analysis. Fig. 85. Es sey AABC das gesuchte.

Fille AD senkrecht auf BC, und es sey BD >> DC: so ist
gegeben
BC und AD* —DC>.

Mache DE = DC, so liegt E zwischen B und D.

Weil nun s
AD?* =— = BDC — — BDE,
80 ist, wenn DC* — DE? abgezogen wird,
AD?* — DC* — — BED.

Folglich ist o BED gegeben, also auch das Doppelte,
nimlich — BEC. Es wird aber die Summe BC der Sciten
gegeben, folglich sind die Seiten selbst, also der Punkt E
und somit der Punkt D und das A ABC gegeben.

Determination. Halbire BC in P, so ist (Lemma 3,
Zus, 1) — BEC = CP?, also, wenn man beiderseits die
Hilfte nimmt, coBEDZ {CP?. Es ist aber coBED gleich der
gegebenen Fliche; folglich darf diese nicht grosser seyn als
das hdlbe Quadrat von der Hilfte der gegebenen Hypotenuse.

Synthesis. Halbire die gegebene Hypotenuse BC in
P, und die gegebene Fliche, cpg, sey nicht grosser als das
halbe Quadrat von CP, so ist 2cpq nicht grosser als CP2,
Beschreibe iiber BC einen Halbkreis, errichte auf BC auf
ciner Scite die senkrechten CF =—p und BK = ¢ und ver-
lingere BK um KG = BK, so ist = CF . BG = 2cpy,
also jenes Rechteck nicht grosser als CP2?,  Verbindet man
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daher F'G, so wird diese Linie den Halbkreis in irgend einem
Punkte H treffen. Errichte in diesem Punkte'auf FG eine
Senkrechte, welche BC in E schneide, halbire die Abschnitte
BE und EC in d und D, errichte D4 und de bis zur Pe-
ripherie senkrecht auf BC und verbinde 4B,AC und «B,aC:
so sind ABC und «BC die gesuchten Dreiecke,
Denn wegen des Kreises ist (Lemma 18, Anm.)
= BEC —= = CF . BG
und, wenn man beiderseits die Hilfte nimmt,
mBED —= = CF.BK
i
Setze ED?* =— DC* hinzu, so ist
= BDE = cpg+ DC>.
Es ist aber . . . @ BDE = m BDC = AD?;
folglich ist AD* = capg 4+ DC?, und AD?* — DC? = =pyq.
Ebenso ist, weil 0 BEC == CF.BG, wenn beider-
seits die Hilfte genommen wird, = dEC — — CF.BK —
= pg. Setze nun dE* = dB* hinzu, so ist = CdE, das
ist 03 CdB, oder ad® = =3 pg+ dB?, mithin ist
ad® —dB* = —pg.

Anmerkung 1. Wenn copg=4CP?, also =3 CF.BG
== CP? ist, so beriihrt /'G den Halbkreis, und die Linie HE
geht durch P. Dann ist also BE = EC, mithin Bd= CD,
und die AA aBC, ABC sind congruent. Ist aber —mCF.BG
< CP?, so schneidet F'G' den Halbkreis, und dann ist nicht
BE — EC, also auch nicht Bd = €D, und die A/ sind
nicht congruent, Der zweite Durchschnittspunkt bestimmt
dann noch zwei andere A A\, welche der Aufgabe geniigen,
aber den vorigen congruent sind.

Anmerkung 2. Fig. 86. 87. Wenn die gegebene
Fliche ein Quadrat ist, so kann die Aufgabe auch auf fol-
gende Weise gelost werden, Auf den Schenkeln eines rechten
Winkels nimm FE gleich der gegebenen Hypotenuse, und I'4
gleich der Seite des gegebenen Quadrats. Verbinde AE und
fille aus der Mitte H der Linie 4E die HG senkrecht auf EF':
so ist aus bekannten Grimden GH =— 1AF, also cmAF.GH"
= 3 AF?, Es sey aber die gegebene Fliche AF? nicht gros-
ser als 1FG?, so ist £AF* nicht grosser als £ FG?, Daher
wird (Lemma 17) der iiber AH beschriebene Halbkreis die
FG entweder berithren (Fig. 86) oder schneiden (Fig. 87).
Es sey D einer von den Treffpunkten, Verbinde HD, nimm
in dieser Linie die Abschnitte DC =— DF, und DB =— DE,
und ziehe 4B und 4C: so ist A\ ABC das verlangte.

Denn verbinde 4D, und fille auf ihre Verlingerung den


caCF.BG
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Perpendikel. EK, so ist EK == HD, weil W, ADH ein Winkel
im Halbkreise ist. Es ist aber auch GH =|= AF'; folglich ist
AD : DK = AH : HE — FG : GE.

Nun ist FG=GE, also AD—=DK und 4D?*——A4DK.
Weil aber die rechten Winkel AFE, AKE auf einer Basis
stehen, liegen die Punkte A4, F, K, E in einer Kreislinie.
Daher ist =3 ADK oder AD? =— = EDF — =3 BDC. Folg-
lich ist W. BAC ein rechter. In dem rechtwinkligen A AFD
aber ist >

AD? — AF* + FD? = AF? 4 CD?,
folglich ist AD?* —DC? == AF*, das ist gleich der gegebenen
Fliche. Auch erhellt aus der Construction, dass BC — EI;
mithin ist A ABC das verlangte.

Wenn der Halbkreis die Linie F'G' in einem zweiten Punkte
d schneidet (Fig. 87), so erhilt man durch dieselbe Constru-
ction noch ein anderes A Abc von denselben Eigenschaften.
Die AA 4BC, Abc sind aber nicht congruent, weil ihre Ho-
hen 4D und Ad ungleich sind,

Aufgabe 43. Fig. 88.
P—n, m,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) der
grossere Abschnitt der Hypotenuse, und 2) der Ueberschuss
der Hohe iiber den kleinern Abschnitt; das Dreieck zu con-
struiren.

Analysis. Es sey AABC das gesuchte, Fille 4D
senkrecht auf BC, und es sey CD > DB: so ist gegeben
CD und 4D — DB.
Mache BE = 4D, so ist DE =— AD — DB, mithin ist
DE der Grosse nach gegeben *). Mache auch DF — AD:
so ist, weil ]
CD:DA4 = AD:DB
8ty auchsfaldfay CD:DF — EB:BD

') Weil nun —BDC = 4D? = BE>, so ist das Verhiltniss
2 BDC': BE? gegeben. In einer geraden Linie sind also zwei
Punkte D,E gegeben; in der Verlingerung soll ein dritter Punkt
B gefunden werden, sodass das Rechteck aus dem kleinern Ab-
schoitte BD und einer gegebenen Linic DC zum Quadrate des
grossern Abschnitts BE ein gegebenes Verhiltniss habe. Folg-
lich ist die Aufgabe auf die sectio determ., Buch 1, Aufg. 2,
Fall 2, a gebracht.
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und convert.. . . . DC: CF = BE oder DF : ED,
R S = CFD =— — CDE.

Da nun = CDE wegen seiner bekannten Seiten gegeben
ist, so ist es auch @ CFD. Es ist aber die Summe CD der
Seiten gegeben, mithin sind die Seiten selbst, also DF, das
ist AD, und A ABC gegeben.

Determination. Weil CD im Punkte F so getheilt
werden muss, dass 02 CFD =— = CDE ist: so wird die Auf-
gabe nicht moglich seyn, wenn =3 CDE grisser ist als das
Quadrat der halben CD, das ist, wenn DE grosser ist als der
vierte Theil der CD. Die gegebene Differenz darf also nicht
grosser seyn als der vierte Theil des gegebenen Abschnitts.

Synthesis. In einer geraden Linie nimm CD gleich
dem gegebenen Abschnitte, und DE gleich der gegebenen Dif-
ferenz, und es sey DE nicht grosser als 4+ CD, Errichte auf
CD die Linie DK = CD senkrecht. Ist nun DE = 1CD,
so halbire DK in G, verbinde CG und errichte auf ihr im
Punkte G einen Perpendikel, welcher die Verlingerung der
CD in H schneide: so ist A GHC das verlangte. Denn hal-
birt man CD in 0, so ist =3 CDE — DO0? = DG?, mithin

CD:DG — GD:DE
Es ist aber . ... CD:DG — GD:DH,
folglich ist DE = DH, also HE = 2 ED = DO = DG, und
somit GD—DH — HE—DH =— DE, Ist aber DE<LCD,
so errichte innerhalb des W. CDK auf der Linie DK den Per-
pendikel KL — DE, verbinde CL und beschreibe iiber dieser
Linie einen Halbkreis: so wird derselbe die DK in zwei Punk-
ten 4 und @ schneiden, weil = CD . KL, das ist 3 CDE,
kleiner ist als D02 oder DG?, Verbinde C4 und Ca und
errichte 4B und ab senkrecht auf AC und aC: so sind die
A ABC und abC die gesuchten.

Denn es sey DF = DA, so ist @ DFC = o DAK =

o CD . KL = 2 CDE. Dabher ist
DC:CF = FD:DE

und convert.. . . . CD:DF — DF; FE,
T AR CD:D4 = AD: FE,
Es ist aber . ... CD:DA4 — AD:DB,
Daher ist FE = DB, mithin, weil DE = DF — FE, auch
DE — AD — DB.

Ebenso wird bewiesen, dass A a3C das Verlangte leiste.

Anmerkung. Die Auflésung der Aufgaben
—P, P—n
H—P,m
9 *
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folgt aus der obigen. Denn macht man BE = 4D, so ist

CD = nm
CE — H—P
DE — P — .

Es ist aber CD = CE + DE. Sind also zwei von den Linien
CD,CE, DE gegeben, so ist auch die dritte bekannt,

Aufgabe 44. Fig. 89.
P2 —n?, m,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) der
grossere Abschnitt der Hypotenuse, und 2) der Ueberschuss
des Quadrats der Hohe uber das Quadrat des kleinern Ab-
schnitts der Hypotenuse; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht auf BC, und es sey CD > DB: so ist gegeben
CD und 4D*—DB?,

Mache DE—DB, so ist AD*—DB*—=—=2CDB —DRB*
== CDE — DE? = —mCED. Daher ist m CED gegeben.
Es ist aber die Summe CD der Seiten gegeben; folglich sind
die Seiten selbst, also DE, das ist BD, und somit A 4BC
gegeben.

Determination. Weil 4D*—DB? ——CED, und
3 CED nicht grisser ist als das Quadrat der halben CD,
so ist AD?* — DB? nicht grosser als das Quadrat der halben
CD. Tolglich darf die gegebene Fliche nicht grosser seyn
als das Quadrat des halben gegebenen Abschnitts.

Synthesis. Es sey CD der gegebene Abschnitt der
Hypotenuse, und die gegebene Fliche nicht grosser als das
Quadrat der halben CD. Errichte auf CD auf einer Seite
die senkrechten DF und CG gleich den Seiten des Rechtecks,
welches der gegebenen Fliche gleich ist, verbinde FG und
beschreibe iiber CD einen Halbkreis: so wird er die FG in
irgend einem Punkte H treffen. Errichte in diesem Punkte
auf F'G eine Senkrechte, welche CD in E schneide, errichte
EK bis zum Halbkreise senkrecht auf €D, verbinde DK und
CK, in den Verlingerungen der CD nimm DB — DE und
Cb = CE, und in den Perpendikeln DF und CG nimm D4
= DK und Ca = CK, endlich verbinde 4B und AC, sowie
aD und ab: ich behaupte, dass die A\ ABC und aDé beide
das Verlangte leisten.

Denn weil = CDE = DK?, das ist — CDB = D42,
so ist W. BAC ecin rechter. Daher ist 4D* — DB? —
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—CDB —DB? — = CDE —DE? — . CED = — CG . DF,
das ist gleich der gegebenen Fliche, Folglich geniigt A\ ABC
der Aufgabe.

Ebenso, weil 2 DCE = CK?, das ist 3 DC) = Ca?,
ist W. Dab.ein rechter; daher ist aC?—Cb* = 3 DCb—
€42 = m DCE — CE* = DEC = 2 CG . DF, oder  gleich
der gegebenen Fliche.  Folglich leistet auch A ABC das
Verlangte.

Anmerkung 1. Ist @mCG . DF = L CD?, so beriihrt
FG 'den Halbkreis. Alsdann ist DE =— EC und A A4BC
A aDb. - Ist aber 02 CG . DF < £ CD?%, so ist nicht DE =
EC, also auch nicht A\ 4BC & A aDb.  In diesem Falle
schneidet #'G den Halbkreis noch in einem zweiten Punkte,
und man erhilt alsdann durch eine iihnliche Construction noch
zwei andere Dreiecke, welche aber den beiden vorigen con-
gruent sind.

Anmerkung 2. Die Aufgabe P? —n?:m? lisst sich
auf die obige reduciren, wenn man m als gegeben annimmt.
Fiir die Determination wird sich ergeben miissen, dass das
gegebene Verhiiltniss nicht grosser seyn diirfe als das Ver-
hiltniss 1 : 4.

Aufgabe 45. TFig. 90. 91.
H—S, S+ mnm.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) der
Ueberschuss der Hypotenuse iiber eine Kathete, und 2) die
Summe dieser Kathete und des ihr anliegenden Abschnitts;
das Dreieck zu construiren.

Analysis. Fig. 90. Es sey A 4BC ‘das gesuchte,
Fille AD senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC — AC und AC 4 CD.
In BC nimm den Absehnitt CG = 4C, und in der ver-
lingerten BC den Abschnitt CE = CD, so ist
BG =— BC — AC
e - oy GE = AC 4 CD,
daher sind BG und GE, also auch ihre Summe BE der
Grosse nach gegeben *). Ferner verlingere BC um CF = 4C.
Weil nun des rechtwinkligen Dreiecks wegen

> - g ]
*) Wegen des rechtwinkligen Drejecks ist 4C% == 3BCD, das
ist CG*==r2BCE. In einer geraden Linie sind also drei
Punkte B, G, E gegeben; man soll zwischen den beiden letzten
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BC:C4 = AC:CD,
so ist . . BC4CA:BC—CA=AC4CD:AC—CD,
dasist. . BC+4CF:BC—CG=GC+CE: FC—CE,
ofer: = '\ BF i «:BG ., "= — GB :  FE
und . .., . .3 BGE =" — BFE,

Nun ist coBGE wegen sciner bekannten Seiten gegeben,
also auch = BFE; und weil die Differenz BE der Seiten
bekannt ist, so sind die Seiten selbst gegeben, also auch GF
und. die Hilfte GC oder AC, folglich A\ 4BC.

Synthesis. Fig. 91. In einer geraden Linie nimm
vom Punkte G aus nach entgegengesetzten Richtungen die
Abschnitte BG und GE, jenen gleich dem gegebenen Ueber-
schusse (H— §), diesen gleich der gegebenen Summe (S--m).
Errichte auf BE nach entgegengesetzten Seiten die Perpendi-
ket BM== BG und EK — GE, verbinde KM und beschreibe
iiber dieser Linie auf der Seite des Punktes E einen Halb-
kreis, welcher die verlingerte BE in F' schneide: so ist
(Lemma 19) — BFE — — BM . EK — — BGE, also
s FB:BG — GE:EF.

Nun ist FB > BG, also GE > EF. Halbirt man also
GF in C, so liegt C zwischen G und E. Errichte auf BE
im Punkte G einen Perpendikel und ziehe an denselben die
Linie C4 = BC: so ist A\ AGC das verlangte.

Denn aus der obigen Proportion folgt, wenn man setzt
die halbe: Summe der Glieder zur halben Differenz,

BC:CG = GC:CE.
Fillt man nun GN senkrecht auf 4C, so ist
AC oder BC:CG = GC:CN,
niithin ist CE = CN; und daher
GC+4 CN = GC 4 CE = GE.
Fernerist. . . 4C— CG = BC— (G = BG,
folglich leistet A AGC das Verlangte.

Anmerkung. Die Auflosung der Aufgaben
H-—S, H4m
S+4m, H4m
folgt aus der obigen. Denn es ist
BG = H— 8§
GE = S + m.
BE =— H<+ n.

einen vierten Punkt C finden, sodass das Rechteck aus dem
ersten und drittén Abschnitte BC,CE gleich ist dem Quadrate
des zweiten Abschnitts GC. Folglich ist die Aufgabe auf die
sectio determ., Buch 1, Aufg. 5, Fall 2,a gebracht.
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Es ist aber BE = BG 4 GE. Sind also zwei der: Linien
BG, GE, BE gegeben, so findet man daraus aueh -die dritte.

Aufgabe 46. Fig. 90. 92.
H+m, S —m.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Summe der Hypotenuse und eines ihrer Abschnitte, - und
. 2) die Differenz zwischen diesem Abschnitte und der ihm an-
liegenden Kathete; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Fig. 90. Es sey A ABC das gesuchte.

Fille 4D senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC 4 €D und AC — CD.

In der Verlingerung der BC nimm CE=CD und CF= Ac,
SEREL U8 T el et BE =— BC 4 CD
andh . FE — 4AC —CD, 4
daher sind BE und FE der Grosse nach gegeben. *). Ferner
pimm CG=—CF. Weil nun

BC:C4 = AC:CD,
so ist, wenn man setzt die Summen der homologen Glieder
zu ihren Differenzen,
BC+4-CA: BC—CA4=AC+CD : AC—CD,
das ist BC+4CF:BC—CG = GC+CE: FC—CE,
oder. ... BF : BG s ol Salie U
111 ¥ — BFE — = BGE.

Es ist aber —= BFE wegen seiner bekannten Seiten ge-
geben, folglich auch o BGE; und da die Summe BE- der
Seiten gegeben wird, so sind die Seiten selbst gegeben, mit-
hin GE, also GF und dic Hilfte CF, folglich BC und CA.

Determination. Weil die Linie BE im Punkte G
so getheilt werden muss, dass 2 BGE gleich ist dem gege-
benen =3 BFE: so wird die Aufgabe nicht miglich seyn,
wenn ) BFE grosser ist als das Quadrat der halben BE.
Halbire also BE in D und nimm in ihrer Verlingerung den
Punkt H so, dass 0 BHE — BD?, so darf EF nicht gros-
ser seyn als EH.

*) Wegen des rechtwinkligen Dreiecks ist 4C? == BCD, das
ist FC? = BCE. In einer geraden Linie sind also drei
Punkte B, E,F gegeben; man soll zwischen den beiden ersten
einen vierten Punkt C finden, sodass das Rechteck aus den bei-
den ersten Abschnitten BC, CE gleich ist dem Quadrate des
dritten Abschnitts F'C. Folglich ist die Aufgabe auf die sectio
deierm. , Buch 1, Aufg. 5, Wall 8,a gebracht.
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Synthesis. Fig 92. Es sey BE die gegebene Summe
der Hypotenuse und des einen Abschnitts, und p der Ueber-
schuss der Kathete iiber den Abschnitt. Halbire BE in D,
errichte EX — DE senkrecht auf BE, verbinde DK wund
mache in DE den Abschnitt DH — DK, so ist — BHE —
DE?. Ist nun p = EH, so halbire DH in O, errichte auf
BE im Punkte D einen Perpendikel und zieche an denselben
die Linie. OP = OB, so ist A\ ODP das verlangte.

Wegen der gleichen Rechtecke BHE, BDE ist

HB :BD =— DE: EH.

Nun ist HB > BD, also DE > EH, folglich liegt die
Mitte O der Linic DH zwischen D und E. Aus der obigen
Proportion aber erhilt man, wenn man setzt die halbe Summe
der Glieder zur halben Differenz,

BO: 0D — DO: OE,
Fillt man nun DQ senkrecht auf OP, so ist
PO.oder BO: OD = DO: 04,
mithin ist O0Q — OE. Daher ist
PO+ 0Q—=BO -+ OE=—=BE
utidase - 25 DO—— 0Q=H0—~—0E=EH=p

Ist p > EH, so ist die Aufgabe nicht méglich. Wenn
aber p < EH ist, so mache EF = p, so ist EF << EH und
I BFE < = BHE oder DE?, Errichte auf BE nach einer
Seite die Perpendikel BM — BF und EL — EF', verbinde
LM und beschreibe iiber dieser Linie einen Halbkreis, so wird
derselbe die BE in zwei Punkten G' und g schneiden. Hal-
bire GF in C, und gF in c¢: so lisst sich wie oben zeigen,
dass die Punkte C und ¢ zwischen E und G oder g liegen.
Errichte anf BE in den Punkten G und g Perpendikel und
ziehe an den ersten die Linie €4 =— CB, und an den zweiten
die Linie ca = c¢B: so werden dic A\ AGC, age beide der
Aufgabe geniigen.

Der Beweis wird wie oben gefiihrt.

Zusatz. Der grosste Ueberschuss EH der Kathete
itber den anliegenden Abschnitt wird so bestimmt: Es ist
— BHE — DE?
und, wenn DE? hinzukommt,
DH? — 2DE? — L1BE=2.

Es ist aber EH = DH — DE. Folglich ist der grosste
Ueberschuss der Kathete iiber den Abschnitt gleich dem Ue-
berschusse, welchen iiber die halbe gegebene Summe die Seite
des Quadrats hat, welches halb so gross ist als das Quadrat
jener Summe, Bt o2y

e 2 ’/(H+m)2 H4m
»y ——= << 2 o 33 2 o
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Anmerkung. Die Auflosung der Aufgaben
H4+m, H4+ S :
S—m, H4 8§
folgt aus der obigen. Denn es ist
BF — H—I—S
EF — S —m.
Es ist aber BF — BE 4 EF. Sind also zwei von den
Linien BF,BE,EF gegeben, so ist immer die dritte bekannt.

Aufgabe 47. Fig. 93.
H+m, S.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Summe der Hypotenuse und eines ihrer Abschnitte’, und 2) die
Kathete, welche diesem Abschnitte anliegt; das Dreieck zu
construiren.

Analysis. Das gesuchte /A ABC sey gefunden. Fiille

AD senkrecht auf BC, so ist gegeben :
AC und BC + CD.

Weil 4C? — = BCD und AC*> gegeben wird, so ist
= BCD bekannt. Es wird aber dic Summe der Seiten die-
ses Rechtecks gegeben, mithin sind die Seiten selbst gegeben,
und somit ist die Aufgabe auf H, m gebracht.

Determination, Verlingere BC um CE = CD, so
ist BE= BC--CD. Weil nun AC die mittlere Proportio-
nale ist zwischen BC und CD, das ist zwischen BC und CE:
so ist (Lemma 11, Zus. 2) BE >> 24C, oder AC kleiner als
die halbe BE. Folglich muss die gegebene Kathete kleiner
seyn als die Hilfte der andern gegebenen Linie,

Synthesis. Auf den Schenkeln eines rechten Winkels
nimm FG gleich der gegebenen Summe und GH gleich der
gegebenen Kathete, und es sey GH < 1FG. Beschreibe in-
nerhalb des W, FGH iiber F'G einen Halbkreis und ziehe durch
H mit FG eine Linie parallel, so wird dieselbe den Halbkreis
in zwei Punkten schneiden, weil GH kleiner ist als der Ra-
dius. Es sey 4 einer von den Durchschnittspunkten. Fille
AC senkrecht auf FG, so sind die Abschnitte FC und CG
ungleich. Es sey nun F€ > CG, so ist auch FC > CA.
Daber lisst sich aus € an die Parallele 4H eine Linie CB=FC
zichen, Ich behaupte nun, dass AABC das verlangte sey.

Denn aus der Construction erhellt, dass der W. BAC
ein rechter, und die Kathete 4C gleich GH sey. Fillt man
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nun 4D senkrecht auf BC, so ist 4C* = 2 BCD. Wegen
des Halbkreises aber ist AC* = =3 FCG, mithin ist = BCD
= FCG.  Weil nun BC = FC, so ist CD = CG, folg-
lich BC+ CD = FG. '

Aufgabe 48. Fig. 94.
H4m+4-8, HS+mS.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Summe der Hypotenuse, eines ihrer Abschnitte und der daran
liegenden Kathete, und 2) die Summe zweier Rechtecke, de-
ren Grundlinien die Hypotenuse und der genannte Abschnitt,
und deren gemeinschaftliche Hihe die genannte Kathete sind;
das Dreieck zu construiren.

Analysis. Das gesuchte AABC sey gefunden, Fille

AD senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC+HCD 4 AC und mBCA 4= DCA.
In der Verlingerung der BC nimm CE =— CD und EF
= AC, so ist
BF — BC 4 CD + ¢4
wiid o, S = BEF — — BC . EF 4 == CEF
= 1 BCA 4+ == DCA.

Daher ist BF und 3 BEF gegeben, also die Linien BE
und EF; mithin ist die Aufgabe auf H+4m, S (Aufgabe 47)
gebracht,

Determination. Weil 4C oder EF die mittlere Pro-
portionale ist zwischen BC und CD oder CE, so ist (Lemma
11, Zus.2) BE >> 2EF, und, wenn beiderseits EF hinzu-
kommt, BF > 3EF. Macht man also FH=4BF, so ist
FH > EF und deshalb (Lemma 7) == BEF < = BHF. Es
ist aber m BHF—2HIF"*. Folglich muss die gegebene Fliche
kleiner seyn als das doppelte Quadrat von dem dritten Theile
der gegebenen Linie.

Synthesis. Es sey BF gleich der gegebenen Linie,
Nimm FH = 4BF, und die gegebene Fliche sey kleiner als
3 BHF': so lisst sich BF in zwei Punkten so theilen, dass
das Rechteck aus den Abschnitten durch je einen Punkt gleich
der gegebenen Fliche ist. Es sey E der dem Punkte F' niher
liegende Theilungspunkt, so ist = BEF < = BHF, also
(Lemma 8) EF < FH, mithin EF < 4+ BE. Daher lisst sich
die Linie BE in zwei ungleiche Abschnitte BC, CE theilen,
deren Rechteck gleich EF? ist. Es sey aber BC > CE, so
ist BC die Hypotenuse, und CE ein Abschnitt derselben, wel-
cher der Kathete EF anliegt.
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Aufgabe 49. Fig. 94.
‘ H+4-m, H?S*+m?.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Summe der Hypotenuse und eines ihrer Abschnitte, und 2) die
Summe der Quadrate von den genannten Linien und von der
jenem Abschnitte anliegenden Kathete; das Dreieck zu con-
struiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist gegeben

BC+CD und BC*4-CD?*+CA2,
Verlingere BC um CE = CD: so ist
BE = BC+CD,
mithin ist BE gegeben. Da nun 4C* = 3 BCD = — BCE,
so ist die gegebene Fliche
= BC? 4 = BCE +- CE?,

Dieses ist aber der Ueberschuss von BE? iiber = BCE,
folglich ist auch = BCE oder AC* gegeben, und somit die
Aufgabe auf H--m, S (Aufgabe 47) gebracht,

Determination. Offenbar ist die gegebene Fliche
kleiner als BE*, Weil aber EC = CD, und CD < BC, so
ist £ BCE kleiner als das Quadrat der halben BE. Es ist
aber BE® gleich dem vierfachen Quadrate ihrer Hilfte, mit-
hin ist der Ueberschuss von BE® iiber =3 BCE grosser als
das dreifache Quadrat der halben BE. Dieser Ueberschuss
aber ist gleich der gegebenen Fliche; folglich muss diese
grosser seyn als das dreifache Quadrat der halben gegebenen
Linie, jedoch kleiner als das Quadrat der ganzen.

Synthesis. Es sey BE die gegebene Linie, und die
gegebene Fliche sey kleiner als das Quadrat von BE, aber
grosser als das dreifache Quadrat ihrer Hilfte: so wird der
Ueberschuss von BE® iiber die gegebene Fliche kleiner seyn
als das Quadrat der halben BE. Theilt man also BE in C
so, dass O BCE gleich ist diesem Ueherschusse, so werden
die Abschnitte BC, CE ungleich seyn. Es sey aber BC> CE:
so ist BC die Hypotenuse, und CE ein Abschnitt derselben.

Aufgabe 50. Fig. 95.
H? 4 82 - m*, S.
Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) eine
Kathete und 2) die Summe der Quadrate von der Hypotenuse,

von jener- Kathete und von dem ihr anliegenden Abschnitte
der Hypotenuse; das Dreieck zu construiren.
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Analysis. Das gesuchte A ABC sey gefunden. Fille

AD senkrecht auf BC, so ist gegeben
AC und BC? 4 AC* 4 CD*.

Verlingere BC um CE=— CD, so ist AC* = —= BCD

== BCE; mithin ist die gegebene Fliche
= BC? 4~ = BCE 4 CE*

und, wenn man das bekannte Quadrat von 4C oder das ihm
gleiche 3 BCE hinzusetzt, so ist BE?, also die Linie BE,
bekannt. Folglich ist die Aufgabe auf H-}-m,S$ (Aufgabe 47)
gebracht,

Determination. Weil BC> CE, so ist — BCE
" oder AC? kleiner als das Quadrat der halben BE. Halbirt
man also BE in 0, so ist BO?* > A4C?, und, wenn man
beiderseits das Vierfache nimmt, BE? >> 44C?, Auf beiden
Seiten ziehe 2 BCE oder AC? ab, so ist
BC? 4+ BCE 4 CE?*>34C>,

Die gegebene Fliche muss daher gréosser seyn als das

dreifache Quadrat der gegebenen Kathete,

Synthesis. In einer geraden Linie nimm die Ab-
schnitte GC und CF gleich der gegehenen Kathete, beschreibe
um C mit CF einen Kreis, errichte auf FG nach entgegen-
gesetzten Richtungen die Perpendikel FH und GK gleich den
Seiten des gegebenen Rechtecks, und es sey a3 FH . GK >
3CF?, Verbinde HK, welche die Kreislinie in L schneide,
und errichte in diesem Punkte auf HK einen Perpendikel,
welcher die verlingerte CF in M treffe: so ist == FMG =
o FH . GK, mithin — FMG > 3CF?, Setzt man nun auf
beiden Seiten CF? hinzu, so ist CM? > 4CF? oder FG?,
mithin CM > FG; folglich, wenn man die gleichen Grossen
FC, CG wegnimmt, MF > FC, Daher ist 2 MFC > FC?,
und es lassen sich in der Linie CM zwei Punkte B und D
auf beiden Seiten des Punktes F' so nehmen, dass die Recht-
ecke CDM und CBM gleich FC? sind. In dem Punkte D,
welcher zwischen € und F liegt, errichte auf BC eine Senk-
rechte, welche die Kreislinie in 4 treffe, und verbinde 4B
und 4C: so behaupte ich, dass A ABC das verlangte sey.

Denn wegen der gleichen Rechtecke CDM, CBM ist BC
= DM, mithin

= BCD =— = CDM = CF? = C4>,
folglich ist W. BAC ein rechter. Ferner ist
BC?*+4A4C*+ CD?* = MD*+ = MDC+-CD*
=MC?* —=MDC -
= MC* — CF*
= FMG ==FH. GK,
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und AC ist gleich der gegebenen Kathete; folglich geniigt
A ABC der Aufgabe.

Aufgabe 51. Fig. 94.
HA-S+m, HS4-mS+52.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Summe der Hypotenuse, der einen Kathete und des ihr an-
liegenden Abschnitts der Hypotenuse, und 2) die Summe dreier
Rechtecke, deren Grundlinien die genannten Linien, und de-
ren gemeinschaftliche Hohe die genannte Kathete sind.

Analysis. Es sey A ABC das verlangte. Fille AD
senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC4A4C+CD und = BCA4-=2DCA4-CA?.
In der Verlingerung der BC nimm CE — CD und EF
e R
BC+CD+ AC — BF,
mithin ist die Linie BF gegeben. Ferner ist die gegebene
Fliche ,
= BC. EF 4 = CEF 4 EF?
ST BFE,
folglich ist ca BFE gegeben. Weil nun eine Seite BF' dieses
Rechtecks gegeben wird, so ist (Dat. 61) auch die andere
Seite F'E bekannt, mithin die Linie BE. Folglich ist die
Aufgabe auf H-4-m, S (Aufgabe 47) gebracht.

Determination. Weil BC > CD oder CE, so ist
=3 BCE kleiner als das Quadrat der halben BE; mithin ist
auch EF? (welches — = BCE ist) kleiner als das Quadrat
der halben BE, also EF <1BE, oder EF < L BF, und des-
halb = BFE < 1 BF*. Die gegebene Fliche muss daher
kleiner seyn als der dritte Theil des Quadrats von der gege-
benen Linie,

Synthesis. Es sey BF die gegebene Linie, — BFE
die gegebene Fliche, und es sey EF < LBF. Theile BE
in C so, dass @ BCE — EF?, und es sey BC > CE:
so ist BC die Hypotenuse, und CE der Abschnitt derseclben,
welcher der Kathete EF' anliegt.

Aufgabe 52. Fig. 96.
H+S8+m, H* 8 4-m?.

Von einem rechtwinkligen Dreicck ist gegeben: 1) die
Summe der Hypotenuse, eines ihrer Abschnitte und der an-
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liegenden Kathete, und 2) die Summe der Quadrate von den
genannten Linien; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey AABC das gesuchte, Fille 4D

senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC+ACHCD und BC*4AC?*+-CD>.

Verlingere BC um CE — CD, so ist die gegebene Fliiche
= BC? 4- = BCE 4 CE? ¢
= BE?—m—mBCE
= BE* — A4C>.

Ferner verlingere BE um EF =— AC und mache EG =

EF, so ist
BC+4- C4+ CD = BF
ad e e BE?2 — 4C? — BE? — EF*

Daher ist die Linie BF und das = FFBG gegeben; und
da eine Seite FB dieses Rechtecks gegeben wird, so ist
(Dat. 61) die andere Seite BG gegeben, mithin GF', also
deren Hilfte EF, folglich die Linien BE, EF, und die Auf-
gabe ist demnach auf H--m, S (Aufgabe 47) gebracht,

Determination. Weil CD oder CE kleiner ist als
BC, so ist — BCE, also auch das ihm gleiche Quadrat von
EG oder EF, kleiner als das Quadrat der halben -BE; mit-
hin ist EG kleiner als die Hilfte von BE, das ist BG> GE,
also BG > L BF, und m FBG > +BIF?. Folglich muss die
gegebene Fliche grosser seyn als der dritte Theil des Qua-
drats von der gegebenen Linie.

Synthesis. Es sey BF die gegebene Linie, und . FBG
die gegebene Fliche, Es sey aber = FBG grosser als der
dritte Theil des Quadrats von BF, so wird BG grosser seyn
als 1 BF. Halbirt man also GF in E, so ist EG << GB,
das ist EG < LBE, Daher lasst sich BE in zwei Punkten
so theilen, dass das Rechteck aus den Abschnitten durch je
einen Punkt gleich GE? ist. Es sey C ciner von diesen Thei-
lungspunkten, und BC> CE. Beschreibe iiber BC ein recht-
winkliges A ABC, sodass der durch den Perpendikel 4D ge-
bildete Abschnitt CD gleich CE ist: so wird A ABC der
Aufgabe geniigen.

Denn wegen des rechten W, BAC ist

AC? = — BCD — — BCE.
Es ist aber GE=— EF und GE? = 2 BCE, mithin ist
AC? — EF? ynd AC — EF,
Daher ist
BC+4CD 4 AC = BC+- CE + EF
— BF.
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Ferner ist
BC?*+4-CD*4AC? = BC*+ CE*+4 = BCE
=— BE2——=BCE
= BE*—EF? —= a2 FBG,
Folglich ist A ABC das verlangte.

Aufgabe 53. Fig. 97.
HS 4 mS 4 82, S.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) eine
Kathete und 2) die Summe des Quadrats derselben und zweier
Rechtecke, welche die Kathete zur Hohe und die Hypotenuse
und den der Kathete anliegenden Abschnitt zu Grundlinien
haben; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht auf BC, so ist gegeben
AC und AC* 4+~ BCA44-=DCA.

Mache DE — BC und CF = AC, so ist die gegebene
Fliche = = EFC. - Daher ist 3 EFC gegeben. Da nun die
eine Seite F'C dieses Rechtecks gegeben ist, so ist auch die
andere EF bekannt, mithin die Linie CE; folglich ist die
Aufgabe auf H-+-m, S (Aufgabe 47) gebracht.

Determination. Weil AC oder CF die mittlere Pro-
portionale ist zwischen BC und CD, oder zwischen ED und
DC: so ist (Lemma 11, Zus.2) EC >> 2CF. Macht man

-also GC=2CF, so ist EF > GF, und = EFC > = GFC
oder 3FC*. Es ist aber m EFC gleich der gegebenen Fliche;
folglich muss diese grosser seyn als das dreifache Quadrat der
gegebenen Kathete.

Synthesis. Es sey FC die gegebene Kathete, und
FK die Secite des Quadrats, welches der gegebenen Fliche
gleich ist. Verlingere F'C um CG = 2FC, und es sey FK*
> 2 GFC.  Errichte auf GF im Punkte € einen Perpen-
dikel, ziehe an denselben die Linie FH — FK und errichte
HE senkrecht auf FH: so ist — EFC — FH? — FK?,
mithin @ EFC> = GFC, also EF > GF, und EC > GC.
Hieraus folgt, dass F'C Kkleiner ist als die Hilfte von CE,
‘und dass sich also die Linie CE in zwei Punkten B und D
so theilen lasse, dass die Rechtecke EBC und EDC gleich
FC? sind. In dem Punkte D, welcher zwischen B und C
liegt, errichte auf BC einen Perpendikel, ziehe an denselben
die Linie €4 = CF und verbinde AB: ich behaupte, dass
A\ ABC das Verlangte leiste.
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Denn wegen der gleichen Rechtecke EBC, EDC ist BC
— ED, also
— BCD = = EDC — CF*? = C4?,
mithin ist der W. BAC ein rechter. Ferner ist
D EFC==ED .CF 4 = DCF + CF*
= BC4 F+=aDCA4-CA ,
und die Kathete AC ist gleich der gegebenen Linie CF folg-
lich geniigt A ABC der Aufgabe.

Aufgabe 54. Fig. 98.
HS 4+m S+ 82, H+4-m.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Summe der Hypotenuse und eines ihrer Abschnitte, und 2) die
Summe des Quadrats von der diesem Abschnitte anliegenden
Kathete und zweier Rechtecke, welche diese Kathete zur Hohe,
und die Hypotenuse und den genannten Abschnitt zu Grund-
linien haben; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A 4BC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC+ CD und 3 BCA 4 DDCA-I—AC2
Nimm DE — BC und CF — C4, so ist
BC 4 CD = EC
und die gegebene Fliche ist
=— = ED.CF 4 =2 DCF + CF*
— 5l EFC,
daher ist die Linic EC und das = EFC bekannt. Da nun
die Differenz EC der Seiten dieses Rechtecks gegeben wird:
so sind die Seiten selbst, also CF gegeben, und somit ist
die Aufgabe auf H-m, S (Aufgabe 47) gebracht.

Determination. Weil 4C die mittlere Proportionale
ist zwischen BC, CD, das ist, weil CF' die mittlere Propor-
tionale zwischen ED und DC ist: so ist CEF kleiner als die
halbe EC. Macht man also CG =— LCE, so ist CF < CG,
und — EFC < = EGC. Es ist aber 2 EFC gleich der ge-
gebenen Fliche und — EGC = 3CG*, das ist gleich dem
dreifachen Quadrate der halben EC. Folglich muss die gege-
bene Fliche kleiner seyn als das dreifache Quadrat der halben
gegebenen Linie.

Synthesis. Es sey EC gleich der gegebenen Linie,
verlingere sie um CG gleich ihrer Hilfte, und die gegebene
Fliche sey kleiner als t= EGC. Nimmt man also in der nach
G verlingerten EC den Punkt F so, dass c2a EFC gleich ist
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der gegebenen Fliche: so liegt F' zwischen C, G, und es ist
CF kleiner als CG oder als die Hilfte von EC. - Daher lisst
sich ‘die Linie EC in zwei Punkten B und D so théilen, dass
die Rechtecke EBC und EDC gleich- CF? sind. ' Coustruire
nun iiber der Hypotenuse BC das rechtwinklige A\ ABC, so-
dass die Linie 4D senkrecht auf BC steht: so ist klar, dass
dieses Dreieck das Verlangte leiste.

Aufgabe 55. Fig. 96.
H4-P, m® 4 n*,

Von einem rechtwinkligen ‘Dreieck “ist gegeben: ' 1) die
Summe der’ Hypotenuse und der Hihe, und 2) die Summe
der Quadrate von den beiden Abschnitten der Hypotenuse;
das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey AABC das gesuchte. - Fille AD
senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC+ AD" und BD? 4 DC=.
Verlingere BC um CE — 4D, so ist BE — BC - 4D,
mithin ist die Linie BE der Grosse nach gegeben. Da nun
BD? 4+ DC?* — BC*—2=BDC
= BC?*—24D?
= BC*—2CE?,
so ist vermittelst Aufgabe Il der Punkt C in der gegebenen
Linie BE bekannt, folglich ist die Aufgabe auf H,P gebracht.

Determination. Es ist offenbar BD*4-DC?* < BE?;
Weil aber 4D = £ BC, so ist auch CE = £ BC, das ist CE
= $BE. Macht man also EG = }BE, so ist CE = EG.
Daher ist nach Anmerk. 1 zu Aufgabe II'

BC* —2CE* =< BG*—2GE*,

Weil nun BG = ZGE, so ist (Lemma 1, Zus.) BG?
— 4 GE?*, also BG*—2GE* —=2GE®?, Folgllch muss die
gegebene Ilachc kleiner seyn als das Quadrat der gegebenen
Linie, aber nicht kleiner als das doppelte Quadrat von: dem
dritten Theile derselben,

Synthesis.  Es sey BE die gegebene Summe der
Hypotenuse und der Héhe, und das Quadrat der Linie p die
gegebene Fliche. Nimm EG = LBE, so ist BG* — 2GE?
= 2GE?, Es sey aber p’ kleiner als BE® und nicht klei-
ner als 2GE*.  Ist nun p? = 2GE?*, so lisst sich, weil
BG = 2GE ist, iiber BG ein rechtwinkliges Dreieck mit der
Héhe GE beschreiben,: und “dieses 'wird das verlangte seyn.
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Ist aber p? >>2GE?*, so theile nach Aufgabe II die Linic BE
in € so, dass BC?-—2CE?* =—p? ist: so wird nach Anmerk. 1
zu jener Aufgabe der Punkt € dem Punkte E niher seyn als
der Punkt G. Daher ist CE < £BC, und es lassen sich iiber
BC zwei vechtwinklige Dreiecke beschreiben, deren Hohen
gleich CE sind, und welche der Aufgabe geniigen werden.

Aufgabe 56. Fig. 94.
H+A S+ m, H* 4 m*.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Summe der Hypotenuse, eines ihrer Abschnitte und der an-
liegenden Kathete, und 2) die Summe der Quadrate von der
Hypotenuse und von dem genannten Abschnitte; das Dreieck
zZu_ construiren.

Analysis. Es sey A ABC das verlangte. Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC 4 €D+ AC und BC* + CD?.
In der Verlingerung der BC nimm CE — CD, und EF
= AC: so ist
BC+ CD+4 AC — BF

11T e BC? 4 CD*= BC* + CE*
= BE*—2—BCE
— BE®—2EF>,

weil 4C — EF und AC? —= 3 BCD — — BCE ist. Es. ist
also dic Linie BF und die Fliche BE® — 2EF?* gegeben,
folglich ist nach Aufgabe II der Punkt E bekannt, also die
Linien BE, EF, und somit ist die ‘Anfgabe auf H-4m, §
(Aufg. 47) gebracht,

Determination. Zuerst ist klar, dass BC* 4 €D*
<BF? sey. Weil aber AC die mittlere Proportionale zwi-
schen BC und CD, das ist, weil EF die mittlere Proportio-
nale ist zwischen BC und CE: so ist (Lemma 11, Zus. 2)
BE > 2EF, und, wenn beiderseits EF hinzukommt, BF >
3EF. Macht man also FH — L BF, so ist EFF < FH. Da-
her liegt der Punkt E niiher an F' als der Punkt H, und es
ist also vermoge Anmerk. 1 zu Aufgabe Il

BE* —2EF* > BH?* —2HF?.

Es ist aber BH? —2HF?* =— 2HF*, weil BH =2HF

ist (Lemma 1, Zus,), mithin ist
BE?* —2EF * > 2HF*,

Folglich muss die gegebene Fliche grosser seyn als das
doppelte Quadrat von dem dritten Theile der gegebenen Linie,
aber kleiner als das Quadrat der ganzen:
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Synthesis., Es sey BF die gegebene Linie, Nimm
in derselben FH — 1 BF, und die gegebene Fliche sey klei-
ner als BF?, aber grosser als 2 HF? oder grosser aly BH?
— 2HF?.  Theile nach Aufgabe II die Linie BF im Punkte
E so, dass BE* —2FEF* gleich ist der gegebenen Fliiche:
so wird nach Anmerk. 1 zu der genannten Aufgabe der Punkt
E zwischen H und F liegen, mithin EF < 1 BE seyn. Da-
her lisst sich BE in zwei ungleiche Abschnitte BC, CE thei-
len, deren Rechteck gleich EF'? ist, Es sey aber BC> CE:
so ist BC die Hypotenuse, und CE ein Abschnitt derselben,
welcher der Kathete EF anliegt,

Aufgabe 57. Fig. 99.
H, Linie, halbirend einen spitzen Winkel.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Hypotenuse und 2) die Linie, welche einen Winkel an der-
selben halbirt; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Essey AABC das gesuchte. Halbire W.
ACB durch die Linie CD: so ist gegeben
BC und CD.
Halbire €D in E und verbinde 4E: so ist
W. E4AC — W, ACE,
weil AE = EC ist; daher ist
W.AED = 2W, ACD
= W.A4CB.

Zieht man nun DF == BC, so ist W, AFD =— W, ACB,
mithin ist . . .. W, AFD = W, 4AED,
woraus folgt, dass ADEF ein Viereck im Kreise, also

= DCE — — ACF
sey. Nun ist 2 DCE bekannt, also auch = ACF. Wegen
des Vierecks im Kreise aber ist

W.BDC = W. AFE
und deshalb, weil ausserdem nach der Annahme

W.BCD — W. ACE

= W. EAF,

sind die A A BDC, EFA ihnlich, und es ist

BC:CD — EA: AF.

Da nun die Linien BC, CD, EA bekannt sind, so ist AF
der Grosse nach gegeben, Es wird aber auch 3 ACF gege-
ben, mithin sind die Seiten dieses Rechtecks bekannt, also
AC und somit A ABC.

Determination, Es ist offenbar BC > CD. Die
10 *
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gegebene Hypotenuse muss also grosser seyn als die gegebene
Halbirungslinie,

Synthesis. Es sey CD die gegebene Halbirungslinie.
Beschreibe um dieselbe als Durchmesser ecinen Kreis, halbire
sic in £ und nimm in ihr den Abschnitt EG gleich der hal-
ben gegebenen Hypotenuse, und es sey EG > EC. Ziche
den Durchmesser HK senkrecht auf CD, verbinde GH und
ziehe derselben CL parallel: so ist EL kleiner als EN oder ED.,
Ferner verbinde CK, errichte auf ihr die senkrechte KM —
EL, beschreibe um KM als Durchmesser einen Kreis und
ziehe durch seinen Mittelpunkt die Secante CNO: so ist
OC < CD. Denn es ist

= DCE = CK* =— =3 OCN.

Nun ist aber die Differenz DE der Seiten des — DCE
grosser als die Differenz ON oder EL der Seiten des = OCN,
folglich ist (Lemma 10) DC >> CO. Deshaib lassen sich in
dem Kreise um E zwei Sehnen AC und CP, jede gleich CO,
ziehen. Verbinde 4D und verlingere die Linien 4D,CP bis
zum Durchschnitte B: so behaupte ich, dass 4BC das ver-
langte Dreieck sey.

Die Linie CA schneide den Halbmesser EH in F, und
es werde AE, DF' verbunden. =~ 'Wegen der rechten Winkel
DAF,DEF ist ADEF ein Viereck im Kreise, mithin ist

= ACF = — DCE = =3 OCN.
Nun ist AC= €0, also CF = CN, und deshalb
AF — ON = EL.
"Wegen des Vierecks im Kreise ist ferner
W. BDC — W. AFE,
und wegen der gleichen Sehnen 4C, CP ist
W. PCD = W. DCA
= W., E4F.
Daher sind die AA BCD, EAF gleichwinklig, und es ist
BC:CD AE  AF
EH : EL
EG:EC
== 2EG% CD.
Folglich ist BC — 2EG, das ist gleich der gegebenen Hy-
potenuse, ‘

LI

Aufgabe 58. Fig. 100.
(Diesterw. Geom. Aufg., Theil 1, Nr. 72.)

Ein rechtwinkliges Dreieck zu construiren, dessen Inhalt
gegeben ist, und dessen Seiten in arithmetischer Proportion
stehen.
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Analysis. Es sey AA4BC das gesuchte, in welchem
der Winkel 4 ein rechter, und AC > AB sey: so sind die
Seiten BC, AC, AB in arithmetischer Proportion *), mithin ist
24C = BC + AB. ' Verlingere AB um BD = BC, so ist
AD = 24C, mithin ist das Verhiltniss D4 : AC gegeben, und
deshalb, wenn die Linie CD gezogen wird, das Dreieck CAD
der Gattung nach (Dat. 44), folglich die Winkel 4CD wund
ADC und somit ihr Unterschied, nimlich der W. ACB, Da-
her ist auch das AABC der Gattung nach gegeben (Dat. 43),
folglich, weil sein Inhalt gegeben wird, auch der Grésse nach.

Synthesis. Der gegebene Inhalt sey die Fliche P.
Auf den Schenkeln eines rechten Winkels nimm die Abschnitte
GF und FC, letzteren halb so gross als den ersteren, und
verbinde GC: so ist W. GCF > W, CGF, weil GF > FC
ist.  Macht man also W. GCH — W. CGF, so liegt H zwi-
schen F und G. Ist nun der Inhalt des A CFH gleich der
Fliche P, so ist dieses Dreieck das verlangte. Denn halbire
FG in K, so liegt K zwischen G' und H, weil CH oder GH
grosser als HF ist.

Daher ist HK — GH— GK — CH — CF
o HK —FK — FH— CF — FH,
Folglich ist CH — CF — CF — FH, das ist, die Seiten
des /\ CFH stehen in arithmetischer Proportion.
Ist aber der Inhalt des A CFH nicht gleich der Fliche
P, so nimm in CF den Abschnitt €4, dessen Quadrat zum
Quadrate von CF' dasselbe Verhiiltniss hat als die Fliche P zum
A CFH, und ziche durch 4 der FH eine Parallele, welche
die CH oder ihre Verlingerung in B treffe: so ist A ABC
das gesuchte, Denn wegen der Achnlichkeit der AA CFH,
CAB sind die Seiten des ersteren proportionirt den Seiten des
letzteren, mithin stehen die Seiten des A ABC in arithme-
tischer: Proportion. ~ Ferner ist wegen der Aehnlichkeit
AC?: CF?* — /A ABC :/\ FHC.
Nach der Construction aber ist
AC? : CF% .= P :AFHC,
folglich ist A ABC = P.

Anmerkung 1. Die Aufgabe lisst sich allgemein 16~
sen, wenn statt des rechten Winkels BAC irgend ein ande-
rer gegeben wird. Man nehme W. CFG gleich dem gegebe-
nen und construire vollig wie oben,

") d. h. es ist BC— 40— AC—AB; folglich ist, wenn man auf
beiden Seiten AC und 4B hinzusetzt, BC + AB—24C.
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Anmerkung 2. Ist in der obigen Aufgabe der Um-
fang des A\ ABC statt des Inhalts gegeben, so mache man
DL gleich dem gegebenen Umfange, theile DL in die glei-
¢hen Abschnitte DE, E4 und AL, errichte auf DL die Linie
AC == AL senkrecht, verbinde CD und maehe W, DCB —
W. ADC: wo ist A\ ABC das gesuchte.

Aufgabe 59. Fig. 101.
(Diesterw. Geom. Aufg., Theil 1, Nr. 73.)

Ein rechtwinkliges Dreieck zu construiren, dessen Inhalt
gegeben ist, und dessen Seiten in geometrischer Proportion
stehen. :

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte, in welchem
der W. A ein rechter, und AC >> AB sey: so ist nach der
Annahme

BC:C4 — AC: AB.
Fillt man nun 4D senkrecht auf BC, so ist

BC:€64 — AC:CD,
mithin ist CD = AB. Weil nun

CB:BA — AB: BD,
so ist auch .. .. BC:CD = CD:DB.
Daher ist BC im Punkte D im mittlern und #ussern Verhilt-
nisse getheilt (Aufgabe IlI, Anmerk. 2). Folglich ist das Ver-
hiltniss BD : DC und somit A\ ABC der Gattung nach gege-
ben. Es wird aber der Inhalt des Dreiecks gegeben, folglich
ist es auch der Grosse nach gegeben.

Synthesis. Der gegebene Inhalt sey die Fliche P.
Eine beliebige gerade Linie CE theile (Aufgabe III, Anmerk. 2)
im Punkte G im mittlern und #ussern Verhiltnisse, sodass
EC: CG == CG: GE, errichte auf CE im Punkte G ¢ine
Senkrechte, welche den iiber ‘CE beschriebenen Halbkreis in
F schneide, und verbinde FE und FC: so ist

CE: EF — FE: EG.
Es ist aber nach der Construction

CE:CG — CG:GE,
mithin ist EF — CG. Weil nun

EC:CF = FC:CG,
so ist auch . ., . . EC:CF = CF': FE,
das ist, die Seiten des /\ FEC stehen in geometrischer Pro-
portion. Ist nun A FEC = P, so ist offenbar A FEC das
verlangte. Ist aber nicht A FEC = P, so nimm in CF den
Abschnitt €4, dessen Quadrat zum Quadrate von CF das-
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selbe Verhiltniss hat als die Fliche P zum A FEC. = Ziehe
durch 4 der FE ecine Linie parallel, welche die CE oder
deren Verlingerung in B schneide: so ist A ABC das ge-
suchte. Denn weil die AA ABC,FEC ihnlich sind, so ha-
ben die Seiten des ersten Dreiecks dieselben Verhiltnisse zu
einander als die Seiten des zweiten und stehen deshalb in geo-
metrischer Proportion, Ferner ist wegen der ibnlichen Dreiecke
AC? . FC?* =— A ABC: /A FEC
und nach der Construction
AC? : FC? = P:AFEC,
folglich ist A ABC = P.

Anmerkung. Wenn statt des Inhalts des A ABC
sein Umfang = p gegeben wird: so construire, wie oben ge-
zeigt worden ist, das AFEC. Ist nun der Umfang dieses
Dreiecks = p, so ist es das verlangte. Ist aber der Um-
fang desselben nicht = p, so mimm in der Linie CF den
Abschnitt CA4, welcher zu CF dasselbe Verhiltniss hat als die
gegebene Linie p zum Umfange des A FEC, und ziehe 4B
== FE: so wird das A ABC der Aufgabe geniigen.

Aufgabe 60. Fig. 102.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Linie, welche einen Winkel an der Hypotenuse halbirt, und
2) die Linie, welche, aus der Spitze des rechten Winkels nach
der Hypotenuse gezogen, die vorige halbirt; das Dreieck zu
construiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte, in welchem
der W. A4 cin rechter sey. Halbire den W. 4BC durch BD,
und durch die Mitte E der Linie BD ziche aus 4 nach BC
die Linie AF: so sind die Lipien

BD und AF
geben. Weil in dem A 4BD der W. A ein rechter, und
die Linie BD in E halbirt ist: so sind die Linien 4E,BE,ED
einander gleich. Es wird aber BD gegeben, also auch ihre
Hiilfte AE, und somit, weil AF gegeben wird, auch EF.
Weil nun BE =— EA, so ‘ist
W. A4BE — W, BAE;
es ist aber . . . W. ABE — W, EBF (nach der Annahme),
mithin ist W. BAE — W. EBF, also die /A /\ ABF und
BEF, welche ausserdem den Winkel F' gemein haben, gleich-
winklig.  Daher ist
AF:FB = BF'; FE,
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Nun'iist 4F und FE ‘bekannt, also auch FB. Weil also
diec Seiten des- /A EBF bekannt sind, so ist W. EBF bekannt,
daher W. 4ABF', mithin auch AABF folglich die  Seite 4B
und das AABC selbst.

Determination. An die Verlingerung der AF ziche
die Linie BG == AC, so ist AG:BD — AE:ED. Nun ist
AE — ED, also AG = BD; daher ist AF <'BD, und AE
= EG = PBE. In dem A BEF aber ist

BE < BF + FE,
dagist e s PR EG < BF + FE
und, wenn man beiderseits EF' abzieht,
FG < BF, also GF?* < BF?2,
Es ist ‘aber BF? = = AFFE, weil BF die mittlere Propor-
tionale -ist ' zwischen AF und FE, Daher ist auch GF? <
= AFE, -mithin

g GF:FA < EF:FG
und: compon..... . . GA: AF < EG: GF,
also permut. . . . . AG: GE < AF : FG.

Folglich ist invers. und' compon.

EG 4 GA: AG> GA : AF.
Nun ist aber EG 4 G4 : AG = 3:2, weil EG4 G4 — 34E
und 4G = 24E ist; mithin ist

3:2 > GA: AF
oder(l . Luadogey a 34AF > 2G4
Has istiidiad . sanas 2a3AF. > 2 BD,

' Die Linie AF muss demnach kleiner-als  BD, ihr Drei-
faches aber grosser als die doppelte BD seyn.

Synthesis. In einer geraden Linie nimm vom Punkte
A aus nach einer; Richtung hin den Abschnitt 4G’ gleich der
Linie,  welche den Winkel an der Hypotenuse. halbirt, und
den Abschnitt, AF gleich 'der. andern gegebenen Linie, wund
es sey AF < AG, aber 34F > 24G.  Halbire AG in.E,
so wird dieser Punkt zwischen 4 und F' liegen, weil offen-
bar 4F grosser.ist als die halbe AG. In der Linie AF nimm
FH gleich der mittlern Proportionale zwischen AF und FE,
50 ist offenbar FH < FA; -ich behaupte aber auch, dass
FH > FG sey. Denn weil 34F > 246G, so ist
3:2 > AG: AF.
Nun ist EG 4 G4 : AG = 3:2. Folglich ist
 EG4G4:AG > AG: AF,
also divid. und invert.
; AG 3 GE < AF : FG;
daher ist permut, und divid.
GF: F4 < EI': FG,
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Had 2> Ak del s da FG* << m AFE.

‘Es ist aber nach der Construction
FH? — 3 AFE,

folglich ist FG?* < FH? wnd FG < FH. = Beschreibt man
also um 4G als Durchmesser einen Kreis 4BGD und einen
andern um den Mittelpunkt F' mit dem Radius FH: so wird
derselbe den ersten in zwei Punkten B und B’ schneiden,
weil FFH kleiner als F4 und grosser als F'G ist. Durch B
ziehe den Durchmesser BD, verbinde 4D und BF, verlin-
gere sie bis. zum Durchschnitte € und ziehe AB: so ist
A ABC das verlangte.

Denn erstlich halbirt die gegebene AF die Linie BD,
welche der gegebenen AG gleich ist, in dem Punkte E.
Ferner weil 0 AFE. — FH?* — FB*, so ist

AF : FB — BF: FE,
mithin AAFBooABFE, und W, BAF—W. EBF. Es ist aber
W.BAF—W.ABE,
weil AE — EB; folglich ist W, ABE — W. EBF, das ist,
die Linie BD halbirt den W. ABC.

Nimmt man in der obigen Construction den Punkt B’
statt B: so erhilt man ein zweites Dreieck von denselben
Eigenschaften, welches aber dem A ABC congruent ist.

Aufgabe 61. Fig. 103.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: " 1) die
Hypotenuse und 2) der Abschnitt der grossern Kathete zwi-
schen dem Scheitel des rechten Winkels und dem auf der Hy-
potenuse in ihrer Mitte errichteten Perpendikel; das Dreieck
zu construiren, ‘

Analysis. Das gesuchte A ABC sey gefunden, = Er-
richte auf der Hypotenuse BC in ihrer Mitte [) einen Perpen-
dikel, welcher die grossere Kathete AC in E schneide: so
sind gegeben die Linien

BC und AE.

Wegen der rechten Winkel BAE, BDE ist ABDE ein
Viereck im Kreise, mithin ist — ACE — = BCD, Nun ist
3 BCD wegen seiner bekannten Seiten gegeben, also auch
= ACE. Es wird aber die Differenz AE der Seiten gegeben,
mithin sind die Seiten desselben, also 4C und folglich A ABC
selbst gegeben.

Determination. Durch D ziehe der 4B eine Linie
parallel, welche AC in F schneide: so ist W, CDF ein spitzer,
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mithin liegt F' zwischen C und E, und es ist AE < AF.
Weil nun AF:BD = AC: BC, und AC < BC, so ist AF
< BD, und um so mehr 4E < BD. Der gegebene Abschnitt
der Kathete muss also kleiner seyn als die halbe gegebene
Hypotenuse. *)

Synthesis. Auf den Schenkeln eines rechten Win-
kels nimm EH gleich der gegebenen Hypotenuse, und AE
gleich dem gegebenen Abschnitte der Kathete, und es sey AE
kleiner als die halbe EH. Errichte auf 4E im Punkte A4
auf der dem Schenkel EH entgegengesetsten Seite eine senk-
rechte AG =— 1 EH, verbinde GH und beschreibe um diese
Linie als Durchmesser einen Kreis: so wird derselbe die ver-
lingerte AE in den Punkten € und €’ schneiden. Es sey
aber der Punkt C auf der Seite des Punktes E. Halbire EH
in K, und AC in F. Wegen des Kreises ist

v 23 ACE —= o EH . AG — — EHK.

Es ist aber die Differenz AE der Seiten des = ACE
kleiner als die Differenz EK der Seiten des ca EHK; folg-
lich ist (Lemma 10) AC < EH, und, wenn man die Hilften
nimmt, AF < EK oder AG. ZErrichtet man also auf 4C im
Punkte I eine senkrechte FL und beschreibt aus 4 mit 4G
einen Kreis, so wird derselbe die FL in einem Punkte D
treffen, Verbinde CD und verlingere sie nach B in AG: so
behaupte ich, dass /A ABC der Aufgabe. geniige.

~ Denn zieht man 4D, so ist AD=DC, und BD — DC,

beides weil AF = FC ist, Daher ist BC = 24D — 224G =
EH, Ferner ist

2 BCD = = EH . AG,
weil BC = EH, und CD = AG ist, und es ist

= ACE = = EH. AG,
mithin ist — BCD = 1 ACE. Folglich liegen die Punkte
A,B, D, E in einer Kreislinie, und es ist, wemn ED gezo-
gen wird, W, BDE ein rechter.

Anmerkung. Nimmt man den Punkt C’ statt des
Punktes C, so ist 3 AC’E = m EHK. Nun ist bei jeder
beliebigen Grosse der AE immer €’'4* < 2 AC’E, mithin
auch €42 < 1 EHK, folglich um so mehr C'4* < EH?,
und C'4 < EH, Halbirt man also €’4 in F’ und errichtet
F’L’ senkrecht auf €’A4, so wird der um A4 mit 4G beschrie-
bene Kreis die F/L’ in einem Punkte D’ treffen. Verbinde

*) Etwas kiirzer lisst sich dies aus der Umkehrung von Lemma 10
beweisen.
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C’D’ und verliangere sie bis zum Punkte B’ in 4G: so ist
auch A AB’C’ das verlangte, nur dass der Abschnitt AE in
der Verlingerung der kleinern Kathete liegt.

Aufgabe 62. Fig. 104—107.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) eine
Kathete, 2) eine ihr parallele Linie zwischen der andern Ka-
thete und der Hypotenuse, und 3) das Rechteck aus der Hy-
potenuse und derjenigen Linie, welche von dem Scheitelpunkte
des an der gegebenen Kathete liegenden spitzen Winkels nach
dem in der andern Kathete liegenden Durchschnittspunkte der
gegebenen Parallele gezogen ist; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Das gesuchte A ABC sey gefunden. Zwi-
schen BC und 4C oder zwischen ihren Verlingerungen ziehe
DE =|- AB und verbinde BE, so ist gegeben

AB, DE und — CBE.

Beschreibe um das A\ BEC einen Kreis und ziche den
Durchmesser CF, so ist (Lemma 14) 2 CBE = — 4B . CF.
Weil nun ) CBE und die Linie 4B gegeben wird, so ist
auch CF und somit der Kreis BCF der Grisse nach gegeben.
Der W. CED aber ist ein rechter, denn es ist ED =]z 4B,
daher geht ED durch den Punkt F.  Verlingere 4B, wenn
es nothig ist, bis sie CF in G schneide: so ist wegen der
Parallelen

AB:ED — AC: CE = GC: CF.

Daher ist wegen der gegebenen Linien AB, ED das Verhilt-
niss GC: CF gegeben. Nun ist CF bekannt, also auch CG.
Beschreibe iber CG einen Halbkreis, welcher durch 4 geht,
weil der W, GAC ein rechter ist; so beriithren sich die Halb-
kreise GAC, FEC in dem Punkte C, weil die Durchmesser
CG, CF in einer geraden Linie liegen. Es sind also zwei
Halbkreise GAC, FEC, die sich innerlich in C berithren, der
Lage und Grosse nach gegeben, und aus dem Endpunkte &
des einen ist eine gerade Linie GBA zu ziehen, deren zwi-
schen beiden Peripherien liegendes Segment AB einer gegebe-
nen Linie gleich sey; folglich ist die Linie BA vermittelst
wApollon. de Inclinationibus*® (bearbeitet von Diesterweg;
Berlin 1823. Buch 2, Aufg, 2, Fall 1, 4, 6. c. Seite 60 1f.)
der Lage nach, und somit das A4BC der Gattung und Grosse
nach gegeben.

Determination. In den Determinationen der genann-
ten Aufgaben wird gezeigt, dass, wenn 4B nicht mit dem
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Durchmesser CF zusammenfallen soll (weil sonst kein A\ ABC
moglich wire), 4B < CF' seyn miisse. Daher ist AB? klei-
ner als 4B . CF, oder kleiner als — CBE, Folglich muss
die gegebene Fliche grosser seyn als das Quadrat von der
gegebenen Kathete.  Auch ist klar, dass die gegebenen Li-
nien 4B, DE nicht einander gleich seyn diirfen.

Synthesis. In eciner geraden Linie nimm FH gleich
der gegebenen Kathete, und FK gleich der gegebenen Paral-
lele, und P sey die gegebene Fliche. Die Linien FH, FK
seyen aber nicht einarder gleich, und P sey grésser als FH?.
In FH nimm den . .schnitt FC so, dass & CFH =— P ist:
so wird offenbar CF > FH seyn. In der Linie CF nimm
von C nach F' hin das Segment CG gleich der vierten Pro-
portionale zu FK, FH, FC und beschreibe um die Durchmes-
ser F'C, GC Kreise, welche sich in € berithren werden: so
lisst sich, weil CF'~>FH ist, nach ,,Apollon. de Inclin.* aus
G eine Linie ziehen, deren zwischen beide Peripherien fallen-
des Segment gleich FH ist.

Wenn' nun: CF >> CG (oder FH < FK) ist, so errichte
Fig. 107 GL bis zum grossern Kreise senkrecht auf GC.
Ist nun in diesem Falle FH =— GL, so ist GL selbst das
zwischen ‘beide Peripherien fallende Segment. ~ Verbinde als-
dann CL, so ist A CGL das verlangte. = Denn ziehe an die
verlingerte CL die Linie FM=/= GL und verbinde FL, so ist
wegen der Parallelen

FM:GL = FC:CG
und nach der Construction
FK:FH = FC: CG.
Nun ist GL = FH nach der Voraussetzung, folglich ist
FM — FK
Ferner, iist {5y . o0 @ CLF = =3 CF . GL (Lemma 14)
==cn, GFH =5R;
folglich geniigt das A CGL der Aufgabe,

In allen iibrigen Fillen aber, niimlich wenn 1) CG>CF
ist (Fig. 104), oder wenn 2), im Falle C& < CF ist, FH
nicht gleich. GL ist (Fig. 105, 106), wird die durch G zu
zichende Linie nicht senkrecht auf GC stehen und wird den
um GC beschriebenen Kreis in einem zweiten Punkte treffen.
Es sey nun 4B das Segment der gezogenen Linie, welches
gleich FH ist. Verbinde AC und BC, so behaupte ich, dass
das /A ABC das Verlangte leiste.

Denn CA schneide die andere Kreislinie in E, ziehe
FE, EB und verlingere, wenn es nithig ist, die Linien FE,
CB bis zum Durchschnitte D: so ist nach Lemma 14
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2 CBE = == CF . 4B
=— =3CFH — P.
Ferner ist wegen der Parallelen
ED: AB = EF: AG
= FC:CG
= KF: FH (nach der Constr.).
Nun ist 4B = FH, folglich auch ED — KF,

Aufgabe 63. TFig. 108.
HP: 8? 4-n?.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss des Rechtecks aus der Hypotenuse und der Hohe zur
Summe der Quadrate von der einen Kathete und von dem an
der andern Kathete liegenden Abschnitte der Hypotenuse; das
Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, so istgegeben das Verhiltniss
= BC. dD : AC® + BD*.
Mache in. BC den Abschnitt CE — 4D, so ist
=3 BC.AD — — BCE
L s s AC*4-BD*?* — BC*—A4D?(Lemma15,Zus.1)
: = BC*—CE>.
Folglich ist das gegebene Verhiltniss = — BCE : BC>*—CE-=,
Nimmt man also BC als gegeben an, so ist nach Aufgabe IV
der Punkt E gegeben, mithin das Verhiltniss BC:CE oder
BC: AD und somit (Dat.77) A ABC der Gattung nach,

Determination. Halbire BC in F.  Weil 4D oder

CE = CF, so ist zufolge der Anmerk. 1 zu Aufgabe IV
@ BCE : BC* —CE? Z = BCF : BC* —CF?2,
Nun ist 3 BCF = 2BF* und BC?*-—-CF?* = 3BF? (Zus. zu
Lemma 1),

mithin —BCF : BC?* — CF? — 2BF? :3BF?*=2:3,
und desshalb . . @ BCE : BC? —CE* = 2:3.

Folglich darf das gegebene Verhiltniss nicht grosser seyn
als das Verhiltniss des Zwiefachen zum Dreifachen.

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey m : 2, nicht
grosser als 2:3. Auf den Schenkeln eines rechten Winkels
pimm BC = m, und BH — n, halbire BH in K, verbinde
CK und nimm in KB den Abschnitt KL — KC: so ist
KL* — KC?, und, wenn man beiderseits KB? abzieht,
= BLH — BC2, /
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Ferner ziche BL? ab, so ist = HBL — BC>—BL?.
Daher ist
= CBL : BC?* —BL? == CBL : == HBL
=CB:BH=m :n.
Halbire BC in F und mache in ihr den Abschnitt CE —
BL, so ist
a3 CBL : BC?* — BL? —— BCE : BC?* —CE?
und = BCF :BC>* —CF*=2BF?:3BF*—=2:3.
Weil nun nach der Annahme m:2=2:3, so ist
=3 BCE : BC* — CE? Z = BCF: BC*— CF?2,
Hieraus folgt (Aufgabe IV, Anmerk. 1), dass CE = CF
ist, Beschreibt man also iitber BC einen Halbkreis und zieht
durch L der BC eine Linie parallel, so wird sie die Periphe-
rie entweder in einem Punkte berithren oder in zwei Punkten
schneiden. Es sey nun 4 irgend ein Punkt, in welchem die
Parallele den Kreis trifft. Verbinde 4B und 4C': ich behaupte,
dass A ABC dem gesuchten ihnlich sey, Denn fillt man 4D
senkrecht auf BC, so ist 4D =— BL, also
= BC . AD — CBL

wod .| ., i AC* 4 BD* — BC*—A4D?
=— BC? —BL?,
Daher ist mBC . 4D AC"-I—B 2 — — CBL: BC* —BL*
== s 1.

Aufgabe 64. Fig. 109.
H? 8% 4 mi: HS+mS.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss der Summe der Quadrate von der Hypotenuse, von
einem ihrer Abschnitte und von der daran liegenden Kathete
zur Summe der Rechtecke aus dieser Kathete und der Hypo-
tenuse und aus derselben Kathete und dem genannten Ab-
schnitte; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das verlangte. Fille 4D
senkrecht auf BC,"so ist gegeben das Verhiltniss
BC? 4 AC* 4 CD*? : = BCA 4+ 2 DCA.
Verlingere BC um CE=CD und mache EF =—4C, so ist
AC? == BCD = m BCE, und CD? = CE?;
daher ist
BC? 4 4C? +CD? = BC?> 4 = BCE + CE?
=BE?— = BCE
= BE? — EF?,
Ferner ist caBCA4 — = BC . EF, und —A4CD — = FEC,
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mithin . . @ BCA 4-23ACD == BC . EF 4 —=FEC
= BEF.
Folglich ist das gegebene Verhiltniss gleich
BE®* —EF?: = BEF.

Nimmt man also die Linie BE als gegeben an, so ist
nach Aufgabe IV der Punkt F und die Linie EF gegeben;
und weil EF? == BCE ist, so ist auch c3 BCE, mithin
die Linien BC,CE, somit das Verhiiltniss BC : CE oder CD
und das A ABC der Gattung nach gegeben. g

Determination. Halbire BE in G. Weil BC>CD,
das ist BC > CE, so ist mBCE < EG?, mithin auch EF?
< EG?, wnd EF<EG. Daher ist nach Aufg 1V, Anmerk, 1

—BEF: BE? — EF? < o BEG : BE* —EG*
und invert.
BE? — EF?: 2 BEF > BE? —EG? : o BEG.

Nun ist BE? — EG* =3EG?, und o BEG = 2EG?,
also das letzte Verhiltniss = 3EG* : 2EG? =3:2. Folglich ist
BEZ =BV 2 oo BRI =53 <9
Das gegebene Verhiltniss muss also grosser seyn als das Ver-

hiiltniss des Dreifachen zum Doppelten,

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss m : z sey > 3:2,
Auf den Schenkeln eines rechten Winkels mache HB — m,
und BE = n, halbire HB in K, verbinde EK und mache in
KB den Abschnitt KL — KE, so ist KL* =— KE?, also,
wenn beiderseits KB? abgezogen wird, co HLB — BE?, und,
wenn noch BL® weggenommen wird,
D HBL — E*— BL?,
In BE nimm den Abschnitt EF — BL, go ist = HB , EF
== BE* —EF?  Daher ist
D BEF : BE? —EF? — 2 BEF: = HB . EF
=FB:BH=—1:m.
Halbire BE in G, so ist
—=BEG : BE* —EG? = 2EG* : 3EG* — 2: 3.
Weil nun nach der Voraussetzung m : » >> 3 : 2, also
fnvert, n:m < 2:3, so ist
= BEF: BE®* —EF* < —1 BEG : wE* —EG*.
Folglich ist nach Aufgabe IV, Anwmerk. 1 der Punkt F' dem
Punkte E niiher als der Punkt G', oder es ist EF, das ist
BL, kleiner als die halbe BE. Beschreibt man also iiber
BE einen Halbkreis und zieht der BE durch L eine Linie
parallel, so wird dieselbe den Kreis schneiden, Aus dem
einen Durchsehnittspunkte M fille MC senkrecht auf BE, so
sind die Abschnitte BC und CE ungleich, Auf dem grossern
BC nimm den Abschnitt CD = CE, errvichte auf BC in D
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cinen Perpendikel, ziche an denselben die Linie €4 — CM
und verbinde 4B, so wird A ABC der Aufgabe geniigen.
Denn weil

=3 BCD = ™ BCE = CM* = CA4?,
so ist W. BAC ein rechter. Weil nun CE = €D, und EF
== AC ist, so wird wie in der Analysis ‘gezeigt, 'dass

BC? 4 4C?* 4- CD? = BE*— EF*
und . [ . . @OBCA+4—=A4CD = = BEF
sey. Folglich ist
BC?4-A4C*+-€D? : 2 BCA+ 2 ACD =—BE?—EF? : = BEF

= m;n.

Aufgabe 65. Fig. 100.
S?2: H? — m?,
Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss des Quadrats von einer Kathete zum Ueberschusse des
Quadrats der Hypotenuse ither das Quadrat von dem an der

genannten Kathete liegenden Abschnitte der Hypotenuse; das
Dreieck zu construiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht auf” BC, so ist gegeben das Verhiiltniss
AC? : BC* — CD?,
LG R L it 9 BCD : BC?* — CD?2,

Nimmt man also die Hypotenuse BC als gegeben an, so
findet man durch Aufgabe IV den Punkt D, also das Verhilt-
niss BD : DC. Folglich ist A ABC der Gattung nach gegeben.

Eine Determination findet nicht statt, und die Construction
ergiebt sich leicht aus der Analysis,

Aufgabe 66. Fig. 110.

82 : H? 4 m?2. :
Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hilltniss des Quadrats von einer Kathete zur Summe der. Qua-

drate von der Hypotenuse und von demjenigen ihrer Abschnitte,
welcher jener Kathete anliegt; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte, Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist gegeben das Verhiltniss
AC? : BC? 4 €D?,
dashist i L g = BCD : BC* 4 CD?.
Nimmt man also die Hypotenuse BC als gegeben an, so
findet man durch Aufgabe V. .den Punkt D. ‘Daher ist das Ver-
hiiltniss BD:DC und das A ABC der Gattung nach gegeben. -
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Determination. Vermige der Determination zu Auf-
gabe V ist
mBCD : BC?* 4-CD* < 1:2.
Das gegebene Verhiltniss muss also kleiner seyn als das Ver-
hiiltniss ‘des Einfachen zum Doppelten.

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey CB: BF,
und es sey FB > 2BC, so lisst sich nach Aufgabe V die
Linie BC in einem Punkte D so theilen, dass

—BCD: BC?* 4- CD? —CB:BF
ist. Exrichte auf BC im Punkte D einen Perpendikel, wel-
cher den iber BC beschriebenen Halbkreis in A schneide,
und verbinde AB und 4C: so wird A ABC das Verlangte

leisten,

Aufgabe 67. Fig. 110.
82182 422,
Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiiltniss des Quadrats von der einen Kathete zur Summe der

Quadrate von der andern Kathete und von dem ihr anliegen-
den Abschnitte der Hypotenuse; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte, Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist das Verhiltniss
i AC?* : AB* 4 BD?,
damistils; mow . =3 BCD : = CBD 4 BD>
gegeben.  Nimmt man also BC als gegeben an, so ist nach
Aufgabe VI der Punkt D gegeben, mithin das Verhiltniss
BD:DC und A ABC der Gattung nach.

Die Construction ist einleuchtend.

Aufgabe 68. Fig. 111.
82 P?—n?,
Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss des Quadrats von der grossern Kathete zum Ueber-
schusse des Quadrats von der Hohe iiber das Quadrat von

dem kleinern Abschnitte der Hypotenuse; das Dreieck zu
construiren.,

Analysis. Das gesuchte A ABC scy gefunden. Fille
AD senkrecht auf BC, und es sey 4C > AB, so ist das
Verhiiltniss
AC? : AD?* — DB?
odgB. 1 suab-ouis = BCD ;: =2 BDC— DRB*
11
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gegeben. Nimmt man also die Linie BC als gegeben an, so
ist nach Aufgabe VII der Punkt D, mithin das Verhiltniss
BD : DC und A ABC der Gattung nach gegeben

Determination. Mache CF— BC, nimm FG gleich
der mittlern Proportionale zwischen BF und FC und mache
GH = GB, so ist, wie in Aufgabe VII bewiesen worden ist,
BC:CH das kleinste Verhiltniss, welches gegeben werden darf.

Synthesis. In einer geraden Linie nimm die gleichen
Abschnitte BC und CF, mache FG gleich der mittlern Pro-
portionale zwischen BF und FC und nimm GH=—GB: so ist
BC: CH das kleinste Verhiltniss. Ist nun das gegebene Ver-
hiiltniss gleich BC : CH, so beschreibe iiber BC einen Halb-
kreis, halbire BG in D, errichte in diesem Punkte auf BC
eine Senkrechte, welche den Halbkreis in 4 schneide, und
verbinde 4B und AC: so ist A ABC das gesuchte. Denn
vermoge Aufgabe VII ist

= BCD : = BDC — BD?* — BC: CH,
das ist . . . 4C* : AD®* — BD*?»— BC:CH.

Ist das gegebene Verhiltniss kleiner als BC: CH, so ist
die Aufgabe nicht moglich. — Ist aber das gegebene Verhiilt-
niss m:n > BC:CH, so lisst sich vermittelst Aufgabe VII
die Linie BC in zwei Punkten E und e so theilen, dass die
Verhiltnisse

—BCE: aBEC—BE? und = BCe¢ : mBeC—Be?
dem Verhiltnisse m : # gleich sind. Errichtet man nun auf
BC in den Punkten E und ¢ Perpendikel, welche dem iiber
BC beschriebenen Halbkreise in L und / begegnen, und verbin-
det LB, LC und IB,IC: so ist klar, dass diec AA LBC und
IBC beide der Aufgabe geniigen,

Anmerkung. Wenn gegeben wird s* : P2 — a2
(=p:q), so ist, weil s2 = P? 4 n?, das Verhiltniss
P? 4-n? : P* —n? gegeben; also, wenn man setzt die halbe
Summe beider Glieder zur halben Differenz, auch das Ver-

hiltniss P2 : 2* (= —P:;l I’_‘zz) und somit P:z, folglich

das gesuchte Dreieck der Gattung nach.

Aufgabe 69. Fig. 111.
8% :m?* — P2,
Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-

hiiltniss des Quadrats von der kleinern Kathete zum Ueber-
schusse des Quadrats von dem grossern Abschnitte der Hypo-



Aufgabe 70. 163

tenuse iiber das Quadrat von der Héhe; das Dreieck zu con-
struiren,

Analysis. Essey A ABC das gesuchte, und 4> 4B,

Fille AD senkrecht auf BC, so ist das Verhiltniss
AB? : CD?* —A4D*

ader 0 s ve = CBD : €D* — = BD€
- gegeben. Nimmt man also die Linie BC als gegeben an, so
ist nach Aufgabe VIII der Punkt D gegeben, mithin das Ver-
hilltniss BD : DC und /A ABC der Gattung nach. — Die
Construction ergiebt sich hiernach von' selbst.

Anmerkung. Wenn gegeben wird 8%:m*—P?*(==p:q),
so ist 82=m?--P?. Daher ist das Verhiltniss 2?4 P?:m2—P?,
mithin, wenn man setzt die halbe Summe beider Glieder zur hal-

ben Differenz, m?: P? (:!—9-———2‘:—1 ¥ %__'1) gegeben, folglich
das gesuchte Dreieck der Gattung nach.

Aufgabe 70. Fig. 112
H? 82 :m2.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiiltniss der Summe der Quadrate von der Hypotenuse und von
der einen Kathete zum Quadrate des dieser Kathete anliegen-
den Abschnittes der Hypotenuse; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Das gesuchte /A ABC sey gefunden, Fille
AD senkrecht auf BC, so ist das Verhiltniss
BC?* 4 A4C* : CD?
GaRoIst S5l By BC?* 4 =BCD : CD?
egeben. Nimmt man also BC als gegeben an, so ist nach
Aufgabe IX der Punkt D gegeben, mithin das Verhiltniss
BC: CD und somit das A ABC der Gattung nach.

Determination, In der genannten Aufgabe ist ge-
zeigt worden, dass das gegebene Verhiltniss grosser seyn
miisse als das Verhiltniss des Doppelten zum Einfachen.

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey m:z und
m > 2n. In einer geraden Linie nimm die Abschnitte BM
= m, und MN=12, halbire MN in € und beschreibe iiber
BC einen Halbkreis; ferner halkire MC in E, errichte in die-
sem Punkte auf BC eine Senkrechte, welche die Kreislinie
in F treffe, und verbinde BF und FC: so ist

BF?: FC* — BE: EC.
| 1
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Nun ist offenbar BE >> EC, also BF? >> FC? und BF
> FC. Halbirt man also den Nebenwinkel CFG des W, BFC
durch eine Linie, so wird dieselbe die nach € hin verlin-
gerte BC in einem Punkte H treffen. Mache HK — HC,
ich behaupte, dass CK < BC sey. Denn weil FH den ius-
sern Winkel am A BFC halbirt, ist

BF:FC — BH : HC,
mithin.. .. ... BF? : FC* — BH? : HC*.
Nun st 4.y BF%: FC? — BE: EC,
folglich ist . .. BH*:HC? == BE:EC oder EM
und divid.. . @ KBC:HC* — BM: ME,

mithin, wenn man das Vierfache der Hinterglieder nimmt,

— KBC : KC* — BM:MN
‘ = m . n.
., Nun ist der Annahme zufolge m >> 22, also ist O KBC
> 2KC*, Macht man nun €D — CK, so ist 0 KDC =
2KC?, mithin ist

= KBC > = KDC

Sl80 o s e e BC > CD oder CK.
Daher liegt der Punkt D zwischen B und €. Errichte auf
BC im Punkte D eine Senkrechte, welche die Kreislinie in
A schneide, und verbinde 4B und AC: so ist A 4BC das

gesuchte.
Denn es ist . . . . . CD?* — CK*
AL § P Bt oy BC?* 4+ AC* = BC? 4 = BCD
= BC? 4+~=aBCK
folglich ist BC?+ AC?: CD* = — KBC: CK* ¥
=Nt IR

Anmerkung 1. Wenn m:n=06:1, so ist A4BC
gleichschenklig.  Denn nimmt man BD = DC, so ist BC?
=4CD?, und AC? = 2CD?, nithin BC*+A4C* — 6CD>?.

Anmerkung 2. Soll seyn BC*— AC?:CD?, das ist
AB* : CD*, —= m : n, so findet keine Determination statt,
weil AB% CD seyn kann. Es bleibe die Construction wie
oben, nur halbire man den Winkel BFC statt seines Neben-
winkels durch die Linie FH’, so ist

BF:FC=H'B:HC (Eucl.6,3),
mithin wie oben H’B >> H’C. Macht man also DH' = H'C,
so fillt D zwischen B und C; errichte DA senkrecht auf BC
und verbinde 4B und AC, so ist
H'B? : HC* — BE: EC,
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also divid, . . @ CBD :H'C* =— BM: ME
und, wenn man das Vierfache der Hinterglieder nimmt,

= CBD oder AB? : CD?* = BM : MN,

Aufgabe 71. Fig. 113.
H? 4 82 : P2,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss der Summe der Quadrate von der Hypotenuse und
der einen Kathete zum Quadrate der Hohe; das Dreieck zu
construiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist das Verhiltniss
BC? 4~ AC? : 4AD? ;
das-ist 2R BC? +=BCD : —m BDC
gegeben. Nimmt man also BC als gegeben an, so ist nach
Aufgabe X der Punkt D, mithin das Verhiltniss BD : DC und
somit das A\ ABC der Gattung nach gegeben,

Determination. In Aufgabe X, Zus. 1 ist bewiesen
worden, dass das gegebene Verhiltniss nicht kleiner seyn darf
als das Verhiiltniss einer Linie zu dem Ueberschusse ihres Drei-
fachen iiber die doppelte Seite des Quadrats, welches zweimal
50 gross ist als das Quadrat jener Linie; oder, was dasselbe
ist (Aufgabe X, Zus. 2), als die Summe des Radius eines
Kreises und der halben Seite des eingeschriebenen Quadrats
zur Differenz derselben Linien,

Synthesis. In cinen beliebigen Kreis um den Mittel-
punkt O sey ein Quadrat BCEF' eingeschrieben. - Durch 0
ziehe auf die Seiten BC und EF eine senkrechte KH und
verlingere sie bis zum Punkte & in der Peripherie: so ist
HG : GK das kleinste Verhiltniss, welches gegeben werden
darf. Ist nun das gegebene Verhiltniss ‘gleich HG : GK,
so beschreibe itber BC einen Halbkreis, verbinde EG, welche
die BC in P treffe, errichte in diesem Punkte auf BC einen
Perpendikel, welcher den Halbkreis in R schneide, und ver-
binde RB und RC: so ist A RBC das verlangte. Denn weil

EC* 4 CP* = EP* :

Un ™ e e PR DB PE2ENEPG,
so ist . . . EC*4-CP*: PR* — EP? ; = EPG
i = EP :,,PG

=HK : KG.
Folglich ist componendo g
(EC* 4 CR? oder) BC? 4 CR? : PR? = HG : GK.
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Wird ein kleineres Verhiltniss als HG : GK gegeben, so
ist die Auflésung nicht moglich, — Ist aber das gegebene
Verhiltniss m:n > HG: GK, so mache HL : LK =— m: n.

Dagp. HL: LK > HG:GK,

und divid. . . . , . HK: KL > HK:KG,

mithin ist KL < KG. Zieht man also durch L eine Linie
mit BC parallel, so wird sie den Kreis um O in zwei Punk-
ten M und M’ treffen. Verbinde EM und EM’, welche die
BC in D und D’ schneiden, errichte in diesen Punkten auf
BC Perpendikel, welche dem iiber BC beschrichenen Halb-
kreise in 4 und A’ begegnen, und verbinde 4B und AC,
sowie A’B und A’C: ich behaupte, dass die AA ABC und
A’BC beide das Verlangte leisten.

Denn weil
ED? — EC* 4- CD* = B(*? 4- CD*
und 2530 ADAT= e BDE Y Se=rs B
soist ... BC*}CD?*: AD* — ED*:=EDM
—ED : DM
=HK: KL.

Folglich ist componendo
BC*4-AC* : AD?* = HL : LK
=m:n,
Ebenso wird bewiesen, dass das A\ 4’BC dasselbe leiste.

Anmerkung. Die AAABC, A’BC sind nicht con-
gruent. Denn wegen der Parallelen ist
ED-:DM — ED’ . D’'W,
also . . . . ED? : mEDM — D’E?: = ED’M.
Nun ist aber ED? >> D’E?, weil ED vom Perpendikel
EC weiter als D’E entfernt ist; folglich ist auch caEDM >
 ED"M’,; woraus hervorgeht, dass 4D > A’D’ sey.

Aufgabe 72. Fig. 114.
P2 g% m2— P2,
Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss der Summe der Quadrate von der Hohe und von der
kleinern Kathete zum Ueberschusse des Quadrats von dem

grossern Abschnitte der Hypotenuse iber das Quadrat der Hohe ;
das Dreieck zu construiren.

Analysis. Essey A4BC das gesuchte, und 4C>A4B.
Fille AD senkrecht auf BC', so ist das Verhiltniss
AB? +4- AD?: CD* —AD®,
das ist . | t=CBD + 5 BDC: CD?* = BDC
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gegeben. Nimmt man also die Linie BC als gegeben an, so
ist nach Aufgabe XI, Anmerk. 2 der Punkt D, mithin das
Verhiltniss BD : DC und A ABC der Gattung nach gegeben.

Synthesis. Es sey m : 2z das gegebene Verhiltniss.

In einer geraden Linie nimm CE =— EF =— m, und FB = n,
so ist offenbar BC > 2CE, also BC:CE>2:1. Daher
lisst sich nach Aufgabe XI (vergleiche daselbst Anmerk. 1)
die Linie BC in einem Punkte D so theilen, dass CD > DB,
und

BC? 4+ = CBD : = CBD 4 =BDC —BC:CE
ist. Beschreibe iiber BC einen Halbkreis, errichte auf ihr im
Punkte D einen Perpendikel, welcher die Peripheric in 4
treffe, und verbinde 4B und AC: ich behaupte, dass AABC
das Verlangte leiste. Denn aus der obigen Proportion folgt
divid.

—CBD +-CD? : = CBD 4 = BDC = BE: EF
und nochmals divid.

CD?* —aBDC : =2 CBD 4 = BDC = BF: FE,
dasist CD?—AD* : AB* 4 AD* = n:m.
Folglich ist invertendo

AB? 4-4AD* : €CD?* — AD* = m:n.

Aufgabe 73. Fig. 115.
P2 48 : 82422

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiilltniss der Summe der Quadrate von der Hohe und von einer
Kathete zur Summe der Quadrate von einer Kathete und von
dem ihr nicht anliegenden Abschnitte der Hypotenuse; das
Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey AABC das verlangte. Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist das Verhiltniss
AC? 4 4AD* : AB* + CD*
das ist . . @ BCD 4+ = BDC : = CBD 4-CD?
gegeben, Nimmt man also die Linie BC als gegeben an, so
ist nach Aufgabe XI, Anmerk. 3 der Punkt D gegeben, mit-
hin das Verhiiltniss BD : DC und semit A\ ABC der Gattung

nach.

Determination. Vermoge der Determination zn Auf-
gabe XI, Anmerk, 3, 4 darf das gegebene Verhiltniss micht
grisser seyn als das Verhiltniss, welches eine Linie zu der
halben Seite des Quadrats. hat, welches dem dreifachen Qua-
drate dieser Linie gleich ist.
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Synthesis. In einer geraden Linie nimm die gleichen
Abschnitte GB,BC, CF, mache FD gleich der mittlern Pro- .
portionale zwischen GF und FC und nimm DH — D(: so
ist, ‘wie in Aufgabe XI, Anmerk. 4 gezeigt worden ist,
GH : HB das grosste Verhiltniss. Ist nun das gegebene Ver-
hiltniss = GH : HB, so errichte auf BC im Punkte D eine
Senkrechte, welche den iiber BC beschriebenen Halbkreis in
A4 treffe, und verbinde 4B und. AC: so ist A\ ABC das
verlangte.

Denn nach Aufgabe XI ist

BC* +=BCD : m BCD 4+~ = BDC = BG : GH,
mithin divid. und invert.

= BCD+ = BDC : =2 CBD 4-CD? = GH : HB,
das ist . , 4C*+ 4D* : A4B?*4-CD*— GH:HB,

Ist das gegebene Verhiiltniss grosser als GH : HB, so ist
die Aufgabe nicht méglich. — Ist aber das gegebene Verhilt-
niss m:in < GH:HB, so nimm in GB den Punkt R so,
dass GR:RB=m:n, so wird R zwischen G und H liegen,
und GR < GH seyn. Daher lassen sich nach Aufgabe XI
in der Linie BC, wenn m > n ist, zwei Punkt E und e zu
beiden Seiten des Punktes D, oder, wenn m nicht >> z ist,
wenigstens ein Punkt E zwischen C und D nehmen, sodass
die Verhiiltnisse

BC? 4+~ @ BCE : = BCE + — BEC und
BC? 4 = BCe : =2 BCe - 2 BeC
gleich BG : GR sind. Errichte im Punkte E und, wenn der
Punkt e moglich ist, auch in diesem auf BC Perpendikel,
welche den iiber BC beschrichenen Halbkreis in L wund !
schneiden, und verbinde LB, LC und IB, IC: ich behaupte,
dass die A A LBC und IBC beide der Aufgabe geniigen.
Denn weil ’
BC? 4+~ = BCE : = BCE -} 2 BEC = BG : GR,
so ist divid. und invert.
= BCE + = BEC : 2 CBE 4- CE2 =GR : RB,
das ist LQC2 4+ LE* : LB?4CE>=m:n.

Ebenso wird bewiesen, dass A IBC das Verlangte

leiste. ]

Anmerkung. ' Die Aufgaben P2 4 s2 : 5% 4 m?
(oder P2 4 82 282 4 22) und P2 4 s* : H?> — P2
(oder P* <4982 : H*— P?) sind-einerlei mit der ohigen.
Denn ‘es ist (Lemma 15, Zus. 1) 8% 4 n* = s® 4+ m? =
Hz e ch oy
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Aufgabe 74. Fig. 115.
S 4 n? 1 m*—P2,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiiltniss der Summe der Quadrate von einer Kathete und von
dem ihr nicht* anliegenden Abschnitte der Hypotenuse zum
Ueberschusse des Quadrats von dem grossern Abschnitte der
Hypotenuse iiber das Quadrat der Hohe; das Dreieck zu
construiren. '

Analysis. Es sey AABC das verlangte, und 4C™> AB.
Fille AD senkrecht auf BC: so ist das"i‘)’grhéiltniss
AC?* +-BD? : CD? —AD*,
das ist. . ., . @ BCD4-BD* : CD*——aBDC,
gegeben. Nimmt man also die Liniec BC als gegeben an, so
ist nach Aufgabe XII, Anmerk. 2 der Punkt D gegeben, mit-

hin das Verhiltniss BD: DC und demnach das A 4ABC der .

Gattung nach.

Determination. Das gegebene Verhiltniss muss
grosser seyn als das Verhiltniss der Gleichheit. — Die Syn-
thesis ergiebt sich hiernach leicht aus der Analysis.

Aufgabe 75. Fig. 116.
82 bn i PP gt

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss der Summe der Quadrate von einer Kathete und von
dem ihr nicht anliegenden Abschnitte der Hypotenuse zum
Ueberschusse des Quadrats der Hohe iiber das Quadrat des
kleinern Abschnitts der Hypotenuse; das Dreieck zu con-
struiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte, und es sey
AC> AB. Fille AD senkrecht auf BC, so ist das Ver-
hiltniss

AC*+4- BD? : AD* — BD?,
das ist . . . @ BCD+ BD® : =BDC—BD?
gegeben, Nimmt man also die Linie BC als gegeben an, so
ist nach Aufgabe XIil, Anmerk. 1 der Punkt D gegeben, also
das Verhiltniss BD : DC, und das A\ ABC der Gattung nach.

Determination. Verlingere BC um CF — BC und
FK = BF und nimm KG gleich der mittlern Proportionale
zwischen BK und KC: so ist, wie in Aufgabe XIII, An-
merk. 1, 2 gezeigt worden ist, KC:CG das kleinste Ver-
hiltniss , welches gegeben werden darf,



170 Rechtwinkliges Dreieck.

Synthesis. In einer geraden Linie nimm BC = CF
und FK = BF und mache KG gleich der mittlern Propor-
tionale zwischen BK und KC: so ist KC:CG das kleinste
Verhiiltniss. Ist nun das gegebene Verhiltniss gleich KC:CG,
so halbire BG in D, errichte in diesem Punkte auf BC ei-
nen Perpendikel, welcher den ither BC beschriebenen Halb-
kreis in A treffe, und zieche AB und AC: so ist A ABC das
verlangte. Denn macht man GH = BG, so erhellt aus Auf-
gabe XIII, dass

BC? 4~ = BCD : =BDC—BD?*=FC:CH
ist. Dabher ist dividendo
BC*4-CD*4-BD? : =mBDC—BD*—FH : HC
und, wenn man von den Vordergliedern die Hilfte nimmt,
= BCD + BD? : - BDC—BD*—=1FH: HC,
Nun ist aber das erste Verhiltniss
— AC? 4+ BD* : AD* —BD*?
und das zweite Verhiltniss, wie in Aufgabe XIII, Anmerk. 2
gezeigt worden ist,
= KC: CG,
folglich ist AC* - BD?: AD* —BD* = KC: CG.

Ist das gegebene Verhiltniss kleiner als KC: CG, so ist
die Auflosung nicht moglich. Wenn aber ein Verhiltniss
m:n gegeben wird, das grosser als KC: CG oder +FH : HC
ist: so ist nach Verdoppelung der Vorderglieder 2m:n =>
FH: HC. Nimmt man also in FC den Punkt R so, dass
FR:RC = 2m :n, so fillt R zwischen € und H, und es
lassen sich daher nach Aufgabe XIiI in der Linie BC zwei
Punkte E und e so nehmen, dass die Verhiltnisse
BC?4+=BCE: mBEC—BE? und BC?+4-aBCe:0BeC—PBe?
gleich FC:CR sind. Errichte in diesen Punkten auf BC
Perpendikel, welche den iiber BC beschriebenen Halbkreis in
L und [ treffen, und verbinde LB und LC, sowie (B und IC:
ich behaupte, dass die AA LBC und IBC beide der Aufgabe
geniigen. Denn weil

BC?* 4+ = BCE : mBEC—BE*=FC: CR,
s0 st -divid.
BC*4-CE?+BE?*: mBEC—BE* =FR: RC
——2m n
und, wenn man die Hilften der Vorderglieder nimmt,
BCE+4 BE? : 2 BEC—BE? =m : n,
das ist . . LC* - BE?: LE* —BE? =m:a.
Ebenso wird bewiesen, dass A\ IBC das Verlangte leiste.
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Aufgabe 76. Fig. 116.
m® 4 2a% : P?—n?,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiiltniss der Summe des Quadrats von dem grossern Abschnitte
der Hypotenuse und des doppelten Quadrats von dem kleinern
Abschnitte zum Ueberschusse des Quadrats der Hohe iber das
Quadrat des kleinern Abschnitts der Hypotenuse; das Dreieck
zu construiren,

Analysis. Das gesuchte /\ ABC sey gefunden, und es
sey AC> AB. Fille AD senkrecht auf BC, so ist das

Verhiltniss

CD? 4-2BD*? : 4D* —DB?,
dakist . o CD? 4 2BD? : = BDC— DB2,
gegeben. Nimmt man also die Linic BC als gegeben an, so
ist nach Aufgabe XIII, Anmerk. 3 der Punkt D gegeben,
mithin das Verhiltniss BD : DC und somit /\ 4BC der Gat-
tung nach,

Determination, In der verlingerten BC nimm CF
= BC, wnd FK = BF, mache KG gleich der mittlern Pro-
portionale zwischen BK und KC und nimm GH = BG: so
ist, wie in Aufgabe XIHI, Aumerk. 3, 4 gezeigt worden ist,
KH:HG das kleinste Verhiltniss, welches gegeben werden darf,

Synthesis. In einer geraden Linie nimm BC — CF
und FK == BF, mache KG gleich der mittlern Proportionale
zwischen BK und KC und nimm GH = BG: so ist KH:"HG
das kleinste Verhiltniss, welches gegeben werden darf., = Ist
nun das gegebene Verhiltniss gleich KH : HG, so halbire BG
in D, errichte in diesem Punkte auf BC einen Perpendikel,
welcher den iiber BC beschriebenen Halbkreis in 4 schneide,
und verbinde 4B und AC: so ist A\ ABC das verlangte,
Denn vermige der Construction ist nach Aufgabe XIII

BC? 4+~ = BCD : = BDC — BD?* — FC : CH.
Daher ist dividendo

BC*+CD*4-BD* : mBDC—BD* — FH : HC,
und, wenn man von den Vordergliedern die Hilfte nimmt,

CD*+=aBDC4-BD* : 2 BDC—BD*—=1FH: HC,
also nochmals dividendo

CD*4-2BD? : = BDC— BD*—=LFH—HC : HC,
Nun ist aber das erste Verhiiltniss
= CD?>-+-2BD?: dD* —BD?,
und, wie in Aufgabe XUI, Anmerk. 4 gezeigt worden ist,
das zweite Verhiltniss
== KH: HG.
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Folglich ist
CD* 4-2BD? : AD* — BD* — KH : HG.

Ist das gegebene Verhiltniss kleiner als KH:HG, so
ist die Aufgabe nicht méglich., — Wird aber ein Verhiltniss
m:n gegeben, das grosser als KH: HG oder +FH—HC:HC
ist, so ist compon.

m—+n:n>+FH:HC
und nach Verdoppelung der Vorderglieder
2m—+2n:2>>FH: HC.

Nimmt man also in FC den Punkt R so, dass FR:RC
=2m-+42n:n, so fillt R zwischen C und H, und es las-
sen sich nach Aufgabe XIII in der Linie BC zwei Punkte E
und ¢ so nehmen, dass die Verhiltnisse
BC?*+4—=BCE: 2BEC—BE? und BC*+—B Ce: BeC—Be?
gleich FC:CR sind. Errichte auf BC in den Punkten E
und e Perpendikel, welche den iitber BC beschriebenen Halb-
kreis in L und ! schneiden, und verbinde LB,LC und IB,IC:
ich behaupte, dass die AL LBC,IBC beide das Verlangte
leisten. Denn weil

BC?* +~ = BCE : m BEC—BE®? = FC : CR,
so ist dividendo

BC?*+-CE?*+BE* : = BEC— BE* =FR : RC

=2m-+42nin,
und, wenn man von den Vordergliedern die Hilfte nimmt,

CE?+BE?4+—=BEC: oBEC—BE?*—=m-n:n,
mithin nochmals dividendo

CE? 4-2BE* : aBEC—BE? =—=m:n
das ist . . CE* 4 2BE*: LE? —BE? —m:n.
Ebenso wird bewiesen, dass A\IBC der Aufgabe geniige.

Aufgabe 77. Fig. 117.
S2 402 m? 4 2n°.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss der Summe der Quadrate von einer Kathete und von
dem jhr nicht anliegenden Abschnitte der Hypotenuse zur
Summe des Quadrats von einem Abschnitte und des doppelten
Quadrats von dem andern; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das verlangte. Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist das Verhiltniss
AC? 4~ BD? : CD?* 4+ 2BD?,
das ist . . . @ BCD 4 BD*? : CD* 4 2BD*
gegeben. Nimmt man also die Linie BC als gegeben an, so
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ist nach Aufgabe XII, Anmerk. 3, oder Aufgabe XIli, An-
merk. 5, der Punkt D gegeben, mithin das Verhiltniss BD: DC
und das A ABC der Gattung nach,

Determination. Verlingere BC um CF—RBC, und
FK — BF, nimm KG gleich der mittlern Proportionale zwi-
schen BK und KC und mache CQ — CG: so geht aus den
Determinationen der genannten Aufgaben hervor, dass das
gegebene Verhiltniss grosser seyn miisse als CF:FB, aber
nicht grosser seyn diirfe als CK: K@Q.

Synthesis. In einer geraden Linie mache BC — CF
und FK = BF, nimm KG gleich der mittlern Proportionale
zwischen BK und KC und mache CQ =— CG: so muss das
gegebene Verhiltniss grosser als CF : FB und nicht grésser
als CK: KQ seyn.

Ist nun 1) m = =, so halbire BC in D, errichte in
diesem Punkte auf ihr die senkrechte D4 — DB und ver-
binde AB und AC: so ist A ABC das verlangte. Denn
offenbar ist der W. BAC ein rechter; und weil BD — DC,
so ist O BCD oder AC* = BD? 4 DC?, und AC* 4+ BD?
= 2BD? + DC?, mithin das Verhiltniss beider Summen
gleich m : 2,

2) Ist m < n, und m:n > CF:FB, so halbire FK in
L und nimm LK:KP—m:n. Weil nun CF:FB — LK: KF,
so ist
LK :KP > LK: KF;
daher liegt P zwischen L und F, und es ist offenbar CP> PL,
Demnach lisst sich vermittelst Aufgabe XII die Linie BC im
Punkte D so theilen, dass
BC? 4 = BCD : BD* — = BDC = CP: PL
ist.  Errichte im Punkte D auf BC einen Perpendikel, wel-
cher den iiber BC beschriebenen Halbkreis in 4 schneide, und
verbinde 4B und AC: ich behaupte, dass /A ABC der Auf-
gabe geniige. Denn aus der obigen Proportion folgt compon,
BC* 4 BD* + CD*? : BD* ——aBDC=CL: LP,
und, nimmt man die Hilften der Vorderglieder,
= BCD 4 BD?: BD* — = BDC—=KL: LP.
Daher ist, wenn man setzt das erste Glied zur Summe beider,
mBCD + BD? : CD® 4 2BD?* =LK : KP,
dasist . . AC* 4 BD? : CD* 4 2BD?* — m: .
3) Ist m >>mn, und m : 2= CK : KQ, so halbire BG in
D, errichte, in diesem Punkte auf BC einen Perpendikel, wel-
cher den iiber BC beschrichenen Halbkreis in 4 treffe, und
verbinde 4B und AC: so wird A ABC das gesuchte seyn.
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Denn aus der Construetion und aus Aufgabe XIII erhellt, dass,
wenn GH=— BG genommen wird,
BC?* 4= BCD : =mBDC—BD*=—FC:CH
ist. Daher ist dividendo
BC? 4 CD? - BD? : 2 BDC—BD*= FH : HC
und, wenn wan die Vorderglieder halbirt,
=3 BCD + BD? : =2 BDC—BD* — LFH : HC
= KC:CG oder CQ.
Denn es ist in Aufgabe XIII, Anmerk. 6 bewiesen worden, dass
KC:CG = LFH:HC
sey. Aus der obigen Proportion folgt daher convertendo
caBCD 4+ BD? : CD* +2BD?* —CK : KQ,
dasist, . . 4C* 4 BD? :CD* 4 2BD* —=m : a.
4y Ist m> n, und m:n<CK:KQ, so mache LK:KS
== m:n; so ist LK: KS << CQ:KQ, und § liegt zwischen
L und K. Daher ist convert. KL : LS > KC: CQ oder CG.
Nun ist, wenn GH =— BG genommen wird, in Aufgabe XIII,
Anmerk. 6 bewiesen worden, dass KC:CG — LFH: HC.
Folglich ist KL : LS> $FH : HC, und nach Verdoppelung der
Vorderglieder CL: LS > FH: HC, mithin compon. CS: SL
= FC:CH. Folglich lassen sich nach Aufgabe XIII in der
Linie BC zwei Punkte E und ¢ so finden, dass die Verhiltnisse
BC?4aBCE : 2BEC—BE? und BC*4-=BCe:2BeC—Be*
gleich €S :SL sind. Errichte nun in den Punkten E und e
auf BC Perpendikel, welche den iiber BC beschriebenen Halb-
kreis in M und m schneiden, und verbinde MB und MC,
sowie mB und mC: so sind MBC und mBC die verlangten
Dreiecke. Denn weil
BC?* 4+~ =BCE: —m BEC—BE? = CS: SL,
so ist dividendo
BC* 4 CE* 4 BE* : - BEC—BE* =CL: LS
und nach Halbirung der Vorderglieder
1 BCE 4 BE? : = BEC—BE? — KL: LS,
mithin ist convertendo
=1 BCE 4 BE* : CE* 4~ 2BE? — LK : KS,
das ist . . MC* 4 BE* : CE® 4 2BE? — m: .
Ebenso wird bewiesen, dass A mBC der Aufgabe geniige.

Aufgabe 78. Fig. 118.
H? 4 8% 4m? : P2,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hilltniss der Summe der Quadrate von der Hypotenuse, von
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einem ihrer Abschnitte und von der daranliegenden Kathete
zum Quadrate der Hohe; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist das Verhiltniss
BC? 4+ AC?* 4 CD? : 4D?,
BRBISt on o dhpeclie BC? 4= BCD +4- CD? : =mBDC
gegeben. Nimmt man also BC als gegeben an, so ist nach
Aufgabe XIV, Anmerk. 2 der Punkt D gegeben, mithin das
Verhiltniss BC : €D und somit das A ABC der Gattung nach.

Determination. Nimm in der Linie BC den Ab-
schnitt CR gleich der Seite des Quadrats, welches dem drei-
fachen Quadrate der halben BC gleich ist: so ist, wie in
Aufgabe XIV, Anmerk. 2 bewiesen wird, CR:RB das klein-
ste Verhiiltniss, welches gegeben werden darf.

Synthesis. Eine belichige gerade Linie BC theile in
R so, dass das Quadrat von CR gleich ist dem dreifachen
Quadrate der halben BC: so ist CR:RB das kleinste Ver-
hiiltniss, welches gegeben werden darf. Ist nun das gegebene
Verhiiltniss gleich CR: RB, so mache RH — BR, halbire
CH in D, errichte in diesem Punkte¢ auf BC eine Senkrechte,
welche den itber BC beschriebenen Halbkreis in 4 treffe, und
verbinde 4B und AC: so ist A ABC das gesuchte.

Denn nach Aufgabe XIV ist

BC? 4+ 2= BCD : = BDC—= CB : BR

also divid. RC*+4-—=BCD+-CD* : = BDC—CR : RB,
dasist. . BC* 4 AC* 4 CD* : AD? — dem gegebenen Verh.

Wird ein kleineres Verhiiltniss als CR: RB gegeben, so
ist die Aufgabe nicht moglich, — Ist aber das gegebene Ver-
hiltniss m 2> CR: RB, so sey CN:NB = m:n; so wird
N zwischen B und R fallen. Daher lisst sich nach Aufgabe
X1V die Linie BC so in zwei Punkten £ und e theilen, dass
die Verhiltnisse

BC?+4-2aBCE:BEC und BC? 42 BCe:taBeC

gleich CB: BN sind.  Errichte auf BC in den Punkten E
und e Perpendikel, welche den iiber BC beschriebenen Halb-
kreis in L und / schneiden, und verbinde LB und LC, sowie
IB und IC: ich behaupte, dass die Dreiecke LBC und IBC
beide der Aufgabe geniigen.

Denn weil

BC? + 2 BCE : = BEC = CB : BN,

soistdivid. BC*4-mBCE+-CE? : = BEC = CN: NB,
dasist . . . BC*4-LC*+ CE*:LE? —=m:n.

Ebenso wird bewiesen, dass A\ IBC das Verlangte leiste,
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Aufgabe 79. Fig. 118.
H? +2m? : P2,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss der Summe des Quadrats von der Hypotenuse, und
des doppelten Quadrats von einem ihrer Abschnitte zum Qua-
drate der Héhe; das Dreieck zu construiren.

Analysis. . Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht auf BC, so ist das Verhiltniss
BC? 4-2CD* : AD?,

i} ) e B BC? 4-2CD? : = BDC
gegeben. . Nimmt man also BC als gegeben an, so ist nach
Aufgabe XIV, Anmerk. 4 der Punkt D gegeben, mithin
das Verhiltniss BD : DC und somit das A ABC der Gat-
tung nach,

Determination. Nimm CR gleich der Seite des
Quadrats, welches dem dreifachen Quadrate der halben BC
gleich ist, und mache HR — RB: so darf nach Aufgabe
X1V, Anmerk. 4 das gegebene Verhiltniss nicht kleiner als
CH : HR seyn.

Synthesis. Eine belicbige gerade Linie BC theile in
R so, dass CR? gleich ist dem dreifachen Quadrate der hal-
ben BC, und mache HR — RB: so ist CH: HR das klein-
ste Verhiltniss, welches gegeben werden darf. Ist nun das
gegebene Verhiltniss — CH : HR, so halbire CH in D; so
ist nach Aufgabe XIV

BC?* 4+ 2=0BCD : =mBDC — CB : BR,
mithin dividendo
BC*4-=BCD4-CD? : mBDC = CR : RB oder RH,
und nochmals dividendo
BC?* 4 2CD? : > BDC = CH: HR.

Errichtet man also auf BC im Punkte D eine Senkrechte,
welche den iiber BC beschriebenen Halbkreis in 4 schneidet,
und verbindet 4B und 4C: so ist offenbar A\ ABC das ver-
langte.

Ist das gegebene Verhiltniss kleiner als CH: HR, so ist
die Auflésung nicht méglich. Ist aber das gegebene Verhilt-
niss m:n > CH: HR, so nimm in der verlingerten BC den
Punkt @ so, dass BC:CQ = m:n ist. Weil also BC:CQ
> CH:HR, so ist compon. BQ: QC > CR:RH oder RB.
Nimmt man also in der Linie BC den Punkt N so, dass
CN:NB =BQ:QC, so liegt N zwischen B und R. Daher
lassen sich nach Aufgabe XIV in der Linie BC zwei Punkte

X



Aufgabe 80. 177

E und e zu beiden Seciten des Punktes D so nehmen, dass
die Verhiiltnisse ;

BC? 42 BCE : mBEC und BC*® + 23 BCe : 2 BeC
gleich CB : BN sind. -~ Errichte auf BC in den Punkten E
und ¢ Perpendikel, welche den iiber BC beschriebenen Halb-
kreis in L und I schneiden, und verbinde LB und LC, sowie
IB und IC: so behaupte ich, dass die AA LBC und IBC
beide das Verlangte leisten. Denn weil

BC? +-2aBCE : = BEC = CB: BN,
so ist divid, BC?*+4—=BCE+CE? ; o BEC = CN: NB
>3 BQ: qQcC
und nochmals dividendo
BC? 4-2CE? : = BEC oder LE* = BC:CQ
2% on 500,
Ebenso wird bewiesen, dass AIBC der Aufgabe geniige.

Aufgabe 80. Fig. 118.
H? 4 82+ m? : H? 4 2m?,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss der Summe der Quadrate von der Hypotenuse, von
einem ihrer Abschnitte und von der daranliegenden Kathete
zur Summe des Quadrats von der Hypotenuse und des dop-

pelten Quadrats von dem genannten Abschnitte; das Dreieck
zu construiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist das Verhiltniss
BC? 4 AC* 4- CD* : BC* 4-2CD?,
das ist . . BC? 4~ = BCD +4- CD* : BC* 4- 2CD*
gegeben.  Nimmt man also BC als gegeben an, so ist nach
Aufgabe XIV, Anmerk. 6 der Punkt D gegeben, mithin das
Verhiltniss BC: CD und A ABC der Gattung nach.

Determination. Verlingere BC um CF = BC und
nimm B@ gleich der doppelten Seite des Quadrats, welches
dem dritten Theile des Quadrats von BC gleich ist: so darf,
wie in Aufgabe XIV, Anmerk. 6, 7 bewiesen wird, das gege-
bene Verhiltniss nicht grosser als CF: FQ seyn, muss.aber
grosser seyn als das Verhiiltniss der Gleichheit.

Synthesis. In einer geraden Linie nimm beliebig die
gleichen Abschnitte BM und M@, ferner nimm den Abschnitt
BC so, dass BC? =— 3BM? ist, und mache CF — BC: so
ist CF: FQ das grosste Verhiiltniss, welches gegeben werden
darf.  Nimm in BC den Punkt R so, dass

12
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: : BR:RC = QC:CB,
so ist compon. . . BC: CR = QB: BC
und, wenn man CF in G halbirt und von den Vordergliedern
die Hilfte nimmt,

GC:CR — MB: BC.

Nun ist BC®* =3MB?, mithin ist CR* =3GC?. Macht
man dlso RH = BR und halbirt HC in D, so ist, wie in
Aufgabe XIV, verbunden mit Anmerk. 1, bewiesen wird,

BC?* 4+ 2= BCD : 2 BDC = CB: BR.
Daher ist dividendo
BC?* 4+~ = BCD+-CD? ; = BDC —=CR: RB
=FC: CQ,
also convertendo
BC? +=BCD+-CD* : BC*4-2CD* = CF: FQ.

Ist nun das gegebene Verhiiltniss gleich CF: FQ, so er-
richte auf BC im Punkte D eine Senkrechte, welche den
iber BC beschriebenen Halbkreis in 4 treffe, wund verbinde
AB und AC: so ist offenbar A ABC das verlangte.

Ist das gegebene Verhiiltniss griosser als CF:F@Q, oder
kleiner als das Verhiltniss der Gleichheit, so ist die Aufgabe
nicht méglich. — 'Wird aber ein Verhiiltniss m : 2 < CF': FQ
und grosser als das Verhiltniss der Gleichheit gegeben, so
mache CF : FS = m :n. Weil nun

CF:FS < CF:FQ,
80 ist comwert. . . . FC:CS > FC:CQ
[ (o e e FC:CS > CR:RB.

Nimmt man also in BC den Punkt N so,: dass CN: NB
== FC:CS, so wird N zwischen B und R liegen, und da-
her lisst sich nach Aufgabe XIV die BC in zwei Punkten E
nnd e so theilen, dass die Verhiiltnisse

BC? +4-2 3 BCE : o BEC und BC? 4 2= BCe : = BeC
gleich CB: BN sind. = Errichte in den Punkten E und e auf
BC Perpendikel, welche den iiber BC beschriebenen Halbkreis
in L und ! schneiden, und verbinde LB und LC, sowie (B
und [C: ich behaupte, dass die AZ LBC und IBC beide
der Aufgabe geniigen.

Denn weil

BC?* 425 BCE : 2 BEC — CB: BN,
so ist dividendo :
BC? +-—=BCE+4-CE? : ©BEC —CN: NB
= FC :CS.
Folglich ist convertendo
BC?+~-aBCE+-CE? : BC?*4-2CE? = CF': FS,
das ist BC? 4~ LC? 4~ CE* : BC*4-2CE* =m : n.
Ebenso wird bewiesen, dass AIBC das Verlangte leiste.
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Aufgabe 81. Fig 110.
H2+S2+m2:82+2m2.v

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss der Summe der Quadrate von der Hypotenuse, von
einem ihrer Abschnitte und von der daran liegenden Kathete
zur Summe des Quadrats von dieser Kathete und des doppel-
ten Quadrats von dem genannten Abschnitte; das Dreieck zu
construiren.

Analysis. Es sey AABC das gesuchte, Fille 4D

senkrecht auf BC, so ist das Verhiltniss
BC? 4 AC* 4 CD? : 4€* +-2CD?,

das ist ., , BC?*<4-=aBCD+-CD? : = BCD+4-2€D* ;
gegeben, Nimmt man also BC als gegeben an, so ist nach
Aufgabe XV, Anmerk. 2 der Punkt D gegeben, mithin das
Verhiltniss BD : DC und somit das' A ABC der Gattung
nach,

Determination. Das gegebene Verhiltniss muss of-
fenbar grosser seyn als das Verhiltniss der Gleichheit.

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey m : z und
m > n. In einer geraden Linie nimm BC =— CF =— m, und
EF —=x: so ist CF > FE, also auch BE > EF. Daher
lisst sich nach Aufgabe XV die Linie BC in D so theilen, dass
2BC* 4= BCD : = BCD 4-2CD?* — BE : EF
ist. Errichte auf BC im Punkte D eine Senkrechte, welche
den. ither BC beschriebenen Halbkreis in 4 schneide, und
verbinde 4B und 4C: ich behaupte, dass A 4ABC das Ver-
langte leiste. Denn aus der obigen Proportion folgt compon,
2BC? +~2—=BCD +2CD? ;: = BCD +-2CD?* — BF:FE
und, wenn man die Hilften der Vorderglieder nimmt,
B(C*+BCD 4 CD? : =BCD 4 2CD? — CF': FE,
das ist BC?> 4-4C* 4 CD?*;: AC? +20D*>= = : =,

Aufgabe 82. Fig. 110.
H? —m? : §24-2m?2.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Vex-
hiiltniss des Ueberschusses des Quadrats der Hypotenuse iiber
das Quadrat von einem ihrer Abschnitte zur Summe des dop-
pelten Quadrats von diesem Abschnitte und des Quadrats von
der anliegenden Kathete; das Dreieck zu construirem:

e
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Analysis. Das gesuchte A ABC sey gefunden. Fille
AD senkrecht auf BC, so ist das Verhiltniss
BC? —CD?: AC* 4 2CD?,
das ist . . . .. BC?* — CD? : mBCD 4 2CD?,
gegeben, Nimmt man also die Linie BC als gegeben an, so
ist nach Aufgabe XV, Anmerk. 3 der Punkt D gegeben, mit-
hin das Verhiltniss BD : DC und das A ABC der Gattung

nach,

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey m:n. In
einer geraden Linic nimm BC — CE =m, und EF =z, so
ist offenbar BF > FE; daher lisst sich nach Aufgabe XV in
drr Linie BC der Punkt D so nehmen, dass

2BC? 4-=BCD : = BCD 4 2CD* — BF : FE
ist. Errichte auf BC im Punkte D eine Senkrechte, welche
den iiber BC beschriebenen Halbkreis in 4 treffe, und ver-
binde. 4B und AC: so behaupte ich, dass A ABC das ver-
langte sey. Denn aus der obigen Proportion folgt divid.

2BC?* —2CD? : @ BCD 4 2CD?* — BE : FF,
folglich, wenn man von den Vordergliedern die Hilfte nimmt
und AC* fiix =2 BCD setazt,

BC‘Q—-CD2 AC*+20D2 = CE: EF

=m:in,.

Aufgabe 83. Fig. 110.
H? - 82 4-m? : g2

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss ‘der Summe der Quadrate von der Hypotenuse, von
einem “ihrer ' Abschnitte ‘und von der' demselben anliegenden
Kathete zam Quadrate der andern Kathete; das Dreieck zu
construiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuehte Fille: 4D

senkrecht auf BC, so ist das Verhiltniss
BC? 4 4C* 4 CD? : 4B*,

das ist. , ., . BC* 4+ BCD 4-CD> :vDCBI)
gegeben., Nimmt man also die Linie BC als gegeben an, so
ist nach Aufgabe XVI, Anmerk. 1 der Punkt D gegeben, mit-
hin das Verhiltniss BD : DC und somit das 2\ ABC der Gat-
tung nach,

Determination. Das gegebene Verhiltniss muss of-
fenbar grosser seyn als das Verhiltniss der Gleichheit,

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey FC: CB,
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und es sey FC>> CB, so ist FB >> 2BC. Daher lisst sich
nach Aufgabe XVI die Linie BC in D so theilen, dass
2BC?* 4 CD? : = CBD —FB : BC

ist.  Errichte auf BC im Punkte I einen Perpendikel, wel-
cher den iiber BC beschriebenen Halbkreis in 4 treffe, und
verbinde AB und 4C: so ist A ABC das verlangte. Denn
aus der obigen Proportion folgt dividendo

B(C* +~=BCD+-CD? : = CBD = FC: CB,
daher ist BC? 4 AC* +4-CD*: A4B* =—=FC:CB.

Aufgabe 84. Fig. 110.
267 4 n? : 82,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiiltniss der Summe des doppelten Quadrats ciner Kathete und
des Quadrats von dem anliegenden Abschnitte der Hypotenuse
zum Quadrate der andern Kathete; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das verlangte. Fille 4D

senkrecht auf BC, so ist das Verhiltniss
24C? 4- CD? : AB?,

i {8t e 2= BCD +4- €D*? : = CBD,
gegeben, Nimmt man also die Linie BC als gegeben an, so
ist nach Aufgabe XVI, Anmerk. 2 der Punkt D gegeben, mit-
hin das Verhiltniss BD : DC und das A\ ABC der Gattung
nach,

Eine Determination findet nicht statt, und die Constru-
ction ist einleuchtend.

Aufgabe 85. Fig. 110.
H? 8 +m? : 282 f-m?.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss der Summe der Quadrate von der Hypotenuse, von
einem ihrer Abschnitte und von der demselben anliegenden
Kathete zur Summe des doppelten Quadrats von dieser Ka-
thete und des Quadrats von dem genannten Abschnitte; das
Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey AABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist das Verhiltniss
BC? 4 AC* 4-CD?:24C* 4 CD?,
das ist . . BC*4=BCD+ CD* :2—=BCD 4 CD?,
gegeben, Nimmt man also die Linie BC als gegeben an, go
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ist nach Aufgabe XVI, Anmerk. 3 der Punkt D gegeben, mit-
hin das Verhiiltniss BD : DC und somit das A\ ABC der Gat~
tung nach.

Determination. Das gegebene Verhiltniss muss of-
fenbar grosser seyn als das Verhiltniss der Gleichheit,

Synthesis. In einer geraden Linie nimm EB:BC
gleich dem gegebenen Verhiltnisse m : n, und es sey EB >
BC; so ist auch EB > EC, und, wenn man EF — EB
macht, FE>> EC, also FC>> 2CE. Daher lisst sich nach
Aufgabe XVI die Linie BC in D so theilen, dass

2BC? 4-CD? : = CBD = FC: CE

ist, Errichte im Punkte D auf BC eine Senkrechte, welche
den iiber BC beschriebenen Halbkreis in 4 schneide, und
verbinde 4B und AC; ich behaupte, dass &\ ABC das ver-
langte sey. Denn aus der obigen Proportion folgt dividendo

BC*4 = BCD 4 CD? : = CBD =FE: EC

= BE: EC
und convertendo
BC?* 4= BCD 4 CD? : 2 BCD 4 CD* — EB: BC

das ist BC*> 4 AC* 4CD?*: 24C* 4+ CD*—=m : n.

Aufgabe 86. Fig. 119.
m* 4 n?: P2,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss der Summe der Quadrate von den Abschnitten der
Hypotenuse zum Quadrate der Hohe; das Dreieck zu con-
struiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist das Verhiltniss
BD? 4 DC? : AD?,
dag ist . . . . ... BD?>4 DC?: =2BDC,
gegeben. Nimmt man also die Linie BC als gegeben an, so
ist. nach Aufgabe XVII der Punkt D gegeben, mithin das
Verhiltniss BD : DC und A ABC der Gattung nach.

Determination. In der Determination zu Aufgabe
XVII ist gezeigt worden, dass
BD*+4DC? :BDC= 2:1
sey. Folglich darf das gegebene Verhiltniss nicht kleiner seyn
als das Verhiltniss des Doppelten zum Einfachen.
Synthesis. 'Das gegebene Verhiltniss sey CE: EH,
und es sey 2HE nicht grosser als EC. Verlingerc CH um
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HB = HE und beschreibe iiber BC einen Halbkreis. Ist
nun 2HE oder BE — EC, so errichte auf BC im Punkte E
eine Senkrechte, welche die Peripherie in G schneide, und
verbinde GB und GC: so ist A GBC das verlangte. Denn
weil BE— EG — EC, so ist 2EG? = BE? + EC*. Es
ist aber auch 2HE — EC. Folglich ist

BE® 4 EC* : EG? = CE : EH.

Ist aber 2HE oder BE < EC, so lisst sich nach Auf-
gabe XVII die Linie BC in zwei Punkten D und d so thei-
len, dass die Verhiltnisse

BD? 4 DC? ; m BDC und Bd?* 4 dC? : = BdC
gleich CE: EH sind.  Errichte nun auf BC in den Punkten
D und d Perpendikel, welche die Peripherie in 4 und «
schneiden, und verbinde 4B und 4C, sowie aB und «C:
so werden offenbar die A ABC und aBC das Verlangte
leisten,

Anmerkung. Die Punkte D und d sind aber von
der Mitte der BC gleichweit entfernt, weil (nach der Con-
struction der XVIIten Aufgabe) mBDC = — BdC ist; woraus
hervorgeht, dass die A 4ABC und aBC congruent sind.

Aufgabe 87. Fig. 119.
m? ~=nta P

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss des Unterschieds der Quadrate von den Abschnitten
der Hypotenuse zum Quadrate der Hohe; das Dreieck zu con-
struiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, und es sey BD>>DC': so ist das Verhiltniss
BD* — DC? : AD>,

a1tV BD* — DC* : = BDC,

egeben. Nimmt man also BC als gegeben an, so ist nach
Aufgabe XVII[ der Punkt D gegeben, mithin das Verhiltniss
BD : DC und somit AABC der Gattung nach.

Synthesis, Das gegebene Verhiltniss sey CH : HB,
Theile nach Aufgabe XVIIL die Linie BC im Punkte D so,
dass BD?*—DC?:3BDC =— CH : HB ist, beschreibe iiber
BC cinen Halbkreis, errichte auf BC im Punkte D eine
Senkrechte, welche die Peripherie in 4 schneide, und ver-
binde 4B und AC: so ist, wie leicht erhellt, A ABC das
verlangte.
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Aufgabe 88. Fig. 117.
m? —n* : 824 n?.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss des Unterschieds der Quadrate von den Abschnitten
der Hypotenuse zur Summe der Quadrate von dem kleinern
Abschnitte und von der ihm anliegenden Kathete; das Dreieck
Zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, und es sey CD >>DB: so ist das Verhiltniss
CD?* — DB? : AB* + BD?,

o R L LS CD?* — DB* : =CBD + BD?,
gegeben, Nimmt man also die Linie BC als gegeben an, so
ist nach Aufgabe XIX der Punkt D gegeben, mithin das Ver-
hiltniss BD:DC und somit AABC der Gattung nach.

Eine Determination findet nicht statt, und die Construction
ergiebt sich leicht aus der Analysis.

Aufgabe 89. Fig. 110.
H? 4 82 4+ m? : H* —m?.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss der Summe der Quadrate von der Hypotenuse, von
einem ihrer Abschnitte und von der daran liegenden Kathete
zum Ueberschusse des Quadrats der Hypotenuse iiber das Qua-
drat des genannten Abschnitts; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte, Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist das Verhiltniss
BC* 4- 4C* + CD* : BC?* —CD*
gegeben,  Verlingere BC um CE =— CD, so ist AC* =
= BCD — = BCE, und CD? — CE?; daher ist das ge-
gebene Verhiiltniss
= BC* 4+ = BCE + CE? : BC* — CE*
— o= EBC 4 CE* :BC*—CE>.

Nimmt man also die Linie BE als gegeben an, so ist
nach Aufgabe XIX, Anmerk. 2 der Punkt C bekannt, mithin
das Verhiiltniss BC : CE oder BC:CD und somit A ABC der
Gattung nach,

Determination. Das gegebene Verhiltniss muss of-
fenbav grosser seyn als das Verhiltniss der Gleichheit.

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey FB: BE,
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und es sey FB >> BE, so lisst sich nach Aufgabe XIX,
Anmerk, 2 die Linie BE in C so theilen, dass
BC? —CE? : mEBC+ CE* — EB : BF
ist. In BC nimm den Abschnitt CD =— CE, errichte im
Punkte D auf BC einen Perpendikel, welcher den iiher BC
beschriebenen Halbkreis ‘in 4 treffe, und verbinde 4B und
AC: so ist L\ ABC das verlangte.
Denn wegen des rechten Winkels BAC ist AC?* —
= BCD = = BCE; auch ist CD* =— CE?, mithin
BC? 4 AC? 4- CD?* = BC? 4+ = BCE + CE?
Folglich ist
BC*+4-A4C?*+4-CD?*: BC*—CD? —  EBC+-CE? : BC*— CE*

Aufgabe 90. Fig. 117.
m?* —n? : 82 42,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss des Unterschieds der Quadrate von den Abschnitten
der Hypotenuse zur Summe der Quadrate von einer Kathete
und von dem ihr nicht anliegenden Abschnitte der Hypote-
nuse; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das verlangte. Fille 4D
senkrecht auf BC, und es sey CD > DB, so ist das Verhiltniss
CD?*—DB?: AC?* + BD?,

das ist . . ... CD? —DRB? : 2 BCD + BD?,

gegeben. Nimmt man also die Linie BC als gegeben an, so
ist nach Aufgabe XIX, Anmerk. 2 der Punkt D gegeben,
mithin das Verhiltniss BD: DC und somit A 4BC der Gat-
tung nach.

Determination. Das gegebene Verhiltniss muss of-
fenbar kleiner seyn als das Verhiltniss der Gleichheit.

Synthesis. In einer geraden Linie nimm vom Punkte
B mnach einer Richtung hin die Abschnitte BC und BF in
dem gegebenen Verhiltnisse m : #, und es sey BC < BF:
so lisst sich nach Aufgabe XIX in BC ein Punkt D finden,
sodass

CD?* —BD* : 2CBD 4 BD* = BC: CF

ist.  Errichte auf BC in dem Pnnkte D eine Senkrechte,
welche den iiber BC beschriebenen Halbkreis in 4 treffe, und
verbinde 4B und AC: so ist A\ ABC das verlangte. Denn



186 Rechtwinkliges Dreieck.

aas der obigen Proportion folgt, wenn man setzt das erste
Glied zur Summe beider, '
CD? —BD? : 2 CBD 4 €D? = BC : BF,
das ist CD?*—BD?*: AB? 4-CD*>=— m : n.
Es ist aber (Lemma 15) AB* 4 CD* =— A4C* 4 BD?,
folglich geniigt A\ ABC der Aufgabe.

Aufgabe 91. Fig. 115.
S+ n? 8% 22,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiiltniss der Summe der Quadrate von der einen Kathete und
von dem ihr nicht anliegenden Abschnitte der Hypotenuse zur
Summe der Quadrate von dem genannten Abschnitte und von
der daranliegenden Kathete; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille AD

senkrecht auf BC, so ist das Verhiltniss
AC?* + BD? : AB* 4 BD?,

das ist . .. =BCD-+4 BD?:=CBD 4+ BD*
gegeben. Nimmt man also die Linie BC als gegeben an, so
ist nach Aufgabe XIX, Anmerk. 3, oder nach Aufgabe XX,
Anmerk. 2, der Punkt D gegeben, mithin das Verhiltniss
BD : DC, und somit A\ ABC der Gattung nach.

Determination. In der Determination zu Aufgabe
XX, Anmerk. 2 ist gezeigt worden, dass das gegebene Ver-
hiltniss grosser seyn miisse als das Verhiltniss des Einfachen
zum Doppelten.

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey m :z und
2m >>mn. Ist nun m = n, so construire das bei A4 recht-
winklige A ABC, in welchem AB =— AC sey; so wird es |
der Aufgabe geniigen. Denn fillt man 4D senkrecht auf BC,
so ist AC* = AB?, mithin 4C* 4+ BD* — AB* 4 BD?,
und deshalb das Verhiltniss dieser Summen — m : .

Ist m >>n, so nimm in der Verlingerung der beliebigen
Linie BC den Punkt G so, dass CG : GB = m : n, so lisst
sich vermittelst Aufgabe XIX in BC ein Punkt D finden,
sodass

CD? —BD?: 2CBD 4+ BD*=CB: BG
ist. Errichte auf BC im Punkte D eine Senkrechte, welche
den iiber BC beschriebenen Halbkreis in 4 schneide, und
verbinde 4B und AC: so ist A\ ABC das verlangte. Denn
aus der obigen Proportion folgt componendo

=3 CBD 4-€D? : = CBD 4- BD*—= (G : GB,
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das ist nach Lemma 15
AC* 4 BD*: AB* 4 BD*= m:n.
Endlich, wenn m < z ist, so nimm in der verlingerten

BC den Punkt F so, dass CF:FB — m:n. Weil nun nach
der Annahme 2m >> 2, so ist 2CF > FB, mithin FC > CB,
und FB > 2BC, folglich CB:BF < 1:2. Daher lisst sich
nach Aufgabe XX in BC ein Punkt D so finden, dass

BD?* — CD?* : = CBD+ BD* = CB: BF
ist.  Errichte auf BC im Punkte D einen Perpendikel, wel-
cher den iiber BC beschriebenen Halbkreis in 4 schneide,
und verbinde AB und AC: so ist A\ ABC das verlangte.
Denn aus der obigen Proportion folgt invert. und convert.

= CBD 4 BD? : = CBD 4 CD* —=BF': FC,
das ist vermittelst Lemma 15

AB> +BD?: AC® 4 BD* =—n':m.

Aufgabe 92. Fig. 120.
H? : §s,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss des Quadrats der Hypotenuse zum Rechtecke beider
Katheten; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte, so ist das

Verhiiltniss
BC? : = BAC
gegeben, Fille. AD senkrecht auf BC, so ist 2 BAC =
3 BC . AD (Lemma 14, Zus.), daher ist das gegebene Ver-
hiiltniss gleich
BC? : = BC . 4D,

GUEORY. DT e .. BC : 4D.
Folglich ist (Dat. 77) A ABC der Gattung nach gegeben.

Determination., Halbire BC in E, so ist ADZ=BE,
mithin
BC : AD =< BC : BE oder 2:1.
Das erste Verhiltniss ist aber gleich dem gegebenen;
folglich darf dieses nicht kleiner seyn als das Verhiltniss des
Doppelten zum Einfachen.

Synthesis. Ueber einer belichigen geraden Linie BC
beschreibe einen Halbkreis, errichte auf ihr in der Mitte E
eine senkrechte, welche die Kreislinie in F' schneide, und das
gegebene Verhiltniss m : # sey nicht kleiner als BC : EF.
Ist mun m:n = BC:EF, so verbinde BF und CF: ich
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behaupte, dass A BFC das gesuchte sey. Denn es ist c BFC
= BC . EF (Lemma 14, Zus.), daher ist
BC? : = BFC = BC? : - BC . EF
= BC:EF =m:n,

Ist aber m:n > BC : EF ; so meche BC: EG = m : n,
so ist EG < EF. Zieht man also durch G eire Linie mit
BC parallel, so wird dieselbe die Kreislinie in zwei Punkten
A und ¢ schneiden. Verbinde 4B und 4C, sowie aB und
aC: ich behaupte, dass die AA 4BC und aBC bheide das
Verlangte leisten. — Denn fillt man 4D senkrecht auf BC,
so ist (Lemma 14, Zus,) 9 BAC — —=BC. 4D — = BC . EG.
Folglich ist

BC?: 2 BAC =BC? : = BC . EG
= BC:EG —="min
Ebenso wird bewiesen, dass A ¢BC der Aufgabe geniige.

Anmerkung. Die Aufgabe lisst sich allgemein 1é-
sen, wenn der gegebene Winkel BAC auch nicht ein rechter
ist. Beschreibe um das A\ ABC einen Kreis, dessen Durch-
messer d sey, so ist (Lemma 14) 0 BAC = = 4D . d;
daher ist BC? : m 4D . d gegeben. Nimmt man nun BC als
gegeben an, so ist —1 4D .d gegeben. Weil aber BC und
W. BAC gegeben wird, so ist d bekannt, mithin auch 4D,

Aufgabe 93. Fig 114.
HP +4-P? : 8% 422,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss der Summe des Rechtecks aus der Hypotenuse und
der Hohe und des Quadrats der Hohe zur Summe der Qua-
drate von der einen Kathete und von dem an der andern
Kathete liegenden Abschnitte der Hypotenuse; das Dreieck
zu construiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist das Verhiltniss

— BC ., AD 4 4AD? : AC? 4 BD*
gegeben. In BC nimm die Abschnitte CE und CG jeden

gleich 4D, so ist
= BC . AD + 4D?* — = BCG 4 CG*

:DBGC
und . ... AC* 4 BD? = BC? — 4AD* (Lemma 15, Zus, 1)
= BC?» —CE*

= GBE (Lemma 4, Zus.).
Daher ist das Verhiltniss caBGC : = GBE, das ist GC oder
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CE:EB gegeben, also invert. und compon. BC:CE oder AD,
und somit A ABC der Gattung nach.

Determination. Halbire BC in F. Weil 4D oder
CE = CF ist, so ist (Pappi Lemma 12) CE:EB = CF: FB.
Es ist aber CF = FB, und, wie in der Analysis gezeigt wor-
den ist, CE: EB gleich dem gegebenen Verhiiltnisse; folglich
darf dieses nicht grosser seyn als das Verhiltniss der Gleichheit.

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey m : z, und
m nicht > z.  In einer geraden Linie nimm CE — m und
EB — n, beschreibe iiber BC einen Halbkreis, errichte auf
derselben Seite auf BC die senkrechte CH — CE und ziehe
durch H der Linie BC eine Parallele, so wird diese die Kreis-
linie entweder berithren oder schneiden, weil CE oder CH
offenbar nicht grosser ist als die halbe BC. Es sey 4 einer
von den Punkten, in welchen die Parallele den Kreis trifft.
Verbinde 4B und AC: so behaupte ich, dass A ABC der
Aufgabe geniige.

Denn verlingere BC um CG =— CE und fille 4D senk-
recht auf BC, so ist AD — HC = EC =— CG. Dabher ist,
wie in der Analysis gezeigt worden ist,

D BC . AD 4 AD?* —= = BGC
aHE 't es R AC? 4~ BD* = = GBE.
Folglich ist
—BC . AD + AD? : AC* 4- BD?* —= = BGC : 2 GBE
= CG oder CE: EB

oo m . n.

Aufgabe 94. ' Fig. 114.
H? 4 82: 82 4-m?,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss der Summe der Quadrate von der Hypotenuse und
von der einen Kathete zur Summe der Quadrate von dersel-
ben Kathete und von dem daranliegenden Abschnitte der Hy-
potenuse; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Es sey A 4BC das gesuchte. = Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist das Verhiltniss
BC?*4- A4AC? : AC* 4 CD?
gegeben.  Wegen des rechtwinkligen Dreiecks ist
BC :C4 = 4C :CD,
alBE RS ) 2y BC?: CA* = AC>:CD>.
Die Summen der homologen Glieder haben aber dasselbe
Verhiltniss; daher ist

BC? 4 CA4%: AC? + CD?® = BC? : CA>.
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Da nun  das erste Verhiltniss . gegeben wird, so 1st
BC? : CA*, das ist BC: CD und somit 2\ ABC der Gat-
tung nach gegeben,

Determination. Das gegebene Verhiltniss muss of-
fenbar das Verhiltniss des Grossern zum Kleinern seyn.

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey m:2n und
m >n. In einer geraden Linie nimm vom Punkte € nach
einer Seite hin BC = m, CD = =z, beschreibe iiber BC
einen Halbkreis, welcher den auf BC im Punkte D er-
richteten Perpendikel in 4 schneide, und verbinde 4B und
AC: so ist [\ ABC das verlangte. Denn wegen des rechten
Winkels BAC ist, wie in der Analysis gezeigt worden ist,

BC? 4-CA4? : AC? 4 CD?* = BC? : C4?
=BC:CD

=m.n,

Aufgabe 95. Fig. 110.
H?> 4- 8% 4+m? : HS 4+ mS J 82,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss der Summe der Quadrate von der Hypotenuse, von
der einen Kathete und von dem daran liegenden Abschnitte
der Hypotenuse zur Summe des Quadrats jener Kathete, des
Rechtecks aus ihr und aus der Hypotenuse, und des Recht-
ecks aus derselben Kathete und dem anliegenden Abschnitte;
das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A 4BC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist das Verhiltniss
BC2*4-A4C*4-CD : =5 BCA+ = ACD 4 AC*
gegeben, In der Verlingerung der BC nimm CE=CD, und zu
beiden Seiten des Punktes E mache EF — EG =— AC: so ist
BC2 4~ AC? 4-CD? = BC? 4+ m BCE 4 CE*
=— BE?*—BCE
— BE* —EF?*
und =B CA+42ACD+AC? = 2 BC . EF 4 — CEF+EF*
Daher ist das gegebene Verhiiltniss
= FBG: o BFE
= BG: FE — BG: GE.

Nimmt man alsoe BE als gegeben an, so ist GE bekannt,
folglich weil GE? = coBCE ist, auch die Abschnitte BC
und CE, also das Verhiltniss BC:CE oder BC: CD und
das A\ ABC der Gattung nach.
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Determination. Halbire BE in H. Weil BC™>CD,
oder BC>CE, so ist mBCE<CEH?. Es ist aber mBCE
= EG*, mithin ist EG* < EH?, und EG < EH, also BG
> GE und BG:GE>BH:HE. Nun ist in der Analysis
gezeigt worden, dass BG: GE gleich ist dem gegebenen Ver-
hiltnisse, und es ist BH = HE; folglich muss das gegebene
Verhiiltniss grosser seyn als das Verhiltniss der Gleichheit.

Synthesis.  In einer geraden Linie nimm die Ab-
schnitte BG und GE in dem gegebenen Verhiltnisse, und es
sey BG > GE. Theile die Linie BE in C so, dass 0 BCE
== EG?*, so werden die Abschnitte BC und CE ungleich seyn,
weil EG? kleiner ist als das Quadrat der halben BE. Es
sey also BC > CE. Mache CD = CE, errichte auf BE im
Punkte D einen Perpendikel, welcher den iiber BC beschrie-
benen Halbkreis in 4 schneide, und verbinde 4B und AC:
so wird A ABC das Verlangte leisten,

Denn weil W, BAC ein rechter ist, so ist 4C2==c=BCD
= BCE = EG?*, folglich ist 4C = EG', und deshalb,
wie in der Analysis gezeigt worden ist,

BC*+4-4C*4-CD?* : 3 BCA4-2ACD 4 AC? = BG: GE.

Aufgabe 96. Fig. 121.
H? 4 8? 4-m? : Sn.
Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss der Summe der Quadrate von der Hypotenuse, von
einem ihrer Abschnitte und von der daran liegenden Kathete

zum Rechteck aus dieser Kathete und dem andern Abschnitte
der Hypotenuse; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist das Verhiltniss
BC* 4 AC* 4-CD? : 2 AC . BD
gegeben, Nimm die Linie p so, dass
BC* - 4C* + CD? ==p . BD
ist, so ist das Verhiltniss
=p.BD:=4C.BD,
dagieist o . LT CiEe Pt _AC
gegeben; folglich, wenn AC als gegeben angenommen wird,
die Linie p. Weil nun
BC* = AC? 4 AB?* — AC* 4 AD? 4~ BD*
und, wenn AC? hinzukommt,
BC? 4- AC*  =24C?>4-AD?*- BD*,
also, wenn noch €D? hinzugesetzt wird,
BC* 4 AC* 4- CD* =  34C* 4 BD>
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ist, so ist auch 34C* 4 BD*= = p. BD. = Macht man also
DM =—p, so ist
34C* 4+ BD?* — —= BDM
und, wenn BD? auf beiden Seiten weggenommen wird,
34C* = DBM.

Nun wird AC als gegeben angenommen, folglich ist 34C?
und deshalb auch c3 DBM bekannt. Es ist aber die Summe
DM der Seiten dieses Rechtecks gegeben, folglich auch der
Abschnitt BD. Daher ist das Verhiltniss AC : BD bekannt,
und somit A\ ABC der Gattung nach gegeben (Lemma 27).

Determination. Weil MD : AC in dem gegebenen
Verhiltnisse genommen, und MD in B so getheilt werden muss,
dass I DBM = 34C? ist: so wird die Aufgabe nicht még-
lich seyn, wenn 34C? grosser ist als das Quadrat der halben
DM ; und eine Grinze wird stattfinden, wenn B die Mitte
der DM ist. Mache die Abschnitte DE, EF und FG gleich
AC, 30 ist 23 GDE = 34C?; mithin = DBM =— — GDE.
Ist nun B die Mitte der DM, so ist DB die mittlere Pro-
portionale zwischen GD und DE, mithin ist DB, also auch
DM und somit das Griinzverhiltniss DM : AC bekannt.

Es ist nun zu untersuchen, ob dieses Verhiiltniss ein
grosstes oder kleinstes sey. Es sey also irgend ein anderes
rechtwinkliges /A LHK construirt, dessen Spitze L in der
senkrechten 4D liegt, und dessen eine Kathete LK — AC =
DE ist. Wie in der Analysis werde gezeigt, dass

HK? 4+ LK? 4 KD* — 3 LK* 4+ HD*?
—=3DE? + HD*?
sey: so sind die Verhiiltnisse
3DE*+HD?: = LK . HD oder —mEDH
und . ... MD:DE, oder —=MDH : —mEDH
mit einander zu vergleichen. In beiden Verhiltnissen sind aber
die Hinterglieder gleich; vergleiche daher die Vorderglieder
3DE? 4 HD? und — MDH
und, wenn von beiden HD? abgezogen ist, die Reste
3DE? und — MHD
mit einander. Es ist aber 3DE?* — = MBD, und = MBD
> 9 MHD, weil B die Mitte von MD ist; mithin ist auch
3DE®* > — MHD
und, wenn HD? hinzukommt,

3DE* 4+ HD?*> — MDH.
Daher ist

3DE? 4+ HD? : m EDH > — MDH : = EDH,
das ist HK? 4- LK? 4 HD? : = LK.HD >> MD : DE,
woraus hervorgeht, dass MD : DE (oder MD : AC) ein klein-
stes Verhiiltniss sey.
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Synthesis. In einer geraden Linie nimm beliebig die
gleichen Abschnitte DE, EF, FG, nimm DB gleich der mitt-
lern Proportionale zwischen GD und DE, und mache MB =
BD: so ist MD:DE das kleinste Verhiltniss, welches gegeben
werden darf. — Ist nun das gegebene Verhiltniss m:n ==
MD:DE, so nimm in der verlingerten BD den Punkt C so,
dass & BCD = DE*. Errichte auf BC im Punkte D eine
Senkrechte, welche den itber BC beschriebenen Halbkreis in
A schneide, und verbinde 4B und AC: so ist /\ ABC das
gesuchte. Denn weil W. BAC ein rechter ist, so ist 4C?
= BCD = DE?, also AC = DE. Nun ist, wie in der
Analysis bewiesen worden ist,

BC* 4 AC? 4- CD* = 34C* 4 BD*
=J3DE*+4 BD?.
Daher ist
BC? 4 AC* 4 CD?: = AC . BD — 3DE>-}BD* : = EDB.
Es ist aber
3DE* = GDE = DB?* — —mMBD, g
also . . .. 3DE*+4 BD?* — — MDB.,
Folglich ist das erste Verhiltniss = = MDB : =2 EDB =
MD:DE — m:n,

Ist das gegebene Verhiltniss kleiner als MD : DE, so ist
die Auflésung nicht moglich. — Ist aber das gegebene Ver-
hiiltniss m:2 > MD: DE, so sey ND:DE=— m:n; dann
ist ND > MD, also a3 NBD > — MBD oder — GDE.
Daher lisst sich die Linie ND in zwei Punkten H und % so
theilen, dass die Rechtecke NHD und NiD' gleich — GDE
oder 3DE? sind. In den Verlingerungen der Linien HID und
/D nimm die Punkte K und % so, dass die Rechtecke HKD
und kD gleich DE? sind; beschreibe iiber HK und Zk Halb-
kreise, welche die senkrechte 4D in den Punkten L und !/
schneiden, und verbinde LH und LK, sowie Ik und lk: so
behaupte ich, dass die Dreiecke LHK und Ihk beide der Auf-
gabe geniigen.

Denn wegen des rechten W. HLK ist LK* — — HKD
= DE?, also LK = DE. Daher ist

= LK . HD — —= EDH
und . . . HK*4-LK* 4 KD?* = 3LK*? 4+ HD*
=3DE?*+ HD?
= NHD 4- HD*
=DNDH.
Folglich ist
HEK?4-LK?*+KD?* : =LK .HD =— 2 NDH : = EDH
=ND:DE = m:n.
Ebenso wird bewiesen, dass A\ lhk das Verlangte leiste.
13
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Zusatz. Das kleinste Verhiiltniss MD : DE wird so
bestimmt: Es ist MD == 2DB, und das Quadrat von DB
gleich dem dreifachen Quadrate von DE. Folglich ist das
kleinste Verhiltniss gleich dem Verhiltnisse, welches zu einer
Linie die doppelte Seite des Quadrats hat, das dem dreifachen
Quadrate jener Linie gleich ist.

[2V3DE: : DE].

Aufgabe 97. Fig. 122.
Pm—Pn: S? 422,
Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: das Ver-
hiltniss des Rechtecks aus der Hohe und der Differenz der
Abschnitte in der Hypotenuse zur Summe der Quadrate von

der einen Kathete und von dem ihr nicht anliegenden Abschnitte
der Hypotenuse; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte, in welchem
AC > AB sey. Fille AD senkrecht auf BC und mache
CG = BD, so ist DG der Unterschied der Abschnitte CD
und DB, Daher ist der Annahme zufolge das Verhiltniss

—A4DG : AC?* 4 BD*
gegeben. Nun ist nach Lemma 16, Zus. AC* 4 BD* =—
DG? 4 34D?; mithin ist das gegebene Verhiltniss
= = 4DG : DG* 4 34D>,
Setze mHDG=DG*+434D?, so ist das obige Verhiiltniss
= 4DG : = HDG
b AD DH,

Nimmt man also die Hohe 4D als gegeben an, so ist
die Linie DH gegeben. Weil nun cmHDG = DG* 4-34D?,
50 ist, wenn man beiderseits DG? abziecht, ca DGH=—=34D"?.
Folglich ist o DGH gegeben, mithin der Punkt G' und der
Abschnitt DG. Nun ist @ DCG = = BDC — AD?, mit-
hin ist 3 DCG gegeben, folglich DC, also das Verhiltniss
4D : DC und somit A ABC der Gattung nach,

Determination. Weil zur Construction erforderlich
ist, dass 4D:DH in dem gegebenen Verhiltnisse genommen,
und dic Linie DH in G so getheilt werde, dass 3 DGH —
34D*? sey: so wird die Aufgabe nicht miglich seyn, wenn
34D* grosser ist als das Quadrat von der halben DH; und
eine Grinze wird stattfinden, wenn der Punkt G die Mitte
der DH ist.

Das Grénzverhiltniss wird leicht auf folgende Weise ge-
funden. Es sey dasselbe gleich 4D : DH. Halbirt man nun
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DH in G, so ist der Annahme zufolge 34D —= = DGH =—
DG?, Wird nun 4D gegeben, so ist 34D2 bekannt, mit-
hin DG?, also die Linie DG und ihr Doppeltes DH.

Es ist nun zu untersuchen, ob AD:DH ein grosstes
oder kleinstes Verhilltniss sey. Es werde also ein anderes
A\ AFE von derselben Héhe AD construirt, in welchem ED
> DF sey. Mache EM = DF, so ist DM = ED — DF.
Es werde also das Verhiltniss

1 ADM : AE? 4 FD* mit AD : DH
verglichen. Nun ist nach Lemma 16, Zus. AE*> 4 FD* =
DM? 4 34D*. Vergleiche also die Verhiiltnisse

2 ADM: DM? 4-34D?* wund

AD :DH, oder = ADM :—= MDH.

Beide Verhiltnisse haben aber gleiche Vorderglieder; ver-
gleiche also die Hinterglieder mit einander, nimlich DM* 4~
34D? wmit — MDH. Auf beiden Seiten ziehe DM? ab, so
ist 34D* mit = DMH zu vergleichen. Nun ist 34D* =
aDGH, und DDGH>£:1DMH, weil G die Mitte der DH
ist; folglich ist

34D? > DMH, also DM? 4 34D* > = MDH und

2 ADM : DM? 4 34D* << —mADM : = MDH,
das ist c@ ADM: AE* + FD* < AD:DH,
woraus hervorgeht, dass 4D : DH ein grosstes Verhiltniss
sey.

Synthesis. In einer geraden Linie nimm beliebig die
gleichen Abschnitte 4D und DK, errichte auf ihr die senk-
rechte DR und beschreibe um 4 mit 4K einen Kreis, wel-
cher DR in G schneide: so ist, wenn 4G verbunden wird,

AD? 4 DG* — AG* — AK? — 44D?,

mithin DG? — 34D?. Ferner nimm in der Linic DR den
Abschnitt GH — DG, so ist mDGH — DG* = 34D?, und
somit 4D : DH das grosste Verhiltniss, welches gegeben wer-
den darf. — Ist nun das gegebene Verhiltniss gleich 4D :DH,
so nimm in der verlingerten DG den Punkt C so, dass
DCG = AD? ist, verbinde 4C und errichte 4B senkrecht
auf AC: so ist A ABC das verlangte. Denn weil 4D?* —
aBDC, und anch AD?==DCG, so ist mBDC=c2DCG,
also BD — CG und DG =— CD — DB. Daher ist nach
Lemma 16, Zus. AC? 4+ BD? =— DG* +434D*. Nun ist
34D?* = = DGH, also

DG? +34D* — — HDG.

l

Folglich ist
1 4DG : AC? 4 BD? = = 4DG : = HDG
= AD:DH,
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Ist das gegebene Verhiiltniss grisser als 4D : DH, so ist
die Auflosung nicht moglich. Wenn aber das gegebene Ver-
hiltniss m :n < AD : DH ist, so mache AD:DR — m : n,
so ist DR > DH; daher ist cdDGR > =2 DGH, Es lisst
sich also die Linie DR in zwei Punkten M und m zu beiden
Seiten des Punktes G' so theilen, dass die Rechtecke DMR
und DmR gleich — DGH oder gleich 34D? sind. In den
Verlingerungen der Linien DM und Dm nimm die Punkte E
und e so, dass die Rechtecke DEM und Dem gleich 4D?
sind. Verbinde E4 und ¢4 und errichte 4F auf AE, und 4f
auf Ae senkrecht: ich behaupte, dass die AAAEF und Aef
beide der Aufgabe geniigen.

Denn weil 4D? =— = FDE, und auch 4D* — — DEM,
so ist @ FDE = caDEM, also FD — EM, und folglich DM
= ED—DF. Daher ist nach Lemma 16, Zus. AE*+4- FD>
= DM? 4 34D* = DM? + 2 DMR— = RDM. Folglich ist
p —ADM: AE? - FD? —= = ADM : = RDM

=AD : DR =m : n.

Ebenso wird bewiesen, dass A\ def dasselbe leiste.

Zusatz. Das grosste Verhiltniss 4D : DH wird so
bestimmt. Es ist DH=2DG und DG* = 34D?. Folglich
ist das grosste Verhiltniss gleich dem Verhiltnisse der 4D zu
der doppelten Seite des Quadrats, welches dreimal so gross
ist als das Quadrat der 4D,
[4AD:2y34D? .
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