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Vorred e,

,,In keiner Wissenschaft sind eigene Uebungen mehr nothwendig
.,ale in der Mathematik, und wenn der eigene Fleiss des Zuhirers
,nicht hinzukommt, so mag derselbe immer die Hoffnung aufgeben,
,,e8in der Wissenschaft auch nur bis zum Mittelmissigen zu bringen.

Karsten, Anfangsgr. d. math. Wiss,, Bd, I, Vorr.

Die Aufgaben iiber das rechtwinklige Preieck, welche
das vorliegende Werkchen behandelt, sind dem gréssern
Theile nach aus einem von John Lawson 1773 zu
Rochester herausgegebenen Verzeichnisse von Aufgaben
iiber die Construction des Dreiecks genommen. Der
vollstindige Titel desselben ist: ,,4 Synopsis of all the
Data for the Construction of Triangles, from whick
Geometrical Solutions have kitherto been in Print. With
References to the Authors, where those Solutions are to
be found. By John Lawson, B. D. Rector of Swans-
combe, in Kent* Diese Sammlung besteht aus zwei
Abtheilungen; die erste enthiillt 161 Aufgaben iiber das
Dreieck im Allgemeinen, die zweite 94 Aufgaben iiber
das rechtwinklige Dreieck insbesondere. Lawson giebt
aber von keiner Aufgabe eine Auflésung, auch nicht
eine Andeutung der Construction, sondern nur Citate
einiger (meist englischen) Werke, in welchen sich die
Auflésungen befinden. In der zweiten Abtheilung hat
er jedoch nur folgende 11 Aufgaben mit den nebenste-
henden Citaten versehen:
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Lawson

Nro. 8.

18.
- 26.

- 75.

- 76.

- 89.

- 90.

- 91.
- 92,
- 93.
- 94,

Universal Magazine, July 1767. — Ladies Diary,
1772, qu. 633 Cor. — Miscellanea Scientifica
Curiosa. Lond. 1766. pag. 196. Cor. I1.

Turner's Mathematical Exercises. Lond.1750. pr.37.

D’ Omerique, Analysis Geom. Gadibus,1699. L. I1T.
pr. 37. — Vieta, Geo. Eff pr.18. — Oughtred's
Clavis. ch.19. pr.25. — Herigon (Curs. Math.
Paris. 1644. V Toms), Geometriae planae pr.9.
— Schootews Exercitationes Math. Lugd. Bat.
1657. pr. 38.

Oughtred’s Clavis, ch. 19. pr. 11. — Ronayne’s
Algebra. Lond. 1727. B. II. ch. 2. pr.1. —
Ghetalds Var. Probl. Collectio. Venetiis, 1607.
pr. 19. — Ghetaldus, de Resolutione et Com-
positione Math. Romae, 1640. L.III. pr.2. —
Renaldinus, de Res. et; Comp. Math. Patavii,
1668. pag. 518.

Oughitred’s Clavis ck. 19. pr. 18. — D’ Omerique,
Anal. geom. L. 1I1. pr. 24. — Renaldinus, de
Res. et Comp. Math. pag. 412. — Ghetaldus,
var. probl. 18. — Ghetaldus, de Res. et Coimp.
L. III. pr. 1. — Foster's Miscellanies or Math.
Lugubrations. Lond. 1659. pr. 18.

Simpson's Algebra. Lond. 1767. pr. 36. — Simp-
sow’s Select. Exercises. Lond. 1752. pr. 45.
Wolfius's Algebra (translated by Hanna. Lond.
1739) pr. 114. — Simpson’s Select Ezerc.
pr. 46. — Vieta, first Appendiz lo Apollonius

Gallus, pr.7.

Simpson’s Algebra, pr. 39.

Gentleman’s Diary, qu. 266.

Ladies Diary, qu. 633.

Ladgies Diary, qu. 648,



Vorrede. VIt

Fiir den grossten Theil der iibrigen Aufgaben, wel-
che ohne Citate gelassen sind, konne (sagt Lawson)
die Construction aus einem gewissen Werke abgeleitet
werden, das er nicht nennen wolle, damit sich der
junge Geometer an diesen Aufgaben iiben mége. Viel-
leicht meint Lawson damit die ,,Sectio determinata‘* des
Apollonius, wenigstens lassen sich mehrere jener
Aufgaben darauf zuriickfihren. Diese Schrift stellte
Snellius 1608 in seinem ,,Apollonius Batavus wieder
her. Lawson selbst lieferte davon 1772 eine englische
Uebersetzung, und Wales begleitete dieselbe mit einer
neuen Wiederherstellung. Rob. Simson’s Wiederher-
stellung erschien erst 1776 unter seinen nachgelasse-
nen Werken.

Die Aufgaben iiber das rechtwinklige Dreieck, wel-
che Lawson aufgenommen hat, sind nach seiner Be-
merkung solche, welche bisher noch nicht allgemein
gelost worden waren. Es sind jedoch einige darunter,
welche sich ohne die geringste Schwierigkeit allgemein
Iosen lassen; bei diesen habe ich entweder die allge-
meine Auflosung hinzugefiigt oder wenigstens bemerkt,
dass die Analysis vom rechten Winkel unabhiingig sey.

Besonders anziehend ist Lawson’s Sammlung durch
die Bezeichnung der einzelnen Stiicke eines Dreiecks
mit Buchstaben. Ob er selbst auf diese Frfindung ge-
kommen sey, kann ich nicht entscheiden; es scheint
aber aus seiner einleitenden Bemerkung hervorzugehen.
Die Zeichen, deren er sich bedient, sind folgende:

H bezeichnet die Hypotenuse eines rechtwinkligen

Dreiecks.

4 den Winkel in der Spitze (irgend eines
Dreiecks).

B die Basis oder die Gegenseite des Win-

kels V.
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Aundg bezeichnet die Winkel an der Basis.

P
Sunds
mund 2

Ar.

Per,
L

™~

©
O

den Perpendikel aus ¥V nach B, oder die
Hohe des Dreiecks

die Seiten, welche V einschliessen,
S die grossere ¥), s die kleinere.

die Segmente der B, welche P bildet,
m das grossere *) (an 8§ liegende).

den Inhalt (Area).

den Umfang (Perimeter).

die Linie aus V nach B, welche V
halbirt,

eine Linie aus V nach B, welche die
B nach einem gegebenen Verhilt-
nisse theilt.

eine andere niher bezeichnete Linie,

den Radius des eingeschriebenen
Kreises.

Kreis.

Quadrat.

Die beiden letzten Zeichen gebraucht Lawson,
wenn gegeben ist der Radius des in das Dreieck ein-
geschriebenen Kreises oder die Seite des eingeschrie-
benen Quadrats; sie sind aber nicht zweckmissig ge-
wiihlt, weil sie nicht die gegebenen Stiicke selbst, son-
dern nur die Worter Kreis und Quadrat bezeichnen.
Auch das Zeichen R wird dem deutschen Mathematiker

v

*) Es ist jedoch zu bemerken, dass nicht immer unter § die gros-
sere Seite, und unter m der grossere Abschnitt zu verstehen sey,
wofern nicht irgend ein Datum dies niher bestimmt. Die Auf-
gabe V, S:m, n z. B. ist ganz einerlei mit V, s:n, m. Wire
aber gegeben ¥V, 8:m, m—mn, so hat jetzt § seine bestimmte
Bedeutung durch das Datum m —mn, und eine andere Aufgabe

wiirde seyn V, s:n,m—n.



Vorrede. X

nicht zusagen, weil er dieses fiir den rechten Winkel
zu brauchen gewohnt ist. Ich wiirde vorschlagen

r fiir den Radius des umschriebenen Kreises,
0 eingeschriebenen
q die Seite des eingeschriebenen Quadrats.

Ein schitzbares Verdienst um die Erleichterung des
Unterrichts wiirde sich Derjenige erwerben, welcher fiir
moglichst viele Bestimmungsstiicke des Dreiecks eine
systematische Zeichensprache aufzustellen und diese
auch fiir Aufgaben anderer Art brauchbar zu machen
versuchte,

Die Aufgaben iiber das Dreieck, mit denen sich das
vorliegende Werkchen beschiftigt, zerfallen in zwei
Classen. Die erste enthiilt bestimmte Aufgaben, bei
denen zwei von einander unabhiingige Data das gesuchte
Dreieck der Gattung und Grésse nach bestimmen; die
andere dagegen enthiilt unbestimmte Aufgaben, bei de-
nen ein gegebenes Verhiltniss das gesuchte Dreieck nur
der Gattung oder der Form nach bestimmt oder ein Drei-
eck giebt, das dem gesuchten hnlich ist. Lawson
setzt deshalb zu allen Aufgaben der zweiten Art hinzu:
any other datum oder any other (und noch ein anderes
Datum). Die Aufgaben dieser Classe kommen simmt-
lich darauf zuriick:

seine der Lage und Grosse nach gegebene gerade
pLinie in Segmente zu theilen, deren Quadrate
ss0der Rechtecke (einzeln oder in verschiedenen
» Verbindungen) ein gegebenes Verhiltniss zu
sseinander haben. %

Die hieraus entstehenden Probleme sind gewisser-
maassen eine Art derjenigen Aufgaben, welche Apol-
lonius in seiner ,,Sectio determinata* behandelt. Weil
nun mehrere dieser Aufgaben iiber die Theilung der Li-
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nie schon fiir sich einen bedeutenden Umfang einneh-
men, so habe ich sie von &en Aufgaben iiber das Drei-
eck abgesondert und gleichsam als Lemmata voraufge-
schickt, Dem jingen Mathematiker, welcher etwa diese
Sammlung durchzustudiren gedenkt, rathe ich jedoch
nicht, mit diesen Aufgaben anzufangen; vielmehr wird
es zweckmiissiger seyn, vorher die Aufgaben der ersten
Classe durchzugehen. Ich empfehle ihm aber dringend,
vor dem Studium einer ausgewihlten Aufgabe zu al-
lererst einen eigenen Versuch in der Auflésung dersel-
ben zu machen. Es kann nicht fehlen, dass er oft die
Construction selbst findet, besonders wenn er sich mit
den Lemmen und den auf Seite 7, 8 in Zeichen ausge-
driickten Eigenschaften des rechtwinkligen Dreiecks be-
kannt gemacht hat. Vielleicht gelingt es ihm auch, fiir
manche Aufgabe eine Construction zu erfinden, die ein-
facher und zierlicher ist als die hier gegebene. Denn
keine der in dieser Sammlung befindlichen Auflosungen
ist aus irgend einem Werke entlehnt, und es kinnte
daher wohl seyn, dass von so mancher Aufgabe eine
bessere Construction sich angeben lisst und anderwiirts
schon gegeben ist. Die Aufgabe m— Py» z. B. lisst
sich einfacher so lésen (die Figur wird sich aus den
folgenden Angaben leicht herstellen lassen): ,,Auf den
,,Schenkeln eines rechten W. nimm EF=g2 und EG
,y=m— P, errichte auf EF auf der dem Schenkel EG
,entgegengesetzten Seite die senkrechte FH = KF, ver-
,,binde GH und beschreibe iiber dieser Linie einen Halb-
,,kreis, welcher die verlingerte EF auf der Seite des
,Punktes E in D schneide; ziehe DH, DG und verlin-
»gere die Linien HF und DG, bis sie sich im Punkte
,, K treffen: soist ADHK das gesuchte.— Noch bitte
ich, den zweiten Theil des Beweises in Lemma 18 fol-

gendermaassen zu berichtigen:
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»2) Ist @ BF. CG kleiner als das Q. der hal-
»ben BC (Fig. 17), so schneidet der Halbkreis
»die BC in zwei Punkten D) und d. Zieht man
5»nun nach irgend einem Punkte R in einer Ver-
»lingerung der BC, z. B. in der nach B hin lie-
»genden, die geraden Linien FR und GR, so ist
»wegen des rechten W. bei B der W. FRB und
»um so mehr der W. FRG ein spitzer. Dieser
5»W. steht aber auf dem Durchm K@, mithin
»liegt der P, R und deshalb beide Verlingerun-
»gen der BC ausserhalb des Kreises, Ferner
,sverbinde GB und FC, so sind die W. FBG und
»FCG ebenfalls spitze, weil jeder ein Theil ei-
,,nes rechten ist. Sie stehen aber auf dem
syDurchm. FG, folglich liegen auch die Punkte
»sB und € ausserhalb des Kreises u. s. w.%¢

Durch diese Verbesserung wird der Beweis unab-
hangig vom 2ten Theile des 17ten Lemma, woselbst
bewiesen worden ist, dass die Mitte der BC innerhalb
des Kreises liege.

Mein Zweck bei der Ausarbeitung dieser Aufgaben
war zunichst, die Hiilfsmittel zum Privatstudium der
Schiiler zu vermehren. Jeder Schulunterricht muss,
wenn er fruchtbar werden soll, von Seiten des Schii-
lers durch Privatfleiss unterstiitzt werden. Dieser muss
sich nun zwar zuniichst in Wiederholung des in der
Classe Vorgetragenen und in Vorbereitung auf die kom-
mende Lection zeigen; ausserdem aber soll die Schule
auch recht zeitig den Schiiler zu einer selbstgewihlten
zweckmissigen Beschiftigung hinfilhren, damit er das
Gelernte anwenden lerne und den Grund zu einer selbst-
stindigen Forschung lege. Mit grosser Weisheit hat
daher Ein Hohes Ministerium bereits fiir die alten
Sprachen Privatlectiire angeordnet; und das unverkenn-
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bare Bestreben der neuern Zeit, fiirs erste wenigstens
ein Gleichgewicht unter den eingefiihrten Lehrgegen-
stinden herzustellen, lisst hoffen, dass jene Verfii-
gungen auch bald die Muttersprache und einzelne Zweige
der Mathematik und der Naturwissenschaften beriick-

sichtigen werden.

Elbing, im Juli 1829.

Der Verfasser.




Uebersicht der Aufgaben.

1. Theilung der Linie.

Dle der Lage und Grosse nach gegebene Linie BC (Fig. 21. )

werde bezeichnet mit .

und ihre Abschnitte CD mit

und .

BD mit

Man soll die Abschnitte so bestimmen,
dass

s 8

Nummer der auf-
gelosten Aufgabe,

\

N\

COIDN W=

\

TN
-

RGN
= W N

Y
N

~ 47

PR
© w

- 20
21

23

m?* = 2a?

m?* — 2n? gleich einer gegebenen Fliche
Hum : n* gleich einem gegeb. Verhiltnisse
Hm H?* —m?

Hm H? 4+ m?

Hm Hn -+ n*

Hm mn — n?

Hm : 2*> — mn

H? +~ Hn m?

H* +~Hm mn

H* + Hn Hm -+ mn
Hm -+ mn n* —mn
Hm 4+ man Hnp 4 m®
H>* 4+ Hn 2* —mn
Hr + m? n?* —mn
Hm + n2 m? + 2a2
H?* 4+~ Hn mn— n?
Hm + #*  mn—n?
m? + 2n% mn—n?
Hm 4 n* : m? 4 2n?
H? 4+~ 2Hm mn

H* 4 Hm 4 m* mn
H? 4-2m? : mn

Aufgabe 1.

- IL
IIL
IVA

V.
VL
VIL
VIIL

Xl[l.
XIIIL

XIIL

XIL

XI1v.

XIV.
XIv.

. Anm, 2.
. ‘Anm, 3.

. Anm, 2.

. Anm. 3.

Anm 1.
Anm. 3.
Anm. 5.

Anm. 2,
Anm. 4.



2 Uebersicht der Aufgaben.
Man soll die Abschnitte so bestimmen, | Nummer der auf-
dass gelosten Aufgabe.
24| H* 4+ Hn + m* H? 4 2m? AufgabeXIV, Anm. 6.
25| 2H* 4+~ Hn Hm + 2m?* - XV,
26} H? 4+ Hm + m* : Hn + 2m? XV.Anm. 2.
27| H* —m*® : Hn 4 2m* XV, Anm, 3.
28) 2H?* 4+ m? : Hn XVI.
29| H?> 4+ Hn + m* Hn XVI, Anm. 1.
30] 2Hm 4 m* : Hn XVL Anm. 2,
31] H*+Hm +m* 2Hm+ m® XVI. Anm. 3.
32| m* 4 n* mn XVII,
33| m*—n* mn XVIIL
34| m?*—=n? : He 4 n* XIX,
35| m* —=»* Hm-4 »? XIX. Anm. 2,
36| Hm 4 »* Hnr 4 n? XIX. Anm. 3.
371 m*—=n* Hm4+ m* XX.
38] Hm + »* Hn--n?® XX. Anm. 2.

2. Rechtwinkliges Dreieck.

In dem AABC (Fig. 14.) sey der Winkel 4 ein rechter,
und 4D stehe senkrecht anf BC. Man bezeichne

die Hypotenuse BC mit

die Hohe 4D mit

die eine Kathete 4C mit .

die andere Kathete 4B mit .

den an AC liegenden Abschnitt CD
den an 4B liegenden Abschnitt BD
den Inhalt des Dreiecks 4BC mit
den Umfang des Dreiecks ABC mit

H
P
S
1]
mlt m
mit n
A
U.

COID W=

s

2 Das A ABC zu construiren, Nummer der auf-

E wenn gegeben ist gelésten Aufgabe.

1| H, HP + pP* Aufgabe 19.-

21 H P*—n=a? 42,

. H P:m—n 12.

3 H, m* — P* 20.

41 H, S+m 21,

41 HS—m ~ 44.
H S+ =2 41. Anm.2.
H S —»n — 21, Anm.
I’I, 82 s? 1. Apm. 1.
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5 Das A ABC zu construiren, | Nummer der auf-
, E wenn gegeben ist gelosten Aufgabe,

10| 5 | H, 82 + w2 Aufgabe 22,
111 6 | H, 8* 4 »2 - 18
12| . | H, §2 — a2 22, Anm.2.
131 7 | H, m?* — a2 1.
14| 8 | H, Linic halbirend cinen W, an H 57.
151 9| H: S5 92,
16 10| H> $? 4 m® 22. Anm, 1.
17116 | HP : §? + a? 63.
18|11 | H+4+ P, HP 39.
19|12\ H+ P, HP 4 P 6.
20 H4 P, §s 4 P 6. Anm, 2.
21 H+4+P, P4+ m 27. Anm,
21 . |H+ P, Ss 39, Anm, 2.
2B|13| H4 P, 82 + 2 4.
24| . | H4-P, n 27. Anm,
2 [ 14| Ho B, m 4 2 55.
26 tH4+ P, S+ 9.
27 $H+ P, S —s5 11.
28 tH4+ P, m—n 9.
29 H—P, P—n»n 43. Anm.
30 H—P, m—P 28. Anm.
31 H—P, §? 4 p* 4. Anm.
32 H—P, m 43. Anm,
gz H—P, a 28. Anm.

| tH—P, S+ = 10.
35|18 tH— P, si s 9.
36 +H — P, m—n 9.
371 - | H 4+ P, m 23. Anm. 2,
38|15| HP - P2, P 5.
39 17 HP + P2 82 + n? '93'
40| 26| HS, s 34.
4|27 HS 52 34. Anm,
42 H4+ 8, H+m 46. Anm,
43 H4 S8, S+m 14. Anm.
44 H4+ S, S—m 46, Anm.
45| . | H4+ S, S+ = 24. Anm,
46 119 | HH- S, m 24,
47|20 H+ S8, = 14.
48 H—S, H+m 45. Anm,
49 H—S, S4+m 45.
50 H—8 8 —mn 13. Anm.




4 Uebersicht der Aufzaben.
§ Das A ABC zu construiren, | Nummer der auf-
E wenn gegeben ist gelosten Aufgabe.
51) 1 H—§ 8§—n Aufgabe 25. Anm.
(19| H— S, m - 25,
53 . II'=— S, n 13.
54121 | H* + 82 P 71,
55122 H* + 8 8* 4 m? 94,
561231 H* - 8%, m 23.
5712 | H* 48 m? 23. Anm.1.;
s loa| 2 4 50, n g;fgabe 70.
59131 | H4 8§ + m, H* 4 m? 56.
60{28| H4+ S 4+ m, H* 4+ 8§* 4+ m? 52,
61|30| H+ S+ m, HS + mS 48.
62129 H4- 8 + m, HS + mS + §* 51.
63132| H*+ 8 +m* : HS 4+ mS 64.
64|33] H* 4 8§+ m* : HS+mS + 82 95.
6513¢| H* + 8+ m* H+m 49.
66 |36 | H* + 8* +m*> H* + 2m? 80.
67135 H* 4+ $* +m* H* —m* 89.
68137 H* + §* +m* P 78.
69138 H + 8 + m?, § 50.
70139 ) H? + 8° + m?  s* 83.
71482 | H? 4 82 4-m* Sn 96.
7o l4t| H2 4 82 f w2 82 4 2m? 81.
73140 | H? 4 S* + m®> 28 4 m? 85.
74 |43 H2 + 8* +m?, n 35.
75144 HS +~mS 4 8%, H+4+m 54.
476 | 45| HS 4 mS + 82, § 53.
77146 | H+4 m, H* — m? 3.
78147 H+ m, P 40.
ol . |H+m $ 47.
gof48|H+my s 26.
81 H4my S+ m 45. Anm.
2} . |H+m S—m 46.
8350 H: 4 m* : §° 66.
84149 | H2 4 2m* : P? 79.
85 (50| H? —m? &8¢ 65.
86151 H: —m®* 8* 4 2m* 82.
87152 H* —m?, n 3. Anm. 1.
88 . | P 8§ n? 18. Amm. 2.
89153 ] P, m* + n* 37.
0541 P> m®4n* 86.




Uebersicht der Aufgaben. 5

§ Das A ABC zu construiren, | Nummer der auf-
z wenn gegeben ist gelosten Aufgabe.
-

91| 54| P? : m® — n? Aufgabe 87.

92160 P* ;s> m*—P* - 72

93| 61| P2 45> : §* 4 n? 73.

94| . | P4+ m P+ 2 15. Anm,

95155 | P+ m, n 27.

96| 58| P+ m, m—=n 15.

971 . | m—P, P—n 16.

8l57|m—pP, n 28,

P9l . |m—P,m—=n 16. Anm,
100] 89| P4 »n, m—n 15. Anm.
101156 P—=n, m 43.

102} . | P—n, m—n 16. Anm,

103] 62 | m? — P2, P?* —n* 17.

104] . | m* —P? 87 69. Anm.

105] 64 | m* — P? : 2 69.

106] . | m* — P2, §2 — 5 17. Anm.

107} 65 | m®* — P 8% 4 2? 74.

108 68 | m> — P2, n 29.

1091 70 | m®* — P> a? 20. Anm.

110} 72 | m? — P*, m—n 8.

111 . | m* — P?, m? —a* 17. Anm.

112] 63 | P2 — 52 : §2 68.

113 P2 —p2 : g* 68. Anm,

114) . | P2 — 2, 82 —s? 17. Aom.

115] 66 | P2 — 2 §2 4- 2?2 75.

116} 67 | P> — 22, m 44.

117169 | P2 — n2  m? 44, Anm. 2.

118] 71| P2 —n%, m—n 7.

119] . P2 —n?, m* —n? 17. Anm.,

120] 73 | P* —r*  m? 4 2* 76.

12| 74| Pm—Pn  S* + n* 97.

122175 | 8, » 33.

13|76 | S, m —» 30.

124] 76| s, m —n 30. Anm.

125] 78 | 82 52 + 67.

126 79 S2 232 + n? 84.

127\ 77| 82 2 - 33. Anm.;
Aufg 70. Anm. 2.

128) . 1S4 m, §—n Aufgabe 21. Anm.

1291 80| S+ m, n - 14. Anm.

130 S—m, S+ n 42, Anm, 2.



6 Uebersicht der Aufgaben.
§ Das 4\ ABC zu construiren, Nummer der auf-
B wenn gegeben ist gelosten Aufgabe.
v
131 S—m, n Aufgabe 13. Anm.
132 S+2 m - 24 Aom.
133 . [S—n, m 25. Anm.
134] 81| 82 + m*, n 31.
135| 83 | 82 4+ n? : 82 4+ n* 91.
136/ 82 [ S* + 22, m 36.
137|841 S* 4 0, m—n 38.
138|185 | 8 4 »* m? — n? 90,
139] 86 | $* + n*  m? 4 22 77.
140 8§* —n®, §2 4 n? 22. Aum. 2.
141|87 | 8* +2* : m* —n? 88.
142] 88 | m — n, m* — n? 9.
143] 89 | A\, Seiten in arithmetischer Pro-
portion 58.
144 U, Seiten in arithmetischer Pro-
portion 58. Anm. 2.
145] 90 | A, Seiten in geometrischer Pro-
pertion 59.
146] 91 | U, Seiten in geometrischer Pro-
portion 59. Anm.
1471 92 | Linie, welche einen Winkel an H
halbirt; und Linie aus dem rech-
ten Winkel, welche die vorige
halbirt 60.
148] 93 | H und ein Abschnitt von 8 zwi-
schen dem Scheitel des rechten
W. und dem auf H in ihrer
Mitte errichteten Perpendikel 61.
149] 94 | 1, cine Kathete; 2, eine ihr par-
allele Linie zwischen der Hypo-
tenuse und der andern Kathete;
3, das Rechteck aus H und der
Linie, welche aus dem an der
gegebenen Kathete liegenden
spitzen Winkel nach dem in der
andern Kathete liegenden End-
punkte der Parallele gezogen
wird 62.




Uebersicht der Aufgaben.
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Einige Eigenschaften des rechtwinkligen Dreiecks,
welche bei der Auflésung der Aufgaben

Weww W
SR o

@
S

» 0O Poh b b b ek b e e
PR i ol o e SR SN e

gebraucht werden.
H S=8 n

H s—s:n
m =P =
§? — Hm. folgtaus 1.
s? — Hnr - 2.
P2 — mn 3.
H> §S*=H n 4.
S *=m = 4. 5.
m* P =m =a. 6.
H? 2 =82 m? 1.
m®* P2 —= P* n* . 3.
H+S S4+m=H:8§=8:m 1.
H—S S—m=H:8S=S8:m 1.
H+S S4+m=H—-S S—m -12. 13.
m+P P+n=—=m:P=P:n 3.
m—P:P—n—=m:P—=~P:a 3.
H>4-82: 8*4m?=H*:8*=H:m -10. 7.
H>*4-82:H*—m?*—=H*:3=H:n - 17. convert.
H—m?:824-m?=3:82 =n:m -17. divid.
m2—P2 P22 =m?>:P2=m:n -11. 9.
HE8)m = (S+m)8 -12.
H—-8S)m = (S—m)S -13.
(H4 8)S = (S+m)H -12.
H—-8)S=8—mH. -13.
(H4S)(S—m) = (S-+m)H—S) - 14
(m+4+P)P=P+2)m -15.
(m—P)P = (P—n)m -16.
(m+P)yn = (P4+n)P -15.
(m—P)n = (P—n)P -16,
HP = Ss. . . Lemma 14. Zus,
H>:8 — H:P . . folgtaus 30,
S24n? =824+ m*= H* —P* Lemma 15.
— (H+P)(H—P)

H* 4+ m? = 28* +nr* . folgtaus 32.
H? 4 82 4+~ m? = 382 - n? - 33.
(m—=n)? = H> —4P*. .. .. Lemma 16.

= (H+2P) (H—2P)
(84352 = HH+2P). . siehe Aufgabe 9.

Denn (S+35)2 = Sz+82+2:58 (Lemma 1.)
= H2>4-2HP (Lemma 14.)
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37. (8S—9)* = H(H—-2P). . . .. siehe Aufgabe9.
Denn (§—s8)? = 82 4-3*—28s (Lemma 2.)
= H*—2HP (Lemma 14)
= H(H—2P).
Zieht man (Fig. 14) AH nach der Mitte der Hypotenuse
BC und fillt AD senkrecht auf BC: so ist
38. A4H — BH — CH.
39. 4D = LBC
40. W. BAD =W, ¢
W. CAD = W. B.




Lemmata.






1. Lehrsatz. (Eucl. 2, 4). Fig. 1.

Das Quadrat der Summe zweier Linien ist gleich den
Quadraten beider Linien nebst dem doppelten Rechtecke aus
beiden.

Wenn 4B — AC 4 CB,
so ist AB*— AC* 4 CB* 4 2 A4ACB.

Zusatz. Das Quadrat der ganzen Linie ist viermal so
gross als das Quadrat der halben.
Wenn AC = CB, so ist AB? =— 4 AC*.

2. Lehrsatz. (Eucel 2, 7). Fig 1.

Das Quadrat der Differenz zweier Linien ist gleich den
Quadraten beider Linien, vermindert um das doppelte Rechteck
aus beiden.

Wenn A4C — AB — BC,
so ist AC*=— AB?* 4 BC*— 20 4BC.

3. Lehrsatz. (Eucl 2, 5). Fig. 2.

Wenn man eine gerade Linie halbirt und einen beliebigen
Punkt in derselben nimmt: so ist das Quadrat der halben
Linie gleich dem Rechtecke aus den ungleichen Abschnitten
nebst dem Quadrate des Segmentes zwischen den Theilungs-
punkten,

Die Linie 4B sei in € halbirt und in D beliebig getheilt:
so ist AC? =— = ADB + CD>.

Zusatz 1. (Pappi Lemma 13). Weil AC* =
=ADB + CD?, so ist AC> > =3 ADB. Das Quadrat der
halben Linie ist also grosser als das Rechteck aus irgend zwei
ungleichen Abschnitten der ganzen.

Zusatz 2. Nimmt man in einer geraden Linic AB
einen beliehigen Punkt €, so ist 3 ACB entweder gleich
dem Quadrate der halben 4B oder kleiner.
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Zusatz 3. Weil AC? —= 35 ADB 4 CD?, so ist
AC? — CD?* — 3 ADB. Es ist aber BD die Summe der
Linien BC oder AC und CD, und AD die Differenz der-
selben; folglich ist das Rechteck aus der Summe und Diffe-
renz zweier Linien gleich der Differenz der Quadrate von bei-
den Linien.

In Zeichen: @ (¢ 4 4) (¢ — ) = a* — 4

4. Lehrsatz. (Eucl 2, 6). Fig. 3.

Wenn man eine gerade Linie halbirt und in ihrer Ver-
lingerung einen beliebigen Punkt nimmt: so ist das Quadrat
des Segmentes zwischen beiden Theilungspunkten gleich dem
Rechtecke aus den ungleichen Abschnitten der Linie nebst dem
Quadrate ihrer Hiilfte.

Die Linie 4B sey in C halbirt, und D sey ein beliebiger
Punkt in ihrer Verlingerung: so ist CD* ==t 4ADB 4 AC*.

Zusatz. Aus der letzten Gleichung folgt CD* — AC?
= > ADB. Es ist aber BD die Summe der Linien CD,
AC und AD die Differenz derselben. Es ergiebt sich also
auch hieraus die in Zusatz 3 zum vorigen Lemma aufgestellte

Folgerung.

5. Lehrsatz. Fig. 4. 5.

Wenn in einer geraden Linie zwei Punkte gleichweit von
der Mitte dieser Linie genommen werden: so ist das Rechteck
aus den Abschnitten durch den einen Punkt gleich dem Recht-
ecke aus den Abschnitten durch den andern Punkt.

Die Linie 4B sey in C halbirt, und die Punkte D, E
seyen von der Mitte C gleichweit entfernt: so ist — ADB

= 1 AEB.

6. Lehrsatz. Fig. 4. 5.

Wenn das Rechteck aus zwei Abschnitten einer Linie
gleich ist dem Rechtecke aus zwei andern Abschnitten dersel-
ben, und die Theilungspunkte liegen beide entweder in der
Linie selbst oder in jhren Verlingerungen: so sind beide
Punkte von der Mitte der Linie gleichweit entfernt.

Die Linie AB sey in C halbirt, und die Punkte D,E seyen
entweder beide in AB selbst, oder beide in ihren Verlingerun-
gen so genommen, dass @ 4ADB = AERB: soist CD = CE.

7. Lehrsatz (Pappi Lemma 14). Fig. 4. 5.

Das Rechteck zweier Abschnitte einer geraden Linie ist
grosser als das Rechteck zweier anderen Abschnitte derselben,
wenn der erste Theilungspunkt der Mitte der Linic niher oder
von ihr entfernter ist als der andere, je nachdem beide Punkte
in der Linie selbst oder in ihren Verlingerungen genommen sind.
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Flg 4. Die Linic 4B sey in C halbirt, und D, E
seyen in AB selbst so genommen, dass CD <{CE: so ist
= ADB > — AEB.

Fig. 5. Dagegen ist & ADB < = AEB, wenmn die
Punkte D, E in den Vcrlangerungen der AB so genommen
werden, dass CD < CE ist,

8. Lehrsatz. Fig. 4.5

Wenn in einer geraden Linie zwei Punkte entweder beide
in der Linie selbst, oder beide in ihren Verlingerungen ge-
nommen werden: so ist der erste Theilungspunkt im ersten
Falle der Mitte der Linic nither als der zweite, im andern
Falle aber von ihr entfernter, wenn das Rechteck aus den
Abschnitten durch den ersten Punkt grésser ist als das Recht-

eck nus den Abschnitten durch den zweiten,
g. 4. Die Linic 4B sey in C halbirt, und in 4B selbst

seyen dle Punkte D, E so genommen, dass 3 4DB > = AEB:
so ist CD < CE,

Fig. 5. Es bleibe dieselbe Annahme, und die Punkte D,E
liegen beide in der verlingerten AB: so ist CD > CE.

Zusatz. Fig. 4. Wenn in einer geraden Linie drei
Punkte D, C, E genommen werden, und das & ADB durch
den ersten Punkt ist grosser als das c04CB durch den zwei-
ten Punkt: so ist auch das —m ACB grosser als das 2 AEB
durch den dritten Punkt.

Weil @ ADB > — ACB, so ist (Lemma 8) D der
Mitte der 4B niher als €; daher liegt die Mitte zwischen
A und C. Folglich ist der Punkt € der Mitte der AB niher
als der Punkt E, und deshalb (Lemma'7) mACB > —AEB,.

9. Lehrsatz. (Euel 2, 9. 10) Fig. 2. 3.

Wenn man eine gerade Linie in zwei gleiche, und durch
einen beliebigen Punkt (in der Linie selbst oder in ihrer Ver-
lingerung) in zwei ungleiche Abschnitte theilt: so ist die
Summe der Quadrate von den ungleichen Abschnitten gleich
dem doppelten Quadrate der halben Linie nebst dem doppel-
ten Quadrate des Segmentes zwischen den Theilungspunkten.

Die Linic 4B sey in € halbirt und in D beliebig ge-
theilt: so ist

AD?* 4+ DB?* =— 24C*+ 2CD*.

Zusatz. Fig. 1. Wenn alsé in einer Linic 4B zwi-
schen ihren Endpunkten ein belicbiger Punkt C genommen
wird, so ist 4C* 4 CB*> entweder gleich dem doppelten
Quadrate der halben 4B, oder grisser.

AC* 4 CB* < 4 AB2,
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10. Lehrsatz. Fig 6

Wenn cin erstes Rechteck gleich ist einem zweiten, aber
die Differenz der Seiten im ersten grosser ist als im zweiten:
so ist die grossere Seite des ersten grésser als die grossere
Seite des zweiten, die kleinere Seite des ersten aber kleiner
als die kleinere Seite des zweiten.

In den Verlingerungen der Linien 4B, CD seyen die
Punkte E, F so genommen, dass 3 AEB — — CFD, und
es sey AB™> CD: so ist AE > CF, und BE < DF.

Halbire 4B und CD in G und H, so ist 4G >> CH, alse

AG* > CH:®,
Es ist aber nach der Annahme
@ AEB — = CFD;
folglich ist, wenn man Gleiches zu Ungleichem addirt,
AG?* 4+ 2 AEB > CH? 4+ = CFD,
das ist......... GE? > HF? (Lemmu4).

Folglich ist GE > HF, mithin, weil 4G > CH ist,
auch AE > CF.

Ferner, wegen der gleichen Rechtecke ist 4E : CF =
FD : EB. Nun ist, wie eben gezeigt worden, CF < AE;
folglich ist EB < FD.

11, Lehrsatz. Fig. 7.

Wenn die Linie FD gleich der mittlern Proportionale
zwischen zwei ungleichen FB und FC gemacht wird: so ist
der Ueberschuss der grossern FB iiber FD grosser als der
Ueberschuss der FD iiber die kleinere FC.

Denn weil BF : FD — DF : FC, so ist divid. BF—FD: FD
= DF — FC : FC.

Nun ist FD > FC, folglich BF — FD > DF — FC,

Zusatz 1. Sind also BF, DF, CF in einer geraden
Linie vom Punkte F aus nach einer Richtung hin genommen,
so ist BD> DC.

Zusatz 2. Weil BD > DC, so ist, wenn beiderseits
DF und FC hinzukommt, BF 4 FC >> 2DF. Die Summe
zweier ungleichen Linien ist also grésser als die mittlere Pro-
portionale zwischen ihnen doppelt genommen. Dieser Satz ist
ein besonderer Fall von Eucl. 5, 25.

12. Lehrsatz. Fig. 8.

Die Linie BC sey in E, und ihre Hiifte CE in 4 hal-
birt, und in der Verlingerung der BC sey der Punkt K so
genommen, dass das vierfache Quadrat von AK gleich ist
dem dreifachen Quadrate von CK: ich bchaupte, dass das



Lemmata, 15

Quadrat der Verlingerung BK gleich ist dem dreifachen Qua-
drate der halben BC
BK = V:BC=,

Mache AF — AK, so ist CF—= EK, und FK?> — 4A4K*
(Lemma 1, Zus,) Nach der Annahme ist aber 44K2? = 3CK?,
mithin ist FK? =—3CK?. Nimm KL — KC und ziche von der
letzten Gleichung CK?* ab: so ist (Lemma 4, Zus.) o CFL
= 2CK? — o LCK. Dabher ist

FLL LC — KC CF oder EK
und divid., . .. .. FC CL = CE : EK,
das ist........ EK : 2CK —= BE EK,
Folglich ist invert. und divid.
KC+ CE EK — KB : BE.
Mache CN — CE, so ist KC 4+ CE = KN, also
KN : EK — KB : BE
und, wenn man die Differenzen der homologen Glieder nimmt,
NB BK — KB : BE.
Folglich ist BK? — = NBE — 3BE?, oder gleich dem drei-
fachen Quadrate der halben BC,

13. Lehrsatz. Fig. 9.

Die Linie CF sey in G halbirt, und in ihrer Verlingerung
sey der Punkt P so genommen, dass das Quadrat von CP
gleich ist dem dreifachen Quadrate von GP: ich behaupte,
dass, wenn FG in T halbirt wird, TP2 — 3FT? sey.

TP = VZCF* = +V/3CF>.

Mache PV — PG. Weil CP? — 3GP?, so ist, wenn
auf beiden Seiten GP? abgezogen wird, =™ GCV == 2GP*
= 2 VGP. Daher ist

CV:VG = PG:GC oder GF
und divid. . . .. CG: GV = PF:FG,
also, wenn man die Hilften der Hinterglieder nimmt,
CG:GP — PF:GT
und & CGT — — GPF. Endlich setze auf beiden Seiten
GT? hinzu, so ist ™ C1'G oder 3FT* — TP2.

Zusatz. Es ist FP = TP — TF

__V3CF*  CF
T

14. Lehrsatz. Fig 10. 11.
Das Rechteck zweier Seiten eines Dreiecks ist gleich
dem Rechtecke aus der auf die dritte Seite gefillten Hohe

und dem Durchmesser des um das Dreieck beschriebenen
Kreises.
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Um das A ABC sey ein Kreis beschrieben, und aus A4 sey
der Durchmesser AE gezogen, und der Perpendikel 4D auf BC
gefillt: so wird behauptet, dass ca BAC —  DAE sey.

Verbinde CE, so ist W. ABD — W, AEC (denn in
Fig. 10, stehen sic auf einem Bogen; in Fig. 11. aber, weil
ABCE ein Viereck im Kreise ist); auch ist W. 4DB —
W. ACE, denn beide sind rechte. Daher ist A ADB~o /A ACE,
und AB: AD = AE: ACj folglich mo BAC — 3 DAE,

Zusatz. [Ss = HP]. Ist W, BAC ein rechter, so
ist BC der Durchmesser des Kreises; mithin ist zufolge des
Lemma — B4C = =5 AD . BC. Im rechtwinkligen Dreiecke
also ist das Rechteck der Katheten gleich dem Rechtecke aus
der Hypotenuse und dem auf sie aus der Spitze gefillten
Perpendikel.

15. Lehrsatz, [S?+4»?=s*4m"]. Fig. 10. 11.
Wenn man aus der Spitze eines Dreiecks auf die Basis
einen Perpendikel fillt, so ist das Quadrat des cinen Ab-
schnittes derselben nebst dem Quadrate der dem andern Ab-
schnitte anliegenden Seite gleich dem Quadrate des let{"ern
Abschnittes nebst dem Quadrate der andern Seite.
Im A ABC sey AD senkrecht auf BC gefillt: ich be-
haupte, dass 4C* + BD* — AB* 4 CD? sey.
Denn nach dem pythagorischen Lehrsatze ist
AC* 4 BD* =— A4D* 4- CD* 4 BD?
und 4B* 4- CD? —= 4D?* 4+ BD* 4 CD?,
folglich ist AC* 4 BD* = AB?* 4 CD>*,
Zusatz 1., Ist der Winkel BAC ein rechter, so ist
AD?* — = BDC, also
A4AD?* 4 C€D? 4 BD* —=BDC 4 CD* 4 BD*
BC* — = BDC
BC?* — AD*,
Fir das rechtwinklige Dreieck ist also
82 42?2 = s* - m?® = H* — P2,

Zusatz 2. Weil nach dem Lehrsatze
AC?* 4~ BD* — AB*+4- CD?,
so ist, wenn auf beiden Sciten BD* und AB* abgezogen wird,
AC* — 4AB* — CD*— BD>,

Fiir jedes Dreieck ist also $2 — s> — m? —z?. Auch
folgt hieraus der Satz: Wenn auf einer geraden Linie BC
in einem beliecbigen Punkte D ein Perpendikel errichtet wird,
und aus den Endpunkten B, C der Linie nach einem beliebi-
gen Punkte 4 des Perpendikels'gerade Linien AB, AC gezo-

(NI
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gen werden: so ist der Unterschied der Quadrate von den
gezogenen Linien gleich dem Unterschiede der Quadrate von
den Scgmenten der ersten Linie,

Zusatz 3. Weil nach Lemma 3. Zus. 3,
$'— st = = (S+8) (S—s)
und m? —n? = =3 (m + n) (m—n),
so sind diese Rechtecke einander gleich. Es ist aber, wenn
cin Winkel an der Basis stumpf ist, m — 7z =— B *), und,
wenn kein Winkel an der Basis stumpf ist, m 4+ 2 — B;
folglich ist
im ersten Falle (S + ) (§—8) =1 (m 4 ) B,
und im zweiten (S + 5) (S—s)=c(m —n) B.
Hieraus folgt, dass
S+5 B=m+4+n S—s
oder S+s:B=m—n 8—s.

Fillt man also aus der Spitze cines Dreiecks auf die
Basis cinen Perpendikel, so verhilt sich die Summe der bei-
den Seiten zur Basis wie dic Summe oder Differenz der bei-
den Abschnitte in der Basis (je nachdem an ihr ein Winkel
oder keiner ein stumpfer ist) zur Differenz der Seiten,

Dieser Satz lisst sich auch so beweisen:

Fig. 12.13. Im A ABC sey auf BC diec Senkrechte 4D
gefillt, und es sey AC>>AB. Beschreibe um den Mittelpunke
A nit dem Radius 4B einen Kreis, so wird derselbe die Seite
AC in E und, je nachdem der W. ABC ein spitzer (Fig. 12)
oder ein stumpfer (Fig. 13) ist, entweder dic Basis BC selbst
oder ihre Verlingerung in einem Punkte F schneiden.

Verlingere AC, bis sie die Peripheric nochmals in &
trifft: so ist wegen des Kreises

GC:CB — FC:CE.

Nun ist aber GC —= AC + 4B, FC — CD ¥ BD, und

CE=AC — AB. Folglich ist
AC 4+ 4B:BC—=CD T BD: AC — 4B,

16. Lehrsatz. [H?= (2P)>+ (m—=)*]. Fig. 14.

Das Quadrat der Hypotenuse eines rechtwinkligen Drei-
ccks ist gleich dem Quadrate der doppelten Hohe sammt dem
Quadrate von der Differenz der Abschnitte in der Hypotenuse,

In AABC sey der W. 4 cin rechter, und die Linie 4D
senkrecht auf BC gefillt, und es sey CD > DB: g ist

BC* = (24D)* 4 (CD — DB)>.
AN

*) B bezeichne die Basis deghly P
anliegt. A

R
/oy ’

f
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Beschreibe um das /A ABC einen Kreis, der Mittelpunkt
sey H; zieche den Durchmesser 4E, fille EG senkrecht auf
BC, verlingere AD bis nach F in der Peripherie und ver-
binde EF: so ist EF — BC; daher ist DGEF ein Parallelo-
gramm, und EF—=DG. Nun sind die A A ADH, EGH of-
fenbar gleichwinklig und haben die gleichen Seiten 4H, HE;
folglich ist DH— HG. Es ist aber BH—=HC, mithin auch
BD — CG, und demnach DG die Differenz der Abschnitte
CD,DB. Es war aber EF = DG, folglich ist auch EF —
CD — DB. Ferner, weil AF senkrecht auf dem Durchmes-
ser BC steht, ist 4D — DF, also AF die doppelte Héhe AD,
Nun ist in dem rechtwinkligen A AFE

AE? = AF* 4- FE?,
und es ist AE = BC, folglich ist
BC? = (24D)* 4- (CD—DB)*.

Zusatz. Zieht man in der letzten Gleichung auf bei-
den Seiten 4D? ab, so erhillt man, weil nach Lemma 1. Zus,
(24D)* = 44D? ist,

BC* — 4AD* = 34D* +4- (CD—DB)?,
oder in Zeichen
H? — P? — 3P? 4~ (m—n)®.

Weil nun nach Lemma 15. Zus. 1. 82 4-n? = s* 4+ m?

= H?>—P? ist, so ist auch
82 4 7?2 = % 4 m? = 3P% 4 (m—=n)2,

17. Lehrsatz. Fig. 15.

Wenn auf ciner geraden Linie BC in ihren Endpunkten
auf derselben Seite Perpendikel BF, CG errichtet werden, und
das Rechteck derselben gleich ist dem Quadrate der halben
BC oder kleiner: so wird der itber der Linie FG (welche
die Endpunkte der Perpendikel verbindet) beschriebene Halb-
kreis dic BC im ersten Falle berithren, im zweiten aber
schneiden.

Halbire BC in K und verbinde GK und FK, Ist nun
1) @ BF . CG = BK?, so verlingere die Linien GK und
FB, bis sie sich in L treffen: so ist offenbar A LBK & AGCK,
denn sie haben gleiche Winkel, und es ist BK — KC. Daher
ist BL= CG, also @ FBL = 3 BF.CG — BK?, Folg-
lich ist W, FKL, sowie sein Nebenwinkel FKG ein rechter.
Wird also iiber FG ein Halbkreis beschrieben, so geht er
durch K, Errichtet man nun KH senkrecht auf BC, so ist
wegen der drei Parallelen BF, KH, CG

BK:KC — FH:HG,
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mithin ist FH— HG, also H der Mittelpunkt, und HK sein
Radius, Dieser Radius steht aber senkrecht auf BC, folglich
berithrt BC den Kreis.

2) Ist aber = BF.CG < BK?, so nimm in CG von C
nach G hin den Abschnitt CM, sodass =2 BF . CM — BK*:
so ist @ BF . CG < = BF ,CM, und CG < CM. Verbindet
man also MK, so liegt diesc Linie zwischen FK und GK,
und daher ist W. FKG > W. FKM. Nun erhellt aber aus
dem Vorigen, dass W, FKM ein rechter sey; folglich ist W.
FKG cin stumpfer. Beschreibt man also itber FG einen Halb-
kreis, so liegt der Punkt K innerhalb desselben; folglich
schneidet BC den IKreis,

18. Aufgabe. Fig. 16. 17.

Eine gegebenc gerade Linie in zwei Abschnitte zu thei-
len, deren Rechteck cinem gegebenen gleich ist.

Gegeben sey die Linie BC und  pg, welches aber
nicht grosser sey als das Quadrat der halben BC (Lemma 3,
Zus. 1).

Errichte auf BC in ihren Endpunkten auf einer Seite
derselben die Perpendikel BF und CG gleich den gegebenen
Linien p und ¢, verbinde F'G und beschreibe iiber dieser
Linie einen Halbkreis: so wird derselbe (Lemma 17) die BC
entweder in einem Punkte K berithren oder in zwei Punkten
D und d schneiden: ich behaupte, dass jeder von den ge-
nannten Punkten der gesuchte Theilungspunkt sey.

1) Ist = pgq oder @ BF CG gleich dem Quadrate der
halben BC (Fig. 16), so beriihrt der Halbkreis die BC in K.
Zieht man nun den Radius HK, so steht er senkrecht auf
BC, mithin sind die Linien BF, CG, HK parallel, und es ist
FH:HG = BK: KC. Folglich ist BK—=KC, und = BKC
=BK*=cpq.

2) Ist o BF. CG kleiner als das Quadrat der halben
BC (Fig. 17), so schneidet der Halbkreis die BC in zwei
Punkten D und d. Verbinde GB und FC, so sind die Win-
kel FBG und FCG spitze, weil jeder ein Theil eines rech-
ten ist. Sie stehen aber auf dem Durchmesser FG, folglich
liegen die Punkte B und C ausserhalb des Kreises, und somit
die Durchschnittspunkte D und d zwischen B und C.

Zieht man nun FD und GD, so ist

W.BDG=W.DCG + W. CGD (Eucl 1, 32).
Es ist aber W. FDG — W. DCG,
weil jeder derselben ein rechter ist; folglich ist, wenn man
Gleiches von Gleichem abzieht, W, BDF= W. CGD. Daher
2 *
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sind die rechtwinkligen Dreiecke BDF und CGD ihnlich,
und, es ist FB:BD — DC: CG,

also . ... .OBDC=cBF.CG=pq.

Ebenso wird bewiesen, dass & BdC=2pq sey.

Anmerkung. FEine andere Auflisung dicser Aufgabe
ist folgende:

Fig. 18. Errichte auf BC in ihren Endpunkten auf einer
Seite die Senkrechten BF und CG gleich den Seiten p und ¢
des gegebenen Rechtecks, verbinde FG und beschreibe iber
BC einen Halbkreis: so wird derselbe die FG entweder in
cinem Punkte H berithren oder in zwei Punkten H und £
schneiden,

Errichte in den genannten Punkten auf FG Perpendikel,
s0 werden dieselben die BC in den gesuchten Punkten D und
d treflen. Den Beweis findet man unter andern in Diester-
weg’s Bearbeitung der Apollonischen Schrift ,,de sectione ra-
tionis®y Lehnsatz 4. Scite 1. ff.

19. Aufgabe. TFig. 19.

In der Verlingerung einer geraden Linie einen Punkt zu
finden, so dass das Rechteck aus den Abschnitten der Linie
einem gegebenen gleich sey.

Gegeben sey die Linie BC und das & pq.

Auf BC errichte in ihren Endpunkten nach entgegen-
gesetzten Seiten die Perpendikel BF und CG gleich p und ¢,
verbinde FG und beschreibe um diese Linie als Durchmesser
einen Kreis: so wird derselbe die Verlingerungen der BC in
den Punkten D und d schneiden. Denn zieht man GB und
FC, so sind offenbar dic Winkel FBG und FCG stumpfe,
denn die rechten Winkel FBC und BCG sind Theile dersel-
ben. Die stumpfen Winkel stehen aber beide auf dem Durch-
messer FG, folglich liegen die Punkte B, € innerhalb des
Kreises, und somit die Durchschnittspunkte D und d ausser-
halb desselben.

Ich behaupte nun, dass dic Punkte D und & heide das
Verlangte leisten. Verbinde FD und GD, so ist W. FDG
ein rechter als Winkel im Halbkreise; auch ist W. CDG -
W. C6D gleich einem rechten, weil der dritte Winkel € im
A DCG ein rechter ist; mithin ist

W.FDG=W. CDG 4- W, CGD,
und, wenn man den gemeinschaftlichen W. CDG wegnimmt,
W.FDB — W. CGD.
Daher sind die rechtwinkligen A A FBD, DCG ihnlich, und
es ist FB:BD — DC: CG,
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also . @BDC==BF.CG@=py.
Ebenso wird bewiesen, dass = BdC == —pyg scy.

Anmerkung. Fig. 20. Eine andere Auflosung dicser
Aufgabe ist folgende:

Auf BC errichte in ihren Endpunkten nach entgegenh-
gesetzten Richtungen die Senkrechten BF und CG gleich den
Seiten p und ¢ des gegebenen Rechtecks, verbinde FG und
beschreibe um BC als Durchmesser einen Kreis: so wird der-
selbe die FG in zwei Punkten H und % schneiden. Errichte
in diesen Punkten auf FG Perpendikel, so werden dieselben
die Verlingerte BC in den gesuchten Punkten D und d tre!-
fen. Den Beweis siehe bei Diesterweg, Lehusatz B, Seite 4.

20. Erklarung. (Eucl Dat. Erkl HI),

Geradlinige Figuren heissen der Gattung nach gegeben
(specie datae), wenn jeder ihrer Winkel gegeben ist, und die
Verhiltnisse ihrer Seiten gegeben sind.

21. Lehrsatz. (Eucl. Dat. 43).
Ein Dreieck ist der Gattung nach gegeben, wenn jeder
Winkel des Dreiecks der Grosse nach gegeben ist.

22, Lehrsatz. (Euecl. Dat 44)

Ein Dreieck ist der Gatiung nach gegeben, wenn ein
Winkel des Dreiecks und das Verhiltniss der ihn einschlies-
senden Seiten gegeben ist,

23. Lehrsatz. (Eucl Dat 46).

Ein rechtwinkliges Dreieck ist der Gattung nach gege-
ben, wenn das Verhiltniss der einen spitzen Winkel einschlies-
senden Sciten gegeben ist.

24. Lehrsatz. (Eucl Dat 77).

Ein Dreieck ist der Gattung nach gegeben, wenn ein
Winkel desselben gegeben ist, und der aus diesem Winkel auf
dic Gegenseite gefillte Perpendikel ein gegebenes Verhiiltniss
zu dieser Seite hat.

25. Lehrsatz Fig. 12. 13.

Ein Dreieck ist der Gattung nach gegeben, wenn ein
Winkel desselben gegeben ist, und der aus diesem Winkel auf
die Gegenscite gefillte Perpendikel zu einem Abschnitte dieser
Seite ein gegebenes Verhiltniss hat.

In dem A ABC sey aus 4 auf BC der Perpendikel 4D
gefillt, und es sey gegeben W. BAC und das Verhiltniss
AD : DB; ich behaupte, dass das A ABC der Gattung nach
gegeben sey.

Weil der W. 4DB als rechter gegeben ist, sowic das
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Verhiiltniss der cinschliessenden Seciten 4D und DB: so ist
(Dat. 44) A ADB der Gattung nach gegeben, mithin ist
der W. ABD, also auch W. 4ABC bekannt. Von dem A ABC
sind also die Winkel 4 und B gegeben, folglich ist (Dat. 43)
dieses Dreieck der Gattung nach gegeben,

26. Lehrsatz (Eucl. Dat. 79).

Ein Dreieck ist der Gattung nach gegeben, wenn ein
Winkel desselben gegeben ist, und wenn dic aus diesem Win-
kel auf dic Gegenseite gezogene und mit ihr einen gegebenen
Winkel machende Linie diese Gegenseite in Segmente theilt,
die ein gegebenes Verhiiltniss zu einander haben.

Zusatz 1. Ein rechtwinkliges Dreieck ist daher der
Gattung nach gegeben, wenn die durch die Héhe gebildeten
Abschnitte der Hypotenuse ein gegebenes Verhiltniss zu ein-
ander haben.

Zusatz 2. Ein rechtwinkliges Dreieck ist der Gat-
tung nach gegeben, wenn das Verhiltniss der Hypotenuse zu
cinem ihrer Abschnitte gegeben ist.

27. Lehrsatz. Fig. 14.

Ein rechtwinkliges Dreieck ist der Gattung nach gege-
ben, wenn das Verhiltniss einer Kathete zu dem der andern
Kathete anliegenden Abschnitte der Hypotenuse gegeben ist.

In dem A 4ABC sey der Winkel 4 ein rechter, 4D
stehe senkrecht auf BC, und es sey das Verhiltniss 4B: CD
gegeben; ich behaupte, dass A ABC der Gattung nach ge-
geben sey.

Halbire CD in G. Weil AB: CD gegeben wird, so ist
auch 4B : DG und 4B? : DG* gegeben. Es ist aber 4B?
= @ CBD, folglich ist das Verhiltniss = CBD:DG? und
comp, BG? : GD?> (Lemma 4), mithin BG: GD, und divid,
BD :DG, also auch BD:DC gegeben. Folglich ist nach
Lemma 26, Zus. 1. A ABC der Gattung nach gegeben.

28. Lehrsatz. (Eucl. Dat. 56).

Wenn eine der Gattung nach gegebene geradlinige Figur
iiber einer der Griosse nach gegebenen geraden Linie beschrie-
ben wird, so ist die Figur der Grosse nach gegeben,
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Aufgabe 1. Fig. 21.
m? = 2n?.

In einer geraden Linic sind zwei Punkte B,C gegeben; zwi-
schen ihnen einen dritten I zu finden, sodass das Quadrat
von dem grossern Abschnitte BD gleich ist dem doppelten
Quadrate des kleinern' CD.

Analysis. Der Punkt D sey gefunden, und es sey
BD > CD: so ist
BD? = 20D->.
Mache CE == CD, so ist 2CD?> = — EDC, also
BD? =— = EDC, mnithin
ED: DB — BD : DC,
und comp. . EB : BD = BC: CD.
Verlingere BC um CF = BC, so ist EB = DF, also
FD:DB = FC: CD,
folglich irvert, und compon.
i BF:FD — DF: FC.
Daher ist DF die mittlere Proportionale zwischen BF
und FC. Nun sind BF und FC gegeben, also auch FD
und somit der Punk¢ D.

Synthesis. Verlingere BC um CF= BC und nimm
FD gleich der mittlern Proportionale zwischen BF und FC:
so ist ) der gesiuchte Punkt,

Denn weil BF: FD = DF: FC, so ist divid. und énvert.

FD: DB — FC oder BC: CD,
Mache CE — CD, so ist FD — EB, also
EB:BD — BC:CD

und divid, . ED:DB — BD:DC,
mithin BD?* — = CDE. Es ist aber = CDE == 2CD?,
weil DE=—2CD ist; folglich ist auch BD* =— 2CD>,

Anmerkung, Nimmt man die mittlere Proportionale

FD nach der entgegengesetsten Seite, so leistet der Punkt D
dasselbe.
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Aufgabe II. Fig. 22.

m? — 2%,

In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, €' gegeben;
gwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass der Ueber-
schuss des Quadrats von dem gréssern Abschnitte BD iiber
das doppelte Quadrat von dem kleinern CD einer gegebenen
Fliche gleich sey.

Analysis. Der gesuchte Punkt D sey gefunden, und
es sey BD > DC: so ist

BD* — 2CD?
gegeben. Mache DE—=DC, so ist BD* — CD* = — CBE
(Lemma 4, Zus.). Ferner nimm — BC ., EG — CD?, so ist
BD? —2CD* —== CBE — = BC . EG
— 3 CB G’.
Daher ist = CBG gegeben, mithin (Dat. 61) die Linie BG
und der Punkt G.
Weil nun @ BC . EG = CD? oder =— = CDE, so ist
GE:ED — DC:CB,
das ist, wenn CF — BC gemacht wird,
GE:ED — DC:CF
und comp. GD:DE oder DC — DF': FC.

Die Summen der homologen Glieder haben aber dasselbe

Verhiiltniss, mithin ist

GF:FD = DF:FC,
also FD die mittlere Proportionale zwischen GF und FC.
Da nun die Linien GF und FC gegeben sind, so ist auch
DF und deshalb der Punkt D gegeben.

Determination. Offenbar muss die gegebene Fliche
kleiner seyn als das Quadrat der gegebenen Linic BC,

Synthesis. Nimm = CBG gleich der gegebenen
Fliche, und es sey BG < BC. Verlingere BC um CF= BC
und nimm FD gleich der mittlern Proportionale zwischen GF
und FC: ich behaupte, dass D der gesuchte Punkt sey.

Denn nach Lemma 11. ist GD > DC. Macht man also
DE — DC, so liegt E zwischen G und D. Weil nun GF: FD
= DF:FC, so ist, wenn man die Differenzen der homolo-
gen Glieder nimmt,

GD : DC oder DE=— DF: FC
und divid. .. .. GE:ED=DC:CF oder BC,
mithin @ BC. GE= D1 EDC = CD?. Eg ist aber
= CBE = BD? — CD? (Lemma 4, Zus.),
folglich, wenn man hiervon die Gleichung
= BC.GE = CD?
wegnimmt, ist — CBG=BD? —2CD>,
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Anmerkung 1. Macht man FE gleich der mittlern
Proportionale zwischen BF und FC: so ist nach Aufgabe I.
E der Grenzpunkt, fiir welchen BE? — 2EC?*, oder
BE* — 2EC* — 0 ist. Nimmt man nun zwei belicbige
Punkte D und H zwischen E und C: so behaupte ich, dass
der dem Punkte C niihere Punkt H eine grissere Fliche be-
stimme als der von ihm entferntere ). Denn weil BH > BD,
und HC < CD: so ist

BH* > BD*
und 2CH? < 2CD?,
folglich ist BH* —2CH* > BD®* —2CD*, — Hieraus er-
giebt sich auch leicht die Umkehrung,

Anmerkung 2. Nimmt man dic mittlere Proportio-
nale FD nach der entgegengesetzten Seite, so leistet der
Punkt D dasselbe.

Aufgabe II1. Fig. 28.
Hm 22,

In ciner geraden Linie sind zwei Punkte B,C gegeben;
gwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass das Recht-
eck aus der gegebenen Linie BC und dem einen Abschnitte
CD zum Quadrate des andern Abschnittes BD ein gegebenes
Verhiiltniss habe,

Analysis. Der gesuchte Punkt D sey gefunden, so
ist das Verhiltniss
o BCD BD?

gegeben.  Mache @ BE . CD = BD?, so ist das gegebene
Verhiiltniss

== BCD: = BE.CD, das ist

= CB: BE;
mithin ist, weil CB gegeben wird, die Linic BE der Lage
und Grosse nach gegeben. Weil nun —m BE.CD = BD?,
so ist CD:DB — DB:BE
und compon. . . CB:BD — DE: EB,
mithin @ BDE==CBE. Nun ist o CBE wegen seiner
bekannten Seiten gegeben, also auch — BDE; und da die
Differenz BE der Seiten bekannt ist, so sind die Seiten selbst
und somit der Punkt D gegeben.

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey p:g. In
der Verlingerung der BC nimm den Punkt E so, dass
CB:BE = p:g, und in der nach' B hin Verlingerten BE
nimm den Punkt D so, dass cm BDE — = CBE ist: so be-
haupte ich, dass D der gesuchte Punkt sey.
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Denn weil 3 CBE < a1 BCE, so ist @BDE < o BCE,
und der Punkt D liegt demnach zwischen B und €. Wegen
der gleichen Rechtecke BDE und CBE aber ist

CB:BD — DE:EB
und divid, . . . . CD:DB — DB: BE,
also . CD.BE = BD?. Daher ist
= BCD: BD*==BCD:=CD . BE
=BC:BE = p:q.

Anmerkung 1. Nimmt man den Punkt D in der

andern Verlingerung der BE, so leistet er dasselbe.

Anmerkung 2. Ist das gegebene Verhiltniss p : ¢
das Verhiltniss der Gleichheit, so ist = BCD = BD?*, und
dies ist die Aufgabe der sectio media et extrema ratione (im
mittlern und iussern Verhiltnisse ).

Anmerkung 3. Die Aufgabe Hm : z* ist ein be-
sonderer Fall von Apollonius, ,,De sectione determinatu,
Buch 1, Aufg, 2, Fall 1 (bearbeitet von Diesterweg, Mainz,
1822). In der allgemeinen Aufgabe nimlich kann die Linic H

jede Grosse haben.

Aufgabe 1V. Fig. 24.
Hmn H?—m?2,

In einer geraden Lini¢ sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten ) zu finden, sodass das Recht-
eck aus der gegebenen Linie BC wund eincm ihrer Abschnitte
CD zum Ueberschusse des Quadrats der gegebenen Linie BC
iiber das Quadrat des genannten Abschnittes CD ein gegebe-
nes Verhiltniss habe,

Analysis. Der Punkt D sey gefunden, so ist das
Verhiiltniss

— BCD : BC* — CD?
gegeben.  Mache =3 ECD = BC* — CD?, so ist das gege-
bene Verhiltniss
= BCD: 4 ECD, das ist
= BC: CE.

Daher ist das letztere Verhiliniss gegeben, mithin, weil
BC gegeben wird, die Linie CE der Lage und Grisse nach.
Weil nun BC* — €CD? = — ECD, so ist, wenn auf beiden
Seiten CD? hinzukommt, BC? = — EDC. Nun ist BC? ge-
geben, also auch = EDC. Es ist aber die Differenz EC
der Seiten bekannt, folglich sind die Seiten selbst und der
Punkt D gegcben.
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Bynthesls. Das gogebene Verhiltniss sey p:g. In
der Verlingerten BC nimm den Punkt £ so, dass BC CE
= p:¢, und in der nach B hin Verlingerten CE nimm den
Punkt D so, dass 0 CDE — BC? ist: so wird D der ver-
langte Punkt seyn,

Denn weil BC*<— CBE, so ist auch @ CDE<—3CBE;
mithin liegt D zwischen B und C. Ferner, weil 0 CDE=—=RBC?,
so ist 0 DCE = BC* — CD*?. FKolglich ist

= BCD: BC? — CD* = —m BCD : 0 DCE,
=BC:CE=p:q.

Anmerkung 1. Ein dem Punkte € niherer Punkt
bestimmt ein kleincres Verhiiltniss als ein von ihm cntfernte-
rer. Es seyen D, H zwei beliebige Punkte zwischen B, C,
und es sey CH<{ CD: so ist

—BCH < = BCD,
und weil CH? < CD?, ist
BC* — CH* > BC* — CD~.
Folglich ist (Pappi Lemma 11)
D BCH : BC* —CH?® < 2 BCD : BC* —CD*.
Hicraus folgt auch leicht die Umkehrung.

Anmerkung 2. Nimmt man den Punkt D in der an-
dern Verlingerung der CE, so ist cmBCD:CD* —BC*—p:q.

Aufgabe V., Fig. 23.
Hm: H? 4+ m?.
In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass das Recht-
eck aus der gegebenen Linie BC und einem ihrer Abschnitte

CD zur Summe der Quadrate von den genannten Linien BC, CD
ein gegebenes Verhiltniss habe.

Analysis. Der gesuchte Punkt D scy gefunden, so
ist das Verhiiltniss
= BCD : BC?* 4- CD*

gegeben. Mache =31 ECD = BC? 4 CD?, so ist das gege-
bene Verhiltniss

= BCD: = ECD, das ist

= BC : CE;
daher ist wegen der gegebenen BC auch CE der Lage und
Grosse nach gegeben. Weil nun —m ECD =— BC? +4- CD?,
so ist, wenn auf beiden Seiten CD? abgezogen wird, 3 CDE
== BC?. Nun ist BC*> gegeben, also auch = CDE. Es
ist aber die Summe CE der Seiten bekannt, folglich sind die
Seiten selbst und somit der Punkt D gegeben.
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Determination. Weil BC2=3CDE, und CD < BC
ist, denn der Punkt D liegt zwischen B und C: so ist
(Lemma 11, Zus. 2) CE > 2BC, mithin BC: CE < BC: 2BC(,
oder 1:2.  Das gegebene Verhiltniss muss also kleiner seyn
als das Verhiitniss des Einfachen zum Doppelten,

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey p:q, und
es sey 2p <(q. Mache BC:CE—=p:¢q, so ist 2BC < CE,
das ist EB > BC, und daher c30 EBC > BC?, Die Linie EC
lisst sich also in zwei Punkten zu beiden Seiten des Punktes
B so theilen, dass das Rechteck aus den Abschnitten durch
je einen Punkt gleich BC? ist. Es sey aber D der zwischen
B, C liegende Theilungspunkt: ich behaupte, dass er der
Aufgabe geniige.

Denn weil BC* — 3 CDE, so ist, wenn CD® hinzu-
kommt, BC? 4+ CD* —=—3 DCE. Dabher ist

3 BCD : BC* 4 CD?* —= —= BCD : - DCE
= BC:CE =p:q.

Anmerkung. Der zweite zwischen B, E liegende
Theilungspunkt leistet dasselbe,

Aufgabe VI. Fig. 25.
Hm : Hn + n°.

In ciner geraden Linic sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten Punkt D zu finden, sodass das
Rechteck aus der gegebenen Linie BC und dem einen Ab-
schnitte CD zur Summe des Quadrats von dem andern Ab-
schnitte BD und des Rechtecks aus diesem Abschnitte BD
und der gegebenen Linic BC ein gegebenes Verhiltniss habe.

Analysis. Der gesuchte Punkt D sey gefunden, so
ist das Verhiltniss
= BCD : = CBD 4 BD*
gegeben, Verlingere BC um BE=BC, so ist
=2 CBD 4 BD*® =— — EBD +4- BD?
= 3 EDB.
Daher ist das gegebene Verhiltniss gleich caBCD :oEDB. *)

*) In einer geraden Linie sind also drei Punkte C,B,E gegeben;
man soll zwischen den beiden ersten C, B einen vierten Punkt D
finden, sodass das Rechteck aus dem ersten Segmente CD und
einer gegebenen Linie BC zum Rechteck aus dem zweiten und
dritten Segmente BD, ED ein gegebenes Verhiltniss habe. Die
Aufgabe ist demnach auf die sectio determinata, Buch 1, Aufg. 3,
Fall 1., gebracht.
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In der Verlingerung der CE nimm den Abschnitt EF so,
dass 3 EF. CD == EDB: so ist das obige Verhiltniss
== BCD: = EF.CD, das ist
Es ist aber BC gegeben, mithin EF der Lage und Grosse
nach, also auch BF. Weil nun @ EF.CD —= = EDB, so ist
CD: DB = DE: EF
und comp. . ... CB:BD=DF:FE,
mithin ist 0 BDF — o BC . EF. Es ist aber — BC . EF
wegen sciner bekannten Seiten gegeben, also auch =2 BDF';
und weil dic Differenz BF der Seiten gegeben ist, so sind
die Seiten selbst, mithin der Punkt D gegeben.

Synthesis. Das gegebene Verhiiltniss sey p:g. Ver-
lingere BC um BE — BC, mache BE:EF = p: ¢ und
nimm in der nach B hin liegenden Verlingerung der FB den
Punkt D so, dass @ BDF = 2 BC . EF: so liegt D zwi-
schen B und €, weil @ BC . EF < 2 BCF ist. Ich be-
haupte nun, dass D der gesuchte Punkt sey.

Denn wegen der gleichen Rechtecke ist CB: BD — DF: FE,
also divid. CD : DB — DE: EF, und @m BDE—=r=CD . EF.
Fs ist aber @ BDE = o EBD + BD* — — CBD + BD:*,
Folglich ist

= BCD : =5 CBD 4 BD? =—=—BCD: = CD . EF
=BC:EF = p:q.

Anmerkung. Nimmt man den Punkt D in der an-
dern Verlingerung der BF, so ist ™ BCD: BD* — — CBD
=p:q.

Aufgabe VII. Fig. 26.
Hm : mn — n?.

In ciner geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
gwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass das Recht-
eck aus der gegebenen Linic BC und dem grossern Abschnitte
CD zum Ueberschusse des Rechtecks aus beiden Abschnitten
CD, DB iuber das Quadrat des kleinern Abschnittes BD cin
gegebenes Verhiltniss habe.

Analysis. Der Punkt D sey gefunden, und es sey
CD > BD, so ist das Verhiltniss

= BCD : = BDC — BD?
gegeben. Mache DG — DB, so ist = BDC — BD?* =
@GDC — GD* = =aCGD. Ferner nimm caDCH =—=CGD,
so ist das gegebene Verhiltniss
== BCD : 2 DCH, das ist
= BC: CH;



32 Theilung der Linde.

daher ist die Linie CH und somit auch BH der Lage und
Grosse nach gegeben. Weil nun 3 DCH = CGD, so ist
CD:DG oder DB—=GC:CH

und compon. CB:BD=GH: HC.

Verlingere BC um CF = BC, so ist FB: BG= CB:BD,
weil FB=—=2BC, und BG —2BD ist; mithin ist

FB:BG — GH:HC

und O BGH == BF.CH, Nun ist = BF.CH wegen seiner
bekannten Seiten gegeben, also auch — BGH; und weil die
Summe BH der Seiten bekannt ist, so sind dic Seiten selbst,
also der Punkt G und somit auch der Punkt D gegeben,

Determination. Weil zur Construction crforderlich
ist, dass BC:CH gleich dem gegebenen Verhiltnisse genom-
men, CF==BC gemacht, und die Linie BH in G so getheilt
werde, dass .5 BGH — = BF . CH sey: so wird die Aof-
gabe nicht moglich seyn, wenn o BF.CH grosser ist als
das Quadrat der halben BI; und es wird eine Grinze statt-
finden, wenn G die Mitte der BH ist.

1) Das Grinzverhiltniss BC: CH sey gefaunden. Hal-
bive BH in G, so ist der Voraussetzung zufolge = BF. CH
= BGH, also

FB:BG — GH:HC
und convert. . BF:FG — HG oder BG: GC.

Die Differenzen der homologen Glieder haben aber das-

selbe Verhiltniss, daher ist
BF: FG = GF: FC.

Folglich ist F'G dic mittlere Proportionale zwischen BF
und F'C. Die Linien BF, FC sind aber gegeben, also auch
FG, mithin BG und die ihr gleiche GH, folglich CH und
das Verhiltniss BC : CH,

Man findet also das Grinzverhiltniss BC: CH auf fol-
gende Weise; Verlingere BC um CF = BC und nimm FG
gleich der mittlern Proportionale zwischen BF und FC: so
ist (Lemma 11) BG >> GC. Macht man also GH — BG,
so liegt H zwischen € und F. Ich behaupte nun, dass
= BGH — — BF.CH, und dass, wenn BG in D halbirt
wird, = BCD : 2 BDC — BD? = BC: CH sey.

Denn weil BF: FG — GF: FC, so ist convert. FB: BG
oder HG = FG : GC, und permut,

BF:FG — HG:GC,
und nochmals convert. FB: BG = GH: HC,
also @ BGH=— BF . CH.

Ferner ist FB: BG — CRB:RBD,
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weil FB=2BC, und BG =2BD ist; folglich ist
CB:BD — GH:HC

und divid, CD:DB — GC:CH,
also = DCH — oo BD . CG
= 3 GDC — GD?
— o BDC — BD?,
Daher ist
= BCD : > BDC — BD?*—=— BCD : 0 DCH

=BC H CH.

2. Jetzt ist zu untersuchen, ob BC:CH ein grosstes

oder kleinstes Verhiltniss sey. Nimm also einen beliebigen

Punkt E in BC, sodass CE>> EB ist: so ist das Verhiiltniss
= BCE: = BEC — BE?

zu vergleichen mit
BC:CH, das ist mit 2o BCE: 3 ECH,

Weil nun in beiden Verhiltnissen die Vorderglieder gleich
sind, so vergleiche die Hinterglieder mit einander, nimlich
3 BEC — BE* mit o ECH,

Mache EK = BE, so ist
= BEC — BE?* — = KEC — KE?
= 3 CKE;
vergleiche daher
= CKE mit — ECH,
also CE : EK oder EB mit KC:CH
und comp. CB:BE mit KH:HC.
Es ist aber CB: BE—FB: BK, desshalb werde
FB: BK mit KH: HC
verglichen, also co BKH nit @ BF.CH, das ist mit =@ BGH.
Offenbar aber ist c0 BGH > — BKH, weil G die Mitte der
BH ist; daher ist auch
= BF.CH > <o BKH,
mithin FB:BK > KH:HC,
das ist. . CB:BE > KH:HC
und divid.. . .. CE:EB oder EK > KC:CH,
also c CKE < S ECH. Folglich ist
@ BCE: = CKE > = BCE : = ECH,
das ist D BCE: = BEC — BE* > BC: CH.
Hicraus folgt, dass BC: CH das kleinste Verhiltniss sey.

Synthesis. Verlingere BC um CF — BC, nimm

FG gleich der mittlern Proportionale zwischen BF, FC, und

mache GH — BG: so ist BC: CH das kleinste Verhiiltniss,

welches gegeben werden darf. Ist nun das gegebene Ver-
3
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hiiltniss gleish BC: CH, so balbire BG in D: so ist, wie in
der Determination bewiesen worden ist,
= BCD : = BNC — BD? = BC ; CH.

Ist das gegebene Verhiltniss kleiner als BC:CH, so ist
die Auflésung nicht méglich. Ist aber das gegebene Verhilt-
niss p:q > BC:CH, so sey BC:CR=p:q; so ist CR<CH.
Da nun = BF.CH — o BGH
aber = BF.RH > — BG . RH,
so ist, wenn man Dngleiches von Gleichem wegnimmt,

= BF.CR << =3 BGR.

Folglich lisst sich die Linie BR in zwei Punkten K und
k so theilen, dass die Bechtecke BKR und BkR beide gleich
=3 BF. CR sind. Beide Punkte werden aber in der Linie BC
selbst liegen, weil .0 BF. CR > — BCR ist. Halbire nun
BK in E, und Bk in e: ich behaupte, dass die Punkte E, e
beide das Verlangte leisten.

Denn weil 3 BF . CR = BKR, so ist FB: BK, das
ist CB:BE = KR:RC, und divid. CE: EB oler EK =
KC:CR, mithin oD ECR= = CKE. Nun ist caCKE =
= BEC — BE*. Folglich ist

= BCE: D BEC — BE? —= 2 BCE : = ECR
=BC:CR=p:yqy.

Ebenso wird gezeigt, dass der Punkt e dasselbe leiste.

Zusatz, Das kleinste Verhiltniss BC ; CH wird so be-
stimmt: Es ist €H der Ueberschuss der Linien BF, FC iiber
die Linien BF, FH, das ist der Uecberschuss der dreifachen
BC iiber die doppelte FG, Das Quadrat von FG aber ist
leich dem doppelten Quadrate von BEC. Folglich ist das
kleinste Verhiiltniss gleich dem Verhiltnisse der BC zum Ue-
berschusse der dreifachen BC iiber die doppelte Seite des
Quadrats, welches dem zwiefachen Quadrate der BC gleich ist,

BC:3BC — 2V/2BC>.

Aufgabe VIIL Fig. 27.
Hm : n* — mn.

In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, C gogeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass das Recht-
eck aus der gegebenen Linie BC und dem kleinern Abgehnitte
BD zum Ugbersohusse des Quadrates von dem grossern Ab-
schpitte €D iher das Rechteck aus beiden Absehnitten RD,
DC ein gegebengs Verhiltniss habe.
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Analysis. Der Punk¢ I} sey gefunden, und es sey
€D >> BD, so ist das Verhiltniss
= CBD; CD* — 3 BDC
gegeben, Mache DE = CD, so ist
CD* — = BDC —= DE? — o BDE
— = DEB.
Daher ist das Verhiiltniss
— CBD : = DEB
und, wenn man 2 DBF == DEB macht, auch
= CBD : =2 DBF, das ist
CB: BF
gegeben, mithin die Linie BF der Lage und Grosse nach,
Weil nun mDBF =2 DEB, so ist
BD: DE oder DC=EB:BF
und comp. e BC:CD=FEF: FB.
Verlingere BC um BG BC, so ist
BC:CD=GC:CE,
weil 2BC — GC, und 2CD = CE ist; daher ist
GC:CE—=EF: FB
und . .. 2 CEF == €6, BF.

Nun ist = CG . BF wegen seiner bekannten Seiten ge-
geben, alse auch cmCEF'; und da die Differenz CF' der Seiten
gegeben ist, so sind die Selten selbst gegeben, mithin der Punkt
E, also die Linie CE, somit ihre Hilfte CD und der Punkt D,

Synthesis. Das gegebene Verhiiltniss sey p:q. Ver-
lingere BC um BG — BC, nimm von B nach C hin den
Abschnitt BF so, dass CB: BF — p:q ist, in der nach B
hin Verlingerten CB nimm den Punkt E so, dass —™ CEF
= 3 CG. BF, und halbire CE in D: so ist D der ge~
suchte Punkt,

Denn weil = CG , BF > = CBF und < CGF,
so ist auch . .3 CEF> = CBF und <= CGF
mithin liegt E zwischen B,G, und deshalb D zwxschen B,C;
es ist also CE>> CB, und, wenn man die Hilften mmmt,
CD>> 1CB, oder CD>DB — Weil nun o CG . BF =
= CEF, so ist GC:CE — EF:FB, das ist BC:CD —
EF:FB, und divid. BD : DC oder DE — EB : BF, also
= DBF — — BED — ED?* — — BDE = €D? — == BDC.
Folglich ist

= CBD : CD? — = BDC == CBP : > DRF
=—=CB: BF =p:q.

Anmerkung. Dem Anfinger kinnte es auffallen, dass
die Aufgaben VII und VI, Hw : mn—a* und Hm ;p* —mn,
welche einander so ihunlich zu seyn scheinen, doch zu ganz

3 *
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verschiedenen Resultaten fithren, indem bei Aufgabe VII ein
minimum , bei Aufgabe VIII aber gar keine Griinze stattfindet.
Folgende Betrachtung kann diese Schwierigkeit heben.

In Aufgabe VII ist m > z, in Aufgabe VIII dagegen
#n>m. In jener liegt also m zwischen den Griinzen 5 und
H, in dicser aber zwischen —- und 0. In Aufgabe VII ist

daher das Verhiiltniss Hm : mn‘-— n?
Hz Hz Hz HQ
2°¢ T T2

fiir m = g gleich O unendlich gross,
und

fiir m = H gleich H* : 0 — 0 = H? : 0 unendlich gross.
Wenn also m von seinem kleinsten Werthe -g bis zu

seinem grossten H stetig wiichst, so wird das Verhiltniss
Hm : mrn — n* von einem unendlich grossen Werthe herab-
steigen bis zu einem kleinsten, und von da wieder hinauf bis
zu einem unendlich grossen. Es muss hier also ein minimum
stattfinden,

In Aufgabe VIII dagegen ist das Verhiltniss Hm : 2 —mn
H . H2 HZ 2 2
fitr m = 5} gleich 5T —Z_—I- = %I— O unendlich gross,
und
firm = 0 gleich 0 H?-— (0 = 0: H* unendlich klein,
Wenn also m von seinem kleinsten Werthe Q bis zu sei-
H
nem grossten 5 hinaufsteigt, so wird auch das Verhiltniss
Hm :n? — mn von seinem unendlich kleinen bis zu seinem
unendlich grossen Werthe wachsen, und es kann zwischen
beiden weder ein maximum noch ein minimum stattfinden,
Durch iihnliche Betrachtungen lassen sich bei mehreren der

folgenden Aufgaben schon vor der Analysis die Determinatio-
nen angeben,

Aufgabe IX. Fig. 28.
H? 4+ Hm: m2.
_ In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass die Summe
des Quadrats von der gegebenen Linie BC und des Rechtecks

aus ihr und einem ihrer Abschnitte CD zum Quadrate dieses
Abschnittes ein gegebenes Verhiltniss habe,
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Analysis. Der Punkt D sey gefunden, so ist das

Verhiltniss
BC* 4+~ o BCD: CD*
gegeben,  Verliingere BC um CE=BC, so ist
BC?* 4 = BCD = EC? 4 o ECD
=3 CED;

mithin ist das gegebene Verhiltniss =— caCED : CD* *) und,
wenn man — ED . CF= CD? macht, auch

— o CED: = ED . CF, das ist

—EC:CF, oder BC:CF,

Es ist aber BC gegeben, also auch CF der Lage und

Grosse nach. Weil nun m ED , CF—=CD?, so ist
ED:DC = DC:CF

und divid. EC:CD = DF:FC,

also. . . . . a3 CDF = = ECF.

Nun ist 3 ECI" wegen seiner bekannten Sciten gegeben,
also auch —2 CDF; und weil dic Differenz CF der Seiten ge-
geben ist, so sind die Seiten selbst, mithin der Punkt D
gegeben.

Determination. Weil der Punkt D zwischen B .und
C liegen soll, so ist c3CBF > CDF. Es ist aber o CDF
= ECF (nach der Analysis), mithin ist 2 CBF > ECF.
Nun ist BC=—=CE, folglich BF > FC. Halbirt man also BC
in G, so ist CF < CG, und EC:CF > EC:CG. Es ist
aber EC: CF das gegebene Verhiltniss, und EC:CG=2:1.
Folglich muss das gegebene Verhiiltniss grosser seyn als das
Verhiltniss des Doppelten zum Einfachen,

Synthesis., Das gegebene Verhiltniss sey p:g, und
es sey p >2¢. In BC nimm den Punkt F so, dass BC:CF
=p:q, so ist BC>>2CF, oder BF > FC, mithin —m CBF
> o BCF, Nimmt man also in der Verlingerten CF den
Punkt D so, dass —2 CDF = 3 BCF, so wird D zwischen
B und F liegen. Ich behaupte nun, dass D der gesuchte
Punkt sey.

Denn verlingere BC um CE — BC, so ist wegen der
gleichen Rechtecke

BC oder EC: CD = DF: FC,

") In einer geraden Linie sind also zwei Punkte E,C gegeben;
in der Verlingerung einen dritteu Punkt I zu finden, sodass
das Rechteck aus einer gegebenen Linie CE und dem ersten
Abschnitte ED zum Quadrate des zweiten Abschnittes CD ein
gegebenes Verhiltniss habe. Die Aufgabe ist demnach auf die
sectio determ. Buch 1, Aufg. 2, Fall 2,b gebracht.
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also compon, . ED:DC = DC: CF
und CD* — = ED .CF.
Daher ist
D CED:CD* = = CED:ED.CF,
das ist BC* 4 o BCD:CD* — EC:CF=p:q.

Anmerkung. Nimmt man den Punkt D in der an-
dern Verlingerung der CF, so ist BC®* — = BCD : CD?

=Pr 1

Aufgabe X. Fig 29.
H* 4 Hm : ma.

In einer geraden Linie sind zwei Punkte R, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass die Summe
des Quadrats von. der gegebenen Linie BC und des Rechtecks
aus ihr und einem ihrer Abschnitte CD zum Rechteck aus
beiden Abschnitten BD, DC ein gegebenes Verhiltniss habe.

Analysis. Der Punkt D sey gefunden, so ist das
Verhaltniss
BC* 4~ @™ BCD : = BDC
gegeben.  Verlingere BC um CF=BC, so ist
BC? 4~ 5 BCD = CF?* 4 = FCD
und das gegebene Verhiltniss ist gleich 2 CFD : mBDC *),
Ferner macie = FD . CH= BDC, so ist das obige Ver-
hiltniss
== 3 CFD :a FD . CH, das ist
= FC:CH, oder BC:CH;
mithin ist die Linie CH der Lage und Grisse nach gegeben.
Weil non = FD , CH == 0 BDC, s ist
FD:DB = DC:CH
und compon. . FB:8D — DH:HC,
also . . @ BDH — o BF.CH.
Nun ist 03 BF . CH wegen sciner bekannten Seiten ge-

*) In einer geraden Linie sind also drei Punkte F, C, B gegeben;
man soll zwischen dem zweiten und dritten einen vierten Punkt
D finden, sodass das Rechteck avs dem ersten Abschmitte FD
und ¢iner gegebenen Linte #FC zum Rechtecke aus den beiden
andern Abs¢hnitten BD, CD ein gegebenes Verhiltniss habe.
Die Aufgabe ist deminach auf die sectio deferm. Buch 1, Aufg. 3,
Fall 8. gebracht.
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geben , also auch o BDH; und da die Summe BH der Sei-
ten gegeben ist, so sind die Seiten selbst, folglich auch der
Punkt D gegeben.

Determination. Weil ziur Constrection ¢rforderlich
ist, dass BC:CH gleich dem gegebenen Verhiltnisse genom~
men, CF = BC gemacht; und die Linie BH in D so getheilt
werde, dass = BDH — ) BF . CH sey: so wird die Auf-
gabe nicht moglich seyn, wenn = BF CH grosser ist als
das Qaadrat der halben BH; und offenbar wird cine Grinze
stattfinden, wenn D die Mitte der BH ist.

1. Angenommen, das Griinzverhiltniss BC: CH sey ge-
funden. Halbire BH in D, so ist der Voraussetzung zufolge
o BDH —=— BF,CH, also

FB:BD = DH: HC
und convert. BF:FD — HD oder BD: DC,
folglich perm. und conv. BF:FD — DF': FC.

Daher ist FD die mittlere Proportionale zwischen BF
und FC. Nun sind aber BF und FC gegeben, also auch
FD, mithin BD und die gleiche DH, folglich CH und das
Verhiltniss BC : CH.

Man findet also das Grinzverhiltniss auf folgende Weise,
Verlingere BC um CF = BC, und nimm FD gleich der
mittlern Proportionale zwischen BF und FC: so ist (Lemma
11) BD > DC. Macht man also DH==BD, so liegt der
Punkt H in der Linie CF. Ich behaupte nun, dass = BDH
— o BF CH, und dass BC? 4+ — BCD : = BDC =
BC : CH sey.

Denn weil BF: FD = DF': FC, so ist convert. und perm.

BF:FD — BD oder HD: DC
und nochmals conv. FB: BD — DH: HC,

mithin = BDH =— = BF. CH.
Ferner folgt aus der letzten Proportion divid.
FD:DB=DC:CH,
also = BDC—== DF.CH.
Daher ist

2 DFC:aBDC —=— DFC: = DF . CH,
dasist BC* + =@BCP:aBDC —=FC: CH=BC: CH.

2. Jetzt ist zu untersucherr; ob BC:CH ein grisstes
oder kleinstes Verhiltniss sey. Nimnt einen beliebigen Punkt
E in BC, so ist das Verhiltniss

BC* 4+ = BCE: = BEC
zu vergleichen mi¢
BC:CH, oder FC: CH.
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Es ist aber BC* 4 — BCE — = CFE, vergleiche also
2 CFE = BEC
mit FC:CH, das ist mit =@ CFE: o FE . CH.
Da nun in beiden Verhiltnissen die Vorderglieder gleich
sind, so vergleiche die Hinterglieder, niimlich
= BEC mit o FE . CH.
Es werde daher FE:EB mit EC:CH
verglichen, und comp. FB:BE mit EH: HC,
also ™ BEH mit = BF.CH oder mit @ BDH, Nun ist
aber @ BDH >> — BEH, wecil D die Mitte der BH ist;

daher ist auch
= BF.CH > — BEH,

also . .. FB:BE > EH:HC
und divid, FE:EB > EC:CH,
mithin . ., . D BEC < 4 EF.CH.

Folglich ist
= CFE: 2 BEC> o CFE: o EF . CH,
das ist BC*4—=BCE: = BEC > FC: CH, oder BC: CH,
woraus hervorgeht, dass BC: CH das kleinste Verhiltniss sey.

Synthesis. Verlingere BC um CF= BC, nimm FD
gleich der mittlern Proportionale zwischen BF, FC und mache
DH=—BD: so ist BC: CH das kleinste Verhiiltniss. Ist also
BC': CH selbst das gegebene Verhiltniss, so ist (wie in der
Determination bewiesen worden ist)

BC?* 4+~ o BCD : — BDC —= BC : CH,
mithin ist D der gesuchte Punkt. — Ist das gegebene Ver-
hiltniss kleiner, so ist die Auflésung nicht méglich, — Ist
aber das gegebene Verhiltniss p : ¢ > BC : CH, so sey
BC:CR =— p:q; so ist CR<CH. Da nun

oo BF CH — — BDH,

aber . @3 BF.RH > — BD .RH,
50 ist, wenn man Ungleiches von Gleichem abzieht, =™ BF . CR
< @ BDR. Dabher lisst sich die Linic BR in zwei Punkten
E,e¢ zu beiden Seiten des Punktes D so theilen, dass die
Rechtecke BER und BeR gleich — BF . CR sind.  Ich be-
haupte, dass beide Punkte das Verlangte leisten,

Denn weil == BF . CR == BER, so ist

FB:BE — ER:RC
und divid, FE:EB — EC:CR,
mithin , , | O BEC — 4 EF. CR.
Folglich ist
9 CFE: O BEC—=—CFE: = EF.CR,
das ist BC* 4~ 2 BCE: o BEC—=FC:CR = p:q.
Ebenso wird bewiesen, dass der Punkt ¢ dassclbe leiste.
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Zusatz 1. Das kleinste Verhiltniss BC: CH wird so
bestimmt: Es ist CH der Ueberschuss der Linien BF, FC
iber BF, FH, das ist der Ueberschuss der dreifachen BC
iiber die doppelte FD; das Quadrat von FD aber ist gleich
dem zwiefachen Quadrate der BC. Folglich ist das kleinste
Verhiltniss gleich dem Verhiltnisse der BC zu dem Ueber-
schusse der dreifachen BC iiber die doppelte Seite des Qua-
drats, welches zweimal 5o gross ist als das Quadrat der BC.

BC:3BC — 2y2BC>,

Zusatz 2. Der Radius eines Kreises sey r, und die
Seite des eingeschriebenen Quadrats s, so ist $> —2r%, und
§ — '/27'—2;: mithin

1.+._‘s;_;r—73—= r+%]/2r2 :1‘—‘-%‘ 2r2,

Dividirt man die Glieder des zweiten Verhiltnisses durch

14+ —%1/5 , S0 ist
r 4 %:r—% = r:3r— 2V 2",

Das in Zusatz 1 bestimmte kleinste Verhiltniss ist daher
auch gleich dem Verhiltnisse der Summe des Radius eines
Kreises und der halben Seite des eingeschriecbenen Quadrates
zur Differenz derselben Linien.

Geometrisch lisst sich dies so zeigen. Fig. 30. In den
Kreis um O sey das Quadrat BCFE eingeschrieben,  Ziehe
den Durchmesser GH senkrecht auf BC, EF, welche densel-
ben in L,K schneiden: so ist aus bekannten Griinden KO
— OL=1BC. Daher ist KG = GO + L+BC, und GL =
GO — BC. Ziche die Diagonale CE, welche durch O geht,
und den Radius BO, welcher senkrecht auf CE steht, und
verbinde EG, welche die Linien BC, BO in M, N schneide:
so ist W. OEN =— W.LGM, weil OG= OE ist; daher ist
in den rechtwinkligen A A EON, GLM auch W. ENO = W,
GML, mithin W, BNM — W. BMN, und somit BM — BN,
Zieht man also nach BC die Linie OP der EG parallel, so
ist auch BO=BP, also

CP—=CB—BO
= BC— GO,

Wegen der Parallelen aber ist CP =— PM, weil CO — OE
ist; daher ist

CM=2BC —2G0,

Weil nun .. . CL = LO,

80 ist, wenn beiderseits GL 4 LM hinzukomint,
GL+4 CM = GO+ LM,
das ist GL+42BC —2G0 = GO + LM,
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Auf beiden Seiten setze 2G0 hinzu und ziehe dann 2BC

und LM ab, so ist
GL — LM = 3G0 — 2B¢.

Weil nun LM 5= EK, so ist KG : GL = KE oder KO: LM,
und, wenn man die Differenzen der homologen Glieder nimnt,
KG:GL=GO:GL —ILM

= 6G0:3G0 — 2BC.

Das Quadrat von BC aber ist gleich dem doppelten Qua-
drate des Radius GO. Demnach hat die Summe KG des
Radius eines Kreises und der halben Seite des ecingeschriebe-
nen Quadrats zur Differenz GL derselben Linien dasselbe Ver-
hiiltniss als eine Linie GO zu dem Ueberschusse ilires Drei-
fachen 3G O iber die zwiefache Seite 2BC desjenigen Qua-
drats, welches dem doppelten Quadrate jener Linie gleich ist.

Aufgabe XI. Fig. 81.
H? 4 Hm : Hn 4 mn.

In einer geraden Linie sind zwei Pankte B, C' gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass die Summe
des Quadrats von der gegebenen Linie BC und des Rechtecks
aus ihr und einem ihrer Abschnitte CD' zur Summe desselben
Rechtecks und des Rechtecks aus beiden Abschnitten BD,DC
ein gegebenes Verhiltniss habe.

Analysis. Der gesuchte Punkt D sey gefunden, so
ist das Verhiltniss
BC* 4+ = BCD : o BCD 4- @ BDC
gegeben. In der Verlingerten BC nimm die Absehnitte CF
und BG gleich BC, so ist
BC* 4+ = BCD = FC* 4+ @ FCD
== 3 CFD
und =BCD4BDC = = BG.CD 4 =BDC
== = GDC,
Folglich ist das gegebene Verhiltniss — caCFD ::=GDC*),
Mache = FD.GH — 2 GDC, so ist jenes Verhiltniss
= CFD: 2 FD,GH, das ist
= CF:GH;
mithin ist die Linie GH der Lage und Grosse nach gegeben.

*) In einer geraden Linmie sind also drei Punkte F, C,@ gcgeben;
man soll einen vierten I? finden. Die Aufgabe ist deshalb auf
die sectio determ., Buch 1, Aufg. 8, Fall 3, gebracht.
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Weil nun @ FD GH = GDC, so ist
FD:DC = DG:GH
und divid, FC:CD = DH: HG,
mithin = CDH = — CF , GH.
Es ist aber 3 CF. GH gegeben, also auch — CDH;
und weil dic Summe CH der Seiten gegeben ist, so sind die
Seiten selbst, also der Punkt D gegeben,

Determination. Weil zur Construction erforderlich
ist, dass BC um BG = BC verlingert, BC : GH gleich
dem gegebenen Verhiiltnisse gemacht, und die Linie CH im
Punkte D so getheilt werde, dass ™ CDH =— —m BC.GH
sey: so wird die Aufgabe nicht méglich seyn, wenn = BC.GH
grosser ist als das Quadrat der halben CH; und offenbar
wird eine Grinze stattfinden, wenn D die Mitte der CH ist.

1. Das Griinzverhilltniss BC: GH sey gefunden. Hal-
birt man also CH in D, so ist 2 CDH — — BC . GH,
mithin . . . GH:HD — DC: CB oder CF,
also compon. .. GD:DH oder DC = DF': FC.

Nun haben aber die Summen der homologen Glieder das-
selbe Verhilltniss, mithin ist

GF:FD — DF:FC,
also FD die mittlere Proportionale zwischen GF und FC.
Daher ist FD gegeben, also CD und die ihr gleiche DH,
folglich GH und das Verhiltniss BC: GH,

Man findet also das Griinzverhiltniss, wenn in den Ver-
lingerungen der BC die ihr gleichen Abschnitte CF und BG
genommen, FD gleich der mittlern Proportionale zwischen
GF, FC gemacht, und HD =— DC genommen wird. Ich be-
haupte nun, dass @ CDH=— CF GH, und dass

BC* +~- o BCD: 2 BCD 4+ = BDC=BC: GH
sey. Denn weil GF: FD = DF: FC, so ist, wenn man die
Differenzen der homologen Glieder nimmt,

GD: DC odet DH=—=DF: FC,
mithin divid, . GH:HD = DC:CF
und . o CDH—= = CF'. GH,
Ferner folgt convert. aus der vorletzten Proportion
DG: GH=FD:DC
und = CDG==FD . GH.
Folglich ist
aCFD : xCDG = CFD:—=FD.GH,
das ist BC*4-aBCD:=BCD-4-caBDC=—CF: GH=RBC:GH.

2. Jetzt ist zu untersuchen, ob BC: GH ein grisstes
oder kleinstes Verhiltniss sey. Es bleibe die vorige Constru-
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ction, und es sey E ein beliebiger Punkt in BC: so ist das
Verhiltniss

BC? 4 mBCE : 2 BCE 4+ = BEC it CF: GH,
oder .. CFE:= GEC mit - CFE: = GH . FE
zu vergleichen. Vergleiche daher die Hinterglieder mit einan-
der, nimlich

= GEC mit = GH . FE,

also . . FE: EC mit EG: GH

und dwzd FC:CE mit EH: HG,

mithin O CEH nit @ FC. GH, das ist
mit — CDH,

Es ist aber offenbar @ CDH >> —3 CEH, weil D die
Mitte der CH ist; demnach ist auch
— FC.GH > — CEH,

also . .FC:CE > EH:HG
und compon. .FE:EC > EG:GH
und deshalb . O GEC < o FE.GH,
Folglich ist mCFE : =GEC >cCFE:oFE.GH,

das ist BC*+=BCE:=BCE+ =BEC>CF: GH,
woraus hervorgeht, dass CF: GH, das ist BC : GH, das

kleinste Verhiltniss sey.

3. Ich behaupte ferner, dass von zwei Punkten, welche
auf einer Seite des Punktes D liegen, der ihm nihere ein
kleineres Verhiltniss bestimme als der von ihm entferntere,
Weil BC? 4+ = BCE: o BCE 4+ = BEC
oder ... 3aCFE: o GEC > CF: GH
ist, so mache CF: GK — = CFE : 3 GEC; so ist GK < GH,
und, wie in der Analysis, wird sich zeigen lassen, dass
I CEK — 2 FC. GK sey. Man nehme nun einen beliebigen
Punkt A4 in der Linie BC, welcher mit E auf einer Seite
des Punktes D liegt, aber weiter als E von D entfernt ist:
so ist zu vergleichen das Verhiiltniss
BC* 4+~ = BC4: =2 BC4 4+ —™ BAC mit CF: GK,
oder =2 CFA4 : 2 GAC mit o CFA: :lFA GK.

Vergleiche daher die Hmtergheder mit einander, nimlich

@ G4C mit & FA4. GK,

Es werde also verglichen
FA4:4C mit AG:GK

und divid. . FC:C4 mit AK:KG,
also =2 C4AK mit — FC.GK, oder
mit — CEK,

Vergleiche auch = CDK mit 0 CEK oder mit & FC. GK.

Weil nun = CDK > = CDH oder =™ FC. GH
und = FC GH > o FC,.GK oder = CEK,
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so ist um so mehr 2 CDK >> 2 CEK, woraus ecrhellt
(Lemma 8, Zus.), dass auch ™ CEK >> 0 CAK sey.
Es ist aber & CEK — = FC . GK, folglich ist =™ FC. GK
> 3 CAK, mithin

FC:C4 > AK:KG

und compon. . FA4:4C > 4G : GK,
also D C4AG < o F4. GK.
Daher ist (2CFA4 : 2 CAG >raCFA : —FA. GK,

das ist BC?*4+=BCA: mBCA+4—=BAC>CF: GK.

Es ist demnach bewiesen, dass die vom Punkte D ent-
fernteren Punkte grissere Verhiiltnisse bestimmen als die ihm
niheren,  Hieraus folgt zugleich, dass unter allen in BD
méglichen Punkten der Punkt B das grosste Verhiltniss
2 CFB : = GBC bestimme, Es ist aber == CFB : & GBC
—FB: BG, weil CF = BC ist; und, wenn man BG in L
halbirt, FB:BG =— BG: GL. Folglich ist o CFB: 2 GBC
—BG:GL, das ist =2:1.

Synthesis. Verlingere BC um die Abschnitte CF,BG
leich BC, nimm FD gleich der mittlern Proportionale zwi-
schen GF,FC, mache DH =— DC und halbire BG in L:
so ist, wie in der Determination gezeigt worden ist,” 2 CDH
= FC . GH; ferner ist BC: GH das kleinste Verhiltniss,
BC: GL aber grisser als jedes Verhiltnisss, welches irgend
ein zwischen B und D genommener Punkt bestimmt. — Is¢
nun das gegebene Verhiltniss gleich BC : GH, so ist D der
gesuchte Punket; denn in der Determination ist bewiesen wor-
den, dass
BC?* - = BCD: 2 BCD 4+~ a2 BDC—=BC: GH

ist. — Wenn das gegebene Verhiiltniss kleiner ist als BC: GH,
so ist die Aufgabe nicht moglich. — Ist das gegebene Ver-
hiiltniss p: ¢ grésser als BC: GH, aber kleiner als BC: GL,
so mache BC: GK =— p:g; so liegt K zwischen H und L.
‘Weil nun =3 CDK > =3 CDH oder = FC . GH

und . o FC.GH> =2 FC. GK,

so ist um so mehr cCDK > FC. GK. Daher lisst sich
die Linie CK in zwei Punkten E,e zu beiden Seiten des Punk-
tes D so theilen, dass die Rechtecke CEK und CeK beide
gleich m FC. GK sind.  Der eine Punkt E liege zwischen
C und D; ich behaupte, dass der andere e zwischen B und
D falle. Da FC = CB, aber GK > KB, weil GL—=LB
und K zwischen L, B ist: so ist ™ FC.GK > — CBK,
das ist — CeK >> 2 CBK, woraus folgt, dass e zwischen
B und E liegt. Ich behaupte nun, dass beide Punkte E,e
das Verlangte leisten.
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Denn weil 0 CEK = o FC, GK, 5o ist
FC:CE = EK:KG

und compon. . FE:EC = EG: GK,
also . . . .. 3CEG = o FE.GK,
Folglich ist —m CFE: 2 CEG =0 CFE: o FE.GK,

das ist BC*++=BCE: oBCE+—BEC—=CF: GK =p:q.

Ebenso wird bewiesen, dass der Punkt e dasselbe leiste.

Ist das gegebene Verhiiltniss gleich BC: GL, so wird,
wenn man CL in zwei Punkten E und e so theilt, dass die
Rechtecke CEL und CeL gleich ma FC. GL sind, der eine
Punkt e in B fallen, und der andere E die Mitte der BC seyn.
Denn weil FC = CB, und GL — LB, so ist @ FC.GL =
= CBL, also auch = CeL =— =3 CBL; mithin fillt ¢ in B.
Ferner, weil 1 CeL =—= 3 CEL, so ist eL =— CE, Nun ist
eL =— BL — 1BC, mithin auch CE —=4BC, oder E die Mitte
der BC. — Dass nun der Punkt E das Verlangte leiste,
kann wie oben bewiesen werden. Fiir den Punkt ¢ oder B
aber ist

) CFe; = GeC == 2BC? : BC* oder BC; GL.

Endlich, wenn das gegebene Verhiltniss p: ¢ grésser ist
als BC: GL, wie BC:GR: so lisst sich CR in zwei Punk-
ten £ und ¢ so theilen, dass die Recktecke CER und CeR
gleich = FC . GR sind.  Weil nun GR < RB, so ist
o FC . GR < =1 CBR, also auch 1 CeR < 2 CBR,
woraus folgt, dass e zwischen B und R liegt; und weil der
gleichen Rechtecke wegen

GR:Re — ¢C: CF oder CB,

und eC > CB ist, so ist GR > Re. Es ist aber GR <{LBC,
also um so mehr Re und somit auch die ihr gleiche CE < +BC,
das ist BE > EC. — Dass pun der Punkt E der Aufgabe
geniige, erhellt aus dem Obigen. Fir den Punkt e aber,
welcher zwischen B und & liegt, ist

= CFe¢ = CF* 4 3 FCe —= BC* 4+ — BCe, und

3 CeG=r1GB .eC —aBeC =3 BCe— =3 Be¢C,

Weil nun = CeG = Fe. GR, was wie frither bewie-

sen wird: so ist fir den Punkt e
BC?*4-=BCe ; o BCe— = BeC == CFe:  FE.GR
=FC: GR
—=RC:GR
=p.q.

Zusatz, Das kleinste Verhiltniss BC : GH wird so
bestimmt: Es ist GH der Ueberschuss der Linien GF, FC
iiber HF, FC, das ist iiber 2FD, weil HD —DC ist. Nun
ist die Summe der Linien GF, FC gleich der vierfachen BC,
und das Quadrat von FD ist gleich c GFC, das ist gleich 3BC*.
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Folglich ist das kleinste Verhiltniss gleich dem Verhiltnisse
der BC zu dem Ueberschusse der vierfachen BC iiber die
doppelte Seite desjenigen Quadrats, welches dreimal so gross
ist als das Quadrat der BC.

BC:4BRC — 2y/3BC?,

Anmerkung 1. Soll ein Punkt E in BC gefunden
werden, sodass BE > EC, und BC* 4 —= BCE : 2 BCE
3 BEC gleich einem gegebenen Verhiltnisse p : ¢ sey: so
erhellt aus der vorigen Constructwn, dass p:g > 2:1 seyn
miisse, und dass es nur cinen Punkt von der verlangten Ei-

genschaft in BC gebe.

Anmerkung 2. Soll seyn

= BCD 4+ o BDC:BD* — 3 BDC=p:q,
s0 ist inwvert. und compon.

BD24+-=BCD:mBCD+0BDC=p +q: p,
und nochmals comporn.

BC*+=BCD:BCD+BDC ==2p+-q: p;
mithin ist die Aufgabe auf die XIte reducirt. Eine Determi-
nation findet aber nicht statt. Denn da BD >> DC seyn muss,
weil =3 BDC von BD? abgezogen werden soll: so muss, ver-
moge Anmerk. 1, das gegebene Verhiiltniss, nimlich 2p+-¢:p,
grosser als 2:1 seyn; und dieses ist offenbar immer der Fall,

=
es mag p = ¢ seyn.
Anmerkung 3. Soll seyn
= BCD + 2 BDC; 3 CBD + CD*=p:qy,
so ist Znvert. und compon,

BC?*4-2BCD: 2 BCD 4- 2 BCD=p+q¢:p,
und somit die Aufgabe auf die XIte gebracht,

Fir die Determination wird sich ergeben miissen,
dass das grosste Verhiiltnisg

4BC—2V3BC*: 2V3BC? —3RC
sey. Denn es muss seyn
das kleinste Verh, p+¢:p=— CB oder BG: GH,
also divid. gip= BH: HG,
mithin invert, - grosste pig= GH : HB.
Es ist aber nach dem Zusatze
GH=4BC — 2y3BC.
und . HB = HF+ FC— (BF+ FC)
=2FD — 3BC
=2V3BC* — 3BC.
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Anmerkung 4. Dividirt man das grosste Verhiltniss
in Anmerk. 3 durch 4 —2y/3, so erhilt man
< 2
BC Vdgc .
Geometrisch lisst sich dies so beweisen: Mache CB: BK
= GH: HB, und es sey RK—=KB, so ist compon,
CK: KR — GB oder CB: BH,
also nvert. und compon.
RC:CK — HC: CB.
Halbire BC in E, so ist RC=2EK. Nimmt man also
von den Vordergliedern die Hilften, so ist
EK:KC — DC: CB oder CF.
Ferner halbire EC in 4 und schliesse nochmals compon.,
soist . . .... 24K : KC—= DF': FC,
Nun ist DF?=3FC?, mithin ist das Quadrat von 24K
gleich 3KC?, folglich (Lemmu12) BK? = 3BE* oder’ gleich
dem dreifachen Quadrate der halben BC.

BK = V3BC? — V3BC
; -

Aufgabe XII. Fig. 32
H? 4 Hm : n* — mn.

In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass die Summe
des Quadrates der gegebenen Linie BC und des Rechtecks
aus ihr und dem kleinern Abschnitte BD zum Ueberschusse
des Quadrats von dem grossern Abschnitte CD iiber das Recht-
eck aus beiden Abschnitten ein gegebenes Verhiltniss habe,

Analysis. Der Punkt D sey gefunden, und es sey
CD > BD,’ so ist das Verhiltniss
BC? 4+~ = CBD: CD* — = BDC
gegeben. Verlingere BC um BF = BC und mache DE = DC,

so ist . BC* 4+~ = CBD = BF? 4~ o FBD
= BFD

und CD? — 5 BDC—ED?* —— BDE
= BED,

daher ist das Verhiltniss — BFD : @™ BED, oder, wenn
man @™ FD , BG = —= BED macht, = BFD : = FD . BG,
das ist FB: BG, oder CB: BG gegeben, mithin die Linie BG
der Lage und Grosse nich. Weil nun —=FD . BG —= o BED,
s0 ist FD :DE oder DC—EB: BG,
und compon. Fc : ¢cD = EG: GB.
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Mache GH = GB und verdoppcle die Hinterglieder, so ist
FC: CE = EG: BH,
also . .o CEG = o FC.BH,

Nun ist @ FC.BH wegen seiner bekannten Seiten ge-
geben, also auch =3 CEG. Es ist aber die Differenz CG
der Seiten bekannt, folglich sind die Seiten selbst gegeben,
mithin der Punkt E, also auch der Punkt D,

Determination. In der Analysis ist gezeigt worden,
dass 2 BFD : — BED gleich dem gcgehenen Verhiiltnisse
sey. Nun liegt aber der Punkt E zwischen B und F; denn
weil CD kleiner als CB, aber grisser als $CB ist, so ist
2CD oder CE kleiner als 2CB oder CF, und grosser als CB,
Folglich ist @ BFD >> 2 BED, und das gegebene Verhilt-
niss muss deshalb das Verhiiltniss des Groéssern zum Kleinern
seyn.

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey p : ¢ und
p>g¢. Nimm CB:BG = p:q, soist BG<CBC. Ver-
lingere BC um BF — BC und mache GH — BG, Weil
BG < BC, das ist GH<BF: so ist, wenn beiderseits BG
hinzukommt, BH < FG, also = CF.BH < = CFG. Es
ist aber = CF.BH > — CBG. Nimmt man also in der
Linie FG den Punkt E so, dass & CEG = — CF.BH,
so wird der Punkt E zwischen B und F' liegen. Halbire
nun CE in D; ich behaupte, dass D der gesuchte Punkt sey,

Denn weil CE> BC und < CF, so ist, wenn man die
Hilften nimmt¢, CD > +BC und < BC. Folglich liegt D
zwischen B,C, und es ist CD > DB. Weil nun & CF, BH
= 2 CEG, so ist FC:CE =— EG:BH, und, nimmt man
von den Hintergliedern die Hilften,

FC:CD — EC:GB,
mithin divid.. FD:DC oder DE—=EB: BG

und . . . — BED = D FD. BG.
Daher ist
— BFD: 2 BED — = BFD: = FD BG
— FB:BG

= CB:BG = p:q.
Nun ist
= BFD — FB* 4+ o FBD — BC?* 4= CBD
und 2 BED= ED*— o BDE=CD* —=oBDC.
Folglich ist
BC? 4+~ = CBD : CD* — o BDC =p : 4.
Anmerkung 1. Die Aufgabe konnte auch auf dic
Xlte gebracht werden; denn es sey
H* -Hm:n* —mn—=p:q,
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so ist convert, H?> 4+ Hm : 2Hm 4 2mn=p :p —q,
mithin . H?* +Hm: Hm 4+ mn—=, 17_2_9
Anmerkung 2. Soll seyn
Hrn4 m?:n2* —mn=p:yq,
50 ist . . QHn + 2m* :n® —mn=—2p:q,
und divid. . H*+ Hm in? —mn=2p—q:yq,
mithin ist die Aufgabe auf die XlIite reducirt. Zufolge der
Determination der Xlilten Aufgabe muss seyn 2p — ¢ = ¢,
also 2p > 2¢q, dasist p>gq.

Anmerkung 3. Soll seyn

Hmn 4 n?:m* 422 —=p:yq,
so kann p % g seyn.

1. Ist p =g¢, also Hm 4 n> = m* 4 222, so ist,
wenn beiderseits m?® und 2® abgezogen wird, mn — 27,
also m = =,

2. Ist p > g, so lisst sich die Aufgabe auf die fol-
gende reduciren. Siehe Anmerk. 5 za Aufg. XIII

3. Ist p << g, so ist, wenn man setzt das erste Glied
zum Ueberschusse des zweiten iiber das erste,

Hm 4 n*:in* —mn—=p:q—p,
und, wenn man die Vorderglieder verdoppelt und dann divid.
schliesst,
H>* 4+ Hm:n* —mn—3p—gq : q—p;
mithin ist die Aufgabe auf die XlIIte reducirt.

Determination. Zufolge der Determ, zu Aufg. XII
muss seyn 3p—gq > g—p, also 4p>2q, oder 2p > ¢.
Folglich muss das gegebene Verhiiltniss gréosser seyn als das
Verhiltniss des Einfachen zum Doppelten.

Aufgabe XIII. Fig. 33.
H?* 4- Hm : mn—n®.

In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass die Summe
des Quadrates der gegebenen Linie BC und des Rechtecks
aus ihr und dem gréssern Abschnitte €D zum Ueberschusse
des Rechtecks aus beiden Abschnitten BD,DC iiber das Qua-
drat des kleinern Abschnittes BI ein gegebenes Verhiltniss
habe.

Analysis. Der gesuchte Punkt D sey gefunden, und
es sey CD > DB, so ist das Verhiltniss

BC* 4 = BCD : = BDC — BD*
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gegeben, Verlingere BC um CF— BC und mache DG=ED:
so ist BC?* 4+ 2 BCD — FC?* + 2 FCD —= = CFD,
und. cBDC —BD?— =6GDC—GD?* =aCGD.

Das gegebene Verhiltniss ist daher gleich CFD:—CGD,

oder, wenn man — FD . CH —= —= CGD macht,
== CFD : o FD .CH,
das ist ....==FC:CH oder BC:CH,
mithin ist die Linic CH der Lage und Grésse nach gegeben.
Weil nun @ FD . CH —= 4= CGD, so ist
FD:DG oder DB — GC:CH
und compon. . . . FB:BD — GH:HC.
Verlingere BF um FK — BF, so ist
KB :BG — FB: BD.
Folglich ist KB:BG — GH:HC
und . . . o BGH =—= 4 BK . CH,

Nun ist das letztere Rechteck gegeben, also auch das
erstere; und weil die Summe BH der Seiten gegeben ist,
so sind es die Seiten selbst, also der Punkt G und somit
auch der Punkt D,

Determination. Weil BC: CH gleich dem gegebe-
nen Verhiltnisse genommen, BK — 4BC gemacht, und die
Linie BH in G so getheilt werden muss, dass = BGH —
= BK.CH scy: so wird die Aufgabe nicht midglich seyn,
wenn (I BK.CH grésser ist als das Quadrat der halben BH
und es wird eine Griinze stattfinden, wenn G die Mitte der

BH ist.

1. Das Griinzverhiltniss BC: CH sey gefunden, Hal-
bire BH in G, so ist der Annahme zufolge = BGH =—
— BK.CH, also

KB:BG — GH:HC
und convert. . BK: KG — HG oder BG: GC.
Folglich ist perm. und nochmals convert.

BK:KG — GK:KCcC,
mithin ist KG die mittlere Proportionale zwischen den gege-
benen BK, KC. Daher ist KG gegeben, also GB und die
ihr gleiche GH, folglich CH und das Verhiltniss BC: CH.

Man findet also das Grinzverhiltniss auf folgende Weise:
Nimm BK = 4 BC und mache KG gleich der mittlern Pro-
portionale zwischen BK und KC, so ist (Lemma 11, Zus. 1)
BG > GC. Macht man also GH=— BG, so liegt der Punkt
H in der Verlingerung von BC. Ich behaupte nun, dass
O BGH = o BK . CH, und dass, wenn BG in D halbirt wird,

BC* 4~ = BCD : = BDC—BD?*=—=RBC: CH
4 *
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sey. Denn weil KG dic mittlere Proportionale ist zwischen
BK und KC: so ist
BK:KG — GK:KC
und convert, KB:BG oler GH=KG: GC,
also perm. und conrvert,

KB:BG = GH:HC

Daher ist @ CFD ;= CGD = CI'D : = PD.CH

FC:CH—=BC:CH.

und O BGH — — BK . CH.
Ferner weil KB:BG = FB:BD,
s0 ist . . .. FB:BD — GH:HC
und divid. FD DB oder DG — GC: CH,
mithin .. @CGD = o FD.CH.

Fis ist aber
— CFD = FC? + =2 FCD = BC?* 4 @ BCD
und . O CGD==CDG—DG? ==aBDC—BD-*.
Folglich ist
BC?* 4- mBCD: @mBDC — BD* = BC: CH.

2. Jetzt ist zu untersuchen, ob BC: CH ein grisstes
oder kleinstes Verhiiltniss sey. Nimm ecinen belicbigen Punkt
E in der Linie BC, sodass CE™> EB, und mache EM — BE:
so ist zu vergleichen das Verhiltniss

BC?* 4+ BCE: o BEC—BE?* mit BC:CH,
das ist = CFE : o CME mit S CFE: = CH . FE,

Da nun beide Verhiltnisse cinerlei Vorderglied haben, so
vergleiche die Hinterglieder mit ecinander, nimlich
] CJIIE mit o CH . FE,
also FE: EM oder EB mit MC: CH
und compon. FB: BE mit MH: HC.
Es ist aber FB: BE=— KB:BM; deshalb werde verglichen
KB : BM mit MH HC,
also — BMH mit @ BK. CH , das ist
mit O BGH,
Nun ist aber = BGH > 9 BMH, weil G die Mitte
der BH ist; daher ist auch
— BK.CH> = BMH,

also KB:BM > MH: HC,
das ist. . . FB : BE> MH : HC
und divid. . FE: EB oder EM > MC :CH;
mithin . | .. @mCME<L oFE. CH.

Daher ist = CFE : 5 CME > = CFE: =FE. CH,
das ist BC? + = BCE: 9 BEC—BE>> FC oder BC: CH;
woraus hervorgeht, dass BC: CH das kleinste Verhiiltniss sey.
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Synthesis. Verlingere BC um CF — BC und FK
«= BF, nimm KG gleich der mittlern Proportionale zwischen
BK, KC und mache GH == BG: so liegt H in der verliin-
gerten BC, ferner ist = BGH — 4 BK . CH, und BC:CH
das kleinste Verhiiltniss, welches gegeben werden darf.  Ist
also BC:CH gleich dem gegebenen Verhiltnisse, so halbire BG
in D; so ist, wie in der Determination gezeigt worden ist,

BC* 4= BCD : caBDC—BD* —= BC: CH.
Wird ecin kleineres Verhiltniss gegelien, so ist die Auf-
losung nicht moglich. — Ist aber das gegebene Verhiiltniss
p:qg > BC:CH, so mache BC: CR = p : 4; -dann ist
CR << CH, Weil nun
o BK.CH = o BGH

und . —BK.RH > — BG . RH,

so ist, wenn man Ungleiches von Gleichem abzicht,
= BK.CR < — BGR.

Folglich lisst sich die Linic BR in zweci Punkten M, m
zu beiden Seiten des Punktes G so theilen, dass dic Recht-
ecke BMR und BmR gleich t= BK . CR sind.  Offenbar lie-
gen aber beide Punkte M swischen B und €, weil cBCR
<L @ BK . CR ist. Halbire nun die Abschnitte BM und Bm
in E und e: ich behaupte, dass die Punkte E und e heide
das Verlangte leisten.

Denn weil o BK . CR = —= BMR, so ist

KB :BM, oder FB:BE—MR:RC(,

also divid. FE: EDB oder EM=—=MC:CR

und . . ... OCME=oFE.CR,

Daher ist. . . @ CFE: 2 CME = CFE: o FE CR,

das ist BC*4- o BCE: D BEC—BE*—=FC: CR
=BC:CR

q.
Ebenso wird bewiesen, dass der Punkt ¢ der Aufgabe
geniige.

Zusatz, Das kleinste Verhiltniss BC : CH wird so
bestimmt. Es ist CH der Ucberschuss der Linien BK, KC
iber BK, KH, das ist iilber 2 KG. Die Linien BK, KC zu-
sammengenommen sind aber gleich dem Siebenfachen der BC,
und das Quadrat von KG ist gleich dem — BKC, das ist
gleich dem zwolffachen Quadrate der BC. Folglich ist das
kleinste Verhiiltniss gleich dem Verhiltnisse der BC zu dem
Ucberschusse ihres Siebenfachen iiber die doppelte Scite des
Quadrats, welches zwolfmal so gross ist als das Quadrat der BC

BC:7BC — 2V 12BC?
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Anmerkung 1. Soll seyn
Hm 4~ 22 :mn—n* =p:q,
so ist nach Verdoppelung der Vorderglieder und compon.
H? 4+ Hm:mn — n® =2p-4gq
mithin ist die Aufgabe auf die X[l[tc gebracht Firr die
Determination wird sich ergeben miissen, dass das klein-
ste Verhiltniss gleich
V12BC? — 3BC:7BC — 2/ 12BC*
sey. Denn es ist vermige der Determination zu Aufg. XITT
das kleinste Verh. 2p+-g:¢9—=FC:CH,
also divid. 2p:q=FH:HC
und piq=—+FH:HC
Es ist aber FH — FC — CH (
= BC—(7BC—2V12BC?)
= 2V/12BC* — 6 BC;
mithin . +FH — y12BC* — 3BC.

Anmerkung 2. Dividirt man das kleinste Verhiiltniss

in Anm. 1 durch ¥12 — 3, so erhilt man
BC:2yL+BC* — BC.
Geometrisch lisst sich dies so zeigen. Weil KG dic
mittlere Proportionale ist zwischen BK und KC, so ist
GK:KC — BK: KG
und divid, . . GC:CK = BG:GK,
also invert. und perm. )
CK:KG — CG:GB.
Daher ist compon. CK+ KG: KG— CB: BG
= FB: BH
und divid. . +«.. CK:KG = FH:HB,
also invert. und divid. GC:CK — 2CH*): HF
und nochmals invert. KC:CG = FH:2HC
== -%—FH: HC.

Das kleinste Verhiltniss fiir die Aufgabe in Anm, 1 ist
daher gleich KC:CG. Es ist aber KC gleich der dreifachen
BC, und CG der Ueberschuss der KG iiber die KC, das ist
der Ueberschuss der Seite des Quadrats, welches dem zwélf-
fachen Quadrate der BC gleich ist, iber die dreifache RBC.
Folglich ist das kleinste Verhiltniss

= 3BC: V12BC* — 3BC
— BC:2VYBC* — BRC.

*) Denn es ist HB = HC+4CB = HC+CF = 2CH--HI'
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Anmerkung 3. Soll seyn
m? 4 2% ime —n:=p:q,

so ist compon. Hm -+ n® : mpn—n? =p-+tq:gq,
und, wenn man dic Vorderglieder verdoppelt und nochmals
compon. schliesst,

H?* 4+ Hn:mn—n?* =2p 4 3q:¢q;
mithin ist die Aufgabe auf die XI[Ite reducirt. Fiir die De-
termination wird sich ergeben, dass das kleinste Verhilt-
niss gleich

3Y12BC* —10BC:7BC —2Y12BC?

sey. Denn es ist vermége der Determination der XIH ten
Aufgabe

das kleinste Verh. 2p+4-3¢:9=FC: CH,

also divid, 2p+2¢:q=FH: HC,

folglich p+qiq=4+FH: HC

und divid. pi¢=+FH—HC:HC,
Es ist aber AFH — I/TQBCz —3BC

und HC = 7BC—2y12RC?,

folglich + FH—HC = VY 12BC*—3BC—(7BC—2Y12BC?)
= 3Vi2BC* —10BC.
Anmerkung 4. Dividirt man das kleinste Verhiiltniss
in Anm. 3 durch 3 l/l_‘l — 10, so erhilt man

BC

. V3BC* —BC
: 4
Geometrisch kann dics so bewiesen werden. Weil BK: KG
= GK: KC, so ist divid.
BG: GK = GC: CK,
also invert. KG: GB oder GH —= KC: CG.
Es ist aber (nach Anm. 2)
KC:CG=}FH:HC,
mithin ist KG:GH=}FH: HC
und divid.. ... KH:HG=4{FH—HC: HC.
Nun ist KH—=KF+ FH—=BF+4 FH=2FG, folglich
KH:HG = 2FG: GH.
Weil .aber BK: KG— GK: KC, so ist convert.
KB:BG — KG: GC,
also —=BK.CG = = BGK,
und, setzt man beiderseits FG* hinzu,
= BK.CG + FG* — BF* (Lemmua 3)
= KBC *);

*) Denn weil KB == 2BF, und BI' = 2B(: so ist KB:BF =
FB:BC, also BFF — c—— KBC.
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folglich, wenn auf beiden Seiten m BK CG abgezogen wird,
FG?* —= = KBG.

Daher ist . BK:FG —=FG: GB oder GH
und . 2BK : FG —=2FG : GH,
oder . . BK:\FG —=2FG: GH.

Es war aber nach dem Obigen
2FG: GH=KH: HG = L FH—HC: HC,
Daher ist das kleinste Verhiltniss p:¢=BK:}FG. Nun ist
FG = GK — KF,
und, wenn man GK in L halbirt und beiderseits die Hiilfte
nimmt, 1+1FG = GL — BC,

Es ist aber GK?* —= =3 RKC, und, wenn man die vier-
ten Theile nimmt, GL® — 20 BCK — 3BC?. Folglick ist
das kleinste Verhiltniss BK : GL — BC gleich dem Verhilt-
nisse der vierfachen BC zu dem Ueberschusse, welchen iiber
BC die Seite des Quadrats hat, welches dem dreifachen Qua-
drate der BC gleich ist.

Anmerkung 5. Soll seyn
Hm 422 :m? 4202 =p:q,
so kann p % g seyn. Fir p = ¢ sind die Auflosungen in
der dritten Anmerk. zu Aufgabe XII angedeutet.  Ist aber
P >q, so ist convert,
Hn+4n®:imn—n*=p:p—yq,

und, wenn man die Vorderglieder verdoppelt und compon.
schliesst,

H? 4+ Hm:mn—n?>=3p—q:p—gq;
mithin ist die Aufgabe auf die Xl[[ te zuriickgefithrt,  Fiir
die Determination wird folgen miissen, dass das grosste
Verhiltniss p:g. gleich

V12BC? — 3BC:3V12BC* —10BC
sey. Denn es ist vermbge der Determ. der Xlilten Aufgabe

das kleinste Verh, 3p—¢:p—q¢=FC:CH,

also divid. 2p:p—g=FH:HC,
mithin p:p—qg=+FH:HC
ond convert. -  grosste piq=—+FH:FH —HC
Es ist aber, wie in Anmerk. 3 gezeigt worden ist,
LFH — V12BC? — 3BC
und +FH—HC =3V 12BC* — 10 BC.

Anmerkung 6. Dividirt man das grosste Verhiltniss
in Anmerk, 5 durch l/12—3, so crhilt man
6 BC — y12BC*
BC : 3 .
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Geometrisch lisst sich dies so herleiten. KEs ist
BK:KG = GK : KC,
also divid. BG oder GH: GK — GC:CK
und invert. .. KG:GH — KC:(CG.
Nun ist nach Anmerk. 4
KG:GH —= LFH: HC,
mithin ist. . ... +FH:HC — KC: CG
und convert. tFH: 3 FH—HC = KC: KC — CG.

Daher ist das gréosste Verhiltniss gleich KC: KC — CG.
Macht man nun €Q — CG, so ist K€C— CG = K. Die
Summe der Linien KG, KQ ist aber gleich 2KC oder 6BC;
mithin ist KQ der Ueberschuss der sechsfachen BC iiber KG
oder iiber die Seite des Quadrats, welches zwélfmal so gross
ist als BC?, Folglich ist das grosste Verhiltniss KC: KC
— CG gleich dem Verhiltnisse der dreifachen BC zu dem
Ueberschusse der sechsfachen BC iiber die Linie, deren Qua-
drat zwolfmal so gross ist als das Quadrat der BC.

Aufgabe X1V. Fig. 34.
H? 4 2Hm : mn.
In ciner geraden Linie sind zwei Punkte B,C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass die Summe
des Quadrats von der gegebenen Linie BC und des doppelten

Rechtecks aus ihr und einem ihrer Abschnitte CD zum Rechteck
aus beiden, Abschnitten BD,DC ein gegebenes Verhiltniss habe,

Analysis. Der gesuchte Punkt D sey gefunden, so
ist das Verhiltniss
BC?* 4- 2= BCD : =™ BDC
gegeben. Verlingere BC um CF= BC und halbire CF in G,
so ist BF =— 2BC und BC == 2CG'; daher ist FB:BC —
BC: CG, mithin
BC* == BF . CG.
Ferner ist. . 200BCD == BF . CD,
Folglich ist BC* 4 20BCD == BF GD,
mithin das gegebene Verhiiltniss
=mBF.GD: 2 BDCH*).
Macht man nun @ BH.GD = o BDC, so ist jenes
Verhiiltniss
= BF.GD:==BH. GD
BF BH.

i

) Die Aufgabe ist also auf dic sectio determ., Buch 1, Aufg. 8,
Kall 8, gebracht.



58 Theilung der Linie.

Es ist aber BF bekannt, also auch BH der Lage und

Grosse nach, Weil nun @ BH . GD == BDC, so ist
GD:DC = DB:BH

und divid, , GC :CD — DH: HB,

also ., . . = CDH — 4 GC. BH.

Nun ist c3 GC. BH wegen seiner bekannten Seiten ge-
geben, also auch @ CDH; und weil dic Summe CH der
Seiten bekannt ist, so sind die Seiten selbst, also der Puankt
D gegeben.

Determination. Weil zur Construction erforderlich
ist, dass BC um CF — BC verlingert, CF in G halbirt,
BF: BH gleich dem gegebenen Verhiltnisse genommen, und
CH im Punkte D so getheilt werde, dass — CDH —
= GC.BH gey: so wird die Aufgabe nicht miglich seyn,
wenn 1 GC . BH grisser ist als das Quadrat der halben CH;
und es wird eine Griinze stattfinden, wenn ) die Mitte der
CH ist.

1. Die Griinze sey gefunden. Der Punkt H nimlich
sey so genommen, dass, wenn CH in D halbirt wird, = CDH
= 3 GC.BH sey: so ist

BH:HD — DC: CG,
also compon. BD:DH oder DC = DG : GC oder GF,
und nochmals compon. BC:CD = DF : FG oder GC,
folglich . .. .>CDF = = BCG. ‘

Nun ist 3 BCG gegeben, also auch 3 CDF, mithin
die Linic CD und die ihr gleiche DH, folglicki der Punkt H
und das Grinzverhiltniss BF: BH.

Um also das Grinzverhiltniss zu finden; verlingere BC
um CF = BC, halbire CF in G und nimm in der nach B
hin verlingerten FC den Punkt D so, dass 3 CDF —
= BCG; ich behaupte, dass D zwischen B,C liege, und dass
BD > DC sey. Denn wegen der gleichen Rechtecke ist

DF: BC oder CF=GC:CD,

Nun ist offenbar DF >> FC, mithin auch GC > CD.
Es ist aber GC die Hilfte der BC. Weil also die Hiilfte
der BC grisser als CD ist, so liegt der Punkt D zwischen
B,C, und es ist BD > DC. Macht man also DH — DC,
so liegt H zwischen B und D. Ich behaupte nun, dass
1 CDH — — CG . BH, und dass

BC* +2=BCD : o BDC=FB: BH
sey. Decnn weil 0 BCG = = CDF, so ist
BC:CD =DF:CG oder FG
und divid. BD: DC oder DH = DG : GF oder GC
und nochmals divid, BH:HD = DC: CG,
also =3 CDH—= =CG . BH,
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Ferner, weil BD : DH — DG : GC war, ist convert.
DB:BH = GD:DC,

also ... BDC = o DG, BH
Folglich ist = BF.DG : o BDC — = BF.DG: DG . BH
=FB : BH.

Es ist aber mBF. DG == BF.GC 4 = BF.CD
= BC?* 4-2=3BCD.
Demnach ist auch

BC? +-20BCD : = BDC = FB: BH.

2. Jetzt ist zn untersuchen, ob FB:BH ein grosstes
oder kleinstes Verhiltniss sey. Man nchme also einen be-
licbigen Punkt E in der Linie BC, so ist das Verhiltniss
BC?* 4+ 2 =3 BCE : = BEC zu vergleichen mit FB : BH.
Nun ist . BC? — o BF.GC
und . 20 BCE = —= BF .CE,
also . BC’+2|:|BCE —  BF. GE

Es werde also verglichen

= BF. GE : =S BEC wit FB: BH, das ist
mit o BF.GE : 2 BH.GE;
und weil in beiden Verhiltnissen die Vorderglieder gleich
sind, so vergleiche die Hinterglieder mit einander, niimlich
= BEC mit @ BH . GE,

also., . . . EB : BH nmit GE : EC
und divid, EH : HBR nit GC: CE,
also . . mCEH nit oGC, BH oder = CDH.

Es 1st aber offenbar —m CDH >> — CEH, weil D die
Mitte der CH ist; folglich ist auch
& 6GC . BH > —CEH,

mithin . EH:HB < GC:CE
und compon. EB : BH < GE: EC,
also. . . ...... o BEC < = BH.GE.

Folglichist = BF . GE : = BEC > —BF . GE: = BH. GE,
das ist BC?+-2BCE : o BEC > FB : BH;;
woraus hervorgeht, dass FB: BH das kleinste Verhiltniss sey,

Synthesis Verlingere BC um CF =— BC, halbire
CF in G, nimm in der nach B hin liegenden Verlangerung
der CF den Punkt D so, dass 3 CDF = =3 BCG ist, und
mache DH =— DC: so ist FB: BH das kleinste Verhiltniss,
und 2 CDH=2GC.BH. Ist nun das gegebecne Verhiilt-
niss gleich FB: BH, so ist D der gesuchte Punkt, wie oben
bewiesen worden ist. — Wenn das gegebene Verhiltniss klei-
ner ist als FB  BH, so ist dic Aufgabe nicht méglich. —
Ist aber das gegebene Verhiltniss p ¢ grésser als B BH,
so sey ¥FB BR =—p :q.  Dam ist offenhar BR < BH
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Daher ist @ CDR > =3 CDH oder =@ GC . BH.

Es ist aber D GC.BH> = GC . BR,

folglich ist um so mechr 2 CDR > — GC . BR, woraus her-
vorgeht, dass sich die Linic CK in zwei Punkten E und e
so theilen lasse, dass die Rechtecke CER und CeR beide
gleich — GC . BR sind. Ich behaupte, dass die Punkte E,e
beide das Verlangte leisten. Denn weil S CER == GC, BR,

80 ist GC:CE — ER:RB
und compon. GE: EC — EB: BR,
mithin . .. @ BEC — == GE. BR,

Daher ist. . . @BF.GE: @BEC = BF.GE : oGE. BR,
das ist BC*-}-20BCE :=BEC—=FB:BR = p:q.

Ebenso wird bewiesen, dass der Punkt e dasselbe leiste.

Zusatz. Das kleinste Verhiltniss FB BH oder
BC : L BH wird so bestimmt. Es ist =™ CDF — — BCG
= 2GC?, also, wenn auf beiden Seiten GC*> hinzukommt,
GD?* — 3GC?, Nun ist BH der Ueberschuss der Linie BF
iiber FH, das ist der Ueberschuss von 2BC iber 2GD; also,
wenn man die Hilften nimmt, +BH der Ueberschuss der
Linie BC iiber GD. Folglich ist das kleinste Verhiltniss
gleich dem Verhiltnisse der BC zu dem Ueberschusse dersel-
ben itber die Seite des Quadrats, welches dem dreifachen
Quadrate der halben BC gleich ist.

BC:BC — V3BC~.

Anmerkung 4. Halbirt man BH in R, so ist
CB : BR — FB: BH, mithin ist CB : BR das kleinste Ver-
hiltniss der Aufgabe. Weil nun

DH = L+CH
und RH =— LBH,
so ist .. DR = 1BC = GC,
mithin, wenn man CD hinzusetzt, CR= GD. LEs ist aber
GD? = 3GC? =B GC, mithin auch CR?* =36GC? =—=BGC,
oder CR die mittlere Proportionale zwischen BG' und GC.

Anmerkung 2. Soll seyn

H>*4+ Hn+m? :mn=p:q,
so ist compon. H* -4 2Hm cmn=p4q:q,
mithin ist die Aufgabe auf die XIVte reducirt. Fiir die De-
termination wird sich ergeben miissen, dass das kleinste

Verhiltniss gleich
ViBC*:BC — V3BC®
sey. Denn es muss seyn vermoge der Determ, zu Aufg. XIV,

das kleinste Verh. p4-¢:¢9=FB:BH
=CB:BR (Anm. 1),

also divid. p:9=CR:RB.
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Es ist aber CR= GD = V3 BC* -

und RB—=BC— CR=BC— VIBC".

Anmerkung 3. Fig. 35. Dividirt man das kleinste
Verhiiltniss in Anmerk, 2 durch V3, so erhilt man

BC : Y+BC* — BC,
Geometrisch lisst sich dies folgendermaassen herleiten.
Man nehme BC:CQ = CR:RB, so ist invert. und comp.
) QB :BC — BC:CR.
Halbirc @B in M und nimm die Hilften der Vorderglieder,
so ist . MB:BC = GC:CR,
und, wenn man die Quadrate nimmt,
MB? : BC* — GC?: CR>.

Da nun (Anm. 1) CR? =3GC?, so ist BC* — 3MB?,
oder MB? — L1BC?, folglich BQ?* — 4BC?, FEs ist aber
€CQ — BQ — BC. Folglich ist das kleinste Verhiltniss
CR : RB, oder BC : CQ gleich dem Vecrhiltnisse der BC zu
dem Ueberschusse, welchen iiber BC dic Seite des Quadrats
hat, das viermal so gross ist als der dritte Theil des Qua-
drats von BC.

Anmerkung 4. Soll seyn
H*4-2m? :mn=p:q,
so ist compon. H?>*42m*+mn:mn=p-q:q,
und nochmals compon.
H? +2Hm :mn = p42q:9¢q,
mithin ist dic Aufgabe auf dic XIVte zuriickgefithrt. De-
termination. Das kleinste Verhiiltniss ist gleich

V3BC> — BC:BC— V3iBC?.
Denn nach der Determ. der XIVten Aufgabe ist
das kleinste Verh, p 4 2¢:9—=FB: BH
=CB:BR,
also diwvid., - - FEXE g_CR RB oder RH
und nochmals divid. das kl Verh p:q9=CH: HR.
Es ist aber CH=CR — RH—=—CR — RB
=2CR ~- BC
HR— RB = BC—CR
and . CR = V2BC?, also 2CR = V3 BC-.
Anmerkung 5. Dividirt man das kleinste Verhiiltniss
der vieten Anmerk., durch l/é——l, so erhilt man
2
RC - ;/3304_ BC,

welches durch folgende geometrische Schliisse bewiesen werden



62 Theilung der Linie,

kann, Man nehme (Fig. 36) CF:FP=CH: HR und mache
PS = PF, 5o ist compon.
CP: PF oder PS — CR: RH oder RB
und nochmals compon.
CS:SP — CB: BR,
also convert. SC:CP = BC:CR.

Halbire CF in G, so ist SC=2GP. Nimmt man also

von den Vordergliedern die Hilften, so ist
GP:.PC — GC:.CR,
mithin GP?:PC? — GC?:CR=.

Es ist aber CR? — 3 GC?, also auch PC?* — 3 GP2,
Daher ist, wenn FG in T halbirt wird, (nach Lemma 13)
TP? — 3FT?. Nun ist FP der Ueberschuss der TP iiber
FT, das ist der Ueberschuss, um welchen der vierte Theil
der BC von der Linie iibertroffen wird, deren Quadrat gleich
ist dem dreifachen Quadrate von dem vierten Theile der BC,
Folglich ist das kleinste Verhiltniss gleich dem Verhiltnisse
der BC zu dem Ueberschusse, welchen iiber den vierten Theil
der BC diejenige Linie hat, deren Quadrat dreimal so gross
ist als das Quadrat von dem vierten Theile der BC.

Anmerkung 6. Soll seyn

H*+ Hm+4 m* :H*4-2m>= p:yq,
so ist . . 2H* 4+ 2Hm+2m* : H* +2m* =2p . q.
Daher ist divid. aus der zweiten Proportion

H* 4+ 2Hm:H? 4 2m* = 2p—q:gq
und divid. aus der ersten Proportion

mn:H*4+2m* = p—yq:q.

Folglich ist aus dem Gleichen

H? 4 2Hm : mn =2p—qip—q,
und somit die Aufgabe auf die XIVte gebracht. Determi-
nation. Offenbar muss das gegebene Verhiltniss grosser
seyn als das Verhiltniss der Gleichheit. Aus der Determina-
tion der XIVten Aufgabe aber wird folgen, dass es nicht
grosser seyn diirfe als das Verhiiltniss

ViBC* V3BC*—RBC.

Denn es muss seyn

das kleinste Verh, 2p—g¢ : p—q¢—CB : BR,
also divid. - P:p—q=—CR:RB oder RH
und convert. - grosste piy =—RC:CH,

Es ist aber CR=GD = yIBC?
und CH=CR—RB=2CR—BC
—=2V3BC*—BC
= V3BC*—BC.




Aufgabe XV. 63

Anmerkung 7; Dividirt man das grosste Verhiltniss

der sechsten Anm, durch Vg?, so erhiilt man
BC :2BC — 2V L BC?.

Geometrisch kann dies so bewiesen werden. Fig. 35.

Man nehme BC oder CF: FQ — RC:CH, so ist convert.
BC:(CQ — CR:RB.

Folglich ist, wie in Anmerkung 3 gezeigt worden ist,
BQ? — 4 BC*?, also BQ, dic doppeltc Seitc des Quadrats,
welches dem dritten Theile des Quadrats von BC gleich ist.
Es ist aber F@ =FB — BQ=2BC — BQ. Tolglich ist das
grosste Verhiltniss BC: FQ

= BC:2BC —2Y3BC*?

Aufgabe XV. Fig. 87.
2H* 4 Hm : Hn 4 2m?.

In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass die Summe
des doppelten Quadrats der gegebenen Linie BC wund des
Rechtecks aus ihr und einem ihrer Abschnitte CD zur Summe
desselben Rechtecks und des doppelten Quadrats von dem
genannten Abschnitte CD cin gegebenes Verhiiltniss habe,

Analysis. Der gesuchte Punkt D sey gefunden, so
ist das Verhiiltniss
2BC?* 4+ =™ BCD : BCD + 2 CD>
gegeben.  In der Verlingerung der BC nimm die Abschnitte
CF und FK gleich BC, so ist
2BC?* — — BCK,
also . . 2BC?*+4-oBCD == BC . KD,
Ferner ist =mBCD — —FCD und, wenn man GD — DC
macht, 2CD? — = GCD, mithin
D BCD +4+2CD*—==oFG . CD.
Daher ist das gegebene Verhiltniss
= o BC.KD: o FG.CD
und, nimmt man = FE . KD =—= —=FG.CD, auch
—aBC.KD:=FE.KD, das ist

— BC: FE.

Die Linie BC ist aber gegeben, also auch FE der Lage

und Grisse nach. — Weil nun = FE . KD — — FG . CD,
80 ist . . KD : DC — GF:FE

und divid, KC:CD — GE:EF.
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Mache FH — FE und verdoppele die Hinterglieder, so ist
KC:CG = GE:EH
und . . 3 CK.EH — = CGE.

Nun ist @ CK. EH wegen seiner bekannten Seiten ge-
geben, also auch 3 CGE; und weil die Differenz CE der
Seciten beckannt ist, so sind die Seiten selbst, mithin der
Punkt G und somit der Punkt D gegeben.

Determination. Weil BC >> CD, so ist 2BC?
> 2€D? und
2BC* 4+ o BCD > = BCD 4-2CD>,
Folglich muss das gegebene Verhiiltniss grisser seyn als das
Verhiiltniss der Gleichheit.

Synthesis. Das gegebene Verhiiltniss sey p:g und
p > ¢ In der Verlingerung der BC nimm die Abschnitte
CF und FK gleich BC, und von F nach B hin den Abschnitt
FE so, dass CF:FE=p: ¢ ist: so liegt E zwischen C und
F, weil p > ¢ und deshalb CF > FE ist. Ferner mache
FH — FE, nimm in der nach B hin verlingerten CE den
Punkt G so, dass 0 CGE — o CK . EH ist, und halbire
GC in D: ich behaupte, dass D der gesuchte Punkt sey.
Denn weil offenbar CK >> EH, so ist CK* > 2 CK. EH,
also auch CK? > 3 CGE. Es ist aber =3 CGE > CG?,
also um so mehr CK2> CG?, mithin CK > CG, und, wenn
man die Hilften nimmt, BC > CD; woraus folgt, dass D
zwischen B und C liege. — Weil nun @ CK. EH==CGE,
so ist . . ... KC:CG — GE:EH
und nach Halbirung der Hinterglieder
KC:CD — GE: EF,

also compon. KD :DC — GF:FE
und . . —CD . GF—= =KD .FE,
Daher ist

=BC.KD:=CD.GF==BC.KD: oKD . FE
—=BC:FE = p:q.
Es ist aber, wie in der Analysis gezeigt worden ist,
= BC . KD = 2BC* 4 =BCD
und = CD,GF — = BCD4-2CD?;
folglich ist 2BC* 4= BCD:aBCD 420D =p:yq.
Anmerkung 1. Nimmt man in der nach K hin lie-
genden Verlingerung der CE den Punkt G so, dass =5 CGE
= @ CK.EH, und halbics CG in D, so ist
2BC* — 3 BCD ; 2€D?* — 0 BCD =p: g,
Anmerkung 2. Soll seyn
H*4+ Hn+m? : Hm42m* =p:q,
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so ist 2H? 4+ 2Hm+2m? : Hn+2m* =2p: ¢,
und divid, 2H*+4+Hmr :Hm42m*=2p—q:q,
mithin ist dic Aufgabe auf die XVte gebracht. Das gegebene

Verhiltniss muss offenbar grosser seyn als das Verhiltniss der
Gleichheit.

Anmerkung 3. Soll seyn
H? — 1']1211’17".-—'—2711'2 = p:q,
so ist 2H* —2m* :Hm 4 2m?* = 2p: ¢
und compon. 2H* +~Hm :Hm 4 2m* =2p4q:q,
mithin ist die Aufgabe auf die XVte gebracht. Eine Deter-
mination findet aber nicht statt. Denn es sey piq , 80 ist

immer 2p4-¢>> ¢, und deshalb das Verhiltniss 2p 4 ¢ : q
der Determination der XVten Aufgabe entsprechend,

Aufgabe XVL Fig. 88.
2H? 4-m? : Ha,

In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass die Summe
des doppelten Quadrats der gegebenen Linie BC und des Qua-
drats von einem ihrer Abschnitte CD zum Rechteck aus dem
andern Abschnitte BD und der gegebenen Linie BC ein ge-
gebenes Verhiltniss habe.

Analysis. Der gesuchte Punkt D sey gefunden, so

ist das Verhiltniss

2BC? 4 CD* : = CBD
gegeben. Nimm in der verlingerten Linie BC den Abschnitt
CG so, dass ™ CG . BD — 2BC? - CD? ist: so ist das
gegebene Verhiltniss

= mCG.BD:= CBD

= GC:CB;
folglich ist GC gegeben, Mache = CG'. DE = CD?, so ist

= C6.BD = 2RBC? + = CG . DE,

und, wenn man 3 CG.DE auf beiden Sciten abazieht,

2 CG.BE — 2BC>.

Weil nun B¢, also 2BC* gegcben ist, so ist 9 CG . BE
gegeben; es ist aber CG bekannt, alko auch BE. Da nun
= CG . DE — CD?, so ist

ED:DC = DC:CG
und compon. EC:CD = DG: GC,
mithin o CDG — o ECG,
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Das letztere Rechteck ist aber seiner bekannten Seiten
wegen gegeben, also auch das erstere; und weil die Differenz
CG der Seiten gegeben ist, so sind die Seiten selbst und
somit der gesuchte Punkt D gegeben.

Determination. Zur Construction der Aufgabe ist
erforderlich, dass der Punkt E zwischen B und C liege, oder
dass BE < BC sey. In der'Verlingerung der BC mache
CF = BC, so ist @ FBC — 2BC?*, Nun ist aber =@ CG.BE
= 2BC?, also ist @ FBC —= = CG .BE und CB:BE =
CG:FB. Es ist aber CB>> BE, mithin CG > FB. Daher
ist GC:CB > FB:BC oder 2:1. Nun war GC:CB das
gegebene Verhiiltniss, folglich muss dieses grosser seyn als
das Verhiltniss des Doppelten zum Einfachen,

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey p: g, und
es sey p >2¢. In der Verlingerung der BC nimm CF = BC,
und den Punkt G so, dass GC:CB —= p: ¢, so ist GC >
2CB, das ist GC > BF., In BC nimm den Abschnitt BE
so, dass 1 GC. BE — 2 FBC, so wird E zwischen B und
C fallen. Denn aus diesen gleichen Rechtecken folgt GC: BF
= CB:BE. Es ist aber GC> BF, also auch CB > BE.
Endlich nimm in BC den Punkt D so, dass ™ CDG —
) ECG: so behaupte ich, dass D der gesuchte Punkt sey.

Weil mECG < = CEG, so ist auch = CDG < = CEG,

mithin liegt D zwischen E und €. Wegen der gleichen Recht-
ecke ECG, CDG aber ist

EC:CD = DG:GC
und divid. ED:DC = DC: CG,
also D ED . CG — CD>,

Ferner ist ca BE.CG — — FBC = 2BC?,
mithin ist, wenn man Gleiches zu Gleichem addirt,
= BD. CG = 2BC* 4 CD2.
Folglich ist
2BC*+4-CD :2CBD — —mBD .CG : 2 CBD
= GC:CB = p:q.

Anmerkung 1. Soll seyn
H* 4+ Hm+m?* :Hen=p:q,
so ist compon, . 2H?* 4-m?:Hn =p-+yq:q,
mithin die Aufgabe auf die XVite reducirt. Determina-
tion. Zufolge der Determ, der XVIten Aufgabe muss seyn
P+ 9>2g, also p>gq.

Anmerkung 2. Soll seyn
2Hm+m'~’ Hn =p-9q,



Aufzabe XVII 67

s0 ist nach Verdoppelung der Hinterglieder

2Hm+4-m? : 2Hn — p:2gq
und compon. 2H? 4+m*:2Hr = p+42q:2¢,
folglich, . .2H?> 4m*>: Hn = p42q:g¢,
und somit die Aufgabe auf die XVIte gebracht. Eine Deter-
mination findet aber nicht statt. Denn es sey p % g, so ist
immer p 4+ 2¢> 2g4.

Diese Aufgabe kann auch so gelést werden: In der Ver-
lingerung der BC nimm die Abschnitte CF und FK = BC,
mache GK : KF gleich dem gegebenen Verhiltnisse p : ¢ und
nimm in der nach B hin verlingerten GC den Punkt D so,
dass 0 CDG = 3 BC . KG ist: so wird der Punkt D offen-
bar zwischen B und C fallen. Ich behaupte, dass er das
Verlangte leiste. Denn weil 0 CDG =0 BC . KG, so ist

BC:CD = DG:GK
und divid.. . .. BD:DC = DK:KG,
mithin . = BD.GK = = CDK = DCK 4 CD?
20 BCD +4- CD2,

i

Folglich ist
20BCD4CD?: > CBD = = BD . GK:=2 CBD
= GK:BC = p:q.

Anmerkung 3. Soll seyn
H: +Hn+m?:2Hn+m?*=p:q,
so ist convert, H* 4 Hm 4 m? : Hn =p:ip—q
und compon. 2H? 4 m? :Hn =2p—q:p—y,
mithin ist die Aufgabe auf die XVIte reducirt. Die Deter-
mination ist einleuchtend; es muss nimlich p >> ¢ seyn.

Aufgabe XVII Fig. 89.
m? 4 n? :mn.
In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass die Summe

der Quadrate von beiden Abschnitten BD, DC zum Rechtecke
derselben ein gegebenes Verhiltniss habe.

Analysis. Der gesuchte Punkt D sey gefunden, so
ist das Verhiltniss
BD? 4 DC? : = BDC
gegeben. Daher ist compon. BD*+ DC* - o BDC : o BDC
und nochmals compon.
BC? : @BDC (Lemma 1)
gegeben. Da nun BC? bekannt ist, so ist o BDC und

somit der Punkt D gegeben,
5 *



68 Theilung der Linde.

Determination. Halbire BC in E, so ist
BD?* 4+-DC? = 2BE? (Lemma 9, Zus.)
und D BDC = BE* (Lemma 3, Zus. 2);
daher ist BD* 4 DC?: 2 BDC = 2BE? : BE*, oder 2:1.
Das gegebene Verhiltniss darf also nicht kleiner seyn als das
Verhiltniss des Doppelten zum Einfachen.

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey p:¢, und
es sey p nicht kleiner als 2¢. Ist nun p=—=2¢, so halbire
BC in E; so ist E der gesuchte Punkt, Denn es ist

BE® 4 EC* — 2BE?
und . . ... mBEC = BE?
folglich BE* 4+ EC? ;: mBEC = 2:1

=

t g
Ist aber p > 24, so nimm in einer geraden Linie MN
=p und NO = OP =g, so ist MN>2 OP, also MP> 4PO.
Nimmt man also in BC den Punkt G so, dass BC:CG =
MP: PO, so ist auch BC > 4CG, also BC* > 4= BCG,
und (Lemma 1, Zus.) BE* > 9 BCG. Daher lisst sich die
Linie BC in zwei Punkten D und d zu beiden Seiten des
Punktes E so theilen, dass die Rechtecke BDC und RBdC
gleich CBCG sind. Ich behaupte, dass die Punkte D und d
beide das Verlangte leisten. Denn weil = BDC == BCG,
so ist, BC? : =3 BDC — BC? : 0 BCG
= BC:C0G =MP: PO,
Daher ist dividendo
BD?*4- DC?*+4 mBDC : =BDC = MO : OP
und nochmals dividendo
BD? 4 DC? : 3 BDC — MN:NO

1y
Ebenso wird bewiesen, dass der Punkt d dasselbe leiste.

Aufgabe XVIII. Fig. 40.
m? —n*® mn.

In einer geraden Linie sind zwei Punkte B,C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass der Unter-
schied der Quadrate von beiden Abschnitten BD, DC zum
Rechtecke aus ihnen ein gegebenes Verhiltniss habe,

Analysis. Der gesuchte Punkt D sey gefunden, und
es sey BD > DC, so ist das Verhiltniss
BD* — DC? : = BDC
gegeben. Mache DE —CD, so ist
BD?* — DC?* = o CBE,
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Ferner mache = BE CF == 2 BDC, so ist das gege-

bene Verhiltniss
=1 CBE: o BE.CF
= BC CF.

Es ist aber BC gegeben, also auch CF, Weil nun
I BDC == BE . CF, so ist

DB : BE — FC:CD
und convert. . . BD: DE oder DC = CF: FD,
Mache FG — FC, so ist
BD:DC = GF: FD,
also invert. und compon,
CB:BD — DG:GF
und . .. @BDG = = BC.GF = = BCF.

Es ist aber t3 BCF wegen seiner bekannten Seiten ge-
geben, also auch — BDG; und weil die Differenz BG der
Seiten dieses Rechtecks gegeben ist, so sind die Seiten selbst,
mithin der Punkt D gegeben,

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey p : ¢.
Mache BC: CF = p:¢, und FG = CF, und nimm in der
nach C hin verlingerten BG den Punkt D so, dass ™ BPG
= BC . FG ist: so wird der Punkt D zwischen B und C
liegen, weil @ BC . FG <= BCG ist; und, wenn der Punkt
F in der Linie BC ist, wird der Punkt D zwischen F und C
liegen, weil denn = BC . FG> 2 BFG ist. Ich behaupte,
dass der Punkt D das Verlangte leiste,

Denn weil = BC . FG —=—= BDG, 5o ist

CB:BD — DG : GF,
also dwid. und invert.
BD : DC = GF oder CF: FD.

Da nun GF> FD, denn es ist GF — FC: so ist BD
> DC. Macht man also DE — DC, so liegt E zwischen
B, D, und es ist

BD : DE — CF: FD.
Daher ist convert. DB:BE — FC:CD
und —BE.FC — = BDC.
Ferner ist . , —= CBE — BD?*— DcC?

Folglich ist
BD?* — DC? . o BDC == CBE: = BE. FC
—=BC:CF = p:q.

Anmerkung 1. Wenn p = 2¢, so fillt G in B;
alsdann ist GD oder BD die mittlere Proportionale zwischen
BC und CF. Eine bessere Auflésung ist daher vielleicht fol-
gende (Fig. 41). In der Verlingerung der BC nimm den
Punkt H so, dass CB: BH—=p:q, und mache HG = BH:
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so ist @ CBH << 2 CBG; daher lasst sich die Linie €CG in
zwei Punkten zu beiden Seiten des Punktes B so theilen,
dass das Rechteck aus den Abschnitten durch je einen Punkt
gleich = CBH ist. Es sey D der in BC liegende Punkt:
so ist er der gesuchte. Denn wegen der gleichen Rechtecke
CBH, CDG ist
DG :BH oder GH=BC:CD
und divid.. ... ..DH:HB —BD:DC.
Nun ist DH > HB, also BD > DC. Macht man also
DE=DC, so liegt E zwischen B,D, und es ist
DH: HB — BD:DE
und divid. DB: BH — BE : ED oder DC,
mithin . .. aoBDC = 4 EBH.
Es ist aber BD®* —DC?* — = CBE.
Folglich ist
BD? — DC* : @ BDC — — CRI:: = EBH
= CB:BH = p:q.

Anmerkung 2. Nimmt man den Punkt D in Fig. 40
in der andern Verlingerung der BG, oder in Fig. 41 auf der
andern Seite des Punktes B (also zwischen G und H, weil
o CBH < 3 CHG ist): so ist in beiden Fillen

CD* — DB* : 3 BDC = p:q.

Aufgabe XIX. Fig. 42.
m? —n? : Hn 4 02,

In einer geraden Linie sind zwei Punkte B, C gegeben;
zwischen ihnen einen dritten D zu finden, sodass der Unter-
schied der Quadrate von beiden Abschnitten BD,DC zur Summe
des Quadrats vom kleinern Abschnitte BD) und des Rechtecks
aus ihm und der gegebenen Linie BC ein gegebenes Verhiilt-
niss habe,

Analysis. Der Punkt D sey gefunden, und es sey
CD > DB, so ist das Verhiltniss
CD?* — DB? : —» CBD + BD*?
gegeben, Mache DE — BD und BF = BC, so ist

CD* — DB* — — BCE
und . = CBD + BD* — = FBD + BD*
— o FDB = = FDE.

Daher ist das gegebene Verhiltniss
= 3 BCE : = FDE

oder, wenn man — CE , FH — — FDE macht,
= o BCE : oCE.FH
= BC FH;
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daher ist die Linic FH gegeben. Weil nun =@ CE. FH —
D FDE, so ist
CE:ED — DF:FH
und compon. . CD : DE oder DB — DH: HF.
Mache HG — FH, so ist
CD:DB — DH: HG
und compon. CB:BD = DG:GH,
also . — BDG — o BC . GH.
Es ist aber o BC.GH wegen seiner bekannten Seiten
gegeben, also auch o BDG; und weil die Differenz BG der
Seiten bekannt ist, so sind es die Seiten selbst und somit

der Punkt P,

Synthesis. Verlingere BC um BF = B(, mache
BF : FH gleich dem gegebenen Verhiltnisse p : ¢, nimm
HG =—=FH, und in der nach B hin verlingerten BG nimm
den Punkt D so, dass o BDG — = BC GH ist: so be-
haupte ich, dass D der gesuchte Punkt sey. Denn weil
—=BC . GH << = BCG, so ist anch & BDG < —= BCG,
mithin liegt I} zwischen B und C. Wegen der gleichen
Rechtecke aber ist

CB:BD = DG: GH
und divid. CD:DB — DH: HG oder HF.
Weil nun DH > HF, so ist CD > DB. Macht man
also DE = DB, so liegt E zwischen D,C, und es ist
CD:DE — DH:HF.
Daher ist divid, CE:ED — DF:FH
und . . .. aCE . FH — 4 EDF —= == BDF.
Folglich ist
—BCE : =BDF ——BCE: o CE . FH,
das ist CD*—DRB? : 3CBD+BD* =BC:FH=p:q.

Anmerkung 1. Nimmt man den Punkt D in der
andern Verlingerung der Linie BG, so ist
CD? — DB* : BD* —=CBD=pq.

Anmerkung 2. Soll seyn

m? —n?:Hn+42*=p:q,
so ist, wenn man setzt das erste Glied zum Ueberschusse
des zweiten iiber das erste

m?* —n? Hndn* = pi¢g—p,

mithin ist die Aufgabe auf die XIXte gebracht. Deter-
mination. Das gegebene Verhiltniss muss offenbar das
Verhiiltniss des Kleinern zum Grossern seyn.

Anmerkung 3. Soll seyn
Hm+4n?:Hnd4-n*=p.q,
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so kann p %q seyn, 1) Ist p=y¢q, so ist Hm 4 r* =
Hn+4-2*, also Hm = Hn und m == n, mithin der gesuchte
Punkt die Mitte der BC. 2) Ist p>g¢, so ist divid.

m?* —n?:Hotn*=p—q:q,
mithin die Aufgabe auf die XIXte gebracht. 3) Ist aber
P <g¢, so vergleiche Anmerkung 2 zu Aufgabe XX,

Aufgabe XX. Fig. 43.
m?* —2* Hm-<m?2,

In einer geraden Linic sind zwei Punkte B, C gegecben;
zwischen ihnen einen dritten D) zu finden, sodass der Unter-
schied der Quadrate von beiden Abschnitten BD, DC zur
Summe des Quadrats von dem grissern Abschnitte CD und
des Rechtecks aus ihm und der gegebenen Linie BC ein ge-
gebenes Verhilltniss habe,

Analysis. Der gesuchte Punkt D sey gefunden, und
es sey CD > DB, so ist das Verhiltniss
CD? — DB* : = BCD 4 CD*
gegeben. Mache CF — BC und DE = DC, so ist
CD* — DB* = CBE
und . = BCD 4- CD? = FCD +CD?
o FDC = = FDE.

I

Daher ist das gegebene Verhiltniss
= @ CBE: o FDE
oder, wenn man 3 BE, FH — 3 FDE macht,

= CBE: o BE . FH
mithin ist FH gegeben. Weil nun = BE, FH — o FDE,
sodist. ...... DE: EB — HF: FD,

Nun ist DE>>EB, weil E in der verlingerten BC liegt;
daher ist HF > FD, und D liegt zwischen C,H. Aus der
obigen Proportion folgt aber convers.

ED oder CD: DB — FH: HD.

Mache HG — FH, so ist

CD:DB — GH:HD,
also ¢nvert. und compon.

BC:CD — DG :GH
und . . . =BC.GH = 5 CDG.

Es ist aber c3 BC. GH wegen seiner hekannten Seiten
gegeben, also auch = CDG; und weil die Summe CG der
Seiten gegeben ist, so sind die Seiten selbst und somit der
Punkt D gegeben,
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Determination. Weil in der Analysis gezeigt wor-
den ist, dass der Punkt D zwischen € und H liege, und
weil CH << HG, denn es ist CH < FH, und FH —= HG:
so ist @ CDG < 2 CHG (Lemma 7). Nun ist & CDG
= 3 BC . GH, mithin ist @ BC. GH < 3 CHG, und dem-
nach BC < CH, also BF < FH. Folglich ist BC: FH <
BC:BF, oder 1:2  Es war aber BC:FH das gegebene
Verhiiltniss, folglich muss dieses kleiner seyn als das Ver-
hiltniss des Einfachen zum Doppelten.

Synthesis. Das gegebene Verhiltniss sey p:g, und
es sey 2p <g. In der Verlingerung der BC nimm CF=— BC
und von F nach B hin den Abschnitt FH so, dass CF:FH
= p: g ist: so ist 2CF oder FB < FH, mithin liegt der
Punkt H in der Verlingerung von FB. Macht man nun HG
=— FH, so ist BG > HG, also = CBG > 0 CB . HG.
Deshalb lisst sich die Linie CG in zwei Punkten zu beiden
Seiten des Punktes B so theilen, dass das Rechteck der Ab-
schnitte durch je einen Punkt gleich =CB . HG ist. Es sey
nun D der in BC liegende Theilungspunkt: ich behaupte,
dass er das Verlangte leiste. Denn weil @ CDG=—=—=CB.HG,
soist... .. BC:CD = DG:GH,
also divid. und invert.

CD : DB — GH oder FH: HD.

Weil nun FH > HD, so ist CD > DB. Macht man

also DE=CD, so liegt E in der verlingerten BC, und es ist
ED:DB = FH:HD

und convert. DE:EB — HF:FD,
also . —BE . FH — 43 EDF — — CDF.
Daher ist

= CBE: = CDF — = CBE: oBE.FH
= BC:FH = p:q.
Es ist aber, wie in der Analysis gezeigt worden ist,
3 CBE = CD?* — DB*
und =3 CDF — 43 BCD 4- CD>.
Folglich ist
CD* —DB* : o BCD+CD* =p:q.

Anmerkung 1. Nimmt man den Punkt D auf der
andern Seite des Punktes B, so leistet er dasselbe,
Anmerkung 2. Soll seyn
Hm+n*:Hn+4n%>=p:q,
so kann p % g seyn. Fir p=gq ist die Auflosung ange-
deutet in Anm, 3 zu Aufgabe XIX. Ist aber p < g, so ist,
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wenn man setzt den Ueberschuss des zweiten Gliedes iiber
das erste zum zweiten,

n?—m?:Hon4-n* —q—p:q,
dasist . . m*—n?:Hm4-m*=q—p:q,
und somit ist die Aufgabe auf die XXste gebracht. De-
termination, Zufolge der Determ. der Aufgabe XX muss
seyn 2(¢g—p) < ¢, das ist 29 —2p < ¢, und ¢ < 2p
oder p:g > 1:2




Construction

des rechtwinkligen Dreiecks

aus gegebenen Stiicken.



In

1)
2)
3)

den Analysen werden folgende leichte Aufgaben

m, n
H, m
H, P

vorausgesetzt:

4 H S
5 S, m
6) m, P

7 P, m—n
8) 8, H+s
9 8§, H—s



Aufgabe 1. Fig. 44. 45.
H, m* —n»?,

“n einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Yypotenuse und 2) der Unterschiéd der Quadrate von ihren
Abschnitten; das Dreieck zu construiren,

Analysis, Weil
m? — n* =3 (m 4 n) (m—mn) (Lemma 3, Zus.3)
=m0 H (m—n),
so ist O H (m—n) gegeben. Es wird aber H gegeben,
also ist (Dat. 61) m—=» und somit m und 7 selbst gegeben *).

Determination. Weil m? < H?, und um so mehr
m? —n* < H*, so muss die gegebene Fliche kleiner seyn
als das Quadrat der gegebenen Hypotenuse,

Anmerkung 1. Die Aufgabe

H, §* —s?
ist einerlei mit der obigen, weil (nach Lemma 15, Zus. 2)
82— 32 — m? — 2,

Anmerkung 2. Die obige Analysis ist offenbar ganz
unabhiingig von dem Winkel, welcher der Seite H gegeniiber-
steht. Die allgemeine Auflésung ist folgende.

Es sey BC die gegebene Seite, V der gegebene Winkel,
welcher diror Seite gegeniibersteht, und > die gegebene
Fliche.

Beschreibe iiber BC den Kreisabschnitt BOC, welcher
des Winkels V fihig ist,

*) Wemn die Summe m -7 ==3s und die Differenz m —n =4

zwejer Grossen m und 2 gegeben ist, so sind beide Grossen

bekannt. Die gréssere m ist =— :’;_ + _‘21_ , und die kleinere
s
n == J—

T 7
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1. Ist W. V kein spitzer, so sey a? < BC?. Nimm
in BC (Fig. 44) den Abschnitt CE so, dass -3 BCE — a?
ist, halbire BE in D, errichte in diesem Punkte auf BC
einen Perpendikel, welcher die Kreislinie in 4 schneide, und
verbinde 4B und 4C: so ist /A ABC das verlangte.

Denn BC ist die gegebene Basis, W. BAC — ¥V nach
der Construction, und CD?® — DB?> — — BCE (Lemma 4,
Zus,) = a?.

2. Ist Winkel ¥ ein spitzer, so kann &® gleich BC*>
oder kleiner oder grisser seyn.

a) Ist a* < BC*®, so construire, wie vorhin gelehrt
worden ist.

6) Ist a* = BC?, so ziehe durch C den Durchmesser
CA und verbinde 4B, so ist A ABC das verlangte. Denn
weil AB senkrecht auf BC steht, so ist der eine Abschnitt
der Basis — BC, und der andere — 0.

¢) Ist a®*> BC?, so ziehe (Fig. 45) den Radius FG
=+ BC, fille GH senkrecht auf BC und mache HK — HB,
Obenbar berithrt GH den Kreis, und es darf 4 nicht grésser
seyn als CH? — HB* oder als cm BCK.,

Ist nun ¢* = =3 BCK, so verbinde GB und GC; so
ist A GBC das gesuchte.

Ist aber a* << 23 BCK, so sey mBCE = 4®. Halbire
BE in D und crrichte in diesem Punkte auf BK einen Per-
pendikel, so wird derselbe die Peripherie in zwei Punkten
A und a schneiden, weil der Punkt D zwischen B und H
liegt. Verbinde 4B und 4C, sowie aB und aC: so werden
die A A ABC und aBC beide der Aufgabe geniigen. Denn
weil DE = DB, so ist CD? — DB? — — BCE = a2.

Das grisste Rechteck BCK wird so bestimmt: Verlin-
gere F'G nach M in der Peripherie und fille MN senkrecht
auf BC, so ist HN = GM, also HN gleich dem Durchmes-
ser des Kreises. Fille auch FL senkrecht auf BC, so ist
HL — LN und BL — LC, also HB oder HK — CN.
Daher ist CK =—= HN — GM und —m BCK — — BC.GM.
Folglich ist die grosste Fliche a* gleich dem Rechteck aus
der Basis und dem Durchmesser des Kreises.

Aufgabe 2. Fig. 44—46.
m—mn, m*—n?,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) der
Unterschied der Abschnitte in der Hypotenuse und 2) der
Unterschied ihrer Quadrate; das Dreieck zu construiren,
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Analysis. Weil m?>—22 =ca(m—n»)H und m—n
gegeben wird, so ist H gegeben, also auch m und .

Determination. Weil H>m—an, so ist = H(m—n)
> (m—n)*. Es ist aber 2 H(m—n) gleich der gegebe-
nen Fliche m? —n?; folglich muss diese grésser seyn als das
Quadrat von der gegebenen Differenz der Abschnitte m und =,

Anmerkung 1. Einerlei mit der obigen Aufgabe ist
m—n, 8§*—s2,

Anmerkung 2. Die zweite Aufgabe wird allgemein
so gelost:

Es sey CE die gegebene Differenz der Abschnitte, a2
die gegebene Fliche, und V' der gegebene Winkel.

1. Ist V kein spitzer Winkel, so muss a? > CE? seyn.
Man nehme in der Verlingerung der CE (Fig. 44) den Punkt
B so, dess 3 BCE = «?, beschreibe iiber BC einen Kreis-
abschaitt BOC, welcher des Winkels ¥ fihig ist, halbire BE
in D, errichte in diesem Punkte auf BC einen Perpendikel,
welcher die Kreislinie in 4 treffe, und verbinde 4B und 4C:
so wird AA4BC das gesuchte seyn.

2. Ist V ein spitzrr Winkel, so darf ¢ nicht kleiner
als CE? seyn.

a) Ist a* = CE?, so beschreibe (Fig. 46) iiber CE
ein des Winkels V fihiges Kreissegment COE, ziehe den
Durchmesser C4 und verbinde AE; so ist A AEC das ge-
suchte, weil CE die Differenz der Abschnitte in der Basis ist.

6} Ist a* > CE?, so kann das gesuchte A\ spitzwinklig
oder stumpfwinklig seyn. Soll es stumpfwinklig seyn, so be-
schreibe (Fig. 46) iiber CE ein des Winkels V fihiges Seg-
ment COE, ziehe wie in Fig. 45 die Tangente GH senkrecht
auf CE und mache HK =— HE: so ist CH? — HE? oder
o ECK das marimum. Ist nun ¢? == ECK, so verbinde
GC und GE: so ist A GCE das verlangte, Ist a> < 3 ECK,
so mache 2 ECB — @?, halbire BE in D, errichte in diesem
Punkte auf BC eine Senkrechte, welche die Kreislinie in 4
und a schneide, und verbinde 4C, 4E und «C, aE: so sind
ACE und aCE beide die gesuchten Dreiecke. — Soll das
gesuchte A spitzwinklig seyn, so findet keine Grinze statt.
Die Construction wird wie unter 1 gemacht.

Aufgabe 3. Fig. 47.
H+4+m, H* —m?2,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Summe der Hypotenuse und eines ihrer Abschnitte, und
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2) der Unterschied der Quadrate von den genannten Linien:
das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A 4BC das gesuchte. Fille AD

senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC + €D und BC* — CD=,

Verlingere BC um CE = BC, so ist DE = BC+ CD,
mithin ist DE der Grosse nach gegeben. Weil aber BC — CE,
so ist

BC?*—CD?* == — BDE (Lemma 3, Zus. 3).
Daher ist — BDE gegeben, mithin, weil DE gegeben wird,
ist auch (Dat. (1) BD gegeben. Folglich ist die Linie BE,
also ihre Hilfte BC und somit A ABC gegeben.

Determination. Offenbar ist BD < DE, mithin
= BDE << DE*. Die gegebene Fliche muss also kleiner
seyn als das Quadrat der gegebenen Linie.

Synthesis. Auf den Schenkeln eines rechten Winkels
nimm DE gleich der gegebenen Linie, und DF gleich der Seite
des Quadrats, welches der gegebenen Fliche gleich ist, und
es sey DF < DE. Verbinde EF und errichte auf ihr im
Punkte F cine senkrechte, welche die verlingerte ED in B
schneide: so ist ca BDE — DF?. Weil nun DF < DE,
so ist DF? < DE?, mithin @™ BDE < DE?, also BD <DE
Halbirt man also BE in C, so liegt C zwischen D und E.
Ueber BC beschreibe einen Halbkreis, welcher den Perpen-
dikel DF in A schneide, und verbinde AB und 4AC: so be-
haupte ich, dass A ABC das verlangte sey.

Denn weil BC = CE, so ist

BC 4+ CD = DE
und BC* — CD* —= = BDE — DF2,

Anmerkung 1. D1e Aufgabe
2 —m*, n
kommt auf die obige zuruck Denn es ist
= BDE — H* — m*
und BD = =n;
mithin ist auch DE = H+m gegeben, Determination,
Weil ED > DB, so ist @ BDE > BD?, Die gegebene
Fliche muss also grosser seyn als das Quadrat des gegebenen
Abschnittes.

Anmerkung 2. Die obige Analysis ist unabhingig
vom Winkel BAC und gilt daher fiir jedes Dreieck.
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Aufgabe 4. Fig. 48.
H4 P, 82 4n°.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Summe der Hypotenuse und Héhe, und 2) die Summe der
Quadrate von der einen Kathete und von dem ihr nicht an-
licgenden Abschnitte der Hypotenuse; das Dreieck zu con-
struiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC+ AD und AC® 4- BD2,

Nach Lemma 15, Zus. 1 ist AC* 4-BD?* =BC? — A4AD>,
Macht man nun in BC die Abschnitte CF und CE gleich 4D,
8o ist

BC?* — 4D* BC? — CE*
=2 EBF (Lemna 4, Zus.),
mithin ist 0 EBF gegeben. Es ist aber die eine Seite
BE = BC 4 AD gegeben, also auch die andere Seite BF
(Dat. 61). Daher ist FE, also die Hilfte CE oder 4D be-
kannt, und die Aufgabe auf H, P gebracht.

Determination. Offenbar ist S EBF<<BE?., Weil
aber BC = 24D #), so ist BC = 2CF, also BF = FC, das ist
BF = {BE. Macht man also BG —= {BE, so ist = EBF
= D EBG, das ist @ EBF = L BE?. Daher muss die ge-
gebene Fliche kleiner seyn als das Quadrat von der gegebe-
nen Linie, aber nicht kleiner als der dritte Theil desselben.

Synthesis. Es sey BE die gegebene Summe der Hy-
potenuse und Héhe, Nimm BG =— { BE, und die gegebene
Fliche sey kleiner als BE2?, aber nicht kleiner als — EBG.
Ist nun 3 EBG gleich der gegebenen Fliche, so halbire GE
in C; dann ist CE=LBC, und es lisst sich also iiber BC
als Hypotenuse ein rechtwinkliges Dreieck construiren, dessen
Hohe gleich CE ist. Es ist aber klar, dass dieses Dreieck
das Verlangte leiste. — Wenn aber die gegebene Fliche, wie
= EBF, grosser ist als — EBG upd kleiner als BE?, so
halbire FE in C; dann ist offenbar CE < £ BC. Daher las-
sen sich iiber der Hypotenuse BC zwei rechtwinklige Dreiecke
construiren, deren Héhen gleich CE sind; und es ist leicht
zu beweisen, dass beide Dreiecke der Aufgabe geniigen werden.

*) Die Héhe des rechtwinkligen Dreiecks ist nicht grdsser ‘als die
halbe Hypotenuse.
6
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Anmerkung. Ebenso lisst sich die Aufgabe

H—P, §24n?
behandeln. Es ist nimlich
BF — H—P

D EBF — §? 4 #?,

daher ist EB gegeben, und die Aufgabe auf H, P gebraeht.
Determination. Es ist offenbar = EBF ~> BF2, Weil
aber BF = 1 BE, das ist 3BF = BE, so ist, wenn BH —
3 BF gemacht wird, = HBF = — EBF, das ist 3BF* =
= EBF. Die gegebene Fliche muss also grosser seyn als
das Quadrat der gegebenen Linie, aber nicht grisser als das
Dreifache desselben,

Aufgabe 5. Fig 40.
HP 4 P*, P
Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Hohe und 2) die Summe des Quadrats der Héhe und des

Rechtecks aus ihr und der Hypotenuse; das Dreieck zu con-
struiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht anf BC, so ist gegeben
AD und =2 B€ . AD 4 4AD>.

Verlingere BC um CE = AD, so ist M BC . 4D+ 4D*
=BEC. Daher ist @ BEC gegeben. Es ist aber die eine
Seite CE dieses Rechtecks gegeben, also auch (Bat. 61) die
andere BE, mithin BC und das A ABC,

Determination. Weil BC = 24D oder 2CE, so
ist BE= 3CE. Mache EF —= 3CE, so ist BEZ FE, mis-
hin m BEC = — FEC oder 3CE?. Die gegebene Fliche
darf also nicht kleiner seyn als das dreifache Quadrat der
gegebenen Hohe,

Synthesis. Es sey CE die gegebene Hihe, und die
gegebene Fliche sey nicht kleiner als 3 CE?*. Mache FE —
3CE, so ist mMFEC=—=3CE®?. Ist nun die gegebene Fliche
gleich — FEC, so ist FC die Hypotenuse des gesuchten
Dreiecks., — Ist aber die gegebene Fliche grosser als = FEC,
wie 3 BEC: so ist BC > FC, also BC >> 2CE. Daher
lassen sich iiber BC zwei rechtwinklige Dreiecke mit der Hohe
CE beschreiben, und es ist klar, dass beide der Aufgabe ge-
niigen werden,

Anmerkung. Die Analysis ist unabhingig vom
W. BAC.
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Aufgabe 6. Fig. 50.
H+P, HP 4 P,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Summe der Hypotenuse und der Hohe, und 2) die Summe
des Rechtecks aus beiden Linien und des Quadrats der Hohe;
das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A 4BC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC+- 4D und = BC . AD + AD?,
Verlingere BC um CE = AD, so ist
BC 4+ AD — BE
und I BC. AD 4 AD* — — BEC.

Daher ist die Linie BE und das @ BEC gegeben. Weil
nun der Inhalt dieses Rechtecks und eine Scite BE desselben
gegeben wird, so ist (Dat. 61) dic andere Seite EC, also
auch BC und somit A ABC gegeben.

Determination. Weil 4D = £BC, so ist auch
CEZ= LBC, das ist CEZ=%}BE. Mache EF = 4{BE, so
ist @ BEC Z = BEF. Nun ist & BEF = { BE?*; folglich
darf die gegebene Fliche nicht grosser seyn als der dritte
Theil des Quadrats von der gegebenen Linie.

Synthesis. Es sey BE die gegebene Summe der
Hypotenuse und Héhe, Nimm EF — {BE, und die gegebene
Fliche sey nicht grisser als o BEF. Ist nun 3 BEF gleich
der gegebenen Fliche, so beschreibe iiber der Hypotenuse
BF mit der Hohe EF ein rechtwinkliges Dreieck, so wird
es das verlangte seyn, Ist aber —o BEF grisser als die ge-

egebene Fliche, so sey dieser gleich das — BEC; so ist
offenbar CE <C EF, also CE kleiner als die halbe BC, Da-
her lassen sich ither BC zwei rechtwinklige Dreiecke mit der
Héhe CE beschreiben, und es ist einleuchtend, dass beide der
Aufgabe geniigen werden.

Anmerkung 1. Die Analysis ist unabhingig vom
W. B4C.

Anmerkung 2. Die Aufgabe
H+ P, Ss+ P?

kommt auf die obige zuriick, denn fiir das rechtwinklige
Dreieck ist Ss — HP.

6"
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Aufgabe 7. Fig. 51.
P? — 2% m—n.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Differenz der Abschnitte der Hypotenuse, und 2) der Ueber-
schuss des Quadrats der Hohe iiber das Quadrat des kleinern
Abschnittes; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte, Fiille 4D
senkrecht auf BC, und es sey CD > DB: so ist gegeben
CD — DB und AD?* — DB>.

Mache BE — CD, so ist

CD — DB — DE
und 4D?—DB? — = CDB — DB*
=— — EBD — DB?
= — EDB,

Daher ist die Linie DE und das & EDB gegeben. Es
ist aber die eine Seite ED dieses Rechtecks gegeben, also
auch (Dat, 61) die andere DB. Daher ist BE, das ist CD,
bekannt, und somit die Aufgabe auf m,z gebracht.

Synthesis. Auf der gegebenen Differenz DE der
Abschnitte in der Hypotenuse errichte im Endpunkte D einen
Perpendikel, nimm in demselben zu beiden Seiten des Punk-
tes D die Abschnitte DG und DH gleich den Seiten des
Rechtecks, welches der gegebenen Fliche gleich ist, verbinde
EH und mache W. DGB — W DEH: so ist @& BDE —
— GDH. Halbire DE in F, beschreibe um F mit dem Ra-
dius BF einen Kreis, welcher die verlingerte BE in C, und
den Perpendikel GH in 4 schneide, und verbinde 4B und
AC: se ist A\ ABC das verlangte.

Denn weil CF = FB und EF = FD, so ist CD — BE,
also CD— DB = DE.

Ferner ist AD?*— DB* —= CDB — DB*

— EBD — DB*
=) BDE = = GDH.

I I

Aufgabe 8. Fig. 52.
m? — P?, m —n.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Differenz der Abschnitte der Hypotenuse, und 2) der Ueber-
schuss des Quadrats vom grossern Abschnitte iber das Qua-
drat der Hohe; das Dreieck zu construiren.
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Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, und es sey CD > DB: so ist gegeben
CD — DB und CD?* — D42,
Mache CE — DB, so ist
CD — DB = DE
und €D?—DA? — CD? — =2 CDB
= CD* — = DCE
Daher ist die Linie DE und das —= CDE bekannt, Es
wird aber die eine Seite DE dieses Rechtecks gegeben, folg-
lich ist auch (Dat. 61) die andere Seite CD gegeben, mit-
hin CE, das ist BD, und die Aufgabe auf m, n gebracht.

Determination. Weil €D > DE, so ist — CDE
> DE?, Die gegebene Fliche muss also grosser seyn als
das Quadrat der gegebenen Linie.

Synthesis, Auf dem gegebenen Unterschiede DE der
Abschnitte in der Hypotenuse errichte im Endpunkte D eine
Senkrechte und mache in derselben vom Punkte D aus auf
einer Seite desselben die Abschnitte DG und DH gleich den
Seiten des Rechtecks, welches der gegebenen Fliche gleich
ist. Es sey aber & GDH > DE?. Verbinde EH und ziehe
aus G nach DE die Linie GC, sodass W. DGC = W, DEH
ist: so ist @ CDE == GDH. Nun ist = GDH > DE?,
also auch o CDE >> DE?; daher ist CD>DE, und, wenn
man DE in F halbirt, CF >> FE oder FD, Beschreibt man
also um den Mittelpunkt F' mit dem Radius CF einen Kreis,
so wird derselbe die verlingerte CD in B, und die senkrechte
DG in A schneiden.  Verbinde 4B und AC: ich behaupte,
dass A ABC das gesuchte sey.

Denn es ist offenbar CE — BD, also
CD — DB = DE,
Ferner ist . CD?—DA* — CD? — 2 CDB
= CD?* — DCE

=3 CDE = = GDIL

Aufgabe 9. Fig. 53— 56.

+sH—P, S—3s

+H4P, S+

tH— P, m —n

+tH4+ P, m—n
Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben der Ue-
berschuss der halben Hypotenuse iiber die Hohe und der Un-
terschied der Katheten oder der Unterschied der Abschnitte
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der Hypotenuse; — oder die Summe der halben Hypotenuse und
der Hohe und die Summe der Katheten oder der Unterschied
der Abschnitte der Hypotenuse; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Fig.53. Im A ABC sey der W. 4 ein
rechter, und 4C > AB. Fille AD senkrecht auf BC, be-
schreibe um den Mittelpunkt 4 mit der kleinern Kathete 4B
einen Kreis, welcher BC in E, und AC in F schneide, und
verlingere AC bis nach G in der Peripherie: so ist

CG —= AC 4+ 4B — S} &
CF — AC— 4B — S —3s
CE =— CD—BD — m—n.

Durch E zieche den Durchmesser EH und verbinde HG
und HF, welche verlingert die BC in L wnd K schneiden,
und ziehe die Linien BH, BG, BF.

Weil der rechte W. GHF durch die Linie HB halbirt
wird, denn die Bogen GB, BF sind Quadranten, und weil
zugleich HB senkrecht auf LK steht: so ist aus hekannten

Griinden LB — BH — BK
Weil nun BH: AD = HE: EA, so ist BH—=2A4D — 2P,
folglich ist CL — H+ 2P
CK — H—2P.
Nun ist

W. BGF =—= W. BHF
und, nach einer bekannten Eigenschaft des rechtwinkligen
Dreiecks, auch

W. BLH — W. BHF,
mithin ist W. BGF = W. BLH, Die A\ /A LCG, GCB haben
aber ausserdem den W, C gemein, folglich ist

LC:CG = GC:(CB
ud .. ... .. CG* = o BCL,
das ist in Zeichen (S+-s)* — I H(H4-2P),

Wird alse S+4s und +H- P, also auch das Doppelte
H+- 2P, gegeben: so ist H bekannt, und die Aufgabe ist auf
H, S+ s oder auch auf H, P gebracht.

Weil 4H und AF Radien sind, so ist W, EHF — W,
GFH, Nun ist

W. EHF — W. EBF
und . . ... W, GFH —= W. CFK,
mithin ist auch W. EBF — W, CFK, Die A ABCF, FCK
haben aber ausserdem den W. C gemein, folglich ist
BC:CF = FC:CK
und . . CF? = o BCK,
das ist (S—28)? = o H(H~-2P).
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"Wird also S—3s und }H—P, also auch das Doppelte
H—2P, gegeben: so ist H bekannt, und die Aufgabe ist
auf H, S—s oder auf H, P gebracht.

Verbindet man EF, so sind wegen der Durchmesser
EH, FG die Linien GH, EF parallel; daher ist

GC:CF = LC:CE
und .. . .. GC?*:CF* — LC*:CE>.
Nun ist GC* —= = BCL und CF?* — 3 BCK, mithin ist
GC?: CF* —= @ BCL: =2 BCK
= CL GK
= CL?: o LCK.
Folglich ist auch LC? : CE* = CL? : = LCK, und deshalb
CE* = o LCK,
das ist . .. (m—n)* = = (H+2P)(H—2P).
Wird also gegeben m—n, H+42P, do findet man H—2P,
und wird gegeben m—», H—2P, so erhilt man H4-2P
In beiden Fillen ist also die Aufgabe auf H, P gebracht.

Determination. Fig. 53.
1) Fir S+ s, 4H+ P.
Weil BC < 24D, so ist BCX< BL. Halbirt man also
LC in D, so ist @ BCL < = DCL, das ist CG* < 2CD?,
Ferner ist aber 2 BCL < CL?, also CG? < CL?, und CG
< CL oder 2CD. Die gegebene Summe der Kathetdn muss
daher kleiner seyn als die doppelte gegebene Summe der hal-
ben Hypotenuse und der Hohe, das Quadrat jener Summe
aber nicht kleiner als das doppelte Quadrat der letztern Summe.
2) Fir §—s, +H—P.
Weil @ BCK > CK?, soist CF?>CK?, und CF>CK.
Die gegebene Differenz der Katheten miuss also grosser seyn
als der doppelte gegebene Ueberschuss der halben Hypotenuse
iiber die Héhe.
3) Fir m—=n, tH4 P,
Weil mLCK < LC?, so ist CE?* < LC?, und CE < CL.
Die gegebene Differenz der Abschnitte muss kleiner seyn als
die doppelte gegebene Summe,
4) Fir m —n, tH—P.
Weil = LCK>>CK?, so ist CE* >CK?, und CE>>CK.
Die gegebene Differenz der Abschnitte muss grosser seyn als
der doppelte gegebene Ueberschuss der halben Hypotenuse
iiber die Hohe.

Synthesis,
1) S+, +H4P. (Fig. 54).
In ciner geraden Linie nimm die Abschnitte €O und OL
jeden gleich der gegebenen Summe der halben Hypotenuse
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und der Hohe, und CM gleich der Summe der Katheten;
und es sey CM < CL, aber CM*® nicht kleiner als ™ OCL.
Mache in CL den Abschnitt CB glcich der dritten Proportio-
nale zu LC und CM, so ist CM? — 3 BCL, daher ist
— BCL nicht kleiner als = OCL, mithin BC < 0C, folg-
lich LB = BC, oder +LB = L BC. Errichtet man also auf
BC die senkrechte BN — L LB, *beschreibt iiber BC einen
Halbkreis und zicht durch N der BC eine Linie parallel: so
wird dieselbe den Halbkreis entweder berithien oder schneiden.
Es sey A einer von den Punkten, in welchen die Parallele
den Kreis trifft. Verbinde 4B und 4C: ich behaupte, dass
A ABC das verlangte sey.

Denn fillt man 4D senkrccht auf BC, so ist LB = 24D,
also BC+ 24D = CL
und . . +BCH4 4D = CO.

Ferner ist vermoge der Analysis

(4C + 4B)* = — BCL
und nach der Construction
CM* = = BCL,

folglich ist AC 4+ 4B = CM.

2 S—s, §H—P. (Fig. 55).

In einer geraden Linie nimm die Abschnitte CO und OK
jeden gleich dem gegebenen Ueberschusse der halben Hypote-
nuse iiber die Hohe, und CM gleich der gegebenen Differenz
der Katheten; und es sey CM>CK. In der Linie CK nimm
den Abschnitt CB gleich der dritten Proportionale zu CK und
CM, so ist offenbar BC > CK, und BK < BC, oder 1 BK
< +BC. Beschreibt man also iiber BC ecinen Halbkreis, er-
richtet auf ihr die senkrechte BN — } BK und zieht durch N
der BC eine Linie parallel: so wird dieselbe den Halbkreis in
zwei Punkten schneiden. Es sey 4 einer von den Durchschnitts-
punkten. Verbinde 4B und AC, so ist /A ABC das gesuchte.

Denn fallt man 4D senkrecht auf BC, so ist 24D =
BK, also

BC —24D = CK
und , $+BC — 4D = CO.
Ferner ist vermoge der Analysis
(AC — 4B)* =—= o BCK
und nach der Construction
CM* = = BCK,
folglich ist 4C — AB — CM.

3) m—n, tH+4 P. (Fig. 56).
In einer geraden Linie nimm CE gleich der Differenz
der Abschnitte, und CL gleich der doppelten Summe der hal-
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ben Hypotenuse und der Héhe; und es sey CE <C CL. In
CL nimm den Abschnitt CK gleich der dritten Proportionale
zu CL und CE, so wird K zwischen L und C liegen, und
es ist CE? — — LCK, Halbire LK in B, so ist offenbar
4BK <+ BC. Beschreibt man also iiber BC einen Halbkreis,
errichtet BN — L BK senkrecht auf BC und zieht der BC
durch N eine Linie parallel: so wird dieselbe den Kreis in
zwei Punkten schneiden. Es sey 4 eciner von den Durch-
schnittspunkten; verbinde 4B und 4C: ich behaupte, dass
A ABC der Aufgabe geniige.
Denn fillt man AD senkrecht auf BC, so ist 24D =
BK = BL, daher ist
BC 4 24D = CL.
Ferner ist vermoge der Analysis
(CD—DB)* = o LCK
und nach der Construction
CE? — — LCK,
folglich ist CD — DB — CE.
Aehnlich ist die Construction der Aufgabe m —n, + H—P.

Anmerkung 1. Fig. 53. Nach Lemma 4, Zus. ist

= LCK — B(C* — BK?,

also auch . . CE* — BC?* — BK?,
eine Gleichung, welche bereits in Lemma 16 anders bewiesen
worden ist.  Sie lisst sich auch auf folgende Weise darthun.
Verlingere BA nach M in der Peripherie und ziehe CM und EM,
Weil CA senkrecht auf BM steht, und B4 = AM ist,

so ist CM = BC.
Ferner ist . . . . EM — BH — BK,
weil die AA BAH, MAE offenbar congruent sind. Wegen
des rechten Winkels CEM aber ist
CM? — CE* + EM?,
folglich ist auch BC?* — CE?*+4 BK?,
Anmerkung 2. Die Aufgaben
m—n, +tH4P
m—n, +H—P
lassen sich auch folgendermaassen behandeln. Fig. 63. Im
A ABC sey der W. A ein rechter; halbire BC in E, ver-
binde AE und fille 4D senkrecht auf BC: so ist
m—n — 2DE
+H =— AE.
Von dem rechtwinkligen Dreiecke ADE wird also gegeben
DE und AE 4 4D,
daher ist dieses Dreieck durch die Aufgabe S, H+3s gegeben.
Man findet also 4E und somit das Doppelte, nimlich BC.
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Anmerkung 3. Fig. 53. In der obigen Analysis sind
folgende Gleichungen bewiesen
1) €G?* — = BCL
2) CF* — o BCK
3) CE* — o LCK,
Der Beweis fiir diese Gleichungen ist unabhingig vom
W. BAC gefiihrt worden.  Sie gelten deshalb allgemein fiir
jedes A ABC und dienen zur Auflésung mancher etwas
schwierigen Aufgaben, z. B,
V, P, S4+3s
V, Py §—3
B, P, S4s
, P, §—s,
wo B die Basis BC bezeichnet, ¥ den Gegenwinkel 4, und
P den aus V auf B gefillten Perpendikel.

Aufgabe 10. Fig. 57.
+tH—P, S+s.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) der
Ueberschuss der halben Hypotenuse liber die Hohe, und
2) die Summe der Katheten; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist gegeben
AC 4+ 4B und £ BC-— AD.
Verlingere AC um AG =— AB, mache in BC die Ab-
schnitte BO und OK gleich 4D und halbire CK in P, so ist

OP — 1RC,
also KP — LH—P
und .. . . CG = S+s.

Nun ist aber, wenn BC um BL — BK verlingert wird,
CL—H+2P, also, wie in Aufgabe 9 bewiesen worden ist,
CG?* = = BCL
und, wenn man die Hilften nimmt, weil BP — 2 CL ist,
+CG* — — CBP.

Daher ist — CBP gegeben. Es ist aber die Differenz
CP(==KP) der Seiten gegeben, folglich sind die Seiten selbst,
also BC, somit BK und AD gegeben, und die Aufgabe ist
auf H, P gebracht.

Determination. Weil BP > KP, so ist ™ CBP
oder +CG? > = CKP, und, wenn man beiderseits das Dop-
pelte nimmt, €G* > CK2, also CG> CK. Es ist aber CG
die gegebene Summe der Kathetcn, und CK der doppelte Uc-
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berschuss der halben Hypotenuse iiber die Hihe; folglich muss
die gegebene Summe grosser seyn als der doppelte gegebene
Ueberschuss.

Synthesis. Auf den Schenkeln eines rechten Winkels
nimm CR gleich der gegebenen Summe, und CP gleich der
gegebenen Differenz, und es sey CR > 2CP. Auf CP er-
richte nach der dem Schenkel CR entgegengesetzten Seite die
senkrechte PQ — {CR, verbinde QR und beschreibe um
diese Linie als Durchmesser einen Kreis, welcher die verlin-
gerte CP in B schneide: so ist

= CR.PQ — — CBP.

Macht man nun PK— CP, so ist nach der Voraussetzung
CR > CK, also CR? > CK?, und, wenn man die Hilften
nimmt,

o CR . PQ > = CKP;

folglich ist auch = CBP > 2 CKP, mithin liegt der Punkt
K zwischen B und P. In der senkrechten CR mache den
Abschnitt CS gleich der Hilfte von BK, so ist offenbar CS
< +BC. Beschreibt man also iiber BC einen Halbkreis und
zieht durch S der BC eine Linie parallel, so wird dieselbe
den Halbkreis schneiden. Es sey 4 einer von den Durch-
schnittspunkten; verbinde 4B und AC: so ist A ABC das
verlangte.

Denn fillt man AD senkrecht auf BC und halbirt BK
in O, so ist

OP = 1 BC
und . ... OK = 4D,
also . .. ,+BC—A4D = KP—_CP.
Ferner verlingere BC um BL — BK, so ist

CL — 2BP
und = BCL — 2o CBP
= 23CR . PQ
— CR?2,

Weil aber CL —= BC+ BK — BC 24D, so ist, wie
frither bewiesen worden ist,
2 BCL — (4C+ 4B)?,
folglich ist (AC+- AB)* = CR*, und AC+ AB = CR.

Aufgabe 11. Fig. 58.
’iH'l'P: $—s.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Summe der halben Hypotenuse und der Hohe, und 2) die
Differenz der Katheten; das Dreieck zu construiren.
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Analysis. Es sey A ABC das gesuchte, in wel-
chem AC > AB sey. Fille 4D senkrecht auf BC, so ist
gegeben

+BC 4 4D und AC — 4B,
In BC nimm die Abschnitte BO und OK = AD und
halbire CK in P, so ist OP —= L BC, also
BP —= {H+4-P,
und, wenn man in AC den Abschnitt 4F-—=AB nimmt,
CF = §—s.
Weil nun, wie in Aufgabe 9 gezeigt worden ist,
CF? — — BCK,
so ist. . .. ..4+CF* —= o BCP;
daher ist == BCP bekannt. Es ist aber die Differenz BP
der Seiten dieses Rechtecks gegeben, folglich sind die Seiten
selbst, also BC, somit BK und 4D gegeben, und die Auf-
gabe ist demnach auf H, P gebracht.

Determination. Weil BP>PK und PK — PC,
so ist BP>>PC. Macht man also PS = BP, so ist —a BCP
< aBSP, also 2o BCP oder CF?* <<BS?, und CF < BS.
Folglich muss die gegebene Differenz der Katheten kleiner
seyn als die doppelte gegebene Summe der halben Hypotenuse
und der Héhe,

Synthesis. Auf den Schenkeln eines rechten Winkels
nimm BP gleich der gegebenen Summe, und PQ gleich der
gegebenen Differenz, und es sey PQ <{2BP. Errichte auf
BG nach der dem Perpendikel PQ entgegengesetzten Seite
die senkrechte BR— L PQ, verbinde QR und beschreibe um
diese Linie als Durchmesser einen Kreis, welcher die verlin-
gerte BP in C schneide: so ist

= PQ.BR — = BCP.

Verlingert man nun BP um PS — BP, so ist nach der
Voraussetzung PQ < BS, also PQ?* < BS?, und, wenn man
die Hilften nimmt,

= PQ.BR < 2 BSP.

Folglich ist — BCP < = BSP, und PC < PS oder BP.
Nimmt man also PK = PC, so fillt der Punkt K zwischen
B und P. Halbire BK in O, so ist offenbar BO < L BC.
Beschreibt man nun iber BC einen Halbkreis, nimmt in der
senkrechten BR den Abschnitt BT — BO und zieht durch
T der BC eine Linie parallel, so wird dieselbe den Kreis
schneiden. Es sey 4 einer von den Durchschnittspunkten;
verbinde 4B und AC: ich behaupte, dass A ABC das ver-
langte sey.
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Denn fillt man 4D senkrecht auf BC, sv ist

AD — BT
= BO
ud . . ... .. $BC= 0P,
folglich 4 BC 4 AD = BP. .
Ferner ist PQ* — 2 PQ. BR
= 2 BCP
— @ BCK

und, wic frither bewiesen worden ist, weil BK :=24D,
(4C—A4B)* = — BCK,
folglich ist (AC— AB)* = PQ*, und AC — 4B = PQ.

Aufgabe 12. Fig. 59.
(Diesterw. Geom. Aufg., Theil 2, Nr, 17).
H, P:m—n.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Hypotenuse und 2) das Verhiltniss der Héhe zum Unter-
schiede der Abschnitte in der Hypotenuse; das Dreieck zu
construiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, und es sey CD>> BD: so ist gegeben
BC und 4D :CD — BD.
Mache CE — BD, so ist DE — CD — BD, mithin ist
das Verhiltniss AD : DE

und, wenn man DE in F halbirt, auch

AD DF
gegeben. Verbindet man also AF, so ist (Dat. 44) A ADF
der Gattung nach gegeben. Nun ist aber oflenbar AF die
Hilfte von BC, mithin gegeben, folglich ist A 4DF der Gat-
tung und Grésse nach bekannt; folglich ist die Linie 4D der
Grosse nach gegeben, und somit die Aufgabe auf H,P gebracht.

Synthesis. Es sey BC die gegebene Hypotenuse, und
p:q das gegebene Verhiltniss, Halbire BC in F, nimm in
ihr den Abschnitt FG — g, errichte auf der Linie FG in
ihrer Mitte H die senkrechte HK — p, verbinde FK, ver-
lingere sie, wenn es nothig ist, bis sie den iilber BC be-
schriebenen Halbkreis in 4 schneidet, und ziche 4B und AC:
ich behaupte, dass A ABC das verlangte sey.

Denn fillt man 4D senkrecht auf BC und macht FE =—
FD, so ist DE—= CD —BD. Wegen der ihnlichen Drei-
ecke aber ist

AD : DF — KH:HF
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und, wenn man die Hinterglieder verdoppelt,
AD:DE — KH: FG,
das ist 4D :CD — BD = p:q.
Anmerkung. Dic Aufgabe lisst sich offenbar allge-
mein fiir jeden Winkel BAC ebenso lésen.

Aufgabe 13. Fig. 60.
H—S, =

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) der
Ueberschuss der Hypotenuse iiber eine Kathete, und 2) der
Abschnitt der Hypotenuse, welcher der andern Kathete an-
liegt; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A A4BC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC — CA und BD.
In BC nimm den Abschnitt CE = CA4, so wird der
Punkt E zwischen B und D liegen, und es ist
BC—C4 = BE,
daher ist BE gegeben, also, weil BD gegeben wird, auch
ED und somit das Verhiltniss BE: ED. Wegen des recht-
winkligen Dreiecks aber ist
BC:C4 = AC:CD,
das ist . . BC:CE = EC:CD.
Daher ist divid. und permut.
BE:ED — EC:CD.

Nun ist das erste Verhiltniss bekannt, also auch das
zweite. [Es ist aber auch die Differenz ED der Linien EC
und CD bekannt, folglich sind die Linien selbst gegeben, und
somit ist die Aufgabe auf §,m gebracht.

Determination. Offenbar ist BE < BD. Weil
aber CE die mittlere Proportionale ist zwischen BC und CD,
so ist (Lemma 11, Zus. 1) BE > ED, das ist BE >> $ BD.,
Folglich muss der gegebene Ueberschuss kleiner seyn als der
gegebene Abschnitt, aber grosser als seine Halfte,

Synthesis. In einer geraden Linie nimm vom Punkte
B nach einer Richtung hin das Segment BD gleich dem ge-
gebenen Abschnitte, und das Segment BE gleich dem gegebe-
nen Ueberschusse, und es sey BE < B}, aber BE> }BD,
das ist BE > ED. Errichte auf BD auf eciner Seite die
senkrechten EF und DG gleich BE und ED: so wird, weil
EF > DG ist, die Linie FG der nach D hin verlingerten
BD in einem Punkte C begegnen. Aus C ziehe an den Per-
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pendikel DG die Linie C4 = CE und verbinde AB: so be-
haupte ich, dass A ABC das gesuchte sey.

Denn cs ist EF : DG, das ist

' BE:ED — EC:CD,
also perm. und compon.

BC:CE = EC:CD

oder . ..... BC:C4 = AC:CD,
mithin ist W. BAC ein rechter. Es ist aber BD der gege-
bene Abschnitt, und BC — CA = BC — CE = BE; folglich
ist A ABC das verlangte.

Anmerkung. Die Auflésung der Aufgaben

H—-S, S—m
und . . S—m, n
folgt aus der obigen. Denn es ist

BD =

BE — H—S

DE —= S —m,

Es ist aber BD = BE 4~ DE. Sind also zwei von den
Linien BD, BE, DE gegeben, so ist auch die dritte bekannt.

Anfgabe 14. Fig. 61.
H4 S, n

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) ein
Abschnitt der Hypotenuse, und 2) dic Summe der Hypotenuse
und der dem andern Abschnitte anliegenden Kathete; das
Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das verlangte, Fille AD

senkrecht auf BC, sa ist gegeben

BD und BC 4 CA.

Verlingere BC um CE — AC, so ist

BC 4 €4 — BE,
folglich ist BE gegeben. Es wird aber auch BD gegehen,
mithin ist DE hekannt, Da nun

BC:C4 — AC:CD,
das ist ..BC:CE = EC:CD,
so ist compon, und permut.

BE:ED — EC:CD.

Nun sind die Linien BE, ED und somit ihr Verhiltniss
bekannt, also aueh das Verhiltniss EC:€D; folglich sind,
weil auch die Summe der Linien EC, CD bekannt ist, diese
Linien selbst gegeben und somit auch das A ABC.
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Determination. Es muss natiirlich die gegebene
Summe der Kathete und Hypotenuse grosser seyn als der ge-
gebene Abschnitt.

Synthesis. Es sey BD der gegebene Abschnitt, und
BE die gegebene Summe. Es sey aber EB > BD, und
beide in einer geraden Linie vom Punkte B aus nach einer
Richtung hin genommen. Errichte auf DE auf entgegenge-
setzten Seiten die senkrechten EF — BE und DG — DE
und verbinde FG, welche DE in C schneide: so ist

EC:CD = EF:DG = BE:ED.

Nun ist BE >> ED, mithin EC >> CD, Beschreibt man
daher um C mit CE einen Kreis, so wird er die DG in ei-
nem Puskte A4 schneiden, Verbinde AB und AC, so ist
A ABC das verlangte. Denn weil

BE:ED — EC:CD,
so ist permut. und divid.

BC:CE = EC:CD
das ist . . . BC:C4 = 4cC:CD,
woraus folgt, dass W. BAC ein rechter ist.

Anmerkung. Die Auflssung der Aufgaben
H4§, S4+m
S+m, n
beruht auf der obigen. Denn es ist
BE = H+4 S
BD — n.
Es ist aber BE — BD +4 DE. Sind also zwei der Li-
nien BE, DE, BD gegeben, so ist auch die dritte bekannt.

Aufgabe 15. Fig. 62.
P4 m, m—n.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegebe#> 1) die
Differenz der Abschnitte der Hypotenuse, und 2) die Summe
der Hohe und des grossern Abschnitts; das Dreieck zu con-
struiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, und es sey CD > BD: so ist gegeben
CD 4 D4 und CD — BD.
Mache DE — DB und DF — DA, so ist
CD 4 D4 — CF
und CD — BD = CE;
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daher sind CE und CF gegeben. Weil nun
BD : DA — AD :;: DC,
go ist auch . ED:DF = FD:DC,
also compon. und permut.
EF : FC — FD:DC.

Es ist aber das erste Verhiltniss bekannt, weil die Li-
nien EF und FC gegeben werden; mithin auch das Verhilt-
niss FD : DC. Nun ist aber auch die Summe CF der Linien
FD, DC gegeben, folglich sind diese Linien selbst und somit
£\ ABC gegeben,

Determination, Es ist offenbar FC > CE. Die
gegebene Summe muss also grosser seyn als die gegebene
Differenz.

Synthesis. In einer geraden Linie nimm vom Punkte
C aus nach derselben Richtung hin CE gleich der gegebenen
Differenz, CF gleich der gegebenen Summe, und es sey CF
> CE. Ueber EF beschreibe das Quadrat EFGH, ziche die
Linien CG und FH, welche einander in 4 schneiden, und
errichte AB senkrecht auf AC: so behaupte ich, dass A4BC
das verlangte sey. Denn fille 4D senkrecht auf BC, so ist
AD = DF, weil HE = EF ist; daher ist

CD + D4 = CF.
Weil nun der Parallelen wegen
GF: AD, oder EF:FD — FC:CD,
so ist divid, ED:DF — FD: DC,
das ist .. .. ..ED:DA = AD:DC.
Wegen des rechten Winkels BAC aber ist
BD:DA — AD:DC,
mithin ist ED =— DB und CD — BD = CE.

Anmerkung. Die Aufgaben

Pt+m,P+=n
P42, m—n
lassen sich auf die obige reduciren. Denn es ist
EF —= P4=»
CE —= m—n.

Es ist aber CF = CE 4 EF. Sind also zwei von den

Linien CF,CE, EF gegeben, so findet man daraus die dritte,

Aufgabe 16. Fig. 63.
m—P, P—n,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) der
Ueberschuss des grossern Abschnitts der Hypotenuse iber die
7
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Héhe, und 2) der Ueberschuss der Hohe iiber den kleinern
Abschnitt; das Dreieek zw construiren,

Analysis. Essey A ABC das gesuchte, und 4C> 4B,

Falle AD senkrecht auf BC, so ist gegeben
CD — DA und AD—DB.

Auf dem gréssern Abschnitte CD mache DF — DA, und

DE — DB, so ist
CF = CD— D4

md ... ..., FE — AD— DB,
daher sind die Linien CF und FE der Grosse nach gegeben.
Wegen des rechtwinkligen Dreiecks aber ist

CD:D4 — AD: DB,
das ist. . . .CD:DF — FD : DE,
alse convert. und pormut.

CD:DF — CF: FE.

Weil nun das letztere Verhiltniss bekannt ist, denn die
Linien CF und FE werden der Grosse nach gegeben, so ist
es auch das Verhiltniss CD: DF. Es ist aber die Differenz
CF beider Limien bekannt, folglich sind €D und DF oder
DA der Grisse nach gegeben, und die Aufgabe ist auf m, P
gebracht.

Determination. In der Analysis ist gezeigt worden,

dass
CD : DF oder D4 — CF: FE

sey. Nun ist CD > DA, also CF> FE. Folglich muss der
gegebene Ucberschuss des grossern Abschnitts iber die Hohe
grisser seyn als der gegebene Uecberschuss der Hahe iiber
den kleinern Abschnitt,

Synthesis. In einer geraden Linie nimm vom Punkte
F aus nach entgegengesetzten Richtungen die Abschnitte FC
und FE, jenen gleich dem gegebenen Ueberschusse des gros-
sern Abschnitts iber die Hohe, diesen gleich dem gegebenen
Ueberschusse der Héhe iiber den kleinern Abschnitt, und es
sey CF >> FE. Ueher EF beschreibe das Quadrat EFGH
und verbinde CG und FH: so werden sich beide Linien, weil
CF > GH ist, iber GH hinaus verlingert in einem Punkte
A schneiden. Errichte in dicsem Punkte auf 4C eive Senk-
rechte, welche die verlingerte CE in B treffe: ich behaupte,
dass A ABC das verlangte sey.

Denn fillt man 4D senkrecht auf BC, so ist AD =|=EH,
also .. ..., AD : DF — HE : EF,

Nun sind HE, EF als Seiten eines Quadrats einander
gleich, mithin is¢ 4D — DF, folglich

CD — D4 — CF.
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Ferner ist 4D == FG, mithin
DC:CF — AD:FG
— DF: FE,
und convert, . CD :DF — FD:DE,
das ist. .. .CD:D4 — AD:DE,
Wegen des rechtwinkligen A\ ABC aber ist
CD:D4 — AD:DB;
daher ist DB = DE und 4D — DB — FD — DE — EF.

Anmerkung. Durch dieselbe Construction kénnen
auch die Aufgaben
m—P,m—n
P—n,m—n
gelost werden. Denn es ist

CF — m—P
EF —= P—n=2
CE = m—n

Es ist aber CE — CF 4 FE, Sind also zwei von den
Linien CF,EF,CE gegoben, so ist immer die dritte bekannt,

Aufgabe 17. Fig. 64.
m? — P2, P* — 52,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) der
Ueberschuss des Quadrats der Hohe iiber das Quadrat des
kleinern Abschnitts der Hypotenuse, und 2) der Ueberschuss
des Quadrats von dem grissern Abschnitte iiber das Quadrat
der Hohe; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey AABC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht auf BC, und es sey CD > DB: so ist gegeben
AD?* — DB? und CD* — D42,
Wegen des rechtwinkligen Dreiecks ist
CD:D4 = A4D:DB,
also ... C€CD?*:DA* — AD?:DB*
und, weil die Differenzen der homologen Glieder dasselbe
Verhiltniss haben,
CD? : DA* = CD* — DA?: AD* — DB?,

Dies letzte Verhiltniss ist aber gegeben, weil die Grissen
selbst gegeben werden; folglich ist das Verhiltniss CD?: D42,
mithin CD:DA und A ABC der Gattung nach gegeben, also,
weil CD? — DA* gegeben wird, auch der Grosse naeh,

Determination. Weil CD?: D4>=CD?*—DA4*: AD?

— DB2, und CD? > DA? ist: so ist auch CD?* — DA?

>A4D* — DB?.  Folglich muss der gegebene Ueberschuss
7 *
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des Quadrats von dem grossern Abschnitte iiber das Quadrat
der Hohe grosser seyn als der gegebene Ueberschuss des Qua-
drats der Héhe iiber das Quadrat des andern Abschnitts.

Synthesis. Es sey m2 der Ueberschuss des Quadrats
von dem grossern Abschnitte der Hypotenuse iiber das Qua-
drat der Hohe, %2 der Ueberschuss des Quadrats der Hohe
iiber das Quadrat von dem kleinern Abschnitte der Hypotenuse,
und es sey m >>n. Auf den Schenkeln eines rechten Win-
kels nimm CE — m und EF =—n, beschreibe iilber CE ecinen
Halbkreis, ziehe in demselben die Sehne EG =— EF, verbinde
CF und CG, mache in CG den Abschnitt CH = CE, ziehe
bis an die verlingerte CE die Linie HD=|=GE, ferner ziehe
durch D mit EF eine Linie parallel, welche die Verlingerung
der CF in A schneide, und errichte im Punkte 4 auf CA4
einen Perpendikel, welcher die verlingertc CD in B treffe:
so ist A ABC das verlangte.

Denn weil

CD? : DA4*? AD*? : DB?,
soist. .. . CD*:D4> CD*—DA4? : AD* —DB?,

Es ist aber CD? : DA? CE* EF? —m?:n®.
Folglich ist CD?* — DA? : AD* —DB?*=m? : a2,

Nun ist. . . .. DA:EF — DH: EG,
denn beide Verhiltnisse sind gleich DC:CE; und es ist EF
= EG, mithin ist D4 — DH und

CD* — D4* — CD?* — DH?
= CH? = CE* =m?,
folglich ist auch 4D? — DB? — a2,

Anmerkung. Auf die vorige Aufgabe lassen sich re-
duciren: 82 —g2, P2 pe

§2 — 8%, m*—P?
m?—n?, P? —n?
m?—n?, m?— P2,

I

Denn es ist
1) 8% — 5% = m? —n? (Lemma 15, Zus. 2)
2) (m®—P2) 4 (P2 —n?) = m?*—n2,

Aufgabe 18. Fig. 65.
H, $? 42,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Hypotenuse und 2) dic Summe der Quadrate von der einen
Kathete und von dem ihr nicht anliegenden Abschnitte der
Hypotenuse; das Dreieck zu construiren,
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Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC und AC? 4-BD2,

Weil BC gegeben ist, so ist auch BC?, mithin der Ue-
berschuss von BC? iiber AC? 4- BD?, das ist 3 BDC oder
AD?, bekannt. Folglich ist die Aufgabe auf H, P gebracht.

Determination. Halbire BC in P. Weil BD<AB,
also BD? << AB*, so ist AC? -} BD? < AC?* 4 AB?* oder
< BC?. Ferner, weil

BC? — 4BP?
und. . ... .=9BDCZ= BP?,
so ist der Ueberschuss von BC*® iber = BDC < 3BP2,
Jener Ueberschuss aber ist gleich der gegebenen Fliche,
Folglich muss diese kleiner seyn als das Quadrat der gegebe-
nen Hypotenuse, aber nicht kleiner als das dreifache Quadrat
ihrer Hiilfte,

Synthesis. Es sey BC die gegebene Hypotenuse, und
2 BCE die gegebenc Fliche. Halbire BC in P, und es sey
= BCE < BC*, aber nicht < 3BP2?: so wird — CBE nicht
> BP? seyn. Errichte auf BC auf einer Seite die senkrech-
ten BF — BE und CG = BC, verbinde FG und beschreibe
um BC als Durchmesser einen Kreis, so wird er die Linie
FG in irgend einem Punkte H treffen, weil @ BF.CG
(oder 2 CBE) nicht grosser ist als das Quadrat der halben
BC. Errichte nun auf FG im Punkte H einen Perpendikel,
welcher BC in D schneide, errichte ferner D4 bis zur Pe-
ripherie senkrecht auf BC und verbinde 4B und AC: so ist
A ABC das verlangte.

Denn es ist 4C* 4 BD? — BC* — = BDC
= BC* —a BF.CG
= BC? — 2 CBE

= = BCE,

Anmerkung 1. Ist 4C* 4 BD* — 3BP?, so ist
3 CBE — BP?; folglich beriihrt dann FG den Halbkreis,
und es giebt nur ein AA4BC. Ist aber 4C2 - BD* > 3BP?,
so ist @ CBE < BP?; dann schneidet F'G die Peripherie,
und man erhilt zwei Dreiecke, welche der Aufgabe geniigen,
aber einander congruent sind,

Anmerkung 2. Die Aufgabe P, S2 4-n* lasst sich
auf die vorige oder auch unmittelbar auf H, P bringen. Denn.
es ist P2 4-(S2+n?) = H* bekannt.
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Aufgabe 19. Fig. 66.
H, HP 4 P>,

Von einem reehtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Hypotenuse, und 2) die Summe des Quadrats vor der Hohe
und des Rechtecks aus der Hohe und der Hypotenuse; das
Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A 4BC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC und = BC . AD 4 AD>.

Verlingere BC um CE = 4D, so ist @ BC. 4D =
23 BCE und AD? — CE?, mithin @ BC . AD 4~ AD? —
2 BEC. Daher ist mBEC gegeben. Es wird aber die Dif-
ferenz BC der Seiten gegeben, folglich sind die Seiten selbst,
also CE, das ist AD, gegeben, und somit ist die Aufgabe
auf H, P gebracht.

Determination, Halbire BC in P und mache CQ
=CP, so ist AD = CP, das ist CE = €Q, und 3 BEC
= D BQC oder 3€Q>. Es ist aber = BEC gleich der ge-
gebenen Fliche, und CQ die halbe Hypotenuse. Folglich darf
die gegebene Fliche nicht grosser seyn als das dreifache Qua-
drat der halben gegebenen Hypotenuse.

Synthesis. Die gegebene Hypotenuse sey BC; hal-
bire sie in P und mache PQ — BC: so ist CQ gleich der
halben BC, und — BQC gleich dem dreifachen Quadrate der
CP, Die gegebene Fliche sey aber nicht grésser als = BQC.
Ist sie nun gleich caBQC, so ist CQ oder CP die Hihe des
gesuchten Dreiecks. Ist sie aber kleiner als 0 BQC, wie c2pyg:
s0 beschreibe um BC als Durchmesser einen Kreis, errichte
auf BC in jhren Endpunkten auf entgegengesetzten Seiten die
senkrechten BF — p, CG = g, verbinde FG, welche die
Kreislinie in H schneide, und errichte in diesem Punkte auf
FG einen Perpendikel, welcher die verlingerte BC in E treffe.
Wegen des Kreises ist (Lemma 19, Anm,)

D BEC =— o BF.CG = —pyg.

Es ist aber pg << = BQC,
mithin ist = BEC < = BQC, also EC < QC, das ist EC
kleiner alg die Hilfte von BC. Nimmt man also in der senk-
rechten GC den Abschnitt CK — CE und zieht KO==BC,
so wird KO die Kreislinie schneiden. Es sey A einer von
den Durchschnittspunkten. Verbinde 4B und AC: ich be-
haupte, dass A\ 4ABC das gesuchte sey. Denn fillt man 4D
senkrecht auf BC, so ist AD =— CK — CE, mithin

= BC . 4D 4- AD? —= = BEC = apq.
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Anmerkung 1. Der zweite Durchsohnittspunkt der
Linie KO und des Kreises bestimmt ein anderes Dreieek,
welches die gegebenen Bedingungen erfiillt, aber dem A ABC
congruent ist.

Anmerkung 2. Die Aufgabe liisst sich allgemein 15-
sen, wenn der Winkel BAC auch nicht ein rechter ist.

Ueber der gegebenen Basis BC beschreibe einen Kreis-
abschnitt BAC, welcher des gegebenen Winkels in der Spitze
fahig ist. Errichte auf BC in ihrer Mitte P eine Senkrechte,
welche die Peripherie in R treffe, und nimm in der Verlin-
gerung der BC den Abschnitt CQ — PR, so darf die gege-
benc Fliche nicht grosser als —3 BQC seyn. Die Constru~
ction ist einleuchtend,

Aufgabe 20. Fig. 67.
H, m?> — P2,

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Hypotenuse und 2) der Ueberschuss des Quadrats vom gros-
sern Abschnitte der Hypotenuse iiber das Quadrat der Héhe;
das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht auf BC, und es scy CD > BD: so ist gegeben
BC und CD* — AD?,

Halbire BC in P und mache CE— BD: so ist DP=—=PE
und 4D* — 9 BDC = —a DCE. TDaher ist CD? — AD?
= CDE, mithin ist 0 CDE gegeben, also auch die Halfte
desselben, nimlich = CDP, Es ist aber BC und die Hilfte
CP, die Differenz der Seiten dieses Rechtecks, gegeben;
folglich sind die Seiten selbst, also der Punkt D und das
A ABC gegeben,

Determination. Zur Lésung der Anfgabe ist erfor-
derlich, dass der Punkt D zwischen B und P liege, also
=CDP<=CBP, und, wemn beide verdoppelt werden, mCDE
< BC? sey. Es ist aber cOCDE gleich der gegebenen Fliche;
folglich ist zur Construction nur erforderlich, dass die gege-
bene Fliche kleiner sey als das Quadrat der gegebenen Hy-
potenuse.

Synthesis. Es sey BC die gegebene Hypotenuse,
und die gegebene Fliche capg sey kleiner als BC2. Halbire
BC in P, ervichte auf CP in ihren Epdpunkten nach entge-
gengesetwten Richtungen die Perpendikel CF —p und PH=9,
balbire CF in G, verbinde GH und beschreibe um diese Li-
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nie als Durchmesser einen Kreis, welcher die nach B hin
verlingerte CP in D schneide: so ist (Lemma 19) — CDP
= 3 CG.PH, Weil nun nach der Voraussetzung BC? >
3 pg, joder
BC* > = CF. PH,
80 ist, wenn man die Hilften nimmt,
=2 CBP > oCG . PH,

mithin auch .. = CBP > = CDP,
woraus hervorgeht, dass D zwischen B und P liege. Be-
schreibe nun iber BC ein rechtwinkliges Dreieck ABC, so-
dass AD senkrecht auf BC steht: ich behaupte, dass AABC
das Verlangte leiste.

Denn macht man CE — BD, so ist

AD? == BDC == DCE,

mithin . . CD2—4D? — = CDE.

Nun ist aber =™ CDP — = CG . PH, und, wenn man
beide verdoppelt, — CDE — — CF, GH = 3 pq; folglich
ist auch CD? — AD? = —py.

Aufgabe 21. Fig. 68.
H, S+ m.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Hypotenuse und 2) die Summe einer Kathete und des ihr an-
liegenden Abschnitts der Hypotenuse; das Dreieck zu con-
struiren.

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC und 4C 4 CD,

Nimm DE und CF gleich AC, so ist CE = AC+-CD,

mithin ist CE gegeben. Nun ist

C:C4 = AC:CB,
das ist . .. .CD:DE = FC:CB,
folglich compon. CE:ED oder CF = FB: BC
und . . .OOBCE = o BFC.

Es ist aber 2 BCE wegen seiner bekannten Seiten ge-
geben, mithin auch = BFC; und da die Differenz BC der
Seiten gegeben wird, so sind die Seiten selbst, also CF,
das ist AC, und somit A ABC gegeben.

Determination. Weil CF = C4, und €4 < BC,
so ist FC << BC. Verlingere also BC um CQ ==BC, so ist
O BFC <oBQC oder mQBC. Nun ist = BFC = o BCE,
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also ist ™ BCE < = QBC, und CE < QB oder < 2BC.
Die gegebene Summe muss also kleiner seyn als die doppelte
gegebene Hypotenuse.

Synthesis. Es sey BC die gegebene Hypotenuse,
CE die gegebene Summe, und CE < 2BC. Beschreibe um
BC als Durchmesser einen Kreis, errichte auf ihr nach ent-
gegengesetzten Richtungen die senkrechten BG =— BC und
CH — CE und verbinde GH, welche den Kreis auf der
Seite der CH in K schneide. Errichte in diesem Punkte auf
GH eine Senkrechte, welche die verlingerte BC in F treife:
ich behaupte, dass FC << CB sey. Denn mache €Q — BC,
so ist BQ —= 2BC, also EC < BQ, mithin

o ECB << 1 QBC oder << = BQC,
Nun ist wegen des Kreises
= ECB — =BG .CH = — BFC;

folglich ist auch = BFC < =3 BQC, also FC < CQ oder BC,
Daher lisst sich in dem Kreise die Sehne €4 — CF ziehen;
verbinde AB: ich behaupte, dass /A 4ABC das verlangte sey.

Denn fille AD senkrecht auf BC, so ist

DC:C4A = AC:CB

das ist . DC:CF = FC:CB
und compon. . DF:FC = FB:BC.

Wegen der gleichen Rechtecke BFC, ECB aber ist

EC:FC — FB:BC;

folglich ist DF — EC. Nun ist DF = AC-}- CD; folglich
ist AC4-CD = EC,

Anmerkung. Ebenso gelést werden die Aufgaben
H, S—n (oder n—S8)
S4+m, S—n (oder n— §).
Denn macht man DE — AC, so ist
BC=H
CE = S+m
BE — S—n (wenn DE > DB)
= n— S8 (wenn DE < DB),
Es ist aber BC— CE + BE. Sind also zwei von den
Linien BC, CE, BE gegeben, so ist auch die dritte bekannt,

Aufgabe 22. Fig. 68.
H, §* 4 m2.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) die
Hypotenuse und 2) die Summe der Quadrate von der einen
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Kathete und von dem ihr anliegenden Abschnitte der Hypote-
nuse; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC und 4C? 4-CD2,

Verlingere BC um CF—= CD, so ist AC* =— —BCD

= 3 BCF, mithin
AC? 4 CD? — = BCF + CF*?
= 3 BF C.

Daher ist &1 BFC gegeben. Es wird aber die Differenz
BC der Seiten dieses Rechtecks gegeben; folglich sind die
Seiten selbst, also CF, das ist CD, und somit A\ 4RC
gegeben.

Determination. Es muss seyn AC oder CF< CB.
Nimmt man also €Q — BC, 5o ist 3 BFC < =3 BQC oder
2BC?*, Es ist aber ca BFC gleich der gegebenen Fliche;
folglich muss diese kleiner seyn als das doppelte Quadrat der
gegebenen Hypotenuse.

Synthesis. Es sey BC die gegebene Hypotenuse, und
die gegebene Fliche c=pg kleiner als 2BC?. Beschreibe um
BC als Durchmesser einen Kreis, errichte anf BC nach ver-
schiedenen Seiten die senkrechten BG —=p und CH—¢ und
verbinde GH, welche die Peripherie in zwei Punkten schnei-
den wird. In einem derselben, K, errichte auf FG eine Senk-
rechte, welche die nach € hin verlingerte BC in F treffe:
ich behaupte, dass FC < CB sey. Denn mache €Q = BC,
so ist D BQC = 2BC?, mithin ist = pg < 9 BQC. Wegen
des Kreises aber ist 3 BFC =— i pyg; daher ist @ BFC <
= BQC, also FC<CQ oder CB. Macht man also CD—CF,
so fillt der Punkt D zwischen B und C. Errichte nun auf BC
im Punkte D eine Senkrechte, welche den Halbkreis in 4 treffe,
und ziehe B4 und 4C: so ist A ABC das verlangte.

Denn es ist AC2 4-CD? — — BCD 4 CD*?

= 3 BCF 4 CF*
= O BFC = py.

Anmerkung 1. Ebenso wird gelost H? : §2 4~ m2.
Denn nimmt man fir H eine beliebige Linie BC an, so fin-
det man durch die vorstehende Construction das A ABC,
welches dem gesuchten ihnlich ist. Fiir die Determination
hat man H?:8? }m? = BC? : 3 BFC. Nun ist @ BFC <
2BC?, mithin ist BC?* : m BFC > BC? : 2BC? oder 1:2.
Das gegebene Verhiltniss muss also grisser seyn als das Ver-
biltniss des Einfachen zum Doppelten.
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Anmerkung 2. Auf die 22ste Aufgabe lassen sich
reduciren
H, §2 —2a?
§? —n?, 8 4 n®.
Denn es ist (82 —n?) + (s* 4 n?) = §2 -5 = H=2,
Sind also zwei von den drei Grossen H, 82 — 22, s? 4= n?
gegeben, so findet man die dritte.

Aufgabe 23. Fig. 49.
H? 4 82, m.
Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) ein
Abschnitt der Hypotenuse und 2) die Summe der Quadrate

von der Hypotenuse und von der jenem Abschnitte anliegen-
den Kathete; das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das verlangte, Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist gegeben
CD und BC? 4 CA2,
Mache CE=CD, so ist 4C? =1 BCD == BCE, also
BC*4C€4* = BC>*4 BCE
= a CBE,
Daher ist = CBE gegeben. Es ist aber die Differenz
CE der Seiten gegeben; folglich sind die Seiten selbst, also
BC und somit A ABC gegeben.

Determination. Weil BC > CD, so ist = CBE
> 3 CDE. Es ist aber @ CDE = 2CD?, weil DE —
2CD ist; folglich muss die gegebene Fliche grosser seyn als
das doppelte Quadrat des gegebenen Abschnitts.

Synthesis. Es sey EC der gegebene Abschnitt;
mache DC — CE, und die gegebene Fliche sey grosser als
= CDE. Nimmt man also c CBE gleich der gegebenen
Fliche, so ist BC > CD, Beschreibe nun iiber BC ein
rechtwinkliges Dreieck, sodass BD und DC die Abschnitte
der Hypotenuse sind: so ist dieses das verlangte,

Anmerkung 1. Hiernach lisst sich auch die Aufgabe
H? 4 8% :m?
auflésen. Denn nimmt man m als gegeben an, so ist H*}§2
gegeben.
Anmerkung 2. Die Aufgabe
H?> 4 P*, m
komm¢ ebepfalls auf die obige zuriick. Denn es ist
(H? 4 P?) + m* = H* 4 §2,
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Aufgabe 24. Fig. 69.
H+ S, m.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) ein
Abschnitt der Hypotenuse und 2) die Summe der anliegenden
Kathete; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Es sey A ABC das gesuchte. Fille 4D

senkrecht auf BC, so ist gegeben
BC + €4 und CD.

Verlingere BC um CE — AC, so ist BE — BC+4CA,
nithin ist BE gegeben., Weil 4C2=2BCD, so ist CE* =
=3 BCD, und, wenn auf beiden Seiten — DCE hinzukommt,

D DEC —= o BE. CD,

Da nun das letztere Rechteck wegen seiner bekannten
Seiten gegeben ist, so ist es auch 0 DEC., Es wird aber
die Differenz CD der Seiten gegeben; folglich sind die Sei-
ten selbst, mithin CE, das ist 4C, und A 4BC gegeben.

Determination. Weil BC> CD, und AC> CD,
80 ist
BC 4 AC > 2CD.
Die gegebene Summe der Hypotenuse und Kathete muss
also grosser seyn als das Doppelte des gegebenen Abschnitts,

Synthesis. Es sey DF die Summe der Hypotenuse
und Kathete, DC der gegebene Abschnitt, und es sey DF
> 2DC. Um DC als Durchmesser beschreibe einen Kreis,
errichte auf ihr in den Endpunkten zu beiden Seiten die senk-
rechten DG = DF und CH — CD, und verbinde GH, wel-
che den Kreis in zwei Punkten schneiden wird, Es sey aber
K derjenige Durchschnittspunkt, welcher dem Punkte H der
nihere ist. Errichte in diesem Punkte auf GH eine Senk-
rechte, welche die CF in E treffe: ich behaupte, dass CE
> CD sey. Demn es ist @ CED == DG .CH= =2 FDC.
Da nun nach der Voraussetzung FD > 2DC, das ist FC>
CD, so ist

= DFC > = FDC,
mithin auch .. = DFC > = CED,
woraus folgt, dass der Punkt E zwischen C und F liege.
Weil nun = CED — 2 FDC, 5o ist

FD:DE = EC:CD,
folglich, weil FD > DE, auch EC > CD. Beschreibt man
also aus C mit CE einen Kreis, so wird derselbe die senk-
rechte DG in einem Punkte A schneiden, Verbinde AC und
errichte auf ihr in 4 einen Perpendikel, welcher die verlin-



Aufgabe 25. 109

gerte CD in B treffe: so behaupte ich, dass A ABC das
gesuchte sey. Denn es ist AC? = BCD, das ist CE?
— 3 BCD, und, wenn man ) DCE hinzusetzt,
= DEC — == BE . CD.
Nun ist., . . @ DEC = o FDC,
mithin ist =@ BE.CD — 9 FDC und BE = DF. Es ist
aber BE =— BC 4 CA; folglich ist BC 4 CA — DF.

Anmerkung. Die Auflésung der Aufgaben
H4+ S8, S4=»
S+, m
folgt aus der obigen. Denn es ist
DC m
H4+ S
CF = 8 + n,
Es ist aber DF = DC + CF. Werden also zwei von
den Linien DC,DF, CF gegeben, so ist damit auch die dritte

gegeben.

S
=
LI

Aufgabe 25. Fig. 70.
H—S, m

Von cinem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) der
Ueberschuss der Hypotenuse iiber eine Kathete, und 2) der
dieser Kathete anliegende Abschnitt der Hypotenuse; das
Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey AABC das gesuchte. Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist gegeben

BC — 4C und CD.

In BC mache den Abschnitt CE — AC, so ist BE —
BC — AC, mithin ist BE gegeben. 'Wegen des rechtwink-
ligen Dreiecks aber ist

BC:C4 = AC:CD,

das ist . . BC:CE = EC:CD
und divid, BE:EC = ED: DC,
also . . o BE.CD — — CED.

Nun ist @ BE.CD wegen sciner gegebenen Seiten be-
kannt, also auch c3 CED. Es ist aber die Differenz CD
der Seiten dieses Rechtecks gegeben; folglich sind die Seiten
selbst gegeben, also EC, das ist 4C, und somit die Aufgabe
auf S,m gebracht.

Synthesis. In einer geraden Linie nimm CD gleich
dem gegebenen Abschnitte, CF gleich dem gegebenen Ueber-
schusse, errichte auf CD nach entgegengesetzten .Seiten die
Perpendikel DG = CD und CH == CF, "verbinde GH, be-
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schreibe um diese Linie als Durchmesser einen Kreis, welcher
die nach D hin verlingerte CD in E schneide, ziehe an den
Perpendikel DG die Linie €4 == CE und errichte AB senk-
recht auf 4C: so ist A\ ABC das verlangte,
Denn weil W. BAC cin rechter, und C4 = CE ist, so

lisst sich wie in der Analysis zeigen, dass

= BE.CD =— = CED
sey. Es ist aber wegen des Kreises

= CED = DG .CH

= 3 DCF,

folglich ist @ BE.CD — = DCF und BE = CF, mithin

BC—CA = BC—CE

=— BE=CF.
Anmerkung. Die Auflésung der Aufgaben
H—S, S—n
S—n,m
folgt aus der obigen. Denn macht man BF = AC, so ist

CD = m

CF =H—S
DF = 8§ —n

Es ist aber CD — CF 4- DF. Werden also zwei von
den Linien €D, CF, DF gegeben, so kann daraus die dritte
gefunden werden.

Ebenso behandelt werden die Aufgaben

H—S,»—S8
n — S, m.
In diesem Falle ist S<n. Macht man also BE=—=_AC, so ist
CD = m
CE = H— S
DE — n—S§

CD — CE— DE,

Aufgabe 26. Fig. 71.
H4m, s.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) dic
Summe der Hypotenuse und eines ihrer Abschnitte, und
2) diejenige Kathete, welche dem andern Abschnitte anliegt;
das Dreieck zu construiren.

Analysis. Es sey A ABC das verlangte. Fille 4D
senkrecht auf B€, so ist gegeben
BC 4 CD und A4B,
Verlingere BC um CE =— BC, so ist
B€ +4 CD = DE,
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mithin ist DE der Grisse nach gegeben, Nun ist

AB? — — CBD
und, wenn man das Doppelte nimmt,

24B* — — EBD.

Es ist aber 4B und somit 24B? gegeben, folglich auch

3 EBD; und da die Differenz DE der Seiten gegeben wird,
so sind die Seiten selbst, mithin BD und BE, also die Hiilfte
BC und deshalb A ABC gegeben,

Deteirmination. Die gegebene Kathete muss natiir-
lich kleiner seyn als die gegebenc Summe.

Synthesis. Es sey DE dic gegebene Summe der
Hypotenuse und eines ihrer Abschnitte, errichte auf DE in
ihren Endpunkten auf entgegengesetzten Seiten Perpendikel,
in einem derselben nimm den Abschnitt EH gleich der gege-
benen Kathete, in dem andern aber den Abschnitt DG —
2EH, und es sey EH<DE. Um DE als Durchmesser be-
schreibe einen Kreis und verbinde GH, welche die Kreislinie
in zwei Punkten schneidet. Es sey aber K derjenige Durch-
schnittspunkt, welcher dem Punkte G der nahere ist. Er-
richte in diesem Punkte auf GH eine Senkrechte, welche die
verlingerte ED in B treffe: ich behaupte, dass BD < DE
sey. Denn in der Vesrlingerung der ED nimm DF = DE.
Weil EH < DE oder DF, so ist DG << EF, mithin

=2D6. EH < ) EFD,

Nun ist wegen des Kreises

= DG . EH = 4 ERD,
also ist = EBD <C = EFD, und somit BD < DF oder DE.
Halbirt man also BE in C, so liegt C zwisehen D und E.
Errichte nun in C auf DE einen Perpendikel, welcher die
Kreislinie in L treffe, so ist

CL? =3 ECD = BCD.

Nun ist BC >> CD, also auch CL > CD. Daher lisst
sich aus € an den Perpendikel DG eine Linie C4 = CL
ziechen. Verbinde 4B, so behaupte ich, dass A ABC das
verlangte sey.

Denn weil =3 BCD — CL* = C4?, so ist W. BAC
ein rechter. Daher ist 4B? — = CBD, und, wenn man bei-
derseits das Doppelte nimmt,

24B* = = EBD — o EH . DG
==2EH?,
weil DG — 2 EH ist; woraus hervorgeht, dass 4B gleich
der gegebenen Kathete EH ist. Es ist aber auch
BC + CD=EC 4 CD = DE;
folglich ist A\ ABC das verlangte.
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Aufgabe 27. Fig. 72.
P4 m;n

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) ein
Abschnitt der Hypotenuse, und 2) die Summe des andern Ab-
schnitts und der Héhe; das Dreieck zu construiren,

Analysis. Es sey A ABC das verlangte, Fille 4D
senkrecht auf BC, so ist gegeben
BD wnd 4D + DC,
Verlingert man also BC um CE= 4D, so ist
DE — 4D 4 DC,
mithin ist DE der Grisse nach gegeben *¥).  Mache auch
DF = 4D, so ist, weil
CD:DA — 4D : DB,
auch. . . . DC:CE = FD:DB
und compon. DE: EC oder DF — FR: BD,
mithin . . . ... o= BDE = — BFD. ‘

Nun ist 2 BDE wegen seiner bekannten Seiten gegeben,
also auch caBFD, Es ist aber die Differenz BD der Seiten
bekannt, alse sind die Seiten selbst, mithin DF, das ist DA,
und deshalb auch A 4ABC gegeben.

Synthes1s In einer geraden Linie nimm die Ab-
schnitte BD und DE gleich den gegcbenen Linien. Ueber
BE beschreibe einen Halbkreis und errichte im Punkte D auf
BE eine Senkrechte, welche die Peripherie in & schneide.
Halbire die Linie BD, welche ein Abschnitt der Hypotenuse
ist, in H, und nimm in HE den Abschnitt HF — HG, in
der senkrechten DG mache den Abschnitt D4 =— DF, ziche
BA und errichte auf ihr die senkrechte AC: ich behaupte,
dass A ABC das verlangte sey.

Denn es ist GH?* — HF?, und, wenn beiderseits HD?
abgezogen wird, GD*==3 BFD. Nun ist GD* = 2 BDE,
mithin ist ©— BDE — — BFD. Dabher ist

ED:DF — FB:BD
und divid. EF:FD — FD:DB.

*) Weil nun 0 BDC = 4D? = CE?, so ist das Verhaltniss
) BDC: CE? gegeben. In einer geraden Linie sind also zwei
Punkte D,E gegeben; zwischen ihnen soll ein dritter C gefun-
den werden, sodass das Rechteck aus dem einen Abschnitte DC
und einer gegebenen Linie BD zum Quadrate des andern Ab-
schnitts CE e¢in gegebenes Verhiltniss habe. Folglich ist die
Aufgabe auf die sectio determ., Buch 1, Aufg.2, Fall1, gebracht.



Auyfgabe 28. 113

Es ist aber. . CD: DA — AD:DB
und FD = DA, folglich ist EF = CD und deshalb
4D 4 DC — DF + FE — DE.

Anmerkung. Die Auflssung der Aufgaben
H+4P, P+m
H 4 P n
ergiebt sich leicht aus der oblgen Denn es ist
BE = H4-P
DE =P 4 m
BD = a.
Es ist aber BE = BD 4 DE. Sind also zwei von den
Linien BE,BD,DE gegeben, so findet man daraus die dritte.

Aufgabe 28. Fig. 78.
m—P, n.

Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben: 1) der
kleinere A