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, Hoch-und Wohlgeborner 
Herr General!

§)ie besondere Sorgfalt, mit der Dieselben 

das mathematische Studium unter der vor­

trefflichen Direktion des Herrn Majors von 

Stutterheim befördern und beleben, hat 

auch in mir, dem Sie den mathematischen 

Unterricht gütigst anvertraut haben, den leb­

haftesten Wunsch erweckt, den Kriegsschülern 

auch dann noch, wenn fie die Kriegsschule 

verlassen und die vorgeschriebenen Gegenstän­

de bereits erlernt haben, auf irgend eine Art 

zu nützen. So entstanden diese Blatter, die 

Frucht meines Privatfleißes-



Von dem lebhaftesten Gestühle der Dank­

barkeit, daß Dieselben meine Bemühungen 

gütigst bemerkten, durchdrungen, nehme ich 

mir die Freiheit, Ihnen diese wenigen Blat­

ter zuzueignen, und habe die Ehre mich zu 

nennen

Euer Hochwohlgeboren 

des Herrn Divisions - Commandanten

gehorsamster

Köcher.



Vorrede.

^ie Combinationslehre und ihre Anwendung 

auf die Analysis gehört unstreitig unter die 

schönsten Theile der Mathematik und weckt im 
vorzüglichen Grade das Denkvermögen. Bei 

der Größe ihres Umfanges schien es mir nicht 

überflüssig zu seyn, für die Schüler der ersten 

Gymnasialclasse eine Auswahl solcher Theile zu 

treffen, die, in statem Zusammenhänge sich anein­

ander reihend, allmahlig von leichteren Gegenstän­

den zu schwereren führen und zugleich die wich­

tigsten Satze enthalten. Wirkliche Anwendung 

der vorgetragenen Satze in Beispielen spricht den 

Geist der Schüler am besten an, gibt Fertig­

keit in der Anwendung der vorgetragenen Lehren 

und macht dem Lernenden das deutlicher, was 
beim Durchlesen eines Satzes der Fassungskraft 

entgangen seyn könnte; aus diesem Grunde sind 
überall die nöthigen Beispiele aufgestellt worden,
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an denerr das Vorgetragene geübt werden kamt. 

Auch sind in diesem Wiederholungsbuche denn 

dies soll es für Schüler der ersten Classe seyn, 

nur solche Gegenstände ausgenommen worden, 

welche für Gymnasien in der Mathematik vor­

geschrieben sind. - -

Leichtigkeit im Vorirage, Gründlichkeit in 

Beweisen und ungezwungene Entwickelung der 
auf einander folgenden Satze war mein Stre­

ben; ob ich es erreicht habe/ mögen meine Leser 

beurtheilen. Wenn auch nicht alles neu darin 
erscheint, so ist doch nicht alles andern Schrift-^ 

steilem abgeborgt. Belehrung in bescheidener 

Form sott immer mit vielem Danke angenom­

men werden.
Vreslau, den 13. Febr. 1822.

Der Verfasser.
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I. Abschnitt.
Einleitung in die Combinationslehre.

§ . 1. Erklärung, CombinationSlehre ist 
die Wissenschaft der Ordnung, welche bei den verschie­
denen Arten, Dinge zusammenzugesellen, beobachtet wer- 
den muß. . ' '

§ . 2. Erklärung. Die beliebig angenomme­
nen Dinge, welche zusammengestelit werden, heißen 
Elemente, weil aüö ihnen, wie aus einfachen Bestand­
theilen, Zusammensetzungen gebildet werden.

§ .3. Erklärung. Die Art der Zusammense­
tzung besteht in einer unmittelbaren Folge der Elemente, 
und dieses bloße Nebeneinandersetzen ist das Zeichen ihrer 
kombinatorischen Verbindung.

§ .4. Erklärung. Der Inbegriff mehrerer zu- 
sammengeftellten Elemente heißt eine Complexion, und 
sind die Elemente nach einer bestimmten Ordnung zusam- 
mengestellt, so heißt dieser Inbegriff eine Form, z. B. 
sdc, 134 sind Formen aus den Elementen a, b, e;

3, 4.
§.6. Erklärung. Eine Folge von Elementen 

ist eine Reihe von Elementen.
§. 6. Erklärung. Ist eine Reihe von Elemen­

ten gegeben, so lassen sich, in Beziehung auf diese Elemen­
te, nur zwei Arten ursprünglicherZusammenstellungen den­
ken ; entweder treten alle Elemente zugleich in die Form, 
und dann lassen sich die aus thuen gebildeten Formen bloß 
durch die verschiedene Stellung der in ihnen enthaltenen 
Elemente unterscheiden, indem die Elemente, wiewohl 
deren in allen solchen Formen gleichviel und dieselben 

A
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sind, in einer Form nicht durchgängig dieselbe Stelle ein- 
nehmen, wie in der andern; oder es treten nur immer 
einige der gegebenen Elemente in die Form ein, und dann 
unterscheiden sich die Formen dadurch, daß eine Form 
nicht durchgängig dieselben Elemente hat, wie die andere.

Das vollständige Aufsuchen aller Formen ausgege- 
bener Elemente bei der ersten Voraussetzung heißt per- 
muliren; bei der zweiten Voraussetzung aber combini- 
ren, und nur diese beiden Operationen sind ursprünglich.

z. B. Die Formen abe, ack, cad, cda, bca, da? 
aus den Elementen a, b, e sind Permutalions- 
formen.

Die Formen ab», ae, da aber Combinationsformen.
§.7. Erklärung. Die Regeln, nach denen sich 

alle mögliche Formen darstellen lassen, so daß keine 
Form doppelt gesetzt werde, auch nicht eine fehle, können 
nur auf der Ordnung beruhen, in welcher man allmählig 
die Elemente in die einzelnen Formen zusammenfügt.

§.8. Erklärung. Die Elemente selbst, welche 
^6 auch seyn mögen, werden immer nach der Folge ihres 
Zählens, wie bei Zahlen 1, 2, 3, 4 .... w. oder nach 
der Folge ihres Schreibens, wie bei den Buchstaben einer 
Sprache a, d, o, ä.... etc. eingecheilt in frühere oder 
niedrigere, in spätere oder höhere; 1 ist niedriger als 
2, und dieses niedriger als 3, und so fort; eben so ist 
a niedriger als b, und d niedriger als a, und so weiter. 
Dieses Merkmal, die Zeit, ist das einzige, welches allen 
beliebig gewählten Elementen ohne Unterschied zukommt.

§.9. Erklärung. Dasselbe Merkmal kommt 
auch den Stellen in der Form zu, die wir von der Linken 
gegen die Rechte zu steigend vorstellen wollen, so daß die 
krste Stelle links die niedrigste oder früheste, und die fol­
genden Stellen als spätere oder höhere erscheinen, wenn 
nicht ausdrücklich das Gegentheil gesagt wird.»

§.10. Erklärung. Selbst die Formen können 
.dieses Merkmal erhalten, und eine Form wird die nie­
drigste heißen, wenn sie aus den niedrigsten Elementen
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besteht. Höher heißt eine Form, wenn bei Besetzung 
gleich hoher Stellen in zwei Formen die eine in dieser 
Stelle ein höheres Element hat als die andere in dersel- 
ben Stelle; unter den drei Formen m, 123, 133 ist 
die erste die niedrigste, und die dritte höher als die zweite, 
werl an ihrer zweiten Stelle eilt höheres Element 3 > 2 

' erscheint,
§. 11. Erklärung. Die Formen, welche gleich- 

viele Elemente in sich fasten, heißen Formen derselben 
Elaste, und die mit demselben Elemente anfangen, ma­
chen zusammen eine Ordnung, welche nach diesem An- 
fangSelemente den Namen führt, z. B.

l heißen Formen der Ordnung a, aber nicht
1 derselben Classe.

heißen Formen der Ordnung d und Formen 
' bdccj der vierten Classe.

heißen Formen der Ordnung c und Formen 
cääj der dritten Classe.

§.12. Erklärung. Eine Zusammenstellung der 
Formen nach Ordnungen heißt lexlkographisch; eine Zu­
sammenstellung der Formen nach der Zahl der Elemente, 
die in ihnen vorkommen, arithmographisch.

Z. B. Die im vorigen §. 11 aufgestellten Formen 
sind lexlkographisch, nachstehende Formen aber arirhmo- 
graphlsch geordnet.

a
d
e 

sd 
ac

und zugleich auch terikographisch alle jene, web 
- che zu derselben Classe gehören.

I

scä/ ,
Ar
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§. 13. Erklärung. Wird in einer Form ein 
Element oft wiederholt, so schreibt man es einmal mir 
einem rechts darüber stehenden Exponenten, welcher Wie» 
derhollmgLexponent heißt. jZ. V. statt aasbb schreibt 
man

Erstes Kapitel.

P e r m tt t i r e tt.

§ . 14. Erklärung. Das-Ausstichen von For- 
men, die sich wenigstens durch die vermiedene Stellung 
zweier Elemente unterscheiden, heißt permutiren.

Dabei können zwci Fälle Statt finden, entweder 
sind alle Elemente verschieden, oder mehrere darunter 
identisch.

§ .15. Erklärung. Die Anzahl der Permuta- 
tlonsformen aus gegebenen Elementen adcäe wird aus- 
gedrückt durch (a, d, e, ä, e) numerU8 xermnta- 
tiorium (a, o, c, 6, e).

§ . 16. Satz. Sind n verschiedene Elemente ge­
geben, so ist die Anzahl der aus ihnen hervorgehenden For- 
inen gleich einer Reihe von Faktoren, die mit dem Faktor 1 
anhebt, in der jeder folgende'Faktor um 1 zunimmt und 
mit einem Faktor schließt, welcher gleich ist der Anzahl 
der zu perMutireuden Elemente. In Zeichen 
(a, d, c, ä......ri) 1. 2. 3. 4 ..... r».

Beweis. Für ein Element ist nur eine Permu- 
tationsform möglich, das Element selbst, weil von keiner 
höheren oder niedrigeren Stelle die Rede seyn kann. 
Tritt aber ein zweites Element hinzu, k zu a, so sind nun 
zwei Stellen eröffnet, da, und weil das hinzugetretene 
Element beide Stellen durchlaufen kann, so sind dadurch 
zwei Permutationöformen möglich, da und ab. Es ge­
ben also zwei Elemente 1. 2 Permmationsformen. Tritt 
noch ein drittes Element c hinzu, so erscheinen die beiden 
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vorigen Formen da und ad mitdjesem Elemente c an der 
SpiHe wieder, eda und end, und da dies neue Element 
in jeder der beiden Formen drei Stellen durchlaufen kann, 
so gibt jede, der. vorigen zwek Formen drei neue Formen 
eda, den., dac,; «ab, aed, ado. , Es geben also drei 
Elemente 1^2-. 3.^- 6 Formen. Kommt das vierte Ele? 
mcnt hinzu, so erscheint dieses Element an der Spitze 
aller sechs Formen wieder, und es werden in jeder dieser, 
sechs Formen vier Stellen eröffnet, welche das Element 
durchlaufen kann. Jede dieser sechs Formen gibt also« 
vier neue Formen, und man erhalt i, 2.3,4 — 2 4 For­
men. Wan darf also nur die. Anzahl der vorigen For­
cen, wenn ein neues Element hmzuchitt, durch die An* 
zahl der zu pe.rmutirenden Elemente denn
drei Elemente geben i. 2. 3 6 Formen, und komm^
hin viertes Element hinzu , so sind dec zu Mmutirendcn. 
Elemente vier, also auch 1, 2. 3 X 4 --2 4 Formen. 
Hätte man nun aus n —L Elementen 1. 2<>3..^,..,. 
X (n—i) Formen gebildet, und kam^ nun ein neues 
Element hinzu, so gäbe es n—^ zmperm^ti- 
rende Elemente, und in jeden von 3. . .....
(n-^-1) Formen würden n Stellen eröffnet, welche daS 
neue Element durchliefe, und hie Anzahl allcp Konneff' 
von n Elementen wäre /a, d, c, ä .... n)

1 . 2-Z. 4 ...:. —1). rr. .

§. 17. Lehrsatz. Gibt.es.unter n Elementen r. 
identische, so ist die Anzahl der Permutationsformen

2 3.4... N . .
1.2.3,..../

D. h. die Anzahl der Permutationsformen ist 
der vollen PermutationsZahl, dividirt durch die kleinere 
Permutationszahl, wenn wir die Zahl der aus u Ele­
menten hervorgehenden Formen die volle, und die Zahl 
der aus den r identischen hervorgehcnden Formen, wo 
sie nicht identisch waren, die kleine Permutationszahl 
nennen.
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Beweis. Es mögen a, a, g, g, b die Elemente 
seyn, unrer denen vier identtsche vorkommen; waren sie 
nicht identisch, so gäben sie 4. 2. 3. 4 --- 24 Permuta- 
tionsformen; die Anzahl der Permutationsformen aber 
von den Elementen n, a> a, a, b, wenn sie alle verschieden 
wären, müßte nach §. (16) 1. 2. 3. 4. 5 — 120 seyn. 
Da aber die vier identischen s, a, a, 3, statt 1. 2. 3. 4 

24 Formen zu geben, nur eine Form geben rmsa, so 
kann das hinzutretende Element d in der einzigen Form 
kaaaa fünf Stellen durchlaufen baasa, adaaa, sadss, 
saada, aaaad, und man erhält fünf Formen statt 120, 
qlfo 24 mal weniger, d. h. gerade um so viel mal weniger, 
als diefe identischen Elemente Formen gäben, wenn sie 

nicht identisch wären; man erhält demnach

— 5 Formen. Gäbe es nun n Elemente, unter denen r 
identische wären, so hätte man, wenn alle verschieden 
wären 1. 2. 3. 4. ...n Formen, deren Zuhl wir — x» 
setzen wollen, so daß 1. 2. 3 4 ..... rr -- x sey; die r 
identischen gäben, im Falle sie verschieden wären, 1.2.3... r 
Permutationsformen, welche wir — k sehen wollen. Die 
gesuchte Anzahl der Formen, welche wir mit x bezeich­
nen wollen, ist also um k Mal kleiner als x; daher ist 

kx --- x, und daraus folgt x oder wenn man die

Werthe setzt x -
1.2. Z. 4...r

18. Satz. Sind unter n Elementen v iden­
tische von der einen und n — r von der andern Art, z. 
B. arm bdbb, so ist die Anzahl der Permutationsformen 
nx 1-2.3.4....... n__________________

1.2 .3. 4.. n — rX. 1.2. 3. 4 ... r*

Beweis. Wenn unter den n Elementen nur v 
identische wären, so wäre die Anzahl der Permutations­

formen --- —und dieseZahl sey --- m; da 
1. 2.3.4 .... r
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aber noch (n —r) identische sind, so muß diese Zahl der 
Permutationsformen in noch um (1.2. 34... n— r) 
mal geringer seyn nach §. (17.), als sie wäre, wenn die 
ir— r Elemente nicht identisch wären. Bezeichnen wir 
die Anzahl der Permutationsformen, die wir suchen, mit 
X, so ist X. fl. 2. 3. 4 .... (ri— r)^j --- nr oder

x ------------------ ; und war aber auch
1. 2. 3. 4 .... (n— r)

m — also ist auch
1. 2. 3. 4....1

__ 1. 2-3. 4.....N_________
— 1. 2. 3.4.. .(ri — r)Xl. 2.3.4...r

ZusaH 1. Eben so könnte bewiesen werden, daß, 
wenn es unter n Elementen m identische von einer, i 
identische von der zweiten und x identische von der dritten 
Art gäbe, die Anzahl der Permutationsformen

1.2.34..........n — 1. n
— —-------------- ----------- —--------------------------- - sey.

1.2.3. ..mXi.2.3....rXl.2.3.., j.

Beispiel. Die Anzahl der Permutationsformen 

von a ' d . wenn wir m-j-r sehen, ist
1.2.3.4.............(N —1). N

- ' oderK? —
1.2.3... irrX1. 2. 3 ... i X 1 - 2.3

(1^—1). N1.3
1.2. 3 mXl 2.3.4...rXl.2.3....x

oder
1. 2.3....rX 1-2.3.... p 

weil jede kleinere PermutationSzahl in der größeren ent­
halten ist, und N>rn seyn muß, da in-j-r-s-p ist.

Zusatz 2. Ware m — i— so wäre
NI» -s- D- 2)- (m 3) .... (IV — ^).

(1. 2.3 ...... in)-

Beispiel 1. Die Anzahl der Permutationsfor­
men von wie rii — i2 ist, wird dem-
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nach seyn KI' (a2 k-e») -- — 90, weil
(1. 2)2

2-s-2-i-26 ist.

§. 19. Aufgaben über die Permutationen.
Aufgabe 1. Ein Freund lud fünf Gaste zu Ti­

sche; da jeder aus Bescheidenheit der letzte seyn wollte,' 
so versprach er, so oft sie zu bitten, bis jede von den K 
Personen alle mögliche Verwechsümgen würde erfahren 
haben. Wie oft mußte die Einladung geschehen?

Auflösung. 720 mal.
Denn — 1. 2. Z. 4. 5. 6 — 720.
Aufgabe 2. Em Lehrer, welcher zwei gute 

Schüler aa, drei unruhige dbb und einen schläfrigen e 
hatte, nahm jeden Tag mit denselben eine Verwechselung 
vor, bis ihn endlich einer fragte, wann dieses Verwech­
seln aufhören würde, worauf er die Antwort erhielt, bis 
sie in der Ordnung cakkrch sitzen würden. Die., wievielte 
Versetzung ist dieses .......... r___

Antwort. Die,H4ste.

V e weis« Den, Versetzungen der Ordnung e ge­
hen die der Ordnung a und voran. Von der Ordnung 

u bekommt man —— 20 Ordnungen; denn
1. 2. 3

nimmt man das Element a hinweg, so ist^?'(abbbe)

20 Formen, denen a vorgefttzt wer­

den kann.

Von der Ordnung, d erhält man 30,Pemutation6- 
formen; denn nimmt man das eine b hmweg, so ist

(aaddc) Zo denen das Ele*
1.2. 1.2 ' -

ment K vorgesetzt wird. Es fängt also die 51te Form mit 
e an. Die Form cabftaft kommt erst nach den Formen 
caaftbft und cadabft vor, urrd von diesen beiden kommt 
jede mit einmal vor, also ist die 54ste die Form caddad.
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Aufgabe 3. Wie viel Versetzungen lassen die 
Buchstaben 1abn8bäa eines zweisylbigen Wortes zu, des­
sen erste Sylbe einen Theil des menschlichen Körpers, die 
zweite aber das Fabrikat eines Webers, das Ganze aber 
einen Schmuck an demselben Theile des Körpers vorstellt?

Antwort. 20160.
Denn ^4.5.67.8

1. 2. .
Unter diesen Versetzungen ist eine, welche auch daä 

Wort vollständig geordnet enthält.

Aufgabe 4. Wie ist die Ordnung der sitzenden, 
wenn c das achtemal vorsitzt, in der Angabe.2.?

Aufgabe 5- Wre viple Versetzungen lassen die 
Buchstaben Yes Wortes iomä zu, und wie viele etwas 
beze»chllende Wörter erhält man durch die Realisirung der 
Versetzungen?

Aüfgabe 6. Wie- oft- laßt sich das Produkt abcck 
in kleinere Produkte zu zwei Faktoren zerfallen?

Antwvr t. In drei, Md zwar folgende: ab. cck, 
nc. bä, aä.be.'

Beweis. Das Produkt abcä können wir so be­
trachten, als gäbe es zwer identische Elemente ab, cä, 
da sie ihre Stelle nicht andern und also nur eine Form 
abcä geben können. Da ferner jedes dieser Elemente 
aus zwei Elementen zusammengesetzt ist, die ebenfalls 
ihre Steile nicht ändern, so haben wir so oftmal zwei 
identische Elemente, als es zusammengesetzte identische 
Elemente ab und cä gab. Die Anzahl der Permuta- 
tionsformell, wenn, keine dieser Beschränkungen Statt 
fände, wäre 1. 2. 3. 4, bei diesen Beschränkungen aber 

1.2.3.4 ' '<st sie------7, - — 3.
1. 2.(1.2)2 - I---

Um dies noch mehr einzusehen, mögen aus abeck 
alle Permutationssormen gebildet werden; so Erhalten 
wir folgende 24 Formen. '
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1 Zcak 9 Zake 17 Zkc«
2 cäak 10 aäkc 81 käcn
3 eaäk 11 akäe 19 kcäa
4 cakci 12 akcä 20 kcaZ
6 Zack 13 tickn 21 Zkac
6 aäck 14 cäka 22 käac
7 acäk 15 ckän 23 kaäe
8 ackä 16 eknä 24 kacä

Ueberall finden wir zwei und zwei Formen , welche 
zwei identische Produkte geben, mit gleicher Stellung der 
zwei in ihnen befindlichen Faktoren und zwar äc. ab in 
Nr. 1 und 11 Z cä. ak und ab. eä in Nr. 2 und 12»?

Aufgabe 7. Wie oft laßt sich das Produkt 
skcäek in kleinere Produkte zu zwei Faktoren zerfällen?

Antwort. In 16.

Beweis. Die drei Produkte sd. eä. ek können 
als drei identische Elemente betrachtet werden, da bei der 
Realisirung der Permutationsformen aus den 6 Elemen­
ten wirklich Formen Vorkommen, in denen diese kleineren 
Produkte so beisammen stehen, daß die in,ihnen enthal­
tenen zwei Elemente ihre Stelle nicht verändern, und 
zwar kommen immer drei und drei solche Formen vor, 
wie oben zwei und zwei Formen in Nr. 1 und 11, Nr. 
2 und 12 waren. Man kann demnach die zwei Fakts, 
rcn eines jeden der drei Produkte ad. cä. ek als zwei 
identische. Elemente betrachten. Ohne diese Beschrän. 
kungen wäre die Anzahl der Permutationsformen 1. 2.3. 
4. 6. 6, mit diesen Beschränkungen aber nach §. 18. Zu­
satz 2. - ".Z. 4.5.6 - 4. 6.6

1.2.3X(12)^ (1.2)3
rri-^-1. ni-f-2. m-f-3....N—1.N _ _
—3----------- !------------ !--------------------------- , wo N 6,

(1. 2)

ni — 3, alsoN?^ —— 15.
K. ^.2
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A u fgabe 8. In wie viel Produkte, jedes zu drei 
Faktoren läßt sich das Produkt adcäek zerlegen?

Antwort. In 10.
Beweis. Da hier nur zwei Produkte sind, je- 

des zu drei Faktoren ade. äek, so ist Nk
. 1.2.3.4. 5. 6 __ 3-4. 5.6

— 1.2X(1.2 E (1.2.3)2
— «"^1- ""^2. m-s-3.... I» —1. N ^0 m — 2 

rn
(1. 2. 3)

jst, da nur zwei Produkte akc. äek da sind; daher ist

Nr — — io. Die Pro-
(1. 2. 3)2 3. 6

dukte selbst smd folgende: ade. adä. cek, ade. eä5, 
adf. eäe, ac6. dek, ace. däk, aef. däe, aäe. dck, 

des, aek. treck.

Zusatz. Wenn demnach ein Produkt aus n klei­
deten Produkten, jedes zu in Faktoren, bestünde, so ließe 
es sich in "^2. »ch 3 .... (mir— 1). inn 

(1. 23.......... nr)"
kleinere Produkte von m Faktoren zerlegen.

Aufgabe 9. Die Anzahl der Permutationsfor» 
men von folgenden Ausdrücken zu finden: a", a"—^d, 

Ä b2, a bZ, a d4......a d.
Auflösung. (a")---1.

IM (a"^'b) — »

1.2.
M (a"-"bY - n l»-0.(n-2)^

1. 2. 3.
IM (a°^'b4)-- i>.

1. 2. 3. 4.
k(n-l).(n-2).(n.3).(n-4)....(n-i4-^)

1. 2. 3. 4. 5 .... r— 1. r '
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Beweis. Nach §. 17, ist
, n. 1. 2. 3. 4 .... n — .
(u ) —-------------------------- . — 1.

1. 2. 3. 4....N
1. 2. 3. 4.... (n—1). n__n
1.2. 374^77^ — 1 Xl 1

— 12. 3.4....(n —2).
1.2. 3. 4.. ..n— 2X1-2

(n---  1). N x- — ---------------§. 18.
1. 2

by —1-2.3.4.5....(n-^Z).(n—2).(n—l).n
1. 2. 3.4. 5... .n — 3X12.3

§. 1».

(^n-4 1.2.3.4.5....(n-4).(n-Z)/n^

1. 2.3.4.5....H —4X1.2.3. 4 
n.(n—1). (n—2). (n—3)
,——---------------

— 1-2 3.4 5....(n-i')-(n-r-s-l)...(n-l).n
" 1.2.3 4.5 ....n—rX 1.2-3 (r-i).r'

— r-s-1)^ .

1. . 2. 3. 4 .... (r — 1). r
Zusatz 3. Die wirkliche Rcalisirung dieser For­

men geschieht durch successive Entwickelung wie in Z."E 
Ware die Anzahl der Permutationsformen von folgenden 
Elementen zu suchen 1, 2, 3, 4, 5, so hätte man nach 
H. 16) von dem ersten Elemente die Form

1) 1........^-1
von zweien 2) 12, 21 1. 2

s312^ 3213
von.dreien 3) < 132/ 231 >. .. — 1. 2. 3

l.123/ 2131

von vieren 4)

>4312,4132,4123,4321,4231,4213V 
I 3412,1432^1423/3421,2431,2413 

> 3142,1342,1243,3241,2341,2143? 
^3124,1324,1234,3214,2314,2  ̂

und so fort.
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§. 20. 2tu§ der wirklichen Rcalisirung der Permu- 
tationsformen lassen sich folgende Zusätze ableiten.

Alle Permutationsson aus denselben Elemen­
ten , wie in Nr. 4. Zusatz 3., geben einerlei Summe.

2« Jedes Element kommt in einer Vertikalreihe so 
oft vor, als in jeder andern.

.3. Ist daher auch die Summe in allen Vertikalrei­
hen gleich.

4. Die Summe aller Permutationsformen aus ge­
gebenen Elementen ist gleich der Summe einer einzigen 
Form, multiplicier mit der Anzahl aller Permutationöfor- 
men, d. i. mit der VersetzungSzahl. Heißt nun die Sum­
me in einer Form 8, und die Anzahl der Formen n, so 
ist diese Summe --- n. 8.

5. Setzt man alle Permutationsformen in Nr. 4. 
vertikal unter einander, so ist, wenn wir die Anzahl aller 
zu permutirenden Elemente in nennen, die Summe einer 
jeden Vertikalreihe, da in einer jeden dasselbe Element 

gleichvielmal vorkommt, --- denn es gibt soviel 
in

Vertikalreihen, als Elemente zu permutiren sind, jede 
Vertikalreihe gibt eine gleiche Summe, nach (3), und die 
Summe aller Vertikalreihen ist gleich der Summe aller 

Formen — n8; daher gibt —, d. h. die Summe n8, 
ni

dividirt durch die Anzahl der Vertikalreihen, welche gleich 
ist der Anzahl der zu permutirenden Elemente, die Sum­
me einer Vertikalreihe.

In Nr. 4 ist IN 4, 8 — 4-s-3-s-2-j-1 —10 
und n — 24; daher ist n8 24. 10^ 240 und

Aufgabe 1. Wie viel betragt die Ziffernsum- 
me in allen Permutationsformen aus den Elementen 
1, 2, 2, Z, 4?

Antwort. 720.
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Denn 8^1-s-2-s-2-f-Z-^-4 12

n --- -- — 60 nach §. 17. also n8 — 12. 6y 
1. 2

— 720.
Aufgabe 2. Wie viel beträgt jede Vertikalrei­

he, wenn die Formen unter einander stehen?
Antwort. 144. weil hier in5»

Zweites Kapitel. 

Combiniren.

§.22. Erklärung. Das Combiniren ist das 
Aufsuchen von Formen, welche sich dadurch unterschei­
den, daß in der einen Form nicht durchgängig dieselben 
Elemente sind, wie in der andern.

Dabei kommt es also nicht auf die verschiedene 
Stellung der Elemente in der Form, sondern bloß aus 
die Verschiedenheit der Elemente an.

Die Formen, welche aus gegebenen Elementen durch 
Combiniren entstehen, werden in Elasten emgetheilt, und 
die Anzahl der Elemente in einer Form bestimmt den 
Grad der Elaste.

Die Elaste wird durch den Buchstaben 6 bezeich­
net, worüber der Grad der Elaste gesetzt wird, so daß 

c (1, 2, 3, 4, Z) alle mögliche Combinationen zur drit­
ten Classe aus den Elementen 1, 2, 3,4, Z bedeutet, und 
jede daraus hervorgehende Form drei Elemente enthält.

Zusatz. Da es bei Combinationöformen nicht auf 
die Folge der zusammengesetzten Elemente ankommt, so 
darf man beim Combiniren dies als die einfachste Regel 
aufstellen, daß nie ein höheres Element einem früheren 
vorangehe.

§.23. Erklärung. Bei Aufsuchung der Com- 
binationsformen aus gegebenen Elementen sind zwei Wege 
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möglich, der eine ist auf Subordination, der andere auf 
Coordination der Formen gegründet.

Die Subordination (das Unterordnen der Formen) 
besieht in einem successiven Forkrücken von Formen einer 
niederen Classe zu den nächst höheren, indem man auS 
Formen der ersten Classe durch Vorsehen eines Elemen­
tes, das jedoch nicht höher seyn darf als das Anfangs­
element, die Formen der nächst höheren Classe bildet z. B.

3, 4) gibt «****« 1, 2, 3, 4
2
e (1, 2, 3/ 4) gibt ...................11, 12, 13,14

22, 23, 24
33, 34

44 
3
6 (1, 2, 3, 4) gibt 111, 112, 113, 114, 122, 123, 

124, 133, 134, 144,
222, 223, 224,233,234, 244, 333, 

334, 344, 444.
Dabei kann Wiederholung eines und desselöen Ele­

mentes in einer und derselben Form unbedingt gestattet 
seyn, in welchem Falle jedes Element so oft in die Form 
gesetzt werden kann, bis der Grad der Classe erreicht ist, 

wie in den Formen m, 222,333, 444 bei 6; oder 
die Wiederholung kann bedingt gestattet seyn, wo jedes 
Element so oft in die Form gesetzt wird, als die Bedin­
gung verschreibt; oder die Wiederholung ist gar nicht ge­
stattet , und dann folgen die Elemente in der natürliche» 
Ordnung.

§. 24. Bei der Coordination bildet man alle For­
men von einer und derselben Classe; jedoch wird die nis­
sigste Form dadurch gebildet, daß man die niedrigste» 
Elemente so lange setzt, bis der Grad der Classe erreicht 
rst« Um eine snccessiv höhere Form zu bilden, wirft 
man das Element in der letzten Stelle hinaus und setzt 
dafür ein nächsthöheres, und zwar so lange, bis in diese 
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Stelle kein höheres Element mehr gesetzt werden kann, 
weil kein höheres mehr vorhanden ist; hieraus geht man 
zur vorletzten Stelle, wirft das Element allda hmaus, 
und setzt dafür ein nächst höheres, die letzte Stelle aber 
besetzt man mit demselben, und so fort. Z. B. die 
Eombmationsformen aus den Elementen 1, 2, 3, 4 zur 
dritten Elaste lasten sich coordinirend so darstellen
3
c: (4, 2, 3/ 4) gibt 441,412/113,114, 122,123, 124, 

433,134, 444, 222, 223, 224, 233, 
234,244,333,334,344,444.

Dabei ist Wiederholung entweder unbedingt gestat« 
tet, oder bedingt, oder gar mcht.

1. Combinationen ohne Wiederholung.

§. 25. S a tz. Sind n Elemente gegeben, so ist 
die Anzahl aller Combinationen zur zweiten Elaste ohne 

Wiederholung — .

Beweis. Es mögen die gegebenen Elemente 
s, K, e, ä, e, 4........n seyn. Man sondere zuerst das 
erste Element a ab, um es mit den übrigen (n— l) Ele­
menten zu verbinden a fb, e, ä, e, F.... ri— 4^ 

eben so b;.................................................—1^
dann eben so c; a sa, b, ä, e, F.... n— 4^ 

und so sondere man nach und nach alle n Elemente ab, 
um jedes derselben mit den (u — 4) übrigen Elementen 
zu zweien und zweien zu verbinden: so werden auf die­
se Art alle n Elemente einzeln mit (n— 4) Elementen 
zu zweien verbunden, und daher muß die Verbindung zu 
zweien, welche Binionen heißen n (n — 4) geschehen; in 
dieser Anzahl von Binionen kommt aber jede Bmion zwei­
mal vor, ab und ba, ae und ca, 6a und aä; und da 
eine bloße Versetzung beim Combiniren keine neue Form 
gibt, so muß die durch u (n — 4) auögevrückte Anzahl 
von, Binionen, da jede zweimal verkommt, durch 2 di- 
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vidirl werden, und die Anzahl der Vinionen ohne Wie­

derholung aus n Elementen ist —

§.26. Saß. Die Anzahl der CombinationSfor- 
men zur dritten Classe ohne Wiederholung aus n gegebe­

nen Elementen ist " 7—'
1. 2. Z

Beweis. Es mögen ri Elemente zu dreien ohne 
Wiederholung zu verbinden seyn, so bilde man zuerst alle

Verbindungen zu zweien, deren es gibt.

Diese Verbindungen zu zweien ab, ac,a6 etc. werden mit 
den übrigen Elementen, deren es nun n — 2 gibt, ver­
bunden, und zwar

ab sc, 6, e.... n — 2^ 
ac sb, ä, e.... n — 2^ 
aä sb, c, 6....N — 2)

bc sa, ä, 6....N— 
bä sa, c, e.... n — 

etc.

Es werden also alle Binionen, deren es -
1. 2 

gibt, mit n— 2 Elementen verbunden, und die Anzahl 

der daraus entstandenen Ternionen ist
1. 2

Jede Ternion aber kommt dreimal vor, abc, acb, bca, 
und da Versetzungen beim Combiniren nach §. 22. keine 
neue Form geben, so muß man die Anzahl der Ternio­
nen, da jede dreimal vorkommt, noch durch drei divtdi- 
ren, so daß die Anzahl aller Ternionen ohne Wiederho- 
lung - "-2 ist.

1. 1. 3

§. 27. Satz. Die Anzahl alter Quaternionen 
ohne Wiederholung aus n Elementen ist 
— 1. n — 2. » — 3

1. 2. 3?4

Beweis. EL mögen alle Ternionen aus n Elemen­
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ten schon gebildet seyn; ihre Anzahl ist —
1. 2. 3 

und zwar airc, adä, ade etc. acä, ace etc. dcä, 

dce etc. Verbindet man jede dieser 2
1. 2. 3.

Ternionen mit den übrigen n—3 Elementen, nämlich 
ade sä, 6, F.... n — 3^ acä sd, 6, 5.,.. n — 3^
adä sc, e, k.... ri — 3^ ace sd, ä, F.... n— 3^
ade sc, ä, k....n — 3^ etc.

etc. dcä sa, e, f.... n — 3^

so werden alle Ternionen mit n — 3
1. 2. 3

Elementen verbunden n—3 Quaker-
1. 2 3

nionen geben; aber jede Quaternion kommt viermal 
adcä, adäc, acäd, dcäa, nnd da Versetzungen beim Com- 
bmiren keine neue Form geben, nach §. 22, so muß die 
Anzahl der Quaternionen, da jede viermal vorkommt, 
noch durch 4 dividirt werden, so daß die Anzahl der 
Quaternionen aus n Elementen ohne Wiederholung 
__ n. n—ii. n — 2. n — 3

1. 2H
Zusatz 1. Diese Schlüsse können für jede Classe 

von Combinationen fortgesetzt werden, und da bei jedem 
dieser Ausdrücke der erste Faktor nn Zahler die Zahl der 
Elemente, der höchste Faktor im Nenner der Grad der 
Classe, der subrraktive Theil imZählerzuletztmit einer Zahl 
sich endiget, die um eine Einheit kleiner ist als der höchste 
Faktor im Nenner, so können wir die Combinationsformen 
der x ren Classe aus n Elementen nach diesen Bemerkung

n. n—1. n—2.n—3....N—(p—1) 
gen —----------------------- ------------------------------- setzen.

1. 2. 3. 4 ... .. ...............x
Zusatz 2. Auch haben wir gesehen, daß die 

Bildung aller Combinationsformen aus n Elementen zu 
irgend einer Classe, z. B. zur vierten, dadurch hervor- 
ging, daß wir die Anzahl der Combinationsformen zur
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nächst niedrigen Classe, hier zur dritten, nämlich 

mit den n—3 übrigen Elementen
1. 2- 3

verbanden, wodurch aber jede Form der vierten Classe 
so oft mal sich wiederholte, als der Grad der Elaste ist, 
daher Mußte auch die Anzahl der Formen

—. " — " "-7- n — 3 durch 4 noch dividirt werden,
1. 2. 3

d. i. durch den Grad der Classe.
Zusatz 3. Die Anzahl der Combinationsformen 

aus gewissen Elementen a, b, e ... ete. zu irgend einer 
Classe möge durch 6 mit darüber gesetztem Grade und 
darunter gesetzten Elementen bezeichnet werden, z. B. 

r

-------- — heißt alle CombinationöforMen zur rten Classe 

aus den Elementen a, b, c....n.
Satz 28. Die Anzahl der Combiuationssormen 

r
aus n Elementen zur rten Classe ist —?__ .

L. . .. Q
__ n. n —1. n — 2....N — r-s-1

1. 2. 3............ . . . r
Bewels. Es mögen alle Formen aus n Elemen­

ten zur (r — 1)ten Classe gebildet seyn, und es sey 
?

r-i so ist -5—
N....N 1. 2. 3. .....x

ö- 27. Zusatz 1, um dle rte Classe zu bilden, das ist 
x-s-1, weil r — 1—p, oder ist, verbinden
wir alle Formen der p ten Classe mit den übrigen (n—p) 
Elementen, wodurch nur Formender (x-s-1) ten Classe

erhalten H. 23., und dadurch ist ———- 
u.... n

- (n-p). Da
1.2.3.................. P

B 2 
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aber jede Form so oftmal verkommt, als der Grad der 
Classe anzeigt, nach Zusatz 2. §.27., so muß man, 
nach eben diesem Zujatze, den Ausdruck
n. n—I n—2 ....n — (p — 1).
-------—------------ ----------------- -- n — x noch durch

den Grad der Classe x 1 dividiren; und dem zu Folge

ist —2.. .sn —(p- 1)^.(n-p)
3. ...N j .... 1)

Nun ist x-s-1 — r- und x— 1 — r—2, daher ist

auch o __n.n—-1.N—2....N—r-f-2. n—r-s-1
a....n 1. 2. Z. 4........... ,?—1.1

r
-der auch -2__

3 .... n 1. 2. Z ...... r
wo die Faktoren n—r-s-2 und r—1 als frühere oder 
vorhergehende Faktoren ohnehin darunter verstanden 
werden.

Zusatz. Hätte man aber aus n — 1 Elementen 
Combinationsformen zur (r — 1) ten Classe zu bilden, so 
dürfte man in die Formel §. 28. nur n— 1 und r— 1 
für n und r setzen, und es wäre 

r —1
_____0_____ __N—1.N— 2. n— Z ..... n — r 1 
s.... n ^1 1. 2. Z............ ^r— 1
denn der letzte Faktor n— r-s-1 geht in folgenden über:

1 —(r—l)->-1 — u—1—i-s-2 — n —r-s- 1.

Nun können n — 1 Elemente aus n Elementen 
dadurch entstehen, daß man entweder das erste Element 
a, oder das zweite d, oder das dritte c, oder ck etc. ab- 
sondert. Macht man nun aus den n — 1 übrigen Ele­
menten Combinationsformen zur r — iten Classe, so 
erhält man Formen der r — ten Classe die kein a, ferner 
auch auf eben diese Art aus n — I Elementen Formen, 
die kein d, und eben so auS n— 1 Elementen die kein o 
enthalten re. Verbände man nun mit allen Formen, die 
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kein a enthalten, dieses Elements, mit allen Formen, 
die kein d enthalten, dieses Element b, mit allen, die kein 
L enthalte», dieses Element e und so fort, bis man alle n 
Elemente mit solchen Formen der r—1 ten Clchse ver­
bunden hatte, so würde jede Combinationssorm, da sie 
nun cm Element mehr enthalt, um einen Grad höher, 
also der r— 1-s-1 — r tcir Elaste, und man hatte nun 
21 —-1. — 2. n — 3 .... n — r -s-1.
----------------------------------------------------->— n Formen der

1. 2. 3. 4............. r —1 

rten Elaste, deren Anzahl durch bezeiAiet werden

e. ri—l.ii — 2.n —3 ....n—n.mag, so daß --------------------- >---------------------- !--------
' 1. 2. 3....1—1

Es ist abcr auch »
' 1.2.3...............r—1

1 .n—2-n — 3....(n—- r-s-1). r .
------------7^,—;---------------------------7^—/ well wir

1. 2. 3 ........ r — 1. r
ohne Aenderung des Werthes Zähler und Nenner mit r 

mukipiiciren können; dem zu Folge ist nun KO

Nun ist
1. 2. 3. 4.5..............r — 1. r

< , c I>. n— 1. n—2. n — 3 ... n —r-l-1
aber nach §. 28- —--------------- ---------- -----------------i—-

1. 2. 3. 4.................r
r r

— —o—. ^^0 auch — r. —-— d. h. Die An-
S....N S....N

zahl der EombinationSformen zur rten Elaste ist in die- 
st'm Falle gleich der Anzahl aller Combinatiousformen 
zur rten Elaste aus n Elementen, wenn diese 'Anzahl 
r mal genommen wird; oder man erhalt die Combina- 
tLonsformcn aus n Elementen zur rten Classe rmal, d. i. 
1» oftmal, als der Grad der Elaste anzeigt.

Beispiel. Man bilde a»lS den übrigen Elemen­
ten, wenn man von diesen Elementen a, k, c, ä, e, im­
mer eins absondert, Formen zur dritten Elaste. Diese 
smd: - ,



22 I. Abschnitt. Zweites Kapitel.

den Formen, die kein a enthalten, dieses a mit denen, 
die kein d enthalten, b etc. doch so, daß keine Form dop» 
peil verkommt, so läßt sich, wie wir deutlich sehen, L 
nur mit den Formen m Nr. i. verbinden, denn die For­
men c6e in Nr. 2. und bäe in Nr. 3, kce in Nr. 4,

Nr. 1. Nr. 2- Nr. 3. Nr. 4. Nr. .5.
i)c<I acä nlxl akc ade
Iree ace ak)6 ake ndtl
dcle aäe näc ace acci
c6e c6e d6e bce dcä

a c 7 6

Wir haben also aus jeden 5 — 1 Elementen vier
Formen zur dritten Elaste erhalten, wie eö die Formel
n. n—i. n-

1.2.3
-—2— in §. 26. angibt , wo n -- 4 hier be-

deutet, also 4. 3. 2
1. 2. 3

- 4. Nun verbinden wir mit

4

kcä in Nr. 5. wiederholen sich ja in Nr. i; diese For-
wen realisirt 

adcä
mb: 

sdcä Lll>cä adcä adce
ndce " »Irce adcc ndäc adcie
abäc nd^c acäc nccle acäe
scüc dcrlc dccic kcäc dccie;

Wir haben nun 4.  ------ -— — 4.
a, b. c, tl, e 4. 2. 3. 4 

r-- 4. 5 — 20 Formen erhalten.

§. 29. Dieses Verfahren läßt sich nun überhaupt 
durch folgende Gleichung darstellen, 

r—1 r—1 i—.L
a6 , bo , cO

---- --------- -------------- s- --------------etc. etc. 
d, c, a,... n a, c, ä ... ri-----n, b, ci... n

0 ___
s, b, c, <1.... n'
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§.30. lehrsaß. Man findet die Anzahl aller 
Combinationsformen zur rten Classe aus ri Elementen, 
wenn man zuerst aus n — i Elementen alle Formen der 
rten Classe, dann aus denselben n—1 Elementen alte 
Formen zur r—iten Classe bildet, mit denen das aus­
geschiedene Element verbunden wird, und diese Anzahl 
der Formen der 4ten Classe zu der vorigen Anzahl der 
Formen der 4ten Classe addirt.

Beweis. Man nehme von n Elementen eins 
hinweg und mqche aus den übrigen alle Formen zur 
rten Classe, welche das abgeschiedene Element nicht ent­
halten. Nun mache man auch aus denselben n—1 Ele­
menten alle Formen zur r — 1 ten Classe und verbinde mit 
ihnen das ausgeschiedene Element, so erhalt man dieje­
nigen Formen zur rten Elaste, welche das ausgeschiedene 
Element führen, und welche in der vorigen Anzahl fehl­
ten, um alle Formen aus re Elementen zür rten Classe 
zu haben.

Zusatz i. Auch läßt sich dies allgemein so be-

weisen ---------
n, b, c... n—1 4. 2. 3 .. . r—1, r

nach §. 28. Zusatz ——----------
a,v,e...n—L.

— "—1* "—2. n—3 ....N—1 —(r—
3. 2. 3 ............. r—1 *

r r—1
O , __n-1.n-2LN-3....ri-r

d, d,c...re-4 L. 2. 3 .. .r—4. r
n—1. n—2. n—3....N—r-4-1 .

-l----------------- —---------------------------- r— dem Faktor n—r
1. 2. 3............ ..  - r—1

Muß der Faktor ri—r-s-1 als der nächst höhere voran- 
gehen; dem zu Folge ist
n—1- n—2. n—-Z ....n—r-l-1. n — r

1. 2. 3...............r—1. r
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n—1. n—2. n—3 .... n—r-s-l. r 
1. 2. 3....—1. r

sn — 1. n—2. n—3....N—r-s-<^. fn—r-ss-r^ 
^7 2. 3. 4........r^H /

wenn man alles auf gleichen Nenner bringt, und den ge­
meinschaftlichen Jaktor absondert. Es ist endlich

r r—1
0 , aO __n. n-1. r»-2....r»>r-s-1

d, e...n-4 d, c, ä... n - 4 4. 2. 3...r

e
a, d, e, ä.... n

nach §.

r r—1

Zusatz 2. Da-—-------- --s-—--------- 
b, e, ci... n—4 b,c, ä...n—

r r—1

" —ü------ü--------- ' s»'stauch---------- ---------------
a, v, c, cl ... n o, e, <4 ... n — 4

i? r

— —i—---------- s-—-----------d. h. man findet die
a, v, c, cl... II k, c, ct... n 1

Anzahl aller Formen aus n—1 Elementen zur r— iten. 
Classe, womit das ausgeschiedeue Element, welches in ihnen 
nicht enthalten ist, verbunden werden müßte, um sie zu For­
men der rten Classe umzubilden, wenn man von der Anzahl 
aller Formen zu rten Classe aus n Elementen, die Anzahl 
aller Formen zur rten Classe aus n — 4 Elementen abzieht.

3 3

Z. B. —— gibt ade -—— gibt dcä
a,b,c,ä,6 b,c,ä,6

ade däe
acä cäs
ses 
aäs 
dcä 
des 
däs 
cäs
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3
.. 6al o -7—

a,d, o, ct, e

3
O 

d, c, e

1—1

0 1t n ——
n dö. k, e, 6, e

a cä
n es
n äs

2. Combinationen mit unbedingter Wieder­
holung.

§.31. Satz. Die Anzahl aller Binionen aus n.
2

Elementen, wenn wir sie durch —— bezeichnen, wo 
S....N

der hineingesctzte Buchstabe r so viel repetitio, Wie» 
derholung bedeutet, und a....n die Elemente; ist 

2
__ (n — 1)

U....N 1. 2.
Beweis. Die Anzahl aller Binionen aus n Ele­

menten ohne Wiederholung ist Da aber

hier jedes Element mit sich selbst verbunden wird, so gibt 
es, da n Elemente gegeben sind, noch n Binionen nebst 
den "' ^' 2 Binionen ohne Wiederholung, also die

Anzahl aller Binionen mit Wiederholung —

n. (n—1), __ —n-s-2rr__
1?2 1^2 l7Z"

- n. ^72. 

1. 2
§.32. Satz. Die Anzahl aller Ternionen aus » 

Elementen mit unbedingter Wiederholung ist 
z

.__ n. (n-s-1). n-s- 2

1.2.3
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Beweis. Man bilde Zuvor alle Binionen, deren

Anzahl ist. Jede dieser Binionen kann
2.

nicht nur mit allen n Elementen, sondern auch mit den 
Leiden Elementen, aus denen sie selbst besteht, verbun­

den werden, und so kann jede der Binionen
1. 2.

mit n-s-2 Elementen verbunden werden, und die da­
durch hervorhegende Anzahl von Ternionen ist

wirkliche Realistrung dieser

Ternionen an d, O, ä...'. ad sa, d, e,
sc) sa, d, e, ä.... etc. Ferner sa sa, 2^, ab sa, 
uc j a, etc. zeigt, daß jede Ternion dreimal vorkommt 
und zwar aaa, aaa, aaa; aad, aka, alia, und da Ver­
setzungen keine neue Form geben, §. 23, so muß man, 
weil jede Form nur einmal vorkommen darf, die Anzahl 

der Ternionen noch durch 3 divi«
1. 2.

3

Viren, so daß —jst. 
a....n 1.2.3

§. 33. Satz. Die Anzahl der Quatcrnionen

auS ri Elementen mit Wiederholung ist —

,_  u. (n-s-1). (n-s-2). (u-s-3) 
i.m

Beweis. Man bilde zuvor alle Ternionen, deren 

Anzahl —jede derselben kann mit allen 

Elementen und auch mit jedem der drei Elemente, aus 
denen ste besteht, verbunden werden, weil jedes Element 
so oft in die Form gesetzt werden kann, bis der Grad der 
Elaste erreicht ist. Es kann also jede der Ternionen 
mid n^Z Elementen verbunden werden, so daß
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Quaternionen dadurch entstehen;
1. 2. 3

da nun jede Quaternion viermal verkommt, weil 
naa sa, b, e, ä .... , and k>, e, ä .... ele.» 
uns so, a, aad sa, a, ete. verbunden wnd, und 
dadurch aaaa, nana, aaaa, aasa; aagb, aada, aai>a, 
agbaerc., entstehen, so muß man, da jede Form nur 
einmal vorkommen soll, die Anzahl der Quaternionen 
n. ri-i-i^n^-2. n-j-3 dividiren, so daß

1. 2. 3
4
6 — N- ^^"2 n-f-3

^7I77n — 1. 2. 3. 4
Zusatz. Dieselben Schlüsse gelten auch für jede 

folgende Classe, auch stimmen die Ausdrücke mit denen 
in den Hen 25, 26, 27, 28 überein, nur daß dort die 
Faktoren des Zählers successiv ab -, hier successiv zu neh» 

r
men, also dem §. 28. gemäß ist hier —§—

__ n. n-^-1. n-f-2 .... n-f-r — 1
__ H. z .... ?7r '

3. Combinationen mit eingeschränkten Wie, 
derho langen.

§. 34. Erklärung. Eine Form wird sxecies 
genannt, und mit S bezeichnet, die Anzahl der Formen 
mit n (Numerus), die Ordnung der Formen mit H-, L,
6, O, L ... ete.; so heißen aasaa

aaad
and Formen der Ordnung

; d, dd, dbc, ddbä Formen der Ordnung L und so 
n8

fort; heißt die Anzahl der Formen der Ordnung z 
118
L heiße die Anzahl der Formen der Ordnung L etc.

§. 35. Satz. Wenn von den Elementen n", l/,
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. etc. die Anzahl der Formen jeder Ordnung ange­
geben werden soll, so ist 
n3 n8 n3

B (l er)0 (l-s-ac). (l-s-/3)^, 
wo die Exponenccn er, A an^eigen, wie oft jedes Ele- 
mcnt wiederholt werden darf.

Beweis. 1) Man setzt zuerst a, dann an, dann 
saa und dies so lange, als die Wiederholung gestattet 
ist, welches der Exponent cr anzeigt, also cr mal; da­
durch erhalten wir alle Formen der Ordnung a von der 

n3
sten Classe; ihre Anzahl ist — also

2) Setze man, um dieOrdnung L zu erhalten, zuerst 
d allein; dann wiederhole man alle Formen der Ord­
nung mit Vorsehung des Elementes b; hierauf setze 
man bb allein, dann wiederhole man wieder alle Formen 
der Ordnung , indem man ihnen KK vorsetzc^ ferner 
setze man ddd allein und wiederhole dann alle Formen 
der Ordnung^, indem man ihnen dkb vorsetzc, und 
dies wird so oft fortgesetzt, als die Wiederholung von d 
vermöge des Exponenten /Z gestattet ist, also /Z mal, so 
hat man die Ordnung V, und man hat nicht nur alle 
Formen des Elementes d, deren Zahl — ist, sondern 
auch die Formen der Ordnung -3 mal wiederholt; da-

n8 n3
her ist k —/Z -s-

3) Setze man, um die Ordnung e zu erhalten, 
zuerst c allein, dann alle Formen der Ordnung denen 
c vorgesetzt wird; hierauf alle Formen der Ordnung L, 
denen ebenfalls c vorgesetzr wird; dann setze man cc und 
hierauf wiederhole man alle Formen der Ordnung und 
setze jeder Form cc vor, dann wiederhole man wie zuvor 
die Ordnung V und setze jeder Form cc vor; nun setzt 
man ccc allein und wiederholt erst wieder die Ordnung 

dann die Ordnung L und setzt jeder ecc vor und so 
fährt man fort, daS Element c zu wiederholen und auch 
die vorhergehenden Ordnungen zu wiederholen, als der
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Exponent7 es verschreibt; dadurch erhalten wir erst alle 
Formen des Elementes c, deren Anzahl — 7; dann 
eine so oftmalige Wiederholung der Ordnungen und 
L, als der Exponent 7 anzeigt; es ist also nach dieser 

ri8 n8 / n8 n8
Regel 6^7-4- ^7-1-87, oder L — 7 -j- «7 

n6
-s- (1-s-a) /Z7, oder 6 — 7 (l-s-cr) -s- /Z. 7

(1-^-cr) s7->-^7l — (1-^cr). 7»
Zusatz. Dem zu Folge wäre von 

«iß "/-.öa . k . c . ä .... 1 . m .
»8
M — (l-f-cr). (1-^-^).(l-s-7).(l-^-3)«... (1

« Beispiel. Es sey «—2, /Z — 2, 7 — 2, 
r>8 n8

also 32^2 e-, so ist — 2, L — (1-^2). 2—6, 
n8
6 — (1-s-2). (1-s-2). 2 — 18-

Nealiftrung dieser Formen.

Zuexst von gibt es 2 Formen,

eö 6 Formen,
sb

dann von L NiL
(daa 

/o 
ca 
eaa
cd

dann von 6 < cba
> cdaa

bd 1 
dba > 
dbaa^

oe
coa
cona 
ocb 
ocda

gibt

ccdaa1cv3L ccoaa i
! cdd ccbd I
Icdda eedda !
^.cddaa ccddaa

gibt es 18 Formen, 
wenn wir nach der 
im Beweise enthal­
tenen Anleitung ver­
fahren.

Beispiel 2. Die Anzahl der Formen jeder Ord- 
n8 n8

nung von a3 k- e ist — 3, 8 — (l-f-3). 2 — 8, 

e — (i-i-3). (1-^-2). 1 — 12.
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Realißrung.

sa i
Zuerst von < aa > gibt es 3 Formen.

4 aaa)

dbaa > M «-8 F°MI-N.

, e
cn

edb -x 
cdkn

> gibt es 42 Formen, 
i

! ca» cddaa l denn c zeigt, daß e

von 6 ?' caaa ebbaaa^ nur einmal geletzt
t ck l und die vorigen Ord-
I cba nungen nur einn.al
!i ebaa wiederholt werden
^.cbaaa dürfen.

§.36. Saß. Die Summe aller Formen vok 
allen Ordnungen zusammen, der Elemente a^*, e^....
1^, in^ ist (4-s-«). (4-f-M- i.

Beweis. 
n3 »8 n8

Es ist — a, L (l-l-cr)/Z, C^(i-s-a). 
i>8

(4-s-^)^ D —(l-s-«).(i-s-/Z).(i-^-^> ö...6te. also 
d.re Summe cr-s- -s-
-s- (4 -s-cr). (4-^/3). (4 ö .... «re.

Es wird der Werth einer Größe nicht geändert, 
wenn man zu ihr 1 addirt und 1 wleder abzieht, also 
ist auch die Summe — (i-s-cr) -s- (l-^-ae)/Z 
-s-(4-s-«).(l-s-/Z)-/ -s- (l-s-«).(4-^-^).s4-^/).ö...6w.

Nun ist (1-s-tt). (4-f-a). -6 — (4-s-«) s4-s-^; 
also die Summe — (1-s-cr) (4-b--6)-b-(l^-ac).
-s- 4-s-cr). (1-s-/)). (1-s-^) ö .... «re. 1.

Ferner ist (1-s-cr). , -s- (4-^- «). (4 -s-^Z).
(i-s-a). (4-^-M also ist die Summe
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--- ö....
etc. — 1.

Der Ausdruck ist auch
(i-s-F). (1-s-^). ^i-s-8) weil der Faktor 

(l-s-«).(l-s-/Z). (i-s-^)in beiden Gliedern verkommt; 
also auchdleSumme — (1^w).(l-s-/3).(i-s-^),^-s-3)... 
«rc. — 1, so finden wir bei Fortsetzung dieses Verfah­
rens die Summe 8 — (i-^«)-(l-)-^).(1^^).(i-^ 

(1-s-/^) — 1.

Beispiel. Mie groß ist die Anzahl aller For­
men von allen Ordnungen der Elemente d e?

Antwort. 8 — (i-s-Z). (i-s-2). (1-l-1) — 1 
4. 3. 2 —1 — 23 wie es auch wirklich der Fall ist, 

n8 i»8
da vorhin — 3, L — (i-s-3). 2 — 8,

n8
e — (i-s-3). (i-s-2). 1 — 12 war; 

n3 n8 n8
Äs» ^-^-L -^-L^-2^8-^-12 — 23,

§. 37.
Anwendung der Combinationen auf die Wahr­

scheinlichkeitsrechnung.
Aufgabe I. Zu finden, wie viel Würfe mit zwei 

Würfeln möglich find. — Wie sich Wahrscheinlichkeit 
zur Unwahrscheinlichkeit verhalte, zwei gleiche bestimmte 
Felder, z. V. die beiden Asse oder Eins und Eins zu 
werfen. — Wie sich Wahrscheinlichkeit zur Unwahr­
scheinlichkeit, zwei gleiche, jedoch nicht bestimmte Felder 
zu werfen. — Wie sich endlich Wahrscheinlichkeit zur 
Unwahrscheinlichkeit, zwei ungleiche, jedoch bestimmte Fel­
der, z. B. 1 und 2 zu werfen.

Auflösung. 1) Mit zwei Würfeln sind 36 
Würfe möglich.

2) Die Wahrscheinlichkeit zur Unwahrscheinlichkeit, 
zwei gleiche bestimmte Felder zu werfen, ist wie 1:3S.

3) Die Wahrscheinlichkeit zur Unwahrscheinlichkeit, 



22 I. Abschnitt. Zweites Kapitel.

zwei gleiche jedoch unbestimmte Felder zu werfen, wie 
6:36-1:6-

4) Die Wahrscheinlichkeit zur Unwahrscheinlichkeit, 
zwei ungleiche, jedoch bestimmte Würfe, wie 1 und 2, zu 
werfen, verhält sich wie 1:18.

Beweis. Nr. 1. Zwei Würfel haben 12 Fel­
der; die Anzahl aller Binionen ist §. (25.)

—----------- --- 66. Da jedoch nie zwei Felder eines
1. 2

und desselben Würfels zum Vorschein kommen können, 
es sey denn der Würfel zerspränge, was hier nicht ge­
dacht wird, so muß man die Bmionen, welche die 6 
Felder eines Würfels geben, und deren Anzahl

(0 — 0 ___ 15 zweimal nehmen, da es zwei

Würfel sind, und 2. 15 von 66 abziehen, so erhält ma» 
die Würfe 66 —30 — 36.

Nr. 2. Unter diesen 36 Würfen sind 6 gleiche, 
doch kann der Fall eintreten, daß der Wurf Eins und 
Eins der letzte ist, also der 36te und daher das Ver­
hältniß 1:36.

Nr. 3. Da es sechs gleiche Würfe gibt, und dar­
unter der eine, gleichviel, welcher gewünscht wird, so ist 
Das Verhältniß 6:36 — 1:6.

Nr. 4. Unter den 36 Würfen kommt auch der 
Wurf 1 und 2, aber zweimal vor; denn einmal gibt 
Würfel die Einheit und L den Zweier; ein andermal 
Würfel L die Einheit und den Zweier; also das 
Verhältniß wie 2:36 — 1:18.

Anmerkung. Bei Nr. 2 ist jedoch nicht gesagt, 
daß der 36ste Eins und Eins geben müsse; es kann dies 
unter 1000 Würfen nicht vorkommen und unter 36 Wür- . 
fen mehrmal; nur wenn kein Grund vorhanden ist, 
warum der eine Wurf mehrmal vorkommen sollte als 
Der andere, gilt das Gesagte.

Aufgabe II. Wenn zwei Spieler und L mit 
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zwei Würfeln dergestalt um die Wette spielen, daß bei 
jedem Wurf über 7 der Spieler , bet jedem Wurfe 
unter 8 der Spieler L sämmtliche Einlage einziehen, wie 
muß sich, der Billigkeit gemäß, die Einlage des zu der 
des L verhalten?

Antwort. Wiei5:2i.

Beweis. Um unter den 36 Würfen diejenigen 
herauszufinden, die nie mehr als 7 zeigen, wohl aber 
weniger oder gerade 7, verbinde man zuerst mit der Ein­
heit des Würfels als 6 Felder des Würfels 6, dies 
gibt 6 Würfe, dann den Zweier des Würfels mit den 
ersten 5 Feldern des Würfels 8, dies gibt 5 Würfe, 
dann den Dreier des Würfels mit den ersten 4 Fel­
dern des Würfels ü» dies gibt 4 Würfe, in allem also 
6-s-5-f-4 Würfe, die nie über 7 zeigen; die Verbin­
dung des Feldes 4 mit den ersten 3 Feldern des Würfels 
D kann nicht Statt finden, weil diese schon vorkam, als 
man den Dreier des Würfels mit den ersten 4 Feldern 
des Würfels k verband. Für den Spieler sind dem­
nach 43, für den Spieler k aber 36— 45 24 Wür­
fe Vortheilhaft; daher muß die Einlage von zu der des 
L wie 45:21 seyn.

Aufgabe III. 4) Zu finden, wie viel Würfe mit 
drei Würfeln möglich sind. — 2) Wie sich Wahrschein­
lichkeit zur Unwahrscheinlichkeit verhalte, drel bestimmte 
gleiche Felder zu werfen. — 3) Drei unbestimmte glei­
che Felder. — 4) Einen bestimmten Wurf von zwe» 
gleichen und einem verschiedenen Felde, z. B- 2, 2, 4. — 
L) Einen Wurf von Zwei bestimmten gleichen und einem 
dritten unbestimmten. — 6) Einen Wurf von zwei un­
bestimmten gleichen Feldern und einem bestimmen drit­
ten Felde zu treffen.

Auflösung. Nr. 4. gibt 216.
Nr. 2. gibt 4:216.
Nr. 3. gibt 6:216 -- 1:36.
Nr. 4. gibt 3:246 ^-1:72» 

-
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Nr. 5. gibt i: 12.
Nr. 6. gibt i: 12.

Beweis. Drei Würfel haben 18 Felder, also 

— 816 Ternionen; davon gehen ab, erstens 

die Ternionen, welche 6 Felder eines Würfels geben, 

also x 3 da es drei Würfel gibt, dann die Bi- 
1. 2. 3

nionen der 6 Felder eines Würfels, deren es, da es drei 

Würfel gibt, gibt und die, mit den 12 Feldern der

beiden übrigen Würfel verbunden, --—X 3. 12 540
1. 2

Ternionen geben, also gibt es 816—70 — 54o ^216 
Würfe, welche man jedoch kurzer erhalt, wenn man die 
36 Binionen der zwei Würfel in Aufgabe 1. mit den 6 
übrigen Feldern des dritten Würfels verbindet.

2) Unter den 216 Würfen gibt es 6 gleiche; es 
kann aber der Fall einrreten, daß der Wurf von drei be­
stimmten gleichen Feldern gerade der lehre unter den,6 
gleichen, also unter den 216 der letzte ist, wobei wieder 
die Anmerkung wie Nr. 2. Statt stndet.

3) Bei dem Wurfe von drei gleichen aber unbe­
stimmten Feldern , deren es unter 216 Würfen 6 gibt, 
muß das Verhältniß wie 6:216 — 1:36 seyn.

4) Der Wurf 2, 2, 4 kann von den drei Würfeln 
auf dreierlei Art geworfen werden, da diese drei Elemen­
te, unter denen zwei identische sind, drei Versetzungen 

geben --- 3 und zwar Würfel

L, e.
2 2 4
2 4 2
4 2 2

unter 216 Würfel, die mit drei Würfeln gemacht wer­
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den, kann also dieser Wurf dreimal vorkommen , und 
daher das Verhältniß wie 3:216 1:72.

5) . Äll das dritte ungleiche Held unbestimmt, so 
sind, da jedes dritte Feld mit den beiden andern gleichen 
3 Verletzungen gibt, 3. 6 — 18 Versetzungen möglich, 
und daher das Verhältniß wie.18:216 1:12.

6) Bei zweiWürreln gibt es nach d^r. 3. des §. 37. 
sechs Würfe von zwei gleichen unbestimmten Feldern, 
das bestimmte Feld des dritten Würfels kann mit jeden 
zwei gleichen Feldern drei Versetzungen geben, also mit 
den sechs Würfen von zwei gleichen Feldern auf 6.3^18 
verschiedene Arten fallen, und daher ist das Verhältniß 
— 18:216 — 1:12.

Aufgabe IV. Wie viele Quinternen, Quater- 
nen, Ternen, Amben und einzelne Treffer lasten 90 Num­
mern zu, und, wenn von diesen 90 Nummern nur fünf 
herausgezogen werden, wie verhält sich da die Wahr«, 
scheuchchkelt, einen Quinterno, Quarerno, Terno, Ambö 
und einzelnen Treffer zu errathen.

Auflösung. Es sind 43949268 Quinternen, 
2555190 Quaternen, 117480 Ternen , 4005' Amben 
und 90 einzelne Treffer.

Die Wahrscheinlichkeit, einen Quinterno zu treffen, 
verhält sich wie 1 .-43949268; die, einen QuaterNo zu 
treffen, wie 1:511038; die, einen Terno zu treffen, wie 
1:11748; einen Ambo zu errathen, wie 10:4005: 
einen einzelnen Treffer zu errathen, wie 1:18.

Beweis. Es gibt
90.89.88 87.86 .
-------- -------—— 43949268 Quinternen,

1. 2. 3. 4 5 ,
90 89. 88. 87 — .
—TUT— 2555190 Quaternen,

1. 2. 3. 4
90. 89. 88 ,
^2 3— 117480 Ternen,

90.89 , -
n- 4005 Amben.

C 2
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. : Die fünf herausgezogenen Nummern geben eine 
Quinterne; also ist die Wahrscheinlichkeit, einen QuiMerno 
getroffen zu haben, wenn man einen Zettel mit fünfNum- 
mern gesetzt hätte, wie 1: 43949268.

Die fünf gezogenen. Nummern geben —5
i.r. 3.4

Quateruen, also ist die Wahrscheinlichkeit, einen Qua- 
^terno zu,treffen, wie 5:L55519O 1: 511038.

Die fünf gezogenen Nummern geben 5. 4. 3
1. 2. 3

— 10

Lernen; also die Wahrscheinlichkeit, einen Terno zu erra­
then, wie 10:117480 --- 1:11^48 rc.

Aufgabe V. Zwei Spieler und L spielen 
mit drei Würfeln dergestalt um die Wette, daß der Spie­
ler sämmtliche Einlage gewinnt, wenn drei gleiche, je­
doch unbestimmte Felder aufgeworfen werden; dagegen 
der Spieler L sämmtliche Einnahme gewinnt, wenn 
drei ungleiche, jedoch bestimmte Felder, z. B. 1,2,3 
geworfen werden: wie muß die Einlage des zu der des 
L sich verhalten?

Antwort. Die Einlagen müssen von beiden 
gleich groß seyn.

Beweis. 1) Die Wahrscheinlichkeit, einen un­
bestimmten, jedoch gleichen Wurf zu machen, verhält 
sich zur Unwahrscheinlich^ wie 1:36 nach Aufgabe 
III., 2) Unter 216 Würfen läßt sich der Wurf 1, 2, 3 
auf 1. 2. 3 6 Arkm thun, da drei ungleiche Felder
6 Versetzungen zulassen; daher ist di.e Wahrscheinlichkeit 
zur Unwahrschchstichkeit, einen solchen Wurf zu thun, wie 
6:216 ---1: 36. Die Einlagen müssen aber nach der 
Wahrscheinlichkeit des Gewinnes berechnet seyn, wenn 
mir Billigkeit gespielt wird; daher müssen die Einlagen 
von beiden gleich groß seyn.
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Z. 38.
Aufgabe über die Combinationen mit ringen 

sch ränkten W i ed c rho l u n ge n.
Es soll die Anzahl aller Divisoren, welche die Zahl 

360 hat, angegeben und diese Faktoren dargestellt werden.
Auflösung. Die Primzahlen, das ist solche 

Zahlen, die außer 1 und sich selbst keinen Faktor haben, 
von 360 sind 2, 2.2.3.3. o — 2^ Es ist also 
die Zahl der Divisoren (1-^3). (l-s-2).(l-j-l) — 4.3.2

24; nnd die Divisoren selbst sind folgende: 2, 4, 8,
3, 6, 12, 24, 9, 18, 36, 72, 5, 10, 20/ 40,16,30,60, 
120, 46, 90, 180, 360.

Beweis. Da die übrigen Divisoren nebst den 
primitiven 2, 2, 2, 3, 3, 5 durch Combinationen entste­
hen, und zwar aus den primitiven Divisoren, so bilden 
wir alte Formen von der nullten bis zur 6ten Classe, 
welche die höchste ist, da die Summe der Exponenten 
3-s-2-s-1 — 6 ist.

Zuerst bilden wir die Formen der Ordnung 2, dann 
der Ordnung 3, dann der Ordnung 5, so ist die Sum­
me aller Formen aller Ordnungen nach §. 36. 
— (1 -l- 3). (1 -s- 2). (1 -s- 1) — 4. 3. 2 — 24, und da 
jede Form ein solcher Divisor ist, so ist auch die Anzahl der 
Divisoren --- 24; eigentlich (l-s-3). (l-j-2). (1-f-i) — 1 
— 23, aber 1 wird dazu gerechnet.

Realisirung dieser Formen nach 3>. Sie sind
2030 — 1 — 3"
27 3 — 3^
2-3.2 ^3^
253.2.2 —.3'

2° —
L
2. 2
2.2. 2

5" — 4 5 °
5 — 5'
5.2 ^r5^.2^
5.2.2 —5^.2-
5. 2.2. 2 — 5'. 25

1 — 3 . 3 -^32
3 .3.2 — 32. 2^

. 2' 3» 3. 2. 2 — 3". 2^ 

.2^ 3. 3.2. 2.2 ^3^. 2^
3.2. 2.2 — 3'.25

5. 3 — 5^3*
5. 3. 2 — Z^.3^.2'
5. 3. 2. 2 — 5r. 3 l.22
5.3.2.2.2--- 5'.3'.2r



98 l. Abschnitt. Zweites Kapitel. Combiniren.

Z. 3. 3 . ^.51.32
6.3.3 2 — 5'.3-. 2* - -
6. 3. 3. 2. 2 5/. 3^. 2^

. 5.3.3.2. 2. 2 5'.3^. 2^.
Z u satz. Da die Formen der vorhergehenden Ord­

nung immer mit den Formen der nachfolgenden Ordnung 
combinirt werden, so kann man die Formen einer jeden 
Ordnung als einen Faktor betrachten und diese Divisoren 
dadurch erhallen, daß wir erstens 2^ in alle successive 
Potenzen 2°, 2^, 2^, 2^, eben so 3^ in Z-, 3',3^, und 
Z m 5^, 5' zerfallen und die Summe aller Potenzen 
von derlelben Wurzel als einen Faktor des Produktes an- 
sehen, aiiö welchem die Diviloren hervorgehen sollen, 
und in der That ist (2O-j-2^2^-j-2^)X (30-^3 ^-j-32) 
X (50-^6 allen den voriger. Combinationsformen, 
und glbt wie diese Combiuarionssormen die in der Auflö­
sung ausgestellten Divisoren.

§-
Verschiedene Aufgaben über die Combinationen.

Wenn zwei Spieler und V so um die Wette spie­
len, daß dre säiumtliche Cinlage gewinnt, wenn er 
drei unbestimmte ungleiche Felder wirft; dagegen v 
sämmtliche Cinlage gewinnt, wenn zwei gleiche und ein 
ungleiches Feld, die jedoch nicht bestimmt sind, gewor­
fen werden: wie verhält sich da die Einlage des zu der 
des L der Billigkeit gemäß?

Antwort. Wie 4:3.
Denn es gibt 120 solche Würfe von ungleichen Fel­

dern, also das Verhältniß beim Spieler wie 120:216 
-^5:9, aber beim Spieler L wie 90:216 5:12,

asi0 die Emlage des zu der des V wie —— — 4:3, 
6 5

da -V, größere Wahrscheinlichkeit hat zu gewinnen. —» 
Wie sind diese Verhältnisse gefunden worden ?
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Drittes Kapitel.

Variation.

§40. Erklärun g. Die Variation ist eine ord­
nende Operation/ welche das Permutiren und Combini- 
ren involvirr, und zwar bildet sie erst Combinationsfor­
men und permutirt dann dieselben.

Bei dieser Operation werden mehrere von einander 
getrennte Reihen von Elementen vorausgesetzt. In alle 
diese Reihen greift die Variation ein, nimmt bald aus 
dieser, bald aus jener Reihe ein Element heraus, um 
dasselbe in die Variationsform cinzucragen.

Jedoch geschieht dieses Einträgen nach einer be« 
stimmten Ordnung, so daß die erste Stelle der Form mit 
einem Elemente aus der ersten Reihe, die zweite Stelle 
in der Form mit einem Elemente aus der zweiten Reihe, 
und überhaupt die n te Stelle der Form mit einem Ele­
mente aus der n ten Reihe besetzt wird. l.

ZusaH 1. Die gegebenen Reihen von Elementen 
können entweder deren gleich viele oder ungleich viele haben. 
Für unsern Zweck genügt der Fall, wenn die Reihen 
gleich viele Elemente haben.

/I, 2,

Zusatz 2. Es mögen drei Reihen < ?

gegeben seyn. Wir können für diese Reihen einen In­
dex einführen, welcher aus den Zahlen 1, 2, 3, wie oben 
zu sehen ist, besteht, so daß durch 1 immer das erste 
Element, durch 2 das zweite und durch 3 das dritte 
einer jeden Reihe bezeichnet wird. Dadurch sind wir in 
den Stand gesetzt, aus dem Index die CombinationS- 
formen zu bilden, und zwar zur sovielten Classe, als Rei­
hen da sind, und dann diese Formen zu permutiren, zu­
letzt aber für den Index die durch ihn bezeichneten Ele­
mente in die Formen einzuführen. Soll der Index die­
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sem Zwecke genügen, so muß er zwei Bedingungen erfül­
len. Erstens muß er anzeigen, aus welcher Stelle das 
durch ihn vorgestellte Element zu nehmen ist, und diese 
Bedingung erfüllt er durch seine Stelle in der Form, 
weil die nie Stelle in der Form mit einem Elemente aus 
der n ten Relhe zu besetzen ist §. 40. Ferner zeigt der 
Index durch die Menge seiner Einheiten, überhaupt durch 
seme Größe, das wievielte Element aus der angezeigten 
Relhe genommen werden muß.

§' 41. Aufgabe. Alle Variationsformen der 
hxei Reihen (a, d, c); (ä, k, »); K, K. x darzustellen.

Auflösung. Wir führen, nachdem die Reihen 
/i, 2, 3^

unter einander gestellt worden sind, '' den In« 
j a, t, A r 
VK, x/

dcx nach Zusatz 2 ein, wie er hier erscheint 1, 2, 3. 
Hierauf bilden wir durch coordinirendes Verfahren nach 
(§. 24.) Combinationsformen zur sovielten Classe, als Rei­
hen stnd, also zur dritten Elaste, welche, da Wiederholung 
unbedingt gestattet ist, und jedes Element so oft gesetzt wer- 
den darf, bis der Grad der Elaste erreicht ist, sich so gestalten 

m permutirt, keine Permutationöform.
1t2............  121, 211
113................. 131, 311
122 .............   212, 221
123................213, 231, 321, 312, 132
133 ....... 313, 331
222...........  keine Permutationöform.
223 ........ 232, 322
233 .............   323, 332
333 ............ keine Permutationsform.

Die Anzahl der Combinationsformen muß nach §. 32., 
da hier drei unbedingt wiederholbare Elemente 1. 2. 3

i0 seyn, und da keine
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Form doppelt verkommen darf, so können wir uns zu- 
'gleich Überzeugen, ob alle Formen gehörig aufgestellt sind. 
Von diesen Formen lassen drei, in denen lauter identische 
Elemente vorkommen, keine Permuration zu, ihre Zahl 
bleibt also 3; eine, welche aus drei verschiedenen Ele­
menten besteht, läßt nach §. 16., 1. 2. 3 — 6 Ver- 
setzunSen, und die übrigen, von denen jede zwei identische 
und ein verschiedenes Element hat, lasten jede für sich 

nach §. 17. — 3 Versetzungen zu, und so ist
1. 2

die Anzahl aller Variationsformen 3-s-6-s-3.6 — 27.

Nun setzen wir für den Index die Elemente, und wir 
erhalten die Formen acld, näk, nkk. 63b, adp, 

asch, dkd, aksi, ekb, cäli,
^8?» bkli, d5^. ckli,

Beweis. Dlirch das coordinirende Verfahren 
nach §.-24. erhalten wn alle EruMnanonsformen zur 
dritten Elaste, so daß keine doppelt erscheint, und auch 
keine fehlt- durch das Verfahren nach §. 16, 17. erhal­
ten wir ste gehörig permurirt; aber aus gegebenen Ele­
menten Comoinacionsformen bilden und dieselben dann 
permutiren, heißt, nach § 40-, variircn: es sind also aus 
den gegebenen Elementen alle Variationsformen gebildet.

Zusatz 1. Nimmt man an, daß die Reihen 
s 9, k, 

gleich viele und identische Elemente haben, < a, b, c > 
(a, d, cI

so dürfen wir in den Formen des §. 41. da, wo 1 vor- 
kommt a , wo 2 vorkommt K, und wo 3 erscheint, o 
setzen, uüd wir erhalten dann:

aaa 93 permuti'rt — 1 also 33

gab also 3 yder sak),

sda, darr
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sae 3^6 permutirt —- -- 3 also 33^6 oder ane, 
1.2

--- « 363,633^

— akr^ ................—'- — 3 also Zal)^ oder adl),
1. 2

dad, bda
ado — 3^6 ...............  1,2.3 — 6 also 6adc oder abo,

S6l),eal),el)s,l)c2,i)3e
366 'ac^ ........ ^2—- --- 3 also 3 ac? oder acd» 

1.2
636, 663

'bdd d3............... — 1 also d;
1.2.3

1)dc — d^6 ..................................... 3 also 3k»^o oder lrl)6,
1.2.

dad, 6dd

l)66 dc^ ........—— 3 also 3de» oder dco, 
1.2

? - i- . - ccb, , .
666 7^: 6^ .......... ^^ — 1 — 63.

1.2.3
Zusatz 2. Multipliciern wir die Faktoren 

(a-^d-s-a). (3-s-d-^-o). (a-^b-j-c), so erhalten wir das 
Produkt 33 -s- 3 3^ -s- 3 -j- 3 3^6 -s- 6 3l)6 -s- 3 36^
-s-l)3 -s- 3l)2o -s- 3do^ -s- 63 — (3-^-b-^-6)3, nnd wir 
sehen daraus, daß die Multiplikation zusammengesetzter 
Faktoren nichts anders als Variiern sey.

§.42. Satz. Jede Multiplikation zusammenge­
setzter Faktoren ist eine Variation.

Ist ein Polynomimü mit.einem andern zu multipli­
ciren, so wird jedes einzelne Glied des Multiplikators 
mit allen Gliedern des MultiplikanduS multipbcirt. Da 
nun jeder der beiden polynomischen Faktoren in seinen 
Glieder^ eine Reihe von Elementen darstellt, so wird 
durch die Multiplikation je zweier Glieder eine Combina- 
tiouöform aus zwei Elementen gebildet, und da nicht
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nur das zweite Glied des Multiplikators mit dem ersten 
Gliede des Multiplikandus, sondern auch daö zweite 
Glied des Multiplikandus mit dem ersten des Multiplika­
tors mulripl.ctrt wird, so findet auch bei der Multiplika­
tion zweier ungleich hoher Stellen eine Permutation 
Statt; aber Comdrmrcu und Permuti, en zusammen heißt 
Barmen ; demnach ist jede Multiplikation zusammenge­
setzter Faktoren eine Variation.

Viertes Kapitel.

Anwendung der Variation auf die Bildung der 
Potenz eines Binvmiums.

§.43. Erklärung. Jede Potenz eines Bino- 
miums, das ist einer zweigliedrigen Größe, ist eil« Pro­
dukt aus gleichen, jedoch zusammengesetzten Faktoren. 
Mehrere zusammengesetzte Faktoren multtpliciren, heißt, 
nach §. 42., alle Varrationssormen aus den Gliedern der 
zusammengesetzten Faktoren bilden, zu denen jeder Fak­
tor ein Glied als ein Element hergibt.

Zusa tz. Da bei der Bildung irgend einer Potenz 
eines Vmomiums mehrere gleiche Faktoren, von denen 
jeder zwei Theile hat, unter einander multiplicier werden, 
so hat man mehrere Reihen, welche gleich viele und glei­
che Elemente haben. Für diese führen wir den Index 
4 und 2 ein und bilden nach §. 24. aus diesem Index 
alle Combinationsformen zur so vielten Classe, als Rechen 
oder zusammengesetzte Faktoren gegeben sind, und per- 
mutiren dann die Elemente in den einzelnen Combina- 
tionsformen.

Ansatz 2. Die Elemente hängen in den einzelnen 
Combinationsformen durch Multiplikation zusammen; 
dle Formen sind demnach Produkte; und da einerlei Fak­
toren in veränderter Ordnung einerlei Produkte geben, 
so wird das Permumen, welches an jeder Combinatrous-
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form vorgenommen wird, solche Formen hervorbringen, 
die sich blos durch die Stellung der Elemente von einan­
der unterscheiden, und die demnach identische Produkte 
sind, denn ake aal, cab cka — des — dac; 
daher zeigt die Permutationszahl blos an, wie oft ein und 
dieselbe Form als Produkt zu nehmen ist.

§. 44. Satz. Die PermutationSzahl einer Form 
bei der Bildung irgend einer Potenz eines Binomiums 
ist ein Coefsizient dieser Form.

Beweis. Die PermutationSzahl zeigt an, wie 
oft eine Form als ein und dasselbe Produkt, nur mit ver­
änderter Stellung der Faktoren, zu setzen ist, dasselbe 
zeigt aber auch jeder Coesfizienc an, also ist die Permuta^ 
tionözahl ein Coefsizient.

Zusa H. Bei der Bildung einer Potenz eines Bi- 
nomiumö heißt dieser Coefsizient Binomialcoeffizient.

§. 4Z. Aufgabe. Die allgemeine Form einer 
jeden Potenz eines Binomiums aufzustellen.

Auflösung. Ist a-s- ft) das Vinomium und n 
der Exponent, zu dessen Potenz (a-^-K) zu erheben ist, 

ii—2
i n, n u—i, , . n.(n—1) a .sotst(a-s-b) ^a-4-—.a b'-i-—-------—

4 ' 1. r

. n. (ri— 4). (n — 2). l)Z

4. 2. 3
, n. (n — 1). (n—2). (n —3). a"
" 1. 2. 3. 4

4. 2. 3 ................r

Beweis. Da (a-s-d)" nichts anders ist, als 
ein Produkt aus n solchen gleichen Faktoren wie (a-f-b), 
schaben wir alle VariationSformen zur nten Classe zu 
Men. Wir haben demnach n solche identische Rei-
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a-s-d ß
hen? und führen für diese Reihen den Index 

» a-j-d /

L und 2 ein, und nun werden die Formen nach dem in 
§. 24. angeführten coordinireüden Verfahren gebildet, 
indem wir Formen zur nren Classe bilden, da es n Rei­
hen gibt, und von der niedrigsten Form, welche n Ele­
mente, und zwar die niedrigsten, enthält, dadurch zu eurer 
nächst höheren Form aussteigen, daß wir das Element 
in der letzten Stelle hinauswerfen und dgfür ein nächst 
höheres setzen. Dre niedrigste Form hat also lauter Ele­
mente der er sten Arr, da es hier nur zwei Arten von Ele­
menten gibt, a und k, also lauter a, und zwar so oft ge­
setzt, als der chrad der Elaste anzeigt. Diese niedrigste 
Form lst demnach 1.1.1.1.... n mal oder a. a. a.... n mal 

wenn wir für den Index 1 das durch ihn be­
zeichnete Element a setzen. Jede folgende Form verliert 
ein Cement der ersten Art und bekommt dafür ein Ele­
ment der zweiten Art, so daß zwar immer n Elemente 
sich in ver Form befinden, aber jede folgende Form von 
der vorhergehenden sich dadurch unterscheidet, daß sie ein 
Element der ersten Art weniger und eins der zweiten Art 
mehr hat; die folgende Form ist also a" die dritte 

ist a" die vierte a" und die erste Form nach 
der anfänglichen, die erste also nicht mitgerechnet, ist 

ab.

Die Permutationszahlen sind nach §. 19. Aufgabe 9. 
vona^k — -

von a b-
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n—3 n. (n—1). (n—2)
von a — —--------- -- -- ------

1. 2. 3
vana^'b«

1- 2. Z 4
von a"-"b' — "<"-0 (n-2)

1. 2. 3.......................

Demnach ist (a-s-b) — -s- —.
1

1. 2 1. 2- 3
, r». (n—1). (n—2)....(n—r-s-1).

1. 2. 3 ....... . r
Zusatz. Der Bequemlichkeit wegen hat man für 

die Binomialcoeffizienten eine eigene Bezeichnung ringe- 
führt, den Buchstaben B, welcher über sich die Stellen« 
zahl (Index) und vor sich den Exponenten der Potenz 

führt, so daß

"B — —2).
.7 1.23 '

"B --- 2). (n—Z) .... (n - r-s-1)
1.2.3.............  r

Jeder dieser Binomialcoeffizienten zeigt an, daß der 
ihm vorgessHte Exponent so oft als Faktor, jedoch succes­
siv, um i kleiner zu setzen sey, als sein Index anzcigt, und 
daß dies Produkt durch eine Reihe von Faktoren dwidirt 
werden müsse, die mit dem Faktor 1 beginnt und mit 
dem Index schließt.

Beispiel. 1. 0-s-d)5 — aZ-s-z4b
1

-l- -l- a?d3 -s- ^^2 ^4
' 1.2 1.2.3 12.3.4

5.4. 3.2.1 ---------------- aob5
L.2.3.4.5
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asto — a5-s-Za4b -s- ioa3 6^-s- 10a^6^
-s- 5 ab4 -s- 65.

Beispiel 2.

(8-s- 2)4 84 -I- 83. 2 -s- 8^, 2^

(8 4- 2)4 4096 -^- 4. 512. 2 -s- 6. 64. 4 -s- 4.8.8
-s- 16.

r^: 4096 -s- 4096 -s- 1536 -s- 256 -s- 16.
— 4096

4096
1536

256 ' . -
16

(6-j-r)4 10000 -

Zusatz. Aus der Entwickelung der Potenz sehen 
wir, daß die Anzahl der Glieder um 1 größer sey, als 
der Exponent Einheiten hat; daß ferner diePotenzen des 
ersten Theils successiv abdie des zweiten Theils aber 
zunehmen.

§. 46. Satz. Wenn ein Binomium zur nten 
Potenz erhoben wird, so wird der (n-s-i)te Coeffizient, 
— 0, und dre Reihe ist begrenzt.

Bewe i s. Da keine Potenz, weder des ersten, noch 
des zweiten Theiles, weder von a noch 6 — o werden 
kann, so muß ein Coeffizienr — o werden, wenn die 
Reihe abbrechen soll ; eö sey dies der x te Coeffizient, 

also "B-o, " (->-2).("'3)-("p 4-0
1. 2. 3. 4 . . . . . x

tO; multiplicivt man beiderseits mit dem Nenner, so 
'st ,-rner n. ci>-i>(n-2>(n-3....(v-i>4-l) — 0; 
oivtdirt man beiderseits durch ein Produkt aus allen Fak­
toren bis auf den letzten r»>—^-s-1, so ist i 0 ; 
daraus folgt n-s-i ^x ;. also der n-^-ite Coeffizient 
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ist 0; es ist daher B — B — 0 / und wirklich 
iii — (^'2).(n-Z).(n-4)....n-n-i-s-i
' I. 2. 3.4. .5 .^7777^7r^

— 0 oder »-("-p- (n^2). ("-»). <n - 4).-.'x» 

1. 2. 3. 4. 6.................. r
— o; denn wenn ein Faktor Null ist, st> ist das 
ganze Produkt — Null.

Besondere Beziehungen, welche zwischen de» 
Binomialcoeffizienten Stall finden.

§. 47. Satz. Zwei auf einander folgende Coefst- 
zienten einer Binomialporenz, welche eine Binomtalreihe 
heißen mag, geben, zusammen addirt, einen Coefstzjente« 
einer und einen Grad höheren Reihe, und zwar den so- 
vielten in dieser höheren Reihe, als der letzte der beiden 
addirten in seiner Reihe ist; in Zeichen:

Beweis.
" B — N' (n—2). (n—3) .... n - r-s-1

1. 2. 3. 4 .. ................. ..  r
"B*- 2).(n -3).... n - r

1. 2. 3. 4 ......... i. r-s-1* 
Brüche bringen wir dadurch auf gleichen Nenner, daß 
wir Zähler und Nenner des ersten Bruches mit (r-s- 1) 
rnultipliciren, dann die Brüche addiren und die gemtln« 
schaftlichen Faktoren herausheben; es ist dann ferner 

(ri-s-4). (n-s-2). (n -s- Z) .... (n — r-s- 4). r -s- 1
4. 2. 4. 4 ... ................... r. r^s-2

, n. (n — 4). (n — 2). (n — 3) . i r 
' 4.2.3 4..................    r. r-^4

2) (n-3)... (n-r-s-i) i n
L 4. 2. 3. 4..............  r 4

v. (n—4>-(n—2). (n-3)....(p - r-s-l).(n-s-4)

4. . 2. 3. 4 .... -........ ... r-s-L
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O-s-i).n. (n-1). (n—2)....n- r-s-1
1. 2. 3 .......... r. r-s-4

N71
B;

denn der erste Faktor im Zähler ist der Exponent der Po­
tenz, und der höchste Faktor im Nenner tst der Index 
des Coefstzienten.

Beispiel. -B—^2; -B --2^-^; 
ir.s i.r.3.4'

. 5. 4. 3es ist also — -
5.4.3. 2
1.2. 3.4

5^3—, ^_^2^ --
L.2.3.4 4.23.4

5.4. 3.2 ,5. 4. 3. 2
1. 2. 3.4^ 1.2.3.4

4
--- ^B; also

344
5B -s- ZB 6^.

§ 48. Saß. Zwei Blnomiaicoesfizienten, welche 
gleich wen vom Anfa.rge und vorn Cnde abstehen, stnd 
einanver gleich.

Beweis. Nennen wir den einen Coefstzienten 
nach dem anfänglichen der rten, und den gletchweit vom 
Ende absteherrden den s»ten, so muß, wenn wir die Reihe 
rückwärts lesen, der Index p — r seyn, da beide Cocfsi. 
zienten gleichweit von ihren Enden abstehen sollen. Nun

ist "B(n-2). (n—3).. . (n- p-s-i) 
1. 2. 3. 4.p ,

. ir. (n l)« (^r 2) (n—3)«... 14—— r —s- i
2. Z.......... r - da

p - ist, so ist nLn^1-Ln-2).(n-3)sr>-^0 
1. 2. Z. 4......................... .

— ». (n—1> (N—2). (->—Z)
4. 2. 3. 4 .......... Tzi /

"B -- "B.

Zusatz. Dies bringt bei der Berechnung einer 
Binvmialpotenz d»n Vortheil, daß, wenn man in der 
Emwiaxlung der Coefstzienten über die Hälfte der Reihe 
hinaus ist, sie folgenden Coefstzienten dieselben stnd, nur 

D 
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rückwärts genommen, und daher brauchen die folgenden 
Coesfnientcn nicht berechnet, sondern bloß abgeschrieben 
zu werden. Hat die Porenz einen ungeraden Exponenten, 
so hat die Ginomralrethe eine gerade Anzahl von Gliedern 
und es gibt dann in der Mute zwei gleiche auf einander 
folgende Coeffizjenten; bei einer geraden Potenz aber ist 
die Anzahl der Glieder ungerade, und cS -gibt dann in der 
Mitte der Reihe einen höchsten Exponenten, wie folgen­
de zwei Beispiele zeigen.
I. (a-s-6)9 a9 -s- 9a^6 -s- 36a76^ -s- 84^63

-s- 126asb4 -s- 126a4k5 -f- tz4a36^ -s- 36^67 
-s- 9 a68 -s- 1)9.

II. (a — 6)^ — a8 -s- tza7.—6 -s- 28
-s- 56 a5. (—6)3-s-70a4.(-6)4 -s-Z6a3.(—6)5
-s- 28a2.(—d)ü -s- 8a.(—6)7 -s- 68.

Zusatz 2. Da alle ungerade Potenzen einer nega­
tiven Wurzel negativ sind, so sind, wenn ein Theil eines 
Binomiums negativ ist, jene Glieder der Binomialreihe 
negativ, in denen eine ungerade Potenz dieses negativen 
Gliedes als Faktor vorkommt.

§. 49. Satz. Alle Binomialcoefsizienten einer 
Binomialreihe mit einem ganzen positiven Exponenten 
sind zusammengenommen einer gleich hohen Potenz der 
Zahl 2 gleich; in Zeichen:

........... 2°.

Beweis, (a-s-6)" a" -j- "B. a"—^6*

-f- "B. °B. ^'^63 .... -s- "B. a°6",

setzen wir nun a — 4. und 6^1, jo sind alle Potenzen 
von a und 6 — i; also auch (i -s-l)^

i "B -s- "B -t- "B .... da mm "B 
(n—1)- (^^2) .... X (r>— n-s-i)

1. 2. 3. 4 ... ..................... n *
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§. .50. Satz. Jeder Binomialcoefstzient mit sei­
nem Index mulnplicirt, ist gleich dem vorhergehenden 
Eoefstzienten, wenn dieser mit der Differenz aus dem Ex­
ponenten und semer Stellenzahl multiplicirt wird; in 

Zeichen: r. " B — " B (n — r -j-1).

Beweis.
n__n. (n- 1). (n-2). (n 3)....(n-r-s-2). (n-r-s-1)

1. 2. 3 ....... (r— 1). r 
l)(n—2).(n- 3)....(n - r-^-2)

der zweite Coefstzient ganz in dem ersten enthalten ist, 
indem alle Faktoren bis auf (n — r-s-i) darin enthalten 

sind, so ist "B - daher ist

r. "B — "B^'sn—

Anmerkung. Dieser Satz wird in der Folge oft 
vorkommen und ist daher wohl zu merken.

5 4
Beispiel. 5. »B — ^B. (8 — 4); denn 

8B — 8^^-^ und 5. 8B ---
1. 2. 3. 4. 5 1. 2. 3. 4. 6 '

(8—4) »L — ; «S ist aber 0'
S. 2. 3. 4 12.Z. 4

— daher ist auch 5. »B — »B(s-4).

Zusatz. Da r. "B -- —r^-4)ist, si,

ist auch B — B. , und wir sind dadurch

im Stande, aus jedem vorhergehenden Coeffizienten den 
Nachfolgenden, also aus einem alle übrige zu entwickeln, 
wenn wir den vorhergehenden bereits bekannten Eoefst- 
zienten mit der Differenz aus dem Exponenten der Po-

D 2 
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tenz und der Stellenzahl multipliciren, und das Produkt 
daraus durch die Stellenzahl des gesuchten nachfolgenden 
dividiren. Z. B- Der erste Coessizient der Blnomial- 
Potenz (n-s-b)9 — a9 -j- 9 ist 9, seine Stel°
lenzahl — 1; es ist also der zweite Coeffizient, ver­

möge der Formel — 36; der dritte

36^9-2) , servierte 126,

wie es im Beispiele I. des §. 48. Zusatz wirklich der 
Fall ist.

Eine für künftige Säße höchst wichtige Beziehung 
zwischen Binomialcoefstzienten von verschiedenen Bino- 
nualreihen spricht nachfolgender Saß aus:

§. 51. Saß. Jeder Binomialcoefsicient irgend 
einer Vinomialreihe ist gleich der Summe aller Cocfsi- 
zienten von einem um 1 niedrigeren Index aus allen 
successiv niederen Binomialreihen; in Zeichen:

Beweis. Nach H. 47. ist

"B — 
—

n—1

-0

„'st 
B

n—"
B,

n

rc.
17 t. 
B

Setzt man Gleiches für Gleiches, so ist auch

n—2 . n—z

es ist aber'B

^(r-0. (e-Ä 1, ,,„d
1. 2. 3 . .. ..(r—1). r
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' r. (r— 1)- (r—2). (r—3),...r—(r-s-l)-s-l o.
1. 2. 3 .. . . .. . . r.^r-s-4 '

denn 2)- (r- Z) .... r —(r-j-1) ^-1
4. 2. 3 ......... r. r-s- 4

_ r. (r—1). (r—2). (r—3 .... (1 — r—l-s-l)
1. 2. 3 ........ r. i-s- 1 

denn ist ein Faktor Null , so' ist es auch das ganze Pro­
dukt; daher ist endlich auch

3 uiatz. Dem Bewiesenen zu Folge ist nun

-s- -s- -s-
3 2 2 i^

Entwickeln wir diese Coefsiziertten, so ist —

n—1 1 n—2. , n—3 , n—4 , W-.I
nach §.145. Zusatz "B - und

1. 2
II—4 n —— 1 n—y n.'B-—" 'B^^--^ist.

1 1
(n-2) (n —1). sn —2)

4. 2. A 1. 2
(n — 2). (n —3) . . (n —3. (n —4)

1. 2 ' 4. 2
(n—4^--2) «ach Z. 45. Zusatz



Z4 I. Abschnitt. Viertes Kapitel.

"B - ^^^und

2 (n - 2). (n—3)
B --r - -------- - -------------

1.2.,
ist rc.

Ferner
1. 2. 3. 4

(n —l).(n- 2).(n—Z) . (n— 2).(n—3). (n—4)
1. 2. 3 ' 1. 2. 3

.... ^ ^Eil nach §. 4Z.
' 1.2.3 '

Zusatz "B - (»--2>L^3), und
1. 2. 3. 4

""B - c»-o- c°-2> (»-a)
1. 2. 3

Endlich allgemein
1. 2. 3 ...... r

__ (n — 1). (n — 2). (n — 3) .... ln — r-s- 1)
1. 2. 3 . . ..............."r — 1

, (n—2). (n — 3). (n —4) .... (n —r) 
1.2.3....  .... ...

i (n 3).(n-4).(n-5).(n-6)....(n-r-^) , 
' 1. 2. 3............. .. r—1 -'"'s- »

Es sey n 8, so erhalten wir tstenö 
- s- . 1.2

_ 7, 6, 6,4, 3 , 2 . , . 
— —-f- — -s- — -s- —s- —!— -s- 1 oder 
11111'1 '

28^: 7-^6-s-5-s-4-s-3-^-2-s-i; welches die 
Summe der natürlichen Zahlen ist.

2tens ^2 - u- S22 4- 1^2 
4-2.3 4. 2 4. 2 4.2 4. 2
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oder 56 21-^-15-i-10-s-6-^-Z-1-1,

welche späterhin unter dem Namen der Triangularzahlen 
Vorkommen werden.

3-euS -t-
4. 2. 3.4 4.2.3 4.2.3 4.2.S

— -t- oder 70 35 -t- 20 -s- i0-l-4-s-1,
1.2.3 ' 1.2.3 ' I ,
welche Zohlen auch später unter dem Namen der Pyrami­
dalzahlen vorkommen werden.

H. 52. Willkürlicher Sah.
n Z

Es soll künftig unter dem Zeichen B immer 1, 
n—1

und unter V immer Null verstanden werden; also 
i ,

B — o, weil in der That der Coefstzient des ersten 
Gliedes §. 45. — 1, und der Coefstzient vor dem ersten 

i
Gliede also der B gar nicht exisiirt, also o zu 
setzen ist.

53. Sah. Wcrm man das Produkt zweier 
Binomialcoefstzienten aus verschiedenen Binomialreihcn 
mit der Summe ihrer Zeiger multiplicirt, so ist das Pro» 
dukt daraus gleich der Summe zweier Produkte, von 
denen jedes zwei Faktoren hat, den nächst vorgergehenden 
Coefstzienten der einen Reihe, die Differenz aus dem 
Exponenten und seinem Index und den andern Coeffizien« 

n — 3 „ >
ten der andern Reihe; in Zeichen: n. B. B 

n—4 Z 1 n 3
— 'L. («—»-^-4) ^B-s^L. (/Z-2). °B.

„n—3 „ n—4
Beweis. Es jst (n-3). B — B. (a-n-l-4) 

§-So, also auch (n-3).B. B —B. B. (a-n-s-4) 

eben so ist Z. — ''B. (I -2), daher auch

3. ^B B — (^ — 2). B; addirt man Glki-
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n—3 3
ches zu Gleichen, so ist ferner n — 3 B. B 

3 ri—3 o 3 n—4
-s- 3. B — B. (« —v->-4)

4- 'B. (/Z-2) oder (->-34-3). B.

— B. B. (er — n-^-4) 4" *B. (-3— 2)
n—3 ^,3 »3 n—4

oder n. "B. °B. («—^4-4)
n—3„ 2

4- "B. (-3—2).
, 3 2 2 2

Beispiel. Z. 4B. -- 4B. (4—2).
1 3 3 2 o

4- (6—1). 4B; denn es ist 4B — -— 4,
4.2.3

2 2 4. 3 6. 5 2
4B. (4—2). 6B -- — X 2. " 180 6B

6-5 .1^ ^3 6 4.3.2
— — 1Z, ^B.(ü—-^5. ^2 — 120

also 5. 4. 1S 180 4- 120, das ist 300 — 300.
Erlauterungssatz. Die Variation setzt uns 

in den Stand, Produkte aus polynomischen Faktoren 
zu bilden, welche nach Potenzen einer Hauptgröße fort­
schreiten, und wir können darüber folgenden Satz auf­
stellen.

§. 34. Saß. Das Produkt zweier polynomischen 
Faktoren, deren Glieder nach Potenzen einer Haupt­
größe fortschrelten, ist eine polynomische Größe von der­
selben Form; in Zeichen:

(b^xo 4- 4" 6^ -s- K4x4.... d"x")

X (a^x" 4" 4" r^x? 4" a^x^ 4" n4x4.... s^x")

1 4" 4" 6!x3 4" ..... I§x".

Beweis. Da die Glieder eines jeden polynomi­
schen Faktors nach Potenzen der Hauplgroße oc sort- 
schreicen, „denn diesen Namen kann die unbekannte, in 
anen Gliedern als Faktor vorkommende Größe führen,"
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so können wir als Index für die Glieder beider Reihen 
die Exponenten der Hauptgröße selbst entführen, und aus 
diesem Index alle Varlatlonsformen bilden. Wird nun 
das rte Glied des Produktes nach dem anfänglichen ver­
langt, denn unter dem rten kann jeoes andere verstanden 
werden, so müssen alle jene Glieder unter einander mul- 
tipllcirt werden, deren Indizes zusammen r geben, weil 
dadurch Produkte hervorgehen, welche die rte Potenz der 
Hauptgroße fuhren, und daher als gleichartige Glieder 
in eme Summe vereinigt werden können; denn Glieder, 
welche vieseloe Potenz der Hauptgröße führen, sind gleich­
artig, ihre Coesfizienten und Zeichen mögen wie immer 
beschaffen seyn

Da nach H. 42. Multipliciern nichts anders als 
Variiren ist, so bilden wir, da es nur zwel Faktoren, 
also zwei Reihen von Elementen gibt, Combinatwnsfor- 
men zur zweiten Classe, welche dann permurirt werden; 
jedoch stellen wir nur jene Elemente des Index zusam­
men , welche die Summe r geben. Denn da die unter 
dem Index vorgestellten Elemente einer Form nichts an­
ders als Faktoren sind, die Form aber das Produkt ist, 
so werden durch dies Zusammenstellen solcher Elemente, 
deren Indices zusammen die Summe r geben, in der 
That solche zwei Glieder immer unter einander mulripli- 
cirt, deren Produkt die vte Potenz der Hauptgröße führt. 
Diese Formen zur Summe r sind sammt ihren Per- 
Mutationen 0. r und v. t), 1. r—1 und r—1. r, 
2. r — 2 und r — 2. 2 :c. Sehen wir statt des Index 
die durch ihn bezeichneten Elemente, so erhalten wir: 
ao xo. b* x* — l/ x*, weil 2 und x^ — 1

, I 1 r—1 r—1 I 1 r—1 rn'x'. b X —X
1 r— 2 r—2 1 r—2 r6^ x?. 0 x X

n^x^'d^x- —
<i ^x' d'xk —
/ X d°x° — / x'
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und das rte Glied nach dem anfänglichen/ wenn wir es 
durch bezeichnen, ist: R. — si/ -s- -st- 22^-2

I 3 . r—2,r , r—1, I- r-s- .... -s-kt v-s-2
Nun zeigt ferner der Exponent der Hauptgröße an, 

Das wievielte Glied nach dem anfänglichen aufgestellt wor­
den ist; da nun unter r alle mögliche ganze Zahlen 
vorgestellt werden können, so kann unter x' die Potenz 
der Hauptgröße eines jeden Gliedes vorgestellt werden, 
und setzen wir successiv r o, e — 1, r 2, r 3, 
r — 4 re., so erhalten wir das erste, zweite, dritte 
Glied und so fort. Bezeichnen wir die Summe aller 
Partialprodukte für den ersten Coefsizlenten durch ^4, für 
den zweiten durch k, für den dritten durch 6 , so ist das 
Produkt 1 -j- ^.x -st- Lx^ -s- 6x3 -st. Dx4 -s- LxZ........  
I4x^ von derselben Form, wie jeder polynomische Faktor.

Zusatz. Aus dem Beweise ergibt sich ein mecha­
nisches Verfahren, jeden Coefsizienten des Produktes zu 
bestimmen: Man schreibe alle Glieder des einen Fak­
tors vorn verlangten, das ist, dem rten bis zum nullten 
oder ersten, und setze darunter die Glieder des andern 
Faktors vom nullten bis zum rten so, daß immer zwei 
Glieder unter einander stehen, deren Indices gleich sind 
dem Index des verlangten; sollten einige Glieder in 
einem Faktor fehlen und Sprünge in dem Exponenten 
der Hauptgrößc vorkommen, so führe man diese Glieder 
mit dem Coefsizienten Null ein; hierauf multiplicire man 
die unter einander stehenden Glieder; die Summe aller 
daraus entstehenden Partialprodukte ist der Coefsizicnt des 
verlangten Gliedes.

Beispi el 1. Von dem Produkte der beiden Fak­
toren (1 -s- 6 X -s- 15 X- -s- 20 x3 -st- 15 x4 -st- 6 x5). 
(1 -st- 7x -s- 21x? -st- 35 x3 -st- 35 x4 -j- 21x5 -j- 7x^) 
soll der Coeffizient des fünften Gliedes gesunden werden. 
Er ist nach dieser Regel -st- ! 6,

11, 7,21,00/30,21) 
— (6 -j- 105 -st- 420 -s- 52 5 -s- 210-s-21). XZ --1287 x5.
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Der Coefstzient des zehnten Gliedes ist:
, / 6x.<, 1^x4)^ —231^0.
' ^21x5, 7x^j '

Beispiel 2. Von (1-s-3x-s-9x4). 
(l-s-2x-s-8x3-s-7x4) soll der Coefstzient des vierten 
Gin-oes gesucht werden. Er ist

, j9, 0,5/3. 1) x4 (9-s-0-s-0-s-24-s-7) x4 
) 1, 2, 0, 8, 7 j ' '

^40x4.
§. 5s. Satz. Wenn zwei Binomialreihen 

0 2 3
(l-s-x)" — ("BxO -s- Bx^ -s- "Bx2-si-"Bx3-j-....

-s- "Bx ) und (1-^-x) --- -s-^Bx?

. g 3 . , 6 ° .. .
-s- Bx3 -s- ..... -s- X ) Mit einander multiplicirt 
werden, so geben ste eine Binomialreihe von derjelben 
Form, in der jeder Binomialcoesstzlent sich aus derSum« 
nie der Exponenten so bildet, wie jeder Coefstzient 
in der zu mulnplicirenden Reihe sich aus seinem Exponenten 
o oder /Z gebildet hat; in Zeichen: Es ist der r te Coef- 
stzlenc des Produktes
— 1) («-s-/Z—2) (cr-s-/Z—Z)

r / - — .
Beweis. I. Es ist nach §. 54. Zusatz das ite 

Glied des Produktes aus beiden Reihen

-t- B. B. B-i- B.

-i- -i- "B '"B. "B) x'. Ferner
ist nach §.53.

1) r. B. — B (er—

0 /» 1
nach §. 52. 1 und B -- o.
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L) B. B. («—r-^2).
K 0 ^—1 /, 1 r—— 2

4- c^-a). "B - ^B. "B. (a-r-s-r)
—1

F» 2 x-—A 2
S) r. "B. - 'B. (a-r4-3).

r—Z - 3 r—4 » 3 '
4) r. B. — "B. («-r4-4).

; 6 " „ r—3
4- B. (/Z-r). B

r—1 1 r—2 1 o «r—L
I. B. B—B. (/; - r-^-2). B 4- B. («- o)? B 

, 1 „r—2 ^r—1
' -- B. (^—r-i-2) -j- «.

r. ^V.'B — (^r—r-I-o. B
4- 'B. («4-1). "ä — 14-1).

Es ist demnach: 
r 0 r—1 - 1 r—2 - 2

r. ^B.^B 4- B. 4- .B.
4-°'Ä ?V.../B.' °B 4- 'B4-"B- 'V^.
^r—1

--- B. (<r— 
r—1 - 1 r—^2

4-'B.-3-1-^B. "B.(a —r4-2)
4-/B. o 

r—3^. 2 '
4-"B. ^B(a-^-r4-3)..., 
4-'B?B. (/; —r)....>c.
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- —r-s-1)
i —3 2 „r—4-t- B. ^B......-t-^BZ 

wenn man die Glieder, welche gleiche 'Faktoren bei sich 
haben, addirt.

Da die erste Seite der Gleichung in seinen Glie­
dern der Coefsizient des rten Gliedes ist aus dem Pro­
dukte der beiden Binomialreihen, so ist die andere Seite 
der Gleichung der r—Ite Coefsizient, multiplicier mit 
der Differenz auö dem Exponenten («-f-A) und der 
Stellenzahl r — 4 ; eü gehört also dieser r— 4 te Bino- 
mialcoessizient zu einer Binomialreihe der Potenz cr-s-A 

und wir können ihn durch bezeichnen, und dem 
zu Folge tst:

Nun ist nach §.53. —4)
^L'(cr-!-^-r-s-2); also auch

B? —r-s-3)
alfo auch

r— 2 und so fort; endlich auch
» r—m

B (r — rn-s-i) — B. (cr-s-/3—r-s-in) und 

— r-s-m)
r — m-s-4

1 dl ch^^E man Gleiches für Gleiches, so erhalten wir



62 l Abschnitt. Viertes Kapitel.

r *"-1 6 1 r—2 - 2
III. -s- B. B -s- "B.

4- ->
__ t-s-i) (cr-^Z^-2) (tt-s-/3 r-s-Z) cc-^-/6-i-s-m 

r r I r— 2 " r - m-s-i
welches in der That der rre Binonnalcoefsizient des Pro­

duktes aus beiden Binomialreihen, also — ist; 
denn wir dürfen nur rri r fetzen, um den rten Coeffi- 
zienten zu haben, und es ist dann, wenn wir die erste 
Seite der Gleichung der Kürze wegen mit II bezeichnen: 
p _ (a-s-/Z r^-l) (a-s-/Z-r-j-r) (»-s-/?- r-^Z)

r r— Irr " 1
da nach §. 45. Zusatz °^B

- (-^-«,(«^-0 (a^- 3) ka^ - r-^1)
I 2,3 4 r

ist. Der eben aufgestellte Satz hat demnach seine Rich­
tigkeit, da unter dem rten Coeffizienten jeder Cyelstzient 
vorgestellt werden kann, wenn wir r i, r — 2, 
r 3 rc. setzen.

Zusatz i. Um für r —i, r—2, r — 3 rc. 
die auf einander folgenden Binomialcoefsiztenten zu erpal- 
ten, dürfen wir nur die am Anfänge des Beweises auf­
gestellten Gleichungen addiren, und zwar zuerst Nr. 1 
und 2; dann Nr. I, 2 und 3; dann Nr. 1, 2, 3 und 4, 
und so fort. Es ergeben sich dadurch folgende Glei­
chungen :

r "0 r—1 1 r—1
1) r) s'B. B. — (a-l-B—

4-(a —r-I-2) "B.

also "B -s- "B?
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2) lr. s's 4- 4-
— (»4-S-r4-i). s'B'4-

4-(« —14-2)'B. ^B

- r r-—l ' 1 r—2 - 2
also s B -s- 'B. 4- "B.

' r
I) s'B 4- "L 4- 'B.^B 4-

- s'B 4- B. 4- °B. "Bs

. («—r-i-4) ,r—4^ 3

rc.

Man setze nun r i, so ist:

I. "B-s-?B —aus Nr. i. weil^B-^l "V 
i

-l—1 0 r—2 1—2 —1
'B^'B^'B^onach

§. 52., also auch ---------- -- ----- B. — o >si.c r '
Für r 2 ist:'

II. ' B 4- ° B. 4- 'B 4- "M,

1 1oder wenn man für "B -^B den Werth aus Nr. I.

setz«, ist 'B 4- 'B. "B 4-

(^->-^) («-s-/Z— i) -

' 2 '
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Für r 3 ist:

III. °B 4- 'B. 4- "B.

— "B. -^- ''W

(«-^S 2) (a-^-/Z—1) (a-^-/L) 
............. - -—-—. ----- —-

3 2 1
rc.

Zusatz 2. Dasselbe erhalten wir auch aus der 
Gleichung für den rten Eoessiziencen in Nr-..III. des 
Beweises, wenn wir nur bei den verschiedenen Werthen 
von r in den Faktoren da abbrechen, wo im Nenner ein 
Werth 0 erscheint; denn der höchste Faktor im Neu- 
ner ist ja nach §. 45. Zusatz der Index, ist also irgend- 
wo ein Faktor im Nenner — Null, so ist dies der Coef.

o
stzient 1, weil B 1 ist. Z. B. Es sey r 3, so 
ist aus der Gleichung Nr. III. des Beweises

s"B 4- "B. 4- "B. 4 ^B^
(cr-j-B—2) («4-^—1) («4-A 3-^.4)

3 ' 3—I ' 3—2* 3—3
_ («4-/^—2) (K-s-/Z—1) «-s-^4-1

3 * 2 * 4 * 0

aber — I, weil der Index 0 zum Coeffizien-

ten I gehört; also "B -s- B. -> B. ^B -s- 
— («^—2) («-s-/Z—1)

3 ' 2'l*

Zusatz 3. 2luch sieht man dadurch deutlich, aus 
welchen Binomialcoeffizrenten, und wie sich jeder Bino- 
mialcoefsiztent des Produktes zusammen jetze. Z. B. 
Es sey die eine Reihe der 4ren, die andere der 6ken Po­
tenz, welche unter einander multiplicier werden sonen, und 
es soll der 4te Binomlalcoefsszient. des Produktes geftia-
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4 3 1 2 2
den werden, so erhalten wir 4B -j- -j- ^V.

13 4
-s-4B. -s-

(^^6 — 1) (4-s-6—2) (4-s-6— 3)
1'2'2' 4 *

4.2. 3. 4 '
, 6. 5. 4. 3

4. 3.2 , 4^3 6^5 . 4 6.5.4
1. 2.3' 1 1.2' 4.2 4' IH 

oder auch 4-j-4. 6
1 2 3 4 '

-j- 6. 15 -j- 20. 4 -i- 45 210 ober Lio -- 210;
und in der That ist r°B ^^^7^ 210.

Zusatz 4. Multiplicirt man zwei andere Bino- 
mialreihen, eine der Potenz die andere der Potenz ö, 
so geben diese wieder eine Reihe, in der sich jeder Coef« 
fizient aus (?-s-ö) bildet; werden nun solche zwei Rei­
hen, eine der Potenz O-s-F), die andere der Potenz 

multiplicirt, so bekommt man eine Reihe von 
Derselben Form, in der sich jeder Coeffizienr aus 

bildet. Dasselbe fände statt, wenn n 
Reihen von verschiedenen Potenzen unter einander multi­
plicirt würden, deren Exponenten «, A 8, L, 
wären; der rte Binomialcoeffizient eines solchen Produk- 

tes B. Sind alle diese Exponenten
unter einander gleich /Z — — 6 — c—

r
so ist der rte Binomialcoeffizient

Iwr (n«- 4) (riae-2) (na-3) (r»LL 4) (ncr-r-s-1).
4 ' 2 ' 3 ' 4 * 5^^ ' r 

z. B. f(l-s-x)Z/ — f4 4-5x-s-10x2-s-40x3^-5x4-s-x5^ 
der dritte Coeffizient dieser Potenz ist
s.4^ 5^4 (4. 5 —1) (4.5—2) 20 19 18

4 * 2 ' 3 ""4/2'3
r-: 4440.

E
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Fünftes Kapitel, 

Anwendung des Binomialsatzes auf gebrochene 
und negative Exponenten.

— i 15
66. Satz. (1-i-x)'^ —

— 3 — 4 r
-j- "»BxZ -I- »'Bx4.......... ^Bx.

Beweis, 
müssen sie auch,

Resultate geben.

Sollen beide Ausdrücke gleich seyn, so 
zu gleichen Potenzen erhoben, gleiche 

- --- < IN
n --

Es muß also auch
— 1 — 2 — 3 — r

— si -s- ^Bx -t- Bx^ -s- "" BxZ.... Bx
Daraus folgt nach Zusatz 4. des §.35. (i-j-x)

n IN . n IN n IN n IN—, — 1 ----— 2 —> — 3 —. — x
— "B-i-...-^ "Bx

4 2 3 r
— i-s-^Vx-j--s-^Bx3....'Bx . Es ist 

1 4 2
aber *Bx x, >Bx^ —---------- —. x^ o;

1 12
also ist auch (t-j-x) 1 1. x -s- o. x^ 1-j-xz

s 4
denn alle übrige Coeffizienten ^BxZ, ^Bx4 sind^-o. 

n n
Dem zu Folge muß auch (1-ss-x)*" --- 1 -j-

n 2 5.3 55»
4- Bx- 4- Bx-.... >° Bx' seyn.

§. 67. Satz. (1-s-x)

"2 n —
"BX-4- '"BX-,.,.4-

— 1

n 
^Bx".



Anwendung des Vinomialsaßes rc. 67
— m

- - 7 . ^n- . '

Beweis, ^,(l-s-x)
__ i^2 - —Z

-s- '"Bx- -s- "BxZ.... "; denn
sind diele Ausdrücke im Lehrsätze gleich, so müssen sie 

n —— 1
^Bx

rn

auch gleich bleiben, wenn sie zu gleichen Potenzen erho­
ben werden; daher (i-s-x)*

„ 1 o —1!_ — z
— »i- «Bx-^-

— —.——4 —- ---— r 4
^Bx4 ..... "Bx 1 -s- *Bx

2 3' 3 _
-s- »Bx- -s- ?Bxr........ ?Bx . Nun ist aber

1 1 2
^Bx x; x^B --- -—-------— o. und

alle übrige Coeffizienten müssen o seyn.
Zusa ß. Für einen gebrochenen Exponenten n ist 

die Binomialreihe utibegrenzt; denn eö mochte sonst der 
Coeffizient eines Gliedes, z.B. dorrte nach §. 46- 

werden; also wäre g,
1. 2. 3. 4 .....r

oder n — r -s-1 o, n r -s-1; ein Bruch r» gleich 
einer ganzen Zahl, welches unmöglich ist; sie ist also 
unbegrenzt.

H. S8. Der Vinomialsatz für gebrochene Exponen­
ten findet vorzüglich bei Wurzelausziehungen ane solchen 
binomischen Größen seine Anwendung, die keine voll­
kommene Potenz des Wurzelexponenten sind, und aus 
denen die Wurzeln demnach nicht genau gezogen werden. 

Z. B. 7- (a- x-); 0- -j- xZ); (a- — b). Sol­
che irrationale Größen können als Potenzen mit gebro­
chenen Exponenten dargestellt werden, und zwar ist 

N 0- -s- x-) — -I- x-)^; (aZ -s- xZ) — (a3 -j- xZ)7;

-- d) Ausdrücke kän-

E 2
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nen auf die einfache Form des Binomiums (1-s-s) ge 

bracht werden. Z. B. — (a^-s-x^)'

r 2

wenn man — : 2 setzt. Nun ist
-4

>7.2

1.2
^—1-4-^2-

1. 2.'3i 4
1 , 1 -

2.

^-l L. 4'
--------.. 2^3

2. 4. 6 '

2. 4. 6. 8
. ^.323 1.3. 6^4.

L.4 2.4.6 2.4.6.8
setzen wir

NUN für 2 den Werth

x4

so ist ferner a / l-s- —
V 3^

1.I.x6 1.3.5^8X

1

23- 2.4.34^ 2.4.6.36 2.4^6.8.38/"
X4. , 1.3. 1-Z.5.x8

2a 2.4.a3 2.4.6.33 2.4.6. 8.3-

Auch bei der Ausziehunz der Wurzel eines höheren 
Grades aus besonderen Zahlen ist der Vmom»alsatz mit 
Vortheil anwendbar und zwar dann, wenn die Wurzel 
mehr als 7 Ziffern haben muß; denn sonst führt die An­
wendung der Logarithmen schneller zum Ziele, z. B. 
5 
f"24i; hier soll die Wurzel mit 10 Decimalstellen rich­
tig gefunden werden. Man zerfällt in einem solchen 
Falle die Größe unter dem Wurzelzeichen in zwei Theile 
dergestalt, daß ver eine Theil eine vollkommene Potenz 
des Wurzelgrades ist.
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5 , 5 / 2 >
^244 — -"(35-2) --- -"35l l-^I

I r
/ / «)V53. sL — j . Nun ist t 4 — j 

V 3V ' Z5/ ^

__ ^2_________ 4. 4. 22 __ 1.4.9.23
S. Z5 4.2»5.ä.Z" 4.2. 3.5.5. 5.3'^

1. 4. 9. 14. 24___
1. 2.3. 4. 5. 5. 5. 5- 320

also auch i 4 — — i
V 35-

4 — 0,001646090535 — 0,000005419228
—. 0,000000026764 —0,000000000154;

, / 2V
ferner l 4— —) r-- 4 — 0,004654536678 

X 3^/ .. >
— 0,9983484633, da man nur 40 Decimalstellen ver- 

*
/ X 5

langte; daher ist auch 3 l 4 — 2.^ -"244

— 2/9950453899.

Sechstes Kapitel.

Variationen zu bestimmten Summen.

§. 59. Erläuteru ngssa He. Wir haben in 
Z. 54. bei der Multiplikation polynomischer Faktoren, 
welche nach Potenzen einer Hauptgröße regelmäßig fort- 
schrciten, den rten Coefsizienten des Produktes dadurch 
gefunden, daß wir Variationsformen zur sovielten Elaste 
bildeten, als polynomische Faktoren zu multipttciren wa­
ren; dabei jedoch nur jene Elemente des Index zusam- 
menstellten, deren Summe gleich dem Index des ver­
langten Gliedes war, wobei wir aber vom Index Null 
diele Faktoren anfangen ließen. WaS da von zwei sol­
chen polynomischen Faktoren gesagt wurde, kann auf das 
Produkt mehrerer Faktoren angewendet werden, da man 
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das Produkt aus zwei Faktoren immer als einen neuen 
Faktor betrachten kann. Um das Produkt von n solchen 
Faktoren zu bilden, müßten wir Formen der n ten Classe 
bilden, und zwar zur Summe r, das heißt, e6 müßten 
solche Elemente des Indes zusammengestellt werden, 
deren Suurme gleich, wäre, wenn man den rten Coef- 
stzientkn drb Produktes zu bilden harte,

K. 60. Da wir es jedoch künftig blos mit der MuU 
tiplikacwn idencifchev Faktoren, oder was auf eins hin- 
ausgeht, blos mit Potenzen solcher Faktoren zu thun 
haben, bei denen nach §. 41. Zusatz 1. die Bildung der 
Variationssormen darin besteht, daß wir erst alle Com« 
binationsformen zur soviklten Classe bilden, als Faktoren 
da ßnd, oder als der Exponent der verlangten Potenz 
besagt, und dann diese Formen permutiren, so haben wir 
uns hier blos minder Methode zu befassen, Combina- 
tionsfoemen zu b.lden, deren Elemente zusammen eine 
S'-.mme geben, welche gleich ist dem Index des ver­
langten Gliedes.

§. 61. Erklärun g. Die Bildung solcher Com- 
binationsformen, deren Elemente eine bestimmte Summe 
geben, heißt Combmircn zu bestimmten Summen, sa 
wie das Bilden solcher Variationssormen, deren Elemen­
te eine bestimmte Summe geben, Varliren zu bestimm­
ten Summen heißt.

62. Dabei gibt es ein-doppeltes Verfahren, 
entweder das coordinircnde H. 24., wo alle Formen von 
derselben Classe smd, oder das subordmirende H. 23., bei 
welchem man von niederen Classen zu höheren ausstergt. 
In beiden Fallen ist jedoch dies als unabänderliche Regel 
fest zu stellen, daß nie ein früheres oder niedrigeres Ele­
ment auf ein höheres oder späteres folge.

§. 63. Coordinirend verfahrt man so;
Man sitze in alle frühere Stellen das niedrigste 

Element des Index, in die letzte aber ein Element, groß 
genug, um mir den übrigen die bestimmte Sumnw voll 
zu machen; wenn also der Index mit Null anhebt, wie 
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in §. 54., so scßk man in alle frühere Stellen 0, in die 
letzte aber ein Element, groß genug, um mit allen frühe­
ren Elementen die bestimmte Summe zu geben, welches 
demnach in diesem Falle der Summe selbst gleich ist; ist 
aber das niedrigste Element des Index 1, so besetzt man 
alle Stellen der Form mit 1, die letzte Stelle aber mit 
einem Elemente des Index, welches mit den übrigen Ei­
nern die verlangte Summe gibt; dadurch erhalt man die 

0 12 3
niedrigste Form. Z. B. von I. (a -s- bx -s- ex- -s-

4 5 6 7 8
-s- 6X4 ch 5x5 -s- Ax6 -s- Iix? -s- Kx8)5 müßte man For­
men der fünften Elaste bilden, und verlangt man das 7te 
Glied nach dem anfänglichen, so müßte man Formen 
zur Summe 7 bilden, von denen die niedrigste 00007. 
wäre.

Aber von II. sax-s-K^-s-ex3-s-äx4-j-6x5^ 5x6)5 
wäre die niedrigste unter den Formen der fünften Elaste 
zur Summe 7 die Form 41113.

2. Hat man bei einer beschränkten Anzahl von Ele- 
menten kein so hohes, um die Summe voll zu machen, 
so besetze man die letzte Stelle mit dem höchsten Elemente, 
das man hat, und lege den vorhergehenden so viel bei, 
bis die Summe erreicht ist, und zwar erst der vorletzten 
Stelle das möglich höchste, dann der drittletzten Stelle 
und so fort, ohne jedoch gegen §. 22. Zusatz zu fehlen. 
Z. B. die niedrigste Form der ft'mften Classe zur Summe 
14 von I. ist 00068, von II. aber 11156.

3. Um die nächst höheren Formen derselben Sum­
me und Classe zu bilden, sehe man auf das Element der 
letzten Stelle, ist dasselbe um mehr denn 1 größer, als 
das vorletzte Element, so vermindere man das letzte und 
erhöhe das vorletzte um 1, dadurch erhält man die nächst 
höhnen Formen derselben Classe und Summe H. 10; 
also die nächst höhere Form zur Summe 7 aus I. ist 
00016, aus II. aber 11122; zur Summe 14 überaus 
I. ist 00077.
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4. Ist aber das leßte Element dem vorletzten gleich, 
oder nur um 1 größer, so gehe man zu früheren Stellen 
und suche die nächst niedrigere Stelle auf, in der ein 
Element steht, das um mehr als 1 kleiner ist als das 
Element der letzten Stelle; dieses Element an der frühe­
ren Stelle erhöhe man um 1, ohne jedoch die früheren 
Elemente zu andern, in die späteren Stellen setze man 
Elemente, die dem erhöhten gleich sind, bis auf die letzte 
Stelle, in der ein Element stehen muß, das alle übrige 
zur bestimmten Summe ergänzt und nicht kleiner, wohl 
aber größer seyn kann als die früheren. Es ist also 
die nächst höhere Form zur Summe 14 aus II. 11228; 
da aber kein so großes Element wie 8 in II. da ist, so 
Verfährt man nach Nr. L», und die nächst höhere Form 
ist 11246.

5. Hat die Form kein Element, welches um mehr 
als 1 kleiner ist als das letzte Element, so ist sie die leßte 
und höchste Form dieser Classe und zu dieser Summe. 
Die höchste Form zur Summe 7 in I. ist demnach 11122, 
in II. eben so 11122.

Alle Formen der fünften Classe zur Summe 7 sind 
folgende:

aus r. oooo7 aus II. aber 11113
00016 11122.
00025
00034 
00115 
00124 
60133 
60223 
61114 
61123 
61222 
41113 
11122

§. 64. S bordinirendes Verfahren. Beim 
subordinirenden Verfahren, wo man von den Formen 
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der niedrigsten Classe, von den Unionen zu den höheren 
Classen, den Binionen, Ternionen rc. aufsteigt, setze 
man:

1. Die Zahl n hier 7 als Union hin.
2. Man zerlege die Zahl n in zwei Theile 1 und 

n — 1, 2 und ri — 2 und jo fort, indem man immer das 
erste Element um 1 erhöhet und das zweite um 1 ernie» 
driget, bis beide einander entweder gleich smd, oder das 
letzte nur um 1 höher ist als das erste; dadurch erhält 
man die Binionen.

3. Aus den Binionen erhält man die Ternionen, 
indem man das letzte Element einer jeden Vinion in zwei 
Theile zerlegt, so lange, bis beide einander gleich sind, 
oder der letzte nur 1 größer ist als der vorletzte; jedoch 
darf keiner der beiden Theile kleiner seyn als das vorher­
gehende Element; dadurch erhält man die Ternionen/

4. Eben so verfährt man mit dem letzten Elemente 
einer jeden Ternion, um die Quaternionen zu erhalten 
und so fort. *

Nach dieser Regel sind die Formen zur Summe 7 
folgende.
Die Union ist 7 Ternionen 445aus der

Binionen... 16^ 424 > Binion
25 > 433 1 46.
34) 223 aus der

Billion 25.
Quaternwnm 11141 L-r L-rnwn 11s.

4222 aus der Ternion 424.

... _ r aus, der Quaternion 4444.

Abteilung der Formen einer höheren Summe aus 
Formen einer niedrigeren Summe.

§. 65. I. Die Formen zur Summe n werden 
aus denen zur Summe n — 4 so abgeleitet:

1. Man setze allen Formen der Summe n — 1 
das Element 4 vor.
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2. In denjenigen Formen zur Summe n—1, 
welche nicht zwei gleiche Anfangselemente haben, erhöhe 
man das erste um 1. Z- B. aus den Formen zur 
Summe 4 1111, 112, 13, 22, 4 sind die zur Sum­
me fünf folgende: 11111, 1112, 113, 122, 14, 23, 5; 
diesen wird, wie hier geschehen ist, das Element beige­
fügt, welches allein die verlangte Summe gibt.

§. 66. II. Um die Variationsformen aller Classen zur 
Summe 1, 2, 3, 4 :c. zu haben, darf man nur die Com- 
binationSformen aller Elasten zur Summe 1, 2, 3, 4 rc. 
bilden und diese permutiren; wenn man nun den Varia­
tionsformen zur Summe 4 das Element 1, denen zur 
Summe 3 daö Element 2, denen zur Summe 2 das 
Element 3 und denen zur Summe 1 das Element 4 vor- 
setzt, so hat man die Variationsformen aller Classen zur 
Summe fünf, wenn man nur noch die Union 5 hin- 
zufügt.

Denn die Variationsformen zur Summe 4 sind: 
4; 13, 31; 22; 112, 121,21^1; 1111; die For­
men zur Summe 3 sind 3; 12, 21, 111; dieFormen 
zur Summe 2 sind 2; 11; und die Form zur Summe 
1 ist 1.

Die Variationsformen zur Summe fünf sind:
s; 14, 41; 
311; 1112, 
den Formen

23, 32; 122, 212', 221; 113, 131, 
1121, 1211, 2111 und diese sind gleich

1 
1
1

4
13
31 2 3

1 
1
1
1 
1

22
112
121
211

1111

2111

2 12 .
2 21

Bezeichnen wir die Variationsformen zur Summe
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r durch N- oder auch und die Elemente 1, 2, 3, 
12 3 4 5 *

4, 5 rc. durch a, a, a, n, a...6te., so ist 
1 4

^7 a L -s- n 5 , -f- a 5 -s- a ?..... 
r—1 r

-s- Ä -s- a,

Siebentes Kapitel.

Anwendung der Variation zu bestimmten Sum, 
men auf den polynomischen Satz.

§. 67. Erklärung. Ein jeder Ausdruck, der 
aus mehr als zwei Theilen besteht, welche durch das Ad­
dition?-oder Subtraktionszeichen verbunden stnd, heiße 
ein Polynomium,

§.68. Erklärung, Die n te Potenz eines Po- 
lynommms ist ein Produkt aus glichen, jedoch zusam­
mengesetzten Faktoren. Zusammengesetzte Faktoren sind 
Reihen von eben so vielen Elementen, als Theile in einem 
jeden Faktor vorkommen. Diese identischen Faktoren 
unter einquder multipliciren, heißt Variationssermen aus 
den Elementen dieser identischen Reihen, von denen jede 
gleichviel und gleiche Elemente hat, bilden, in,dem daö 
Multipliciern, wodurch jede Potenz gebildet wird, nach 
§. 42. ein Variiren ist.

H. 69. Aufgabe. Die nte Potenz von 
(a --s- 6 -s- e -s- ä.... in) zu bilden.

Auflösung. Da (a-s-b-s-c-s-ä .... ein 
Produkt aus n identisclM, jedoch zusammengesetzten 
Faktoren ist, und jeder Faktor in seinen Theilen eine 
Reihe von Elementen darstellt, so führen wir für alle 
diese n Reihen einen Index, und zwar den Index 1 , 2, 
3, 4 .... in ein und bilden aus demselben alle Marias 
tionöfermen zur n ten Elaste, da eö n Reihen tzibt; jedoch 
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sind die Elemente unbedingt wiederholbar. Wir bilden 
also zuerst alle Combinatiensformen zur n ten Classe aus 
unbedingt wiederholteren Elementen und permutiren 
dann die Elemente einer jeden Form. Da jedoch Ver­
setzung der Elemente in einer Form nichte andere ist, 
als Versetzung der Faktoren eines Produktes, welches 
die Form selbst ist, einerlei Faktoren aber in veränderter 
Ordnung einerlei Produkt geben, so ist diePermutalionS- 
zahl nichts anders, als der Coefstzient, welcher a, zeigt, 
wie oft die Form als Produkt zu setzen ist. Bei der Bil­
dung dieser Combinationsformen bedienen wir uns des 
Ln §. 24. aufgestellten coordinircnden Verfahrens und 
verfahren dabei, wie folgt.

i. Bilden wir die niedrigste Form, welche das nie­
drigste Element so oft enthalt, als der Grad der Classe 
angibt; diese besteht demnach aus 1 oder a so oftmal ge­
nommen, bis der n te Grad der Classe erreicht ist, und 
sie ist dem zu Folge a".

2. Werfen wir aus der letzten Stelle dieser Form 
a" das letzte Element hinaus, um dafür zuerst das nächst 
höhere k, dann das noch höhere a, ä.... etc. zu setzen, 
bis kein höheres mehr vorhanden ist; dadurch ergeben 
sich die Formen a" a' i«).... eta.,

Las heißt, wir verbinden a" mit allen Unionen der 
übrigen — i) Elemente. Bezeichnen wir den Jnbo 

griff aller Unionen von (rn — i) Elementen durch (?, 
i in-1

so ergibt sich a" *(?.

3. Weil nun in der letzten Stelle keine Erhöhung 
mehr statt findet, so werfen wir in der vorletzten Stelle 
das Element hinaus, wodurch wir a " " erhalten," und 
fetzen dafür das nächst höhere d, aber die letzte Stelle be­
setzen wir auch mit b, so daß wir a^ bb erhalten;
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nun wird das Element b in der letzten Stelle hinausge­
worfen, um dafür successiv die höheren c, cl. ...m fetzen 
zu können; läßt die letzte Stelle keine Erhöhung mehr zu, 
so geht eö au die vorletzte, in der wir start b das Ele­
ment e setzen, und die letzte Stelle füllen wir auch- nut o 
aus - so daß wir a? ^cc erhalten; nun erleidet wieder 

die letzte Stelle successive Erhöhungen, bis wir 'ää 
erhalten , und so wird die Operation fortgesetzt, bis die 
beiden letzten Stellen Mit dem höchsten Elemente besetzt 

sind ; dadurch bilden wir abek ^alle Binicmm
mit unbedingter Wiederholung aus den übrigen (m— 1) 
Elementen und verbinden Rese Binionen mit 
Bezeichnen wir den Invegriff dieser Binionet^mit gestat­

teter Wiederholung, aus (m—i) Elementen durch A

n—
so erhalten wir 3 wo das hineingesetzte r rexe- 

X- -"IN -'«tz )!" ,
titio) Wiederholung bedeutet.

4. Nun wird zur drittletzten Stelle geschritten, und 
das niedrigste Element hinausgeworfen, wodurch man 
a"—" erhalt; statt dessen setzt man d und besetzt die 

beiden letzten Stellen auch mit K; dies gibt 
das Element b in der letzten Stelle wird hinausgeworfen, 
und dafür successiv ein höheres gesetzt, bis keinö mehr 
Vorhanden ist; dann wird das vorletzte k hinausgewor- 
fen und wie in Nr. 2. ein höheres gesetzt, und eben so 
geschieht es mit der drittletzten Stelle, das heißt, wir 
Hilden alle Ternionen mit Wiederholung aus nr — 1 Ele­

menten und verbinden sie mit Bezeichnen wir

den Inbegriff aller Ternionen mit (?, so erhalten wir 
rn—i

in—1.
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5. Dies Verfahren geht nun so fort, bis auch das 
erste Element a verschwindet, und wir die Form d" erhal­
ten. Mit d" werden nun ebenfalls alle Unionen, 

dann alle Binionen mit dann alle Ternionen der 

übrigen (rn— 2) Elemente e, ä, e....ni nnt 

und so fort verbunden, bis man auf die Form e" kommt.

6. Mit werden alle Unionen, mit alte
Binionen, mit e" alle Ternionen, mit c" alle
Ouaternionen, aus den übrigen rn—3 Elementes 

e ... in verbunden, bis man die Form ci" erhalt.

7. Dies Verfahren muß so lange auf diese Art 
fortgesetzt werden, bis man die Form erhalt, welche das 
höchste Element so oft enthält, als der Grad der Elaste, 
das ist der Exponent der Potenz besagt, also in".

8. Für die Permutationszahl gilt folgendes:

tt) Die Formen a , K , e , ä ...rn haben 
nach §. 19. Aufgabe 9. blos die Permutationszahl 1.

B) Bei allen Unionen ist die Permutationszahl n; 

denn nach §. 19. 2tufgabe 9. ist
1 .1^4..5 .... (n—i).n__ n 

" 1.2. 3 4. n — 1. 1______ 1'

7) Bei allen Binionen aus zwei identischen Ele- 
, n—2, . ,n.n 1

menten, wie a 0, lst die Permutationszahl - —

nach §. 19.; bei allen Binionen von zwei ungleichen, 
wie a" ist sie n. n—1; denn

1. 2.3.4.... n—2. n—1. n-..^2^...^. „-------------------- -— — 1». 11—1.
1. 2.3.4....N- 21.1

ö) Ueberhaupt richtet sich die Permutationszahl nach 
den Elementen der Form und wird immer nach §. 19.
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Aufgabe 9. aufgestellt. Wir wollen sie durch n bezeich­
nn, und so ist: .

(u -j- b -s- e -j- ä .... n»)"

a -s-7ra (rote.
IN — 1 IN—1 IN —1

I , li - n—1 I « it—2 , II—,
- f- 0 -I- (e -s-77» -f- ir» ...

IN—2 Nl—2 rn-2

- s- c -j- ne (r 7x6 (r -j- r^c i (i ... et.e.
IN-s IN—A IN—3

1 - ri - ,
'i n > > n » ,1« ' l

wobei m— 1 die Elemente 1), e. ä .... ni
rn—2 oie Elemente e, 6, 6 .... in 
tu—3 die Elemente ä; «, L.... m bedeutet.

Beweis. Jede Potenz ist ein Produkt aus iden- 
tisihen Faktoren, welches durch Multiplikation der iden* 
tlschen Faktoren gebildet wird; nun lst die Multiplika­
tion nach §. 42. nichts anders, als eine Variation; da 
hier alle Varlanonsformen aus den Elementen der iden­
tischen Faktoren gebildet worden sind, so sind auch diese 
idenllschen Faktoren unter einander multiplicirt worden, 
und man hat die u te Potenz von (a-s-b-f-c-f-ä.... in) 
gebildet.,

Beispiel, (a -j- b -s- e -s- 6)Z 
/

1. I bosd j , sde
c-s-Tra-x r

lä ^0 (cl

I cn

7^ 03 -s- (tl -s. 7^0, ää -s- är 
oder
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-8.-8

(a -s- 8 -j- e -s- ä)3.
— a? -j- 3 a^8 Z- 3a8^ -s- 83 -s- 38^0 -s- 3 ac^

-s- 3^e -s- Habe -s- Zk-ä -s- 6acä
-s- Z a-ä -s- a8ä Z- 3 nä^

-s- 3 ac^
-f- 6acä
-s- 3aä^

-Z-c3 Z-3 c-ä Z-3 cä^-s-ä3.
Die Permutationszahl von a-8 ist nach §. 19.

-' - -- 3, von ade ist sie-^ 1.2.3 — 6.
1.2 '

Beispiel II. (a — 8 — c)4
8. -8.-8 
8.-8. - e 
8. - c. - e 
c. - e. -e

, -s- 84 -8 ----1)3. — L -s- 8^. — L. —- 6
-s- ?r. — 8. — c. — c. — c -j- e4 

(2 — 8 — t))4
L^: a4 - 4 a38-s- 6a^- 4a83 -s-84-s-483a-^-68^

-4aöc-s-12a28c-12ad^e -s-4dc3-^-e4
-s- 6a2c^-12abe^

- 4ac3 ,! '
Anmerkung. Dieses leichte und bequeme Nie« 

Verschreiben der Formen, welches nach §. 24. ganz me­
chanisch geschieht» ist weit schneller und sichert mehr vor 
dem Fehlen als die bloße Multiplikation.

§.7o. ErläuterungssaH. Wennpolynomi­
sche Faktoren, welche nach Potenzen einer Hauptgröße 
fortschreiten, multiplicirt werden sollen, so wissen wir 
aus §.54., daß das Produkt eine Reihe von derselben 
Form ist, welche ebenfalls nach Potenzen derselben Haupt­
größe fortschreitet, und daß die Cocfffzienteu Summen 
sind aus den Partialprodukreu von solchen Coeffizlenten 
der zu multiplicirenden Reihen, deren Indices (Zeiger) 
zusammenaddirt gleich sind der Potenz, welche die Haupt­
größe des verlangten Gliedes im Produkte hat.
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K. 71. Aufgabe. Die nte Potenz des Polyno- 
miums (a 4- bx -s- cx2-^-äx^-f-ex4....rx') zu bilden.

A u flösung. Da die Glieder regelmäßig nach Po­
tenzen derselben Hauptgröße x fortschreiten, und da selbst 
dem ersten Gliede die Hauptgröße mit dem Exponenten Null 
als Faktor beigefügt werden kann, soEönncn wir die Haupt­
größe selbst alsZeiger für die Glieder der zu potenzirenden 
Reihe einführen und alleVariationsformen zürnten Classe 
auö diesem Index bilden, und zwar zuerst alleCombinations- 
formen zur ntcn Classe mit unbedingt gestatteter Wieder­
holung der Elemente nach §. 24., und dann können die 
Elemente in den einzelnen Formen permutirt werden. Da 
aber Versetzung der Elemente in der Form nichts anders 
ist, als Versetzung von Faktoren, denn dte Elemente 
sind Faktoren, emerlei Faktoren in veränderter Ordnung 
einerlei Produkt geben, so zeigt die Permutationszahl 
nichts anvers an , als wie oft die Form als Produkt zu 
fetzen ist> und ist demnach ein Coefsizient. Nun dürfen 
aber bloß jene Elemente des Zeigers in eine Form zusam- 
mengestellt werden, deren Summe gleich ist der Potenz 
der Hauptgröße von dem verlangten Gliede des Produk­
tes. Wollte man dasjenige Glied des Produktes, wel­
ches x6 zum Faktor hat, hier in unserem Falle das sechste 
nach dem anfänglichen, eigentlich also das siebente, so 
müßten wir jene Elemente des Zeigers zusammenordnen, 
deren Summe 6 wäre, auch dürften nur so viele Ele­
mente in eine jede Form cintreten, als der Grad der 
Classe, der immer gleich ist, dem Exponenten der Potenz 
oder der Anzahl der zu multiplicirenden Reihen besagt, 
überdies dürfte auch in dem Zusammenstellen der Elemen­
te nie ein späteres oder höheres einem früheren oder nie­
drigeren nach 22. Zusatz vorangehcn, und dann wer­
den, statt der Elemente des Zeigers, die durch sie vorge- 
stellten Glieder der Reihe gesetzt. Bezeichnen wir den 
Inbegriff alter Formen, welche derselben Summe ange- 

hören, durch E, wenn zur Summe in combinut wer­
8



'^2 I. Abschnitt. Siebentes Kapitel.

den sollte, bei welchem Ausdrucke der Inbegriff al­
ler Formen dcr nten Classe zur Summe m bezeichnet 
wird, der hincinge^tzte Buchstabe r (rexetitio Wtc-> 
Lerholung), der Buchstabe 0 aber Combmationeform 
bedeutet, und bezeichnen wir ferner die Permurätlonszahl 
durch 77, die allerdings nach den Elementen in der Form 
sich richtet, so können wir das inte Glied des Produktes 

nach dem anfänglichen durch bezeichnen, und
n 

dann ist das sechste nach dem anfänglichen ^>0x6, und 

es ist (a -s- dx-s- cx^-s-ckxZ .... rx^)" — a"-s-77'(rx^ 
n n »

-j-N-2(?x2 -s- ^3(?x3 -^..^4(^x4, ,, 
n U, IN r r

-j- 77 (rx ....77 <-^X .
Beweis. Jede Potenz ist ein Produkt aus iden­

tischen Faktoren, welches durch die Multiplikation der 
identischen Faktoren gebildet wird; jede Multiplikation 
ist nach §. 42. eine Variation, die zuerst das Combmi- 
ren und dann das Permutiren involvirt. Daß ferner 
nur der Inbegriff jener Formen, deren Elemente eine 
der Potenz der Hauptgröße von dem verlangten Gliede 
gleiche Summe geben, den Coeffizienten des verlangten 
Gliedes darstellt, geht daraus hervor, weil nur jene 
Formen oder Produkte, welche dieselbe Potenz der Haupt­
größe, und zwar die Potenz des gesuchten Gliedes zum 
Faktor haben, in eine Summe gebracht werden können. 
Alle Formen aber, welche dieselbe Potenz der Hauptgröße 
führen, gehören derselben Summe an, und diese ist 
gleich dem Exponenten der Hauptgröße, die sie als Fak­
tor führen; also ist auch der Inbegriff aller Formen, de­
ren Elemente eine der Potenz der Hauptgröße von dem 
verlangten Gliede gleiche Summe geben, der Coefsizient 
des gesuchten Gliedes.

Zusatz. Hätte nun das zur n ten Potenz zu er­
hebende Polynomium auch im ersten Gliede schon die
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Hauptgröße in irgend einer Potenz alö Faktor, so wäre 

(k>x -j- ex? -s- äx3 6x4.......... rx^)^ " l)^x^

(zx -s- (rx -s- 77 (rx .... 

« n-j-r-s- 77 Ox ,
oder auch (Kx -s- ex^ -j- äx^ -s- ex4.... x-x^)^

— 77 -s- 77 ^X ' -s- 77 Lx
, , nsz »13 , »1-4 0-^-4 , H^I- " n^r

-s-77 <^X -s>77 LX ....-s-77 Lx .

0 1 2 3 4
Beispiel. Es ist (a-s-bx-s-cx^-^-äxZ-s-ex4)4 

4 
zu entwickeln. Die Form zur Summe 0 oder °Lx^ 

0000 — 3. 3. 3. 3 — 34 und 77—1.
4 .

'6x' 0001 r^: s^bx und 77 — — ---t
1. 2. 3

4 
also 77 ^Lx' 4aZbx

— 0002 a^cx^ und sr —
OOII^a^^ 2.Z.4

1H.2
4

' also 77 ^6x^ — 4a^o
-s- 62^!)^ 

t
'(r — 0003 a^ckx^, 77 4,

0042 r-r a^bx. ex^ §7 —
1. 2

0114 a.bx.bx.bx 77—4
4

also 77 ^^?x^ --- 4a^ä
122^1)6 >

7^ 4adr

x»

F 2



tz4 L. Abschnitt. Siebentes Kapitel.

4
- 0004 

0013
0022 
0112 
4111

a'.eX4, 
A^. bx. 6x' 
a^. cx^.cx^ 
n.bx. bx.ox^ 
bx. bx. bx. bx

4
also 274(?x4

77 — 4/ 
77—12 
77 6
7^ — 12
77 — 1

4 «l 6 X
-4- I2a^-"i Z 

6 6 - x4
42 ^b-6 s

-s- b4 -

-C -- 0014 
0023
0113 
0122 
4112

bx. 6X-r, 
cx^.

a.bx. bx. 3x^
a.bx. ox^.cx^ 
b^x^. cx^

7 ' . - -4
also 77 2(r

77 ^7 1-2
77 — 12
77 — 12
77 12
77 — 4

12a^b6> 
-s- 12^^< 3 I 
-s- 12ab^<! 
-I" 1 2 «be"

!
> xS

-- 0033
0024
0114
0123
4143
4122
0222

—— a^. 6x^. 6x^, 
g^.cx^. 6x4 
a.bx» bx. ex4 
t». bx. cxZ. dx? 
bx. bx. bx. 6x 
b^x". o^x4 
s. c'x^

4 
also 77 ^6xb

-- 
q.s 

4,.? 2
!! 

!! 
I! 

!> 
I! 

!! 
II

KKKKKK
 

—
!—

I--!-

> X?
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4

7^? — s>034 77 42
0124 3. dx. ex^. 77 — 24
0133 a. bx. 3x^.3x3 77 — 42
0223 n. cx-. 6X^. 77 — 12
4144 i) X . 6X4 77 — 4
4 123 d-x^. 6x3. 3x 77 — 12
1222 dx. 6^x^ 77 — 4

4
also 57 7 6x7 4 2 3^3«^

24al)66 I 
42al)4^ s 
4 2a6?3 -
4b^e I 

42d-6ä I
4de^ /

4
8 6 ---'6044 

0134 
0224 
0233 
4424 
1133 
4223 
2222

Beispiel 
/ . x5------------ -I- —
V 3 5

Es soll 
X? i x9 
7. ' Ä

II.

zur 9ten

Potenz, erhoben werden. -

Auflösung. Da die Reihe nach Potenzen einer 
Hauptgröße fortschreitet, welche immer um den Exponen­
ten 2 zunehmen, und das Produkt nach §. 54, 59. eine 
Reihe von derselben Form seyn muß, so wird auch die 
Neiye des Produktes nach den Potenzen der Hauptgröße 
x und zwar nach den Potenzen x9, x7, x* x^, x'7, 

.... rc. Es werden daher alle Formen zu den Sum­
men 9, II, 13/ 15, 47, 49 rc. aus den Elementen 4, 3/
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5 , 7, 9, 11 .... rc. des Index gebildet. Diese For- 
wen sind:

1. zur Summe 9, 1. 1, 1. 1. 1. 1. 1. 1. 4
X. X. X. X. X. X. X. X. X — X? und

n — ^»2- 3.4. 5. 6.7.8.9
1.2.3.4. 5. 6.7. 8.9

2. zur Summe 14, 4.1,1.1.1.1.1.1.3 ^x«.—__

und - s
3 4.2.3.4.5.6.7.8

nach §. 19? Aufgabe 9. unter n wird die Permutations- 
zahl bezeichnet.,

3, Formen zur Summe 13,
x5 x**

4 .1« 1.1.1.1.1.1.5 x^. — .
6 5

x^ x3 x^*
4 . 4. 4. 4. 4. 4. 4. 3.3 — x7. —---------—-----

3 3 9
K 2 4.2.3.4.5.6.7.8.9 8.9
A__9, 1.2.3. 4.5. 6.7.1.2

4. Formen zur Summe 15,
X* 5

4.4.4.1.1.4.4.1.7 --- x8. — —
7 7

. x3 x5 x 5
4.1.4.1.1.1.4.3.5 — ——

3 5 15

" L xr xr xZ X^L4.1.1.1.1.1.3.3.3 — xb.—.—.----- - —
3 3 3 27

1.2.3.4.5.6.7.8.9 7.8.9/ ------ ——------------- - ——— - 8 4
1.2.3.4.5.6.4.2.3 4.2.3



Anwendung der Variat. zu bestimmten Summen rc. 87

ö. Formen zur Summe 17, 
-X? -V r?

1.1.1.1.1.1.1.1.9 — x8. — — —. 
9 9

x7 X ^7
1.1.11.1.1.1.3.7^^-—

3 7 21
1.1.1.1.1.1.1.Z.5^x-.^.^^

6 5 25

1.1.1.1.1.1.3.3 5
3 3 5 45

4.1.1.1.1.3 3.3.3^x5.---.-^,-
3 3 3 3 81

* 2 1.2. 3. 4-6. 6. 7. 8.9
' 1.2.Z.4.5. 6.7 —8.9,

§ — 8.9 4 1.2.3.4.5.6.7.8.9 7.8.9
^"1.2» 1.2^7Z.^.^^^V^262,

— 1-2-3.4.5.6.7.8.9 6.7.8.9
1 2.3.4.5.1.3.3.4 H^4 "

Die Formen zur Summe 19 sind:

X* X* 9 1
1.1.1.1.1.1.1.1.11 — x8.-------— — —----- n — 911 11^ 9

x x ? 9 2
1.1.1.1.1.1.1.3.9 — x7.—-- — —7-, 77^8.9 

3 9 27^
. . X5 x7 3
1.1.1.1.1.1.1.5.7-X7.-.-- ^8.9

o 7 c>o

^»1 11.1.1.3.3«7^:x6.-
3 37 63^

7.8.9
" 1.2 x

1-1-1.1.1.1.3.6.5-- x6.-
,3 5 6 75

5 7.8.9
1.2
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4.1.1.4.1.3,3.3.5^x5. xZ X3 x3 x^^.- x'9
3' (s'

b 1.2.3.4.5.6.7.8-9 6.7.8^9
— 4.2.3.4.5.1.2.3 1.2,3

4.1.1.1.3.3.3.3.3 — x4.- —.- —-------- ,
3 3 3 3 3 243

1.2.3.4-5.6.7.8.9 Z.6.7.8.9
4.2.3.4.1.2.3.4.5 1.2.3.4.5

rc. .

Demnach ist:

9.-
9

8.9,-^-
21

8.9 1
4.2'25
7. 8. 9 1
1.2 '45

6.7. 8.9 1
1.2, 3. 4 81/

— 9.
44

-- 8.9.-^-
. 27

— 8.9.-^-
35

7.8.9
4.2 '63 j

^7.8.^9^ !
4.2 '75

— 6.7.8.9 4
4.2 .3 ' 135

Z.6.7.8.9 1
4.2.Z.4.5'24Z>
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Der polynomische Lehrsatz für beliebige Erponcn, 
ten mit in.de pcndenter Form.

§.72. Lehrsa tz. Wenn unter dem Exponenten 
n jede ganze, gebrochene, positive oder negative Zahl 

verstanden wird, so ist sa -f- bx cx? -s- äx' .
1111 1

. 2 2 2 2

, , 3 3
..............

4 ^4
..................................

............................... ............... ..

Beweis. Wir können die Summe aller Glieder 
hinter dem ersten (dx -j- cx^ -s- ^xZ -s- ex4....) — L 
setzen, und dadurch das Polynomium auf ein Vinomium 
von der Gestalt (a-s-L)" bringen. Nun ist nach §. 4Z.

N . 2
, n n , v---1 , II---2 —

(a-s-8) -- a -s- Ba L -s- Ba L.2
, 4 . r

4- 4- od-r
1

(a L)" a " -s- " Ea fdx-f-cx^-^-äx3-s-6x4 ...^»

-s- " Ba fbx-s-cx^-s-6x3-s-ex4 ...^j 2

-s- " Ba o ^dx-s-cx--s-6x^-s-Lx4... ^3

-s- " Ba"— sdx-s-cx^-s-Zx3-s-ex4 ...^ 4

sbx-^cx'-j-äx3-j-Lx4..,^

in.de
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Nun ist nach H. 71. Zusatz
(dx -j- cx^ -s- 3x^ -s- 6x4 ....)^ 

i i , 1 1
— ^(rx -^- 77 ^(cx^ -s- ^(?x^..., 77^(?x^

(kx -s- ox^ -s- 3x? -f- ex4 .... ) ^

— -r 2(?x^ 77 ^(?x' -f- 77 ....77^(rx^
(^x -s- 6X^ -^- äx^ -^- ex4 ....)" 

3 3 3 _ 3 ,
: — 77 t§x^ -t- 77 4(?x4 -s- 77 5(?x5 .... 7k (?x

(dx -s- cx2 3 -s- 6X4 ..... )^

also auch (a -s- bx -f- cx2 3x^ -f. 6X4 ....)" — 

.........^-C-^
o 2 2 2 2

^BaN-2,................

.............................. -'.
4 . -ä.

t» -k» ....

..................... -k'.'Cx^.

§. 73. Sah. Der unabhängige Coefsizient des 

r ten Gliedes nach dem anfänglichen, der mit x* multi- 
plizirt ist, wenn wir denselben mit ki. bezeichnen, ist:

r-1, n—1 , r^. u^. n—»
H. — 77 (?. 2)3

r33 _4 ,4 .
-j-A <?. Ba 4--7 (r. Ba '...

Beweis. Jedes Glied der binomischen Reihe 
gibt bei seiner vollständigen Entwickelung einen Theil, 
der mit x* multiplicier wird und eine VariationSsorm 
zur Summe r ist, und diese Varialionsformen smd von 
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verschiedenen Classen, von der ersten bis zur rten, jede 
wird mit dem ebensovielten Binomialcoefstzienten multi- 
plicirr, als die Classe derselben besagt; der erste Theil 

i i
des Binomiums gibt n "Ba" ; der zweite Theil 

des Binomiums gibt "Ba" "....rc. der rte
r r

Theil des Binomiums gibt 77 (?. alle diese
Produkte haben x* zum Faktor; nun ist aber der Inbe­
griff aller Produkte, welche dieselbe Potenz der Haupt­
größe x* zum Faktor haben, der Coeffizient des verlang* 
ren Gliedes nach §. 54., demnach ist

r 1 1 . 2 n «>v n—1 , - n—2Ir 77 s?. Ba -s- 77, (?. Ba

-s-77 (§» Ba ...«-s- (r. Ba
Beispiel. Es soll von

v 1 2 3, 4
(4-l-2x-s-5x- — Zxr-^-6x4)" das vierte Glied nach­
dem anfänglichen, welches mit x4 multiplicirt ist, ge­
funden werden. Bezeichnen wir dasselbe mit v, so ist 

1 » 1 r . 2 , 2 r .
v ---I-

-s- 4(?. 4- « 4<7. -B4° x-!.
Realisirt ist

1 »
4) 77.4 (? — 77. 4 — 4.6 s

1 r 1 l .
also 77 4 ^2 -- 0,

4 4
2) 77 4^ — 77. 4. 3 — 2. 2. —3

77. 2. 2 — 4. 5. 5
r 2 1
-B4-

2 r 2 1 
also 77 4(?. r B4^

1 _ i ,2- 2 —A — 4
8
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7?. 1. 1. 2
i 3 I , L 

— 16.32
3 ! 3 I - 1

4 - I
4) 2? 4(? — 27. 1. 1. L — 1. 2. 2. 2. 2,

2 4 ,i^_.
-B4^

1.2. 3. 3
4 i 4 2_.L 

also ?r 4<^r. - B4^

4-
-5.16 -5
16384 " 1024'

0) 27. 4 b

1

Das 4te Glied diesem Potenz ist demnach 
/6 12 , 60 5 X 1443.

7^ — s-------- -----  „1_____—--------- j >-4 —----------x4
'^4 64'512 1024/ 1024

Ne kurrire nd e Entwickelung.

' §. 74. ErlauterungssäHe. Die indepedente 
Bestimmung ist nicht nur due einfachste, sondern auch 
die stchSrl'te und schnellste; doch fordert es die Vollstän­
digkeit der Theorie, die Coefstzienten einer Polynomial- 
pocenz auch reeurrirend, das ist, jeden nachfolgenden aus 
den vorhergehenden zu entwickeln.

§. 75. Wir haben gesehen, daß jeder Coeffizient 
einer Polynomialpotenz ein Inbegriff von Variatiousfor» 
n?en zur sovjelten Summe sey, als die Polen; der bei 
ihm suchenden Hauptgröße besagt; jedoch smd diese For­
men vm verschiedenen Elasten und gehen von der ersten 
Classe 'slS zu jener hinauf, welche gleich hoch ist mit der 
Sreiicnzahl des gesuchten Coefstzienten; jede dieser Va- 
riatronssormen hat überdies einen Binomialcoefstzienten 
von gleichem Grade Mit ihrer Elaste und eine dem Bino- 
mialcoestzienten ^ukoinmende Potenz des ersten Theiles 
zum Fitror. Ist es eine Form der dritten Elaste, so

ist dssdurch sie vorgestellte Produkt mit mul-
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tiplizirt; allgemein eine Form der mten Elaste führt als 

Faktor noch Ba .
Jeder Inbegriff von VariationSformen einer Höhe» 

ren Summe entsteht aus Variatlonsformen zu niederen 
Summen, wenn man diesen das Element vorsetzt, wel­
ches die kleinere Summe zur größeren voll macht; in Zei- 

12 3 4
chen, wenn a 1, a 2, a-^3, a—4 ist, und 

den Inbegriff von Dariacwnsformen bedeutet, so ist 
__ r^, , r—1 , ^r—2^ i r—Z

§. 66. a a s 4...»

r—1 t
n -s- a.

Da nun jeder Coefstzient ein Inbegriff von Variar- 
tronsformen ist in erner Polynomialpotenz, so könnten 
wir in der That jeden nachfolgenden Coefstzienten aus 
den vorhergehenden schon entwickelten bestimmen, wenn 
nur nicht diese VariationSformen niederer Coefstzienten 
mit verschiedenen Einontialcoefsizienten und den ihnen 
zukommenden Potenzen des ersten Theils multiplicirt 
waren. " .

Ist es aber möglich einen Faktor auözumitteln, mit 
dem jede Variarionsform eines niederen Coefstzienten 
multipltcM werdet» muß, um Produkte zu erhaben , aus 
deren Summe der nachfolgende Coefstzient besteht, so 
haben wir in der That ein AAttel, aus schon entwickelten 
Coefstzienten den nachfolgenden zu bestimmen, welches 
Verfahren recurrirend genannt wird, weil man bei Be­
stimmung eines Coefstzienten zu früheren schon entwickel­
ten zurückgeht.

k
Es möge 5 ein solcher Faktor seyn, wobei k jede 

mögliche ganze Zahl von 1 an bedeuten kann; die Cocsst-
y L 2 

zienten der Polynomialpotenz mögen durch
3 r

vorgestellt werden, wenn sie noch mit gewist
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sen Faktoren versehen werden, so kann der rte Coesfi. 
zienc auf folgende Art dargcstellt werden:
r 1 1 r-1 2 2 r-2 3 3 r-3 r r 0
/i—-s- k a ........k a weil jeder 
dieser Coefstzimccn ein Inbegriff von Variationsformen 
ist zu einer Summe, welche der darüber gesetzte Index 
bezeichnet.

Wir wollen, um die Darstellung im Allgemeinen 
leichter zu übersetzen, von einem besondern Falle auöge-

0 1 2,3 4
hen, und von (4 -s- 2x -s- 5x- — 3x3 -s- 6x4) den 

4
vierten Coefsizienten durch die übrigen niederen, wie

4 113 222 331
kurz zuvor ausdrücken:

4 4 0 4'2 3 4
-f-F a wobei wieder a i, n — 2, a — 3, n 4 ist.

Da jeder Coefstzient ein Inbegriff von VariationS» 
4

formen ist, so muß auch ein Inbegriff von VarialionS- 
formen seyn, und zwar von verschiedenen Claffen und 
zur Summe 4; jede dieser Variationsformen ist mit 
einem gewissen Faktor multiplicirt, doch müssen unter 
den Elementen 4, 2, 3, 4, aus denen diese Formen 
gebildet werden, die durch sie vorgestellten Größen 
2, 6, —3, 6 verstanden werden. Wir wollen diese 
Formen realisiren:

4 413 222 334 44»

4 1 3 2 1 3sl 4
4.3 ,3.1 1 1.2 2 1.1
2.2 1 1.1.1

1.1.2/1.2.1,2.1.1
1.1.1.1v

gibt keine Form, weil zur Summe o keine Form exi- 
0 12 r

stiren kann. Auch bedeuten nicht blos
den Inbegriff dieser Formen, sondern. Inbegriffe von
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Produkten, und diese Formen kommen nur mit vor in 
ihnen»

Wir heben nun eine Form unter denen zur Summe 
4 aus, gleichviel welche; es sey die Form 1. 1. 2. Das 
Element t kommt in ihr zweimal vor, das Element 2 
aber nur einmal; wie ost ein Element vorkommr, mag 
durch u bezeichnet werden, so ist nu ersten Fall u 2/ 
im andern u—i; dw Summe aller rr, welche r^urch 
Lu beze.chnet werden soll, ist Su^rZ; nun ist 3 der 
Grad der Classe, den wir durch in auzeigen wolle«, 
also welches bei jeder Form Statt findet, da
der Grad der Classe von der Anzahl der Elemente ab« 
hängt. Die Produkte, welche hervorgehen, wenn man 
die Größe eines Elementes mit der Zahl, wie oft es vor« 
kommt, multipllzirt, müssen zusammengenommen der 
Summe gleich seyn, zu welcher combinirt wird, oder so 
viel Einheiten, als die Elemente in der gegebenen Form 
rnthalren; das Element i kommt zweimal vor, also 
1. 2^-2, das Element 2 aber einmal, 2. i 2, die 
Summe dieser Produkte 1. 2 -s- 2. 1 4 ist gleich der
Summe, zu der die Form 1. 1. 2, welche auch 4 ent­
halt, combinirt ist. Bezeichnen wir die Größe eines 
Elementes durch k, so ist Suk r> wenn Luk die 
Summe aller Produkte aus uk, und r die Summe der 
Form vorstellt, und u und k alle mögliche ganze Zahlen 
von 1 an bedeuten; denn die Summe einer Form hangt 
ja von der Größe und Anzahl der in ihr vorkommenden 
Elemente ab.

Die Form 1. 1. 2 gibt durch Permutation ihrer 
Elemente drei Formen 1. 1. 2, 1. 2. 1, 2.1. 1, die 
Permutationszahl sey überhaupt so können wir die 
Anzahl der Permutariousformen, welche ein gewisses Ele- 
ment an der Spitze haben, hier die Anzahl der Formen, 

welche 1 an der Spitze führen, durch aus«
. . . rn Z
drucken; denn ist eine Form von der inten Classe, so hat 
fie rn Elemente; ihre Permutationszahl sey um zk 
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wissen, wieviel es Permutationsformen gebe, welche ein 

gewisses Element a an der Spitze haben, sondere man 
dieses Element ab und suche die Permutationszahl der 
übrigen (in—4) Elemente auf, diese sey HI; setzt man 

allen M Formen das Element a vor, so hat man alte 

Formen, welche das Element a an der Spitze haben; 
da nun jedes der in Elemente an der Spitze stehen kann, 
so gibt es rn. HL Permutationsformen und alle zusammen 
sind die N Permutationsformen, wenn alle nr Elemente 
verschieden sind, also rn.HI — kommt aber ein Ele­
ment u mal vor, dann ist allerdings die Zahl nr.^l um 
das nfache größer als also m. IVl — u.N, daraus 

folgt ; nun bedeutet M die Anzahl der Per-
IN

mutationskormen, welche ein gewisses Element an der 
Spitze haben, also laßt sich die Anzahl der Formen, die 
ein gewisses Element an der Spitze haben, allgemein 

durch —— vorstellen, 
in

Die Anzahl der Formen, welche in unserem beson­
deren Falle das Element L an der Spitze führen, ist 
u. 4.3   .
'rn 3

Die Formen 4.4.2, 4.2.4, welche 4 an der 
Spitze führen, sind aus den Formen 4.2, 2.4 zur Sum­
me 3 entstanden, welche demnach Theile des Coeffizien- 

113 2
ten sind, und den Faktor 5 haben; die Form 
2.4.4, welche 2 an der Spitze führt, ist entstanden aus 
4.4, also aus einer Form zur Summe zwei, welche ein

2 2 2 2
Theil des Coeffizienten ka ist, und allda den Faktor k 
hat. Die Formen 4.2, 2. 4 und 4.4 hätten als For- 

men der zweiten Classe den, V4 " zum Faktor haben 
müssen.
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Es sey nun eine Form der m ten Classe zur Summe 
2, die also ein Theil des rten Coeffizienten ist, heraus- 
gehoben, ihre Permutationezahl sey die Anzahl^ der 

Permutanonsformen, welche ein gewisses Element a an 
der Spitze führen, und aus dieser Form der inten Classe 
beim wirklichen Permutiren der Elemente hervorgehen, 

läßt sich, wie kurz zuvor bewiesen wurde, durch — 
r - in

üusdrucken. Die Formen, weiche dieses Element a ün 
der Spitze führen, sind entstanden aus den Formen der 
(in—l)ren Classe zur Summe r—K durch Versetzung 

- - > .. k
des Elementes a, und da haben sie den Faktor k; und 
weites Formen der (rn—i)ten Classe sind, so wurden

.. ..........
sie mrt dem V a multtplwwt; nun soll das durch 
vie Form der inten Classe und zur rten Summe vorge­
stellte Produkt, wenn es mit der Permutationszahl N 
und dem „« «-in , . '

Ba mumptlclrk wwd, gleich seyn den 
Produkten, welche aus den Formen der (in—i)ten 
Classe zur Summe r —K hervorgehen, wenn man ihnen 

erst das ergänzende Element a vorscßt, dann dieselben 
k NIN-1

mit dem Faktor 5 und mit dem multipli­
cier ; wie auch mit L)er ihnen zukommenden Permuta­
tionszahl E; in Zeichen, es soll 

in '

t -s. Ba ' Ba seyn,

wenn unter 8 die Summe dklet Produkte angedeutet wird; 
denn die Formen de^ (in—l)ten Classe, wenn man 

ihnen das ergänzende Element a vorfetzt, sind ja nichts 
anders als die mit der Permutalionszahl versehene , 
Form der in reu Classe; tsi. 2 l!2 i und r si, sind

G 
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8

uichts anders als die mit dev PermutatiütiSzahl A verse­
hene Fol;m 1. 1. 2, aus der, wie wir gesehen haben, 
durch Permuttren die Formen 1. 1. 2, 1. 2. 1, 2. 1. i 
hervörgingen; also kann man in dem Ausdrucke

k. °B->' die Formenrn
selbst als gleiche Produkte zu beiden Seiten weglassen.

Aber nach Z. 50. ist m B B. (rr—nr-s-i) 

und "B- 2--

n -w 
a -

n"8 < - 5 

rn- 1 N , n-(ra-i) 
und a

n-
- 3
1 - n-m

IN . . -
. a; daher lst auch
X n-m-s- L-M __

» a . N;

B b——

lN
wird auf beiden Seiten durch Gleiches dividirt, so ist

r> —
Luka rrrt < n—m. -l-1 und Luf — —-—-------- e

k, ' s
wo k jeden Werth von 1 an, jedoch nur den einer gan­
zen Zahl haben kann, da es ein bloßer Index ist.

Nun kommt es darauf an, für k einen Werth aus- 
zumitceln, der für alle Formen derselben Summe, ihre 
Classe mag wie immer seyn, derselbe ist; ein Werth der 
also b^os vom Exponenten der Potenz n, von der Sum­
me r und der Stellcnzahl k abhängt.

Da die Summe aus uk dreitheilig ist, 8u5 

^0 muß der Faktor t selbst dreithci- 

lig seyn , die Theile mögen /Z, 7, seyn, so daß 

8uk — 5n/Z -j- Su^-s- Snö-ist. Der erste Theil soll 

seyn, also 8uF oder 8nkF —, wenn man

Gleiches mit Gleichem multiplicirc; nun war oben 

8uk n, asto auch )3 und Der
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zweite Theil soll seyn, also 8u-/ ; aber oben

war Zu , also auch «nd 7

Der dritte Theil soll — seyn, SuS — —yhex 
, a a

LuliL oben war 8uk 2-- r, also rö — «nd

ö Da nun 8u^ 8u/) -s- 8u^ -s- 8uö ange» 

nommen wurde, so ist auch k — -3 -s- ö, also auch

— rg — a r^' wenn
alles auf einerlei Nenner gebracht wird.

1 1 r-1 2 2 r-2 3 3 r 3

r-1r-i 1 r r v

__ Cn^-r4-1) tr-1 (2n
— 3 -4- ------ -ra

(Zn-r-s-Z) 
ra

rrr — r-s-r 

ra

ra
' , (r- 1) -r -l- r-1 r-r 1

' a n---------- ------------- » a
r 0 
a

a

oder -
I - L-r^O . c-n-r-I, .) - -2 

ra ra
1 sn (r — 1) — r-i 1

-!--------- ---------------a^..
ra ' ra

-f- nr ? 0 ,
ra ? ;7 ) -j- ,

Dr^ successiven Coefstzienten sind demnach:

I. ^7 7^; 3.

G r
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1 o

II. -- —— hier muß man n i von dem ersten

Gliede a der polynomischen Wur^l unterscheiden, 
i

da 3 ein Element ist. 
11 2 0

(n — 1). 3 -s- 2 n 3
III. --2--------------------------- !----------------*

La ' -
12 2 O 3 y

,,, ? (n—2)a^-s-(2n—l)a^-s-ZnaH.IV. —---------- -—-----------
2 a

13 22 3 1 40
4 (n Z)aä-j-(2n-2)s ^-^-(Zn-l)g ^-^-4na^> 

V. L- ——.

und so weiter, 
v 1 2 3 4*

Beispiel. Von (4-j-2x-j-5x2— 3xZ-s-6x4)? 
sollen die fünf ersten Glieder nach der Recurstonöformel 
entwickelt werden. Sie stnd 

o n
I. — a ; und weil hier a --- 4 und so ist 

v ,
4^ — -^4 — 2.

10 7 5-

_  4 n 3 2. 2 - 1 
weil s — I und3 4

durch dies Element der Coeffizient 2 vorgestellt wird, 
2 3 4

so wie 3 — 5 3 — — 3 und 3 — 6 ist.

III. ä 
" sr -

11 2 s
(n I) 3^. 2ttA^__(^-1).2.ß-^2.5.Z.L

2. s 2. 4
38 ' 19

3 lIV. —

8 — 8 32^16
12 2 1 ' ' 3 a

— 2). 3 (21 — o ä 4- 3 n 3

(2.^—l).Z.
3.4 S 4
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— 2. sI -s- 0 -s- K. — 3 — —
"3.1 12

-57 — 144 - 201 - 67
"" 16. 12 16.12 64

4
—

1 ' 2 2 31 4g
(n-Z>.^^-^(2rr-2)3^-s-(3n-i)a^ -s- 4« u

4 a

(4-3) 2 -ZL^(2.Z-2).5^--4<Z.^-l).-Z.;-^4 -.6 r
16

1443
1024'

Die fünf ersten Glieder von (4-j-2x j-Zx-- 3x3-s-6x4)^
67xZ 
64^

1443x4
4024^

sind denwach 2 -s- -s-

Achtes Kapitel.

Anwendung der Variation auf die Division zu^ 
sa mm e nge sc tz te r F 0 r men.

§.76. Erläuterungssatze. Wenn zwei For­
men, welche von 1 anfangen rmd nach Potenzen derselben 
Dauptgröße fortschreiten, dividirt werden sollen, so kann 
dlü in Bruchsorm ausgestellte Division so wngeändert 
werden, daß der Dividendus als Faktor eines Bruches 
erscheint, dessen Zähler die Einheit, dessen Nenner aber 
der Divisor ist; denn es ist'

1 -s- K*x -s- b^x? -s. KZxr .... d" x"

1 — a^ X — x2 — a3 x3 .... — n X

(1 -s- b'x -s- d^x^ d3x3 .... -s- d^x")

X 1-— -> > ------ — . . ... .. - — 4ro ru
1 — a' x — a?x?—a^x^..a ,x
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§. 77. Da bei jeder Division der Quotient so be­
schaffen seyn muß, daß er, mit dem Divisor multiplicirt, 
den Dividendus gibt, so muß man jederzeit den Quo­
tienten finden können, sobald der Dividendus und der 
Divisor gegeben sind. Wir dürfen vermöge dieses Sa­
tzes uns eitlen Quotienten vom ähnlichen Baue mit dem 
Divisor fingiren und das Produkt aus diesem Quotien­
ten mit dem Divisor dem Dividendus gleich setzen, so 
wird sich dann nach den Regeln der Gleichung der unbe­
kannte Faktor oder Quotient bestimmen lasten.

§. 78. Wir beginnen dabei mit dem einfachen Fal­
le, wo der Dividendus die Einheit, der Divisor aber 
eine nach Potenzen der Hauptgröße fortschreitende Form 
ist, und fingiren uns einen Quotienten vom ähnlichen 
Baue mit dem Divisor, welcher ebenfalls von i anhebt, 
dessen Coeffizienten aber noch unbestimmt sind und Vor­
zeichen haben, die denen im Divisor entgegengesetzt sind, 
aus dem Grunde, weil bei wirklicher Division das Pro­
dukt aus dem Divisor und Quotienten vom Dividendus 
abgezogen wird, und dadurch nach den Regeln der Sub­
traktion entgegengesetzte Zeichen hervorgehen. Auch be­
stätiget dieses sogleich die in wenigen Gliedern ausgeführte 
Division; denn

1 —- 3^x2 — aZxZ: 1 1 4- 2^x2
1 — a*x — 32x2 — 3^x3

-s- a*x 3^2—s- rrZxZ 
-s- 3'x -s- 32x2 -s- aZx3

. , 2 3^x2-s- 2 3^x3
, ... ^ 2 32x2 ---- 23bxZ

— -s- 4rr3xZ

§.79. Esskynun---------------------------- —---------n,
1-- 3^X---32x2— 3 — 3 X

— 1 -s: ^2x -s- -^2x2 -s- x' .... -s- x*", wobei
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die Coefsizienten noch völlig unbestimmt sind; das Pro­
dukt aus dem Divisor und. Quotienten muß dem Divi­
dendus 1 gleich" seyn. Das Produkt aus dem Divisor 
und Quotienten fängt aber selbst schon mit 1 an, es müs­
sen also die übrigen Glieder des Produktes Null seyn. 
Das Produkt zweier polynomischen Faktoren, die nach 
Potenzen einer Hauptgröße fortschreiten und zwar regel­
mäßig fortgepen, ist nach §. 54. von derselben Form mit 
den Faktoren, und der rte..Eoesfizient eines solchen Pro­
duktes wird nach §. 54. Zusatz gefunden, wenn man die 
Coessizienten des eitlen Faktors vom rten an bis zum 
Nullten hmschreibt, darunter die des andern vom Null­
ten bis zum rten so setzt, daß die Indices von je zwei un­
ter einander stehenden dem Index des verlangten Coefß- 
zienten r gleich sind; in Zeichen das Produkt aus beiden ist

1 -s- 1. -s- 1
— 3'. 4 / — ar. > x? — ai. ^21

— 3^. 4 - »
---  33. 4 /

-j- 1. '

---  
— L-. -

— a3. o r

r-2 . — 3 .
r-t . .---  S .

-- 3.4
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Ziehen wir beiderseits 1 ab, so ist dann auch 
1. X-v

— a». ^>x-
— a^. 1 I

— a*. ^2 
— A2.
—- ar, i

xb ....

- a'.

- a^.

— a^,

r-1

r-3

""' r-2 . , — L .
r«L 

— a .

— a . 1
Dieses Produkt, soll es gleich Null seyn, muß auch 

für jeden Werth von x — gleich Null bleiben. Dividi­
ern wir beiderseits erst durch x, und setzen dann x o, 
so erhalten wir i. X* — i. a» o und daraus folgt 

ar; da nun 1. — i. a» o, so verschwindet

x. Dividicen wir nun wieder beiderseits 

durch x- und setzen dann x o, so erhalten wie 
— a*. * — a^ i —. o, und daraus

i. Da 1.^-— a^.^^ — a". i — o, 
so verschwindet der Ausdruck i.

— a^.^.' x-.
— a2 1 )

Nun dividiren wir wieder beiderseits dlrrch xZ, und setzen 
dann x — o, so erhalten wir I. — a^ .^r
— a^. i o und daraus folgt — a
^s-a^, 1. Durch ein gleiches Verfahren erhalten wir 

ferner auch -s- a^. -s- .......

U -s- 1.
Wir haben also eine Rekursionsformel wie 

in ä 72 , wodurch wir jeden nachfolgenden Coeffi« 
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zienten des Quotus aus den vorhergehenden Quotienten 
bestimmen. Es ist:

1) ^0^1

— L- ^0
-f- A- 1

-s-1
^4 — a ^.3 ^.2 r

rc.

Beispiel. Von -------------- ,— ------------
1 — 2x — Zx^ Zx^ — 4x4 

sind die ersten fünf Glieder:
^O — 1

2.1, weil a' ^7 2, 2^5, «3-^3, 
a4 4

^2 -f- 1 2. 2 -f- Z. 1 -- 9
a* -s- ar -s- 1 -- 2. 9 -s- 5. 2

-f- 3. 1 31
^4 a^.-^-32. -s- a^ ^4.1. 2. 31

-s-Z.9"^3.2^-4^62'b 45 "^-6-i" 4^: 117. 

also ist .---------------------- ---------------------- -
1 — 2x — 5x^ — 3^ 4x4

1 -s- 2x-s- 9x2-j- zix? -f- 117x4.

Jndepedente Bestimmung eines reden Coeffi- 
zienten dieses Quotienten.

§. 81. Die independente Bestimmung ist immer 
der höchste Zweck der Analysis; für sie eine Regel aufzu^ 
finden, kann nun keine Schwierigkeit haben.

DerAusdruck '-^-33 .4.^...

-s- a -f- -s- a^. 1 stimmt so mit dem

Ausdruck -j- a" -f- ....

in §. 66. übereln, daß die Behauptung: „Jeder Coef- 
fizient des Quotienten sey ein Inbegriff von VariationS- 



40ö I. Abschnitt. Achtes Kapitel.

formen M allen Classen und zu einer Summe, welche 
den Index jedesmaligen Coeffijleuten ausdrückt" 
sich von selbst rechtfertiget. Die Elemente, welche in 
die Varialionsformen emtxeten, sind keine andern als 
die Coesfizieuten des Divisors mit entgegengesetzten Zu« 
chcn, wovon §. 78. der Grund angegeben worden ist, 
und in natürlicher Ordnung genommen.

Bezeichnen wir den Inbegriff von Variatiynsfor- 
men zur Summe r durch 's", wobei sich s" auf die 
Elemente a*, , g4 des Divisors bezicht; so ist

—ui:d 
________1___________

4 — sx — u^x^ — .... — a* x"'
1 -s- -s"x -s- ^s"x^ -s- ^x^ ....

I r rn rr»-j- s^x .... s^X .

§. 82. Die Variationsformen, welche aus den 
Elementen des DivlsorS entstehen, sind Produkte, die 
Elemente aber die Faktoren. Alle Produkte, welche stch 
blos durch verschiedene Stellung der Faktoren unterschei­
den, sind einander gleich; man braucht also blos diejeni­
gen Formen derselben Summe zu bestimmen, welche 
sich durch die Menge der Elemente von einander unter­
scheiden und ihnen die Permutationszahl beizufügen, d.h. 
man erzeuge aus den unbedingt wiederholbaren Elemen­
ten des Divisors Combinationsformen von allen Classen 
zu einer Summe, welche gleich ist dem Index des gesuch­
ten Coeffizienten und füge jeder Form die Pecmuca- 
tionszahl als Faktor bei. Ist nun unter *(? der Inbe­
griff aller Combinationsformen von allen Classen aus un­
bedingt wiederholbaren Elementen zur Summe r bezeich-

1 -j- 77 *(rx 77 ^(r x^ 77 3(rx* ..... .
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Beispiel. Es soll von - -------------,
1-2x-5x^-3x3.4x4^

wo a* 2, — 5, — 3, 94 4 der Coeffizient
des 4ten Gliedes nach dem anfänglichen bestimmt wer- 
den. Es ist dieses 4te Glied 77 4(?x4 und der Eoefsi-
zicnt77 4(?. Nun ist 4(r — 4.— 4

, 1.3— 2.3 X 2 —12
2. 2 —5.5 —25

1.1.2 — 2.2.5X3 — 50 
1.1.1,1 — 2.2.2.2—16

also 77 4(? 1-^ 4-^12 -^ 25 -s- 60 -s- 16— 117 und 
2r.4(rx4 — 117 x4., /

Bestimmung des Nestes.
§. 83. Die Vollständigkeit der Operation fordert 

es, auch den Rest zu bestimmen, welcher übrig bleiben 
muß, wenn das Produkt aus dem Quotienten und dem 
Divisor von dem Dividendus abgezogen wird. Nun ist 
das Produkt aus dem Divisor und dem Quotienten bis 
zu jenem Grade, zu welchem der Quotient aufsteigt, mit 
dem Dividend identisch ; man braucht also nur jene Glie­
der des Produktes, welche über diesen Grad hinausge- 
hen, zu berechnen und mit umgekehrten Zeichen zu neh­
men, weil der Dividendus 1 ist, um den Rest zu haben.

Ist nun der Quotient (1 -j-
-s- .... -s- 57 "(rx") nach §. 82. bis zum ntcn
Grade entwickelt- so bilde man aus ihm und dem Divi­
sor (1 — 9x — —a^x' .... —u' x") ein Pro­
dukt und behalte von diesem Produkte blos jene Glieder 
mit entgegengesetzten Zeichen bei, welche eine höhere Po­
tenz der Hauptgröße als x" führen.

Sollte nun von den Gliedern des Produktes, welche 

eine höhere Potenz als x" führen, das r te nach der Re- 
kursionssormel in §. 79. ausgestellt werden, so ist dasselbe
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- -- - L°-' 4- 4- L--
..... ^ a"""' 4 L -. -4

Beispiel. Wir haben in §. so gefunden 
'. - - 1

4 —- 2x — 5x2 — Zx^ — 4x4
--- 1 -s» 2x -j- 9x- -j- zixZ 117x4 .... 

und es soll nun, da hier mit dem vierten Gliede nach dem 
anfänglichen abgebrochen wurde, der Rest gefunden wer­
den. Wir hätten das Produkt der beiden Faktoren 
(1 -f- Lx -s- gx^ Z^xZ -s- 117x4) und 
(1 — rx — 5x2-^ 3x3 4x4) zu bilden und nur jene
Glieder mit entgegengesetzten Zeichen berzubehallen, wel­
che eine größere Potenz als x4 zum Faktor haben, weil 
das Produkt der beiden Faktoren bis zu x4, zu welchem 
der Quotient entwickelt wurde, mit dem Dividendus 
identisch ist. Jene Glieder also des Produktes, welche 
x^, x^.. .rc. zum Faktor haben, geben mit entgegenge­
setzten Zeichen wegen §. 78. den Rest. Die Formel 

für jedes dieser Glieder ist: —

. n4r . n4r a . 1) x ' .

Da hier ^"---117, ^"'^--31, ^"^ — 9, 

2, * — 1, also n 4 ist, und das fünfte
Glied schon zum Reste gehört, so ist r 1, also 

D > i4i
s^a'^2, a 5, a — a' — 3,

' '^4 a4 4^. Demnach ist das erste Glied des Restes 
— ^5x5 — — (^.4.a' -b» L- -s-LZ ^.2_f_^4

— (117. 2 -j- 31. 5 -f- 9. 3 -s- 4. r) x5 
— — (234-l-155-j-27-s-8)x5^ — 424x§. 

Das 2te Glied des Restes ist:
— A6x6 —— (^4 ^2 -s- A3 ^.r ^4 ^6

— (117. 6 -f- 3. 31 -s- 4. 9). x^ 
— tzyZ -s- 93 36) — — 714x6.
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Das dritte Glied des Rest-s istr
— — (ä4.a3 a4.^^)x7

(117.3-j- 4.2l)x7-^ -(Z,51-s-i2Z)x7
— — 475x7.

Das vierte Glied ist:
— ^8x8 — — (^4. 34) — — (117, 4) X»

— 46tz x8.

Der ganze Rest also r
— 424X5 — 714 xb — 475x7 — 468 x^

K. 84. Ein leichter Uebergang führt UNS nun zue 
Aufsindung des Quottenten von

b -s- k'x -s- 2^x2 -s- b^x' 

- 1 — nx— — a-x» ....
Man fingirt den Quotienten wie in H. 79., nur daß sein 
Anfangkglied nicht 1, sondern b seyn muß, und der fin-> 
girteQuottent sey b-s- x"^.
Das^'lodukt aus dem Quotienten und dem Divisor muß 
dem Dlvl0endus gkkch seyn. Demnach ist nach §. 54.

L -j- 1. ä.' s -s- 1. -s- 1.
-s'b j — 1 ,

— a2dj —
— a-. b )

4.

-—22.

L
r-1 L 

a

x ' b-j-d x' -j-k^r-j-brxZ 4».

. ir'
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Zieht man auf beiden Seiten Gleiches ab, so ist

b — a' b
x-

L* d
-
—
— b

—

x3

1.
— a

—- a

r
r-2 .— a

— L'
— s' b

Nun kann eben so wie in §. 79. gewiesen werden, 
daß — a* —- a? —_ 2?.^............
— — a* —a^b —d^^osey; also

auch — a- -s- a- ^3.^.........

-s-2 , Weil nun r jeden
möglichen Äerth haben kann, so ergibt sich wieder ein 
Mittel, jeden nachfolgenden Coeffizienten des QuotuS 
aus früheren schon gefundenen Coeffizienten zu entwickeln.

Beispiel. V°n 4-
1 — 4x — 3x^ — ^xb —7^x4 

sollen die ersten fünf Glieder entwickelt werden; hier ist 
a- — 4 a» — 3 a- — 7, a4 — 2 b — Z, k.^ — 2 
b" — 4, — 6, — .5.

a'b -s- — 4.3 -f- 2 14, wenn man
r 1 schk. .

^2 —2 -^- d- — 4. 14 -f- '3.' 34-4
^:L6-s-9-^4^ 69, wenn man r — 2 setzt.
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g^6 -H-
^r4 69-s-3.14-^-7.3-^ 6 - 345, wenn r^L 3.

» a -s- -s- 9^/V' -s- U46 -s- 64
4 345 -s- 3. 69 -s- 7.14 -s» 2,. 3 -^7 5 — 1696 -

. 3 2x -s- 4^^ -j- 6x' -s- 5x4
1 — 4x 3x^ — 7x^ — 2x4

-- 3 -s- I4x -j- 69x^ -s- 345x' 1696x4....

Zndependenie Bestimmung eines jeden Coeffi- 
zienten für den Quotienten.

§. 85. Es ist nach §.
d -j- 6 'x -s- -s- d^x^ ...» -s- k"x"

1 __ g3x-
-2- -s- b-x k-x- -s- 63x3 .... -s- d"x")

X —------------------- 1-------------- -------- ,
7, 1 -a^x^ —a^x^ —a^x^..., —

UND —--------------------------- 1____ , 

Ä "(?x" nach §. 82., also ist auch 

-s--s- d 'x' .... -s- b^x"

1 —-Lt-x^ k»2^q

(6 -s- 6 ^ -s- 6 bx^ .... »s- 6" x")

Ee tst §lio dxx Qugt.ent aus diesen beiden zusam- 
mengejehten ^ornren gleich dem Produkte zweier polyno^ 
milchen Faktoren. Das erste Glied des Produktes auS 
(i^. -ch b'x -s. 62x2 .... .s. b"x")

st » jol^udr, Ilder^aupl das rte, weil unter 
dem rteii /edes nachfolgende rrach dem anfänglichen be-
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zeichnet werden kann, ist nach §. 79., nach der bekannten 
Recurswnöformel, wenn nur es durch H bezeichnen:

c^'(rb° ........

Nun bedeutet vermöge §. 82. -r E den Inbegriff 
aller Combinationsformen von allen Classen zur Summe 
r aus den unbedingt wiederholbaren Elementen des Divi­
sors, und -r ist die Permutationszahl, weiche jeder Form, 
Die ein Produkt ist, als Fakror beigefügt wird, die in» 
dependente Bestimmung desCoeffizienten spricht sich dem­
nach so aus: „Man bilde alle Combinationsformen aus 
den unbedingt wiederholbaren Elementen des Divisors zu 
den successiven Summen, die bis zur Zahl des geforder­
ten Gliedes, diese mit inbegriffen, möglich sind, und 
versehe jede Form mit ihrer Permutationszahl. Man 
füge jedem Inbegriffe von Formen einer gewissen Sum­
me das Element des Dividendus bei, dessen Index mit 
der Summe, zu der combinirt wurde, zusammen genom­
men, dem Index des verlangten Gliedes gleich ist, zu 
dem Aggregate aller daraus hervorgehenden Produkte ad- 
dire man das Element des Divisors, dessen Index dem 
Index des verlangten Gliedes gleich kommt.^

Beispiel. Das vierte Glied nach dem ersten 
»0» 3 rx 4- 4x- f,xZ -s- Zx4 ist 

1 — 4x— 3x? — 7^3 — 2x4
I(rk3-s-l)4)24, 

hier ist 3, d 2, 4, 6, b4 — 5

4(? 4^2 also 77 4
- 1.2 — 4-7, 2 — 3 »-s-sö^s

22 — 3^3 ^-I44^2s6)
1.4.2 — 4»4.3, 77 3

4.1 .4.1 --- 4,4.4.4 -
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— 3 ---7
1.2 — 4. 3, n — 2 — 2 s7-s-244- 64)

1.11^4.4.4 .
3-^3 5!k 4 fZ-)-l6)

1.1 4.4
^(r " 1^4 'EbZ — 6 f4)

Also ist das vierte Glied s6 168 -s- 27 -4- 432 
763-^14^-48 4-428-s-12-s-64-s-24-s-s)x4 

1696x4 wie zuvor.

Lr Abschnitt.
Erstes Kapitel.

Entwickelung der E.rponcntialgrößen.

> §.86. Erläuterungssatz. Im5.Kapitel haben 
w!r durch Hülfe des Binomiülsützeö einBinomtum auf die 
Potenz eines vorgeschnebenen, mithin bekannten Exponen­
ten erhüben und den Werth dieser Potenz in einer Reche von 
Produkten dargestellt, von denen jedes nebst dem zugehöri­
gen Coesfizienten aus zwei Faktoren bestand, die selbst 
Potenzen au6 den beiden Theilen des GrundfakcorS 
waren, und wo die Coefsizienten aus dem vorgeschriebe­
nen Exponenten sich bildeten; in Zeichen: Es war

(a »4-— a -4-na I) -4- ——-------, A 6
1.2

, n. n—1. n— 2 N-s,,-f------------------------ A ...........
1. 2. 3

, n.n —1.N—2....(n r-l-1) n-r. r 
1. 2. 3. 4............ a '

Setzen wir a 1 «m die einfachste Form des Grund- 
faktors zu haben, so ist
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" . n.n—1, n.n—1.N—2.
1. 2. 3

K3...

n.n—1.n—2-.. (n — r -s- 1). b'.
1. 1. 3. 4...............   . r

Hier setzten wir den Grundfaktor (1 -4- K) als bekannt 
voraus, ferner auch den Exp-ncnten, unbekannt war 
uns der Werth dieser Potenz, den wir jedoch in einer 
Reihe von Produkten darstelltcn, so daß die Reihe nach 
den successiven Potenzen des Grundfaktors ...d^
fortschreitet. Hier gab also der Grundfaktor, (1 b) 
die Hauptgröße, nach deren Potenzen die Reihe fortgeht, 
denn alle Potenzen von 1 sind wieder i, der Exponent, 
aus dem sich der Coefsizicnt eines jeden Gliedes bildete, 
stellte nur eine Nebengröße vor.

tz. 87. Eine solche Entwickelung kann aber nur 
dazu dienen, eine bestimmte Potenz dieses Grundfaktors 
zu berechnen, etwcm die 8te oder 9te und so fort. Bei 
einer jeden neuen Potenz aber dieses Grundfaktors müßte 
eine neue Binomialreihe entwickelt, und was gerade am 
schwierigsten ist, jeder Coefsizicnt, der sich aus dem Ex­
ponenten bildet, von neuem berechnet werden. Die 
Reihe selbst würde zwar immer bei einer jeden neuen Po­
tenz des Grundfaktors (1 -j- b) nach Potenzen von b 
fortschreitcn, aber die Coefsizienten müßten wegen des 
neuen Exponenten von neuem berechnet werden.

K. 88. Würde nun gar gefordert, alle mögliche 
Potenzen dieses Grundfaktors zu berechnen, um ein gan­
zes Potenzensystem von diesem Grundfaktor aufzustellen, 
selbst gebrochene Zahlen nicht ausgeschlossen, denn auch 
diese können Potenzen eines Grundfaktors seyn, so kön­
nen wir leicht abuehmen, mit welcher Mühe wir die 
Coefsizienten einer jeden neuen Binomialpotenz zu berech­
nen hätten. Dazu kommt noch der Umstand, daß, wenn 
der Exponent ein Bruch ist, die Binomialreihe nach 
§. 57. Zusatz unbegrenzt ist, und daß wir dann mit
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der Entwickelung der Coeffizienten nie fertig werden konn­
ten, wenn wir alle zu entwickeln hatten.

§ . 89. Um also einer solchen Forderung alle Po­
tenzen emes und desselben Grundfaktors zu berechnen, auf 
die kürzeste und leichteste Art zu genügen, müssen wir 
eine einzige, beliebig weit fortzuseHende Reihe ausstellen, 
welche uns jede Potenz des angenommenen Grundfaktors 
gibt, und weil daö Berechnen der Eoessizienten immer 
daö schwierigste ist, so müssen wir die Reihe so einrich- 
ten, daß die Coeffizienten immer dieselben bleiben, welche 
Potenz auch durch diese Reihe gefordert wird.

Süllen aber die Coeffizienten für jeden Werth der 
Reihen dieselben bleiben, so müssen sie aus einer constan- 

' ten Größe gebildet seyn, die nur der Grundfaktor ist; 
und da die Reihe immer einen andern Werth haben muß, 
so wie man eine andere Potenz des Grundfaktors fordert, 
so muß die Hauptgröße, nach deren successiven Potenzen 
die Reihe fortschreitet, eine veränderliche, jedoch jedes­
mal bekannte Größe seyn, und diese ist der Exponent. 
Die Coeffizienten müssen also auö dem constanten Grund­
faktor gebildet werden; die Reihe selbst muß nach-Po­
tenzen des veränderlichen Exponenten, als derHaupu'röße, 
fortschreiten.

§ .90. Erklärung. Eine solche Reihe, welche 
nach Potenzen des Exponenten fortschreitet, und deren 
Coeffizienten sich aus dem Grundfaktor bilden, wird eine 
Exponenrialrcihe genannt.

§ . 91. Da uns keine andere Methode, eine solche 
Reihe aufzustellen, bekannt ist, als der Vinomialsah, 
so stellen wir zuvor eine Binomialreihe auf und verwan­
deln dieselbe in eine Exponentialreihe. Aber vor der 
wirklichen Umformung der Binomialreihe in eine Expo- 
nentialreihe müssen wir noch folgendes berücksichtigen: 
Die Binomialreihe schließt, wenn der Exponent eine ganze 
Zahl ist; §.46.; die Exponentialreihe, die zur Berech­
nung eines ganzen Potenzensystems, also auch dann gel­
ten soll, wenn der Exponent, auf dessen Potenz der

H L
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Grundfaktor erhoben wird, ein Bruch ist, darf niie 
schließen. Diese Schwierigkeit wird durch den Kunst, 
griff gehoben, daß jede Vinomialreihe, auch dann, wenn 
der Exponent eine ganze Zahl ist, sich in unbestimmte 
Weite hinausführcn läßt; denn von (a -s- ist das 
tausendste Glied

3 .(3 -1). (3-2). (3-3)... (3-999)^'000

1. 2. 3. 4 . . .................. . 1000
nach dem anfänglichen, und das ganze Glied ist — o, 
weil ein Faktor darin 3 — 3^0 ist.

§. 92. Nun können wir sofort zur Umwandlung 
der Vinomialreihe in die Exponentialrerhe schreiten.

, x. (x—i)L^ Es sey (1 a) 1-s-x. a ---- —--- -
I X. (x-1). (x- 2) (x-l). (x-2). (x-3). aZ
' 1. 2. 3

X. (x -—1). (x — 2) .... (x — I- -j- 1) n , 
1. 2. 3. 4 ........ r

wo wir also (1-s-a) zum Grundfaktor und X zu einem 
beliebigen Exponenten annehmen. Um aus dieser Vi« 
nomialreihe die beabsichtigte Exponentialrerhe zu erhalten, 
führen wir die Multiplikation in den einzelnen Coefsi« 
zienten, wenigstens in einigen derselben aus, und setzen 
jene Produkte, die zum Faktor eine, gleich hohe Potenz 
der Hauptgröße x haben, denn nach Potenzen von x 
muß die neue Reihe fortschreiten, unter einander.

Diese Multiplikation nehmen wir aus dem Grun­
de 'vor:

4 ) Um zu wissen, aus welchen Theilen der zu den 
successiven Potenzen von x gehörende Coefstzient der neuen 
Exponentialrerhe bestehen werde; zweitens um cinzustheu, 
wie jeder Theil, eines Coefstzienten gefunden werde.
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Die Realisirung dieser Multiplikation gibt:

L) x. n --........................... -
x^(x—l)a-

1.2 ....... 1.2 ' 1.2
x.(x-l).(x-2). a' . , x^a-

1.2.3 1-2.3 1.2.3 1.2.3
.. x.(x-l).(x-2).(x>3)a4__ __ 6 nix , nalx^
) "" 1.2.34^1.2.3.4

6a4x^ n^x^
H3l4 ' 1.2-3.4 

ro.
Der erste Eoefsizient in der zu entwickelnden Eppo- 

neMialreihe tst derjenige, der mit x* multiplicirt ist. 
Alle au6 der Multiplikation hervorgehende Partialpro- 
dukte, welche x^ zum Faktor haben, sind demnach Theile 
Des ersten Cocssizienten in der Exponenttalreihe. Wir 
sehen aber auch aus der wirklich auSgeführten Multiplika­
tion, Laß jedes Glied der Binomialrcihe einen Theil 
gebe, der mit x* multiplicirt ist, also einen Theil zum 
ersten Coefsizienten der Exponentialreihe.

2) Sehemwir auch, daß es gerade die subtrakti- 

ven Theile der Bmomialcoesfizienten x — 0- — 

22.^—^2^'^—— :c. sind, deren Contbinirung zu 

eins, zwei, drei und so fort die Theile für den ersten 
Cocssizienten der Exponentialreihc geben, wenn man mit 
den aus dieser Verbindung hcrvorgehenden Produkten, 
nämlich mit — 1, — 1. — 2 2, — 1. — 2. — 3 —— 6,

1 .—2. — 3. — 4 24 die successiven Potenzen
des Grundfaktors a, von anzufangen, denn (x—o). a 
r^-xa, multiplicirt:

— 4. . a"
-s- 2. — -f- 2
— 6. a4 — (z 34

24. -f- 24
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Weil die Vinomialreihe unbegrenzt forkgeht, und 
jeder Binomialcoesstzient einen Theil für den ersten Expo- 
nentiaicoeffizienten hergibt, so muß die Anzahl der Thei­
le, aus denen sich der erste Exponentialcoeffizient gestal­
tet, unbegrenzt groß seyn.

Da ferner, die subtraktiven Theile der Binomial- 
coefsizienten durch Multiplikation diese Theile für den 
ersten Exponemialcoeffizienten geben, so gibt auch das 
Produkt aus den subtraktiven Theilen des rtenBinomial- 
„effizienten (r -1)

1. 2. 3. 4..................... . (r— l). r
und zwar das Produkt "77^

4.2.3...........r —4.

— wenn man damit
4.2.3.4. ...(r-l).r

, .r-1 r
noch multiplicirt, den rten Theil r
des erst-en Exponentialcoeffizienten. Es ist hier

— 4. —2.—3. —4 .... — (r — 4) 
4. 2. 3. 4 ....... r— 4. r 

— — 4.— 4.2—4. 3 .... — 4.(r —1)
4. 2. 3 ........ — 4. r

— ^1-2 3.... (r—4)
4. 2. 3 ..... r—4. r'

Da nun alle Theile, welche mit x* multiplicirt 
sind, Theile deö ersten EoefsizLenten sind 

xa — —— -s- __  — (—
3 . 4 " r

so ist der erste Exponentialcoeffizient, wenn wir denselben 
durch bezeichnen

r
r A 
— f
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und da unter dem rten jeder beliebige Theil vorgesiellt 
werden kann, so kann die Anzahl der Theile beliebig 
fortgesetzt, und der erste Coefstzient mit der möglich größ­
ten Schärfe berechnet werden.

§. 94. Aber eine Schwierigkeit-, dem Anscheine 
nach kaum zu heben, stellt sich der Umformung der Bi- 
nomialreihe in die Exponenttalreihe entgegen. Die Ex- 
ponemialreihe muß §. 57. Zusatz unbegrenzt fortgehen, 
der Coefstzienten gibt es asio unzählig viele, und da schon 
der erste ein Inbegriff von unzählig vielen Theilen ist, 
wie sollen die übrigen Coefstzienten entwickelt werden?

Diese Schwierigkeit kann ohne Mühe gehoben wer­
den; gelingt i es uns, die folgenden Coefstzienten als 
successive Potenzen des ersten darzustellen, so kommt 
es nur darauf an, den ersten mit möglich größ­
ter Scharfe zu berechnen. Wir bezeichnen vor­
läufig die folgenden Coefstzienten durch 2^, 
4^.... "H-, wo die darüber gesetzten Zeichen keine
Exponenten, sondern einen bloßen Index vorstellen, ohne 
unS um den Werth dieser Coefstzienten, von denen blos 

der erstx — a — -—s- -------- —.... -----——,
' L ' 3 4 r

bekannt ist, zu bekümmern, und die beabsichtigte Expo- 
nentialreihe der Exponentialgröße (1 -s- a)* ist (1 
— -I- "Lx".

Wir erheben, um den in §. 94. ausgesprochenen 
Zweck zu erreichen, die Exponentialgröße, mithin auch die 
ihren Werth ausdrückende Reihe zum Quadrate, so ist 
das Resultat f(1 -s- a)^ (1 -s- eine Exponcn-
tialgröße, deren Exponent das Doppelte des vorigen ist; 
nun muß aber auch noch die Reihe zum Quadrat erho­
ben werden, wobei wir nach §. 54. Zusatz verfahren kön­
nen, und es ist:
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Es ist aber auch:

1-s-2x-s-2^. -s- (2x)Z

-s- 4^.(2x)4 (2x)'....
oder (l ch 3) 1 -j- 2 ^.x -s- 4 ^^x^ -j- s ^^x^

-s- 16 4^x4.... -s- 2^ ^x^; 
denn nach §. 89. sollen die Coefsizienten der Exponential« 
reihe constant seyn, es muß also der Werth der Haupt­
größe sich andern, so wie eine andere Potenz gefedert 
wird.

Es ist also auch 1-^-2 '^x -s- 4 § s^xr
-s- 16 4^.x4 .... -s- 2^ ^X^

1 -s- 2^^x-^2 .
-j-2^/^ ->- 2 1 '

-s- 2
x4 ....

-j-24^. I

4-2^

-l- r"ä-L r
1 r-2 . . r

-s-2

2 1

und wenn man Gleiches von Gleichem abzieht:
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4 -s- 2 -s- -s- 2

— 1— 2*^x -f- 2 > x2 -s- 2 x^
— 4 ^^2 —8^ I

4-2^ .
-s-L^ 4-2^^!

4-r^L-^f

^r r . -- 2
§. 9,5. Eben so wie in H. 79. kann hier gewiesen 

werden, daß 1 - 1^0, 2 ^4x — 2^^x^:0, woraus 
folg?"; -s- 2 — 4 — 0, oder

^ /V 2
'^2--22^, oder —— 2^2^^_23^

2 '
-— 8 -i-: v, 2 — 6 — oder
2'.i^ —6 -L, »un also ^2-6-,^

r,V3 r4? oder---- 2'^^-s-^
6 1.2.3 '

-f- 2 4^. — 16 4^. — 0, oder ?-. ^'
' 1.2.3

-s- —— 14 4^. — 0 oder -s- —— 14 4^. 
' - 4 3 4

und 14 4^., oder — 4^. oder
12 24 1.2-3.44^. und so fort,

also (1 -^- g)-c 1 -s- ^^x -s- -s-
1.2 ' 1.2.3,

r^4x4,
1.2.3. 4..........

§. 96. Wird nun bewiesen, daß dieses Gesetz auch 
für den r ten Coeffizmtten Statt findet, vorausgesetzt,'daß 
e6 für den (r—1) als richtig angenommen wird; oder 
mit andern Worten, kann bewiesen werden, daß dieses Gc setz
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für jeden nachfolgenden gilt, vorausgesetzt, daß es füe 
jeden vorhergehenden Start findet, so ist die Allgemein­
heit desselben dargethan:

Es ist 2 -j- 1^. U-
-s. 3^^_j_ — 2'^ 0,

also auch -f- ^^,3^,....^_z^^^
-j- -s- 2' ^ — 2^

(2'— 2).

Nun ist nach der Voraussetzung * — ——-^------
und ;

1

ferner

al so —--------------—  ---------- ;
1.2.3 ...r—1. 1 1.2-3.-r—1.1

_______
1.2.3....(i- —2). 1.2*

Eben so finden wir .--- ------
1.2.3 ...(r—3). 1.2.3

^-7-^—-—daher isti auch1. 2. o ... 1 — «1. 1. 2. o 4

1. 2»3...(r—1). 1 '1.2.3... (r—2). 1.2
"__________ ^^4___________

-f-1.2.3 .,.(r—3.1.2.3 1.2.3... (r—4). 1.2.3.4

--- (2^—2), oder auch
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____ ^0 r________, r. 0 — 1)

4.2.3. .. (r—1). r 1.2. 3... (r—2). 0 — 1) r. 1.2

!. ______ ^^.0^ 0" O- 0—2)__________

1. 2. 3 ... 0 — 3). O — 2). O-^ 2). r. 1. 2.3

Q. r - 1. r— 2. 1' — 3)
1.2.3... 0—4). 0—3). 0— 2). (r—l)H.2.3.4

0'0- ,-r
1.2.3... O'-I).o!_1

— (2^—2), oder

r.r-1 , i.i-i.1-2 , 1.1-1.1-2.1-3..-; 
1.L 1.2.3 1.2.3.4 I

_____
1.2.3. (r-l).r'

— (2^— 2), oder
r * .2 _ 3 4 r-1
sB-s- B-0 B4- V....

— (2^—2) §. 4.5. Zusatz.

Nun ist §. 49. si-s-"B-O''B-s-''V...-s-"B-!-i'r 
123 i-1

— 2', - 2' —2

daher ist auch: s2^—2)I --- '^.(2^- 2);

r
——------ -------- -— 2V was zu bc-
1. 2.3.. ,0—1)-

endlich ist auch

weisen war, und die Allgemeinheit dieses Gesetzes ist 

dargethan; also: (1 -j- a)* 1 -j- ^x -s-

^3 X3

1.2.3

^.4 2^
1.2.3. 4

a4 
— 4- — — — 
2 2 3

wobei
(-1)'^

§. 97. Dieser erste Cocfsizient und mit ihm 
alle übrige, hängt, wie wir dem Grundfak­
tor a ab, er ändert stch nicht, so lange dieser Grundfak­
tor, Basis genannt, beinhalten wird, was immer für
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einen Werth der Exponent x erhalten mag,, oder was 
immer fur'em ' Potenz des GrunbfaktorS gefordert wird. 
Es kör^non .W ^urch drr'-e al?e Poten^n 'des V?und» 
faktors LeE^nser^G^.-, c,!',o rann ein ganzes PolenM» 
systern durch dieselbe ausgestellt werden. " .

§. 98. Wollte r/.an ein- wderss Potenzenfystem 
aMclien, so müßte mcLr andern Grundfakkor an- 
nehmen', dadurch wW-c der erste Cocfsizwnt der Expo- 
nentlaWi^e und mit idn n alle übrige einen von diesem 
Grund : d d d -unveränderlichen Werth 
erhalten, ume Grm.ochktor z. B. (l-s-d)
heibehaücn wULde. -

H. 99» Erelü"itn-g. Dieser erste EoeWent 
Heißt M^ulns des PWnzmsystemö. - Es ist alza der 
ModulnS eines Potenzenchsteurs eine bestimmte, von dem 
Grnudfaktor abhängige Zahl und ist der Grundfaktor 
des, Systems (l-s- a), so ist der Modulns^ wenn wie 
ihn ^ nennen, Modul.

2 —— —4- — - —
L 3 4

(-0 a

Für einen andern Grundfaktor wäre Modul.

r, k- , d- 1.4 (—2» —O - ------------  - . . . , - ------ ---------- »
. L 3 3 r

§. 160. Sollte nun durch die Exponentialreihe 
wirklich ein Potenzcnsystem berechnet werden, so müßten 
wir zuerst daran denken, der Exponentialreihe eine solche 
Gestalt zu geben, daß die Berechnung der Coefstzienten 
mit der geringsten Mühe verrichtet würde. Dieses wür­
de unstreitig dann der Fall seyn, wenn man den Modu- 
luS — i setzte, weil alle übrige Coefstzienten als 
successive Potenzen dieses Modulus ebenfalls — 2 
würden.

Nun müßte aber untersucht werden, wie die Basis 
angenommen werden müßte; ohne Zweifel müßte dieser 
Grundfaktor von der Art seyn, daß der von ihm abhän- 
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tzige und aus ihm zu berechnende Modulus 1 wür­
de. Man sehe nun in der Exponenrialreihe 1, jo

(i -i- ->) -- r 4- * -i- 4- m
. x4

, ' 1.2.3.4 " " 1. 2.3 .. r"
Weil aber jede Größe , die als Wurzel gelten soll, 

zum Exponenten 1 hatso setzen wir, um den Werth 
des Grundsaktors zu finden, den Exponenten x — 1, und 

es ist (1 -s- a) * 1
1.2 1»^« 3

L-------s
1.2.3.4 1.2.3...r

oder (1 -j- a) — 2,718281828459, und
a 1,718281828459/ wenn man 15 Glieder der 
Reihe entwickelt.

§. 101. DieseVasis(l-s-a)^2,718281828459 
wird mittelst eines eigenen Buchstabens e ausgedrückt, der 

Bequemlichkeit wegen, so daß eine beliebige Potenz 
der Basis 2, 718281828459 bedeut^ '

(2,718281828459)^.

§.102. Erklärung. DasPotenzensystem, wel­
ches aus diesem Grundfaktor „Basis genannt" hervor- 
geht, heißt Va§ natürliche oder auch hyperbolische, na­
türlich, weil die Entwickelung der Potenzen die ein­
fachste ist; hyperbolisch, weil durch die Logarithmen die­
ses Potenzensystems gewisse Flachenraume der Hyperbel, 
einer krummen Linie von besondern Eigenschaften, auSge- 
drückt werden.

§. 103. Den Werth einer beliebigen Potenz in 
diesem natürlichen Potenzensysteme gibt die Exponential- 
reihe in ihrer einfachsten Gestalt

t? -- i -j- x -1- -l. 
1.2 1.2.3 1.2.3.4 1-2.3 ...r
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§. 104. An dieser Reihe ist zu bemerken, daß 
sie für einen jeden Werth, den der Exponent x annimmt, 
convergirt. Ist dieser Exponent ein echter Bruch, so 
ist dies für sich klar. Ist er aber eine ganze Zahl, dann 
divergirt die Reihe, d. i. die folgenden Glieder werden 
immer größere Zahlen, welche ganze Einheiten in sich 
fassen, und zwar divergirt die Reihe so lange, biö man 
zu einem Gliede kommt, wo der höchste Faktor im Nen­
ner gleich ist dem Exponenten x. Von da an conver­
girt die Reihe.

Denn ist man biö zu einem Gliede gekommen, 

welches --- -------- ist, so ist das folgende1 .2.3...X
x-j-1 . X

----------—,—  ——; das fol« 1.2.3. ..X. lx-f-1) 1. 2.3 ... x.(x-f-1)
gende wird also schon kleiner seyn, weil es aus dem vor- 

hergehenden ——------- dadurch entsteht, daß man es

mit einem echten Bruche — multiplicirt.X-f-1
Darauf kommt es aber bei der Entwickelung der 

Glieder vorzüglich an, daß die Reihe bald und schnell 
convergire, und zwar so, daß wir Glieder erhalten, wel­
che keine ganzen Einheiten, keine Zehntheile, keine Hun­
derttheile, und so fort, und oft bis in die zehnte Deci­
malstelle und noch weiter keinen Werth geben. Hat man 
zehn Deci.nalstellen zu entwickeln, so muß man in der 
Entwickelung der Glieder so lange fortfahren, bis man 
ein Glied entwickelt, welches in der zehnten Decimalstelle 
noch keinen Werth gibt.

§. 105. Die Reihe 
„ rx , i . X3 , X4 , X6 — 1-l-X-l-—-f----- -1----------------... -f--------' ' 1.2 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3... r

ist demnach zur Entwickelung der Potenzen ganz geeignet.
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§ . 106. Die Kenntniß, welche wir von dem Zu­
sammenhänge zwischen dem ModuluS und der Basis be­
sitzen, kann in folgenden zwei Formeln auSgedrückc 
werden.

M°du!, 
2 3 4 i-

von der Basis (i-j-a). Ferner ist die Basis oder der 
Grundfaktor, der zum ModuluS gehört, Basis Modul;

( 1 -f-g) — 4 -s- -s- —-.____ -____.
'1.2 1.2.3 1.2.3 ...r

§ . 107. Ist einmal durch Hülfe dieser Reihe ein 
Potenzensystem berechnet, so ist es leicht, ein anderes Po- 
tenzensystem für eine andere Basis zu entwickeln.

Es sey die Basis dieses neuen Systems K; man 
suche in dem berechneten Systeme die Potenz auf, welche 
dieser Basis k gleich ist. Es sey </ — k, so daß k 
eine Potenz der Grundzahl e ist. Wird von dieser Ba­
sis d die xte Potenz gefordert, so ist (d)'' (e^,

weil k ist; also ist b"' — Nun ist nach

§. 100. e --l-s-/Zx

^4x4 . /Z' x*
1.2.3.4 '

§ . 108. Durch Hülfe dieser Reihe sind wir im 

Stande, alle Potenzen von K zu berechnen.

§ - 109. Beispiel. Es sey e

soist e» - 4-^(L)- -i- c;)-

und -L
1,2840249; das folgende Glied ——0)6 

gibt in der 7ten Decimalstetle noch Nulle, also ist bei
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dem 6ten Gliede nach dem anfänglichen die Grenze, 
wenn man nur 7 DecimaiMlen verlangt.

Zweites Kapitel.

Entwickelung der Logarithmen. 
Logarithmotechnie.

§ . 110. Wir haben die Potenzirung in doppelter 
Gestalt verrichtet, einmal mit Hülfe der Bmonualteiche, 
und diese Entwickelung diente dazu, eine bestimmte Po­
tenz zu berechnen; ein andermal durch Hülfe drr Expo- 
nemialreihe, und diese Entwickelung diente dazu, ein gan­
zes Potenzensystem zu berechnen.

Nun legen wir uns die Aufgabe vor, den Exponen­
ten auSzumitteln, auf besten Potenz wir einen angenom­
menen Grundfaktor zu erheben hätten, um eine Zahl zu 
erhalten, welche eine Potenz dieses Grundfaktore seyn 
soll. Dabei nehmen wir den Grundfaktor und die Po­
tenz als bekannt an und suchen den Exponenten.

§ . m. Diese Aufgabe, welche aus dem gegebe­
nen Grundfaktor und der gegebenen Potenz den Expo­
nenten zu suchen fordert, auf dessen Potenz man den 
Grundfaktor erheben müßte, um die gegebene Potenz zu 
erzeugen, heißt Exponenziren oder auch Graduiren.

§ . 112. Wir haben aber dabei noch die besondere 
Absicht, eine solche Reihe aufzustellen, die uns in den 
Stand setzt, für eine jede Zahl, die als Potenz eines an­
genommenen Grundfaktors gelten soll, den Exponenten, 
welcher auch Logarithmus dieser Zahl genannt wird, zu 
berechnen; und da alle Logarithmen solcher Zahlen, welche 
Potenzen eines angenommenen Grundfaktors sind, zu 
einem Systeme gehören, dessen Basis dieser Grundfak­
tor ist, so soll uns diese Reihe in den Stand setzen, alle 
Logarithmen eines Systemes aus ihr zu berechnen.
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§ . 112. Sind einmal die Logarithmen eines Sy­

stemes berechnet, so ist es auch möglich, durch sehr ein« 
suche arithmetische Operationen die Logarithmen für jedes 
andere System, dem eine andere Basis zum Grunde 
liegt, zu berechnen, wie wir in der Folge sehen »vordem

§ . 113. Der Werth dieses zu suchenden Expo« 
nenten soll also durch eine R-ihe auöoedrvckt werden, in 
d- r nur zwei bekannte Gropen, der Gcundfakcor und die 
Potenz, vorkommen; überdies jolkm durch diese Reihe 
ane Logarithmen eines Systems berechnet werden. Der 
Werty der Rerhe muß sich also andern, so wie die Po­
tenz, für welche der Logarithmus gesucht wird, sich än­
dert. Ist a der Grundsaktor und d die Potenz und 

a — k>, so ist klar, daß der Logarithmus x, weil L 
conUant ist, sich ändere, wenn für eine andere Potenz c, 
der Logarithmus zu suchen ist.

Die Reihe selbst soll nach Potenzen einer Haupt­
größe fortschreiten, die Coefsizienten constant seyn, wie 
Lmmer der Werth der Reihe sich andern mag. Die 
Coefsizienten müssen demnach aus einer constanten Größe 
gebildet werden, und diese ist der Grundfaktor; die 
Hauptgröße, weil sie veränderlich seyn muß, wenn der 
Werth der Reihe sich ändern soll, muß aus einer verän­
derlichen Größe genommen iverden, und diese ist die Po­
tenz, welche immer anders angenommen wird, wenn 
ein anderer Logarithmus berechnet werden soll.

§ . 114. Da eS uns frei steht, was immer für eine 
Basis anzunehmen und die Logarithmen von was immer 
für einem Systeme zu berechnen, so können wir dazu 
jenes System wählen, desien Basis oder Grundfaktor wir 
im vorigen Kapitel für den ModulnS 1 berechneten, und 
wir könnet! demnach die Logarithmen des natürlichen oder 
hyperbolischen Systems, dessen Basis e

— 2,718281828459, berechnen.
§ . 115. Es sey die Zahl, welche als Potenz dieses 

Eruudfaktorö gelten soll (1-s-x), und e* --r (1-j-x), 
2
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In dieser Potenz (1-j-x) kann x jede ganze und jede 
gebrochene Zahl seyn, so lange der Exponent 2 positiv 
ist, weil die Logarithmen aller ganzen Zahlen in einem 
Systeme, dessen Grundfaktor größer als 1 ist, positiv, 
die roganchnren aber der echten Brüche negativ sind. 
Wird x — o, so wird auch ? — 0, well e? — 4; jede 
Potenz mit dem Exponenten Null ist 1; endlich muß 
(1-s-x) ein echter Bruch, also x ein negativer echter 
Bruch seyn, wenn 2 negativ ist.

Da nun — (4-j-x), so ist 2. 1o§ nur e 
IoZ nar. (1-s-x). Nun ist der Logarithmus der 

Basis immer 1; also 1oA nat e — 4, daher ist 
2. 4 — 1oA nar (1 -s-x), oder 2 — nat (4 -s-x). 
Der Werth dieses Exponenten 2 soll nun in einer Reihe 
nach Potenzen der veränderlichen Größe x ausgedrückt 
werden.

K. 116. Wir gelangen zu dieser Reihe durch fol­

genden Kunstgriff. Wir erheben e— (i-s-x) zur 
rrten Potenz; so ist O?)" — (1-s-x)^ oder

e — (1-^-x) .

. n NX
Nun ist nach §. 45. (1-s-x) — 1 -ss

, n. (x — 1) x2 . n. (n—4). (n-—2) x3
172 1.2.3 .........

. ir. (n—1). (rr—2) ...»(n— r-^-4).x^ 

4.2.3.4.... . r

Diese Binomialreihe verwandeln wir nach H. 92, 
93, 94, 95. in eine Exponenttalreihe, die nach Potenzen 
von n fortschreitet, so wird der erste Coefstzient nach 
§. 93, 97., wenn wir ihn durch bezeichnen, wieder 
. x? . xZ x4 (—4)^ ^x^ .
" X — — -l- —-----------...--------- ----------, und die

2 3 4 r
Exponentialreihe der Exponentialgröße (4-ss-x)" ist ganz
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wie in H. 96. (1-s-x)" 1 H
1. 2.3

^.4 7,4
1 nn

.r r n
1.2.3 ..^r"

Es ist aber nach §. 107. e"
1.2

23 7l3 24 n4 2 71

^.4 7l4
1.2.3.4

1.2.3 1.2.3.4
. i x i ^ri^

71
1.2.3.

1.2

1. 2. 3 ... r
. ^.3 ri3

1.H

. 712^2

1.2
773 23 
lH

und daher ist ferner
n4 24

1.2.374

r r 71 2
1.2. 3 ..

1 -I- -4-
1.2

1 ---- 2N -----
1.2

^3
1.2.323
1.H

ri^

^.4

24
1. 2.374 

und nach §. 79,

H4 1.2.3...r
2^

n ^-0

— 2;
^3

-^2
l72 '

23

1.2.3...r^
95. 1—1—0; — o, also
22

-----  — 0
1.2

^.2

1.2.3 1.2.3 — 0

1.2 
^3

1.2.3

2^— —, und ^ — 2
1.2

23 . . k:---- oder — 2
1.2.3

r

1.2.3 0 und
1.2.3.. 1

r

—, und 2* also — 2.
32
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Nun Lst^. — — -s- —1)—
2 3 4 i

, x^ , x3 X4 (----l)also auch 2 —x — —s- —--------— -------------------.
2 2 4 r

Da aber 2 — nat (4-j-x) ist, so ist auch nar

. c- 0"^'.(4-s-x) x^ , x3 x4 ^2-4-

§. 416. Diese Reihe gibt uns zwar den Logarith­
mus einer Zahl (i-^-x), welche größer ist als 4, aber 
nicht den Logarithmus eines echten Bruches. Den echten 
Bruch können wir durch (4 — x) bezeichnen, wo x einen 
echten negativen Bruch bedeutet, und dann ist nach 
§. 41Z. — 2 r^:'1oA nat (4 —x.

Nun ist 2 X — — -j- — —.... (-- --- —
2 3 4 r

.2^: nai (4-l-x), also — 2 — —> x — 2—

, (—x)r (—x)4 (—4)^ ^(--x)^ .
-l- — 2------ <_ .... Io§ NNd

3 4 r ,. r,, , X . x^ XZ x4 X
(4 -r-x) oder — X — -------------------- -------- .... - —

2 3.4 r.
loA nad (4----x). .

§. 447. Diese beiden Reihen 1o§ uad (4-s-x) 
x^ , xZ x4 (—1)^^x^
2 3 4 r

und 1o» Uat (4 - x) — — X — " — —.... —
. 2 3 4 r

sind die beiden Fundamentalreihen zur Berechnung der 
Logarithmen. In dieser Gestalt aber sind sie wenig 
brauchbar und können nur dann angewendet werden, wenn 
«ein echcer Bruch ist und zwar ein sehr kleiner Bruch.
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§. 118. Combiniren wir aber diese beiden Reihen, 

1o köi.nen sie gut brauchbar gemacht werden. Da Zah­
len, welche Potenzen demselben Systems sind, divrdirt 
werden, wenn man den Logarithmus oder Exponenten 
des Divisors von dem dcö Dividendus abzieht, so ist:

!o§ /1 log (1-s-x) — log (1—x)
V 1 — x/

, I ("l)^x"
2^3 4 i-

§. 119. Da wir den Quotienten zweier Zahlen 
einer dritten gleich setzen können, so sey ^7—

1---- X daraus folgt 1-f-x 2 — X2, ferner x-s-xx -^2-1,
oder x (i-j-2) — 2 —4, oderx^^TII-?. setzen wir 2-s- 1
diese Werthe in die vorige Gleichung, so ist log 2 

1^2 — 1,1/2— 1V i 1/2 — iX''
I_ 2 -s- 4 3 4 / 5 ^2 -s- 1/ ' *

Veispiel. Es sey 2 2, so ist log 2-
I -l-—
! 3.3' Z3'" 5' 3^ ' ?' 37

1 s 1 4
9 41 3" _
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Nun ist 1^

3
4

81
1

0,33833333

0,01234567

1215
1

15309
1 

1948617

— 0,00082305

0,00000565

0,00000051

also Io§ 2^2. 0,34657331 — 0,69314702.
§. 120. Die Re'che, welche wir zur Berechnung 

des Logarithmus von 2 angewendet haben, ist allerdings 
für jeden Werth von 2 convergirend, aber doch nicht von 
der Art, haß man schon durch Berechnung einiger Glie­
der den gesuchten Logarithmus fände; denn e6 mußten 
5 Glieder entwickelt werden, um den Logarithmus von 2 
zu finden und zwar mit sieben Decimalstellen. Wir 
müssen demnach auf andere Kunstgriffe sinnen, um den 
Logarithmus einer Zahl durch die Entwickelung von weni­
gen Gliedern zu erhalten.

§. 121. Erklärung. Der Inbegriff solcher 
Kunstgriffe heißt Logarithmotechnie.

§. 122. Der erste Kunstgriff, den wir anwenden 
wollen, soll darin bestehen, eine Reihe aufzusiellen, durch 
welche wir den Logarithmus einer Zahl finden, wenn der 
LogarthmuS einer andern schon bekannt ist. Wir sind 
dazu bereits berechtiget, weil wir den Logarithmus von 
zwei dtkch die vorhin angeführte Reihe berechnet haben.

Wir nehmen zu diesem Zwecke wieder die Reihe

IvL

vor, und sehm x

> X3 
X -4- —

3 
irr 

2x-s-rn

x§
5^

x7

gleich einem sehr kleinen
2

x
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Bruche, s- ist 14^ - —oder 1—-X 1   IN 1 X
2p-j-rn

^2k r V k -IN , 1 IN^ , 1 Ni5
2x-i-in Z*(2x-^-nr)3 ' 5 (2p-s-ni)5"'

-s-—. -—; oder r (2p-pni)'—,
IoZ (p -s- in) — 1o§ x " 2 —— -j-— -——." ^.2x-s-3 (2x-t-in)Z

, 1 in5 , 1 nir I
Q (2p-s-nr)5 '' r (2p-f-in)^ I '

II. Io§ (p -s- in) i-- 1o§ x -j- 2 ni
—2p ^-ni

1 Nl3 , 1 in5 , 1 IN*
3 (2p-l-ni)3 L* (2p-l-ni)5 * (2x-^-inH ^

§. 423. Diese Reihe spricht ferner die Methode 
aus, den Logarithmus einer zweiteiligen Größe zu sin- 
den, wenn der Logarithmus des einen Theils bereits ge­
funden ist.

Um den Logarithmus von 3 mittelst dieser Reihe zu 
berechnen, sehen wir p 2, und in 4, so ist loZ 3

2 -I- 2
5 ' 3* chr ' H H 

_5
9
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NUN ist IoZ 2 0,69314701
1
-- 0,20000000
5
1 

-----  0,00266666 
375 -

t 
— — 0,00006400
15625

1
546875

0,00000182

Also 1oA Z — 0,69314701 -s- 20,20273248 
0,69314701 -ch- 0,40546496

oder 3 1,09861197 oder mit 7 Decimalstetlen
— 1,0986120, der nur in der letzten Decimalstelle um 
3 Einheiten abwcicht und hier zu klein ist. Genauer 
finden wir ihn, wenn wir 6 Glieder mit 9 Decimqlstellen 
entwickeln^

§. 124. Durch Hülfe dieser Reihe können wir die 
Logarithmen der Zahlen in ihrer natürlichen Folge berech­
nen, die Convergenz wird immer früher eintreten, je grö­
ßer x> wird, indem in immer — 1 bleibt, wenn wir die 
Logarithmen der um 1 zunehmenden Zahlen berechnen. 
Auf diefe Reihe gründet sich auch der Gebrauch der 
Proportionaltheile bei den Logarithmen.

§. 125. Durch einen andern Kunstgriff erhalten 
wir den Logarithmus einer Zahl, wenn man vorauesetzcn 
darf, daß der Logarithmus einer nächst kleineren oder 
nächst größeren Zahl bekannt ist. Es sey 1o§ 2— 1 be­
kannt, und 2 zu suchen.

Da §. 116. 1c)Z (1 —x) — x — —------ —
2 3

4 r
— — ist, so fetze man x — —, da nach

4 r 2
§, 115. (1—x) ein echter Bruch, also auch —X ein 
NWtiver echter Bruch ist, dann ist IoZ ^1 —



Entwickelung der Logarithmen, Logarrthmötechnie. 437
._  — _ i 1IO^ s------- I ____ ——.

" V / 2 2^ 32^ 4^4

1o§ (2^-1) —, lo^ 2
2 > :2r^ Z^r

____ 1
' - 4^4^^*- . ,72»'

und m. ivLi (2 — 1) -j--U _1_ -l- -i-
' 2 ' 22" ' 3LZ 424 -

1o^ 2 (^).
r2^

Ferner war §. HZ. 1o§ (1-s-x) — x — — -U 
2

— (—l)"x"

also, wenn x — 2 gesetzt wird: 2
1oA 1o§ ---!— -L-

V X 2 22^ ' ZL*
_____(—

424 r " 2^
Md log (r^-1) — log 2 -1 — -X -s- -1-

2 22^ 32^
____ 1, (— 1)^'^. 1 1 

424 * ' 1 2 r
und Io§ (2-z-i)------- 1 -4- -1--------- — -L- -^-'....

d V -1- 2 22^ 32^ 424
Lnl^-r-1.2 -- log - (k).

Addiren wir die Reihen (^) und (L), so erhalten wir
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log (2 -j-^) -s- IoZ (2 —.1) -s- -f- _2__

— 2 log 2, wenn in beiden r eine gerade Zahl ist, so 

ist eine ungerade Potenz und negativ, welche
bcinr Transponiren in L positiv wird; endlich ist 

T log (2^-1) -s- V log (2 — 1) ....

__
log 2 IV. wo r eine gerade Zahl und auch 

rL*
eitlen geraden Exponenten bedeutet.

tz. 126. Diese letzte Reihe ist vorzüglich geeignet, 
die Logarithmen der Primzahlen zu berechnen; denn ist 2 
eine Primzahl, so ist es weder 2 — 1 noch 2 -s-1, son­
dern diese sind zusammengesetzte Zahlen (diesen Namen 
führt jede andere, die keine Primzahl ist), und man kann 
diese durch die frühere Reihe §. 119. berechnen. Je 
größer nun 2 ist, desto brauchbarer ist diese Formel.

H. 127. Wenn wir in der Formel:
, /1 -f- xX —_ s- < X' , x5 , x7
log s —'— j — 2 i ------p- — .... — i,x/ I, Z 5'7

wenn r ungerade ist statt x setzen—, so ist:

-f- ; daraus erhalten wir:
12*

(2-s- l) -- log (L — 1) 2

V, log

2 Z2? Z2^
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Man sehe ferner 2 2 p — 1/ so ist

2 — 1

wo r ein ungerader Exponent ist;1
I- Lr

also auch Io§ s —§— i — 2 
X? — V

1 s 1 1
-2x> —1 3^(2x-l?

_1___ '.1 ___ 1_________________ - 
5 (2P-1)5 " 7 (2j)-lX" ^'(2x-l)^'

Und ferner 1o§ x — loZ (x—1)

1 2 ___1 1, 1
^.2x—1 ' 3'(2x>—s'(2x—1)5 

. -U _1. 4. _1___ _____"
" 7'(2x —1)7 ' r'(2p—1)'—'

Setzen wir überdies noch x> so ist 

Io§ Io§ (^-1) 2

1 1^
5' (2^—1)5

1 1 1
^2^-1 ' 3'(2<^-l)3

1 1

oder 2 1oA — IoA (sti-st-1). (H—I

-st. 2__ 4- _u ____ 1______ I
^2^-1 ' 3'(2(1-1)3 ' 5'(2<1'-1)5 ' —j

oder VI. Io^ 1oA (<1^1) -7" Z? (<i—l)

-s- —1-
_ 2^—1 3 (2^—1)3 5 (2<^^1)^ __!

Diese Reihe gibt den Logarithmus einer Primzahl, 
wenn der Logarithmus einer nächst höheren und nächst nie-
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beigeren zusammengesetzten Zah^ und hat die
vortheilhafte Eigenschaft, daß sie sehr schnell convergirt.

Veisp iel. Eö sey 7; also 7-^ 4 Io§8

-ch- 4 1oA 6 -s- - - -4- -s- —-—...
__97 ' 3 (97? 5 (97)5

-77 0,01030928
97^. , . -,. . ..

4 4—. —X— 7-7 0,00000037
3 <?7?

4 4 _ — 0,00000000
, - H (97)5

- 1,03972077 — 4 1o§ L
0,89387973 — 4 6

1o§ 7 777 4,94594042

Hier gibt das dritte Glied —.—— noch in der 
5 (97?

Uten Decimalstelle keinen Werth.

§. 428. Zuletzt wollen wir noch eine Reihe auf- 
stellen. ES soll 2 berechnet werden, in? bedeutet 
ein Vielfaä-eS von 2, welches Vielfache von einer dritten 
Zahl n um ä verschieden ist; m? — n-s-6. Es wird 
vorausgesetzt, daß 1o§ rn und n schon gefunden ist. 
Wenn in? um ein geringes größer ist, als n, 

rii? 777 11 -s- 3, so ist

/ , ä 
oder in? — n r 1 -4-----

X n
Es istalso1o§in-s-1o§ 2 777 Io§ i 1U-— E

x
ä3 Z4

Zri3 4n4
1) ä - ä

- §, 115., wenn man — also 
r L1
(1 -i-x) setzt.
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Daher ist:

Io§ 2 Io§ n ---- Io§ IN -r- —------- -s- ——
" n 2^ 3n-

c!4 .
4n4*'

Dadurch find wir im iAtande, den Logarithmus einer 
Zahl zu finden, wenn man von ihr ein Vielfaches anzu- 
geben weiß, das um etwas geringes von einer-Zahl n, 
deren Logarithmus schon bekannt, abwcicht, jedoch muß 
auch der Logarithmus des Faktors in bekannt seyn.

Beispiel. Ist — 41, in6, n — 68, 
so ist ä 2 , denn 68 -— 6. 4 4 2 , n — N12 — ä;
und es ist 1o§ 44 — 1o§ 68-IoZ 6--^ /—_^_v 

68 X 68/
4 / 2

hier ä negativ ist; denn da

rri2 6. 44 u 68, so ist ui2 n — <1 6. 4L 
— 68 — 2, also ist 1o„ 44 loZ 68 — 1cm 6 
__ - 4 4

34 2. 34^ 3. 3^' "

Nach §. 445. ist lo§ (4-s-a) N —
2 3

a4 (—4)
4 * '* r

und Modulus Basis (l-s-a) ; /t. — a — - -s-
2 3

a4 (—4)a^

4 rdaher ist auch Io§ nur (4-4-3), Weil nun in §. 96.
(4^3/ -ü 4 -s. 4Xx -s- /e x 

— -t-  
.2 4.2.3

l7r.3... r,
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so ist auch: (1-j-a)^ — 1 -s- IoA nm (l-s-a). x 
, sloKiinr (i -l-a)^.x- . 4- a)^ '.x'

1. L 1. 2. 3

1. 2. 3........... r
Die Coefstzienten einer Exponentialreihe stnd dem­

nach aus den Logarithmen des natürlichen Pocenzeyjy- 
stems hergenommen, daher auch dieses natürliche Poten- 
zensystem das richtigste ist.

§. 129. Nun kann auch, wie wir in §. 112. an- 
gedeucet haben, nachgewiesen werden, daß es leicht sey, 
auch die Logarithmen eines andern Systems zu berechnen, 
sobald nur die Logarithmen von einem Systeme berech» 
mt stnd.

Es sey die Basis des neuen Systems a und 

eine Potenz dieser Basis, und zwar sey (i-s-x), 
so ist 2.1oA a 1o§ (1-s-^)/ und weil der Logarith- 
inuö der Basis in einem jeden Systeme 1, so ist 
? — (1 -s-7). Wir suchen nun die Zahl a im be-
,-echnetcn hier im natürlichen Potenzensysteme auf, und 
sehen, was für eine Potenz a von der Basis e sey. Es 

sey g, so ist auch i-^-x, oder
(k Nun sehen wir auch, was für eine Potenz 

der Basis e die Zahl (1-s-^) ist; gesetzt wir finden, 
daß e" — ist, so ist auch e". Weil 
gleiche Potenzen von gleicher Wurzel auch gleiche Expo- 

riemen haben, so ist m? — n und 2 . Nun ist n
. in

der natürliche Logarithmus von in Zeichen
17 — IoA nur (1 -s-^) und IN. lo^ nat a; daher ist 

2 d, irgend eine Zahl (1-s-^)
lob nur a

als eine Potenz irgend einer Basis betrachtet und ihr 
Logarithmus gesucht werden, so dividire man den Loga-



Entwickelung der Logarithmen. Logarithmotechnie. 143 

rithmus dieser Zahl durch den Logarithmus der Basis, 
wobei die Logarithmen aus dem schon berechneten Syste­
me genommen werden, hier aus dem natürlichen Poren» 
zensystcme.

Da 5 so ist «„ch
imr kl ' /

Die Größe
1 , '
---------, womit der Logarithmus einer Zahl aus dem

berechneten Potenzensysteme inuluplicirt werden muß, 
um den Logarithmus derurbon Sah! für eine andere Ba­
sis, also für ein anderes System zu finden, heißt 
Modulus. -

^are ^-^-v 1OO/ und sollte der briggische Loga­
rithmus der Z.thl 100 gefunden werden, so ist derselbe

------- X 100 oder V ---______
lo^rmelO . , 2,30258.509

X nnr 100 oder^ 0,4342946. 1o§ nat 100. 
Drr V^odnlus, womit der narütliche Logarithmus von 
100 mumpucn-t werden muß, um den brrggischen Loga­
rithmus von joo zu haben, ist 0,4342945. Dieser 
Modulus ist es, womit jeder natürliche Logarithmus zu 
mullipiwiren ist, um den briggischen für dieselbe Zahl zu 
erhalten. Im natürlichen Pownzcnsysteme ist dieser Mo­
dulus, wie wir in §. 100. erfahren hasten, 1.

H. 130. Dre Grundzahl der natürlichen Logarith­
men e wird zuweilen mit Vortheil gebraucht, um aus 
einer logarithlmschen Gleichung eine unbekannte Größe 
zu entwickeln. Z. D. aus der Gleichung nat. x?

— -stlo§ nat sey X zu finden, so ist 2 Io§ naix

ii 0 — 1o§ nat x, und 2 1o§ nat x

nar x —1o§ nat c oder 3 Io§ nat x
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— ; oder Io§ nar — . 1. Nun

ir e n

ist 1 lox nar 6, daher 1o§ nur — loA nur e, 
c n
IN

und ferner 1o§ nur — — Io§ nur e Weil nun glei- 
e

chen Logarithmen in demselben Systeme gleiche Zahlen 
IN IN

entsprechen, so ist — e " , und x^ e. e ; daraus
IN r — folgt endlich X -"c. e".

Bemerkung. Eö ist 3.1o» nur. x—Io§ nur. x
IoA nur x -s- loA nur x 1oA nar (x. x. x)
1oA nur xb, weil Potenzen von derselben Wurzel 

multiplicirt werden, wenn man ihre Exponenten oder Lo­
garithmen addirt; ferner ist 3 Io§ nur x — Io§ nur e 

/x^ XloA nur i — ), weil Potenzen von derselben Wurzel 

dividirt werden, wenn man ihre Exponenten oder Loga­
rithmen subtrahirt.

III. Abschnitt.
Anwendung des Binomialsatzes auf die Be, 

rechnung trigonometrischer Funktionen.

H. 131. Die Geometrie belehrt uns schon über 
den Zusammenhang, in welchem die Winkel u> o die 
Seiten eines Dreieckes stehen, und zwar dadurch, daß sie 
uns an dem rechtwinkeligen Dreiecke, worauf a«le übri­
ge zurückgefnhrt werden, wenn man aus der Spitze 
eines Wmkels auf die gegenüberliegende Seite ein roth 
fällt, klar darstellt, wie bei nicht geänderter Hypotenuse 
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jeder von den beiden spitzigen Winkeln geändert wird, 
wenn die Catheten ihre Größe ändern.

H. 132. Die Trigonometrie, deren Geschäft es ist, 
aus der bekannten Größe der Seiten die Größe der ihnen 
gegenüber liegenden Winkel zu messen, kann diese Aufgabe 
nur dadurch lösen, daß sie den Zusammenhang zwischen 
Seiten und Winkeln noch genauer untersucht.

§. 133. Zu diesem Zwecke sucht sie solche Zahlen- 
größen auf, deren Quantität die jedesmalige Größe des 
in Rede stehenden Winkels angibt. Diese Zahlengröße« 
bildet sie aus den Verhältnissen, in welchen bei deut 
rechtwinkeligen Dreiecke jede der beiden Catheten zu der 
Hypotenuse steht, die als unveränderlich angenommen 
wird. Sie gibt der Hypotenuse einen unveränderlichen 
Zahlenwerth, gewöhnlich die Einheit, und drückt die 
dem Winkel gegenüberliegende Cathete welche sie 
das Loth, so wie auch die anliegende Cathete L6, 
welche sie das abgeschnüteno Stück nennt, in Theilen der 
Einheit, also als echte Brüche aus.

§. 134. Sie stellt ferner diese Zahleng^ößen als 
Quotienten dar und gibt diesen Quotienten besondere 
Namen. Sie nennt den Quotienten, welche entsteht, 
wenn man das in Zahlen ausgedrückte Loth dirch die in 
Zahlen ausgedrückte Hypotenuse dividirt, den sinns des 

dem Lothe gegeMiber liegenden Winkels, in Zeichen

8IN. X, W0 8IN. den 8INN8 und X den Winkel X L 
bezeichnet. Den Quotienten, welcher entsteht, wenn das 
in Zahlen ausgedrückte abgefchnittene Stück durch die in. 
Zahlen ausgedrückte Hypotenuse dividirt wird, nennt sie 

6o3ivus des anliegenden Winkels, in Zeichen

--- 008 x. Ferner nennt sie den Quotienten «die 

Tangente des dem Lothe gegenüberliegenden Winkels;
- K ....... ...
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* *

das Umgekehrte aber die Cotangente, in Zeichen

— WNL^ X und---- --- 605. X.
86 ^8

Es ist klar, daß jeder von diesen Quotienten sich 
ändere, wie sich der durch ihn bezeichnete Wrukck ändert.

§. 43.5. Es sey nun 6L^ ein rechtwinkeliges 
Dreieck 8i§. 4. und Winkel x derjenige, deßen Linus 
tder Oosrnus bestimmt werden soll. Man beschreibe mit 
der Hypotenuse 0^ als Radius aus dem Punkte 0, 
also aus dem Scheitel des in Rede stehenden Winkels 

eiren Quadranten, so wild x zu einem Zentriwinkel, der 

Bo^n das Maß des Winkels x. Setzen wie 

nach §. 433. 0^ — 4, so ist — — sirr x oder80
i^L-r-silrx, ferner ist — cos x, oder 86 — cos x 

und weil sowohl ^8 als 86 kleiner sind wie ^6, wel­
chem ist, so sehen wir, daß sirrus und cosinus echte 
E'7Ück?fich, da keine der Catheren im rechtwinkeligen 
Dreiecke de> Hypotenuse gleich wird»

§. 436 Wir wissen, daß ^8^ -j- 80^ — ^0^ 
ist, also ^8- -j- 80^ ^4, weil ^0 4 ist, nun ist
^8 „ sin x, 86 cos x, also ist auch sin -x 

-j- cos — i.
H. 437. Es sey OO 80 4. k'iA. 2., fer­

ner sey O6 — siri bekannt, wie auch 8^ --- sin x, 
66--rcos^, und ^.0 ---cos X, so finden wir auch 
V8 —sin (x-^-7) und 4^6 --- cos (xss-7). Man ziehe 
644 parallel mit 8^, und OL parallel mit ^0.

4. Es ist Qgl ^80 co 6440 5/) 800 n 60L 
. 8^. 614 . sin X

co 6LV und daher —- — --77 oder —-— —--------- -
80 60 1 cos 60

daraus folgt 644 --- sin x. cos dann ist ferner
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^0 OK oo8x OKoder --— ^7 --- , also OK — cos x.
110 HO 1 810 7
81O 7. Nun ist OO --- KK, und KK -l- OK — OK, 
also ist auch OK — 810 x. 003 7 -s- 003 x. 810 v; eS 
ist aber OK — 8io (x-s-7); also ist sin (x-^7)

. . ^— sm x. cos 7 -s- 810 7. co8 x.
„ M co-x N6n? — 7^ darausiio OO 4 008 x

OO — oos x. 008 7; ferner ist — oderLO OO 1
OK— -—, undOK —siox. 8IN7. Nun ist OK —OK, 8in 7 '

und OO — OK — KO; also ist auch KO — OOS X. oos X — sio X. bin 7, aber KO — 008 (x-s-)r); 
daher ist O08 (x-^-7) 005 X. OO5V —81OX. 810 7.

Diese Verhältnisse der Seiten wurden au- dem 
Grunde ausgestellt, weil im ähnlichen Dreiecke die dem 
gleichen Winkel gegenüberliegenden Seiten im glichen Verhältnisse stehen.

§. 138. Sehen wir in den beiden Gleickungen ' 81N (x-j-7) — 810 X. 008 X -s- 810 7. 008 x uid 
008 (x-^-7) — 003 X. 008 7 -- 810 X. 810 7, x^- 7, 
so ist I. 8111 2x 2 8in X. O08 X und eben so

II. Oo8 2x Oo8^x — 3102 x. Eine dritd Formel
III. 810- x -s- 0052 x — 1 soll auch fw unsern 

künftigen Zweck ihre Anwendung finden.
ö« 139. , Was von dem ganzen und koppelten 

Winkel gilt, gilt auch vom halben und einfachen Winkel;
dem zu Folge ist, wenn wir x — sehen:

I. 810 n 2 510 —. 008 —2 2
II. Oo8 a 0052 — — 810^ —
III. 8io2 — -s. 003 1.2
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§ . 140. Mit diesen drei Formeln, zu denen spä­

terhin sich noch eine vierte gesellen toll, beginnen wrr un­
sere Untersuchung.

§ . 141. In der Geometrie hören wir, daß zwi­
schen dem Durchmesser und der Peripherie, also auch 
zwischen dem Radius und der Peripherie eines KretieS 
ein cm^üntes Verhältniß statt finde. Wir finden dre 
sänge der Peripherie — 3,1413 ...Diametern, und 
bezeichnen diese Zahl, welche die kudolphische genannt 
wird, durchso daß77 — 3, 1413... ist.

§ . 142. Es sey 2 ein sehr kleiner Centriwmkel; 
prL /V 

setzen wir den Radius L6 1, 3. so ist sin 2

sder auü) LH. — sin 2. Es ist ferner sin' 2 -s- cos^ 2 
^4, also auch cos^ 2 ^4 — sin^ 2 und cos 2

( 1 — Ist nun 2 verschwindend klein,
so stlit das soth mit dem Bogen fast zusammen 
und n.ün kann ohne Fehler stakt des Lothes den Bo­
gen iHen, den wir---x setzen wollen; da^N —sin2, 
so ist mch x —81N2 und 8111^ 2; daher ist auch 

eos 2 — (1 — x^) oder cos 2 (1 —x-)^.

§ 143. Wir verwandeln nun (1 — x-)^ in eine 
Binomalreihe, in welcher der erste Bwomtalcoeffizim

— L ist; diesen setzen wir a, so daß — a ist, 
und oh:z> U.N6 um die folgenden Coefstzienten zu beküm­
mern, setzen wir dieselben b, c, 6 ete., so ist 
(1 " - — 1 — ax^ -s- dxl — ex6 -s- . .. .
Da cvs 22^ cos^ 2 — sin- 2 ist nach §. 136. urrd 
§1n2 7. " 4 — cos^ 2, so ist cos^ 2 2
— (1 — cos- 2) oder cos 22-^2 cos^ 2 — 4, wel­
ches die vierte Formel ist, die wir zu unserer Unterlu- 
chuug brauchen.

, Es «st nun auch:
cos 2 2 2 sP — a x^-Pbx4..-W-.er.^-j-6x^...P— 4.
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Die Erhebung dieser Reihe zum Quadrate läßt sich nach
§. 54. sehr leicht bewirken. Wir finden

Los 2^ — 2 sl — 2ux^ -j- , — 2ad>
-4- 2d i — 26 t "

-4- d^ >
-s- 2ne . 4

oder Los 2 2 --- L — 4ax- -i- 2a-) — 4ad-
4d/ — 46 /

-si- 2d^
-si- 4aa > x^ ,...
-si- 4ä /

Da zu einem doppelten Centriwinkel ein doppelter Bo­
gen gehört, und

co8 cl — 4 — g. x^ -si- d. x4 — c. x^ -si- <Z. x8 .... 
ist, so ist auch:

eoL 2 2 4 — g. (2x)^ -si- d. (2x)4 — e. (ox)^
-si 6. (2x)8 ...,

oder 603 2 2-1-4 — 4ax^ _I_ 46kx4 — 646X^
-si- 256elx8 ....

daher ist
1 — 4ax2 -s- 461)4x4 — 64ax^ -si 256öx8....
4 — 4E-si- 232. x4 — 4ad.x6.si- 2^x8

j, -si 4d. x4 —. 46. x6 4ac.x8
-si 4<dx8 

oder
4 — 4ax^-si 46dx4 — 64cx^' u- 256ä

7-4-si-4ax^— 23^x4--4^!),x6— __
— 4d.x4.- 4a. x^— 4ac*

— 4ä /
Daraus folgt nach Z. 79.1 — 4—6 oder 1 — 4;

— 4ax2^-4^x2^ 0 oder ama; 46d—4d —2a^ --- 0

oder 42d --- 2a^, 6d — a- b — — 64o
6

-si- 4ad -f- 46 --- 0 oder — 60e — — 4ad, — 4o6

— -— ud und 6 — oder weil d — , so ist
45 6
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c — —; 256ä — 46 — 2k»r — 436 -- o, oder
90

2S2ä430-s-2d^, und weil 6 1)2^7^, so

ist erstens 1266 — 236 b^, dann 1266 ^77 -i- —
90 36

oder 1266 oder i26ä ,
180 

34 
daraus folgt ä -------------

126. 20

180 20

Es ist also
— .^2 I l»2x4 AZxü 34x8eos 2 — 1 — ax^ -s------- —---------- l------------ ....

6 90 126.20
aber a — ; daher ist auch

x^ , . x4 x^ , x8 
608 2 — 1---- ---- -4-------------------------- ------------------ —.. /

1.2 1.2.3.4 90.8 16.20.126

oder oos L —
x^ , x4
1^ 172.3.4

x^
1.2.3.4.576

X8

1. 2. 3.4. 5.6.7.8.
I.

§. 143. Das Gesetz, nach welchem diese Reihe 
fortschreitet, ist nun leicht zu erkennen. Die Haupt­
größe schreitet nach Potenzen fort, deren Exponent im­
mer um zwei zunimmt, der Nenner ist jedesmal eine 
PermutaciouSzahl des Exponenten.

§. 144. Satz. Der Sinu8 eines Winkels 2, 

der emen andern Wmkel x zu 90° ergänzt, ist der 

(^osiriu8de6andern Winkels x, in Zeichen 8lnx —0032.
Beweis. EsistkE. ^^^cosin?, ^^sinx, 

LL LL

oder weil LI' ist, so ist auch -- sin x, nun

1^6ist auch — 6v3 2, also cos 2 — sln x,
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§. 145. Nachdem wir eine Reihe zur Berechnung 
des (Hnn.s von irgeud einem WÜrlXr aufgefunden ha­
ben, sind wir im Stande auch eine Reihe aufznstelten, 
durch welche der Linus eines jeden Winkels berechnet 
werden kann.

4. Wir nehmen zu dieser Absicht einen sehr 
großen spitzigen Winkel an . so daß der Winkel/ 
der ihn Zu 90^ ergänzt, nämlich der Winkel LLk', ver­
schwindend klein ist.

Da Winkel vek'2 verschwindend klein ist, so 
fällt das Loth Lb" oder der linearische Sinus des Winkels 
x mit dem Bogen zusammen, so daß wir statt Lk' oder 
statt sin L ohne merklichen Fehler den Bogen, den wir 

trennen wollen, setzen können, also sin 2 — v, und da 
sin 2 — cos X, so ist auch cos X X-

Nun ist sin x — (t — cos^ x), also auch 

sin x (1—v?) oder sin x — (1—
1 — ^,^4 — 0^6 -1- wenn wir in

der daraus hervorgehenden Binomialreihe die Cocfsi- 

zienten durch a, d, c, ä etc. bezeichnen, wo a--- *B 
--- ist-

Nun ist sin X — 2 sin 2^. cos sin 2 cos — 
. 2 2 2 2

X V§. 139. und weil cos X also 2 cos

ist, lso ist sin X r-r sin —. nun st auch sin —

/ ^x^ . , / vVi /I / vX^— 1 — 3. j - i -4-6. l — k — e. s l -s-ä. i — t ....
V 2/ V 2 / V 5/ V 2/

weil zu eintm halben Winkel auch ciuhalber Bogen ge­
hört, also auch

§in — 1 —
4 ' 1616

c^6 , 
öl"'' 256""
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aber nach 142. ist auch

^4 
1?2H

76
1.2.3.4.5.6

l_ 7"^______
4.2. 3.4.5. 6.7.8' 

Da nun co8^ x x 1 ist, so ist auch das
Quadrat dieser beiden Reihen 1.

7 Um die Erhebung zum Quadrate bequemer einzu- 
kickten, wollen wir die Coefsizienten der ersten Reihe 
durch H., L, 6, O, L und so weiter, die der zweiten

durch «, -3, §, e ere. bezeichnen, wo also ,
j 4:

V — — ist, und so fort, aber cr — /z —1-------
46 ' I / 4.2 4.2.3.4 

und so weiter ist; dann ist auch
s4 — -j- L/4 — 6^6 D^8^2

-j- s4 — -s- ^3/4 — -j- — ^8 ...^2
4 ist. Nach §. 54. ist ferner

4 —2^>^j -2^t ,-s- R- )
^-2vj^ —20 -s-2^0>8...»

-s-2O
!4-2«^4-«^ -2a/Z)

^2-3/^ —2"/ -j-2«^>^^4 .
-s-28 1

Mütipliciren wir mit st^n wir die gleicharti­
gen Gliede untereinander und bringen die Gleichung auf 
Null, so ist:

4 —20-7'-O-«2 4^4-^26 ? 6--2O j 
— L -42/3- '—2tt/Z^ -s- /Zr >^8 — 0.

— 2^/ -s-2«^ Z
-s-2ö

Nun ist naü. §. 4 — 4 — 0;
2) ---- 2tt^2 ^0, ^2^; 2tt^2

_ v2
i, oder —- cr,2^
oder? — «
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3) — -s- 2 ^6 0 , cr^ -s- 2/^ 2^., aber

also z 4. - - 2L, z -s. - 2^,
1» ^4 3s 4

und
4) 2L-^-^.2_2«/Z — 2-/^ 0, 2L —2cr/Z-U2"/-^.

NUN ist L--^' 27

— 2.---------^---------
1.2. 3.4.5.6

also 2v —----- — -—6-------- 1. —2-------------------—
1.2. 3.4. 6 6 1.2.3.4.5.6 1.2.3.6

odcr2L^—__________________ 1 2—
1.2. 3.4..Z.6 1.2.3.4.5.6 1.2.3:4.5.Ü

— —------und L —------------------
1.34.5 1.2.3.4.5

5) — 26 — 2^.8 -^- ^3' -s- 2«^ -s- 2ö — o,

-s- 2«v -s- 2ö - 2^8 --- 26, /Z^ .
1.2.3.4

1
-----^——7, 2crv — 2. 4------------4----------- ,
4. 2. o. 4 1. 2. 3. 4. o. 6

2ö 2.'--------- - ------------, - 2^8 — - 2. ——.
1.2.3.4.5.6.7.8 1.2.3

1
1.2.3.4.5' Daraus folgt 6 —--- ——

1.2.3.4. o-6.7
Da nun sin x — — ^3 -s- — 6)7 -s-

so ist sin x — v — ——.— -L- 
1.2.3 1.2.3.4.5

.—n---------1->.... n. 
1.2.3.4.5.6.7------1.2.3.4.5.6.7.8.9

und auch hier ist das Gesetz, nach welchem die Reihe 
fortgehc, leicht zu erkennen. Die Haupt- d. i. die Lange 
des Bogens schreitet nach den ungeraden Potenzen forr,
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die Nenner über sind die PermutationSzahlen der Ex» 
ponemeN.

146. blm beide Reihen für den Cosinus und 
Linus zur wirklichen Berechnung noch mehr einzurich. 
ten, geben wir derselben eine andere Gestalt. Es sey 
für den Radius 1 die ^ange des Bogens von 90" — c. 
Der ln der Reihe als Hauptgröße verkommende Bogen 
stellt mcht die Grade, sondern nur die in Theilen des 
Radrus aubgedrückle länge vor. Da nun diese Bogen­
länge n-chesummt angenommen wurde, so ist diese Bo­
genlänge offenbar ein Theil von der Bogenlänge c, die 
einem Winkel von 90" angehört. Der wievielte Theil 
aber der unbestimmt in der Reihe angenommene Bogen 
von der Bogenlänge e sey, kann nur die Größe des Win­
kels, dessen Cosinus oder Sinus gesucht wird, bestim­
men ; denn der sovielte Theil dieser Winkel von 90° ist, 
der sovielte ist die Bogenlänge x, oder von c. Wir 

wollen diesen Tbeil allgemein durch — auödrücken, so 
ir

daß x^-—. e, oder auch —. c sey, wo ru dre 

Grade, Minuten und Sekunden des Winkels, dessen 
Oosinus oder Sirius gesucht wird, bedeutet, aber 
n — 9o° ist; e bedeutet den vierten Theil der Peripherie 
6,283185307978, und bedeutet n die halbe Peripherie, 
für den Radius 1, so ist 7? — 3,141592653989'und 

für den Radius 1 ist c — 77 — 1,570796326794.

So wie aber die Bogenlänge x oder — ^7. e ist,
so ist der Winkel 2,

I. Los 90"

TU
oder x --- — 90", daher ist

, rn4 e4
2 1. 2. 2.4

1 — —_
11"

iuü (,6 0^
1^' 1 2.3.475-6 ' n8'1.2.3.4.5.6.778""
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II. sin. N'. 90° - x _ l

1.2.3 n5 1.2.3.4.5
. ir>9 c9

N
6?

1.2.3.4.5.6.7 1.2.3.4.5-6.7-S.9

Beide Reihen convcrgiren sehr schnell, dabei ist:
1,23370055014 e

64

1.2.3.4

6^
H3H6

1,57079632679

0,25366950790 —'
1.2.3

" 0,64596409751
6^

0,02086348076 ----- ---------
1.2.3.4.5

— 0,07969262625
68

1.2.3.4.5.6.7.8
67

— 0,00091926027 --------- ----------
1.2.3.4.5.6.7

0,00468175414
6'0

1.2.3.4.5 ....10
69

0,00002520204 ----------------
1.2. 3.... 9

0,00016044113
6^

1.2.3.4 «...12
0,00000047109 ------ ----------

1.2.3.. . 11
— 0,00000359884

", <-24 
HHTH

6'^ 
iH777i6

— 0,00000000639 ----------------
1.23.... 13

--- 0,00000005692

0,00000000007 ----------------
1.2.3...15 

— 0,00000000067.

Bei.spie l. Es sey 608 90O zu berechnen, so ist 
nr 900, co3 .^. 90" --- 1 — — -l-

900 2 1.2.3.4
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___ _______c'"

1.2.3 ... 8 1,2.5... 10 Ü2.3...12
c'4 e'b xi8

1.2.3 ... 14 1.2.3.^16"" 1.2.3... 18*

also cos 90^ — 1

-l-  — — 0,25366950790
1.23.4

. c8
U-------------------- 0,00091926027

1.23. .. 8

-j--------------------— 0,00000047109
' 1.2.3... 12

U---------- --------- 0,00000000007
' 1.2.3... 16 ____

/ 1,25458923933

— — --- — 1,23370055014
>2

— ----------------- — — 0,02086348076
1.2- Z... 6

^io
— ------- '------- - -- — 0,00002520204

1.2.3 ..10<7^4
— ----------------- — — 0,00000000639

1.2.3. .. 14 *

— ------- '-------- — 0,00000000000
1.2.3. .. 18

— 1,25458923933
also cv8 90° — 1,25458923933

— 1,25458923933 — 0 cv8 900 — 0.

Zusatz. Je kleiner der Winket, dessen Sinu8 
oder 6o8inri8 bere6)nct werden soll, desto wenigere 
braucht man zu entwickeln. Um den (üoslnub von 1" zu 
berechnen, braucht man gar nur ein Glied, insofern die 
Funktion nur mic 11 Decimalstellen verlangt wird; denn 
da hier ru 1 Sekunde n 90^ 324000^, so ist
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co8 90° --- 2--------- ______ ..2-
90° ' (Z240(E

— 1,2337005.-014
, 404^^-000

und wir finden cos 1^—4 — 0,00000601/75

^6

0,99999998825.
Sah. Es ist tar»A X — — 

cos x

Beweis. Es ist nach §. 134- — bin x,

008 X, -- INNA X, ferner L6.SINX,

^0 L6. LOS X, und daraus folgt
LL, cos x

»»8 x, odcr r- wn§ x.
^0- , co3x

§v 147. Hatten wir nun eine Reihe aufzustellen, 
dükch welche die Tangente eines jeden Winkels berechnet 
werden könltte, -so dürften wir nur die Reihe für den 
Lineis durch die Reihe für den Cosinus divldiren, um 
eine Reihe für die Tangente zu erhalten.

Wir wollen die Coeffizienten der Reihe für den 8i- 
nu8 und für den Cosinus durch allgemeine Zeichen aus- 
drücken, Es sey für den Winkel 2,' und den zugehörig 

sin 2

eos 2
gew Bogen x,

(4 — d^x^ -s- 1)^x4 — k)3x^ -s- 1)4x8
4 — a r x2 -j- 3^x4 — aZxUs. 94x8" 

Nach §. 81. müssen wir Iten die Coeffizienten des Di- 
viZot^e mit entgegengesetzten Zeichen nehmen, dann gibt 
Die Rekursionsformel in §. 84., wenn wir die Coesfi. 
zienten des Quotienten durch ^°. ^4 und
so fort bezeichnen, die darüber gesetzten Zahlen als In­
dices blas betrachten: ' - . -
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1) 1

— 6»

^3 a^2 — g2^I ^3^0 ^z
^.4 -s- — 34^0 ^4^ eto.

Nun ist 6^ -s ——, 
1,2.3

bZ--- ---------- 1--------- ,
1.2.3.4.5.6.7

1.2.3.4.5'

1.2.3.4.5. 6.7. 8.9'

a' —-^-, --------------, 33---------------------- ,
1.2 1.2.3.4 1.2.3. 4.5. 6

4

»r— 1 1 — 3 1^_2
1.2 1.2.3 1.2.3 1.2.3 1.2.3

^2 - _1_. __________1_^. 1 .1. 1
1.2* 1.2.3 1.23.4' 4.2.3.4.S

— 16
1.2.3.4.5.

__ ___16^___________1____ 2
' 1.2^ 1.2. 3.4.5 1.2. 3.4" 1.2.3

1 ________ 1 272
' 1.2.3.4.5.6" 4.23.4.5.6.7 1.2.3.4.5.6.7

^4 — -1_. 272 1 16
1.2' 1.2-3...7 1.2.3.4' 1.2.3.4.5

. 1 2______1 i
'4.23.4.5.6'12.3 1.2.3...8*

4 __  __ 7936
4.2.3. ...9 4.2.3.4...s'

(4 —6^-1-6^x4 —6^-^ 64x8...) 
D->«»»- - --

— X (4 ^.^x4 -^-^3x6 -^^.4x8...)
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2x" , 16x4so lst auch tnnZ 2 x i i A- -----
X ' 1.2.3 1.2. 3.4.5

272x6___ . 7936x8____ X
12- 3.HsÖ. 7 ' 1.2.3. 4.5. tt. 7-8. 9'"/ 

also lang L x -i- — — 1 272x7 __
1.2.3 1.2.3.4.5 1.2.3.4-L.6.7

, 272x^
1.2. 3. 4. 5. 6.7. 8. 9 "

Auf gleiche Art fände man die Cotangente, welches 
jedoch überflüssig wäre, da die Cotangente das Umge­
kehrte der Tagente ist.

Selbst die Berechnung der Tangente mittelst einer 
Reihe ist nicht nothwendig, weil der berechnete Linus 
eines Winkels dividirt werden kann durch den berechne­
ten Cosinus desselben Winkels, um die Tangente dessel­
ben Winkels zu haben.

K. 148. Saß. Der Linus eines negativen Win­
kels ist negativ, der Cosinus aber positiv.

Beweis. i?i§. 5. Es ist sin x; ist nun 

Winkel x — , und wegen der entgegengesetzten läge 
von x der negative Winkel, weil er sich im entgegenge­
setzten Quadranten befindet, und x der positive Winkel, 

so ist sin X positiv; aber - — sin — ist

negativ, weil OL eine entgegengesetzte Lage von hat,
der Radius aber unverändert ist; also V6

OC
— 8^ v

Ferner ist --r cos x, und dieser QueAenttjt
wieder positiv; weil nun auch cos — v

er> ^.6
ist, so ist der Cosinus des negativen Winkels positiv.
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IV. Abschnitt.
Zurücksührung der Exponentialgrößen mit 
unmöglichen Exponenten auf trigonometrische 

Ausdrücke.

§.149. Erklärung. Ausdrücke, welche die 
Ausziehung der Quadratwurzel oder überhaupt eimr ge­
raden Wurzel aus negativen Größen verlangen, werden 
unmögliche Ausdrücke genannt, weil sie den Grundbe­
griffen arithmetrischer Operationen Widerstreiten; denn 

fordert eine Größe, die wieder zürn Quadrat 
erhoben-—^ zum Vorschein brächte, welches, da ein 
Quadrat ein Produkt aus zwei identischen Faktoren ist, 
dem Grundbegriffe der Multiplikation „daß gleiche Zei­
chen der Faktoren ein positives Produkt geben" geradezu 
widerspricht.

§. 150. Gleichwohl sind diese unmöglichen oder 
imaginären Größen ebenfalls den Regeln arithmetischer 
Operationen unterworfen, nur müssen die Resultate be­
dingungsweise ausgesprochen werden. Das Resultat aus

— a)2 — — a X — a kann nicht a seyn,
sondern muß — — a gesetzt werden; denn das Quadrat 
von (/" — a) muß von der Arc seyn, daß die Wurzel 
daraus wieder — 2 ist.

§. 151. Vermöge dieser Bemerkung und mittelst 
der trigonometrischen Größen, sind wir nun im Stande 
den Werth einer Potenz iin natürlichen Systeme, dessen 
Basis nach §. 101. er ist, zu finden, wenn es eine Po­
tenz mit einem unmöglichen Exponenten von der Gestalt 

e rst.
Denn wir können nach §. 99. diese Exponential- 

große in einer Exponentialreihe darstellen

xv -1 . ,e —1-7-

-s- .... ; daraus folgt
1.2.3.4 4.2.3...r'

I)'
1.2.3
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xV-1 / x^ x4
e — 11------------j-----------------    

/ 1.2^1.2.3.4--------1.2.3.4.5.6
4- )x.n-1 - 4-

V 1.2.3 1.2.3.4.S
I______ x8

1. 2.3.H76.7.8 " " 

— — 1
1.2. 3.4. 5. 6.7 '

denn (x. n—1)2 X-. (N -1)2 — 1. X-, weil
(--—1)2 — — 1 §. 1Z0.

(X. ---1)3 xZ. (---1). (---D- -- - 1.x3.^-1 
X. (--—1)4 -- x4. (-^--1)2.

— X4. — 4. 4 — x4
und so von allen folgenden Gliedern.

Nun kann x als eine beliebige ganze, gebrochene 
»der auch gemischte Zahl die Lange eines Bogens oder 
auch das Vielfache dieser Länge bedeuten, also einen Theil 
von 7r oder ein Vielfaches von 77, wo 77 3,1415..
ist, und demnach ist nach §. 142.

1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6
Xb

eos ac
1.2. 3.4.5.6.7.8

UNd s x x^ , x5 x7 X
1.2.3 '1.2.3.4.5 1.2 3.4.5.677"'/^

z^
-- 8in x. --—4. 145.

, x^Z-1
ES ist also auch e co8 x -f- sln x. --— 1, 

wo x den zum Bogen x gehörigen Winkel bedeutet. 
Da ferner der eo8inu8 eines negativen Winkels oder 
Bogens positiv, der 8inu8 aber desselben negativ ist, so 
irr < —x, z^ z^
lsk auch e — eo8 — x -s- 8in — x — 4 oder

— x. V-i z^ ' z^
6 —608 X — 81N X.--—1.

Die imaginären Exponentialgrößen können demnach

L 
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auf 8inus und Cosinus reeller Bögen oder Winkel ZU- 
rückgeführt werden.

§. iZo. Satz. Ist ein Bogen cp gegeben, so 
ist der Cosinus des n suchen Bogens, oder

. n N.N—"4 ^.<1 .
cos n cos H--------- Lin" cp

. N.N—I.N—2.n —3 
4^2.3?4

n.4 . n—4.n—2.n —Z.n—4.n—Z
cos -------------------

n-6 . ,008 81NO^....
Bewei6. Es ist e^' — cos cp -s- 8IN I"-1,

und — cos — sin — 4^ also auch
(e^ — (ev8 <p -s- sin --—4)^, und eben so

ist auch — (cos cp— sin H. 4)".

Es ist aber nach §. 149. — cos »
-j- sin n cp. —1, und eben so « —— cos n

— sin n N—4; also ist auch
I. cos n sin. n D. — 4 (eo8 <p

-s- sin —4)^ und
II. cos n D — sin n (P. — 4 (cos P

— 81N —'4) ^«
Wir erheben diese Binomien nach §. 4Z. wirklich 

zur n ttn Potenz, wofür die Regeln ausführlich in §. 45. 
gegeben worden sind. Wir finden (Los -j- sin P. ?*"—4)"

Los " -f- n. eos" sin — 4

-i - -p- <P. N-1)' ,

-p.



Zusammensetzung der Exponentialgrößen rc. 163
oder (oos -s- sio —i)" cos o 

, n-1

n. n—1 n-2
i. r '

.2 , n. n—I- n—2sio^ G -l--------------------- ,' 4. 2. 3
n-z . 

cos c^. sio?
n. o—1. o—2. o—3 n_4

-------- . cos st.s-n.st

Eben so ist: (cos st — sin st, —1)" — cos" st
o. --- 1

1.2 '
n-1 o. cos 810 > -- —s-<

cos" ' (—- sio cp. —1)2
n. (n—1). (n—2) n-z . ,
-------- ------------------ . cos st. (—siv st. i)z

1. 2^3?4---- - 002 (-«in^).^1)4.
rc.

oder (cos cp — slo cp. 1)" — cos" (p 
u-1 n.n—1 ,)

— n.cos ^.8INtP.? -1-----^^008 ^.8in2^>

n. (n—1). (n—2) v.z
' in ' ^os <p. 810 3 cp. 1) -

10(0—-1>Xn —2).(n—3)! 1. 2. 3. 4 .608 ^.81114^
denn es ist (— 810 tp. ?^-l)4 (— 810 (^)4. (^-1)4

8104 A — 1. — 1 810 4 1
(— sio cp. '^—1)3 — (— 810 Lp)3.

8io^(P. (^—1)-
Addiren wir nun I. und II., so ergibt sich 2. 608 o cp

_ n 0.0—1 n-y ,
— 2 608 —- 2. —. cos - P. 810^ L^>

n.(o-1).(o-L).o-3
1. 2. Z. 4 ' n-4

.cos ^.8io4^....etc.

L 2
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n 11. n—4 n-2endttch co8 n c? cos '—--^ -. cv8 3114

n.(n-l).(n-2).n-Z 
---------HH--------- >< 008 n-4 -^>.8in^ ^... etc.

Zu sah 1. Das vierte Glied dieser Reihe wäre 
n. (n-0 (n-2). (n-3). (n-4). (n-5) n-6 .
--------------imn 6-------------- -r

denn es ist von (co8 -s- 8in —i" das sechste 
Glied nach dem anfänglichen

n. (n—1). (n—2). (n—3). (n—4). (n — 5)
1. 2. 3. 4. 5. 6

co8 (sin 4)6
n. (n—1), (n—2). (n—3). (n—4). (n—5)

1. 2. 3. 4. 5. 6
co8 " o zin 6 , weil 

(^-—1)6 — (^—4)2. (^—4)^. (r"—4)2
— — 1. — 4. — 1 — —

eben so ist von (co8 — sln —4)" das sechste
Glied nach dem anfänglichen

n.n-1.n-2.n-3.n 4.N-5 n-v - °—-E
und weil ( — 8ln —4)6 --- (— 8114 <A)^.— 4- 81146 ch. — 1. — — 4 — — 81146 cp
so ist das sechste Glied:

- -4). (14—2).(14—3).(n—4).(n—Z
1. 2. 3. 4. 5. 6

cv8 "'6 §1146 <^>; beide addirt und durch 2 divldirt geben
n. (n—4).(n—2). (n—8). (n—4). (n—5)

, ' > 4. 2. 3.4. 5. 6

608 8114 0
Zu sah. 2. Ziehen wir aber die Gleichung II. von

I. ab, so ergibt sich:
2. 8114 N (p. -^ — 4 --- 2 N 603^ ^ c^). -^ — 4

2.11.14--- 1.14----2 
in cos" b 8inZ —j)z
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4! 2. 0. (^^7-1). (0 — 2). (n— 3). 0— 4
1. 2. 3. 4. 6

O08"'5

oder sin 0 1) --- 0. 008°^ (^). 810 H 1
n--1.0—2 n-3

--------------—---------. cos -inZ §>. 1

4 0.0- 1.0- 2.0-3.0-4
1. 2. 3. 4. 5

ii-5008 8in5 P. 1
endlich III. sin 0(^)-i- 

0. (0—1). II—-2
1. 2. 3

n-10. 008 (^). 81N H
n-3008 <A. 810 3 Q

, 0.0— 1.0 —2.0— 3.0— 4
' 1.HH

003 " ^ <^>. 810 5 . (b

denn das fünfte Glied nach dem anfänglichen von
(008 H -f- «in —1)" ist
0.0—1.0—2.0—3. 0—4 n_5—- °°° -

0. 0—1.0—2.0—3.0—4 n-5I. 2. 3.1Z-----'E ip. sin5H^-i; 
und von (eo8 H — 810------—1)5 jst es

0.N-1.0-2.N-3.0-4 „5---- 172? 3H---- -008 ^.-sl05(p. 1.^-1
_ 0. 0--1. 0-- 2.0-- 3.0-- 4

- 1. 2. Z.n "
008^'0 (^), §1^5 ^^-1, und beim Abziehen

«hält man 2- ->.n-I.n-2.»-3. n-4
1. 2. 3. 4. 5

008^ 810 5 (ss. --1
und'durch 2 und -"—1 dividirt ergibt sich das dritte Glied

0. n—1.0—2. n—3.0—4
1. 2. 3. 4. 5 .008 810 5 (A.



166 IV. Abschnitt.
§. 151. In diesen beiden Gleichungen für das 

Vielfache eines Bogens:
. n II. n—1 - yeo8 n P — co3 P---- co8 " P. sin* (^)

ii. ii— 1. n — 2. ii — 3 n-4-V iT'^H------ cos <p. 8in4 <p
n.n—1.N—2.N-Z.n—4.II—5 n-e ,-- ^OS . 8IH1. 2. 3. 4. 5. 6

n-1 - . - n.n-1.(n-2)
und sin n E n. cv3 <O. sin M---------- ------- --------- .* 1. 2 c>/ N-Z .cO5 (^. 8IQ3

II. n—1. n—2. II—3. n—4. II—5- n—6 
" 1. 2. 3. 4?5. 6. 7 -

008" 8in7
fällt alles Unmögliche hinweg, und es ergibt sich hier ein 
Beispiel, wie Rechnungen mit unmöglichen Ausdrücken 
oft reelle Resultate geben.

Zusa H. Sehen wir n — 2, so erhalten wir 
co8 2 ch 0032 (i) — 8111^ (^) und eben so sln 2 

co3 Lin <^), welches genau dieselben Formeln sind, 
die wir in §. 138. für das Doppelte eines Winkels oder 
Bogens gefunden haben.

§. 152. Ein anderes Beispiel, wie das Rechnen 
mit unmöglichen Ausdrücken mögliche Resultate gebe, 
mag nachfolgende Reihe seyn, in der wir aus der Tangente 
eines Winkels dir Länge des zugehörigen Bogens finden.

Um diese Reihe aufzustellen, sey wieder
-L--- C08 2 -s- 8III 2. —1, und e ' c03 2

— 8in 2. —1, wo 2 die zu suchende Lange eines Bo­

gens, 2 den zugehörigen Winkel bedeutet.
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Es ist nun /x /x

2. 1. I0A e — 1o^ (cos 2 -s- 81N 2. 1)
/V , /X

ebenso —2.o^e Io^(cos 2 — siri 2. 1),
weil nun IoA L L §.115 , so ist ferner

/x /v
2. ----1 — IOA (008 2 -j- 82N 2. —1)

/x . /x
— 2. —1 lo^ (cos 2 — sin 2. —1);

ferner ergibt sich 2 — ---—. Io§ (cos 2 sin 2. 1)
r

/X /x
----- . Io^ (cos 2 — siri 2. —1),

addtren wlr bilde Äluchungen, so erhalten wir auch 1 /x /x
2 2^: — 1o§ (cos 2 -j- srn 2. —1)

1
1*

/X .
IoA (cos 2 — siri 2. —1)

oder 2 — —-——. 2^—1
/x /X

1o§ (cos 2 sin 2. — 1)

1 /X /X
-—-—. Io« (cos 2 — sln 2. —1). 
2^—1

Weil die Subtraktion der Logarithmen eine Division 
der ihnen zugehörigen Potenzen ist, so ist

— /x /x
4 ! ^08 2 -j- «in 2. »,

1 . /X
l—cos 2 — sin 2. —1_ !

Dividirt mau Zähler und Nenner durch cos 2, so ist r
2 — 1

2k^—1
. Io^

ist nach §. 118. 1o

/x

/x

/V

/X
—1 — tan§ 7/. —1 —
__  /x

Nun

1
/X

—1 — tanA 2. —t-

r7'
/X

1)'

...7
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-x /x— 2 stÄNA 2. --1 "s- 43N§3 2. — 1. s-—1/x-4- L. tan§5 2. — 1. —1. 1/x-s- 13NL7 2. --1. -- 1. --  1. - 1. .. .1

2 st3NA 2 — LANA3 2 -f- 43NA5 2 — ^., /Xtan§7 2....). —1
_ ^^" — 1 7Xolso 2 ----- . stSNA 2 -- tau§3 2 -j- ^-. k3N^5 2- 2^"--1 /X— tan§7 2 ....^/X /X -Xoder 2 st3n§ 2 — 13NAL 2 -^- L. 2/X

— tan§7 2 . ...^ o 
/X —§. 453. Es sey Winkel 2 gleich der Summe von /x /xzwei Winkeln a -j- K, welche zusammen 45° betragen, /X /X /xalso 3 -s- d 45°. Zu dem Winkel 3 gehöre die Bo--xgenlänge m, zu dem Winkel b aber die Bogenlänge n.

Nach einem Satze, der bald bewiesen werden soll, -x /xzx /x tgnL n ^s- tariL" d,st rang (-> -> k) —------- S__^—
4 — tar»A 3. tanA b 

/X /Xund da tanA (a -s- d) — rgn^ 45° 4 ist, Wenn der
Radius des Kreises 1 gesetzt wird, wie auch bald 
bewiesen werden soll, so ist auch/X /x
rarE 3 -s- 13NL; b , . , r.----2------- o—, -- A d

4 — 43NZ 3. 43NA b
/x /x /x /x /x

4   iari^ 3. t3NA d und 43NA b -s- 43NA 3. t3NA l> 
/X /X /X1 — 13NA 3, daraus folgt ferner t3NA d (1 -s-t3NA 3)

4 -—t3NL 34 . - 3, endlich auch d - -------
4 tan§ rr
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Setzen wir nun tan§ s — ;, weil die Tangente eines 
Winkels, welcher kleiner ist als 45°, ein echter Bruch ist, 
wie wir uns überzeugen werden, und dadurch ist

> __  r - i

1-^-5 t S

Da nun Bogen IN t3NA a — z. 13NAZ L

tan^s a — L. tgr»A7 a «...
/v />

und Bogen n tan§ d — 1. tan^3 b -s- L. tanA5 tr

ran^7 b.... 
nach der Reihe 6«, so ist auch

' 1 3 3 33 5 35 7 37 8
i 1 11 , 1 1 11

^2 H ä' 25 H '

Nun gehört IN n einem Winkel von 4ZO an, es 
ist also Bogen rn-^-n der achte Theil der Peripherie; und 
wenn wir für den Radius 1 die halbe Peripherie durch 

n bezeichnen, so ist in-s-ri also ist endlich

57 1
3 3^83'' 5'35 /37"'" oder
1 ___ 1 -l___ 1^

3^23^ 5^25 7^27"^^
_ 2
- 17^4 3' 33 5^ 35 7' 37........

1 1^,^^___ 1 1^ /
n 5'25 7^27........._

§.154. Nun müssen noch die beiden im §. 1Z3.
erwähnten Sätze erwiesen werden, und zwar

0 Satz. rang (2 b) -

1 — tan^ a. b»



470 IV. Abschnitt. Zurückführ. d. Exponentialgw
sirr (a-i-k)__8I N g. 008 l) -l- bin d. 008 Ä
—--------X—-- §. 138.
008 (a-s^d) 60S 3. 008 0---  LIN 3. 81N k>

Dividirt man Zähler und Nenner durch co8 a. ov8 d, 
so ergibt sich,

t-MA --
1 — tgn» 6. t3NA d

2. Es sey ein gleichschenkeliges rechtwinkeli­
ges Dreieck, in welchem also — LL, so ist

450, oder -—^.tan§x, denn Wrnkel

X— 4ZO; und weil ^8 " 86,. so ist 450^

oder I tnn§ 45^. Wird nun mit 86 aus dem Punk­
te 6 ein Kreis beschrieben, so ist 86 der Radius und 
-18 die Tangente; und setzen wir den Radius 86 — 1, 
so ist die linearische Tangente ^18 1.

Ist ferner ^8 kleiner als 86, so muß auch Win­
kel x kleiner als in seyn, weil in jedem Triangel dem 
größeren Winkel die größere Seite gegenüberliegt und 
umgekehrt; es muß also Winkel x < 450 und 45^, 

und - - " ts^Z X ein echter Bruch seyn, weil 86 >^.8 

seyn soll.

V- Abschnitt.
Erstes Kapitel. 

Evolutionen.

§. 4ZZ. Erklär« ng. Eine Anordnung gegebe­
ner Elemente für irgend einen Werth, so daß in den Aus­
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drücken für diesen Werth, welche durch die Anordnung 
der Elemente entstehen, alle niederen Werthe vor Augen 
liegen, heißt eine Involution.

Zusatz. Jeder niedere Werth wird durch einen 
rechten Winkel abgesondert.

§. 156. Erklärung. Ein jeder durch einen rech­
ten Winkel abgesonderte Werth heißt eine Evolution, das 
Absondern selbst heißt evolviren. Sollten z. V. alle gut 
geordneten Zahlen, dw sich mit den Ziffern 1, 2, 3, 4 
als; Elemente schreiben lassen, involurorisch dargcstellc 
werden, so daß die Ziffernsumme eitler jeden Zahl — 4 
ist, und daß die niederen Werthe, das ist die Zahlen 
zur Summe 3, 2 und in der Involution enthalten 
sind, so gäbe nebenstehendes Schema das verlangte

111 I 1 ,
112
1 3_________
2 2

4 —

wo jeder Winkel eine Evolution ist, indem er die Zah­
len einer niederen Summe darstellt.

§. 157- Erklärung. Eine Involution, welche 
regelmäßig das Höhere aus dem nächst niedrigen entwi­
ckelt, und diese Entwickelung, wie auch jedes einzelne 
Glied klar vor Augen legt, heißt vollständig.

ZusaH. In ihr muß also jeder Einzelne, was in 
dem Ganzen enthalten ist, ohne Mühe cvolvirt werden 
können. Im andern Falle, wo diese Eigenschaften ihr 
nicht zukommen, heißt sie unvollständig.

§. 158. Aufgab e. Es ist eine Reihe von Zah­
len L, 6, O, L, k', von denen nur die erste be­
kannt ist, gegeben, welche in dem Verhältnisse unterein­
ander stehen, daß die zweite aus der ersten dadurch ent­
steht, daß man die erste mit K multiplicirt, und eine 
Zahl c hinzuaddirt; daß übrigens jede nte Zahl gefun­
den wird, wenn man die (n— l)te mit d multiplicirt 
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und die O—2)te zum Produkt addirt; es soll der Werth 
der Zahl in einer vollständigen Involution dargestellt 
werden.

Auflösung. Man setze I in den ersten Winkel 
die bekannte Größe wie wir an nebenstehendem,Sche- ma sehen.

2) Neben sehe man den Faktor l>, und darunter 
die zu addirende Größe c, so hat man den Werth 8.

3) Neben den Werth L setze man den Faktor 
K, und darunter den ersten Werths, so hat man den 
Werth 0.

4) Neben 6 setze man wieder den Faktor d und 
darunter den ganzen Werth von 8, so hat man den 
Werth von v.

6) Neben I) setze man wieder den Faktor b, und 
darunter den ganzen Werth 0, so hat man den Werth L.

6) Endlich setze mal» neben den Werth 12 wieder 
den Faktor d, und darunter den Werth O, so hat man

Beweis. Jeder folgende Werth, also auch der 
Werth von k' ist regelmäßig aus dem nächst niedrigeren 
dadurch entstanden, daß man ihn mit dem gegebenen Fak­
tor k multiplicirte und den nächst vorhergehenden Werth 



V. Abschnitt. Zweites Kapitel. Anwend.d.Invol.rc. 173

zum Produkte addirte; es ist also der Werth I? aus b 
und e durch successives Aufftellen höherer Werthe ent­
wickelt worden; auch ist jeder nächst niedrigere Werrh 
deutlich vor Augen gelegt, also L' durch eine vollständige 
Involution entwickelt worden.

Zusatz. Da jeder folgende Werth entsteht, wenn 
nian den vorhergehenden mit dem Faktor K mulriplicirt, 
und den nächst vorhergehenden hinzuaddirt, so ist, wenn

. —i
ww den nten Werth mit N, den (n— i)ten mit

— 2 —1 —L
und den (n—2)ten mit N bezeichnen b-f- 1^.

Zweites Kapitel.
Anwendung der Involutionen auf die zufamr 

menhängenden Brüche.

§. 159. Eine Reihe von Äuoticntcn, wo jeder 
Nenner eine vermischte Zahl ist, heißt ein zusammenhän- 
gender Bruch.

Ein solcher Bruch entsteht, wenn man Zahler und 
Nenner des Bruches durch den Zähler desselben oder 
durch den größten Divisor, der im Zähler genau enthal­
ten ist, dividirt, und mit dem gebrochenen Reste wieder 

so verfährt: z. B. der Bruch soll in einen zusam­

menhängenden Bruch verwandelt werden. Eö ist:
1) 36i: 361 __1 >

261:1495 4-f- 51
361?

2) 51:^ 4 3) 4: 4 1
51:361 7-j- 4 4:51—12-s- 3

51 ' 4
4) 3 : — i

3:4 4-^-4
—*3
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Demnach ist der Bruch

364 _ 1
1495 4 -f- 4

7 1

4 -f- 4
3"

§. 460. Erklärung. Nimmt man von diesen 
zusammenhängenden Brüchen einen, zwei, oder drei 
vom Anfänge an nach einander, und bringt man sie un­
ter einerlei Nenner, so heißen die so gefundenen Werthe 
die NäherungSwerthe des Kettenbruches.

Zusatz. Nimmt man von diesem zusammenhän- 364 genden Bruche das erste Glied so ist 4 > --—; der 4495
4 7Bruch aus zwei Gliedern ist kleiner als

T'

, und so abwechselnd, wovon man sich überzeugen 4495kann, wenn man je zwei Brüche unter einerlei Nenner 
bringt.

§. 464. Willkürlicher Satz. Einen zusam­
menhängenden Bruch, dessen Werth u seyn mag, 
kann man durch folgende Form darstellen:

u -- 4
2 -j-_3

4
6 4-7

8 s- 9 -
40 rc.

so daß die Zahlen 4, 2, 3, 4, 5, 6 die Indices (Zeiger)
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der Zähler und Nenner des zusammenhängenden Bru­
ches hub. Rcdueüt mcur diese Btüche auf einfache und

setzt den ersten den aus zwei Brüchen abgelei­

1.4
2. 4^-Ateten den

IV
aus drei abgeleiteten

4 4 6 »4-15 b
" e' ^«4- abz°.

leit-t-n D
s(2. 44-3) 6-f-2.5^ 8-s-s2.4-s-3^7 D

so lassen sich die Näherungswerthe auch so darstellen
A B ^.4 C_B6-j'A.5

2^ k ^.4->3^ e L.6^5^

D _^_ C- 8 -f- B. 7
Ä 6.8^

§. 162. Erläuterungssatz. Das Gesetz, nach 
welchem die folgenden Werthe dargeftellt werden, ist 
leicht zu erkennen; es ist der folgende Näherungöwerth 
E D. io-l-C.9

nennen wir die SteNenzahl 

des darzustellenden Werthes n, so ist der nke Werth 

N  N. 2n-f-N(2n—1) «
—L *

2N-s-^.(2n—1)

§.'162. Aufgabe. Den Zahler des nten Bru­
ches durch eine vollständige Involution darzustellen.

Auflösung. Man schreibe zuerst B, neben an den 
Faktor 6, und darunter A. 5/ so haben wir, wie in 
§.158. gezeigt wurde, den Werth von dem Zähler des 
dritten Bruches, wi lder wieder durch den Winkel CC 
abgesondert wird. Neben diesen Werth schreibe man den 
Faktor 8 und darunter V. 7, so gibt dies den Werth des 
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vierten Zählers. Neben diesen Werth sehe man den Fak- 
tor 40, und darunter C. 9, eder weil C. 9 — V. 6. 9 
»s- ä.. 5. 9, diesen ganzen Werth darunter, und man 
hat den Werth des Zählers E.

C D E x

2) Für die folgenden Werthe beobachte man dieses 
Verfahren: Man setze die doppelte Stellenzahl des in 
Rede stehenden Zahlers neben den vorigen Werth, hier 
in unserm Falle neben den Werth E die Stellenzahl 2.6, 
weil der in Rede stehende Zahler der sechste ist; darunter 
die doppelte Stellenzahl weniger 1 und zwar so oft, als 
es im vorhergehenden Werthe Endfaktoren gibt, die eine 
gerade Zahl sind, hier in unserm Falle dreimal, weil es 
drei Endfaktoren hat 40, 40, 40, die jeder eine gerade 
Zahl sind, vor diese ungerade Zahlen, von denen jede 
hier 2. 6 — 4 44 ist, setze man den ganzen nächst vor­
hergehenden Werth, hier in unserm Falle B. 6. 8, 
A. 4. 8, B. 7, wie es das Schema zeigt, also den 
Werth O, und so ergibt sich folgendes Schema für den 
rrten Zähler,



A.5 12
12
12
12
11
11
11

8 10
10

9
9

C

D B. 7
B. 6 .
A. 6 .

B. 6. 8
A. 5. 8
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D E

..4.» 2n

........2N . -

.....2n 

........2n 

........2i> 

........2n 

..... 2n 

..... 2n

2n —1 
2n —1 
Ln — 1

Beweis. Jeder höhere Werth, also auch der 
gesuchte, wird so aus dem nächst niedrigeren bestimmt, 
daß zugleich alle niedrigere Werthe deutlich vor Augen 
liegen und ohne Mühe evolvirt werden können; der 
Werth des gesuchten Bruches ist also durch eine voll­
ständige Involution entwickelt.

Zusatz i. Da vermöge der Gleichung 
—1 —2

N N.2n-f-N.2n—1 m
— — n;---------------------------- für die Nenner dasselbe

2n-f-N.2n— 1
gilt, so darf man in die im §. 162. für die Zähler ent­
wickelten Werthe nur überall und L statt A und B 
eintragen, um die Nenner zu haben.

Zusatz 2. Die Formen der in §.162. entwickel­
ten Werthe für die Zähler fangen entweder mit B oder 
mit A an. Bezeichnen wir die Summe der mit B an- 
fangenden Formen durch S, und die Summe der mit 
A anfangenden durch 8, so haben wir, weil beide zusam­
men den Werth irgend eines Zählers, z. B. des nten 
geben, folgenden Ausdruck für den Zahler des nten 
Werthes N B. S" -s- A8", und da für den Nen-

M
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ner dasselbe gilt, lso ist der Nenner de6 nten Werthes

L. S -j- 8 , also der Werth des ganzen
B. S"-s-A.8"

Bruches -- *----------- , wovei Hre Eutwlcke»
L. S -s-^. 8

lung bis züm nten Grade involutsrifch geschehen muß.
Zusatz 3. Die Summe S wird aus 6 8^

und die Summe 8 aus Z j 8 > 10 nach denselben Regeln 
"—! 9 

: 5
wie in der?lufgabe §. 162. entwickelt; eö ist der Auf­
gabe in §. 162. zu Folge

7. 11

3 1 5 3 4 5 6
LO !

IIO

10 12 und 36^^ 8 I 10 12
7 10 12 '

6 9 12 5 12

6. 8 11 5. 8 11

oder man kann die ganze Involution für einen Werth 
entwickeln, und dann die Formen für B und A her» 
auSheden.

Zusatz 4. Da B^ 1.4 und A —1; R —2.4-j-3

und — 2 ist, so ist auch .
N (2.4ch.3).S»-l-28^

§. I6ä. Aufgab e. Es soll der vierte Werth des 
zusammenhängenden Bruches

' 361 — 1
1495 4 -s- 4

n 1

12-s- 1
1-s- 1

- ' - '' 3 - --
involutocilch bestimint werden.
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Auflösung. Es ist Z - S^rL»'

8 4
Nun ist S4 6j 8

" 5
und 54

3 ^4 
^8^, oder

S4 — 6. 8 -s- 7 und 8^ -^ 5. 8, also ist 
D „ 1.4. (6.8 4-7)-s-1.Z.8
l) (2.4 -s- 3). <6. 8 -s-7) 2^ Z.

Setzt man über die Zähler und Nenner, so wie sie fol­
gen, den Index

1 2 3 4 S 6 7 8 9 10 
1, 4/ 1, 7, 1, 12, 1, 1, 1, 3 / so ist

D : 1. 7 (12. 1 -s- 1) -sr 1. 1. 1
v (4. 7 -j- 1). (12. 4 -s- H 4. 1. L , 

— — 92 -
29.13-f-4 381*

. §. 164. Aufgabe. Der sechste Werth des
Bruches 1!^ 102764 .

1

36
5

17 
soll involutorisch gefunden werden.

Es ist Z-- N,m.'st
k (2.4-s-z). S^-t-r. 8^

M 2



X

ist» V. Abschnitt. Zweites Kapitel.

3

j;. i <6. 9
10
10

Z 6 
12^ 
12 
12

, 3 4
5 I 8 i

6.
6. 8 11

7. 11

5
12

5. 8.
12
11

9

also auch .
-?L L, 4(. 6.8.40.l2-l-7'.l0.12-i-6.9.12-^-6.8.11-l-7.1l)

(2.4-1-3) ^6.810.12-s-7.1O.l2-s-6. 9.12-1-6,8.11-^7.11^
-j- 2. lZ.8.10.12-^-5. 9.12-s-5. 8.11^.

Nu^ sin> die Zähler und Nenner nach der Ordnung mit 
ihrem Jnde^ ' '

1 2 3 4 5 6 7 8 940111213141516
1,1,1,36-1,5,1,1,1, 1, 1, 2, 1, 1, 1,17; also 

F— 1.36 s5.1.1.2-s-1.1.2-t-5.1.1.2-s-5.1.1-s-1«1^ 
-s- 1. ^1.1. i- 2-i-l.i.2-s-i.i. 1.2^) oder 

F -- 1.36fl0-^-2-s-10-s-Z-s-1^-s-fl.2-s-1.2-j-1.1  ̂
x--- 1.36 s28H 5 " 36. 28 -s-5 1013 .
x sl.36-s-1^. 28-t-1 söl 37.28-j-5 1041,

1013
104l'-ls- L

Anmerkung 1. Jedoch soll für diese Eutwicke« 
lung ein leichteres Verfahren nachgewiesen werden.

Anmerkung 2. Wir bemerken, daß die unge­
raden Zahlen des Index gerade auf die Zähler, die ge­
raden aber auf die Nenner der Brücke fallen; sind nun 
bei einem zusammenhängenden Bruche die Zähler durch­
aus —.1, ,so dürfen wir nur in §. 161. überall da, wo 

in den Gleichungen für die Quotienten rc.
1, (, 1)

die ungeraden Zahlen verkommen, für dieselben 1 setzen, 
und so verwandeln sich die in H. 161. aufgestt.llken Glei-

. A 1 B 1.4 
chunzen in folgend- - —
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C_  1. 4. 6. -s- 4. 4 B» 6. -s- A.
L (274H)7H r?L ^ L 6 -^1'

D L 8 -I- B

Da'nun
D 0. 8 -f- R

i V A. 4 C — B,6-s-A 
2^ L n^-l' 6 — s. 6 -i-

— ^2-^-—, so spricht dieses eine Methode aus,D 0. 8
jeden Werth eines zusammenhängenden Bruches auf fol­
gende Art zu entwickeln:

Man multiplicire Zahler und Nenner des ersten 
Bruches mit dem Nenner des zweiten und addire zum 
Produkte des Nenners i; denn dies lehrt deutlich der 
Ausdruck z-^7— --T-j---; bet jedem folgenden

-t». 4-f-i 2.4-s-i
Werthe multiplicire man Zähler und Nenner des schon 
bestimmten Bruches mit dem folgenden Nenner, addire 
zum Produkte des Zählers den Zahler, zum Produkte des 
Nenners den Nenner des vorhergehenden schon bestimm­
ten Bruches.

Z. B. Bei dem Bruche

— i
4 -f- 1
H 1

42 -j-
4 -s- 4

S
schreibe man die Nenner ü einer horizontalen Reihe hin 
und führe unter dieselben »'inen Strich, wie das folgende 
Schema zeigt:

4 7 j 12 1 Z
! i 85 92 36 t
! 4 29 352 284 1495.



182 V. Abschnitt. Zweites Kapitel. Anwend.d.Jnvol.

Unter den ersten Nenner setze man den ersten Bruch . / 4
und vor demselben —, weil zu dem Produkte 7X4 noch
1 äddirt werden soll, so ist der zweite Werth —, 4X7-j-1
der dritte Werth der vierte rc./29.42->-4 4.352-s-29

Aufgabe. Die Peripherie des Kreises verhält
sich zum Durchmesser wie 344l502^0^3c»1

3 .
7 1 1^

15
17 1

L92 7t_H 1, - elisl i ir13̂1 ii>k^
S

wie läßt sich dieses Verhältnß durch kleinere darstellen?
Die Nenner sind folgude 3, 7, 46/ 1, 292/ 1,

6, 2, 43, 3, 4, 42, 3.
Nenner.

6 r!i3 3
0 1

292 1

1 3l22!33.3l35^103993l,04Z48^ >
7 106 113 33102 33215 rc.
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Drittes Kapitel.
I!1 v o l Uto rische Dar stelln ng der Reihen und in, 
v o!u t o r i sch e E n t w i ek e l u n a der Summenansdrücke 

für dieselben.

ö» 164. Erklärung. Eine Reihe von Größen, 
in der jede zwei benachbarte Glieder eine gleiche Diffe­
renz haben, heißt eine arithmetische Reihe des ersten 
Ranges. Ihre allgemeine Form ist 2, a-j-26,
2 —s- Z <1 . » . . 2 -s" (n — 1) A.

§. 160. Satz. Ist a das erste Glied, ä die 
Differenz und n die Anzahl der Glieder, so ist die Summe

L —---------!----------------oder 3 — sa -s- 3 -t- (n — 1) 3 j —
2 2

d. h. gleich der halben Summe aus dem ersten und letz­
ten Gliede, multiplicier mit der Anzahl der Glieder.

Beweis. Mau schreibe in den ersten Winkel 2 neben
1 2 3

a s a § a a 
ä j ä ä 

ä ä
------ä

an wieder a und darunter ä, wo aber, was auch für 
die Zukunft gellen soll, die nebeneinander stehenden Grö­
ßen nicht mnltiplicirt werden sollen, wie bei den conti- 
nuirlichen Brüchen, sondern blos zu addiren sind. Da­
durch erhält man die Summe von zwei Gliedern, neben 
sn setze man zuerst a, und darunter ä und 6, und man 
hat die Summe von drei Gliedern, und so setze man die 
Arbeit fort bis zum n terr Winkel, welcher auf diese Art 
die Summe von n Gliedern enthalt.

Run ist die Summe aller a in der ersten horizonta­
len Reihe, wenn es n Winke! gibt, — m n.

Die Summe der zweiten horizontalen Reihe, wo 
es (n— Glieder gibt, ist (n — j)ä.
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Die der dritten (n—2ä und so fort, bis in der 

letzten horizontalen Reihe, wo nur ein ä steht, also die 
Summe aller Glieder

8 --- an -s- (n—l)ä -s- (n—2)6-4. (n—Z)Z....ä 
oder S an -s- ä s(n—1)-^-(n—2)-s-(n—Z)....1^ 
aber n — 1) -j- (u—2). (n—3). (n—4).............4

— Zusatz.
1. 2

oder 8 sa -s- a -4- (n — 1) ä^.

§.166. Erklärung. Eine Reihe von Größen, 
in der die Differenzen von je zwei benachbarten Gliedern 
nicht gleich sind, sondern eine arithmetische Reihe des 
ersten Ranges geben, heißt eine arithmetische Reihe des 
ersten Ranges.

Eine Reihe von Größen, in der die Differenzen 
von je zwei benachbarten Gliedern eine arithmetische Reihe 
des zweiten Ranges geben, heißt eine arithmetische Reihe 
des dritten Ranges.

Eine Reihe von Größen, in der die Differenzen 
von je zwei benachbarten Gliedern eine arithmetische Reihe 
des (1 — i)ten Ranges geben, heißt eine arithmetische 
Reihe des 1 cen Ranges.

§. 167. Satz. Die Summe der natürlichen Zah­
len 1, 2, 3 ..... r», welche eine Reihe des ersten Ran­

ges geben, ist 5 r-- .
1. 2 1. 2

Beweis. Die Differenz zwischen je zwei benach­
barten Gliedern ist gleich, also bilden diese Glieder nach 
§. 166. eine Reihe des ersten Ranges, deren Summe 

8 --------ln--------- ist; nun lst hier a — 1, ä — 1,

1. 2 1. 2
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§. 168. Sah. Wenn man in einer Reihe des er­

sten Ranges zuerst das erste Glied nimmt, dann die 
Summe der zwei ersten, dann die Summe der drei ersten, 
so erhält man die Reihe s, 2a-s-6, Za-j-Zä, 4a-j-bd, 
5a-s-ioä...., welches eine Reihe des zweiten Ranges ist.

Beweis. Die ersten Differenzen zwischen je zwei 
benachbarten Gliedern geben eine Reihe des ersten Ran­
ges, und erst die zweiten Differenzen sind gleich; also 
bilden die Glieder der aufgestellten Reihe eine Reihe des 
zweiten Ranges.

§. 169. Aufgabe. Das n te Glied dieser Reihe 
des zweiten Ranges Lnvolutorisch darzustellen.

Auflösung. Da die Reihe des zweiten Ranges 
dadurch entsteht, daß man aus der Reihe des ersten Ran­
ges a, a-s-ä, a 4-2ä, a-s-Zä .... a-s-(n—1)<1 
zuerst das erste, dann die Summe der zwei ersten Glie­
der, dann die Summe der drei ersten und so fort nimmt 
nach §. 168, so setze man in den ersten Winkel das erste 
Glied a, neben an das zweite Glied >
so hat man im zweiten Winkel die Sum- — 
me von zwei Gliedern; neben an sehe man 
das dritte Glied a-s-2ä a-s-ä-j-ä, so 

a 
ä

a 
ä 
ä

hat man im dritten Winkel die Summe von drei Glie­
dern, denn der folgende Winkel schließt immer die frü­
heren mit ein, also hat man das dritte Glied zur Reihe 
des zweiten Ranges, und so fahrt man bis zum nten 
Winkel fort.

Nun ist die Summe aller a in der ersten horizonta­
len Reihe n. a; die Summe aller ä in der zweiten hori­
zontalen Reihe ist ä(n—l), weil es da ein Glied weni­
ger hat als in der ersten; die Summe aller cl in der drit­
ten horizontalen Reihe ist ä(n — 2), und so hat jede fol­
gende horizontale Reihe ein Glied weniger bis zur letz­
ten, die nur Ein Glied hat.

Bezeichnen wir also das n te Glied durch u, so ist 
u --- na -s ä -s-
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abcrnach §.51. Zusatz ist s(n-1)-f-(n-2)-f-(r>.3

- also ist u - na -s- 6
1. 2 1. 2
Bewe i 6. Der n te Winkel enthält n Glieder aus 

der arithmetischen Reihe des ersten Ranges, also ist ' 
ftin Inhalt das rite Glied von-der Reihe des zweiten 
Ranges. Nun ist die Formel na -s- ä ^^7—^ 

ser Inhalt des nten Winkels, also ist auch das nte 

Glied u r»a -s- ä — .
1. 2. - !

§. 170. Aufgabe. Die Summcnformel für n 
Glieder dieser Reihe des zweiten Ranges involutorisch 
zu finden.

Auflösung.^ Man setze von der gegebenen Reihe 
deS zweiten Ranges a, 2a-j-ä, 3a-s-Zst> 4a-f-6ä.... 
ira -l- ä 0^7^-----.^0 erste Glied a 2a Za 4

1.2 Zä
in den ersten Winkel, neben an setze
man das Glied 2a -j- ä, so hat man ------- ——
in dem zweiten Winkel die Summe ------------ —-—
von zwei Gliedern; neben an setze man das dritte Glied 
Za -f- 3cl 3a -f- 2ä -f- ä, so hat man im dritten 
Winkel die Summe von drei Gliedern; daneben setze man 
das vierte Glied 4a -j- 6ä 4a -f- Zcl -j- 2ä -s- ä, so 
hat man im vierten Winkel die Summe von vier Glie­
dern, und so fahre man bis zum ntcn Winkel fort.

Nun ist die Summe aller a in der ersten horizonta­
len Reihe eine Reihe des ersten Ranges

" a (1-s-2-f-3-f-4 .... n), 
in der die Differenz — 1 ist, und deren Summe nach 

167. a 0 jst. Die dumme der zweiten

Reihe, welche (rr — 1) Glieder hat, ist auch eine Reihe 

dcZ ersten Ranges , also ist ihre Summe -
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Eben so ist die Summe aller Glieder in der dritten hori­
zontalen Reihe, welche (n —2) Glieder hat—. (n — 4). (n —2). 6

——    -' ' -4. 2
. . (n -l-l) z-wenn man ln der Formel —-n — 2 statt ri 

seht. Jede dieser horizontalen Reihen hat um i Glied 
weniger, bis zur letzten, welche nur Ein Glied ck hat; 
demnach ist die Summe aller Glieder

—. n. (n-s-l).a n. (n-1) . (n-l). (n-2)
4.2 !_ 4. 2 1.2

-s- ——... 4 ; aber nach §. 51.
Zusatz ist ! -i- ^-22^

! 4. 2 42
, (n-2)..(n-3) . ! (n-s-1). n. (n-1)
' 1.2. 4. 2. 3

wenn man überall n-j-1 statt n setzt in H. 51. Zusatz;
demnach S 2^^ 4. a4.2 4.2.3 —j

Beweis. Der n te Winkel umfaßt die Summe 
von n Gliedern der Reihe des zweiten Ranges; nun ist 
der Ausdruck für den n ten Winkel 1. 2
-s- ä ; also ist auch die Sum­
me von n Gliedern dieser Reihe 8

; -4- cr ——'---- i.__ 4. 2. 3 -jZusatz 1. Setzen wir in §. 469. in der Formel
u na -s- a 1, so ergibt sich die Reihe:4. 2
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1, 3-s-3ä, 4-s-6ä, 5^ lock....rr^ä^^^^
welche die Reihe der Polygonalzahlen ist.

Denn itens für ä — 4 erhalten wir die Reihe 
1, 3,6,10,15, 21 , welches die Reihe der Trian-
gularzahlen ist, weil sich die Einheiten eines jeden Glie­
des in ein gleichseitiges Dreieck zusammenordnen lassen; 
das nte Glied ist u .

i. 2
2) Für a — 2 erhalten wir di- Reihe 1, 4,9/16, 

25, 36 .... n-, welches die Reihe dtr Quadratzahlen ist, 
weil die Einheiten eines jeden Gliedes sich in Quadrate 
Zusammenordnen lassen.

Für ä — 3 erhalten wir die Reihe 1, 5/ 12, 22, 
35, 51'...., welches die Reihe der Pentagonalzahlen 
jst, weil sich die Einheiten eines jeden Gliedes in regel­
mäßige Fünfecke zusammenordnen lassen.

Für 4 erhalten wir die Reihe 1, 6, 15, 28, 
45, 66 ...., welches die Reihe der Hexagonalzahlen ist, 
weil sich die Einheiten eines jeden Gliedes in regelmäßige 
Sechsecke zusammenordnen lassen.'

Zusatz 2. Setzen wir im §. 170. in der Formel 
für die Smnme S — —

1. 2. 3
so ergibt sich die Reihe:

1, 3-s*ck, 6-s-4ä, 10 -s-10ck -s- 1Z 20ä....
n. n-j- 1 . (n -s-1. n. n — 1) 

1.2 ' 1. 2. 3^
Mlches die Reihe der Pyramidalzahlen ist.

Für ä 1 erhalten wir die Reihe 1, 4, 10, 20, 
35...., welches die Reihe der dreieckigen Pyramidal- 
zaDn ist, weil sich die Einheiten eines jeden Gliedes in 
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dreieckige Pyramiden zusammenordnen lassen, ihr n tes 
Glied ist«-^4-2^4-2"1. 2. 3 1. 2. 3

Für 6 --- 2 ergibt sich die Reihe 1,5,14/30,35—, 
welches die Reihe der viereckigen Pyramidalzahlen ist, 
deren v tes Glied u 2n- -s- 3n^ n1. 2. 3

— (^^i)»,(2n-s-i)
1. 2. 3

' ' re.
Zusatz 3. Das w te Glied dieser allgemeinen 

Reihe der Pyramidalzahlen ist zugleich die Summenfor- 
mel für jede Reihe der Polygonalzahlen.

§. 171» Aufgabe. Das erste Glied einer arith­metischen Reihe des zweiten Ranges sey jedes folgende entstehe dadurch, daß man zu erst ein Glied a und 
zwar das erste, dann die Summe der zwei ersten, dann 
die Summe der drei ersten Glieder einer arithmetischen 
Reihe des ersten Ranges addirt, nämlich von der Reihe 
a, a-s-ä, a-s-2ck .... a-s-(n— l)ck, es soll das rite 
Glied für die Reihe des zweiten Ranges involuiorisch ge­funden werden.

Auflösung. Man setze zuerst , und neben an 
das erste Glied 2 aus der Reihe des ersten Ranges, so
erhält man im zweiten Winkel ! a ! 
das zweite Glied der Reihe des --- !
zweiten Ranges; neben an setze 
man das dritte Glied a-s-ä, so 
hat man im dritten Winkel das

a 
ä

a 
ä 
ä

a 
ä 
ä 
ä

dritte Glied der Reihe des zweiten Ranges; das Verfah­
ren ist wie im §. 169.170. bis zum »ten Winke! ganz dasselbe.

Die Summe der ersten horizontalen Reihe ist hier 
-s- L (n — i); der zweiten 6 (n — 2); der dritten 

cl (n — 3) und so fort bis zur letzten horizontalen Reihe, 
die nur ein Glied ä hat. Bezeichnen wir das letzte
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Glied durch u, so ist u — -j- a (n—
ä s(n—2) -i- -j- 1); weil nun §.54.

Zusatz s(n-2) — 2) -s- (n —4).... -s- 1^

; wenn man n—1 statt n dort setzt, 
4,,2

- —1>(n—2)so rsi u -j- a (n—4) -s- —2-----

Bew e is. Der n te Winkel ist das n te Glied der 
Reihe des zweiten Ranges nach der Auflösung, nun ist 
der Inhalt des nten Winkels — -s- a (n— 1)

^l- also ist auch das nte Glied der
' 4.2

Reihe des zweiten Ranges u — -s- a (n —4)
, cl (n — 4). (n —2)

4. 2
Zusatz. Setzen wir ri 4, n — 2, n — 3, 

n 4 rc., so erhalten wir die auf einander folgenden 
Glieder der Reihe^

a
-s- 2a -s- ä
-s- 3a -s- 3ä

4a -s- 6<1
Za -s- 40ä

rc.
, . , ä (n—4). (rr—2)

-4- a (n—4) -s- -2-------- -------------2.
' 4. 2

§. 472. Aufgabe. Die Summe von n Glie­
dern dieser arithmetischen Reihe des zweiten Ranges zu 
finden.

Auflösung. Man setze in den ersten Winkel 
und neben an das zweite
Glied ^-s-a, so hat^man a 2a Za 
im zweiten Winkel die Sum­
me von zwei Gliedern; neben 
an setze man das dritte Glied 
^-s-2a-j-ä, so hat man im

4a 
3ä
2ä 
ä

ä 2ä
<1
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dritten Winkel die Summe von drei Gliedern; neben an 
Letze man das vierte Glied -st Za -st Zä -st Zu 
-st- 2<4 -st 3, so hat man im vierten Winkel die Summe 
von vier Gliedern; neben an setze man da» fünfte Glied 

-st 4a -st- 36 -st 4n -st 3ä -st 26 -st- 3, so hat 
man die Summe von fünf Gliedern. Dies sehe man 
bis zum nttn Winkelsort, welcher die Summe von n 
gliedern enthält.

Nun ist die Summe der ersten horizontalen Reihe 
Me der zweiten Reihe a (4-st 2--st 3-st 4... n—4)

jst .^nach§. 437., weil hier rr—4 Glieder 

stnd und man n — 4 für n setzen muß; die der drit­

ten horizontalen Reihe ist und so fort
4. 2

bis zur letzten, welche nur auö 3 besteht. Demnach ist 
die Summe aller Glieder

L--„L-i-^2^25 a (N-1).(N-L) 
1.2 ' — 1.2

, (n—2). (n—3). 3 ,
2—-------------s.' 

nun ist------------------------------------1^!
' __  4. 2 ' 1.2 "

— n (n—4).(n - 2) -
- Zusatz,

demnach ist s -- 4
4.2 4.2.3

§. 473. Satz. Wenn man in jeder der zwei aufge­
stellten arithmetischen Reihen des zweiten Ranges 
a, 2a-st 3, 3a-st 33, 4a-st 33 .... na

. 3. r». 6n — i) .-st ------------------ - §. 468.
4. 2

UNd -st a, ^4. -st 2a -st 3, -st 3a -s- 33.... ^,

4 u (n-1) -s. ^7^ Zusatz
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zuerst ein Glied, und zwar das erste, dann die Summe 
der zwei ersten, dann die Summe der drei ersten nimmt, 
so erhält man von jeder eine arithmetische Reihe des drit­
ten Ranges; das rite Glied des ersten ist nach„ (n—i)u  -------- — "l" '—  ------ ,1. 2 1. 2. 3die Reihe selbst ist: a, 3a-s-ä, 6a-s-4ä, ioa-s-ioä, 
15^ 2yä .... 2^14.4.2 1.2.3
Von der zweiten Reihe ist das rite Glied u --
, 7^2-1) - a.2^-1).(n-r) R«ih-

1.2' 1-2-3
selbst ist 2^. -j- a, 3^ 3a-s-ä, 4^.-f- 6a-^-46,

. , , (n— 1) aS^. -s- 10a -s- 10ä..... -t----- ------
. ä. n. (n—1). (n—2) 

Ü2. 3
Beweis. Da hier das rite Glied aus der Sum- 

me von n Gliedern der Reihe des zweiten Ranges ent­
steht, so ist das rite Glied u den in §. 170. 172. auf- 
gestellten Summenformeln gleich, auch sind es Reihen 
dc§ dritten Ranges, weil die Differenzen der einzelnen 
Glieder eine Reihe des zweiten Ranges geben, also die 
Dritten Differenzen erst gleich sind.§. 174. Aufgabe. Für beide Reihen des drit­
ten Ranges die Summenformeln zu finden.

Auflösung. Für die erste Reihe lassen sich fol­
gende Winkel construiren: 

a I 3a 6a 
ä 3ä 

' ä
10a 15a
6ä ioä
Zä 6ä

ä j 3ä
ä

Die Summe der ersten horizontalen Reihe ist die 
Summe der Triangularzahlen, von denen jede den Fak- 
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tsr a führt; eben dies ist die Summe aller Glieder in 
der zweiten horizontalen Reihe, von denen jede 6 zum 
Faktor hat, und so von allen übrigen horizontalen Reihen, 
nur daß jede folgende um ein Glied weniger und die letzte 1. ä hat.

Nun ist die Summe aller Triangularzahlen nach 
§. 170. Zusatz 3. N; jst
L — a- (^-^2).(n-f- i).n . (n (n—i)

1. 2. 3 I 2. 3
, n.(n-l).(n-2) . (n- ,

1. 2. 3 1 2. 3 "
Aber nach §.51. Zusatz ist

. N.(n-1). (n-2) , (n-l).(ri-2).(n-3) .
1.2.3 1.2.3 "

<N-s-2).(n-4-l).N.(n—1) . <-2---- wenn man IM §. 51.1. 2. 3. 4
Zusatz n-s-2 statt n setzt; demnach ist die Summe 

— a.(n-s-2).(n-s-i).n , ä.(n-l-2).(n-s-j) rr.(u.i) 
----- -------

Auflösung II. Man construire für die zweite
Reihe folgenden Winkels^2^3^. 4^. 5^....

a , 3a 6a
ä 3a 

ä
10a 
6ä
3ä 

ä
Die Summe der ersten horizontalen Reihe ist —
§. 167. Die Summe der zweiten horizontalen Reihe ist 
(n-s-1). ir. (n — iV a .

--------- 7—'—^--- -—; dre Summe der dritten1. 2» 3
N
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n.(n-l).(n-2)6. vietten
1. 2. 3 1. 2. 3 '

die der letzten 6; demnach ist 8 —

(ri 4- 1).n.(n— 1) a ri. (n—1). (n-2)
1. 2. 3 

o—1). (n—2).(n—3)
I. 2. 3

Nun ist I

- s. „ Zusah;

ist endlich S - 
' 1. 2 1. 2. 3

. 6. (n -s- 1). n. (n — 1). (n — 2)
-s- - nn

§. 175. Satz. Wenn man die Glieder einer 
arithmetischen Reihe des ersten Ranges zum Quadrat er­
hebt 0)r, (a-s-ä)-, (a-s-L6)2 .... sg-s-sn—1)6^ 
so bilden die Quadrate eine Reihe des zweiten Ranges.

Beweis. (a-s-z6)^ — a2-s-6a6-s-96^ 
(a-^-2ä)2^: a2-s-4a6-f-462 
(a 6)2 — a2-^-2a6-s- 

(a)2
Die Differenzen sind 2a6-s-56r

2a6-s-Z6^ 
2aä-s-

Die zweiten Differenzen sind 26- und 26^, also gleich, 
und die Reihe nach §. 166. eine Reihe des zwetten 
Ranges.

Zusatz. Die Reihe selbst ist:
L2-s-4a6-s- 462, n2^.^^3-s-962...

1)6^.
§.176. Aufgabe. Die Summenformcl für 

diese Reihe des zweiten Ranges involutonsch zu finden.

i
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Auflösung. Man construire folgende 

successiv bis zum nten Winkel
Winkel

2aä 4aä 6aä gnä 
ä- 4ä- 9^ I6ä^

Die Summe der ersten horizontalen Reihe ist na*.
Die der zweiten ist eine Reihe des ersten Ranges, 

deren Differenz ^2 ist, und welche (n — i) Glieder

hat; die Summenformel ist nach §. 165.

also hier wo a 2 und die Anzahl der Glieder — (n—1), 
ist die Summe 4 (n—1) -s- (n—-1)^. 2—2 O—1) 
multiplicirt mit dem Faktor aäz also ist die Summe der 
zweiten horizontalen Reihe

s4 n—l)-s-(n—1)2. 2-2(n- aä. n. (ir—1).
Die Summe der dritten Reihe ist die Summe der Qua- 
Lratzahlen, nur daß hier (ri — 1) Glieder sind; die 
Summe der Quadratzahlen ist nach §. 170. Zusatz 3. 
n.(n-s-i). (2n-s-i)

1. 2» 3 1. 2. 3 '
also ist die Summe 8 — -s- aä. n. (n—1)
-s- n. (n—1). (2n—1)

I. 2. 3

Zusatz. Ista, ä — 1, so gibt die Reihe 
a^, (a-s-2ä)2, (a-s-Zä)^ .... sa-s-(n-1)
folgende Zahlenreihe 1^, 2^, 3^, 4^, welche
die Reihe der Quadratzahlen ist, deren Summe 

s- ^4-^4. »'ist.
3 2 tz

§. 177. Satz. Die Summe der Cuben der n 
ersten natürlichen Zahlen, wenn wir sie durch 3 bezeich- 

nm, ist 8-^4.^^.
4 ' r 4

N r
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Beweis. Die Reihe dieser Cuben 1, 8, 27, 61, 
12Z...........

Nun ist ...... .
1-s- 8 " 9 32

1 -s- 8-j-27 " 36 — 6- 
1-s-8-s-L7-s-64 " 100 " 10- 

Die Summe von n Gliedern ist also gleich dem Quadrate 
der n ten Trigonalzahl. Es ist aber die nte Trigonalzahl

§ ^0. Zusatz 1.;

§ . 178. Erklärung. Wenn man die aufeinan­
der folgenden Glieder einer arithmetischen Reihe von ir­
gend einem höheren Range durch 2, 2', 2", 2", 2' 
und so fort bezeichnet, so geben die Differenzen, wenn 
die Glieder zu einer Reihe des rten Ranges gehörten, 
eine Reihe des (r—l)mr Ranges, deren Glieder durch 
D2, Dr/, Dx , Dr? , und Dr?" bezeichnet werden 
können, und welche die erste Differenzreihe genannt wird, 
wo das Zeichen D blos die Differenz bezeichnen soll; die 
Differenzen zwischen den Gliedern dieser letzten Reihe ge­
ben wieder eine Reihe des (r — 1) ten Ranges und kön­

nen durch D2, D2/, DL , DL , Dr?* und so fort be­
zeichnet werden, bis man zuletzt eine Reihe bekommt, 
deren Glieder gleich sind und zur Differenz Null geben.

§ .179. Erklärung. Eine Reihe interpoliren 
oder durch Einschalten erweitern heißt zwischen den ge­
gebenen Gliedern andere finden, welche mit den schon vor« 
handenen eine nach einem constanten Gesetze fortlaufende 
Reihe geben.

§ . 180. Aufgabe. Es ist eine Reihe irgend 
eines Ranges gegeben von der Form 2,2^, 2 , 2 , 2R 
man soll zwischen zwei benachbarten Gliedern iu Glieder 
einschalten; es ist ein allgemeiner Ausdruck für dasjenige 
Glied zu suchen, welches unter diesen nr Gliedern das
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nte, z. B. unter 8 einzuschaltcndcn das dritte ist; also 

das - — -2:e. 
in 8

Auflösun Z. Benennen wir das —le Glied mit 
IN

_ . n N. sin---  7^ -so ,st 2 -- - -s- --------- '7^-^ v-

n. (in — n) (2m— n) 3
-4- —-------- -— ---------------- . D2" 2- 3 m3 '

n (in—n). (2m—r»). (3m—n)
— —--------------------------- ------------------ . Dr ....

1. 2. 3. 4
Beweis. Es sey D2, D2, Dr", Dr/, D2'^.... 

die erste, D2, D2', D2 , D2 , 1)2^ die zweite, 
3 3333
D2, D2^, 1)2", 192", Dr/V die dritte Differenzreihe 
und so fort, so ist

2/ — 2 O2 D2^ — 1)2
2

— 1)2

2" — 2^ " 1)2^ vL" — D2
2

— D2'

2 -— 2" v2" Dr." — D2" — D2"

2'^--- 2" — 1)2"' D2^ — D2" O r7
2 3 3 3 4 .

Dr. --- 1)2 7^ 1)2 D2' — 1)2 — Dr.
2 ' 3 3 4

Dr" -- 1)2' — 1)2' D2" — 1)2' 1)2
<1 <) 3 4
Dr" -- 1)2" — 1)2" D2" —1)2" 02"

<> -) Z
1)2 -- 1)2" —1)2" ete.

so erhalten wir aus diesen Gleichungen durch TranSposuion 
O2 -j- 2. I.

2" Dr/ -s- 2" oder 2" D2^ -s- D2 -s- 2^ nun ist
2

1)2" --- D2 -j- D2; also auch
2

2" 2 2 D2 -s- O2 II.
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2' — Dr," -s- r", ober 2 — Dr" -s- r -s- 2 Dr Dr * 
2 2

NUN ist Dr" Dr" -s- 1)2"^ Dr' Dr -s- Dr, also

' Dr — Dr" -s- Dr -s- Dr, aber auch Dr/ ---- Dr 
3 2 3

->- Dr; daher Dr" 2Dr -^. Dr -s- Dr; demnach 

ist 2 — r -s- 3 Dr -s- 3 Dr -s- Dr. III.

Eben so finden wir
2 3 4

r" — r-s-4 Dr-s-6 Dr-j-4 Dr-fi-Dr. IV.
2 , 3 4

nnd r" — r -s- 5Dr -j- 10 Dr -s- 40 Dr -s- 5 Dr

Dr. V.

Da die Coeffizienten dieser Reihe mit den Bino- 
mialcoeffizienten einerlei find, so ist auch das r te Gl.ed 

nach dem anfänglichen, welches wir durch bezeichnen
r r. (r — 1) 2 ,

wollen 2 — rDr -s------- — Dr
I. 2

r.(r-4).(r-2) » r. (r-l). (r -2). (r-3) 
" 4. 2. 3 " 1. 2. 3. 4

r- (r—4).(n—2) .... r—p-s-1 ?
4. 2. 3. 4. S ....... - ?

wo den Index des Coeffizienten in der Bmomialreihe 
auLdrückt.

Da wir auf diese Art das rte Glied der Reihe 
2, r", r", r", r'"'«... und so weiter erhalten haben, so 
dürfen wir nur -- für r sehen, und wir erhalten das ^te 

Glied, welches zwischen zwei benachbarten einzuschalren

1. 2
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daraus folgt
2 — r -j- - Or yL

° m 2»^
., ir. (n— rn). (n— 2nr)

1. 2. 3. rn^
n.(n—in). (n—2 m). (n—Zm)...(n—pm-s-m) v 

" ^7-----------1. 2. 3. 4..........   x>.
und weil n (n — rn) " — n (m — n) 

.(-s-N —2m)-^ — 1 (2m — r)),, 
rc.

so ist auch . V
I n n (m -—n)2 2 -f- -- Dr --- —2-------- 1)L

rn i. 2m^

1. 2. 3mZ
n (m — n). (2 m — n). (3 m — n) —----- ----- ---------------- --------------.

1. 2. 3. 4 m4
n (m — n). (2m — n).... (pm — m —n)

. p1. 2..3. 4 ...... x. rn

? 
Nr.

Beispiel 1. Es sollen in der Reihe des ersten 
Ranges 3, 5, 9, 11, 13 .... zwischen dem ersten
und zweiten Gliede vier Glieder eingeschaltet werden, und 
darunter ist das dritte zu suchen.
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Hier ist in — 6, denn das zweite Glied .5 ist das 

fünfte, n — 3 und 2 — 2, O2 — 2, 0; denn
die erste Differenz ist überall 2 ; die zweite Differenz ist

--- 0. Demnach ist 2 — 3 -s- 2 — 0
,6 1 1

oder 2 —3-^--^4 ^-- — 4-.'S 'S S ,2
Das zweite Glied wäre 2 3 -s- -7. 2s

Die Reihe selbst also 3,3—, 3 — , 4—, 4—, S,.... 
/ 5 5 5 s

Zusatz. Diese Formel wird die allgemeine In- 
terpolattonsformel genannt.

§.181. Satz. Die Formel — 2 -j- rI)L 
r. (r—1) - r. (r—1). (r-2) - 

^2^ ............
(r —1). (r —2) .... (r —P

1. 2. 3. 4 ........................p
läßt sich zum allgemeinen Gliede einer jeden arithmetischen 
Reihe eines höheren Ranges umschaffen, wenn man 
n—1 statt r setzt, und dieses allgemeine Glied ist dann 

u — L -s- (n —j) O- -j- Ör

, (n — 1). (n — 2). (n — 3) ----------------- —--------------------- D
2. 2. 3

(n—1). (n - 2). (n —3). (n—4)
1^2. 3. 4 

4
O2

(n—l).(n—2).(n-3) ....(n-p)
1- 2. 3...................... x

?

Beweis. Der Index r bedeutet das rte Glied 
nach dem anfänglichen, wird das anfängliche Glied mit 
gerechnet, und nennen wir das rce nach dem anfänglichen
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das n te, so muß das n te r Glieder und das'erste um­
fassen, also n — r -f-1 oder n — 1 r seyn, und aus 
diesem Grunde muß man n — 1 start r setzen, um das 
nte Glied, welches eben so hoch als das rte ist, durch 
diese Formel auszudrücken. Soll diese Formel das all­
gemeine Glied eurer jeden Reihe eines höheren Ranges 
vorstellen, so muß sie für jeder, Werth, welchen man der 
Größe n gibt, gelten; setzt man n —1, so muß man 
das erste Glied der Reihe erhalten, und alle übrige Glie­
der müssen o seyn; für n 2 müssen wir das zweite 
Glied der Reihe erhallen, und so fort. Setzen wir nun 
» 1, so erhalten wir 2 * — 2 -s- (1 — 1) O? -- 2.
§. 180.

Für n ^2 ergibt sich L -s-(2—1) OL
t2—l). (2—2) 2 ' '

-f- <<—-------- O2 oder L-f-O2, welches 

§. 180. das zweite Glied war.
2

Für n — 3 ist 23^2-f-2v2-s-v2, welches 
nach §. 180. das dritte Glied wär :c. Diese Formel ist 
demnach geeignet, das n te Güed einer jeden Reihe höhe­
ren Ranges vorzustellen.

Beispiel I. Es soll das zwölfte Glied der Reihe 
des ersten Ranges 1 Z 5.... gesucht werden, hier 
O2 3 — 1 2, n — 12; demnach ist

-^-(12 — 1). 2 23.
Veispiel II. Von der Reihe 4, 7, 12, 19, 28, 

39 soll mittelst der Formel das sechste Glied 39 gefunden 
werden.

Hier ist O2 --- 7 -- 4 — 3; 1)2^ 12—-7 — Z, 
2 2

O2" — 7 und Ö2 — Z — 3 — 2, V2 7—L — 2, 
3
132-^2 — 2 —o undn^6; demnach ist

- 4 (6-1). 3 -i- (L-0.(6-2^-

-i- , „lso 2« - 4 -p 1Z 2 I -- 7 y.
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V e i sp i Don den Trigonalzahlcn 1, 3^ 6, 
10, iä...., de^nntes Glied ^^71) Zu- 

satz i.,'soll das soste Glied gefunden werden.
Hier ist n — 30, Dr — (3—1) — 2, 

1)2^ —: 6 Zp2! 3, 1)2, 10—6^4; Ö2 — 3—2 — 1,
,2 . 3 .,
I)-;' <4 -7 3) — 1 und V2 1 — 1 — 0; demnach
ist 23° -- 1 -s- (30—-1). 2 ^0^)'. 1.

/i 'i(tt r . 1. 2
(50-4>30-^^ 5S

-s- 0^ oder — ^9 -s- 406 — 46o.

Dasselbe gibt die Formel — 465.

2l n m e r k.u n g. Diese Formel macht alle frühere, 
welche für das nte Glied einer Reihe ausgestellt wurden, 
entbehrlich.

§. 182. Aufgabe. Es ist ein Ausdruck für die 
dumme von n Gliedern einer Reihe des rten Ranges 
snvolutorifch zu finden.

Auflösung. Wir sehen aus §. 180. in den 
ersten Winkel 2, und neben an den Werth des zweiten 
Gliedes 2 -f- 1)2, wodurch wir im zweiten Winkel die 
dumme von zwei Gliedern 2 und 2' erhalten. Neben 

diesen Werth schreiben wir das dritte Glied 2-f-2 O2-f-O2, 
wodurch wir im dritten 2^2 2 i 2 ! 2 2
Winkel die Summe V2 2O2!3O2 4O2 5V2 .... 
von drei Gliedern 2, 
2', 2", erhalten. Ne­
ben an setzen wir das 
vierte Glied 2 -f- 3O2 

L 3 
-s- 31)2 -s- 1)2 , wo- 
dlirä) wir rm vierten

I)2^3D2 6O2 10D^
3 

10v2
4 

6O2 
ü
1)2

3 
4O2 
' 4
v2

1)2
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Winke! die Summe von vier Gliedern , 2. er­
halten, und so verfahren wir bis zum n ten Winkel, wel­
cher die Summe von n Gliedern enthalt.

Die Summe der ersten horizontalen Reihe ist n?, 
1 1

und da B nach §. 45. Zusatz, so ist D?. — B-.
Die Summe der zweiter! horizontalen Reihe ist die 

Summe der natürlichen Zahlen, und diese ist nach§-167.

, wenn man da n— 1 statt n setzt; also ist die 
1. 2

Summe der zweiten horizontalen Reihe —— Orr
BO2 nach §. 45- Zusatz.
Die Summe dcr dritten horizontalen Reihe, welche 

(n — 2) Glieder hat, ist die Summe der Trianj,utar- 

zahlen, welche nach §. 170. Zusatz Z.

ist, wenn man n-2) für n setzt, und da
"B §. 45. Zusatz, so ist die Summe der dritten ho- 

n "
rizontalen Reihe — B 13^. Die Coefsizienten der Glie­
der sind demnach Binomialcoefsizienten der n ten Potenz.

r 2
Wir erhalten demnach zur Summe 8 "Bx -j-

32 „43 „ r 5-4
-f- Bv2....-s- BV2.

Beispiel. Es soll die Summe aller Glieder der 
Reihe 3, 5, ß, 12, 17, 23, 30, 38 gefunden werden. 
Die ersten Differenzen sind Or — 2, D2/ — Z, 

2 2
D2" — 4; die zweiten Differenzen sind V2—1,1)2^—1 

s
und die der dritten V2 — 0; also ist die Summe, weil

hier ri 8 ist, L . 3 -si- —2 1
1 ' 1. 2 1. 2. 3

-4------------ 0, oder 8 " 24 -f- 56 -4- 56 0 t 36.
' 1.2.3.4 ' ' '
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§.183. Crlauterungösütze. Wir haben die 

Summe der natürlichen Zahlen aus der Reihe des ersten 

Ranges ' die Summe der Quadrate aller na­

türlichen Zahlen, welche eine Reihe des zweiten Ranges 

gaben, fanden wir nach §. 176. Zusatz -l_^.
3 2 6

Benennen wir die Coefsizienten, welche in diesen Formeln 
bei der Hauptgröße n stehen, mit allgemeinen Zeichen, im 
ersten Falle mit und L, im andern mit , L, 6, so 
ist die Summe der natürlichen Zahlen 8 — ^.n- Ln, 
die Slunmc ihrer Quadrate 8 ^n3 -s- -s- 6n.

Dte Summe der Cuben aller natürlichen Zahlen, 
welche eine Reihe des dritten Ranges geben, ist nach 
< o n4.n3.n2
§. 1//. 8 — -4» —. -f- — oder4 2'4

n4 . n3 , n2
8 — —- —s- — —l" — -4- 0. n.4 ' 2^4^ 

Bezeichnen wir die Coefsizienten der Hauptgröße n mit

den allgemeinen Zeichen —
4 2 4 8

Die Summe von n Gliedern irgend einer Reihe ist 
demnach ein Ausdruck, der nach abnehmenden Potenzen 
von n fortschreitet, und in dem der höchste Exponent der 
Hauptgröße um einen Grad höher ist als der Rang der

Man kann nach diesen Bemerkungen die Summe 
von n Gliedern einer Reihe des rten Ranges durch den 
Ausdruck 8 — * -f- -s- 6n* -s- Du*"

-j- Ln* 5'4 .... -s- darstetlen. In diesem

allgemeinen Ausdrucks für die Summe irgend einer Reihe 
hängt die Summe von der Anzahl der Glieder so ab, 
daß, wenn man — 1 setzt, das erste Glied der Reihe, 
für n 2 die Summe der zwei ersten Glieder, für
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n 22- z die Summe der drei ersten Glieder dadurch hsr- 
vorgeht; denn es sty die Summe von den Gliedern 
1, 3, 6, 10, 15, 21 ... der Reihe deö zweiten Ranges, 
welche die Reihe der Trigonalzahkn ist, mittelst dieses 
allgemeinen SummcnausdruckeS zu finden, so ist hier 

— 2 zu setzen, weil es eine Reihe des zweiten Ranges 
ist, und es ist hier L — -j- -s- 6n. Setzen
wir nun n 1, so ist1 —s- H -f- 6
so ist 4--- 8^-s-4v-s-26'. 
so ist 10 — 272> -s-9k-s- 36' 

fetzen wir aber n rn 2, 
setzen wir n — 3,

also 3--: 7^-s-3»-s- 6^
6 — 19^ -s-5L-s- 6 > durch Subtraktion. 
3---12^-I-2L

Ziehen wir das Doppelte der ersten Gleichung von der 
zweiten ab, so ist 2 6^ 21»; diese Gleichung von

3 42^ -j- 2v abgezogen, gibt endlich
1 6^., oder 6

Weil 2 -- 6L. -s- 2», u»d L -- 4 ist, ist 
L — 1. 2L, oder L; endlich auch, weil
^^L-s-6^4ist, 61^: 4 — — — —, oder 
e-7^-; also ist die Summe 8-6 3 6 2 3
oder L gerade wie wir in §. 470.6
Zujatz 3. das nte Glied der Pyramidalzahlen, welches 
zugleich die Summe der Trigonalzahlen ist, gefunden haben.

Ist nun
-s- b n *».. -s- Ln die Summe von n Gliedern der
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Reihe des rten Ranges, so ist der Ausdruck
-s- 6 (n-1) r -s- 6 (n-1) -I- v 4)5-2 x (n-1 /
-s- I?(n—4)^ ^.... die Summe von (n -1)

Gliedern dieser Reihe, also die Summe von den (ii —1) 
ersten Gliedern ohne dem letzten. Ziehen wir die Summe 
von (n -1) Gliedern von der Summe von n Gliedern 
ab, so eryalten wir das n te oder l-tzre Glied der Reihe. 
Nach diesen Bemerkungen sind wir im Stande folgende 
Aufgabe aufzulöscn.

§. 184. Aufgabe. Es ist ein Ausdruck für die 
Summe der rten Potenzen aller natürlichen Zahlen, deren 

n geben mag, zu finden.

Auflösung. Die rten Potenzen aller natürli- 
chen Zahlen bilden eine Reihe des 1 ten Ranges, so wie 
die zweiten Potenzen eine Reihe des zweiten, die dritten 
eine Reihe des dritten Ranges bilden; Die Summe für 
Q Glieder ist demnach 8 --- -j- vn* -s-

-j- Dr/"" -s- -s- . -s- I4n; Summe

von (n—4) Gliedern also ^.(n—4)^ -i- L(n-i)' 
-s-6(n —4)^ -s- O(w —4)^ -s- L(n—4)^

—4/-4....^(n—I). Die letzte Summe 
von der ersten abgezogen gibt das n te oder letzte Glied, 

welches i/ seyn muß, so wie das nte Glied der zweiten 
Potenzen der dritten Potenzen wZ ist.

Demnach ist I.
-1- Ln' -i- -z- On"-^-Ln"4-k'n^...

—1) — L(rr— '—6(n—1) *
— O(n—t/" — L(»—1)^' — —1)'^....

— L(N—1)
Nun bilden wir nach dem Binomialsatze des §. 45. 

jede Potenz des BinomiuMS (n—4), und multipliciren 
die daraus hervorgehende Reihe mit dem zugehörigen 
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Cöeffizwnten und setzen alle jene Weder, welche eine 
gleich hohe Potenz von n huben, unter einander; alle Po­
tenzen aber von 1 sind wieder 1.

II. ' -

Nun ist 1 L-

- L 1.1 4- (-4)-

1-'^B,."'.(-4)-....
2)—»ln —4^'^- ' ' ''/ '

— L 4-— 1 4- c—D»
4 ....

L)--6(n—i)" —

— c 47 ' "B.(-4)-
' 4- B (-1)-....4"Bn"'.(-i)"4

4) — V (n — 1)^

- O "B. (-0 4- "Bn".<-4)-

S)-L(n-I)"--. > ,

- L ln'" 4- " B. 1)4."' B. (_Y.

4- "'B.»^(-i)4....z
6) - D(n—1)"' -

-kln 4- "'B. u"'. (-1) 4-"'B. (-4).

4-"'B»^.(-l)-4- ...4
rc.

Entwickelt man diese Binomialcoefstzienten, multipliclrt 
je. en,nut dein vor der Klammer stehenden Faktor und 
jetzt die Gin der won gleich hohen Potenzen der Größe n 
uliter- echander, bringt dle Gleichung I., nachdem man
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in ihr die entwickelten Binomialcoeffizienten gesetzt hat, 
auf Null, so ist

0^ n -s-L

— v 1.2 ->n
-s- Lr
— 6

1. 2.3
^-2

— L. r. (r—1)

1. 2

— (rfl).i-.(r-l).(r-2)

1. 2. 3. 4
R. r. (r 2)

1. 2 3
6. (r - 1V (r-—2)

L. 2 
v. (r — 2)

— x
(r-^-l).r.(r-—l).(r-2). (r—Z)

1. 2. 3. 4. 5
— L. r. (r—1).(r—2).(r—3)

4^2. 3. 4
0 (r—1). (r—2). (r—3)

4. 2. 3
— v. (r—2).(r—3)

4. L 
(r^—3)

rc.
Daraus folgt nach §.79.

4) ^.rr ^r: 0,
2) sL -L -t-^. (r-i-1) —4^ n' — 0, also

(r -t- 4) --- 4 oder ---- ->^—
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g) 6 — 6 — L. -I- vr-o, also
1* 2

Lr — r-(r-s-i) __ r. (r-^-1) ...
1.2 1.2.r.r-j-1 2

4) v — v — L.
1.2.3 1.2

0. (r— l) o

c (r-1) --1.
2; 1. 2

(r-l-t), r. (r— 1) 
i7H

4 6 12'

s) L - L -
1. 2. Z. 4

, r. (r-1). (r-2) (r--1).(r—2)
" ' 1.2.3 ' 1.2

U- v. (r —2) 0
O, (.-2)

r-s-1 1. 2. S. 4
1 r.(r—l).(l-2) . i- (r-l),(r-2)
2' 1.2.3 ^12' 1.2

v — r r-.Q—l) . r.(r—
1.2.3.4 3.4 '2.3.4-

ß) x r- (r—1). 0—2). (r—Z)

1. 2. 3. 4. 5
— K r.(r-l).(r-2).(r-3) , (r-j).(>-2).(r-3)

1. 2. 3. 4 ' 1. 2. 3
— O. (-l.-2)' (r - 3) (r—3) --- 0.

1. 2
L r. (r —1). (r —2). (r —Z)

r-^-i' 1. 2. 3. 4. S. r —3

O
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. r.(r-1).(r-2).(r-3) (r-1).(r-2).Q-3)
' L HH- (r-3) 12^ 1.2.3 r-3

' -s- 0. (*'—2). (r—3)^
1. 2. (r—3/

L (^2) . r. (r—1). (r—2)
1. 2. 3. .4. 5) 1. 2. 1. 2. 3. 4

r. r—1. r—2

12. 1. 2. 3
2? — 24. r. (7—1). (i—2) 2.4. .5. r. r—1 r—2

> 24.1.2-3.4.5 24. 1.2.3.4.5
-s- 12.5. r. Q— ). (r—2)

24.1.2.3.4.5
L -- (— 24 —4O-s-6O). r.(r -1). (r-—2)

24. 1. 2. 3. 4. 5
— r. (r— 1). sr—2)
" 24' 1.2.3?4.5

also L — —. —-----r. (r-1). (r-2).
' 6 1.2.3.4.5 30

Eben so finden wir k 6, 
6 — (r-2).»--0 -c.
4r' 1. L. 3. 4. 5. 6 /

Es ist demnach:

1 N* r. (r — 1). (r — 2)
3Ö' 1. 2. 3. 4

. r. (r—1). (r- 2). (r—3). (r—4)
42 1. 2. 3- 4. 5. 6

Es sey l —A, — —B, -s-4-C, und die fol-
' 6 30 42.

genden Coeffizienten mögen D, k', G und so weiter 
heißen, so läßt sich nach dem bekannt gewordenen Gesetze 
die Formel noch fortsetzen. Es ist nämlich:
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5 ^7
r. n

- 2 '

r. (r—1). (r —2)
1. 2. 3. 4

r-3 n

-l- C.
r. (r—t).(r—2). (r—3). (r^-4) ,_x

1. 2. 3. 4 5. 6

, r.(r-i).(r-2).(r-3).(r-4).(r-Z).(r-6) ,.7
1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8

C r.(r-1).(r-2).(r-3) (r-^).(r-5).(r-6).(r-7).(r-8) r-S
1. 2. 3.4.5. L.,7. 8-ü.'lv^ " " "

Es sey nun, um v zu bestimmen, die Summe 
von 1 Gliede aus den 8ten Potenzen der natürlichen Zah­
len zu suchen, so ist n — 1, r 8; und demnach er­halten wir

4—-1__. 19-L--1 17__ 4 8.7.6.158-s-l ^2 ^6 2
, 1 8.7.6.5.4.13 ,^42'273.4.5.6 i;aljo

ist D —1— ___ 1 2 , ___ 14
9 2 3^15 63

oder D 1 —
1
9

1
2

— .2 , _7_ 
3^ 15

.... 2
9

1
9

6
9 9 2 15

D-^4-
2

7 —
15 —

15 . 14 _
30 30 30

Suchen wir das erste Glied der loten Potenzen al­
ler natürlichen Zahlen, so finden wir, weil r 10, 
n ^7 1, E - ----66 . - .

Beispiel. Die Summe der Quadrate der na­
türlichen Zahlen, wenn n Glieder gegeben find, ist mit­
telst dieser Formel, weil hier r r ist,

O 2
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8--^

6
8 - -3

2-^0. «'s«

E >n L-176. Zusatz.

VI. Abschnitt.
Von den verschwindend kleinen und unnenn­

bar großen Größen und ihrem Gebrauche 
bei Reihen.

Erstes Kapitel.
§. 18,5. Erklärung. Die Theilung einer als 

Einheit gedachten Größe, kann in stater Dauer fortgesetzt 
werden; immer ist jedoch nach unzählig vielen Theilungen 
der durch Theilung hervorgehende Theil eine Größe, die 
zwar dt^ Nichts stch nähert, niemals aber in ein wirkli­
ches Nichts üdergehen kann.

Jede Größe kann dadurch, daß sie um ihre eigene 
Quant'lät wächst, in stäter Vergrößerung begriffen seyn, 
und wie man der Theilung keine Grenzen bestimmen kann, 
eben so kann man auch die Vergrößerung nicht begrenzen; 
denn die Möglichkeit der Theilung und die Möglichkeit 
der Vergrößerung ist mit dem Begriffe der Größe innig 
verbunden.

Das fortdauernde Wachsen einer Größe mag durch 
das Zeichen 2O , die ununterbrochen fortgesetzte Theilung 

einer als Einheit gesetzten Größe durch das Zeichen

angedeutet werden. Es soll also der Ausdruck eine 

verschwindend kleine Größe, einen verschwindend kleinen 
Theil bedeuten, der Ausdruck aber M eine unnennbar 
große Größe.
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H. 186. Wenn der durch unnennbarfacheTheilung

1 hervorgegangene verschwindend kleine Theil unnenn­

barmal genommen wird, so muß die Einheit, aus wel­
cher er durch Theilung hervorging, wieder erzeugt wer­
den, denn wird ein Ganzes in eine gewisse Anzahl Theile 
geheilt und.ein Theil so oftmal genommen, als die Thei­
lung besagt, so ergibt sich wieder daö Ganze: in Zeichen

M
§. 187. Eine verschwindend kleine Größe kann 

da, wo sie ru eimr als Einheit gedachten Größe, welche 
diesen verschwindend kleinen Thnl unzähligemal enthält, 
addirt werden soll, keinen Einfluß auf die Einheit ha­
ben und den Werth derselben fast gar nicht andern, so 
daß man die Einheit in Verbindung mit einem solchen 
verschwindend kleinen Theile als unverändert ohne merk­

lichen Fehler betrachten kann: in Zeichen ——l- 1 — 1.

§. 188. Satz. Jede als Einheit gesetzte Größe 
verschwindet in Rücksicht einer unnennbar großen Größe, 
insofern diese letztere aus der ersten hervorgegangen ist r 
in Zeichen cO -s- 1 — M.

Beweis. Soll der Ausdruck richtig seyn, so 
müssen die beiden Größen gleich bleiben, wenn man sie

Lurch Gleiches dividirt; also — -s- — oder 
20 M 20

1 -s- — 1; nun ist nach §. 187. 1 -s- — 1;

also auch ao -s- 1 20 .
§. 189. Erklärung. Eine Größe kann ver­

schwindend klein seyn in Bezug auf diejenige, aus der sie 
durch Theilung entstanden ist; der millionte Theil einer 
Ruthe ist verschwindend klein gegen die Ruthe, aber er 
ist es nicht gegen den Zoll. Es ist daher wohl zu berück» 

' sichtigen, in welchem Falle eine verschwindend kleine 
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Größe, wenn sie zu einer andern addirt wird, außer 
Acht gelassen werden kann.

§ . 190. Die verschwindend kleine Größe ist im« 
Mer nach der Theilung fähig; denn was verschwindend 
klein ist in Bezug auf die eine Größe, ist es mchr in Be­

zug auf eine andere; es kann daher auch in stäler 

Dauer noch getheilt werden, und der daraus hervorge­

hende Theil ist —: M . Aus diesem Ge- 

sichtSpunkte betrachtet, ist eö möglich, verschwindend kleine 
Größen vom verschiedenen Range in Rechnungen einzu- 
führen.

. 19 t. S a tz. Das verschwindend Kleine im zwei­
ten Range kann in Bezug auf das verschwindend Kleine 
im ersten Range weggelasscn werden: in Zeichen

1 , 1 __ 1

Beweis. Sind beide Ausdrücke gleich, so müs­
sen sie es bleiben, wenn man Gleiches durch Gleiches 

multiplicier; nun ist ——. cO -4-M - 20

oder -s- i --- 4°, nach Z. 187., also auch

1^ . 1 __ 1

§ . 192. Auch eine unnennbar große Größe ist des 
WachöthumeS fähig, denn auch das unnennbar Große 
ist relativ. Unnennbar groß ist der Umfang der Erde, 
noch mehr die Erdbahn gegen die Lange eines Zolles; die 
Erdbahn selbst kann verschwindend klein gegen die Bahn 
anderer Gestirne seyn; darum ist es nicht widersprechend, 
unnennbare große Größen vom verschiedenen Range in 
die Rechnung einzuführen.

§ . 193. Satz. Das unnennbar Große des ersten
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Ranges kann in Bezug auf das unnennbar Große eines 
höheren Ranges verschwinden; in Zeichen:

Beweis. Sind beide Ausdrücke, so müssen sie 
es bleiben, wenn man sie durch Gleiches dividirt; nun 

ist -s- oder M -I- i — <n ; da nun

«ach 188. M -f- 1 — M ist, so ist auch
M - -s- 20 — 20 2.

Zweites Kapitel.
Anwendung dieser Ausdrücke.

§. 194. Die in §. 184. ausgestellte Summenfor«

mel: 3 -- ^7^
1 r.

30*

71
1

1. 2. 3. 4

12
r-3

N

, 4 r. Q-1). (r-2). (r-3). r-4). n ' 
42> 1. 2. 3. 4. 5. 6 "

gibt für die Reihe der Quadrate der natürlichen Zahlen, 
welche des zweiten Ranges lsi, und in welcher r 2 ge­

setzt werden muß, den Ausdruck 3 -s-

Für die Reihe der Cuben, welche des dritten Ran­
ges ist, und in welcher r — 3 ist, erhalten wir 

3 — -4- — 4- —, wobei das Glied
4 2 4

B. " (3 — 2). nQ
1. 2. 3. 4 ' 

wegfällt, weil da die Reihe abbricht, wo die Anzahl der 
Glieder aufhörc.
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Für die Reihe der vierten Potenzen ist

5 Z 30*
Setzen wir n n, das ist, die Anzahl der Glie­

der unnennbar groß, so ist
o s - -t- L-' nach §. 1S3.3 r 8 3
2) 8 -s- nach §. 1S3.4 j 2 4 4
3) nach6 2,3 30 5

§. 193. :c.
§.196. Aufgabe« Es ist ein Ausdruck für die Sum- 

me Liucr unbegrelizr fortlaufenden Reihe von der Form

— zu finden, in welcher
Q em cni^ cni3

die Zähler ccnfiant find, die Nenner aber in einer geo- 
mctrtfchen Progresston wachsen.

A uflösu n g. Bezeichnen wir diese Summe mit 
8, so ist 8^-^—.t^lN— 1). . -

Beweis. Der Ausdruck für die Summe einer 
geometrischen Progression, in welcher das erste Glied 
r^: n, der Quotient aber, mit dem jedes vorhergehende 
Glied multiplicier werden muß, um das nachfolgende zu

haben e ist- wird durch S dargestellt;
nun ist hier in diesem Falle das erste Glied a der

Quotient L ;
. »i

daher ist
L1
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v /1 — rn X
V " / oder es ist L r-r---- ------ , oder auch4--IN 

in
'' d /1—m^X / m Xd —.! ------  i X i----- i;0 X 111" / — rn/

daraus folgt L Ist nun die Anzahlcm" (t —
der Glieder unnennbar groß, also n M, so ist 
1-^°° -IN« nachK.lSZ,

endlich S 
o (1— m). in 0(1—ni)

weil der Werth eines Bruches ungeandert bleibt, wenn 
man Zähler und Nenner mit derselben Zahl multiplicirt, 
so ist auch L , woraus' ' c. (1 —in). —1

§ — erfolgt.o(ni—1)
Beispiel. Es ist die Summe der ohne Ende 

- , . 11111 11fortgehenden Reche —,

welche -auch so ausgedrückt werden kann, 1
2^

1 1
2' 2?

11 11 11
2' 2^^ H 2^ "2^ 24

i» such-n.
2

Hier ist a 1 1^.1 
2^ ni L*

also in--2; demnach

istS- 1 2^
2 (2—1)
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Beispiel II.
1 1__ 1

16^ 32'" 2

Von der Reihe -1
—-—-- in der a — — — e 2
erhalten wir 3 — -1.---- 7—.2 (-2-1)

— o 1— —- weil hier in — — 2 ist.— 6 3
Beispiel III. Von der

128 2 4-^1 e 2

Reihe 1, 1, -1-, 2 8 321 1— — — und in — 4rn 4
ist, erhallen wir 6 1 4__ 2

2* 4 — 1 — 3*

24 /
54^ 162*"* 2*^

Beispiel IV. Von der Reihe —-2, 12,2 6 18
r 1^ 1
Z'in_  z __ z also in — —ist, erhalten wir L —

„ — Z —_ o
— 40*

Beispiel V. Die Summe aller Dezimalstellen 
des ohne Ende fortlaufenden Dezimalbruches 0,11111....11 1bei dem — — — — — —, also rn — 16 ist, gibt e 10 ni 10
2 10__ — 2^ —

10* 10—1 — 90 — V
Beispiel VI. Die Summe aller Dezimalstellen 

des periodischen Dezimalbruchcs 0,5757 .... bei dem 
— , also in 100 ist, gibte 100 in 100 '
8 — ^00 — — 57 —.100* 100—1 99 33*
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§. 196. Aufgabe. Es ist ein Ausdruck für die 

Summe nachstehender Reihe ab, (a-s-6) b^, (a-s-2ä)bH2, 
(a-j-Zö) b^Z .... sa-s- (n —l)äb^" * zu finden.

Auflösung. Bezeichnen wir diese Summe mit 
§ so ist Z -i- böc^ sq"—!t)

' (2 —1) - 1?
Beweis. Wir können diesen Ausdruck involuto- 

risch finden. Wir scheiden ir» den ersten Winkel das

n-L
erste Glied. Neben an das zweite Glied, so wie; es das 
Schema zeigt; io hat ab!abh ab^ abc^ .... ab^
man im zweiten Win­
kel die Summe von 
zwei Gliedern. Neben 
an schreibe man das 
dritte Glied, so hat 
man im dritten Winkel 

... äbh"'* 

...äb^ 

...äb^

<Zb<i äbc^ckb^ 
ckb^ äb^3 

äb^

äb^
die Summe von drei Gliedern; setzt man dies zum nten 
Winkel fort, so hat man in demselben die Summe von 
rr Gliedern.

Nun »st die Summe der ersten horizontalen Reihe 
ab (1 -s- 9 .... ci"^), L — ab Ä-W7-^.

(si
Die Summe der zweiten horizontalen Reihe

ät>4 (1 -4- 2-1-2--^....^), istS
h—1

denn nach der Formel einer geometrischen Progression, in 
welcher u das letzte Glied, e den Quotient, und a das 

erste Glied vorstellt, ist S — in der eingeklam-
merken geometrischen Reihe ist e —

n-2
also die Summe 2* 

si—1

L 1 und
; diese, mit
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dem Faktor äbi multiplicirt, gibt S
c^-1 

äkh" — äbi
1^1

Die Summe her dritten horizontalen Reihe
(l 1 4- 1^ -s- ^.... ist

L — ^1— 1) ädi"— äd^
1 — 1 1 — 1

Das Glied in der letzten horizontalen Reihe, wel­
ches äbi"* ist, kann ohne Aenderung des Werthes so 
ausgedrückt werden

1—1 1—1
indem eine Größe an ihrem Werthe keine Aenderung er­
leidet, wenn sie durch eine Größe dividirt und multipli­
cirt wird.

Es ist demnach die Summe aller Glieder
8 — (h"— l) x (" — l)' äki"

1 — 1 1 — 1
(t 1"');

aber (t -t- 4 .... 4" ')
. , n-2 . n-1— -1 — 1) -. 1 — 1

1--1 1--1wre früher bemerkt wurde; daher ist
8 —

1—1 1 — 1 1—1

«der L -- 4. __
-- 2—1 4—1

(4 —E

(<I—1)^
6!>i" -si- 6k>i
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d o — ak (c^—-l) . -s- ädci

4 — 1 4 — 1 (4 — "
äb4"-s-6!>4

(4 —
oder S — (4° — I "^4" „ Sdq"" 6^4— 1 <1 — 1 (H— 1)^
oder 8 'i>(4"-0 , - ^4(4"-0

8 -1 4 — 1 (4 — 1^
«der 8 — ->b(4" —l)^-nc1b4" —684 (4"—1) 

4—1 (4—1)^
Zusatz. Setzen wir-1 fürd, und für4, s» 

erhalt man statt der in §. 196. aufgestellten Reihe fol­gende;

»der L -- "4 (l—4") > "64 64 (l-q°>l d4»(i —4 K4"(1—4)-'
Ist nun die Anzahl der Glieder unnennbar groß, also n-- -0, s» ist
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8 - .^4 (-7.--.^.(1 — (1—
o — _I^_- 4- _ .d(1—<l) d<i°o (1—<^) ' b(1—h)2'

nun ist nach §. 187. -I- j-^L- ^5-b(l-^) d^^(i-^) b(1-c^)
als» ist 8 - -s- weil ferner

d(l—4). —1 — b-s-b^ b(4—1)
(1—4)° — 1 — 24 -s- — (4—1)' ist, so ist ju-
letzt S — 1- 1777^-77-, »der «uchb (4 — t) t> (4 — 1)°

— »4(4 1) ,--- ^4—wenn man beide Brüche^^b(4-1)^ b(4-t)-'
auf gleichen Nenner bringt; ferner ist 

4^^ üblich 5 b(4-l)- ' b(4—1)-
Beispiel I. Von der Reihe -^, -, --, —,

_?-...., in welcher a — 1, d — 2, ä — 2, — 2 ist,32
erhalten wir 8 - »der S - 3.

Beispiel II. Von der Reihe -^, -^,
5

243 "*
wir 3 —

in der a 1, d — 3 , — 3 ist, erhalten
(1.3 — 14-1)3

3 (3 — 1)^ 12 4*
Beispiel III. Von der Reihe-1,2 0 1s o4
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—- .... in der a — 1, d 2, q 4, ä -- 1 ist, 
162

erhalten wir S
2.(Z —1)" 2

Beispiel IV. Von dem Bruche
0,1234567901234.567901, 

welches ein periodischer Decunaibruch ist, und bei dem 
a — 1, 6 -- 10, ck — i, — 10 ist, erhalten wir
8 — (1-10 — 1-!-1) 10 100 10

10(10—1)" 81.10 8l'

§. 197. Aufgabe. Es ist ein Ausdruck für die 
Summe nachstehender Reihe:

a a ___ ___ a
(6^ä)^(b-j-2ä)' (l)-s-26).(b-^Zä) 

a n
(k-s-36). (o-s-46) sk-!--(n—1)6). (6-s-ncI)

zu finden.
Au flösung. Bezeichnen wir diese Summe mit 

- na5, so istS -- ---
' ' n(b-s-nä)

Beweis. Zuerst wollen wir vier Glieder addi- 
ren und zeigen, daß die Summe dieser vier Glieder der 
vorgelegtcn Summenformel entspricht, und dann wollen 
wir allgemein darthun, daß, wenn die Summe von n 
Gliedern mit dieser Formel übereinstimmt, auch die 
Summe von (n-s-1) Gliedern mit ihr übereinstimme. 
Ist aber em Beweis für n und (n -f-1) Glieder gege­
ben, so ist er allgemein für alle Glieder. Zuerst kann 
sogleich gezeigt werden, daß die Summe der ersten vier 
Glieder mit der Summenformel übereinstimme, wenn 

wir 4 --- ii sehen in dem Auedrucke ----- .
d(b-j-nä)

Zuerst bringen wir die ersten zwei Glieder 7— 
d(k-j-ä)



224 VI. Abschnitt. Zweites Kapitel.

__ ——-—- auf einerlei Nenner und addiren diese (d-!-6).(b^2ä)
beiden Lneder, wie keilten d (b-j-ä). (b-f-2ä)_ _ 2ad-s-2aä 2a(d-f-ä)

d (d-j- ä) (b-j-2ä) d (I)-j-6)^(k-s-2ä)
_ 2a

b (b-s-2ä)'
Zu der Summe von zwei Gliedern —---  b(b-j-2ä)aaddiren wir das dritte wir erhalten

2a (d-^-3ä) -s- alr _ Zad-^-6aä 
I)(d-^-2ä).b-^-3<I__ I»(lr-s-2ä) (d-j-Zä)Za(b-^-2ä) _ Za

d (d^-2ä)^bH b (b-j-Zä)'
Zu der Summe von drei Gliedern addiren wir 

und wie erhalten 
Za (b-j-4ä) ad _ 4ab 12aä 

d (dZä) (d -j- 4ä) b (b -f- Zä) (b -s- 4ä) 
_ 4a (d-^-Zä) _ 4a 

(d-^-Zä) (d-f-4ä) d (d-^-4ä)^
wo offenbar, mit dem Ausdrucks —-b(b-i-nä) o(d-s-46)
übereinstimmt, wenn man 4 für n seht.

Nun sey zur Summe von n Gliedern das (n-s- i)te 
Glied zu addiren, so müssen wir die Summe von (n-j-1) 
Gliedern, nämlich erhalten. Es ist

r, a ,_____ a______
I> (d-^-r»6) (d^-s-nä). (n-f-1)

na. sk-^-(n-j-l)<^-j-a!)_ r»ab-s-al)-^-im6(n-^-l)
l) (b-^-nck) l)ci^
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— lrk(n-j-l)-s-na6(n^-i) sad-s-na^. n-^- r

b(b-j-nä) st-s-(n-s-4)ä^
A (b-s-ncl). n-s-4 _ a(ri-^-4^__

b (d-s-ncl)^b-s-(n-i-l) 6^
welches in der That die Summe von (n-s-4) Gliedern 
ist; das Ausgesagte ist demnach allgemein gültig und die
Summenformel 8 — richtig.

§. ^98. Ist nun n , das ist die Anzahl 
der Glieder unnennbar groß, so ist

2 M a_ _  a M _ a 2O 
b(k^-cOct) b--j-2Obä M dä bei'

Beispiel I. Von der Reihe 1.2^ 2.3^ 3.4^
.... in der a 1, d 4 und ä 1 ist, erhal--4. >5

ten wir 8 — — — 1. 4. 4
Beispiel II. Von der Reihe 3. 5^ 5.7' 7.9

__1__....in der Reihe »--i, d---Z, ä-^List, 
4 4erhalten wir 8



A n h a n g.

umkehrung der Reihen.

§. 199. ^st der Werth einer Größe durch eine 

Reihe dargestellt, welche nach Potenzen einer Hauptgröße 
fortschreitet, so daß die Exponenten der Hauptgröße 
eine arithmetische Progression bilden, in Zeichen ist 

/ -s- -j- ^x <... -s- ^x , und
wird nun verlangt, den Werth der Hauptgröße durch 
eine Reihe ähnlichen Baues, welche aber nach Potenzen 
von / fortschreitet, auszudrücken, so heißt der Inbegriff 
d^r Operationen, welche mit der vorgelegten Gleichung 
vorgenommen wird, um den Werth der Hauptgröße zu 
entwickeln, Umk^hrung der Reihen.

§. 200. E)a der Werth der Hauptgröße in dieser 
Reihe, deren Coeffizienten constante Größen sind, durch 
eine ähnliche Reihe ausgedrückt werden soll, so singiren 
wir eine ähnliche Reihe, welche nach Potenzen von / 
fortschreitet, deren Coefsizienten abex noch völlig unbe­

stimmt bleiben. Es sey x — L/* -s- -j-

-s- Dabei müssen wir nun zweierlei Dinge un­
tersuchen ; erstens wie die Exponenten der für jeden Fall 
zu fingirenden Reihe beschaffen seyn müssen; zweitens 
wie die unbestimmt angenommenen Coefsizienten der sin- 
girtcn Reihe zu bestimmen sind.

§. 201. In der umzukehrenden Reihe erscheint 
die Hauptgröße, deren Werth durch eine fingirte Reihe 
vorgestellt wird, in verschiedenen Potenzen mit verschie­
denen Coefsizienten; die singirte Reihe muß demnach je­
desmal nach dem polynomischen Lehrsätze zu derjenigen
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Potenz erhoben werden, welche der Exponent der Haupt­
größe besagt, und diese Potenz mit dem bei der Haupt- 
größe stehenden Faktor multiplicier werden; so müßte 

1
man, um durch die fingirte Reihe auszudrücken, die- 

L
selbe zur zweiten Potenz erheben und mit multipliciren. 
Alle Produkte, welche dadurch hervorgehen, muffen dann 
addirt werden, wobei allerdings nur jene Produkte sich 
addiren lassen, welche eine gleiche Potenz der neuen Haupt­
größe x führen. Der gesummte aus diesen potenzirten 
Reihen hervorgehendc Werth muß --- seyn.

§ . 202. Wir wollen die neue Reihe, welche durch 

Addiren aller potenzirten Reihen entsteht, die Totalreihe, 
jede Potenz der fingirten Reihe eine Partialreihe, die 
stngirte Reihe aber die Grundreihe nennen.

§ . 203. Soll eine Vereinigung der Partialreihen 
möglich seyn, um die Totalreihe zu erzeugen, so muß 
das erste Glied der zweiten Partialreihe mit dem zweiten 
Gliede der ersten Partialreihe zu einer Summe sich ver- 
einigen lassen; eben so auch das erste Glied der dritten 
Partialreihe mit dem dritten Gliede der ersten Partial­
reihe; überhaupt das erste Glied der rten Partialreihe 
mit dem rten Gliede der ersten Partialreihe; und da bloß 
jene Glieder addirt werden können, welche eine gleiche 
Potenz der Hauptgröße haben, so muß das erste Glied 
der rten Partialreihe eine gleiche Potenz der neuen Haupt- 
größe mit dem r ten Gliede der ersten Partialreihe haben. 
Das erste Glied der rten Partialreihe hat die Potenz

dzc Grundreihe zur Potenz (a-s-rö) 
erhebt; denn diese Potenz kommt in dem rten Glied 
der umzukehrendcn Reihe vor; das r te Glied aber der 
ersten Partialreihe hat dicPvttnz^"^^, wovon man sich 

auf folgende Art überzeugen kann. Man erhebe die 
Gruudreihe zur Potenz cr und suche von ihr das dritte 
Glied nach dem anfänglichen, es sey er--- 2 und r^ 3,

P 2
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so tst (V7 -j- vx -s- ....)
L-^-- 2vLx^ 4- L-^'^ 2887^

2887'^ -^- 288).^^ ....

Das dritte Glied also nach dem anfänglichen hat die 

Potenz , und weil wir 2 — « und r g annah- 

men, so ist diese r te Potenz nach der anfänglichen 
Da nun das rte Glied der ersten Partialreihe mir dem 
ersten der rten Partialreihe sich vereinigen soll, und eine 
solche Addition eine gleiche Potenz der Hauptgröße for­

dert, so muß ___ und weil bei glei­
chen Potenzen von derselben Wurzel auch die Exponenten 
gleich seyn muffen, so muß aa-s-mö — «a-s-rä, also 
auch arö — r6, ferner a5 — cl seyn.

§ . 204. Das erste Glied der Totalreihe kann nur 
aus dem ersten Gliede der ersten Partialreihe bestehen, 
weil alle nachfolgende Partialreihcn mit einer höheren 
Potenz in ihrem ersten Gliede anfangen, kein Glied also 
der folgenden Partialreihen sich mit dem ersten Gliede 
der ersten Partialreihe vereinigen laßt. Es besteht also 
das erste Glied der Totalreihe aus dem ersten Glicoe der 
ersten Partialreihe und dem Faktor nun ist das erste 

Glied der ersten Partialreihe , also das erste Glied 

der Totalreihe .
§ .205. Die ganze Totalreihe, deren erstes Glied 

ist, muß seyn, also ist auch die Total, 
reihe — o.

§ . 206. Wenn eine Reihe, die nach Potenzen 

einer Hauptgröße fortschreitet, von der Form

-s-—Ölst, man mag 
was immer für einen Werth für annchmcn, und die 
Reihe mag eine bestimmte oder unbestimmte Anzahl von 
Glstdern haben, so muß jeder Coessizicnt dieser Reihe
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6 seyn. Denn dividiren wir beiderseits mit so 

ist -s- .... -s- 0- Setzen wir
.nun - --- 0, so folgt daraus 0; dividiren wir nun 
- ä , ? 2ä , . rü ck
m der Reihe -j- .... -s- 0 nut ,
... ? ä , .
so erhalten wir -s^ .... -f- --- 0, und

1 2
für o ist auch 0, und so fort auch — 0 
3 r

0 . . .. ^ — 0.

§. 207. Weil nun die Totalreihe nach Potenzen 
.von forrjchreitet, und wenn man von ihr abzieht. 
Null geben soll, so entsteht daraus eine Reihe, welche 

mit — beginnt, deren zweites Glied ist, und 
deren folgende Glieder nichts anders, als Glieder der 
Totalreihe sind; weil nun diese ganze Reihe — Null seyn 
soll, so muß ße auch für jeden Werth von gleich Null 
bleiben, und die Coefsiziemen dieser Reihe müßen 

Null seyn. Nun hebt die Reihe mit — 1. an, 
dessen Coefsizienc — 1 ist, der nicht — Null seyn kann, 
und doch soll der Werth der Reihe Null seyn, und auch 
die Coefstzienten müssen gleich Null gesetzt werden. Es 
muß also noch ein Glied der Totalreihe geben, welches 
nicht — Null ist, sondern mit —vereinigt Null gibt, 
also ist; alle andere Glieder sind dann einzeln ge* 
nommen --- Null.

§. 208. Nun kann sogleich erwiesen werden, daß 
kein anderes Glied als das erste der Totalreihe nament­

lich sey; denn da nach §. 205. die Total­
reihe ist, und nur eins ihrer Glieder nach H. 207.

ist, die andern aber Null sind, so müßte das 
erste Glied der Totalreihe auch — Null seyn, wenn ein 
anderes Glied derselben wäre; die Totalreihe, weli 
che nach Potenzen von regelmäßig fortgeht, deren Coef- 
sizienten also, mit den Gliedern einer geometrischen Reihe 
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multiplicirt sind, finge demnach mit Null an; aber eine 
geometrische Reihe, deren erstes Glied Null ist, jst eine 
Ungereimtheit; es kann also das erste Glied der Total­
reihe nicht r-- Null, sondern es muß — / seyn, also

---

§. 209. Nun soll — x --- o seyn, und 
da nur Glieder, die eine gleiche Potenz der Hauptgröste 
haben, von einander abgezogen werden können, so muß 

y seyn, und weil gleiche Potenzen von derselben 
Wurzel auch gleiche Exponenten haben, so ist aa — 1, 

und a Seht man nun Gleiches für Gleiches, so

ist oher dividirt man
« «1

beiderseits durch so ist i, also auch L —

i
ferner endlich ist L --

X^/ X^/

§. 210. Da wir in §. 203. ä — aö fanden, und 

die Grundreihe x -s- -s- ........

-s- angenommen wurde; da wir ferner a—

, 1

und ä — ao, also ä — — fanden, so ist x 
tt

4 2 r 1^3
Vx « -s- .... -s- L/ « , und die Forrn,

welche die Exponenten der fingirten Reihe haben müssen, 
ist demnach gefunden. Die Exponenten der zu singirenden 
Reihe bilden also eine arithmetische Progression, deren erstes 
Glied 1, deren Differenz die Differenz der Exponenten in der 
umzukehrenden Reihe ist, und jeder Exponent wird durch 
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den Exponenten des ersten Gliedes in der umzukehrenden 
Reihe dividirt.

§. 211. Die zweite Untersuchung betrifft die Be­
stimmung der unbestimmten Coefstzienten in der Total­
reihe. DaS erste Glied der Toralreihe bestand aus dem 
ersten Gliede der ersten Parttalreihe, das zweite Glied 
der Totalreihe kann nur aus dem zweiten Gliede der 
erster, Partialreihe und aus dem ersten der zweiten Par- 
tialreihe zusammengesetzt seyn; es kommen also in dem 
zweiten Gliede der Totalreihe nur die zwei ersten Coeffi- 

zienten der Grundreihe 8 und L vor, wie §. 203 . zu 
ersehen ist, und da das zweite Glied der Totalreihe

ist, auch

die Faktoren aus der umzukehrenden Reihe, mit denen diese 
i

Coefstzienten L und R multiplicirt werden, bekannt sind, 
i

so läßt sich daraus L finden. Im dritten Gliede der 
Totalreihe kommen nur die drei ersten Coefstzienten der 

1 2
fingirten Reihe 8, L, L vor §. 203. Da nun auch 

' i
das dritte Glied der Totalreihe Null ist, und L, L 

bereits bekannt sind, so läßt sich L finden, und so ver­
halt es sich mit den übrigen Coefstzienten der Grundreihe.

§. 212. Da nun alle folgende Glieder der Tokal- 
reihe nach §. 208. gleich Null sind, in denen die unbe- 
stimmt angenommenen Coefstzienten der Grundreihe vor­
kommen, so ergeben sich so viele Gleichungen, als Glieder 
der Totalreihe sind, in denen jeder folgende Coefstzient 
der Grundreihe mit früher schon entwickelten und mit 
andern schon bekannten Faktoren verkommt.

Auf diese Art ist die Möglichkeit, den Werth dieser 
Q 
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unbestimmt angenommenen Coefstzienten zu finden, nach- 
gewiesen.

Die Art, wie sie bestimmt werden, soll an Bei­
spielen selbst gewiesen werden.

§. 213. Der am häufigsten dabei vorkommende 
Fall ist der, wo die Exponenten der Hanptgröße eine 
Reihe der natürlichen Zahlen bilden, von i angefangen. 
In diesem Falle hat die singrrte Reihe in ihren Erpo-

1 2
nenten dieselbe Form; in Zeichen: Ist 7 — -f- ^x^

3 4 r *
-j- ^x3 -s- .... ^.x ; so ist vermöge §. 210. auch

1 2 3 r
die Grundreihe x — L7 -s- 15 7^ L7Z.... 4 an-
zunehmen.

Beispiel I. Es sey in der Gleichung x-^Z^ 
— 672-s- 127^ — 24/4 -s- 4372 .... -s- Z. 2"^ 7^ 
die Größe 7 durch eine Reihe, welche nach Potenzen von 
x fortschreitet, zu bestimmen.

Die fingirte Reihe sey 7 ^.x -s- Lx? -si- cxr

-f- Ox 4 -s- .... , so ist:
--  X --  X

37 — 3^x -j- 3vx» -j- 36xS u. Zvx»
— «7» ... — k^x-r — — KL^ — ILLLxr

— 12^e.x^ — i2^vx»
7 127^ 42^^x^ -j- 36^.*Lx* Z6L».4x^

, f 36^-0x«
— 24y^ — ..................... . » . . — 24^.-x* — 96^^^»

48)^ ..................................................................-j- 4tz^r,^s

Nun ist die Reihe vor dem Gleichheitszeichen — o; 
also auch die Summe aller Glieder hinter dem Gleich­
heitszeichen — o. Dem zu Folge ist — x -s- Z^x o 

oder — 4 -s-3^ 0, und daraus folgt ; ferner
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ist 3 Lx.2 — 6^x2 — 0/ oder 3v — 6^ 0/ oder
ZL -- 6^, oder 3v — 6. i--V; daraus folgt X 3 /
L —

9

Ferner ist (36 -- 12^8 -s- 12^3) — 0,
oder auch 36 — 12^8 4- 12^-no, oder36 —12^8
— 12^, oder 36— 12
20 — — — oder 6 —27 27

1 2 
3' 9
4

12.

27 33
Eden fo ist auch (3V — 68? — 12^6 -f- 36^1;

- 24^-4). x4 — 0, oder
U- 36. .^3 / 

. ! 81
SO — — ---81

2 , 
9 '
48

3v-^-6

24
72

V9
4

6 / _
24

2 V 1 4 — I 12.—. -

a. oder.

81 81 81^440, oder 3V — —; daraus81

oder
folgt

1

r- 0

81 34
Ferner ist (3L 12VO — 12^V -U 368^ 

36^.20 96^31; -f- 48^.5) x5 0, also auch
3 .8 — 12. — 12. —. -- -^- 36. -— 9 27 3 81 84 3

9 27
12, 1— 96. — --1- 48. — 0,27 9 243^,

3L 96  96 , 144
243 243. 243

° ^r-4 
243 

Q 2

oder;
192
243

1 4
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4- 48 "
243- — 0, oder s 3L 192

243 ""
192 , 288
243 243

48
243— 0 3L_ _____ 243

,336— 
243^ — 0, oder

3L 48 —
243 """ 0, oder 3L — und 243 L -- "81. 3

L —EsistalsoL —L—e—3 - 3' 3-' 33
0 3 <) 4D L und die Fortsetzung leicht zu erken»

-4. Ox^ , 2^x3 . 2^x4 , 24aZnen, al 0 5^----- i" — -4----- k------ l-----, 3 ' 3^ ' 33 ' 34 " 35

§. 214. Wäre über die Gleichung ^x* 
s / 1 ? «125 . «fiä^-s- ^.X -f- ^x .... -f- ^.x gegeben, und dre

der Größe r gleichgesetzte Reihe umzukehren, so muß a 
die Grundreihe folgende Gestalt annehmen x — Lv^ (1! ö). n (l^2ö). n r ll1*8).n

L/, « -j- « .... -j- .
Denn für — ^x« ^.x . -f- ^xist1 c^s) 14^ 

die Grundrejhe x « -j-L)' « ....-j-L^ « ; es 
muß also für jede Potenz von in der Grundreihe 
zur n ten Potenz erhoben werden. >!

Beispiel. Wäre die Reihe D — 4"^--'
umjukchr°-.,s°wäre1^--1^-' er 2 « 2
— 3, -?, und die Gründ­er 2 2
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reihe x Rr 3 62 O2 -s- 82....
Beispiel. Aus der Division des Bruches 

-—^ " X entsteht X 2^ -s- 2x^ 2^3 -f- 2^4
-s- 2v3....; es soll 7- durch Umkehrung gefunden werden.

Es ist hier die Grundreihe:v -s- Lx^ -s- 0x3 Ox4 -s- Lx5.... 
Nun ist— X " -- X

2)^ 2^x -s- 28x^ -s- 20x3 -^- 2Ox4 .....
2)^ — .... -s- 2^x--j- 4^8x3 -s- 2^x4........
2^3 —................ .. -s-2^.3x3 -s- 6^2^^4
2^4 -^ .... ...........'......, 2^.4x4.

Da die erste Seile der Gleichung — 0 ist, so ist ist es auch die zweite;
also 2 ^x — x — 0 oder —

2- /
2 Dx? -s- 2^x2 ---- 0, daraus folgt 8 —4
20 4^VL -s- 2^ — 0; daraus folgt 0
2D -s- 28^ -s- 6^.-8 -s- 2^4 — 0; daraus

Demnach jst^—: — — -s- - — ^....2 4^3 40
Beispiel. Die Gleichung 3 0

-L- '' 42 24
gibt X -- 3S -t. 4. ....2 . 4
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Anmerkung. Die Umkehrung der Reihen ist 

von der höchsten Wichtigkeit, weil die Kenntniß von dem 
Zusammenhänge zweier Größen nur dann vollständig ist, 
wenn man jede von ihnen aus der andern ableiten kann. 
Ihre Anwendung bei Gleichrmgen von höheren Graden 
ist nicht ohne Nutzen.



Druckfehler, 
dir ich vor dem Gebrauche dieses Buches zu berichtigen bitte

Seite.
7
7

II
17
24
25

Zeile von oben.
7 lies um stätt und

25 — wo — wie
9 — 36 — 3. 6

47, 26 lies n —2
6 — H. 28
3 fehlt die Form

n. (n -s-1)
4. 2

31
33
34
45

48

49
S3

L5

26

61

62

83

85

86

87
92

4 ist (4-s-/) statt (4-j-/ zu seHÄt 
40 lies alle statt als
48 — Nr. 2. H. 37.
22 — rte statt erste

44 — um statt und
24 — r.r-s-4. statt r. r-j-2.

5 am Ende lies -4-
4.2.3.4 4.2.3.4

6 lies 4 statt r 
0 3

9 — °B statt

9 am Ende setze mün vor das Zeichen;
49 lies " ^B'(r—-2)

_  («-s-/S — r-s-1) C«-s-— r-ch- 2)

30

12

x" statt x?
x^ 

x?. — —. -
3 3

97

9 lies 112^4.5^6^9
4.2. 3. 4.5. 4.2.3. 4

5 — 1.2.3. 4 statt 4.2.3. 3
« 13 12

LZ — S 5. —
-8 —



Seite. Zeile von oben.
109 11 lies bx* statt 2*x*

3 3
111 1 — — statt ä -j-
112 28 — 1. 3 — statt 1.2 —
117 26 -------- 1. a* statt — 4a*

2 1
119 17 — statt 24
122 L

16 — -4'

17 — -2»?' -^.4
223 2 (r—l).r statt (r—2).r
124 9 lies mit ihm statt mit ihnen.

131 16
r

1.2.3...r 
X?

132 2,5
3

136 6 — 2.0,20273248
142 7 — wichtigste.

13, 19, 27 lies (1-^-^)
/I

146 2 lies cot X

12
co8 x 140

147 6 1 cog v
149
150
153
157

159

15
20
20

5

4

— cos 2 statt cv8 cl
— kig. 3
— Hauptgröße.
— 4

7936xs
1.2. 3. 4. 5. 6, 7. 8.9

161 17 — eos X statt cos «
163 4 -

18 — — sin? P. (^/— 1)^
166 16 — — 2 cos P. sln P

23 L. V —1— 6
170 5 ---- 1
180 . 16

8
— 1.1.1^ ^4

— F statt
184
196

6
21

------- i- statt , 
— (r—2)

200 2 — - 3
208 3 von unten iies — statt -s-
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