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Vorwort.

Ursprünglich beabsichtigte der Verfasser in die- 

sem zweiten Theil, die Anfangsgründe der gan­

zen Arithmetik, bloß mit Ausschluß der Algebra 

vorzutragen. Aber nach Vollendung der ganzen 

Handschrift zeigte sich, daß dieser Theil eine un- 

verhältnißmäßige Starke gegen den ersten Theil 

erhalten würde; theils, weil die Arithmetik an 

sich weitlauftiger ist, als die Geometrie, theils 

und besonders, weil der Verfasser mehr Stoff 

zu Anhängen als in der Geometrie vor- 

fand. Diese Anhänge sind zwar (wie schon 

im ersten Theil und in den Anmerkungen zu 

demselben bemerkt worden), nicht zum Vortrag 

in den Klassen, sondern zum eigenen Studium 

derer bestimmt, die Lust und Fähigkeit zur 

Mathematik haben: aher der Verfasser konnte 
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sich nicht entschließen, sie wegzulassen, weil er 

den Zweck desselben für wichtig halt, und um 

die Dürftigkeit fast aller unserer Lehrbücher zu 

vermeiden. Hiedurch ist einige Abänderung in 

der Vertheilung des Inhalts veranlaßt worden. 

Dieser zweite Theil enthalt vollständig die An- 

fangsgründe der Zahlenrechnung besonders in 

zehntheiligen Brüchen, bis einschließlich zur Aus­

ziehung der Quadrat- und Kubikwurzeln; ferner 

die ganze Buchstabenrechnung bis einschließlich 

zu den Potenzen und Wurzeln eingliedriger For­

meln. Dieses ist zusammen ein wohlbegränzter 

Umfang, dessen Durcharbeitung auf dem Berli­

nisch - Köllnischen Gymnasium für Klein- und 

Groß-Tertia bestimmt ist. Was noch rückstän­
dig bleibt, sind eigentlich Übergangsgegenstände 

zu den höhern Rechnungen; namentlich die Kon- 
binationen, die allgemeine Binomial-Formel, die 

Progressionen, und Logarithmen. Diese sollen in 

Verbindung mit der Algebra den Inhalt des 

dritten Theils ausmachen. Wenn der Druck des 

zweiten Theils beendigt ist, sollen die dazu gehö­

rigen Anmerkungen in einem abgesonderten Hefte 

sobald als möglich erscheinen, und dann der dritte 

Theil gedruckt werden.
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Dieser zweite Theil ist nach demselben Plan, 

als der erste ausgearbeitet. Da sich der Ver­

fasser hierüber in den Anmerkungen zum ersten 

Theil umständlich erklärt hat, so wird es hinrei­

chend sein, hier noch folgendes kürzlich zu bemer­

ken. Alle Abschnitte sind von mäßigem Umfang, 

und der Inhalt so gewählt und geordnet, daß 

man leicht in jeder Klasse für den Winter einige 

Abschnitte wird wählen können, die sich bequem 

an die im Sommer vorgetragenen Abschnitte der 

Geometrie anschließen. Auch findet sich bei jedem 

Paragraphen Stoff zu häuslicher Beschäftigung, 

und das Buch ist daher auf von Stunde zu Stunde 

fortlaufende schriftliche Arbeiten berechnet. Doch 

ist bei Weitem der größte Theil dieser Arbeiten so 

leicht, daß dadurch andern wichtigen Gegenstän­

den nicht über die Gebühr Zeit entzogen wird. 

In der Arithmetik sind diese Arbeiten meistens 

noch leichter als in der Geometrie, indem sie 

sehr häufig bloß in der Ausführung eines andern 
Beispiels, statt des im Buche gebrauchten, beste­

hen. Aber für das Übungsheft bietet die Arith­

metik noch mehr Stoff dar als die Geometrie. 

Vielleicht ist es nicht überflüssig, hier über eine 
zweckmäßige Behandlung der Übungshefte etwas 
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zu sagen, ohne doch dadurch der Methode und 

Einsicht erfahrner Lehrer vergreifen zu wollen. 

Gleich bei den ersten Abschnitten erfodern die 
Decimalbrüche viel Übung, wenn der Unterricht 

gedeihen soll. Es würde zu viel verlangt sein, 

wenn man bei einem Paragraphen, wo viele 
Übungsexempel im Buche verlangt werden, fo- 

dern wollte, daß diese bis zur nahsten Stunde 

fertig sein müßten. Der Verfasser hat gewöhnlich 

in solchen Fallen nur eine kleine Anzahl verlangt, 

aber seinen Schülern empfohlen, daß sie im 
Übungshefte leeren Raum lassen, und diesen ge­

legentlich, so wie sie eine halbe oder Viertel­

stunde übrig hatten, ausfüllen sollten. Ist es 

einmal gelungen den Schülern Lust einzuflößen, 

so erreicht man den Zweck sehr gut. Noch ist 

zu. bemerken, daß der Verfasser selten seinen 
Schülern dergleichen Übungsaufgaben dictirt hat. 

Es ist offenbar eine Übung des Kopfes mehr, 

wenn sich der Schüler seine Aufgaben selhst er­

findet; nur muß man nicht versäumen ihm dazu 

Anleitung zu geben. Der Verfasser hat dieses 

meistens dadurch zu bewirken gesucht, daß er, 

wenn ein Satz durch ein Beispiel an der Tafel 

zu erläutern *war, dieses Beispiel nicht selbst 
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wählte, sondern einen Schüler an die Tafel tre­

ten, und ein Exempel aufsetzen ließ, nachdem er 

ihm vorher die zu beobachtenden Bedingungen 

genau angegeben hatte. Man sieht leicht, daß 

hicbci viel Gelegenheit ist, die Urtheilskraft der 

Schüler, theils zu beobachten, theils zu üben und 

zu scharfen.
Die Art, wie der. Verfasser die entgegenge­

setzten Größen vom siebenten Abschnitt an, bis 

zu Ende behandelt hat, empfiehlt er der beson­

dern Aufmerksamkeit einsichtsvoller und unbefan­

gener Beurthester. Sie ist die wirkliche Ausfüh­

rung einer Idee, die der Verfasser in seiner 
Schrift „Über den Sinn der höhern Ana- 

lysiö" S. 180. nur angedeutet hatte.
Daß der Herr- Verleger auch bei diesem 

Theil für gutes Papier und Druck rühmlichst 

gesorgt hat, liegt vor Augen; auch hat er den 

Preis dieses Theils so billig, als es nach den 

gegenwärtigen Verhältnissen möglich ist, an­

gesetzt.
Auch bei dem Druck dieses Theils haben 

mich meine lieben Amtsgenossen, namentlich die 

Herren Oberlehrer August, Zelle, Dr. Bel- 

lermann, und vr. G. E. Fischer, auf das 
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freundschaftlichste unterstützt, wofür ich ihnen hier 
öffentlich zu danken mich verpflichtet fühle. 

Correctheit gehört zu den wesentlichen Eigen­

schaften eines guten Schulbuchs, und es ist in 

dieser Rücksicht kein Fleiß gespart worden. Der 

Anhang des sechsten Abschnitts „Von den 

Perioden der Decimalbrüche" ist eine sehr 

schätzbare Arbeit des Herrn August, dessen Ver­

setzung an das Joachimsthalische Gymnasium 

unsere Lehranstalt sehr bedauert. Bei dieser Ge­

legenheit muß noch bemerkt werden, daß im er­

sten Theil der Anhang des dreizehnten Ab­

schnitts, gleichfalls eine Arbeit des Herren Au­

gust ist, welches in der Vorrede zu diesem Theile 

durch ein Versehen nicht angezeigt worden.

Berlin, im Februar 1822.

Der Verfasser.
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Erster Abschnitt.
Allgemeine Begriffe und Sätze von den 

Zahlen, besonders von den zehn- 
th eiligen Brüchen.

Allgemeine Begriffe von ganzen und gebroche­
nen Zahlen.

§. 1. Grund-Begriffe.
Ein Ding nennt man eine Größe (yuanMm), oder 

legt ihm die Eigenschaft der Größe (yuantita«) bei, 

in so fern sich dabei Vermehrung und Verminderung 
denken läßt.

Eine Größe, die aus mehreren gleichartigen zusam­
mengesetzt ist, heißt ein Ganzes. Sind die Größen, 

woraus sie besteht, ungleich, so heißen sie Stücke, sind 

sie gleich, so heißen sie genaue Theile, oder schlecht­
hin Theile. Im letztem Fall nennt man das Ganze 

ein Vielfaches von einem Theil.

Jeder dieser Begriffe ist im Hefte durch ein Beispiel zu er­
läutern.

§. 2. Grund-Begriffe.
Wenn man mehrere Größen, die entweder gleich 

sind, oder als gleich betrachtet werden können, weil sie

A 2 
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sich unter eine gemeinsame Benennung oder Begriff brin­

gen lassen, zusammen faßt, so ist ihre bloße Menge 

eine Größe, und diese nennt man eine Zahl. Fragt 

man nach der Zahl eines einzelnen Dinges, so heißt 

dieselbe Eins.

Man muß aber Eins als Zahl, und Eins als 
Einheit unterscheiden. Jedes einzelne gezählte Ding 
ist die Zahl Eins; aber die allen gezählten 

Dingen zukommende gemeinschaftliche Benen­
nung oder Begriff, ist die Einheit.

Durch Beispiele ist hier zu erläutern:
i. Der Begriff -er Zahl, und zwar einmal durch ein Bei- 

spiel gleicher Dinge, und dann durch ein Beispiel wirklich 
verschiedener Dinge, die sich aber unter eine gemeinsame 
Benennung bringen, und unter dieser Benennung als gleich 
betrachten lassen.

2. Der Begriff der Einheit, und ihr Unterschied von der 
Zahl Eins. Eins als Einheit, und als Zahl sind verschie­
den, wie ein Maaß, und eine gemessene Größe, die gerade 
so groß ist/ als das Maaß; oder wie ein Begriff, und ein 
einzelner Gegenstand, auf welchen sich der Begriff anwen- 
den läßt. Wer z. B. Gebäude zählt, für den ist der bloße 
Begriff eines Gebäudes -te Einheit, jedes einzelne Haus 
aber ist eine gezählte Eins. Es kann nicht schwer sein an­
dere ähnliche Beispiele (von Geld, Gewichten, Längen- 
Flächen-, Körpermaaßen, Zeiten rc.) zur Erläuterung dieser 
Begriffe zu erfinden.

Anmerkung. Obgleich Eins als Einheit und als Zahl ver­
schieden sind, so ist es doch nicht falsch, wenn man auch je­
des einzelne gezählte Ding eine Einheit nennt, weil je­
dem der ganze Begriff der Einheit zukommen muß. Umge­
kehrt aber kann man nie die Einheit als solche eine 
Zahl, oder ein gezähltes Ding nennen.
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§.3. Zusatz.
Man kann jede Größe, folglich auch jeden Theil 

einer Größe, selbst jede zusammengefaßte Anzahl gleich­

artiger Größen als eine Einheit betrachten.

Dieses läßt sich zuerst deutlich machen durch das Beispiel 
solcher Arten von Größen, bei welchen mehrere Benennun­
gen oder Einheiten üblich sind, als Gewichte, Zeiten, Län- 
genmaaße, Geld u. s. f. Man wähle zur Erläuterung eine 
Einheit mittlerer Größe, so läßt sich zeigen, daß man ge­
wisse Theile einer solchen Einheit, oder auch Vielfache der­
selben, wieder als Einheiten zu betrachten, und dieses durch 
eigene Benennungen derselben anzudeuten pflegt.

Zu besondern Zwecken kann man aber auch solche Größen, 
die im gemeinen Leben nicht als Einheiten betrachtet, und 
mit ganz eigenthümlichen Namen bezeichnet werden, -och 
als Einheiten betrachten; zu welchem Ende aber man ihnen 
doch immer irgend eine beliebige Benennung geben muß. 
Wenn Jemand z. B. für gut fände 7 Groschen als eine 
Einheit des Geldes zu betrachten, so könnte man 7 Gr. 
etwa einen Sieben er nennen, und dann jede größere 
Geldsumme durch eine Anzahl solcher Siebener ausdrücken,

Der Paragraph ist im Hefte durch bestimmte, aber selbst 
gewählte Beispiele ähnlicher Art zu erläutern.

ä. Erklärung.

Wenn alle Größen einer gewissen Art durch Zah­
len ausgedrückt werden sollen, so wird eine bestimmte 

Größe dieser Art als die Haupteinheit betrachtet.

Damit man aber sehr große Größen dieser Art 

nicht durch allzugroße Zahlen ausdrücken müsse, pflegt 

man eine gewisse Anzahl Haupteinheiten zusammen wie­
der als eine Einheit höherer Ordnung anzusehen. 
Oft wird ferner eine gewisse Anzahl solcher höher» Ein- 
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Heiken, als eine höhere Einheit zweiter Ordnung 
betrachtet, und auf eben die Art können Einheiten 

einer dritten Ordnung u. s. f. gemacht werden.

Um ferner auch solche Größen, die kleiner sind als 
die Haupteinheit, durch ganze Zahlen ausdrücken zu kön­

nen, kann man einen bestimmten Theil der Haupteinheit, 

als eine Einheit von der ersten niedern Ord­

nung annehmen. Für Größen, die kleiner als diese 
sind, kann man wieder einen Theil dieser niedern Ein­

heit für eine Einheit der zweiten niederen Ord­
nung annehmen, und dieses so weit fortsetzen, als man 

es für gut findet, oder als es üblich ist.
2öenn man auf diese Art eine Reihe von höheren 

und niedern Einheiten bildet, so nennt man die Anzahl 
von Einheiten einer jeden Ordnung, die auf die nähst 

höhere gehen, oder (was dasselbe sagt) die Anzahl der 
Theile, in welche man die Einheit einer Ordnung thei­
len muß, um die nähst niedrigere zu erhalten, die Ein- 

th eilungszah l der höheren Einheit.

Es kann nicht schwer sein, diese Erklärungen durch bestimmte 
Beispiele zu erläutern, wenn man dazu eine Art von Grö­
ßen wählt, wobei sehr viele Benennungen üblich sind, wie 
z. B. bei Gewichten, desgleichen bei der Zeiteintheilung. 
Besonders hat man bei der letzten von Jahrtausenden 
herab bis zu Secunden eine zahlreiche Folge von Benen- 
unngen oder Einheiten. Wählt man nun von diesen irgend 
eine mittlere zur Laupteinheit, so wird man leicht Bei­
spiele höherer oder niederer Einheiten von mehr als einer 
Ordnung, nebst der jeder Einheit zugehörigen Eintheilungö- 
zahl aufstellen können.
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§.5. Erklärung.

Wenn bei einer Art von Größen die Eintheilungs- 

zahlen der Einheiten entweder ganz ungleich, oder zwar 
gleich sind, aber doch im Aufsteigen zu höheren, und im 
Absteigen zu niederen Einheiten (wie bei den Längen- 

maaßen) nur bis zu einer bestimmten Ordnung fortge- 

führt werden, so heißt dieses eine unregelmäßige 

Zahlungsart.

Werden hingegen von der Haupteinheit aus, nach 
einer unveränderlichen Eintheilungszahl, höhere und nie­
dere Einheiten, ohne Ende fort gebildet, so ist das eine 
regelmäßige Zählungsart, oder ein regelmäßi­

ges Zahlensystem.

Zur Erläuterung einer unregelmäßigen Zählungsart, kann je­
des im vorigen Paragraphen angeführte Beispiel dienen.

Zur Erläuterung eines regelmäßigen Zahlensysteme, kann bloß 
die allgemeine Zählungsart unbenannter, oder gleich­
benannter Dinge angeführt werden, wovon sogleich im fol­
genden mit mehrerem die Rede sein wird. In dem Hefte 
ist daher bloß zu sagen, daß dieser Begriff in den folgen­
den Paragraphen näher erklärt werde.

§.6. Erklärung.

Zum Ausdruck bestimmter Zahlen in einem regel­
mäßigen Zahlensystem, bedarf man zweierlei Arten von 

Zeichen; hörbarer und sichtbarer.

u) Die hörbaren nennt man Zahlwörter, und 

diese sind wieder von doppelter Art, Namen für die 

Einheiten jeder Ordnung, und Namen für jede Zahl, 

die kleiner ist als die Eintheilungszahl.
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K- Die sichtbaren heißen Ziffern, und deren be­

darf man gerade nur so viele, als die Eintheilungszahl 

beträgt, indem die verschiedenen Ordnungen der Einhei­

ten dem Auge bloß durch die Stelle, wo eine Ziffer 

steht, bemerklich gemacht werden können.

Die bei allen Völkern üblichste allgemeine Zahlungs­

art ist ein regelmäßiges Zahlensystem, dessen Einthei­

lungszahl Zehn ist. Daher nennt man es das zehn- 

theilige oder dekadische Zahlensystem.
Bei dieser Art zu zählen liegt das Gesetz zum Grunde: 

Zehn Einheiten jeder Ordnung bilden alle­

zeit eine Einheit der nähst höheren Ordnung.

Hier sollen im Hefte die bei uns üblichen hörbaren und sicht­
baren Zahlzeichen so aufgeführt werden, daß man ihren 
Sinn und Ordnung leicht übersehen könne. Nach folgen­
der Anleitung wird dieses nicht schwer sein.

»- Die Zahlwörter werden in der deutschen Sprache auf 
eine ziemlich regelmäßige Art gebildet.

Und was i) die Benennungen der Einheiten betrifft, so 
heißt die Haupteinheit schlechthin Eins. Zehn Hauptein- 
heiten machen eine Einheit der ersten höheren Ordnung, 
welche Zehn heißt, zehn Einheiten der ersten Ordnung bil­
den eine Einheit der zweiten Ordnung und heißen Hun­
dert u. s. w. Um nun die Ordnung, nach welcher die Be­
nennungen dieser höheren Einheiten auf einander folgen 
deutlich zu übersehen, bemerke man folgendes. Die drei 
Wörter Eins, Zehn, Hundert, kehren bei jeden drei 
folgenden Einheiten wieder, nur mit einem Zusatz: Ein- 
Tausend, Zehn-Tausend, Hundert-Tausend; Eine 
Million, u. s. w. Diese Wörter sind in Form einer Tabelle 
aufzuschreiben, und zwar bis zu der Einheit welche den Na­
men führt: Hundert-Tausend-Billion. Dann ist 
noch beizufügen, wie diese Benennungen, erforderlichen Fal­
les, noch weiter fortgesetzt, werden könnten.
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Was nun 2) die Zahlwörter betrifft für Zahlen, die klei­
ner sind, als die Eintheilungözahl, so sind dieses die bekann­
ten Wörter bis Neun. Diese sind mit Buchstaben auf- 
zuschreiben, aber dabei das erste Zahlwort Null nicht zu 
vergessen.

K. Als Ziffern unsers Zahlensystems sind jetzt fast bei allen 
Völkern die bekannten zehn Figuren üblich, die man ara­
bische Ziffern zu nennen pflegt, weil sie in den mittleren 
Jahrhunderten zuerst durch die Araber in Europa bekannt 
geworden sind. Der eigentliche Erfinder ist nicht bekannt. 
Wahrscheinlich stammen sie aus Indien. Sie sind übrigens 
eine der größten Erfindungen, die je ein menschlicher Kopf 
gemacht hat. Diese Ziffern sind im Hefte von 0 an bis 9 
nach der Reihe aüfzuschreiben.

Diese Ziffern können nun Einheiten jeder Ordnung bedeuten. 
Es ergiebt sich aber aus der bloßen Stelle zu welcher Ord­
nung jede Ziffer gehöre. Nämlich die letzte Ziffer rechter 
Hand zeigt Haupteinheiten, oder Einer an; die nähste lin­
ker Hand Zehner, oder Einheiten der ersten höheren 
Ordnung re. Dieses ist noch etwas weiter auszuführen, und 
«n einer beliebigen fünf - oder sechsziffrigen Zahl deutlich 
zu machen.

Anmerkungen.
i. . Da in der Folge von niederen Einheiten unseres Zahlen­

systems umständlicher geredet werden muß, so ist eö hinrei­
chend, hier bloß die höheren Einheiten zu erklären.

2. Bei den Benennungen der höheren Einheiten ist noch zu 
bemerken, daß jede aus einem doppelten Gesichtspunkt be­
trachtet werden kann: ») als Benennung einer höheren 
Einheit, und K) als ein Zahlwort, welches anzeigt, wie 
viele Haupteinheiten auf jede Einheit einer höheren Ord­
nung gehen.

Z. Bei kleinen Zahlen unter Hundert, die am häufigsten vor­
kommen, finden in allen Sprachen kleine Unregelmäßigkei­
ten in den Zahlwörtern statt. Bei dem Vielfachen der Zehn 
sagt man bekanntlich Zwanzig statt Zwei-Zehner, Dreißig 
statt Drei-Zehner u/s.f. der Kürze wegen. Ferner wenn 
Einer und Zehner zusammen ausgesprochen werden, nennt 
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man -ie Einer früher als -ie Zehner (Einundzwanzig, 
Zweiundzwanzig u. s. w.), da man bei größeren Zahlen sonst 
immer die höheren Einheiten früher ausspricht.

ä. Der Unterschied zwischen Zahlen und Ziffern wird wohl 
nach allem Bisherigen keiner Erläuterung bedürfen. Wem 
er nicht klar sein sollte, der frage sich nur ob die Römer 
andere Zahlen, oder andere Ziffern als wir gehabt haben.

§.7. Erklärung.

Jede Menge von Haupteinheiten, folglich auch 

jede höhere Einheit, und jede Menge höherer Einheiten, 

heißt eine ganze Zahl.
Theilt man aber in Gedanken eine Haupteinheit in 

eine beliebige Anzahl gleicher Theile, und nimmt einen 
solchen Theil, oder eine ganz beliebige Anzahl derselben 
zusammen, so nennt man diese Vorstellung eine ge­

brochene Zahl, oder einen Bruch.

Zur Vorstellung eines Bruchs gehören also zwei 
Zahlen, die man bekanntlich Nenner und Zähler 

nennt. Auch ist bekannt, daß man einen Bruch acht 

nennt, wenn er weniger Theile als die Einheit, un- 

ächt, wenn er eben so viele, oder noch mehr Theile 
enthält.

Auch die Art, wie ein Bruch sichtbar und hör­

bar bezeichnet wird, ist allgemein bekannt.

Die Begriffe Bruch, Nenner, Zähler, ächt, unächt, 
nebst der Bezeichnung der Brüche sind durch Beispiele 
zu erläutern.

Bei Zähler und Nenner ist noch die Frage zu beantworten, 
welcher von beiden früher gedacht, und welcher früher 
ausgesprochen werde.
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§. 8. Z u s a tz.

Da man jeden Theil einer Einheit wieder als eine 
Einheit betrachten kann (§. 3.), so läßt sich jeder Bruch 

als eine ganze Zahl verstellen, wenn man das, was der 

Nenner anzeigt, nicht durch Ziffern, sondern durch Buch­

staben auödrückt, d. h. man kann den Nenner als eine 

bloße Einheits-Benennung ansehen.
Auch umgekehrt kann man eine ganze Zahl, deren 

Einheiten von einer niedrigern Ordnung sind, jederzeit 

durch einen Bruch der Haupteinheit vorstellen.

Auch dieses ist durch ein Beispiel, wie folgendes, zu erläu­
tern: zz ist einerlei mit 17 Zwanzigsteln. Im ersten Fall 
erscheint es als ein Bruch, im zweiten als eine ganze Zahl, 
deren Einheiten die Benennung Zwanzigstel haben.

Auch der zweite Theil des Satzes ist durch ein Beispiel zu er­
läutern, und zu zeigen, wie man z. B. Groschen als Brüche 
vom Thaler, Lothe als Brüche vom Pfund, Minuten als 
Brüche der Stunde, u. dgl. m. betrachten könne.

Don zehntheiligen, oder Deeimalbrüchen.

§- 9. Erklärung.

Ein Bruch, dessen Nenner aus 1 und angehängten 

Nullen besteht, heißt ein zehnth eiliger oder Deci­

ma lbruch.

Man schreibt aber diese Brüche nicht wie gemeine 
Brüche, sondern auf folgende Art:

Sollen an ganze Zahlen Decimalbrüche angehängt 

werden, so setzt man zuerst rechts neben die Ziffer der 

Haupteinheit ein Komma. Sind aber keine Ganzen 

da, so schreibt man eine Null, und neben diese das 
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Komma. Schreibt man nun neben das Komma noch 

mehrere Ziffern, so ist jede derselben der Zähler eines 

Decimalbruchs, dessen Nenner aber nicht geschrieben, 

sondern nur durch die Stelle, in welcher die Ziffer 

sieht, bestimmt wird. Nämlich die erste Ziffer nach dem 

Komma hat den Nenner 10, die zweite 100, die dritte 
1000 u. s. f., so daß also jeder Nenner eine höhere 

dekadische Einheit (§. L.) ist.

Diese Erklärung ist mit besonderer Aufmerksamkeit -urchzu- 
gehen, weil von ihrer richtigen Auffassung die deutliche 
Einsicht in alle Rechnungsarten abhängt.

Zur Erläuterung wähle man ein Beispiel von folgender Art. 
Man schreibe zuerst eine ganze Zahl von vier bis fünf Zif­
fern, setze neben die Einer ein Komma, und schreibe hin­
ter dasselbe noch sechs bis sieben Ziffern. Es ist zweckmä­
ßig, sowohl vor als hinter dem Komma, in eine und die 
andere Stelle auch eine Null zu setzen. Die Zahl sei z. B. 
folgende 3706,4008279. Von dieser Zahl soll nun der 
Werth jeder einzelnen Ziffer, von der höchsten an­
fangend bestimmt angegeben werden. Jede Ziffer zeigt näm­
lich eine gewisse Anzahl von höhern oder niedrigern Ein­
heiten an. Die Benennung jeder Einheit aber, soll nicht 
durch Ziffern, sondern wörtlich ausgedrückt werden. 
In der obigen Zahl würde man also nicht anfangen müs­
sen, die höchste Ziffer 3 bedeutet 3000, sondern: die höchste 
Ziffer Z bedeutet 3 Tausende, die folgende 7 Hunderte, 
die nächste o Zehner, die folgende 6 Einer oder 6 
Haupteinheiten. Dann folgen 4 Zehntel, o Hun­
dertel, o Tausendtel, 8 Zehntausendtel, 2 Hun- 
-erttausendtel, 7 Milliontel, 9 Zehnmilliontel, 
u.dgl.m. Daß im Heft eine andere Zahl als die obige ge­
nommen werden müsse, versteht sich von selbst.

Zusatz. Wenn das Komma einmal seine be­
stimmte Stelle hat, so kann man an eine Zahl auf 
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der linken oder rechten Seite so viele Nullen anhängen, 

als man will, ohne daß dadurch der Werth irgend einer 

Ziffer verändert wird.
ES ist ein Beispiel beizufügen.

§.io. Erklärung.

Alle Ziffern, die links von den Einern stehen, zeigen 

höhere Einheiten an, die, welche rechts nach dem Komma 
folgen niedrigere. Setzt man nun über die Zehner 1, 

über die Hunderte 2, über die Tausende 3, u. s. f., des­
gleichen über die Zehntel 1, über die Hundertel 2, über 
die Tausendtel 3, u. s. f., so zeigen diese Zahlen an, von 
der wievielsten höheren oder niedrigern Ordnung jede 

Ziffer, oder vielmehr die Einheiten derselben sind. Solche 
Zahlen nun nennt man Stellenzahlen, oder Ord- 

nungs - Zahlen.

Um die Stellenzahlen höherer und niederer Ein­
heiten zu unterscheiden, kann man vor die Stellenzahlen 
höherer Einheiten das Zeichen vor die Stellenzahlen 

niederer Einheiten das Zeichen — setzen. (Diese Zeichen 

sind hier als ganz willkührliche anzusehen. In der Folge 

aber wird sich zeigen, daß sie noch einen besondern wis­

senschaftlichen Sinn haben.)

Für die Haupteinheit bleibt keine andere Stel- 
lenzahl übrig als 0; und dieses hat seinen richtigen 

Sinn. Denn sie gehört weder zu einer höheren, noch 

zu einer niedrigern Ordnung. Wollte man dieser Null 

ein Vorzeichen geben, so müßte man beide Zeichen -4- 
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vorsetzen, um anzudeuten, daß sie nur der Anfangspunkt 

sowohl zu den höhern, als niedrigern Ordnungen sei.

Die im vorigen Paragraph gebrauchte Zahl würde zur Er­
läuterung des gegenwärtigen auf folgende Art geschrieben 
werden müssen:
-1-3 -1-2 -l-1 -t-o — 1 —2 —3 —4 —5 —6 —7 
370 6, 4008279

Diese Stellen- oder Ordnungszahlen zeigen nun an:
i. Zu der wievielsten höhern oder niedrigern Ordnung die Ein­

heiten jeder Ziffer gehören. So gehört die 7 vor dem 
Komma zur zweiten höheren, die 7 nach dem Komma zur 
sechsten niedrigern Ordnung, u. dgl. m.

2. Sie zeigen an, in der wievielsten Stelle vor oder nach den 
Einern jede Ziffer stehe, z. B. 3 steht in der dritten Stelle 
vor den Einern, 8 in -er vierten nach denselben.

3. Wenn man die Werthe der höheren und niedrigern Einhei­
ten, nicht wörtlich, sondern dnrch Ziffern ausdrückt, 
so zeigen sie an, wie viele Nullen dazu nöthig sind. So ist 
der Werth von einer Einheit der 3 Eins mit drei Nullen 
oder 1000. Der Werth von einer Einheit der 2 ist ein 
Bruch, dessen Zähler 1, und dessen Nenner Eins mit fünf 
Nullen ist, also Man sieht dieses deutlich ein, wenn 
man alle Ziffern von den Einern aus rechts und links 
nach der Reihe durchgeht, und so sind im Hefte bei dieser 
Nummer alle Ziffern der gewählten Zahl, nach der Reihe 
-urchzugehen.

4. Wenn einzelne Einheiten durch Zeichen vorgestellt 
werden sollen, so wollen wir, weil dieselben allezeit entwe­
der zehntheilige Vi^fache, oder zehntheilige Theile von 
Zehn sind, dadurch andeuten, -aß wir rechts oben neben 
10 eine Steüenzahl mit -I- oder — setzen. Man wird also 
leicht angeben können, was der Sinn folgender Zeichen sei: 

10^3; 1.0^2; 10-0;
10-1; 10-2; 10-3; u. s. f.

Auch diese Zeichen können hier als bloß willkührliche an-
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gesehen werden. In der Folge wird sich aber zeigen, daß 
auch sie noch einen besondern wissenschaftlichen Sinn haben.

§.11. Zusa tz.
Aus Dergleichung von §. 6, 9, 10 ergiebt sich, 

daß die Einheiten der zehntheiligen Bruchziffern unter 

keinem andern Gesetze stehen, als die Einheiten ganzer 

Ziffern: nämlich

eine Einheit jeder Ordnung ist zehnmal 
so groß als eine Einheit der nähst nie­

drigern Ordnung.
Hieraus läßt sich schon im Voraus schließen, daß die 
Rechnungen mit zehntheiligen Brüchen, in der Haupt­

sache, von den Rechnungen mit ganzen Zahlen, nicht 

sehr verschieden sein können.

Da das im Paragraph ausgesprochene Gesetz die eigentliche 
Grundlage aller Zahlenrechnungen ist, so ist es nöthig, das­
selbe sehr genau aufzufassen. Zu dem Ende gehe man -t- 
tn den beiden vorigen Paragraphen in dem Hefte gebrauchte 
Zahl (im Lehrbuch hatten wir die Zahl 3706,4008279) Zif­
fer vor Ziffer durch, indem man sowohl für die höhern als 
niedrigern Ordnungen von der Stelle der Haupteinheiten 
auögeht. ES sollen, aber in diesem Paragraph nicht die 
Werthe der Ziffern, sondern nur die Werthe der Ein­
heiten verglichen werden. Wir setzen zur Erleichterung 
der schriftlichem Ausarbeitung den Anfang dieser Arbeit her, 
die im Hefte auf alle Stellen -er gewählten Zahl fortzu- 
setzen ist.

». Die Einheiten der Ziffer (6), die auf der linken Seite des 
Komma steht, sind Haupteinheiten, oder Einer. Die 
Einheiten -er nähsten Ziffer (0) sind io mal größer, also 
Zehn, oder Zehner. Die Einheiten der folgenden Ziffer 
(7) sind 10 mal größer als Zehner, also Hunderte u.s.f.
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d. Auf der rechten Seite sind die Einheiten der ersten Ziffer 
(4) 10 mal kleiner als eine Haupteinheit, also Zehntel. 
Die der zweiten Stelle (0) sind 10 mal kleiner als Zehntel, 
also Hundertel. Die -er dritten Stelle (o) sind io mal 
kleiner als Hundertel, also Taufendtel. u.s.f.

Im Hefte sind diese Erklärungen auf eine beliebige vielziffrige 
Zahl anzuwenden, und bis zu den äußersten Ziffern auf beiden 
Seiten fortzusetzen.

§.12. Z U s a tz.

Wenn man daher die Stelle des Komma um 1, 
2, Z oder mehr Stellen verändert, so wird der Werth 

der ganzen Zahl dadurch bezüglich lOmal, lOOmal, 

1000mal größer oder kleiner, je nachdem man das 
Komma nach der rechten oder linken Hand fortrückt.

Rückt man nämlich -as Komma um eine Stelle gegen die 
rechte Seite, so rückt jede Ziffer in die nähsthöhere Ord­
nung. Folglich werden ihre Einheiten, und daher auch der 
Werth einer jeden Ziffer iomal größer. Rückt man das 
Komma noch, um eine Stelle nach der rechten Seite, so 
ist.jede Ziffer zwei Ordnungen höher gerückt, also lOOmal 
größer geworden, u. s. f.

Wenn man z.B. in der Zahl 43,67 das Komma hinter die 6 
rückt (436,7), so sind aus 4 Zehnern 4 Hunderte geworden; 
aus 3 Einern 3 Zehner; aus 6 Zehnteln 6 Einer; aus 7 
Hunderteln 7 Zehntel. Man sieht leicht, wie diese Erläute­
rung ausfällt, wenn das Komma um zwei Stellen fortge­
rückt wird.

In dem Hefte ist eine ähnliche Erläuterung, aber an einer an­
dern selbstgewählten Zahl zu geben. Auch ist das Komma 
um 1 und 2 Stellen nach der linken Seite zu rücken, 
und anzugeben, welche Veränderung dadurch in dem Wer­
the jeder Ziffer, und -er ganzen Zahl vorgehe.
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§.13. Z u sa tz.

Steht einmal das Komma in einer Zahl fest, so 
hat jede Ziffer ihren unveränderlichen bestimmten Werth, 

und dieser wird nicht geändert, wenn man vor oder 

hinter den Ziffern irgend eine beliebige Anzahl von 

Nullen anhängt.
Soff daher die Stelle des Komma verändert wer­

den, so kann man es um soviele Stellen, als man nur 
will, nach der rechten oder linken Seite fortrücken.

Eben dieses gilt auch von ganzen Zahlen. Denn 
obgleich in diesen gewöhnlich kein Komma gesetzt wird, 
so ist doch die Stelle des Komma da, und man 
kann es jederzeit setzen, und es dann, erforderlichen 
Falles, um so viele Stellen, als man will, nach der ei­

nen oder andern Seite fortrücken.

Jeder Theil dieses Satzes ist im Hefte durch ein Beispiel 
zu erläutern, wozu eine nähere Anleitung wohl nicht nö 
thig sein wird. Aber mündlich sind viele Beispiele durch- 
zugehen, damit die Begriffe jedem geläufig werden.

§-14. Zusatz.

Den Werth einer mehrziffrigen Zahl kann man 

jederzeit auf mehrere verschiedene Arten betrachten und 

aussprechen.

1- Man kann jede solche Zahl betrachten als 
eine Summe von lauter einziffrigen Zahlen, deren 

jede sich auf eine andere Einheit bezieht. Dann sind 

die Wörter Zehn, Hundert, Tausend rc. desglei­

chen Zehntel, Hundertel, Tausendtel rc. zu be-

FischL^Lmatb. B 
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trachten nicht als Zahlwörter, sondern als Ein- 

h eits - Benennung en. So kann man sagen: 306,8 
bedeute 3 Hunderte, 0 Zehner, 6 Einer und 8 

Zehntel.

2. Auch kann man jede solche Zahl betrachten als 

eine Summe von lauter Einheiten der niedrigsten 

Ordnung. In diesem Fall sind die Wörter Zehn, 

Hundert, Tausend rc. desgleichen Zehntel, Hun­

dertel, Tausendtcl rc. nicht mehr Einheits - Be­
nennungen, sondern Zahlwörter. So kann man 

sagen 306,8 bedeute 3068 Zehntel.

3. Wenn man an eine solche Zahl, ohne die 
Stelle des Komma zu verändern, Nullen anhängt, und 

dann alle Ziffern, wie bei Nr. 2. verbunden liest, als 

ob kein Komma da wäre, so kann man sie als eine 

Summe von Einheiten jeder beliebigen Ordnung 

(die noch niedriger ist, als die der niedrigsten 
geltenden Ziffer) betrachten. So kann man die 

schon bei Nr. 1. und 2. gebrauchte Zahl 306,8 schreiben 

306,80, und lesen 30 680 Hundertel; oder schrei­
ben 306,800, und lesen 306 800 Tausendtel rc.

Im Hefte ist eine andere als die hier gebrauchte Zahl, nach 
allen drei Nummern durchzugehn, und bei Nr. 2. und 3. 
ist zu zeigen, wie die Richtigkeit dessen, was behauptet wird, 
mit früheren Sätzen Zusammenhänge.

Anmerkung. Eigentlich verändert man im Grunde die Stelle 
des Komma, wenn man eine mehrztffrige Zahl nach Nr. 3. 
verbunden liest; ändert aber dagegen die EinheiOS-Be- 
nennung so, daß doch der Werth unverändert bleibt. So 
müßte man die Zahl 306,8 bei unveränderter Stellung des 
Komma verbunden lesen 306,8 Einer (d.i. 306 ganze
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Einer, und 0,8 eines Einers). Liest man aber 3068 
Zehntel so hat man im Grunde das Komma hinter die 8 
gesetzt, wodurch die Zahl 10 mal größer wird. Indem man 
aber nun die Benennung Zehntel, nicht Einer hiuzusetzt, 
so macht man sie wieder io mal kleiner, wodurch der Werth 
ungeändert bleibt. Lieft man 30680 Hundertel, so hat 
man das Komma um 2 Stellen rechts fortgerückt, also die 
Zahl 100 mal größer gemacht; aber durch die Benennung 
Hundertel macht man sie wieder 100 mal kleiner.

Auf ähnliche Art kann man einer Zahl die Einheitöbenennung 
jeder beliebigen höheren Ordnung geben, wenn man das 
Komma links fortrückt. Die Zahl 306,8 verbunden gelesen, 
aber ohne die Stelle des Komma zu ändern, heißt 306,8 
Einer. Setzt man das Komma zwischen 0 und 6, so hat 
man 30,68 Zehner (d. i. 30 ganze Zehner, und 68 Hun 
dertel eines Zehners); Rückt man das Komma noch um 
eine Stelle weiter, so hat man 3,068 Hunderte (3 ganze 
Hunderte, und 0,068 des Hunderts), u.s.f.

Zusatz. Man sieht hieraus, wie man jede Zahl 

ohne Rechnung 10 mal, 100 mal, 1000 mal rc. größer 

oder kleiner machen (d. h. mit 10, 100, 1000 rc. mul- 
tipliciren, oder dividiren) könne.

Auch dieses ist im Hefte durch ein Paar Beispiele zu erläutern.

§.15. Erklärung.
Unter dem Ausdruck geltende Ziffern versieht 

man, wenn von einzelnen Ziffern die Rede isi, alle Zif­
fern, mit Ausschluß der einzigen 0.

Isi aber von mehrziffrigen Zahlen die Rede, so 

versteht man darunter alle Ziffern, die man zusam­

men nehmen muß, um die Zahl nach §. 14. ver­
bunden zu lesen, auch wenn sich Nullen darunter be­

finden.

B 2
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In den Zahlen 30,006/ oder 207/0äi werden alle Ziffern als 
geltende betrachtet/ wenn man sie verbunden lieft 30006 
Tausendtel und 2070'ti Tausendtel.

Im Hefte sind zur Erläuterung andere Zahlen zu wählen.
Anmerkung. Wenn eine Zahl am Ende Nullen hat/ so kann 

der Ausdruck geltende Ziffer zweideutig werden. Hat 
man z. B. die Zahl 2700 Einer vor sich so kann man sagen/ 
sie habe vier geltende Ziffern/ weil alle vier zur richtigen 
Aussprache zusammen genommen werden müssen. Da man 
aber die Zahl auch lesen kann 27 Hunderte/ so kann man 
auch sagen/ die Zahl habe nur zwei geltende Ziffern. In 
solchen Fällen ift es nöthig sich jederzeit bestimmt zu er­
klären/ wie man den Ausdruck verstehe.

Auch bei zehntheiligen Brüchen findet diese Zweideutigkeit 
statt. Der Bruch 0/37 hat zwei geltende Ziffern/ liest man 
ihn aber 0/370/ so hat er drei/ lieft man ihn 0/3700/ so hat 
er vier geltende Ziffern u. dgl. m.

Auch diese Anmerkung ift im Hefte/ nur durch andere Bei­
spiele/ zu erläutern.

§. 16. Aufgabe.

Einen verbunden ausgesprochenen Decimalbruch zu 

schreiben.
Auflösung. Man schreibt zuerst die ganze verbunden aus­

gesprochene Zahl/ als wenn es lauter Ganze oder Einer 
wären. Dann zeigt die hinzugefügte EinheitS-Benennung/ 
wo man das Komma zu setzen habe.

Soll man z. B. Dreihundert und neun Zehntau sendtel 
schreiben/ so bemerke man zuerst/ welches die Einheitö- 
Benennung sei. Die übrige Zahl (dreihundert und neun) 
schreibt man als ob es Einer wären/ nämlich 309. Aber 
aus der Benennung Zehntausendtel folgt/ daß die nie­
drigste Ziffer (9) in der vierten Stelle nach dem Komma 
stehen müsse/ also muß man 0/0309 schreiben.

ES sind viele mündliche Übungen dieser Aufgabe zu machen. 
Im Heft ist ein selbstgewählteS, Beispiel/ dem obigen ähn­
lich/ niederzuschreiben.
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§. 17. Lehrsatz.
Der Werth einer Einheit von irgend einer Ord­

nung, ist größer als der Werth von noch so vielen Zif­

fern, welche rechter Hand auf die Stelle dieser Einheit 

folgen können.
Beweis. Man schreibe eine beliebige Anzahl von Neunen 

neben einander, also die größten Ziffern, die man setzen 
kann, und bringe das Komma in eine ganz beliebige Stelle 
vor, oder hinter, oder zwischen diesen Neutren an, z. B. 
0,0099999; so wird man sich leicht überzeugen können, daß 
der Werth aller dieser Neunen noch nicht so groß ist, als 
der Werth einer einzigen 1, die man in -er nähsten Stelle 
vor ihnen 'schriebe. In unserer Zahl ist die niedrigste 9 
von der siebenten, die höchste von der dritten Bruchordnung, 
es ist also zu beweisen, daß 0,0099999 kleiner sei als eine 
Einheit der Ordnung — 2, oder kleiner als 0,01.

Man drücke 0,0099999 in Einheiten der siebenten Ordnung 
nach §. iä., und zwar, als eine ganze Zahl, indem man den 
Nenner der siebenten Ordnung als bloße Benennung be­
trachtet, so ist 0,0099999 — 99999 Zehnmilliontel. Man 
zähle hiezu 1 Zehnmilliontel, so erhält man 100000 Zehn- 
milliontel, oder 0,0100000, oder 0,01. Es ist also klar, 
daß man zu 0,0099999 noch etwas zulegen müsse, wenn es 
den Werth 0,01 erhalten soll, -aß also alle diese Neunen 
zusammen weniger Werth haben, als 0,01.

Die Anzahl der Neunen hätte so groß sein können als man 
will, so ist doch klar, -aß man dieselben Schlüsse hätte ma­
chen können. Noch vielmehr muß also der Satz seine 
Richtigkeit haben, wenn wir statt der Neunen kleinere Zif­
fern angesetzt hätten.

Es ist folglich ganz allgemein richtig, -aß jede dekadische 
Einheit, sie sei von einer höhern, oder niedern Ordnung, 
oder von der Ordnung Null, größer ist als jede noch so 
große Menge von Ziffern, die nach -er Stelle derselben auf 
der rechten Seite folgen können.
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Dieser Beweis ist im Hefte nur mit Auswahl eines andern 
Beispiels auszuführen.

C. Dom Abkürzen der Decimalbrüche.

§.18. Erklärung.

Wenn man von einem vielziffrigen Decimalbruch 

eine oder mehrere der niedrigsten Ziffern wegstreicht, so 
beträgt ihr Werth nach dem vorigen Paragraph weni­

ger, als eine Einheit der niedrigsten Stelle, die man 
stehen läßt. Ist nun der Werth einer solchen Einheit 

eine unbedeutende Kleinigkeit, so ist noch vielmehr der 

Werth der weggestricheuen Ziffern unbedeutend. Wenn 

daher auch ein Decimalbruch in noch so vielen Ziffern 

gegeben ist, so kann man doch in den meisten damit zu 
machenden Rechnungen einen Theil der niedrigsten Zif­

fern ohne Nachtheil weglassen.
Dieses Wegstreichen entbehrlicher Bruchziffern wollen 

wir das Abkürzen der Decimalbrüche nennen.

Dieses Abkürzen ist ein Gegenstand, der große Aufmerksamkeit 
verdient, indem darin ein Mittel liegt, fast alle Arten von 
Rechnungen einfacher und kürzer zu machen, als es durch 
Anwendung aller der Vortheile möglich ist, die in der prak­
tischen Rechenkunst gelehrt werden.

Wie weit man Decimalbrüche abkürzen dürfe, dieses hängt 
hauptsächlich von drei Umstanden ab: 1) von der Größe der 
Haupteinheit, und 2) von dem Grad der Genauigkeit der 
bei der Abkürzung unmittelbar beabsichtigt wird, 3) von 
den Rechnungen, die mit einem abgekürzten Bruch vorge- 
nommen werden sollen, und von dem Einsiuß, den diese auf 
die Genauigkeit des letzten Ergebnisses haben. Für jetzt ist 
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es hinreichend nur den ersten Umstand etwas genauer zu 
erörtern.

Wenn eine Geldsumme unter der Benennung Thaler durch 
Ganze, und eine Anzahl zehntheiliger Bruchziffern gegeben 
wäre, z. B. 23,593248, so kann man sich leicht überzeugen, 
-aß man schon mit 2 Bruchziffern (23,59) ausreichen würde, 
wenn der Fehler kleiner sein soll als 1 Gr. Denn da 
24 Gr. auf den Thaler gehen, so ist 0,01 Rthlr. kaum der 
vierte Theil eines Groschens. Setzt man aber noch eine 
dritte Bruchziffer hinzu -(23,593), so ist der Fehler weit klei­
ner als i Pf., denn da auf den Thaler 288 Pf. gehen, so 
ist o,ooi Thlr. kaum der dritte Theil eines Pfennigs; aber 
4 Pf. ist etwas, was in wirklichem Gelde nicht einmal ge­
zahlt werden kann; folglich der Fehler des Abkürzens ganz 
unerheblich. Behielte man, aber auch noch die vierte Bruch­
ziffer bei (23,5932), so würde der Fehler des Abkürzens 
kaum Pf. betragen. Man hat eö also in seiner Gewalt 
den Fehler des Abkürzens so klein zu machen, als man es 
für gut findet, so daß also der eigentlichen Genauigkeit da­
durch gar kein Eintrag geschieht. ES ist aber leicht einzu- 
sehen, daß man über jede andere benannte Haupteinheit 
ganz ähnliche Betrachtungen anstellen könne.

Es wird daher nicht schwer sein im Hefte folgende oder ähn­
liche vom Lehrer aufgegebenen Fragen richtig zu beantwor­
ten. Man schreibe sich eine beliebige Zahl mit etwa 7 
Bruchziffern (als 3,5714323) auf, und überlege:

Wenn man dieser Zahl die Benennung Pfund giebt, wieweit 
darf man sie abkürzen, wenn der Fehler weniger als ein 
Loth, weniger als ein Quentchen, weniger als ein Ach­
tel-Quentchen betragen sollte.

Man gebe der Zahl die Benennung einer Preußischen Meile 
(welche 2000 Ruthen, oder 24ooo Fuß, oder 288000 Zoll 
enthält), und überlege, wie weit man die Zahl abkürzen 
dürfe, wenn der Fehler kleiner als eine Ruthe, kleiner als 
ein Fuß, kleiner als ein Zoll sein sollte.

Man gebe der Zahl die Benennung Jahr, und überlege wie 
weit man abkürzen könne, wenn der Fehler kleiner als 
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ein Tag, kleiner als eine Stunde/ kleiner als eine Mi^ 
nute/ kleiner als eine Secunde sein soll;
u. dgl. m.

In Ansehung des zweiten und dritten Punktes/ wovon es ab­
hängig ist/ wie weit man abkürzen dürfe/ wird es genug 
sein/ hier bloß folgendes zu bemerken.

Bei sehr vielen Rechnungen hat man nicht den Zweck/ das Er­
gebniß derselben ganz genau zu erfahren/ sondern nur un­
gefähr zu schätzen. Es versteht sich von selbst/ daß man 
sich alsdann mit sehr wenigen Bruchziffern begnügen kann.

Was endlich den dritten Punkt betrifft/ so wird in den fol­
genden Abschnitten bei jeder einzelnen Rechnungsart gezeigt 
werden/ welchen Einfluß das Abkürzen der gegebenen Zah­
len auf das Ergebniß der Rechnung habe. Hier mag ein 
einziges Beispiel zur Erläuterung dienen. Hätte man einen 
Decimalbruch mit der Benennung Thaler auf 3 Bruchstel­
len abgekürzt/ so beträgt der unmittelbare Fehler/ wie wir 
eben gesehen haben/ kaum 4 Pf-/ oder auf alle Fälle we­
niger als z Pf. Sollte aber diese Zahl mit 54 multipli- 
eirt werden/ so würde sich auch der Fehler 54 mal verviel­
fältigen. Man könnte also jetzt nur sagen/ daß er weni­
ger betrage als 54 halbe/ d. i. weniger als 27 ganze Pfen­
nige. Ist ein solcher Fehler nach dem Zweck der Rechnung 
nicht zuläßig/ so müßte man den gegebenen Bruch nicht 
auf 3/ sondern auf mehr Stellen abkürzen. Nimmt man eine 
Ziffer mehr/ so wird der Fehler 10 mal kleiner/ nimmt man 
zwei Ziffern mehr/ so wird er 100 mal kleiner. Man wird 
also leicht in jedem bestimmten Fall ausmitteln können/ wie 
weit man im Abkürzen gehen müsse.

ly. Lehrsatz.

Wenn man nach dem vorigen Paragraph bloß 

durch einfaches Wegstreichen der entbehrlichen Ziffern 
abkürzt, so betragt der Fehler jederzeit weniger als 

eine ganze Einheit der niedrigsten beibehaltenen 
Stelle.
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Man kann aber das Abkürzen jederzeit so einrich­
ten, daß der Fehler weniger beträgt als eine 
halbe Einheit der niedrigsten beibchalrenen Stelle, 

wenn man folgende beiden Regeln beobachtet.
Betragt das, was man wegläßt, weniger 

als fünf Einheiten der höchsten weggelassenen 
Stelle, so verrichtet man die Abkürzung, wie 

im vorigen Paragraph, ganz einfach durch 
bloßes Weg st reichen.

Beträgt aber das Weggestrichne mehr als 
fünf Einheiten der höchsten weggelassenen 
Stelle, so vermehre man die niedrigste bei­
behaltene Ziffer um i. Dann ist zwar der abge­

kürzte Bruch etwas zu groß, aber der Fehler dennoch 

kleiner, als eine halbe Einheit der niedrigsten Stelle.

Beweis. Nach §. 6. und 11. ist jede dekadische Einheit so 
groß, als 10 Einheiten -er nähstniedrigeren Ordnung. 
Folglich ist eine halbe Einheit jeder Ordnung so groß, als 
2 Einheiten der nähstniedrigern Ordnung.

Ist also die höchste weggestrichene Ziffer kleiner als 5, so ist 
zwar der abgekürzte Bruch zu klein, oder der Fehler dessel­
ben ist kleiner als eine halbe Einheit der niedrigsten bei­
behaltenen Stelle.

Ist aber die höchste weggelassene Ziffer größer als 5, oder ist 
sie gerade 5, aber es folgen noch andere geltende Ziffern 
nach ihr, so ist klar, daß das was man wegstreicht mehr sei, 
als eine halbe Einheit der niedrigsten beibehaltenen Ziffer. 
Vergrößert man aber diese Ziffer um 1, so ist das eben so 
viel, als legte man der Zahl io Einheiten der folgenden 
Stelle zu. Da aber die weggestrichenen Ziffern mehr als 2 
Einheiten dieser Stelle betragen, so ist klar, daß zwar nun 
der abgekürzte Bruch etwas zu groß geworden ist, -aß aber 
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der Fehler wieder weniger als eine halbe Einheit der nie­
drigsten beibehaltenen Stelle betrage.

Dieser Beweis, der hier bloß in allgemeinen Ausdrücken ge­
geben worden, soll im Hefte auf zwei bestimmte selbstge- 
wählte Zahlen angewendet werden. Diese Zahlen können 
eine beliebige Anzahl von Ganzen mit 5 bis 6 Bruchziffern 
enthalten. Beide sollen auf 3 Bruchziffern abgekürzt wer­
den. Die vierte Bruchziffer muß in der einen Zahl kleiner, 
in den andern größer als 5 sein. Alle übrigen Ziffern sind 
willkührlich. Man sieht leicht, daß die eine dieser Zahlen 
nach der ersten, die andere nach der zweiten Regel abge­
kürzt werden muß. Der Beweis, daß in beiden Fällen der 
durchs Abkürzen begangene Fehler kleiner ist, als 3 Einhei­
ten der höchsten weggelassenen Stelle kann sehr anschaulich 
geführt werden, wenn man dem abgekürzten Bruch durch 
angehängte Nullen eben so viele Bruchstellen giebt, als die 
angenommene Zahl hatte, und dann durch Subtraction un­
tersucht, um wieviel die abgekürzte Zahl von der angenom­
menen verschieden ist.

Anmerkungen.
1. Die zweite Regel findet Anwendung, wenn die höchste Zif­

fer, die man wegläßt, 5 ist, aber auf diese 5 noch an­
dere geltende Ziffern folgen. Wollte man aber einen 
Decimalbruch auf drei Stellen, abkürzen, der in der vierten 
auch eine 5 hätte, auf welche aber gar nichts, oder Nullen 
folgten (z.B. 3,78äsooooo...), so fehlt man gerade »m eine 
halbe Einheit der dritten Stelle, man mag die dritte Zif­
fer ä ungcändert lassen, oder um i vergrößern. In diesem 
Fall ist eigentlich das zweckmäßigste nicht abzukürzen, 
weil man es auf diese Art mit einer völlig genauen Zahl 
zu thun hat.

2. Ist die niedrigste Ziffer die man beibehält 9, und soll diese 
nach -er zweiten Regel um i vermehrt werden, so wird 10 
aus 9, d. h. statt der Neun kommt eine Null, und die vor­
letzte Ziffer wird um i größer. Die Zahl 2,57968 auf 3 
Bruchziffern abgekürzt, ist 2,580.

3. Obgleich §. 18. und 19. das Abkürzen nur auf Decimal- 
brüche beschränkt worden, so kann es doch mit demselben
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Rechte auch auf ganze Zahlen angewendet werden. Denn 
wenn ich z. B. von der Zahl 317 die Einer und Zehner 
weglasse, und also bloß 300 behalte, so ist zwar 3oo zu 
klein, aber der Fehler beträgt weniger, als eine halbe Ein­
heit der 3. Eben so wenn ich 367 bis auf die höchste Zif­
fer abkürze, aber 4 statt 3 setze, so ist zwar äoo zu groß, 
aber der Fehler wieder kleiner, als eine halbe Einheit der 
höchsten Ziffer.

Im vierten Abschnitt wird sich Gelegenheit finden hievon Ge­
brauch zu machen.

D Verwandlung der gemeinen Brüche in 
zehntheilige.

§.20. Aufgabe.

Den Werth eines gemeinen Bruchs durch zehnthei­

lige Brüche in einer vorgeschriebenen Anzahl von Bruch­

stellen auszudrücken, und zwar entweder, wenn es mög­

lich ist, ganz genau, oder mit einem Fehler, der kleiner 

ist, als eine halbe Einheit der niedrigsten Stelle.

Obgleich die Auflösung dieser Aufgabe eine Division erfodert, 
wovon erst im vierten Abschnitt die Rede ist, so kann man 
doch derselben eine solche Wendung geben, daß man eö da­
bei lediglich mit einer Division ganzer Zahlen zu thun 
hat, mit deren Regeln jeder aus den praktischen Rechen­
stunden bekannnt sein muß.

Auflösung. An die Ziffern des Zählers hängt man so viele 
Nullen, als man Bruchstellen haben will. Die so vergrö­
ßerte ganze Zahl dividirt man dann durch den Nenner 
auf die gewöhnliche Art. Endlich schneidet man von den 
ganzen Ziffern des Quotienten, so viele Bruchstellen ab, als 
man Nullen angehängt hat.

Ist bei der Division kein Rest geblieben, so ist der so gefun­
dene Oecimalbruch genau der Werth des gegebenen ge­
meinen Bruchs.
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Ist aber ein Rest geblieben/ so wird er. ganz aus der Acht ge- 
lasse»/ wenn er kleiner ist als die Hälfte des Divisors. 
Ist er aber größer/ so läßt man ihn zwar auch ganz aus 
-er Acht/ vergrößert aber die niedrigste Ziffer des Quotien­
ten um i. In beiden Fällen erhält man den Werth des 
gemeinen BruchS/ mit einem Fehler/ -er kleiner ist als eine 
halbe Einheit der niedrigsten Stelle.

Anwendung auf ein Beispiel. Gesetzt man sollte den 
Werth des gemeinen Bruchs so genau in Decimalbrü- 
chen ausdrücken, als es in fünf Bruchstellen möglich ist/
so hat man folgende Rechnung zu machen.

An den Zähler 11 sind 5 Nullen an-
239

1100000 4602
956
1440
1434

600
478
122

gehängt/ und dann ist die ganze Zahl 
1100000 durch 239 dividirt worden. Der 
Quotient ist 4602 und es ist ein Rest 122 
geblieben. Da dieser größer ist als die 
Hälfte von 239/ so muß die letzte Ziffer 
2 um 1 vergrößert werden. Und da 5 
Nullen angehängt worden sind/ so müssen

— 0,04603 im Quotient 5 Bruchstellen abgeschnitten 
werden. Dann ist der Werth von so

genau als es in 5 Bruchstellen möglich ist — o,o46o3. Und 
-er Fehler/ der durch die Abkürzung begangen worden/ ist 
kleiner als eine halbe Einheit der fünften/ oder als 5 Ein­
heiten der sechsten Bruchstelle.

Im Hefte ist ein anderes selbstgewählteü Beispiel zu berech­
nen und dann der Beweis nach folgender Anleitung aus-
zuarbeittn.

Beweis. Sollte der Werth von berechnet werden, so ist 
aus dem Begriff eines Bruchs (8. 7.) klar, daß nach dem 
zweihundert neun und dreißigsten Theil von 1 gefragt wird. 
Aber -er Werth ist 11 mal so groß/ als der Werth von 
2^; und diesen wird man finden/ wenn man den zweihun­
dert neun und dreißigsten Theil/ nicht von i, sondern vor 
11 sucht.

Dieser Werth soll aber in Deeimalbrüchen bis zur fünften 
Stelle gefunden werden. Daher muß man den Werth des 
Zählers 11 nach §. 14. a.3. in Einheiten der fünften Bruch­
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stelle ausdrücken, welches durch Anhängung von s Nullen 
geschieht. Unser Zähler oder Dividendus ist also 1100000 
Hunderttausendtel. Dieses (1100000) ist eine ganze 
Zahl, so fern man Hunderttausendtel nicht als einen 
Nenner, sondern nach §.8. als eine bloße Benennung 
ihrer Einheit betrachtet. Von dieser Zahl findet man 
aber den zweihundert neun und dreißigsten Theil durch Di­
vision mit 239. Der vollständige Quotient ist zu Folge der 
obigen Rechnung 4602Zk§. Aber dieses sind nicht Ganze 
(Hauptetnheiten), sondern, wie der Dividendus, Hundert- 
tausendtel. Also ist auch der Bruch E nicht ein Bruch 
der Haupteinheit, sondern einen Bruch von einem Hundert­
tausendtel. Da nun der Zähler dieses Bruchs größer ist, 
als die Hälfte -es Nenners, so beträgt er mehr als ein 
halbes Hunderttausendtel. Ließe man also diesen Bruch 
weg, ohne 4602 um 1 zu vergrößern, so wäre der Fehler 
größer als ein halbes Hunderttausendtel; setzt man aber 
46oz, so setzt man nur zuviel, welches vielweniger als 
ein halbes Hunderttausendtel ist.

Soll nun endlich der Quotient nicht als Ganze (4603 Hun­
derttausendtel), sondern als ein Deetmalbruch geschrieben 
werden, so muß die niedrigste Ziffer Z in der 3ten Bruch­
stelle stehen (§. 16.). Man hat daher allerdings 
0,04603. Dieser Werth ist zwar etwas größer als aber 
der Unterschied beträgt weniger als ein halbes Hundert­
tausendtel.

Wäre kein Rest geblieben, so ist klar, daß auch der Quotient 
ganz genau den zweihundert neun und dreißigsten Theil des 
Zählers vorgestellt hätte.

Dieser Beweis ist an dem Beispiel, welches jeder berechnet 
hat, mit den nöthigen Abänderungen zu wiederholen.

§.21. Z u s a tz.
Es sollen hier noch einige Rechnungsvortheile, 

(hauptsächlich für das Übungsheft) erklärt werden, die 

man bei der Verwandlung gemeiner Brüche in zehn- 
theilige anwenden kann.
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-en, erklären.
2Z9 

11,00000 0,04602 
9 56 
1 44o 
1 484 

600 
478 
122'

a- Ein kleiner, aber in jedem Beispiel brauchbarer Vortheil 
besteht darin, daß sich die Form der Rechnung so abändern 
läßt, daß man dem Komma im Quotienten nicht erst am 
Ende der Rechnung, sondern gleich bei dem Anfang Verses 
ben seine richtige Stelle giebt. Wir wollen dieses an dem­
selben Beispiel, das im vorigen Paragraph berechnet wor-

Nämlich man setzt vor -er wirklichen 
Division ein Komma vor die ange­
hängten Nullen, und dividirt dann, 
wie folgt, 259 in 11, nullmal: also setzt 
man im Quotient o, und daneben ein 
Komma. Dann fährt man fort: 2 )9 in 
110 nullmal) also kommen o Zehntel in 
den Quotienten. Weiter sagt man: 219

in 1100, viermal; also kommen 4 Hundertel in den Quo­
tienten die übrige Rechnung ist vollkommen wie vorher.

Daß diese ganze Rechnung Ziffer vor Ziffer mit der vorigen 
zusammenstimmt, und daß man auf diese Krt gerade so viel 
Bruchziffern im Quotienten erhält, als man Nullen ange 
hängt hat, fällt in die Augen.

K. Kein Fall kommt häufiger vor, als die Verwandlung solcher 
Brüche, deren Nenner kleiner als io ist. Bei solchen Brü­
chen ist die Rechnung äußerst leicht. Sollen z. B. 4 in 
Decimalbrüche auf 6 Bruchstellen verwandelt werden, so 

L 000000 die beistehende Rechnung welches die 
7^0^714286 bequemste Form des Verfahrens sei. In

" der letzten Stelle des Quotienten ist 6 statt
5 geschrieben, weil der letzte Rest 5 größer ist als der halbe 
Divisor 7. Wer übrigens nur etwas geübt im Rechnen 
ist, kann das Anhängen der Nullen, so wie die ganze Rech­
nung im Kopfe machen, und sogleich niederschreiben Z — 
0,714286.

Wer außer dem Vielfachen von 11 und 12, auch noch die 
von 15, 16 und 24 im Gedächtniß hat, kann mit Brüchen, 
welche diese Nenner haben, eben so rechnen.

c. Eben so leicht ist die Rechnung, wenn der Nenner des ge­
gebenen Bruchs auf der linken Seite eine oder zwei gel­
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tende Ziffern hat, welche 12 nicht übersteigen, aber mit ei­
ner beliebigen Anzahl angehängter Nullen.

Gesetzt man- solle in zehntheilige Brüche verwandeln, 
so Zerfälle man den Nenner in 100 mal 12, und dividire zu- 

erst 37 durch 100, welches (8. 14. Zusatz) 
12)0 03083 ohne Rechnung durch bloße Verrückung des 

Komma geschieht. Diese Division giebt 0,37.
Soll nun -er Deeimalbruch 3 Bruchstellen erhalten, so 
hängt man noch 3 Nullen an, und -ividirt 0,37000 durch 12.

Daß auch hier die ganze Rechnung im Kopfe gemacht werden 
könne, bedarf keiner besondern Anzeige.

a. Ist der Nenner eine zweiziffrige Zahl, aber größer als 
12, so läßt sich doch die Rechnung sehr leicht machen, wenn 
sich der Nenner in zwei ganze Zahlen Zerfällen läßt.

7 00000 Es in Decimalbrüche auf 3 Bruch- 
1^0000 stellen zu verwandeln, so Zerfälle man 55 in 

11^)0,12727 mal 11. Dividirt man dann zuerst 7 mit
5 angehängten Nullen durch 5, so erhält 

man 1,4oooo, und dieses ist der fünfte Theil von 7. Divi­
dirt man dieses ferner durch 11, so ist der Quotient 0,12727. 
Man sieht aber leicht ein, daß wenn irgend etwas zuerst 
in 5 Theile, jedes Fünftel aber wieder in 11 Theile getheilt 
wird, das Ganze dadurch in 55 Theile getheilt sey. Folg­
lich ist 0,12727 -er Werth von so genau als sich sein 
Werth in 5 Bruchstellen ausdrücken läßt.-

Allgemein betrachtet, ist es zwar einerlei, mit welchem Faktor 
man zuerst dividirt. Aber es ist in jedem Fall Vortheilhaft 
mit dem zuerst zu dividiern, dessen Quotient sich am schnell­
sten finden laßt. Beobachtet man diese Ordnung so kann 
man meistens die ganze Rechnung im Kopfe machen. So 
ist im obigen Beispiel nichts leichter als die Division durch 
5 im Kopfe zu machen. Hat man aber diese gemacht, so läßt 
sich auch die zweite Division im Kopfe machen. Es dient 
noch zur Erleichterung zu bemerken, daß es während der 
Rechnung gar nicht einmal nöthig ist, die bestimmte Anzahl 
von Nullen anzuhängen, sondern man hängt während der 
Rechnung eine Null nach -er andern an, so wie es die Rech» 
nung erfordert. Bei der Division von 7 durch 5 ist es ge­
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nug zu sagen .5/ in 7 einmal, und der Rest ist 2. Hängt 
man an diesen eine Null, so kann man weiter dividiren: 5 
in 20 viermal, und es bleibt kein Rest, der Quotient ist 
also 1/4. Dieses 1,4 dividirt man dann durch 11 auf die­
selbe Art.

e. Wenn an einem solchen zweiztffrigen Nenner Nullen hängen, 
so kann man die Rechnung auf ähnliche Art als bei (c) 
verrichten.

t. Es giebt auch viele Brüche, die sich durch eine bloße Mul­
tiplikation des Zählers nnd Nenners in Decimalbrüche ver­
wandeln lassen. Dieses ist der Fall, wenn der Nenner eine 
Zahl ist, die in 10, oder 100, oder 1000 rc. aufgeht. Ist 
z. B. der Nenner 5, so multiplicirt man Zähler und Nen­
ner mit 2; ist er 20, so multiplicirt man mit 5; ist er 25, 
so multiplicirt man mit 4; ist er 50, so multiplicirt man 
mit 2; ist er 125 so multiplicirt man mit 8, u. s. f.

Alle Fälle die sich nicht nach den von (6) bis (t) erklärten 
Vortheilen berschnen lassen, müssen nach der bei 0) beschrie­
benen Form gerechnet werden.
Nach der bei (K) und (6) beschriebenen Art, lassen sich 
bei Zahlen welche mehrere Benennungen haben, die kleinern 
sehr leicht zuerst in gemeine, und dann in zehncheilige Brüche 
verwandeln. Wir setzen einige Beispiele her, die wohl kei­
ner besondern Erläuterung bedürfen.

Gr. — z^Thlr. — 2 Thlr. — 0,75 Thlr. (genau)
16 Gr. -- z§Thlr. ---- kThlr. --- 0,667 Thlr. (abgekürzt)
8Gr. — ̂ Thlr. — ^Thlr. — o,Z33 Thlr. (abgekürzt)

17 Gr. — Thlr. — 0,708; Thlr. (abgekürzt)
u. dgl. m.

Kommen mehrere Benennungen vor, wie z. B. 13 Thlr. 9 Gr.
7 Pf., so verwandle man erst die Pfennige in Decimal­
brüche des Groschens, auf zwei oder drei Stellen. Dann die 
Groschen durch Division mit 24 in Decimalbrüche des Tha­

13 Thlr. 9 Gr. 7 Pf.
13 Thlr. 9,583 Gr.
13,3995 Thlr.

lers. Die bequemste Form zeigt 
die beistehende Rechnung. Zuerst 
sind 7 Pf. in Gr. und in 
0,583.. Gr. verwandelt. Statt

der 0 Ganzen sind in -er zweiten Zeile die 9 Ganzen ge-
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setzt. Dann sind 9,58Z Gr. mit 24 dividirt worden. Der 
Quotient ist in vier Ziffern o,Z995.., wo nur statt der o Gan­
zen, in der dritten Zeile 1Z Ganze gesetzt sind.

Anmerkung. Eö ist schon im Paragraphen bemerkt worden, 
daß der Inhalt desselben mehr bestimmt ist, Stoff zu Rech­
nungen im Übungshefte, als zu Arbeiten im Haupthefte zu 
geben. Doch muß in diesem jeder einzelne Vortheil kurz 
angezeigt, und durch ein Beispiel erläutert werden. Zuletzt 
ist im Haupthefte noch folgende Arbeit zu machen, die auf 
den ersten Blick weitläuftiger auösieht, als sie wirklich ist. 
Es sollen nämlich in Form einer Tabelle alle Brüche, 
Leren Nenner kleiner als 1Z ist, in Decimalbrüche auf sie­
ben Bruchstellen verwandelt werden. Diese Arbeit ist durch­
gängig leicht, weil sie ganz auf die oben bei d) beschriebene 
Art, durch bloße Kopfrechnung ausgeführt werden kann. 
Es ist aber auch die Arbeit von mäßigem Umfang, denn von 
manchen Nennern sind nur wenige Brüche zu berechnen, 
z. B. von den Zwölfteln, nur und weil alle,
welche dazwischen fehlen, schon früher unter kleineren Benen­
nungen vorgekommen sind. Läßt man aber alle solche schon 
früher da gewesenen Brüche weg, so bleiben von z an bis 

im Ganzen fünfzig Brüche zu berechnen, unter wel­
chen aber mehrere sind, deren Verwandlung in Deeimal- 
brüche so gut als gar keine Rechnung ist. Dieses ist z. B. 
der Fall bei den Zehnteln, auch bei den Neunteln. Kurz, 
wer die Arbeit ernftlkch angreift, wird finden, daß zu ihrer 
Ausführung kaum eine halbe Stunde nöthig ist.

Im Übungshefte sind gelegentlich recht viele Exempel aller 
Art zu rechnen. Durch Übung kommt man bald dahin, 
solche Verwandlungen leicht und schnell zu machen.

§. 22. Zusatz und Erklärung.

In der bei dem vorigen Paragraphen berechneten 
Tabelle, bestehen einige Brüche (z. B. die Drittel und 
Neuntel) aus lauter gleichen Ziffern. Bei den Elfteln keh­
ren immer 2 Ziffern wieder. Bei den Siebenteln wird 

Fischer'S mach. Rechenkunst. C 
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man leicht bemerken, daß, wenn man die Rechnung auf 
mehr als sechs Stellen fortsetzt, die 6 ersten Ziffern im­

mer wiederkehren.
Dergleichen zurückkehrende Ziffern nennt man Pe­

rioden, und man nennt sie ein-, zwei-, drei- rc. ziff- 
rig, nach der Anzahl der wiederkehrenden Ziffern. Ei­
gentlich erhält jeder gemeine Bruch, der sich nicht genau 

durch zehntheilige Brüche ausdrücken läßt, dergleichen 

Perioden, nur fangen sie bei einigen nicht gleich mit 

der ersten Ziffer an.

Welche Brüche der vorigen Tabelle haben Perioden, und wie- 
vielziffrig ist jede? Bei welchen Brüchen fängt sich die Pe­
riode nicht in der ersten Stelle an?

Anmerkung. Der Anhang zum fünften Abschnitt enthält eine 
sehr vollständige und genaue Theorie von den Perioden der 
Decimalbrüche.

L. Übersicht -er vornehmsten in -er Arithmetik 
gebräuchlichen Zeichen.

§. 23. Erklärung.

Die sichtbaren Zeichen, deren man sich in der 
Arithmetik bedient, sind entweder Größen-Zeichen, 

oder Rechnungs - Zeichen, oder allgemeine Be- 

ziehungs - Zeichen.
Größen Zeichen. Zu jeder Rechnung müssen 

gewisse Größen gegeben sein. Die Zeichen, wodurch 
man dieselben verstellt, sind entweder bestimmte, oder 

unbestimmte. Bestimmte Zeichen sind Ziffern und 
Zahlen, wodurch jederzeit der Werth oder das Maaß 
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einer Größe bestimmt angegeben wird. Als unbestimmte 

Größen - Zeichen braucht man die kleinen oder großen 

Buchstaben des lateinischen, auch wohl des griechischen 
Alphabets. Sie werden gebraucht, wenn man allgemein 

eine Regel, für eine gewisse Art von Rechnungen, 
nicht für ein einzelnes bestimmtes Exempel, ausdrücken 

will. Aber die Buchstaben haben für sich keine be­

stimmte Bedeutung, daher muß in jedem Fall ausdrück­
lich angczeigt werden, welche Art von Größen jeder 
Buchstabe bedeuten soll.

So wie man in Worten von einer zu machenden Rechnung 
bestimmt und unbestimmt reden kann, eben so m sichtbaren 
Zeichen. Wer z. B. sagt, zu einer gewissen Rechnung sei 
erfoderlich, daß die Zahlen 9 und 11 addirt ihre Summe 
aber durch ä dividirt werde, der spricht bestimmt, und 
nur von einem einzelnen Exempel. Wer aber sagt, bei ei­
nem gewissen Rechnungsfall sind drei Zahlen gegeben, von 
welchen die erste und zweite addirt, die Summe derselben 
aber durch die dritte dividirt werden muß, der drückt sich 
unbestimmt aus, und redet nicht von einem einzelnen 
Exempel, sondern von einer Regel, nach welcher alle 
Exempel derselben Art zu rechnen sind. Anstatt der unbe­
stimmten Ausdrücke, erste, zweite, dritte Zahl, ist eS 
aber Vortheilhaft, Buchstaben als unbestimmte Größenzei- 
chen zu brauchen, und dieselbe Regel so auszusprechen: Es 
sind drei Zahlen, l> und c gegeben, a und l» sollen addirt 
und ihre Summe durch c dividirt werden.

Da die Zahlen als bestimmte Größenzeichen aus der prakti­
schen Rechenkunst hinlänglich bekannt sind, so soll in dem 
Hefte nur der Begriff unbestimmter Größenzeichen auf ähn­
liche Art als hier erläutert werden. Zu dem Ende denke 
sich jeder eine ganz willkührliche Rechnung aus, die mit 
drei oder vier Zahlen gemacht werden soll, und drücke die 
Regel der Rechnung erst in unbestimmten Worten, dann 
auch in unbestimmten Größenzeichen aus.
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§.24. Erklärung.
Rechnungs-Zeichen. Wir beschränken uns hier 

auf die Zeichen, wodurch man andeutet, daß mit gege­
benen Größen eine oder die andere der vier bekannten 

einfachen Rechnungsarten vorgenommen werden soll.
Die Addition und Subtraktion der Größen 

deutet man durch die Zeichen -b- (?Ius) und — (Ninv5) 

an, und zwar auf folgende Art. Vor jeden Posten 
setzt man eines der beiden Zeichen. Sollen nun zwei 

Größen addirt werden, so setzt man vor beide einer­

lei Zeichen, es sei -ö- oder —. Soll hingegen eine 

Größe von einer andern subtrahirt werden, so setzt man 
gewöhnlich vor den Minuendus -i-, vor den Subtrahen- 

dus —, doch ist es nicht unrichtig, auch vor den Mi­

nuendus — und vor dem Subtrahendus -i- zu setzen. 
Kurz Minuendus und Subtrahendus müssen verschiedene 

Zeichen haben. Der Kürze wegen läßt man vor der 
ersten Größe gewöhnlich das Zeichen -t- weg.

Diese Bezeichnung ist hier nnr auf zwei Größen anzuwenden, 
denn wie die Zeichen zu brauchen sind, wenn mehr als 
zwei Größen addirt oder subtrahirt werden sollen, kann erst 
bei der Lehre von diesen Rechnungsarten deutlich gemacht 
werden.

Wenn z. B. zwei Größen s und b addirt werden sollen, so 
kann man dieses durch -i- a -i- b, oder 2 b, desgleichen 
durch — 2 — b andeuten. Soll von einer Zahl m eine 
andere n subtrahirt werden, so schreibt man m — a 
oder m — n, desgleichen auch — r» -i- n.

Im Hefte ist eine ähnliche Erläuterung diesem Paragraphen 
beizufügen, nur sollen nicht unbestimmte Größenzeichen, 
sondern bestimmte Zahlen gebraucht werden. Bei der Ad' 
dition soll die Summe wirklich berechnet, und vor dieselbe 



Von Zahlen, besonders zehncheilkgen. 37

eben das Zeichen gesetzt werden, welches vor den Posten 
stand, damit man auch an der Summe sehen könne, welches 
Zeichen gebraucht worden. Eben so soll bei der Subtrak­
tion der Unterschied der Zahlen wirklich berechnet werden, 
und dieser soll dasjenige Zeichen erhalten, welches die grö­
ßere der beiden gegebenen Zahlen hatte.

Bei der Addition sind nur zwei Beispiele anzuführen, bei der 
Subtraktion aber vier. In den beiden erstem soll die erste 
Zahl, in den beiden letztem die zweite Zahl die größere 
sein. Denn bei dieser Bezecchnungsart ist es nicht noth­
wendig, daß der Minuendus vorangehe.

§.25. Erklärung.
Für die Multiplication sind drei BezeichnungS- 

arten zu merken.
Wenn bestimmte Zahlen multiplicirt werden sol­

len, so setzt man zwischen sie einen Punkt (.) oder ein 

schiefes Kreuz (X). Bei unbestimmten Größenzeichen 

aber deutet man die Multiplication dadurch an, daß 

man die Buchstaben ohne Zeichen nebeneinander setzt. 
Ausgesprochen wird jede dieser Bezeichnungen durch die 
Sylbe mal.

Wenn 5 mit 9 multiplicirt werden soll, so schreibt man L . 9 
oder L x 9, und lieft es L mal 9. Wenn aber die unbe- 
ftimmte Zahl x mit der unbestimmten g multiplicirt werden 
soll, so schreibt man und liest eö p mal i.

Im Hefte ist dieselbe Erläuterung, nur mit andem Zahlen 
und Buchstaben aufzusetzen. Bei den Zahlen aber ist noch 
das wirkliche Produkt beizufügen.

Anmerkungen.
i. Bei Zahlen ist die letzte BezeichnungSart nicht anwendbar, 

weil daö bloße Nebeneinandersetzen von Ziffern im Grunde 
immer eine Addition anzeigt. Doch werden wir in der 
Folge (8.27.) sehen, -aß es in manchen Fällen auch bei 
Zahlen anwendbar ist.
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2. Wenn Zahlen und Buchstaben in einem Produkt zusammen 
kommen, so setzt man die Zahlen allezeit voran, und nennt 
sie Koefficienten, z.B. 722b; u.dgl.m.

§ 26. Erklärung.

Für die Division hat man zwei Zeichen. Ent­

weder verbindet man den Dividendus und Divisor durch 

einen Bruchstrich, wobei der Dividendus allezeit über 

dem Strich stehen muß. Oder man setzt ein Kolon 
zwischen beide, wobei aber einige den Dividendus andere 

den Divisor voransetzen; weswegen, wenn man dieses 
Zeichen braucht, ausdrücklich gesagt, oder anderweitig 

bekannt sein muß, welche Größe der Dividendus sei. 
Man liest das Divisionszeichen vermittelst der Präpo­
sition durch, wenn man den Dividendus zuerst aus- 

spricht; vermittelst der Präposition in aber, wenn man 
den Divisor zuerst ausspricht.

Wenn s ein Dividendus, l» ein Divisor ist, so wird der Quo­
tient durch vorgestellt, und man liest dieses, 2 durch K, 
öder K in a. Eben der Quotient kann auch durch a b 
oder K : » vorgeftellt werden, wenn man ausdrücklich be­
merkt, daß L der Dividendus sei.

In dem Hefte ist diese Erläuterung in bestimmten Zahlen zu 
geben. Auch können die Zahlen so gewählt werden, daß der 
Quotient eine ganze Zahl wird, und sich also bestimmt an­
geben läßt.

Anmerkungen.
1. Daß Bruch und Quotient einerlei Bezeichnung haben, 

kann (wie sich in der Folge zeigen wird) keine Irrung ver­
anlassen, weil Bruch und Quotient keine wesentlich ver­
schiedene Dinge sind.

2. Die erste Bezeichnung der Division ist um ihrer Unzweideu- 
tigkeit willen der andern vorzuziehen; obgleich bisweilen



Von Zahlen, besonders zehntheiligen. 39

Fälle vorkommen, wo es bequem ist auch die anderen zu 
brauchen.

§.27. Erklärung.
Allgemeine Beziehungszeichen. Unter die­

ser Benennung verstehen wir solche Zeichen, welche we­

der Größen noch Rechnungen, sondern nur gewisse Be­

ziehungen der Größen auf einander andeuten. Es ge­

hören dahin:
a. Die Zeichen, wodurch man die Gleichheit oder 

Ungleichheit zweier Größen andeutet. Das Zeichen 
der Gleichheit ist —; das Zeichen der Ungleichheit < 

oder >, wo die Spitze des Winkels immer gegen die 
kleinere Größe gerichtet sein muß.

K Wenn zwei oder mehrere mit -1- und — ne­
beneinander gestellte Größen als eine einzige betrachtet 

werden sollen, so schließt man sie entweder in Klam­

mern an, oder man macht einen zusammenhängen­
den Strich über sie.

Will man also andeuten,
daß die Summe zweier Zahlen » und K die Zahl c sei, so 
schreibt man » k --- c. Soll a -z- k kleiner als eine 
Zall ä gedacht werden, so schreibt man » -k- b < ä; soll 
es größer als e angenommen werden, so ist » -k- K e.

b. Soll die Summe zweier Zahlen s b mit einer dritten 
multiplicirt werden, so schreibt man (s -l- d) e, oder 
2 -l- d . c.

Im Hefte ist 2) und l>) durch bestimmte Zahlen zu erläutern. 
Anmerkungen.

1. Wenn ein Dividendus oder ein Divisor aus zwei oder meh­
reren Stücken besteht, so muß er als eine einzige Größe be­
trachtet werden, aber es ist dennoch nicht nöthig, ihn in
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Klammern einzuschließen, weil beide durch den Divisions­
strich selbst schon hinlänglich abgesondert sind, z. B.

2. Wenn Zahlen in Klammern eingeschlossen sind, so kann man 
auch durch bloßes Danebensetzen eines Factors eine Mul­
tiplikation der ganzen eingeklammerten Größe andeuten: 
z. B. 3(7 — 2) -- iL.

§.28. Erklärung.

Der Zweck aller dieser Zeichen ist. Regeln za 

sammengesetzter Rechnungen, d. h. solcher, bei 

welchen mehr als eine einfache Rechnung anzuwenden ist, 

durch sichtbare Zeichen kürzer und deutlicher, als es 
durch Worte möglich ist, auszudrücken.

Eine solche- Zusammensetzung von Größenz'iche», 
Rechnungszeichen, und allgemeinen Beziehungs-Zeichen 

nennt man eine Formel.
Enthalt sie keine andere Größenzeichen als Zahlen, 

so heißt sie eine Zahlen-Formel.

Enthält sie aber bloß Buchstaben, oder Buch­

staben und Zahlen, so heißt sie eine Buchsiaben- 
Formel.

Die einzelnen Zahlen, oder Buchstaben, aus wel­

chen eine Formel zusammengesetzt ist, wollen wir Be­

standtheile derselben nennen.

Um den Begriff einer Formel recht anschaulich zu machen, 
drücke man irgend eine willkührlich ersonnene Regel für 
eine zusammengesetzte Rechnung erst in Worten aus, dann 
versuche man sie in Zeichen zu übersetzen etwa nach folgen­
dem Muster:
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Es sind vier Zahlen 2, 7, 8, 9 gegeben; man soll 1) ein 
Produkt der ersten, zweiten und dritten, 2) der ersten, dritten 
und vierten bilden; es soll 3) die zweite erst mit sich selbst, 
dann mit der Summe der dritten und vierten multiplieirt, 
und das Produkt durch die vierte dtvidirt werden: die 
Stücke Nr. 1. und 2. sollen addirt, und Nr. 3. subtrahirt 
werden. Diese Regeln lassen sich nun durch folgende Zah­
len-Formel darstellen:

2.7.8-»-2.8.9— ^9).
Man sehe ferner statt der zweiten, -ritten und vierten Zahl 
die unbestimmten Zeichen 3, K, c, behalte aber die erste als 
Zahl bei, so erhält man folgende Buchstaben-Formel:

, , SS (k -s- o)2sk 2kc--------

Die Zahlen-Formel enthält unmittelbar nur die Regel für 
ein einziges bestimmtes Exempel. In der Buchstaben-For­
mel aber kann man für 3, K, c, welche Zahlen man will, 
sehen.

Es fällt in die Augen, daß der Ausdruck einer Regel durch 
eine Formel, kürzer, bestimmter und deutlicher ist, als der 
Ausdruck durch Worte.

In dem Hefte hat jeder eine ähnliche Rechnung zu erdenken, 
und diese dann durch eine Zahlen - und Buchstaben-Formel 
vorzustellen.

Anhang zum ersten Abschnitt.

Vorerinnerung. Wie in dem ersten Theile dieses Lehr­
buchs, so finden sich auch in diesem zweiten Theile bei mehreren 
Abschnitten Anhänge, die nicht eigentlich zum Dortrag in -er 
Klasse, sondern zum eigenen Studium denen bestimmt sind, welche 
in der Mathematik über die Grenzen dessen Hinauszugehen wün­
schen, was in den Lehrstunden vorgetragen werden kann.
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Don andern als zehnthetligen Zahlensystemen.

§. 1.

Offenbar haben unsere zehn Finger zu der zehn- 

theiligen Zählungsart Veranlassung gegeben, auf welche 

sich die Zahlwörter fast in allen Sprachen, und ge­

genwärtig bei allen gebildeten Nationen auch die Zif­

fern beziehen.
Indessen giebt es nach den Berichten neuerer Rei­

senden im Innern von Afrika viele Völker, die nur bei 

den fünf Fingem einer Hand stehen geblieben sind, 

also nicht wie wir zehntheilig, sondern fünftheilig zäh­

len. Nämlich sie zählen mit eigenen Zahlwörtern nur 

Null, Eins, Zwei, Drei und Vier. Fünf ist ihnen 

aber schon die erste höhere Einheit, (so wie bei uns 
Zehn), und sie sollen dieselbe in ihrer Sprache ge­

wöhnlich Hand nennen. Dann zählen sie weiter: Hand 
und 4, und 2, und 3., und 4. Dann folgen zwei 

Hände; (d. i. nach unserer Sprache und Zählungsart 

zehn). Weiter zwei Hände und 1, und 2, und 3, und 
4; dann folgen drei Hände (unsere 15). Ferner 
drei Hände und 1, und 2, und 3, und 4; dann vier 

Hände (unsere 20). Weiter vier Hände und 1, und 

2, und 3, und 4. Dann folgen fünf Hände (unsere 

25) welches bei ihnen schon eine Einheit der zweiten hö­

heren Ordnung ist, (wie bei uns Hundert).
Es ist leicht einzusehen, daß man auf diese Art so 

weit, als man will, fortzählen könnte, wenn man außer 
den Zahlwörtern Null, Eins, Zwei, Drei, Vier, noch 
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besondere Zahlwörter für alle höheren Einheiten hätte. 

Wenn man den Werth dieser fünftheiligen höheren Ein­

heiten in unsern Ziffern ausdrückt, so würden besondere 
Zahlwörter nöthig sein für 5, 25, 125, 625, 3125 

u. s. f., welches nach der Reihe die höheren Einheiten 
eines fünftheiligen Zahlensystems sind.

Um die Zahlen in diesem System mit Ziffern zu 

schreiben, würde man nur die fünf Figuren 0, 1, 2, 3, 
4 brauchen. Dann würde die natürliche Zahlenreihe 

folgendermaßen zu schreiben sein: 0, 1, 2, 3, 4, 10, 
11, 12, 13, 14, 20, 21, 22, 23, 24, 30, 31, 32, 33, 
34, 40, 41, 42, 43, 44, 100, rc. Die letzte dieser Zah­

len ist nach unserm System 25.

§. 2.
Daß man statt Zehn und Fünf auch jede andere 

Zahl zur Grundzahl eines Zahlensystems machen könnte, 

ist leicht einzusehen; desgleichen, daß man in jedem ge­

rade so viel Ziffern brauchen würde, als die Grundzahl 
Einheiten hat.

Man benennt die verschiedenen möglichen Zahlungs­

arten, nach der Grundzahl, mit folgenden Wörtern griechi­
schen Ursprungs. Grundzahl 2, Dyadik; Grundzahl 3, 
Triadik; Grundzahl 4, Tetradik; Grundzahl 5, Pen- 

tadik u. s. f. Unsere Zählungsart heißt also Dekadik.

3-
Das einfachste aller möglichen Zahlensysteme würde 

die Dyadik sein. In dieser würden die höheren Einhei­
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ten folgende Werthe haben: die erste 2, die zweite 4, 

die dritte 8, die vierte 16, die fünfte 32, u. s. w. Für 

diese müßte man eigenthümliche Zahlwörter haben, au­
ßerdem aber keine weiter als Null und Eins.

Um in diesem System Zahlen zu schreiben, wären 

also nur zwei Ziffern 0 und 1 erfoderlich. Denn alle 

Einheiten höherer Ordnungen würden wie bei uns durch 

1 in einer höhern Stelle vorgestellt. In diesem System 

wäre also die Haupteinheit wie bei uns 1; die erste 
höhere (also 2) wäre 10; die zweite höhere (also 4) 

100; die dritte höhere (also 8) 1000; die vierte (also 

16) 10000; u. s. f. Die natürliche Zahlenreihe bis 16 
würde also auf folgende Art geschrieben werden: 0, 1, 

10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, 1001, 1010, 1011, 

1100, 1101, 1110, 1111, 10000.

§. 4.

Es ist nicht schwer Zahlen aus einem System in 

das andere zu übersetzen, wenn man nur den Werth al­

ler höheren Einheiten des Systems beachtet.
Fragte man z. B. was der Werth der dyadischen 

Zahl 10100111, nach unserer Zählungsart sei, so ist 

die erste linker Hand, oder 

10 000 000 eine Einheit der 7ten Ordnung, also 128

100 000 5ten 32

100 2ten 4

10 iten 2

1 Oten - 1
w 100 111 ist also gleich 167
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§- 5.

Auch umgekehrt ist es nicht schwer, eine dekadische 
Zahl in ein anderes System zu übersetzen.

Wollte man z. B. den Werth von 98 dyadisch aus­

drücken, so ist die höhste dyadische Einheit die in 98 
enthalten ist 64. Zieht man diese von 98 ab, 

64 so bleibt 34. Die höhste hierin enthaltene 

'1' dyadische Einheit ist 32. Zieht man diese von 
^2 Z4 ab, so bleibt 2, welches die erste höhere 

2 Einheit in dem dyadischen System ist. Da man 

nun aus dem Vorhergehenden weiß, wie jede dieser dya­
dischen Einheiten geschrieben werde, so ist es leicht die 
ganze Zahl 98 dyadisch zu schreiben. Es ist nämlich:

64 die 6te höhere Einheit, also 1 000 000

32 5te 100 000

2 - 1te 10

98 ist also gleich 1 100 010

§. 6.
Durch Ziffern läßt sich also jedes System viel 

leichter mit dem unsrigen vergleichen, als durch Worte, 

weil wir für die höheren Einheiten jedes andern Sy­
stems keine eigenthümlichen Zahlwörter haben. Beson­

ders hat die Vergleichung durch Ziffern keine Schwie­
rigkeit, wenn die Grundzahl des Systems kleiner als 
Zehn ist: denn alsdann können wir unsere Ziffern 0, 

L, 2, 3 rc. bis zur nähsten unter der Grundzahl brau­
chen. Ist hingegen die Grundzahl größer als Zehn, so 
sind auch mehr als zehn Figuren nöthig. Man müßte 
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also so viele neue Ziffern erst ersinnen, als über Zehn 
nöthig sind. Wollte man z. B. ein zw ölftheiliges 

Zahlensystem (Dodekadik) entwerfen, so müßte man 

zu unsern zehn Figuren, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 

noch zwei hinzufügen, z. B. -1 und wovon das erste 

Zehn, das andere Elf bedeuten müßte. Dann würde 
man auf ähnliche Art, als oben §.4. und 5., Zahlen 

aus dem dodekadischen Systeme in das dekadische, und 
umgekehrt übersetzen können. Der Werth der höhern 

Einheiten in einem zwölftheiligen System würde sein: 

die erste 12; die zweite 144; die dritte 1728; die vierte 

20736, u. s. f. Wenn man aber solche dodekadische 

Zahlen aussprechen wollte, so müßte man ganz neue 
Zahlwörter für alle höhern Einheiten machen.

7.
Man hat die Frage aufgeworfen: ob wohl unsere 

zehntheilige Zählungsart die beste sei, welche die 

Menschen hätten wählen können. Es ist eben nicht 

schwer einzusehen, daß eine zwölftheilige manche 
Vorzüge haben würde. Denn die Grundzahl 10 läßt 

sich nur durch 2 und 5 ohne Rest theilen, und die hö­

heren Einheiten, außer diesen beiden Zahlen, nur noch 

durch Produkte derselben. Die Grundzahl Zwölfe 

hingegen ist selbst durch 2, 3, 4 und 6 theilbar, und 

die höheren Einheiten, (144, 1728 rc.) haben eine noch 
viel größere Anzahl von Divisoren, mit welchen sie auf­

gehen. Obgleich dieses manche Vortheile haben würde, 
so kann es doch keinem nur irgend besonnenen Menschen
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einfallen, diese zwölftheilige Zählungsart einführen zu 

wollen, weil keine menschliche Macht vermögend ist, 
selbst nicht in tausend Jahren, die zehntheilige Zäh- 

lungsart in den Köpfen aller Menschen zu vertilgen, und 

weil die Verwirrung, welche nothwendig aus der Ein­
führung einer neuen Zählungsart entstehen würde, ein 
ohne allen Vergleich größeres Übel ist, als die Fortdauer 

der zehntheiligen Zählungsart, die gar nicht an sich 

schlecht oder fehlerhaft, sondern nur in unerheblichen 
Rücksichten unvollkommner als die zwölftheilige ist.

Zweiter Abschnitt.
Von der Addition und Subtraktion im 

Allgemeinen, und besonders mit 

zehntheiligen Brüchen.

Allgemeine Sätze von -er Addition.

1. Erklärung.
Zwei oder mehr Zahlen addiren, heißt, sie in 

eine einzige Zahl vereinigen.
Die Zahlen welche addirt werden, nennt man Po­

sten oder Summanden. Was durch die Addition 

herauskommt, heißt die Summe, bisweilen auch Ag­

gregat.
Die Bezeichnung der Addition ist schon I. 24. 

erklärt, und hier zu wiederholen.
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Diese Kunstwörter und Zeichen sind im Hefte durch bestimmte 
Zahlen-Beispiele zu erläutern.

§.2. Zusatz.

Wenn Zahlen addirt werden sollen, so müssen sie 

nicht bloß gleichartige Größen vorstellen, sondern 

auch völlig gleiche Einheiten haben. Die Summe 

ist aber jederzeit eine mit den Summanden gleichartige 

Größe, und hat dieselbe Einheit.
Bei diesem Paragraphen sind im Hefte folgende Fragen zu 

beantworten:
2. Ist es möglich zwei ungleichartige Größen wirklich zu einer 

einzigen Größe zu verbinden, d. h. zu addiren?
I». Können zwei Zahlen addirt werden, wenn sie zwar gleich­

artige Größen, aber nicht in einerlei Einheit ausgedrückt 
vorstellen?

c. Ist zu der Gleichheit der Einheiten, eine vollkom­
mene Gleichheit aller einzelnen gezählten Dinge erfoderlich? 
Die Frage beantwortet sich aus 1.2.

ä. Endlich soll an einem Beispiel gezeigt werden, daß, wenn 
zwei Zahlen, die gleiche Einheiten haben, addirt wer­
den, die Summe eine gleichartige Größe sei, und dieselben 
Einheiten habe.

Es ist nicht nur hinreichend, sondern zweckmäßig zu allen Bei­
spielen nur kleine Zahlen zu wählen.

§.3. Zusatz.

Da in dem Begriff einer Summe nichts weiter 

gedacht wird, als daß sie der vereinigte Inbegriff aller 
Posten sei, so ist klar, daß man s) jede Anzahl von 

Posten in beliebiger Ordnung addiren könne; K) daß 
man sie auch beliebig zerstückeln, und die Stücke in be­

liebiger Ordnung addiren könne.
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In Zeichen läßt sich dieser Satz bequem auf fol­

gende Art ausdrücken. Wenn L und L drei zu ad- 

dirende Posten sind, so ist es einerlei in welcher Ord­
nung man sie addirt. Es ist daher:

Oder wenn zwei Posten und L gegeben, jeder 
aber in mehrere Stücke zerlegt wäre; z. B. in a, b 

und c>; L in 6 und e, so erhält man die richtige 

Summe -z- L, wenn man die Stücke in jeder belie­

bigen Ordnung addirt. Es ist also:
-k- 8 — L-z-d-l-o-l-ä-t-e — a -^-o 

c -l- 6 -I- d — rc.

Im Hefte ist sowohl ») als K) durch bestimmte Zahlen zu er­
läutern. Dann ist auch, was in den beiden letzten Absätzen 
des Paragraphen in allgemeinen Zeichen ausgedrückt ist, an 
bestimmten Zahlen Beispielen deutlich zu machen.

Anmerkung. Beispiele, durch welche sich der Sinn dieser 
Formeln gleichsam handgreiflich machen läßt, sind leicht zu 
erdenken. Man stelle sich ;. B. unter », K, c re. Geldstücke 
von verschiedenem Werthe in zwei Beutel -4. und L ver- 
theilt vor. Wenn man sie herausnimmt, und einzeln in ei­
nen Beutel füllt, so kommt in diesen offenbar gleichviel, 
in welcher Ordnung man sie auch hineinthun mag.

L Von -er Addition zehntheiliger ganzer un­
gebrochener Zahlen.

§.4. Zusatz.

Bei jeder Rechnungsart mit unsern zehntheiligen 
Ziffern, wird zum fertigen Rechnen erfodert, daß man 

einen gewissen nicht sehr großen Umfang von kleinen

Lischer's math. Rechenkunst. D
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Rechnungen dieser Art, nicht nur so mit dem Ver­

stände begriffen habe, daß man das, was die Rech­

nungsart federt, finden könne; sondern man muß sie so 
im Gedächtniß haben, daß man die Antwort, ohne 

erst nachzurechnen, geben kann.
Bei der Addition muß man die Summe je­

der zwei einziffrigen Zahlen so im Gedächtniß 

haben, daß man sie in jedem Fall ohne erst nachzuzäh- 

len, angeben könne.

Im Hefte soll bei diesem Paragraphen gezeigt werden, wie 
Jemand der noch weiter gar nichts als zählen, d. h. zu 
jeder Zahl noch Eins hinzufügen könnte, alle diese Summen 
leicht würde finden können.

Diese Summen lassen sich am bequemsten in Form einer 
Tabelle, welche die Gestalt eines Vierecks hat, aufschrei­
ben. Man schreibt nämlich in einer Reihe alle einziffri- 
gen Zahlen von o bis 9. Dann zählt man zu jeder die­
ser Zahlen 1 hinzu, und schreibt die Summen unter die vo­
rige Reihe. Ferner bildet man eine dritte Reihe dadurch, 
-aß man zu jeder Zahl der zweiten Reihe i hinzuthut; eine 
vierte Reihe dadurch, daß man zu jeder Zahl der dritten 1 
hinzuthut; und so ferner, bis man zehn Reihen hat, deren 
letzte sich, wie leicht einzusehn, mit 9 anfangen wird.

Eine solche Tabelle ist im Hefte reinlich und deutlich aufzu- 
schreiben, so daß nicht nur jede einzelne Reihe recht gerade 
sei, sondern daß besonders auch alle unter einander gehöri­
gen Zahlen recht gerade unter einander gesetzt werden.

Endlich soll gezeigt werden, wie man in dieser Tabelle jede 
Summe zweier gegebenen einziffrigen Zahlen aufsuchen müsse. 

Anmerkungen. Der Zweck dieses Paragraphen ist nicht, daß 
der Schüler erst addiren lernen solle. Vielmehr wird vor­
ausgesetzt, daß er es schon könne, weil er sonst gewiß bei 
diesem und allen übrigen Paragraphen sehr schlechte Arbei­
ten machen würde. Der Zweck ist vielmehr hier, den ersten 
Grund zu einer deutlichen wissenschaftlichen Erkennt­
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niß -er Rechnungsarten zu legen, welche erfodert, -aß man 
besonders die allerersten und einfachsten Begriffe und Rech­
nungsarten recht deutlich auffasse.

§. 5. Zusatz.

Wie addirt man am vortheilhaftesten n) eine zwei- 
ziffrige, und eine einziffrige Zahl, d) eine ganze 

Reihe von einziffrigen Zahlen?

s- Die vortheilhafteste Art, eine zweiziffrige und einziffrige Zahl 
zu addiren, besteht nicht darin, daß man zu der jweiziffrigen 
die Einheiten der einziffrigen hinzuzählt: sondern man muß 
bloß die Einer der zwetziffrigen Zahl, mit der andern ein- 
ziffrtgen nach §. 4. addiren. Ast die Summe selbst einziffrig 
so sind die »»geänderten Zehner der andern Zahl beizufü- 
gen. Ist sie aber zweiziffrig, so nehmen die Zehner -er 
zwetziffrigen Zahl um 1 zu.

Beide Arten zu rechnen sollen im Hefte auf bestimmte Zah­
len angewendet, und der Vorzug der letzteren Art gezeigt 
werden.

b. Soll eine ganze Reihe einziffriger Zahlen addirt werden, so 
hat man nichts zu thun, als die bet ») gegebenen Regeln 
wiederholt anzuwenden. Es ist zu zeigen, wie?

Außerdem sind hier noch ein Paar Fragen zu beantworten:
c. Müssen die einziffrigen Zahlen die man nach b) addirt noth­

wendig Haupteinheiten sein, oder können eö auch Ein­
heiten einer und derselben beliebigen höhern, oder niedri­
gern Ordnung sein?

Auch dieses ist durch Beispiele zu erläutern.
6. Können zwei Ziffern addirt werden, wenn ihre Einheiten 

von verschiedenen Ordnungen sind?
Auch hier sind Beispiele nöthig.

§.6. Aufgabe.
Eine beliebige Menge mehrziffriger Zahlen mit De- 

cimalbrüchen zu addiren.

D 2



52 Zweiter Abschnitt.

Anleitung zur schriftlichen Ausarbeitung. Die 
Rechnung geschieht im Wesentlichen völlig wie bei ganzen 
Zahlen, -och ist in Ansehung -er zehntheiligen Brüche eini^ 
ges Eigenthümliche zu bemerken.

Ist die Anzahl der Bruchziffern in den Posten ungleich, so 
thut man wohl, sie durch angehängte Nullen gleich zu ma­
chen/ weil man sonst bei dem Aufsätze leicht gegen §.2. ver­
stoßen kann.

Bei der Rechnung selbst ist zu bemerken/ daß man gerade so 
rechnen muß, als ob kein Komma da wäre. Kommt also 
z.B. in der Säule der Zehntel eine zweiziffrige Summe 
heraus, so muß man nur die Einer derselben unter die 
Zehntel setzen, die Zehner derselben aber zu den Hauptein­
heiten zuzählen.

In der Summe muß das Komma aber gerade unter die Kom­
mata der Posten gesetzt werden.

Mit Rücksicht auf diese Erinnerung soll im Hefte ein selbst- 
gewähltes Exempel von etwa 6 Posten, mit 4 bis 8 ziffri- 
gen Zahlen vollständig durchgegangen und gezeigt werden, 
daß das Ergebniß der Rechnung nach allen bisherigen Sä­
tzen die richtige Summe sei.

Wie diese Arbeit auezuführen sei, wollen wir hier an einem 
kleineren Beispiele deutlich machen.

Gesetzt man sollte 27,509 -k- 317,68 -l- o,9956z 7000,s
addiren, so muß es auf folgende Art geschehen.

27,50900 Aufsatz. Die Hauptsache bei dem Auf- 
317,68000 satz ist, daß überall die Einheiten gleicher 

0,99563 Ordnungen gerade unter einander gesetzt 
7OOO/8OOOO werden. Haben die Posten, eine ungleiche 
7346/98463 Anzahl von Bruchziffern/ so ist es zwar 

nicht nothwendig aber bequem/ ihnen durch angehängte Nul­
len eine gleiche Anzahl von Bruchziffern zu geben.

Rechnung. Man rechnet völlig wie bei ganzen Zahlen; 
nämlich man fängt bei den Ziffern der niedrigsten Ordnung 
an/ und- zählt nach §. 5. alle Ziffern zusammen, die in einer 
Säule übereinanderstehen. In der fünften Bruchstelle fin­
det sich nichts als 3) in der vierten nichts als 6 in die 
Summe zu setzen. In -er dritten Stelle hat man 9-1-5
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--- i4 Tausendtel; da aber lo Tausendtel — i Hundertel/ 
so werden nur 4 Tausendtel in die Summe gesetzt/ 1 Hun­
dertel aber den Ziffern der zweiten Ordnung zugezählt. 
In dieser Ordnung hat man also 8 9 -l- i — in Hun­
dertel/ von denen aber nur 8 in die Summe kommen; 10 
Hundertel — i Zehntel aber wird den Ziffern der ersten 
Bruchstelle zugezählt. In dieser Stelle hat man also 5 
6-t-9-l-8-i-i— 29 Zehntel. Don diesen kommen aber 
nur 9 in die Summe, da 20 Zehntel — 2 Haupteinheiten. 
In der Stelle der Einer hat man also 7 -l- 7 -l- 2 -- 16. 
Hievon kommen 6 in die Summe, io Einer oder i Zehner 
aber wird den Zehnern zugezählt. Man hat also 2 -z- 1 
1 — 4 Zehner/ welche ganz in die Summe kommen. Dann 
sind noch 3 Hunderte und 7 Tausende in die Summe zu 
setzen.

Gerade auf diese Art ist in dem Hefte ein anderes selbstge- 
wähltes Beispiel durchzugeheN/ wobei auch dieses zu beob­
achten ist, daß die Benennungen Zehntel/ Hundertel/ Tau- 
sendtel und Einer/ Zehner/ Hunderte rc. nicht mit Ziffern 
sondern mit Buchstaben zu schreiben sind/ weil diese Wörter 
hier überall nur als Benennungen der verschiedenen 
Arten von Einheiten angesehen werden.

Wir fügen hier noch den Beweis hinzu/ damit der Anfänger 
künftig bei ähnlichen Fällen ein Muster habe/ wonach er 
seine Beweise einrichten kann. Hiebei bemerke man aber 
zuerst, -aß bei dem wissenschaftlichen Vortrag der Mathe­
matik ein Beweis nicht bloß die Richtigkeit der Sache 
deutlich machen, sondern daß er ganz bestimmt zeigen müsse, 
wie die Sache mit vorhergehenden Sätzen Zu­
sammenhänge, und aus denselben folge.

Beweis. Jede Ziffer eines Posten ist ein Stück dessel­
ben. Man darf aber nach §.3. die Posten stückweise, und 
in beliebiger Ordnung zusammenzählen. Da ferner der Auf­
satz so gemacht ist, daß die Kommata, oder genauer, in jeder 
Säule einerlei Einheiten über einander stehen, wie es nach 
§. 2. zur Möglichkeit einer Addition erfodert wird, so kann 
man die Ziffern jeder Säule nach §. 5. zusammenzählen. 
Die Summe dieser Ziffern besteht aber nach 2. aus eben 
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solchen Einheiten als die ganze Säule. Ist daher diese 
Summe einziffrig/ so muß sie ganz in die Summe gesetzt 
werden. Ist sie aber zweiziffrig/ so sind nach I. 12. die 
Zehner derselben eben so viele Einheiten der nähst höheren 
Ordnung, und müssen also dieser zugezählt werden.

Anmerkung. Im Übungöhefte sind bei diesem Paragraphen 
recht viele selbstgewählte Beispiele zu rechnen/ und zwar 
nach dem hier beistehenden Muster.
----- 0 6667 Mmlich die Posten sollen zuerst in der 

— 3/5000 Gestalt gemeiner Brüche ausgeschrieben/ und 
--- 1,8750 diese nach I. 20. und 21. in zehntheilige 

Z — 0/428^ Brüche auf 4 bis 5 Stellen verwandelt/ 
6/4703 dann diese addirt werden. Es ist gar 

nicht zu viel/ wenn nach und nach 30 bis 4o solcher Bei­
spiele berechnet werden. Zuletzt soll noch ein Beispiel ge­
rechnet werde»/ wo die Posten eine bestimmte Benennung 
z. B. Thaler/ oder Pfund/ oder Ruthen erhalten. Auch hier 
sollen die Posten zuerst in gemeinen Brüchen gegeben sein, 
die Rechnung aber doppelt gemacht werden/ einmal nach der 
gemeinen Bruchrechnung/ und dann in zehntheiligen Brüchen. 
Zuletzt sollen die in der Summe enthaltenen Brüche in die 
kleineren Benennungen (nämlich Groschen und Pfennige/ oder 
Loth und Quentchen/ oder in zwölftheilige Fuße und Zolle) 
verwandelt werden. Folgendes Beispiel wird die Formen 
dieser Rechnung deutlich machen.

Die zu addirenden Posten mögen folgende sein:
14§ Thlr. 1^ Thlr. -1- 54 Thlr. zz Thlr.

r) Addition nach der gemeinen Bruchrechnung.

6160
(l) 1232

560
880
385

22z-zz

(II) 4928
3920
5280
4235

18363
12320

6043

6160
2 Thlr.

14 z
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3264

(III) 6043 6160
143032 
12320

23 Gr.

21832
18480

(IV) 3332 6160
40224
36960

6MZ Pf.

Obgleich jeder aus den praktischen Rechenstunden wissen 
muß, wie eine solche Rechnung zu machen^ ist, so wollen 
wir doch um mehrerer Deutlichkeit willen einige Erläute- 
terung hinzufügen.

Zuerst muß der kleinste gemeinsame Nenner zu den Brüchen 
Z, 4 und H gesucht werden. Er ist in diesem Exempel 
das Produet der vier Nenner 3.11.7.16 --- 6160. Die­
ser Nenner ist wie gewöhnlich obenan gesetzt. Die Zahlen 
unter I kommen heraus durch Division der Zahl 6160 
durch jeden Nenner. Mit diesen Zahlen sind die Zäh­
ler der Brüche multiplicirt. Dadurch erhält man die Zah­
len unter II. Diese Zahlen sind bekanntlich Zähler, 
wozu 6160 als gemeinsamer Nenner gehört, und die so ge­
schriebenen B /'che sind den gegebenen gleich: So ist 
rm — zzzs — /x/ u.s. w. Unter n sind nun diese
Zähler addirt. Ihre Summe ist 18363. Diese Zahl ist also 
wieder ein Zähler, wozu der Nenner 6160 gehört. Da nun 
der Bruch ein unächter ist, so ist unten der Zähler 
durch den Nenner dividirt, wodurch man statt des unächten 
Bruchs, die gemischte Zahl 2 Thlr. erhält. Die 2 gan­
zen Thaler sind nun zu den übrigen Ganzen addirt, und so 
erhält man vorn unter den gegebenen Zahlen die Summe 
22zzzz Thaler.

Wären die gegebenen Zahlen unbenannt, so könnte man die 
Rechnung als beendigt ansehen; aber der Bruch kann 
nicht gezahlt werden, wenn man nicht seinen Werth in Gr. 
und Pf. ausrechnet. Daher ist der Zähler 6043 bei III 
mit 24 in Gr. verwandelt. Die Rechnung giebt 143032 
Gr. Diese sind mit 6160 dividirt, und man erhält 23 Gr. 
nebst dem Rest 3332 Gr. bei IV. Diese Gr. mit 12 mul- 
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tiplieirt, verwandeln sich in 40224 Pf., und wenn man nun 
diese nochmals mit 6160 dividirt, so ist der Quotient 6 Pf. 
Da wir aber keine kleinere Münze als Pf. habe»/ so muß 
wegen des Restes eigentlich der Bruch angehangt 
werden. Da aber dieser Bruch größer ist, als 4 Pf., so 
kann man ihn weglassen, und 7 Pf. statt 6 Pf. schreiben, 
wodurch ein Fehler begangen wird, der kleiner ist als ein 
halber Pf. Die Summe ist also in ganzen Zahlen;

22 Thlr. 23 Gr. 7 Pf.

14 — 14,8000
1z^ — 1/6364 — 
5^ — 5,8571
zz — 0,6875

22,98 l0 Thlr.
23,5 Gr.
6,5280 Pf.

b) Rechnung in zehntheiligen Brüchen.

Weit kürzer und leichter findet man aber dasselbe Resultat, 
wenn man die gegebenen gemeinen Brüche in zehntheilige 
(nach 1.20.21.) verwandelt, wie folgende Rechnung zeigt.

Die Hauptsumme dieser Rech­
nung ist also 22,98io Thlr. Mul­
tiplicirt man bloß die Brüche 
dieser Summe mit 24, so ergiebt 
sich, daß ihr Werth 23,544o Gr. 
sei. Multiplicirt man hier wieder 
bloß die Brüche mit 12, so be­

trägt ihr Werth 6,5280 Pf. Da nun -er Bruch der Pfen­
nige etwas größer ist als 0, 5 oder als 4 Pf., so ist statt 
ihrer ein ganzer Pfennig zu setzen, und die Summe ist da­
her wie oben 22 Thlr. 23 Gr. 7 Pf.

Durch welche Rechnung man schneller, kürzer, leichter und 
sicherer zum Ziel komme, fällt in die Augen.

§. 7. Anmerkung und Aufgabe.

Da jeder abgekürzte Bruch einen kleinen Fehler 
enthält, so wird auch jedes Ergebniß einer mit solchen 

Brüchen gemachten Rechnung einen Fehler enthalten. 

Oft vergrößern sich die Fehler durch die Rechnung, bis­

weilen verkleinern sie sich auch. In jedem Fall ist man 
aber im Stande die Größe des Fehlers eines Rech- 
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nungö-Resultats zu schätzen, wenn man nur bestimmt 

weiß, wie weit man sich auf die Ziffern der gegebenen 
Zahlen verlassen kann. Es ist aber zu dieser Beurthei­
lung nichts weiter nöthig, als die gemachte Rechnung 

aufmerksam durchzugehen, und zu überlegen, welchen 
Einfluß es auf das Ergebniß haben würde, wenn man 

zu den gegebenen Zahlen noch eine Ziffer hinznfügte.

Wir wollen daher bei jeder Rechnungsart zeigen, 

wie diese Beurtheilung anzustellen sei. Zu dem Ende 

folge hier für die Addition folgende
Aufgabe. Zu bestimmen, wie weit man sich auf 

die Ziffern einer Summe verlassen könne, wenn die Po­
sten abgekürzte Brüche sind.

Zuerst bemerke man, daß es zwar bei genauen Zahlen 
nichts schade, wenn die Posten eine ungleiche Anzahl von 
Bruchziffern enthalten. Wenn man aber bei abgekürzten 
Posten, dem einen nur drei, einem andern aber sieben 
Bruchziffern geben wollte, so begreift man leicht, daß die 
vier letzten Ziffern dieses Posten ganz unnütz wären, und 
in der Summe lauter falsche Ziffern geben würden. Rech­
net man daher mit abgekürzten Zahlen, so muß 
man, wie in den oben gerechneten Exempeln geschehen ist, 
alle Posten auf gleichviele Bruchziffern ab­
kürzen.

k>. Wir wollen nun das letzte im sechsten Paragraphen berech­
nete Exempel betrachten, und untersuchen, wie weit wir 
uns auf die Ziffern der Summe 22,9810 verlassen können.

Von den gegebenen Posten läßt sich der Bruch des ersten und 
vierten in ä Bruchstellen genau ausdrücken. Der zweite 
und dritte sind so abgekürzt, daß der Fehler derselben klei­
ner ist, als eine halbe Einheit der vierten, oder als fünf 
Einheiten der fünften Stelle, und zwar ist der zweite Po­
sten etwas zu klein, der dritte etwas zu groß.
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Um aber zu zeigen, wie man in jedem Falle die Untersuchung 
anzustellen habe, wollen wir annehmen

erstlich, daß alle vier Posten abgekürzt/ und zwar entweder 
alle zu groß, oder alle zu klein wären, dann könnte der Feh­
ler der Summe beinahe 4 mal 5 oder 20 Einheiten der 
fünften, oder 2 Einheiten der vierten Stelle betragen.

zweitens: erwägen wir aber, -aß zwei Posten genau sind, 
so muß der Fehler der Summe kleiner seyn, als 2 mal L 
oder 10 Einheiten der fünften, d. i. kleiner als 1 Einheit 
der vierten Stelle sein.

drittens: überlegt man endlich, Laß der zweite Posten zu 
klein, der dritte aber zu groß ist, so ist klar, daß sich diese 
Fehler zum Theil heben, da nun jeder Fehler einzeln we­
niger als 5 Einheiten der fünften Stelle beträgt, so ist 
deutlich, daß der Fehler der Summe vielleicht kaum i oder 
2 Einheiten der fünften Stelle betrage. Ja wären die 
Fehler der beiden Posten gleich, so würden sie sich gänzlich 
heben, also die Summe genau sein.

Man sieht also, daß der Fehler einer Summe allerdings bis­
weilen größer, bisweilen aber auch kleiner als der Fehler 
der Posten sein, ja bisweilen in der Summe ganz ver­
schwinden könne. Will man ein Beispiel der letztem Art 
haben, so addire man in Decimalbrüchen die Werthe von 
Z und von z.

Anmerkung. Wenn man die zu addirenden Decimalbrüche 
ni^t selbst berechnet hat, sondern eö sind anderweitig gege­
bene Posten, von denen man vielleicht nicht einmal weiß, ob 
sie genaue oder abgekürzte Brüche sind, so läßt sich auch 
kein sicheres Urtheil über die Summe fällen, und man 
kann höchstens vermuthen, daß die niedrigsten Ziffern unsicher 
sein dürften.

Weiß man aber bestimmt, daß die Brüche abgekürzt sind, daß 
aber -er Fehler nirgends größer sei, als eine halbe Einheit 
der niedrigsten Stelle, so kann man wenigstens auf die be­
schriebene Art bestimmt beurtheilen, wie weit man sich auf 
die Ziffern der Summe verlassen könne.

Berechnet man aber die Decimalbrüche selbst, und kann man 
diese Berechnung auf so viele Bruchstellen fortsetzen, als 
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man will, so hat man es jederzeit in seiner Gewalt, den 
Fehler einer Summe so klein zu machen, als man will. 
Bei einigem Nachdenken laßt sich nämlich bald entdecken, 
auf wie viele Bruchstellen man jeden Bruch berechnen 
müsse, wenn die Summe bis zu einer bestimmten Stelle 
fehlerfrei sein soll, und diese Überlegung kann und muß 
man anstellen, noch ehe man anfängt zu rechnen. Gesetzt, 
es würden 20 gemeine Brüche gegeben, welche in Drei- 
malbrüche verwandelt, und so addirt werden sollten, daß 
der Fehler der Summe kleiner wäre, als eine halbe Ein­
heit der fünften Stelle, so findet man leicht, daß man 
jeden Bruch auf sieben Bruchstellen abkürzen müsse. Denn 
gesetzt man kürzte sie nur auf fünfe ab, aber so, daß der 
Fehler kleiner wäre, als eine halbe Einheit der fünften 
Stelle, so könnte der Fehler der Summe, im schlimmsten 
Fall (wenn nämlich die abgekürzten Brüche entweder alle zu 
groß, oder alle zu klein wären), weil 20 Posten zu addiren 
sind, fast 20 halbe, oder io ganze Einheiten -er fünften 
Stelle, also fast eine Einheit -er vierten Stelle betragen. 
Kürzt man aber je-en Bruch auf sieben Stellen ab, so 
wird der Fehler der Summe noch keine volle Einheit der 
sechsten Stelle betragen, so -aß man, wenn die Summe 
von 7 Ziffern auf 5 abgekürzt wird, völlig sicher sein kann, 
-aß der Fehler keine halbe Einheit der fünften Stelle 
betrage.

ES wird sehr nützlich sein, wenn im ÜbungSheft ein größeres 
Beispiel dieser Art auügeführt wird.

6- Allgemeine Sätze von -er Subtraktion.

§.8. Erklärung.
Von einer Zahl eine andere L subtrahiren, 

heißt eine dritte O finden, die so beschaffen ist, daß, 

wenn man sie zu L addirt, herauskommt.
Die Zahl von welcher subtrflhirt wird, heißt 

der Minuendus. Die Zahl L, welche man subtrahirt, 
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heißt der Subtrahendus; und die Zahl 6, welche 

gefunden wird, heißt der Rest, oder der Unterschied, 
oder die Differenz der Zahlen und L.

Die Bezeichnung der Subtraktion ist schon I. 
24. erklärt worden, und hier nur zu wiederholen.

Es ist bei diesem Paragraphen nichts zu thun, als alle er­
klärten Kunstwörter, durch ein bestimmtes Beispiel in klei­
nen Zahlen zu erläutern.

§. s. Zusatz.

Gewöhnlich wird die Subtraktion erklärt, als ein 

Abziehen oder Wegnehmen des Subtrahendus vom 

Minuendus. Und diese Erklärung ist ganz richtig und 

brauchbar in jedem Falle, wo der Subtrahendus nicht 
größer ist, als der Minuendus. Denn wenn man vom 
Minuendus den Subtrahendus wegnimmt, so ist sichtbar, 

daß das Ubrigbleibende den Minuendus herstellen wird, 
sobald man den Subtrahendus wieder zulegt. Da aber 

in der Buchstaben-Rechnung auch der Fall vorkommt, 

daß der Subtrahendus größer ist als der Minuendus, 
so läßt sich dann der Begriff des Wegnehmens nicht 

mehr anwenden, wohl aber, wie im siebenten Abschnitt 
gezeigt wird, die §. 1. gegebene Erklärung.

Im Hefte soll an einem bestimmten Zahlen-Beispiel gezeigt 
werden, daß die Erklärungen §. i. und 2, einerlei Rest ge­
ben. Nach 8. t. muß man nämlich zum Subtrahendus so 
viele Einheiten hinzu zählen, bis der Minuendus heraus 
kommt. Nach §. 2. muß man vom Minuendus so viele 
Einheiten ab ziehen, bis der Subtrahendus herauskommt. 
Man darf nur den Minuendus durch eine Reihe von Punk­
ten, und den Subtrahendus durch ein Stück dieser Reihe 
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vorstellen/ um es gleichsam handgreiflich zu machen, daß 
man auf beide Akten denselben Rest findet.

§. 10. Zusa tz.

Addition und Subtraction stmd entgegengesetzte Rech­

nungsarten. Eine hebt die andere auf, d. h.
wenn man zu der Zahl eine andere L addirt, 

von der Summe L) aber wieder L subtrahirt, 

so kommt wieder heraus, oder in Zeichen -1- V
— L —

und umgekehrt: wenn man von die Zahl k sub­
trahirt, zum Rest aber wieder L addirt, so kommt 
wieder heraus; oder in Zeichen —k-i-L—

Dieser Paragraph ist im Hefte zu wiederholen; nur find statt 
der unbestimmten Zeichen und L bestimmte Zahlen zu 
setzen.

§.11. Zusatz.

Zwei Zahlen können nur subtrahirt werden, wenn 
fie nicht nur gleichartige Größen vorstellen, sondern 

auch völlig gleiche Einheiten haben. Der Rest 

aber ist wieder eine gleichartige Größe, und hat diesel­
ben Einheiten.

Der Inhalt dieses Zusatzes ist durch bestimmte Beispiele zu 
erläutern, und zu zeigen s) daß zwei Zahlen, welche un­
gleichartige Größen vorstellen, eben so wenig subtrahirt, 
als addirt werden können; K) daß zwei Zahlen, die zwar 
gleichartige Größen, aber nicht in gleichen Einheiten vor- 
steüen, auch nicht subtrahirt werden können; c) daß aber 
zwei Zahlen die völlig gleiche Einheiten haben, subtrahirt 
werden können, und daß dann -er Rest keine anderen Ein­
heiten als -er Minuendus und Subtrahendus habe.
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§. 12. Zusatz.
Wenn der Minuendus sowohl als der Subtrahen- 

dus aus mehreren Größen oder Stücken bestehen, so er­

hält man einerlei Rest, man mag den ganzen Subtra- 
hendus vom ganzen Minuendus, oder die Stücke des 

Sublrahendus in beliebiger Ordnung von den Stücken 

des Minuendus subtrahiren.
Um den Sinn und die Richtigkeit dieses Satzes recht an­

schaulich zu machen/ stelle man sich z. V. vor, daß in einem 
Kasten vier Geldbeutel L, I) mit verschiedenen Sum­
men lagen/ und daß aus diesem drei Posten L, k und O 
herauLgenommen werden sollten/ so begreift ein Kind/ daß 
im Kasten gleichviel Rest bleibt/ man mag die Posten k, k 
und 6 herausnehmen/ wie man will, wenn nur nicht mehr 
und nicht weniger/ als die drei Posten L/ k und 6 betra­
gen/ herausgenommen wird. Man kann z. B. die vier Beu­
tel L, O zusammen schütten/ d. h. addiren/ eben so 
kann man die drei Posten L, I?/ addiren/ und nun ihren 
Betrag (L -t- 6) von der ganzen Summe L
-t- 6 -l- v) wegnehmen; oder man kann die Posten L/ k 
und O einzeln/ und in beliebiger Ordnung aus den einzel­
nen Beuteln L, c, 0 und wieder/ aus welchem Beutel 
man will/ herausnehmen. Wird nur nicht mehr oder weni­
ger, als L k o von -t- ö L -t- v weggenom­
men / so ist klar/ daß der Rest —
(k -t- k? 6) immer derselbe sein wird.

Im Hefte ist diese Erläuterung zu wiederholen/ nur sind statt 
^/ L, 6/ 0/ L, k'/ 6 bestimmte Zahlen zu setzen. Auch ist es 
nicht eben nothwendig/ Geld als Beispiel zu wählen.

I) . Von -er Subtraetion zehnteiliger Brüche.

13. Z U s a tz.
Bei der Subtraetion muß man, um mit unsern 

Ziffern fertig rechnen zu können, vollkommen im Ge­
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dächtniß haben alle Subtractionsfälle, bei wel­

chen der Subtrahendus und der Rest einziff- 
rige Zahlen sind.

Was den Minuendus betrifft, so ergiebt sich aus 
der Regel von selbst, daß er um weniger als 10 den 

Subtrahendus übertreffen müsse.

Auch begreift man leicht, daß alle diese Fälle durch 

Addition aufgefunden, und aus der Tabelle §. 4. ent­

nommen werden können.

Daß man alle Subtractionsfälle, welche -er Satz fodert 
durch Addition finden könne, ergiebt sich unmittelbar 
aus unserer Erklärung der Subtraction 8. 8. Dieses ist 
im Hefte deutlich zu machen, auch zu zeigen, wie man die 
Beantwortung jeder unserm Satze gemäßen Subtractions- 
frage, in der bei §.4. berechneten Tafel auffinden könne, so 
daß also für die Subtraction keine eigene Tabelle nöthig 
ist. Um dieses deutlich zu machen, beantworte man im 
Hefte ein Paar beliebige Fragen von folgender Art: wie 
muß man in der Tafel §. 4. den Rest aufsuchen, welcher 
bleibt, wenn 8 von 15 subtrahirt wird, u. dgl. m.

Anmerkung. Wer sich bei einer solchen Subtraction gewöhnt, 
den Rest durch Jurückzählen zu finden, wird nie fertig 
und sicher subtrahiren lernen. Wer aber die Tafel §. 4. im 
Kopfe hat, wird jede Subtraktionsfrage, von welcher im 
Paragraph die Rede ist, ohne sich lange besinnen zu dürfen, 
beantworten können.

§.14. Z U s a tz.
Wenn man eine einziffrige Zahl von einer zwei- 

oder mehrziffrigen Zahl, (welche größer ist als der um 

10 vermehrte Subtrahendus), subtrahiren soll, so muß 

man den einziffrigen Subtrahendus jederzeit bloß von 
der niedrigsten Ziffer des MinuenduS nach 
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§. 13. subtrahiren. Ist aber diese Ziffer zu klein, so 

muß man bei der nahsthöhern Ziffer 1 borgen, wodurch 
die niedrigste Ziffer des Minuendus um 10 vergrößert 

wird, und dann die Subtraktion vollzogen werden 

kann.
Im Hefte ist dieser Satz durch ein Paar bestimmte Beispiele 

zu erläutern.
Anmerkung. Wer sich an eine andere Art, solche Subtraktio­

nen zu verrichten, gewöhnt, wird nie schnell und sicher sub­
trahiren lernen.

§.15. Aufgabe.
Von einer gegebenen Zahl eine andere kleinere zu 

subtrahiren, wenn eine oder beide mehrziffrig sind, und 
Decimalbrüche enthalten.

Die Rechnung ist auch hier in -er Hauptsache wie bei ganzen 
Zahlen. Nur ist in Ansehung der Decimalbrüche zu merken : 

Ist die Anzahl der Decimalbrüche in beiden ungleich, so muß 
sie durch angehängte Nullen gleich gemacht, und dann der 
Subtrahendus so unter den Minuendus gesetzt werden, daß 
überall Ziffern gleicher Ordnung unter einander stehen.

Die Rechnung wird alsdann vollkommen wie bei ganzen Zah­
len, und als ob kein Komma da wäre, gemacht. Im Reste 
muß aber das Komma, gerade unter die Kommata der bei­
den gegebenen Zahlen gesetzt werden.

Diese Regeln sollen auf folgende Art an einem Zahlen - 
Beispiel erläutert werden. ES soll 87,78653ä602 von 
123,003207 subtrahirt werden.

Aufsatz. Da der Subtrahendus 9 
-er Minuendus aber nur 6 Bruchziffern 
enthält, so müssen zuerst an den letzten 
drei Nullen angehängt, und dann beide

gehörig unter einander gesetzt werden.
Rechnung. Die Rechnung wird wie bei ganzen Zahlen ge­

führt, und bei -er niedrigsten Ziffer angefangen. In der 

123,003 207 000
87,786 L3ä 602
35/216 672 398
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neunten Bruchordnung sollen zuerst 2 von o subtrahirt wer­
den, da aber dieses nicht angelst, so muß man borgen; aber 
eS findet sich erst in der sechsten Ordnung eine Ziffer (7) 
von der man 1 borgen kann. Es bleiben also nur.6 in der 
sechsten Ordnung. Die geborgte i aber enthalt 10 Einhei­
ten der siebenten Ordnung, von diesen laßt man in Gedan­
ken 9 in der siebenten Ordnung stehen und borgt 1 an die 
achte Ordnung. Hier gilt es 10. Man läßt also wieder 
9 in der achten Ordnung stehen, und borgt 1 an die neunte 
Ordnung, wo eö 10 gilt. Jetzt kann man in der neunten 
Ordnung 2 von 10 subtrahiren, es bleibt 8; ferner in der 
achten Ordnung o von 9 bleibt 9; in der siebenten 6 von 
9 bleibt 3; in der sechsten ä von 6 bleibt 2. Jetzt sollte 
in der fünften Ordnung Z von o subtrahirt werden. Man 
borgt daher von der in der vierten Ordnung stehenden 2 
eine Einheit, und verwandelt sie in zehn Einheiten der 
fünften. Man kann also nun in dieser Ordnung subtra­
hiren, Z von 10 bleibt 7. In der vierten Ordnung sollte 
nun 5 von 1 subtrahirt werden, also muß man wieder eine 
Einheit der dritten Stelle borgen, da diese 10 Einheiten 
der vierten beträgt, so hat man jetzt 5 zu subtrahiren von 
(10 -k- 1 —) 11; und es bleibt 6. In der dritten Ord­
nung sollte 6 von 2 subtrahirt werden, man muß also wie­
der borgen, findet aber nicht eher eine geltende Ziffer als 
in der Ordnung o. Man borgt also eine Haupteinheit, d. i. 
10 Zehntel, von diesem läßt man 9 in der ersten Ordnung, 
und die zehnte Einheit verwandelt man in 10 Einheiten der 
zweiten Ordnung. Don diesen bleiben 9 in dieser Ordnung, 
die zehnte aber wird in 10 Einheiten der dritten Ordnung 
verwandelt, und mit der in dieser Ordnung noch vorhan­
denen 2 verbunden. Man kann also nun in der dritten 
Stelle 6 von 12 abziehen; es bleibt 6; in der zweiten 
Stelle ist 8 von 9 zu subtrahiren; es bleibt 1. In der 
ersten Bruchstelle ist 7 von 9 zu subtrahiren; es bleibt 2. 
Jetzt kommt man an die Haupteinheiten, wo 7 von 2 nicht 
subtrahirt werden kann; also muß man einen Zehner, oder 
io Einer borgen, und 7 von 12 subtrahiren; es bleibt L. 
In der Stelle der Zehner soll 8 von 1 subtrahirt werden.

Fischer'S math. Rechenkunst. E
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Nimmt man hiezu das eine noch vorhandene Hundert/ 
welches 10 Zehner enthalt/ so hat man 8 Zehner von 11 
Zehnern zu subtrahiren/ und es bleiben also 3 Zehner 
übrig.

Auf eben diese Art soll im Hefte ein anderes selbstgewähltes 
Exempel durchgegangen werden. Nur sind alle Ziffern mit 
Aufmerksamkeit so zu wähle«/ daß alle bei der Subtraktion 
statt findenden Fälle dabei vorkommen. Nämlich 1) der Fall, 
wo eine kleine Ziffer von einer größer« zu subtrahiren ist/
2) der Fall/ wo eine größere von einer kleinern oder von 
Null zu subtrahiren ist/ und bei -er nähsten Ziffer geborgt 
werden kann; endlich 3) der Fall/ wo man über eine oder 
mehrere Nullen wegborgen muß.

Beweis. Es muß gezeigt werde«/ wie diese Rechnung mit 
den vorher ausgestellten Sätzen zusammenhängt.

-Nach §. 12. dars man den SubtrahenduS stückweise von den 
Stücken des Minuendus abziehen. Dieses geschieht indem 
man jede Ziffer des SubtrahenduS/ von der darüber stehen­
den Ziffer deü Minuendus abzieht. Ist diese aber zu klei«/ 
so vergrößert man sie durch eine geborgte Einheit der vor­
hergehenden Stelle/ also um 10/ wodurch die Subtraktion 
möglich wird. Alle einzelnen Subtraktionen geschehen übri­
gens richtig nach §. 13/ und da man auf solche Art nach 
und nach alle Stücke des SubtrahenduS von dem Mi­
nuendus subtrahirt/ so muß die gefundene Zahl nach §. 12. 
der richtige Rest sein.

Anmerkung. Im Haupthefte ist es genug/ ein Beispiel auf 
die angezeigte Art durchzugehen. In dem Übungsheft aber 
ist es nöthig/ zur Übung eine Menge Exempel zu rechnen. 
Aber bei allen diesen Exempeln müssen der Minuendus und 
SubtrahenduS zuerst in gemeinen Brüchen gegeben sein/ und 
diese in zehntheilige verwandelt werden. Dabei sollen aber 
so viel als möglich alle Falle erschöpft werde«/ die bei der 
Subtraktion vorkommen. Z. B. ein Exempel/ wo bloß der 
MinuenduS/ ein anderes/ wo bloß der SubtrahenduS Brüche 
hat. Ferner Exempel/ wo beide Zahlen Brüche haben/ 
u. dgl. m.
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Endlich soll auch hier, wie bei der Addition, ein Exempel 
doppelt gerechnet werden; einmal nach der gemeinen Bruch­
rechnung, und dann auch in zehntheiligen Brüchen, um es 
auch hier anschaulich zu machen, daß man mit Decimal- 
brüchen leichter als mit gemeinen rechnet.

16. Z u sa tz.

Wie weit man sich auf die Ziffern eines gefundenen 

Restes verlassen könne, ergiebt sich aus folgenden Be­

trachtungen.
1. Ist der Minuendus abgekürzt, der Subtrahen- 

dus aber genau, so begreift man leicht, daß der Fehler 
des Restes dem Fehler des MinuenduS genau gleich sei.

2. Ist umgekehrt der Minuendus genau, der Sub- 

trahendus aber abgekürzt, so ist der Fehler des Restes 

zwar auch dem Fehler des Subtrahendus gleich, aber 

entgegengesetzt. Um soviel nämlich der Subtrahendus 

zu groß ist, um eben soviel ist der Rest zu klein, und 
umgekehrt.

3. Sind endlich beide gegebene Zahlen abgekürzt, 
so kommt es darauf an, ob beide zu groß, oder beide 

zu klein sind, oder ob eine zu groß, und die andere zu 

klein ist.

Sind beide zu groß, oder beide zu klein, so ist 

klar, daß sie sich beim Subtrahiren zum Theil einander 

anfheben. Za, wenn der Fehler in beiden gleich groß 

ist, so heben sie sich gänzlich auf, und der Rest kann 
völlig fehlerfrei sein.

4. Ist aber die eine Zahl zu groß, die andere zu 
klein, so ist der Fehler des Nestes so groß, als die Feh-

E 2
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ler der beiden gegebenen Zahlen zusammen. Wäre also 
der Fehler jeder Zahl kleiner als eine halbe Einheit 

der letzten Stelle, so würde man vom Reste sagen müs­

sen, sein Fehler sei kleiner als eine ganze Einheit der 

letzten Stelle.

Anmerkung. Man sieht also, -aß die Subtraction auf alle 
Fälle nur geringe Fehler hervorbringt, und daß Nr. 4. der 
schlimmste, Nr. Z. aber der günstigste Fall ist. Werden aber 
die abgekürzten Brüche nicht gegeben, sondern kürzt man 
sie selbst ab, so hat man es jederzeit in seiner Gewalt, 
Nr. 4. zu vermeiden; und eö ist also hier der Fall, wo es 
zweckmäßig ist, bisweilen die oben (1.19.) gegebene Regel 
nicht zu beobachten.

Im Hefte müssen übrigens jeder der obigen vier Fälle durch 
bestimmte Beispiele deutlich gemacht werden.

Dritter Abschnitt.
Allgemeine Sätze von der Multiplikation 

nebst den Regeln für die zehnthei­

ligen Brüche.

Allgemeine Begriffe und Satze von -er 
Multiplikation.

§. 1. Erklärung.

Man sagt eine Größe L entstehe aus einer an­

dern gleichartigen wenn man L durch Vervielfälti­

gung von selbst, oder durch Theilung von oder 
durch Vervielfältigung eines genauen Theils von in 
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der Vorstellung hervorbringen kann. Vergleicht man 

auf diese Art zwei Größen und L, so nennt man 
diese Vergleichung das Verhältniß der Größen 

und 8. Bezeichnet wird ein Verhältniß dadurch, daß 
man zwischen beide Größen ein Kolon, diejenige Größe 

aber voran setzt, aus welcher die andre entstehen soll. 
Diese Bezeichnung, : L, liest man kurz zu 8.

Dieser für die ganze Mathematik wichtige Begriff ist im 
Hefte auf mehrere Beispiele anzuwenden. ES sollen näm­
lich zwei Zahlen und 8 so gewählt werden,

s. daß 8 ein Vielfaches von sei; wie z.B. ^ — 5; 8--35;
L. daß 8 ein genauer Theil von sei, z. B. — ä5; 

8 -- 9;
c. daß 8 ein Vielfaches eines Theiles von sei. Da 

jede größere ganze Zahl ein Vielfaches der Einheit ist, so 
kann der zu betrachtende Theil von die Einheit sein: 
z.B. — 17; 8 -- 5.

st. In dem vorigen Fall kann aber auch oft ein anderer Theil 
von als die Einheit, der zu betrachtende Theil sein z. B.

— 15; 8 — 9;
Endlich sollen noch im Hefte zwei gleiche Verhält­
nisse z.B 4 : 12 und 7 : 21 aufgeführt werden.

Im Hefte sollen statt der hier angeführten Zahlen, andere 
selbst gewählte gebraucht, auch in jedem Fall bestimmt in 
Worten ausgesprochen werden, wie 8 aus entstehe.

§. 2. Zusatz und Erklärung.
Weiß man wie 8 aus entsteht, so weiß man 

auch, wie aus 8 entsteht: nämlich gerade auf die 

entgegengesetzte Art. Die Verhältnisse : 8 und 8: 

heißen, eines das umgekehrte des andern.
Hier sollen im Hefte die fünf im vorigen Paragraphen ge­

brauchten Beispiele nochmals durchgegangen, und bei jedem 
bestimmt ausgesprochen werden, wie aus 8 entstehe.
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§.3. Erklärung.

Eine Zahl mit einer andern L multipliciren, 

heißt eine dritte 6 finden, die eben so aus wie K 

aus ihrer Einheit entsteht.
Von den Bestandtheilen der Multiplikation, heißt 

die Zahl der Multiplicandus, L der Multi­

plikator, das Produkt (auch Factum).

Oft nennet man auch und v, ohne sie zu unter­
scheiden Faktoren.

Die Bezeichnung der Multiplikation ist schon 
I. 25. erklärt worden, und hier nur zu wiederholen.

Aus obiger Erklärung folgt in Verbindung mit 
§. 1. und 2., daß sich bei jeder Multiplikation die Ein­
heit zum Multiplikator verhält, wie der Multiplicandus 

zum Product.
Alle Liese Begriffe sind im Hefte durch Beispiele zu erläu­

tern. ES ist aber fürs erste hinreichend, hiezu ganze, und 
nicht sehr große Zahlen zu brauchen. Auch ist zu zeigen, 
wie der letzte Theil des Satzes aus §. 1. und 2. folge.

§.4. Zusatz.

Wie eine Multiplikation zu verrichten sei, ob durch 

eine Vervielfältigung, oder durch eine Theilung, 

oder durch beides, hängt lediglich von der Beschaffen­
heit des Multiplikators, und seiner Vergleichung mit 

der Einheit, aber gar nicht von der Beschaffenheit des 

Multiplicandus, ab.

Es sind Hiebei folgende Fragen zu beantworten: Wie entsteht 
der Multiplikator aus der Einheit;
wenn er eine ganze Zahl,
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b. wenn er ein Bruch mit dem Zähler Eins, 
c. wenn er ein Bruch mit einem größer» Zähler ist? 
Jede dieser Fragen ist bestimmt zu beantworten, und zu zei­

gen, wie in jedem dieser Fälle ein beliebig gewählter Mul- 
tiplicandus zu multipliciren sei.

Anmerkung. Ein Beispiel, was unter c gehört, mag zeigen, 
wie die Ausarbeitung am zweckmäßigsten zu machen sei. 
Gesetzt der Multiplikator wäre 4, so entsteht er aus der 
Einheit, wenn man sie in 4 Theile theilt, und einen sol­
chen Theil 3 mal vervielfältigt. Wäre also der Multipli- 
candus 2ä, so ist sein vierter Theil 6, und dieser dreimal 
vervielfältigt, giebt 18. Diese Zahl ist also das gesuchte 
Product.

§.5. Lehrsatz.
Die Factocen können ungleichartige Größen sein, 

d. h. verschiedene Benennungen oder Einheiten haben. 
Aber die Benennung des Products hängt lediglich vom 

Multiplicandus ab. Daher kann und muß der 

Multiplicator jederzeit als eine u»benannte Zahl 

betrachtet werden.

Beweis. Nach §. 3. soll das Produet aus dem Multipli- 
candus entstehen, wie der Multiplicator aus seiner 
Einheit. Nun entsteht aber z. B. 4 aus 1 immer auf 
dieselbe Art, nämlich indem ich den siebenten Theil von i 
3 mal vervielfältige. Und hierin ändert sich nichts, ich 
mag zu 1 und 4 die Benennung Thlr. oder Gr. oder 
Pfund, oder was ich sonst will setzen, oder auch beides un- 
benannt lassen. Daher hat die Benennung des Multipli- 
catore auf Las Produkt keinen Einfluß.

Wäre nun der Multiplicanduü 35 Pfund, so ist der siebente 
Theil hievon 5, Pfund, und dieser 3 mal vervielfältigt 
giebt 13 Pfund zum Produet.

Es ist also sichtbar, daß das Product mit dem MultiplicanduS 
gleichartig sei, d. h. es hat mit ihm einerlei Benennung 
oder Einheit.
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Dieser Beweis ist im Hefte zu wiederholen; nur sind dabei 
andere selbstgewählte Zahlen zu brauchen.

Zusatz.

Da man nach I. Z. jede Größe, folglich auch jede 
Zahl als eine Einheit betrachten darf, so kann man 

jederzeit auch den MultiplicanduS als eine Einheit be­
trachten: dann wird das Product durch dieselbe Zahl 

als der Multiplicator vorgestellt, nur ist nicht 1, son­

dern der MultiplicanduS als seine Einheit zu be­

trachten.
Erläuterung. In dem Beispiel des vorigen Paragraphen 

war Z5 Pfund der MultiplicanduS. Nehme ich nun diesen 
für eine Einheit (zu welchem Zweck ich ihm, um meh­
rerer Deutlichkeit willen, den Namen Ein Fünfund- 
dreißiger geben könnte), so sind 5 Pfund dieses Fünf- 
unddreißigers, und das Product 15 Pfund, ist 4 eben dieser 
Einheit. Also kann das Produkt unter derselben Zahl (4) 
als der Multiplicator vorgestellt werden, wenn man sich 
den Werth des MultiplicanduS als Einheit denkt.

Diese Erläuterung ist im Hefte, wie hier, an dem im vorigen 
Paragraphen gebrauchten Beispiel zu wiederholen.

§.7. Zusatz.

Wenn der Multiplicator eine ganze Zahl ist, so 

kann die Multiplikation in jedem Falle, der Multipli- 

candus sei was man will, durch eine Addition ver­

richtet werden.
Erläuterung. Ist der Multiplicator eine ganze Zahl (z.B. 

7), so muß der MultiplicanduS im Product so vielmal ent­
halten sein, als im Multiplicator (7). Also wird man das 
richtige Product erhalten, wenn man den MultiplicanduS 
so vielmal unter einander schreibt, als der Multiplicator
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Einheiten hat, (bei den angenommenen Zahlen also sie­
benmal). ALdirt man dann, so erhalt man offenbar das 
richtige Product.

Diese Erläuterung soll im Hefte auf zwei Beispiele angewen­
det werden. In beiden sei der Multiplikator eine kleine 
ganze Zahl. Der Multiplieandus sei in dem ersten Bei­
spiel eine beliebig große ganze Zahl/ im zweiten sei er ein 
beliebiger Bruch. Sollte im zweiten Beispiel die Summe 
ein unachter Bruch werden, so ist es nicht nöthig auözu^ 
rechnen, wie viele Ganze er enthält. Denn die Multipli­
kation ist schon verrichtet, sobald man die Summe gefun­
den hat.

.§.8. Lehr s a tz.

a. Wenn zwei ganze Zahlen multiplicier werden 
sollen, so darf man jederzeit die beiden Factoren ver­

tauschen, d. h. den Multiplieandus als Multiplikator, 

und umgekehrt betrachten.

l>. Auch ist in diesem Fall das Product jederzeit 

ein genaues Vielfaches, sowohl vom Multiplieandus als 
Multiplicator.

e- Ist endlich der eigentliche Multiplicandus be­

nannt, so muß man bei Vertauschung der beiden Fac­

toren die Benennung mit vertauschen.

Beweis. Der Beweis laßt sich sehr leicht an zwei kleinen 
Zahlen führen, doch so, daß man deutlich einsieht, daß er 
auch bei den größesten Zahlen eben so geführt werden 
könnte.

». Gesetzt also, eö sollte bewiesen werden, daß 7 mit 5 multi- 
plicirt dasselbe Product geben, als 5 mit 7 multiplicirt, 
oder daß 5 mal 7, und 7 mal 5 einerlei sei: so ist zunächst 
aus §. 7. klar, daß in beiden Fallen die Rechnung durch 
eine Addition verrichtet weroen können. Man verrichte sie 
nun auf folgende Art:
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8 Um 7 fünfmal zu nehmen schreibe
' * man 7 Punkte in eine Zeile

und setze solcher Zeilen 5 unter ein­
ander, so ist klar, daß man in dem 
Viereck -4860 fünfmal 7 Punkte 
also das Produkt von 7 mit L habe. 

Geht man aber in diesem Viereck von -4 nach 6 herab, so 
hat man in der Zeile -46 5 Punkte, und wenn man von 
^6 gegen 81) fortschreitet, so hat man siebenmal s Punkte: 
also giebt Z mal 7, und 7 mal L einerlei.

K. Im vorigen Beispiel ist klar, daß das Produet -4860 da- 
Fünffache von 7, und das Siebenfache von 5 sei.

c. Um den dritten Theil des Satzes welcher die Benennung 
des Productes betrifft deutlich zu machen, setze man statt 
der Punkte in Gedanken eine beliebige Art von benannten 
Einheiten, z. B. Lothe: so hat man in -er Reihe -48 7 
Lothe, und diese im Viereck >4861) L mal. In der Reihe 
>4 6 aber hat man L Lothe, und diese im Viereck -4681) 
7 mal. Man mag also -48 oder -4 6 als Multiplikand»- 
betrachten, so muß man ihm stets die Benennung Loth ge­
ben, und eben diese Benennung haben alle Einheiten des 
ganzen Products -4861). Dagegen ist der Multiplikator 
in beiden Fällen als unbenannte Zahl zu betrachten, indem 
er nur anzeigt, wievielmal man den Multiplieandus zu 
nehmen habe.

Daß man für zwei beliebig große ganze Zahlen, den Beweis 
eben so führen könnte, fällt in die Augen, nur würde die 
Zeichnung des Vierecks zu weitläuftig werden.

In den Heften kann dieser Beweis an zwei andern etwa- 
großen Zahlen wiederholt werden, aber ohne das Viereck 
wirklich zu zeichnen. Denn es ist hinreichend, wenn nur 
bestimmt beschrieben wird, wie es gezeichnet werden müßte.

§.9. Lehrsatz.
Wenn die Summe zweier Zahlen -l- v) durch 

eine dritte ganze Zahl (6) multiplicirt werden soll, so 
findet man das richtige Product, wenn man jeden der 
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Posten mit der dritten Zahl einzeln multiplicirt, und 
diese Theilproducte addirt.

In unbestimmten Größenzeichen läßt sich dieser 
Satz kurz so schreiben:

-k- L) e — -^6 -4- LO.
Beweis. Es sei 19 -1- 17 mit 3 zu multipliciren, so ist zu 

beweisen, daß 3 (19 -4- 17) — 3 . 19 -1- 3 . 17, oder daß 
3.36 — 3.19 -i- 3.17.

Da der Multiplicator 3 eine ganze Zahl ist, so kann die Rech­
nung, nach §. 7. durch eine Addition verrichtet werden. 
Man hat also:

36 — 19-1- 17 
36—19-t- 17 
36 — 19 -1- 17

also 3.36 — 3.19 -k- 3.17
oder 3 (19 -t- 17) — 3.19 -l- 3.17.

Dieser Beweis ist im Hefte mit andren selbstgewählten Zah­
len zu wiederholen.

Anmerkung. In diesem und den folgenden Paragraphen ist 
ein Vortheil angewendet worden, der wohl zu merken ist. 
Er besteht darin, daß Rechnungen, die verlangt werden, nicht 
wirklich gemacht, sondern nur durch Zeichen ange-eu- 
tet werden.

10. Lehrsatz.

Wenn die Differenz zweier Zahlen — L) durch 

eine dritte ganze Zahl (0) multiplicirt werden soll, so 
findet man daö richtige Product, wenn man sowohl 

den Minuendus als den Subtrahendus durch die dritte 

Zahl multiplicirt, und dies letztere Theilproduct vom er­

ster« subtrahirt
Oder in Zeichen:

— L) L — Le.



76 Dritter Abschnitt.

Beweis. Es sei 2Z — 12 mit 4 zu multipliciren, so ist zu 
beweisen, daß 4 (23 — 12) --- 4 . 23 — 4 .12 oder daß 
4.11— 4.23 — . 12.

Da der Multiplikator die ganze Zahl 4 ist, so hat man nach 
8.7. zu addiren

11 ----- 23 — 12 
11—23—12 ,
11 — 23 — 12
11 -- 23 — 12.

Was auf der linken Seite des Gleichheitszeichens steht, ist 
augenscheinlich 4 . 11. Auf der rechten Seite hat man 4 
mal 23, wovon 4 mal 12 zu suHtrahiren ist. Nach H. 12. 
erhält man also den richtigen Rest, wenn man 4 . 12 von 
4.23 subtrahirt. Also ist

4.11 — 4.23 — 4.12.
Dieser Beweis ist im Hefte mit andren Zahlen zu wieder­

holen.

§.11. Lehrsatz.
Wenn zwei ganze Zahlen multiplicier werden sollen, 

so darf man jederzeit einen der beiden Factoren in be­
liebige Stücke zerlegen, und jedes dieser Stücke einzeln 

mit dem andern Factor multipliciren. Die Summe al­
ler dieser Theilproducte ist das ganze gesuchte Product.

Anleitung zum Beweise. Es sei 19 in die Stücke 4 -l- 
7-1-8 zertheilt, und mit 6 zu multipliciren, so ist zu be­
weisen, daß

6.19 — 6.4-1-6.7 -s- 6.8.

Da beide Factoren ganze Zahlen sind, so darf man jeder­
zeit den zerstückelten Factor, nach § 8. als Multiplican- 
duS betrachten. Dann ist aber sichtbar, daß der Beweis 
auf ganz ähnliche Art, als 8-9. geführt werden könne.

Dieses ist im Heft an selbstgewählten Zahlen auSzuführen.
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§.12. Lehrsatz.
Man darf auch beide Factoren beliebig zerstückeln: 

dann muß man aber alle Stücke des Multiplicandus 
mit jedem Stück des Multiplicators multipliciern, und 

alle diese Theilproducte addiren, um das voMändige 

Product der beiden Factoren zu erhalten.

Oder in Zeichen: wenn der Multiplicandus Al —

-1- 8 -l- L, und der Multiplikator m — v -4- L 

Ware, so ist

Alm — -4- 8V -1- Lv -4- -I- 8L -4- eL.
Beweis. Es sei 19 mit 17 zu multipliciren, und man habe 

19 in 12 -4- 4 -4- 3, und 17 in 9 -4- 8 zerstückelt, so ift zu 
beweisen, daß
19.17— 9.12 -»-9.4-1-9.3-I-8.12-1-8.4-4-8.3. 

Man zerstückele zuerst bloß 17 in 9 -4- 8, so ist/ (nach §. n.) 
19 . 17 — 9 . 19 8 . 19. Betrachtet man diese beiden
Theilproducte einzeln, so hat man wieder (nach §. 11.):

9.19 — 9 (12 4 -4- 3) -- 9.12 -4- 9.4 -4- 9.3 
8.19 — 8 (12 -1- 4 -4- 3) — 8.12 -4- 8.4 -1- 8.3.

Addirt man diese beiden Zeilen, so erhält man
17.19 --- 9.12 -4-9.4 -4- 9.3-1- 8.12 -1- 8.4 -4- 8.3; 
wo sichtbar jedes Stück des einen Factors, mit jedem 
-es andern multiplicirt ift.

Im Hefte ift dieser Beweis an zwei andern beliebig gewähl­
ten Zahlen zu wiederholen.

§.13. Lehrsatz.
Wenn in einem Product zweier ganzen Zahlen ei­

ner der Factoren beliebig vervielfältigt, oder getheilt 

wird, so wird dadurch auch das Product eben so viel- 
mal im ersten Fall vervielfältigt, im andern getheilt.

Beweis. Man betrachte z. B. das Product 7 . 13, und 
nehme an,
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2. -aß zuerst einer der Faktoren, etwa 7, dreimal größer 
gemacht, also (3.7) mit 13 multiplicirt werde, so ist zu be­
weisen, -aß dieses Produkt dreimal so groß als 7 13 sei, 
oder in Zeichen, daß

13 (3 . 7) — 3 (7 . 13).
Wenn man im ersten Produkt 13 für den Multiplicandus, 

also* (3.7) für den Multiplikator nimmt, so entsteht nach 
§. 3. das Produkt 13 (3 . 7) aus dem Multiplicandus 13, 
wie der Multiplikator (3 7) aus 1. Es entsteht aber 
(3.7) aus i, wenn man 1 erst siebenmal, und das Sieben­
fache dreimal nimmt. Also muß auch das Prodnct 13(3.7) 
aus 13 entstehen, wenn man 13 erst siebenmal nimmt, wel­
ches (7.13) giebt, und dieses Siebenfache dreimal so groß 
macht, welches 3 (7 .13) ist. Folglich ist

13 (3.7) — 3 (7 . 13).
(Auf dieselbe Art hätte man aber auch erweisen können, 
daß 13 (3. 7) -- 7 (3 . 13).)

b. Man nehme nun an, daß in eben diesem Produkt 7. 11 
ein Faktor, etwa 7, elfmal kleiner gemacht werde. Dieser 
11 mal kleinere Faktor kann vermittelst des Divisionszei­
chens (l. 2. 6.) durch (/^) angedeutet werden, und es ist 
nun zu beweisen, daß das Produkt (H) 13, elfmal so klein 
sei, als 7.13, oder in Zeichen, daß

lZ v^11> 11
Der Beweis ist dem vorigen ganz ähnlich. Nimmt man 

nämlich wieder in dem ersten Produkt 13 für den Multi- 
plieandnS, und (/^) für den Multiplikator, so entsteht 
nach 8. 3. das Prodnct (/-) 13 aus dem Multiplicandus 
13, wie der Multiplikator (i"x) aus 1. Aber (/,) ent­
steht aus 1, wenn man erst 1 siebenmal, und dann von 
diesem Siebenfachen den elften Theil nimmt. Also entsteht 
auch das Produkt (/^) 13 aus dem Multiplicandus 13, 
wenn man 13 erst siebenmal nimmt, welches 7.13 giebt, 
und hievon ist -er elfte Theil zu nehmen, also 
Folglich ist

7 . 13(Ä " ° 11
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f Man.kann aber auch sagen, daß (/x) aus 1 entstehe, wenn 
man erst von i den elften Theil, welcher A ist, und die­
sen siebenfach nimmt, wodurch entstehen. Also ent­
steht auch das Produkt (^) iz aus 13, wenn man von 1; 
den elften Theil d. i. W siebenmal nimmt, welches (^) 7 
giebt. Also ist auch (^) 1Z — 7.^

Dieser Beweis ist im Hefte, nur an andren Zahlen, als den 
hier gebrauchten, zu wiederholen.

§. 4L. Zusa tz.
Wenn man also in einem Produkte den einen Fak­

tor beliebig vervielfältigt, den andern aber eben so viel- 

mal kleiner macht, so bleibt das Produkt ungeändert.
Denn wenn man bloß den einen Factor vervielfältigte, so 

würde das Product nach §. iz. s. eben so vielmal größer 
werden. Verkleinert man aber auch eben so vielmal den 
andern Factor, so wird das Product, nach §. irk. wieder 
eben so vielmal kleiner: also bleibt seine Größe unge- 
ändert.

Auch dieses ist an bestimmten Zahlen deutlich zu machen. 
Anmerkungen.

1. Die Sätze 8. — sind zwar hier bloß für ganze Zah­
len bewiesen; im Verfolge wird sich aber zeigen, -aß sie 
ganz allgemein gültig sind, die Factoren mögen beschaffen 
sein, wie sie wollen.

2. Auch ist noch zu bemerken, daß alle bisherige Satze von 
§. 1. — 1^1. selbst von -er Beschaffenheit unserer zehnthei- 
ligen Ziffern unabhängig sind. Die folgenden Paragraphen 
hingegen beziehen sich unmittelbar auf unsere zehntheilige 
Zählungöart.

L. Don der Multiplikation zehntheiliger ganzer 
und gebrochener Zahlen.

§.15. Aufgabe.
Das Product jeder zwei einziffrigen Zahlen durch 

bloße Addition zu finden.
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Anleitung zur Auflösung. Man schreibe in eine Zeile die 
Zahlen 1, 2, 3 rc. bis 9. Dann addire man jede dieser 
Zahlen zu sich selbst, so erhält man das Doppelte derselben, 
welches in einer zweiten Zeile gerade unter jede Zahl der 

. ersten Zeile zu setzen ist. Die dritte Zeile erhalt man durch
Addition der zweiten und ersten. Die vierte durch Addition 
-er dritten und ersten Zeile, u. s. f.; nämlich jede folgende 
Zeile durch Addition der letzten und ersten. Diese Arbeit 
wird so lange fortgesetzt, bis man zu einer Zeile kommt, 
die sich mit 9 cmfängt.

Im Hefte muß diese Arbeit
s. wirklich ausgeführt, und dabei ungefähr so wie vorher 

wörtlich beschrieben werden, wie jede Zeile entstan­
den ist.

t>. Dann muß gezeigt werden, wie man in dieser Tafel, das 
Produkt reder zwei einziffrigen Zahlen, und zwar doppelt 
auffuchen könne.

Anmerkung. Diese Tafel (die man öfters auch die Pythago­
reische nennt, weil man glaubt, daß sie Pythagoras zuerst 
so geordnet habe,) enthält offenbar nichts anders, als das 
bekannte Einmaleins. Aber der Zweck ist hier nicht, 
Laß der Anfänger das Einmaleins erst lernen sollen viel­
mehr erhalt diese Tafel alle Producte welche der Lernende 
ganz fertig schon im Gedächtniß haben muß. Der Zweck 
ist hier sichtbar zu machen, wie die Muliplication mit der 
Addition zusammcnhängt, um auf dieser Grundlage die 
Theorie der Multiplikation in einem strengen Zusammen­
hänge, weiter fortzuführen.

§. 16. Aufgabe.

Das Produkt zweier einzelnen Ziffern zu finden, 

welche aber von ganz beliebigen höhern oder niedrigern 

gleichen oder ungleichen Ordnungen sind.

Anleitung zur Auflösung. Das Allgemeine der Auflö­
sung besteht darin, daß man zuerst das Produkt beider Zif­
fern, in der Pythagorischen Tafel (§. 15.) aufsucht als
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ob sie beide von der Ordnung 0 wären. Dann sind fol­
gende drei Regeln zu beobachten.

s. Ast eine dieser Ziffern von der Ordnung o, die andern aber 
von einer höheren oder niedrigern Ordnung/ so sind die Zif­
fern des ProducteS von derselben höhern oder niedrigern Ord­
nung. Bedienen wir uns der 1.10. erklärten Zeichen, so ist z.B.

-t-o -i-z -l-z 0 —7 —7
L . 4 ---20 desgleichen ä . 7 28.

K. Sind die Ziffern beide von einer höhern, oder beide von 
einer niedrigern Ordnung, so addirt man ihre Stellen- 
zahlen (lä.). Die Summe zeigt die Ordnung der Ein­
heiten des ProducteS;

-i-z -i-z -i-6 —2 —z —5
2 5 ---- 10; 4 ä — 16.

e Ast aber die eine Ziffer von einer höheren die andere von 
einer niedrigern Ordnung, so muß man die kleinere Stel- 
lenzahl von der größeren subtrahiren. Dann zeigt der 
Rest, zu welcher Ordnung die Einheiten des Produktes gehö­
ren. Also z.B.

-i-7 — 2 -i-5 -k-4—7 —z
6 z — 15; 9 2 — 18

Diese drei Regeln sind im Hefte auf andere Beispiele, als 
die obigen anzuwenden.

Anleitung zum Beweise. Nimmt man zuerst att, daß 
beide Ziffern von der Ordnung o wären, so erhält man aus 
§. 15. unmittelbar das richtige Produkt. Die Einheiten 
desselben sind aber von der Ordnung o.

Verseht man nun einen der Faktoren in eine beliebige hö­
here oder niedrigere Ordnung, so ist aus 1.12. bekannt, 
wie vielmal sein Werth dadurch vergrößert oder verkleinert 
werde. Aus §. 13. aber ergiebt sich, wie vielmal dadurch 
der Werth des ProducteS vergrößert oder verkleinert wird. 
Und hieraus ergiebt sich nach 1.12. wieder die Ordnung 
des Products.

Sind beide Ziffern von einer andern als der oten Ordnung 
so muß man erst den einen, dann aber auch den andern in 
die gehörige Ordnung versetzen.

Nach diesen Erörterungen kann es nicht schwer sein, den Beweis 
für die drei Fälle ») l>) c) einzeln auezuführen, und zwar an 

Fischers math. Rechenkunst. K
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eben den Beispielen/ die oben zur Erläuterung der Auf­
lösung gebraucht worden.

Zusatz. Da man nach I.14.N. 2. eine mehrziffrige 

Zahl verbunden lesen, und als aus lauter Einheiten der 

niedrigsten Ordnung bestehend betrachten kann, so gelten 

diese Regeln auch für mehrziffrige Zahlen, und es ist 
-k-6 —10 —4

z. B. 23 11 — 253 u. dgl. m.

§. 17. Aufgabe.

Eine mehrziffrige Zahl welche zehntheilige Brüche 

enthält, mit einer einziffrigen zu multipliciren, und 

zwar s) wenn diese von der Ordnung 0, i>) wenn sie 

von einer höhern, c) wenn sie von einer niedrigeren 

Ordnung ist.

Auflösung und Beweis.
s. Gesetzt es soll 23,576 mit 8 multiplieirt werden, so macht 

man Aufsatz und Rechnung völlig wie bet gan- 
23,576 zerr Zahlen. Man sagt nämlich zuerst 8 mal 6 

188 48. Da aber 6 von der dritten Bruchord-
/ nung ist/ so ist auch 48 von eben der Ord­

nung (8. 16.). Aber 48 Einheiten der dritten Bruchord­
nung enthalten 4 von der zweiten, und 8 von der dritten. 
Bloß die letztem werden also in das Produkt geschrieben, 
die 4 Hundertel aber im Sinn behalten. Dann fährt man 
fort 8 mal 7 ist 56. Da aber 7 von der zweiten Bruch­
ordnung ist/ so sind es auch diese 56. Zählt man die im 
Sinn behaltenen 4 dazu/ so erhält man 60 Einheiten der 
zweiten d. i. 6 Einheiten der ersten Bruchordnung. In der 
zweite Bruchstelle des Products ist also nur o zu setzen.

Auf diese Art ist in dem Hefte ein andres selbstgewähltes 
Exempel ganz vollständig bis zu den höchsten Ziffern durch- 
zugehen. Daß ein kleineres Exempel hinreichend sei ist 
leicht einzusehen. Denn es kommt hiebet nicht sowohl auf
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das Rechnen selbst an, als auf die deutliche Einsicht in 
den ganzen innern Zusammenhang -er Rechnung.

l». Für den zweiten und dritten Fall kann man bei demselben 
Exempel bleiben; nur nehme man jetzt an, daß 21,576 nicht 
mit 8 Einern, sondern etwa mit 8 Einheiten der dritten hö­
heren Ordnung, also mit 8000 multiplicirt werden sollten. 
Dann weiß man aus I. 12., wievielmal 8 Einheiten der 
dritten Ordnung größer sind, als 8 Einheiten der Ordnung 
o, und hieraus ergiebt sich nach §. 13, um wievielmal da­
durch das Produkt vergrößert werde. Aus I. 12. aber er­
giebt sich, daß diese Vergrößerung bloß durch eine verän­
derte Stellung des Komma bewerkstelligt werden könne. 
Es ist also bestimmt anzugeben, welches nunmehr das Pro­
dukt sei.

c. Nimmt man endlich an, daß in demselben Exempel 8 von 
einer niedrigern z. B. von der vierten Ordnung, oder 
0,0008 sei, so ergiebt sich die Stellung des Komma im Pro-, 
duct durch ganz ähnliche Schlüsse, aus 1.12. und aus §. 13. 
dieses Abschnittes.

§.18. Aufgabe.
Zwei mehrziffrige Zahlen zu multipliciren, wenn eine 

oder beide Decimalbrüche enthalten.
Auflösung. Gesetzt es soll 64,786 mit 3,74 multiplicirt 

werden, so macht man Aufsatz und Rech- 
64,7 86 nung gerade so, als ob es ganze Zahlen, und 
"59/44ob kein Komma da wäre. Zuletzt schnei- 

453502. L det man im Produkt so viele Bruchstellen 
19435 8 .. L ab, als in den beiden gegebenen Faktoren 
242,299 64 zusammen enthalten sind. Also in unserm 

Exempel fünf.
Beweis. Wenn man zuerst die Kommata sowohl in den 

Faktoren, als im Produkt wegdenkt, so läßt sich aus den 
vorhergehenden Sätzen beweisen, daß 24 229 964 das rich­
tige Produkt der ganzen Zahlen 374 x 64786 sei.

Denn in der Zeile ist 64786 richtig nach §. 17. mit 4 mul­
tiplicirt worden/und die niedrigste Ziffer dieser Zeile (4) 

F 2
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muß Einer enthalten, weil die niedrigste Ziffer de6 Multipli- 
candus (6) und des Multiplikators (4) von der Ordnung 
0 sind.

In der zweiten Zeile 8 ist der Multiplicandus nach 8. 17. 
mit 7 multiplicirt worden. Da aber diese 7 nicht von der 
Ordnung 0, sondern von der ersten höheren Ordnung ist, 
so sind alle Ziffern dieser Zeile um eine Ordnung höher, als 
die Ziffern der ersten Zeile. Daher ist diese Zeile um eine 
Stelle gegen die linke Seite fortgerückt worden, und so 
enthält sie den Multiplicandus nicht 7 mal, sondern 70 
mal.

In der dritten Zeile 6 ist> endlich der Multiplicandus mit 3 
nach §. 17. multiplicirt worden. Da aber 3 von der 
zweiten höhern Ordnung ist, so sind alle Ziffern dieser 
Zeile um zwei Stellen gegen die linke Seite fortgerückt 
worden. Sie enthält also den Multiplicandus 300 mal.

In der Zeilen ist also enthalten das Produkt vou 4x64786; 
in der zweiten 70 x 64786; in der dritten 300 x 64786. 
Addirt man diese drei Zeilen, so erhält man nach §.9. das 
vollständige Produkt von 374 x 64786.

Ist auf diese Art die Richtigkeit des Products für ganze Zah­
len bewiesen, so ist es leicht auch die Regel für die Stel­
lung des Komma zu beweisen.

Man setze zuerst bloß im Multiplicandus das Komma zwischen 
4 und 7, so macht man den Multiplicandus tausendmal 
kleiner; folglich muß auch das Produkt tausendmal kleiner 
werden (§. 13.), d. h. man muß nach l12. drei Bruchstel­
len abschneiden, also ein Komma zwischen die beiden Neu­
nen setzen.

Jetzt setze man auch im Multiplikator das Komma wieder 
zwischen 3 und 7, so macht man ihn hundertmal kleiner; 
also wird nach §. 13. das Produkt hundertmal kleiner, d. h. 
man muß das Komma noch um zwei Stellen gegen die Linke 
fortrücken; also zwischen die beiden Zweien setzen.

Diese ganze Auflösung nebst dem Beweis sollen im Hefte wie­
derholt werden, aber an einem andern selbstgewählten Bei­
spiel.
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Zusatz. Aus dem Beweise ist klar, daß man 
auch bei Decimalbrüchen die Factoren ohne Änderung 

des Products vertauschen könne. Ja die Vertauschung 

muß auch bei gemeinen Brüchen Statt finden, da man 

ihren Werth jederzeit in Decimalbrüchen ausdrücken 

kann. Ein genauerer Beweis des letzter» folgt in dem 

Abschnitt von den Brüchen.

Q Bestimmung, wie weit die Ziffern eines Pro­
duktes sicher sind/ wenn die Factoren abge­

kürzte Brüche sind.

§. 19. Aufgabe.
Zu schätzen, wie weit sich die Unsicherheit der Zif­

fern in dem Product zweier abgekürzten Zahlen er­

strecke.

Auflösung. Wie diese Prüfung anzustellen sei/ wollen wir 
an folgendem Beispiel zeigen. ES sei 0,3572 mit 6,28ä zu 
multipliciren. Beide Zahlen seien abgekürzt, aber der Feh­
ler derselben kleiner als eine halbe Einheit der letzten, oder 
als 5 Einheiten der nähst niedrigern Stelle.

Die Rechnung ist völlig wie im vorigen 
0,3 572. Paragraphen gemacht/ und bedarf daher
—keiner Erklärung.

1 ä 288 Will man nun beurtheile»/ wie weit die 
28 5 76.. L letzten Ziffern des Products falsch oder un- 
7i4ä...^ sind/ so überlege man/ was eine

— einzige im MultipltcanduS/ oder Multipli- 
/ " cator hinzugefügte Bruchziffer für Einfluß 

auf die Rechnung haben würde.
3. Setzte man im MultiplicanduS eine fünfte Ziffer hinzu/ 

so würde auch jede der Rechnungüzeilen ä/ 8, 6/ 0 um 
eine Ziffer länger geworden sein/ und man übersteht also 
aus dem Anblick der Rechnung/ daß die drei letzten Ziffern 
des Quotienten falsch sind.
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ES läßt sich aber leicht allgemein/ und ehe man die Rechnung 
gemacht hat/ bestimmen/ wie weit diese vom Multiplican- 
dus herrührende Unsicherheit reiche. Denn nach §. t6. läßt 
sich allgemein bestimmen/ zu welcher Ordnung der Punkt 
gehöre/ der in der letzten Zeile v, neben der letzten Ziffer 
2 steht. Denn eine Ziffer in dieser Stelle würde entstehn 
durch Multiplication der höhsten Ziffer des Multi- 
pltcatorö/ mit einer an den Multiplikandus an­
gehängten Ziffer. Jene ist in unserm Exempel von der 
Ordnung o / diese würde von der fünften Bruchordnung/ 
folglich würde auch ihr Produkt/ (nach §. 16.) von der 
fünften Bruchordnung sein. Da nun das Produkt bPder 
Zahlen acht Bruchstellen haben muß/ so ist klar, daß die 
sechste/ siebente und achte Ziffer falsch sind/ und selbst die 
fünfte nicht ganz sicher ist/ weil das Produkt zweier einzel­
nen Ziffern sehr oft zweiziffrig ist.

K. Nun überlege man ferner/ was für Einfluß es haben 
würde/ wenn man dem Multiplikator eine Bruchziffer 
der vierten Ordnung zusetzte. Hiedurch würde die Rech­
nung eine Zeile mehr/ und zwar noch vor der Zeile er­
halte«/ wie durch eine Reihe von Punkten/ hinter denen L 
fleht/ angedeutet ist. Die Unsicherheit/ welche hieraus ent­
springt/ reicht also im Produkt so weit/ als diese Punkte 
reichen/ nämlich bis zu den Ziffern der vierten Ordnung. Da­
her ist zwischen den Ziffern der dritten und vierten Ord­
nung ein Strich herabgezogen um die sichern und unsicher« 
Ziffern abzusondern.

Es läßt sich aber auch für diese vom Multiplikator abstam­
mende Unsicherheit leicht eine allgemeine Regel finden. 
Den« man sieht leicht/ daß die höhsten Ziffern der 
Zeile L entstehen durch Multiplikation der hdh- 
flen Ziffer des Multiplicandus, mit einer an 
den Multiplikator angehängten Ziffer. Jene ist 
in unserm Beispiel von der erste»/ diese wieder von der vier­
te»/ also wird ihr Produkt nach §. 16. von der fünften 
Bruchordnung sein. Da aber das Produkt zweier Ziffern 
zweiziffrig sein kann/ so erstreckt sich die vom Multiplikator 
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herrührende Unsicherheit gleichfalls bis zur vierten Bruch­
ordnung.

Man muß daher das Product auf drei Bruchstellen abkür- 
zen (2,245), wenn man bloß die sichern Ziffern haben will.

Auf eben die Art wie hier ist im Hauptheft ein selbstgewähl- 
tes Exempel durchzugehen. Im Übungöhefte aber sind 
mehrere Exempel zu rechnen/ und nur bet jedem kurz zu 
bestimmen/ wie weit die Ziffern sicher sind.

O. Multiplication von mehr als zwei Faetoren.

§.20. Lehrsatz.

Wenn man mehr als zwei ganze Zahlen multiplici 

ren soll, so ist es völlig einerlei, in welcher Ordnung 
man sie multiplicirt.

Beweis. Man beweise zuerst den Satz nur an drei ganzen 
Factoren, so läßt sich daraus ohne Schwierigkeit auch der 
Schluß auf vier und mehr Factoren machen. Wir wollen 
hier den Beweis in unbestimmten Größenzeichen ausführen. 
In dem Hefte sind statt derselben beliebige ganze Zahlen 
zu setzen.

». Drei Factoren 4, 8, 0, lassen sich nur in folgenden sechs 
verschiedenen Ordnungen mit einander multipliciren: 1) 
480; 2) 408; 3) 840; 4) 804; 5) 048; 6) 084. 
Denn wenn 4 der erste Factor ist, so können 8 und 0 nur 
eutweder in der Ordnung 80, oder 08 damit verbunden 
werden. Eben so läßt sich zeigen, daß es nur zwei Ord­
nungen giebt in welchen 8, desgleichen zwei Ordnungen in 
welchen 0 der erste Factor ist.

Daß nun diese 6 Ordnungen einerlei Product geben, läßt sich 
auf folgende Art beweisen.

Nach §. 13. (s). ist es einerlei, ob man das Product 48 mit 
0 multiplicirt, oder ob man erst den Factor 4 mit 0, und 
dieses Product mit 0 multiplicirt; d. h. Nr. i. und 2. sind 
gleich.
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Da ferner nach §.8. ^8 und 8^ einerlei ist, so ist Nr. 3. mir 
Nr. i. einerlei. Und -a man, statt das Product ^8 mit 
mit 6 zu multipliciren, auch den Factor 8 mit 6 nach §.
13. (a). und dieses Product mit multipliciren kann, so ist 
auch Nr. 4. so groß, als die drei vorhergehenden.

Endlich kann man in Nr. 2. 6^ statt ^6 schreiben (§.8.), 
also sind Nr. 5. und 2. einerlei, und eben so kann imn in 
Nr. 4, 68 statt 86 setzen (§.8.); also sind auch Rr. 4. 
und 6, und also überhaupt alle sechs Ordnungen gleich.

K. Kommt zu den drei Factoren 8, 6, noch ein vierter 0 
hinzu, so betrachte man zuerst folgende vier Ordnungen der 
Factoren

1) ^860; 2) ^8V6; 3) ^608; 4) 86O/X;
die sich bloß dadurch unterscheiden, daß in der erster I), in 
der zweiten 6, in der dritten 8, und in der vierten das 
letzte Glied ist. In teder dieser vier Ordnungen können 
nach ») die drei ersten Factoren in jeder beliebigen Ord­
nung multiplicirt werden, uud geben also einerlei Product 
ES ist also nur zu zeigen, daß auch diese vier dasselbe Pro­
duct geben.

Betrachtet man ^86 als ein Product von zwei Factoren, von 
denen einer ^8, der andere 6 ist, so folgt aus §. 13. (s), 
daß es einerlei ist, ob man erst den Factor ^8 mit v, 
und dieses Product ^8V mit 6 multiplicirt, oder ob man 
das ganze Product ^86 mit O multiplicirt; also geben 
alle zu Nr. 1. und 2. gehörigen Ordnungen einerlei Pro­
duct.

Ferner findet sich unter den zu Nr. 1. gehörigen Ordnungen 
folgende: ^681). Betrachtet man hier ^68 als ein Pro­
duct von zwei Factoren und 8, so läßt sich auf ganz 
ähnliche Art wie vorher beweisen, daß die Ordnung 
^68v und ^61)8 einerlei geben; daß also alle unter 
Nr. 1. und 3. gehörigen Ordnungen gleich sind.

Endlich findet sich unter den zu Nr. 1. gehörigen Ordnungen 
auch folgende, 86/tv. Betrachtet man nun hier 86/^, 
als ein Product von zwei Factoren 86 und so läßt sich 
wieder auf die nämliche Art zeigen, daß die Ordnungen 
86H.V, und 86O^ einerlei geben, daß also alle unter Nr. 1. 
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und Nr. 4. gehörigen Ordnungen, folglich überhaupt alle 
möglichen Ordnungen der vier Faetoren einerlei Product 
geben.

c Es ist nun leicht einzusehen, daß, wenn zu den vier Facto- 
ren L, e, v, noch ein fünfter L käme, man die Rich­
tigkeit des Satzes gerade so wie für vier Faetoren bewei­
sen könne. Auch ist klar, daß man durch dieselben Schlüsse 
von L auf 6, von 6 auf 7, u. s. w. Faetoren übergehen 
könne, und daß daher der Satz von jeder beliebigen Anzahl 
von Faetoren richtig sei.

Was im Hefte zu thun sei, ist gleich zu Anfang des Beweises 
gesagt worden.

§.21. Z u sa tz.
Der vorige Lehrsatz bleibt richtig, wenn die Facto- 

ren aus Ganzen und Decimalbrüchen, oder aus bloßen 
Decimalbrüchen bestehen.

Der Grund ist leicht einzusehen. Man wähle drei oder vier 
Faetoren mit Decimalbrüchen, lasse alle Kommata weg, und 
multiplicire sie als ganze Zahlen, so wird man nach dem 
vorigen Paragraphen im Product dieselben Ziffern erhalten, 
man mag sie, in welcher Ordnung man will, multipliciren.

Dann multiplicire man sie auch in derselben Ordnung, mit 
Beibehaltung der Kommata, nach §. 17, so ist sichtbar, daß 
man in dieser ganzen Rechnung, und besonders auch im 
Product nicht eine einzige Ziffer anders erhalte, als in der 
ersten Rechnung.

Was aber die Stellung des Komma im Produkte betrifft, so 
kann man sich leicht aus §. 18. überzeugen, daß das Product 
in jedem Fall so viele Bruchziffern enthalten müsse, als alle 
Faetoren zusammen haben, daß also auch die Stellung des 
Komma durch veränderte Ordnung der Rechnung nicht ver­
ändert werden könne.

Im Hefte ist dieser Beweis an einem wirklichen Beispiel von 
etwa drei oder vier drei- oder vierziffrigen Faetoren voll­
ständig auözuführen.
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§.22. Z u sa tz.

Zum Beschluß dieses Abschnittes bemerken wir noch 

zweierlei:

1. daß der Satz §. 20. auch von gemeinen Brü­
chen gültig sei. Im ersten Abschnitte ist gezeigt wor­

den, daß der Werth jedes gemeinen Bruches in Deci­
mal-Brüchen ausgedrückt werden könne. Multiplicirte 

man nun einerseits 2, Z oder mehrere gemeine Brüche, 
anderseits aber ihre Werthe in Decimalbrüchen, so müßte 
man im letzten Fall ein Product von demselben Werthe 

als im ersten Fall erhalten. Da aber nach §. 21. bei 

Decimalbrüchen die Ordnung willkührlich ist, so muß 

sie es auch bei den gemeinen Brüchen sein. Einen noch 

deutlichern Beweis wird man im Abschnitt von den 

Brüchen (VI. 14, 2.) finden.
2. Auf ähnliche Art, als hier §. 21. und 22. 

läßt sich die Allgemeinheit mehrerer Sätze beweisen, die 

im Anfang dieses Abschnittes nur auf ganze Zahlen an­

gewendet werden. Dahin gehören namentlich die Sätze 

von §. 9, bis 14.

Zur Übung mag der Versuch gemacht werden, die Allgemein­
heit der beiden wichtigen Sätze §. S. und io. auf diese Art 
zu erweisen; wenigstens für zehntheilige Brüche.

Anmerkung. Wenn es die Zeit erlaubt, so ist der hier fol­
gende Anhang in -er Klasse durchzunehmen. Fehlt es an 
Zeit dazu, so muß keiner versäumen sich mit dem Inhalt 
desselben durch eigenen Fleiß bekannt zu machen.
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Anhang zum dritten Abschnitt.
Don der umgekehrten, und von der abgekürzt 

tcn Multiplieation.

§. 1. Erklärung.
Bei der Multiplieation fängt man gewöhnlich, wie 

§. 18. geschehen, mit der niedrigsten Ziffer des Mul- 

tiplicandus zu rechnen an. Man kann aber eben so 
leicht mit der höhsten Ziffer anfangen, und dann bis zu 

den niedrigeren, von einer zur andern fortschreiten. Diese 
Ordnung ist es, was wir die umgekehrte Multipli­

kation nennen wollen.

§.2. Aufgabe.
Zwei Zahlen, welche Decimalbrüche enthalten, nach 

der umgekehrten Ordnung zu multipliciren; die Stel­
lung des Komma aber nicht erst im Product, sondern 

gleich in der ersten Zeile der Rechnung zu bestimmen.

Auflösung. Gesetzt es sollen die abgekürzten Zahlen23,5782 
und 0,3748 mit einander in umgekehrter Ordnung multi- 
plicirt werden, so rechnet man wie folgt:

Man multiplicirt zuerst 23,5782 mit 
der höhsten Ziffer des Multiplikators 3, 
das Produkt giebt 707346 in der Zeile 

Um sogleich die Stelle des Komma 
zu bestimmen, überlege man nur von wel­
cher Ordnung die höhste Ziffer des Mul­
tiplikators (3), und die niedrigste -es

(2) sei. Jene ist in unserm Beispiel von
der ersten, diese von der vierten Bruchordnung. Ihr Pro- 

23,578 2 
0,374 8
7,073 46... X
1,650 474.. 8

94 3128 . (7
18 86256 I)

8,837 10936

Multiplicanduö
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duct (6) ist also noch §. 16. von der fünften Bruchord­
nung. Also sind in der ersten Zeile fünf Bruchziffern ab- 
zuschneiden.

Hierauf multiplicirt man mit 7; da aber diese Ziffer um eine 
Ordnung niedriger ist, als 3, so müffen auch alle Produkte 
dieser Ziffer mit den Ziffern des Multiplicanduö um eine 
Stelle niedriger werden/ als in der ersten Zeit?; d. h. die 
ganze Zeile muß um eine Stelle gegen die rechte Seite 
eingerückt werden.

Aus eben dem Grunde muß jede folgende Zeile eben so nach 
-er rechten Seite eingerückt werden/ und zuletzt addirt man 
wie bei der gewöhnlichen Ordnung alle Zeilen.

Diese Auflösung bedarf keines besondern Beweises. Denn 
multivlicirt man dieselben beiden Zahlen in der gewöhnli­
chen Ordnung/ so fallt in die Augen/ daß zwischen beiden 
Rechnungen gar kein weiterer Unterschied ist/ als daß die 
vier Zeilen L, e, v bei beiden Rechnungen nur in um­
gekehrter Ordnung zu stehen kommen.

§.3. Zusatz.

Die Unsicherheit des Productes kann völlig so, wie 

§. 19. beurtheilt werden, und zwar noch ehe man die 

Rechnung anfängt.

Gäbe man nämlich dem Multiplikand»- noch eine Ziffer -er 
fünften Ordnung, so würde diese mit der hbhsten Ziffer 
-es Multiplikators ein Produkt von der sechsten Ordnung 
geben, da aber dieses zweiziffrig sein kann, so fängt sich die 
Unsicherheit mit der fünften Bruchstelle an.

Setzte man aber zu dem Multiplikator noch eine Ziffer der 
fünftm Ordnung: so gäbe diese mit der hbhsten des Mul- 
tiplicandus, die von der ersten höheren Ordnung ist, 
nach §. 16. ein Produkt von der vierten Bruchordnung, 
und da dieses zweiziffrig sein kann, so ist selbst die Ziffer 
-er dritten Stelle nicht ganz sicher.
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§.4. Aufg a b e.

Da nach dem vorigen Paragraphen die im zweiten 
Paragraphen ausgeführte Rechnung ungefähr zur Hälfte 

unnütz ist, indem alle hinter dem von oben herabgezo­

genen Strich befindlichen Ziffern des Productes falsch, 

und selbst dre nähste vor dem Strich unsicher ist, so ent­

steht die Aufgabe:

Bei einer Multiplikation abgekürzter Factoren die 
Rechnung so abzukürzen, daß die falschen Ziffern gänz­

lich wegbleiben.

Auflösung. Zuerst untersuche man wie in §.3., wie viele 
sichre Ziffern das Product enthalten werde. Wir haben ge­
sehen, daß dieses in dem §.2. berechneten Exempel, nur 
drei Bruchziffern sind. Um aber die dritte Ziffer gewiß 
fehlerfrei zu erhalten, führe man die Rechnung in vier 
Ziffern auf folgende Art.

23,5782
O/37ä8 

7,07 35. . 
1,65 05.. L

9 43.. 6
1 88. . I)

8,83 71

Man rechne nach §. 2. in umgekehrter 
Ordnung, und überlege ehe man anfängt, 
wie viele Bruchstellen man durch die Multi­
plikation mit 3 in der ersten Zeile /X erhalte. 
Dieses würden fünfe sein. Da wir aber 
die Rechnung nur in vier Stellen führen 
wollen, so lasse man die letzte Ziffer des

Multiplieandus (2) ganz weg, und multiplicire nur von 
der vorletzten Ziffer an. Doch bemerke man wenigstens in 
Gedanken, was die letzte Ziffer geben würde, und ist bieseS 
über 5, (3.2-- 6), so vermehre man das Product 
(3 . 8 -- 24) um Eins, und schreibe also 5 in die letzte 
Stelle der Zeile die übrige Ausrechnung dieser Zeile wie 
§. 2. nur daß man nicht fünf sondern vier Bruchstellen ab- 
schnetden muß.

Jetzt folgt die zweite Ziffer -es Multiplikators (7). Mutti- 
plieirt man diese mit dem ganzen Multiplieandus, so er­
hält man sechs Bruchstellen, also zwei zuviel. Man lasse 
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also die beiden letzten Ziffern des MultiplicanduS (82) weg, 
und multiplicire bloß das übrige (23,57) mit 7. Nur be­
rechne man auch hier in Gedanken, was die höhste wegge­
lassene Ziffer (8) geben würde (7.8 — 56), da aber 56 nä­
her bei 60 als bei 50 ist, so behalte man 6 im Sinne, und 
zähle sie zu dem Produkt von 7.7 — 49, wodurch man 55 
erhält, so daß in die letzte Stelle der Zeile k wieder 5 
kommt, 5 aber in Gedanken behalten werden. Die übrige 
Berechnung der Zeile v ist wieder wie §. 2.

Man sieht leicht, daß man mit der dritten Ziffer -es Multi- 
plicators (4) nur 23,5, mit der vierten Ziffer (8) nur 23 
zu multipliciren habe; daß man aber doch die höhste wegge­
lassene Ziffer in Gedanken multipliciren müsse, um zu sehen, 
ob und um wieviel man die letzte Ziffer jeder Zeile zu ver­
größern habe.

Auf diese Art erhält man die völlig sichern Ziffern ganz voll­
ständig. In der hinzugefügten vierten Stelle erhält man 
gewöhnlich auch dieselbe Ziffer welche die vollständige Rech­
nung giebt, nur bisweilen 1 mehr, oder weniger. Um 
diese nicht völlig sichere Ziffer kann man endlich nach I. 14. 
das Prodnct abkürzen.

§.5. Zusatz.

Endlich wollen wir noch zum Beschluß dieses An­

hanges einen Rechnungs-Vortheil erklären, welcher bei 
großen Multiplikationen nicht nur die Arbeit sehr er­

leichtert, sondern besonders auch gegen Rechnungsfehler 

sichert.
Man berechne zuerst von derjenigen Zahl die man als Multi- 

plicandus betrachten will dje Vielfachen bis zum Neunfa­
chen, welches (auf ähnliche Art als §. 15.) durch bloße Ad­
ditionen geschieht. Dann besteht die ganze Rechnung selbst, 
in einem bloßen Abschreiben und Addiren des Abgeschriebe­
nen; man mag nun nach der gewöhnlichen Art, oder um­
gekehrt, oder abgekürzt rechnen. Folgendes Beispiel mag 
zur Erläuterung dienen.
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Gesetzt man sollte die Zahlen 0,2730685 und 3,3724819 mul< 
tipliciren, und das Product auf sieben Bruchziffern abkür- 
t«n, so ist die Rechnung folgende:

Tafel der Vielfachen.
i
2
3 
4
5 
6
7 
8
9

03,3724819 
06,7449618 
10,1174457 
13,4899276 
16,8624095 
20,2348914 
23,6073733 
26,9798552 
30,3523371

Rechnung.

3,3724819 
0,2730685 
0,67449638 

23607373 L 
1011745 6 

20235 I) 
2698 L 

169 k 
0,92091858 

oder auf 7 Ziffern ab­
gekürzt 0,9209186.

Bei der Tafel der Vielfachen bemerke man, daß bei den Ein­
und Zweifachen vorn eine Null zugefttzt worden, damit alle 
Vielfachen gleichviele Ziffern haben, welches das Einrücken 
bei der Multiplikation erleichtert. Es ist sehr leicht alle 
Rechnungefehler in einer solchen Tafel zu vermeiden, da 
man jede einzelne Zeile auf der Stelle auf mehr als eine 
Art schnell prüfen kann, B. durch wirkliche Multiplika­
tion der ersten Zeile, desgleichen durch Addition. So muß 
). B. die siebente Zeile der Summe der dritten und vierten 
gleich sein. Die neunte Zeile und mit ihr die ganze Tafel 
kann man prüfen, wenn man zu ihr die erste addirt, wo­
durch man alle Ziffern der ersten Zeile wieder erhalten muß 
nur um eine Stelle gegen die linke Seite fort gerückt.

In Ansehung der Rechnung bemerken wir folgendes. Die 
Zeile ist die zweite der Tafel, weil die höhste Ziffer des 
Multiplikators 2 ist. Die Zeile v ist die siebente der Ta­
fel, weil die zweite Ziffer des Multiplikators 7 ist, nur ist 
sie um eine Stelle nach der rechten Seite eingerückt, und 
am Ende um eine Ziffer abgekürzt. Die dritte Ziffer des 
Multiplikators ist 3, daher ist 6 die dritte Zeile der Tafel,, 
wieder um eine Stelle eingerückt, und um zwei Ziffern ab­
gekürzt. Hierauf folgt 0 im Multiplikator, welches keine 
Zeile giebt. Dann folgt 6, also ist 13 die sechste Zeile der 
Tafel, aber wegen der vorhergehenden 0 um zwei Stellen 
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eingerückt/ und am Ende um vier Ziffern abgekürzt. Die 
Zeile L enthält die vier höhsten Ziffern der achten, und r 
die drei höhsten Ziffern der fünften Zeile der Tafel.

Addirt man nun alle diese Zeilen, so erhält man das Product 
in acht Ziffern. Da aber nur 7 Ziffern verlangt wurden, 
so ist in der siebenten Stelle 6 statt 5 zu setzen. Doch ist 
in Ansehung dieser 6 zu merken, Laß sie nur dann für ganz 
sicher zu halten ist, wenn die beiden Factoren nicht abge­
kürzte, sondern genaue Brüche sind. Sind sie aber abge­
kürzt, so fällt in die Augen, daß, wenn im Multiplikator 
noch die achte Bruchziffer aufgesetzt wäre, leicht zu der 6 
noch i, auch wohl 2 hätte hinzukommen können. Es sind 
also in der That nur die sechs ersten Ziffern (also o,920919) 
als ganz sicher zu betrachten.

Anmerkung. Am wichtigsten wird der hier erklärte Vortheil, 
wenn man, wie oft bei mathematischen Rechnungen vor- 
koüunt, viele Multiplikationen zu machen hat, die einen 
Factor gemein haben. Diesen Factor muß man als 
den gemeinsamen MultiplicanduS betrachten, und von 
ihm die Tafel der Vielfachen machen. In diesem Fall 
bleibt der Vortheil wichtig, selbst wenn die einzelnen Mul­
tiplikationen nicht groß wären.

Vierter Abschnitt.
Allgemeine Sätze von der Division, nebst den 

Regeln für die zehntheiligen Brüche.

Allgemeine Sätze und besondere Begriffe 
von der Division.

§. 1. Erklärung.
Eine Zahl durch eine andere L dividiren, 

heißt eine dritte L finden, welche so beschaffen ist, daß 

sie mit L multiplicirt giebt.
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Von den Bestandtheilen einer Division Nennt man 
den Dividendus, L den Divisor, und 0 den 

Quotienten.
Die Bezeichnung der Division ist schon oben 

(I. 26.) erklärt worden, und hier nur zu wiederholen.

Noch ist zu bemerken, daß man ein Divisionszeichen 
kurz vermittelst der Wörter durch oder in lieft, je 

nachdem man den Dividendus oder den Divisor zuerst 

ausspricht. Z. B. 60 durch 5, oder 5 in 60.

Diese Erklärungen sind im Hefte sämmtlich auf beliebig ge­
wählte ganze Zahlen anzuwenden, und dadurch zu erläutern.

§.2. Zusatz.

Aus dieser Erklärung der Division, ergeben sich in 

Verbindung mit den ersten Begriffen der Multiplication 

folgende Sätze.

a. Da der Quotient mit dem Divisor multiplicirt 

jederzeit den Dividendus giebt, so folgt, daß jedes Pro­

duct zweier Größen, durch einen seiner Factoren divi- 

dirt, den andern Factor zum Quotienten geben müsse, 

d. h. in allgemeinen Zeichen: wenn — LC so ist 

L — 1 — 6; desgleichen - — — — L.
b. Bei jeder Division können der Divisor und 

Quotient vertauscht werden; d. h. in Zeichen, wenn 

2 — 6, so ist umgekehrt auch — L.
e. Multiplication und Division sind entgegenge­

setzte Rechnungsarten, deren eine die andere aufhebt. 
Multiplicirt man nämlich eine Zahl mit einer andern 
D, und dividirt dann das Product durch L, so 

Fischer'- math. Rechenkunst, G 
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erhält man wieder die erste Zahl d. h. in Zeichen 

Eben so, wenn man eine Zahl durch eine 

andere K dividirt, und dann den Quotienten wieder mit 
L multiplicirt, so erhält man wieder die erste Zahl H, 
d. h. in Zeichen x v — /V.

Diese Folgerungen sind im Hefte durch bestimmte Zahlenbet- 
spiele zu erläutern, wobei es hinreichend ist, solche Beispiele 
zu wählen, worin 8 und e ganze Zahlen sind, obgleich 
alle diese Sätze auch ihre Richtigkeit behalten, wenn diese 
Zahlen zum Theil oder sämmtlich gebrochen sind.

§.3. Lehrsatz.

Der Quotient entsteht in jedem Fall aus dem Di­

videndus, wie die Einheit aus dem Divisor. Oder mit 
andern Worten: Der Divisor verhält sich zur Einheit 

wie der Dividendus zum Quotienten. Oder in Zeichen: 

wenn der Dividendus, ü der Divisor, und L der 
Quotient ist, so verhält sich L : 1 — : L.

Beweis. Wenn — c, so ist nach §. 1. 8Q Wen­
det man hierauf HI. Z. an, und betrachtet 8 als Multipli- 
cator, so verhält sich i 8 -- c : Kehrt man aber
nach HI. 2. beide Verhältnisse um, so ergiebt sich

8 i : 6,
also entsteht der Quotient (6) aus dem Dividendus (^) 
wie die Einheit aus dem Divisor (8).

Dieser Beweis ist im Hefte zu wiederholen, nur sind statt
8, 6, bestimmte Zahlen zu setzen.

§.4. Zusatz.
Die Division besteht in gewissen Fällen aus ei­

ner Theilung des Dividendus, welches der erste 
besondere Begriff der Division ist.
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Aber es giebt auch Fälle, wo die Division eine Ver­
vielfältigung, oder auch eine Theilung und Ver­
vielfältigung zugleich ist.

Dieser Zusatz läßt sich am kürzesten aus §. Z. ableiten, wenn 
man folgende drei Fälle unterscheidet.

2- Der Divisor kann eine ganze Zahl sein. Dann (aber 
auch nur in diesem Fall) kann die Division als eine Thei­
lung vorgestellt werden; wie man leicht einsieht, wenn 
man überlegt ob Eins aus einer ganzen Zahl durch Thei­
lung oder Vervielfältigung entstehe.

l». Der Divisor kann ein Bruch mit dem Zähler 1 sein. 
Dann läßt sich durch eine ähnliche Überlegung zeigen, daß 
die Division in einer Vervielfältigung des Dividendus 
bestehe.
Der Divisor kann endlich ein Bruch sein, dessen Zähler 
eine andere ganze Zahl als 1 ist. Dann muß man, um 
Eins aus demselben entstehen zu lassen, ihn erst in so viele 
Theile theilen, als der Zähler Einheiten hat, und einen 
solchen Theil so vielmal vervielfältigen, als der Nen­
ner Einheiten hat. Eben dieses muß also auch mivdem 
Dividendus geschehen.

Diese drei Fälle sind im Hefte mit Anwendung auf bestimmte 
ganze Zahlen und Brüche durchzugehen; wobei nicht zu 
übersehen ist, daß die Beschaffenheit des Dividendus auf 
diese Schlüsse nicht den geringsten Einfiuß hat. Es hängt 
also lediglich vom Divisor ab, ob die Division als Theilung, 
oder als Vervielfältigung, oder als beides zugleich angese­
hen werden könne.

§. s. Zusatz.

n. In gewissen Fällen heißt dividiren auch, un­
tersuchen wie vielmal der Divisor im Divi­

dendus enthalten sei. Allein hiedurch wird nicht 
der ganze Begriff der Division erschöpft, und es läßt 
sich diese Erklärung besonders nur dann bequem an-

G 2 
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wenden, wenn der Divisor kleiner ist als der Divi­

dendus.
d. In diesem Fall kann aber die Division durch 

eine bloße Subtraktion verrichtet werden, indem man 

den Divisor so oft vom Dividendus abzieht, als es 

angeht, und zählt, wie vielmal man subtrahirt hat. 

Doch kann man nur dann auf diese Art den Quotienten 

vollständig finden, wenn der Dividendus ein genaues 

Vielfaches des Divisors ist. Bleibt aber nach der letz­
ten Subtraktion, die sich machen läßt, ein Rest, so kann 

erst in der Folge gezeigt werden, wie der Quotient voll­

ständig zu schaffen sei.

Der Inhalt dieses Paragraphen ist durch selbstgewählte Bei­
spiele ganzer Zahlen zu erläutern.

Man wähle also zuerst einen Dividendus (z. B. 60), der von 
dem Divisor (etwa 12), ein genaues Vielfaches ist. Unter­
suche ich nun, wie vielmal 12 von 60 subtrahirt werden 
kann/ und finde/ daß es gerade L mal angeht, so folgt, 
daß 12 in 60 L mal enthalten sei, und dann ist es leicht 
aus §. 1. zu beweisen, daß 5 der Quotient von 60 durch 
12 sei.

Sollte aber 67 durch 12 dividirt werden, so wird bei der letz 
ten Subtraktion der Rest 7 bleiben. Also erhält man den 
Quotienten auf diese Art nicht vollständig.

Im Hefte find diese Erläuterungen nur an andern, als den 
hier gebrauchten Zahlen zu wiederholen.

Anmerkung. Wenn Jemand die Division erklärt 3) durch 
Theilung einer Zahl, oder 6) durch Untersuchung, 
wie vielmal eine Zahl in einer andern enthalten 
sei, so ist aus §. 3. und klar, daß er nichts Unrichti­
ges sage, sondern nur eine unvollständige Erklärung 
gebe, die sich nicht auf alle bei der Division vorkommenden 
Fälle anwenden läßt. Wer aber das Rechnen gründlich, 
d. i. wissenschaftlich erlernen will,*der muß es dahin 
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zu bringen suchen, daß er jede zwei Zählen, sie'mögen be­
schaffen sein, wie sie wollen, eine durch die andere zu divi- 
-iren wisse. Hiezu ist aber durchaus nothwendig, daß man 
einen ganz vollständigen, und alle möglichen Fälle umfassen­
den Begriff von der Division im Kopfe habe. ES ist daher 
alle Aufmerksamkeit auf-die Erklärung §. 1. zu verwenden, 
denn es wird sich in dem Verfolge zeigen, daß sich aus ihr 
die Regeln für jeden besondern Divisiottsfall, ohne Schwie­
rigkeit ableiten lassen.

Hieraus folgt indessen nicht, daß man die obigen beschränkten 
Erklärungen 2) und b) gar nicht in der Theorie brauchen 
könne: Denn da sie an sich richtig sind, so darf man sie 
überall anwenden, wo es die Umstände erlauben, ja man 
dE Mtka« lke Mt her ander« .setzen,^ohne einen Irr­
thum besorgen zu, dürfen.. Wären z, B. 12 Ellen Tuch für 
60 Thlr. gekauft, und eer whllke Jemand" den Prei^ von einer 
Elle ausrechnen, so fodert der Sinn der Frage, daß 6ü in 
12 Theile getheilt werde; statt dessen aber darf man, 
ohn« einen Irrthum zu besorgen, sagen r ich will auörechnen 
wie vielmal 12, i n 60 enthalten sei.'Desgleichen, penn 
7 durch 12 dividirt werden soll, so kann man nicht ei­
gentlich fragen, wie vielmal 12 in 7 entkalken sei, 
aber wohl kann ich verlangen, -aß die Zahl 7 -in 12 gleiche 
Theile getheilt, und bestimmt werden solle, wie groß ein 
solcher Theil sei..

Man kann also jeden dieser Begriffe beliebig brauchen, wo 
die Beschaffenheit -er Zahlen ihn anzuwenden erlaubt.

k. Allgemeine Lehrsätze von -er Division.

§. 6. Z u s a tz:
Wenn bei einer Division sowohl der Divisor als 

der Quotient jÄH Zahlen sind, so ist auch der Di­

videndus eine ganze Zahl, und zwar ein Vielfaches 

sowohl vom Divisor, als vom Quotienten.
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Dieses folgt unmittelbar aus §. i, In Verbindung mit §.2.b. 
und III. 8./ und ist in dem Hefte aus diesen Paragraphen 
abzuleiten, und auf bestimmte Zahlen anzuwenden.

§.7. Z u sa tz.
a. Bei einer Division können der Dividendus und 

Divisor benannte Zahlen sein; nur müssen sie als­

dann gleiche Benennung, und jede nur eine haben. 
Der Quotient aber ist alsdann eigentlich eine unbe- 

nannte Zahl.
d. Es kann aber auch der Dividendus benannt, 

und der Divisor ü-nbenannt sein; dann ist der Quo­

tient benannt, und hat gleiche Benennung mit dem Di­

videndus.
Beides folgt aus §. i. in Verbindung mit III. s.
Es soll im Hefte zuerst gezeigt werden, wie dieses folge. Dann 

sollen zur Erläuterung einige Beispiele in ganzen Zahlen 
beigefügt werden.

Anmerkungen.
1. Im Satze ist gesagt, daß jeder Bestandtheil der Division 

nur eine Benennung haben müsse. Dieses ist nothwendig, 
so fern eine wirkliche Zahlenrechnung, und zwar nur eine 
gemacht werden soll.

Der Divisor muß zu dem Ende immer eine einzige ganze 
oder gebrochene Zahl sein, weil man sonst (nach §. Z.) nicht 
bestimmt würde angeben können, wie die Einheit au» ihm 
durch Theilung oder Vervielfältigung entsteht.

Der Dividendus kann zwar, wie wir in der Folge sehen 
werden, aus zwei oder mehr Stücken bestehen. Bringt 
man ihn aber nicht in eine einzige Zahl, so muß man 
eben so vsele Divisionen machen, als er Stücke hat.

Dieses hier vorläufig; eine nähere EM^erung folgt unten 
§-12.

s. So wie es bet der Multiplieation Fälle giebt, WS beide 
Faetoren benannt zu fein scheinen, so giebt es bei -er Di-
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Vision Fälle, wo alle drei Zahlen als benannte erscheinen, 
oder wo der Dividendus und Divisor ganz verschiedene Be­
nennungen haben. Untersucht man aber den Sinn solcher 
Falle genauer, so kann man sich leicht überzeugen, daß die 
Abweichung von unserm Satze nur scheinbar ist.

Wenn z. B. 324 Zoll zu Fußen gemacht werden sollen, so 
muß man 324 durch 12 dividiren; und man findet 27 Fuß. 
Hier erscheint der Quotient mit einer andern Benennung 
als der Dividendus, und der Divisor als unbenannt. Der 
letztere hat indessen genau betrachtet auch die Benennung 
Zoll, und durch die Division erfährt man, daß 12 Zoll in 
324 Zoll 27 mal enthalten sind. Also ganz dem ersten Theil 
unsers Satzes gemäß. Wenn man aber sagt der Quotient 
sei 27 Fuß, so rührt diese Benennung nicht von der Divi­
sion her, sondern beruht bloß darauf, daß 12 Zoll den Na­
men Fuß führen. Diese Benennung gehört also dem Sinn 
des Exempels an, aber nicht der Division. Will dagegen 
Jemand den zwölften Theil von 324 Zollen wissen, so muß 
gerade wie vorher mit 12 dividirt werden, und der Quo­
tient ist nun nicht 27 Fuß, sondern 27 Zoll, wie eö nach 
dem zweiten Theil unsers Satzes sein muß.

Wenn 12 Centner mit 324 Thlr. bezahlt sind, und man will 
den Preis eines Centners wissen, so muß wieder 324 durch 
12 dividirt werden/ .und die Antwort'ist-27 Thlr. Man 
sieht aber leicht, daß hier die Benennung Centner gar 
nichts mit der Rechnung zu schaffen hat Denn sagt man 
in dem Exempel. 12 Morgen Acker kosten 324 Thlr., was 
1 Morgen? so ist die Rechnung und die Antwort vollkom­
men dieselbe. - gehört auch hier die Benennung des 
Divisors nur'm.^r . besondern Einkleidung des Exempels, 
hat aber auf die Rechnung keinen Einfluß.

3. Wer mit Verstand rechnen will, muß eigentlich die Betrach­
tung über die Benennungen vor der Rechnung anstellen, 
weil man öfters genöthigt ist, die Benennungen vor der 
Rechnung zu ändern.

Wollte z. B. Jemand ausrechnen, wie vielmal 7 Loth in 11 
Pfunden enthalten sind, so ist klar, daß er erst die 11 Pfund 
in 352 Loth verwandeln müßte, ehe er dividiren kann.
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Sollte ausgerechnet werden wie vtelmal 3 Thlr. 8 Gr. in 
37 Thlr. LO Gr. enthalten sind, so muß jede Zahl erst un­
ter eine einzige Benennung, und zwar beide unter dieselbe 
gebracht werden, u. dgl.m.

Ist man aber über die Benennungen im Klaren, dann darf 
man in der Rechnung selbst die Zahlen als unbenannte 
betrachten, weil die Benennungen auf die Größe des Quo­
tienten keinen Einfluß haben.

§. 8. Lehrsatz.

n. So vielmal ein Dividendus verviel- 

faltigt/'^er verkleinert wird, eben so viel­

mal wird der Quotient im ersten Fall ver­
vielfältigt, im andern verkleinert.

b. So vielmal dagegen ein Divisors er- 

vielfältigt oder verkleinert wird, eben so viel, 

mal-wird der Quotient (in umgekehrter Ordnung), 
im ersten Fall verkleinert, im andern ver­
vielfältigt.

Anleitung fum Beweise. Da nach §. i. der Quotient 
mit dem Divisor multiplicier in jedem Fall den Dividendus 
geben muß, so läßt sich der Beweis ganz allgemein, aus 
§^ 13. und 14. des vorigen Abschnitts ableitenz nämlich 2) 
aus Z. 13., und b) aus K. 14. m r

Dieses ist im Hefte vollständig an eksiM selbstgewählten Bei­
spiel, und wegen der Wichtigkeit -hi Satzes mit aller Auf­
merksamkeit aüsluführen.

"" §. s. Zusätze.

». Wenn man also einen Dividendus und Divi­
sor gleichviel mal vervielfältigt, oder verkleinert, so 

bleibt der Quotient ungeändert.
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d. Man erhält einerlei Quotienten, wenn man ei, 

nen vervielfältigten Dividendus durch einen un, 
geänderten Divisor, oder wenn man den ungeänderten 

Dividendus, durch den eben so vielmal verkleinerten 
Divisor dividirt.

e. Und umgekehrt: Man erhält einerlei Quotien­
ten, wenn man nur einen Theil des Dividendus 

durch den ungeänderten Divisor, oder wenn naü den 
ungeänderten Dividendus durch den eben so vielmal 

vergrößerten Divisor dividirt.
Alle drei Zusätze folgen Unmittelbar aus dem vorigen Para­

graphen. Dieses soll an selbstgewählten Beispielen deutlich 
gemacht werden. Bei b) und c) abir ist noch bestimmt an- 
zugeben, wie vielmal der so gefundene Quotient größer 
oder kleiner sei, als der Quotient des ungeänderten Divi­
dendus durch den ungeänderten Divisor.

§. 10. Lehr s a tz/
Wenn die Summe zweier Zahlen durch eine dritte 

ganze Zahl dividirt werden soll/ so besteht der Quotient 
aus den beiden Theilquotienten d'ie man erhält, wenn man 

jede der beiden Zahlen durch den unzerstückelten Dim- 

sor dividirt.

Beweis. Gesetzt man sollte 42 -z-,30 durch 6 dividiren, so 
ist (nach §.3.)-der sechste Theil von 42 -f- 30 (d. i. von 
72) zu bestimmen.. Denkt man sich nun sowohl 42 als 30 
in 6 gleiche Theile getheilt, und verkündet de.. rxften Theil 
von 42 mit dem ersten von 30, dann den zweiten Theil von 
42 mit dem zweiten von 30 u. s. f., so ist sichtbar, daß man 
dadurch sechs gleiche Summen erhält, welche zusammen 
42 -1- 30 oder 72 ausmachen.

Dieser Beweis ist im Hefte, nur mit andern selbstgewählten 
Zahlen, zu wiederholen.
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Anmerkungen.
1. Man kann -war noch anschaulicher den Beweis dieses Sa­

tzes aus dem andern besondern Begriff der Division (Un­
tersuchen/ wie vielmal eine Zahl in der andern enthalten 
sM führen: denn man übarsieht mit einem Blick/ daß so 
oft 6 in -42 und in 30 einzeln enthalten ist/ es eben so oft 
in 72 enthalten sein müsse. Beweist man es aber aus dem 
Begriff der Theilung/ so ist der Beweis umfassender/ denn 
es ist klar/ daß der ganze Beweis noch gültig bleibe wenn 
man statt der ganzen Zahlen 42 und 30/ zehntheilige oder 
genieße Brüche/ oder überhaupt Irgend zwei gleichartige

" Größen gesetzt hätte.
2. Nennt man die beiden gegebenen Zahlen und L, und 

den ganzen Divisor 6/ so läßt sich der Satz höhst einfach 
durch folgende Formel Vorsteven

-l- S, 8 
e —

§. 11. Lehrsatz.
Wenn die Differenz zweier Zahlen durch eine 

dritte ganze Zahl dividirt wird, so besteht der Quo­

tient aus der Differenz der beiden Theilquotienten, 

die man erhält, wenn man jede Zahl einzeln durch den 

»»zerstückelten Divisor dividirt.

Anleitung zum Beweise. Der Beweis ist dem vorherge­
henden so ähnlich, daß er sehr leicht nach dem Muster des­
selben an selbstgewählten Zahlen geführt werden kann: Der 
ganze Unterschied besteht darin- daß/ da im vorigen Para­
graphen dit einzelnen Theile beider Zahlen addirt wurden/ 
hier immer ein Theil der kleineren Zahl von einem Theil 
der größeren subtrahirt werden muß.

Anmerkungen.
i. Die erste Anmerkung des vorigen Paragraphen ist auch auf 

diesen anwendbar.
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2. Wenn die gegebenen Zahlen und L hießen, und >» 
8, c aber der ganze Divisor ist, so kann der Satz durch 
folgende Formel vorgestellt werden

— 8 ä 8 
e e c.

§.12. Lehrsatz.

s. Den Dividendus darf man jederzeit stück­

weise durch den unzerstückelten Divisor dividiren.

d. Dagegen darf der Divisor nie zerstückelt wer­
den.

Anleitung zum Beweise.
2. Der erste Theil -es Satzes ist, wie man leicht sieht, eine 

unmittelbare Folge aus §. 10. Denn unmittelbar aus die­
sem Satze ergiebt sich, daß man zuerst den Dividendus in 
zwei beliebige Stücke zerlegen, und das erste dividiren 
könne. Bei der Division des zweiten Stücks aber kann 
Man wieder den Satz anwenden, und daher die Zerstücke­
lung des Dividendus so weit fortsetzen, als man für gut 
findet.

b- Der zweite Theil ergiebt sich aus dem ersten, da jedes 
Stück immer durch den ganzen Divisor dividirt wer­
den muß.

Anmerkung. In -er Buchstabenrechnung wird zwar gelehrt 
werden, wie man auch durch einen aus mehreren Stücken 
bestehenden Divisor dividiren könne, aber bei Zahlenrech- 
nungen ist immer der Divisor als ein angetheiltes Ganzes 
zu betrachten.

§. 13^ Lehrsatz.

Wenn Dividendus und Divisor ganze Zahlen sind, 

so kann der Quotient jederzeit durch einen gemeinen 
Bruch vorgestellt werden, dessen Zähler der Dividendus 

und dessen Nenner der Divisor ist. Dieser Bruch ist 
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alss ächt, wen« bet Dividendus kleiner ist als der Di­

visor, im entgegengesetzten Fall ist er unächt (I. 7.).

Beweis. Es sei z. B. L durch 11 zu -ividiren, so ist zu be­
weisen/ daß der gemeine Bruch den Quotienten richtig 
ausdrücke.

Wenn L durch 11 dividirt werden soll, so heißt dieses nach 
§.Z., es soll der elfte Theil von Fünfe ausgerech­
net werden. Nun ist aber der elfte Theil von Eins 
Da aber s fünfmal so groß ift als 1, so muß auch der elfte 
The», von L fünfmal so groß sein, als der elfte Theil von 

Dieser elfte Theil kann also nichts anders sein, als 
fünfmal d. i.

Daß der Beweis eben so geführt werden könne, wenn-er Di- 
. , videnduö größer ist a^ der Divisor, fällt in die Auges.

;Am Hefte ist . dieser Beweis zu wiederholen, nur dabei zwei 
,7 andere beliebige ganze Zahlen als L und .11 zu wählen.

m. i §. .14. Zusatz.

hieraus ist klar, daß ein klyß angedeüieter 

lient und ein Bruch eigentlich einerlei sind, weswegen 
auch auf einerlei Art bezeichnet werden. Man kann 

daher einen solchen Ausdruck wie ganz beliebig als 

Kruch, oder als Quotienten vorstellen.
Dm Ausdruck denkt man als Bruch,! wenn man sagt er 

bedeute den..elften Theil von Eins fünfmal ge­
nommen. (l- 7.)

Als Quotient denkt man ihn, wenn man sagt, der Andruck 
bedeute den elften Theil von Fünfe (§. 13).

Diese Erläuterung ist im Hefte an einem andern Beispiel zu 
wiederholen.

Anmerkung. Der Inhalt dieses Paragraphen ist sehr wichtig. 
Denn man begreift leicht, daß sich aus den meisten Sähen, 
welche in diesem Abschnitt bewiesen werden, eben so viele 
Sätze für die Sehre von den Brüchen durch bloße Verän­
derung des Ausdrucks werden ableften lassen. Es ist dtzher
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-em Anfänger zu empfehlen, -aß er im Hefte folgende 
Sätze so auözudrücken suche, wie sie auf Brüche angewendet 
lauten müssen: §. 2. c. §. 8. §. 9. a. b. c. §. 10. §. 11.

§.15. Lehrsatz.
Wenn der Dividendus größer ist als der Divisor, 

beides aber ganze Zahlen sind,, so ist her Dividendus 

entweder ein Vielfaches des Divisors, oder er läßt sich 
in zwei Stücke theilen, wovon das erste ein Vielfaches 

des Divisors, das zweite aber kleiner als der Divisor 
ist; und in diesem Fall besteht der Quotient aus einer 
ganzen Zahl und einem ächten Bruch.

Einen solchen Rest, der kleiner ist als der Divisor, 

nennt man schlechthin den Rest der Division.

Beweis. Wenn z. B. 37 durch 5 dividirt werden soll, so 
kann die Division nach §. 5. durch Subtraktion verrichtet 
werden, indem man den Divisor so oft als es angeht, vom 
Dividendus abzieht.

Entweder bleibt nun nach allen Subtraktionen kein Rest, 
wie, wenn man z. B. 5 von 35 abzieht, welches siebenmal 
angeht. Dann ist klar, daß der Dividendus 35 das Sie­
benfache von 5 sei.

Oder die Subtraktionen gehen nicht auf, wie bei den zuerst 
angenommenen Zahlen, wo nach siebenmaliger Abztehung 
des Divisors, 2 übrig bleibt, so ist klar, daß dieser letzte Rest 
kleiner als der Divisor sein müsse, weil man diesen sonst 
noch abziehen könnte. Also läßt sich der Dividendus 37 in 
zwei Stücke theilen, wovon das erste 7 . 5 (oder 35), das 
andere aber 2 ist. Oder in Zeichen: 37 — 7 . 5 2.

Wenn man also, statt 37, seine beiden Theile 5 . 7 -k- 2 
Lurch 5 (nach 8. 10.) dividirt, so ist ---7 (§.2.), 
der zweite Theil 2 aber giebt nach §. 13. den Bruch 
also ist der ganze Quotient 7 -k- §, folglich aus einer 
ganzen Zahl, und einem ächten Bruch zusammengesetzt.
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§.16. Z u sa tz.

In diesem Satze liegt in Verbindung mit einigen 
früheren Sätzen dieses Abschnitts der strenge Beweis 

verschiedener Regeln des Dividirens, und der Bruchrech­

nung, die in der praktischen Arithmetik entweder gar 

nicht, oder doch nicht in eigentlich wissenschaftlicher 
Form erwiesen werden. Dahin gehören folgende 

Satze.
a. Wenn bei einer Division einer größeren gan­

zen Zahl durch eine kleinere die Rechnung nicht auf, 

geht, so muß der Quotient durch Anhängung eines 

Bruchs vollständig gemacht werden. Dieses beruht 

auf unserm Paragraphen in Verbindung mit §. 10. 

und §. 13.
d. Ferner ergiebt sich unmittelbar aus unserm Pa­

ragraphen die gewöhnliche Regel für die Proberechnung 

einer Division.

e. Aus Verbindung von §. 13. und 14. mit dem 

bei a) gesagten, ergiebt sich die Regel, wie man einen 
unächten Bruch in eine gemischte Zahl zu verwandeln 

habe.
ä. Und hieraus folgt endlich in Verbindung mit 

b), wie man umgekehrt eine gemischte Zahl in einen un­

ächten Bruch verwandeln könne.

Jeder dieser Sätze ist im Hefte deutlich auszusprechen, und
-urch ein Beispiel zu erläutern.
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Sätze, die sich auf unsere zehntheilige Zählungs- 
art beziehen.

§.17. Aufgabe,
Zu finden, wie oft eine einziffrige Zahl in einer 

andern, die kleiner als das Zehnfache von jener ist, ent­
halten sei; auch den etwa bleibenden Divisionsrest zu 

finden.

Diese Aufgabe umfasset alle diejenigen Divisionsfälle, deren 
Beantwortung jeder der dividiren will, nicht nur muß fin­
den können, sondern die jeder, der fertig rechnen will, schon 
fertig im Gedächtniß haben muß. Es ist aber hier 
der Zweck dieser Aufgabe und der dazu erforderlichen Aus­
arbeitung im Hefte nicht, daß der Schüler die Auflösung 
erst lernen solle. Vielmehr wird vorausgesetzt, daß ihm die 
gefoderte Arbeit nicht nur bekannt, sondern geläufig sei. 
Der Zweck der zu machenden Ausarbeitung ist aber, daß er 
sich üben soll, das, was er schon begriffen hat, deutlich 
und in guterOrdnung niederzuschreiben, und 
besonders bestimmt zu zeigen, wie die Auflö­
sung mit früheren Sätzen dieses und der vori­
gen Abschnitte zusammenhänge. Damit nun dieses 
auf eine zweckmäßige Art geschehe, so werden folgende Fra­
gen zu beantworten sein.

2. Wie kann man wissen, ob der gegebene Dividendus kleiner 
sei als das Zehnfache des Divisors?

b. Ist man hierüber im Klaren, so fragt sich; aus welchen 
früheren Sätzen man wissen könne, wie vielmal der ganze 
Divisor im Dividendus enthalten sei?

e. Ferner ist zu sagen: wie man entdecke, ob, und welcher Rest 
bei der Division bleibe?

6. Endlich: da man alle Divisionsfälle, welche unter diese Auf< 
gäbe gehören im Gedächtniß haben soll, so ist noch zu 
-eigen, ob es nöthig sei, alle diese Fälle in eine eigene Ta­
belle zu bringen? oder ob dazu schon eine früher ausgear­
beitete Hinreiche?
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Daß diese Fragen/ nicht bloß in allgemeinen Ausdrücken/ son­
dern in Beziehung auf eine bestimmte zUm Grunde gelegte 
Frage (z.B. wie oft 8 in 6t enthalten/ u.dgl.m.);» beant­
worten sei/ bedarf keiner Erinnerung.

Anmerkung. Die Aufgabe schließt solche Fälle nicht aus, wo 
der Dividendus kleiner als der Divisor/ oder eben so 
groß/ oder auch etwas größer/ doch kleiner als das 
Zwiefache des Divisors ist. Im ersten Fall ist der ganze 
Theil des Quotienten Null/ und der ganze Dividendus 
ist als Rest zu betrachten. Im zweiten Fall ist er Eins 
ohne Rest. Im drittem Eins mit einem Rest. Kurz/ man 
muß bei jeder hieher gehörigen Frage jederzeit beantwor­
ten können/ i) wie viele Ganze -er Quotient enthalte/ und 
2) wie groß der Rest sei.

§.18. Aufgabe.

Zu einem mehrziffrigen Divisor, und einem Divi­

dendus der kleiner ist als das Zehnfache des Divisors, 

den Quotienten zu finden, so weit sich dieser durch eine 
einzige Ziffer ausdrüchen läßt, nebst dem Rest, der unter 

dieser Voraussetzung bleibt.

Auch bei dieser Aufgabe ist der Zweck nicht, daß -er Schüler 
erst ihre Auflösung lernen solle, sondern nur daß er versu­
chen solle, die im Kopfe vorzunehmenden Arbeiten in guter 
Ordnung und deutlich zu beschreiben. Hiebei wird folgen­
des zu beobachten sein. Zuerst muß wieder gezeigt werden, 
nach welchem frühern Satze man wissen könne, daß der ge­
gebene Dividendus kleiner sei, als das Zehnfache des Divi­
sors. Dann ist zweierlei zu zeigen, nämlich a) wie man 
ohne eigentliches Probiren, und b) rvie man kürzer, vermit­
telst eines regelmäßigen ProbirenS jede hieher gehörige 
Frage beantworten könne.

2. Wenn gar kein eigentliches Probiren statt finden soll, so 
steht man leicht, daß man alle Vielfachen des Divisors 
ausrechnen müßte, biS man zu einem kommt, das größer ist 
als der Dividendus. Uud es ist daher zu zeigen, wie diese
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Vielfachen vom Einfachen bis zum Neunfachen, nach frü­
hern Sätzen, aufs kürzeste, und zwar durch bloße Additio­
nen gefunden werden können.

b- Ist zu zeigen, wie man durch ein gewisses abgemessenes 
Probiren, kürzer zum Ziel komme. Hiebei wird man sich 
bestimmt auf mehrere frühere Satze beziehen müssen. Zuerst 
muß man nämlich den Divisor so ab kürzen, daß nur 
seine höhste Ziffer allein übrig bleibt, und zwar kürzt man 
am besten so ab, daß der Fehler weniger beträgt als eine 
halbe Einheit der hbhsten Ziffer. Dann kürzt man den 
Dividendus um eben so viele Ziffern ab, als man den 
Divisor abgekürzt hat. Hierauf wird sich zeigen lassen, daß 
vom Dividendus durch diese Abkürzung entweder nur eine 
oder zwei Ziffern übrig bleiben. Auch wird sich aus einem 
Satz des ersten Abschnitts zeigen lassen, daß die beiden so 
abgekürzten Zahlen nur ein kleines Stück ihres Werthes 
sind, und daß man daher berechtigt sei/ zu vermuthen, daß 
der wahre Divisor im wahren Dividendus eben so oft ent­
halten sei, als der abgekürzte im abgekürzten. Wie oft 
aber der abgekürzte Divisor im abgekürzten Dividendus ent­
halten sei, ergiebt sich aus §. 17. Multiplicirt man nun 
den ganzen Divisor, mit der so gefundnen ganzen Ziffer des 
Quotienten, und vergleicht das Product mit dem ganzen 
Dividendus, so wird sich bald zeigen, ob der gefundene 
Quotient der rechte sei, oder ob man ihn um Eins zu ver­
größern oder zu verkleinern habe,

Dieses ist nun mit Beifügung eines bestimmten Zahlenbei- 
spiels auszuführen.

§.19. Z u sa tz.

1. Wenn in einem Beispiel des vorhergehenden 

Paragraphen die niedrigsten Ziffern des Dividendus und 
Divisors von der Ordnung Null sind, so ist auch der 

einziffrige Quotient, nebst her niedrigsten Ziffer des Re­
stes von der Ordnung Null.

Fischer s math. Rechenkunst. H
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2. Ist aber die niedrigste Ziffer im Dividendus 
von irgend einer höheren oder niedrigern Ordnung, im 

Divisor aber von der Ordnung Null, so ist auch der 
einziffrige Quotient und die niedrigste Ziffer des Restes 

von derselben Ordnung als im Dividendus.

Erläuterung. Es sei z.B. nach dem vorigen Paragraphen 
zu untersuchen, wie vielmal 85 in 567 enthalten sei, so fin­
det man 4 mal, und wenn man 4 mal 85 — 34o von 367 
subtrahirt, so bleibt der Rest 27.

1. Nun erinnere man sich zuerst aus 1.i4. n. 2. daß man den 
Dividendus als 367 Einer, und den Divisor als 85 Ei­
ner lesen könne, daß also die Frage nur ist, wie vielmal 
85 Einer in 367 Einern ganz enthalten sind. Der Quo­
tient 4 ist also auch von keiner höher» oder niedrigern Ord­
nung, als von der Ordnung Null; uud wenn man 85 mit 
diesen 4 Einern multiplicirt, so ist das Produet auch nichts 
anders als 34o Einer; und wenn man diese 34o Einer 
von 367 Einern subtrahirt, so kann der Rest auch nichts 
anders sein, als 27 Einer. Ist also Dividendus und Di­
visor von der Ordnung Null, so sind auch Quotient und 
Rest von dieser Ordnung.

2. Wäre dagegen 367 von der ersten höhern Ordnung, 
also 367 Zehner, 85 hingegen von der Ordnung Null, so 
darf man zwar auch nach §. 18. sagen 85 ist in 367 enthal­
ten 4 mal. Da aber 367 Zehner 10 mal so groß sind, als 
367 Einer, so muß auch 85 darin (nach §.8.), 10 mal so 
oft, also eigentlich 4omal enthalten sein, d.h. der Quotient 
4 ist also nicht 4 Einer, sondern 4 Zehner, d. h. er ist von 
-er ersten höheren Ordnung, und wenn man 85 Ei­
ner mit dieser 4 multiplicirt, so besteht das Product aus 
34o Zehnern, und wenn man diese von 367 Zehnern 
subtrahirt, so besteht auch der Rest aus 27 Zehnern. Ist 
also der Dividendus von der ersten höhern Ordnung, 
der Divisor aber von der Ordnung Null, so sind Quotient 
und Rest auch von der ersten höhern Ordnung.
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Man steht leicht, daß, wenn der Dividendus von irgend einer 
andern höher« oder niedrigern Ordnung, der Divisor aber 
von der Ordnung Null wäre, man allezeit durch ganz ähn- 
Schlüsse würde deutlich machen können, daß Quotient und 
Rest von derselben Ordnung als der Dividendus sein wür­
den.

Im Hefte ist eine ganz ähnliche Erläuterung niederzuschreiben, 
nur ist dazu ein andres Beispiel zu wählen, auch wohl statt 
der ersten höhern Ordnung eine andere beliebig höhere oder 
niedrigere zu setzen.

Anmerkung. Wer die Erläuterung (Nr 2.) recht aufmerksam 
durchgeht, dem könüte vielleicht die Bedenklichkeit einfallen, 
daß 85 Einer in 567 Zehnern (d. i. in 3670 Einern), öfter 
als ^0 mal enthalten sey. Denn da der Rest 27 Zehner 
oder 270 Einer beträgt, so ist darin kllerdingü 85 noch 
dreimal, nebst dem Rest 15 enthalten. Man muß aber 
erwägen, daß in §. 18. ausdrücklich der Quotient nur in 
einer einzigen Ziffer verlangt wird. Daher kann der 
Quotient V? durch keine andere Zahl als durch -4 ausge- 
drückt werden, die Einheiten des Dividendus mögen seist, 
von welcher Ordnung man will.

§.20. Aufgabe.
Jede beliebige Fahl, sie bestehe bloß aus Ganzen, 

oder aus Ganzen und zehntheiligen Brüchen, oder aus 

bloßen zehntheiligen Brüchen, durch eine mehrziffrige 

ganze Fahl, (oder durch eine beliebige Anzahl von 
Einern) zu dividiren, und den Quotienten entweder ge­

nau zu finden, oder, wenn dieses nicht möglich sein 
sollte, in einer vorgeschriebenen Anzahl von Bruchziffern, 

aber so, daß der Fehler kleiner ist, als eine halbe Ein­

heit der niedrigsten Bruchstelle.

Auflösung. Wer mit der Division ganzer Zahlen hinläng 
lich bekannt ist, für den hat die Rechnung keine Schwierig 

H 2
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keit, wenn der Quotient in zehntheiligen Brüchen geschafft 
werden soll, oder wenn -er Dividendus dergleichen Brüche 
enthält. Zur Erklärung dessen/ was die Rechnung in sol­
chen Fällen Eigenthümliches hat/ wollen wir ein Beispiel 
wählen/ wo der Dividendus viel kleiner ist/ als der Divisor. 

Es sei also die genaue Zahl 1/ 3 durch 329 zu dividiren/ -er 
Quotient soll/ wenn die Rechnung nicht aufgeht in 5 Bruch­
stellen geschafft werden mit einem Fehler/ der kleiner ist/ 
als eine halbe Einheit der fünften Stelle.

Zuerst muß man dem Dividendus/ 
wenn er noch nicht so viele Bruch­
stellen enthält/ als -er Quotient ent­
halten soll/ durch Anhängung von 
Nullen so viele geben. In unserm 
Beispiel sollten also 4 Nullen ange­
hängt werden. ES ist indessen hin­
reichend/ zu Anfang nur so viele an-

zuhängen, als erforderlich sind/ eine wirkliche Division an- 
zufangen. Die übrigen können im Laufe der Rechnung 
nachgeholt werden.

Die Rechnung selbst muß auf folgende Art angefangen wer­
den. 329 in i nullmal; es ist also im Quotienten o zu setzen/ 
und da der Dividendus 1 in der Stelle der Einer steht/ so 
steht auch die o des Quotienten in derselben Stelle (§. 19.)/ 
und eö muß also sogleich neben diese o das Komma ge­
macht werden. Darauf fährt man fort/ als ob kein Komma 
da wäre; 329 in 13 nullmal; es sind also in dem Quotien­
ten 0 Zehntel zu setzen. Dann fährt man fort: 329 in 130 
wieder nullmal; also im Quotienten 0 Hundertel. End­
lich 329 in 1300 dreimal; also im Quotienten 3 Tausend- 
tel. Hierauf multiplicirt man 329 mit 3, welches 987 
in der Zeile ä giebt. Nach geschehener Subtraction hängt 
man an den Rest 3i3 eine 0/ und dividirt vollkommen wie 
bei ganzen Zahlen weiter/ bis man die erforderliche Anzahl 
von Bruchziffern im Quotienten hat/ worauf dann die Rech­
nung abgebrochen wird.

Wäre zuletzt kein Rest geblieben/ so wäre der Quotient genau. 
Bleibt aber ein Rest/ und ist derselbe kleiner als die Hälfte



Division. 117

Leö Divisors, so wird er weiter gar nicht in Betrachtung 
gezogen. Ereignet es sich aber bei eineyi Exempel, daß der 
Rest genau der Hälfte des Divisors gleich ist, so ist es am 
zweckmäßigsten noch eine Null anzuhängen, weil dann mit 
der nähsten Ziffer die Rechnung aufgehn, also der Quotient 
genau sein wird. Ist aber der Rest größer als die Hälfte 
des Divisors, so muß man die letzte Ziffer des Quotienten 
um 1 vergrößern.

Beobachtet man diese Regeln, so erhält man den Quotienten 
entweder genau, oder mit einem Fehler, der kleiner ist als 
eine halbe Einheit der letzten Stelle.

Beweis. Betrachtet man die während -er Rechnung abge­
zogenen Zahlen 8, 6 nach den Stellen, in welchen ihre 
Ziffern stehn, so sieht man leicht ein, daß ihre eigentlichen 
Werthe folgende sind: — 0,987; 8 — 0,2961; L — 
0,01645. ES ist aber vom Dividendus 1,30000 abgezo­
gen worden, und es blieb der Rest 0,31300. Von diesem 
Rest wurde 8 abgezogen, und der zweite Rest war 0,01690. 
Hievon wurde endlich die Zahl abgezogen, und es blieb 
der Rest v --- 0,00045. Hieraus ist klar, -aß die Summe 
der vier Zahlen -t- 8 -z- 6 -z- v zusammen dem Divi­
dendus gleich ist. Wir können diesen also auf folgende 
Art zerstückeln:

1/3 — 0,987 -I- 0,2961 -t- 0,01643 0,00045;
wo die drei , ersten Stücke (als ganze Zahlen gelesen) genaue 
Vielfache des Divisors sind, und daher nach §. 18. einen 
genauen einziffrigen Quotienten geben. Nur das letzte Stück 
ist nicht theilbar durch den Divisor, aber kleiner als der­
selbe. Nach §. 12. hat man also:

1,3   0,987 . 0,2961 0,01645 0,00045
329 329 329 329 329 *

Man betrachte nun die Theilquotienten auf der rechten 
Seite -es Gleichheitszeichens einzeln, und zwar zuerst mit 
Weglassung des Komma, dann nach dem wahren Werth ei­
nes jeden Dividendus, so hat man
M -- 3, (§. 18.); also - 0,003 (§. 19.);
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- 9, (§. 18.); also -- 0,0009 (§. 19.);

-- 5, (Z. 18.); also " 0,00005 (§. 19.).

Was endlich das letzte Stück betrifft, so ist mit Weglassung 
des Komma, der Quotient von äL durch 829/ nach §. ii. 
dem gemeinen Bruch, gleich: aber der Quotient von 
0,ooo't5 durch 829 ist nach §. 8. hunderttausend mal klei­
ner. Da nun kleiner ist, als die Halste von Eins, 
so ist kleiner als die Hälfte von o,00001. Läßt man 
also diesen letzten Theilquotiemen ganz aus der Acht, so ist 
zwar -er gefundene Quotient zu klein, aber der Fehler 
kleiner als eine halbe Einheit der fünften Bruchstelle, wie 
verlangt wurde.

Wäre dagegen in dem letzten Theilqnotienten der Dividendus 
gerade nur die Hälfte des Divisors gewesen; wäre z. V. der 
Divisor Z28, der letzte Rest aber 164 gewesen, so kann man 
in dem Quotienten ohne Ändrung seines Werthes, nach 
K. 8. ». beide Zahlen 164 mal kleiner machen, und man er­
hält dadurch genau 4. Wäre nun aber die Ziffer des Di­
videndus v^n der fünften Bruchordnung, so würde der 
Quotient genau einer halben Einheit der fünften 
Bruchordnung gleich sein. Aber eine halbe Einheit der fünften 
Ordnung beträgt genau 8 Einheiten der sechsten Ordnung. 
Hätte man also eine 0 angehängt und weiter dividirt, so 
müßte die Rechnung aufgegangen sein, und die sechste 
Bruchziffer des Quotienten wäre 5 gewesen.

Wäre endlich der letzte Rest größer als die Hälfte des Divi­
sors gewesen, z. B. 2äZ, so ist der Bruch größer als z; 
also der Quotient ° °°°" größer als eine halbe Einheit 
-er fünften Stelle. Ließe man also den letzten Theilquo« 
tienten ganz aus der Acht, so wäre der Quotient auch zu 
klein, und der Fehler zwar kleiner als eine ganze, aber 
-och größer als eine halbe Einheit der fünften, oder als 
L Einheiten -er sechsten ^Stelle, vermehrt man aber die 
fünfte Bruchziffer um 1, so legt man zwar 10 Einheiten 
der sechsten Stelle zu, läßt aber dagegen den Werth von 
mehr als L Einheiten der sechsten Stelle weg. Also ist nun 
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zwar der Quotient zu groß, aber der Fehler ist wieder klei­
ner, als 5 Einheiten der sechsten, oder eine halbe Einheit 
der fünften Stelle, wie verlangt wurde.

Anmerkung i.
Bei diesem Paragraphen ist viel häusliche Ausarbeitung, und 

diese mit Nachdenken und Sorgfalt zu machen, weil es 
sonst nicht möglich ist zu deutlichen Begriffen über den in­
nern Zusammenhang einer Divisionö-Rechnung zu kommen. 
ES muß nämlich

a. im Haupthefte die ganze hier gegebene Auflösung nebst 
dem Beweise, nur an einem andern ähnlichen, aber selbft- 
gewählten Beispiel wiederholt werden.

L. Im Übungshefte aber ist nach und nach eine große Menge 
Exempel zu rechnen, um die nöthige Geläufigkeit zu erlan­
gen. Die Exempel müssen aber nicht auf'ö Gerathewohl, 
sondern mit Nachdenken gewählt werden, um nach und nach 
alle Fälle, die vorkommen könnet, durchzuarbeiten. Damit 
diese Übung möglichst vollständig werde, so bemerken wir 
hier folgendes. Der Divisor sei bei jedem Exempel minde­
stens eine zweiziffrige Zahl, aber es müssen auch einige Di­
visionen mit etwas großen Divisoren gemacht werden. Am 
meisten aber kommt eö darauf an, die Dividenden von der 
mannigfaltigsten Art zu wählen. Wir wollen hier folgende 
Arten namhaft machen. Der Dividendus kann sein i)Ein6;
2) eine einzelne ganze Ziffer, 3) eine einzelne Ziffer einer 
höhern, ä) eine einzeln« Ziffer einer niedrigern Ordnung. Z) 
Er kann eine mehrziffrige ganze Zahl und zwar größer als 
der Divisor, oder 6) kleiner als der Divisor sein; 7) er 
kann aus Ganzen und zehnteiligen Brüchen bestehen, und 
zwar können die Ganzen mehr als -er Divisor, oder 8) we­
niger als derselbe betragen; er kann 9) aus bloßen zehn­
teiligen Brüchen von mehreren Ziffern bestehen, und zwar 
kann die höhste Ziffer Zehntel, oder sie kann 10) von einer 
niedrigern Ordnung sein, u. dgl. m.

ES ist zu empfehlen, daß einige dieser Exempel, gleich nach 
der Ausarbeitung im Hauptheft, gerechnet werden. Dann 
sind ein Paar Seiten im Übungöheft leer zu lassen, um sie 
nach und nach mit mehr Exempeln zu füllen.
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Anmerkung 2.
Wer die Auflösung und -en Beweis recht aufmerksam durch- 

gearbeitet hat, der wird darin die nöthige Anleitung finden, 
jedes der oben erwähnten Exempel zu rechnen. Zu mehrerer 
Erleichterung bemerken wir hier noch folgendes.

Gleich bei dem ersten Anfang -er Rechnung ist schon die 
Stelle bestimmt, welche das Komma im Quotienten einneh­
men muß. Denn man muß zuerst in Gedanken den Divi­
sor so weit unter den Dividendus rücken, bis die im Divi­
dendus über ihm stehenden Ziffern, als eine einzige ganze 
Zahl gelesen zwar größer sind als der Divisor, aber doch 
kleiner, als das Zehnfache desselben. Sobald man diese 
Stellung des Divisors gefunden hat, weiß man auch, von 
welcher Ordnung die höhste Ziffer des Quotienten ist, näm­
lich (nach tz. 19.) von eben der Ordnung, von welcher die 
niedrigste Ziffer des Dividendus ist, unter welcher die nie­
drigste des Divisors zu stehen kommt. Sobald man aber 
die Ordnung der höhsten des Quotienten kennt, so weiß 
man auch, wie viele Ziffern vor und nach dem Komma im 
Quotienten stehn müssen.'

Überhaupt ist aber aus §. is. klar, -aß jede einzelne Ziffer des 
Quotienten von derselben Ordnung sei, als die niedrigste 
Ziffer deö Dividendus, welche eben in Rechnung gezogen 
wird. Man kann daher die richtige Stellung des Komma 
im Quotienten (worauf bei allen Rechnungen mit Deci- 
malbrüchen die größte Aufmerksamkeit zu wenden ist, da ein 
Fehler von einer einzigen Stelle das Resultat eine Rech­
nung zehnmal zu groß oder zu klein macht), man kann, 
sage ich, die richtige Stellung des Komma nicht verfehlen, 
wenn man es allezeit in dem Quotienten schreibt, sobald 
man die Einer des Dividendus in Rechnung gezogen hat. 
Auch beruht auf diesen Betrachtungen die Regel, daß, sobald 
nur die erste Stellung des Divisors unter dem Dividen­
dus richtig gemacht ist, keine einzige von den folgenden Zif­
fern des Dividendus übersprungen werden dürfe. Denn 
wenn in einem Abschnitt der Rechnung nach Anhängung 
-er richtigen Ziffer, auch eine kleinere Zahl als der Divisor 
unter dem Strich stände, so muß man, ehe man eine zweite
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Ziffer anhangt, nie versäumen vorher o im Quotienten zu 
setzen.

Zusatz. Wenn der Divisor eine ganze Zahl ist, 

so ist die Anzahl der Bruchziffern im Quotienten allezeit 

so groß als die Anzahl der Bruchziffern im Dividendus, 

vorausgesetzt, daß man die etwa während der Rechnung 
angehängten Nullen mitzählt.

2t. Zusa H.

Da die Division bei Decimalbrüchen von der Di­
vision ganzer Zahlen im Wesentlichen gar nicht verschie­
den isi,vso kann man sich dabei aller der Vortheile und 
Abkürzungen bedienen, welche bei der Rechnung mit 

ganzen Zahlen statt finden. Wir erwähnen deren hier 

nur zwei, nämlich die Division durch kleine, besonders 

einziffrige Zahlen, und die Division durch Zahlen die am 
Ende Nullen haben.

2- Ist der Divisor eine einzelne Ziffer, so muß die Rechnung 
in einer einzigen Zeile gemacht werden, weil sich alle Mul­
tiplikationen und Subtraktionen im Kovfe machen lassen. 
Wer die Vielfachen von 11, 12, 24, vielleicht auch von 1L 
und 16, oder von andern zweiziffrigen Zahlen im Gedächt­
niß hat, kann mit diesen eben so rechnen.

b. .Hat der Divisor am Ende Nullen, so lasse man diese Nul­
len weg, und rücke dafür das Komma im Dividendus vor 
dem Anfang der Rechnung um so viele Stellen nach der 
linken Seite, als man Nullen im Divisor weggelassen hat. 
Denn man sieht leicht ein, daß hiedurch Divisor und Di­
videndus glcichvielma! verkleinert werden, also nach §.9. 
der Quotient «»geändert bleibt.

Beide Vortheile sind im Haupthefte an einem einzigen Bei­
spiele wörtlich zu erläutern. Im Übungsheft aber sind von 
jeder Art mehrere Beispiele zu rechnen.
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§.22. Aufgabe.
Jede beliebige Zahl zu dividiren durch einen Divi­

sor, welcher selbst zehntheilige Brüche enthält.

Anleitung zur Auflösung. Da nach §. 9. »- der Quo­
tient »«geändert bleibt, wenn man den Dividendus nnd 
den Divisor gleichvielmal vergrößert oder verkleinert, so 
kann man jederzeit vor -er Rechnung die Brüche aus dem 
Divisor wegschaffen, und dann wie §. 20. rechnen. Es ist 
hiezu nichts nöthig, als daß man zuerst im Divisor das 
Komma bis hinter die letzte Ziffer fortrückt, oder, welches 
dasselbe ist, es ganz wegläßt. Dann rückt man im Dividendus 
das Komma um eben so viele Ziffern, als im Divisor 
gegen die rechte Seite fort, so sind beide gleichvielmal ver­
größert, also der Quotient ungeändert.

Dieses ist in dem Haupthefte an einem selbstgewahlten Bei­
spiel auszuführen, und wörtlich zu erläutern. Im Übungs« 
hefte aber sind mehrere Beispiele zu rechnen, theils solche, 
wo der Divisor aus Ganzen und Brüchen, theils solche, 
wo er aus bloßen Brüchen besteht. Auch sind dabei die in 
§. 20. Anm. 1. angegebenen Verschiedenheiten -es Dividen- 
-us, wo nicht alle doch mehrere, zu berücksichtigen.

Zusatz. Da man vor der Rechnung in dem Di­

videndus so viele Bruchziffern vor das Komma rü­
cken muß, als der Divisor enthält, so folgt aus §. 20. 
Zus., daß die Anzahl der Bruchziffcrn im Quotienten 

so groß sei, als die Anzahl aller in Rechnung gezoge­

nen Bruchziffcrn des Dividendus, weniger die Bruch­

stellen des Divisors.

Wäre die Anzahl der Bruchstellen im Dividendus 

kleiner als im Divisor, so kann man sie allezeit durch 

angehängte Nullen größer machen.
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v. Bestimmung, wie weit man sich auf die Ziffern 
eines Quotienten verlassen könne, wenn 

die gegebenen Zahlen abgekürzt sind.

23. Aufgabe.
Zu bestimmen, wie weit man sich auf die Ziffern 

eines Quotienten verlassen könne, wenn der Dividendus 

eine abgekürzte, der Divisor aber eine ganze und genaue 

Zahl ist.

Wir wollen hier eine für die gewöhnlichen Falle hinreichende 
Auflösung dieser Aufgabe geben, welche bestimmt zeigt, wie 
weit man sich "auf die Ziffern des Quotienten verlassen 
könne. In dem zweiten Anhang zu diesem Abschnitt soll 
aber noch gezeigt werden, wie man die Größe der Unsi­
cherheit genau bestimmen könne.

Auflösung. Es sei z. B. 2,387... der abgekürzte Dividen­
dus. Er sei zu groß, aber der Fehler kleiner als eine halbe 
Einheit der dritten, oder als 5 Einheiten der vierten Stelle. 
Der Fehler ist also subtractiv. Der Divisor aber sei die 
ganze und genaue Zahl 687.

Man mache hinter der letzten rich­
tigen Ziffer des Dividendus (7) einen 
Strich von oben durch die ganze 
Rechnung herab, so begreift man sehr 
leicht, daß alle Ziffern, die auf der 
rechten Seite dieses Striches stehen, 
unrichtig sind, und daß selbst die 
Ziffern, welche auf der linken Seite 
unmittelbar vor dem Strich stehen, 
nicht ganz sicher sind, und desto un­
sichrer werden, je weiter man in der 
Rechnung von oben herabfteigt. Da 
indessen nach §. 18. und 19. die Rich­

tigkeit jeder Ziffer eines Quotienten, fast einzig von der er­
sten, oder den beiden höhsten Mern -er dividirten Zahlen 
abhängt, so sind die drei ersten geltenden Ziffern des Quo­

687
.2,387 0,0034745
2 061

8..326 0
274 8

c...51 20
48 09

O.... 3 110
2 748

8....... 3620
3435

185
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tienten (.347), die man durch Division der Zahlen ä, 8 und 
c erhält, als richtig zu betrachten, obgleich die Zahlen 8 
und 6 auf der rechten Seite schon falsche Ziffern enthalten. 
In der Zahl I) aber ist schon die höhste Ziffer (3) nicht 
ganz sicher, folglich auch nicht die vierte geltenve Ziffer des 
Quotienten (4). Dividirt man aber auch noch die Zahl L 
die aus lauter unrichtigen Ziffern besteht, so ist die dadurch 
erhaltene Ziffer des Quotienten (5), als entschieden unrich­
tig zu betrachten.

Diese Auflösung ist im Hefte an einem selbftgewählten Bei­
spiel auözuführen.

Zusatz. Die Gränze der Unsicherheit des Quo­

tienten ist in jedem Fall additiv oder subtractiv, je 

nachdem es ber Fehler des Dividendus ist.

§.24. Aufgabe.
Die Unsicherheit des Quotienten zu bestimmen, wenn 

der Dividendus eine genaue, der Divisor aber eine ab­
gekürzte Zahl ist.

Auch hier wollen wir eine für das gewöhnliche Bedürfniß 
hinreichende Auflösung geben; im zweiten Anhang aber zei­
gen wie die Größe der Unsicherheit genau bestimmt wer­
den könne.

Auflösung. Es sei 1 durch 3,78.. zu dividiren und die 
letzte Zahl sei abgekürzt, ihr additiver Fehler aber kleiner 
als o,oo5.

378
8 100,0 0,2645 
ä 756
6 2440

226 8
V..17

1 5
20
12

8... 2
1

080
890
190

In der beistehenden nach 8- 22. geführten 
Rechnung ist hinter der letzten Ziffer der 
ersten subtrahirten Zahl ein Strich durch 
die ganze Rechnung herabgezogen, und man 
sieht leicht, daß wegen der Abkürzung des 
Divisors 378 alle rechts von diesem Strich 
stehenden Ziffern unrichtig, die unmittelbar 
vor demselben stehenden nicht ganz sicher, 
die übrigen aber.sicher sind. Da nun auch 
hier die Richtigkeit jeder Ziffer des Quo-
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tienten nur von der ersten oder den beiden ersten Ziffern 
jeder -ividirten Zahl abhängt, so ist die erste geltende Ziffer 
des Quotienten (2) richtig, weil alle Zahlen der dividirten 
Zahl L richtig sind. Auch die folgende Ziffer 6 ist richtig, 
weil von der Zahl 6 nur die letzte Ziffer unsicher ist. Auch 
die dritte Ziffer M ist richtig, weil von der dividirten 
Zahl v noch die beiden höhsten Ziffern als sicher zu betrach­
ten sind: denn die Unsicherheit der zweiten Ziffer 7 ist auf 
alle Fälle so klein, daß sie auf den Quotient keinen Einfluß 
hat. Dagegen ist die vierte Ziffer (5) ganz unsicher, da in 
der dividirten Zahl L nur die hbhste Ziffer, die selbst nicht 
sicher ist, vor dem Striche steht. Wollte man nun die Di­
vision noch weiter fortsetzen, so wäre die Arbeit zwecklos, 
weil man lauter unrichtige Ziffern finden würde.

Diese Auflösung ist im Hefte an einem selbstgewählten Bei­
spiel zu erklären.

Zusatz. Der Fehler des Divisors und Quotienten 

sind allezeit entgegengesetzt; wenn der eine additiv ist, 

so ist der andere subtractiv.

§. 25. Aufgabe.
Zu bestimmen, wie weit die Ziffern des Quotienten 

sicher sind, wenn sowohl der Dividendus als der Divi­

sor abgekürzt ist.

Anleitung zur Auflösung. Sobald man den Aufsatz 
der Rechnung gemacht, und die erste geltende Ziffer des 
Quotienten gefunden, mit dieser den Divisor multiplicirt, 
und das Produkt richtig untergesetzt hat, betrachte man die 
beiden ersten Zeilen -er Rechnung, so wird man sehen, wie 
weit sich in jeder die sichern Ziffern erstrecken. Reichten 
diese bis zu einer und derselben Stelle, so hat man hinter 
diesen den Gränzstrtch der Unsicherheit zu machen. Reich­
ten aber die sichern Ziffern in beiden Zahlen zu verschie­
denen Stellen, so hat man den Sicherheitsstrich hinter der­
jenigen letzten Ziffer der ersten oder zweiten Zeile zu ma­
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chen, die am weitesten nach der linken Seite liegt, sie sei 
im Dividendus, oder im Divisor. Die übrige Beurthei­
lung ist völlig, wie in den beiden vorigen Paragraphen.

Diese Auflösung ist im Hefte an einem selbstgewähllen Bei­
spiel auszuführen, und zu erklären.

Zusatz. Man sieht leicht, daß es vortheilhaft ist, 

wenn die Fehler des Dividendus und Divisors gleich­

artig sind; beide additiv, oder beide subtractiv. Denn 

alsdann ist ihr Einfluß auf den Quotienten entgegenge­
setzt, und hebt sich also zum Theil. Hierauf muß man 

bei dem Abkürzen Rücksicht nehmen, und nicht immer 

auf's Gerathewohl nach I, 19. abkürzen.

L. Divisionen, wenn der Dividendus oder der Di 
visor, oder beide, aus Produkten von mehre­

ren Factoren bestehen.

§.26. Lehrsatz.

Wenn ein Produkt zweier ganzen Zahlen, und 

L durch eine dritte L dividirt werden soll, so ist es einer­

lei, ob man erst das Produkt ausrechnet, und die­
ses durch L dividirt, oder ob man erst einen der beiden 

Faktoren, oder k durch L dividirt, und den Quotien­

ten mit dem andern Faktor multiplicirt.

An Zeichen läßt sich dieser Satz kurz und deutlich 
durch folgende Formeln ausdrücken:

Beweis. Da im Satz ganze Zahlen angenommen sind, so 
ist die Multiplikation eine Vervielfältigung, die Division 
eine Theilung (K. 3.).
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Nach §. 8. s. wird der Quotient L mal vervielfältigt, 
wenn man den Dividendus (^), L mal vervielfältigt. Also ist 

k X « -
e e

Auf dieselbe Art läßt sich die Gleichheit der ersten und drit­
ten Formel erweisen.

Dieser Beweis ist im Hefte zu wiederholen, nur sind statt der 
unbestimmten Grbßenzeichen ä, L, c, bestimmte ganze Zah-- 
len zu setzen.

§.27. Z U s a tz.
Der vorige Paragraph ist nicht nur für ganze Zah­

len, sondern auch a) für zehntheilige, und d) selbst für 
gemeine Brüche gültig.

». Um dieses deutlich zu machen, sei eine Zahl mit 5, L 
mit 6, 6 mit 4 Bruchziffern. Man lösche alle Kommata 
weg, so hat man ganze Zahlen für welche der Satz erwie­
sen ist. Nun wollen wir annehmen, man multiplicire wirk­
lich mit L, und dividire das Product mit c, so begreift 
man leicht, daß, wenn die Rechnung mit Beibehaltung der 
Kommata geführt wird, der Quotient keine andern Zif­
fern erhalte, als wenn man mit den ganzen Zahlen rech­
net. Auch läßt sich leicht die Stelle des Komma im Quo­
tienten bestimmen. Denn wenn 5, und L 6 Bruchstellen 
hat, so hat ihr Product deren ii (in. 16.). Dividirt man 
aber dieses Product durch 6, dem wir 4 Bruchziffern gege­
ben haben, so gehen von jenen 11 Bruchstellen (nach §. 22. 
Zusatz) 4 ab, es bleiben also 7.

Nun gehe man die Rechnung, welche durch die Formeln 

— s und

vorgeschrieben wird, auf dieselbe Art durch, so wird sich zei­
gen, daß das letzte Resultat keine andern Ziffern, und keine 
andere Anzahl von Bruchstellen enthalten könne, als wenn 
man nach der ersten Formel rechnet.

Dieses ist im Hefte vollständig auezuführen, und für ä, L, e 
sind drei- oder vierziffrige Zahlen zu sehen, in welchen die nie-
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-rigsien Ziffern etwa von der vierten, fünften oder sechsten 
Bruchordnung sind.

K. Ist aber der Satz von zehntheiligen Brüchen richtig, so muß 
er auch von gemeinen Brüchen gelten, da diese jederzeit 
entweder genau, oder mit einem so kleinen Fehler als ver­
langt wird, in zehntheilige verwandelt werden können.

§.28. L e l) rsa tz.

Wenn eine ganze Zahl durch ein Product zweier 
andern ganzen Zahlen V und dividirt werden soll, so 
erhält man einerlei, man mag durch das ganze Pro­

duct LL, oder nur durch einen der beiden Factoren L 

oder 6, den Quotienten aber durch den andern Factor 

dividiren.
Oder in Formeln:

Beweis. Nach §. 8. K. wird der Quotient A-, 6 mal klei^ 
ner, wenn man den Divisor c mal so groß macht, d. h. 
wenn man nach der Formel rechnet. Dividirt man 
aber denselben Quotienten A selbst durch die ganze Zahl c 
so wird er auch L mal kleiner, also eben so groß als nach 
der ersten Rechnung. Man erhält also einerlei, ob man 
nach der Formel

—, oder i: 6 rechnet.

Auf eben diese Art läßt sich erweisen, daß auch die erste und 
dritte Formel einerlei geben.

Dieser Beweis ist im Hefte vollständiger, aber an bestimmten 
ganzen Zahlen auszuführen.

§.29. Z u sa tz.

Der vorige Satz bleibt gültig ») von zehntheiligen 

b) von gemeinen Brüchen.
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Der Beweis sowohl für 2) als für K) ist dem oben §. 27. ge­
gebenen so ähnlich, daß hier eine nähere Anleitung über- 
flüsstg ist. Im Hefte ist er aber an bestimmten Zahlen 
wirklich auszuführen.

§.30. Zusa tz.

Aus §. 26 — 2S. folgt ganz allgemein, daß, wenn 

man ein Produkt mehrerer Zahlen durch ein Product 

von mehreren dividiren soll, man die Ordnung auf man­
nigfaltige Art abändern könne, wofern man nur beob­

achtet, daß nie ein Factor des Divisors mit einem Fac- 
tor des Dividendus multiplicirt, oder ein Factor 
des Divisors durch einen Factor des Dividendus divi­

dirt wird.

Hätte man z. B. im Dividendus sowohl als im Divisor die 
Faktoren

so kann man nach III. 20—22. te zwei oder drei dieser Fae- 
toren in Klammern einschließen, und als eine Zahl be­
trachten, wodurch die hier erwiesenen Sätze §. 26 — 29. an­
wendbar werden. Z. B.

(^8)6 . (^86) (^6)8 ,
(DLk)/ oder u bgl.m.

Dieses ist im Hefte durch bestimmte ganze Zahlen zu erläu­
tern. Es ist zweckmäßig dazu kleine Zahlen zu wählen, 
und die Multiplicationen, die durch die Klammern bloß an­
gedeutet werden, wirklich zu verrichten.

Fischer'S Math. Rechenkunst. I
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Erster Anhang zum vierten Abschnitt.
Vortheile bei großen Divisionen.

§. 1.
So wie es bei großen Multiplicationen (nach 

Anhang zu III. §. 5.) Vortheilhaft ist, eine Tafel der 
Vielfachen des Multiplicandus zu berechnen, eben so 
kann man sich große Divisionen erleichtern, und gegen 

Rechnungsfehler sichern, wenn man auf dieselbe Art die 

Vielfachen des Divisors, bis zum Neunfachen, berechnet.

Man sieht leicht, daß dann der größte Theil der Rech­
nung in einem bloßen Abschreiber, der Zahlen dieser 

Tafel verbunden mit Subtraktionen bestehe.
Folgendes Beispiel mag zur Erläuterung dienen. Gesetzt es 

soll 1 durch 65,789 dividirt.werden, wobei wir jetzt beide 
Zahlen für genau annehmen wollen, so muß zuerst in bei­
den Zahlen das Komma nach §. 22. um 3 Stellen gegen 
die rechte Seite gerückt werden. Dann ist der Dividendus 
1000 der Divisor aber 65789. Von diesem berechnet man 
nun zuerst die Vielfachen.

1
2
34
5
6 
7
8

065789 
131578 
197367 
263156 
328945 
39473'4 
460523 
526312

9 592101

1 000,000 I 0,015200109..
. 657,89

342110
8.328 945

13 1650
6 .. 13 1578

72000
0........ .  65789

621100
8 ..........  592101

28999 U. s. w.
Daß die Zahlen 8, 6, v, L nicht Lurch Multiplikation ge­

funden/ sondern aus der Tafel der Vielfachen abgeschrieben 
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sind/ desgleichen/ daß die einzelnen Ziffern des Quotienten 
sich unmittelbar aus der Tabelle ergeben/ fällt in die 
Augen.

§. 2.
Rechnet man mit abgekürzten Zahlen, so muß man 

zuerst nach §. 23 — 25. bestimmen, wie weit die Divi­

sion mit Sicherheit fortgesetzt werden könne. Dann 

laßt sich auf ähnliche Art als bei der Multiplikation 

die Rechnung so abkürzen, daß der ganze Theil der 
Rechnung wegfällt, welcher aus 'lauter unrichtigen Zif­

fern besteht.
Bei dieser abgekürzten Division ist eö zwar nicht noth, 

wendig/ aber vsrtheilhaft/ wie im vorigen Paragraphen eine 
Multiplicationetafel für den Divisor zu entwerfen; auch 
laßt sich so das zu beobachtende Verfahren am anschaulich­
sten erklären.

Der Dividendus sei o,Z5'täää... (welches der Werth von 
in zehnteiligen Brüchen ist)/ dessen folgende Ziffern eine 
unendliche Menge von Vieren sind. Der Divisor sei 27,66s 
eine abgekürzte Zahl/ deren folgende Ziffern nicht bekannt 
sind/ und von deren Unsicherheit man bloß weiß/ daß der 
Fehler kleiner sei, als eine Einheit der dritten Bruchstelle.

Es ist nun zuerst zu überlegen auf wie viel Ziffern die Divi­
sion fortzusetzen sey. Obgleich der Dividendus auf jeden 
Fall bei der Rechnung einmal abgebrochen werden muß, so 
können wir ihn doch als genau betrachten, wenn wir wäh­
rend der Rechnung nicht Nullen, sondern Vieren an densel­
ben anhängen, wodurch wir die von ihm herrührende Unsi­
cherheit so weit hinauüschieben können, als wir wollen, folg­
lich auf jeden Fall weiter, als die vom Divisor herrührende.

Rücken wir in beiden Zahlen das Komma um drei Stellen 
gegen die rechte Seite, so erhalten wir den Dividendus 
65 und den Divisor 27568. Versucht man, wie die­
ser Divisor untergesetzt werden müsse, um die Rechnung aN' 
fangen zu können, so sieht man leicht daß seine letzte Ziffer
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(8) unter die Hundertel des Dividendus gesetzt werden 
müsse. Also kommt die erste geltende Ziffer -es Quotien­
ten in die zweite Bruchstelle. Aus §. 24. folgt daß der Quo­
tient nicht mehr richtige Ziffern haben könne, als unser fünf- 
ziffriger Divisor hat. Folglich ist die Division nicht weiter 
als bis zur sechsten Bruchstelle fortzusetzen, und selbst die
letzte Ziffer ist nicht für ganz sicher zu halten. Entwirft 
man sich nun eine Multiplications-Tafel vom Divisor, so
ist die Rechnung folgende.

i 
2
3 
/t
5 
6

027568 
055136
082707z 
110272 
137840 
165408
192976
220544
248112

7 
8
9

354,44 I 0,012857..
0275 68

78 76
8.05514

23 62
c .. 22 05

157
V...138

19
8 .... 19

0
Daß in der Multiplications-Tafel die ersten drei Zahlen vorn 

eine Null erhalten haben, sichert gegen Rechnungöfthler. 
Denn man darf, wenn alle Zahlen der Tafel gleich viele 
Ziffern haben, nur die Regel beobachten, in jedem folgen­
den Abschnitt der Rechnung, die Zahl der Multiplications - 
Tafel um eine Ziffer mehr abzukürzen.

Auf diese Art erhält -V 6 Ziffern, 8 nur 5, 6 nur 7t, und so 
von Abschnitt zu Abschnitt weiter.

Zweiter Anhang zum vierten Abschnitt.
Größe der Unsicherheit, wenn man mit abgekürzten 

Zahlen dividirt.

1. Aufgabe.

Die Größe der Unsicherheit des Quotienten zu 
bestimmen, wenn der Dividendus eine abgekürzte Zahl, 

der Divisor aber eine genaue ganze Zahl ist.
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Auflösung. Der Divisor sei die genaue ganze Zahl 254, 
der Dividendus sei die abgekürzte Zahl 13,59297; der Feh­
ler desselben sei subtractiv, betrage aber weniger als 
0/000005.

Man formiere einen Quotienten dessen Dividendus 0,000005 
und dessen Divisor 254 ist, und verrichte die Division nach 
§. 20. nur so weit, daß man die hbhste Ziffer des Quotien­
ten kennt. ES ist wohl kaum nöthig zu erinnern, daß diese 
Rechnung jederzeit im Kopfe gemacht werden könne. In 
unserm Beispiel würde man den Quotienten o,ooo 000 01, 
oder, wenn man auf die Größe des Restes Rücksicht nimmt, 
0,00000002 finden. Diese Zahl ist die Gränze der Unsi­
cherheit des Quotienten, und sie ist in unserm Fall sub- 
tr activ, weil die Fehler des Dividendus und Quotienten 
immer gleichartig sind (§. 25. Zus.).

Beweis. Man nehme an, der Fehler des Dividendus be­
trüge genau — 0,000 005, so wäre der genaue Dividendus 
13,59297—0,000 005/ und der vollständige Quotient nach §.11.

13/59297 0/000 005
254 254 '

Das erste Stück dieser Formel ist der Quotient, den man 
durch die wirkliche Division der gegebenen Zahlen erhält, 
und Las zweite Stück zeigt an, um wieviel dieser Quotient 
zu groß sein würde, wenn der Fehler des Dividendus wirk­
lich die angenommene Größe hätte. Nun ist aber der Feh­
ler des Dividendus kleiner, also ist auch das abzuziehende 
Stuck kleiner, als 0,000005

254
Folglich ist dieses Stück die gesuchte Gränze der Unsicher­
heit, und wenn man daher nur die höhste geltende Ziffer 
dieses Stücks auörechnet, so weiß man bestimmt, wie weit 
die Division der gegebenen Zahlen den Quotienten rich­
tig gebe.

§.2. Aufgabe.
Die Größe der Unsicherheit zu bestimmen, wenn 

der Dividendus genau, der Divisor aber eine abgekürzte 
Zahl ist.
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Auflösung und Beweis. Die Unsicherheit laßt sich in 
diesem Fall zwar nicht auf eine so einfache Art/ als im vo 
rigen Fall finden. Ist es indessen darum zu thu»/ die 
Gränze derselben genau zu kennen/ so kann man jederzeit 
den Zweck auf folgende Akt erreichen.

Gesetzt es sollte die genaue Zahl 3/75 durch die abgekürzte 
0/72889 dividirt werden) -er Fehler des Divisors aber sei 
subtr activ/ und kleiner als 0,000005: so berechne man 
zuerst den Quotienten nach §. 22.

3/75 — 375006
0/72889 — 72889

und zwar um eine, oder zwei Ziffern weiter als nach ß. 24 
die Ziffern sicher sind. Durch die wirkliche Division findet 
man 5/1^809/ und die vier ersten Bruchziffern zeigen sich 
nach §. 24. als sicher.

Nun nehme man an/ der subtractive Fehler des Divisors be­
trage genau 0/000 005/ so wäre der wahre Quotient 

_3^75  — 3/75______ 3750000 
ü/72889 — 0/000 005____ 0/728885 728885

Diese Division verrichte man wirklich/ und auf eben so viele 
Bruchstelle»/ als die erste/ so findet man: 5/t4ä8ää.

Der Unterschied beider Quotienten ist o,oooo36 oder beinah 
0/000 oä. Dieses ist nun die verlangte Gränze der Unsi­
cherheit/ und sie ist additiv: denn da der gegebene Divi­
sor 0/72889 zu groß angenommen wak/ so folgt aus §. 8. 
daß der Quotient 5,i4ä809 kleiner sei als er sein sollte. 
Da nun der Fehler des Divisors nicht volle — 0.000005 be­
trägt/ so beträgt auch der Fehler des Quotienten nicht volle 
-k- 0/000 o 'i. Diese Zahl ist also die Gränze der Unsi­
cherheit. Der wahre Quotient ist also größer als 5,1^809/ 
aber kleiner als 5,i4't8O9-«-o,oooo7t/ d.i. als 5/i7t/t8ä9, und 
in dem gefundenen Quotienten sind nur die 7t höhsten Zif­
fern richtig.

§.3. Zusatz.

Sind beide Zahlen abgekürzt, so lassen sich nach 
§. 1. und 2., zwei Gränzzahlen finden, zwischen denen 

der wahre Werth des Quotienten liegen muß.
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Die eine Gränzzahl findet man, wenn man nach 

§. 1. die vom Dividendus herrührende Unsicherheit berech­

net, und das Gefundene, je nachdem es additiv oder 
subtroctiv ist, durch Addition oder Subtraction mit dem 
Quotienten verbindet.

Dir andere Gränzzahl ist nichts anderes, als der 

nach §. 2. durch die zweite Division gefundene Quotient

Zur Erläuterung wollen wir -aü Beispiel des vorigen Para­
graphen wählen, und annehmen, -aß auch der Dividendus 
eine abgekürzte Zahl sei. Dieser Dividendus (3,75) sei zu 
groß; sein zu subtrahirender Fehler aber sei kleiner als 
0,0001.

Die hieraus entspringende Unsicherheit ist nach §. 1.
0,0001 10-------------oder----------- .0,72889 72889

Berechnet man diese Unsicherheit in sechs Bruchstellen, weil 
der Quotient (5,i^ä809) so weit berechnet ist, so findet 
man — 0,000 137. Daher ist die erste Gränzzahl 5,iää809 
— 0,000137 — 5,1^672. /

Nimmt man die Unsicherheit des Divisors gerade so an, wie 
im vorigen Paragraphen so ist die zweite Gränzzahl, der 
im vorigen Paragraphen schon berechnete Quotient 5,E8ä4

Der wahre Werth des Quotienten muß zwischen diesen beiden 
Zahlen liegen, -. h. er muß größer als 5,1^672, aber klei­
ner, als 5,i^t8^ä sein.

Da der Unterschied der beiden Gränzzahlen 0,000172, oder 
fast 2 Einheiten der vierten Stelle beträgt, so ist klar, -aß 
nur die 3 ersten Bruchziffern des Quotienten fehlerfrei sind. 
Nimmt man für die vierte 7 an, so ist diese unsicher, und 
von ihrem Fehler kann mast nur sagen, daß er kleiner sei, 
als 2 Einheiten der vierten Stelle.

Anmerkung. Man hätte alle Divisionen bloß bis zur vierten 
Stelle führen können, weil man gleich anfänglich sieht, -aß 
die Ziffern -er vierten Stelle schon unsicher sind. Ja, wenn 
der Fehler des Divisors viel kleiner ist, als -er d^s Divi­
dendus, so hängt die Anzahl der fehlerfreien Ziffern -es
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Quotienten bloß vom Dividendus ab. Will man also nicht 
die Gränzen der Unsicherheit sehe genau bestimmen, sondern 
nur untersuchen, wie viele Ziffern des Quotienten fehler- 
frei sind, so läßt sich die Arbeit beträchtlich abkürzen.

Fünfter Abschnitt.
Von einfachen und zusammengesetz­

ten Zahlen.

Allgemeine Begriffe und Sätze.

§. 1. Erklärung.
Eine ganze Zahl heißt einfach, oder absolut 

einfach (auch eine Primzahl, Numerus primus), wenn 

sie sich durch keine andere ganze Zahl ohne Rest theilen 

läßt, als durch sich selbst, und durch 1.

Hat sie aber noch irgend einen andern Divisor der 
keinen Rest läßt, so heißt sie zusammengesetzt (Nu­

merus eompositus). Hat sie mehr als einen solchen 
Divisor, so ist einer darunter der größte, und diesen 

nennt man auch das größte Maaß der Zahl.

Diese Begriffe sind auf bestimmte Zahlenbeispiele anzuwenden.

§.2. Zusatz.

Jede zusammengesetzte Zahl hat (außer sich selbst 

und 1) wenigstens zwei ganze Divisoren, die keinen
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Rest lassen; doch sind diese bei einigen Zahlen gleich 

groß.
Es folgt dieses aus §. i. in Verbindung mit IV. 6. Dieses 

ist im Hefte auözuführen, und zu zeigen/ wie in jedem Fall 
der zweite Divisor gefunden werde/ wenn einer gegeben ist. 
Auch ist ein Beispiel von zwei gleichen Divisoren beizu- 
fügen.

Anmerkung. Wenn in diesem Abschnitt von Zahlen schlecht­
hin die Rede ist/ so find allezeit ganze zu verstehen; und 
wenn das Wort Divisor ohne Beisatz gebraucht wird, so 
ist allezeit eine ganze Zahl zu verstehen/ die bei -er Divi­
sion keinen Rest läßt.

§.3. Zusatz.
Wenn eine Zahl durch eine andere theilbar ist, so 

ist auch jedes Vielfache der ersten durch die andere 

theilbar; oder, was dasselbe sagt, wenn von zwei Zah­

len eine durch eine dritte theilbar ist, so ist auch das 

Product der beiden ersten durch die dritte theilbar.

Erläuterung. Jedes Vielfache von läßt sich in lauter 
Stücke theilen, die sämmtlich gleich sind. Da nun jedes 
dieser Stücke durch L theilbar ist, so ist auch jedes Viel­
fache von durch 8 theilbar (IV. 12.).

Statt -er unbestimmten Zeichen und L sind im Hefte be­
stimmte Zahlen zu setzen; auch zu zeigen, daß der zweite 
Ausdruck -es Satzes nichts anderes sage, als der erste.

Zusatz. Wenn mau aus einem Product zweier 

Großen einen Factor wegstreicht, so wird das Pro­

duct dadurch dividirt. Streicht man also beide Fac­
toren weg, so bleibt nicht Null, sondern Eins. Denn 
jede Größe durch sich selbst dividirt, giebt 1 zum Quo­

tienten.
Auch dieses ist durch Zahlenbeispiele zu erläutern.



138 Fünfter Abschnitt.

§.4. Erklärung.
Zwei Zahlen heißen relative Primzahlen, wenn 

es außer 1 keine ganze Zahl giebt, wodurch beide ohne 

Rest dividirt werden könnten.

Relativ einfach können sowohl zwei absolute Primzahlen, als 
auch zwei zusammengesetzte Zahlen sein. Von beiden Fällen 
sind Beispiele anzuführen.

Hieraus beantwortet sich die Frage sehr leicht: was das größte 
gemeinschaftliche Maaß zweier absoluten, oder relativen 
Primzahlen sei?

Anmerkung. Das lateinische Wort relativ bedeutet so viel 
als das deutsche bezüglich, oder in Beziehung auf rc. 
Wenn man sagt: 16 und 21 sind relative Primzahlen, so 
heißt das: eine ist in Beziehung auf die andere ein­
fach, weil sie außer i keinen Divisor mit ihr gemein hat.

§. 5. Lehrsatz.
Wenn zwei Zahlen durch eine dritte theilbar sind, 

so ist auch n) die Summe der beiden ersten, I,) die Dif­

ferenz derselben, desgleichen c) die Summe und Diffe­

renz jeder zwei Vielfachen von ihnen, durch die dritte 

theilbar.
Beweis. Wenn die beiden Zahlen und 8 durch eine dritte 

C theilbar sind, so ist sowohl als 8 ein Vielfaches von 
d (IV. 6.). Wenn man daher

s. und 8 addirt, so ist auch^die Summe ein Vielfaches von
6, also durch 6 theilbar.

l» Zieht man aber die kleinere, welche 8 sein mag, von der 
größern ab, so subtrahirt man ein kleineres Vielfaches der
6, von einem größern; daher muß der Rest entweder C 
selbst, oder ein Vielfaches von e, also durch L theilbar 
sein.
Da aber und 8 Vielfache des 6 sind, so ist auch jedes 
Vielfache von sowohl, als von 8 zugleich ein Vielfaches 
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von Was daher unter .1) und I») von den Zahlen 
und 8 erwiesen worden, gilt auch von jeden zwei Vielfachen 
derselben.

Dieser Beweis ist im Hefte zu wiederholen, nur sind statt 
der unbestimmten Zeichen 8 und bestimmte Zahlen 
zu brauchen.

§. 6. L'c h r s a tz.
Wenn ein Dividendus und ein Divisor ein gemein­

schaftliches Maaß haben, aber bei der Division einen 

Rest lassen, so ist auch dieser durch das gemeinschaft­

liche Maaß theilbar.
Beweis. Der Dividendus sei I), der Divisor 6; bei der 

wirklichen Division erhalte man den Quotienten g, und es 
bleibe der Rest r übrig: so ist nach IV. 15. ü — <ig 
— p.

Nun sind 6 und <1 (so wie D und r) ganze Zahlen; also ist 
ein Vielfaches von 6, und durch alle Zahlen theilbar, 

wodurch 6 theilbar ist (§. 3.).
Haben demnach I) und <l ein gemeinsames Maaß, so haben 

dasselbe auch I) und 6g, folglich ist nach §. s. K. und c. auch 
r durch dieses Maaß theilbar.

Dieser Beweis ist im Hefte zu wiederholen; nur sind statt D, 
6. g und r bestimmte Zahlen zu sehen.

§.7. L e h rsa tz.
Wenn ein Divisor und ein Rest ein gemeinsames 

Maaß haben, so ist auch der Dividendus durch dasselbe 

theilbar.
Anleitung zum Beweise. Wenn die Buchstaben I), 6, g, 

i- die im vorigen Paragraphen angegebene Bedeutung be­
halten, so ist nach IV. 15. 0 — 6g und hieraus 
folgt, auf ähnliche Art als im vorigen, aus 8. 5. und e. 
daß wenn 6 und r ein gemeinsames Maaß haben, auch v 
durch dasselbe theilbav sei.
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Dieses ist im Hefte anszuführen, und zwar wieder in be­
stimmten Zahlen.

§.8. Aufgabe.
Das größte gemeinschaftliche Maaß zweier Zahlen 

zu finden.
Auflösung.

i. Man dividire die größere Zahl durch die kleinere. Geht die 
Rechnung auf, so ist die kleinere selbst das gesuchte gemein­
schaftliche Maaß; bleibt aber ein Nest, so dividire man

2. den vorigen Divisor durch diesen Rest. Bleibt hier kein 
Rest, so ist der Divisor der zweiten Rechnung das gesuchte 
größte Maaß: bleibt aber ein Rest, so dividire man

3. den Divisor der zweiten Rechnung durch den Rest der­
selben rc.

Und in dieser Ordnung fahre man fort/ so lange es angeht; 
kommt man auf eine Division welche aufgeht/ so ist allezeit 
der dabei gebrauchte Divisor das gesuchte größte Maaß. 
Bleibt aber ein Rest/ so muß man allezeit den Divisor -er 
letzten Rechnung, durch den Rest derselben dividiren.

Da nun alle Reste ganze Zahlen sind, aber immer kleiner 
werdet!/ so muß man/ wenn die gegebenen Zahlen kein grö­
ßeres gemeinsames Maaß als 1 habe»/ zuletzt auf eine Di­
vision komme«/ welche den Rest 1 läßt. Machte Man nun 
mit diesem Rest noch eine Division, so würde offenbar die 
Rechnung aufgehen.

Die Regel ist folglich ganz allgemein: daß derjenige Di­
visor mit welchem eine Rechnung aufgeht/ das 
größte gemeinsame Maaß der beiden gegebenen 
Zahlen sei.

Beispiel.
Cö sei das größte gemeinsame Maaß -er Zahlen 3723 un- 236 

zu suchen, so hat man folgen-e Divisionen zu machen:
144 112 >32 I16

2) 256^ 3) 144^ 4) 112 5) 32^
144 112 ' 96' 32' *
112 32 16 0

256
1) 3728

256
1168
1024

144
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Da bei -er fünften Division die Rechnung aufgeht, so ist -er 
Divisor derselben 16, das größte gemeinsame Maaß der 
Zahlen 3728, und 236.

Dividirt man beide durch 16, so erhält man 233 und 16, 
welche weiter keinen Divisor (außer 1) gemein haben.

Beweis. Betrachtet man die erste Rechnung/ so folgt aus 
§.6./ daß/ wenn 3728 und 256 einen Divisor gemein habe»/ 
der Rest 144 mit eben dem Divisor aufgehen müsse.

Aus der zweiten Rechnung folgt aber eben so/ daß, wenn 256 
und 144 einen Divisor gemein haben/ eben dieser Divisor 
auch den Rest 112 dividiren müsse.

Durch denselben Schluß aber kann man sich überzeugen/ daß 
das gemeinsame Maaß von 3728 und 256/ auch die Reste 
der dritten und vierten Division (32 und 16) dividiren 
müsse.

Da nun bet der fünften Division 16 in 32 aufgeht/ so ist 
klar/ daß 16 ein gemeisamer Divisor zu 32/ 112/ 144, 256 
und 3728 sei.

Daß es aber das größte gemeinsame Maaß'-er beiden zuletzt 
genannten Zahlen sei/ ist eben so leicht zu erweisen. Denn 
hätten 3728 und 256 einen noch größer» gemeinschaftlichen 
Divisor/ so müßten eben den Divisor auch E, 312/ 32 und 
16 haben. Da aber 32 und 16 keinen größer» Divisor als 
16 selbst haben können, so kann es auch für die übrigen 
genannten Zahlen kein größeres gemeinschaftliches Maaß 
geben.

Arbeit.
In dem Hefte ist die Auflösung und -er Beweis an einem 

selbstgewählten Beispiel auSzuführen. Und zwar wird es 
zweckmäßig sein, nicht wie hier im Lehrbuche geschehen ist/ 
die Anflösung von dem Beweise zu trennen, sondern beides 
ungefähr auf folgende Art zu verbinden.

Wenn das größte gemeinsame Maaß zu 3728 und 256 ge­
sucht wird, so dividire man zuerst die größere Zahl 3728 
durch die kleinere 256, wie hier folgt. Nachdem die Rech­
nung niedergeschrieben ist, kann man fortfahren: Wäre die 
Rechnung aufgegangen, so wäre 256 selbst die gesuchte Zahl. 
Da aber ein Rest geblieben ist, so schließe man nach §. 6.
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wenn 3728 und 256 ein gemeinsames Maaß haben, so muß 
dasselbe auch der Rest haben, u. s. f.

Zusatz. Da zwei absolute oder relative Primzahl 

len das größte gemeinschaftliche Maaß 1 haben, 1 

aber eine ganze Zahl ist, so haben jede zwei ganze Zah­

len, auch eine ganze Zahl zum größten gemeinschaft­

lichen Maaß.

s. Lehrsatz.

Wenn zwei absolute oder relative Primzahlen, mit 

einer und derselben dritten Zahl multiplicirt, ganze Pro- 

ducte geben, so ist diese dritte Zahl selbst eine ganze 

Zahl.
Beweis. Wenn die relativen Primzahlen 9 und 16, mit ei­

ner dritten Zahl, welche m heiße, multiplicirt werden, und 
die Producte 9«» und 16 m ganze Zahlen sind, so ist zu be 
weisen, daß m selbst eine ganze Zahl sei.

Zu den gegebenen Zahlen (9 und 16) ist in jedem Fall 1 das 
größte gemeinschaftliche Maaß (§. ü.). Hieraus ist aber er­
weislich, daß zu 9 m und 16m, wenn es ganze Zahlen sind, 
m das größte gemeinschaftliche Maaß, und eine ganze 
Zahl sei.

Denn da man nach l 3. jede Größe, also auch m als eine 
Einheit, oder als bloße Benennung betrachten darf, nach 
IV. 15. aber Dividendus und Rest gleiche Benennung 
oder Einheit haben, so ist klar, daß, wenn zu den ganzen 
Zahlen 9^ und 16m, nach §. 8. das größte gemeinschaft­
liche Maaß gesucht würde, alle Reste die Benennung m ha­
ben, also der letzte Rest 1. m sein würde. Da aber bei ei­
ner nach Z. 8. geführten Rechnung nothwendig alle Reste 
ganze Zahlen sind, so ist auch der letzte Rest 1 . m oder in 
eine ganze Zahl, welches zu erweisen war.

Der Beweis ist im Hefte, nur mit Annahme anderer Zahlen 
zu wiederholen.
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§, 10. Aufgabe (Lehnsatz).
Einen Bruch ohne Veränderung seines Werthes, 

mit veränderten ganzen Zahlen so zu schreiben, daß der 

Nenner des veränderten Bruches, ein beliebiges Vielfa­

ches von dem Nenner des gegebenen Bruches sei.

Anleitung zur Auflösung. Da nach IV. 14. jeder Bruch 
als ein Quotient betrachtet werden kann, nach iv.9. aber 
ein Quotient «»geändert bleibt, wenn man den Dividendus 
und Divisor gleichvielmal vervielfältigt, so sieht man leicht, 
wie die Auflösung zu machen sei.

Dieses ist im Hefte an einem selbstgewählten bestimmten Bei­
spiel vollständig auszuführen.

Anmerkung. Lehnsätze nennt man in -er Mathematik solche 
Sätze, die man in einem Abschnitt, wohin sie dem Inhalt 
nach nicht gehören, als Hülfsätze braucht. Unsere Aufgabe 
gehört dem Inhalt nach in den Abschnitt von den Brüchen, 
wird aber hier als.Hülfsatz zu dem folgenden Beweise ge­
braucht.

* §.11. Lehrsatz.
Wenn eine ganze Zahl durch zwei absolute oder re­

lative Primzahlen theilbar ist, so ist sie auch durch das 

Produkt derselben theilbar.

Beweis. Die Zahl 4264 ist durch 8, und durch 13 theilbar 
es ist also zu erweisen, daß sie auch durch 8 . 1Z — io4 
theilbar sei, oder mit andern Worten, daß -er hundertund 
vierte Theil von 4264 eine ganze Zahl sei.

Da 4264 durch 8 theilbar ist, so ist 5 von 4264 eine ganze 
Zahl. Eben so ist auch x'- von 4264 eine ganze Zahl.

Aber 2 — rÄ (§.10.); und --- 13.^ (1.7.) .Eben so 
ist -sr (§. 10.), und — 8. zL? (1.7.).

Folglich ist mal von 4264, eine ganze Zahl, und eben 
so 8 mal ^4 von 4264.
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Setzt man nun von 4264 — m, so sind iZm und 8 m 
ganze Zahlen; folglich iü nach §?9. auch m eine ganze 
Zahl, d. h. der hundert und vierte Theil von 4264 ist eine 
ganze Zahl/ also 4264 durch io4 theilbar.

Dieser Beweis ist im Hefte an einem andern selbstgewählten 
Beispiel zu wiederholen.

§.12. Lehrsatz.

Das Produkt zweier Primzahlen läßt sich durch 

keine dritte von ihnen verschiedene Primzahl ohne Rest 
theilen. Eben so das Produkt zweier relat ven. Prim­
zahlen durch keine, die im Vergleich mit beiden eine re­

lative Primzahl ist.
Beweis. Es seien « und L zwei absolute oder relative Prim­

zahlen/ und ihr Prodnct heiße »/ also n — «L. Es ist also 
zu beweisen/ daß n durch keine Zahl theilbar sei/ die gegen 
« und L eine Primzahl ist.

Man nehme an/ » sei durch eine solche Zahl/ die wir / nen­
nen wollen theilbar/ so wäre — eine ganze Zahl/ also müßte 
auch ganz sein. N^n dividire man beides durch
«, d/h. weil « eine ganze Zahl/ man mache beides » mal 
kleiner. Der Quotient - wird aber « mal kleiner, wenn 
man seinen Divisor « mal größer macht/ (IV. 8. K.), wel­
ches giebt. — aber wird « mal kleiner/ wenn man 
den Dividendus « mal kleiner macht (IV. 8.».). Dieses ge­
schieht aber/ wenn man das Produkt durch « dividirt/ 
welches L zum Quotienten giebt (§. 3. Zus.). Es ist also 
.2, « mal kleiner als Hieraus folgt aber E

JstHer n theilbar sowohl durch « als durch"// so^ist es 
auch durch theilbar/ (8.11.)/ also eine ganze Zahl. 
Folglich müßte auch eine ganze Zahl sein/ welches un­
möglich ist/ da L unoabsolute oder relative Primzahlen 
sind.

Es ist also auch unmöglich/ daß n oder durch theil 
bar sei.
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Dieser Beweis ist im Hefte zu wiederholen/ nur sind statt der 
unbestimmten Grbßenzcichen, bestimmte/ den Voraussetzungen 
gemäße Zahlen zu setzen.

§.13. Zu sa tz.
Das Product zweier Primzahlen, ist gegen jede 

von ihnen verschiedene Primzahl, eine relative Primzahl. 
Erläuterung. Wenn «, und Primzahlen sind, so ist 

«,s gegen eine relative Primzahl, denn nach §. 12. ist 
durch / nicht theilbak/ und da selbst eine Primzahl ist, 
also sich nur durch 1 und 7 ohne Rest theilen läßt (§. 1.), 
so kann es mit kein anderes gemeinschaftliches Maaß 
als t haben.

Die Erläuterung ist an bestimmten Zahlen zu wiederholen.

§.14. Zusa tz.
Jedes Product von mehreren Primzahlen, läßt sich 

durch keine andere Primzahl ohne Rest dividiren.

Erläuterung. Wenn ä re. Primzahlen sind, so
läßt sich ihr Product durch keine andere Primzahl 
- dividiren. Denn nach §. n.'ist « gegen /-x, folglich 
auch gegen u. s. f. eine relative Primzahl. Daher ist 
weder noch u.s.f. durch e theilbar.

Die Arbeit ist wie bei tz. 13. zu machen.

k Sätze, die sich auf die zehntheilige ZählungSart 
beziehen.

§.15. Lehrsatz.
n) Wenn die.niedrigste Ziffer einer Zahl mit Zweie 

aufgeht, so geht die ganze Zahl mit 2 auf. 1>) Wenn 
die beiden niedrigsten Ziffern mit Viere aufgehn, so ist 

die ganze Zahl durch 4 theilbar. 0) Wenn die drei 

Fischer s math. Rechenkunst. K 



146 Fünfter Abschnitt.

niedrigsten Ziffern mit Achte aufgehen, so ist die ganze 

Zahl durch 8 theilbar.

Obgleich diese Sätze nicht bloß von ganzen Zahlen, sondern 
auch von zehntheiligen Brüchen gültig sind, so wird eS den­
noch hinreichend sein, den Beweis bloß an ganzen Zahlen 
auözuführen; weil der Schluß auf Decimalbrüche äußerst 
leicht ist: denn aus dem vorigen Abschnitt ist klar, -aß die 
Stellung des Komma gar keinen Einfluß darauf habe, ob 
die Division aufgeht oder nicht.

Beweis.
a. Da 10 — 2.5 mit 2 aufgeht, so besteht eine Zahl, in der 

man in die Stelle der Einer eine Null setzt, jederzeit aus 
einem Vielfachen von 10, und ist daher durch 2 theilbar 
(§.4.). Theilt man also eine Zahl, z. B. 3794 so in zwei 
Stücke, -aß der zweite Theil bloß die letzte Ziffer ist, 
nämlich 3790-1-4; so weiß man, daß das erste Stück (3790) 
in jedem Fall durch 2 theilbar sei. Je nachdem also das 
zweite Stück (4) durch 2 theilbar ist, oder nicht, wird auch 
die ganze Zahl (3794) durch 2 theilbar, oder nicht theilbar 
sein.

b. Da 100 — 10.10 -- 2.5.2.5 -- 2.2.5.5 (III. 20.) --- 
4.25; so ist 100, und jedes Vielfaches von 100 durch 4 
theilbar. Hat nun eine Zahl am Ende zwei Nullen, so ist 
sie ein Vielfaches von 100, also durch 7t theilbar. Man 
wird also den Beweis von b) auf ähnliche Art vollenden 
können, wenn man eine vorliegende Zahl so in 2 Stücke 
theilt, daß das zweite Stück aus den beiden letzten Ziffern 
besteht.

c. Da 1000 — 10.100 --- 2.5.4.25 — 8.125, so ist 1000 
und jedes Vielfache von 1000 durch 8 theilbar. Die wei­
tere Ausführung des Beweises ift den beiden vorhergehen­
den so ähnlich, daß es wohl keiner fernern Anweisung be­
dürfen wird.

Der Beweis von s) ift an einer andern selbstgewählten Zahl 
zu wiederholen. Die Beweise von K) und c) aber sind auf 
ähnliche Art vollständig auszuführen.
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K. 16. Zusatz.
Die Kennzeichen der Divisoren 4 und 8 lassen sich 

abkmzeu.

Sind nämlich bei den Kennzeichen der die Zeh­

ner gerade, so kann man sie ganz aus der Acht las­
sen, und bloß zusehen, ob die Einer mit 4 anfgehen. 

Sind sie aber ungerade, so braucht man nur einen 

einzigen Zehner mit den Einern zu verbinden.

Bei den Kennzeichen der 8, findet dasselbe in Anse­
hung der Hunderte statt.

Der Grund hievon ist leicht einzusehen, wenn man erwägt, 
daß alle geraden Zehner für sich mit 4, alle geraden 
Hunderte mit 8 aufgehen.

Dieses ist nun bestimmter auszuführen, und durch selbstge- 
wählte Zahlen zu erläutern.

§.17. Z U s a tz.
Der Rest, welchen die letzte, oder die beiden letzten, 

oder die drei letzten Ziffern lassen; wenn sie bezugsweise 
durch 2, 4, und 8 dividirt werden, ist derselbe, welchen 

die ganzen Zahlen bei eben den Divisionen übrig lassen.

Dieser Zusatz ist bloß durch drei Beispiele zu erläutern.

§.18. Lehrsatz.
Jede Zahl, die in der niedrigsten Stelle eine 5 oder 

eine 0 hat, ist durch 5 theilbar, Jede andere Zahl 
aber laßt bei der Division einen leicht vorherzubestim- 

menden Rest übrig.
Beweis. Theilt matt wie §. 15. s. eine Zahl so in zwei 

Stücke, daß die niedrigste Ziffer allein das zweite Stück 
K 2
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auSmacht, so läßt sich -er Beweis auf ganz ähnliche Art, 
als §.15.2- ausführen.

Im Hefte soll dieses bestimmt ausgeführt werden.

§.19. Lehrsatz.
Mit 10 gehen nur solche Zahlen auf, in deren nie­

drigster Stelle eine Null steht. Findet sich in dieser 

Stelle eine andere Ziffer, so ist diese der Rest, der bei 

der Division bleibt.
Der sehr leichte Beweis läßt sich auf mehr als eine Art füh­

ren ; am kürzesten aus 1.12.

§.20. Lehrsatz.

Wenn man von einer Zahl so viel abzieht, als-die 
Summe ihrer Ziffern beträgt, so ist der Rest in jedem 

Fall durch Neun und Drei theilbar.

Beweis. Jeder der nur zählen kann, weiß, daß in der na­
türlichen Zahlenreihe vor dem Werth jeder höheren dekadi­
schen Einheit (also vor io, 100, 1000 :e.) die nähstvorherge- 
hende Zahl mit lauter Neunen (9,99, 999 rc.) geschrieben 
wird. Eine solche Zahl aber ist jederzeit durch 9 theilbar, 
weil der Werth jeder Ziffer durch Neune theilbar ist. Da 
aber 9 selbst durch Dreie theilbar ist, so muß jede solche 
Zahl auch mit 3 aufgehen.

Zieht man also in irgend einer beliebigen Zahl von jeder de­
kadischen Einheit 1 ab, so muß von dem Werth jeder Ziffer 
ein Rest bleiben der durch 9 theilbar ist, zieht man aber 
auch von jedem Einer 1 ab, so bleibt von den Einern Null 
übrig. Zur Erläuterung diene folgendes Beispiel. Die 
Zahl 3756 besteht aus 3 Tausenden -t- 7 Hunderten -i- 5 
Zehnern -t- 6 Einern. Nimmt man nun von jedem Tau­
send 1 ab, so bleibt 3.999. Nimmt man von jedem Hun­
dert 1 weg, so bleibt 7.99. Nimmt man von jedem Zeh­
ner 1 weg, so bleibt 5.9. Zieht man endlich von jedem 
Einer 1 ab, so bleibt 0.
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Zieht man also von -er ganzen Zahl 3756 auf die beschriebene 
Art/ 3 -i- 7 -t- L -4- 6 ab/ so besteht der Rest aus den 
Stücken 3.999 7.99 -t- 6.9 -t- 0.

Da nun jedes dieser Stücke durch 9 und 3 theilbar ist (§.3.), 
so ist auch ihre Summe durch 9 und 3 theilbar (IV. 12.),

Nun ist es aber einerlei/ ob man die Stücke 3 -i- 7 -l- 5 -t- 6 
einzeln/ von den einzelnen Stücken der Zahl 3756/ oder ob 
man ihre Summe 21/ von der unzerstückelten Zahl 3756 
subtrahirt (II 12.)/ folglich muß 3756 — 21 eine durch 9 
und 3 theilbare Zahl sein.

Der Beweis ist aber an einer andern beliebig gewählten Zahl 
zu wiederholen.

§.21. Z usa tz.
Also geht jede Zahl mlt S oder mit 3 auf, je nach- 

dem die Summe ihrer Ziffern mit 9 oder 3 auf- 

geht. Geht aber diese Summe nicht auf, so ist der 

Rest derselbe, der bei der Division der ganzen Zahl 

übrig bleibt.

Zur Erläuterung theile man die im vorigen Paragraphen ge­
brauchte Zahl in zwei Stücke/ von denen das erste die 
Summe der Ziffern, das andere aber der Rest ist, welcher 
bleibt, wenn man diese Summe von der Zahl abzieht 
(j. B. 3756 — 21 3735)/ so ist das zweite Stück in je­
dem Fall nach 8. 20. durch 9 und 3 theilbar. Es kommt 
also nur noch darauf an/ ob das erste Stück durch 9 oder 
3 theilbar ist.

Dieser Schluß ist im Hefte noch vollständiger/ und zwar an 
der im vorigen Paragraphen gebrauchten Zahl auszuführen.

Zusatz. Wenn man prüfen will, ob eine Zahl 

mit 9 aufgehe, so darf man bei dem Zusammenzählen 

der Ziffern alle Neunen, und jede 2 oder 3 Ziffern, de­

ren Summe 9 beträgt, weglassen.
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Will man nur wissen, ob eine Zahl mit 3 aufgehe, 
so kann man auch alle Ziffern welche die Summe 6, 9 

oder 12 geben weglassen.
Hierdurch wird die Anwendung dieser Kennzeichen sehr abge­

kürzt, welches an einigen Beispielen zu zeigen ist.

§. 22. Aufgabe.
Zu prüfen, ob eine Zahl mit 11 ohne Rest theil- 

bar sei.
Auflösung. Die zu prüfende Zahl sei 9175. Man subtra- 

hire die erste Ziffer linker Hand (9), von der folgenden (8,, 
wenn diese nicht die kleinere ist. Wenn aber, wie in un­
serm Fall die erste Ziffer größer ist als die zweite, so ver­
mindere man die erste um 1, und lege dafür der zweiten 
io zu. Man subtrahire also 8 von n, so bleibt 5. Die­
sen Rest (5) subtrahire man auf dieselbe Art von der drit­
ten Ziffer 7, so bleibt 2. Diesen Rest subtrahirt man end­
lich von der letzten Ziffer (5), so bleibt der Rest 3.

Wäre bei der letzten Subtraktion kein Rest geblieben, so wäre 
die Zahl durch 11 theilbar. Bleibt aber, wie hier, ein Rest, 
so ist dieses derselbe, der bei der Division der ganzen Zahl 
durch 11 übrig bleibt.

Diese Auflösung ist
1. im Hefte auf eine andere ganz beliebige Zahl anzuwenden;
2. ist der Beweis hinzuzufügen. ES läßt sich aber die Rich­

tigkeit dieser Auflösung sehr anschaulich machen, wenn man 
die bei der Auflösung gebrauchte Zahl, durch 11 ausführlich, 

wie in beistehender Rechnung dividirt. Ver- 
9175 852" stacht '"an dann die oben gemachten Subtrac« 
88 tionen mit dieser Rechnung, so wird man leicht
"Is sehen, daß bei der ausführlichen Division gerade

dieselben Subtractionen gemacht werden, die wir 
25 oben gemacht haben. So ist in dem ersten Ab- 

schnitte 8 von 18, im zweiten 5 von 7, im drit­
ten 2 von 5 subtrahirt worden, und es mußte 

also derselbe Rest wie oben bleiben. — Der Grund hievon 
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liegt darin, daß jedes Vielfache von 11 bis zum Neunfa­
chen, aus zwei gleichen Ziffern besteht.

In dieser Art ist der Beweis an dem in der Auflösung ge­
brauchten Beispiel auözuführen.

23. Zusatz.

Eine Zahl ist durch 6 theilbar, wenn sie nach 

§. 15. und 21., sowohl durch 2, als durch 3 theil- 

bar ist.
Sie geht mit 12 auf, wenn sie nach eben den Pa­

ragraphen sowohl durch 3 als durch 4 theilbar ist.
Man hat nur zu überlegen, ob 2 und 3, desgleichen 3 und 4 

relative Primzahlen sind, dann ergiebt sich die Richtigkeit 
beider Sätze unmittelbar aus §. 11.

Dieses ist im Hefte bestimmter auszuführen, und auf bestimmte 
Zahlen anzuwenden.

Auch wird man leicht die Frage beantworten können: ob man 
schließen dürfe, daß eine Zahl durch 12 theilbar sei, wenn 
sie durch 2 und 6 theilbar ist?

§.24. Anmerkung.
Wir haben im Vorhergehenden für folgende kleine 

Divisoren Kennzeichen, wonach sich leicht beurtheilen 

laßt, ob eine vorliegende Zahl durch sie theilbar sei.

Für 2, §. 15. a.; für 6, §.21.; für 4, §. 15. d.; 
für 5, §. 18.; für 6, §. 23.; für.8, §. 15. c.; für 9, 

§.21.; für 10, §. 19.; für 11, §.22.; für 12, §. 23.
In dieser Reihe fehlt also nur noch die Zahl 

Sieben, für welche sich aber kein Kennzeichen ange­

ben läßt, welches nicht eben so weitläuftig, oder noch 
weitläuftiger wäre als eine wirkliche Division. Da in­

dessen jede Division durch eine einziffrige Zahl sehr 
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leicht ist, so kann man immer schnell genug durch eine 
Division im Kopfe prüfen, ob eine Zahl mit 7 aufgehe.

Bei diesem Paragraphen sind bloß ein Paar sechs- oder sie- 
benziffrige Zahlen anfzuschreiben, und mit 7 (nach IV. 20.), 
zu dividiren. Die eine soll mit 7 aufgehen, die andre 
nicht. Bei der letzter» soll der Quotient durch Anhängung 
eines gemeinen Bruchs (nach IV. 15.), vollständig gemacht 
werden.

§. 25. Anmerkung.
Auf ähnliche Art als §. 23. für die zusammenge­

setzten Zahlen 6 und 12 Kennzeichen angegeben worden, 

lassen sich für mehrere größere Zahlen solcher Art Kenn­

zeichen auffinden.
L. Wie würde man z. B. prüfen können ob eine Zahl mit i i, 

15, 18, 20, 21, 22, 2ä, 28 rc. aufgehe?
K. Auch würden sich durch ähnliche Betrachtungen als §. 15., 

für 16 oder 32, desgleichen nach Anleitung deö achtzehnten 
Paragraphen für 25, 50 und 75, Kennzeichen erdenken lassen.

Die Frage -») ist im Hefte zu beantworten; L) wird zu gele­
gentlichem Nachdenken empfohlen.

Anmerkung. Die Bekanntschaft mit den §. 15. — 2.5. erklär­
ten Kennzeichen, ist bei sehe vielen Rechnungen von großem 
Nutzen. Denn man begreift leicht, daß es sehr oft wichtig 
sei, zu wissen, durch was für Divisoren sich die Zahlen mit 
denen man rechnet, ohne Rest theilen lassen. Besonders 
wird bei dem vierten Paragraphen des folgenden Abschnitts 
gezeigt werden, wie sehr dadurch das sogenannte Heben der 
Brüche erleichtert wird.

6, Auffindung der einfachen und zusammengesetzten 
Divisoren jeder Zahl.

§. 2b. Lehrsatz.
Jede zusammengesetzte Zahl ist ein Produkt von un­

veränderlichen einfachen Faktoren.
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Beweis.
». Es ,ei die durch 2 theilbare Zahl 1260 gegeben. Dividirt 

man wirklich, so ist --- 630; also 1260 — 2 . 630 
(IV. 1,), Wäre nun 630 eine einfache Zahl, so wäre das Pro­
dukt 2.630 durch keine dritte einfache Zahl theilbar (§. iä.). 
Al,o bestände 1260, aus dem Produkt der unveränderlichen 
einfachen Faktoren 2, und 630.

d. Aber 630 ist nochmals durch 2 theilbar, und -- 315, 
also 630 — 2.315. Nun war aber nach 3) 1260 --- 2.630, 
also ist auch 1260 — 2,2.315. Ware nun 315 einfach, so 
ist, wie unter der vorigen Nummer, (nach ß. lä.) klar, daß 
1260 aus dem Produtt der unveränderlichen einfachen Fak­
toren 2, 2, und 315 bestände.

c. Es ist aber 315 nicht einfach, sondern durch 3 theilbar, und
— 105, und daher 315 --- 3.105. Da nun (nach 6.) 

1260 — 2.2.315 war, so ist auch 1260 --- 2.2.3.105; 
und wenn 105 einfach wäre, so bestände 1260 aus dem Pro­
dukt der unveränderlichen einfachen Faktoren 2, 2, 3 und 
105.

6. Es ist leicht einzusehen, wie diese Schlüsse fortgesetzt wer­
den können. Und da bei Fortsetzung der Arbeit die Divi­
denden, und folglich auch die Quotienten immer kleiner 
werden, so muß man nothwendig zuletzt auf eine Division 
kommen, deren Quotient eine einfache Zahl ist. Dann ist 
die gegebene Zahl in ihre sämmtlichen unveränderlichen ein­
fachen Faktoren zerlegt, und bewiesen, daß sie durch keine 
andere einfache Zahl theilbar sei.

Dieser Beweis ist im Hefte, aber mit Auswahl einer andern 
Zahl zu wiederholen. Aber obgleich an sich jede zusam­
mengesetzte Zahl zum Beweis brauchbar ist, so ist es doch 
zweckmäßig, eine solche zu wählen, welche wenigstens 3 oder 
ä einfache Faktoren habe. Eine solche aber kann jeder leicht 
finden, wenn er 3 oder ä einfache Zahlen mit einander mul- 
tiplikirt.

§.27. Zusatz.

AuS dem Beweis des vorigen Paragraphen läßt 
sich ohne Schwierigkeit die bequemste Methode, eine zu­
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sammengesetzte Zahl in ihre einfachen Factoren zu Zer­

fällen, ableiten.
Man muß nämlich zuerst mit den kleinsten Prim­

zahlen (2, Z, 5 rc.) anfangen und nach der Reihe ver­
suchen, ob die Zahl durch eine derselben theilbar sei. 

Findet man einen Divisor, so muß man wirklich dividi- 

ren, und dann den erhaltenen Quotienten prüfen, ob er 
sich nochmals durch dieselbe, oder durch die nähst grö­

ßere dividiren lasse. Findet man einen solchen Divisor, 

so verfährt man mit demselben vollkommen wie mit dem 

ersten, und man setzt dieses fort, bis man zu einem 

Quotienten kommt, von dessen Einfachheit man über­

zeugt ist.
Zur Erläuterung dieses Zusatzes wollen wir die im vorigen 

Paragraphen gebrauchte Zahl 1260 vollständig in ihre einfa-

1260
2^> 650
2^> 355 
3^105
3^) 35
5- 7

chen Factoren zerfällen. In der beiftehenden Rech­
nung ist 1260 zuerst durch 2 dividirt. Der Quo­
tient ist 650. Dieser ist nochmals mit 2 dividirt, 
und der zweite Quotient ist 315. Dieser läßt sich 
nicht mehr durch 2, aber wohl durch 3 dividiren. 
Der Quotient ist 105. Dieser nochmals durch 3 
dividirt, giebt 35, welches nicht weiter durch 3,

aber wohl durch die nähste Primzahl 5 dividirt werden
kann. Die wirkliche Division giebt 7, welches selbst ein­
fach ist. Daher hat man

1260 — 2.2.3.3.5.7.
In dem Hefte ist eine ganz ähnliche Erläuterung auözuarbei- 

ten, aber dabei die im vorigen Paragraphen gebrauchte 
Zahl zum Grunde zu legen.

§.28. Lehrsatz.
Jede Zahl unter 100 ist einfach, wenn sie durch 

keine einfache Zahl unter 10 theibar ist.
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Anleitung zum Beweise. Zuerst sind hier die wenigen cin^ 
suchen Zahlen, die kleiner als w sind aufzusuchen, und auf- 
zulchreiben.

Ferner suche man irgend eine Zahl unter wo auf/ die sich 
durch keine dieser Zahlen ohne Rest dividiren laßt, welches 
bei Anwendung der oben erklärten Kennzeichen sehr leicht ist.

Hat man eine solche Zahl gefunden/ so wird sich leicht deut­
lich machen lassen, daß wenn man sie durch irgend eine 
Zahl dividirt/ die größer als w ist, der Quotient nothwen­
dig kleiner als w sein müsse.

Ließe sich nun diese Zahl durch irgend einen Divisor über 
w ohne Rest dividiren/ so müßte sie nothwendig auch einen 
Divisor unter w haben. Denn der Quotient dieser Divi­
sion/ der nach dem vorhergehenden kleiner als w sein muß, 
würde auch die Zahl ohne Rest dividiren. Da sie nun un­
ter 10 keinen Divisor hat/ so kann sie auch über w keinen 
haben. Folglich ist sie einfach.

Dieser Beweis ist im Hefte vollständiger auszuführen.

§. 29. Zusatz.

Es ist also leicht, nicht nur alle einfachen Zahlen 
unter 100 aufzufinden, sondern auch nach §. 27. alle 
zusammengesetzten Zahlen bis hundert in ihre einfachen 

Faetoren aufzulösen.

Es ist zur Fertigkeit im Rechnen, und zur möglichsten Abkür­
zung der Rechnungen sehr wichtig, daß man die einfachen 
Zahlen unter wo, und die einfachen Faetoren der zusam­
mengesetzten leicht aufsinden könne. Daher soll bei diesem 
Paragraphen eine Tabelle berechnet werden in welcher alle 
Zahlen von 2 bis 100 aufgeführt, und bei den zusammen­
gesetzten ihre einfachen Faetoren angegeben werden.

Als ein Muster wie die Tabelle eittjurichten sei/ setzen wir den 
Anfana einer solchen hinzu.
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z
H — 2,2
5
6 — 2.3
7
8 --- 2.2.2
9 — 3.3

10 — 2.5

I 11
12 --- 2.2.3
13
14 — 2.7

! 15 --- 3.5
16 ---- 2.2.2.2
17
18 — 2.3.3
19

20 — 2.2.5
21 — 3.7
22 --- 2.11
23
2i — 2.2.2.3
25 --- 5.5
26 — 2.13
27 — 3.3.3
28 — 2.2.7 rc.

Die Ausführung ist leichter, als man auf den ersten Blick 
vermuthen wird.

Wenn man 1 nicht mitzählt, so finden sich unter hundert 25 
Primzahlen.

§.30. Lehrsatz.

Jede Zahl unter 10000 ist einfach, wenn sie durch 

keine Primzahl unter 100 theilbar ist.
Der Beweis ist dem von §. 28. so ähnlich, daß eine kurze An­

leitung hinreichend sein wird. Da nämlich 10000 durch 
100 dividirt, 100 zum Quotienten giebt, so läßt sich leicht 
zeigen, daß jede Zahl die kleiner als 10000 ist, durch eine 
Zahl über 100, dividirt, einen Quotienten geben muß, der 
kleiner als 100 ist. Hat also eine Zahl unter 10000, einen 
Divisor der größer als 100 ist, so muß sie auch einen ha­
ben, der kleiner als iso ist. Hat sie also diesen nicht, so 
kann sie auch jenen nicht haben, und muß daher einfach 
sein.

Dieser Beweis ist nur im Hefte noch bestimmter und vollstän­
diger auszuführen.

31. Zu s a tz.
Hatte man eine vollständige Liste aller Primzahlen 

unter 10000, so würde es möglich sein, alle Zahlen un­
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ter 10 000 . 10 000 d. i. unter 100 000 000 zu prüfen, 

ob sie einfach, oder aus welchen einfachen Factoren sie 
zusammengesetzt sein. Mit einer Liste der einfachen Zah­

len unter 100 Millionen, würde man ferner alle Zah­
len bis zu 1000 Billionen prüfen können. Kurz es ist 

die Möglichkeit sichtbar, alle Zahlen, die einfach sind, 

aufzufinden, und jede zusammengesetzte in ihre einfachen 

Factoren aufzulösen.

§.32. Z U s a tz.
Nach allem bisher vorgetragenen laßt sich die be­

quemste, und sicherste Ordnung angeben, nach welcher 

man die Untersuchung einer Zahl, welche 10000 nicht 

übersieigt, vorzunehmen habe.

Sie besteht darin, daß man versucht, ob die vorge­

legte Zahl durch eine Primzahl unter 100 theilbar sei. 

Um keine zu verfehlen, muß man bei der kleinsten Prim­

zahl 2 anfangen, und dann nach der Reihe mit allen 
übrigen fortfahren. Findet sich ein Divisor, welcher auf- 

geht, so muß man jederzeit versuchen, ob derselbe viel­

leicht noch einmal im Quotienten aufgehe.

Findet sich ein Divisor, so kommt man gewöhnlich 
bald zu Ende, weil man nun die fernere Prüfung nicht 

mehr mit der Zahl selbst, sondern mit dem viel kleine­
ren Quotienten vornehmen kann.

Findet man aber keinen Divisor, so hat man doch 
selten nöthig, alle 25 Primzahlen unter 100 zu versu­

chen, sondern man bricht ab, sobald man auf eine Di­

vision kommt deren Quotient kleiner ist, als der Divisor.
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Denn es ist durch ähnliche Schlüsse als §. 28. und 80. 

gemacht worden, erweislich, daß die Zahl keinen größer« 
Divisor haben könne, weil sie sonst auch einen kleineren 

haben würde, der sich also bei den vorhergehenden Ver­

suchen schon gezeigt haben müßte.

Zu mehrerer Deutlichkeit wollen wir zwei Beispiele hinzufü­
gen.

1. Die zu prüfende Zahl sei 9776, so versucht man zuerst die 
kleinen Divisoren 2, 3, 3, 7, 11 nach den oben 
angegebenen Kennzeichen. Findet sich ein Divi- 

2^^888 wie hier 2, so muß man die weitere Prü- 
fung nicht mit der Zahl 9776, sondern mit dem 

2^^i Quotienten 4888 fortsetzen, und hier wieder mit 
13^—47 2 anfangen. Unsere Zahl und deren Quotienten 

lassen sich auf diese Art viermal hinter einander 
mit 2 dividiern. Die vierte Division g^bt den Quotienten 
6ii, der nun weiter zu prüfen ist. Da er nicht durch 2 
theilbar ist, so sind die folgenden einfachen Zahlen 3, 5, 7, 
11 rc. zu versuchen. Es ist aber leicht zu übersehen, daß 
keine derselben aufgehe. Mau muß also die nähste einfache 
Zahl 13 versuchen. Sie geht auf, und der Quotient ist die 
einfache Zahl 47; also hat man vollständig alle einfachen 
Faktoren der Zahl 9776, nämlich

9776 — 2 . . 2.2.13.47.
Im Allgemeinen bemerke man noch folgendes. So oft man 
einen Divisor gefunden hat, der aufgeht, so muß man zwar 
immer versuchen, ob eben dieser Divisor vielleicht noch ein­
mal aufgehe: aber nie hat man nöthig, einen kleineren 
Divisor nochmals zu versuchen.

2. Die zu prüfende Zahl sei 1567. Daß sie nicht durch 2, 3,
5, 7, 11 theilbar sei, übersieht man schnell. Es müssen 
also die folgenden Primzahlen 13, 17, 19, 23, 29, 31/ 37, 
41 nach der Reihe versucht werden. Es findet sich unter 
diesen Zahlen kein Divisor, der letzte 41 aber giebt einen 
Quotienten, dessen ganzer Theil 38, also kleiner als 4i ist. 
Weiter hat man aber nicht nöthig zu gehen. Denn führe 
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man fort/ so bekäme man immer größere Divisoren/ also 
immer kleinere Quotienten. Sollte sich also noch ein grö­
ßerer Divisor finden/ so müßte eö auch einen kleineren ge­
ben/ der sich bet den vorhergehenden Divisionen schon ge­
zeigt haben müßte. Da sich aber kein kleinerer gefunden 
hat/ so ist eö unmöglich/ daß sich ein größerer finden sollte/ 
und die Zahl ist also einfach.

Diese Erläuterung ist im Hefte an zwei andern Zahlen zu 
wiederholen. Bei einigem Nachdenken kann es nicht schwie­
rig sein, zwei schickliche Zahlen zu wählen. Für Nr. 1. muß 
man eine Zahl wählen, von der man schon nach den Kenn­
zeichen einen oder ein Paar Divisoren kennt. Für Nr. 2. 
muß man einige Zahlen aufsuchen/ die bis 11 keinen Divi­
sor haben. Unter mehreren solchen Zahlen, wird eö nicht 
leicht fehlschlagen, eine wirklich einfache zu haben, und 
diese mag dann alö Beispiel im Hefte gebraucht werden. 
Die übrigen vergeblich berechneten sind gut für das Übungö- 
heft. Eö ist zweckmäßig für daö Hauptheft keine allzugroße 
Zahl (etwa zwisthen 1000 und 2000) zu wählen.

Im ttbungöhefte aber sind recht viele solche Prüfungen mit 
ganz beliebigen Zahlen zu machen.

33. Zusatz.
Zahlen über 10000, wenn sie kleine Divisoren ha­

ben, und Quotienten unter 10000 geben, können eben 

so in alle einfache Factoren zerlegt werden.

Im Hauptheft ein Beispiel) im ttbungsheft mehrere.

§. 34. Aufgabe.
Alle ganze Divisoren einer Zahl, auch die zusam­

mengesetzten aufzufinden.
Auflösung. Eine zusammengesetzte Zahl N ist nicht bloß 

durch ihre einfachen Factoren, sondern auch durch alle Pro­
dukte von je zweien, oder je dreien, oder mehreren dersel­
ben, so viele sich ihrer machen lassen, (nach §. 11.) theilbar. 
Man muß daher zuerst nach §. 32. alle einfache Faktoren
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der Zahl aufsnchen, und dann alle möglichen Producte von 
je zweien/ dreien rc. derselben machen.

Nun seien «, 7 einfache Zahlen, und N so
giebt folgende Tabelle einen Überblick aller ganzen Zahlen, 
wodurch sie sich ohne Rest dividiren laßt.

I. II. III. IV. V.

« «« «
§ « tt

«^7

In der Spalte I. stehen die einfachen Factoren selbst. In 
der Spalte H. alle möglichen Producte aus je zweien. In 
der Spalte III die Producte aus je dreien, unter IV. aus 
je vieren, unter V. aus fünfen. Setzt man noch 1 hinzu, 
so würde eine solche Zahl 18 ganze Divisoren haben.

Die Verbindungen jeder Spalte müssen nicht aufs Gerathe- 
wohl, sondern in einer bestimmten Ordnung gemacht wer­
den, um keine zu verfehlen. Sie müssen nämlich aus der 
nahst vorhergehenden mit Beobachtung folgender Regel ge­
bildet werden. Die Spalte III. z. B. erhalt man auf fol­
gende Art. Die erste Verbindung unter II. ist ««, Be­
hält man nun die sämmtlichen einfachen Factoren der Zahl 
N — ««LL/ vor Augen/ so sieht man leicht, daß man zu 

nur noch und / setzen könne, welches ««L und ««/ 
giebt. Die zweite Verbindung unter H. ist und hier­
aus erhält man «L/S, und «/S/. Die dritte Verbindung 
unter II-, «/, kann keine Verbindung von dreien geben, 
weil auf 7 (in N kein Factor folgt. Wollte
man aber rückwärts gehen, und mit « oder L verbin­
den, so sieht man leicht ein, daß man nur Verbindungen 
erhalten würde, die schon dagewesen sind. Die folgende 
Verbindung unter II-, L/?, giebt Die letzte aber 
nichts. Verfährt man in dieser Ordnung, so erhält man 
sicher alle möglichen Verbindungen.
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Diese Arbeit, deren Ordnung man am leichtesten in unbestimm­
ten Zeichen Übersicht, ist im Hefte an einer bestimmten 
Zahl zu vollziehen. Um auch hier die bequemste äußere 
Form der Rechnung bemerklich zu machen, wollen wir alle 
Factoren der Zahl 1'M aufsuchen.

läo — 2.2 . L . 7.

I. II. III. IV.
1^,0 2 2.2— 4 2.2.5 — 20 2.2.5.7 — 1402^i 70 5 2.5 — 10 2.2.7 — 282^> 35 7 2.7 — 14 2.5.7 — 70

7 5.7 --- 35

Nimmt man also noch 1 hinzu, so sind die sämmtlichen gan­
zen Divisoren -er Zahl i4o, folgende zwölf:

1, 2, 4, 5, 7, 10/ 14, 20, 28, 35, 70, 140.
Im ttbungöhefte sind mehrere Zahlen auf diese Art durchzu- 

rechnen, besonders ist dieses in Ansehung der Zahlen 60 
und 360 zu empfehlen.

Sechster Abschnitt.
Don den gemeinen Brüchen.

Allgemeine Sätze.

§. 1. Vorerinnerung.
In den vorhergehenden Abschnitten sind schon meh­

rere die gemeinen Brüche betreffende Erklärungen und 
Sätze vorgekommen, welche hier sorgfältig zu wiederho­

len sind. Ganz besonders gehören dahin I. 7. und 8., 

IV. 13., 14. und 15., und V. 10. Auch gehören hieher 

alle die Sätze des vierten Abschnitts, in welchen von

Fischer s math. Rechenkunst. 2 
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den Eigenschaften eines Quotienten die Rede ist, als 

Z.1., §.8-11.

Aur Beförderung dieser Wiederholung sollen bei diesem Para­
graphen im Hefte einige Fragen beantwortet werden, welche 
leichte, und unmittelbare Folgerungen aus den angeführten 
Sätzen sind.

s. Die einfachste Art, einer ganzen Zahl die Gestalt eines 
Bruchs zu geben, besteht darin, daß man 1 als Nenner un­
ter dieselbe setzt. Aber man kann den Werth einer ganzen 
Zahl auch durch Brüche mit andern Nennern ausdrücken. 
ES fragt sich also: i) unter welchen Nennern man den 
Werth einer ganzen Zahl ausdrücken könne? und 2) wie die 
Rechnung zu machen sei, wenn der Nenner vorgeschrieben 
ist? Die Beantwortung ergiebt sich aus IV. iä. verglichen 
mit IV. 9. a-

d. Aus eben den Paragraphen ergiebt sich die Beantwortung 
der Fragen: i) unter was für Nenner jeder andere Bruch, 
dessen Nenner nicht I ist, gebracht werden könne? 2) wie 
die Rechnung zu machen sei, wenn der Nenner des neuen 
Ausdrucks vorgeschrieben ist? (V. 10. oder auch IV 9.)

c. Wie kann man einen unächten Bruch in eine gemischte 
Zahl verwandeln? (IV. IL.)

6. Wie verwandelt man eine gemischte Zahl in einen einzigen 
unächten Bruch? (Ergiebt sich aus c. in Verbindung mit 
IV. 1Z.)

e. Wie addirt und subtrahirt man Brüche von gleichen Nen­
nern? (IV. 10.11.)

t. Wie kann ein Bruch auf doppelte Art mit einer ganzen 
Zahl multiplicirr werden? (IV. 8.) Sind beide Arten in 
jedem Falle gleich anwendbar?

g. Wie kann ein Bruch auf doppelte Art durch eine ganze 
Zahl dtvidirt werden? (IV. 8.) Sind beide Arten in jedem 
Falle gleich anwendbar?

K. Was kommt heraus, wenn man einen Bruch mit seinem 
eigenen Nenner multiplicirt? (Beantwortet sich aus g; 
oder aus IV. 2.«:.)
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i. Welches ist die kleinste ganze Zahl, womit eine gemischte 
multiplicirt werden muß, damit man ein ganzes Product 
erhalte. (Beantwortet sich aus K.).

§.2. Erklärung.

Wenn in dem Zähler eines Bruches, oder in dem 

Nenner, oder in beiden ein Bruch enthalten ist, so nennt 

man das Ganze einen gebrochenen Bruch.

Es sind bloß einige Beispiele solcher Brüche aufzuschreiben.

§. 3. Aufgabe.
Einen gebrochenen Bruch in einen gewöhnlichen zu 

verwandeln.

Anleitung zur Auflösung. Die Auflösung beruht darauf, 
daß der Werth eines Bruches, (so wie eines Quotienten, 
IV. 9.) ungeändert bleibt, Wenn man die beiden Bestand­
theile desselben mit einer und derselben Zahl multiplicirt; 
und diese kann nach §. 1. K. i. jederzeit so gewählt werden, 
daß der Bruch wegfällt. Man unterscheide aber bei der 
Auflösung die beiden Fälle, 3) wenn nur ein Bruch da ist; 
es sei im Zähler oder Nenner, K) wenn deren zwei da sind.

2. Ist nur ein Bruch da, so multiplicirt man den Zähler und 
Nenner des ganzen Bruchs, mit dem Nenner des Theil- 
bruchs, so muß nach §. 1. li. i. der Theilbruch wegfallen.

d. Sind im Zähler und Nenner solche Theilbrüche enthalten, 
so multiplicire man jeden Bestandtheil des ganzen Bruchs 
zweimal, nämlich einmal mit dem Nenner seines Theil- 
bruchs, und die ganze Zahl, welche herauskommt, mit dem 
Nenner des andern Bestandtheils.

Beides ist an selbftgewählten Beispielen auszuführen.
Anmerkung. Da also solche gebrochene Brüche, die über­

haupt nicht häufig vorkommen, jederzeit in gewöhnliche ver­
wandelt werden können, so wollen wir sie in den folgenden 
Paragraphen dieses Abschnitts nicht weiter berücksichtigen.

L 2
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§.4. Aufgabe.
Zu untersuchen, ob ein Bruch in den kleinsten Zah­

len ausgedrückt sei, durch welche sein Werth dargestellt 

werden kann, und wenn er es nicht ist, ihn auf die 
kleinsten Zahlen zu bringen, welches man, einen Bruch 

heben, zu nennen pflegt.
Anleitung zur Auflösung. Die Hauptsache der Auflö­

sung besteht darin, daß man untersucht, welches das größte 
gemeinschaftliche Maaß des Zählers und Nenners eines vor­
liegenden Bruches sei (V. 8.).

Ist dieses 1, so sind beide Zahlen absolute oder relative Prim­
zahlen, und der Bruch ist schon in den kleinsten Zahlen 
auögedrückt.

Findet sich aber ein größeres gemeinschaftliches Maaß, so di- 
vidire man sowohl den Zähler, als den Nenner durch das­
selbe; dann sind die Quotienten absolute öder relative 
Primzahlen, und der Bruch ist auf die kleinsten Zahlen ge­
bracht.

Jedes ist an einem selbstgewählten Beispiel auszuführen.
Anmerkung. Die Untersuchung des größten gemeinschaftlichen 

Maaßes kann zwar in jedem Fall, nach V. 8. geschehen. 
Wer aber die im vorigen Abschnitt erklärten Kennzeichen 
kleiner Divisoren, und die Zerlegung -er Zahlen in einfache 
Factoren begriffen hat, wird fast in jedem Fall viel kürzer 
zum Ziel kommen. Htebei sind aber folgende Regeln zu 
beobachten.

s. Oft zeigen die Kennzeichen ganz unmittelbar den größten 
9 gemeinschaftlichen Divisor, wie in dem beistehen- 

I8s^ den Beispiel 9, wodurch der Bruch auf die 
ääl 5 kleinste Benennung Z gebracht wird.

b. Oder: die Kennzeichen entdecken zwar einen Divisor, aber 
man ist nicht sicher, daß es der größte sei. So fällt in die

L 13 Augen, daß in dem beistehenden Exempel 
195 I 5913 -je Zahlen 195 und den Divisor L ge- 
ä55l9i l7 mein haben. Hebt man durch diesen, so 

hat man eö bei der fernern Untersuchung, mit den kleineren
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Zahlen 39 und 91 zu thun. Und wer die Tabelle V. 29. 
mit Aufmerksamkeit berechnet hat, wird leicht entdecken, -aß 
diese Zahlen den Divisor 13 gemein haben, durch welchen 
-er Bruch auf die kleinsten Zahlen 4 gebracht wird.

c. Bisweilen entdeckt man nur an einer von beiden Zahlen 
Divisoren. Dann suche man alle einfachen Divisoren dieser 
Zahl auf, so weiß man, daß sich -er Bruch entweder gar 
nicht, oder durch den einen oder andern dieser Divisoren 
müsse heben lassen, die man dann leicht probiren kann.

Es sei der Bruch gegeben; so wird 
3)119 M"" zwar nicht leicht an dem Nenner i2äi

"nen Divisor entdecken. Dagegen aber sieht 
man leicht, daß -er Zähler 357 durch 3 und 
7 theilbar sei. Zerfället man ihn nun, nach 

-^-1— V.32. in seine einfachen Factoren, so findet
12^'^ man, 357 — 3.7.17. Entweder läßt sich

also unser Bruch gar nicht, oder nur durch 17 heben. Ver­
sucht man dieses, so ist 12^1 wirklich durch 17 theilbar, und 
der gehobene Bruch 44 ist unter seine kleinsten Zahlen ge­
bracht, da -er Nenner eine absolute Primzahl, also durch 
keinen Factor des Zählers theilbar ist.

6. Auch lassen sich bisweilen beide Zahlen leicht in ihre ein­
fachen Factoren auflösen, und die Dergleichung derselben 
zeigt dann, ob sie ein gemeinschaftliches Maaß haben. In 

. dem Bruche 444 lassen sich beide Bestand-
theile desselben leicht Zerfällen, und die bei- 
stehende Rechnung zeigt, -aß 147 — 3 . 7 . 
7, und 275 — 5.5.11. Da also beide Zah­

len keinen einzigen einfachen Factor gemein haben, so sind 
sie relative Primzahlen, und der Bruch ist schon in seinen 
kleinsten Zahlen ausgedrückt.

Die beiden letzten Methoden sind eigentlich ganz allgemein, 
und können in jedem Fall statt V. 8. gebraucht werden, 
wofern man nur eine von beiden Zahlen in alle ihre ein­
fachen Factoren zerlegt. Auch ist diese Methode die kürzere, 
wenn die Zerlegung in einfache Factoren schnell von Stätten 
geht, wie dieses fast immer -er Fall ist, wenn die Zahlen 
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des Bruchs hdhstens vierziffrig sind. Bei sehr großen Zah-- 
len aber ist die Auflösung V. s. vorzuziehen.

Von allen diesen Arten einen Bruch zu heben, sind wenigstens 
im Übungshefte recht viele Beispiele zu rechnen.

§. ö. Zusatz und Erklärung.
Da nach §. 1. d. ein Bruch unter jeden Nenner 

gebracht werden kann, der ein Vielfaches seines Nen­

ners, also durch seinen Nenner theilbar ist, so sieht man 
leicht ein, daß zwei oder mehrere Brüche unter einen 

und denselben gemeinsamen Nenner gebracht werden 

können, wenn dieser durch jeden Nenner der gegebenen 

Brüche theilbar ist.

Eine solche durch alle Nenner theilbare Zahl kann 
man aber nicht bloß durch Multiplikation aller Nenner 

erhalten, sondern jedes Vielfache eines solchen Products 
muß auch durch alle Nenner theilbar sein (V. 3.). 
Man kann daher jede beliebige Menge von Brüchen, 

unter unzählige gemeinsame Nenner bringen.

Da aber alle diese Nenner ganze Zahlen sind, so- 

muß nothwendig einer von ihnen der kleinste mögliche 
sein, und diesen wollen wir mit dem Namen kleinster 
Gemein-Nenner (oder General-Nenner) bezeichnen.

Ein solcher kleinster Gemein-Nenner ist also alle­

zeit der kleinste Dividendus der sich zu den Nen­
nern der gegebenen Brüche finden läßt. Wir werden 

aber in den nähsten Paragraphen sehen, daß nicht im­

mer das Product aller Nenner dieser kleinste Dividen­

dus ist.
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Dieser Zusatz ist an einem Beispiel von zwei oder drei kleinen 
Brüchen zu erläutern. Wählte man z. B. die Brüche z 
und jo ist leicht zu zeigen, daß beide sich nicht nur
unter den Nenner 96 — 8.12, sondern auch unter jeden 
Nenner der ein Vielfaches von 96 ist, bringen lassen. Aber 
daß 96 nicht der kleinste Gemein-Nenner für sie sei, läßt 
sich an diesem einzelnen Beispiel leicht zeigen, da sich ach­
tel und zwölftel, auch zu vier und zwanzigstel» machen 
lassen.

§.6. Aufgabe.

Zu einer beliebigen Menge von Zahlen den klein­

sten Dividendus in welchen sie ohne Rest aufgehen, zu 

finden.
Auflösung. Die gegebenen Zahlen mögen 12, 18, 45, 60 

und 63 sein. Man schreibe diese Zahlen in eine Reihe.

12 . 18 . 45 . 60 . 6Z
2) 6 . 9 . 45 . 30 . 63
2^) 3 . 9 . 45 . 15 . 63

1 . 3 . 15 . 5 . 21
3- 1 . 1 . 5 . 5 . 7
5^ 1 1 1.1 7

Dann dividire man sie, so fern 
es angeht, durch die einfachen 
Zahlen 2, 3,5, 7, 11 rc. nach 
der Reihe, nämlich auf folgende 
Akt. Zuerst sehe man zu, ob sich 
alle, oder einige, oder minde­
stens zweie dieser Zahlen durch 
2 dividiren lassen. Was theil­

bar ist, dividire man wirklich, was nicht theilbar ist, setze 
man unverändert unter den Strich. Auf diese Art erhält 
man eine zweite Reihe von Zahlen 6, 9/ 45, 30, 63. Mit 
dieser verfahre man völlig, wie mit der ersten. Man dividire 
nämlich durch 2, was theilbar ist, alle übrige Zahlen setze 
man ungeändert herunter. So fahre man fort, wenn es 
angeht, mit 2 zu dividiren, so lange noch zwei durch 2 theil- 
bare Zahlen übrig sind. Wenn keine mehr vorhanden sind, 
so nehme man 3, dann 5, dann 7 rc. und verfahre mit je­
der vollkommen so, wie vorher mit 2. Diese Arbeit setze 
man so lange fort, bis man eine Zeile erhält, in welcher 
sich keine zwei Zahlen finden, die einen Divisor gemein hätten.
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Dann ist das Product aller Divisoren und übrigen Quotienten 
der gesuchte kleinste Dividendus. In unserm Beispiel ist also 

2.2.3.3.3.7 — 1260.
Beweis. Es ist zweierlei zu beweisen: ») daß die gefundene 

Zahl mit allen gegebenen aufgehe, und 2) daß eö keinen 
kleinern gemeinsamen Dividendus für sie gebe.

s. Was das erste betrifft, so darf man nur die beschriebene 
Rechnung aufmerksam betrachten, um sich zu überzeugen, 
daß man nichts gethan, als jede gegebene Zahl in ihre ein­
fachen Factoren zerlegt habe, und daß sich nothwendig 
die sämmtlichen Factoren jeder Zahl unter den 
Divisoren und Quotienten befinden. Vereinigt man 
also alle diese Divisoren zu einem einzigen Product, so muß 
dieses durch rede gegebene Zahl theilbar sein (V. 3.).

t». Daß aber dieses Product der kleinste Dividendus für die 
gegebenen Zahlen sei, ist eben so leicht zu erweisen. Denn 
ließe man einen einzigen dieser Factoren weg, so würde da­
durch ein oder die andere der gegebenen Zahlen einen ihrer 
unveränderlichen Factoren (V 26.) in dem Produete verlie­
ren. Dann würde aber das Product nicht mehr durch einen 
solchen Nenner theilbar sein. Ließe man z. B. den ersten 
Divisor 2 weg, und behielte bloß 2.3.3.L.7 — 630, so 
würde dieses Product weder durch 12 noch durch 60 therl- 
bar sein, da 12 -- 2.2.3, und 60 — 2.2.3 . L.

Auflösung und Beweis sind im Hefte auf ähnliche Art, nur 
mit Auswahl anderer Zahlen zu wiederholen.

Anmerkung. Wären die gegebenen Zahlen sehr groß, so kann 
die Auflösung weitläuftig werden. Da aber im vorigen Ab­
schnitt die Möglichkeit gezeigt worden, jede Zahl in ihre 
einfachen Factoren zu zerlegen (V. 31.), so würde die Auf­
lösung doch in keinem Fall unmöglich sein. Im Hefte 
würde es aber unzweckmäßig sein, sehr viele, und sehr große 
Zahlen zu wählen. Dagegen wird es von Nutzen sein, im 
Übungöheft, außer vielen Beispielen von kleineren Zahlen, 
auch ein Paar von ziemlich vielen kleinen, oder einigen 
ziemlich großen zu rechnen. Bei wirklichen Anwendungen 
kommt aber der Fall sehr selten vor, daß man große Zahlen 
auf diese Art behandeln müßte.
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§.7. Zusatz.
Wer sich mit dem Inhalt des vorigen Abschnitts, 

besonders mit den Kennzeichen kleiner Divisoren, hinrei­

chend bekannt gemacht hat, der wird in den meisten 
Fällen einen kleinsten Dividendus noch kürzer als im 

vorigen Paragraphen und durch bloße Kopfrechnung 

finden.

u. Zu zwei Zahlen findet man nämlich den klein­

sten Dividendus auf folgende Art. Sind es absolute 
oder relative Primzahlen, so ist ihr Produkt der ge­
suchte Dividendus. Haben sie aber einen oder mehrere 

Divisoren gemein, so dividirt man eine von beiden 

durch den größten gemeinschaftlichen Divisor, und mul- 

tiplicirt nur den Quotienten mit der andern Zahl.

K. Sind mehr als zwei Zahlen gegeben, so sehe 

man zuerst, ob vielleicht eine derselben in einer anderen 

ganz aufgehe. In diesem Fall kann man die kleinere 
ganz bei Seite setzen. Dann sucht man zu zweien der 
übrigen den kleinsten Dividendus, wie oben. Diesen 

Dividendus verbindet man mit einer dritten Zahl, und 

sucht wieder wie bei a) den kleinsten Dividendus. 
Dann nimmt man diesen mit einer vierten Zahl zusam­

men, und wiederholt die Arbeit so oft, bis alle Zahlen 
in Betrachtung gezogen sind.

Wir wollen den Sinn dieses Zusatzes durch Beispiele erläu­
tern.

s. Zu 5 und 6 giebt es keinen kleinern Dividendus als 30 — 
5.6. Zu ä2 und 56 hingegen ist t68 ----- 3.56 der kleinste 
Dividendus. Denn äs und 56 lassen sich beide durch iä 
theilen, und -- 3.



170 Sechster Abschnitt.

b. Zur Erläuterung -es zweiten Theils wollen wir die tm vo­
rigen Paragraphen gebrauchten Zahlen 12, 18, ä5, 60 und 
63 wählen. Da 12 in 6o aufgeht, so hat man bloß 18, 
ä5, 6o und 63 in Betrachtung zu ziehen. Denn, was mit 
60 aufgeht, muß auch durch 12 theilbar sein. Zu 18 und 
45 ist der kleinste Dividendus 90 — 2. 45. Zu 90 und 60 
findet man 180 —90.2. Zu 180 und 63 endlich findet 
man 1260 — 180.7. Lauter Rechnungen die sich im Kopfe 
machen lassen.

Ähnliche Erläuterungen sind im Hefte, nur mit Auswahl an­
derer Beispiele, auszuarbeiten.

§.8. Zusatz.

Hat man auf die in den beiden vorigen Paragra- 

phen beschriebene Art, zu den Nennern gegebener Brüche 

den kleinsten Dividendus, d. h. (nach §. 5.) den kleinsten 
Gemein-Nenner gefunden, so ist es leicht nach §. 1. b. 

die gegebenen Brüche unter diesen Nenner zu bringen.

12

> Bloß um die bequemste Form der
05 . 525 Rechnung sichtbar zu machen, seyen wir 
70 . 490 vollständige Berechnung von Brüchen 
28 112 mit Nennern aus den beiden vorhergehen-
21 . . 357 den Paragraphen hinzu. Daß die Zah-
20 7^0 len der letzten Spalte Zähler sind, zu

denen der gemeinschaftliche Nenner 1260 
gehört, bedarf kaum einer Erinnerung.

Im Hauptheft sind auf ähnliche Art die nach den beiden vori­
gen Paragraphen gewählten Brüche unter den gefundenen 
Gemein-Nenner zu bringen.

Im ttbungöhefte aber sind mehrere Beispiele zu rechnen, und 
dabei dpr kleinste Gemein-Nenner, theils nach §.6., theils 
nach §.7. aufzusuchen.

Dem aufmerksamen Rechner werden übrigens von selbst noch 
manche kleine Vortheile bei der Arbeit einfallen. So lassen 
sich oft die Zahlen der zweiten Spalte (105, 70 rc.) beque­
mer als durch wirkliche Division finden. Z. B. Was giebt



Von ben gemeinen Brüchen. 171

1260 dividirt durch 6;? Da 1260 — 2.2.3.3.5.7, und 
63 — 3.3.7; so wird der Quotient bloß die Fartoren 
2.2.L — 20 enthalten; u. dgl. m.

L. Addition der Brüche.

§.9. Aufgabe.
Zwei oder mehrere gemeine Brüche zu addiren.

Bei der Auflösung sind die beiden Fälle zu unterscheiden, 
wenn die gegebenen Brüche gleiche oder ungleiche Nenner 
haben.

2. Sind alle Nenner gleich, so betrachte man sie/ (nach I. 8.) 
als bloße Benennung, so ist deutlich, daß man bloß die 
Zähler addiren müsse. Die Summe kann keinen andern 
als den gemeinsamen Nenner bekommen. Auch läßt sich der 
Beweis, daß man bloß die Zähler addiren, den Nenner aber 
«»geändert lassen müsse, aus IV. 10. ableiten.

ll. Hieraus ergiebt sich dann von selbst, in Verbindung mit 
§. 6. 7. 8. wie Brüche mit ungleichen Nennern zu behan­
deln sind.

Beides ist im Hefte durch bestimmte Beispiele deutlich zu 
machen.

Anmerkung 1.
Im Haupthefte ist es hinreichend, sowohl bei 2) als I») Bei­

spiele von nicht mehr als drei oder vier ächten Brüchen zu 
wählen. Denn es kommt hier mehr auf eine deutliche 
Beschreibung wie man rechnen müsse, als auf die 
Rechnung selbst an. Im ttbungshefte hingegen sind meh­
rere, auch größere Beispiele, und nicht bloß mit ächten 
Brüchen, sondern auch mit gemischten Zahlen zu rechnen.

Anmerkung 2.
Die Summe mehrerer Brüche ist sehr oft ein unächter Bruch, 

auf welchen dann §. 1. c. und §. ä. augewendet werden kann. 
Nur gehört dieser Anhang der Rechnung nicht mit zum 
Wesen der Addition: denn diese ist vollendet, sobald man 
die Summe in Gestalt eines ächten, oder unächten Bruches 
gefunden hat.
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6. Subtraktion der Brüche.

§.10. Aufgabe.
Einen kleineren Bruch von einem größeren zu sub­

trahiren.

Bei der Auflösung sind dieselben beiden Fälle als bei §.9. zu 
unterscheiden.

a. Sind die Nenner gleich, so subtrahirt man den kleineren 
Zähler, vom größeren, und läßt den Nenner ungeändert. 
Der Beweis kann auf dieselbe doppelte Art, wie bei §.9. 
geführt werden.

b. Haben die Brüche ungleiche Nenner, so ergiebt sich aus 
§. 6.7.8. was zu thun sei.

Beide Fälle sind im Hefte an bestimmten Beispielen -urch- 
zugehen.

§.11. Z U s a H.
Wenn der Minuendus eine gemischte Zahl ist, so 

kann der Fall Vorkommen, daß der ihm anhängende 

Bruch kleiner ist, als der Bruch des Subtrahendus. 

Daß man in diesem Fall ein Ganzes des Minuendus 
mit dem Bruch desselben nach §. 1. 6. vereinigen müsse, 

ist leicht einzusehen.

Dieser Fall ist durch ein Beispiel im Hauptheft zu erläutern. 
Im Übungöheft aber sind zu 8. io. und 11. mehrere Bei­
spiele zu rechnen, und dabei ist Rücksicht zu nehmen, auf 
die verschiedenen Fälle welche vorkommen können. Nämlich 
Minuendus und Subtrahendus können beide bloße Brüche, 
es kann ferner der eine oder der andere eine ganze Zahl, 
endlich der eine oder der andere, oder beide gemischte Zah­
len, und im letzten Falle der Bruch des Minuendus der 
größere, oder der kleinere sein.
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v- Multiplikation der Brüche.

§.12. Aufgabe.

Irgend eine Zahl, sie sei ganz, oder gemischt, oder 

gebrochen, oder sie enthalte in den beiden letzten Fallen 

gemeine oder zehnteilige Brüche, sie habe endlich nur 

eine oder mehrere Benennungen, mit einem gemeinen 
Bruch zu multipliciren.

Auflösung. Da -er Multiplieandus sein kann, was man 
will, so wollen wir ihn unbestimmt Al nennen, der Multi­
plicator aber sei der bestimmte Bruch 4. Die Rechnung 
selbst besteht nun darin, daß man entweder zuerst AI 
durch den Nenner 7 dividirt, und den Quotienten (—), 
mit dem Zähler 5 multiplieirt, (also — .5); oder daß man 
umgekehrt erst lVl mit dem Zähler L multiplieirt, und das 
Product (5IVl) durch den Nenner 7 dividirt, (also ^).

Anleitung zum Beweise. Aus IH.Z. weiß man, wie das 
Product aus dem Multiplieandus (lVl) entstehen müsse. 
Nun läßt sich aber die Entstehung eines Bruchs aus 1 dop­
pelt erklären (I. 7. und IV. iä.). Wendet man dieses auf 
4 an, so ergiebt sich daraus ohne Schwierigkeit die obige 
doppelte Regel.

Dieser Beweis ist im Hefte vollständig auSzuführen, aber da­
bei ein anderer beliebiger Bruch als 4 zu brauchen. Al 
kann beibehalten werden.

Zu deutlicher Erläuterung sind aber im Haupthefte noch ein 
Paar Beispiele beizufügen, in welchen für N eine ganze 
Zahl gesetzt wird, und zwar einmal eine solche die durch 
den Nenner theilbar ist, und dann eine andere, die nicht 
theilbar ist. Hiebei ist noch zu zeigen, welche von beiden 
Regeln in jedem Fall die zweckmäßigste sei.

Im Übungsheft sind mehrere Beispiele zu rechnen, wobei auf 
die verschiedenen tm Paragraphen angedeuteten Fälle, welche 
in Ansehung des Multiplieandus vorkommen können, Rück­
sicht zu nehmen ist. Doch können diejenigen Fälle, wo der 
Multiplieandus ein Bruch, oder aus ganzen und einem ge­
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meinen Bruch gemischt ist, dem folgenden Paragraphen 
Vorbehalten bleiben.

§.13. Lehrsatz.
Wenn ein Bruch mit einem Bruch multiplicirt 

werden soll, so hat man bloß Zähler mit Zähler 

und Nenner mit Nenner zu multipliciren.
Der Beweis läßt sich aus dem vorigen Paragraphen in Der« 

bindung mit §. i. r g. ableiten. Man wähle zu dem Ende 
zwei beliebige Brüche, und betrachte welchen man will als 
den Multiplicandus, und überlege nun, wie nach dem vo­
rigen Paragraphen die Rechnung verrichtet werden müsse, 
und wie jeder Theil der Rechnung nach I. lg. verrichtet 
werden könne, so wird man leicht die Richtigkeit des Sa­
tzes etnsehen.

Dieses ist im Hefte auszuführen.

§.14. Zusätze.
1. Da man jeder ganzen Zahl nach §. 1.n. die 

Gestalt eines Bruches geben, jede gemischte Zählender, 
nach §.1.6. in einen unächten Bruch verwandeln kann, 

so lassen sich in der That alle Multiplicationcn zweier 

Zahlen, es mögen sich dabei ganze, gebrochene, oder ge­

mischte befinden, nach der im Paragraphen gegebenen 

Regel rechnen.
2. Aus dieser Regel ergiebt sich ein noch strenge­

rer Beweis, als der oben III. 22. gegebene, daß auch 
bei gemeinen Brüchen, und gemischten Zahlen die beiden 

Faktoren vertauscht werden können.

3. Wenn sich bei zwei gegebenen Brüchen der 

Zähler des einen, gegen den Nenner des andern, ganz 
oder zum Theil heben läßt, so wird sich auch der Zäh­
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ler und Nenner des Products durch eben die Zahl he­
ben lassen. Es ist daher zweckmäßiger vor, als nach 
der Multiplikation zu heben.

4. Wenn mehr als zwei Brüche multiplicirt wer­

den sollen, so muß man alle Zähler und alle Nenner 

multipliciren. Finden sich unter den Zählern und Nen­

nern Zahlen die sich ganz oder zum Theil heben lassen, 

so ist es auch hier Vortheilhaft vor der Multiplication 

zu heben.
5. Wenn mehrere zu multiplicirende Zahlen zum 

Theil aus ganzen, zum Theil aus gemischten Zahlen, 
oder auch aus bloßen Brüchen bestehen, so kann man 
sie alle in der Gestalt von Brüchen schreiben, und dann 

wie bei Nr. 4. rechnen.

Im Hefte ist zu jedem der Zusätze 1, 3, ä und 3 ein selbftge- 
wähltes Beispiel zu geben. Der Beweis von Nr. 2. bedarf 
keiner Anleitung.

15. Zusatz.

Aus allem bisher vorgetragenen, läßt sich der 

Grund von allen den Vortheilen, die in den praktischen 

Rechenbüchern bei der Multiplication der Brüche ange­

geben werden, streng erweisen. Wir wollen deren hier 

nur zweie erwähnen.

1. Wenn der Multiplicandus mehrere Benennun­
gen enthält, so ist es nicht nöthig sie erst uuter eine 

einzige zu bringen. Ist der Multiplikator ein Bruch so 

beruht der Beweis, theils auf III. 9., theils in IV. 10.

2. Wenn der Multiplikator ein Bruch ist, dessen 
Renner sich leicht in Factoren zerlegen läßt, so kann 
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man ihn immer in kleine Brüche zerstückeln, beson­
ders solche, deren Zähler 1 ist. Verrichtet man alsdann 

die Multiplication, mit einem dieser kleinen Brüche nach 

dem andern, und summirt zuletzt alle Theilproducte so 

erhält man das richtige ganze Product. Der Grund 

beruht auf III. 11. und 12.
Beide Zusätze sind im Hefte durch Beispiele zu erläutern.

Wie ein Beispiel für Nr. 1. einzurichten sei, bedarf keiner 
Erläuterung. Für Nr. 2. mag folgendes als Muster dienen.

Es seien iZTHlr. 8 Gr. äz Pf. mit dem Bruch zu multi- 
pliciren, so kann man, da 18 mehrere kleine Divisoren hat, 
den Bruch auf folgende Art zerstückeln.

-k" FZ- -i- "i- -k-
Dann läßt sich die Rechnung auf folgende Art machen.

iZTHlr. 8Gr. äz Pf.
6 - 16 - 2^ -
2 5

- 17 - 9F- -
9 - 15 - -

In der ersten Zeile unter 
dem Strich befindet sich die 
Hälfte des Multiplicandus. Da 
ferner z der dritte Theil von 

ist, so kann man statt den 
Multiplicandus mit 6 zu divi^

Liren, die erste Zeile unter dem Strich mit 3 dividiren. 
Eben so, da der dritte Theil von z ist, so erhält man
die dritte Zeile, wenn man die zweite mit Z dividirt. Die
Summe dieser drei Zeilen ist das gesuchte Product. Auf 
diese Art besteht die ganze Rechnung aus lauter kleinen, 
und leichten Divisionen.

Im Hefte ist ein anderes aber ähnliches Beispiel zur Erläute­
rung zu berechnen.

L. Division -er Brüche.

§. 16. Erklärung.
Wenn man 1 durch irgend eine Zahl dividirt, so 

nennt man den -Quotienten den umgekehrten Werth 

der Zahl.



Von den gemeinen Brüchen. 177

So ist der umgekehrte Werth von acht/ 4/ oder in zehntei­
ligen Brüchen 0,125.

Im Hefte ist ein anderes Beispiel anzuführen.

H. 17. Z u sa tz.
u. Das Product einer Zahl mit ihrem umgekehr­

ten Werthe, ist jederzeit — 1.

l>. Auch ist umgekehrt, wenn zwei Zahlen das Pro­

duct 1 geben, die eine der umgekehrte Werth der andern.
c-. Überhaupt aber ist der Begriff umgekehrter 

Werthe immer gegenseitig, d. h. wenn der umgekehrte 
Werth von v ist, so ist auch L der umgekehrte Werth 
von

Dieses alles folgt aus tz. 16. in Verbindung mit den ersten 
Begriffen von der Division: nämlich, 
«. folgt aus §. 16. in Verbindung mit IV. 1.
b. folgt aus tz. 16. in Verbindung mit IV. 1. und 2.
c. folgt aus tz. 16. in Verbindung mit IV. 2. b.

Diese Schlüsse sind im Hefte an bestimmten Zahlen Beispie­
len auszuführenz wobei eü zweckmäßig sein wird, eine solche 
ganze Zahl zu wählen, deren umgekehrter Werth sich durch 
einen genauen Decimalbruch ausdrücken läßt. Wollte man 
nämlich den umgekehrten Werth einer ganzen Zahl z. B. 8 
hier durch einen gemeinen Bruch ausdrücken/ so würde 
der Doppelsinn des Zeichens (indem es einmal der 
Bruch ein Achtel/ und dann auch der Quotient 
Eins durch Achte ist/ IV. iä.) leicht einige Undeutlich- 
keit verursachen. Sagt man hingegen/ der umgekehrte 
Werth von 8 sei 0/12L so fällt diese Undeutlichkeit weg/ 
und die obm bei -») I») c) angeführten Sätze werden sich 
ohne Zweideutigkeit anwenden lassen.

§: 18. Zu sa tz.
Die kürzeste Art den umgekehrten Werth einer Zahl 

zu finden, besteht darin, daß man der Zahl, wenn sie

Fischer'S math. Rechenkunst. M 
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nicht schon die Gestalt eines Bruches hat, diese Gestalt 

nach §. 1. a. oder 6. giebt, und alsdann Zahler und 

Nenner vertauscht.
Erläuterung. Wenn man Z statt 8 schreibt, so ist der um- 

kehrte Werth
Wenn man in dem Bruch Z Zähler und Nenner verwechselt, 

so ist § der umgekehrte Werth von ß.
Wenn man die gemischte Zahl 4- in den unächten Bruch 

verwandelt, so ist ihr umgekehrter Werth
Die Richtigkeit dieser Schlüsse beruhet in jedem Fall auf 

§. 17. 6. in Verbindung mit 8.n. Denn es ist klar, daß 
zwei Brüche, von denen einer die Umkehrung des andern 
ist, jederzeit das Product i geben müssen, wenn man sie 
multiplicirt.

Diese Erläuterung ist im Hefte auszuführen, nur sind dazu 
andere Beispiele zu wählen, auch ist der Grund, von der 
Richtigkeit der Schlüsse, der hier zuletzt bloß allgemein 
angedeutet worden, bei jedem einzelnen Beispiele bestimmt 
hinzuzufügen.

§.19. Lehrsatz.

Wenn der Divisor ein Bruch ist, so kann 

die Division in jedem Fall dadurch verrich­

tet werden, daß man den Dividendus mit dem 

umgekehrten Werthe des Divisors multi­

plicirt.
Beweis. Es sei z. B. der Divisor Z, der Dividendus mag 

60 sein, so ist zu erweisen, daß 60: — 6o. z.
Wenn 6o durch Z dividirt werden soll, so muß nach IV. z. 

der Quotient aus 60 entsteh«, wie 1 aus Z. Aber Eins 
entsteht aus H, wenn man in drei Theile theilt, welches 

giebt, und einen solchen Theil viermal nimmt, welches 
Z oder i giebt. Der Quotient entsteht also aus 6o, wenn 
man rc.

Wird aber 60 mit Z multiplicirt, so entsteht das Product 
aus 60, wie 2 aus 1 (III. Z.). Aber k entsteht aus 1 nach 1.7., 
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wenn man 1 in tret Theile theilt/ und einen solchen Theil 
viermal nimmt. Also muß man/ wie vo-her rc.

Es ist also klar/ daß man durch beide Rechnungen ein und 
dasselbe Ergebniß bekommt.

Dieser Beweis ist im Hefte vollständig zu machen; aber eü 
lind dazu andere Zahlen/ als die hier gebrauchten/ anzuneh- 
men. Was den Dividendus betrifft/ so kann dieser zwar 
von ganz beliebiger Beschaffenheit sein: aber um sich nicht 
bei dem Beweise in unnöthige Nebenbetrachtungen zu ver­
wickeln/ ist eö zweckmäßig eine solche Zahl zu wählen, die 
sich durch den Nenner des Divisors ohne Rest dividiren 
laßt.

Anmerkung. Dieser Lehrsatz ist wichtig, und daher wohl zu 
merken, weil er alle Falle, welche bei der Division der 
Brüche vorkommen können, auf eine einzige Regel zu- 
rückführt, nach welcher jeder, der die Multiplikation der 
Brüche gefaßt hat, auch jede Division ohne weitere Anlei^ 
tung verrichten kann.

ES sind daher bei diesem Paragraphen im ttbungöheft recht 
viele Beispiele zu rechnen, wobei alle Verschiedenheiten, die 
in Ansehung des Dividendus und Divisors vorkommen kön­
nen, zu berücksichtigen sind. Der Dividendus kann sein 1) 
eine ganze Zahl, die mit dem Nenner des Divisors aufgeht, 
2) eine ganze Zahl, die mit dem Nenner des Divisors nicht 
aufgeht- Z) er kann ein bloßer Bruch sein, 4) er kann eine 
gemischte Zahl sein, 5) er kann endlich aus mehreren Be­
nennungen bestehen. Der Divisor aber ist entweder ein äch­
ter Bruch, oder eilte gemischte Zahl. Verbindet man bei­
des, so giebt dieses schon Stoff zu 10 Exempeln. Wenn 
aber der Quotient keine ganze Zahl ist, so kann er entwe­
der in gemeinen Brüchen, oder in zehntheiligen verlangt 
werden. Auch von dem letzten Falle sind einige Beispiele 
zu rechnen.

Endlich bemerken wir noch, daß vermittelst dieses Sa­
tzes überhaupt jede Division in eine Multi­
plikation mit dem umgekehrten Werthe des 
Divisors verwandelt werden könne, was wohl zu 
merken, und durchzudenken ist.

M 2
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§.20. Z u sa tz.
Was oben IV. 26—30. aus andern Gründen erwie­

sen worden, daß, wenn Producte mehrerer Zahlen durch 

einander dividirt werden sollen, in der Ordnung der Rech­
nung mehrere Abänderungen statt finden, läßt sich aus 

dem vorigen Paragraphen kurz, anschaulich, und ganz 

allgemein erweisen.
Erläuterung. Man bilde zwei ganz beliebige Producte 

aus ganzen Zahlen, gemeinen Brüchen, und gemischten 
Zahlen, und verbinde sie durch -äs Divisionszeichen z. B.

4 ' 7 " .
Dann bringe man jeden Factor in Gestalt eines Bruchs; also

s . v -; -
Endlich verwandle man die Division in eine Multiplication 
dadurch, daß man alle Divisoren umgekehrt schreibt, so hat 
man folgendes Product zu machen:

4 . 4 . V . 4 - 5 . . 4-
ES ist klar, -aß diese sieben Faetoren in jede beliebige Ord­
nung gestellt werden können, ohne daß dadurch ihr Product 
verändert wird. Die Rechnung selbst kann nach §. 14. Nr. 
4 und L. gemacht werden.

Diese Erläuterung ist im Hefte an einem andern, als dem 
hier gewählten Beispiel zu wiederholen; auch ist die letzte, 
hier bloß angedeutete Rechnung wirklich auszuführen.

Anhang zum sechsten Abschnitt.
Über die Perioden bei Decimalbrüchen.

§. 1. Lehrsatz.
Jeder gemeine Bruch, dessen Nenner nur die Zah­

len 2 und 5 zu einfachen Faetoren hat, läßt sich ohne 
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Fehler in einen Decimalbrnch verwandeln, der soviel 

Stellen nach dem Komma erhält, wie die Anzahl des­
jenigen Factors, den der Nenner am öftesten enthält, 

Einheiten hat.

Beweis. Es sei zunähst ein solcher Bruch mit dem Zähler 
1 gegeben, z. B.

i — ____ i_____ . 
M — 2.2.2.2.5.5'

so ist zu zeigen: daß dieser ohne Fehler in einen Deci- 
malbruch verwandelt werden kann, K) daß der Deeimal- 
bruch so viel Stellen erhält, als die Anzahl des Factors, 
der am öftesten im Nenner enthalten ist (hier 2), Einheiten 
hat (in unserm Falle 4).

Aus I. 20. ergiebt sich, -aß der vorliegende Bruch in einen 
Deeimalbruch ohne Fehler verwandelt werden kann, wenn 
-er Nenner in einer Zahl aufgeht, die aus 1 mit einer Anzahl 
darauf folgender Nullen besteht; und daß der Deeimalbruch 
soviel Ziffern nach dem Komma erhält, als Nullen an den 
Dividendus 1 angehängt worden. Es ist aber 10 — 2.5; 
100 — 10 X 10 — 2.2.5.L; 1000 --- 10 X 100 — 
2.2.2.5.5.5 u. s. w.; d. h. jede Zahl die aus 1 mit an- 
gehängten Nullen besteht, ist nur aus den einfachen Faeto- 
ren 2 und s zusammengesetzt, und hat jeden so oft, als die 
Anzahl ihrer Nullen Einheiten hat. Demnach wir- 10000 
die kleinste aus 1 und lauter Nullen zusammengestellte Zahl 
sein, die durch den Nenner des vorliegenden Bruches 
ohne Rest theilbar ist; da 10000 --- 2.2.2.2.5.5.5.5 
und 4oo — 2.2.2.2.5. L. Dadurch ist aber s) bewie­
sen und zugleich auch K), da die Anzahl der Nullen im 
Dividendus 1 die Anzahl -er Bruchziffern bestimmt.

Hätte nun der Bruch einen andern Zähler außer 1, so ist 
deutlich, daß man diesen für den Zähler 1 gefundenen De- 
cimalbruch mit -emselben multipliciren müßte, um den 
Werth des Bruches in Decimalbrüchen zu erhalten. Dadurch 
wird aber die Stellenzahl nicht geändert (III. i6.Zus.), da 
der Multiplicator eine ganze Zahl ist, also als eine Summe 
von Einheiten der Ordnung Null betrachtet werden kann.
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§. 2. Z u s a tz.
Jeder gemeine Bruch, beste?: Nenner unter srinen 

einfachen Factoren noch andere zählt als 2 und 5, 

kann nicht vollständig in Decimalbrnchen ausgedrückt 
werden.

Wie dies aus dem Beweise des vorhergehenden Paragraphen 
verbunden mit V. iä. hervorgehe, ist leicht einzusehen.

3. Lehrsatz.
Jeder Decimalbruch, den man für einen gemeinen 

Bruch erhält, dessen Nenner aus andern einfachen Fac­

toren als 2 und 5 zusammengesetzt ist, enthält, wenn 

man die Rechnung gehörig fortsetzt, eine bestimmte Wie­
derkehr derselben Ziffern, welche man eine Periode 

nennt.
Beweis. Gesetzt es sollte der Bruch nach I 20.

in einen Decimalbruch verwandelt- werden; so ist aus §. 2. 
klar/ daß die Rechnung nie aufgehen, sondern immer 
einen Rest lassen wird. Da nun jeder Rest, den ich
bei Anhangung der folgenden Null erhalte, kleiner sein 
muß als der DivHrr 1't; die Anzahl der möglichen Rest? 
aber unendlich groß ist; so fällt von selbst in die Au­
gen, daß, wenn nicht früher, doch mindestens nach 
13 Abzügen ein Rest bleiben muß, der schon früher vor­
gekommen ist; weil uur 13 Reste kleiner als sein kön­
nen. Dividirt man nun nach Anhängung einer Null mit 

in diesen Rest/ so muß im Quotienten (d. h. in 
dem gesuchten Decimalbruche) dieselbe Ziffer kommen/ 
und derselbe Rest übrig bleibe»/ wie bei der früheren 
Division; woraus hervorgeht/ daß auch alle übrigen Zif­
fern im Decimalbruche in derselben Ordnung wiederkeh­
ren werden.

Man mache sich diesen Beweis an der beigefügten Rechnung 
deutlich.
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14: 5,0 0,35714286714286....
42

80
70
1 00

98
20
14
60
66

4Ö" 
28
120
112

SO
70
100

§. 4. L e h n s a tz.
Wenn ein Bruch, dessen Nenner die Factoren 2 

und 5 nicht hat, in einen Decimalbruch verwandelt 

wird, so erhält man lauter vollständige Perioden, d. h. 

die Ziffern von dem Komma an gerechnet kehren in 

derselben Folge wieder.

Beweis. Man verwandle den Bruchnach -er gegebe­
nen Regel so erhält man folgende Rechnung.

Es läßt sich zeigen,
123: 22,0000000 0,17886 17886... daß unter allen Re­

12 3 sten 22 der erste von
^-.9 70 den wiederkehrenden

8 61 
v . 1 090 -

984
6 1060

(§. 3.) sein wird; 
daß also die neue Pe­
riode, die dadurch im

" 984 Quotienten entsteht,
I) .... 760 auch mit derjenigen

738 Ziffer beginnen muß,
L......... 22 welche die erste nach 

dem Komma ist.
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Zuerst überzeuge man sich, daß 123 in keiner Zahl aufgehen 
kaun, die ein Product von 10 mit einer kleineren Zahl als 
123 ist; denn gesetzt 2 < 123, un-

s. 10 
123 

wäre eine ganze Zahl, so müßte es auch sein, da 123 
und 10 keine Factoren gemein haben. Dies ist aber un­
möglich, da 123 unmöglich in einer kleineren Zahl aufgehen 
kann.

Betrachtet man nun die vorliegende Division, so kann der 
erste Rest entweder — 22 sein oder eine andere Zahl 
unter 123. Im ersten Falle ist offenbar die Periode ein- 
ziffrig; denn es wird immer dieselbe Zahl ale Rest erhal­
ten werden.

Zm zweiten Falle laßt sich zeigen, daß der bei fortgesetzter 
Division erhaltene neue Rest 8 nicht --- sein kann. Denn 
da bei jeder Division, alle Subtrahenden Vielfache der Di­
visoren, also-durch denselben theilbar sind, so ist im ersten 
Llbschnjtt unsers Exempels 220 — im zweiten 970 — 8 
durch 123 Heilbar., Es ist aber 220 — ä — 22.10 
und 970 — 8 — 97.10 — 8, oder wenn 8, 97.10 
— ä. Ist aber 22. ro — und H7.10 — durch 12z 
theilbar, so ist es auch ihr Unterschied 73.10 (V.L.). Da 
nun aber 73 s23 wie es immer sein muß als Unter­
schied zweier Reste, von denen jeder an sich <7123, so kann 
auch 73 x 10, wie oben bewiesen worden, nicht durch 123 
aufgehem ES ist also der Rest 8 entweder — 22 oder eine 
von dem vorigin Reste ä verschiedene Zahl unr'er 123 (in 
unserem Falle ist es 109). Auf ähnliche Weise läßt sich zei­
gen, daß jeder -er folgenden Reste c.O.L entweder 22 
oder eine von den vorigen ganz verschiedene Zahl unter 
12z sei; da nun nothwendig einmal einer -er vorigen Reste 
wtederkehren muß, so folgt daraus daß keine andere, als 
die Zahl 22 -er erste wiederkehrende Rest sein könne, woraus 
die Richtigkeit -es Satzes sich ergiebt.
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§.5. Z u s a tz.
Jede Zahl, die eine relative Primzahl zu 10 ist, 

geht in irgend einer anderen Zahl auf, deren Ziffern 
sämmtlich Neunen sind.

Beweis. Der Satz ist eine unmittelbare Folgerung aus dem 
vorhergehenden Paragraphen, Da nämlich ein solcher Di­
visor mit einem Dividendus, der aus 1 mit beliebig vielen 
angehängten Nullen besteht, nothwendig einmal den Rest 1 
giebt; und man immer, wenn man 1 abzieht von einer Zahl, 
die aus 1 mit einer beliebigen Anzahl von Nullen besteht, 
eine Zahl erhält, »die mit lauter Neunen geschrieben ist; 
so muß ein solcher Divisor auch nothwendig in einer Zahl 
aufgehn, .die mit lauter Neunen geschrieben ist.

§.6. Zusatz.
Wenn also der Nenner eines Bruches eine relative 

Primzahl zu 10 ist; so wird man die Stellenzahl seiner 

Periode erfahren, wenn man mit dem Nenner in eine 
Zahl mit lauter Neunen dividirt, bis die Rechnung auf- 

geht, und die Anzahl der Ziffern des Dividendus merkt.

Beweis. Da 7 erst in einer Zahl mit 6 Neunen aufgeht, 
so kann 7 auch erst den Rest 1 geben, wenn sechs Nullen 
an den Dividendus angehängt worden sind; d. h. der Bruch 
hat eine sechsziffrige Periode.

Folgende aus Klügelö mathematischem Wörterbuchs TH.I S.713. 
entlehnte Tabelle giebt die Periodenzahl (?.) jedes Bruchs 
für jeden Nenner (A-), der eine Primzahl unter 100 ist.

N. I>. N. ?. n. p. N. ?. n. p.
z
7

11
1Z

1 17 16 Z1 13
19 18
23 22
29 28

37
41
43

3
5

21

47 46
33 13

67 33
71 33

39 38 73 8
61 60 79 13

83
89
97

41
44
96

6
2
6
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§»7. Zusatz.

Wenn der Nenner eines Bruches ein aus Prim­

zahlen außer 2 und 5 zusammengesetzte Zahl ist; so fin­

det man die Anzahl der Ziffern einer Periode des 

gleichgeltenden Decimalbruches, wenn man den klein­

sten gemeinschaftlichen Dividendus für die Pe- 

riodenzahlen der einzelnen Factoren des Nenners sucht.
Beweis. ES sei mir der Bruch

1 — 1
949 — 13 . 73 -

gegeben. Um die Periodenzahl seiner Deeimalstellen zu fin­
den, muß ich eine Zahl finden, deren Ziffern sämmtlich 
Neunen find und die durch 949 dividirt aufgeht. Jede Zahl 
aber, die durch 13 und 73 theilbar isi, ist auch durch 13.73 
— 949 theilbar (V. 11.). Kennen wir nun die Perioden­
zahl für den Divisor 13, welche 6 ist, und für den Divisor 
73, welche 8 ist; so schließen wir, daß für 949 die Peri­
odenzahl 24 sein muß; denn eine Zahl die 24 Neunen zu 
Ziffern hat, muß durch 949 — 13.73 aufgehen; da 13 in 
jeden 6 Neunen, und 73 in jeden 8 Neunen derselben aufi 
geht.

§.8. Zusatz.

Wenn der Nenner irgend eines Bruches in seine 
einfachen Divisoren zerlegt ist; so bestimmen diejenigen, 

welche nicht 2 und 5 sind, die Anzahl der Ziffern der 

Periode in dem gleichgeltenden Decimalbruch, die Fac­

toren 2 und L aber bestimmen die Anzahl der unperio- 

dischen Ziffern, die den Perioden vorangehen; und zwar 

ist diese immer so groß wie die Anzahl desjenigen die­
ser beiden Factoren, der am öftesten im Nenner enthal­

ten ist.
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Beweis. Es sei der Bruch gegeben, der in einen 
Decimalbruch verwandelt werden soll. Da nun 
11 1

477400 — 2.2.2.5.5.7.11.31 " 2.2.2.5.5
: 7.11.31, so wird man den verlangten Decimalbruch er­
halten, wenn man zuerst

1
2.2.2.5.5

verwandelt, und den erhaltenen Bruch noch durch 7.11.31 
dividirt. Aus §. 1. dieses Anhanges ergiebt sich, daß sich 

1
2^2.2.5.5

vollständig in einenDecimalbruch verwandeln läßt, der drei 
Stellen nach dem Komma hat. Dividire ich nun diesen er­
haltenen vollständigen Decimalbruch durch 7.11.Z1 so ist 
aus 8- 2. dieses Anhangs vorauözusehen, daß die Rechnung 
nicht aufgehen wird, und daß von dem ersten Reste an, zu 
dem ich eine Null hinzufügen muß, um die folgenden De­
cimalstellen zu finden, Perioden eintreten werden, die durch 
die Factoren des Nenners 7.11.31 bestimmt werden. Da 
aber die Periodenzahl für 7 — 6, für 11 — 2 und für 
31 -- 15,. so wird sie für 7 .11.13 — 30 sein, der Bruch 

erhält also nach drei unperiodischen Ziffern wieder-
kehrende Perioden von 30 Ziffern.
Anmerkung. Einen solchen Bruch wollen wir 

einen gemischten periodischen Bruch nennen.

§.9. Aufgabe.
Einen gegebenen reinen periodischen Decimalbruch 

in einen gemeinen Bruch zu verwandeln.
Auflösung. Es sei der periodische Decimalbruch 

0,571428 371428 5....
gegeben; man bilde einen gemeinen Bruch, dessen Zähler 
sämmtliche Ziffern der Periode, dessen Nenner aber eben 
so viel Neunen enthält; so ist dieser dem gegebenen Deci- 
malbruche gleich, also

0,570428 5... --- -- 4.
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Beweis. Wir nennen den gegebenen Decimalbruch -er 
Kürze wegen s und multipliciren ihn mit einer Zahl, die aus 
i mit so viel Nullen besteht, als die Periode Ziffern hat; 
so ist

1000000 . s --- 571428,571428 571428...
Ziehen wir hievon den zuerst gegebenen Decimalbruch ab; 
so erhalten wir

(1000000 — 1) . s --- 571428 oder 
999999 - s — 571428; daraus folgt, -aß 

s — was zu beweisen war.
Daß -er Beweis, der hier an einem Beispiele mit einer sechs- 

ziffrigen Periode geführt worden, allgemein gültig ist, bs- 
darf keiner weiteren Ausführung.

§.10. Aufgabe.

Einen gemischten periodischen Decimalbruch in ei­

nen .gemeinen Bruch zu verwandeln.

Auflösung. Es sei der gemischte periodische Decimalbruch 
0,017 857142 857142... in einen gemeinen Bruch zu ver­
wandeln. Man nehme sämmtliche Ziffern des Bruchs bis 
zum Schlüsse der ersten Periode und ziehe von diesen die 
unperiodischen Ziffern ab. Den Rest (17857142 — 17 —) 
17857125 macht man zum Zähler des gesuchten gemeinen 
Bruches; zum Nenner aber eine Zahl, welche so viel Neu^ 
nen enthält, als die Periode Ziffern und am Ende so viel 
Nullen enthält, als unperio'oische Ziffern vorhanden sind, 
also ist der erhaltene Bruch

Beweis. Nennt man den gegebenen Decimalbruch s, so ist 
10000000008 — 17857142,857142....

1000 s — 17,857142....
Mithin, wenn man das letztere von dem erstem abzieht, ist 

999999000s -- 17857125
und auf beiden Seiten durch den Zahlenfactor von » dividirt 

8 Tss s^s ÄSÄ»

Anmerkung. Auch die Allgemeinheit dieses Verfahrens bo- 
darf keiner weiteren Auseinandersetzung.
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Siebenter Abschnitt.
Don der Buchstaben-Rechnung im All­

gemeinen und von der Addition und 
Subtraction insbesondere.

Von entgegengesetzten Größen.

§. 1. Erklärung.
Zwei Größen sind gleichartig, wenn sie vermit­

telst einer und derselben Einheit durch Zahlen 

vorgestellt werden können. Ungleichartig heißen sie, 

wenn dieses nicht möglich ist.
Die Erklärung ist durch ein Paar Beispiele gleichartiger und 

ungleichartiger Größen zu erläutern.

§.2. Erklärung.
Da sich jede begränzte oder endliche Reihe gleich­

artiger Größen, in zwei entgegengesetzten Richtungen 

(vorwärts oder rückwärts) abzählen läßt, so kann man 

in jeder unbegränzten Reihe gleichartiger Größen, von 

jedem Punkte aus, allezeit Stücke von beliebiger Größe 

in zwei entgegengesetzten Richtungen abzählen.
Zwei Stücke nun, die in einerlei Richtung (beide 

vorwärts, oder beide rückwärts) abgezählt sind, wollen 

wir gleichstimmige Größen, sind sie aber in ent­

gegengesetzter Richtung abgezählt, entgegengesetzte 
Größen nennen.
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Wenn wir bei einer Art von Größen auf diese 
entgegengesetzte Entstehung Rücksicht nehmen, was nicht 

nothwendig, aber jederzeit verstattet ist, so wollen wir 

sagen, daß wir den Begriff des Gegensatzes an- 

wenden.
Wird aber bei irgend einer Größe auf die Rich­

tung ihrer Entstehung gar nicht Rücksicht genommen, 

so nennt man sie eine absolute Größe.

Man zeichne im Hefte eine beliebige Reihe von Punkten, un­
gefähr m gleichen Zwischenraumen von einander, und so, 
daß man erfoderlichen Falles auf beiden Seiten noch mehr 
Punkte zusetzen könnte, um dadurch eine unbegränzte 
Reihe zählbarer Dinge anzudeuten. Nimmt man nun in 
dieser Reihe irgendwo einen Punkt so laßt sich leicht 
zeigen, daß man von da aus Stücke von beliebiger Große 
nach beiden Seiten hin abzählen kann.

Setzt man nun über den Endpunkt eines abgezählten Stückes 
wieder einen Buchstaben, so wird es leicht sein anzugeben.

1. ein Paar gleichstimmige Stücke, die nach der rechren 
Seite hin,

2. ein Paar dergleichen, die nach der linken Seite hin,
3. ein Paar entgegengesetzte, deren eins nach der rechten, 

das andere nach der linken Seite hin abgezählt ist.
Anmerkung. Wenn man absolute Größen zählt, so muß man, 

wie Jedermann thut, mit Eins anfangen. Zahlt man 
aber Größen, auf welche der Begriff des Gegensatzes angc- 
wcndet werden soll; so muß man jederzeit mit Null zu 
zahlen anfangen. Der Punkt nämlich, bei welchem man 
anfangen soll, gehört nicht mit zu den zu zählenden Din­
gen; er bezeichnet nur die Stelle von der ich ausgehen soll, 
und nur das, was rechts vor ihm, oder links hinter ihm 
liegt, ist das zu zählende. Beobachtet man dieses nicht, so 
kann man in Irrungen gerathen.

Man nehme in der oben gezeichneten Reihe, einen Punkt 
und schreibe über den fünften auf rechter Hand folgenden
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Punkt als Null gezählt) 8; dann zähle man von 8 aus 
wieder rechts etwa sieben Punkte, indem man wieder 8 als 
Null zählt. Setzt man nun über den siebenten Punkt 6, 
so hat man von bis 6 O nicht mitgezählt) ganz richtig 
5 -t- 7 — 12 Punkte. Zählte man dagegen mit, so 
hätte man von bis 8 6 Punkte, und von 8 bis 6 (8 
wieder mttgezählt), 8 Punkte also von bis c, 6 -z- 8 --- 

Punkte, was falsch ist.
Um mehrerer Anschaulichkeit willen setzen wir ein Beispiel 

aus dem gemeinen Leben hinzu.
Wer sich in einem Hause eine Treppe hoch befindet, von wo 

also eine Treppe aufwärts, die andere abwärts geht, der 
muß, wenn er die Stufen aufwärts oder abwärts zählen 
will, den Boden, auf welchem er sieht nicht mitzählen, oder 
was dasselbe sagt: er muß den Boden, auf dem er steht als 
Null zählen, wenn er richtig zählen will.

Oder: wenn Christus, wie kirchlich angenommen wird, am 
Listen December eines Jahres, also innerhalb des Jah­
res gebohren ist, so ist dieses Jahr als ein untheilbareS 
Ganzes gezählt weder ein Jahr nach, noch vor Christi Ge­
burt, und es muß als das nullte gezählt werden. Erst das 
folgende ist das erste nach Chr. G. und das vorhergehende 
das erste vor Chr. G. u. dgl. m. Anders steht die Sache, 
wenn Jemand nicht Jahre, sondern Monate, oder gar 
Tage vor und nach Chr. G. zählen, also die Einheit des 
Zählen« ändern wollte. Diejenige Eins, in welcher der An­
fangspunkt des Zählen« liegt, muß jederzeit als die nullte 
gezählt werden.

Man übersehe diese Art zu zählen nicht; sie hängt wesentlich 
mit dem Begriff de« Gegensatzes zusammen. Noch be­
stimmter wird sich diese« weiter unten §. 21. ergeben.

§. 3. 3 U s a tz.
Da jede Art von Größen durch Zahlen vorgestellt 

werden kann, so ist der Begriff des Gegensatzes auf 
alle Arten von Größen anwendbar. Und zwar ohne 
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Einschränkung, so fern bloß von Größen in der Vor, 

stellung die Rede ist; hingegen mit mancherlei Be­

schränkungen, wenn wirklich gegebene Größen betrachtet 

werden.

Dieser Zusatz ist durch Beispiele zu erläutern, wozu man 
Geld, Gewichte, Maaße, Zeiten brauchen kann. In der 
Vorstellung kann man die Anzahl solcher Dinge so groß 
machen, als man will. Denkt man sich aber eine Anzahl 
solcher Dinge als wirklich gegeben, so kann man allerdings 
nur innerhalb ihrer äußersten Gränzen vor- und rückwärts 
schreiten.

§.4. Erklärung.
Da entgegengesetzte Größen jederzeit gleichartige 

sind, folglich nur eine und dieselbe Einheit haben 

können, so ist man bei Anwendung des Begriffes vom 
Gegensatz genöthigt, der an sich absoluten Einheit eine 
der beiden entgegengesetzten Bestimmungen beizulegen. 
Welche? ist an sich ganz willkührlich; man wählt aber 

natürlich immer diejenige, die man als die Hauptklasse 

betrachtet, oder auch auf die man zuerst seine Aufmerk­

samkeit richtet.
Mit welcher Klasse man aber auch die Einheit 

gleichstimmig setzt, so heißt diese allezeit die positive, 
und die andere die negative Klasse.

Hieraus ist sichtbar, daß, wenn man einmal den 

Begriff des Gegensatzes anwendet, die Einheit nie 

anders als positiv sein kann; obgleich die ge­

zählten Einsen eben sowohl positiv als negativ sein 

können.
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Erläuterung. Die Einheit an sich ist eine absolute Größe, 
also eigentlich weder positiv noch negativ. Will man aber 
auf eine gewisse Art von Größen den Begriff des Gegen­
satzes anwenden, so tritt die Nothwendigkeit ein, jeder 
Größe dieser Art, und folglich auch der Einheit eine der 
beiden entgegengesetzten Bestimmungen beizulegen; und man 
darf dieses, weil dadurch in dem Werthe der Einheit nicht 
das geringste geändert wird. Wollte man sagen, die positi­
ven Größen hätten eine positive, die negativen eine negative 
Einheit, so widerspricht dieses dem Begriff der Gleichar­
tigkeit. Nur die Zahlen Eins sind in der einen Klasse 
positiv, in der andern negativ; die Einheit selbst aber, also 
das Maaß, oder der Werth jeder Zahl Eins, ist für alle 
dasselbe.

Wer seine Einnahme berechnen will, der kann entweder 
Einnahme und Ausgabe als zwei Arten absoluter Größen 
betrachten, und dann ist Ein Thaler Einnahme die Einheit 
für die Einahme, und Ein Thaler Ausgabe die Einheit 
für die Ausgabe. Wer aber beide als eine und dieselbe 
Art von Größen mit Anwendung des Gegensatzes betrach­
ten will, der hat es, genau betrachtet, nicht mit Ein­
nahme und Ausgabe zu thun, sondern mit positiver 
und negativer Einnahme für welche allerdings Ein 
Thaler Einnahme (d. h.-1- 1 Thl.) die gemeinsame 
Einheit ist. Alle Zahlen in der einen Klasse werden dieser 
Einheit gleichartig, in -er andern ihr entgegesetzt gedacht.

Auf ähnliche Art, als hier im letzten Absatz, sind diese Be­
griffe im Hefte zu erläutern; nur mit eignen Wortes, und 
mit einem andern Beispiel entgegengesetzter Größen.

§.5. Grundsätze.
Äuö dem bloßen Begriff entgegengesetzter Größen 

ergiebt sich unmittelbar die Richtigkeit folgender drei 

Sätze.
1. Wenn tnan zwei g leich stimmige Größen, sie 

mögen als positiv, oder als negativ betrachtet werden, 

Fischer'S math. Rechenkunst. N 
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zu einer einzigen Größe verbindet, so erhält man jeder­

zeit die absolute Summe beider Größen, nur mit 

demjenigen Vorzeichen, welches die Posten haben.

2. Wenn man dagegen zwei entgegengesetzte 

aber gleiche Größen mit einander verbindet, so hebt 

eine die andere gänzlich auf, oder ihre Summe ist — 0.

Z. Sollen daher zwei entgegengesetzte aber 
ungleiche Größen verbunden werden, so erhält man 
allezeit den absoluten Unterschied beider) mit den 

Vorzeichen der größeren.
Jeder dieser Sätze ift durch Beispiele zu erläutern, welches 

keine Schwierigkeit haben wird, wenn man das, was in der 
Anmerkung §. 2. über das Zahlen gesagt ift, vor Augen be­
hält.

§.6. Zusatz.

Es ist völlig einerlei, ob man die Vorzeichen als 
Additions- und Subtractions-Zeichen, oder ob man sie 

als Zeichen des Positiven und Negativen betrachtet.

Man kann daher diese beiden Vorstellungsarten in 

jedem Fall nach Belieben vertauschen.

Man stelle zwei beliebige Zahlen z. B. L und 4 mit allen 
Veränderungen zusammen, welche die Vorzeichen zulassen, 
nämlich -k-L -1-4; — 5 —4; -1- 5 — 4; —5 -1-4; 
und betrachte in jedem dieser vier Fälle, zuerst die Zahlen 
als absolute Größen und die Vorzeichen als Additions- und 
Subtractionözeichen nach Ab. 1.24.; dann betrachte man die 
Vorzeichen, als Andeutungen des Positiven und Negativen, 
und überlege, was man nach §. 5. durch Vereinigung beider 
Größen in eine erhalten würde, so fällt es in die Augen, 
daß zwischen beiden Vorstellungsarten gar kein wesentlicher 
Unterschied sei, und daß man also beide beliebig vertauschen 
könne.



Allgemeine Addition und Subtraction. 195

Daß eben dieses auch von drei und mehren gleichartigen Grö­
ßen gültig sei, ist leicht einzusehen.

Im Hefte ist die angedeutete Erläuterung vollständig auszu- 
führen.

L- Erste Begriffe von Formeln.

§.7. Erklärung.
Durch eine Verbindung von Größenzeichen und 

Rechnungszeichen kann die Regel nach welcher eine zu­
sammengesetzte Rechnung zu führen ist, dem Auge kür­

zer und deutlicher dargelegt werden, als es durch Worte 
möglich ist. Einen solchen Ausdruck nennt man eine 
Formel.

Wenn die Größenzeichen bloße Zahlen sind, so heißt 

die Formel eine Zahlen-Formel. Sie giebt un­

mittelbar nur die Regel für ein einzelnes Exempel.

Kommen aber in einer Formel Buchstaben, als 
unbestimmte Größenzeichen, mit oder ohne Zahlen vor, 

so heißt sie eine Buchstaben - Formel, und eine solche 
drückt allezeit die Rechnungsregel, nicht für einen einzel­

nen Fall, sondern für eine ganze Klasse von Exempeln, 

aus.

Zur Erläuterung sind im Hefte eine beliebige Zahlen-Formel, 
und eine Buchstaben-Formel aufzuschreiben, und die Rech- 
nungöregel, welche beide dem Ange sichtbar machen, sind 
in die Wortsprache zu übersetzen. Bei dieser Arbeit sind 
alle in -er Formel vorkommende Größen als absolute zu 
betrachten, wodurch^die Vorzeichen -t- und — bloße Addi- 
tions- und Subtraktionszeichen, in dem Abschn. I. §. 2ä. er­
klärten Sinne werden.

Anmerkung. Die Formeln sind in der That eine eigene 
Svrache, aber nicht für das Ohr, sondern für das Auge.

N 2
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Sie hat sehr große Vorzüge vor der Wortsprache, so fern 
eine RechnungSregel ausgedrückt werden soll/ welche durch 
sie viel kürzer und deutlicher, als durch Worte ausgedrückt 
werden kann. Eine Sprache muß man aber erst lernen/ ehe 
man sie mit Vortheil brauchen kann. Es ist indessen nichts 
leichter/ als die Formel-Sprache zu lernen/ denn es gehört 
dazu nichts weiter/ als daß man den Sinn aller Größen- 
zeichen und aller Rechnungözeichen richtig kenne. Übt man 
sich dann ein wenig im Übersetzen aus der Formel- in die 
Wort-Sprache/ und umgekehrt/ so wird man bald die gro­
ßen Vortheile der Formel-Sprache gewahr. Bei diesem 
siebenten Paragraphen ist Veranlassung Formeln in Worte/ 
und bei §.8. Worte in Formeln zu übersetzen; und es sind 
mehre Übungen dieser Art für das Übungöheft zu empfehlen.

§.8. Zusatz.
Wenn eine wörtlich ausgedrückte Regel in die Zei­

chensprache übersetzt werden soll, so muß man alle in 
der Regel vorkommende Größen als absolute betrach­
ten, und daher die Vorzeichen als bloße Additions - und 

Subtractions-Zeichen ansehen. Ist aber die Formel 

fertig, so darf man den Begriff des Gegensatzes anwen- 

ven, und die Größen nachdem sie -1- oder — vor sich 

haben, als positiv oder negativ ansehen.

Hier bilde man zwei ganz beliebige Rechnungöregeln eine in 
Zahlen, die andere ganz oder zum Theil in unbestimmten 
Größen. Diese sollen erst wörtlich ausgesprochen, dann 
durch Formeln dargestellt werden.

§.9. Erklärung.
Jedes Stück einer Formel, das mit den übrigen 

durch kein anderes Rechnungözeichen^ als durch oder 
— zusammenhängt, heißt ein Glied der Formel.
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Man theilt daher die Formeln in ein- zwei- 
drei- rc. und mehrgliedrige ein, wofür man auch 

mononomische, binomische, trinomische rc. und 
polynomische zu sagen pflegt.

Die Erklärung ist im Hefte durch einige Beispiele an 1, 2,
3, 4 gliedrigen Formeln zu erläutern.

Anmerkung. Bei der Bestimmung der Glieder einer Formel 
ist der Sinn der Klammern und Divistonüstriche nicht zu 
übersehen. Eine eingliedrige Formel kann viel zusammenge­
setzter sein, als eine andere vielgliedrige. Die Formel

3 2 (k — x) (b -t- 2x)
L --  2sx XX

ist viel zusammengesetzter als
L — d x cxx

obgleich jene eingliedrig, und diese dreigliedrig ist.

§.10. Erklärung.

Jedes Glied einet Formel besteht aus drei Be­

standtheilen.

1. Die in dem Gliede enthaltenen Buchstaben 
wollen wir die Hauptgröße nennen.

Hiebei bemerke man, daß Größen, die in eine Klam­

mer eingeschlossen sind, als ein einziger Buchstabe be­

trachtet werden müssen. Eben so Größen, die über oder 

unter einem Divisionsstrich stehen. Finden sich ferner 
in einem Glied gar keine Buchstaben, so kann man be­

liebig entweder die Zahl, oder ihre Einheit als Haupt- 

größe ansehen.

2. Ist das ganze Glied mit einem Zahlen-Factor 

multiplicirt, so heißt dieser der Coefficient des 
Gliedes.
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Ist kein Zahlen-Faktor da, so ist 1 als Cotfficient 

zu betrachten. Besteht das Glied aus einer bloßen 

Zahl, so hat man die Wahl, ob man 1 als Coefficient 

und die Zahl als Hauptgröße, oder umgekehrt ansehcn 

will. Hat das Glied die Gestalt eines Quotienten, so 
ist der Cokfficient des Gliedes eigentlich auch ein Quo­

tient, der aus den besondern Coefstcienten des Dividen­

dus und Divisors zusammengesetzt ist.
8. Der dritte Bestandtheil ist das Vorzeichen -4- 

oder —, welcher anzeigt, ob das Glied zu der Klasse 

der positiven oder negativen Glieder gehört.

Wo kein Zeichen steht (welches aber nur bei einem 

Anfangsglied der Fall sein darf), da ist allezeit -I- zu 
ergänzen.

Noch bemerke man, daß ein Glied ein ganzes ge­

nannt wird, wenn es keinen Divisor enthält; ein ge- 
brochnes, wenn es dergleichen enthält. Ein gebroch- 
ner CoLfstcient macht ein Glied noch nicht zu einem ge- 

brochnen, wenn er in Gestalt eines Bruches vorange­

setzt wird, wohl aber, wenn man seinen Nenner als 
Divisor unter das ganze Glied setzt.

Alle Theile dieser Erklärungen sind durch Beispiele zu erläu­
tern, und da auch eine bloße i ein Glied einer Formel sein 
kann (z. B. in der Formel 1 — Zab -i- so sind auch 
in diesem Gliede alle drei Bestandtheile nachzuweisen.

§.11. Zusätze.

Im Allgemeinen bemerke man von den Formeln 
noch folgende drei Sätze.
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1. Alle Glieder einer Formel stellen Größen vor, 

welche unter sich und mit der durch die ganze Formel 
vorgefaßten Größe gleichartig sind.

2. Die Ordnung der Glieder ist im Allgemeinen 

ganz wiMhrlich.

6. Wenn man die Vorzeichen aller Glieder verän­

dert, so bleilt der absolute Werth der Formel derselbe; 

nur wird er regativ, wenn er vorher positiv war, und 

umgekehrt.
Diese drei Sätze sind im Hefte durch einfache Beispiele, etwa 

Zahlenformeln von der Gestalt L — 9-1-3 — 2u. dgl. m. 
zu erläutern. Nimmt man an, daß der Werth einer solchen 
Formel ein, bestimmte Art von Größen (Thaler, Pfunde, 
Fahre rc.) ««zeige, so wird sich der Sinn aller drei Sätze 
leicht daran deutlich machen lassen. Auch ist der Grund von 
allen drei Sätzen ausdrücklich hinzuzufügen. Er liegt bet 
Nr. i. in II. 2. und 11.; bei Nt. 2. in II. 3. und 12.; bei 
Nr. 3. liegt er in den sechs ersten Paragraphen dieses Ab­
schnitts.

Vorerinneruug zum Folgenden.

Wir kommen nun zu der Erklärung der einzelnen 

einfachen Rechnungsarten, die man, so wie sie hier Vor­

getragen werden müssen, die algebraischen oder all­
gemeinen nennt, zum Unterschied von deck arithme­

tischen, die in den sechs ersten Abschnitten^ erklärt 

worden.
Es unterscheiden sich aber die algebraischen Rech- 

nuagsarten von den arithmetischen nicht etwa im Be­
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griff, (denn dieser muß durch die ganze Mathematik 

hindurch bei jeder Rechnungsart unverändert bleibm); 

sondern 1) dadurch, daß man hier meistens nicht mit 
bestimmten Zahlen, sondern mit unbestimmten 6rößen- 

zeichen rechnet; doch liegt auch darin noch nicht der 

wesentliche Unterschied, indem eine Rechnung mit 
bloßen Zahlen-Formeln eben sowohl eine algebraische 

Rechnung ist, als wenn man mit Buchstabenformeln 

rechnet. Der eigentliche und wesentliche Unterschied liegt 
nämlich 2) darin, daß man in der Zahlrnrechnung alle 

Zahlen als absolute betrachtet, welches eben so viel 

ist, als ob man sie alle als gleich stimmige betrach­

tete. In der allgemeinen Rechenkunst hingegen wird 
verlangt, daß man auch entgegengesetzte Großen 

addiren, subtrahiern, multipliciren, dipidiren solle, wel, 
ches eigenthümliche Regeln erfodsrt,

c. Don der algebraischen Addition.

§.12. Erklärung.

Addiren heißt in der Buchstaben-Rechnung eben 
so wie in der Zahlen-Rechnung, zwei oder mehr gleich­

artige Größen, die man Posten nennt, zu einer einzi­

gen Größe, Summe genannt, verbinden (II. 1.); aber 
die Anwendung dieses Begriffes unterscheidet sich in bei­

den Rechnungen dadurch, daß in der Buchstaben-Rech­

nung gefodert wird, nicht bloß gleichstimmige, sondern 
auch entgegengesetzte Größen zu einer einzigen zu verei­

nigen, d. h. zu addiren.
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Daher setzt man auch zu den Wörtern Addition 
und Summe noch das Beiwort algebraisch hinzu, 

wenn man sie scharf von eben den Begriffen in der 
Zahlen, Rechnung unterscheiden will.

Es wird keine Schwierigkeit haben/ diese Begriffe nach Anlei­
tung des Lehrers durch ein Paar Beispiele zu erläutern.

13. Aufgabe.
Zwei mit Vorzeichen versehene Zahlen algebraisch 

zu addiren.
Obgleich die Auflösung so leicht ist/ daß sie jeder bei einigem 

Nachdenken leicht selbst finden würde/ so wollen wir sie Loch 
vollständig hersetzen/ weil es die erste in der Buchstaben­
rechnung ist.

Auflösung. Wenn beide Zahlen gleiche Vorzeichen haben/ 
es sei Plus oder Minuü/ so addirt man sie arithme­
tisch/ und giebt der Summe dasselbe Vorzeichen.

Haben aber beide Zahlen entgegengesetzte Vorzeichen/ so sub- 
trahirt man die kleinere von der größeren arith­
metisch/ und giebt der so erhaltenen Zahl/ welche 
die algebraische Summe ist/ das Vorzeichen -er 
größer».

Der Beweis ergiebt sich/ wie man leicht sieht/ unmittelbar 
aus §. S. Es ist daher nur nöthig/ im Hefte zwei beliebige 
Zahlen zu wählen/ ihnen alle mögliche Abänderungen der 
Vorzeichen zu geben/ und dann in jedem Fall die Richtig­
keit der Auflösung aus §. s. zu zeigen.

Anmerkung. Obgleich der Begriff der Addition hier kein 
anderer ist, als in der Zahlenrechnung/ so sieht man doch/ 
daß hier bisweilen Summe heißt/ was dort Unterschied 
genannt wurde.

Z. 14. Z u sa tz.
Wenn mehr als zwei mit Vorzeichen versehene Zah, 

lcn algebraisch addirt werden sollen, und sie haben ei­
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nerlei Verzeichnung, so kann man die Zahlen in belie­

biger Ordnung mit einander verbinden (II. 3.); haben 
sie aber verschiedene Vorzeichen, so kann man die nega­

tiven allezeit nach §. 6. als Größen betrachten, die sub- 

trahirt werden sollen, und dann liegt die Berechtigung, 

sie in ganz beliebiger Ordnung mit einander zu verbin­
den, in II. 12. Indessen ist in den meisten Fällen eine 

von folgenden beiden Ordnungen vorzuziehen:
a. entweder addirt man zuerst die positiven Zah, 

len, so wie alle negativen, und nimmt endlich nach §. 

13. die Summe beider;
d. oder: man addire^ie erste und zweite, zu ihrer 

Summe die dritte, zu dieser Summe die vierte, und so 
fort, bis alle Posten in Rechnung gezogen sind, alles 

nach §. 13.
Im Haupthefte ist ein selbstgewählteS Beispiel sowohl nach 

»), als nach b) zu rechnen, und die Rechnung wörtlich zu 
erklären. Im Übungshefte aber sind viele Beispiele zu rech­
nen, um die nöthige Fertigkeit zu erlangen. Dabei sind be­
sonders alle Verschiedenheiten zu berücksichtigen, die in An­
sehung der Zahlen vorkommen können. In einigen Bei­
spielen mögen sie bloß ganze Zahlen sein; in andern zehn- 
theilige Brüche; in einigen gemeine Brüche; auch wohl 
in einem Beispiel alle Arten vermischt.

§.15. Aufgabe.
Zwei eingliedrige Buchstaben-Formeln zu addiren.

Auflösung. Man muß zwei Fälle einzeln betrachten. Die 
Hauptgrößen (K. 10.) beider Formeln sind entweder völlig 
gleich, oder sie sind es nicht.
Sind die Hauptgrößen völlig gleich, wie B. in den For­
meln -l- — 162b, so addirt man nach §. 13. bloß die 
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Coefficienten mit ihren Vorzeichen, und setzt neben ihre 
Summe die Hauptgröße unverändert. Die algebraische 
Summe der obigen Formeln ist also — 9ab.

b. Haben aber die Formeln ganz ungleiche, oder doch nicht 
völlig gleiche Hauptgrößen, so besteht die Addition bloß 
darin, daß man beide als eine zweigliedrige Formel unver­
ändert neben einander schreibt. So ist die Summe von 
-4- 32b und — 9»bb, gleich 3sb — 92Kb. Desgleichen 
die Summe von — 4a und -4- 7b ist — 4a -4- 7k, oder 
7b — 4a.

Beweise.
2. Für den ersten Fall beruht der Beweis darauf, daß man 

nach 1.3. jede Größe, folglich auch »b, es bedeute was man 
wolle, als eine Einheit vorstellen kann. Addikt man aber 
-4-7, und —16 Einheiten nach §. 13,, so kann die Summe 
nichts anders als — 9 Einheiten derselben Art (H.2. 
und 11.), also — 9»b sein.

b. Im andern Fall haben beide Formeln ungleiche Einheiten. 
ES findet daher keine wirkliche Addition statt (II. 2. und 
11.), sondern nur eine Andeutung, daß sie verbunden 
werden sollen, und dieses geschieht dadurch, daß man aus 
den zwei eingliedrigen Formeln, eine einzige zweiglie­
drige macht. ES darf aber keine Veränderung in einer die­
ser Formeln gemacht werden, weil nach dem Begriff der 
Addition (H-1.) die Summe ein Inbegriff der unveränder­
ten Posten sein muß.

Auflösung und Beweis sind im Hefte kurz, aber mit andern 
Beispielen zu wiederholen; auch sind noch einige Beispiele 
von a) und b) beizufügen.

§- 1b. Zusatz.

Sollen mehrere eingliedrige Buchstaben - Formeln 

addirt werden, so sondert man zuerst alle diejenigen aus, 
welche gleiche Hauptzrößen haben. Diese addirt man 

nach §. 15. Ä. Finden sich keine Formeln mehr, die sich 

wirklich addiren lassen, so schreibt man alle gefun­
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denen Summen nebst allen noch nicht addirten Gliedern 

nach §. 15. d. in eine einzige mehrgliedrige Formel zu­

sammen.
Dieses ift im Hauptheft an einem Beispiel von sieben bis acht 

eingliedrigen Formeln zu erläutern, und das Verfahren 
wörtlich zu beschreiben. Im Übungsheft aber sind mehrere 
Beispiele zur Übung zu rechnen, und dabei alle Verschie­
denheiten, die in Ansehung des boefsieienten vorkommen 
können (m. vergl. §. 14.), zu berücksichtigen.

§. 17. Aufgabe.

Zwei oder mehrere mehrgliedrige Formeln zu ad, 

diren.
Man sieht leicht ein, daß die Auflösung dieser Aufgabe in 

nichts anderem bestehen könne, als in einer wiederholten 
Anwendung von ß. 1L. und 16. ES ist daher hier nichts 
zu thun, als die schicklichste äußere Form der Rechnung 
anzugeben.

Gesetzt es wären folgende Posten zu addtren (Zss — zkb — 
2ac) -t- (Zac — Lsb) -i- (4ac — 22 4kc) -z- (22a 
-t- 2sl» -I- sc) (7»c — äbc — /zcc); so ist eö am 
beauemsten, sie so unter einander zu setzen, daß diejenigen 
Glieder, welche gleiche Hauptgrößen haben, gerade unter 
einander zu stehen kommen; auch ist zu empfehlen, daß man 
in jeder Zeile die Glieder lexicographtsch ordne. In den 
obigen Posten kommen sechs Hauptgrößen vor, welche in 
lexieographischer Ordnung folgende sind: sa, ab, ac, bl», 
bc, cc. Der Aufsatz und die Rechnung würden also fol­
gende fein:

3LL — 2LC 3bli
— LsI» -j- Zsc

--- LL
2LS

-i- 4sc -t-
-s- 2sl» -4- sc

-I- 7sc — /tbc — äcc

Hss — Zst» -t-IZac — 3l>b — 4cc
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Im Haupthefte ist ein anderes selbstgewähltes Exempel auf 
ähnliche Art als hier zu behandeln. Im Übungshefte ist 
eine beträchtliche Anzahl von Exempeln zu rechnen, wobei 
es nicht sowohl darauf ankommt, sehr große Exempel dieser 
Art zu rechnen, als mehrere kleinere mit Aufmerksamkeit 
durchzurechnen, und bei dem Aufsatz derselben die Verschie­
denheiten zu berücksichtigen, die theils in Ansehung der 
Coefficienten (8. tä.), theils selbst in Ansehung der Haupt- 
größen vorkommen können (§.7.).

Anmerkungen.
i. Zu den Übungen in der Buchstabenrechnung gehört noch 

eine besondere Arbeit, die bei keiner Rechnungsart zu ver­
nachlässigen ist.

Soll die Buchstabenrechnung auf wirkliche Rechnungöfalle 
angewendet werden, d. h. soll eine Zahlenrechnung ausge- 
führt werden nicht nach einer durch Worte, sondern durch 
eine Formel vorgeftellten Regel, so besteht die Arbeit darin, 
daß man zuerst in der Formel statt aller unbestimmten Grö- 
ßenzetchen bestimmte Zahlen setzt, und dann alle die Rech­
nungen, welche durch die Zeichen angedeutet werden, wirk­
lich aueführt. Es ist daher nöthig bei jeder Rechnungsart, 
wenigstens ein Paar Exempel in dieser Art zu bearbeiten; 
sobald man sich durch mehrere Rechnungen einige Fertigkeit 
erworben hat. Um das dabei zu beobachtende Verfahren 
anschaulich zu machen, wollen wir hier ein Beispiel als 
Muster vollständig durchrechy-n.

L 0 0
(2 — 3; b -- 2; c 4)

2s!» — 3kc — 2.3.2 — 3.2.4-- 12 — 24 — — 12
-I- kc — -1- 2.4— -t- 8 — -1- 8

j sd -4- 4kc — z.3.2 -4-4.2.4 --- 3 -s- 32 — 35
sd — ^.3.2 — 2 — -1- 2

'/sd -4- 2kc L -4-45
k — 12
O -4- 33

Unter sind vier Formeln addirt worden; ihre Summe ist 
-4- 2bc. Unter L sind statt -er Buchstaben 2, k, c, 
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bestimmte Zahlenwerthe gesetzt. Was also unter L steht, 
unterscheidet sich von der Rechnung unter bloß dadurch, 
daß 3 statt s, 2 statt h, 4 statt c gesetzt ist. Unter ist der 
Werth jedes Gliedes wirklich berechnet. So ist in der er­
sten Zeile 2.3.2 -- 12, und —3.2.4 --- — 24 u. s. f. 
Unter 0 endlich ist der Werth eines jeden unter befind­
lichen Postens durch eine einzige Zahl vorgestellt. So ist 
z. B. in der ersten Zeile 2ab — 3kc — — 12, u.s.f. 
Endlich sind unter 0 noch die Werthe aller Posten alge­
braisch addirt, uitd zwar bei L die Summe der positiven, 
bei -er negativen Posten; endlich bei O die algebraisch« 
Summe aller Posten — -4-33.

Eben dieses muß also ber Werth -er unter befindlichen 
Summe '/ab -I- 2hc sein, wenn man den Buchstaben die 
oben angezeigten Werthe giebt. Zu einer Probe ist also 
noch folgende Berechnung dieser Summe beizusügen. '/ab 
-4- 2bc — . 3.2 -4- 2.2.4 — 17-4- 16 -- -4- 33, wie
neben 6.

Wer Fertigkeit in der Allwendung der Buchstaben-Rechnung 
erhalten will, muß nicht versäumen, ein oder ein Paar Bei­
spiele in dieser Art zu rechnen. Die Zahlenwerthe welche 
man den Buchstaben giebt, können ganz beliebig gewählt 
werden, und man muß nicht bloß bei ganzen Zahlen stehen 
bleiben, sondern man kann auch öfters gemeine und zehn- 
theilige Brüche statt der Buchstaben setzen. Wir wollen 
diese Arbeit in der Folge eine Übersetzung aus der 
Buchstabensprache in die Zahlensprache nennen.

2. Da nach §. 11. die Ordnung der Glieder an sich ganz will- 
kührlich ist, so hat man die Freiheit, sie in jedem Fall so 
zn stellen, wie es am bequemsten ist. Die lexicographische 
Anordnung -er Hauptgrößen ist in den meisten Fällen zur 
Übersicht einer- Formel am bequemsten. Sie bestehr aber 
darin, -aß man die Hauptgrößen so ordnet, wie man in ei­
nem Lexicon die Wörter zu ordnen pflegt: Man stellt näm­
lich zuerst diejenige« Hauptgrößen zusammen, die sich mit » 
anfangen, und ordnet diese unter einander so wie die 
Buchstaben im Alphabet auf einander folgen (»<-», ah, sc). 
Dann folgen die Glieder, die sich yrit h anfangen, eben so 
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geordnet (KK, bc); endlich folgt das Glied, dessen erster 
Buchftahe c ist (cc).

v. Von der algebraischen Subtraction.

§. 16. Erklärung.
Auch der Begriff der algebraischen Subtrac­

tion ist nicht verschieden von der oben (II. 8.) gegebe­
nen. Auch werden hier die Wörter Minuendus, 

Subtrahendus, Nest oder Differenz gerade so 

wie dort gebraucht. Nur in der Anwendung dieser Be­

griffe entstehet hier ein Unterschied dadurch, daß die 
Buchstabenrechnung nicht nur gleichstimmige, sondern 
auch entgegengesetzte Größen zu subtrahiren federt, des­

gleichen, daß hier die Größe des Minuendus und Sub­

trahendus gar nicht in Anschlag kommt, und eben so 

wohl kleineres von größerem, als umgekehrt subtrahirt 

werden muß; weswegen die Algebraische Subtraction 

von weit größerem Umfange in Ansehung ihrer Anwend­
barkeit ist als die arithmetische.

Auch hier kann es nicht schwierig sein, diese Erklärungen 
durch ein Paar Beispiele zu erläutern. Zu dem Ende wähle 
man zwei beliebige entgegengesetzte Zahlen. Z. B. Es soll 
von -k-Z subtrahirt werden —5. Nach H. 8. heißt das: es 
soll eine Zahl gefunden werden die (nach §. 13.) zu —5 
addirt, den Minuendus -»-3 gebe. Man sieht leicht, daß 
die gesuchte Zahl nichts anders als -k- 8 sein kann. Denn 
— L 8 ist nach §. 13. — -l- 3.

Statt dieses Beispiels wird sich leicht ein anderes erdenken 
lassen.

§.19. Lehrsatz.
Der algebraische Unterschied zweier Grö­

ßen wird in jedem Falle gefunden, wenn man 
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zu dem unveränderten Minuendus das Entge­

gengesetzte des Subtrahendus algebraisch ad- 

dirt.

Anleitung zum Beweis. Der Minuendus sei was man 
will, groß oder klein, positiv oder negativ, man nenne ihn 

Der Subtrahendus sei, wenn er positiv ist -1-8, wenn 
er negativ ist — 8.

Nun überlege man, wie nach dem Lehrsatz -l-L von sub- 
trahirt werden muß, so wird man eine Formel finden, die 
so beschaffen ist, daß, wenn man 8 zu derselben addirt, 
wieder herauökommt. Also ist diese Formel die richtige 
Differenz (§. 18. vergl. mit II. 8.).

Völlig auf dieselbe Art verfahre man, wenn — 8 von sub- 
trahirt werden soll.

Dieser Beweis ist im Hefte vollständig auszuführen. 
Anmerkungen.

». Aus dem Lehrsatz erhellet, daß man für alle bei der Sub­
traction vorkommenden Fälle keiner andern Regel bedürfe, 
als derjenigen, welche dieser Lehrsatz enthält, indem die 
Rechnung dadurch allezeit in eine algebraische Addition ver­
wandelt wird, deren Regeln 8. 12 — 17. vollständig er­
klärt sind.

K. Wollte man die obigen vier Subtractionsfälle nicht wie oben 
bei Nr. 1 — 4. geschehen ist durch Worte, sondern durch 
Zeichen andeuten; so müßte man schreiben: 1) —
(-1-8) — 4— 8z 2) -t- 4— (—8) -- 4-1-8 z Z) —4— 
(-z- 8) — — 4 — 8z 4) — 4 — (— 8) — — 4-1-8, wo das 
eingeklammerte Zeichen andeutet, ob der Subtrahendus po­
sitiv oder negativ sei, das Zeichen vor der Klammer aber 
ein einfaches Subtraktionszeichen ist. Im dritten Fall könnte 
man statt —4 —8, auch — (4-1-8) und im vierten, statt 
— 4-1-8, auch — (4 — 8) schreiben. Beides nach H 15.

c. Um sich den Unterschied -er algebraischen Addition und 
Subtraction recht anschaulich zu machen, setze man die obi­
gen vier Fälle nochmals in folgender Art auf

-1-4 I — 4 —4-1-8 —8 1 -t-8 — 8
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und schreibe unter jedes einmal die algebraische Summe 
beider Größen/ und dann auch ihren algebraischen Un­
terschied.

§. 20. -Z U s a tz.
Aus dem vorigen Paragraphen ergiebt sich ohne 

weitere Anleitung, wie zwei mit Vorzeichen versehene 

Zahlen von einander zu subtrahiren sind.

Im Haupthefte sind acht Beispiele zu berechnen. In den 
vier ersten soll der Minuendus größer, in den vier letztem 
kleiner sein »als der Subtrahendus. In den vier erstem so­
wohl als in den vier letztem sollen alle Veränderungen der 
Vorzeichen vorkommen, welche schon im vorigen Paragraphen 
erörtert sind.

Den Aufsatz mache man in folgender Form;
Minuendus 17 -i- 17 rc.
Subtrahendus -k- 9 — 9 rc.
Allg. Unterschied -k- 8 -t- 26 rc.

Im ttbungöhefte aber sind mehrere Beispiele zn rechnen, und 
dabei die oben §. 18. angezeigten Fälle zu berücksichtigen.

Anmerkung
Man muß sich gewöhnen, die Veränderung der Vorzeichen des 

Subtrahendus nicht auf dem Papier, sondern bloß im Kopfe 
zu machen. Man muß also, wenn -»-9 von -1-17 subtra- 
hirt werden soll, das Zeichen von 9 nicht auöstreichen, und 
in — verwandeln, sondern man muß sich bloß des Lehrsatzes 
§. 19. erinnern, und im Kopfe sagen, -»-9 von -k- 17 subtra­
hiren, ist eben so viel, als — 9 zu -k- 17 algebraisch addi- 
ren, und nach Z. 1Z. giebt dieses -1-8; u. dgl. m.

Anmerkung b.
Wenn man — von oder -i- von — subtrahiren soll, so be­

steht die algebraische Subtraktion in einer arith­
metischen Addition. Ehe die Begriffe von Gleichstim- 
migkeit und Gegensatz recht anschaulich und geläufig gewor^ 
den sind, pflegt es sonderbar zu scheinen, daß man die 
arithmetische Summe den algebraischen Unter- 

Ftschcr's math. Rechenkunst. O
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schied beider Größen nennt. Es ist indessen nicht schwer/ 
durch allerlei Beispiele zu zeige»/ daß dieser Sprachgebrauch 
ganz natürlich/ und der Sache angemessen ist. Wenn man 
sich z. B. in dem ersten Geschoß eines Hauses befindet/ so 
kann man die Anzahl der aufwärts führenden Treppenstufen 
als positiv/ die der abwärts führenden als negativ ansehen. 
Steht nun ein Mensch auf der vierten Stufe aufwärts 
(-k-ä), und ein anderer auf der dritten abwärts (—3)/ so 
steht der erste um 7 Stufen höher (->-7)/ als der zweite. 
Stände der erste auf der neunten Stufe abwärts (—9)/ 
der zweite aber auf der fünften aufwärts (-t-L), so steht 
der erste um Stufen niedriger (—iä) als der zweite, 
u. dgl. m. Einer von beiden muß Hiebei immer als der erste 
betrachtet werden; seine Stufenzahl ist der Minuendus.

ES kann nicht schwer sein/ ähnliche Betrachtungen über Ver­
mögen und Schuld/ über Einnahme und Ausgabe/ über Ge­
winn und Verlust/ oder über andere entgegengesetzte Grö­
ßen anzustellen; und es ist zu empfehlen, -aß jeder in sei­
nem Hefte einige dergleichen Beispiele/ nach eigener Erfin­
dung hinzusetze.

§.21. Z U s a tz.

Da man nach der algebraischen Subtraktion jede 

Zahl von jeder gleichartigen subtrahiren kann, ohne alle 

Rücksicht auf ihre beiderseitige Größe, so erhält dadurch 

der Begriff der natürlichen Zahlenreihe eine große 
Erweiterung. Zählt man nämlich rückwärts von ei­

ner beliebigen Zahl an, so geht sie durch Null ins Ne­

gative über, und schreitet auch auf dieser Seite ohne 

Ende fort.

Rückwärts erhält man die natürliche Zahlenreihe, wenn 
man von einer beliebigen positiven Zahl an, z. B. von -»-L 
an, -l-1 subtrahirt, vom Neste wieder -«-i, und so unun­
terbrochen fort. Ast man bis zu -i- i gekommen, so hört 
die Subtraktion nicht auf; denn -l-i von -1-1 subtrahirt 
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giebt 0. Aber auch hier hört die Subtraktion nicht auf, 
denn -t-1 von 0 subtrahirt, giebt — 1; wird ferner hievon 
-t-1 subtrahirt, so erhält man —2, u.s. f. Auf diese Art 
ist im Hefte die natürliche Zahlenreihe, etwa von -1-5 an 
bis — 4 fortzusetzen.

Hieraus wird klar, daß 0 der Übergang aus dem Positiven ins 
Negative ist, daher ist es zweckmäßig der Null beide Vor­
zeichen zu geben, und ^0 zu schreiben. Schriebe man die 
Reihe umgekehrt mit der negativen Seite anfangen-, so ist 
es zweckmäßig/ auch die Vorzeichen der Null umzukehren, 
und 0 zu schreiben. Auch eine solche umgekehrte Reihe 
ist im Hefte aufzuschreiben.

Anmerkung. Aus diesem Paragraphen wird es erst vollständig 
klar, warum die Ordnung«- oder Stellenzahlen der dekadi­
schen Einheiten nicht anders als oben 1.10. gelehrt worden, 
gezählt werden dürfen; warum die Haupteinheit die Stel- 
lenzahl 0 habe; und warum wir die Zahlen -er höhern 
Ordnungen mit -1-, die der niedrigern mit — bezeichnet ha­
ben. Denn in der That können die Stellenzahlen der 
höheren Ordnungen unter sich als gleichstimmig betrach­
tet werden, und eben so die Stellenzahlen der niedrigern 
Ordnungen unter sich. Vergleicht man aber Stellenzahlen 
einer höhern und einer niedrigern Ordnung, so kann man 
diese als entgegengesetzte Größen ansehen. Der vollstän­
dige Grund hievon liegt in HI. 16., wo gezeigt wird, was 
die Stellenzahl des Products sei, wenn die Factoren von 
gleichstimmigen, oder von entgegengesetzten Ordnungen sind. 

Nur hüte man sich vor dem Mißverständniß/ als ob die deka­
dischen höhern oder niedrigern Einheiten selbst 
entgegengesetzt wären. Nicht sie selbst, sondern nur ihre 
Stellenzahlen, sind entgegengesetzte Größen.

§.22. Z u sa tz.
Nach dem bisher Vorgetragenen bedarf es keiner 

besondern Atsieitung, wie zwei beliebige eingliedrige 
Buchstaben-Formeln zu subtrahiren sind.

O 2
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In dem Haupthefte sind bei diesem Paragraphen zwölf Bei­
spiele zu rechnen; in den vier ersten sollen der Minuendus 
und SubtrahenduS gleiche Hauptgrößen haben/ der Minuen- 
dus aber größer sein/ als der SubtrahenduS/ die Vorzei­
chen aber sollen, wie in §. 19. auf alle Art abwechseln. Die 
vier folgenden sollen wie die vier ersten gemacht werden, nur 
soll der Minuendus kleiner sein als der SubtrahenduS. 
In den vier letzten endlich sollen die Hauptgrößen beider 
Formeln ungleich sein, und es sollen nur die verschiede:en 
Fälle berücksichtigt werden, welche in Ansehung der Vorzei­
chen statt finden.

Im Übungöhefte sind mehrere vermischte Beispiele zu rechnen, 
und dabei die Verschiedenheiten zu berücksichtigen, welche 
sowohl in Ansehung der Hauptgrößen als der Coefficienten 
und der Vorzeichen statt finden können.

§.23. Z U s a tz.
Auch wie zwei mehrgliedrige Formeln von einan­

der zu subtrahiren sind, bedarf nach dem Bisherigen kei­
ner besonderen Anleitung.

Im Haupthefte ist ein Exempel nicht bloß zu rechnen, son­
dern nach Anleitung von §. 16. wörtlich zu beschreiben, wie 
-er Aufsatz und die Rechnung zu machen sei.

Im Übungöheft sind viele Beispiele, mit Rücksicht auf alle 
im vorigen Paragraphen erwähnten Umstände zu rechnen. 
Auch sind ein Paar Beispiele in Zahlen zu übersetzen (m. 
vergl. die Anm. zu §. 16.).

L. Ein Paar wichtige Lehrsätze.

§.24. Lehrsatz.
Wenn man zu der Summe zweier Größen die 

Differenz derselben Größen addirt, so kommt die grö­
ßere (oder genauer: diejenige, welche in der Differenz als 

Minuendus betrachtet wird) doppelt heraus.
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Es hat gar keine Schwierigkeit diesen Satz ohne Hülfe der 
Buchstabenrechnung, an zwei beliebig gewählten ungleichen 
Zahlen/ oder auch vermittelst zweier ungleichen Linien zu be- 
weisen; allein die Buchstabenrechnung gewährt ein eben so 
leichtes als höhst fruchtbares Mittel/ auch viel schwerere 
Sätze zu beweisen: daher soll der Beweis hier durch Buch­
stabenrechnung geführt werden.

Die beiden Größen nenne man s und t», so kann ihre Summe 
durch -z- s -i- b, und ihre Differenz (wenn » der Minuen- 
dus ist) durch -z- a — l> vorgestellt werden. Addirt man nun 
Liese beiden Formeln/ nach §. 15. so erhält man die Summe 
-t- 2a.

Dieses ist im Hefte durch die wirkliche Addition beider For­
meln auszuführen, und dann wörtlich zu zeigen/ daß das 
Resultat dieser Rechnung nichts anders sage/ als was be­
wiesen werden sollte.

Damit man sich aber nicht verwöhne/ mit Buchstaben bloß 
maschinenmäßig zu rechnen/ so ist es allerdings nöthig/ den 
Beweis auch ohne Buchstabenrechnung durch bloße Schlüsse 
zu führen.

§.25. Lehrsatz.
Wenn man -z-a —K, von -k-s -i-b subtrahirt.

so ist der Unterschied -4-2d.
Hier soll im Hefte

1. der Sinn dieses Lehrsatzes zuerst in Worten und Begriffen 
ausgesprochen werden,

2. soll die Richtigkeit des Satzes durch wirkliche Subtraktion 
der Formel -«-a-bvon-t-s-i-b nach §.22. auögeführt, 

z. auch der Beweis durch Schlüsse versucht werden.

§.26. Z u s a tz.
Aus §. 24. und 25. ist klar, daß, wenn mir Je, 

mand zwei Größen x und 2 nicht einzeln, sondern statt 

dessen ihre Summe und ihre Differenz giebt, ich allezeit 

beide Größen leicht einzeln finden könne.
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Denn addire ich zu dem Werth von » -i- - den Werth von 
x — so erhalte ich x doppelt; subtrahire ich aber den 
Werth der Differenz x — ? von x 2, so erhalte ich 2 
doppelt.

Eö sei z. B. x -l- 2 --- 15; x — 2 — 9; so ist 15 -k- 9 — 2't, 
also die größere Zahl 12. Subtrahire ich aber 9 von 15, 
so ist 15 — 9 — 6/ also die kleinere Zahl Z.

Man kann aber für die Summe und Differenz der gesuchten 
Zahlen annehmen, was man will, positive, negative Werthe, 
ganze oder gebrochne Zahlen, von welcher Größe man wiü; 
die algebraische Addition und Subtraktion wird in jedem 
Fall die richtigen Werthe der Größen geben. Um sich in 
dieser Anwendung der Buchstabenrechnung zu üben, beant­
worte man im Hefte folgende oder ähnliche Fragen:

Was ist der Werth von x und von 2?
». wenn x^-t- 2— 5; x<—2 — — 8
K. wenn x-4-2— x — 2 — -t-7
c wenn X -1- 2 — X — 2 — —
6. wenn X -t- 2 — 0; X — 2 — -»-z

wenn X -1- 2 --- — 1; X 2 ou. dgl. m.

Anmerkung. Die Buchstabenrechnung ist das allerwichtigste 
Hülfsmittel zu mathematischen Erfindungen. Wer aber die- 
ses Hülfsmittel ganz in seine Gewalt bekommen will, der 
muß außer der,Übung in -en eigentlichen Rechnungsarten, 
noch die zwei schon oben §. 7. und 8. erörterten Übungen 
häufig anstellen. Die erste besteht darin, daß man einen 
durch Worte und Begriffe ausgedrückten Satz (wie im 
vier und zwanzigsten Paragraphen geschehen ist) in alge­
braische Zeichen übersetze. Die zweite ist, daß man um­
gekehrt einen in algebraischen Zeichen ausgedrückten Satz, 
(wie im fünf und zwanzigsten Paragraphen geschehen ist- 
in Worte und Begriffe übersetze. Zu diesen beiden Übun­
gen bietet das Lehrbuch häufigen Stoff dar, auch oft an 
solchen Stellen, wo eö nicht ausdrücklich gesagt ist.
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Don dem Gebrauch der Klammern.

§.27. Erklärung.
Was der Sinn einer Klammer oder eines 

Striches über mehreren Größen bedeute, ist schon 

I. 27. erklärt worden.
Hier ist aber in Ansehung der Vorzeichen noch fol­

gendes zu merken.
Jedes Glied in einer Klammer muß sein eige­

nes Vorzeichen haben. Fehlt ein solches, so ist allezeit 

zu ergänzen.

Außerdem aber muß auch noch die ganze Klammer 

außerhalb ein eigenthümliches Vorzeichen haben, welches 

anzeigt, ob der Inhalt der Klammer, zu dem übrigen 

Theil der Formel addirt oder von demselben subtrahirt 

werden soll. Auch wo dieses fehlt kann in jedem Fäll 

-l- ergänzt werden.

Zuerst ist bei diesem Paragraphen die Bedeutung einer Klam­
mer oder eines BindungöstricheS nach I. 27. zu wieder­
holen.

Dann ist auch dasjenige, was über die Vorzeichen gesagt 
worden, durch Beispiele zu erläutern; wobei wir zu vollstän­
digerer Übersicht noch folgendes bemerken.

In jedem Fall kann und muß man auf zweierlei Vorzeichen 
bei einer Klammer achten, auf die Vorzeichen in derselben, 
und auf das äußere Vorzeichen der ganzen Klammer.

In der Klammer befinden sich in der Regel zwei oder mehr 
Glieder, von denen jedes sein eigenes Vorzeichen haben 
muß; nur pflegt man bei dem ersten Gliede, wenn es po­
sitiv ist, das Vorzeichen wegzulassen; aber nicht darf es 
wegbleiben, wenn dieses Glied negativ ist. Bisweilen 
schließt man auch wohl ein bloßes Product, oder einen
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Quotienten in Klammern ein, um dem Auge bemerltich zu 
machen, daß man es als eine einzige einfache Größe be­
trachten solle. Z. B.

(Halt), oder (^), oder (— 2).

Aber auch in solchem Falle kann man nach dm Vorzeichen 
in der Klammer fragen,^und man muß -k- ergänzen, 
wenn kein Zeichen dasteht.

Außer der Klammer muß aber auch allezeit ein Vorzeichen 
geschrieben, oder gedruckt werden, weil das eingeklammerte 
als eine eigene Größe betrachtet werden soll. Man pflegt 
aber auch hier das Zeichen -t- in zwei Fällen wegzulaffen. 
Erstlich, wenn die eingeklammertc Größe ein bloßer Factor 
eines Gliedes ist, und noch andere Factoren vor sich hat. 
Zweitens, wenn die Klammer das erste Glied einer For­
mel ist.

Alles Gesagte ist durch Beispiele zu erläutern.

§.28. Aufgabe,

Eine in einer Formel vorhandene Klammer wegzu- 

schaffen; welches man eine Klammer lösen nennt.

Auflösung. Hat die Klammer das äußeve Vorzeichen -k-, 
so ist nichts nöthig, als dieses Zeichen nebst der Klammer 
wegzulaffen.

Hat sie aber das Süßere Vorzeichen so läßt man zwar auch 
dieses Vorzeichen nebst der Klammer weg; aber jedes Vor­
zeichen in der Klammer muß dann in das entgegengesetzte 
verwandelt werden.

Anleitung zum Beweise, Eine Klammer wird gelöst, 
wenn man die Rechnung, die (nach §. 27.) durch -aö Vor­
zeichen angedeutet wird, wirklich vollzieht, Daher ergiebr 
sich aus §. 17., was man zu thun habe, wenn das Vorzei­
chen der Klammer -k- ist; aus §. 19., wenn es — ist.

Auflösung und Beweis sind im Hefte mit Hinzufügung wirk­
licher Beispiele auszuführen.
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H. 29. Aufgabe.

Zwei oder mehrere Glieder einer Formel in Klam­

mern einzuschließen.

Auflösung und Beweis. Die einzuschließenden Glieder 
können jederzeit auf doppelte Art eingeklammert werden, in­
dem man zum äußern Vorzeichen nach Belieben oder — 
wählen kann. Im ersten Fall sind die Vorzeichen der Glie­
der unverändert beizubchalten; im zweiten sind sie sämmtlich 
in die entgegengesetzten zu verwandeln.

Dieses ist im Hefte auf Beispiele anzuwenden, und zu zeigen, 
wie alles aus ß. 28. folge.

Achter Abschnitt.
Don der algebraischen Multiplication 

und Division.

ä. Von der algebraischen Multiplication.

§. 1. Erklärung.
Der Begriff der Multiplication, Desgleichen 

die Bedeutung der Wörter, Multiplicandus, Mul­

tiplikator, Factor, Product, bleibt völlig wie 

oben Abschn. III. §. Z, Nur betrachtet man in der Zah- 

lenrechnung die Factoren, und das Product als abso­

lute Größen; in der Buchstabenrechnung giebt man 

ihnen Vorzeichen, auch rechnet man größtentheils 

Mit unbestimmten Größenzeichen.
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Die Bezeichnung der Multiplikation ist schon 

oben (Abschn. I. §. 25.) erklärt, und im Vorhergehenden 

häufig gebraucht worden.
Im Hefte ist die Erklärung aller hier angedeuteten Gegen­

stände vollständig zu wiederholen.

§.2. Lehrsatz.
Wenn man einen beliebig vorgezeichneten Multi- 

plicandvö
1. mit einem absoluten Multiplicator multi- 

plicirt, so erhält man das absolute Produkt mit dem 

Vorzeichen des Multiplicandus;
2. dasselbe Produkt erhält man, wenn man dem 

Multiplicator das Vorzeichen giebt;

3. das entgegengesetzte hingegen, wenn man ihm 
— giebt.

Beweis. Der Multiplicandus sei -4- is, -er Multiplicator 
§, und zwar

i. als absolute Zahl; dann muß nach §. i. das Product aus 
-r-12 entstehen, wie der absolute Bruch 5 aus der absoluten 
1. Man muß also 12 in drei Theile theilen, welches 
-t-4 giebt, und einen solchen Theil zweimal nehmen, wo­
durch man -r- 8 erhält, d. t. das absolute Product von 12 
und § mit demselben Vorzeichen, welches 12 hat.

2. Setzt man den Multiplicator -l- ?, so muß das Produtt 
aus 12 entstehen, wie -i- § aus -l- i, welches offenbar 
nichts anderes als vorher geben kann,

3. Setzt man aber den Multiplicator — §, so muß das Pro­
duct aus -K-12 entstehen, wie — § aus -i-i (VH.ä.). Es 
entsteht aber — Z aus -I- 1, indem man den dritten Theil 
der Einheit (-»- H), zweimal nimmt (-l- 5), und dieses ins 
Entgegensetzte (—§) verwandelt. Theilt man nun eben so 
-t-12 in drei Theile, so erhält man -*-4; nimmt man die­
ses zweimal, so ergiebt sich -r-8; wird dieses ins Entgegen­
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gesetzte verwandelt/ so erhFlt man 8/ h. das absolute 
Product von 12 und Z mit entgegengesetzter Vorzeichnung 
des MultiplicanduS.

Dieser Beweis ist im Hefte mit eigenen Worten/ und an ei­
nem selbstgewahlten Beispiel auSjuführen.

Zusatz.
1. Wenn beide Factoren Vorzeichen haben, so 

geben gleiche Zeichen im Product Plus, entge­

gengesetzte Minus.
2. Da nach Nr. 1. des Satzes ein absoluter 

und ein positiver Factor einerlei Product geben, der an­

dere habe, welches Vorzeichen man will, so beruhet hier­

auf die Regel, daß man absoluten Größen alle­

zeit -4- geben müsse, wenn sie ein Vorzeichen 

bekommen sollen.

Im Hefte ist zu zeigen, wie dieses aus dem Lehrsatz folge.

Z. 3. Zusatz.

Wenn mehrere Factoren zu multipliciren sind, so ist
1. das Product positiv, wenn entweder alle Fac­

toren positiv, oder die Anzahl der negativen ge­

rade ist.
2. Das Product ist negativ, wenn die Anzahl 

der negativen Factoren ungerade ist.
In dem Hefte ist zu zeigen, wie dieses aus §.2. folge; auch 

sind einige Zahlenbeispiele sowohl von positiven als negati­
ven Producten beizufügen.

§.4. Z N s a H.
Die Sätze §. 2. und 3. gelten eben sowohl von be­

stimmten als unbestimmten Größenzeichen; nur daß bei 
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den letzten die Multiplication nicht wirklich vollzogen, 

sondern, nur durch Nebeneinandersetzen der Buchstaben 

angedeutet wird.
Da aber durch die Vorzeichen aller Factoren das 

Vorzeichen des Products bestimmt ist; so pflegt man in 
dem Ausdruck eines Products nicht den einzelnen Facto­

ren, sondern nur dem ganzen Producte sein Vorzeichen 
zu geben, d. h. man betrachtet alle Factoren, als posi­
tive, oder, was eben so viel gilt, als absolute Größen, 

und bestimmt nur das ganze Product nach dem Begriff 

des Gegensatzes.

Man darf vber in jedem Falle das Vorzeichen des 

ganzen Products auch auf den Coefficienten, oder auf 
irgend einen einzelnen Factor beziehen, wenn man alle 
übrigen für positive oder absolute Größen nimmt.

Den ersten und zweiten Absatz dieses Paragraphen zu erläutern/ 
wähle man zwei Beispiele mehrerer unbestimmten Factoren 
mit beliebigen Vorzeichen. In dem einen sei die Anzahl 
der negativen Factoren gerade/ in dem andern ungerade. 
Ein Factor sei in beiden Beispielen eine bestimmte Zahl. 
Wie sind z. B. folgende beide Produkte mit einem einzigen 
Vorzeichen auszudrücken?

1. (- 3) (-k- a) (- d) (- c) (-1- c) (- e).
2. (-l- ä) (-t- 2) (— 2) (— s) (— h) (-1- d).
Zur Erläuterung des letzten Absatzes wähle man ein beliebi­

ges Productmit dem Vorzeichen Minus, z. B. — L22dl»c, 
so wird sich leicht zeigen lassen, daß man immer das näm­
liche Product erhält, wenn man irgend einem der Factoren 
das Vorzeichen — giebt, alle übrigen aber für positive oder 
absolute Größen aunimmt. Denn nimmt man irgend einen 
Factor negativ, und betrachtet ihn als Multiplicandus, alle 
übrigen Factoren aber als absolute Multiplikatoren, so be­
kommt nach §. 2. Nr. 1. auch das Product des Vorzeichen —.
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Man kann daher das Vorzeichen beliebig auf das ganze 
Produkt, oder auf einen Factor beziehen.

Dieses alles ist im Hefte ganz bestimmt auszuführen.

§.5. Erklärung.
Wenn ein Factor öfter als einmal gesetzt werden 

soll, so setzt man ihn gewöhnlich nur einmal, deutet 

aber durch eine kleine rechts oben geschriebene Zahl an, 

wie vielmal er dasein sollte.

Ein solches Zeichen nennt man eine Potenz des 

Faktors, und zwar die sovielste, §ls die gedachte Zahl 
anzeigt. Diese ZahSselbst aber nennt man den Expo­

nenten der Potenz, und den Factor die Wurzelgröße 

derselben.

Die zweite Potenz pflegt man auch das Quadrat, 

die dritte den Cubus zu nennen. Ihre Wurzelgröße 

nennt man denn bezüglich Quadrat-Wurzel, und 

Cubik - Wurzel.
Diese Erklärungen sind zuerst durch ein Beispiel mit einer 

unbestimmten Wurzelgröße zu erläutern. Dann ist auch eine 
bestimmte Zahl als Wurzelgrbße zu wählen, wo man den 
Werth jeder Potenz theils durch den Exponenten bloß andeu- 
ten/ theils durch Multiplication wirklich berechnen kann.

Zusatz. Wenn zwei Potenzen von derselben 

Wurzelgröße multiplicirt werden sollen, so geschieht 

es durch bloße Addition ihrer Exponenten.
Auch dieses ist durch ein Beispiel zu erläutern, und zu zeigen, 

wie es aus der Erklärung folge.

§.6. Aufgabe.
Zwei eingliedrige Buchstaben-Formeln zu multipli- 

ciren, in welchen keine Divisoren vorkommen.
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Auflösung. Die Buchstaben beider Formeln schreibt man 
in beliebiger, am gewöhnlichsten in alphabetischer Ordnung, 
neben einander. Kommen Faetoren mehr als einmal vor, so 
kann man nach §. 5. das Abkürzungszeichen brauchen. Die 
Coefficienten aber nebst den Vorzeichen multiplicirt man 
nach 8-2.

Sollte also z. B. -k- 3»^K3 mit — Lacri multiplicirt wer­
den, so ist das Product

Beweis. Um den Grund von diesem Verfahren einzusehen, 
darf man nur erwägen, daß jeder Buchstabe so wie jeder 
Koefficient der gegebenen Formeln ein Factor ist, und daß 
man also in dem obigen Beispiel, mit Weglassung -er Vor­
zeichen, das Product von folgende» Faetoren vorstellig ma­
chen soll

Z.L.s.b.ä.L.s.c.kl.

Nun ist nach m. 20. bei der Multiplication mehrerer Facto- 
' ren die Ordnung ganz beliebig; man darf sie daher auch 

so ordnen
3 . L . Lsalrcää.

Da man aber in feder der gegebenen Formeln
und — 5^6) die Vorzeichen nach 8.4. willkührlich auf 
die Coefficienten beziehen kann, so beziehe man sie auf die 
letztem, und betrachte alle übrigen als absolute oder posi­
tive Größen. Da nun (-^ 3) (— 5) — — 15, so ist das 
ganze gesuchte Product

— iLaLLbcäcl oder —
Auflösung und Beweis sind im Hefte mit eigenen Worten, 

und einem andern selbftgewählten Beispiel zu wieder­
holen.

Im UbungShefte aber sind viele Beispiele zu rechnen, beson- 
ders auch solche, wo die Coefficienten gemeine oder zehn- 
theilige Brüche sind.

Anmerkung. Wenn in den folgenden Paragraphen, die von 
-er Multiplication handeln, das Wort Formel vorkommt, 
so sind immer solche zu verstehen, in welchen kein Divisor 
vorkommt/ weil von diesen erst nach der Division die Rede 
sein kann.
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§.7. Z u sa H.
Wenn mehr als zwei eingliedrige Formeln zu mul- 

tipliciren sind, so ergiebt sich aus §. 6. und 4., wie 

man zu rechnen habe.
Im Haupthefie ist die Regel der Rechnung bestimmt auszu- 

sprechen, und auf ein Beispiel anzuwenden.
Im Übungshefte sind mehrere Beispiele zu rechnen, und da­

bei ist alles am Ende des .vorigen Paragraphen Erwähnte 
zu berücksichtigen.

§.8. Aufgabe.
Eine mehrgliedrige Formel mit einer eingliedrigen 

zu multipliciern.
Auflösung. Es sei äL- — 3ab — 2sc -I- 7l>2 mit 

— 4s bc zu multipliciren, so macht man den Aufsatz auf 
ähnliche Art als bei -er Zahlenrechnung; nur pflegt man 
den Multiplikator (— Habe) nicht unter das letzte Glied 
rechter Hand, sondern unter das erste linker Hand zu setzen. 
Auch fängt man die Rechnung nicht auf jener, sondern auf 
dieser an, wie folgt:

Ls- — Zsk — 2sc -t- 7 d " 
— /takc

— 20s'bc -j- 12s^lj°c -1- 8s°bc° — 28sd^c.

Die Rechnung selbst besteht darin, daß man nach der Reihe 
jedes einzelne Glied des Multiplieandus mit dem Multipli­
kator, nach §. 6., multiplieirt, und bedarf daher keiner nä­
heren Auseinandersetzung.

Beweis. Hätten alle Glieder des Multiplieandus einerlei 
Vorzeichen, jo ergiebt sich die Richtigkeit der Rechnung aus 
IH. tz. 9. und 11.

Haben sie aber, wie in unserm Beispiel verschiedene Zeichen, 
so schließe man alle positiven Glieder in eine Klammer mit 
dem Vorzeichen -i-, alle negativen mit dem Vorzeichen —. 
Dann muß man nach Abschn. HI. §. 10. sowohl jene, als 
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diese Klammer mit — äabc multipliciern. Löset man end- 
lich in beiden Produkten die Klammern nach VII. 28., und 
vergleicht dann alle Glieder mit der obigen Rechnung, so 
fällt in die Augen, daß man anf dem hier (im Beweise) be­
schriebenen Wege nichts anders finde, und finden kenne, 
als die in der Auflösung gefundenen Glieder, nur in verän­
derter Ordnung.

In der Auflösung ist im Hefte ein anderes Beispiel zu wäh­
len. Der Beweis aber ist vollständig auszuführen.

Im Übungöhefte sind mehrere Beispiele zu rechnen.

§.9, Aufgabe.
Zwei mehrgliedrige Formeln mit einander zu mul- 

tipliciren.
Auflösung. Man muß jedes Glied des Multiplicandus, 

mit jedem Gliede dep Multiplikators (nach §.8.) multipli- 
ciren, und dann alle erhaltenen Theilproducte in eine ein­
zige Formel summiren.

Gesetzt man sollte folgendes Produkt berechnen:
(3a- — 22-b -t- 52b-—b') (52- — 22b — 2b-), 
so hat man folgende Rechnung zu machen:

32^ — 2a-b -k- Lab- — b*
5a- — 2ab — 2b-

452* — 40a*b -t- 25a^b- — La-b*
— 6a*b -s- ^2^b- — 402-b^ -s- 2ab*

62 ^b- -j- /t2-b^ — 40ab2b-
43 2 — 462 *b -t- 23 2* b - — 44 2 -b — 82b * -k- 2b

In der ersten Zeile unter dem Striche ist der ganze Multi- 
plicandus nach §. 8. mit dem ersten Gliede des Multiplika­
tors multiplicirt. In der zweiten Zeile ist er mit dem zwei­
ten, und in der dritten Zeile mit dem dritten Gliede mul­
tiplicirt. Endlich sind in der letzten Zeile alle erhaltenen 
Theilproducte nach den Regeln der Addition (VH-17.) sum- 
mirt worden.
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Beweis. Man sehe 32^ — 2s-K -k- Lab- — I>»
so hat man das Product

(52° — 2sk — 2K-)
zu berechnen. Dieses ist nach §. 8.

52°^. — 22b^ — 2b-^.
Nun berechne man jedes dieser drei Glieder/ indem man 
statt wieder seinen Werth setzt, so fällt in die Augen, 
daß 5 s die erste Zeile unserer Rechnung, — 2 2b^ die 
zweite Zeile, und — 2b°^ die -ritte Zeile unserer Rech­
nung giebt.

Die Auflösung ist an einem andern Beispiel zu zeigen, und 
der Beweis vollständig auözuführen.

Im Übungshefte sind viele Beispiele zu rechnen, um Geläu­
figkeit in dieser Rechnungsart zu erhalten.

Anmerkungen.
i. Nicht immer findet bei der Summirung der Theilproducte 

eine wirkliche Zusammenziehung mehrerer Glieder in eines 
statt. Sie findet gar nicht statt, wenn die Hauptgrößen in 
beiden Formeln ganz verschieden sind/ z.B. wenn man das 
Product

(2a — 3b -4- 2c) (46 — 5«)
berechnen soll. In diesem Fall ist es zwecklos/ das Pro­
duct erst zeilenweise zu schreiben, und dann zu summi- 
ren; denn man kann sogleich alle Theilproducte unter 
den Rechnungsstrich nach der Reihe neben einander setzen. 
Überhaupt ist auch das regelmäßige Einrücken der Zeilen 
bei der Buchstabenrechnung gar keine so nothwendige Sache, 
als bei der Zahlenrechnung. Die eigentliche Regel ist: man 
setzt diejenigen Theilproducte unter einander, 
welche gleiche Hauptgrößen haben, und sich da­
her wirklich vereinigen lassen. Sollte z. B. das 
Product

(22 -4- 3b — 2c) (2 — 2c)
berechnet werden, so würde eü zweckmäßig sein, die zweite 
Rechnungszeile um zwei Glieder einzurücken. Bei der 
Multiplication von

(5 — 3x- -1- 3x - ) (t -4- x) 
oder (2 — 2 b -4- 3c) (2-4-3!) — 2c)

Ftscher'S math. Rechenkunst» P
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ist es zwar schicklich, regelmäßig einzurücken, doch kommen 
nicht immer Glieder mit einerlei Hauptgrdßen unter einan­
der zu stehen, u. dgl. m.

2. Bei der Multiplikation ist es besonders zu empfehlen, daß 
jeder in seinem Übungöhefte ein Paar Beispiele in Zahlen 
berechne. Bei der Übersetzung einer Addition oder Sub­
traktion in Zahlen (VH. 16 und 23.) konnten wir den Buch­
staben keine andere als absolute Werthe (ohne Vorzeichen) 
beilegen. Gegenwärtig aber kann man den Buchstabenfacto- 
ren ganz beliebige positive oder negative Werthe geben, da 
aus §. 3. jederzeit bekannt ist, welches Vorzeichen der Werth 
des ProducteS erhalten müsse. Da durch Übungen dieser Art 
der Sinn und Zweck der Formeln, und überhaupt der gan­
zen Buchstabenrechnung anschaulicher wird, so wollen wir 
hier ein Beispiel als Muster vollständig durchgehen.

In dem beistehenden Exempel, setze man —
so läßt sich zuerst der

" Werth beider Faktoren
 berechnen. Diese beiden

3a» — Hak- Werthe mit einander mnl-
— 9»-!» tiplicirt müssen ein Pro-

d"" »-b-n, da« mit dem 
Werthe des durch die 

Buchstabenrechnung gefundenen Produktes übereinftimmt, wo­
durch man beiläufig eine sichere Probe für die Rechnung 
erhält.

ES ergiebt sich nun vermittelst der oben angenommenen Werthe 
folgendes.

Der MultiplicanduS: 3s- — (-4-3) (-3-2) (-4-2)
- (-k-D (-0 (-0 --k-12-^ --3-11Z4.

Der Multiplikator: 2 — 3d — -3- 2 — (-1-3) (—4) — 
-4-2 1 — -1-3.

Multiplicirt man (-3-1144) (-3-3), so erhält man -3-334. 
Eben dieses muß man erhalten, wenn man

das Produkt 3»' — A-s-b — Lab- -3-2!»' in Zahlen 
übersetzt. Man erhält
(-3- 3) (-3- 2) (-3- 2) (-1- 2) - (-»- 9) (-3- 2) (-3- 2) (-4) 
- (-t-D (-1-2) (-O (-4) -3- (-3-2) (-4) (-O (-4)
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— -t-24 -t-12 —A — -t- 36 —— -i- 35 wie 
vorher.

L. Von der algebraischen Division.

§. l O. Erklärung.

Der Begriff der Division ist hier kein anderer 

als der in der Zahlen - Rechnung (IV. 1.) erklärte; 
auch die Wörter Dividendus, Divisor, Quotient 

haben hier keine andere Bedeutung. Der Unterschied 

der arithmetischen und algebraischen Division besteht 

theils darin, daß man in der letztern größtentheils mit 
unbestimmten Größenzeichen rechnet, theils darin, daß 

überall der Begriff vom Gegensatze angewendet wird.

Auch die Bezeichnung der Division ist keine an­

dere als die oben (I. 26.) erklärte.

Im Hefte sind alle hier angedeutete Erklärungen vollständig zu 
wiederholen, um. sie bei den folgenden Paragraphen lebhaft 
im Gedächtniß zu haben.

§. 11. Aufgabe.

Eine mit einem Vorzeichen versehene Zahl durch 

eine andere solche Zahl zu dividiren.

Auflösung. Man verbindet den absoluten Werth beider 
Zahlen durch einen Bruchstrich, indem man den Dividendus 
über, den Divisor aber unter denselben setzt. Läßt sich die 
Division wirklich vollzieh«, so kann es geschehen) doch kann 
man auch in uedem Fall die Bruchform beibehalten, und 
heben, was sich heben läßt. Der Quotient bekommt das 
Vorzeichen -k-, wenn beide Bestandtheile einerlei Vorzeichen- 
— wenn sie entgegengesetzte haben.

Der Beweis beruht, was die Zahlen selbst betrifft auf IV.
13. iä. Die Regel der Vorzeichen aber beruht auf §. 2.

P 2
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dieses Abschnitts in Verbindung mit der Erklärung der Di­
vision (§. 10.). Der Beweis wird sich auf folgende Art 
ohne Schwierigkeit ausführen lassen. Es sei z. B. 56 durch 
7 zu dividiren, so ist der absolute Quotient — 8. Nun 
gebe man den Zahlen 56 und 7 Vorzeichen, nach allen da­
bei möglichen Veränderungen, schreibe aber den Quotienten 
ohne Vorzeichen daneben auf folgende Art:

Da nun nach dem Begriff der Division der Divisor mit 
dem Quotienten multiplicirt den Dividendus geben muß, 
so wird man in jedem dieser vier Fälle nach §. 2. Zus. sehr 
leicht bestimmen können, welches Vorzeichen man in jedem 
Fall der 8 geben müsse, damit 56 in jedem Fall sein richti­
ges Zeichen erhalte.

Im Hefte ist die Auflösung sogleich auf ein Paar bestimmte 
Zahlen zu machen, wozu man solche wählen kann, deren 
Quotient eine ganze Zahl ist. Der Beweis ist dann auf 
die angedeutete Art vollständig auözuführen.

Anmerkung. Da in dex Buchstabenrechnung überhaupt alle 
zu machende Rechnungen mehr durch Zeichen angedeutet, 
als wirklich vollzogen werden, so ist eine Division schon als 
vollbracht anzusehen, sobald man beide Bestandtheile in 
Form eines Bruches gehörig verbunden hat. Denn wenn 
man 56 durch 7 gehörig dividiren soll, so ist es eben so rich­
tig zu sagen, der Quotient sei (sechsundfunfzig Sieben­
tel), als er sei 8 Ganze. Daher darf man wirklich divi- 
-iren, wo es angeht, oder auch nach Belieben bei der 
Bruchform bleiben. Auch darf man bet der Bruchform (im 
Zähler und Nenner), wenn es angeht, gegen einander he­
ben, z. B. N — Dagegen pflegt man in der Buchsta­
benrechnung selten die Division zu machen, wenn der Quo­
tient die Gestalt einer gemischten Zahl erhält. Soll z. B. 
— 56 durch — 35 Lividikt werden, so setzt man lieber den 
Quotienten — -t- 2 als -i- 12, obgleich das letzte an sich 
eben so richtig ist als das erste.
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§.12. Aufgabe.

Eine eingliedrige Buchstaben - Formel, durch eine 

solche zu dividiren.

Auflösung.
1. Man verbinde zuerst den Dividendus und Divisor/ wie im 

vorigen Paragraphen durch einen Bruchstrich, und gebe die­
sem Bruch nach der im vorigen Paragraphen erwiesenen 
Regel sein Vorzeichen; so ist das wesentliche der Division 
vollbracht. ES läßt aber in vielen Fällen ein solcher Quo­
tient noch eine Abkürzung oder Vereinfachung zu.

2. Findet sich nämlich, daß Zähler und Nenner einen oder 
mehrere Buchstaben gemein haben, so kann man jederzeit 
gleiche Buchstaben (einen nämlich gegen einen) weg­
streichen.

3. Haben die Coefsicienten einen Faetor gemein, so kann man 
sie durch denselben heben.

L. Ereignet es sich Hiebei, daß im Zähler alles weggestrichen 
wird, so muß man im Zähler Eins, im Nenner aber das 
Übrigbleibende setzen.

L. Bliebe endlich im Nenner nichts übrig, so fällt dieser ganz 
weg, und was im Zähler übrig bleibt ist eine ganze Formel.

Ehe wir den Grund dieser Regeln angeben, wird es dienlich 
sein, jeden erwähnten Fall in einem Beispiel darzulegen.

— 8l1e2 Zrte-
-I- l4a°b^c   1-4b
-1- ILs^bc 1L»
— l6s-b äs 
-t- 12ab-

4) itl. ___ 1.
— ZZab 7b

. — 36a-k- , ,--92b 4ab.

Diese Auflösung ist im Hefte mit eignen Worten nach allen 
fünf Fällen zu wiederholen; auch ist für jeden, wie hier, 
ein passendes Beispiel zu erdenken. Es wird aber schicklich 
sein, die Beispiele nicht wie hier von der Auflösung zu 
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trennen, sondern jede Nummer sogleich auf ein bcigefügtes 
Beispiel anzuwenden.

Was den Beweis betrifft, so erfodert dieser nichts weiter, 
als daß man sich nur deutlich bewußt werde, was man in 
jedem Falle thut

Nr. i. erfodert keinen besondern Beweis, denn die Regel der 
Vorzeichen ist schon §. 12. bewiesen, und das Übrige besteht 
in einer bloßen Andeutung der Division, die in der Buch­
stabenrechnung allezeit einer wirklichen Rechnung gleich 
gilt.

Nr. 2. Das Wegstreichen eines Buchstaben ist in jedem Fall 
eine Rechnung. Was für eine? entdeckt sich leicht, wenn 
man erwägt, was für eine Rechnung durch die entgegenge­
setzte Arbeit, nämlich durch die Hinzufügung eines Buch­
staben angedeutet werde. Das übrige beruhet auf IV. 9., 
oder VI. 4.

Nr. Z. 4. L. beruht auf den eben erwähnten Sätzen; nur kom­
men bei Nr. 4. und 5. noch die Fragen vor, was der Quo­
tient sei, wenn eine Größe durch sich selbst, oder wenn sie 
-urcb 1 dividirt wird.

Alles dieses ist im Hefte bestimmt auszuführen, und es dürfte 
am schicklichsten sein gleich bet jeder Nummer zu der Auf­
lösung und dem Beispiel den Beweis hinzuzufügen.

Im übungshefte sind zu jeder der fünf Nummern mehrere 
Beispiele zu rechnen.

§.13. Aufgabe.
Eine mehrgliedrige Formel durch eine eingliedrige 

zu dividiren.
Man sieht leicht, -aß jedes einzelne Glied des Dividendus 

durch den eingliedrigen Divisor nach §. 13. zu dividiren sei, 
und daß die Berechtigung dazu in IV. 10. und 11. liegt.

Im Hefte ist ein Beispiel, im Übungshefte sind mehrere 
zu rechnen.

§.14. Aufgabe.
Eine mehrgliedrige Formel durch eine solche zu di, 

vidiren.
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Dorerinnerung. Bei der Division mehrgliedriger Formeln 
muß man zu den ersten Übungen bloß solche Dividenden 
wählen/ die im Vorhergehenden bei der Multiplication als 
Produkte zweier mehrgltedrigen Formeln gefunden sind/ und 
welche sich daher ohne Rest durch jeden der beiden Factoren 
müssen dividiren lassen, Der Grund ist/ daß die Regeln 
der Division/ wenn man nicht in unnöthige Weitläufigkei­
ten gerathen will/ eine gewisse regelmäßige Stellung und 
Anordnung der Glieder erfoder»/ welche sich durch die Mul­
tiplikation von selbst ergiebt. Daher kann man bei den an­
gedeuteten Exempeln seine Aufmerksamkeit ungethetlt auf 
die eigentlichen Divisionsregeln richten. In den Anhängen 
zu diesem Abschnitt werden wir übrigens daS/ was über die 
Anordnung der Formeln zu bemerken ist/ in hinlänglicher 
Vollständigkeit vortragen.

Auflösung. Wir wählen zum Dividendus das im neun­
ten Paragraphen gefundene Product
15 2» — l62«b-l-2Z2»t»- — 112-b» — 82k» -I- 2k» 
zum Divisor aber den Factor

Z2» — 22-k -I- 52k- — k».
Den Aufsatz und die Rechnung/ welche mit einer Zahlen - 
Division viele Ähnlichkeit habe»/ zeigt folgendes Schema:

8 32» — 22-k -4- 52kr —. b»

-V 152» — 162»K -4- 232»!,' — 112-k» — 
1)152» — 102»k-^-252»l>-— 5a-k»

82k»-4-2k»
22k-2k-/

L....— 62*k— 22»k-— 62-k»— 82k*-4-2k»
k .... — 62§k -1- — 102?k» -1- 22k*

6.................— 62»b--l- ^2-k» — 102k»-4-2b»
H......................... — 62»k--4- ^2-k» — 102k»-»-2k»

0

Bei ist der Dividendus/ und bet 8 der Divisor aufgesetzt. 
Der Quotient wird hinter den Dividendus bei 6 geschrie­
ben. Die Rechnung selbst geschieht auf folgende Art.

Zuerst wird das erste Glied des Dividendus (15»^) durch das 
erste des Divisors (32») dividirt. Der Quotient (5 2-) ist 
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das erste Glied des gesuchten Quotienten, und wird also 
hinter den Dividendus geschrieben. Hierauf multiplicirt 
man den ganzen Divisor, Glied vor Glied, mit dem eben 
gefundenen Gliede des Quotienten, und schreibt das Product 
in die Zeile I). Dieses Product wird dann vom Dividen­
dus subtrahirt, und der Rest findet sich in der Zeile L.

Dieses ist der erste Abschnitt der Rechnung, und für alle fol­
gende hat man nur die einzige Regel zu merken, daß mit 
dem jedesmaligen Rest des vorhergehenden Abschnitts ganz 
wörtlich das nämliche vorgenommen werden muß, was zu­
erst mit dem Dividendus gemacht worden.

Bleibt zuletzt kein Rest, so hat man den gesuchten Quotienten 
vollständig uud genau gefunden. Bleibt ein Rest, so soll 
im folgenden Paragraphen gezeigt werden, was man zu 
thun habe.

Es ist nöthig, daß der Schüler in seinem Hefte nicht bloß 
den ersten Abschnitt der Rechnung, sondern auch jeden fol­
genden durchgehe, und bestimmt anzeige, was in jedem 
geschehen ist: Ehe er sich aber an die schriftliche Beschrei­
bung dieser Arbeit macht, ist nothwendig, daß er vorher 
viele Beispiele, sowohl in der Klasse als im ÜbungShefte 
gerechnet habe. Denn ehe man eine Sache deutlich und 
richtig beschreiben kann, muß man nothwendig erst , die 
Sache selbst deutlich und richtig, bis zur Geläufigkeit auf­
gefaßt haben. Auch ist es zweckmäßig, den Beweis von der 
Auflösung zu trennen, und ihn nicht eher zu führen, als bis 
die Auflösung eingeübt ist.

Beweis für den Fall, wenn die Rechnung auf- 
geht. Man richte seine Aufmerksamkeit auf die Formeln 
v, k, n, welche während der Rechnung subtrahirt worden. 
Von diesen läßt sich zweierlei erweisen.

1. Die Summe dieser Formeln ist dem Dividendus 
gleich; oder in Zeichen: 0 6 -i- N — ä. Es wurde
nämlich zuerst v von subtrahirt, und es blieb -er Rest 
L Von diesem wurde k subtrahirt, und es blieb der Rest 
6. Von diesem wurde endlich U subtrahirt, und es blieb 
Nichts. Also ist offenbar v 6 n —
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2. Eben diese subtrahirten Formeln stellen zusam­
men das Product des Divisors und der gefunde­
nen Formel dar; oder in Zeichen: v -t- O -t- tt -- L6. 
Denn I) ist entstanden durch Multiplication von 8 mit dem 
ersten Gliede der gefundenen Formel (5L-). r ist entstan­
den durch Multiplication von 8 mit dem zweiten Glied 
(— 2 ab) der gefundenen Formel. Endlich ist'11 entstan­
den durch Multiplication von 8 mit dem -ritten Glied 
(-2b-) der gefundenen Formel. Die drei Formeln v -z- 
6 -l- n enthalten folglich gerade das, mas man erhält, 
wenn 8 als Multiplieandus, mit 6 als Multiplicator mul- 
tiplicirr wird. D. h. es ist O -i- 6 -z- n — 86.

Nach Nr. 1. ist v -i- o n -- nach Nr. 2. ist 0 -z- 6 
-z- II -- 86. Aus beiden folgt

- 86,
d. h. der Divisor 8 mit der gefundenen Formel 6 multi- 
plicirt, giebt den Dividendus also ist 6 nach dem Be­
griff der Division (§. io.) der richtige Quotient.

Anmerkung. In vielen Fällen ist es hinreichend die Division 
mehrgliedriger Formeln bloß anzudeuten, nicht wirklich auü- 
zuführen. So kann in dem Beispiel dieses Paragraphen der 
Quotient vorgestellt werden durch die gebrochene Formel: 
15»* — -l- 232-b- — 11 L -k ' — 8sk*-t-2b-

— 2»?!» -I- Lsd? — d *
Im ÜbungShefte versäume man nicht, ein oder ein Paar 

kleine Divisionsexempel in Zahlen zu übersetzen.

§.15. Anmerkung.
Die im vorigen Paragraphen erwähnte Stellung 

und Anordnung der Glieder ist nicht schlechthin noth­

wendig, sondern dient nur die Rechnung kurz, einfach, 
und regelmäßig zu machen.

Mau versetze die Glieder des Dividendus und des Divisors 
in dem Beispiel des vorigen Paragraphen beliebig, so wird 
man immer eine richtige Division machen können, wenn 
man nur die Regel beobachtet, nicht gerade das erste



234 Achter Abschnitt.

Glied des Dividendus oder eines Restes durch 
das erste des Divisors zu dividiren/ sondern ir­
gend ein Glied im Dividendus oder einem Reste 
aufzusuchen, welches sich durch irgend ein Glied 
des Divisors vollständig dividiren laßt. Nur grht 
die Rechnung oft nicht auf/ und man muß den Quotienten/ 
durch Anhängung eines Bruchs/ nach dem folgenden Para­
graphen vollständig machen. Man erhält dann zwar einen 
richtigen Quotienten/ aber in einer unbequemen Gestalt.

§.16. Zusa tz.

Wenn eine Division nicht anfgeht, d, h. wenn man 

auf einen Rest kommt, dessen erstes Glied durch das 

erste des Divisors dividirt, kein ganzes Glied zum 

Quotienten giebt, so kann man die Rechnung abbrechen, 

den Quotienten aber dadurch vollständig machen, daß 

man (auf ähnliche Art als bei Zahlen) ein gebrochenes 
Glied zu dem Quotienten hinzufügt, dessen Zähler der 
letzte Rest, und dessen Nenner der ganze Divisor ist.

Es sei z. B. 2 * — 3sk - -i- k ' durch 2° — 1 ak -4- 2k ' 
zu dividiren, so rechne man, wie folgt.

L- — 1ak-I-2k^

s ' — 3 ak k '
a' — 2^k-t-2ak^ s -I- k — äsk- -t- k '

s? — 2!» -s- 2k^

-i« a^k— Lak^ -t- k'
-I- a-k — ak- 2k'

................ —äak-— k'
8............. —— k '

0
Wenn man das erste Glied des zweiten Restes (— äakb, 

Zeile -^), durch das erste des Divisors (-I- -a) dividirt, so 
erhält man einen gebrochenen Quotienten

1-



Allgemeine Multiplieation und Division. 235

Daher kann man die Rechnung hier abbrechen, und den 
Quotienten dadurch vollständig machen, daß man einen 
Bruch anhängt, dessen Zahler der letzte Rest, und dessen 
Nenner der ganze Divisor ist.

Daß auf diese Art -er Quotient vollständig wird, läßt sich auf 
folgende Art beweisen. So wie man den Divisor, mit je­
dem der erster» Glieder des Quotienten multipliciren muß, 
so multiplicire man ihn auch mit dem angehängten gebro­
chenen Gliede. Man sieht leicht, daß diese Multiplieation 
nichte geben könne als den Zähler (— äab- — d'). Setzt 
man diesen nun unter den letzten Rest (Zeile 8), und. sub­
trahirt, so geht die Rechnung auf, und man kann den Be­
weis vollkommmen wie im vorigen Paragraphen führen.

Die Erläuterung dieses Paragraphen ist im Hefte an einem 
andern selbstgewählten Beispiel zu geben. Um ein schickli­
ches Exempel zu erhalten, nehme man (wie im vorigen Pa­
ragraphen) ein durch Multiplieation gefundenes Product, 
ändere aber in demselben, oder in dem Factor, wodurch man 
dividiren will, einen einzigen Koefficienten, so wird die 
Rechnung nicht mehr aufgehen.

17. Zusatz.

Anstatt die Division abzübrechen, wenn sich das 

erste Glied des Restes nicht mehr ungebrochen durch 

das erste Glied des Divisors dividiren läßt, kann man 

die Rechnung jederzeit in gebrochnen Formeln fortsetzen. 

Nur setzt dieses Geläufigkeit in der Rechnung mit ge­

brochnen Formeln voraus. Auch geht die Rechnung 

in diesem Fall nie auf, und der -Quotient erscheint in 
der Gestalt einer unendlichen Reihe. Bricht man 

indessen eine solche Reihe irgendwo beliebig ab, so kann 
man doch den Quotienten jederzeit vollständig machen, 

wenn man noch ein gebrochnes Glied nach der Regel 

des vorigen Paragraphen anhängt.
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Doch giebt es einige Fälle, wo man durch fortge­
setzte Division lauter ganze Glieder im Quotienten er­
hält, wenn nämlich das erste Glied des Divisors 1 ist.

Im Hefte ist ein Exempel der letzten Art zu rechnen. Zum 
Dividendus nehme man eine bloße Zahl, oder auch eine be­
liebige Formel, in -er bloß s verkommt, z. B. 1; -I- 5; 
-t-s; i-»-s; 1 —Zs; L —2s- u. dgl. m. Zum Divisor aber 
nehme man 1-t-s; i—s; i-t-2s; 1—2s u.s.f. kurz eine 
Formel, deren erstes Glied i ist. Auch breche man die 
Reihe bet einem beliebigen Gliede ab, ergänze aber den 
Quotienten nach der Regel des vorigen Paragraphen.

6. Noch einige wichtige Sätze, besonders über 
die Zerlegung der Formeln in Factoren.

§.18. Erklärung.
So wie es einfache nnd zusammengesetzte Zahlen 

giebt, eben so giebt es auch einfache und zusam­
mengesetzte Formeln. Einfach sind solche, die 

(wie einfache Zahlen) durch nichts als durch 1 und 

durch sich selbst ohne Rest dividirt werden können. Zu­

sammengesetzt sind die, welche sich durch eine andere 
Formel ohne Rest dividiren lasten.

Die Divisoren einer Formel gehen aber immer, wie 
bei Zahlen paarweise. Denn läßt sich eine Formel 

durch eine andere L ohne Rest dividiren, und giebt den 

Quotienten so ist — L6, und wird sich eben 

sowohl durch 0 als durch L ohne Rest dividiren lassen 

(IV. 2. b.). Doch können auch beide Divisoren gleich 

sein, und in so fern kann nur ein Divisor statt 
finden.
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So oft sich daher irgend ein Divisor findet, durch 

welchen eine Formel aufgeht, so läßt sich diese jederzeit 
in zwei Factoren Zerfällen.

Zur Erläuterung -es ersten Absatzes dieses Paragraphen sind 
Beispiele anzuführen.

Zur Erläuterung des zweiten und dritten Absatzes, wähle man 
irgend ein durch Multiplikation gefundenes Product, nebst 
einem Factor desselben. Dividirt man jenes durch diesen, 
so erhält man den zweiten Factor. Dividirt man z. B. 
s- — ab — 6b- durch » -I- 2b, so ist der Quotient a- 
3 b. Also ist

s - — sb — 6b? — (s -1- 2b) (2 — 3 b).
Im Hefte ist ein anderes Beispiel zu wählen.

§.19. Aufgabe.
Eine Formel in zwei Factoren zu Zerfällen, voraus­

gesetzt, daß ein oder mehrere einzelne Buchstaben, oder 

Zahlen-Factoren allen Gliedern gemein sind.

In der Formel 122^ — 28s-b- -i- 2/1 »b haben alle drei 
Hauptgrößen die Factoren 2b, die Coefsicienten aber den 
Factor 4 gemein. Also lassen sich alle Glieder durch äab 
ohne Rest dividtren, d. h. H»b ist ein gemeinschaftlicher 
Factor -er ganzen Formel. Man kann sie daher durch Di­
vision in zwei Factoren nach §. 18. Zerfällen, wobei man be­
liebig dem Factor äab das Vorzeichen -i- oder — geben 
kann. Man kann daher immer die Zerfällungen auf dop­
pelte Art machen, nämlich:

12 2 * b — 82 ^b -j- 2äab^ — -z- H 2b (32^—22b-!-6b ^) 
oder — —^sb (—3s--i-22b — 6b-).

Im Haupthefte ist der Satz auf eine ähnliche Art zu erlän- 
tern, und es kann nicht schwer sein, zu diesem Zweck selbst 
eine schicklicke Formel zusammen zu setzen.

Für das Übungsheft fügen wir noch einen kleinen Dorrath 
sehr einfacher, aber oft vorkommender Formeln hinzu, die 
sich auf diese Art leicht zerfällen lassen. Man wird aber 
diesen Dorrath leicht selbst vermehren können.
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s- — ab; Zak — 2k 62k — 12.2k 2; 8.2k* — 10»k^z 
1.5.2-k-c — 12s^kc -»- IZak^c-; 65^ -I- 91^'k; 
35sk -I- lOSs^k^ — 175»^*; U. dgl. m.

§.20. Lehrsatz.
Das Quadrat einer zweigliedrigen Formel besieht 

aus drei Gliedern; nämlich 1) aus dem Quadrat des 

ersten Gliedes; .2) aus dem doppelten Product beider 

Glieder; 3) aus' dem Quadrat des zweiten Gliedes. 
Die beiden Quadrate sind in jedem Falle positiv; das 

doppelte Product beider Glieder aber ist positiv, wenn 

beide Glieder einerlei Vorzeichen, negativ dagegen, wenn 

sie entgegengesetzte Vorzeichen haben.
Anleitung zum Beweise. Den einfachsten Ausdruck ei­

ner zweigliedrigen Formel erhält man, wenn man das eine 
Glied L, das andere K nennt. Was aber die Vorzeichen 
betrifft, so können diese auf vier Arten abwechseln, nämlich 
2) -l- 2 -i- k; k) — — k; c) -4- s,— kz U) — s k.
Man multiplicire jede dieser vier Formeln mit sich selbst, 
um sie ins Quadrat zu erheben. Dann darf man nur je­
des der vier Producte in Worte und Begriffe übersetzen, 
um sich von der Richtigkeit unsers Satzes in jedem Falle 
zu überzeugen.

Außer der Ausführung dieses Beweises sind in dem Haupr- 
hefte ein Paar, im Übungshefte mehrere vollständige Qua­
drate von beliebigen zweigliedrigen Formeln zu machen, 
und zwar nicht durch Multiplikation mit sich selbst, sondern 
dadurch, daß man die drei Glieder bildet, aus welchen nach 
unserm Satze das Quadrat besteht.

21. Zusatz.
Ob eine eingliedrige Formel ein vollständi­

ges Quadrat sei, ist leicht zu beurtheilen. Der Coefsi- 

cient muß eine Zahl sein, die sich in zwei gleiche Facto-
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ren zerfallen läßt. Jeder Buchstabe aber muß zwei-, 

oder vier-, oder sechs mal rc. kurz eine gerade Anzahl 
von Malen Vorkommen, oder mit andern Worten, er 

muß lauter Potenzen von geraden Exponenten enthalten.

Im Hefte sind einige Beispiele solcher eingliedrigen Quadrate 
zu bilden, und die Wurzeln derselben anzugeben.

§.22. Z u sa tz.
Hieraus ergiebt sich leicht die Beantwortung fol­

gender Fragen: a) Wie muß eine mehrgliedrige For­
mel beschaffen sein, wenn sie das vollständige Quadrat 

einer zweigliedrigen Formel sein soll? b) Wie kann 

man die Wurzel eines solchen Quadrats finden? c) Wie 

kann man also die gegebene Formel, wenn sie ein Qua­

drat ist, in zwei gleiche Factoren zerlegen?

Diese drei Fragen sind im Hefte wörtlich zu beantworten, 
und durch Beispiele zu erläutern.
Bei der ersten Frage ist anzugeben, aus wieviel Gliedern das 
Quadrat einer zweigliedrigen Formel bestehe, und wie jedes 
Glied in Ansehung der Hauptgrbßen, der Coefsseienten, und 
der Vorzeichen beschaffen sein müsse.

K. und c. Ast die erste Frage deutlich und richtig beantwor­
tet, so ergiebt sich daraus die Beantwortung der zweiten 
und dritten Frage von selbst.

Im ÜbungShefte sind mehrere vollständige Quadrate nach 
§. 20. zu bilden, und nach 22. in zwei gleiche Factoren 
zu Zerfällen.

Anmerkung. Wenn diejenigen Glieder, welche vollständige 
eingliedrige Quadrate sein müssen, ungleiche Vorzeichen ha­
ben, so ist die ganze Formel nie ein vollständiges Quadrat. 
Haben aber beide das Vorzeichen Minus so ist die For­
mel zwar in dieser Gestalt auch kein vollständiges Qugdrat, 
schließt man sie aber in eine Klammer, mit dem Vor­
zeichen Minus ein (VH. 29.), so bekommen diese Glie-
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der innerhalb -er Klammer das Vorzeichen Plus, und die 
ganze Formel ist also ein vollständiges Quadrat/ nur mit 
dem Vorzeichen Minus.

Auch dieses ist im Haupthefte durch ein Beispiel zu erläutern 
Im Übungshefte sind mehrere aufzusetzen.

§.23. Lehrsatz.
Wenn man die Summe zweier Großen, und den 

Unterschied derselben mit einander mnltiplicirt, so ist 

das Product derselben jederzeit der Unterschied ih­

rer Quadrate.
Anleitung zum Beweise. Wenn man zwei beliebte 

gleichartige Größen a und b nennt, so ist es leicht ihre 
Summe sowohl, als ihren Unterschied durch zwei einfache 
Formeln vorzustellen. Die Summe ist nämlich entweder 
-1- a -t- K, oder — a — b; der Unterschied ist -t- a — b, 
oder — a -i- t>. Man mag nun von den ersten beiden For­
meln welche man will, mit einer der letzten beiden multi- 
pliciren, so wird sich in jedem Falle zeigen, daß das Pro­
duct die Differenz der Quadrate sei. In dieser Differenz 
aber wird dasjenige Quadrat das Zeichen Plus haben, oder 
als Minuendus zu betrachten sein, dessen Wurzel in den 
multiplicirten Formeln einerlei Vorzeichen hat.

Dieser Beweis ist im Hefte vollständig auszuführen, und es 
sind daher alle vier Multiplikationen zu machen, die mit 
den angegebenen Formeln gemacht werden können.

§.24. Z U s a tz.
Folglich kann der Unterschied zweier Quadrate in 

jedem Fall in zwei Factoren zerlegt werden, wovon der 

eine die Summe, der andere die Differenz der Wur­

zeln ist.
Aus dem vorigen Paragraphen ergiebt sich -aß diese Zerfallung 

immer auf doppelte Art geschehen könne. ES ist indessen 
hinreichend sie nur auf eine Art zu machen, da man die
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zweite Zerfällung sehr leicht erhält/ wenn man alle Vorzei­
chen in beiden Factoren verändert/ wodurch im Product 
nichts geändert wird. So ist z. B. 42- — 9b- -- (2a 
-I- 3b) (2a — 3b) — (— 2a — 3b) (— 2a -4- 3b); 
desgleichen 4a« — 1 -- (2s- -4- 1) (2a' — 1) --- 
(— 2a- — 1) ( — 2a' -4- 1)/ u. dgl. m.

Im Haupthefte find ein Paar ähnliche Formeln aufzustcllen; 
im Übungshefte aber sind mehrere Beispiele anzuführen.

§.25. Z usa tz.
Auf eben diese Art lassen sich oft auch zwei vier- 

gliedrige Formeln Zerfällen, wenn nämlich eins der bei­

den Quadrate ein vollständiges Quadrat von einer zwei­

theiligen Formel ist (§.22.).
In der allgemeinen Formel 2- — b- --- (2 -4- b) (a — b) 

kann nämlich entweder 2- oder b- ein aus drei Gliedern 
bestehendes Quadrat sein. Beides ist durch ein Beispiel von 
folgender Art zu erläutern.

». In der Formel 2- — 22b-4-b-—c- oder (2- — 2 ab 
-4- b -) — c - sind die drei ersten Glieder das vollständige 
Quadrat von a — b, also ista- — 22b -4- b- — e- — 
(a — b c) (a — b — c).

b. Wenn man in der Formel 2- — b- -4- 2bc — c- die 
drei letzten Glieder einklammert/ also 2- — (b^ — 2bc 
-4- c-) schreibt/ so ist klar/ daß das Eingeklammerte das 
vollständige Quadrat von b — c/ also die ganze Formel die 
Differenz zweier Quadrate sei. Die Wurzeln dieser Qua­
drate sind 2 und b — c. Ihre Summe ist 2 -4- b — c, 
ihre Differenz 2 — (K — c) — b -4- c. Folglich ist : 
2- — b- 2bc c - — (2 -4^ b — c) (a — b -4- c).

Im Haupthefte ist der Satz durch ein Paar andere ähnliche 
Beispiele zu erläutern. Im Übungshefte aber sind mehrere 
Beispiele der Art auszuführen.

§.26. Z u sa tz.
So wie man jede Zahl durch jede andere beliebige 

Zerfällen kann, wenn man gebrochene Factoren nicht 

Fischer'S math. Rechenkunst. Q 
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ausschließt, eben so kann jede Formel durch jede andere 

Formel zerfällt werden, wenn man jene durch diese divi- 
dirt, und den nach §. 16. vollständig gemachten Quotien­

ten zum andern Factor annimmt.
So läßt sich z. B. s- -I- b- durch L-t-K nicht ohne Rest di­

vidiren. Dividirt man indessen, und bricht nach der zwei­
ten Subtraktion ab, so ist der Quotient

» - d folglich ist

-1- d- b) (- - b

Statt dieses Beispiels ist im Hefte ein andres ähnliche» zu 
setzen.

§.27. Anmerkung.
Die Zerfällung zusammengesetzter Formeln in ihre 

einfachen Factoren, und selbst die Beurtheilung, ob eine 

Formel zusammengesetzt oder einfach sei, ist viel schwieri­
ger als die Zerfällung zusammengesetzter Zahlen in ein­
fache. In dem gegenwärtigen Abschnitte muß es genü­
gen, die wenigen hier erörterten Zerfällungen, welche 

leicht sind, aber häufig vorkommen, zu erlernen. Das 

Vollständigere hierüber muß aber der Algebra und 

Analysis vorbehalten bleiben.

Anhang zum achten Abschnitt.
Über die zweckmäßigste Anordnung und Stel­

lung der Glieder bei der Division.

§. 1. Vorerinnerung.
Bei der Addition und Subtraktion kommt 

wenig auf die Ordnung an, in welcher man die Glie­
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der auf einander folgen läßt, wenn man nur in dem 
Aufsatz diejenigen Glieder unter einander setzt, welche 
dieselben Hauptgrößen haben.

Auch bei der Multiplication hat die Ordnung 

der Glieder weiter keinen Einfluß, als daß die Stellung 

derselben regelmäßig oder unregelmäßig wird, je nach­
dem man sie in den Factoren regelmäßig oder unregel­

mäßig gestellt hat.

Eine Division kann man zwar auch bei unregel, 

mäßiger Stellung der Glieder richtig machen, wenn 
man dabei die Anmerkung des siebzehnten Paragraphen 

beobachtet; aber die Rechnung wird dadurch weitläufti- 

ger und unordentlicher als nöthig. Aus dieser Ursache 

ist jedem, dem es um deutliche Begriffe und anschau­

liche Ciusicht zu thun ist, zk empfehlen, daß er das, 

was in diesem Anhänge über die Gestaltung der Formeln 

gesagt wird, für sich aufmerksam durchgehe.

§.2. Erklärung.
Formeln von der Form

-t- Ux -4- Lx^ -j- Ox^ -4- Lx^ -t- rc. 

oder in umgekehrter Ordnung
^x^ -l- Lx^ -j- Ox -s- O 

nennt man nach Potenzen von x geordnete For­
meln. Die Buchstaben L, 6 rc. können bloße Zah­

len, oder beliebig aus Zahlen und Buchstaben zusammen­

gesetzte Formeln sein, nur dürfen sie kein x enthalten.

In solchen Formeln betrachtet man bloß x als die 
Hauptgröße, daher heißen alsdann die Factoren H,

O 2
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6 rc. Coefficienten, sie mögen zusammengesetzt sein, 

wie sie wollen.

Wenn folgende Glieder, ax^ — 2s' -t- b x — 2sb^ — bx» 
-4- sx° -t- 2ax — b', nach Potenzen von X geordnet 
werden, so geschieht die Zusammenziehung der Glieder nach 
VII. 29. und VHI.19., und man erhält
LX ' -s- (2 — b)x -t- (2s -4-b)x — (22' -t- 2sb - -4» b 

Anmerkungen.
1. In der Algebra und Analysss ist nichts gewöhnlicher, als 

eine einzige Größe als Hauptgröße zu betrachten, und die 
Formeln nach derselben zu ordnen.

2. Der Fall, wo x als Divisor vorkommt, kann hier außer Acht 
gelassen werden, weil in der Algebra gezeigt wird, wie man 
jeden Divisor aus einer Formel wegschaffen könne.

3. Es ist nicht nothwendig, daß in einer so geordneten Formel 
die Potenzen von x in ununterbrochener Reihe auf einander 
folgen. So ist z. B. die Formel 2 — 2bx — cx» richtig 
geordnet, obgleich x- fehlt. Denn man kann ein solches 
Glied, wenn es nöthig wäre, allezeit mit den Coefflcienten 
Null ergänzen; 2 — 2bx -4- ox- — cx'.

§. 3. Erklärung.
Man nennt eine Formel lexicographisch - ge­

ordnet, wenn sie folgende Bedingungen erfüllt.
1. Alle Glieder müssen eine gleiche Anzahl 

von Buchstabenfactoren 3, b, c rc. enthalten, und diese 

müssen in jedem Gliede in der Ordnung stehen, wie die 
Buchstaben im Alphabet auf einander folgen.

2. Die Glieder selbst müssen in solche Ordnung 

gestellt sein, wie man die Wörter in einem Lexikon auf 
einander folgen läßt. Nämlich man stellt zuerst alle die 

Glieder zusammen, in welchen der erste Factor s ist, 
dann die worin er b ist, u. s. f. Alle Glieder in wel­
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chen der erste Factor gleich ist, müssen unter sich nach 

dem zweiten geordnet sein; diejenigen in welchen die bei­

den ersten gleich sind, nach dem dritten u. s. f.

Einige Beispiele mögen dieses anschaulich machen. Vorläufig 
bemerken wir aber, daß Formeln, welche eine lexieographi- 
sche Anordnung zulassen, oder erfodern, selten aus mehr als 
zwei oder drei Buchstaben bestehen, desgleichen, daß diese 
Buchstaben nirgends als Divisoren dasein müssen. Ferner 
lassen sich dergleichen Formeln, nach der Anzahl der 
Factoren die jedes Glied enthält eintheilen in For­
meln des ersten, zweiten, dritten re. Grades.

1. Formeln aus zwei Größen » und b.
Eine Formel des ersten Grades kann nur aus zwei Gliedern 

bestehen, deren Hauptgrößen » und b sind, mit beliebigen 
boeffieienten z. B. 3» — 2k.

Eine Formel des zweiten Grades kann nur folgende drei 
Hauptgrößen in der hier geschriebenen Ordnung s», sb, 
b b, mit beliebigen Coefficienten enthalten: z. B. 2* — 
Lab -I-

Eine Formel des dritten Grades enthält die Hauptgrößen 
sss, Lab, sbl», bbb, j. B. a* — -t- 3sl>-

Eine Formel des vierten Grades enthält die HauptgrLßen 
LLLS, 222b, Lsbb, slibb, bbbb, z. B. 2a* — z»*b 

22-1,* -t- -i- 2l>»
U. s. f.

2. Formeln aus drei Größen », b, c.
Vom ersten Grade: 3a — 2l» c.
Vom zweiten Grade: 2-—2sb-^32c —cc.
Dom dritten Grade: 2* — 3L°K — 3»^c -t- 3»!-^ -z- 

2Ll>c -z- — 2l»* -t- 6l>^c — -t- 3c^
u.s.f.

Anmerkungen.
t. Die lexieographtsche Anordnung unterscheidet sich von der 

nach Potenzen eigentlich dadurch, daß die zuletzt genannte 
nur nach einem einzigen Buchstaben, die erstere aber nach 
allen zugleich gemacht wird. Daher sind auch in den lexi-
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»graphischen Formeln die sämmtlichen Buchstabenfactvren 
jedes Gliedes als Hauptgrößen zu betrachten.

2. Obgleich die bestimmten Regeln, wonach jede Folge von le- 
xicographischen Produkten zu bilden ist, erst in der Combi- 
nationslehre vorgetragen werden können, so ist doch diese 
Arbeit, wenn nicht mehr als zwei oder drei Größen gegeben 
sind, so leicht, daß sie jeder auöführen kann, der nur weiß, 
wie die Buchstaben im Alphabet auf einander folgen.

3. ES ist nicht nothwendig, daß in einer geordneten Formel 
alle oben angegebenen Producte vorhanden sind, wenn nur 
sonst alle übrigen Bedingungen erfüllt sind. So sind z. B. 
folgende Formeln als richtig geordnete zu betrachten; 2- 
-t- 22k; 2I) — I)*; 2* — Zoll? — l-Z; 2^ — 1-';
-i- 22-1.'-; 2» -I- — b» U. dgl. M.

§. ä. Lehrsatz.
Wenn eine Formel lexicographisch geordnet ist, 

so ist sie zugleich nach fallenden Potenzen des 

ersten Factors geordnet.
Wenn man z.B. Producte von vier Faetoren, aus den Buch­

staben 2, I>, c rc. in lexicographischer Ordnung bildet; so 
ist das erste Product 2222, d.i. 2*. Dann folgen Producte, 
in welchen 222 — 2*, mit einem der folgenden Factoren, 
dann solche wo 22--2- mit zwei andern, ferner wo 2 —2° 
mit drei andern Factoren verbnden ist, endlich solche, die gar 
kein 2 enthalten. Zieht man also alle Glieder, welche gleiche 
Potenzen von 2 oder gar keine enthalten, jede Art in eins 
zusammen, so ist klar, daß die Formel nach fallenden Poten­
zen von 2 geordet sei.

In folgender aus Produkten von 2, b und c bestehenden Formel 
sind zuerst die Glieder die gleiche Potenzen von 2 enthalten, der 
Deutlichkeit willen nicht neben, sondern untereinander gesetzt.

-t-32*-^22'l,-t-'t2-h--s-ä2llZ — 2 h *
-t- Zq5x — 2 2 - l> c 2 2 ü - c — 3 b * c

3 2 - c - — g 21» c - -j- 71» - c -
— 32c* -- 3üc*
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Zieht man hier die unter einander stehenden Glieder zusam­
men/ so erhalt man ohne alle wesentliche Abänderung in 
der Folge der Glieder nachstehende Formel

3s* — (2 b— -t- (-41» — 2bc->-3o^) s?
-t- (Lb'—2b-o— Hbc-—3c') s

— (2 b* -z- Lb ' c — 7b^c^-z-Zbc^ — c*),
welche Formel offenbar nach fallenden Potenzen von 2 ge­
ordnet ist.

§.5. Zusatz.
Sind in einer geordneten Formel nur zwei Größen 

Ä und b enthalten, so ist sie zugleich von selbst nach 

steigenden P-tenzen der zweiten Größe ge­

ordnet.
Man lasse aus der Formel des vorigen Paragraphen alle Glie- 

weg, welche c enthalten; so bleibt übrig
ZL* — 2s'b -z- 4s-b- -z- Lab' — 2b*, 

welche sichtbar sowohl nach fallenden Potenzen von a, als 
nach steigenden von b geordnet ist.

Anmerkung. Man sieht hieraus, daß die lexicographische An­
ordnung die allgemeinere ist, und daß sie die nach Potenzen 
als eine besondere Art in sich schließt. Daher es bei allge­
meinen Untersuchungen über die Gestalt der Formeln hin­
reichend ist, sich auf die lexicographische Ordnung zu be­
schränken.

§.6. Lehrsatz.
Wenn bei einer Multiplication beide Factoren Pro- 

ducte derselben Größen, wenn gleich in beiden Factoren 

in Verschiedener Anzahl enthalten, und richtig lexicogra- 

phisch geordnet sind, so erhält man das Product von 
selbst richtig lexicographisch geordnet.

Man darf nur zwei solche Factoren aufmerksam multipliciren, 
um die Richtigkeit des Satzes etnzusehn.
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r*— 2a*b -s- 3a-b-— Lab* -s- 2b*
2- — 2ab -l- 2b-

2* — 22^b-^-3a^b-— L^b^-j- 2^-b* 
— 22^b-t-äa*b-— 62^b^-t-10a°b»—

-t- 2s^b-— Ha^b^-t- 6s^b*— 102b^-s-'tb*

2« -^- 4s b -1- 9 » *b- — iZL^b^-s-182-b* — läsb^-t-äb^

In diesem Beispiel enthält jedes Glied des Multiplicandus 
vier/ des Multiplikators zwei Faktoren/ folglich muß je­
des Theilproduct/ und so auch jedes Glied des Gesammtpro- 
duetes sechS/ also gleichviele Faktoren enthalten/ welches die 
erste Bedingung einer richtigen lexicographischen Anord­
nung ist.

Betrachtet man ferner die einzelnen Zeilen der Rechnung/ so 
wird man leicht wahrnehmen/ daß jede nicht anders als le- 
xicographisch geordnet sein kann; desgleichen/ daß/ wenn jede 
folgende Zeile um ein Glied weiter gegen die rechte Seite 
gerückt wird/ immer Glieder mit gleichen Hauptgrößen un­
ter einander zu stehen kommen.

Indem endlich diese Zeilen addirt werden/ so kann in der 
Folge der Hauptgrdßen keine Veränderung entstehen; also 
ist auch das Product richtig lexicographisch geordnet.

§.7. Zusatz.
Unter allen Gliedern eines solchen ProducteS sind 

nur zwei, nämlich das erste, und das letzte, welche 
ein Theilproduct von zwei Gliedern der Factoren 

sind. Alle übrigen Glieder des ProducteS sind algebrai­

sche Summen von zwei oder mehreren solchen Theil- 

producren.
In dem Beispiele des vorigen Paragraphen ist das erste Glied 

2« das Produkt von L» und a-; das letzte 4b* ist das 
Produkt von 2b* und 2b-.

Jedes andere Glied hingegen, z.B. das zweite — 4a*b ist 
nicht bloß ein einzelnes Product solcher Art, sondern eine
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Summe ovn den Theilprodueten — 2s^b und — 22»!,. 
Das folgende dritte Glied ist 9s*!)- --- ä2»k-
-t- 22»!,- u.s.f.

Ändert man in einem oder beiden Factoren etwas in der Ord­
nung der Glieder, fo wird dadurch auch die Ordnung im 
Product aufgehoben. Verändert man aber die Stelle des 
ersten, oder des letzten Gliedes in einem der Factoren, oder 
beiden, so behalten auch die beiden Glieder, 
welche einfache Theilproducte sind nicht die erste 
oder letzte Stelle, sondern kommen irgendwo in 
der Mitte des Products zu stehen. Doch wird da­
durch das Product nicht falsch, und es ist daher bei der 
Multiplication zwar nicht schlechthin nothwendig, aber den­
noch in jedem Falle rathsam, die Factoren zu ordnen. An­
ders verhält es sich hingegen bei der Division, wie -er fol­
gende Paragraph zeigt,

§.8. Lehrsatz.

Wenn man das durch eine Multiplication gefun­

dene Product durch einen der beiden Factoren dividirt, 

so erhält man auch den Quotienten Glied vor Glied 

richtig geordnet, wenn die beiden gegebenen Formeln 
vorwärts oder rückwärts richtig und gleichförmig geord­

net sind.

Beweis. Man betrachte die Multiplication §.6., und nehme 
an, das Product solle durch den ersten Factor 2» — 22^ 
-1- rc. dividirt werden; so läßt sich zeigen, daß die Rech­
nung nur alsdann ungehindert und regelmäßig von Stätten 
geht, wenn man den Dividendus und Divisor entweder ge­
rade so wie dort, oder beide gerade in umgekehrter Ord­
nung aufstellt.

Wir betrachten beide zuerst in der Ordnung, in welcher sie 
§. 6. ausgestellt sind. Hier fällt leicht in die Augen, daß 
das erste Glied des Dividendus - * durch das erste 2» -es 
Divisors dividirt das erste Glied des andern Faetors, näm­
lich s - geben müsse, weil 2« -as einfache Product von 2 * 



250 Anhang zum achten Abschnitt.

und 2- ist. Wollte man dagegen irgend ein anderes Glied 
des Dividendus voranstellen, z. B. 92»b-, und dieses ent­
weder durch 2 * oder durch irgend ein anderes Glied des 
Divisors dividiren, so ist klar, daß der Quotient kein 
Glied des andern Factorö sein könne, weil 9»»b- 
eine Summe von drei Theilproducten ist. Bloß das letzte 
Glied des Dividendus äb° giebt durch das letzte 2b» des 
Divisors dividirt das letzte des andern Faktors 2 b-, weil 
äb« ein einfaches Theilproduct ist. Aber diese Glieder 
kommen erst bei Betrachtung der umgekehrten Ordnung in 
nähere Erwägung.

Hat man nun a« durch a* dividirt, und so das erste Glied 
des Quotienten, oder des andern Factors gefunden, so schrei­
ben die Regeln der Division vor, daß man mit a- den gan­
zen Divisor multiplicire, und das Product vom Dividendus 
abziehe. Betrachtet man nun wieder die Multiplikation 
K. 6,, so fällt in die Augen daß das Produkt von 2- mit 
dem Divisor nichts anders sei, als die erste Zeile der Mul- 
tiplicationsrechnung — 2a"b -i- rc. Wird aber diese 
vom Product subtrahirt, so kann der Rest nichts anders sein, 
als die Summe der zweiten und dritten Multiplicatione- 
zeile. Dieser Rest wird also sein — 2a ^b 6a»b- — 
rc. und in denselben ist wieder das erste Glied — 2a'b 
ein einfaches Theilproduct, und zwar vom ersten Gliede 
des ersten, und vom zweiten Gliede des andern Factors. 
Die übrigen Glieder dieses Restes sind wieder (mit Aus­
nahme des letzten Gliedes) Summen von zwei Theilpro- 
-ucten, können also mit a» dividirt, kein richtiges Glied 
des andern Factorö geben. Dividirt man aber — 2a-b 
durch 2*, so ist der Quotient —2 ab das richtige zweite 
Glied des andern Factors.

Wird nun ferner der ganze Divisor mit — 2 ab multiplicirt, 
so ist das Product nichts anders als die zweite Zeile der 
Multiplicationsrechnung, und wird diese von dem vorherge­
henden Reste abgezogen, so kann nichts übrig bleiben, als 
die dritte Zeile der Multiplicationsrechnung. In dieser ist 
aber das erste Glied wieder das einfache Theilproduct 
von dem ersten Gliede -es ersten Factors und dem drit­
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ten -l- 2t»- des andern FactorS. Dieses letzte wird also 
richtig gefunden, wenn man das erste Glied des Restes 
-t- durch a* dividirt. Der Quotient ist -t- 2d-, 
und wenn man mit diesem den ganzen Divisor multiplicirt, 
so kann nichts herauükommen, als die dritte Multiplica- 
tionSzeile, von der wir so eben gesehen haben, -aß sie dem 
letzten Reste gleich sei, weswegen bei der Subtraction alles 
aufgehen muß.

Schriebe man das Produet und den ersten Factor in umge­
kehrter Ordnung, so ist leicht einzusehen, daß man dieselben 
Schlüsse machen könnte, nur würde man durch Multiplika­
tion des Divisors mit dem ersten Glied des Quotienten die 
dritte Multiplicalionszcile erhalten, durch Multiplikation 
des Divisors mit dem zweiten Gliede des Quotienten die 
zweite, und durch Multiplikation des Divisors mit dem 
dritten Gliede des Quotienten die erste; aber alle drei in 
umgekehrter Ordnung.

Anmerkungen.
1. Wer hierüber völlig ins Klare kommen will, der muß sich 

die Mühe nicht verdrießen lassen, die hier bloß beschriebene 
Division auf einem besondern Blatte wirklich auözuführen, 
und sie bei Durcharbeitung dieses Beweises Zeile vor Zeil^ 
mit der Multiplikation §. 6. zu vergleichen.

2. Wollte Jemand das Produkt (§. 6.) durch den andern Fac­
tor dividiren, so würde es zweckmäßig sein, erst die Multi­
plikation noch einmal zu rechnen, und zwar so daß — 
2»K -j- 2b- als Multiplicandus augesetzt würde.

§.9. Z u sa H.
Ist eine Formel, welche man dividiren soll, nicht 

durch eine wirkliche Multiplication entstanden, so muß 

doch nach dem bloßen Begriffe der Division (§. 10.^) der 

Quotient eine Formel sein, welche mit dem Divisor 

multiplicirt den Dividendus giebt. Soll daher dieser 

Quotient in der einfachsten und regelmäßigsten Gestalt 
gefunden werden, so muß man gerade so rechnen, als 



252 Anhang zum achten Abschnitt.

ob der Dividendus durch eine wirkliche Multiplikation 
des Divisors und Quotienten entstanden wäre. Folg­

lich muß man auch in diesem Falle den Dividendus und 
Divisor gleichmäßig ordnen, und man erhält alsdann 

den Quorienten eben so geordnet.

Um dletes recht anschaulich zu machen, darf man nur bei ei^ 
ner nicht aufgehenden Division (wo also der Dividendus 
durch keine wirkliche Multiplikation gefunden ist), den 
Quotienten nach §. 16. des Abschnitts durch Anhängung ei-

2 -k- b
— 3-k I , _ 41, 

^..2--^- sd >

— Hat»
...... — 42b — 4b'

-l- 4b-
c.................... -1- 4b-

- 0

neö Bruches, wie in 
beiftehender Division 
geschehen ist, vollstän- 
-ig machen, und nach 
Anhängung des Bru­
ches dieses gebroche­
ne Glied des Quo­
tienten

4bb 
L -z- b

mit dem ganzen Divisor 2 b multiplieiren, wodurch der 
Nenner 2 -z- b wegfällt, also der Zähler 4bb zum Pro­
duct erhalten wird. Setzt man nun dieses Product bei 6 
unter den letzten Rest, so ist klar, -aß auch jetzt die Rech­
nung aufgehen müsse.

Nach diesem Zusätze läßt sich die ganze Rechnung vollkommen 
so betrachten, als wäre der Dividendus durch eine wirkliche 
Multiplikation entstanden, wobei s-t-b als Multiplicandus,

4bb
2 7t- bs — 4b -l-

aber als Multiplikator angesetzt worden. Denn bei steht 
das, Product von 2 b mit 2; bei L das Product von 
2 -t- b mit — 4b; endlich bei 6 das Product von

» -t- b mit
4b b

2 -z- b'
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§. 10. Zusatz.
Wenn man zwei Formeln mit einander multipli- 

cikt, die keine regelmäßige Anordnung zulassen, so fin­

det auch in dem Products keine regelmäßige Ordnung 
Statt. Und wenn man ein solches Product wieder durch 

einen der Factoren dividirt, so bringt auch eine belie­
bige Änderung in der Stellung der Glieder keine Un­

richtigkeit in den Quotienten.
Man multiplicier z. B. a -t- l> mit c — 6, und dividire dann

b umgekehrt das Product durch
einen der Factoren, so kann 

.---------------------------------  man die Glieder des Dividen-
ac-t-dc—— bä dug beliebig stellen, z. B. in

der hier beistehenden Ordnung; nur muß man dann denje-
— 6 c

— 26 -s- bc -s- ac — bä

L ....... -t- l»c
C ...... -j- bc

— I>ä 
— K6

0

nigen Factor, 
durch welchen 
man dividiren 
will, z. B. c — 
6, so stellen, 
daß sich das 
erste Glied des 
Dividendus—

26 durch sein erstes Glied ohne Bruch dividiren läßt, also 
nicht -t-c —6, sondern — ä-z-c. Beim Multipliciren aber 
muß man die Glieder, die sich subtrahiren lassen, unter ein­
ander setzen. In der Zeile muß daher -z- »c nicht unter 
-t- bc gesetzt werden. Ferner bei der Division -e- Restes 
L (l»c —b6) muß nicht das erste sondern das zweite Glied 
— Kä dividirt werden, weil nur dieses, nicht jenes, sich 
durch — 6 ohne Bruchform dividiren läßt.

§.11. Zusa tz.
Endlich ist noch zu bemerken, daß, wenn man bei 

einer Division die gegebenen Formeln unregelmäßig ord­
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net, sonst aber die Regeln der Division richtig beobach­
tet, man eigentlich keinen unrichtigen Quotienten erhalt, 

wenn man bei einem beliebigen Abschnitt der Rechnung 

abbricht, und dann den Quotienten durch Anhängung 
eines Bruches nach §. 16. des Abschnitts vollständig 

macht. Nur erhalt man den Quotienten in einer unre­
gelmäßigen, und zu ferneren Rechnungen oft unbequemen 

Gestalt. Ja selbst bei einer regelmäßigen Anordnung 

der Formeln kann man dennoch zuweilen den Quotien­
ten in einer unbequemen Gestalt erhalten, wenn die 

Coefficienten so beschaffen sind, daß man im Quo­
tienten gebrochne Glieder erhält.

Es sei z. B. der Dividendus 32b — b» s- -er Divisor 
b — 2a, so versuche man die Rechnung bei verschiedener 
Stellung der Glieder auszuführen.
Die regelmäßigste Division erhält man, wenn man K als 
die erste Größe, h. als diejenige, nach welcher die Glieder 
geordnet werden sollen, betrachtet. Dann ist der geordnete 
Dividendus — b--»-326-1-2-, uid dieser durch 6 — 
2» dividirt giebt den Quotienten 

. 322— t» a -z- -—--------l> — 2a
2. Nimmt man aber 2 für die erste Größe, so ist der Divi­

dendus 2- -»- 326 — 6-, und der Divisor — 22-^6. 
Dividirt man nun, so erhält man den Quotienten tn der 
unbequemen Gestalt:

4b-

welches indessen keinen andern Werth hat/ als der vorige 
Quotient.

z. Nimmt man den Dividendus in -er Ordnung 32b — b- 
-t- 2-, den Divisor aber in der Ordnung l» — 22, und 
bricht nach der zweiten Subtraktion ab/ so erhält man zum 
Quotienten
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, 7»a — 2sb3 a — b ----- ------------- ,d — 2a
welches wieder mit dem vorhergehenden einerlei ist.

Neunter Abschnitt.
Rechnung mit gebrochnen Formeln.

§. 1. Vorerinnerung.

Da gebrochne Formeln nichts anders sind als 

Quotienten, Quotient und Bruch aber nach IV. 14. 

gar nicht wesentlich verschieden sind, so darf man jede 

gebrochene Formel wie einen Bruch behandeln, und auf 

sie alles anwenden, was im vierten Abschnitt von Quo­

tienten, und im sechsten von gemeinen Brüchen erwiesen 
ist. Es wird daher hier hinreichend sein, in diesem Ab­

schnitte nur die Aufgaben auszusprechen, und auf die 
Sätze zurück zu weisen, aus denen sich die Auflösung 

ergiebt. In den Heften aber sind diese Auflösungen 
durchgängig auszuführen. Auch ist es nöthig, im Übungs­

hefte bei jedem Paragraphen mehrere Beispiele zu rechnen.

Es wird übrigens für jeden von großem Nutzen 

sein, diesen Abschnitt recht aufmerksam durchzuarbeiten, 

indem durch den Gebrauch der Buchstaben die Sätze 

von den gemeinen Zahlenbrüchen eine Anschaulichkeit er­

halten, die man ihnen durch Betrachtung bloßer Zahlen 
nicht geben kann. Denn jede Buchstaben-Formel ge­

währt den wichtigen Vortheil, daß man ihre Entstehung 
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durch Betrachtung ihres Baues wahrnimmt, da man es 
hingegen einer bloßen Zahl niemals ansehen kann, wie 

ste entstanden ist.

§.2. Aufgabe.

Eine gebrochene Formel mit einer ganzen d 

zu multipliciren.
Die Multiplikation geschieht wie VI. i. k. Die dort erwähnte 

zweite Art läßt sich aber nur anwenden, wenn in dem Nen- 
ner die ganze Formel als Faetor enthalten ist, z. B. wenn 

mit e multiplicirt werden soll, wobei man sich an VIII.
13. zu ermnern hat.

Haben die Formeln Vorzeichen, so wird das Vorzeichen des 
Products nach VIII.4. bestimmt.

Im Übungshefte rechne man Beispiele von etwas zusammen­
gesetzterer Art: z.B 

zsl>; X 3sc;3 ca
. , . » — 2k»oder x --- , ;20sk>

2s — ,
oder 3sc X —^0 ; u.dgl.m.

§.3. Aufgabe.

Eine gebrochene Formel durch eine ganze 6 zu 

dividiren.
Die Auflösung ergiebt sich aus VI. 1. g. Die zweite dort an­

gegebene Auflösung findet aber nur Anwendung, wenn die 
ganze Formel als ein Factor im Zähler der gebrochnen ent- 
halten ist, z. B. wenn durch 6 -ividirt werden sollte.

§.4. Zusatz.
Wenn man also den Zähler und Nenner einer 

Druchformel durch eine und dieselbe Größe multi- 
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plicirt, oder dividirt, so bleibt ihr Werth ungeän- 

dert.
Dieses folgt aus §. 2. und 3., welches zu zeigen ist.
Für das Übungsheft setzen wir einige Beispiele als Muster 

hinzu.
». Multiplicationen des Zählers und Nenners;

s — t» (2 — b)
2 -l- t> (2 -t- d)

2 __ 2 (2 -t- b)
lr t> (2 -I- I»)

2 — b — (2 — b) (2 -t- t»)
2 -t- l» (2 b) (2 -s- b)

c sc — Kc
c 2c: -1- t»c^

22 -s- 2t» 
2bHb^ 
2-— b-

-- (. l,).- u.dzl.m.
I». Divisionen des Zählers und Nenners: 

322b 32 722 — 22l> 7"» — 2l>
L2dt» ^22 — 32b ^2 — 3t»

2^ — t»? __ (2-— I») (2 -f- I») 2 I»
^2 (2 -i- I») ^2 (2 -t- t»^ /t2

2 — I» 2 — I»
— 22t»-1-t>- (2 — d)2 - u.-gl.m.

§.5. Aufgabe.
Einer ganzen Formel die Gestalt eines Bruchs mit 

vorgeschriebenem Nenner zu geben.
Die Auflösung ergiebt sich aus VI. 1. 2.

Muster für das ÜbungSheft.
2 soll als Bruch den Nenner 2be erhalten.

2 — I» - * s 3 e s
2 — b - 2? — I»»
2 -z- b 2 — 2b

U. dgl. M.

§.6. Aufgabe.
Zwei Bruchformeln unter den einfachsten gemeinsa­

men Nenner zu bringen.
Anleitung zur Auflösung. Die Auflösung ist hier in den 

meisten Fällen einfacher und leichter als bei Zahlen, weil 
Fischer'- mach. Rechenkunst. R
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bei den Formeln gewöhnlich die Factoren -es Nenners sicht­
bar vor Augen liegen, die man bet Zahlen erft aufsuchen 
muß. Man unterscheide übrigens bei der Auflösung zwei 
Fälle.

s. Wenn die Nenner der beiden Bruchformeln gar keinen Far- 
tor weder in den Coefficienten noch Buchstaben gemein 
haben. Z. B.

2sa . La 
V7- UNd Zoo 7a

Dann ist der einfachste gemeinsame Nenner, das vollständige 
Produkt beider Nenner, also 2ibcä. Wie nun beide Brüche 
unter diesen Nenner zu bringen sind, ergiebt sich aus vi. 
1. K. oder IV. 9.

d. Wenn die Nenner einige Zahlen- oder Buchstabenfactoren 
gemein haben z.B.

13» Ztä 
IZdbc E 9-^'

Dann erhält man den einfachsten Gemeinnenner zu beiden, 
wenn man die Factoren, welche beide gemein haben (aber 
jeden nur einmal gesetzt), mit denen multiplicirt, die in bei­
den verschieden sind. Im obigen Beispiel haben die Nen­
ner die Factoren 3bc gemein. Der erste Nenner iLbbc ist 
also --- zl»c . sb; der zweite 9 2bc --- 3bc . 33. Man 
wird also den einfachsten Gemeinnenner erhalten, wenn man 
Zl»c mtt Lb, und mit 32 multiplicirt. Er ist also ääablic 
Beide Brüche werden wie bei a) unter diesen Nenner ge­
bracht.

Diese Auflösung ist im Hefte vollständig auszuführen; auch 
sind im Übungöhefte mehrere Exempel zu rechnen.

§.7. Zusatz.
Auch mehr als zwei Bruchformeln lassen sich auf 

dieselbe Art unter einen gemeinschaftlichen Nenner brin­

gen.
Man suche zuerst zu zwei Brüchen den einfachsten Gemein- 

nenner nach §. 6. Dann zu diesem und dem dritten Nen­
ner eben so, und wenn noch mehr Brüche da sind, zu dem



Rechnung mit gebrochnen Formeln. 259

Gemeinnenner von dreien, und dem vierten Nenner, einen 
neuen gemeinsamen Nenner; und so ferner.

Die Auflösung ist an drei oder vier Bruchfokmeln auszufüh- 
ren. Sie ist ganz ähnlich -er oben VI. ä. in der Anmer­
kung erklärten Auflösung derselben Aufgabe für Zahlenbrüche.

Im ÜbungShefte sind mehrere Beispiele zu rechnen.

§.8. Aufgabe.

Zwei oder mehrere Formeln, die entweder sämmt­

lich, oder zum Theil gebrochen sind, algebraisch zu ad- 

diren, oder zu subtrahiren.

Anleitung zur Auflösung. Die gebrochnen Formeln 
bringt man nach §. 6. oder 7. unter den einfachsten gemein­
samen Nenner, und sind ganze dabei, so werden auch diese 
nach §.5. unter eben den Nenner gebracht. Sind alle For­
meln auf diese Art unter einen einzigen Nenner gebracht, 
so sind wie bei Zahlenbrüchen bloß die Zähler zu addiren 
oder zu subtrahiren. Da aber diese Zähler sämmtlich ganze 
Formeln sind, so geschieht die Rechnung völlig nach den im 
siebenten Abschnitt vorgetragenen Regeln. Hat man auf 
solche Art ihre algebraische Summe oder Differenz gefun-^ 
den, so setzt man unter sie als Zähler, den vorher gefunde­
nen gemeinsamen Nenner.

Diese Auflösung ist an zwei Beispielen wirklich auözuführen, 
nämlich an einem Udditionsexempel von drei oder vier For­
meln, und an einem SubtractionSexempel von zweien.

Im ÜbungShefte sind mehrere Beispiele zu rechnen.

§.9. Aufgabe,

Zwei gebrochne Formeln mit einander zu multi- 

pliciren.

Die Rechnung ist wie bei Zahlenbrüchen (VI. iZ). Dieses ist 
an einem Beispiel auözuführen, im ÜbungShefte aber sind 
mehrere Exempel zu rechnen.

R 2
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§.10. Aufgabe.
Eine Formel, sie sei ganz oder gebrochen, durch 

eine gebrochne zu dividiren.
Die Rechnung ist wie bei Zahlenbrüchen (VI. 19.). Auch die­

ses ist in einem Beispiel zu zeigen, und im ÜbungShefte sind 
mehrere Beispiele zu rechnen.

Anhang zum neunten Abschnitt.
Von stätig gebrochneu, oder Kettenbrüchen.

§. 1. Erklärung.
Ein Bruch dessen Zähler 1 ist, dessen Nenner aber 

aus zwei Gliedern bestehet, wovon das erste eine belie­

bige ganze Zahl, das zweite aber wieder ein Bruch von 
derselben Form als das Ganze ist (nämlich ein Bruch 
dessen Zähler 1, und dessen Nenner eine ähnliche zwei­

gliedrige Formel ist), so daß alle nach und nach folgende 

Nenner bis zum letzten von ähnlicher Form sind, der letzte 

selbst aber nur einen eingliedrigen Nenner hat, heißt ein 
stätig gebrochner, oder ein continuirlicher, oder 
kürzer: ein Ketten-Bruch.

Wenn die Buchstaben », b, c, 6,«, f beliebige ganze Zahlen be-^ 
deuten, so ist folgende die allgemeine Form eines KettenbruchS:
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nur daß die Anzahl der Nenner bald kleiner, bald größer 
sein kann.

Alles was unter dem Strich steht wollen wir den ersten, 
was unter L steht den zweiten Nenner u.s.f. nennen 
Was unter dem Strich steht ist der letzte Nenner.

Anmerkung. Die Hauptsache bei den Kettenbrüchen ist, daß 
jeder vorkommender Zähler i ist. Daher hat jeder 
gemeine Bruch, dessen Zähler i ist, wie schon an sich die 
Form eines KettenbruchS. Wie man einem andern ächten 
Bruche die Gestalt eines KettenbruchS geben könne, soll im 
folgenden Paragraphen gezeigt werden.

§.2. Aufgabe.
Einen ächten Bruch, dessen Zähler größer als 1 ist, 

in einen Kettenbruch zu verwandeln.
Auflösung. Der zu verwandelnde Bruch sei 44. Man di- 

vidire Zähler und Nenner durch den Zähler. Geht der 
Nenner durch den Zähler auf (z. B. — i), so ist der 
Bruch schon auf die verlangte Form gebracht. Geht er 
nicht auf, so theile man den Quotienten durch in die 
Ganzen nebst dem zugehörigen ächten Bruche. Hätte dieser 
letzte den Zähler i, so wäre die verlangte Form schon dar­
gestellt, z. B.

OB. -^7-7).
0 -t-

In unserm obigen Beispiel aber giebt diese Rechnung

2 -t» '
Mit diesem Bruch 41 verfahre man gerade so, wie mit dem 

ersten: nämlich
LL — —1— 
" 2-l-^

also - --------------- —
2 -1-----------

2 H
Man setze dieselbe Arbeit mit dem letzten Bruch (14) fort, 

so lange derselbe nicht den Zähler 1 hat. Er muß aber 
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diesen bei Fortsetzung der Arbeit nothwendig erhalten; denn 
die Zähler der so zu behandelnden Brüche (44, rc.) 
werden immer kleiner; da sie aber doch ganze Zahlen blei­
ben/ so muß man nothwendig einmal bei hinlänglicher Fort­
setzung der Rechnung auf einen Bruch mit dem Zähler i 
kommen. Sobald man dahin gelangt/ ist die verlangte 
Form dargestellt.

In unserm Beispiel findet man auf diese Art:

Beweis. Da man in dieser ganzen Rechnung nichts weiter 
that, als daß man den Dividendus und Divisor eines Quo­
tienten gleichvielmal verkleinerte/ so ist aus IV. 9. klar/ daß 
dadurch in dem Werthe des ganzen Bruches nichts verändert 
worden sei.

§.3. Zusatz
Betrachtet man die gemachten Divisionen genauer, 

so zeigt sich bald, daß es keine andern sind, als die, welche 

man machen müßte, wenn man nach V. 8. den größten ge­

meinschaftlichen Divisor zweier Zahlen finden wollte. Die 

hiezu erfoderlichen Divisionen würden folgende sein:

41 97
82
15 41

ZO
11 15

11
-4

8
3
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3 4 1
3
1

0
Man sieht leicht, daß die sämmtlichen Quotienten 2, 2, 

2, 1, 3 nichts anders sind, als die ersten Glieder 

der Nenner in dem obigen Kettenbruch.

Hieraus ergiebt sich eine andere meistens bequemere Art, einen 
gemeinen Bruch in einen Kettenbruch zu verwandeln. Sollte 
z. B. in einen Kettenbruch verwandelt werden, so rechne
man zuerst nach V. 8. wie folgt

2

Aus den Quotienten i, L, 2, 2 ergiebt sich dann der Ket­
tenbruch, nämlich

2 -t-

§.4. Zusatz.

Wäre der gemeine Bruch nicht in den kleinsten 

Zahlen gegeben, so hätte man durch die Divisionen, 
welche V. 8. vorschreibt, sein größtes gemeinschaftliches 
Maaß gefunden; aber man würde durch alle Divisionen 
keine andern Quotienten gefunden haben. Man erhält 

daher immer denselben Kettenbruch, der gemeine Bruch 
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sei in den kleinsten Zahlen gegeben oder nicht; aber die 

Berechnung des Kettenbruchs wird kurzer, wenn der ge­

meine Bruch vorher unter seinen kleinsten Renner ge­

bracht wird.

§.5. Aufgabe.
Eine Reihe von Brüchen zu finden, die sich den; 

Werthe eines gemeinen Bruchs schrittweise nähern, aber 

mit kleinern Zahlen, als dieser geschrieben sind.

Auflösung. Es sei wieder wie §.2. der Bruch gegeben. 
Man mache die §. 3. angegebenen Divisionen, und verfahre 
mit den Quotienten 2,2,1,2, 1,3 nach folgender Vorschrift.

n 
i

>2 Ö 
2 1
1 2
2 Z 
1 8
3 11

äl

6
0
1
2
5 
7

19
26
97

Zuerst setze man diese Quotienten nach der 
Reihe in einer Spalte unter einander.

In einer zweiten Spalte L setze man oben, 
noch über den ersten Quotienten 1; unter L 
aber setze man 0.

Alle übrigen Zahlen dieser Spalte werden 
nach einer einzigen gemeinschaftlichen Regel 
gefunden, nämlich: Man erhält jede folgende

Zahl dieser Spalte/ wenn man einen Quotienten der 
ersten Spalte, mit der danebenstehenden Zahl der 
zweiten Spalte multiplicirt, und zu dem Pro­
dukt/ die nähst höhere der zweiten Spalte addirt. 
So steht neben dem ersten Quotienten 2, in der zweiten 
Spalte o, und über dieser 1; also muß man nach dieser 
Regel rechnen: 2 mal o ist o, und 1 dazu ist 1. Also ist 
neben dem zweiten Quotienten 2 eine 1 zu setzen. Nur» 
rechnet man weiter 2 mal 1 ist 2, und 0 dazu ist 2. Also 
kommt neben den dritten Quotienten 1 eine 2z und man 
rechnet weiter, 1 mal 2 ist 2, und 1 dazu ist 3; ferner 2 
mal 3 ist 6, und 2 dazu ist 8; u. s. f., so wird zuletzt äi 
Herauskommen, welches der Zähler des gegebenen Bruches 
ist, wenn dieser in seinen kleinsten Zahlen gegeben war.

Auf ganz ähnliche Art wird eine dritte Spalte 6 berechnet, 
nur daß oben 0 und 1 geschrieben, wo in der zweiten Spalte 
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umgekehrt 1 und o stand. Die folgenden Zahlen dieser 
Spalte werden völlig wie die der zweiten berechnet; so daß 
eine nähere Entwickelung überflüssig sein würde. Die letzte 
Zahl dieser Spalte ist allezeit der Nenner des gegebenen 
Bruches, wenn dieser in den kleinsten Zahlen gegeben war.

Laßt man nun aus den Spalten L und e, die oben stehenden 
Ziffern o und i weg, so sind die übrigen Zahlen der zwei­
ten Spalte die Zähler, und die zugehörigen der dritten 
Spalte die Nenner von Brüchen, welche sich dem Werthe 
von AH schrittweise nähern, und abwechselnd größer und klei­
ner sind, als AH; namllch. H A^; AH;

< AH; AH AH/ endlich AH — AH.
Den Beweis dieses Satzes versparen wir auf den folgenden 

Paragraphen, empfehlen aber vorher noch einige Beispiele 
zur Übung zu rechnen.

6. Beweis des vorigen Paragraphen.

Um dem Beweise völlige Allgemeinheit zu geben, 

wollen wir ihn nicht auf das Beispiel des vorigen Pa­

ragraphen einschränken, sondern denselben in allgemeinen 

Zeichen führen. Zu dem Ende sollen die Buchstaben s, 
L, e, v, e rc. die Quotienten vorstellen, welche man 
durch die nach §. 3. angestellten Divisionen finden würde. 

Bildet man aus diesen Quotienten einen Kettenbruch so 

ist es folgender:

Den zu führenden Beweis wollen wir in drei Theile 

theilen. 1) Wir wollen den Kettenbruch abkürzen, indem 
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wir erst das ganze zweite Glied des ersten Nenners 

(§. 1.) dann das ganze zweite Glied, des zweiten, des 

dritten Nenners u. s. f. weglassen, und zeigen, daß man 

dadurch eine Reihe abgekürzter Kettenbrüche erhält, 
welche sich dem Werthe des ganzen nähern, aber ab­

wechselnd größer, und kleiner sind. 2) Dann wollen 

wir aus dem angenommenen Quotienten nach §. 5. Nä­

herungsbrüche bilden. Endlich werden wir Z) zeigen, 
daß diese Näherungsbrüche nichts anders sind, als die 

bei Nr. 1. gebildeten abgekürzten Kettenbrüche.

Erster Theil. Läßt man das zweite Glied des ersten Nen­
ners weg, so erhält man den abgekürzten Bruch -er zu 
groß ist, weil sein Nenner zu klein ist.

Läßt man das zweite Glied des zweiten Nenners weg, so ist 
der abgekürzte Bruch

i 
1

in welchem zu groß, folglich das Ganze zu klein ist.
Fährt man auf diese Art fort von jedem folgenden Nenner 

das zweite Glied wegzulassen, so erhält man im Ganzen 
folgende Reihe von abgekürzten Brüchen:
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Und man kann sich sehr leicht überzeugen, daß sie vom er­
sten an, abwechselnd zu groß, und zu klein sind, aber sich 
dem wahren Werthe, den der letzte Bruch ohne Fehler aus- 
drückt immer mehr nähern, weil der ganze Nenner in jedem 
folgenden Bruche dem wahren Werthe des Nenners näher 
kommt als in dem vorhergehenden.

Zweiter Theil. Wir wollen nun auf die Quotienten s, 
8, c, I), e die im fünften Paragraphen beschriebene Rech­
nung anwenden, so ergiebt sich Folgendes:

i (Zähler) o (Nenner)
L 0 1
8 i 2
e 8 »8 -8 1
I) 8c -t- 1 »8c -t- a -t- c
6 8cv -t- 8 -t- 8 a8c0 -j- »8 -s- sv -j- cv -k- 1

8cOc -8 8c -1- 2808« -t- »8c -j- s8e -s- »De
8c -t- De -8 1 -1- cDe -s- » -j- c -s- e.

Das Gesetz dieser Formeln ist nicht schwer zu entdecken, 
wenn man auf den Wechsel der großen und kleinen Buch­
staben aufmerksam ist. Es würde daher keine Schwierigkeit 
haben, nach diesem bloßen Gesetz die Formeln in den bei­
den Spalten Zähler und Nenner weiter fortzusetzen, 
wenn man mehr als 5 Quotienten angenommen hätte.

Die Näherungöbrüche, die man aus dieser Tabelle erhält, sind 
folgende:

2 ' 28 -t- 1' »8c -^- » -s- c ' »8cl)^^^8^^»8^-cl)^^1 '
die beiden untersten Formeln endlich geben:

8c8c 8c -l- 8e -s- Dc -l- 1
Dritter Theil. Vergleicht man nun die im ersten und 

zweiten Theile gefundenen Brüche mit einander nach der 
Reihe, so kann man sich leicht überzeugen, daß die ersten, 
die zweiten, die dritten re. unter sich gleich sind.

». Der erste Bruch ist in beiden Rechnungen derselbe, nämlich 
i
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K. Der zweite abgekürzte Kettenbruch war
1

L -i—— L
Multiplicirt man Zähler und Nenner mit 8/ so erhält man 

8 
28^-1^

welches der zweite im zweiten Theil gefundene Bruch war. 
c. Der dritte abgekürzte Bruch war

1

Um diesen in einen gemeinen Bruch zu verwandeln, verfahre 
man auf folgende Art. Das zweite Glied des Nenners, 
nämlich

1

ist mit dem bei K) betrachteten Bruche von gleicher Form. 
Um daher seinen Werth in der gewöhnlichen Form auszu- 
drücken, darf man nur in der Formel

8
28 -i- 1

Hatt s und 8, respeetive 8 und c setzen, so ergiebt sich:
1 1

1 , o

c
und wenn man Zähler und Nenner mit 8c 1 multivli- 
cirt, so ergiebt sich:

1______ 8c 1
c 28c -j- 2 -s- c
8^H

welches der dritte im zweiten Theile gefundene Näherungs- 
bruch war.
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6. Der vierte abgekürzte Kettenbruch war
1_____ ______

. 12 -t---------------- —8 -i---1  
, 1

Vergleicht matt hier das zweite Glied des NDnerö 
i 

o
mit dem abgekürzten Bruch bei c), so ist klar, daß man 
nur in der bei c) gefundenen Formel

statt -»/ v, c respeetiv v, c, v zu setzen habe. Es ist Häher
i ________  

1
i

und wenn man hier Zähler und Nenner mit Lev -i- 8 
-1- 0 multiplicirt, so erhält man

_______8cv 8 v______
s8cD -I- »8 -s- sO -s- cO -s- 1

welches -er vierte im zweiten Theile gefundene NäherungS- 
bruch war.
Endlich war unser ganzer Kettenbruch

Vergleicht man auch hier das zweite Glied -es Nenners 
mit 6), so ergiebt sich, daß unser ganzer Bruch gleich sei:

1_____
________ cl)e e -s- e
öcve -t- Le -t- Le -z- ve -4- 1
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woraus durch Multiplikation mit
vcvt! -t- Lc -s- 8« -z- 6« -i- 1

-er Werth -es ganzen Bruches wie im zweiten Theile ge- 
funden wird/ nämlich

LcDk! -t- 8c -s- 8e -t- D« -s- 1
28cl)e 28c -j- 28«: 2!)« cOe -j- 2 -z- c -z- e

Da nun im ersten Theil erwiesen worden/ daß die abgekürz­
ten Kettenbrüche sich dem Werthe des ganzen Kettenbruchs 
nach der Reihe näherten/ aber abwechselnd größer und klei­
ner waren/ so gilt eben dieses auch von den im zweiten 
Theile oder nach §. L. gefundenen Brüchen.

Anmerkung. Der Beweis des dritten Theiles kann auch um­
gekehrt geführt werden. Verwandelt man nämlich die im 
zweiten Theil gefundenen Näherungöbrüche nach §. 2. oder 
3. in Kettenbrüche/ so findet man nichts anderes/ als die im 
ersten Theil angegebenen abgekürzten Kettenbrüche.

§.7. Anmerkung.

Die Kettenbrüche haben in der höhern Mathematik 
schon manchen wichtige« Aufschluß gegeben, weswegen 

ihre Theorie hier wohl eine Stelle verdiente. Auch bei 

gemeinen arithmetischen Arbeiten leisten sie zuweilen 

nützliche Dienste, wenn man gemeine Brüche vor sich 
hat, die mit großen Fahlen geschrieben sind, wo man 

dann, wenn die Rechnung nicht absolute Genauigkeit 

fodert, statt eines solchen Bruches, vermittelst der vorge­
tragenen Theorie, Näherungsbrüche finden kann, die mit 

kleineren Zahlen geschrieben sind. Noch bester ist es 
indessen in den meisten Fällen, statt solcher großzahligen 

Brüche zehntheilige zu brauchen.
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Zehnter Abschnitt.
Von Verhältnissen und Proportionen.

Von Verhältnissen.

§. 1. Erklärung.
Man betrachtet das Verhältniß zweier Zahlen 

und L, wenn man sich verstellt, daß ö entstanden 
sei durch Multiplication von und einer dritten 

Zahl 6.

L heißt das Hinterglied, das Vorder- 

glied und 6 der Anzeiger des Verhältnisses.

Daß das Verhältniß zweier Zahlen betrachtet wer­

den soll, wird durch ein dazwischen gesetztes Kolon an­

gedeutet, z. B. : L. Man liest dieses: verhält 
sich zu L, oder noch kürzer zu L.

Diese Begriffe sind im Hefte durch Beispiele in bestimmten 
Zahlen zu erläutern.

Anmerkungen.
t. Wenn man sich vorstellt 8 sei aus durch Division ent­

standen/ so betrachtet man auch das Verhältniß ^:8. Da 
aber nach VI. 19. jede Division in eine Multiplication ver­
wandelt werden kann/ so ist es unnöthig die Division in 
der Erklärung zu erwähnen; auch wird die Theorie einfa­
cher/ wenn man es nur mit einer einzigen Rechnungsart zu 
thun hat.

2. Der Begriff des Verhältnisses ist hier etwas anders erklärt 
worden/ als oben IV. 1., desgleichen in der Geometrie XI.
1. Man wird sich aber durch genauere Vergleichung leicht 
überzeugen können/ daß der Unterschied nicht wesentlich ist.
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3. Dieser ganz bestimmte Begriff eines Verhältnisses verdient 
seiner Wichtigkeit wegen die sorgfältigste Aufmerksamkeit. 
Und dieses um so mehr/ da das Wort Verhältniß nicht nur 
im gemeinen Lebe»/ sondern oft selbst in der Mathematik 
in einem viel unbestimmter» und weitem Sinn / von jeder 
Beziehung/ oder Verbindung gebraucht wird, in der zwei 
Dinge mit einander stehen. Über dieses wird noch gewöhn­
lich in den mathematischen Lehrbüchern, von zwei Arten 
bestimmter Verhältnisse geredet/ die man geometrische 
und arithmetische nennt. Die sogenannten geometri­
schen sind von den hier erklärten nicht verschieden. Arith­
metisch aber nennt man das Verhältniß zweier Zahlen 
und 8/ wenn man untersucht/ wie L aus dadurch ent­
steht/ daß man zu eine gewisse -ritte Zahl 6 addirt. 
Der Verfasser ist der Meinung/ daß sich von den arithme­
tischen Verhältnissen kein irgend bedeutender Gewinn für 
die Wissenschaft nachweisen lasse. Er hat sie daher aus 
diesem Lehrbuche ganz weggelassen/ ist aber überzeugt/ -aß 
man -ennoch deswegen nicht das allergeringste Wesentliche 
vermissen wird.

L. Endlich bemerken wir/ -aß wir auf alle bei einem Verhält­
niß vorkommende Zahlen (Dor-erglied, Hinterglied und An­
zeiger), den Begriff des Gegensatzes anfänglich nicht an- 
wenden/ sondern sie als absolute Zahlen betrachten wollen.

§.2. Erklärung.

Wenn man zwei Zahlen und L, einmal in der 

Ordnung : L, und dann in umgekehrter Ordnung 
L zusammenstellt, so heißt eines dieser Verhältnisse 

das umgekehrte (oder das verkehrte) des andern.

Diese Erklärung ist im Hefte durch ein Zahlenbeispiel zu er­
läutern; dann sind noch folgende Fragen zu beantworten : 
Haben umgekehrte Verhältnisse gleiche Anzeiger? Darf man 
sie gleiche Verhältnisse nennen?
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§.3. Zusatz.

Die drei Zahlen, welche bei der Betrachtung eines 
Verhältnisses vorkommen (Dorderglied, Hinterglied und 

Anzeiger), stehen in einem solchen Zusammenhänge unter 

einander, daß, wenn zwei derselben gegeben sind, die 
dritte allezeit gefunden werden kann.

Wie viel Aufgaben entspringen hieraus? Wie lautet jede? Wie 
wird sie aufgelöst? — Die Beantwortung dieser Fragen er- 
giebt sich unmittelbar aus der Erklärung des Verhältnisses 
in Verbindung mit den ersten Begriffen vom Multipliciren 
und Dividiren.

Die Auflösung jeder Aufgabe ist theils in bestimmten Zahlen, 
theils in unbestimmten Zeichen anözuführen. Zum Behuf 
dieser letzten Auflösungsart benenne man die obigen drei 
Größen mit drei beliebigen Buchstaben, und zeige, wie der 
Werth einer jeden durch die beiden übrigen ausgedrückt 
werden könne.

Anmerkung. Wenn man das Hinterglied eines Verhältnisses 
nicht durch einen einzelnen Buchstaben bezeichnet, sondern 
es durch das Dorderglied und den Anzeiger ausdrückt, so er­
hält man eine allgemeine Bezeichnung eines Verhältnisses, 
die zur Führung vieler Beweise ungemein bequem, und da­
her besonders zu merken ist.

§.4. Zusatz.

Für die Gleichheit zweier Verhältnisse ergeben sich 

aus dem bisherigen folgende einfache Kennzeichen. Zwei 
Verhältnisse sind gleich:

a. wenn sie gleiche Anzeiger haben;

d. wenn beide einem dritten gleich sind.

Das erste folgt unmittelbar ans dem Begriff des Verhält­
nisses. Denn wenn zwei Verhältnisse denselben Anzeiger

Fischers Math, Rechenkunst. S
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haben, so ist die Entstehung des Hintergliedeö aus 
dem Vordergliede gleich; und hierin besteht das Wesen 
des Verhältnisses.

Das zweite ergiebt sich unmittelbar aus dem ersten, und ist 
(eben so wie das erste selbst), durch ein bestimmtes Zahlen- 
beispiel zu erläutern.

5. Zusatz.

Das Verhältniß von Eins zum Anzeiger, ist dem 

Verhältniß des Vordergliedes zum Hintergliede gleich.
Man drücke zuerst den Sinn des Satzes in allgemeinen Zei­

chen aus, so ergiebt sich die Richtigkeit aus §. ä. 2.

§.6. Lehrsatz.
Wenn man beide Glieder eines Verhältnisses (^: 8) 

durch eine und dieselbe dritte Zahl (n) multiplicirt, oder 

dividirt, so haben die Products oder die Quotienten 
dasselbe Verhältniß als die gegebenen Zahlen.

Auch hier darf man nur den Inhalt des Satzes in allgemei­
nen Zeichen ausdrücken, so ergiebt sich die Richtigkeit 
aus §. ä.

Zusatz. Folglich haben die Gleichvielfachen zweier 

Größen, oder die gleichvielten Theile derselben, eben 
das Verhältniß, als die Größen selbst.

§.7. Aufgabe.

Ein gegebenes Verhältniß, in welchem das Dorder- 

glied oder das Hinterglied oder beide Bruchgestalt ha­

ben, durch zwei ganze Zahlen auszudrücken.
Anleitung zur Auflösung. Man übersieht leicht, daß 

vermittelst §. 6. ein und dasselbe Verhältniß auf unzählig 
viele Arten zum Theil durch ganze, zum Theil durch ge- 



Verhältnisse und Proportionen. 275

brochne Zahlen ausgedrückt werden könne. Aber nicht je­
der solcher Ausdruck ist zur Betrachtung oder Rechnung be­
quem. So erhält man allezeit eine anschaulichere Vorstel­
lung von einem Verhältniß, wenn es in ganzen möglichst 
kleinen Zahlen, als wenn eö in Brüchen ausgedrückt ist. 
Nun ist aus VI. t. K. i. bekannt, daß man zu jedem Bruch 
einen Multiplikator finden kann, wodurch man ein ganzes 
Product erhält. Ist also ein Verhältniß gegeben, in wel- 
chem Brüche vorkommen, so wird man aus §.6. leicht be­
urtheilen, wie sie wegzuschaffen sind.

Dieses ist im Hefte an zwei Beispielen auszuführen, wo in 
dem einen nur ein Glied, im andern aber beide gebrochen, 
oder aus Ganzen und einem Bruche gemischt sind.

Im ÜbungShefte sind aber mehr Beispiele der Art zu rechnen.

§.8. Aufgabe.

Ein in beliebigen Zahlen gegebenes Verhältniß so 

umzuändern, daß entweder das Vorderglied oder das 

Hinterglied Eins wird.

Anleitung zur Auflösung. Im vorigen Paragraphen 
mußte man multiplieiren; hier dividiren. Wie? ergiebt sich 
sehr leicht, wenn man überlegt, wodurch man eine gegebene 
Zahl dividiren müsse, wenn der Quotient 1 werden soll.

Dieses ist im Hefte auszuführen, und auf zwei Beispiele an- 
zuwenden, wo in dem ersten das Vorderglied, in dem an­
dern das Hinterglied, die Größe i erhalten soll.

Anmerkung. Das Glied, welches nicht Eins werden soll, 
wird in den meisten Fällen die Gestalt eines Bruches oder 
einer gemischten Zahl erhalten. Dieses hindert nichts, denn 
ein solcher Ausdruck giebt doch eine sehr anschauliche un­
deutliche Vorstellung von -er Größe eines Verhältnisses. 
ES ist aber zur Rechnung meistens bequem, dieses Glied 
nicht in gemeinen sondern in zehntheiligen Brüchen auözu- 
-rücken, wenn es gleich auf diese Art oft nicht ohne Feh­
ler auögedrückt werden kann. Aber auch dieses schadet we­
der der Deutlichkeit noch der Genauigkeit, weil im ersten

S 2
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Abschnitt gezeigt worden/ wie der Fehler des Abkürzens so 
klein gemacht werden kann, als man will.

Im Übungshefte sind daher mehrere Beispiele in vieler Art 
zu berechnen.

L. Don Proportionen.

§.9. Erklärung.
Wenn man zwei gleiche Verhältnisse durch das 

Gleichheitszeichen verbindet, so nennt man solche Zusam­

menstellung von vier Größen eine Proportion, und 
der Anzeiger jedes Verhältnisses heißt der Anzeiger der 

Proportion.
Nach dem bisher Dorgetragenen kann es nicht schwer sein, 

ein Paar gleiche ZahlenverhalMisse ausfindig zu machen, 
und durch Verbindung derselben den Begriff und die Be­
zeichnung einer Proportion anschaulich zu machen.

Außerdem ist es aber noch nöthig, eine Proportion in unbe­
stimmten Zeichen darzustellen. Dieses kann zwar schon durch 
vier einzelne beliebige Buchstaben geschehen, die man nur 
richtig durch die Derhältnißzeichen und das Gletchheitzei- 
chen verbinden muß; aber viel ausdrucksvoller geschieht es, 
wenn man das erste Glied, das dritte Glied, und den An­
zeiger mit beliebigen Buchstaben bezeichnet, und dann das 
zweite und vierte Glied nach §.3.Anm. ausdrückt.

§. 10. Zusa tz.

In jeder Proportion kann man, ohne die Propor­

tionalität anfzuheben,
1. die beiden Verhältnisse vertauschen;

2. die beiden Verhältnisse umkehren.

Das erste ergiebt sich unmittelbar aus dem Begriff einer Pro­
portion 8.9.

Das zweite folgt eben daraus in Verbindung mit 8.2.
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§.11. Z u sa tz.

Aus jeden zwei gleichen Brüchen oder Quotienten 
kann man eine Proportion bilden.

Denn man kann jeden Bruch allezeit als den Anzeiger eines 
Verhältnisses betrachten, dessen Vorderglied der Nenner 
und dessen Hinterglied der Zähler ist (§.3.); woraus sich 
leicht ergiebt, wie die Glieder -er Proportion zu stellen sind.

Dieses ist im Hefte durch ein Beispiel zu erläutern.

§.12. Lehrsatz.

In jeder Proportion ist das Product der 
änßeren Glieder dem Product der innern 
gleich.

Anleitung zum Beweise. Man bezeichne eine Proportion 
nach der §. 9. am Ende beschriebenen Art, in welcher 
Form sie offenbar ein Stellvertreter aller möglichen Propor­
tionen ist. Man bilde alsdann das Product, sowohl des er­
sten und vierten, als des zweiten und dritten Gliedes, so 
fällt die Richtigkeit -es Satzes in die Augen.

Anmerkung. Dieser Lehrsatz ist eben so wichtig, als sein Be­
weis leicht. Daher gehe man nicht zu flüchtig über ihn 
weg. Besonders empfiehlt der Verfasser den ganzen Be­
weis nochmals zu wiederholen, aber nicht in Zeichen, son­
dern in bloßen Worten und Begriffen. Nämlich aus §. 3. 
weiß man, daß das zweite sowohl, als -aö vierte Glied im­
mer als ein Product von zwei Factoren betrachtet werden 
kann. Drückt man nun diese Factoren nicht durch Zeichen, 
sondern durch Worte aus, so kann man leicht sagen, was 
für Factoren das Product des ersten und vierten Gliedes, 
desgleichen -aö Product -es zweiten und dritten enthalte; 
und hieraus ergiebt sich, Laß jedes dieser Producte aus den­
selben drei Factoren bestehe.
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§.13. Lehrsatz.
Vier Zahlen bilden eine richtige Propor­

tion, wenn das Product der äußeren Glieder, 

dem der inneren gleich ist.

Anleitung zum Beweise. Der Beweis dieses Lehrsatzes, 
der, wie man leicht sieht, die Umkehrung des vorhergehen­
den ist, läßt sich auf mehrere Arten führen; unter andem 
auf folgende.

Man nenne die vier Zahlen 2, I», c, 6. Nimmt man nun an, 
wie der Satz fodert, »ä --- t»e, und dividirt diese beide» 
Produkte durch das Produkt des ersten und dritten Gliedes 
also durch sc, so erhält man zwei gleiche Quotienten oder 
Brüche, aus welchen sich dir Richtigkeit der Proportion, 
vermittelst 8.11. ableiten läßt.

Zusatz^ Hieraus ergiebt sich, wie man aus zwei 
gleichen Producten Proportionen bilden könne, wenn je­

des dieser Products zwei Factoren enthält.
Man muß nämlich die Factoren des einen Products zu äuße­

ren, und die des andern zu innern Gliedern machen; dann 
läßt sich unser Lehrsatz anwenden.

Da nichts leichter ist als zwei gleiche Produkte zu bilden, 
(z. B. 6.8 ---- 4.12, oder 1. ä8 ----- 3.16 u. dgl. m.), so 
gewinnt man durch unsern Lehrsatz ein äußerst leichtes Mit­
tel, eine Menge richtiger Proportionen zu bilden, wovon in 
diesem Abschnitte viele Anwendungen gemacht werden kön 
nen.

Dieses ist im Hefte durch Beispiele zu erläutern, auch wird 
man bei einigem Nachdenken leicht auösindig Machen, wie 
viele richtige Proportionen sich aus zwei gleichen Produkten 
auf diese Art machen lassen.

Anmerkung. Die Lehrsätze §.12. und 13. sind wichtig, nicht 
bloß für diesen Abschnitt, sondern für den ganzen arithme­
tischen Theil der Mathematik.
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§.14. Aufgabe.

Das vierte Glied einer Proportion zu finden, wenn 

die drei ersten gegeben sind.

Auflösung. Man nenne die drei ersten Glieder », b, «, 
und das gesuchte vierte x; so wird x gefunden, wenn man 
nach einer von folgenden Formeln rechnet:

X ; oder X -- —c; oder X — —b. 2 2 2
Der Sinn jeder dieser drei Regeln ist in Worten auszu- 

sprechen.
Anleitung zum Beweise ihrer Richtigkeit. Die ge­

suchte Größe x muß so bestimmt werden, daß --- c:x. 
Ist aber diese Proportion richtig, so ist nach ß. 12. »x -- 
l>c. Dividirt man beiderseits durch s, so läßt sich leicht 
zeigen, daß man die erste Formel erhält.

Dann läßt sich aus IV. 26. zeigen, daß die zweite und dritte 
Formel nichts anders geben können als die erste; welches 
auözuführen ist.

Im NbungShefte sind mehrere Beispiele zu rechnen, wobei 
man zu den drei ersten Gliedern, ganz beliebig, ganze Zah­
len, Brüche, gemischte Zahlen anwenden kann. Wer ge­
lernt hat, wie man mir Brüchen multipliciren und dtvidi- 
ren müsse, der wird mit jedem solchen Exempel leicht fertig 
werden: denn die in der Auflösung ausgedrückten Regeln 
gelten für alle mögliche Fälle.

Selbst bei Buchstabenformeln sind diese Regeln anwendbar, 
und der Verfasser empfiehlt im Übungsheft auch einige 
Beispiele dieser Art zu rechnen, räth aber nur sehr ein­
fache Formeln, z. B.

, . L L -I- b . ,a -z- b; s -4- »b; —-— u. dgl. M.
anzuwenden.

Anmerkung. Diese Aufgabe enthält die mathematische Theo­
rie, -er aus den praktischen Rechenstunden bekannten Regel 
de tri, bei welcher allezeit eine Proportion zum Grunde 
liegen muß.
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§.15. Z u sa tz.
In jeder Proportion darf man allezeit 

die innern Glieder (oder wenn man will auch 

die äußern) mit einander vertauschen.

Dieser sehr wichtige Satz ist eine unmittelbare Folge aus
12. und 13., und durch ein Beispiel zu erläutern.

§- 16. Zusatz.
Wenn die Glieder und Anzeiger von Verhältnissen 

und Proportionen nicht, wie bisher, als bloße (unbe- 
nannte) Zahlen betrachtet, sondern auf bestimmte Arten 
von Größen angewendet werden sollen, so ist folgendes 

zu bemerken.

1. Der Anzeiger ist in jedem Falle für eine 
unbenannte Zahl zu nehmen, da er nichts weiter anzeigt, 
als die Entstehungsart des Hintergliedes aus dem Dor- 
dergliede.

2. Giebt man aber dem Vorderglied eine beliebige 

Benennung, so erhält das Hinterglied dieselbe Benen­

nung (III. 5.).

5. Giebt man zwei beliebigen Zahlen als Dorder- 
gliedern zweier Verhältnisse ganz beliebige ungleiche 

Benennungen, multiplicirt aber beide mit demselben An, 

zeiger, so erhält man zwei gleiche Verhältnisse, oder 

eine Proportion, wo die beiden ersten Glieder Größen 

von ganz anderer Art sind, als das dritte und vierte 
Glied.

4. Verwechselt man in einer solchen Proportion 
nach §. 15. die beiden innern Glieder, so kommen in 
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jedem der beiden Verhälnisse ungleichartige Größen 

zusammen, welches nach Nr. 2. nicht statt findet. Dem- 

ohngeachtet ist die Vertauschung der innern Glieder auch 

in diesem Falle zulässig, wenn man entweder nur die 
Zahlen, nicht die Benennungen der innern Glieder ver­

tauscht, oder, was noch einfacher ist, alle Glieder der 
Proportion als unbenannte Zahlen betrachtet. Denn 
in der That sind die Begriffe von Verhältniß und Pro­

portion unmittelbar nur auf Zahlen anwendbar, apf 
andere Arten von Größen aber nur mittelbar, in so 

fern nämlich die Größen durch Zahlen vorgestellt wer­

den.

Jeder dieser Sätze ist im Hefte durch ein bestimmtes Beispiel 
zu erläutern.

e. Veränderungen einer Proportion durch 
Umstellung der Glieder.

§.17. Lehrsatz.
Vier proportionale Zahlen sind in acht Umstellun­

gen proportional.

Anleitung zum Beweise. Die vier gegebenen proportio­
nalen Zahlen seien a : K --- c: 6, so läßt sich zeigen, daß 
man jedes der vier Glieder in die letzte Stelle bringen 
kann.

In der gegebenen Proportion ist 6 in der letzten Stelle. Kehrt 
man beide Verhältnisse um (§. io. n. 2.), so kommt c in 
die vierte Stelle. Vertauscht man in der gegebenen Pro­
portion die beiden Verhältnisse (§. io. n. i.) so kommt b in 
die letzte Stelle. Wenn man endlich die Verhältnisse zu­
gleich vertauscht und umkehrt (§. io. n. 1,2.), so kommt s 
in die letzte Stelle.
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Auf diese Art hat man vier proportionale Stellungen. Da 
man aber in jeder derselben noch die mittlern Glieder ver­
tauschen darf (§.15.)/ so ist klar daß man acht proportio­
nale Stellungen erhält.

Dieses ist im Hefte entweder an der obigen Buchstabenpropor­
tion/ oder auch an einer bestimmten Zahlenproportion voll­
ständig auszuführen.

0- Veränderungen durch Addition und Subtraktion.

§. 18. Lehrsatz.
Bei jeder beliebigen Anzahl gleicher Verhältnisse 

verhält sich die Summe aller Vorderglieder, zur Summe 

der Hinterglieder, wie irgend eines der Vorglieder zu 

seinem Hintergliede.
Anleitung zum Beweise. Wenn die gegebenen Verhält­

nisse/ wie vorausgesetzt wird/ gleich sind/ so haben sie alle 
denselben Anzeiger §. 2. Man bezeichne also diesen mit ei­
nem Buchstaben. Dann bezeichne man jedes Vorderglied mit 
einem eigenen Buchstaben/ so lassen sich die sämmtlichen Hin- 
terglieder nach §. 5. ausdrücken. Addirt man alsdann alle 
Vorderglieder und alle Hinterglieder/ so fällt in die Augen 
(§.3.)/ daß das Verhältniß der Summen denselben Anzei­
ger/ als die einzelnen Verhältnisse habe.

Dieses ist im Hefte vollständig auszuführen.

§.19. Z U s a tz.
In jeder Proportion verhalt sich

1. die Summe des ersten und dritten Gliedes 

zur Summe des zweiten und vierten, wie das erste zum 
zweiten, oder wie das dritte zum vierten Glied; und

2. eben so verhält sich die Differenz des ersten 

und dritten Gliedes, zur Differenz des zweiten und 

vierten.
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Man drücke eine Proportion allgemein dadurch aus, -aß man 
den Anzeiger nebst den Vordergliedern der beiden Verhält­
nisse bezeichnet, und hiedurch die Hinterglieder auödrückt/ 
so fällt in die Augen

1. daß der erste Theil nichts als eine Anwendung von Z. 18. 
auf zwei gleiche Verhältnisse sei/ und

2. -aß sich der Beweis des zweiten Theils gerade so, wie 
K.iL. führen lasse.

§.20. L e h r sa H.
Mit jeder Proportion lassen sich durch Addition 

und Subtraktion, noch folgende fünf Hauptveränderun­

gen vornehmen.
1. Die Summe des ersten und zweiten 

Gliedes verhalt sich zum ersten Gliede, wie die 

Summe des dritten und vierten Gliedes zum 

dritten Gliede.
2. Die Gumme des ersten und zweiten 

Gliedes zum zweiten Gliede, wie rc.

3. Die Differenz des ersten und zweiten 
Gliedes zum ersten Gliede, wie rc.

4. Die Differenz des ersteu und zweiten 

Gliedes, zum zweiten Gliede, wie rc.

5. Die Summe des ersten und zweiten 
Gliedes zur Differenz derselben Glieder, 

wie rc.
Im Hefte sollen zuerst die im Buche abgebrochenen Sätze 

vollständig ausgesprochen werden, was sehr leicht ist, wenn 
man bemerkt, daß mit dem dritten/ und vierten Gliede je­
derzeit das nämliche gemacht werden müsse, was mit dem 
ersten und zweiten gemacht wird.

Den Beweis führt man am füglichsten auf folgende Art. 
Man bezeichne die vier Glieder der gegebenen Proportion, 
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mit vier einzelnen Buchstaben, als » : K c: 6, so weiß 
man aus §.12., -aß sä -- dc.

Hierauf wende man einen der fünf Sätze auf diese Propor­
tion an, und multiplicive in der so veränderten Proportion 
die äußern und die innern Glieder, so wird man finden, 
daß (unter -er Voraussetzung «6 — -c) auch diese Pro­
ducts gleich sind; woraus die Richtigkeit -er Proportion 
nach §. iz. folgt.

Bei §. L. übersehe man -ie Vorzeichen nicht, welche die Glie­
der -er Produkte haben.

Anmerkung. Da rede der erwiesenen Proportionen in allen 
acht Umstellungen, -ie man nach §. 17. machen kann,'rich­
tig bleibt, so ist klar, -aß vermittelst §. 17. und 19 aus ei­
ner einzigen Proportion, nicht weniger als 48 Proportionen 
(diö Umstellungen -er gegebenen mitgezählt) gemacht 
werden können.

Da es sehr nöthig ist sich in der Anwendung der Proportions­
lehre zu üben, so sollen im Übungshefte wenigstens aus 
einer Buchstaben- oder Zahlenproportion alle 48 Propor­
tionen abgeleitet werden.

L. Veränderung der Glieder durch Multi- 
plieation und Division.

§.21. Z u sa tz.
Wenn man in einer Proportion, entweder
1. das erste und zweite Glied, oder

2. das dritte und vierte, oder

3. das erste und dritte, oder
4. das zweite und vierte Glied, oder endlich

5. alle vier Glieder

durch eine und dieselbe Größe multiplicirt, oder di- 

vidirt, so erhält man jederzeit wieder eine richtige 

Proportion.
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Alles dieses folgt unmittelbar aus früher erwiesenen Sätzen, 
welches im Hefte bestimmt nachzuweifen, und durch Bei­
spiele zu erläutern ist.

Zu dem Ende bemerke man folgendes
Nr. i. und 2. folgt unmittelbar aus §. 6. und 9.
Bet Nr. 3. und 4. vertausche man erst nach §. 15. die mitt­
lern Glieder, dann wende man §. 6. an, und vertausche in 
der veränderten Proportion nochmals die mittleren Glieder. 
Nr. 5. endlich folgt wieder unmittelbar aus §. 6. und 9.

Anmerkungen.
1. Da diese Sätze richtig bleiben, man mag, was für Zahlen 

man will, als Multiplikatoren oder Divisoren anwenden, so 
ist klar, daß aus einer einzigen Proportion eine unzählige 
Menge andrer gemacht werden kann. Ja, wenn man §. 15. 
17.20. und 21. zusammennimmt, so ist es möglich aus jeder 
Proportion, jede andere abzuleiten. Zur Übung ist daher 
zu empfehlen, daß man sich zwei ganz beliebige richtige Zah- 
lenproportionen wähle, und im Übungshefte versuche, wie 
man vermittelst der angeführten Sätze eine aus der andern 
aufs kürzeste ableiten könne.

2. Wer den Satz (VI. 19. Anm.), daß jede Division in eine 
Multiplikation verwandelt werden könne, recht sicher und 
deutlich gefaßt hat, der kann im Beweise die Division ganz 
unerwähnt lassen, und nur zu Ende in Ansehung der Divi- 

' sion auf VI. 19. zurückweisen. Nur muß, wer von diesem 
Vortheil Gebrauch machen will, bereit sein, dem Lehrer auf 
-er Stelle diese Verwandlung auf das vollständigste aus­
einander zu setzen.

k. Zusammensetzung der Verhältnisse und 
Proportionen.

§.22. Erklärung.
Verhältnisse und Proportionen zusammensetzen 

heißt, die gleichvielten Glieder beider mit einander mul- 

tipliciren, um daraus neue Verhältnisse und Propor­

tionen zu bilden.
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Diese Erklärung ist durch die Zusammensetzung zweier Ver­
hältnisse und zweier Proportionen zu erläutern; wobei es 
hier noch unentschieden bleibt, von welcher Größe das zu­
sammengesetzte Verhältniß, desgleichen ob die zusammenge­
setzte Proportion eine richtige sei.

§.23. Lehrsatz.
Wenn zwei oder mehr beliebige Verhältnisse zusam­

mengesetzt werden, so ist der Anzeiger des zusammenge­
setzten Verhältnisses das Product von den Anzeigern 
der gegebenen Verhältnisse.

Anleitung zum Beweise. Man bezeichne zwei oder meh­
rere Verhältnisse nach §. 3. durch das Vorderglied, und den 
Anzeiger, dann setze man die Verhältnisse in dem Sinne von 
§.22. zusammen, und untersuche den Anzeiger -es zusam­
mengesetzten Verhältnisses nach §. 3., so fällt die Richtigkeit 
-es Satzes in die Augen.

§. 24. Zusatz.

Wenn man zwei oder mehr beliebige Proportionen 

znsammensetzt, so bilden die vier Producte wieder eine 

richtige Proportion, deren Anzeiger das Product von 

den Anzeigern der gegebenen Proportionen ist.
Der Satz folgt so unmittelbar aus dem vorhergehenden in 

Verbindung mit §.9., daß eine nähere Anleitung zum Be­
weise überflüssig sein würde.

§.25. Lehrsatz.

Wenn in einer ganz beliebigen Folge von Größen 

das Verhältniß jeder zwei auf einander folgenden durch 
beliebige Zahlen gegeben ist, so ist das Verhältniß der 
beiden äußersten zusammengesetzt aus den Verhältnissen 

jeder zwei auf einander folgenden.
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Anfang des Beweises. Die gegebene Folge von Größen 
sei 8, 6, 0/ L. Es sei ferner gegeben das Verhältniß 
^:8---m:n;8:0 — 6:O —
V : V/ so ist zu beweisen -aß : 8 --- MPI-V :
Man setze alle gegebenen Proportionen unter einander, wie 
folgt : 8 — in : n

8 6 — x r <i
L : v --- r s 
O: 8 v :

Dann setze man diese Proportionen nach §. 22. zusammen, 
so wird sich die Richtigkeit der zu erweisenden Proportion 
ergeben, wenn man die beiden Dorderglieder durch die Fak­
toren, die sie gemein haben, nach §. 21.N. 1. dividirt.

§.26. Zusa tz.

Wenn sich unter den Zahlen m, x, r, v eine oder 

die andere findet, welche sich gegen eine oder die andere 
der Zahlen n, s, heben läßt, so kann dieses vor 

der Zusammensetzung geschehen, denn man sieht leicht 
ein, daß dadurch der Werth des zusammengesetzten Ver­
hältnisses : L oder mxrv nicht geändert

wird.
Da die Zusammensetzung der Verhältnisse häufig vorkommt, 

so empfiehlt der Verfasser folgende Arbeit für das Übungs- 
heft.

Man zeichne einige kurze Linien von übrigens ganz beliebig 
unregelmäßiger Folge nahe neben einander in senkrechter 
oder wagrechter Lage/ und bezeichne sie mit den Buchstaben

8, 6 re. Darauf vergleiche man und 8 nach dem 
Augenmaaße, und suche ihr Verhältniß so genau wie mög­
lich durch zwei ganze Zahlen m und n auszudrücken. Eben 
so verfahre man mit 8 und 6, und überhaupt mit jeden 
zwei aufeinander folgenden Linien. Dann setze man die so 
erhaltenen Verhältnisse oder Proportionen in der Gestalt 
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auf, wie es §. 2L. geschehen ist/ und setze sie mit Rücksicht 
auf §. 26. zusammen. Hat man so ein Paar Zahlen gefun­
den/ die sich wie die erste und letzte Linie verhalten solle»/ 
so vergleiche man diese Linien selbst wieder nach dem Au­
genmaaße/ und sehe;»/ ob das gefundene Verhältniß wenig­
stens einigermaßen mit der Rechnung stimmt. Eine genaue 
Übereinstimmung ist begreiflich nicht zu erwarten; aber in 
der mehrern oder mindern Übereinstimmung hat man ein 
Mittel/ die Genauigkeit seines Augenmaaßes zu prüfen.

6. Don -er umgekehrten Proportionalität.

§.27. Erklärung.
Wenn zwei Größen L und v mit zwei andern 

und L in dieser Ordnung proportional sind, so daß 
L — 6 : v, so sagt man die Größen 6 und v seien 

den Größen und L gerade proportional.

Muß man aber das Verhältniß 6 : v umkehren 
(§.2.), um es dem Verhältniß gleich zu machen, 

so daß : L --- v : 6, so sagt man, daß die Größen 

6 und v gegen und L verkehrt proportional 

sind.
Verkehrte Verhältnisse kommen selbst in der praktischen Re­

chenkunst häufig vor/ und es beruhet darauf der Begriff der 
verkehrten Regel de tri. Sie entstehen, wenn zwei 
Arten von Größen in solcher Verbindung mit einander ste­
hen/ daß/ wenn man die eine vergrößert/ die andere in 
demselben Verhältniß kleiner wird: d. h. wenn man 
die eine zweimal/ dreimal rc. größer macht/ die andere 
eben so vielmal kleiner wird. Hat man daher nur deut­
liche Begriffe von den Größen selbst unb ihrem Zusammen­
hänge, so kann man eö leicht beurtheilen, ob sie gerade 
oder verkehrt proportional sind.
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Zur Erläuterung mag folgendes Beispiel dienen. Wenn man 
ein Kapital verdoppelt/ so verdoppelt sich auch bei 
ungeänderten Procenten der einjährige Zins; also stehen 
Kapital und Zinsen bei übrigens gleichen Umständen in 
geradem Verhältniß. Verdoppelt man aber wieder 
ein Kapital/ so trägt es bei ungeänderten Procenten/ schon 
in einem Halden Jahre so viel Zinse«/ als vorher in 
einem ganzen; also steht Kapital und Zeit/ bei übrigens 
gleichen Umstanden in verkehrtem Verhältniß.

In dem Hefte mag man dieses Beispiel/ nur mit Hinznfügnng 
bestimmter Zahlen für Kapital/ Zins und Zeit, zur Erläute­
rung brauchen. Noch besser aber ist eS/ wenn durch Nach­
sinnen andere Arten von Größen ausfindig gemacht werde»/ 
wobei gerade und verkehrte Verhältnisse statt finden.

§.28. Lehrsatz.

Wenn die Größen 6 und v, mit und L verkehrt 

proportionirt sind, so sind ihre umgekehrten Werthe 

(VI. 16.) mit und L gerade proportionirt.

Oder in Zeichen: Wenn ---v r <7, so ist

Zum Beweise ist nichts weiter nöthig/ als daß man das zweite 
Verhältniß der ersten Proportion durch das Product'ci) 
Nach §. 6. dividirt.

Anmerkung. Man kann also jedes.verkehrte Verhältniß in 
einem jeden Fall in ein gerades verwandeln. So wir- z.B. 
in der Naturlehre gezeigt/ daß; die erleuchtende Kraft einer 
Lichtflamme, mit der Entfernung .ahnehme/ und zwar be­
stimmt in verkehrtem Verhältniß mit den Quadratzahlen der 
Entfernung Denke ich mir alsqznzei Entfernungen/, die sich 
wie 2:Z verhalten (z.B. 8 Fuß und 12 Fuß), so verhält 
sich der Lichtstrom in jdiesen Entfernungen verkehrt wie 
4:9/ also gerade wi/e ^:

Fischer'S Math. Rechenkunst. ?
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§. 29. Zusatz.
Bei den Anwendungen der Mathematik auf wirk­

liche Gegenstände, finden die Begriffe von geraden und 

verkehrten Verhältnissen sehr häufig Anwendung. Sel­

tener in der reinen Mathematik. Um so sorgfältiger 
sind die Fälle zu bemerken, wo sie sich anwenden lassen. 

Dahin gehören folgende.

1. Cin Dividendus und Quotient, stehen bei 
ungeändertem Divisor in geradem Verhältniß. Der 

Divisor und Quotient, stehen bei ungeändertem Di­

videndus in verkehrtem Verhältniß.

2. Die Werthe zweier Brüche stehen bei gleichen 
Nennern in geradem Verhältniß der Zähler; bei glei­

chen Zählern hingegen in verkehrtem Verhältniß der 

Nenner.
Z. Wenn zwei Brüche ungleiche Zähler und Nen­

ner haben, so ist das Verhältniß ihrer Werthe zusam­

mengesetzt aus dem geraden der Zähler, und dem 

verkehrten der Nenner.

Anleitung zum Beweise dieser drei Sätze.
1. Der erste Satz ergiebt sich aus IV. 8. verglichen mit 8. 27. 

des gegenwärtigen Abschnitts.
2. Der zweite Satz ergiebt sich aus dem ersten in Verbin-un- 

mit iv.
r. Der dritte Satz bedarf einer besondern Anleitung. Man 

wähle zwei beliebige Brüche in Zahlen oder Buchstaben, 
z.B. und und drücke das zu untersuchende Verhält­
niß ihrer Werthe durch aus. Hierauf bilde man 
einen dritten Bruch, so daß er mit dem ersten einerlei Nen­
ner, und mit dem zweiten einerlei Zähler habe, also . 
Den Werth dieses Bruches nenne man Nach dieser Vor- 
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bereituna lassen sich die Verhältnisse x : 2 und 2 : v beide 
nach Nr. .2. Ausdrücken. Seht man nun diese Verhältnisse 
ngch 22. zusammen/ so ergiebt sich daraus das Verhältniß 
x:; und die Richtigkeit des Satzes.

Dieses alles ist im Hefte auszuführen.
Anmerkung. Auch in der Geometrie findet sich Veranlassung 

zur Anwendung dieser Begriffe.
Wenn zwei'Dreiecke oder Parallelogramme gleich groß sind, 

so verhalten sich ihre Höhen verkehrt wie die Grundlinien- 
u. dgl. m.

tt. Von den Vorzeichen bei Verhältnissen 
und Proportionen.

30. Anmerkung.
Wir haben in diesem ganzen Abschnitte (wie schon 

§. 1. Anm. 4. erinnert worden) die Glieder und Anzei­

ger der Verhältnisse und Proportionen als bloß abso­

lute Zahlen betrachtet; aber es ist noch zu überlegen 

ob und auf welche Art man auch den Begriff des Ge­

gensatzes auf diese Größen anwenden, also ihnen Vor^ 

zeichen geben dürfte.
Es ist leicht einzusehen, daß dieses jederzeit unbe­

denklich geschehen dürfe. Denn aus allem bisher Vor- 

gctragenen, besonders aus §.16., geht hervor, daß man 

die Glieder und Anzeiger der Verhältnisse und Propor, 

tionen'jederzeit als bloße (uubenannte) Zahlen betrachten 
könne, ja im Grunde betrachten müsse. Aber bloße 
Zahlen sind nach VII. 1 — 6. die eigentlichste Art von 
Größen, wobei der Begriff des Gegensatzes Anwendung 

findet.
Da übrigens in der Buchstabenrechnung (VII. und 

VIII.) die Regeln der Vorzeichen für alle Rechnungs­

T 2
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arten erklärt sind, auch gezeigt wprden ist, daß die Be­

griffe der Rechnungsarten in der allgemeinen Rechen­
kunst keine andern sind, als die in der Fahlenrechnung, 

so folg: schon hieraus, daß man alle im Vordergründen 
mit absoluten Fahlen vorgenommenen Rechnungen, auch 

werde machen können, wenn man den jedesmal gegebe­

nen Größen Vorzeichen giebt.

Die beiden ersten Absätze diese- Paragraphen bedürfen keiner 
schriftlichen Erläuterungen. Um aber den Sinn des letzte» 
Absatzes einzusehen, wähle man nach §. Z. von den drei Zah­
len, die bei einem Verhältniß vorkommen, zweie als gegeben, 
und versehe sie mit Vorzeichen, so fällt in die Augen, daß 
die dritte Zahl nicht nur ihrem abioluten Werthe nach, 
sondern auch den Vorzeichen nach völlig bestimmt sei.

Eben so wähle man nach §. i4. drei beliebige Zahlen als die 
drei ersten Glieder einer Proportion, und versehe sie mit 
beliebigen Vorzeichen, so ist klar, daß matt auch auf diese 
drei Zahlen die Auflösung des vierzehnten Paragraphen an­
wenden könne, und daß dadurch auch das vierte Glied sei» 
ganz bestimmtes Vorzeichen erhalte.

Es ist daher nur noch im folgenden Paragraphen zu zeige», 
wie sich der Gebrauch der Vorzeichen bei Proportionen auf 
ein Paar ganz einfache Regeln zurüaführen lasse.

§.31. Lehrsatz.

Die richtige Anordnung der Vorzeichen hängt bei 

einer Proportion von folgenden zwei einfachen Re­
geln ab.

1. Wenn die Glieder des vorangehenden Verhält­

nisses gleiche Vorzeichen haben, es sei -I—k-, oder 
--------- , so müssen auch die Glieder des nachfolgenden 

gleiche Vorzeichen haben, es mögen nun dieselben wie 
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im vorangehenden Verhältniß, oder die entgegengesetz­

ten sein.
2. Haben aber die Glieder des ersten Verhält, 

nisses entgegengesetzte Vorzeichen, -1------ , oder------- i-,

so müssen auch die des zweiten entgegengesetzte Vorzei­

chen baben, es sei nun in derselben Ordnung, als in 

dem vorangehenden, oder in entgegengesetzter.
Anleitung zum Beweise. Da nach K. lä. durch die drei 

ersten Glieder das vierte völlig bestimmt ist/ so ist «s nicht 
schwer zu übersehen, daß acht mögliche Fäll« zu betrachten 
sind. Denn wenn

1. das erste Verhältniß gleiche Vorzeichen hat/ so können diese
-«-/ oder-- sein. In beiden Fällen kann aber das 

dritte Glied -l- oder — haben; welches also vier Fälle 
giebt.

2. Sind die Zeichen des ersten Verhältnisses entgegengesetzt/ so 
kann es -1— oder —»- sein. In redem dieser Fälle kann 
aber wieder das dritte Glied entweder -l- oder — haben, 
welches wieder vier Falle giebt.

Man wähle daher für das Heft eine beliebige Zahlen-Pro­
portion, und ordne die Vorzeichen der drei ersten Glieder 
nach den eben erörterten acht Fällen. Dann berechne man 
bei jedem nach §. i4. das vierte Glied mit Rücksicht auf 
die Vorzeichen, so wird sich die Richtigkeit der beiden obi­
gen Regeln in jedem einzelnen Fall bestätigen.

Elfter Abschnitt.
Don Quadratzahlen, und Quadratwurzeln.

ä. Erhebung aller Arten von Zahlen ins Quadrat.

§. 1. Erklärung.
Quadratzahl, Quadratwurzel, und Bezeichnung beider.
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Diese Erklärungen sind schon oben VM. 2. gegeben worden, 
und hier im Hefte nur ausdrücklich zu wiederholen.

§.2. Zusatz.
Vermöge der Erklärung kann nicht nur jede Zabl 

sondern auch jede Formel durch Multiplikation mit sich 

selbst ins Huadrat erhoben werden.

Wie ganze Zahlen ohne oder mit Decimalbrüchen, oder bloße 
Decimalbrüche ins Quadrat erhoben werden können, bedarf 
keiner besonder« Erörterung.. Nur bemerken wir vorläufig, 
daß in.diesem Abschnitt eine, ganz eigenthümliche Art, viel- 
ziffrige Zahlen zu quadriren gelehrt werden wird. Wie 

"ächte und' «ächte Brüche zu. guadriren sind, wird unten 
§.10. gezeigt.

Hier sind also nur einige eingliedrige und zweiqlie^ 
drige Formeln ins Quadrat zu erheben. Als Muster 
setzen wir folgende hinzu: ») eingliedrige-l-3ab;—5-, 

u.s.f. L) zweigliedrige L-i-bj L —b;
S»—^»4 — 1; u. dgl. m.

§. 3. L - h k s a tz.
Das Hnadrae einer vielgliedrige» (polynomischen) 

Formel läßt sich durch folgende Formel vorstellen.

tt.)
-1- 2^8 -^-8^

-s-2(^-i-8)6 -l-(^
-I-2 -b-8-I-6) v -i-v"

^2(^-^8-b-c-s-v)L -K-L»

^MyN alsy eine vielgliedrige Größe ins Quadrat erhoben wer­
den soll, so besteht dasselbe 1) aus dem Quadrat des ersten 
Stücks; 2) aus dem doppelten Product des ersten und 
zweiten Stücks nebst dem Quadrat des zweiten,, u. s. f.
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Dieser wörtliche Ausdruck des Satzes muß zuerst im Hefte 
vollständig niedergeschrieben werden/ damit jedem der Sinn 
der Formel deutlich sei. Auch muß man suchen die Zusam­
mensetzung eines Quadrats aus mehrern Stücken ins Ge­
dächtniß zu fassen/ welches wegen der Regelmäßigkeit/ in 
welcher die Glieder auf einander folgen/ nicht schwer ist.

Anleitung zum Beweise. Man erhebe ins Quadrat
1. ^-^-8, nach VHI.20. ES wird sich zeigen/ daß das gefun­

dene mit den zwei ersten Zeilen der zu erweisenden Formel 
übereinftimmt.

2. (ä -4- 8) Q welches gleichfalls nach VIII. 20. geschieht/ 
wenn man -t- 8) als ein Stück betrachtet. Das erste 
Glied dieses Quadrats ist (^-*-8)-» dafür setze man das bei 
Nr. 1. gefundene. Was man so findet/ stimmt mit den drei 
ersten Zeilen der zu erweisenden Formel.

z. -4- 8-z-6)-i-O wieder nach VIH. 20./ indem man
-l- 8 6) als ein Glied betrachtet/ Das erste Glied

-ieseö Quadrats ist O-4-8 Setzt man dafür das 
bei Nr. 2. gefunden«/ so erhält man die vier ersten Zeilen 
der zu erweisenden Formel.

Man sieht leicht wie diese Schlüsse weiter fortzusetzen sind, 
und daß man sie auf so viele Glieder/ als man will/ wird 
auödehnen können.

§. L. Zusatz.

Die Anzahl der Glieder, aus welchen das so ent­

wickelte Quadrat besteht, ist um 1 kleiner als die dop­

pelte Anzahl der Wurzeltheile.
Oder in Zeichen: wenn die Wurzel aus n Gliedern 

besteht, so enthält das Quadrat 2n— 1 Glieder.

Man darf nur das im vorigen Paragraphen entwickelte poly­
nomische Quadrat aufmerksam betrachten, um sich von der 
Richtigkeit zu überzeugen. Dieses ist im Hefte deutlich zu 
machen.
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§.5. Lehrsatz.
Wenn man sich unter den Theilen der Wurzel ein­

zelne Ziffern verstellt, wie sie in einer Zahl der 
Reihe nach auf einander folgen, und man nimmt jede 

derselben nur nach ihrem einfachen Namenwerthe, und 

bildet dann nach §. 6. das Quadrat, so laßt sich er­

weisen,
I. daß der erste Posten des Quadrats, als eine 

einzige Zahl gelesen, Einheiten von einer noch einmal 

so hohen Ordnung enthalte, als die höhste Ziffer der 

Wurzel,
2. daß jeder der übrigen Posten, als eine einzige 

Zahl gelesen, Einheiten von der nähst niedrigern Ord­

nung, als der nähst vorhergehenden Posten, enthalte.

Beweis. Wenn wir die im dritten Paragraphen gebrauchten 
Zeichen beibehalten, so fei z. B. ä eine Ziffer der elften, 8 
der zehnten, 6 der neuttten höheren Ordnung u.s. f., so iß 
zu beweisen,

i. dah der höhste Posten des Quadrats, nämlich von der 
zwei nnd zwanzigsten Ordnung sei. Dieses ergiebt sich aber 
unmittelbar aus lll. 16.17.

2. däß jeddr folgende Posten um eine Ordnung niedriger sei 
als der vorhergehende. Auch dieses ergiebt sich leicht aus 
III. 16.17. Denn wenn von der elften, 8 aber von der zehn­
ten Ordnung ist, so ist und 2^8, als eine Zahl gele­
sen, von der ein und zwanzigsten Ordnung. Ferner ist 8» 
vou der zwanzigsten Ordnung, da 8 von -ek zehnten ist. 
In dem folgenden Gliede 2 0 -1-8)6 ist ^-1-8 als eine 
Zahl gelesen, von derselben Ordnung als 8, also von der 
zehnten (I. ist.». 2.), 6 aber von -er neunten, also das Pro- 
duct 20-1-8)6 von der neunzehnten Ordnung, u. s. f. 
Man übersieht leicht, wie diese Schlüsse bis zum letzten Po­
sten des Quadrats fortgesetzt werden können.
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Dieser Beweis ist im Hefte vollständig auszuführen 1 aber es 
müssen den Ziffern der Wurzeln andere Ordnungen als hier 
-eigelegt, auch wohl eine andere Anzahl von Wurzeltheilen 
(z. B. 4 oder 6) gewählt werden. Wer es vorzüglich gut 
machen will/ versuche den Beweis in unbestimmten Zeichen 
zu führen/ indem er annimmt sei eine Ziffer der nten, 
8 der (» —i)ten/ 6 der (n —2)ten, v der (n —3)ten 
Ordnung rc. Denn ist es nicht schwer zu beweisen/ daß der 
erste Posten des Quadrats von der 2nten, der zweite von 
der 2n —iten/ der dritte von der 20 —2ten Ordnung 
n. s. f. sei.

§. ü. Zusatz.

Aus dem vorigen Paragraphen ergiebt sich eine 

Methode, das Quadrat einer mehrziffrigen Zahl, nicht 

durch Multiplikation der Wurzel mit sich selbst, sondern 

durch eine ganz eigenthümliche Rechnung zu machen.

ES sei z. B. das Quadrat von 38568 zu machen, so macht 
38568 man zuerst das Quadrat der höbsten Ziffer
------ (3) also 9/ welches der erste Posten des

L 48 Quadrats ist. Hierauf das doppelte Pro-
C .64 -uct der ersten und zweiten Ziffer 2.3.8
0 .380^ — 48, welches der zweite Posten 8, und
x ''4^0 um eine Stelle gegen die rechte Seite ein-
k ..... 36 zurücken ist. Dann folgt das Quadrat von
13 ...61696 8, also 64 (6). Weiter das doppelte Pro-

- duct der beiden ersten Ziffern als eine Zahl
118,190624 gEn, dritten, also 2 . 38 . 5 --

380 (I)); dann das Quadrat von 5/ also 25 (8), u. s. f. 
Jeder Posten ist um eine Stelle weiter gegen die rechte 
Seite einzurücken, und am Ende sind aLe Posten zu ad- 
diren.

Eine ähnliche Anwendung des Satzes ist in dem Haupthefte zu 
machen, nur ist dazu eine andere selbstgewählte Wurzel, die 
allenfalls nur vierziffrig sein kann, anzunehmen, die Rech­
nung aber ist bis zum letzten Posten zu beschreiben.
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Im Übungöhefte aber sind mehrere auch größere Beispiele »u 
rechne«/ um Fertigkeit in der Rechnung zu erlangen. Denn 
obgleich diese Art zu rechnen in den meisten Fällen nicht 
kürzer ist/ als dir Multiplication der Wurzel mit sich selbst, 
so ist sie doch in wissenschaftlicher Rücksicht sehr wichtig. 
Besonders ist eö nicht möglich/ über die Regeln der Wurzel- 
qusziehung recht ine Klare zu kommen/ wenn man nicht diese 
Erhebung ine Quadrat vollkommen kennt.

Anmerkung. Die hier erklärte Rechnung ist das erste Bei­
spiel einer Potenzirung, als einer eigenen einfachen 
Rechnungsart.

§-7. Zusatz.
Enthält die Wurzel Ganze und Decimalbrüche, so 

ergiebt sich während der Rechnung selbst die Stelle des 

Komma. Es muß nämlich hinter denjenigen Posten ge­

setzt werden, welcher das Huadrat der Einer enthält.

Wäre z.B. das Quadrat von 8Z,O7 zu suchen so rechnet man 
wie mit ganzen Zahlen, aber nach dem Posten 
9/ der das Quadrat von 3 Einern ist, muß das 

6^3 Komma gesetzt werden. Doch kann man auch 
9, während der Rechnung das Komma ganz aus 

o -er Acht lassen, und erst nach Endigung der 
ii 620 im Quadrat doppelt so viele Brüche

/ 49 abschneiden, als die Wurzel enthält, wovon der 
6900,62^9 Grund in III. 17. liegt. (Daß hier der vierte 

und fünfte Posten o sein muß, ist leicht einzu- 
sehen. Der vierte ist es, weil das doppelte Product von o 
und 83 nichts als o sein kann, -er fünfte ist es, weil das 
Quadrat von o, nichts als o sein kann.)

Im Hauptheft ist eine ähnliche Erläuterung an einem selbst- 
gewählten Beispiel zu geben.

Im Übungöhefte sind mehrere Beispiele zu rechnen.
Anmerkung. Diese Rechnung setzt voraus, -aß man das 

Quadrat jeder einziffrigen Zahl im Gedächtniß 
hab?) welches aber schon aus dem Einmaleins bekannt ist.
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§.8. Z u sa tz.
Besteht die Wurzel aus bloßen zehntheiligen Brü­

chen, so ergiebt sich aus NI. 16. sogleich, von welcher 

Ordnnng das Quadrat der höhsten Wurzelziffer sei. Und 
hieraus ergiebt sich sogleich, wie viele Nullen man die­
sem ersten Posten vorsetzen müsse, um ihm seinen wah­

ren Werth zu geben. Die Rechnung selbst ist völlig wie 

bei ganzen Zahlen.
Es sei das Quadrat von 0,0^7 zu machen, so 

0-0^7 ist die erste geltende Wurzelziffer4 von der zwei- 
^ 00 ten, also ihr Quadrat 16 von der vierten Bruch- 

^9 ordnung: also 0,0016. Man kann aber auch 
0,00 2209 hier die Stellung des Komma bis zu Ende der 

Rechnung verspäten, und gerade so rechnen, als 
ob man das Quadrat der ganzen Zahl 47 machrn sollte. 
Dann schneidet man im Quadrat doppelt so viele Bruch- 
ziffern ab, als in der Wurzel sind.

Auch dieser Zusatz ist im Haupthefte durch ein selbstgewähltes 
Beispiel auf ähnliche Art deutlich zu machen.

Im Übungsheft aber sind mehrere Beispiele dieser Art durch- 
zurechnen.

§.9. Lehrsatz.
Jedes Quadrat einer Zahl, die aus mehren gelten­

den Ziffern besteht, hat entweder doppelt so viele geltende 

Ziffern als die Wurzel, oder doppelt so viele weniger 

einer.

Oder in Zeichen: wenn die Wurzel n geltende Zif­

fern hat, so hat das Quadrat entweder 2n oder 2n —1 
geltende Ziffern.

Damit keine Dunkelheit über den Wortsinn dieses Satzes 
bleibe, ist es nöthig zuerst siH an die Erklärung des Aus­
drucks geltende Ziffern 1.zu erinnern.
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Beweis. Da wir in den vorhergehenden Paragraphen ge­
sehen haben, daß die Stellung des Komma auf die Rech­
nung selbst nicht den geringsten Einfluß habe, so ist es völ­
lig hinreichend, den Beweis bloß auf ganze Zahlen zu be­
schränken.

Gesetzt es sollte das Quadrat einer flebenziffrigen Zahl ge­
macht werden, so ist zu beweisen, daß es entweder 1Z oder 
iä Ziffern haben muffe. Dieses läßt sich zwar ohne Schwie­
rigkeit aus der im sechsten Paragraphen erklärten Rechnung 
ableiten; noch kürzer und einfacher wird aber der Beweis 
durch folgende Betrachtung.

Die kleinste siebenztffrige Zahl ist i mit 6 Nullen, also ihr 
Quadrat 1 mit 12 Nullen oder die kleinste dreizehnziffrige 
Zahl. Die kleinste achtziffrige aber ist 1 mit 7 Nullen, also 
ihr Quadrat 1 mit Nullen oder die kleinste funfzehn- 
ziffrige Zahl. Jede andere siebenziffrige Zahl ist größer als 
1 mit 6 Nullen, aber kleiner als 1 mit 7 Nullen. Folglich 
muß ihr Quadrat größer sein als die kleinste dreizehnziffrige 
Zahl, aber kleiner als die kleinste funfzehnziffrige, folglich 
muß es entweder 13 oder 14 Ziffern haben.

Dieser Beweis ist im Hefte, auf eine andere Anzahl von Wur­
zelziffern anzuwenden. Auch würde es nicht zu schwierig 
sein, wenn Jemand versuchen wollte den Beweis in allge­
meinen Zeichen zu führen. Zu dem Ende müßte zuerst ge­
fragt werden, aus was für, und aus wie vielen Ziffern die 
kleinste uziffrige Zahl bestehe; desgleichen aus welchen und 
wie vielen Ziffern ihre Quadrate bestehen; dann würde sich fin­
den, daß das Quadrat jeder andern »ziffrigen Zahl, entwe­
der aus 2n —1, oder aus 2n Ziffern bestehen müsse.

§.10. Zusa tz.
Wie ein gemeiner ächter oder unächter Bruch, oder 

eine gemischte Zahl ins Quadrat zu erheben sei, ergiebt 

sich unmittelbar aus §. 2. verglichen mit VI. 13.

Im Hefte ist wörtlich auszudrücken, und auf Beispiele anzu­
wenden, 1) wie ein Bruch, er sei äche vder unächt, ins
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Quadrat erhoben werde, 2) wie man zu rechnen habe, wenn 
eine gemischte Zahl ins Quadrat erhoben werden soll.

§.11. Lehrsatz.

Wenn sich der Zähler und Nenner eines ächten oder 
unächten Bruchs nicht heben läßt, also in den kleinsten

Zahlen geschrieben ist, so läßt sich auch der Zähler 

Nenner seines Quadrats nicht heben, und ist in 

kleinsten Zahlen ausgedrückt.

Beweis. Der Bruch sei n so ist sein Quadrat

und 

den

Läßt
sich nun nicht heben, so sind und K entweder absolute 
oder relative Primzahlen.

Sie seien zuerst absolute Primzahlen, so folgt aus V. iä., daß 
sä weder Lurch K noch durch Kb theilbar sei.

Sie seien relative Primzahlen, so zerfälle man sie in ihre ein­
fachen Factoren, und es sei etwa » — aL/, und l» -- ä-, 
so ist

und - -

Dann ist wieder aus V. 14. klar, daß der Zähler -es Qua­
drats mit dem Nenner keinen gemeinsamen Divisor habe, 
also in den kleinsten Zahlen ausgedrückt sei.

Dieser Beweis ist im Hefte zu wiederholen; nur sind statt der 
unbestimmten Zeichen bestimmte Zahlen zu wählen. Es ist 
klar, daß nun zwei Brüche gebraucht werden müssen, einer 
wo Zähler und Nenner absolute, und ein anderer, wo sie 
relative Primzahlen sind.

§.12. Lehrsatz.
Wenn eine Wurzel größer als 1 ist, so ist das 

Quadrat größer als die Wurzel: nur das Qua­

drat von 1 ist der Wurzel gleich.
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Je nachdem aber die Wurzel eine ganze oder ge­
mischte Zahl ist, wird auch das Quadrat eine eben solche 

Zahl sein.
Anleitung zum Beweise.

1. Der erste Theil des Satzes ergiebt sich unmittelbar aus 
III. 3. wenn man annimmt, daß das Quadrat durch Multi- 
plieation gemacht werde.

2. Bei dem zweiten Theil des Satzes ist es wieder aus III- 3. 
unmittelbar klar/ daß das Quadrat einer ganzen Zahl selbst 
eine gaUze Zahl sein müsse.

3. Ist aber die Wurzel eine gemischte Zahl z. B.
s -i-

und der Bruch in den kleinsten Zahlen ausgedrückt/ so 
richte man ihn (nach VI. 1. ü.) ein. Dieses giebt

Lc -3- I»
c

Betrachtet man diesen unächten Bruch (nach IV. 1't.) als 
einen Quotienten/ so sieht man leicht ein/ daß(^-s-K) und 
c keinen gemeinsamen Divisor haben können. Denn hatten 
sie einen solchen so müßte nach V. 6., auch K und c diesen 
gemeinsamen Divisor haben/ welches gegen die Voraus 
setzung ist. ES ist also der Bruch

sc -I- b

und folglich nach §. ii. auch sein Quadrat in den kleinsten 
Zahlen ausgedrückt. Dividirt»man nun in dem Quadrat 
den Zähler durch den Nenner/ so kann die Rechnung nicht 
aufgeheN/ und das Quadrat muß daher nothwendig eine ge­
mischte Zahl sein.

Im Hefte ist Nr. i. und vollständiger auszuführen. Bei 
Nr. 3. aber ist statt der unbestimmten Zeichen ein bestimm« 
teS Zahlenbeispiel anzunehmen.

Anmerkung. Sollte Jemandem die Anwendung von V. ü. 
bei Nr. 3. nicht deutlich sein, so erwäge man Folgendes. 
Nach dem Vorhergehenden hat man
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Hier ist (»c -z- d) ein Dividendus, c ein Divisor, und 
L ein Rest der bet der Division bleibt.

§.13. Lehrsatz.
Wenn eine Wurzel kleiner als 1 ist, so ist das 

Quadrat kleiner als die Wurzel, also in jedem 
Fall ein ächter Bruch.

Der Beweis ergiebt sich, wie bei Nr. 1. des vorigen Paragra­
phen unmittelbar aus HI. 3. und ist im Hefte auszuführen.

Znsptz. Aus §.12. und 13. folgt umgekehrt, daß, 

so wie eine Zahl größer oder kleiner als 1 ist, auch 

ihre Wurzel größer oder kleiner als 1 sei, aber in bei­

den Fällen dem Werthe von 1 näher liege als das 

Quadrat.

L. Von vollkommenen und unvollkommenen 
Quadrat - Zahlen.

§ 1ä. Erklärung.
Eine ganze Zahl nennt man eine vollkommene 

Quadratzahl, wenn die Wurzel derselben eine ganze 

Zahl ist.
Ein ächter oder unächter Bruch ist ein vollkom­

menes Quadrat, wenn in seiner kleinsten Benennung 

sowohl Zähler als Nenner vollkommene ganze Quadrat­

zahlen sind.
Jede andere ganze oder gebrochene Zahl heißt eine 

unvollkommene Quadratzahl.

Jeder dieser Begriffe ist im Hefte durch ein Beispiel zu er­
läutern.

Anmerkung. Eine Tafel aller vollkommenen ganzen Quadrat- 
zahlen würde man also erhalten, wenn man von allen Zah­
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len der natürlichen Zahlenreihe o, i, 2, z rc. die Quadrate 
berechnet, und diese Arbeit/ so weit man gut findet/ fort- 
setzt.

Es ist nützlich/ dem Hefte eine solche kleine Tafel beizufügeN/ 
etwa von o - --- o bis 20 — üoo.

§. 15. Zusatz.

Wenn man eine vorliegende ganze Zahl nach 

V. 32. in ihre einfachen Factoren zerlegt, so kann man 
nicht nur entscheiden, ob die Zahl eine vollkommene 
Huadratzahl sei, sondern Man kann auch, wenn sie eine 

solche ist, ihre Wurzel sehr leicht angeben.
Wenn eine ganze Zahl die einfachen Factoren «, «, 7 ,e.

enthält, so muß ibr Quadrat die einfachen Factoren 
a«, rc. enthalten. In einer vollkommnen Qua-
dratzahl müssen also die sämtlichen einfachen Factoren, jeder 
paarweise, enthalten sein. Kommt also irgend ein Fac- 
tor nur einzeln, oder in einer ungeraden Zahl vor, so ist 
die Zahl eine unvollkommene Quadratzahl. Sind aber alle 
Factoren paarweise da, so kann man sie leicht in zwei 
gleiche Produkte theilen, von denen jedes die Quadrat­
wurzel der Zahl ist-

Dieses ist im Hefte an einem bestimmten Beispiel zu erläu­
tern. Man wähle zuerst eine zusammengesetzte Zahl zur Wur- 
zelgrbße, berechne auf einem Nebenblatt ihr Quadrat ent­
weder durch Multiplikation, oder besser nach 8. 6. Die so 
gefundene Zahl ist nun im Hefte als Beispiel zu brauchen. 
Sie muß also regelmäßig nach V. Z2. in ihre einfachen Fac­
toren zerlegt, und dann gezeigt werden, daß sie eine voll­
kommene Quadratzahl/ und welches ihre Wurzel sei.

§.16. Zusa tz.

Aus §. 14. und 15. ergiebt sich, wie es möglich 

sei einen gemeinen ächten oder unächten Bruch, des­

gleichen einen zehntheiligen Bruch, oder eine aus dan-
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-en und zehntheiligen Brüchen bestehende Zahl zu prüfen, 
ob sie eine vollkommene Qüadratzahl sei.

Dieses ist im Hefte zu erläutern i) durch ein Beispiel von ei­
nem gemeinen ächten Bruch, 2) durch einen unächten Bruch 
oder gemischte Zahl/ Z) durch einen Decimalbruch/ 4) durch 
eine Zahl, die aus Ganzen und zehntheiligen Brüchen be­
steht.

Anmerkungen.
1. Wenn man einen zehntheiligen Bruch ins Quadrat erhebt/ 

so enthält das Quadrat in jedem Falle doppelt so viele 
Bruchziffern als die Wurzel. Hat man daher eine unge­
rade Anzahl von Bruchziffern/ so ist die Zahl in jedem Fall 
eine unvollkommene Quadratzahl/ wenn gleich die ganze 
Zahl/ welche nach Weglöschung des Komma bleibt/ eine voll­
kommene Quadratzahl wäre.

L. Man bemerke hier noch ein Paar Kennzeichen/ durch welche 
man zwar nicht in allen/ aber Loch in sehr vielen Fällen 
entscheiden kann/ -aß «ine vorliegende Zahl eine unvoll­
kommene Quadratzahl sei.

2. Jede ganze Zahl/ die sich auf 2, z, 7 oder 8 endet/ 
ist eine unvollkommene Quadratzahl. Denn wenn man die 
Quadratzahlen aller einztffrigen Zahlen von o bis 9 durch­
geht/ so findet sich/ daß sich keine auf die genannten vier 
Zahlen endet. Daher kann auch die letzte Ziffer einer voll­
kommenen ganzen Quadratzahl nie eine dieser vier Ziffern 
sein.

t». Ferner ist jede ganze Zahl eine unvollkommene Qua- 
tratzahl/ wenn sie am Ende eine ungerade Anzahl von 
Nullen hat. Denn man begreift leicht. Laß eine ganze 
Zahl, die am Ende Nullen hat/ mit sich selbst multiplieirt 
im Quadrat jederzeit eine gerade Anzahl von Nullen er­
halte.

c. Endlich ist auch jede ganze Zahl eine unvollkommene 
Quadratzahl, wenn sie zwar am Ende eine gerade Anzahl 
von Nullen hat/ die niedrigste geltende Ziffer aber eine der 
vier oben genannten ist. Denn man kann jede solche Zahl 
in zwei Factoren Zerfällen/ von denen der eine/ aus i mit

Fischer s math. Rechenkunst. U
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einer geraden Anzahl von Nullen besteht/ also eine vollkom­
mene Quadratzahl ist. Wenn nun der andere Factor, der 
aus den übrigen geltenden Ziffern besteht/ nach Nr. 1. eine 
unvollkommene Quadratzahl ist/ so ist auch die ganze Zahl 
eine solche.

Wenn eine Zahl aus Ganzen und zehntheiligen Brüchen 
besteht/ und die Anzahl der Bruchztffern ist ungerade, so 
ist die Zahl eine unvollkommene Quadratzahl. Der Grund 
ist ein ähnlicher als Nr. 2. Denn schreibt man einen solchen 
Bruch in der Gestalt eines gemeinen Bruchs, so ist der 
Nenner nach Nr. 6. eine unvollkommene Quadratzahl. Hängt 
man aber dem Zähler und Nenner eine Null an/ so wird 
zwar der Nenner eine vollkommene/ der Zähler aber in je­
dem Fall/ nach Nr. 2. eine unvollkommene Quadratzahl.

e. Hat endlich eine solche Zahl zwar eine gerade Anzahl 
von Bruchziffern/ aber die niedrigste Ziffer ist wieder 2, 3, 
7 oder 8/ so ist die Zahl eine unvollständige Quadratzahl/ 
wie man leicht einsieht/ wenn man die Zahl in Gestalt ei­
nes gemeinen Bruches schreibt/ und mit Nr. 2. vergleicht.

c. Ausziehung der Quadratwurzel aus voll­
kommenen Quadratzahlen.

z. 17. Aufgabe.
Aus einer vielziffrigen Zahl, die eine vollkommene 

ganze Huadratzahl ist, die Wurzel zu ziehen.
Auflösung. ES sei z.B. aus der §.6. gefundenen vollkom­

menen Quadratzahl 1 487 490 624 die Wurzel zu ziehen, so 
hat man folgende Rechnung zu machen.

1/1^87 49^24 --- 38568

6-^87°
8.(1.544^

76- 43 49
V.L. .38 25 ^. ..

770- 5 2406
x.O...4 62 36 ..

7712^) 6 l 70 24
U. l.... 61 70 24

0

Zuerst theilt man/ von 
den Einern auS/ die 
Zahl in Klassen von zwei 
Ziffern. So viele Klassen 
man erhält/ so viele Ziffern 
hat die Wurzel (§. 9.)/ und 
aus eben so vielen Abschnit­
ten besteht die Rechnung. 
Vor die gegebene Zahl kann
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man das Wurzelzeichen/ hinter dieselbe das GleichheitSzei- 
chen schreiben. Der erste dieser Abschnitte bat seine eigene 
Regel/ die übrigen werden nach einer gemeinsamen Regel 
geführt.

1. Die Regel des ersten Abschnitts ist: unter den Quadraten 
aller einziffrigen Zahlen (8. 7. Anm.) wählt man das grcßeste 
(9), welches sich von der hbhsten Klasse (iä) abziehen laßt. 
Die Wurzel dieses Quadrats (t) ist die erste Ziffer der Wur­
zel/ und wird hinter das Gleichheitszeichen gesetzt. Das 
Quadrat (9) selbst/ wird von der hbhsten Klasse (iä) sub- 
t.ahirt.

2. Die Regeln des zweiten Abschnitts gelte»/ Wort vor Wort/ 
auch für die übrigen; nämlich:

». Zu dem Rest des vorigen Abschnitts (5), setzt man die 
näbste Klasse (87) herunter. '

b. Man verdoppelt den ganzen schon gefundenen Theil 
der Wurzel.(5), und setzt das Product (6) vor die nach a) 
entstandene Zahl (587).

c. Man untersucht (IV. 18.), wie oft die bei b) gefun­
dene Zahl (6)/ in der bei a) gefundene»/ doch mit Weglas- 
sung der letzten Ziffer/ (also in 58) enthalten sei. Die so 
gefundene Ziffer (weiche in unserer obigen Rechnung eigent­
lich 9 sein würde/ wofür aber aus sogleich anzugebenden 
Gründen 8 gesetzt wird,) ist die nähste Ziffer der Wurzel/ 
also hinter das Gleichheitszeichen zu setzen.

6. Diese eben gefundene Wurzelziffer (8) erhebt man ins 
Quadrat (64). Ist dieses einziffrtg/ so setzt man es ganz 
unter die letzte Ziffer (7) der bei s) entstandenen Zahl. Ist 
es aber zweiziffrtg (wie 64), so setzt man nun die Einer (4) 
unter die gedachte Ziffer/ und behält die Zehner (6) im 
Sinn.

e- Den bei b) gebildeten Divisor (6) multiplicirt man 
hierauf mit der zuletzt gefundenen Wurzelziffer (8), und 
zählt zu dem Product (ä8) die im Sinn behaltenen Zehner 
(6- hinzu. Den Ertrag (54) schreibt man vor dre bei kl) 
gefundene Ziffer, und subtrahirt die so entstandene Zahl 
(L44)/ von der darüber stehenden (587); so ist die Rechnung 
des Abschnitts geendigt.

U 2
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Hiebe» ist nun noch folgendes zu bemerken. Da man die 
zweite und alle folgende Ziffern -er Wurzel (nach c) ei­
gentlich durch eine Division findet, so kann man, wie bei 
-er gemeinen Zahlen-Division in vielen Fällen eine Ziffer 
um 1 zu groß finden. So ist schon oben bei c) bemerkt 
worden, daß in dem zweiten Abschnitt die Division ei­
gentlich 9 giebt. Macht man aber mit dieser 9 die bei 6) 
und e) vorgeschriebene Rechnung, so kommt unter 587 die 
Zahl 621 zu stehen, welche von 587 nicht subtrahirt werden 
kann. Dieses ist der Grund, warum man 8 statt 9 zur zwei­
ten Wurzelziffer annehmen muß.

Man darf übrigens nur den dritten, und die folgenden Ab­
schnitte aufmerksam durchgehen, um sich zu überzeugen, daß 
die bet s) 6) c) 6) «) gegebenen Regeln auf jeden Abschnitt 
passen, wenn man nur alles was in Klammern eingeschloffen 
ist, wegläßt.

Ist die gegebene Zahl wirklich eine voükommene Quadratzahl, 
so muß die Rechnung im letzten Abschnitt aufgehen.

Beweis. Um nun deutlich einzusehen, daß man durch diese 
Rechnung die richtige Wurzel unfehlbar finde, hat man seine 
Aufmerksamkeit hauptsächlich auf die sämmtlichen subtrahir- 
ten, und in der Rechnung mit vc, l)L, ro, m be­
zeichneten Stücke zu richten, von denen sich zweierlei bewei­
sen läßt; erstlich daß vc -k- VL -z- kO m zu­
sammen der gegebenen Zahl (1 487 490 624) gleich sei; zwei­
tens, daß eben diese Posten zusammen das vollständige Qua­
drat der gefundenen Zahl (38568) auemachen.

1. Die Richtigkeit des ersteren fällt in die Augen, wenn man 
alle abgezogene Zahlen nach dem wahren Werthe betrachtet, 
-er ihnen vermöge -er Stellen, wo sie stehen, zukommt. Zu 
diesem Zweck darf man nur statt der Punkte, die um meh­
rerer Deutlichkeit willen hinter die Posten gesetzt sind, Nul­
len setzen. Dann fällt in die Augen, -aß zuerst von -er 
gegebenen Zahl der Posten (der aus 9 mit 8 Nullen be­
steht, subtrahirt worden. Der Rest ist daher eigentlich 
587 490 624, von welchem aber nur die drei ersten Ziffern 
zur Fortsetzung der Rechnung nöthig waren. Von diesem 
Rest ist ferner im zweiten Abschnitt L L subtrahirt worden. 
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und es blieb der Rest 43 490 624. Von diesem ist im drit­
ten Abschnitt VL subtrahirt worden/ wobei der Rest 
5 240 624 blieb. Im vierten Abschnitt ist hievon kO abge­
zogen worden, und es blieb der Rest 617 024. Hievon ist 
endlich im fünften Abschnitt 617 024 abgezogen worden.

Geht also hier die Rechnung auf/ so ist klar/ daß die sämmt­
lichen abgezogenen Stücke zusammen so groß sind/ als die 
Zahl von der man sie abgezogen hat/ also daß

-i- vc -i- VL -I- kO -I- ttl) --- 143749062'4.
2. Überlegt man ferner/ wie jeder dieser abgezogenen Posten 

entstanden ist/ und vergleicht dieses mit der umgekehrten 
Rechnung §.6./ so wird es leicht klar/ daß eben diese Po­
sten zusammen dem Quadrat der gefundenen Zahl 38 568 
gleich sind. Zur Erleichterung der Vergleichung sind hier 
und §.6. die übereinstimmenden Stücke mit denselben Buch­
staben bezeichnet. Es ist aber nöthig die Posten einzeln/ 
nach ihrer Entstehung/ durchzugehen.

Der Posten ist hier und 8.6. das Quadrat der höhsten Wur- 
zelztffer 3/ und enthält in beiden Rechnungen Einheiten der 
achten höhern Ordnung.

Der Posten ve besteht aus zwei Stücken. Zuerst wurde das 
Quadrat der zweiten Wurzelziffer (8) gemacht. Dieses ist 
also der Posten 6 des sechsten Paragraphen/ und dieser ist 
hiev/ wie dort/ um zwei Stellen rechts eingerückt. Nun ist 
zwar 64 nicht ausgeschrieben/ da aber die Zehner (6) im 
Verfolg der Rechnung zugezählt worden/ so ist in 344/ al­
lerdings 64 vollständig enthalten. Zieht man diese 6 von 
54 wieder ab/ so bleibt 48/ welches gegen den Posten ä ge­
rechnet nar um eine Stelle gegen die rechte Seite einge- 
rückt ist/ also mit dem Posten v §. 6. völlig übereinstimmt. 
Dieser Posten (48) ist aber auch in der hiesigen Rechnung 
das doppelte Product der ersten und zweiten Wurzelziffer/ 
wie man leicht begreift/ wenn man auf seine Entstehung 
Acht hat. Er ist nämlich entstqnden hurch Multiplication 
der Zahl 6 mit 8; aber 6 war das doppelte der ersten Zif­
fer 3 / also ist 6.8 --- 2.3.8 --- 48 das doppelte Product 
der beiden Wurzelziffern.
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Ganz ähnliche Betrachtungen lassen sich über den folgenden 
snbtrahirten Posten VL anstellen. Er enthält zuerst das 
Quadrat 25 der dritten Wurzelziffer/ übereinstimmend mit 
L tz. 6. Nimmt man ferner von 582 die hinzugezahlte 2 
weg/ so ist klar, daß der Rest Z80 nichts andere ist, als der 
Posten O §.6. Diese 380 aber sind durch Multiplikation 
von 76 mit der dritten Wurzelziffer entstanden; aber 76 ist 
das Doppelte der beiden ersten Wurzelziffern 38; also ist 
380 --- 76.5 — 2.38.5/ völlig wie 8.6.

Geht man auf dieselbe Art auch die übrigen subtrahirten Po­
sten durch/ so überzeugt man sich leicht/ daß sie mit den 
§.6. gefundenen völlig zusammentreffen/ und Zusammentref­
fen müssen/ weil sie in beiden Rechnungen auf einerlei Art 
entstehen/ nur daß hier immer zwei Posten in eine Zahl zu- 
sammengezogMsiud. Hieraus ergiebt sich als»/ daß

-- 38568-.
3. Vergleicht man nun das Ergebniß unserer Schlüsse bei 

Nk 1. und 2/ so ergiebt sich (nach dem Grundsatz: zwei 
Größen sind unter sich gleich/ wenn sie einer dritten gleich 
sind), daß

1487 490 634 --- 38568-, 
also daß umgekehrt

38568 l/1487 490 624;
welches zu erweisen war.

In dem Hefte ist. Auflösung und Beweis auf diejenige voll­
kommene Quadratzahl anzuwenden, die jeder bei §.6. in 
seinem Hefte berechnet hat. Üebrigens ist alles auf ähnliche 
Art. als hier durchzugehen.

Da- aber jeder suchen muß in dieser wichtigen Rechnungsart 
Fertigkeit zu erlangen/ so müssen aus allen bei §.6. be­
rechneten vollkommenen. Quadratzahlen/ hier wieder die 
Wurzeln im ÜbungSheste ausgezogen werden.

§» 1/8. Zusatz.

Wenn eine ^vorgelegte vollkommene Hnadratzahl 

Ganze, und zehnteilige Brüche enthält, so wird die 
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Rechnung völlig wie im vorigen Paragraphen geführt. 

Nur ist bei der Eintheilung der Klassen zu merken, daß 

man dieselbe nicht bei der niedrigsten Ziffer, sondern 
bei den Einern aufangen, und von da aus zu beiden 

Seiten fortsetzen müsse. In der Wurzel ist aber das 

Komma zu setze«, sobald man alle ganzen Ziffern der 

Quadratzahl in Rechnung gezogen hat^
Besteht aber die Quadratzahl aus bloßen zehmhei- 

ligen Brüchen, so muß wieder der erste Theilstrich bei 

der Stelle der Einer, also beim Komma gemacht, 

und dann die Theilung gegen die rechte Seite fortgesetzt 

werden. Folgt dann im Quadrat, (wie §. 8.) eine ober 
mehrere ganze Klassen von Nullen, so sind in der Wur­

zel zuerst gerade so viele einzelne Nullen zu schreiben, 

als im Quadrat Klassen von Nullen vorhanden sind, und 

hinter der ersten ist das Komma zu machen. Die übrige 

Rechnung wird völlig wie im vorigen Paragraphen ge­

macht.

Den Grund, warum der erste Theilstrich immer bei den 
Einern, oder in der Stelle des Komma gemacht werden 
muß/ sieht man leicht ein, wenn man m einer nach 8.7. 
oder 8. geführte Rechnung in der Qpadratjahl Theilstriche, 
vom Komma aus macht, und diese aufwärts durch die ganze 
Rechnung verlängert. Matt wird dann leicht wahrnehmen/ 
daß so jede Quadratzahl einer Wurzelziffer ganz zwischen 
zwei Theilstriche zu stehen kommt, welches gleich bei dem 
ersten Abschnitt der Rechnung, so wie auch bei jedem fol­
genden nothwendig ist. Zwar würde man bei vollkomme­
nen Quadratzahlen keinen Fehler begehen, wenn mgn die 
Theilung bei der niedrigsten Ziffer anfangen wollt«/ weil 
die Anzahl der Bruchziffern immer gerade ist/ allein es ist 
wegen der Wurzelauöziehung aus unvollkommenen Quadrat­
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zahlen nöthig, daß man sich gleich vom Anfang an daran 
gewöhne, den ersten Theilstrich immer hei den Einern zu 
machen.

IN dem Hefte sind bei diesem Paragraphen bloß die Wurzeln 
aus ven bei 7 und 8. berechneten Quabratzahlen a«s- 
zuziehen, und die Regeln für die Theitstriche und das Komma 
kurz anzugeben.

In dem ÜbungShefte aber sind auch aus allen zu diesen bei- 
den Paragraphen berechneten Quadratzahlen die Wurzeln 
auöjuziehen,

§. 1S. Zusa tz.

Wie aus einem ächten oder unächten gemeinen Bruch 

eher aus einer gemischten Zahl, wenn es vollkommene 
Hußdratzahlen find, die Wurzel zu ziehen sei, ergiebt 

sich unmittelbar aus §. 10.

. Dieses ist im Hefte durch einige kleine Beispiele zu erörtern.

I) . Wurzeln aus unvollkommenen Quadratzahlen.

§. 20. Aufg a b e.
Die Wurzel aus einer ganzen Zahl, die keine voll, 

kommene Duadratzahl ist zu ziehen, und zwar, wenn sie 

nicht genau gefunden werden kann, mit einem Fehler, der 

kleiner ist, als eine, halbe Einheit einer beliebigen Bruch, 

stelle.
Auflösung. ES sei z. B. aus der Zahl 4Z, welche eine un­

vollkommene Quadratzahl ist, da sie zwischen den vollkom­
menen Quadratzahlen von 6 und 7 liegt, die Wurzel zu zie­
hen, und zwar auf drei Bruchstellen, d.h. so genau, daß 
der Fehler weniger als eine Halde Einheit -er -kitten, oder 
als fünf Einheiten der vierten Bruchstelle beträgt, so ist die 
Rechnung in der Hauptsache völlig, wie Z. 17., nur muß
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l/43, 00 ooloo ----- 6,55 36^ >
12- 7 00

6 25
130- 75 00

I) L .. 6525
1310- 9 7L 00

k 6 ... 9 1/ -9
57 51

man vor dem Anfang der Rechnung, hinter die Einer ein 
Komma und einen Theilstrich 
machen, und dann so viele Nul­
len-Paare anhängen, als die 
Wurzel einzelne Bruchziffern 
erhalten soll. Die Rechnung 
selbst führt man nun völlig 
wie 17. Es wird aber hier 
in dem letzten Abschnitt alle­
zeit ein Rest bleiben, so daß

man also durch ferner angehängte Nullen-Paare die Rech­
nung weiter fortsetzen könnte. Es ist daher nicht schwer 
auezumitteln, wie groß die nähste Wurzelziffer sein würde, 
wenn man noch einen Abschnitt hinzufügen wollte. Findet 
sich nun, daß die nähste Ziffer unter 5 sein würde, so blei­
ben alle gefundenen Wurzelziffern ungeändert; würde sie 
aber 5 oder darüber sein, so vergrößere man die letzte ge­
fundene Ziffer um 1. Im ersten Fall ist eigentlich die ge­
fundene Wurzel zu klein, und im zweiten zu groß, aber in 
beiden Fällen beträgt doch her Fehler weniger als eine halbe 
Einheit -er letzten Stelle.

Beweis. Da bLi der Rechnung ein Rest geblieben ist, und, 
wie sich in -er Folge zeigen wird, nothwendig bleiben muß, 
so kann die gefundene Zahl 6,557 nicht die fehlerfreie Wur­
zel aus ä3 sein. Es kann also auch nicht verlangt werden, 
zu beweisen, -aß sie eü sei; sondern nur, daß die s/äZ in 
drei Bruchstellen nicht genauer als durch die gefundene 
Zahl ansgedrückt werden könne. Dieser Beweis hat aber 
für jeden, der den siebzehnten Paragraphen aufmerksam durch­
gearbeitet hat, nicht die geringste Schwierigkeit.

Es läßt sich nämlich vollkommen wie §. 17. zeigen, daß die 
sämtlichen abgezogenen, und mit Lc, OL, ro bezeich­
neten Stücke zusammen addirt das vollkommene Quadrat 
-er gefundenen Zahl 6.557 sind. Da aber ein Rest (5751) 
geblieben ist, so ist dieses Quadrat kleiner als 43, folglich 
ist auch die gefundene Zahl 6,557 l^3.

Vermehrt man aber die niedrigste Wurzelziffer (7) um 1, und 
berechnet nun die Zeile dieser Ziffer gemäß, so erhält man 
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eine Zahl (104864), welche größer ist/ als die darüberstehen- 
den; aber dennoch bleibt es richtig/ daß die Posten ä 
86 0 8 -i- 86 (wenn man für 86 die eben gedachte
Zahl setzt)/ zusammen das vollkommene Quadrat von 6/558 
sind. Dieses Quadrat ist also größer als folglich ist 
auch 6/558 > i/äz.

Wenn also 6,557 kleiner, und 6,558 größer ist als so 
ist klar, daß die verlangte Wurzel in der vorgeschriebe- 
nen Anzahl von Bruchziffern nicht genauer, alö durch 
die gefnndene Zahl dargestellt werden könne.

Daß aber bei Beobachtung der in der Auflösung für die letzte 
Ziffer ausgestellten Regel der Fehler kleiner sei als eine 
halbe Einheit der letzten Stelle, ist aus der Regel selbst un­
mittelbar klar, wenn man nur überlegt, daß eine halbe Ein­
heit der letzten Stelle in jedem Fall so viel als 5 Einheiten 
der nähst folgenden Stelle sei.

Auflösung und Beweis sind im Hefte an einem andern 
Beispiel zu wiederholen, wobei aber manches hier um meh­
rerer Deutlichkeit willen gesagte, wie leicht zu beurtheilen 
ist, wegfallen kann. Wer den Beweis von 17. richtig ge­
faßt hat, der hat nicht nöthig, hier diesen Beweis zu wie­
derholen. Doch thut man wohl an zwei oder drei Posten 

86 und 08) zu zeigen, daß sie dieselben Posten sind, 
die man finden würde, wenn man von der gefundenen Wur­
zel nach §. 7. das Quadrat machen wollte. Wer Liesen 
Theil des Beweises ganz weglassen will, muß wenigstens be­
reit sein, ihn, wenn er vom Lehrer aufgefodert wird, ohne 
Anstoß mündlich zu führen.

Im Übungshefte ist zu diesem Paragraphen eine beträchtliche 
Anzahl von Wurzelausziehungen zu rechnen. Da es unend­
lich mehr unvollkommene alö vollkommene Quadratzahlen 
giebt, so muß der Anfänger sich bei diesem Paragraphen 
ganz besonders in dieser Rechnungsart üben, und einige 
Wurzelauüztehungen auch auf 7 bis 8 oder noch mehr Bruch- 
ziffern futschen. Übrigens ist es nöhtg, in der Wahl der 
Verspiele eine gewisse Ordnung zu beobachten, um deutlich 
einzusehen, wie man in jedem Fall die Rechnung anzugrei- 
fen habe. Zu diesem Ende sind die Rechnungen unter fol­
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gende drei Abtheilungen zu bringen. Es sind in -em 
Übungshefte Wurzeln auszuziehen

2. aus einziffrigen und aus vielziffrigen ganzen Zahlen;
b. aus Zahlen die Ganze und zehntheilige Brüche enrhalten;
c. aus bloßen zehntheiligen Brüchen.
Bei d) und c) ist der Anfang der Rechnung völlig, wie §. 18. 

zu machen.

§.21. Zusa tz.
Wenn auö gemeinen Brüchen, oder gemischten Zah­

len, die unvollkommene Quadrate sind, die Wurzeln ge­

zogen werden sollen, so kann man zwar in jedem Falle 
die gemeinen Brüche in Decimalbrüche verwandeln, und 

dann die Wurzel nach Anleitung des vorigen Paragra­

phen ausziehen; aber diese Rechnungsart ist nnr dann 

zu empfehlen, wenn sich die Verwandlung in Decimal­
brüche leicht bewerkstelligen läßt, und die Periode des 

Decimalbruchs leicht zn übersehen ist. Denn man be­

greift leicht, daß man bei Fortsetzung der Rechnung 
nicht Paare von Nullen, sondern Ziffern der Periode 

Anhängen müsse.
Erfodert aber die Verwandlung des gemeinen Bruchs 

in einen zehntheiligen eine beschwerliche Division, oder 

ist die Periode des Bruchs sehr vielziffrig, so ist es 

zweckmäßig auf eine andere Art zu rechnen, wobei fol­

gende Fälle einzeln zu betrachten sind.
1. Wenn ein gemeiner Bruch im Zähler eine un­

vollkommene, im Nenner aber eine vollkommene Qua­
dratzahl enthält (wie z. B. rc.), so ziehe man die 

Wurzel bloß aus dem Zähler, und dividire die so berech­

nete Wurzel durch die Wurzel des Nenners.



316 Elfter Abschnitt.

2. Wenn Zähler und Nenner beide unvollkommene 

Huadratzahlen sind, so kann man doch jederzeit vor der 

Wurzelausziehung den Bruch in einen andern verwan­

deln, dessen Nenner eine vollkommene Hnadratzahl ist, 

nnd dann wie bei Nr. 1. rechnen. Auf alle Falle kann 

man diese Verwandlung dadurch bewerkstelligen, daß 

man Zahler und Nenner durch den Nenner muln- 
plicirt (z. B. 4 --- -S^). Aber in vielen Fällen kann man 

diesen Zweck durch Multiplication mit einer kleineren 

Zahl erreichen. (So darf man z. B. im Zähler und 

Nenner nur mit 3 multipliciren, um im Nenner eine 

vollkommene Huadratzahl zu erhalten). Man findet diese 

Zahl leicht, wenn man den Nenner in seine einfachen 
Factoren zrrfället. (So ist z. B. 12 --- 2.2.3; da 

aber 2.2 schon eine vollkommene Huadratzahl ist, so 

hat man nur noch den Factor 3 hinzuzufügen, um im 
Renner eine vollkommene Huadratzahl zu erhalten).

3. Ist die aufgegebene Zahl eine gemischte, so hat 

der anhängende Bruch entweder eine vollkommene Hua- 

dratzahl zum Nenner, oder nicht. Im letzten Fall ver­

wandle man ihn nach Nr. 2. in einen solchen. Ist dieses 
geschehen, so richte man den Bruch ein, und rechne dann 

wie bei Nr. 1.
Im Haupthefte ist jeder dieser Fälle durch ein oder ein Paar 

Beispiele zu erläutern, besonders Nr. 2. und Z; doch ist es 
nicht nothwendig, die Wurzeln hier wirklich auszuziehen, 
sondern nur anzuzeigen, wie man rechnen müßte.

Im Übungshefte hingegen find von allen diesen Fällen einige 
Beispiele zu rechnen.
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L. Erste Begriffe von irrationalen Zahlen, und in- 
commensurabeln Größen.

§.22. Lehrsatz.

Die Wurzel aus einer unvollkommenen ganzen 

Quadratzahl kann weder durch eine ganze, noch durch 

eine gemischte Zahl, und noch weniger durch einen ächten 
Bruch; also auch nicht durch zehntheilize Brüche, ohne 

Fehler ausgedrückt werden. Daher ist es auch unmög­

lich, daß eine solche Wurzelausziehung je aufgehen 

könne.
Anleitung zum Beweise. Er beruht auf sehr einfachen 

indirecten Schlüssen. Nimmt man nämlich an,
». daß die Wurzel eine ganze Zahl sein könne, so <^giebt sich 

ein Widerspruch gegen 8.12.
L. Nimmt man an, sie könne eine gemischte Zahl sein, so ent­

steht ein Widerspruch wieder gegen 8. 12.
c. daß sie aber kein ächter Bruch sein könne, folgt direkt aus 

8.12.
6. Aus 2) und I») folgt direct, daß sie auch durch keine zehn^ 

theiligen Brüche ausgedrückt werden könne, weil man diese 
in jedem Fall als gemeine Brüche betrachten, und als solche 
schreiben kann.

Alles dieses ist im Hefte bestimmter und vollständiger ausza- 
führcn.

§.23. Zusa tz.

Eben dieses gilt auch von unvollkommenen Qna- 

dratzahlen, wenn sie Brüche sind, oder enthalten; die 
Brüche mögen zehntheilige, oder andere sein.

Um die Richtigkeit dieses Schlusses im Allgemeinen einzuse- 
hen, erwäge man
daß nach §. 2 t. jeder gemeine Bruch, oder gemischte Zahl, 
in Gestalt eines einzigen Bruches so ausgedrückt werden 
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könne, daß der Nenner eine vollkommene Quadratzahl ist. 
Zieht man dann aus dem Zähler die Wurzel. so kann die 
Rechnung nicht aufgehen (§.22.). Soll also diese Wurzel, 
die eigentlich aus einer unendlichen Menge von ^ruchzissern 
besteht, durch die Wurzel des Nenners dividirt werden, so 
ist klar, daß auch diese Rechnung nicht aufgehen könne.

2. Besteht aber die Zahl aus Ganzen und zehntheiligen Brü­
chen, oder bloß aus den letzten, so schreibe man sie in Ge­
stalt eine« gemeinen Bruchs, und hänge, wenn die Anzahl 
der Nullen im Nenner ungerade ist, an Zähler und Nenner 
eine Null an, so kann der Beweis wie bei Nr. l. geführt 
werden.

Beideü ist im Hefte durch Beispiele deutlich zu machen.

§. 24. Zusatz und Erklärung.
Es giebt also Größen, die durch keine Art von 

Zahlen ohne Fehler ausgedrückt werden können, oder, 

was dasselbe sagt, die durch keinen einzigen angebbaren 
Theil der Einheit ausgemessen werden können.

Soll indessen der Werth einer solchen Größe annä­
herungsweise durch Ziffern ausgedrückt werden, so nennt 

man solche Zahl eine Irrational-Zahl. Im Ge­

gensatz hievon nennt man jede ganze oder gebrochene 
Zahl, welche den Werth einer Größe fehlerfrei aus- 
drückt, eine rationale Zahl.

Im Hefte ist der Inhalt dieses Paragraphen nnd sein Zusam­
menhang mit den beiden vorhergehenden kürzlich durch ein 
Beispiel zu erläutern.

Anm erkungen.
1. Die Quadratwurzeln aus unvollkommenen Quadratzahlen 

sind nicht die einzigen irrationalen Zahlen. Wir weiden in 
der Folge mehrere andere Arten derselben kennen lernen. 
Aberda schon in der natürlichen Zahlenreihe weit mehr un­
vollkommene als vollkommene Quadratzahlen enthalten sind, 
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so ist klar/ daß es schon weit mehr irrationale als rationale 
Quadratwurzeln giebt.

2. Man verwechsle die irrationalen Zahlen nicht mit solchen 
zehntheiligen Brüchen/ die durch-eine ohne Ende fortlau­
fende Division entstehen. Diese lassen sich nur in Deei­
ln alt heilen der Einheit nicht ohne Fehler ausdrücken/ 
aber in Gestalt eines gemeinen Bruchs ist ihr Werth feh­
lerfrei also rational auögedrückt. So ist z. B. ; ein ratio­
naler Ausdruck/ denn er zeigt eine Größe an, die durch den 
siebenten Theil der Einheit vollkommen ausgemessen wird. 
Will man aber den Werth eben dieser Größe durch De- 
eimaltheile der Einheit ausmessen/ so kann eönurnäherungs- 
weise geschehen. Dagegen ist z. B. l/2 irrational/ weil ihr 
Werth weder durch Decimaltheile der Einheit/ noch durch 
irgend einen andern Theil derselben ohne Fehler ausgedrückt 
werden kann.

§. 25. Zusatz und Erklärung.
Es können also zwei gleichartige Größen und 8 

so beschaffen sein, daß die eine 8 durch keinen einzigen 

augebbaren Theil der andern ausgemessen werden kann.
Solche Größen nennt man inkommensurable 

Größen.

Im Gegensatz hievon heißen zwei gleichartige Grö­

ßen commensurabel/ wenn eine durch irgend einen 

Theil der anderen ausgemessen werden kann.

Daß beide Begriffe gegenseitig sind, d» h. daß auch 

gegen 8 kommensurabel oder inkommensurabel ist, je 

nachdem es 8 gegen /V isi, läßt sich leicht einsehen.

Welches sind im vorigen Paragravhen die beiden gleichartigen 
Größen/ deren eine gegen die andere incommensurabel ist?

Sind zwei Brüche gegen einander kommensurabel oder incom­
mensurabel?
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Wie laßt sich die Gegenseitigkeit beider Begriffe deutlich 
machen?

§. 26. Anmerkung.
Auf ähnliche Art als in diesem Abschnitt die Be- 

rechnung der Quadratzahlen und Quadratwurzeln ge­
lehrt worden, lassen sich auch höhere Potenzen und 

Wurzeln berechnen. Man kann nämlich -z- L, 

durch bloße wiederholte Multiplicationen zu jeder hö­
heren Potenz erheben, und daraus auf ähnliche Art 

als §. 3. eine Formel für jede höhere Potenz einer riel- 

gliedrigen Formel L C -4- I) rc. ableiten. 
Über eine solche Formel lassen sich ähnliche Betrachtun­

gen als §. 4. und 5. anstelle«, und daraus auf ähnliche 

Art als §. 6. eine Regel ableiten, jede vielziffrige Zahl 

durch eine einzige Rechnung zu jeder höher« Potenz zu 

erheben.
So wie nun §. 17. aus der Erhebung ins Qua­

drat umgekehrt die Regeln zur Berechnung der Quadrat­

wurzeln abgeleitet worden, so ist es möglich, aus jeder 
höheren Potenzrechnung Regeln für die höheren Wurzel­

ausziehungen zu entwickeln.

Um dieses Verfahren anschaulicher zn machen, ist 
in dem ersten Anhänge zu diesem Abschnitt die Anwen­
dung auf Potenzen und Wurzeln des dritten Grades ge­

macht worden.
Aber dieses Verfahren nimmt mit jedem Grade an 

Weitläuftigkeit so zu, daß die Mathematiker allen ihren 

Scharfsinn aufgeboten haben, um zur Berechnung höherer
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Potenzen und Wurzeln kürzere Wege ausfindig zu ma­
chen. Diese Bemühungen haben den erwünschtesten Er­

folg gehabt, indem man durch Erfindung der Logarith­
men (deren Theorie aber erst im dritten Theil vorge­

tragen werden kann,) diese Rechnungen auf weit ein­

fachere Regeln zurückgebracht hat, als man vor dieser 

Erfindung erwarten durfte.
Daher ist es hinreichend, nur die Berechnung der 

Quadratzahlen und Quadratwurzeln hier recht fleißig zu 

üben. Doch ist es jedem, der seine mathematischen 
Kenntnisse über die Gränzen des Schulunterrichts erwei­

tern will, sehr zu empfehlen, daß er auch den ersten 

Anhang dieses Abschnitts sorgfältig dnrchstudire, weil 

ihm dadurch die ganze Lehre von Potenzen und Wurzeln 

viel klarer werden wird.
So wie dieser Abschnitt eine höhere Fortsetzung der 

Zahlenrechnung enthalt, nämlich die ersten Elemente der 
fünften und sechsten einfachen Rechnungsart (Potenzirung, 
und Wurzelausziehung), so wird der folgende Abschnitt 
eine Fortsetzung der Buchstabenrechnung enthalten, wobei 

wir aber nicht genöthigt sein werden, bei den Potenzen 

und Wurzeln des zweiten Grades stehen zu bleiben, da 

die Buchstabenrechnung in den meisten Fallen ihren 

Zweck schon erreicht, wenn sie die zu machenden Rech, 
nungen nur andeutet, nicht wirklich ausführt.

Daß die Berechnung höherer Wurzeln an sich möglich sei/ 
laßt sich noch auf eine andere Art/ als im Paragraphen ge­
schehen ist/ deutlich machen/ indem man zeigt/ wie man sie 
wirklich/ obgleich durch eine sehr weitläuftige und indirecte 
Rechnung/ so genau/ als es verlangt wird/ finden könnte.

Fischer'S math. Rechenkunst. X
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Gesetzt es wollte Jemand die l^93,57 berechnen, so könnte er 
zuerst die siebenten Potenzen der natürlichen Zahlen 1, 2, 
z rc. berechnen. Da nun 1* --- 1 und 2? — 128, so ist 
klar, daß die verlangte Wurzel zwischen 1 und 2 liegt. Nun 
müßte man die siebenten Potenzen von 1,1; 1,2; 1,3 rc. bis 
2,o soweit berechnen, bis man zwei Potenzen fände von de­
nen die eine kleiner, die andere größer als 93,57 wäre. 
Gesetzt man fände, daß die siebente Potenz von 1,9 kleiner, 
von 2,0 aber größer sei als 93,52, so müßte man ferner die 
siebenten Potenzen von 1,91; >,92; 1,93 bis 2,00 machen, 
bis man wieder zwei Potenzen fände, zwischen denen 91,57 
liegt. Gesetzt dies wären die siebenten Potenzen von 1,91 
und 1,92, so weiß man daß

^"93,57 -- 1,91...,
wenn sie nicht genauer als in Hunderteln verlangt würde. 
Wollte man sie noch in Tausendteln haben, so müßte man 
ferner die siebenten Potenzen von 1,911; 1,9>2; 1,91 r.. bis 
2,000 berechnen, bis man wieder zwei Potenzen fände zwi­
schen denen 93,57 liegt. Waren dieses die siebenten Poten­
zen von 1,912, und 1,913, so hätte man in drei Bruchzif- 
fern

s/93,57 — 1,912...
Die Möglichkeit, aber auch die ungeheure Weitläuftigkelt 
einer solchen Rechnung fällt in die Augen. In acht Bruch- 
ziffern ist , 

s/93,57 — 1,91243004.

Erster Anhang zum elften Abschnitt.
Von Kubik-Zahlen und Kubik Wurzeln.

X. Allgemeine Begriffe und Sähe, nebst Erhebung 
einer Zahl zur dritten Potenz.

§. 1. Erklärung.
Ein Product von drei gleichen Factoren, heißt 

der Kubus, oder die Kubikzahl oder die dritte
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Potenz eines solchen Factors. Ihre Bezeichnung ge­

schieht durch den Exponenten 3.

Und wenn man sich irgend eine Zahl als ein 
Product von drei gleichen Factoren vorstellt, so heißt ein 
solcher Factor die Kubikwurzel oder die Wurzel 

der dritten Ordnung von solcher Zahl. Sie wird 

bezeichnet durch die Vorgesetzte
So ist 3 . 3 . 3 — 3' — 27 der Kubuö von 3, desgleichen

2 - 2 -- -- »« der Kubus von »- u. dgl. m.
Die ist — L, weil 5' ----- 123; eben jo ist s die dritte 

Wurzel aus weil »»» — 2'/ u. dgl. m.

§.2. Lehrsatz.
Der Kubus einer zweitheiligen Größe bestehet:

n. aus dem Kubus des ersten Theils;

d. aus dem dreifachen Quadrat des ersten Theils, 

multiplicier mit dem zweiten;

0. aus dem dreifachen ersten Theil multiplicirt 
mit dem Quadrat des zweiten;

ei. aus dem KubuS des zweiten Theils.

Anleitung zum Beweis. Wenn man eine zweitheilige 
Größe durch -t- ö verstellt, so ist ihr Quadrat v) 

(vm.20.). Man erhält 
also ihren Kubus L) -1- ö) ü), wenn man 
dieses Quadrat nochmals mit -t- ll multiplicirt. Wird 
diese Multiplikation regelmäßig verrichtet, so besteht der 
Kubus aus vier Gliedern von solcher Beschaffenheit, wie 
sie der Satz fodert.

§.3. Lehrsatz.
Der Kubus einer vieltheiligen Größe

N — 4 -1- K v rc.
besteht aus folgenden Stücken:

X 2
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N- — M
3^-8 (H)

-4- 3^8- (HV
-I- 8 - (IV)
-4- 3 (^ -4- L) -e (V)
-4-3 -l- 8)6^ (VI)
-4- e- (VII)
-4- 3 (^ -4- 8 -4- 6) -v (VIII)
-4- 3 (^ -4- 8 -4- (IX)
-4- (X)
-I- rc. rc. rc.

Das Gesetz, nach welchem die Glieder auf einander 

folgen, ist leicht zu übersehen.

Anleitung zum Beweise.
Die Glieder (l) bis (IV) enthalten nach §. 2. den Kubus 
von -t- L, also -t- L)r.

2. Die Glieder von (I) bis (VH) enthalten den Kubus von
-t- L -I- e, wie man leicht einsieht, wenn man die bei­

den ersten Glieder durch Einklammerung in eins zusam- 
menzieht, und dann nach §.2. Len Kubus von 
macht.

3: Die Glieder (I) bis (X) enthalten den Kubus von -4- 8 
-i- 6 -z- v, und man überzeugt sich davon, wenn man von 
(^ -l- 8 -4- 6) -I- I) nach §. 2. den Kubus macht.

ES ist aber klar, daß man eben so leicht diese Schlüsse, als 
die obige Formel, auf so viele Glieder, als man will, fort- 
setzen könne.

§. L. Zusatz.
Wenn man die im vorigen Paragraphen gebrauch­

ten Buchstaben 8, 6, O, rc. als Ziffern von auf 

einander folgenden Ordnungen betrachtet, so ist in dem 
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Kubus, jedes nachfolgende Glied um eine Ordnung nie­

driger als das nähstvorhergehende. Das erste Glied 

aber ist von einer dreimal höhern Ordnung als die 

höhste Wurzelziffer.
Es sei z. B. eine Ziffer von -er fünften, 8 von -er vierten, 

6 von der dritten rr. höheren Ordnung, so läßt sich nach 
III. 16. leicht bestimmen, von welcher Ordnung jedes Glie­
des im vorigen Paragraphen entwickelten Kubus sei.

L. Das erste Glied ist von der fünfzehnten Ordnung, 
wenn -4. von der fünften ist.

b. Im zweiten Gliede 3^^8, ist und 3^^. von der 
zehnten Ordnung/ und da 8 von der vierten ist, so ist 
3^^8 von der vierzehnten Ordnung.
Im dritten Gliede 3/V88, ist und 3^ von -er fünft 
ten, 8 von -er vierten, also 3^88 pon der (5-l-4-l-4)ten 
d.i. von der dreizehnten Ordnung.

6. Das vierte Glied 8-, ist von der (4 4 -t- 4) ten d. i.
von der zwölften Ordnung.
In dem fünften Gliede 3(>V -l- 8)-L, ist -i- 8 als eine 
einzige Zahl betrachtet von derselben Ordnung als 8(1. i4.), 
also von der vierten und C von der dritten; also das ganze 
Glied von der (4 -l- 4 -i- 3) ten, d. t. von der elften 
Ordnung,

Man sieht leicht, wie diese Schlüsse so weit, als man will, 
fortgesetzt werden können, wenn man nur bemerkt, daß jede 
mehrziffrige Zahl, wie -i- 8), O -t- 8 -t- 6) ;c., wenn 
man sie als eine einzige Zahl lieft, immer aus lauter Gin< 
heilen -er niedrigsten Ordnung besteht.

§. 5. Zusatz.
Aus §. 3. und 4. ergiebt sich, daß man den Kubus 

einer mehrziffrigen Zahl (auf ähnliche Art als das 

Ouadrat §. 6. des Abschnitts), unmittelbar durch eine 
einzige Rechnung finden könne, indem man jede Ziffer 

der Zahl als ein Stück der Größe betrachtet, und dann 
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nach §. 3. alle Glieder des Kubus bildet. Man kann 

aber dabei von dem wahren Werth jeder Ziffer abseken, 

und ffe so behandeln, als ob ihre Einheiten Einer wä­

ren, wenn man nur jedes nachfolgende Glied des Kubus 
nach §. 4. um eine Stelle weiter gegen die rechte Seite 
einrückt.

Soll z. B. von 5483 der Kubus gemacht werden, so setze man 
4 — 5, 8--4, 6 —8, und rechne nun nach §.3. 
und 4. wie folgt

4'
34-8
348-

8'
3 -t- 8) - c
3(4 -t- 8)c-

q 8 C)
3 (4 -l- 8 6)

- - 125
- -- 300
- - 2 40
- -- 64
— 6 9984
- - 103 68
— 512

- 13 -- 270273 6
v- ---- 147 96
v ' 27

(4 -t- 8 6 I))' ----164 837 013 587

Anmerkung. Diese unmittelbare Ausrechnung einer dritten 
Potenz ist zwar nicht kürzer, als wenn man die gegebene 
Zahl erst mit sich selbst, und dann das Quadrat nochmals 
mit der gegebenen Zahl multiplicirt, besonders, da man die 
meisten Glieder des Kubus erst auf einem besondern Blatte 
berechnen muß. Indessen rechnet man doch auf diese Art 
gewöhnlich richtiger, weil man genöthigt ist, mit mehr 
Aufmerksamkeit zu rechnen, als bei dem bloßen Multiplici­
ren. Auch ist diese Rechnungsart wichtig nicht eineL prak­
tischen Nutzens wegen, sondern in wissenschaftlicher Rück­
sicht, weil es ohne dieselbe nicht möglich ist, eine deutliche 
Einsicht in die Regeln der Kubikwurzel-Ausziehung zu er­
halten.
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§.6. Zusatz.
Enthält die gegebene Zahl zehntheilige Brüche, so 

kann man den Kubus derselben auf die nämliche Art 

berechnen, nur muß man am Ende im Kubus dreimal 
so viele Bruchstellen abschneiden, als die gegebene Zahl 

enthält.
Wäre z. B. der Kubus von 0,03ä83 auszurechnen, wo die gel­

tenden Ziffern (5ä83) mit den im vorigen Paragraphen 
berechneten einerlei sind, so ist die Rechnung vollkommen 
wie im vorigen Paragraphen; nur müssemim Kubus fünf­
zehn Bruchstellen abgeschnitten werden. Er wird also 
0,000 164 837 013 387 sein.

Den Grund steht man leicht ein, wenn man stch vorstellt, 
Laß der Kubus nicht durch die beschriebene Kubik-Rech­
nung, sondern durch bloße Multiplication gefunden wäre.

Anmerkung. Statt die Stelle -eö Komma erst am Ende der 
Rechnung zu bestimmen, kann man sie leicht während der 
Rechnung, und schon bei dem ersten Gliede des Kubus be­
stimmen. In der obigen Zahl o,osä83 ist die höhste Ziffer 
von der Ordnung —2, also ihr Kubus 123 von der — 6ten 
Ordnung, also — 0,00012s, u. s. f.

§.7. Lehrsatz.
Wenn die gegebene Zahl n geltende Ziffern enthält, 

so besteht ihr Kubus entweder aus 3n — 2, oder aus 
1, oder aus 3n Ziffern.

Beweis. Da aus dem vorigen Paragraphen klar ist, daß die 
Stellung des Komma in -er Wurzelgröße auf die Anzahl 
der geltenden Ziffern des Kubus keinen Einfluß hat, so 
können wir, ohn? Nachtheil für die Allgemeinheit des Be­
weises annehmen, -aß die gegebene Zahl eine ganze, und 
ihre niedrigste Ziffer von der Ordnung o sei.

Hat nun diese Zahl u Ziffern, so ist ihre höhste Ziffer von der 
Ordnung n — 1. Sie ist folglich größer als eine Einheit 
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der (n —i)ten Ordnung, aber kleiner als eine Einheit der 
»ten Ordnung. Ihr Kubus muß daher größer sein, als eine 
Einheit der (3ir — ^)ten, aber kleiner als eine Einheit der 
Zoten Ordnung.

Nun wird eine Einheit der (3n — 3)ten Ordnung geschrieben 
mit einer i, auf welche 3n —3 Nullen folgen. Diese Zahl 
enthalt also 3 0 — 2 Ziffern, und dieses ift die geringste An- 
zahl von Ziffern, welche der Kubus einer »ziffrigen Zahl ha­
ben kann.

Eine Einheit der 3nten Ordnung aber wird geschrieben mit 
einer 1, auf welche 3n Nullen folgen. Sie besieht also aus 
(3o-t-i) Ziffern, ift aber die kleinste aus (3n-l-t) Ziffern 
bestehende Zahl. Folglich kann der Kubus einer n ziffrigen 
Zahl nie aus (3n-«-i) Ziffern bestehen, sondern er kann nur 
3 u oder mindestens, wie vorher erwiesen worden, 3» —2 
Ziffern haben.

§.8. Erklärung.
Eine ganze Zahl heißt eine vollkommene Ku- 

bikzahl, wenn ihre Kubikwurzel eine ganze Zahl ist.
Ein ächter oder un ächter Bruch heißt eine voll­

kommene Kubikzahl, wenn sowohl der Zähler als Nen­

ner vollkommene ganze Kubikzahlen sind.
Eine Zahl endlich welche Decimalbrüche 

enthält heißt eine vollkommene Kubikzahl, wenn die 

Anzahl der Bruchziffern mit 8 aufgeht, und nach Weg­

löschung des Komma eine vollkommene ganze Kubikzahl 

übrig bleibt.

Alle übrigen Zahlen heißen unvollständige Ku- 

bikzahleu.
Eine Tafel der vollkommenen ganzen Kubikzahlen würde man 

erhalten, wenn man die Zahlen der natürlichen Zahlenreihe 
(0,1,2,3rc.) bis zu einer beliebigen Zahl in die dritte Po­
tenz erhebt.
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Die zehn ersten dieser vollkommenen Kubikzahlen (von o»---o, 
bis 9' — 729) muß man bei allen Kubik- und Kubikwur­
zel -Rechnungen im Gedächtniß haben, oder wenigstens leicht 
finden können.

§.9. Lehrsatz.
Je nachdem eine Zahl größer oder kleiner als 1 ist, 

ist auch ihr Kubus größer oder kleiner als die gege­
bene Zahl, folglich noch vielmehr größer oder kleiner 

als
Hieraus folgt umgekehrt, daß, je nachdem eine vor­

gelegte Zahl größer oder kleiner als 1 ist, auch ihre Ku- 
bikwurzel kleiner oder größer als die gegebene Zahl 

sei, der Einheit aber naher liege, als die gegebene Zahl.

Anleitung zum Beweise. Der Beweis des ersten Theils 
folgt unmittelbar aus der Erklärung der Multiplication 
(III.Denn te nachdem der Multiplikator größer als 1 
ist, muß auch das Product größer oder kleiner als der Mul- 
tiplicandus sein. Stellt man sich also vor, daß eine Kubik- 
zahl durch bloße Multiplication berechnet werde, so fällt 
die Nichtigkeit des Satzes in die Augen.

Der zweite Theil des Satzes aber ist eine unmittelbare Folge 
aus dem ersten.'

§.io. Lehrsatz.
Wenn Zähler und Nenner eines ächten oder unäch- 

ten Bruches relative Primzahlen sind, so sind auch der 

Zähler und Nenner seiner dritten Potenz relative Prim­

zahlen.
Beweis, In dem Bruche mögen Zahler und Nenner rela­

tive Primzahlen sein, so sind beide entweder selbst absolute 
Primzahlen, und dann ist aus V. 14. klar, daß der Zähler 
der dritten Potenz

2 2 L

bdb



330 Erster Anhang zum elften Abschnitt.

nickt durch K, also auch nicht durch db, oder 666 aufge­
hen könne/ daß also ss», und 666 relative Primzahlen sind.

Wären aber s und I» an sich zusammengesetzte Zahlen/ die nur 
keinen Factor gemein haben, z. B. » — «/S;6 — wo 
«, ä einfache Zahlen bedeuten/ so ist

— — V --
d - F """ /

und dann ist, wie vorher aus V. 12—14. klar, daß der Zäh­
ler und Nenner dieses letzten Bruches relative Primzahlen 
sind.

8. Ausziehung der Kubikwurzeln.

§.11. Aufgabe
Aus einer vollkommenen ganzen Kubikzahl die Wur­

zel zu ziehen.
Auflösung. Als Beispiel mag die 8-^ gefundene vollkom­

mene Kubikzahl dienen, mit welcher folgende Rechnung vor- 
zunehmen ist.

xvciv
i/l6ä!8Z7,013l587 — 5483

12.5! . -»X'
75^) 39 837

530 0 'l ---3^'8
's 2 4o > — 3^8-I. 64) 8'

32 464
87^ 7 373 013

56998 4 --3(^-k-8)-6
103 6s > -- 3 -k- 8) c -

512) -- 6'
7 102 592

900912- 270 421587
5270 273 6 ) — 3 -1- 8 (7) ' N

— 3 -t- 8 c) I>"
— v'

147 96
27

270 421587
0
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Die Rechnung ist auf folgende Art gemacht. Zuerst ist die 
gegebene Zahl in Klassen von drei Ziffern getheilt wor 
den, wobei zu bemerken, daß der erste Thcilstria) immer 
rechts neben den Einern gedacht werden muß. Ist die 
gegebene Zahl eine vollkommene Kubikzahl so ergicbt sich 
aus §. 7./ daß die Wurzel so viele Ziffern haben werde/ als 
man Klassen von drei Ziffern erhalten hat.

Die Rechnung selbst besteht aus so vielen Abschnitten als 
Klassen da sind. Der erste hat seine eigene Regel, die 
übrigen folgen alle einer gemeinsamen Regel.

Die Regel der ersten Klasse ist folgende. Man sucht die größte 
vollkommene Kubikzahl/ welche sich abziehen laßt. Dieses 
ist in unserm Fall die Kubikzahl von 5/ nämlich 125/ und 
man sieht leicht, daß dieses in jedem Fall der Kubus einer 
einziffrigen Zahl sein werde/ da die höhste Klasse nie 
mehr als drei Ziffern enthalten kann. Die Wurzel (5) die­
ses Kubus (125) ist die erste Wurzelziffer, und wird 
hinter das Gleichheitszeichen gesetzt. Den Kubus (12.5) aber 
zieht man von der höhsten Klasse (164) ab/ und fügt zu dem 
Rest 09) die ganze folgende Klasse (857). Hiemit ist der 
erste Abschnitt der Rechnung geendigt. Bei den übrigen 
Abschnitten sind folgende Regeln zu beobachten, welche 
wörtlich auf jeden Abschnitt passen.

1. Von dem schon gefundenen Theil der Wurzel (5), wird 
das Quadrat (25) gemacht, und dieses mit 5 multiplicirt. 
Das Product (75) schreibt man als Divisor vor den Rest 
des vorhergehenden Abschnitts, und untersucht, wie vielmal 
dieser Divisor (75) in der nebenstehenden Zahl (39887), mit 
Ausschluß der beiden letzten Ziffern, (also in 398) enthalten 
sei. Der Quotient ist die zweite Ziffer der Wurzel, 
und wird also hinter die erste geschrieben.

(In unserm Beispiel ist eigentlich 75 in 398 fünfmal ent- 
enthalten, und man kommt öfters in den Fall, daß man 
durch die Division eine zu große Ziffer findet; aber der Er­
folg der Rechnung offenbart allezeit diesen Fehler; wie wir 
zeigen werden. In unserm Beispiel ist nur 4 als die zweite 
Wurzelziffer zu setzen.)
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2. Nachdem die neue Wurzelziffer (4) gefunden ist, multiple 
cirt man sie mit dem Divisor (73), das Product (300) setzt 
man unter die dividirte Zahl (398).

3. Man mnltiplicirt den vorher gefundenen Theil der Wurzel 
(4) mit 3, das Product (12) aber multiplicirt man mit dem 
Quadrat (16) der neuen Wurzelziffer (4). Das Product 
(24o) schreibt man unter die bei Nr. 2. gefundene Zahl 
(300)^ rückt sie aber um eine Stelle weiter gegen die rechte 
Seite.

ä. Man bildet den Kubus (64) der zuletzt gefundenen Wurzel» 
ziffer (4> und setzt ihn unter die bei Nr. 3. gefundene- Zahl 
(24o), rückt ihn aber noch um eine Stelle weiter gegen die 
rechte Seite.

S. Man addirt die drei bei Nr. 2/ 3, 4 gefundenen Zahlen, so 
wie sie unter einander gesetzt sind, und zieht ihre Summe 
(32464) von der bei dem vorhergehenden Abschnitt übrigge­
bliebenen Zahl (39864) ab. Zu dem Rest (7373) fügt man 
die ganze folgende Klasse (013), so ist der Abschnitt geen­
digt.

Anmerkungen.
i. Ob man bei der Division (Nr. i.) eine zu große Wurzel­

ziffer gefunden habe, zeigt sich erst bei (Nr. 5.); wenn sich 
nämlich die Summe der drei Zahlen (Nr. 2,3,4.), von der 
bei dem vorhergehenden Abschnitt gebliebenen Zahl nicht ab­
ziehen läßt. Man macht also in diesem Fall da« erstemal 
den ganzen Abschnitt umsonst; eine Unbequemlichkeit, die 
nicht zu vermeiden ist.

2. Wenn man in den obigen Regeln (Nr. 1. bis 3.) die einge­
klammerten Zahlen wegläßt, so passen sie wörtlich auf jeden 
folgenden Abschnitt.

3. Ist die gegebene Zahl in der That eine vollkommene Kubik- 
zahl, so muß im letzten Abschnitt kein Rest bleiben.

Beweis. Man bezeichne die einzelnen Ziffern der Wurzel 
mit 8/ 6/ v, und vergleiche dann die Rechnung mit der 
§. 3. geführten. Znr Erleichterung dieser Vergleichung sind 
rechter Hand neben der Wurzelauöziehung die Formeln 
3^-8, 3^8-rc. gesetzt. Geht man nun alle in den sämmr- 
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lichen Abschnitten subtrahirte Posten durch, so zeigt die Ver- 
gleichung mit §. .5. deutlich, daß sie zusammen die vollkom­
mene Kubikzahl von der gefundenen Zahl (5483) enthalten 
Da aber nach allen Subtraktionen kein Rest geblieben ist, 
so müssen eben diese subtrahirten Posten zusammen der ge­
gebenen Zahl (164 837 013 587) gleich sein. Nennen wir 
also, zur Abkürzung, die Summe aller subtrahirten Posten 
/, so wissen wir

1) daß/-- 5^83-,
2) daß / — 164 837 013 587.

Hieraus folgt
164 837 013 587 — 5483 ' 

also 5483 — 1^164 837 013 587; 
welches zu erweisen war.

Anmerkungen.
i. Eine genauere Begleichung von §. 5. und 8.11. läßt ohne 

Schwierigkeit wahrnehmen, durch was für Schlüsse der 
erste Erfinder der Kubikwurzelausziehung auf die Entdeckung 
der obigen Regeln gekommen sei.

2. Wenn man bei dem Anfang eines neuen Abschnitts der 
Rechnung den ganzen schon gefundenen Theil der Wurzel s 
und die in diesem Abschnitt zu findende Ziffer b nennt, so 
sind die beiden ersten abzuziehenden Stücke 3a-b -t- Zsd» 
--32b 0-1-!>). Rechnet man nach der letzter» Formel so 
giebt dieses einige Abkürzung der Rechnung.

§.12. L e hrsa tz.
Die Kubikwurzel einer unvollkommenen ganzen Ku­

bikzahl ist irrational.

Beweis. Da die Reihe der vollkommenen Kubikzahlen (§.8. 
Erläut.) ins Unendliche wachst, so muß jede unvollkommene 
Kubikzahl ihrer Größe nach zwischen zwei auf einander folgende 
Glieder solcher Reihe fallen, folglich ihre Wurzel zwischen 
zwei auf einander folgende Zahlen der natürlichen Zahlen­
reihe. Wäre also die Wurzel rational so müßte sie eine ge­
mischte Zahl sein. Wäre in dieser der anhängende Bruch 
in den kleinsten Zahlen geschrieben, und man verwandelte 
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das Ganze in einen einzigen unächten Bruch, so sind der 
Zähler und Nenner desselben, nach dem Beweise von §. 12. 
des Abschnittes relative Primzahlen. Erhöbe man nun die­
sen Bruch zur dritten Potenz, so würden nach §. 10. dieses 
Anhanges auch Zähler und Nenner dieser Potenz gleichfalls 
relative Primzahlen sein. Dividirte man nun den Zähler durch 
den Nenner, so könnte die Rechnung nicht aufgehen, und 
der Quotient, d. h. die dritte Potenz der fraglichen Wurzel 
wäre eine gemischte Zahl, welches der Voraussetzung 
widerspricht, indem im Satz ausdrücklich eine unvollkom­
mene ganze Kubikzahl angenommen ist.

ES kann also die Wurzel durch leinen einzige» genauen Theil 
der Einheit ohne Fehler dargeftellt und ausgemessen werden. 
Sie ist also der Einheit inkommensurabel, und die Wurzel 
selbst irrational.

H. 13. Aufgabe.

Au^ einer unvollkommenen ganzen Kubikzahl die 
Wurzel so genau ausznziehen, daß der Fehler weniger 
beträgt, als die halbe Einheit einer beliebigen Bruch­
stelle.

Auflösung. Es sei aus der Zahl 3 die Kubikwurzel nur so 
weit auszuziehen, daß der Fehler kleiner sei, als eine halbe
Einheit der dritten Bruchstelle: so ist folgende Rechnung zu
machen.

^3,000 -- 1,412 
i_

Z) 2 000 
I L

1 744
588^) 256000

2352
672 

____ 64
241.984

Man zieht die Wurzel völlig 
so aus, wie bei einer vollkom­
menen Kubikzahl, hängt aber 
an den Rest, der als Folge des 
vorigen Paragraphen nothwen­
dig bleiben muß, eine Klasse 
von drei Nullen an, und setzt 
dann die Rechnung regelmäßig 
nach §. 11. fort. Dieses wie­
derholt man so lange bis man 
die Vorgesetzte Anzahl vonBruch-
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241984
62208- 14016000

124416
1728

_______ 8 
12438888

1537112

ziffern erhalten hat. Dann 
überschlägt man noch, wie groß 
hie nähste Wurzelziffer sein 
würde. Ist diese 5 oder dar­
über/ so vermehrt man die letzte 
Bruchziffer um 1/ sonst läßt 
man sie »»geändert. In bei­

den Fällen ist der Fehler kleiner als eine halbe Einheit der 
letzten Bruchstelle.

In unserm obigen Beispiel ist die bloß nach 8- n. geführte 
Rechnung schon mit dem ersten Abschnitt zu Ende/ weil die 
gegebene Zahl einztffrig ist. Daher sind sogleich an den 
Rest (2) drei Nullen angehängt/ dann nach §. 11. fortge­
rechnet/ und dieses in drei Abschnitten wiederholt worden. 
Die so gefundenen Wurzelziffern sind 1/442. Rechnet man 
noch eine Stelle weiter/ so sindet man die vierte Wurzel- 
ziffer 2. Daher ist hier nichts zu ändern/ wäre aber die 
vierte Ziffer 5 oder darüber gewesen/ so hätte man in der 
dritten Stelle 3 statt 2 setzen müssen.

Beweis. Es sind in unserm Beispiel nach und nach zehn 
Posten subtrahirt worden/ und man kann sich vollkom-ien 
wie §. 11. überzeugen/ daß diese zusammen den Kubus -er 
gefundenen Wurzel ausmachen/ oder daß die zehn subtrahir- 
ten Posten zusammen — 1/442 ' sind. Da sie aber nach 
und nach von 3 subtrahirt/ einen Rest (1557112 oder nach 
seinem wahren Werth 0,001557112) gelassen haben, so ist 
klar, 1/442 * < z, folglich auch

1,442 < j/3.
Aber man begreift auch leicht, daß die l/3 in drei Bruch- 
ziffern nicht genauer gefunden werden könne. Denn setzte 
man in der letzten Stelle 3 statt 2, und berechnete in dem 
letzten Abschnitt -er Rechnung die drei zu subtrahirenden 
Posten dieser Zahl gemäß, so würde ihre Summe größer 
sein, als die im vorletzten Abschnitt gebliebene Zahl(14016000). 
Aber dennoch würden auch jetzt die sämmtlichen subtrahirten 
und zu subtrahirenden Posten den genauen Kubus von 1,44s 
enthalten haben. Also ist 1,443 ' > 3, folglich auch

1,443 >
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In drei Bruchziffern kann also die nicht anders als 
1/^2 gefunden werden.

Da aber die vierte Ziffer (2) kleiner ist als 5 Einheiten der 
vierten/ oder eine halbe Einheit der dritten Stelle/ so be­
trägt der Fehler der Wurzel weniger/ als eine halbe Ein­
heit der dritten Stelle. Hatte sich hingegen die vierte Zif­
fer 5 oder noch größer gefunden/ so würde durch Zusctzung 
einer Einheit der dritten Stelle zwar die Wurzel zu groß 
geworden sein/ aber der Fehler würde doch weniger als 5 
Einheiten der vierten/ d.i. als eine halbe Einheit der drit­
ten Stelle betragen.

1/t. Z U s a tz.
Über die Ausziehuug der Kubikwurzeln aus andern 

als unvollkommenen ganzen Kubikzahlen, wird es hin­

reichend sein, folgendes zu bemerken, was jedem, der al­
les vorhergehende gefaßt hat, ohne umständliche Erläu- 

rungen deutlich sein wird.

Wenn die gegebene Zahl Decimalbrüche enthält, oder bloß 
aus solchen besteht/ so rechnet man völlig wie im vorigen 
Paragraphen. Nur muß man sich vor dem Anfänge der 
Rechnung hüten, den ersten Theilstrich, wo anders als bei 
dem Komma zu machen. Sollte z. B. aus Z728,vZ9t die 
Kubikwurzel gezogen werden, so müßte man die Abtheilung 
in Klassen auf folgende Art machen.

Zl728/,OL9slOO.
lr. Soll aus einem Bruch, dessen Zähler und Nenner vollkom­

mene Kubikzahlen sind, die Wurzel gezogen werden, so muß 
man aus beiden die Wurzel ziehen. So ist z. B.

- 64 — s/64 —
H - ^9 " 9 '

c. Soll die Kubikwurzel aus einem Bruck gezogen werten, 
dessen Zähler eine unvollkommene, der Nenner aber eine 
vollkommene Kubikzahl ist, so zieht man aus dem Zähler 
die Wurzel nach §. iZz aus dem Nenner aber, wenn sie
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nicht unmittelbar bekannt ist, nach §. 11. Dann dividirt 
yran die erste durch die letzte. Ist z. B. die Kubikwurzel 
aus zu ziehen/ so hat man

-- H- -

Ist aber der Nenner eines Bruchs eine unvollkommene 
Kubtkzaht (der Zähler sei vollkommen oder unvollkommen) 
so verwandelt man entweder den Bruch in Decimalbrüche/ 
wenn eö schnell angeht/ oder die Periode desselben leicht zu 
übersetzen ist. (Sollte z. B. aus die Kubikwurzel gezogen 
werdet?/ so hat man /x — 0/63 63 63... und man kann aus 
dem letzten die Wurzel nach 8. 13. ausziehen). Oder man 
zerfällt den Nenner in seine einfachen Factoren, und sieht 
zu/ was für Factoren man zusctzen mäße/ um ihn in eine 
vollkommene Kubikzahl zu verwandeln. Mit diesen Fakto­
ren multiplicirt man dann Zähler und Nenner/ so kann die 
Wurzelauöjiehung nach c) verrichtet werden. (Sollte z. B. 
aus 24Z die Kubikwurzel gezogen werden so richte man zu­
erst den Bruch ein. Man erhält V/. Darauf zerfalle man 
§8 in seine einfachen Factoren/ nämlich 48 — 2*3. Um 
2 * in einen vollkommenen Kubus zu verwandeln/ muß es 
mit 2 - — 4 multiplicirt werden. Aber 3 wird durch Mul­
tiplikation mit 3- ein vollständiger Kubus. Man müßte 
also Zähler mrd Nenner von V? mit 2 - 3 - — 36 multi- 
pliciren. Indessen ist eü hinreichend diese Multiplication 
nur im Zähler wirklich zu machen/ im Nenner aber bloß 
anzudeuten. Auf diese Art erhält man

113 — 4068 . 
48 — 2°3*'

also ,
.»^113   ^tO68   i^4068 
^48 2-3 12

Man ziehe also aus 4o68 nach §. 13. die Wurzel/ und Livi- 
Lire sie durch 12.).

Fischer'S math. Rechenkunst.
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Zweiter Anhang zum elften Abschnitt.
Zusätze zu der Ausziehung -er Quadratwurzeln.

Wie weit man sich auf die Ziffern einer berechne­
ten Quadratwurzel verlassen könne.

§. 1. Lehrsatz.

1. Ist die gegebene Zahl fehlerfrei, fio ist jede 

Ziffer der Wurzel richtig, wie weit man auch die Rech­

nung fortsetzen mag.
2. Ist aber die gegebene Zahl abgebrochen, so fin­

det man eben so viel richtige Bruchziffern der Wurzel, 
als die gegebene Zahl enthält.

3. In beiden Fällen kann aber die letzte Hälfte 

der Bruchziffern bloß durch gemeine Division gefunden 
werden, wenn man denjenigen Rest welcher bleibt, nach­
dem man alle gegebenen Ziffern in Rechnung gezogen 

hat, durch das Doppelte der bis dahin gefundenen Wur­

zel dividirt.
Beweis.

i; Der erste Theil des Satzes ist unmittelbar deutlich, und be­
darf keines Beweises.

2. Da bei der Wurzelausziehung immer zwei Bruchziffern zu 
einer Klasse vereinigt werden müssen, also die Anzahl der 
gegebenen Bruchziffern gerade sein muß, so nehmen wir 
an, die gegebene Zahl enthalte 2u Bruchziffern. Ist nun 
richtig abgebrochen, so weiß man, daß der Fehler, den wir r 
nennen wollen, kleiner sei, als eine Einheit der 2oten 
Bruchstelle, also

— 2 n
L c 10

(1.10.). Da aber jede Klasse nur eine Ziffer -er Wurzel 
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giebt/ so ist klar/ daß wenn man die Wurzelausziehung so 
weit fortgesetzt hat/ daß alle gegebene Ziffern in Rechnung 
gezogen sind/ man nur n Bruchziffern der Wurzel gefunden 
haben wird; aber es ist unmittelbar deutlich/ daß alle diese 
Ziffern vollkommen richtig sein werden, und daß also der 
noch fehlende Theil der Wurzel/ den wir x nennen wollen, 
kleiner sei, als eine Einheit der »ten Bruchstelle, oder

— Q 
x -< 10.

Nun wollen wir den bis zur »ten Bruchztffer gefundenen 
Theil der Wurzel 2 nennen, so ist die ganze Wurzel »-«-x, 
und ihr Quadrat 2- -l- 2ax -l- x-.

Die gegebene Zahl aber kann man jederzeit in zwei Stücke 
theilen, wovon das erste das Quadrat des schon gefunde­
nen Theils der Wurzel also 2» ist. Dieser Theil besteht 
aus der Summe aller wahrend der Rechnung abgezogenen 
Stücke. Der zweite Theil ist der Rest, welcher bleibt, nach­
dem alle gegebenen Ziffern in Rechnung gezogen sind. Die­
ser Rest heiße r, so ist die gegebene Zahl 2^ -z- r.

Ist nun diese Zahl abgebrochen, so muß noch das oben be­
nannte 2 hinzugefügt werden, um den vollständigen Werth 
der gegebenen Zahl in Zeichen vorzustellen. Dieser ist also 
2 - -1- i- 2. Da nun dieser dem vollständigen Quadrat 
der vollständigen Wurzel gleich sein muß, so haben wir

2- -t- r -4- 2 — 2 - 2 2 x -t- x 2.
Hier fällt zuerst 2- auf beiden Seiten weg, und es bleibt 
also

r-i-2--22x-z-x?.
Wenn nun irgend eine Rechnung in einer bestimmten An­
zahl von Bruchstellen geführt werden soll, so kann man 
nicht nur, sondern man muß (wenn man konsequent bleiben 
will), jede Größe —0 setzen, welche kleiner ist, als eine Ein­
heit der letzten bestimmten Bruchstelle. Nehmen wir also 
an, daß die Wurzelauöziehung bis zu der 2nten Bruchstelle 
fortgesetzt werden sollte, so müssen wir jede Größe — 0 se­
tzen die kleiner ist, als eine Einheit der 2«ten Stelle. Nun 
ist aber nach der obengemachten Annahme

— 2n 
r < 10 ,

A 2
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als» 2 -- o zu setzen. Ferner ist
-- n

X < 10
also

— 2n 
x- < 10

folglich auch x- ---- 0; und so behalten wir bloß
r — 2sx; folglich X —

und diese Formel ist streng richtig/ sofern nicht mehr als 
2» Bruchstellen gesucht werden. Da aber r und 2a gege­
bene Größen sind/ so ist klar/ -aß der noch folgende Theil 
x der Wurzel/ bis zu der 2»ten Bruchstelle richtig gefun­
den werden könne.

Aber eben diese Formel
r 

— n 
zeigt/ daß dazu keine Wurzelauöziehung nöthig sey sondem 
nur die Division des letzten Restes r durch 2-, d. i. durch 
das Doppelte der bis zur »ten Bruchziffer gefundenen 
Wurzel.

Aber es ist leicht einzusehen / daß unsere bei Nr. 2. gemachten 
Schlüsse nicht bloß gültig sind/ wenn die gegebene Zahl 
abgebrochen/ sondern auch/ wenn sie genau ist. Denn in 
diesem Fall ist - nicht bloß in Bezug auf die 2nte Bruch­
stelle/ sondern absolut — o.

Man sieht also/ daß der hier sich zeigende Rechnungövortheil 
bet jeder Wurzelauöziehung ohne Ausnahme gültig ist/ in­
dem man jederzeit nur die Hälfte -er verlangten Bruch­
ziffern -urch wirkliche Wurzelauöziehung zu berechnen braucht/ 
die letzte Hälfte aber allezeit durch bloße Division gefunden 
werden kann.

ö. Continuirliche Ausziehung von Quadratwurzeln.

§.2. Erklärung.
Wenn man aus einer beliebigen Zahl die Quadrat­

wurzel, aus dieser wieder die Wurzel, und so fort aus 
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jeder gefundenen von Neuem die Wurzel auszieht, so 

nennt man diese wiederholte Arbeit, eine continuir- 
liche Wurzelausziehung.

ES werden in den Anhängen zu mehreren der folgenden Ab­
schnitte öfters Fälle Vorkommen, wo es nöthig ist, den end­
lichen Erfolg einer continuirlichen Wurzelausziehung genau 
zu kennen. In den Abschnitten selbst werden wir uns be­
gnügen, aus dem Zusatz bei 8. dieses Abschnitts die 
Folge zu ziehen, dast man in jedem Fall durch con- 
tinuirliche Wurzelausziehung der Einheit desto 
näher komme, je öfter man die Wurzelauszie- 
hung wiederholt, und daß man daher durch hin­
längliche Fortsetzung der Rechnung zu Wurzeln 
gelangen könne, die von der Einheit um weni­
ger, alö eine beliebige dekadische Brucheinheit 
verschieden sind. Diese Folgerung ist auch in sich so 
klar, daß sie für jeden befriedigend sein kann, der gerade 
nicht den Zweck hat, in die innersten Tiefen der Mathema­
tik einzudringen. Dagegen ist eine genauere Zergliederung 
dieser Folgerung, und eine Zurückführung auf vollkommen 
evidente Sätze, Bedürfniß für jeden, der hie Mathematik 
mit Vorliebe treibt, und die Strenge ihrer Schlüsse, so weit 
als nur möglich ist, zu verfolgen strebt. Wir wollen daher 
hier eine solche Zergliederung hinzufügen, die man hoffent­
lich vollkommen befriedigend finden wird.

§.3. Grundsatz.

Wenn zwei gleichartige Größen und a gegeben 

sind, von denen die erste beliebig groß die andere a 
beliebig klein ist, so ist es in jedem Fall möglich ein 

Vielfaches von a zu finden, das größer ist als

Der Grund liegt unmittelbar tm Begriff der Zahl, nach wel­
chem man jede Größe 1, 2, 3 re. mal setzen, und in dieser 
Vervielfältigung schlechthin ohne Gränzen fortschreiten 
kann.
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§.4. Z u sä tz.

Wenn man also wieder zwei gleichartige Grö­

ßen und n annimmt, die erste beliebig groß, die 
andere beliebig klein, und man setzt zu a nach und nach 
die Größen d, c, 6, e rc. hinzu, von denen die erste 

auch beliebig klein, jede folgende aber (um so wenig als 

man will) größer wie die vorhergehende ist, so muß 

man nach einer Anzahl solcher Additionen um so schnel­
ler zu einem solchen Aggregat gelangen, daö größer ist 

als je schneller die Größen b, o, 6 re. wachsen.

Denn da es nach §. 3. schon ein Vielfaches von K giebt, das 
größer ist als so muß es um so mehr ein Aggregat der 
Größen », K, <?, ch « re. geben, welches größer als ist, da 
von c an, alle Theile größer sind als K.

§.5. Zusatz.
Wenn Man daher zu einer beliebig kleinen Größe 

», einen beliebig kleinen, aber bestimmt den uten Theil 

derselben hinzüsetzt; zur Summe wieder den nten Theil 

dieser Summe; zu der zweiten Summe wieder den uten 
Tbeil derselben; und so continuirlich fort, so muß man 

nothwendig einmal zu einer Summe kommen, die grö­

ßer ist, als irgend eine gegebene Größe

Denn da jede folgende Summe größer ist, als die vorherge­
hende, so ist auch der nie Theil jeder folgenden Summe 
größer als -er ote Theil der vorhergehenden. Jeder neue 
Theil, der hinzufügt wird, ist also größer als der vorherge­
hende, und man muß daher nach §.4. nothwendig einmal 
zu einer Summe kommen die größer ist als , wie groß 
auch sein mag.
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§.6. Zusatz.
Hieraus folgt aber umgekehrt, daß wenn man von 

einer beliebig großen Größe L, einen beliebig kleinen 
nten Theil wegnimmt, vom Rest wieder den nten Theil 

des Restes, vom zweiten Rest wieder den nten Theil 

desselben, und so continuirlich fort von jedem Rest sei­

nen nten Theil, so muß man nach einer gewissen An, 
zahl von Subtraktionen nothwendig einmal zu einem 

Rest gelangen, der kleiner ist, als irgend eine noch so 

klein« gegebene Größe 2.
Da man von einer beliebig kleinen Größe s anfangend durch 

eontinuirliche Hinzulegung eines bestimmten Theils nach 
z. 5. zu jeder noch so großen Summe 8 gelangen kann, so 
muß man, wenn man solchen Weg rückwärts macht, und 
von der beliebig großen 8 continuirlich einen bestimmten 
Theil abzieht, nothwendig zuletzt über jede Gränze der Klein­
heit htnauskommen.

§.7. Lehrsatz.
Wenn eine Zahl n, die um so wenig als 

man will größer als Eins ist, durch wiederholte 

Multiplikationen, von der ersten zur zweiten, dritten, 

vierter, rc. Potenz erhoben wird (VIII. 2.), so kann man 

nach einer gewissen Anzahl solcher Multiplikationen je­

derzeit zu einer Potenz gelangen, welche größer ist, als 

irgend rine beliebige Größe
Beweis. Da » um eine beliebige Kleinigkeit 1 übertreffen 

soll, so setze man
— 1 -t- Q

wo man sich unter n eine beliebig große Zahl Vorsteven 
kann. Multiplicirt man nun » mit
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so ist das Produkt
. i 

s -s- — » 
n

(M 9.)/ und dieses ist also um den oten Theil von s grö­
ßer als a. Da aber a und

1 n
einerlei ist/ so ist dieses Product die zweite Potenz von 
oder L und es ist also a? > s. Man multiplicire fener. 
L- mit

so ist das Produet
L - L 2 » r.n

Es ist also wieder »r > »2 und zwar um
— »2. 
n

Da nun »- > a war, so ist auch

Also ist der Überschuß der dritten Potenz über die zwüte 
größer als der Überschuß der zweiten über die erste.

Erhebt man auf die nämliche Art die dritte Potenz schrittweise 
zur vierten, fünfte»/ sechsten rc. so ergiebt sich/ daß de: Un­
terschied jeder zwei auf einander folgenden Potenzen größer 
ist, als der Unterschied der beiden nähstporhergehender.

Erhebt man also a durch wiederholte Multiplikationen ju Po­
tenzen/ so erhalten dieselben mit jedem Schritt einen grö­
ßer» Zuwachs. Wird also nur die Arbeit oft genrg wie­
derholt/ so muß man vermöge §. <5. nothwendig ei»mal zu 
einrr Potenz von a gelangen/ die größer ist/ als irrend eine 
gegebene Größe

§.8. Zusatz.
Weit schneller wird man also zu einem solchen Re­

sultat gelangen können, wenn man die Größe a erst 
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mit sich selbst multiplicirt, dann'dieses Quadrat wieder 

nicht mit s, sondern mit sich selbst, also mit einem grö- 

ßern Factor, das nunmehrige Produet wieder mit sich 
selbst multiplicirt, kurz wenn man a continuirlich inö 

Quadrat cchebt.
Man sieht nämlich leicht, daß durch eine solche continuirliche 

Erhebung inö Quadrat viele Potenzen, die man durch con^ 
tinuirliche Multipliaation erhalt, übersprungen werden. 
Denn 22 --- 2-; 2-2- --- s»; 2*2» — 2° u.s.f.

§.9. Zusatz.
Da also eine Größe 1 -4- die von Eins so we­

nig, als man will, verschieden ist, durch continuirliche Er­

hebung ins Quadrat, jede gegebene Größe übersteigen 

kann, so folgt, daß wenn man mit einer beliebig großen 
Zahl die umgekehrte Arbeit vornimmt, nämlich conti, 

nuirlich Quadratwurzeln auszieht, man mit jedem Schritt 

nicht nur der Einheit näher kommen, sondern nach hin­
länglich oftmaliger Wiederholung zu einer Wurzel gelan­
gen könne, die von 1 um weniger als irgend eine gege­
bene Kleinigkeit, z. B. um weniger als eine beliebige de­

kadische Brucheinheit verschieden ist.
Um sich den Sinn, und den Erfolg dieser Arbeit recht anschau­

lich zu machen, wähle man eine beliebig große Zahl, und 
ziehe aus derselben continuirliche Wurzeln. Man wird fin­
den, daß man sehr bald zu Wurzeln kommt, die vor dem 
Komma 1 haben, also der Einheit schon nahe sind. Fährt 
man fort, so erhält man Wurzeln die nach dem Komma 1, 
2, 3, ä rc. Nullen haben, also Eins um weniger als o,l; 
0,01; 0,001; 0,0001 rc. übertreffen. Vor der Rechnung 
vergleiche man aber noch den folgenden Paragraphen.
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§. 1V. Zusatz.

Was oben §. 1. erwiesen worden, bietet bei einer 
solchen eontinuirlichen Wurzelausziehung wichtige Vor, 
theile dar. Denn gesetzt, man wollte aus 10 continuir, 

liche Wurzeln in 12 Bruchziffern ziehn, und dieses so 
lange, bis man zu einer Wurzel käme, die um keine 

Brucheinheit der neunten Ordnung größer als Eins 

wäre; so kann man
1. bei jeder Wurzelausziehung die letzten sechs Bruch­

ziffern durch bloße Division berechnen;

2. wenn man so weit gekommen ist, daß man 

sechs Nullen hinter dem Komma hat, so ist die Arbeit 

so gut wie beendigt: denn die folgenden Wurzelauszie­
hungen bestehen lediglich darin, daß man die Bruchzif­

fern von der siebenten bis zwölften Stelle continuirlich 
durch 2 dividirt.

Ist man nämlich so weit gekommen, daß man n Nullen hin< 
ter dem Komma hat, und man nennt den Betrag der noch 
zu suchenden n Ziffern x, so ist die gesuchte Wurzel 1 x 
also ihr Quadrat (d. h. die Zahl, aus der man eben die 
Wurzel auözieht) 1 -t- 2x x-. Da aber

-- Q
X 10 , so ist

—2 n 
x- 10;

also, so fern man nicht weiter als auf 2n Bruchziffern rech­
nen will, x - — o. Also ist die Zahl aus der man die Wur­
zel auszieht 1 -I- 2x, und ihre Wurzel ist i-»-x, und man 
findet diese also, wenn man das, was die Zahl, mit der man 
eben beschäftigt ist, über i enthält (2x, nämlich die sechs 
letzten Ziffern), mit 2 dividirt.
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§.11. Lehrsatz.
Wenn man eine Größe n, die um etwas belie­

big Geringes kleiner als Eins ist, durch wieder­
holte Multiplicationen von der ersten zur zweiten, drit­
ten, vierten rc. Potenz erhebt, so ist jede Potenz kleiner 
als die vorhergehenden, und nach hinlänglich oftmaliger 
Wiederholung solcher Multiplicationen kann man jeder­
zeit zu einer Potenz gelangen, die kleiner ist, als irgend 
eine noch so kleine gegebene Größe.

Beweis. Da 2 kleiner sein soll, als 1, so setzen wir

n
wo man sich unter n irgend eine beliebige Zahl, die größer 
als 1 ist, vorstellen kann.

Multiplicirt man nun 2 mit

so ist das Product
12-------2;
Q

aber dieses Product ist ^2-, weil 2 und

n
einerlei ist. ES ist also klar, daß 2- nm

1— 2 n
kleiner ist als 2. Man multiplicire ferner »" mit

so erhält man
3--------- 3- — 3'. 

n
ES ist also 2* um

2- n
kleiner als 2 Eben so ergiebt sich, daß s * um
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kleiner sei als ?'/ und überhaupt -aß jede Potenz um 
-er vorhergehenden kleiner sei als diese.

Da also von jeder Potenz continuirlich gleichvielste Theile ab­
gezogen werden, so muß man nach §.6. nothwendig einmal 
zu einer Potenz kommen, die kleiner ist, als irgend eine ge­
gebene noch so kleine Größe.

§.12. Z U s a tz.

Noch schneller wird man also zu einem solchen Re­
sultat gelangen, wenn man die gegebene Größe n con- 

tinuirlich inS Quadrat erhebt.

Man vergleiche die bei §. 8. gegebene Erläuterung.

§. 13. Aus a tz.

Da also jede Größe a — 1--------- die von der Ein­
heit noch so wenig verschieden ist, nicht nur in jeder 

Potenz kleiner wird, als in der vorhergehenden, sondern 
auch durch continuirliche Erhöhung ins Quadrat, unter 
jede Gränze der Kleinheit herabsinkt, so folgt, daß, 

wenn man umgekehrt aus einer beliebig kleinen Größe 

u continuirlich Quadratwurzeln zieht, jede folgende größer 
als die vorhergehende sein wird, daß aber 1 die Gränze 

sei, der sie sich continuirlich nähern, und welcher sie so 

nahe gebracht werden können, daß ihr Unterschied von 
Eins kleiner wird, als irgend eine gegebene Größe, und 

namentlich, als irgend eine dekadische Bcucheinheit.
Auch hier ist es zweckmäßig sich den Sinn u-nd Erfolg dieser 

Arbeit durch eine wirkliche Rechnung anschaulich zu machen. 
Man wähle zu dem Ende einen beliebig kleinen Decimal- 
bruch (z. B. 0,003 oder 0,047/ oder was man sonst will), 
und ziehe daraus continuirlich Quadratwurzeln/ so wird es 
sichtbar werden/ -aß und warum die Wurzeln immer größer 
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werden. Auch wird es anschaulich werden, -aß sie nie bis 
zu der Größe 1 gelangen können. Jede Wurzel wird sich 
mit o Ganzen anfangen; die Bruchziffern aber werden 
immer zunehmen. Nach einigen Wurzelausziehungen wird 
sich die Wurzel mit 0,9; weiterhin mit o,99; noch weiter 
mit 0,999 rc. anfangen h. die Wurzeln werden um weni­
ger als 0,1: 0,01; 0,001 rc. von der Einheit abweichen. 
Vor der Rechnung ist aber rrdch -er folgende Paragraph 
-nrchzugehen.

§.14. Z u s a tz.
Auch bei dieser Rechnung bietet das, was §. 1. er­

wiesen worden, ähnliche Rechnungsvortheile dar. Denn

1. kann man die letzte Hälfte der Bruchziffern 

durch bloße Division finden, und

2. wenn man so weit gekommen ist, daß die erste 

Hälfte der Bruchziffern mit Neunen gefüllt ist, so fin­

det man die letzte Hälfte der Ziffern für die nähste Wur­

zel, wenn man eine Einheit der letzten Neun zu den 
folgenden Ziffern hinzunimmt, und denn durch 2 divi­
dirt. Wäre z. B. aus 0,9999 3612 die Wurzel zu zie­
hen, so hat man, um die vier letzten Ziffern der Wurzel 

zu finden, nur 13 612 durch 2 zu dividiren. Sie ist 

also 0,9999 6806.

Der letzte Theil dieses Zusatzes bedarf einer nähern Erörte­
rung.

Wenn eine continuirliche Wurzelausziehung -»rrchgehends in 
2n Bruchziffern geführt werden soll, 2 aber eine Größe be­
deutet die kleiner ist als eine Einheit der vten Ordnung, 
so ist (1 — 2)2 -- 1 — 22. Denn obgleich zu 1 — 22 
noch -1-2- hinzukommen sollte, so ist doch 2- kleiner als 
eine Einheit der 2»ten Ordnung, und muß also — 0 ge­
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setzt werden, so fern die Rechnung in nicht mehr als 2» 
Ziffern geführt werden soll.- Hieraus folgt aber umgekehrt, 
-aß unter den gemachten Voraussetzungen s/(i — 22) -- 
1 — 2.

Soll man also die Wurzel aus einer Zahl ziehen, die vor dem 
Komma eine Null, nach demselben aber 2»Ziffern hat, von 
denen die erste Hälfte bloß aus Nennen, die letzte aber aus 
beliebigen Ziffern besteht, so ist solche Zahl kleiner als Eins, 
aber der Unterschied ist kleiner als eine Einheit der »ten 
Bruchordnung. Sie ist also so beschaffen, daß man die 
Wurzel aus derselben nach der eben entwickelten leichten 
Regel ansziehen kann. Zu dem Ende müßte man eigent­
lich folgende Rechnung machen. Man müßte die Zahl von 
i subtrahiren, um den Werth von 2 2 zu finden; diesen Werth 
müßte man durch 2 dividiren, um den Werth von 2 zu erhal­
ten. Endlich müßte man diesen Werth wieder von 1 abzie- 
hev, so würde man die Wurzel 1 — 2 in einer einzigen Zahl 
haben. Zu mehrerer Deutlichkeit zeigt die folgende Rech­
nung, wie nach dieser Regel aus der im Paragraphen an­
gegebenen Zahl die Wurzel gezogen werden müßte.

1,0000 0000
1 — 2 2 — 0,9.999 3612 

2r— 0,00006388 
2--- 0,0000 3194 

1,0000 0000 
1 — 2 — 1,9999 6806

Man kann aber die Hiebei vorkommende doppelte Subtraetion 
ersparen, wenn man so rechnet, wie oben im Paragraphen 
geschehen ist; und es muß hier noch gezeigt werden, daß man 
auf diese Art kein anderes Resultat, als nach der eben er­
wiesenen Regel erhalten könne.

Bestehen also die ersten » Bruchziffern aus lauter Neunen, 
so ist ihr Werth — 1 — einer Einheit der »ten Stelle. 
Läßt man aber von der letzten Neune noch eine Einheit weg, 
um fie der »-1-1 ten Ziffer zuzulegen, so ist der erste Theil 
der Zahl — 1—2 Einheiten der »ten Stelle, d. t.

— » 
1 — 2 10
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Das zweite Stück der Zahl aber/ welches aus den letzten 
» Ziffern mit Einschluß einer Einheit öec »ten Stelle be-^ 
steht/ wollen wir x nennen. Unsere ganze Zahl ist also

— n
1 — 2 . 10 -s- X

Fn dieser Form verrichte man nun die Wurzelausziehung nach 
der oben erwiesenen Regel/ nach welcher i — - die Wurzel 
war/ wenn das Quadrat 1 —2- war. Man setze also

- O 1—22—1 — 2.10--- -j- x
— ll

also 2- — 2.10 — X
-n X ---10 --2

1 — 2 -- 1 — 10
ES ist aber - n 1 — 10
eine Zahl die vor dem Komma 0/ und nach demselbeu n 
Neun-n hat/ und ist die Hälfte der übrigen n Ziffern/ 
nachdem man zu diesen eine Einheit der uten Stelle hinzu­
gefügt hat.

Mit Beobachtung dieser Vortheile Ist eine eonttnuirliche Wur- 
zelausztehung eine wohl ausführbare Sache/ wenn man die 
WurzelauSziehugen auf nicht mehr als etwa acht Bruchziffern 
treibt. Wählt man dann eine Zahl (etwa unter ioo)/ so 
wird man nach einer mäßigen Anzahl von Wurzelausziehun- 
gen zu Zahlen gelangen/ die vor dem Komma o, und nach 
demselben vier Neunen habe»/ worauf die fernere Wurzel- 
ausziehung nach der hier entwickelten Regel sehr schnell so 
weit fortgesetzt werden kann, bis man zu einer Wurzel kommt/ 
die nach dem Komma lauter Neunen hat/ also dem Werthe 
von 1 so nahe kommt/ als es in acht Bruchziffern mög­
lich ist.
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Zwölfter Abschnitt.
Von Potenzen und Wurzeln im Allgemeinen.

Potenzerhebung eingliedriger Formeln, und 
Wurzelauöztehung aus derselben.

§. 1. Erklärung.
Obgleich die Begriffe von Potenzen und Wurzeln 

schon oben (VH1. 5.) erklärt worden, so ist es doch 

nothwendig, sie hier noch schärfer zu bestimmen, da sie 

hier der eigentliche Gegenstand der Betrachtung, nicht 

wie dort, bloße Nebenbegriffe sind.
1. Ein Product der Einheit, mit einer beliebigen 

Anzahl gleicher Faktoren, nennt man eine Potenz ei­
nes solchen Factors. Die Anzahl der Factoren heißt 
der Grad oder die Ordnung der Potenz. Daß eine 
Potenz gemacht werden solle, deutet man dadurch an, 

daß man neben die gegebene Größe, die man die Wür­

ze lgröße nennt, rechts oben eine Zahl schreibt, welche 

den Grad der Potenz anzeigt. Solche Zahl heißt der 

Exponent der Potenz. Hiebei wird also die Wurzel­

größe als gegeben, die Potenz hingegen, als gesucht be­

trachtet.
2. Betrachtet man hingegen eine gegebene Größe 

als eine Potenz eines gewissen Grades, so nennt man 
den Factor dessen Potenz sie sein soll, eine Wurzel des 

so vielsten Grades, als Factoren angenommen sind. 

Daß eine Wurzel gesucht werden solle deutet man da­
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durch an, daß man vor die gegebene Größe das Zei­

chen jX, und über dasselbe eine Zahl setzt, welche an- 
zeigt, in wieviele gleiche Factoren man die Größe zer­

fallet denken soll. Eine solche Zahl heißt der Wurzel- 

Exp onen t.

3. Bei beiden Bezeichnungen merke man noch, 
daß sich sowohl Potenz-Exponenten, als Wurzel-Zeichen 

immer nur auf die Größe beziehen, neben welcher sie 
unmittelbar stehen. Soll daher ein solches Zeichen sich 

auf ein Produkt, oder auf einen Quotienten, oder auf 
eine mehrgliedrige Formel beziehen, so muß dieselbe in 

Klammern eingeschlossen, und der Exponent oder das 

Wurzelzeichen außerhalb der Klammer gesetzt werden.

Im Hefte ist fede dieser drei Nummern durch Beispiele zu er­
läutern, entweder in allgemeinen Zeichen, oder in bestimm- 
ten Zahlen, oder in beiden zugleich.

Anmerkungen.
i. Der Potenz Exponent 1 wird selten, der Wurzel-Exponent 

1 nie gebraucht; aber es ist leicht einzusehen, was der Sinn 
von beiden sein würde.

2. Der Wurzel-Exponent 2 wird in. der Regel nicht ge­
schrieben.

3. Die zweite und dritte Potenz nennt man auch Quadrat 
und Kubus, und ihre Wurzeln Quadrat- und Kubik-Wur­
zeln.

ä. Eine Größe, die unter einem Exponenten oder Wurzelzeichen 
steht, nennt man die Wurzelgröße. Bei der Art von 
Potenzen, die hier erklärt worden, fällt die Bedeutung der 
Wörter Wurzel und Wurzel grbße zusammen. Später­
hin (Z. 21. ff.) trennen sie sich.

L. Wir werden anfänglich die Exponenten, Potenzen und Wur­
zeln bloß als absolute Größen betrachten, ohne den Begriff 
des Gegensatzes auf sie anzuwenden.

Fischer'ö math. Rechenkunst. Z
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§.2. Zusatz.

Die Potenzirung einer Größe kann verrichtet werden,

1. durch bloße Hinzufügung eines Exponenten;

2. durch ausdrückliches Nebeneinanderschreiben al­

ler Factoren;
3. bei Zahlen auch durch wirkliche Multiplication. 

Jede Nummer ist im Hefte durch Beispiele zu erläutern. 
Anmerkung. Im vorigen Abschnitt ist gezeigt worden, wie 

man Quadratzahlen (und im Anhänge, wie man Kubikzah- 
len) auf eine eigenthümliche Art berechnen könne. Im Ab­
schnitt von den Logarithmen wird eine allgemeinere sehr 
leichte Methode erklärt werden, jede Potenz irgend einer 
Zahl durch eine einzige Rechnung zu finden.

§.3. Zusatz.

Eine Wurzelausziehung kann man verrichten,

1. durch Vorsehung des gehörigen Wurzelzeichens;
2. im vorigen Abschnitt ist gezeigt worden, wie 

man Wurzeln des zweiten Grabes (und im Anhang, 

wie man Wurzeln des dritten Grades) ausziehen könne. 

Erst im Abschnitt von den Logarithmen kann gezeigt 
werden, wie man aus jeder Zahl Wurzeln jeder Ordnung 

ausziehen könne.
Im Hefte ist bloß Nr. i. durch Beispiele zu erläutern.

Zusätze.
1. Potenzerhebung und Wurzelausziehung sind ent­

gegengesetzte Rechnungen, deren eine die andere aufhebt. 

Soll daher eine Wurzel zu der sovielten Potenz erhoben 
werden, als ihr Exponent anzeigt, so fällt das Wurzel­

zeichen weg. Und soll umgekehrt aus einer Potenz die
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Wurzel der sovielten Ordnung gezogen werden, als der 
Exponent anzeigt, so fällt dieser weg. Beides läßt sich 

kurz und deutlich in Zeichen so ausdrücken:

— a.
2. Da die Erhebung einer absoluten Größe zu 

irgend einer Potenz, nur einen einzigen Zahlenwerth die­

ser Potenz geben kann, so hat auch umgekehrt jede 
Wurzel einer absoluten Zahl nur einen einzi­

gen absoluten Zahlenwerth.
Anmerkung. Daß man hier aus Zahlen noch nicht Wurzeln 

höherer Ordnungen ausziehen kann, halt den Fortgang der 
Buchstabenrechnung nicht auf, weil in derselben die bloße 
Andeutung einer Rechnung durch Zeichen, schon für die 
Rechnung selbst gilt.

§.4. Grundsatz.

1. Wenn gleiche Größen zu Potenzen desselben 

Grades erhoben werden, so sind auch diese gleich.
2. Und umgekehrt: wenn aus zwei gleichen Grö­

ßen Wurzeln derselben Ordnung gezogen werden, so sind 

die absoluten Werthe dieser Wurzeln gleich.

E6 kann nicht schwer sein, ein Paar dem Werthe nach gleiche, 
aber der Form nach verschiedene Auvdrücte zu finden, durch 
die man beide Satze erläutern kann.

Daß Nr. 2. eine unmittelbare Folge aus Nr. t. ist, sieht man
leicht ein. (Siehe §. 3.Zus.)

H. 5. Lehrsatz.
Wenn ein Produkt von zwei (oder mehreren) Fac­

toren zu einer Potenz erhoben werden soll, so ist es ei­

nerlei, ob man erst multiplicirt, und dann das ganze 

z 2
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Product zu der verlangten Potenz erhebt; oder ob man 

erst jeden Factor einzeln zu eben der Potenz erhebt, und 

dann alle diese Potenzen mit einander multiplicirt.

Oder in Zeichen: (ab)« — a«. d".

Anleitung zum Beweise. Man setze in den Formeln 
(ab) -- L.K, für n irgend eine bestimmte (kleine) Zahl, 
und erhebe jede nach §.2. o. 2. zur »ten Potenz, so zeigt sich 
daß beide Formeln einerlei Werth haben.

Bet der Ausführung dieses Beweises, kann man beliebig für 
die Wurzelgrößen unbestimmte Zeichen (wie s und b) bet- 
behalten, oder auch bestimmte Zahlen setzen.

Auch ist ein Beispiel von mehr als zwei Factoren beizufügen.

§. b. Lehrsatz.
Wenn aus einem Product von zwei (oder mehreren) 

Factoren eine Wurzel gezogen werden soll, so ist es ei­

nerlei, ob man erst diese Größen multiplicirt und aus 
dem Product die Wurzel zieht; oder ob man umgekehrt 
erst auö jedem Factor die Wurzel zieht, und dann diese 

Wurzeln zusammen multiplicirt.

Oder in Zeichen: l^Od) -- . l/b.

Anleitung zum Beweise. Man erhebe beide Formeln 
nach §. 3. zur nten Potenz, so fallt die Gleichheit bei­
der Formeln nach §. ä. n. i. in die Augen.

Bei der Ausführung dieses Beweises, kann man. wieder belie­
big für die Wurzelgrößen unbestimmte Zeichen beibehalten, 
oder bestimmte Zahlen setzen.

Auch ist ein Beispiel von mehr als zwei Factoren beizufügen,

§.7. Zusatz.
1. Wenn daher aus einem Product eine Wurzel 

gezogen werden soll, und es findet sich unter den Factoren 
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einer (oder mehrere), aus welchen sich (nach §. Z. Zus.) 
die Wurzel wirklich ausziehen läßt, so kann man solche 

Wurzeln vor das Wurzelzeichen setzen.

Oder in Zeichen:

Statt kann man setzen

2. Und umgekehrt, wenn ein Produkt aus Factoren 
besteht die zum Theil kein Wurzelzeichen haben, zum Theil 

unter einem Wurzelzeichen stehen, so kann man die ersten 
zu derselben Potenz erheben, welche der Wurzelexponent 

anzeigt, und hinter das Wurzelzeichen setzen,

Oder in Zeichen:

Statt kann man jederzeit setzen

Beides ist im Hefte durch Beispiele zu erläutern; wobei be­
sonders Zahlenbeispiele folgender Art zu empfehlen sind.

Zu Nr. i.
^/28 -- 1/(4. 7) — 2 l/7; l^24 -- 1^(8. 3) -» 2 l/3 te.

Zu Nr. 2. , , ,
4 1/3 --- 1/(16.3) — 1/80; 3 ^4 --- 1/(27.4) -- 1/108 re.

§.8. Lehrsatz.

Wenn ein Quotient oder Bruch zu einer Potenz er­

hoben werden soll, so ist es einerlei, ob man erst wirk­

lich dividirt, und dann den Quotienten in die verlangte 

Potenz erhebt, oder ob man umgekehrt erst beide Be­

standtheile des Bruchs zu der verlangten Potenz erhebt, 

und dann diese Potenzen dividirt.
Oder in Zeichen: '
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Anleitung zum Beweise. Man setze in den Formeln für 
n eine beliebige (kleine) Zahl/ und verrichte auf beiden Sei­
ten die dadurch angedeutete Potenzirung nach §. 2.N.2., so 
wird die Gleichheit beider Formeln sichtbar.

§.9. Lehrsatz.
Wenn aus einem Quotienten oder Bruch eine Wur­

zel gezogen werden soll, so ist es einerlei ob man erst 

wirklich dividirt, und aus dem Quotienten die Wurzel 

zieht, oder ob man umgekehrt erst aus jedem Bestand- 

theile des Bruches die perlangte Wurzel zieht, und her­

nach diese Wurzeln dividirt.

Oder in Zeichen:

Anleitung zum Beweise. Man erhebe beide Formeln 
nach §. 3. Zus. 1. zur n ten Potenz, so erhalt man Ausdrücke, 
aus deren Gleichheit man nach §. 4. auf die Gleichheit der 
gegebenen schließen kann.

§. 10. Zusatz.

In dem Vorhergehenden ist eine vollständige An­

weisung enthalten, wie man jede Potenz, desgleichen die 
Wurzel jeder Ordnung von jeder eingliedrigen Formel 

dgrstellen könne.
Eingliedrige Formen sind entweder Products von Hauvtgrö- 

ßen und Coefsicienten, oder Quotienten solcher Größen, 
und in beiden Fällen ergiebt sich aus den vorhergehenden 
Sätzen, wie man sie potenziern, oder aus ihnen Wurzeln 
ziehen müsse. Eö ist nöthig, diese Arbeit zu üben. Daher 
sind im Hauptheßte einige wenige Beispiele zur Erläuterung 
im ÜbungShefte ckbec eine größere Menge zur Erlangung 
der nöthigen Fertigkeit, zu rechnen.
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Da hier alle Größen nur nach ihrem absoluten Werthe be­
trachtet werden (§. t. Anm. L.), so giebt man den einglie­
drigen Formeln am besten gar kein Vorzeichen, oder

L. Don der absoluten Größe der Potenzen 
und Wurzeln.

§.11. Lohnsätze.
1. Ein Product von zwei oder mehreren Factoren, 

die sämmtlich größer als Eins sind, ist größer als jeder 

Factor, und überhaupt desto größer, je größer die Fac­

toren sind.
2. Ein Product von Factoren hingegen, die sämmt­

lich kleiner als Eins sind, ist kleiner als jeder Factor, 

und überhaupt desto kleiner, je kleiner die Factoren 

sind.
Der Beweis beider Sätze ergiebt sich leicht aus dem bloßen 

Begriffe der Multiplication (M.3.). Um ihn auözuführen 
nehme man zuerst nur zwei Factoren an, wobei man belie­
big unbestimmte Zeichen, oder bestimmte Zahlen brauchen 
kann. Der Schluß auf drei oder mehrere Factoren ist dann 
leicht.

Anmerkungen. Dem Inhalt nach gehören diese Sätze in 
den dritten Abschnitt. Deswegen werden sie hier unter 
dem Namen Lehn sähe (entlehnte Sätze) aufgeführt.

§. 12. a. Z U s a tz.
Alle Potenzen, und alle Wurzeln von Eins, sind 

gleich Eins.
Die Richtigkeit ergiebt sich aus IH-3.

§. 12. k. Zusatz.
Von Zahlen, welche größer als Eins sind, be­

merke man folgende beiden Satze:
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1. Jede Potenz derselben ist größer als die Zahl 

und überhaupt desto größer, je größer der Exponent, 

oder die Zahl ist.

2. Jede Wurzel einer solchen Zahl, ist kleiner als 

die Zahl, aber größer als Eins. Es kommt aber die Wur­

zel der Einheit desto näher, je größer der Wurzel-Exponent 

ist, oder je näher die Zahl selbst der Einheit kommt.

Nr. i. ergießt sich aus §. 11. n. 1. Denn ist eine Zahl größer 
als 1, so besteht jede Potenz derselben aus Factoren die grö­
ßer als 1 sind. Dieses ist durch Beispiele zu erläutern.

Nr. 2. ist eine unmittelbare Folge aus Nr. 1. Denn wenn 
durch Potenzirung einer Zahl die 1 eine noch größere 
Zahl erhalten wird, so ist klar, -aß die Wurzel jeder grö- 
ßern Zahl zwischen dar Zahl und -er Einheit liegen müsse. 
Auch dieses ist durch Beispiele deutlich zu machen.

Anmerkung. Sehr anschaulich wird der Sinn beider Sätze, 
wenn man sich vorstellt, daß eine Zahl, die um noch so we­
nig großer als 1 ist, (z. B. 1,000001) schrittweise zur zwei­
ten, dritten, vierten re. Potenz erhoben würde. Es ist klar 
daß jede folgende Potenz größer ist als die vorhergehende 
(z. B. bei der obigen Zahl, um 1 Milliontel der vorherge­
henden), und -aß die Zunahme mit jedem Schritt größer 
wird. Da man nun in Gedanken die Potenzirung ohne Ende 
fortsehen kann, so können die Potenzen auch nach und nach 
jede Gränze übersteigert.

Zieht man dagegen aus einer noch so großen Zahl in Gedan­
ken nach der Reihe Wurzeln der zweiten, dritten, vierten re. 
Ordnung, so liegt jede folgende Wurzel der Einheit näher, 
als die vorhergehende, und würden die Wurzelausziehungen 
weit genug fortgesetzt, so würde man -er Einheit so nahe 
kommen können, als man will.

§. 12. 0. Zusatz.

Von Zahlen, welche kleiner als Eins sind, be­

merke man folgende beiden Sätze:
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1. Jede Potenz derselben ist noch kleiner als die 
Zahl, und überhaupt desto kleiner, je höher die Potenz 

oder je kleiner schon die Zahl an sich ist.
2. Jede Wurzel einer solchen Zahl aber, ist grö­

ßer als die Zahl, aber kleiner als Eins. Es kommt 
aber eine solche Wurzel der Einheit desto näher je hö­
her der Wurzelexponent ist, oder je näher schon die 

Zahl an sich der Einheit kommt.
Der erste Theil folgt unmittelbar aus §. 11. n. 2. Denn jede 

Potenz einer solchen Zahl ist allezeit das Produkt von Fae- 
toren, die kleiner als i sind. Dieses ist durch Beispiele zu 
erläutern.

Der zweite Theil ist eine unmittelbare Folge des ersten. Denn 
wenn sich eine solche Zahl durch Potenzirung in Ansehung 
der Kleinheit weiter von Eins entfernt als die Zahl, so 
muß umgekehrt die Wurzel immer zwischen der Zahl und 
-er Einheit liegen. Und da sich eine Potenz desto weiter 
von der Einheit entfernt, je höher der Exponent ist, so muß 
umgekehrt eine Wurzel sich der Einheit um so mehr nähern, 
je höher der Wurzelexponent ist.

Anmerkungen.
1. Durch ähnliche Erläuterungen als in der Anmerkung zu 

§. 12. b. können auch diese Sätze der Anschaulichkeit näher 
gebracht werden.

2. Aus §. 12.K. N.2. und §. 12. c.n.2., ergiebt sich, daß sich 
alle Wurzeln dem Werthe 2 ohne Ende nähern, je größer 
man den Wurzelexponenten macht, die Wurzelgröße sei grö* 
ßer oder kleiner als 1,

c. Von den einfachen Rechnungsarten mit potenzir- 
ten Größen.

§. 13. Anmerkung.

Die Addition und Subrraction potenzirter 

Größen hat keine besondern Regeln, sondern muß in 
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jedem Fall nach den allgemeinen Regeln der Buchstaben­

rechnung verrichtet werden.
Demohngeachtet ist es nützlich, sich in der Anwendung -er all­

gemeinen Regeln auf potenzirte Mosten zu üben, wobei die 
verschiedenen Fälle, welche nach Vll. 1.5. und 22. bei der 
Addition und Subtraktion eingliedriger Formeln vorkommen 
können, zu berücksichtigen sind.

Nach allen diesen Fällen sind im Hefte Beispiele zu rechnen. 
Auch sind einige Zerfällungen mehrgliedriger Formeln durch 
potenzirte Factoren beizufügen. (M. f. die Beispielsamm­
lung von Meier Hirsch. 2te Ausgabe S. 23. ff.)

§.14. Aufgabe.
Zwei potenzirte Größen zu multipliciren. 
Auflösung.

1. Haben sie ungleiche Wurzelgrößen, so geschieht die Mul­
tiplikation nach den allgemeinen Regeln vin. 6.7.

2. Haben sie aber gleiche Wurzelgrößen, so ist das Produkt 
eine Potenz derselben Wurzelgröße, und ihr Exponent ist 
die Summe von den Exponenten der Factoren. Oder in 
allgemeinen Zeichen

Nr. i. ist bloß durch ein Beispiel zu erläutern.
Nr. 2. bedarf eines Beweises, der nach folgender Anleitung 

keine Schwierigkeit hat. Statt und und " setze man be­
liebige (kleine) ganze Zahlen, und verrichte dann die Po- 
tenzirung, welche jeder dieser Exponenten vorschreibt nach 
ß. 2. n. 2.; die Multiplikation beider Potenzen aber nach 
den allgemeinen Multiplicationsregeln, so wird die Richtig­
keit der Auflösung leicht in die Augen fallen.

Im Übungshefte sind viele Beispiele von mehr als zwei po- 
tenzirten Factoren, vermischt mit unpotenzirten und Coefsi- 
cienten zu rechnen.

§. 15. Zusa tz.

Wenn man den Exponenten einer Potenz beliebig 

zerstückelt, so kann die Potenz selbst in eben so viele 
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Factoren zerfallet werden, deren jeder eine Potenz dersel­
ben Wurzelgröße ist, und eins der Stücke des Expo­

nenten zum Exponenten hat.

Oder in Zeichen: Wenn m — p -s- y -l- r, so ist 

a"' — a''.
Im Hefte ist zu zeigen, wie dieses aus §.i§. folge; im UbungS- 

hefte sind aber mehrere Beisviele zu rechnen.

§.16. Aufgabe.
Eine potenzirte Größe durch eine solche zu divi- 

diren.
Auflösung.

i. Haben beide Bestandtheile ungleiche Wurzelgrößen, so ge­
schieht die Rechnung nach den allgemeinen Divisionsregeln 
Vlll. 12.

2. Haben sie aber gleiche Wurzelgrößen, so folgt aus §. tä. (mit 
Rücksicht auf IV. 1.), daß der Quotient eine Potenz dersel­
ben Wurzelgröße sei, deren Exvonent gefunden wird, wenn 
man von dem Exponenten des Dividendus den des Divisors 
abzieht. Oberin allgemeinen Zeichen:

---- A« — n.
L»

Da aber die Exponenten in diesem Abschnitt als absolute Zah­
len betrachtet werden, so läßt sich diese Auflösung geradezu 
nur dann anwenden, wenn n nicht größer ist als m, sei es 
m gleich oder kleiner. Ist aber m, so ist der Qüotient 
auözudrücken durch:

i

Arb eit.
Nr. 1. bedarf keines Beweises, sondern nur eines Beispiels.
Bei Nr. 2. ist zu zeigen, wie die Hauptregel:

-— — s"* "
2^
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aus §. 14. folge. Dann ist zu zeigen/ wie man wirklich 
rechnen müsse/ je nachdem m > oder m --- n, oder 

-< /r.
Im Übungshefte sind viele Beispiele zu rechnen/ wobei Divi­

dendus und Divisor Producte von mehreren potenzirten und 
unpotenzirten Größen/ nebst Coefficienten sind.

Anmerkung. Wenn die Exponenten gleich sind/ so giebt die 
Anwendung der Hauptregel

3 " ---- L " — — 3". 
3«

Es kann also auch Null ein Exponent sein, und der Werth 
von ist jederzeit i; was auch r bedeute.

§. 17. Aufgabe.

Eine potenzirte Größe nochmals zu potenziren, 

d. h. zu einer höheren Potenz zu erheben.
Auflösung. Die verlangte Potenz ist eine Potenz derselben 

Wurzelgrbße; ihr Exponent aber wird durch Multiplication 
der beiden gegebenen Exponenten gefunden. Oder in allge­
meinen Zeichen

Anleitung zum Beweise. Man setze statt » irgend eine 
(kleine) ganze Zahl/ und verrichte die durch diesen Expo­
nenten gefoderte Potenzirung nach §. 2. o. 2. Die so erhal­
tenen gleichen Factoren multiplicire man nach §. tä., so wird 
die Richtigkeit der Auflösung anschaulich sein.

Im Übungshefte sind mehrere Beispiele zu rechnen/ besonders 
auch solche/ wo Producte oder Quotienten von potenzirten 
Größe»/ zu einer Potenz erhoben werden solle«/ z. B.

(zsb-c')"; oder (^^) / u.dgl.m.

Zusatz. Soll also irgend eine Größe zweimal 

hinter einander potenzirt werden, so ist es einerlei, welche 
Potenzirung man zuerst macht. Oder in Zeichen:

O")" — O")"> —



Potenzen und Wurzeln. 365

Folglich sind die Klammem in dergleichen Ausdrücken 

willkührlich und entbehrlich.
Ist durch ein Beispiel, wo m und » bestimmte Zahlen sind, 

ju erläutern.
§.18. Aufgabe.

Aus einer potenzirten Größe eine Wurzel von ei­

ner bestimmten Ordnung auszuziehen.
Auflösung. Wenn eine potenztrte Größe von Neuem zur 

nten Potenz erhoben werden soll, so muß man ihren Expo­
nenten nach §. 17. nmal größer machen. Daraus folgt, 
-aß wenn man umgekehrt aus einer potenzirten Größe eine 
Wurzel der »ten Ordnung ziehen soll, ihr Exponent »mal 
kleiner gemacht, d. h. durch » dividirt werden müsse. Man 
hat also:

rr _

Diese Auflösung ist eigentlich allgemein richtig. Da aber der 
Quotient Zv wenn man m und n beliebig wählt, sehr häu­
fig ein ächter oder unächter Bruch sein wird, so ist hier 
diese Auflösung bloß auf den Fall zu beschränken, wenn m 
durch » theilbar ist (wozu auch -er Fall m — „ gehört); 
in allen übrigen Fällen muß man sich für jetzt begnügen, 
was geschehen soll, bloß anzudeuten; d. h. die bloße Formel

muß schon als Auflösung gelten; bis wir im weiteren Fort­
gange sehen werden, was der Sinn eines gebrochnen Expo­
nenten sei (§. 21. ff.).

Im Hefte ist alles dieses noch bestimmter auSzuführen, und 
durch drei Beispiele zu erläutern. Zuerst 1) eins, wo n in 
m aufgeht; 2) wo m 3) eins, wo m durch „ nicht 
theilbar ist.

§.19. Lehrsatz.
Wenn eine Größe zu einer Potenz erhoben, und 

aus dieser eine Wurzel gezogen werden soll, so erhält 
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man einerlei, in welcher Ordnung man diese Heiden Ar­

beiten verrichtet.
Oder in Zeichen:

- (>/-,>

Beweis. Man sehe

l/s — x; so ist L — x"
(§. 4. und §.2.Zus.), also

(§.4. und §. 17.). Bringt man nun diese Werthe in die zu 
erweisende Formel, so hat man auf der einen Seite

zX(L") -- z/x"" — X« 
(§.18.); auf der andern aber unmittelbar

— x«; also l/(a"*) -- (l/->)".

Dieser Beweis ist im Hefte zu wiederholen, nur sind für m 
und n bestimmte Zahlen zu setzen.

Zusatz. Also sind die Klammern in obigen For­
meln entbehrlich, und man darf auf jeden Fall bloß 

schreiben:

H. 20. Anmerkung.

In allen Fallen, wo man eine mit Potenzen vorzu- 
nehmende Rechnung (nach §. 14. bis 19.) nicht bloß 

andeutet, wird die Rechnung allezeit bloß an den Expo, 
nenten vollzogen, die Wuczelgröße aber bleibt ungeän- 

dert. Aber die Beziehung ist merkwürdig, in welcher die 

für die Potenz gefederte Rechnung mit der an den Ex­

ponenten zu verrichtenden steht.
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Im Hefte soll daher »ach der Ordnung der angezeigten Para­
graphen gesagt werden/ welche Rechnugöart mit den Ex­
ponenten vorzunehmen ist/ wenn Potenzen-multiplicirt/ divi­
dirt/ potenzirt/ oder aus einer Potenz eine Wurzel gezogen 
werden soll.

v. Potenzen mit gebrochnen Exponenten.
§ 21. Erklärung.

Wenn man sich vorsiellt, daß eine gegebene Wur­
zelgröße in eine beliebige Anzahl gleicher Factoren 

zerfällt sei, und man verbindet von solchen Factoren 

irgend eine beliebige kleine oder große Anzahl zu einem 

einzigen Product, so nennt man solches Product auch 

eine Potenz der Wurzelgröße und zwar eine 

Bruchpotenz, indem der Exponent, wodurch eine solche 

Potenz angedeutet wird, ein Bruch ist, dessen Nenner 

anzeigt, wieviele Factoren in der Wurzelgröße angenom­

men, der Zähler aber, wieviele derselben zu einem Pro­

duct verbunden werden.
Denkt man sich also eine Wurzelgröße in n Fac­

toren zerfällt, und derselben zu einem Product ver­

bunden, so wird die dadurch entstandene Bruchpotenz durch

vorgestellt.
Die Wörter Wurzelgröße, und Wurzel bedeuten 

daher nun nicht mehr einerlei. Wurzelgröße heißt 

jede Größe, neben welcher ein Exponent steht; Wurzel 
hingegen behält seine bisherige Bedeutung und heißt ei­

ner von den gleichen Factoren einer Potenz. In der 

Formel
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ist die Wurzelgröße; einer von den /r Factoren

der ist die nte Wurzel aus und ein Product 

von nr solchen Wurzeln, oder

ist eine Bruch-Potenz von

Das Wort Bruch in Bruch-Potenz bezieht sich 

lediglich auf die Beschaffenheit des Exponenten (nicht 

der Wurzelgröße). Im Gegensatz davon, nennt man 
jede Potenz, deren Exponent eine ganze Zahl ist, eine 

ganze Potenz, wo sich also das Wort ganz wieder 

bloß auf den Exponenten bezieht.
Diese Erklärung ist im Hefte sehr sorgfältig durch ein Zahlen- 

beispiel zu erläutern, und wir wollen daher zeigen, wie ein 
zweckmäßiges Beispiel hiezu zu wählen sei.

Man erhebe eine kleine Zahl nach §. 2. n. 3. zu mehrern ganzen 
Potenzen. So ist z. B. 3 - -- 3; 3 - — 9; 3 ' 27; 3 »
— 81; 3' -- 243; 3° — 729; 3? —2187, u.s. w. Nimmt 
man nun eine dieser Zahlen, z. B. 243 für eine Wurzel­
größe an, so hat man eine Zahl die schon in eine Anzahl 
gleicher Factoren getheilt ist, nämlich 243 — 3.3.3.3.3. 
Daher kann nun jede ganze Potenz von 3 als eine Bruch- 
poienz von 243 vorgeftellt werden. Soll nur einer dieser 
Factoren genommen werden, so ist 3 --- 243-; soll man 
zwei verbinden, so ist 3.3 oder 3- — 243 ?, u. s. f. Sol­
len alle fünfe verbunden werden, so ist 3.3.3.3.3 oder 
z -- -- 243 -. Sollen noch mehr als fünf Factoren verbun­
den werden, so wird der Exponent ein unächter Bruch; z.B. 
3.3.3. 3. 3. 3.3 — 3?- 2187 — 243 s.

Im Hefte ist auf ähnliche Art eine andere zweckmäßige Lur- 
zelgröße zu berechnen.

§.22. Zusatz.

Jede Wurzel einer Größe laßt sich allezeit in 

der Gestalt einer Bruch - Potenz darstellen, deren
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Exponent den Zähler 1 hat, der Nenner aber anzeigt, 

die wievielste Wurzel gesucht wird.
Wenn von der Wurzelgrbße die »te Wurzel gesucht wird, 

so muß man in " Factoren Zerfällen, aber nur einen 
derselben nehmen (§. i.). Dieses giebt aber (nach §. 21.)

Also ist
--

Dieses ist im Hefte für einen bestimmten Zahlen-Exponenten 
auszuführen, und dann noch zu zeigen, wie Wurzeln der 
zweiten, dritten, vierten rc. Ordnung als Bruch-Potenzen 
vorzustellen sind.

Anmerkung. Diese Art Wurzeln zu bezeichnen, ist Vortheilhaft 
und wichtig, indem man dadurch der unbequemen Rechnung 
mit Wurzelzeichen, wenn man will, gänzlich ausweichen 
kann.

§.23. Zusa tz.

Vermittelst des Wurzelzeichens läßt sich aber wie­

der jede Bruchpotenz

in der Gestalt einer ganzen Potenz darstellen, wenn man 

die Verbindung des Wurzelzeichens mit in Klammern 

einschließt, und dieses als Wurzelgr-ße betrachtet.

Nämlich:

Auch umgekehrt kann man jeder ganzen Potenz, so­
bald man will, die Gestalt einer Bruchpotenz geben. 

Hat nämlich die Wurzelgröße die Gestalt

Fischer'S math. Rechenkunst. A a 
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so darf man nur die vorige Formel umgekehrt an- 

wenden.

Nämlich:

Hat aber kein Wurzelzeichen bei sich, so kann 
man sie als eine Bruchpotenz vorstellen, deren Exponent 

den Nenner 1 hat.

Nämlich:

Dieses alles ergiebt sich so leicht und unmittelbar aus dem 
Vorhergehenden, daß es keine Schwierigkeit haben kann, je­
den Theil des Satzes durch ein Zahlenbeispiel zu erläutern.

Anmerkung. Es ergiebt sich hieraus, daß es möglich sein 
würde, allen Rechnungen mit Bruchpotenzen auszuweichen. 
Ader es würde nicht Vortheilhaft sein. Denn wenn man 
bei irgend einer Rechnung, wo Bruchpotenzen vorkommen, 
dieselben in ganze Potenzen verwandelt, und dann nach den 
im Vorhergehenden gegebenen Regeln rechnet, so zeigt sich 
am Ende, daß man auf einem Umwege nichts anders er­
hält, als was man gefunden hätte, wenn man die für ganze 
Potenzen erwiesenen Regeln, geradezu auf gebrochne Expo­
nenten angewendet hätte.

Eine vollständigere Ausführung hievon soll dem folg. Abschnitt 
vobrehalten bleiben. Nur folgender Satz mag hier genügen.

§.24. Z usa tz.
Durch die Einführung von Bruchpotenzen fällt bei 

der Wurzelausziehung aus einer potenzirten Größe, die 

im achtzehnten Paragraphen gemachte Einschränkung weg, 

daß der Potenzexponent durch den Wurzelexponent theil­

bar sein müsse.
Dieses folgt so unmittelbar aus dem Vorhergehenden, -aß es 

kaum einer nähern Erörterung bedarf. Doch sind zur Er­
läuterung zwei Beispiele mit bestimmten Zahlencxponenten 
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aufzuführen, wo in dem einen der Potenzexponent durch den 
Wurzelexponenten theilbar ist, in dem andern nicht. Dann 
wird sich leicht deutlich machen lassen/ daß in beiden Fällen 
die Wurzelaueziehung durch Division der Exponenten voll­
zogen werde.

L. Potenzen mit negativen Exponenten.

§.26. Erklärung.

Wenn man von dem umgekehrten Werthe 
einer Wurzelgröße also von eine Potenz bildet, 
so nennt man auch diese eine Potenz von selbst. Da­
bei ist folgende Bezeichnungsart zu beobachten. Macht 
man von die nte Potenz, und will diese nur als eine 
Potenz von betrachten, so bezeichnet man sie auf die 
gewöhnliche Art, nämlich

(D"
Soll aber eben dieser Werth als eine Potenz der Wur­
zelgröße betrachtet und bezeichnet werden, so setzt man 
zu der Wurzelgröße denselben Exponenten /r, aber 
diesen mit dem Vorzeichen Minus. Es ist folglich

In dergleichen Ausdrücken —" kann « jeden beliebi­
gen ganzen oder gebrochnen Werth haben.

Potenzen dieser Art nennt man negative Poten­
zen. Der Ausdruck negativ bezieht sich also bloß auf 
den Exponenten, nicht auf die Wurzelgröße, noch auf 
die Potenz selbst.

Es ist hier, wie überall/ nöthig/ die erklärten Begriffe recht 
scharf aufzufassen. Wir wollen daher dieselben durch ein

A a 2
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bestimmtes Beispiel erläutern. Als Potenzen -er Wurzel- 
größe 64 betrachtet man nicht nur alle Potenzen von 64 
selbst, sondern auch alle Potenzen von dem umgekehrten 
Werthe dieser Zahl/ also von Nur muß man in dem 
letzten Fall zu der Wurzelgröße 64 einen negativen Ex­
ponenten setzen. Will man also z. B. die dritte Potenz 
von als eine Potenz der Zahl 64 betrachten und bezeich- 

I nen/ so muß man schreiben 64^^. Es ist folglich
64-3 - (^oder

Zur Übung und Erläuterung des Begriffes kann man im Hefte 
folgende negative Potenzen von 8 erkläre«/ und ihre Werthe 
berechnen. — y _  — r. —-8 8 8 8 ",
statt 8 kann man auch mit Beibehaltung derselben Expo­
nenten eine andere Zahl wählen,, deren Kubikwurzel sich 
ohne Rechnung finden läßt/ z, B. 27/ 64/ 125/ u. dgl m.

Am!» wird man leicht erklären können/ was der Sinn folgen­
der Formeln sei.

(0-4; M--; OM-? „

Endlich wird man auch leicht begreife»/ was der Exponent 
— 1 bedeute/ z. B.

Aymerkung. Bei jedem Potenzausdrucke/z. B. kommen 
eigentlich drei Größen in Betrachtung: 1) der Exponent 
2) die Wurzelgröße s; und 3) die Potenz selbst Wir 
haben bisher alle drei nur als absolute Größen betrachtet; 
in diesem Paragraphen wir- der Begriff des Gegensatzes 
zuerst nur auf Exponenten angewendet/ während die bei­
den andern noch als absolute Größen betrachtet werden. 
Daß das Zeichen Minus hiebet von seiner ursprünglichen 
Bedeutung nicht wesentlich abwetche/ wird sich in der Folge 
zeigen.

Im Gegensatz negativer Exponenten sind die bisher betrachte­
ten als positiv anzusehen. Fndessen pflegt man das Vor­
zeichen -l- vor einem Exponenten selten ausdrücklich zu 
schreiben.
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§. 26. Zusatz.
Eine Potenz mit negativem Exponenten, ist auch 

gleich dem umgekehrten Werthe derselben Potenz mit po­
sitivem Exponenten. Oder in Zeichen:

— n 1 3 — —7"L"
Nach §. 25. ist

Man erhebe den Bruch nach 8.8. zur »ten Potenz, so 
sieht man die Richtigkeit -es Satzes leicht ein.

§.27. Zusatz.
Man kann also leicht jede negative Potenz in Ge­

stalt einer positiven darstellen, und zwar auf zweierlei 

Art, nach §. 25. und 26.
Auch umgekehrt kann man jede positive Potenz un­

ter der Gestalt einer negativen darstellen, und auch, 

dieses auf doppelte Art.
Beides ist durch Beispiele zu erläutern.

Anmerkung. Aus diesem Paragraphen ergiebt sich, daß man 
auch der Rechnung mit negativen Exponenten jederzeit würde 
aucweichen können. Aber eö würde dieses eben so wenig 
Vortheilhaft sein, als wenn man gebrochnen Exponenten aus- 
weichen wollte: denn es läßt sich zeigen, daß alle für po­
sitive Exponenten erwiesene Rechnungsregeln auch für nega­
tive gültig sind; wie dieses im folgenden Abschnitt um­
ständlicher gezeigt werden soll. Hier mag es genug sein, 
folgenden Satz betzufügen, durch welchen der Gebrauch der 
Vorzeichen und — bei Exponenten gerechtfertiget wird.

§.28. Zusatz.
Durch die Einführung negativer Potenzen erhält 

die Divisionsregel §. 16. unbeschränkte Gültigkeit, der
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Exponent des Divisors sei kleiner, oder eben so groß, 

oder größer als der des Divisors.

Beweis. Nach §. 16. ist

— — 2"»—" 
2" '

Aber so lange m und als absolute Zahlen betrachtet wer­
den, kann die Subtraktion m —» nur dann wirklich vollzo­
gen werden, wenn n nicht größer als m ist. Wird hingegen 
der Gebrauch positiver und negativer Exponenten zugelassen, 
so kann man m — » als eine algebraische Differenz 
von m und » betrachten, die sich in jedem Fall finden 
läßt, man mag m und n bestimmen wie man will.

Um nun anschaulich zu machen, daß man durch dieses Verfah­
ren den richtigen Quotienten erhalte, auch' wenn der Expo­
nent des Divisors der größere ist, nehme man zum Dividen­
dus eine beliebige Potenz a'"; zum Divisor aber eine an­
dere beliebige nur höhere Potenz, die sich allgemein durch 

vorstellen läßt. Wendet man hierauf die Divi- 
sionsregel -es sechszehnten Paragraphen an, so erhält man

Und daß dieses der richtige Quotient sei, ergiebt sich durch 
folgende Schlüsse:

("-6.9.) 2^.2" 2^
- 2—" (§.26.).

Es kann nicht schwierig sein, diesen Beweis in bestimmten 
Zahlen zu wiederholen.

Anmerkung. Um den Zusammenhang positiver und negativer 
Exponenten noch deutlicher einzusehen, erhebe man eine be­
liebige Zahl zur dritten oder vierten Potenz (z.B. 3* —81). 
Dividirt man hier beides (3 * — 81) durch die Wurzelgröße 
(3), so wird der Exponent (ä), nach §. 16. um i verkleinert. 
Dividirt man nun die so erhaltene (dritte Potenz 3 * -- 27), 
wieder mit 3, und setzt diese Divisionen stätig fort, so erhält 
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man auf der linken Seite des Gleichheitszeichens nach der 
Reihe die Potenzen 3 3 3 -, 3 -, 3 °; 3 - 3 - 3 - -
rc. und wenn man die Zahlenwerthe der letztem, von 3' 
an, mit §, 23. oder 26. vergleicht, so wir- man deutlich 
einsehen, daß sie mit der hier gegebenen Erklärung negati­
ver Potenzen vollkommen und nothwendig übereinstimmen.

Auch diese Erläuterung ist im Hefte in Form einer Tabelle, 
nur mit den nöthigen wörtlichen Erklärungen auszuführen.

k. Allgemeine Beurtheilung des absoluten Werthes, 
jeder Art von Potenzen.

§.29. Aufg a b e.
Zu beurtheilen, ob der absolute Werth irgend einer 

gebrochnen oder negativen Potenz größer oder kleiner 

als die in Zahlen gegebene Wurzelgröße, desgleichen ob 

er größer oder kleiner als 1 sei.

Auflösung. Wie dieses bet ganzen und positiven Potenzen 
zu beurtheilen sei, ist schon §. 12.K. c. erklärt worden. Da 
aber nach §. 23. jede Bruchpotenz, und nach §. 27. jede ne­
gative Potenz, in der Gestalt einer ganzen und positiven Po­
tenz vorgestellt werden kann, so wird man nach §. 12. K. c. 
auch den absoluten Werth jeder andern Akt von Potenzen 
beurtheilen können.

Ein Beispiel mag zur Erläuterung dienen. Die zu unter­
suchende Potenz sei

3 s.
ES ist aber

3 - - -- M ' (§. 27.) - (PD' (§. 23.).
Nun ist größer als iv aber kleiner als 1 (K. 12.c. 
n. 2.). Erhebt man diesen Werth zu ganzen Potenzen, so 
werden diese immer kleiner (§. 12. c.». i.). Erhöbe man 

l^i
zur fünften Potenz, so wäre ihr Werth (§.3.Zus.i.). Da aber 



376 Anhang zum zwölften Abschnitt.

zu einer höher« als der fünften Potenz erhoben werden soll, 
so wird ihr absoluter Werth kleiner sein als oder als 
der umgekehrte Werth von 3.

Im Hefte sind einige selbstgewählte Beispiele von Potenzen 
-urchzugehen. Namentlich -») ein Beispiel mit einem nega­
tiven ganzen Exponenten; l») mit einem gebrochnen positi­
ven; c) mit einem gebrochnen negativen Exponenten. Zur 
Wurzelgröße kann man beliebig eine ganze Zahl, oder einen 
Bruch wählen.

Anhang zum zwölften Abschnitt.
Von Potenzen mit irrationalen Exponenten.

§. 1. Erklärung.
Selbst irrationale Zahlen, z. B. s/2, rc. kön­

nen Exponenten einer Potenz sein, und wir wollen solche 
eine irrationale Potenz nennen, wo sich also das 

Wort irrational lediglich auf den Exponenten bezieht.

ES kann erst in einem spätern Abschnitt gezeigt werden, wie 
-er Zahlenwerth einer solchen Potenz z. B.

»hex 7 —l/z rr.
berechnet werden könne; aber wohl ist es möglich, und nö­
thig, mit einem solchen Zeichen einen bestimmten Begriff zu 
verbinden. Dieser Zweck wird aber schon, wenn auch nur 
annäherungsweise, erreicht, wenn man den Werth eines sol­
chen Exponenten auf eine gewisse Anzahl Bruchstellen be­
rechnet, und in -er Gestalt eines gemeinen Bruchs zu der 
Wurzelgrbße setzt, und dann den Begriff des Zeichens nach 
§.21. oder 25. bestimmt.

So ist z. B. l^2 — 1,4142... -- WZZ; folglich ist annähe­
rungsweise

-s 5 IÜSVS
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d. h. es nähert sich dem Werthe der 10000sten Wurzel aus 
L, zur iäiä2fteu Potenz erhoben.

Daß hier Wurzeln und Potenzen von so hohen Graden vor- 
kommen, schadet der Deutlichkeit des Begriffes nicht, 
da man nach dem Vorhergehenden bestimmt weiß, was man 
sich unter jeder bestimmten Wurzel- oder Potenzordnung zu 
Lenken habe.

Wir werden indessen im folgenden Paragraphen noch eine an­
dere Ansicht des Begriffes darlegen.

§.2. Lehrsatz.
Jede irrationale Potenz kann betrachtet werden als 

ein Product von unendlich vielen Factoren, dessen Werth 
aber eine bestimmte endliche Größe hat.

Jeder Factor dieses Products ist eine Potenz der­
selben Wurzelgröße. Die Exponenten aber sind die un­
endlich vielen Stücke, in welche sich der irrationale Ex­
ponent zerstückeln läßt. Eine solche Zerstückelung kann 
man zwar auf unendlich vielerlei Art machen, aber die 
einfachste besteht darin, daß man jede einzelne dekadische 
Ziffer des irrationalen Exponenten, nach ihrem wahren 
Werth gelesen zu einem Exponenten macht.

Man wende diesen Satz auf a l^2 so hat man
s/2 — t -k" A -l- FDD "l- FDSS -l- LDDDS -l- tc. rc.

also
FDD -l" FDDD -l- FDSDD rc. re.

Hieraus folgt aber nach §. 15.
2^2 , gFDDD g FDSDD , rc. re

Da nun die Ziffern der l/2 ohne Ende fortlaufen, so ist 
auch die Anzahl dieser Factoren unendlich.

Betrachtet man aber diese Factoren nach der Reihe, so ist klar, 
daß sie sich der Einheit ohne Ende nähern, die Wurzelgröße 
L sei größer oder kleiner als Eins (§. 12. c. Anm. 2.). Und 
zwar nähert sich jeder folgende Factor der Einheit um Vie- 
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leü mehr als der nähstvorhergehende, weil der Nenner des 
Wurzel-Exponenten bei jedem folgenden Faeror zehnmal 
größer wird.

Könnte man nun die Werthe dieser Faktoren wirklich berech­
nen, so würde man bald zu Factoren kommen, die von der 
Einheit um weniger, als eine sehr niedrige dekadische Ein­
heit abweichen.

Multiplicirt man aber irgend eine Zahl mit einem Multipli­
kator, der wenig von Eins verschieden ist, so wirb auch nach 
dem Begriff der Multiplikation (III j.) das Product nur 
wenig von dem Multiplicandus verschieden sein.

Hätte man also die Werthe einer beträchtlichen Anzahl dieser 
Factoren wirklich berechnet vor sich, und man finge an, sie 
nach der Reihe mit einander zu multipliciren, so würden 
zwar die erstem Produkte beträchtlich von einander adwet- 
chenz aber je weiter man fortrechnete, desto kleiner würde 
die Änderung der Produkte sein. Und wenn man dre Rech­
nung in einer bestimmten Anzahl von Bruchstellen (z. B. 
in 20) führte, so würde man endlich zu Factoren kommen, 
die so wenig von Eins verschieden wären, daß die Multi­
plikation mit denselben, auf die letzte (zwanzigste) Bruch­
stelle keinen Einfluß hätte, also nun die Rechnung ohne 
Fehler abgebrochen werden könnte, da die folgenden Factoren 
von Eins noch viel weniger abweichen.

Hieraus ist klar, daß das ganze Product in einer bestimmten 
Anzahl von (20) Bruchstellen, seine ganz bestimmte und un­
veränderliche Größe habe. Da man aber die Anzahl der 
Bruchstellen so groß, als man will, annehmen kann, ohne 
daß dadurch in den gemachten Schlüssen das Mindeste ver­
ändert wird, so ist klar, daß das ganze Product aller un­
endlich vielen Factoren einen einzigen, ganz bestimmten und 
unveränderltchen Werth hade.
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Dreizehnter Abschnitt.
Fortsetzung der Lehre von Potenzen 

und Wurzeln.

Don den Vorzeichen -er Potenzen und 
Wurzelgrößen.

§. 1. Erklärung.
Außer den Exponenten können auch die Potenzen 

selbst und ihre Wurzelgrößen Vorzeichen haben, worüber 

Folgendes zu bemerken.
Ein Vorzeichen vor einem potenzieren Aus­

druck bezieht sich allezeit auf den ganzen Ausdruck, nicht 

auf die Wurzelgröße, vor der es unmittelbar steht.

Eine Wurzelgröße hat in der Regel kein eigen­
thümliches Vorzeichen, sondern wird als absolut, oder 
positiv betrachtet. Will man ihr aber das Vorzeichen 

— geben, (denn -4- braucht man nie ausdrücklich zu 

schreiben), so muß sie sammt dem Zeichen in Klammern 

eingeschlossen, und der Exponent außer der Klammer ge­

setzt werden. Braucht man statt des Exponenten ein 

Wurzelzeichen, so ist die Klammer nicht nöthig.

Diese Erklärungen sind im Hefte durch Beispiele zu erläutern, 
und dabei alle Fälle durchzugehen, die Man erhält, wenn 
man zugleich der Potenz und der Wurzelgröße ein Vorzei­
chen giebt. Der Exponent aber kann überall positiv ange­
nommen werden.

Es laßt sich aber jedes Beispiel aus einem doppelten Gesichts­
punkt betrachten. Denn
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kann man die Formel als gegeben betrachten, und nach 
Ihrem Sinn fragen, z. B. was ist der Sinn der Formel 
-1- ( — 3)-? re.

2. oder man betrachtet den Sinn als gegeben, und will ihn 
durch eine Forme! darftellen; z.B. wie muß man die dritte 
Potenz von —4 schreiben, wenn die Potenz selbst negativ 
genommen werden soll? re.

Anmerkung. Man unterscheide sorgfältig, wo sich ein Vorzet- 
chen auf eine Wurzelgrbße (d. h. auf die Größe die un­
ter einem Exponenten, oder einem Wurzelzeichen steht), be­
zieht, oder auf den Werth -es ganzen potenzirte« 
AukdruckS. Unterscheidet man beide Fälle nicht deutlich, 
so kann man oft in Verwirrung und Dunkelheiten fallen.

§.2. Lehrsatz.

Das Vorzeichen eines Exponenten hat in 
keinem Fall einen Einfluß auf das Vorzeichen der Po­

tenz oder der Wurzelgröße.

Beweis. Nach XU. §. 25. Aus. zeigt das Vorzeichen vor 
einem Exponenten an, daß man von der Wurzelgröße selbst, 
und —, daß man von ihrem umgekehrten Werthe eine Po­
tenz machen soll. Aus dem Begriff eines umgekehrten Wer­
thes (VI. 16.) ergiebt sich aber, daß eine Größe und ihr 
umgekehrter Werth, jederzeit einerlei Vorzeichen ha­
ben. Folglich kann das Vorzeichen des Exponenten, weder 
auf das Vorzeichen der Wurzelgröße, noch der Potenz einen 
Einfluß haben.

Im Hefte kann es hinreichend sein, dieses bloß durch ein Paar 
Beispiele zu erläutern, und z. B. zu zeigen, daß das Vor­
zeichen von -1-3^ oder von — 3 * nicht geändert wir-, 
wenn man dem Exponenten das Vorzeichen — giebt.

Anmerkung. Man übersehe nicht, daß der Satz bloß von 
dem Vorzeichen des Exponenten, nicht überhaupt von 
-er Beschaffenheit desselben redet. Denn wir werden 
in der Folge (§.3 — 5.) sehen, daß der Umstand, ob die 
Zahlen, womit -er Exponent geschrieben wird, gerade oder 
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ungerade sind, allerdings einen Einfluß auf das Vorzeichen 
-er Potenz habe.

§.3. Lehrsatz.
1. Jede ganze Potenz einer positiven Größe 

ist positiv.
2. Von einer negativen Größe hingegen sind 

alle geraden Potenzen positiv; alle ungeraden 

negativ.

Da ganze Potenzen allezeit durch Multiplikation berechnet 
werden können (XU. 2. und ;.), so ist leicht einzusehen, nie 
sich beide Theile des Satzes aus den Regeln für die Vor­
zeichen bei der Multiplikation (VM. 4.5.) erweisen lassen.

Zusatz. Besonders bemerke man, daß jede Potenz 

von 1 in allen Graden -4- 1 ist; die ganzen Poten­

zen von — 1 hingegen sind in allen geraden Ordnun­

gen -t- 1, in allen ungeraden — 1.

§.4. Zusatz.

So lange man die Wurzelgrößen, wie im vorigen 

Abschnitt als absolute Größen betrachtet, hat jede Größe 

in jeder Potenz- oder Wurzelordnung einen einzigen 

bestimmten Werth. Wendet man aber den Begriff des 

Gegensatzes auf eine Wurzelgröße an, so hat zwar 

jede Größe zu einer ganzen Potenz erhoben nur einen 
einzigen möglichen Werth; in Ansehung der Wur­

zeln aber ist folgendes zu merken.
1. Jede positive Größe hat in jeder geraden 

Wurzelordnung, zwei gleiche aber entgegenge­
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setzte Wurzeln; in jeder ungeraden Ordnung aber hat 
sie eine einzige positive Wurzel.

2. Eine negative Größe hingegen hat in jeder 

ungeraden Ordnung eine einzige negative Wur­

zel; in einer geraden Ordnung aber ist es unmöglich 
eine nach dem Gegensatz bestimmte Zahl anzugeben, die 

man als ibre Wurzel betrachten könnte.
Man sieht leicht, wie dieses alles unmittelbar aus dem vor­

hergehenden Paragraphen folge. ES ist daher nur an vier 
Beispielen zu zeigen, wie jeder Theil des Satzes mit K. Z. 
Zusammenhänge. Daß man dazu am bequemsten vollständige 
Potenzzahlen zu wählen habe, bedarf kaum einer Erinne­
rung.

ö. Erklärung.
Wenn man mit einer negativen Größe ein ge­

rades Wurzelzeichen^, (oder einen entsprechenden ge­
brochenen Exponenten) verbindet, so nennt man diese 
Verbindung eine imaginäre Formel, weil sich we­

der eine positive noch negative Größe angeben läßt, die 

einem solchen Ausdruck entspräche.
Zur Erläuterung ist im Hefte ein Beispiel einer imaginären 

Formel anzuführen. Man wähle dazu eine vollständige Po- 
tenzzahl einer geraden Ordnung (z. B. 81 — z*), und ge­
ben derselben das negative Vorzeichen (— 81), so wird sich 
leicht zeigen lassen/ daß/ ob sich gleich die absolute Wurzel 
der Zahl angeben läßt

(^81 -- Z)/
es doch nicht möglich ist eine mit einem Vorzeichen 
versehene Zahl anzugeben/ welche man als die Wurzel 
d-rs-ldm
betrachten könnte.
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Anmerkungen.
1. Es ist schicklicher solche Ausdrücke, die eigentlich gar nichts 

mögliches bedeuten, imaginäre Formeln, als, wie gewöhn­
lich, imaginäre oder unmögliche Größen zu nennen.

2. Man braucht bei imaginären Formeln gewöhnlicher das 
Wurzelzeichen, als gebrochne Exponenten

(lieber 81, als (—81)^);
obgleich eins so richtig und unzweideutig als das an­
dere ist.

§.6. Lehrsatz.
Wenn man zwei gleiche imaginäre Formeln, 

deren eine aber das Vorzeichen -4-, die andere — hat, 
zu der so vielsten Potenz erhebt, als das Wurzelzeichen 

andeutet, so erhält man einerlei Potenz, und zwar eine 

reelle Größe, nämlich die negative Wurzelgröße selbst.

Oder in Zeichen:

Beweis. Der Satz ist eine unmittelbare Folge aus §. 5. in 
Verbindung mit XU. §.3 Aus. i. Denn obgleich das Zeichen

z/—»
an sich ganz inhaltleer ist, so ist doch klar, daß, wenn ein­
mal verlangt wird, es solle die Lite Wurzel aus — » ge­
zogen, und dann eben diese Wurzel wieder zur 2nten Po­
tenz erhoben werden, man durch die zweite Operation die 
erste wieder aufhebt, und also nothwendig — s herauskom- 
men muß.

Daß aber dieses richtig bleibe, man mag -i- oder — vor das 
Wurzelzeichen setzen, läßt sich so zeigen. Man schiebe hinter 
dem ersten Vorzeichen den Coefficienten 1 ein, wodurch 
nichts geändert wird, und schreibe
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Erhebt man dieses (nach XII. 5.) zur 2»ten Potenz, so er­
hält man

(-»-1)2" (-2).
Aber

(-»-1)--i-1
(8.3.Zus.). Also ist die 2»te Potenz — (-^ 1) (— a) --- 
--  L.

Dieser Beweis ist im Hefte zu wiederholen, aber statt n und 
s sind bestimmte Zahlen zu brauchen.

Zusatz. Man kann die imaginären Formeln, als 
wirkliche Wurzeln einer negativen Größe betrachten, 
und damit eben so sicher und richtig rechnen, als mit 
Formeln die etwas mögliches bedeuten.

Dem zufolge laßt sich der zweite Theil des vier­
ten Paragraphen auch so ausdcücken: Jede nega­
tive Größe hat in jeder geraden Ordnung 
zwei gleiche und entgegengesetzte Wurzeln, 
die aber imaginär sind; in jeder ungeraden Ord­
nung aber hat sie nur eine mögliche Wurzel.

Anmerkung. Die Rechnungen mit imaginären Formeln, sind 
viel wichtiger, und fruchtbarer, als hier deutlich gemacht 
werden kann.

§.7. Erklärung.

Die verschiedenen Wurzeln, welche eine und dieselbe 
Größe, in einer und derselben Ordnung haben kann, 
wollen wir die verschiedenen Formen der Wurzel 
nennen.

So hat z. B. -4-i6 Quadratwurzeln von zwei Formen, näm­
lich -t-ä, und — ä. Eben so hat —16 Wurzeln von zwei 
Formen -t-l/—16, und — l/—16.

Im Hefte ist der Zusatz durch andere Beispiele zu erläutern.



Fortsetzung der Lehre von Potenzen. ZZ5

Zusatz. Der zweite Theil des Grundsatzes Xll.4. 

bedarf, wenn er auf Größen, die ein Vorzeichen haben, 
angewendet werden soll, eines Zusatzes; nämlich: Wenn 

zwei Größen gleich sind, so sind auch die gleichvielsten 

Wurzeln derselben gleich, so fern sie einerlei Form 

haben.

Wenn L — d, so darf man wohl folgern -4-s/d
aber nicht -l- s/ 2 — — l/K. Das Positive kann dem Ne­
gativen nicht gleich gesetzt werden.

Anmerkung. Außer den hier erklärten Formen der Wurzeln 
giebt eö deren noch viel mehrere, worüber das vollständigere 
erst in der Algebra, und in der Analysis vorgetragen wer­
den kann. Vorläuffg, aber bloß, historisch bemerke man, in­
dessen Folgendes. So wie jede Größe zwei Quadratwur­
zeln hat, so läßt sich zeigen, daß sie drei Kubikwurzeln, 
vier Wurzeln -er vierten Ordnung und überhaupt so 
viele Wurzeln-habe, als der Wurzelexponent Einheiten hat. 
Nur sind die meisten dieser Wurzeln imaginäre Formeln. 
Denn eine positive Größe hat in jeder ungeraden Ord­
nung nur eine wirkliche Wurzel, in jeder geraden aber 
deren zwei. Eine negative Größe hingegen hat nur in 
jeder ungeraden Ordnung eine einzige wirkliche Wurzel, 
alle übrigen Wurzeln sind imaginär. Dieses alles gilt aber 
nur, in so fern man auf die unter einem Wurzel­
zeichen stehende Größe den Begriff des Gegen­
satzes an wendet. Sonst bleibt es richtig, daß jede Po­
tenz und jede Wurzel einer absoluten Größe allezeit 
einen wirklichen absoluten Werth habe, nnd zwar nur 
einen.

§.8. Erklärung.

Jede Zahl oder Formel, aus welcher sich die Wur­

zel einer gewissen Ordnung ohne Hülfe eines Wurzel­

zeichens oder gebrochnen Exponenten fehlerfrei darstellen

Fischek'S math. Rechenkunst. B b
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läßt, heißt eine vollständige Potenz dieser Ord­
nung.

So ist schon im elften Abschnitt §. iä — 16. erklärt worden, 
was vollständige Quadratzahlen sind. Hier bemerken wir 
noch, daß jede potenziere Formel, deren Exponent durch 2 
theilbar ist, ein vollständiges Quadrat, oder eine 
vollständige Potenz der zweiten Ordnung ist.

Z. B. s/s-, l/»*, l/s«, rc. desgleichen 
l/s , s/s* , z/L re.

Statt dieser Beispiele sind im Hefte vollständige Potenzen der 
dritten, vierten, fünften oder irgend einer andern beliebigen 
Ordnung, und zwar theils in Zahlen, theils in einfachen 
Förmeln, zur Erläuterung aufzuführen.

Auch sind noch ein Paar Beispiele von vollständigen Potenzen 
einer unbestimmten (n ten) Ordnung aufzuführen, wol ei die 
Wurzelgröße theils eine bestimmte Zahl, theils ein Buch­
stabe sein kann.

§.9. Erklärung.

Jede Zahl oder Formel hingegen, aus welcher sich 
die Wurzel einer gewissen Ordnung nicht fehlerfrei ohne 
Wurzelzeichen, oder gebrochne Exponenten darstellen läßt, 
heißt eine unvollständige Potenz dieser Ord­
nung.

Die durch ein Wurzelzeichen oder gebrochnen Expo­
nenten Vorgestellte Wurzel einer solchen Größe aber 
heißt sowohl in der Zahlen- als Buchstaben-Rechnung 
eine irrationale Größe. Im Gegensatz davon heißt 
jede Formel rational, so fern sie nichts Irrationales 
enthält.

So ist im elften Abschnitt a. a. O. gezeigt worden, was un­
vollständige Quadratzahlen sind. Beispiele von unvoll­
ständigen Potenzen der zweiten Ordnung in Formeln sind
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2'/ 2 2 2 7 re.
desgleichen

2,2 rc. auch s L u. f. f.
so fern Wurzeln aus derselben uns durch das Wurzelzeichen 
vorgestellt werden können.

Bespiele irrationaler Quadratzahlen sind im elften Ab­
schnitt gegeben. Beispiele irrationaler Formeln der 
zweiten Ordnung ergeben sich aus dem Vorigen 
r 2 — 2^; s/2* — 22 - z/2' — 2^; s/2 2 2^ rc.

l/2"^ —2^;z/^2^^"---2 2 re.

Im Hefte sind ähnliche Beispiele von derselben höher» Ord­
nung anfzustellen, die im vorigen Paragraphen gewählt wor­
den, sowohl in Zahlen, als Formeln.

Auch ein Paar Beispiele von unvollständigen Potenzen und 
irrationalen Ausdrücken einer unbestimmten ^ten Ordnung; 
wobei als Wurzelgröße theils Zahlen, Heils Buchsta­
ben anzuwenden sind.

Anmerkung. Eine irrationale Formel z. B. l/x kann für be­
stimmte Zahlenwerthe rationale Werthe erhalten: aber so 
lange der Werth von x unbestimmt bleibt, ist sie als For­
mel irrational. Dagegen ist l/s*" rational, weil man da­
für 2" setzen kann.

L. Anwendung -er Potenzen und Wurzeln auf Ver­
hältnisse und Proportionen.

§.10. Erklärung.

Ein Verhältniß heißt irrational, wenn der 

Anzeiger desselben irrational ist.

Zur Erläuterung sind theils in Zahlen, theils in Buchstaben, 
Beispiele irrationaler Verhältnisse aufzuführcn.

In Zahlen sind z. B. folgende Verhältnisse irrational 
3:äz/2; der Anzeiger ist 2l/2.

Bb 2
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L 1/2 : 10; der Anzeiger ist -- 1^2.

1/3 : 1/1L; -
u. dgl. m.

Im Hefte sind andere Beispiele von ähnlicher Art aufzuführen.
Irrationale Buchstabenverhältnisse sind folgende: 

. , -l/c I» .L : l> 1/c; -er ANzerger tst —-— — 1» 1/c.

u. dgl. m.
Auch hier sind andere Beispiele von ähnlicher Art zu erfinden.

L 1/tl
c   cl/t> 

sl/h Ld *

» 1/b : c 1/ä; - c 1/ä c .ä
s 1/b L l»

1/sk : 1/sc; Ld k '

§. 11., Zusatz.

Wenn beide Glieder eines Verhältnisses irrational 

sind, so kann das Verhältniß eben sowohl rational, als 

irrational sein.

Rational ist ein solches Verhältniß, wenn dieselbe Irrationa­
lität in beiden Gliedern als Factor enthalten ist. So ist 
das Verhältniß iäi/3 : 71/3 rational; denn -er Anzeiger 
ist z.

Irrational ist aber ein solches Verhältniß, wenn verschiedene 
Irrationalitäten Factoren beider Glieder sind. So ist z. B. 
1^11/3 : 7 1/2 irrational, -er Anzeiger ist

iä 1/2 - - ? /1/5-
Im Hefte sind diese Sätze durch andere Beispiele zu erläu­

tern. Im Übungshefte aber sind viele Beispiele der letztem 
Art durchzugehen, und bei jeder der einfachste Ausdruck des 
Anzeigers auf ähnliche Art, als hier geschehen ist, aufzusuchen.
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§.12. Erklärung.
Wenn in einer Proportion das zweite und dritte 

Glied gleich sind, so nennt man dieselbe eine stätige 

Proportion. Sie besteht also nun aus drei Größen 

von denen die zweite das mittlere Proportional- 

glied heißt.

Da man nach X. i4. zu jeden drei gegebenen Größen das 
vierte Proportionalglied finden kann, so kann es keine 
Schwierigkeit haben/ ein Beispiel zur Erläuterung dieser 
Erklärung zu erfinden.

§.13. Aufg a b e.
Zu zwei gegebenen Größen das mittlere Proportio­

nalglied zu finden.

Auflösung und Beweis. Die gegebenen Größen seien 
L und b/ das gesucht mittlere Glied x, so soll s : x -- 
» l> sein. Daraus folgt (X. 12.) x- — sk. Also (nach 
XU. 4. n. 2.) x ---- z/st».

Im Hefte ist die durch diese Formel auögedrückte Regel in 
Worte zu übersetzen. Dann sind zwei Zahlenbeispiele beizu- 
fügen. 2) Zuerst wähle man » und K sv/ daß sl» eine voll­
ständige Quadratzahl/ also das mittlere Glied eine bestimmte 
fehlerfreie Zahl wird; d) Dann wähle man für s und K 
zwei beliebige Zahlen/ deren Product eine unvollständige 
Quadratzahl ist; aus welcher folglich die Wurzel nach XI. 
20. ausgezogen werden muß. Diese Auöziehung ist wirklich 
auf 4 bis 6 Bruchziffern zu machen/ und dann die verlangte 
Proportion vollständig aufzuschreiben.

§.14. Lehrsatz.
1. Wenn man alle Glieder irgend einer Propor­

tion zu Potenzen derselben Ordnung erhebt, so 
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bilden diese eine richtige Proportion, deren Anzeiger die 

eben sovielte Potenz vom Anzeiger der gegebenen ist.

2. Umgekehrt: Wenn man aus allen Gliedern 
einer Proportion Wurzeln derselben Ordnung 

zieht, so bilden die absoluten Werthe derselben wieder 

eine richtige Proportion, deren Anzeiger die eben sovielte 

Wurzel vom Anzeiger der gegebenen ist.

Anleitung zum Beweise. Der Beweis kann auf mehr 
als eine Art geführt werden, am bequemsten auf folgende.

i. Die gegebene Proportion sei s : d --- c : <l. Man erbebe 
alle vier Glieder zu einer beliebigen (nten) Potenz, so wird 
sich durch Anwendung von Abschn. X. §. 12.13 und 3., die 
Richtigkeit des ersten Theils leicht zeigen lassen.

2. Wenn man aus allen Gliedern derselben Proportion, Wur­
zeln eines und desselben (»ten) Grades (nach XII. ß. 3.
». 1.) auszieht, so kann man aus dem bei n. 1. angeführ­
ten Paragraphen, in Verbindung mit Abschn. XU Z. 6. und 
't., den Beweis des zweiten Theils auf ähnliche Art führen.

Sowohl der erste als zweite Theil sind im Hefte vollständig 
auszuführen, entweder in allgemeinen Zeichen, oder in be­
stimmten Zahlen.

Z. 15. L e h r sa tz.

1. In einer stätigen Proportion verhält sich das 

erste zum letzten Glied, wie das Quadrat des ersten zum 

Quadrat des zweiten; also

2. umgekehrt: das erste zum zweiten, wie die 

Quadratwurzel des ersten zur Quadratwurzel des letzten.

Anleitung zum Beweise.
1. Wenn 2 : b — I» : c die gegebene Proportion ist, so sind 

folgende beide Proportionen richtig
2 : d : I»
d : c ; I>
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Man setze diese Proportionen nach X. 22. zusammen, so er- 
giebt sich die Richtigkeit des ersten Theils.

2. Der zweite Theil läßt sich unmittelbar aus dem ersten ab­
leiten, wenn man aus allen Gliedern der nach ». 1. gefun­
denen Proportion nach §. 14. n. 2. Quadratwurzeln zieht.

Beides ist im Hefte auszuführen.

§.16. Erklärung.
Wenn die Glieder eines Verhältnisses oder einer 

Proportion zu Potenzen erhoben werden, so nennen die­
ses die alten Mathematiker, und viele der neuern, Er­

höhung eines Verhältnisses, und wenn Wurzeln 

ausgezogeu werden Erniedrigung desselben. Aus­
drücke die entbehrlich, aber doch bisweilen für Deutlich­

keit und Kürze bequem sind.
Es kann nicht schwer sein im Hefte bestimmt zu sagen, was 

ein zwei- drei^ viermal rc. erhöhtes oder erniedrigtes Ver­
hältniß sei, und eö durch Beispiele zu erläutern.

6. Allgemeingültigkeit der im zwölften Abschnitt 
für ganze und positive Exponenten erwiesene

Rechnungsregeln.

§. 17. Anmerkung.

Es ist zuerst nöthig, die vier Hauptregeln, welche 
im zwölften Abschnitt bloß für ganze und positive Ex­

ponenten erwiesen worden, hier bestimmt ins Gedächtniß 

zurückzurufen: nämlich
1. die Multiplicationsregel, XII. 14. ,

2. die Divisionsregel, XII. 16 und 28.
Z. die Potenzirungsregel, XU. 17.

4. die Wurzelausziehungsregel, XII. 18 und 24.
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Hier soll nun gezeigt werden, daß eben diese Re­

geln für alle Arten von Exponenten gültig sind.

ES ist zweckmäßig, Liese Regeln hier im Hefte in bestimm­
ten Worten auszusprechen, und dabei besonders die K. 2ä. 
und 28. erwiesenen Erweiterungen der Divisions- und Wur- 
zelregel zu berücksichtigen.

§.18. Lehrsatz.

Der absolute Werth einer Bruchpotenz bleibt unge, 
ändert, wenn man den Zähler und Nenner des Exponen­

ten mit einer und derselben Zahl multiplicier oder 

dividirt.
Beweis. Man wähle zwei gleiche Brüche z. B. § und *, 

von denen der zweite aus dem ersten durch Multiplikation, 
der erste aus dem zweiten durch Division mit 2 entsteht. 
Es ist zu beweisen, daß sie als Exponenten zu derselben 
Wnrzelgrbße gesetzt einerlei Werth geben; daß also

Man zerfalle in Gedanken die Wurzelgröße a in so viele 
gleiche Factoren, als der größere Nenner (6) andemet. 
Nennt man einen solchen Factor x, so ist —xxxxxx und 
die zweite Formel (>2) verlangt, daß man vier solcher Fac­
toren verbinden solle; also ist — xxxx oder x*.

Die erste Formel (s^) aber verlangt, daß man » nur in 
drei Factoren theilen solle. Dieses ist aber leicht, nachdem 
man es in sechs getheilt hat: nämlich a — (xx) (xx) (xx). 
Die erste Formel verlangt aber, daß man von diesen drei 
Factoren zwei verbinden solle; also ist — (xx) (xx), 
welches nichts anders als x» ist.

Also ist a' —
Dieser Beweis ist im Hefte nur mit Annahme zweier andern 

gleichen Brüche zu wiederholen.
Anmerkungen. Man könnte leicht diesen Beweis für über­

flüssig halten, und meinen, daß man geradezu schließen
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dürfe: da so muß auch — 2^ sein. Erwägt 
man aber, daß die gebrochnen Exponenten § und z nicht 
schlechthin Zahlen/ sondern Rechnungszeichen sind/ de­
ren jedes andere Rechnungen vorschreibt so ist es allerdings 
nöthig zu beweisen / daß diese verschiedenen RechnungSope- 
rationey nichts verschiedenes geben. Nachdem dieser Beweis 
geführt ist/ darf man aber alle für Brüche erwiesene Rech- 
nungsregeln der Addition und Subtraktion auch auf ge- 
brochne Exponenten anwenden.

§. 1S. Lehrsatz.

Die Multiplicationsregel XU. 14. ist für alle 

Arten von Exponenten gültig.

Vorerinnerung. Im Allgemeinen bemerke man über den 
Gang des Beweises in diesem und den folgenden Paragra­
phen folgendes. Man nimmt Potenzen mit gebrochnen Ex­
ponenten an/ und giebt den Exponenten/ je nachdem es der 
Sah fodert die Vorzeichen -l- oder —. Hierauf giebt man 
den Formeln, nach Xll. 2;. und 27. die Gestalt ganzer und 
positiver Potenzen/ so läßt sich die verlangte Rechnung 
nach den im zwölften Abschnitt erwiesenen Regeln verrich­
ten. Dem so gefundenen Ergebniß giebt man wieder die 
Gestalt gebrochner/ oder negativer Exponenten/ so zeigt sich/ 
daß man nichts anders erhält/ als wenn man unmittelbar 
die für ganze und positive Exponenten erwiesenen Regeln 
angewendet hätte. Wer diesen Gang der Beweise im All^ 
gemeinen richtig auffaßt/ der wird nicht leicht bei der Aus­
führung im Einzelnen Schwierigkeit finden. Wir kommen 
nunmehr zu dem allgemeinen^

Beweis der Multiplicationsregel. Man gebe derselben Wur­
zelgröße 3 zwei beliebige gebrochene Exponenten/ z. B.

und —/

w ist zu beweisen/ daß in jedem Fall

n » w »» . 2 — 2
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und daß dieses richtig bleibe, man mag den Exponenten -t- 
oder — zum Vorzeichen geben, wenn man nur unter

/L F

eine algebraische Addition versteht.
Der Vorzeichen wegen sind drei Fälle zu unterscheiden:

i. wenn beide Exponenten positiv sind. Man bringe nach 
ß. l3. beider Brüche, unter denselben Nenner so hat 
man

L " . s — s. 2*".
Man gebe weiter diesen Potenzen nach Xll. 2Z. die Gestalt 
ganzer und positiver Potenzen, so hat man

Multiplicirt man diese ferner nach Xll. tä., so ergiebt sich

Verwandelt man diese Formel wieder in eine Bruchpoteuz, 
nach XU. 2;., so erhält man

s" — s ", — 2" ,,
welches zu erweisen war.

2. Man gebe dem einen Exponenten -t- dem andern'—; so ist 
zu beweisen, daß

2 " . 2 , 2"
wo der letzte Exponenent

die algebraische Summe der Exponenten
-1--^ und —- tst.

Der Beweis ist dem vorigen ganz ähnlich, und kann daher, 
hier abgekürzt werden. Nämlich
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— (XU. 26.)

3. Man gebe beiden Exponenten das Vorzeichen —, so ist zn 
erweisen, daß

Zuerst ist

« (XU. 27.)

(n. 1. dieses^.)

In dem Hefte wiederhole man diese Beweise, setze aber für 
» bestimmte Zahlen.
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§.20. Z u sa tz.
Auch die Divisionsreg el XII. 46 und 28. gilt 

für alle Arten von Exponenten.

Da nach VI. 19. A«m. jede Division vorgestellt werden kann 
als eine Multiplication mit dem umgekehrten 
Werthe des Divisors, so ist kein besonderer Beweis 
dieses Satzes nöthig. Es ist nämlich in jedem Fall

3 — 2"» L-
S" ' '

die Exponenten mögen beschaffen sein, wie man will. Aber

ist nach dem vorigen Paragraphen

also in jedem Fall

d. h. der Exponent des Quotienten (m — n) wird gefunden, 
wenn man vom Exponenten des Dividendus O) den Ex­
ponenten des Divisors 0) algebraisch subtrahirt.

Im Hefte mag es hinreichen, diese Schlüsse an einem einzeln 
nen Beispiel zu wiederholen, indem man für m und n be­
liebige ganze Zahlen oder Brüche setzt.

§.21. Lehrsatz.
Die Regel der Potenzerhebung einer potenzir- 

ten Größe XII. 17. gilt für alle Arten von Exponenten.

Beweis. Nach XU. 17. ist

wenn und » ganze und positive Zahlen sind. Es ist also 
zu beweisen, daß der Satz richtig bleibe, wenn man den Ex­
ponenten m und » beliebige gebrochne, positive oder nega­
tive Werthe giebt. Der Vorzeichen wegen sind vier Fälle 
zu betrachten.
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1. Wenn beide Exponenten positiv sind/ so ist zu beweisen/ daß

Man zerfälle in Gedanken die Wurzelgröße a in gleiche 
Factoren/ und nenne einen solchen Factor x, so ist

l/a — x.
Zerfället man aber diese gleiche Factoren wieder in /- 
gleiche Factoren/ so ist einer derselben x*, also

l/- -- x'.
Nunmehr läßt sich leicht zeigen/ daß die verschiedenen Rech- 

nungöordnungen/ welche die beiden Zeichen

und 
vorschreiben, zu einerlei Ergebniß führen. 

Was die letzte Formel betrifft/ so ist

--x"".

In Ansehung der ersten Formel haben wir

(XII. 17.). Aber der Exponent

fodert, daß aus der Größe
X 

zuerst die Wurzel der -ten Ordnung gezogen werde 
(XU.21.). Es ist aber

5 ----
— x — x^"

(XII. 18.); und dieses soll zur nten Potenz erhoben werden 
welches x^ giebt (XU. 17.). Es ist also auch
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und daher auch
(a * — 2"

2, Wenn der innere Exponent positiv/ und der äußere negativ 
ist/ so ist zu erweisen, daß

mir

-- s "(XII. 27.).
3. Ist der innere Exponent negativ und -er äußere positiv / so 

ist zu beweisen/ daß

§ — L "
ES ist nämlich

(—-- - (D" -"

— a (XH.2Z.).
ä. Sind beide Exponenten negativ/ so ist zu beweisen/ daß

(a) " (n.2.) " (XII.23.).

Im Hefte sind statt m/ L bestimmte kleine Zahlen -,a 
setzen.



Fortsetzung der Lehre von Potenzen. 399

§. 22. Z u sa tz.
Für die Wurzelausziehung aus einer potenzir- 

ten Größe (XII. 18. und !?4.) ist kein besonderer Be­

weis nöthig, weil jede Wurzelaueziehung allezeit als eine 

Potenzerbebung zu einem gebrochnen Exponenten betrach­

tet werden kann (XII. 22.).

Nach XU. 18. an- 24. ist allezeit

wenn m und n ganze und positive Zahlen sind. Setzte man 
nun statt m einen Bruch, etwa

/so ist
-- (-^)^ -

(§.21.). Dieser Exponent
m

ist aber der Quotient/ den man erhält/ wenn der Bruch

durch n dividirt wird. Also wird iede WurzelauSziehung 
verrichtet, wenn man den Potenzexponeuten, Lurch den Wur­
zelexponenten dividirt.

Auch die,e Schlüsse sind mit bestimmten Zahlenexponenten zu 
wiederholen.

Anmerkung. Es ist ungewöhnlich zu Wurzelexponenten andere 
als ganze Zahlen zu brauchen. Daher war es nickt nö­
thig/ für » einen Bruch zu setzen.

§. 23. Erklärung.
Nimmt man alles zusammen, was in diesem und 

dem vorigen Abschnitt vorgetragen worden, so läßt sich 
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nunmehr ohne Schwierigkeit erklären, was eine Potenz 

im weitesten Sinne des Wortes sei.

Wenn man eine vorliegende Wurzelgröße in ir­

gend eine Anzahl /r gleicher Factoren zerfallet denkt, so 

nennt man nicht nur jede ganze Potenz eines solchen 
Factors selbst, sondern auch jede ganze Potenz seines 

umgekehrten Werthes eine Potenz von Der Ex­
ponent derselben ist im Allgemeinen ein Bruch, dessen 

Nenner n anzeigt, in wieviele Factoren zerfallet fei, 

und der Zahler ?n, wieviele solche Factoren oder deren 

umgekehrte Werthe in ein Product zu verbinden sind. 
Werden die Factoren selbst verbunden, so ist der Expo­
nent positiv, werden ihre umgekehrten Werthe verbun­

den, negativ.
Jede Potenz von kann also allgemein drlrch das 

Zeichen
-t- —

vorgesiellet werden.
Im Hefte ist zu zeigen, -aß diese Erklärung wirklich alle Ar­

ten von Potenzen umfasse. ES sollen daher folgende Fragen 
beantwortet werden.

1. Wie müssen die Werthe von m und » beschaffen sein, wenn

eine ganze positive oder negative Potenz von vorstellen 
soll? Und welches ist die einfachste Art, dieses zu bewerkstel­
ligen? (Vl. 1.L.)

2. Was ist der Sinn der Zeichen

" oder ^", und ", 
wenn man für m und beliebige ganze Zahlen setzt?
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Anmerkung. Bei i. kann es anstößig scheinen zu sagen, 
daß in einen Factor zerfället werden müsse. Allein der 
Ausdruck ist ganz richtig; denn jede ganze Zahl, also auch 
i, kann anzeigen, wie viele Faktoren man setzt. Wird nun 
ein einziger Factor (also selbst) gesetzt, so ist -t-i -er 
andere zugehörige Factor (XII. 1.).

§.24. Z u sa tz.
1. Die Abschnitte XII. und XIII. enthalten voll­

ständig ^lles, was man wissen muß, um mit einglie­
drigen Formeln, welche potenzirte Größen enthalten, 

alle einfachen Rechnungsarten, mit Einschluß der Po- 

tenzirung und Wurzelausziehung auszuführen.

2. Aber auch zu allen Rechnungen mit mehr- 

gliedrigen Formeln, in welchen potenzirte Größen 

Vorkommen, stnd die vorgetragenen Sätze völlig hinrei­

chend, wofern nur nicht höhere Rechnungen, als Addi­

tion, Subtraction, Multiplikation und Di­

vision gefedert werden. Wie man mehrgliedrige For­
meln potenziren, oder Wurzeln aus denselben zie­

hen müsse, dazu kann erst im Folgenden Anleitung ge­

geben werden. '

Da eS bei allen Rechnungen nothwendig ist, -aß man nicht 
nur die Regeln verstehe, sondexn auch, daß man sich in 
ihrer Anwendung Fertigkeit H«werbe, so ist hier der 
Ort, wo tm ÜbungShefte sehr viele Beispiele nach der Ord­
nung der einfachen Rechnungsarten zu rechnen sind. Bei 
jeder Rechnungsart zuerst einige Beispiele von eingliedrigen 
dann mehrere von mehrgliedrigen Formeln. Nur bei der 
Potenzirung und Wurzelaueziehung muß man sich bloß auf 
eingliedrige Formeln beschränken. Wer diese beiden Abschnitte 
mit dem nöthigen Fleiße durchgearbeitet hat, dem kann es 
nicht schwer werden sich zweckmäßige ÜbungSbeispiele selbst

Fischer s math. Rechenkunst. C c
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zu erfinden, wodurch er eine doppelte Übung des Nachden­
kens hat. Wer aber damit nicht glaubt fertig werden zu 
können, der kann einen hinlänglichenVorrath von Exempeln 
in der Beispielsammlung des Herrn Meier Hirsch (zweite 
Ausgabe von 1811 S. äZ—58) finden.

ES wird nicht überflüssig sein, Hiebei noch zwei Vortheile der 
Rechnung in Erinnerung zu bringen: 1) daß man vor der 
Rechnung alle Divisoren wegschaffen könne, indem matt 
sie in Faktoren mit negativen Exponenten verwandelt; 
2) daß man auch alle Wurzelzeichen vermeiden, und statt 
derselben gebrochne Exponenten brauchen könne. Durch 
Beobachtung dieser Vortheile gewinnt man bei allen Rech­
nungen einen einfachen gleichförmigen Gang.

Doch ist zu empfehlen, daß man auch einige Beispiele absicht­
lich so rechne, daß man Divisoren und Wurzelzeichen nicht 
wegschafft, indem die vorgetrageue Theorie alles enthält, 
was map wissen muß, um mit Formeln auch in dieser Ge< 
statt zu rechnen.
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