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Vorwort.

Um dieses Schulbuch nicht durch eine lange Vor- 

rede unnöthiger Weise zu vertheuern, erspart der 

Verfasser die umständliche und sehr nöthige Erklä­

rung über die Einrichtung und den Zweck dessel­

ben auf einen anderen sogleich anzuzeigenden 

Ort, und begnügt sich hier nur folgende kurze 

Anzeige zu geben.

Das ganze Lehrbuch wird aus mehreren klei­

nen Bänden bestehen, welche von jetzt an, in Zwi- 

schenräumen eines halben Jahres, unfehlbar er­

scheinen werden. Der Verfasser hat mit dem 

Herrn Verleger die Übereinkunft getroffen, daß 

diese Theile unter doppeltem Titel erscheinen sol­
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len. Einmal als fortlaufende Theile eines einzi­

gen Werkes unter dem Titel: Lehrbuch der 

Elementar-Mathematik zum Gebrauch 

in den oberen Classen gelehrter Schulen, 

dann jeder Theil unter einem besonderen Titel, 

und zur Erleichterung der Anschaffung einzeln ver­

käuflich.

Dieser erste Theil enthalt die ganze ebene 

Geometrie, nur mit Ausschluß der Trigonometrie. 

Der zweite Theil, welcher unfehlbar zn Michaelis 

dieses Jahres erscheint, wird nach einem ähn­

lichen Plane, die mathematische Rechenkunst in 

Zahlen und Buchstaben, bis einschließlich zu der 

Lehre von den Logorithmen, aber mit Ausschluß 

der eigentlichen Algebra enthalten. Die folgen­

den Bündchen werden die ebene und spharische 

Trigonometrie, die Algebra, die Stereometrie, 

uud die Kegelschnitte enthalten.

Kurz nach der Erscheinung der Theile sollen 

Anmerkungen zu dem Lehrbuch in einzelnen 
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Heften erscheinen, und das erste bald nach der 

Messe erscheinende Heft ist der Ort, wo der Plan 

und der beabsichtigte Gebrauch des Lehrbuchs um­

ständlich erklärt werden soll. Daher ersucht der 

Verfasser alle diejenigen, welche dieses Buch etwa 

einer Beurtheilung würdigen möchten, eine Ent­

scheidung über eins und das andere, was ihnen 

zweckwidrig erscheinen dürfte, zurückzuhalten, bis 

sie die Erklärung des Verfassers gelesen haben.

Das Lehrbuch welches hier der Verfasser zu 

liefern anfängt, ist kein flüchtig erzeugtes Pro- 

duct, es ist das Resultat von mehr als vierzig­

jährigen Versuchen, Beobachtungen und Erfah­

rungen über die zweckmäßigste Behandlung der 

Mathematik auf Schulen. Die Materialien dazu 

sind feit langer als dreißig Jahren in Überfluß 

gesammelt, durch wirkliche Anwendung bei dem 

Unterricht geprüft, zum Theil oft umgearbeitet, 

und endlich in eine solche Anordnung gebracht 

worden, daß sich der erwünschteste Erfolg davon 
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bei dem Unterricht bewährt hat. Schulmänner, 

welche diesem Lehrbuch die Ehre erzeigen möch­

ten, es bei dem Unterricht zum Grunde zu legen, 

oder auch nur zu Rathe zu ziehen, können mit 

völliger Sicherheit darauf rechnen, daß die Er­

scheinung der übrigen Bände ununterbrochenen 

Fortgang haben wird, selbst wenn der Verfas­

ser durch Krankheit oder durch den Tod verhin­

dert werden sollte, sein Werk selbst zu vollenden. 

Denn die Handschriften aller Theile sind längst 

vollendet, und bedürfen nur der letzten Feile. 

Und an geschickten Händen, diese zu führen, würde 

es auch nach dem Tode des Verfassers nicht feh­

len. Denn er genießt des Glückes unter seine ver­

trauteren Freunde mehrere jüngere kraftvolle Män­

ner zu zählen, welche von gleichem Eifer für den 

mathematischen Unterricht beseelt, und über die 

zweckmäßigste Behandlung desselben, mit ihm völ­

lig einverstanden sind. Er ist überzeugt, daß diese, 

wenn die Vorsehung vor Vollendung des Werkes 
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über sein Leben gebieten sollte, gern die Vollendung 

als ein Vermachtniß eines alten Freundes und 

Lehrers übernehmen würden. Eine sichre Bürg­

schaft für die Erfüllung dieser Bitte, ist die un­

eigennützige Bereitwilligkeit, mit welcher sie den 

Verfasser schon bei der Herausgabe dieses ersten 

Theiles auf das freundschaftlichste unterstützt ha­

ben. Der Verfasser fühlt sich zu öffentlichem Dank 

namentlich verpflichtet, gegen seinen nächsten Amts­

genossen bei dem mathematischen Unterricht, den 

Herrn Professor Schulz, gegen seinen ehemali­

gen Schüler, und jetzigen werthen Amtsgenossen, 

den Herrn Oberlehrer August, und gegen den 

Schulamts-Candidaten Herrn Zelle, der gleich­

falls vormals ein Schüler des Verfassers gewe­

sen. Diese Freunde haben sich um das Buch ver­

dient gemacht, nicht nur durch sorgfältige Correk- 

turen, Besorgung von Abschriften, Anfertigung 

von Zeichnungen für die Kupfertafeln u. s. f., son­

dern sie haben auch durch schätzbare Beiträge, den
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Werth des Buchs erhöht. Der Aufsatz ani Ende 

des Buches über die geometrische Analysis, ist 

eine Arbeit des Herrn Professor Schulz. Von 

den Anhängen zu Abschnitt VI., VII., VIII., und 

X., mehrere anderen kleineren Beiträge ungerech­

net, ist Herr Oberlehrer August der Verfasser.

Wie sehr der Herr Verleger und Buchdrucker 

sich bestrebt haben, in Ansehung der äußeren Deut­

lichkeit, Richtigkeit und Schönheit des Druckes kei­

nen Wunsch übrig zu lassen, wird der Leser auch 

ohne Erinnerung des Verfassers bemerken.

Möge die Vorsehung zur Erreichung des rei­

nen gemeinnützigen Zwecks, den der Verfasser bei 

der Bekanntmachung dieses Lehrbuches hat, ihr 

Gedeihen geben.

Berlin im April 1820.

Der Verfasser.
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Erster Abschnitt.
Don Linien und Winkeln.

§. 1. Grund-Begriff.
Ä^ir können uns die bloße Gestalt eines Körpers nach 

seiner ganzen Größe und Ausdehnung verstellen, ohne 
unS den Körper selbst mitvorzustellcn. Eine solche vor­
gestellte körperliche Gestalt nennt man einen geometri­
schen Körper.

Nach wieviel Hauptrichtungen kann ein geometrischer Körper 
abgemessen oder betrachtet werden? und wie nennt man diese 
Abmessungen (oder Dimensionen.)

§. 2. Grund - Begriff.
Die äußersten Gränzen einer körperlichen Gestalt 

heißen Flächen. Haben alle Theile einer Flache gleiche 
Lage, so heißt sie eben oder eine Ebene; uneben 

oder gekrümmt heißt sie, wenn kein Theil derselben 
eben ist. Wären einige Theile einer Fläche eben, an­
dere uneben, so wäre es eine aus mehreren zusammen­
gesetzte Fläche.

Finden bei einer Fläche so viel Dimensionen Statt wie bei ei­
nem Körper? welche st'nden Statt und welche nicht?

^ind die Wörter Fläche und Ebene gleichbedeutend? Welches 
hat die weitere, welches die engere Bedeutung?

A 2
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Obgleich kein Theil einer gekrümmten Fläche eben sein darf/ so 
fragt sich doch/ ob man unter gar keiner Bedingung einen 
Theil einer gekrümmten Fläche als eben betrachten könne?

§. 3. Grund-Begriff.
Die äußersten Gränzen einer Fläche heißen Linien. 

Sie heißen gerade, wenn alle Theile derselben gleiche 
Lage haben, oder in derselben Richtung liegen; sie heißen 
krumm, wenn kein Theil derselben gerade ist. Eine 
Linie, von welcher einige Theile gerade, andere ge­
krümmt wären, würde eine zusammengesetzte oder ge­
brochene Linie sein.

Wo kein Mißverständniß zu besorgen ist, nennt 
man gerade Linien auch schlechthin Linien.

Finden bei einer Linie so viel Dimensionen Statt, wie bei ei­
ner Fläche oder bei einem Körper? welche finden Statt und 
welche nicht?

Obgleich kein Theil einer krummen Linie gerade sein darf, so 
kann man doch fragen, ob unter gar keiner nähern Bestim« 
mung ein Theil einer krummen Linie als gerade betrachtet 
werde» könne?

§. ä. Grund - Begriff.
Die äußersten Gränzen einer Linie heißen P unk t e.

Finden bei einem Punkte so viel Abmessungen Statt wie bei 
einer Linie, Fläche oder bei einem Körper? Welche finden 
Statt, und welche nicht?

§.5. Zusatz e.
In diesem §. soll der Weg, den ein bewegter Punkt, 

eine bewegte Linie, oder ein bewegter Körper zurücklegt, 
betrachtet, und seine Gestalt beschrieben werden. Es sind 
daher folgende Fragen zu beantworten:
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s. Wenn sich ein Punkt bewegt, was ist der Weg, den er 
zurücklegt? — Die beste Antwort würde sein: Eine Linie, 
denn da der Punkt fortrückt, so hat sein Weg eine Länge; 
aber weder Breite noch Dicke, weil der Punkt selbst 
diese nicht hat. — Nach diesem Muster sind auch die fol­
genden Fragen zu beantworten.

b. Was ist der Weg einer geraden Linie, wenn sie sich in 
ihrer eigenen Richtung fortbewegt?
Was ist der Weg derselben, wenn sie in einer andern als 
ihrer eigenen Richtung fortrückt?

<1. Was ist der Weg, den eine Ebene zurücklegt, wenn sie 
in ihrer eigenen Lage sich fortbewegt?

« Was ist aber ihr Weg, wenn sie in irgend einer andern 
Richtung fortrückt?

f. Was ist endlich der Weg eines geometrischen Körpers? 
wenn er sich in irgend einer Richtung bewegt?

§. 6. Foderungs - Satz.
In der Vorstellung kann man einen Punkt setzen, 

wo man will. Aber mit der Hand kann man nur ein 
unvollkommenes Bild desselben darstellen. — Die dazu 
nöthigen Werkzeuge sind: eine Punktirnadel, ein Blei­
stift oder eine Ziehfeder, deren Einrichtung und Ge­
brauch bei dieser Gelegenheit zu beschreiben ist.

Warum ist ein mit der Hand gezeichneter Punkt kein wahrer 
Punkt?

Wenn ein oder mehrere Punkte auf eine Tafel oder auf Pa­
pier gezeichnet sind, wie werden sie bezeichnet, um sie, wenn 
man von ihnen spricht, unterscheiden zu können?

§. 7. Foderungs - Satz.
Vorstellen kann man sich eine gerade Linie zwischen 

jeden zwei angenommenen Punkten, lägen diese auch an 
Orten, zu denen man nicht kommen kann, (z. B. im
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Mittelpunkte der Sonne, des Mondes, der Erde, und 
s. si). Stellt man sich die Linie bloß zwischen diesen 
Punkten vor, so heißt sie eine begränzte und die 
Punkte sind ihre Gränzen. In der Vorstellung kann 
aber auch eine solche Linie ganz beliebig, so weit man 
will, zu beiden Seiten verlängert werden. Sind die 
Endpunkte solcher Verlängerungen nicht bestimmt, so 
nennt man die Linie eine unbegranzre. — Mit der 
Hand hingegen kann aus dem Papier nur ein mangel­
haftes Bild einer geraden Linie gezeichnet werden. — 
Außer den im vorigen §. genannten Werkzeugen braucht 
man dazu noch ein Lineal.

Wie verfahrt man a, bei der Zeichnung einer Linie zwischen 
zwei gegebenen Punkten. K, bei der Verlängerung einer Linie?

Warum ist eine gezeichnete gerade Linie keine wahre Linie? 
Wie wird eine gerade Linie bezeichnet?
Wie kann man prüfen, ob ein Lineal sorgfältig gearbeitet sei?

§. 6. Grund Satze.

Von der geraden Linie sind folgende Eigenschaften 
zu bemerken/ die sich unmittelbar aus der Vorstellung 
von derselben ergeben:

ar Alle Theile derselben haben eine und 

dieselbe Richtung.
d. Eine unbegränzte gerade Linie theilt die ganze 

Ebene, in welcher sie liegt, in zwei Stücke, welche 
weiter nichts als* eben diese Linie gemein haben. — 

Daher hat eine Linie zwei Seiten, obgleich sie keine 
Breite hat.
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c. Ein in einer geraden Linie angenommener Punkt 
theilt dieselbe in zwei Stücke, die nichts als diesen Punkt 
gemein haben.

ü. Eine begränzte gerade Linie ist die kürzeste aller 
der Linien, welche zwischen ihren Endpunkten gezogen 
werden können, und wenn man daher von der Entfer­
nung zweier Punkte redet, so ist eben diese gerade Linie 
gemeint.

e. Wenn man zwischen denselben zwei Punkten zwei 
oder mehrere gerade Linien zieht, so decken sie sich, d.h. 
sie fallen in eine einzige zusammen.

k. Wenn zwei gerade Linien einen Punkt gemein 
haben, ohne zusammenzufallcn^ so schneiden sie sich (ge­
hörig verlängert) in diesem Punkte, d. h. dieser Punkt 
theilt jede Linie in zwei Stücke, von denen das eine 
Stück diesseits, das andere hingegen jenseits der an­
dern Linie liegt.

8- Durch jeden Punkt in einer Ebene lassen sich 
unzählige Linien ziehen, von denen jede eine andere 
Richtung hat.

Die Sätze von 0) an können an leicht zu erfindenden Figuren 
deutlich gemacht werden; besonders wird es eine gute Übung 

.für den Anfänger sein, wenn er in Bezug auf (g) versucht, 
recht viel feine Linien durch einen einzigen Punkt mit der 
Ziehfeder zu ziehen, ohne daß sie in der Nähe des Punktes 
merklich zusammenfließen.

§. 9. Grund-Begriff.
Wenn zwei gerade Linien aus einem Punkt 

auslaufen, ohne sich zu decken; so haben sie 
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verschiedene Richtungen, und der Unterschied 
ihrer Richtungen heißt eitt Winkel. Je star­
ker nämlich ihre Richtungen von einander ab­
weichen, desto größer ist der Winkel, den sie 

ei «schließen.

2. Was bedeuten die Wörter Spitze oder Scheitelpunkt, 
desgleichen Schenkel bei einem Winkel?

d. Wie wird ein Winkel mit Buchstaben bezeichnet?
c Wenn an der Spitze eines Winkels ein Buchstab/ an jedem 

Schenkel aber in verschiedenen Punkten zwei Buchstaben ste­
hen, auf wie vielerlei Art kann man den Winkel lesen?

6. Wenn ein Winkel in zwei oder mehrere Stücke zerlegt wer­
den soll, wie muß dieses geschehen?

e. Wie beurtheilt man, ob zwei Winkel gleich oder ungleich sind, 
und welcher von beiden in dem letzteren Falle der größere sei?

k. Wieviel befinden sich in (Fig. 1.)2, einfache Winkel? d, wie­
viel Doppelwinkel, d. h. solche, die aus zweien zusam­
mengenommen bestehen. — Diese Winkel sollen sämmtlich 
anfgezählt und jeder nach (c) auf so viele Arten, als es an- 
geht, benannt werden.

§. 10. Erklärung.
Wenn zwei Winkel einen Schenkel gemein haben, 

die beiden anderen Schenkel aber eine einzige gerade 
Linie bilden, indem sie vom Scheitelpunkte aus nach 
entgegengesetzten Richtungen fortgehen, so nennt man sie 
Nebenwinkel.

2. Anwendung dieser Erklärung auf (Fig. 2.)
K. Wieviel Paare von Nebenwinkeln lassen sich in (Fig. 3.) auss 

zählen?
§. 11. Erklärung.

Wenn zwei Nebenwinkel gleich groß sind; so nennt, 
man sie rechte Winkel; sind sie aber ungleich, so heißen 
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sie schiefe Winkel. — Wenn ein schiefer Winkel klei­
ner ist als ein rechter, so heißt er ein spitziger; wenn 
er größer ist, ein stumpfer Winkel.

s. Anwendung dieser Begriffe auf (Fig. ä. und 2.)
b. Wie wird man bei einem einzelnen Winkel unterscheiden 

können, ob er ein rechter, spitziger oder stumpfer ist?
c. Kann ein rechter Winkel größer sein, als irgend ein andrer 

rechter Winkel?
<i. Was bedeutet das Wort winkelrecht (wofür man auch senk­

recht und lothrecht sagt)? Was bedeutet das Wort Lothin 
-er Geometrie? Kann eine einzelne gerade Linie Winkel­
recht genannt werden?

e. Mit welchem Werkzeuge kann man Winkelrechte Linien ziehen? 
Wie kann man prüfen, ob daö Instrument sorgfältig ge­
arbeitet sei?

§.12. Aufg a b e.
Es Ist eine gerade Linie und in derselben ein Punkt ge­

geben; man soll in diesem eine Winkelrechte Linie errichten.

Wie ist zu diesem Zwecke der Winkelhaken oder das rechtwink­
lige Dreieck zu handhaben?

Anmerkung. Die hier gegebene Auflösung, so wie die übri­
gen in diesem Abschnitt vorkommenden, nennt man mecha­
nische, d. h. solche, wobei die Hand, daö Auge und körper­
liche Werkzeuge gebraucht werden. Die eigentlich geometri­
schen Auflösungen derselben Aufgaben kommen in einem fol­
genden Abschnitte vor.

§.13. Aufg a b e.
Es ist eine gerade Linie und außerhalb derselben 

fin Punkt gegeben,- man soll von diesem eine Winkel­
rechte Linie auf die gegebene fällen.

Wie ist in diesem Falle Las Instrument zu gebrauchen? Giebt 
eö Fälle, wo man die gegebene Linie verlängern muß?
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§.14. Lehrsatz.
Jede zwei Nebenwinkel betragen zusammengenorm 

men eben so viel als zwei rechte.

Wenn die gegebenen Nebenwinkel gleich sind, so sind sie schon 
nach §. 11. zwei rechte. Sind sie aber ungleich/ so läßt sich 
leicht zeig«»/ daß/ um wieviel der stumpfe größer ist als 
ein rechter Winkel/ um eben so viel der spitzige kleiner sei. 
Dieses ist in Beziehung auf (Fig. 5.) auezuführen.

Hiebei ist noch die Frage zu beantworten: Was laßt sich von 
zwei Winkeln sagen/ welche Nebenwinkel gleicher Winkel sind?

§. 15. Zu sa tz.
Wenn man also, wie in (Fig. 3.) aus einem Punkte 

einer Linie mehrere Linien in verschiedenen Richtungen zieht, 
aber alle auf einer Seite der gegebenen; so fragt sich:

a. wieviel die sämmtlichen einfachen Winkel zusam­
mengenommen betragen?

d. auch ist zur Übung anzugeben, wieviel einfache, 

wieviel Doppelwinkel, wieviel drei - vier - und fünffache 
Winkel es in dieser Figur gebe?

§.16. Z u s a tz.
Wenn man aus einem einzigen Punkte, wie in 

(Fig. 6.) mehrere Linien in beliebigen Richtungen rings 
um denselben zieht, so fragt sich:

wieviel die einfachen Winkel zusammen betragen ?

§.17. Erklärung.
Wenn die Schenkel eines gegebenen Winkels über 

den Scheitelpunkt hinaus verlängert sind, so heißen der 
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gegebene und der zwischen den Verlängerungen enthal­
tene: Scheitelwinkel, (Verticalwinkel).

Anwendung der Erklärung auf (Fig.7.) Auch ist die Frage zu 
beantworten, ob in der Figur nur ein Paar zusammengehö­
riger Scheitelwinkel vorhanden sei?

§.18. Lehrsatz.
Jede zwei zusammengehörige Scheitel­

winkel sind einander gleich.

Der Beweis läßt sich mit Rücksicht auf (§. iä.) an der 7ten 
Figur führen. Die Ausführung desselben wird nicht schwer 
werden, wenn man sich zuerst die Frage vorlegt: wie viele 
Paare von Nebenwinkeln kommen in dieser Figur vor, und 
was ist von diesen bewiesen worden? Auch wird es 
auf diese Art nicht schwer sein, allerlei Abänderungen zu 
ühersehen, die sich im Beweise machen lassen.

§.19. Aufgabe.
Es ist ein spitziger Winkel und eine gerade Linie 

gegeben; an einen bestimmten Punkt dieser Linie soll 
ein Winkel, so groß wie der gegebene, in einer vorge­
schriebenen Richtung angelegt werden.

Ehe die Auflösung-;» versuchen ist, stelle man vorher folgende 
Betrachtung an: Wäre in (Fig. 8.) der gegebene Win­
kel und LL' in (Fig.9.) die gegebene Linie, an die in dem 
bestimmten Punkte der Winkel angelegt werden soll; so 
sieht man leicht ein, daß dieses in vier verschiedenen Lagen 
oder Richtungen geschehen könne; nämlich entweder über 
odeb unter LL' und in beiden Fallen von aus entweder 
nach der einen oder nach der andern Seite hin. Dieses sieht 
man deutlich ein, wenn Man annimmt, daß die Winkel 

", einander gleich sind. Sollte 
daher die Aufgabe bestimmt sein, so durften die Worte: in 
vorgeschriebener Richtung nicht fehlen.
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E6 lassen sich übrigens mehrere Arten von mechanischen Auf­
lösungen dieser Aufgabe auödenken, von denen wir folgende 
drei bemerken.
Unter das Papier, worauf der gegebene Winkel gezeichnet 
Ist, lege man ein anderes und steche mit der Punktirnadel 
feine Löcher durch die Spitze des Winkels und durch ein 
Paar entferntere Punkte beider Schenkel; so begreift man 
leicht, wie man den gegebenen Winkel auf dem zweiten Pa­
pier zeichnen und ihn ferner an die gegebene Linie anlegen 
könne.

2. Auch kann man den Winkel vermittelst des rechtwinkligen 
Dreiecks abtragen. Man sehe (Fig. 8, 10, n.)

3. Endlich hat man in den Reißzeugen ein Instrument, welches 
von dem Gebrauch zum Abträgen eines Winkels den Namen 
Transporteur (Überträger, Winkelabträger) erhalten hat.

s. Diese drei Arten sind in den Heften vollständiger zu be­
schreiben.

b. Wenn der zu zeichnende Winkel stumpf ist, so kann das tste 
und 3te Verfahren ungeändert angewendet werden. Aber 
wie kann man in diesem Falle auch das 2te Verfahren an­
wenden? (man beachte §. lä.)

§.20. Erklärung.

Wenn zwei Linien von einer dritten durchschnitten 
werden, so entstehen an den beiden Durchschnittspunkten 
acht Winkel. Don diesen nennt man:

a. diejenigen, welche zwischen den durchschnittenen 
Linien liegen innere; diejenigen, welche außerhalb lie­
gen äußere Winkel.

K. Ein äußerer Winkel an dem einen Durchschnitts­
punkte, und ein innerer an dem andern, beide auf der­
selben Seite der schneidenden Linie, heißen Gegen- 

Winkel.
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o. Zwei innere Winkel an beiden Durchschnittspunk- 
ten, die auf entgegengesetzten Seiten der schneidenden 
Linie liegen, heißen Wechsel-Winkel.

Diese Erklärungen sind auf (Fig. 12.) anzuwenden. Bet (2) 
müssen die sämmtlichen inneren und äußeren Winkel aufge­
zählt werden. Bei (l») ist zu bestimmen, wie viel Paare 
von Gegenwinkeln, und bei 0)/ wie viele Paare von Wech­
selwinkeln vorhanden sind. Auch müssen alle diese Paare 
vollständig aufgeführt werden.

§.21. Erklärung.
Zwei gerade Linien in einer Ebene, 

welche, ohne sich zu decken, gleiche Richtung 
haben, heißen parallele oder gleichlaufende 
Linien.

Hiebei ist bloß folgende Frage zu beantworten: Wenn man in 
einer Ebene mehrere Linien so zieht, daß ihre Richtung 
nach einem einzigen Punkte hinläuft; haben diese Li­
nien gleiche oder ungleiche Richtung? die Beantwortung 
dieser Frage ist aus (§. 9.) zu entnehmen. Auch ist anzugeben, 
wie man die Parallelität zweier Linien bezeichn"

§.22. Lehrsatz.
Wenn zwei Linien von einer dritten so ge­

schnitten werden, daß entweder u, zwei Ge­
genwinkel gleich sind, oder daß d, zwei Wech­
selwinkel gleich sind, oder daß c, zwei innere 
Winkel auf derselben Seite der schneidenden 
Linie zwei rechte betragen; so sind die Linien 
parallel.

Beweis von (2). Angenommen, -aß in (Fig. 13.) die Linien 
und CD von der dritten Lk unter gleichen Gegenwin­

keln LkL und geschnitten werden; so ist zu beweisen.
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daß und parallel sind, d. h. nach (§. 21.), daß 
sie gleiche Richtung haben.

Da die Gegenwinkel LkL und k'OV gleich sind; so weicht die 
Richtung der Linie kL von der Richtung der Linie eben so 
stark und nach eben der Seite ab, als die Richtung der Linie 
61) von der Richtung der Linie Ob; da nun die Theile kL 
und 6 k der schneidenden Linie nach (§.8. ») eine und 
dieselbe Richtung haben/ rn und OO aber von dieser gleich 
stark und auf völlig gleiche Art abweichen: so müssen sie (oder 
die ganzen Linien ^ir und 61)) nothwendig selbst eine gleiche 
Richtung haben/ also parallel sein.

ES ist nun noch übrig, den Beweis von (b) und (c) auszufüh- 
ren/ welches nicht schwer ist; denn nach (§.18.) läßt sich be­
weisen/ daß/ wenn zwei Wechselwinkel gleich sind/ auch zwei 
Gegenwinkel gleich sein müssen; eben so nach (Z. iü.), daß/ 
wenn zwei innere Winkel auf einer Seite der schneidenden Li­
nie zwei rechte betragen/ gleichfalls zwei Gegenwinkel gleich 
sein müssen. Der Beweis laßt sich also in den beiden 
letzten Fällen auf den ersten zurückführen.

Hiebei sind noch folgende Fragen zu beantworten:
s. Enthält der §. nur einen oder drei Lehrsätze und wie lau­

tet im letzten Fall jeder für sich?
b. Welches ist im §. derVordersatz oderdieVoraussetzung 

und welches ist der Nachsatz oder die Folgerung?

§.23. Lehrsatz.
Wenn zwei parallele Linien von einer 

dritten durchschnitten werden, so sind s, jede 
zwei Gegenwinkel gleich, auch sind d, jede 
zwei Wechselwinkel gleich, und e, betragen 
j^de zwei innere Winkel auf derselben Seite 
der schneidenden Linie zusammen genommen 
zwei rechte.

Beweis von 0). Wenn und 61) (Fig. 1.;.) als parallel 
angenommen werden, so ist zu beweisen/ daß jede zwei Ge­
genwinkel z. B, LkL und tOv gleich sind.
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Da k'L und Ov als parallele Linien gleiche Richtung haben 
(§. 21.), so müssen sie von der Richtung der Linie LH attf 
gleiche Art und gleich stark abweichen; d. h. nach (§. 9.) 
die Winkel Lk'L und müssen gleich sein.

Der Beweis von (K) und (e) kann leicht auf ganz ähnliche 
Art wie im vorigen §. auf (s) zurückgeführt werden.

Hiebei sind folgende Fragen zu beantworten:
s. Wie lautet jeder der drei im §. enhaltenen Sätze einzeln?
b. Welches ist in diesem §. der Vordersatz und welches der 

Nachsatz?
c. Ist es nothwendig, -aß immer ein Vordersatz und sein 

Nachsatz durch wenn und so geschieden sei? Könnte man 
z.B. die Erklärung (§. 21.) so in zwei Sätze spalten, daß 
der eine Vordersatz und der andere Nachsatz würde.

«1 . Worin unterscheiden sich die Lehrsätze (Z. 22. und 21.) von 
einander? und was' heißt es, einen Satz Umkehren?

e. Läßt sich jeder richtige Satz geradehin umkehren? z. B. fol­
gender: Wenn ein Thier ein Vogel ist, so hat es Flügel?

§. 24. Zusätze.

1) Wenn zwei Linien einer dritten parallel sind, so 
sind sie auch unter sich parallel.

Dieses folgt unmittelbar aus der Erklärung (§. 21.); es 
fragt sich nur: Wie?

2) Zwei parallele Linien können nie zusammentref­
fen, wie weit man sie auch verlängern mag.

Hiebei ist zu zeigen:
s. Wie dieses aus (§. 21.) verglichen mit (§. 9.) folget.
t>. ist die Frage zu beantworten: ob man sagen könne, zwei Li­

nien treffen in unendlicher Entfernung zusammen? Bei 
Beantwortung der Frage muß man nur überlegen, welchen 
Sinn die Worte: in unendlicher Entfernung haben.

Wenn zwei Linien von einer dritten so geschnit­
ten werden, daß entweder a, zwei Gegenwinkel, odep
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6, zwei Wechselwinkel ungleich sind, oder e, zwei innere 
Winkel auf derselben Seite der schneidenden Linie mehr 
oder weniger als zwei rechte betragen; so sind die 
Linien nicht parallel und laufen also auf einer Seite 
zusammen.

Hiebei soll gezeigt werden, auf welcher Seite in tedem -er 
drei Fälle die Linien zusammenlaufen.

§.25. Au fg a b e.
Es ist eine Linie gegeben und außerhalb derselben 

ein Punkt; durch diesen soll eine Parallele mit der ge, 
gebenen Linie gezogen werden.

Die Aufgabe laßt sich auf mehr als eine Art mechanisch auf­
lösen. Eine bei kleinen Zeichnungen vorzüglich bequeme ist 
die (Fig. iä.) vorgestellte, wobei ein Lineal und ein Dreieck 
gebraucht werden. In der Figur ist die gegebene Linie 
und 6 der gegebene Punkt.

ES ist genau anzugeben, wie das Dreieck VLk und dann das 
Lineal Ott angelegt, und das Dreieck fortgerüctt werden muß, 
-aß bei D und 6 gleiche Gegenwinkel entstehen.

Anmerkung. Von andern Werkzeugen zur Zeichnung paralle­
ler Linien bemerke man noch zwei:

1. das Parallel-Lineal, nicht etwa seiner besondern Brauch­
barkeit wegen, sondern weil es sich in sehr vielen Reißzeu­
gen vorsindet.

2. die Reiß - Schiene oder das Anschläge - Lineal, ein 
sehr brauchbares und fast unentbehrliches Werkzeug, wenn 
man auf einem Reißbrett arbeitet. Sind die Kanten eines 
Reißbretts recht gerade und die Ecken genau Winkelrecht ge­
arbeitet, -und ist die eine Hälfte des Anschlags der Schiene 
fest, die andere beweglich/ doch so, daß sie in jeder Lage 
festgeschraubt werden kann; so lassen sich mehrere geometri­
sche Aufgaben bequem auflösen, besonders ist es leicht, Win­
kelrechte und parallele Linien zu ziehen.
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ES ist dem Anfänger sehr zu empfehlen, daß er sich in seinem 
Übungöhefte in der Zeichnung paralleler Linien fleißig übe. 
Es lassen sich dabei zur Vermeidung der Einförmigkeit al­
lerlei Abänderungen anbringen. Die gegebene Linie kann 
wagerecht oder senkrecht oder schräge liegen, und der gege­
bene Punkt kann über oder unter derjelben, über ihrer 
Mitte oder seitwärts, nahe oder entfernt liege'«, u. dgl. m.

§.26. Lehrsatz.

Wenn zwei Winkel parallele Schenkel haben, die 
von den Scheitelpunkten aus in beiden Winkeln entwe­
der nach derselben, oder in beiden nach entgegenge­
setzten Seiten laufen, so sind diese Winkel gleich.

Anleitung zum Beweise: In (Fig. 15. und 16.) sind die 
Schenkel VL, desgleichen Dk', der Winkel 
vkk parallel. An (Fig. 15.) laufen sie von den Schei­
telpunkten aus nach derse<-en, in (Fig. tü.) nach entgegen­
gesetzten Seiten. Um nun die Gleichheit der genannten 
Winkel zu beweisen, ist nichts nöthig, als baß man zwei 
-er nicht parallelen Schenkel, etwa und Dl? ver­
längere, bis sie sich (in O) schneiden; so ergicbt sich die 
Gleichheit der Winkel sehr leicht aus (§. 2 't.).

§. 27. Lehrsatz.

Wenn wiederum zwei Winkel parallele Schenkel 
haben, aber so, daß von den Scheitelpunkten aus die 
Linien des einen Paars nach derselben, und die des an­
deren Paars nach entgegengesetzten Seiten liegen; so be­
tragen diese Winkel zusammengcnommen zwei rechte.

Anleitung zum Beweise. In (Fig. N.) sind die Schen­
kel ^0, i)k parallel und liegen nach derselben Seite; 
^6 und VL sind auch parallel, liegen aber nach entgegen­
gesetzten Seiten. Um Amt zu beweisen, daß die Winkel
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LDk' zusammen zwei rechte betrage»/ darf man nur 
zu einem dieser Winkel/ (etwa zu L^(I) seinen Nebenwin­
kel (L^6) zeichnen; so wird man leicht einsehen/ daß die­
ser Nebenwinkel dem andern Winkel kvL in jedem 
Falle nach (§. 26.) gleich sein müsse/ woraus denn mit 
Hülfe von (§. 14.) der zu erweisende Satz folgt.

Zweiter Abschnitt.
Erste Begriffe von ebenen Figuren, 

besonders vom Kreise und von 
den Dreiecken.

L. 1. Erklärung.
Eine von allen Seiten begränzte Ebene heißt eine 

ebene Figur.
Hiebei sind folgende Fragen zu beantworten:

3. Was ist die Seite und was ist der Perimeter (Um­
fang) einer Figur?

K. Wie theilt man die ebenen Figuren ein: 1) in Ansehung der 
Beschaffenheit ihrer Seiten/ 2) in Ansehung der Anzahl 
derselben?

§.2. Zusätze.
a. Wie verhält sich die Anzahl der Seiten und 

Winkel bei jeder geradlinigen Figur?
b. Wenn man aus einem Punkte innerhalb -er 

Figur nach allen Winkclspitzen derselben Linien zieht, 
was für Figuren sind die Stücke, und wie groß ist ihre 
Anzahl?
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o. Wenn zwei Figuren zum Theil einander decken, 
in wieviel Punkten müssen sich mindestens ihre Umfänge 
schneiden?

ck. Ist es möglich, daß bei einer geradlinigen Fi­
gur eine Seite größer sei, als die Summe der übri­
gen? (Diese Frage ist zu beantworten aus (1.8. ck.)).

Dom Kreise.

§.3. Erklärung.
Der Kreis ist eine ebene Figur, deren Umfang 

von einem gewissen Punkte innerhalb der Figur überall 
gleichweit absteht.

». Was bedeutendieWörter: Mittelpunkt (Centrum), Halb­
messer (Radius), Durchmesser (Diameter), Kreis­
linie (Peripherie), Ausschnitt (Sector), Sehne 
(Chorde), Abschnitt (Segment), Halbkreis.

K. Was muß man zufolge der Erklärung von der Größe aller 
Halbmesser und Durchmesser in demselben Kreise behaupten?

c. Unter welchey Bedingungen werden zwei Kreise vollkommen 
gleich sein?

st. Was wird man von der Lage eines Punktes behaupten 
müssen, dessen Entfernung vom Mittelpunkte entweder klei­
ner, oder eben so groß, oder größer ist, als der Halbmesser?

e. Kann man ferner den Durchmesser eine Sehne, den Halb­
kreis einen Ausschnitt oder Abschnitt nennen?

k. Wenn der Abstand der Mittelpunkte zweier Kreise kleiner, 
oder größer ist, als die Summe ihrer Halbmesser, was laßt 
sich daraus in Ansehung der Lage dieser Kreise schließen?

§. L. Aufgabe.
Wie wird ein Kreis beschrieben: n) in der Vorstel­

lung, b) mir der Hand?
B 2
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Bei dieser Gelegenheit können die vornehmsten Zirkel-Instru­
mente/ die in Reißzeugen vorkommen/ kurz beschrieben wer­
den; besonders der Hand-Zirkel/ der Einsatz-Zirkel, der Bo­
gen-Zirkel, und der Stangen-Zirkel.

§. 5. Anmerkung.

Über den Gebrauch des Zirkels.

Außer der Beschreibung von Kreislinien, wird der 
Zirkel noch zu vielen andern geometrischen Arbeiten ge­
braucht, die sich aber auf zwei Hauptarbeiten zurück­
führen lassen.

u. Er wird gebraucht zum genauen AuffasscN einer 
Lange zwischen die Spitzen des Zirkels, entweder um 
diese Länge ein oder mehrere Mal von einer andern 
Linie abzuschneiden, oder auch um dieselbe auf einem 
Maaßstabe zu messen. '

Wie muß man den Zirkel handhaben, wenn zwei Linien von 
ungleicher Länge gegeben sind, und man soll von der grö- 
ßern ein Stück abschneiden, welches der kleinern gleich ist?

I) . Zu mechanischer Eintheilung einer gegebenen 
begranzten Linie in zwei, drei, vier oder mehr gleiche 
Theile.

Im theoretischen Hefte muß genau beschrieben werden, wie 
der Zirkel zu diesem Zwecke zu handhaben ist.

Im Übungeheft aber soll eine und dieselbe Lange (von ein 
Paar Zollen) in 2, Z, 4, 5 rc. bis 12 gleiche Theile ge­
theilt werden.

§.6. Erklärung.
Wenn man auf eine Linie mit möglichster Genauig­

keit gleiche Theile von beliebiger Größe aufträgt, und 
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wenigstens einen der beiden äußersten Theile in kleinere, 
am besten zehn Theile theilt, so nennt man das einen 
Ma a ß stab.

Der Zweck eines Maaßstabes ist doppelt: u) eine 
gegebene Linie zu messen, d. h. eine vorliegende Lange 
durch Zahlen auszudrücken, b) umgekehrt, eine in Zah­
len gegebene Lange wirklich darzustellcn.

In dem Hauptheft ist ein kleiner Maaßstab von etwa vier 
Haupteinheiten von beliebiger Größe zu zeichnen, und einer 
der äußersten Theile ist sorgfältig in 10 Theile zu theilen. 
An einen solchen Maaßstab müssen Zahlen auf folgende Art 
geschrieben werden. An den Punkt, wo sich die getheilte 
Haupteinhcit von den ungetheilten scheidet, muß man o(Null) 
schreiben. Von da aus zähle man die Zehntel mit kleinen 
Ziffern von der gewöhnlichen Form, so daß an dem äußer­
sten Punkt der getheilten Einheit 10 zu stehen kommt. Die 
Haupteinheiten hingegen zählt man auch' von Null an in 
der entgegengesetzten Richtung, etwa mit römischen Ziffern, 
so daß, wenn der Maaßstab 4 Haupteinheiten lang ist, an 
dem ungetheilten äußersten Ende desselben IH zu stehen 
koknmt. Den Grund dieser Zahlcnstellung wird man bei 
dem Gebrauch des Maaßstabes sehr bald selbst entdecken.

Ferner soll -deutlich beschrieben werden: s) wie man eine 
Lange nach diesem Maaßstabe mißt, K) wie man von einer 
Linie ein Stück abschneidet, dessen Maaß in Zahlen ge­
geben ist.

Anmerkung, i. Unmittelbar giebt ein solcher Maaßstab nur 
Ganze und Zehntel, doch schätzt ein aufmerksames Auge 
noch ziemlich sicher die Zehntel von den Zehnteln d. h. die 
Hundertel der Haupteinheit.

2. Es giebt künstlichere Einrichtungen von Maaßstäben, wo­
durch man Hundertel noch sicher, und Tausendtel schätzungs­
weise messen kann. Von diesen kann aber erst in einem 
späteren Abschnitte die Rede seyn.

Z. Wenn man einen gut getheilten Maaßstab besitzt, dessen 
Einheiten aber nicht Zolle sind, so kann man doch eine 
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nach diesem Maaßstabe gemessene Länge in Zollen durch 
Rechnung finden, wenn man nur weiß, wie groß eine Ein­
heit dieses Maaßstabeö in Zollen ist.

7. Anmerkung.
Obgleich die Haupteinheit eines Maaßstabes an 

sich ganz willkührlich ist, so sind doch in allen Ländern 
gewisse bestimmte Längen als Haupteinheitcn eingeführt. 
Für kleine Messungen auf dem Papier ist diejenige Länge, 
die man einen Zoll nennt, eine schickliche Haupteinheit.

Wer nicht in seinem Reißzeuge einen nach genauen Zollen 
eingetheilten Maaßstab besitzt, muß sich selbst auf einem 
hölzernen/ mit dünnem Leimwasser überstrichenen Lineal ei­
nen solchen sorgfältig zeichnen. Eine Länge von 6 bis 7 Zoll 
ist überflüssig hinreichend, weil auf Quartblättern keine 
längere Linien vorkommen. Aber einer der äußersten Zolle 
muß in zehn, nicht, wie in Reißzeugen sehr üblich ist, in 
zwölf Theile getheilt sein.

Von den Dreiecken.

§. 8. Erklärung.
Dreieck, Seiten, Zeichnung eines solchen.

». Was ist ein Dreieck? (§. t.)
K. Was sind die Seiten desselben? (1. s.)
c Wie zeichnet man ein Dreieck, wenn weder die Größe der 

Seiten noch die der Winkel vorgeschrieben ist?
6. Was folgt aus (§. 2. 6.) auf das Dreieck angewendet?

§.9. Zusätze.
Jede Seite eines Dreiecks hat einen Gegenwin­

kel; jeder Winkel eine Gegenseite.
Es muß wörtlich beschrieben und an einer Figur nachgewie­

sen werden, was dergleichen gegenüberliegende Stücke 
sind und wozu sie dienen.
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§.10. Lehrsatz.
Wenn in einem Dreieck eine Seite verlängert wird, 

so ist der entstehende Außenwinkel so groß, als diejeni­
gen beiden innern Winkel zusammengenommen, welche 
nicht Nebenwinkel von jenem sind.

Anleitung zum Beweise. In (Fig. 18.) ist ^6 nach D 
verlängert. Welches ist nun der Außenwinkel? uud welches 
sind diejenigen inneren Winkel, die nicht Nebenwinkel von 
jenem sind? Was soll also zu Folge des Satzes bewie­
sen werden?

Die Hülfslinie LL ist nach (l. 25.) parallel mit ^6 gezogen. 
Dann ergiebt sich der Beweis aus (I. 23.).

Was bleibt also übrig, wenn "man von einem solchen Außen­
winkel einender beiden inneren abzieht?

§. 11. Lehrsatz.
Alle drei Winkel eines Dreiecks betra­

gen in jedem Falle zusammen zwei rechte.

Dieses folgt unmittelbar aus dem vorigen Satze, in Verbindung 
mit (I. iä.).

§. 12. Zusatz.
Folglich betragen jede zwei Winkel eines Dreiecks 

zusammen weniger als zwei rechte.

Wieviel rechte und wieviel stumpfe Winkel können also in einem 
Dreiecke sein?

§. 13. Zusatz.^
Wenn zwei Winkel eines Dreiecks zweien Winkeln 

eines andern gleich sind, so laßt sich daraus ein Schluß 
auf die dritten Winkel beider Dreiecke machen.

Dieser Schluß ist anzugeben, und -er Satz auf (Fig. 19-) an- 
zuwenden, wo und Ll), desgleichen U6 und LD paral­
lel gezogen sind.
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§. 14. Erklärung.

Man theilt die Dreiecke ein nach der Größe ihrer 
Seiten in gleichseitige, gleichschenklige und un­
gleichseitige.

Jede dieier Benennungen ist wörtlich zu erklären; auch ist bei 
den gleichschenkligen Dreiecken zu bemerken, was man 
unter den Ausdrücken: Schenkel, Grundlinie und 
Spitze versteht.

§. 15. Erklärung.

Auch theilt man die Dreiecke ein nach der Beschaf­
fenheit ihrer Winkel in stumpfwinklige, recht­
winklige und spitzwinklige.

Jede dieser Benennungen ist nicht nur zu erklären, sondern 
auch bei jeder anzuzeigen, wie alle drei Winkel des 
Dreiecrs veichaffen sind, und warum sie so beschaffen sein 
müssen. Ferner ist bei dem rechtwinkligen Dreiecke auch 
die Bedeutung der Wörter Hypotenuse und Kathete 
anzuzeigen. Endlich sind noch folgende drei Fragen zu be­
antworten: Was läßt sich sagen: 2) von der Summe der 
beiden spitzigen Winkel in einem rechtwinkligen Dreieck? 
K) von der Summe der beiden spitzigen Winkel in einem 
stumpfwinkligen Dreieck? 0) von der Summe jeder zwei 
spitzigen Winkel in einem spitzwinkligen Dreieck? (Die 
Antwort erzieht sich aus §. 11.)

Zeichnung der Dreiecke aus gegebenen Seiten.

§.16. Aufg a b e.

Zeichnung eines gleichseitigen Dreiecks.

Was muß gegeben sein, um ein bestimmtes gleichseitiges 
Dreieck zu zeichnen? und wie muß die Zeichnung gemacht 
werden:
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2. nach der vollständigen geometrischen Auflösung (Fig. 20.)?
(der Beweis beruht auf (§. 3. K.)

b. nach der abgekürzten (Fig. 21.)?
Im ttbungcheft sind mehrere gleichseitige Dreiecke von ver­
schiedener Größe nach der abgekürzten Auflösung zu zeichnen. 

Anmerkung. Unter einer vollständigen Auflösung wird 
eine solche verstanden/ wobei man alle zum Beweise nöthi­
gen Hülfklinien und Hülfekreise vollständig auszeichnet; 
abgekürzt heißt die Auflösung/ wenn man alles wegläßt/ 
was nur zum Beweis/ nicht um der Sache selbst willen 
nöthig ist.

17. A u fg a b e.

Zeichnung eines gleichschenkligen Dreiecks..

Hiebei sind folgende Fragen zu beantworten:
s. Wieviel Linien und welche müssen gegeben sein/ um ein be­

stimmtes gleichschenkliges Dreieck zu zeichnen?
d. Können diese Stücke beide jede beliebige Größe haben?
^>ide Fragen beantworten sich leicht; wenn man sich der Er­

klärung des gleichschenkligen Dreiecks und -eö Inhalts von 
(§. 8. 6.) bestimmt erinnert.

Es macht einigen Unterschied in der Zeichnung/ ob man das 
Dreieck über der gegebenen Grundlinie oder über -ein ge­
gebenen Schenkel zeichnet. Daher ist zu zeigen:

c. Wie man das Dreieck über der Grundlinie zeichnet. 
In (Fig. 2;.) ist Lk als Grundlinie angenommen/ und so 
groß, als (Fjg. 22.) gemacht.

«i. Wie man das Dreieck über einem Schenkel zeichnet/ In 
(Fig. 2ä.) ist als Schenkel angenommen/ und so groß/ 
als 6O (Fig. 22r) gemacht.

In beiden Fällen ist zu beweisen/ daß das Dreieck gleichschenk­
lig geworden/ und daß sowohl die Grundlinie/ als auch 
die Schenkel die vorgeschriebene Größe erhalten haben.

e Endlich ist noch anzugeben/ wie in beiden Fällen die Auf­
lösung abgekürzt werden könne/ und nach dieser abgekürz­
ten Auflösung siud im Übungöheft mehrere gleichschenklige 
Dreiecke zu zeichnen.
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§.18. Aufgabe.

Zeichnung eines ungleichseitigen Dreiecks.

Hiebei sind folgende Fragen zu beantworten:
2. Wieviel Linien müssen zur Zeichnung eines bestimmten un­

gleichseitigen Dreiecks gegeben sein? Können alle diese Li­
nien jede beliebige Größe haben?

d. Die vollständige geometrische Auflösung wird am zweck­
mäßigsten auf folgende Urt angefangen: Es seien L, e. 
(Fig. 25.) die gegebenen Seiten. Man lege diese auf einer 
einzigen Linie kO (Fig. 26.) aneinander, in beliebiger Ord­
nung, doch so, daß diejenige Linie, über welcher man das 
Dreieck errichten will, in die Mitte zu liegen kommt. Dem­
nach ist DL (Fig. 26.) — L (Fig. 25.) diejenige Linie, 
über welcher das Dreieck errichtet werden soll. Ferner ist 
DI? — und Wie die Zeichnung weiter aus-
zuführen sei, fällt in die Augen.

c Wie kann die Auflösung abgekürzt werden?
6. Endlich ist zu überlegen, wie viele Haupt-Abänderungen in 

der Ordnung der abgekürzten Zeichnung möglich sind. Man 
wird diese Frage leicht beantworten können, wenn man er­
wägt, theils, daß das Dreieck über jeder der drei gegebenen 
Linien errichtet werden kann, theils, daß, wenn man eine 
Seite gewählt hat, um das Dreieck an derselben zu zeich­
nen, von den übrigen die eine links die andere rechts oder 
umgekehrt aufgesetzt werden könne, theils endlich, daß in 
jedem dieser Fälle das Dreieck entweder über oder unter der 
gewählten Linie errichtet werden könne.

Im Übungshefte müssen ein Paar Dreiecke, (etwa ein spitz­
winkliges und ein stumpfwinkliges) nach allen diesen Abän­
derungen durchgezeichnet werden, welches eine sehr nützliche 
Übung der Hand, des Auges und der Überlegung ist, da 
man in jedem Falle, sobald die erste Linie gezeichnet ist, 
überlegen muß, wohin nach dem Augenmaaße die gegen­
überliegende Winkelspitze fallen werde.
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Dritter Abschnitt.
Von der Congruenz der Dreiecke.

§. 1. Erklärung.
Wenn zwei ebene Figuren so auf einander gelegt 

werden können, daß ihre Gränzen rings herum vollkom­
men zusammenfallen, so nennt man sie congruente, 
oder sich deckende Figuren.

Sind Congruenz und Gleichheit gleichbedeutende Aus­
drücke?

§.2. Zusatz.
Gerade Linien, Kreisbogen, Winkel und Figuren, 

sind in allen ihren Bestandtheilen und in der Ordnung, 
wie diese mit einander verbunden sind, vollkommen gleich, 
wenn sie sich decken können.

Um den Sinn dieses Zusatzes, der als eine unmittelbare Folge 
aus der Erklärung (K. 1.) der eigentliche Grundsatz der 
Congruenz ist, gleich anfänglich scharf aufzufassen, zeichne 
man eine beliebige vier - oder fünfseitige Figur und nach 
dem bloßen Augenmaafie eine andere ihr so viel wie mög­
lich gleiche. Dann nehme man an, daß sie wirklich con- 
gruent seien, und führe bestimmt alle einzelnen Seiten 
und Winkel an, welche nach dieser Annahme gleich sein 
müssen. Hiebet beobachte man die Ordnung, in welcher 
die Bestandtheile der Figur an einander liegen. Man fange 
z. B. mit einer Seite an, dann folgt ein anliegender Win­
kel, dann die Seite welche den zweiten Schenkel dieses 
Winkels bildet, dann wieder der anliegende Winkel u. s. f.
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§.3. Z u sa tz.
In zwei kongruenten Figuren sind jede zwei gleich­

liegende Stücke gleich, d. h. jede zwei Seiten oder 
Winkel, welche gegen die übrigen Seiten und Winkel 
der Figuren einerlei Lage haben.

Es ist oben (H- 9.) schon erklärt worden, wie man die Lage 
einer Seite oder eines Winkels in einem Dreiecke zu be­
stimmen habe. Daher soll hier noch gezeigt werden, was 
in zwei kongruenten Dreiecken gleichliegenle Stücke sind. 
Mau nehme z. B. an, daß zwei Dreiecke, wie (Fig. 30. und 
31.) kongruent sind, und schreibe zuerst nieder, welche Sei­
ten und Winkel als gleiche angenommen werden sollen. 
Dann gehe man nochmals, wie bey dem vorigen nach 
der Reche alle Seiten und Winkel durch, und zeige bei je­
dem Paare, warum es gleichliegende Stücke sind, und zwar 
auf doppelte Art: ») aus der Gleichheit der gegenüberlie­
genden, und d) aus der Gleichheit der anliegenden Stücke.

§. 4. Lehrsatz.
Wenn alle drei Seiten eines Dreiecks 

den drei Seiten eines an deren,'einzeln ver­
glichen, gleich sind, so sind auch die gleich, 
liegenden Winkel derselben gleich und die 
ganzen Dreiecke congrueut.

Der Beweis dieses Lehrsatzes ist nach dem Vortrage des Leh­
rers auszuarbeiten. (Fig. 26. 27.)

Nach vollendetem Beweise müssen die Winkel, deren Gleich­
heit nunmehr erwiesen ist, nicht nur vollständig aufgeführt, 
sondern auch bei jedem Paar muß gezeigt werden, daß es 
gleichliegende Winkel sind. (H. 9.)

§. ö. Aufg a b e.
Einen gegebenen Winkel an einen bestimmten Punkt einer 

gegebenen Linie in einer vorgeschriebenen Lage anzulegen.
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Diese Aufgabe/ von welcher wir schon oben (Absch. I- §. 19.) 
eine mechanische Auflösung gegeben habe»/ soll hier 
geometrisch gelöst werden.

Anleitung zur vollständigen geometrischen Auf­
lösung. Der gegebene Winkel sei 8^0 (Fig. 28.)/ er 
soll an den Punkt I) der Linie 88 (Fig. 29.) angelegt wer­
den und zwar unterwärtS/ und so/ daß er sich nach der 
Seite 8 öffne. Zu dem Ende nehme man auf den Schen­
keln des Winkels 8/40 die Punkte 8 und 6 ganz beliebig 
und ziehe die Hülfslinie 80. Auf diese Art entsteht ein 
Dreieck ^80, dessen Seiten als gegebene Linien zu be­
trachten sind. Setzt man nun nach (Absch. II. §. l8.) aus 
diesen drei Seiten irgendwo ein neues Dreieck zusammen/ 
so ist dieses nach (§. ü. dieses Abschnitts) dem Dreieck 
/48O kongruent/ hat also mit diesem auch gleiche Winkel. 
ES ist also klar/ daß man mit Abzeichnung des Dreiecks 
^80 auch jeden seiner Winkel von selbst mit abzeichnct. 
Es kommt also offenbar nur darauf an/ daß man das Dreieck 
^80 (Fig. 28.) in (Fig. 29.) so abzeichne/ daß nicht nur 
das Dreieck 1)80 mit ^80 kongruent/ sondern auch der 
Winkel 81)0 in demselben dem Winkel 8/4 0 gleich werde. 
Zu dem Ende soll also bestimmt angegeben werden/ wie man 
das Dreieck 1)86, Stück vor Stück, zu zeichnen habe.

Hiebei bemerke der Anfänger ein für alle Mal die Regel, daß/ 
wenn man bei irgend einem Satze Veranlassung findet, 
eine früher erklärte Auflösung anzuwenden (wie hier die 
von 8. 18.), nie die vollständige, sondern allezeit die abge­
kürzte Auflösung gebraucht werden müsse, damit die Figur 
nicht mit mehr Linien, als nöthig/ überladen werde,

Was den Beweis der Auflösung betrifft/ so ist dazu nichts 
weiter nöthig, als zu zeigen/ daß die Winkel 8VO und 
8/40 in ihren Dreiecken gleiche Lage haben (H-9.) denn 
in congruenten Dreiecken sind alle gleichliegenden Stücke 
gleich groß.

Anleitung zur abgekürzten Auflösung. Da die Länge 
der Schenkel ^8 und ^0 ganz willkührlich ist/ so ist es 
vortheilhaft, sie gleich lang zu mache»/ wodurch also das 
Dreieck ^8 6 gleichschenklig wird/ und die Abtragung desscl- 
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den nach der abgekürzten Auflösung (H. 17.) gemacht wer- 
den muß. Ob die dortige Auflösung 0) oder (K) hieher 
gehöre, wird bei einigem Nachdenken leicht zu finden sein. 
Das ganze Verfahren ist nun genau und deutlich zu be­
schreiben. (Von einem Beweise kann bei einer abgekürzten 
Auflösung nicht die Rede sein, -a derselbe schon zu der 
vollständigen gegeben ist.)

Im Übungühefte sind von dieser Aufgabe recht viel Anwen­
dungen zu machen; denn die hier gezeigte abgekürzte Auf­
lösung ist viel genauer, als die oben (1.19.) erklärte mecha­
nische. Zu gegebenen Winkeln nehme man erst einen spitzi­
gen, dann einen stumpfen von mittlerer Größe, ferner ei­
nen sehr kleinen spitzigen und einen sehr großen stumpfen. 
Die beiden letzten Fälle erfordern besonders viel Aufmerk­
samkeit, weil es viel schwerer ist, sehr kleine und sehr 
große Winkel als Winkel von mittlerer Größe mit Ge­
nauigkeit abzutragen. Einiges Nachdenken wird auch in 
der Beschaffenheit der Zeichnung den Grund von dieser 
Schwierigkeit leicht finden lassen.

§.6. Lehrsatz.

Wenn zwei Seiten eines Dreiecks nebst 
dem eingeschlossenen Winkel, einzeln ver­
glichen, so groß sind, als in einem anderen, 
so sind auch alle übrigen gleich liegenden 
Stücke gleich und die Dreiecke kongruent.

Der Beweis ist nach dem Vortrage des Lehrers auszuarbei 
ten. (Fig. 30. 31.)

§.7. Lehrsatz.

Wenn in zwei Dreiecken zwei Winkel des 
einen, einzeln verglichen, zweien Winkeln des 
anderen gleich sind, und überdies eine gleich­
liegende Seite in beiden gleich ist, so sind 



Von der Congruenz der Dreiecke. 31

beide Dreiecke kongruent, also alle übrigen 
gleichliegenden Stücke in beiden gleich.

Was heißt es, wenn im Vordersatze gesagt wird: es solle außer 
zwei Winkeln noch eine gleichliegende Seite gleich sein? 
Finder dem zufolge mehr als ein Fall in der Annahme der 
Voraussetzungen statt? Machen diese Falle einen wesentli-- 
chen Unterschied im Beweise? Die letzte Frage beantwor­
tet sich aus (U. iL.).

Der Beweis selbst ist nach dem Vortrage des Lehrers auözu- 
arbeiten; wobei (Fig. 30. und 31.) zum Grunde zu le­
gen sind.

§.8. Lehrsatz.
Wenn in einem Dreiecke zwei Seiten 

gleich sind, so sind auch ihre Gegenwinkel 
gleich.

Der Beweis ist nach dem Vortrage des Lehrers nach (Fig. 32.) 
zu führen.

s. Lehrsatz.

Umkehrung des vorhergehenden Satzes.

Wie lautet der umgekehrte Satz? (I- 23. 6.) Der Beweis 
ist nach dem Vortrage des Lehrers zu führen.

§.10. Lehrsatz.
In jedem Dreiecke hat die größere Seite den 

größeren Gegenwinkel.
Der Beweis ist nach der Anleitung des Lehrers auszuarbei- 

ten. (Fig. 33.)
Auch ist die Frage zu beantworten, warum in dem Satz zwei­

mal der Ausdruck größere nicht größeste stehe?
Ferner: Wenn man die Größe aller drei Seiten eines Dreiecks 

einzeln kennt, ob man davon einen Schluß auf die Größe 
aller drei Winkel machen könne?
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§.11. Lehrsatz.

Umkchrung des vorhergehenden Satzes.

Wie lautet der vorhergehende Lehrsatz umgekehrt? Der Be­
weis ist nach der Anleitung des Lehrers zu führen.

Auch ist die Frage zu beantworten:
Wenn man in einem Dreiecke die Gross aller drei Winkel 

einzeln kennt, was folgt daraus in Ansehung der drei Sei­
ten?

§. 12. L e h r sa tz.

Von allen Linien, die man von einem Punkte nach 
einer geraden Linie ziehen kann, ist n) die winkclrechte 
die kürzeste, i>) jede naher bei dieser liegende ist kürzer 
als die entferntere, e) auch kann man zu jeder schiefen 
Linie auf der einen Seite des Lothes eine eben so große 
schiefe Linie auf der anderen Seite des Lothes ziehen; 
endlich 6) wenn aus einem angenommenen Punkte drei 
Linien nach einer geraden Linie gezogen sind, zwei 
gleiche und eine ungleiche, so muß die ungleiche, wenn 
sie die kleinere, innerhalb der beiden gleichen, wenn sie 
größer ist, außerhalb derselben liegen.

Anleitung zum Beweise. Aus dem Punkte ä (Fig. z.j.) 
sei auf die Linie das Loth r^l) nebst irgend einer an­
deren beliebigen gezogen; so ergiebt sich aus Anwen­
dung von (§. 11.) auf das Dreieck ^LI) der Beweis für 
(2). Man ziehe ferner die entferntere so ergiebt sich 
gleichfalls aus (§. 11.) der Beweis von (K), wenn man 
die Winkel des Dreicks näher untersucht. Macht 
man endlich 1)0 — Dk, so ist nur (§. 6.) aus die Dreiecke 

und anzuwenden, um den dritten Theil des 
Satzes (c) zu beweisen. Endlich ist (<l) eine unmittelbare 
Folge aus (b).
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§.13. Lehrsatz.
Wenn zwei Seiten nebst dem Gegenwin­

kel der größeren Seite in einem Dreiecke, 

einzeln verglichen, so groß sind, wie in einem 
anderen, so sind die Dreiecke kongruent.

Beweis. In den Dreiecken ^86 (Fig. 35.) und V88 
(Fig.36.) sei 1) ^8 --- V8; 2) 86 — 88 und die beiden 
letztem seien größer, als die beiden erstem; 3) seien die Ge­
genwinkel 8^6 und 8 v8 dieser größeren Seiten gleich. 
ES ist zu beweisen, daß die Dreiecke, gehörig aufeinander­
gelegt, sich decken müssen.

Zum Beweise ist folgende HülfSzeichnung nöthig. In einem 
der Dreiecke, etwa in ^86, beschreibe man aus 8, wo die 
gegebenen Seiten zusammenstoßen, mit der größeren 86 
die Kreislinie 86ll, so wird die Linie 6^, gehörig verlän­
gert, die Kreislinie in zwei Punkten 6 und 6 schneiden. 
Zieht man nun 86, so ist 86 -- 86; da nun 8^ nach 
der Voraussetzung kleiner als 86, also auch kleiner als 86 
ist, so liegt 8/^ zwischen SO und 86 (§. 12. 6.). Hier­
aus folgt aber, daß 86 in jedem Falle außerhalb des 
Dreiecks ^86 liege.

Nun lege man das Dreieck 088 so auf ^86, daß 8 auf 8, 
und V auf fällt, (Voraussetzung 1.) so muß zwar die 
Linie 1)8 auf ^6 fallen (Voraussetzung 3.), ob aber ihr 
Endpunkt 8 auf 6 fallen werde, bleibt vor der Hand noch 
unbestimmt; weil nicht vorausgesetzt ist, daß sie gleiche Länge 
haben. Jetzt entsteht die Frage, wie die Linie 8k zu liegen 
komme? Daß sie auf 8 6 fallen werde, darf noch nicht be­
hauptet werden, weil nicht vorausgesetzt worden, daß die 
Winkel ^86 und V88 gleiche Größe haben. Da aber 
Nach (Voraussetzung 2.) 86 --- 88, so muß der Punkt 8 
nothwendig irgendwo in der Kreislinie 6 Oll liegen. Nun 
durchschneidet aber die Linie ^6 die Kreislinie nur in den 
beiden Punkten 6 und 6; folglich könnte 88 nur entweder 
auf 86 oder auf 86 fallen, aber 86 liegt außerhalb des 
Dreiecks ^86. Hat man also das Dreieck 808 so an ^8

Fischer'ö eb. Geom. C
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gelegt/ -aß e§ mit dem Dreiecke LL auf derselben 
Seite liegt/ so kann nicht anders ah; auf L6 fallen; 
folglich decken sich die Dreiecke vollständig und es sind da­
her alle gleichliegenden Stücke gleich.

Welches sind diese gleichliegenden Stücke/ deren Gleichheit 
nunmehr erwiesen ist? ,

Anmerkung. Da dieser Beweis verwickelter als die vorher­
gehenden ist/ so ist er hier vollständig ausgeführt worden. 
Dem Anfänger ist aber sehr zu empfehlen/ daß er vor der 
Lehrstundc/ in welcher dieser Sah erklärt werden soll/ ver­
suche/ ob er nicht selbst durch aufmerksames Durchlesen mit 
dem Beweise fertig werden könne.

§. 14. Zusatz.
Zwei rechtwinklige Dreiecke sind congruent: 

ri) wenn die beiden Katheten des einen, einzeln ver­
glichen, den Katheten des andern gleich sind, K) wenn 
die Hypotenuse und eine Kathete in beiden gleich sind, 
<?) wenn eine Kathete nebst einem gleichliegenden schiefen 
Winkel, und 6) wenn die Hypotenuse und ein schiefer 
Winkel in beiden gleich sind.

Der erste Theil (a) folgt unmittelbar aus (§. 6.), und der 
zweite (K) aus (§. 13.), (e) und (ä) folgt unmittelbar aus 
(Z. 7.). Alles ist mit Hülfe der nöthigen Figuren deutlich zu 
machen.

15. Anmerkung.
Wenn zur Zeichnung eines Dreiecks zwei Linien, 

welche Seiten desselben werden sollen, nebst einem Win­
kel, welcher der Gegenwinkel der kleineren werden 
soll, gegeben sind; so läßt sich in manchen Fallen gar kein 
Dreieck, machen, in anderen zwei verschiedene, und noch 

in anderen nur eins.
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Anleitung zur weiteren. Ausführung dieser An­
merkung. Daß sich nicht in allen Fällen aus solchen Da- 
tis ein Dreieck machen lasse, ergiebt sich schon aus der Be­
trachtung des gegebenen Winkele. Denn man kann sich 
aus (II. 15.) und (IH. 10.) leicht überzeugen, daß es unmög­
lich sein würde, ein Dreieck zu zeichnen, wenn der Gegen­
winkel der kleineren Seite ein stumpfer oder ein rechter 
sein sollte. Wie dieses aus den angeführten §. §. folge, ist 
zu zeigen.

Wenn aber auch dieser Winkel spitzig ist, so kommt es noch 
auf die Größe seiner Gegenseite an. Es sei z. B. in 
(Fig. 37.) 8 der gegebene spitzige Winkel, und ^8 sei 
die an ihm anliegende gegebene Seite, deren Größe ganz 
beliebig ist) so ist klar, daß die Gegenseite des Winkels 
8.V8, (deren Größe wir vorläufig noch unbestimmt lassen), 
von 8 aus gegen irgend einen Punkt der Linie gezogen 
werden muß. Nun fälle man 81) Winkelrecht auf ^(7, 
(I. 13.) so kann man sich leicht überzeugen, daß es un- 
möglich sein würde, ein Dreieck zu zeichnen, wenn jemand 
für die Gegenseite des Winkels 8^8 eine Linie gäbe, die 
kürzer als 81) wäre. Der Grund liegt in (§. 12. s.).

Wäre 8O selbst die vorgeschriebene Gegenseite, so könnte 
man allerdings ein Dreieck ^81) machen) und zwar nur 
ein einziges, wovon der Grund in (§. iä. K.) liegt.

Sollte endlich die gedachte Gegenseite zwar größer als 8V, 
aber doch kleiner als ^8 sein; so würde man zwei verschie­
dene Dreiecke, ^88 und ^88 zeichnen können, in welchen 
doch die drei gegebenen Stücke vorkämen, wovon der Grund 
in (§. 12. c.) liegt.

Was hier bloß angedeutet worden, ist nach Anleitung des 
Lehrers in dem Hauptheft vollständig und zusammenhän­
gend auszuführen. Auch sind die Dreiecke ^88 und ^88 
in Ansehung der Winkel, welche sie bei 8 und 8 haben, 
näher zu vergleichen. Denn aus (§. 8.) verglichen mit (I. iä.) 
ergiebt sich, daß die beiden Winkel ^88 und ^88 eine 
bestimmte Summe haben.

C 2
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§.16. Z u sa H.
Die vier Lehrsätze (§. §. 4. 6. 7.13.) erschöpfen alle 

Fälle, die bei der Congruenz von Dreiecken vorkommen 
können; so wie auch (§. 14.) alle Fälle.rrschöpft, die bei 
rechtwinkligen Dreiecken Statt finden.

Zur Darstellung eines Dreiecks sind drei Bestimmungsstücke 
erforderlich. Drei Winkel können dies nicht sein aus ei­
nem zwiefachen Grunde, a) Da durch zwei Winkel der dritte 
bestimmt ist, so wären dies zwar scheinbar drei, in der That 
aber nur zwei Bestimmungsstücke. K) Man kann ferner 
sich sehr leicht überzeugen, daß zwei Dreiecke gleiche Win­
kel haben und -och an Größe sehr verschieden sein können; 
z. B. wenn man von einem größeren Dreieck ein kleineres 
vermittelst einer Parallele mit einer der Seiten abschneidet.

Soll also ein Dreieck auch seiner Größe nach bestimmt sein; 
so muß sich unter den Bestimmungesiücken wenigstens eine 
Seite befinden. Es können deren aber auch zwei oder alle 
drei gegeben sein-. Überlegt man nun, was in den beiden, 
ersten Fällen außer den Seiten noch gegeben sein müßte; 
so wird man leicht finden, daß kein Fall erdenklich ist, der 
nicht in den obigen vier Lehrsätzen berücksichtiget wäre.

Für rechtwinklige Dreiecke läßt sich der Satz durch ähnliche 
Betrachtungen deutlich machen.

geometrische Auflösung der Aufgaben, die im 

1sten und 2ten Abschnitt nur mechanisch 
gelöst worden.

§.17. Lehrsatz.
Wenn man auf derselben Grundlinie zwei gleich­

schenklige Dreiecke errichtet, entweder auf verschiedenen 
Seiten der Grundlinie (Fig. 38.) oder auch auf der­
selben Seite (Fig. 39.), und man zieht eine Linie durch 
die Spitzen dieser beiden Dreiecke, so daß sie die Grund- 
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linir schneidet; so halbirt dieselbe, a) die Winkel an der 
Spitze; d) beide gleichschenkligen Dreiecke; o) die gemein­
same Grundlinie; 6) ist erweislich, daß sie auf der Grund­
linie Winkelrecht steht.

Anleitung zum Beweise.
Erster Fall. (Fig. 38.) Zuerst kann aus (§. ä.) bewiesen 

werden, daß die Dreiecke und L6O kongruent sind, 
woraus (->) folgt. Dann läßt sich aus (§. 6.) beweisen, 
-aß auch die Dreiecke und (desgleichen 
und ULD) kongruent sind, woraus (K) (c) (6) folgt.

Zweiter Fall. Man lese das vorige nochmals aufmerksam; 
habe aber dabei (Fig. 39.) vor Augen, so wird man finden, 
-aß alles wörtlich auch auf diese Figur paßt. Nur der Be- 
weis von (s) muß hier einen kleinen Zusatz erhalten. Denn 
es folgt zwar aus der Congruenz der Dreiecke -vcO und 
L60, wie oben, unmittelbar, daß -er Winkel bei 6 hal­
birt ist. Aber für die Winkel bei I) folgt geradezu nur, -aß 

— t^vö, woraus aber nach (I. i^.) die Gleichheit 
von und LVL geschlossen wird.

§.18. Aufgabe.

Eine gegebene gerade Linie von bestimmter Länge 
geometrisch zu halbiern.

Die vollständige geometrische Auflösung ist nach der Anwei­
sung des Lehrers auszuarbeiten. (Fig. 38.)

Bei der abgekürzten geometrischen Auflösung ist zu bemerken: 
i) daß man zwar in theoretischer Rücksicht den Linien 
und jede beliebige Größe geben könne, -aß es aber in 
praktischer Hinsicht Vortheilhaft sei, sie gleich zu machen; 
2) daß es in Absicht -er Genauigkeit Vortheilhaft sei, -iese 
beiden Linien gerade so groß als oder auch ein wenig 
kleiner zu nehmen. Es wird nicht schwer sein, den Grund 
beider Regeln aufzufinden. Welche Linien nicht ausgezogen 
zu werden brauchen, ist leicht zu beurtheilen.

Anmerkung. Eine mechanische Halbirung ist sichrer und ge­
nauer als die geometrische.
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§. 19. A u f g a b e.
Einen gegebenen Winkel geometrisch zu halbiren.

Die vollständige geometrische Auflösung ist nach der Anleitung 
des Lehrers auözuarbeitcn. (Fig. 38.)

Bei der abgekürzten Auflösung ist zu bemerken, daß es für die 
Genauigkeit Vortheilhaft ist, i) die Linien und LL so 
groß zu nehmen, als es anderweitiger Rücksichten wegen 
angeht, 2) daß und IM ungefähr so groß als ^8, oder 
etwas kleiner zu nehmen sind. Welche Linien nicht ausge­
zogen zu werden brauchen, ist leicht zu beurtheilen.

§. 20. Aufgabe.
In einem gegebenen Punkte einer gegebenen Linie 

eine winkclrccbte zu errichten.

Die vollständige geometrische Auflösung ist nach der 
Anleitung des Lehrers auözuarbciten. (Fig. äo.) Wie die 
Auflösung abzukürzen sei, bedarf keiner Erläuterung.

§.21. Aufgabe.
Es ist eine Linie und außer derselben ein Punkt 

gegeben. Von diesem soll auf jene eine Winkelrechte 
Linie geometrisch gefällt werden.

Die vollständige geometrische Auflösung ist nachdem 
Vortrage des Lehrers auszuarbeiten. (Fig. ät.) Die ab­
gekürzte hat keine Schwierigkeit.

§.22. A u fg a b c.
Es ist eine Linie und außer derselben ein Punkt 

gegeben. Durch diesen soll eine Parallele mit jener 
geometrisch gezogen werden.

Die vollständige geometrische Auflösung, die auf 
si 22. l>.) und auf (§. .5. dieses Abschnitts) beruht, ist 
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nach der Anleitung dc6 Lehrers auSzuarbeitcn. (Fig. 42.) 
2b sich noch etwas abkürzen lasse/ ist leicht zu beurtheilen.

§. 23. Zusätze.
Zum Beschlusse dieses Abschnittes sind noch folgende 

drei Fragen zu beantworten.

1. Können in einem Punkte einer Linie zwei Lothe errichtet 
werden? (Die Frage ist aus §. 20. und Fig. 4o. zu beant­
worten.)

2. Können aus einem Punkte/ der außer einer Linie liegt/ zwei 
Lothe auf dieselbe gefällt werden? (Die Frage ist aus
§. 21. und Fig. 41. zu beantworten.)

3. Können durch einen Punkt/ der außer einer gegebenen Linie 
liegt/ zwei Parallelen  werden? (Die Frage ist ausgezog.cn
§. 22. und Fig. 42. zu beantworten.)

Vierter Abschnitt.
Von Vierecken, besonders 

Parallelogrammen.

Erklärung.
Wenn zwei Linien von einem Punkte auslaufcn, so 

heißt der Winkel, den sie auf der innern Seite bilden, 
ein hohler oder concaver Winkel; aber auf der 
äußern Seite weichen die Schenkel viel stärker von ein­
ander ab, und der Unterschied ihrer Richtungen außer­
halb der Spitze betrachtet, heißt ein erhabener oder 

convexer Winkel. So bilden z. B. die Linien 
und (Fig. 43.) außerhalb der Spitze einen konvexen

gezog.cn
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Winkel, der zusammengesetzt ist aus den Winkeln k'6v, 
V6O, OLL, Ü66, L6I und 164. Selbst eine 
gerade Linie 46L kann als Winkel betrachtet werden, so 
fern man sie als aus zwei Stücken und 66 bestehend 
betrachtet, die von 6 aus nach entgegengesetzter Richtung 
liegen. Ein solcher Winkel ist allezeit zwei Rechten 
gleich, und kann ein gerader oder gestreckter Win­
kel genannt werden.

In den drei ersten Abschnitten war bloß von eoneaven Win­
keln die Rede. Don jetzt an werden wir der convexen Win­
kel nicht entbehren können.

Man bezeichnet einen convexen Winkel eben so, wie einen con- 
caven, nur mit einem darüber gesetzten Bogen. So ist 
8-^^ (Fjg. 4;.) der coneave Winkel, den die Linien ^8 
und einschließen; 84k aber der convexe Winkel eben 
dieser Linien.

Diese Erklärung ist nach dem Vortrage -es Lehrers an einer 
Figur, wie (Fig. 4Z.) zu erläutern, indem man einen Winkel 
in Gedanken allmählig von der Größe Null bis zu der 
Größe von vier rechten wachsen läßt.

§.2. Erklärung.
Was ist ein ebenes geradliniges Viereck? Was 

sind die Diagonalen desselben? wie viele Diagona­
len kann ein Viereck haben?

Diese Fragen sind mit Beifügung von Figuren im Hefte zu 
beantworten.

§.3. Lehrsatz.
Die vier innern Winkel eines jeden Vierecks betra­

gen zusammen vier rechte.
Der Beweis ist sehr leicht zu finden, wenn man eine Diago­

nale im Viereck zieht, und sich an (II. 11.) erinnert.
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§. 4. Z u sa tz.
Wieviel konvexe, wieviel stumpfe, wieviel rechte und 

Wieviel spitze Winkel können in einem Viereck sein?

Diese Fragen sind zu beantworten, und durch Figuren zu er­
läutern.

§.5. Zusatz.
Wenn ein Viereck keinen innern konvexen Winkel 

hat; so liegen beide Diagonalen im Viereck. Jede theilt 
dasselbe in zwei Dreiecke, deren Summe die Flache des 
Vierecks ist.

Hat aber ein Viereck einen inneren konvexen Win­
kel; so liegt eine Diagonale außer dem Viereck, und die 
Fläche desselben ist der Unterschied der beiden Dreiecke, 
welche die Diagonale mit den Seiten des Vierecks bildet.

Beides ist durch Figuren anschaulich zu machen.

§.6. Erklärung.
Ein Viereck, dessen Gegenseiten parallel sind, heißt 

ein Parallelogramm.
Anmerkung. Man bezeichnet ein Parallelogramm entweder da­

durch, daß man alle vier an den Winkelspitzen stehenden 
Buchstaben, oder auch nur zwei einander gegenüberstehende 
nennt. Wie wird man daher das (Fig. 44.) gezeichnete 
Parallelogramm zu benennen haben?

Dieses, so wie die Erklärung, ist durch eine beigefügte Figmr 
zu erläutern.

§.7. Lehrsatz.
Jedes Parallelogramm wird u) durch eine Diagonale 

in zwei kongruente Dreiecke getheilt; auch sind b) die Ge­
genseiten und e) die Gegenwinkel desselben gleich.
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Der Beweis von 0) beruht auf (!H- 7. I. 23. 6.) Die 
Beweise von (d) und («) ergeben sich aus (2), der von (c) 
kann auch noch kürzer aus (I. 26.) hergeleitet werden.

Anmerkung. Den Theil des Lehrsatzes (l>) drückt man bis­
weilen folgendermaßen aus: Parallelen zwischen Pa­
rallelen sind gleich. Es ist an einer Figur deutlich zu 
machen, daß dieser Satz nichts anderes sage, als (K).

§. 8. Lehrsatz.
Wenn in einem Vierecke die Gegenseiten gleich sind, 

so sind sie auch parallel, und die Figur ist also ein 
Parallelogramm.

Man ziehe eine Diagonale, dann beruht der Beweis auf 
(III. 4.) und (I. 22. k.).

§. s. Lehrsatz.
Wenn.in einem Vierecke zwei Gegenseiten gleich und 

parallel sind, so sind ^»uch die beiden anderen Gegen­
seiten gleich und parallel; also ist die Figur ein Pa­
rallelogramm.

Man ziehe eine Diagonale, dann beruht der Beweis auf 
(III. 6.) und (I- 22. L.).

§.10. Zusätze.
s. Wenn in einem Parallelogramme zwei zusam­

menstoßende Seiten gleich sind, so sind cö alle vier.
d. Wenn in einem Parallelogramm ein Winkel 

.ein rechter ist, so sind es alle vier.
Beides folgt aus (§. 7.) und (I- 23. c.) und ist mit Figu­

ren zu erläutern.

§. 11. Erklärung.
In Ansehung der Seiten theilt man die Paralle­

logramme ein in gleichseitige und ungleichst»- 
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tige, und in Ansehung der Winkel in rechtwink­
lige und schiefwinklige.

Diese Begriffe sind bestimmter zu erklären, und namentlich 
ist bei den beiden ersteren zu bestimmen, wie groß Me vier 
Seiten, und bei den beiden letzteren, wie groß alle vier 
Winkel sind.

Ferner soll die Frage nach dem Vortrage des Lehrers beant­
wortet werden, wie viele Arten von Parallelogrammen eS 
giebt, wenn beide Eintheilungen verbunden werden; d. h., 
wenn man die Beschaffenheit der Seiten und Winkel zu­
gleich in Betrachtung zieht.

Welches sind die Namen dieser Arten, und was kann man 
von den Seiten und Winkeln jeder dieser Arten nach 
(§. 6. bis 10..) behaupten?

Zeichnung der Parallelogramme.

§.12. Aufgabe.

Ein Parallelogramm zu zeichnen, wenn weder die 
Größe der Seiten, noch die der Winkel vorgcschrieben ist.

Anleitung zur Auflösung. Man zeichne einen beliebigen 
spitzen, rechten oder stumpfen Winkel, z.B. 6-VL (Fig. 4i.) 
und gebe den Schenkeln und ^6 eine beliebige Lange.

Der übrige Theil der Zeichnung kann verschieden gemacht wer­
den, ;e nachdem man entweder die Erklärung (§. 6.) oder 
einen der Lehrsätze (§. 8. oder 9.) dabei vor Augen hat.

Nimmt man auf (8. 6.) Rücksicht, so müssen 61) und HD 
mit und ^6 parallel gezogen werden. (IH- 22. oder 
I- 2L.) Hat man (§. 8.) vor Augen, so müssen 61) und" 
HD, desgleichen LDund ^6 gleich gemacht werden, wo­
von sogleich umständlicher geredet werden soll.

Berücksichtiget man (§. 9.), so muß HO mit ^6 (oder auch 
61) mit vXL) parallel und gleich gemacht, und dann 
61) (oder auch DU) gezogen werden.

Jede dieser ZeichnungSarten hat in gewissen Fällen ihre Be­
quemlichkeit. In der Regel ist die erste die bequemste, wenn 
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man auf dem Reißbrett mit der Reißschiene arbeitet. Die 
zweite Art ist aber besonders bequem bei kleinen Figuren, 
die man mit Zirkel und Lineal auf dem Papier macht. 
Daher kann es hinreichen, wenn diese Art im Hefte voll­
ständig beschrieben wird.

Die vollständige geometrische Auflösung besteht darin, -aß 
man zuerst die Endpunkte der Schenkel und durch 
die Linie L6 verbindet, und dann über dieser das Dreieck 
(Dir congruent mit zeichnet, (III. 4.) wobei nur genau 
beschrieben werden muß, wie dieses Dreieck zu zeichnen'sei.

Bei der abgekürzten Auflösung ist leicht einzusehen, was weg- 
gelaffen werden könne.

Übrigens ist noch zu empfehlen, daß im Übungsheft mehrere 
Parallelogramme nach allen drei Arten gezeichnet werden.

§.13. Z u sa tz.
Anwendung auf die Zeichnung eines Quadrats 

aus gegebenen Stücken.

Was muß gegeben sein, und wie muß man zeichnen, um eine 
bestimmte Figur dieser Art zu erhalten?

Anmerkung. Außerdem, daß man ein Quadrat wie jedes Pa­
rallelogramm bezeichnet, ist es auch üblich, wenn z.B. eine 
Seite heißt, zu schreiben: ^L^oder Der Grün­
der letzten BezeichnungSart wird in der Lehre von der Aus­
messung der Figuren angegeben werden.

§.14. Z U s a tz.
Anwendung auf die Zeichnung eines Rechtecks 

aus gegebenen Stücken.
Die Fragen wie bei (8. 13.).

Anmerkung. Außer der allgemeinen Bezeichnung der Paralle­
logramme (§. 6.) ist es auch üblich, und in vielen Fällen 
bequem, ein Rechteck, in welchem ein rechter Winkel von 
zwei Seiten und eingeschlossen wird, zu bezeichnen: 

x oder . ^(^. (Der Grund des Multiplicationö- 
zeichens wird in einem späteren Abschnitte deutlich werden.)
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§.15. Z u sa tz.
Anwendung auf die Zeichnung eines Rhombus 

aus gegebenen Stücken.

Die Fragen wie bei (§. 13.)

§.16. 3 usa tz.
Anwendung auf die Zeichnung eines Rhomboid 

aus gegebenen Stücken.

Die Fragen wie bei (§. 13.)

§.17. Zusätze.
s. Unter welchen Bedingungen sind zwei Quadrate 

kongruent? Kann man auch umgekehrt aus der Gleich­
heit zweier Quadratflächen auf die Gleichheit ihrer Sei­
ten schließen?

6. Unter welchen Bedingungen sind zwei Rechtecke 
congrnent?

c. Desgleichen zwei Rhomben?
ä. Endlich auch zwei Rhomboide?

Die richtigen Antworten ergeben sich aus (§. 13.14. 13.16.)

§. 18. Anmerkung.
Einige Mathematiker nennen alle Vierecke, die nicht 

Parallelogramme sind, Trapezia, andere nur solche 
Trapezia, die zwei parallele Gegenseiten haben, alle 
übrigen aber Trapezkide. Beide Benennungen haben 
keinen wesentlichen Nutzen.

Der Unterschied zwischen Trapezimn und Trapezoid ist durch 
Figuren zu erläutern.
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Fünfter Abschnitt.
Vergleichung der Parallelogramme 

und Dreiecke nach Grundlinien 

und Hohe.

§. l. Erklärung.

Grundlinien kann man jede zwei Gegenseiten 
eines Parallelogramms nennen. Will man sie als solche 
unterscheiden, so kann man die eine die untere, die 
andere die obere nennen. Dann heißt eine winkcl- 
rechte Linie zwischen zwei solchen Grundlinien die Höhe 
des Parallelogramms.

Diese Begriffe sind anzuwenden: auf ein Quadrat, d) auf 
ein Rechteck, c) auf einen Rhombus, cl) auf ein Rhomboid. 
Bei (c) und (ä) ist zu zeigen, daß sich Grundlinie und 
Höhe auf zweierlei Art bestimmen lassen) und daß bei 0) 
beide Höhen gleich; bei (6) ungleich sind.

§.2. Z U s a H.
Parallelogramme zwischen denselben Parallelen ha­

ben gleiche Höhe und umgekehrt.

Wie muß der umgekehrte Satz auügedräckt werden? Auch ist 
der ganze Zusatz durch eine Figur zu erläutern.

§.3. Erklärung.
Wenn man aus einer Winkelsitze eines Dreiecks 

ein Loth auf die Gegenseite oder deren Verlängerung 



Gleichheit der. Parallelogramme und Dreiecke. 47

fället, so nennt man diese Seite die Grundlinie, die 
Winkelspitze die Spitze, und das Loth die Höhe des 
Dreiecks.

Es ist aus dieser Erklärung klar, daß die Begriffe von Grund-- 
linie und Höhe bei jedem Dreieck auf dreierlei Art ange- 
westdet werden können/ weil jede Seite als Grundlinie be­
trachtet werden kann. Da aber bei den verschiedenen Arten 
der Dreiecke (H. 14. und 15.) allerlei über die Lage und 
Größe der Höhen zu bemerken ist; so müssen diese wichti­
gen Begriffe umständlich erörtert werden.

Sie sind nämlich anzuwenden: s) auf ein spitzwinkliges, d) auf 
ein rechtwinkliges, c) auf ein stumpfwinkliges Dreieck. Bei 
jeder Art ist ausdrücklich die Lage der Höhen zu bemerken, 
nämlich, welche Höhen im Dreieck liegen/ welche mit ei­
ner Seite zusammenfallen und welche außer dem 
Dreieck liegen.

Ferner find diese Begriffe anzuwenden: 6) auf ein gleichseiti­
ges/ k>) auf ein gleichschenkliges/ 1) auf ein ungleichseitiges 
Dreieck. Bei jeder Art ist zu bemerken und zu beweise»/ 
welche Höhen gleiche Größe haben.

§.4. Zusatz.
Wenn die Grundlinien zweier Dreiecke auf einer 

und derselben Linie, ihre Spitzen aber in einer Linie 
liegen, die der Grundlinie parallel ist, so haben sie 
gleiche Höhen, und umgekehrt.

Wie muß der umgekehrte Satz auögedrückt werden? Dies, so 
wie der Zusatz selbst, ist durch eine Figur zu erläutern.

§.5. Lehrsatz.
Wenn zwei Parallelogramme gleiche Grundlinien 

und Höhen haben; so sind ihre Flächen gleich groß.

Anleitung zum Beweise. Wenn man in dem Paralle­
logramm (Fjg. 45. 46. 47.) die obere Grundlinie
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60 beliebig verlängert, so sieht man leicht ein, daß jedes 
andere Parallelogramm, welches mit ^861) gleiche Grund-» 
linie und Höhe hat, jederzeit über ^8 so gezeichnet werden 
kann, daß die obere Grundlinie desselben auf 61) und de­
ren Verlängerung zu liegen kommt. (§. 2.) Nun kann 
aber ein solches zweites Parallelogramm nach Verschieden­
heit seiner Winkel drei verschiedene Lagen haben, welche ei­
nige Abänderung in dem Beweise nöthig machen. Näm­
lich wenn ^88 k das zweite Parallelogramm ist; so kann 
») seine obere Grundlinie 88 in (Fig. 4s.) zum Theil auf 
61) zum Theil außerhalb liegen; l>) oder 88 kann wie 
(Fig. 46.) zwar ganz außerhalb 61) liegen, doch so, daß 
die Punkte 0 und 8 zusammenfallen; oder c) 88 kann wie 
(Fig. 47.) auch ganz außer 61) liegen, und zwar so, daß 
ein Zwischenraum 1)8 zwischen beiden bleibt.

Das Parallelogramm 7V888 neigt sich in unseren Figuren 
nach der rechten Seite; eö ist aber leicht einzusehen, daß, 
wenn man es nach der linken neigen wollte, keine anderen 
als dieselben drei Fälle zum Vorschein kommen würden.

Für jeden dieser drei Fälle ist der Beweis, der hauptiächlich 
auf (IV. 6. 7.) und (kll. 4.) beruht, nach dem DSrtrage des 
Lehrers zu bearbeiten.

§.6. Zusatz.
Wenn ein Parallelogramm und ein Dreieck gleiche 

Grundlinie und Höhe haben, so ist das Dreieck halh 

so groß, wie das Parallelogramm.

Wie dieses aus (§. S.) folge, ergiebt sich leicht aus der Be­
trachtung von (Fig. 48.).

§.7. Zusatz.
Wenn zwei Dreiecke gleiche Grundlinien 

und Höhen haben, so sind ihre Flächen gleich.

Auch dieser überaus wichtige Satz folgt durch einen sehr ein­
fachen Schluß aus (§. s«), wenn man dabei ein ähnliches
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Verfahren wie in (Fig. ä8.> anwendet. Dieses ist mit Bei­
fügung einer Figur deutlich zu machen.

§.8. Zusatz.
Wenn von zwei Parallelogrammen oder zwei Drei­

ecken bekannt ist, daß sie gleiche Flachen haben, und 

es sind außerdem entweder ihre Grundlinien oder 
ihre Höhen gleich; so müssen im ersten Fall auch die 
Höhen, im zweiten die Grundlinien gleich sein.

Es läßt sich nämlich leicht zeigen, daß zwei Parallelogramme 
von gleichen Grundlinien aber ungleichen Höhen, oder um­
gekehrt, von gleichen Höhen aber ungleichen Grundlinien 
nothwendig ungleiche Flächen haben; woraus der obige 
Satz in Ansehung der Parallelogramme folgt.

Don den Dreiecken aber muß er richtig sein, weil sse allezeit 
als Hälften von Parallelogrammen dargcstellt werden kön­
nen, welche dieselbe Grundlinie und Höhe haben.

§. 9. Aufgabe.
Ein einziges Parallelogramm oder Dreieck zn fin­

den, welches der Summe zweier oder mehrerer Paral­
lelogramme oder Dreiecke gleich ist, die bei gleichen 
Höhen beliebige Grundlinien, oder bei gleichen Grund­
linien beliebige Höhen haben.

Bei der Auflösung ^'nd einzeln zu betrachten: zwei Paral­
lelogramme, l>) zwei Dreiecke mit gleicher Höhe und belie­
biger Grundlinie; c) zwei Parallelogramme, und <k) zwei 
Dreiecke mit gleicher Grundunie und beliebigen Höhen.

Die Beweise beruhen auf (§. §. 5. 7.). In einer Anmerkung 
ist zu zeigen, wie die Auflösung bei mehr als zwei Paralle­
logrammen oder Dreiecken gemacht werden könne.

§.io. Aufgabe.
Die vorige Aufgabe, nur mit dem Unterschiede, 

daß statt des Wortes Summe der Ausdruck Unter- 

Fischer'S cb. Geom. D
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schied zu setzen, und die Aufgabe nur auf zwei Pa­
rallelogramme oder Dreiecke zu beschränken ist.

Bei der Auflösung sind dieselben vier Falle einzeln zu be­
trachten.

§.11. Aufgabe.

Ein Parallelogramm in eine beliebige Anzahl gleicher 
Parallelogramme zu theilen, die mit dem ganzen entwe­
der gleiche Grundlinien oder gleiche Höhen haben.

Die Auflösung beruht auf (II. .5. b.) und auf (§. 5.).

§.12. Aufgabe.
Ein Dreieck durch Linien, die aus einer Winkel­

spitze nach der Gegenseite gezogen werden, in eine belie­
bige Anzahl gleicher Theile zu theilen.

Die Auflösung beruht auf (II. L. K.) und (§. 7.).

§.13. Lehrsatz.

Wenn man in einem Parallelogramm durch einen 
beliebigen Punkt einer Diagonale zwei Linien parallel 
mit den Seiten des Parallelogramms zieht, so wird 
dadurch a) die ganze Figur in Parallelogramme ge­
theilt, von denen 5) diejenigen beiden, durch welche die 
Diagonale nicht geht, gleich groß sind.

Daß nach 0) die vier Stücke der Figur Parallelogramme 
sind, folgt aus (IV. 6.); der zweite Theil aber ergiebt 
sich leicht aus (IV. 7.). Beides ist an einer Figur, wie 
(Fig. ^9.) auszuführen.

§. 14. Lehrsatz.

Wenn man in einem rechtwinkligen Drei­
ecke durch ein aus der Spitze des rechten Win-



Gleichheit der Parallelogramme und Dreiecke. 51

kels gefälltes Loth, die Hypotenuse in zwei 
Abschnitte theilt, so ist:

n. das Rechteck der ganzen Hypotenuse 
mit einem der beiden Abschnitte so groß als 
daö Quadrat derjenigen Kathete, die an dem 
Abschnitte anliegt,

b. daö Quadrat der ganzen Hypotenuse 

ist so groß als die Quadrate der beiden 

Katheten zusammengenommen,

e. das Quadrat des Lothes ist dem 
Rechtecke aus den beiden Abschnitten der 
Hypotenuse gleich.

Anleitung zum Beweise. Man zeichne an der Hypo­
tenuse 86 des bei V rechtwinkligen Dreiecks V86 (Fig. 
60.) das Quadrat 81^, und eben so über V8 und V6 die 
Quadrate VI! und VI., indem man 8V und 6V über V 
hinaus verlängert, und dann nach (IV. 13.) die Zeichnung 
vollendet. Darauf fälle man das Loth VO und verlängere 
eü bis 6; dann Übersicht man leicht, daß 36 das Rechteck 
aus 63 und HD, 66 aber daö Rechteck aus 86 und 60 
sei. Macht man ferner SKI --- Lv und zieht parallel 
mit 30, so ist K16 das Rechteck aus Lv und V6. (Die­
ses alles ist vollständiger auszuführen.)

Es ist folglich zu beweisen:
s. daß 86 -- 81, und 66 ---- 6L;
I». daß 68- — V8- -t- V6-;
c. daß >16 — VI)-.

Zum Beweise von (» ziehe man VL und 6H, so läßt sich 
aus (III. 6.) beweisen, daß das Dreieck V8L kongruent 
mit dem Dreieck 1186, und aus (§. 6.), daß das Dreieck 
V88 L 86, und das Dreieck 1186 — 81, woraus 
folgt, daß 86 81. Auf ganz ähnliche Art läßt sich
beweisen, daß 66 --- 6K, was das erste war.
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Der Beweis von (l>) ergiebt sich unmittelbar aus (3). Zum 
Beweise von (c) bemerke man zuerst/ daß in dem bei v 
rechtwinkligen Dreieck^LV, nach(l>), — ^v--i-8O-, 
folglich auch ^0- — — V8-. Erwägt man nun/
daß nach (3) ^8- — 80 und 8^ — 81)-, so fällt die 
Richtigkeit von (c) in die Augen.

Auch dieses alles ist vollständig auszuführen. Im Heft sind 
aber andere Buchstaben als hier zu setzen.

Anmerkung. Nach einer alten Sage ist PythagoraS der Er­
finder dieses ungemein wichtigen Lehrsatzes. Nur scheint 
sich seine Erfindung auf den Satz (b) eingeschränkt zu ha­
ben, den man daher gewöhnlich den Pythagorischen Lehrsatz 
nennt. Von dem hier angedeuteten Beweise scheint Euklide- 
der Erfinder zu sein.

§.15. Z u s a H.
Wenn man also von dem Quadrate der Hypotenuse, 

das Quadrat einer Kathete hinwegnimmt; wie groß ist 
die übrigbleibende Figur?

§. 16. Zusatz.
Wenn in einem Dreiecke das Quadrat der größesten 

Seite so groß ist wie die Quadrate der beiden kleine­
ren zusammengenommen, so ist der Winkel, welcher der 
größesten Seite gegenüber liegt, ein rechter.

Anleitung zum Beweise. Man nehme an, daß in dem 
Dreieck ^86 (Fjg. 51.) ^8- -- ^6- -t- 86-; so ist zu 
erweisen, daß der Winkel ^68 ein rechter sei. (Da aber die­
ses vor dem Beweise noch nicht als entschieden betrachtet 
werden darf, so ist er absichtlich als stumpfer Winkel ge­
zeichnet. Der Beweis wird aber darthun, daß er schlech­
terdings ein rechter sein müsse.)

Man setze 1)6 lothrecht auf ^6, mache 1)6 --- 86 und 
ziehe äv; so ist nach (§. 14. b.) äl)- --- ^6- -t- V6-. 
Nach -er Voraussetzung aber war ^8----^c--l-86-.



Gleichheit der Parallelogramme und Dreiecke. 53

Vergleicht man beides so erkennt man leicht/ daß
also auch — ^8. (IV. 17. 2 ) Nachdem die 

Gleichheit dieser Linien erwiesen ist/ ergiebt sich leicht die 
Kongruenz der Dreiecke ^86, ^V6; aus dieser aber/ daß 
^68 ein rechter Winkel sei. Dieser Beweis ist vollständig 
auszuführen.

Anmerkung. Der i6te §. ist die Umkehrung von (1^. K.), 
wie man leicht einsieht, wenn man etwas genauer erwägt/ 
was (iä. K.) Voraussetzung (Vordersatz) und Folge-- 
rung (Nachsatz) ist.

§.17. Lehrsatz.
Wenn man die größeste Seite eines Dreiecks hal- 

birt, und aus der Mitte eine Linie nach der Spitze des 
Gegenwinkels zieht; so ist dieser Winkel ein rechter/ 
wenn diese Linie so groß ist, als die Hälfte der getheil­
ten Linie.

Anleitung zum Beweise. In dem Dreiecke ^8v (Fig. 
L2.) sei die größeste Seite ^8 in 6 halbirt und 60 gezo­
gen; so ist zu beweisen/ daß ^08 ettt rechter Winkel sei, 
wenn 6» — 6^V — (.8.

Der Beweis beruht darauf, daß die Dreiecke ^60, 86» 
gleichschenklig sind, und jedes bei 6 einen Außenwinkel hat. 
Man vergleiche (III. 8.) (II. 10.) (I. iä.).

§.18. Zusa tz.

Wenn man in der Peripherie eines Halbkreises ei­
nen beliebigen Punkt wählt, und von diesem zwei Seh­
nen nach den beiden Endpunkten des Durchmessers zieht, 
so schließen diese einen rechten Winkel ein.

Der Beweis ist eine unmittelbare Folge aus (§. 17.). (Fig. 52.) 
Anmerkung. Einen solchen Winkel wie ^»8 nennt man 

kurz: einen Winkel im Halbkreise. Jeder Winkel im 
Halbkreise ist also ein rechter.
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§.19. Aufgabe.
In dem Endpunkte einer gegebenen Linie eine win- 

kelrcchte zu errichten, ohne die Linie zu verlängern.

Anleitung zur Auflösung. In (Fig. 52.) nehme man 
1)8 für die gegebene Linie an, in deren Endpunkt v ein 
Loth VX gezogen werden soll. Auf 08 wähle man den 
Punkt 8 beliebig, und beschreibe auf der Seite, wo das Loth 
liegen soll, an V8 als Grundlinie ein beliebiges gleichschenk­
liges Dreieck 068 nach (II. 17. c). Aus 6 beschreibe man 
dann durch 8 und v einen Kreis, und verlängere 86 bis 
aN die Kreislinie in zieht man nun 0-^, so ist Liese 
das verlangte Loth.

Die Auflösung ist an einer eigen dazu eingerichteten Figur im 
Hefte zu wiederholen.

§. 20. Aufgabe.
Es sind die Seiten zweier Quadrate gegeben. Man 

soll die Seite eines dritten finden, welches der Summe 
jener beiden gleich ist.

Die Auflösung ergiebt sich unmittelbar aus (iä. K.); daß es 
nicht nöthig sei, die Quadrate selbst zu zeichnen, da die Auf­
gabe nur von ihren Seiten redet, bedarf wohl keiner Erin­
nerung.

§.21. A u fg a b e.
Es sind die Seiten zweier ungleichen Quadrate ge­

geben; man soll die Seite eines dritten finden, welches 
dem Unterschiede jener beiden gleich ist.

Diese Auflösung folgt aus (§. 15.) in Verbindung mit (§. 18.).

§.22. Aufg ab e.
Ein Rechteck, dessen Seiten gegeben sind, in ein 

Quadrat zu verwandeln.
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Erste Auflösung. Die Seiten des Rechtecks seien: 
und Le (Fjg, LZ ). Diese lege man, wie in der Figur 
geschehen^ so aneinander/ daß sie eine einzige Linie 
bilden, über dieser beschreibe man einen Halbkreis 

>und errichte in ö ein Loth LD: so ist dieses die Seite des 
verlangten Quadrats.

Der Beweis ergiebt sich unmittelbar aus (K. c-.).
Zweite Auflösung. Die eine Seite des Rechtecks sei 

in derselben Figur; die andere schneide'man von dieser 
ab/ ziehe über den Halbkreis errichte das Loth LO, 
und ziehe endlich die Sehne ^v, so ist dieses die Seite des 
verlangten Quadrates.

Der Beweis folgt aus (§. iä. s.).
Anmerkung. Diese/ so wie mehrere Aufgaben dieses Abschnit­

tes sind Beispiele von geometrischen Verwandlungen der 
Figuren. In dem Anhänge soll gezeigt werden/ -aß es mög­
lich sei/ alle geradlinigen Figuren in Quadrate zu verwan­
deln. Übrigens bemerken wir hier noch/ daß die Anhänge 
der Abschnitte mehr zum eigenen Studium/ als zum Dor- 
trag in den Klassen bestimmt sind.

Anhang zum fünften Abschnitt.

ä Rein geometrische Verwandlung aller 
geradlinigen Figuren in Quadrate.

§. 1. Aufgabe.
Ein beliebiges schiefwinkligeö Dreieck in ein recht­

winkliges zu verwandeln.
Die Auflösung dieser und -er nächstfolgenden Aufgaben beruht 

auf (§. 7.); denn wenn man eine beliebige Seite eines 
Dreiecks zur Grundlinie gewählt hat/ und durch die gegen­
überliegende Winkelspitze eine Parallele mit der Grundlinie 
rieht, so ist aus (H. 7.) klar, daß jedes Dreieck/ welches 
auf derselben oder einer gleich großen Grundlinie steht, die
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.man auf der Verlängerung der ersteren abschneidet, dem ge­
gebenen Dreiecke gleich ist/ wenn die obere Winkelspitze 
desselben in der oberen Parallele liegt. Es kommt also bei 
dieser und der folgenden Aufgabe nur darauf an/ zu über­
legen, wohin man die obere Spitze des neuen Dreiecke zu 
bringen habe, um den Bedingungen der Aufgabe Genüge 
zu leisten.

§.2. Aufgabe.
Ein beliebiges ungleichseitiges Dreieck in ein gleich- 

schenkliches zu verwandeln.
Vergleiche zur Auflösung den vorigen §. und (III. 18.).

§. 3.- Aufgabe.
Ein beliebiges Dreieck in ein Rechteck mit dersel­

ben Höhe zu verwandeln.
Auch hier beruht die Auflösung auf denselben Betrachtungen 

wie (§. 1.)/ wenn man noch erwägt/ daß man ein Rechteck 
(oder überhaupt ein Parallelogramm) in zwei nach (V. 11.) 
kongruente Parallelogramme theilt/ wenn man zwei Gegen­
seiten halbirt/ und die Theilpunkte durch eine Linie ver­
bindet.

§. ä. Aufgabe.
Ein beliebiges Dreieck in ein Rechteck mit dersel­

ben Grundlinie zu verwandeln.
Wie (§. 3.).

§.5. Aufgabe.
Ein Parallelogramm in ein anderes gleichwinkli­

ges, aber mit einer vorgeschriebenen Grundlinie zu ver­
wandeln.

Die Auflösung ergiebt sich leicht aus (§. 13.) und Betrachtung 
der dazu gehörigen (Fig. ä9.)/ wenn man als das 
zu verwandelnde Parallelogramm/ und NL -- L6 als die 
Grundlinie des zu findenden betrachtet.
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§.6. Aufgabe.
Ein beliebiges Dreieck in ein anderes mit vorge­

schriebener Grundlinie zu verwandeln, doch so, daß ei­
ner von den beiden Winkeln au der Grundlinie unver­
ändert bleibt.

Man kann leicht eine Auflösung dieser Aufgabe aus der vor­
hergehenden ableiten. Einfacher aber ist folgende: Es sei 

(Fig. 5ä.) das zu verwandelnde Dreieck. Der Win­
kel bei soll unverändert bleiben, statt soll eö aber eine 
Grundlinie --- OL erhalten. Von dem Punkte aus mache 
man — VL, ziehe rc, und mit dieser parallel L6, 
endlich die Linie Ok; so ist das verlangte Dreieck.

Der leicht zu findende Beweis beruht auf (v. 7.).

§.7. Aufgabe.
Eine beliebige vielseitige Figur in eine andere zu 

verwandeln, die Hne Seite weniger hat.

Anleitung zur Auflösung. Man schneide von dem gege­
benen Vieleck vermittelst einer Diagonale ein Dreieck ab. 
Durch die Winkelspitze dieses Dreiecks, die der Diagonale 
gegenüberliegt, ziehe man eine Parallele mit derselben. 
Dann verlängere man eine von denjenigen Seiten der Fi­
gur, die an die Diagonale stoßen, aber nicht zu dem abge­
schnittenen Dreieck gehören, bis zur Parallele, und von dem 
Durchschnittsvunkte ziehe man eine Linie bis zu dem an­
deren Endpunkte der Diagonale; so erhält man zwischen den 
beiden Parallelen zwei Dreiecke, die nach (V. 7.) gleich 
sind. Nimmt man nun von der Figur daö zuerst abge­
schnittene Dreieck hinweg, und setzt statt dessen das später 
entstandene ihm gleiche hinzu; so ist leicht einzusehen, daß 
die neue Figur bei ungeänderter Größe einen Winkel weni­
ger, folglich auch eine Seite weniger habe.

Wer nach dieser Anleitung eine Figur zeichnet, wird keine 
Schwierigkeit bei dieser Auflösung finden.
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§.8. Anmerkung.
Es ist klar, daß jede vielseitige Figur durch wieder­

holte Anwendung der vorigen Aufgabe in ein Dreieck 
verwandelt werden könne. Da ferner nach (8 und 4 die­
ses Anhanges) jedes Dreieck in ein Rechteck, dieses aber 

nach (§. 18. des Abschnitts) in ein Quadrat verwandelt 
werden kann, so ist dadurch erwiesen, daß jede gerad­
linige Figur rein geometrisch in ein Qua­
drat verwandelt werden könne.

L. Einige vermischte Sätze über Parallelogramme.

§.9. Erklärung.
Mittelpunkt eines Parallelogrammes, 

heißt der Punkt, wo sich beide Diagonalen schneiden.

§.10. Lehrsatz.
Beide Diagonalen eines Parallelogramms halbiren 

sich gegenseitig.
Aus (III. 7.) ist die Congruenz der Dreiecke L0N, 

(Fig. 55.) erweislich, und hieraus folgt unmittelbar die 
Richtigkeit des Satzes.

Zusatz. Man kann also den Mittelpunkt finden, sobald man 
nur eine der Diagonalen gezogen hat.

§.11. Lehrsatz.
Jede durch den Mittelpunkt gezogene Linie halbirt 

das Parallelogramm.
Die Gleichheit -er Vierecke und Okvv (Fig. 55.) 

ist leicht zu erweisen, denn Dreieck 08-V --- Cv8 (IV. 7.) 
und Dreieck 808 -- Ll^0 (III. 7.).

Anmerkung. Es läßt sich aber nicht bloß die Gleichheit, 
sondern selbst die Congruenz beider Vierecke beweisen.
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Denn jede der beiden Hälften (Fig. 5-5.) besteht aus drei 
Dreiecken, welche, paarweise verglichen, kongruent sind; 
woraus sich die Gleichheit aller einzelnen Winkel und Sei­
ten der Vierecke in der Ordnung, wie sie auf einander fol­
gen, beweisen läßt; so daß beide, gehörig aufeinander ge­
legt, sich decken würden.

§.12. Lehrsatz.
Wenn eine Linie aus zwei Stücken besteht, so ist 

ihr Quadrat so groß, wie die Quadrate beider Stücke, 
nebst dem doppelten Rechteck aus beiden Stücken.

Es sei (Fig. 56.) ^6 — ^8 -1- 86. Man zeichne das Qua­
drat von ^6, nämlich Man mache ^8 — ^8 und 
ziehe 88 mit 60, 86 mit ^6 parallel.

Wenn sich diese Linien in schneiden, so ist zuerst klar, daß 
in vier Parallelogramme (IV. 6.) und namentlich in vier 

Rechtecke (IV. n.) getheilt sei. Hieraus übersieht man leicht, 
welche Linien der Figur — ^8 und welche — 86 sind.

Dann läßt sich zeigen, daß äll und ttv die Quadrate von 
^8 und 86 (IV.iz.undi7.2.), 88 und 86 aber Rechtecke 
aus ^8 und 86 sind (IV. 14. und 17. K.).

Hieraus ergiebt sich, daß:
^6- — ^8- -1- 86- -l- 2 s^8 x 86^.

Anmerkung. Die Ähnlichkeit dieses Satzes mit der arithme­
tischen Formel O -i- b) - --- L- 22k 8- wird je­
dem, der mit der Buchstabenrechnung schon bekannt ist, ein- 
leuchten. In dem Abschnitte von der Ausmessung der Fi­
guren wird ihr innerer Zusammenhang deutlich werden.

§.13. Lehrsatz.
Wenn man vpn einer Linie ein Stück abschneidct, 

so erhält man das Quadrat des Restes, wenn man 
von der Summe der Quadrate der Linie und des ab­
geschnittenen Stückes das doppelte Rechteck aus der 
Linie und dem abgeschnittenen Stücke hinwegnimmt.
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Es ist also zu beweisen, -aß, wenn man (Fig 56.) von der 
Linie ^c das Stück 86 abschneidet,

^8- — ^c- 8c- — 2 s^c x c8/>.
Man mache die Zeichnung durchaus eben so wie im vorigen §., 

nur setze man an 18 noch das Quadrat 18 --- 8c-, so ift 
-Vv-i-i8^^c--i-8c-, ferner ift8v —8k --- ^cx8c.

Nimmt man aber diese beiden Rechtecke von der Summe je­
ner beiden Quadrate hinweg, so bleibt übrig ^11 — ^8-. 

Anmerkung. Auch dieser Satz ift der arithmetischen Formel
(s — K) ----- L- — 2sb -i- b- ähnlich.

§. 14. Lehrsatz.
In einem stumpfwinkligen Dreiecke sind die Qua­

drate der beiden Schenkel des stumpfen Winkels klei­
ner als das Quadrat der dritten Seite, und zwar um 
ein doppeltes Rechteck, dessen eine Seite der eine Schen­
kel des stumpfen Winkels, die andere aber die Verlän­
gerung dieses Schenkels bis zu dem aus dem Gegen­
winkel gefällten Lothe ist.

In dem bei (Fig. 57.) stumpfwinkligen Dreieck äLc ist 
der Schenkel 8^ verlängert, und auf die Verlängerung aus 
6 das Loth cv gefällt. Es ist also zu beweisen, daß

8c- — 8-^- ^c- -l- 2 s8^ x ^v/>.
Beweis. Nach (tä. l>. des Abschn.) ist:

8c- 8D- -i- vc-.
Aber 8V- — 8^- -l- -vv- -H- 2 sväx^v) (12 b. Anh.), 

und vc- --- ^c- — ^v- (15. des Abschn.). Setzt man 
diese Werthe statt 8V- und vc-, so ergiebt sich:

vc- — v^- -^v- -4- 2 sv^ x ^c- — -^0-.
Da sich -1- ^v- und — ^v- heben, so ist das übrig blei­

bende -er zu erweisende Satz.

§.16. Lehrsatz.
In jedem Dreiecke sind die Quadrate der Schenkel 

eines spitzigen Winkels zusammengenommen, größer als 
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das Quadrat der dritten Seite, und zwar um ein dop­
peltes Rechteck, dessen eine Seite ein Schenkel des spitzi­
gen Winkels, die andere aber ein Stück desselben ist, 
was zwischen einem von dem Gegenwinkel dieses Schen­
kels gefällten Lothe, und dem Scheitelpunkte des spitzigen 
Winkels liegt.

In dem Dreieck ^86 (Fig. 58.) ist der Winkel 8^6 ein 
spitziger. Aus dem Endpunkte des einen Schenkels 6 ist 
ein Loth 61) auf den anderen gefällt; es ist daher zu be­
weisen, daß

86- -- 8^- -1- ^6- — 2 s84 x ^V.^.
Äer Beweis ist dem vorhergehenden vollkommen ähnlich, und 

stimmt selbst in Ansehung der Buchstaben mit ihm überein, 
nur daß hier in dem Werthe von 8v- (weil 80 -- 8^ 
— >4v) das doppelte Rechteck nach (1Z. des Anh.) das 
Zeichen (—) erhält.

§.16. Lehrsatz.
Die Quadrate der vier Seiten eines Parallelogram­

mes sind zusammengenommen so groß, als die Quadrate 
der beiden Diagonalen zusammengenommen.

Es ist also in (Fig. 59.) zu beweisen, daß
^v- -t- 68- — ^6- -i- 6V- -t- 1)8- -4- 8^-.

Bei dem Beweise sind zwei Fälle zu unterscheiden: 3) wenn 
die Figur ein rechtwinkliges, K) wenn sie ein schiefwinkli- 
ges Parallelogramm ist;

Der Beweis für (») ist sehr leicht zu finden; denn gesetzt 
68 wäre rechtwinklig, so folgte aus (iä. K. des Abschn.), 
daß 68- -- 60 - -l- 1)8- und ^0- --- 6V- -t- 6-V-; 
woraus der Satz unmittelbar folgt, (da 6v — Zc8).

Zum Beweise für (K) falle man aus den Endpunkten einer 
Seite -<6 zwei Lothe und 6k auf die anstoßenden 
Seiten 6V und ^8, so ist im Dreieck ^60 nach (i5. 
de§ Anh.):

^v- --- äc- cv- -t- 2 sv6x 68^,
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und im Dreiecke ^68 (iü. des Anh.):
86- — ><6- ^8- — 2 s8>v x

oder, da ^6 — V8, ^8 -- 61), ^8 -- 68, 
86- — O8- -t- ^8- — 2 (06 X 68^.

Summirt man nun die beiden Werthe von ^v- und 86-, 
so ergiebt sich, was zu erweisen war, da -t- 2 sv6 x 68^ 
und — 2 sv6 X 68^1 sich heben.

§. 17. Aufgabe.
Es sind die Seiten mehrerer Quadrate gegeben, 

man soll die Seite eines einzigen finden, das ihnen al­
len zusammengenommen gleich ist.

Die Auflösung ergiebt sich leicht durch wiederholte Anwen­
dung von (20. des Abschn.), indem man erst die Seite ei­
nes Quadrates sucht, das zweien gleich ist, zu diesem das 
dritte fügt, u. s. w.

§.18. Aufgabe.
Es ist die Seite eines Quadrates gegeben, man 

soll die Seite eines andern finden, welches ein bestimm­
tes Vielfaches von jenem ist.

Die Auflösung ergiebt sich aus (17.), wenn man die gegebe­
nen Seiten der Quadrate gleich groß annimmt.

§.19. Aufgabe.
Es ist die Seite eines Quadrates gegeben; man 

soll die Seite eines andern finden, das ein bestimmter 
genauer Theil von jenem ist.

Auflösung. Es sei ^6 (Fig. 53.) die gegebene Seite ei­
nes Quadrates; es soll die Seite eines anderen gefunden 
werden, das der sechste Theil von diesem ist. Man mache 
^8 — z ^6, ziehe den Halbkreis ^06, das Loth 8D, 
und die Sehne vä, so ist diese die verlangte Linie.
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Beweis. Nach (§. iä. s. des Absctm.) ist Dä - — 64x^8. 
Nach (11, desAbschn.) ist aber das Rechteck x --- 

also ^v-—
Anmerkung. Aus ( iä. c. deö Abschn.) läßt sich noch eine et­

was veränderte Auflösung ableiten.

Sechster Abschnitt.
Von Linien und Winkeln im Kreise.

§. 1. Aufgabe.
Eine Linie von vorgeschriebener Länge in eine Kreis­

linie von einem gegebenen Punkt aus als Sehne ein- 
zutragen.

Die vollständige geometrische Auflösung ist nach dem Verträge 
des Lehrers au?zuarbeiten (Fig. 6o.), auch ist die abge­
kürzte hinzuzufügen.

Wenn man die beiden Spitzen eines Zirkels auf zwei Punkte 
einer Kreislinie setzt; ist es richtig/ zu sagen, man habe den 
dazwischenliegenden Bogen mit dem Zirkel gefaßt?

Kann die einzutragende Sehne (Fig 60.) jede beliebige 
Größe haben?

Welches ist die größte Sehne/ die in einen Kreis eingetragen 
werden kann?

§.2. Lehrsatz.
Wenn in einem Kreise zwei Winkel am Mit­

telpunkte gleich sind/ so sind auch die dazu gehörigen 
Dogen, Sehnen, Ausschnitte und Abschnitte 
gleich.

ES läßt sich nämlich leicht zeige»/ daß/ wenn man zwei der­
gleichen Winkel gehörig aufeinanderbringt, alle im Satz ge­
nannten Stücke einander decken. (Fig. 61.)
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§.3. Lehrsatz.
Wenn zwei Bogen einer Kreislinie gleich"sind, so 

sind auch alle übrigen dazu gehörigen im vorigen §. auf­
gezählten Stücke gleich.

Diese Stücke sind einzeln zu nennen. Der Beweis wird 
übrigens auf ähnliche Art, wie im vorigen §. geführt; wo­
bei nur zu bemerken, daß es hinreichend ist, durch Deckung 
bloß die Gleichheit der Winkel am Mittelpunkt zu be­
weisen: da hieraus das übrige unmittelbar nach (§. 2.) 
folgt. (Fig. 61.)

§.4. Lehrsatz.
Wenn zwei Sehnen in einem Kreise gleich sind, 

so sind auch die zugehörigen Bogen, Abschnitte, Aus­
schnitte und Winkel am Mittelpunkte gleich.

Wenn man vom Mittelpunkte nach den Endpunkten beider 
Sehnen Halbmesser zieht, so erhält man zwei Dreiecke, de­
ren Congruenz nach (ltl. -4.) erwiesen werden kann. Dann 
folgt alles übrige aus (§. 2.). (Fig. 61.)

§.5. Lehrsatz.
Zu ungleichen Winkeln am Mittelpunkte ge­

hören ungleiche Bogen, und umgekehrt. Auch sind in 

beiden Fällen die zugehörigen Aus schnitte und Ab­
schnitte ungleich.

Wie lautet die Umkehrung von dem ersten Theile -es Satzes?
Der Beweis ist sehr leicht. Wenn man nämlich Winkel oder 

Bogen gehörig aufeinander legt, so ist sichtbar, daß alle übri­
gen genannten Stücke sich nur zum Theil decken. Die Ge­
setze eines guten mathematischen Dortrages fodern aber, 
daß von jedem dieser Sätze der Beweis einzeln geführt 
werde, also «) vom ersten Theil des Satzes, b) von der 
Umkehrung desselben, c) vom zweiten Theil. (Fig. 62.)
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§.6. Zusatz.
Wenn die Flächen zweier Ausschnitte oder 

Abschnitte in einem Kreise gleich sind, so sind auch die 

dazu gehörigen Bogen, Winkel am Mittelpunkte, 
und Sehnen gleich.

Es ist zu zeigen, wie dieses aus den vorhergehenden Sätzen 
folgt.

§. 7. Anmerkung.
Da Kreise von gleichen Halbmessern jederzeit kon­

gruente Figuren sind, so ist man berechtigt, die Sätze 
von (§.2 bis 6) nicht bloß auf einen und denselben 
Kreis, sondern auch auf gleiche Kreise anzuwenden.

§.8. Zusatz.
Da nach (§.4.) zu gleichen Sehnen gleiche Bogen 

und Winkel am Mittelpunkte gehören, so ist es leicht, 
folgende Aufgaben zu löstn:

s. Von einer Kreislinie einen oder mehrere Bogen von gege­
bener oder beliebig gewählter Größe abzuschneiden.

l>- Einen gegebenen Kreisbogen mechanisch in 2, z, 4, L oder 
mehr gleiche Theile zu theilen.

c- Einen gegebenen Winkel mechanisch in 2, 3, 4, 5 oder mehr 
gleiche Theile zu theilen.

Das Verfahren, welches bei jeder dieser Aufgaben zu beobach­
ten ist, soll vollständig beschrieben und durch eine Figur 
deutlich gemacht werden.

Auch sind im ÜbungSheft mehrere Theilungen von Bogen und 
Winkeln nach (K) und 0) zu machen,

§.9. Lehrsatz.
Wenn man von dem Mittelpunkt eines Kreises eine 

Linie nach der Mitte einer Sehne zieht, so ist erweis- 

Fischer'S eb. Geom, E
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lich a) daß sie auf der Sehne Winkelrecht steht, und 
K) daß sie den zugehörigen Winkel am Mittelpunkt und 

Bogen halbirt.
Der Beweis beruht auf (III i.) (I-11.) und (VI. 2.). (Fjg. 6a.)

§.10. Lehrsatz.
Wenn man aus den beiden Endpunkten einer Sehne 

Halbmesser zieht, und den Winkel, den sie einschlicßen, 
halbirt; so haldirt die Theilungslinie auch das entstan­
dene Dreieck den Bogen und die Sehne.

Der Beweis beruht auf (IH. 6.) und (VI. 2.). (Fig. 6;.^

§.11. Lehrsatz.
Eine Linie die man aus dem Mittelpunkte eines 

Kreises Winkelrecht auf eine Sehne fallet, halbirt -i) die 
Sehne, !;) den dazugehörigen Winkel am Mittelpunkte, 
wie auch den Bogen.

Der Beweis beruht auf (IH. 1 t. b.) und (VI. 2. 'Fig. 6a.

§.12. L e h r sa tz.
Wenn man in der Mitte tzjner Sehne eine winkel- 

rechte Linie errichtet, so geht r>) dieselbe durch den Mit­
telpunkt des Kreises, und l>) halbirt beide Bogen, in 
welche die Kreislinie durch die Sehne getheilt wird.

Um (a) zu beweisen, nehme man an, der Mittelprmkt liege, 
wo möglich, außer der winkelrechten Linie, und ziehe von 
diesem angenommenen Mittelpunkte eine Linie nach der Mitte 
-er Sehne, so führt diese Annahme, verglichen mit (§. .9.), 
allezeit auf einen Widerspruch, und ist also in jedem Fall 
falsch. Daher muß nothwendig der Mittelpunkt in der 
winkelrechten Linie liegen (Fig. 6ä.); (1^ folgt dann sehr 
leicht aus (->).
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§.13. Anmerkung.
Wenn man aus dem Mittelpunkte eines Kreises 

nach den beiden Endpunkten einer Sehne zwei Halb­
messer zieht, so entsteht jederzeit ein gleichschenkliges 
Dreieck. Daher lassen sich die in (§. §. 9, 10, 11, 12.) 

enthaltenen Satze, mit gehöriger Veränderung im Aus­
druck, ganz allgemein auf gleichschenklige Dreiecke an­
wenden.

Wie muß demzufolge jeder der obigen ä Lehrsätze auögedrückt 
werden?

§. 1^. Aufgabe.
Zu einem gegebenen Kreise den Mittelpunkt zu finden.

Die Auflösung beruht auf (§. 12.) und auf dem Begriff eines 
Durchmessers. (Fig. 6ä.)

§. 15. Au fg a b e.
Durch drei gegebene Punkte, die nicht in einer gera­

den Linie liegen, eine Kreislinie zu ziehen.

Auflösung und Beweis sind nach dem Vortrage des Lehrers 
zu führen.

Auf diesen Satz bezieht sich (Fig 65.), wobei wir nur bemer­
ken, daß zu der bloßen Auflösung ^6, Ob' und 
Ll? erforderlich sind. Die übrigen Linien sind theils Hülfs- 
linien zum Beweise, theils beziehen sie sich auf den fol­
genden 8.

§. 16. Zusatz e.
a. Es ergiebt sich aus dem vorigen §., daß, und 

wie man einen Kreis nm ein Dreieck, d. h. durch seine 
Winkelspitzen beschreiben könne.

Dieses ist bestimmt auszuführen.
E 2
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I) . Auch läßt sich leicht erweisen, daß, wenn man 
alle drei Seiten eines Dreieckes halbirt, und in den 

Theilpunkten Winkelrechte Linien errichtet, diese in einem 
einzigen Punkt zusammenstoßen müssen.

Wenn man nach O) einen Kreis um Las Dreieck beschrieben 
hat, so ergiebt sich der Beweis unmittelbar aus (tz. 12.).

Anmerkung. Der Satz (b) giebt Stoff zu einer nützlichen 
Arbeit im Übungsheft. Wenn man an einem Dreiecke die 
Probe macht, ob die gedachren drei Winkelrechten wirklich 
in einen Punkt Zusammentreffen, so kann man aus dem 
Erfolge auf die Genauigkeit der Zeichnung schließen.

§. 17. Erklärung.
Wenn zwei Sehnen in einem Punkte der Kreis­

linie zusammenstoßen, so nennt man den Winkel, den 
sie einschließen, einen Umfangs- oder Peripherie- 
Winkel.

Man sagt, ein solcher Winkel steht auf dem Bo­
gen, der zwischen seinen Schenkeln liegt; er steht in 
dem Bogen, der den übrigen Theil der Kreislinie aus- 
macht.

Auch nennt man einen solchen Winkel den Win­
kel eines Abschnitts, wenn seine Schenkel durch die 
Endpunkte der Sehne gehen, welche den Abschnitt bildet.

Alle diese Begriffe und Ausdrücke sind an einer Figur an­
schaulich zu machen.

§.18. Lehrsatz.
Ein Peripheriewinkel ist in jedem Fall 

halb so groß, als ein Winkel am Mittelpunkte, 
der mit ihm auf demselben Bogen steht.
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Anleitung zum Beweise. Auf einem bestimmten Bogen 
kann nur ein einziger Winkel am Äj^elpunkt stehen, aber 
unzählige Peripheriewinkel. Diese letzteren aber können in 
Ansehung des Mittelpunktes eine dreifache Lage haben: 
s) entweder liegt der Mittelpunkt in einem der Schenkel 
des Peripheriewinkels ^1)8 (Fig. 66.), oder er liegt 6) zwi­
schen beiden Schenkeln (Fig 67.), oder er liegt e) außer­
halb des Winkels ^O8 wie (Fig. 68.). Eine vierte Lage 
ist undenkbar.

Für diese drei Fälle ist der Beweis einzeln zu führen. Im 
ersten Falle (Fig; 66.) ist er sehr einfach und beruht auf 
(III. 8.) und auf (II. 10.). Der zweite und dritte Fall 
läßt sich auf den ersten zurückführen, wenn man eine Hülfs- 
linie VL durch die Spitze der beiden Winkel (Fig. 67. und 
68.) zieht.

§.19. Z usa tz.

Penpheriewinkel sind folglich gleich, n) wenn sie 
auf demselben Bogen stehen, K) wenn sie auf glei­
chen Bogen stehen, c) wenn sie in gleichen Bogen 
stehen, 6) wenn sie Winkel gleicher Abschnitte sind; und 
umgekehrt.

Der Sinn jedes dieser Sätze und ihrer Umkehrungen ist durch 
eine Figur anschaulich zu machey.

§.20. Anmerkung.

Wenn man die Schenkel des Mittelpunktswinkels 
über den Mittelpunkt hinaus bis zur Kreislinie verlän­

gert, wie dieses (Fig. 69.) mit den Schenkeln des Win­
kels geschehen ist, so kann man noch auf eine an­
dere Art als (§. 18.) die möglichen Lagen eines Peripherie- 
winkels übersehen. Nämlich die Spitze des Pcripberiewin- 
kels liegt 1) entweder zwischen und v z oder 2) in vz 
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oder Z) zwischen v und L; oder 4) in oder 5) zwi­
schen L und L.

Da hier fünf Fälle erscheinen, so ist zu zeigen, wie Liese mit 
den drei Fällen im Beweise von (§. 18.) Zusammenhängen.

§. 21. Zus a tz.

Der Lehrsatz (§. 18.) bleibt auch richtig, wenn der 
Winkel am Mittelpunkt ein convexer oder ein gera­
der (zwei rechte betragender) ist. (IV. 1.)

Zu dem Bogen (Fig. 70.), der größer als die halbe 
Peripherie ist, gehört der convexe Mittelpunktswinkel Xor; 
steht nun auf dem Bogen ein Peripheriewinkel ^OS, 
so darf man nur die Hülfslinie VL durch <7 ziehen, um 
einzusehen, daß der Beweis wie in dem zweiten Falle 
(tz. 18.) (Fig. 67.) geführt werden könne.

Liegen und 68 in einer geraden Linie, so daß sie den ge­
raden Winkel ^68 bilden, so finden dieselben Schlüsse statt.

Beides ist vollständiger, auözuführen; auch ist das letzte mit 
einem Satze des vorigen Abschnittes zu vergleichen.

§. 22. Zusatz.
Ein Pertpheriewinkel kann ein spitziger, er kann ein 

stumpfer, er kann auch ein rechter Winkel sein.

ES sind die Bedingungen anzugeben, unter welchen er die 
eine oder die andere Größe haben kann; nnd zwar sind diese 
Bedingungen in jedem Fall auf drei Arten anzugeben; näm­
lich : ob 1) der Bogen, auf welchem der Winkel steht, oder 
S) der Bogen, in welchem er steht, kleiner oder größer oder 
eben so groß, als die halbe Kreislinie sei; z) ob der Ab­
schnitt, in welchem er steht, größer oder kleiner oder eben 
so groß, als -er Halbkreis sei.

Anmerkung. Besonders sind die Bedingungen zu merken, un­
ter welchen der Peripheriewinkel ein rechter ist.
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§.23. Erklärung.
Eine Figur in einen Kreis einschreiben, heißt 

dieselbe so zeichnen, daß alle ihre Winkelspitzen in der 
Kreislinie liegen.

Die Erklärung ist durch eine Figur zu erläutern.

§.24. Lehrsatz.
In jedem Viereck, welches in einen Kreis einge­

schrieben ist, betragen jede zwei einander gegenüberlie­
gende Winkel zusammen zwei rechte.

Der Beweis ist nach dem Vertrage des Lehrers auözuarbei- 
ten. (Fig. 7i.)

Anhang zum sechsten Abschnitt.

§. 1. Lehrsatz.
Die Bogen zwischen zwei parallelen Sehnen sind 

gleich; und umgekehrt: wenn man zwei Sehnen von 
den Endpunkten eines Bogens nach den Endpunkten 
eines gleichen Bogens so zieht, daß sie sich nicht in­
nerhalb des Kreises schneiden, so sind diese parallel.

Der Beweis ergiebt sich unmittelbar aus Betrachtung von 
(Fig. 72.), und beruht auf (I. 23.) und (§. 19. dieses Ab­
schnittes). Die Umkehrung auf(i9. des Abschn.) und (I. 22.).

§.2. Lehrsatz.
Wenn sich zwei Sehnen innerhalb des Kreifts schnei­

den, so daß zwei Paar Scheitelwinkel entstehen; so ge­
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hören zu jedem Paare von Scheitelwinkeln zwei Bo­
gen ; und jeder dieser Scheitelwinkel ist so groß wie die 
Summe der beiden Pcripheriewinkel, die auf diesen 

Bogen stehen.
Anleitung zum Beweise. Wenn in (Fig. 7Z.) sich die 

Sehnen und 6V in 8 schneiden/ so ist zu beweisen/ 
daß der Winkel ^8O so groß sei wie die Summe der bei­
den Peripheriewinkel auf den Bogen und 68. Um 
den Beweis zu führen/ ziehe man die Sehne zu dem Bo­
gen eines Nebenwinkels; dann beruht der Beweis auf 
(H. 10.).

§. 3. Lehrsatz.
Wenn zwei Sehnen verlängert sich außerhalb des 

Kreises schneiden, so ist der Winkel, den sie einschließen, 
so groß wie der Unterschied der beiden Peripheriewin­
kel, die auf den zwischen seinen Schenkeln liegenden 
Bogen stehen können.

Anleitung zum Beweise. Wenn in (Fig. 74.) die Seh­
nen ^8 und 1)6 verlängert sich in 8 schneiden; so ist zu 
beweisen, daß der Winkel ^81) so groß ist wie der Unter- 
terschied der Peripheriewinkel auf den Bogen und 86. 
Man ziehe von einem Endpunkte der einen Sehne nach dem 
entgegengesetzten der andern eine Linie 80, dann ergiebt 
sich der Beweis wieder aus (H- 10.).

§.4. Lehrsatz.
Von zwei Sehnen ist diejenige die größere, welche 

dem Mittelpunkt näher liegt. Sehnen, die gleiche Ent­
fernung vom Mittelpunkt haben, sind daher gleich.

Anleitung zum Beweise. In (Fig. 75.) sind die Seh­
nen ^8 und 61)/ und aus dem Mittelpunkt 8 die Lothe 
88 und 86 gezogen; wird nun vorausgesetzt/ daß 88 grö­
ßer als 86/ so ist zu beweisen, daß ^8 kleiner als 60 sei.
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Wenn man zum Beweise zwei Halbmesser LL und Lv zieht, 
so erhält man zwei rechtwinklige Dreiecke LkL und L60; 
in denen man die Größe der Quadrate von k8 und 60 
nach (V. i4. oder 15.) vergleichen, und daraus einen 
Schluß auf rv und 6v (IV. 17. ».), mithin auf ^8 und 
6v(vi.n.) machen kann.

§. ö. Lehrsatz.
Durch einen Punkt innerhalb des Kreises, können 

unzählig viel Sehnen gezogen werden; unter diesen ist 
u) diejenige, die zugleich ein Durchmesser ist, die größeste, 
und d) diejenige die kleinste, welche auf diesem Durch­
messer Winkelrecht steht.

Anleitung zum Beweise. In dem (Fig. 76.) aus be­
schriebenen Kreise, sei der Punkt 8 beliebig gewählt, so ist 
klar, daß durch diesen Sehnen in allen Richtungen, also 
unzählige, gezogen werden können. Eine von Liesen, 6V, 
geht durch den Mittelpunkt und ist daher ein Durch­
messer; eine andere, Lk, kann man winkelrecht durch 60 
ziehen.

» Daß jene, 6V, die größeste sei, ist unmittelbar klar. Will 
man indessen zur Übung einen förmlichen Beweis führen, 
so wird man z. B. in (Fig. S2.) sehr leicht beweist» kön­
nen, daß jede Sehne, 08, kleiner sei als der Durchmesser; 
denn zieht man und vergleicht (§. 22. des Abschn.) 
mit (III. 11.), so ist die Richtigkeit in aller Form er­
weislich.

b. Um nun.zu zeigen. Laß die kleinste Sehne sei, ziehe 
man durch 8 irgend eine beliebige andere Sehne 6II, und 
fälle ^1 auf dieselbe winkelrecht; so ergiebt sich aus Der- 
gleichung der Seiten ^8 und ^1 in Verbindung mit (§.4. 
dieses Anhangs), daß 8 k kleiner sei als OH.

§.6. Lehrsatz.
Wenn eine gerade Linie durch einen Punkt in zwei 

gleiche, und durch einen andern in zwei ungleiche Ab­
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schnitte getheilt wird, so ist das Quadrat der Hälfte 
größer, als das Rechteck aus den beiden ungleichen Ab­
schnitten, und zwar um das Quadrat der Entfernung 
beider Thcilungspunkte.

Anleitung zum Beweise. Es ist die Linie ^6 (Fig. 58) 
bei 8 in zwei gleiche ^8 und 8 8, und bei 8 in ungleiche 
Abschnitte ^8 und 86, getheilt; nun ist zu beweisen, daß

-V8- — ^8 X 8c: -t- 88-.
Zum Beweise beschreibe man über >V6 einen Halbkreis, er­

richte in 8 die Winkelrechte 1)8, und ziehe 1)8, so er- 
giebt sich der Beweis aus dem Dreieck 1)88, und (V. 14.).

7. Lehrsatz.

Wenn sich zwei Sehnen innerhalb eines Kreises 
schneiden, so ist das Rechteck aus den beiden Abschnit­
ten der einen dem Rechteck aus den Abschnitten der 
andern gleich.

Anleitung zum Beweise. Die Fälle, welche beim Durch­
schneiden zweier Sehnen eintreten können, sind folgende 
vier: H Beide Sehnen sind Durchmesser; 6) die eine ist 
ein Durchmesser und die andere steht auf ihr Winkelrecht; 
c) die eine ist wieder ein Durchmesser, aber die andere 
schneidet ihn schiefwinklig; 4) keine von beiden geht durch 
den Mittelpunkt.

Die Richtigkeit des Satzes in dem Falle (->) leuchtet von 
selbst ein, denn man sieht leicht, daß ein jedes der entste 
henden Rechtecke das Quadrat des Halbmessers sei.

In dem Falle (6) ist (Fig. 64.) der Durchmesser 1)8 des aus 
6 beschriebenen Kreises gegeben, der von der Sehne ^8 in 
8 winkelrecht durchschnitten wird. Aus (V. 22.) ist be­
kannt, daß -V6- --- 1)6 x 68; da aber auch ^6 --- 68 
(VI. 1k.), so ist 46- --- 46 X 68, also 4 6 X 68 - 
1)6 X 68.

Für den Fall (o) werde in (Fig. 77.) der Durchmesser 8 6 
von der Sehne V8 schief durchschnitten.' Es ist also zu be­
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weisen, daß 88 X 86 -- 88 X 8». Zum Beweise ziehe 
man von -V die Linie winkelrecht auf 08 und den 
Halbmesser ^8, so ist 88 x 86 — — ^8-
88 X kl) — 86- — 68- (§. 6. des Anh.), und da 
86- — — ä6-, so ist 88 x 81) — ^8- —
^6- — 68-. Da aberk^ -- ^8 und ^8- --- ^6- -l- 
68-, so ist es einerlei, ob ich von 8^- wegnehme ^8-, 
oder ob ich von ^8- wegnehme ^6- und 86-. Mithin 
ist 88 X 86 --- 88 X 81)..

Der Beweis für (6) ergiebt sich unmittelbar aus (c). Denn 
durchschneiden sich in 8 zwei Sehnen 1)8 und III, deren 
keine ein Durchmesser ist, so ziehe man noch durch 8 den 
Durchmesser 86. Dann ist nach (c) 88 x 8» — 88 x 86, 
und eben so 18 X 812 --- 88 X 86; also auch 88 X 
8O — 18 x 811.

Siebenter Abschnitt.
Von berührenden Linien oder Tangenten.

§. 1. Lehrsatz.
Wenn man durch den äußersten Endpunkt eines 

Halbmessers eine Winkelrechte Linie zieht, und diese, so 
weit man will, zu beiden Seiten verlängert, so hat diese 
mit der Kreislinie den einzigen Endpunkt des Halbmessers 

gemein, liegt aber sonst ganz außerhalb des Kreises.

Der Beweis ist eine unmittelbare und sehr leichte Anwen 
düng von (III. 12. ri.). (Fig. 71.)

§.2. Erklärung.
Eine solche Linie nennt man eine berührende 

Linie oder Tangente, und der Punkt, den sie mit 
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der Kreislinie gemein hat, heißt der Berührungö- 

punk t.
2. Dieser abgekürzte Ausbrnck der Erklärung ist aus (§. 1.) 

zu ergänzen.
K. Wie zieht man eine Tangente durch einen in der Peripherie 

eines Kreises gegebenen Punkt?

§.3. Lehrsatz.
Wenn an einen Kreis eine Tangente gezogen ist, 

und man zieht von dem Berührungspunkte eine Linie 
nach dem Mittelpunkte; so steht diese Winkelrecht auf 
der Tangente.

Dieses folgt durch einen sehr leichten indirekten Schluß 
aus (III. 11.).

§. ä. Lehrsatz.
Wenn in dem Berührungspunkte einer Tangente eine 

Winkelrechte Linie errichtet wird, so geht diese durch den 
Mittelpunkt des Kreises.

Man nehme an, der Mittelpunkt des Kreises liege außer der 
Winkelrechten Linie. Zieht man nun von einem solchen 
fälschlich angenommenen Mittelpunkt eine Linie nach dem 
Berührungspunkte, so ergiebt sich aus der Dergleichung von 
(§. 3.) mit (III- 21.) ein Widerspruch.

§.5. Aufgabe.
Don einem außer dem Kreise gegebenen Punkte eine 

Tangente an denselben zu ziehen.
Auflösung. Wenn von dem Punkte (Fig. 79.) an den 

aus 6 beschriebenen Kreis eine Tangente gezogen werden 
soll, so ziehe man ^6, halbire sie in 8, und beschreibe aus 
8 durch die Punkte und 6 einen Kreis, der den gegebe­
nen in l) und L schneidet Zieht man nun aus nach 0 
und L Linien, so sind beide Tangenten.
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llv den Beweis zu führen, daß eine Tangente sei, ziehe 
man noch I)(^, dann ergiebt sich der Beweis aus (V. 15.) 
verglichen mit (§. i. und 2. dieses Abschnitts). Ist der 
Beweis für l)^ geführt, so fällt in die Augen, wie er für 

zu führen ist.

§.6. Zusatz.
Von einem Punkte außerhalb eines Kreises können 

also in jedem Falle zwei Tangenten gezogen werden.

§.7. Lehrsatz.
Wenn man von einem Punkte außerhalb eines Krei­

ses zwei Tangenten zieht, so halbirt die von ihrem Durch- 
schnittspunktc nach dem Mittelpunkt gezogene Linie s) den 
Winkel der Tangenten, K) den Winkel, welchen die nach 
den Berührungspunkten gezogenen Halbmesser einschlie­
ßen, e) den Bogen, der zwischen den Berührungspunk­
ten liegt, wie auch, gehörig verlängert, den übrigen 
Theil der Peripherie. Endlich sind ll) die beiden Tan­
genten von ihrenr Durchschnittspunkte bis zu den Be­
rührungspunkten gleich groß.

Der Satz kann auf eine Figur wie (Fig. 79.) angewendet 
werden; der Beweis ist übrigens sehr leicht. Denn aus 
(HI. 13.) laßt sich die Kongruenz der Dreiecke 
und /VLL beweisen, woraus alle einzelnen Punkte -es 
Satzes folgen.

§.8. Lehrsatz.
Wenn man durch den Endpunkt einer Sehne eine 

Tangente zieht, so daß beide Linien zwei Winkel bilden, 

von denen jeder einen Abschnitt des Kreises zwischen sei­
nen Schenkeln enthält; so ist jeder dieser Winkel so 
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groß, wie der Peripheriewinkel desjenigen Abschnittes, 
der nicht zwischen seinen Schenkeln liegt.

Anleitung zum Beweise. In (Fig. 80.) ist durch den 
Endpunkt der Sehne -^8 die Tangente CD gezogen. 
Es ist also zu beweisen: 2) daß der Winkel L^o rc. K) daß 
der Winkel 8^0 rc.

Um (2) zu beweisen, ziehe man aus durch den Mittelpunkt 
L den Durchmesser und die Linie k8, so wird man 
leicht aus früheren Sätzen bestimmen: 1) wie groß der Win­
kel ^8^, 2) wie groß die Summe der Winkel 8.Xl"-i-8k^ 
sei. Diese Summe muß man mit dem Winkel 
vergleichen, dessen Größe auch bekannt ist. Aus dieser Der- 
gleichung wird sich leicht ergeben, daß der Winkel 8^0 
dem Winkel 8k^ gleich sei. Da nun jeder andere Peri­
pheriewinkel in dem Abschnitt ^1^8 eben so groß ist wie 
^I?8, so ist der Winkel 8-VO jedem Wmkel des Abschnit­
tes ^118 gleich.

Um (b) zu beweisen, nehme man in dem Bogen ^08 den 
Punkt 'O beliebig, und ziehe 6^ und 80; so ist ^k86 
ein in den Kreis eingeschriebenes Viereck, in welchem man 
nach einem früheren Satze die Summe -er Winkel bei k 
und O kennt. Vergleicht man diese mit der Summe -er 
Nebenwinkel bei so ergiebt sich, daß 8/VO — 80/^.

Dieser ganze Beweis ist vollständig aMzuführen, besonders 
sind die hier absichtlich ausgelassenen Citate zu ergänzen.

Von Kreisen, die sich berühren.

9. Lehrsatz.
Wenn man aus zwei Punkten einer Linie durch ei­

nen beliebigen zwischen ihnen, jedoch auf derselben 
Linie liegenden, zwei Kreise beschreibt, so haben diese 
-1) nichts gemein, als diesen einzigen Punkt, und einer 
liegt ganz außer dem andern, d. h. sie berühren sich 
von außen; k>) auch haben sie in diesem Punkt eine 
einzige gemeinschaftliche Tangente.
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Anleitung zum Beweise. In (Fig. 8l.) sind aus den 
Punkten und 8 der Linie ^8 durch den zwischen ihnen 
liegenden 0 zwei Kreise beschrieben; es ist also zü be­
weisen/ rc.

Der Beweis läßt sich führen/ indem man zeigt/ daß jeder 
Punkt der einen Kreislinie/ mit Ausnahme des einzigen 
Punktes 6/ außerhalb der andern Kreislinie liege. Zieht 
man B. aus dem Punkte I)/ der beliebig in der aus 
beschriebenen Kreislinie angenommen ist/ die Linien D^, 
1)8; so laßt sich aus (H. 8. 6.) leicht beweisen/ daß 8 0 
größer als 8 0 sei/ woraus folgt/ daß I) außer der aus 8 
beschriebenen Kreislinie liege (II. 3. cl.). Dasselbe gilt 
aber von jedem anderen Punkte, den man hätte annehmen 
können; folglich liegt eine Kreislinie ganz außer der andern 
ünd beide haben nichts als den Punkt 6 gemein.

Das zweite (K) folgt unmittelbar aus (§. i. und 2.*).

§.10. Lehrsatz.

Wenn man aus zwei Punkten einer Linie durch ei­
nen dritten, der in der Verlängerung derselben liegt, zwei 
Kreise beschreibt,, so haben diese n) nichts gemein als 
diesen Punkt, der kleinere aber liegt ganz innerhalb des 
größeren, d.h. sie berühren sich von innen; b) auch 
haben diese beiden Kreise in dem Berührungspunkte eine 
gemeinschaftliche Tangente.

Anleitung zum Beweise. In (Fig. 82.) find aus und 
8 durch den in der Verlängerung von .^.8 liegenden Punkt 
6 zwei Kreise beschrieben. Es ist also zu beweisen rc.

Es kommt darauf an, zu zeigen, daß mit Ausnahme des Punk­
tes 0 jeder andere Punkt der kleineren Kreislinie inner­
halb der größeren liege. Man nehme also l) in derselben 
beliebig, und ziehe D8, so jst kürzer, als ^8 
61), aber 1)8 -- 80; folglich rc.

Der Beweis von (K) ist wie im vorigen Sah.
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§. ti. Zusa H.
Wenn man daher auf einer geraden Linie mehrere 

beliebige Punkte annimmt, und durch einen der beiden 
äußersten Punkte aus jedem der übrigen einen Kreis 
beschreibt; so berühren sich alle diese Kreise 
von innen.

Was dies heiße, ist aus dem vorigen §. vollständig zu beant­
worten, und durch eine Figur zu erläutern.

§.12. L e h r sa H.
Wenn auf dem Endpunkte eines Halbmessers eine 

Winkelrechte, also berührende Linie, errichtet ist, und man 
zieht innerhalb der Schenkel des rechten Winkels eine 
andere Linie, welche mit dem Halbmesser einen beliebigen 
.großen, also mit der Tangente einen beliebigen noch so 
kleinen Winkel bildet, so liegt ein Theil dieser Linie in­
nerhalb des Kreises, und sie durchschneidet die Kreis­
linie außer in dem Berührungspunkte noch in einem 

zweiten Punkte.
Der Beweis ergiebt sich leicht aus (III. 11.) verglichen mit 

(II. 3. 6.). (Fig. 83.)

§.13. Z u sa H.
Der Winkel, welchen der Bogen bei dem Berüh­

rungspunkte mit dem Halbmesser macht, ist also großer 
als jeder noch so große, und der, welchen er mit der 
Tangente macht, kleiner als jeder noch so kleine spitzige 

Winkel.
Es ist zu zeigen, wie dies äus dem vorigen Satze folgt.
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Anhang zum siebenten Abschnitt.

§. 1. Lehrsatz.
Wenn in einem Kreise eine Sehne mit einer Be- 

rührungslinie parallel gezogen wird, so halbirt der Be­
rührungspunkt den Bogen, der zu dieser Sehne gehört.

Anleitung zum Beweise. In (Fig. 8ä.) ist die Sehne 
^8 mit der Berührungslinie 60 parallel gezogen. Es soll 
bewiesen werden, daß der Berührungspunkt 8 den Bogen 
äL8 halbtre.

Zum Beweise ziehe man von L aus nach dem Mittelpunkte 
r eine Linie Lk, so begreift man leicht, daß diese auf ^8 
Winkelrecht stehe. Dann folgt aber die Gleichheit der Bo­
gen und LL aus einem bekannten Satze des vorigem 
Abschnitts.

§.2. Lehrsatz.
Wenn eine Tangente mit der Verlängerung einer 

Sehne einen Winkel bildet, so ist dieser so groß, wie 

der Unterschied zweier Peripheriewinkel, die auf den Bo­
gen stehen können, welche von dem Berührungspunkte 
zu den Endpunkten der Sehne reichen.

Anleitung zum Beweise. In (Fig. 8L.) bildet die Tan­
gente ^8 mit der Verlängerung der Sehne V6 einen Win­
kel ^8V, von welchem zu beweisen ist, daß er so gkoß sei, 
wie der Unterschied der beiden Peripheriewinkel, die auf 
den Bogen ^1) und ^6 stehen können.

Zum Beweise ziehe man die Hülfslinien ^6 und v^, so fin­
det man aus (H. 10.) die Größe des Winkels bei 8 in 
Beziehung auf die Winkel und 6-^8; welchem von 
beiden gedachten Peripheriewinkeln der erstere gleich ist, er- 
giebt fich aus Betrachtung der Figur, welchem aber der letz­
tere gleich ist, (§, §, dieses Abschnitts).

Fischer'ö eb. Geom. F
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§.3. Lehrsatz.

Wenn zwei Tangenten sich durchschneiden, so ist der 
Winkel, den sie bilden, dem Unterschiede der beiden Pe­
ripheriewinkel gleich, die auf den Bogen stehen können, 
in welche die Peripherie durch die Berührungspunkte ge­
theilt wird.

Anleitung zum Beweise. In (Fig. 86.) treffen sich die 
beiden Tangenten ^8 und t.8 in 6. Ei- soll bewiesen wer­
den, daß der Winkel bei 8 dem Unterschiede zweier Peri- 
vheriewinkel gleich sei, die auf den beiden Bogen zwischen 

und 6 stehen können.
Zum Beweise ziehe man die Hülfsltnie die beide Berüh­

rungspunkte verbindet; so kann man aus (II. tO.) angeben, 
von welchen zwei Winkeln 68/V der Unterschied ist, und 
aus (8. des Abschn.), welchem Peripheriewinkel jeder dieser 
beiden Winkel gleich ist.

Z. L. Lehrsatz.
Wenn eine Tangente die Verlängerung einer Sehne 

durchschneidet, so ist das Huadrat der Tangente von 

dem Durchschnittspunkte bis zu dem Berührungspunkte 
so groß, wie ein Rechteck, welches die Sehne sammt 
ihrer Verlängerung zür Grundlinie und die Verlänge­
rung zur Höhe hat.

Der Beweis muß in zwei Fallen besonders geführt werden. 
Die verlängerte Sehne geht nämlich entweder a) durch den 
Mittelpunkt, oder K) nicht durch den Mittelpunkt des 
Kreises.

Im ersten Falle (2) ist ein Kreis (Fig. 87.) mit dem 
Mittelpunkte gegeben, dessen Durchmesser 86 verlängert 
außerhalb des Kreises von der Tangente LO in v geschnit­
ten wird. ES ist zu beweisen, daß Lv- — 81) x 1)6.

Zum Beweise beschreibe man aus dem Mittelpunkte durch 
den Durchschnittöpunkt 0 einen Kreis, und ziehe in dem­
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selben durch den Berührungspunkt 6 -er Tangente einen 
Durchmesser 66; so ist deutlich die Gleichheit der Linien 
k'L/ 61), 611; daraus folgt/ daß 66 — LO. Da nun 
DL auf 66 winkelrecht steht (VII. i. und 2.), so ist 61)- ---- 
66 x 66 (V. 22.); da aber 66 — 81) und 66 --- 
V6; so ist auch 6V- -- 81) X V6.

Im zweiten Falle (b) ist (Fig. 88.) ein Kreis mit dem 
Mittelpunkte gegeben/ und die Verlängerung einer Sehne 
86 wir- von einer Tangente 61) in I) geschnitten; es soll 
nun bewiesen werden/ daß 6V- — 86 x 66.

Zum Beweise beschreibe man aus dem Mittelpunkte einen 
Kreis durch den Durchschnittspunkt I). Verlängert man 
nun 68 über 8 hinaus bis an diesen Kreis in 6, so ergiebt 
sich leicht/ wenn man von auf 86 das Loth ^6 fallet/ 
-aß 68 — 6V/ also 66 -- 86. Nun ziehe man durch 
den Berührungspunkt 6 der Tangente und -urch den 
Punkt 6 des kleineren Kreises die beiden Durchmesser des 
größeren Kreises III und XI.; so ist die Gleichheit der 
Linien 116 und 6X leicht einzusehen. Da nun 66- -- 
»6 X 61 (V. 22.)/ so ist auch 1)6- --- K6 X 66. 
Und da I<6 x 66 -- 66 x 61) (VI. Mh. 7.)/ so 
ist auch 66- -- 66 x 61)/ da aber 66 — 86, so ist 
66- — 86 x 1)6.

Zusatz. Welch' ein Lehrsatz ließe sich über die Rechtecke an­
geben / welche durch die Abschnitte zweier Sehnen gebildet 
werden/ die sich außerhalb des Kreises schneiden; un- in 
wie fern würde dieser Lehrsatz mit (VI. Anh. 7.) überein- 
stimmen?

§.5. Lehrsatz.

Wenn von irgend einem Punkte in der Verlänge­
rung einer Sehne eine Linie bis an die Peripherie des 
Kreises gezogen ist, und es ist das Huadrat dieser Linie" 
so groß, wie ein Rechteck, welches die Sehne mit der Ver­
längerung zur Grundlinie und die Verlängerung zur 
Höhe hat, so ist diese Linie eine Tangente.

F 2
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Beweis. Don dem Punkte 6 (Fig. 89.) in der Verlänge­
rung der Sehne ist eine Linie CD bis an die Peri­
pherie gezogen,- und es ist CD- --- ^C x cu. Es soll 
nun bewiesen werden, daß CD eine Tangente ist.

Als Hülfslinie ziehe man die Tangente Ck, und vom Mit­
telpunkte die Linien LD, LC, Lk;

so ist ex- --- XC x CL also -- CD- (§.4.), 
folglich cx — CD. Da nun auch LC — LC;LD — Lk; so ist 

das Dreieck LDC congruent mit CLk, und 
der Winkel LkC --- dem Winkel LDC;

folglich, da LkC ein rechter Winkel ist, so ist auch LDC 
ein rechter, mithin CD eine Tangente (VH. 1. 2.).

§.6. Aufgabe.
An zwei gegebene Kreise eine Berührungslinie zu 

ziehen.
Auflösung. Die verlangte Tangente kann zweierlei Lagen 

haben: s) die Mittelpunkte beider Kreise liegen auf dersel­
ben Seite; oder d) einer liegt diesseit der andere jenseit 
der Tangente.

Erster Fall. Man verbinde die Mittelpunkte beider Kreise 
durch eine gerade Linie (Fig. 90.), und beschreibe aus 
dem Mittelpunkte des größeren Kreises mit einem Halb­
messer — 6L, einen Kreis. Aus U ziehe man
an diesen Kreis eine Tangente KC (§. 5. des Abschn.), durch 

und den Berührungspunkt C ziehe >XD, und aus L die 
LL parallel mit ^D nach derselben Seite von Endlich 
ziehe DL, so ist diese Linie die verlangte Tangente.

Beweis. Da ^C dem Unterschiede beider Halbmesser gleich 
ist, so ist CD dem Halbmesser des kleineren Kreises gleich. 
Da also CD und LL gleich und parallel sind, so ist CL 
ein Parallelogramm (IV. 9.); und da ^CL ein rechter 
Winkel ist, so ist es auch DCL, und das ganze Viereck ein 
Rechteck (IV. 10.). Da also bei D und L rechte Winkel 
sind, so berührt DL beide Kreise (§. t. und 2. des Abschn.).

Zweiter Fall. Verbinde (Fig. 91.) die Mittelpunkte durch 
die Linie beschreibe aus einen Kreis mit dem Halb-
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Messer 4» -- 4r -1- 08; aus 8 ziehe an diesen Kreis 
die Tangente 80 (§. L. desAbschn.), verbinde 4 mit dem 
Berührungspunkte 0, ziehe 88 parallel mit 4 0 nach der 
entgegengesetzten Seite von 48. Endlich ziehe 08, so ist 
diese die verlangte Tangente.

Der Beweis ist dem vorhergehenden so ähnlich, daß er leicht 
auszuführen ist.

Anmerkung. Da aus 8 in beiden Fällen an den mit 40 
beschriebenen Kreis zwei Tangenten gezogen werden können, 
so siebt man leicht, daß sich auch an beide Kreise, in bei­
den Fällen zwei Tangenten ziehen lassen.

Für den Anfänger wird es eine Nützliche Übung sein, zu über­
legen, wie sich die Auflösung abändert, s) wenn beide 
Kreise gleiche Halbmesser haben; L) wenn beide sich von 
außen berühren.

§.7. Aufgabe.
Einen Kreis zu zeichnen, dessen Peripherie eine ge­

gebene gerade Linie in einem bestimmten Punkte berührt, 
und durch einen gegebenen Punkt außer derselben geht.

Anweisung zur Auflösung. In (Fig. 92.) sei ein Kreis 
zu beschreiben, der die Linie 48 in 6 berühren, und dessen 
Peripherie zugleich durch den Punkt 0 gehen soll.

Da 6 der Berührungspunkt ist, so kann nach (§. ä. des Abschn.) 
leicht eine Linie gefunden werden, die durch den Mittel­
punkt des gesuchten Kreises geht. Ginge nun diese Linie 
auch durch v, so wäre der Mittelpunkt leicht gefunden, 
da man den Durchmesser -es Kreises hätte. Liegt aber v 
nicht in dieser Linie, so ziehe man 01); da diese eine Sehne 
der gesuchten Kreises wird, so ist es leicht, nach (VI. 12.) 
eine zweite Linie zu finden, in welcher der Mittelpunkt lie­
gen muß. rc.

Es ist zu beweisen: 1) daß 8 -er Mittelpunkt ist; man wird 
dazu -er Hülfslinie 80 bedürfen; 2) daß der Kreis die 
Linie 48 berühre.
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§.8. Au fg a b e.

Eine Kreislinie zu beschreiben, die durch zwei ge> 
gebene Punkte geht, und eine gegebene gerade Linie 
berührt.

Auflösung. Es ist die Linie 6v (Fig.93.9ü.), und außer­
halb derselben sind die Punkte und 8 gegeben; man soll 
einen Kreis finden, der durch und 8 geht, und die Linie 
61) berührt. Es find in Ansehung der Lage der Punkte 
und 8 zwei Fälle möglich, 2) eine durch und 8 gezogene 
Linie ist parallel mit 61), oder 1>) ^8 durchschneidet 61).

Erster Fall. In dem Falle (s), wo ^8 parallel Mit 60 
ist (Fig. 9).), errichte man in der Mitte von 8^ ein Loth 
88, welches die Linie 61) in 8 schneidet. Ein Kreis, der 
dann durch die Punkte 8 und 8 gelegt wird, erfüllt 
die Bedingungen der Aufgabe.

Der Beweis ergiebt sich leicht aus Dergleichung der Satze 
(I. 23. c.) (V1. 12.) (VII. 1. 2.).

Anmerkung. Daß in diesem Falle nur ein Kreis möglich ist, 
sieht man leicht ein, wenn man bedenkt, 1) daß der Mit­
telpunkt eines Kreises, der durch 8 und geht, in der 
Linie 88 liegen muß; 2) daß also 8 nothwendig der Be­
rührungspunkt sein muß; 3) daß man durch drei Punkte 
nicht zwei verschiedene Kreise legen kann.

Zweiter Fall. Man verlängere die Linie ^8 (Fig. 9/1.), 
bis sie die Linie 61) in 8 schneidet. Dann suche man nach 
(V. 22.) die Seite eines Quadrates, welches dem Rechrcck 
^8 x 88 gleich ist, und mache 81 — 8K der Seite 
ses Quadrates gleich. Endlich beschreibe man durch Q 8 
und I, oder durch ä, 8 und K, nach (V1. 15.) einen Kreis, 
so erfüllt ein jeder derselben die Bedingungen der Aufgabe. 
Wird durch ^,8 und I ein Kreis beschrieben, so ist ^8 
eine Sehne, und 81) eine Tangente desselben (8. 3. dieses 
Anhanges); also erfüllt er die Bedingungen der Aufgabe. 
Eben so wird der Beweis für einen durch 8 und X 
beschriebenen Kreis geführt.
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§.9. Aufgabe.
Einen Kreis zu zeichnen, der zwei parallele Linien 

berührt, und zwar die eine in einem gegebenen Punkte.

Die Auflösung laßt sich leicht finden. Das Loth nämlich, 
welches von diesem gegebenen Punkte aus bis zur andern 
Parallele errichtet wird, ist der Durchmesser des gesuchten 
Kreises..

Der Beweis folgt aus (VII. 1. und 2.).

§.10. Aufgabe.
Einen Kreis zu ziehen, der zwei Parallellinien be­

rührt, und durch einen zwischen ihnen liegenden Punkt 
geht.

Auflösung. Es sind die beiden parallelen Linien und 
cv (Fig. 95.), und zwischen ihnen ist der Punkt X gege­
ben. Man soll einen Kreis finden, dessen Peripherie durch 
L geht, und beide Linien berührt.

Man errichte ein Loth 61? durch den Punkt L auf beide Pa­
rallelen, und in der Mitte desselben li das Loth IX, und 
beschreibe von X aus mit einem Halbmesser — OH einen 
Kreis, der die Linie IX in den Punkten I und X schneidet. 
Beschreibt man nun aus I oder X einen Kreis durch X, so 
berührt derselbe die Linien und 6 V. Man beschreibe 
den Kreis durch L aus I, und ziehe durch I das Loth LlVl 
auf beide Parallellinien, so laßt sich leicht zeigen, 1) daß 
I.I — i^i --- IX; also IX und IAI Halbmesser sind; daraus 
folgt 2) daß und 60 Tangenten des Kreises sind. 
(VII 1. und 2.)

Eben so ist der Beweis für den Mittelpunkt X.

§.11. Aufgabe.
Einen Kreis zu finden, der die beiden Schenkel ei­

nes Winkels berührt, und zwar einen derselben in ei­
nem gegebenen Punkte.
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Auflösung. Der Winkel ^86 (Fig. 96.) ist gegeben; es 
soll ein Kreis gefunden werden, der beide Schenkel desselben, 
und zwar den Schenkel ^8 in dem Punkte 0, berührt.

Man errichte in V die Winkelrechte V8, und halbire den 
Winkel ^86. Der Durchschnittspunkt 8, den die winkel- 
rechte mit der Halbirungslinie hat, ist der Mittelpunkt des 
gesuchten Kreises.

Beweis. Ziehe 8k Winkelrecht auf 86, so ist leicht zu er­
kennen, daß die D^eidckc 81)8 und 888 congruent sind 
(III. iä. 6). ES ist also 88 — 8V, und der aus 8 durch 
v beschriebene Kreis muß auch durch 8 gehen; 8 V und 
88 aber sind Tangenten desselben (VII. 1. und 2.).

§.12. Aufgabe.
Einen Kreis zu zeichnen, dessen Peripherie die Schen­

kel eines gegebenen Winkels berührt, und durch einen 
zwischen beiden Schenkeln gegebenen Punkt geht.

Auflösung. Es ist (Fig. 97.) der Winkel ^86, und zwi­
schen seinen Schenkeln der Punkt D gegeben. Es soll ein 
Kreis gefunden werden, der durch v geht, und beide Schen­
kel des Winkels berühret. Es sind zwei Fälle bei -er Auf­
lösung zu unterscheiden. Der Punkt v kann nämlich 2) auf 

,-er Halbirungslinie des Winkels liegen, b) zwischen dersel­
ben und einem der Schenkel.

Erster Fall. Der Punkt!) liege auf -er Halbirungslinie V8; 
so errichte man in v auf 81) das Loth V8, welches -den 
Schenkel ^8 in 8 trifft. Halbirt man nun den Winkel 
880 durch die Linie 8», so ist der Punkt v, wo die 
Halbirungslinie mit 80 zusammen trifft, der Mittelpunkt 
-es gesuchten Kreises.

Beweis. Aus v ziehe man »I und vk Winkelrecht auf 
8-^ und 86, so ergiebt sich die Gleichheit von III) und 
HI aus der Congruenz der Dreiecke 8III) und 8III 
(III. lä./I.), und die Gleichheit von VI und »8 aus der 
Congruenz der Dreiecke 8VI und 8VL (ebendaselbst), rc.

ES ist aber noch zu bemerken, Laß es auf der anderen Seite 
von 1)8 noch einen zweiten Kreiß giebt, welcher die Br»
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dingungen der Aufgabe erfüllt. Den Mittelpunkt desselben 
findet man, wenn man den Winkel 88/1 halbirt. rc.

Zweiter Fall. Wenn der Punkt 8, (Fig. 98.) nicht 
in der Halbirungölinie des Winkels liegt, so ziehe man von 
demselben ein Loth durch die HalbirungSlinie, welches die­
selbe in 8, den Schenkel ^8 in 8, und den Schenkel 80 
in O trifft. Darauf schneide man von 80 ein Stück 88 ---- 
88 ab, und lege nun durch die Punkte 8 und 8 einen 
Kreis, der zugleich einen Schenkel ^8 berührt nach (§. 8. 
-es Anh.), so berührt dieser auch den anderen Schenkel. 
Daß zwei solche Kreise möglich sind, zeigt die Auflösung 
jener Aufgabe.

Beweis. Gesetzt, cü ist ein Kreis beschrieben, der durch die 
Punkte 8, 8 geht, und den Schenkels in 8 berührt. Der 
Mittelpunkt dieses Kreises I muß in der Linie 88 liegen, 
weil 88 eine Sehne dieses Kreises ist (VI. 12.). Zieht 
man nun 18 und die Linie 18 Winkelrecht auf 80, so er- 
giebt sich aus der Congruenz der Dreiecke 188 und 188, 
(III. lä. ^.) daß LI ----- 18, woraus alles übrige folgt.

Eben so wird bewiesen, daß der zweite Kreis, der durch die 
Punkte 8 und 0 geht, und den Schenkel ^8 berührt, 
auch den Schenkel 8 0 berühren müsse.

§.13. Aufgabe.

Einen Kreis in ein Dreieck zu zeichnen, der die 
drei Seiten desselben berührt.

Auflösung. E6 ist das Dreieck >180 (Fig. 99.) gegeben, 
und es soll ein Kreis in demselben gefunden werden, -er 
alle drei Seiten V8, 80, und 0/1 berührt.

Man halbire zwei Winkel des Dreiecks, z. B. die Winkel bei 
/I und 8, -er Durchschnittspunkt ist der Mittelpunkt eines 
Kreises, der alle drei Seiten berührt) den Halbmesser des 
Kreises findet man, wenn man von 8 nach irgend einer 
Seite ein Loth fället, z. B. 88.

Beweis. Es wird zu beweisen sein, -aß die Linien 88, 
88, 80, welche man von 8 aus nach den Seiten /18, 
^10, 80, Winkelrecht gezogen hat, einander gleich sind; dies 
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folgt aber aus der Congruenz der Dreiecke ^LI) und 
LNO und LOO (III. 1/l. 6.).

§.14. Anmerkung.

Die letzte Aufgabe ist nur ein besonderer Fall ei­
ner allgemeineren, welche fodert, einen Kreis zu zeich­
nen, der drei gegebene Linien berührt, von denen we-' 

, nigstcnS eine die beiden anderen durchschneidet. Die 
Auflösung bleibt in allen Fällen dieselbe, nur ist die An­
zahl der Kreise, welche man erhält, verschieden, je nach­
dem zwei der gegebenen Linien parallel sind oder nicht. 
Im ersten Falle sind nämlich nur zwei, im letzten vier 
Kreise möglich, die der Aufgabe ein Genüge thun; denn 

wären /VL und LL (Fig. 99.) parallel, so könnte auf 
der andern Seite von noch ein Kreis gefunden werden, 
der sowohl als auch die Verlängerungen von ^0 
und KO berührte. Sind aber ^0 und LL, die von 
durchschnitten worden, nicht parallel, so sieht man leicht, 
daß außerhalb des Dreiecks noch an jeder Seite ein 

Berührungskreis gezogen werden kann, der außerdem 
noch die Verlängerungen der anstoßenden Seiten be­
rührt; z. B. ein Kreis der und die Verlängerun­
gen von und LL berührt. Dem.Anfänger ist es 

sehr zu empfehlen, daß er sich an Zeichnungen die ver­
schiedenen Fälle dieser Aufgabe und ihre Beweise geläufig 

zu machen suche.
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Achter Abschnitt.
Von vielseitigen Figuren.

§. Erklärung.
Wie benennt man vielseitige Figuren, wenn die 

Anzahl ihrer Seiten bestimmt, und wie, wenn sie un­
bestimmt ist?

§.2. Zusatz.
Wenn man aus einem Punkte innerhalb der Fläche 

eines Vielecks Linien zieht, so theilt man die Figur in 
so viel Dreiecke als sie Seiten hat.

Dieses ist auf eine Figur anzuwenden.

§.3. Erklärung.
Was ist eine Diagonale bei einer mehr als viersei­

tigen Figur? Welche Diagonalen liegen in, und welche 
außer einer vielseitigen Figur?

§. L. Lehrsatz.
Die größeste Anzahl solcher Diagonalen, die sich 

nicht schneiden, ist um drei kleiner als die Anzahl der 
Seiten; und die Anzahl der Dreiecke, in welche die Fi­

gur dadurch getheilt wird, ist um zwei kleiner als die 
Anzahl der Seiten.

Der Beweis läßt sich auf mehrere Arten führen. Am einfach­
sten ist er, wenn man überlegt, wie viele Diagonalen sich 
aus einer einzigen Winkelspitze ziehen lassen, und wieviel 
Dreiecke dadurch entstehen.
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Regelrechter aber ist folgender Gang. Man nehme ein belie­
biges Vieleck z. B. ein Siebeneck an; schneide von diesem 
durch eine Diagonale ein Dreieck ab/ so bleibt ein Sechseck 
übrig. Schneidet man von diesem wieder ein Dreieck ab/ 
so bleibt ein Fünfeck. Dieses setze man fort/ bis die Figur 
in lauter Dreiecke zerlegt ist/ und überlege nun, wieviel 
Diagonalen man hat ziehen müssen/ und wieviel Dreiecke 
dadurch entstanden sind.

Man kann die vorige Schlußart auch umkehren. Man zeichne 
ein Dreieck; an eine Seite desselben lege man ein zweites, 
so erhält man ein Viereck/ und in diesem eine Diago­
nale. Man setze an irgend eine Seite des Vierecks ein 
drittes Dreieck/ so erhält man ein Fünfeck mit zwei Dia­
gonalen. re.

Auf eine dieser Arten ist der Beweis auözuführen.

§.5. Lehrsatz.

Man erhält die Anzahl aller möglichen Diagona­
len, die sich in einem Vieleck ziehen lassen, wenn man 
die Anzahl aller Seiten weniger drei, mit der vollen 
Anzahl aller Seiten multiplicirt, und das Produkt mit 

2 dividirt.
Der Beweis beruht auf folgender Betrachtung: Wenn man 

aus einer Spitze der Figur so viele Diagonalen als mög­
lich zieht, so begreift man leicht/ daß ihre Anzahl um drei 
kleiner ist als die Anzahl aller Seiten. Eben dies gilt von 
jeder Winkelspitze der Figur, da nun deren eben so viele 
sind wie Seiten/ so muß man jene um 3 verminderte Zahl, 
mit der vollen Seitenzahl multipliciren. Aber so erhält man, 
wie leicht einzusehen ist, jede Diagonale doppelt, daher muß 
das erhaltene Produkt noch mit 2 dividirt werden.

Was hier in allgemeinen Ausdrücken gesagt ist, muß auf eine 
bestimmte sechs- oder siebenseitige Figur angewendet, und 
anschaulich gemacht werden.

Auch ist nach dieser Regel die Anzahl der möglichen Diago­
nalen, vom Dreieck an bis zum Zwölfeck/ zu berechnen.



Von vielseitigen Figuren. 93

§.6. Lehrsatz.

Die Summe aller inneren Winkel eines Vielecks 
betragt jederzeit eine ganz bestimmte Anzahl von rechten 

Winkeln, welche gefunden wird, wenn man von der Zahl 
der Seiten 2 subtrahirt, und den Rest verdoppelt.

Der Beweis ergiebt sich sehr leicht aus (§. H.) in Vergleiclumg 
mit (11-11.).

Wie groß ist nach dieser Regel die Summe der inneren Win-- 
kel, vom Dreieck an bis zum Zwblfeck?

§.7. Anmerkung.

Die übrigen Sätze dieses Abschnittes betreffen die 
Zeichnung vielseitiger Figuren aus gegebenen Linien und 
Winkeln. Vorläufig bemerken wir bei diesen Aufgaben 
dreierlei: 1) Wir werden in jedem Falle annehmen, daß 
die zur Zeichnung nöthigen Bestimmungsstücke dadurch 
gegeben sind, daß eine schon gezeichnete Figur vorliegt, 
welcher eine andere congruent gezeichnet werden soll. 
Es muß also zuerst eine mehrseitige Figur ganz belie­
big gezeichnet werden, aus welcher dann die nöthigen 
Stücke genommen werden müssen. 2) Der Anfänger hat 
bei jeder dieser Aufgaben seine Aufmerksamkeit besonders 

darauf zu richten, wie viele und welche Stücke gege­
ben sein müssen, um eine congruente Figur zu zeich­
nen. Denn aus der Zeichnung der Dreiecke und Paral­
lelogramme ist schon bekannt, daß nie alle Bestandtheile 

einer Figur zur Zeichnung gegeben sein müssen. 3) Die 
Abzeichnung einer Figur kann auf sehr vielerlei Arten ge­
schehen. Wir wählen aber nur die wichtigsten aus.
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§.8. Aufgabe. ,
Ein Vieleck aus gegebenen Seiten und Winkeln 

desselben zu zeichnen.
Man kann eine vorliegende Figur dadurch nachzeichnen , daß 

man zuerst eine SeHe derselben abträgt, dann einen an­
liegenden Winkel, darauf den zweiten Schenkel dieses Win- 
fels, ferner den anliegenden zweiten Winkel u. s. w./ immer 
abwechselnd mit Seiten und Winkeln. Zuletzt wird sich zei­
gen/ daß gewisse Seiten und Winkel nicht gegeben zu sein 
brauchen/ indem sich die Figur schon durch die vorherge­
henden Stücke schließt.

Etwas anders fällt die Zeichnung auS/ wenn man statt einer 
Seite zuerst einen Winkel abtragt/ dann eine anliegende 
Seite/ dann den folgenden Winkel u. s. w.

Beides ist im Hefte an einer Figur wirklich auszuführeN/ wozu 
indessen eine nicht mehr als fünf- oder höchstens sechssei-' 
tige Figur zu wählen ist/ weil sonst die Beschreibung der 
Arbeit ohne wesentlichen Nutzen zu weitläuftig ausfallen 
würde. In beiden Fällen ist bestimmt auSzusprecheN/ wie 
viele Seiten und Winkel der Figur nicht gegeben zu 
sein brauchen.

Im Übungöhefte sind ein Paar Zeichnungen dieser Art recht 
sorgfältig zu machen/ wobei der Anfänger ein gutes Mittel 
findet/ die Genauigkeit seiner Zeichnung selbst zu prüfen; 
wenn er nämlich die Seiten und Winkel/ die sich durch die 
Zeichnung von selbst ergeben, mit der Originalfigur vergleicht, 
und zusiehet/ ob sie genau gleich sind. Es wird sich zeigen, 
-aß man besonders die Winkel sehr sorgfältig nach (IH. 5.) 
abtragen muß, wenn die Zeichnung die gedachte Probe aue- 
halten soll.

Daß so gezeichnete Figuren kongruent sein müssen, wenn al­
les genau gemacht ist, sieht man leicht ein, wenn man die 
Figuren in Gedanken so auf einander legt, daß sie nur mit 
derjenigen Seite, die man zuerst gezeichnet hat, nebst dem 
anliegenden Winkel sich decken. Denn alsdann begreift man 
leicht, daß sie sich auch mit allen übrigen Stücken decken 
werden.
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§.9. Aufgabe.
Eine vielseitige Figur durch bloße Linien (ohne Win­

kel) zu zeichnen.
Daß man an den bloßen Seiten einer Figur nicht hinläng­

liche Data habe, um dieselbe zü^zeichnen, ist leicht einzuse- 
hen. Soll daher die Zeichnung durch bloße Linien gemacht 
werden, so muß man Diagonalen zur Hülfe nehmen, wo­
durch die ganze Figur in lauter Dreiecke zerlegt wird. Wenn 
man diese Dreiecke einzeln nach (U. 18.) abzeichnet, und sie 
in derselben Ordnung an einander setzt, in der sie das Ori­
ginal hat, so ist klar, daß man bei genauer Arbeit eine dem 
Original conarueme Figur erhält.

Hiebei ist hauptsächlich zu überlegen, wie die Arbeit am ein­
fachsten zu machen sei. Dies wird aber geschehen, wenn 
man die mindeste Anzahl von Dreiecken erhält. Hiebei wer­
den die Sätze (§. 4.) und (§. L.) nützliche Dienste leisten.

Im Hefte ist auch diese Arbeit nur auf eine Figur von fünf 
oder sechs Seiten anzmvenden. Im Übungshefte kann ein 
etwas größeres Beispiel gewählt werden.

§. 10. Aufgabe.
Eine Figur zusammenzusetzen aus Dreiecken, die in 

einen einzigen Punkt Zusammenstößen.

Wenn man in der Mitte der abzuzeichnenden Figur einen Punkt 
nimmt, und von diesem nach allen Winkelspitzen derselben 
Linien zieht, so zerlegt man die Figur in so viele Dreiecke 
als sie Seiten hat.

Wenn man alle diese Dreiecke abzeichnet, und in derselben 
Ordnung, wie sie sich im Original finden, zusammensetzt, 
so ist klar, daß man eine congruente Figur erhält.

Die Abzeichnung der Dreiecke kann auf mehrere Arten durch 
Linien und Winkel ausgeführt werden. Eine der einfach­
sten besteht darin, daß man alle Winkel, die um den an­
genommenen Punkt rings herum liegen, nebsi den Schen­
keln dieser Winkel abträgt, wodurch man alle Winkelspitzen 
-er Figur erhält, diese also selbst leicht vollenden kann.
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Die Abtragung der Winkel geschieht am bequemsten auf fol­
gende Art. Man beschreibt auf dem Original aus der ge­
meinschaftlichen Spitze -er Dreiecke einen Kreis mit so 
großem Halbmesser, wie der Raum erlaubt. Mit demsel­
ben Halbmesser beschreibt man sodann an der Stelle, wo­
hin die neue Zeichnung kommen soll, einen zweiten Kreis. 
Dann ist zur Abzeichnung der Winkel nichts nöthig, als 
daß man alle Bogen des einen Kreises vermittelst der Sehnen 
von dem ersten Kreise auf den zweiten übertragt (VI. 1.).

Anmerkung. Die gemeinschaftliche Spitze kann man wählen, 
wo man will: innerhalb der Figur; in einem Punkte des 
Umfanges; in einer Winkelspitze; selbst außerhalb der Fi­
gur. Lauter Aufgaben für das Übungöheft.

§.11. Aufgabe.

Eine Figur durch Abscissen und Ordinate» 

abzuzeichnen.
Was die (eigentlich aus der höheren Geometrie entlehnten) 

Wörter Abscisse und Ordinate bedeuten, wird sich am deut­
lichsten bei Beschreibung der Arbeit erklären lassen.

Man ziehe neben der abzuzeichnenden Figur eü.e gerade Linie 
in ganz beliebiger Richtung, und nenne sie die Abseissen- 
Ltnie. Hierauf fälle man aus jeder Winkelspitze der Figur 
ein Loth auf die Abscissen-Linie und nenne jedes Loth eine 
Ordinate, die Stücke der Abscissen - Linie aber, die zwi­
schen zweien Lothen liegen, nenne man Abscissen.

Hierauf zeichne man an der Stelle, wohin die Abzeichnung 
kommen soll, eine neue Abscissen - Linie, trage auf diese alle 
Abscissen, errichte in jedem Theilpunkt ein Loth, und mache 
jedes Loth so groß, als im Original. Es ist sichtbar, -aß 
man in den Endpunkten dieser Lothe alle Winkelspitzen der 
Figur erhält, also die Figur selbst leicht auszeichnen kann.

Anmerkung. Die Lage der Abscissen-Linie ist im Allgemeinen 
ganz willkührlich. Man kann sie nicht nur neben der Fi­
gur zeichnen, sondern auch mitten durch dieselbe ziehen, wo 
-ann die Ordinaten zu beiden Seiten der Abscissen-Linie zu 
liegen kommen. Auch kann man die Verlängerung einer
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Seite der Figur zur Abscissenlinie annehmen; kurz man kann 
sie beliebig legen. Daher viel Stoff für'S Übungsheft.

§. 12. Aufgabe.
Eine Figur vermittelst deö Durchstechens abzuzeichuen.

Obgleich diese Abzeichnungöart bloß mechanisch ist; so hat sie 
doch da/ wo es verstattet ist/ sie anzuwenden, den Vorzug 
der Genauigkeit vor jeder anderen Art.

Unter das Blatt/ worauf das Original gezeichnet ist/ legt man 
ein zweite^/ worauf die Abzeichnung kommen soll. Hierauf 
sticht man mit der Punktirnadel Löcher durch alle Winkel- 
spitzen. Aüf diese Art erhält man auf dem unteren Blatte alle 
Winkelspitzett/ und kann also die Figur leicht auözeichnen.

Anhang zum achten Abschnitt.

Aufgabe.

Ein Vieleck durch Linien, die von einem innerhalb 
desselben gegebenen Punkt gezogen werden, in eins vor- 
geschriebene Anzahl gleicher Theile zu theilen.

Auflösung. Es ist (Fig. too.) das Fünfeck und 
innerhalb desselben der Punkt gegeben; die Figur soll 
durch Linien, die von k' aus gezogen werden, m vier gleiche 
Theile getheilt werden.

Man ziehe von r aus Linien nach allen Winkelspitzen der Fi­
gur: rv/ re, kl), re. Dann ziehe man von dem
Punkte aus eine Linie /VO parallel mit kL, bis sie die 
Verlängerung der Seite LL in schneidet; von O aus 
ziehe man Oll parallel mit bis sie die Verlängerung 
der Seite V6 in U schneidet; von II aus ziehe man III 
parallel mit ko, bis sie die Verlängerung von Lv in I

Fischer'S eb. Gcom. G
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schneidet; endlich ziehe man von I die Linie IK parallel 
mit ??, bis sie die Verlängerung der Seite in K 
schneidet. Dann theile man die Linie m vier gleiche 
Theile (H. 5. l>.), und ziehe von dem Theilungspunkte 
8, der auf der Seite liegt, die Linie ??; von den 
übrigen TheilungSpunkten, die auf der Verlängerung von 

liegen, also von iVl, IV, zieht man Linien mit -L pa­
rallel, bis sie entweder die Seite LO oder deren Verlänge­
rung 1)1 treffen; von den Durchschnittspunkten dieser Linien 
mit der Seite der Figur Lv zieht man Linien nach ?; 
wie hier von dem Punkte O die Linie O?; von denjenigen 
Punkten aber, die auf VI liegen (hier dem Punkte?), zieht 
man bis zur folgenden Seite 1)6 und deren Verlängerung 
parallele Linien mit der Linie v? und so fort, von dem 
jedesmaligen Durchschnittepunkt einer Parallele mit einer 
Seite der Figur eine Linie nach ?, von dem jedesmaligen 
Durchschnittspunkt einer Parallele mit der Verlängerung ei­
ner Seite, eine neue Parallele mit der nächstfolgenden aus 
? nach einer Winkelspitze gezogenen Linie, oder, was gleich 
viel ist, mit dem äußeren Umfange XHIO^. In unserer 
Figur treffen zuletzt die aus w gezogenen Parallelen die Seite 
86 in 8. Zieht man nun 81, so theilen die Linien 88, 
80, 88 und 8.4 die Figur in vier gleiche Theile.

Beweis. Ziehe die Hülfölinien 6 8, N8, I?, X?, ferner 
IVI8, N8/ ?8, Y8; so ist das Dreieck ^88 -- 868 
(V. 7.). Legen wir zu beiden das Dreieck 868 hinzu, so 
erhalten wir das Dreieck 66?, welches dem Viereck ^868 
gleich ist. Aber Dreieck 668 -- 8116 (V. 7.), legen 
wir zu beiden 861) hinzu, so ist das Dreieck kill) -- 
^86V8. ES ist nun ferner das Dreieck 8110 -- 810; 
legt man zu beiden noch 88 0, so ist das Dreieck 881 
^4861)88; da nun Dreieck 881 — 88 8, so ist auch das 
Dreieck ^8K dem ganzen Fünfeck ^K6I)L gleich. Ist 
nun durch die Punkte 8, vl, in vier gleiche Theile 
getheilt, so ist das Dreieck ^88, der vierte Theil deü 
Dreiecks ^8L (V. 12.), also auch der vierte Theil des 
Fünfecks ^L6OL. Eben so ist zwei Viertel, und 
^48-l drei Viertel -es Fünfecks. Nun ist das Dreieck
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LkO --- Lr^vl (V. 7.), also -- -- ; -es
Fünfecks; da nun ein Viertel der Figur ist/ so ist 
k^LO das zweite Viertel. Es ist ferner das Dreieck 
kLN — xxx, also ^I»L — und --- kyo, 
also --- -- endlich krc --
daher --- /Vk(Zl)L — der Figur;
da nun zwei Viertel der Figur war/ so ist kllcvO 
das dritte Viertel/ mithin ^888 das vierte Viertel und 
die Linien ^8, 88/ 80/ 88/ theilen die Figur in die 
vier gleichen Theile ^88 --- 8808 — 00088 --- 
88-<8.

Anmerkung. Auflösung und Beweis sind ähnlich/ wenn man 
den Punkt 8 in einer der Winkelspitzen oder in einer Seite 
-er Figur annimmt.

Neunter Abschnitt.
Von der Theilung der Kreislinie und 

von der Winkelmessung.

Theilung der Kreisbogen.

1. Aufg a b e.
Einen Kreisbogen geometrisch zu halbiren.

Die bequemste Auflösung beruht auf (IH. 19.)/ verglichen mit 
(VI. 2.). Auch nach (VI. 9,) läßt sich eine brauchbare 
Auflösung machen.

Es ist sowohl die vollständige/ als auch die abgekürzte Auflö­
sung zu beschreiben.

§.2. Zusa tz.
Durch wiederholte Anwendung von (§. 1.) kann 

ein Bogen weiter, in 4, 8, u. s. w. Theile geometrisch 

getheilt werden.

G 2
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ES ist die Reihe dieser Theilungen auf mehrere Glieder, (etwa 
auf 6 bis 8)-fortzusetzen, und im ttbungsheft ist zu ver­
suchen, wie weit sich etwa diese Theilung sichtbar fort­
setzen lasse.

§. 3. Anmerkung.
Halbirungen sind die einzigen Theilungen eines Bo­

gens, welche die Clementargeometrie rein geometrisch 
zu Stande bringen kann. Alle übrigen Theilungen müs­
sen vor der Hand nach (VI. 8.1,.) bloß mechanisch 
gemacht werden, bis die Trigonometrie Anleitung ge­
ben wird, jede Theilung, zwar nicht rein geometrisch, 
aber doch nach strengen wissenschaftlichen Grundsätzen zu 
machen.

Aus den folgenden §. §. wird man sehen, daß die ganze Kreis­
linie einiger geometrischer Theilungen empfänglich ist, die 
bei einzelnen Bogen nicht statt finden.

8. Theilung der ganzen Kreislinie.

§.4. Aufgabe.
Die Kreislinie in zwei und vier gleiche Bogen zu 

theilen.
Auflösung und Beweis sind zu einfach, um einer Anleitung 

zu bedürfen.

§. s. Zusatz.
Durch fortgesetztes Halbiren der Bogen erhält man 

eine ganze Reihe geometrischer Theilungen.

Diese Theilung ist von 2 und ä an fortzusetzen, bis zu einer 
Zahl, die größer ist als Z6o. Es werden aber nicht die wirk­
lichen Theilungen verlangt, sondern die Zahlen. Im ttbungs­
heft versuche der Schüler, wie weit er mit der wirklichen 
Theilung kommt.
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§.6. Aufgabe.
Die Kreislinie in sechs gleiche Bogen zu theilen.

Auflösung. Es sei die aus 6 (Fig. 101.) beschriebene 
Kreislinie in sechs gleiche Bogen zu theilen. Aus dem be­
liebig angenommenen oder vorgeschriebenen Punkte be- 
sch cibe man durch 0 einen zweiten KreiS/ der den ersten 
in I) und L schneidet, dann ziehe man aus den Punkten 
^/ I) und L durch e drei Durchmesser/ so ist geschehe»/ was 
verlangt worden.

Anleitung zum Beweise. Es ist zu zeigen/ daß die drei 
Durchmesser bei 6 sechs gleiche Winkel machen. Deshalb 
ziehe man die Hülfslinien 0^ und ^L/ dann ergiebt sich aus 
(III. 8.) und (H.11.) die Größe der Winkel und 
und hieraus die Größe der Winkel LLk und Lco nach 
(I. 18.). Aus der Größe von und ocu aber/ ver­
glichen mit (l- 15.)/ folgt die Größe von vw und LC?.

§.7. Zusatz.
Aus dem Beweise des vorhergehenden Satzes läßt 

sich die Sehne eines Bogens, welcher der sechste Theil 
der Kreislinie ist, bestimmt angeben; und hieraus läßt 
sich eine andere noch einfachere Art, die Kreislinie in 
sechs gleiche Bogen zu theilen, herleiten.

Beides ist deutlich auszuführen.

§.8. Zusatz.
Durch die Theilung in sechs gleiche Bogen ist die 

Kreislinie zugleich in drei gleiche Bogen getheilt, durch 
fortgesetzte Halbirungen erhält man also eine zweite Reihe 

von Theilungen, die sich geometrisch machen lassen.

Diese Reihe ist von 3 und 6 an fortzusetzen bis zu einer Zahl, 
die größer als 360 ist. Auch hier werden im Hauptheft 
nicht wirkliche Theilungen/ sondern nur Zahlen verlangt.
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Im Übungsheft aber ist eine wirkliche Theilung/ so weit sie 
ausführbar ist/ zu versuchen.

§.9. Anmerkung.
. Außer den Theilungen der Kreislinie in vier und 

sechs (oder in zwei und drei) Theile, hat Euklides noch 
gezeigt, wie man die Kreislinie in fünf und fünfzehn 
gleiche Bogen geometrisch theilen könne. Auch haben 
mehrere neuere Mathematiker einfachere Auflösungen oder 
Beweise dafür erfunden. Indessen erfodert die Theorie 
dieser Theilungen, die unvermeidlich eine Reihe von Sä­
tzen umfaßt, einen beträchtlichen Zeitaufwand; wir werden 
sie daher hier um so eher übergehen können, da man 
für jeden praktischen Zweck ohnehin genöthigt ist, sich 
der mechanischen Auflösungen zu bedienen. Damit aber 
in diesem Lehrbuche nichts Wesentliches fehle, so soll die 
Theorie dieser Theilungen in dem Anhänge zu dem fol­
genden Abschnitte vollständig vorgetragen werden.

Bei diesem §. ift nichts weiter zu thun, als die Reihen 
von Theilungen in Zahlen anzugeben, die aus der Thei­
lung in ä und 1.5 Theile durch fortgesetzte Halbirungen 
entstehen. Jede dieser Reihen ist fortzusetzen bis zu einer 
Zahl, die größer ist als 36o.

§.10. Anmerkung.
Wenn man die angeführten vier Reihen geometri­

scher Theilungen (§. 5. 8. und 9.) vergleicht; so findet sich 
darunter die Theilung in 360 nicht, von welcher in den fol­
genden Sätzen mit Mehrerem die Rede ist. Diese Theilung 
muß daher größtentheils mechanisch ausgeführt werden.

Mit welcher der angegebenen geometrischen Theilungen würde 
man sich der in Z6o Theile am meisten nähern?
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0. Von der Winkelmessung.

§. 11. Erklärung.
Was sind Grad-Bogen, Minuten-Bogen, 

und Secunden - Bog en?
Desgleichen: was sind Grad-Winkel, Minu­

ten-Winkel und Secunden-Winkel?
Es kommt bei diesen Erklärungen nicht darauf an, ob man 

die Theilungen, worauf sie sich beziehen (besonders in Mi­
nuten und Secunden), wirklich machen könne, sondern nur, 
-aß bestimmt ausgesprochen werde, was man sich bei den 
Worten zu denken habe, nämlich: wie man sich die Kreis* 
linie, oder ihren vierten Theil, den man gewöhnlich Qua­
drant nennt, oder wie man sich den rechten Winkel einge­
theilt denken müsse, wenn von Graden, Minuten und Se­
cunden als Bogen, oder als Winkeln die Rede ist.

§.12. Lehrsatz.
n. So viel Grad- Minuten- und Secunden - Win­

kel irgend ein beliebiger Winkel enthält, eben so viele 
Grad- Minuten- und Secunden - Bogen enthält jeder 
zwischen seinen Schenkeln aus der Spitze mit beliebigem 
Halbmesser beschriebene Kreisbogen.

d. Und umgekehrt.
Anleitung zum Beweise.

Zum Beweise des ersten Theiles zeige man, daß jeder Bo­
gen, der aus der Spitze eines Grad Winkels zwischen 
seinen Schenkeln beschrieben wird, ein Grad Bogen 
sei. Dieses wird klar, wenn man sich einen rechten Win­
kel in Grad - Winkel getheilt vorstellt, und zwischen seinen 
Schenkeln einen Quadranten gezogen denkt, darauf fragt, 
wie dieser dadurch getheilt sei. Dieses beantwortet sich aus 
(§. ti.) verbunden mit (VI. 2.).

b. Zum Beweise des zweiten Theiles ist der umgekehrte Satz 
zuerst vollständig auszusprechen. Dann denkt man sich zwi­
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schen den Schenkeln eines rechten Winkels zuerst einen Qua­
dranten beschrieben, diesen in Grad-Bogen getheilt, und 
aus den Theilpunkten Linien nach der Spitze des Winkels 
gezogen. Die Frage, was für Winkel man auf diese Weise 
erhalte, löset sich wie vorher ans (§. ".) in Verbin­
dung mit (VI. z.).

Was bei 0) und (b) von Grad-Bogen und Grad-Winkeln 
gezeigt worden, gilt auch von Minuten - und Secunden - 
Winkeln und Bogen; woraus die Richtigkeit des Satzes in 
seinem ganzen Umfange folgt.

§.13. Z U s a tz.

Winkel und Bogen dienen daher gegenseitig einer 
zum Maaße des andern. Eben deswegen laßt man ge­
wöhnlich bei den Wörtern Grad, Minute und Secunde, 
die Zusätze Winkel und Bogen weg, theils, weil der 
Zusammenhang immer lehrt, ob von Bogen oder Win­
keln die Rede ist, theils, weil eine Verwechselung nie 
zu einem wesentlichen Irrthum verleiten kann. Eben des­
wegen hat man auch für Grade, Minuten und Secun­
den nur eine Bezeichnung (^), ('), ("), es mag nun 

von Bogen oder von Winkeln die Rede sein.

Von dieser Bezeichnung ist ein Beispiel zu schreiben, und -er 
Sinn wörtlich zu erklären.

§. 14. Aufgabe.
Einen Huadrgnten in 90 Grade zu theilen.

Daß die Theilung größtentheils mechanisch gemacht werden 
müsse, ist aus (§. 10.) bekannt. Übrigens läßt die Auflö­
sung mancherlei Abänderungen zu. Folgende Art läßt sich 
ziemlich leicht auf dem Papier auöführen:

Man zeichne mit möglichster Genauigkeit einen rechten Win- > 
kel (Fig. 102.) und zwischen den Schenkeln dessel- 
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den mit beliebigem Halbmesser einen Quadranten ^8, dar­
auf schneide man mit unverändertem Halbmesser (— ^6), 
den Bogen ab. Dieser ist nach (§. 7.) der sechste Theil 
von 360 », also 600, und da ^8 90 Grade enthält, so ist 
V8 — 30 o.

Hierauf schneide man wieder mit »»geändertem Halbmesser 
von 8 aus den Bogen 8L ab, so ist LL — 60°, also 

— 30 ", desgleichen VL — 30 Der Quadrant wird 
auf diese Art sehr leicht geometrisch in drei gleiche 
Theile getheilt.

Hierauf theile man jeden dieser drei Bogen mechanisch in drei 
gleiche Theile, so enthält jeder dieser Theile 10 °.

Nm nun die einzelnen Grade zu erhalten, kann man auf fol­
gende Art verfahren. Auf einem besonderen Blatte zeichne 
man aus k (Fig. 103 ) mit dem Halbmesser Hk' — ei­
nen kleinen Bogens fasse in (Fig. 102.) die Sehne von 
10", und trage sie in (Fig. 103.) aus N in 6, so ist 
ein Bogen von 10°. Diesen theile man mit der grvßesten 
Sorgfalt mechanisch erst in L Theile, dann jeden derselben 
wieder in 2.

Hierauf schneide man auf der Außenseite des Bogens 
ein Stück Papier 6HIIL aus, so kann man dasselbe an 
jede 10 Grade des Quadranten ^8 anlegen, und die ein­
zelnen Grade bequem übertragen.

Innerhalb des Bogens ^8 ziehe man in kleinen Abständen 
noch drei concentrische Bogen; ziehe dir Theilstriche der 
einzelnen Grade bis an den ersten, die der 5ten Grade bis 
an den zweiten, und die der toten Grade bis an den drit­
ten, so lassen sich Grade bequem abzählen, auch kann, man 
Zahlen an die Striche der toten Grade schreiben.

Anmerkungen.
t. Nach dieser Anleitung muß jeder Anfänger versuchen, im 

Übungsheft einen Quadranten zu theilen, Es erleichtert 
die Arbeit, wenn der Halbmesser so groß genommen wird, 
wie es die Größe eines Quartblattes zuläßt.

2. Der Transporteur, den man in allen Reißzeugen findet, ist 
zwar zur Winkelmeffung ein sehr unvollkommenes Werk­
zeug, da die Kleinheit der Grade kaum erlaubt, Viertel oder
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Fünftel eines Grades zu schätzen. Dessenungeachtet ist er 
nicht wohl zu entbehren. Wer also kein vollständiges Reiß­
zeug besitzt, muß sich selbst einen solchen aus starkem Pa­
pier, aber nicht viel größer, als sie gewöhnlich in Reißzeu­
gen sind, verfertigen. In Ansehung der Genauigkeit der 
Theilung muß aber kein Fleiß gespart werden.

3. Die Eintheilung der Kreislinie in 360 Grade, und die 
sechzigtheilige Eintheilung der Grade, sind uralt, und bei 
allen Völkern, wo man sich mit mathematischen Arbeiten 
beschäftiget, üblich. Ohne Zweifel hat man zuerst die Zahl 
360 deswegen gewählt, weil es unter derselben keine Zahl 
giebt, die sich durch so viele ganze Zahlen ohne Rest thei­
len laßt. Auch sind die Rechnungen mit sechzigtheiligen 
Unterabtheilungen sehr leicht. Es ist dem Anfänger zu em­
pfehlen, daß er im ÜbungSheft alle ganzen Zahlen aufsuche, 
durch welche sich 360 theilen läßt; ferner, daß er sich in 
den Rechnungen mit Graden, Minuten und Secunden übe; 
namentlich im Addiren und Subtrahiren solcher Zahlen, 
dann im Multipliciren solcher Zahlen mit ganzen Zahlen 
besonders kleinen. Wer sich gewöhnt hat, mit Nachdenken 
zu rechnen, wird leicht dabei eine Menge kleiner Vortheile 
entdecken.

§.15. Z u sa H.
Die halbe Kreislinie und ein Quadrant können auf 

mehr Arten als ein unbestimmter Bogen, nämlich auf 
eben so viele Arten als die ganze Kreislinie geometrisch 
getheilt werden.

Der Grund hicvon läßt sich im Allgemeinen leicht einsehen. 
Denn kann man die ganze Kreislinie in n Theile theilen, 
so kann man sie auch in 2n und än theilen, (§. 3.) wo­
durch im ersten Fall die halbe Kreislinie, im andern der 
Quadrant in n Theile getheilt sein wird. Dieses ist, unter 
Anwendung einer bestimmten Zahl statt n, zu erläutern.

Dieser Grund zeigt nur die allgemeine Möglichkeit solcher 
Theilungen. Ist aber von einer wirklich auszuführenden 
Theilung die Rede, so ist aus (§. 1. und iä.) klar, daß 
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man zur Theilung des Quadranten in 2 und Z Theile nicht 
nöthig habe, die ganze Kreislinie zu theilen.

Um noch bestimmter zu beurtheilen, welche Bogen sich von 
einem Quadranten geometrisch würden abschneiden lassen, be­
merke man nur noch, daß jeder Bogen durch einen Bruch 
vorgestellt werden könne, dessen Einheit der Quadrant ist. 
Zum Zähler muH man das Maaß deö Bogens nach der 
Grad-Eintheilung, zum Nenner 90 machen. So ist z. B., 
wenn man den Quadranten kurz durch K bezeichnet: 30° — 
zzu --- 4k; 60° -- -- 4k; 24° 7' -- 24^ Grad
— Grad — zzzz k; u. dgl. m.

Welche Nenner kann ein solcher Bruch haben, wenn der Bo­
gen, den er vorstellt, geometrisch darstellbar sein soll?

§.16. Au fg a b e.
Einen Winkel vermittelst des Transporteurs so genau 

zu messen, als es mit diesem Instrument möglich ist.
ES ist hier 1) zu beschreiben, wie der Transporteur an die 

Spitze und den einen Schenkel -es Winkels anzulegen sei; 
2) was man zu thun habe, wenn der andere Schenkel des 
Winkels nicht genau auf einen Theilstrich trifft. Gewöhn­
lich wird nämlich der Transporteur nur in ganze Grade, 
seltener in halbe, und noch seltner in Viertel-Grade ge­
theilt. Was also kleiner ist, als der kleinste Theil des 
Transporteurs, muß bloß nach dem Augenmaaß geschätzt 
werden. Dieses geschieht am leichtesten durch einen kleinen 
Bruch, dessen Nenner 2, 3, 4, 3 oder allenfalls 6 ist. Dieser 
Bruch ist auch durch Rechnung in Minuten zu verwandeln. 
Dieses ist Alles durch ein bestimmtes Beispiel zu erläutern.

Auch ist zu bemerken, daß, und wie man einen Winkel auf 
doppelte Art messen könne.

§. 17. Aufgabe.
Einen Winkel, dessen Maaß in der Gradeinthei- 

lung gegeben ist, zu zeichnen.
Wenn das Maaß eines Winkels außer den Graden noch Mi­

nuten enthält: so sind 1) diese (nach §. t5.) in einen Bruch 
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vom Grade zu verwandeln. Hat dieser Bruch einen Nen­
ner, der 6 nicht übersteigt, so behalte man ihn ungeändert bei. 
Ist er aber größer, so muß man suchen, einen ihm möglichst 
nahekommenden Bruch mit einem kleinen Nenner zu finden. 
Dieses ist so schwierig nicht, weil man Brüche, die
§, Z, iv §, 2 re. des Grades sind, sehr leicht in Minuten 
verwandeln, und so einen Bruch mit kleinerem Nenner, der 
dem gegebenen möglichst nahe kommt, auffinden kann. Die­
ser Näherunqsbruch ist nur bei der Zeichnung anzuwenden, 
und es muß nun 2) auch beschrieben werden, wie der Trans­
porteur anznlegen, und die Zeichnung zu vollenden sei.

18. Anmerkung.
Mittel zu genauerer Messung und Zeichnung der 

Winkel auf dem Papiere, werden in der Trigonometrie 
erklärt werden.

Anhang zum neunten Abschnitt.

1. Vorerinnerung.
Da die Winkelmessung in vieler Hinsicht, besonders 

für die Astronomie eine überaus wichtige Sache ist, so 
hat man auch dieselbe in neueren Zeiten zu einem fast 
unbegreiflichen Grad von Vollkommenheit gebracht. Es 
kann hier nicht der Ort sein, zu beschreiben, wie man 
zu dem Ende die kostbarsten Theilmaschinen erfunden, 
wie man Vergrößerungsgläser und Fernröhre an den 
Winkelinstrumenten angebracht, und wie man vielerlei Ar­
ten von sinnreichen Winkelinstrumenten ausgedacht hat. 
Wir begnügen uns hier, eine einzige eben so einfache als 
sinnreiche Art anzugeben, wie man nicht nur sehr kleine
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Theile eines Grades messen, sondern auch bei einer gerad­
linigen Eintheilung, dergleichen man auf Maaßstäben hat, 
sehr kleine Theile genau angeben könne. Einige nennen 
als Erfinder derselben einen Spanier, Nunne;, und 
glauben, daß daher der Name Nonius komme; andere 
halten einen Deutschen, Namens Werner für den Er­
finder, woher die Benennung deS Instrumentes, Vernier, 
stammen soll. Wir wollen die Einrichtung dieses Kunst- 
mittels zwar nur in Beziehung auf eine geradlinige Ein­
theilung beschreiben z aber es ist sehr leicht, sie auf Grad- 
eintheilungen überzntragen.

§. 2. Beschreibung des Nonius.
Es sei (Fig. 104.) ein Stück eines Maaßsta- 

Les, dessen kleinste Theile, auf welche sich die beigeschrie- 
benen Zahlen beziehen, wir der Kürze wegen schlechthin 

Theile nennen wollen. Auf einem Stäbchen das 
sich bequem an die Theile des Maaßstabes anlegen und 
verschieben laßt, mache man folgende Theilung: Gesetzt 
man wollte mit Hülfe dieses Maaßstabes noch Zehntel 
eines Theiles genau messen; so fasse man auf dem Maaß- 
stabe auf das genaueste die Länge von elf Theilen, trage 
diese von 0 bis I) anfs Stäbchen, und theile diese Länge 
genau in zehn Theile, und schreibe daneben die Zahlen, 
wie die Figur zeigt. Dieses Stäbchen ist es, was man 
den Nonius (oder Vernier) nennt.

§. 3. Gebrauch des Nonius.
Gefetzt die Linie, welche man messen wollte, wäre 

^.0, ,so legt man den Anfangspunkt des Maaßstabes
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(^) genau auf den Anfangspunkt der Linie, den An­
fangspunkt (6) des Nonius aber, (bei welchen 10 steht,) 
legt man genau an den Endpunkt der Linie, und zwar 
legt man den ganzen Nonius von 0 aus gegen L hin. 
Jetzt bemerkt man sogleich, wie viele ganze Theile 
des Maaßstabes auf die zu messende Linie gehen. In 
unserer Figur sind es zehn. Hierauf durchläuft man 
mit dem Auge die Theilstriche des Nonius, bis man auf 
einen kommt, der mit einem Theilstriche des Maaßstabes 
zusammentrifft. Die Zahl, welche sich bei diesem Theil­
striche findet (in unserer Figur 7), zeigr an, wie viele 
Zehntel die zu messende Linie noch über die schon be­
merkten Ganzen enthält. Die Länge der Linie wäre 

demnach 10, 7.
Anmerkung. Nicht immer findet man auf dem Nonius einen 

Teilstrich, welcher ganz genau mit einem Theilstriche des 
Maaßftabeö zusammenträfe. In diesem Fall nimmt man 
den, der am nächsten trifft. Wer im Gebrauch des Nonius 
geübt ist, kann in diesem Falle aus der Lage der beiden 
Theilstriche des Nonius, die zweien Theilstrichen des Maaß­
stabes am nächsten sind, mit vieler Sicherheit durch das 
Augenmaaß noch Hundertel eines Theiles schätzen. Wie 
diese Schätzung zu machen sei, mag dem eigenen Nachden­
ken des Lesers überlassen bleiben. Nur ist nöthig, daß er 
zuvor die folgenden §. §. studire.

4. Gründe des im. vorigen Paragraphen 
beschriebenen Gebrauchs.

Da elf Theile des Maaßstabes auf dem Nonius 
in zehn getheilt worden, so ist klar, daß jeder Theil 
des Nonius oder 1 -k- /ö (1, 1) von einem Theile 
des Maaßstabes sei. Nun bemerke man, daß der äu­
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ßerste Theilstrich des Nonius bei von dem nächst vor­
hergehenden des Maaßstabes eben so weit abstehen müsse, 
als der äußerste Theilstrich des Nonius bei I) von dem 
nächst vorhergehenden des Maaßstabes. Treffen nun die 
Theilstriche bei 7 zusammen, so sind die Theilstriche des 
Nonius und des Maaßstabes bei 6 um von einander 
entfernt, bei 5 beträgt diese Entfernung und bei

bei 3; /ö bei 2; bei 1; also endlich bei 0. 
So groß ist also der Überschuß bei D, über 21 ganze 
Theile; also ist der Überschuß bei über 10 Theile eben­

falls

§. L. Allgemeinere Theorie des 
Nonius.

Man kann vermittelst des Nonius jeden Theil eines 
Maaßstabes in so viele Theile theilen, wie man will. 
Die allgemeine Regel ist: Wenn man einen Theil in n 
Theile theilen will, so muß man n -r- 1 Theile des 
Maaßstabes, auf dem Nonius in n Theile theilen; 
denn alsdann hat jeder Theil des Nonius den Werth 
n -j- I I — 1-1 . n------------ n

Daß die Theile des Maaßstabes und des Nonius 
äußerst genau gleich sein müssen, versteht sich von selbst, 
Der Nonius selbst aber bietet ein sehr gutes Mittel dar, 
die Genauigkeit des Maaßstabes selbst zu prüfen. Denn 

wenn, wie wir (§.-5.) annahmen, elf Theile des Maaß­
stabes auf den Nonius getragen sind, so darf man nur 
das eine Ende des Nonius scharf an irgend einen Theil­
strich des Maaßstabes anlegen, und zusehen ob das an­
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dere Ende desselben wieder scharf mit dem Theilstrich des 
elften Theiles zusammenfällt. Giebt man sich also die 
Mühe, den Nonius, bei dem ersten Theilstrich des Maaß- 
stabes anfangend, von einem Theilstrich zum andern fort- 
zurücken; so kann mau finden, ob der Maaßstab Fehler 
enthalte, die dem Auge wahrnehmbar sind.

Es ist ferner leicht einzusehen, daß der Nonius um 
desto wichtigere Dienste leiste, je kleiner schon an und 
für sich die Theile eines Maaßstabes sind. Ließe man 
sich z. B. einen Maaßstab verfertigen, auf welchem ein 
Zoll unmittelbar in 25 Theile getheilt wäre (was ein 

geschickter Künstler wohl ausführen kann), und man 
ließe sich dazu einen Nonius machen, auf welchem 41 
solcher Theile in 40 getheilt waren, so würde man un­
mittelbar Tausendtel eines Zolles messen können; denn 
der 40ste Theil von ist
Anmerkung. Statt n -I- i Theile des Maaßstabes kann 

man auch n — 1 Theile desselben auf dem Nonius in » 
Theile theilen. Dann ist der Werth eines solchen Theiles

Auch kann der Nonius auf mehr als eine Art angelegt 
werden. In (Fig. ioä.) hätte z. B. der Nonius auch so 
angelegt werden können, daß sein Nullpunkt auf den End­
punkt der zu messenden Linie gekommen, der übrige Theil 
aber aufwärts gegen gelegen wäre.

Z. 6. Anwendung des Nonius bei 
Kreiseintheilungen.

Man wendet den Nonius noch häufiger bei Win- 
kelinftrumenten als bei geradlinigen Maaßstäben an, weil
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er bei Winkelmessungen äußerst wichtige Dienste leistet; 
bei geraden Maaßstäben aber durch andere in der Folge 
zu beschreibende Kunstmittel meistens entbehrlich wird.

Um deutlich einzusehen, wie ein Nonius an einer 
Gradabtheilung eingerichtet sein müsse, wollen wir an­
nehmen, daß zu einem gemeinen, aber genau getheilten 
Transporteur ein Nonius verfertigt werden sollte; so 
sieht man zuerst leicht ein, daß die beiden längeren Sei­
ten des Nonius jetzt nicht mehr gerade Linien sein kön­
nen, sondern zwei Kreisbogen sein müssen, die aus dem 
Mittelpunkte des Transporteurs beschrieben sind, und 
daß der innere dieser Bogen genau an den äußeren Rand 
des Transporteurs passen müsse, endlich daß die Theil­
striche desselben eben so wie auf dem Transporteur selbst, 
nicht parallele Linien sein dürfen, sondern daß sie sämmt­
lich genau auf den Mittelpunkt des Transporteurs ge­
richtet sein müssen.

Alles übrige ist völlig .wie bei geradlinigen Theilun­
gen. Wollte man z. B. den Grad durch den Nonius 
in zwölf Theile (also von 5 zu 5 Minuten) theilen, so 
müßte man, wenn der Transporteur bloß ganze Grade 

enthielte, 13 Grade auf dem Nonius in zwölf Theile 
theilen. Enthielte der Transporteur aber halbe Grade, 
so müßte man zu demselben Zweck nur 7 halbe Grade 
in 6 Theile theilen. Nur dürften in beiden Fällen die 
Zahlen des NoniuS nicht 0, 1, 2, 3 rc., sondern sie müß­
ten 0, 5, 10, 15 sein, wenn sie geradezu die Anzahl der 
Minuten anzeigen sollten.

Fischer'S eb. Geom. H
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Zu Messungen auf dem Papiere würde es hinreichend 
sein, einen solchen Bogen-Nonius einzeln und abgeson­
dert zu haben, und ihn nur an den Rand des Trans­
porteurs anzulegen. Bei größeren Winkelinstrumenten 
wird ein Lineal (Alhidate genannt) so befestigt, daß es 
sich um den Mittelpunkt drehen läßt, und an diesem be­
findet sich der Nonius.

Bei größeren und genaueren Winkel-Instrumenten 
pflegt man jeden Grad unmittelbar in sechs Theile (also 
von 10 zu 10 Minuten zu theilen). Elf solcher Theile 
in zehn getheilt, geben dann unmittelbar einzelne Minu­
ten, 6 dergleichen Theile in 60 getheilt, geben unmittel­
bar 10 Secunden lc.

Zum Beschlusse dieses Anhanges fügen wir noch eine 
artige Methode hinzu, einen Winkel ohne Hülfe 
eines Transporteurs zu messen.

§.7. Aufgabe.

Einen . Winkel bloß vermittelst des Zirkels zu messen.
Auflösung. Der zu messende Winkel sei (Fig. E.). 

Man beschreibe aus seiner Spitze einen Kreis mit beliebi­
gem Halbmesser, verlängere einen Schenkel bis I), und 
errichte in 6 einen andern Durchmesser Lk Winkelrecht auf 
^0. Dann fasse man die Sehne des Bogens mit dem 
Zirkel, und trage dieselbe von L aus gegen L, O re. auf 
der Peripherie so lange herum, bis man mit der Zirkel­
spitze in einen der vier Punkte L, v, k' möglichst ge­
nau trifft.

Währen- dieses UmtragenS -er Sehne muß man zählen, 1) wie 
vielmal man, von aus gezählt, -ie Sehue eingetragen; 
2) wie viele rechte Winkel man dabei durchlaufen habe. 
Gesetzt man hätte die Sehne 16 mal eingetragen, und da­
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bei neun rechte Winkel zurückgelegt, so begreift man leicht, 
daß der Winkel eines rechten Winkels betragen
würde. Dieser Bruch ist nun in Grade und Minuten zu 
verwandeln durch Multiplication mit 90. Es ist aber

x 90 --- --- 5oz Grad — 50 ° 37z' — 50 ° 37' 30".
Anmerkungen. Man könnte die beiden Winkelrechten Durch­

messer weglassen, und die Sehne so oft herum tragen, bis 
man wieder in -v käme. Dann müßte man nur zählen, 
wie oft man rechte Winkel, oder die ganze Peripherie, 
zurückgeleqt habe. Hätte man z. B. die Peripherie 9mal 
Umläufen, die Sehne dabei 64mal eingetragen, so wäre der 
Winkel A von Z60 °, welches mit dem obigen einerlei ist.

Auch könnte man statt der zwei Winkelrechten Durchmesser die 
Kreislinie nach (§. 7. des Abschn.) in 6 gleiche Theile thei­
len, und zählen, wie viele Sechstel der Kreislinie man zu- 
rücklegte. Man würde auf diese Art finden, was für ein 
Bruch von sechszig Graden der zu messende Winkel sei. 
Würden z. B. 27 solcher Bogen von 60 ° mit 32 Sehnen 
ausgemessen, so wäre der Winkel ZZ von 60 -. i.

27 X 60 _  27 X 5» 810
52 l6 16^

welches dasselbe Resultat, wie bei dem vorigen Beispiels 
giebt.

Diese einfache Methode giebt, mit Aufmerksamkeit angewendet, 
genauere Resultate, als man auf den ersten Blick erwar­
ten sollte^

§. 8. Anmerkung.

Ob es gleich nicht unmöglich ist, auch die umge­
kehrte Aufgabe zu lösen (nämlich: Einen Winkel dessen 
Maaß in der Gradabtheilung gegeben ist, ohne Hülfe 
des Transporteurs zu zeichnen); so ist doch das Verfah­
ren größtentheils zu umständlich, als daß hinlängliche 
Genauigkeit von demselben zu erwarten wäre. Indessen 
giebt es auch viele Winkel, die sich geometrisch zeichnen

H 2



11b Zehnter Abschnitt.

lassen, wenn gleich ihr Maaß in der Gradabtheilung 

gegeben ist.
Man kann leicht beurtheilen, ob dieses bei einem 

zu zeichnenden Winkel angehe, wenn man sein Maaß 
in einen Bruch des rechten Winkels verwandelt, und 
dann mit (16. des Abschn.) vergleicht. Zu gelegentlichen 
Versuchen setzen wir folgende Winkel hinzu:

1)15°; 2)30°; 3)45°; 4)60°; 5)75°; 
6) 11° 15'; 7) 22° 30'; 8) 33° 45',- 9) 56° 15'; 
10) 67° 30'; 11) 78° 45'.

Zehnter Abschnitt.
Don den regulären Figuren.

§. 1. Erklärung.

Was ist eine reguläre Figur? Was ist ihr Mit­
telpunkt? Was ihr großer und kleiner Halb­
messer? Was ihr Polygonwinkel? Was ihr Cen- 
triwinkel?

Befindet sich unter den bisher betrachteten Figuren eine oder 
ein Paar, auf welche der Begriff einer regulären Figur 
paßt? Auf eine solche Figur sind alle diese Begriffe anzu- 
wenden, und an derselben zu erläutern.

Anmerkung. Das Wort Polygon bedeutet zwar nichts an­
dres, als Las deutsche Vieleck. Indessen ist eö sehr ge­
wöhnlich, dasselbe ohne Beisatz von regulären Figuren zu 
gebrauchen.
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Um des folgenden Beweises willen darf der kleine Halb­
messer nicht anders erklärt werden/ als durch ein Loth 
auf eine Polygonseite aus dem Mittelpunkte.

§.2. Erklärung.

Was eine in den Kreis eingeschriebene Figur 
sei, ist schon oben (VI. 23.) erklärt worden. Hier ist 
noch zu erklären: was man eine um einen Kreis 
beschriebene Figur nenne.

Da diese Erklärung nicht auf reguläre Figuren beschränkt ist, 
so wird es leicht sein, sie an einer Figur deutlich zu machen.

§.3. Aufgabe.
Eine reguläre Figur von bestimmter Seitenanzahl 

in einen Kreis einzuschreiben.

Auflösung. Man muß die Kreislinie geometrisch oder 
mechanisch in soviel Theile theilen, als die Figur Seiten 
erhalten soll und jede zwei auf einander folgende Theil­
punkte durch eine Sehne verbinden.

Der Beweis, daß die so entstandene Figur regulär sei, ist äu­
ßerst leicht, und beruhet in Ansehung der Seiten unmittel­
bar auf der Zeichnung, in Ansehung der Winkel auf (VI. ä.) 
und (VI. 19. c).

In (Fig. 106.) ist auf diese Art ein reguläres Fünfeck in 
den Kreis beschrieben.

§.4. Aufgabe.
Um eine reguläre Figur einen Kreis zu beschreiben.

Auflösung. Ist LCDL (Fig. 106.) eine gegebene regu­
läre Figur, um welche ein Kreis beschrieben werden soll, so 
halbire man zwei ihrer Polygonwtnkel, und ziehe die Thei- 
lungslinien bis zu ihrem Durchschnitt so läßt sich erwei­
sen, daß ein aus r durch beschriebener Kreis auch durch 
alle übrigen Winkelspitzen gehe, was die Aufgabe verlangt.
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Anleitung zum Beweise. Es ist zu beweisen/ -aß von 
allen Winkelspitzen der Figur gleich weit abstehe. Zu dem 
Ende betrachte man zuerst das Dreieck Vergleicht 
man die Art, wie es entstanden ist/ mit (§. i.) und mit 
(III. 9.)/ so ergiebt sich/ daß Nun ziehe man

und vergleiche die Dreiecke kL/V und so läßt 
sich ihre Congruenz aus (Hl- 6.) beweisen. Hieraus folgt: 
s) daß L 6 (also auch — k'L); I») daß der Winkel 
Lcv durch die Linie halbirt sei.

Zieht man weiter kl), so läßt sich auf ähnliche Art die Con- 
gruenz der Dreiecke kdk und kev beweisen/ und ähnliche 
Folgerungen daraus ableiten.

Da man nun diese Schlüsse ringsherum Lurch die ganze Fi- 
gur fortsetzen kann/ so ist die Gleichheit aller aus k nach 
den Ecken gezogenen Linien erwiesen.

Anmerkung. Zur Übung sind folgende Zeichnungen im Übungs- 
heft zu machen: 1) in einem und demselben Kreise geome­
trisch ein Dreieck/ Sechseck und Zwölfeck; 2) in einem an­
deren Kreise geometrisch ein Viereck/ Achteck und Sech­
zehneck; Z) in einem dritten Kreise mechanisch ein Fünfeck 
und Zehneck; H) in einem vierten Kreise mechanisch ein 
Siebeneck; und 5) in einem fünften Kreise ein Neuneck.

§. 5. Zusatz.
Aus dem Beweise des vorhergehenden §. lassen sich 

unmittelbar folgende Fragen beantworten:
«. Ist es nothwendig/ daß jede reguläre Figur einen Mittel­

punkt habe/ und wie wird derselbe in jedem Falle gefunden?
I». Was folgt in Ansehung der Größe aller großen Halbmesser? 
c. Wie theilt jeder große Halbmesser den Polygonwinkel?
<1. Was läßt sich über die Größe aller Centriwinkel und der 

sämmtlichen Dreiecke sagen/ welche die großen Halbmesser 
mit den Polygonseiten bilden?

§.6. Aufgabe.
Um einen gegebenen Kreis eine reguläre Figur von 

vorgeschriebener Seitenzahl zu beschreiben.
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Auflösung. Man theile den Kreis (Fig. 107.) in so viele 
Theile, wie die Figur Seiten erhalten soll; ;. B. in fünf, 
bei 8, 0, 1), L. Durch jeden dieser Theilpunkte lege 
man eine Tangente (VH. 2.), und verlängere jede, bis sie 
sich sämmtlich in b, 6, N, I, X, durchschneiden; so ist 
geschehen, was verlangt wurde.

Anleitung zum Beweise. Durch drei auf einander fol­
gende Theilpunkte ziehe man die Halbmesser 1^, 1.8, 1.0, 
und zwischen ihnen nach den Spitzen der Figur I.k und 1^0; 
so ist (vn. 7.) schon die Congruenz der Dreiecke und 
HU, desgleichen der Dreiecke 01.8 und 01.0 erwiesen. 
In der Gleichheit dieser Dreiecke sindet man aber auch die 
nöthigen Data, um die Congruenz der Dreiecke I.8X und 
1.80 nach (UI-7.) zu beweisen.

Zieht man nun ferner aus I. nach allen Theilpunkten des Krei­
ses und nach allen Winkelspitzen der Figur Linien, so ist 
klar, daß dieselbe in noch einmal so viel Dreiecke, als sie 
Seiten hat, getheilt sei. Alle diese Dreiecke aber sind kon­
gruent, woraus sich dann leicht darthun läßt, daß die Fi­
gur r 011IX regulär sei.

§.7. Aufgabe.

In eine gegebene reguläre Figur einen Kreis zu 

beschreiben.
Auflösung. In (Fig. 107.) stelle man sich jetzt das Polygon 

rottix als gegeben, und den Kreis als gesucht vor.
Man suche nach (§. ä.) den Mittelpunkt 1. des Polygons durch 

Halbirung zweier Polygonwinkel, z. B. der Winkel bei k und O. 
Dann läßt sich beweisen, daß alle aus 0 auf die Polygonsei­
ten gefällten Lothe, wie 1.8, 1.0 u.s.w. gleich sind, und 
daher ein aus 0 durch 8 beschriebener Kreis auch durch 0 re. 
gehen, und alle Polygonseiten berühren werde; was verlangt 
wurde.

Anleitung zum Beweise. Man ziehe zuerst alle großen 
Halbmesser, und wende (§. L. K.«?. 6.) darauf an. Da alle 
Liese Dreiecke gleichschenklig sind, so gilt von ihnen alles, 
was oben (VI. iz.) erwiesen worden. Zieht man daher auch 
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alle kleinen Halbmesser ihrer Erklärung (§. 1.) gemäß, so 
wird die ganze Figur in noch einmal so viele Dreiecke ge­
theilt, als sie Seiten hat, und man wird leicht finden, daß 
man durch die angeführten Sätze überflüssig Data erhalte, 
um die Congruenz aller dieser Dreiecke zu beweisen. Nun 
beweise man einzeln s) die Congruenz zweier solcher Dreiecke, 
die einen kleinen Halbmesser als Seite gemein haben, wie 
1,^8 und 88L, dann K) die Congruenz zweier Dreiecke, 
die einen großen Halbmesser als Seite gemein haben, wie 
168 und I 6 c,'. Ist der Beweis für zwei solche Paare 
geführt, so ist klar, daß er auch von allen übrigen eben so 
geführt werden könne.

Aue der Congruenz dieser Dreiecke folgt nun die Gleichheit 
aller kleinen Halbmesser. Ein aus dem Mittelpunkte be­
schriebener Kreis, der durch den Endpunkt eines einzigen 
kleinen Halbmessers geht, muß daher auch durch die End­
punkte aller übrigen gehen (II. 3. ä). Da aber die kleinen 
Halbmesser auf den Polygonseiten Winkelrecht stehen, so sind 
letztere sämmtlich Tangenten des Kretseö (.VH. 1. und 2.), 
was zu beweisen war.

§.8. Zusatz.
Unmittelbar aus dem Beweise der vorhergehenden 

§.§. ergiebt sich die Beantwortung folgender Fragen:
s Was läßt sich über die Größe aller kleinen Halbmesser, des­

gleichen über alle die Dreiecke sagen, welche durch die 
sämmtlichen großen und kleinen Halbmesser gebildet werden?

L. Wie groß ist der Winkel, den zwei auf zusammenftoßende 
Seiten gefällte kleine Halbmesser einschließen?

v Wie groß ist der Winkel, den ein großer Halbmesser mit 
dem nächsten kleinen einschließet?

«l. In was für Stücke theilt ein kleiner Halbmesser die Poly- 
gonsejte?

§.9. Erklärung.
Ein Dreieck zwischen einem großen und kleinen Halb­

messer, z. B. LDI? (Fig. 107.), giebt alle Bestimmungs­
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stücke der regulären Figur; so daß nur ein einziges solches 
Dreieck gegeben zu sein braucht, um das ganze Vieleck 
zu zeichnen. Wir wollen daher ein solches Dreieck ein 
Bestimmungs -Dreieck nennen.

Es ist hier s) ein einzelnes Dreieck der Art, wie LI^, zu 
betrachten, und auszusprechen, was jede Seite und.jeder 
schiefe Winkel desselben in Beziehung auf das Polygon 
sei; l») ift zu zeigen, wie man das ganze Polygon zeichnen 
könnte, sobald ein solches Dreieck gegeben wäre.

§.10. Zusatz.
Die Summe des halben Centriwinkels und des hal­

ben Polygonwinkels ist in jedem Fall ein rechter Winkel.

Dieses ergiebt sich unmittelbar aus der Betrachtung eines 
Beftimmungs - Dreiecks. '

§.11. Aufgabe.
Es ist die Seitenzahl einer regulären Figur gegeben; 

man soll den Centri- und Polygonwinkel derselben durch 
Rechnung finden.

Wie man den Zentriwinkel berechnen muß, ergiebt sich aus 
(§. 5. <t.).

Wie "der Polygonwinkel gefunden wird, folgt aus (§. 10.). 
Anmerkungen.

i. Wenn k einen rechten Winkel, oder 90 °, und n die Anzahl 
der Seiten bedeutet, so ift ») der ganze Centri - Winkel

—; also der halbe oder -U;

d) -er halbe Polygonwinkel ift dann:
k --K -- (i 

n X NX n
2. Hiebet sind noch die halben Centri - und Polygonwinkel 

vom regulären Dreieck an bis zum Zwölfeck zu berechnen.
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§. 12. Anmerkung.
Aus der Betrachtung eines Beftimmungs-Dreiecks 

läßt sich zeigen, daß bei der Zeichnung einer regulären 
Figur von bestimmter Größe nur drei wesentlich ver­
schiedene Fälle vorkommen.

Ist nämlich die Seitenzahl gegeben, so ist aus 
(§. 10.) klar, daß dadurch zwar alle Winkel der Figur, 
aber nicht die Größe der Figur bestimmt ist. Soll diese 

auch bestimmt sein, so muß in dem Bestimmungs-Dreieck 
außer den Winkeln noch eine Seite gegeben sein. Es 
wird also möglich sein, ein bestimmtes reguläres Poly­
gon zu zeichnen, wenn u) der große Halbmesser, oder 
d) der kleine Halbmesser, oder e) die Seite des Poly­

gons vorgeschricben ist; welches die gedachten drei Auf­
gaben sind.

Da im Vorhergehenden schon Aufgaben, ein Polygon zu zeich­
nen, vorgekommen sind; so ist hier zu zeigen, ob, und welche 
von diesen drei Aufgaben im Vorhergehenden, nur mit an­
deren Worten ausgedrückt, vorgekommen sind.

§.13. Aufgabe.

Es ist die Seitenanzahl und eine Seite gegeben, 
man soll aus diesen Datis die reguläre Figur zeichnen.

Anleitung zur Auflösung. Das Verfahren, welches sich 
sehr leicht einem Nachdenkenden darbietet, besteht darin, daß 
man den halben Polygonwinkel nach (§-"-) berechnen, und 
diesen an die beiden Endpunkte der gegebenen Seiten anle­
gen muß. Verlängert man dann die Schenkel, bis sie sich 
schneiden, so ist der Mittelpunkt der Figur gefunden, und 
es fällt in die Augen, wie dann die Zeichnung vollendet 
werden könne.
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So richtig diese Auflösung von theoretischer Seite ist, so ge­
wahrt sie bei dem Gebrauche des Transporteurs doch nur 
dann die erforderliche Genauigkeit, wenn der halbe Poly­
gonwinkel bloß ganze Grade, ohne Minuten und Secun­
den enthält. Bei welchen Polygonen dies der Fall sei, er-- 
giebt sich aus der bei (§. 11. Anm. 2.) angestellten Berech­
nung.

Bei solchen Vielecken aber, wo sich der halbe Polygonwinkel 
nicht genau vermittelst des Transporteurs zeichnen laßt, 
ist folgende mechanische Auflösung vorzuziehen:

ES sei >^L (Fig. 108.) die gegebene Seite, über welcher ein 
reguläres Siebeneck gezeichnet werden soll. In errichte 
man ^0 genau Winkelrecht, und beschreibe aus mit ^L 
den Quadranten LL; diesen theile man mechanisch, aber 
sorgfältig, in so viele gleiche Theile, wie die Figur Seiten 
erhalten soll; also in unserem Falle in sieben. Dann ziehe 
man zwei Linien, eine aus durch den Endpunkt I) 
des zweiten Theiles (von 6 an gezählt); die andere aus 
ö durch den Endpunkt L des vierten Theiles (von L an 
gezählt). Durchschneiden sich diese Linien verlängert in L, 
so ist L der Mittelpunkt des Polygons, und man sieht leicht, 
wie nun die Zeichnung vollendet werden könne.

Diese Zeichnung ist vollständig auszuführen, und der Beweis 
hinzuzufügen. Der ganze Beweis läuft aber darauf hinaus, 
zu zeigen, daß die beiden an und L angesctzten Winkel 
gleich sind, und die richtige Größe des halben Polygon- 
winkels haben, Denn hat dieses seine Nichtigkeit, so ist 
aus (L. c.) klar, daß und LL große Halbmesser sind, 
also L der Mittelpunkt der Figur ist.

Um nun zuerst zu beweisen, daß L^L — verlängere, man 
L^ nach 6, und beschreibe den zweiten Quadranten LQ 
Nun fällt in die Augen, daß der Winkel LäL ein Winkel 
am Mittelpunkte, und sein Maaß der Bogen LD ist. Nennt 
man nun die Anzahl der Seiten, welche die Figur erhalten 
soll, », so ist der Quadrant LO auch in » Theile getheilt, 
und der Bogen Lk) enthält solcher Theile n — 2. Der 
Winkel ^LL oder OLL ist ein Periphericwinkel, und steht 
auf dem Bogen OL. Da nun beide Quadranten 2 n Theile 
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enthalten; so enthält der Bogen 6L, 2n — 4 dergleichen 
Theile. Da aber ein Peripheriewinkel nur halb so groß ift 
als ein Mittelpunktöwinkel auf demselben Bogen (VI. 18.), 
so hat der Winkel OLk nur den halben Bogen 6L zu sei­
nem Maaße. Da nun dieser ganze Bogen aus 2 o — 4 Thei­
len besteht, so hat seine Hälfte n —2 Theile; dasselbe Maaß/ 
was wir oben für den Winkel LXk' gefunden hatten»

Es ift nun noch zu zeige«/ daß einer dieser Winkel die 
richtig? Größe des halben Polygonwinkels habe, welches 
sich ohne Schwierigkeit aus (8.11.) erweisen läßt.

§.14. Au fg a b e.
Ein reguläres Vieleck in ein einziges Dreieck zu 

verwandeln.
Anleitung zur Auflösung. Wenn man in einem regu­

lären Vieleck wie (Fig. 106.) alle großen Halbmesser gezo­
gen hat/ so ift dadurch die Figur in so viele kongruente 
Dreiecke getheilt/ wie sie Seiten hat. Alle diese Dreiecke ha­
ben den kleinen Halbmesser zur Höhe (§. 1. Anm.). Solche 
Dreiecke lassen sich aber nach (V. 9.) sehr leicht in ein ein­
ziges Dreieck verwandeln.

Dieses ist in bestimmter Beziehung auf eine Figur auszufüh- 
ren/ und wörtlich hinzuzufügen, wie groß die Grundlinie 
und Höhe des Dreiecks sein müsse/ welches dem Vielecke 
gleich ist.

§. 15. Aufgabe.
In dem Perimeter eines regulären Vielecks sind 

zwei beliebige Punkte gewählt, und aus dem Mittel­
punkte Linien nach denselben gezogen; es soll dasjenige 
Stück der Fläche des Vielecks, welches zwischen diesen 
Linien und einem Theile des Umfanges enthalten ist, in 
ein Dreieck verwandelt werden.

Anleitung zur Auflösung. Man ziehe aus dem Mit- 
telpunkte nach den Winkelspitzen/ die zwischen den gedach­
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ten Linien liegen/ Hülföltnien, so ist das ganze Stück in 
Dreiecke getheilt/ die zwar ungleiche Grundlinien, aber 
gleiche Höhen haben. Diese Dreiecke aber können leicht 
nach (V.9.) in ein einziges Dreieck vereinigt werden.

Auch dieses ist an einer Figur deutlich zu machen; und wört­
lich auszudrückett/ wie groß die Grundlinie und Höhe des 
Dreiecks sei/ welches dem Stücke -eö Vielecks gleich ist.

Anhang zum zehnten Abschnitt.
Geometrische Zeichnung des regelmäßigen Fünfecks.

§. 1. Aufgabe.

Eine Linie so zu theilen, daß das Quadrat des 
einen Theiles, einem Rechteck gleich ist, welches die 
ganze Linie zur Grundlinie, und den anderen Theil zur 

Höhe hat.
Auflösung. ES ist (Fig. 109.) die Linie ^8 gegeben; man 

soll den Punkt 8 finden, der die Linie so theilt, daß 88---- 
8-4 X -48.

Man verlängere zu dem Ende die gegebene Linie ^8 um 
ihre eigene Länge bis 6, beschreibe über >46 einen Halb­
kreis, und errichte in 8 den Radius 8 V winkelrecht. Von 
V ziehe man darauf eine Linie 1)8 nach der Mitte der Ver­
längerung 8 6, und beschreibe mit dieser Linie aus 8 einen 
Kreis, -er die gegebene Linie -48 in 8 trifft; so ist 1? der 
gesuchte Punkt, und 88- ^8/4 x-48.

Beweis. Da die Linie 88 bei 8 getheilt ist, so ist 88---- 
88- -t- 88- -4- 2 ^88 X 88), (V. Anh. 12.) das 
Rechteck 88 x 88 wird aber verdoppelt, wenn eine Seite 
desselben verdoppelt wird (V. 9.); also da 8/4 -- 86 --- 
2 88; so ist 2 s88 x 88) -- ^8 X 88, daher 88---- 
88- -4- 88- -4- -48 x 88.
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Da ferner 88 -- 8V, so ist auch 88- -- 8V- -- V8--1- 
88- — ^8- -i- 88-. Stellen wir nun die beiden glei­
chen Werthe von 88- zusammen/so erhalten wir 88--»- 
88- -«- ^8 X 88 — ^8 - -^- 88^ Nehmen wir zu 
beiden Seiten 88- hinweg; so bleibt Gleiches/ nämlich 
k8- -l- ä8 x 8k — /X8-. ES läßt sich aber ^8- nach 
(V. 9.) in die beiden Rechtecke 8/^ X ^8 und ^8 X 8k 
zerlegen; setzet man diese für ^8-, so erhält man 88--i- 
^8 X 8k — 8-^ X ^k ^8 X 8k/ und wenn_ man 
nun zu beiden Seiten >V8 X 88 hinwegnimmt: 88- — 
8-^ X ^8/ was erwiesen werden sollte.

§.2. A u fgab e.
Ein gleichschenkliges Dreieck zu zeichnen, in welchem 

der Winkel an der Spitze halb so groß ist, wie der 
Winkel an der Grundlinie.

Auflösung. Man theile nach dem vorhergehenden Paragra­
phen eine Linie ^8 (Fig. 110.) bei 6 so/ daß ^6- — 
^8 X 8 6, und errichte über der. Grundlinie ^6 ein 
gleichschenkliges Dreieck ^V6, dessen Schenkel der ganzen 
Linie ^8 gleich ist; so erfüllt dies die Bedingungen der 
Aufgabe/ und der Winkel ^06 -- z^6v.

Beweis. Man schneide von der Spitze 0 auf dem Schenkel 
v^ ein Stück V8 ab, welches der Grundlinie ^6 gleich 
ist, lege durch die Punkte v, k, 6, einen Kreis (VI. 15.), 
und ziehe k6; so läßt sich beweisen/ daß eine Tang»nte 
dieses Kreises ist. ' Da nämlich ^0 — ^8/ und 8V -- /X6, 
so ist auch ^8 --- 68. Folglich/ da ^8- --- -^8 x 86, 
so ist auch ^6- — V/V x ^8, mithin ^6 eine Tangente 
(VII. Anh. Z.). Da nun 86 eine Sehne ist/ so ist der Win­
kel ^68 — 61)8 (VII. 8.). ES ist ferner der Winkel 
ä86 — 86V -i- 608 (II. 10.)/ und da 6V8 -- ^68, 
so ist ^86 -- 86V -i- 86^ -- ä6v. Nun ist Winkel 
/^6V — 6/^v, mithin ^86 — 6/^8, woraus folgt/ daß 
auch 86 — 6^ (III. 9.). Dann ist aber auch 86 — 8v 
und das Dreieck 68V gleichschenklig/ und Winkel 86V -- 
8V6; da aber auch der Winkel 86/V --- 8V6, so ist der
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Winkel der aus 80V und 80 besieht — 2>VVO; 
mithin der Winkel ^0 0 --- ^Ov; was erwiesen wer­
den sollte.

§.3. Lehrsatz.
Wenn man den Halbmesser eines Kreises so theilt, 

daß das Huadrat des einen Theiles so groß ist, wie ein 
Rechteck, welches den ganzen Halbmesser zur Grundlinie, 
und den andern Theil zur H<be hat; so ist die Seite 
des Quadrates zugleich die Seite des regulären Zehn- 
ecks, welches sich in den Kreis einschreiben läßt. Und 
wenn man dieselbe mit einem Radius unter einem rech­
ten Winkel zusammenstellt, so ist die Hypotenuse dieses 
rechten Winkels der Seite des regelmäßigen Fünfecks 

gleich.
Beweis. Es ist (Fig. 111.) ein Kreis mit dem Mittelpunkt 

8 gegeben, und der Halbmesser desselben, ^8, (nach Anh. 1.) in 
8 so getheilt, daß 88- — 8^ x ^8. In 8 ist der Halb­
messer 80 winkelrecht errichtet, und die Hypotenuse 1)8 
gezogen. Es ist nun zu beweisen s) daß 88 die Seite des 
Zehneckö; K) daß 8V die Seite des Fünfecks ist.

Um (») zu beweisen, lege man von aus eine Sehne ^O in 
den Kreis, die so groß ist wie 88, und ziehe 08; so ist 
Las Dreieck ^08 nach dem vorigen §. ein solches gleich­
schenkliges Dreieck, in welchem der Winkel an der Spitze 
^V8O halb so groß ist, wie ein Winkel an der Grundlinie. 
Da aber alle drei Winkel eines Dreiecks zwei rechte betra­
gen, so muß ^80 der fünfte Theil von 2 rechten, mit­
hin der zehnte Theil von ä rechten sein. Der Bogen ^O 
ist daher als Maaß dieses Winkels der zehnte Theil des 
Kreisumfanges (IX. 12.), folglich auch ^O die Seite des 
Zehnecks (X. 3.), da aber ^O — 88, so ist 88 der 
Seite des Zehneckö gleich.

Um (I») zu beweisen, fälle man aus O auf ^8 die winkel- 
reckte Linie Ov, welche man bis zur Peripherie in I ver­
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längere; so ist, da 8^ auf der Sehne OI Winkelrecht steht, 
sowohl OH — ttl, als auch der Bogen O-^ --- (vi. 11.), 
folglich ist der Bogen OI der fünfte Theil der Kreislinie, 
da Oä der zehnte Theil ist, und mithin OI die Seite des 
regelmäßigen Fünfecks. Es wird also nur noch zu bewei­
sen sein, daß OI --- kv.

Man ziehe noch die Linie kO; so ist aus dem vorigen §. deut­
lich, daß kO — k8 --- O^, also ^Ok ein gleichschenkli­
ges Dreieck ist. Dies wird durch das Loth Oll in zwei 
congruente Dreiecke getheilt (VI. 1z.), woraus folgt, daß 

--- 11b. Nun ist OH- --- o-^- — äN- (V. 15.); 
und da 012 --- /t 011-; so ist auch Ol----/t6^- — 
ä ^11-. Da aber ^k --- 2 ^11 also ^k- --- 4 ^11-, 
und da ferner ^O — k8, also ^O- -- k8"; so ist auch 
01- -- 4 k8- —

Da nun k8- — 8^ X ^k, und das Rechteck 8^ x ^k 
sich zerlegen läßt in 8k x k-^ -^k- (V. 9.), so ist
k8- — 8k x k-^ -1- ^k-.

Der obige Werth von OI- läßt sich also auch so angeben: 
OI- — k8- -j- k8- -4- 8k x kä -k ^k-

8k X ^k -4- ^k- — -^k-;
das ist:

OI- -- k8- -I- k8- -1- ^k- -4- 2 ^8k x k-h).
Da aber die Linie ^8 aus den beiden Stücken ^k und k8 
besteht; so ist ^8- --- k8- -1- ^k- -4- 2 ^8k x k^^> 
(V. Anh. 12.), mithin OI- — k8 - -4- -V8-. Es ist aber 
X8 --- 80 also ^8- -- 8V-; folglich 01- --- k8- -4- 
8V- — kl)-; Mithin auch 01 — kv, was zu beweis 
sen war.

§.4. Zusatz.

Da nach dem vorhergehenden §. ein Zehneck geome­
trisch gezeichnet werden kann, so ist es auch möglich geo­
metrisch ein Funfzehneck zu zeichnen. Denn, wenn 
man von einem Bogen, der den sechsten Theil der Pe­
ripherie beträgt, und nach (IX. 7.) geometrisch gefun­
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den werden kann, einen anderen Bogen abschneidet, der 
den zehnten Theil der Peripherie betragt; so bleibt ein 
Unterschied, der, wie leicht zu berechnen ist, dem fünf­
zehnten Theile des Kreisumfanges gleich ist. Die Sehne 
zu diesem Bogen ist dann die Seite des regelmäßigen 

Funfzehnecks.
Man vergleiche übrigens Hiebei (IX. 9.).

Elfter Abschnitt.
Darstellung der Lehre von Verhältnissen und 

Proportionen in näherer Beziehung 
auf Geometrie.

Don Verhältnissen.

§. I. Erklärung.
Man betrachtet das Verhältniß zweier gleichar­

tigen Größen, und L, wenn man den Werth von L 
durch eine, Zahl verstellt, wozu entweder selbst, oder 
ein genauer Theil von die Einheit ist. Einen solchen 
Theil, der zur Ausmessung von L gebraucht werden soll, 
wollen wir einen Maaßtheil nennen.

Daß das Verhältniß von zu L betrachtet wer­
den solle, deutet man durch das Zeichen : L an, und 
liefet dieses kurz zu L. heißt das Vorderglied, 
L das Hinterglied des Verhältnisses.

Ein Verhältniß nmkehren, heißt Vorderglied und 
Hinterglied vertauschen.

Fischer'S eb. Geom. I
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Um den so wichtigen Begriff -es Verhältnisses möglichst an­
schaulich zu machen^ wende man ihn an

2. auf ein einfaches Ltnienverhältniß/ was sich durch ein Paar 
ganze Zahlen ausdrücken laßt. Zu dem Ende zeichne man 
eine beliebige Linie und theile diese in eine willkühr- 
liche Anzahl von (5/ 7, 12/ oder wieviel man sonst will/) 
Theilen. Aus einer anderen größeren oder kleineren belie­
bigen Anzahl solcher Theile setze man dann eine zweite Linie 
L zusammen. Dann schreibe man wörtlich das so -ar- 
gesteüte Verhältniß nieder/ h. man schreibe: die Linie 
verhält sich so zu -er Linie L, -aß der so und so vielte 
Theil von ^/ so und so viel mal genommen werden muß/ 
um die Linie L zusammenzusetzen.

b. Dann betrachte man das umgekehrte Verhältniß k und 
überlege/ ob dieses wohl mit L einerlei sei. Man wird 
dieses leicht beurtheile«/ wenn man den Sinn des umge­
kehrten Verhältnisses in eben der Form, wie bei dem gera­
den Verhältniß/ auSzusprechen sucht.

Anmerkung. Die Benennungen Vorder- und Hinterglied be­
ziehen sich nicht bloß auf die Stelle/ wo sie siehe»/ sondern 
eö ist ein Unterschied in ihren Begriffen; denn das Vorder- 
glied wir- allemal als eine bekannte Größe betrachtet/ 
-urch welche die Größe des Hintergliedes bestimmt und aus­
gemessen werden soll.

An sich wäre es freilich willkührlich/ ob man der Maaßgröße 
oder -er zu messenden Größe den ersten Platz geben wollte. 
Aber es ist wenigstens nöthig/ sich hierin an eine bestimmte 
Ordnung zu gewöhnen/ weil sonst leicht Undeutlichkeit und 
Verwirrung in den Begriffen entsteht. In diesem Lehrbuche 
ist durchgängig dieselbe Ordnung beobachtet. In den meisten 
Lehrbüchern werden diese Begriffe nicht scharf genug be­
stimmt und gesondert.

§.2. Lehrsatz.

Jedes Verhältniß kann durch zwei ganze Zahlen 
vorgestellt werden, und zwar so, daß das Vorderglied 
in jedem Falle genau, das Hinterglied aber entweder
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auch genau durch eine Zahl ausgedrückt wird, oder auch 
mit einem Fehler, der aber so klein gemacht werden 
kann, als man will^

Beweis. Der Satz folgt eigentlich unmittelbar aüs der Er­
klärung; denn Hat man zwei Linien und 8 vor sich, und 
man findet, daß der mte Theil von «mal genommen/ 
genau 8 mißt, so ist klar, daß sich die Linie 8 genau/ 
wie die Zahlen m verhalten.

Fände sich aber kein Theil von durch welchen 8 genau ge­
messen würde, es sei nun, daß es keinen solchen Theil giebt/ 
oder daß man ihn nur nicht kennt; so ist klar, daß, wemt 
man dennoch 6 mit dem mten Theile von mißt, detz 
letzte Rest, der sich nicht mehr messen läßt, kleiner sei, als 
der messende Theil. Da man nun aber in Gedanken 
in beliebig viele Theile theilen, und also Einen solches 
Theil so klein machen kann, wie man will, so ist klar, daß 
man auch den nicht meßbaren Rest von 8 kleiner machen 
könne, als iede gegebene Größe. Wenn also in m Theile 
getheilt gedacht wird, und man annimmt, daß auf k solcher 
ganzen Theile » gehen; so drückt die Zahl m zwar den 
Werth von genau aus, aber n drückt die Größe von 8 
mit einem Fehler aus, der kleiner ist, als der mte Theil 
von Ist dieser Theil nun so klein, daß ein Rest, der 
noch kleiner ist, aus der Acht gelassen werden darf; so kann 
man allerdings sagen, daß das Verhältniß 8 durch das 
Verhältniß zweier ganzen Zahlen m n auögedrückt sei.

Die einzige Hiebei zu machende Arbeit sei die Auflösung fol­
gender Aufgabe:

Zwei beliebige gerade Linien und 8 zu zeichne" , und ihr 
Verhältniß durch zwei ganze Zahlen so zu bestimmen, daß 
der Fehler der zweiten Zahl kleiner sei, als der sechzehnte 
Theil von .4.

Anmerkung. Man wird leicht bemerken, daß, wenn hier von 
theilen und messen geredet wird, nicht die Rede sei von Ar­
beiten der Hand und des Auges, sondern des Verstandes. 
Auge und Hand kommen mit dem Theilen und Messen bald 

I 2
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zu Ende/ und eü erfodert schon eigene künstliche Vorrich­
tungen/ wenn man nur die Länge eines Zolles genau in 
hundert Theile theilen will. (Man sehe die Beschreibung 
-es verjüngten Maaßstabes in dem Anhänge des folgenden 
Abschnitts.) Daher ist es auch nicht leicht/ eine kleine Linie 
auf dem Papier so genau zu messen/ daß man gewiß sein 
könnte/ um kein ganzes Hundertel eines Zolles gefehlt zu 
haben. Aber der Verstand findet im Theilen und Messen 
keine Gränzen; daher dürfen auch die mathematischen Sätze 
nicht auf das beschränkt sein/ was die Sinne zu leisten im 
Stande sind.

§.3. Zusatz.

Jedes Verhältniß L kann auf unendlich viele 
Arten, genau oder mit einem beliebig kleinen Fehler, 
durch zwei Zahlen vorgestellt werden. Hat man aber 
nur einen Theil von welcher L genau mißt, so 
kann man das Verhältniß L auch auf unendlich 
viele Arten genau darstellen.

Das erste ist unmittelbar klar. Denn da man in so viele 
Theile, wie man will/ theilen kan»/ so ist klar/ daß bei je­
der veränderten Theilung von ^/ auch L durch eine andere 
Zahl ausgedrückt werden wird.

Ist aber ein gewisser Theil von bekannt, z. B. der vierte/ 
welcher 8 genau mißt, so fällt in die Augen, daß auch -ie 
Hälfte, das Drittel, das Viertel, das Fünftel re., kurz jeder 
genaue Theil des Maaßtheiles das Hinterglied 8 genau 
messen werde.

Um dieses anschaulich zu machen, sollen zwei Linien und 8 
gezeichnet werden, die sich wie ein Paar kleine ganze Zah­
len verhalten (z. B. wie 4 5). Dann soll gezeigt wer­
den, durch was für Zahlen dasselbe Verhältniß auügedrückt 
werde, wenn man 4, ? re. des angewendeten Maaß-
theileS zur Ausmessung von 8 gebraucht.
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§. Zusatz und Erklärung.
Wenn ein Verhältniß durch Zahlen ausgedrückt ist, 

v so stellt der Quotient des Hintergliedes, durch das Vor- 
derglied den verhältnißmäßigen Werth vor, welchen das 

Hinterglied erhält, wenn man das Vorderglied zur Ein­
heit annimmt.

Dieser Quotient ist daher das eigentliche Maaß 
eines Verhältnisses; und die Gleichheit oder Ungleichheit 
desselben bei mehreren Verhältnissen zeigt an, ob die 
Verhältnisse gleich oder ungleich sind. Daher nennt man 
diesen Quotienten den Anzeiger (auch Index oder Ex­
ponent) des' Verhältnisses.

2. Die Richtigkeit deck Zusatzes ist aus -en ersten Begriffen der 
Division klar. Denn soll in dem Verhältniß 8 das 
Hinterglied durch eine Zahl ausgedrückt werden, deren Ein­
heit das Vorderglied ist, so fallt in die Augen, daß man 
wissen will, wie oft in 8 enthalten sei.

Dieser Schluß soll im Heft auf ein bestimmtes Zahlenverhält- 
niß (z. B. 2ä Gr. LZä Er.), oder auf ein ähnliches ange­
wendet werden.

b. Da nach (§. t.) das Verhältniß nichts anderes ist, als die 
Betrachtung der verhältnißmäßigen Größe von 8 gegen 
so ist klar, daß zwei Verhältnisse gleich oder ungleich sein 
werden, je nachdem diese Quotienten oder Anzeiger gleich 
oder ungleich sind.

Auch dieses ist auf einige Zahlenverhältnisse anzuwenden.

§. ö. Zusatz.

Die drei Größen: Vorderglied, Hinterglied und An­
zeiger, stehen in einer solchen Verbindung unter einan­
der, daß durch zwei derselben die dritte bestimmt ist, 
und gefunden werden kann.
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Wenn das Vorderglied eines Verhältnisses s, das Hinterglied 
b, und der Anzeiger c ist, so hat man unmittelbar aus 
(8- 4.) c — Hier ist also der Anzeiger das Gesuchte, 
Wäre aber 2 »der b das Gesuchte/ so sind die ersten Be­
griffe der Division hinreichend/ die Regel der Rechnung zu 
finden/ und durch eine Formel auszudrüchen; was auszu- 
führen ist.

§.6. Zusätze.

Folgende Sätze die sich unmittelbar aus dem vorher­
gehenden ergeben, sind als Grundsätze für die ganze Lehre 
pon Verhältnissen und Proportionen zu betrachten.

a. Zwischen jeden zwei gleichartigen Größen findet 
ein Verhältniß statt. Eine ganz bestimmte Vorstellung 
von einem solchen Verhältniß hat man aber erst dann, 
wenn es durch ein Zahlenverhältniß ausgedrückt ist.

s>. Zwei Verhältnisse : L und O : O können gleich 

sein, anch wenn das eine Größen von anderer Art ent­
hält, als das andere, (z. B. das eine Gewicht, das 

andere Geld). Sie sind aber gleich, wenn entweder 
beide durch dasselbe Zahlenverhältniß rn - n ansgedrückt 
Werden (§. 2.), oder wenn die Anzeiger beider gleich 

sind (§. 4.).
e. Gleiche Verhältnisse können (wie alle gleichen 

Größen) jederzeit eines statt des andern gesetzt werden. 
Denn eigentlich besteht das Wesen des Verhältnisses im­
mer nur in dem Zahlenwerthe seiner Glieder, nicht in 

der besonderen Art der Größen, die es enthält. (Das 
Verhältniß 3 : 4 bleibt immer dasselbe, man mag zu 
den Zahlen die Benennungen, Pfunde, Ellen, Stunden, 
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oder was man sonst will, setzen.) Daher gilt auch bei 
Verhältnissen, wie bei allen Größen die Regel: Wenn 
zwei einem Dritten gleich sind, so sind sie auch unter 

sich gleich.
6. Wenn in zwei gleichen Verhältnissen L und 

0 v die Vorderglieder und 6 gleich sind, so sind 
auch die Hinterglieder L und v gleich; und umgekehrt.

e. Wenn zwei Verhältnisse gleich sind, so sind auch 
ihre umgekehrten Verhältnisse gleich.

Es wird hinreichend sein, die Sätze 0) und (d) durch ein 
Paar einfache Beispiele zu erläutern. Bei 0) ist der Grund 
anzugeben, der in (§. ä.) liegt.

§.7. Lehrsatz.
Wenn zwei Verhältnisse gleich sind, und gleichar­

tige Größen enthalten, so hat der Unterschied ihrer Vor­
der- und Hinterglieder das nämliche Verhältniß.

Anleitung zum Beweise. Man zeichne ein Paar Linien, 
und gebe ihnen ein beliebiges Verhältniß zweier (kleinen) 
ganzen Zeilen.

Man zeichne ein zweites Paar Linken, und gebe ihnen dasselbe 
Verhältniß; nur daß der Maaßtheil bei diesen größer oder 
kleiner sei, als bei dem ersten Paar.

Mau zeichne endlich noch ein drittes Paar Linien von dem- 
selben Verhältniß; nur mache man den Maaßtheil für die­
ses Verhältniß, dem Unterschiede der Maaßtheile gleich, 
die man bei dem ersten und zweiten Paar gebraucht hat.

Auf diese Art hat man sechs Linien gezeichnet, und nun wird 
man leicht deutlich machen können, daß die fünfte dem 
Unterschiede der ersten und dritten, die sechste dem Un­
terschiede der zweiten und vierten gleich sei.

Der Beweis ist allgemein gültig, weil nach (§. 2.) jedes Ver­
hältniß durch zwei ganze Zahlen vorgestellt werden kann.
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Anmerkung. Der Hauptschluß des Beweises beruht auf 
dem bekannten Grundsatz der Subtraktion, daß es einerlei 
ist, ob man zwei Größen, eine von der anderen ganz, oder 
stückweise abnimmt.

§.8. Lehrsatz.
Wenn zwei oder mehr Verhältnisse gleich sind, und lau­

ter gleichartige Größen enthalten, so hat die Summe ihrer 
Vorder- und Hinterglieder das nämliche Verhältniß.

Anleitung zum Beweise. Matt zeichne zwei, drei oder 
vier Paar Linien, und gebe ihnen, wie im vorigen §., ei­
nerlei Zahlenverhältniß.

Darauf zeichne man noch ein Paar, gebe den Linien wieder 
dasselbe Verhältniß; nur nehme man zum Maaßtheil, die 
Summe von den Maaßtheilen der vorhergehenden Verhält­
nisse; so wird man leicht beweisen können, daß das Vor- 
dergkred dieses Verhältnisses die Summe der Vorderglieder 
aller vorhergehenden Verhältnisse, und das Hinterglied die 
Summe aller vorhergehenden Hinterglieder sei.

Anmerkung. Der Hauptschluß beruht auf dem Grundsätze der 
Addition, daß man dieselbe Summe erhält, man mag zwei 
oder mehrere Größen ganz oder stückweise zusammenfügen.

§. s. Zusatz.
Aus der Verbindung von (§. 7.) und (§. 8.) folgt, 

daß bei zwei gleichen Verhältnissen gleichartiger Größen 
die Summe der Vorderglieder zur Summe der Hinter­
glieder eben das Verhältniß habe, wie der Unterschied 
der Vorderglieder zum Unterschiede der Hinterglieder.

Der Satz ist auf ein Paar gleiche Zahlenverhältnisse anzu- 
wenden.

§. 10. Z usa tz.
Die Gleichvielfachen zweier Größen haben dasselbe 

Verhältniß wie die Grüßen selbst.
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Der Beweis ergiebt sich aus (§. 8.); wenn man erst zwei, 
dann drei/ dann vier rc. Verhältnisse betrachtet/ die nicht 
nur gleich, sondern auch mit denselben Zahlen oder Buch­
staben geschrieben/ also identisch (d. h. vollkommen einer­
lei) sind.

§.11. Zusatz.
Folglich haben die gleichvielten Theile zweier 

Größen auch eben dasselbe Verhältniß wie die ganzen 
Größen.

Man sieht leicht/ wie dieses aus dem vorhergehenden §. 
durch eine bloße Umtauschung von Worten folgt. Denn 
hat man von einer Größe ein Vielfaches gemacht/ so darf 
man jederzeit das Vielfache ein Ganzes nennen, und dann 
wird daö/ was vorher die einfache Größe hieß, ein gewisser 
Theil des Ganzen.

L. Von Proportionen.

12. Erklärung.
Die Verbindung zweier gleichen Verhältnisse durch 

das Gleichheitszeichen nennt man eine. Proportion. Man 
bezeichnet sie daher auf folgende Art:

: L -- 6 - v
und liest dieses kurz: zu L, wie 0 zu v.

Sind in einer Proportion die beiden mittleren Glie­
der gleich, also z. B. so nennt man
solche eine stälige (continuirliche) Proportion. Eine 
solche besteht also nur aus drei verschiedenen Größen L, 

und man sagt, die zweite Größe L sei das mitt­
lere Proportionalglied zwischen und 0.

Es kann nach allem Vorhergehenden nicht schwer sein, zur Er­
läuterung dieser Erklärungen ein Paar gleiche Zahlenver- 
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hältnisse aufzufinden, zu zeigen, daß sie gleich sind (§. 6.), 
und sie dann in eine Proportion zusammenzustellen.

Auch wird es so schwierig nickt sein, ein Beispiel einer stätigen 
Zahlenproportion zu erfinden; wenn gleich zur Auffindung 
nach einer bestimmten Regel noch keine Aufgabe dagewe- 
scn ist.

Wählt man nämlich zum ersten Verhältnisse ein solches, worin 
der Anzeiger (§. 4.) eine ganze Zahl ist, so wird man leicht 
-as zweite Verhältniß so bestimmen können, daß die mitt­
leren Glieder gleich werden.

§.13. Z u sa tz.
Obgleich die Größen des zweiten Verhältnisses von 

anderer Art sein können, als die des ersten (§. 6. d.); 
so darf man dennoch jederzeit die vier Größen einer 
Proportion als gleichartig betrachten, weil das 
Wesen des Verhältnisses und der Proportion nicht so­
wohl in der besonderen Beschaffenheit der Größen, als 
in dem Zahlenwerthe liegt, den sie gegen einander ha­
ben (§. 6. o.).

Zur Erläuterung bilde man eine Zahlenproportion von vier 
verschiedenen Zahlen, gebe den beiden ersten die Benen­
nung Pfund, und den beiden letzten die Benennung Ellen, 
und überlege nun, ob in dem Wesen der Verhältnisse oder 
der Proportion, die allergeringste Veränderung vorgehen 
würde, wenn man diese Benennungen wieder wegstriche.

Eine Proportion sei also auf beliebige Art in Buchstaben oder 
Zahlen geschrieben, so ist man jederzeit berechtigt, die vier 
Glieder als gleichartige Größen, nämlich als «»benannte 
Zahlen, oder, wenn sie in Buchstaben ausgedrüekt ist, diese 
als unbestimmte Zeichen für solche Zahlen anzusehn.

14. Zusatz.
Ob vier Größen D, 6, v eine richtige Pro­

portion bilden, ist nach (§. 6. K.) zu beurtheilen.
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Die hieraus folgenden Regeln det Beurtheilung find wört­
lich auszudrücten/ und durch Beispiele zu erläutern,

§. 15. L e h r sa H.

In jeder Zahlen Proportion ist das Pro­
dukt der äußeren Glieder dem Produkte der 
mittleren gleich.

Anleitung zum Beweise.
». Angenommen/ daß die vier Größen 8, 6, v/ durch 

Zahlen ausgedrückt/ eine richtige Proportion bilde«/ näm­
lich 8 — 6 I)/ so bilde man nach (§. 5.) die Anzei­
ger beider Verhältnisse/ und setze sie nach (§. 6. K.) gleich. 
Multiplicirt man nun beide Quotienten durch das Produkt 
ihrer Divisoren/ so ergiebt sich die Richtigkeit des Lehr­
satzes.

b. Da per Lehrsatz von Zahlenproportionen handelt, so ist noch 
zu überlegen/ ob/ und unter welchen Bedingungen er auf 
alle Proportionen anwendbar sei/ auch wenn die Glieder 
derselben Linie»/ Flächen/ Winkel oder überhaupt Größen 
einer besonderen Art sind? Die Antwort darguf ergiebt 
sich aus (§. 15.).

§.16. Aufgabe.

Es sind die drei ersten Glieder einer Proportion ge­
geben; man soll das vierte durch Rechnung finden.

Anleitung zur Auflösung und zum Beweise. Wenn 
man die drei gegebenen ersten Glieder 8, 6/ und das 
vierte gesuchte x nennt/ so heißt die zu betrachtende Pro­
portion 8 — 6 x. Wendet man auf diese den Lehr­
satz (§. 15.) an/ sp ergiebt sich sehr leicht die Auflösung/ 
welche als unmittelbare Folgerung aus einem bewiesenen 
Lehrsätze keines besonderen Beweises bedarf.

Die Regel ist übrigens a) durch eine Bnchstabenformel und 
l>) in Worten auezudrücken.
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§. 17. Aufgabe.
Es sind die äußeren Glieder einer ftätigen Propor­

tion gegeben; man soll das mittlere Proportionalglied 

finden.
Anleitung zur Auflösung. Die gegebenen Glieder seien 

und L, das gesuchte x; so ist die Proportion x -- 
x 8. Wendet man hierauf den Lehrsatz (§. 15.) an, so 
sieht man leicht/ daß durch Auüziehung einer Quadratwurzel 
die Größe von x gefunden werden kann.

Die Regel ist übrigens wie bei dem vorigen Satze 2) durch 
eine Buchstabenformel und K) in Worten auszudrücken.

18. Zusa tz.
In jeder Proportion darf man die beiden Ver­

hältnisse vertauschen.
Dieses folgt unmittelbar aus der Erklärung der Proportion, 

und ist nur durch ein Beispiel zu erläutern.

tz. 19. Zusatz.

In jeder Proportion darf man beide Verhält­
nisse umkehren.

Der Sinn ist durch ein Beispiel zu erläutern, und -er Grund 
auS (§. 6. c.) hinzuzufügen.

Auch ist noch die Frage zu beantworten, ob man nach den 
(§. 18. und 19.) angegebenen Veränderungen sagen könne, 
-aß man noch dieselbe Proportion vor sich habe?

§.20. L eh rsa ß.
In jeder Proportion kann man, in so fern die 

vier Größen als gleichartig betrachtet werden (§. 1Z.), 
die beiden mittleren Glieder vertauschen.

Anleitung zum Beweise. Man zeichne vier Linien, ä, 
8, 6, I)/ theile und 0 in gleichviel Theile, und trage 
eben so viele Theile der auf 8, als Theile der L auf v, 
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so hat man eine richtige Proportion in der Ordnung : 8 -- 
C O/ weil sowohl 8 als 6 O dasselbe Zahlenverhält- 
mß (§. 6. c.) haben. Es ist nun zu beweisen, -aß auch 

c -- 8 o.
Aus (tz. io.) läßt sich zeigen, daß sich sowohl die erste zur 

dritten, als auch die zweite zur vierten, wie ein Maaßtheil 
-eö ersten Verhältnisses zu einem Maaßtheile des zweiten 
Verhältnisses verhalte; woraus die zu erweisende Proportion 
nach (§. 6. c.) folgt.

§.21. Lehrsatz.
Vier Größen, welche eine Proportion bilden, las­

sen sich in acht verschiedene Ordnungen proportional 

stellen.
Anleitung zum Beweise. Wenn die gegebene Proportion 

L — 6 O heißt/ so giebt es
s. zwei Ordnungen, in welchen 0 das letzte Glied ift, die 

eine ift die gegebene selbst, die andre erhält man durch An­
wendung von (§. 20.).

b. Ferner giebt eö zwei Ordnungen, in welchen 6 das letzte 
Glied ift, die erste erhält man durch Anwendung von (§. 19.) 
auf die gegebene Proportion, d.ie zweite erhält man, wenn 
man auf diese abgeleitete (§. 20.) anwendet.

c. Ferner giebt es zwei Ordnungen, in welchen 8 das letzte 
Glied ist. Die erste erhält man, wenn man auf die gege­
bene Proportion (§. 18.) anwendet. Aus der so abgeleite­
ten ergiebt sich die andere nach (§. 20.).

6. Endlich giebt eö zwei Ordnungen, in denen ä das letzte 
Glied ist. Die erste erhält man, wenn man auf die gege­
bene, zuerst (§. 18. und i9.) anwendet, und die zweite er­
giebt sich wieder aus der abgeleiteten nach (§. 20.).

Diese acht Stellungen sind nun an einer Buchstaben-Propor­
tion wirklich auszuführen, und jedesmal ist wörtlich anzuge- 
ben, nach welchen Sätzen jede Proportion gebildet ist.

Auch ist hiebe! die Frage zu beantworten, ob diese acht Um­
stellungen sämmtlich verschiedene Proportionen, oder ob 
sie nur sämmtlich richtige Proportionen sind?
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§.22. Lehrsatz.
In jeder Proportion verhalt sich das erste oder das 

zweite Glied znr Summe des ersten und zweiten Glie­
des, wie (beziehungsweise) das dritte oder vierte Glied 
zur Summe des dritten und vierten.

Wir wollen den Beweis dieses Satzes vollständig ausführen.
Nach diesem Muster wird es nicht schwer sein, auch die Be­
weise der folgenden §. §. auszuarbciten.

Beweis. Es sei L — 6 l), so ist zu beweisen, i) daß 
2^ -I- k -- c c -I- 0; 2) daßL. -1- L — v: c -k-1).

Nach (Z. 20.) ist -V 6 --- L l). Hieraus folgt nach (§. 8.):
-t- L L v; desgleichen L O L 

c -t- D.
Aus der ersten dieser beiden Proportionen folgt wieder nach

(§. 20.): -V -t- li — d 6 I),
welches die erste zu erweisende Propottion war.

Aus der zweiten folgt ebenfalls nach (§. 20.): 
i! 6 r) r), 

welches die zweite zu erweisende Proportion war.

§. 23. Lehrsatz.

In jeder Proportion verhalt sich das erste oder das 
zweite Glied zum Unterschiede des ersten und zwei­
ten, wie (beziehungsweise) das dritte oder vierte Glied 
zum Unterschiede des dritten und vierten.

Der Beweis ist dem vorhergehenden vollkommen ähnlich, nur
-aß statt (§. 8.) hier (§. 7.) in Betrachtung zu ziehen ist.

§.24. Lehrsatz.
In jeder Proportion verhalt sich die Summe des 

ersten und zweiten Gliedes zu dem Unterschiede der­
selben Glieder, wie die Summe des dritten und vier­
ten Gliedes, zum Unterschiede derselben Glieder.
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Auch dieser Beweis kann auf ganz ähnliche Art, wie bei den 
beiden vorhergehenden 8. §. geführt werden, nur kommt 
hier (§. 9.) statt (8. 7. und s.) in Betrachtung,

§. 25. Zusatz e.
Es ist leicht einzusehen, daß man durch Verbindung 

von (§.21, 22, 2Z. und 24.) aus jeder Proportion 
eine Menge anderer ableiten könne.

Wieviel Proportionen erhält man wohl, wenn man auf eine 
gegebene Proportion erst von (§. 22, 23. und 24.) und dann 
auf alle vorliegenden (mit Einschluß -er gegebenen) von 
(§.2i.) Anwendung macht?

Im Hauptheft ist es genug, diese Fragen bestimmt zu beant­
worten. Im Übungeheft aber sind aus einer Buchstaben­
proportion, wirklich alle diese Proportionen abzuleiten.

Anmerkung, Eigentlich kann aus einer einzigen Proportion 
eine Unendlichkeit von anderen richtigen Proportionen abge­
leitet werden. Denn theils kann man (§. 22. bis 24.) wie­
derholt auf jede abgeleitete Proportion anwenden, theils 
kann man nach (§. io. und 11.) noch andere Veränderun­
gen mit einer Proportion vornehmen. Man kann nämlich 
unbeschadet der Richtigkeit das erste und zweite Glied, des­
gleichen das dritte und vierte mit einer und derselben Zahl 
multipliciren oder dividiren. Ja, aus (§. 20.) wird man 
leicht schließen, daß man eben so auch das erste und dritte, 
desgleichen das zweite und vierte Glied mit einer und der­
selben Zahl multipliciren oder dividiren könne. Durch An­
wendung aller dieser Sätze ist es möglich, anö feder Zah­
len-Proportion jede andere beliebige abzuleiten.

Zu einer nützlichen Übung in der Anwendung der vorgetrage^ 
nen Sätze wähle man sich im Übungsheft zwei ganz belie­
bige Zahlen - Proportionen (z. B. 6 17 — 18 51 und 
15 9 — 5 3) und versuche nun durch dergleichen Ab­
änderungen die eine in die andere zu verwandeln. Möglich 
ist die Verwandlung jederzeit; man muß aber siechen mit 
der möglichst geringen Anzahl von Abänderungen fertig 
zu werden.
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c. Zusammensetzung der Proportionen.

§.26. Erklärung.
Zwei Verhältnisse werden zusammenge­

setzt, wenn man sowohl ihre Vorderglieder, als auch 
ihre Hinterglieder mit einander multiplicirt.

Und zwei Proportionen werden zusammen­
gesetzt, wenn man sowohl ihre vorangehenden, als auch 
ihre nachfolgenden Verhältnisse zusammensetzt.

Beideö ist auf beliebige Zahlenbeispiele anzuwenden.

§.27. Lehrsatz.
Der Anzeiger eines zusammengesetzten Verhältnisses 

ist das Product aus den Anzeigern der einfachen Ver­
hältnisse.

Anleitung zum Beweise. Das Dorderglied des eine» 
Verhältnisses sei », sein Anzeiger i», das Dorderglied des 
zweiten Verhältnisses sei b, der Anzeiger so kann man 
die Hinterglieder beider Verhältnisse nach (§. 5.) ausdrücken. 
Setzt man dann beide Verhältnisse zusammen, und bestimmt 
nach (§. 5.) den Anzeiger des zusammengesetzten, so fällt 
die Richtigkeit des Satzes in die Augen.

Daß der Satz auch auf drei, vier und mehr Verhältnisse an­
wendbar ist, sieht man leicht ein.

§.28. Lehrsatz.
Wenn man zwei Proportionen zusammensetzt, so bil­

den die vier Producte wieder eine richtige Proportion 
und der Anzeiger derselben ist das Product von den 
Anzeigern der gegebenen Proportionen.

Der Satz folgt unmittelbar aus (§.27.) und ist bloß durch 
Anwendung auf ein Zahlenbeispiel zu erläutern.
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Auch sieht man leicht ein, daß auf dieselbe Art drei/ vier und 
mehr Proportionen zusammengesetzt werden können.

§.29. Lehrsatz.

Wenn eine ganz beliebige Folge von mehreren gleich­
artigen Größen vorliegt, und es ist das Verhältniß je­
der zwei auf einander folgenden in Zahlen gegeben, so 
ist das Verhältniß von jeden zwei Gliedern, die nicht 
unmittelbar auf einander folgen, aus den dazwischen­
liegenden Verhältnissen zusammengesetzt.

Anleitung zum Beweise. Wenn L, 6, v, L eine 
ganz beliebige Folge gleichartiger Größen ist, und es ver­
hält sich L — m n; L L — zr 6 I) — r . s; 
I) L --- 1 v; wo m, n, p, 1, r, 8, 1, V Zahlen sind; 
so ist zu beweisen, daß z. B. das Verhältniß L aus den 
Verhältnissen m »; I 1 v zusammengesetzt sei.

Um den Beweis zu führen, schreibe man die Proportionen
L — m n

6 c — x 1
6 O — I L
D L t V

unter einander. Setzt man dann diese Proportionen nach 
(8. 26.) zusammen, so wird man leicht wahrnehmen, daß 
sich die beiden ersten Glieder durch LLV dividiren lassen, 
wodurch in dem vorangehenden Verhältniß bloß L in 
dem nachfolgenden aber das zusammengesetzte aus nr n; 
x r s; und t V übrig bleibt.

Wie der Satz auf jede zwei anderen Größen aus der Folge ä, 
L, 6, I), L (z.B. auf das Verhältniß L v) anzuwen- 
Len sei, bedarf wohl keiner Erläuterung.

Fifcher'S eb. Eeom. K
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Anhang zum elften Abschnitt.
Von inkommensurablen Größen und 

irrationalen Zahlen.

1. Erklärung.

Zwei Größen und L heißen commensurabel, 
wenn es irgend einen genauen Theil der einen giebt, 
durch welchen auch die andere genau gemessen werden 
kann.

Sie heißen incom mensurabel, wenn kein ge­
nauer Theil der einen die andere genau mißt.

§.2, Zusa tz.
Der Begriff der Incommensurabilität ist ein Wech­

selbegriff d. h. wenn L gegen commensurabel oder in­
kommensurabel ist, so ist auch gegen L von drrsel, 
ben Beschaffenheit.

Wenn sie commensurabel sind/ so fällt die Richtigkeit des 
Satzes ganz unmittelbar in die Augen. Wenn aber S durch 
keinen Theil von gemessen wird/ so kann auch /V durch 
keinen Theil von L gemessen werden/ sonst wären beide 
commensurabel.

§. 3. Lehrsatz.

Es ist möglich, daß zwei gleichartige Größen ein 
inkommensurables Verhältniß haben.

Beweis. Aus den ersten Begriffen der Arithmethik ist be­
kannt/ daß jede Größe als eine Einheit/ und jeder genaue
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Theil derselben als ein Bruch vorgeftellt werden könne, 
dessen Zähler i, und dessen Nenner eine ganze Zahl ist, 
(als z, § u.s.w., und, wenn n eine ganze Zahl be­
deutet, -^-).

Ist nun n irgend eine beliebige noch so große ganze Zahl, so 
laßt sich ohne Schwierigkeit beweisen, daß es zwei Linien 
48 und 6k (Fig. il2.) (oder zwei andere Größen) geben 
könne, deren Verhältniß so beschaffen ist, daß die eine 61? 
weder durch von 48, noch durch irgend einen andern 
genauen Theil von 48, Dessen Nenner kleiner als n 
ist, gemessen werden kann.

Au dem Ende sei 6V irgend ein genaues Vielfaches von-^- 48. 
Fetzt stelle man sich vor, daß 43 auch in n — 1, n — 2, 
v — Z rc. Theile bis zu 2 und 1 Theil herab getheilt wor­
den, und daß jeder solcher Theil auf 60 von 6 aus so oft, 
als es angeht, sei getragen worden, daß man aber bei je­
dem Theile höchstens bis v, bei keinem über I) hinaus ge­
schritten sei; so ist klar, daß unter 0 eine Menge Theil­
punkte liegen werden, nämlich von solchen Theilen, durch 
welche sich 61) nicht genau messen ließ. Irgend einer die­
ser Thcilpunkte muß der nächste bei 1) sein. Dieser sei 8. 
Da I? mit v nicht zusammenfällt, so ist zwischen ihnen noch 
eins Ausdehnung 8V. Innerhalb dieser nehme man ir­
gendwo den Punkt 8, so ist augenscheinlich, daß 68 eine 
Länge ist, die weder durch 1, noch durch Z, iv rc. bis 

von 48 gemessen wird.
Diese Schlüsse bleiben aber gültig, wie groß man auch n an- 

nehme. Da nun der Verstand in der Vergrößerung von n 
durchaus keine Gränzen kennt, so kann man auch n unend­
lich groß denken, und dann ist klar, daß kein einziger end­
licher genauer Theil von 48 die 68 messen werde, d. h.> 
48 und 68 werden incommensurabel sein.

§.4. Anmerkung.
Man sieht leicht ein, daß, wenn im vorigen §. 

von Theilungen der geredet wird, nicht von solchen 
Theilungen die Rede sein könne, die vermittelst der Hand

K 2



148 Elfter Abschnitt.

und des Auges verrichtet werden; sondern bloß von sol­
chen, die in der Vorstellung vorgenommen werden. 
Incommensurabilität ist daher keine solche Eigenschaft 
der Größen, welche dem Auge sichtbar, oder der Hand 
fühlbar gemacht werden könnte. Sie ist eine Idee, 
die nur dem Verstände begreiflich, aber nicht den äuße­
ren Sinnen anschaulich ist. Für diese giebt es nichts 
incommensurables, da schon der tausendste Theil eines 
Zolles kaum noch als ein Punkt dem Auge wahrnehm­
bar ist; obgleich daraus nicht geschlossen werden darf, 
daß die Länge eines Zolles an sich nicht in noch viel 
mehr Theile theilbar sei, und von einem absolut voll­
kommenen Auge bis ins Unendliche getheilt werden 
könnte. Die Vernunft des Menschen reicht weit über 
die Gränzen hinaus, in welche die Beschränktheit unse­
rer körperlichen Sinne eingeschlossen ist.

§.5. Erklärung.
Wenn man von zwei incommensurablen Größen, 

und L, die eine, zur Einheit annimmt, so nennt man 
die Zahl, wodurch die andere, L, aus dieser Einheit aus­
gedrückt werden soll, eine irrationale Zahl.

Eine solche Zahl kann nie genau dargestellt wer­
den, doch kann der Fehler derselben kleiner gemacht 
werden, als jede gegebene Größe.

Daö deutlichste Beispiel irrationaler Zahlen geben die Qua­
dratwurzeln aus unvollkommenen Quadratzahlen, oder über- 
Haupt die Wurzeln jeder Ordnung aus unvollständigen Po­
tenzzahlen.

Irrationale Zahlen verwechsle man nicht mit solchen Quotien­
ten, welche in Dectmalbrüchen niemals ohne Fehler auöge-
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-rückt werden können. So ist z.B 4 — o,7iä28L 7iä28L.......  
Aber diejenige Größe/ welche durch diese Zahl vorgestellt 
werden soll, (4) ist gegen die Einheit vollkommen com- 
mensurabel/ und daher ihr Auedruck in Gestalt eines ge­
meinen Bruches rational. Nur in Decimaltheilen der 
Einheit läßt sich der Werth nicht ohne Fehler ausdrücken; 
aber wohl auf vielerlei Art in anderen genauen Theilen 
der Einheit (z. B. in 7teln, läteln, 2isteln u. s. f.). Ist 
hingegen eiti auszudrückender Werth gegen die Einheit in­
kommensurabel/ so läßt er sich weder durch Decimal­
theile/ noch durch irgend eine andere Art von ge­
nauen Theilen der Einheit ohne Fehler auödrücken.

Es ist daher wenigstens nicht genau gesprochen/ wenn biswei­
len auch solche nicht zu Ende laufende Quotienten Irratio­
nal-Zahlen genannt werden. Allenfalls könnte man sie re­
lative oder bedingte Irrational-Zahlen nennen/ näm­
lich bezüglich auf, oder bedingt durch bloße Decimalth'eile 
-er Einheit.

Zwölfter Abschnitt.
Von der Ähnlichkeit der Figuren.

Einige vorbereitende Sätze.

Lehrsatz.
Wenn man auf einen Schenkel irgend eines Win­

kels, von der Spitze aus, gleiche Theile von beliebiger 
Größe aufträgt, und dann aus allen Theilpunkten bis 

an den anderen Schenkel, Parallelen in beliebiger Rich­
tung zieht; c>) so schneiden diese auch auf dem anderen 
Schenkel Theile ab, die unter sich gleich sind; K) die 
Parallelen wachsen von der Spitze aus wie die natür­
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lichen Zahlen 1, 2, Z, 4. u. s. w.; e) jede zwei dieser 
Parallelen verhalten sich wie die Abschnitte der Schen­
kel von der Spitze bis an die Parallelen.

Man nehme an, daß auf dem Schenkel des Winkels 
(Fig. 11Z.) die Theilers, 86, 6V, VL, Lr gleich­
gemacht, sonst von beliebiger Größe sind; ferner, daß die 
Linien 8b, 6c, V6, Le, kt bis zum anderen Schenkel 
unter sich parallel gezogen sind; so ist zu beweisen, a) rc. 
(Hier sind die drei Punkte des Lehrsatzes bestimmt auf die 
Figur anzuwendeu.) Man ziehe nun durch irgend einen 
Theilpunkt des einen Schenkels, z. B. durch 6 eine Pa­
rallele 6 6 mit dem anderen Schenkel bis zur nächsten Pa­
rallele 1)6, so entsteht ein Dreieck 66V, dessen Congruenz 
mit ^8b, sich aus (III- 7.) beweisen läßt.

Da dieses richtig ist, zwischen welchen Theilpunkten man auch 
das Dreieck gezeichnet habe, die Linie 66 aber nach (IV. 7.) 
der Linie cü gleich ist, so sieht man leicht, wie der Beweis 
von (s) auszuführen ist.

Um (b) zu beweisen, bemerke man zuerst, daß nach dem Vor­
hergehenden 06 — 8b. Denkt man sich nun anch durch 
8/ 0 und L solche Linien wie 66, so hat der Beweis 
keine Schwierigkeit.

Um (c) zu beweisen, ist nichts nöthig, als daß man zuerst das 
Verhältniß zweier beliebigen Schenkelabschnitte z. B.
oder ^v und dann das Verhältniß der zugehörigen 
Parallelen vü kk in Zahlen auödrücke.

§.2. Aufg a b e.
Eine gegebene Linie geometrisch in eine vorgeschrie­

bene Anzahl gleicher Theile zu theilen.
Anfang der Auflösung. Gesetzt es sollte (Fig. 11Z.) 

in fünf gleiche Theile getheilt werden, so ziehe man 
unter einem beliebigen (am besten spitzigen) Winkel, und 
trage auf diesen Schenkel fünf gleiche Längen ^8, 86 re. 
von beliebiger Größe, so fallt in die Augen, wie die Zeich­
nung weiter fortzusetzen sei.
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Anmerkung. Obgleich diese rein geometrische Auflösung völ­
lig allgemein ist/ so sieht man doch leicht ein/ daß sie in 
praktischer Hinsicht keine große Genauigkeit verspricht. Geht 
man nämlich alle Theile der Arbeit/ von der Ziehung der 
Linie -Vk an, durch/ und überlegt/ wie viele kleine Fehler 
wegen Unvollkommenheit der Werkzeuge/ der Hand und 
des Auges/ auch selbst bei Anwendung aller Aufmerksam­
keit/ unvermeidlich sind/ so begreift man/ daß die Theile 

Lc rc. leicht ziemlich ungleich ausfallen können. Für 
einen praktischen Zweck hat daher die unmittelbar mechani­
sche Theilung (H. 6.) den Vorzug der Genauigkeit. Doch 
kann die geometrische Theilung auch praktisch yühlich wer­
den dadurch/ daß sie Ideen zu mechanischen Vorrichtungen/ 
genaue Theilungen zu machen/ an die Hand geben kann/ 
wie wir in dem Anhänge zu diesem Abschnitte wenigstens 
an Einem Beispiele zeigen werden. Geometrische Auflö­
sungen/ auch wenn sie gar keinen praktischen Nutzen hätten/ 
sind dennoch nothwendig/ damit in der Wissenschaft keine 
Lücke bleibe.

z. 3. L ehrsa tz.
Wenn man zwischen den Schenkeln irgend eines 

Winkels in beliebiger Richtung zwei Parallelen zieht, 
so entstehen zwei Dreiecke, a) deren Winkel einzeln ver­
glichen gleich sind, und lr) deren gleichliegende Seiten 
einerlei Verhältniß haben.

Beweis. Wenn zwischen den Schenkeln des Winkels 
(Fig. die Linien 86, VL parallel gezogen sind, so 
entstehen die beiden Dreiecke ^86 und und eö ist zu 
beweisen, a) daß rc. (Hier sind beide Theile -es Satzes 
bestimmt auf die Figur anzuwenden.)

Der Beweis von (s) beruht auf (I. 2Z.) und hat nicht die 
geringste Schwierigkeit.

Den Beweis von (l») zu führen, theile man ^8 in beliebig 
viele, am bequemsten (der Decimalrechnung wegen) in zehn 
gleiche Theile. Träfe nun OL genau auf einen der Theil- 
punkte, so würde unmittelbar aus (§. i.) folgen, daß die 
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drei Verhältnisse ^8 äv, ^8 ^8, 88 08 gleich 
wären. Trifft aber 1)8 auf keinen Theilpunkt/ wie in der 
Figur, wo D zwischen dem 6ten und 7ten Theilvunkte liegt, 
so kann der Beweis auf folgende Art geführt werden. Wenn 
nämlich die drei Hinterglieder der kurz vorher angeführten 
Verhältnisse durch Zahlen ausgedrückt werden sollten, wozu 
iedeS Vorderglied die Einheit wäre, so läßt sich zeigen, daß 
diese Zahlen, Ziffer für Ziffer, gleich sein würden. So ent­
hält in der Figur sechs Zehntel (o, 6) von ^8 nebst 
einem Rest, der kleiner ist als ^^8. Zieht man ferner die 
Linien 86, III parallel mit 08 durch die beiden dem 
Punkte I) nächsten Theilpunkte II und 8/ desgleichen durch 
O die Linie OK parallel mit ^8, so ist klar, daß auch 

sechs Zehntel (o, 6) von ^6 enthalte, nebst einem 
Reste, der kleiner als ^^6 ist. Eben so leicht überzeugt 
man sich, daß V8 1)8 88) sechs Zehntel von 8 8
nebst einem Reste, der kleiner ist als ^8 8, enthalte. Aus 
Betrachtung des kleinen Dreiecks 681 aber ergiebt sich 
durch ähnliche Schlüsse, daß die Linien ^D, ^8 und 0 8 
auch gleich viel Hundertel, Tausendtel, Zehntausendtel :c. 
ihrer Einheit enthalten würden. Woraus folgt, daß sie 
gegen die Vorderglieder ihrer Verhältnisse gleiche relative 
Größe haben, und daß folglich diese Verhältnisse selbst gleich 
sind (XI. 1 und 4.).

§. L. Zusatz.
Wenn man (XI. 23.) desgleichen (XI. 6. c.) auf 

die Proportion anwendet, so
ergeben sich mehrere Proportionen, von welchen besonders 
diejenigen zu merken sind, welche sich nicht bloß durch 
die Ordnung der Glieder (XI. 21.) unterscheiden.

Diese Proportionen sind aufzuschreiben.

§.5. Zusatz.
Eine unmittelbare Folge aus (§. 3. und 4.) ist die 

Aufgabe: Eine gegebene Linie, einer anderen gegebenen, 
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und in zwei beliebige Stücke getheilten proportional zu 
theilen.

Die Auflösung ist nach dem Vertrage des Lehrers auüzuar- 
beiten.

§.6. Zusatz.
Desgleichen die Aufgabe: Zu drei gegebenen Linien 

die vierte Proportionale zu finden.
2. Auch diese Aufgabe ist nach dem Vertrage des Lehrers auS- 

zuarbeiten; wobei die Abänderungen, die bei der Auflösung 
statt finden, zu bemerken find.

K. Hier ist ferner noch die Frage zu beantworten, ob es zu 
drei gegebenen Gliedern zwei an Größe verschiedene 
proportionale Glieder geben könne. Die Antwort beruht 
auf (lll. 23. n. 3.).

§- 7. Z u sa tz.
Wenn auf zwei Schenkeln eines Winkels propor­

tionale Stücke, (wie (Fig. 114.) 
abgeschnitten find, und man verbindet die Endpunkte der 
ersten, und dritten Linie (durch LO), und die der zwei­
ten und vierten (durch VL), so find diese verbindenden 
Linien (Z6 und parallel.

Der Beweis beruhet auf einem leichten indirekten Schlüsse. 
Denn wären die Linien KL und VL nicht parallel, so 
könnte man doch durch 0 eine Parallele mit LO ziehen, 
und dann hätte man, wie leicht einzusehen, zu den drei 
ersten Gliedern der Proportion, zwei verschiedene vierte 
Glieder; was nach (§. 6. K.) nicht möglich ist.

Von der Ähnlichkeit der Dreiecke. 
§.8. Erklärung.

Zwei Dreiecke nennt man ähnlich, wenn alle Win­
kel des einen, einzeln verglichen, den Winkeln des an­
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deren gleich sind, und wenn jede zwei gleichliegende (d. h. 
gleichen Winkeln gegenüberliegende) Seiten beider Dreiecke 
einerlei Verhältniß gegen einander haben.

In (§.Z.) ist ohne das Wort ähnlich zu gebrauchen/ schon die 
Ähnlichkeit der beiden Dreiecke und (Fjg. 11H.) 
erwiesen worden. Es soll hier der erklärte Begriff auf zwei 
dergleichen Dreiecke angewendet/ und alle Winkel/ die gleich 
sind/ so wie alle gleichen Verhältnisse einzeln aufgeführt 
werden.

Wie lautet übrigens der 3te §., wenn man von dem Begriffe 
-er Ähnlichkeit Gebrauch macht?

Können zwei congruente Dreiecke-auch ähnlich genannt werden?

9. Lehrsatz.
Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn nur zwei 

Winkel des einen, einzeln zweien Winkeln des 
andern gleich sind.

Anleitung zum Beweise. In den beiden Dreiecken ^80 
(Fig. 113.) und VLk (Fig. 116.), sei Winkel 8^6 -- 808 
und Winkel ^08 — 1)88, so ist zu beweisen, daß die 
Dreiecke ähnlich sind; d. h. eö ist zu beweisen, daß re. 
(Hier ist nach (§. 8.) alles ausdrücklich und einzeln auszu- 
sprechen/ was der Begriff der Ähnlichkeit fodert.)

Um den Beweis zu führen, mache man ^6 — vk und ziehe 
6II parallel mit 86, so läßt sich aus (HI- 7.) beweisen, 
daß die Dreiecke und 1)88 congruent sind. Da aber 
-ie Dreiecke ^6II und ^68 nach (§- 3.) und (§. 8.) ähn­
lich sind / so sind auch V88 und ^68 ähnlich.

Anmerkung. Dieser Lehrsatz ist der wichtigste für die Lehre 
von der Ähnlichkeit der Dreiecke, und daher wohl zu merken.

§.10. Z U s a H.
Wenn zwei Dreiecke einem dritten ähnlich sind, so 

sind sie auch unter sich ähnlich.
Dieses folgert man sehr leicht aus Betrachtung -er Winkel.



Von der Ähnlichkeit der Figuren, 155

§.11. L e h n s a tz.
Wepn man auf den beiden Schenkeln eines entwe­

der u) spitzigen, oder k) stumpfen Winkels in zwei 
beliebigen Punkten Winkelrechte Linien errichtet, und diese 
verlängert, bis sie sich durchschneiden, so sind von den 
bei dem Durchschnittspunkt entstandene vier Winkeln im 

ersten Falle die spitzigen, im anderen Falle die stum­
pfen dem gegebenen Winkel gleich.

Anleitung zum Beweise. In (Fig. 117. und 118.) sind 
in den Punkten v und L auf die Schenkel des Winkels 

die Lothe VO und LI1 errichtet, die sich in r schnei­
den. ES ist zu beweisen s) daß in (Fig. 117.) ---

b) daß in (Fig. 118.) der Winkel vkll —
». In (Fig. 117.) ergiebt sich der Beweis sehr leicht aus 

-er Betrachtung -er rechtwinkligen Dreiecke ^VI und IL^ 
(II. IZ.).

b. In (Fig. 11S.) folgt er aus der Betrachtung des Vierecks 
Lkl)^, welches bei L und I) rechte Winkel hat nach 
(IV. 3.) und (I. lä.).

§.12. Lehrsatz.
Wkyn man auf den drei Seiten ssines gegebenen 

Dreiecks oder deren Verlängerungen in beliebigen Punk­

ten Winkelrechte Linien errichtet, so ist das zwischen den 
Verlängerungen der Lothe liegende Dreieck, dem gegebe­
nen ähnlich.

Anleitung z. Beweise. Auf den Seiten des Dreiecks
(Fig. 119.) ist auf der Punkt I), auf ^6 der Punkt 

auf der Verlängerung von L6 der Punkt k beliebig ge­
wählt; in diesen Punkten sind die Lothe Da, La und 
errichtet, deren Verlängerungen das Dreieck skc bilden.

Der Beweis, -aß -ie Dreiecke und »Kc ähnlich sind,, 
ergiebt sich sehr leicht aus dem vorigen §., wenn man die
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Winkel bei und s, bei 8 und 8, bei 0 und c vergleicht 
und damit (§. 9.) verbindet.

Z. 13. Lehrsatz.
Wenn zwei Seiten eines Dreiecks einzeln gegen 

zwei Seiten eines andern Dreiecks einerlei Verhältniß 
haben, die Winkel aber, welche von diesen Seiten in 
beiden Dreiecken eingeschlossen werden, gleich sind, so 
sind die Dreiecke ähnlich.

Anleitung zum Beweise. In den Dreiecken ^80, VLI? 
(Fig. 115. und 116.), sind die Verhältnisse 48 VLmnd 
40 vk, desgleichen die Winkel 84 0, LV8 gleich; eS 
soll bewiesen werden, daß die Dreiecke ähnlich sind; d. h., 
es ist zu beweisen, daß rc.

Für den Beweis mache man 40 — 411 VL, und
ziehe Oll, so sind 1) die Dreiecke VLk und 4IlO nach 
(III. 6.) kongruent, 2) ist IlO mit 80 nach (§. 7. dieses 
Abschnittes) parallel, woraus alles übrige auf ähnliche Art, 
wie in (§. 10.) abgeleitet werden kann.

§.14. Lehrsatz.

Wenn alle drei Seiten eines Dreiecks einzeln gegen 
die dre Seiten eines anderen einerlei Verhältniß haben, 
so sind die Dreiecke ähnlich.

Anleitung zum Beweise. In den Dreiecken 480, VLk 
(Fig. 115. und 116.) seien die drei Verhältnisse 48 08, 
4 0 08 und 80 88 gleich; es soll bewiesen werden, 
daß die Dreiecke ähnlich sind; d. h / es ist zu beweisen, 
daß rc.

Zur Führung -es Beweises muß man, wie im vorigen §411 
--- 08 und 40 — V8 machen und HO ziehen, dann sind 
die Sätze anzuwenden, aus welchen 1) der Paralleliömus 
von HO und 8 0, 2) die Ähnlichkeit -er Dreiecke 430, 
4110 folgt; 3) aus dieser Ähnlichkeit folgt die Proportion 
40 40 — 80 110. Vergleicht man diese Proportion 
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mit den Voraussetzungen/ so folgt daraus Lk — und 
dann erst kann die Congruenz der Dreiecke DLk und ^130 
nach (III. /t.) bewiesen werde«/ woraus dann auch die Ähn­
lichkeit von und DLk folgt.

§.4 5. Lehrsatz.
Wenn in zwei Dreiecken das Verhältniß zweier ein­

zelner Seiten gegen zwei einzelne Seiten des anderen 
und überdies die Gegenwinkel der größeren proportio­
nalen Seiten gleich sind, so sind die Dreiecke ähnlich.

Anleitung zum Beweise. In (Fig. HL. und 116.) seien 
die Verhältnisse VL und vk' gleich/ und die 
beiden letztgenannten Seiten seien größer als die ersten) fer­
ner seien noch die Gegenwinkel dieser Seiten, also 
und VLk gleich; so muß bewiesen werden, daß die Dreiecke 
ähnlich sind; d. h., es ist zu beweisen, daß rc.

Zum Beweise mache man wie vorher ^11 — I)L, und 
— vk, und ziehe HO, so ist erweislich, i) daß HO und 
80 parallel, 2) daß die Dreiecke ^80 und ^116 ähnlich, 
3) daß die Winkel ^110 und DLk gleich; endlich, daß 
die Dreiecke und 088 kongruent sind (IH. 13.); 
woraus dann der Beweis alles dessen, was erwiesen wer­
den soll, ohne Schwierigkeit gefolgert werden kann.

§. 16. Anmerkung.
Kann aus der Gleichheit der Verhältnisse zweier ein­

zelner Seiten Und des Gegenwinkels der kleineren Seite 
die Ähnlichkeit zweier Dreiecke sicher gefolgert werden?

Die Frage beantwortet sich aus (III. 15.).

§. 17. Anmerkung.
Die vier Lehrsätze von der Ähnlichkeit der Dreiecke 

haben einen leicht zu begreifenden Zusammenhang mit 
den Lehrsätzen von der Congruenz.
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Es ist zu zeigen, mit welchem Lehrsätze von der Congruenz 
(Abschn. III.) jeder Lehrsatz von der Ähnlichkeit Zusammen­
hänge.

§.18. Zusa tz.

Da in zwei rechtwinkligen Dreiecken die Gleich- 
heit eines Winkels schon durch den Begriff eines solchen 
Dreiecks feststeht, so kann der Beweis von der Ähnlich­

keit zweier solcher Dreiecke noch auf einfachere Voraus­
setzungen, als bei schiefwinkligen Dreiecken, zurückgeführt 
werden.

Es soll daher hier gezeigt werden, wie in Beziehung auf 
rechtwinklige Dreiecke auözudrücken sei 1) der 9te, 2) der 
I3te, 3) der i5te §. Auch ist der Grund anzugeben, war­
um hier der iä. §. ausgelassen worden.

19. Aufgabe.
Über einer gegebenen Linie ein Dreieck zu zeichnen, 

das einem gegebenen ähnlich ist, und zwar so, daß die 

Linie gleichliegend wird mit einer bestimmten Seite des 

Dreiecks.
Anleitung zur Auflösung. In (Fig. 116.) sei Dk' die 

gegebene Linie. Über derselben soll ein Dreieck gezeichnet 
werden, ähnlich dem Dreieck (Fig. 11.5.), und zwar 
so, daß vk und gleichliegende Seiten werden.

Die Zeichnung selbst kann auf mehr als eine Art gemacht 
werden, je nachdem man (§. 9.) oder (§. 13.) oder (§. iä) 
oder (§. 13.) in Betrachtung zieht.

Die einfachste Auflösung ergiebt sich aus (ß. 9.), diese ist da­
her vollständig auözuführen.

Doch soll auch angegeben werden, wie die Auflösung zu machen 
wäre, wenn man nach einem der übrigen Lehrsätze verfahren 
wollte. Daß man dabei die im 6ten §. enthaltene Aufgabe 
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wieder zu Hülfe nehmen müsse/ bedarf wohl keiner Er­
wähnung.

Im ttbungsheft sind alle Abänderungen der Auflösung durch- 
zuarbeiten.

c. Ähnlichkeit mehrseitiger Figuren.

§. 20. Erklärung.
Zwei mehrseitige Figuren heißen ähnlich, wenn sie' 

aus ähnlichen Dreiecken auf einerlei Art zusammenge­
setzt sind.

Diese Erklärung soll auf zwei bestimmte Figuren angewendet 
werden. ES soll z, B. an den beiden Figuren 
(Fig. 120.)/ und »Kelle (Fig. 121.) gezeigt werden, welche 
Dreiecke ähnlich, und auf welche Art sie zusammengesetzt 
sein müssen, wenn beide Figuren ähnlich sein sollen.

§.21. Lehrsatz.
In zwei ähnlichen Figuren sind a) alle Winkel der 

einen einzeln und nach der Reihe einander gleich, und 
K) jede zwei gleichliegende Seiten in beiden haben ei­
nerlei Verhältniß.

Beides läßt sich aus den vorher vorgetragenen Sätzen von 
der Ähnlichkeit der Dreiecke mit Rücksicht auf die Erklä­
rung (§. 20.) ohne Schwierigkeit beweisen.

§.22. L e h rsa tz.
Auch umgekehrt sind zwei Figuren ähnlich, wenn 

u) alle ihre Winkel einzeln, und. nach der Reihe einan­
der gleich sind, und d) alle in Ansehung der Winkel 
gleichliegenden Seiten beider einerlei Verhältniß haben.

Es läßt sich nämlich ohne Schwierigkeit zeigen, daß sie sich 
unter diesen Voraussetzungen in lauter ähnliche und auf 



160 Zwölfter Abschnitt.

gleiche Weise zusammengesetzte Dreiecke gemäß -er Erklä­
rung (§. 20.) zerlegen lassen.

§.23. Aufgabe.
Es ist eine mehrseitige Figur gegeben. Man soll 

eine ihr ähnliche über einer gegebenen Linie zeichnen, 
und zwar so, daß diese Linie gleichliegend wird mit ei­
ner bestimmten Seite der Figur.

Anleitung zur Auflösung. Die Abzeichnung ähnlicher 
Figuren kann auf sehr mannigfaltige Art geschehen. Die 
gewöhnlichste, und in der Theorie einfachste, besteht darin, 
-aß man die gegebene Figur auf irgend eine Art in Dreiecke 
theilt, diese nach (§. 19.) ähnlich abzeichnet, und die ab­
gezeichneten auf die nämliche Art, wie in der gegebenen Fi­
gur, mit einander verbindet. Daß aber dies Verfahren un­
zählige Abänderungen zulasse, ist klar, theils daraus, weil 
schon die Abzeichnung eines einzelnen Dreiecks nach (§. 19.) 
auf mehr als eine Art gemacht werden kann, theils aber, 
und noch mehr deswegen, weil die Zerlegung der gegebenen 
Figur in Dreiecke sehr viele Abänderungen zuläßt, worüber 
(VIII. 9. und 10.) zu vergleichen sind. Wir wollen uns be­
schränken, zwei Auflösungen näher anzudeuten.

Erste Auflösung. Es sei (Fig. 120.) die gege­
bene Figur. Über der Linie sb (Fig. 121.) soll eine ähn­
liche Figur so gezeichnet werden, daß und ^8 gleiche 
Lage erhalten.

Aus einem Endpunkte -er Linie ^8 ziehe man eine Diagonale 
88 so, daß dadurch von der Figur ein Dreieck ^88 ab­
geschnitten wird. Dann zeichne man nach (,§. 19.) das 
Dreieck ab« ähnlich dem Dreieck ^88, und so, -aß sk 
und ^8 gleichliegend werden.

Ferner ziehe man aus einem Endpunkte der 88 eine zweite 
Diagonale 88 wieder so, -aß dadurch ein Dreieck 886 
abgeschnitten wird. Dann zeichne man über l>e ein ähnliches 
Dreieck, so daß l»e und 88 gleichliegend werden.

Auf diese Art fahre man fort, bis die ganze Figur in Dreiecke 
zerlegt ist, und alle diese ähnlich abgezeichnet sind.
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Der Beweis von der Ähnlichkeit zweier solcher Figuren er­
giebt sich unmittelbar aus der Erklärung (§.20.).

Zweite Auflösung. Wenn es verstattet ist, die verlangte 
Figur auf die gegebene zu zeichnen/ so erhält man folgende 
bequeme ZeichnuugSart.

In (Fig. 122.) sei ^26VL die verlangte Figur. Man 
wähle innerhalb derselben einen beliebigen Punkt k, und 
ziehe von da die Linien 1'^/ k"L, 16 re. nach allen 
Winkelspitzen.

Soll nun in der zu zeichnenden Figur die mit >12 gleichlie­
gende Seite eine vorgeschriebene Lange bekommen/ so trage 
man diese Länge auf Wir nehmen an/ daß >16 diese 
Lange sei. Durch 6 ziehe man 6 b parallel mit >1k, und 
durch l> die ba parallel mit k>1, so ist 6s ein Paralle­
logramm/ also >16 — »b. Hierauf ziehe man b« mit 26/ 

mit 6V parallel u. s. w./ so ist abcäe die verlangte 
Figur.

Der Beweis/ daß äL6l)L und sbc6e ähnlich sind/ beruht 
auf (§. 20.) in Verbindung mit (§. 3.).

Anmerkung. Es finden bei der letzten Auflösung wiederman- 
cherlei Abänderungen statt. Man kann den Punkt r in ei­
ner Seite der Figur, in einer Winkelspitze/ ja selbst außer 
der Figur annehmen. Es ist dem Anfänger zn empfehle»/ 
daß er überlege/ wie in jedem dieser Fälle die Zeichnung 
sich abandere, und im ttbungsheft dergleichen Abänderungen 
ausführe.

Wäre sbc6« die gegebene Figur, und die Länge der 
Seite, welche mit ab gleichliegend werden soll, so sind nur 
die aus k gezogenen Linien zu verlängern. Die Vollendung 
derZeichnung von >1L6VL ist dann der vorigen ganz 
ähnlich.

§.24. Anmerkung.
Für die praktische Geometrie (besonders die Feld- 

meßkunst) ist die vorige Aufgabe sehr wichtig. Denn 

wenn im Großen die Seiten, Diagonalen oder Winkel 
einer Figur, so weit ausgemessen sind, daß dadurch die 

Fischer'S eb. Geom. L
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Figur vollkommen bestimmt ist, so muß diese Figur ver­
kleinert auf das Papier gebracht werden, d. h. man muß 
auf dem Papier eine ähnliche Figur zeichnen. Selbst je­
der Grundriß oder Aufriß oder Durchschnitt eines Ge­
bäudes ist im Grunde nichts als die Zeichnung einer 

ähnlichen Figur.
Das gewöhnlichste Verfahren Hiebei ist folgendes. Die Linien 

und Winkel der großen Figur sind durch Zahlen gegeben, 
nämlich die Linien in Ruthen, Fußen und Zollen, die Winkel 
in Graden und Minuten. Zuerst muß man dann mit sich 
eifrig sein über die Größe der verkleinerten Zeichnung. Sie 
hängt ab von dem Umfange des Blattes, auf welches die 
Zeichnung kommen soll. Ist diese Größe bestimmt, so zeich­
net man einen Maaßftab (II. 6.), auf welchem man der 
Haupteinheit des gebrauchten Langenmaaßeü (Ruthe, Fuß,) 
die ebengedachte Größe giebt. Eine der äußersten Haupt- 
einheiten theilt man dann gemäß dem gebrauchten Maaße. 
Wäre z. B. die Haupteinheit die Ruthe, und wäre diese 
bei der Messung im Großen zwölfth eilig getheilt gewe­
sen, so müßte man auch auf dem Maaßstabe eine der äußer­
sten Haupteinheiten in zwölf Theile theilen, welche alsdann 
verkleinerte (oder verjüngte) Fuße vorsteüen würden.

Die Ausführung der Zeichnung selbst kann dann nach einer der 
Zeichnungöarten geschehen, die oben (VIII. §. 8. bis 11.) 
bei der Zeichnung congruenter Figuren beschrieben worden, 
indem man alle Linien nach dem verkleinerten Maaßstabe^ 
alle Winkel aber in unveränderter Größe nach dem Trans­
porteur aufträgt.

Der Beweis von der Ähnlichkeit der so gezeichneten Figur mit 
ihrem Urbilde beruht darauf, daß man alle Linien vermit­
telst des Maaßftabes in einerlei Verhältniß verkleinert, daher 
proportional, alle Winkel aber gleich gemacht hat. Die be­
sondere Ausführung des Beweises hat also in keinem Falle 
Schwierigkeit.
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§.25. Lehrsatz.
Die Perimeter zweier ähnlichen Figuren verhalten 

sich gegen einander wie zwei gleichliegende Seiten oder 
Diagonalen.

Anleitung zum Beweise. Man nehme wieder an, daß 
die beiden Fünfecke (Fig. 120. und 121.) XLLDL und 
sbcöe ähnlich sind, so ist zu beweisen/ -aß XL -k- se -I- 

-1- DL -l- sl» -j- d c Oll -j- «le «L ---
^8 sl, oder auch ---88 ke.

Man schreibe die Verhältnisse der gleichliegenden Seiten 
XL ab, ve kc rc./ die vermöge des Begriffes der Ähn­
lichkeit gleich sind/ unter einander, so ist -er Beweis nichts 
als eine einfache Anwendung eines oben (XI. 3.) erwiese­
nen Satzes.

Erster Anhang zum zwölften Abschnitt.
Von dem v e r j ü n g t e n M a a ß st a b e.

§. 1. Vorerinnerung.
Der sogenannte verjüngte Maaßstab, den man in 

jedem vollständigen Reißzeuge findet, ist eine so nützliche 
Geräthschaft für kleine Messungen auf dem Papier, daß 

er keinem, der sich mit Mathematik beschäftigt, unbekannt 
fein darf. Er besteht in einer einfachen Vorrichtung, 
vermittelst deren man sehr kleine Theile, z. B. Hunder­
tel eineö Zolles, noch mit Sicherheit unterscheiden und 
messen, und noch kleinere Theile, z. B. Tausendtel, 
schätzen kann. Er leistet also für die Linienmessung 
eben das, was der Nonius (Anh. zu Abschn. IX.) für 
die Bogen- und Winkelmessung leistet.

r 2
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2. Zeichnung des verjüngten Maaß­

stabes, um einen Zoll oder eine andere 
beliebige Einheit in hundert Theile 

zu theilen.

4. Auf eine' gerade Linie (Fig. 123.) trage man 
so viele Zolle (oder sonstige Hauptemheiten), als man 
für gut findet. In errichte man lothrecht, und 
gebe ihr eine beliebige Länge (eine schickliche Länge ist 
^0 — ^v)z dann vollende man das Rechteck 
und errichte In allen Theilpunkten der Linie ^6 Winkel­
rechte Linien Da, Ik', HO rc.

Diese Limeu wolleu wir künftig, der Kürze wegen, 
schlechthin die Winkelrechten Linien nennen.

2. Sodann'theile man ^.6, so genau wie möglich, 
in zehn gleiche Theile, und ziehe durch alle Theilpunkte 
parallele Linien mit H.L.

Diese Linien sollen in der Folge schlechthin die Pa­

rallelen heißen.
3. Endlich theile man aufs genaueste in zehn 

gleiche Theile. Dann ziehe man von dem nächsten Theil­
punkte bei eine schräge Linie nach dem Punktes und 
durch alle übrigen Theilpunkte Parallelen mit dieser bis 

an die Linie L u.
Diese schrägen Linien nennt man allgemein Trans­

versal-Linien.
4. Die Zahlen müssen auf den Maaßstab in fol­

gender Ordnung geschrieben werden. Der Punkt v ist 
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der Anfangspunkt aller Zählungen; er muß mit 0 be­
zeichnet werden.

Von da aus zahlt man zuerst die ganzen Zolle 
gegen L hin, wozu man etwa römische Ziffern wählen 
kann, wenn man nicht lieber diese Zahlen ganz weglassen 
will, da sich die Zolle auch unbeziffert leicht zahlen.

Die Zehntel-Zolle zählt man von v oder 0 an ge­
gen hin, wie die Figur zeigt.

Endlich sollten eigentlich die Hundertel-Zolle auf 
der Linie va von v oder 0 an gegen a hin gezählt 
werden; da man aber die Zahlen auf diese Art in daö 
Netz, des Maaßstabes selbst hineinschreiben müßte, so ist 
eS bequemer, die Zahlen außerhalb an die Linie ^6 zu 
setzen, wie die Figur eö zeigt.

Ist man erst etwas in dem Gebrauch des Maaß­
stabes geübt, so kann man alle Ziffern weglassen.

Der Grund, warum die Ziffern auf die gedachte Art 
zu schreiben sind, ergiebt sich aus dem folgenden §.

Anmerkung. Es ist hier nur das Wesentlichste 
der Zeichnung beschrieben. Wer aber mit den Sätzen von 
den Parallelogrammen und Parallellinien vertraut ist, 
wird leicht einsehen, daß mancherlei Abänderungen in 
der Zeichnung Statt finden. Arbeitet man auf einem 
Reißbrett mit der Reißschiene, wo sich Parallelen leicht 
und genau ziehen lassen, so kann man ganz nach der ge­
gebenen Vorschrift arbeiten. Will man aber bloß Zirkel 
und Lineal brauchen, so theile man 6K wie 6a 
wie Sind alle diese Theilungen sorgfältig gemacht, 
so ergiebt sich der Paraltelismus der Linien von selbst.



16b Zwölfter Abschnitt.

§. 3. Theorie des hunderttheiligen 

Maaßstabes.

Bor allen Dingen hat man seine Aufmerksamkeit 
auf das kleine Dreieck Oad zu richten. Da der eine 
Schenkel Oa des Winkels aOd in zehn gleiche Theile 
getheilt ist, und durch die Theilpunkte -parallele Linien 
(wie fe) gegen den andern Schenkel gezogen sind, so 
ist aus (§. 1. des Abschn.) klar, daß die kleinen Stücke, 
die von diesen Parallelen zwischen Oa und Ob liegen, 
von dem Punkte 0 an, wie die natürlichen Zahlen 1, 2, 
3, 4. rc. wachsen. Da nun ab -- einem Zehntel-Zoll, 
so sind die eben gedachten Stücke der Parallelen 1, 2, 
3, 4. rc. Hundertel eines Zolles nach der Reihe; und 
man sieht nun, was der Sinn der an geschriebe­
nen Zahlen sei. Diese zeigen nämlich an, wieviel Hunder­
tel eines Zolles auf derjenigen Parallele, bei welcher 
eine Zahl steht, zwischen Oa und Ob liegen.

Sobald man hierüber im Klaren ist, hat der Ge­
brauch des Maaßstabes keine Schwierigkeit. Man be­
trachte irgend eine der Parallelen z. B. diejenige, bei 
welcher die Zahl 5 steht. Auf dieser nehme man eine 
Länge, deren einer Endpunkt auf einer Winkelrechten Li­
nie z. B. auf HO in dem Punkte 6, der andere aber 
in einer Transversale z.B. in dem Punkte e, auf 
derjenigen liegt, welche zwischen und V die Zahl 6 
hat; so sieht man leicht ein, daß die Länge von ge­
nau in Ganzen, Zehnteln und Hunderteln des Zolles 
angegeben werden könne. Nämlich von 5 bis 6 hat man 
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in der Figur so viele ganze Zolle,, als die bei II O 
stehende Zahl anzeigt, also 2. Von c bis c hat man 
so viele Zehntel, als die Zahl der durch c gehenden 
Transversale anzeigt, also 6. Endlich hat man zwischen 
e und k so viele Hundertel, als die Zahl der Parallele 
anzeigt, auf welcher man cd genommen hat, also 5. 
Es ist also die ganze Länge cd — 2, 65 Zoll.

§. ä. Gebrauch des hunderttheiligen 
Maaßftaabes.

Der Gebrauch eines jeden Maaßstabeö läßt sich auf 
zwei Arbeiten zurückführen. Entweder ist eine Länge ge­
geben, und man will sie durch eine Zahl darstellen, öder 
es ist eine Zahl gegeben, und man soll die ihr entsprechende 
Länge zeichnen.

1. Eine gegebene Länge zu messen, die 

nicht größer ist, als die Länge des Maaß­
stabes.

Man faßt sie so genau wie möglich zwischen die 
Spitzen eines Zirkels, und setzt diesen in der Linie 

mit dem einen Fuße auf einen der Theilpunkte 0, I, 
H, rc., aber so, daß der andere Fuß entweder auf v, 
oder zwischen und v zu stehen kommt. Träfe dieser 
Fuß hier auf einen Theilpunkt, so ist klar, daß die 
Linie durch Ganze und Zehntel genau gemessen wäre. 
Trifft aber dieser Fuß nicht auf einen Theilpunkt, so 
ruckt man mit beiden Zirkelfüßen von einer Parallele 

zur andren fort, indem man mit dem ersten Fuß im­
mer auf derselben Winkelrechten Linie bleibt, bis der
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zweite Zirkelfuß auf den Durchschnitt einer Transversale 
trifft. Dann erhalt man das. Maaß der Linie, wie im 
vorigen §. gezeigt worden, in Ganzen, Zehnteln und 
Hunderteln. Träfe aber der zweite Zirkelfuß auf keinen 
Durchschnitt, sondern reichte er z. B. auf der 5ten Pa­
rallele noch über die 6te Transversale hinaus, erreichte 
sie aber auf der 6ten Parallele noch nicht, so wäre die­
ses ein Zeichen, daß die zu messende Länge außer den 
Ganzen, Zehnteln und Hunderteln, auch noch Tausendtel 
enthielte. Diese Tausendtel lassen sich nun zwar nicht 
mehr messen, aber wohl nach dem Augenmaaß schätzen. 
Denn rückt man mit beiden Zirkelspitzen allmählig von der 
Lten zur 6ten Parallele fort, aber so, daß die Linie zwi­
schen den Zirkelspitzen immer parallel bleibt, so muß es, 
wie leicht einzusehen ist, nothwendig eine Stelle geben, 
wo der erste Zirkelfuß auf seiner Winkelrechten Linie, der 
zweite aber genau auf der Transversale steht. Denkt 
man sich nun den Abstand zweier Parallelen in zehn 
Theile getheilt, und schätzt nach dem Augenmaaße wie 
viel solcher Theile von der 5ten Parallele bis zu dem 
Zirkelfuß liegen, so ist dieses die Anzahl der hinzuzufü- 
genden Tausendtel, wobei ein geübtes Augenmaaß kaum 

um ein ganzes Tausendtel fehlen wird.
2. Zeichnung einer Lange, deren Maaß 

in Ganzen, Zehnteln und Hunderteln (allen­
falls auch Tausendtel«) gegeben ist.

Man zieht zuerst eine Linie, etwas länger als die 
zu zeichnende. Dann faßt man mit dem Zirkel die der 
Zahl entsprechende Länge nach Anleitung des vorigen §.
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Ware z. B. die gegebene Zahl 1, 83 Zoll, so zeigt die 
Ziffer 1, daß der erste Zirkelfuß auf der Winkelrechten 
I k' stehen müsse, die zweite, 8, zeigt, daß der Zirkel 
bis zur 8ten Transversale auszuspannen sei, und die 
dritte, 3? daß dieses auf der dritten Parallele gesche­
hen müsse.

Befanden sich noch 5 Tausendtel bei der Zahl, so 
müßte man beide Zirkelfüße gerade in der Mitte zwi­
schen der 3ten und 4ten Parallele aufsetzen. Hat man 
auf diese Art die Lange möglichst genau gefaßt, so kann 
man sie auf die gezeichnete Linie tragen.

§. 5. Allgemeinere Theorie des ver­
jüngte,» Maaßftabes.

Es ist leicht einzusehcn, daß man jede beliebige Thei­
lung einer Haupteinheit auf ähnliche Art bewerkstelligen 
könne. Wollte man z. B. die Haupteinheit in 12 Theile, 
und jeden solcher Theile wieder in 12 theilen, so müßte 
man sowohl als ^(3 in 12 theilen. Wollte man 
die Haypteinheit in 12, einen solchen Theil aber nur in 
10 theilen, so müßte man in 12, ^6 aber in 10 
theilen.

Wollte man die Haupteinheit in 60 theilen, so könnte 
man in 10, ^<3 aber in 6, oder auch umgekehrt, 
in 6, und in 10 theilen.

Solche besonderen Theilungen werden indessen nur zu 
besonderen Zwecken gemacht, und werden hier nur der 
Übersicht wegen erwähnt.
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§. 6. Anmerkung.

Es versteht sich von selbst, daß ein solcher Maaß­
stab mit äußerster Sorgfalt getheilt sein muß. Wer da­
her keinen von einem geschickten Künstler verfertigten be­
sitzt, muß sich selbst einen mit der äußersten Genauigkeit 

zeichnen.
Der Grund, warum man diesen Maaßstab einen ver­

jüngten nennt, liegt darin, daß man ihn ursprünglich 
zum Verkleinern oder Verjüngen großer Figuren brauchte. 
Hatte man z. B. auf dem Felde alle Seiten und Winkel 
einer Figur gemessen, so konnte man eine ähnliche, nur 
verkleinerte Figur auf das Papier zeichnen, wenn man 
die Theile des Maaßstabes als ein verkleinertes (ver­
jüngtes) Bild, des im Großen gebrauchten Maaßes an- 
sah. Wäre z. B. die Länge im Großen nach Ruthen, 
Decimalfußen und Decimalzollen gemessen, so könnte man

als eine verjüngte Ruthe, 01 als einen verjüng­
ten Fuß, und die Hundertel als verjüngte Zolle betrach­
ten. Oder man könnte ^1) für zehn Ruthen nehmen, 
wodurch die Zehntel zu ganzen Ruthen, und die Hunder­
tel zu Decimalfußen würden. Auch kann man für diesen 
Zweck eigene Maaßstäbe zeichnen, deren Haupteinheit eine 
beliebige, für die Absicht schickliche Größe erhält.

Gegenwärtig werden alle Vermessungen nach Deci- 
malmaaß gemacht. Diese Eintheilung war aber bei der 
Erfindung dieses Maaßstaabes noch nicht üblich; son­
dern man theilte die Ruthe in 12 Fuß, und den Fuß in 
12 Zoll. Daher wurden auch die verjüngten Maaßstäbe
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gewöhnlich zwölftheilig gemacht. Aber kaum zu begrei­
fen ist es, wie es zugeht, daß noch jetzt die meisten Ver- 
fertiger von Reißzeugen zwölftheilige Maaßstabe hinein­
legen.

Besitzt man einen gut getheilten verjüngten Maaß­
stab, dessen Haupteinheiten aber nicht Zolle sind, so würde 

man doch auf die schon oben (II. 6. n. F.) angedeutete 
Art, die Größe einer auf demselben gemessenen Linie durch 
Rechnung in Zollen finden können.

Zweiter Anhang zum zwölften Abschnitt.

Vollständigere Ausführung -es Begriffes 
der Ähnlichkeit.

§. 1. Erklärung.
Gleichliegende Punkte in zwei ähnlichen 

Dreiecken sind nicht bloß die Spitzen gleicher Winkel, 
sondern allgemein jede zwei Punkte, deren Entfernungen 
von zwei Spitzen gleicher Winkel proportional sind den 
gleichliegenden Seiten beider Dreiecke. Zwei Linien, 
welche gleichliegende Punkte verbinden, heißen gleich- 
liegende Linien.

In den Dreiecken und aLc (Fig. i2ä. und 125.) sollen 
die gleichbenannten Winkel gleich sein, also siyd die Dreiecke 
ähnlich. Nun nehme man an/ die Punke I), 6 liegen so, 
daß 63 --- -^6 se, desgleichen sc
so sind I) und <!-gleichliegende Punkte. Eben so sind L 
und « gleichliegende Punkte, wenn ae --- sc 
UNd LL --- -^6 sc.
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Ferner sind VL und 6e, und 6s, 06 und 6 c rc. gleich­
liegende Linien.

§.2. Aufgabe.

In einem von zwei ähnlichen Dreiecken abc, 
(Figt 124. und 125.) ist der Punkt D beliebig gewählt; 
man soll in dem andren den gleichliegendeu Punkt 
finden.

Auflösung. Man. mache den Winkel.cs<l --- des­
gleichen ac6 -- so ist der Punkt 6, wo die Schen­
kel dieser Winkel Zusammentreffen/ der gesuchte.

Beweis. Aus (§. 9. dieses Abschn.) ist die Ähnlichkeit der 
Dreiecke ^Lv/ »cä erweislich und hieraus ergeben sich 
die Proportionen/ welche zum Beweist/ -aß 0 und 6 gleiche 
Lage haben/ nöthig sind.

§.3. Lehrsatz.

Wenn man in einem Dreieck (Fig. 124.) 
zwei beliebige Punkte D und D wählt, in einem ähn­
lichen Dreieck ade (Fig. 125.) aber zwei gleichliegende 

Punkte ä und 6 sucht, endlich DL und äe zieht, so 
verhalten sich die ebengenannten Linien wie zwei gleich­
liegende Seiten der Dreiecke. Es ist also zu beweisen, 
daß DU cle --- ^0 ac.

Beweis. Aus dem vorigen §. ist klar, daß die Dreiecke 
6sc desgleichen esc ähnlich sind. Also sind 

die Winkel 6sc, desgleichen esc-, folglich 
auch ihre Unterschiede D^L, äse gleich. Da ferner die 
Verhältnisse 6s und es gleich sind/ (weil beide 
— ^6 sc) so sind die Dreiecke 6s« ähnlich 
(8. 13. des Abschn.); daher DL äe 6s --

L sc.
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§.4. Zusatz.
Hieraus ist klar, daß jede zwei gleichliegenden Linien 

in ähnlichen Dreiecken, einerlei Verhältniß gegen einan­
der haben, nämlich das Verhältniß zweier gleichliegen­
den Seiten, desgleichen, daß sie mit andren gleichlie­
genden Linien gleiche Winkel machen.

§-5. Z u sa tz.
Es hat keine Schwierigkeit, das, was hier (§. 1. 

bis 4.) in Ansehung ähnlicher Dreiecke gezeigt wor­
den, auch auf alle Arten ähnlicher Vielecke quszpdeh- 
-Uen. Denn theilt man zwei ähnliche Figuren, wie (23. 
des Äbschn.), in ähnliche Dreiecke, sucht in zwei zusam- 

menftoßenden Dreiecken gleichliegende Punkte, und ver­
bindet diese durch Linien, so läßt sich durch ganz ähn­
liche Schlüsse als (§.3.) zeigen, daß sich diese Linien 

wie zwei gleichliegende Seiten verhalten, und daß gleich- 
liegende Linien in" zwei solchen Figuren allezeit gleiche 
Winkel einschließen.

Durch diese Sätze wird erst der Begriff der Ähn­

lichkeit nach seinem ganz vollständigen Inhalte sicht­
bar. In ähnlichen Figuren ist nämlich alles 
gleich, mit Ausnahme der absoluten Größe. 
Denn wegen des gleichen Verhältnisses aller gleichliegen­
den Linien, hat jede in der einen Figur ganz beliebig ge­
zogene Linie gegen eine gleichliegende in der andern Fi­
gur einerlei relative Größe (XI. 4.), auch schließen 
alle gleichliegenden Linien gleiche Winkel ein. Die Größe 
und gegenseitige Lage der Linien ist aber alles, was bei der
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Vergleichung zweier Figuren in Betrachtung kommen 

kann.
Doch ist das Verhältniß der Flächen, wie wir 

im folgenden Abschnitt sehen werden, zwar abhängig 
von dem Verhältnisse gleichliegender Linien, aber Den­
noch nicht einerlei mit demselben.

v. Ein Paar Sätze von Dreiecken, als Zugabe.

Bemerkung. Es giebt mehrere Falle, wo drei auf eine ge­
wisse Weise in einem Dreieck gezogene Linien, einander in 
einem einzigen Punkt schneiden. Dahin gehören: 1) drei 
aus den Winkelspitzen auf die Gegenseiten gefällte Lothe; 
2) drei aus den Winkelspitzen nach dxr Mitte der Gegensei­
ten gezogene Linien; 3) drei Linien, wodurch die Winkel 
halbirt werden. Die Richtigkeit von (n. 3) geht schon aus 
(VII. 3. des Anhanges) hervor. Hier mag noch der Beweis für 
die beiden ersten Fälle seinen Platz finden (§. 6 bis io.).

§.6. Lehrsatz.

Wenn man in einem Dreieck (^.66) (Fig. 126.) 

aus zwei Winkelspitzen (H. und L) Winkelrechte Linien 
(^v und LL) auf die Gegenseiten (LL und fäl­
let, so ist erweislich, daß eine durch ihren Durchschnitts­
punkt (6) und durch die dritte Winkelspitze (6) gezo­
gene Linie (01?) auf der dritten Seite (^L) winkel- 
recht stehe.

Beweis. Durch 6 ziehe man Hl winkelrecht auf 6k, so 
ist in den ähnlichen Dreiecken 6L6 und 661

66 66 — 66 61,
Eben so ist in den ähnlichen Dreiecken 6D6 und 66tt 

61) 66^^66 611, oder 
66 61) 6tt 66.
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Setzt man die erste und dritte Proportion zusammen, mit Weg- 
lassung von 60 aus allen vier Gliedern, so erhält man: 

68 60 -- 6« 6i.
Nun sind auch die Dreiecke ^60 und 688 ähnlich, folg­
lich verhält sich 

68 60 — 68 6^.
Aus den beiden letzten Proportionen folgt:

6ll 61 -- 68 6^.
Hieraus aber folgt weiter nach (§.7. des Abschn.), daß die 
Linien m und ^8 parallel sind.

Da nun 6k auf m Winkelrecht steht, so ist sie auch auf ^8 
Winkelrecht.

§.7. Zusatz.

Wenn man also aus allen drei Winkelspitzen eines 
Dreiecks, Lothe auf die Gegenseiten fallt, so durchschnei­
den sich diese in einem einzigen Punkte.

Ist dieser Satz auch von rechtwinkligen und stumpfwinkligen 
Dreiecken gültig, und wie erscheint die Sache alsdann in 
der Zeichnung?

§.8. Lehrsatz.

Wenn man zwei Seiten (^8 und ^.6) (Fig. 127.) 
eines Dreiecks (^86) halbirt, und aus den Theilpunk­
ten (k' und L) Linien (^6, L8,) nach den Spitzen 
(6 und 8) der Gegenwinkel zieht, wenn man endlich 
durch ihren Durchschnittspunkt (6) und die dritte Win­
kelspitze (^.) eine Linie (Zrv) zieht, so ist erweislich:

A. daß die Linien ^.6, 08, 66 das ganze 
Dreieck in drei gleich große Stücke, folglich alle sechs 
von 6 auslaufenden Linien dasselbe in sechs gleich große 
Dreiecke theilen.
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d. Daß die Linie die Seite LO halbirt.
e. Daß die beiden Stücke, in welche der Punkt 6 

jede der drei Linien H.V, LL, 6 k theilt, sich wie 1 zu 
2 verhalten, nämlich VO --- LO LO — 

kO 60 -- 1 2.
Beweis.

s. Da ^8 in l' halbirt ist, ss ist Dreieck -- ^08, 
desgleichen ist Dreieck ^Ok ----- 108. Nimmt man die 
beiden letzten von den beiden ersten hinweg, so bleibt übrig 
Dreieck ^06 — 800. Auf dieselbe Art ist erweislich, 
daß Dreieck ^OO -- -^08 oder Dreieck ^08 -- 800.

Daß das Dreieck ^08 durch die Linie Ob', und Dreieck ^00 
durch OL halbirt sei, ist unmittelbar klar (V. 7.), Laß aber 
auch Dreieck 8 0 6 durch 1)0 halbirt sei, laßt sich auf fol­
gende Art beweisen.

Nimmt man in den gleichen Dreiecken ^08, ^OO die Li­
nie ^o für die Grundlinie, so müssen beide nach (V. 8.) 
gleiche Höhen haben. Eben diese Höhen wären aber auch 
die Hdhen der Dreiecke 80 O und OOD, wenn man Ov 
als Grundlinie betrachtete. Folglich sind die Dreiecke 8 01), 
OOI) gleich,nach (V. 7.).

b. Nimmt man nun in den cbengenannten gleichen Dreiecken 
Lv und 1)6. für Grundlinien, so haben sie gleiche Höhen; 
uud daher müssen Nach (V. 8.) auch ihre Grundlinien 80 
und VO gleich sein.

e. Nach (2) ist Dreieck ^08 — ^80. Halbirt Man also
^O in N, und zieht 8N, so ist Dreieck 8ätt--8UO-- 
z ^80. Da aber auch nach 0) Dreieck 800 --- ^^80, 
so haben die Dreiecke 8^tt, 81^0, 8OO gleiche Flächen, 
und da sie, wenn man ^H, HO, OI) für Grundlinien 
nimmt, auch gleiche Höhe haben, so sind ihre Grundlinien 
nach (V. 8.) gleich, folglich verhält sich 1)0 ^O 
1 2.

Auf dieselbe Art kann man beweisen, daß kO OO -- 1: 2 
NNd 170 8 O --- 1 2.
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§.9. Zusatz.
Wenn man alle drei Seiten eines Dreiecks halbirt, 

und aus den Theilungspunkten Linien nach den Spitzen 
der Gegenwinkel zieht, so durchschneiden sich diese Linien 
in einem einzigen Punkte.

§. 10. Anmerkung.

Man kann den Punkt 6 als den Mittelpunkt 
der Größe eines Dreiecks betrachten. In der Sta­
tik (d. i. in der Lehre vom Gleichgewicht fester Kör­
per) nennt man ihn den Schwerpunkt des Dreiecks, 
weil sich erweisen läßt, daß eine dreieckige Scheibe, die 
in allen Punkten gleich dick und schwer ist, im Gleichge­
wicht schwebt, wenn der einzige Punkt O unterstützt ist, 
nicht anders, als ob alle seine Schwere in diesem einzigen 
Punkte vereinigt wäre.

§.11. Lehrsatz.

Wenn man einen Winkel eines Dreiecks halbirt, so 
schneidet die Halbirungslinie die Gegenseite des Winkels 
in zwei Stücke, welche den anliegenden Seiten propor­
tional sind.

Anleitung zum Beweise. Es sei (Fig. 128.) in dem 
Dreieck 486 -er Winkel 486 durch die Linie 81) halbirt, 
welche die Seite 4 6 in I) schneidet; und es soll die Rich­
tigkeit der Proportion 48 86 --- 41) V6 bewiesen 
werden.

Man verlängere 48 über 8 hinaus, mache die Verlängerung 
88 der Seite 86 gleich, und ziehe 86, so ist deutlich, daß 
der Winkel 486 -- 2 886 (II. 10. vergl. mit M. 8.), 
woraus leicht gefolgert wird, daß 480 --- 886; mithin 

Fischers eb. Geom. M
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sind die Linien 80 und 8 6 parallel. Dies giebt nach 
(XII. z.) die Proportion ^8 8L -- v6, in wel­
cher nur statt 8L das ihm gleiche 86 gesetzt werden muß, 
um obige Proportion zu erhalten.

Dreizehnter Abschnitt.
Proportionen im Kreise und Ähnlichkeit 

regulärer Vielecke.

ä Proportionen im Kreise.

§- 1. Lehrsatz.
Wenn man in einem rechtwinkligen Dreieck aus der 

Spitze des rechten Winkels ein Loth auf die Hypotenuse 
fället, so wird dadurch das Dreieck in zweie getheilt, 
welche unter sich, und dem ganzen ähnlich sind.

Anleitung zum Beweise. In dem rechtwinkligen Dreiecke 
^60 (Fig. 53.) sei aus der Spitze 0 des rechten Winkels 
das Loth 08 auf die Hypotenuse gefällt; es ist zu bewei­
sen, daß die Dreiecke ^V6, ^V8 und 861) ähnlich sind.

Der Beweis ist sehr leicht, wenn man die Ordnung beobach­
tet, daß man zuerst die Ähnlichkeit der kleinen Dreiecke mit 
dem ganzen beweiset und dabei (XII. 18.) vor Augen hat. 
Ist die Ähnlichkeit jedes der kleinen Dreiecke mit -1V6 be­
wiesen, so ist klar, daß die Ähnlichkeit derselben unter sich 
eine unmittelbare Folgerung daraus ist (Xll. 10.).

Nach der Ausführung dieses Beweises soll noch jedes der drei 
Paare ähnlicher Dreiecke vorgenommen, und in jedem sollen 
sämmtliche gleiche Winkel und gleichliegende Seiten auf­
gezählt werden.
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H. 2. Z u sa tz.
Unter den vielen Proportionen, welche sich aus den 

Seiten dieser drei Paare ähnlicher Dreiecke machen las­
sen, befinden sich drei stätige (Ä. 12.), die ihres häu­

figen Gebrauchs wegen besonders zu merken sind.

Man wird diese leicht finden, wenn man bemerkt, daß die 
drei Linien Dir, DL, welche von der Spitze des rech­
ten Winkels au-ölaufen, die mittleren Proportionalglieder 
derselben find.

Jede dieser Proportionen ist nicht nur mit den Buchstaben 
der Figur auszudrücken; sondern auch in Worten auözu- 
sprechen; wobei wir nur bemerken, daß fich die Linien 
LL, bequem durch die Worte Abschnitte der Hypo­
tenuse bezeichnen lassen.

§.3. Zusatz.

Wenn man in einem beliebigen Punkte L (Fig. 5F.) 
der Linie ein Loth Lv errichtet, welches die mitt­
lere Proportionale zwischen und LL ist, und man 
zieht und VO, so ist ein rechter Winkel.

Denn aus den Voraussetzungen ergrebtsich/ daß die Dreiecke 
^LD und DLL unter sich (XII. 13.) ähnlich sind, woraus 
folgt, daß LDL -1- LLD --- LDL LD^. gleich einem 
rechten sind.

§. 4. Z u s a tz.
Da jedes Dreieck, welches entsteht, wenn man aus 

einem beliebigen Punkte einer halben Kreislinie zwei 
Sehnen nach den Endpunkten eines Durchmessers zieht, 
allezeit ein rechtwinkliges ist, so lassen sich die mehrge­
dachten drei stätigen Proportionen auf Linien anwenden, 
die in einem Halbkreise gezogen sind.

M 2
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Dieses soll
2. kürzlich an einer Figur wie (Fig. L3.) gezeigt werden.
r,. Ferner sollen zwei Halbkreise gezeichnet, und in einem jeden 

gerade nur so viel Linien gezogen werden, als zur Dar­
stellung einer solchen Proportion nöthig sind. Der Grund, 
warum nur zwei, nicht drei Halbkreise hier gefodert wer­
den, wird wohl ohne nähere Andeutung gefunden werden 
können.

c. Endlich soll jede dieser Proportionen wörtlich und in sol­
chen Ausdrücken niedergeschrieben werden, wie der Begriff 
-es Halbkreises fodert. (Nämlich VL heißen nun 
nicht Katheten, sondern Sehnen; nicht Hypotenuse, son­
dern Durchmesser.)

Anmerkung. Eine Ähnlichkeit dieser Sätze mit (V. iä. «. c.), 
desgleichen mit (V. 22.) wird man vielleicht selbst wahr­
nehmen. Ihr innerer Zusammenhang wird im täten Ab­
schnitt klar werden.

§.5. Aufgabe.

Die mittlere Proportionale zwischen zwei gegebenen 
Linien zu finden.

ÄuS dem vorigen §. ergeben sich unmittelbar mehr als eine 
Auflösung, so daß eine nähere Anleitung überflüssig sein 
würde.

§.6. Lehrsatz.

Wenn zwei Sehnen sich innerhalb des Kreises schnei­
den, so bilden die vier Abschnitte derselben allezeit eine 
Proportion, wenn man die Abschnitte der einen Sehne 
zu äußeren, die der anderen zu inneren Gliedern der 
Proportion macht.

Anleitung zum Beweise. Wenn sich die Sehnen und 
(Fig. 129.) innerhalb des Kreises in L schneiden; so 

ist zu beweisen, daß LL -4L --- KL LO.
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Zum Beweise ziehe man die Hülfslinien ^0 und es (oder 
auch ^6 und SO), so wird man aus (XU. 9.) verbunden 
mit (l. 18.) und (VI. 19.) sehr leicht die Ähnlichkeit -er 
Dreiecke eLL, und hieraus die Richtigkeit der obigen 
Proportion beweisen.

Zur Übung sind alle Umstellungen der Proportion aufzuschrei- 
ben (XI. 21.).

§. 7. Anmerkung.

Das Maaß der Winkel ^1^0, LLV (oder auch 
H.KV, LLL) kann durch die Bogen ausgedrückt wer­
den, in welche die Kreislinie durch die Sehnen ge­
theilt ist.

Dies ergiebt sich aus (II. 10.) verglichen mit (VI. 18.) und
(IX- 1Z.).

§.s. Lehrsatz.
Wenn sich zwei Sehnen verlängert außerhalb des 

Kreises schneiden, so bilden die Abschnitte derselben 
gleichfalls eine Proportion, wenn man die Abschnitte 
vom Durchschnittspunkt außer dem Kreise bis zu ei­
nem Punkte, wo sie die Kreislinie schneiden, rechnet, 
und die Abschnitte der einen Linie zur äußeren, die der 

anderen zu inneren Gliedern der Proportion macht.

Anleitung zum Beweise. Wenn sich (Fig. 130.) die
Sehnen ^S und 61) verlängert außerhalb des Kreises in 
L schneiden, so ist zu beweisen, -aß 6L ----- L8 L0.

Zum Beweise ziehe man die Sehnen ^0 und 86, so ergiebt 
sich die Ähnlichkeit der Dreiecke äSl), 6L8 aus (XII 9.) 
verbunden mit (VI. 19.), und hieraus die Richtigkeit der 
Proportion.

Zur Übung sind alle Umstellungen der Proportion auszuführen.



182 Dreizehnter Abschnitt.

§. 9. Anmerkung.
Das Maaß des Winkels (IX. 13.) läßt sich 

durch die Bogen ausdrücken, in welche die Kreislinie 

durch die Sehne getheilt ist.
Dies ergiebt sich aus der Betrachtung eines der Dreiecke

oder 6LL in Verbindung mit (II. 10.) und (VI. 18.).

§.io. Anmerkung.
Wenn man die Buchstaben der Figuren (129. und 

130.) so stellt, wie es hier geschehen ist, und dann die 
Beweise von (§. 6. und §. 8.) vergleicht, so wird man 
finden, daß der eine Wort vor Wort mit sehr geringer 
Abänderyng auch für den anderen Satz paßt. Hieraus 
folgt, daß es möglich sein müsse, beide Lehrsätze unter 
einen gemeinschaftlichen Gesichtspunkt zu stellen, und sie 
in einen einzigen zu verbinden.

Wie müßte dieser gemeinschaftliche Ausdruck beider Lehrsätze 
lauten?

§. II. Lehrsatz.
Wenn von einem außerhalb des Kreises liegenden 

Punkte, zwei Linien an den Kreis gezogen sind, von de­
nen die eine den Kreis berührt, die andere ihn aber in 
zwei Punkten durchschneidet, so ist die Tangente (vom 
Durchschnittspunkte bis zum Berührungspunkte) die mitt­
lere Proportionale zwischen den Abschnitten der anderen 
Linie, wenn man die Abschnitte rechnet von dem Durch­
schnittspunkte außer dem Kreise bis zu den beiden Punk­
ten, wo sie die Kreislinie schneidet.

Anleitung zum Beweise. In (Fig. 1Z1.) sei von dem
Punkte L an den Kreis 61) L die Tangente LL und die
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Linie L e gezogen, welche die Kreislinie in 0 und 6 schnei­
det. Es ist also zu beweisen, -aß L8 — LL Lv.

Zum Beweise ziehe man die Hülselinien L6 und vv, so wird 
sich die Ähnlichkeit der Dreiecke LLV, LL6 nach (XII. 9.) 
mit Berücksichtigung von (VII. 8.), und aus dieser Ähnlich­
keit die obige Proportion beweisen lassen.

§. 12. Anmerkung.

Das Maaß des Winkels (IX. 13.) läßt sich 
durch die Bogen ausdrücken, in welche die Kreislinie 
getheilt ist.

Dies ergiebt sich aus Betrachtung des Dreiecks LVL un­
feines Außenwinkels LVL in Verglerchung mit (II. 10.) 
und (VII. 8.). /

§. 13. Anmerkung.

Wenn man sich in (Fig. 130.) die Linie als 
beweglich vorstellt, und sie in Gedanken von der Linie 

L6 allmahlig entfernt, so rücken die Punkte und L 
immer näher zusammen, und es läßt sich durch diese Be­
trachtungen ein Zusammenhang zwischen den Lehrsätzen 
(§. 8.) und (§.11.) finden.

Dieser Zusammenhang ist bestimmter zu erörtern. Hierin liegt 
der Grund, warum in (Fig. I3i.) vor den Buchstaben L 
noch gesetzt ist.

§.14. Z U s a tz.
Da man um jedes reguläre Vieleck einen Kreis be­

schreiben kann, so lassen sich die Lehrsätze (§. 6, 8, 11.) 
auch auf die Diagonalen solcher Vielecke anwenden.

Wie wird jeder dieser Lehrsätze auözudrücken sein, wenn man 
ihn auf ein reguläres Vieleck anwendet?
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Die dazu gehörige Figur muß wenigstens sechs Seiten haben, 
besser aber ist es, ein Vieleck von noch größerer Seitenan- 
zahl zu zeichnen. /

L. Ähnlichkeit regulärer Vielecke.

§.15. Lehrsatz.
Jede zwei regulären Vielecke sind n) ähnlich, wenn 

sie gleich viel Seiten haben.
Auch sind in solchen Vielecken b) die Bestimmungs- 

dreiecke (X. 9.), desgleichen e) diejenigen Dreiecke ähn­
lich, welche von einer Seite mit zwei großen Halbmes­
sern gebildet werden.

Der Beweis hat keine Schwierigkeit, wenn man zuerst (b) 
oder (c) beweist. Denn aus (X. n.) läßt sich sehr leicht 
zeigen, daß-dergleichen Dreiecke gleiche Winkel haben.

Aus der Ähnlichkeit solcher Dreiecke folgt aber die Ähnlich­
keit der ganzen Vielecke nach (XII. 20.) unmittelbar.

§.16. Z u sa tz.
Die Perimeter zweier regulären Figuren von gleich 

vielen Seiten verhalten sich gegen einander, u) wie zwei 
Seiten, b) wie zwei große Halbmesser, e) wie zwei 
kleine Halbmesser.

Der Beweis von (s) ist ein unmittelbarer Schluß aus (XU. 25.).
Der Beweis von (K) und (c) ergiebt sich aus (§. 15. t».).

§. 17. Erklärung.
Wenn man in einer regulären Figur nach zwei be­

liebigen Winkelspitzen große Halbmesser zieht, so nennt 
man jedes der beiden Stücke in welche die Figur da­
durch getheilt wird, einen Ausschnitt (Sectoc) des 
Polygons.
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Zieht man aber zwischen zwei beliebigen Winkel­
spitzen eine Diagonale, so nennt man jedes der beiden 
Stücke, in welche die Figur dadurch getheilt wird, 
einen Abschnitt (Segment) des Polygons. Die Dia­
gonale nennt man in diesem Falle auch die Sehne des 

Abschnittes.
Diese Erklärungen sind auf eine Figur wie (Fig. 1Z2. und 133.) 

anzuwenden.

§.18. Lehrsatz.
Ausschnitte zweier regulären Figuren, von gleich 

vielen Seiten sind ähnlich, wenn die beiden äußersten 
großen Halbmesser derselben gleiche Winkel am Mittel­
punkte einschließen.

Der Beweis ergiebt sich sehr leicht aus (§.1Z.) und (XII. 20.), 
wenn man in den Ausschnitten alle großen Halbmesser zieht, 
die gezogen werden können.

§.19. Lehrsatz.

Abschnitte zweier regulären Figuren von gleich vie­
len Seiten sind ähnlich, wenn diejenigen Winkel am 
Mittelpunkte gleich sind, welche entstehen, wenn man 
große Halbmesser nach den äußersten Endpunkten der 

Sehne des Abschnitts zieht.
Wenn man die ebengedachten beiden großen Halbmesser gezo­

gen hat, so schließen sie mit den Sehnen zwei Dreiecke ein, 
deren Ähnlichkeit sich nach (XII. 13.) beweisen laßt.

Dann läßt sich der Beweis von der Ähnlichkeit der Abschnitte 
selbst nach (XU. 22.) führen.

§.20. Lehrsatz.
Wenn man in zwei regulären Figuren von gleich 

vielen Seiten ähnliche Ausschnitte oder Abschnitte zeich­
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net, so verhalten sich die ihnen zugehörigen Stücke des 
Perimeters, wie die ganzen Perimeter der regulären Fi­
guren.

Der Beweis läßt sich auf mehr als eine Art, am kürzesten 
aber auf folgende Weise führen. Wenn man die Anzahl der 
Polygonseiten betrachtet, welche dem Ausschnitt oder Ab­
schnitt zugehören, so kann man jederzeit zwei bestimmte 
ganze Zahlen angeben, die sich gegen einander verhalten 
wie das Stück des Perimeters zum ganzen Perimeter. Da 
aber dieses Verhältniß in beiden Figuren gleich ist, so läßt 
sich daraus eine Proportion bilden. Verwechselt man in 
dieser die mittleren Glieder, so ist der Satz erwiesen.

Anhang zum dreizehnten Abschnitt.
Verschiedene Verhältnisse und Proportionen 

im Kreise.

1. Lehrsatz.

Wenn sich zwei Kreise von innen berühren (VII. 10.), 
so werden alle Sehnen, die sich von dem Berührungs­
punkte aus in dem größeren Kreise ziehen lassen, von 
dem kleineren Kreise in demselben Verhältniß getheilt, 
welches die Abschnitte des Durchmessers zu einander 

haben.
Anleitung zum Beweise. In (Fig. i^t.) berühren sich 

die Kreise und von innen. Es ist zu beweisen, 
daß Lv — ^6 CL.

Zum Beweise ziehe man die Hülfölinien Ltü und Ov, so ist 
leicht zu beweisen, daß diese parallel sind nach (V. 18.) und 
(1.22.), woraus die Proportion nach (XII. z. 4.) folgt.
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§.2. Lehrsatz.
Wenn sich zwei Kreise von außen berühren (VII. 9.), 

so werden alle Linien, die von einem Punkte der Peri­
pherie des einen durch den Berührungspunkt bis an die 
Peripherie des andren gehen, im Berührungspunkte in 
demselben Verhältnisse geschnitten, welches die Durch­
messer beider Kreise zu einander haben.

Anleitung zum Beweise. In (Fig. 1Z5.) berühren sich 
die Kreise LI)^ und in von außen. Es sind die 
Durchmesser L^, gezogen, und durch den Berührungs­
punkt die Linie VVL. Eö ist zu beweisen daß 0^ ^8 
--- 8ä ^8.

Die Hülfülinien LD und 88 geben die ähnlichen Dreiecke 
8.41) und ^88, woraus sich die Proportion ergiebt.

§.3. Zusatz.
In verschiedenen Kreisen verhalten sich die Sehnen, 

die mit dem Durchmesser gleiche Winkel einschließen, wie 

die Durchmesser der Kreise.
Der Satz ist eine unmittelbare Folgerung aus dem vorigen 

da man jeden zwei Kreisen eine Lage geben kann, wie die 
beiden Kreise 8^1) und 8,V8 gegen einander haben, rc.

4. L e.h r s a tz.
Wenn sich zwei Kreis? von außen berühren, und 

man zieht zu beiden eine gemeinschaftliche Tangente 
(VII. Anh. 6. a.), so ist diese die mittlere Proportio­
nale zwischen den Durchmessern beider Kreise.

Beweis. In (Fig. 136.) berühren sich die beiden Kreise 
80^8 und 4886 in >4; an beide ist die Berührungs- 
linie 1)8 gezogen; es ist zu beweisen, daß 84 1)8 --- 
1)8 48.
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Zum Beweise ziehe man von I) und L durch den Berührungs­
punkt die Linien 0O und Lb, und die Linien vk und 
LO. Da nun nach (§. 2.) 0^ --- so
läßt sich leicht die Ähnlichkeit der Dreiecke und 
(XU. 13.), und daraus die Parallelität der Linien vr und 
LO beweisen (1.22.).

Es ist aber der Winkel Lvo — Dk^ (VH. 8.) ---
(I. 23.), und Winkel — LOä -- kvO; woraus die 
Ähnlichkeit der Dreiecke rv^, und folgt. 
Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke und erzieht 
sich 1) die Gleichheit der Winkel und woraus 
folgt, daß beide rechte sind, 2) die Proportion ^0 --

Aus dieser ergiebt sich nach (§.3. des Abschn.), 
daß Winkel kOL ein rechter ist; daher ist es aber auch 
Winkel VLO (I. 23. c.).

Da nun auch der Winkel bei k dem Winkel OVL gleich ist, 
so sind die Dreiecke kvL und VLO ähnlich. Es ist also 
ro OL -- VL LO.

Da aber vk und LO auf der Tangente Winkelrecht stehen, 
so sind sie Durchmesser der Kreise (VII. 4.), und ri) -- 

LO -- woraus die Richtigkeit des Satzes folgt.

§.5. Lehrsatz.

Wenn man von irgend einem Punkte in der Peri­
pherie eines Kreises ein Loth auf einen Halbmesser fal­
let, und zugleich eine Tangente zieht, die den verlänger­
ten Halbmesser außerhalb des Kreises schneidet, so ver­
halten sich nicht nur 3) die beiden Abschnitte, in welche 
der Kreis die Linie zwischen dem Loth und der Tangente 
theilt, sondern auch d) jede zwei Linien, die von den 
Durchschnittspunkten des Lothes und der Tangente mit 
dem Radius und seiner Verlängerung nach irgend ei­
nem Punkte der Peripherie gezogen werden können, wie 
das Loth zu der Tangente.
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Anleitung zum Beweise. In (Fig. 137.) ist von dem 
Punkte -er Peripherie 8 ein Loth 86 auf den Radius ^8 
gefällt, und eine Tangente 80 gezogen, welche die Ver­
längerung des Radius in v schneidet. Es ist nun zu be­
weisen, 2) daß 68 8V --- 68 81), und wenn man auf 
der Peripherie des Kreises irgend einen anderen Punkt, z. B. 
8, annimmt, und von 6 und I) die Linien 68 und 08 
zieht, ebenfalls 68 81) — 68 8O, oder — 68 81).

Zum Beweise von (2) ziehe man den Radius ^8, so erhält 
man das bei 8 rechtwinklige Dreieck ^8V (VII. 3.), und 
darin die Proportion ^8:^6 —äl) ^8 (§.i.deöAbschn.). 
Setzt man in dieser für ^8 das ihm gleiche ^8, so erhält 
man ^8 ^6—^1) ^8, und daraus nach (XI. 23.) 
68 ^8 — 81) ^v, oder nach (XI. 20.) 68 8V -- 
^z.8 ^v--^8 ^v. Es ist aber ^8 ^i)---68 8v 
(§. 1. deö Absch.), woraus die Richtigkeit von 0) unmittel­
bar folgt.

Um (K) zu beweisen ziehe man den Halbmesser ^8. Aus der 
Betrachtung des rechtwinkligen Dreiecks ^8V ergiebt sich 
die Proportion ^6 ^8 — ^8 ^1). Da ^8 ^8,
wird diese jetzt ^6 -^8 --- -V8 ^1), woraus nach (XII. 13.) 
die Ähnlichkeit der Dreiecke ^86 und ^V8 folgt. Aus 
dieser ergiebt sich dann 68 80 — X6 ^8 — ^6 ^8 
----- 68 81); was erwiesen werden sollte.

Da der Punkt 6 auch in der Peripherie liegt, so muß zur 
Allgemeinheit des Satzes noch bewiesen werden, daß auch 
66 6V — 68 8V. Dies folgt aber sehr leicht, wenn 
man mit der bei (2) gefundenen Proportion ^8 ^6 --- 

^8 die (XI. 22.) angegebene Veränderung vornimmt, 
und die Radien ^8 und ^6 vertauscht, in der dann erhal­
tenen Proportion 66 ^8 — 61) die mittleren Glie­
der umstellt, und für das Verhältniß ^8 (oder äL) äv 
das ihm gleiche 68 8v setzt.

§.6. Zusatz.
Aus dem vorigen §. ergiebt sich, daß das Verhält­

niß von je zwei Linien, die von den Punkten L und v 
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nach einem Punkte der Peripherie des aus beschriebe­
nen Kreises gezogen werden, dem Verhältnisse 6L Lv 

gleich sei, woraus sich durch Umkehrung herleiten läßt, daß, 
wenn man eine Linie Lv bei L in einem bestimmten Ver­
hältnisse getheilt hat, und über und unter derselben lauter 
Dreiecke errichtet, so daß die andern beiden Seiten, das­
selbe Verhältniß zu Lv haben, die Spitzen dieser 
Dreiecke in einer Kreislinie liegen, deren Halbmesser 
man erhält, wenn man das vierte Glied zu einer Pro­
portion sucht, deren erstes die Differenz der beiden Theile 
der Grundlinie (VL— Lk), das zweite der kleinere 
Abschnitt derselben (LL), und das dritte der größere 
(VK) ist.

Um den Beweis dieses Satzes vollständig zu führen, muß man 
zeigen, ») daß (Fig. 137.) kein Dreieck möglich ist über der 
Grundlinie 6V, dessen Seiten das Verhältniß 6L kl) 
haben, und dessen Spitze nicht in der Peripherie des Krei­
ses 68Lk läge; darauf b) daß die Proportion richtig sei, 
vk — 6k 6k — Ok /Vk.

Um 0) zu beweisen, nehme man an, daß H außerhalb des 
Kreises die Spitze eines Dreiecks über der Grundlinie 60 
wäre, in welchem 611 HO --- 6k kO.

Es ist aber auch nach (§. 5.) 6k kl) — 6k kO, und da 
dieses Verhältniß dem von 68 80 gleich ist, iu welchem 
80 größer als 86, so ist auch Ok größer als k6; mithin 
würde aus der Proportion 60 OO — 6k kl), und 
der Gleichheit des Winkels k6O in beiden Dreiecken die 
Ähnlichkeit der Dreiecke 60 0 und 6kl) folgen, (XII. 15.) 
welche aber unmöglich ist, da der Winkel 6kO größer als 
600. Ganz auf dieselbe Art wird der Beweis geführt, 
wenn der Punkt O innerhalb des Kreises angenommen wird.

Um (b) zu beweisen, nehme man mit der im Beweise von 
(8. s. 2.) gefundenen Proportion 6k kO — /Vk äl) 
die Umkehrung (XI. 19 ), und mit der dann erhaltenen die
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(XI. 23.) angegebene Veränderung vor, so erhält man VL 
— L6 cx — was zu zeigen war.

§.7. Lehrsatz.

Wenn vier Linien eine richtige Proportion bilden, 
so ist das Rechteck unter den inneren Gliedern, dem 
Rechteck unter den äußeren gleich.

Anleitung zum Beweise. Es sind die Linien 2, K, c, 6, 
(Fig. 138.) so gegeben, -aß 2 k — c <1. Es soll bewie­
sen werden, daß das Rechteck unter 2 und 6, dem Rechteck 
unter L und c gleich ist.

Man ziehe (Fig. 129.) zwei Linien, die sich unter einem be­
liebigen Winkel durchschneiden; von dem Durchschnittöpunkte 
L trage man auf der einen nach entgegengesetzten Seiten, 
die inneren Glieder der gegebenen Proportion ab, so daß

----- k, LI) — c, und auf der anderen nach einer Seite 
hin das erste, daß also L/V — 2, dann beschreibe man durch 
die drei Punkte 6 und v einen Kreis (VI. 13.), und 
verlängere bis an die Periepherte desselben, bis L.

Nun ist aus (§. 6. des Abschn.) klar, daß äL LL --- Lv - LL, 
da aber auch 2 K — c 6; so ist -- <1 (XII. 7. b.). 
Da nun nach (VI. Anh. 7.) die Rechtecke x LL und
CL x Lv gleich sind, so ist die Richtigkeit des Satzes 
erwiesen.

§.8. Zusatz.

Die Anwendung des vorigen Lehrsatzes auf eine 
stätige Proportion läßt sich aus dem vorigen §. herlei­
ten; doch kann auch unmittelbar bewiesen werden, daß 
das Quadrat -eH mittleren Gliedes dem Rechteck unter 
den äußeren gleich ist.

Der unmittelbare Beweis ergiebt sich aus (I. des Abschn.) und 
(V. 22.) bezogen auf (Fig. 33.).
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§.9. Lehrsatz.
In einem Viereck, dessen Seiten Sehnen eines Krei­

ses sind, ist das Rechteck unter den beiden Diagonalen 
so groß, wie die Summe der beiden Rechtecke, die von 
je zwei Gegenseiten der Figur eingeschossen werden.

Anleitung zum Beweise. In den Kreis (Fig. 119.) ist 
das Viereck ^860 eingeschrieben. Es soll bewiesen wer­
den, daß X LO --- X ci) -I- äO X 80.

Man lege an äv in den Winkel Däk -- 0^8 an, so 
erhält man die ähnlichen Dreiecke Dk/l und ^86, da 

-auch die Gleichheit der Winkel ^Dk und ^08 deutlich 
ist (Vl. 19.). Daraus ergiebt sich die Proportion:

äv OK — 08.
Außerdem sind aber auch die Dreiecke -1K8 und ^V0 ähn­

lich, da der Winkel -18k — (VI. 19.) und -- 
welche letzteren aus gleichen Stücken bestehen. Dar­

aus folgt,die Proportion ^8 8k — /10 0 t).
Aus der ersten Proportion ergiebt sich ^0 x K8 — OK x ^6 

(§. 7.), aus der zweiten ^18x00 — 8kx-10.
Addiren wir, was auf jeder Seite des Gleichheitszeichens steht, 

so erhalten wir:
-1V X 08 -I- -18 X 0V — OK X -10 -I- 8K X ^0;
oder, da sich die letzten beiden Rechtecke nach (V. 9.) vereini­
gen lassen,
-18 X 00 -1- -1V X 08 --- V8 X ^10; was zu erweisen war.

§.10. Lehrsatz.
Wenn man von einer Winkelspitze eines in einen 

Kreis eingeschriebenen Dreiecks einen Durchmesser und 
ein Loth auf die Gegenseite des Winkels zieht; so bil­
den die vier von diesem Punkte aus gezogenen Linien 
eine richtige Proportion, wenn man die Seiten des 
Dreiecks zu äußern, das Loth und den Durchmesser aber 
zu inneren Gliedern macht.
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Anleitung zum Beweise. In (Fig. läo.) ist von der 
Spitze 4 deö Dreiecks 486, dessen Seiten Sehnen des 
Kreises sind, der Durchmesser 4v, und auf die Seite 68 
das Loth 48 gezogen. Es ist zu zeigen, daß 46 40 --- 
48 48.

Man ziehe die Hülfslinie V8, so ergiebt sich leicht die Ähn­
lichkeit der Dveiecke 1)84 und 684, weil der Winkel 1)84 
— 684 (V. 18.), und 81)4 — 864 (VI. 19.); daraus 
aber folgt die gedachte Proportion.

Der Satz bleibt richtig, wenn auch das Loth 48 die Ver­
längerung der Sehne 68 träfe. Der Beweis lautet eben 
so, wenn man die Zeichnung so macht, daß 68 über 8 
hinaus verlängert wird.

§.li. Lehrsatz.
Wenn zwei Sehnen eines Kreises sich winkelrecht 

durchschneiden, und man zeichnet ein Viereck in den Kreis, 
zu welchem diese Sehnen die Diagonalen werden; so ist 
n) die Summe der Quadrate von jeden zwei Gegen­
seiten des Vierecks, 1») die Summe der Quadrate aus 
den vier Abschnitten der Diagonalen -dem Quadrate des 
Durchmessers gleich.

Anleitung zum Beweise. In (Fig. läi.) schneiden sich 
die Sehnen 48 und 6V rechtwinklig in 8, und sind Dia­
gonalen -es Vierecks 468V. Von 4 aus ist der Durch­
messer 48 gezogen. Es soll nun bewiesen werden, ») daß 
46- -^81)- - 68- -I- 4V- -- 48-, und b) -aß 
48- xxj- 08- V8- — 48-.

Als Hülfslinien zum Beweise von 0) ziehe man 8V und 
86; so ist nach (§. 10.) V4 48 --- 84 46, und da 
auch Winkel 408 — 486, so sind (XII. 13.) die Dreiecke 
408 und 486 ähnlich, folglich die Winkel V48 und 
648 gleich; daraus folgt aber, daß 68 — 1)8 (VI. 19. 
VI. 3.). Da nun 48- — 4V- -1- V8-, so ist auch 48- 
— 41)- -I- 68-,

Fischer'S eb. Geom. N
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ES läßt sich nun leicht zeigen, daß auch der Winkel -- 
mithin VL — 6k; woraus ebenfalls folgt, daß 

LV-; dadurch ist aber (s) bewiesen.
Der Beweis von (b) ergiebt sich durch sehr einfache Schlüsse 

aus 0), wenn man sich nur die Quadrate von irgend zwei 
Gegenseiten und Lv, oder LL und nach (V. iä.) 
zerlegt.

Vierzehnter Abschnitt.
Ausmessung der geradlinigen Figuren/

Dom Flächenmaaße.

§. 1. Erklärung.

Wenn die Größe einer Fläche gemessen, d. h. durch 
eine Zahl vorgestellt werden soll, so muß die Einheit 
dazu nothwendig eine Fläche von bekannter 

Größe sein. Man hat dazu allgemein die Gestalt 
eines Quadrats gewählt, dessen Seite eine Ein­
heit des Längenmaaßes ist. Einem solchen Qua­
drate giebt man denselben Namen, welchen die Seite 
desselben im Längenmaaße führt, nur mit Vorsehung 
des Wortes Quadrat.

Nach dieser Erklärung wird es leicht sein, anzugeben, was eine 
Quadrat - Ruthe, ein Quadrat Fuß, ein Qua­
drat - Zoll, eine Quadrat - Meile w. sei.

Desgleichen, wie man nach der im §. gegebenen Regel ein 
Quadrat benennen müsse, dessen Seite einen Decimal­
fuß, Decimalzoll, oder einen Duodectmalfuß, oder 
Ouodecimalzoll lang ist.
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§.2. Lehrsatz.
Wenn die Einheit eines Längenmaaßes n Einheiten 

der nächst niedrigeren Ordnung enthält, so'enthält die 
zugehörige (gleichnamige) Einheit im Flächenmaaße nn 
Einheiten der nächst niedrigeren Ordnung.

Anleitung zum Beweise. Wenn eine Längen-Ruthe in 
10 Fuß getheit wird, so ist zu beweisen, daß die Quadrat- 
Ruthe 100 Quadrat-Fuß enthalte; wird aber die Ruthe 
in 12 Fuß getheilt, so enthält sie 144 Quadrat-Fuß.

Man zeichne ein beliebiges Quadrat, und nehme es für das 
verkleinerte Bild einer Quadrat - Ruthe, die Seite desselben 
also für das verkleinerte Bild einer Längen - Ruthe an.

Man theile zwei zusammenstoßende Seiten, jede in zehn gleiche 
Theile, so stellen diese zehntheilige Längen-Fuße vor.

Man ziehe ferner durch alle Theilpunkte Parallelen mit den 
Seitenlinien des Quadrats, so wird man leicht erweisen 
können, s) daß alle Vierecke, in welche dadurch die Qua^ 
drat Ruthe getheilt wird, Quadrate sind (lV. 17. 2.), und 
zwar Quadrat-Fuße (§. 1.), 1>) daß dieser Quadrat-Fuße 
10 x 10 — 100 auf die Quadrat-Ruthe gehen.

Theilt man pie Seiten der Quadrat-Ruthe in 12 Fuß, so 
läßt sich auf eben die Art beweisen, daß 144 solcher Qua­
drat-Fuße auf die Quadrat-Ruthe gehen.

§.3. Anmerkung.

Da 100 eine viel bequemere Zahl zum Rechnen ist 
als 144, so thut man wohl, bei der Ausmessung von 
Flachen gar kein anderes als ein zehntheilig ge­
theiltes Längenmaaß zum Grunde zu legen. Daraus 
folgt indessen nicht, daß man sich nur des eigentlich so 

genannten Decimalmaaßes (wo die Ruthe in 10 Fuß, 
der Fuß in 10 Zoll, der Zoll in 10 Linien getheilt 
wird) bedienen solle. Die Haupt-Einheit kann man

N 2
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ganz beliebig wählen, und da die Duodecimalfuße und 
Duodecimalzolle im gemeinen Leben weit üblicher sind, 
als die gleichnamigen Decimal - Maaße, so kann man 
immerhin einen Duodecimalfuß (wo größere Langen zu 
messen sind), oder einen Duodccimalzoll (bei kleineren 
Arbeiten auf dem Papier) zur Haupteinheit wählen; 
uur muß man sich beim Messen eines Maaßstabes be­
dienen, auf welchem diese Haupteinheit nicht in 12, son­
dern in 10 (oder 100) Theile getheilt ist. Dieses darf 
aber jederzeit unbeschadet des Namens der gewählten 
Haupteinheit geschehen; denn ein Duodecimalfuß 
oder Duo decimalzoll heißen nicht deswegen so, weil 
jener in 12 Zoll, dieser in 12 Linien getheilt werden 
müßte, sondern weil jener der 12te Theil der Ruthe, 
dieser der I2te Theil des Duodecimalfußes ist. Kurz, 
die Benennungen Duodecimal- Fuß und Zoll bedeuten 
genau bestimmte Längen, nämlich jener ist der 12te, die­
ser der leiste Theil der Ruthe. Hat man nun die ge­
naue Länge eines solchen Fußes oder Zolles vor sich, 
so ist es ganz willkührlich, wie ma^ ihn eintheilt. Er 
hört darum nicht auf, ein Duodecimal- Fuß oder Zoll 
zu sein.

Hätte man nun z. B. einen Duodecimalfuß zur 
Haupt - Einheit gewählt, und ihn auf dem Maaßstabe 
in 10 und 100 Theile getheilt, so ist klar, daß man 
diese Theile nicht Zolle und Linien nennen darf, son­
dern daß man sie als Decimalbrüche des Fußes schrei­
ben und aussprechen müsse. Folglich kann man auch 
die -Quadrate dieser Theile nicht Quadrat - Zolle und
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Linien nennen; sondern es ist aus dem vorigen §. klar, 
daß die Quadrate von den Zehntel - Fußen Hundertel 
des Huadrat - Fußes, und die Quadrate von den Hun­
dertel-Fußen Zehntausendtel des Quadrat-Fußes 
sein werden. Auf diese Art bat man es mit einer ein­
zigen Benennung Fuß und Quadrat-Fuß, und den zehn- 
theiligen Brüchen derselben zu thun.

Da die Lange einer Ruthe eine unveränderliche Größe ist, 
(man mag vom Duodccimal- oder Decimal Maaß reden) 
so ist auch die Größe einer Quadrat Ruthe eine un­
veränderliche/ von welcher die Quadrat-Fuße und Qua­
drat - Zolle als Brüche betrachtet werden können. ES soll 
daher hier angegeben werden:
Was für Brüche der Quadrat-Ruthe sind die Qua-rat- 
Decimalfuße und die Quadrat - Decimalzo^le?

2. Was für Brüche der Quadrat-Ruthe sind die Quadrat - 
Duodecimalfuße und Duod ecimalzolle?
Wie müssen also im Decimalmaaße die Quadrat-Ruthen 
in Quadrat-Fuße und Quadrat-Zolle/ und umgekehrt ver­
wandelt werden?
Und wie müssen dieselben Namenveränderungen im Duo- 
decimal-Maaße gemacht werden?

8. Vorbereitende Sätze.

§. 4. Lehrsatz.
Die Flächen zweier Rechtecke verhalten sich a) bei 

gleichen Höhen wie die Grundlinien, und b) bei gleichen 
Grundlinien wie die Höhen.

Beweis. ») Wenn die Rechtecke äv (Fig. iä2.) und VL 
(Fig. i4z.) gleiche Höhe 86 --- Lk haben, so ist zu bewei­
sen, daß -^8 OL — äC

Um zu zeigen, daß diese Proportion richtig sei, es mögen sich 
die Hinterglieder durch die Vorderglieder genau messen 
lassen oder nicht, wollen wir zeigen, daß, wenn der Werth 
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von 6 k aus der Einheit durch dekadische Zahlen aus- 
gedrückt werden sollte, alle Ziffern derselben, Stelle vor 
Stelle, gleich sein würden, gesetzt auch, daß die Reihe der 
Brüche ohne Ende fortginge.

Man setze ^6 — 1, und trage dieses, wenn es angeht, und 
so oft es angeht, auf 6 k. Wir nehmen an es gehe dreimal, 
und bleibe ein Rest 6 k, der kleiner ist als ^6. Errichtet 
man nun in jedem Thetlpunkt eine Winkelrechte, so schnei­
det jede ein Rechteck ab, so groß als (V. 5.), also --- 1. 
Es ist also klar, daß auf 6k gerade so viel ganze 
Einheiten ^L, als auf 6k ganze Einheiten ^6 
gehen.

Nun stelle man sich vor, daß zur Ausmessung des Restes 6 k, 
die Einheit ^6 in Zehntel getheilt, und in jedem Theil- 
punkt eine Winkelrechte Linie errichtet werde, so ist klar, 
daß dadurch auch die Flächeneinheit in Zehntel getheilt 
sei. Trägt man nun von den Zehnteln der Linie 6 auf 
den Rest 6k so viele, als Raum haben, und errichtet wie­
der in jedem Theilpunkte eine Winkelrechte Linie, so ist 
wieder sichtbar, daß der Flächenrest 6k eben so viele 
Zehntel von ^2, als -er Linienrest 6k Zehntel 
von -^6 enthält.

ES fallt in die Augen, wie diese Schlüsse fortgesetzt werden 
können. Denn bleibt auf 6k ein Rest, der nur durch Hun­
dertel von ^6 gemessen werden kann, so läßt^sich auf eben 
die Art beweisen, daß eben so viele Hundertel, als 
von -^6 auf diesen Linienrest gehen, gerade so viele 
Hundertel von auf den Flächenrest gehen 
werden.

Da diese Schlüsse aber ohne Ende fortgesetzt werden können, 
so ist klar, daß die Zahle'n, welche den Werth von 6 k aus 
-er Einheit ^6 und den Werth von vk aus der Einheit 

ausdrücken, Ziffer vor Ziffer, gleich sein müssen, es mag 
sich 6k durch irgend einen Theil von ^6, und 6 k durch 
irgend einen Theil von ausmessen lassen, oder nicht.

Nun ist aber nach (XI. 4.) der Werth, welchen das Hinter- 
glied eines Verhältnisses erhält, wenn man das Vorderglied 
-- 1 setzt, nichts anders als der Anzeiger des Verhältnisses, 
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folglich haben die Verhältnisse ^0 vk, und ^8 VL 
einerlei Anzeiger, und sind also gleich, was zu erweisen war.

t>. Der Beweis des zweiten Theiles erfodert nichts als einen 
Umtausch von Worten und Begriffen. Nennt man näm­
lich in (Fig. i^2. und i4Z.), was jederzeit verstattet ist, 
8C und Lk Grundlinien, so haben die Rechtecke gleiche 
Grundlinien, aber verschiedene Höhe, ^6 und vk^ dieselbe 
Proportion also, welche bei 0) erwiesen worden, enthält 
auch schon den Beweis von (b).

§- 5. Z U s a tz.
Auch die Flächen a) von zwei Parallelogrammen 

und d) von zwei Dreiecken verhalten sich bei gleichen 
Höhen wie die Grundlinien, und bei gleichen Grund­
linien wie die Höhen.

Der Beweis von 0) beruht auf (V. L.), der von (l>) auf 
(V. 6.). Beide sind so leicht, daß sie keiner näheren Er­
örterung bedürfen.

ö. Lehrsatz.
Das Verhältniß der Flächen a) von zwei beliebi­

gen Parallelogrammen, d) von zwei beliebigen Dreiecken 
ist aus den Verhältnissen der Grundlinien und Höhen 

zusammengesetzt.
Beweis, s) ES seien 8C (Fig. lää.) und LO (Fig. tä6.) 

zwei beliebige Parallelogramme, ihre Grundlinien seien ^8 
und 8k, und die zugehörigen Höhen seien 8 v und OH. 
Es ist also zu beweisen, daß das Verhältniß der Flächen 

LO so groß sei, als das zusammengesetzte Verhältniß 
von ^8 : Lk und CD Oll.

Man zeichne ein Rechteck X8 (Fig. i4L.), -essen Grundlinie 
IK ---- und dessen Höhe 18 — Oll, so verhält 
sich nach (§. L.) "

sc 88--ov I.I — 6V Oll;
X8 80 — IX 88 — ^8 88.
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In diesen Proportionen sind bloß die ersten und dritten Ver­
hältnisse in Betrachtung zu ziehen/ und hieraus ergiebt sich 
nach (XI. 28.):

80 80 -- 00 x ^8 011x88, 
welches zu erweisen war.

In den Heften ist nur noch hinzu zu fügen i) -er Beweis 
von (b)/ welcher auf (V. 6.) beruht; 2) soll die Frage be­
antwortet werden/ wie der Lehrsatz ausgedrückt werden könne/ 
ohne das Kunstwort Zusammensetzung der Verhältnisse 
zu gebrauchen.

0. Ausmessung der Parallelogramme Dreiecke 
und unregelmäßigen Vielecke.

§.7. Aufgabe.
Die Fläche eines Parallelogramms auszumessen.

Bei der Auflösung einer jeden solchen Aufgabe müssen vier 
Punkte ausdrücklich erwähnt werden. Es muß nämlich an­
gezeigt werden/ i) ob und welche Hülfslinien zu ziehen sind/ 
2) welche Linien gemessen werden müssen^ 3) welche Rech­
nung mit dem Zahlenmaaß dieser Linien zu machen ist, 
H wie das Ergebniß der Rechnung gelesen werden muß.

Wir wollen von der obigen Aufgabe die Auflösung und den 
Beweis vollständig hersetzen/ damit nach diesem Muster die 
folgenden ausgearbeitet werden können.

Auflösung. Gesetzt es soll die Fläche des Parallelogramms 
^8 (Fig. E.) ausgemessen werden; so wähle man erst 
eine der Seiten, ^8, zur Grundlinie, und ziehe die zugehö­
rige Höhe 0v, dann messe man ^8 und 0v nach einem 
(zehnthetlig getheilten) Längenmaaße. Ferner multiplicire 

mian die Zahlenwerthe der beiden gemessenen Linien, und 
lese endlich das Produkt als Flächenmaaß gleichnamig mit 
dem angewandten Längenmaaße (K. 1.)/ so giebt dasselbe 
die Fläche der Figur an.

Beweis. Die Linie 80 (Fig. iä7.) sei die Einheit des ge­
brauchten Längenmaaßes. Zeichnet man über 80 das Qua­
drat 81/ so ist dieses die Einheit zu dem Flächenmaße/ wo­
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nach das Parallelogramm auügemessen werden soll; da aber 
wie jedes Quadrat selbst ein Parallelogramm ist, so 

hat man nach (§. 6.) die Proportion
^1 ^8 — ro X OI ^8 X ov.

Es ist aber ^1 — t; desgleichen I 6 — 61 -- 1, folglich 
auch l?6 x 61 — i. Daher

1 ^8 — 1 ^8 x OI).
Daß das Produkt ^8 x 00 als Flächenmaaß gelesen wer­
den müsse, ist daraus klar, weil das dritte Glied eine 
Einheit des Flachenmaaßes ist.

Bei diesem §. ist in dem Hefte bloß ein Parallelogromm sorg­
fältig zu zeichnen, und mit Hülfe eines genauen Maaßstabes 
nach Anleitung der obigen Auflösung auszumessen.

Außerdem sind von dieser und allen folgenden Aufgaben, im 
ÜbungShefte fleißige Anwendungen zu machen.

Anmerkung. Daß bei dieser und jeder anderen Messung nur 
ein und dasselbe Maaß und zwar unter einer einzigen Be­
nennung gebraucht werden müsse, versteht sich von selbst.

§.8. Aufgabe.
Es ist die Fläche eines Parallelogramms, und dazu 

entweder die Grundlinie, oder die Höhe desselben gege­
ben; man soll im ersten Fall die Höhe, im andern die 
Grundlinie finden.

Anleitung zur Auflösung. Da die Fläche nach (§. 7.) 
gefunden wird durch ein Produkt der Grundlinie und Höhe, 
so ist diese Aufgabe im Grunde einerlei mit der arithmeti­
schen Frage: ES ist ein Produkt zweier Faktoren und einer 
dieser Faktoren gegeben, wie findet man den andern Faktor? 
Diese Frage beantwortet sich aus den ersten Begriffen der 
Multiplikation und Division, und kann daher keine Schwie­
rigkeit haben.

Bei praktischen mathematischen Arbeiten kommt der Fall öfter 
vor, daß man ein Rechteck oder Parallelogramm von be­
stimmter Fläche und mit bestimmter Grundlinie oder Höhe 
zeichnen will. Man füge also im Hefte ein solches Bei­
spiel hinzu als: Es soll über einer Grundlinie von 2,5 Zoll 
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ein Rechteck von Z,25 Quadrat-Zoll gezeichnet werden, 
wie groß muß seine Höhe sein?

§.9. Aufgabe.
Die Fläche eines Quadrates auszumessen.

Die Auflösung selbst ergiebt sich unmittelbar aus (§. 7.), wo­
bei nur die zu Anfang bei (§. 7.) gemachten Erinnerungen 
soweit, als nöthig, zu berücksichtigen sind.

Um aber für die Rechnung den zweckmäßigsten Ausdruck zu 
finden, erinnere man sich, mit welchem Kunstwort das 
Produkt zweier gleichen Faktoren in der Arithmetik be­
nannt wird.

Es ist eine wirkliche Ausmessung eines Quadrates hinzuzu- 
fügen.

Auch ist die Frage zu beantworten, wie sich die Flächen zweier 
Quadrate gegen einander verhalten?

Anmerkung. In diesem §. zeigt sich der Grund von -er bis­
her gebrauchten Bezeichnung der Quadrate durch ^8».

§.10. Aufgabe.
Es ist für die Fläche eines Quadrates das Zahlen- 

maaß gegeben; man soll die Seite desselben finden.

Wenn man im vorigen §. den bestimmtesten Ausdruck für die 
Rechnung gebraucht hat, so wird man auch hier sehr leicht 
die Auflösung finden.

ES ist die wirkliche Zeichnung eines Quadrats beizufügeu, 
-essen Fläche eine bestimmte Größe hat.

§.11. Aufgabe.
Die Fläche eines Rechtecks auszumessen.

Die Auflösung beruht auf (8. 7.). Es ist eine wirkliche Aus­
messung beizufügen; auch ist die Frage zu beantworten, ob 
es einen Unterschied in der Messung und Rechnung mache, 
wenn man die längere oder die kürzere Seite -es Rechtecke 
zur Grundlinie wählt?
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Anmerkung. In diesem §. zeigt sich der Grund von der bis­
her gebrauchten Bezeichnung der Rechtecke/ z. B- (Fig. läL.) 
Rechteck KI. — LI x oder sXI x 1^-

§.12. Aufgabe.
Die Flache eines Rhombus auszumessen.

Die Auflösung beruht auf (§. 7.).
Es ist eine wirkliche Ausmessung beizufüge»/ auch die Frage 

zu beantworten/ ob es einerlei sei/ welche Seite des Rhom­
bus man zur Grundlinie wählt?

§.13. Aufgabe.
Die Flache eines Rhomboids auszumessen.

Die Auflösung beruht auf (§. 7.).
Da hier die zu messenden Linien verschieden sind/ je^nachdem 

man die kürzere oder längere Seite des Rhomboids zur 
Grundlinie wählt (v. 1.)/ so läßt sich auch die Ausmessung 
auf zwei verschiedene Arten ausführen/ und es sind da­
her beide auf ein und dasselbe Rhomboid anzuwenden. 
Wenn die Resultate beider Messungen nicht völlig überein- 
siimmeN/ so ist der Grund davon anzugeben.

Worauf würde eine sehr große Verschiedenheit der Resul­
tate deuten/ und was würde man bei gänzlicher Über­
einstimmung derselben urtheilen müssen?

§. 1L. Aufgabe.
Die Fläche eines Dreiecks auszumessen.

Die Auflösung beruht auf (§. 7.) verglichen mit (V. 6.).
Bei der Auflösung ist ein ungleichseitiges Dreieck zu wählen/ 

und da bei diesem nach (V. 3.) drei verschiedene Grund­
linien angenommen werden können/ so findet eine dreifache 
Ausmessung Statt/ welche mit aller Sorgfalt auSzuführen ist. 

Anmerkung. Wenn man eine und dieselbe Größe (wie hier 
die Fläche eines Dreiecks) zu wiederholten Malen auf die­
selbe oder auf verschiedene Art mißt/ so ist wegen der Un- 
vollkommenheit unserer Sinne und Werkzeuge auch bet An-
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Wendung alles Fleißes dennoch keine vollkommene Überein- 
stimmung der Resultate zu erwarten; einige Resultate wer­
den etwas zu groß, andere etwas zu klein sein. Man kann 
aber der Wahrheit naher kommen, wenn man aus sämmt­
lichen Resultaten das arithmetische Mittel nimmt, 

h. wenn man alle Resultate addirt, und die Summe 
durch die Anzahl der addirten Posten dividirt. Denn auch 
ohne strengere Beweise begreift man, daß die Fehler der 
Resultate in plus und minus sich hei der Addition zum 
Theil einander aufheben. Daher ist es zweckmäßig, daß 
hier bei jeder Aufgabe, wo mehr als eine Auflösung Statt 
findet, immer das Mittel der erhaltenen Resultate berech­
net, und zugleich angezeigt werde, um wieviel jedes einzelne 
Resultat von diesem Mittel im xlu« oder minus abweiche. 
In dieser Arbeit wird ein Aufmerksamer ein Mittel finden, 
die Genauigkeit seiner Messungen selbst zu beurtheilen.

§.15. Aufg a b e.
Die Fläche eines Vierecks, es sei ein Parallelo­

gramm, oder ganz unregelmäßig, auszumessen.

Aufldsung. Um das unregelmäßige Viereck ^86O (Fig. 1^3.) 
auszumessen, ziehe man eine Diagonale 6, und aus den 
andern beiden Winkelspitzen, 8 und I), die Lothe 88 und 
V8. Endlich multiplicier man die Diagonale ^0 mit der 
Summe der beiden Lothe 88-1-1)8, so ift die Hälfte die­
ses Produktes, als Quadratmaaß gelesen, die gesuchte Fläche.

Beweis. Durch und 6 ziehe man die Linien 6 8l und 
II< winkelrecht auf und durch 8 und v die Linien 61 
und läi< parallel mit ^6, so ift zuerft aus (IV. n. iä.) 
klar, daß die Vierecke NI, ^1, Rechtecke sind: ferner 
ergiebt sich aus (V. 6.), haß das Dreieck ^86 gleich sei 
dem halben Rechteck ^1, und ^61) — folglich das 
Viereck ^860 gleich dem halben Rechteck III.

Multiplieirt man nun die Diagonale ^6 (--- N8) mit -er 
Summe der Lothe 88 -i- 1)8 (— 6^ -t- --- 611),
so ist aus (§. 11.) klar, daß das Produkt die Fläche des 
Rechtecks ttl ist. Da wir nun eben bewiesen haben, daß das
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Viereck ^80v die Hälfte dieser Fläche m sey so ist die 
Richtigkeit der Auflösung erwiesen.

Da man in einem Viereck zwei Diagonalen ziehen kann, so 
kann jedes Viereck auf solche Art doppelt ausgemessen wer­
den. Diese doppelte Messung ist im Hauptheft auf ein und 
dasselbe unregelmäßige Viereck anzuwenden.

Im Übungsheft messe man ein Rhomboid auf vier Arten auS/ 
zweimal nach (§. 13.), zweimal nach diesem §.

§.16. Aufg ab e.
Die Flache eines Vierecks, das zwei parallele Ge­

genseiten hat, auszumessen.
Auflösung. In dem Vierecke ^800 (Fig. iä9.) seien die 

Seiten ^8 und 0 V parallel. Zwischen diesen ziehe man 
irgendwo ein Loth 0 k und messe ^8, 00 und 0L; dann 
multiplicire man die Summe der parallelen Seiten ^8 
00 mit dem Lothe 0L, und dividire das Produkt durch 2, 
so ist der Quotient als Quadratmaaß gelesen die Fläche 
des VierckS ^80v.

Beweis. Man ziehe die Diagonalen 80, ^0, verlängere 
01) nach k, und ziehe durch 8 die Linie 8k parallel mit 
^v, so ist das Dreieck 8vk dem Dreieck ^80 gleich nach 
(IV. 7.)/ und Dreieck 008 ---- 0^1) (V. 7.). Legt man 
nun zu den ersten beiden Dreiecken die letzteren einzeln 
hinzu, so erhält man auf der einen Seite das Viereck ^80O, 
auf der andern das Dreieck 08k, welche also einander 
gleich sind.

Wenn man demnach die Summe von ^8 00 (— vk
-k 00 ---- 0k) mit 0k multiplicier, und das Produkt mit 
2 dividirt, so erhält man nach (8. 14.) die Fläche -es 
Dreiecks 08k, welche, wie eben erwiesen worden/ der Fläche 
des Vierecks ^80O gleich ist.

v Ausmessung der geradlinigen Vielecke,

§. 17. Aufgabe.
Die Fläche eines geradlinigen Vielecks auszumessen.



206 Vierzehnter Abschnitt.

Die Ausmessung beruht auf der Ausmessung der Dreiecke und 
Vierecke/ und läßt in ledern Falle sehr viele Veränderungen 
zu. Denn es fällt in die Augen/ daß man ein Vieleck auf 
gar mannigfaltige Art in Dreiecke und unregelmäßige Vierecke 
theilen/ und diese einzeln nach dem vorhergehenden ausmessen 
kann. Wir begnügen uns hier aber/ nur zu einem Paare 
-er einfachsten Arten Anleitung zu geben.

1. Ausmessung eines Vielecks durch Zerlegung in 
Dreiecke. Man theile die Figur durch Diagonalen/ die 
sich nicht schneiden/ in Dreiecke (VIH. ä.)/ so kann man ent­
weder alle Dreiecke einzeln nach (§. iä.) auemessen/ oder 
man kann/ was vortheilhafter ist/ zwei Dreiecke/ die eine 
gemeinschaftliche Diagonale haben/ als ein unregelmäßiges 
Viereck nach (§. 15.) ausmessen. Ist die Anzahl der Seiten 
des Vielecks gerade/ so besteht eö aus lauter solchen Vier­
ecken, ist sie ungerade/ so bleibt ein Dreieck überschüssig, 
das einzeln gemessen werden muß.

Im Hauptheft ist eine Figur von 5 oder 6 Seiten auf diese 
Art auszumessen.

2. Ausmessung eines Vieleckes durch Zerlegung in 
Vierecke mit parallelen Gegenseiten. Wenn ein 
Vieleck durch Abscissen und Ordinaten (VIH. n.) gezeich­
net ist, so wird es durch die Ordinaten in Vierecke mit 
zwei parallelen Gegenseiten getheilt/ nur daß an den äußer­
sten Enden ein oder zwei/ auch/ wenn die Figur convexe 
Winkel hat/ mehr einzelne Dreiecke bleiben. Dann kann 
man jedes dieser einzelnen Vierecke nach (§. 16.) ausmessen. 

Auch von dieser Art der Ausmessung ist im Hauptheft ein 
Beispiel an einer fünfseitigen oder sechsseitigen Figur aus­
zuführen.

Anmerkungen.
Bei der letzten MessungSart übereile man sich nicht/ zu 
glauben/ daß sich die Ausmessung zweier zusammenliegenden 
oder gar aller Vierecke/ in welche die Figur getheilt ist/ in 
eine einzige Rechnung zusammen ziehen lasse.

2. Für das ttbungsheft zeichne man auf einem einzelnen Blatte 
eine beliebige Figur/ von etwa 7 oder 8 Seiten. Eben diese 
Figur copire man auf anderen einzelnen Blättern sorgfältig 
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vermittelst des Durchstechend (VIII. 12.). Auf jedem Blatte 
bleibe so viel Raum, daß oben eine Überschrift/ und unten 
noch Rechnungen Platz finden. Auf jedem dieser Blätter 
messe man dann die Figur auf eine andre Art/ denn es ist 
leicht einzusehen/ daß jede -er beiden oben beschriebenen 
Arten sehr viele Abänderungen zulasse/ indem man bei 
(n. 1.) andere Diagonalen/ bei (n. 2.) andere Abscissen 
und Ordinate» wählt. Die Blätter sind zu numerireN/ und 
auf jedem ist in der Überschrift die Messungsart kurz an- 
zuzeigen. Endlich müssen auf einem besonderen Blatte die 
Resultate aller Messungen zusammengestellt/ und aus allen 
muß das Mittel genommen werden.

L. Ausmessung regulärer Figuren.

§.18. Aufgabe.

Die Fläche einer regulären Figur auszumessen.

Es kann dies nach dem Bisherigem auf doppelte Art geschehen.
1. Man kann sie nach Art einer irregulären Figur (§. 17.) 

ausmessen.
2. Man kann sie mit Rücksicht auf (X. iä.) nach (§. iä.) 

als ein einziges Dreieck ausmessen. Im Hauptheft ist ein 
reguläres Fünf- oder Siebeneck auf beide Arten auSzu- 
messen. Bei der zweiten Ausmessungsart ist die Regel für 
die Rechnung aus der Sprache des Dreiecks in die Sprache 
-er regulären Figur zu übersetzen/ -. h. statt -er Wörter 
Grundlinie und Höhe/ die sich nur auf Dreiecke/ nicht 
aber auf Fünf- oder Siebenecke beziehen/ müssen solche 
Wörter gewählt werden/ wie man sie bei regulären Figuren 
gebraucht.

Anmerkung. Wir dürfen hier nicht unbemerkt lassen/ daß die 
obigen beiden Auflösungen genau betrachtet/ mehr mecha­
nische als regelrechte/ wissenschaftliche Auflösungen sind. 
Soll nämlich eine Ausmessung von -er wissenschaftlichen 
Seite tadelfrei sein/ so müssen nicht mehr Linien gemessen 
werden/ als gerade zum Zwecke nöthig sind. Dieses ist aber 
bei den beiden obigen Auflösungen nicht der Fall; denn aus 
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-em neunten Abschnitt ist bekannt/ daß eine reguläre Figur 
von gegebener Seitenanzahl völlig bestimmt ist/ wenn ent­
weder -er große Halbmesser/ oder der kleine/ oder eine Seite 
der Figur gegeben ist/ daß also in einer solchen Figur alles 
bestimmt ist/ wenn außer der Anzahl der Seiten eine ein­
zige der drei genannten Linien gegeben ist. Es muß also 
auch möglich sein/ die Fläche der Figur zu berechnen/ so­
bald man nur eine der genannten Linien gemessen hat. 
Folglich muß bei beiden obigen MessungSarten immer etwas 
unmittelbar gemessen werden/ was nicht gemessen/ sondern 
berechnet werden sollte.

Erst in der Trigonometrie kann allgemein gezeigt werden/ wie 
man/ wenn außer der Seitenzahl eine der drei genannten 
Linien gegeben ist/ alles übrige und besonders auch die Fläche 
finden könne. Bis dahin würde aber für irgend ein prak­
tisches Bedürfniß eine -er obigen Ausmessungen angewendet 
werden müssen.

Doch lassen sich auch diejenigen Vielecke/ welche nach 
(Absckn. IX.) geometrisch gezeichnet werden können/ hier 
schon vollständig und regelrecht berechnen/ wie in dem An­
hänge zu diesem Abschnitte gezeigt werden soll.

r. Verhältniß der Flächen ähnlicher Figuren.

§.19. Lehrsatz.

Wenn man in zwei ähnlichen Dreiecken gleichlie­
gende Linien zu Grundlinien annimmt, so verhalten sich 
die dazu gehörigen Höhen, wie die Grundlinien.

Anleitung zum Beweise. Die Dreiecke ^80 und abc 
(Fig. 150 und 151.) seien ähnlich, und die mit gleichen 
Buchstaben bezeichneten Winkel gleich. Wenn man nun zu 
den gleichliegenden Grundlinien ^8 und sb -je zugehörigen 
Höhen 00 und cä zieht/ so ist zu beweisen/ daß 0O cä 
— ^8 ad.

Zuerst ist aus (XII. 9.) leicht zu beweise»/ -aß die Dreiecke 
^00, scä ähnlich sind. Daher läßt sich das Verhältniß
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60 cä mit dem Verhältniß 6^ C2 vergleichen. Aber 
wegen der vorausgesetzten Ähnlichkeit der Dreiecke ^86, 
»Kc läßt sich auch das Verhältniß ^8 28 mit demselben 
Verhältniß ^6 sc vergleichen; woraus die Richtigkeit des 
Satzes ohne Schwierigkeit folgt.

§.20. Lehrsatz.

Die Flächen zweier ähnlichen Dreiecke verhalten sich 
wie die Quadrate zweier gleichliegenden Seiten.

Beweis. Wenn die Dreiecke 28c (Fig. 150. 151?) 
wie im vorigen §. als ähnlich angenommen werden, so ist 
zu beweisen, daß

Dreieck ^86 28c ^8^ 28^.
Nach (§. 6.) ist das Verhältniß der Dreiecke ^86 und 

28 c aus den Verhältnissen ^8 28 und 61) cä zusam­
mengesetzt.

Nun setze man noch (XI. 26.) folgende zwei Proportionen 
zusammen:

^8 28 — ^8 28
61) 26.

Da die Richtigkeit der ersten Proportion unmittelbar, die der 
zweiten aber aus (8. 19.) klar ist, so erhält man nach 
(XI. 26.)die richtige Proportion:

^8x61) 28 X cä -- ^8- 28°,
da nun nach (§. 6.)

Dreieck ^86 28c --- -^8 x 61) 28 x
so verhält sich auch:

Dreieck ^86 28c -- ^8^ 28*.
Nach (§. 9.) ist aber das Verhältniß der Quadrat; ah len 

von ^8 und 28 mit dem Verhältnisse -er Quadrate von 
^8 und 28 einerlei

Der Beweis ist im Hefte nur mit der einzigen Abänderung 
zu wiederhohlen, daß statt ^8 und 28 irgend zwei andre 
gleichliegende Linien als die Grundlinien angenommen
werden.

Fischer'S eb. Geom. O
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§.21. Lehrsatz.
Die Flächen zweier ähnlichen Vielecke verhalten sich 

wie die Quadrate zweier gleichliegenden Seiten.

Anleitung zum Beweise. In (Fig. 120, 121.) seien 
^8008 und abcUe ähnliche Figuren, und die mit gleichen 
Buchstaben bezeichneten Winkel gleich. ES ist zu beweisen, daß 

^801)8 Lkc6e--^8- ab-.
Man theile beide Figuren nach (XII. 20.) in ähnliche 
Dreiecke, so hat man

^88 sbe --- ^8- ab- (§. 20.),
886 Lee--80- kc- --- -^8- ab- (§.20. UNd XII. 21.), 
8^0 ec6 — V6- 6c- --- ^8- ab- (§.20.UNdXH.2l.).

Der übrige Theil des Beweises ist ein leichter nach (XI. 8.) 
hinzuzufügender Schluß.

Der ganze Beweis ist vollständig an einer veränderten Figur 
auszuführen.

§. 22. Zusatz.
Es verhalten sich also auch die Flächen zweier re­

gulären Vielecke von gleich vielen Seiten wie die 
Quadrate ihrer Seiten.

Eben dieses Verhältniß läßt sich mit Berücksichtigung von 
(XIII. 1L. b.) noch auf zwei andere Arten ausdrücken, 
welche hinzuzufügen sind.

6. Arithmetische Verwandlung aller geradlinigen 
Figuren in Quadrate.

§.23. Aufgabe.

Jede beliebige geradlinige Figur in ein Quadrat 
zu verwandeln.

Auflösung. Man berechne nach den in diesem Abschnitte ge­
gebenen Anweisungen ihren Flächeninhalt, und suche dann 
nach (8. io.) die Seite eines Quadrats, welches denselben
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Flächeninhalt hat, so kann das Quadrat vermittelst eines 
genauen Maaßftabes gezeichnet werden.

Dieses ist an einer wirklich ausgemessenen Figur auszuführen. 
Anmerkung. Ein Beispiel von einer geometrischen Ver­

wandlung eines Rechtecks in ein Quadrat ist schon oben 
(V. 22.) vorgekommen/ und in dem Anhänge zu dem gedach­
ten Abschnitt ist gezeigt worden, daß eö möglich sei, jede 
geradlinige Figur rein geometrisch in ein Quadrat zu ver­
wandeln. Die hier gegebene Auflösung ist eine arithme­
tische Verwandlung, weil sie auf Rechnung beruht. Übri­
gens ist klar, daß die arithmetischen Verwandlungeu nicht 
nur in den meisten Fällen einfacher und leichter ausführbar 
sind, sondern auch auf eben so richtigen und streng erwie­
senen Sätzen beruhen, wie die geometrischen, daß sie also 
diesen an wissenschaftlichem Werthe nicht nachstehen.

In dem folgenden Abschnitte aber wird sich zeigen, wie nö­
thig eS sei, beide Arten von Verwandlungen scharf zu un­
terscheiden, .weil aus Verwechselung derselben große Irr­
thümer entstehen können.

Erster Anhang zum vierzehnten Abschnitt.
Berechnung der regelmäßigen Figuren, die sich 

geometrisch construiren lassen.

1. Vorerinnerung.
In (§. 18. Abschn.) ist gezeigt worden, wie 

die Flache einer regelmäßigen Figur ausgemessen wer­
den könne. In der Anmerkung zu demselben §. ist aber 
auch bemerkt worden, daß die dort gegebenen Ausmes- 
sungöarten nicht rein wissenschaftlich sind, sondern alle­
zeit etwas bloß mechanisches enthalten. In diesem An­
hänge wollen wir noch zeigen, daß eS möglich sei, alle 

O 2
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diejenigen regelmäßigen Vielecke, die sich geometrisch zeich­
nen lassen, vollständig zu berechnen:

§.2. Lehrsatz.
Wenn man den großen Halbmesser eines Polygons 

durch den kleinen durch die Seite durch «, die 
Fläche durch k', und die Seitenanzahl durch n bezeich­
net; so lassen sich die Größen s, k', auf folgende 

Art bestimmen
«) s - 2
b) ?
c) k' —

Beweis.
s. Man betrachte das regelmäßige Fünfeck kOMK (Fig. 107.,, 

und sehe zuerst auf das Bestimmungsdreieck in wel­
chem der große, der kleine Halbmesser und die 
halbe Seite ist; so sieht man leicht ein, 1) daß — 
z/(Lk^ — woraus die erste Formel O) hervor- 
geht, wenn man für die Linien r.k, die im Lehr­
sätze festgesetzten Bezeichnungen annimmt.

b. Man sieht auf dieselbe Weise, daß 1^ -- z/ (1.1^ — 
welches mit den Bezeichnungen des §. giebt: — 

z/(r° — woraus (b) durch eine leichte Verände­
rung der Formel folgt.

c. Die Richtigkeit von (c) ergiebt sich aus (X. 14.) verglichen 
mit (XIV. iä.). Denn man sieht leicht ein, daß, wenn s 
die Länge einer Seite ist, und die Figur n Seiten hat, 
durch -er ganze Umfang derselben dargestellt wird.

Anmerkung. In den folgenden Sätzen werden die Buchsta­
ben r, e, in der angeführten Bedeutung genommen, 
für » aber immer die bestimmte Seitenanzahl gesetzt wer­
den. Die Sätze selbst sollen aber darthun, wie man bei ei­
nem regelmäßigen Dreieck, Viereck, Sechseck, Zehneck, 
Fünfeck, Funfzehneck § und k bestimmen kann, wenn r 
gegeben ist,
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§. 3. Lehrsatz.
In einem regelmäßigen (d. i. gleichseitigen) Dreiecke ist:

a) die Seite oder s — r s/Z, 
Ii) der kleine Halbmesser oder 
e) die Flache oder I? — H

Beweis Es sei das gleichschenklige Dreieck (Fig. 152.) 
in einen KreiS/ dessen Mittelpunkt I) ist, eingeschrieben. 
Man ziehe aus 0 durch eine Seite Winkelrecht den 
Halbmesser VL; so ist durch diesen der Bogen in k, 
und die Sehne ^6 in k halbirt; mithin ist die Sehne 
als Sehne des sechsten Theiles der Peripherie dem Radius 
Lv gleich; zieht man nun ^1), so ist auch --- 
Hieraus läßt sich leicht die Congruenz der Dreiecke 
und herleiten, aus welcher folgy daß Lk' --- kv, also 
kv --- Ly — ^r. Es ist aber kv der kleine Halb­
messer (X. 1.). Dadurch ist die Richtigkeit von (b) erwiesen.

Setzt man nun in die Formeln (» und c §.2.) die ent­
sprechenden Werthe, so findet man auch die Formeln 0) 
und (c) sehr leicht. Da nämlich — z r, so ist s — 
2s/(r^ — r^) — 2 I r z/3, welches der
Beweis für 0) ist. Es ist nun r — ^xZx^xr

2 r- s/z.

§.4. Lehrsatz.
In einem regelmäßigen Vierecke (Quadrate) ist 
r>) die Seite oder « — r s/2, 
li) der kleine Halbmesser oder r s/2, 
e) die Fläche oder k' — 2 i

Beweis. Wenn man das Quadrat (Fig. 153.) in 
einen Kreis eingeschrieben hat, dessen Mittelpunkt L ist, und 
man zieht die beiden großen Halbmesser und LL; so 
ist nicht schwer zu zeigen, daß der Winkel ein rechter 
ist, daß also — 1/(äL- -I- LL-) — l/2 
— s/2, welches unmittelbar (2) giebt. Daraus folgt 
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dann wieder (b) und <» durch eine richtige Anwendung 
Von (2. k. c.).

Anmerkung. Daß bei einem Quadrate drr kleine Halbmesser 
genau der halben Seite gleich ist/ wie aus (-») und (d) her- 
vorgeht/ läßt sich auch sehr leicht geometrisch beweisen.

§.5. Lehrsatz.

In einem regelmäßigen Sechsecke ist
u) die Seite oder 8 — r,
b) der kleine Halbmesser oder r
<?) die Fläche oder — -1 i-

Beweis. Die Richtigkeit von (2) folgt unmittelbar aus 
(IX. 7.)/ daraus lassen sich aber (K) und (c) leicht herlei- 
ten/ wenn man in (2. b. und c ) die entsprechenden Wer- 
the setzt.

Anmerkung. Die Flache des Sechsecks ist also nach (c) ge­
rade das doppelte der Fläche des Dreiecks/ welches densel­
ben großen Halbmesser hat (Z. c.)/ was sich auch leicht 
geometrisch erweisen läßt.

§.6. Lehrsatz.
In einem regelmäßigen Fehneck ist

u) .8 -- 4 I- (i/5 — I),
k) §> -- i/(IO 2 ^5), 
e) k' -- 1l/(IO - 2 i/5).

Beweis. In (Fig. 109. 111.) ist nach (X. Anh. 3.) 18 
— XO die Seite des Zehnecke; es ist aber nach der dort 
angegebenen Construction 88 — 81) — l/(I)8 --t-88°), 
mithin 88 -- 88 — 88 -- k (or;- -8 88-) — 88. 
Da aber 1)8 dem Radius und 88 der Hälfte desselben 
gleich ist/ so erhält man » — -8 7s i-°) — r ---

— zr (i/^ — t)/ welches (3) ist/ wor­
aus sich dann ohne Schwierigkeit (d) mit Anwendung von 
(2. L.) herleitcn laßt. Für (c) hat man aus (2. c-.), wenn 
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man n — 10 setzt/ k — Ls(> — Hr- (l/L — 1) l/(io 
-1- 2 l/z), oder wenn man s/L — 1 ins Quadrat erhebt/ 
und hinter das zweite Wurzelzeichen bringt/
k -- zr- — 2 l/L) (10 -I- 2 l/L)/ oder
k --- z/(3 — l/5) -t- l/5)/ oder endlich
k -- ^/(10 - 2 s/5).

§.7. Lehrsatz.

In einem regelmäßigen Fünfeck ist
a) s l/(10 — 2 l/5),
b) ? — (z/5 1),
e) k' - ^/(1O 2 z^L).

Beweis. In (Fig. m.) ist nach (X. Anh. 3.) vk die 
Seite des Fünfecks und kk Seite des Zehneckö/ VL der 
Halbmesser. Nun ist vk — l/(VL--> Setzen
wir nun r für vv nach (2)/ und für kR den in (6. s.) 
gefundenen Werth; so erhalten wir » — l/^r- -i- 

- (z/5 — 1)^/ woraus nach einigen algebraischen Ver­
änderungen (2) sich leicht ergiebt. Aus (2) findet man 
(l>) mit Anwendung von (2. d.), nämlich i/lär- 
— 4r- (10 — 2s/5)^ — ji- s/(6 -1- 2 l/L) -- 

l/(5 -1- 2 l/L 1) — (l/5 1). Um (c)
aus (2. c.) herzuleiten/ muß man in dem Ansätze k — 
^r- (l/L -1- 1) l^(io — 2 l/5) statt l/5 -1- 1 das 
ihm gleiche f/(6 -i- 2 s/5) setzen; so findet sich die For­
mel (c) durch leichte algebraische Operationen.

§.8. Lehrsatz.

In einem regelmäßigen Funfzehneck ist
«) « - z/^7 — l/5 — (L — ^5)^,
d) § l/L -4- ^6 (5 —
c') I — V r" l/s7 -1- l/5 — l/6 (5-1-

Beweis. In (Fjg. 154.) sei ^v -er sechste, -er zehnte
Theil -er Kreislinie/ so ist leicht nachzurechnen/ daß 6 V
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-er fünfzehnte Theil der Peripherie ist. Folglich ist die 
Sehne 6O die Seite eines Funfzehnecks.

Man ziehe aus 6 und 0 die Sehnen 68, vx winkelrecht 
durch den Halbmesser ^8, den sie in 6 und II schneiden, 
so ist 68 die Seite eines regelmäßigen Fünfecks, 1)8 die 
Seite eines regelmäßigen Dreiecks.

Man ziehe ferner aus 6 den Durchmesser 6X, und aus 0 
die Sehne VX, so ist 6OX ein rechter Winkel.

Weiter ziehe man XKl winkelrecht auf den Durchmesser, so 
ist XA4 — und 8kl — 86. Endlich ziehe man X8, 
welche, wie leicht einzusehen, mit 68 parallel sein wird. 
Eben diese Linie ist -- 6LI.

Nach diesen Vorbereitungen läßt sich die Richtigkeit -er obi­
gen Formeln anf folgende Art beweisen.

Im Dreieck 61) X ist
6V- -- 6X- — VX-

- - 6X- — V6- — 6X-
- -- ä^8- — (1)14 -4- H6)- — (811 -4- 8^)-
- -- ä^8- — (011 -4- 6 6)- — (86 -I- 811)-
- - 4^8- — 014 - — 2 svll X 66) — 66 -

— 86- — 2^68 x 80) — 8H-, 
da aber 86- -4- 66- --- 014- -4- 8»- --- -V8-, so ist 
61)- -- 2-V8- — 2sOII X 66) — 2s68 X 814).

ES ist aber 61) § und ^8 — r (§. 2.),
ferner 014 — zr z/z und 814 — (§. z.),
desgleichen 66 -- z/(io — 2 z/L) 
!Md 86 — (s/L -4- 1) (§. 7,).

Wir haben also
s---2r--Lr-zXs3(lO-2^5)) - (s/L-4-1) 

2r--^r- -zr-z/L-^r-^s6(5 -z/L)) 
- z/s6 (5 - l/5)).

Folglich ist
« Zr — s/5 — l/6 (L — l/5)).

b. Der kleine Halbmesser ist nach (§. 2.)
e -- z - 5-)

— z — Lr- -4- zr- l/L -4- l/(6
(5 - l/5)))

-- l^t9 -4-1/5 -1- 1/(6 (5 - l/5))).
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c Die Fläche ist nach (§. 2.)
I? —

— L «(>
-- - 1/L - l/(6 (2 - 1/2))) X

f9-1-1/2-4-1/(6 (2 - 1/2))).
Multiplicirt man die unter dem Wurzelzeichen stehenden Fak­

toren mit einander/ so erhält man
k -- ^zr- 1/^28 -k- 4 1/2 — 2 1/(6 (2 — 1/2)) 

- 2 p/2 ^(6 (5 — ,/2)))
— /'l28 -1-41/2 — 2(1-1- 1/2) X

1/(6 (2 — 1/2))).
Erhebt man in dem letzten Gliede der Klammer 1 -k- 1/2 

ins Quadrat/ um es hinter das Wurzelzeichen zu bringen; 
nämlich (i-l- 1/2)° -(1^-2 1/2 -1-2) 
— 2 (3 -i- 1/2), so erhält man
k -- ^zr- 1/^28 -1- 4 1/2 — 2 1/(12 (3 -t- 1/2 ) X 

(.5 _ r/5)))
— l/f28 -1-41/2 — 4 1/(3 X 2 (2 -I- 1/2)))
-- ° -1- 1/2 - l/(6 (2 1/2))).

H. 9. Aufgabe.
In einen Kreis, dessen Halbmesser — i-, ist ein be­

liebiges Polygon eingezeichnet, und die Anzahl seiner 
Seiten — n nebst dem kleinen Halbmesser — gegeben. 
Man soll die Halbmesser, die Seite nnd die Fläche ei­
nes inneren Polygons von doppelt so vielen Seiten 
finden.

Auflösung. Für -aü Polygon von -er doppelten Seiten- 
anzahl heiße die Seite s', -er kleine Halbmesser §>', die 
Fläche k; so ist:
») -er große Halbmesser — r,
6) die Seite « ---- 1/f2 r (r — ^)),
c) der kleine Halbmesser «>' — 1/f^ r (r -i- f)),
<l) die Fläche k nr l/(r^ — ^°).
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Beweis.
3. Das erste ist unmittelbar klar/ weil alle inneren Polygone 

gleiche große Halbmesser — r haben.
K. Um das übrige zu beweise»/ sei (Fig. tö2.) die Seite 

eines inneren Polygons von n Seiten. Man ziehe den 
Durchmesser 6L Winkelrecht durch ^1!/ so ist der Bogen 

in L halbirt, und wenn man die Sehne XL zieht, 
so ist diese die Seite eines Polygons von noch einmal so 
viel Seiten. Nach (XHI. 2.) ist

— äL r. 6/das ist 
r — 8 — s 2i', also (s)^ — 2t' (r — (-),
folglich — HZ ^2r (r —

c. Hieraus läßt sich durch (8. 2. b.) herleiten.
- (s)-)

— 5 ä r — 2 I-4- 2 rp)
— 4 lZ(2r- -4- 2i'(>) — 4 fZs2r (r- -j-
— lZs^i' (r -I-

6. Endlich folgt aus (§. 2. c.), da die Seitenanzahl des neuen 
Polygons 2 ii ist:
k — ns(/ n zZ^2r (r — (>) (r -I- — nr

lZ ( r - —
Anmerkung. Eine noch bequemere Berechnung von k sehe 

man im (Anh. zu XV. §. z.)

s. Zu sa tz.
Da außer den in diesem Anhänge berechneten Po­

lygonen nur noch diejenigen geometrisch gezeichnet wer­
den können, welche aus jenen durch Verdopplung der 
Seitenanzahl entstehen, so ist aus dem vorigen §. sicht­
bar, daß überhaupt alle Polygone, welche geometrisch 
construirt werden können, sich auch algebraisch be­
rechnen lassen. Ob aber gleich die meisten Formeln, die 
wir entwickelt haben, und noch mehr diejenigen, welche 
man bei der Verdopplung der Seitenanzahl erhalten 
würde,für eine Zahlenrechnung nicht sehr bequem 
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sind, so ist es doch in wissenschaftlicher Hinsicht wichtig, 
deutlich einzusehen, daß jedes Vieleck, welches geometrisch 
cpnstruirt werden kann, auch ohne wesentliche Schwierig­
keit algebraisch berechnet werden könne. Warum dieses 
wichtig sei, kann aber freilich erst in der Analysis zur 
völligen Deutlichkeit kommen. In der Trigonometrie 
wird für eine bequemere Berechnung aller Polygone 
hinlänglich gesorgt werden.

Zweiter Anhang zum vierzehnten Abschnitt.

Von dem im' Preußischen Staate üblichen 
Längenmaaß.

1.
In dem Preußischen Staate ist die Länge einer 

Ruthe als das eigentliche Grundmaaß anzusehen, 
d. h. als ein solches, von welchem die Bestimmung al­
ler übrigen ausgcht. Demohngeac^tet muß man den 

Duodecimal - Fuß das Hauptmaaß nennen, weil 
dieser von allen Künstlern und Handwerkern gebraucht 
wird, und überhaupt im gemeinen Leben am bekannte­
sten ist.

Nach der neuen Maaß- und G/wichtordmrng vom 
I6ten May 1816, wird das vormals übliche Langen- 
maaß in allen seinen Abtheilungen unverändert beibehal- 
tcn, nur daß es statt der ehemaligen sehr unbestimm­
ten Benennung RheinlandischeS Maaß, künftig 
Preußisches heißen soll.
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§. 2.

Es sind in diesem Maaße zwei Eintheilungen üb­
lich, eine zehntheilige, und eine zwölftheilige 
(Decimal- und Duodecimal - Maaß).

Im ersteren wird die Lange der Ruthe in zehn De­
cimalfuße, der Decimalfuß in zehn Decimalzolle, und 
der Decimalzoll, wenn man will, in zehn Decimallinien 
getheilt. Kleineren Theilen besondere Namen zu geben, ist 
nicht üblich, sondern man drückt sie nur durch Decimal- 
brüche der Linie aus. Übrigens wird jeder der mit De- 

cimalbrüchen schon bekannt ist, begreifen, daß man alle 
Namenveränderungen in diesem Maaße so gut als ohne 
Rechnung machen könne, und daß es überhaupt sehr 
leicht ist, in diesem Maaße jede Länge unter einer ein­
zigen Benennung auszudrücken, da jede kleinere Benen­
nung immer als ein zehntheiliger Bruch der größeren 
vorgestellt werden kann. Dieses Maaß ist gesetzlich bei 
allen Vermessungen im Gebrauch, ist aber dennoch, ohn- 
geachtet seiner Einfachheit und Bequemlichkeit nirgends 
in die Werkstätte der Künstler und Handwerker überge­
gangen.

Daß eö nöthig sei, sich in den Namen-Veränderungen in die­
sem Maaße zu üben, bedarf wohl keiner Erinnerung.

Im zwölftheilige» Maaße wird die Ruthe in zwölf 
Duodecimalfuße, und der Duodecimalfuß in zwölf Duo- 
decimalzolle getheilt. Was aber den Duodecimalzoll be­
trifft, so wird dieser am gewöhnlichsten in acht Achtel-
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zolle, in Reißzeugen aber oft, ohne wesentlichen Nutzen, 
in zwölf Duodecimallinien getheilt. Für den Gebrauch 
des Mathematikers, und zu kleinen Messungen auf dem 
Papier, ist es am zweckmäßigsten ihn in zehn und hun­
dert Theile zu theilen, und diese bloß als Decimalbrüche 
des Zolles zu bezeichnen. Daß die Namenveränderun­
gen in diesem Maaße durch Multiplikationen und Divi­
sionen mit 12 verrichtet werden müssen, ergiebt sich aus 
dem Obigen. Daher ist es zur Rechnung weit unbeque­
mer als das zehntheilige. Indessen kann man dieser 
Unbequemlichkeit in jedem Fall auf eine sehr einfache 
Art ausweichen, wenn man sich bei jeder Mes­
sung einer Länge nur einer einzigen Einheit 
dieses Maaßes als Haupteinheit bedient, 
und diese zehntheilig theilt. Bei größeren Län­
gen ist es zweckmäßig den Duodecimalfuß zur Haupt­
einheit zu nehmen, und Längen die kleiner sind als ein 

Fuß durch zehntheilige Brüche des Fußes auszudrücken. 
Bei kleinen Messungen auf dem Papier ist der Duo- 
tz ecimalzoll die bequemste Haupteinheit, und auch diese 
zehntheilig zu theilen. Dadurch daß man den Duodeci- 
malfuß, oder Duodecimalzoll zehntheilig theilt, han, 
delt man gar nickt gegen den Begriff einer solchen Ein­
heit. Denn der Duodecimalfuß heißt nicht deswe­
gen so, weil er zwölftheilig getheilt werden müßte, son­
dern deswegen, weil er der zwölfte Theil (prus 
cluoclecimL) der Ruthe ist. Hiedurch hat seine Länge 
ein ganz bestimmtes Maaß, und er ist und bleibt ein 
Duodecimalfuß, man mag ihn theilen wie man auch will.
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Eben so hat der Duodeci malz oll seinen Namen nicht 
deswegen, weil er in zwölf Linien getheilt werden müßte, 
sondern weil er der zwölfte Theil von der ganz bestimm­
ten Länge des Duodecimalfußes ist. Für kleine Messun­
gen anf dem Papier ist daher nichts bequemer, als ein 
verjüngter Maaßstab, auf welchem ein Duodecimalzoll 
in 10 und 100 Theile getheilt ist (m. s. den 1sten 
Anh. zu Abschn. XII.).

Übungen in den Verwandlungen der Benennungen sind bei 
dem zwölftheiligen Maaß noch nöthiger, als bei dem zehn- 
theiligen.

§. 4.
Man bezeichnet in beiden Maaßen die Ruthen, Fuße 

und Zolle, durch ("), mit Hinzufügung der
Zeichen äe. oder llcle., je nachdem es Decimal- oder 
Duodecimal-Maaß sein soll. Z. B. 27° 8' 9",Z llx. 
d. i., 27 Ruthen 8 Fuß 9-/§ Zoll Decimalmaaß.

5.

Im Allgemeinen bemerke man noch, u) daß es ganz 
zwecklos sei, bei der Benennung Ruthe, den Zusatz De­
cimal-oder Duodecimal- zu machen, weil es in beiden 

Maaßen dieselbe Länge ist; b) daß wenn von Fußen und 
Zollen ohne diese Zusätze die Rede ist, allezeit Duodcci- 
mal-Fuße und Zolle gemeint sind; o) daß man die halbe 
Ruthe oft einen Klafter nennt, die man aber nicht ver­
wechseln muß mit den bei dem Bergbau üblichen Lach­
tern, deren Länge aber fast in jedem Reviere des 
Bergbaues anders ist.
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§. b?
Wir wollen hier noch die bequemste Rechnungsform 

zeigen, nach welcher beide Maaße gegenseitig eins in das 
andere verwandelt werden können. Sie beruhet auf der 
Betrachtung, daß die Ruthe beiden Maaßen gemein 
ist. Man muß daher jede unter andern Benennungen 
gegebene Länge zuerst unter die einzige Benennung Ruthe 
bringen. Aus dieser Benennung ergeben sich hernach 
in jedem der beiden Maaße leicht die kleineren Benen­

nungen.

7.

Verwandlung des Decimal maaßes in 
Duodecimalmaaße. Gesetzt man sollte

34° 8' 0" 7"',37 6c.

in Duodecimalmaaß verwandeln, so ist die Rechnung 

folgende:
34,80737 °

34° 9',68844 66 c.
34° 9' 8 ",26128 66 c.

Wie die erste Zeile aus der gegebenen entstanden 
sei, fallt in die Augen. In dieser Gestalt ist es nun 
völlig gleichgültig, ob man sie für Decimal- oder Duo- 
decimal-Maaß nehmen will. Hier nehmen wir sie für 
das letztere, weil eine Verwandlung in 66e. verlangt 
wird.

In der zweiten Zeile sind bloß die Decimal- 
Brüche der ersten Zeile mit 12 multiplicirt worden, 
um sie in Duodccimal-Fuße zu verwandeln. Hätte man 
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alles unter der einzigen Benennung Duodecimal-Fuß ha­
ben wollen, so hätte man auch die Ganzen mit 12 mul- 
tipliciren müssen.

In der dritten Zeile sind wieder bloß die Deci- 
malbrüche der Fuße mit 12 multiplicirt, und da­
durch in Duodecimal-Zolle verwandelt worden.

Auf eben die Art könnte man die Brüche der Duo- 
decimal-Zolle in Duodecimal-Linien verwandeln, wenn 
diese Benennung üblich wäre.

Hätte man alles nur unter eine einzige Benennung 
des Duodecimalmaaßes bringen wollen, so wäre die 
Rechnung folgende:

34 °,80737
417',68844 delc.

5012",26128 äcle.

Anmerkung. Wenn man Ganze und zehntheilige Brüche hat, 
so ist es willkührlich, ob man die Zeichen (°), ('), ( ") hin­
ter die Ganzen, oder hinter die letzte Bruchziffer setzen will.

8.
Verwandlung des Duodecimalmaaßes in 

Decimal maaß. Gesetzt man sollte
83o 11' 9",66 clcic.

in Decimalmaaß verwandeln, so ist die Rechnung fol­
gende:

83° 11' 9",66 älle.
83° 11',805
83 °,98375 ctc.

In der zweiten Zeile der Rechnung sind bloß die
9,66 Zoll durch Division mit 12 in Decimalbrüche
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des Fußes verwandelt. In der dritten Feile sind die 
11,806 Fuße durch Division mit 12 in Decimalbrüche 
der Ruthe verwandelt. Unter dieser Benennung ist es 
wieder einerlei, ob man die Fahl als Duodecimal- oder 
Decimal - Maaß betrachten will. Hier thut man 
das letzte, und man sieht leicht, wie man sie ganz oder 
stückweise ohne Rechnung, in kleineren Benennungen 
ausdrücken kann; denn 83°, S8375 6c. — 839', 8375 6c. 
— 8398'', 375 6c. — 83983'",75 6c., oder auch unter 
verschiedenen Benennungen 83° 9' 8" 3'",75 6c.

§. 9.
Für jeden, der sich etwas angelegentlich mit Mathe­

matik -und Physik beschäftigt, ist einige Kenntniß des 
altfranzösischen oder Pariser Maaßes unentbehr­
lich, weil in allen Büchern die Längen anderer Maaße 

immer nach diesem bestimmt sind. Fwar hat man bei 
der französischen Revolution auch die vormaligen Maaße 
zu verdrängen versucht, und man soll in dem Haß ge­
gen alles Bestehende so weit gegangen sein, daß man 
nach Festsetzung des Klette als Haupteinheit des neuen 
Maaßes die alten Normal-Maaße vernichtet habe; ein 
Revolutionsact, den eine besonnene und nüchterne Nach­
welt schwerlich billigen wird. Sollte dieses Gerücht falsch 
sein, so ist zu wünschen, daß es von Frankreich aus auf 
eine authentische Art widerlegt werde.

In dem altfranzösischen Maaße ist die (Klaf­
ter) die Grundeinheit; sie wird getheilt in sechs Fuß 
(?ic6 6c koi), der Fuß in zwölf Zoll, und der Zoll 

Fischer'6 eb. Geom. P
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beständig in zwölf Linien; noch kleinere Theile werden 
als Decimalbrüche der Linie ausgedrückt. Man kann 
aber diese Linien gewissermaaßen als die Hauptein­
heit dieses Maaßes betrachten, weil es bei der Bestim­
mung anderer Maaße nach diesem allgemein üblich ist, 
sich der einzigen Benennung Linie zu bedienen. So ist 
z. B. die Länge von einem Preußischen Duodecimal-Fuß 
-- 139,13 Linien Pariser Maaß, u. dgl. m. Läßt man 
sich daher einen 15 bis 16 Zoll langen verjüngten Maaß­
stab von einem geschickten Künstler unfertigen, auf welchem 
zehn Pariser Linien,(nicht ein Zoll) zur Haupteinkeit 
genommen sind, so kann man sich leicht von einem solchen 
Maaßstabe jedes andere beliebige Maaß mit Hülfe solcher 
Bücher, welche genauere Nachrichten enthalten, darstellen. 
Dergleichen Werke sind: Eytelweins kleine Schrift 
über die im Preußischen Staat üblichen Maaße 
und Gewichte; Nelkenbrechers Taschenbuch; her 
Hamburgische Comtorist; deS Verfassers Rechen­
buch für das gemeine Leben; der Berlinische 
Hand- und Schreib - Calender von 1804 und 

dergleichen mehr.

L. Dom Flächenmaaße.

§- 10.

Nach (§. 1. des Abschnitts) ist jedes -Quadrat, 
dessen Seite eine Einheit irgend eines Langenmaaßes ist, 
als eine gleichnamige Einheit des Flächenmaaßes 
zu betrachten, die man nur durch das Vorgesetzte Wort 
-Quadrat von der dazu gehörigen Längeneinheit un­
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terscheidet. Es giebt daher gerade so viele Einheiten des 
Flächenmaaßes, als des Längenmaaßes. Auch nennt 
man eine Einheit des Flächenmaaßes zehntheilig oder 
Zwvlftheilig, je nachdem die Seite des Quadrats eine 
Einheit des zehntheiligen oder zwölftheiligen Längen- 
maaßes ist. Auch hier gilt die Regel, daß, wenn man 
die Wörter Decimal- oder Duodecimal- wegläßt, immer 
das letztere Maaß zu verstehen sei.

Zur Bezeichnung braucht man hier dieselben Zei­
chen, als bei dem Längenmaaße, nämlich ('), ("), 
nur daß man vor jedes ein kleines Quadrat zeich­
net. Noch einfacher ist es aber hinter die ganze Zahl 
ein Quadrat (^) nebst 6c. oder 660. zu schreiben, z.B. 
1^0 39^' 127°" 660., oder 18° 39' 127"^ 66c., d.i. 
18 Quadrat-Ruthen, 39 Quadrat-Fuße, und 127 

Quadrat-Zolle des Duodecimal-Maaßes.

Der Verfasser empfiehlt die Regel für die Benennungen der 
Flachenmaaße streng zu beobachten, und das Wort Qua­
drat allezeit vor die ganze Benennung des Längen- 
maaßes zu setzen, also z. B. nicht zu sagen Decimal - 
Quadratfuß, sondern Quadrat - Dectmalfuß. Zwar 
entsteht aus der ersten Benennungsart keine Unbequemlich­
keit, wenn die Seite eines zu benennende» Quadrats eine 
ganze Einheit des Längenmaaßes ist; aber es kommt auch 
der Fall vor, -aß man ein Quadrat benennen muß, dessen 
Seite eine Bruch-Einheit ist, und in diesem Fall giebt 
die erste Benennungsart allemal einen falschen Sinn. Will 
man z. B. ein Quadrat benennen, dessen Einheit ein Ach- 
telzoll oder ein Zehntelzoll ist, so kann man bei den Be­
nennungen Achtel-Quadratzoll und Zehntel -^Qua- 
dratzoll nicht füglich etwas anders denken, als § oder 
i's von einem Quadratzoll. Sagt man dagegen Quadrat- 
Achteszoll oder Quadrat-Zehntelzoll, so wird man

P 2
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leichter -aS richtige dabei denke»/ -aß eö nämlich Quadrate 
sind/ deren Seiten oder Zoll sind, die folglich oder 

eines Quadratzolles betragen werden. Zwar wird die 
BenennungSart etwas schleppend/ wenn der Beisatz Decimal 
oder Duodecimal hinzugefügt wird/ z. B. ein Quadrat - 
Duodecimal - Achtelzollz allein diese Weitläufigkeit ist ei­
gentlich nie nöthig. Wenn man nämlich von dergleichen Qua­
draten redet/ deren Seite eine Brucheinheit ist/ so setzt 
dieses allezeit einen Zusammenhang voraus/ in welchem man 
bestimmt weiß/ ob von Decimal- oder Duodecimalmaaß die 
Rede sei. Selbst die Gesetze der Deutschen Sprache schei­
nen die obige BenennungSart zu fodern. Denn bei der 
Benennung Quadrat - Decimalfuß geht der Gedanke un­
streitig aus von der Vorstellung eines Decimalfuße6. 
Dieser ist also das Bestimmbare/ wozu die Bestimmung 
hinzugefügt wird/ -aß über ihm ein Quadrat gedacht wer­
den soll, ES ift aber bei allen Zusammensetzungen im 
Deutschen Regel/ -aß das Bestimmbare nachfolgt/ und die 
Bestimmung vorangeht. Zwar ließe sich auch umgekehrt 
das Quadrat als das Bestimmbare/ und die Länge der 
Seite als Bestimmung betrachten. Doch scheint mir die 
vorige Ansicht die richtigere/ weil hier überall der Begriff 
einer Einheit Hauptsache bleibt. Bei dem Begriffe ei­
nes Quadrats nun denkt man gar nicht nothwendig an eine 
Einheit/ wohl aber bei dem Begriff eines Deeimalfußes.

§. 11.

Namen-Veränderungen im zehnth eiligen 
Flachenmaaße. In diesem Maaße gehen auf jede 
Einheit einer höher« Ordnung 100 von der nächstniedri- 
geren (§. 2. des Abschnitts). Daher können jederzeit die 
niedrigern Einheiten/ als Decimalbrüche der höher« ge­
schrieben werden. Von einer Quadrat-Ruthe sind da­
her die Quadrat - Fuße Hundertel, die Quadrat - Zolle 
Zehntausendtel, die Quadrat - Linien Milliontel; woraus
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man sieht, daß jede kleinere Benennung als Decimal- 
bruch geschrieben immer zwei Stellen einnehmen muß. 
z. B. 12° 69' 0" 7"'/8iH -- 12, 69 00 07 8 Qua­
drat - Ruthen. Bei Beobachtung dieses Umstandes kön­
nen also in diesem Maaße alle Namen-Veränderungen 
so gut als ohne Rechnung gemacht werden, z. B. 13', 
78 25 9 m - 0°, 13 78 25 9 -- 1578", 25 9
-- 137825"', 9 oder auch 0° 13' 87" 25'", 9

§- 12.
Namen-Veränderungen im zwölftheiligen 

Flächen maaße. In diesem Maaße gehen auf jede 
höhere Einheit 12. 12 — 144 Einheiten der nächst nie­
drigern Ordnung (§. 2. des Abschn.). Man muß daher 
höhere Einheiten in die nächst niedrigere Ordnung durch 
Multiplication mit 144, niedrigere in die nächst höhere 

durch Division mit 144 verwandeln. Statt dessen kann 
man zwar in jedem Fall zweimal hinter einander mit 
12 multipliciren oder dividirenz aber die Rechnung bleibt 
doch immer beschwerlich. Indessen kann man dieser Rech­
nung immer durch den schon oben (§. 3.) angegebenen 
Vortheil auöweichen, daß man sich an eine einzige 
Benennung hält, und diese im Längenmaaß 
zehntheilig eintheilt, woraus im Flächen- 
maaße selbst eine hunderttheilige entsteht. 
Wenigstens kann man diesen Vortheil in jedem Falle an­
wenden, wo man in der Wahl und Eintheilung der Haupt­
einheit freie Hand hat. Die bequemste Form der Rech-



230 Vierzehnter Abschnitt.

nung kann übrigens aus den folgenden Absätzen ent­
nommen werden.

§. 13-
Reduction des zwölftheiligen Flächen- 

maaßes auf zehntheiliges. Auch hier erhält man 
wie (§. 7. und 8.) die bequemste Rechnungsform, wenn 
man zuerst alles unter die Benennung Quadrat-Ru­
the bringt, welche beiden Maaßen gemein ist. Gesetzt, 
man sollte 34" 139' 73" ^3 in Decimalmaaß ver­
wandeln, so ist die Rechnung folgende:

34" 139' 73" 6äe.
6,0833...

34" 139',50694... äclc.
11, 625578...

34 ",9687982... oder <!(?.
In der zweiten Zeile sind bloß 73" durch 12 divi- 

dirt und der Quotient 6,0833 ist nochmals in der drit­
ten Zeile mit 12 dividirt, und dadurch in Decimalbrüche 

des Quadrat-Fußes verwandelt worden.
Die 139,50694 Quadrat-Fuß der dritten Zeile sind 

ferner in der vierten Zeile durch 12, und in der fünften 
nochmals durch 12 dividirt, und dadurch zu Decimal- 
brüchen der Quadrat-Ruthe gemacht worden.

Unter dieser Benennung ist es nun gleichgültig, ob 
man die Zahl für oder cle. Maaß nehmen will. 
Hier fodert der Sinn der Frage das Letztere, und es ist 
aus (§. 11.) klar, daß man nun ohne wirkliche Rech­
nung die Zahl 34,9687982 unter jeder beliebigen Ein­
heit des 6e. Flächenmaaßes lesen kann.
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§. 14-
Redaction des zehnt heiligen Flächen- 

maaßes auf zwölftheiliges. Auch hier muß zu­
erst alles unter die Bei-cnnung Quadrat - Ruthe ge­
bracht werden. Gesetzt man sollte 154° 0' 97" 8'"^ 

6c. in Duodecimalmaaß verwandeln, so ist die Rech­
nung folgende:

154°,OO9708 6c.
0,116496 

"154° 1',397952 ^ 66c.
4^775424

1540 1' 57 ",305088 66c.

In der zweiten Zeile ist bloß der Bruch 0,009708 
durch l2 multiplicirt und das Produkt 0,116496 wie­
der mit 12 multiplicirt worden, wodurch der Bruch der 
ersten Zeile in 1,397952 66c. Fuß verwandelt ist.

In der folgenden Zeile ist wieder bloß der Bruch 
0,397952 mit 12 multiplicirr, und das Produkt 4,775424 
abermals mit 12 multiplicirt worden, wodurch der Werth 
des in der dritten Zeile enthaltenen Bruchs, in der letz­
ten Zeile in 57,305088 66c. Zoll verwandelt ist.

Es ist klar, daß man ferner den Bruch 0,305088 
auch durch zweimalige Multiplication mit 12 in O 66c. 
Linien, wenn es verlangt würde, verwandeln könnte.

Etwas weitläuftiger, doch in der Form einfacher 
ist die Rechnung, wenn man alles immer nur unter eine 
einzige Benennung des 66c. Maaßes bringt. Die Rech­
nung ist alsdann folgende:
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154o,009708 L3 6e. Ruthen.
1848,116496

22177',397952 66c. Fuß.
266128,775424

3193545",305088 66c. Zoll.

Fünfzehnter Abschnitt.
Ausmessung des Kreises.

§. 1. Lehrsatz.

Der Kreis kann als ein reguläres Vieleck 
von unendlich vielen Seiten betrachtet werden.

Beweis.
1. Man beschreibe nach (X. 3.) ein reguläres Vieleck z. B. ein 

Fünfeck in einen Kreis, so ist unmittelbar klar, daß die 
Fläche desselben kleiner ist/ als die Kreisfläche. Dann hal- 
btre man die entstandenen Bogen des Kreises, und ziehe die 
Sehnen der halben Bogen, so hat man ein Zehneck im 
Kreise von demselben großen Halbmesser, und es ist unmit­
telbar klar, daß die Fläche desselben von der Kreisfläche 
viel weniger verschieden ist, als die Fläche des Fünfecks. 
Halbirte man ferner die Bogen des Zehnecks, so würde 
man auf dieselbe Art ein Zwanzigeck im Kreise erhalten, 
welches der Kreisfläche wieder näher kommen würde, als die 
Fläche des Zehnecks.

Setzte man so die Verdopplung der Seitenanzahl fort, so weit 
als möglich, so würde man bald auf ein Vieleck kommen, 
welches das Auge nicht mehr vom Kreise unterscheiden könnte. 
Denkt man sich aber, daß die Verdopplung der Seitenanzahl 
ohne Ende fortgesetzt sei, so werden die Seiten des Viel­
ecks unendlich klein, also in der That bloße Punkte sein, 
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bei welchen gar kein Unterschied mehr zwischen gerade und 
krumm denkbar ist, d. h. es hört zuletzt selbst für den 
Verstand aller Unterschied zwischen der Kreisfläche und der 
Polygonfläche auf.

Man kann daher den Kreis als ein inneres regu­
läres Vieleck von unendlich vielen Seiten be­
trachten.

2. Man beschreibe nach (X. 6.) um denselben Kreis eine re­
guläre Figur/ von ebensoviel Seiten/ als das erste innere 
Vieleck hatte/ in unserem Falle also ein Fünfeck/ indem 
man durch alle Winkelspitzen des inneren Vielecks, nach 
(VII. und 2.) Tangenten legt; so ist schon unmittelbar' 
klar/ daß die Fläche desselben größer ist als die Kreisfläche.. 
Legt man ferner durch die Winkelspitzen des innern Zehnecks 
Tangenten/ so erhält man ein äußeres Zeh neck, bessern 
Fläche von der Kreisfläche viel weniger verschieden ist al/L 
die Fläche des Fünfecks.

Setzt man diese Verdoppelung -er Seitenzahlen wieder so weit 
fort/ als es angeht/ so kommt man wiederum bald auf ein 
Polygon/ welches das Auge nicht mehr »vorn Kreise unter­
scheiden kann. Denkt man sich aber auch hier die Arbeit ohne 
Ende fortgesetzt/ so hört selbst in der Vorstellung allor 
Unterschied zwischen der Fläche des äußeren Vielecks und d,!S 
Kreises auf. Denn auch hier werden die immerfort halbirten 
Bogen zuletzt unendlich klein/ und können von den Seiten 
des äußeren Polygons nicht mehr unterschieden werden.

Man kann also den Kreis auch als ein äußeres Po­
lygon von unendlich vielen Seiten vorstellen.

Denkt man sich also die Verdopplung der Seitenzahl ohne Ende 
fortgesetzt/ so hört aller Unterschied zwischen der Fläche einrö 
äußern Polygons eines inneren/ und des Kreises auf/ und 
man kann den Kreis geradehin als ein reguläres 
Vieleck von unendlich vielen Seiten betrachten.

Anmerkungen.
i. Dieser Beweis ist in dem Haupthefte mit Beifügung einer 

Figur zu wiederholen. Zu dem ersten inneren und äußeren 
Vieleck kann man auch statt des Fünfecks ein Viereck oder 
Sechseck wählen. ES wird aber genug sein, wenn in der
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Figur die Seitenzahl nur einmal oder zweimal verdoppelt 
wird/ weil dann der Erfolg einer weiteren Theilung leicht 
zu übersehen ist.

2. Obgleich dieser Beweis an der Richtigkeit des Satzes kei­
nen Zweifel übrig laßt/ so hat er doch nicht ganz die re­
gelmäßige strenge Form/ besonders weil der Begriff des 
Nnendlichkleinen dabei gebraucht wird/ dem man in der 
Elementar-Mathematik möglichst auSweicht/ und weil die 
Behauptung/ daß bei einem unendlich kleinen Bogen 
Sehne und Tangente mit dem Bogen ununterscheidbar zu­
sammenfallen/ bloß aus der unmittelbaren Anschauung ab­
geleitet wird. Im Anhänge zu diesem Abschnitte werden wir 
aber den Beweis in aller Strenge geben.

§.2. Zusatz.

Alle diejenigen Sätze also im Vorhergehenden/ 
nrelche von allen regulären Figuren ohne Rücksicht auf 
iljre Seiten gelten, können mit völligem Rechte auch 
a uf den Kreis angewendet werden.

Bei diesem §. soll
1. versucht werden/ die in der Erklärung einer regulären Fi­

gur (X. 1.) enthaltenen Nebenbegriffe, so weit es angeht/ 
auf den Kreis anzuwenden/ d. h. es soll gezeigt werden, 
welche Abänderungen die Begriffe des großen Halbmessers/ 
des kleinen Halbmessers/ des Centriwinkels und -es Poly­
gonwinkels erleiden/ wenn man sie auf den Kreis, als ein 
unendlichseitiges Vieleck anwendet.

2. Es sollen aus (Abschn. X., XII. und XM.) diejenigen Sätze 
ausgesucht werden, die sich auf den Kreis anwenden lassen. 
Sie betreffen -,) die Verwandlung eines Polygons oder ei­
nes Ausschnittes desselben in ein Dreieck; d) -as Verhält­
niß der Perimeter; das Verhältniß der Flächen zweier 
Polygone von gleich vielen Seiten. ES ist genug, hier bei 
jedem dieser drei Punkte nur die Sätze kurz anzuzeigen, die 
sich auf den Kreis anwenden lassen, denn die Anwendung 
selbst kommt hier in eigenen Sätzen vor.
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§.3. Lehrsatz.
Die Peripherieen zweier Kreise verhal­

ten sich gegen einander: a) wie die Halbmes­
ser, K) wie die Durchmesser.

Hier ist zum Beweise von 0) -er schon im vorigen §. citirte 
Satz wörtlich auszusprechen, und auf den Kreis anzuwen- 
den. Die Richtigkeit von (!>) folgt aus in Verbindung 
mit (XI. 10.).

§.4. Z u s a tz.
Das Verhältniß n) des Durchmessers zu 

der Peripherie ist also in allen Kreisen das­
selbe, und also auch l>) das Verhältniß des 
Halbmessers zur halben Kreislinie.

Wie (--) aus (§. 3.) folgt, sieht man leicht, wenn man zwei 
beliebige Kreise zeichnet, auf diese den vorigen und auf 
die so erhaltenen Proportionen (XI. 20.) anwendet. Aus 
(XI. 11.) folgt (b).

§.5. Erklärung.
Wenn man den Durchmesser eines Kreises, er sei 

groß oder klein, — 1 setzt, so ist aus dem vorigen §. 
klar, daß die Länge der Peripherie durch eine einzige 
und für alle Kreise gültige Zahl ausgedrückt werden 
wird. Es ist in mathematischen Schriften allgemein 
üblich, diese Zahl durch den griechischen Buchstaben n 
anzudeuten, und es ist klar, daß eben diese Zahl die 
Länge der halben Kreislinie vorstellen wird, wenn 
man den Halbmesser — 1 setzt.

Der wahre Werth von n kann nur durch eine sehr 
mühsame und weitläuftige Rechnung gefunden werden, 
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wovon in dem Anhänge zu diesem Abschnitt nähere 
Nachricht gegeben werden soll. Er ist irrational, und 
kann daher durch keine endliche Anzahl von Bruchziffern 
ausgedrückt werden. Am Ende des sechzehnten und im 
Anfänge des siebzehnten Jahrhunderts beschäftigten sich 
mehrere Mathematiker mit einer genauen Berechnung 
dieses Verhältnisses. Das Wichtigste leistete Ludolf 
von Ceulen. Er berechnete den Werth von n in 32 
Bruchstellen, welches weit mehr ist, als man je für die 
Anwendung brauchen kann. Es wird sogar mehr als 
hinreichend sein, wenn wir hier von dem Ergebniß sei­
ner Rechnung nur die ersten 15 Bruchziffern geben. 
Es ist nämlich

7r --- 3, 141 592 653 589 793.........

Das Andenken des Berechners zu ehren, nennt man 
diese Zahl die Ludolfische. Die Gründe der Rech­
nung sehe man im Anhänge.

Jeder, der sich Hiebei dessen erinnert, was in der Arithmetik 
über das Abkürzen der Deeimalbrüche vorgetragen 
wird, kann,über den Gebrauch der Ludolsischen Zahl nicht 
in Ungewißheit sein. Der Fall ist selten, daß man auch 
nur die sechs oder sieben ersten Bruchziffern in Rechnung 
zu bringen hat. In den meisten Fällen reicht man mit 
vier, mit drei, ja wohl gar mit zwei Ziffern aus. So oft 
daher diese Zahl in Rechnungen vorkommt, muß man erst 
überlegen, wieviel Ziffern man aufzunehmen habe. Es kommt 
dabei auf zwei Umstände an. Erstens auf die Größe des 
Kreises, den man berechnen will, und auf die Überlegung, 
ob der hundertste, oder der tausendste, oder zehntausendfte rc. 
Theil des Durchmessers eine Größe sei, die noch in Betrach­
tung kommen kann. Zweitens auf den Zweck der Rechnung, 
und auf den Grad von Genauigkeit, den man erreichen soll.
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Wer diese Überlegungen vorher anzustellen nicht versäumt/ 
der wird in den meisten Fällen die Ludolsische Zahl auf we­
nig Bruchziffern abkürzen können.

Bei diesem 8. sind folgende Arbeiten zu machen:
s. Da die Ludolsische Zahl bei unzähligen Rechnungen gebraucht 

wird/ so muß jeder dieselbe/ doch nur bis zur sechsten oder 
siebenten Bruchziffer/ auswendig lernen.

L. Damit der Sinn der Zahl recht deutlich gefaßt werde/ soll 
. nach einem guten Maaßstabe ein Kreis mit dem Durchmes­

ser — 1/ und dann nach demselben Maaßstabe eine gerade 
Linie gezeichnet werden/ welche möglichst genau die Länge 
-er Peripherie hat.

e. Die Rechnungen/ welche mit der Ludolflschen Zahl gemacht 
werden müssen/ sind größtentheils Multiplikationen und 
Di Visionen. Beide kann man sich sehr durch eine kleine, 
ein für alle Mal auszuführende Vorarbeit erleichtern.

Und zwar die Multiplikation dadurch, daß man sich eine 
Multiplicationötafel berechnet/ d. h. eine Tabelle/ welche 
-aö Einfache, Doppelte u. s. f. bis zum Neunfachen der 
Zahl enthält, was, wie leicht einzusehen, durch bloße Addi­
tion geschieht.

<1. Den Divisionen aber kann man gänzlich auswcichen, 
und sie in bloße Multiplikationen verwandeln, wenn man 
ein für alle Mal den umgekehrten Werth der Ludolfschen 
Zahl (-^-) berechnet. Wie i durch eine so vielziffrige Zahl 
zu dividiren sei (denn bei dieser Rechnung ist es zweckmäßig 
alle 1L Bruchstellen in Rechnung zu ziehen), wird jeder wis­
sen, -er mit Decimalbrüchen zu rechnen, gründlich gelernt 
hat. Von dem Quotienten muß dann, wie bei (c) von der 
Ludolfschen Zahl selbst, eine Multiplikationötafel berechnet 
werden.

«. Auch diese Zahl muß bis zur sechsten oder siebenten Bruch­
stelle auswendig gelernt werden.

5. Ferner soll noch bestimmt der eigentliche Sinn dieses um­
gekehrten Werthes angegeben werden. Hiezu wird folgende 
Betrachtung Anleitung geben. In dem Verhältniß 1 n 
zeigt das erste Glied den Durchmesser eines Kreises, und 
-as zweite die Peripherie desselben an. Nun ist aber 
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oben (XI. 10. und 11.) gezeigt worden, daß jedes Verhält­
niß, also auch das obige, auf unendlich viele Arten durch 
Zahlen ausgedrückt werden könne, wenn man beide Glie­
der durch eine und dieselbe Zahl multiplicier, oder dividirt. 
Wie man aber auch die Zahlenwerthe beider Glieder ver­
ändern mag, so bleibt doch das Verhältniß immer dasselbe. 
Es wir- also das erste Glied den Durchmesser, und 
das zweite die Peripherie eines Kreises vorstellen. Nun 
-ividire man beide Glieder des Verhältnisses 1 durch ?r, 
so verwandelt es sich in 1. Und wenn man das Ge­
sagte auf diesen Ausdruck des-Verhältnisses anwendet, so 
wird es leicht sein, den Sinn von sehr bestimmt anzu- 
geben.

L- Endlich soll noch ein Kreis gezeichnet werden, dessen ganze 
Peripherie möglichst genau 2 Zoll lang ist.

Anmerkung. Schon im Alterthum versuchte der berühmte 
Griechische Mathematiker Archimedes, welcher in Syrakus 
lebte, und sein Leben verlor bei der Eroberung dieser Stadt 
durch Mareellus, das Verhältniß des Durchmessers zur Pe­
ripherie genau zu bestimmen. Und es ist unbezweifelt, daß 
dieser scharfsinnige Kopf uns dieses Verhältniß eben so ge­
nau als Ludolf berechnet haben würde, wenn ihm die sinn­
reiche Einrichtung unserer Ziffern bekannt gewesen wäre. 
Aber die Griechischen und Römischen Zahlzeichen waren zu 
verwickelten Rechnungen äußerst unbequem, und manche 
Rechnungen auSzuführen, war bei dem Gebrauch derselben 
so gut als unmöglich. Indessen zeigte er doch mit vielem 
Scharfsinn, daß die Peripherie eines Kreises etwas kleiner 
als 3^, aber etwas größer als des Durchmessers sei. 
Nach der ersten dieser Zahlen verhält sich also der Durch­
messer zur Peripherie beinahe wie 1 3^, d. i. in Decimal- 
brüchen wie 1: 3,iä28, welches also nur beinahe um 0,0012 
größer ist, als die Ludolsische Zahl. Eben dieses Verhält­
niß läßt sich auch ganz bequem durch zwei ganze Zahlen 
7 22 auödrücken, und man kann dieses Archimedische Ver­
hältniß auch jetzt noch da, wo nicht die äußerste Genauig­
keit erfordert wird, brauchen. Es ist sogar noch etwas ge­
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nauer, als das in allen Lehrbüchern angegebene 100 314 
— 1 3,14, welches fast um 0,0016 zu klein ist.

Nach Ludolf sind durch Erfindung der höheren Analysis viel 
kürzere Wege zur Berechnung dieser Zahl entdeckt/ und von 
mehreren Mathematikern benutzt worden/ den Werth von ?r 
viel weiter/ sogar bis zur kosten Bruchstelle zu berechnen. 
Für die Anwendung ist hiedurch nichts gewonnen, aber 
die Übereinstimmung aller dieser Rechnungen in den 32 er­
sten Ziffern mit der Ludolfischen Zahl/ leistet die vollstän­
digste Bürgschaft/ daß sich kein RechnungSfehler in diese 
eingeschlichen habe. Man kann daher die Lndolfische Zahl 
mit der vollkommensten Sicherheit zur Prüfung jedes an­
geblichen Verhältnisses des Durchmessers zu der Peripherie 
brauchen, und genau bestimme«/ wie stark dasselbe von der 
Wahrheit abweiche.

Ein Mathematiker Namens Metius gab im Anfang des i7ten 
Jahrhunderts das Verhältniß 11Z 355 als sehr genau an. 
Und in -er That kommt es der Wahrheit sehr nahe. Denn 
dwidirt man beide Glieder durch 113, so erhält man 1: 
Verwandelt man nun den Bruch in zehnteilige Brüche, 
so weicht der Quotient von der Ludolfischen Zahl erst in 
der 7ten Bruchstelle.ab/ was allerdings eine große Genauig­
keit ist. Allein es rechnet sich mit der Ludolfischen Zahl 
viel bequemer als mit den Zahlen 113 und 355.

§.6. Aufgabe.
Es ist der Halbmesser oder Durchmesser eines Krei­

ses nach einem beliebigen Maaße gegeben, man soll die 
Länge der Peripherie in demselben Maaße finden.

Anleitung zur Auflösung. Die Auflösung beruht auf 
der Unveränderlichkeit und Allgemeingültigkeit des Verhält­
nisses 1 n für alle Kreise (§. 4.). Ist daher der Halb­
messer eines Kreises ---- r, oder der Durchmesser — 2 r- 
gegeben/ und nennt man die gesuchte Peripherie x, so sieht 
man leicht, wie eine Proportion aufgesetzt werden könne, 
in welcher 4 x oder x das vierte Glied, und die drei er­
sten Glieder bekannt sind. Es sott nun
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s. Die Regel der Rechnung durch eine Formel ausgedrückt, 
und zugleich in Worten ausgesprochen werden.

L. Es soll ein beliebiger Kreis gezeichnet, sein Halbmesser oder 
Durchmesser nach einem zehntheilige» Maaßstabe gemessen, 
und die Peripherie in vier Bruchziffern berechnet, endlich

c. eine gerade Linie von der Länge der halben oder ganzen Pe­
ripherie nach eben dem Maaßstabe gezeichnet werden.

Anmerkungen.
1. Bei (K) wird .es nützlich sein, die Multiplieations - Tafel 

(tz. L. c.) zu brauchen.
2. Die Verwandlung einer krummen Linie in eine gerade, wie 

hier bet (c) nennt man die Reetification derselben.

§.7. Aufgabe.
Es ist die Peripherie eines Kreises in einem belie­

bigen Längenmaaße gegeben; man soll die Größe seines 
Halbmessers oder Durchmessers finden.

Auflösung. Obgleich die Auflösung nicht die geringste 
Schwierigkeit hat, so wollen wir sie dennoch, zwar kurz, 
aber vollständig geben, um bei dieser Gelegenheit den Ge­
brauch der umgekehrten Ludolsischen Zahl (tz. L. 6. e. f.) 
zu zeigen.

Wenn die Buchstaben r und p, den im vorigen tz. erklärten 
Sinn behalten, so hat man ?r. 1 — x 2r-, also 2r , 
d- h. die gegebene Peripherie muß durch die Ludolffsche Zahl 
dividirt werden, um den Durchmesser des Kreises zu fin­
den, woraus sich dann -er Halbmesser durch Division mit 
2 ergiebt.

Da aber diese Division lästig ist, besonders wenn viele Bruch- 
ziffern -er Ludolfschen Zahl in Rechnung kommen sollen, 
um den Durchmesser in eben so vielen Bruchziffern zu fin­
den, so kann man dieser Division ganz auöweichen, indem 
man statt dieser mit dem umgekehrten Werthe -er Ludolsischen 
Zahl multiplicirt. Denn man erhält offenbar einerlei, ob 
man x durch n dividirt (-^), oder ob man p mit mul­
tiplicirt (i> x Es wird daher keine Schwierigkeit
haben, hier noch folgende zwei Arbeiten auszuführen.
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ES soll ein Kreis so gezeichnet werden, daß seine Peripherie 
gerade die Länge von 3 Zollen erhält.

1>. Der Äquator unserer Erdkugel wird wie jeder Kreis in 36o 
Grade getheilt. Der iSte Theil eines solchen Grades heißt 
eine geographische Meile. Es soll nun berechnet werden 
erstlich, wieviel geographische Meilen der ganze Umfang des 
Äquators enthält, zweitens, wie groß der Durchmesser und 
Halbmesser desselben sei.

Bei beiden Aufgaben ist zu überlegen, wieviel Bruchziffern 
in in Rechnung zu ziehen sind, wenn man bei (») um 
kein Tausendtel des Zolles, und bei (K) um kein Hundertel 
einer geographischen Meile fehlen will.

§.8. Lehrsatz.
Die Fläche eines Kreises ist so groß wie die Fläche 

eines Dreiecks, dessen Grundlinie so groß wie die Peri­
pherie, und dessen Höhe dem Halbmesser gleich ist.

DerBeweisberuhtauf(X.i4)verbundeZ,mit (§.i. dieses Absch.). 
Es soll nun

2. dieser Beweis wirklich ausgeführt werden;
d. dann soll ein beliebiger gezeichneter KrerS vermittelst dieses 

Lehrsatzes in ein Dreieck verwandelt,
c. ferner soll eben dieser Kreis in ein Rechteck so verwandelt 

werden, daß seine Höhe dem Halbmesser gleich ist (V.6.11.).
6. Endlich soll wörtlich ausgesprochen werden, wie groß die 

Grundlinie und Höhe eines solchen dem Kreise gleichen 
Rechtecks sein müsse.

§. s. Lehrsatz.
In jedem Kreise verhält sich das Quadrat 

des Halbmessers zu der Fläche des Kreises wie 
der Durchmesser zur ganzen, oder der Halb­
messer zur halben Peripherie, also auch wie 
1 7k.

Fischer s eb. Geom. Q
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2. Zum Beweise zeichne man 1) einen Kreis, 2) Las Quadrat 
seines Halbmessers/ 3) nach (§. 8. c. 6.) ein dem Kreise 
gleiches Rechteck/ und wende auf die beiden letzten Figuren 
den Satz (XIV. 4.) an.

t». Damit -er Sinn und Gebrauch -er Zahl n recht geläufig 
wer-e/ All hier noch der dreifache Sinn/ den man dieser 
Zahl beilegen kann/ bestimmt ausgesprochen werden. Nimmt 
man nämlich in dem Verhältniß 1 7r das erste Glied 1 
für eine Linie/ so kann es i) den Durchmesser/ 2) den Halb­
messer bedeuten. Man kann 1 aber auch 3) als eine Flächen­
einheit/ nämlich als das Quadrat des Halbmessers 1 be­
trachten. Was ist in jedem dieser drei Fälle der Sinn 
von n?

c- Wenn also -er Halbmesser eines Kreises — 1 gesetzt wird, 
welche Zahl drückt die Fläche desselben aus, und was ist die 
Einheit dieser Zahl/ oder — was dasselbe sagt — die Be­
nennung/ welche man dieser Zahl geben muß?

§. 10. Aufgabe.
Es ist der Halbmesser eines Kreises in einem belie­

bigen Längenmaaße gegeben, man soll die Fläche dessel­
ben in dem zugehörigen Flächenmaaße (XlV. 1.) finden.

Auflösung. Der Halbmesser sei r, so ist sein Quadrat r°. 
Die gesuchte Kreisfläche heiße k, so ift nach (§. 9.) i 
— I' 2 f; also k --- nr-.

Diese Regel ist
1. in Worten auszusprechen;
2. ist ein beliebiger Kreis zu zeichnen, sein Halbmesser zu mes­

sen, und dann die Fläche des Kreises wirklich zu berechnen.
3. Der Ausdruck einer Regel durch eine Buchstabenformel ge­

währt den wichtigen Vortheil, daß man die Abänderungen, 
die in der Form und Ordnung der Rechnung Statt finden, 
leicht übersetzen kann. Schreibt man z. B. die obige Frrmel 
irr 2 so: nrr, und erinnert sich aus der Arithmetik, daß 
bei einem Produkt von mehreren Faktoren die Ordnung, 
in der man sie multiplicirt, willkührlich sei, so kann man 
auch die Berechnung der Kreisfläche entweder nach O . 1) so 
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anstelle»/ -aß man zuerst r- berechnet/ und dieses mit n 
multiplicirt; oder man kann zuerst n und r multipliciren, 
welchesnr giebt/ und dieses nochmals mit r, welches die 
Fläche Trrr geben wird. Diese Ordnung der Rechnung ist 
in manchen Fällen bequem/ und es soll daher angegeben 
werden, was man eigentlich durch die erste Multiplication 
Or) findet. Die Antwort ergiebt sich aus (§. 6.). Aus 
dieser Antwort ergiebt sich/ unter welchen Umständen die 
letzte Rechnungsordnung vorzuziehen sei.

§.11. Aufgabe.
Es ist die Fläche eines Kreises in einem beliebigen 

Flächenmaaße gegeben, man soll den Halbmesser des 
Kreises finden.

Anleitung zur Auflösung^ ES fällt in die Augen/ -aß 
-ie Glieder der Proportion, wodurch die vorige Aufgabe 
aufgelöst worden/ nur anders gestellt werden müsse»/ um 
-ie gegenwärtige Aufgabe zu lösen.

ES soll ferner ein Kreis gezeichnet werde»/ so daß seine Fläche 
gerade 3 Quadrat-Zoll Inhalt habe.

§.12. Lehrsatz.
Alle Kreise find ähnliche Figuren.

Es wird hinreichend sein/ hier den Beweis aus (§. 1.) ver­
bunden mit (XIII. 15.) abzuleiten.

Einen strengeren Beweis sehe man im Anhänge zu diesem Ab - 
schnitte (§. 11.).

§.13. Zusa tz.
Die Flächen zweier Kreise verhalte» sich gegen ein- 

ander wie die Quadrate ihrer Halbmesser, oder Durch­
messer.

Der Beweis kann entweder aus (§. i.) verbunden mit 
(XIV. 22.), oder eben so leicht aus (§. 10.) des gegenwär­
tigen Abschnitts abgeleitet werden.

O 2
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§. Aufgabe.
Einen Kreis, dessen Halbmesser gegeben ist, in ein 

Quadrat zu verwandeln.
Anleitung zur Auflösung. Wenn man nach (§. 10.) die 

Fläche des Kreises berechnet hat, so kann die Verwandlung 
vollkommen wie oben (XIV. 2;.) bewerkstelligt werden.

Ein beliebiger gezeichneter Kreis ist auf diese Art wirklich in 
ein Quadrat zu verwandeln.

§. 15. Anmerkung.
Die Aufgabe des vorigen Satzes ist die berüchtigte 

Aufgabe von der Quadratur des Kreises, und 
man sieht, daß auf diesem arithmetischen Wege mehr 
geleistet werden kann, als^e zur Anwendung erforderlich 
sein wird. Denn da man die Ludolfische Zahl in einer 
so übergroßen Menge von Bruchstellen berechnet hat, so 
ist klar, daß man die Seite eines Quadrates erforder­
lichen Falles ungefähr in eben so vielen Ziffern fehlerfrei 
würde schaffen können.

In Ansehung der arithmetischen Quadratur des Kreises 
leistet die Ludolfische Zahl alles, was nur verlangt werden 
kann. Don dieser Seite ist also nichts zu erfinden übrig. 
Besonders sucht jeder, der ein neues Verhältniß des Durch­
messers zur Peripherie in ganzen Zahlen auffinden will, 
etwas, das nicht gefunden werden kann, weil dieses Der- 
hältniß irrational ist.

Bloß die rein geometrische Quadratur ist ein noch 
nicht aufgelöstes Problem. Nachdem sich aber eine unzäh­
lige Menge von trefflichen Köpfe vergeblich damit beschäftigt 
hat, so gewinnt es das Ansehn, als waltete dabei eine in­
nere Unmöglichkeit ob. Aber erfände auch jemand eine 
solche Quadratur, so ist sichtbar, daß dadurch für die 
Anwendung gar nichts gewonnen sein würde, und daß 
wir fortfahren müßten, alle Kreisaufgaben gerade so, wie 
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bisher, zu behandeln. Ob sonst aus einer solchen Erfin­
dung ein Gewinn für die Wissenschaft erwachsen würde, 
ist nicht möglich, im Voraus zu entscheiden; höchst wahr­
scheinlich aber würde er auch nicht von Wichtigkeit sein. 
Am wenigsten aber darf sich jemand mit der Hoffnung 
schmeicheln, große Belohnungen für eine solche Erfindung 
zu erhalten.

Seit dem Ende des sechzehnten Jahrhunderts, wo die Mathe­
matiker anfingen, sich ernstlich mit der Untersuchung des 
Kreises zu beschäftigen, aber die Schwierigkeit der Arbeit 
auch in dem größeren Publicum ruchbar wurde, sind unzäh­
lig viele angebliche Erfinder der Quadratur zum Vorschein 
gekommen; aber vom ersten bis zum letzten waren eö Men­
schen, welche mehr Eigendünkel als gründliche Kenntnisse 
besaßen, indem auch nicht ein einziger von ihnen nur den 
Sinn des noch nicht aufgelösten Problems richtig ge­
faßt hatte.

Übrigens bemerken wir noch im Allgemeinen: i) daß die Qua­
dratur und die Rektifikation des Kreises (§. 6. Anm.) so 
zusammenhängen, daß mit der einen auch die andre gefun^ 
den ist; 2) daß es zur Auflösung eben nicht nöthig sein 
würde, den Kreis gerade in ein Quadrat, sondern nur 
in eine geradlinige Figur zu verwandeln, da wir im 
(Anh. zu Abschn. V.) gezeigt haben, daß jede geradlinige 
Figur rein geometrisch in ein Quadrat verwandelt werden 
kann.

Um den Begriff einer rein geometischen Quadratur 
recht anschaulich zu machen, fügen mir endlich nachfolgen­
den Satz hinzu.

§.16. Lehrsatz.

Wenn man im Umfange eines Halbkreises einen 
Punkt beliebig wählt, von diesem zwei Sehnen nach 
den Endpunkten des Durchmessers zieht, uud über die­
sen Sehnen zwei außerhalb des ersten Kreises liegende 
halbe Kreislinien beschreibt, so sind die beiden sichel­
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oder mondförmigen Flächen, die zwischen den Periphe­
rien dieser Halbkreise und dem ersten Kreise liegen, dem 
Dreieck gleich, welches der Durchmesser mit den beiden 
Sehnen einschließt.

Beweis. In (Fig. 1Z5.) ist über ^8 ein Halbkreis errich­
tet, und in seinem Umfange der Punkt v beliebig gewählt. 
Von V sind Me Sehnen und 1)8 gezogen, und über 
jeder ein Halbkreis, und 80V, beschrieben. Es ist 
nun zu beweisen, daß die beiden sichelförmigen Flächen 
-VLVIH und 80 DU 8 zusammengenommen, dem Dreieck 
^V8 gleich sind.

Der Winkel ist ein rechter (V. 18.), daher >V8- ----- 
^0- -t- V8- (V. i4.b.). Sind nun 0, I, X, die Mit­
telpunkte der Halbkreise, so ist ^8 — 2 XL, also /V8- — 
4 /Vv --- 2 -VI, also ^v- — 4 ^1°; V8 --- 2 8K, 
also 08- -- 4 8L-. Folglich 4 ^6- -- 4 ^1- -t- 4 8K-. 
Multiplicirt man auf beiden Seiten durch so erhält man 

z -VL- ?r --- z ^I- 7r 8K- ?r.
Nach (§. 10.) aber, ist 1) 4 -r ---- Halbkreis ^V8, 

2), j /VI- 7r -- Halbkreis /VLV, 3) 4 8X- --- Halb­
kreis 800. Man sieht also, daß der zuerst genannte Halb­
kreis gerade so groß ist, wie die beiden letzten zusammen­
genommen.

Nimmt man nun vom Halbkreise >VV8 die beiden Abschnitte 
/Vkvl^ und 8VVL8 weg, so bleibt das Dreieck /VV8 
übrig. Nimmt man aber eben diese Abschnitte von den 
beiden kleinern Halbkreisen ab, so bleiben die beiden Sicheln 
-VLVIH und 801)118 übrig, die folglich zusammen dem 
Dreieck äl)8 gleich sind.

Anmerkungen.
1 . Man nennt diesen Satz gewöhnlich l-u»«!»« IlippocrsiiL, 

weil ein sonst nicht sehr bekannter Athener Hippokrates der 
Erfinder desselben ist.

2 .,Für die Quadratur der ganzen Kreisfläche ist durch diese 
artige Quadratur nichts gewonnen. Auch lassen sich auf 
mancherlei Art gewisse Stücke einer Kreisfläche qua­
driern, ohne daß dadurch Vortheile für die Quadratur der 
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ganzen gewonnen würden. In dem Satze des Hippokrates 
kann man nicht einmal jede der-Sicheln einzeln quadri- 
ren, sondern nur beide zusammen, mit Ausnahme des ein­
zigen Falles, wenn vä und 1)8 gleich genommen wer­
den, denn in diesem Falle sind beide Sicheln gleich, also 
jede die Hälfte deü Dreiecks ^V8.

Anhang zum fünfzehnten Abschnitt.
Berechnung -er Ludolfischen Zahl in fünf 

Bruchziffern.

§. 1. Aufgabe.

In einem Kreise, dessen Halbmesser — 1, ist ein 
reguläres Sechseck beschrieben; es soll der Zahlenwerth 
berechnet werden, 4) seines großen Halbmessers, 2) sei­
nes Umfanges, 3) seines kleinen Halbmessers, 4) sei­
ner Fläche, und zwar, wo es nöthig ist, in sieben Bruch- 
ziffern.

Auflösung. Der Halbmesser 6^---68---68 des Krei­
ses (Fig. 1.56.) sei — i, und in demselben sei ein regulä­
res Sechseck beschrieben; eine Seite desselben sei ^8. Wird 
der Durchmesser 08 Winkelrecht durch ^8 gezogen, so ist:

1. 6^ ----- 68 der große Halbmesser, und dieser ist — i.
2. ^8 ist -er sechste Theil des Perimeters, und gleichfalls 

— 1 (IX. 7.), also der ganze Umfang — 6.
r. 61) ist her kleine Halbmesser, und gleich s/(-V6 2 —^i)-) 

— l^(l — D 0,866 025 4........  Die
Einheit dieser Zahl ist der Halbmesser.

4. Das Dreieck ^86 ist ein Sechstel von der Fläche des Sechs­
ecks. Die Fläche dieses Dreiecks ^86 ist aber — >40 x 60 
— X n/z z/3. Also ist deö Sechsecks ganze Fläche 
— Z z/Z --- 2,598 076 2..  Die Einheit dieser Zahl ist
aber das Quadrat des Halbmessers.
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Anmerkung. In der Figur sind um der folgenden Sätze willen 
mehr Linien gezogen, als für (§. i.) nöthig wären. Es 
ist zu empfehlen, daß sich der Schüler zu jedem Satze eine 
eigene Figur zeichne, nnd in dieselbe nur die für den Satz 
nöthigen Linien bringe.

§.2. Erklärung.

Wir wollen in den folgenden §. §. überall den Halb­
messer des Kreises, der zugleich der große Halbmesser al­
ler inneren Polygone ist, — 1, den kleinen Halbmesser 
solcher Polygone — und die Fläche — I? setzen.

Für ein inneres Polygon von doppelter Seitenan- 
zahl sollen die Zeichen und I?' den kleinen Halbmesser 
und die Fläche anzeigen.

§.3. Aufgabe.

Es ist der kleine Halbmesser eines inneren Poly­
gons — gegeben, es soll der kleine Halbmesser — 
eines inneren Polygons von doppelt so vielen Seiten 
gefunden werden.

Die Aufgabe ist schon im (Anhänge zu XIV. 8. K.) aufgelöst.
Nur ist i statt r zu setzen. Also ist (i -t- ?).

§. L. Zusatz.
Da in (§. 1.) der Werth von für das Sechseck 

gefunden worden, so läßt sich daraus der kleine Halb­
messer der regulären Polygone von 12, 24, 48, 96, 
192 rc. Seiten nach der eben gefundenen Formel be­
rechnen. Die Rechnung muß fortgesetzt werden, bis 
man zu einem kleinen Halbmesser kommt, der nach dem
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Komma sechs Neunen enthält. Das Resultat dieser 
Rechnung in sieben Bruchstellen ist folgendes:

Seitenzahl Kleiner Halbmesser. Seitenzahl Kleiner Halbmesser.

6 0,866 025 4 192 0,999 866 1
12 0,965 925 8 384 0,999 966 5
24 0,991 444 9 768 0,999 991 6
48 0,997 858 9 1536 0,999 997 9
96 0,999 464 6 3072 0,999 999 6

§.5. Aufgabe.

Es ist außer dem großen Halbmesser 1 eines in­
neren Polygons die Fläche k', und der kleine Halbmes­
ser desselben gegeben; man soll die Fläche I?" eines 

inneren Polygons von doppelter Seitenzahl finden.

Auflösung. Auch diese Aufgabe ist zwar schon im Anhänge 
zu (XIV. 8. 6.) aufgelöst. Für den gegenwärigen Zweck ist 
aber folgende Auflösung bequemer. E6 sei äL (Fig, 1§6.) 
die Seite eines Polygons von n Seiten. Beschreibt man 
aus 0 durch und s einen Kreiö/ und zieht und CL, 
so ist das Dreieck der »te Theil der Polygonflache. 
Zieht man ferner OL Winkelrecht durch ^0, so ist das 
Dreieck halbirt/ also das Dreieck der 2nte 
Theil der Polygonfläche. Zieht man ferner die Sehnen 

und LL, so sind sie Seiten eines Polygons von 2n 
Seiten/ also ist das Dreieck der 2»te Theil seiner 
Fläche. Da sich nun Ganze verhalten wie ihre genauen 
Theile/ so verhält sich Dreieck k k; aber
Dreieck 460 46L — 60 6L — c> i : also o i — 

k Füglich ist i''
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§.6. Zusatz.
Da nach (§. 1.) die Fläche eines Sechsecks gege­

ben ist, nach (§. 4.) aber der kleine Halbmesser der 
Polygone von 6, 12, 24 u. s. f. bis 5072 Seiten be­
kannt ist, so ist es leicht, nach (§. 5.) die Flächen aller 
dieser Polygone zu finden, wobei sechs Ziffern hinreichen.

Seitenzahl Fläche des inneren 
Polygons. Seitenzahl Fläche des inneren 

Polygons.

6 2,598 076 192 5,141 032
12 5,000 000 584 3,141 454
24 3,105 829 768 3,141 559
48 5,152 629 1556 3,141 585
96 3,159 551 5072 3,141 591

§.7. Aufgabe.
Es ist der kleine Halbmesser und die Fläche k 

eines inneren Polygons gegeben'; man soll die Fläche k 
eines äußeren Polygons von ebensoviel Seiten finden.

Auflösung. In (Fig. 1.56.) sei alles, wie eö im vorigen §. 
bestimmt ist. Man lege durch L eine berührende Linie, 
und verlängere die Halbmesser 6^ und 68 bis an dieselbe 
in II und I, so ist das Dreieck 6V^ der 2nte Theil eines 
inneren, das Dreieck 6Lll der 2nte Theil eines äußeren 
Polygons von n Sesten. Nun sind aber die genannten 
Dreiecke ähnlich, und ihre Flächen verhalten sich daher wie 
61) - 682—^2 4. so verhalten sich also auch 
die Flächen beider Polygone, nämlich

CC i — r f, 
also k — -.
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§.8. Zusatz.
Vergleicht man diese Formel mit der (§. 5.) 

gefundenen (^), so ist klar, daß man die Flächen aller 

äußeren Polygone, die zu den im Vorhergehenden be­
rechneten inneren Polygonen gehören, finden werde, 
wenn man die Zahlen der Tabelle (§. 6.) durch die 
zugehörigen Zahlen der Tabelle (§. 4.) dividirt. Auf 
diese Art findet man

Seitenzahl Flache der äußeren 
Polygone. Seitenzahl Fläche der äußeren 

Polygone.

6 3,464 102 192 3,141 874
12 3,215 391 384 3,141 664
24 3,159 660 768 3,141 611
48 3,146 087 1536 3,141 598
96 3,142 715 3072 3,141 593

§.9. Lehrsatz.
Die Ludolfische Zahl in den fünf ersten 

Bruchziffern ist:
3,141 59.....

und der Fehler dieser Zahl ist viel kleiner als 
eine halbe Einheit der letzten Stelle.

Beweis. Nach (8-6.) und (§. 8.) ist
die Fläche eines inneren 3072eckS 3, läi 391 

äußeren 3, 14 t 593.
Da nun die Kreisfläche größer als jene, uud kleiner als diese 

ist, so können die 5 ersten Bruchziffern einer Zahl, welche 
die Größe der Kreisfläche ausdrücken soll, keine anderen als 
3, 1 'li 59 sein.
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Der Unterschied des äußeren und inneren Polygons beträgt 
aber nur 2 Einheiten der sechsten Stelle, also muß der 
Unterschied der Kreisfläche sowohl von der inneren als äuße­
ren Polygonfläche kleiner sein als 2 Einheiten der letzten 
Stelle, also viel weniger als 5 Einheiten der sechsten, oder 
eine halbe Einheit der fünften Stelle.

Daß aber dieselbe Zahl, welche die Kreisfläche durch das Qua­
drat des Halbmessers -- 1 auüdrückt, auch die halbe Peri­
pherie durch den Halbmesser — 1, oder die ganze Peripherie 
durch den Durchmesser — 1 auedrücke, ist (Z.9.desAbschn.) 
bewiesen werden. Die gefundene Zahl ist also der Werth 
von -r, sofern er in nicht mehr als L Bruchziffern verlangt 
wird.

§. 10. Zusatz.
Wenn man die in den vorhergehenden §. §. erklär­

ten Rechnungen mit einiger Aufmerksamkeit betrachtet, 
so kann man sich auf das vollständigste überzeugen, daß 
eö immer möglich sein würde, die Rechnung bis zu einem 
Paar Polygonen (einem inneren und einem äußeren von 
gleich vielen Seilen) zu treiben, deren Flächen unter sich, 
also noch vielmehr von der Kreisfläche, um weniger als 

irgend eine noch so kleine decadische Brucheinheit, oder 
überhaupt, als irgend eine gegebene Größe verschieden 
wären; daß es also möglich sei, die Ludolfische Zahl in 
jeder vorgeschriebenen Anzahl von Bruchstellen vollkom­
men richtig zu finden.

Obgleich dieser Satz in der That als eine unmittelbare Folge­
rung aus allem Vorhergehenden betrachtet werden kann, so 
wird doch eine genauere Erörterung nicht überflüssig sein.

s. Es ist unmittelbar deutlich, daß bei ununterbrochen fort­
gesetzter Verdoppelung der Seitenzahl, die Größe der Sei­
ten ohne Ende abnehme; daß man also in jedem Falle bis 
zu einem Polygon fortschreiten könne, dessen Seite in Zah­
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len ausgedrückt kleiner sein würde, als jede noch so kleine 
dekadische Brucheinheit.

b- Daß bei fortgesetzter Verdopplung der Seitenzahl der 
kleine Halbmesser wachse, ergiebt sich aus (VI. Anh. §. ä,); 
und daß er, wenn man den Halbmesser des Kreises ----- i 
setzt, dennoch stets kleiner als 1 bleibt, ergiebt sich aus dem 
bloßen Begriffe desselben. Daß endlich der Unterschied zwi­
schen dem kleinen Halbmesser und i einmal kleiner werden 
müsse, als jede gegebene Größe, läßt sich auf folgende Art 
beweisen. Wenn in (Fig. 156.) 06 der kleine Halbmesser 
irgend eines inneren Polygons, und die Seite eines 
Polygons von der doppelten Seitenzahl ist, so verhält sich 
(nach XIH. 2.) 6L --- -^8 Lv, d. i., wenn man

— s und D6 — ? setzt, 2 s — s 1 — Als» 
ist 1 — § §5. Da nun «, und noch vielmehr 55
und i 58, über alle Gränzen nach (2) abnehmen kann, 
so kann auch 1 — p kleiner werden, als jede noch so kleine 
gegebene Größe. Berechnete man also nach (§. 1.) den 
kleinen Halbmesser des Sechsecks auf eine beliebige Anzahl 
von Bruchstellen, die wir n -1- 1 setzen wollen, und setzte 
dann die Rechnung nach (§. 3. und ä.) auf eben so viele 
Bruchstellen fort, so müßte man nothwendig einmal auf 
ein Polygon kommen, bei welchem der Zahlenwerrh des klei­
nen Halbmessers, nach dem Komma n Neunen, und erst in 
der (n -1- t)ten Stelle eine andere Ziffer hätte, so daß 
sein Unterschied von 1 kleiner wäre, als eine Brucheinheit 
der nten Stelle.

c- Daß endlich auch der Unterschied der Flache eines inneren 
Polygons und der Kreisfläche kleiner werden könne, als jede 
gegebene Größe, läßt sich auf folgende Art darthun. Wenn 
wir die Fläche eines inneren Polygons k eines äußeren 1, 
und den kleinen Halbmesser des inneren Polygons ? nen­
nen, so ist nach (§. 7.) — k; also k — --- t' — k)
oder t — ? — k (1 — §>§) — f (1 -t- §) (1 — §). Da 
nun k bei jeder Verdopplung der Seitenzahl abnimmt; 1 -t- (> 
aber sich der Größe 2 nähert, ohne sie zu erreichen; 1 — p 
endlich nach (K) ohne Ende abnimmt, so ist deutlich, daß 
auch 1 — k ohne Ende abnehme, und kleiner werdest könne, 
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als jede gegebene Größe. Was aber von dem Unterschiede 
der Flächen eines äußern und innern Polygons gilt/ muß 
noch vielmehr vom Unterschiede der Fläche des Kreises und 
der inneren Polygone gelten.

ü. Sollte also die Ludolsische Zahl in einer vorgeschriebenen 
Anzahl von n Bruchstellen genau geschafft werden, so müßte 
man nur die sämmtlichen im Vorhergehenden beschriebenen 
Rechnungen vom Anfang an, auf einige Bruchstellen weiter 
als n treiben. Auf diese Art müßte man nothwendig ein­
mal auf ein inneres und äußeres Polygon kommen, deren 
Flächen in Zahlen auögedrückt, unter sich, und folglich auch 
mit der Kreisfläche in den n ersten Bruchstellen völlig über- 
einstimmten.

Von der Ähnlichkeit der Kreise.

§. 11. Anmerkung.
Die Ähnlichkeit der Kreise ist in (§. 12. des Abschn.) 

bloß daraus abgeleitet worden, daß man nach (§. 1.) 
zwei Kreise betrachten kann als zwei Polygone von 
gleicher aber unendlich großer Seitenzahl. Hier soll 
noch gezeigt werden, wie sich diese Ähnlichkeit noch un­

mittelbarer aus dem oben aufgestellten Begriffe der 
Ähnlichkeit vielseitiger Figuren ableiten läßt.

Da nämlich in dieser Erklärung die Anzahl der Paare ähn­
licher Dreiecke, aus welchen zwei Figuren zusamengesetzt 
werden, völlig unbestimmt ist, und so groß angenommen 
werden kann als man will, so darf man sie auch unend­
lich groß annehmen; und in dieser Ausdehnung läßt sich 
dann die Erklärung nicht bloß auf Kreise, sondern über­
haupt auf krummlinige Figuren anwenden. Im folgenden §. 
soll nun gezeigt werden, wie man sich die Entstehung zweier 
Kreise durch eine ganz gleichmäßige Zusammensetzung ei­
ner unendlichen Folge von Paaren ähnlicher Dreiecke vor­
stellen könne.
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§.12. L e h rsa H.

Alle Kreise sind ähnliche Figuren.

Beweis. In den Kreisen (Fig. 157.) und »Kx 
(Fig. 1Z8.) seien die Sehnen- sb die Seiten zweier 
regelmäßiger Dreiecke. Zieht man die Halbmesser LL, 
ca, cd, so sind die Dreiecke XL6, sbc ähnlich nach (XIII. 
15. c.). Stellt man sich die regelmäßigen Dreiecke ausge­
zeichnet. vor, so besteht jedes aus drei solchen Dreiecke«/ 
und es wird daher hinreichend sein/ nur eins derselben 
näher zu betrachten/ weil offenbar die Schlüsse welche man 
bei dem einem Paare macht/ auch für die beiden andern 
Paare gültig sind.

Man halbire die Bogen und »61, in I) und 6, und ziehe 
die Sehnen ^O, 06, scl, 6K, welche Seiten eines in- 
nerrz Sechsecks sein werden/ so wird man leicht die Ähn­
lichkeit der Dreiecke aus (XII. 15.) einsehen,
woraus nach (XII. 20.) die Ähnlichkeit der Vierecke ^VLL, 

folgt.
Man halbire ferner die Bogen des Sechsecks/ in den Punk­

ten L, k, e, l) und ziehe die Sehnen Lv, kL, 
se, «6, cit'/ kk, welche Seiten eines inneren Zwölfecks sein 
werden/ so ist wieder die Ähnlichkeit der Dreiecke ^Lv, 
»oll desgleichen vl^p, aus (XII. iz.) erweislich; wor­
aus nach (XII. 20.) folgt, -aß auch die sechsseitigen Figu­
ren s^ülbc ähnlich sind.

Es fällt in die AugeN/ wie diese Schlüsse auf eine völlig gleich­
förmige Art fortgesetzt werden können. Denn halbirt man 
die Bogen des Zwölfecks, und zieht die Seiten eines Vier- 
undzwanzigeckS, so ist klar/ daß man zu den Figuren, de­
ren Ähnlichkeit vorher erwiesen worden, lauter ähnliche 
Dreiecke, auf einerlei Weise hinzufüge, und daß also die, 
so zwischen und LL, desgleichen zwischen cs und cd 
enthaltenen Aueschnitte der Vierundzwanzigecke ebenfalls ahn 
lich sind; rc.

Auf diese Art können also jede zwei Polygone von gleich- 
vielen Seiten aus einer gewissen Anzahl ähnlicher Dreiecke 
auf völlig gleiche Weise zusammengesetzt werden.
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Aus den vorigen §. §. dieses Anhanges aber geht hervor, daß 
der Unterschied der Flächen eines äußern und eines innern 
Polygons, also noch mehr ihr Unterschied von der Kreisfläche 
durch fortgesetzte Verdopplung der Seitenzahl kleiner wer­
den könne als jede Größe, die sich angeben läßt (z.B. klei- 
ner als jede beliebige dekadische Brucheinheit). Denkt man 
sich folglich die Verdopplung der Seitenzahl ohne Ende 
fortgesetzt, so ist klar, daß auch jede zwei Kreise als aus 
einer unendlichen Folge von Paaren ähnlicher Dreiecke auf 
völlig gleiche Weise zusammengesetzt vorgestellt werden kön­
nen, und daß sie folglich nach (XII. 20.) ähnliche Figu­
ren sind.

§.13. Z usa tz.
Aus diesem Beweise wird zugleich deutlich, daß al­

les was im zweiten Anhänge zu (Abschn. XII.) von ähn­
lichen Figuren überhaupt erwiesen worden, auch auf 
die Kreise anwendbar sei.

Sechzehnter Abschnitt.
Ausmessung der Bogen, Ausschnitte, 

Abschnitte und andrer Stücke 
des Kreises.

§. 1. Aufgabe.

Es ist die Länge eines Bogens in Graden, Minu­
ten und Secunden gegeben; man soll diese Zahl a) un­
ter die einzige Benennung Grad, 6) unter die einzige 
Benennung Minute, c) unter die einzige Benennung 
Secunde bringen.
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Wer überhaupt über die Rechnungen mit benannten Zahlen 
und mit zehntheiligen Brüchen deutliche Begriffe hat/ wird 
bei der Auflösung keiner dieser drei Aufgaben eine Schwie­
rigkeit finden. Nur überlege man/ wie die Rechnung am 
kürzesten und in der bequemsten Form geführt werden könne.

§.2. Aufgabe.
Es ist umgekehrt ein Bogen unter einer einzigen 

Benennung gegeben/ und die Zahl enthält Ganze nebst 
einigen Bruchziffern. Es soll nun gezeigt werden, wie 
man di»se Fahl, so weit als es angeht, unter die drei Be­
nennungen Grad, Minute und Secunde bringen könne; 
und zwar n) wenn die Fahl die einzige Benennung Grad, 
l>) wenn sie die einzige Benennung Minute, und e) wenn 
sie die einzige Benennung Secunde hat.

Auch die Auflösung dieser Aufgabe kann, so wenig wie die vo­
rige, eigentliche Schwierigkeit haben, und es ist hauptsäch­
lich nur die einfachste und bequemste Form der Rechnung 
ausfindig zu machen.

Anmerkung. Die Rechnung mit Sexagefimal- (d. i. sechzig- 
theiligen) Eintheilungen ist gar nicht schwierig, und jeder, 
der sich nur gewöhnt hat, mit Nachdenken zu rechnen, wird 
bald finden, daß alle Multiplikationen und Divisionen durch 
60 sehr einfach und leicht gemacht werden können. Daher 
ist es nöthig, sich in diesen Rechnungen zu üben, und es 
sind deshalb im Übungshefte recht viele Rechnungen der 
Art, wie sie diese beiden §. §. fodern, zu machen.

Bei der Umwälzung des Französischen Staates, wo man, um 
Gutes zu stiften, sehr viel Böses that, und nichts Beste­
hendes wollte fortdauern lassen, machte man auch den ver­
geblichen Versuch, die sechözigtheilige Kreiüeintheilung, in 
welcher alle Völker des Erdbodens, seit den ältesten Zei­
ten übereinstimmen, mit einer zehntheiligen zu vertauschen. 
Hatte man sich begnügt, die Grade beizubehalten, und 
nur statt der Minuten und Secunden zehntheilige Brücke

Fischer'S eb. Geom. R
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des Grades einzuführen, so wäre der Versuch vielleicht ge­
lungen. Aber man verwarf selbst die Grade, und wollte 
den Quadranten in 100 neue Grade, den neuen Grad in 
100 Minuten, die neue Minute in 100 Secunden theilen. 
Diese neue Theilung war nicht mit Ruhe und Besonnen­
heit gewählt, sonst würde man sie schon deswegen verwor­
fen haben, weil so wichtige Bogen, wie die von zo°, 60°, 
120°, 150° rc. in der hundert« heiligen Eintheilung nicht 
ohne Fehler ausgedrückt werden können. Hatte man dage­
gen den Grad zehntheilig getheilt, so hätte man alle Vor­
theile der Decimalrcchnung erhalten, ohne mit der ganzen 
übrigen Welt in Widerspruch zu treten.

§.3. Aufg a b e.

Es ist das Maaß eines Bogens nach der Gradab­
theilung gegeben, man soll die Länge desselben in Thei­
len des Halbmessers 1 finden.

Auflösung. Ist das Maaß des Bogens in Graden ausge­
drückt — so ist das Verhältniß der halben Kreislinie zu 
diesem Bogen gegeben, nämlich 180 Nun ist die Länge 
-er halben Kreislinie in Theilen des Halbmessers 1, ver­
möge der Lndolssschen Zahl — Nennt man also das 
Maaß eben dieses Bogens in eben solchen Theilen «, so 
muß das Verhältniß 71 « dem vorigen gleich sein. Also 
hat man die Proportion

180 P —

Die Hiebei im Hefte zu machenden Arbeiten sind folgende:
L. Da von unveränderlicher Größe ist, so ist es zweck­

mäßig, den Werth dieses Quotienten ein für alle Mal aus- 
zurechnen. Dieses soll auf 15 Bruchstellen geschehen.

K. Es soll bestimmt angegeben werden, was der Quotient 
eigentlich anzeige, und wie man dem zu Folge die oben 
entwickelte Regel in Worten ausdrücken könne.

c. Nach dieser Regel soll ein Beispiel gerechnet, und zu dem 
Ende soll für eine beliebige Anzahl von Graden gewählt 



Ausmessung von Bogen und Kreisstäcken. 259

werden; doch mit Htnzufügung einer solchen Anzahl von 
Minuten, die sich leicht in einen mit kleinen Zahlen ge­
schriebenen gemeinen Bruch von Graden verwandeln lassen.

<l. Es ist zu überlegen, wie man rechnen müßte, wenn der 
Werth von. -- außer ganzen Graden noch eine Anzahl von 
Minuten enthielte, die sich nicht durch einen gemeinen 
Bruch vom Grade in kleinen Zahlen ausdrücken lassen; fer­
ner, wenn der Werth von ?> außer den Minuten noch Se­
cunden enthielte- oder auch, wenn er bloß aus Minuten, 
oder bloß aus Secunden bestände.

« Wie würde man am bequemsten berechnen können, wie groß 
ein Bogen von i', desgleichen von 1" in Theilen des Halb­
messers sei? Die Rechnung selbst soll in ^'Bruchstellen 
ausgeführt werden.

5 Endlich sollen von den drei Zahlen, welche die Größe von 
1°, von 1' und von 1" in Theilen des Halbmessers 1 aus- 
drücken, die Vielfachen bis zum Neunfachen berechnet, und 
gezeigt werden, wie man durch diese Tabellen jeden in Gra­
den, Minuten und Secunden gegebenen Bogen durch bloße 
Addition in Theile des Halbmessers 1 verwandeln könne.

§.4. Aufgabe.
Es ist die Länge eines Bogens in Theilen des Halb­

messers 1 gegeben, man soll den Werth desselben nach 
der Gradeintheilung finden.

Wer die vorige Aufgabe mit Aufmerksamkeit aufgelöst hat, 
bedarf bei dieser keiner weiteren Anleitung. Auch ist es 
zweckmäßig, die im vorigen §. gebrauchten Buchstaben beizu- 
behalten. Eü soll übrigens

». Die Regel wieder durch eine Formel ausgedrückt werden.
d Es soll überlegt werden, ob ein Theil -er Formel aus un 

veränderlichen Größen bestehe, und sich daher ein für alle 
Mal auerechnen lasse. Die Rechnung ist auf iL Bruchstel­
len zu führen, wobei (XV. 5. li.) nützliche Dienste leistet.

c. Es soll berechnet werden, wie groß ein Bogen, dessen Länge 
dem Halbmesser gleich ist 1) in Graden, 2) in Minuten, 
Z) in Secunden und deren Decimalbrüchen sei.

R 2
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6. Von diesen drei Zahlen sollen die Vielfachen bis zum Neun­
fachen berechnet, und gezeigt werden, wie man vermittelst 
-dieser drei Tabellen jeden in Theilen des Halbmessers gege­
benen Bogen durch bloße Addition entweder in Grade, oder 
Minuten, oder Secunden verwandeln könne.

«. Endlich wähle man eine Zahl, die etwa eine ganze Einheit 
nebst drei bis vier Bruchziffern, oder auch bloße Bruchzif- 
fern enthält. Diese soll den Werth eines Bogens in Thei­
len des Halbmessers vorstellen, und mit Hülfe der eben er­
wähnten Tabellen entweder in Grade und deren Decimal­
theile, oder in Minuten, oder in Secunden und deren 
Decimaltheile verwandelt werden.

Anmerkung. Der Ausdruck eines Kreisbogen in Theilen des 
Halbmessers i, ist besonders in Rücksicht der höheren Mathe­
matik wichtig, wo es eine unendliche Menge von Sätzen 
giebt, in welchen die Bogen nicht füglich anders aue- 
gedrückt werden können.

Übrigens ist leicht einzusehen, -aß man den Ausdruck der Bo­
gen in Theilen des Halbmessers eben so gut zur Winkel­
messung brauchen könne, als den Ausdruck durch Grade. 
Weiß man z. B., daß ein Bogen in Theilen des Halbmessers 
— 0,3784 sei, so kennt man sein Verhältniß zur halben Kreis­
linie, nämlich O/Z784 Z,i4i6. Kennt man aber dies Ver­
hältniß, so weiß man auch, daß der Centriwinkel dieses Bo­
gens sich zu zwei rechten Winkeln eben so verhalte. Zu ei­
ner richtigen und deutlichen Vorstellung von der Größe ei­
nes Winkels ist aber nichts weiter erforderlich, als daß man 
sein Verhältniß zu einem oder zwei rechten Winkeln ge­
nau kenne.

§.5. Au fg a b e.

Es ist ein Bogen in der Gradabtheilung — ge­
geben. Der Halbmesser des Kreises aber ist nach ei­
nem beliebigen Längenmaaße gemessen -- r. Es soll 
die Länge des Bogens in eben diesem Längenmaaße ge­
funden werden.
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Anleitung zur Auflösung. Durch -> ist das Verhältniß 
des Bogens zur halben Kreislinie O -180) gegeben. Aber 
die Länge der halben Kreislinie in Theilen des Halbmessers 
r ist rn (XV. 6.). Nennt man also den Werth des Bo­
gens durch den Halbmesser r ausgedrückt so ist das Ver­
hältniß L dem obigen gleich; woraus sich die Auflö­
sung leicht ableiten läßt. Es ist nun 
diese Auflösung auezuführen, und die Regel der Rechnung 
durch eine Formel darzuftellen.

K. Diese Formel ist mit der (§. 3.) gefundenen zu vergleichen, 
und es ist zu zeigen, in wie fern von den Tabellen (§. 3. k) 
Hiebei Gebrauch gemacht werden könne.
Endlich soll ein Beispiel in Zahlen ausgeführt werden. 
Zu dem Ende beschreibe man einen beliebigen Kreis, und 
schneide von demselben einen beliebigen Bogen ab. Den 
Bogen messe man, so genau es angeht, mit dem Transpor­
teur (IX. 13. und 16.), den Halbmesser aber nach einem 
genauen Maaßstabe. Dann berechne man, wie groß eben 
dieser Bogen in Theilen dieses MaaßstgbeS sei.

§.6. Zusatz.
Aus (§. 3. und L.) ergiebt sich, daß es jederzeit 

möglich sei, eine gerade Linie zu zeichnen, welche einem 
Kreisbogen so genau gleich kommt, als es überhaupt 
bei der Unvollkommenheit unserer Sinne und Werkzeuge 
möglich ist.

Dieses ist in einem Beispiel auözuführen.

§.7. Aufgabe.
Don einem Kreise, dessen Halbmesser nach einem 

beliebigen Maaße gemessen — v ist, soll ein Bogen ab- 
geschnitten werden, dessen Länge nach demselben Maaße 
vorgeschrieben und --- 6 ist.

Anleitung zur Auflösung. Diese Aufgabe ist, wie man 
leicht sieht, die Umkehrung -er vorhergehenden; denn man 
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wird zuerst die Länge K des Bogens in Grade verwan­
deln müssen. Nun ist die Länge der halben Kreislinie, 
durch Theile des Halbmessers r ausgedrückt, — rn (XV. 6.), 
also das Verhältniß K r?r gegeben. Nennt man also die 
gesuchte Länge des Bogens in Graden «y, so ist -x 180 
dem vorigen Verhältniß gleich, woraus sich die Regel zur 
Berechnung von leichr finden läßt.

Ist v in Graden gefunden, so muß man aus dem Mittel­
punkte eines Kreises einen Halbmesser ziehen, an diesen mit 
dem Transporteur einen Winkel — -> so genau als möglich 
anlegen (IX. 17.), so wird dadurch zugleich ein Bogen von 
der Größe? abgeschnitten (IX. 13.).

§.8. Lehrsatz.
Begleichung eines Kreisausschnittes mit einem 

Dreieck.
Der Satz selbst sowohl als der Beweis seiner Richtigkeit er­

geben sich sehr leicht aus (X. iL.) verglichen mit (XV. i.).

§.9. Aufgabe.
Den Flächeninhalt eines vorliegenden Kreisausschnit­

tes zu berechnen.
Die Hauptsache -er Auflösung ergiebt sich unmittelbar aus 

(§. 8.). Es ist aber bestimmt anzugeben,
2. welche Linien oder Winkel, und in welcherlei Maaß jedes 

Stück zu messen.
I>. Dann ist zu zeigen, welche vorläufige Rechnung zu machen 

sei, wobei von (§. ^.) oder (§. 6.) Gebrauch zu machen 
sein wird.

c. Endlich ist die Hauptrechnuug anzuzeigen, und alles durch 
wirkliche Berechnung eines gezeichneten Ausschnitts zu er­
läutern.

§. 10. Zusa tz.
s. Unter welchen Bedingungen sind zwei Kreisaus­

schnitte ähnlich?
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6. Können zwei Ausschnitte in demselben, oder in 
gleichen Kreisen ähnlich sein, ohne sich zu decken?

Die erste Frage beantwortet sich aus (XIII. 18.), die zweite 
aber aus der ersten.

§.11. L e h rsa tz.
Der Abschnitt eines Kreises ist einem Dreieck gleich, 

dessen Höhe der Halbmesser des Kreises, dessen Grund­
linie der Überschuß des Bogens über das Loth ist, welches 
man von einem Endpunkte des Abschnittes auf den nach 
dem anderen Endpunkt gezogenen Halbmesser fällen-kann.

Beweis. Aus dem einen Endpunkte 8 des Abschnittes ^8 
(Fig. 159.) sei 8 V lothrecht auf den zum andren Endpunkt 

gezogenen Halbmesser gefällt, so ist zu beweisen, daß 
-er Abschnitt ^8 einem Dreieck gleich sei, dessen Höhe — 

und dessen Grundlinie der Bogen ^8 weniger der 
Linie 8v ist.

Man errichte in die Linie ^8 Winkelrecht auf ^6, und 
nehme an, daß ^8 nach (§.6.) dem Bogen ^8 gleich ge­
macht sei. Zieht man nun 8L, so ist nach (8. 8.) das 
Dreieck ^86 dem Ausschnitt ^86 gleich.

Man ziehe ferner 88 parallel mit ^6, so sind die Dreiecke 
ä8c und ^88 gleich (V. 7.).

Nun ist aber -er Abschnitt ^8 — Ausschnitt ^86 weniger 
dem Dreieck ^86. Folglich ist eben dieser Abschnitt auch 
gleich dem Dreieck ^08 — ^88 --- 886.

Nimmt man nun 8? für die Grundlinie dieses Dreiecks, so 
ist 88 -- 8-^ — 8^ ----- Bogen ^8 — so. Die Höhe 
-es Dreiecke ist aber ^6; was zu erweisen war.

Dieser Beweis ist nur mit veränderter Figur und Buchstaben 
im Hefte zu wiederholen.

§.12. Aufg ab e.
Den Flächeninhalt eines Kreisabschnittes zu be­

rechnen.
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Die Hauptsache der Auflösung ergiebt sich aus (§. 11.). Um sie 
nun auf ein wirkliches Beispiel anzuwenden, ist zu zeigen, 

s. welche Linien und Winkel in der Figur zu messen sind, und 
K. wie dann aus diesen Datis die Rechnung zu führen ist. 
Beides ift an einer wirklichen Zeichnung auözuführen.

Anmerkung. Obgleich diese Auflösung von der theoretischen 
Seite ganz richtig ift, so kann sie dennoch nur für eine mecha­
nische, nicht für eine vollkommen wissenschaftliche Auflösung 
gelten. Denn die Auslösung fodert, daß man die Linie 80 
unmittelbar messe. Aber man sieht leicht ein, daß, wenn 
der Bogen ^8 einmal seine bestimmte Größe hat, auch die 
Länge von 80 dadurch vollkommen bestimmt sei. Es sollte 
daher 80 nicht gemessen, sondern aus der Größe des Bo­
gens ^8 berechnet werden. Zur Berechnung reicht aber 
die bisherige Theorie nicht hin, und es kann erst in der 
Trigonometrie gezeigt werden, wie diese Berechnung auf 
eine vollkommen wissenschaftliche Art auözuführen sei.

§.13. Z U s a H.
a. Unter welcher Bedingung sind zwei Kreisabschnitte 

ähnlich?
d. Können zwei Abschnitte in demselben oder in 

gleichen Kreisen ähnlich sein, ohne sich zu decken?
Die erste Frage beantwortet sich aus (XIII. 19.), und die zweite 

aus der ersten.

§.14. Aufgabe.
Die Fläche eines zwischen zwei concentrischen Krei­

sen enthaltenen Ringes zu messen.
Auflösung. Nennt man den Halbmesser des größeren Krei­

ses 8, des kleineren r, so ist die Fläche -es Ringes, die 
wir k nennen wollen,

8 — (82 — 1-2) 7k — (li -z- r) (8 — r)
Der Beweis ist leicht zu finden, wenn man die Fläche so­

wohl des größeren als -es kleineren Kreises nach (XV. 10.) 
durch eine Formel auödrückt.
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§.. 15. Zusatz.
Nach eben dieser Formel kann überhaupt die zwi­

schen den Peripherien zweier Kreise enthaltene Flache be­
rechnet werden, auch wenn die Kreise nicht concentrisch 
sind, wofern nur der kleinere Kreis ganz in dem größe­
ren enthalten ist.

Dieses ist durch eine Figur deutlich zu machen.

§.16. Lehrsatz.
Wenn man an einen Punkt der kleineren von zwei 

konzentrischen Kreislinien, eine berührende Linie bis zu 
der größeren zieht, so ist diese Linie der Halbmesser ei­
nes Kreises, dessen Fläche eben so groß ist als die Fläche 
des Ringes zwischen den conccntrischen Kreisen.

Anleitung zum Beweise. Wenn (Fig. 160.) aus 6 zwei 
concentrische Kreise beschrieben sind, und .man zieht von dem 
Punkte v der kleinen Kreislinie bis zur größeren die Tan­
gente V6, so ist zu beweisen, daß ein mit dem Halbmesser 
06 beschriebener Kreis, dem Ringe zwischen beiden Kreis­
linien gleich sei.

Zum Beweise ziehe man 60 und 66, so ist in dem bei v 
rechtwinkligen Dreiecke 660 nach dem Pythagorischen Lehr­
sätze 06- — 66- — V6-. Multiplicirt man auf beiden 
Seiten mit nämlich 66-?r — V6- n — O6- ?r, und 
vergleicht (XV. 10.), so ist der Beweis leicht zu vollenden.

§.17. Z u sa tz.
Die Tangente V6 ist die mittlere Proportionale 

zwischen der Summe und der Differenz von den Halb­
messern beider Kreise.

Man verlängere den Halbmesser 66 bis zur kleineren Kreis­
linie in AI, und vergleiche (XIII. 11.) so ergiebt sich die 
Richtigkeit des Satzes aus Betrachtung -er Figur.
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§.18. Z u sa tz.

Der Beweis des vorigen Zusatzes, läßt sich auch 
noch sehr leicht aus der Formel von (§. 14.) ableiten 

x -- (k -4- i)(k — r) 7r.
Man nenne (> die mittlere Proportionale zwischen K -I- r und 

— r, so darf man nur die Proportion wirklich ansetzen;
dann wird man aus (XI. is.) leicht ableiten, daß k — r>* ist.

§-19. Zusatz.

Durch die Ausmessung aller Ausschnitte und Ab­
schnitte wird es möglich, alle Stücke einer Kreisfläche, 
die auf ganz beliebige Art von Kreisbogen und geraden 
Linien begränzt sind, auszumessen.

Die allgemeine Möglichkeit sieht man leicht ein, wenn man 
erwägt, daß jedes beliebige Kreisstück durch das Ziehen von 
Sehnen in Abschnitte utzd geradlinige Figuren getheilt wer- 
den kann. Aber in besonderen Fällen ist es oft zweckmäßig, 
etwas anders zu verfahren.

Zur gelegentlichen Übung fügen wir noch folgende Aufgaben bei:
2. Ein Stück der Kreisfläche zu messen, das zwischen zwei pa­

rallelen Sehnen enthalten ist.
b. Ein Stück der Kreisfläche zwischen zwei nicht parallelen Seh­

nen, welche sich im Kreise nicht schneiden, zu messen.
Die vier Kreisstücke auszumessen, in welche die Kreisfläche 
durch zwei sich schneidende Sehnen getheilt wird.

ä. In einem Halbkreise ^vö (Fig. 155.) ist eine Sehne äl), 
und über derselben der Halbkreis gezogen; es soll der 
Flächeninhalt der mondförmigen Figur gefunden
werden.

«. In (Fig. 161.) sind nach den Endpunkten des Bogens äv, 
welcher kleiner ist als ein Quadrant, die Halbmesser t^, 
6L gezogen. In ä ist die Berührungölinie gezogen, 
und 68 bis an dieselbe in 0 verlängert. Es soll die Fläche 
-es außer dem Kreise liegenden Stückes ^Lv, welches von
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-en zwei geraden Linien Dä und 08 nebst dem Bogen ^8 
eingeschlossen wird/ berechnet werden.

8 In ebenderselben Figur sei der Halbmesser bis zur Pe­
ripherie in 8 verlängert/ und aus 8 durch 8 die Linie 88 
bis zur Tangente gezogen; es soll das dreieckige Stück -V88 
zwischen den geraden Linien 8^, 88 und dem Bogen ^8 
berechnet werden.

6- In (Fig. 160.)' find aus 6 zwei eoncentrische Kreise/ und 
durch beide der Durchmesser ^8 gezogen. In I) und 8, 
wo dieser die kleinere Kreislinie schneidet/ sind die Tan­
genten 80, III bis zur größeren Kreislinie gezogen. Es 
soll das Kreiöstück 80L8H, welches von den beiden Bo­
gen 8II und DK8, und von den beiden geraden Linien 
V8 und 8II eingeschlossen wird/ berechnet werden.

Anhang zum sechzehnten Abschnitt.
Eine rein geometrische Rectification -er 

Kreislinie.

§. 1. Lehrsatz.
Es sind zwei gleichartige Größen, z. B. die beiden 

Linien und Lv (Fig. 162.) gegeben, die eine 
beliebig groß, die andere 6V beliebig klein. Nimmt 
man von der größeren die Hälfte LL ab, vom 
Reste wieder die Hälfte Lk', vom nunmehrigen 
Reste wieder die Hälfte ^6, u. s. f., so bleibt nach 
einer gewissen Anzahl von Wiederholungen dieser Arbeit 
ein Rest ((^), der kleiner ist als 6 V.

Beweis. Man mache ein Vielfaches HAI von CD/ welches 
größer ist, als ^8; (in unserer Figur erfüllt schon das Vier­
fache diese Bedingung). Nimmt man nun von ^8 die 
Hälfte 88, von HAI aber einen Theil III, also weniger 
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als -ie Hälfte ab, so muß der Rest kleiner sein als 
der Rest IM. Nimmt man ferner von die Hälfte Lk, 
von IM aber wieder einen Theil IK, also weniger als die 
Hälfte ab, so ist der Rest kleiner als -er Rest LM, 
und so ferner.

Es mögen nun der Theile auf IIM so viele sein, als man 
will, so wird man diese Schlüsse jederzeit so weit fortsetzen 
können/ bis auf UM nur noch zwei Theile LI^ und I.M 
übrig sind. Ist nun -er auf ^8 hiezu gehörige Rest äk, 
so ist erwiesen/ daß -< KM. Nimmt man also endlich^ 
von jeder dieser beiden Linien die Hälfte ab, so bleiben* 

und I-M/ und es ist < LM, also auch 
was zu erweisen war.

§.2. Zusatz.

Nimmt mau also von irgend einer Größe die Hälfte 
ab, vom Rest wieder die Hälfte, und so immer fort, so 
kann man in jedem Fall zuletzt zu einem Rest gelangen, 
der kleiner ist als jede gegebene, noch so kleine gleichar­
tige Größe.

Noch vielmehr aber hat dieses seine Richtigkeit, 
wenn man von der Größe mehr als die Hälfte, vom 
Reste wieder mehr als die Hälfte, u. s. f. abnimmt.

§.3. Lehrsatz.

Wenn man in einem bei rechtwinkligen Dreieck 
(Fig. 163.) einen der spitzigen Winkel durch 

die Linie <3I) halbirt, und in I) die Linie VL winkel- 
recht auf OD errichtet, so ist im Dreieck der Un­
terschied der Hypotenuse LL nnd der Kathete 6 V noch 
nicht halb so groß, als in dem Dreieck der Un­
terschied, der Hypotenuse dö und der Kathete
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Beweis. Aus 6 beschreibe man mit dem Halbmesser 6^ den 
Bogen ^8, so ist 88 (— 86 — 86 — 86 — ^6) der 
Untersschied der Hypotenuse 68 und der Kathete 6/V im 
Dreieck ^86. Man beschreibe ferner aus 6 mit dem Halb­
messer 6V den Bogen O6, so ist 86 (— ( 8 — 66 
68 — 6v) der Unterschied der Hypotenuse 68 und der 
Kathete V6 im Dreieck 608. Es ist also zu beweisen, 
-aß 86 in jedem Falle kleiner sei als 88.

Zum Beweise ziehe man 80, so ist die Congruen; der Dreiecke 
6v^ und 608 aus (III. 6.) leicht zu erweisen. Daraus 
folgt aber, -aß 68V -- 6^v ein rechter Winkel, also 
V8 eine Tangente (vn. 2.), auch V8 — VH sei. In 
dem bei 8 rechtwinkligen Dreieck L8v ist nun 8v >- 8V 
(III. 11.), also auch 8 V > ^v. Man ziehe nun die 
Sehne H8, welche von 6V winkelrecht geschnitten wird 
(VI. 10. und 9.), also mit 8V parallel ist. Nun verhält 
sich nach (XII. 3. und4.) ^v V8 — 88 88. Da nun 
aber erwiesen worden, daß ^v V8, so ist auch 88 «-7 
88, folglich 88 kleiner als die Hälfte von 88. Da nun 
86 nur ein Theil von 88, also kleiner als 88 ist, so ist 
noch vielmehr 0 6 kleiner als die Hälfte von 8; was zu 
erweisen war.

§.4. Lohnsatz.
Wenn man aus der Spitze eines Winkels HLL 

(Fig. 164.) einen Kreisbogen H^ zwischen seinen Schen­
keln beschreibt, und in dem einen Endpunkte H des Bo­
gens eine Tangente HD bis zur Verlängerung des an­
deren Schenkels errichtet, so nennt man diesen zwischen 
den Schenkeln enthaltenen Theil HD der berührenden 
Linie, die Tangente des Bogens H.L, oder des 
Winkels H6L.

Anmerkung. In mathematischen Schriften braucht mau 
die Benennung Lehnsatz von Sätzen, die aus einem an­
dern Abschnitte entlehnt sind, d.h. dem Inhalte nach in 
einen andern gehören, als wo sie stehen. Sie bezieht sich da-- 
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her nur auf die Stelle, nicht den Inhalt des Satzes. Un­
ser Lehnsatz ist eine Erklärung aus der Trigonometrie.

§.5. Lehrsatz.
Wenn man ju einem Bogen, der kleiner als die 

halbe Kreislinie ist, eine Sehne zieht, in einem End­
punkte der Sehne eine Tangente, im anderen ein Loth 
errichtet, so ist das abgeschnittene Stück der berühren­
den Linie die doppelte Tangente des halben Bogens.

Beweis. Es sei äa8 (Fig. 165.) der Bogen, in ä sei die 
Tangente ä6, in 8 das Loth 86 errichtet. Es ist zu be­
weisen, daß ä6 die doppelte Tangente desselben Bogens 
äs8 sei.

Man ziehe lothrecht durch die Sehne ä8, so halbirt sie 
diese und den Bogen (VI. n.), also auch die Linie ä6 in <>. 
Da nun ä8 die Tangente von äs (§. H.), so ist ^6 die 
doppelte Tangente des halben Bogens äs8.

§.6. Lehrsatz.
Die Sehne ^8 (Fig. 164.) eines Bogens ist 

kleiner, die Tangente aber größer als der Bogen.

Das erste ist unmittelbar klar aus (1.8.6.).
Das andre läßt sich auf folgende Art beweisen. Man wähle 

,im Bogen ä88 den Punkt 8 beliebig, und den Punkt 8 
so nahe bei diesem, daß man 88 für gerade annehmen darf 
(I. Z.). Dann ziehe man durch diese Punkte die Linien 
66, 6N bis zur Tangente. Endlich beschreibe man aus 
6 durch 6 den Bogen 61. Nun sind die Dreiecke 688, 
661 ähnlich, und es verhält sich 68 66 --- 88 61. 
Da nun 66 > 68, so ist auch 61 > 88. In dem bei 
I rechtwinkligen Dreieck 6III aber ist 611 >61, also 
noch vielmehr 68l > 88.

Denkt man sich nun den ganzen Bogen ä88 in lauter Theile 
wie 88 getheilt, und Linien durch jeden Theilpunkt bis zur
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Tangente gezogen, so ist klar, Laß jedes Stück der Tan­
gente großer ist als das zwischen denselben Theilungslinien 
liegende Stück des Bogens; woraus folgt, daß die ganze 
Tangente größer ist als der ganze Bogen.

§.7. Aufgabe.

Eine gerade Linix durch Construktion zu finden, 
welche von einem gegebenen. Kreisbogen, der kleiner ist 
als die halbe Peripherie, um weniger verschieden ist, als 
irgend eine gegebene noch so kleine Größe.

Auflösung. Der zu rekificirende Kreisbogen sei -er aus 
(Fig. 16L.) beschriebene

Man ziehe dessen Sehne ^8, und errichte in L das Loth 
LO, in die Tangente ^6. Man halbire den Winkel 

durch die Linie und errichte in I) auf ^1) -as 
Loth VL. Dann halbire man weiter den Winkel 
durch die Linie und errichte in k auf Las Loth 
ro. Hierauf halbire man weiter den Winkel durch 
die Linie und errichte in H auf das Loth III.

In dieser Ordnung setze man die Arbeit fort, so weit es an- 
geht, indem man immer den vom Winkel 6^8 noch übri­
gen Rest halbirt' vermittelst einer bis zu dem nächst vor­
hergehenden Loth gezogenen Linie, und in dem Endpunkte 
dieser Linie ein neues Loth bis ^6 errichtet.

Dann läßt sich erweisen, daß von jeden zwei aus nach den 
Endpunkten eines Lothes gezogenen Linien die eine größer, 
die andere kleiner sei als der Bogen. Nämlich ^8 kleiner, 

größer; kleiner, größer; kleiner, 
größer; kleiner, größer rc. als der Bogen. Fer­
ner, daß der Unterschied jeder zwei solcher Linien, die zu 
einem Loth gehören, kleiner sei, als der halbe Unterschied 
der beiden zu dem nächst vorhergehenden Loth gehörigen Li­
nien; daß folglich, wenn die Arbeit hinlänglich weit fort 
gesetzt wird, der Unterschied zuletzt nach (Z. i.) kleiner wer 
den müsse, als jede noch so kleine gegebene Linie.
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Beweis.
i. Zuerst kann man beweisen/ -aß die Linie den Bogen 

^8 in 2 halbiret. Denn zöge man die Sehne 28, so ist 
nach (VII. 8.) Winkel 6^0 -- ^82, und da nach der 
Zeichnung 6^1) — I)-V8, so ist auch ^82 --- also 
Bogen ^2 — 28 (Vl. 19.). Auf dieselbe Art ist erweis­
lich/ daß der Bogen ^2 durch die Linie ^8 in K, der 
Bogen durch die Linie in c u.s.f. halbirt werde.

2. Betrachtet man nun das. Dreieck ^86, so ist in demsel­
ben die Sehne ^8 kleiner als der Bogen (§. 6.).

Zieht man aber aus H durch 2 die Linie (Ze, so halbirt 
diese die Sehne in sl, und steht auf derselben Winkelrecht 
(VI. 10. und 9.)/ ist also parallel mit 86. Daher wird 

durch die Linien (Ze m e halbirt (XII. t.). Nun ist 
die Tangente des Bogens ^2 (§. ä.) und größer als 

^2 (§.6.)/ folglich die doppelte Tangente ^6 größer als 
der doppelte Bogen ^2, d. h. größer als der Bogen ^28.

3. Man betrachte weiter das Dreieck äv8. Hier ist zuerst 
die Linie ^0 in 2 halbirt (XU. 1.), also der doppel­
ten Sehne ^2 gleich. Da nun die Sehne ^2 kleiner ist 
als der Bogen ^2, so ist auch die doppelte Sehne 
kleiner als der doppelte Bogen/ d. h. kleiner als der Bo­
gen ^28.

Errichtet man nun in die Linie 2t' Winkelrecht auf ei), 
also parallel mit D8, so jst Xk die doppelte Tangente des 
halben Bogens ^t>2 (§. L.), h. die doppelte Tangente 
des Bogens Das Lothar halbirt aber die Linie ^8 
in 5 (XII. 1.)/ also ist ^8 die vierfache Tangente des 
Bogens ^8. Da nun die Tangente von größer ist/ 
als der Bogen so ist die vierfache Tangente desselben, 
also ^8, größer als der vierfache Bogen d. h. größer 
als der Bogen ^28.

L. Betrachtet man ferner das Dreieck ^80, so laßt sich/ wenn 
man in K ein Loth auf ^8 errichtet/ auf ähnliche Art be­
weisen/ daß ^8 — vier Sehnen ^8, also ist ^8 klei­
ner als ^28.

Ferner, daß ^6 --- acht Tangenten -es Bogens also 
8^c, d. h. größer als ^28.
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Eben so läßt sich weiter zeigen, daß in dem Dreieck HNI die 
Linie HII --- acht Sehnen des Bogens Hc, also HO < z 
Bogen Ho, d. h. kleiner als H»8.

Desgleichen, daß die Linie HI — sechzehn Tangenten -es hal- 
den Bogens Hc also größer als sechzehn halbe Bogen Hc, 
d. h. größer als H-8 u.s.f.

5. Wir wollen die Ergebnisse dieser Schlüsse zu leichterer Über­
sicht nochmals zusammenssellen.

Was die Linien H8, Ho, Hk, HO rc. betrifft, so war H8 
die Sehne des ganzen Bogens, HO die doppelte Sehne 
des halben Bogens, Hk die vierfache Sehne vom 
vierten Theil des Bogens, HO die achtfache Sehne 
vom achten Theil des Bogens u.s. f.. DanunHV>H8> 
Hk > HI), Hkl H^ u.s. f., so ist klar, daß sich diese 
Linien wachsend der Größe des Bogens Hs8 nähernd

Was ferner die Linien H(.', HL, HO, Hl rc. betrifft, so 
war HO die doppelte Tangente des halben Bogens, 
HL die vierfache Tangente vom vierten Theil des Bo­
gens, HO die achtfache Tangente vom achten Theil des 
Bogens, u. s. f.. Da nun HL < HO, HO < HL, Hi 
c HO u. s. f., so ist klar, daß sich diese Linien abneh­
mend der Größe des Bogens H»8 nähern.

Aber nach (8. Z.) ist HL — HO ^7 z sHO — H8), ferner 
HO — HL < Z sHL — HO^, weiter HI — HO < 
sHO - HL), u.s.f. u.s.f. .

Wird daher die beschriebene Arbeit hinlänglich weit fortgesetzt, 
so muß man nothwendig einmal zu zwei Linien (wie Hl 
und HU) gelangen, deren Unterschied von einander klei­
nerer, als irgend eine noch so kleine Größe. Da aber 
allezeit eine dieser Linien größer, und die andere kleiner 
ist als der Bogen, so muß ihr Unterschied vom Bogen um 
so mehr kleiner gemacht werden können, als jede noch so 
kleine Größe, die sich angeben läßt; was zu erweisen war.

§.8. Zusatz.

Durch wirkliche Theilung vermittelst der Hand und 
des Auges kommt man bald genug zu einem Paar Linien

Fischer'S eb. Geom. S
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wie und ^1, deren Längenunterschied dem Auge 
nicht mehr wahrnehmbar ist. Eine solche Linie wird 
also dem Bogen so genau gleich sein, als es das Auge 

beurtheilen kann.
In der Vorstellung aber findet keine Gränze in der 

Theilung des Winkels statt, und man kann sich da­
her die im vorigen §. beschriebene Arbeit ohne Ende fort­
gesetzt denken. Dann ist klar, daß sich sowohl die Linien

^6, ^8 rc., als die Linien ^6, 
rc. der Länge des Kreisbogens ohne Ende 

nähern, und derselben so nahe kommen werden, daß der 
Unterschied kleiner wird, als jede noch so kleine Größe, 
welche sich angeben läßt.

Wie größere Bogen als der Halbkreis, zu retiffciren sind, ist 
leicht einjusehen.

§.10. Z u sa tz.
Angenommen ^1 sei schon der Kreislinie gleich, so 

wird wenn man ()I zöge das Dreieck ^()I dem Aus­
schnitt gleich sein (§. 8. des Abschn.). Und da 
dieses rein geometrisch in ein Rechteck und Quadrat ver­
wandelt werden kann, so ist klar, daß auch jeder Kreis­
ausschnitt Kuadrirt werden kann; woraus sich ohne 
Schwierigkeit Methoden würden ableiten lassen, auch 
jeden Abschnitt, ja überhaupt jedes bloß von Kreisbo­
gen und geraden Linien begränzte Stück im Kreise zu 

quadriren.
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Vorerinnerung.

Unter der Benennung geometrische Analysis 

versteht man jetzt gewöhnlich alle von den Griechen 
gebrauchten Hülfsmittel zur Erfindung geometrischer 

Sätze und Auflösungen. In dem Sinne der Alten 

ist die Analysis aber nur die besondere Methode, 
nach welcher sie die Auflösung einer Aufgabe vor­

bereiteten, oder auch die Richtigkeit eines aufgestell­
ten Lehrsatzes prüften. In den Anmerkungen zü 
diesem Lehrbuch wird von dem Zweck und Umfang 
der geometrischen Analysis ausführlicher die Rede 

sein, hier soll nur das Verfahren erklärt werden, 

welches die Griechen eigentlich Analysis nannten.
Im Wesentlichen ist das Verfahren nicht ver­

schieden von demjenigen, welches in der Algebra 

gebraucht wird, um aus den Bedingungen der 
Aufgabe die Fundamentalgleichung herzuleiten. Man 
nimmt an, das Gesuchte sei bereits gefunden, und 
entwirft davon eine Zeichnung nach dem Augen­

maaß. Hierauf untersucht man, welche Eigenschaf­
ten die in der Zeichnung vorkommenden Stücke ha­
ben müßten, wenn die Annahme richtig wäre. Zu 

diesem Ende muß man die mit der Aufgabe ver­
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wandten Lehrsätze immer gegenwärtig haben, und 
in der Figur alle diejenigen Hälfslinien zeichnen, 

durch welche die Anwendung dieser Lehrsätze an­

schaulich wird.
Nach dieser Vorbereitung läßt sich leicht be­

urtheilen, pb durch die in der Aufgabe gegebenen 
Stücke auch dasjenige Stück bestimmt werde, von 
welcheM-die Auflösung eigentlich abhangt, und man 

begreift, daß durch diese Betrachtung sich auömit- 
teln läßt, ob. und wie die Aufgabe gelöst werden 

könne. Diese vorläufige Betrachtung nannten die 
Griechen die Analysier, d. i. Auflösung auf dem 

umgekehrten Wege. In der Synthesis (d. i. An- 
yxdnpng) ordneten sie dagegen die einzelnen Theile 
der Construction nicht so, wie sie in der Analysis 
darauf geführt wurden, sondern nach dem Gesetz 

der möglichsten Kürze und Zierlichkeit. Die hier 

folgenden Aufgaben werden dem Anfänger wenig­

stens einen deutlichen Begriff von dieser Methode 
geben; wer sich aber in der geometrischen Analysis 

einige.Fertigkeit erwerben will, muß die in den An­
merkungen angeführten Schriften der griechischen 

und einiger englischen Mathematiker studieren.
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Einige Aufgaben zur Uebung in der 
geometrischen Analysis.

§. 1. Aufgabe.
Es sind zwei Winkel eines Dreiecks und die Summe aller 

drei Seiten gegeben; man soll das Dreieck zeichnen.

AnalysiS. Man nehme an, die Aufgabe sei bereits gelöset, 
und ^86 (Fig. 166.) sei das gesuchte Dreieck. Macht 
man nun die Verlängerung LL --- -XL, und die Verlänge­
rung 6 V — ^6, so ist KO die gegebene Summe der 
Seiten; ^8C und ^68 aber mögen die gegebenen Win­
kel sein. Zieht man nun so ist ^8L ein gleichschenk­
liges Dreieck, in welchem der Winkel ^88 — --

^.86; zieht man aber so ist auch ein gleich­
schenkliges Dreieck, in welchem der Winkel --- 6^0 
— z ^68. In dem Dreieck sind also die Seite 
Lv und die beiden anliegenden Winkel bekannt, das-ganze 
Dreieck läßt sich also durch Zeichnung sinden. Da nun der 
Winkel L^8 — ^88, so ist auck ^8 der Lage nach ge­
geben, und weil sie die Lv schneiden-muß, so ist sie auch 
der Größe nach bestimmt. - Da ferner der Winkel 6 k I) --- 
^v(^/ so ist auch der Lage nach gegeben, und weil sie 
ebenfalls die LÜ schneiden muß, so ist sie auch der Größe 
nach bestimmt.

Aus den angesteüten Betrachtungen erhellet, wie die Zeich­
nung zu machen NNd der Beweis zu führen sei.

Synthesis. Es sei Lv die gegebene Summe der Seiten, 
x un- -- die gegebenen Winkel. An den Punkt L der Linie 
kv lege man den Winkel und an den Punkt
v eben dieser Linie lege man nach derselben Seite hin den 
Winkel — jr. Der Durchschnittöpunkt der angeleg­
ten Schenkel heiße X. An den Punkt -er Linie ^8 lege 
man nun den Winkel L^8 -- und an den Punkt
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4 -er Linie 46 lege man den Winkel 646 — 468, so 
schneiden die Linien 48 und 4 6 auf 86 das verlangte 
Dreieck ab.

Beweis. ES ist zu beweisen,
2) daß 48 -t- 86 -4- 46 — 86,
8) daß Winkel 486 — x, und 468 -- r.

2. Da nach der Zeichnung der Winkel 848 -- 486, so ist 
48 — 88, und -a Winkel 646 -- 4 68, so ist 46 -- 
66; eö ist also 48 -4- 86 46 --- 88 -1- 86 -4^ 60
---86.

8. Da der Winkel 486 --- 488 -I- 848 -- 2 481), so ist 
486 — x) und da 468 41)6 -1- 640 --- 2408,
so ist 468 -- 2; was bewiesen werden sollte.

§.2. Aufgabe.
Es ist eine Seite, ein anliegender Winkel und die 

Summe der beiden anderen Seiten gegeben,- man soll 
das Dreieck zeichnen.

Analysis. Man nehme an, die Aufgabe sei bereits gelöst, 
und 486 (Fig. 167.) sei -aü gesuchte Dreieck, 86 die gege­
bene Seite, 486 der gegebene Winkel. Verlängert man 
nun 84 bis v, und macht 41) — 46, so ist 86 die ge­
gebene Summe der beiden unbekannten Seiten. Zieht man 
hierauf 66, so sind in dem Dreieck 866 ein Winkel 686, 
und die beiden einschließenden Seiten 86 und 86 gegeben, 
und das Dreieck kann durch Zeichnung gefunden werden. 
Das Dreieck 466 ist aber gleichschenklig, folglich der Win­
kel 466 — 466, und die Linie 46 ist also der Lage und 
-er Größe nach gegeben, sobald man an den Punkt 6 der 
Linie 66 einen Winkel 466 — 466 anlegt.

SynthesiS und Beweis sind demnach leicht auszuführen.

§.3. Au fg a b e.
Es ist eine Seite, ein anliegender Winkel und der 

Unterschied der beiden anderen Seiten gegebenz man soll 
das Dreieck zeichnen.



zur geometrischen Analysis. 281

Analyst-, Man nehme an, 486 sei das gesuchte Dreieck/ 
86 die gegebene Seite, 486 der gegebeye Winkel.

2. Ist nun 48 die kleinere Seite, wie in (Fig. 168.); so ver­
längere man 48 über 8 hinaus bis v, so daß 40 --- 46 
wird, und ziehe die Linie 0 6; so ist 8V-der gegebene Un­
terschied der Seiten 48 und 46, und in dem Dreieck 
1)86 sind die Seiten 8 6 und 8V und der eingeschloffene 
Winkel V86 gegeben; die Seiten unmittelbar, der Winkel 
als Nebenwinkel zu dem gegebenen 48 6. Das Dreieck 
81)6 läßt sich folglich durch Zeichnung finden.

In dem gleichschenkligen Dreieck 41)6 ist demnach die 
Grundlinie 1)6/ und ein Winkel an der Grundlinie 41)6, 
folglich auch das ganze Dreieck so gegeben, daß es gezeich­
net werden kann.

Zeichnet man es, so findet man V4, und da V8 bekannt ist, 
so ist auch 84 gefunden; und da nun aüch der Winkel 486 
und die Seite 86 gegeben sind, so ist das Dreieck 486 so 
bestimmt, daß es gezeichnet werden kann.

L. Ist aber 48 die größere Seite wie (Fig. 169.), so schneide 
man auf derselben von 4 aus ein Stück 41) --- 4 6 ab, 
und ziehe 0 6, so ist 81) der gegebene Unterschied der Sei­
ten 84 und 46 und in dem Dreieck 806 sind die Seiten 
86, 8V uud der eingeschlossene Winkel 1)86 gegeben. 
Das Dreieck kann daher durch Zeichnung gefunden werden.

In dem gleichschenkligen Dreieck 406 ist demnach die Grund­
linie V6, und der Winkel an der Grundlinie 406 als 
Nebenwinkel von 806 bekannt; -aü Dreieck kann daher 
durch Zeichnung gefunden werden.

Wenn nun 4 V bekannt ist, so ist auch 41) V8 oder 48 
bekannt, und das Dreieck -486 ist durch die Seiten 48, 86 
und den eingeschlossenen Winkel 486 sy bestimmt, daß cS 
gezeichnet werden kann.

Synthesis und Beweis ergeben sich hieraus leicht.
Anmerkung. Die Analysis zeigt, wie unter den angegebenen 

Bedingungen zwei Dreiecke gefunden werden können. Soll 
daher die Aufgabe völlig bestimmt sein, so muß bemerkt 
werden, ob -er gegebene Winkel der größeren Seite, wie bei 
0), oder -er kleineren, wie bei (b), gegenüber liegt.
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Aus der AnalyflS ergeben sich auch zugleich die Bestimmungen/ 
unter denen/ wenn die drei genannten Stücke beliebig ge­
geben sind/ Las Dreieck nur gezeichnet werden kann. Es ist 
schon an sich klar (II. 8.6.), daß kein Dreieck möglich ist/ 
worin der Unterschied zweier Seiten größer als die dritte 
ist/ folglich darf V8 nicht größer als 80 gegeben sein.

Aus der Betrachtung von (Fig. i6s^) ergiebt sich nun, daß 
unter der ebengedachten allgemeinen Voraussetzung aus je­
den drei solchen Stücken ein Dreieck gefunden wer­
den kann/ wenn in dem durch die Bestimmungsstücke gege­
benen Dreieck/ 800 spitzig ist; denn da LN -< 86/ so ist 
auch der Winkel 80V < 8V0; und da nun ^Ov — 
^VO, so fallt ^0 auch so, daß es mit den Schenkeln des 
gegebenen Winkels ^80 ein Dreieck einschließt.

Sehen wir aber auf (Fig. 169.) so ergiebt sich leicht, daß die 
aus (d) folgende Synthesis nur möglich ist/ .wenn in dem 
Dreiecke 8VO, welches die Bestimmuygsstücke ergeben, der 
Winkel 800 ein stumpfer Winkel ist. Denn wäre er ein 
rechter oder ein spitzer, so würde der Winkel ^VO entwe­
der ein rechter oder ein stumpfer sein. Da nun Winkel 
^ov --- .^VO, so würde in beiden Fällen der Schenkel 
8^ von der Linie 0^ nach dieser Seite hin nicht geschnit­
ten werden können.

Aus diesen Betrachtungen folgt:
1. Daß wenn der gegebene Winkel ^80 ein rechter oder größer 

ist/ nur ein Dreieck möglich ist, und im letzteren Falle nur 
dann, wenn in dem nach 0) erhaltenen Dreieck'8V0 der 
Winkel 80 0 spitzig ist oder 80-^8v--k-00-.

S. Daß wönn der gegebene Winkel ^80 spitzig ist, nur in 
den Fällen zwei Dreiecke möglich sind, wenn in dem nach 
(b) aus den Bestimmungestücken gezeichneten Dreieck 800 
(Fig. 169.) der Winkel 800 stumpf ist/ oder 80- >80- 
-I-VO-. (Dergl. zu (1) und (2) noch (lH-i0.,V.Anh.i5.,i4.)

Z. L. Aufgabe.
Es ist eine Seite eines Dreiecks, der Gegenwinkel 

derselben, und die Summe der ihn einschließenden Sei­
ten gegeben; man soll das Dreieck zeichnen.
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Analysis. ES sei ^86 (Fig^ 170.) das gesuchte Dreieck, 86 
die gegebene Seite, 8-46 der gegebene Winkel. Verlängert 
man nun 8-4 über -4 hinaus bis I), so -aß -41) --- -4 6, so 
ist 8V -je gegebene Summe der Seiten, und wenn man 1)6 
zieht, so sind in. dem Dreieck 86V die Seiten so und 86 
und der Winkel 81)6, welcher der kleineren 86 gegenüber 
liegt, gegeben. Aus diesen Vest.immungestücken lassen sich 
(III. is.) in vielen Fällen zwei Dreiecke zeichnen. Zeichnet 
mr« eins derselben, z. B. 086, so wird 0-46 ein gleich­
schenkliges Dreieck- und es ist nun die Lage der Linie -46, 
welche das Dreieck-486 abschneidet, gegeben, weil der Win- 
kel-4 60 — zV-46 (II-10. und lll.«.). Zeichnet man das 
andere z. B. DLc und zieht ca parallel mit 6-4, so wird 

ein gleichschenkliges Dreieck, und es ist die Lage von 
cs eben so gegeben.

Synthesis und Beweis sind leicht durchzuführen.
Anmerkung. Die Analysis zeigt, daß man in vielen Fällen 

auf zweierlei Weise ein solches Dreieck erhalten kann, wie 
in (Fig. 170.) das Dreieck 8-46 und das Dreieck 8sc. 
Es läßt sich aber beweisen, daß diese beiden Dreiecke con- 
gruent sind, daß also durch die angegebenen Bestimmunge- 
stücke ein Dreieck vollständig bestimmt ist.

Es ist nämlich 2H — 8cv — V8c -1- 8V6, und 28 — 
86c -- 8 61),.folglich, da 86 - 8c, also 8cv -- 86c 
ist 861) — D8c -t- 81)6 — a8c -t- -4V6; da aber 
-4V6 -- -46V, so ist, wenn man zu beiden Seiten Gleiches 
hinwegnimmt, 86D — ^61) — s8c -z- -4V6 — -4V6 
oder V8c 86-4; folglich sind die beiden Dreiecke nach 
(HI. 7.) kongruent, da auch Winkel 8sc --- 8.4.6 und 
8 6 -- 8c.

§.5. Aufgabe.
Es ist eine Seite, e.ines Dreiecks und ihr Gegen­

winkel, und außerdem der Unterschied der beiden ande­
ren Seiten gegeben; man soll das Dreieck zeichnen.

Analysis. Es sei -486 (Fig. 169.) das gesuchte Dreieck: 
gegeben die Seite 86 und der Winkel 8^6; ist nun -46 die 
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kleinere Seite, so schneide man von -er größer» ein Stück 
ab, — >46, dann ist 80 der gegebene Unterschied der 
Seiten ^6 und >48. Da nun ^06 ein gleichschenkliges 
Dreieck, und in diesem -er Winkel an der Spitze gegeben 
ist, so ist dadurch die Größe des Winkels an der Grundlinie 
^06 bestimmt. In dem Dreieck 8V6 sind also dir Sei­
ten 86 und 8V, unh der Winkel 8V6 als Nebenwinkel 
von >41)6 gegeben, und 806 als stumpfep Winkel ist auch 
-er Gegenwinkel der größeren Seite. Das Dreieck 806 
läßt sich also geometrisch zeichnen (III. 1Z.); dadurch erhält 
man aber den Winkel V86. Folglich sind in dem Dreieck 
>486 die Seite 8 6 und zwei Winkel von bestimmter Lage, 
nämlich >486 und 8>4 6 gegeben; aus welchen Stücken das 
Dreieck gezeichnet werden kann.

Die Synthesis und der Beweis sind sehr leicht aus dieser 
Analysis abzuleiten.

Auch versuche man die Analysis der Aufgabe an (Fig. 168.), 
indem man annimmt, daß >48 kleiner als >46. Zur Übung 
kann man eine besondre Anwendung auf ein rechtwinkliges 
Dreieck machen, zu welchem die Hypotenuse und der Unter­
schied der Katheten gegeben sind. Der Winkel ^86 er­
hält dann eine bestimmte unveränderliche Größe.

§.6. Aufgabe.

Es sind zwei Winkel eines Dreiecks und die Summe 
ihrer Gegenseiten gegeben; man soll das Dreieck zeichnen.

Analysis. ES sei (Fig. 167.) >48 6 das gesuchte Dreieck, 
worin die Winkel bei 8 und 6, und die Summe der Sei­
ten, die den Winkel >4 einschließen, gegeben ist. Verlängert 
man 8>4 bis l), so daß ^0 — ^6, und zieht 06, so ist 
80 die gegebene Summe der Seiten 8^4 und >4 6, und da 
die Winkel 8 und 6 gegeben sind, so ist auch 8.4 6 gege­
ben, mithin auch 8V6 -- z8^6; -a ^46v gleichschenklig 
ist. In dem Dreieck 861) ist also eine Seite 80 mit den 
beiden anliegenden Winkeln bei v und 8 gegeben. Das 
Dreieck kann also gezeichnet werden. Dadurch wird aber 
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auch 86 gegeben/ und weil -er Winkel 86X gegeben ist, 
so kann nun das Dreieck 8X6 gezeichnet werden.

Synthesis und Beweis find leicht aus dieser Analyfis abzu- 
leiten.

Eine besondere Anwendung läßt fich von dieser Analyfis für 
die Auflösung folgender Aufgabe machen: Ein Quadrat zu 
verzeichnen, wenn die Summe der Diagonale und der 
Seite bekannt ist. Denkt man sich nämlich das Dreieck 
L6X rechtwinklig bei 6, und 86 --- 6X; so sieht man 
leicht ein, daß es dann die Hälfte eines Quadrates ist, in 
dem sich die Größe der Winkel bei 8 und 6 von selbst er­
giebt/ die Größe von 8X aber gegeben sein kann.

§.7. Aufgabe.
Es sind zwei Winkel eines Dreiecks gegeben nebst 

dem Unterschiede der Gegenseiten; man soll das Dreieck 
zeichnen.

Analyfis. Gesetzt X86 (Fig. 168.) sei das gegebene Dreieck/ 
in welchem die Winkel bei 8 und 6 und der Unterschied 
der Seiten/ die den Winkel X einschließen, gegeben sind. 
Verlängert man nun die kleinere dieser Seiten X8 so weit 
bis V, daß Xv --- X6, und zieht 06, so ist in dem gleich­
schenkligen Dreieck 0X6 die Größe des Winkels an der 
Grundlinie bei v gegeben; weil mit den Winkeln X86 
und X68 auch zugleich der Winkel bei X gegeben ist. 80 
ist aber der gegebene Unterschied 86 — X 8, und der Win­
kel VS6 ist gegeben als Nebenwinkel ^on X86/ also kann 
das Dreieck 086 gezeichnet werden. Damit ist aber auch 
86 gegeben/ und das Dreieck X86 kann demnach gezeich­
net werde«/ weil die Winkel und eine Seite gegeben sind.

Synthesis und Beweis folgen leicht aus dieser AnalysiS.
Eine besondere Anwendung dieser AnalysiS giebt die Aufgabe: 

Ein Quadrat zu zeichnen/ wenn der Unterschied der Dia­
gonale und der Seite gegeben ift. Man denke sich das 
Dreieck X86 bei 8 rechtwinklig/ und X8 --- 68/ so ist es 
die Hälfte eines Quadrates/ zu dem die Winkel bet 8 und 
6 sich von selbst ergeben, -er Unterschied aber X6 — X8
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d. i. 08 gegeben sein kann. Der Winkel 806 erhält hier 
gleichfalls eine bestimmte Größe.

Unabhängig von der vorigeü läßt sich diese Aufgabe in fol­
gender Art behandeln.

Analysis. ES sei ^86 (Fig. 171.) das gleichschenklige, und 
bei rechtwinklige Dreieck, welches die Hälfte des gesuch­
ten Quadrates sein würde. Mar» mache 80 — 8z, so ist 
V6 der gegebene Unterschied der Diagonale 86 und -er 
Seite 8z. Zieht man nun ^1), und errichtet zugleich in 
I) die Winkelrechte 08, so ist z80 ein gleichschenkliges 
Dreieck, wo der Winkel z8v ---48, folglich 8zv — 
zv8 — 4 8. Daher tst in dem Dreieck zv8 -er Win­
kel 8zv -- 48. Der Winkel ^V6 ist — 4 8, und zieht 
man Winkel 8V6 8 davon ab, so bleibt Winkel zv8
-- 48, folglich ist Winkel 8zv — zv8, und ze --8V. 
Noch aber ist 8O — 06, weil Winkel V68 — 68V 
^48 sein muß. ES ergiebt sich also, wie man aus der 
gegebenen Linie 6V, zuerst 68 und darauf ^8, folglich 
auch z6 als die Seite des gesuchten Quadrates finden könne.

Synthesis. Über V6, dem gegebenen Unterschiede der Dia­
gonale und der gesuchten Seite errichte man das Quadrat 
V688, und ziehe -essen Diagonale 68. Hierauf mache 
man die Verlängerung 8z V8, so wird ^6 -je Seite 
des gesuchten Quadrates sein.

§.8. Aufgabe,

Es ist eine unbegränzte Linie Lv (Fig. 172.) und 
außerhalb derselben sind auf einer Seite zwei Punkte, 
und v gegeben; man soll den Punkt der unbegränzten 
Linie finden, welcher von beiden gegebenen Punkten gleich 
weit entfernt ist.

Analysis. Man nehme an, daß 8 der gesuchte Punkt, also 
z8 -- 88 sei. Zieht man nun 8z, so ist 8 die Spitze 
eines gleichschenkligen Dreiecks z88. Nun weiß man, daß, 
wenn man in der Mitte von z8, in 8, eine Winkelrechte 
Linie errichtet, diese durch 8 gehen muß (VI. iz.); da aber
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L auch in der Linie eo liegen soll, so muß L -er Durch­
schnittspunkt der Linien <Il) und 8L sein.

Synthesis und Beweis ergeben sich leicht.

§.9. Aufgabe.
Es ist eine unbegränzte Linie Lv (Fig. 178.) und 

außerhalb derselben sind auf einer Seite zwei Punkte 
und L gegeben; man soll aus und L nach einem 

Punkte L der unbegränzten Linie zwei gerade Linien zie­
hen, die mit derselben gleiche Winkel bilden.

Analyst 6. Man nehme an, der gesuchte Punkt 8 sei bereits 
gefunden, und es sei Winkel — LLv, Fällt man 
nun aus die Winkelrechte und verlängert sie bis sie 
die Verlängerung von LL in 6 schneidet, so ist die Con- 
gruen; der Dreiecke und dL6 einleuchtend, denn kL 
-- Winkel und äLk -- LLV --
folglich ist — 86. Da man nun aus jedem Punkte 
ä, auf die unbegränzte 0 V eine Winkelrechte fällen, und 
diese so weit man will verlängern kann, so ist in der Figur

-- 86, mithin der Punkt 6 gegeben. Da nun auch 8 
ein gegebener Punkt ist, so ist auch die Linie SO und ihr 
DurchschnittSpunkt mit 00 d. h. der Punkt L, gegeben.

§.10. Aufgabe.
Der DurchschnittSpunkt zweier convergirenden Linien 

kann aus irgend einem Grunde nicht gefunden werden; 
man soll beide durch eine gerade Linie durchschneiden, 
so daß die innern Winkel auf einer Seite der Durch­
schnittslinie einander gleich werden.

Analyste, Man nehme an, die convergirenden Linien 
und V6 (Fig. 17/1.) würden durch 88, wie es verlangt 
wird geschnitten, so -aß der Winkel --- 08L. Er­
richtet man nun in L auf die winkelrechte L», und 
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fallet man von 8 aus auf LD die Winkelrechte 86; so ist 
688 -t- 886 --- 88N ^88 -- K; als» L86 —
X88, so ist auch 688 — 8 8U.

Die Linie 88 halbirt also den Winkel 68u. Da nun die 
Winkelrechten 68, 8U in jedem Punkte 8 gezogen wer­
den können, und jeder Winkel 68U geometrisch halbirr wer­
den kann, so ist die Lage von 88 gegeben.

SynthesiS und Beweis ergeben sich leicht aus der Analysis.

§.11. Aufgabe.

In ein gegebenes Dreieck soll ein Parallelogramm 
eingeschrieben werden, welches die Hälfte des Dreiecks sei.

Analysis. Man nehme an, die Aufgabe sei schon gelöst, und 
das Parallelogramm D888 (Fig. 175.) sei die Hälfte des 
ganzen Dreiecks ^86, auch sei /^6 die Höhe des Dreiecks, 
und DU -je Höhe des Parallelogramms. Weil nun D8 -f- 86, 
so ist ^D ^8 — ^8 -^6. Würde nun bloß ein Pa­
rallelogramm verlangt: so reichte es hin, durch einen belie­
bigen Punkt v die geraden Linien D8 -f- 86 und hierauf 
88 -4- ^8 zu ziehen. Da aber D88S -- 4-^S 6 sein soll, 
so überlege man, daß ein Parallelogramm gewiß die Hälfte 
eines Dreiecks sein wird, wenn sowohl die Höhe als die 
Grundlinie des Parallelogramms die Hälfte von der Höhe 
und der Grundlinie des Dreiecks ist. Der Aufgabe wird 
also genügt werden, wenn 08 — ^86 und DU -- z ^6 
ist. Beides wird aber der Fall sein, wenn ^8,
und ^8 6 ist.

Aus dieser Betrachtung erhellt, wie die Punkte D und 8 ge­
funden, und das Parallelogramm D888---^^86 voll­
endet werden kann.

Anmerkung. Um deutlich einzusehen, -aß die Auflösung nur 
auf diesem Wege möglich ist, stelle man die Analysis noch 
auf folgendem Wege an:

Es sei D888 (Fig. 17S.) das gesuchte Parallelogramm, — 
4 ^86. Man ziehe ^6 und DU Winkelrecht auf 86, so 
läßt sich die Fläche des Dreiecks ^86 ausdrücken durch 
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z X 86, und die Fläche des Parallelogramms durch 
DU X 8k; es verhält sich also 0

Dk -^86 --- D» X 8k -----  -- 1 2,
oder DU X 8k ^6 X 86 --- 1 /t. Da aber ^6 und 
Dtt parallel sind/ so ist

2^6 D» -- ^8 8D.
Setzt man beide Proportionen zusammen/ so erhält man 

D» X 8k X ^6 2^6 X 86 X DU — ä8 ä8D,
und/ wenn man die Glieder des ersten Verhältnisses nach­
einander durch die gleichen Faktoren DU und -ividirt, 

8k- »L -- ^8 48D;
da aber 8k — Dk und Dk parallel mit 86 ist/ so ist 

8k 86 -- ^8.
Folglich ist ^D ^.8 -- ^8 Ü8D, 
mithin ^8^ ä^D x D8.

Dies ist aber nur möglich/ wenn ^D --- D8 ist/ weil das 
Rechteck unter zwei ungleichen Abschnitten einer Linie im­
mer kleiner als das Quadrat der Hälfte/ oder kleiner als 
von dem Quadrate der ganzen Linie ist (VI. Anh. 6.). Also 
ist D8 --- ^8^, folglich ist der Punkt D bestimmt/ und das 
Parallelogramm Dk kann nunmehr vollendet werden.

. Synthesis und Beweis ergeben sich leicht aus der Analysis. 
Anmerkung. Man sieht leicht ei»/ daß unzählige Parallelo­

gramme zwischen den Parallelen Dk und 8 6 über der 
Grundlinie Dk gezeichnet werden können/ welche sämmtlich 
die Bedingungen der Aufgabe erfüllen. Eine leichte Fol­
gerung aus dieser Aufgabe ist der folgende Lehrsatz.

§.12. Lehrsatz.
Wenn man die Seiten eines Vierecks halbirt, und 

die TheilungSpunkte je zweier anstoßender Seiten durch 

gerade Linien verbindet, so schließen diese ein Parallelo­
gramm ein, das der Hälfte des gegebenenen Vierecks 
gleich ist.

Anleitung zum Beweise. In (Fig. 176.) sind die Hal- 
birungüpunkte -er Seiten des Vierecks ^86D durch die 

Fischer'S eb. Geom. T
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Linien L6, 6», »L, LL verbunden; es ist zu beweisen 
s) daß L6HL ein Parallelogramm ist, und K) daß es halb 
so groß als das Viereck 4800 ist. Zieht man die Dia­
gonalen 40 und 80, so ist, da in dem Dreieck 480 
84 8^ — 86 86 --- 2 1/ die Linie L6 mit der 
Diagonale 40 parallel (XII. 7.). Eben so wird auch be­
wiese«/ daß 8H mit 40 parallel ist/ woraus die Paral­
lelität von L6 und LD folgt. Auf gleiche Weise wird ge­
zeigt/ wie sowohl LL als 6» mit 1)8/ also unter sich 
parallel sind/ woraus (2) folgt.

Um (b) zu beweisen, erwäge man/ daß durch -4.6 das Paral­
lelogramm LD in zwei andere LX und XL getheilt wir-/ 
von denen nach den vorigen §. LX --- 480 und XL 
— ^4D0 sein muß; woraus sich die Größe des Ganzen 
in Beziehung auf das gegebene Viereck ergiebt.

§. 13. Aufgabe.

Ein gegebenes gleichschenkliges Dreieck in ein gleich­
seitiges von demselben Flächeninhalt zu verwandeln.

Analysis. Man nehme an/ das Dreieck DLL (Fig. 177.) 
sei das gesuchte gleichseitige Dreieck/ und an Flächeninhalt 
dem gegebenen gleichschenkligen 480 gleich. Zieht man 
nun 1)8/ und verlängert diese Linie bis 6, so steht sie win- 
kelrecht auf 40, und wenn man aus 4 und 0 Parallelen 
zieht mit LO und LD, die sich in II schneiden/ so ift.4 HO 
auch gleichseitig/ und der Punkt D liegt in der Verlänge­
rung von 61).

Da nun 1)6 die Dreiecke DLL und 480 halbirt, so ist das 
Dreieck DL6 -- 486, also ist auch 06 x 6L 46 x 68, 
woraus die Proportion folgt 86 6D — L6 6,4. Da 
aber LD und 4II parallel sind, so ift auch

L6 64 — D6 611. Daher ist nun
86 60-1)6 611; mithin 60 die mittlere 

Proportionale zwischen 86 und 611; welche Linien beide 
durch Zeichnung gefunden werden können. Es kann also 
der Punkt D gefunden werden, also auch die Linie DL und 
DL, welche den Linien 411 und 116 parallel sind; das 
Dreieck LOL kann demnach gezeichnet werden.
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Synthesi'S und Beweis ergeben sich leicht aus der Analysis. 
Anmerkung. Da jedes Dreieck in ein gleichschenkliges geo­

metrisch verwandelt werden kann, so zeigt diese Aufgabe, 
wie man jedes Dreieck geometrisch in ein gleichseitiges ver­
wandeln könne.

§. 14. Aufgabe.
Einen Kreis von gegebenem Halbmesser so zu zeich­

nen, daß er beide Schenkel eines gegebenen Winkels be­
rührt.

Analysis. Angenommen, der gesuchte Kreis ^08 (Fig. 178.) 
sei schon gefunden. Zieht man nun von seinem Mittelpunkte 
O Linien nach den Berührungspunkten und 6, und nach k, 
so stehen erstere Winkelrecht auf den Schenkeln des Winkels 
(VIII. z.) letztere halbirt den gegebenen Winkel bei L (VH. 7.). 
Nimmt man nun auf dem Schenkel irgend einen Punkt 
k an, und errichtet in demselben eine Winkelrechte kO, 
welche die Linie LI) in 6 schneidet, so ist 6 der Mittel­
punkt eines Kreises dessen Halbmesser — k6, und der beide 
Schenkel des Winkels 8 berührt. Da nun in dem recht­
winkligen Dreieck kO parallel mit gezogen ist, 
so fällt die Proportion in die Augen 6k Lk — ^l) 
(XII. z.), in welcher die ersten Glieder gegeben sind, das 
letzte also gefunden werden kann. Ist aber 8^ gefun­
den, so ist der Punkt gegeben, und zugleich die Linie 
der Lage nach als Winkelrechte auf mithin auch der 
Punkt 1), oder der Mittelpunkt des gesuchten Kreises. Da 
nun auch,die Größe des Halbmessers gegeben ist, so kann 
der Kreis gezeichnet werden.

Synthesiö imd Beweis ergeben sich aus der Analysis.'

§.,16. Ä u f g a b e.

Es ist ein Kreis, (Fig. 179.) und außer demselben eine 
gerade Linie VL gegeben, man soll von den Endpunkten 
derselben v und nach einem Puncte L in der Peripherie 
zwei gerade Linien ziehen, so daß, wenn man sie bis an 
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die andere Seite der Peripherie verlängert, und ihre 
Endpünkte und (I verbindet, parallel VL sei.

Analysis. Gesetzt nun, 8 sei der in dem Kreise ^68 
gesuchte Punkt, und die Sehne parallel mit -er ge­
gebenen Linie 08. Zieht man nun die Tangente ^8, bis 
sie die Verlängerung von 80 in 8 schneidet, so ist 1) der 
Winkel ^60 -- 608 (I. 23. b.), und 2) Winkel 8^8 
— ^68 (VII. 8.). Da ferner 8V8 -z- 81)6 — 2k, so 
ist auch 3) 8^.8 -z- 806 --- 2 8, und das Viereck 81)8.4 
kann nach einer leicht erweislichen Umkehrung von (VI. 24.) 
als ein Viereck in einem Kreise angesehen werden, zu dem 
^8 und 88 Sehnen sind, die sich außerhalb des Kreises 
in 8 schneiden. Daher ist 4) ^8 x 88 --- 88 x 80 
(Vll. Anh. 4. Zus.). Das Rechteck ^8 x 88 ist dem Qua­
drate einer aus 8 an den gegebenen Kreis gezogenen Tan­
gente gleich (VII. Anh: 4.), also seiner Größe nach gegeben. 
Da aber auch die Größe von ^.8, -er einen Seite dieses 
Rechtecks, gegeben ist, so ist auch -ie andere Seite 8 8 der 
Größe nach zu finden (XIII. 4. 5.), und ihre Lage ist eben­
falls gegeben. Der Punkt 8 kann also gefunden werden, 
und wenn man von diesem die Tangente 8^ zieht, wird 
auch gefunden. Dadurch ist aber die Linie ^8 und ihr 
Durchschnittepunkt mit dem Kreise 8 gegeben.

Synthesi'S und Beweis ergeben sich aus der Analysis.
Der Beweis muß so angewendet werden, daß die in der Ana­

lysis bezeichneten Schlüsse i, 2, 3, 4, in umgekehrter Ord­
nung auf einander folgen; so daß sich aus dem ersten, der 
hier der letzte wird, -ie Parallelität der Linien ^46 und 
1)8 ergiebt.



'laf 1.
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