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Vorrede.

Obschon es zunächst das lange empfundene 
Bedürfniß für die eigenen Vorlesungen gewe
sen ist, was den Verfasser zur Abfassung des 
gegenwärtigen Compendiums der allgemeinen 
Arithmetik bewogen hat, so hält er sich dennoch 
für berechtigt zu glauben/ daß eine solche Ar
beit für den jetzigen Zustand der Wissenschaft 
von wesentlichem Nutzen ist. Die älteren Lehr
bücher lassen/ in Absicht auf wahrhaft analyti
schen Geist, und Tiefe der Untersuchungen, Vieles 
zu wünschen übrig/ abgesehn von dem gänz
lichen Mangel combinatorischer Begriffe, die 
eines der wichtigsten Fundamente für die Ana- 
lpsis bilden. Die großen Mathematiker, denen 
wir ausführliche Werke über die höchsten Theile 
der Mathematik verdanken, haben sich mit 
dem wichtigsten unter allen, welcher den 
Uebcrgang von den Elementen zu jenen vermit
telt/ fast gar/nicht beschäfftigt. Und so ist in
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der Darstellung dieser Wissenschaft eine Lücke 
entstanden, die der Verbreitung ihres Studiums 
nicht anders als sehr gefährlich werden kennte.

Der Verfasser hat das Glück gehabt, durch 
eine sehr ausgebreitete, und ununterbrochen 
fortgesetzte, Erfahrung zu lernen, was zu einem 
Vortrage der Mathematik, welcher sich vow 
den ersten Anfangsgründen bis zu den höchsten 
Theilen erstreckt, crfoderlich ist. In so ftrn 
hofft er die Form seiner Darstellung, welche 
in vielen Stücken von der gewöhnlichen ab
weichend seyn mag^ in gewissem Sinne als ge
rechtfertigt annehmcn zu dürfen. Daß es ihm 
angelegen gewesen sey, die Analysis von allen 
fremdartigen Principien zu reinigen; dre Me
thode der Wissenschaft zu vereinfachen, und zur 
Deutlichkeit zu erheben; die Idee des Ganzen 
nicht über einzelnen Theilen aus den Augen zu 
lassen; bedeutende Lücken auszufülien: wird 
der Inhalt des Buchs beweisen. Bey der 
gänzlichen Regellosigkeit, welche im Vortrage 
der Mathematik herrscht, die indessen dem Ken
ner durch pedantische Formen und Kunstgriffe 
nicht verhüllt bleiben kann, mag ein solches 
Streben Manchem überflüssig, Einigen thöricht 
scheinen; wer mit freyem Geiste über der
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Wissenschaft schwebt, wird es, mehr oder 
weniger gelungen, nicht verschmähn. 

/
Die neuere Bearbeitung der Combinations

lehre ist allenthalben, wo es Natur des Gegen
standes federte oder zuließ, benuzt worden. 
Aber die Terminologie und Bezeichnung der 
um diesen Zweig der Wissenschaft so sehr ver
dienten Hindenburgischen Schule ist dabey fast 
gar nicht angcwendet worden. Selbst ein 
großer Theil der Lehren, welche dort als 
wesentlich aufgestellt werden, hat hier keinen 
Platz gefunden. Es wäre eine sehr interessante 
Aufgabe: den wahren analytischen Werth der 
Combinationslchre zu würdigen, und die 
Grenzen fcstzusetzen, wo sie sich auf ihr cignes 
Gebiet beschränken sollte; ihre Beantwortung 
gehört aber nicht an diese Stelle, und vielleicht 
ist es der Zeit vorbehalten, sie stillschweigend 
zu geben.

Der gegenwärtige erste Theil der allgemeinen 
Arithmetik befaßt die Entwicklungen derjenigen 
zusammengesetzten Ausdrücke, welche nach 
Potenzen einer einzigen Hauptgröße fortschrei
tend gebildet sind, nebst den Hauptsätzen der 
Algebra, welche als unmittelbare Folgerungen 
aus jenen arithmetischen Betrachtungen ange
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sehn werden können. Ein zweiter Theil wird 
die Formen / weiche mehr als eine Hauptgrdße 
enthalten, die damit verbundene Lehre von den 
Gleichungen mit mehreren unbekannten Größen, 
nebst den wichtigsten Theoremen aus der um
gekehrten Methode der Entwicklung enthalten. 
Vielleicht aber wird der Verfasser, dem es 
immer mehr zur PiüchL wird, alle Theile der 
Mathematik zu bearbeiten, noch früher zur 
Herausgabe eines Lehrbuchs über Difsercnzial- 
und Integral Rechnung fortschreitcn, und 
erst ganz zulezt zu einem ausführlichen Lehr
buche der höheren Geometrie üdergehn.



Inhalt.

Erstes Rapitel. Ueber die Grundform der allgemeinen Arith* 
»netik und die einfachen Rechnungsarten in Beziehung auf sie» 
Bildung der Grundform, »-5; die vier Grnndoverationen 5-ro.

Zweytes Rapitel. Erste Grundzüge der Combinationslehre. 
Elemente, Formen, kombinatorische Operationen, »o-rs; Rang
ordnung unter den Formen, >2-»5; Permutation ,5-»9» 
Zahl der Permutationsformen 19-2»; Combination, 21-27; 
Variation, 28-35.

Drittes Rapitel. Nähere Entwicklung der Gesetze der Multi- 
plication zusammengesetzter Größen, Binomischer Lehrsatz. 
Zurückführung des Mulriplicirens auf Variation, 35-37; Pro
dukt gleicher zweytkeiliger Faetorpn, 37 -43; Binomialcoeffleien- 
ten, nebst einigen Beziehungen unter solchen 44-49.

Viertes Rapitel. Variationen zu bestimmten Summen. Ge
brauch davon bey der Bildung eines Products aus For
men des ersten Grades. Faclvrcn deren Glieder nach Poten
ten der nemlichen Hauptgröße fortschreuen; Anordnung der auS 
ihnen entstehenden Produkte, 49-53; Variation zu bestimmten 
Summen, 53-59; Regel für die Berechnung eines Products 
aus Faktoren von der Form 59-67.

Fünftes Rapitel. Von der Zerfallung höherer Formen in 
Producte aus einfachen Factoren, oder der Auflösung 
von Gleichungen höherer Grade. Allgemeine Idee von 
Gleichungen und ihrer Auflösung, 67 72; Ouadratische Gteichun- 
Len, 73-79> Cubische Gleichungen, 79 84; ummöqkiche Wur- 
jeln, 84 89; nähernde Auflösung der Gleichungen höherer Grade, 
deren Coefficienten in bestimmten Zahlen gegeben sind, 89-»05; 
Veränderung der Gleichungen durch Substitution, 105-112.

Sechstes Rapitel. Von der Multiplikation zusammengesetzter 
Formen im Allgemeinen, und dem polynomischen Lehrsatz 
für ganze positive Exponenten. Produkt mehrerer Formen 
von der Gestalt uz-117; Potenzen einer solchen



VNt

Form, durch Combmation zu bestimmten Summen berechnet, 
117-12»; eben diese Untersuchungen für Formen von der Ge

stalt 121-»27; allgemeine Bemerkung über
die Anzahl der Cocffieienlen aus den Härteren, welche zur Bil- 

1 düng eines Cocffieienlen im Products gebraucht werden, 127 - izo. 

Siebentes Rapitel. Division zusammengesetzter Formen.
Anwendung der dabey gebrauchten Metbode zur Summi» 
rung glerchhohcr Potenzen von den wurzeln einer unaufgc»

losten Gleichung. Bestimmung des Quotienten —--------
1 - sX - s X-. .

auf dem recurrircnden Wege, und Mechanismus dieses Versah- 
1 rens, rzo - iZg; independentcs Gesetz dcS nemlichen Quotienten, 

138-142; des Restes welcher zu jenem gehört 142-146; recur- 
tirende und indepcndenteBestimmckkg des Quotienten und Restes, 

, i 2

Welcher sich aus — entwickelt, 142-153; eben- 

— s ,

dasselbe für die allgemeinste Form--------- ------------, 153-160;
^x gx

combinatorisches Lemma für die nachfolgende Betrachtung, 
160-165; Recursionsfoxmel für die Summen glcichhohcr Po
tenzen von allen Wurzeln einer gegebenen, aber nicht aufgelösten 
Gleichung, 165-167; indcpendenter Ausdruck desselben, 167-172.

Achtes Rapitel. Ausziekung der wurzeln. Allgemeiner De- 
rpeis des binomischen Lehrsatzes für gebrochene und negative 

1 2
Exponenten. Recurrirendes Verfahren, um v (s >j« gx sx^..) 
zu berechnen, 172-178; Hülfssatz aus der Lehre von der Mul
tiplikation, durch welchen die Allgemeinheit des binomischen Lehr
satzes für alle Exponenten bewiesen werden kann, 178 -196.

Neuntes Rapitel. Der polynomische Lehrsatz für beliebige 
Exponenten inindependenterund recurrirenderFovm. Inde- 

i 2
pendente Regel der Berechnung für (» 4« «x sx2..) ", 196-204;

für Ox^^sx^*^..)", 205; daraus abgeleitete recurrirende 
Bestimmung, 205-212; Beschränkung der Gültigkeit des 
Satzes, 212-219,



IX
zehntes Rapitel. Entwicklung der Exponenzialgrößen. Be- 

dculung der Exponenzialgrößen, und Zurücklührung ihrer Berech
nung auf den binomischen Lehrsatz, 220 -225; Entwicklung der 
Exponenzialreihe für (1^2)^, 225 25g; natürliches Potenzen- 

I s
system, 233-243; Entwicklung der allgemeineren Form .
independent, 243 -247; und recurrirend, 247 251.

Eilfres Rapitel. Entwicklung der Logarithmen oder Expo» 
nenziirung. Idee dieser Operation. Ableitung von lox (»*x) 

i, 2 
im natürlichen System, 251-257; von 4»-<x^^x2-.), 
recurrirend und independent, 257 259; Zurückführung andrer 
Formen auf die vorhergehende, 259-261; Formeln für die Be
rechnung der Logarithmen gewisser Zahlen aus denen von ander», 
für das natürliche System, 261-267; Hülsstabclle zur leichten 
Berechnung natürlicher und gemeiner Logarithmen, nebst Anlei
tung zu deren Gebrauch, 267-276.

Zwölftes Rapitel. Theorie der Exponenzialgrößen Mit un
möglichen Exponenten. Zweck der Untersuchung 276-279;

Entwicklung von und daraus hervorgchende Idee
arithmetischer Formen, welche die Benennung Sinus und Co
sinus einer Zahl erhalten, 279-231; Zusammenhang zwischen 
Sinus und Cosinus, 231-235; Beweis, daß es eins bestimmte 
Zahl gibt, deren Sinus 1, deren Cosinus 0 ist, 235 -239; 
daß, wenn diese Zahl heißt, nur für alle Zahlen zwischen 
0 und die Sinus und Cosinus bekannt zu seyn brauchen, 
UM ebendieselben für alle übrigen positiven und negativen ohne 
weitere Rechnung zu bekommen, 239-295; Einführung der 
trigonometrischen Tafeln in die Analysis, 295-297; Beweis daß 
jede Zahl unendlich viele natürliche Logarithmen, und eine ne
gative keine andre als unmögliche besitzt, 297-301.

Dreyzehn^es Rapitel. Logarithmen unmöglicher Ausdrücke, 
Darauf gegründeter Algorithmus mit solchen Ausdrücken. 
Allgemeine Regel den Werth von loK -r) durch Hülfe
der Tafeln zu finden, Z01-Z07; bequemster Mechanismus für 
die Ausübung der arithmetischen Hauptopcranvncn an solchen 
Formen, Z07-Z"; Allgemeinheit der Wurzel-Ausziehung, die 
dadurch, auch für mögliche Zahlen, erhalten wird, ZH-52Z; 
beweis daß jeder unmögliche Ausdruck auf die Form 
turückkommt, 524-325; allgemeine Auflösung der (Mischen 



X

Gleichungen, 325-334; der biquadratischen, 334-340; Be, 
merkungen über die Allgemeinheit der Regeln für die Rechnung 
mit Madicalgrößen, 340-346.

Vierzehntes RapiteU Umbildung entwickelter Formen durch 
Subsnrution. Idee der Aufgabe, 546 547; Bedingungen, 
unter denen die Substitution einer Reihe in eine andre, eine 
dritte von ähnlicher Fern« hervorbrinqt, 347-350; independente 
Bestimmung der Coeffwienten des Resultats, 350 355,' Prin
cipien der rccurnnnden Bestimmung, 355 359; Substitution 
in unentwickelten Ausdrücken, und Ableitung eines dahin gehöri
gen Satzes 359 - 364.

Fünfzehntes Rapirel. Von der Umkehrung der Reihen. 
Zweck dieser Operation 564-366; Bestimmung der Form, welche 
die, anfangs fingirte, umgekehrte Reihe erhalten muß, damit 
ihre Coefficienten sich unfehlbar finden lassen 366-376; recurri, 
rende Coefficientenbesiimmung für die umgekehrte Reihe, 376-380; 
Entdeckung des independente» Gesetzes eben dieser Coefficienten, 
und allgemeiner Beweis seiner Gültigkeit, 3Lo-395; Ausnahme 
von der allgemeinen Regel, 395-4oo.

Sechzehntes Lapitel. Von den Entwicklungen die durch 
Umkehrung der Reihen möglich werden. Auflösung der 
Aufgabe: ist gegeben, man sucht x(x), 400-406;
nähere Bestimmung der Regel, für den Fall, wo 7» durch eine 
einzige Reihe, deren Exponenten sich in arithmetischer Progression 
befinden, aus der Gleichung o(x')—-l-O- entwickelt werden 
kann, 406-408; Gebrauch der Reeurfivnsformel, um die Wur
zeln jeder Gleichung Mit unbestimmten Coefficienten durch Rei
hen auszudrücken, 408-4»3.

Anhang einiger Tabellen. I. Tabelle der figurirten Zahlen, 
414-4,5; ll Tabelle für die Entwicklung einer unbestimmten 
Poren; eines möglichst allgemein ausgedruckten Polynomiums, 
die ro ersten Glieder desselben enthaltend, 416 4»3; m. Tabelle 
zur Amkehrung einer unbestimmt ausgedruckten Reihe, 4i3-4'S-



Erstes Kapitel.

Ueber die Grundform der allgemeinen Arith
metik, und die einfachen Rechnungsarten in 

Beziehung auf sie.

Die Wissenschaft der Zahlen, welche Verknüpf»!,» 
gen mehrerer Zahlen unter einander, und Beziehun
gen, die aus solchen Verknüpfungen erwachsen, zum 
Gegenstände hat, ist von unabsehbarem Umfang; die 
gewöhnliche Arithmetik macht von ihr nur einen klei
nen, obgleich sehr wichtigen Theil aus. Erst dann, 
wenn man die möglichen Arten einfacher Zahlen, und 
die ursprünglichen Verknüpfungen, welche sie mit ein- 
ander eingehen können, kennen gelernt hat, ist man 
im Stande, die Idee zusammengesetzter Zahlen zu 
bilden, den Gesetzen der unter ihnen möglichen Ver- 
bindungen nachzuforschen, und die daraus entsprin- 
genden Beziehungen zu entwickeln. So steht mit 
Recht die Lehre von den vier Speciebus, und den 
Gleichungen des ersten Grades an der Spitze der 
ganzen Zahlenwissenschaft, und es wäre vielleicht, 
wenn man eine bestimmte Grenze ziehen wollte, am 
zweckmäßigste»/ die Elementar.Arithmetik auf sie zu
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beschränken.' Dem eingeführten Gebrauche gemäß, 
zieht man indessen noch einen Abschnitt in das Ge
biet der Elemente hinüber, welcher gewissermaßen den 
Uebergang zu den höheren Untersuchungen vermittelt. 
Die am wenigsten vernickelte Form zusammengesetzter 
Zahlen ist die eines Products aus gleichen Factoren, 
oder einer Potenz. Die Betrachtung dieser Form; 
ihre Zusammensetzung; die Gesetze der Verbindung 
einzelner von derselben Art, machen den zweyten Theil 
der elementarischen Arithmetik aus. Und diese Form 
ist es gerade, welche das Hauptelement bey der Bil
dung der zusammengesetzten Größen abgjebt, von de
nen die Analysis auögeht, und auf die sie zurückzu- 
kommen bestrebt ist.

Die Arithmetik zeigt, in ihren decadisch gebildeten 
Zahlen, ein Beyspiel und Vorbild solcher Zusammen
setzungen. So wie dort eine gewisse willkührliche 
Zahl, die man Grundzahl zu trennen pflegt, ange- 
nommen wird, um ihre successiven Potenzen als ver
schiedene Einheiten anzusehen, die in besonderen Thei
len des ganzen Ausdrucks gezählt werden sollet», so 
nimt man auch hier, um die Grundform der Ana
lysis zu bilden, eine Größe, die aber völlig unbe
stimmt bleibt, an, um successive Potenzen von ihr 
als Dinge zu betrachten, die in einzelnen verschiede
nen Theilen eines zusammengesetzten Ausdrucks ge
zählt werden sollen. Wir wollen diese Größe die 
Hauptgrssse nennen, und durch einen der letzten 
Buchstaben des Alphabets andeuten. So wie ferner 
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bey der Bildung dekadischer Zahlen die Mengen, wel
che von jeder Art jener Einheiten etwa vorhanden 
sind, besonders angegeben, und durch die einzelnen 
Ziffern dargestellt werden, so fügt man auch hier den 
successiven Potenzen der Hauptgröße beliebige Facto- 
ren bey, die den Namen der Koefficienten ^erhalten, 
und durch die ersten Buchstaben des Alphabets ange
deutet werden, wiewohl es in speciellen Fallen auch 
gestattet ist, bestimmte Zahlen dafür an die Stelle zu 
setzen. Die einzelnen, so zusammengesetzten, Products, 
werden als Theile zu einem Ganzen vereint gedacht, 
und dem gemäß beym Schreiben durch -j- Zeichen 
verbunden. In der Folge dieser einzelnen Theile, 
oder Glieder, beobachtet man den Rang der in ihnen 
enthaltenen Potenzen, wobey man aber nach Belie
ben von der höchsten anfangen, und so allmälig zu den 
niedrigern fortgehn, oder auch die umgekehrte Ordnung 
eintreten lassen kann. Das erste giebt die fallende, 
das zweyte die steigende Anordnung einer solchen 
Form, und es ist eine stillschweigende Bedingung bei
der Behandlung derselben, daß sie entweder auf die 
eine, oder die andre Art geordnet werden sollen.

Im Anfänge läßt man die Potenzen der Haupt
größe nur ganze und positive Zahlen zu Exponenten 
haben. In der Folge erweitert sich das Gefetz dahin, 
daß auch negative und gebrochene Zahlen als Expo
nenten vorkommen dürfen. Diese Erweiterung zeigt 
sich sehr bald als nothwendig. Die Hauptaufgabe der 
Analysis ist nemlich die: man soll mit Formen, die 

A 2



4
nach den eben angeführten Gesetzen gebaut sind, rech, 
nen, so daß das Resultat der Rechnung als eine, dem 
nemlichen Gesetze unterworfene Form herauskomme. 
Indem wan dieses, den Regeln der arithmetischen Ope
rationen gemäß, zu leisten sucht, gehen von selbst in 
vielen Fallen Potenzen der Hauptgröße mit negativen 
oder gebrochenen Exponenten hervor, so daß man je
dem Resultate entsagen müßte, wenn eine Form, in 
der solche enthalten sind, nicht eben so gut als andre 
gestattet seyn sollten Dabey bleibt übrigens dieselbe 
Regel der Anordnung- und es ist unmittelbare Folge 
von dem, was vorher über die Rangordnung der ein» 
zelnen Glieder festgesetzt war- daß Potenzen mit ne
gativen Exponenten für niedriger im Range angesehen 
werden müssen, als solche- die positive Exponenten ent» 
Haltens und zwar um desto niedriger, je größer der 
Negative Exponent ist a).

In Zeichen ausgcdrückt r Es mögen a, b, e, u. s. w. 
beliebige Zahlen vorstellen; eben so A ^,u.s.w., so 
jst die Grundform, welche in der Analysis als einfach, 
und keiner weiteren Zurücksührung mehr fähig ange
nommen wird, i

ax« -s- dx^ cx^ -s- üx- -j- . . .
eine Form, die aber im Anfänge in der einfacheren Gestalt

, ü) Eine aus folgenden Gliedern bestehende Form: 
—3 —»

ü-l-8x* - Zx? -j-§x-s-7x -j-4x, ordnet sich die
sem Princip gemäß so:

_ z — r L
Zx -j-7X —Zx^-s-4x-s-8x^
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L -j- bx -s- ox* -s- äx^ -j- . . . .

aufgestellt zu werden pstegt, wobey die Coefficienten 
a, b, e u. s. w., jeden beliebigen Werth, auch o nicht 
ausgeschlossen, haben mögen.

Nach dieser vorläufigen Darstellung der Größen, 
woran die allgemeine Arithmetik zu operiren hat, las
sen sich die ersten Grundlinien der vier einfachen Rech
nungsarten ohne Schwierigkeit entwerfen,

Bey der Addition mehrerer Formen, welche nach 
Potenzen der nemlichen Hauptgröße geordnet find, 
braucht nichts weiter zu geschehn, als eine Zusam
menstellung derselben, wobey gleichhohe Glieder sich 
zu einander gesellen. Sie sind das Einzige, was 
vereinigt werden kann, und muß; man sondert die 
gemeinschaftliche Potenz der Hauptgröße in ihnen ab, 
addirt das was übrig bleibt, das heißt die Coefficien« 
ten der einzelnen Glieder, zusammen, uyd seht dieser 
Summe jene abgesonderte Potenz der Hauptgröße 
wieder bey. Diese einzelnen Summen stellen von 
selbst eine nach successiven Potenzen derselben Haupt
größe fortschreitende Form dar, und man hat hier 
weniger Arbeit als bey der Vereinigung vielziffriger 
Zahlen, weil das Uebertragen aus einer Summe in 
die nächsthöhere, wegen der Unbestimmtheit der Haupt
größe, und der damit verknüpften Unbeschränktheit 
der Coefficienten jezt keine Statt haben kann b).

ö) DieFormen: zx* — bx^-s-8x — 2; zx^-j-yx^-s-^ 
4x--s-8x^-^dx^ — zx-s-2, stellen und verbinden
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Für das Gubtrahiren erglebt sich dieselbe Vor
schrift. Minuend und Subtrahend so zusammenge
stellt, daß gleichhohe Glieder in beyden sich einander 
zugesellen; die gleichhoh» Potenz der Hauptgröße aus 
zwey solchen Gliedern abgesondert; vom Coefsicienten 
des einen, den des andern abgezogen; dem Reste die 
vorher abgesonderte Potenz der Hauptgröße wieder 
beygefügt. So entstehn für die gesuchte Differenz 
einzelne Glieder, nach den successiven Potenzen der 
Hauptgröße von selbst fortschreitend e).

Die Multiplication hat es hier mit Factoren 
zu thun, die sich aus Theilen zusammensetzen. Man 
rüuß also allmälig jeden Theil des Multiplicands neh
men, um ihn successiv durch jeden Theil des Multi-

sich in der Addition so:
gx* — 6x^ , * -j- Zx — 2

zx'-j-yx» * -j-7 
4x*-s-8xZ-s-bx* — zx-s-r
7x* -s- 7x- -s- izx- -j- Zx -s- 7.

Das Zeichen dient wie die 0 in der Arithmetik, 
zur Erhaltung der Ordnung.

e) Die Formen: zx? - 7x2 -j-gx — 6 als Minuend, 
ünd — 6x? -s-^x^-s-iox—8 als Subtrahend, gehen 
im Subtrahiren so zusammen:

zx? — 7x2-s- 8x—6
— 6x^ -j- 4x2 ^ox — g
Iix2 — nx2 — 2x-s-2.

Der Ungeübte pflegt wohl über die Zeichen der Glie
der im Subtrahend, die umgekehrten Zeichen zu 
schreiben, und sie so zu denen des Minuend hinzu- 
zuaddiren.



7
plicakors zu multipliciren, und die Products in eine 
Summe zusammenziehen. Die einzelnen Theile aus 
beyden, die sich jedesmal mit einander multipliciren; 
sind in der Regel selbst Products aus zwey Factoren: 
dem Coefsicienten, und einer Potenz der Hauptgröße. 
Indem man ein Paar solche Producte mit einander 
multiplicirt, wird man hier im Zusammenstellen ihrer 
Factoren die Ordnung befolgen, daß die beyden Po
tenzen der Hauptgröße sich in der Multiplication ver
einigen, und eine dritte Potenz eben dieser Größe 
bilden, die, nach der bekannten Regel, die Summe 
der Exponenten, welche in den sich multiplicirenden 
Potenzen lagen- zu dem ihrigen bekommt, und daß 
eben so das Product der beyden Coefsicienten als eine 
einzige Größe gedacht, jener Potenz zum Coefficien- 
teu wieder beygegeben wird. Die einzelnen Produkte, 
welche auf diese Art entsteh«, müssen hernach so durch 
Addition vereinigt werden, daß alle die, welche ei
nerley Potenz der Hauptgröße enthalten, zu einem 
Gliede zusammensiießen. Es muß also bey ihrer Bil
dung eine feste Ordnung beobachtet werden, die das 
vollständige Hervorgehn, und die nothwendige Zu
sammenstellung der zusammen gehörigen Producte mit 
sich bringt. Man kann zu dieser Absicht zwar An
fangs dasselbe Verfahren vorschreiben, welches bey 
der Multiplication vielziffriger Zahlen befolgt zu wer
den pflegt^), indessen wird dadurch sehr wenig von

ri) In dieser Art bildet sich das Product der Formen 
4x3 — 7x?-j-8xd2, und Lx^--auf 
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dem geleistet, was bey einer vollständigen Einsicht in 
den Gang der Operation gesodert werden darf. Es 
ist nicht genug, alle Glieder des Products sicher finden 
zu können; man muß von jedem einzelnen, ohne sich 
mechanisch bis zu ihm hinabzurechnen, und es dann 
empirisch zu betrachten, zum Voraus angeben können, 
auf welche Art es gebildet ist, das heißt, was für 
Glieder aus den Factoren, und in welcher Ver
knüpfung sie genommen werden müssen, um jedes be
liebige Glied des Products zu erhalten. Zu dieser 
Absicht sind vorläufige allgemeine Untersuchungen über 
die Ordnung bey dem Zusammenstellen gegebener 
Dinge unentbehrlich, und wir werden deswegen so
gleich zu ihnen fortschreiten.

Bey der Division, wo der Dividend als ein 
Product zweyer nach Potenzen der Hauptgröße fort
schreitender Formen gegeben ist; die eine von diesen, 
a!' Divisor, gleichfalls als bekannt angenommen 
werden darf; die andre aber, als Quotient, erst ge
funden werden soll, kann der, aus der Multiplikation 
bekannte Satz: das höchste oder niedrigste Glied ei-

folgende Art:
4x3 — 7*2 - - 2

' 2x'-l-ZX-— Zx-^-1
' 4x3 - ?x2 -s- 8x - 2 mit -s-1 multiplic.

— 2OX*-s-Z5x3—4Ox2-j-LOX mit-Zx- - - -
I2x^— 2lx*-s-24x3 — 6x2 mit-s-gx2- - - -

8x^—^x^-s-ibx*—4X^ mit 2x^ —
8x«-2x*- 25x*-s-59x3-zzx2-j-i8x—2
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nes Products erwachst aus den höchsten oder niedrig
sten Gliedern seiner Factoren, gehörig angewandt, 
dienen, alle einzelnen Theile des Quotienten nach der 
Ordnung zu finden. Man dividire, nachdem beyde 
auf gleiche Weise geordnet sind, das erste Glied des 
Dividend durch das erste des Divisors, und man 
wird das erste Glied des Quotienten erhalten. Man 
berechne das Product aus ihm in den ganzen Divi
sor und ziehe es vom Dividend ab; alsdann hat 
man ein Stück des Dividend herausgehoben, und 
für sich der Division unterworfen, folglich einen Theil 
des Quotienten gefunden. Der übrig bleibende Rest 
muß auch noch dividirt werden; man verfahre mit 
ihm, wie mit dem anfänglichen Dividend, und man 
wird einen neuen Theil des Quotienten erhalten. Auf 
dieselbe Weise fortschreitend, bekommt man allmälig 
die successiven Glieder des Quotienten, und findet ihn 
vollständig, wenn anders der Dividend würklich das 
Product zweyer nach Potenzen der Hauptgröße geord
neter Formen gewesen ist e). Im gegentheiligen Falle

e) So findet sich bey der Division von i6x* - Z2x*
-f-24^ - 8x-s-l durch gx*- 4x-s-i, der Quotient
folgendermaßen:

Hx^ — 4x -s-1 ibx* — Z2x? -f- 24.x* — 8x-s-1 ! 4X? — 4? 
i6x*—i6x^-s- 4x^ ! -f-1

— idx' -s- 2OX? — gx-j-1 
— ibx^ -s- i6x? — 4X

4x^ — 4X -s- r 
gx^ — 4x -s-1
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schließt sich die Operation nicht; es bleibt immer ein 
Rest zurück, und zeigt eben dadurch die Unmöglichkeit, 
den Quotienten in der verlangten Form darzustellen.

Auch bey diesem Mechanismus bleibt Vieles zu 
fragen übrig. Vermöge seiner allein kann man nicht 
für jedes Glied des Quotienten und des Restes zum 
Voraus bestimmen, aus was für Gliedern des Divi
dend und Divisor, und wie aus ihnen, sie sich bil
den werden. Die Division treibt uns also gleichfalls 
zu einer genaueren Entwicklung der Begriffe und 
Regeln, welche auf die Ordnung im Zufammenstetlen 
gegebener Dinge Beziehung haben.

Zweytes Kapitel.

Erste Grundzüge der Combmarions-Lehre.

Die Combinationelehre ist die Wissenschaft der 
Ordnung, welche bey den verschiedenen Arten der 
Zusammengesellung gegebener Dinge beobachtet wer
den kann.

Die einzelnen Dinge selbst, auf deren Größe oder 
sonstige Beschaffenheit es durchaus nicht ankommt, 
werden auf die allgemeinste Art dadurch bezeich
net, daß man sie zählt, indem sie gegeben werden, 
und jedes von ihnen bloß durch die Zahl andeutet, 
welche angiebt, das wievielste es dabey gewesen ist. 
Diese Zahlen werden alsdann bey den Zusammen-
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stellungen als Stellvertreter jener Dinge gebraucht, 
und in so fern selbst Elemente genannt. Man be
dient sich auch wohl statt ihrer andrer Zeichen, bey 
denen man schon gewohnt ist, eine unabänderliche Folge 
zu beobachten, z. E. der Buchstaben, indessen ist eine 
solche Bezeichnung weder wissenschaftlich noch allgemein. 
Sollten unter den gegebenen Dingen mehrere seyn, 
die bey der Zusammengesellung für identisch gelten 
müßten, so daß der gegenseitige Austausch derselben 
keine Aenderung hervorbringen könnte, so wird man 
bey der anfänglichen Bezeichnung jedes von ihnen durch 
eben dieselbe Zahl andeuten.

Eben so unbestimmt muß auch der Begriff der 
Zusammengesellung jener Elemente gefasst werden. 
Ob eine würkliche Verknüpfung unter ihnen getroffen 
werden soll, und von welcher Art sie seyn wird, da
von abstrahirt man gänzlich; das unmittelbare Folgen 
der einzelnen Elemente nach einander, welchem ein 
Nebeneinander-Setzen derselben beym Schreiben ent
spricht, gilt als das Zeichen ihrer kombinatorischen 
Verbindung. Der Inbegriff mehrerer zusammengestell
ter Elemente wird Form oder Complexion genannt.

Bey jeder kombinatorischen Operation gehen aus 
den gegebenen Elementen mehrere Formen hervor, 
welche eine nach der andern angegeben werden müssen. 
Nimmt man nur eine Reihe gegebener Elemente an, 
so lassen sich in Beziehung auf sie nur zwey Arten 
ursprünglicher Zusammenstellungen denken. Entweder 
treten alle Elemente zugleich in die Form ein, und
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dann kann es bloß Aenderung ihrer gegenseitigen 
Folge seyn, wodurch sich die eine Zusammenstellung 
von der anderen unterscheidet; oder es sollen jedesmal 
nur einige von jenen Elementen zusammengefaßt wer
den, und alsdann laßt sich, ohne Rücksicht auf die 
Folge der einzelnen Elemente, bloß dadurch eine Un
terscheidung der Formen machen, daß die eine nicht 
durchaus dieselben Elemente enthalten darf, als die 
andre. Das vollständige Auffuchcn aller Formen 
bey der ersten Voraussetzung wird Oermutiren ge
nannt; bey der zweyten Lombmiren im strengeren 
Sinn. Eine Verbindung von beyden Operationen, 
wo man erst combinirt, und hernach jede Form per- 
mutirt, welche man gemeiniglich als eine dritte ein
fache combinatorifche Operation unter dem Namen des 
Varürens aufzuführen pflegt, ist offenbar schon ab- 
geleitet, und kann höchstens als eine zusammenge
setzte betrachtet werden.

Es sey indessen eine solche Operation einfach oder 
nicht, so müssen allemal feste Regeln gefunden wer
den nach denen sich alle möglichen Formen, mit Aus
schluß jeder überflüssigen, darstellen lassen. Diese 
Regeln können nur auf einer bestimmten Ordnung 
beruhen, in welcher man allmälig die Elemente in die 
einzelnen Formen zusammenfügt. Und diese Ordnung 
wird ohne Zweifel die vollkommenste seyn, wenn selbst 
die einzelnen Formen, welche bey der Operation all
mälig hervorgehn, in Absicht auf ihre Folge, eine in 
sich selbst erkennbare Gesetzmäßigkeit beobachten. So 



wie es unter den einzelnen Elementen einen Rang 
giebt, rtnd sich frühere oder niedrigere, von spa
teren oder höheren von selbst unterscheiden, eben 
so, und aus dem nemlichen Grunde giebt eö 
auch einen Rang unter den Complexionen, welche sich 
durch ihre Zusammenstellung erzeugen. Eine Ver
bindung wird unfehlbar die niedrigste heisst» müssen, 
wenn man die niedrigsten Elemente, welche man in 
seiner Gewalt hat, so lange seht, als man kann; bey 
der Vergleichuug zweyer Formen, wird man also die
jenige höher nennen müssen, in welcher, früher als in 
der andern, ein höheres Element gesetzt worden ist, 
und es bedarf nur dieser Annahme, um allen Formen, 
die sich aus gegebenen Elementen gebildet haben, 
ihre Folge nach einander anzuweisen. Man kann in
dessen, wenn unter solchen Formen mehre, e vorhan
den sind, die sich durch die Anzahl der überhaupt in 
ihnen enthaltenen Elemente unterscheiden, oder zu ver
schiedenen Classen gehören, diesen Umstand zu einem 
vorläufigen Unterscheidungögrunde machen, und ihm 
gemäß die Art, wie die successiven Stellen jeder Form 
besetzt sind, alsdann erst zu ihrer ferneren Anordnung 
benutzen, wenn man sie schon vorher so gesondert hat, 
daß die, welche zu einer niedrigern Classe gehören, 
früher, als die übrigen, zur Betrachtung gezogen wer
den. Die Anordnung mehrerer Formen, wobey man 
schlechthin nur darauf sieht, ob sich früher oder spater 
bey der Besetzung gleichhoher Stellen ein Unterschied 
Zeigt, und ob derselbe, da, wo er Statt findet, mehr 
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oder minder beträchtlich ist, pflegt die lexicographi- 
scde genannt zu werden; sollen aber, ehe sie ange
wendet wird, erst die Formen, nach der Menge von 
Elementen, die in ihnen liegen, in verschiedene Elast 
sen gestellt werden, so pflegt sie die arithmographi- 
sehe zu heißen. Beyde Benennungen sind freylich 
nur von einzelnen Beyspielen hergcnommen. Für 
Formen, die alle zu derselben Elaste gehören, fallen 
lexicographische und arithmographische Anordnung zu
sammen. Diesen Erklärungen gemäß wird das Ord
nen einer gegebenen Menge von Formen sich folgen
dermaßen vollzieht! lasten, Man werfe alle Formen, 
die das nemliche Anfangselement haben, in eine 
Gruppe zusammen, und lasse diese Gruppen nach dem 
Range der Aafangöelemente auf einander folgen. In 
jeder von ihnen sondre man wieder diejenigen ab und 
zusammen, welche in der zweyten Stelle gleiche Ele- 
meme haben, und lasse diese kleineren Gruppen nach 
dem Range der in ihren zweyten Stellen befindlichen 
Elemente sich nach einander reihen. Und auf diese 
Weise schreite man fort, Formen, die bis zu einer 
gewissen Stelle hinauf lauter gleiche Elemente besäst 
sen, nach der Verschiedenheit derjenigen, welche in 
ihnen die nächstniedrigere Stelle einnehmen, aneinan- 
derzureihen. Man wird endlich dabey bis auf die 
lezten Stellen kommen, und alsdann nehmen die 
Formen ihre unabänderliche Ordnung nach der Höhe 
des Elements an, welches die lezte Stelle beseht. 
Soll lexicographisch geordnet werden, so seht man so-
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gleich/ ohne sich an die Verschiedenheiten in der 
Menge von Elementen bey den einzelnen Formen zu 
kehren/ die obigen Regeln in Anwendung; soll es 
arithmographisch geschehn, so scheidet man zuvor die 
Formen nach der Zahl von Elementen, die in ihnen 
liegen, in Classen, und verfahrt dann mit jeder Classe, 
wie vorhin/). Auf die eine, oder die andre Weise, 
sollen ar^ch im Folgenden alle Formen jederzeit geord
net erscheinen.
I. Die erste kombinatorische Operation ist das per- 

mutiren, wo man alle in einer gegebenen Menge

/) Die Form: 2134.123,321,1432,15,1243,134,22, 
32,13, 35, 4, 243, werden sich, bey lexicographischer 
Ordnung, erst so gruppiren:

L2Z, 1432,15, 134, iz I 2134,2143,22,243 1321,32,35 14 
alsdann so

-23, 134, -3/ -432,15 12134,2143,22,243 s 321,32,35 14 
alsdann
-23, 13, -34,1432, -5 l 2134,2143, 22,243 l 32/ 321/ 35 s 4 

und in der letzten Folge völlig geordnet seyn; arithmo
graphisch hingegen kamen sie so nach einander zu stehn:

41 iz, 15,22,32,35 1123, 134,243 321 j 1432,2134,2143.1 
Das Umsetzen der ersten Anordnnng in die zweyte 
ist sehr leicht. Man durchläuft lericographisch ge
ordnete Formen, bloß diejenigen successiv heraushe- 
Lend, welche sich auf dieselbe Classe beziehen, ohne 
übrigens die Folge dieser Formen zu ändern, alsdann 
stellen sie sich von selbst arithmographisch. Aber 
nicht so leicht ist das umgekehrte Verfahren, arith- 
moqraphisch geordnete Formen in lericographifch auf 
ein ander folgende umzustellen; sie kommt beynahe 
auf das ursprünglich ordnende Verfahren zurück. -
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liegenden Elemente nimt, um ihre Folge auf 
jede mögliche Art zu verändern. Dabey kann außer 
dem einfachsten Falle, wo jedes der gegebenen Ele
mente als verschieden von den übrigen gedacht, 
und dem gemäß bezeichnet wird, auch noch der 
eintreten, daß mehrere unter diesen Elementen als 
identisch angesehen werden sollen, so daß eine Ver
wechslung derselben keinen Unterschied hervorbrin
gen soll, in welchem Fall sie mit demselben Zei- 
chen angedeutet werden müßen. Es werde nun 
das Eine oder das Andre angenommen, so bleibt 
dabey d»e Nothwendigkeit, daß verschiedene For
men solche heißen sollen, bey denen würklich ver
schiedene Elemente nicht durchaus die nemlichen 
Stellen einnehmen; es wird also möglich seyn, 
diese Formen als verschieden im Range anzuneh- 
men, und dem gemäß eine Ordnung unter ihnen 
sestzusctzen, ja man wird durch die Vorstellung die
ses Ranges sie allmälig, eine aus der andern, ab- 
zuleiten im Stande seyn. Die niedrigste unter 

' allen diesen Formen ßndet sich leicht; man setzt nur 
die gegebenen Elemente in natürlicher Folge nach 
einander. Aus jeder Form die nächsthöhere abzu- 
leiten, hat eben so wenig Schwierigkeit; man sucht 
die späteste Stelle der Form auf, in welche, ohne 
die früheren zu berühren, etwas Höheres gesetzt wer
den kann, als würklich in ihr steht. Dieses Höhere 
muß also aus einer noch späteren Stelle der vor
liegenden Form herrühren. Sollten solcher noch spä-
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teren Stellen, die etwas Höheres enthielten, meh- 
rere seyn, so nimt man aus ihnen das Element, 
welches sich am wenigsten über jenes anfängliche 
erhebt, um es für dasselbe an den Platz zu setzen. 
Bleibt nur der ganze frühere Theil der Form unbe
rührt, so ist schon durch diesen Act eine Erhöhung 
der Form vorgegangen, wie auch das herausgewor
fene Element nebst den in dem folgenden Theile der 
Form befindlichen in die nachfolgenden Stellen gesetzt 
werden mag. Man wird aber alle diese Elemente 
jedesmal in natürlicher Ordnung nacheinander zu 
reihen haben, damit die Erhöhung so wenig als 
möglich betrage §). Dieser Regel zufolge kann 
man, von der niedrigsten Form ausgehend, allmälig 
jede successiv höhere aus der unmittelbar vorhergehen
den ableiten, und so endlich, alle finden.

Es giebt aber zwischen Permukationsformen noch 
eine andre Verwandschaft, als die des Ranges oder 
der Coordination. Es mögen aus gewissen Elementen 
schon alle möglichen Formen gebildet seyn. Sie zer
fallen von selbst in mehrere Arten oder (Ordnungen, 
wenn zu der nemlichen Ordnung alle die gerechnet 
werden sollen, welche dasselbe Anfangs-Element be
sitzen. Sondert man bey Formen der nemlichen Ord
nung das Anfangselement ab, so bleiben Formen 
übrig, die aus den andern Elementen gebildet sind,

x) So folgt auf die Form 42zzn, 42ZtZr, 
4253H, 43"25/ u.siw.

B
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und zwar alle, die sich aus ihnen bilden lassen. Da
her die Regel: um alle Formen zu erhalten, die ein ge
wisses Element an der Spitze führen, werfe man die- 
fes aus der Reihe der gegebenen weg, permuure die 
übrigen, und stelle den dadurch entstandenen Eomple- 
xionen jenes Element wieder vor. Indessen lässt sich 
dies Verfahren nur dann auf eine einfache Art durch- 
sühren, wenn die Elemente alle von einander verschie
den sind, so daß sie alle auf gleiche Weise in den For- 
men erscheinen. Alsdann sieht man allmälig jedes fol
gende Element als neu hinzugekommen zu den vorher
gehenden an, und setzt es anfangs allen den Formen 
vor, die sich aus diesen schon gebildet haben. Dadurch 
erhält man alle-diejenigen Eomple,rioncn, welche jenes 
Element an der Spitze führen. Wenn man in diesen 
das Anfangs-Element mit dem nächstniedrigern ver
tauscht, so erhält man alle Formen der nächstniedrigern 
Ordnung, und, wenn man so mit dem Vertauschen 
fortfährt, gehen allmälig alle Ordnungen von der höch
sten bis zur niedrigsten hervor /r). Aber dies Ver-

L) Um die Permutationen der Elemente i, 2, g, 4 zu er
halten, setzt man erst i; alsdann, indem 2 hinzu- 
kommt, 2i, 12; darauf, insofern z hinzukommt, 
Z2l, Z12; 2ZI, 2IZ; IZ2, I2z; endlich, weil sich 
noch 4 dazugesellt, 4321, 4312, 4231, 421z, 4132, 
4I2Z- 3421/Z4^2, 3241, 3214, 3142, 31.24; 24ZI, 
^4^3, 2541, 2314, 214z, 21Z4; i4Z2,142z, 1Z42, 
1324, 124z, I2zq. Man übersiehl die Formen am 
leichtesten, wenn man sie alle vertical unter einan
der setzt, hat dabey auch die Bequemlichkeit, daß die
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fahren läßt sich bey Elementen, unter denen mehrere 
gleiche vorkommen, nicht gebrauchen, ist also insofern 
nur als speciell zu betrachten.

Man kann, auch ohne die Permutationsformen 
vollständig zu bilden, ihre mögliche Anzahl zum Vor
aus bestimmen. Am leichtesten geschieht es, wenn die 
Elemente durchaus von einander verschieden sind. Man 
habe die Formen, welche aus einer gewissen Menge 
von Elementen möglich sind, schon gebildet. Kommt 
ein neues hinzu, so erscheinen diese Formen, das neue 
an der Spitze, sämtlich wieder, bilden aber so nur 
eine Ordnung zusammengesetzterer Complexionen, und 
wiederholen sich für jedes der vorhergehenden Ele
mente, indem es durch Vertauschung allmälig an ihre 
Spitze gelangt. Man bekommt also die Zahl der vo
rigen Formen so oft, als Elemente vorhanden sind, das 
neu hinzugekommene mitgerechnet; kürzer: die Zahl 
der schon vorher vorhandenen Formen multiplicirt sich, 
so oft ein neues hinzukommt, mit der Anzahl aller 
vorhandenen Elemente. Nun aber ist diese.Zahl Eins, 
wenn nur ein Element vorhanden ist, sie wird also 
allmälig ein Product aller ganzen Zahlen von Eins 
an, bis zu derjenigen hinauf, welche anzeigt, wieviel 
Elemente überall vorhanden sind. In Zeichen: Ist n 
die Zahl der vorhandenen Elemente, so ist r. 2. z... n

höchste Ordnung der neuen Formen, die durch Hin- 
Anfügung eines folgenden Elements entstehen, durch 
bloßes Versetzen dieses neuen Elements vor die schon 
vorher gebildeten Formen erhalten werden kann.

B 2
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die Menge der aus ihnen möglichen Permutations- 
formen.

Sind aber unter den Elementen mehrere einander 
gleiche, so findet sich die Menge der Formen nur mit
telbar. Es mögen alle diese Formen wörtlich vorhan
den seyn. Jede von ihnen, wenn sich die unter ein
ander gleichen Elemente in lauter verschiedene verwan
delten, könnte alsdann noch so viel neue Gestalten an
nehmen, als sich durch Versetzung jener, so eben ver
schieden gewordener Elemente, untereinander, ohne Be- 
rührung der übrigen ableiten ließe. Man muluplicire 
also die Zahl der anfänglich vorhandener Formen mit 
der Permutationszahl der kleineren Menge, welche 
jetzt in ihr gleiche Elemente enthält, und man wird 
erfahren, wieviel Formen aus allen gegebenen Elemen
ten, wenn ^eine einander gleiche darunter wären, ge- 
bildet werden könnten. Aber diese volle Permutations- 
zahl ist schon anderweitig bekannt, kann also rückwärts 
dienen, die gesuchte zu finden. Man dividire sie durch 
die Permutationszahl der Menge, welche die vorhan
denen gleichen Elemente zählt, und der Quotient wird 
anzeigen, wie viele Formen, unter Beybehaltung die- 
ser gleichen Elemente möglich sind. In Zeichen: Sind 
n Elemente vorhanden, so ist l.2.z...n ihre volle 
Permutationszahl. Sind aber unter diesen Dingen 
m einander völlig gleiche, also r. 2 . z... in deren
Permutationszahl, so wird die Menger. 2. z. m
der möglichen Formen seyn. Sollten mehrere verschie
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dene Arten gleicher Elemente vorhanden seyn, so har 
man aus demselben Grunde mit der Versetzungszahl, 
die jeder von diesen kleineren Mengen für sich zukommt, 
Zu dividiern: Sind unter n Dingen p gleiche einer 
gewissen Art, und gleiche einer andern Art, die 
übrigen von ihnen und unter sich verschieden, so ist
- - - - —? '— die Anzahl der möglichen Com- r.2..p.r.2..^
plexionerr.

N. Comdiniren im eigentlichen Sinne heißt aus 
einer gegebenen Reihe von Elementen eine bestimmte 
Zahl ausheben, und davon eine Zusammenstellung 
machen, so daß nur die Formen als verschiedene 
angesehn werden, welche nicht durchaus die nemli- 
chen Elemente in sich fassen. Es versteht sich, daß 
auch hier alle möglichen Formen gefedert werden. 
Es können übrigens unter den Elementen, mehrere 
einander gleich, sie können auch sämtlich verschieden 
seyn. Das Zeichen L soll im Folgenden den In
begriff gewisser Combinationeformen andeuten, und 
ein über dasselbe gesetzter Anzeiger den Grad der 
Classe bestimmen, wozu die Formen gehören sollen. 
4
6 z. E. bedeute alle Combinationen zu je 4 , die aus 
gewissen Elementen möglich sind.

Da es bey Combinationsformen auf die Folge der 
zusammengestellten Elemente nicht ankommt, und Aende
rung derselben keine verschiedenen Formen hervorbringt, 
so darf man sich das Einfachste in dieser Absicht zur
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Regel erwählen. Die Elemente sollen in jeder Com- 
binationsform die natürliche Ordnung beobachten, so daß 
nie ein höheres vorangeht, und ein niedrigeres nachsolgt.

Uebrigens muß bey den Elementen ausdrücklich an
gegeben werden, wie oft jedes von ihnen verkommt, 
denn, obgleich die Operation selbst immer dieselbe 
bleibt, so hat man doch bey ihrer Zusammenfügung 
in dje Formen darauf Rücksicht zu nehmen.

Es sey nun eine gewisse Reihe von Elementen ge
geben, und es werde gefedert, ylle Combinationen ei
ner bestimmt vorgeschriebenen Classe aus ihnen zu bil
den. Hier sind, wie bey der Permutation, wieder 
zwey Wege möglich, der eine auf Coordination, der 
andre auf Subordination der Formen gegründet.

Bey dem ersten beginnt man mit der niedrigsten 
Form, jede Stelle folglich so niedrig besetzend als man 
darf. So lange also noch ein früheres Element wie
derholt werden kann, ist es nicht erlaubt, ein späteres 
zu setzen. Sind alle Elemente verschieden, so setzt 
man sie in natürlicher Ordnung, bis die Menge der 
Classe erreicht ist. Um aus einer gegebenen Form die 
nächsthöhere abzuleiten, sucht man die späteste Stelle 
auf, in welche aus den gegebenen Elementen ein hö
heres gesetzt werden kann, als in ihr ^eht; setzt das 
am wenigsten höhere in diese Stelle, und füllt alle 
folgenden so niedrig als möglich aus. Dieses Ausfäl
len muß nach Maaßgabe der vorhandenen Elemente 
geschehn, aber allemal unfehlbar so, daß keine Unord
nung dabey entsteht; also nie in der Form ein niedri« 
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geres Element auf ein höheres folgt. Sind daher noch 
Elemente vorhanden, die dem nun hineingesetzten gleich 
sind, so besetzt man mit ihnen die folgenden Stellen 
so lange man darf, und überhaupt folgende Stellen so 
lange mit dem nemlichen Elemente, als die vorgeschrie
bene Wiederholbarkeit desselben gestattet, ehe man zu 
dem nächsthöheren fortschreitet, um mit ihm dasselbe 
Verfahren zu wiederholen. Diese Arbeit ist freylich 
in den beyden äussersten Fällen am leichtesten zu ver
richten. Bey unbedingter Wiederholbarkeit füllt man 
alle folgenden Stellen mit demselben Elemente aus, 
welches zu Erhöhung in eine gewisse vorhergehende ge
setzt worden war; bey durchaus verbotener Wiederho
lung mit lauter verschiedenen, so wie sie in natürlicher 
Ordnung aus das, der Erhöhung wegen hineingesetzte 
Element, und auf einander folgen. Indessen bleibt die, ' 
Operation selbst in allen Fällen die nemliche, und nur 
die verschiedene Beschaffenheit der Dinge woran sie 
vollzogen werden soll, modificirt ihren, immerfort aus 
demselben Grunde beruhenden Gang i).

4r) Sie ist z.E. 6 (i,1,1,2,2,3) m 1112, 1113, 1122, 3 . *urz, 122z; eben so 6 (1,1,1,2,2,2,3,3,3,4,4,4,5,5,3) 
— m, 112,113,114, uz, 122,123,124,125,133, 
r34, rZ5, -44, ^45,222,223,224,225,233,234,235, 
244,245,255,333,334,335,345,355,444, 445,45z, 

4
555; so ist e (1,2,3,4,5)-- 1234,1235,1245, 
rZ45, 2345.

Aus dem Combiniren an Elementen, die sich wie
derholen dürfen, eine ganz andre Operation zu ma-
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Eben so leicht bietet sich die Möglichkeit und die 

Methode eines von niedrigern Formen zu höheren aus
steigenden Verfahrens dar. Man habe aus gegebenen 
Elementen olle Complexlonen schon gebildet, welche 
einer gewissen Classe angehören. Setzt man einer sol
chen Complerion noch ein Element zu, ohne sonst da
durch eine Bedingung der Operation zu verletzen, so 
entsteht aus ihr eine Complexion der nächsthöheren 
Classe Nimt man olle mögliche Formen einer gewis
sen Classe, um jeder von ihnen jedes der gegebenen 
Elemente beyzusügen, in sofern es die Bedingungen der 
Operation selbst erlauben, und sich dabey keine identi
sche Formen einstellen, so muß man auf diese Art olle 
Complexionen der nächsthöheren Classe erhalten. Die
ses Beysügen geschieht am schicklichsten durch Stellung 
an die Spitze, da es für jede Complexion doch nur ein- 
mal geschehn darf. Dabey werden sich die Bedingun. 
gen der Operation am leichtesten befriedigen lassen. Ze

chen, als aus demjenigen, wobey kein Element wie
derholt werden darf, und, dem gemäß, für diese 
Operationen verschiedene Zeichen einzuführen, würde 
sehr unrichtig seyn. Die Verschiedenheit liegt in den 
Elementen, womit man zu thun hat; der Inder, 
worauf sich die kombinatorische Operation bezieht, 
ist im ersten Falle nicht so gebaut, wie im zweyten. 
Höchstens bedürfte es in Absicht auf ihn bey wie- 
derholbaren Elementen einer Abkürzung im Schrei
ben, so daß jedes Element nur einmal, und, wie 
oft es sich wiederholen darf, durch eine besondre 
Zahl daneben, angegeben würde.
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des der gegebenen Elemente darf nur denjenigen Com- 
plexionen der vorigen Classe vorgesetzt werden, in denen 
dadurch kein Verfloß der Folge gegen die natürliche 
Rangordnung der Elemente entsteht» Ist also Wieder
holung unbedingt gestattet, so darf es allen den For
men vorgesttzt werden, die nicht niedriger anfangen; 
ist sie bedingt gestattet, allen den Formen, welche in 
ihren ersten Stellen das vorzusetzende Element noch 
nicht so oft enthalten, als es überall vorkommen 
darf; ist sie gar Nicht gestattet, allen den Formen 
der vorigen Classe, welche mit einem höheren Ele
mente anheben, als das vorzusetzende ist. .Nimt man 
nach der Reihe jedes der gegebenen, wirklich verschie
denen Elemente, um es unter diesen Beschränkungen 
allen Complexionen vorzusetzen, die zu einer gewissen 
Classe gehören, so müssen alle Formen der nächsthöhe
ren Classe in gesetzmäßiger Ordnung hervorgehn L). 
Sollte nicht bloß eine Classe von Combinationöformen, 
sondern deren mehrere von der ersten an, bis zu einer 
gewissen höheren, gefedert werden, und wollte man den

L) Nach dieser Methode bildete sich z.E.6(i,i,i,2,2,Z)
allmälig so. Zuerst nähme man e n, 2, z; dar- 

s
anS fände sich L m ir, 12, iz, 22, 2z; dqrauS 
3e III, 112, HZ, 122, I2Z, 22Z; daraus end- 

4< lich 6^1112, IIIZ, H22, II2Z, --
Fälle von unbedingt gesta"'"* "d .ootener 
L. ederholung sind hier so ,s unnöthig
wäre, von ihnen Beyspiele zr, geben.
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Inbegriff aller dieser Formen, l-xkographisch zusam« 
mengevrdnet, erhalten, so wäre eö nicht nöthig jede 
Classe erst für stch, nach den vorigen Regeln, zu ent
wickeln, und dann diese, Formen nach den Gesehen der 
lexicographischen Folge aneinander zu reihen, sondern 
man könnte durch Uebergehn von einer Form zur nächst
höheren, hier, wie sonst, die vollständige Darstellung 
aller vollbringen. Man I^ffe auf das letzte Element 
einer Form das kleinste folgen, welches ohne Unord
nung, Überschreitung der für jedes bestimmten Wieder- 

. holbarkeit, Uebelsteigung des Grades der höchsten Classe, 
wovon Formen Vorkommen dürfen, geschehn kann, so 
hat man, so oft es möglich ist, eine nächsthöhere Form. 
Geht dieses Zusehen nicht mehr an, so suche man in 

, der Form die tiefste Stelle auf, welche ein höheres Ele
ment enthalten kann, als das in ihr stehende ist, und 
fetze in sie ein so wenig als möglich höheres würklich für 
das ehemalige an den Platz. Dadurch erhalt man als
dann, ohne Weiteres, die nächsthöhere Form /). In
dessen mögte die ganze Operation selten vorkommen.

t) Der Inbegriff aller möglichen Classen aus den Ele
menten r, l, 2, 2,3,4 wäre folgender: i,ri, H2, 
"22, 1I22Z, II22Z4, ll22g, II2Z, Ü234, >124, 
HZ? "34/ "4/ '2/ >22, 1223, 122Z4, 1224, 123, 
"34- 124, IZ, 1Z4, >4,2, 22, 22Z, 22Z4, 224, 23, 
234-24,3,54,4.

Man harre ihn durch L (r, 1,2,2,3,4) andeuten 
- Bey verbotener, oder durchaus für 5t,

' " Wiederholung, erschöpf 
möglichen Classen 

pariert muff'»'
. ktthrlich :
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Bemerkenswert ist die Verwandschaft des Permu- 
tirens mit dem Combiniren. Man loste alle gegebenen 
Elemente, als wenn permulirt werden sollte, auf ein- 
ander folgen, mache aber in diese Permutalionsform ge
wissermaßen einen Einschnitt, der von ihren Elementen 
so viele der anfänglichen abschneidet, als der Grad der 
zu bildenden Combinations-Classe deren fodert. Und 
nun permutire man unter der Beschränkung, daß nur 
die Formen für verschieden gehalten werden sollen, bey 
denen nicht durchaus dieselben Elemente in den nemli- 
chen Abschnitten der ganzen Permutalionsform stehn ge
blieben sind 7^).

m) Es würde leicht seyn für ein solches bedingtes Per- 
mutiren ursprüngliche Regeln zu geben, selbst in dem 
Falle, wo der Abschnitte in der gegebenen Elemen- 
tenreihe noch mehrere gemacht würden, so daß nur 
die Formen für verschieden gelten sollten, bey wel
chen keine bloße Permutation der in demselben Ab
schnitte enthaltenen Elemente vorgegangen wäre. 
Hier ist nicht die Stelle für eine weitere Ausfüh
rung dieser höchstwichtigen zusammengesetzten kombi
natorischen Operation, auf welche man bey einer 
großen Menge bedeutender Untersuchungen zurückge
führt wird. Nur ein Beyspiel ihres Gebrauchs. 
Sind n verschiedene Dinge gegeben, aus denen man 
alle Combinationen zu m bilden soll, so macht man 
in die Reihe der n Elemente einen Abschnitt, der m 
auf der einen, n — m auf der andern Seite liegen 
haben wird. Der Permntationen dieser n Dinge 
würden in Allem n. n (n— l) .... i seyn, ohne alle 
Beschränkung. Dürfen aber die m Dinge des ersten 
Abschnitts nicht unter einander permutirt werden,
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III. Die Variation ist eine ordnende Operation, 
bey welcher schon mehrere getrennte Reihen von Ele
menten vorausgesetzt werden. Sie greift in alle diese 
Reihen ein, um aus jeder von ihnen ein Element 
herauszunehmen, und eö mit ähnlichen aus den übri
gen Reihen zusammenzustellen; sie verlangt ober eine 
gänzliche Vollständigkeit in Absicht der Complexic- 
nen, die sich auf diese Art bilden lasten. Das Zei
chen V soll im Nachfolgenden den Inbegriff aller For
men andeuten, die sich auf die angegebene Welse 
aus allen Gliedern mehrerer gegebenen Reihen bll, 
den lasten.

Bey der würklichen Ausführung dieser Operation 
bietet sich, als natürliche Regel der Ordnung, von 
selbst die Foderung dar, daß in der Folge, wie die 
gegebenen Reihen mit ihren Elementen, wovon sie je
desmal eines darbieten, zu der Bildung der Formen 
bsytragen, eine unabänderliche Ordnung beobachtet 
werde. Die erste Stelle der Form soll immer aus 
der ersten Reihe, die zweyte aus der zweyten, besetzt 
werden, und fo fort, dadurch erlangt man die Mög
lichkeit, der anfangs für eine einzelne Reihe von Ele
menten gewählten Bezeichnung auch hier getreu bleiben

und eben so wenig die n — m Dinge im zweyren 
Abschnitt, so redncirt sich die Zahl der Formen auf 

v.(n— i). . . . . . . i -—-- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - -  oder abgekürzt auf
m.(m—i)... i.(v —
v.(n — r)... (n —m-j-l)- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - welches also die Zahl w.(m —
aller Combinationen zu m aus n Dingen ist.
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zu können. Man bezeichne immerhin alle ersten Glie
der der gegebenen Reihen mit r, alle zweyten mit 2, 
überhaupt olle gleichhohen mit der Zahl, welche aus- 
drückt, die wievielsten sie in ihrer Reihe sind, es kann 
daraus keine Unbestimmtheit entspringen, sobald in den 
würklich gebildeten Formen die Stelle des Elements 
dient, diejenige unter den gegebenen Reihen nachzu- 
weisen, auf welche es Beziehung hoben soll. Auf diese 
Art kann also ein einziger gemeinschaftlicher Index, die 
Reihe der ganzen Zahlen, für alle gegebenen Reihen 
zugleich gebraucht werden.

Auch die Variationsformen werden zu einer be
stimmten Classe gehören, die sich aber nicht nach Will- 
tühr, sondern durch die Menge der Reihen, woraus 
sie gebildet werden sollen, bestimmen laßt.

Hat die eine der gegebenen Reihen so viele Ele
mente als die andre, dann bedarf es, um die Zusam
mensetzung der Formen zu beginnen, nur des ollen 
diesen Reihen gemeinschaftlichen Index, und des Gra
des der Classe, wozu die Formen gehören sollen. Hat 
aber die eine der gegebenen Reihen nicht so viele Ele
mente als die andre, so ist bey dem Gebrauche ihres 
gemeinschaftlichen Index doch noch Rücksicht auf jede 
einzelne Reihe zu nehmen, damit nicht aus einer Reihe 
ein Glied von gewisser Zahl gefodert werde, welches 
in ihr nicht enthalten ist n).

«) In dem Falle, wo die gegebenen Reihen nicht gleich- 
viele Elemente haben, oder gar in ihnen Lücken Vor
kommen, wird man gezwungen seyn, ein ziemlich
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Bey der Bildung der Variatlönsformen ist das 
, allmälig von niedrigern Formen zu höheren, nach suc.

umständliches Verfahren bey der Entwicklung der 
Variationsformen zu beobachten. Hier würde es am 
bequemsten seyn, alle Formen untereinander zu setzen, 
und ein für allemal, über jede Stelle der Formen, 
die Elemente der Reihe zu schreiben, aus welcher 
diese Stelle besetzt werden muß. Alsdann hat man, 
bey der Besetzung einer Stelle, immer nur Rücksicht 
auf die über ihr stehenden Elemente zu nehmen; soll 
sie so wenig als möglich erhöht rverden, so ist es 
das am wenigsten höhere Element aus der Reihe 
der über ihr stehenden; soll sie so niedrig als mög
lich besetzt werden, so ist es das niedrigste der über 
ihr stehenden Elemente, womit man sie zu besetzen 
hat. Sollten z. E. aus den Reihen

, 8,6, I) 
b e ä

alle Variationsformen gebildet werden, so daß man 
von der niedrigsten zu den successiv höheren fort- 
schrilte, so wäre folgendes Schema der Arbeit dazu 

* nöthig, wenn i, 2, z, 4, die gleichhohen Glieder der
Reihen andeuteten:

4
344
2Z3
121
12t 221 321 4rr
I2Z 223 323 423
124 224 324 424
I3l 231 3Z1 431
133 233 332 433
134 234 334 434
I4l 241 341 441
143 243 343

344 1
443

144 244 444



cessiv wachsenden Graden der Classen, ansteigende Ver
fahren das natürlichste. . Man setze die Elemente der 
ersten Reihe einzeln; man füge ihnen allen nach der 
Ordnung, die successiven Elemente der zweyten bey. 
Soll dies Beysügen ein Nachsetzen seyn, wie es die 
Ordnung im Zusammenfügen der Elemente aus den 
verschiedenen Reihen in die successiven Stellen der 
Formen fodert, und sollen die Formen selbst in gehö
riger Folge hervorgehn, so muß man mit dem niedrig
sten Elemente der ersten Reihe beginnen, und ihm 
vollständig alle Elemente der zweyten allmälig nach- 
setzen, darauf das zweyte Element der ersten Reihe, 
um damit eben so zu verfahren, und so fort die übri
gen. Allgemein: wenn die Variationsformen aus 
mehreren Reihen schon gebildet, und in gehöriger Ord
nung gegeben sind, so erhält man aus ihnen diejeni
gen welche bey einer Verbindung der vorigen Reihen 
mit einer neuen, zu Variationsformen, überhaupt er
zeugt werden können, wenn man allmälig jede der 
schon vorhandenen Formen nimt, um ihr nach und 
nach alle Elemente der neuen Reihe in ihrer Ordnung 
nachzusetzen, so daß man zu keiner folgenden Form 
fortschreitet, ehe man nicht der vorhergehenden alle die 
Elemente nachgesetzt hat, welche die neue Reihe in 
sich schließt o). Bey diesem Verfahren bedarf man

o) Sind z. B, die Reihen tz, L, vorhanden, und sollen auS
» c, ä 
«, /Z, 7, §

ihnen alle Variationsformen gebildet werden, so hat 
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kaum eines Index; man könnte es mit den gegebenen 
Reihen selbst unmittelbar in Ausübung sehen. Dabey 
ist rs völlig gleichgültig, ob jede der Reihen so viele 
Elemente hat, als die andren, oder nicht.

Braucht man aber dennoch für olle Reihen einen 
gemeinschaftlichen Index, so bekommen die Formen 
Aehnlichkejt mit Combinatlonsformen, die sich aus 
eben dem Index bilden könnten. Nur würde jedes 
Element sich wiederholen, insofern eines von seiner Zahl 
in mehreren, oder allen vorhandenen Reihen vorkowmt, 
folglich wegen jeder in die Variationsformen eintreten kann. 
Auch würde man bey diesen Formen Unordnung in 
der Folge ihrer einzelnen Elemente nicht umgehn kön
nen, weil jedes Element einer folgenden Reihe, es sey 
hoch oder niedrig, allen Formen aus den vorhergehen
den Reihen unbedingt nachgeseht werden soll. Wollte 
man auf eine ähnliche Weise, wie bey den ursprüngli
chen kombinatorischen Operationen, der Rangordnung

I s
man erst V — H, K, 6; darauf V -46,

3vs, Lo, 86,6s, 6c, 66 ; endlich V — HsA ^»7, 
Hc«, Hc/S, ^07, u. s. w., mit dem Nachsetzen 

von «, /S, 7, s hinter jede Form der vorigen Varia
tionsclasse fortgefahren.

Wollte man die Elemente der folgenden Reihe den 
Formen, die sich aus den vorhergehenden schon ge
bildet haben, nicht nach, sondern vorsetzen, so müßte 
man zur Regel machen, daß die legre Stelle der 
Form sich auf die erste der gegebenen Reihen be
ziehn sollte, und so fort; eine Unordnung, die ohne 
alle Noth eingeführt seyn würde.
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zufolge, welche unter verschiedenen Variationsformen 
Statt finden kann, von der niedrigsten auögehn, und 
allmällg zu jeder successiv höheren fortschreiten, so würde 
hier, im Allgemeinen, folgendes Verfahren nöthig seyn. 
Jede Stelle der Formen ist an eine bestimmte Reihe 
gebunden, so daß sie nur aus dieser die Elemente 
empfangen kann, wodurch sie beseht werden soll. Um 
die niedrigste Form zu erhalten, besehe man also jede 
Stelle mit dem niedrigsten Elemente, welches die zur 
Ausfüllung dieser Stelle bestimmte Reihe in sich faßt. 
Um zu einer gegebenen Form die nächsthöhere zu fin- 
den, suche man die spateste Stelle der Form, in welche, 
aus der, ihr zugehörigen Reihe, noch ein höheres Ele
ment geseht werden darf, und bringe in sie das am 
wenigsten höhere wieder hinein; die folgenden Stellen 
fülle man jede mit dem allerniedrigsten Elemente aus, 
welches in, den, zu ihrer Erfüllung angewiesenen Rei
hen, überall vorkommt, dadurch entsteht die nächsthö
here Form. In dem Specialfalle, wo jede der gege
benen Reihen so viel Elemente, als die andre besitzt, 
vom ersten an, bis zum höchsten hinauf, kann sich 
dieses Verfahren sehr abkürzen, weil alsdann die Ele
mente, womit die eine Stelle der Form, so wie die 
andre, beseht werden kann, ein für allemal bekannt, 
und immer dieselben sind. Alsdann kann es heiffen: 
man setze in die möglichst späteste Stelle ein nächst- 
größeres Element, und fülle alle folgenden nach ihr, 
fo oft es deren geben sollte, mit lauter r aus. In 
diesem Falle erscheinen die Variationsformen als Com-

C
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binationScomplexionen, die sich aus einer einzigen Reihe 
von Elementen, dem gemeinschaftlichen Index aller 
vorhandnen Reihen der gegebenen Dinge, gebildet hät
ten, dabey aber in allen Permutationen, die ihre Ele- 
mente erlaubten, vollständig dargestellt. Gerade dirser 
Fall kommt im arithmetischen Gebrauche des Variirens 
sehr häufig vor, und die Regel für ihn ist von äusser- 
ordentlicher Wichtigkeit. Sind, so lautet sie, mehrere 
an Zahl und Rang der Elemente völlig gleiche Rei
hen vorhanden, so bezeichne man ihre gleichhohen Glie
der durch dieselbe Zahl, und bilde auf diese Art einen 
Index, welcher die natürlichen Zahlen, nach der Ord
nung, enthalten wird. Aus diesem Index erzeuge man 
zuerst alle möglichen Combinationeformen des Grades, 
welcher durch die Zahl der vorhandenen Rechen vorge
schrieben ist. Alsdann permutiTe man vollständig auf 
alle möglichen Arten jede dieser Combinationeformen. 
Der Inbegriff aller daraus entstandenen Complexionen 
giebt die gesuchten Variationsformen, in denen jedes 
Element ein Glied aus einer der gegebenen Reihen be
deutet, so daß die Zahl der Stelle, worin das Ele
ment steht, die Zahl der Reihe nachiveist, woraus es 
genommen werden soll. Bloß in diesem lezten Falle also 
dürfte man allenfalls sagen, daß die Variation sich auf 
Permutiren und Combiniren zurücksühren laßt; in allen 
übrigen, sobald z.E. die eine Reihe nicht eben so viel 
Elemente hat, als die andre, oder einzelne Glieder, in 
der einen oder der andern, von gewisser Zahl, nicht vor» 
Handen sind, welches doch im Allgemeinen eben so gut
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gedacht werden kann, findet diese Zurüksührung durch
aus keine Statt, und es bleibt das Variiren ein ur
sprüngliches, obgleich schon zusammengesetztes kombina
torisches Verfahren. Für die Arithmetik ist es das 
wichtigste unter allen, denn vermöge seiner, wie so- 
gleich im folgenden Capitel erhellen wird, treten zuerst 
die Begriffe und Regeln der Combinationslehre in die 
Wissenschaft der Zahlenverknüpfungen ein.

Drittes Kapitel.

Nähere Entwicklung der Gesetze des Mul- 
tiplicirens zusammengesetzter Größen.

Binomischer Lehrsatz.

Die Multiplikation vieltheiliger Größen mit ein
ander, bietet schon in ihrer unbestimmtesten Form, wo 
die einzelnen Theile der Faktoren noch kein Gesetz des 
Fortschritts beobachten, mithin noch nicht successive Po
tenzen einer bestimmten Hauptgröße enthalten, sondern 
jeder als Etwas einfaches für sich gegeben werden, 
Stoff zur Anwendung kombinatorischer Begriffe dar. 
Offenbar stellen die zusammengesetzten Faktoren, welche 
sich zu einem Produkte verbinden sollen, in ihren Glie
dern einzelne Elemente vor, die sich durch die Multi- 
plication als Faktoren zusammengesellen; die Operation 
vollenden heißt hier nichts anders, als alle möglichen

C s
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Formen darstellen, zu denen jede der vorhandenen viel- 
theiligen Größen oder Elementenreihen, zur Zeit, eins 
ihrer Glieder, oder Elemente hergegeben hat. Will 
man also nur das Zusammenstellen der Elemente ein 
Zusammenstellen von Factoren seyn lassen, das Zusam- 
menstellen der Formen selbst aber ein Sehen von Thei
len, so kommt das ganze Geschäfft auf die Bildung 
aller Variationsformen aus mehreren gegebenen Rest 
hen zurück. In der That ist auch das allmälig auf- 
steigende Verfahren, wobey man die Glieder der ersten 
Reihe erst successiv mit allen Gliedern der zweyten; 
darauf diese Produkte allmälig mit den successiven Glie
dern der dritten multiplicirt, und so fort, ganz der ei
nen Regel des VariirenS gemäß. Aber sie ist offenbar 
nickt die einzig mögliche, und namentlich würde die 
zweyte Hauptmethode, welche nicht von niedrigeren 
Classen zu höheren aufstelgt, sondern von Form zu 
Form, ihren wachsenden Range gemäß foreschreitet, in 

, den meisten Fällen bequemer und einfacher in der
Ausübung seyn.

Indessen verdient eine solche Multiplikation, bey 
welcher weder die Data noch das Resultat bestimmte 
Gesehe des Fortschritts in sich tragen, keine besondre 
Betrachtung, ist einer solchen auch im Allgemeinen 
nicht weiter fähig /?). Sobald wir aber die Annahme

x) Man müßte denn vermöge einer willkührlichen An
nahme den bloß kombinatorischen Rang der einzel
nen Producte zu einem würklichen erheben wollen, 
wo sich freylich die Aufgabe: jede- Produkt, sobald 
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in Beziehung auf sie specialisiren, bietet sich allerdings 
zu näheren Entwicklungen Veranlassung dar. Nament
lich, wenn alle die Reihen von Theilen, die sich mit 
einander multipliciren sollen, als identisch angenommen 
werden, wenn es also, in der gewöhnlichen Kunstsprache 
darauf onkommt, eine vieltheilige Größe (Polynomium) 
auf die Potenz eines ganzen und positiven Exponenten 
zu erheben, so gestatten uns die schon bekannten Re
geln der Ordnung Abkürzungen und Modifikationen 
des ursprünglichen Verfahrens, die wohl verdienen, 
entwickelt und in besondre Regeln niedergelegt zu werden.

Um mit dem einfachsten Falle anzufangen, so mö
gen alle die gleichen Factoren, woraus sich das Pro
dukt bilden soll, nur zweycheilig seyn (Blnomium). 
Man hat also mehrere Reihen, deren jede zwey Ele
mente in sich faßt, und soll aus ihnen alle Variations- 
formen bilden. Hier findet also der leichteste Fall die- 
ser Operation Statt, wo man, ohne weitere Rücksicht, 
für alle Reihen einen gemeinschaftlichen Index einfüh- 
ren darf; und unmittelbar aus seinen Elementen die 
Variationösormen zusammensetzen kann. Dabey wird 
für die gegenwärtige Voraussetzung die Regel der Ab- 
leitung die bequemste seyn, welcher gemäß aus dem ge
meinschaftlichen Index der gegebenen Reihen, seine Ele
mente als unbestimmt wlederholbar gedacht, erst all« 
möglichen Combinatlonssormen abgeleitet werden, und

nur seine Zahl vorgeschrieben ist, unabhängig von 
allen übrigen darznstellen, anfwerfen, und lösen 
lassen würde.
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- nachher jede von diesen Formen auf alle mögliche Arten 

permutirt erscheint. Denn da die gleichhohen Glieder 
der hier angenommenen Reihen durchaus dieselben sind, 
die Elemente der Formen aber als Factoren zusammen- 
gestellt werden, und geänderte Folge der Factoren auf 
die Größe des Products keinen Einfluß hat, so müssen 
hier alle die Formen, welche durch bloßes Permutlrrn 
andrer entsteh», als identisch betrachtet, und im Zusam- , 
mennehmen als Wiederholungen des nemlichen Products 
nur gezählt werden, damit von jeder bekannt werde, 
wie oft fle vorkommt. Dies erreicht sich aber sogleich 
dadurch, daß man aus den Elementen des gemeinschaft- 
lichen Index nur diejenigen Complexionen würklich ent
wickelt, die sich durch geänderten Inhalt von einander 
unterscheiden, und, statt jede von ihnen würklich zu 
permutiren, ihr bloß als Factor die PermutarionSzaht 
beyfügt, welche der Menge und Art der in ihr vor
kommenden Elemente zukommen wird,

Diese Combinationsformen aber, da nur zwey, un
bedingt wiederholbare Elemente vorhanden sind, und der 
Grad der Classe wozu sie gehören sollen, durch die 
Menge der gegebenen Reihen vorgeschrieben ist, bilden 
sich, der Idee einer Rangfolge unter ihnen selbst zu
folge, auf eine sehr einfache Weise. Die niedrigste 
enthält lauter Elemente, deren jedes dem ersten des ge
gebenen gleich ist; jede folgende entsteht, wenn man 
aus der vorhergehenden ein erstes Element herauswirft, 
um dafür ein zweytes wieder an den Platz zu setzen, 
als wodurch hier allein eine Erhöhung geschehen kann.
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Weiß man also nur von einer solchen Form^ die wie
vielste nach der anfänglichen sie seyn soll, so kennt man 
ihren ganzen Bau Sie hat so viele zweyte Elemente 

sich , als ihre Zahl angicbt, und daneben so viele 
erste, als nöthig sind, um diese Zahl zu der derjenigen 
-u ergänzen, welche die Menge der vorhandenen Rei» 
hen, oder die Classe der zu bildenden Formen ausdrückt.

Jezt also kann das Gesetz einer solchen Multipli
kation vollständig ausgesprochen werden. Soll man 
eige zweytheilige Größe (a-s-k) auf eine vorgeschrie
bene Potenz von ganzem und positiven Exponenten 
erheben, so bilde man eine Reihe einzelner Products, 
jedes so viele Factoren enthaltend, als der Grad der 
Potenz fodert. Im anfänglichen müssen alle Factoren 
dem ersten Theile der gegebenen Größe gleich seyn, (a") 
in den successiv folgenden muß sich bey jedem Schritte 
einer von diesen Factoren verlieren , und dafür ein an
drer, welcher dem zweyten Theile der gegebenen Größe 
gleich ist, wieder an die Stelle treten, so daß, allge
mein, ein folgendes Produkt von bestimmter Zahl, eine 
Potenz des ersten Theils enthalten wird, in deren Ex» 
ponenten so viele Einheiten an der anfänglichen Menge 
fehlen, als die Zahl des Products anzeigt, daneben 
ober als Factor eine Potenz des zweyten Theils in sich 
schließen muß, deren Exponent eben diese Zahl des Pro
ducts 'selbst ist. <Das r»- Glied von (s-s-b)" wird

r. K* enthalten). Jedes von diesen Produkten muß 
so oft gesetzt werden, als seine Factoren, wenn sie Ele-
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meiite einer Permutation wären, VerseHungsformen er
lauben würden.

Was diese Dersetzungszahl betrifft, die hier als 
Foctor oder Coesficient in den Gliedern einer Potenz von 
einer zwentheiligen Größe vorkommt, und in so fern 
Binomialcoefficient zu heißen pflegt, so sind zwar 
die Gefthe ihrer Bildung bekannt, indessen lasst sich 
dabey noch eine, Bemerkung'verdienende, Abkürzung 
anbringen. Die Products enthalten alle gleichviel 
Faktoren, die Zahl der Elemente also, welche permu« 
tirt werden sollen, ist immer die nemliche. Waren 
daher alle diese Elemente verschieden, so bliebe die 
PermutationSzahl immer dieselbe; ein Produce aller 
ganzen Zahlen von r an, bis zur Zahl der vorhande
nen Elemente hinauf (n. (n — r).... r). Aber da 
in jedem Produkte gleiche Faktoren oder Elemente lie
gen, so muß sie noch Veränderungen erleiden; für 
jede Zahl gleicher Elemente, die unter den gegebenen 
Vorkommen, hat man sie durch die PermutationSzahl 
zu dlvidiren, welche einer solchen Menge zukommt. 
Das anfängliche Produkt, so wie das allerlezte, enthal
ten lauter gleiche Faktoren; für sie also wird die Per» 
mutationszahl, weil Dividend und Divisor sich aufhe« 
den, die Einheit. Alle übrigen Products aber ent
halten gleiche Faktoren von zweyerley Art; für sie also 
muß die volle PermutationSzahl durch zwey kleinere 
dlvidirt werden, welche den kleineren Mengen von un
tereinander gleichen Elementen zugehören, die in der
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Form enthalten sind. (In Zeichen: das r" unter den 
Produkten ist: —*.d. Seine Versetzungszahl also

7-—Nun aber ist in einer größe-

ren Permutationszahl jede kleinere en/halten. Man 
wird also wenigstens die eine von jenen beyden kleine
ren sogleich gegen die volle Permutationszahl heben 
können, wenn auch die Division mit der andern nur 
angedeutet werden kann. Alsdann gehn die Faktoren 
der vollen Permutationszahl vom höchsten nur soweit 
herab, bis die Reihe dieser, allmalig sich um eine Ein
heit verringernden, Zahlen, an den höchsten Factor jener 
kleineren aufzuhrbenden Permutationszahl kommt; und 
brechen, ohne diesen noch mit in sich aufzunehmen, aus 
einmal ab. Zu ihrem Produkte gehört als Divisor 
alsdann bloß noch die zweyte der kleineren Permuta- 
tionszahlen, die sich zwar in der Wirklichkeit gleich
falls muß heben lassen, von der aber im Allgemeinen 
nicht mehr angegeben werden kann, wie es geschehn 
muß. An sich ist es völlig gleichgültig, welche von 
den beyden kleineren Versetzungszahlen, gegen, eben so 
viele, den ihrigen gleiche, Faktoren der vollen, gehoben 
werden soll; es ist indessen am gebräuchlichsten, es die
jenige seyn zu lassen, welche wegen der unter einander 
gleichen Elemente oder Faktoren von der Art des ersten 
Theils, als Divisor gesetzt werden muß (In Zeichen: 
wenn das r" unter den Produkten, in welche sich 
(a-j-d)" entwickeln wird, und dem gemäß
der anfängliche Ausdruck seiner Versetzungszahl, die ihm
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als Factor beygegeben werden muß, —_ (n —r>... r.r...L
ist^ so hebt man die der Menge gleicher Faktoren von 
der Art a, d. h. der Zahl n — r, zugehörige Ver- 
setzungSzahl (n — durch Division wörtlich, so 
daß die obere nur noch von n. bis auf (n— r-j-r) 
herabgeht^ die folgenden Faetoren aber, von n— r an 
bis r aus ihr Wegfällen; alsdann bleibt im Divisor 
bloß die zweyte Versetzungszahl, die wegen der gleichen 
Faktoren von der Art d in ihm verkam, d. h.
ungeandert stehn. Es wird also der Fartor, welcher 
dem Products beygegeben werden muß, nach

dieser Abkürzung, , indem
. ' I . 2 .... r

es offenbar völlig gestattet äst, die Ordnung der Facto- 
ren im Nenner umzukehren. Es könnte aber auch 
eben so gut, wenn man die zweyte Permutationszahl 

heben, die erste stehn lassen wollte, - - 1.2... n — r
seyn; beyde Ausdrücke sind in sich identisch und es hänge 
von Umstanden ab, ob der eine oder der andre beque
mer im Gebrauche seyn soll.)

Um alle diese Entwicklungen in eine mechanische 
Regel zusammenzufaffen, kann man sich folgendermaßen 
ausdrücken. Um eine zweytheilige Größe (a^s-d) auf 
die Potenz eines bestimmten Exponenten, der hier als 
ganze positive Zahl gedacht wird (n), zu erheben, bilde 
man eine Reihe von Gliedern, in welcher das Anfangs- 
glied nichts weiter als eine eben so hohe Potenz des 
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ersten Theils (a^) enthält, jedes folgende (r") aber ektte 
Potenz des ersten Theils, derem Exponenten an jener an
fänglichen Höhe schon so viele Einheiten abgehn, als die 
Zahl des Gliedes in sich fasst, (a"-*) nebst einer Potenz 
des zweyten Theils, deren Exponent gerade soviel Einhei
ten enthält, als die Zahl des Gliedes (b*). Jedes Glied 
bekomme einen bestimmten Coesficienten. Dieser muß 
jedesmal ein Bruch seyn, dessen Zähler und Nenner 
Producte aus benachbarten ganzen Zahlen sind. Im 
Zähler fängt sich das Product immer mit dem Grade 
der vorgeschriebenen Potenz selbst, als höchstem Factor, 
an, und geht, durch Faktoren, die sich successiv um 
eine Einheit verringern, so weit fort, bis es zu einem 
Factor herabgekommen ist, der vom Grade der Potenz 
so viele Einheiten schon verloren hat, als die um eine 
Einheit verringerte Zahl des Coesficienten andeutet (von 
ri bis auf n — (r — i) herabgekommen ist). Im 
Nenner beginnt das Product mit der Einheit, und 
geht , durch alle successiv größeren Zahlen, bis auf dls 
des Coesficienten selbst, welche den lezten seiner Fakto
ren abgibt, (von r bis r).

Wollte man bloß in Zeichen reden, so drückte sich 
die ganze Vorschrift so aus. Es ist (a -j- k)" 
eine Reihe, deren Ansangsglied a", deren r"* Glied

a" —'. b* ist, und man
i. 2 ... r

sehe nur für r alle Werthe von r an, durch die suc
cessiven ganzen Zahlen hindurch, um aus diesem unbe
stimmten Ausdrucke alle einzelnen Glieder, vom ersten
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nach dem anfänglichen an, bis zum lezten, welches das 

nach ihm seyn wird, vollständig zu entwickeln.
In der Folge sollen die Coesstcienten, welche in den 

Gliedern der berechneten Potenz eines Binomiume vor
kommen , als Größen von bekannter Bildung durch ein 
einfaches Zeichen angedeutet werden. "B soll den Coef- 
stcienten des r"" Gliedes in der Potenz einer zwey» 
theiligen Größö, und also soviel als

———— anzeigen. Der häufigeL.2...r
Gebrauch dieser Zahlen rechtfertigt eine solche Abkürzung.

Um nur einige Beziehungen dieser Zahlen, welche 
noch bey sehr vielen andern Größen - Verknüpfungen 
gebraucht werden, hier anzuführen, so folgt unmittelbar 
aus ihrer Entstehung, daß zwey solche Binomialcoef- 
stcienten, sobald ste nur in der vollständigen Reihe, 
welche alle, zu der nemlichen Potenz gehörige, in sich 
schließt, gleich weit vom Anfang und Ende abstehn, 
völlig gleich unter einander seyn werden. (In Zeichen: 
"B—"B.Dies bringt bey der würklichen Berech
nung aller, zu einer solchen Potenz gehörigen, Glieder 
den Vortheil, daß, sobald man über die Hälfte zu 
gelangen beginnt, die Coesstcienten der folgenden Glie
der aus den schon vorhandenen der vorhergehenden un
mittelbar abgenommen werden können. Aber nicht 
bloß unter den Coesstcienten der nemlichen Potenz, 
sondern auch unter denen, die zu successiven Potenzen 
gehören, findet eine nahe Verwandschaft Statt. Zwey
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Binomialcoefsicienten einer gewissen Potenz, die un
mittelbar auf einander folgen, geben, zusammenaddirt, 
einen Binomialcoefsicienten der nächsthöheren Potenz, 
dessen Zahl so hoch ist, als die des lezten unter den 
beyden, welche sich zu ihm vereinigten. (In Zeichen: r r-i-i
"B-s-"B —"*'B). Der Beweis dieser Behaup
tung kann sehr leicht durch würkliche Addition geführt

werden. (E- Ist "B - 1.2. .. r
"B*— i))(n —r)

L. 2. .. r.(r-^-i)

Beyde Brüche müssen, ehe man sie addiren kann, 
auf einerley Benennung gebracht werden. Dazu ist 
bloß nöthig, den ersten im Zähler und Nenner mit 
(r-s- r) zu multipliciren. Ist dies geschehn, so haben 
die Zähler der gleichbenannten Brüche die Factoren 
n (n—»)... (n—(r—i)) gemein; der erste hat 
nur (r-s-i) eigenthümlich, der zweyte nur (n—r). 
Diese beyden eigenthümlichen Factoren geben, durch 
Addition vereinigt, (r-§-i)-s-(n —r)-n(n-j-1); diese 
Summe, mit den vorher abgesonderten, beyden Theilen 
gemeinschaftlichen, Factoren multipliclrt, (n -j- »). n.... 
n — (r — i), als den Zahler des neuen Bruchs, worin 
man offenbar ohne Aenderung des Werths den lezten 
Factor auch durch (n -j- i — r) ausdrücken kann. Da
zu den gemeinschaftlichen Nenner als solchen wieder ge

fügt, bekommt man , welches,
1. a ... (r 1)
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dem sestgestellten Gesetze gemäß, der entwickelte Werth 
von ist.). Käme es darauf an, für die succes
siven Potenzen eine Tabelle der Binomialcoefflcienten 
zu entwerfen, so würde dieser Satz dazu sehr brauch; 
bar seyn. Der Coefficient des Anfangsglledes tn je- 
der Potenz ist die Einheit; alle übrigen aber findet 
man durch successive Addition von zwey benachbarten 
Coefficienten der unmittelbar vorhergehenden Potenz §). 
Noch eine andre leicht abzulritende und sehr brauchbare 
Beziehung ist die: daß olle Binomialcoefficienten, die 
zu derselben Potenz gehören, in eine Summe gezogen, 
jedesmal eine Potenz der Zahl 2 hervorbringen, dem 
Grade nach so hoch, als die, welcher die Coefficienten 
angehörten. (In Zeichen: 1-j-"B-j-"B ..... "B 
— 2"). Der Beweis dieses Satzes ergibt sich auf 
folgende Art. Alle Glieder der entwickelten Potenz 
einer zweytheiligen Größe, zusammengerechnet, geben 
den Werth dieser Potenz, was auch die beyden Theile

9) Der Anfang einer solchen Tabelle sähe so aus:
Zahl de« Coefficienten 

01234567 
1 1 « l l
I 2 I > l
i 3 3 i i14641 
1 5 10 io 5 i
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 I

Das Ausangsglied jeder 'Horizontalreihe ist 1, jedes 
folaende ist durch Addition des darüber stehenden zu 
dem diesem in seiner Reihe unmittelbar vorherge
henden erzeugt.

Grad 
der 

Potenz
I
2
3 
4 
56
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der potenziirten Größe seyn mögen. Nimt man also 
an, daß der erste Theil, so wie der zweyte, jeder die 
Einheit ist, so beträgt die zweytheilige Größe eigentlich

Zahl 2, und jene gefoderte Potenz von ihr ist eine 
Potenz der Zahl 2. Aber in der Reihe von Gliedern, 
welche die Entwicklung dieser Potenz darstellt, ver
schwinden bey dieser Annahme die Potenzen des ersten 
sowohl als des zweyten Theils, denn jede Potenz der 
Einheit ist selbst wieder die Einheit, und kann als 
Factor weggelasten werden. Es bleiben also in den 
Gliedern bloß die Coefstcienten stehn, und ihre Summe 
ist es allein, welche den Werth jener berechneten Po
tenz ausmacht. (In Zeichen: Wenn allgemein (a-j-b)"

-j-....»B.d* ist, und man, 
sür n und d, die Einheit an die Stelle setzt, so findet 
sich (1 -j- 1)" — 2" — i -j-... "B).

Es ist nicht nothwendig, die Untersuchung auf eine 
zweytheilige Größe zu beschränken. Man mag eine 
aus beliebig vielen Theilen bestehende (Polynomium) 
annehmen, um sie auf eine gewisse Potenz zu erheben, 
und das Verfahren wird im Wesentlichen ungeändert 
bleiben. Die Reihen, woraus alsdann die Variations
formen gebildet werden sollen, enthalten jede nur mehr 
als zwey Glieder, der ihnen allen gemeinschaftliche In
dex also mehr als zwey Elemente. Man erzeugt aus 
diesem Index alle die Combinationsformen, welche, bey ' 
unbedingter Wiederholbarkeit der Elemente, sich durch 
wörtlich geänderten Inhalt von einander unterscheiden, 
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und fügt jeder von ihnen als Factor die Permutations- 
zahl bey, welche der Art und Menge der in ihr be, 
findlichen Elemente zugehört. Dabey ist also eine- 
Theils das Bilden der Combinationsformen weitläustiger 
wie vorhin, weil der Fortschritt von der einen zur an
dern nicht mehr so einfach ausgedrückt werden kann, 
und nicht sich immer gleich bleibt; andern Theils aber 
auch die Zusammensetzung der PermutationSzahlen 

vmannichfaltiger, weil hier mehr als zwey Arten glei
cher Elemente vorkommen können /-). Ueberhaupt aber 
verdienen vjeltheilige Größen, in deren fuccesiwen Theilen 
kein weiteres Gesetz des Fortschritts beobachtet seyn soll, 
kaum eine ausführliche Betrachtung.

Sobald wir zu den Formen zurückkehren, welche 
den Hauptgegenstand der Analysis ausmachen, d. h. zu 
solchen, die nach Potenzen einer gewissen Hauptgröße 
angeordnet sind, um bey ihnen die Aufgabe der Mul
tiplikation vollständig zu lösen, so finden wir unsre bis- 
herigen Betrachtungen noch immer als unzureichend. 
Wir sind allerdings in Besitz mehrerer Methoden, die 
uns alle einzelnen Partial-Produkte solcher zusammen
gesetzten Factoren vollständig schaffen können, aber die

?) Von s-s-b-j-c wäre die dritte Potenz auf diesem 
Wege gesucht, so zu erhalten. AnS drey Elementen, 
>, b, o, die wiederholbar sind, giebt es folgende For
men: »SS, ssb, sso, »db, sbc, scc, dbb, dbc, dcc, 
ece; ihre Permurationszahlen sind: r, z, z, z, 6, z, 
l/3/3/! es ist also (s-j-tr-i-e)^ -s-z»-d
-f- .Zr^o -j- -j- üsdc -j- zsv* -s- -j-
-j- zbc^ -s- o^.
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Ordnung, worin wir diese Products erhalten, ist eine 
bloß kombinatorische. Und es ist uns hier ein ganz 
andres Princip der Anordnung gegeben; alle die Pro. 
ducte, welche die nemliche Potenz der Hauptgröße in 
sich schließen, sollen zu einer Summe zusammengezogen 
werden. Diese Bedingung aber modificlrt die kombi
natorischen Regeln, wenn sie so eingerichtet werden sol
len, daß durch ihren Gebrauch sogleich auch sie erfüllt 
werden kann.

Viertes Kapitel, i
Variationen zu bestimm»» Summen. Ge
brauch davon bey der Bildung eines Products 

aus Formen des ersten Grades.

Wenn mehrere, nach Potenzen einer bestimmten 
Hauptgröße fortschreitende, Formen mit einander mul- 
tlplicirt werden sollen, so ist es nicht genug, alle mög
lichen Producte zu bilden, die sich dadurch, daß jede 
dieser Formen zur Zeit eines von ihren Gliedern als 
Faktor hergibt, hervorbringen lasten. Das Zusammen- 
ordnen jener Producte, so, daß a".> diejenigen, welche 
eine gleichhohe Potenz der Hauptgröße enthalten, a?s 
Theile eines einzigen Hauptgliedeö erscheinen, macht ei
nen zweyten, eben so wesentlichen Theil der ganzen Ope
ration aus. Dabey entscheiden also die Potenzen der 
Hauptgröße, welche in den einzelnen Gliedern der sih

D
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multipllelrenden Formen liegen. Ihre Exponenten, zu- 
sammenaddirt, geben den Exponenten der Potenz, wel
che das Produkt enthalten muß, während das Produkt 
ihrer Coefficienten als Coefficient in eben demselben 
erscheint. Wäre eö also möglich, die Coefficienten der 
einzelnen Glieder in den gegebenen zusammengesetzten 
Faktoren, bey der Einführung eines Index für diesel
ben, durch Zahlen anzudeuten, die zugleich die Expo- 
nenten der Potenzen ausdrückten, welche die Hauptgröße 
in diese Glieder abgegeben hätte, so würde daraus eine 
große Erleichterung entspringen. Man brauchte sich 
alsdann bloß um die Coefficienten der Glieder zu be
kümmern, und Products aus ihnen zu bilden. Wollte 
man wissen, was für eine Potenz der Hauptgröße ein 
'solches Produkt bey sich führen muffte, so rechnete man 
nur die Zahlen zusammen, wodurch die Coefficienten, 
aus denen, als Factoren, dasselbe gebildet ist, ange- 
deutet worden find. Und so kann das Zurückführen der 
Multiplikation auf das Variiren auch hier wesentliche 
Dienste leisten. Sollte es vollends möglich seyn, die 
Regeln für die Darstellung oller Variakionsformen, die 
zu einer gewissen Classe gehören, so zu modifitlren, daß 
diese Formen, ohne fich in unbedingte kombinatorische 
Rangfolge zu stellen, gruppenweise hervorgingen, so daß 
alle diejenigen, worin die Summe der Elemente die- 
selbe Zahl ausmachte, übrigens unter sich aus die ge
wöhnliche Art geordnet, als zu einer einzigen Gruppe 
gehörig, hervorgehn mufften, so würde aus diesem Wege 
Alles geleistet, was nur gefodert werden kann. Denn



Man hätte in dem Inbegriff aller Formen, die der nem- 
lichen Summe angehörk^n den Inbegriff aller Cvesst- 
cienten-Products aus den gegebenen Reihen, die zu der 
nemlichen Potenz der Hauptgröße gehörten, zu derjeni
gen nemltch, wofür der Exponent eben jene gemein» 
schaftliche Summe senn würde.

Die gefoderke Bedingung aber, einen gemeivschaft- 
lichen Inder für alle gegebenen Reihen anzuführen, der 
zugleich die Coefficienten dieser Glieder andeutet, und 
den Exponenten der Potenz, welche daneben verkommt, 
ausdrücken soll, erfüllt sich ohne Schwierigkeit. Wir 
haben es hier noch mit Formen zu thun, deren Poten
zen nach ganzen und positiven Exponenten fortfchreiten, 
so haß in jedem folgenden Gliede eine andre ganze Zahl 
als Exponent der Potenz verkommt. Es kann also 
nichts hindern, diese Exponenten selbst zu Anzeigern der 
Glieder zu machen Selbst dann, wenn im Anfanqs- 
gliede der gegebenen Reihen gar keine Potenz der Haupt
größe vorkäme, würde nichts hindern können, o zum 
Zeichen dieses Gliedes zu machen. Es ist überhaupt 
durchaus nicht nothwendig, daß zum Behuf kombina
torischer Operationen die natürliche Zahlenreihe von i 
an, in ununterbrochener Folge zur Andeutung der ge
gebenen Elemente gebraucht werde, sondern nur das 
natürlichste , und bey völliger Willkühr vorzüglichste Ver
fahren. Haben die Glieder einer Reihe aus anderwei
tigen Gründen successiv verschiedenen Rang, so können 
die Rangzahlen derselben ohne Schwierigkeit gebraucht 
werden, um als Zeichen jener Glieder zu dienen. Es

-D 2
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ist indessen sehr leicht, wenn man will, auf jene ein. 
fache Voraussetzung auch hier zurückzukommen. Man 
kann bey jeder, nach Potenzen einer Hauptgröße geord
neten Reihe, dadurch, daß man alle ihre Glieder mit 
einer willkührlich eingerichteten Potenz der nemlichen 
Größe multiplicirt oder dividirt, augenblicklich bewürken, 
daß in ihrem ersten Gliede die erste Potenz der Haupt
größe vorkommt. Und nach vollendeter Rechnung kann 
man an den Gliedern des Resultats eben so leicht, aus 
umgekehrtem Wege, wieder verbessern, was durch jene 
Veränderung einstweilig unrichtig geworden seyn mag. 
Insofern sind wir also berechtigt, die Formen, welche 
wir hier miteinander zu multipliciren haben, alle so 
anzunehmen, daß in ihrem ersten Gliede die erste Po
tenz der Hauptgröße, in den folgenden successiv höhere 
vorkommen, so daß dem gemäß die Reihe der natür
lichen Zahlen, nur daß Lücken darin gestattet sind, zu
gleich die Coefsicienten und den Rang der Potenzen in 
den einzelnen Gliedern andeuten kann.

Am einfachsten und zugleich am häutigsten anwend
bar ist dabey die Voraussetzung, daß alle die gegebe
nen Reihen in gänzlicher Vollständigkeit, alle Glieder, 
zwischem dem des ersten, und dem des höchsten Ranges 
enthalten. Alsdann kann, wie vorher, für sie alle ein 
gemeinschaftlicher Index, die Reihe der natürlichen Zah, 
len gebraucht werden, so daß, während der Bildung 
der Variationsformen, auf keine der einzelnen Reihen 
ferner Rücksicht genommen zu werden braucht. In
dessen bleibt diese Voraussetzung doch nur speciell.
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Hatte die eine Reihe nicht ebensoviele Glieder als die 
andre, fehlten hier und dort in dieser oder jener Glie
der eines gewissen Ranges die in andern verkämen, so 
MÜsste für jede Reihe ein besondrer Index, freylich im
mer aus der Reihe der natürlichen Zahlen gebildet, an
genommen, auf die Stelle der Variationsformen, wel
che den Gliedern dieser Reihe angewiesen ist, bezogen, 
und wahrend der Entwicklung der einzelnen Complexio- 
nen jedesmal in Rücksicht genommen werden. Inso
fern blieben also hier alle schon vorhin aufgestellten Ge
setze des VariirenS völlig ungeandert.

Um mit dem einfachsten Falle anzuheben, so mö
gen mehrere Reihen mit gleichvielen und gleichhohen 
Gliedern vorhanden seyn. Es werde verlangt, alle 
Variationssormen aufzustellen, in denen die Elemente 
eine gewisse, unabänderlich bestimmte Summe darstel
len, und dabey sämtlich zu der, durch die Zahl oer 
Reihen vorgeschriebenen Classe gehören. Dabey wird 
ein gedoppelter Fall erwogen werden müssen: entweder 
die Glieder der Reihen gehn in unbestimmte Weite fort, 
so daß deren von jeder noch so hohen Zahl vorhanden 
sind, oder siechrechen mit einem Gliede von bestimme 
vorgeschriebener Höhe ab.

Das Verfahren, welches sich auch hier zuerst dar- 
bietet, ist das coordinirende, welches von der niedrig
sten Form zu den successiv höheren fortschreitet. Um die 
niedrigste Form zu finden, setzt man in alle früheren 
Stellen das Niedrigste, was man besitzt, das heisst 
hier lauter Einen, aber in die allerlezte Stelle ein
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Element, groß genug um mit jenen Einen die geso- 
derte Summe voll zu machen. Bey einer beschränkten 
Zahl von Elementen hat man vielleicht kein so hohes 
mehr in seiner Gewalt, alsdann also besetzt man die 
lezte Stelle so hoch als man darf, und legt von dem 
Reste, der nun noch an der Summe, welche die Form 
darstellen soll fehlen wird, allmälig den vorhergehenden 
St Uen das Höchste bey, was man nehmen kann, um 
die in ihnen zum Vorschein kommenden Elemente nicht 
über die vorgeschrtebene Grenze zu treiben, wobey sich 
von selbst versteht daß man einer früheren Stelle nicht 
eher eine Erhöhung geben darf, als bis die, auf sie 
folgende, spätere, keine mehr anzunehmen fähig ist. 
Um zu einer schon gegebenen Form die nächsthöhere, 
dkrs tben Summe und Classe ungehörige, zu finden, suche 
man die späteste Stelle auf, deren Element sich erhö« 
hen lässt, weil in einer noch spateren Stelle ein er- 
niedrigungssähiges Element vorhanden ist, welches den 
Stoff dazu hergeben kann. Man erhöhe das erste Ele
ment um eine Einheit, fülle alle folgenden Stellen auch 
mit Einen aus, und setze in die lezte ein Element, 
welches mit allen übrigen die verlangte Summe hervor, 
bringt Sollte ein so hohes Element nicht vorhanden 
seyn, so verfahre man genau wieder, wie bey der Bil
dung der niedrigsten Form in dem nemlichen Falle 5).

H Sollten, bey einer unbedingt fortschreitenden Ele- 
menrenreihe alle Varialionsformen der vierten Classe 
zur Summe y, (was man nicht unschicklich durch 4 andersten könnte, gebildet werden, so würde die
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Auch durch Aufsteigen von einer Classe zur andern, 

kann man solche, einer bestimmten Classe und Summe 
ungehörige, Variationsformen erzeugen, und zwar auf 
mehr als eine Weise. Will man z. E. die einmal vor
geschriebene Summe festhalten, und nur von den For
men , die diese Summe in niedrigern Classen darsteüen, 
allmälig zu denen der höheren Classen aufsteigen; so 
gilt folgende Vorschrift. Gehn die Elemente so hoch 
hinaus, so giebt es schon in der ersten Classe eine 
Form, welche die verlangte Summe darstellt; es ist 
die Zahl dieser Summe selbst. Ist das aber nicht der

niedrigste Form m6, und aus ihr bildeten sich, 
den Regeln gemäß, allmälig die folgenden: nr6, 
irzr, H43, H34, H43, H52, iiüi, 1215, 1224, 
1233, 1242, 1251, IZI4, IZ2Z, 1332, 1341, 1413, 
1422, 1431, I5l2, 1521, 1611, 2HZ, 2124,2133, 
2142, 2151, «. s. w.

Wäre hingegen das höchste vorhandene Element 
4> so würde die erste Form nicht mehr mb blei
ben dürfen; setzte man 1114, so fehlten an der 
Summe noch zwey Einheiten, die folglich auf die 
nächste Stelle nach der lezten geworfen werden müs
sen. So ist also hier die niedrigste Form 1134, 
und es entsteh» aus ihr folgende: 1134, 114z, 1224, 
I2Z3, 1242, 1314, 1323, IZ32, 1341, 2134, 2133, 
2142, 2214, 2223, 2232, 224t, 2313, 2322,2331, 
2412, 2421, 2511, 3114,3123, 3132, 3141,3213, * 
3222, 32gr, 3312, 3321, 3411, 411z, 4122, 4131, 
4212, 4221, 4311.

Es gibt eine Menge von kleimn Kunstgriffen 
und Abkürzungen bey dem lezten Verfahren, die Je
der, bey einiger Uebung, sich selbst abstrahiren wird.
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Fall, so muß dle niedrigste Classe, welche wegen der 
Beschränktheit der Elemente, zu der vorgeschriebenen 
Summe möglich ist, erst anderweitig hervorqebracht 
werden. Alsdann dividirt man die Summe durch das 
höchste vorhandene Element, setzt für jede Einheit des 
Quotienten dieses Element selbst, und, voran dieser 
Reihe gleicher Elemente, den Rest, welcher bey der Di- 
Vision etwa geblieben ist: dadurch erhält man die erste 
Form der niedrigst möglichen Classe, zu welcher die 

^übrigen, der nemltchen Classe angehörigen, am bequem- 
sten durch das coordinirende Verfahren gefunden wer
den können. Um aber aus allen Formen einer gewis
sen Classe zu vorgeschriebener Summe, alle Formen der 
nächsthöheren Classe zu derselben Summe obzuleiken, 
setze man den ersteren, indem man ihr Endelement 
um Eins verringert, und diejenigen weglässt, welche 
schon Eins zum Endelement haben, folglich keine solche 
Verringerung mehr gestatten, Eins wieder vor, so hat 
man wenigstens alle die Formen der neuen Classe, 
welche Eins an der Spitze führen können. Und nun 
gehe man von Ordnung zu Ordnung in dieser neuen 
Classe fort; in allen Formen, die ein gleiches Anfangö- 
element haben, dieses um eine Einheit erhöhend, und 
dabey das Endelement um eine Einheit erniedrigend, 
mit Weglaffung der Formen, die schon die Einheit 
zum Endelement haben. So gelangt man von einer 
Ordnung allmälig zur andern; nur daß man, bey Be
schränktheit der Elemente, in den aümaligen Erhöhun«
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gen die vorgeschriebene Grenze nicht überschreite /), 
Man könnte auch, bey der zweyten Methode, aus den

t) Bey unbegrenztem Fortschritt der Elemente sind z. E.
die Variationen znr Summe 7 nach ihren verschie-
denen Classen folgende:

e) 3 4 § 6 7-V ?v ?V -V -V
7 IÜ H5 HL4 I1IIZ IIIII2 mim

75 124 II2Z ii 122 IIII2I
34 133 1132 11131 III2II
43 142 1141 11212 II2III
52 iZi I2lZ 11221 I2IIII
61 214 1222 11311 211II1

22z I2ZI I2I12
232 IZI2 12121
24 r I32l 12211
313 I4H I3IH
322 2113 2III2
33l 2122 21121
412 2IZI 212II
421 2212 22III
5" 222l 3II11

2ZH
3112
3121
3211
4IH

Ware hingegen die Reihe der Elemente nur bis 4 
gegangen, so wäre 34 die arithmographisch niedrigste 2
Form gewesen, die aus hätte beybehalten wer
den dürfen, und eben so müssen aus den folgenden 
Elasten die Formen weggelassen werden, worin Hö
here Elemente als 4 vorkommen. Hier ist offenbar 
das von Classe zu Classe aufsteigende Verfahren 
mangelhaft, denn man muß bey dem Forrschreiten 
zu einer neuen Classe auch auf die Formen der vor
hergehenden Rücksicht nehmen, die wegen der Be-
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Varlatlonsformen der vorhergehenden Classe dadurch 
zu denen der folgenden für die nemllche Summe ge
langen, daß man jede dieser gegebenen Formen nähme, 
und ihr Endelement auf alle mögliche Arten in zwey 
Theile zerfällte, wobey diejenigen, deren Endelement 
schon Eins wäre, nicht in Anschlag genommen werden 
dürften. Ueberhaupt lassen sich die Regeln der Da. 
riation zu bestimmten Summen auf mancherley Arten 
modificiren. ,

Will man endlich, bey der Bildung einer Varia« 
tionsclasse zu vorgeschriebener Summe, alle Formen 
der nächstvorhergehenden Classe zu allen niedrigern 
Summen als bekannt voraussetzen, so wird die Regel 
so lauten: man nehme allmälig jede Gruppe von 
Formen der vorigen Classe, die einer niedrigeren 
Summe zugehört, und füge ihren Formen das 
Element bey, welches ihre Summe zu derjenigen er
gänzt, die in den verlangten Formen der nächsthöhe
ren Classe herrschen soll. Diese Regel ist es, die man 
mechanisch bey dem gemeinen Multiplicotionsverfahren 
befolgt. Ihre Anwendung ist nur da statthaft, wo 
man aüe Glieder eines zusammengesetzten Products er
holten will, aber ihre Form ist, wie sich in der Folge 
zeigen wird, von hoher analytischer Wichtigkeit.

fchränktheit der Elemente in dieser selbst nicht mit
genommen werden dürfen, und so Vieles am Ende 
wieder weglassen; was nur einstweilig zur Ableitung 
des Folgenden nöthig gewesen ist.
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Die eben dargestellten Vorschriften sind hinlänglich, 

um das Produkt mehrerer, nach Potenzen einer be
stimmten Hauptgröße fortschreitender Reihen von gleich
förmigem Bau zu erzeugen, und sowohl im Ganzen, 
als im Einzelnen, die Gesetze seiner Bildung anzuge- 
ben. Wir wollen bey dem einfachsten Falle einer sol
chen Multiplikation zuerst von ihnen Gebrauch machen.

Wir nehmen also beliebig viele zweytheilige Facto- 
ten an, die, um verschiedene zu seyn, jeder im ersten 
Theile eine besondre, beliebige, Größe, im zweyten 
hingegen olle die erste Potenz der Hauptgröße enthal
ten mögen. (In Zeichen, wir nehmen als Faktoren

x, v -j- x, 6 -j- x, u. s. w). Wir wollen unter
suchen, was für eine, nach Potenzen der Hauptgröße 
fortschreitende Form, ihr Produkt seyn werde, und nach 
welcher Rege! jedes beliebige Glied desselben gebildet sey.

Man bezeichne die ersten Glieder der Faktoren 
sämtlich durch i, die zweyten durch 2, und bilde aus den 
Elementen 1, 2, alle möglichen Variationsformen. Diese 
werden sich, wie immer, entweder durch verschiedenen 
Inhalt, vder durch geänderte Folge der Elemente von 
einander unterscheiden. Wo man nur zwey Elemente 
in seiner Gewalt hat, da kann Aenderung des Inhalts 
nur dadurch geschehn, daß man ein erstes Element her- 
auswirft, um ein zweytes dafür an die Stelle zu setzen. 
Alle die Formen also, welche verschiedenen Inhalt be
sitzen, unterscheiden sich durch die Menge der zweyten 
Elemente, die sie enthalten; alle diejenigen, welche nur 
durch geänderte Folge der Elemente von einander ver
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schieden sind, enthalten natürlich auch die nemliche Men- 
ge zweyter Elemente. Nun aber bedeutet das zweyte 
Element immer dasselbe?, nemlich die erste Potenz der 
Hauptgröße. Alle die Formen also, welche die nem« 
llche Menge von zweyten Elementen in sich schließen, 
enthalten eine und ebendieselbe Potenz der Hauptgröße, 
und gehören zu einem Gliede des Products zusammen. 
Man verfahrt also hier am bequemsten, wenn man erst 
aus den gegebenen Elementen, als unbedingt wieder- 
holbar gedacht, alle Combinationssormen bildet, von 
denen die niedrigste bloß erste Elemente, jede folgende 
ein erstes Element weniger, und dafür ein zweytes mehr 
enthalten wird, und nachher jede von diesen Formen 
auf alle mögliche Arten permutirt. Alle die Formen, 
welche durch Permutation aus einander entstanden sind, 
gehören zu demselben Gliede; alle hingegen, wobey 
eine andre Combination gemacht worden ist, gehören zu 
verschiedenen Gliedern des Products.

Es mögen also zuerst die verschiedenen möglichen 
Combinationssormen vollständig abgeleitet seyn; hernach 
aber jede von diesen auf alle mögliche Arten permutirt 
erscheinen. Bey dem Beziehn dieser kombinatorischen 
Formen auf die würklich gegebenen Reihen werden als
dann noch wesentliche Abkürzungen möglich. Zuerst 
deswegen, weil man sich um die Bedeutung der zwey
ten Elemente nicht weiter zu bekümmern braucht. 
Stehn verlangter Maßen alle die Formen zusammen, 
welche die nemliche Anzahl von zweyten Elementen ent
halten, so kann man ein für allemal diese zweyten Ele
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mente aus ihnen allen absondrrn; sie bedeuten ein Pro» 
duck aus lauter gleichen Factoren, deren jeder die Haupt- 
größe ist, stellen also eine Potenz derselben dar,, die 
gemeinschaftlicher Factor aller jener Formen ist, und 
ein für allemal als solcher aus ihnen abgesondert wer» 
den darf, um ihrer anderweitigen Summe als Factor 
wieder vorgesetzt zu werden. Nachdem dies geschehn 
ist, enthalten alle jene Formen nur noch erste Elemente; 
die eine zwar an Zahl eben so viele, als die andre, 
aber die eine nicht an den nemlicben Stellen wie die 
andre. Und jedes erste Element bekommt-seine Be
deutung aus der Stelle, worin es sieht, denn sie weist 
ihm die Reihe an, woraus es genommen werden soll, 
und es hat in einer andern Reihe einen andern Werth. 
Die Natur der Permutotionen bringt es mit sich, daß 
die permutirten Elemente allmälig in alle möglichen 
Stellen neben einander rücken, welche in den Formen 
überhaupt Vorkommen. Wenn also alle PermutationS- 
förmen, worin eine bestimmte Zahl erster Elemente lie
gen., vollständig vorhanden sind, so erscheinen in ihnen 
diese ersten Elemente allmälig auf allen möglichen Stel
len, welche die Form gestattet, so daß es das eine 
Mal nicht dieselben Stellen sind, welche sie besetzen, 
als das andre Mal. Das heisst also: man wird, bey 
der Beziehung jener Formen auf die gegebenen Rei
hen, zwar immer dieselbe Menge erster Theile aus ih
nen als Factoren zusammenstellen, aber diese ersten 
Theile werden das eine Mal aus andern Reihen ge
nommen seyn, als das andre Mal. Immer dieselbe
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Menge erster Elemente nehmen, aber sie allmä- 
lig in alle möglichen Stellen rücken lassen, bedeute^ 
also soviel, als: immer gleichviel aus den ersten 
Elementen der gegebenen Reihen zusammensehen, aber 
sie dabey auf alle mögliche Arten aus verschiedenen 
Reihen nehmen. Diese Operation kann kürzer gefasst 
«erden. Man setze bloß die ersten Glieder der gege
benen zweycheiiigcn Größen als eine besondre Reihe 
von Elementen hin; aus ihr auf alle mögliche verschie- 
dene Arten eine bestimmte Menge von Elementen zu» 
sammenstellen, heißt Combinationen uncviederholbarer 
Elemente zu einer vorgeschriebenen Classe bilden; eine 

' Operation wofür die Regeln vorher ausführlich ent
wickelt sind. Dem gemäß kann also das Gesetz für 
die Erzeugung eines Products aus den angenommenen 
zweytheirigen Factoren folgendermaßen ausgesprochen 
werden. Man stelle eine Form auf, in derem Anfangs- 
gliede noch keine Potenz her Hauplgröße verkommt, in 
deren folgenden Gliedern aber die successiven Potenzen 
eben derselben, allemal von der nemlichen Höhe, wie 
die Zahl des folgenden Gliedes, erscheinen, so daß, im 
lezten und höchsten, eine Potenz, deren Grad der An
zahl vorhanden Factoren gleichkommt, gesetzt werde. 
Die Coesficienten dieser Glieder bilden sich aus den 
ersten Theilen der angenommenen Factoren. Sie sind 
Combinationen aus diesen, als nicht wiederholbar an
genommenen Größen; jeder von ihnen ist ein Inbegriff 
aller Combinationbformen, die zu einer bestimmten 
Classe gehören, die Elemente der einzelnen Formen als



Faktoren eines Products, die Formen selbst als Theile 
eines Ganzen gedacht. Was für eine Classe von Com- 
binationsformen einen gewissen Gliede anqehören wird 
sogleich dadurch bestimmt, daß der Grad der Classe, 
und die Zahl des Gliedes, oder, was mit der lezteren 
einerley ist, der Exponent der Hauptgröße, welche in 
diesem Gliede verkommt, zusammengenommen die Zahl 
ausmachen müssen, welche die Menge der vorhandenen 
zweychLiligen Faktoren ausdrückt. (In Zeichen Es 
sollen die Faktoren: (^-j-x), (L-j-x), (6-j-x).... 
(N-s-x) mit einander multiplicirt werden; das Pro
dukt wird eine Form seyn, die mit einem Gliede, 
worin verkommt, anhevt, dann in den folgenden 
Gliedern allmalig x-, x-, u.s.w., im lezten x" ent
halten wird. Um die Coesficienken zu bilden, sehe man 
die Größen H., L, 6, . als Elemente einer ei
genen Reihe an, woraus Combinationen gebildet wer- 
den sollen, und es wird der Coesficient des Anfangs- 
gliedes, worin x^ verkommt, 6; der des ersten, x* ent- 

n — l

haltenden 6; allgemein des i^" noch dem anfangs,'- 
chen, worin x" verkommt, 6 seyn, das allerlezte aber, 
in welchem x" erscheint, wird i zu seinem Coefsicien- 
ten haben. Zusammengezogen: es ist -s- x). (L -j- x). 
(6 -f- x).... -s- x) — 6 x«> -s- e x -s. c x2 ...,

n — r

-^Lx^....-s-ix^, wenn sich das Zeichen der Combi
nation auf die Reihe L, L, ...N. bezieht). Daß 
man die Faktoren des ersten Grades, und dem gemäß 
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auch das Product eben so gut auch hätte fallend an» 
ordnen können, bedarf wohl keiner Erinnerung.

Vermöge dieser Regel sind wir im Stande, die 
Erzeugung eines Products aus Factoren des ersten 
Grades, auf die leichteste kombinatorische Arbeit, Com
bination unwiederholbarer Elemente zurückzuführen, und 
jedes einzelne Glied desselben ohne olle Mühe anzuge- 
ben. Käme es nur auf ein einzelnes Glied an, so 
würde nur eine Combinotionsclasse aus einer Reihe 
gegebener Elemente gefodert, und in diesem Falle würde 
das coordinirende Verfahren bey der Ableitung der ein
zelnen Formen das zweckmäßigste seyn. Wollte man 
aber das ganze Product mü allen seinen Coefficienten 
vollständig erhalten, zu welchem Zwecke alle Combi- 
nationsclassen aus den gegebenen Elementen vollständig 
gebildet werden müssen, so wäre ohne Zweifel das coor
dinirende, welches von den Formen einer gewissen Classe 
zu denen der nächsthöheren aussteigt, das zweckmäßigste. 
Und wenn man bedenkt, daß hier die Einzelnen Ele
mente der Formen sich multiplieiren, die Formen selbst - 
aber in eine Summe zusammenfließen, so findet man 
leicht folgende Regel heraus, wodurch die Summe 
aller Combinationöformen, die der nemlichen Classe an
gehören, am kürzesten gefunden werden kann, ohne 
daß es eines eigenen kombinatorischen Index dazu be
darf. Man setze anfangs die gegebenen Elemente ein
zeln nebeneinander, und summire sie vom Ende rück
wärts, so daß unter jedes die Summe gesetzt wird,
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die bey feinet Addition zu allen folgenden herauskommt. 
Die allererste dieser Summen lasse man weg; unter 
die folgenden setze Man die Elemente in natürlicher Ord
nung, und multiplicire jede mit dem unter ihr stehen
den Elemente. Diese Products behandle man wieder, 
wie anfangs die einzelnen Elemente; man setze unter 
jedes von ihnen das, was herauskommt, wenn matt 
es mit allen nachfolgenden zusammenaddirt. Die aller- 
erste dieser Summen wird, wie vorhin, weggelassen; 
Unter die folgenden setzt man aufs Neue die einzelnen 
Elemente, und in dieser Ordnung schreitet das Ver
fahren fort, so lange es möglich ist. Die dabey all- 
mäbg weggelossenen erst.« Summen sind eigentlich dlS 
Zahlen, welche berechnet werden sollten; sie enthalten 
die gefederten Summen der successiven CombinalionS- 
klaffen aus den gegeben Dingen, und zwar in der Ord
nung, in welcher sie selbst hervorgehn »). Der Grund,

rr) Sollte man das Prodnct der Factorent (r-j-x) 
(z-f-x) (5-s-x) (b-s-x) (ro-s-x) berechnen, und 
würde bloß für ein einzelnes Glied desselben, z.E. 
das zweyte nach dem anfänglichen, der Ausdruck 
verlangt, so müsse man, aus den Größen r, z, 5, s6, lö, im angegebenen Sinne, L berechnen, um 
es als Eoefsicienten neben x-r zu setzen. Alsdann 
müsse Man für die Dinge t, z, 5, d, rs,

den Inder: r, 2, g, 4, 5, entführe», 
um aus diesem zuerst e zu bilden, welches die For
men 12Z, 124, 12z, Ig4, tZZ, 145, 2Z4, LgZ, 245, 
Z45 begreift. Hierauf setzte man für die Elemente 
des Inder ihre Werthe, und berechnete die einzelnen,

E
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dieses Verfahrens beruht offenbar auf der bekannten Re» 
gel des CombinirenS: olle Formen der vorhergehenden 
Classe, welche höher, als mit einem gewissen Elemente 
anfangen, zusammengenommen, stellen den Inbegriff 
derjenigen dar, welchen eben dieses Element bey der

durch die Formen angedeuteten Products aus ihnen, 
15, 18, 30, 30/ Zo, bO, yo, 152, 182, zoo; die 
Summe aller dieser Products, 92z, wäre der ge
suchte Coefficient, und y2Zx- würde das verlangte 
dritte Glied des Products seyn. WoAte man aber 
alle Glieder des Products vollständig erhalten, so 
nähme die Rechnung folgendes Schema an.

r, 3, 5/ 6, is
Summen vom Ende 25) 24, 2l, 16, 10
Die Elemente 1, 3, 5, 6

Products 25, 6z, 82, 60
Summen vom Ende 22Z) 22Z, 140, 60

Die Elemente I, 3, 5
Products 22Z, 420, ZOO

Summen vom Ende 92Z) 720, ZOO
Die Elemente 3
Products 722, 900

Summen vom Ende 2622) YOO
Die Elemente I

Product 900)
Und damit hätte man, in den allmälig abgesonder
ten ersten Summen der successiven Operationen, die 
Coefficienten des gesuchten Products, welches auf 
diese Weise: 900 -j- ib2ox -j- Y2zx? -s- 228^ -j- 
2zx* -j- x- seyn würde.
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Erzeugung aller Formen für die nächsthöhere Elaste 
vorgesetzt werden darf.

Ein solches Produkt arm Faktoren des ersten Gra
des hat für die allgemeine Arithmetik eine große Er
heblichkeit. Eben so, wie sich aus Faktoren dieser Art 
durch Multiplikation eine Form von höherem Grade 
bilden lässt, wird auch das umgekehrte Verfahren: 
Zerfällung einer Form von höherem Grade, die als 
Produkt mehrerer Formen des ersten gedacht wird, in 
diese ihre einfachen Faktoren, wenigstens problematisch 
verlangt werden können. Aber die Auflösung dieser 
lezten Aufgabe fällt mit der allgemeinen Auflösung 
von Gleichungen beliebig höherer Grade völlig zusam
men, wie eine genauere Analyse der Untersuchung so- 
gleich zeigen wird.

Fünftes Kapitel.

Von dcr Zerfällung höherer Formen in 
Produkte aus einfachen Faktoren, oder der 

' Auflösung von Gleichungen höherer
Grade.

Eine Gleichung entsteht allemal, sobald Ausdrücke, 
in denen bestimmte arithmetische Operationen an be
liebigen Zahlen vorgeschrieben sind, als gleiche Resul- 
täte hervorbringend (welches das gewöhnliche Gleich
heitszeichen ausdrücken soll) dargestellt werden. Ge

E 2



63
meiniglich ist unter jenen Zahlen eine, die als Haupt
größe gedacht und bezeichnet wird, wahrend die übrigen 
nur als Nebengrößen betrachtet werden. Kommen in 
den einzelnen Theilen der Ausdrücke nur Potenzen der 
Hauptgröße von ganzen und positiven Exponenten vor, 
Lurch andre Nebengrößen nach Belieben muitiplicirt 
oder dividirt, so heisst die Gleichung eine entwickelte, 
und nimt ihren Grad vom Range der höchsten Potenz 
an, auf welche, in irgend einem Gliede, die Haupt- 
größe erhoben erscheint. Man kann durch Trangposi- 
tion alle Glieder einer solchen Gleichung auf die eine 
Seite des Gleichheitszeichens herüberschaffen, so daß auf 
der andern Seite o stehn bleibt; man kann auch durch 
Division alle Glieder mit der nemlichen Zahl das höchste 
Glied von seinem Coefsicienten befreyen. Alsdann wird 
man einen Ausdruck vor sich liegen haben, der, nach 
den bekannten Gesehen der Ordnung behandelt, die 
Grundform der AnalysiS darstellt, und dabey der Be
dingung, daß alle seine Glieder, zusammengenommen, 
o ausmachen müssen, unterworfen ist.

Sind also alle Zahlen, woraus sich eine solche Form 
zusammengesetzt hat, bestimmt und bekannt, so müssen 
sie von selbst diese gefoderte Summe hervorbringen. 
Wären aber eine oder mehrere von ihnen unbestimmt 
geblieben, also durch unbestimmte Zeichen angedeutet, 
so entstände mit Recht die Frage: ob sie wohl so ein
gerichtet werden könnten, daß die Foderung der Glei
chung dadurch befriedigt würde; und was für bestimmte 
Werthe man ihnen zu dieser Absicht geben müffce.



Besonders wichtig ist in dieser Rücksicht der Fall, wo 
man sich die Hauptgröße, nach deren Potenzen die Form 
förtschreitet, als unbestimmt denkt, und den gemäß be
zeichnet , während die übrigen Nebengrößen als bestimmte 
und individuell gegebene Größen gedacht werden. Die 
Untersuchung, ob sich für jene Hauptgröße Werthe sin- 
den lassen, welche die Federungen des angenommenen 
Ausdrucks befriedigen wird gewöhnlich Auflösung der 
Gleichungen genannt; diese Werthe selbst Wurzeln 
der Gleichung. Ihre Ausführung hangt unmittelbar 
mit den vorhergehenden Betrachtungen zusammen. Aus 
der Multiplicatlon beliebig vieler willkührlich angenom
mener Factoren des ersten Grades entspringt, ihnen 
gemäß, eine bestimmte Form von höherem Grade. 
Umgekehrt also ist wenigstens die Möglichkeit denkbar, 
eine geradezu gegebene Form von höherem Grade als 
ein Product aus Formen des ersten Grades zu betrach
ten, und in ihre erzeugenden Factoren wieder aufzulö- 
fen. Ließe sich diese Möglichkeit immer realisiren, so 
hätte man die Ausiösung der Gleichungen gefunden.

Denn es sey eine solche höhere Form gegeben, und 
man habe sie als ein Produkt sovieler Factoren des er
sten Grades, wie ihr Exponent Einheiten enthält, dar
gestellt. Man verlangt also, indem man sie o 
setzt, baß ein Product aus Factoren — o werden soll. 
Ein Prsduct kann aber nur alsdann o werden, wenn 
irgend einer der Factoren es wird, sey es auch welcher 
es wolle. Will man also alle möglichen Voraussetzungen 
Hüben, unter denen jenoFoderung erfüllt werden kann, 
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so nehme man allmälig jeden einzelnen Factor des Pro
dukts, fragend, ob es möglich sey, ihn, durch eine be
stimmte Voraussetzung in Absicht auf die noch unbe
stimmte Hauptgröße, o zu machen. Aber jeder 
solcher Factor ist eine Form des ersten Grades; eine / 
solche setzen, heisst eine Gleichung des ersten Gra
des aufstellen, deren Auflösung niemals Schwierigkeiten 
haben kann. Man setze nur aus dieser Form des ersten 
Grades die bekannte Nebengröße, welche als Theil ne
ben der ersten Potenz der Hauptgröße steht, tranöpo- 
nirend, mit entgegengesetztem Zeichen auf die andre 
Seite der Gleichung hinüber. In dieser Gestalt wird 
ste den bestimmten Werth darstellen, den die Haupt
größe haben müsscö, wenn jene Form des ersten Grades

0 werden sollte. Man wird, bey vollständiger 
Durchführung der Untersuchung, so viele neben einan
der bestehende Werthe der Hauptgröße finden, als das 
Product Factoren, oder die anfängliche Form Einhei
ten in ihrem Range gehabt hat; Werthe die in der 
Regel ganz von einander verschieden seyn werden, ob
gleich jeder von ihnen der anfänglichen Foderung Ge
nüge leistet. Ist also nur jene Zerfällung eines Pro
ducts in Factoren möglich, so gilt gewiß auch der all
gemeine Satz: es giebt für jede Gleichung so viele, von 
einander unabhängige Werthe der unbekannten Größe) 
als ihr Grad Einheiten in sich schließt.

Auch das Umgekehrte dieses Satzes lässt sich leicht 
beweisen. Giebt es für eine beliebig angenommene 
höhere Gleichung irgend einen bestimmten Werth der 



7l
unbekannten Größe, welcher den Foderungen der Glei- 
chung Genüge leistet, das heist, für die unbekannte 
Größe allenthalben an die Stelle gesetzt, den Betrog 
aller in der Form der Gleichung liegender Glieder—o 
werden lasst, so ist die Form der Gleichung unfehlbar 
ein Product aus einem bekannten Factor des ersten 
Grades in eine andere geschlossene Form. Man setze 
in der einfachen Gleichung, die jenen genugthuenden 
bestimmten Werth der unbekannten Größe darstellt, 
das bekannte Glied auf die andre Seite des Gleich
heitszeichens, so wird man eine Form des ersten Gra
des erhalten. Durch sie muß sich die Form der Glei
chung dividiren lassen, so, daß kein Rest dabey zurück» 
bleibt. Denn da dieser Divisor zweytheilig ist, so 
wird der Rest, welcher bey jeder partiellen Division 
übrig bleibt, nur aus einem einzigen Theile bestehn 
können. Man setze die Division so weit fort, bis der 
zurückbleibende Rest, wenn es einen solchen gäbe, gar 
keine Potenz der Hauptgröße mehr enthalt, sondern 
eine bloß bestimmte Zahl wird. Alsdann muß, dem 
Grundbegriffe der Division gemäß, das Product aus 
dem Divisor in den Quotienten, nebst dem übrigge- 
bliebenen Reste, den Dividend identisch wiedergeben. 
Der Dividend sollte angenommener Maßen —c> seyn, 
wenn man für die Hauptgröße jenen bestimmten Werth 
an die Stelle setzte. Das Product aus dem Divisor 
in den Quotienten wird es gleichfalls, da sein einer 
Factor, der Divisor nemlich, eine aus eben jenem 
Werthe der Hauptgröße gebildete Form des ersten



Grades ist. Es muß also auch der Rest unter der 
nemlichen Voraussetzung — o seyn. Denn wenn von 
einem Ganzen (dem Dividend), welches verschwinden 
soll, der eine Theil (das Produkt aus dem Divisor in 
den Quotienten) für sich^o wird, so muß der andre 
Theil desselben (der Rest) gleichfalls für sich — o wer
den. Aber dieser Rest enthält die Hauptgröße gar 
nicht; man mag für dieselbe jeden beliebigen Werth 
setzen, und er wird dadurch nicht asficirt werden; er 
muß also in sich selbst das heisst er muß würklich 
gar nicht vorhanden seyn,

Man bedient sich des lezten Satzes sehr häufig bey 
Gleichungen höherer Grade, für welche, auf irgend 
eine Art, wenigstens ein genugthuender Werth der un
bekannten Größe gefunden ist. Man bildet aus diesem 
Werthe eine Form des ersten Grades, diyidirt die 
Form der Gleichung durch dieselbe, und hat alsdann, 
bey den ferneren Untersuchungen über die Möglichkeit 
noch andrer Werthe der unbekannten Größe, nur auf 
den bey her Division entwickelten Quotienten, welcher 
unfehlbar eine Form von einen um eine Einheit nie« 
drigerem Grade seyn wird, Rücksicht zu nehmen,

Eine allgemeine Methode für die Auflösung der 
Gleichungen giebt e6 nicht. Alle dahin abzweckenden 
Untersuchungen sind mit vielfachen Schwierigkeiten ver
bunden, die man am besten bey der Betrachtung der 
einfachsten, zum Theil einer genügenden Behandlung 
fähigen Fülle, kennen lernen kann.
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Eins Gleichung wir- vom zweyten Grade, oder 

quadratisch genannt, wenn keine höhere Glieder als 
solche, jn denen die zweyte Potenz der unbekannten 
Größe Vorkommen, in ihr enthalten sind Wird sie 
auf o gebracht, und sind ihre Glieder gehörig zusam* 
wen geordnet, so auch das höchste Glied ihrer Form 
von seinem Factor oder Coesficienlen befreyt, so stellt 
sich in ihr eine Summe von drey, successiv im Rangs 
um eine Einheit verschiedenen Theilen dar, die —o 
ausmachen soll (x- -s-kx -j- ß —o). Um zu sehn, ob 
nicht eine solche Form ein Product aus zwry Facroren 
des ersten Grades seyn könne, singire man solche würk« 
lich (x-s-^ und x-j-v), und berechne ihr Product. 
Dieses wird eine Form des zweyten Grades (x?

-s-8)x-s.-^8). T)er Coefsicicnt des ersten Glie- 
des in ihm noch dem höchsten, ist dem Gesetze einer 
solchen Multiplikation gemäß die Summe -j- U), 
der Coefficient des zweyten das Product (^.8), aus 
den lezken Theilen der angenommene Faktoren, Diese 
Coesficienten müssen aber mit denen der gleichhohen 
Glieder in der anfänglichen Form identisch seyn, wenn 
unsere Voraussetzung bestehn soll, Die Frage ist also 
jezt auf die zurückgebracht, ob zwey noch unbekannte 
Größen sich allemal bestimmen lassen, wenn so wohl 
für ihre Summe, als ihr Produkt, bekannte Werthe 
gegeben sind (H.-j-L--k, und^.8 —^). Diese Frage 
aber beantwortet sich durch Anwendung eines leichten 
Kunstgriffs allemal bejahend. Man erhebe die Summe 
Zum Quadrat (^22^8-s-82-5°^ „^d ziehe von 
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diesem das vervierfachte Product (4^v^4^) wieder 
ab; der Rest giebt das Quadrat der Differenz eben 
jener Größen k?—4^). Man
ziehe aus dem Quadrate der Differenz die Wurzel 
des zweyten Grades, so hat man die Differenz selbst

— L m —4ß). Jezt also ist die Summe, und
zugleich die Differenz von zwey unbekannten Größen 
gegeben. In einem solchen Falle aber sind bekanntlich 
beyde leicht gesunden. Die halbe Summe, zur halben 

54.^52- -  
Differenz gesetzt, gibt die eine - - - - - - _ _ _ _ _ -);
die halbe Summe, um die halbe Differenz verringert, 

F—^(f2
gibt die andre (v —- - - - - - - - -- - - - - - - - ). Die Zerfäl-
lung einer Form vom zweyten Grade lasst sich also auf 
bestimmte Rechnungen mit den Coefstcienten dieser 
Form zurückführen.

Man kann das nemliche Resultat noch auf einem 
andern Wege erhalten, wobey man die gegebene Glei
chung des zweyten Grades durch gestattete Operationen 
auf eine andre vom ersten Grade zurückführt. Der 
Kunstgriff bey diesem Verfahren kommt bloß darauf 
an, die Form der Gleichung zur Ausziehung der Qua
dratwurzel geschickt zu machen. Man setze das völlig 
bekannte Glied der anfänglichen Form -s- 5x -s- —0), 
auf die andre Seite des Gleichheitszeichens hinüber 
(x2 -s- 5x — A). Die beyden unbekannten Glieder 
auf der ersten Seite können als die beyden ersten Pro
ducts des Quadrates einer zweytheiligen Größe ange
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sehn werden; das erste (x^) als das Quadrat des er
sten Theils, das zweyte (kx) als das doppelte Pro
dukt des ersten Theils (x) in den zweyten (^s); wenn 
lnan also nur auf beyden Seiten das Quadrat des 
zweyten Theils (^k2) hinzuaddirt, wodurch die Gleich
heit nicht leidet, und auf der andern Seite der Glei
chung nichts Unbekanntes entsteht, so hat man alsdann 
eine Gleichung, worin das Quadrat einer Form des 
ersten Grades einer bekannten Größe gleich gesetzt wird 
(x- kx-s- zk- - (x -s- zk)2 ^2 - x). Zieht man 
also auf beyden Seiten die Quadratwurzel aus, so ge
langt man zu einer Form des ersten Grades, (x-j-Ak)

— ß), aus welcher, durch eine einfache Trans- 
posltion, der Werth der unbekannten Größe gefunden 
werden kann (x- —Die Zusam- 
menstimmung dieses Resultats mit dem vorigen erhellet 
sogleich bey angestellter Vergleichung.

Wenn also Auflösung einer quadratischen Gleichung 
soviel heiffen soll, als Zurückführung der unbekannten 
Größe auf arithmetische Ausdrücke, in denen bestimmte 
Rechnungen mit bekannten, und in den Gliedern der 
Gleichung als Coefficienten gegebenen Zahlen verlange 
werden, so ist offenbar jede quadratische Gleichung auf
lösbar. Und es wird in ihr allemal nothwendig zwey 
Werthe der unbekannten Größe geben, weil in den» 
einen Theile ihres Ausdrucks hie Aus
ziehung der Quadratwurzel aus einer bestimmten Zahl 
gefedert wird, welches immer, bekannten Geletzen der 
Arithmetik gemäß, zwey verschiedene Resultate, der



Größe nach gleich, dem Zeichen nach entgegengesetzt, 
mit sich bringt. Soll aber Auflösung einer Gleichung 
soviel seyn, als Angabe einer bestimmten Zahl, die den 
Foderungen der Gleichung Genüge leistet, so siud offen
bar die wenigsten quadratischen Gleichungen einer sol
chen fähig. Denn es ist schon aus der Arithmetik be
kannt, daß sich nur sehr selten Ausziehungen der Qua
dratwurzel aus beliebig angenommenen Zahlen vollfüh
ren lassen. Wenn der Ausdruck, an welchem diese 
Operation geschehn soll, eine negative Zahl ist (Hk- — 
negativ, d. h Hk? kleiner als §), so ist es eine Unmög
lichkeit sie zu verrichten. In diesem Falle also lässt sich 
durchaus keine bestimmte Zahl angeben, die den Fode
rungen der Gleichung Genüge leistete. Alsdann pflegt 
man, mit einem sehr uncigentlichen Ausdrucke, zu sa
gen, die Gleichung habe durchaus unmögliche Wur
zeln, oder die Werthe der unbekannten Größe seyen 
unmögliche Größen. Man will eigentlich dadurch 
nur anzeigen, daß die unbekannte Größe, wenn sie be
stimmt werden sollte, Rechnungen mit bekannten Zah
len erfodert, die den Grundgesetzen aller Zahlenver- 
knüpfungen widersprechen. Gewohnt in der Elementar- 
Arithmetik olle aus Zahlen zusammengesetzte Ausdrücke, 
ob schon die Operationen wodurch sich die Zahlen erst 
verbinden sollen, nur angedeutet sind, schon zum Vor- 
aus als würkliche Zahlen zu betrachten (weil in der That 
jede durch die vier Grundoperationen der Arithmetik zu 
stiftende Zahlenverbindung, sobald man will, in eine 
bestimmte Zahl umgesetzt werden kann), behält man
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diesen Sprachgebrauch auch da bey, wo er nicht mehr 
statthaft ist. Denn höhere arithmetische Operationen, 
wie z. E. die Wurzelausziehungen, verhalten sich ganz 
anders, als die ursprünglichen, und sehr oft kann in 
ihnen Etwas gesodert werden, was durchaus unmög
lich ist.

Indessen haben solche, Unmöglichkeiten verlangende 
arithmetische Ausdrücke dennoch in der Wissenschaft 
ihren guten Nutzen, und es wird vermöge ihrer die 
Zurücksührung des Unbekannten auf Operationen mit 
bekannten Zahlen völlig geleistet. Ja es kann sogar 
oft nöthig seyn, von der Unmöglichkeit ihrer Realist- 
rung ganz zu abstrahiern; die Fiction zu macheu, als 
wenn sie wörtliche bestimmte Zahlen bedeuten könnten, 
und dem gemäß den gewöhnlichen Gesetzen der Rech« 
nung unterworfen waren. Ein solches hypothetisches 
Rechnen mit zusammengesetzten Ausdrücken, welches an 
sich ein bloßes Spielen mit Zeichen ist, und gewöhn
lich ziemlich unschicklich Rechnen mit unmöglichen Größen 
genannt wird, kann oft zu sehr reellen Resultaten füh
ren; eine vorläufige Bemerkung, wovon sich die Be
stätigung im Folgenden zeigen wird r/).

v) Die quadratische Gleichung x-— gx-s-8-o, gibt, 
aufgelöst, x—2-s-r^—g, federt also Etwas un
mögliches. Will man gleichwohl diesen Ausdruck an- 
sehn, als wäre er eine wörtliche Zahl, und den ge
wöhnlichen Gesetzen der Iahlenverknüpfung unter
worfen, so wird man finden, daß er den Foderuns 
gen der Gleichung Genüge leistet, d. h. daß er, für 
x in die Glieder der Gleichung gesetzt, würklich o
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Wenn über auch keine absolute Unmöglichkeit in 

der -uöziehung der Quadratwurzel liegt (wenn also 
positiv, mithin HF2 g^ßer als Z ist), so wird 

doch meistens eine eigentliche Auöziehung der Quadrat« 
Wurzel nicht gestattet seyn, weil der Ausdruck ein irra- 
tionaler ist. Das heisst, man wird keine Zahl finden 
können, die den Federungen der Gleichung unbedingt 
entspräche, wohl aber unrer ollen Zahlen einer gewis- 
sen Form (ganzen Zahlen oder Brüchen von beliebig 
gewähltem Nenner) diejenige, welche unter allen der 
nemlichen Form am wenigsten von der Erfüllung der 
vorgeschriebenen Bedingung abweichk. Man wird es 
in seiner Gewalt haben die gefederte Quadratwurzel in 
ganzen Zahlen, oder in Brüchen jedes beliebig vorge
schriebenen Nenners auszuziehn.

Was sich schon bey quadratischen Gleichungen er- 
eignet, wird auch bey Gleichungen höherer Grade nicht 
ausbleiben. Die Coesficienten der Form können ratio
nale, ja bloß ganze Zahlen seyn, und dennoch die 
Wurzeln der Gleichung durch irrationale, oder gar un
mögliche Ausdrücke dargestellt werden. Darin beruht 
schon eine von den großen Schwierigkeiten der Auflö
sung höherer Gleichungen. Es giebt aber deren noch

hervorbringt. Alsdann wird
(2-j-Z^-4)--4-1-4^ —4-s-(—4) 

— 4x— -8-4^—4
-s- 8 — -s- 8 ,

Die Summe beträgt, weil die unmöglichen Ausdrücke 
sich in ihr aufheben 4 —8^8--4 —o.
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mehrere, wie schon die Betrachtung der kubischen Blei» 
chungen zeigen kann.

Eine Gleichung wird eubisch, oder vom dritten 
Grade genannt, wenn sie kein höheres Glied in sich 
schließt, als ein solches, worin die dritte Potenz der 
unbekannten Größe verkommt. Aus o gebracht und 
gehörig geordnet, stellt sie, nachdem der Coefficient 
des höchsten Gliedes durch Division fortgeschafft ist, 
eine regelmäßige Form des dritten Grades dar (x? -j- 
sx2dx-s-c o). Insofern also hat sie dieselbe 
Gestalt, welche ein Product aus drey einfachen Formen 
des ersten Grades bekommen würde.

Es giebt eine Art von kubischen Gleichungen, die 
man leicht auflöscn, und für die man drey von einan
der unabhängige Werthe der unbekannten Größe nach, 
weisen kann. Diejenigen nemlich, für welche, auf 
irgend eine Weise, ein einziger Werth der unbekannten 
Größe schon gefunden ist. Man kann aus diesem 
Werthe, auf die vorhin angegebene Art, einen Factor 
des ersten Grades bilden; die kubische Form wird sich 
durch ihn dividiren, und so als ein Product aus jenem 
Factor in eine Form des zweyten Grades darstellen las
sen. Sie wird folglich o werden, nicht bloß wenn ihr 
erster Factor, sondern auch wenn der zweyte verschwin
det. Man setze also jene quadratische Form o, dies gibt 
eine quadratische Gleichung die man auslösen, und wor
aus man also noch Zwey Werthe der unbekannten Größe 
finden kann. Auf diese Art lassen sich z. E. bey den 
reinen cubischen Gleichungen (eine Gleichung wird rein
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genannt, wenn sie nur zwey Glieder, ein bekanntes und 
ein unbekanntes enthält) drey verschiedene Werthe der 
unbekannten Größe nachweisen, von denen freylich zwey 
allemal Etwas unmögliches verlangen. (Es sey die 
reine cubische Gleichung zuerst x^ — Alsdann ist 
offenbar x —a, eine Wurzel für sie; x—a folglich 
ein Factor ihrer Form, die nach ongestellter Division 
als das Product der beyden Factoren x — a, und x^ 
-j-ax-s-s2 erscheinen wird. Sie kann also auch 
werden, wenn der lezte Factor x? -j- gx -s- 
wird. Durch diese Annahme aber entsteht eine qua
dratische Gleichung, wovon die Wurzeln x — -f»

L 2
V*— u^), und xrn —- - - - - — a?)

N 2 gkürzer x— — — Z) und x — — ( — 4 —
2 2

V — 3) sind. Ware die cubische Gleichung xä-s-gZ 
gewesen, so hätte sie eine Wurzel x—— ihre 

Form also einen Factor x-s-s gehabt, und man hatte 
statt der Form das Product (x -j-s). (x? — sx-s-a^) 
setzen dürfen. Ihr letzter Factor, x^ — sx -f- a^, ^0 
gescht, hätte —s^), kürzer x^:^.

2 2
- -3) gegeben.)

Eine in gänzlicher Vollständigkeit aller Glieder 
ousgedrückte cubische Gleichung fodert zusammengesetztere 
Kunstgriffe, wenn sie aufgelöst werden soll. Zuerst 
muß man, durch Einführung einer neuen unbekannten 
Größe, ihre Gestalt dahin verändern, daß das erste 
Glied nach dem höchsten in ihr nicht mehr vorkommt.
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(Es sey die cubische Gleichung (x^ -s- ax^ -j-dx-s-e —o). 
Man führe eine neue unbekannte Größe, ein, so, 
daß x^^— Setzt man diesen Werth wörtlich 
in die anfängliche Form für x an die Stelle, so kommt 

X^ — ^3 ----------------------------------— 2^^

-s-2^2----- Lg2^.^_l.g3

- j- trx i)/ — Hba
- j-o -s-o
o — -s- " -j- d) 7 -j- - -- jba -s- c)

eine cubiscbe Gleichung, in welcher offenbar das erste 
Glied nach dem höchsten nicht mehr vorhanden ist).

Angenommen nun, eö sey eine kubische Gleichung 
in dieser lezten Gestalt -j--s-§ — o) wörtlich 
gegeben, so mache man die Voraussetzung, es lasse 
sich der Werth der unbekannten Größe in ihr durch die 
Summe zweyer Zahlen, deren jede eine Cubicwurzel 
aus bestimmten, und auf irgend eine Art mit den Coef. 
ficienten der gegebenen Gleichung zusammenhängenden 
Größen ist (7 — -s- VL) darstellen. Um diese Vor.
aussetzung zu prüfen und zu realisiern, sehe man diesen fin- 
girten Werth der unbekannten Größe wörtlich in derGlei» 
chung für sie an die Stelle, die Bedingung, daß der 
Betrag aller Glieder seyn müsse, dabey verfolgend. 
(In der Form 7^ ^^7 § soll für 7 gesetzt werden:

3 3 3 3
Es wird also 

3 3
- f-3v. Die beyden mittleren Glieder 
dieses Ausdrucks lassen sich, wenn man den gemein, 
schädlichen Faktor aus ihnen absondert, zusammengezo« 

s
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s 3 3
gen durch Z.V(^v).oder, da der lezte 

3
Faclor durch z. darstellen. So lst also: 

3

t. >
8 - 8

3
Addier o (3. V(^L)-i-^)7-s-(^-f-

Offenbar aber könnte dieser Federung Genüge geleistet 
werden, wenn jedes Glied der Summe sür sich — 0 

3
würde, also 3 - V(^L) -j- 5 — 0, und (ä. -j- L) -j- » 

o wäre.
Dies also angenommen, erhalten wir zwey Glei

chungen für die beyden fingirten unbekannten Größen. 3
Die erste z. v^L) — 5, oder schicklicher geformt, 

— — ^7 kb; die andre -j- v Und nun
bedarf es nur der Erinnerung an das bey der Auflösung 
der quadratischen Gleichungen beobachtete Verfahren. 
Wir haben hier, wie dort, die Summe zweyer Größen, 
und ihr Product; wir werden also auf die nemliche 
Welse zur Bestimmung von jeder derselben gelangen. 
Es findet sich:

und
2

—8 —^8°-Mithin
2

-
-8-1- <(8° - 2V-)
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Es ist also auch hier, wie vorhin bey den quadra» 

tischen Gleichungen, für die unbekannte Größe ein Werth 
im allgemeineren Sinne, das heißt eine Zusammen- 
sehunZ der bekannten Zahlen in der Form der Glei
chung durch bestimmte arithmetische Operationen, ge
sunden.

Aber «s zeigen sich dabey neue Schwierigkeiten. 
Zuerst die, daß in diesem Ausdrucks, wenn er in sei
nem gehörigen Umfange genommen wird, nicht drey, 
sondern neun verschiedene Zahlenformen enthalten sind. 
Die Cubicwurzel aus einer bestimmten Zahl kann, wie 
wir vorher gesehn haben, durch drey verschiedene Aus
drücke gegeben werden. Die Summe von zwey, un
bestimmt angedeuteten, Cubicwurzeln, lässt sich also offen
bar auf neun verschiedene Arten realisiren, und es wird 
hier noch einer besonderen, neben der Auflösung herge
henden Regel bedürfen, um die der Gleichung genug
thuenden Werthe darunter auszusuchen.

Ferner verlangt jeder der beyden Theile, wodurch 
die unbekannte Größe gegeben-wird, Ausziehung der 
Cubicwurzel aus einer Größe, welche selbst zweytheilig, 
und wovon der lezte Theil eine Wurzelgröße des zwey
ten Grades ist. Sobald in dieser Wurzelgröße das, 
was unter dem Wurzelzeichen steht, negativ werden 
sollte, fodert sie Etwas unmögliches, und es kann aüs 
dem Ganzen alsdann natürlich keine Cubicwurzel gezo
gen werden. Gleichwohl wird eine angestellte Probe 
sehr bald zeigen, daß gerade bey einer kubischen Glei
chung , m welcher alle drey Wurzeln mögliche bestimmte

S-.
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Zahlen sind, die Anwendung unsrer Formel auf solche 
unmögliche Ausdrücke führt rL'). Auf unserm gegen 
wattigen Standpuncte sind wir nicht vermögend, diese 
Schwierigkeit zu beseitigen, weil uns eine Methode 
fehlt, um aus einer Größe, welche selbst schon Wur 
zelgrößen in sich schließt, Wurzeln höherer Grade aus, 
zuziehn. Diese kann erst im Folgenden gegeben, und 
so die hier angefangene Auflösung kubischer Gleichun
gen vollendet werden.

Es lasst sich auch für die Gleichungen des vierten 
Grades ein ähnliches Verfahren, wie bey den kubischen 
Gleichungen, in Anwendung setzen, um einen Ausdruck, 
welcher sich bloß aus den Coesficienten der Gleichung 
gebildet Hot, für die unbekannte Größe zu erhalten. 
Indessen finden dabey wieder die nemliche Schwierig» 
keiten Statt. Für Gleichungen, die über den vierten 
Grad hinausgehn, gibt es keine solche Methode wehr, 
und bey ihnen fangt die (obschon noch nicht theoretisch 
erwiesene) Unmöglichkeit eines allgemeinen Ausdrucks 
der unbekannten Größe, womit alle übrigen Gleichun-

n) Eine kubische Gleichung, welche die Zahlen i, 2, — 
Z, zu ihren Wurzeln hat, wird so aussehu: x^ — 
8x —6no. Wendet man die allgemeine Formel
der Auflösung auf sie an, so findet sich, da hier 
F--8, 8 —-6, Eo

wo also x durch die Summe zweyer Cubicwurzeln 
auS unmöglichen Ausdrücken gegeben wird.
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gen höherer Grade im Allgemeinen behaftet sind, schon 
im ganzen Umfange an.

Von den weiteren Untersuchungen über diesen Ge- 
genstand kann an dieser Stelle nur historisch Nachricht 
gegeben werden, weil die Kenntnisse der Analysis, wel
che dazu e»sodert werden, noch nicht in unserer Ge
walt sind.

Könnte der Satz allgemein bewiesen werden, daß 
jede Gleichung wenigstens eine Wurzel haben müsste 
(unter Wurzel irgend einen arithmetischen Ausdruck 
verstanden, der sich aus den Coefficienten der Gleichung 
durch bekannte arithmetische Operationen, die vier Spe- 
cles, Potenziirungen und Wurzelausziehungen, zusam- 
mengeftht haben mögte), so würde dem Lehrsätze, wel- 
cher vorhin schon ausgestellt worden ist, zufolge, aller
dings das allgemeine Theorem festgestellt werden dür
fen, daß jede Gleichung von einem beliebigen höheren 
Grade so viele von einander unabhängige Wurzeln be* 
sitze, als der Exponent ihres Grades Einheiten enthält, 
wobey alsdann über den Zusammenhang dieser Wurzeln 
mit den Coefficienten in der Form der Gleichung das 
Gesetz gültig seyn würde, welches bey der Erzeugung 
von Formen höherer Grade aus Factoren des ersten 
Grades in Vorhergehenden abgeleitet ist.

Unter eben dieser Voraussetzung würde man be
haupten dürfen, daß sich diejenigen Wurzeln einer Glei
chung, welche unmögliche Ausdrücke in sich schließen, 
allemal auf solche zurückbringen ließen, die nur da
durch Etwas unmögliches bezeichnen, daß sie die Aus
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ziehung der Quadratwurzel aus einer negativen Zahl 
verlangen (auf die Form s -s- — r oder s—dv/' — i,
und s und b mögliche Größen verstanden). Denn es 
wird in der Folge bewiesen werden, daß jeder, noch so 
zusammengesetzte Ausdruck, wenn er nur aus der Ver
flechtung bekannter Zahlen durch beliebige bestimmte 
arithmetische Operationen erzeugt ist, sich auf eine solche 
Form würklich zurückführen lasse. Alsdann kann man 
auch den Satz feststelien, daß die unmöglichen Wur
zeln einer Gleichung, wofern sie deren enthalt, allemal 
paarweise vorhanden sind, indem nemlich eine Gleichung, 
welche a-j-b^—i zur Wurzel hat, unfehlbar auch 
a — KV — i zur Wurzel haben wird. Denn eine solche 
zweytheilige Größe, wie s -f- — r oder s — bV — i,
stellt, wenn sie auf eine beliebige Potenz von ganzen 
und positiven Exponenten erhoben wild, dem binomi
schen Lehrsätze gemäß, eine Reihe von Gliedern dar, 
welche die successiven Potenzen des zweyten Theils 
(bV" —i), -von der o"" an, in regelmäßiger Folge in 
sich schließen. Ein Glied von ungerader Zahl enthält 
eine -bey so hohe ungerade Potenz; ein Glied von ge
rader Zahl eine eben so hohe gerade Potenz dieser 
Größe. Aber eine ungerade Potenz einer solchen Größe, 

die bekannten Gesetze der Rechnung 
mit Wurzelgrößen auf sie angewendet, als wenn sie 
eine würkliche Zahl bedeutete, stellt noch immer Etwas 
unmögliches dar ( ( b < —— K«"-* 
.(V—i)-»- * -.(^—»)). Hingegen
eine gerade Potenz der nemlichen Größe gibt immer Et-
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was mögliches Es
zerfällt also das Resultat der ganzen Potenziirung einer 
solchen zweycheitigcn Größe in zwey Theile, einen mög, 
lichen und einen unmöglichen. Alle geraden Glieder 
der berechneten Potenz, zusammengenommen, geben 
den möglichen Theil; alle ungeraden Glieder, in eine 
Summe gezogen, den unmöglichen. Wenn also in der 
Form einer Gleichung für die Hauptgröße ein solcher 
Werth — *) an die Stelle gesetzt wird, so
vereinigen sich alle Glieder von gerader Zahl, welche 
aus den Substitutionen dieses Werths in die successiven 
Potenzen der Hauptgröße, welche die ganze Form ent
hält, entspringen, zu einem einzigen möglichen Aus
drucks, während alle ungeraden Glieder der einzelnen 
Entwicklungen, weil sie sämtlich Etwas unmögliches 
fodern (der Factor < — r enthalten) zu einem einzigen. 
Unmögliches andeutendem, Gliede zusammengehn. Soll 
also ein solcher Werth, in die Form der Gleichung für 
die Hauptgröße gesetzt, o hervorbringen, so müssen alle 
aus den einzelnen Substitutionen entspringende Glieder 
von gerader Zahl für sich o betragen, und eben so alle 
Glieder ungerader Zahl gleich falls für sich o ausmachen, 
weil mögliche Ausdrücke mit andern , die Unmöglichkei
ten in sich schließen, nicht eine Summe bilden können. 
Hätte man aber statt s -s- — i für die Hauptgröße
substituirt a — r, so wäre der Lauf der ganzen 
Entwicklung derselbe geblieben, weil diese zweytheilige 
Form der Größe nach dieselben Theile besitzt wie die 
vorige; eö hätte sich nichts geändert als das Zeichen 
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der ungeraden Glieder, welches, eine ungerade Potenz 
des zweyten, jezt negativ gewordenen Theils enthaltend, 
nun negativ seyn müßte, während es vorher, wie die 
übrigen Glieder, gleichfalls positiv war. Man würde 
also, nach vollendeter Substitution, die nemlichen gera. 
den Glieder wieder erhalten, und ihr Inbegriff würde 
auch jezt, wie er es vorhin gethan haben soll, für sich o aus
machen. Man würde, der Größe nach, gleichfalls die nem
lichen ungeraden Glieder wieder bekommen, nur daß sie jezt 
sämtlich das umgekehrte Zeichen von demjenigen haben 
müßten, welches sie bey der vorigen Substitution be
saßen. Aber, wenn olle diese ungeraden Glieder, ver- 
einigt, sich einander gegeseitig aufhoben, so werden sie 
das Nemliche auch noch alsdann thun, wenn die Zei
chen von ihnen allen umgekehrt werden. Es muß also 
im Ganzen bey der Substitution von «— d/'—1 in 
die Form der Gleichung o herauskommen, sobald man 
angenommen hat, daß die Substitution vona-s-b^ —i 
«ürklich o hervorbringt.

Diesem Säße gemäß, darf, unter der anfänglichen 
Voraussetzung, behauptet werden, daß die unmöglichen 
Wurzeln einer Gleichung, wofern sie selche enthält, 
allemal paarweise vorhanden sind, so daß neben einer, 
in welcher das, was die Unmöglichkeit des Ausdrucks 
hervorbringt, das -j- Zeichen hat —i), alle
mal noch eine zweyte vorhanden ist, die sich von jener 
ersten bloß dadurch unterscheidet, daß in ihr eben dabey 
das — Zeichen vorkommt (s — — r). Unter den
Factoren des ersten Grades, aus denen sich die Form 
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der Gleichung zusammensetzt, sind also die beyden, 
welche aus diesen Werthen der unbekannten Größe ent
springen ((x — (a-s-KV — i) und(x —(a——r)). 
Das Product aus diesen beyden Factoren des ersten 
Grades, nach den Regeln der gewöhnlichen Multipli
kation, als wenn sie hier gültig wären, berechnet, gibt 
kine Form des zweyten Grades (x?— sax-j-g2-j-b) 
deren Coesficienten durchaus nichts Unmögliches mehr 
enthalten.

Insofern gilt also das bekannte Theorem: eine Form, 
welche reelle Coesficienten hat, lasst sich in lauter reelle 
Factoren, entweder vom ersten, oder vom zweyten Grade, 
(binomische oder trinomische Factoren) oder in Factoren 
von beyderley Arten Zerfällen.

Diese Sätze als richtig vorausgesetzt, lassen sich 
zwar noch keine allgemeine Regeln über die Auflösung 
der Gleichungen, aber wohl sehr viele interessante Be
ziehungen zwischen den Wurzeln derselben, und andern, 
damit zusammenhängenden, Größen ableiten Sätze, deren 
vollständige Ableitung indessen noch mehr Kenntnisse der 
allgemeinen Arithmetik erfodert, als im Vorhergehen, 
den enthalten sind. Es mag also an dieser Stelle ge- 
nug seyn, die einfachste unter den Nähenmgsmethoden, 
wodurch man reelle Wurzeln einer gegebenen Gleichung 
mit beliebiger Genauigkeit entdecken kann, näher aus
einander zu setzen.

Angenommen, daß die Form der Gleichung be- 
stimmte Zahlen zu Coesficienten habe, so beruht die 
A", wie man durch anzustellende Versuche Grenzen
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finden kann, zwischen denen Wurzeln von ihr enthüllen 
seyn müssen, auf folgender Betrachtung. Hätte die 
Gleichung lauter unmögliche Wurzeln, so mögte man 
für die unbekannte Größe jede beliebige Zahl, positiv 
oder negativ, ganz oder gebrochen, substituiren, und 
es würde allemal ein positives Resultat zum Vorschein 
kommen. Denn die unmöglichen Wurzeln, jedesmal 
die beyden paarweise zusammengenommen, welche noth
wendig zugleich vorhanden seyn müssen, bringen in die 
Form der Gleichung Factoren des zweyten Grabes von 
der schon vorhin dargestellten Form (x»—ssx-j-a^b), 
welche kürzer als Quadrat einer Differenz, nebst einem 
angehenkten positiven Theile ((x — 3)2 -s- b) dargestellt 
werden kann. Aber diese Form gibt offenbar, man 
mag für die unbekannte Größe in ihr setzen was man 
will, allemal ein positives Resultat, denn jedes Qua
drat, sey seine Wurzel was sie wolle, ist immer posi. 
tiv. Kommt es also nur darauf an, zu bestimmen, 
welches Zeichen der Tota'werth einer Form annehmen 
werde, wenn man für die Hauptgröße derselben belie
bige Zahlen substituirt, so braucht man auf die un
möglichen Factoren dieser Form keine Rücksicht zu neh
men, und kann sie als gar nicht vorhanden ansehn, 
weil Factoren, die zusammen immer ein positives Re
sultat geben, auf das Zeichen des ganzen Products kei
nen Einfluß haben können. Diejenigen Factoren einer 
solchen Form hingegen, welche aus möglichen Werthen 
der unbekannten Größe entspringen, können allerdings 
das Zeichen des ganzen Products bald so, bald anders
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ausfallen machen, je nachdem der Werth beschaffen ist, 
welchen man für die unbekannte Größe an die Stelle 
setzt. Es sey x —a -ine Wurzel der Gleichung, also 
x — s ein Factor ihrer Form. So lange man für x 
Etwas setzt, das mehr betragt, als s, wird dieser Factor 
ein^n bestimmten positiven Werth haben; wenn man 
hingegen für x Etwas annimt das kleiner ist als s, 
so wird x — a negativ werden muffen. Und so kann 
das eine Mal das Product sehr wohl das umgekehrte 
Zeichen von demjenigen erhalten, welches eben dasselbe 
das andre Mal bekommt. Allgemein darf man be
haupten: zwey verschiedene Werthe der unbekannten' 
Größe, die eine ungerade Menge von Wurzeln einer 
Gleichung zwischen sich fassen, so daß der eine mehr 
beträgt, als alle diese Wurzeln, der andre hingegen 
weniger als sie alle, geben, in die Form der Gleichung 
substituirt, und den Betrag derselben gehörig zusam
mengerechnet, allemal Resultate von verschiedenen Zeichen.

Es mögen, der Größe nach geordnet, ... s, d, e, Z, 5 
«. s. w. Wurzeln einer Gleichung vorstellen. Alsdann 
wird das Product ..(x — g)(x —d).(x — e).(x — 6) 
(x— i)... die Form der Gleichung geben. Man 
fetze für x einen bestimmten Werth, welcher zwischen 
Zwey von den Wurzeln der Gleichung z. E. zwischen 
» und K fällt, das heiße, welcher kleiner ist als s, 
und größer als b. Alsdann wird (x—a) und alle 
vorhergehende Factoren in der Form der Gleichung, 
weil in ihnen vom Kleineren das Größere abgezogen 
wird, negativ werden müssen, (x-^d) hingegen, und 
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alle folgenden Fütteren, well bey ihnen das Umgekehrte 
Statt findet, sämtlich positiv. Man setze nachher für 
x einen zweyten Werth an die Stelle, der eine unge
rade Menge van Wurzeln der Gleichung mehr als der 
erstere vor sich liegen hat, von denen er an Größe 
übertroffen wird, z. E. einen Werth, der zwischen ä 
und k liegt. Alsdann wird jeder von den Factoren, 
welche vorhin positiv wurden, weil man damals für x 
Etwas setzte, das größer war als ihre zweyten Theile, 
(x —b), (x —c), (x —^), nun, da man für x Et
was substituirt, das kleiner seyn soll, als ihre zweyten 
Theile, das — Zeichen annehmen, während olle fol
genden Factoren (x — k)... weil in ihnen, wie an
fangs, für x Etwas größeres als ihre zweyten Theile 
substituirt wich, das vorige Z ichen behalten. Es wird 
also, in dem angenommenen Producte, bey der zwey
en Substitution, eine ungerade Menge von Factoren 
mehr als bey der ersten negativ, während alle übri- 
gen ihr Zeichen ungeändert beybeholten. Aber eine 
ungerade Menge negativer Factoren gibt allemal ein 
negatives Product, und wenn eben diese Factoren vor
her sämtlich positiv waren, die übrigen aber in beyden 
Fällen durchaus die nemlichen Zeichen behalten, so muß 
das Product das eine Mal nothwendig ein andres Zei
chen bekommen, als das andre Mal. Aus eben dem 
Grunde erhellet, daß zwey Werthe von x, zwischen 
denen eine gerade Menge von Wurzeln der Gleichung 
enthalten ist, da eine gerade Menge negativer Facto
ren eben so gut ein positives Product geben, als wenn
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sie sämtlich positiv geblieben mären, Resultate von dem 
nemlichen Zeichen geben müssen, wenn sie in die Form 
einer Gleichung substituirt werden.

Man darf also, unter der anfänglichen Voraus- 
sehung, folgenden Satz mit Gewißheit behaupten: 
Wenn zwey Werthe der unbekannten Größe, jeder für 
sich in die Form einer Gleichung subsiiruirt, bey der 
Berechnung des aus allen ihren Gliedern entspringen« 
den Betrages, Resultate von verschiedenen Zeichen dar« 
bieten, so liegt zwischen diesen bestimmten Werthen 
wenigstens eine; vielleicht auch mehrere, aber ge
wiß jedesmal eine ungerade Menge von den Wurzeln 
der Gleichung. Wenn ober zwey Zahlen, für die un
bekannte Größe an die Stelle gesetzt, beydemale Re
sultate von gleichen Zeichen hervorbringen, so liegt zwi
schen ihnen entweder gar keine Wurzel der Gleichung, 
oder eine gerade Menge von solchen.

Will man also, um den Wurzeln einer gegebenen 
Gleichung durch Versuche beyzukommen, für die unbe
kannte Größe beliebige Zahlen an die Stelle setzen, so 
wird eine solche Probe, wenn schon die Glieder der 
Gleichung nicht zusammen o ausmachen, also das Sub- 
siituirte keine Wurzel der Gleichung ist, doch nicht 
immer vergeblich angestellt seyn. Man wird das Zei
chen, welches das Resultat der Substitution bekommt, 
bemerken; gäbe eine andrer Werth der unbekannten 
Größe dem Resultate seiner Substitution ein andres - 
Zeichen, so läge zwischen diesen beyden Werthen zu- 
verlässig wenigstens eine Wurzel der Gleichung, die 
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man auf diese Weise wenigstens in Grenzen eingeschlos- 
sen haben würde. Freylich bleibt das Verfahren auf 
diese Art noch sehr unvollkommen; die unmöglichen 
Ausdrücke, welche in vielen Fällen den Federungen 
der Gleichung Genüge leisten werden, entdeckt man 
vermöge seiner gar nicht; selbst die möglichen Wur
zeln der Gleichung, wenn man nicht die Menge der 
onzustellenden Proben ins Unendliche anhäufen will, 
können dabey zum Theil verborgen bleiben, indessen 
Hot es doch schon dadurch großen Wert^, daß es ein» 
zelne, und gewöhnlich wohl die meisten von den Wur
zeln der Gleichung zu erforschen, und mit beliebiger 
Genauigkeit zu bestimmen erlaubt. Insofern mag hier 
der bequemste Mechanismus desselben etwas ausführli
cher dargestellt werden.

Man suche anfangs, ob nicht Wurzeln einer gege
benen Gleichung zwischen benachbarten ganzen Zahlen 
eingeschloffen sind. Dies geschieht, indem man für die 
unbekannte Größe successiv alle ganze Zahlen, o selbst 
mit eingelchioffen, an die Stelle seht, und den Werth, 
welchen die Form der Gleichung dafür annimt, berech. 
net. Man muß sich aber nicht bloß auf positive ganze 
Zahlen beschranken, sondern eben so gut bey diesen Sub
stitutionen die negativen gebrauchen. Wo sich alsdann 
in unmittelbar auf einander folgenden Resultaten ver
schiedene Zeichen vorfinden, da liegt gewiß zwischen den 
beyden benachbarten ganzen Zahlen, deren Substitu. 
lion diese Resultate gegeben hat, eine Wurzel der Glei
chung. Dieses Verfahren ist, wenn man dabey Sähe 
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zu Hülfe rufen will, die erst in der Folge erörtert wer
den können, noch großer Abkürzung fähig, besonders 
um bestimmt wissen zu können, wie weit man bey den 
successiven Substitutionen fortzugehn braucht, und von 
.welchem Puncte an man keine fernere Proben mehr 
zu machen nöthig hat, weil man sicher seyn kann, daß 
sich bey den folgenden Substitutionen keine Zeichen
abwechslungen in den Resultaten mehr ereignen werden «).

-r) Wenn man in die Form einer Gleichung für die 
unbekannte Größe successiv o, i, 2, 3, u. s. w. an 
die Stelle setzt, so bilden die successiven Resultate 
selbst eine Reihe von Zahlen, die einem bestimmten 
Gesetze unterworfen sind. Bey einer, auf solche Art 
entsprungenen Reche findet aber allemal nachfolgende 
(später einer ausführlichen Betrachtung zu unterzie
hende) Eigenschaft statt. Die Differenzen ihrer be- .

, uachbarten Glieder bilden selbst wieder eine Reihe 
(erste Differenzreihe); eben so aufs Neue die Diffe
renzen benachbarter Glieder in dieser (zweyte Diffe
renzreihe), und so fort. Aber man kommt dabey 
endlich auf eine Differenzreihe, worin alle Glieder 
durchaus dieselben sind, woraus sich also keine fer
nere mehr bilden lassen. Ihre Zahl, ausdrückend, 
die wievielste der allmälig aus einander abgeleiteten 
Differenzreihen sie ist, stimmt immer mit dem Grade 
der Form, woraus die Hauptreihe entsprang, völ
lig zusammen; jedes Glied in ihr ist ein Product 
aller ganzen Zahlen von i an, bis zu jenem Grade 
hinauf. Es sey z. E. die Form x^—gx-j-q; es werde 

für x — O, i, 2, z, 4, 5,..
ihr Werth 4, — Z, — 4, 7, z6, 89

So ist I DiffR. —7, — 1, ii, 29, 53
II DiffR. 6, 12, i8, 24

III DiffR. 6, 6, b
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Hat man auf diesem Wege erst eine Wurzel zwi« 
schen zwey benachbarte ganze Zahlen eingeschränkt, so

Man kann bey der Bildung dieser Reihen aber 
auch den umgekehrten Weg nehmen, von der lezten 
Differenzreihe allmälig zu den vorhergehenden, und 
so endlich zur Hauplreihe aufste-gend. Addirt man 
ein folgendes Glied einer Differenzreihe zu dem eben 
so hohen der vor ihr unmittelbar vorhergehenden 
Reihe, so erhalt man für diese ein neues, nächsthö
heres Glied. Für die allerlezte Differenzreihe kennt 
man aber alle folgende Glieder zum Voraus; man 
kann also auch alle folgende Glieder der nächsthöhe
ren Reihe durch successives Addiren finden Aus die
ser aber kann man wieder eben so die Fortsetzung 
derjenigen geben, wovon fie selbst Differenzreihe war, 
und auf diese Art fortschreiten, bis man zur Haupt
reihe gelangt ist. In unserm Beyspiele gäbe die 
Fortsetzung der zweyten Differenzreihe, die sich mit 
24 schloß,

II) 24) 30, 36, 42, 48, . . .
Daraus fände sich die Fortsetzung der ersten, die 
mit 53 aufhörte

I) 53) 83, riy, ibi, 209 ...
Daraus endlich die Fortsetzung der Hauptreihe, die 
mit 89 endigte

89) 172, 291, 452, 661 . .
welches die Werthe der anfänglichen Form für 
x b, 7, 8, 9 « » » seyn werden.

Bey diesem Verfahren sieht man augenblicklich, 
ob bey weiterer Fortsetzung der Hauptreihe noch Zei
chen-Abwechslungen möglich sind. Wenigstens so
bald die lezten Glieder aller vorhandenen Reihen 
positiv sind, kann es deren ferner nicht mehr geben.

Aber nicht bloß vorwärts, sondern auch rück
wärts lässt sich die Hauptreihe auf eine ähnliche
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ist es leicht, die Näherung zu ihrem wahren Werthe 
beliebig weiter zu treiben. Dabey ist der Gebrauch

Weife fortsetzen, so daß man den Betrag der Form 
für x — — i, — 2, — z, u. s. w. angeben kann. 
Ein vorhergehendes Glied einer Diffrrenzrejho, von 
dem an Zahl nächsthöheren der unmittelbar vorher
gehenden Reihe abgezogen, giebt ein neues, nächst- 
niedriges Glied in dieser Reihe. Man kennt aber 
alle Glieder der lezten Differenzreihe, man kann 
also durch successives Abziehn alle früheren Glieder 
der vorhergehenden Reihe finden, und so aus einer 
Reihe zur andern allmalig aufsteigend, endlich zu 
den früheren Gliedern der Hanplreihe gelangen» 
In dem vorigen Beyspiele fing sich die ilte Diffe
renzreihe mit b an; ihre früheren Glieder sind also, 
rückwärts angegeben

. . . - iZ, — 12, —6, O, (ü II
Die Iste Differenzreihe fing mit —7 an, ihre frü
heren, Glieder sind also:

-s- sy, -j- ii — r, — 7, — 7) l
Die Hauptreihe fing mit 4 an > ihre früheren Glie
der sind also: — 28,1,12,11,4)

Diese Zahlen stellen die Werthe der anfänglichen 
Form für x — — r, — 2, — Z, — 4, ... dar. 
Auch dabey kann man bald wahrnehmen, wann eine 
Fortsetzung des Verfahrens anfangt überflüssig zu 
werden. So bald die Anfangsglieder der successiven 
Reihen, nach der Ordnung von dem der untersten 
an, die von selbst lauter positive Glieder hat, re
gelmäßig abwechselnde Zeichen haben, ist die Arbeit 
als geschlossen anzusehn. Denn alsdann vermag die 
successive Subtractivu, die man an ihnen auszuübcn 
hat, um zu neuen, nachstvorbergehenden Anfangs- 
Liedern zu gelangen, nichts weiter als beständige

G"
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der Decimalbrüche kber zweckmäßigste, und man hat 
bey Fortsetzung der Untersuchung allmälig unter allen 
vom Nenner Zehn, hernach vom Nenner Hundert, 
und so fort, diejenigen beyden benachbarten, das heisst 
im Zähler um eine Einheit verschiedenen, aufzufinden, 
welche die gesuchte Wurzel zwischen sich fassen. Die Me
thode des Verfahrens könnte dabey immer die nemliche 
bleiben; ein successives Substituiren zweyer, um eine 
Einheit, die anfangs vom Range der Zehnthcile, nach
her vom Range der Hunderttheile und so weiter genommen 
werden müßte, verschiedener Zahlen, bis man zwey Re
sultate erhielte, die verschiedene Zeichen führten. Hat 
man die Wurzel schon in ganzen Zahlen gefunden, so können 
der Proben, die in Absicht auf die an sie zu henken-

Vergrößerung dessen, was vorhin in jeder Reihe 
Anfangsglied war, ohne Aenderung seines Zeichens. 
Vom Positiven etwas Negatives abziehn, heisst das 
Positive vergrößern; vom Negativen etwas Positi
ves subtrahiren, das Negative größer machen.

Für die in unserm Beyspiele angenommene Form 
würde auch der Zweck der ganzen Arbeit erreicht 
seyn, x — 2 gab zum Resultat — 4; x — z hin
gegen -j- 7; zwischen 2 und z liegt folglich eine 
Wurzel der Gleichung, xmo gab -j-4, x — i 
aber — g; zwischen 0 und i liegt also eine zweyte 
Wurzel, x — — Z endlich brächte -j-1; x — — 4 
hingegen - 28; Zwischen — z und — 4 ist folglich 
die dritte Wurzel der Gleichung enthalten.

Den bequemsten Mechanismus im Schreiben bey 
der Ausübung dieser Methode wird Jeder von selbst 
finden. Ein Beyspiel davon wird im Folgenden 
vorkommen.
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den Zehntheile überall möglich sind, höchstens neun 
seyn; eben so viele, wenn man die Grenzen schon auf 
Zehntheile zusammengezogen hat, und nun, noch enger, 
auf Hunderttheile beschränken will, und so fort. In
dessen kann in den meisten Fällen ein kürzeres Ver
fahren angewandt werden. In Absicht auf die Zehn- 
theile muß es allerdings bey der eben angedeuteten Me
thode sein Bewenden haben. Sind a und a-j-r zwey 
benachbarte Zahlen, von denen die eine «, für x in die 
Form der Gleichung substituirt, ein Resultat von an» 
derm Zeichen gibt, als a-s-i, so setze man allmällg 
für x an die Stelle a, i; a, 2 u. s. w., bis höchstens 
s, 9, um zu sehn, welcher von diesen Werthen zuerst 
im Resultate ein andres Zeichen hervorbringt, als der 
uachstvorhergehende gegeben hat. Zwischen ihm und 
diesem nachstvorhergehenden liegt alsdann die gesuchte 
Wurzel der Gleichung, deren Bestimmung auf diese 
Art schon blS zu den Zehntheilen gediehen seyn wird.

Was aber die höheren Decimalstellen betrifft, so 
kann ihre allmälige Auffindung sehr oft durch Hülfe 
des nachfolgenden Satzes abgekürzt werden. Gesetze 
man habe einen Decimalbruch, dessen höchste Ziffer ei
nen gewissen Rang (n) besitzen mag, in welchem übri
gens noch unbestimmt viele Ziffern von successiv niedri
gern Rängen enthalten seyn mögen. Dieser Deeimal- 
bruch sey als Summe aller Glieder von einer Form 
gegeben, die regelmäßig nach Potenzen einer gewissen 
unbekannten Größe, von der ersten Potenz an zu den 
successiv höheren hinauf, sortschreiten, und für den An«

G a
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fang, der Einfachheit wegen, in jedem Gliede die Einheit 
zum Coesficienten haben mag (b — 9 -s- 92
Alsdann ist offenbar jene unbekannte Größe gleichfalls 
ein Bruch, dessen höchste Ziffer wenigstens keinen hö
heren Rang besitzen kann, als der gegebene Bruch auf 
der andern Seile des Gleichheitszeichens. Alsdann 
aber lasst sich der Rang, zu welchem höhere Potenzen 
von ihr aussteigen können, sehr leicht im Allgemeinen 
bezeichnen. Eine Einheit vom nächsthöheren Range 
(hier also eine Einheit, die zum Nenner die nächstnie- 
drige Potenz von Zehn hat, —, , ) beträgt mehr, 
als jene unbekannte Größe; deren successive Potenzen geben 
also gleichfalls mehr als die ihrigen, und können in
sofern gebraucht werden, um die Grenzen zu bezeichnen, 
bis zu welchen jene nicht aufzusteigen im Stande sind. 
So kann namentlich das Quadrat der unbekannten 
Größe (9^) noch nicht bis zu einem Decimolbruche 
aussteigen, dessen Nenner 102^-2 wäre, weil der klein
ste Bruch, der diesen Nenner führen kann (—-2»-2) 

schon das Quadrat von einem solchen ist,
der mehr betragen soll, als das der unbekannten Größe. 
Eben so wenig kann die dritte Potenz (9 3) zu einem 
Bruche aufsteigen, dessen Nenner wäre, und
so weiter. Alles also, was in dem bekannten Bruche 
(b —9-j-92-j-93...), ^s der Summe jener 
Potenzen erwachsen seyn soll, vom Range des Nen
ners bis zum an — 2^", den lezceren Rang mit eiyge»
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schloffen, von Ziffern vorhanden ist, kann lediglich aus 
dem ersten Gliede der die Summe bewürkenden 
Reihe, d. h. aus p selbst berühren; erst auf die späte- 
ren Ziffern des Bruchs können die folgenden Glieder 
der Reihe in demjenigen, was ste zu der ganzen Summe 
beylragen, Einfluß zeigen. Indem man also aus dem 
bekannten Bruche (b) die Ziffern herauöhebt, welche 
sich von der n"" Decimalstelle bis zur rn — 2"", in- 
clustve, erstrecken, hat man den Werth der unbekannten 
Größe (p) bis auf eben soviele Decimalstellen richtig 
bestimmt. Allenfalls kann die Ziffer der lezten Deci
malstelle doch noch um eine Einheit zu groß seyn, wenn 
etwa aus x-, obschon es nur bis zur 2» — Dsci- 
malstelle aussteigen kann, doch bey der Addition zu x, 
wegen des UebemagenS aus einer Stelle in die nächst
höhere, welches bey der Addition decadisch gebildeter 
Zahlen so häufig vorkommt, recht wohl eine Einheit 
in die nächsthöhere Stelle übergegangen seyn kann, zu 
welcher p- sich allein nicht hinaufgereicht haben würde.

Sollten aber in der Reihe, wo die Summe der 
nach Potenzen einer unbekannten Größe fortschreitenden 
Glieder einen gegebenen Bruch ausmacht, die folgen
den Glieder (denn das erste kann man allemal durch 
Division von seinem Coefficienten befreyen) noch be
stimmte Zahlen zu Coefficienten haben, so würde sich * 
allerdings in den obigen Schlüssen Vieles ändern müs
sen Namentlich
komme alsdann Vieles auf den Coefficienten des zwey
ten Gliedes (Lx?) an. Ist er für sich ein ächter
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Bruch, so wird dadurch das zweyte Glied noch mehr 
erniedrigt, als bey der anfänglichen Voraussetzung, kann 
also zu der Summe erst in noch späteren Decimalste!» 
len beogekragen haben, Sollte hingegen dieser Coeffl 
eient eine ganze Zahl sevn, so erhöht er, mehr oder 
weniger, je nachdem er selbst größer oder kleiner ist, 
den Werth des Gliedes, und lässt dasselbe zu höheren 
Decimalstellen aussteigen, als es sonst würde darzubieten 
im Stande gewesen seyn. Etwas ähnliches gilt auch 
von den folgenden Gliedern, indessen müssten ihre Coef- 
ficlenren vechältntßmaßrg noch sehr viel beträchtlicher 
seyn, da sie sonst höh-re Potenzen der unbekannten 
Größe, die als Potenzen eines ächten Bruchs allmälig 
immer weniger betrogen, enthalten, wenn ihr Einfluß 
bey den höchsten Ziffern der ganzen Summe schon an» 
heben sollte. Ueberhaupt wird dabey jedes Mal Alles 
auf. die individuelle Beschaffenheit der einzelnen Coef» 
stcienten ankommen.

Der Gebrauch dieses Satzes bey der nähernden 
Berechnung einer Wurzel der Gleichung muß folgen» 
dermaßen gemacht werden. Vorausgesetzt, daß die 
Wurzel schon bis auf Ganze und Zehntheile genau ge
funden ist, (der Inbegriff davon mag durch a angedeu» 
tet werden); und nur noch die Hunderttheile und fol
genden Decimalen fehlen, deute man diesen lezten Theil 
der unbekannten Größe durch ein neues Zeichen (etwa x) 
an, so daß die unbekannte Größe der Gleichung als 
aus einem bekannten, und einem unbekanvten Theile 
bestehend gesetzt wird (x^s-j-x). Man substiluire 



diesen Werth für sie in die Gleichung, so wird eine 
Form entsteh», die regelmäßig nach Potenzen einer 
neuen unbekannten Größe (p) fortschreitet, von welcher 
man aber schon zum Voraus weiß, daß sie ein Bruch 
seyn werde, welcher aufs Höchste zu den Hundertthellen 
aufsteigen kann.

Man ordne die neue Form so, daß das bekannte 
Glied in ihr auf der einen Seite des GleichheitS-Zei
chens allein stehe, alle unbekannten Glieder von Unten 
an auf der andern Seite, und befreye durch Division 
das erste unbekannte Glied von feinem Coefsicienten. 
Dadurch wird eine Form entspringen, wie sie unmittelbar 
vorhin betrachtet worden ist (k —
Hindern es nur die Coefsicienten der folgenden Glieder 
nicht, so wird man aus dem bekannten Bruche auf der 
einen Seite der Gleichung (b), sogleich die Hundert
theile welche er enthält hervorheben, und als diejenigen, 
welche die unbekannte Größe (p) in sich schließt, ansehen 
dürfen. Denn wenn x nur bis zum Range (hier 
n--2) oufstieg, so kann „och nicht bis zum Range 
2» — 2 (hier 4 — 2^2) sich erstrecken, was also in der 
Summe vom Range 2 vorhanden ist, gehört ledig
lich x an.

Hat man auch die Hundertheile der gesuchten 
Wurzel auf diese Art gefunden, sv kann man für die 
Tausendtheile und folgenden Declmalstellen eben da- 
Verfahren aufs Neue beobachten. Es bedeute jezt, 
unbestimmt, » den Inbegriff aller vorhergehenden Zif
fern; die man für die Wurzel der Gleichung schon ge* 
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funden hat, x den Bruch, der noch an sie gehenkt 
werden müßte, wenn die Bestimmung auf weitere 
Decimalstellen getrieben werden sollte, und es sey die 
höchste Decimalstelle, welche p enthalten kann, dien". 
Alsdann subsiitulre man in her anfänglichen Gleichung 
für x—s-s-p, und ordne die herauskommende Form 
so, wie es vorhin bey dem einfachsten Falle vorge
schrieben wurde (k —p-j--j-....) Hindern 
alsrann die Coefstcremen nickt, so wird man aus dem 
Bruche, welcher die Summe aller unbekannten Glieder 
darstellt, sogleich alle Decimalstellen von dex n"" bis 
sn — 2"" hervorheben, und als diejenigen, welche der 
unbekannte Bruch p in sich schließen muß, ansetzen 
dürfen. Ist also n —z, wie der Fall seyn wird, wenn 
die unbekannte Größe schon bis auf Hunderttheile be
stimmt ist, so gelangt man auf diesem Wege (weil 
sn —>2 nun — 4) bis zur vierten Decimolstelle. Ist, 
bey der nächsten Wiederholung der Operation
so kommt man (da alsdann sn — s^g) bis zur ach« 
ten; wollte man noch einen Schritt weiter fortthun, 
wobey n —9 seyn würde, so gelangte man (indem 
sn —2 jezt — »6 wäre) bis zur sechzehnten Decimal- 
stelle. Und so würde überhaupt, je weiter man fort« 
schritte, um desto größer die Menge der neuen Decimal
stellen werden, welche sich bey den folgenden Operationen 
finden müßte.

Diese Methode hat freylich die Unbequemlichkeit, 
daß sie nicht im Allgemeinen ganz mechanisch und ge
radezu angewendet werden kann, sondern jedesmal ein
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vorläufiges Urtheil, gegründet auf die Beschaffenheit 
der Coefficienten in der durch Substitution veränderten 
Form der Gleichung, ersodert. Ja sie wird bey man» 
chen Gleichungen, wenigstens in Beziehung auf die 
ersten Decimalstellen einer gesuchten Wurzel gar nicht 
anwendbar seyn. Die Kunstgriffe, deren man sich zur 
Erleichterung der fortgesetzten Substitutionen bedienen 
kann, finden sich leicht bey wülkLLch angesteilter Rech
nung, und es verlohnt sich nicht der Mühe, hier dabey 
zu verweilen r/).

r/) Es sey die Gleichung x*—Zx'-igox-s-boO 
— o gegeben. -

Man suche zuerst, ob sie nicht reelle Wurzeln hat, 
die zwischen benachbarte ganze Zahlen fallen. Man 
braucht zu dieser Absicht nur die Werthe von O bis 
Z unmittelbar zu substitniren; das Uedrige geben die 
Differenzreihen

—6—5 —4 3 ^4^ 8 9
3y6 —so —»44 —»4 »y6 42Ü lüao 676 636 4861 szü 0 —2-14 —254 —24 6z6
—446 —94 »30 220 SZv »74^76—40—»501—230—256—204—50230690

352 214 »oo »o —56 —y8 I—»»6 —no> —go —26 52 »54 S80 430 
-»3S'-»»4—Y°"66—42—»8 I 6 I 32 54 78 102 »26 rzo

S4 24 24 24 24 24 ,24l 24 24 24 24 L4
Die Gleichung hat also eine ganze Zahl -j-z zur 

Wurzel; die übrigen liegen, die eine zwischen 8 und 
y, die andre zwischen — 2 uns — Z; die lezre end- 
lich zwischen —5 und —6.

Um den übrigen Wurzeln genauer nachzuforsiben, 
wird es sehr gerathen seyn, vermöge der einen, ge
nau gefundenen, indem man eine Form des erneu 
Grades aus ihr bildet (x —5), und damit die, 
Form der Gleichung dividirl, den Grad derselben 
«m eine Einheit zu erniedrigen. So kommt, nach au- 
gestellter Division die Gleichung x^ — zox - 1201110,
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Oft kann es zu manchen Absichten nüzlich seyn, für 
die unbekannte Größe einer Gleichung eine neue einzn-

deren drey Wurzeln zwischen 8 und y die erste; 
zwischen —2 und —z die zweyte, zwischen—5 
und —6 die dritte enthalten sind.

Sucht man in dieser Gleichung die Wurzel wei
ter nach, welche zwischen 8 und y liegen muß, so 
findet sich dieselbe in Zehntheilen sogleich, denn 
x —8,0 gibt zum Resultat —8/ hingegen x^8,i 
gibt -f-6,441; sie ist also in Zelmtheilen x^iZ/O. 
Um sie in Hunderttheilen zu erhalten, setze man 
x — 8/v -j- p. Dadurch verwandelt sich die Form
der Gleichung in om—8-j-i42p-j-24p*-s-p*. 
Diese, gehörig verwandelt bringt— p -s- ^2?^ 
— . Hier kann also die berührte Methode sicher 142
gebraucht werden; die Hunderttheile des Bruchs 
im 0,05 . .. sind unfehlbar die in p enthaltenen. 
Man setze also jezt ferner x^8,o5-^p. Alsdann
erhalt man o m — 0,839875 144,4075p -s-
24,15?^^?^ also, gehörig umgesetzt,
O/8ZY875 , 24,15^
144,4075 144,4075 Hier dürfen un
fehlbar wieder die beyden ersten Decimalen des be

o,83y875
144,4075kannten Bruchs — 0,0058 als p angehörig

genommen werden. Man hat also jeztx 7^8,0558-4-9.
Die Substitution dieses Werths gibt:
OH — 0,001498898888 -j- 144,69774092 p -j- 
24,1674p» -j- x^. Wiederum transponirt, 
0,00'4988 , 24,674p»-s-p»
144,697... 144,697...

Es sind hier unfehlbar die vier ersten Deeimal-
stellen des bekannten Bruchs, ^0,00001055, welche 
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führen, die mit der vorigen in bekanntem Zusammen
hänge fleht. Dies erfodert nichts weiter als ein ein
faches Substituiren. Man drücke die anfängliche un
bekannte Größe bestimmt durch die neue aus, welches 
vermöge des angenommenen Zusammenhangs zwischen 
beyden allemal möglich ist, und sehe diesen Werth in 
der gegebenen Gleichung an die Stelle der alten unbe
kannten Größe. Sie wird dadurch herausgehn, und 
es wird die neue dafür wieder erscheinen. So kann 
man nach dem gewöhnlichen Ausdrucks, die vier Spe
cies an den Wurzeln einer Gleichung ausüben, auch 
ohne sie zu kennen. Will man statt einer Gleichung 
eine andre haben, deren Wurzeln um eine bestimmte 
Zahl (a) größer oder kleiner als die der vorigen sind, 
so setze man in der ersten statt x an die Stelle y — a, 
oder y-s-s; will man, daß die Wurzeln der neuen 
Gleichung Vielfache oder aliquote Theile von denen der 
anfänglichen seyn sollen, so setze man für x an die 
Stelle oder Ein Fall, wo eine Verwand
lung dieser Art von gutem Nutzen seyn kann, ist schon 
bey den cubischen Gleichungen vorgekommen, als in ihnen 
das erste Glied nach dem höchsten fortgeschafft wurde; 
das Allgemeinere in dieser Rücksicht beruht auf fol
gender Betrachtung. Wenn in der Form einer belie
bigen Gleichung (x" -s- ax»- r -j- dx"- für die

man als Werth von p nehmen darf, so daß also, 
genau genug zu den meisten Absichten, 
x 8,05581035 gefunden ist.
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unbekannte Größe (x) eine neue(y), die um eine bekannte, 
aber für den Augenblick noch unbestimmte Größe (H) kleiner 
seyn soll (x —an die Stelle gesetzt wird, so 
entsteht bey dieser, durch den binomischen Lehrsatz leicht 
zu volisührenden, Substitution, eine Form, die nach 
Potenzen der neuen unbekannten Größe fortschreitet, 

^deren Coefficienten zusammengesetzte Größen sind, zu 
deren Bildung theils die Coessicienten der anfänglichen 
Form, theils auch die unbestimmte Größe (.4), welche 
den zweyten Theil des für x gesetzten Werths aus« 
macht, vereinigt beytragen.

Die Resultate der Substitution sind, so wie sie 
aus den einzelnen Gliedern der anfänglichen Form ent
steh», Reihen, die nach Potenzen der neuen unbekann
ten Größe fortschreiten, und sich insofern zu einer To- 
talreihs vereinigen lassen. Aber diese Reihen können 
sich nicht so verbinden, daß Glieder gleicher Zahl sich 
zu einem Hauptgliede der Summe vereinigten. Jedes 
folgende, so wie es eine niedrigere Potenz von x ent
hält, fangt auch mit einer niedrigeren Potenz von x 
an. Allgemein, wenn man ongeben soll, wie sich ein 
gewisses Glied der nach Potenzen von fortschreitenden 
Totalrcihe bildet, wird man behaupten dürfen, daß alle 
Glieder der anfänglichen, nach Potenzen von x fort« 
schreitenden Form, deren Zahl nicht geringer ist als 
die des verlangten, dazu beytragen. Es sey das ge
suchte Glied das nach dem anfänglichen, enthalte 
also Jedes Glied der gegebenen, nach Poten
zen von x fortlaufenden Form, von x" bis auf das
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r" nach ihm, welches x"-* in sich schließt, enthalten, 
wenn man in ihnen für x an die Stelle seht -j- 
einen Theil, der jene Potenz von x n^t sich bringt. 
Offenbar aber erscheint dieser Theil bey den einzelnen 
Entwicklungen desto früher, je niedriger die Potenz 
von x ist, woraus er gezogen werden soll. Bey x"^:

ist es das r" Glied — bey
n . x" — I 3 . (^-s-* ist es das (r—

und so fort bey jeder niedrigeren 
Potenz von x, in welche man snbstitulrt, ein an Zahl 
immer um eine Einheit niedriger werdendes Glied, 
w-icheS man heraushcben muß, wenn man dieselbe 
Potenz von behalten will. Es würde also die ganze 
Substitution unter folgendem Schema erscheinen: r 2 r

-j-sx r^.n—^2)7»—r . .-s-n—
r— 2

-j-PX»-^ — — .pyn-r

Die Coesstcienten der neuen, nach Potenzen von 
y fortschreitenden Form enthalten also offenbar, ausser 
denen der anfänglichen, die bekannte Größe (^), wel- 
che als zweyter Theil des Werths von x angenommen 
ist. Sie stellen, wenn man will, Formen dar, die 
nach Potenzen dieser Größe fortschreiten, und der Grad 
dieser Formen, wird mit der Zahl des Gliedes, deren 
Koefficienten sie bilden sollen, identisch seyn (das
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Glied der neuen Form, y"-* enthaltend, hat zum 
Coefficienten eine nach Potenzen von fortschreitende 
Form, die mit anhebt, also vom ist.

Man kann, diesem Gesetze zu Folge, jene bekannte, 
aber hier noch unbestimmte Größe (^), so einzurichten 
verlangen, daß dadurch irgendeiner von den Coefficien- 
ten der nach Potenzen von fortschreitenden Form 
einen vorgeschriebenen Werth erhalten muß. Durch 
eine solche Federung wird, indem man den Ausdruck 
dieses Coefficienten jenem Werthe wörtlich gleich sttzt, 
eine Gleichung entsteh», in welcher die unbekannte 
Größe ist, und von deren Auflösung die wörtliche 
Realifirung jener Foderung abhangen wird. Brauch
bar also lasst sich die ganze Betrachtung nur für den 
ersten und zweyten Coefficienten der neuen Form ma
chen, weil, indem man sie einer gegebenen Größe gleich 
seht, nur Gleichungen des ersten und zweyten Grades enc- 
stehn, während bey allen folgenden Gleichungen höherer 
Grade zum Vorschein kommen müssen. Am häufig, 
sten komme der leichteste Fall vor. Die neue Glel- 
ckung soll das erste Glied nach dem höchsten, welches 
sie bey gänzlicher Vollständigkeit ihrer Form enthalten 
muffte; nicht in sich schließen. Man sehe also den 
Coefficienten dieses Gliedes, welcher die noch nicht be- 
stimmte Große in sich fasst, "B^-j-a, das heisst: 
rr^-f-a—o. Dies gibt, als unbekannte Größe an- 

— a
gesehn, Und so entspringt die Regel. Wenn

.man aus der Form einer Gleichung (x"-j-sx"-r-j-
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.. .^O), durch Einführung einer neuen unbe
kannten Größe, eine andre Form erhalten will, in 
welcher das erste Glied nach dem höchsten nicht vor
handen ist (oder O zum Coesficienten hat, so sehe man 

afurx^:^— d. h. man laste die neue unbekannte 
Größe um eine Zahl größer seyn als die alte, welche 
herauökommt, wenn man den Coesficienten des ersten 
Gliedes in der gegebenen Gleichung durch den Grad 
derselben dividirt. Dieses Fortschaffen des erstes Glie
des gewährt bey vielen Rechnungen mit Gleichungen 
große Erleichterung.

Die höheren Untersuchungen über die Gleichungen 
und ihre Wurzeln zerfallen in zwey, dem Zwecke und 
der Methode nach sehr verschiedene Theile. In dem 
einen bemüht man sich die Wurzeln selbst zu finden; 
Kennzeichen ob sie möglich oder unmöglich sind, und 
wie viele von jeder Art ein Gleichung enthalten mag, 
anzugeben; Grenzen zu finden, zwischen denen diese 
Wurzeln enthalten seyn müssen, und so weiter. Keine 
dieser Untersuchungen ist zu einem allgemeinen Resul- 
täte gediehn. Man hat dabey vielfältig geometrische 
Betrachtungen zu Hülse gerufen; die Einmischung eines 
solchen, der Arithmetik fremden Princip mag allerdings 
zur Versinnlichung vieler allgemeinen Beziehungen bey
tragen, aber eine Erweiterung der theoretischen Arith
metik ist von ihr nicht zu erwarten. Indessen bleiben 
jene Untersuchungen dessen ungeachtet lehrreich und brauch
bar; vielfältige specielle Resultate gehn aus ihnen her-
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vor; bequemere Näherungsmethoden sind eine Frucht 
von ihnen. An diese Stelle aber gehören sie nicht, 
denn sie sehen eine vollständige Kenntniß von den allge
meinen Gesetzen der arithmetischen Entwicklungen vor
aus. Einiges von ihnen wird im Folgenden Vorkommen.

Der zweyte Haupktheil von den Untersuchungen 
über die Gleichungen ist von der wirklichen Auflösung 
unabhängig, und beschafftigt sich lediglich mit demjeni
gen, was, mit den Wurzeln einer Gleichung zusam
menhängend, und aus ihnen gebildet, berechnet wer» 
den kann, ohne diese Wurzeln selbst einzeln als bekannt 
voraugzusetzen. Die Cocsstcienten, welche die Form 
der Gleichung bey sich führt, sind gegebene Größen, 
und ihr Zusammenhang mit den unbekannten Wurzeln 
ist völlig bekannt. Verbindungen dieser Coesficienten 
unter einander, bringen also unfehlbar Größen hervor, 
die sich gleichfalls auf bestimmte Weise aus den Wur
zeln der Gleichung erzeugen, und als Resultate bestimm
ter Rechnungen mit bekannten Größen gleichfalls be
kannt sind.. Man darf im Allgemeinen behaupten: 
Jeder noch zusammengesetzte arithmetische Ausdruck, 
wozu alle Wurzeln einer gegebenen Gleichung auf die
selbe Weise beytragen, lässt sich bloß aus den Coeffi- 
cisnten, welche die Form der Gleichung bey sich führt, 
berechnen, ohne daß es im Geringsten nöthig wäre, 
die einzelnen Wurzeln selbst zu kennen. In dieser All
gemeinheit kann freylich der Satz an der gegenwärtigen 
Stelle nicht bewiesen werden; es mag aber, als Vor
bild seiner Ableitung, als Fundament der ganzen Höhe.
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ren Algebra, ln einem der folgenden Kapitel, bey Ge
legenheit einer arithmetischen Untersuchung von ahn. 
^cher Form, das Theorem aufgestellt und bewiesen wer
den, auf welchem olle jenen höheren Untersuchungen 
über die Gleichungen gegründet werden muffen.

Sechstes Kapitel.

Von der Multiplication zusammengesetzter 
Formen im Allgemeinen, und dem po

lynomischen Lehrsatz für ganze positive
Exponenten.

Die allgemeine Aufgabe: mehrere verschiedene, ober 
nach Potenzen der nemlichen Hauptgröße fortlaufende 
Formen mit einander zu multipliciren, hat im Ganzen 
weniger Schwierigkeit, als partikuläre Fälle; eben weil 
die Unbestimmtheit der Formen keine näheren Modifi
kationen der allgemeinen Regeln gestattet. Der Gang 
des bey ihr anzuwendenden kombinatorischen Verfahrens 
wird mehr oder weniger einfach seyn, je nachdem in den 
zusammengesetzten Faktoren mehr oder weniger Ueber- 
einstimmung in Absicht aus die gleichförmige Regel- 
Mäßigkeit ihres Baus staktstndet.

Will man von dem Einfachsten dieser Art au-- 
gehn, so setze man mehrere Formen, die in ihrem 
ersten Gliede sämmtlich die erste Potenz der Haupt-

H
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große enthalten, und nur regelmäßig in ihre folgenden 
Glieder die successiv höheren aufnehmrn, so daß also 
in jeder die Zahl eines beliebigen Gliedes mit dem 
Grade der darin von der Hauptgröße vorkommenden 
Potenz zusommenfällk. Alsdann tritt offenbar die 
Regel in unmittelbare Anwendung, welche im Anfänge 
des dritten Kapitels zur analytischen B-gründung des 
Variirens zu bestimmten Summen gegeben worden ist. 
Das gesuchte Product wird eine Form, die in ihrem 
ersten Gliede eine Potenz der Hauptgröße enthält, deren 
Exponent mit der Zahl der vorhandenen Factoren 
einerley ist; in ihren folgenden Gliedern ollmälig durch 
die nächsthöheren Potenzen fortschreitct, so daß die Zahl 
des folgenden Gliedes, addirt zu der der vorhandenen 
Factoren, den Grad der in ihm enthaltenen Potenz an- 
gibt; die Coefficienten der Glieder sind Variationsfor- 
men zu der Summe, welche die Exponenten ibrer 
Potenzen darstellen, gebildet aus den Reißen von Ele
menten, welche die Coefficienten der sich multipliciren- 
den Formen in ihrer natürlichen Ordnung darbielen. 
2" Zeichen: es mögen m Reihen vorhanden seyn, wo
von s x-j-bx?-j-äx^.. überhaupt den Bau 
verstellt; das Product wird eine Form werden, deren

IN

Anfangsglied ^Lx^, in welcher überhaupt das r" nach-

nachsolgende Glied ist, die Variations-
formen als Products aus den Coefficienten der gegebe
nen Factoren als reellen Elementen, die dem gemein
schaftlichen Index zum Grunde liegen, gedacht, und
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olle die, welche zu derselben Summe gehören, durch 
Addition mit einander vereinigt.

Alles kommt also, bey wörtlicher Ausführung einer 
solchen Arbeit, auf die Bildung jener Varlationöfor» 
wen zu vorgeschriebenen Summen an. Will man nur 
ein einzelnes Glied des Products, also nur eine Gruppe 
von Variationsformen, die einer individuellen Summe 
gehören soll, so läßt sich, ohne überflüssige Weitläufig
keit, für die Entwicklung der einzelnen Formen kein 
andres Verfahren, als das coordtnirende, Anfangs be
schriebene, anwenden. Bey ihm ist es nothwendig, 
für die Reihen einen gemeinschaftlichen Index einzusüh- 
ren, aus dessen Elementen bis Formen zu bilden, und 
die durch ihr Nebcneinanderstehn angedeutete Multi
plikation der Größe, wovon sie Stellvertreter waren, 
würklich vorzunehmen, um zuletzt die gefundenen Pro
dukte in eine Summe zu bringen «). Sollen hingegen

L) Sollte z. E. für das Product der drey Reihen
I 2 z 4
2X — 4X^ -j- zx* — 6x*
ZX -s- X- — 2X^ zx*
gx -j- zx^ — gx? — 2x*

das fünfte Glied nach dem anfängliche» gefunden 
3werden, so wäre dasselbe ***V.xz*r 

man müßte, um seinen Coeffieienten zu berechnen, 
aus dem Index i, 2, z, 4 alle Variationsformen 
der dritten Classe znr Summe 8 entwickeln, jede 
davon aus den Eoefficienlen realisiren, und die 
Produkte vereinigen. Diese Formen sind, indepedent 
gesucht, folgende
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mehrere Glieder des Products nach ihrer natürlichen 
Ordnung entwickelt werden, so gemährt das recurri- 
rende Verfahren in der Ableitung der ihnen als 
Coefficienten gebührenden Inbegriffe von Variation-- 
so» wen wesentliche Abkürzung. Es gibt mancherley 
kombinatorische Hcecursronen zwischen Variationsformen, 
die zu niedrigeren Summen und niedrigeren Classen 
gehören; es ist aber nur eine einzige darunter für 
unsern arithmetischen Zweck brauchbar, das heißt: so* 
beschaffen, daß sie uns nicht bloß behülflich wird, 
die Andeutung der Art, wie höhere Coefficienten 
berechnet werden müssen, abzuleiten aus den Andeu
tungen für die Berechnung niedriger Coefficienten, 
sondern in der That ein Mittel darbietet, aus schon 
gefundenen Werthen früherer Coefficienten die 
Werthe späterer abzuleiten. Diese Recursion lehrt uns

realisirt
*34 — 2 . (- 2) (- 2) — -i-8
143 — 2 . 3 . 4) — 24
224 — (- 4). l.(- 2) — 8
233 — (-4) (-2). (-4) — — 32
242 —— (- 4) - 3 - 3 —— — 36
Zl4 — 5 . 3 -2) — 32
Z2Z — 5 - l . (- 4) -20
332 — 5 (- 2) . Z ——- ZO
34r -—- 5-3-5 — "l-75
413 (-b) . z.(-4) --- - -s-72
422 - L . i . z —— 18
43l — (-6) (- 2) . z -j- 6cr

22Z —lyo^-4-ZZ
Mithin da- gesuchte Glied -j- zz x *
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aus den Inbegriffen von Variationsformen^ die in 
einer niedrigern Classe den successiven Summen an. 
gehören, den Betrag aller derjenigen linden, weiche 
in einer nächsthöheren Classe zu einer gewissen Summe 
gehören werden. Man setzt den schon berechneten 
Inbegriffen die in der vorhergehenden Classe zu successiv 
folgenden Summen gehören, jedem das Element der 
neuen Reihe, die sich mit den vorigen verbinden soll, 
bey, dessen Zahl mit der Summe, die sich in jenem 
Inbegriffe dargestellt hat, die verlangte Summe voll 
macht. Es ist nicht nöthig bey diesem Verfahren weiter 
zu verweilen, denn es ist kein andres als datz in der 
gemeinen Regel des Multiplicirens vorgeschriebene.

Ein specieller Fall unsrer vorigen allgemeinen Auf« 
gäbe verdient nähere Erwägung; wenn alle Factoren 
völlig unter einander gleichgesitzt worden sind, das 
heißt also, wenn von einem Ausdruck, welcher regel
mäßig nach Potenzen einer gewissen Hauptgröße fort- 
schreitet, eine beliebige Potenz, deren Exponent eine 
ganze positive Zahl ist, gefodert werden sollte. In 
Zeichen (ax-j-bx? -s-cx^ cix

Die allgemeine Regel der Multiplikation behalt 
natürlich alsdann ihre volle Gültigkeit. Aber es wird 
jetzt leichter, die Werthe her Variationsformen zu 
berechnen, weil jedes Element ihres Index, es stehe in 
welcher Stelle es wolle, eine feste Bedeutung, und 
immer die nemliche, hat. Aus eben dieser Ursache 
müssen alle die Variationsformen für identisch ange- 
sihn werden, welche bloß in Absicht der Folge ihrer
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Elemente von einander verschieden sind: denn sie 
bedeuten Products, in denen die nemlichen Focloren, 
nur in geänderter Folge, vorkommen. Man wird 
sich folglich bey der Bildung dieser Formen begnügen 
können, nur eine von ihnen wörtlich anzugeben, und 
daneben zu bestimmen, wie oft sie, durch Versetzung 
ihrer Elemente geändert, vorkommen werde. Es ist 
also hier hinlänglich, um jedon Coefficienten des Pro
ducts zu erhalten, wenn man alle Combinations- 
formen zu der Summe, welche der Exponent der 
im Gliede, vorkommenden Potenz ongibt, entwickelt, 
und jeder ihre Permutationszahl beyfügt.

So entsteht die Idee einer neuen kombinatorischen 
Operation, des Combinirens zu bestimmten 
Summen, deren Regel indessen bloße Modifika
tionen von denen des Varilrens seyn werden. Man 
soll aus einer gegebenen Elementen*Reihe olle mög. 
llchcn, dem würklichen Inhalt nach, von einander 
Verschiedenen Complexionen entwickeln, die (wenigstens 
hier) zu der nemlichen Classe gehören, und deren 
Elemente immer dieselbe Summe geben. Das 
Zeichen für Combinationsformen ist L; man mag 
den Rang ihrer Classe darüber, die Zahl der Summe, 
wozu sie gehören sollen, zur Linken daneben setzen, 
so das "C alle Combinationsformen der m*" Classe, 
die zur Summe n gehören, bedeuten wird.

Es ist unnöthig, die Regeln des Verfahrens bey 
dieser Operation wc-itläuftig zu entwickeln. Die Ableitung 
der Formen aus einander durch Coordinalion bleibt ganz 



H9

dieselbe, wie sie es beym Variiren war, so bald man ' 
die Beschränkung hinzufügt, daß hier bey dem Aus- 
füllen leer gewordener Stellen niemals ein kleineres 
Element auf ein größeres folgen darf a). Ebenso blei
ben alle subordinirenden Methoden völlig wie bey dem 
Variiren zu bestimmten Summen, unter beygesetzter 
Einschränkung, daß das Versetzen oder Austauschen 
der Elemente keine Unordnung in die neuen Formen

a) Wenn die Reihe der Elemente unbedingt fortgeht, 4so sind die Formen für folgende
"5
124
IZ3
22z

Bräche die Elementenreihe mit dem Element L ab, 5
so wäre z.E.

11136*
n-45 
11226
H2Z5
11244
H334
I222Z
IL2Z4
12333
22224
22233

Die näheren Anleitungen zur CombinationSlehre 
enthalten einen großen Reichthum von recurrirenden 
Regeln für Variationen und Combinationen zu be
stimmten Summen, womit sich jeder bekannt machen 
mag, den diese Untersuchungen über daS Bedürfniß 
der allgemeinen Arithmetik hinaus imeressiren.
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bringen darf. Dadurch geht dann freylich hier die 
Möglichkeit, aus niedrigern Inbegriffen, ohne ihre 
einzelnen Formen zu berühren, durch bloßes Anfügen 
neuer Elemente, zu höheren aufzusieigen, verloren.

Combinatorisch also muß die Reget für die Poten» 
ziirung einer Form, die von der ersten Potenz der 
Hauptgröße anhedt, und durch die folgenden regelmäßig 
fortschreitet, allerdings so ausgesprochen werden: man 
bilde die successiven Potenzen der Hauptgröße, von 
derjenigen anhebend, die dem Grade der verlangten 
Potenz selbst gleichkommt, und gebe jeder zum Coeffl- 
eienten den Inbegriff oller Products, die sich aus den 
Coefficienten als Elementen, zu einer Combination-- 
claffe gehörig, deren Rang der Grad der gesoderten 
Potenz, deren Summe die Potenz im jedesmaligen 
Gliede ondeutek, bilden lassen. In Zeichen (wenn der 
Buchstabe p, vor ein kombinatorisches Zeichen gesiht, 
andeueen soll, daß jede der in demselben gesoderten 
Formen mit ihrer gebührenden Versihungszahl multl- 
plicirt werden muß): j sx-j-bx? -j-ex^ -s- 6x*..

m N» m m

wobey sich das Zeichen 0 auf die Elements 
s, k, c, 6 . . . bezieht. Aber brauchbar wird diese
Regel nur dann sey», wenn man ein einzelnes heraus» 
gerissenes Glied auö dem berechneten Werthe der 

' Potenz verlangt, wo man am bequemsten durch das 
coordinirende Verführen alle Formen, die zu dessen 
Coefficienten gezogen werden müssen, ableiten, und
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hernach durch die reellen Elemente realisiren wird -). 
Wenn hingegen alle Glieder der berechneten Potenz, 
vom ersten an, bis zu einer bestimmten Höhe, gefedert 
werden, so hilft keine von den fubordinirenden Regeln, 
vermöge deren aus Combinationssormen, die an Rang 
oder Summe niedriger sind, andre höhere abgeleitet 
werden können, bey der wörtlichen Berechnung auf 
eine wesentliche Art. Man wird ohne Vergleich 
schneller zum Zweck getangen, wenn man alle diese 
scheinbaren Abkürzungen, welche die Gleichheit der 
gegebenen Factoren verspricht, gänzlich aufgibt, und 
den gewöhnlichen Mechanismus des ganz gemeinen 
Multiplicirens dafür an die Stelle setzt.

ö) Würde z. C. von der Potenz ——
i rx-s-gx- —zx^-i-zx* — ^ l *

das 7te Glied nach dem anfänglichen verlangt, so 
wäre eS es kZrne darauf an

L
" 6 aus den, durch die Zeichen i, 2, z, 4, 5 

angedeuteten Elementen 2,4, - z, 5, - 4, zu bilden.
6

Run ist "6 aus diesen beschränkten Elementen; mit 
beygefügten Borsetzungszahlen 

realistrt
§0)111145— 30)2*.5.(—4) — —960c

»2o) 1112ZZ — 120) 2^ . 4. 2) , 4) — 4608c»
60)111244— 6o)s^.4.5r — 48000
6o)niZZ4— 60)2^ (—5)». 5 21600
60)112225— 60) 2^. 4^. 4) — —>61440

Atzo) 1122Z4 —160) 2^. 42. (—z), 5 — —17280»
60) 112ZZ5 — 60) 2^4. (— Z)2 — 25920,

Summe »^»»5.680-269760 —-»54080

ES ist also das gesuchte 7t«Glied nach dem anfäng- 
Uchen--15408^ x"
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Wir können nun unsre Betrachtungen über die 
Multiplikation von Ausdrücken, die sich gleichmäßig 
nach successiven Potenzen einer gemeinschaftlichen 
Hauptgröße gebildet haben, insofern noch erweitern, 
daß wir in ihrem ersten Gliede nicht eben die erste 
Potenz, in den folgenden die allmälig immer nur um 
eine Einheit höher werdenden sehen. Es mag allgemein 
die Potenz im ersten Gliede jede beliebige seyn, die 
in den folgenden Gliedern durch beständiges Hinzu- 
kommen einer unabänderlichen, übrigens wlllkührlichen 
zweyten Größe sich erzeugen, kürzer die Exponenten 
der Potenzen mögen irgend eine arithmetische Pro
gression darstellen. In Zeichen: der Ausdruck mag 
die Gestalt ax"-s-dx**2-^-ex «4< . hoben,
wobey er und F nach Belieben ganz oder gebrochen, 
positiv oder negativ seyn darf. Ist nur diese Gestalt 
für alle Factoren die nemliche, so erhält sich, mit 
einer geringen Modifikation, die ganze vorige Regel 
der Multiplikation. Man fondre in jedem der ge
gebenen Ausdrücke die Potenz, welche er im 
ersten Gliede enthält, als Faktor ab, multiplicire alle 
Glieder mit der Potenz, welche im zweyten Gliede 
geblieben war, vergüte aber diese Multiplikation durch 
Division an dem vorher abgesonderten Faktor. In 
Zeichen: man verwandle ax * -s- bx«* -s- ex * * *;... 
in x(sx*-j-Kx-j-ex 5*. . .) Johann er
scheinen die Grade der Potenzen, die in den Gliedern 
des aus Theilen zusammengesetzten Facto-ö liegen, als 
successive Vielfache derjenigen, welche der erste Theil 
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enthalt, so daß, wenn man die letztere für den Au
genblick als eine einfache Hauptgröße ansehn, in 
Zeichen x^u setzen wollte, jeder von den komplexen 
Factoren, für sich betrachtet, in die anfängliche Grund
form, su-s-bu^-^eu^... zurückfallen würde. Für 
das Proouct aus solchen Faktoren ober haben wir die 
vollständige Regel entwickelt. Man braucht also nur 
diese Regel beyzubehalten, in ihrem Resultate für die 
einstweilig eingesührte Hauptgröße deren anfänglichen 
Werth wieder zmückzusctzen, u —x*, und die Glieder 
des Products mit den aus den Faktoren anfangs abge
sonderten Potenzen der Haupkgröße zuletzt noch sammt« 
lich zu multipliciren. So entspringt folgende allge
meine Regel. Das Product mehrerer Ausdrücke, die 
von einer beliebigen Potenz der Hauptgröße auögehn, 
und in denen die Exponenten nach derselben arithmeti
schen Progression fortlaufen, ist ein Ausdruck, in welchem 
das erste Glied die Summe aller der Exponenten, 
die in den ersten Gliedern der Faktoren vorkommen, 
als den seinigen enthalt; in welchem die folgenden Ex
ponenten nach der nämlichen Progression, wie die in 
den Factoren sorschreiten; in welchem endlich die Coef- 
ficienten Inbegriffe von VariationSformen seyn werden, 
deren Grad die Zahl der gegebenen Factoren, deren 
Summe eben diese Zahl., durch die des Gliedes wozu 
sie gehören sollen, vermehrt, ousdrücken wird. Es ver
sieht sich, daß die successiven Coefficienten der Factoren 
die Elementen-Reihen darstellen, woraus sich Varia» 
tionsformen bilden; daß die durch sie angedeuteten reel» 
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len Elemente mlt einander multiplicirt, die Produkte 
selbst aber durch Addition verbunden werden müssen. 
In Zeichen. Wenn mehrere Reihen, wie 
NX* -s-bx°*2 -l- . . . x

t gegeben sind, so wird 
Ax^Bx?*t... )
Ihr Product mit -) anheben, und im
rten Gliede nach dem anfänglichen
enthalten. Ist m die Zahl der vorhandenen Factoren, 

m
so wird der Eoessicient des rtenG^xd^ styn.

Die allgemeinste Form des polynomischen Satzes für 
ganze positive Exponenten ist ein besonderer Fall dieser 
allgemeinen Regel, und kann, ihr gemäß, so in Zeichen 
ausgedrückt werden: (sx«-r-bx-'*^-4-LX«*2r,.,)m

^7pwLx*"-s-p*"H"Ox*"*S.-l-p"4**Lx «rv 
wobey sich das Zeichen 0 aus die Coefflcienten a, d, e,.. 
als Elemente bezieht.

Haben die Factoren, deren Product berechnet wer
den soll, die einfache Gestalt, welche anfangs der 
Grundform für die allgemeine Arithmetik beygelegt ist, 
s-s-bx-s-cx -s-äx s-j-..so erhellet aus der 
vorigen Regel, daß ihr Product genau dieselbe Gestalt 
besitzen werde, H-s-kx-j-Lx^-j-vx^«., und das 
die Coessicienttzn desselben Variationssyrmen aus denen 
der Factoren seyn werden, zu einer Summe -gehörig, 
welche sich findet, wenn man die Zahl der gegebenen 
Factoren, und die des gefederten Coefflcienten zu
sammen addirt.
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Die beschwerlichste Arbeit tritt ohne Zweifel als
dann bey der Multiplikation ein, wenn die zusammen- 
gesetzten Fackoren, woraus ein Produkt gebildet werden 
soll, in Absicht auf die Exponenten der in ihren ein
zelnen Gliedern vorkommenden Potenzen ungleichförmigen 
Bau besitzen. Sind die Progressionen dieser Exponen
ten in den verschiedenen Faktoren gänzlich verschieden, so 
ist an keine Vereinigung der Partialproducke, welche die 
Multiplikation geben wird, im Allgemeinen zu denken. 
Ist aber die Progression der Erponcnten in allen Faktoren 
dieselbe, und fehlen nur hin und wieder einzelne Glieder 
dieses oder jenes Ranges in ihnen, so bleibt es zwar 
im Allgemeinen bey den vorigen Regeln. Aber es 
würde eine überflüssige Weitläufigkeit geben, wenn 
man das Produkt zuerst so berechnen wollte, als wenn 
alle seine Faktoren in gänzlicher Vollständigkeit ihrer 
einzelnen gleich hohen Glieder vorhanden wären; zu
letzt wieder weglaffend, was als nicht vorhanden ange
sehn werden dürfte, weil eins oder das andre der Ele
mente, woraus es sich zusammensetzen sollte, als o 
betrachtet werden müßte. Es entsteht also die Frage, 
ob sich nicht aus mehreren gegebenen Reihen, deren 
jede einen besondren Index erfordert, weil in ihr Ele
mente fehlen oder vorhanden sind, die in andern vor
kommen oder vermißt werden, alle möglichen Varia- 
tionsformen zu einer beliebig vorgeschrtebenen Summe 
bilden lassen? Man kann diese Formen entweder inde« 
pendent, oder durch Recursion finden. Im ersten Falle 
würde man genöthigt seyn, vorausgesetzt daß die Va-
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riationssormen unter einander geschrieben werden, über 
jede Stelle die Elemente der Reihe, woraus diese 
Stelle besitzt werden soll, vertical über einander zu 
setzen. U-bligens würden die Regeln für die Ableitung 
der einzelnen Formen die vorigen bleiben; es müßte 
bloß noch die Bedingung, nur solche Elemente in eine 
Stelle zu sehen, die sich in der Reihe der über dieser 
Stelle stehenden fänden, hinzugefügt werden c). Unter

e) Sollte von den Factoren
X — 3 X 2 -si- 5 X * — 2 X *
2 X -s- 4X — 6 x *
ZX— Zx^-^x'-s-ZX«

das Prodnct berechnet, nbd zu dem Gliede, welche- 
x" enthalten würde, der Coessicieut gesucht werden, 
so wäre die kombinatorische Andeutung desselben, 

3*o V x*o. Um alle BariationSformen zur Summe 
io auS den gegebenen Coefficienten als Elemen
ten zu erhallen, bezeichnete man die des ersten 
Factors i, - Z, 5, - 2; die des zweyten 2, 4, - H;

mit i, 2, 4, 6 mit i, Z, 5
die des dritten 8,-8, 2, Z, uud bekäme alsdann 

mit i, 4,5,6
für die independente Ableitung der geforderten Va- 
riationsformen zur Summe is folgendes Schema:

Summe -j-80 -IZ8 —-68
Mithin das verlangte Glied des Products n:-68x^

6
43 3

6 
5
4 i

I 3 6
reannrr
1.4.4 — -j- 12r 5 4 i.(-6).(-8)— 48

2 3 5 (-z).4.r — — 24
4 1 5 5.2.2 — 20
4 5 i 5 (-6) Z — — YO
6 3 i (- 2). 4.3 — — 24
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den recurrirenden Methoden, die sich für die Ableitung 
der Variationsformen bey diesen Umständen angeben 
ließen, ist für die wörtliche Berechnung keine brauch
bar, als die, welche sich in dem gemeinen Multiplica- 
tionSverfohren von selbst beobachtet findet, deren Regel 
also noch besonders zu entwickeln sehr überflüssig seyn 
würde.

Die allgemeine Regel für die Bestimmung der 
Gestalt, weiche das Product aus beliebig angenom
menen zusammengesetzten Faktoren annehmen muß, 
läßt insofern eine Umkehrung zu, als man in den Fall 
kommen kann, für jede willkühriich angenommene 
Potenz der Hauptgröße zu fragen, in dem wievielsten 
Gliede der Products sie erscheinen werde. Man ziehe 
den Grad des Potenz, welchen das Anfangsglied des 
Products enthalten muß, von dem jener angenom- 
menen ab; der Rest, durch die Differenz der in den 
Exponenten der successiven Glieder von den Faktoren 
herrschenden arithmetischen Progression dividirt, gibt 
die verlangte Zahl des problematisch angenommenen 
Gliedes.

Es verdient, als eine, in manchen Fällen brauch
bare, in den vorhin entwickelten bestimmten Regeln 
enthaltene, allgemeine Bemerkung noch besonders her« 
vorgehoben zu werden, daß bey einem Producte aus 
mehreren regelmäßigen Formen, der Coefficient jedes 
Gliedes zwar allerdings aus den Coefficienten meh- 
"rer, in den Factoren liegender Glieder zusammen
gesetzt wird, aber daß zu seiner Bildung nur sovielt 
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von den ersten Coefficienten der Factoren beytrogen 
können, als seine eigne Zahl Einheiten enthält. Diese 
Bemerkung ist unter andern in allen den Fällen von 
Erheblichkeit, wo man durch anderweitige Entwicklung 
die Factoren erst ablelten mrrß, aus denen ein Produkt 
erzeugt werden soll, weil vermöge ihrer vorgeschrltben 
wird, wie weit man in der Entwickelung der Faktoren 
zu gehn braucht, wenn die Zahl der Glieder bestimmt 
ist, welche für das Produkt berechnet werden sollen. 
In dem besonderen Falle gleicher Factoren, bleibt im 
Allgemeinen dieselbe Regel, aber sie kann noch genauer 
bedingt werden, vorzüglich alsdann, wenn die gege« 
bene Form nicht mit einem bestimmten Gliede ab« 
bricht. Wird eine, unbestimmt fortschreitende, Form, 
auf die Potenz eines ganzen positiven Exponenten 
erhoben, so bildet sich jeder Coefficient des Resultats 
aus eben so vielen von den ersten Coefficienten der 
gegebenen Form, als seine Zahl Einheiten hat; der 
erste Coefficient der Potenz aus dem ersten der Grund
form, der zweyte aus den beyden ersten ebenderselben, 
der dritte aus den drey ersten, und so fort. Dabey 
darf man ferner behaupten, daß jeder Coefficient der 
Grundform, wo er zum ersten Male bey der Be« 
rechnung von den Gliedern erscheint, nur in einem 
einzigen Products, und in ihm nur auf die erste 
Potenz erhoben, auftreten könne. Dies erhellet aus 
der Natur des kombinatorischen Verfahrens, wodurch 
sich aus den Coefficienten der gegebenen Grundform, 
als Elementen, die Coefficienten der Potenz erzeugen.
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Sie sind Inbegriffe aller Cembinationsformen, zu der 
Summe gehörig, «eiche die Zahl deö gefederten 
Gliedes, durch den Grad der verlangten Potenz ver
größert, verschreibt, und in die Elaste fallend, welche 
der Grad der vorgcschricbenen Potenz anzeigt. Nun 
aber wird die niedrigste Form eines solchen Inbegriffs 
erhalten, wenn man alle vorhandenen Stellkn mit dem 
ersten Elemente besetzt, und nur in die allerletzte 
Stelle dasjenige Element bringt, dessen Zahl zu der 
von jenen gerechnet, die gcfederte Summe voll macht. 
Alle übrigen höheren Formen, weil sie in früheren 
Stellen Höheres enthalten müssen, können in der 
letzten Stelle kein so hohes Element besitzen, als die 
niedrigste Form in sich schloß, und es ist unmöglich, 
daß eben dieses Element in einer früheren Stelle wieder 
erscheine, weil es sonst, den Regeln des Combinirens zu 
Folge, auch in allen späteren Stellen stehen müßte, 
welches eine- über die vorgeschriebene Summe weit hin» 
entgehende, erzeugen würde. In Zeichen: Wenn
i L Z r

berechnet werden soll, so bildet sich der Coefficient des 
r

ersten Gliedes im Resultat aus s; der des zweyten 
i r

aus a und s; allgemein, der des r"" aus allen Coeffi- 
r *

clenken von n an hinab bis a. Und zwar kommt in 
allen den Produkten, woraus der Coefficient des

Gliedes entsteht, nur eins vor, in welchem s ent
halten ist, alle übrigen sind aus niedrigeren Coefft-

I
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cienten der Grundform zusammengesetzt. Dieses eine 
Product, wenn es bestimmt dargestellt werden soll, 
ist, mit seiner gebührenden Permutationszahl versehn, 

i r
rp. wobey sich von selbst versteht, daß für 
r r die Vorgesetzte Permutationszahl wegfallen wird. 
Der Gebrauch dieses Satzes wird sich im Folgenden 
zeigen.

Siebentes Kapitel.
Division zusammengesetzter Formen. An
wendung der dabey gebrauchten Methode 
zur Summirung gleich hoher Potenzen von 
allen Wurzeln einer unanfgelösten Gleichung.

Auf eben die Art, w!e wir in den vorhergehenden 
Betrachtungen für die Multiplikationen von Formen, 
die nach Potenzen einer beliebigen Hauptgröße gleich, 
mäßig fortschreiten, allgemeine Regeln gefunden haben, 
welche es möglich machen, jedes einzelne Glied des 
Products, dem allgemeinen Gesetze seiner Bildung ge. 
maß, zu bestimmen, muß sich auch bey der Division 
ähnlicher Formen, für jedes Glied des dadurch entste
henden Quotienten und übrig bleibenden Restes, eine 
allgemeine Regel der Entwicklung finden lassen.

Aber es liegt in der Natur der Sache, daß der 
Gang der Untersuchung hier anders ausfallen wird, 
als dort. Die Multiplikation ist eine ursprüngliche
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zusommensetz-nde Operation, die Division hingegen 
wird als vag Umgekehrte von ihr, mithin schon als 
abgeltik.t gedacht. Die Definition des Quotienten 
kautet bekanntlich: er ist eine Z'hl, deren Produkt mit 
dem Divisor, den Dividendus selbst wieder geben muß. 
Mir brauchen nur diese Definition in Zeichen aus» 
gedrückt darzustellen, um die Art zu entdecken, wie sie 
uns zur Auflösung führen wird.

Daß der Quotient zweyer nach Potenzen der näm
lichen Hauptgröße auf gleiche Weise fortschreitenden For
men, eine dritte, eben so, wie sie, gebildet seyn werde, 
darf man gewiß nicht onnehmen, denn es kann nur in 
seltnen Fällen statt finden. Faßt man hingegen die 
Frage so: ob eö nicht eine, bis zu einem bestimmten 
Grade aussteigsnde, Form geben könne, deren Produkt 
mit dem Divisor, bis zu eben diesem Grade hinauf, 
völlig identisch mit dem Dividend werden müßte, 
so sieht ihrer Beantwortung keine Schwierigkeit entgegen.

Man nehme unbestimmt eine solche Form als schon 
gesunden an, wobey also für die Coefficienten ihrer 
einzelnen Glieder unbestimmte Zeichen gebraucht wer
den müßen, berechne ihr Produkt mit dem Divisor, 
und setze es üls identisch mit dem Dividend. Eine solche 
Identität zweyer Formen sodert gänzliche Uebereinstim
mung aller gleich hohen Glieder, ollo namentlich der 
Eoefficienten, die in diesen beyden vorhanden sind. 
Man wird solcher Glrichungen so viele bekommen, als 
die Form, welche man für den Quotienten angenommen 
hatte, Glieder enthält, das heißt so viele, als man in

I 2
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ihr Coefficienken vorläufig fingirt hatte. Sieht man 
also diese Coefficienken als unbekannte Größen an, so 
hat man eben so viele Gleichungen, als unbekannte 
Größen vorhanden find; es ist folglich die Möglichkeit 
gegeben, jede derselben zu bestimmen.

Um die nähere Entwickelung der durch das oben 
Gesagte vorläufig angedeuteten Untersuchung mit der 
gehörigen Einfachh-it zu beginnen, wollen wir von 
dem Falle ausgehn, wo der Dividend die Einheit, 
der Divisor hingegen eine regelmäßige, ins Unbe
stimmte fortschreitende Form ist. Kann man für 
diesen Fall den Quotienten finden, so bedarf es nur 
einer Multiplication desselben mit der Form, die man 
nachher, bey einer allgemeineren Voraussetzung, als 
Dividend angenommen haben mögt?. Wir wollen 
ferner das erste Glied des Divisors die Einheit seyn 
lassen, den Coefficienken der folgenden sämtlich das — 
Zeichen beylegen. Alle diese Coeff-cienten mögen durch 
den nemlichen Buchstaben, dem aber die Zahl 
eines jeden als Index übergesetzt wird, ihre An
deutung erhalten. In Zeichen also: es soll der 
Quotient!entwickelt werden.

r s u
I — LX* — ax^... — ax"..

Den vorhin angedeuteten Weg betretend, nehmen 
wir eine ähnlich gebaute Form von unbestimmtem 
Grade, mit noch unbekannten, aber vorläufig fingirten 
Coefficienken an:

r S n
^-s-^x^ -s- HX 2 ... -s- Hx"
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Wir berechnen, bis zu eben dem Grade, das 
Product aus ihr und dem Divisor, um es dem 
Dividend identisch zu sehen. Das Product aus 
zwey solchen Formen 

r s r n
i-s- äx* -s- äx* .. -j- üx".. -4- kx"..

i S r »
I — 3 X * — ZX?.. ----- 3 X * . . ----- 3 X " . .

ist leicht gefunden. Sein Anfangsglied ist I, es 
schreitet in den folgenden regelmäßig nach Potenzen 
von x fort. Der Coefficient irgend eines folgenden 
Gliedes wird gefunden, wenn man alle Coefficienten 
der oberen Reihe, von dem an, besten Zahl so hoch 
ist als die des verlangten Gliedes, bis zu dem des 
Änfangögliedeö hinab, seht, und zu jedem von ihnen 
einen der unteren Reihe, dessen Zahl mit der seinigen 
die des verlangten Gliedes ausmacht, multiplicirenh 
hinzusügt. In Zeichen: das Product ist

I -s- rr I ?r i
— s) - - - 3/^ >x2 -j- —3^

2 t 2 r-z
— 3. !

/ r l r

' r

—U «
Nun aber war der Dividend, welchem dieses Product 
in allen seinen, bis zu einem beliebigen Grade berech
neten Gliedern, identisch seyn soll, selbst nur i. Soll 
also die gefoderte Identität herauökommen, fo muß, 
weil schon das Anfangsglied unsres Products gleich
falls r ist, jedes der nachfolgenden in der That nichts
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seyn, das heißt, o zum Coefficienten haben. Und 
eben indem wir ollmälig jeden dieser Coefficienten 
nehmen, um ihn c> zu sehen, fragend, wie die fin- 
girren Co-ffcienten bestimmt werden muffen, damit 
jene Voraussetzung bestehn könne, findet stcb jeder von 
diesen letzten auf eine leichte und unzweydeutige Weise. 
Denn es ist aus den Gesetzen der Multiplikation 
bekannt, daß zu jedem Coefficienten eines Products 
nur so viele von den erüen Co ffcienten jedes FactvrS 
heytragen, als dessen Zahl Einheiten enthält. Im 

ersten Coefficienten nach dem Anfangggliede L — 2, er
scheint nur der erste des fingirten Quotienten; dieser

i » 
bestimmt sich also, wenn man jenen —v seht: k — s —c» 
gibt — a. Im zwenten Coefficienten des Products 
liegen nur die beyden ersten des fingirten Quotienten; 
von ihnen ist der erste schon gefunden; seht man also 
das Ganze 0, so ergibt sich daraus der zweyte: aus 
r r r s » i r «
X —a H - 3 —0 folgt H — 2 -s-s. Allgemein,

' in jedem Coefficienten des Products liegen so viele von 
den ersten Corffrcienten des fingirten Quotienten, als 

. seine Zahl Einheiten enthält, so daß der höchste ganz 
, allein in einem besondren Gliede steht, jeder der andern

mit einem, aus den Coefficienten des Divisors her
genommenen, Factor, ein eigenes Glied der ganzen 

r - r-i s r-»
Zusammensetzung ausmacht: — a — s ^... 

ri i r '
L — s.r. Setzt man also das Ganze -- 0, so 
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bekommt man eine Gleichung, vermöge deren, durch 
Transsposition oller Glieder außer dem anfänglichen, 
der höchste der stngirten Coefficienten bestimmt werden 
kann, vorausgesetzt, daß die Werthe der vorhergehen.

r i r-i s r-2 
den schon früher gesunden find: — 
r-i , r
3 -s- U l.

Diese Regel, vermöge deren sich aus den früheren 
Coefficienlen des Quotienten die successiv folgenden 
ableiten, ist sehr einfach, und kann sogleich folgender
maßen ausgesprochen werden. Man setze die schon 
gefundenen Coefficienten des Quotienten, auch den des 
Anfangsgliedes, i, mitgenommen, in umgekehrter 
natürlicher Ordnung, füge ihnen dir des Divisors, 
ohne das — Zeichen, welches sie in ihm führen, (den 
anfänglichen, welcher r ist, nicht mitgerechnet) in 
natürlicher Ordnung als Factoren bey, und addire alle 
diese Products, so erhält man den gesuchten nächsthöhe
ren Coefficienten. Will man die successiven Glieder 
des Quotienten nach der Reihe erhalten, so ist es 
nicht möglich eine kürzere und bequemere Regel der 
Rechnung als diese, zu gebend),

ii) Es ist leicht, dieses Divisionsverfahren auf einen 
einfachen Mechanismus zu bringen. Man setze 
z. E.. die allmälig hervorgehenden Coefficienten des 
Quotienten in eine Hauptreihe vertikal unter ein
ander. Aur Linken setze man, von unten anfan- 
gend, die folgenden Coefficienten des Divisors in na
türlicher Ordnung neben den Gliedern jener Hnipl- 
reihe herauf; bilde alle Products aus diesen Hort-
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Der Verlauf dieser Untersuchung ist besonders
darum sehr merkwürdig, weil sie uns das erste Bey«

zonral nebeneinander stehenden Iahlenpaaren, fetze 
sie zur Rechten der Hauplreihe neben die Stelle 
des folgenden Coefficienten horizontal neben einander. 
Und addire sie; ihre Summe ist der gesuchte fol
gende Coefficient. So erhielte z. E. die Rechnung, 
wodurch dre z ersten Coefficienten des Quotienten aus
7—^- - - - —r—z—7-; gefunden werden, fol-I — 2 X — 5 x^ — Zx^ —4x* '
gendes Schema 

4/3,5,2. i
3/5,2, 2

5,2, y 
2' Zi 

!-i? Es Ware alsoderQuorient

2
4 518 10 z

62 45 ä 4
l-^2x4-yx2-s-ZixZ4-ii7x*-l-..

Noch bequemer und einfacher würde das Verfahren, 
wenn mau ein für allemal die Coefficienten des
Divisors in natürlicher Ordnung auf ein besondres
Blatt schreiben, und dasselbe bey jeder neuen Ope
ration an der Columne der schon gefundenen Coeffis 
cienten des Quotienten nur eine Stelle weiter hin
unterschieben wollte. Die zu summirenden Produkte 
könnten auch in Verticalreihen, so daß sie ihren 
Facloren zur Seite gestellt würden, neben einander
zu stehn kommen, so daß alsdann, vielleicht noch 
bequemer wie vorhin, das Schema der Rechnung, 
wobey die verschiebbare Verticalreihe der Coefficien
ten dieses Divisors in ihrer letzten Lage dargestellt 
werden mag, folgendes seyn würde

4> '3,. 2
5 9 s zr

"7

2l5 l 3 4>4^0- 6

i-7
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spiel eines Verfahrens darbtet, zu welchem sich die 
Analysis allenthalben genöthigt sieht, wo ihr Opera» 
tionen vorgcschrieb-n werden, welche das Umgekehrte 
Von andern directen und ursprünglichen sind. Sie 
Muß alsdann jedesmal, so wie hier,, das Gesuchte als 
schon gesunden annehmen, es in directe Rechnungen 
verflechten, und rückwärts, durch Gleichschung des 
daraus Entstandenen mit bekannten Formen, Gleichun
gen gewinnen, aus denen das Angenommene bestimmt 
werden kann. Alsdann aber entsteh» jedesmahl ähn
liche Beziehungen, wie sie sich vorhin ergaben. Die 
Coefficienten der Form, welche das Resultat der 
Rechnung seyn soll, werken nicht ursprünglich und 
independent aus denen der gegebenen Formen aus- 
gedrückt erscheinen; man wird nur Gleichungen, in 
denen sie mit sich und den gegebenen Größen ver
mischt vorkommen, erhalten, und in diesen ein Mittel 
finden, durch Hülfe früherer unter diesen Coefficienten, 
allmalig folgende höhere zu berechnen. Mit Recht 
nennt man dieses Verfahren recurrirende Bestim
mung. Wir werden eine solche bey den nachfolgenden

. Dabey hätte man die Bequemlichkeit, wenn die Pro- 
dncle, welche zu einer Summe gehören, verschie
dene Zeichen haben sollten, statt einer Verticalreihe 
deren zwey, nebeneinander und zusammengehörig 
eine für die pofiliven, die andre für die negativen 
Plvducte anlegen, und so die Summe von allen 
leichter erhalten zu können,
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Untersuchungen in unendlich mannichsaltigen Gestal
ten wkederfinden e).

Aber die bey der Division beabsichtigte Unter
suchung ist durch dieses recurrirende Verfahren keines- 
wegeS beendigt; den Federungen der Theorie ist nicht 
eher Genüge geleistet, als bis mir für jedes einzelne 
Glied des Quotienten in deutlichen Begriffen onzu- 
geben vermögen, aus «ras für Gliedern des DlvidendS 
und Divisor'S, und auf welche Art aus ihnen es sich 
zufammensetze. Der independente Ausdruck für jedes 
Glied eines gesuchten Resultats ist immer der höchste 
Zweck der Analysis, sey eö auch, daß sie sich bey der

e) Der gewöhnliche analytische Sprachgebrauch nennt 
im Allgemeinen eine Reihe recurrirend, wenn nach 
einem bestimmten Gesetze jeder folgende ihrer Coef- 
sicienren auS vorhergehenden berechnet werden kann. 
Er scheint dabey nur den sehr speciellen Fall der 
Division vor Augen gehabt zu haben, indem er 
unbedingt annimmt, daß dieses Gesetz jedesmal 
darauf zurückkommen müsse, daß mit gewissen, der 
Ordnung und Größe nach unabänderlich bestimmten 
Factoren, deren Reihe die Recursionsscale genannt 
zu werden pflegt, die vorhergehenden Coefficienten 
in umgekehrter Ordnung multiplicirt werden, damit 
die Summe dieser Products den nachfolgenden gebe. 
Es ist offenbar unschicklich, die Reihe selbst re- 
currirend Zu nennen, weil zufällig ihre Coeffi« 
cienten durch Recursion bestimmt werden; die Idee 
der Recursionsscale paßt nur auf einen individuellen 
Fall der mögliche« Beziehung von Coefficienten, die 
derselben Reihe angehören; wir wollen uns also 
dieser Terminologie im Folgenden enthalten.
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Beregnung aller Glieder mit großem Vortheil bewie» 
sener Recurstonen unter ihnen bediene.

Die jetzt noch zu lösende Aufgabe würde so im 
Allgemeinen gefaßt werden können. Man hat gege
bene Größen oder Elemente. Es ist von andern die 
Rede, welcke successive Verbindungen aus ihnen in 
sich schließen. Man kennt diese andern selbst noch 
nicht, aber man hat eine allgemeine Regel, vermöge 
deren die Art, wie jede höhere von ihnen durch 
bestimmte Verbindung der gegebenen Elemente mit 
den vorhergehenden niedrigeren aus dielen gebildet 
werden kann, vorgezeichnet ist. Man sucht daraus 
eine independente Idee ihrer Zusammensetzung aus 
jenen gegebenen Elementen. Die Beantwortung der 
Frage kann nur auf kombinatorischem Wege gelingen. 
Jede kombinatorische Operation fodert gewisse Zu
sammenstellungen aus gegebenen Elementen. Sie kann 
auf independentem Wege vollzogst» werden; sie kann 
aber auch recurrirend, so daß man aus niedrigeren 
oder früheren Verbindungen, Elemente ansügend oder 
vertauschend zu höheren sortschreitet, zu Stande 
kommen. Sobald es sich also bey der recmrirenden 
Bildung gewisser Größen durch Hinzufügen gegebener 
Elemente findet, daß man dabey genau nach derselben 
Ordnung und Regel verfährt, wie bey der Bildung 
gewisser höherer kombinatorischer Formen-Jnb?griffe aus 
andern niedrigern, so hat man entdeckt was man suchte. 
Jene Größen sind alsdann selbst, in Absicht auf ihre 
Entstehung aus den gegebenen Elementen, nichts 
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anders als eben solche kombinatorische Formen-Inbegriffe, 
aus diesen Elementen gebildet.

Die Anwendung dieser allgemeinen formalen Regel 
auf den vorliegenden Fall bey der Division ist leicht. 
Das Bilden von Varialionsformen zu bestimmten 
Summen, wenn man in größter Allgemeinheit, ohne 
auf Unterschied in Absicht auf Classen zu sehn, alle 
diejenigen' verlangt, welche der nemtichen Summe 
angehören, bietet sich augenblicklich dar. Wenn man 
alle Variationöformen zu den successiven niedrigern 
Summen schon hak, und aus ihnen, alle die der nächst
höheren Summe angehören, ableiten will, so seht 
man jedem Inbegriff, der einer gewissen Summe 
angehört, das Element bey, welches seine Summe 
zu der neuen gefoderten ergänzt, und fügt zuletzt 
noch allen diesen Verbindungen das Element, als eine 
besondre Form, zu, dessen Zahl für sich eben die

I 2 z r 

Summe ausmacht. In Zeichen; wenn a, s, s,.. a.. 
gegebene Elemente; ..^v, 2"be-
griffe aller möglichen Dariationsformen zur Summe 
r, r — r,.. . 2, i, bedeuten so ist

- s i s r-r
V.. -s-3 V -s-3 ' V-s-3 

Offenbar aber stimmt diese Regel der Recursion sa 
unbedingt mit der unter den Coefficienten unsres 
Quotienten 

r i r-r s r-2 r-2 2 r-i r r

— 3^-s-3^..-^3^-j-3^-s-a, daß sich 
dle Behauptung von selbst rechtfertigt: die Coefficienten 
des Quotienten sind nichts anders als Variationsfor-
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MSN aus den gegebenen Elementen, zu der Summe 
gehörig, welche die, Zahl des jedesmaligen Coefficienten 
selbst ausdrückt.

i'
Sollen also für den Quotienten - » »

l —sx — ax^.. — sx". 
welcher eine, nach Potenzen der nehmlichen Haupt
größe, genau wie der Divisor, fortschreitende Form 
1-j-kx-l-^X-..-l-ü x".. seyn lvird, die Coeffi
cienten gefunden werden, so nehme man die Coefficien- 
ten des Divisors, in ihrer natürlichen Ordnung, aber 
mit umgekehrten Zeichen, als Elemente, und bilde aus 
ihnen Variationsformen zu bestimmten Summen, ohne 
Rücksicht auf Classen-Unterschiede. Jeder Inbegriff 
solcher Formen, welcher einer gewissen Summe gehört, 
die einzelnen Formen als Producte gedacht und durch 
Addition verbunden, gibt einen Coefficienten für den 
Quotienten; die Summe, für welche er berechnet war, 
stellt den Grad der Potenz von der Hauptgröße vor, 
womit er sich als Factor verbinden wird. In Zeichen:

—Vx^2 ^2..»^.' 
i-sx-ax^-ax" I 2 n
wenn sich das Zeichen V auf die Elemente a, 3,. a. bezieht.

Es ist offenbar in diesem Ausdrucke noch eine Ab
kürzung möglich. Die Variationsformen werden alle 

aus einer einzigen Reihe von Elementen, 3, s,. 3, .ge
bildet. Sie sollen, wenn man sie realisirt, als Pro- 
ducke gedacht werden. Alle Producte, die sich bloß 
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durch abweichende Ordnung der nemlichen Factoren von 
einander unterscheiden, gelten gleich, und werden nur 
zusammengezählt. Man braucht also bloß diejenigen 
Vürialionsformen, welche durch verschiedenen Inhalt 
sich als verschiedene zeigm, zu entwickeln, und, statt 
jede von ihnen zu permutiren, bey jeder zu bemerken, 
wie oft sie wieder erscheinen würde, wenn man alle 
möglichen Aenderungen der Folge unter ihren Elemen
ten eintreten lassen wollte. Das heißt kürzer: man 
erzeuge aus den gegebenen Elementen, als unbedingt 
wiederholbar gedacht, alle möglichen Combinationssor- 
men, welche, ohne Rücksicht auf Classen - Unterschied, 
zu der mmlichen bestimmten Summe gehören, und 
füge, diese Formen aus den Elementen rcalisirend, 
jeder ihre eigne VersshungSzahl bey; dadurch erhält 
man den Coesscienten des Quotienten, welcher einer 
Potenz der Hauptgröße, von dem Grade, welchen jene 
bestimmte Summe bezeichnet, zugehört. In Zeichen:

—- - - - - g- - - - - - - - - — --s-p -Lx^-j-p
I-ÄX*-3X2..-LX"

-s-p"Lx".. wobey sich das Zeichen e auf die um- 
r a n

gekehrten Coefficienten des Divisors 3, 3,.. 3, in ihrer 
natürlichen Ordnung bezieht /).

. , i/) Sollte z.E. von dem Quotienten aus—-—- . l-2x-5xr.zx'-4x^
das 4te Glied berechnet werden, so Hölle man, 
vorausgesetzt, daß die Elemente l, 2, z, 4 

bedeuteten 2,5, z, 4
zu berechnen.
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Nackdem auf diese Weise das independente G?seH 

für die Bildung des Quotienten völlig zur Deutlichkeit 
erhoben ist, kann auch von dem Reste, welcher jedes« 
wal, wenn man den Quotienten bis zu einem bestimm« 
len Grade entwickelt hat, und alsdann abbricht, zum 
Vorschein kommen wird, Rechenschaft gegeben werden, 
und es muß geschehn, weil eine vollständige Kenntniß 
der Operation ihn so gut wie den Quotienten zu be« 
greifen hat. Seine Bestimmung ist leicht, aber sie 
setzt die des Quotienten zum Voraus. Der Rest ist 
der Unterschied zwischen dem Dividend, und dem Pro« 
ducle aus Divisor und Quotienten. Nun ober ist die
ses Product bis zu dem Grade, zu welchem der Quo
tient aufsteigt, mit dem Dividend identisch; man 
braucht also nur die Glieder desselben, welche über 
diesen Grad hinausgehn, zu berechnen, und, weil der 
Dividend r ist, mit umgekehrtem Zeichen zu nehmen, 
um den gesuchten Rest zu erhalten. Die nähere Be
stimmung des Rests kommt also auf dir Multiplikation 
zweyer schon bekannten Formen an. Sie sind

r 2 v
der Divisor !-ux* ..-ux" .,
der Quotient i-s- p * L -s- p Lx?.. -s- p "Lx"

Nun giebt p*L folgende Formen 
realisirt 

4 42. IZ 12
22 25

2. Il2 do
mi ib

n?
Es wäre also das verlangte 4te Glied 117»*
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wobey nur die Bemerkung festgehalten werden muß, 
daß der eine Faktor, der Divisor, im Allgemeinen als 
unbestimmt fortlaufend gedacht wird, wahrend der andre 
als abbrechend mit einem Gliede von beliebig gewähl« 
tem, bestimmten Range, angesehn werden soll.

Die Bildung eines solchen Products geschieht nach 
den bekannten Regeln der Multiplikation, und jedes 
beliebige Glied desselben kann erhalten werden, indem 
man alle Coefficienten des einen Factors, hier am 
bequemsten des abbrechsnden, von dem höchsten an, 
setzt, um mit jedem derselben einen Coefficienten des 
andern FactorS durch Multiplikation zu verbinden, 
und zwar denjenigen, dessen Zahl, mit der des ersten 
Coefficienten vereinigt, den Grad der Potenz hervor- 
bringt, welche in dem gefederten Gliede von der 
Hauptgröße verkommen soll. In Zeichen: das r" würk- 
liche Glied des Restes, bey einem Quotienten, der 
schon bis auf den Grad entwickelt ist, welcher 
folglich die Potenz X"*" enthalten wird, hat zum 
Coefficienten:

— (p»ca-^p»-'L.Ä..-l-p2c.a ch-p .3). 
Dabey versteht es sich von selbst, daß all? dj- Pro
dukte wegfallen, in welchen Coefficienten des Divisors, 
höher an Zahl, als die wörtlich vorhandenen sind, 
gesodert werden sollten. UebrigenS setzt die Berech. 
nung des Restes eigentlich voraus, daß man die 
Glieder des Quotienten, bey welchem er nachgcbltebcn 
ist, schon kenne,, und es ließe sich, wenn, wie vorhin
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her Quotient durch i-j--s-x 2 .. . -s-äx" 
angedeutet würde, der Ausdruck für den Rest auch 

11 r n^ir^r
so geben, daß sein Glied — (ä u -s- äs -s- . . . 
LnH.r-3» n^^-rn^r

äL -4- s. ») x wäre. Man wird unfehlbar die 
letzte Form wählen, sobald man eine vollständige 
Berechnung des ganzen Restes machen will §).

§)'Wir haben in dem vorhergehenden Beyspiele den 
_ ° rQuotienten aus- - - - - - - - - - - —- - - - - - - - - - - - - - - - -l — 2X — zx- — gx---4X*
— l-t-2x-s-y x^-i-Zl x^-s-H7x*-j-.. gefunden. 
Wollte man ihn mit dem 4ten Gliede abbrechen, und 
nun nach dem Reste fragen, so wäre derselbe ein 
Product der beyden Formen

I-s-2x-s-9x2-i-zlx^-s-H7x*
I—Lx — Zx^— Zx?—4X*

mit Weglasiung aller Glieder, die unter der fünften 
Potenz blieben, berechnet, und mit umgekehrten 
Zeichen geschrieben. Die gemeine Multiplication ist 
das bequemste Mittel diesen Rest vollständig zu er
halten, sie gibt, wenn man allmälig mit jedem 
Gliede des Multiplikators, in alle diejenigen des 
Multiplicands, welche Producte vom gten und hö
heren Rängen hervorbringen können, mulliplicirt,
und die Zeichen umkehrt

234
15527 

8

x'
4-585'^ .

93 ^-35l!36 124I 
X 7

424 x--s-7i4x° -s- 47Z x^-s-4b8x"
Einzelne Glieder des Rests zu berechnen, mögt«
selten oder nie gefodert werden; es kommt auf ge
meine Multiplication dabey einzig an,

K
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Es ließen sich auch noch Untersuchungen über die 

Recmsion unter den Resten anstellen, die bey suc- 
ceffwer Erweiterung der Form des Quotienten allmä« 
lig entstehn. Sie führen auf das gemeine DivisionS- 
verfahren zurück, und bedürfen eben deswegen keiner 
weiteren Entwicklung.

Die Zahl der Glieder, welche der Rest enthalten 
kann, hangt lediglich von der Zahl der Glieder ab, 
welche im Divisor nach bcm anfänglichen vorkommen. 
Daö Produkt aus dem Divisor in den Quotienten 
hat zwar soviele Glieder nach dem anfänglichen, als 
die Summe ihrer Rangzohlen andeutet. Aber olle 
diejenigen von den ersten Gliedern dieses Products 
fallen hier von selbst weg, welche bis zu demselben 
Range wie der eine Factor, (der Quotient), aufsteigen. 
Es können also nur soviele übrig bleiben, als der 
Rang des andern Factors (des Divisors) andeutet. 
Das heißt, jeder Rest wird soviel Glieder haben, als 
der Divisor deren nach seinem anfänglichen enthalt.

Alles bisher in Rücksicht auf die Regeln des 
Dividirenö Entwickelte bezieht sich zwar nur auf den 
einfachen Fall eiyes Dividende, welcher lediglich r ist, 
indessen gibt es von ihm aus einen sehr leichten 
Uebergang zu der allgemeineren Annahme, wobey 
der Dividend gleichfalls als eine unbestimmt nach 
Potenzen der nehmlichen Hauptgröße, auf gleiche 
Weise wie der Divisor, fortschreitende Form gedacht 
werden soll, wo also, in Zeichen auegedrückt der
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Quotient: —- - - - - gefunden 
r — sx* —sx^. —sx^.* 

werden muß»

Das recurrirende Verfahren erleidet keine bebeu» 
tende Veränderung. Man singirt den Quotienten wie 

»2 N
vorher: um das
Product aus ihm in den Divisor bis zu dem Grade, 
welchen der Quotient erreicht hat, dem Dividend gleich- 
zusetzen. So bleibt alles, wie vorhin, nur den einen 
Umstand abgerechnet, daß die einzelnen Glieder des 
Products, solange gleickhohe im Dividend vorhanden 
sind, nickt sondern eben jenen im Dividend, 
die mit ihnen vom nehmlichen Range sind gleichgesetzc 
werden müssen. Wenn also vorher der allgemeine 
Ausdruck für jeden Coefficienten des Products, dessen
Rang den des Quotienten nicht überstteg: H H — 
2 r-s r
nk — sä — o war, so wird jetzt eben derselbe b 
seyn; die daraus fließende Regel für die Art, wie 
jeder folgende Coefficient in der Form des Quotien
ten, aus allen vorhergehenden berechnet werden kann, 
wird, nach vollzogener einfacher Tronsposition seyn: 
r i r-l s r-s » r

— Dadurch erhält
also die oben ausgesprochene mechanische Regel für die 
Berechnung der successiven Coefficienten im Quotienten 
nur noch den Zusatz: man addire zu den vorhin 
bezeichneten Produkten aus den schon gefundenen

K s
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Coefficienten in die des Divisors, welche den Werth 
des' nächsthöheren Coefficienten geben sollen, am Ende 
noch den eben so hohen Coefficienten aus dem Dividend 
solange ein solcher in ihm vorhanden ist. Der Mecha» 
nismus der Berechnung wird dadurch weder geändert 
noch erschwert ä).

Was hingegen den lndependenten Ausdruck des 
Quotienten betrifft, so hat er allerdings eine wesent
liche Aenderung zu erleiden. Denn das Gesetz der 
Recurston, welches nur unter den Coefficienten des 
Quotienten stallfindet, Hot ausgehört so einfach zu seyn, 
daß es auf eine ähnliche, wie sie bey Formen Jnbe«

L) Will man hier ein ähnliches mechanisches Verfahren, 
wie bey der vorigen Recurston gebrauchen, so lasse 
man Alles wie es dort war, und schreibe nur die 
successiven Coefficienten des Dividends an die Spitze 
der successiven Products Columnen, die allmalig 
summirt werden sollen.

Es sey z.E. 
berechnen.

Z-s-Lx-j-gx^ -j- -s-gx*
l —4X- - ZX* —?x* — 2x* zu

Nach dem 
folgende Art

2, 7 3, 4, 
7/3,4,

3 4, 
4,

ersten Schema geschieht dies auf

3-3
Ig 2, 12
69'4, 56, Y

345!b, 27b, 42, Li
iZUo,207,98,6

ES sind also die 5 ersten Glieder des Quotienten 
z-l- i4x * -s-byx^-s-ggzx * -s- ibytzx * ..

Man kann auch bey diesem Verfahren die vorhin er
wähnte Abkürzung und Aenderung anbringen.
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griffen ursprünglicher eombinatorlÄer Operationen ver
kommt, zurückgebracht werken könnte. Offenbar aber 
wird es leicht seyn, aus dem ersten Falle, wo der 
Dividend r war, und der für ihn bekannten fndepen- 
denken Bildung oller Coefficienken des Quotienten, 
Etwas ähnliches für den gegenwärtigen zu leisten. 
Denn eS ist erlaubt, zu setzen, der vorige Dividend, l, 
solle mit der Form multiplicirt werden, welche den 
gegenwärtigen Dividend darstellt, wo also auch der 
vorige Quotient mit eben dieser Form wird multiplicirt 
werden muffen, wenn man den neuen verlangten, 
erhalten will. In Zeichen; wenn -

l r s y
--- ,---------------- ----------  — 1 Hx? -j-,. üx"., 
I — LX-- SX^ AX^..
war, so wird

r S
l) 4" bx -s-.. dx .

»2 nr
i — ax- ax^ . — «x"°..

^(b-i-bx'-i-bx^.^-bx^.)«

- ________ ________I s x
i 2 m )^(b-j-bx*»s-bx2, >f-l)X^

I—sx^ —«x^..—sx^..^

(l-s-^x^-^x^-f-.. ä x".
Es ist also, um den Quotienten der gegenwärtigen 
Division zu erhalten, nur noch die Multiplikation des 
im ersten Falle gefundenen Quotienten mit der Form 
des Dividends zu vollziehe Die daraus hervor- 
Sehende Form wird nach demselben Gesetze, wie der 
Dividend, in Absicht auf die in ihren einzelnen Glie
dern enthaltenen Potenzen der Haupkgröße, gebildet
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seyn» Ihr- Coefficienten erzeugen sich der bekannten 
Regel gemäß, welche für Producte von zwey gleich
mäßig fortschreitenden Formen im Vorhergehenden 
entwickelt sind. Dem gemäß wird sogleich das 
Resultat der Untersuchung auf folgende Art ausge
sprochen werden können.

r 2 x
, d bx-j-dx^ . .-s-dx* .:

Der Quotient ------ ;---------- ------- ------------  ist
i — sx* — «x^..— ÄX^..

eine Form von der nehmlichen Bildung wie Dividend 
und Divisor; sein Anfongsglied ist dem des Dividend- 
identisch, -- b; um zu irgend einem folgenden Gliede, 
wofür Zahl des Gliedes und Grad der darin von 
der Hauptgröße verkommenden Potenz, immer zu- 
fammenfallen werden, den Coefficienten zu erhalten, 
bilde man alle CombinationSformen aus den folgenden 
Coefficienten des Divisors, zu den successiven Summen, 
die bis zur Zahl des gefederten Gliedes, diese mit 
eingeschlossen möglich sind, und multiplicire jede mit 
ihrer Permutationözahl. Man setze allen den Combina- 
tionsformen, die zu der nehmlichen Summe gehören, 
den Coefficienten des Dividende als Factor bey, dessen 
Zahl mit derjenigen dieser Summe, die Zahl des 
verlangten Gliedes hervorbringt, zuletzt noch den Coeffi- 
cienten des Divisors, dessen Zahl schon für sich 
ebensoviel betragt, einzeln, und vereinige alle diese 
Produkte zu demselben Aggegrat. In Zeichen: das

Glied des vorhin ongedeuteten Quotienten ist 
r 2 r-S r-i r 



wenn sich das Zeichen 0 auf die Coefficienten des 
Divisors, «, 2, a.. als Elemente bezieht. Diese 
Regel ist offenbar bey wörtlicher Berechnung nur 
dann als brauchbar zu empfehlen, .wenn ein einzelnes 
Glied des Quotienten, herousgeriffen aus der Reihe 
der übrigen, berechnet werden soll. Sobald hingegen 
die successiven Glieder des Quotienten, vom Anfang 
an, bis zu einer beliebigen Weite gefodert werden soll
ten, erscheint das recurrirsnde Verfahren als ohne 
Vergleich bequemer und vorzüglicher r). Was den

Z -^2X-j- 4x^-j-6 x'-7- zx*t ) Sollte von dem Quotienten ^717^^^171^117^ 
das vierte Glied nach dem anfänglichen berechnet 
werden, so wäre es der Formel gemäß »Vp .z-j-p . L-j-p-c. 4-^

r 2 z 4
das Zeichen 0 auf die Elements 4, 3, 7, 2 bezogen
Nun ist

r
p^L— 2 

II

p-e — 3 
2) 12 
m

realistrt
_ _ 4.^

3 "16

724
64
95

MvlUpl. 
mit 
6

-4-5
24

764

2
4

2)lA
22

Z)H2 
rm

2
5b
9 144 

256
4b? 3 1401

/ 1696
Also das vierte Glied des Quotienten n 16961c
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Rest der zuletzt betrachteten Division betrifft, so kann 
feine Bestimmung unmittelbar wie die des vorher
gehenden gemacht werden: den Quotienten dürfen wir 
als schon gesunden voroussetzen. Das Product aus 
dem Quotienten in den Divisor, abgezogen vorn 
Dividend gidr den Rest, wobey sich von selbst versieht, 
daß dieser Rest mit einem Gliede anhebt, dessen 
Rang um eins höher ist, als die schon entwickelte 
Form des Quotienten. Wir bekommen also hier, wenn 
wir die Coefficienten des Quotienten als bekannte 
Größen annchmen wollen, eine Rege! für die Be. 
rechnung des Restes, die von der vorhergehenden sehr 
wenig abweicht. Es sey in Zeichen

-2 r
der Quotient L-j-IZx-s-Lx» .. Lx*.. 

. I 2 n»
der Divisor r — sx — sx?..— ax^..

so ist das Product dieser beyden Formen, vom Grade

an, berechnet, und vom Dividend, d-f-Kx*
-j-dx^.. abgezogen, der gesuchte Rest. 

Will man also für irgend ein Glied des Restes den 
' Coefficienten erhalten, so sehe man die successiven Coef» 

ficienten des Quotienten; multiplicire jeden mit dem 
Coefficienten des Divisors, dessen Zahl mit der seinigen 
den Grad derjenigen Potenz der Hauptgröße ausmacht, 
welche in dem verlangten Gliede Vorkommen soll; addire 
endlich die Summe dieser Products zu dem eben s- 
hohen Coefficienten des Dividends. In Zeichen: des 
Restes, welchen die vorhin angedeutete Division lassen



>53

wird, vorausgesetzt, daß der Quotient bis zum rten 
Gliede entwickelt seyn, kteS würklicheS Glied ist

Es hangt offenbar von der Zahl von Gliedern ab, die 
der Divisor enthält, ob die Menge der Producte, welche 
sich zu einem Cocfficienten des Rests vereinigen, mehr 
oder minder beträchtlich seyn soll,, so wie, wenn 
der Divisor keine ins Unendliche fortschreitende Form 
ist, ihre Anzahl für jedes höhere Glied des Restes ge
ringer werden muß. In dem letzten Falle wird der 
Rest überhaupt so viele Glieder verschiedenen Ranges 
enthalten, als der Divisor Coefficienten nach seinem 
Anfangsgliede in sich schließt.

Eine recmrirende Regel für den Zusammenhang 
der Reüe, welche bey successiver Entwicklung der ein
zelnen Glieder des Quotienten entsteh», besonders nach- 
zusuchen, würde überflüssig seyn; da das gemeine Di» 
visionsverfahren es schon in seiner höchsten Vollkom
menheit darstellt. Ueberhaupt wird die mindere Wich
tigkeit dieser Reste ein kürzeres Verweilen bey ihrer 
Betrachtung erlauben.

Es könnte scheinen, als wäre die Form, welche 
bey der letzten Betrachtung dem Divisor gegeben ist, 
nur partikulär, weil wir in feinem Anfangsgliede die 
Einheit gesetzt haben. Indessen zeigt sich sogleich das 
Gegentheil durch die Bemerkung, daß sich diese Form 
auch alsdann, wenn der Divisor im Anfangsgliede 
einen beliebigen Coefficienten halte, sehr bald hervor« 
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bringen ließe. Man braucht nur vorläufig alle Glieder 
im Dividend und Divisor mit eben diesem Coefficienten 
zu dividiren; die neuen Formen von beyden werden 
alsdann unfehlbar unter das angenommene Schema 
fallen. Daß wir die folgenden Glieder des Divisors 
negativ gesetzt haben, kann eben so wenig Hinderungen 
machen; man braucht nur in dem wirklich gegebenen 
Divisor, statt des in ihm liegenden Koefficienten, die 
ihnen entgegengesetzten Größen zu nehmen, und es wird 
erlaubt seyn, alsdann alle Glieder negativ zu setzen.

Die allgemeinste Gestalt, welche sich für Dividend 
und Divisor annehmen ließe, wäre die, daß die Expo
nenten der Potenzen in beyden überhaupt nur durch 
gleiche Unterschiede fortschritten (eiye arithmetische Pro
gression von dem nemlichen Exponenten bildeten). Aber 
es ist leicht diese Ausgabe auf die vorige zurückzuführen.

b x * -s- b x -l- b x «*2- 
Es sey, in Zeichen- - - - - - - - - - ;- - - - - - - - - - - - - ,- - - - - - - -

8 X 6 -s- 3x6*2 3x6*22
der darin gefederte'Quotient zu suchen. Man dividire 
erst Dividend und Divisor mit der Potenz der Haupt 
größe, welche im Anfangsgliede des Divisors steht, und 
sondre zugleich im Dividend, aus allen Gliedern, als 
Factor, die Potenz der nemlichen ab, welche alsdann 
ln dessen Anfangsgliede vorkommt

/^b-s-bxZ-j-bx^...x ^- — 51  1- - - - - - - - - - - - - - - - - - )
^cL-s-oex^-s-cLX^r...

Der abgesonderte Factor hat weiter keinen Einfluß auf 
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die Entwicklung; nur daß er am Ende hinzugefügt 
werde. Der angedeutete Quotient hingegen hat die 
Gestalt, welche in der vorigen einfachen Betrachtung 
angenommen ist, sobald man, für den Augenblick- 

» s
, I)-i" l) u d .ar' —u fetzen will, wodurch er sich in- - - - - -- - - - - ,- - - -

s -f- 3 u -j- a u?. 
verwandelt. Aus ihm entsteht, eine, dem Gesetz ihrer 
Bildung nach durch das vorhergehende hinlänglich be- 

»s r
konnte Form — L > L u -j- L u- .. -s- ku*, und ei» 
Rest, sobald man diese abbriche, von gleichfalls be- 

I s
kannter Form und Bildung -i- ,
Setzt man für u seinen Werth x^ zurück, und multi* 
plicirt man mit dem abgesonderten Factor x*—§ das 
Resultat der anderweitigen Division, so erhalt man 
Quotient und Rest vollständig, deren gänzliche indepem 
denke Bildung also folgendermaßen geregelt werden kann,

r 2

Wenn aus den Formen ---------------------— —
AX^-s- 3x^4^^ 3X^*2^ 

der Quotient gefodert werden sollte, so ist derselbe 
eine Form, in welcher die Exponenten nach der nehm* 
lichen Progression fortgehn, so daß der des Anfangs
gliedes die Differenz der gleichnamigen im Dividend, 
und Divisor ist. In Zeichen: das Anfangsglied 
Enthält das r" nach ihm

Coefficienten des Quotienten zu finden, dividire 
'"an zuvor alle in den beyden gegebenen Forme»
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enthaltene durch den anfänglichen des Divisors« Die 
dadurch erhaltenen folgenden Coefficienten des Divisors 
setze man mit umgekehrten Zeichen, als Elemente, 

r » r
. und bilde aus ihnen Inbegriffe von 

»an
Combinationsformen, jede einzelne mit ihrer Permuta- 
tionözahl als Factor versehn, so wie auch die Elemente 
der einzelnen Formen als Fackoren auf einander bezo
gen, die Products aber als Theile verbunden werden 
muffen. Man sehe jeden Inbegriff aller Combina- 
tionsformen, die der nehmlichen Summe angehören, 
als eine geschlossene Größe an, und entwickle deren 
soviel-, als man Glieder für den Quotienten nach 
dem anfänglichen verlangt. Man füge jedem solchen 
Inbegriff als Factor den Co-fficienten des veränderten 
Dividend« bey, dessen Zahl mit der des Inbegriffs 
(oder, was einerley ist, der Summe wozu er gehört) 
soviel ausmacht als die Zahl des Gliedes im Quo
tienten, wozu der Coefficient verlangt wurde, und sehe 
als' besondern Theil, den Coefficienten des DividendS 
mit in die Summe, dessen Zahl schon für sich eben 
die Höhe hat. In Zeichen: das r" Glied des oben 
gefederten Quotienten ist

i-i r-S - ,

» s z 
wobey L sich auf die Elemente —

SSL 
bezieht. Es versieht sich von selbst, daß das An-
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fangsglied des Quotienten mit dem des Dlvlbends 
identisch ist.

Was den Rest einer solchen Division betrifft, so 
seht er den Quotienten als entwickelt voraus, und ist, 
solls derselbe bis zum Gliede des r^n Ranges berechnet, 
angenommen wird, eine Form, die mit dem nächst
höheren Range anhebt, in Zeichen, mit 
und durch dieselbe Progression der Exponenten fortläuft. 
Für irgend ein Glied in ihm findet sich der Coefficient, 
wenn man jeden des Quotienten mit dem des Divi
sors, dessen Index mit dem seinigen die Zahl des ge- 
federten Gliedes auömacht, multiplicirt, die Summe 
dieser Produkte berechnet, und von dem eben so hohen 
Coefficienten des Dividends abzieht. In Zeichen, das 
kte Glied deö Restes, falls der schon gefundene Quo
tient — Lx*-"6 L x*—ist

/Z*O*lc)r(^—l üa-j-Ij». ..

Was endlich bey dieser allgemeinen Form für die Auf
gabe der Division das recurrirende Verfahren betrifft, 
vermöge dessen man jeden folgenden Coefficienten des 
Quotienten aus den vorhergehenden berechnen kann, 
so erscheint es eben so einfach, wie in den vorhergehen
den Fällen. Wenn man die Quotienten als schon gs- 
funden annimmt, 
bx*-l-dx"^^-l-bx-^^r ,- - - -

-j- LX^^ -j- ax^***

kx*—6*rr...
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alsdann das Product aus dem Divisor und Quotiem 
ten, bis zu dem Range des höchsten Gliedes in dem 
letzteren berechnet, und vom Dividend abgezogen, — o 
setzt, so ist das allgemeine Schema der daraus her
vorgehenden Gleichungen: 
x r r-n r r-r r

(L, k» -i- k-) —o, woraus, mit
einer leichten Verwandlung folgt: 
r r i-rr r-s« » ,
L — d — !k S kL . . ka -s- ks l

L
Man berechne also, um einen Coefficienten von belle- 
biger Zahl für den Quotienten zu erhalten, alle Pro- 
ducke aus den nächstvorhergehenden Coefficienten eben 
desselben, in die des Divisors, deren Index mit dem 
ihrigen die Zahl des gesuchten Coefficienten auömacht. 
Den Inbegriff dieser Products ziehe man von dem 
eben so hohen Coefficienten des Dividend- ab, und 
dividire den Rest durch den Anfangs - Coefficienten 
des Divisors. Diese Regel gilt unbedingt, selbst für 
den anfänglichen Coefficienten des Quotienten, für 

welchen sie seinen richtigen Werth dorbietet. 

Hatte man, wie es bey bestimmten Formen allemal 
geschehn kann, durch vorläufige Division den Anfangs- 
Coefficienten des Divisors in die Einheit verwandelt, 
so würde sich die^ Formel der Rtcursion durch das 
Wegfallen des Divisors in ihr vereinfachen, und, wenn 
man vorläufig die Zeichen aller folgenden Glieder im 
Divisor ändern wollte, ganz aus die vorhergehende 
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zurückkommen, welches beydes für jeden bestimmten 
Fall anzurachen seyn mögte, weil sich der Ausdruck 
der Regel selbst dadurch vereinfacht.

Eine recurrirende Regel für die Reste zu suchen, 
würde in überflüssige Weitläuftigkeiten führen.

Es verdient noch besonders bemerkt zu werden, 
daß, sobald der Dividend und Divisor beyde aus einer 
bestimmten Zahl gegebener Glieder bestehn, der Quo
tient in zwey ganz verschiedenen Gestalten dargestellt 
werden kann. Man ordne beyde steigend, wo also die 
Differenz unter den Exponenten ihrer successiven Glle-, 
der, das H der allgemeinen Formel positiv seyn wird, 
und der Quotient wird gleichfalls eine steigende Form, 
mit derselben Progression der Exponenten werden. 
Ordnet man hingegen, wie es eben so gut gestattet 
ist, Dividend und Divisor beyde fallend, wobey also 
die Differenz ihrer successiven Exponenten, eine ne
gative Zahl werden muß, so wird der Quotient auch 
eine fallende Form ähnlicher Art wie sie. Die Be
rechnung der Coefficienten geschieht in beyden Fällen 
nach der nemlichen kombinatorischen Regel; es brauche 
wohl kaum erinnert zu werden, daß sie das eine Mal 
durchaus andere Resultate geben muß, als das andre 
Mal, weil sich die Bedeutung des kombinatorischen 
Index gänzlich verändert, je nachdem man einen stei
genden, oder einen fallenden Quotienten haben will.

Sollten übrigens Sprünge und Lücken in den 
Formen des Dividends und Divisors vorhanden seyn,



so würde man vergeblich in Beziehung auf pe eine 
Abkürzung des Verfahrens suchen.

Die Aehnlichkeit der Methode mag es rechtferti
gen, daß an dieser Stellender Satz eingeschaltet wird, 
welcher mit Recht für das Fundament der ganzen 
höheren Algebra gehalten zu werden pflegt. Sein 
Gegenstand ist die Berechnung der Summe, welche 
aus beliebig gewählten gleichhohen Potenzen aller 
Wurzeln einer willkührlichen Gleichung entspringt, bloß 
aus den Coefficienten, welche die Form dieser Gleichung 
enthält, ohne daß es nöthig wäre, die Wurzeln der
selben einzeln zu kennen? Er beruht auf kombinato
rischer Betrachtung, und führt auf eine Recurston, die 
mit der bey der Bildung eines Quotienten statt finden
den fast ganz zusammenfällk.

Es mögen gewisse Elemente (a, k, e, cl..) vorhan
den seyn, die unwiederholbar, zur Bildung von Com- 
binatiougclassen gebraucht werden sollen. Man nehme

IN.

beliebig eine solche Classe, L, und betrachte die For
men, welche sie enthält in Beziehung auf ein gewisses 
Element, z. E-, s. Es wird Formen in ihr geben, 
die dasselbe in sich enthalten; andre, in denen es nicht 
vorkommt (die Formen, welche ein gewisses Element 
nicht enthalten, sollen dadurch, daß das Zeichen dessel- 
eingeklammert unter das der Classe gesetzt wird, ange-

IN 

deutet werden, wie z.E. die zuletzt genannten durch L) 
(-»)
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Den bekannten Regeln des Cembinirens zu Folge er- 
hält man alle Formen einer gewissen Classe, falls man 
eins der Elemente abgesondert von den übrigen betrach
ten will, indem man erstlich alle Formen der nächst 
niedrigeren Classe, aus den übrigen Elementen bil
det, und ihnen jenes abgesonderte Element verseht; in
dem man alsdann zweytenö, aus eben jenen übrigen 
Elementen alle Formen, die der gesoderten Classe selbst 
angehören, erzeugt, und der ersten hinzufügt. In
Zeichen L a L -s- L. Dieser zweyte Inbegriff aber (-,) (-)
ist es gerade selbst, welchem man das obige abgesonderte 
Element vorsehen müßte, wknn man für die nächst, 
höhere Combinationsclasse eine ähnliche Sonderung der

m »x-l IN IN r

Formen vornehmen wollte, L sc -s- L. Man ae- 
(») (L>

langt also zu folgendem allgemeinen Sahe durch fortge
setzten Gebrauch der eben gemachten Bemerkung.

Es mögen aus beliebigen nicht wiederholbaren Ele
menten, (a, b, c, 6 , .) successive Combinationöclaffen, 
r S Z
e, e, e.., gebildet seyn» Man wähle eins dieser 
Elemente, und setze es, beliebig wiederholt, der ersten 
Classe; eben so auch den successiv folgenden, nur jeder 
nächsthöheren einmal weniger wiederholt, bey. Man 
verbinde diese successiven Classen mit abwechselnden Zeichen 

r s z k.
—(-i)a--ke 

Alsdann wird von dieser ganzen Zusammenstellung, 
wenn man auf die vorhin angegebene Weise jede Classe 

L
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in Beziehung auf das Vorgesetzte Element in zwey Gat. 
tungen von Hermen zerlegt, nichts weiter herauskommen 
und übrig bleiben, als die erste Gattung aus dem ersten 

Gliede, s.sms***, und die zweyte Gattung aus 
K** E

dem lezren (-1)^3* .0, so daß, dem gemäß
(-)

I a r^-1
s'c-s'-c1)"»-i-c.

(-)

Nun gilt offenbar für jedes der Elemente, woraus 
stch die Combinationen gebildet haben, die nemliche 
Beziehung. Man setze also jedes von ihnen allmälig 
für a an die Stelle, und man wird Formen, wie die 
eben dargestellte, erhalten. Die Coefficienten dieser 
Formen auf der ersten Seite der Gleichung werden 
immer die nemlichen bleiben, wahrend eine andre 
Hauptgröße, das jedesmal gewählte Element, stch zu 
ihnen gesellt. Bloß der Coefficieut des zweyten
Gliedes auf der andern Seite der Gleichung e muß 

t->)
sich gleichfalls ändern, so wie ein andres Element 
unter die nemliche Beziehung gestellt werden sollte. 
Es wird also bey der Summirung der Gleichungen, 
die für jedes Element, wie sür das erste, emstehn, nur 
eine Schwierigkeit bey der Summirung der in ihmn 

k-j-r
enthaltenen letzten Glieder, -j- -j- -s-..

(») (d) (c)
entspringen, die aber in zwey Fällen leicht gehoben 
werden kann.
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Es sey zuerst die Menge der Elemente, woraus 
sich die Combinationen bilden, mithin die Zahl der 
Classm, nicht geringer, als die des höchsten der Vor
gesetzten Vielfachen, r. Alsdann wird man die Reihe 
sortsitzen können, bis sich r-k in r verwandelt, und
also jenes letzt- Glied sO wird. Jetzt deutet -S 

c«)
alle Formen der nächsthöheren r -j- Classe an, welche 
das Element a enthalten. Die gefoderte Summe 
aller letzten Glieder aus den Gleichungen, die für 
jedes Element, wie für das erste entsteh»,

s L-j- d L -j-c O -f- . . « 
(-) (t>) (c)

verlangt also, daß man alle Formen dieser nächsthö» 
heren Classe, die das erste Element enthalten, wegen 
desselben, alsdann alle die das zweyte Element in sich 
führen, wegen dieses zweyten Elements, und so fort 
alle Formen, die irgend eines der vorhandenen Elemente 
in sich schließen, wegen ebendesselben, setzen, und den 
Inbegriff dieser Formen bilden soll. So kommt jede 
Form, die dieser Classe gehört, wegen jedes in ihr 
liegenden Elements, einmal besonders gefetzt vor; man 
erhält also jede Form dieser Classe so oft, als sie 
Elemente in sich hat, ober man bekommt die Classe 
selbst, mit ihrem eignen Grade mulkiplicLrt 

r r r
aC -f- bL -j- cL . . (r -s- t) 0 

(») (b) (e)
In diesem Falle also ist die Summalion aller oben 
angeführten Gleichungen leicht, und gibt, wenn der

L s



164

Kürze wegen 3" -j- b" -s- c" -j- . . . fortgesetzt bis 
rr

zum letzten der vorhandenen Elemente, durch ange
deutet wird, die Formel:
x , r-r s r-gZ r r r»k<r r-r 14.1

^in welcher bloß noch das allerletzte Glied auf die 
andre Seite der Gleichung, mit gehörig geändertem 
Zeichen, herübergestzt zu werden braucht, um eine 
völlig geordnete Recurstonsformel zwischen den durch z 
ausgedrücklen gesuchten Größen, und den gegebenen 
Combinatlonsclaffen zu erhalten:
r r r-»S r-23 rr r rH-irH-r

äL-j-(-,)(r-^ l)<^ —ä.
Es sey zwsyt ns r größer, als die Ahl der vorhin* 
denen Combinationöclasten, so daß also die Ic-s-l" als 
die höchste mögliche ongesihn, und nur bis zu ihr die 
obige R ihe fortgesetzt werden kann. Alsdann ist 
offenbar, weil nur k -j-r Elemente vorhanden seyn

sollen, L 0, es fällt also das letzte Glied auf der 
(»

andern Seite der Gleichung ganz weg, und die bey 
der Summirung aller Gleichungen entstehende Formel 
wird:

r r r-i < r-L 3 r-^k4>r r>k<i

Sie erscheint noch einfacher als die vorhergehende, ist 
aber im Grunde mit ihr identisch, und ein fpeci ller 
Fall von ihr, denn wenn man derselben auch für den 
Fall, wo die Zahl der vorhandenen C asten nicht bis 
zu r, sondern zu einer kleineren Zahl k -j-1 aufsttege,
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Gültigkeit zuqestehn wollte, so würden olle Glieder 
in ihr, von weiter fort, indem sie als Coeffwien- 
ten noch höhere Combinationsclassen, L und so fort, 

r
bis L, fodertm, da jede derselben v ist, von selbst 
wegfallen, und so dasselbe Resultat wie aus der zwey
ten Formel entspringen Es kann also für jeden 
Werth von r, ohne Rücksicht auf die Anzahl oller 
vorhandnen successiven Combinatiorsclassen, die erste 
Recursionsformel als unbedingt gültig gebraucht werden.

Die Anwendung dieses combinatmischen Satzes 
auf die Theorie der Gleichungen ist leicht Hat man 
die Form einer beliebigen Gleichung, gehörig fallend 
geordnet, so stellen die Coefficienten dieser Form in 
ihrer Ordnung, nur die von ungerader Z hl mit um
gekehrten Zechen genommen, die successiven Combina- 
tionselassen, welche sich aus den Wurzeln der Glei
chung bilden lassen, dle Elemente als Faktoren, dle 
Formen als Theile gedacht, vollständig dar. Sind 

r » 3
also 6, 6 6,.. . die successiven Coefficienten einer 
Gleichung, deren Wurzeln s, b, c, . .. seyn mögen, 
so wird, diese Wurzeln als Elemente von Combina- 

r i S L , m m
tionen gesetzt,0, 6 —L, allgemein (-r)^0^0 
seyn. Soll also die Summe gleichhoher Potenzen 
von allen Wurzeln der Gleichung, wo allgemein das 
Zeichen I die Summe der r"" Potenzen von ihnen, 
— andeuten mag, gefunden werden,
so kann es, vorausgesetzt daß die Summen aller
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niedrigeren gleichhohen Potenzen, ä,.; jede für 
sich schon gefunden sind, durch folgende Formel geschehn:

r r 2 r-r 3 r-2 r r
— —- 6 — 6 — 6 . — O " (r i) O

Wegen der Zektren würde es am bequemsten seyn,
I s 3

wenn durch O. 6, 6,.. nicht die Coesficienten der 
Gleichung selbst sondern eben diese Größen, mit 
umgekehrten Zeichen, verstanden werden sollten, 
denn alsdann würde die Recursionssormel:

Ihre Aehnlrchkelt mit der für die successiven Coesfl- 
cienten eines Quotienten der einfachsten Art ist auf» 
fallend; beyde würden vollkommen identisch seyn, wenn 
nicht hier die Bedingung hinzugefügt wäre, daß jedes 
Element der Recursion, da, wo es einzeln als Theil 
den Producten beygesügt wird, die sich aus den vor« 
hergehenden Elementen, und den schon bestimmten 
vorhergehenden Hauptgrößen bilden, mit feiner eigenen 
Zahl multiplicirt werden «oll Will man sich also für 
die Berechnung der successiven Potenzen - Summen 
dieter Recursion bedienen, so wird daS bey der Division 
angewandte Verfahren nur eine geringe Modifikation 
zu erleiden haben ä).

L) Derselbe Mechanismus, welcher bey der Entwick
lung von den successiven Coesficienten im Vorherge
henden angewenvet wurde, läßt sich auch hier mit 
folgender Modifikation gebrauchen.

Man setze die successiv sich entwickelnde« Poten
zen - Summen in eine verticale Hauptreihe allmälig
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Man wird aber auch bey dieser Untersuchung ver
langen, einen independenten Ausdruck der gesuchten

unter einander. Zur Rechte« an dieser von oben 
herab, setze man die mit ihrer eigenen Zahl wultis 
plicinen Elemente, so weit sie reichen. Um alseann 
ein folgendes Glied der Hauplreihe zu finden, setze 
man znr Linken an ihren schon gefundenen Gliedern 
die Elemente in natürlicher Oronung herauf; be
rechne von jedem Paare der auf diese Art horizontal 
neben einander gestellten Zahlen das Product; 
schreibe alle diese Producre zur Rechten der Haupt- 
columne neben der noch leeren Stelle, in welche 
daS neue Glied der Hauptreibe kommen soll, hori
zontal nebtn einander, und addire diele ganze Ho
rizontalreihe ; ihre Summe ist das gesuchte neue Glied.

Es sey z. E. die Gleichung x*—iox^-4-Z5x^—.
zox -j- 24 — o gegeben. Man sucht die sechs ersten 
Potenzen Summen ihrer Wurzeln. Hier sind 
-7- io, — ZZ, -j-50 —- 24, die Elemente der Re- 
cursion. Die Rechnung erhalt folgendes Schema

-24)-j-5o)-35)rc>)
-24)-i-5o)-35)ro)

-i-Zo)-35)io)
-35)w)

io)

roi-s- ro
ZQ!— 70-s-lso

loo -^-150 4- zoo-zzo
35496 i-lovo-lOZo-j-Zoc»

l Zooj 3540-3500 f- l520-240
4890! 13002-1^90-^5000-720

Die angenommene Gleichung ist aus den Wurzeln 
i, 2, z, 4, gebildet. Von diesen aber betragt die Summe

wen Potenzen 
i 

64 
729

4096
4890

wodurch sich also die Resultate der obigen Rechnung 
völlig bestätigen.



-6z

Größen zu erhalten. Sie würden vollständige In- 
begriffe von Variationbformen aus den gegebenen 
Elementen, der Summe ungehörig, welche der Grad 
von den zu summirenden Potenzen auödrückt, darstellen, 
wenn nicht in der Formel für ihre gegenseitige Be
ziehung gefodert würde, daß das letzte der gegebenen 
Elemente, da wo es zuerst einzeln in die Verbindung 
eintritt, mit seiner eigenen Zahl multiplicirt werden 
sollte. Indessen, da, diesen einzigen Umstand abge
rechnet, die Necurfion völlig dieselbe ist, wie bey der 
Bildung von Variatlonbformen zu successiven Summen, 
so wird man behaupten dürfen, daß aus ihr nichts 
anders als eben solche Variationbformen hervorgehn, 
mit der Modifikation, daß in ihnen jedes Element, 
sofern es als einzeln, und zum ersten Male gesetzt 
gedacht werden kann, d. h. sofern es Endelement in 
der Form ist, noch mit seiner eigenen Zahl multipli- 
cirt werden müsse. Man bilde also aus den gegebenen 
Elementen alle Variationssormen zu derselben vorge- 
schrieben?» Summe, und multiplicire jede Form mit 
der Zahl ihres EndelementS. Die Formen als 
Theile, ihre Elemente als Factsren auf einander bezo
gen, wird man das Gesuchte erhalten.

Es ist aber bey dieser Regel noch eine wesentliche 
Abkürzung möglich. Die Variationsformen bilden 

rar 
sich aus einer einzigen Elementen Reihe, o, 6, .
und stellen Products vor; Aenderung der Folge ist 
also ohne Einfluß auf ihren Werth; man wird einen 
bequemeren Ausdruck erhalten, wenn man aus den 
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gegebenen Elementen alle Combinationsformen bildet, 
und jede mit ihrer Versetzungszahl multipliclrt. Dabey 
ist aber die Federung, daß jede der vorhandenen 
Variationsformen mit der Zahl ihres jedesmaligen 
Endelementö multipliclrt werden sollte, nicht außer 
Acht zu lasten; sie erschwert und modificirt diese 
Zusammenziehung. Es sey eine Variationsform vor
handen, irgend eines der gegebenen Elemente, O, siehe 
als Endelement in ihr, und komme mehrere Male, 
etwa m mal, sn ihr vor. Die Frage: wie viele 
Permutationen erlaubt die Form, so daß dieses 
Element in ihr das Endelement bleibt? beantwortet 
sich leicht. Es sey N die Permutationszohl, welche 
ihr zukommen würde, wenn sie unbedingt permutirt 
werden sollte. Nimt man das angeführte Element 
einmahl heraus, um aus allen übrigblsibenden alle 
mögliche Permutationen zu bilden, wie man es muß, 
wenn man alle die, aus der gegebenen entspringenden 
Formen haben will, in welchen jenes Element als 
Endelement'erscheinen soll: so verliert jene anfängliche 
Permutationszahl, weil ein Element weniger da ist 
als vorher, den höchsten Factor ihres Zählers, oder muß, 
was damit einerley ist, durch den Grad der Classe wozu 
ihre Form gehört, dividirt werden, in welchem Zustande 
sie durch U ausgedrückt werden mag; sie verliert aber auch, 
well die Zahl der gleichen Elemente, von der Art des einen 

herausgehobenen, 6, vorher m, nun um eins geringer wird, 
jetzt m-r, jm Nenner eben diese Zahl als Factor, wird also 
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m. Nun soll jede Variakionsform chit der Zahl ihres 
EndelementS multtplieirt werden. Es gibt aber deren, 
die das Element 6 am Ende führen, der Annahme 
zu Folge m U, alle von demselben Inhalt. Man 
wird also r. m. U als die Zahl bekommen, womit 
eine solche Form mnltiplicirt werden muß, wenn man 
alle glelchgeltenden Permutalionsformen, in denen sie, 
jenes m mal in ihr vorkommende Element 6 am 
Ende führend, erscheinen kann, zusammenfaffen will. 
Nun aber kann jedes in ihr vorkommende Element 
ans Ende zu siehn kommen, und wird es unfehlbar. 
Man muß folglich für jedes besonders bestimmen, wie 
oft, vorausgesetzt daß es die letzte Stelle der Form 
einnehme, dieselbe, jedesmal mir seiner Zahl Mttlti- 
plicirt, pcrmutirt werden könne, und alle diese Faktoren 
zusammenrechnen, wenn man bestimmen will, wie 
oft überhaupt, ohne Aenderung ihres Gehalts, diese 
Form vorkommen wird. Bey diesen successiven Be
stimmungen des Factorö für die verschiedenen in der 
Form liegenden Elemente bleibt dasselbe, die durch 
den Grad ihrer Form dividirte PermutationSzahl: 
aber das, womit U noch mnltiplicirt werden muß, 
da es unbestimmt für das m mal vorkommende

r
Element 6, der vorigen Untersuchung gemäß, m r war, 
das heißt der Theil der Summe, welcher die Varia- 
tionsform gehört, der von diesem Element, so fern es 
in ihr vorkommt, herrührt, wird für jedes andre Ele
ment dem gemäß anders aussallen. Aber jene Zahl N 
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aümällg für j-des Element der Form mit dem Theile 
der aus ihr entspringenden Summe multipliciren, wozu 
dies Element beyträgt, und diese Products zusammen- 
nehmen, oder dieselbe Zahl U auf einmal mit der 
ganzen Summe, welchem die Form angehört, multipli
ciern ist einerley. Daher die Regel: man bilde auS 

» s r
den gegebenen wiederholbaren Elementen, (5,6,0.. 
olle Combinationsformen, die der nemilchen Summe 
angehsren, und multiplicire jedes der dadurch angedeu« 
teten Products mit seiner Versetzungszahl, nur daß 
diese, durch die Zahl des Grades, welchem die F rm 
gehört, dividirt, und mit der Summe, welche sie 
darsiellt, multiplicirt werde, Das Aggregat dieser 
Products gibt die Summe der gleichhohen Potenzen 
von aßen Wurzeln derjenigen Gleichung, deren umge-

r » S
kehrte Coefficienten die Größen 6, 6, O,.. gewesen 
sind, und zwar des Grades, welcher mit der Zahl der 
angenommenen Summe zusammenfällt. Um den Satz 
in Zeichen auszudrücken, mag (p) die durch den Grad 
der zugehörigen Form dividirte Versetzungszahl bedeuten.

Es mögen a, d, e, .. die unbekannten Wurzeln 
einer Gleichung seyn, deren Form

x»- —6x ' - 6^c>
gegeben ist. Alsdann wird
vorausgesetzt, daß sich das Zeichen 0 auf die wieder- 

» s
holbaren Elemente (5, 6, 6,.. bezieht /).

O ES sey für die Gleichung x* — loxch-zzx* — 
5<r x-j-2g c> die Summe der Htm Potenzen ihrer
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Die weitere Anwendung dieses Satzes kann hier 
nicht gegeben werden.

Achtes Kapitel.
Ausziehung der Wurzeln. Allgemeiner 
Beweis des binonusMen Lehrsatzes tür ge

brochene und negative Exponenten.

Die Wurzelausziehung ist Umkehrung einer direkten 
Operation, wie das Dividiren. Dos Product mehrerer 
unter einander gleicher Formen wird allemal eine Form 
von ähnlichem Bau. Man kann also umgekehrt bey 
jeder gegebenen Form fragen, ob sie nicht im Product 
aus einer bestimmten Anzahl gleicher Formen seyn 
könnte, und eine von diesen onzugeben verlangen; 
dies ist es, was die Kunstsprache Wurzelaueziehung 
nennt. Nun wird freylich die Zulästigkeit einer solchen 
Foderung hier noch mehr wie bey bestimmten Zahlen 
in der Arithmetik gelaugnet werden müssen; indessen

Wurzeln zu suchen. Alsdann muß aus den Ele- 
I 2 3 4

menten io, — zz, 50,— 24, berechnet werden
4 . (p) § 0. Man bekommt also die Formen

4) 4 realifirt — 96
4) ig 2ooa
Z) 22 2450
4) H2 locrvo—14000

im 14450 —I4o«-b Z54 wie oben.
Daß die recurrirende Berechnung bequemer als die 
independeme sey, bedarf wohl keiner Erinnerung.
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ist leickt, sie so zu modificiren, daß alle Schwierig« 
ketten oermi den werden. Eine Form zu firden die, 
auf eine bestimmte vorgeschriebene Potenz erhoben, 
eine andre gegebene hervorbringe, mag s-ltne Fälle 
abgerechnet, ummöglich seyn. Aber eine Form anzu- 
geben, die zu jener Potenz erhoben, in allen Gliedern, 
die einen beliebig gewählten Rang nicht übersteigert, 
mit einer andern gegebenen identisch wird, muß, mi
die nähere Betrachtung zeigt, allemal möglich seyn.

r S n
Es sey die gegebene Form s-i-sx-sax?.. ax".. 

Man fragt, ob sich nickt eine andre finden lasse, deren 
m" Potenz, würklich berechnet, mit jener ersten in 
allen Gliedern bis zum n"" Range überetnstimmen 
könnte? Man fingire, um die Frage zu beantworten, 

eine solche Form als schongefunden ^A-j-Ax-rj-äx^,.; 
man erhebe sie würklich zur m"" Potenz, und seße das 
Resultat dieser Potenziirung bis zum n"" Grade der

I s
gegebenen Form identisch (A -s- -ch ..)m 

» 2 N
-s-3x^..3x"^.. Gerade dadurch wer

den sich Mittel ergeben, um Coeffici-nten der fingirten 
Form, der Absicht genügend, auf eine sichre und 
unzweideutige Weise zu bestimmen.

Aus der Lehre von der Multiplikation ist bekannt, 
daß bey der Potenziirung einer Form zu jedem Coeffi
cienten des Resultats genau so viele von den ersten 
Koefficienten der Form selbst, als die Zahl des ge
suchten Coefficienten Einheiten enthält, beytragen: allge-
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mein in Zeichen, zu dem n -j- Coefficienten der ent« 
r »

wickelten Potenz (k -j- äX * -j- ä 2 '.) die n -j- r
ersten Coefficienten der Form selbst, 4, ä . Es 
ist gleichfalls bekannt, daß jeder von ihnen, da wo er 
zum erstenmale erscheint, nur aus die erste Potenz er« 
hoben Vorkommen kann, den anfänglichen ausgenom« . 
wen: in Zeichen: der Coefficient des ersten Gliedes 
nach dem anfänglichen in der Potenz unsrer Form, 
enthält nur und den letzten nur in einem elnzi«

gen Gliede, welches seyn wird; der des
I L

zweytenS Gliedes hat bloß k in sich, und der 
letzte kommt nur in einem Gliede des ganzen Aus-
drucks m k vor, u. s. w. Berechnet man also die 
n -j- i ersten Glieder jener gefederten Potenz, um jeden 
ihrer Coefficienten' dem gl.'lchhohen Coefficienten der ge
gebenen Form einzeln gleichzuseßen, so bekommt man 
ebensoviel«, n -j- », einzelne Gleichungen heraus. In 
der ersten Gleichung wird, als stngirte, und also noch 
unbekannte, Größe bloß der Anfangscoefficient der an« 
genommenen Form vo> kommen, —s; sich also aus 
ihr bestimmen; tn der zweyten Gleichung wird außer 
ihm, der nun schon bekannt geworden ist, auch noch 

der erste nachfolgende Coefficient, auf die erste 
Potenz erhoben, und mit einem bestimmten Factor 
multipllcirt, erscheinen, mithin eine Gleichung darbie» 
len, die nur vom ersten Grade ist, in so fern er als
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die einzige unbekannte Größe in ihr liegt, so daß er 
aus ihrer Außölung jedesmal einen einzigen Werth 
erhalten wird. Und so muß jede folgende von diesen 
Gleichungen einen folgenden der fingirten Coefficienken, 
nur auf die erste Potenz erhoben, und mit einem be« 
stimmten factor multtplieirt, in sich schließen, der also 
wenn die vo> hergehenden Coefficiencen aus den früheren 
Gl-ichungen schon bestimmt sind, sicher und ohne 
Zweydeutigkeit aus ihr gesunden werden kann.

Auf diese Weise rechtfertigt sich das recurrirende 
Verfahren, welches in der Aufgabe der Wurzelaus
ziehung unmittelbar vorgeschrieben ist. Man wird 
es in allen Fällen unfehlbar anwenden können, aber 
von der Einfachheit, welche das beym Dividiren 
beobachtete besitzt, wird es weit entfernt bleiben; wenn 
dort alle vorhergehende Coefficienken immer auf gleiche 
Weise zur Bildung des nächstfolgenden beytrugen, 
so wird es hier bey j dem neuen auf andre Art ge
schehn. Der Gang der Rechnung, wenn sie auf diesem 
Wege begonnen werden sollte, würde für die ersten 
Coefficienken folgender seyn

» 2 3 I s 2 3
» -j- ax -j- ax^ 2^3 .. — -j- Hx -j-Hx —

I 2

-s- m äX -fm)
' >x 2 -j-

r . L
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Mithin, gleichhohe Coefficienten gleichgeseht 
» -

" i i
— 3m Ä —— ! — 2 )

— ----- «m
M m

2 r
M -s- M .(m-l) ^^'2 2 -— ^2

i . m 
» s r

3 — M.tM-')^-- -^2

r . S

I . 2

Eine so verwickelte Recursion, wie diese kombinatorisch 
zu entwickeln, so, daß aus dem Zusammenhänge, 
welchen sie unter den gesuchten Coefficienten stiftet, 
das independente Geftß ihrer Bildung abstrahirt wer- 
könnte, dazu setzt uns keine der vorhin entwickelten 
kombinatorischen Operationen in den Stand. Zwar 
läßt sich allerdings die Untersuchung vereinfachen, 
indem man sich Anfangs begnügt, statt einer unbe
stimmt vielgliedrigen Form, nur eine des ersten Gra
des zu nehmen, um aus ihr die Wurzel eines be
liebigen Grades auszuziehen. Könnte man für 
m I 2
V (a -s- 2) — -s- 2 -f- A .. das unabhän
gige Gesetz der Bildung aller Glieder finden, so hätte 

m r 2
man es mit leichter Mühe auch für V (a -j- ax -j- ax? .). 
Denn man braucht nur im letzten Falle einstweilig für 



den Inbegriff aller folgenden Glieder, ax^ — L
zu setzen, mithin jene, erste Reihe für V(3-s-2) geradezu 
ünzuwenden, und hernach in ihr statt der sutöefftoen 
Potenzen von 2, wonach sie fortschreitet, die ent« 
wickelten Werthe derselben an die Stelle zu setzen, um 
Alles zuletzt nach Potenzen der ursprünglichen Haupt- 
größe x, zusammen zu ordnen: eine leichte combinato» 
tische Arbeit, da für ganze positive Potenzen einer 

t s
regelmäßigen Form, wie 3x^-j-ax^^-.., die inde- 
pendenten Geletze der Bildung aus dem vorhergehen
den bekannt sind. Aber damit ist im Wesentlichen 
wenig gewonnen; die Recursionsformel selbst bleibt fast 
eben so verwickelt wie vorhin, sey es auch, daß die in» 
dependenten Ausdrücke der sich aus ihr entwickelnden 
Coefficienten ohne Vergleich einfacher werden. Die 
Berechnung erhält jetzt dieselbe Gestalt, wie vorhin, 

t s
nur daß die Größen 3,3,.. sämmtlich m o gefetzt 
werden. Und alsdann enstehn für die singirten Coef« 
fieienten die Resultate
. - ' --- t <1 > --s— 3 m; . 3 m , /r — —. l----- I l 3Mm m V m >

Betrachtet man die Resultate, welche sie für die lnde« 
pendente Bestimmung der gesuchten Coefficienten dar» 
bietet, so zeigt sich in der That in ihnen ein sehr ein« 
faches, und mit einer bekannten Formel übereinstim
mendes Gesetz. Wurzelgrößen können, den lehren der 
Arithmetik zu Folge, als Potenzen mit gebrochenen

M
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Exponenten betrachtet werden; Vsa-j-r)—(s-s-r)». 
Wollte man annehmen, daß dieselbe Regel, welche 
bey der Entwicklung von Potenzen eines zweyth-iligen 
Ausdrucks, deren Exponenten ganze positive Zahlen 
find, aus der Natur des MulttplicirenS abgeleitet ist, 
auch für Potenzen mit gebrochenen Exponenten beybe- 
halten werken könne, so erhielte man:

I . » . 3
eine Reihe, deren Uebereinstimmung mit derjenigen, 
welche unmittelbar vorhin auf dem Wege der recurri- 
renden Bestimmung für V'ss-s-r) gefunden worden, 
von selbst klar ist, und die bey weiter fortgesetzter bey- 
derseitiger Berechnung sich dabey auch ferner erhalten 
würde.

Es entsteht also, auf dem Wege der Beobachtung 
die gegründete Vermuthung, ob nicht dieselbe Regel, 
welche bey der Entwicklung ganzer positiver Potenzen 
statt findet, auch für gebrochene Exponenten in unge- 
anderter Form beybehalten werden könnte, so daß die 
Art, wie sich die Coefficienten der entwickelten Reihe 
aus dem Exponenten der geköderten Potenz erzeugen, 
immer die nemliche bleiben müßte. Diese Vermuthung 
erlangt dadurch einen höheren Grad von Wahrschein
lichkeit, daß für Potenzen mit ganzem, aber negativem
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Exponenten, deren Werthe die Divisionentwickeln könn, 
wett sie sich auf Quotienten zurücklühren lassen, in der 
That eben dieses Gesetz unbedingt gültig ist; ein Satz 
der sich schon hier unbedingt beweisen lasten würde, wenn 
e- sich zu der gegenwärtigen Absicht der Mühe verlohnte.

Wir müssen also die Frage in genauere Unter
suchung nehmen, ob nicht die Formel des binomischen 
tehrsaHeS, die hier zur Erleichterung der Untersuchung 
in ihrer einfachsten Gestalt ausgedrückt werden mag 
(i -j- x)" — t -j- nx -s- n . (n — i) x ,

-j-n.(n -i)... (n-r-j- ,)x*.. unbedingt für jeden 

beliebigen Werth von n, eben so gut, wie für ganze 
Zahlen, angewandt werden dürfe.

Der Beweis für die Richtigkeit einer solchen 
Annahme wird am einfachsten geführt, sobald man 
darzuthun vermag, daß zwey Formen, die nach Poten
zen der nemlichen Hauptgröße fortschreiten, und deren 
Coefficienten aus einer unbestimmt angenommenen 
Größe auf dieselbe Art gebildet sind, wie Binomial- 
coefficicnten aus ihrem Exponenten zusammengesetzt 
werden müssen, zum Products eine ähnliche Form 
hervorbringen, deren Coefficienten gleichfalls nach dem 
nemlichen Gesetze erzeugt sind, aus einer unbestimm
ten Größe, welche die Summe derjenigen ist, woraus 
die Coefficienten der angenommenen Factoren gebildet 
waren. In Zeichen fwenn allgemein B eine Größe 
bedeutet, die sich aus 5 und r -usammenseht, wie sich,

M 2
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WENN k eine ganze Zahl wäre, der r" Binomialcoeffi. 
cient der Potenz des Grades 5 von einer zwey«
theiliqen Größe erzeugen würde, d. h. e P — 
5. (f- i).. (f-r-j-l). : es kommt nur darauf an,

zu beweisen daß 
I s »I

(l-^- tLx-j- .. -s- ^Bx". .)'
(r sBx -s- «Bx- .. -j- sBx" .

k * eBx * sBx " .
Sobald dieser S tz feßstcht, und aus der Natur des 
MultiplicirenS in gänzlicher Allgemeinheit bewiesen ist, 
begründet sich die unbedingte Anwendbarkeit des 
binomischen Lehrsatzes für negative und gebrochene 
Exponenten mit leichter Mühe. Zuerst ist selbst klar, 
daß für mehr als zwey solche Formen, die sich mit 
einander mustiplickren sollen, das Product eine ähn
liche Form werden muß, deren Coefficienten nach dem 
nemltchen Gesetze aus einer Größe entstehn, welche die 
Summe derjenigen ist,' woraus die Coefficienten der 
Factoren hervorgegangen sind. Wenn es also auf 
eine Entwicklung der Wurzelgröße V (i -j- x) an- 
kommt, so nehme man, ohne in diesem Augenblick 
zu fragen, was sie bedeutet, eine Form an, deren 
Coefficienten aus dem Bruche auf eben die Art, 
wie Binomialcoefficienten aus ihrem Exponenten

II I s II
gebildet sind r-j- » Bx -j-HBx- . » Bx',..
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Vermöge jenes, als bewiesen hier einstweilig voraus
gesetzten Satz s darf alsdann behauptet werden, daß, 
wenn n solcher Formen mit einander multipticirt 
werden, als Product eine neue zum Vorschein kommen 
muffe, deren Co fficienten sich aus der Summe von 
den n Größen, woraus die der Factoren entstanden 
sind, nach eben der Regel zusammensetzen. Diese 
Summe aber, da jede der angenommenen Größen ist 
betragt n. — l; setzt man aber aus i nach der Regel 
des binomnchen Lehrsatzes Coeff'cienten wie Binomial-

L
coefficienten zusammen^ so wird der erste 'B-1; der
zweyte D^: I.(i-i)—o, und daher auch alle fol-

I . 2

genden c>. Es wird also das Product jener n un
bestimmt angenommenen unter einander gleichen 
Formen i -j- x. Es stellt also jede von ihnen eine 
Größe dar, welche, zur Potenz erhoben, r-j-x 

geben muß, das heißt jede von ihnen ist v^i-j-x) — 

(»-j- x) , und die unbedingte Gültigkeit des binomischen 
Satzes für gebrochene Exponenten ist dargethon. Man 
könnte, auf dieselbe Weise, sie für Wurzelgrößen, die

IN
zugleich Potenzen sind, (i -j-x) », rechtfertigen.

Ebenso erhellet auf dieselbe Art die Anwendbarkeit 
des binomischen Lehrsatzes auf Potenzen mit negativen 
Exponenten. Man nehme eine Form, deren Coeffi- 
cienten sich aus der Zahl — n nach demselben Gesetze,



wie Binomialcoeffkclenten aus ihren Exponenten ableitsn

i. .. -s-"»Bx'...
Dos auch die Bedeutung dieser Form seyn möge, so 
muß sie mit einer andern, die ihre Coefficienten auf 
eben die Art aus der umgekehrten Zahl -j-n gebil

det hat, r-j-»Bx-s-"Bx-... -j-^Bx*... 
multiplicirt, zum Products eine dritte ähnliche Form 
geben, deren Coefficienten sich auf die vorige Weise 
aus einer Zahl erzeugen, welche die Summe jener 
beyden in den Factoren angenommenen, also - n -s- n --o 
ist. Aber wenn man aus o, noch der Regel, ver
möge' weicder aus einem angenommenen Exponenten 
sich Binomialcoeffttienten bilden, Zahlen zusammensetzt, 
so wird schon die erste davon oB. mithin auch alle 
folgenden — o; mithin ist das Produkt der beyden 
angenommenen Formen — i -j- ox -j- .. — r. Nun 
aber war die letzte von ihnen würklich (> -s-x)"; es 
muß also die erste, weil sie mit dieser zum Products r
hervorbrlngt- - - - -— — (t-j-x)-" gewesen seyn. (i-j-x)°

Wir werden also die aus dem Vorhergehenden 
hinlänglich bekannte Regel des binomischen Satzes für 
jeden beliebigen Exponenten gebrauchen dürfen, sobald 
das schon vorläufig ongedeutete Gesetz bewiesen ist, 
welches dem Products der beyden unbestimmten Formen:

f.(f-r) x- -l-f(s- r) (k-2)x-.. fB-t-x*.. 
r » L » r



I8Z

»2 L . 2 . 3

angehört.

r

Der Anfang der würfligen Berechnung bestätigt 
sogleich den oben aufgestellten Sah. Das erste Glied 
des Products bekommt zum Coefficienten k -s- 8» 
das zweyte k. (5 - r) -t- 8 8 8 -Don die-

> 2 » - »
sem lezlen ist es leicht zu zeigen, daß er in der That

nichts anders ist, als 
' I . 2

Denn man nehme erst den ersten Theil des FactorS 
nemlich 5, nur ihn mit dem andern 

Factor (k-i) 8 Zu multipliciern; man wird zwey
Producte, k. (b-r)-s-erhalten. Man nehme 
hernach den zweyten Theil eben desselben, x, um ihn 
mit der nemlichen Größe, 5-f-(8-r) multiplicirt 
werden zu lassen: es werden aufs Neue zwey Pro
ducte entsteh», kss 8 0' Es ist also offenbar,
wenn man diese Producte zusammenrechnet

(k-i- 8) - (? -i- 8 - *) — ' (b-r) k § -i- 8^8^ 
1.2 r.2 »2

Eben so erhalt das dritte Glied des Products den 
Coefficienten k . (k- r) (k- s) -i-is. (5-i) . 8

» 2 . Z » »
1-s(8-»)4-e- (s-0-t8-!>), und er kann sogleich

. 2 . r '
üüf die nemliche Weise gezeigt werden, daß er mit
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identisch seyn müsse. Denn wenn' man den 
vorigen Coeffpienttn

ch- k§ 8 ' (8-i) - 
r s r . s , , ,

mit dem Facror f -s- 8 - 2 multiplicirt, so kommt bey 
3

gehörig einqeleiteter Rechnung gerade die Form dieses 
dritten Coefficienten heraus, der also ebendeswegen 
(l-t- 8)«(f-i-8-i)« (k -l- 8-2) seyn wird. Bey 

I » 2 - 3
dieser Multiplicotion muß man aber, um das angege
bene Resultat zu erhalten, auf eine besondre Art ver
fahren, die sich bey der Entwickelung aller folgenden 
Coefficienten immer selbst gleich bleibt, und auf welche 
der ganze Beweis zurückkommt- Man muß nemlich, 
indem man allmälig jedes Glied der zu multiplicirenden 
Form nach der Reihe vornimt, den multiplicirenden 
Bruch selbst in zwey Th ile z-rsällen, so- daß aus 
jedem Gliede des HultiplicandS, weil der Multiplika
tor zweylheilig ist, zwey Partialproducte entspringen. 
Aber diese Zerlegung des Multiplikators in zwey 
Theile muß für jedes Gliede des Mulriplicands. auf 
-ine besondre Art gemacht werden. Es besteht der 
Zahler des Multiplikators jedesmal aus drey Stücken, 
den beyhen Hanptgrößen, k-j-x, und einer davon 
abzuziehenden negativen ganzen Zahl, die im gegen- 
wartigen Falle - 2 heißt. Die beyden Theile, in 
welche er zerfallen, s-ll führen jedesmal, des erste die 
eine Hauptgröße f, der zweyte die andre g, an der 
Spitze, -ertheilen aber jene HM- noch angehenke
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negative Zahl bey jeder Multiplikation unter sich aus 
andre Weise. Bey der ersten zieht die erste Hauptgröße 
ste ganz an sich, so daß alsdann der Multiplikator die 
Form (s-2) -4- A annimmt. Bey der zweyten läßt

die erste Hauptgröße von ebenderselben eine Einheit 
fahren, die sich zur zweyten gesellt, so daß im vorlie
genden Falle der Multiplikator die Gestalt f-r -j- x-r 

r s
erhält« Und so wird bey jeder folgenden Multiplika
tion dem ersten Theile des Multiplikators eine mehr 
von den ihm anfangs völlig beygelegten Einheiten der 
negativen ganzen Zahl abgenommen, um dem zweyten 
Theile beygelegt zu werden. Hat aus diese Art jedes 
Glied des Multiplicandö zwey Products gegeben, so 
zieht man jedesmal das zweyte Produkt der vorher
gehenden Multiplikation mit dem ersten der nächst
folgenden, in eine Summe zusammen, und erhält so 
das Resultat in der gewünschten Gestalt. Die Aus
führung der Arbeit nach dieser Vorschrift wird die 
Zulassigkeit derselben beweisen.

Um also die Form k. (5- r) -s- k . § -j- x
H 2 I . S

auf die eben angewiesene Art mit 5 -j- x - 2 zu mul- 
ä

tipliclren, nehme man ihr erstes Glied, k. (f-i),
1.»

für dasselbe als Multiplikator (f-2) -j-
3 "

man erhält alsdann die, beyden Products f. 1) (k - 2)
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-j- k. (k-') ss. Eben so ihr zweytes k§, und dazu 
» .3

als Multiplicator k(-r)-s-(?-'); so entsteh» die 
3 3

Produkte k. (f- i) . § -f- 5. ss - (ss - r) - Zulezt ihr 
3 Z°

drittes Glied und zu ihm als Multipllea-
>.»

tor f -s- (^-2); daraus bilden stch die Producte

k. ? O -1) -i- L-sss-r)^-»). Man vereinige zuletzt 
S ".^2 1 . » . 3
die gefundenen Producte auf die vorgeschriebene Art

> .2.3 »2 S
-i-k

3 3
-i- k-8(8-l)-i-8.(8-r)(8-2) 
3>»i .2.3

> .2.3 » r > 2 1.2.3
Eine Form, welche mit der des dritten Coefficienten

3 
identisch ist, mithin beweißt, daß er selbst 
seyn muffe.

Zur Uebung in dem vorgeschriebenen Verfahren 
mag noch der vierte Coefftcient des Products 
5(s-. (l-2) . (k-z) -t- k.(k-r).

> s . 3 . 4 1 . 2^3
k. (s-2) (8-z)

» 2 1.2 1 . > . 3 >.2.34
vorqenommm werden, um zu beweisen, daß er durch 
Multiplikation des eben ^betrachteten dritten mit
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f-j-e-4 entstehe, und also i*eB seyn werde, da
, 4
dieser gewesen ist.
Der erste Theil des Multiplicands ist hier k.(f-r. (f-s) 

I . 2 .3
Der für ihn geformte Multiplikator (k-g)-j-s 

______________________________ 4____ 4 
Die aus ihm entspringenden Produkte

5 (f,). (f- 2). (f- 8) -i-f.(k-r).(k-2).8 
1 . s . 3 4 ,.».3 4

Der zweyte Theil des Multiplicands k. 
I . 4 

Sein Multiplikator (k-2)-j-(^-l) 
_______—4_____ 4 ____

Seine Produkte f.(k-').(f-2).ß-s-k. (^-i)
».» . - »2 .' 4

Der dritte Theil des Multiplicands k x-ls-»)

Dessen Multiplicator (k-i) (5-2)
_____________________ 4_____ 4______

Seine Products 5. (f-Q.8.(8-Q^-f.8 (8-0- (8-2) 
4 » 2 2.2.4

Der viert« Theil des Multiplicands 8 (8-')'(8-2) 
».« -3 

Sein Multiplicator k-f- 8-z 
__________________________"4" 4 
Seine Produkte 58. (8-0 - (L-O-f-?«(8-') - (8-2. (8-?) 

4 -.2. 3 » . 2 . z - 4

Man stelle jetzt die Products dieser Multiplikationen 
in der vorgeschriebenen Ordnung zumsammen um sie 
Zu vereinigen
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k. (?--) . fs--) x

I .«.r.4 . . 4 . z . 4

f. (f->) (f--> x 
__________________ 1.2 . 4

-t- 

»2.A.4 1-3.3

1.3. »

f ->k 8.(ss-r)-(ss-2)
1 . s . 4 1.2.4

ss-(?-') (§-2)-^ ^-,>(8-2) (ff.z)

____ __ ___________ 4 . I 4 2 . 3 1 2 . z 4 

^f.(f-l) (^-') (8-2) (8-2)

1.2 1.2 I.s.z I . 2 , z . 4

Auf diefflbe Weise könnte man fortfahren, auch für 
die folgenden Coefficienten des Products zu zeigen, daß 
sie aus den vorhergehenden nach demselben Gesetze ent- 
stehn, wonach sich die successiven Binomialcoefficienten 
einer Potenz, deren Exponent heißen sollte, 
aus einander erzeugen würden. Es ist aber genug, 
sich durch würkitch angestellte Rechnung davon über
zeugt zu haben, daß die ersten Coefficienten des Pro
ducts diesem Gesetze unterworfen sind, deine Gültig
keit für alle übrigen wird bewiesen seyn, sobald darge
than worden kann, daß es für jeden nachfolgenden Coef- 
ficienlen Statt haben müsse, falls es für den nächst- 
vorhergehenden, unbestimmt gelassen, der wievielste es 
seyn soll, als gültig angenommen wird. Das heißt, 
in Zeiten ausgedruckt, wir haben Varzuthun, daß, 
wenn der rteCoeffcicnt, welchen das Product unsrer 
angenommenen Formen aus unmittelbarer Multipliea*
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... * : ' . , klon erhält, gewesen ist, der folgende r-l-rte

C-effwient, wie ihn die Multiplikation ergibt, aus 
jenem nächst vorhergehenden durch Hinzufügung des 
Factors f-j-i;— r gebildet werden könne, und also, 

r i
dem bekannten Gesehe der Binomialeoefficienten gemäß, 

r r >
k tzD sey.

Bedienen wir uns zur Abkürzung überhaupt der 
für Bmomwlcoefficienten eingesi'hrten Zeichen, so sind 
die beyden mit einander zu mulliplicirenden Formen 

r a Ii-I k , r r^l-t
I s r

I -j- ^Bx -> «Bx^.. eBx^' -s- §Bx^ -j-.. kBx' -s- LBxr*-. 

Will man das r^ Glied ihres Products, so muß man, 
um dessen Coeffici-nten zu erhalten, alle Partiolpro- 
ducke aus denjenigen Coefficienten der beyden Reihen 
bilden, von welchen die Indices zusammen r ausmachen. 
Es ist also allgemein der k-iteThest dieses Coeffi- 

cienten ^B. 8B, und eben so der ^te Theil hx^lben 

kB.eB. Nach eben dem Gesehe bildet sich der 
Corfficient des nächstfolgenden, r-j- len Gliedes, wenn 
er durch unmittelbare Multiplikation gesucht wird. 
Sein Kter Theil wird seyn: Und der ge
wünschte Beweis wird darzuthun haben, daß die Form 
des rten Coefficienten, mit dem Factor 5-j-^-r multi- 

r l
Plicirt, genau die Form des r-j-rtm hervordringe.
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D!e Ordnung, welche man bey der Multiplikation 
zusammengesetzter Ausdrücke beobachtet, ist willkürlich. 
Wir wollen also in dieser Rücksicht Folgendes fest- 
setzen. Es soll allmälig jeder Theil des MultiplicandS 
nach der natürlichen Rangfolge multiplicirt werben. 
Aber aus jedem sollen zwey Products entspringen, 
dadurch, daß der Multiplikator für ihn in zwey Theile 
zerschnitten wird Man soll nemlich diesen jedesmal 
in zwey Brüche zerreißen, wovon der erste die Haupt* 
große f, und soviel negative Einheiten, als die vor
handenen,-r, übrig lassen, wenn man sie um die 
Zahl des aus dem Multiplikand genommenen Theils 
verringert, zum Zähler bekommt; während der Zähler 
des zweyten Bruchs die andre Hauptgröße, x, zusammt 
den bey der Bildung des vorigen weggelassenen negativen 
Einheiten, in sich schließen soll. In Zeichen: wenn 
man den kten Theil des Multiplikand behandelt, so 
soll der Multiplikator in die beyden Brüche f-(r-K) -i-

g-k zerlegt werden. Ferner wollen wir bey der 

Vereinigung von denjenigen Partialproducten, die aus 
diesen successiven Multiplikationen entspringen, allemal 
die Regel beobachten, daß sich das zweyte, welches 
aus einem gewissen Theile des MultiplicandS entspringe, 
mit dem ersten, welches aus dem nächstfolgenden 
Theile eben desselben entsteht, zu einer Summe verei
nigen soll. In Zeichen: um das kte Glied des 
Products zu erhalten, soll sich das zweyte Partial- 
Produet, welches aus dem K-iten Theile des Mul-
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tlplicand entsteht, mit dem ersten, welches aus dem 
kten Theile des n,milchen erzeugt wird, vereinigen. 
Nicd dieser deutlichen Bezeichnung des zu b-obachten- 
Versahrens, wird es leicht seyn, zum Resultate zu 
gelangen.

Die Form des unbestimmten rlm Coefficienten hat zum 
k-r 

TIM k'L.eB
für niesen ist t - sr - sk - >)) -s- x - Ik - >) der Mulelpltrawr.

i 4« r r »j» l

Mithin das zweyte der daraus entstehenden Partial- 
producte — B. s B. (§- lc).

Nun aber ist es aus den Regeln der Bildung für die 

Binomialcoefficlenten bekannt, daß 8 B -- f§ - k -1). 

eB, so daß also, wenn man das ebengenannte Product 
im Zähler und Nemer mit k -s-1 multipliciren will, 
«s abg-kürzt durch ^B. LB. k X ausgedrückt 
werden kann.
Ferner ist der nächste kte Theil des Multiplicands 

r-Ir <

B . 8 B für ihn wird l^(r- k)- (8 - Ic) der Multiplicator 
r4<r

Mithin das erste der beyden, aus diesen Factoren 

entspringenden Products sf - (r - k) B. 8 B. 

Man kann aber auf ähnliche Weise wie vorhin, da 
r-k*,

D — sk-(r-) indem man Zähler und
r.k4>»
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Nenner des lezten Products mit (r-k-j-i) multlpli-
cirt, es auf die einfachere Gestalt O-K-j-1)

» 4< t 
zurückführen.

Die Summe der beyden, so erzeugten, Partialproduckh 
und in ihr das kte Glied des gesuchten TotalproductS 
ergibt sich sogleich, da die beyden Binomialcoefficien- 
ten, so wie der Divisor, welche in ihnen vorkommen, 
identisch sind, und nur die beygesehten Faktoren eint 
Abweichung zeigen. So gibt das erste

tB LB.K 
r r

und das zweyte ^B^B^r -k -s-r), zusammen addirt 
_______ (r 4> i)_______" 

r^4<r Ir_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ k
. (k -j- r - 1c -i- l) — . ßB .

(r 4- i
Nun aber haben wir gesehn, daß der r^-lteCoeffi- 
eient unserer angenommenen Formen ein zusammen
gesetzter Ausdruck war, von welchem allgemein der
kte Theil durch kB.ßB dargestellt wurde. Es ist 
also jetzt dorgerhan worden, daß jedes Glied deS 
riten Coefficienten herauskommt, wenn man die 
successiven Glieder des nachssvorhergehenden rten mit 
dem Faetor multiplicirt, welcher dem rten Dmomial- 
coefficienten der Potenz des Grades beygefügt 
werden müßte, wenn man den nächstfolgenden eben
derselben erhalten wollte. Ist folglich nur irgend ein 
Coeffieient des Products von jewen beyden Formen auf
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die angegebene Weise nach dem Gesetze der Vinomial« 
coefficienten gebildet, wie wir z. E- für die vier ersten 
cs durch wirkliche Rechnung bewiesen haben, so muß 
<6 mit jedem nachfolgenden auf gleiche Weise der 
Fall seyn.

Es ist schon im Anfänge dieser Betrachtungen ge
zeigt worden, daß die unbedingte Gültigkeit des bino
mischen Lehrsatzes für negative und gebrochene Expo
nenten eine unmittelbare Folge des eben abgeleiteten 
Satzes sey, so daß wir also jetzt berechtigt sind, die 
bekannte Formel (r -j- x)"^ lff-nx-j-n.sn-Ox*..

r . s

-i- n. . als für jeden beliebigen Werth
I . s . r

des Exponenten n gültig anzunehmen. Man kann 
ihr auch genau, dieselbe Gestalt wieder geben, unter 
welcher sie zuerst in Beziehung auf ganze positive Ex
ponenten vor gekommen ist. Denn die Form

ist einerley mit Man setze also

nur in dem obigen Ausdrücke für (i-j-x)" anstatt 
d

x den Bruch -, so gibt er die Entwicklung von 
lbXsI Man muttiplicire endlich alle Glieder

dieser Reihe mit s", so erhält man den Werth 
b XVon 1

n.(n-(n-r-i"
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Die bekannte anfängliche Formel, nur daß sich jetzt 
ihre Bedeutung auf alle Atten von Exponenten er- 
wettert hat.

Es verdient dabey wohl bemerkt zu werden, daß 
die Reihen, welche sich nach dieser Formel entwickeln, 
nur dann von selbst obbrechen* wenn der Exponent 
eine ganze positive Zahl ist, hingegen fortgesetzt wer
den können, so weit mün will, sobald er eine negative 
Zahl, oder ein Bruch seyn sollte, ein Umstand, welcher 
mit der Natur der Operationen, welche durch solche 
Exponenten angedeutet werden, nothwendig verbunden 
ist. Es kann für den Gebrauch von Nutzen seyn, 
dasjenige was sich in der allgemeinen Formel für die 
beyden letzten Falle fpecialisiren läßt, naher zu bemer- 
ken. Es sey also zuerst der Exponent eine negative 
Zahl n —-w, alsdann werden olle die einzelnen 
Faktoren, aus denen sich die Zahler der Binomial, 
coefficienken bilden, negative und surceffrv um eine Ein. 
heit wachsende Zahlen, - m, - (m-s- i) u s. w. Die 
Products aus ihnen also bekommen, je nachdem sie 
von gerader oder ungerader Zahl sind, das -j-, oder 
das — Zeichen, und so erhält ltwn bequemer 
(t-s-x)^-r-mx-i-m.Cm-j- »)x2..

r . s" "
(-i)'. m.(m »)^(m-j-r-i)x*.. «ine Reihe, 

i.2 . . . » r
in welcher auch- noch die Abwechselungen der Zeichen 
Wegfällen würden, wenn die Form, welche zur Potenz 
erhoben wird, im zweyten Theile selbst negativ wäre, 
oder.si-x)-" seyn sollte.



-95

Auf ähnliche Weise sey der Exponent ein Bruch

Alsdann werden die einzelnen Factoren, woraus

die Zähler der Binomialcocfficienten entspringen, aus 
einem Bruche, an den sich allmälig als abzuziehend 
die successiven ganzen Zahlen henken, gebildet. Bringt 
Man die beyden, woraus jeder einzelne Factor 
auf einerley Benennung, so bekommt man Drücke, 
von denen jeder den vorigen Nennet behält, aber im 
Zähler den Zähler des anfänglichen Exponenten, um 
die successiven Vielfachen seines Nenners verringert, aü-

« - vmalig aufnehmen muß. In Zeichen: (r-j-x) 4 i -s- - x 
y

-j- X*-j-p.(lr-q)(p-rq)x3-i-.. p.. r )q^.
1. 2. g* 1.2.z.g' t . 2 . r . "

Dipse lezte Formel kann, nach Bcschcffenheir des 
Bruchs, welcher den Exponenten abgibt, sehr verschie
dene, noch mehr zusammengezogene Gestalten anneh« 
men. Es sey z. E., welcher Fall besonders häufig
verkommt, der ExponentAlsdann sind die suc
cessiven Vielfachen des Nenners die successiven geraden 
Zahlen. Der Zähler ist-i, sie geben also, von ihm 
abgezogen, die successiven ungeraden Zahlen mit 
dem — Zeichen. Die Products aus ihnen, das heißt 
bis Zähler der Blnomialcoefficienten, sind also Produkte 
aus so vielen von den ersten ungeraden Zahlen, als 
Ehr Index Einheiten hat, positiv oder negativ, je 
nachdem eben derselbe gerade oder ungerade ist. Der 
Nenner jedes Binomlalcoefsicienten ist ein Product

N s



196

aus so vielen der ersten ganzen Zahlen, als sein In« 
dex Einheiten hat, in eben so viele von den Nennern 
des gegebenen Exponenten, das heißt hier in eben so 
viele 2. Aber die successiven ganzen Zahlen, jede mit 
2 multiplicirt, geben die successiven geraden Zahlen. 
Und so wird
(I -s-x) ^2 1 - j X -s- t^rx- .. (-,)*. I.(rr-r)x*.

s . 4 L . 4 . . ar
Für den Zweck wörtlicher Berechnung ist es freylich 
am besten, sich die Werthe der Binomialcoefficienten 
der am häufigsten vorkommenden Potenzen in einer 
eigenen Tabelle, wie sie am Ende angehenkc ist, nie
derzulegen,

Neuntes Kapitel.

Der Polynomische Lehrsatz für beliebige 
Exponcmen in independenrer und recurri- 

render Form.
Die allgemeine Ausgabe, eine aus unbestimmt 

vielen Gliedern zusammengesetzte Form auf die Potenz 
eines beliebigen Exponenten zu erheben, von welcher 
die Wurzel-Ausziehung als ein besondrer Fall be
trachtet werden kann, löset sich durch Hülfe des bino
mischen Lehrsatzes sehr leicht aus. Es sey die Form

I » r
s-j-ax * -s-NX ° . -j-ax*.. gegeben, um zur 
Potenz des Grades n, welcher nun nach Belieben eine 
positive, negative, ganze, gebrochene Zahl seyn mag, 
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erhoben zu werden, so daß sich das Resultat in eine 
auf gleiche Weise fortschreitende Form entwickeln soll. 
Man behalte ihr AnfangSglird, 3, als ersten Theil, 
bezeichne aber den Inbegriff aller folgenden inr den 

r 2
Augenblick durch ein. einfaches Seichen, sx* -j-ZX?..

-s?- sx b, und man wird (s -s- b) zu 
berechnen haben, welches durch unmittelbare Anwen
dung des binomischen Lehrsatzes sogleich geschehen kann.

- (s b)" A"' ch. d^ ch- l)2.. »B L" .
-s-" den successiven Gliedern dieser
N-ihe werden die successiven Potenzen von b gefedert, 
und sie sind es, welche noch einer ferneren Eutwick« 
lung bedürfen, da jenes Zeichen nur einstweilig, als

I s. r

Andeutung der Form 3 x -s- 3 x . -f- 3 x . ge
braucht worden ist. Man hat also allmalig alle 
Potenzen dieser Form, von der ersten an, zu den 
successiv höheren hinauf, zu berechnen, sehe mit dem 
vor ihr stehenden Factor aus der binomischen Entwick
lung zu multiplicchen, und alle diese einzelnen Reihen 
in eine Summe zusammenzuziehn.- Zu einer solchen 
Berechnung aber sind wir durch die schon ausführlich 
abgeleiteten Regeln der Multiplikation vollkommen aus
gerüstet. Wenn eine Form, wie die angegebene, auf 
die Potenz eines ganzen und positiven Exponenten 
erhoben werden soll, so bildet sich eine ähnliche Form, 
in deren niedrigstem Gliede die Hauptgröße, auf den 
Grad der gefederten Potenz selbst erhoben, .wiedev 
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erscheint; in deren folgenden allmällg die nächsthöhere» - 
auscreten. Die Coefficienten sind Inbegriffe von 
Combinationssormen, die sich aus denen der Grund
form als ihren Elementen bilden; sie gehören fö nt- 
tich der Classe, welche durch den Grad der zu berechn 
nenden Potenz angegeben wird, und der Summe, 
welche der Exponent der in jedem einzelnen Gliede 
verkommenden Potenz andeutit. Jede einzelne Form 
muß mit ihrer Verschungszohl nniltiplicirt werden. 
Dem gemäß läßt sich der Gong aller dieser Entwick» 
tungen sehr leicht solgendermaßen^andeutm
Es entspringt

aus die Reihe

2. 2> 2 2

20x2^-3 0x2..'^..)
3 A 3 r

»LX^ . . '-OX'..)

. 'Ox'..)
und es ist die Summe aller dieser Reihen, welche 
das Gesuchte in gesetzmäßiger Gestalt darsteÄen wird.

Am bequemsten zieht man das Resultat der gan
zen Entwicklung sogleich in ein allgemeines Glied 
zusammen, indem man die Frage aufwirft, aus war 
für Theilen -er Coeffklent eines beliebig gewählten 
Gliedes z. E. des rten, welches x* enthalten wird, in 
der zulezt hervorgehenden Form seyn müsse. Nun 
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gibt offenbar jedes Glied der binomischen Rvlhe , vom 
ersten nach dem anfänglichen an, bis zum eten hinauf, 
wenn man in ihm für d seinen Werth setzt, und es 
alsdann entwickelt, einen Theil, welcher in x* mul- 
tiplicirt seyn wird; man darf also, vorausgeuht,. 
daß k irgend eine ganze Zahl, kleiner als r bedeutet, 
behaupten, daß der Kte unkr den Theilen, welche in 
jene Potenz der Hauptgröße multipllcirt werden 
müßen, aus den bwr Gliede der bmomi'chen Reihe, 
indem es sich entwickelt, und dasjenige Glied dieser 
Entwicklung, welches in eben diese Potenz der Haupt
größe multiplicirt ist, hergibt, genommen werden müsse. 
Nun ist das Ick« Glied der binomischen Reihe

L k r 2
"Ba (2 X -s- 3X . .)^, und

wenn von (2 x 3 x das Glied gefodert wild, 
worin vorkommt, so ist es p^Lx^. Man versehe 
es mit dem Factor, welcher in der binomischen R^the 
neben der zu entwickelnden Potenz sieht, und man hgt 
den kten Theil von denen, welche nach vollendeter 
Rechnung zu x* gehören werden, das heißt, den

kten Theil des ganzen Coefficienten vyn
Man braucht in diesem unbestimmten Ausdrücke nur 
für k aümälig alle Werthe von r an bis r hin, zu 
sehen, um alle Theile zu erhalten, woraus sich der 
gefoderte Eoefficient des xten Gliedes erzeugen wird. 
Es mag das Zeichen vor einen, aus unbestimmten 
Zahlen gebildeten. Ausdruck gesetzt, andeuten, daß für 
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eine'jener Zahlen allmälig successive ganze Zahlen 
substituirt und die daraus hervorgehendcn speciellen 
Werthe in eine Summe zufammengezogen wcik<n 
sollen. Die unbestimmte Zahl, welche sich specialisiern 
soll, mag zur Seite daneben, und unter ihr dik erste 
und lezte der ganzen Zahlen gefetzt werden, iv welche 

Ir
sie sich allmälig verwandeln soll, so daß z. E.
bedeutet, es soll in einem Ausdrucks für k allmälig 
jede ganze Zahl von r an, bis r hinauf, inclusive, 
gesetzt, und alle seine daraus hervorgehenden bestimm« 
ten Werthe in eine Summe zusammengezogen werden. 
Durch Hülse dieses Zeichens kann das atlgem'tne 
Gesetz des polynomischen Satzes tn folgende Formel 
zysammengezogen werden, 

r » »
Die Größe (» -j- ax * -k» ax . -f- ax^. 

entwickelt sich, was auch der Exponent seyn möge, 
in eine nach Potenzen von x fortschreitende Form, 
Von welcher, vorausgesetzt daß die nachfolgenden Coessi» 

r L r
cienten der Grundform, s, L, A .. als combinatorische 
Elemente; die daraus gebildeten Complexjonen als 
Products aus diesen Elementen; ihr Inbegriff als 
Summe ongefehn wird, allgemein das xte Glied

seyn wird.
Es kommt also, bey wörtlicher Rechnung nach 

dieser Formel, die Hauptsache darauf an, alle Combina* 
lionsformen, welche der nsmlichen Summe ongehören, 
(denn r bleibt immer dasselbe, solange der Coeffwient 
eines bestimmten Gliedes berechnet' wird) für alle
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möglichen Gaffen (denn k nimt allmällg alle Wrrehs 
von i bis r an) vollständig zu entwerfen. Es bedarf 
zu dieser Absicht keiner andern Regeln, als der schon 
im Vorhergehenden vorgekommenen, durch deren Hülse 
sich allmälig für jede Classe, von der ersten an, bis 
zu der höchsten hinauf, die der gefederten Summe 
gehörigen Formen finden lasten. Da es indessen nicht 
nothwendig ist, die arithmographische Ordnung zu 
beobachten, sondern hier in der Entwicklung der Formen 
ebensogut die lexicographlsche gebraucht werden darf, 
so könnte in der That eine Menge von verschiedenen 
kombinatorischen Regeln sür die gefolgerte Operation 
gegeben werden wenn es sich überall sür die Zwecke 
der Analysis der Mühe verlohnte W).

vi) Man hat sich in der That, nicht bloß bey den 
neueren Bearbeitungen der Cvmbinaliouslehre, son
dern schon früher, .mir mancherley Regeln für die 
Bildung aller Oombinationsformen, die zu einer 
bestimmten Summe gehören, beschäftigt. Die 
meisten dieser Regeln sind eom bin «toxisch recurri- 
rend, oder involmorisch; man findet z. E. vermöge 
ihrer aus allen Formen, die einer gewissen Summe 
angehören, durch Vorsitzen neuer Elemente, und 
Austauschen anderer, diejenigen vollständig, welche 
zur nächst höheren Summe gerechnet werden müssen. 
In einer umfasienden theoretischen Darstellung der 
reinen Eombinationslehre mögen solche Untersuchun
gen ihre» Werth haben, für die wirkliche Rechnun
gen besitzen sie ihn nicht, und man scheint beynahe 
vergessen zu haben, daß unsre Buchstaben-Ausdrücke 

- «nr Andeutungen von Rechnungen sind, und daß
Recursieuen unter solchen Andeutungen, die nicht
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Sind die einzelnen Comdinativnsformen entwickelt, 
so versehe man jede von ihnen mit der ihr gebühren»

mit Recursionen der durch sie berechneten bestimmten 
Zahlen zusammenfallen, für die Analyfis als sehr 
unnütz betrachtet werden müssen. Was den einzel
nen Formen, aus deren Inbegriff ein gewisser 
Coeffikient erwachsen ist, abgenvmmen oder zugefügt 
werden müßte, damit statt seiner der nächstfolgende 
Cvefficrent zum Vorschein käme, zu wissen, erleich
tert die wmkliche Berechnung sehr wenig; eS würde 
fast unerträglich seyn, wenn b^y würklicher Pvtcu- 
ziirung einer gegebenen Form, viele von den su^s 
cessiven Gliedern des Resultats auf diesem Wege 
berechnet werden sollten. Die wahre, brauchbare 
analytische Rccmsion gibt allemal eine Regel, um 
aus den vollständigen Werthen früher berechneter 
Coefficienten allmälig jeden nachfolgenden zu finden. 
Und dazu kann, wenigstens für den Fall des poly
nomischen Lehrsatzes, keine jener bloß kombinatori
schen Regeln behülflich seyn. Höchstens da, wo eS 
darauf ankame, für wehren der successiven Coeffi- 
cienten die einzelnen Products, aus deren Infam- 
menfassen sie sich bilden sollen, anzudeuten, könne» 
sie mit Nutzen gebraucht weroen. Und so mag hier 
die eine oder andre von den dazu behülfiichen Vor
schriften eine Stelle finden. Um auS allen Eonibi- 
nationsformen zu einer gewissen Summe die zur 
nächsthöheren zu finden, setze man ihnen allen 
i vor, und vertausche außerdem in allen, die eS 
ohne Unordnung gestatten, das Anfangselement mit 
dem nächsthöheren. Oder man nehme allmälig alle 
Elemente, und setze sie hinter alle Compleriynen 
aus den Elementen, welche nicht niedriger sind als 
sie, und zu einer Summe gehören, hie durch sie stlbst 
zu der gefederten Ergänzt wird.



den Permutationszahl, realisire disse Produete aus den 
gegebenen Elementen, und addire zunächst nur diejeni
gen, welche zu der nemUcken Elasts gehören, in eine 
Summe zusammen. Denn der Inbegriff dieser 
Formen bekommt einen gemeinschaftlichen Factor, aus 
einer bestimmten Potenz vom Anfangegliede der gege
benen Grundform, und einem Binomialcoefficienten 
dessen Rang und Zahl gleichfalls vorgeschrkben ist, 
durch Multiplikation erzeugt. Eben darum ist es, 
wenn ein einzelnes Glied von der Potenz eines 
Polnnomiums gefodert werden sollte, immer am be
quemsten die Combinationrformen in keiner andern 
als der orichmogrophischen Ordnung zu entwickeln. 
Die übrigens bey der Berechnung zu beobachtende 
Ordnung findet sich von selbst aus der Grundform^--».).

«) Sollte z.S. von (g -s- Lx -j- Zx^—gx^^- Kx* 
das gte Glied nach dem anfänglichen berechnet werden, 
so hätte man, vorausgesetzt, daß die Elements 
»2)4 K N »-I, k
2, 2, s, 2, und s bedeuten, (' - - 4 e)x*
2, 5, —A, 6 4

zu berechnen
Rnu ist^Bn-z

» — I
4

Z-2 ! ^-3  

4 , — Ä>4 ' — 4 — ^28
2 ! 3 4mI j"BLp-r m I — 5

bg! ZI2> 16384
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Der Ausdruck des Lanzen Geseßes vereinfacht sich, 

noch etwas, wenn man, was wlt einer leichten Modi« 
fieation bekanntlich immer geschehn kann, das An- 
fongsglied der Grundform i seyn laßt. Denn alsdann 
können die Potenzen des AnfangSgliedeS allenthalben, 
wo sie als Facleren vorkommen, weggelaffen wer
den; es wird also von der Reihe, welche aus

r 2 r
(i -i- NX -i- sx -i" ax'..)" entspringt, das, 

Ir Ii L
lte Glied seyn (^-<^"Bp-L)x^

Man berechne also ferner 
i, 

—4 realifirt 6 
multiple mit 

H— I « 
','4 — -s- 

2
P'cn2)iz----- 12

22. -^-25

»multipl.. mit " B L n- s 7^
.__________"

3^
p Z) 112 —6c>

3
wultipl. mit^Pa«— -5'2 —

I 62  > HL 

p/*c—im — i6, "
. 4

multlpl. Mit 
_  5 ->W— - - — 5_l o Ld!, — 10^4-

«Summ« W — -rs2^ — ,22^

Mithin da- gesuchte Glied
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Will man hingegen die Gestalt der Grundform 
. so erweitern, daH Exponenten in ihr überhaupt nur 

eine arithmetische IprogteGon bilden, so hat dies auf 
unsre erste Formel nur geringen Einfluß. Denn man

r 2kann statt (sx ax -s-ax^^^;,setzen 
» 2

.)». Deutet man in der 
eingeklammerten Größe x^ augenblicklich durch u an, 

A s
so wird sie (a-j-ÄU*-i-au2..)", unsre Anfangs be- 

Ii.

trachtete Form, deren r^es Glied (»' ' L Ba
ist. Setzt man in ihm für u seinen Werth zurück, 
so erhalt man statt u*, x^; fügt man den vorhin 
abgesonderten Factor x^" wieder bey, so ergibt sich

das rte Glied der Reihe (sx^-s-3X "
2^: (r ' ' * Bs P*L)x6*"^^ also die
Regel für die Berechnung des Coefficienten ganz die 
vorige bleibt. Man hat nur in Absicht aus die 
Potenzen, die in den einzelnen Gliedern vorkommen, 
zu'bemerken, daß sie nach derselben Progression, wie 
die der Grundform fortschreiten, und der des Anfangö- 
gkiedes gefunden wird, wenn man den, welchen die 
Grundform im Anfangsgliede führt, mit dem Grade 
der Potenz multiplicirt, worauf die Grundform selbst 
erhoben werden soll.

Der erste Hauptcheil von den Betrachtungen, welche 
die Berechnung beliebiger Potenzen eines einfach gesetz« 
mäßigen Polynomium- betreffen, der independenten
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Bestimmung jedes Coeffcienten in der sich dabey entwickeln
den Form gewidmet, ist in der vorhergehenden Ableitung 
enthalten. Aber sowohl die Vollständigkeit der Theorie, 
als die Bequemlichkeit der wörtlichen Berechnung ver
langt noch eine recurrirende Bestimmung, die uns in 
den Stand setzt, aus schon bekannten Werthen früherer 
Glieder in eben derselben jedes nachfolgende obzuleiten. 
Wir wollen versuchen von jener ersten zu dieser lezten 
den Uebergang zu finden.

Als in der Lehre von der Division für den Quotienten
i

- - - der Werth gesucht wurde,
(l — sx — sx . ax*..)

r 
erhielten wir zuerst, den Quotienten durch Ax -s- 
s r

x .. -s- kx*.. andeutend, die Recursionssormel 
r i i i 2 r-2 i-k r

-j- 3 . -j- 3 Daraus leiteten
wir nachher die independente Nrgel ab, welüe in 
unsrer jetzigen abgekürzten Bezeichnung durch

U U r
(» - r pro) — angedeutet werden.kann.

Gegenwärtig haben wir, wenn die aus (a -j- 3 x * -j- 
a ' r
3 X 2 . . -j- 3 X"..) entspringende Reihe durch 
-2* r^-i-^x-j-^x^.. -j- X . bezeichnet wird für k 

den independenten Werth (»- - "Ba" p^L), 
und fragen rückwärts nach einer Recursionssormel, wor
aus er entspringen könnte.
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ks ist offenbar eine große Ähnlichkeit zwischen 
dem letzten independenten Ausdruck, und jenem bey der

Division betrachteten. Wäre der Factor 
nicht in diesem, das heißt, sollten die permutirten 
Combinationssormen nicht mit einem Btnomialcoeffi- 
clenten der gefederten Potenz, dessen Zahl ihre 
Classe bestimmt, und einer gleichfalls davon obhängen, 
den Potenz des ersten Coefficienten der Gruncform 
multiplicirt werden, so fiele er mit jenem völlig zu
sammen, und es würde hier die vorige Reeursions- 
forme! -j- 3 gleichfalls gültig
seyn. Indessen ist die Frage gewiß sehr natürlich: 

sollte nicht, da ein in der Größe ä vorhandener Factor 
das Einzige ist, welches verhindert sich zu ihrer 
recurrirenden Bestimmung dieser Formel zu bedienen, 
dadurch, daß jeder der vorhergehenden Größen im Re- 
curriren ein eigner Factor beygsgeben würde, mit Bey- 
behaltung der übrigen Formel das Gesuchte geleistet

I s k 
werden können, mithin, wenn unter k, k, f,.. solche, 
noch unbestimmte Factoren zu verstehn waren, vermöge 

r r »r-i S 2 r-L K k r-k r r 
einer Formel wie 
sich die Beziehung unter den successiven Coefficienten 
darstellen lassen?

Wir nehmen zu dieser Absicht irgend eine, mit 
ihrer Permutationszahl und dem anderweitig ihr ge. 

r 
bührendem Factor versehene Combinationssorm aus A
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' heraus, um zu fragen, welchen Antheil die schon be- 
rr r-k

kannten vorhergehenden Größen, wenn sie
*

auf jene fingirte Art zur Bildung von L gebraucht 
seyn sollen, daran gehabt haben müssen. Eine mit 
ihrer Permutationszahi versehene Combinokionsform 
bedeutet eigentlich einen vollständigen Inbegriff oller 
Variationsformen aus den Elementen, die sie enthält.
Einige dieser Variationsformen werden a an der Spitze 

r r r r
führen; sie sind also aus entstanden; allgemein/ 
die Variationsformen des hervorgehobenen Inbegriffs, 
welche das Element s an der Spitze führen, müssen 
bey der Recurston aus ta entstanden seyn. Nun 
bedeute N die Permutationszahl der angenommenen 
Comblnationsserm, die unbestimmt von der Classe m 
seyn mag, und es komme in ihr das genannte Cle- 
ment 2, 7? mal vor, so daß also, wenn man für K und 
7? allmälig olle auf die Elemente der Form passenden 
Werthe setzt, die Summe aller in Zeichen ?r — m 
sey, und eben so die Summe aller Products wie IcTr, 
in Zeichen seyn muß. Alsdann ist offenbar
die Anzahl aller Variationsformen, die » an der Spitze

. führen können —, und sie alle, in eine Combina- m
tionsform zusammengezogen, welche diese Zahl 

m
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als PermutatlonSzahl bey sich führt, sind aus z herqe. 
nommen( Aber da haben sie, wegen der R^cursion 

die wc» .setzen, den Factor k, und weil sie von 
der m-rten Aasse sind, dem independenten Ges.hr ge- 
maß, noch außerdem den Factor bekom
men. Es muß folglich, wenn man in dem Pro- 
ducteaus den angegebenen Faetoren —

m
für k undallmalig alle möglichen Werthe an die 
Stelle seht, eben der Faetor herauskommen, welchen 
die angenommene CombinationSsorm in bey sich 
führt, das heißt, da sie von der nte» Classe 

m
seyn sollte, »B. In Zeichen, «s muß

Vs Ir IU-! -V m

L s — . sey».
V m V

Da bey der Summation und k als veränderlich 
zu betrachten sind, so können gemeinschaftliche Fakto
ren aus beyden Seiten, worin diese Größm nicht 
vorkommen, weggelaffen werden. Man sehe statt

-B- so kann - hier
m m

und dort gehoben werden, und die Formel zieht sich 

auf zusammen,
a

- Und nun kehrt die eigentliche Frage zurück: läßt 
sich wohl ein Werth für k angeben, der aber von m 
unabhängig ist, also für alle Formen, von welcher
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Classe sie auch seyn mögen, solange nur r und 'n ' 
dieselben bleiben, ungkändert gelassen werden darf, so 
daß wörtlich jero gefederte Beziehung herauskommt.

Die Summe der Produtte aus n in f, voraus- 
gesetzt daß 7? und k alle möglichen zusammengehöri
gen Werthe annehmen, soll eigentlich drey Theile

- hsrvorbrmgen. So muß der Factor' 2 2 2
k dreytheilig — /Z -s- F seyn. Sein erster Theil

soll - geben; es muß also, /Zm— ffyn,
, a r a

Da angenommen ist, daß r, mithin'L

weil n, r, s, feste Größen sind -- — Lk-rr—, r 
ra rs'

— Sein zweyter Theil muß seyn, well L s

m ist, also seyn wird. Sein dritter
2 a

Theil endlich,^, muß ^-seyn, weil L der obigen 
ra vra >

Annahme zufolge geben muß. So ist also

ra a rs x ra
offenbar eine Größe die lediglich von n, r und K ab. 
hangt, Und es ergibt sich, daß allerdings eine Re-

. cursionssormel von der Gestalt möglich ist, wiesle
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oben angenommen war. Jeder der vorhergehenden 
r-r

Coefficienten, muß außer dem Element,
welches feine Zahl zu der des gesuchten ergänzt, noch 
mit einem eigenen Factor mulkiplicirt werden. Aber 
die Reihe dieser Faetoren ist nicht, wie bey der ein
fachen Recurston des Dividircns, unabänderlich be
stimmt, so daß ihre Größe und Folge die nemliche 
bliebe, man mögte einen niedrigknn, oder einen 
höheren Coefficienten bestimmen wollen. Sondern ein 
jeder von ihnen nimt einen neuen Werth an, und 
muß besonders wieder berechnet werden, so wie man 
zur Berechnung eines neuen nächsthöheren Coefficienten 
fortschreiten will. Dieß erhellet augenblicklich wenn- wir 

in die angenommene Recursioneforme! für L seinen ge
fundenen WMh an die Stelle setzen.

Es wird also die allgemeine recurri» ende Auflösung 
des polynomischen Lehrsatzes auf folgende Art ausge-

r r
drückt werden können. Wenn
berechnet werden soll, so entsteht eine Reihe, 

r S r
äx^-j_äx^*r-s- Hx"6*2z .. üx'^*rS . , . 
ihr, erster Coeffickent ist die folgenden können
allmälig auseinander durch Hülfe der Formel 
r ' r ri r r-S

(n-r-s- r) -s-(r n-r-s-2) s » 
' i»

» k r
-ch (k n-r-s-k)»^. » .-j-rnaä,

O 2
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oder bequemer, wenn man alle Glieder unter den ge- 
metnjchaslllä^si Nenner stellt, 
r i r-r a r-4 r-k r

-V— (n-r-s-l)-»^ -j-(2N-r-s-2)s^ . ^-(kn-r-s-k)r, . -s-rn.

abgeleitet werden.

Die Spediolisirung dieser Rerursionsformel hat außer 
der größeren Weitläufigkeit keine Beschwerde. Sie 
gibt, allmälig für r die successtven ganzen Zahlen gesetzt 
» -

. sk
s > » »

' 2!»

s 12 Sr 8
^^(n-2)L/V-s-(rn-,)3^-f- gNA^
4 iZ 2» 8« 4

r)a^ -i-(rn-2)a k-i-(;n-i)gä-j-4NAä.

Der Mechanismus, unter welchem sie in sortschreiten« 
der Berechnung bequem zu gebrauchen ist, kann leicht 
gefunden werden o).

o) Man bilde eine Verticalcolumne für die zu berech
nenden Coefficienten, und lasse zur Rechten und 
zur Linken Platz für eben so viele andre als man 
Coefficienten verlangt. Die Columnen zur Linken 
führen an ihren Spitzen die successiven Producte auS 
dem Erponenten der Potenz in die mit ihrem eige
nen Inder multiplicirten Elemente; ihre folgenden 
Glieder bilden sich aus einander durch successivs- 
Abzietm des Elements wovon sie ein V'elfache- 
emhalten; die Zahl ihrer Glieder kann immer um
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Aus heyden Regeln für die unbestimmte Po« 
tenzUrung eines Polynommms, der independen-

Einst abnehmen. Dieser Theil des Schemas kann
im. allgemeinen so dqrgrfteUt werden:,

4
4ns n » 

r 
(n-l)s

(n —2 , s 
r.

(n-Z)qj

»

3

Die Berechnung jedes neu-n Coeffickenten kostet eine 
eigne Pertica'columne zur Rechten, Man muHipli» 
cire, von unten aufsteigend, jeden der schon vorbans 
denen Coefficienrey mit der Zahl aus den zur Linken 
stehenden Columnen, welche stch in einer, von der 
untersten diagonal durch, sie aufwärts gezogenen 
Linie, horizontal neben ihm befindet. Die Produkte
schreibe man, in der Horizontale ihrer Factoren, 
unter einander. Ihre Summe, durch den mit der
Acht des gesuchten Coeff'cienten multlplicirren Än- 
fangscoefftcienten der Grundform dividirt gibt den 
yeuen nächstfolgenden. Coefficienten. Po würde für 

4.
die Berechnung von , die dem obigen Schems 
zur Rechten anzufügenve Perticalcolumne.

4»
3 r 

(ZN-l)-»^ s » 
(2 N 2 ) a 

i 3 
(N-Z)S^
Summe 
'<4»

Das nachfolgende Beyspiel ist nach diesem Schema 
berechnet. Es sollen von der Reihe die aus 
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ten sowohl als d-r recurrirendm, -chestet, daß jeder 
C^kssicient des Resultats zu feiner Bildung gerade 
eben so viel« von den Eoefficienten der Grundform er- 
federt, als seine Zahl Einheiten hat. Diese Bemer
kung ist wichtig, sobald die Form-, welche polenziirt 
werden soll^ selbst erst durch entwickelnd« arithmetische 
Operationen gefunden werden muß, und macht einen 
wesentlichen Theil von dem Beweise des allgemeine» 
Satzes aus, daß überhaupt Formen, mit denen man 
rechnet, nur bis zu dem Grade entwickelt zu seyn 
brauchen, bis zu welchem das aus ihnen Lbzulekende 
Resultat getrieben werden soll»

Besteht das Polynomium aus einer bestimmter, An» 
zahl von einzeln gegebenen Gliedern, so kann man bey 
girier PotenMung ihm selbst vorläufig die steigende

(4-l-2x-s-5x»—zx^Hx^ entspringt, die
5 ersten Glieder berechnet werden. Hier ist n —

r » 3 4

2/ 5/^ s' * ""d Berechnung hat folgende



oder fallende Unordnung geben, mithin für das Resul
tat im ersten Falle eioe steigende, im zweyten eins 
fallende Form erholten. Beyde find nur dann identisch, 
wenn der Krad der Potenz eine ganze positive Zahl 
ist. in welchem Falle die eine mit der andern, rück
wärts gelesen, zusammenfallen wird. Ist hingegen der 
Exponent der Pot-nz ein Bruch, so werden sie, unge* 
achter die Entwicklung dkr nemlichen Größe sie erzeugt, 
in dem Bau ihrer einzelnen Glieder, immer, die po- 
tenzjjrende Form mag abbrechen, oder als unbestimmt 
fortschreitend g dacht werden, durchaus verschieden seyn. 
Dies erhellet schon daraus, weil nur im ersten Falls 
die gefederte Potenz durch eine endliche und voll
kommen. Heschtossene Reihe dargestellt werden kann. 
Sobald der Exponent eine negative oder gebrochene 
Zahl ist, kann die gefederte Potenzstrung nie genau 
Und vollständig geleistet werden; man muß sich be
gnügen, eine Form zu finden, die den Foderungen 
'der vorgegebenen Operation Genüge leistet, so fern, 
man auf das, was über einen gewisten Grad hinaus- 
geht, keine Rücksicht bey der Rechnung nehmen will. 
Es ist, um bey dem nackherigen Gebrauche dieser all
gemeinen Regeln, in Beziehung auf Näherungen die 
sie gestatten, keine unrichtige Idee zu fasten, sehr 
wesentlich, ihre eigentliche Bedeutung in dieser Rück
sicht deutlich zu begreifen. Soll eine Grundform auf 
die Potenz eines ganzen negativen Exponenten erhoben

I 2 twerden, (a^ax-so muß man
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in völliger Stenge, die Foderung für unmöglich er« 
klären; was gegeben seyn soll, muß Anfang und Ende 
haben, und eine endliche Form, die das verlangte Re« 
sultat darstellte, laßt sich nicht ausfindig machen. Will 
man ab»r eine Form haben, die bis zu einem will« 
kühi ttch gewählten Grade hinauf, mag er so hoch seyn, 
als man verlangt, der Forderung jenes Ausdrucks 
Genüge leistet, so kann man dies allerdings. Wenn

I s
z. E. (a -s- ax -s- » X?.durch die Vorschriften des 
polynomischen Lehrsatzes bis zum mtm Grade entwickelt, 

r v»
ä-j-äx*..-f-üx^ gefunden wird, so bedeutet dies 
eigentlich, daß diese Form, zur Potenz des Grades -j- n 
erhoben, in der That die Anfangs gegebene 

» s r
(s-j-ax*-j-sx?..-i-sx'), so fern man bey deo 
Vergleichung nur bis auf die Glieder des mt<»Ran
ges inclusioe sortschreiten will, hervorbringt. Es ist 
also eigentlich nicht gestattet, sich des Gleichheitszeichens 
zwischen dem Auedrucke der Potenz, welche sich ent« 
wickeln soll, und der daraus hervorgehenden Form zu 
bedienen, und etwa, wie gewöhnlich zu geschehen

I s r m
pflegt (s-s-ax^-s- H-s-äx*. .-s- ^x^
zu setzcn. Eben so wenig hilft es, wenn man etwa 
das würklich Entwickelte nur als einen Anfang der 
ganzen Arbeit betrachten, und durch ein nachfolgendes 
-j-.. zu verstehn geben wollte, daß an dem ausgestellten 
Resultate nur noch Etwas, der Entwicklung nicht Un
terzogenes fehle. Denn was sich in einer vorgeschrie- 
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denen Gestalt gar nicht darstellen laßt/ davon kann 
man auch nicht den Anfang der Darstellung geben. 
Will man die gefundene Form würkirch als Resultat 
einer Potenziirung onsehn, und das Gleichheitszeichen 
bewahren, so muß man sich gefallen lasten, daß die

' zu entwickelnde Größe selbst geändert werde. Es kann
nur dann (a^sx*-^. -s- Ax^-s-Ax^..
-s-^x" gesetzt werden, wenn e6 gestattet ist, der 

-l r
Größe (a-f-ax'-i- . eine andre beyzufügen,
welche von nächsthöherem Grade ist, wie das ent
wickelte Resultat, so daß, wenn wir eine solche durch 
» H »r

wollen, die
Gleichung nur in dieser Gestalt (a-j- sx*.. -s- sx')"" — 

H mr i m(cLX^* ' . . -j- LLX^") Hx' . . -s- ^dx^ be«
stehn kann.

Aus eine ähnliche Weife, wenn eine Potenz mit 
gebrochenem positiven Exponenten entwickelt werden 
soll, und das Resultat nach der Formel des polynomi- 
scheu Lehrsatzes bis zu einem gewissen. Grade getrieben'

» L nr 4 x
ist, (3 -s- sX * -j- Lx°..) 7x^i A -s- äX r .. -i- H Xe 
darf das Gleichheitszeichen nicht gebraucht werden, 
wenigstens nicht im Allgemeinen, weil gewiß nicht,

* > L
Wenige Fälle abgerechnet, (a -s- ax sx * ..)" 

» p
^-(^-i-^x.^ -s- seyn wird. Nur bis 
zum Grade ? werden beyde Formen zusammenpim- 
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men, von ba> an aber abweichend von einander er
scheinen, so daß also das Gleichheitszeichen nur dann 
bestehen kann, .wenn man sich) gestatten will, in dem 
Ausdruck auf die eine Seite eine Form, welche den 
Grad, bis zu welchem die Entwicklung gegangen ist- 
überschreitet, hinzuzusügen.

r » rar
s(A LX * -j- LX (stX * -i-

-i^Axr'.

Es ist indessen keinesweges nöthig, diese Formen, 
welche dem» zu entwickelnden Ausdritcke eigentlich bey
gefügt werden müssen, damit die Gleichheit zwischen 
ihm und dem Resultate der Entwicklung bestehe» 
jedesmal ausdrücklich beyzufügen. Aber man muß eS 
sich im Allgemeinen bemerken, daß die Resultate, 
welche aus der Anwendung des polynomischen Lehrsatzes 
hervorgchn, nur dann als richtig angesehn werden 
dürfen, wenn es gestattet ist, in den Ausdrücken, 
woraus sie entstehn, Formen von nächsthöherem Grade 
als derjenige hinzuzusügen, bis zu welchem die Ent
wicklung getrieben ist. Diese hinzuzufügenden Formen 
ließen sich jedesmal durch würfliche Rechnung bestim
men, aber es wogte kaum ein Fall vorkommen, wa 
ihre genaue Kenmiß erfoderlich wäre. Bey allen 
Naherungsrechnungen aber gibt es wörtlich einen 
Grad, von. welchem an die Fokmen sich der Betrach
tung entziehn, so daß dasjenige, was ihn überschreitet, 
als gar nicht vorhanden angesehn, mithin andern be
stimmbaren Formen nach Belieben beygesügt, oder
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»bgenommen werden kann. Und so sieht man 
leicht im Allgemeinen, inwiefern unsre Formeln, 
ous bestimmte Zahlen in reeller Größe» Beregnung 
angewendet, sich brauchbar machen lassen; ein Gegen
stand, dessen Erörterung nicht an diese Stelle gehört,

Die Regel» für die vier arithmetischen Opera
tionen, verbunden mit dem polynomischen Lehrsätze, 
welcher PottnMungen, Divisionen durch Potenzen» 
und WurzelauSziehungen in eine Formet zusammen» 
saßt, machen es möglich, jeden algebraischen Aus» 
druck, das soll heißen jeden, welcher sich auö Grund
formen durch bestimmte arithmetische Operationen der 
genannten Art, wobey aber die Exponenten der etwani- 
gen Potenziirunqen nicht selbst die Hauptgröße der 
Formen auf irgend eine Weife enthalten dürfen, zu 
entwicktln, so daß das endliche Resultat selbst wieder 
als eine ähnliche Form, welche nach Potsnzen der 
nemlichen Hauptglöße sorkschrsitet, erscheinen muß. 
Und wir dürfen, gestützt ous d!e Fundameutalrcgsln, 
durch deren Hülse alle jene Rechnungen vollzogen 
werden müßen, hinzufügen, daß, wen» die Formen, 
welche bey der Rechnung als die Elemente derselben 
angenommen oder gegeben sind, in den Exponenten 
der Potenzen, welche ihre einzelnen Glieder enthalten, 
die nervliche arithmetische Progression m Absicht auf 
die Differenzen der Exponenten beobachten, diejenige, 
welche aus allen Entwicklungen zuletzt hervorgeht, in 
den Exponenten ihrer successiven Potenzen noch immer
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den nemlichen Fortschritt bewahren wich. Stnd die 
Formen, womit man rechnet, von der Gestalt 
sx«-j--bx -j-cx **2^ so wird y^K lezte 
Resultat der Rechnung von der, ähnlichen Gestalt

Kx6>!<sLxß*2?.,. seyn»
UebrigenS eröffnet die Kentnist dieser formalen 

Regeln ein unendliches Feld realer arithmetischen 
Untersuchungen. Bestimmte Formen angenommen; be
stimmte Rechnungen an und mit ihnen vollzogen, muffen 
bestimmte Resultate Hervorgehn. Aber solch- Unter
suchungen gehören nicht in das Gebiet, der. allgemeinen 
Arithmetik.

Zehntes Kapitel..
Entwicklung der Exponenzialgrößen.

Die Form der Potenz ist noch einer ganz andren 
Ansicht fähig, als diejenige, welche bey ihrer Ent
wicklung durch den binomischen, oder, polynomischen 
Lehrsatz zum Grunde gelegt wurde.. Wir haben 
nemlich im. Vorhergehenden die. Hauptgröße, nach 
deren Potenzen folglich die Entwicklung fortschreiten 
mußte, in den Grundfactor, oder die Wurzel der 
Potenz, übertragen, den Erponentey hingegen als 
eine Nebengröße angenommen, so. daß eben deswegen 
er nur zu der Bildung, der Coefficienken mitwürken 
konnte, welche den. Gliedern, der Reihe beygegeben 
werden mußten, durch die sich der Werth des Aus
drucks darstellte. Aber es ist eben so gut gestattet, 
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dle Wurzel der Potenz als Nebengröße, ihren Expo« 
nenten hingegen als Hauptgröße anzunehmen. Alsdann 
ober legt man sich eben dadurch die Verpflichtung 
auf, den Werth der Potenz, wenn es überall möglich 
ist, in einer Reihe darzustellen, in welcher der Grund- 
factor nur zu den Coefficienten beytrögt, während der 
Exponent die Hauptgröße hergibt, nach deren Poten
zen die Reihe selbst fortschreitet. Es ist nicht über
flüssig diese verschiedene Ansicht der nemlichen Zah, 
lenform, weil sie auf den Gang ihrer Entwicklung 
wesentlichen Einfluß hat, durch besondre Kunstwörter 
sestzuhalten. Eine Potenz, - bey welcher die Haupt- 
größe nur in dem Grundfactor liegt, mag ihren 
bisherigen Namen behalten. Eine Potenz hingegen, 
bey welcher die Hauptgröße auf irgend eine Weise 
im Exponenten erscheint, soll die Benennung einer 
Exponenzialgröße führen.

Die einfachste, einer Entwicklung Anlaß gebende 
Form der eigentlichen Potenz war (r-j-x)"; ihr Re
sultat gibt der binomische Lehrsatz. Wollten wir 
sie als Exponenzialgröße betrachten, so müßte die 
Bezeichnung geändert werden, insofern wir die einmal 
angenommene Gewohnheit beybehalten wollen, Ne
bengrößen durch die ersten, Hauptgrößen durch die 
lezten Buchstaben des Alphabets onzudeuten. So 
würde sie etwa durch (i-s-a)* bezeichnet werden 
müssen. Diese Aenderung der Zeichen hindert nun 
keineswegeö, den binomischen Lehrsatz, welcher für alle 
Werthe, die der Exponent x bekommen mögte, unde- 
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dingte Gültigkeit besitzt, auf sie anzuwenden, und 
die ihm gemäß geformte Reihe 
i-j-x.a-i- x. (x-l)s2 -j-x.(x-r)..

r . S i . SI r

würde als Materie! richtig anerkannt werden müssen.
- Aber der Verstoß gegen die Form spränge auf den 

ersten Blick in die Augen. Denn es ist eine 
' Nebengröße, nach deren Potenzen die Reihe fortgeht, 

und ihre Coefficienten enthalten, in Ausdrücken die 
immer verwickelter werden, diejenige, welche als

' Hauptgröße den Fortschritt der Reihe regieren sollte.
Wir haben also die Frage aufzuwerfen, ob nicht 

vielleicht die binomische Reihe selbst so umgewandelt 
werden kann, daß sie aus ihrer bisherigen Gestalt in 
die jezt beabsichtigte übergeht. Und davon ist die 
Möglichkeit im Allgemeinen nicht schwer zu entdecken.

Es sind die Br'nomialcokfficicntkn, welche in 
ihren Zählern unsre gegenwärtige Hauptgröße enthalten, 
Diese Zähler sind, in Beziehung auf sie, nichts anders 
als Products aus mehreren Formen des ersten Grades. 
Jedes von ihnen laßt sich durch wirkliche Multipli
kation berechnen, und die daraus entspringenden 
Formen, mit den in den einzelnen Gliedern zu ihnen 
als Faktoren gehörigen Nebengrößen versehn, lassen sich 
in eine Summe zusammenziehn. So entspringt aus 

- dem ersten Gliede der binomischen Reihe x. a, die '
Form a.x, aus dem zweyten x. (x-r)L* die Form 

r. a
aus dem dritten x (x-r)(x"-) zs
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die Form »3 — zsx 2 -j- a 3 r, und so ließen sich 
6a 3

auch die folgenden Glieder von ihr durch gemeine 
Multiplikation in Formen auflösen, welche regelmäßig 
nach Potenzen von x forcs^-niten, und sich also zu 
einer einzigen ähnlichen zusammziehen lassen würden.

Aber es iH mehr als eine Schwierigkeit bey 
diesem Geschäfte, welche vorher erwogen zu wer
den verdient. Zuerst entsteht wohl die Frage: ist 
überhaupt auf diesem Wege eine, allgemeine 
Formel möglich? Sobald der Exponent x eine nega
tive oder gebrochene Zahl ist, schließt sich die binomi
sche Reihe nicht, ebensowenig also auch wird sich 
alsdann die Exponenzialreihe schließen können. Aber 
wenn der Exponent eine ganze positive Zahl seyn soll, 
so schließt sich die binomische Reihe allerdings; es 
scheint also alsdann auch die Exponenzialreihe ab- 
brechen zu müssen, und dies ist unmöglich wenn sie 
unter einer einzigen Form enthalten seyn soll. Diese 
Schwierigkeit kann gehoben werden. Es ist erlaubt die 
Formel des binomischen Lehrsatzes für jeden Fall in 
unbestimmte Weite hinaus zu gebrauchen, und jeder 
nach ihr berechneten Potenz so viele Glieder beyzulegen 
als man will, wenn nur jedes dieser Glieder nach ihrer 
Vorschrift berechnet wird. So ist ganz richtig von 
(r -j- 3)2 das tausendste Glied 2. (2 -1).. (2-999) s * ° ° v,

I . . . ivoo

denn der Coefficient dieses Gliedes, wenn man ihn 
würklich berechnet, hat o zum Factor, Man darf
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also, auch für ganze positive Exponenten die Reihe 
des binomischen Lehrsatzes als eine unbestimmt fort
laufende betrachten.

Eben daraus aber entspringt eine zweyte Schwie
rigkeit. Jedes Glied der binomischen Reche, wenn 
man den Zähler seines Coefficienten durch würklich an- 
gestellte Multiplikation aufiößt, verwandelt sich m eine 
Fcrm die nach Potenzen von x fortsä reitet. Dir 
werden sogleich sehn, daß jede von diesen Formen mit 
der ersten Potenz von x onhebt, und regelmäßig durch 
die nächsthöheren fortgeht. Solcher Formen, die sich 
zuletzt in eine Summe zusammenziehn sollen, wird es 
also eine unbestimmt fortlaufende Menge geben. Und 
eben darum wird auf diesem Wege keiner von den 
einzelnen Coefficienten, die den Gliedern jener Summe 
beygelegt werden müssen, als eine genau bestimmte 
völlig geschlossene Größe dargesiellt werden können; 
jeder wird als eine Reihe einzelner Theile erscheinen, 
welche nur willkührlich abgebrochen ist, und bey wei
terer Fortsetzung der ganzen Entwicklung auch noch 
fernere Zusätze bekommen haben würde. Diese Schwie
rigkeit ist bey dem unmittelbaren Uebergange von der 
binomischen Reihe zur Exponenzialreihe nicht zu ver
meiden; jeder Coefficient der letzteren muß dabey als 
eine, der vollständigen, geschloßnen Entwicklung nicht 
fähige Größe, eben so wie die ganze Reihe selbst, an- 
gesehn werden, und wir müssen uns für den Anfang 
begnügen, nur das Gesetz zu ergreifen, wonach sich 
die Entwicklungen der einzelnen Coefficienten in ihrem
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Fortschreiken erhalten. Ob dlese Coefficienten würklich 
bestimmte Zahlen find, deren Werthe in geschlossenen 
Ausdrücken angegeben werden können, läßt sich erst 
später beurtheilen. .

Wir wollen den Anfang der vorzunehmenden Um
formung damit machen, daß wir das erste Glied der 
verlangten Exponenzialreihe, deren Anfangsglied i seyn 
wird, dasjenige also, was in x* multiplicirt seyn muß, 
zu bestimmen suchen; ein Geschäft, wobey eS bloß -> 
darauf ankommt, die einzelnen Theile, woraus sich der 
Coefficient desselben zusammenseHt, allmälig zusammen 
zu finden, und die Regel, welche in ihrem Fortschritt 
herrscht, zu entdecken. Nun gibt jedes Glied der bi
nomischen Reihe, wenn man die Zähler des in ihm 
enthaltenen Binomialcoefficienten entwickelt, einen Theil, 
welcher in x^ multiplicirt ist; es entsteht also, allgemein, 
der rte Theil des Coefficienten, der zu x' gehört, aus dem 
lten Gliede der binomischen Reihe. Nun ist bekanntlich 
von (l -j-a)* das r" Glied — x.(x-i).. sx-(r-,)^j a*.

r . » . r

Wir brauchen von dem Producte, welches aus der 
Entwicklung des Zählers in seinem Coefficienten ent
springt, nur das niedrigste Glied. Der erste Factor 
jenes Products ist x selbst, jeder der andern ist eine 
Form des ersten Grades, und es find die negativen 
ganzen Zahlen nach der Reihe, welche die zweyten 
Theile dieser Factoren bilden. Das niedrigste Glied 
eines Products erwächst aus denen seiner Factoren; 
man multiplicire also x mit jenen lezten Theilen der

P
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übrigen Factoren r). 2). .^-<r und man er
hält das Verlangte. Dazu muß der Nenner des 
Co^fficienten, rmd die Potenz a^, zu welcher er als 
Faettzr g-hört, gefügt werden s-(r-i))^.

L . 4 . . r "
Dieser Ausdruck ist noch einer Abkürzung fähig. Man 
sondre von ledem der negativen Faktoren im Zähler 
(-,) ab, und ziehe diese ihre Multiplikatoren in ein 
Produkt zusammen. Alsdann enthält der
Nenner alle Faktoren des Zählers, und noch einen, 
um eine Einheit, als der höchste von ihnen, größe
ren. So wird sich also, durch Aufheben der gemein
schaftlichen, der Ausdruck auf (- r)*" *. a * zusam- 

r
Menziehn. In ihm kst das Gesetz der Reihe vollstän
dig enthalten, wodurch sich, in sortgehender Entwick
lung, der Coefficient für x* ausdrücken wird. Man 
setze für r die successiven ganzen Zahlen, so erhält 
man allmälig jedes Glied von ihr. Es stellt also

L- - - - -j- — — —... (-i)*"* den Jnbegriffder- 234 r
jenigen Größen dar, die sich als Entwicklung der 
Größe ergeben, welche den Cocfficienten des ersten 
Gliedes der Exponenziakeche für (r-j-a)* auemacht.

Auf ähnliche Weise, wie wir für den ersten Coeffl- 
eienten der Exponenzialreihe einen Ausdruck gesunden 
haben, läßt sich ein solcher auch für jeden folgenden 
erhalten. Nur werden die Beziehungen verwickelter, 
und bedürften, um auf ein« einfache Gestalt zurück
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zukommen, fernerer Untersuchungen. Man stelle sich 
wieder die anfängliche binomische Reihe vor

und verlange jezt allgemein zu x" den Coefficienten, 
welchen die Umformung geben wird. Dem bekannten 
Gesetze der Binomialcoefficrenten gemäß kommt diese 
Potenz von x zuerst bey der Entwicklung des nt«m 
unter ihnen selbst, nachher aber bey der jedes folgen
den gleichfalls in einem Gliede der daraus entsprin
genden, nach x geordneten, Formen vor. Will man 
also, allgemein, des Coefficienten, welcher x" ange
hören wird, rten Theil haben, so nehm- man das 
rte unter den Gliedern der binomischen Reihe, in 
welchen x" zu finden seyn soll, d. h. das nach dem, 
worin es zuerst anzutreffen war, mithin das n-j-rte
vom Anfang, Man behalte bloß den Theil
des entwickelten Zählers von seinem Coefficienten, in 
dem sich x" befindet, und man hat das Gesuchte.

Nun aber ist der Zahler ein Produkt aus den 
zweythelligm Formen des ersten Grades, (x-o) (x-i),.. 
fx-(n-j-r-i ^. Es muß aus dem Vorhergehenden 
bekannt seyn, wie sich jedes Glied eines solchen Pro
duktes bildet. Seine Coefficienten sind CombinationS- 
Jnbegriffe aus den zweyten Theilen der Faktoren, 
als unwiederholbaren Elementen, zu einer Classe ge- - 
hörig, deren Rang, mit dem Grade der Potenz, 
der sie als jedesmaliger Coefficient angehören, die 
Anzahl der überall vorhandenen Faktoren ausmacht.

P 2
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I», Zeichen: bey dem oben angedeuleten Produkte
hat x zum Coefficienten L so, (-1), (-2).. - (n -s- 
Fügt man diesem, aus dem Zähler hervorgehobenen 
Theile, den Nenner, und die zugehörige Potenz von » 
bey, so erhält man allgemein, als das ite Glied der 
Reihe, in welche sich der nte Coefficient der Exponen- 

r
zialreihe entwickelt, Ls-r, -2,.. -(n -j- r-i))

Aber dieser Ausdruck obschon, vermöge seiner, jeder 
einzelne Coefficient berechnet werden kann, ist sehr 
verwickelt. Nun darf man zwar allerdings vermuthen, 
daß sich, bey wörtlich angestellter Berechnung, Zusam- 
menziehungen machen lasten werden, wie sie, für n —», 
d. h für den ersten Coefficienten der Exponenzialreihe 
würkllch im Vorhergehenden geleistet worden sind. 
Aber es mögke schwer seyn, durch eine directe Be« 
trachtung dazu den Weg zu finden. Und da ohnehin 
für die wörtliche Berechnung die recurrirende Be
stimmung immer bequemer ist, als die independente, 
so bildet sich die Frage von selbst, ob nicht unter den 
successiven Coefficienten der Exponenzialreihe durch 
eine Recursionsformel die gegenseitige Beziehung aus« 
gedrückt werden könnte; wobey der erste von ihnen, 
welcher natürlich keine Recursion geben kann, als 
gefunden im Vorhergehenden vorausgesetzt werden darf. 
Die independente, eben abgeleitete Formel, berechtigt

I s r
uns, zu setzen, daß, wenn unter H, ä. ä, Größen 
verstanden werden, die von der Zahl » abhängen,
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A 2 
und von denen namentlich die erste, — - - - - i- —.

r z
- -i- >. ist, (l-^- s) x -i- ..
r

angenommen werden darf.

Wir müssen jeßk, wenn es unsre Absicht ist, die 
fingirten Coefficienten dieser Ruhe durch gegenseitigen 
Zusammenhang zu bestimmen, den Werth der R^ihe 
in vlrecte Rechnungen verflechten, deren Resultat 
durch Hülfe der Reihe selbst, ursprünglich ausqedrückt 
werden kann, um zwey Formen, die sich beyde aus 
ihr gebildet haben, einander gleichseßen, und eben- 
dadurch zu den gewünschten Gleichungen unter ihren 
Coefficienten gelangen zu können.

Als ein sehr bequemes Mittel zu. dieser Absicht 
bietet sich folgendes Verfahren dar. Man erhebe 
die Exponenzialgröße (r -s- a)*, mithin, auch dit ihren 
Werth ouödrückende Reihe zum Quadrat. Das 
Resultat ist eine neue Exponenzialgröße, deren Exponent 
das Doppelte des Vorigen seyn wird
Ihren Werth kann man abex auch durch die ursprüng
liche Exponenzialreihe selbst, wenn man nur in dieser 
den Exponenten doppelt so groß macht, oder statt 
x, 2 x setzt, erhalten. Beyde Werthe müssen, identisch 
seyn, und so erhalt, man zwey, aus der Exponen- 
zialreiche gebildete Formen, deren glejchhohe Coefficien- 
ken durchaus gl^tchgeseHt werden dürfen.
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Der Anfang dieser Rechnung kann uns belehren, 

ob sich auf diesem Wege einfache Resultate erhalten 
lassen.

Das würklich berechnete Quadrat der Reihe
* 2 A4,I -f- A X -f- x^ .

A s ) 3 4g»0t t-i"2Lx-^2^sx^-^L^ l
r s »- 2 ( ' VX^ -i-

2

-i-
Hingegen die Exponenzialreihe selbst, wenn man in 
ihr, um den Werth von zu erhallen, für
x substituirt 2x, gibt 

AS 3 4
I -i^ HLX -f- 4 X? -j- 8 X? -j- r6 X"* -d- . ..

Aus der Idenlificirung der Cotffjcienten in diesen bey« 
den Formen ergeben sich attmälig folgende Gleichun
gen und Werthe 

r r
r) 3 2. Eine Tautologie, die uns zeigt, was

sich ohnehin von selbst verstand, daß der erste 
Coefficient nicht durch Hülfe der Reeurßon gefun
den werden kann»

2 I 2 

r) 2.^-j- ü?- 

L 2 >

3 r 2 A 
z) 2 . -s- L ^1: . F 

— --- —-------------- -- -----------—j «
12 3 *
ä ä ü *

S ». S.L
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4) ,6
r 3 2 4 i,2 -z- ^2 — --

t4 r. 2.3-4

ES zeigt sich offenbar in diesen Coefficienten ein sehL 
einfaches GeftH. Sie sind tie succefflven Potenzen 
des ersten, durch die Permutatien zahlen ihrer eignen 
Grade dividtrt, so daß, wenn wir dasselbe unbe
stimmt für den nken Coefficienten annehmen wollten,

seyn würde. 
». s.. »
Es braucht jetzt nur gezeigt zu werden, daß dieses 

Gesetz überhaupt für jeden nachfolgenden Coefficienten 
gültig seyn muß, vorausgesetzt, daß es für jeden der 
vorhergehenden als richtig angenommen werden darf» 
um die Allgemeinheit desselben abgeleitet zu hoben. 
Dies kann ober auf demselben Wege geschehn, welcher 
sür die Bestimmung der ersten Coefficienten gebraucht 
worden ist.

Wir nehmen also die Exponenzialreihe

(1 s)* l -j- x -j-.. kx*.. k x" -s- k x"*^ .;
um sie zum Quadrat zu erheben, und von der daraus 
rssultirenden Form unbestimmt das (n -d- Glied her- 
vorzuheben. Der Coefficient dieses Gliedes ist, nach 
den bekannten Regeln der gemeinen Multiplikation, 
der Inbegriff aller Produkte aus je zwey Coefficienten 
der Grundreihe, deren Indices zusammen n-s-l auö- 
machen; in Zeichen also, eine Reihe von Theilen, di§
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n-j«i

mit . i anhebt; allgemein zum rtw folgenden (unter 
r jede beliebige ganze Zahl, die nicht größer als n ist, 
verstanden) ä. ä; zum lezten endlich r. hat; so daß 

von Hag n-s-rte Glied hurch (^.1-^-

lausgedrückt 
werden kann.

Drückt man aber das gefederte Quadrat der Ex« 
ponenzjalgröße durch eine andre mit verdoppeltem Ex
ponenten (r-j-a)^ aus, und wendet man die ange- 
genommene Exponenzialreihe unmittelbar auf diese an, 
so bekommt man das (n-j-i)te Glied seines entwickel

nd!

ten Werths ^.2"*r.x"**. Beyde Ausdrücke müssen 
identisch seyn, Man erhält, also, die Coefficienten
gleichsetzend, ä. r"*
Da wir die Absicht haben, durch Hülfe dieser Glei. 
chung, den höchsten Coefficienten aus den vorherge
henden zu berechnen, so muß das erste und letzte Glied 
,der Reihe, welche auf der zweyten Seite des Gleich, 
heitszeichens steht, tratnöponirt werden, und wir erhal
ten alsdann
rrH-r n>^! n r n4«!-rr , M
^.2'*^-2^^^.(2"*r-2)—

Und so ist eine Formel gefunden, die es möglich 
macht, jeden folgenden Coefficienten aus den bekann
ten Werthen der vor ihm vorhergehenden zu bestimmen. 

Nehmen wir also jetzt an, daß alle diese vor- 
hergehenden dem obigen Gesetze unterworfen sind,
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n « »4«l-r , r r

so können wir jene
i.2. ,n I. s. (»>j< r-r) i. 2 . r

Formel noch mehr zusammenziehn.

n>^«1
Der Werth von H(2"*'-2) wurde durch eine 

» »
Reihe gegeben, deren rteS Glied deren r^s Glied 
»4>irr » n

deren letztes Glied ä.ä war. Nun ist, der

Annahme gemäß, -4—k", es wird also 
1..N r 2 -»

r I r 1 .
eben so, weil —und wird

1.2. . (n 4< 1-r) 1.2.»
rr >Z< r-i r i

; man bekommt also, diese 
i.2.

Werthe substituirend,

1.S..N 1.2..I»

Sondern wir zuerst in allen Gliedern dieser Reihe den 
i

gemeinschaftlichen Factor A"*«' ab; multipllciren wir 
alsdann jedes mit >. 2.. (n-^-i), um hernach der 
ganzen Summe eben dieses Produkt als Divisor wie- 

il»^»i *
der beyzufügcn, so erhalten wir

r. I.. -i- r. 1 >.-j- sn-l-l^..r.
Xi.2..ir 1.2..<uH.i-i).,.2..r I.2..N

Jetzt aber wird für die Glieder unsrer Reihe eine 
neue, bedeutende Abkürzung möglich,



Das erste, und also auch das lezte mit ihm iden
tische-, hat im Nenner das Produkt i.s . .n, im 
Zahler das noch einen Factor weiter hlnaufgchenoe 
(n . 2. r. Es wird also, gemeinschaftliche Facto- 
reN gehoben, — n -4-1. Allgemein das tk hat im Nen
ner zwey Products aus Factoren- Reihen, die mit 
r anfangen. Das erste unter diesen, r.2.. (n r - r) 
kann ganz gegen eben so viele Factoren des Zählers, 
welcher von i bis (n -s- r) hinaufgeht, gehoben werden. 
Es bleiben alsdann im Zähler noch alle Factoren, die 
über n-^-i-r hinauögehn; d. h, diejenigen von denen 
(n-l-i-r-^.) her niedrigste, der höchste ist, 
und ihnen gehört als Nenner das zweyte Product, 
welches im anfänglichen Nenner vorkam. So wird 
jenes rk Glied (n-j-- Dieser Aus-

druck ist ober gerade der Werth eines Binomialcoeffl-
eienten, von der Zahl r, zu einer Potenz vom Grade

»L gehöig, B, und es stimmt damit auch der 
- ' » 

Werth des rtwGliedeS, wo r^.i ist, weil

völlig überein» Wir bekommen also jezt
»4-» - - r i»
H (r - 2) - ("*' B.. * B.. -jr- - B)

r.s..(n4?r)

Nun aber ist es aus der Formel des binomischen Lehr
satzes für ganze positive Exponenten bekannt, daß die 
Summe aller Binomialcoefficievtes, die einer gewissen
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Potenz anqebären, einer Potenz der Zahl 2 von eben 
dem Grade gleich kommt, also hier

L I Nl n * r A .. n * r B . u»- l B -j- I 2 " * r 
Unsre Reihe aber federt die Summe aller dieser Bi- 
nomialcoesticienten, mit der Modistcation, daß in ihr 
der anfängliche r, und der 1ezte, gleichfalls r, nicht vor- 
kommt. Rechnen wir also auf beyden Seiten 2 ah- 
so bekommen wir

B -i- —2"**—L°
Wtrd dieser Ausdruck in der vorigen Gleichung sub* 
stituirt, st gibt sie "^(2»* *^2)

Mithin, nach Weglaffung des gemeinschaftlichen Factor-
I. 

aus beyden Seiten-,

Und auf diese Weise ist die unbedingte Gültigkeit der 
Behauptung dargechan, daß jeder folgende Coefflcient 
der Exponenzialreihe eine Potenz des ersten, deren Grad 
sein signer Index anzeigt, durch die Verseßungszahl 
dieses Grades dividirt, seyn muß. Es ist folglich 
(» -j- 1 -j- i^x -s- -s- -j-

r . 2 i. 2. z
wobey -s- (- -s- ...

»34 y "

Dieser erste Coefficient der Exponenzialreihe, von 
welchem alle folgenden abhangen, ist als eine besonders 
wichtige Zahl bey dem Gebrauche der Reihe anzusehn. 
Er hängt lediglich von dem Grundfactor, Basis,
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ab, welchen man für die zu berechnende Potenz ange
nommen hat, und ändert sich nicht, so lange kiese 
Basis beybehalten wird, welches auch der Exponent 
der Potenz seyn möge. Nun pflegt man alle Poten
zen, die aus dems-lben Grundfactor entstehn, als zu 
einem Potenzensystem gehörig zu betrachten. Und 
in sofern darf man sagen: für jedes besondre Potenzen- 
system hat der erste Coefficient der Exponenzialreihe, 
und mit ihm jeder folgende, einen unabänderlichen 
Werth. Zur Abkürzung hat man ihn den Modulus 
des PotenzensystemS genannt. Es ist also der Mo. 
dulus eines PotenzensystemS eine bestimmte, von der 
Basis desselben abhängige Zahl; wird die Basis durch 
i -s- a ousgedrückt, so entwickelt sich der Modulus durch 
die Reihe a — s? -s- .

Diese Reihe kann freylich, um den eigentlichen 
Werth des Modulus anzugeben, nur alsdann dienen, 
wenn s ein echter Bruch oder i. ist, und man also 
bey der Berechnung Glieder, die über eine gewisse 
Potenz von a hinausgehn, sich mit einer bestimmten 
Näherung begnügend, wegzuloffen berechtigt ist. Und 
so könnte die Exponenzialreihe zur Anwendung auf 
einzelne bestimmte Zahlen fast unbrauchbar erscheinen, 
denn, wenn s ein echter Bruch seyn muß, oder doch 
nicht kleiner als r, übrigens aber positiv oder negativ, 
so wird i -j- s auf jeden Aast zwischen o und L enthal
ten bleiben. Es dürste also die Exponenzialreihe 
nur zur Berechnung solcher P-tenzensypeme ange
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wendet werden, deren Grundzahl zwischen o und 2 liegt. 
Der binomische Lehrsatz, auf (i-j-a)* angewendet, 
ist freylich eben der Einschränkung unterworfen. Aber 
bey der Exponenzialreihe vermindert dieser Umstand 
ihre Brauchbarkeit nur wenig. Wenn sich durch ihren 
Gebrauch auch nur ein einziges Potenzensystem 
berechnen ließe, so erfüllte sie unsre Avsicht. Denn 
eö zeigt sich ja schon in der Elementar-Arithmetik, 
daß durch Hülfe eines einzigen Potenzensystems, und 
aus ihm, alle übrigen mit leichter Mühe abgeleitet 
werden können.

Denken wir uns aber einen bestimmten Werth 
von »-j- a, für welchen der Modulus des Potenzen- 
systems A, würklich berechnet ist, so gewährt in der 
That der Gebrauch der Exponenzialreihe für die 
Bestimmung aller Potenzen, die diesem System ange
hören werden, die größte Bequemlichkeit. Eine andre 
Potenz berechnen, wird heißen, in der Exponenzial
reihe, ohne Aenderung ihrer Coefficienten, einen 
andren Werth für x an die Stelle setzen. Wollte 
man sich des binomischen Lehrsatzes dabey bedienen, 
so würden für jeden neuen Werth des x neue Bino- 
mialcoefftcienten berechnet werden müssen, und also 
das Verfahren ohne Vergleich verwickelter ausfallen.

Wenn wir nun unter allen Potenzensystemen, ssür 
welche der Modulus sich durch unsre Formel berechnen 
läßt, eins würklich hervorheben sollen, um seine Ent
wicklung durch Hülfe der Exponenzialreihe auszusühren 
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welches unter ihnen wird den Vorzug erhalten? 
Unstreitig dasjenige, für welches die Exponenziolreihe 
die einfachste Gestalt annimt, daß heißt, Coefficien- 
ten erhält, deren Berechnung mit der geringsten Mühe 
verbunden ist» Hatte man die Wahl, diese Coefficienten, 
ohne Schaden ihrer gegenseitigen Abhängigkeit, einzu« 
richten, so wäre es ohne Zweifel am einfachsten, 
wenn man den ersten von ihnen, also den ModuluS 

seyn ließe, weil aisdann olle Potenzen dessel
ben, die in den folgenden Gliedern der Exponenzial- 
reihe vorkommen, gleichfalls r werden müßten. Es 
entsteht also die Frage, ob es nicht möglich ist, einem 
Potenzensystem eine solche Basts zu geben daß der aus 
ihr berechnete ModuluS desselben r werden müßte. 
Vermöge der Reihe, welche uns lehrt, aus der Basts 
i-H-a, den Modulus zu berechnen, H

2 
^3 3^

-j—--------s- .. sind wir nicht im Stande, diese
Z 4

Frage geradezu zu beantworten. Aber die Exponen- 
zialreihe selbst macht es uns möglich, umgekehrt, 
für jeden beliebigen Werth, welchen der Modulus 
haben soll, und aus ihm, zu finden, welcher zugehörige 
Werth der Basis gegeben werden muß. Denn 
man sehe in dieser Reihe
(l-j- L)x-l äx -j- ..

für X den Werth 1 an die Stelle, so wird sie

1.» I.2..N
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gestattet es also, den Modulus A anzunehmen, und 
aus ihm dle Basis für welche er gehört, aus 
ihm zu berechnen. Unsre Kentniß der Beziehungen 
zwischen Basis und Modulus, sofern sie ohne geschlos
sene arithmetische Ausdrücke, durch Entwicklung in 
Reihen, gegeben werden kann ist vollständig, und 
beruht in den beyden vorhin entwickelten Hauptformeln 
Aloäul.

234 »
LaLs LloiZuI. L — 1 4-L.

r. s i.a.3

Die lezte unter diesen beyden Reihen reicht zur nä
hernden Berechnung viel weiter als die erste; sie 
macht es in jedem Fall leichter aus dem Modulus die 
Basis zu finden, als es die Umgekehrte Aufgabe ist.

Und nun wird es keine Schwierigkeit haben, dle 
Basis des einfachsten Potenzensyflems zu finden, wenn 
unter einem solchen dasjenige verstanden werden soll, 
dessen Modulus r ist. Man setze in der Reihe, 
wodurch sich die Basis aus dem Modulus entwickelt, 
für ä der Werth i, und berechne soviele von ihren 
Gliedern, als derjenige Grad der Näherung, welchen 
man sich zu erreichen vorgesezt hat, nothwendig macht, 
so findet sich die Basis dieses Systems 
i -j- 1 -s- * > "i" * "i" *«

1.2.3 ".3 4
das Resultat dieser Rechnung, bis auf 12 Decimalstetten 
entwickelt, gibt dle Zahl 2,718281828459

Man pflegt sie durchgängig vermittelst eines 
eigenen Zeichens, des Buchstaben s, anzudeuten, s-



S4c>

daß der Ausdruck e* immer bedeutet, daß eine Potenz 
von beliebigem Exponenten, deren Basis aber jene 
bestimmte Zahl e seyn soll, zu berechnen ist. Das 
Potenzensystem selbst, dem jene Zahl « zur Basis 
dient, wird das natürliche, oder das hyperbolische 
genannt.

Man hat also, um in diesem natürlichen Systeme 
den berechneten Werth einer beliebigen Potenz zu 
erhalten, die Exponenzialreihe in ihrer einfachsten 
Gestalt:

— r -f-x-f-x^-f-x^.. -f- x " -j- .. 
1. s r.2-3 r.2..l»

Diese Reihe besitzt den besondern Vorzug, daß sie 
für jeden Werth von x konvergent ist, das heißt, 
spätere Glieder von ihr immer kleinere echte Brüche 
werden, die jede Grenze der Kleinheit überschreiten 
können, daß sie mithin zur nähernden Berechnung für 
olle Fälle gebraucht werden darf. Wenn x selbst ein 
echter Bruch ist, so ergibt sich die Richtigkeit dieser 
Behauptung von selbst. Wenn es hingegen eine 
ganze Zahl von beliebiger Größe seyn sollte, so 
scheinen in der That die folgenden Glieder der Reihe 
immer größer zu werden, die Reihe also divergent zu 
seyn, und keine nähernde Berechnung zu erlauben. 
In der That ist sie es auch, so lange man noch bey 
Gliedern von ihr fleht, für welche die Zahl, n, kleiner 
ist als x. Sobald aber diese Grenze erreicht worden, 
müssen die successiven Glieder allmälig immer kleiner 
werden. Der Ausdruck des ntm, oder, welches einerley
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ist, wenn n^:x geworben seyn soll, beS xlm Gliedes, 
ist x" - Das nächsthöhere Glied hat im Zähler einen 

>- ».S..X
Factor x, im Nenner den Factor x^t, hinzugefügt 
erhalten, da es, dem Gesetze der Reihe gemäß, 
x"** ist. Es entsteht also aus dem Vorhergehen- 
t.a..x.(x>j<r)

X den, indem man dasselbe mit dem echten Bruche — x-s-i 
multiplicirt. Und von nun an sind es immerfort echte 
Brüche, womit man die successiven Glieder zu multi- 
pllciren hat, um die ihnen nächstfolgenden zu erhalten, 
und zwar echte Brüche, die fortlaufend immer kleiner- 
werden. Denn der Zähler von jedem bleibt immer x, 
aber der Nenner wächst fortlaufend um eine Einheit» 
So ist, wenn aufs Neue x Schritte geschehn sind, 
der Factor, welcher vom 2 x-rten Gliede zum 2xten 

. X— — _r. Melier wieder x Schritte gethan sind, wird 
x -j- x

er —-— H werden, und so fort. Daß aber eine
X-s-2X

Größe, die fortwährend mit echten, immer kleiner wer
denden Brüchen multiplicirt wird, sie sey Anfangs so 
groß gewesen als sie wolle, zulezt zu jedem beliebigen 
Grade von Kleinheit gebracht werden kann, bedarf 
keines weiter« Beweises.

Freylich würde der Gebrauch der Exponenzlalreihe 
in ssolchen Fällen zu sehr weitläufigen Rechnungen 
nöthigen, indem man eine, sehr große Anzahl von ihren

Q
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Gliedern zu berechnen haben würbe, ehe man die " 
folgenden, als einen bestimmten Grad der Näherung 
den man sich vorqesetzt haben mögte, nickt mehr offi- 
cirend, außer Acht zu lassen berechtigt wäre. Aber es 
verdient doch als ein besonders merkwürdiger Umftond 
angeführt zu werden, daß eine Reihe immer conver- 
§ent seyn kann, was auch für die Hauptglöße. wo
nach sie forkschreitet, gesetzt werden möge, .und davon 
stellt die Exponenzialreihe das erste Beyspiel dar. 
Hätte sie die Permutationrzahlen nickt als Divis ren, 
sondern als Factoren in ihren einzelnen Gliedern so 
könnte sie gar nicht zur nähernden Berecknurg g-, 
braucht werden, welchen Werth man auch für x in ihr 
annehmen mögte»

Denkt man sich ein Syst-m von Potenzen in 
diesem natürlichen Systeme als berechnet, so wird es 
leicht seyn, auch für jede andre Exponenzialgröße, 
deren Basis wiükührlich angenommen seyn mag b^, 
den Werth zu entwickeln. Man nehme die Basis 
dieses Systems, b, und suche die Potenz des natür
lichen Systems auf, deren berechneter Werth 
ihr gleich kommt. Sie sey e — b. Als dann ist 
d* —und man hat allo
—kx -j- , -j- -s- ..

1.2 I . 2 . . It
Es kommt in der theoretischen Analysis selten vor, 
daß ein andres Potsnzensystem als das natürliche im 
Ganzen oder im Einzelnen berechnet werden soll. 
Einige nähere Modificationen der zu dieser Absicht
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eben gegebenen Formel wird das nächste Capitel 
enthalten.

Die allgemeine Aufgabe, eine Potenz zu ent. 
wickeln, deren Exponent eine nach Potenzen einer 
gewissen Haupsgö^e fortschreitende Form seyn soll, 
kann nun ohne Schwierigkeit gelöst werden. Es sey

I SS r r
das zu Entwickelnde ^ *^ * ^ * * * . x . .
Man sehe sür den Augenblick den Exponenten als 

i 2 r
eine einfache Hauptgröße an, ax-^-ax* . .-j-ax'.. —r 
setzend, so hat man e^, welches noch unsrer Funda
mentalreihe durch i -s- 2 -j- 2 - .. -j- x " -f-.. ^

dargestellt werden kann. Man setze in dieser Form 
sür 2 seinen Werth wieder an die Stelle
i — i

2 (ax-j-ax?.. -s- 3 x * . .) *
i 2 r

^2 — I (s X-j-3 X . -s-a X

>7s I.2

r 2 r
—l(3X-s-3X^.. -j-

l.s.u I.s.n

und entwickle alle einzelnen Glieder, um ihre Summe 
in eine einzige, noch Potenzen von x fortschreitende 
Form zusammenzuziehn. Es kommt dabey nur darauf 
an, Potenzen von ganzen und positiven Exponenten zu 
berechnen. Allgemein werke von der resultirenden 
Form das Glied verlangt, welches x" enthalten soll. 
Jedes Glied der einfachen , Exponenzialreihe, vom

Q s



244

ersten, worin 2* verkomme, bis zum nte», welches 
ri in sich schließe, gibt, bey der Substitution des ange
nommenen Werthes für 2 —
einen Theil her, welcher in x" multiplicirt seyn wird. 
So sezt sich also der gefodertd Coefflcient aus eben 
so vielen Theilen zusammen, und wir werden all
gemein sagen dürfen, daß aus dem Kien Gliede der 
Exponenzialrethe, r^, wenn wir es entwickeln, der

I.S..K

kte Theil desselben seinen Ursprung nehme, vorauS- 
geiezt, daß k eine Zahl, die zwischen r und n liegt, 
bedeuten soll. Die Frage aber, wie das Glied aus

i I r
2^^: (ax-s-ax . -s-in welchem x" 
vorkommt, beschaffen sey, beantwortet sich leicht aus 
der einfachsten Regel des polynomischen Lehrsatzes. 
Die Coefficienten von 2^ sind Combinationen der 
btm Classe aus den Coefficienten der Grundform als 
Elementen; die Summe, wozu sie gehören sollen, 
zeigt die Potenz von x an, deren Coefficienten man 
sodert. In Zeichen: der Coefficient zu x" aus

K »-.K

wird seyn " L. In diesem Ausdrucke also hat man

den kten Theil der Größe gefunden, m-lche bey voll
ständiger Entwicklung unsrer Potenz zu x^ als Coeffl. 
cient gehören wird, so daß also dieser ganze Coefficient .
durch das Zeichen i.. nL " L ) angedeutet werden

kann. Es ist also die ganze Regel der Berechnung 
in folgender Formel enthalten.
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Um e ' in eine
nack Potenzen von x fortschreitende Form aufzulösen, 

»3 r 
nehme man die Coefficienten der Grundform s, 2, 
als wiederholbare Elemente aus denen Combinations
formen gebildet werden sollen, und die RHe

i. . 1 "0 »j-,..

r.S.K

gibt die gefederte Entwicklung,
Hatte die Form des angenommenen Exponenten 

ein Glied enthalten, worin gar keine Potenz der Haupt
größe vorgekommen wäre, so würde es am einfachsten 
gewesen seyn, die Potenz als das Product zweyer 
andern zu betrachten, so daß jenes Anfangsglied des 
Exponenten dem ersten Factor, der ganze übrige Theil 
aber dem zweyten, als Exponent beyqeqeben wäre.

H 2 S I 3 2
In Zeichen e'.e^ * -x ... Der
erste Factor ließe fich alsdann, weil er bloß Neben
größen enthalt, ohne weitere Entwicklung beybehalten, 
der zweyte aber fiele genau unter das eben betrachtete 
Schema zurück. ,

Die allgemeinste Form einer Exponenzislgröße, 
deren Basis als Nebengröße gedacht werden soll, würde 

die folgende seyn *-x ..

Ihre Entwicklung aber könnte leicht auf das Vorher
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gehende zurückgeführt werden. Man müßte nur zuerst 
ihre Basis als Potenz des natürlichen Systems darzu- 
stellen misten b —Alsdann würde sie

und man würde, um sie 
ferner zu entwickeln, wieder .für den Augenblick 

. r
ihren Exponenten 6(ax^-s-ax«*^..) —r sitzen, mit
hin sie auf die einfache Gestalt e-° zurückbrinqen. 
Die einzelnen Glieder der daraus entstehenden Reihe 
ließen sich auch, weil jedes von ihnen eine ganze posi. 

. tive Potenz von r enthalt, sehr leicht in Reihen auf« 
lösen, die nach Potenzen der eigentlichen Hauptgröße, 
x, fortgehn würden. Aber diese Formen würklich zu 
einer einngen durch Addition zusammenzuziehn, ver- 
mögte man im Allgemeinen nicht weiter. Denn die 
erste Reihe, aus entsprungen, singe mit x* an, 
durch s. w, fortlaufend; die zweyte,
welche aus 2? ih^n Ursprung nimt, würde mit 
beginnen, und drrrch u. s. w. fortg-hn;
und so würde überhaupt jede folgende mit einem nächst
höheren Vielfachen von cL onheben, und dasselbe in 
ihren folgenden Gliedern, mit den successiven Vielfachen 

. vdn vermehrt bewahren. Also nur bey gewissen be
stimmten Verhältnissen zwischen cc und oder genauer 
nur dann, wenn cr ein Vielfaches von L wäre, würde 
eine Vereinigung Vieler Reihen zu einer einzigen von 
ähnlicher Gestalt, wie die Grundform des angenom
menen Exponenten, möglich seyn Es entzieht sich 
also eigentlich eine solche, allgemeiner ausgedrückte Expo- 
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nenzialqröße, den bisher gütligen Gescßen analytischer 
Entwicklung.

Die allgemeine Aufgabe, eine Cxponenzialgröße der 
I »s

Form'e^*^*" zu entwickeln, hat im Vorherge
henden ihre independeirte Auflösung vollständig er
halten. Aber die Analysts sodert mit Reche eine re» 
eurrirende als die zweyte Hauptform jeder Entwick
lung. Und wir haben nachzusuchen, ob stä) nicht zwi- 

r s 2 
scheu den Coefficienten der Reihe für e^*^*"

I 2
— ^-j-^x-f-Ax-.. ein Gesetz des gegenseitigen Zu
sammenhangs entdecken lässt, durch besten Hülse jeder 
folgende von ihnen aus dew vorhergehenden berechnet 
werden kann,

Hier keh t die ganze Untersuchung fast »«geändert 
wieder, welche bey der Ableitung einer RecursionS- 
fmmel für die Corfficienten der Potenz eines Poly- 
nomiumS (p3§. 2oz - 2ii) angestellt worden ist.
Das independente Gesetz unsrer Corfficienten gibt 

Wäre in diesem Ausdruck

nicht der Divisor l..k, so fiele er völlig mit dem 
für die Coefficienten eines Quotienten zusammen.
welcher sich aus —-- - - - - - entwickelt, so würde 

l-sx-ax^..
also, wie für diesen, die reeurrirende Formel seyn

-i-Jetzt aber erlaubt
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zwar die Anwesenheit jenes. Factors in dem indepen» 
denken Ausdrucks nicht, diese Formel zu setzen, bringt 
über auf die Vermuthung, daß das Hinzusügen eines 
eichen Facryrö in jedem Gliede auch dielen Umstand 
werde beteiligen können., daß also die gesuchte Bezie* 

, r r r-r r-k r r
hung durch die Forme! -s-tö, H..-s-
Werde darstellbar seyn.

Die Prüfung dieser Annahme geschieht hier genau, 
wie im obigen Falle. Man nehme aus irgend 
eine Combinalionsform, der unbestimmten Elaste m 
gehörig, heraus. Sie wird ihre Permulalionszaht 
und dem independenten Gesetze gemäß den Divisor 

bey sich führen. Eigentlich sind in ihr 
alle Variätionsformen, aus den Elementen, welche 
sie in sich enthalt, zusammengrfaßt. Heben wir alle 

_ diejenigen Vuriationßsormen aus diesem Inbegriff wie.

der hervor, welche unbestimmt das Element s an der 
Spitze fführen, von welchem wir annehmen wollen, 
daß ^6 7? mal in der Form vorkommen mag (so 
daß also m, und —r seyn wild), so ist 
die Anzahl aller dieser Variationssormen -—. Frägt 

m
man wie sie bey der recurrlrenden Bildung von H in 
diesen Inbegriff gekommen sind, so ist offenbar, daß.
sie nur aus H herrühren können, weil nur dieser Größe 

beym Recurriren s an die Spitze gestellt wird. Sie
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sind aber, abgesehn von ihrem AnfangSelement s, sämt
lich der Classe m-r angehörig, hoben also, dem in- 
dependenten Gesetze zufolge, insofern sämtlich schon 

r-k
in H den Divisor I.2.«(m-i) geführt, so wie sie
bey der Recursion den Factor f bekommen haben 
sollen. Es kommt also jezt nur darauf an, ob der

K
Ausdruck k . -rrdü, wenn man in ihm statt -7? und K

alle möglichen zusammengehörigen Werthe setzt, und 
die daraus entstehenden Zahlen zusammen rechnet, 
würklich den Factor hervorbringt, welchen die an-

I.s. .nr
genommene Combinationsform, dem bewiesenen Lnde-

pendenten Gesetze gemäß, in H bey sich führt, oder in 
K

Zeichen, ob ein Werth für t gesunden werden kann, 
, unabhängig von m, und also für alle CombtnationS-

formen aus H, sie mögen gehören, zu welcher Classe 
K

sie wollen, sich gleich, der in der That T f , dl

zu geben vermag.

Sondern wir auf beyden Seiten Factoren, die 
weder K noch enthalten, und also als unabänderliche 
gemeinschaftliche angesehn werden können, ab, d. h. 
lassen wir N auf beyden Seiten weg, so reduzirt

sich unsre Formel aus L k. l 1
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Und so wird es hier sehr leicht, zu finden, wie s 
genommen werden muß. Es sollte, der Annahme ge
mäß —r seyn. Man braucht also offenbar nur 
für L den Werth k zu setzen, um l< in r^:r

r r r
Ir

zu verwandeln. Dieser Werth aber f^k, ist so ein

fach, als man nur wünschen mag, und erscheint offen
bar von m völlig unabhängig. Freylich ist er es nicht 
von r, so daß also die Factoren, welche man im re- 
Lurrirenden Ausficigen von vorhergehenden Coefficienten 
zu folgenden den einzelnen Elementen beyzufügen hat, 
allerdings bey jeder neuen Recurston geändert werden 
muffen. Indessen bleibt doch die ganze Formel letcht 
übersehbar. Man multiplicire jeden der vorhergehenden 
Coefficienten mit dem Elemente/welches seinen Index 
zu der Zahl des verlangten ergänzt, nachdem dies 
Element selbst mit seinem eignen Index multiplicirt, 
und durch den des gefederten Coefficienten dividirt 
worden ist. In Zeichen: e- ist
-x I 2 r-S k I-Ii r

-s- ku . -s-rn^.

Bequemer für die Berechnung wird die Formel, wenn 
Man alle Glieder unter einen, ohnehin schon gemein
schaftlichen Divisor stellt, und so mag denn auch 
das lezre Resultat ausgesprochen werden: wenn

I 4 2 I s r

H -s-. H X -j- H X 2 . . -s- kx*.. so iß
r i r i s r-2 r-k r

-s-ra^
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Es verlohnt sich der Mühe nicht, die kleinen Modifi
kationen, welche diese Regel für die etwas erweiterte 

r 2 2
Form b^*^*^* .. erhalten müßte, hier aufs 
Neue anzuführen.

Es gibt noch höhere Exponenzialgrößen als die bisher 
betrachteten, und zwar von mancherley Arten. Bleibt 
die Basis eine Nebengröße, so daß nur der Exponent 
selbst wieder als eine Exponenziulgröße angenommen wird, 
so fallen sie unter die Regeln der vorigen Entwicklung 
zurück. Soll aber die Basis selbst eine nach Potenzen 
der nemlichen Hauptgröße fortschreitende Form wie der 
Exponent seyn, so muß man erst Kenntniste von der 
Entwicklung logarithm'ischer Ausdrücke haben, ehe man 
die ihrige zu unternehmen vermag. Dazu führen die 
nächstfolgenden Betrachtungen.

Eilftes Kapitel.

Entwicklung der Logarirbmen oder Expo- 
nenziirung. Logartthmorechme.

So wie die direcke Aufgabe der Potenziirung in 
zwey verschiedenen Gestalten ausgestellt werden kann, 
jenachdem man die Hauptgröße in den Grundfactor, 
oder in den Exponenten der Potenz übertragen hat, 
so kann auch , die umgekehrte Aufgabe, welche durch sie 
von selbst herbeygeführt wird; in zwey verschiedenen 

, Formen erscheinen. Die eine von diesen ist die Wurzel- 
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ausssehung; von ihr gibt der binomische Lehrsatz die 
Auflösung. Die andre hingegen, die Exponen» 
ziirung, wobey der berechnete Werth einer Potenz, 
und der Basis woraus sie sich gebildet haben mag, > 
als bekannt angenommen werden, der Exponent aber, 
welcher dieser Basis als solcher beygelegt werden muß, 
damit die Potenz, den vorgeschriebenen Werth erhalte, 
gefunden werden sott, muß einer genaueren Betrach
tung erst unterworfen werden. Es wäre der Natur 
der Sache angemessen, für diese Operation ein eignes 
Zeichen einzuführen, wie man auch würklich z B.

das Zeichen vorgeschlagen hak, welches andeuten 
s

soll, daß die Zahl.d als Potenz der Basis s betrachtet, 
und der ihr zugehörige Exponent gefunden werden 

d
muß, so daß also, wenn c gesetzt würde, diese 

s
Gleichung als Umkehrung von — h onzufehen 
wäre. Indessen hat man einmal eine an sich über
flüssige und unbequeme Terminologie und Bezeich
nung von ganz andrer Art eingeführt. Die Be
nennung Exponent und Logarilhme sind gleichbe
deutend; statt Werth der Potenz, welcher ein gewisser 
Exponent angehört, pflegt man Zahl die einem ge
wissen Logarithmen angehört zu sagen, und so versteht 
man die Aufgabe der Exponenziirung unter dem 
Ausdrucks: für eine gegebene Basis, zu einer ge
wissen Zahl den zugehörigen Logarithmen finden. In
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Zechen wenn so ist c —lox bss. s num. b.
Diese Bezeichnung pflegt in zwey Fallen eine Abkür
zung zu bekommen. Es gibt zwey Potenzensystem-, 
von denen die Basis unabänderlich bestimmt, und ein 
für allemal bekannt ist: das natürliche Potenzensystem, 
und dasjenige von welchem io die Basis ist. Nun hat 
man die Logarithmen im ersten selbst natürliche oder 
hyperbolische, im zweyten künstliche öder gemeine 
zuweilen auch wohl briggilche genannt. Wenn man 
also in dem natürlichen Potenzensystem fragt, was für 
eine Potenz eine beliebige Zahl sey, so drücke man 
dies aus: es soll ihr natürlicher Logarihme gesunden 
werden; im dekadischen Potenzen systeme; ihr gemeiner 
oder künstlicher Logarithme. Wenn also z. E. e^b 
wäre, und man L als unbekannt ansähe, so würde 
es heißen a lo^ nac. b, oder auch wohl s Io§ d 
schlechthin; wenn wäre, 2 — vul§. b.
In allen übrigen Fällen aber muß die anfängliche Art 
der Bezeichnung beybehalten werden. Zum Glück 
sind es in würklichen Rechnungen fast nur die natür
lichen, und etwa zuweilen die gemeinen Logarithmen, 
womit man zu thun bekommt.

Es ist auß, der Elementar»Arithmetik bekannt, 
daß die allgemeine Frage, was für eine Potenz von 
irgend einer gegebenen Zahl eine andre sey, wenn sie 
nur für ein einziges Potenzensystem aufgelöst werden 
kqnn, eben dadurch für jedes andre sehr leicht zu 
beantworten ist. Wir wollen sie deswegen zuerst für 
das natürliche Potenzensystem in Erwägung nehmen.
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Der einfachste Ausdruck, welche man dem berechne« 
ten Werthe einer Potenz aus dem natürlichen Sostem 
geben kann, wenn man ihn als eine zusammengesetzte, 
und die Hanprgröße künftiger Entwicklung enthal
tende Größe ansehn will , ist i-f-x. Wir fragen 
also zunächst, ob es möglich ist, eine nach Potenzen 
von x fortschreitende Form zu finden, so daß, wenn 
man sie zum Exponenten einer Potenz von e macht, 
der berechnete Werth dieser Potenz genau i -s- x 
werde.

Diese Aufgabe ist das Umgekehrte der Poten- 
zlirung. Ihre Auflösung kann also, wie allenthalben 
wo von umgekehrten Operationen die Rede ist, nur 
dadurch geg ben werden, daß man das Gesuchte als 
schon gefunden annimmt, um es rückwärts, durch 
Vergieichung mit dem Resultate, welches aus ihm 
hervorgehn soll, zu bestimmen.

Nun aber ist bey den Entwicklungen der Expo- 
nenzialgrößen gezeigt, daß die Exponenzialgröße 

1 2 2 r
durch eine Reihe von der Form

I 2 r
H.-l-^x-i-^x2-j-.. AXr -j- .. dorgestellt wer- 

I L
den könne, so daß A —i und rr, und, wenn 
nach dem recurrirenden Zusammenhänge der folgen« 
den Coefficienten gefragt wird, 
r r r-i s r-z i-Zr r-r r r

-s- ü . -j- (r -1) 2.
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Wir sind alsd berechtigt, wenn w*r die Form 
r t r E
sx-t-2x-... als eine vorläufig fingirte

i 22 r r

betrachten, ^i^-x zu sehen, und
r L r

zu untersuchen, wie die Cofficienten », 
eingerichtet werden müßen, damit dieser Forderung 
Genüge geschehe.

Ist mithin das Resultat, welches aus der würk- 
r 2 2 r r

lichen Entwicklung von hexvgfgeht
, » r

H -j- ä X -s- 4 x? .. H x*.. so frägt sich, ob be« 
wurkr werdtn kann, daß r (welches von selbst der

i r r
Fall ist); daß^--i (weswegen, weil nur ge« 

i
setzt zu werden braucht, daß a^-i seyn soll); daß end
lich jeder folgende Coefficimt, wie wo r. alle 
Werthe, von a an, bekommen darf sey? Denn 
alsdann wird in der That jcne Reihe A-j-^x-j- 
2 r

Ax?..-s-Ax*.., wie wir verlangen, — i -s- x.
i

Wenn jeder folgende Coefficlent, außer A und o 
seyn soll, so reducirt sich der allgemeine Ausdruck ihres 
gegenseitigen Zusammenhangs '
r »i-, g i-2 k r-Ir i r i r

A — 3 -s- . s. -s- k 3 . .-s-(r-i)3/^-i-ra^

auf die nur aus 2 Gliedern bestehende Gleichung 

o^(r-i) 3 -j-raA. Setzen wir in ihr für A
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r

und die schon bekannten Werthe A —i—H, so 
i-tr rr

gibt sie (r-i)a r»—o, oder bequemer 3 —-(r-l)a»
* r

Und so stellt sich eine äußerst einfache Recursionsregel 
dar » die nur in Absicht auf die Coefficienten des sin- 
girten Exponenten angenommen werden darf, damit 
der berechnete Werth seiner Potenz im natürlichen 
System würklich i-s-x werde.

Wir wissen schon, daß a —r seyw muß. Die fol
genden Coefficienten sinken sich aus unsrer Recursions»

St 3 »
regel, Ihr gemäß wird 3—— 3—-ßa —
u.s. w. Das independenke Gesetz ist leicht zu ergret-
fen. Es werde angenommen, daß a —

Alsdann wird . r g —(-1)^. r, welches
. r>)«t rH«r

die unbedingte Gültigkeit dieses für die ersten Coeffi« 
eienten würklich statt findenden Gesetzes außer Zwei» 
sel setzt.

Unsre erste Aufgabe ist also aufgelöst. Soll r -j- x 
als Potenz von s betrachtet werden, so ist der Expo
nent, welcher dieser Potenz beygelegt werden muß, 
damit j-ne Annahme bestehe, d. h., in der gewöhn
lichen Terminologie, es ist lo§.»st. (r-s-x)^x-x'* 
-j-H x^-jx^..-s-L)*-* x*-s-..

r

Als ein besonders merkwürdiger Umstand verdient 
angeführt zu werden, daß die Reihe, wodurch sich
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aus der Basis eines PotenzensystemS, r-j-a, der Mo- 
duluö ebendesselben berechnet, Noäul. bas. ( -j- a) 
— genau dieselbe ist, wonach

sich vermöge der eben gefundenen Formel für die 
Zahl i -s- a im natürlichen Potenzensysiem der Exponent 
entwickeln würde. Wir dürfen also inskünftige statt 
Uoäul. das. (i -s- a) den geschlossenen orithmeti» 
schen Ausdruck, nac (i -f- s) setzen, so daß folg, 
lich jezt die allgemeine Reihe

I s n

I . s

wobey , war,
1 "

durch -j- sioZ (l -i- s)^. x-i- slox (i^ 2 ^2).
r. a

4- U->8l' 4-a)^ -I- . . .
r . s . . n

dargestellt werden kann. Und so zeigt sich ein neuer 
Grund, das natürliche Potenzen- oder Logarithmen- 
System als das wichtigste unter allen anzusehen. 
Selbst alsdann, wenn man irgend ein andres 
ursprünglich berechnen wollte, mischt es sich ein, und 
die Coefficienten der zur Berechnung nothwendigen 
Reihe sind eigentlich aus ihm hergenommen.

Der bisher betrachtete Fall der Exponenziirung 
im natürlichen System war eigentlich nur der ein- 
fachste. Mag jezt eine umbestimmt nach Potenzen 
von x fortschreitende Form genommen seyn, so daß 
gefragt wird, ob sie nicht eine Potenz von e ist, und

R
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ob nicht ein ihr zugehöriger Exponent als eine ähnlich 
gebildete, von ihn abhängige Form, ausfindig gemacht 
werden kann. Diese Untersuchung führt sich im AUge-

- meinen beynahe leichter wie im einfachen Folie. Es 
r S -

sey r-j-kx-j-kx^.. -s- kx *. . die gegebene 
Form; der ihr zugehörige vorläufig angenommene

I s r

Exponent sx -j- »X . . -j- LX* . . Es soll also
i-^^x-i-kx^..-i-kx^.. seyn

Nun aber haben wir, bey der Entwicklung der Expo- 
' r 2

nenzialgrößen gesehn, daß s k ist, und daß allgemein 
r , r-r 2 r-2 r-k r-r i r

k 3 k 2 2 k .. -j- 1( 2 k.. -j- (v - I) 2 k -j- r 2.

Wir brauchten vorhin diese Recursionsformel, um aus 
L 2 »

den Größen s, . s, die wir als bekannt annah« 
12 r

men, die Größen k, k, . . k, vermöge ihres gegen« 
' fettigen Zusammenhangs zu bestimmen. Sie läßt

sich, nach einer leichten Veränderung, eben so gut im 
umgekehrten Sinne gebrauchen, und gibt alsdann 
r ^11-1 2 r-2 r-k k
s — - (r-i) . k . a - (r-r) .ks..-Kk.L.^

r .

r-2 S rr r *
-2k a - ks-i-rk die gesuchte Regel, vermöge deren

E r

also, für 1o§ (i-s-kx-i-kx^..-s-k x"..), wenn 
» r r

man dessen entwickelten Werth-^l-s-ax-i-sx^ ..-s-sx".» 
seht, jeder folgende Coefficient dieser gesuchten Reihe
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(der erste a ist — /^) aus den vor ihm vorhergehenden 
gefunden werden kann.

Es ließe sich aus dieser Recursionsformel der inde- 
pendente Ausdruck jedes einzelnen Coefficienten obleiten. 
Man gelangt aber bequemer dazu, wenn man den 
gegenwärtigen zusammengesetzten Fall auf den ersten, 

n s 
einfacheren zurückbringt. Um Io§ (i -s- äx -j- Hx? -j-.. 
r r
Hx*..) zu erhalten, setze man momentan 2--(kx-s- 
s r

X 2.. -s- x'..) Alsdann ist nur lox (r -s- 2) vor- 
Handen, wovon der Werth durch die bekannte Reihe
IoA (l -j- 2) — 2 -Ar? -f- A 2^..
dargestellt wird. Man setze in dieser sür 2 seinen 
eigentlichen Werth zurück; entwickle jedes Glied nach 
Potenzen von x, und ziehe die daraus entspringenden 
Reihen in eine Summe zusammen. Diese Arbeit ist 
sehr leicht, und es sind ähnliche im Vorhergehenden 
schon oft genug vorgekommen, um uns zu berechtigen, 
hier das Resultat als auf den ersten Blick klar sogleich 
anzugeben. Die neue Reihe muß mit i anheben; in 
ihren successiven Gliedern die successiven Potenzen von 
x enthalten, so daß allgemein das nte

—)x" ist, angenommen, baß v n >
r S r

die Coefficienten der gegebenen Form, 
als kombinatorische Elemente betrachtet werden.

R 2
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Wir haben für das Anfangsglied der zu exponen- 
ziirenden Form die Einheit genommen. Diese Vor» 

. auösetzung scheint sehr partiell, aber man kommt bey 
jeder allgemeineren auf sie wieder zurück. Sollte 

log gefunden werden,
so müßte zuerst die gegebene Form als Product von

stellt werden; ihr Logarithme würbe alsdann 
1og (Ax«)-^ log ( ,-j-- r?-j--7-x2S.. ) wel» x. rr
chem Ausdrücke nur der zweyte Theil einer Entwick
lung fähig ist.

Bisher ist nur von der Exponenzlirung einer an» 
genommenen Form im natürlichen Potenzensystem dle 
Rede gewesen. Der Uebergong von da zu jedem an» 
dern beliebigen Systeme ist leicht. Bekannten Lehren 
der Elementar-Arithmetik gemäß, ist log(r-s-x) dass 

/^log nar. fr -s-
, so daß also, wenn irgendnac. a

eine Form als Potenz einer beliebigen bestimmten 
Basis a, betrachtet werden sollte, die Reihe ungean- 
dert beybehalten werden könnte, wodurch ihr Logarithme 
lm natürlichen System ausgedrückt wird, und nur der 
Divisor log a ihr beygegeben werden müßte. In 
Zeichen log (r-s-x) das. a — r (x-Ax^-j-Hx^-Hx^..)

1oZ L

Jezt sind wir auch im Stande die höheren Ex- 
ponenzialgrößen zu betrachten, bey denen Basis und
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Exponent beyde Formen seyn sollten, welche nach 
Potenzen einer gewissen Hn.ptgröße fortgehn, 
(' -j- s x -s- lr x Nennt
man Anfangs kie Dosis eines solchen Ausdrucks 
(i-j-k), und den Exponenten A, ,'so reducitt er sich 
auf gibt also die Reihe
i -s- A . loZ (l -j- L) -s- (l -f- L) .

I . s
Nun ist A eine nach Poten- 

r.. r
zen von x fortschreitende Form; eben so kann

(k6) Io§ (t-s-a x..) in eine solche 
aufgelöst werden. Und so erhellet hie Möglichkeit, 
jedes einzelne Glied der Reihe für (r^-8)^ in eine 
nach Potenzen von x fortschreitende Form umzuseßen, 
mithin die Summe von ihnen allen auf die gleiche 
Gestalt zurückzubringen. Eö verlohnt sich aber nickt 
der Mühe, die vollständige Auflösung dieser verwickel
ten, obschon an sich leichten Rechnung beyzubringen, 
um so weniger, da kaum ein Fall verkommen mögte, 
wo man Gebrauch von ihr zu machen hätte.

Die Formeln für die Entwicklung von jsgarlth- 
men und Exponenzialgrößen sind nicht bloß zum 
allgemeinen anölykischkn Gebrauch, sondern auch des
wegen von so großer Wichtigkeit, weil durch ihre 
Hülfe die beyden bestimmten Potenzensysteme, welche 
wir in unsern Tafeln besitzen, berechnet worden sind, 
Sie bedürfen zu dieser Absicht mehrerer Modisica- 
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klonen; ihre Anwendung erfodert mancherley Kunst« 
griffe; der Inbegriff der dazu gehörigen Lehren pflegt 
-^SAarithmstechnie genannt zu werden. Sie be- 
schränken sich meistens auf die Berechnung der natür
lichen Logarithmen, da es eine sehr geringe Mühe 
macht, aus ihnen zu jeden andern System überzugehn. 

mag also zuerst davon eine zusammengezogene 
Darstellung gegeben werden.

Die einfache Grundreihe für die Berechnung der 
Logarithmen, (t -f- -x* "i"

»34 
oder statt -j-? gesetzt - x. IoZ l-V —" (x X

2
ist von sehr geringer unmittelbarer Brauch

st 4" 
barkeit. Sie convergirt nur, wenn man für echte 
Brüche setzt, und auch da nur dann schnell, wenn 
diese Brüche sehr klein sind; kann also höchstens für 
die Zahlen zwischen 0 und 2 ihre Logarithmen ver
schaffen. Aber diesem Fehler kann dadurch, daß man 
die Reihe mit sich selbst combinirt, sogleich obgeholfen 
werden. Bekanntlich ist log (i -j-

— logO-^), mithin 1) log -j-
V r —? 7

Man kann die Gestalt dieser Formel
für die Berechnung bequemer machen, indem man 
i -j- X r setzt, woraus umgekehrt — 2 - » folgt.

Alsdann wird sie log 2--2 4



-6;

. und so Ist «s Kar, daß st« für

olle Zahlm, die größer als r flad, eine Näherung 
gestatt«. Denn 2-1 wird allemal em echter Bruch

r 4» »

seyn, sobald L größer als r genommen ist. Aber diese 
Näherung ist doch nur alsdann einigermaßen beträchtlich, 
wenn 2 eine kleine Zahl seyn soll, und ohne besondre 
Kunstgriffe bey dem Gebrauche der Reihe würde man 
in große Weitläufigkeiten gerathen. Hier nur einige 
von diesen Kunstgriffen als Proben.

Man sehe in der Reihe
1o§ —-l- »

V » - X > 3 5 7

für so enthält man
Io§ z i -s- r -s- l -s- i . Ä

2" 3^ 7^?

ferner für — r
7

4 — "i" '
s 7 37^ s.7^

für x^
y

Io§ s — r-i- i r . .
4 9 3.9^ 5 9^

für x i
yy

Io§ sO r -j- I -j- r -i" . -
49 99 3.99'5.99^

Aus diesen Logarithmen aber kann man durch leichte 
Verbindungen die der ersten zehn ganzen Zahlen 
sogleich hervorbringen.
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Da 4. Z—2, so gibt log 4 -s- log log 2.

3 2 3 2°
aus 2 log 2 findet sich log 4; aus 2 log 4 entsteht logg» 

. 4 5; mithin log j -s- log 4 — log 5.
Ebenso . wird log 2 -s- log z log 6; 2 log

^log9; 2 log 5 log ro Endlich, da j^r 5. ro
so hat man log - log 5 - log 10 — log 

mithin log log ^., wovon das Umgekehrte 
^og 7 seyn wird. Und so lassen sich durch schnell 
convergirende Zahlen die natürlichen Logarithmen der ra 
ersten Zahlen finden.

Man kann aus der eben entwickelten Hauptfor
mel mehrere andre ableiten, welche es möglich machen, 
die Logarithmen gewisser Zahlen zu berechnen, wenn 
man die der nachstgrößeren oder nächstkleineren 
Zahlen schon als bekannt annehmen darf.

Es sey z. E. 1 -s- 2: mithin r.
, — / 2-r ^7,

Es wird also log » -f- X — ^og 3 log 2 - log (2- t) 

seyn. Nun aber war log -j- .
r-X 3 3^

Man erhält also 2) log 2 log (2-1) -s- 1

-s- - -s- 1 ...
3(22-r) s 5(2--»)^
Etwas Aehuliches liesse sich aus der Fundamentalformel 

log (r -l- - x - geradezu er-
3 4

halten. Man seße in ihr für z, an die Stelle sy gibt sie 

log (l-l-r) — log (2-)-r) log (2-j-i) - log 2^- i^l- r..
L » L LL» zr^
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Mithin z)1o§ (2—1q§2 
r s Z 

Auf gleiche Weise findet sich aus der bekannten 
Grundreihe für 1o§(l -^), die Formel

1oZ 2 ioZ (2- t) -s- i -f- » -s- « . i
L 2L^ ZL^

Addirte man zu ihr die vorige
Io§ 2 1o§ (2 -s- 1) - r -

L 2 2^ ZL^

so käme, die Hälfte der Summe genommen
4) ioZ2 —loZ(r-i)ß Io§(2-j-r) r^..

sr^ 42^ 62^
Diese Reihe ist sehr brauchbar bey der Berechnung 

eines Potenzensystems. Denn man wird dabey 
ursprünglich nur die Logarithmen der absoluten Prim
zahlen durch die Anwendung unsrer Reihen zu finden 
haben; die aus ihnen zusammengesetzten erhalten ihre 
Logarithmen durch leichte Addition derjenigen, welche 
ihren Faktoren gehören. Ist aber 2 eine Primzahl, 
so wird sowohl (2-r) als (2-j-') aus Foctoren 
zusammengesetzt seyn. Man darf also lo^^-i) und 
1oZ (r-s-1) schon als bekannt annehmen, wenn man 
Io§ 2 berechnen will. Je größer r ist, desto brauch, 
barer wird unsre Formel. Eine ihr ganz ähnliche 
aber noch schneller convergirende Reihe könnte man 
aus der Formel 2) erhalten, wenn man nur in ihr 
für 2 setzen wollte 2°, hernach auf beyden Seiten 
durch 2 dividirend
5) ^o^2—L 108(2-^1)^108(2-1)__!_  ^1—*

2 ^r_>) Z(2Lr-i)25O--i)s
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Eine andre Classe von Formeln macht es möglich, 
den Logarithmen einer zweytheiligen Größe aus dem 
ihres ersten Theils, und einigen Brüchen, die, aus 
beyden Theilen gebildet, zu ihm hinzugefügt werden, 
zusammenzusehen. Es sey (a -j- b) zu suchen, 
log » aber schon bekannt. Da

so ist 1og (a -s- b) — log » -s- log l mithin, 

für den zweyten Theil seinen Werth gesetzt,

Eine ähnliche noch brauchbarere Formel kann man aus 
der bekannten Reihe für log r -s- (n. ».) erhallen,

i-X
wenn man ihr für zr an die Stelle setzen will K

Alsdann gibt sie

Ivß — log (» -I- l>)
V, -.»b /

— log s, mithin
7) log (s -z- b) log s -j- 2. -j- ? 2

-s-5 . Auf diese Formeln gründet sich>j>
der Gebrauch der Proportionaltheile in unsern ge
wöhnlichen Tafeln.

Noch eine andre Art von Kunstgriffen kommt 
darauf an, daß man, wenn von einer Zahl 2, der 
Logarithme berechnet werden soll, ein Vielfaches von 
ihr, m 2, zu finden weiß, welches um ein Verhältniß- 
mäßig Geringes, 6, von einer Zahl abweicht, deren 
logarithme als schon bekannt angenommen werden darf.
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Denn wenn mr^n-f-ä — n(' so ist

loß m -s- log 2 1o§ n -f- lo» mithin
8) Io§ 2 1oß n - Ivß m -s- 6 - ci -s- 6 - 6 ^ ..

Es versteht sich daß 6 auch eine negative Zahl seyn darf.
Alle diese und ähnliche Methoden finden aber nur 

alsdann eine Anwendung, wenn man schon von ge
wissen Zahlen die Logarithmen hat, und aus ihnen die 
von andern berechnen will. Sie sind sehr brauchbar 
bey der Berechnung eines vollständigen Logarithmen- 
Systems; aber sie helfen wenig, wenn für einzelne, 
isolirte Zahlen die Logarithmen gefunden werden sollen. 
Da dieser Fall indessen sehr wohl vorkommen kann, so ist 
eine andre Methode nicht überflüssig, durch deren lHülfe 
auch für den lezten Fall Rath geschafft werden kann.

Diese Methode, eine der ältesten unter denen, 
welche bey würklicher Berechnung der Logarithmen 
gebraucht worden sind, setzt voraus, daß man die 
Logarithmen der successiven Potenzen von 10; die der 
9 ersten ganzen Zahlen, und die der unechten Brüche 
von 1,1; l, 2,.. I, 9; eben so der von 1, or;.. 1,09; 
allgemein der unechten Brüche von der Form i -s- s,

ION 
wo s alle Werthe von i bis 9 haben kann, n bis zu 
der Zahl auffleigen muß, welche die Menge von 
Decimalstellen anzeigt, bis zu welcher die Berechnung 
getrieben werden soll. Eine Tabelle, welche alle diese 
Logarithmen enthält, ist leicht berechnet, weil zu ihr 
die erste Grundreihe für io§ (l -j- unmittelbar 
gebraucht werden darf. Sie wird am besten für jedes
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Potenzensystem besonders berechnet, und mag hier, 
da sie auf einen geringen Raum zusammengedrangt 
werden kann, sowohl für das natürliche, als für das 
gemeine rogarithmensystem ihre Stelle finden.

I. Hülfstabelle zur Berechnung der Logarith
men im brigqischen System.

Zahl.

9 
8
7 
6
5 
4

Logarithme. Zahl. ! kvAarlthme.

95424 25094 39324 87459 
90308 99869 9'943 58564 
84509 80400 14256 83071 
^7815 1250Z 83643 63251 
69897 ooo43 36018 80479 
60205 999.5 27962 39043

3 47712 12547 19662 437Z0 
2 30102 99956 65981 19521

9!278''5 36009 52L28 96,54 
8 25527 2505, 03306 06980 
7^23044 89213 ^8273 9-854 

-6'2s4ii 99826 55924 780^5 
5 17609 12590 55681 2420g5
4 
3
2

9 
8
7

-6
"5

4 
3
2

14612 90356 78258 0259z 
"394 33523 06836 76921 
07918 »2460 47624 82772 
04159 2685» 582S5 04075 
03742 64979 40623 65520 
OZ342 37554 L6949 70231 
02938 37776 85209 6408Z 
02530 58652 64770 24o85 
02118 92990 69938 07279 
0,703 33392 98780 35485 
01283 72247 05172 20517

9 00039 06892 49910 1310Z 
8 >00034 72966 L5363 54069 
7>00030 58997 84812 49181 

»6,00026 04985 47390 346ZL 
<^5100021 709 9 72230 20Z28 
"4!oooi7 36330 58464 9188» 

3>0ooi3 0268g 05227 0610s 
2 >00008 63502 11648 9572Z 
1! 00004 34272 76362 66964 
9 oosoz 90347 44584 16739 
8 >00003 47421 68884 ozzro 
7^00003 03995 4976i 39869 

Z 6 00002 60569 87215 3954g 
05 00002 17141 81245 15514 
^-4 00001 73714 3 849 80922

Z >00001 Z02Z6 39028 48026 
2 ooono 86858 02780 52676 
r 'oovoo 43429 23104 45319
9^00000 59086 52748 3082Z
3!--------  34743 41957 376718

Z7!
86j

0086s 01717 61917 56105 
»!00432 13737 82642 57428

2 -

- 30400 50733 »5761 
- 26057 59074 »5»n 
- 21714 66980 85333 
- 17371-74433 26642 
- 1Z0L8 8»49' 3885» 
- «8685 88095 21870 
- 04342 94264 75016

9 00389 11662 56910 52172E 
8 00546 05321 09506 43616 
7 00302 94705 53618 007»7

Z6!oo259 79807 19908 59231 
^5'00216 60617 56507 67625 

4>ooi73 37'28 »9000 52977 
z'00130 09530 20418 11880 
2!ooo86 772'5 31226 91249 
1^00043 40774 79Zl8 64267

9 ooooo 03908 64857 82Z77
. 8 
87
Z6 
0 e 0 2
-4

2

05474 35446 54844 
- 03040 060Z0 9301g 
- 02605 76610 96898 
- 02171 47186 66483 
- 01737 »7758 01775 
- 01302 88325 02773 
-^00868 58887 69476 
- 00434 29446 0^1885
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Zahl.

I,o
oo

oo
oo

o I 
r,0

00
00

00
10
 O
1 o,

 <̂
>-
<1
 0
2 V
O 
l 1S 

01
 u» 

o 0
01
2

Loqarithmr.

0000000590 86501 61240 
-------  00347 45557 »6252 
— — 00Z04 00612 66921 
-------  00250 57668 13247 
-------- 00217 »472Z 55229 
-------- 00173 7»778 92369 
— — OO1ZO 2Z834 26167 
-------- 00086LZ889 55'2. 
—> — 00043 42944 "9732 
00000 000Z9 03650 31954
-------- 00034 74355 84»33 
-------- 00030 4006. 3626Z 
-------- 00026 05766 88360 
— — 00021 71472 40409 
-------- 00017 37'77 924»4 
-------- 00013 02883 44376 
-------- 00008 68588 96294

r-------- 00004 34294 48169

Zahl. Logarithme.

2

000c o 00003 90865 03354 
--------  00003 47435 38538 
-------- 0000Z 04006 13725 
-------- 00002 60576 68906 
—— 00002 i7»47 24 90 
-------- 00001 73717 79275 
--------  00001 50288 34455 
------- . 00000 86858 69637

— oo 'oo 45429 448 »9
9 00000 00000 39080 50337

08'----------------------------- 34743 55855
Z 7------------------------------ 30400 6137z
otz!------------------------------ 26057 66891
85------------------------------ 21714 72409
84!-------------------------------»737» 77928
oz------------------------------ 13623 83446
"2--------------------08685 88964

---------------------------------»4342 94482

II. Hülfötabelle zur Berechnung natürlicher 
Logarithmen.

Zahl.

1 00000 00000 00000 00000 
10000 — — — —
1000 — — — —.
100 — — — —

10 — — — —
1 00000 OOOQO OOooo

1OOOO — — —
1OOO — — —

100 — — —
10 — — —

1 OOOOO 0OOOO 
1OOOO —

1OO0 —
1OO —
10 —

l OOOO0 
1OO>O

1OOOj
100I 

10!

Logarithme.

46,05170 »8598 80913 68036 
43,74911 67663 86867 99634 
41,44653 167Z8 92322 3.252 
39,14594 65808 98776 6233» 
36,84»30 »4879 473o 94429 
34/53877 65949 10685 26027 
32,25619 13019 16639 57^25 
29 93360 62089 22593 89225 
27,65102 11i59 28548 2oZ2L 
25 32843 60229 34502 52420 
23,02585 09299 40456 84o»3 
20,82326 5836.9 464»» 15616 
18,42068 074Z9 52365 472.4 
16,11809 56509 583'9 788»3 
>3/8'55» 05579 64274 10411 
11,5.292 54649 70228 42009 
9 2.054 «37'9 76182 73607 
6,90775 52?89 82»37 05205 
4,60517 vi859 88091 36Z04 
2,30258 50929 94045 63402
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Zahl. ' Lsqarithme. ^Zabl. Logaritbin-.

9 2,197-2 45773 36219 Z8279 9 0,00008 99959 50242 9836a
8 2,07944 15416 79835 92825 8 0,00007 9996^00170 55643
7 1.94501 01490 553'3 3o5" Z7 0,00006 99975 50114 32734
6 i,79i75 94692 28055 00081 Z6 0,00005 9^982 00071 99 ,76
5 1,60943 79*24 34ioo Z7460 ^5 0,00004 99987 5004» 66511
4 ' 38629 43611 19890 61883 4 0,00003 99992 00021 53269
3 ',0986' 22Z86 68109 69140 3 0 02002 99995 ZoooZ 99979
2 O/69Z14 71805 59945 Z0942 2 0,00001 99998 00022 66663

L 0,00000 99999 5. .»0 -3533

9 0,64135 Z8861 72394 7^599 9 0,00002 39999 59500 2450a
8 0,58778 56649 02119008'9 8 — — 79999 63000 »7067
7 0,23062 82510 62170 39^23 0 7 — — 699997550011453

-6 0,47000 36292 45735 55365 Z 6 — 59999820000720a
5 0,40546 51031 0Z164 33198 -5 — — 499SS8760004167
4 o,3Z647 22366 21L12 95050 "4 — - 399999200002155
3 ,26236 42644 67491 05204 3 —- — 29999 95500 00900
2 0,18252 15567 95954 62621 2 — — *99999800000267
r 0,0953* 01798 04524 86004 1 — — 099999950000055

— 9 0,03617 76962 41052 55254 9 0,00000 08999 99595 00024
8 0,07696 10411 39128 32498 8 — — 67991,9963000017
7 0,06765 Z6484 738*4 80527 87 — — 06999 99755 OOO1 L

v 6 0,05826 89081 25975 77553 86 — — 03999 99820 OSSO7
"5 o,o4879 oik,4» 60432 00307 Q 5 — — 049999987500004

4 0,03922 07131 53231 29627 -4 — — 039999992000002
3 0,02955 88022 41544 40275! 3 — — 029999995500001
2 0,0198» 26272 96179 71505 2 — — 0*9999998000000

0,00995 05508 53 »6Z 08285 r — — 009999999500000

9!o,00895 974*3 7*47* 9«444 
810,00796 8'69649176 8735* 
7'0,00697 56137 36425 24210 

0 6^0,00598 20710 77547 46378 
' - 0,00498 754*5 * »039 07361

0,00399 20212 69537 45500 
5 
4
2 
2

9
8 

07 
o 6 
^5

4

0,00299 55oL9 79798 47LL* 
0,00199 60026 62673 05602 
o, 00099 95oo3 3Zo83 53317
O,O00g9 95952 42836 O2ZOI 
0,00079 9680» 70564 33216 
0,00069 9755* *4273 34*9* 
0,00059 98200 7*967 61553
0,00049 98750 4*651 04792
0,00039 99200 21526 93537j 

5'0,00029 99550 08997 97548! 
2 0,000 »9 99800 02666 266728 
»j 0,00009 9995o 00355 Z0ZZ4I

9
8 

Z7 
Z6 
86 
°-4

2

9 
88 
Z7 
§6 
§5 
-4

3 
2

i,ooooo 00899 99995 95000 
— — 00799 99996 Z0000 
— — 00699 99997 55000 
— — 00599 99998 20000 
— — 004999999875000 
— — 00Z99 99999 20000 
— — 00299999^955000 
— — 001999999980000 
— — 00099 99999 9500» 
0,0000a 00089 99999 95950 
— — 00079 09999 9ÜZ00 
— — 000699999997550 
— — 00059999999820a 
— — ooo49 99W^9875o 
— — 000Z9 99999 99200 
— — 000299999999550 
— — 000199999999800 
— — 00009999999995a



27»

Zädi. kogarithm«. >Z-hl.

0,00000 oooog 99999 99959 
— — 000079999999968

-- 000069090900075 
- — 00005 99999 9998L 
— — 000049999999987 
— — OOOOZ 99999 99992 
— — 00002999999999^ 
— — 000019999999998 
— — 000009999999999

koqanthme.

0,00000 0020090000 00000 
__ — — — 80000 00000

— — — 7<>000 OOLOO 
— — — — 60O00 oOOOO 
— 1— — — 50000 OOOOO 
— — — — 40000 00002 
— — — — Zoooo 00000 
— — -- — 20000 OOOOO

— — — 10000 OOOOO

Diese Tabelle vorausgeseht, kann man in beyden 
Systemen für alle Zahlen, die nicht über io Ziffern 
hinausqchu, bis auf doppelt so viele Deeimalstellen den 
Logarithmen sehr leicht erhalten, sobald man im Stande 
ist die gegebene Zahl in Faktoren der angenommenen 
Form aufzulösen, und es wird, dies geschehen, nichts 
als einer Addition ihrer aus der Tabelle bekannten 
Logarithmen erforderlich seyn.

Regeln aber, um eine Zahl in ein Product aus 
Faktoren aufzulösen, von denen der erste eine Potenz 
von io, der zweyte eine einfache Ziffer, der dritte von

der Form r -i- ; der 4te von der Form r -l—— u. s. w.
lv roa

allgemein der nt« nach dem zweyten von der Form r 4-
ro"

seyn soll, unter a irgend eine einfache Ziffer gedacht, 
sind nicht schwer zu entdecken. Es kann für unsre 
Absicht genug seyn, nur eine solche, in der Ausübung 
bejonders bequeme entwickelt zu haben. Sie kommt 
darauf zurück, daß man ein Product aus Faktoren 

von der Form (l -f- —) allmälig zu erhalten sucht,
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welches, in die beliebig angenommene Zahl multipliclrt, 
als Factum eine einzige Ziffer hervorbringt.

Dividirt man eine vielziffrige Zahl durch ihre, um 
eine Einheit erhöhte, Anfangöziffer, mit Beybehaltung 
des Ranges, welchen sie besitzt, so erscheint sie als 
ein Produkt aus zwey Factoren, von denen der erste 
jene Rang besitzende Ziffer, der zweyte ein echter Bruch, 
wenig von der Einheit verschieden, seyn wird. Sie 
ist dadurch, wenn 2 eine einfache Ziffer, L einen echten 
Decimalbruch bedeutet, auf die Form H —3.10". 6, 
gebracht. Könnte man nun einen Factor, oder einen 
Inbegriff von Factoren, f, finden, welcher K.f—r 
machte, und wäre der Logarithme eines solchen FoctorS 
schon bekannt, wie der von der einfachen Ziffer 3, und 
der von ro", so halte man den Logarithmen der Zahl. 
Denn eö wird, der Annahme gemäß

n rL.lo" seyn. Mithin H —; also H —lox

(3. rv")-Io8 k. Die ganze Frage kommt also jezt 
auf Folgendes zurück. Man hat einen Decimalbruch 

von der Form I- ( — ) Man sucht einen

Factor von der Form so daß das Produkt 
io"

von beyden so nahe als möglich, und auf allen 
Fall näher als sein erster Factor, an r rücke. Die 
wörtliche Multiplikation der beyden Factoren gibt

/^3 -s- oc b . .X
' - Es wird dem gemäß, so
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vahe als möglich an r gerückt seyn, (angenommen, 
daß es immer unter r bleiben soll, wenn —9 

geben, weil das Höchste vom Range n ist- was »0"
von r abgezogen werden darf, falls noch andre Ziffern 
von folgenden Rängen vorhanden sind, die gleichfalls 
abgezogen werden sollen, und man sicher bleiben will, 
daß nie zuviel abgezogen" werde. Daher die Regelt 
Hat man einen Decimalbruch, und verlangt man einen 
Factor, dessen erster Theil r, der zweyte ein einfacher 
Decimalbruch seyn soll, um jenen gegeben durch 
Multiplikation so nahe an r zu führen, als es mit 
Sicherheit im Allgemeinen geschehn kann, so Muß der 
Zähler dieses einfachen DeciMülbruchs die Ergänzung 
zu 9 für die Höchste Ziffer in dem gegebenen Den- 
malbruche, welche noch nicht selbst ^9 ist; fein Nenner 
Muß von demselben Range mit dem jener höchsten 
Ziffer seyn. Diese Regel allmälig immer fort anwen» 
dend, bekommt man sehr leicht eine Reihe von Faktoren 
der verlangten Form, welche einen gegebenen echten 
Decimalbruch, so nahe als man will, aus r zurückbtingen.

Soll z. E. sür die Zahl 372072 der Logarithme auf
7 Decimalstellen berechnet werden, so dividire man sie t 
erst durch 409202, und suche nachher, auf die vorhin 
angegebene Weise, die Faktoren von der Form
(r welche den durch die erste Division M»

10"

standenen Bruch bis auf 7 Decimalstellen mit r über
einstimmend machen. Man wird die einzelnen Mul»

S
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tlpllcationen nicht weiter zu treiben brauchen, als bis 
man sicher seyn kann, jenes Produkt auf 7 Decimal- 
steilen genau erhalten zu haben.

Nun ist 370072 0,92518. Dieser Bruch ist es
400000

also, welcher, durch successive Multiplikationen der 
Einheit genähert werden soll

0,92518
Erster Factor r,N

Produkt 
Zweyter Factor

Product
Dritter Factor

Produkt
Vierter Factor

0,9899426
r,vi

0,99984202
!,OOOl

0,99994200 

1,00005

Product
Fünfter Factor
Product

0,99999200
1,000207

0,9999990
Dieses letzte Produkt ist aber von i erst in der siebten 
Decimalstelle verschieden.

Man hat also jezc
370072 . (1,07) . (1,01) . (i,oooi). (1,00205). (1,020007). 
400000

(1,00000009)72:!. Und nun kann sogleich der joga- 
rithme unsrer Zahl 370072 durch eine leichte Addition 
gefunden werden.
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Es ist nach der Tabelle für briggische Logarithmen 

( 1,27 — 0,029^77
1,21 2 22492197
1,2221 " 2,20224942
1,00005 0,00202171
1,202207 2,22200924
1 2000029 — 2,222222^9

" O,2ZZ77Z68
abgezogen von

402222 5,6222599
joA 972072 5 56^^863 ,

wie in den gemeinen Tafeln.
Man hätte eben so leicht, aus der ersten Hülfs« 

kabelte, den natürlichen Logarithmen der gegebenen Zahl 
erhalten können, nur daß es nöthig gewesen wäre, 
den Io§ 422020 durch Addition der beyden für 4 und 
122222 in der Tabelle würklich befindlichen erst zu 
erzeugen.

Io§ 1,07 — 2,26765864
1,2l ^2 0,229952ZZ'
1,2221 — 2,22229999
1,22225 2,20224999
1,222227 2,22222699
1,2022229^: 2,22000089

2,07776683 
abzuziehn von IoZ 4 1,38629436

1o§ 122222 11,51292546
12,89921982 

nar 370972 —12,82145299
S 2
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Es bedarf wohl keiner ausführlichen Auseinander- 
setzung, daß unsre Hülfskabellen eben so bequem sind, 
um die umgekehrte Frage, zu einem Logarithmen die 
zugehörige Zahl zu berechnen, sogleich zu beantworten. 
Sie geben, durch leichte Abziehung der größtmöglichen 
in ihnen stehenden Logarithmen von dem gegebenen-

sogleich die Factoren von der Form (l-s- —) welche to"
in der gesuchten Zahl enthalten' sind, und die fast mit 
gar keiner Mühe zu vollziehende Multiplikation dieser 
Factoren bringt die gesuchte Zahl selbst hervor.

Ueberhaupt lassen sich bey dem ganzen Verfahren 
noch mancherley Abkürzungen und Vortheile anbringen, 
deren Darstellung aber an dieser Stelle unzweckmäßig 
seyn mögte»

Zwölftes Kapitel.

Theorie der Exponenzialgrößen mit unmög
lichen Exponenten.

Die Vortheile, welche ein vollständig berechnetes 
Potenzensystem in allen verwickelten Rechnungen ge
währt, erscheinen bey bestimmten möglichen Zahlen, 
als von welchen allein in unsern gewöhnlichen Poten- 
zensystemen die Rede ist, so bedeutend, daß die Idee, 
sich ebenderselben für alle arithmetische Formen, die 
aus Verbindungen bestimmter Zahlen durch vorge
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schrieben« arithmetische Operationen erwachsen, zu be
dienen, sich von selbst aufvoingt. Dabey aber machen 
die arithmetischen Ausdrücke, welche Etwas verlangen, 
was der Natur der arithmetischen Operationen wider
spricht, die sogenannten unmöglichen Größen, 
einige Schwierigkeit, Man rechnet bekanntlich mle 
solchen Ausdrücken, als wenn ihre Resultate Zahlen, 
sie selbst also den Regeln der Zahlenverknüpsung 
unterworfen waren; ein unbedenkliches, untadelhafces, 
Verfahren, sobald man nur nicht vergißt, 'die Resul
tate der Rechnung hypothetisch auszusprechen. 
Insofern also kann man, um den Werth einer 
Exponenziolgröße, deren Exponent ein unmöglicher 
Ausdruck seyn soll, zu sinken, sich geradezu der vorhin 
abgeleiteten Exponenzialreihs bedienen; oder um den 
Logarithmen eines ähnlichen zu erhalten, die bekannte 
logarithmische Reihe in Anwendung setzen. Aber, 
wenn man in jedem, einzeln vorksmmenden, Falle, 
genöthigt seyn sollte, die Entwicklungen auf diese Art 
erst zu machen, um die gegebenen Formen als 
Potenzen aus dem nemlichen System betrachten, und 
so der Bequemlichkeiten der Potenzenrechnung theil
haftig machen zu können, so würde eben so wenig Vor
theil bey dem ganzen Verfahren seyn, wie bey der 
gewöhnlichen Rechnung mit den Logarithmen, wenn 
gar keine logarithmische Tafeln vorhanden waren.

Es frägt sich'also, ob nicht eine solche Erweite
rung eines beliebig angenommenen, am einfachsten: 
des natürlichen Potenzensystems, möglich ist, daß man
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in ihm, für jeden Exponenten, welcher als ein um^ 
möglicher Ausdruck angenommen seyn mag, den be- 
rechneten Werth; und umgekehrt für jeden unmög
lichen Ausdruck wenn man ihn als Potenz betrachten 
will, den zugehörigen Exponenten (oder Logarithmen) 
finden kann. Es frägt sich, ob nicht Tabellen möglich 
find, durch deren Hülfe für beyde Fälle das Verlangte 
ohne alle Rechnung unmittelbar abgenommen werden kann.

Diese Frage scheint Anfangs von einem so 
unendlichen Umfange, daß man sich geneigt fühlen 
mögte, sie abzuwetfen. Aber die genauere Unter- 
suchung vereinfacht sie bald. Ein glücklicher Zufall 
hat uns Tafeln, zu ganz andern als den gegenwärtigen 
arithmetischen Absichten entworfen, von viel geringerem 
Umfang als die gewöhnlichen togarithmischen, längst 
in die Hände gegeben, welche es möglich machen, 
unmögliche Formen augenblicklich in Exponenzial- 
großen umzusetzen, und umgekehrt. Und durch ihre 
Hülfe gelangen wir sehr leicht dazu die verwickeltsten 
Rechnungen mit unmöglichen Ausdrücken auf einen 
Mechanismus zurückzuführen, der so einfach und 
umfassend erscheint, daß er als einer der schönsten 
Theile in der allgemeinen Arithmetik betrachtet wer
den darf.

Wir machen den -Anfang der Untersuchung mit 
dem einfachsten Falle. Die Arithmetik führt zuerst 
auf unmögliche Ausdrücke bey der Ausziehung der 
Quadratwurzel aus einer negativen Zahl; aV-i ist 
die erste und einfachste Form, unter welcher jene Aus
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drücke erscheinen. Wir wollen also zuerst erforschen, v 
auf welche Weise der Werth einer Exponenzialgröße 
im natürlichen Snstem, die einen solchen Exponenten 
erhalten hätte, sich berechnen müßte, und alsdann, 
was dazu gehören würde, wenn man eine Tabelle der 
berechneten Werthe solcher Exponenzialgrößen ent
werfen wollte.

Wenn wir in der bekannten Exponenzialreihe
-j- .. 

, 2 I.S.g » . 2 . . II '

für x den Werth aV"-i sehen, so gibt sie

1.2 1.2,3 1.2.» II

Offenbar sind die Glieder dieser Reihe abwechselnd 
möglich und unmöglich; will man sie also zusammen- 
ziehn, so müssen die von gerader Zahl, Mögliches 
enthaltend, für sich, und die von ungerader Zahl, 
sämtlich in multiplicirt, wieder für sich, zusam^ 
mengsnommen werden. So entsteht

-ch- a,, -s-(-i)«2 2 n 

i.L r.q.Z. 4 r.s..gn

^2.2)1.2.5 2.

Wir woll!» für die Reihe

».2 I.2.I.4 I..2H

well sie eine von der Zahl 2 abhängige Große bedeutet 
(eine Größe, welche sich durch die Reihe selbst, weil 
dieselbe sür jeden Werth von s konvergent ist, allemal 
näherungsweise berechnen lassen wird) eine eigenthüm
liche Benennung, etwa Cosinus dep Aahl a (kolm a)
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einführen, und eben so für die Reihe

2 - Ä 3 -j- ÄS . . (- j ) " . arn -
».2.3 1.2-4 . 1.2 (2 II-!) :

eine ähnliche Bentnnunq, Sinus der Zahl »(Sin»), 
Alsdann können wir abgekürzt

Lina.V^-l sehen.
Eigentlich liegt in dem Ausdruck e»p-r eins 

Zweydeutigkeit, weil die Größe der Fiction 
. gemäß, als eine darstellbare gedacht, entweder positiv 

oder negativ genommen werden könnte. Indessen liegt 
eine correspondtrende Zweydeutigkeit in der ihn ent« 
wickelnden Reihe, so daß, genauer bestimmt, 

' r cog a-s-6n s - t
tz - » r cos » — (in » r

gesetzt werden könnte. Auf diese Weise wird es so, 
gleich möglich, die Bedeutung von dem, was Sinus 
und Cosinus einer Zahl heißen soll, nicht, wie es an- 
fanas geschah, durch Reihen, sondern mittelst ge. 
schloffener arithmetischer Ausdrücke anzugeben. Die 

, Addition jener beyden Formen gibt sogleich
e * i g - » r oos »

Ebenso, mit einer leichten Modifikation die Abziehung 
r — e - 1 — lin »

Diese Ausdrücke helfen nicht, für einzelne beliebige 
Werthe der Zahl, », die zugehörigen ihrer Sinus 
und Cosinus zu berechnen, sondern es muß dieses, 
wenn es verlangt werden sollte, durch die anfänglich 



gegebenen Reihen geschehn. Aber sie sind, um allge
meine Beziehungen zwischen den Sinus und Cosinus 
zu finden, von großer Erheblichkeit, wie sich sogleich 
in näherer Betrachtung zeigen wird«

dlnsre Hauptabsicht ist, die Werthe der Exponen» 
zialgröße für alle successiven Werthe des Ex
ponenten, d. h. der Zahl a, allmälig zu berechnen. 
Es scheint alsk, als müßten wir für jeden einzelnen 
Fall zuerst den Betrag der Reihe für ün a, und 
hernach den der Reihe für cos a berechnen, um

— coss-ch-lins. r zu erHMn. Dies 
gäbe also doppelt so viel. Arbeit, als die Entwicklung 
möglicher Exponenzialgrößeu. Und wenn, wie es 
scheint, für positive und negative Werthe von a, für 
ganze und gebrochene, die Rechnung jedesmal beson
ders geführt werden müßte, so würde die Ausarbeitung 
eines PotenzensystemS von der Form nur für
die nervlichen Werthe von n, für welche das von der 
Form würklich vorhanden ist, ein Geschäft von 
beynahe unermeßlichem Umfang werden«

Es zeigt sich ober bald^ daß erstlich nur der Co
sinus einer Zahl berechnet zu werden braucht, und daß 
alsdann der Sinus ebenderselben aus ihm leicht abge
leitet werden kann; und daß zweytens die Werthe der 
Sinus und Cosinus nur für gewisse positive, innerhalb 
sehr enger Grenzen liegende, Zahlen berechnet zu wer
den brauchen, um dieselben für alle übrigen, sie mögen 
so groß seyn, als man will, ohne alle fernere Arbeit 
zu erhalten«
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Was das erste betrifft, so zeigt sich dem nicht 

ganz ungeübten Auge, bey der Betrachtung der geschlosse
nen Ausdrücke für 6n 3 und co8 a, sogleich ein be
stimmter arithmetischer Zusammenhang. Man erhebe 
6na—e » 1 — e-»l zum Quadrat. Es entsteht

2^-1
—^23^-1 - r s-2»^-r—

2 3 1 — L-i-ers^-r,-
Eben so gibt

coss^^:( ——i )------------------------  X. 2---------> 4
Mithin 6n co8s^ — i, und also entweder 
6n L — ^( I - LO8 3?), oder LV8 3 — ^(l - 6n 32), 
Man kann folglich aus dem einen sehr leicht das 
andre berechnen.

Was das zweyte anlangt, so ist erstlich klar, daß 
man nur für positive Zahlen die Sinus und Cosinus zu 
berechnen braucht. Denn wenn 6n 3 s-f- s^-i - e r

2 r- r
so ist (- 3) — e - 2 1 — 6 -j-'» r mithin

2^-1
6n (- 3) — — 6n 3.

Und da co8 3 — -s- e-»^r, so ist
2

cv8 (- s) — -)-e 1 folglich cv8 (- a)—cv8 3.
2

Ferner ergibt eine etwas genauere Betrachtung, daß 
es nicht sür jede Zahl nöthig ist, unmittelbar ihren
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Sinus und Cosinus zu berechnen, sondern daß, wenn 
sie selbst aus andern zusammengesetzt ist, jene Größen 
aus den ähnlich benannten für die Zahlen, woraus sie 
sich zusammengesetzt hat, abgeleitet werden können. 
Der Fundamentalsatz für alle daraus Beziehung habende 
Regeln betrifft Sinus und Cosinus einer Zahl, welche 
die Sumyie zweyer andern seyn soll. Es ist 
6n32^e«l^-ico8a — e-j- s --r 

2^—1 2
LQ8 e-j- e-b^-1; 6/1 b"e-bp^-r 

2 L l . . . . . .
Mithin 6n a cv8 b 

e (s-!-b)^>r -j-e (b-s)^-r

und cos L 6n la

4^-r ..............
Mithin addirt
i) 6n 3 cv8 b -j- aos 3. 6nb 21: e (s-s-b)^.i -e -(a-j-b)^. i 

2^-1
— 6n (3 -j- b)
Man erhalt aus die nemliche Weise 
co8 a. cos b

4
6n 3 6n -j-g-(3chd)z^-i

— 4
Folglich fubtrohirt
2) co8 a cv8 b —- 6n 3 6n b
— 6(a-l-b)^-1 -j- e - (»-s-b) - r cv8 (3 -s- b)

2



'-84

Diese beyden Formeln
i) An (3-s-d) — An 3 0O8 b-s-0O8 3 6n k
2) cv8 (3^ d) — co8 3 cos b — 6n 3 6n b 

woraus sogleich/ indem man für b setzt - b,
z) An (3 - b) An 3 co8 b — co8 3 6n b
4) cos (a - b) — cos 3 cos b -s- 6n 3 An b 

erfolgen, sind Grundformeln für die Berechnung 
der Sinus und Cosinus gewisser Zahlen aus denen 
von andern. Es lassen sich aus ihnen unzählig 
Viele andre ableiten, von denen hier nur die für 
unsre nächste Absicht brauchbaren vorkommen mögen 
Man setze 3 —b, so ergibt sich
An 2 3'^ 2 lin 3. cos 3, und co« 23—cos 3 ? -Ana? 
Man setze ferner b m 2 3/ so erhält man
An (2 3 -?s- s) ^An z s — 6n 3 co8 23 -s- cos 3, An 2 3 
Wenn in dieser lezten Formel für cos 23 und An 2 3 
ihre schon gefundenen Werthe substituirt werden, so wird 
Ari z 3 — z cos 3? An 3 — An 3
Ebenso erhalt Man co8 (3 -s- 23) — cos 3. cos 2 3 
— 6n 3. An 2 3
und wenn darin dieselbe Substitution gemacht wird 
co8 js — cos 3 — z cos 3.6n 3
Es ist hauptsächlich die lezte unter diesen speciellen 
Formeln, wovon im Folgenden ein besondrer Gebrauch 
gemacht wird. Und zwar wollen wir Z3 —p, mithin 
3. —Hp in ihr setzen, um ihr zu der nachherigen 
Absicht die bequemste Gestalt zu ertheilen, So 
gibt sie also

5) cos p — (cos jp) 3 — Z (An Z (cos p)
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Aus den Grundformeln sebft erhellet, auf den ersten 
Blick, daß nicht alle Sinus und Cosinus verschiedener 
Zahlen ursprünglich berechnet zu werden brauchen. Es 
scheint aber doch selbst nach ihnen, daß verschiedene 
Zahlen auch verschiedene Sinus und Cosinus erhalten 
werden, in welchem Falle die Arbeit einer vollständigen 
Berechnung noch immer von beträchtlichem Umfang blei» 
ben würde. Wie es sich damit verhält, kann nur die 
genauere Betrachtung der Reihen offenbaren, wodurch 
sich die Werthe dieser arithmetischen Ausdrücke entwickeln. 
Es ist genug, eine von ihnen zu betrachten, da beyde in 
dem bekannten Zusammenhänge, 6n s * -s- eosa?— i stehn,

Wir nehmen also die Reihe
cosa — i -s- zä . . 1)."3 2 n ,

1.2 1.2. 3.4 I.S..2N

UM zu untersuchen, was für Werthe cv8 L allmälig 
erhalten wird, wenn man für a successiv andre und 
andre Zahlen substiruirt.

Es ist schon oben bemerkt, daß diese Reihe für 
jeden Werth von a convergirt, mithin unbedingt 
angewendet werden kann. Solange a ein echter 
Bruch ist, convergirt die Reihe sehr stark, indem als« 
dann die folgenden Glieder sehr bald einen als 
Grenze der Näherungörechnung angenommenen Rang 
erreichen. Lo8 s wird alsdann immer selbst ein 
echter Bruch, aber, was wohl bemerkt zu werden 
verdient, desto kleiner, je mehr sich 3 der Einheit 
nähert. Geht man mit den Werthen von s über 
die Einheit Hinaus, so vermindert sich freylich die
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Schnelligkeit der Convergenz, indessen werden noch 
immer, wegen des sehr geschwinden Anwachsens der 
Divisoren, worin eigentlich die Coefficienten besteh», 
besonders solange man mit den Werthen von a zwischen 
i und 2 bleibt, einige von den ersten Gliedern der 
Reihe zur Berechnung von cc>8 a hinreichen. Man 
wird auch sehn, daß die Werthe von cos 3 sortfahren, 
immer kleinere positive Brücke zu seyn, wenn a wach
send über die Einheit hinausrückt, man wird sie, wenn 
s etwa in der Mitte zwischen r und 2 fällt, von 

' immer beträchtlicherer Kleinheit erhalten; man wird 
sie, sobald a sich dem Werthe 2 mehr nähert, negativ, 
und allmälig wieder größer werdend sinden. Dadurch 
entsteht also ganz natürlich die Frage; gibt es nicht 
einen Werth von 3, für welchen Lv8 's — 0 werden 
muß? Man könnte ihn, da man schon weiß, daß er 
zwischen 1 und 2 liegen muß, durch Versuche finden 
wollen; indessen würde ein solches Verfahren weder 
wissenschaftlich noch bequem seyn. Der direkte Weg 
besteht darin, daß man die Gleichung zwischen Zahl 
und Cosinus umkehrt, so daß sie es möglich macht, 
aus jedem Werthe, den der Cosinus haben soll, den 
zugehörigen der Zahl abzuleiten, Es ist leicht, eine 
solche Umkehrung durch unsre Grundsormeln zu erreichen.

Da e — cv8 s -s- 6n s. V i
so ist 3 1o§ (eo8 a -s- 6n 3. V"- 1)

oder da e — co8 s — 6n 3 V - r
so wird s^- A— loe (coss-sins. V-j) 'V -»
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Zieht man aus beyden Werthen von 3 das Mittel, so

ergibt 3^: ——Io§ (co8 3 -s- sin a i) 

scv8 3 — 8in a V — r) oder kürzer

008 3

Zur unmittelbaren Berechnung ist freylich diese Formel, 
weil sie unmögliche Ausdrücke enthalt, nicht geschickt, 
diese verschwinden aber, wenn man ihren Werth nach 
den Methoden des vorigen Capitels in eine Reihe 
entwickelt. So entsteht

6n 3

008 3

" * Diese Reihe enthält
zwar nicht bloß co8 3, sondern auch Lina, indessen 
ist durch co8 3 zugleich Lina gegeben, da 6n 3 
^^(r -co8 32). Sie ließe sich also in eine völlig 
regelmäßige, bloß nach Potenzen von cv8a fortschrei
tende, umsehen. Indessen ist diese Arbeit zu unserer 
partikularen Absicht unnöthig, ja sie würde die Er
reichung derselben nur erschweren. Convergent ist die 
Reihe in ihres jetzigen Gestalt, sobald Lina kleiner 
seyn soll als co8 3, denn alsdann wird die Größe,'

nach deren Potenzen sie eigentlich sortschreitet, - - - -  
608 3

ein echter Bruch.
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Aber unmittelbar zu unsern Zwecken scheint diese 
Reihe doch nickt gebraucht werden zu können. Wit 
wollen für cos a — o, wo also lin 3 — i, von Werth 
von s wissen. Alsdann aber wird die Hauptgröße 

der Reihe- - - - — Hort also auf, eine Zahl zu 008 a
seyn, und gestattet keine Berechnung mehr. Es wird 
in der That ein kleiner Kunstgriff erfode.rt, um dennoch 
das Gesuchte zu erhalten. Heiße der Werth von 3, 
für welchen cosa^o. Und also 6ns —i wird, p, 
so wird für einen andern, der nur H von ihm beträgt, 

der Quotient vermöge der Formel e)co8p^ vo8 jp
<co8 H p)3 -g (6n p)^. (co8^ p) sogleich gefunden 
werden können. Denn da hier cos p —0 seyn soll, so 
erhält man (co8^p)^-z.(sin^p)2.(co8^ p)^o. Und 
aus dieser Gleichung ergibt sich '

cosjp
^Nan setze also in der allgemeinen Reihe, welche 3,

nach Potenzen der Größe fortschreitend, gibt, UO8S
für den Werth was sie alsdann hervor« 

LO8 a 3
bringt, wird ß p seyn, und man braucht diese Größe 
nur mit Z zu multipliciren, um das gesuchte p, d. h.
diejenige Zahl, zu erhalten, deren Sinus i, Cosinus 0 
seyn wird. Es ist also

. (-i)^
3.3* 5.3^ 7.3^ (2n^i)z„
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Man bekommt, durch Hülfe dieser Reihe, eine sehr 
schnelle Näherung. Sie gibt eine zwischen r und a 
fallende Zahl. Aus Gründen, die nicht hieher gehören, 
hat man in der Analysis nickt für diese Zahhfelbst, 
sondern für das Doppelte von ihr 3141592653589" 
ein eigenes Zeichen, eingeführr, so daß wir also 
durch die bestimmte Zahl andeuten müssen, wofür

Los ß 7p —0 wird. Man hat sie auf 
sehr viele Decimalstellen berechnet, es ist aber für uns 
nicht nöthig, sie genauer zu kennen.

Sobald aber der eben bewiesene Saß seine 
Richtigkeit hat, daß es eine bestimmte Zahl, Z 
gibt, für welche zueist cos^Tp-0 mithin 
wird, während für kleinere Zahlen als j-7? beyde 
Ausdrücke reelle Werthe erhielten, ist es leicht, die 
Sinus und Cosinus größerer Zahlen als ßir auf die, 
welche den kleineren, zwischen 0 und Z n* enthaltenen, 
angehören, zurückzuführen.

Zuerst kann jezt sogleich dargekhan werden, daß für 
jede Zahl, welche ein Vielfaches von Zn" ist, Sinus 
und Cosinus nie etwas andres, als -j-1 oder — 1, 
und 0, seyn können. Der Beweis dieses Satzes 
beginnt damit, zu zeig-n, daß tmTr—o und co8Tp—-r 
sey. Nach der ersten Formel für die Sinus und Co
sinus zusammengesetzter Zahlen ist 
lin(^ -s- —r 6n H 7r.co8Zir mithin^0^im7?
cv8(^7r-h^^^o8 ^^-(lmzTr)^,mithin—-i eos?r 
Daraus ergibt sich sogleich der allgemeinere: wenn 
2 Zahlen zusammen ir ausmachen, so haben sie

T
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Sinus, die der Größe und dem Zeichen nach identisch 
sind, und Cosinus, die zwar gleiche Größe, aber 
entgegengesetzte Zeichen besitzen. Denn es ist nach 
ebe^ der Formel

iin (^ - P) — 6n 7? cv8 P - co8 . 6nP — -j- 6nP 
eo8 (7? - A co8 7?. eo8^-j- im?? im^^: — co8

Aus dem letzten Satze aber ist wieder eine unmittel
bare Folge, daß Zahlen die zusammen ein Vielfaches 
von 7? auömachen, alle den nemlichen Sinus, auch 
in Absicht aus die Zeichen besitzen, während sie zwar 
der Größe nach auch denselben Cosinus haben, ober 
nur dann mit gleichen Zeichen, wenn sie ein gerades 
Vielfaches von 7? ausmachen, mit entgegengesetzten hin
gegen, wenn dieses Vielfache von 7? ungerade seyn sollte.

Eben so, wenn zwey Zahlen um 7? von einander 
verschieden sind, so haben sie der Größe nach gleiche, 
dem Zeichen nach verschiedene Sinus und Cosinus. 
Denn es ist

iin (7? -s- P) — im 7? 008 P -j- 008 7f im P - - im P 
608(7? -f- P)^:co8 7? L08P — iiNT? tm P -008P 

Zahlen also, welche um ein ungerades Vielfaches von 7? 
Verschieden sind, haben der Größe nach gleiche, dem 
Zeichen nach entgegengesetzte, Sinus und Cosinus; 
Zahlen, welche sich um ein gerades Vielfaches von 7? 
unterscheiden, der Größe und dem Zeichen nach völlig 
identische.

Wir wollen also nun annehmen, daß unter P jede 
beliebige Zahl zwischen o und ^7? verstanden werden 
soll, und baß ihr Sinus und Cosinus als bekannt

5
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betrachtet werden darf, um beym Fortsibreiten zu 
größeren Zahlen uns zu überzeugen, daß Alles auf jene 
kleineren zurückgesührt werden kann.

Wir kommen, über hlnausgehend, zuerst an 
die Zahlen, welche zwischen und n liegen. Sie 
können auf die Form zurückgebracht werden, 
es ist aber bekanntlich (7? - P) — 6n P und 
co8 (7? - P) — - cos P.

Alsdann gelangen wir zu den Zahlen zwischen 
und Z7r. Sie sind von der Form (Tr-s-P). Es ist
also für ste 6n (7? -j- A - Ln P und cos -s-
— - cos P.

Endlich kommen wir zu den Zahlen zwischen 
^Trund r7r. Ste kommen aus den Ausdruck 
zurück. Dem gemäß ist, in Beziehung auf sie, 
/in (2 7?-P)^:-irn und cos (r7r-A — cos A

Allgemein: wenn eine Zahl größer als ist 27?, so mag 
sie zwischen n.LTr und (n-l-.).tTr liegen. Sie 
kann dabey wenn wir durch Unterschiede, die weniger 
als betragen, fortschreiten wollen, entweder von 
der Form n.rTr-s-P seyn, und dann ist 6n(n. r7r-j-P) 

cos (n. P) —cos P.
Oder sie kann die Form (2 n-j-1)7?-^ besitzen, 

und alsdann 6n ssr n-i-^Tr-^^iln cos 
Tr-^m-cos^.

Oder sie kann unter die Form (rn-j-,)7r-s-P 
gehören. In diesem Falle ist iin n -s- ')7r-s- A 

eos i)7r-i-^-cosP. Oder
r-
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endlich sie kann die Form (n-j-i)r?r-P haben. 
Und so muß Ln s(n-j-i) 2 - N - - im 
cv8 s(n-s-r)r^-A-cvsP seyn. Auf jeden Fall 
also hat man, ohne alle weitere Rechnung, Sinus und 
Cosinus der Zahl, wenn nur eben diese Dinge für den 
überschießenden oder fehlenden Theil P, welcher an sich 
kleiner als die Zahl zu einem Vielfachen von -r 
ergänzt, als bekannt angenommen werden darf.

Als eine Folgerung aus dieser Betrachtung dient 
die Bemerkung, daß es unzählig viele positive Zahlen 
gibt, welche denselben Sinus oder Cosinus haben. 
Ist P die kleinste, so werden olle von der Form 
2 n P, oder von der Form (2n -j- i)7r-A 
denselben Sinus; alle von der Form oder
von der r(n-j-1)7?-^ denselben Cosinus besitzen, 
welcher Werth auch für n angenommen werden möge. 
Alle Zahlen hingegen, welche der Größe nach denselben 
Sinus wie P, dem Zeichen nach aber den entge- 
genseßten besitzen, werden von der Form 
oder 2(n-j-1)7?-^; alle bey deren Cosinus dasselbe 
der Fall ist, von der Form (rn-j- i)7r-P oder 

siyn. Wollte man also olle Zahlen 
haben, welche zugleich den nemlichen Sinus und Co
sinus besitzen, so würden sie, P als die kleinste unter 
ihnen gedacht, unter dem Ausdruck (r n Tr-j-P) enthal
ten seyn; wo wiederum n jede beliebige Zahl seyn 
kann. Wollte man namentlich alle Zahlen, deren Sinus 
-j-r, deren Cosinus folglich —0, so würde die kleinste, 
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unter ihnen, P n: mithin 2 n j und außerdem 
noch (rn1) ihr allgemeiner Ausdruck. 
Beyde zieh« sich auf (2n-l-z)?f zusammen. Ver
langte man alle Zahlen, deren Cosinus -j-i, so wür
den sie, da die kleinste von ihnen — o, unter den bey
den Formen 2«^ und 2(11-s-1) , die sich auf 2N7p 
zusammenziehn, enthalten seyn. Sollten endlich alle, 
deren Cosinus —-r ist, angegeben werden, so hätte 
man, da die kleinste unter ihnen —7? ist, für sie die 
beyden Formen 2n?r'-j-7r' und s(nd.h. 
die Form (2n-j-i)7r.

Wir haben bey dieser ganzen Betrachtung nur 
positive Zahlen in Rücksicht genommen. In der That 
ist dies auch vollkommen hinlänglich, denn nach 
der gleich zu Anfang gemachten Bemerkung daß 
6n (-s) — - lin a, und co8 (- 3)^2 co8 (-s- 3) kann 
alles was sie betrifft sogleich auf das Porige zurück
geführt werden, insofern eö die Absicht ist, für negative 
Zahlen die Sinus und Cosinus zu erhalten. Aber, 
wenn es darauf ankommt, alle Zahlen auzugeben, 
welche den nemlichen Sinus oder Cosinus haben, so 
muß allerdings, um ihren allgemeinen Ausdruck nicht 
zu verfehlen, auch noch darauf Rücksicht genommen 
werden. Und alsdann werden, den vorigen Formeln 
gemäß, 6n s-(2n-j-l)^-A und lin s-2(n-^-l)7r-l-N 
beyde denselben Sinus haben als P, so wie co8 
(-rn^-Aund coss-asn-s- 1) 7r-)-^ beyde 
seyn werden. Und so sind alle Zahlen, die denselben 
Sinus besitzen, wenn man in völliger Allgemeinheit
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sowohl positive als negative zusammenfassm will, unter 
die Formen ^rnTr-s-P, und * (r ni) Tr'.P; 
ülle Zahlen, welche denselben Cotinus haben, unter 
die Fomen * (t n?r -s- P) und * (rn?r — P) ent' 
halten. Alle Zahlen also, welche nicht allein gleichen 
Sinus, sondern auch gleichen Cosinus besitzen sollen, 
gehören der Form * 2 n 7?-j-P an. Alle Zahlen 
deren Cosinus -j-r seyn soll, fallen unter die Form 
*2n^; olle deren Cosinus seyn soll, unter 
die Form * (2 n -j- r) 7p.

Nach diesen Betrachtungen dürfen wir behaupten, 
daß eine Tabelle, worin die berechneten Werthe der 
Sinus und Cosinus für alle Zahlen zwischen o und ß?? 
anzutreffen sind, vollkommen hinlänglich seyn werde, 
um für jede beliebig angenommene Zahl, sie sey positiv 
oder negativ, ohne alle weitere Rechnung, den Sinus 
und Cosinus zu erhaltcn. Freylich gibt es solcher 
Zahlen unendlich viele, indessen wird es für allen 
Gebrauch hinlänglich seyn, wenn nur alle diejenigen, 
die sich um eine beliebig klein gewählte Größe von 
einander unterscheiden, zur Berechnung gezogen 
werden. Wir besitzen in der That eine solche Tabelle, 
genau berechnet, und gehörig angeordnet, in großer 
Vollständigkeit, nur daß der geometrische Zweck, um 
deffentwillen sie verfertigt worden ist, ihr eine 
Einrichtung gegeben hat, welche in gewissen Fällen 
einige kleine Modifikationen erfodert, um sie für den 
gegenwärtigen analytischen brauchbar zu machen.



295 ,

Es darf wohl als bekannt aus den Ansangsgründen 
der Trigonometrie angenommen werden, was für eine 
geometrische Bedeutung die Worte Sinus und Cosinus 
eines Winkels, oder des ihm zugehörigen Kreisbo
gens besitzen. Nun zeigt es sich bey den Unter
suchungen über die Reclification des Kreises, daß, 
wenn man den Radius zur Einheit nimmt, und dir 
länge eines beliebigen Kreisbogens» nennt, die Gleichung 
zwischen dem Kreisbogen und seiner Sinuslinle 
ün ae r; zwischen ihm und

2 1
seiner Cosinuslinie cv8 » -f-e-sV'-i ist.- - -
Zufällig also sind es gerade dieselben arithmetischen 
Formeln, aus welche wir vorhin bey der Betrachtung 
der Exponenzlalgrößen mit unmöglichen Exponenten 
gerathen sind, die für die wesentlichsten Bedürfnisse 
der Trigonometrie berechnet werden mußten. Die 
Analysis kann sich dieses Vortheilhaften Umstandes be
dienen; sie mag allenfalls, um keine überflüssige Ter
minologie zu stiften, den Namen Sinus und Cosinus 
eine reine arithmetische Bedeutung unterlegen, welcher 
gemäß sie nichts anders als Zahl-Ausdrücke von be
stimmter Gestalt bedeuten; sie mag jene würklich 
aus diesen Zahl-Ausdrücken berechneten Tabellen ge
brauchen, wie sie'sich der logarithmischen bedient. Sie 
bekommt dadurch offenbar nichts mit der Geometrie 
und Trigonometrie zu thun, und ihre Reinheit leidet 
nicht durch Einmischung einer reellen Größenwissenschast, 
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welche in der That nie gestattet werden darf, wenn 
man nickt alle Ordnung der Begriffe verwirren, und 
die Folge zum Grunde machen will.

Es ist in unsern trigonometrischen Tafeln nur der 
eine Umstand für ihren arithmetischen Gebrauch wohl 
zu bemerken, daß nicht der Kreisbogen selbst, der 
lange noch durch den Radius als Einheit ausgedrückt, 
sondern statt dessen die Menge von Graden, Minuten 
und Se§Mden, welche er enthält, neben dem zuge
hörigen Sinus oder Cesinus stehn. Man muß also, 
wenn man zu einer beliebigen Zahl s, in analytischer 
Bedeutung, durch Hülfe der Tafeln, den Sinus oder 
Cosinus haben will, erst berechnen, wieviel Grade u. s. w. 
ein Kreisbogen, dessen lange, für den Radius 1 —n 
seyn soll, enthalten wird; w lches vermöge der bekann
ten Regel durch die Formel - . z6o<> sogleich geschehn

kann. Zu der dadurch gefundenen Zahl von Graden 
nehme man aus den Tafeln den Sinus oder den Co- 
smus, so hat man 8in s oder Los a. Eben so, wenn 
umgekehrt zu einem bekannten Sinus oder Cosinus die 
zugehörige Zahl gesucht würde. Die Tafeln geben nur 
Grade u. f. w. für sie; man muß die länge eines Kreis
bogens alsdann noch berechnen, welcher, für den Ra
dius r, diese gefundenen Grade u. f w. enthielte, und 
sie ist eigentlich die gesuchte Zahl. Fast in allen trigono
metrischen Tafeln sind eigene Hülfstabellen vorhanden, 
um diese kleinen Rechnungen noch besonders zu er- 
leichtern.
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Vermöge aller, in diesem Kapitel angestellten Un
tersuchungen, sind wir also im Stande, für jede Ex- 
ponenzialgröße von der Form den berechneten 
Werth eben so gut anzngeben, wie wir es für die 
von der Form es vermögen. Es ist e»^-nLo8L 
-j- 8Ln s. V-i. Wir haben also aus den trigonome
trischen Tafeln für die Zahl s ihren Sinus und ihren 
Cosinus aufzusuchen, und erhalten alsdann den Werth 
des angenommenen Ausdrucks ohne olle weitere Rechnung.

Als ein vorzüglich merkwürdiger Umstand v-rdi-nt 
in Beziehung auf solche Expontnzlalgryßen besonders 
das angeführt zu werden, daß nickt von jeder unter 
ihnen der Werth selbst wieder ein unmöglicher Aus
druck ist. Im Allgemeinen wird immer

Los»-j-8in s seyn. Nun aber gibt es 
Werthe von s, für welche 8ins^o wird. Zuerst 
alle von der Form *2n?r. Sie geben 8in a — o, 
Oo8S —r, verwandeln mithin in r -s-or — r. 
Alsdann alle von der Form Für sie
wird 8in s^o, cos^-i; sie machen also e»^-i

-i. Mithin erhält in zwey Fällen, ober 
auch nur in diesen, eine Exponenzialgröße mit unmög
lichen Exponenten dennoch einen möglichen Werth. 
Der orste ist der andre

Aus diesen Sätzen geht ein 
für die Theorie der Logarithmen sehr wichtiges Resultat 
hervor, welches zunächst nur in Absicht auf die natür
lichen Logarithmen dargestellt werden mag, mit -iner 
kleinen Modifikation aber auf jedes andre System eben
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so gut bezogen werben kann. Jede positive Zahl 
hat unendlich viele Logarithmen, von denen aber nur 
einer möglich Ist, die andern sämtlich durch unmögliche 
Ausdrücke gegeben werden. Wir nennen Logarichme 
einer Zahl das, was als Exponent einer Potenz von e 
angenommen, wenn der Werth dieser Potenz durch 
Hülse der Exponenzialreihe berechnet wird, zum Re
sultat jene gegebene Zahl hervorbringt. Ist also e*, 
wenn der Werth dieser Größe durch die Reihe 

berechnet rvlrd,--^, so nennen wir
l. L

s den natürlichen Logarithmen der Zahl Können 
noch andre Exponenten, wie b, gefunden werden, so 
daß der auf gleiche Weise berechnete Werth von 
gleichfalls — K wirb, so hat die Zahl -Z mehr als 
einen Logarithmen. Nun ist es wohl von selbst klar, 
daß, wenn der Logarichme eine mögliche bestimmte 
Zahl seyn soll, für jede Zahl nur einer gefunden wer
den kann. Gestatten wir uns aber auch unmögliche 
Ausdrücke hypothetisch zu gebrauchen, so findet gerade 
das Gegentheil statt. Es ist eben bewiesen, daß 
s * 2n1— i sey. Es wird also, wenn s' — >var, 
auch e *. s * snik seyn. Man erhäl* mithin 
tzs*2n v^-i-d.h. der Logarichme der Zahl ist 
L*2N7rv^ -r, wo es erlaubt ist, für n jede beliebige 
ganze Zahl an die Stelle zu sehen. So hat jede po
sitive Zahl unendlich viele unmögliche Ausdrücke zu 
Logarithmen, neben einem einzigen möglichen.
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Und nun ^ann auch über die berühmte Frage 
wegen der Logarithmen negativer Zahlen eine vollstän
dige Entscheidung gegeben werden. Der bekannten, 
eben ausgesprochenen, Erklärung von Logarithmen ge
mäß, ist es klar, daß dieReihee^^-r-k-sch-s^^a^'., 

r. L r. a. 3 
wenigstens für jeden positiven Werth von s, wenn 
man sie zur nähernden Berechnung anwendet, nur
positive Resultate geben kann; und da s"» — -—so er-

hellet ebendasselbe auch für jeden negativen Werth 
von s. Mithin gehört, im natürlichen Logarithmen- 
System jedem möglichen Logarithmen, er sey übrigens 
beschaffen wie er wolle, eine positive Zahl zu. Folglich 
haben in diesem System nur positive Zahlen Logarith
men, wenn man verlangt daß die lezteren möglich 
seyn sollen. Will man ober dennoch eine negative 

/ Zahl rehmen, um sie als Exponenziolgröße, d. h. als
Resultat der Reihe zu betrachten,

und frägt man, wie s angenommen werden müsse, 
damit die Summe der Reihe etwas Negatives werde, 
so ist sehr natürlich, daß alsdann für z kein andrer 
Ausdruck als ein unmöglicher gegeben werden kann. 
Dazu ist nun schon alles durch die vorhergehende Un
tersuchung vollkommen eingeleitet. Jede negative Zahl 
kann als das Produkt aus einer gleichgroßen positiven 
und dem Factor (-i) angesehn werden. Mithin ist ihr 
iogarithme die Summe von den Logarithmen dieser beyden 
Factoren. Nun aber war
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d. h. I>oZ (-i) * (2N-f-1) 7t. V-?. Man erhält
also IvA ( - 3) loz 3 *. (2 n -s- r) 7t V" - r. Und 
so können aus den gewöhnlichen Tafeln, welche nur 
positive Zahlen enthalten, auch die Logarithmen der 
negativen genommen werden. Es gibt deren gleich
falls unendlich viele, aber sie sind sämtlich unmöglich. 
Dies hindert aber ihre Einführung in die Rechnung 
keinesweges, und es ist eine völlig unrichtige Regel, 
wenn man gewöhnlich sagt: die Logarithmen Rechnung 
könne entweder bey negativen Zahlen gar nicht ge
braucht, oder es müsse von den Zeichen der gegebenen 
Zahlen abstrahirt werden. Man gebe nur den Loga
rithmen negativer Zahlen die eben abgeleitete Gestalt, 
und man wird alle Resultate der Rechnung vollkom
men richtig erhalten. Soll z. C. ein Product aus 
zwey negativen Zahlen (-s).(-b) berechnet werden, 
und will man es durch Logarithmen, so wird

(- -f- IvZ (- b) 1oß s(- a). (- d) Nun ist
loß (-3) L * ( r n -j- l) 7t V" - t
IoA (- b) — Io§ b * (rm -s- 1) 7t l

log s(-a). (-b)^ )c>A d * s2(m-j-n) -s-2^ 7tV-r
Aber der Ausdruck 2 (m -f- n) -s- 2 ist, wenn n und m 
jede beliebige ganze Zahl bedeutet, das Schema jeder 
geraden Zahl, und darf kürzer durch an angegeben 
werden, so daß also
log f(. 2). (- b)^ — 3 -s- Io§ b * an 7t (3 b)
Auf ähnliche Weise, wie in diesem Falle, wird man
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allenthalben, wo negative Zahlen vorkommen, sich ohne 
Schwierigkeit verhalten können.

Da zum Behuf wörtlicher Rechnungen in der 
theoretischen Analysis kein andres Potenzensystem, als 
das natürliche gebraucht wird, so ist es hinlänglich, 
die Regeln für die Entwicklung der Exponenzialgrößen 
mit unmöglichen Exponenten in Beziehung auf dieses 
System zu kennen. Für Systeme von einer andern 
Basis würde man ähnliche, nur zusammengeseßtere 
Resultate erhalten, die in gewissen Fällen paradox 
erscheinen, und ohne große Vorsicht leicht zu Wider
sprüchen führen könnten.

DreyzehnteS Kapitel.

Logarithmen unmöglicher Ausdrücke. Dar
auf gegründeter Algorithmus nur 

solchen Ausdrücken.

Wir haben im vorigen Kapitel gesehn, daß eine 
Exponenzialgröße, deren Exponent ein unmöglicher 
Ausdruck der einfachsten Art ist, wir ass?.
mal auf die Gestalt co8 a -j- 6n b. V- r zurück- 
komme, sobald man ihre wörtliche Entwicklung gehörig 
unkernimt. Wir dürfen daher,, etwas allgemeiner, 
behaupten, daß jede Exponenzialgröße von der Form 
es-s-b^-i, sich auf einen Werth von der Gestalt 

bringen lasse, wo unter « und A mög- 
liche bestimmte Zahlen, von rr und d abhängig, ver°
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standen werden dürfen. Denn kann als
ein Product, e» «b^-r angesehn werden. Nun 
geben die loqartthmischen Taf-ln sogleich für e» eine 
bestimmte Zchl, — die ttigonomelrisch-n für 
eb r den gleichgeltenden Ausdruck cosb -s- 6n b V-r, 
So wird also, e » br — c«8 b-s- ^stnbV-r 
wo offenbar die beyden Größen ^co8b, und ^6nb 
als mögliche bestimmte Zahlen erscheinen.

Es sey also nun umgekehrt ein unmöglicher Aus« 
druck von der nemlichen Gestalt «-s-S gegeben. 
Es wird gefragt, ob er nicht als eine Exponenzial- 
größe aus dem natürlichen System betrachtet werden 
darf, und ob nicht der ihm insofern zugehörige 
Exponent in gleicher Gestalt g-fmiden werd n kann. 
Nehmen wir alsoj an, daß e « -s- b 1 — « -s- A r, 
um zu sehn, ob jedesmal die fingirten Größen s und b 
sich so bestimmen lassen, daß dieser Federung Genüge 
geleistet wird. Wir haben eben gesehn, daß 
b»-i-br — e«. eo8ir-s- e». 6n b -r. Soll 
also unsre Voraussetzung bestehn, so muß e» co8b —<r, 
und e»6nd^:Z seyn. Nennen wir zur Abkmzrmg, 
wie vorhin, Offenbar sind hier zwey
Gleichungen vorhanden, in denen zwey unbekannte 
Größen, und b vorkommen, aus deren gehöriger 
Verbindung mithin jede dieser Größen sich muß 
bestimmen lassen.

Diese Verbindung gelinge am leichtesten, wenn 
man in beyden Gleichungen alles zum Quadrat erhebt-
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und in der lezten für 6nb - seinen bekannten Werth 
i-cosb^ seht»

Mithin addirt —
Folglich -i- /Z

Und nun erhält man sogleich cv8 b — —-

6n d -r:- - - - --——. So ist eS also leicht, aus den
VX^-j-A-)

gegebenen Zahlen « und A einen von diesen beyden 
Brüchen zu berechnen, u<nd alsdann aus den trigonome
trischen Tafeln durch bloßes Nachsehn in denselben 
den Bogen b zu finden, welchem er angehört. Es 
wird einerley seyn, ob man diesen Bogen aus dem 

bekannten Werthe seines Sinus, 6nb - - - - -- - - -  

oder ob man ihn aus dem seines Cosinus cos b —- - - - - - - - -  

finden will. In der That kann die eine Gleichung 
als eine Folgerung aus der andern angesehn werden. 
Denn wenn man vermöge der bekannten Formel 
cv8d ^<(t-linb2)j aus 6n b berechnen wollte,
was cosd seyn müßte, so würde may unsern Werth
-7-—^—7— finden. Nur wäre alsdann, weil diese

Größe durch Ausziehung der Quadratwurzel gefunden 
wäre, eine Zweydeutigkeit vorhanden, und man würde
nicht wissen, ob man -j- « oder ——-
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zu nehmen hätte. Diese Zweydeutigkeit wird ben unsrer 
unmittelbaren Ableitung des Werths von 6n k so
wohl als von co8b aus der Aufgabe selbst, entschieden.

Man vergesse aber wenn man aus den tri
gonometrischen Tafeln die Zahl nimt, welche dem Sinus

O ce--—7-7-77777- oder dem Cosinus--- - - - - - --angehört, 
daß sie eigentlich nur die kleinste positive Zahl unter 
unendlich vielen ist, welche eben derselben Bedingung 
entsprechen. Heißt die Zahl, welche in den Tafeln 
neben dem genannten Sinus und Cosinus, als ihm 
anqphörig steht, b, so ist es eigentlich die Zahl 
*2N7x-j-k, wo n alle ganze Zahlen nach Belbben 
bedeuten mag, welche man zu stzen hat. Denn es 
ist im vorigen Kapitel bewiesen worden, daß olle 
Zahlen, die mit d zugleich denselben Sinus und Cosi. 
nus besitzen, unter die Form * 2 n-f- b zurückgebracht 
werden können.

Und so läßt sich in der That, wenn die Größe 
tt-f-AV-i gegeben seyn sollte, der Exponent einer 
Potenz im natürlichen System finden, deren berechne
ter Werth dieser Größe gleichkommen muß. Es siy 

h h g pxr natürliche
Logarithme von -s- /Z 2) Es sen ferner b die 
aus den Tafeln genommene Zahl, welcher als Cosinus 

ce, als Emus S zugehört. Alsdann wird

«-j-Z V-' — e »-i" (b * 2vv) 1, oder mit 
andern Worten, es wird (« -f- A V" - r) — 2 
-ch- (b*2nn.)^ -i seyn.
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Dieses Verfahren aber ist' noch mehrerer Abkür
zungen fähig. Wir besitzen in unsern trigonometrischen 
Tafeln außer den beyden Columnen, weiche für jede 
beliebige Zahl, innerhalb der gehörigen Grenzen, 
Sinus und Cosinus darbieten, noch eine dritte, 

6n
worin der Werth des Quotienten —, für eben diese co8
Zahl anzutreffen ist, und man nennt jenen Quotienten 

6nselbst die Tangente der Zahl, —- — rsn§ b. 
608 o

Durch Hülfe dieser Columne finden wir die Zahl, welche 
wir zum Behufder vorliegenden Untersuchung zuerst bestim
men müssen, leichter, als auf dem ursprünglichen, eben ange.

gebenenWege. DaLnd—— ----- ;co8d——__

so wird —- — tsn§ b — — seyn. Es ist aber 
608 o cr

offenbar bequemer, /A, als « oder /3 zu berechnen.

Selbst die Bestimmung der Größe 
läßt sich auf diesem Wege erleichtern. Es war 

oosb— —; es wird mithin H 1^-^- seyn, und 
6O8b

auf diese Weise die Berechnung von V («- -f- A 
vermieden werden können.

Jezt also läßt sich unsre Regel, um für einen 
Ausdruck wie cr -j- A - r den natürlichen Logarith
men zu finden, folgendermaßen aussprechen. Man

U
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/Z
berechne zuerst den Quotienten —, sehe ihn als Ton« (L
gente einer Zahl an, und suche diese Zahl, d, aus 
den trigonometrischen Tafeln, nehme aber zugleich aus 
eben denselben, zu gleich nachfolgendem Gebrauch, den 
Cosinus dieser Zahl, cos d, heraus. Man berechne

ferner den Werth des Quotienten , welcher L cos d
heissen mag. Alsdann ist wie vorhin 1o§ («-s- A V-1)

Da unsre gemeinen trigonometrischen Tafeln nicht 
bloß die Sinus, Cosinus, Tangenten, sondern auch 
die briggischen Logarithmen dieser Zahlen enthalten, so 
gewähren sie selbst bey der lezten Berechnung noch 
eine merkliche Abkürzung. Man nehme vui§ /Z - 
loZ vulz «, und suche es unter der Columne 
tsn§, so findet man b; man nehme lo§ vul§ ce -

vul§ LO8 d, so hat man io§ vui§ L, und daraus, 
wenn es nöthig ist, s selbst.

Uebrigens braucht wohl nicht erinnert zu werden, 
daß die eben abgeleitete Formel im Wesentlichen 
völlig ungeandert bleibt, wenn die Radicalgröße 
mit dem umgekehrten Zeichen angeseHt werden sollte, 
und daß nur auf der andern Seite, in ihrem ent
wickelten Werthe, das Gleiche beobachtet werden muß, 
so daß also 1o§ (ce-/3 V- l) s- (b* rn7r) V-i 
seyn wird.

Der Mechanismus des eigentlichen Rechnens mit 
solchen unmöglichen Formen wird dann am bequemsten,
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wenn man diese Formen selbst behalt, und un
mittelbar mit ihnen rechnet, nachdem man ihren natür
lichen Logarithmen gesunden, und sie selbst rückwärts 
wieder so ausdrückt, wie Exponenzialgrößen, deren 
Werthe aus ihrem bekannten Exponenten berechnet 
werden sollen, auögedrückt werden muffen. Ist, auf 
die vorhin angegebene Weise (er -j- /3) v"*- i 
» "b (b * r n - i, so wird er -s- /3 - r 
^s*-s-(b*2nv)s^-r—— 2 u ir - r 

. fco8 (b -s- r n ?r) -s- s6n (b -s- 2n- i)

seyn, wo . Will man jedesmal, statt der
co8 b

ursprünglich gegebenen unmöglichen Form -r,

den lezten, ihr völlig gleichgeltenden Ausdruck:
cos b 

s(oo8 b 2 N7t) -s- fffn (d -s- 2 nV - r, wo b 
dadurch gefunden wird, daß man in den Tafeln eine 

/Z
Zahl sucht, deren Tangente — ist, fubstltuiren, so wird

sich ein eigener Algorithmus für das Rechnen mit 
solchen Formen angeben lassen der freylich an sich nichts 
anders, als ein verstecktes, aber abgekürztes Rechnen 
mit Logarithmen ist. Wir wollen es durch die be
kannten Hauptregeln der Logarithmen - Rechnung ver

folgen, und, der Kürze wegen, für wie bisher
L08 b

für d*2n?x das einfache Zeichen k setzen, so 
daß (cc -s- /Z V" - i) -s- L - r), 
mithin der aus diesem Logarithmen rückwärts bestimmte

U 2
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Werth der Größe cL-i-BV-^ welchen wlr tns 
künftige den logarithmisch entwickelten nennen 
wollen, (eo8 8 -s- 6n 8 - i)

i. Wenn zwey unmögliche Ausdrücke wie («-s-A^-i), 
mit einander multiplicirt werden sollen, 

so setze man sie zuerst nur in unentwickelte Exponen« 
ziolgrößen um.

cr -j- A V - r —
- j- V" - I —

Mithin (ce-i- /Z V-e) L. e (0 -s- v) »
Hätte man für die erste sogleich ihren logarithmisch 
entwickelten Werth gesetzt, so wäre sie gewesen.

ce -j- A i . (oos L -s- 6n ü. V-1) 
Ebenso die zweyte

- s- v^- i — L . (cos O -j- 6n v. 1)
Bringt man ihr berechnetes Product auf dieselbe 
Gestalt, so wird es,
— KL fcos (v -s- 8) -s- s6n (v -s- 8)^j i^j 
Daraus ergibt sich also folgende Regel: das Product 
logarithmisch entwickelter unmöglicher Ausdrücke bleibt 
von derselben Gestalt wie sie. Der mögliche Fackor 
deS Products entsteht durch Multiplikation der mög
lichen Faktoren in den gegebenen Formen, der 
unmögliche Factor enthält den Cosinus und Sinus 
einer Zahl, welche die Summe von denjenigen ist, 
welche in den zur Multiplikation gegebenen Ausdrücken 
vorkamen. Dieser Satz, von einem Products aus 
zwey solchen Ausdrücken bewiesen, gilt ohne Frage 
für jede beliebige Anzahl ähnlicher Faktoren.
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Unentbehrlich ist die eben gefundene Regel keines, 

weges. Denn man hätte auch durch gemeine Multi
plikation das Gesuchte erhalten können. (a-l-AV-i).

— («<) -s- A- r -
Es würde sogar sehr leicht seyn, eine allgemeine 
Regel zu finden, nach welcher sich, bey beliebig vielen 
Faktoren dieser Art, die Zusammensetzung des mög
lichen sowohl als des unmöglichen Theils in ihrem 
Produkte richtet. Indessen, wenn die Zahlen, woraus 
fich solche Ausdrücke zusammensetzen, von betracht- 
licher Größe sind, wird immer der Gebrauch unsrer 
Regel eine bedeutende Abkürzung gewahren; find sie 
klein, so wird es bequemer seyn, sich des ursprünglichen 
MultipllcirenS zu bedienen.

2. Wenn der Quotient von zwey unmöglichen Aus
drücken, wir - E —- gefunden werden soll, so

-s- ov - r
erhält man, beyde in Exponenzialgrößen umgesetzt, 

(8-v)^-r
- _.e . Hatte man die

erste logarithmisch entwickelt, so wäre ihr Werth 
ä. (eo8 8 -j- 6n 8 - l), ebenso der Werth der 
zweyten L. (cos O-j-6nO^-,) gewesen. Und 
von ihrem Quotienten ist der logarithmisch entwickelte

Werth s co8 (8 - v) -j- s6n (8 - O)^

Daraus also folgt die Regel: der Quotient logarithmisch 
entwickelter unmöglicher Formen ist eine ähnliche. 
Ihr möglicher Faktor ist ein Quotient aus denen der
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gegebenen, Ihr unmöglicher Factor enthält den 
0

Cosinus und Sinus einer Zahl, welche die Differenz 
derjenigen ist, wovon im Dividend und Divisor 
Cosinus und Sinus vorkommen.

Auch hier bedürfte es unsrer Regel nicht schlech
terdings, um den Quotienten zweyer unmöglichen 
Ausdrücke in ähnlicher Gestalt wie sie zu erhalten.

Man multiplicier in dem Bruche —-—— Zahler-j- 6 V - I
und Nenner mit - t, so erhält man

Werth des gegebenen Bruchs oder Quotienten. Hier 
tritt also die nemliche Bemerkung wie bey der Mul
tiplikation ein.

z. Wenn ein unmöglicher Ausdruck, von der Form 
cL-s-Av^-t auf die Potenz eines beliebigen Exponen
ten erhoben werden soll, wie (ce -j- A - «)"; so 
fetze man, wie vorhin, für ihn zuerst eine gleichgeltende 
unentwickelte Exponenzialgröße an die Stelle, 
er-f-A e - Als dann erhebe man
sie, statt seiner, zu der verlangten Potenz, (cr-s-A V-i)"

. en 8 -1. Don dieser Exponenzialgröße ober 
ist der entwickelte Werth A"sco8n k-s-(6n nk).
— («-s-B <-!)". Jede Potenz also von einer 
logarithmisch entwickelten unmöglichen Größe stellt sich 
unter gleicher Gestalt dar. Man erhebe den mög
lichen Factor der gegebenen Größe auf die verlangte
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Potenz, so hat man den möglichen Factor; man 
multiplicire die Zahl, wovon im unmöglichen Factor 
der gegebenen Größe Cosinus und Sinus vorkommen, 
mit dem Grade der nemlichsn Potenz, so hat man 
den unmöglichen Factor des gewünschten Resultats.

Diese Regel ist von mehr als einer Seite sehr 
wichtig. Man könnte zwar («-j-A V-r)" allerdings 
vermöge des binomischen Lehrsatzes berechnen. Aber 
schon wenn n eine positive ganze Zahl von einiger 
Größe seyn sollte, würde diese Rechnung sehr weitlauftig 
auefallen. Ware n eine negative Zahl oder ein Bruch, 
so böte der binomische Lehrsatz eine unbestimmt fort- 

slausende Reihe dar, die nur dann, wenn - ein echter

Bruch ist, zu einer nähernden Berechnung gebraucht 
werden könnte, und selbst da noch meistens viele 
Arbeit kosten würde. ä)urch Hülfe unsrer Formest 
s K(co8 L-j- 6n L. . (co8 nL -s- 6nnL. V^-i)
werden olle diese Rechnungen mit gleicher Leichtigkeit 
und Sicherheit vollzogen.

Aber der größte Nutzen unsrer Formel liegt darin, 
daß sie, bey Wurzelausziehungen, nicht bloß einen 
von den Werthen angibt, welchen die auözuziehende 
Wurzel besitzen kann, sondern jeden von ihnen, und 
zwar alle mit gleicher Leichtigkeit, alle auf die einfachste 
Grundform unmöglicher Ausdrücke zurückgcfühtt. Es 
ist aus dem Vorhergehenden bekannt, daß für jede 
ouszuziehende Wurzel so viele verschiedene Werthe 
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gefunden werden müssen, als der Grab dieser Wurzel 
Einheiten in sich schließt. Es muß also, wenn

gefodert wird, dafür eine Anzahl von 
m verschiedenen ähnlich gebauten Formen angegeben 
werden können. Der Ausdruck fetzt sich,
logarithmisch entwickelt, wenn durch Hülse der Tafeln 

aus der Gleichung - rsn§ b, die Zahl d und ihr 
er

Cosinus gefunden worden ist, in den gleichgeltenden

Ausdruck —foo8 (b * 2 n 7^) -f- f6n (b * aü V-i) cos/3
um. Daraus aber wird die Wurzel des mten Grades

Betrachten wir den zweyten unmöglichen Factor in 
diesem Ausdrucke, so werden wir finden, daß unter 
der unbestimmten Zahl von Werthen, die er zu ent
halten scheint, da es in ihm gestattet ist, für n jede 
beliebige ganze Zahl zu setzen, würklich nur so viele 
verschiedene Vorkommen können, als die Zahl m 
Einheiten hat, so daß also, wenn man sie sämtlich 

entwickelt, und jedem von ihnen den Factor
vcos

beygibt, die m verschiedenen Werthe gefunden seyn 
seyn werden, welche, bewiesenen algebraischen Lehren

zufolge, -j-/Z r) nothwendig haben muß.

Es ist aus dem vorigen Kapitel bekannt, daß 
Zwey Zahlen, welche denselben Linus und Cosinus be-
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sitzen sollen, um irgend ein Vielfaches von av unter
schieden seyn müssen. Wir finden in unsrer Formel 
die Zahl ? n , j» Mx^cher für n nach Belieben 

m
alle Werthe, von o an, durch die successiven ganzen 
Zahlen fort, gesetzt werden dürfen. Solange also die 
speelallsirten Werthe dieser Zahl noch nicht um 2^, 
oder irgend ein, positives oder negatives Vielfaches 
dieser Größe, verschieden sind, wird unsre Formel

cv8 s —------- I -s- 6ns —!-------- ) v - r ver-
V m > V m

schisdene Werthe erhalten; sobald aber der genannte 
Umstand eintritt, wird sie auf die nemlichen Werthe 
wieder zurückkommen Betrachten wir zuerst nur den 

n . b n -Ausdruck der Zahl —------  so fern er jedes positivem
Vielfache von 27-r in sich schließt, d. h. als 

m
um zu sehn, wieviel verschiedene Werthe unsre For« 
mel durch successives Aendern der völlig willkührlichen 
Zahl n annehmen kann. Und da ist offenbar, daß, 
solange man sür n Werthe setzt, die kleiner sind 
als m, durchaus verschiedene Werthe sür ihn hervorgehn 
müssen. Denn es mögen k und k zwey Zahlen, 
beyde kleiner als m bedeuten. Alsdann ist der Unter- 

b -s- r b?r- b -s-
schied der beyden Ausdrücke —:--------^und —!---------

, m m
— —(k' , und es versteht sich von selbst, daß

m - m
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weder i, noch eine ganze Zahl seyn kann, well jedes 
von ihnen schon für sich kleiner als m seyn soll, der 

li lrBruch also unfehlbar ein echter Bruch ist. 
m

Mithin wird, weil zwey solche Auedrücke nicht um 
ein Vielfaches der Peripherie verschieden seyn können, 
Sinus und Cosinus des einen nicht identisch mit 
Sinus und Cosinus des andern seyn können. Und

so gehn, wenn man in der Formel cv8 l----------- j 
x m >

-j- V-r, für n successiv alle
x m >

ganze Zahlen von o bis m (ezclusive) seht eben« 
soviele, von einander verschiedene, Werthe für ihn 
hervor.

Sobald aber für n eine ganze Zahl genommen 
werden sollte, welche größer ist als m, so wird unfehlbar

der Ausdruck eine Zahl werden, welche
m

wieder denselben Sinus und Cosinus besitzt, wie eine 
von denen, welche man schon früher gehabt Hot, als 
man noch für n Werthe setzte, die kleiner als m 
waren. Denn es sey ein Werth von n -- p m -s- K, 
wo p jede beliebige ganze Zahl bedeuten mag, K aber 
irgend eine von denen die noch kleiner sind als m. 
Hätte man für n bloß den Werth k gesetzt, so würde

, d-f-rnn' —der Werth von —- -------—------ -------- . Nimt man
m m

, , . , .b-s-Ä(pm-j-K) Traber für n^xm-j-n, so wird er ———------- ——.
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Der Unterschied zwischen dem ersten und diesem

letzten ist —? — rp , ein vielfaches von 2
m

Es hat also der letzte ebendenselben Sinus und Cosinus 
wie der erste» Sobald man folglich bey der Specialist-

rung derFormel co8
V m > V m > 

V-r, mit den Werthen der Zahl n über m hinaus- 
geht, nimt sie keine neue Bedeutungen mehr an, 
sondern fällt jedesmal in «ine von denen wieder 
zurück, welche sie schon früher erhalten hat, als für n 
Werthe, kleiner als m, gesetzt wurden.

Was endlich die Gestalt cv8 -s-
x m >

V"- r betrifft, so ist auch für sie 
V m
sehr leicht zu zeigen, daß sie, man fetze für n was man 
will, keine andre Werthe geben kann, als die, welche 

/'b ch-r n TrX (d-s-2 n _aus co8 s —--------- ) -j- l 6n -—:--------- : ) r
V m > X m >

abgeleitet sind. Es sey d irgend eine bestimmte ganze 

Zahl zwischen a und m, so wird - eine von 
m

den Zahlen seyn, wovon unser letzter Ausdruck Sinus 
und Cosinus verlangt. Aber alsdann wird m - k 

gleichfalls eine ganze Zahl, und also —
m 

einer von den Werthen seyn, für welche schon bey der 
Specialtsirung des früher betrachteten Ausdrucks
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-4- 2 n sb -s- 2 n .cos s —!--------- ) ( 6n d--------------> <- l
V m > m .>

der Werth gefunden ist. Nun aber ist der Unterschied
L, b-s-r(m-d)^, . b-sd.^zwischen den Zahlen----------------- und-----------------

m m

— 2 mithin haben beyde gleichen Sinus 
m

und Cosinus. Wollte man in dem Ausdruck — 
m

für n Werthe setzen, die größer als m wären, all
gemein n — pm -s- k, so würden, well der Unter-

schied zwischen ----------- und---------------------------
m m

offenbar wieder gleiche Sinus und m
Cosinus zum Vorschein kommen, wie man schon erhal
ten hatte, als für n noch Werthe, die unter m waren, 

. ,, - r ngenommen wurden. Mithin gibt cos -----------

t ---------- - man mag für n setzen
V m >
was man will, auch nur m verschiedene Werthe, und 

. , ,, -s-
zwar ganz dieselben, welche aus cvs

-s- 6n -i entsteh», wenn man
V m
in diesem Ausdrucks für n successiv alle ganze Zahlen 
von o bis m substituirt.

Wenn wir also einen unmöglichen Ausdruck von 
der Form <2 -j- /Z -! zum Behuf einer Wurzelaus»
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ziehung logarithmisch entwickeln, so ist es genug, falls 
aus den Tafeln dle Zahl b aus der Gleichung

— tan§ b gefunden ist, ihren Werth durch

—fco8 (b -j- 2 n?r) -s- s6n (lr -s- 2N^)^ V- 1^, LV8 b
und wenn aus ihr die Wurzel des mten Grades gezogen 

m /^008 b werden sollte, diese durch Vs- - - -

darzustellen, und in

dem letzten Ausdrucks für n olle Werthe von o an 
bis m, allmälig zu subflituiren. Daraus werden 
sogleich alle möglichen Werthe der verlangten Wur
zel, mit Hülfe der Tafeln, welche die verlangten 
Sinus und Cosinus geben, hervorgehn.

Noch einer sehr wesentlichen Abkürzung ist dieses 
merkwürdige Verfahren der Wurzelausziehung fähig. 
Bey der logarithmischen Entwicklung des anfangs 
gegebenen unmöglichen Ausdrucks soll man zuerst, 
durch Hülse der Tafeln, vermöge der Gleichung

— rsn§ b, die Zahl b finden» Sie selbst wird 
cc
aber in der ganzen Rechnung nicht gebraucht, sondern 
immer nur Sinus und Cosinus von ihr, und anderer, 

unter der Form —enthaltenen. Nun stehn m
aber in unsern trigonometrischen Tafeln neben den 
Sinus, Cosinus, Tangenten, nicht die Zahlen selbst, 
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die ihnen gehören, sondern andre, die aber diesen 
Zahlen proportionirt sind. Denn die Formel 
es - r kommt würklich, für alle Werthe

s
von s genau berechnet, unter der Benennung Cosinus 
in den Tafeln vor. Aber neben der Reihe ihrer 
Werthe befinden sich nicht die der Zahl a selbst, 
wozu sie eigentlich gehören, sondern, statt dessen, die 
der Zahl z6o°. Ebenso verhalt es sich auch mit 2 75
den Cosinus und Tangenten. Geometrisch ausgedrückt. 
Die Tafeln enthalten vollständig, für alle Kreisbögen, 
die nicht über den Quadranten hinaus gehn, die 
Sinus. Cosinus und Tangenten. Aber eS sind nicht 
die Kreisbögen selbst, der Lange nach in Theilen des 
Radius ausgedrückt, (wie man sie in der That nehmen 
mußte, um jene ihre trigonometrischen Funktionen zu 
berechnen), welche sich als deren zugehörige Zahlen 
in der ersten Columne der Tafeln finden. Sondern 
statt der Kreisbögen ist die Menge von Graden, 
Minuten, Secunden, gesetzt, welche sie, nach Maaß
gabe ihrer Länge, enthalten müssen. Will man ober 
nur den Sinus und Cosinus einer Zahl wissen, so 
ist es völlig einerley, ob man die Zahl selbst, oder eine 
andre, ihr proportionale, nehmen will. Man behalte 

also, wenn man in den Tafeln, —, in der Columnecr
der Tangenten, aufsucht, sogleich die Zahl von Graden, 
Minuten, Secunden, welche in der ersten Columne 
daneben steht. Diese Zahl mag durch P angrdeutet 
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werden. Man setze alsdann statt cc>8 b, 6n b, 
geradezu co8 6n , oder allgemeiner statt 
lin (b-s-sn^), 6n (P-j-n. 360°), statt co8 (b-l-sn^), 
co8 -j- n. zLv'o), und ebenso auch für cos und 6n

b-l-2n^ G-s-n zboovon -----------, co8 und 6n von 2—_!----- ___ . Da«
nr ' m

durch wird der Gebrauch der Tafeln merklich erleichtert 
werden. Und so läßt sich endlich die mechanische 
Rege! für WurzelauSziehungen aus unmöglichen Aus
drücken von der Form in ihrer bequem

sten Gestalt angeben. Man sucke, um < -f- /ZV'- r) 
zu erholten, aus den trigonometrischen Tafeln den

/Z
Bpgen, welchem — als Tangente zugehört. Er heiße, 

wie ihn die Tafeln geben, in Graden u. s. w. aus- 

gedruckt P, alsdann ist
Vco8^^ 

sco- t!n ^.,1
i, V m > l, V m l
in welcher Formel man für n allmälig alle ganze 
Zahlen von o an bis zu m setzen muß, um die m 
Verschiedenen Werthe zu erhalten, deren er fähig ist.

Was die Größe —, wofür auch die ihr gleich- 608 P
gellende —— gesetzt werden könnte, betrifft, so ist sie 

allemal positiv, die Berechnung des ersten Faktors 

V s------ ) kann also nie einer Schwierigkeit unter*V6O8
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warfen seyn; sie wird am leichtesten durch Hülfe der 
gemeinen Logarithmen geschehn.

Die bisher für unmögliche Ausdrücke dargestellte 
Methode der Wurzelausziehung läßt sich selbst auf mög. 
liche bestimmte Zahlen anwenden, und hat den Vor
zug, daß sie auch alsdann für die gesuchte Wurzel 
genau soviele Werthe darbietet, als der Grad der
selben Einheiten in sich faßt. Soll aus einer 
positiven Zahl die Wurzel des mten Grades gezogen 
werden, so drücke man die Zahl selbst durch 
s (cos 2n -s-lin r n77. 1) aus, welches offen»
bar, da eos rn 77 r; 6n2N77 — o, ebensoviel als

z. i oder s bedeutet. Alsdann ist Va — 
v m

-s- 6n —. Hier bedeutet V"a den positiven 
m >

Werth, welchen die wirkliche Ausziehung der Wurzel 
gibt. Aber die ihm als Factor beygesügte Größe 
ertheilt dem ganzen Ausdruck soviel verschiedene 
Werthe, als der Grad der verlangten Wurzel Einhei» 
ten enthält. Es ist nicht ohne Interesse, über die 
Verschiedenheit dieser Werthe zu refiectiren. Der 
erste, für n — o, wird allemal r; er ist der einzige 
mögliche, wenn m ungerade seyn sollte. Ist ober 
m gerade, so gibt es außer ihm noch einen möglichen,

für n — Z m. Alsdann wird nemlich 
v m

^2N77.-j- UN- - - - - - - . V - l ) — (0Q8 77 -j- 6n 77 V -- r m V
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Alle übrigen Werthe sind aber beständig unmöglich. 
Und zwar darf man, den anfänglichen abgerechnet, 
behaupten, daß allemal die beyden, welche von Anfang 
und Ende der Reihe, welche sie bilden, gleichwetc 
abstehn, sich nicht in Absicht auf die Größe der
Theile, woraus sie erzeugt werden, fondern bloß in 
Absicht auf das Zeichen des zweyten Theils, den sie 
enthalten, von einander unterscheiden. Der l^e vom

Anfang ist cos -s- irn V- i ; der 
V m m >

Kte vom Ende, 
f (m-b)?»-I eos 2 -------
I m

d. h. der m-b" vom Anfang

Nun aber ist co8

ss.(m - k) 
m

— 008------ ; un l —--------- — - IIN-------- mithinm m m

der lezte Ausdruck — eo8 irn 
x m

Man braucht also, wenn es auf würkliche individuelle
Berechnung eines solchen Ausdrucks ankommt, nur 
die erste Hälfte der verschiedenen unmöglichen Werthe, 
die er in sich faßt, unmittelbar abzuleiken. Denke 
man sich alle die verschiedenen Werthe, welche die

Form cv8 .— -s- 6n . v-r annehmen kann, 
lN m

als Glieder einer Reihe, so darf man behaupten, daß 
dieselben Glieder, nur in einer andern Folge, wieder 
zum Vorschein kommen, wenn sie sämtlich mit irgend

X
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einem unter ihnen multiplicirt werden. Es sey, 
allgemein, das kte unter ihnen dasjenige, wodurch 
man die übrigen mulkiplicirt. So ist der allgemeine 

ssn-j-K)^ , 2(n-sk)-7r-Ausdruck für sie: cos - -  j- 6n  
m- - - - - - - - - - - - - - - - m

Aus ihm erhält man die Reihe ihrer jetzigen Werthe, 
wenn man für n die Zahlen o, r, 2.. nach der
Ordnung setzt. So ist also nun das erste cos— 

m
-j-6n ^-r, was vorher das kte war; alle, m
welche vorher auf das kte folgten, werden jezt in 
ungestörter Ordnung nach dem ersten folgen müssen. 
An dasjenige, wog vorher das lezke war, und welches 
jezt das m-k-ite jst, wird sich das m-ki«, mithin 
dasjenige was vorher das erste war, wieder onschließen, 
und sich daran nach der Ordnung das vorherige 
zweyte , dritte, u. s. w., bis zum k-rten anreihm, 
welches die neue Reihe beschließen wird. Setzte 

man also die verschiedenen Werthe, welche haben 
kann, im Kreise herum neben einander, so würde die 
Reihe der Products welche herausksmmsn, wenn man 
mit einem von ihnen, dem kten, sie alle multipliciren 
wollte, sogleich dadurch erhalten werden, wenn man 
vom Gliede des vorigen MingeS den Anfang 
machte, und nun, in der vorigen Ordnung, in dem« 
selben herumginge, bis man auf den Anfang zurück« 
gekommen wäre.
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Was die Wurzeln höherer Grade aus negativen 
Zahlen betrifft, so gelten von ihnen ganz ähnliche 
Satze. Der logarithmisch entwickelte Ausdruck einer 
negativen Zahl, - a, ist a. (-i) — s. scv8 (2 n r) 77 
-s- lin (2n -j- 1)77. ^-1^» Soll also aus ihr die 
Wurzel des mten Grades gezcgen werden, so erhält 

, 2n-s-r , - 2N-j-l man 3 3. (ev8-------- 77 -j- lin-------- 77.
m m

m
wo der erste Factor, den reellen positiven Werth 
bedeutet, welchen die Wurzelausziehung allemal dar
bieten muß, der zweyte Factor hingegen, indem man 
für n allmälig die Zahlen o, r, 2, u. s. w. an die 
Stelle setzt, soviele verschiedene Werthe darbieket, als 
der Grad der auszuziehenden Wurzel Einheiten ent

halt. Ist m gerade, so kann nie eine ganze m
Zahl, mithin nie die vorliegende Form Etwas mög
liches werden. Ist m ungerade, so gibt es einen 
Fall, wo diese Form einen möglichen Werth erhält, 

wenn nemllch —— — i, also n — Alsdann 
m 2

verwandelt sie sich in - r, so daß für (-3) der 

mögliche Werth - gefunden wird. Was die un
möglichen Werthe betrifft, so gilt von ihnen, mit geringen 

rn
Modifikationen, dasselbe, wie von denen für

X 2
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Wir können, mit diesem Algorithmus für unmög* 

jiche Ausdrücke versehn, zu verschiedenen, im Vorher« 
gehenden vorgekommenen Lehren zurückkehren, die 
theils einer Begründung, theils einer Zurückführung 
auf bestimmte mechanische Regeln bedürftig find.

l. Es ist im vorhergehenden, bey den Betrachtun
gen über die Zerlegung von Formen höherer Grade 
In Factoren des ersten Grades der Sah problematisch 
angenommen, daß jeder unmögliche arithmetische Aus« 
druck auf die Gestalt a-j-d^-r zurückgebracht wer« 
den könne. Wir find seht im Stande, die unbedingte 
Gültigkeit dieses wichtigen arithmetischen Theorems zu 
beweisen. Unmögliche Ausdrücke entstehn zuerst, wenn 
man bestimmte Zahlen unter das Zeichen einer belle* 
bigen Wurzelausziehung stellt. Nun ist eben bewiesen, 

m m
daß alle Werthe von oder ^(-s) auf die Gestalt 

zurückkommen müssen. Sie entstehen ser, 
ner, wenn man solche Wurzelgrößen, mit sich selbst, 
oder mit möglichen Größen verbunden, d. h. Formen, 
die sich aus die Gestalt reduciren lassen,
selbst wieder neuen arithmetischen Operationen unter» 
wirft. Wir haben ober die Regeln abgeleitet, nach 
Venen die R-sultale solcher Rechnungen mit Ausdrücken 
von der Gestalt «-s- § l sogleich durch andre 
von der nemlichen Gestalt dargestellt werden können. 
Und so führen diese, im gegenwärtigen Kapitel ent
wickelten Regeln 1)on selbst den Beweis jenes Theo« 
rems herbey.



Z2?
Der Umstand ist in der That sehr merkwürdig, daß 

man alle die Unmöglichkeiten, welche entstehen können, 
wenn man beliebig gewählte Zahlen unter die Zeichen 
höhere arithmetischer Operationen) stellt, immer auf 
eine einzige, und zwar die einfachste unter allen, die» 
jenige, weiche^ bey der Ausziehung der Quadratwurzel 
aus negativen Zahlen statt findet, zurückzuführen ver
mag. In so fern erscheinen unmögliche Ausdrücke viel 
einfacher als irrationale, übrigens mögliche. Die Wur
zelausziehungen höherer Grade lassen sich nur dann 
auf andre von niedrigern zurückbringen, wenn ihre 
Exponenten aus Factoren zusammengesetzt find. Es 
fehlt also sehr viel, haß man behaupten dürfte, die 
Ausziehung der Wurzeln, sofern sie mögliche bestimmte 
Werthe gibt, könne aus AuSzjehung der Quadratwurzel 
reducirt werden. Schon bey der Ausziehung der 
Cubicwurzel findet dies durchaus nicht statt; diese Ope
ration muß nach eigenthümlichen Regeln vollzogen 
werden, und ihr Resultat kann durch keine Verbin
dung von Quadratwurzeln gesunden werden. Auch 
wird allemal, wenn man mit togarithmisch entwickelten 
unmöglichen Formen rechnet, der mögliche Factor den 
sie bey fich führen, durch alle die Wurzelaueziehungen 
laufen müssen, welche ; an den Ausdrücken selbst voll, 
zogen werden sollten.

II. Das würkliche Rechnen mit unmöglichen For
men wird besonders bey der Auflösung der Gleichungen, 
und den Untersuchungen über die Wurzeln derselben 
häufig gesodert. Schon die kubischen Gleichungen 
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haben uns im Vorhergehenden auf Ausdrücke geführt, 
die nur dadurch zu einem bestimmten Resultate ge
bracht werden können. Die allgemeine Form, unter 
welche diese Ausdrücke gehören, ist eigentlich die fob 
gende. Es mögen 3 und b beliebige mögliche, n irgend 
eine bestimmte Zahl seyn; man soll den Werth von

darstellen.

Wenn - —so ist dieser Ausdruck, logarith-

misch entwickelt,
-s- 2 k 77-) -s- 6n -s- LIr

^08 (P 's- 2 K 77).
mithin sein zusammengezogener Werth

:o8 n

un —————.- -  — - - - - - - -n n

(P -s- 2 k Tr) 
n

Offenbar also gibt er, da man sowohl für k, als auch 
für k, alle Zahlen von o bis n sehen muß, wenn 
man alle möglichen Combinationen, welche der Aus
druck gestattet, vollständig aufsiellt, eine Reihe von 
k. k verschiedenen Werthen. Unter diesen aber werden 
n verschiedene^ allemal mögliche Größen seyn. Denn 
wenn man, bey d?r Entwicklung von den Werthen 
der beyden Wurzelgrößen diejenigen, welche nach der 
Ordnung unsrer Formel von gleicher Zahl sind, mit 
einander combinirt, d. h. k — k seht, so gibt sie
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n

(s-bv^-l) ein Ausdruck, welcher allemal mög
lich ist, und n verschiedene Werthe in sich saßt.

Man kann auf diese Art die Auslösung der kubi
schen Gleichungen, welche wir früher (pLZ. 82) gesun
den haben, zur wörtlichen Berechnung brauchbar 
machen. Wenn eine solche Gleichung die Gestalt 

—o besitzt, so ist sür sie

V 2 > V 2
Wenn es darauf ankommt, den Werth dieses Aus- 
d>ucks würklich zu berechnen, so müssen zwey Falle 
unterschieden werden.

Die Schwierigkeiten bey dem Gebrauche dieser 
Formel sind größer, als sie beym ersten Blicke scheinen. 
Selbst dann, wenn sich den in ihr verlangten Wurzel, 
ausziehungen keine Unmöglichkeit entgegensetzt, darf 
sie nicht ohne Rechtfertigung gebraucht werden. Denn 
da sie, in ihrem ganzen Umfange genommen, neun 
verschiedene Werthe enthält, und von diesen nur drey 
der kubischen Gleichung angehören können, so frage 
sich bey jedem einzelnen erst noch, ob er der rechte ist 
oder nicht. Der Fehler llegt eigentlich schon in der 
ersten Voraussetzung, die man, um zur Auslösung der 
kubischen Gleichungen zu gelangen, gemacht hat. Man 
fingirt bekanntlich, daß der Werth von welcher 

3der Gleichung Genüge leistet,
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s 3

die Gestalt habe, nimt also gleich zu
Anfang eine Form, die allgemein verstanden, zu viel 
enthält, für das Gesuchte an. Daraus leiten sich 
alsdann, wie oben geschehn ist, die beyden Bedin»

3
gungen, daß und —--k ab,
aus denen die bestimmten Werthe von und 8 
weiter erfolgen.

Wir wollen, um unsre Formel bestimmt brauchbar 
zu machen, zwey Fälle unterscheiden.

r. Es sey k sowohl als 8 möglich, mithin
eine positive Zahl. Nennen wir den Werth, welchen 
die wörtliche Wurzelausziehung aus gibt, a; ebenso 

den aus 8 — b, so hat H — s. r die drey 

Werthe s; sz ) s. Au

3
gleiche Weise erhält 8 die drey Werthe b;

b. Es fragt sich nun, 

welche von ihnen combinirt werden müssen, um 
s 3

diejenigen speciellen Werthe von V H -s- V 8 hervor- 
zubringen, die der kubischen Gleichung Genüge leisten.

Und hier entscheidet die bey der Auflösung 
der kubischen Gleichung festgesetzte Bedingung daß 
3 3

—-Hk, d. h. daß dieses Produkt eine 
mögliche Größe seyn soll. Es gibt nur drey Combi
nationen die ihr Genüge leisten, fle also sind es allein,
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welche die Wurzeln der kubischen Gleichung geben 
können.

s
Don den z Werthen des welche b, 

1-^—i ------- — i b,--------- b sind, kann mit dem
k, 2 2

3
ersten von d. h. s, nur der erste eombinirt wers
den^ wenn das Product aus beyden eine mögliche Zahl 

3
werden soll. Mit dem zweyten von welcher

g ist, unter eben dieser Bedingung nur 
2

der dritte von ^6, d. h. t---------I b, weil nur er 
U 2

mit jenem ein mögliches Product hervvrbringt. Mit

dem dritten von endlich, t —-—k i z, kann nur 
k. 2

der zweyte von ^6 — —:------- sich vereinigen, weil
l 2 di

jeder der beyden andern mit jenem ein unmögliches 
Product hervorbringen würde. So sind also die drey 
Wurzeln der kubischen Gleichung für diesen Fall

s -j- b
-fs-i-b)^(S'b)V.Z

3 I---------- I ' o----------i -------------------I 2 ! 2 l 2

s

Eine kubische Gleichung also von der Form
—o wenn in ihr positiv ist, d. h.
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entweder, wenn f und § beyde positiv sind, oder wenn, 
falls k negativ seyn sollte, abgesehn vom
Zeichen, eine kleinere Zahl ist, als (H g)? hat nur eine 
mögliche Wurzel. Sie läßt sich durch gemeine Wur- 
zelausziehung vermöge unsrer Formel findcn. Aug ihr 
ergeben sich ohne weitere Rechnung die beyden un
möglichen Wurzeln, welche noch außer ihr der Gleichung 
Genüge leisten.

2. Es sey H sowohl als K unmöglich, mithin 
eine negative Zahl. Alsdann wird 

s s
wenn die Werthe dieses Ausdrucks be« 

rechnet werden sollen, nur durch Hülse unsres lezten 
Algorithmus für unmögliche Größen gefunden werden 
können. Nennt man ^ — <2, und

— A, so wird H —1, und 8—oe-A^-k,

mithin -j- 8 - -s- S - A r)
Man setze also, der bekannten Regel, für die Ent-

Wicklung solcher Ausdrücke gemäß-—tZP, d. h. also

hier f-)
8^

Dieser Ausdruck ist aber, um zu berechnen, 
noch etwas unbequem, und läßt sich abkürzen. Be«
« lin G V"sl-cc>8(D2>kanntlich ist ts L — —2_-----—-

cosP co8 P
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Man setze alsoI,L08P2 'V . 4f3
oder kürzer < c-cz^ 

cz^) — co8 P, so wird

- tßP — V"

mithin gerade dasselbe, was vorher — r§ P genommen 
werden sollte. Ist aus diese Art aus den Tafeln P 

gefunden, so erhält man für die drey Werthe: 
3 r- "l

< (cv§4 D-i-6n^x^-l); V ------s,cc>8^ ^008^^

3
Die nemlichen bekommt man auch für V8, mit dem
einzigen Unterschiede, daß in ihnen die zweiten Theile 
der eingeklammerten Factoren, d. h. diejenigen, welche 
mit V-r multiplicirt sind, das umgekehrte Zeichen 
erhalten.

Und jezt sind wieder nur drey Combinationen 
3 3

zwischen den Werthen von V und denen von < 8 
möglich, welche der Foderung, worauf die Auflösung 
der kubischen Gleichung wesentlich gegründet ist, daß

nemlich kein unmögliches Product geben
soll, Genüge leisten; sie sind es also allein, welche 
die verlangten Wurzeln geben können.
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Nimt man den ersten Werth von welcher 
z

—- I.(eo8^P-s-6n^ r^-i) ist, so zeigt sich
^L08

3 3 p "
lediglich der erste von l^ü, d, h. -----  

l^co8
( cosH P -

welcher mit ihm ein mögliches Produkt,
(cos n -s- lin o.

3

hervorbringt. Ganz auf die nemliche Weise wird
3

nur der zweyte Werth von mit dem zweyten 
3

von und ebenso endlich der dritte Werth von 
3 3

mit dem dritten von ö eomblnirt werden
. _ 3 3

dürfen, wenn die Bedingung daß ein
mögliches Produkt geben muß, nicht überschritten 
werden soll.

Man erhält also in dem Falle, wo § ? -j- f* 
-7

eine negative Zahl ist, d. h. wo k negativ, und dabey, 
abstrahirt vom Zeichen, Z) - kleiner als (H f) für 
die kubische Gleichung drey mög»
liche Wurzeln. Die eben vorhin für dieselben ge
fundenen Ausdrücke sind noch einer kleinen Abkürzung 
fähig. Man seht zuerst, um die logarithmische Ent

wicklung zu machen, co8 P — Zulezt

erscheint im Resultate der Factor wieder.
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Nun war« —- mithin wird —-
2 cv8 P

3
2

Es wird folglich —-7 ^co8 P.
offenbar eine mögliche positive Größe, weil k Etwas 
in sich selbst negatives ist.

3 S
Nehmen wir nun die Werthe von und Z, 

welche für unsre cubtfche Gleichung gehören, Zusammen, 
so erhalten wir die drey Wurzeln

2. (-H k) Los P
s. f) co8 l —-  

(l-o° -i-
2. (-H k) co8 -——— l

3
(240° 

— 2. f)cos

-2. evs

voraucgefttzt, daß P ein Winkel ist, besten Cosinus
-^-2— ist, der also nach dieser Formel zu An« 

fang der Berechnung aus den Tafeln gefunden wer
den muß.

Man kann auch, wenn man will, die beyden 
letzten Wurzeln der kubischen Gleichung auf die erste 
zurückführen. Da 1200 — 900 zo^, so ist cos 122 
—-Z, 6n iLO —Da 240° — r 8o^-j-6a^, 
so wird cv8 240^^» lin 240 — Man darf 

(cv8?P-s-^z. 6n^P) also für co8 (rao^ HP)--- - - - - - -—-- - - - - - - - - H-
. . _ , _ (cv84P-^Z. 6n4P)und für cv8 (rgv °-s-j P) - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - —
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setzend Und so auögedrückt sind die drey Wurzeln 
der Gleichung

2. cv8^

-2. co§ P -s- 6n ; 
r

-2. ^(-zs) 'cv8^P-6n^P.
2

Zur wörtlichen Berechnung sind ober diese Ausdrücke 
kaum so bequem als die zuerst gefundenen.

III. Dieselbe Methode, welche für die Auflösung 
der kubischen Gleichungen gebraucht worden ist, laße 
sich auch auf Gleichungen des vierten Grades anwen
den. Sie ist mit Fleiß bis auf diese Stelle verspürt 
worden, weil ohne die Rechnung mit unmöglichen Aus- 
drücken, und die Möglichkeit, die Wurzeln einer kubi
schen Gleichung berechnen zu können, sich kein Gebrauch 
von ihr machen läßt.

Wir wollen eine unbestimmte Gleichung des vier
ten Grades (eine biquadratische) anmhmen, und da
bey voraussetzen, was bekanntlich allemal durch eine 
leichte Operation geschehn kann, das in ihr das erste 
Glied nach dem höchsten fortgeschafft sey. Ihre Form 
wird diesem gemäß x^^ax^-j-bx-j-e seyn.

Auf ähnliche Weise, wie bey der Auflösung kubi
scher Gleichungen singirt wurde, daß ihre Wurzel als 
Summe von den Cubicwurzeln zweyer aus ihren 
Coefficienten zusammengesetzter Ausdrücke gedacht wer
den könnte, wollen wir hier flngiren, daß der allge
meine Werth der Wurzel für eine Gleichung des vier
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ten Grades als Summe von drey Quadratwurzeln aus 
bestimmten, von den Coefficienten der Gleichung selbst 
abhängigen Größen anzunchmen sey, mithin x —

-i-setzen. Können wir für ce, A, 
Werthe, die sich aus «, b, c, zusammenseßen, und 
dabey den Federungen der Gleichung Genüge leisten, 
würklich entdecken, so ist die Absicht der Untersuchung 
erreicht.

Zuerst also berechnen wir den Werth von x? — 
ce -j- /Z -j- >/. -s- L /Z) -s- -s- l^(/Z
Es sey, der Kürze wegen «-s-A-j-L, so ergibt
sich durch Transpositlon, x^-L —2sV^(ceA)-i-^(ce^) 

Aufs Neue zum Quadrat erhoben
wird x4-2Cx2-j-e2^4 («/3 -s- cc -s- A -/) 
-s-8 .^(«2 /3</) -s- Der
letzte Theil auf der zreyten Seite der Gleichung wird, 
nach Absonderung des seinen Gliedern gemeinschaftlichen 
FactorS, 8. ^(cr/Z-/) (^-j--j-1^) d.h., da 
^cL-s-l^/Z-j-x gesetzt war, 8 . ^(ce Ax.

s r
Nennen wir «A-j-ce-^-i-, und (ce A — L, 
wie denn in der That diese Größen, wenn man ce, /Z, </, 
als Elemente ansteht, als Combinationen der zweyten 
und dritten Classe aus ihnen angesehn werden müssen, 
so erhalt die lezte Gleichung den abgekürzten Ausdruck 

i 3 r 2
X 4 2 Lx2 -j- 8 L. X — (C2 — 4 L).

Soll sie also identisch mit der anfänglich gegebenen 
seyn, so müssen die Coefficienten gleichhoher Glieder 
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in beyden zusammenstimmen. Mithin wird s-sL, 

«ls° z» —L; b — 8 folglich -;

o--(c--4c), daher
t6

Diese Bestimmungen geben freylich die drey fin» 
girten Größen, ce, A, noch nicht geradezu, aber st« 
machen «6 möglich, ihre wörtliche Berechnung zu voll, 
führen. Denn wenn von drey unbekannten Größen

erstlich die Summe, —L; zweytens die
Summe ihrer zu zwey combinirken Produkte,

und endlich das Produkt aus allen 
s

dreyen, bekannt ist, so kann man daraus
jede dieser Größen entdecken. Man deute sie sämtlich 
durch das unbestimmte Zeichen 2 an. Alsdann wird

' 3 r 25
die kubische Gleichung —v, wenn
man sie wörtlich auslöst, in ihren drey Wurzeln die be
stimmten Werthe der gesuchten Größen «, Z, darbieten.

Daraus also entspringe folgende Regel für die 
Auslösung der biquadratischen Gleichungen. Ist eine 
solche in der Form x^ —ax^-^bx-f-L gegeben, so 
bilde man erst aus ihren Coefficienten die folgende 
kubische Hülssgleichung

2^ - ßa 2 -l--------------2— —— " o
16 64

Man löse diese kubische Gleichung wörtlich auf, und 
es werden, wenn ihre Wurzeln «, S, "/, sind, die 
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eigentlich gesuchten der anfänglich gegebenen biquadra- 
kischen Gleichung in dem Ausdrucks 
enthalten seyn.

Offenbar ist auch dieser Ausdruck reicher an einzel
nen Werthen, als es die Aufgabe federt. Eine 
Gleichung des vierten Grades kann nur vier verschie
dene Werthe haben, und er bietet, da jeder von seinen 
drey Theilen zweydeukig ist, wenn man alle Combina« 
tionen macht, deren 8 verschiedene dar. Indessen ist 
es hier leichter, die der vorliegenden Abstcht entsprechen
den auszuheben, als es bey den kubischen Gleichungen 
war. Es ist eine von den Federungen, die sich 
in der vorhergehenden Rechnung darboten, daß

/Z - - seyn muß. Man wird folg.
8

lich nur solche von den Werthen der Größen 
4 tt, v^/3, nehmen dürfen, die jenes Product 
immer mit dem nemlichen Zeichen versehen (positiv 
oder negativ, jenochdem es b ist) ausfollen 
lassen. Dadurch aber wird immer, wenn von zweyen 
feiner Factoren die Zeichen angenommen sind, das des 
dritten von selbst, auf eine einzige Weise, bestimmt; 
die Zahl der möglichen Annahmen reducirt sich eben 
deswegen auf die Hälfte, und es bleibt keine Unbe
stimmtheit wegen der Wurzeln der gegebenen Gleichun
gen zurück.

Uebrigens aber hangt die Beschaffenheit der Wur
zeln, welche die biquadrakische Gleichung besitzt, von 
denen der kubischen Hülssgleichung ab, und es sind in 

Y
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dieser Rücksicht mehrere, der näheren Betrachtung 
nicht unwürdige Falle möglich.

r. Die Hülfsgleichung hat drey mögliche positive 
Wurzeln. Alsdann werden auch die in dem Ausdrucks

enthaltenen Werths sämtlich mög
liche Größen seyn.

2. Die Hülfsgleichung hat drey mögliche, aber nicht 
durchaus positive Wurzeln. Ist nur eine von ihnen 
negativ, so wird -j--j-allemal unmöglich. 
Sind zwey negativ, so werden nur für den Fall, daß 
diese beyden unter einander gleich sind, von den vier 
Werthen des Ausdrucks /Z-s-^V Zwey mög
lich und gleich unter einander, während die beyden 
andern unmöglich bleiben. Der Fall, daß alle drey 
Wurzeln der Hülfsgleichung negativ mären, kann nicht 
vorkommen. Denn alsdann könnte

nicht, wie es seyn muß — —, d. h. eine mögliche
8

Größe seyn.
z. Die Hülfsgleichung enthält zwey unmögliche Wur

zeln, wobey sich, der Natur der kubischen Gleichungen 
gemäß, von selbst versteht, daß die dritte eine mögliche 
Größe seyn muß. Man darf hier noch hinzusetzen, 
«ine positive. Denn, wenn von den Größen A /, 
zwey unmöglich, die eine von der Form
die andre also von der Form seyn soll, so
muß die dritte möglich seyn, wenn das Produkt aus 
allen drey eine mögliche Größe werden soll, mithin 
das, was in dieser dritten unter dem Wurzelzeichen
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steht, eine positive Zahl. Es mögen also dle drey 
Wurzeln der kubischen Hülfögleichung, wenn ce eine 
positive, k und § mögliche Größen bedeuten,, seyn ce, 

Alsdann sind die der biqua- 
dratischen unter dem Ausdruck -f-^(f-s-r) 
-s-t) enthalten. Man darf aber bey der 
Ausjiehung der Quadratwurzel in diesen drey Theilen 
nur solche Werthe nehmen, die ein Produkt von vorgeschrie» 

b
benem Zeichen - hervorbringen. Dadurch also wird, 8
wie im ersten Falle, die Menge der möglichen Combi
nationen auf vier herabgebracht. Wir müssen indessen 
hier diese Combinationen würkiich ausführen, um zn 
sehn, ob die Resultate, d. h. die Wurzln der biqua- 
dratischen Gleichung, möglich oder unmöglich werden.
Es sey also zuerst b in sich positiv, mithin - 

8 
positiv. Jene drey Theile sollen folglich so beschaffen 
seyn, daß sie ein positives Product hervorbringen. 
Hat man also von den beyden lezten zugleich die po. 
sitiven, oder zugleich die negativen Werthe genommen, 
so muß der erste, p s, positiv seyn. Hat man aber 
von den beyden lezten verschieden bezeichnete Werthe 
gesetzt, so muß der erste negativ gekommen werden. Es 
sind also die vier Wurzeln der biquadralischen Gleichung 

r)
-f- - ^(k-j- 8 !) — ^(k- § r)
— -f- -f- 8 r) — Lr)
— —1) -j- i)

Y 2
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Wäre aber b eine negative Größe, so müßten jene 
drey Werthe so eingerichtet werden, daß ihr Produkt 
eine negative Zahl würde, und alsdann waren die 
Wurzeln der Gleichung

- Va§ v'-i)-s-
— Vs —1) —V(f-§ V-i) 
-j-Va -s-—V(f-xv^-j) 
-j-Vs —

In beyden Fallen sind zwey von diesen vier Werthen 
möglich, die beyden andern aber unmöglich.

IV. Da wir durch Hülfe der vorhergehenden Re
geln !m Stande sind, für jede Wurzelzröße alle die 
einzelnen verschiedenen Bedeutungen anzugeben, deren 
sie nach Maaßgabe des Grades der in ihr gefederten 
Wurzelausziehungen fähig ist, so befinden wir uns 
gleichfalls im Stande, über Rechnungen, die an solchen 
Wurzrlgrößen vollzogen werden sollen, bestimmte Prin
cipien aufzustellen.

Schon in den Elementen der Arithmetik erscheinen 
einfache Wurzelgrößen, d. h. solche, in denen eine, 
beliebig angenommene, positive Zahl unter das Zeichen 
einer Wurzelausziehung gestellt wird. Potenzen mit 
gebrochenen Exponenten kommen, wenn man ihre eigent
liche Bedeutung angeben will, auf solche Wurzelgrößen 
zurück; und um die Grundregeln der Potenzenrechnung 
abzuleiten, kann die Arithmetik nicht umhin, jene 
Radicalgrößen in Betrachtung zu ziehn. Aber sie ver
meidet alle Schwierigkeiten derselben, indem sie von 
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der Vieldeutigkeit eines solchen Ausdrucks gänzlich ab- 
strahirt. Wenn aus einer positiven Zahl die Wurzel 
eines beliebigen Grades gezogen werden soll, so ist 
einer unter den Werthen derselben, über auch nur ein 
einziger, selbst wieder eine positive Zahl. Beschränkt 
man die Bedeutung der Nadicalgröße auf diesen einen 
Werth, so kann sie als eine einzige, vollkommen be
stimmte, Zahl ang^sehn werden, und alsdann lasten 
sich die Regeln der Rechnung mit ihr ohne Schwie
rigkeit ableiten. In der That sind die Beweise aller 
Sätze in der Elementar-Arithmetik, welche Potenzen 
mir gebrochenen Exponenten bttrkffen, auf die still
schweigende Voraussetzung dieser Beschränkung gegründet.

Versetzen wir uns aber in den allgemeinen analy
tischen Standpunct, so erscheint jede Wurzelgröße viel
deutig ; das Rechnen mit solchen Größen wird ein Ver
knüpfen vieldeutiger Dinge, welches sich also in ein 
Combiniren ihrer einzelnen Werthe auf alle mögliche 
Arten auflösen, und dem gemäß eine Mannigfaltigkeit 
einzelner zusammengehöriger Resultate -hervorbringen 
muß. Und in so fern entsteht denn vor allen Dingen 
die Frage: gelten die gewöhnlichst? arithmetischen Re
geln für die Rechnung mit Radicalgrößen oder Po
tenzen gebrochener Exponenten auch dann noch, wenn 
diese Größen im ganzen Umfang der Bedeutungen 
genommen werden, deren sie fähig sind? Es kann 
auf diese Frage unbedingt weder eine bejahende, noch 
eine verneinende Antwort gegeben werden. Die ge-
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nauere Betrachtung von den einzelnen Regeln der Po- 
tenzenrechnung muß das Nähere darüber ergeben.

i. Die Arithmetik lehrt, daß Potenziirung und Wur- 
zelausziehung an einer gegebenen Zahl in wilikührlicher
Ordnung vollzogen werden dürfen —
Gilt dieser Sah in völliger Allgemeinheit? Man sehe

. scos (rk^) -f- 6n(rk^). V- so wird
V (a) — 3 1, l cos s - - - - ) 6n s- - - -  ) iI

l^ X n > x n >
Diese Form wird n verschiedene Werthe erhalten.
Man sehe ebenso » —a. scos (rsl^) -s- 6n(rli?r)

so wird V^s —s» z cos 6nl, x n v n
mithin

3)^" an !"cos lln r
t xn > xn >

Diese lezte Form wird nur dann n verschiedene Werthe
bekommen, wenn der Bruch — keiner Verkleinerung n
fähig ist. Im gegentheiligen Falle werden ihr nur 
so viele Werthe bleiben, als der Factor von n, welcher 
sich nicht gegen m heben läßt, Einheiten enthalt. 
Der Sah also, daß V" (s ") — (Va)" hat nur dann 
unbedingte Gültigkeit, wenn die Zahlen n und m 
Primzahlen unter einander sind.

2. Um aus einer Wurzelgröße selbst wieder eine 
neue Wurzel auSzuziehn, multiplicirt man ihren Wur-



34?
IN n »n

zelgrad mit der neuen ^(^3) —^3. Man drucke
s durch 3 sco8(2!,?r) ch- lin (r kn'). r) aus, so ist

Hingegen wird ^3^3^

Dieser Satz ist also offenbar richtig in vvlli- 

ger Allgemeinheit, und alle die verschiedenen Werthe 
des ersten Ausdrucks stellen sich unverändert im zwey?
ten wieder dar. Auch der umgekehrte von dem vor,

INll »

hergehenden Sahe, wird als unbe*
dingt gültig angenommen werden dürfen.

g. Die bekannte Regel, daß bey einer Potenz mit 
gebrochenem Exponenten Zähler und Nenner durch die 
nemlicbe Zahl multiplicirt oder dioidirt werden dürfen^ 
ohne dem Werthe des Ausdrucks zu schaden, darf also 
nicht allgemein angenommen werden. Es sey eine 
solche, in der Zähler und Nenner des Exponenten noch 

keinen Faetor gemeinschaftlich haben Sie wird 
also n verschiedene Werthe in sich schließen. Mult^ 
pllclrt man jezt Zähler und Nenner des Exponenten 

durch dieselbe Zchl^ so erhalt mau Dieser Aus
druck könnte auf zwey Arten ausgekgt werden. Ent- 

weder als Alsdann aber würde er nur n
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verschiedene Bedeutungen erhalten. Oder als
Alsdann aber würde er np verschiedene Werthe an- 
nehmen. Es gilt also die genannte Reget nur dann 
allgemein, wenn bey den Potenzen mit gebrochenen 
Exponenten die Wurzelausziehung früher als die 
Potenzikrung, übrigens der Vorschrift des Exponenten 
gemäß, vollzogen wird.

4. Die vier Hauptregeln der Potenzenrechnung 
modiflciren sich auf eine ähnliche Weise. Die Mut, 
tiptication zweyer Potenzen geschieht durch Addition

ihrer Exponenten s 3^ -j- —
Nun ist der allgemeine Ausdruck von s

Ebenso

kder allgemeine Ausdruck von s — l cor

(- - - - - - ) -s- un s - - - - - -  ). 1 ! Mithin ihr

sc°-
V ng >

r- - - - - - - - - - - Offenbar enthalt dieser

Ausdruck n g verschiedene Werthe. Eben dieselben 

aber giebt s —, wenn man nur, falls Zähler
und Nenner des Exponenten einen gemeinschaftlichen 
Factor enthalten sollten, denselben nicht heben, und 
die in diesem Ausdruck gefederte Wurzelausziehung 
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später, als dle in eben demselben verlangte Poten- 
zlirung vvllziehn will. Die Regel für die Division 
gilt unter der nemlichen Bedingung. Die für die 

/" M p
Erhebung zu einer neuen Potenz, — a —
ist richtig wenn man die Potenzmung später als die 

rn p x m x
Wurzelausziehung vollzieht, oder —
seht. Die Regel endlich für die Wurzelausziehung

—gilt alsdann, wenn man bey der 
Realisirung dieses Ausdrucks die Wurzelausziehung, 
welche der Exponent verlangt, die lezte Operation seyn 
laßt, mithin — v" (L"°) annimt, in völliger All« 
gemeinheit.

Auf jeden Fall also sind, wenn man Radiealgrößen 
im vollen Umfang ihrer möglichen Bedeutung nehmen 
will, Vorsichten in den Anwendungen der gewöhnlichen 
RechnungSregeln zu beobachten. Wollte man gar 
von einer solchen Wurzelgröße nur einen einzelnen 
Werth, und zwar nicht gerade den positiven, welchen 
sie enthält, hervorheben, um ihn mit andern, auf 
ähnliche Weise entstandenen, zu verflechten, so reichte 
unser bisheriger Mechanismus nicht zu, das Resultat 
einer solchen Rechnung auf eine bestimmte Weise 
hervorzubringen. Die Ursache dieses Mangels liegt 
bloß an der Versaumniß einer schicklichen Bezeichnung. 
Es würde nicht schwer seyn, eine solche anzugeben, 
und durch ihre Hülfe würde sich der Algorithmus.der 
Radiealgrößen, sowohl in unbestimmter Allgemeinheit,
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als in Beziehung auf einzelne, individuelle in ihnen 
enthaltene Werthe auf sickere und bequeme Vorschrif
ten zurückbringen lassen. Eö ist besonders die höhere 
Algebra, die diese Unvollkommenheit der Arithmetik 
empfindet, und bey deren gründlicher Entwickelung 
derselben abgeholsen werden müßte.

Vierzehntes Kapitel.

Umbildung kntwickelter Formen durch 
Substiculion.

Es ist oft der Fall, wenn der Werth einer Größe 
durch einen entwickelten arithmetischen Ausdruck ver
möge einer andern dargestellt werden soll, daß fich 
dieser Foderung nicht unmittelbar Genüge leisten 
läßt. Die erste Größe wird durch eine gewisse dritte, 

durch L gegeben. Man kann fie folglich vermöge 
der vorhergehenden lehren, in eine nach Potenzen von 
dieser dritten, 2, fortschreitende Form entwickeln. 
Die dritte selbst wird durch die zweyte, r durch x, 
ausgedrückt. Man kann also auch für sie, 2, eine 
nach Potenzen von x fortschreitende Reihe bekommen. 

-Es ist alsdann also noch nothwendig die erste Reihe 
für welch- Potenzen von 2 enthält, zu nehmen, 
in jedem ihrer Glieder den Werth von 2, welchen die 
zweyte Reihe darsiellt, zu subfiituiren, und alle 
Resultate in eine Summe zusammenzustehn. Dadurch 
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findet sich, wie verlangt wurde,' ? unmittelbar nach 
Potenzen von x entwickelt.

Die Arbeit wird mühsam seyn, aber lediglich auf 
die Anwendung des polynomischen Lehrsatzes zurück
kommen. Sie ist nur dann einer Zusammenziehung 
fähig, wenn die gegebenen Reihen so beschaffen find, 
daß aus der Substitution der einen in die andre eine 
dritte mit regelmäßig fortschreitenden Exponenten erwächst. 
Wir haben vor allen Dingen zu untersuchen, wann und 
unter welchen Bedingungen dieser Fall eintreten wird.

Es sey also, in völliger Unbestimmtheit aller Zeichen 
i r

— ^2 «-s-2«^^ . . -s- 
und ebenso

i r
2 — Lxa-j-Lx^'i-^.. -j- Lx -j- rö.
Verlangt man durch x entwickelt dargestellt, so muß 
man die Reihe für nehmen, in jedem ihrer Glieder 
statt 2 seinen Werth, wie ihn die zweyte Reihe dar- 
bietet, substittilren, das Resultat jeder Substitution 
durch den polynomischen Lehrsatz entwickeln, und alle 
dadurch allmälig entstandene Formen am Ende in 
eine Summe zusammenziehn.

Nun ist bekannt (psx 205), daß jede Potenz 
einer Form, wle2^Lx»-s-Lx»-i-6.., in Absicht 
auf die Exponenten in den successiven Gliedern ihres 
Lerechneten Werths derselben Progression, wie die 
Grundform 2 selbst, folgen muß.

Aber die Exponenten der Anfangsglieder werden 
in verschiedenen Potenzen von 2 verschieden seyn.
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Mithin wird man keineswkges im Allgemeinen be
haupten dürfen, daß verschiedene Potenzen von 2 
Reihen geben müssen, bey denen, sür jedes Glied der 
einen, ein mit gleichem Exponenten versehenes Glied 
der andern gefunden werden kann, welches sich dem 
gemäß durch würkliche Addition mit ihm vereinigen 
laßt. Man subsiituire im Anfangsgliede der Reihe
für sialt 2 seinen Werth, d. h. setze in 2 « für 2
die gegebene Reihe. Es entsteht eine neue, die im 
Anfangsgliede x»«; allgemein, im ^ten nach ihm 

, enthalten wird. Man nehme ferner unbe-
r

stimmt das rte Glied der Reihe für m H r§, 
und unterziehe es der nemlichen Substitution. Es 
entsteht aus shr eine neue Reihe, die mit x««-s-srF 
anheben, und durch Exponenten, die allmälig immer 
um 6 größer werden, fortlausen wird. Sollen die 
Glieder der lezten Reihe mit denen der ersten in 
würkliche Vereinigung treten, so muß es unter den 
Gliedern der ersten irgend eines, unbestimmt das 
dte, gehen, welches mit dem Anfangsgliede der lezten 
gleichen Exponenten besitzt. Denn da übrigens die 
Progression der Exponenten in beyden Reihen die. 
selbe ist, so werden alsdann die nachfolgenden Glieder 
in ihnen durchaus gleiche, im gegentheiligen Falle 
aber durchaus verschiedene Exponenten besitzen, mithin 
alsdann an gar keine eigentliche Vereinigung der 
beyden Reihen zu denken seyn. Es muß also, falls 
man eine solche verlangt, möglich seyn a« -j- Kä
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-r a cr arF zu setzen, so daß k irgend eine ganz» 

sr<^positive Zahl seyn kann; d. h. eS muß — irgend eine «
positive Zahl, oder noch kürzer, da r eine unbestimmte

LLganze Zahl bedeutet, es muß irgend eine ganze a
positive Zahl mithin, wenn wir unter m eine solche
verstehn, es muß — — m, oder 62^ — seyn, cl m

Es wird also nur der Fall, bey der Entwicklung 
durch Substitution, einer Zusammenziehung des Resultats, 
und einer Darstellung desselben durch eine Reihe, 
worin die Exponenten eine arithmetische Progression 
beobachten, fähig seyn, bey welchem die beyden gege
benen Reihen, falls 6, cr, willkührlZche Größen, 
m aber eine ganze positive Zahl bedeutet, die folgend« 
Form haben, 

r r

* , s . r »

' m m '
Alsdann wird aus der Substitution eine neue 

Reihe für entstehn, die im Anfangsglirde xnt« 
halt, und in welcher die Exponenten regelmäßig 
um § zunehmen, m

In dieser Allgemeinheit der Formen aber würde 
die würkliche Berechnung der Coefficienten wenig 
Brauchbarkeit und Interesse gewähren. Wir wollen 
also zu etwas partikulareren Fallen fortschreiten.
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Soll, bey der Substitution des Werths von r, in die 
Reihe für ein regelmäßiges Zusammenfließen der Rei
hen, die aus den successiven Gliedern von ^entsteh», erfol« 
gen, so daß das Anfangsglled der zweyten sich sogleich mit 
dem ersten Gliede nach dem anfänglichen in der ersten, 
allgemein, das Anfangsglied der rten Reihe mit dem 
rten Gliede der ersten durch wirkliche Addition vereinigen 
laßt, so muß rä —sr^, mithin ä —a^seyn, mithin 
die beyden gegebenen Reihen folgende Form besitzen 

r r
— Hr« -s- -j-

2 - Lx"-i- . . Lx--s-arF
Wir wollen bey diesem Falle verweilen, um die 
Coefficientenbestimmung für das Resultat, ganz im 
Allgemeinen, auf ihre Regel zurückzubringen.

Hier wird aber, um Weitläufigkeit zu vermeiden, 
eine Abkürzung der Bezeichnung nothwendig. Wenn 
eine Reihe, wie jezt die für 2, zu successiv verschiedenen 
Potenzen erhoben werden soll, so ist es die kürzeste 
Art, nicht allein ihre Coefficienten, sondern auch die 
oller ihrer Potenzen durch das nemliche Zeichen, 
etwa 2, anzudeuten. Ein übergeschriebener Index 
kann die Zahl des Coefficienten; ein auf der linken 
Seite aufwärts beygesetzter Exponent den Grad der 
Potenz welcher der Coefficient gehören soll, bestimmen. 
Die ganze Bezeichnung ist der für Binomialcoefficirn- 
ten vollkommnen analog. So würde also

2 * * Ax*-f- . . -s-
und allgemein r r
2*" X*" "2x » wch"» F,. -l- » m -j-Ls s..
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Mit dieser Bezeichnung ausgerüstet, werden wir laicht 
das Resultat der ganzen Substitution in völliger 
Allgemeinheit darstellen können.

Die resullirende Reihe beginnt, wie wir misten, 
mit X a«, und hat in ihrem rten Gliede X 
Fragen wir also nach dem Coefficienten, welchen dieses 
rte Glied bekommen wird.

Man setzt allmälig bey der Substitution in jedes 
Glied des Werths von für die Potenz von 2, 

/ welche es enthält, die gebührende Reihe. Solange 
die Zahl eines solchen Gliedes kleiner ist als r, hebt 
die aus ihm entspringende Reihe mit einem Gliede an, 
welches einen niedrigeren Exponenten als LcL-j-rsL 
enthält, muß also zu folgenden Gliedern fortgesetzt 
werden, bis sich in ihr ein Glied mit diesem Exponen
ten zeigt, gibt also gewiß einen Theil her, welcher 
in multiplicier ist. Sobald aber die Zahl
des Gliedes in dem Werthe von x größer ist als r, 
hebt die aus ihm durch Substitution entspringende 
Reihe mit einer höheren Potenz von x als die vor
liegende an; es kann also aus diesen Gliedern nichts 
gezogen werden, was in die jezt gesuchte Summe 
gehörte. So wird also der Coefficicnt zu 
in Resultate der Substitution eine zusammengesetzte 
Größe, deren Lter Theil entsteht, wenn man das 
kte Glied der Reihe für d. h. ä L nimt; 
in ihm für 2 feinen Werth, d. h. die Potenz des
Grades cr-j-ks von der Reihe
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setzt, und dasjenige Glied dieser Entwicklung, in 
welchem enthalten ist, herauehebt.

Nun fangt diese, zulezt gefederte Potenz der 
Reihe 2 mit x a«es ist also das Glied 
von ihr, dessen Zahl r-k ist, welches man aus ihr 
zu nehmen haben wird, weil die in ihm vorkommende 
Potenz X aoe -f-§ seyn
wird. Sein Coefficient ist, nach unsrer abgekürzten
Bezeichnung er also, mit dem Factor
multiplizirt, welchen d^efe Potenz von 2, woraus 
er hervorgehoben wurde, in der Reihe für führte, 

d. h. mit H, gibt den kten Theil des Coefficienten 
zu x»ot-i-rsr^ welcher Coefficient also vollständig 
durch ausgedrückt werden kann.

Es würde leicht seyn, diesen allgemeinen Ausdruck 
in einen kombinatorischen umzuseHen, da in ihm nur 
einzelne Coefficienten aus bestimmten Potenten der 
Reihe, wodurch der Werth der Größe 2 gegeben ist, 
verlangt werden. Da indessen in dieser Allgemein- 
heit keine Zusammenziehung des ganzen Ausdrucks 
möglich ist, so hat eine solche fernere Zurückführung 
wenig Interesse» Soviel aber mag im Allgemeinen 
abstrahier werden, daß jeder Coefficient der Reihe, 
welche entspringt, wenn man in 

r 2

für die Größe 2 den Werth
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substituirt, zu seiner Bildung gerade so viele von den 
Coefficienten der beyden gegebenen Reihen gebraucht, 
als sein eigener Index Einheiten enthalt. Der 
rte Coefficient dieser Reihe ist, wie eben gesunden 

worden Offenbar also, wenn
wenn in ihm, wie er verlangt, für k olle Werthe von 
o bis r gesetzt werden, gibt er erstlich in seinen 
einzelnen Theilen alle Coefficienten der ersten 

r
Reihe von ä bis ä. Er fodert aber außerdem, in 

r-K
dem zweyten Factor a-j-k-kL, von gewissen Potenzen 
der Reihe für 2, einzelne Coefficienten, und zwar 
von einer unter ihnen den lten, von den andern hin» 
gegen Coefficienten geringerer Zahl. Nun aber ist 
es aus dem Vorhergehenden bekannt, Liz) daß, 
welches auch der Exponent der Potenz seyn möge, 
worauf eine beliebige Reihe erhoben werden soll, jeder 
Coefficient der Potenz nur so viele von den ersten der 
Grundreihe zu seiner Zusammensetzung sodert, als 
seine eigne Zahl Einheiten enthält. Es mag also

i-ii
der Ausdruck durch Specialistrung von k,
eine Bedeutung annehmen, welche man will, so wird 
doch allemal Etwas in ihm gefodert, was, als Coeffi» 
tient einer Potenz von der Reihe für dessen Zahl 
nicht über r hinausgehn kann, auch nur aus den 
ersten r Coefficienten eben dieser Reihe für 2 zu
sammengesetzt seyn wird. Es ist also offenbar, daß 
in dem ganzen Ausdrucke des rten Coefficienten dek

3
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Reihe, welche aus der Substitution entspringt, nur 
soviele von denen der beyden gegebenen Reihen Vor
kommen, als seine Zahl Einheiten in sich faßt. Will 
man, noch etwas genauer in die Bildung dieses 
Coefficienten eingehend, fragen, auf welche Welse in 
Ihm die rten Coefficienten der beyden, gegebenen Reihen, 
vorzugsweise betrachtet, vorkommen, so kann leicht 
die Antwort gefunden werden: beyde nur auf die 
erste Potenz. erhoben. Von der Reihe für ergibt 
sich dies aus den ersten Anblick aus der Formel 

k k r-k
o.. denn jeder ihrer Coefficienten
wird nur einzeln, mit einem Factor, der aus der 
zweyten Reihe für 2 genommen ist, multiplicirk,
gesetzt. Vollends, wenn k^r, wie hier angenommen 
werden muß, wird der Factor neben einfach 
genug Es erscheint also der
ite Coefficient der ersten Reihe nur mit einer bestimm, 
ten Potenz vom Anfangscoefficienlen der zweyten 
multiplicirk. Don der Reihe für 2 ist das Nemliche 
nicht schwer zu beweisen. Die Formel enthält, man 
setze für k, was man will, nur einen Theil, in 
welchem der rte Coefficient der Reihe für 2 vorkom
men kann. Es ist der allererste, für wo

r
sie sich in *2, verwandelt. Wenn man aber eine
Reihe wie 2^2x*-s-Tx»-s-r»§.. -j-
auf eine beliebige Potenz, hier des Grades ce, erhebt, 
und deren rieS Glied verlangt, so gibt es in der 
Reihe der Products, woraus sich dessen Coefficient



zusammenseßl, nur eines, I« welchem 2 vorksmmt 
r

«nd zwar ist dasselbe ce2« ^2. Es ist also 
r

2«-i. der einzige Theil im rtm Coefficienten 
der aus dem Substituiren entsprungenen Reihe, in 
welchem der rte Coefficient der zweyten von den für 
die Substitution gegebenen Reihen vorkommt. Wir 
werden von dieser Bemerkung im folgenden Capitel 
für eine sehr wichtige Untersuchung Gebrauch machen.

Wenn es darauf ankommt, die aus der Substi
tution entspringende Reihe independent entwickelt zu 
erhalten, so ist unfehlbar der vorhin betretene Weg 
der kürzeste und bequemste. Sollte man aber ihr« 
einzelnen Glieder allmälig berechnen, und also die 
Coefficienten derselben kecurrirend ableiten, so ließe 
sich ein einfacheres Verfahren an die Hand geben, 
wobey jedesmal nichts weiter als der binomische Lehr
satz gebraucht werben müßte. Um in der Reihe

für die Größe x dje Reihe 
r *

2 — Lxü-^k<1..

zu substituiren, nehme man den Inbegriff aller folgen
den Glieder in der zweyten Reihe zuerst als eine 
einzige neue Hauptgröße an, setze also 2 -s» u.
Diese Substitution, sogleich durch den binomischen 
Lehrsatz ausführbar, wird eine neue Form hervorbrin
gen, die nach Potenzen von u fortschreitend geordnet 
werden mag. In ihr setze man wieder für u eine

3 2
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zweytheilige Größe, deren erster Theil das wörtliche 
erste Glied der Reihe, die durch u bezeichnet ist, 
seyn mag, der zweyte hingegen den Inbegriff aller 
folgenden ondeute u —Aus diesem 
Wege fahre man fort, die Glieder der Reihe für 2, 
eines nach dem andern, hervörzuziehn, und in die 
Entwicklung eintreten zu lassen. Die vollständige Ab- 
leltung dieses Verfahrens würde aber noch viel weit« 
lauftigsr als die des ersten, ausfallen müssen, und 
eine wahre, arithmetische, Recurston zwischen den 
Coefficienten des Resultats würde dennoch nicht gefun- 

" den werden, sondern start ihrer eine bloß kombinatori
sche zwischen den einzelnen Formen, wodurch stch jene 
Cofficlenten andeuten, solange man unbestimmte 
Zeichen gebraucht. Es mag also genug seyn, nur den 
Fundamentalsatz des ganzen Verfahrens, welches im 
Grunde der binomische jehrsatz ist, zu der gegenwärtig 
Absicht auf die bequemste Gestalt zurückzubringen.

Man soll in einer Reihe, die noch Potenzen 
einer gewissen Hauptgröße fortgcht, statt dieser Haupt« 
größe, eine andre, zweytheilige substikuiren, und das 
Resultat, nach den Potenzen des zweyten Theils in 
der lezteren angeordnet, darstellen; in der Reihe

k 2 « -j- statt 2 die
Größe L Es ist in diesem Falle am bequemsten,
wenn man für den Anfang den ersten Theil des 
zweytheiligen Werths, welcher statt der Hauptgröße 
gesetzt werden soll, durch das Zeichen dieser Größe 
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selbst andeutet, mithin statt für 2 zu seßen Hx'-j-u, 
anfangs dafür 2 -j- u substiluirt. Es versteht sich, 
daß alsdann nachher an die Stelle der Zeichens 2 
sein eigentlicher Werth, Hx", gesetzt werden muß.

Man nehme also die gegebene Form 
r r^2«-s-^.,-s-^2«-s-r<s.. und sehe in ihr an 

den Platz von 2, die Größe 2-s-u. Jedes ihrer 
Glieder entwickelt sich in eine nach Potenzen von u 
fortschreitende Reihe, und alle diese Reihen, gleichhohe 
Glieder von ihnen in eine Summe zusammengezogen, 
stellen das Gesichte dar. Nun aber ist es aus dem 
binomischen Lehrsätze bekannt, daß die successiven ' 
Glieder der entwickelten Potenz eines Binomiums, 
wie (2 -s- u)", in einer bestimmten Beziehung stehn, 
so daß es leicht ist, wenn man will, jedes folgende als 
abgeleitet aus dem vorhergehenden zu betrachten. Das 
rte Glied jener Größe wird m.(m,»)..(m-r-i->) 2^

I . s , . . r
das nächste folgende rchck?, m (m-i).. (m-r4-1). (m-r), 

H . 0 . . r. r 4< r
2^-(^*seyn, Sieht man die Potenzen 
von u als Hauptgrößen, das Uebrjge als deren Coeffi» 
cienten an, so ergibt sich die Regel: man multiplicire 
den Coefficienten des iM Gliedes mit dem Grade der 
Potenz von 2, welche er enthält, (m-r), verringere 
diese Potenz selbst im Grade um eine Einheit, 

und dividire durch die Zahl des verlangten
Gliedes, r-s-r, so wird man den dieses r "j-Glie
des erhallen. Sollten mehrere Potenzen von 2 -s- u, 
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als Theile eines zusammengesetzten Ausdrucks vor. 
Handen seyn, so glbt die Anwendung der eben aus
gesprochenen Regel auf jede von ihnen nach der Reihe, 
die gletchhohen Glieder, welche, in die nemliche Potenz 
von u multiplicirt, in der That in eine Summe 
zufommengezogen werden müssen. Man sehe also die 
gegebene Reihe selbst, in welcher, statt r, fubsiituirt 
werden soll, L-j-u; sie ist das Ansangsglied des 
Resultats; man leite aus ihr eine neue Form ab, 
jedes Glied mit feinem Exponenten multiplicirend, 
und dann diesen, sofern er Exponent bleibt, um eine 
Einheit verringernd; man verfahre mit dieser Form 
wieder eben so, um aus ihr eine folgende zu erzeugen, 
und bilde überhaupt solcher, durch den nemlicken 
Mechanismus fucressiiv aus einander abgeleiteter 
Formen soviele, als man Glieder für das Resultat 
der Substitution verlangt. Man füge ihnen nach 
der Ordnung die successiven Potenzen von u, durch 
ihre eignen Permutationszahlen dlvidirt, als Factoren 
bey, und man erhält das Resultat der Substitution 
in entwickelter Gestalt. So erhält nun im Zeichen, 
die Rechnung folgendes Schema
»2 r

, . 2
u.s.w. Wir wollen dieses Verfahren durch eine eigen- 
thümliche Bezeichnung sesthalten. Eine Form die nach
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Potenzen von s fortschreitet, mag durch k (r) angedeutet 
werden. Die aus ihr abgeleitete, welche dadurch 
entsteht, daß man jedes Glied in ihr mit seinem 
Exponenten multiplicirt, und den Grad der Potenz 
um eine Einheit verringert, durch k * (2); die daraus 
auf die nemlichv Weise abgeleitete durch k 2 (?) s. w. 
Alsdann wird fich die eben ausgesprochene Regel 
folgendermaßen in Zeichen ausdrücken lasten.

Eigentlich gehört diese Untersuchung in einen be
sonderen Theil der AnalysiS, welcher die Benennung 
der Diffsrenzenrecknung führt, und wo sie, unter 
veränderten Benennungen und Bezeichnungen, in 
ihrem ganzen Umfange auögesührt wird. Sofern 
die Form in welche für die Hauptgröße eine neue 
Form, bestehe diese auch nur in einer zweytheiligen 
Größe, substituirt wird, selbst schon entwickelt ist, 
hat freylich die Betrachtung keinen großen Umfang, 
sondern kommt im Wesentlichen auf den vorhin 
dargestellten Sah zurück. Aber wenn man verlangt, 
daß in einem Ausdrucks, der noch unentwickelt ist, 
sür die Hauptgröße eine andre zweytheilige gesetzt, 
und nun das Resultat in eine Reihe, die nach Poten
zen des zweyten Theils jener substituirten zweyten 
Größe fortgeht, entwickelt dargestellt werden soll, 
so bietet sich ein großes Feld neuer Betrachtungen dar. 
Denn nun entsteht die Frage, ob nicht der anfänglich 
gegebene Ausdruck selbst unentwickelt bleiben kann.
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so baß demungeachtet die Substitution in ihm voll» 
zogen werde, und'die gesuchte, nach Potenzen bet 
durch die Substitution herbeygesührten neuen Haupt- 
größe fortschreitende Reihe hervorgehe, sey es auch, 
daß die Cofficienten derselben als unentwickelte Aus
drücke erscheinen, Es ist hier nickt unsre Absicht, 
diese Untersuchungen, welche einem folgenden Abscknitte 
der Analysis Vorbehalten bleiben, ferner auSzuführen. 
Indessen mag, theils als einzelnes Beyspiel, theils 
als ein Satz, welcher zur Abkürzung einer gleich 
nachher zu führenden Untersuchung behülflich seyn 
kann, nur ein Theorem aus jener Lehre, und zwar 
das fundamentale, hier noch eine Stelle finden.

Es sey eine Form, die zu einer vorgeschriebenen 
Potenz erst erhoben werden soll, gegeben.

(2) -s- 2 . . A 2 «-s- , ,
mithin das zu berechnende, angedcutet,

Es wird verlangt, die Entwicklung der Substi
tution von 2 -s- u für 2 in der Größe fk (2) " zu 
machen, ohne ste selbst in entwickelter Gestalt vorher 
schon berechnet zu haben.

Man kann offenbar schon in der gegebenen Form 
selbst, k(2) die Substitution vollbringen. Dadurch 
wird aus ihr, vermöge des vorhin dargestellten 
Mechanismus, eine Reihe welche nach Potenzen 
von u fortschreltet, 
k(2) -j-xr(r),u-l- -s- . ,



z6r

Man hat also nur noch diese Reihe zu der verlangten 
nten Potenz zu erheben, welches vermöge des bekannten 
polynomischen Lehrsatzes geschehn kann, und das 
Resultat der Entwicklung wird in gesetzmäßiger Gepalt 
vorhanden seyn.

Man hatte aber auch die 'geköderte Potenz von 
k(r) erst berechnen, und dann, in jedem Gliede dex 
dadurch entstandenen Reihe, für 2 den Werth 2 -j- rr 
setzen können. Beyde Resultate müssen nothwendig 
identisch seyn, gleichhohe Glieder in beyden also die 
nemllchen Resultate gewähren. So wird z. E., was 
zu unsern nächsten Absichten hinreicht, das erste Glied 
der resultirenden Form, auf dem ersten Wege gesucht, 
wo also von sb (2) k * (2). u -ch k 2 (r). u? ..)"

H
das erste Glied nach dem anfänglichen genommen 
werden muß, n. sks2)^'. k (2),». Hingegen 
eben dieses Glied, auf dem zweyten Wege gefunden, 
wird k ' sk (2)^. u. Es folgt also daraus daß 
n sk (2))» . kr (2) - x fx- - (2)^ ". Ein Lehrsatz der 
folgendermaßen ausgedrückt werden kann.

Es sey eine beliebige Reihe
k(2)^2r« -s- ^2^ -j-^2«-s-2^,. ^22^^^^.,
Vorhanden, Es sey ihre nte Potenz
fk (2))"^» 22n«-j- 2 n«-chS-s-.. -j- n.
und ebenso ihre (n - i)te

L2(n">-s-»-r ch-



z6»

Man nehme von der Reihe selbst, die abgeleitete 
Form, nmal nk'^(2)^nce22«-r-b-(oe^^).

2« <5-i . . -^-n («-j-rF). 2 2«-!-eF - r
Ihr Produkt, mit der (n-»)tm Potenz der Reihe 
selbst multiplicirt, muß genau die abgeleitete Form 
hervorbringen, welche aus der entwickelten nten Potenz 
der Reihe, selbst gezogen werden kann, d. h. 

nee."L2v«-r -s- (n « -s- " 2 2 « « r *.

(ne5 -i- r<5) "22»«-s-rF-r 
Es wird also aus den beyden Factoren

--s-«- 22(a-r)«-^ks
n. kl (2) ^:n, cc22«-r Iisce -s- rF) 22«^r<t-r 

das Produkt nse. "2? "0" -j-.. (nce r^). "22v«-^rF-r
Mithin, wenn wir unbestimmt den rtm Coefficienten 
des Products aus den Factoren wirklich berechnen, 
und dem gleichhohen seines schon bekannten 
Werthes gleichsten, 

n l(a rL). 2.2 4- (r - i) H.

s« -1- (r-k) 2. 2.. -s- cc 2. 2^ - (n « rH »2
Eine recurrirende Beziehung zwischen den r ersten 
Coefficienten von der ersten und (n-i)ten Potenz 
einer beliebige angenommenen Reihe und dem 
rten Coefficienten ihrer nähsthöheren nten Potenz, die 
sehr leicht folgendermaßen in Worten ausgesprochen 
«erden könnte. Man multiplicire eine beliebige
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Potenz einer willkürlich genommenen Reihe mit der 
Reihe selbst, nachdem in dieser die Coefficienten 
mit den Exponenten der in den zugehörigen Gliedern 
vorkommenden Potenzen vervielfacht worden sind; 
das Produkt gibt eine Reihe, welche die nächsthöhere 
Potenz der angenommenen darftellen wird, nur daß 
jedes Glied dieser Potenz mit seinem eignen Erponew? 
ten multiplicirt, und durch den Grad der Potenz 
selbst dividirt, und insofern verändert, vermöge jenes 
Products zum Vorschein kommt.

Man kann eben diesen «Satz noch etwas allge
meiner ausdrücken. Es sey die anfangs angenommene

» r
Form, die wir vorhin durch «-j-<. -s^ r-s..
bezeichnete», selbst schon von irgend einer andern, die 
wir hier nicht näher zu bezeichnen brauchen, deren 

» »
Coefficienten ober Z, Z, Z u. s. w. seyn mögen, eine 
Potenz des Grades Alsdann wird man sie und 
ihre Coefficienten durch
ondeuten können. Die Reihe aber, welche von ihr 
die n-»tt Potenz ist, wird von jener ersten die 
(n-»)ste Potenz seyn. Brauchen wir für (n-»)k 
das Zeichen §, woraus sogleich nk—folgt, 
so wird die nte Potenz derselben Reihe nun die 
(k-j- §)te der neu angenommenen. Und nun kann 
unser voriger Satz so ausgedrückt werden.

Es sey eine Reihe vorhanden, welche als beliebige, 
schon berechnete Potenz einer andern gegeben werde 
sZr«-s-kZr « . -j-kZr ..
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Ebenso eine zweyte, welche als eine andre, willkühr- 
liche Potenz eben der Grundform gegeben seyn mag

k k k
Man multiplicire in der ersten von beyden Reihen 
jedes Glied mit dem Exponenten seiner Potenz, und 
bilde alsdann ein Protuc't aus ihr in die zweyte 
Reihe. Was herauskommt, wird eine dritte Reihe 
seyn, welche mit der Potenz des Grades k -j- von 
der nemlichen Grundform, nur daß jedes Glied der
selben mit seinem eigAn Exponenten multipliclrk, 
und durch k -j- § dividirt werde, völlig zusammensällt. 
In Zeichen:

<«4- rZ).-A°Z^-4- (r->)^'Z-Z.. 4- l« 4- (r-k)<Y 
I< r z

'Z.°Z. . 4- -kZ°Z-l«ck--^x)4-sr^. k*-Z,

Der Gebrauch dieser Formel wird sich im nächsten 
Capitel zeigen.

Fünfzehntes Kapitel.
Von der Umkehrung der Reihen.
W<nn eine Größe, durch irgend eine« arith

metischen Ausdruck aus einer andern, x, zusammenge- 
seht gegeben ist, so laßt sich der Werth von ihr in den 
mehrsten Fallen durch eine Reihe von der bekannten

Gestalt,
darstellen. Aber jede gegebene Beziehung zwischen zwey
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Größen muß es überhaupt möglich machen, die eine 
von ihnen durch die andre auözudrücken. Es muß 
also auch die Federung befriedigt werden können; die 
Gestalt der anfänglich gegebenen Gleichung so umzu- 
andern, daß die Größe, welche vorher diente, die 
andre auözudrücken, nun selbst diejenige wird, deren 
Werth aus jener anderen abgeleitet werden kann, daß 
also, in Zeichen, x vermöge eines bestimmten arlth» 
metischrn Ausdrucks durch gegeben erscheint. Man 
nennt den Inbegriff der Operationen, welche mit der 
zuerst angenommene Gleichung vollzogen werden muffen, 
um ihr jene zulezt genannte Gestalt zu ertheilen, 
Umkehrung der Gleichung. Diese Operation ist von 
der höchsten Wichtigkeit, da unsre Kenntniß von dem 
Zusammenhangs zweyer Größen nur dann vollständig 
ist, wenn wir jede von ihnen aus der andern abzu- 
leiten vermögen. Aber sie läßt sich auf eine direkte 
Weise, an geschlossenen arithmetischen Ausdrücken, in 
sehr wenigen Fällen vollziehen. Es wird also schon 
sehr viel gewonnen seyn, wenn sie auch nur bey Ent
wicklungen in Reihen unbedingt vollsührt werden kann. 
Wir wollen mithin die folgende Ausgabe zur Betrach
tung ziehn: der Werth einer von zwey zusammenge
hörigen Hauptgrößen ist durch eine entw.ckelte Form, 
dienach Potenzen der andern fortgeht, gegeben,
X—^x^x'*^.. -j--z x^*'^-j-.. Man fragt 
ob es nicht möglich ist, aus dieser Reihe eine andre, 
vim ähnlicher Gestalt, abzuleiten, welche den Wekth 
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der zweyten Hauptgröße, in einer nach Potenzen der 
ersten sortgehenden Form,

darstellt, und nach 
welchem GeseHe Exponenten urzd Coefficienten dieser 
neuen Reihe, welche die umgekehrte der vorigen heißen 
soll, gebildet werden müssen.

Wenn es in der That einen solchen Ausdruck für x 
gibt, so ist die Bedingung, welche er erfüllen muß, 
leicht anzugeben. Man substituire in der ersten^würklich 
gegebenen Reihe, -j-Hx**^..,
für x jene Form, welche den Werth dieser Größe dar
stellen soll. Das Resultat der ganzen Substitution 
wird ein Inbegriff mehrerer Reihen werden, von denen 
jede nach Potenzen von x fortschreitet. Nun aber 
ist angenommen worden, daß die Summe aller der 
Glieder, aus denen die Form besteht, in welche man 
substituirt, x selbst seyn soll. Es muß also jener In
begriff von Reihen, von denen jede einzelne noch Po
tenzen von fortschreitet, mit selbst identisch werden. 
Dies ist nicht anders möglich, als so, daß wenn man 
jene Reihen in eine Summe wörtlich zusammenzieht, 
in dieser Summe ein Glied verkommt, welches ist, 
während jedes der andere Glieder, welche Potenz von / 
es auch enthalten mag, zu seinem Coefficienten o be
kommt. Nur alsdann, wenn die zweyte, für x ange
nommene Reihe dieser Federung Genüge leistet, darf 
sie als bestehend neben der ersten, für / bestimmt 
gegebenen, und folglich als die umgekehrte von dieser 
angesehen werden. Aus eben dieser Bedingung läßö 
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sich ableiten, wie eine Reihe, welche von einer andern 
die umgekehrte ist, von dieser abhängf, und aus ihr 
abgeleitet werden kann. Bey einer völlig unbekannten 
Reihe sind zwey Momente in Rücksicht zu nehmen. 
Zuerst ihre Form, welche durch die Progression, worin 
sich die Exponenten der Potenzen in ihren successiven 
Gliedern befinden, bestimmt wird. Zweytens ihre 
Coefficienten, und das Gesetz, nach welchem sie sich 
erzeugen. Wir wollen also, um die Untersuchung aus» 
Zufuhren, zuerst nur fragen, ob sich für die umgekehrte 
Reihe, wenn man sie vorläufig als gefunden fingiren 
wollte, doch wenigstens immer eine bestimmte Form, 
oder vielleicht mehr als eine Form feststen läßt, so 
daß würklich, wenn man nur nachher die Coefficienten 
gehörig einrichret, jene Bedingung, welcher die umge
kehrte Reihe durchaus Genüge leisten soll, unfehlbar 
befriedigt werden kann.

Es ist aber aus dem vorigen Kapitel bekannt, 
daß, nur dann die Reihen, weiche aus einer Form 
wie die gegebene

i r
kx * -s- . -j- H xk-j-rF

entspringen, wenn man in ihr für x die neue
X—L » -j-rä

substituirt, sich würklich vereinigen, wenn , 

unter m eine beliebige ganze Zahl verstanden, und 
daß in jedem andern Falle jede der genannten Reihen 
ihre Glieder in die Summe bringt, ohne baß zu 
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irgend einem Gliede der einen sich ein gleichhohes 
der andern gesellte. Nun aber ist unsre Bedingung, 
daß in der Summe nur ein Glied seyn soll, 
welches Zl wird, die andern alle aber einzeln o 
zum Coefficienten haben muffen. Aber wofern auch 
nur von irgend einer Potenz einer gewissen Reihe, 
wie hier die für x singirte, jedes einzelne Glied für 
sich o werden sollte, so müßte die Reihe selbst,
mithin jedes einzelne Glied schon o gewesen seyn. 
Aber für x eine Reihe setzen, von der jedes einzelne 
Glied o wäre, hiesse eine Ungereimtheit begehn.
Man darf also für die umgekehrte Reihe keine Form 
annehmen, wobey sich eine solche Nothwendigkeit 
ergeben würde, und sie kann, dem Vorhergehenden 
gemäß, nicht vermieden werden, wenn die Progression 
der Exponenten in ihr nicht so eingerichtet wird,

3daß die Differenz derselben st — — ist. m
Es bleibt aber selbst alsdann, wenn man für die 

singirte umgekehrte Reihe Exponenten annimt, die 

allmälig um — größer werden, in welchem Falle m
allerdings die Glieder der verschiedenen Reihen, 
welche bey der Substitution entsteh», in einander 
würklich bey Vereinigung eingreifen, die Frage 
zurück: ob nun das Resultat der ganzen Substitution 
würklich o gesetzt, und eben daraus alles, was in 
der singirten Reihe vorläufig angenommen ist, völlig 
bestimmt werden kann»
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Die Annahme, daß seyn soll, läßt, da m 

jede willkührllche Zahl seyn darf, für die Form der 
finglrten umgekehrten Reihe, wie es scheint, unzählig 
viele bestimmte Gestalten zu. Wir wollen uns zuerst 
nur auf die einfachste, wo m^r ist, beschränken; es 
wird sich nachher zeigen, daß sie die einzige, welche 
gestattet werden kann, darstellt. Wir wollen also für
x die Reihe -s-
welche inskünftige die Grundreihe genannt werden
soll, fingiren. Dieser Werth von x soll in der gege-

r r
denen Reihe^2i:^x--i-^x-*^..^-^x«4'^r,, ßih, 
stituirt, und die aus jedem ihrer Glieder dadurch ent
standene neue Reihe eine partialreihe genannt wer
den. Es soll endlich die Summe aller der so 
entstandenen Reihen, welche eine neue ähnlich gebildete, 
die Tstalreihe genannt, hervorbringen muß, berechnet, 
und von ihr untersucht werden, ob und in wiefern sie 
würklich gesetzt werden kann.

Es ist aus den Untersuchungen über die Substitu
tion bekannt, daß, bey der angenommenen Gestalt der 
Grundreihe, die aus den einzelnen Gliedern der gege
benen entspringenden Partialreihen sich so vereinigen, 
daß jede folgende mit ihrem Anfangsgliede in ein 
Glied der ersten Partialreihe etngreift, besten Zahl 
mir der der Partialreihe selbst identisch ist. Aus dem 
allgemeinen Ausdrucks für jedes Glied der Totalreihe 
ergab sich, daß jeder Coefficient von ihr aus eben so 

Aa
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vielen der fingirten Grundreihe gebildet wird, als seine 
eigne Zahl Einheiten enthält. Soll also die Total- 
reihe Zischt werden, so muß es unbedingt möglich 
seyn, ihr Anfangsgliedund jedes der folgenden 
für sich o zu sehen. Denn offenbar kann, da die 
ganze Totalreihe mit identisch seyn soll, nur eins 
ihrer Glieder und es muß alsdann jedes der 
andern seyn. Das Anfangsglied der Totalreihe 
kann aber nicht o seyn. Denn es enthält nichts als 
eine Potenz vom ersten Gliede der Grundreihe, mit 
einem bestimmten Factor multiplicirt. Soll es also 
^70 werden, so Muß dle Größe, wovon es eine Po
tenz ist, es muß also das Anfangsglied der Grund
reihe ^0 seyn. Eine Reihe aber, die kein Anfangs» 
glied hat, ist eine Ungereimtheit. Sehen wir also, 
weil wir müssen, das Anfangsglied der Totalreihe, 

so folgt daraus in Absicht aus die Ex.
r

ponenten, daß »<r^r, mithin in Absicht auf 

die Coefficienten, daß ä.K*—», folglich v V
Eö bestimmt sich also dadurch das Anfangsglied der 
Grundreihe vollkommen. Was aber alle übrigen Glie
der der Totalreihe betrifft, so muß nun bewiesen wer
den, daß es möglich ist, jedes von ihnen — o zu 
sehen. Nun enthält der erste Coefflcient der Totalreihe 
nur den ersten und anfänglichen der Grundreihe; der 
zweyte nur den zweyten und die vorhergehenden der 
Grundreihe; allgemein der Coefflcient der Totalreihe
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nur den rtm ber Grundreihe und die vorhergehenden. 
Alle Coefficienten der Grundreihe sind noch unbestimmt; 
man verlangt aber zu wissen, ob nicht für sie Werthe 
angegeben werden können, welche die gegenwärtige Fo- 
derung erfüllen. Setzt man also jeden von den suc
cessiven Coefficienten der Totalreihe nach dem anfäng
lichen so bekommt man Gleichungen, in denen 
eben so viele unbekannte Größen vorhanden sind. Es 
ist aber bekannt, daß in diesem Falle jede der unbe
kannten Größen aus jenen Gleichungen gefunden wer
den kann. Wir wissen ferner aus dem Vorhergehen
den (pa§. zzz) daß jeder Coefficient der Grundreihe da, 
wo er zum ersten Male zur Bildung eines Coefficien
ten der Totalreihe gebraucht wird, nur zur ersten Po
tenz erhoben, und mit einem bestimmten Factor mul- 
tipltcirt, erscheint, während alle die übrigen Products, 
welche neben diesem als zusammengehörige Theile den 
ganzen Coefficienten der Totalreihe bilden, aus niedri
geren Coefficienten der Grundreihe zusammengesetzt sind. 
So gibt also das successive o Setzen von den 
Coefficienten der Totalreihe Gleichungen, von denen 
jede folgende eine unbekannte Größe mehr als die 
vorhergehende enthält, und worin diese unbekannte Größe 
nur auf die erste Potenz erhoben, und mit einem be
stimmten Factor multiplicirt enthalten ist. Es wird 
sich also aus jeder neuen Gleichung eine neue unbe- 
kannte Größe, und zwar, weil die Gleichung in Be
ziehung auf sie nur vom ersten Grade ist, vermöge 
eines einzigen, möglichen und unzweydeuligen Werthes 

Aa a '
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bestimmen lassen. So gibt der erste Coefflcient der 
Totalreihe, weil er nichts Unbestimmtes als den ersten 
der fingirten Grundreihe enthält, indem man ihn 
^:o seht, den Werth dieses ersten Coefficienten der 
Grundreihe; der zweyte der Totalreihe, well in ihm 
nur noch der zweyte der Grundreihe als unbekannt 
verkommt, für diesen den Werth, welchen er haben 
muß. Es ist also unbedingt möglich, jeden folgenden 
Coefficienten der Totalreihe — o zu fetzen, und es er
geben sich gerade dadurch für alle fingirte Coefficienten 
der Grundrelhe, bestimmte, mögliche und unzweideutige 
Werthe, die ihnen nothwendig beygelegt werden müssen, 
wenn die Grundreihe ihrer Bestimmung, die umge
kehrte einer andern, gegebenen, zu seyn, erfüllen soll.

Das Resultat unsrer bisherigen Untersuchung ist 
folgendes. Wenn für die Reihe 

t r

eine umgekehrte, welche den Werth von x durch 
ausdrückt, gefunden werden soll, so ist es gestattet 
anzunehmen, daß diese neue Reihe, deren Coefficienten 
übrigens für den Anfang singirt werden mögen, 
die Gestalt

X — 6 V1 -j- LX " -j- . . k X .
besitze (mithin die nemllche Differenz der Expo
nenten, wie die gegebene, nur durch deren 
Anfangöglled selbst dividirt). Und eS wird alle
mal möglich seyn, die Coefficienten der. umgekehrten 
Reihe aus denen der gegebenen durch mögliche unzwei» 
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deutige Ausdrücke zu berechnen. Der' Mechanismus 
und das Gesetz dieser Berechnung macht den zweyten 
Theil der Untersuchung aus.

Eben dieses Resultat kann, aus den nemlkchen 
Gründen, noch auf einem andern Wege erhalten wer
den. Nachdem die umgekehrte Reihe x —öx»

K wie vorhin fingirt
worden ist, substituire man in jedem ihrer Glieder 
statt den Werth, welchen die gegebene Reihe,

X X * -s- Hx x . dafür
darbietet. Das Resultat aller dieser Substitutionen 
wird eine, nach Potenzen von x fortschreitende, Total
reihe seyn, welche — x gefetzt werden muß. Me 
Übrigen Schlüsse bleiben wie vorher, und man erhalt 
auf diesem Wege die nemliche Form der singirten 
umgekehrten Reihe, und die mit derselben verbundene 
Möglichkeit einer^ unfehlbaren unzwsydeutigen Be
stimmung der Coefficienten.. Es würde Wiederholung 
der Vorhergehenden seyn- wenn diese Untersuchung 
pon Neuem wieder angestellt werden sollte: indessen 
ist es doch nichts überflüssig, ihren Anfang in genaue 
Betrachtung zu ziehn. Hier ist dlkGrundreihe'keine 
stngirte, sondern eine gegebene. Die Nothwendigkeit, 
daß alle Partialreihen in einander eingreifen, erhellet 
also noch unmittelbarer. Denn, wenn irgend eine 
von ihnen für sich v gesetzt werden müßte, so 
ergäbe sich daraus der Widerspruch, daß eine 
Potenz von einer bestimmten Reihe — v seyn sollte.



Z74

Dieses Eingreifen der durch die Substitution entstan
denen Partialreihen hat aber (p. Z48) die Bedin
gung, daß die Differenz der Exponenten in der Reihe 
welche man substituirt, hier also H, ein Product aus 
dem Anfangs - Exponenten der nemlichen Reihe, in 
die Differenz der Exponenten von der Reihe, in welche 
substituirt wird, durch irgend eine beliebige ganze 

Zahl divldirt, folglich A seyn muß. Daraus 
m

mfolgt also rückwärts daß 6 oder da ce

ä--msFseyn müßte, wo unter m eine beliebige 
ganze Zahl verstanden werden kann. Insofern also, 
als die Reihe für welche wir suchen, wenn sie 
selbst umgekehrt würde, die gegebene für x hervor- 
bringen müßte, ist es gestattet, der Progression ihrer 
Exponenten, eine unter dem unbestimmten Ausdrucke 
msL enthaltene Differenz beyzulegem Insofern aber, 
als sie selbst eigentlich das Umgekehrte der gegebenen 
Reihe für x ist, fällt die Differenz ihrer Exponenten 

unter den unbestimmten Ausdruck__ . Nun aber 
m

gilt ebenso gut das Erste, als das Zweyte von ihr. 
Es muß also die Differenz ihrer Exponenten sowohl 

unter dem Ausdrücke m a als unter dem — a 
m

enthalten seyn. Es gibt aber nur eine ^nnahme, 
bey welcher beydes zugleich statt finden kann, wenn 
nemlich m--i gesetzt wird. Mithin ist s-H die 
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einzige Differenz, welche für die Progression der 
Exponenten in der fingirten Reihe genommen werden 
darf, und die Gestalt der umgekehrten Reihe, welche 
wir vorher nur als die einfachste aufgestellt, und dem 
Zwecke der Umkehrung völlig entsprechend gerecht, 
fertigt haben, die einzig mögliche. Gestattet wird 
es freylich immer bleiben, wenn man die Umkehrung 
nur auf eine Weise, z. E. die erste vornehmen will,

» » »
statt der eigentlichen fingirten Reihe x^: ..
eine andre zu sehen, in welcher die Progression der 
Exponenten durch noch kleinere Unterschiede fortlauft. 
Es wird sich aber bey wörtlicher Berechnung finden, 
daß die Coefficienten von allen den Gliedern, die in 
der neu fingirten Reihe zwischen die der ersten gesetzt 
find, : o werden; die Rechnung selbst wird auf diese 
zurückführen, indem sie das Ueberfiüssige der Voraus
setzung vernichtet. Auch davon ließe sich, wenn es 
nicht für unsre Absicht völlig überflüssig wäre, aus dem 
Gange der Substitution und der Form ihres Resultats 
eine Bestätigung geben.

Es kommt in höheren arithmetischen Untersuch»«* 
gen sehr oft vor, daß gegebene Reihen umgekehrt 
werden müssen. Der Satz also: man dividire die 
Differenz der Exponenten der gegebenen Reihe durch 
den anfänglichen unter ihnen, so erhält man die der 
Exponen m der umgekehrten Reihe, ist von großer 
Wichtigkeit. Der partieularste, am häufigsten vor« 
kommende Fall ist derjenige, wo die gegebene Reihe 
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die successiven ganzen Zahlen, von , an, zu ihren 
Exponenten erhalten hat. Alsdapn wird die umge
kehrte von ihr gerade die nemliche Form besitzen» 
In Zeichen: wenn

» S r

y — -^x -j- äx 2 -j- 4x 3 . . -s- ^x^*r . . so wird 
r

x^k^-j-k/^-j-k^.. r I

gesetzt werden müssen. Eine Reihe aber, die mit 
einem' Gliede anhebt, worin von der Hauptgröße, 
welche sie regiert, gar keine Potenz vorkommt, laßt 
sich geradezu nicht umkehren.

Der zweyte Haupttheil von den Untersuchungen 
über die Reversion der Reihen betrifft die Coefficienten 
der umgekehrten Reihe, und die Art, wie ihre Werthe 
aus denen der gegebenen abgeleitet werden können. 
Sie ist verwickelt, führt aber zulezc auf ein sehr ein« 
saches Gesetz zurück.

Um diese Untersuchung so allgemein als möglich 
zu machen, wollen wir ihren Umfang noch mehr er
weitern. Es mag also ^icht die eine Hauptgröße selbst, 
sondern irgend eine Potenz von ihr, durch eine nach 
Potenzen der andere fortschreitende Reihe gegeben 
seyn, und umgekehrt für eine beliebige Potenz der 
zweyten Hauptgröße eine Reihe gesucht werden, welche 
nach Potenzen der ersten sortgeht. In Zeichen: es 
soll die Reihe ^^Xx^-j-Xx^**..-s-Xx§*rr.. 
gegeben, und daraus rückwärts die Reihe

x'
gefunden werden.
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Die Form, welche die gesuchte Reihe erhalten 
muß, leitet sich unmittelbar aus der vorigen Betrach. 
tung ob. Wenn in der gegebenen Reihe für die 
Progression der Exponenten A, A-s-u. s. w. ist, so 
wird sie in einer durch den polynomischen Lehrsatz so«

A /Z
gleich für zu erhaltenden Reihe, —; — -j- u.s.w.

seyn. Wenn diese Reihe für z? umgekehrt wird, so be« 
kommt die, Anfangs zu singirende, x ausdrückende Reihe,*

m m m.
die Progression der Exponenten u. s. w.

Soll endlich diese Reihe, nachdem sie gefunden ist, 
zur nten Potenz erhoben werden, so muß die neue
daraus hervorgehende mit ihren Exponenten die Pro«

— nm nm , m bgression -s- - u. s. w. befolgen. ES

wird also die zweyte, fingirte Reihe folgende Form besitzen 
um »um m! r um rm?

Das Gesetz, welchem die Coefficienten einer Reihe un
terworfen sind, kann entweder recurrirend, oder inde- 
pendent gegeben werden. Hier gelangt man, der 
Natur der Sache gemäß, zuerst zu einer recurrirenden 
Bestimmung, und erst durch Hülfe dieser wird es 
möglich, auch einen independenten Ausdruck zu erhalten.

!. Die Recursionöformel für die Coefficienten der 
umgekehrten Reihe ergibt sich aus den bekannten For
meln für die Substitution unmittelbar, wenn man die 
gegebene Reihe in jedem Gliede der singirten umge« 
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kehrten substituirt, und die daraus entstandene Total
reihe dem Werthe, welchen sie besitzen soll, idenlisicirt. 
Man könnte zwar auch dadurch, daß man die Sub
stitution in umgekehrter Ordnung vollzöge, zu dem 
nemlichen Zwecke gelangen, ober die Resultate würden 
sich nicht in einfacher Gestalt darbieten.

Wenn man in der finglrten Reihe
nm r nm mZ r n m rn,)

x"-.-j-
wo man euch zur augenblicklichen Abkürzung für x» 
das Zeichen u gebrauchen, mithin diese Reihe durch

x"—B-s-Vu ..
ousdrücken könnte, für die Größe ihren ge
gebenen Werth

U——Xx^-s-Xx^*?.. -j-Xx64<r* 
substituirt, so ist das Ansangsglied der dadurch entste

henden Totalreihe X.X^x^.. Die ganze Totalreihe 
soll --x" seyn, es muß also der Coefftcient ihres An- 

fangsgliedes, xx^ri-r, der Coefflcient jedes folgen
den o seyn. Daraus also folgt zuerst, daß

B seyn muß. Was alle folgenden

Coefficienten betrifft, so werden wir nur den allgemei
nen Ausdruck für die der Totalreihe zu suchen, und

zu setzen haben, um die Recursionsformel für sie 
zu bekommen. Nun ober ist, der Lehre von der Sub
stitution gemäß, der rtt Coefficient der Totalreihe
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(psg.zsr) *-'KV.^^X). Dieser Ausdruck 
also, — o gesetzt, gibt unmittelbar die gesuchte Re» 
cursionöformel.

Schreiben wir ihn ohne das abkürzende Summa» 
tlonszeichen auf die nemliche Art, wie wir früher Re- 
eursionsformeln darzuflellen pflegten, so erhalt er fol» 
genbe Gestalt,

" r t(n*kr) r-L r(n^rS)
X..-t-^7^X-o

Man brauche offenbar nur das Anfangsglied dieser 
Form zu tranSponlren, und von: seinem Coefficienten 
zu befreyen, um. eine Formel zu bekommen, vermöge 
deren jeder Coefficient der gesuchten Reihe, jedes 
aus allen vorhergehenden der, nemlichen Reihe, und 
Größen, welche aus Coefficienten von bestimmten Po
tenzen der gegebenen Reihe bestehn, und insofern als 
bekannt angenommen werden dürfen, berechnet werden 
kann. Sie ist: 
r /^4<r-i)r> I r-r /*nH<(r-^)rX L r-L nr 
V -X-X. V.. -s-HX. V

I nH<rr l

Diese Formel ist sehr zusammengesetzt, und führe 
zu verwickelten Rechnungen, wenn sie zur recurrlren» 
den Bestimmung der gesuchten Coefficienten gebrauche 
werden soll. Denn die Faktoren, womit die schon 
bekannten Coefficienten multiplicirt werden müssen, um 
Products zu erhalten, deren Summe die nächstfolgen, 
den, gesuchten Coefficienten der fingirten Reihe hervor«
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bringt, sind veränderlich, und müssen bey jeder neuen 
Recursion von Neuem berechnet werden. Und jede 
dieser Berechnungen ist weitläuseig; man muß die 
gegebene Reihe auf eine bestimmte Potenz erheben, 
und aus der dadurch hervorgehenden Form einen ihrer 
Coefficienten, von vorgeschriebener Zahl, herausheben, 
um einen einzelnen von, jenen Factoren zu erhalten. 
Versuchen wir es, wenigstens einige der ersten Coeffi* 
eienten auf diesem Wege würklich zu bestimmen. 
Auf diese Weise wird sich der Uebergantz zu dem 
independenten Gesetze, Konach sie sich aus denen dH 
gegebenek Reche erzeugen, machen lassen.

Was den Coefficienten des AyfongSglieheS in 
der fingirten Reihe betrifft, so ist sein Werth schon 
aus dem Vorhergehende» bekannt, und muß es seyn, 
weil keine Recursion ihn geben kann. Wir fanden 

... ? I- , "N
oben (psx. Z78) L ^172^ X X

Um also X zu ersten; sehen wir r r , und 
die Formel gibt - 

r n -
' X-^X.V ,

Dies« Werth läßt sich bequem«« entwickeln. E« ist 
n r ' . .

nemlich I X, d. h. der erste Coefficient d^r Potenz 
n n-,

des Grades - von der gegebenen Reihe -- . X
n »j« z n

Eben so ist X - X Mithin. wird jener



Bruch .X 7.X^^X^^ .X.
in Z" 

x^-
Man gebe dem Zahl - Coefficienten dieses Products den
Factsr um der Größe selbst, nach Absonderung

desselben, das Umgekehrte dieses Faetorg wieder vor- 
sehen zu können, schreibe sie also, ohne Aenderung ihres 

-/"ri »j< s> _ r r

aber ist der erste Coefficient nach dem anfänglichen in 
einer Reihe, welche herauökommt, wenn man die ge»

gcbene auf die Potenz des Grades > erhebt, 
-n^^s r

"("* )'X X. Man «hält also sür

V—Setzt man auf diesem
Wege die Berechnung weiter fort, welche freylich für 
die folgenden Coefficienten immer mühsamer wird, so 

findet sich allmählig H -X;
» —> 2 2

X; u.s.w.
Es scheint also folgendes allgemeine Gesetz in der Bil
dung aller Coefficienten zu herrschen. Jeder von ihnen 
ist ein einziger bestimmter Coefficient aus einer Reihe, 
welche entspringt, wenn man die gegebene auf die Po
tenz eines vorgeschriebenen Exponenten erhebt, nur daß 
ihm noch eine bestimmte Zahl als Factor beygegeben 
werden muß. Die gegebene Reihe, deren Coefficienten
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durch X angebeutet werden, soll auf die Paten; des 
_ »

Grades erhoben, und davon der Anfangs»Coeffl» 
eient genommen werden, damit man den Anfangs« 
Coefficienten der umgekehrten Reihe erhalte ; als Factor 
mag ihm, der Symmetrie der Ausdrücke wegen, noch 

- -n r beygegeben werden. Eben diese Reihe soll auf 
n

die Potenz - gebracht, und davon der erste

Coeffielent, mit beygezebenem Factor (^7^/ ge

nommen werden, damit man den ersten Coefficienten 
der fingirten Reihe erhalte. Ware das an den beyden 
ersten Coefficienten durch wirkliche Rechnung gefundene 
Gesetz allgemein richtig, so würde überhaupt der rte

r n > t-----)
CoefficientderfingirtenReihe^^^^r^'
seyn. Die directe Ableitung dieses Gesetzes aus der 
RecursionSsormei würde zu sehr verwickelten combina. 
torischen Betrachtungen führen; es ist in der That 
nicht auf diesem Wege, sondern durch Beobachtung 
gefunden. In so fern wird es denn auch gestattet 
seyn, bey dem Beweise von der Richtigkeit desselben 
den Weg der Jnduction einzuschlagen, und im Allge. 
meinen zu zeigen, daß es von jedem nächstfolgenden 
Coefficienten der umgekehrten Reihe gültig seyn müsse, 
falls eS sür olle vorhergehenden als unbedingt statt« 
findend angenommen werden darf. Freylich läßt diese 
Beweisarl, nicht in Absicht auf die Wahrheit des
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Satzes selbst, aber wohl in Beziehung auf die Art, 
wie man zur Einsicht desselben gelangt, vieles zu wün
schen übrig. Sie kann nur dann eintreten, wenn man 
das Glück gehabt hat, durch Beobachtung Spuren 
eines Gesetzes zu finden, sollte also eigentlich nur da 
gebraucht werden, wo man auf keinem directM Wege 
aus der Natur des Gegenstandes Gesetze ableiten kaum

Wir nehmen also gegenwärtig an, daß für die 
r ersten Glieder jeder Reihe, wodurch irgend eine 
Potenz von x ausgedrückt werden soll, die Coefficienten 
nach dem Gesetze, welches eben ausgesprochen worden 
ist, aus denen einer gegebenen Reihe, die eine gewisse 
Potenz von durch Glieder, in denen x die Haupt* 
große ist, darstellt, berechnet werden können, um zu un
tersuchen, wie alsdann der Coefficient des nächsthöheren 
r -j- »ten Gliedes in der gesuchten Reihe aussehn werde.

Die Methode der Untersuchung bleibt derjenigen 
ähnlich welche bey der Ableitung der recurrirenden 
Beziehung angewendet ist. Wir nehmen die gegebene 
Reihe nebst der aus ihrer Umkehrung entsprungenen 
fingirten. Wir setzen aber nicht, wie vorhin, in jedem 
Gliede der fingirten Reihe für die Hauptgröße, welche 
darin vorkommt, den Werth, welchen die gegebene 
Reihe für dieselbe darbietet, sondern umgekehrt, wie 
es eben so gut gestattet ist, wir nehmen die gegebene 
Reihe, substituiren in jedem Gliede derselben für die 
Hauptgröße, die es enthält, den Werth, welchen Mr. 
dafür aus der fingirten Reihe zlehn kön^n.^ §uf
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diese Weise bildet sich eine Totolreihe, in welcher alle 
Coefficienten, den des Anfangsgliedes abgerechnet, 

o seyn muffen, und man erhält, indem man sie 
— o setzt, Gleichungen, wodurch sich die Beziehungen 
zwischen den Coefficienten der fingirten Reihe ergeben. 
Es würde sehr unbequem seyn, wenn man dieses 
Verfahren, um eine Recursionsformel für diese Coeffi- 
kirnten zu erhalten, wählen wollte; aber es gibt ein 
sehr bequemes Mittel, um den tndependemen Aus
druck jedes folgenden Coefficienten zu finden, wenn 
man ihn für die vorhergehenden schon in seiner 
Gewalt hat.

Die gegebene Reihe war
Xx- -j-Xx^*;.. -s-Xx^*rS.

Wir wollen sie, um eine bequemere Substitution zu

men, wo es aber gor nicht nöthig ist, diese Poten- 
ziirung würklich auezuführen, sondern hinreicht, sie als 
geschehen anzudeuten.

Es sey also gegeben 
m n n r» r n r

Die gesuchte Reihe hingegen ist 
»m » nur mS 1 vm rmt

V. -s- /r * » - »
Es soll in der ersten von diesen beyden Reihen jedes 
Adeu yoraenommen, und für die Potenz von x, 
welche^ der Werth, ausgedrückt durch eine
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noch Potenzen von fortschreitende Reihe, substituirk 
werden. In der daraus hervorgehenden Totalreihe 

um
muß alsdann das AnsangSglied " seyn,. jedes 
folgende aber o zu seinem Coefficienten haben.

Aus der Lehre von der Substitution ist bekannt, 
wie die Partialreihen, welche aus den einzelnen Glies 
dern der die Substitution erleidenden Reihe entsteh», 
sich mit einander vereinigen. Will man allgemein 
das r-s-rte Glied der Totalreihe, und dessen Coeffi» 
cienten haben, so nehme man olle Glieder der gege
benen Reihe bis zum r-s-iten. Jedes von ihnen 
gibt, nach geschehener Substitution, einen Theil zum 
r-j-rten Gliede der Totalreihe her. So entspringt 
aus dem Ansangsgliede der gegebenen Reihe,

wenn man für seinen fingirkeN Werth 
setzt, die erste Partialreihe, deren r iteö Glied, 

^x.^ zum Coefficienten haben, und darin den 
ersten Beytrag zum Coefficienten des r -s- iten Gliedes 
ln der Totalreihe abgeben wird. Allgemein, es 
entspringt aus dem kten Gliede der gegebenen Reihe

man ln ihm für bett Werth 
fetzt, welchen die Umkehrung hervorbringk, eine Reihe, 
deren (r i - K)tes Glied hervorgehoben werden muß, 
wenn man den Theil, welchen es zum r-s- ikcn Gliede 
der Totalreihe abgeben kann, und welcher der Zahl 
nach der.kte umer ihnen seyn wird- erhalten will»

Sollte man würkÜch d!e fingirte Relhe x" — x -j».>
Bb
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» nehmen, um aus ihr allmalig auch 
x"*^, . . „st z» berechnen, und dann die
Substitutionen dieser Größen würklich auszuführen, ' 
so würde eine fast unerträgliche Arbeit entstehn. Dies 
ist aber auf unserm gegenwärtigen Standpuncte 
teineswegeö noch nöthig. Denn wir haben angencm- 
wen, daß, wenn eine Reihe wie ^-:Xx^-i-Xx^., 
-s-Xxö*rs., gegeben ist, und von irgend einer 
Potenz von x der Werth durch eine umgekehrte 
Reihe dargestellt werden sollte, jeder Coefficient dieser 
Reihe, falls seine Zahl nicht über r-s- , hinauegeht, 
sogleich in einem independenten Ausdrucks dargestellt 
werden könne. Aber von allen den Potenzen von x, 
für welche wir hier die Werthe zu substituiren haben, 
die allererste abgerechnet, werden zu unsrer Absicht 
aus den sie ausdrückenden Reihen nur solche Glieder 
gefodert, deren Zahl geringer als r-s- i ist. Diese 
also dürfen wir, dem angenommenen Gesetze gemäß, als 
schon bekannt voraussetzen, und so wird dle ganze Reihe 
von Theilen, woraus sich der (r ch- i)te Coefficisnt der 
Totalreihe bildet, nür eine einzige unbekannte Größe, 
nemlich V enthalten; so daß also, wenn man ihn - o 
setzt, der Werth von dieser berechnet, und folglich er
forscht werden kann, ob die nemliche Regel, welche 
für die vorhergehenden Coefficienten angenommenen 
war, auch für den nächstfolgenden gültig ist.

Die Annahme, welche wir, durch Beobachtung an 
den Resultaten der wirklichen Umkehrung geleitet, ge-
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macht haben, war, dem Vorhergehenden gemäß, fol
gende. Wenn eine, nach Potenzen von x fortschrei
tende, Reihe, wie — Xx § -j- X x / .. -s- Xx . 
gegeben war, und nun eine umgekehrte Nrche, irgend 
eine willkührliche Potenz von x auHrückend, geiodert 
wurde, wie x"—.-l-
so sollte jeder CoefficLent dieser gesuchten Reihe, bis 
zum rten, folgendermaosien erhalten werden können. 
Die gegebene Reihe auf eine Potenz erhoben, deren 
Grad gesunden wird, wenn man den der gesuchten Po
tenz von x, hier n, um ein Vielfaches von der Dif
ferenz ihrer folgenden Exponenten, welches durch die 
Zahl des verlangten Coefficienten bestimmt wird, rF 
vermehrt; diese Summe durch den Anfangsexponenten 
der gegebenen Reihe, dividirt, und dem Ganzen das

—/^n -j- r
-— Zeichen gibt, Von dieser Potenz

wird aber nur ein Coessickent, und zwar von gleicher 
Zahl mit dem gesuchten, gefedert. Gibt man ihm 
als Factor noch einen Bruch bey, dessen Zähler, sich 
immer gleich, der Grad der Potenz von x ist, für 
welchen man die Umkehrung macht, dessm Nenner die
selbe Zahl bleibt, die vorher als Zahler des Bruchs 
vorgeschrieben wurde, welcher den Exponenten derjeni
gen Potenz bezeichnet, worauf die gegebene Reihe er

hoben werden sollte, so hat man für die

gesuchte Reihe den verlangten Coefficienten. Wir ha-
Bb 2
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ben jezt nur zu prüfen, ob diese Annahme, wenn sie 
für jeden Fall bis zum rtenCokffcicnten gültig ist, 
auch für den nächstfolgenden statt finde.

Wenn wir also in der, aus der gegebenen abgelet' 
teten, Reihe 

rmr n n k k r Nr4>i
Xx'^-j-^ x^*^.. n Xx^^. Xx u * r' * Dr 

statt der Potenzen von x, welche sie enthalt, Reihen 
setzen sotten, wodurch, umgekehrt, die Werthe derselben 
auegedrückt werden, so misten wir schon für jede dieser 
Reihen, bis zum rtcn Gliede, wie ihre Coefficienten 
gebildet seyn werden.

Suchen wir nun, für die Totalrelhe, welche aus 
allen diesen Partialreihen entspringen wird, den Coef- 
ficienken ihres O-s-i)ten Gliedes. Es ist bekannt, wie 
jede einzelne von ihnen dazu beytragen wird.

Die Parlialreihe, welche aus dem Ansangsgliede 

^Xx" der potenzurten gegebenen entspringt, gibt 
ihr (r-i-t)tes Glied selbst zu diesem Inbegriff her. 
Wie der (r-j-i)te Coefficient einer solchen umgekehrten 
Reihe, die x" ausdrücken sott, gebildet seyn mag, ist 
noch unbekannt. Er mag also durch ausgedrückt 
bleiben, so daß X . das Anfangsglied für den 
(r-s- ,)ten Coefficienten der Totalreihe seyn wird.

Die Partialreihe, welche aus dem ersten Gliede 

der potenzierten gegebenen, ^X.x^*r entsteht, gibt 
ihr rtes Glied zu der nemlichen Absicht her. Dies aber
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können wir schon, unsrer Annahme zu folge, bestimmt 
angeben. Wir erheben die gegebene auf eine Potenz, 

deren Grad — seyn wird, (da hier
V /Z >

ein rter Coefficient verlangt wird), nehmen daraus den 
n -s-r"n Coefficienten, und multipliciren ihn. mit

So ist also das erste Glied für den Ausdruck des 
(r-j-r)ten Coefficienten der Totalreihe 

n I —/'n (r r
c _ _ >,^x. ^x. Allgemein wird

(r r)
die Partialreihe, welche aus der Substitution in das 

n k ,
i^te Glied der potenziirten gegebenen, X x " * ihren 
Ursprung nimt, ihr (x -s-1 - k)teS Glied zu der gesuch
ten Summe beytragen lassen. Sein- Coefficient aber 
wird gefunden, wenn man die gegebene Reihe zu einer 
Potenz erhebt, welche, dem angenommenen Gesetze 
gemäß, sda die Potenz von x, woraus diese Reihe 
entsteht, vom Grade n-j-k^, und die Zahl des aus 
ihr verlangten Gliedes (r-s-1 -k) iU zum Exponenten

/^n-s-Kt^-s-sr-s-^-K^X — s'''s- r^X
s /Z

besitzt, von dieser Reihe das (r-j-i-k)te Glied seinen
Coefficienten hergeben laßt, und ihn mit —— 

«i) L
multiplicirt. Es ist allgemein das kte Glied für den 
Ausdruck des (r i)ten Coefficienten unsrer Totalreihe 

n r /n r>r<r - kl.- - - - - - - - - -)x
n>^(r^i)r ,
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Die Partialreihe endlich, welche aus dem r u- 

nrH<L
Gliede der potenziirten gegebenen, Xx " * s 
he^vogeht, gibt zu diesem Ausdrücke den leuen 
Bcrcrag. Es ist von der Reihe, wodurch sich 
x« 4. in der Umkehrung entwickelt das An« 
fongegli^b, woraus er herrührt. Man erhebe also 
die gegebene auf eine Potenz, deren Exponent —

ist, hebe daraus den Coeffi«

eienten des Anfangsgliedes hervor, und gebe ihm den

Factor - So ist also dieser lezte Bey»n -f- (r -f- Z

trag -- —-— n -f- -i- 1
X

J^zt also haben wir vollständig den Ausdruck, 
welcher für den r-j-»imCoesficienten d^r Totalreihe 
gehört, die man erhält, wenn in der angenommenen, 

wn n n » n rXx"-s-IXx"*^. -j-^Xx^^*'r .. 
für x in jedem Gliede dessen, durch Umkehrung zu 
findender, nach Potenzen von fortschreitender, Werth 
gesetzt wird. Wir sind berechtigt, diesen Coeffjcienten 

o zu setzen. Dadurch aber gelangen wir zu einer 
Gleichung in welcher von der fingirten Reihe für x" 
nur ein einziger unbekannter Coesficient, der (r-s- i)te 
nemlich, neben lauter gegebenen Größen verkommt, 
woraus sich also der Werth des ersteren finden 
lassen muß.
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Es ist also, wenn wir zur augenblicklichen Abkürzung 
c' O -j-(r-j-r)für - — f, und für — —-—-------— § sehen,

r*- /-n-j-Hx
mithinn-^(r-i-i)^--/Z§; )

V >

.'xxx..^

^x ^x Wir transponiren das Anfangsglied' des 
ganzen Ausdrucks, weil es die eigentliche unbekannte 
Größe enthält. Alsdann bleibt als Werth vow 
x/x'dle Form

i r k r>^«i

(n-j-^)kX^X..-l-(n-i-K^^X.kX..-i-(n-^r L) kx ^X 
8Z

Es mag auf beyden Seiten der Gleichung, der

Symmetrie wegen, noch das Glied —.X. ^X hin- 
zugeseht werden, so daß also auf der ersten Seite 

r^<L
— .^X'^x-l-^x.x, auf der andern Seite die 
vorige Form, mit diesem Gliede, als Anfangsgliede, > 
vermehrt, vorhanden seyn wird.

Was aber diese Form betrifft, so laßt sie sich 
durch Hülfe des lezten Satzes in der Lehre von der 
Substitution sehr zusammenziehn (psA;6z). Wir 
haben hier, wie dort, eine Reihe, welche schon als 
Potenz einer andern gedacht wird,

^X.x^^Xx^r..^^Xx^*^

Wir haben eine zweyte, welche eine andre Potenz
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derselben Grundform ist, und wovon die Coefficienten 
r r

durch ^X, ^X,.. ^X,angedeutet sind. Die vor 
uns liegende Form deutet den (r-s- !)tm Coefficienten 
eines Products an, welches aus der ersten, nachdem 
jedes ihrer Glieder mit dem Exponenten der in ihm 
liegenden Potenz multiplicirt ist, in die zweyte gemacht, 
werden könnte.. Statt dieses Products darf also, jenem 
S°tz- gemäß, * --'x

> t -I- 8, gesetzt werden.
Nun ober Ist k- " 8 - -

Mithin wird n. (k-i- §) ch- k. (r -j- r) F

-i- — o» Es fallt also die ganze
Form auf der andern Seite des Gleichheitszeichens 
Völlig weg, man erhält also-X.eX

r»j>X r4<r
Daraus aber folgt sogleich ^5 —.^x, d.h^ wenn 
für § sein bekannter Werth gesetzt wird,.

(r i) Z> rH«r

V-s—.2- - - - >. X, Und auf diese
Art ist die Gültigkeit des beobachteten Gesetzes für 
jeden folgenden Coefficienten dargethan. Die würk- 
liche Rechnung hat es für die beyden ersten factisch 
bewiesen, es gilt also nun in völliger Allgemeinheit.

Es gibt gewiß nicht leicht irgend eine formale 
Rechnungsregel in der Arithmetik, die, verglichen mit 
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der Zusammengefetzheit des Gegenstandes, so einfach, 
und in Absicht auf den Gebrauch so weltumfassend 
wäre, als diese, eben bewiesene, mdependente Regel 
der Umkehrung, Sie gibt das erste Beyspiel eines 
Falls, wobey die independente Coefficientenbestimmung 
ohne Vergleich einfacher, ist als die recurrirende. 
Wir wollen sie, in Zeichen zusammengezogen, als 
Resultat der bisherigen Betrachtungen zusammenfassen.

Es sey von einer beliebigen Potenz einer gewissen 
Hauptgröße der Werth durch eine Reihe gegeben, 
die nach unbestimmten, mir in irgend einer arithme
tischen Progression befindlichen, Potenzen einer 
zweyten Hauptgröße fortgeht.

^-Xx/-j-Xx^.. Xx^*r§
Man sucht irgend eine willkührlich genommene 

Potenz der zweyten Hauptgröße, durch eine Reihe, die 
auf ähnliche Weift nach Potenzen der ersten fort- 
schreitet, so daß sowohl deren Form, als auch die 
Coefficrenten, aus den in der ersten Reihe gegebenen 
Größen abgeleitet werden sollen.. Es sey z. E. x". 
Alsdann ist 

-n nm -/.n
x"— Xx /r X x -ch-

- /'n 2 2 mri2 m!

r rim^rrnS
X . X - - *

Der einfachste unter ihr enthaltene Fall, zugleich aber 
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derjenige, welcher am häufigsten vorkommen wird, ist 
der, wo m, n, A, sämmtlich — i sind.

Wenn also, um für ihn die allgemeine Formel 
zu specialisiren
X- Xx -f- Xx^ -s- . . Xx" . .
gegeben ist, und Man umgekehrt x durch eine Reihe 
verlangt, welche nach Potenzen von x fortgeht, so wird
X-^Xx4-;.^Xx- -l-i-^Xx3..-s-r.-"Xx"^ 
Wollte man, etwas allgemeiner, die nie Potenz von x 
haben, so wäre x " — Xx " ch-

Die Mühe der würklichen Berechnung bleibt freylich 
noch immer groß genug. Indessen kommt sie offenbar, 
selbst in dem verwickeltsten Falle, auf bloße Poten- 
ziirung der gegebenen Reihe zurück. Insofern ließe 
denn in der That unsre gefundene Regel noch einen 
andren, weiter zurückgeführten Ausdruck zu. Man 
könnte, statt der einzelnen Coefficienten, welche sie 
aus vorgeschriebenen Potenzen der gegebenen Reihe 
fodert, deren kombinatorisch onsgedrückke Werthe, den 
Formeln des polynomischen Lehrsatzes gemäß, an die 
Stelle setzen. Da aber dadurch keine weitere Zu« 
fammenziehung der Ausdrücke möglich wird, und es 
als bekannt vorausgesetzt werden darf, wie Coefficien
ten einzelner Glieder von Potenzen gegebener Reihen 
berechnet werden müssen, so kann diese Zurücksührung 
sehr wohl unterbleiben. Bey einer wörtlich gegebenen, 
individuell bestimmten Reihe, wird man, wenn sie 
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umgekehrt werden soll, vor ollen Dingen nachzufor- 
schsn haben, ob sich nicht das allgemeine Gesetz für 
die Form, wodurch eine unbestimmte Potenz von ihr 
ausg-drückt werden mag, gleichfalls individuell ange
ben läßt. Ist dies erreicht, so wird sich augenblicklich 
für jede Potenz der Hauptgröße, wonach sie fortsckritt, 
die deren Werth ausdrückende umgekehrte Reihe allge- 
mein darstellen lassen.

Es verdient in Beziehung auf die allgemeine 
Reversionsformel wohl bemerkt zu werden, daß es 
Falle gibt, wo sie Ausnahmen leidet. Wenn die 
gegebene Reihe mit einen Gliede onhebt, welches die 
Hauptgröße gar nicht enthält, wenn also in unsern 
lezten Z icken, A —vist, so fallt, wie schon oben 
bemerkt worden, die Umkehrung auf dem Wege 
unsrer Regel weg. In solchem Falle bleibt nichts 
übrig, als statt der zweyten Hauptgröße ein neues 
Zeichen einzuführen. Die Reihe

^^^X4Xx^ch-'..Xx^. .
laßt sich geradezu nicht umkehren. Setzt man aber

—u, mithin u —XxS-s-..Xx*z.. so ist 
es allerdings möglich, x, oder eine beliebige Potenz 
dieser Größe, durch eine Reihe darzustellen, die nach 
Potenzen von u fortschreitet. Hat man sie, so ist es 
gestaltet, in ihr für u seinen Werth, )^-X zurück- 
zusetzen. Dadurch entsteht zulezt allerdings eine Reihe 
die nach Potenzen von fortschreitet. Aber die Coef- 
ficieuten dieser Reihe werden jeder selbst eine unendliche
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wicklung gewonnen, wenn nicht diese Coefficientenreihen 
entweder auf geschlossene Ausdrücke zurückgeführt, oder 
convergirsnd gemacht werden können.

In jedem andern Falle ist es allemal möglich, die 
' Umkehrung nach unsrer Rege! zu vollsühren, und die 

gesuchte Reihe, wenn man ihre Form nach dieser Re
gel bestimme hat, wird mögliche, unzweydeutige Coef- 
sicienten erhalten, falls nicht etwa der ihres Anfangs
gliedes, welcher in der That nach Umständen unmög
lich oder vieldeutig seyn kann, indem er sich in die 
Werthe der folgenden einmischt, ihnen seine Beschaf
fenheit mittheilt. Aber dabey kann es Falle geben; 
wo unsre independente Eoeffcientenbestimmung keine An
wendung zu finden scheint. Der allgemeine Ausdruck für 
den rten Coefficienten her aus der Umkehrung entstandenen

Reihe hatte als Factor , neben einem Coes-
-/'n-s-r^Xficienten der Potenz des Grades von der

gegebenen Reihe. Hier find offenbar Falle denkbar, 
wo dieser Ausdruck ungereimt scheint; es wird jedesmal 
eintreten, wenn n-j-r^o, also Denn
alsdann wird zwar nicht die gefoderte Potenz der ge
gebenen Reihe (welche die ote seyn soll) aber wohl de? 
Factor, welcher den aus ihr herausgeriffenen Coefficien
ten begleiten soll, ein arithmetisch ungereimter Aus- o
druck. Zn allen Fallen also, wo die Potenz der zwey- 
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ken Hauptgröße, x, welche man verlangt, einen Grad 
haben soll, der das Umgekehrte von irgend einem 
Vielfachen der Differenz ist, welche in der Prozession 
der Exponenten, die in der gegebenen Reihe liegen, 
stattfindet, kann die independente Regel der Reversion 
nicht angewendet werden, obgleich allerdings eine 
Umkehrung möglich ist, und auf dem recurrirenden 
Wege die Coefficienten-Bestimmung durchaus keine 
Schwierigkeit stnden würde» In solchem Falle wird 
man aber doch nicht gezwungen seyn, die recurrirende 
Bestimmung als das einzige Hülfsmittel zu ergreifen. 
Wenn x*" nicht geradezu gefunden werden kann, 
so berechne man zuerst x ". Wenn für irgend einen 
Werth von r die Größe n -s- — o geworden ist,
so wird ebendeswegen -n -j- niemals — o werden 
können. Die Regel der independente» Bestimmung 
gibt also unfehlbar alle Coefficienten der Reihe, welche 
x"" durch Umkehrung darstellt. Hat man diese 
Reihe zu soviel Gliedern, als die eigentlich gesuchte 
enthalten sollte, so erhebe man sie zur Potenz des 
Grades-i, oder finde, nach den bekannte Regeln 

der Division — . Auf diesem, freylich etwas indi-x "
recten Wege, wird sich dennoch das Verlangte 
erhalten lassen.

Man kann indessen, ohne so viele Umständlichkeit, 
und aus der independenren Formel selbst geradezu, das 
Gesuchte dennoch erhalten, wenn man sich eine Art 
des Rechnens erlauben will, die in der That den allge
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meinen Regeln völlig gemäß ist, und insofern keiner 
weiteren 'Rechtfertigung bedarf. Wenn n-j-rF —o, 
so gibt allerdings eine Potenz der Reihe Xx^ch- 
Xxö*^..-s-Xx^*rs,,, deren Exponent

seyn soll, den Totalwerth der Pot-nzmung — i, so 
daß also olle folgende Coefficienten in seinem Aus
drücke — o seyn müssen. Niemand würoe sich also die
Mühe geben, nach der allgem inen Formel des poly» ,

nomischen Lehrsatzes von >x den Werth dar« 
n -s- r<^

zustellen, falls er wüßte, daß —— —o seyn sollte.
Allerdings würde der berechnete Werth dieses Coeffi
cienten, wenn man ihn erst, ohne n -j- rF

—Z— zu bestimmen,

suchte, und hernach in ihm n-f-r^o setzte, weil 
alle Theile desselben den Factor n-s-rF unfehlbar ent
halten, auch so — o gefunden werden. Und in der That 
muß diese Berechnung unternommen werden. Denn 
man hat dem Coefficienten noch außerdem -
als Factor beygegeben; ein Ausdruck, welcher für sich, 
wenn n-s-r^ —o gesetzt wird, alle arithmetische 
Bedeutung verliert. Man hebe aber den Divisor, 
welcher in ihm verkommt, gegen den Factor, welchen 
alle Theile des Coefficienten enthalten, und das, was 
übrig bleibt, wird eine reelle, unzweydeutige Größe 
seyn Es ist leicht, sich von der Richtigkeit dieser 
Behauptung zu überzeugen. Nennen wir zur Aökür-
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— /^n -f- r 
zung —p, so ist, nach der bekannten

I

Regel des polynomischen Lehrsatzes von(Xx^Xx^..)? 
K K ii

derCoefflcient des r«-nGliedes - 'LCBX^'p.c).

Setzt man für feinen Werth p.(p-r)..sp-(!i-l)^ 
I - s "7—I d

an die Stelle, und sondert man, weil ihn alle Bino«
mialcoefficienten gemeinschaftlich haben, den Factor p 
ab, so wird jener Coefficient, da er noch außerdem 

durch ——- multiplicier werden soll,n -s- r6
-"-'Xs(!,->)..sn-(k-i^Xk''>pq. 

-7-;, ----
/^n-s-r^X

Nun war pn- es ist also

n X n
--Z- Es soll ferner x-o seyn.

Der Coefficient (p-1)..fp-(b-i)^ reducirt sich also 
I . s . .

auf ——; es wird also

xn-s-r6> xxii >
für den Fall wo n-j-r^ —0 seyn soll. Mit dieser 
näheren Bestimmung kann man die Regel der inde- 
pendenten Coefficientenbestimmung für die aus der Um- 
kehrung erfolgende Reihe auch in allen den Fällen ge
brauchen, wo sie auf den ersten Blick gar nicht an
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wendbar erschien. Nur der eine Fall, wo A —o, 
gehört nickt hieher, und für ihn bleibt es bey dem 
vorhin Gesagten.

Sechzehntes Kapitel.

Don den Entwicklungen, die durch Umkehr 
rnng der Reihen möglich werden.

Eine noch vle! allgemeinere Ausgabe, als diejenige, 
welche zur Umkehrung der Reihen Veranlassung gab, 
ist die folgende. Man hat eine Gleichung zwischen 
zwey Hauptgrößen, in welcher irgend eine Functiott 
der einen (d. h. irgend ein arithmetischer Ausdruck, 
welcher sich aus ihr Und andern bekannten Neben
größen gebildet hat), einer beliebigen Funktion der 
andern gleich gesetzt wird. Man verlangt den Werth, 
welchen eine, gleichfalls willkührliche, Funktion der 
einen von diesen beyden Hauptgrößen erhalten wird, 
durch eine Reihe ausgedrückt, welche nach Potenzen der 
andern Hauptgröße fortschreiket. Man bedient sich det 
Zeichen P, x, indem man sie vor die Zeichen ge
wisser Hauptgrvßen setzt, um dadurch den unbestimm
ten Begriff von beliebigen Fnnctlonen dieser Größe 
im Allgemeinen anzudeuten. So lautet also die 
obige Aufgabe in Zeichen: Man hat die Gleichung 
P (x) — (^) und verlangt nun (^) durch eine
Um' Potenzen von x fortschreitende Reihe.

Ev ist möglich, für die Auslösung dieser Aufgabe 
eine allgemeine Regel zu geben, insofern sich jede
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der drey Functlonen, wovon hier die Rede ist, in 
eine Reihe, die nach Potenzen der in ihr enthaltenen 
Hauptgröße, mit Exponenten, die in irgend einer 
arithmetischen Progression fortschreiten, entwickeln läßt. 
Die Regeln solcher Entwicklungen gibt die ganze vor« 
hin vorgetragene Theorie. Wir nehmen also hier 
an, daß
P(x)-Xx«-s-Xce«*ä.. -j- Xx-*rä.. 

l r

(^) -s' d) '
gegebe . Größen smd.

Der Gang der Arbeit selbst, welche nöthig ist, 
um X (v) eine Reihe dorzustellcn, wklche nach 
Potenzen von x fortfchreitet, wird folgender seyn.

Man nenne für den Augenblick (^) u. 
So hat man, weil P (x)-- (/) seyn sollte, zuerst:

u — ^.^/r -s- . . -s- X)^*rr . .
Nun kann m n, vermöge den Recursionssermel, für 
jede Potenz on den Werth durch eine Reihe 
finden, die nach Potenzen von u fvrtschreitet. Man 
kann also jedes Glied der dritten Reihe, welche 
darstellt, auf diese Weise durch eine nach Potenzen 
von u fortschreitende Form dmstellen, Ist dieses 
geschehn, so braucht man nur zu bedenken, daß 
zugleich (x) war, mithin der Werth von u

Cc
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auch durch die Reihe für P (x) X x « -j- Xx - * .
-s- Xx«^rä . . dargestellt werden kann. Man sitze 
also in jedem Gliede der Form, welche x <», nach 
Potenzen von u fortschreitend, gegeben hat, sür u diese 
lezte Reihe an die Stelle. So entwickelt sie sich in 
lauter Reihen, wovon jede selbst nach Potenzen von x 
fortgeht, und man erhält in dem Inbegriffe derselben 
den verlangten Werth für (^) durch eine Reihe 
entwickelt, in deren einzelnen Gliedern nur Potenzen 
von x mit bestimmten Coefficienten vorkommen werden.

So ist der Gang dieser Arbeit leicht beschrieben, 
und auf bekannte Regeln zurückgeführt. Aber die 
wörtliche Ausführung ist mit unvermeidlicher Weit, 
lauftigkeit verbunden;*die Form des Resultats wird 
zusammengesetzt, und der allgemeine Ausdruck desselben 
in Zeichen kann nicht anders als sehr verwickelt 
aussallen.

Was den Anfang der Arbeit betrifft, wo aus der
gegebenen Reihe, u — § -j- Xx . -j- X
durch Umkehrung, für mehrere, nachher genauer zu 
bestimmende, Potenzen von x, Reihen, die nach 
Potenzen von u sortgehn, abgeleitet werden sollen, 
so ist dies zwar, der allgemeinen Reversionsformel 
gemäß, unbedingt möglich, aber jede dieser Reihen 
wird eine eigene Progression der Exponenten bekom
men, und also an ein? fernere Addition derselben im 
Allgemeinen nicht zu denken seyn.
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Wenn man also zweylenS verlangt, die bekannte
Reihe für —.. 
zu nehmen, und in jedem Gliede von ihr, statt der 
Potenz von x, die es enthalt, eine, durch die eben 
vorhin bezeichnete Umkehrung zu findende, Reihe, die 
nach Potenzen von u fottgeht, zu setzen, so kann es 
geschehn, aber diese Reihen werden sich nicht durch 
würkliche Addition gleichhoher Glieder in eine Total
reihe bringen lassen, sondern neben einander als Theile, 
deren Vereinigung nur angedeutet werden kann, 
stehn bleiben. Wollte man also den Werth von 
X (^) in einem allgemeinen Ausdruck zusammen» 
fassen,, so müßte man für" jede Reihe, welche es als 
Theil in sich enthalt, einen allgemeinen Ausdruck 
geben, woraus die Bildung ihrer einzelnen Glieder 
erkannt werden könnte. Nun entspringt die rte unter 
den Reihen, welche den Werth von (^) au§ 
machen, aus dem rten Gliede der für (v) gege- 

r
denen Reihe, wenn man in ihm für die
Potenz von welche eö enthalt, den Werth fitzt, 
welcher aus der Umkehrung der Reihe
i r

. P)^*rZ.. erhalten werden kann. Dem 
bekannten Gesetze der Umkehrung gemäß entwickelt
sich Reihe, von welcher unbestimmt
das gie Glied seyn wird: 

- q <1> v--- u

Man gebe ihm den Factor, welchen
Cc 2
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führt, und man erhält das gte Glied der rten Reihe, 
woraus X(^) zusammengesetzt ist:
y . s ) V. u 4^r

Man hat in der That in diesem Ausdruck das ganze 
Gesetz der Entwicklung von ^(^). Diese Größe setzt 
sich aus Gliedern zusammen, von deren jedes eine Reihe 
ist, welche nach Potenzen von u fortgeht. Alle diese 
Reihen sind in Absicht auf die Bildung ihrer Glieder 
einem gemeinschaftlichen Gesetze unterworfen. Will 
man die erste Reihe haben, so setze man r —o, und 
man wird, wenn allmälig alsdann für g die Werthe, 
O, 1,2, u. s. w. gesetzt werden, ihre successiven Glieder 
nach der Reihe bekommen. Verlangt man die erste 
nach ihr, so setze man r —r, und verfahre wie vorhin. 
Auf diese Art fortschreitend, wird man allmälig aus 
unserm Ausdrucke den vollständigen Werth von x(^) 
entwickeln können.

Aber nun ist noch der lezte Theil der Arbeit zurück. 
Die Größe u, nach welcher die einzelnen Glieder der 
Reihen fortschreiten, ist selbst eine Form, welche noch 
Potenzen von x fortgeht. Man muß also für sie noch ihren 
Werth, u —Xx"-j-Xx**^..-s-Xx"*^. - setzen. 
Alsdann wird sich jedes Glied aus allen den Reihen, 
welche vereint den Werth von ausmachen, selbst 
wieder in eine unendliche Reihe entwickeln. Allgemein: 
aus dem gten Gliede der Reihe, welche 1" sich 
faßt, wird, insofern es von u die Potenz n- - - - — 
enthält, wenn man für u seinen Werth substimirt,
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eine neue Reihe enkstehn, von welcher allgemein das 
K-- Tl»d durch xx ch"' -n.
gedenket werden kann.

So ist also der Werth von wenn wir 
Alles in einen Ausdruck zusammen fasten wollen, 
eine Zusammenstellung mehrerer Reihen, von denen 
aber jedes Glied selbst wieder durch eine unendliche 
Reihe dargestellt werden muß. Will man für die 
rte Reihe, woraus (^) besteht, das gte(Wxd wissen, 
so ist dasselbe eine Reihe, in welcher unbestimmt der 
kte Theil durch

Ä s X.

x /s ausgedrückt werden kann.
In der That enthält diese Formel Alles, was 

zur Auflösung einer so verwickelten und allgemeinen 
Aufgabe, wie die angenommene, irgend erfoderlich seyn 
kann. Im Allgemeinen ist bey ihr keine weitere 
Zusammenziehung möglich. Sie verlangt offenbar 
nichts weiter als einzelne Coefficienten aus Potenzen 
eines vorgeschriebenen Grades von gegebenen Formen, 
kann also durch Hülfe des polynomischen Lehrsatzes 
immer realisier werden. In partikularen Fallen ist 
aber allerdings eine Vereinfachung gestattet, so daß 
die Totalreihe, welche den Werth von dorstellk, 
in eine einzige nach Potenzen von x fortgehenbe, in 
welcher die Exponenten eine arithmetische Progression 
beobachten, zusammengezogcn werden kann. Die in
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der Lehre von der Substitution gegebenen Bedingun« 
gen, unter denen die Tokolfeihen, welche durch Subsii- 
trttisn von Reihen Ln Reihen entstehn, sich zu einer 
einzigen, ähnlich gebildeten, vereinigen, könnten sog^ich 
diknen, um diese p^rticulärcn Falle weiter zu entwickeln.

Es mag nur einer von diesen Fällen, als Beyspiel, 
in, genauere Betrachtung kommen.

Wie vorhin sey P (x)^Xx^-j-Xx«4<ä..-^Xx«*ra '

und -j- . . -s-
Man sucht, durch eine Reihe, die nach Potenzen von 
x fortgehn soll, unter einer Voraussetzung, welche 
für diese Größe eine Reih? barbieret, in welcher die 
Erponenttn als Glieder einer einzigen arithmetischen 
Progression erscheinen.

Nennt man, wie vorhin, u, so wird,
durch Umkehrung der Reihe für (^), der Werth 
von durch eine nach Potenzen von u fortschreitende 
Reihe gefunden, deren Exponenten nach der Pro- 
grefsion -j- u. s, w. fortgehn. In dieser 
Reihe soll statt u die erste angenommene,
Xx«-i-Xx"*^.. fubflituirt werden. Die ein
fachste Voraussetzung, unter welcher die aus dieser 
Substitution entspringenden Pattialreihen sich würcklich 

vereinigen ist, daß ä F sey (pa§. zzo). Nennen

wir, zur Abkürzung c, mithin cL —e/3, so ist
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also die zu lösende Aufgabe folgende. Es ist Xxcs 
i r i r

Maü sucht durch eine Reihe die nach Potenzen 
von x fortg-ht. Heißt, wie vorhin, die zweyte 
Reihe u, so gibt die unmittelbare Anwendung der 
Reverstonsformel für x" eine Reihe, nach Potenzen 
von u fortgehcnd, deren kteä Glied allgemein durch 

u —z— -"'-gedruckt

werden kann. Nun will man noch in dieser Reihe 
sür u den Werth Xx<^-s-Xx°6*^ .. fubstl* 
tuiren. So entsteht aus jedem Gliede von ihr eine 
neue Reihe, die sich aber mit den andern zu einer 
einzigen Totakrcihe vereinigt. Zu dem rten Gliede 
dieser Totalreihe, welches enthalten muß,
tragt jtdes Glied der ersten, nach Potenzen von u 
fortgehendcn, vom AnfangFgliede an, bis zum rten 
einen Theil bey, mithin das kteMed, welches

n >j< d z

u—/z— in sich schließt, den Kren Theil zu jenes 
gesuchten Gliedes Coefficienten. Es ist aber von 

r i»4<LL
u —(Xx -s- Xx das Glied,
welches x"«-*«-rä enthalten wird, in seiner Reihe das 
(r-k)te. Sein Coefficient ist, in allgemelnen 

z» Ii r-ItZeichen ausgedrückt, ^X. Man multiplicire 
n

ihn mit dem Factor, welchen u bey sich führte, 
und man hat sür den Coefficienten des rten Gliedes
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derjenigen R^ihe, wodurch sich x" berechnen läßt, 
' de.. gten Theil

n -f- b k n "si si ,

V n -si si
Will man nach dieser Formel einen einzelnen Cokffi- 
cierrem berechnen, so bestimme man zuerst seine 
Zahl, r. Alsdann sitze man, ohne sie weiter zu 
andern, für si allmälig alle ganze Zahlen nach der 
Reihe, auch o mitgerechnek, und man wird die successi- 
veu Gli-der des Aufdrucks, welcher den gesuchten 

' Cocjsi-Leuten bildet, erhalten.
Wir wollen uns begnügen, von den unzähligen Auf

gaben deren Auflösung durch die Reversion der Reihen 
möglich wird nur eine partikuläre, ^ber für den Ge
brauch höchst wichtige, in nähere Betrachtung zu ziehn. 
Die Auflösung der Gleichungen höherer Grade, durch 
geschlossene arithmetisch^ Ausdrücke, die, aus den 
Coefswirnten der Gleichung gebildet, den Werth ihrer 
Wurzeln darzustellen vermögten, steht nicht in unsrer 
Gewalt. Aber Reihen zu erhalten, wodurch der Werth 
dieser Wurzeln aus jenen Coefficienten entwickelt wer
den kann, wird uns auf vielfache Weise möglich seyn.

Die Form einer Gleichung sey

k
Man traneponire irgendein Glied derselben, sx""'*, -
wo etwa durch Unterstreichen ongedeutet werden mag, 
daß dieses Glied auf der vorigen Seite nicht mehr 
Vorkommen soll
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aX " -s- LX 3 X "-2 . . -s- s X . . -j- A — - L, X -t-lr

Man befreye dieses transponirte Glied, durst) Dioinon 
auf beyden Seiten, von der Potenz der Hauptgröße, 
weiche tn ihm verkommt. Die dadurch entstandene 
Form behält die vorige Progression der Exponenten, 
denn weder die gleichgroße Verringerung der anfang« 
ticken Exponenten, noch das Wrglasseu ejües von 
ihnen, kann darin eine Aenderung herverbringen
2X^ -s- ÄX^> .. -i-3X"ss-3X^ ..

1«
Nennt man also nun - s — , so hat man ossenbar 
durch eine Reihe ausgedrückt, die nach Potenzen 
von x, mit arithmetischer Progression der Exponenten, 
fortgeht, und es kann durch unmittelbare Anwendung 
der Revsrsionsformel, aus ihr x, durch eine Reihe, 
die nach Potenzen von , d. h. nach Potenzen 
von - u fortschreitet, erhalten werden.

Ob man die Reihe, welche sich umkehren soll, 
steigend oder fallend anordnen will, bleibt der WLLlkühr 
überlassen; beydes ist gleich möglich, da die Zahl 
ihrer Glieder völlig bestimmt ist. Man kann also 
den Werth von x nach Belieben in einer steigenden 
oder in einer fallenden Reihe erhalten.

Man kann auch, chs man zur Umkehr,mg schreitet, 
auf beyden Seiten der Gleichung mit einer beliebigen 
bestimmten Zahl dividiren, und so auf der einen 
Seite die Cokssicienten, auf der andern die Größe, 
welche x heißen s^/ verändern. Am bequemsten
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für die Rechnung im Allgemeinen wird es seyn, wenn 
man das erste Glied der noch Potenzen ron x geord
neten Form durch Division von seinem Factor befreyt; 
also auf beyden Seilen mit a, wcnn man fallend, 
mit s, wenn man steigend geordnet hat, Uvidirt. 
Die Reihe, welche x auskrückt, wird im ersten Falle 

k
nach Potenzen von - in andern nach Potenzen a

K

von - fortschreiten, 
s"

Da es offenbar willkührlich ist, welches Glied der 
Gleichung man tranöponiren will, und also, bey 
vollständiger Durchführung der Arbeit jedes genommen 
werden kann, so lassen sich auf diese Weise soviel« 
fallende, und ebensoviele steigende Reihen erhalten, 
als der Grad der Gleichung Einheiten hat. Damit 
ist freylich keinesweges gesagt, daß jede andve Reihe 
einen andern Werth von x geben werde, da es im 
Gegentheil sehr wohl möglich ist, die nemliche Größe 
durch mehrere, ganz verschiedene Reihen auszudrücken, 
sobald die eine dieser Reihen eine andre Hauptgröße 
erhalt, nach deren Potenzen sie sortgeht, wie die 
andry. Es wird vielmehr unter den steigenden und 
fallenden Reihen insofern einen Unterschied geben, 
daß die eine von den Wurzeln der Gleichung eine 
größere oder geringere Zahl, als die andre, auödrückt. 
So entsteht z. E. die Kte fallende Reihe aus der 
Umkehrung von



r 4n

r r I, k
ÄX^-j- 3X0 -j- ZX'^ -ch .. ÄX^^ —-a.

Ir
Sie schreitet nach Potenzen der Größe - 3 — fort, 
und zwar, dem allgemeinen Gesetze der Reversier, 
gemäß, enthält sie in ihrem Anfangsgliede eine Potenz 

von -L, deren Exponent - seyn wird, in ihren folgen» 

Gliedern enthält sie Exponenten, dir alrmälig immer 
um eine Einheit höher werden. Offenbar aber 

r k
schließt I — sooiel verschiedene Werthe in sich, 
als k Einheiten enthält. Eine Reihe also, welche auf 

die Form -j- v zurückkommt,
gibt, wenn sie in ihrem ganzen Umfange genommen 
wird, sür die Größe, welche sie auedrückcn soll, eben- 
soviele verschiedene Werthe.

Kommt eö folglich nur darauf an, für jede Wurzel 
einer gegebenen Gleichung eine Reihe zu finden, so 
ist es hinlänglich, wenn man eine fallende haben will, 
von der Form der Gleichung das lezte Glied zu 
transponiren, und also
sx" -j- »x" ,, -s- «x^.. -j- sx * — - L 
umzukehren: die daraus entstehende Reihe wird in allen 

ihren Gliedern den Factor ('a) "gemeinschaftlichhaben, 
und also, wenn man die n verschiedenen Werthe ent
wickelt, welche er annehmen kann, eben so viele für x 
darbieten. Will man hingegen steigende Reihen er
halten, so tranSponire man da erstes Glied der
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Gleichung, sehe also ax'"-f-ax r),. —-s
Die Reihe, welche alsdann, nach Potenzen von a fort
gehend, den Werth von x ausdrückt, wird alsdann 

ln allen ihren Gliedern den Factor (-s) gcmtin« 
schäftlich enthalten, und also insofern für das, was sie 

> ausdrücken soll, n verschiedene Werthe darbieten.
Man brauchte also eigentlich keine andere Reihen, 
als diese beyden, um für jede Wurzel der Gl-ickung 
sowohl eine steigende, als eine fallende Reihe zu 
erhalten.

Wenn man aber diese Reihen zur nähernden 
" Berechnung in bestimmten Zahlen gebrauchen will, so 

muß die nähere Untersuchung, ob sie die gehörige Conver- 
genz besitzen, über ihre Anwendung entscheiden, und kann 
vielleicht nöthigen, ein^ von den andern Reihen zu 
nehmen, welche aus der Trankposition andrer Glieder 
in der gegebenen Form der Gleichung entsiehn werden. 
Ja es kann sogar der Fall seyn, daß jedes einzelne 
Glied einer solchen Reihe eine unmögliche Größe 
wird. Wenn die Hauptgröße wonach sie fortschreitet, 
eine negative Zahl ist, und von ihr eine Potenz, 
deren Expvnenc ein Bruch, mit geradem Nenner ist, 
berechnet werden soll, so sind alle Werthe desselben 
unmögliche Ausdrücke. Es gibt unter den fallenden, 
und ebenso unter den steigenden, nur eine, bey welcher 
dies nicht der Fall seyn kann; diejenigen nemlich, 
wobey die nach der Transposition übrig bleibenden 
Formen mit x^^ oder x anheben, weil bey ihnen,
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der Reversionsformel gemäß keine Potenz, welche einen 
gebrochenen Exponenten enthielte, zum Vorschein 
kommen kann.

Alle diese Verachtungen gestatten und verdienen 
eine ins Einzelne gehende Ausführung, welche in einer 
vollständigen Theorie der Gleichungen nicht fehlen 
darf, hier aber, als Beyspiel von dem Gebrauch der 
Reversionssormel, nicht an ihrer Stelle seyn würde.
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Erste

Dle Brnsmialcoefficienten der ersten

Die Zahlen der nebeneinanderstehenden Columnen ge» 
successiven ganzen positiven Potenzen; vertical genommen, 

ven ganzen pegativen. Die ganze Tabelle pflegt
Pot.! 'V -2B --B! - «B

O 1 I !i 1 i i i 1
I I 2 3 4 5 6 7 82 I 3 6 12 15 21 28 36
3 1 4 12 22 35 56 84 122
a 1 5 15 35 70 126 212 330
5 I 6 21 5d 126 25,2 462 792
6 I 7 28 84 212 462 924 I/I6
7 I 8 36 122 3ZO 792 1716 3432
8 I 9 45 165 4)5 1287 3023 6435
9 I IO 55 222 7'5 2OO2 5025 H442

12 I H 66 289 1221 3023 8208 194481 I I 12 78 3">4 IZbZ 4368 12376 3'824
12 I 13 9l 455 1822 6-88 18564 50388
13 I 14 105 562 '2Z8O 8568 27132 77520
14 I 15 120 680 ZO6O 11628 38/62 116282
15 I 16 13b 816 3S?6 15504 54264 170544
16 I 17 153 969 4845 20349 74613 245157
17 I >8 171 1140 5985 26334 122947 346104
18 I 1Y 1^2 i3Zo 73 l 5 33649 134596 480722
19 I 22 210 1540 8855 42524 177122 657822
20 I 2l 2Z1 1771 12626 53130 232232! 888032
21 I 22 253 2224 12652 65782 2962121184042
22 1 2 g 27Ü, 2ZO2 14950 80730 376740 1560782
23 ij 2g! 30s 2622 17550,. 98282 475022 2035822
24 i 25? 32512925 20475' 593775 -629573
251 1 26j 35'^276 2375l! 142526! 776281.3365856
26 i 27j 378 3654 274051109911! 926192 4282248
27 1 28 i 406 4260 31465 221376' 1127568^5479616
28 1 29

30!
435 4495 35962 ^7ZZ<>. ,344924 6724522

2yj i 465!4962 42922 278256!I623I62! 8347682
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Tabelle.

Potenzen mit ganzen Exponenten.

ben, diagonal genommen, die Binomialcoefficienlen d-r 
und dabey mit abwechselnden Zeichen, die der succejsr- 
die der figurirten Zahlen genannt zu werden,

I -»B - "B - --B -"B
i i 1 1 1
9 ic n 12 13

' 45 55 66 78 , yi
165 220 286 364 455
495 715 IOOI '365 ' 1820

1287 2022 ZOOZ 4368 6188
ZOOZ ZOOS 8008 I2Z7b 18564
6455 H440 19448 31824 50'388

I287O 24ZIO 43758 75582 125970
243 10
45758

48620
92378

^2378 
184756

167960
352716

293930
646646

75582
125970

167960
293930

352716
646646

705432
1352078

1352078
27041562QZ49O 497420 1144066 2496144 5200300

319770 817190 1961256' 4457400 965770049OZ14 1307504 3268760 ' 7720160 17383860
735471 2042975 53'1735 13037895 30421755

1081575 3124550 8436285 21474130 518959385562275 4686825 IZ12Z1IO' 34597290, 86493225
2220075 6906900 2OOZOO1O 54627300, 141120525
3108105 10015005 30045015 84672315 

129024480,
225792840

4292145 14307150 44352165! 354817320
5852925 20160075 64512240, 193536720' 548454040
7888725 28048800 92561040! 834451800

10518500 35567'00 1Z1 1281401 41722590^1251677700
13884156! 52451256! 183579396 600805296-1852482996
18156204,'. 70607460 154186856! 854992152 2707475148
23535820,' 94143280 7;48330i36 1 2OZZ22288 3910797436
30260340! i 24403620 72738756,'1 676056044 558685'^480
38608020 i 63011640 ( 35745396 2311801440 7898654^



4»6

Die zehn ersten Glieder einer unbestimmten Potenz 
eines möglichst allgemein ausgedrückten Polynomiumö 

- » enthaltend.

n 6)

A^x^^ .
-j-«B3'^ 

2 <2 b 5
-i-"Eä"'^^2 0 0

3 iZb^v
-I-" 9^/4" t> e6

-j-

' se-

2)Ä cl
4

3 
d^c

. 6

L

-j-"Ba'"s
2 s2bä .x^n*4r

^!r
2 /2 i> L

, »D^-2-2c f 
l-cts

3 (Zb-k-^-zb^e
,6bos 

^bö- 
sZc^ll

4
-^-nB^<^2t>2cä

. nc?r n-z^^ X^*5S
-z-^Z be2

S lZb^ä
'5 ^lo e

6
^4d^c

5
-^-»BL"7.b7 .



4l7

,z6^k 
z <2ob^<:o

g (rbli

' ^2ä k
(

3 X^bor
>»Ba"7<6b6o 

^Z<- ä -
s4b^k

4 VlLb^oo

F^L oe^t^

x"^*3r

-Aokro-ö
^Sbo*

7 /7 ^6,1
(2r i)b<;2

8 zd^e
-j-»BL" 0 d >r

X^*S^

/ 2 K K.
2 X2 e 1

6 iöb^ä

8

^n/r^ro»

12 tr^vL 
isb^ctk 
tzbr«»
12 K «2/

xn^sr

!i2 beä^

1,4 v^ä

4o^s
(ß ä"

s5b^ß 
2ob^vk

^Zob4«r2e 
Izob^cä^ 
jzo k <;3 ä 

<-ö

Dd



4lS

6I>S

,56^2
XN/ZH"0Z,

7 ^7d^o
, n^n-7^2dSc<1

8 /ßb 7 ä

y
9 dbe

IO

blo

^nL^tvL

U. s.. W-.

Dritte Tabelle.
Aur Umkehrung der Reihen

Es sey
-xk -^- bx^*^ ex s- Ist x*

_ n n m
-s- L ß. X

— "1 NNI, m»

^.(n ^<,2r»^s)

/ -(^*23^ 2/?)
-------- - ---------^2

nm L
X s <s

t-s /Z ä 
! ^,(n4<Z^2^)

---- ,?bc
-f-B -s- 

t -(n^Z^z/r)
-(n*5^____------------------------^—^3

. 2 . 2

NM -s- znrr



4'9

/Z .6

»m 4m!

(n*4^*AXn^^k<2^ ------- ^2^
X /; -^ B

- I . 2. /- 2 !
-(n^4I>4<4/r4 ,

^,2^Z./zr '

s .5
0^5^»^)a  /2de 

— /;-------------------------- . ^2o6
X -(n*S^M /Zdrä 

-----« (Zbo^ 
1.2.^^--------------------------------------------f

1.2.Z/Z3
<n4«5^5^)

u, s. w.



Druckfehler.
x-ß.82. in den - letzten Zeilen für lies f.x I.7:

in der lerren für 4« , lies —
— ,42. Z. 9. v. u. f- — 4< p l. — r * P 

— 162. — ro. v- u. f. o l. 0

— »74. —' 2. f. l. 
3 r

174 — 4- V. N. f. l. x
,7 -7. -u^ k^'

— ^77. —>» Vm in Vm
1 . 2

— »82. -r. v.u. f. kB*xr l. kYx-
- »86. -2. f. l(-r) l. (k-r) 

2 3
— L f t*kB l. k*--B .

- »9/. -,o. f. ß-lc l. 8-k*r, und ebenso ^^s- 
_________ _ v. u. f. l. fr-L); f."'S l. kB

_ 7. v. y. f. k >i" l. r * » und Z L. v. U. f. k 4" t. 4 
— »98, 244, 245, 259 gehört neben c noch p
— 2rZ. — 6. f. (2ri-2) l. (2n-r)
— — — 7. s. (2n-3) l. (2r>-2)
- 222. -r. v. u. f. l 2)
— 249. - 7- v. U. gehört L »der k

r 4- > 4<
— 264. — 7. v. u. f. 4 ' s 7 
- 266. -9. s- *2(7)^^ ^2(7)^

— 280. 
- 2Z2. 
— L97. 
— 293. 
— Io». 
— Z07.
— 3'19-

— 323. 
— 330.

— 33*. 
—- 333. 
— 334. 
— 344. 
— 352.

— 2. f. 2 n - r l. 2 n 4"
— 7. für die Zeichen - - —, 4< !U setzen —, 4*'
— 5, f. e » l. e
— 6. U- f. 2 nrv l. 2 n ?r »
_ y u. f- eos 2 l.' cor t-
__7. f. b) » l. b 4^— 1)

— 9. V. U. f. l.
-»o. v. u. f. öö- l.

-s. «. u.f. ^l.-L 

--.f.
f. l.

— 7. v. u. f. l.
— 9. v. u. l. nach —, * >r
— 7, f, ksS l.
— 0. clel. «4<l^ 

k

— 359 
— 463. t—„.«v. U- f. 3 l. 3 
- 395. ^-r°. v. «. f^4 l. * 

-i. LoQ — 9^-- S — l> —

r, l.^, r-, r-, r- 
Ar ____

xr- -







l^ox

!009



KV.Z55Z
nr invv. 4V21


