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Es ſcheintmir“niht "ünzwe>mäßig,daßichhierkurz
diéHaupterförderniſſéangebe, die meinesErachtensein

Lehrbuchder JrnifinitéſimalrehnungfürAnfängerund

zum! Selbftunterrichte‘habenmuß.Durch dieſeAn-

gabewird!“-derGeſichtspunktfeſtgeſtellt,aus welchem
ih mein “Werkchenbetrachtetzu ſehen“wünſche. |

“77 Die Gruündlehrenmüſſenſi{<unmittelbarund

ungezwungen an die Lehren der Analyſis‘endlicher
Größéênanſchließen.“Siemüſſenſodargeſtelltwerden

können, daß fieauchdem Anfänger,der die nöôthigen
Vorkenntuiſſehat,vollkommendeutlichſind.Die La-

grange{<e Begründungsartder Differentialrehnung
chéintnix dieſeVortheilezu gewähren,und ih habe
ſiedaherin meinem Werkchengewählt.

2, Oftmüſſen“allgemeineSäbe dur vorläufige,
die darin enthaltenenVorſtellungenfixirende,ſpecielle
Fälleeingeleitetwerden, Jusbeſondereiſ es bei den

Béwéiſenbisweilennöthig,daß man ſi<hvom Be-

ſondernzum Allgemeinenerhebe.Jch verwahremich
hierbeiaber ausdrú>lihgegen dieMeinung,alswolle



VI

ih den unvollſtändigenJnduktionenin der Mathe-
matikdas Wort reden, Der Beweis muß, wenn man

vom Beſondernzum Allgemeinenaufſteigt,jedesmal

ſoweit fortgeführtwerden, bis der allmälihſicher-
weiternde Bli> denſelbennah ſeinerganzen Allge-
meinheitüberſieht,Bisweilen muß auh dem Allge-
meinen ein BeſonderesSchrittvor Schrittparallel
laufen.

3. Die ganze Kettevon Vorſtellungenmuß leicht
von ihrem-Anfangebis zu ihremEnde überſehenwer-

den können. Alle Sâäbealſo,welchenicht-Funda-
mentallehrenoder:für den Zuſammenhangund die

DeutlichkeitweſentlicheVorſtelungenenthalten,müſſen,
ſointereſſantſieauh an ſichſeyn,möôgeu,-ausgeſchloſ-

_ fenbleiben, Der ganze Vortragmuß kurzſeyn„verz
ſtehtſichjedo<,ohne die Geſebeder Beſbimmtheit‘undDeutlichkeitzu verleben,

Ob dieſeAnſichtenrichtigſindund mein,Werkchen
denſelbengemäßabgefaßtiſt,das zu beurtheilenüber-

laſſei< Männern, welchenichtbloßMathematiker
ſind,ſondernauchLehrer,. die bei allem Unterrichte
ſicherinnern,daß.ſieSchülerwaren, und die ſichauf
den Standpunktund in dieLageder Anfänger,welche
ſichſelb|unterrichtenwollen,zu verſebenwiſſen,

Frankfurta, M,den 18, April1826.

Der Verfaſſer.
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Erſter Abſchnitt.
Einleitungin die Differentialrehnung.

Erſtes Kapitel.

LAUT Len 90 FU t 10 ne A

C. 2 SEXE; EineGröße heißtunveränderlichCbe-
ſtändig),wenn ſieden Werth, den man ihreinmal beigelegt
hat, behält;ſieheißtveränderlich,wenn ihrjederbeliebige
Werth zukommt. i i

Gewbhnlichwerden die unverändexlichenGrößendurchdie

erſten, und dieveränderlichendurchdieleßtenBuchſtabendes
lateiniſchenAlphabetsbezeichnet.

2 Ell. Eilt Funktio verakdetliher
Größen heißtjederGrößenausdru>,der auf irgendeineAxt
aus dieſenveränderlichenund aus beſtändigenGrößenzuſammen-
geſeßtiſt.Jſtz. B. y = a+bx, #1. 2 = ax+by+cxy,
#0 iſtim erſtenFally oder a4 bx eineFunktionvon x, und

im zweiten2 odex ax + by+ cxy cine Funktionvon x U- y.

$. 3. So wie ſichdie veränderlichenGrößen in einer

Funktionverändern, ſoverändertſichdieFunktionſelbſt.Eine

FunktioniſtalſoſelbſteineveränderlicheGrößeund ihrWerth
hângtvon den Werthenab, die man den veränderlichenGröſ-
ſenin ihrgibt.

EL $ Mln

3, 16
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$. 4. Wenn y eine Funktion von x iſt, ſo iſtauchum-
gekehrtx eineFunktionvon y.

I| z. B. y = a+bx, ſoiſtauh x =
2,

$. 5. Ju einerGleichungzwiſchenmehrerenveränderlichen
Größeniſtjededex letzterneineFunktionder übrigen.

Es ſey z+ B. 2 = ax-+-by+exy, 0 iſtauh x =

z— by Z — ax

a+ecy!
UU. y ==

blcx
2

$. 6. Erkl. Eine Funktionheißtalgebraiſch,wenn
ſieſichduxch-eineGleichungvon cinem beſtimmtenGrade dar-

ſtellenläßi.Algebraiſhſindz. B. die Funktioneny =

+ V/ (ax—x?) u. y? = ax — x2, Eine Funktionheißt
tranſcendent, wenn dieAusdrü>kungderſelbendurchdie
Größe, von welcherſieeineFunktioniſt,immer eineGlei-

chungvon unzähligvielenAbmeſſungenverlangt.Ein Sinus

z. B. kann durchſeinenBogen und einLogarithmedurchſeine
Zahl nux vermittelſteinerGleichungvon unzähligvielenAh-
meſſungendargeſtelltwerden. Ein Sinus iſtalſoeinetranſ-
cendenteFunktionvon ſcinemBogen, und einPg ite von

ſcinerZahl.
$. 7. Erkl. EinealgebraiſcheFunktioniſtentwederx a-

tional, odex irrational. Sie iſtrational,wenn die ver-

änderlicheGröße unter keinem Wurzelzeichenvorkommt;und
irrational,wenn ſieſichunter einem ſolchenbefindet.Rational

iſt-¿.-B.die Funktiony=ax—x?, und irrationaldieFunk-
tiony =a+1/ (ax— x2),

:

$. 8. Erkl. Eine algebraiſcheFunktioniſtgebrochen
oder ganz, je nachdem die veränderlicheGröße als Diviſor
vorkommt, oder nicht.Gebrocheniſtz. B. die Funktion

TT und ganz dieFunktionax —x?.

$. 9. Erkl. Eine algebraiſcheFunktionX von x heißt
geſondert, wenn ſiedur einereine,und ungeſondert,
wenn ſiedurcheineunreineGleichunggegebeniſt.Die Funk-

#



E

E

n

tion X2:=—ax— x2 iſ geſondert, und dieFunktionenX? =

axX — x2, u, X35 = ax2X2+ bxX — cx3 ſindungeſondert.
F. 10. “Exkl, “EineFunktionheißteinförmig, wenn

ſiefürjedenWerthderveränderlichenGrößeinihrnur einen,und

vielförmig,wennſiefürjedenſolchenWerth mehrere Werthe

erhält.DieFunktiony=ax
— x? iſteinförmig,und dieFunktion

y =+1/ (ax—x2) vielförmig, beſtimmter,zweiförmig.
F. 11. Erkl. Eine Funktionläßtſichoftauf verſchie-

dene Weiſendarſtellen.Die Funktion(1+x)® . B. kann

auch.unter -

der Form 1+ 3x+3x2+ x? dargeſtelltwerden.

Die Darſtellung- einerFunktionunter einer andern,als der

Form, untex welcherBegegebeniſt,heißt
die Verwandlung

derſelben.

Zweites Kapitel.

Verwandlung der Funktionen in Reihen.

C 12, Erkl.Eine Reihe iſt.cineMenge zuſammenge-
hörigerGrößen CGliedex der Reihe), deren jedenach

einem,allendieſenGrößen gemeinſchaftlichen,GeſeßeCdem

allgemeinen SILEdex Reihe)

M „wird,Eine
Me

=

MO
Reihe iſtz.B. ———+—— + - <- ZA!Jhrxalls

nE
ad

gemeinesGlied i+ —
EL

$. 13. Jſt das allgemeineGlied einer Reihe bekannt,
ſo läßtſichdieſelbeſoweitfortſetzen,als verlangtwird.

$+ 14. Exkl, EineReiheheißtdivergent,oder conver-

gent,jenachdemihreGliederiimmergrößer,voder-immerkleiner

werden. Die Reihe124-3 4+... iſdivergent, und

dieReihe14 >+ {+ 4+...convergent.
g. 15. Erkl. Eine Reihe,dieúachden Potenzeneiner

Größegeordnetiſt,heißtſteigend,oder fallend,jenach-
dem dieExponentendex Potenzenzu - oder ‘abuehmen:“Stei-



a = au

gend iſt‘dié”Reihe1+ x + x2 x4 vi- / fallenddieReihe
x5 4 x4 4 x3 + x2

$. 416. Erkl. EineReiheheißtewdlich,wenn ſieab-
bricht, und unendlich, wenn ſienichtabbricht.

I VerwandlungalgebraiſcherFunktionenin
Reihen.

A. Ueber die Verwandlung rationaler, gebrochener al-

gebraiſcherFunktionen von Einer veränderlihen Größe
in Reihen durch die Diviſion.

Fg.17. Aufg. Man foll den Bruch — dur <<

fortgeſeßteDiviſion in eineNeiheverwandeln.

Aufl. Man dividixenach den bekannten Regeln.
Diviſor

|

Dividend Ouotient
i

EE 1+xÞ+x2 +x 4...
1— x

1ſtexReſt4 x

X — x2

2ter Reſt+ x2

x2 — x3

ZzterReſt+

x3

N its

Mau hatalſo

x+ xp FW +..
17x

56.Se EL für <
gefundeneAusdruckinalſoeine

Reihe, derenideriéinesGliede: 4
So weitaber dieReiheauchfortgeſetztwerdenimag, o iſt

1
ſiedochniegenau=

TEE
Man ſetze,das letteder gefundenenGlieder dex Reiheſey

x0, ſoiſtder n+ 1ſteReſt+1, Alſomüßte, wenn man den



— TT —

Werth des = genau haben wollte, den gefundenenGliedern

y

s

xn 1
Z

der Reihe nah der Bruch
————=beigefügtwerden.

$. 19. Exkl. Eine Größe, welcheeiner Reihe , damit dieſe

vollſtändigwerde , nohbeigefügtwerdenmuß, heißtderReihe
Ergänzung.

$. 20. ZweizunächſtaufeinanderfolgendeGliederderRei-

heſindallgemeinx", +1, Und‘dieReiheiſtconvergent, wenn

xn+1 A x,

alſo:% 115,4 -

und-ſieiſtMaengent,wenn
z x0+1 > x3,

i acs 0:5 <4 iſt, i

C If;das lebtederkgefundenenGliederxD,ſoiſtdie
n

ErgänzungEtE iſtdas letzteder gefundenen“Glieder
x 01 ſoiſtft== — JeneErgänzungverhältſichzudie-

ſerwie — lE E
Jt alſodieReihe convergent;alſox einine:Bruch,ſo
«n+ 2 xnn-+-1

iſt
—

. Je méhrxrGliederder Reihe‘alſohier

gtſühtwérdetit,deſtoindiſtdieErgänzungund deſtodil
kommt dieSumme derGliederdeimWerthedes Asas K

IſtaberdieReihedivergent,alſox —1, #0iſt= EL
Je mehx Gliederder ReihealſohierLENEE, deſto

größeriſtdieErgänzungund.deſtomehr entferntſichdie.Reihe

1+x{ 2+ 8 +... von dem Werthe des Bruchs
1

:

:

———————— $

1 — x
:

g. 92. AEdaslebte“der gefundenenGliederx®, alſo

dieErgänzunge ſoverhältſichdexvollſtändigeWerth



E mi

xn+1
der Reihe, ES aj zu! der Ergänzung—— WV

xnt1,

_Jſtalſo die für
-

————-

= gefundeneReiheconvergentund x

einkleinerBruch,ſoE RN die-Reihe.weitfortgeſetztwird,
die Ergänzungderſelbengegen ihrenvollſtändigenWerth ge-
ringund deſto.geringer, jekleinerx iſtund jeweiterſiefortge-

ſebtwing„ftè B. x= 1h Uu.n= 6, ſo verhältſi
E : C7) per HM TOO T7:

— X 1— X-

Wenn aber diei: divergentiſt,o iſtihreErgänzung
gegen den vollſtändigenWerth der Reihebèdeutendund deſto
bedeutender,jegrößerx. iſtund je“weiterſiefortgeſeßtwird.

$. 23. Erkl. Ein® Größe, welchevon einer andern

wachſendenodêr“abnehmenden
*

nichtüberſchritten,oder ſelbſt
uichterreichtwerden, der.ſichaberdieſeandere, ſoviel man

will,nähernkann,heißteine GrenzederRRA“JtdieReihefür—— SRA: ſo iſt
-
— dic

Grenzederſelben.
LA

F201 Wenn x einkleinerBruchiſtund“die Reihefür

= etwas-weit-fortgeſeßtwird, ſokann man ihreErgän-

zung als unbedeutend vernachläſſigen.

-

Beidex -divergenten
Reihe.fürdarf diesabernichtgeſchehen.

‘$.25. Sowohl für dieconvergente, alsfür,die diver-

genteReiheiſkdas Verhältnißzweierunmittelbarauf einan-

derfolgendenGlieder= «2: ti =

1

: x, Da nun x o
kleinoder ſogroßangenommenwerden kann, als man will,
ſokannman durchgehörigeAnnahme der Werthe fürx be-

wirken,daß von zweinächſtenGliederndas folgendegegendas

vorhergehendeſo klein,oder ſo.großwerde, als man will.

$. 26. Man nehme an, x werde immer kleinerund
fleiner, odernähereſichimmer“ fortder Null, dann wird



jedes Glied der Neihe fürExa Bedeu ſeinnächſtvorhergehen-|

des immer kleinerund fleiner:undaiainBeziehungaufdaſſelbe
als unbedeútendaußerAchtgelaſſenwerden...So. ergibtſich

alſodaßſichdieReihefür—— bei fortwähtenderAbnahme

des x immer mehr ihremerſtenGliede1 “nähertund daßalſo
dieſesGlied,bei der gemachtenVorausſeßung,“dieGrenzeder
Reiheiſt, was auchdaraus erhellet,E beicinérimmerfort-
gehendenAbnahmeDES S6 VEE Bruch

-
———

- inùmermehrder

Größe 4 nahekommt...vi

$..27. Sehtmanfürx Zahlen,dielen1-immer näher
fommen,ſowird dex Unterſchied1—x immer,kleinerund.alſo
der Quotient — immer

R
Es ‘iſt:z¿:V.Fae

rt

x = Teor 1 —X.= 7000 Ue
TL——1+A FAL s,

;

Sis 1
= ov00/,1— X= 1700s u = GI ET

=4 = 9, =1 +1 + 1+...

F. 28. Erkl. Eine Größe nimmt unendlichzu oder

ab, jenachdemſie,bei ihrerZu- oder Abnahme,größeroder
kleinerwerden kann, als jedenoh ſogroßeodernohſokleine
beſtimmte Größe ihrerArt. y

Erkl. Wenn eiue Ee zu Null wird, ſo heißtſie
verſchwindend.

$. 29. E man in
;

74 A
= 1x FS1— x

das x= 4,0 erhältman
2= 1724er

Bei dieſerReiheiſtmerkwürdig,daß jedesGliedderſel
ben-gleihder Summe allerfolgendeniſt.
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i

Hat man alſoeineReihe,in welcherjedesfolgendeGlied

weniger,‘als‘dieHälftedes nächſtvorhergehendeniſt,ſo be-

tvágtjedesGlied“mehr,als’allefolgendenzüſämmengenommen,
nd das,um was tin“GlieddieSumme der folgendenüber-
trifft;‘iſt-in-Vérgleichmit dieſemGlieddeſto

diiajeſchnellerdieAbnahme.der Gliederiſt.
 $+.-30. -Nehmenin der-Reihe;

A 4 Ba jsCxb:+Vxe+ Zs

‘dieExponentend,ſowie ſieauf.einanderfolgen, zu,ſo fann

x immer ſoangenommenwerden, däß jedesGliedder Reihe

weniger,als die Hälfte des nächſtvorhergehénden®"iſt.
Denn nimmt" män auh dew“ungünſtigſtenFall “an, der

hiervorkominenkaun’/uid welcher‘alödannſtatthat, weiin ‘in

zweizunächſt-Fuf-einanderfolgendenGliedernPx, Qx4 der

CoefficientQ von dem CoefficientenP das giüßteVielfache
iſt,foergibtſichdoh, daßman’ auchhierden Werthfüx «

derSorderang.gemäßbeſtimmenkann. Seht man nämlich
_QxE2 +. PxP

ſofindetman

AL 0«SP

Jade it didn uxRES _Q
13G

:

-

x4—P SEAS:E
x is |

AS
7 2: 515

E C)
wo g größeriſt,als p

g. 31. Man ſiehtwohl,daß
tan

gu ſoannehmenkann,daß

das Glied Qxs kleinerwird,als—¿ Px, wo n œine#0große
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Zahl bedeuten kann, als man will. Für die Vorausſeßung,

daß Qua kleinerſy,‘als’Px, iſt

E GAT:Ras

Nuniſt Pxp : L . PxP =

4: TEund nfannſogroßan-

genommen werden,daß== gegen 1 ſofleinwird,‘alsman will;

Alſofann no< um ſo“vielmehr QxIinVergleichungmit
PxP ſo fleinwerden , als man will.

$. 32. Nimmt man nun x ſoan, daß Qx4 gegenPxp

unbeträchtlichoder daß von zweiGliederndas folgendeſehr
vielwenigerals dieHälftedes vorhergehendeniſt,ſo fann
die Summe aller auf das. erſteGlied A folgendenGlieder,
als unbedeutendgegen dieſesexſteGlied außerAchtgelaſſen
werden. Bei dieſerAußerachtlaſſungfehltman um deſtowe-

niger„ je kleinerx angenommen wird. .,Alſo.nähertſich,bei

vorausgeſeßterimmer fortgehenderAbnahme des x, dieReihe
A 4 Bxa 4 Cxb + Dxe© +, ¿4 dem A-als ihrerGrenze.

Man kann auchſagen:Ju derReiheÀ 4 Bx + Cx +. i

fann man das x immer ſoannehmen,daß jedesGlied als un-

beträchtlichgegen ſcin‘nächſtvorhergehendesaußer Achtgelaſſen
werdenkann. Bei einer immer fortgehendenAbnahme des «

nähertſichalſo“dié'iledém EO Gliede A als?MEGrenze: i

;

033. Bittaman dieReihe
ARS. 29

Axa Bxb 4 Ce + Dx. ..,

in welcher“diéExponñeñténvon dem exſten-an zunehmen,ſoer-

gibtſich“ſogleich,dáß man dieſelbeauchſo’ſchreibenkann:
Sa (A + Bxb=—a + Cxe—a 4 Dxd<a pi.)

Núünnähertſich,untéxder Vorausſelzungeinerfortgehen-
den Abnahme des x, dex eingeklammerteFaktorimmer mehr
ſeinemerſtenGliedA,>und kanndemſelbenbeliebigund dergeſtalt
nahe gebrachtwerden,daß man die auf A folgendenGlieder
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vernachlä��igen kann. “Al�o nähert ſich,wenn man > als immer-

fortabnehmendannimmt,dieReiheAxa 4 Bxb 4 Cxe +...
ihremerſtenGliede, als ihrerGrenze.

$. 34. Die bisherigenVeträchtungenüber die Grenzen
betreffenFunktionen,in welcherdieExponentenvon x vom

erſtenan zunchmen.Es ſind nun noh, um dieErörterungen
über dieſenGegenſtandvollſtändigerzu machen,Auseinander-
ſchungenhinſichtlichdes Fallesanzuſtellen,in welchemdieEx-

A
von x vom erſtenan abnehmen.

7 $. 35. Die Exponentenin der Funktion
A Axa+ Bxb + Cxc++.

nehmenvon dem erſtenan ab. Maukann dieſe-Funktionauch.
o ſchreiben:(oſchreiben à

|

x9, (Acha:ZE Vogrardinaciò

Mannehmean, zwei zunächſtauf einanderfolgendeGlie-
dérdés‘eingeklänimertenFaktorsſeyen—,- ag - ſdver-

hältſich
LL:

Ka —P Ofers 06 dgr gum imat
2

aP Sad E Xâ —d

36 6s Suo armi
PDP.xP—4 * xP—4’

wop größeriſt,als g, alſop— 4 bejaht.Nun ui man

x-#0:großannehmen,als man will,Dadurchwird.-— 4:4
klein,als man will, Wächſtalſox immer fort,o R ‘jedes
Glied in dem eingeklammertenFaktorgegen ſeinnächſtvorher-

gehendesbeliebigklein„amd in Beziehung_auf-daſſelbeaußer

Acht:gelaſſenwerdeu.„Dex eingeklammerte„Faktor

-

nähertſich
alſo,unter der gemachtenVorausſeßung,immermehrundmehr
ſeinemerſtenGliedeA, als ſeinerGrenze folglichdieFunk-
tionÂxa + Bxb + Cxe +. ¿ ihrem erſtenGliedeAxa:

9.35% Für dieReihe
Aas 4 Bx 4 Cue 4 Daf
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ergibt ſichaus dem bisherigen,für den Fall,daß man nicht
alleihreGliederzuſammenzählenkann oder will,nochfolgendes:

13 Wenn die Reiheſteigend‘iſt($. 15.3, ſp-darfman,
damit ſieconvergentſey,und ihrWerth näherungsweiſegefun-
den werde, für x nur echteBrücheſeen; je kleineregeſeßt
werden,deſtoconvergenteriſtdieReihe.

2) Wenn ſieaber fallendiſt,o dürfen,aus denſelben
Gründen , für x nux Werthegeſeztwerden, welchedieEin-

heitüberſteigen;je größereman ſet, deſtomehr nimmt die

Reihean Convergenzzu.

$. 36. Au fg.Man ſoll

drüd>en.

Aufl. Man dividiremit dem Nenner in den Zählerdes

gegebenenBruchsu. #.w.

u — y / -

TE
durch eine Neihe aus-

u—Y

|

w—ys {ut+ uv + uy + uv + ya

u — uy
LA

Sr aet
uy — uß3y2

Toys
u3y2 — u2y3

"Lo
u2y3 — uy

-+-uy. ys

+ uy4— ys

us ys
HI

2

Es iſtalſo=
ul + u3y + uy? 4 uv3 + y4,

th
$.37 Iſt m einebejahteganzeZahl, ſo iſtüberhaupt

—V
E

z

=S un-1+un—?y+um—3v?+.,a u?ym—3uym—2[-ym-—1
Denn multiplicirtman --

um-1 4 um—2y + um—3y2 =, + u2ym—3_+uym—24-14
mit u —V ri

;

ump um Fun-202þ, bb u3ym—3 f u2ym—2 +uym-1
; —umn—-ly —un—2y2—,, 2. «ArEV A722 e UN

—

LD

ſoerhältmai un — y»,
I
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$. 38. Erkl. Die Weiſe/ wie eintReihenachden’Po-
tenzenderjenigenGröße, nah welcher"ſiegeordnetiſt,fort-
ſchreitet,heißtdie?Geſtaltder Reihe.

aB ydsLehr. Wennman des PEN bx
e LE

Zählerdurchſeinen Nenner dividirt, o erhält
man eine Reihe von dex GeſtaltA4-Bx-+-Cx24+-Dx3+...

Bew. Dividixtman
;

Abr ATE in(O) +x Tyx2+ 0x3 +. nigtEE? Hs4

ar Dxn RN
a a

(2 Ax+Bx24Cx...
Ax xx Cé

ct A

($5)ABER
A%2 Fe

Se

A x3+,..
0/40. 8

ſoerhältman als erſtenTheildes QuotientenZ,DurchAb-

ziehungdes Produkts aus dieſemexſtenTheil und dem

Diviſoxrvon dex Neihe© exhalteman den. ReſtC. Jun
dieſemReſt i� kein Glied,das x auf dec 0ten Potenz

enthält.Es iſtbei der angeführtenSubtraktionweggefallen.
Jn dem NeſtC folgendieExponentender Potenzenvon x von

1 an nah der Ordnungder natürlichenZahlenaufeinander.

Dividixrtman nun in dieſenReſt,‘ſoerhältman SEalszwei-
tes Glied des Quotienten. Was nach der Subtraktiondes

Produktsaus dieſemzweitenGlied und aus dem Diviſor:übrig
bleibt,heiße$. Ju dieſemReſt iſtkeinGlied,das * von

dererſtenPotenzenthält.Die ExponentenderPotenzenvon x în

dem Reſte$ folgenvon 2 an nachder ‘Ordnungder natür-

lichenZahlenauf einander.— Man ſiehtwohl, daß wenn

man weiterdividirt, man als drittesein Glied in den Quo-
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tiénten bekommt, das * auf dex zweiten Potenz “enthält; "daß

der Reſt,welcherbleibt,wenn mandas Produktaus diéſemGlied
und dem Diviſorvow & ‘abzieht>fein Glied hat,welchesx auf
der zweitenPotenzenthält;und daß dieübrigenGliederdes
Reſtesnachden Potenzenx3;x4, xs, fortſchreiten.— Man

ſiehtüberhaupt,daß dex Quotient,den man durch dieDivi-

ſionerhält, eineReihevon derGeſtaltA4-Bx=+Cx2?]-Dx3+
iſt.

B. Verwandlung algebraäiſher Funktionen von Einer

veränderlihen Größe in Reihen durch die Methode der

unbeſtimmten Coefficienten.

$. 39, Erkl. Zwei Funktionen
a+ bx + cx? + dx3 4...
A+ Bx 4+Cx24-Dx +...

heißenidentiſ<,wenn ſienichtalleineinandergleichſind-,
ſondernauch,nachdemman ſienacheinerund derſelbenver-
änderlichenGröße geordnethat, in einerleiGliederneinerlei

Potenzenvon dieſerveränderlichenGröße enthalten. !

$. 40. Lehrſ. Die Coefficienten,die zu eine r-

lei Potenz in identiſchenFunktionen gehören,ſind
gleich.

'

Bew. Es ſey
a+b a++. = A Bx + Cx2 + D+,

Die Gleichheit"dieſer"beidenFunktionenmuß für jeden
Werth des x, alſoauh für x = 0 ſtattfinden.Nimmt man

nun an, es ſeyx = 0,ſo fallenalleGlieder,die aufbeiden
Seiten der Gleichungx

*

énthalten> weg, und es bleibt
alſoa = A. Jſtaber’a = A, ſomuß auh fürjedenWerth
des x,

|

|

bx + cx? + dx +. = Bx + Cx? + Dx +, .,
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ſeyn.Man -dividireauf beidenSeitendieſerGleichungdurcbx Hierdurchbekommt man

b--ex+ dx +... = BictiCx+DsA
Da nun dieſeGleichungwieder fürjedenWerth:des x,

alſoauchfür x ='0,- geltenmuß „ſo ergibtſichCEEden v0o-

rigenSchlüſſen,daß auh b = B ſcynmuß.

$. q1. Die zuſammengehörigenCoéfficientena u. A, b

u. B, c u. C, 2c. könnenAusdrückefürGrößen ſeyn,die auf
die mannigfaltigſteWeiſe zuſammengeſetztſind,ohnedaß da-

durchdie Schlüſſedes vorigenSatzeswenigergültigwären.

F. 42. Lehrſ. Soll dieFunktion
a4 bz cz224 de =0

fürjedenWerth des 2 zu Null werden, ſo muß jederihrer

Coefficientena, b, c, .…. =90 ſeyn.

Vew. Da die Funktionimmer =0 ſeynſoll,was für
einen Werth man auchdem 2 gedenmöge, ſo muß ſieauch
= 0 ſeyn,wenn .man = =0 ſeßt."Für2 = 0 iſ aber

offenbara = 0. Folglichiſtauch
0+bz-+cz22 +... =0,

oder b-+ cz+dz2 += 0,

Da nun dieſeFunktionebenfalls= 0 ſehnmuß für2=0,
ſoiſtauh b =

:

$. 43. Aufg. Man ſolldie Funktion
eine Reihe verwandeln.

Aae Aus der Lehrevon der Diviſionweiß man „ daß

ſich
=rd durcheineReihevon dev:FormSIGUEDs

NM;
SEE

1k

+ ausdrüen läßt.Man ſeealſo, es ſeyLue A

4 Bx + Cx? + Dx3+, wo „die

-

Coefficienten-A, B,

C, noch „unbeſtimmt,ſind,aber beſtimmtwerden. ſollen.
. Aus der angenommenenGleichungfolgt
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A = (a+ bx) (A 4 Bx + Cx? + Dx3 4.4.)
=— aN + aB

|

x+aC

|

x2FaD

|

x8 +..,

+ bA

1

+ bB 4+ bC

Alſoiſ au /

0= aN +aB

|

x+aC

|

2+aD-| x? +...
— A+bA

|

+ bB + bC

Da nun fürx jedexWerthgeſcbßtwerden kann,ſomußſeyn
aA — HoneY A =+

bA _b
aB+ bA = 0 BF

+ alſoi bB . 224
aC+bB = 0

EMEN Ce—=+>
| rQ@ — bG = Þ3

aD + bC=0..

|

-,

y RE

Folglich I iG

A bA,bA
i

x E BE x AK? eUHeppuu
Das Geſet,0 GA ſichdieCoefficientenA Ve C,«+

findenlaſſen,ſowiedieWahrheitderBehauptung,daß man
deren,o vielman will,nachdemſelbenbeſtimmenfannyiſt
in dieAugenfallend.

SindzweiaufeinanderfolgendeCoefficienten.VBundO,
li EE a-

K n I7

}

4
A Ï

$. 44. Wäre dieFormdévReißé,diemandemSugEE—
gleichgeſeßzt.hat,nichtrichtiggeweſen,ſowäreman heiden
Schlüſſen,die man aufdieſeAlriWye9yseE hat,pueineUngereimtheitgeſoffen,

eN

HRR /

Man ſeteê 2B.

ebe —Ax +Br?4C +
{oit

A= âAx 1 4B
:

+ bA
ic2i4-aC(=:D #.

4B |



und 0 = — A ax + aB

|

x2+ aC

+ bA + bB

Es müßte alſoA = 0 ſeyn.A iſtaber ‘irgendcinean-
dere beſtimmteZahl.

[21

Daß das erſteGlied der füra angenommenen Reihe

nihtxenthaltenkann,ſichtman ſchon,wennman desBruchs

—pe
_

ZählerA durchdas erſteGliedſeinesNenners dividirt.

$. 45. Lehrſ.Erhebt man (x+u) auf die erſte,
2te, 3te, ate Potenz, ſo bekommt man dur< Ent-

wi>lung ;

+= x+ 1.0

(X + u) = x2 + 2xù + u2 i

(x + u) = x3 + 3x20 + 3x02 + u3

(Xx+ u)! = xt + 4x3u + 6x20? 4 4x03 4 4.

Die Exponenten von x einer jeden der hiekrent-
wickelten Potenzen nehmen von dem Exponenten
der unentwi>eltenPotenzan bis 0 ab, und die Ex-
ponentenvonu vou0 an biszudemExponeuten der

unentwi>eltenPotenzzu.Auchi� der Coefficient
des'zweiténGliedes einerjedên entwi>eltenPo-
tenz jedesmal dem Exponentender unentwi>elten
Potenzglei. Es läßtſichzeigen, daß die bemerk-

ten Geſetzefür jeden bejahten ganzen TREN
EN

desBinomiumsx-+u gelten,
Bew. Man-ſete,esſey

G+) =x_fnxt_lu+Bl +Pxtin—2Qu Bun

u. multiplicireaufbeidenSeitendex angenommenenGleichung
mit x+ u, ſoerhältman (x + u#+1 =

x"F1 nu +BxHu?+...+Px3 2+ Qx2u 1Rxſw
+1. +l +. FOS Pra +Qei+Ru+1
Gelten alſodieaufgeſtelltenBehauptungenfürdiente Po-

tenz,ſogeltenſieauchfürdie u 4-4te.

_

Sie geltenaber für
die ate, alſoauchfürdie 5te , 2c.

RS 45

Em

LY

«F

_

>
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$. 46. Sett man x = 1, ſohatman

(1+4+u) = 1+ nu 4 Bu? +... + Pur-? + Quré-1i4-Kund:
6. 47. Aufg. Die Podenz C1+ X) düir><«eine

Reihe auszudrücken, vorausgeſeßt, daß ù tine he-

jahte ganze Zahl iſt.

Aufl. Man ſetze
(1+ x) = 1+ Ax 4+ Bx CN +... CO)

Nun bringeas ſtattx in dieGleichung$ einmal x+u,

u. das anderemalD wás Fededarfsda man Mr
=

Aven
beliebigenWerth ſebenkann.

:

Durch die erſteSetzungerhältman
©“

(14-x4+u)?= 14A (x+u) +B (x+u)? TaeDi. Ai
u. durchdiejhbite

Ct i 2 = 1+A. ZB.C
Aus “parsGleichungergibtſich

PCE n (PHT i

pr —- Ap—1x + Bpr-2x24 Tr e. e

oder,wenn man u ſtattx ſett,
(pP+ u} = p? dl Apu —+-Bpn—2u?+ Cpr—SusAre
Man ſeßep = 1 +x. Das gibt(1x+#um)/ =

(1+) + A(14+x)"—1u+B(1+x%?u24C(1+x)"-303+...(C.)
Folglichiſtaus © u. C

1+ AG) BHC (+ ura «1 =

(+ +A(1+)0+BC75)7?0?- C4 +308 +
Man entwi>le die erſte.Seite-zdieſer:-Gleichung.Man

braucht‘dieEntwi>lungdexPotenzen(x+u)?, +u)3,
wie aûs dem folgendenerhellenwird,nurbis zumweitenGlied
fortzuſeßen.So weit kann ſieaber nah ‘5.‘45.‘gefunden
werden. J<häbe ſieindeſſender Deutlichkeitwegenetwas
weiterfortgeſeßt.DurchdiebemerkteEntwieklungerhältman
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G
i

4+ Ax Au

+ Bx2 -+ 2Bxu + Bu?

-+Cx3 + 3Cx?u + 3Cxu? + Cu3-

|
a
—

(14x)"+A(14x)—u+B.(14+x)"202+4C. (1+) 034, ,, 9
Nun Mtl

©

2

fx) = 1+ Ax + Bx2 + Cx3 +,

Läßt man auf beiden Seiten der GleichungL die gleichen
Größen weg, ſoerhältman

PELE: e

4 2Bx + B [ u2

+ 3Cx? + 3Cx + C

ta
A (t+ 5). u + B. L+ x" 20?+,.

Dividirt“man dieſeGleichungdurchu, ſobekommt man

A

+ 2Bx- + Blu

+ 3Cx2 + 3Cx
|

+ C| u? =

.

+

;

ACG+ x)n-1SE B (1+ u + C+ no
Nun kann u jedenbeliébigenWerth erhalten,“Man ſetze

alſo-u= 0:DadurchGANmáän

A + Wx+30Cx2+4Dx3pl = agr
= AL Eien

Folglich‘iſt.auch
utrba

: (Ah 2086 ANB M
0I)

+5) =Aa+
oder

A -2B
A

ESE 2D E

+ 2B + Dv
A + Aâx + ABX2 —- AC +



Folglich

2B+- A = XA E Qe
3C+2B = AB >3 alſo

(

C = A2
4D 4 3C =AC D= A

E Df, 4. 95> Se GIE

Á

ACA— D AA — D (A—2)
oder A —A BC
e gia

A (A— 1)ES E 3)

Bee 1

Sy iſtE x0 =
A(A- A(A-1)(A- A(A-1N(A-2)(A-

1+Ax+ EPY.ME 1)C
2434 D( DAD,I

Nuniſte,6.15.)A »ſe(1R(n-1 n(n-4 )(n-2 n(1n-1)(n-2 )(n-3Z
Se EA E cLoxi

224
ETA

ME
Sty

6.
¿

Es ſeyx == L ſoiſt4 Fs
n(n-41) n(n-4)(n-2)HzLEA SS A+ JF eS“aL

Alſoan, (1428= (a+ hb)»

= an + nan-1h FSRE 2 . av—2%b2?+ ES u—3hs3e
$. 19. CE Sepeman die Reihe

a+ bx ++cx? + dx3 + ext + : d

auf eine Potenz von einem bejahten ganzen Expo-
nenten, ſo-erhält man eine Reihe, die mit der ge-
gebenen einerlei Form hat.

Vew. Man multiplicire
a+ bx + cx? 4 dx + ext +,

mit a + bx + cx>4 dx + ex +, :

Manerhält hierdur<
E

UC

“è. +t



aa ab

|

x + ac x2 Fad | Fae] x4 a

+ ba
|

+ bb; + bec + bd

‘4 ca + cb + cc

+ da + db

+ ea

Dieſesſeheman =

A + Bx =| Cx? + D838 + Ex4t+.,,

DurchdieMultiplicationdieſerReihemit
a + bx + cx? + dx? — ex2 + ..,

befommt man

aA + aB x +aCl

|

2 +paD

|

Y+aEjx5+4,
+ bA + bB + bC + bD

+ cA + cB + cC (2.)
-- dA + dB

+ eÂA

d. i. eineReiheè: die nach den Potenzen von x auf eben die

Art fortſchreitet, wie a + bx + cx2 + dx3 + ex +...

Setztman nun-dieNeihe(L9.)=

A+ Bx + Co + D838+..,,
und multiplicirtwieder mit

a+ bx + c+ ds +,

ſomuß man, wie leichteinzuſeheniſt,wiedereineReiheer-

halten,dienachden Potenzenvon x auf eben die Art fort-

geht,wie dieReihe.a + bx + cx? + dx83+...

F. 50. Es ſeym einebejahteganze Zahl,ſo iſt
(bx+ cx? + d+...) = (bÞ+ax+de,. n. xm —

(B+ Cx + De +...) m = Bxn4ÞpCxnt1Þ+Dxmn2
7 Hierausergibtſich(bx4 cx + dx3 +... .)1=

Bx + Cx + CS + ..., (bxtc + dx +...) ===

Bxt 4- Cx + Dx4 +... tc.

F. 51. DurchAuszichungder Quadratwurzelfindetman,
VatD= (1+) =1+x—p2+ e —,..

Hierausund aus $. 49. folgt, daß ſichauch
a+, 1+, A+), A+, (1+ x)t,tx.



dur< Reihen von der Form
A + Bx Cx Dx +.

ausdrü>ken laſſen.
DurchAusziehungderKubikwurzelwürde man findeti

(1+) = a+ =1+75 — EB 6

$. 52. Wie man vermittelſtdex Formela? +4 2ab + h*?

dieQuadrat-, und vermittelſtder Formela3-+Za?h+z3ah?+þs
die Kubikwurzelaus einerbinomiſchenGröße 1 + x in einer

Neihedarſtellenkann,ſokann man auchvermittelſtder$. 48.

gefundenenFormel j

anna 1h42)a +, an—3b3 4. . (O)

diente WurzelausderGröße41E x ineinerReiheLSicciin
Das Verfahrenin dieſemFalle,das mit dem Verfahren

-

in

jenenFälleneinerleiiſt,ſetzeih als bekannt voraus. Mir

fommr es hiernux daraufan, zu zeigen,welchesdie Geſtalt
der Reihe“iſt,die man dur< Ausziehungder untenWurzelaus
4 + x erhâlt.

Ziehtman aus dem erſtenTheilder Größe 1 +x

1+ x 1 A
1 LTT +...

N )n(n- 1)x? n(n-1)(n-2)x8
(æ.) FT 2Eg 3 ‘ales

n4-Ax+-Bx2+6) (3.)Ax + Bx3 + Cx4 + Dx5 + Ex6 +...
A'x24B 4C'x4 + Dx + Ex6+,..

(y) +C'x44+Dx + E'x64+.
“rr LSO leni

n+ A'x+B'x24-...:)(F.)B‘°x3Þ Cx 4 Dx54+E/x6 +...
u. . w.

die nte Wurzel,ſo erhältman als den erſtenTheilder ge-

ſuchtenWurzel1. Die nte Potenzvon 1 iſt1. Dieſes1 von

der Größe1 +x abgezogen,gibtx als Reſt. Das a in der

Formel© iſthier= 413alſodas nan=1 derſelbenhier= n.

Dividirtman den Reſtx dur<n, ſo erhältman den zweiten

n(n—1)(n— 2)
SS



“e le ie

Theil der geſuchtenWurzel oder das b der Formel© = Zx,
Aus dem erſtenund zweitenTheilder geſuchtenWurzelergibt

= E 2 eds n(n—1)(n—2)
ſichdas nan-1b + ———

b a E Sh:
E E

x2

2)
x3

VESEE O pie4 RES +
DieſeNeihe, in welcherdieÉiüêntëkvon x “dioeinem
deutlichin dieAugen fallendenGeſetzefortſchreitenund welche
æ heißenſoll,muß von dem erwähntenReſtx abgezogenwer-
den. Der Reſt8, der beider Abziehungdes æ von x bleibt,
iſteineReihevon derForm Ax? + Bx3 + CX +..." Nun hat

man 1+x als den erſtenTheildex geſuchtenWurzel,d. i.

als a der Formel© zu betrachten.Das na"! dexFormel©
wäre alſojeßthier= n (1+ Tx)u1 = cinerReihe von der

Form n + Ax + B24... Dividirtman mit dieſerReihe

in den Reſt 8, ſoerhältman das b in © jebthier= 2.
zy È A A

Nun hatman die Größenx2, (7X) y Sx),... Veſpec-

tive in die Größen n (1+x)n-1,n(n-1)4TB

AeeZ
-1)(0-2454+ Zn, + zu multipliciren.Dadurchbê-

kommtmiReihenvon der Form der Reihenin y. Durch
Abziehungdes y von 8 erhältman F als Reſt.Betrachtet

man nun 1+ Lx+ xsals den erſtenTheil der geſuchten

Wurzel,d. i.alsws
a der FormelO, ſoiſtjetdas nau=1 dex-

- ſelben=n (1+ -TsSeAxoams= einerReihevon derForm

NEBS «

Aus dem Bisherigengehtzur Genügehervor,daß man

ſetzenkann.
n

(1+x)= (1+)= 1+Ax + Bx!+Cx3 +...



F. 53. Alſokann man auchſetzen

(1+) =4+FAx+ Be + CB +...

6. 54. DurchdieDiviſionfindetman
1

eer (1+1=1— + r—S + x—..

Alſokann man auchſetzen
1+ = (+). A+. (1+).

= 1+Þ+Ax+Ber+CS +...

$. 55. EndlichläßtſichdurchdieDiviſiondarthun,daß
man ſchenkann

1

1+ A+B FCE
Nun kann geſeztwerden

(+9 = 14 Ax + Be + C8 +...
und es iſt

= 41+ Ax + BxX2+ Cx + i

A 1
(EE _

EE)
Alſokann man auchſetzen

a+ = 1+ Ax 4 Bx? + Cx3 +.

$. 56. Was für eine Zahl auh n bedeuten möge, o
fann man immer ſetzen

(1+) = 1+Ax+Bz2?+ CSB +...

$. 57. Lehr. Erhebt man 14+ Ax+ Be + C8...

auf die mte Potenz, wo m eine bejahte ganze Zahl

iſt,ſo iſtdex Coefficient des zweiten Gliedes der

entwi>elten Potenz = mA.

Bew. Man kann ſichdurchdieMultiplicationleichtüber-

zeugen,daß ES
:

(1PAE Bl = 1 + AL Bx! + gos iſt.
Man nehme an, es ſey

(1+ Ax+ Br +.) = 1+ mAx+ Bx +...,

ſo erhältman, wenn man auf beiden Seiten der Gleichung
mit 1 + Ax + Bx? +... multiplicirt,
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(1+ Ax+ Br +. H = 1+mA ix + Bx: +,
+ A + mAAx?+,,,

== Dito DAE + -,

Iſt alſoder behaupteteSaß für die mte Potenzwahr,

ſoif er auchfürdiem+ 1te Potenzwahr. Nungilt ex für
diezweite,alſoauchfürdiedritte, alſoauchfürdievierte2c.

F. 58. Aufg. Die Potenz (1+) durch eine
Reihe auszudrü>ken, n mag, welhe Zahl man

will bedeuten.

Aufl. Man ſete
(1+) =1+ Ax + Bx + C3 +...

Nun bringeman Hatt
x in dieſeGleichung, einmalx+u,

und das andereMal =, was geſchehendarf,da man für x

jedenbeliebigenWerth ſetzenkann.

Durch Wiederholungder in $. 47. gemachtenSchlüſſe

findetman endlich
E » LE

(1+ = 1+Ax SES
A(——Sd

(

gs,
$. 59. Jſt n eineidaganzeBat,ſoiſtaus ($.47.)

+= 140+ yep erle Mu quee:
1. SR ſey(1+BS aB NS E

wo = einbejahterBruchiſt.
Alſoiſt

(1+ = (1+ Ax+ Bx’. ym

Nun iſt,da n und m bejahteganzeZahlenſind,

(+= 1+n+ B+...

und (14+ Ax+ Be +, .)n=—=4+mAx+Bx +0.

Folglich
1+ mAx+ Be +... = 1+ nx+ Bx! 4...

Da nun diebeidenSeitendieſerGleichungidentiſheGröſ-
ſenſind, ſoiſt

N Elizle
S



R E

Alſoiſt
E-(-—1 eL

(1401 +a E EEE m4

Es ſeyendlich
:

aA+)-7=1+A*x+ Bx +...

Nuniſt

A+), =1 +x + Bx? +...

Alſo
aA+9=. A + 97 = LA BE? 4p

+l +A
+-Bx?

oder, da (1+ 9—>. (+9 = (1+ =4 iſt,
o=A |x+B [x24

FS He
+B

alſo,wenn man durch
x dividirt,

A eB] xi #2

0 = +a+aA'
: Zs

4 D

Da dieſeGleichungnun fürjedenWerth des x geltenſoll,

#0iſtÆ = — 5 R

Folglichiſt

1E E
$. 60. Was fürWs

“

Zahl alſon bedeutet,#0 iſt

immer

a+ = 14+
ep

1)+ E ERZ

Das m—+ Ate GlieddieſerBICE UE ==

n(n-1)(n-2)...+ (n-(m-1)
xm

1 , FS * F ..... 11L

Setztman ſtattx, Giſoerhältman
(1 +—-) =

n(n-1) x2 n(n-N(n-2),x?
SS) 7 4 AECEGi E SF TE Zee

E AE (2-179)
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Alſoi}

pa. L+ = +=

dys EEO) n(n-1)(n-2
i E E E.

Dex m—+-1teCoefficientiſt= n(n-1)(n-2)«. « « «„(n-(m-1))
i

Iſt u eine bejahteganze Zahlundm— 1 = sfalſo
m = n+ 1, 0 werden der m+1te und allefolgendenCoef-
ficienten= 0, da ſieNull als einen Faktorenthalten,die
Reihebrichtab und das mte oder n+ 1te Glied iſtdas letzte.

Iſtaber u nichteine bejahteganzeZahl, ſo brichtdie
Reihenie ab.

$. 61. Erkl. Der Sat, daß

C EE PR
O

L PrE kg

iſt,heißtder binomiſche.
$. 62. Ex. Es iſt

Vata += pr D ap,

LBE ATL TX ==

an

fi

Manfindet diesauh durchfolgendesVerfahren.Man
che

Va =1Þ+Ax+Bx2 4+Cx +...
Hierausfolgt

E

9
1+ Ax + Bx? + Cx3 +... mult.

mit 1+ Ax + Bx Ces
=1-+1.A

|

x+414.B

|

x2++1.C

|

84...
A 1 FAgA 4 AB

+B.1 4+BA
+ C.1

Folglichiſt
0=1.A4| x+1.B|2+1.C] x83+

A A -- AA + AB
— 41 + B41 —- BA

+ GA



Folglich cai

1 AHA 4-1 =9 A =>
E

= A ÂÀ
1.B+-AA+B.1=0 BE

E
: und è EB BA

fs

LET
ES

Z

Es wáre ſberhanpt—BO— Nz = OB+-PA
CoefficientQ = -

Hierwird alſojederCoefficient, ausallen,dieihm vor-

hergehen, beſtimmt.
1

Berechnetman die Coefficienten,ſoerhältman

A=, B=—{/ C= +177,
/

:

$. 63. Lehr. Die Potenz (a+bxþÞcx2+dx4..)?,
won jedebeliebigeZahl bedeutet, läßt ſich-in-eine
Reihe von der Form A4-Bx+Cx2?4+Dx3+...entwi>eln.

Ve w, Man ſetze
(a+ bx + cx + dx +) (a+ hr

Hierauserhält‘man

A
den-FivonriſdienLehrſabe

(a+l"=annan EE
-1)

LEE an—-3Kk3-L„,,

Virili hiesarfel:Ades
Alman + nan-1 [bx+ cx? + dx3 +.

|+2, ne IdGedaarp
tl4 aD

-D9
, an=3 [bx"pacx2+dx3 4.

*. + . * + UIF + . M +

Nun jeherdiePotenzenvon bx + cx dxs 4,
ihrerEntwilungReihenvon den Formen

B'x + C'x* 4 D'x3 + Exa sFtiizès
B"x2 4 Cx 4 D’xa H „Xd

abaBx C'xA+ gz ze
a

.

E
. A ($..-50.)

y

2

Da man nun “dieCoeffícientenB', C, D’, 1c., BY”,
"” 11 , , , 1

C, D, yx.,B”, C”, t., wie in die Augenfällt,durchb,



c/ dy, «+-+ ausdrüden fann, ſoiſtklar,daß ſi<diePotenz
(a+ bx + cx + dx3 +... .)®in eine Reihevon der Form
A+ Bx + Cx? + Dx3 +... verwandeln läßt.

$. 64. Aufg. Man #oll(a+ bx + cx + dx3 +...)
wenn n eine bejahte ganze Zahl bedeutet, in eine

Reihe verwandeln.

Aufl. Man ſetze
|

(a+ bx + cx + d+...) = A+ Bx + C2 4 Dx +4...
und

(a+ by + cy + d+. = A+By + C+ Dy +.
Der Kürzewegen ſeygeſeßt

a+bx+c + d+... =u

und a+ by + cy + d+... = y

Alſoiſtauh 2
(a+ bx + c+ ds +. )/= WW

und (a+ by+ cy + dy+. =

SE iſt
u — y “BEY HCY) + Dy).
ub) Fd (y) +.

Mandividireden ZählerdesBruchs.aufderlinkenSeite
der Gleichungdurch“den Nennerzauf der rechtenSeitedivi-

direman Zählerund Nenner durchx-y. Hierdurherhält
man ($.37.)

u”-1 + u-2y + Ur 3y2 + + CS ——Yens+ y

_B+CE+)+D (+EE 4) le,
hi+ c(t + y)+ (HSF

Sebt man nun x = y, alſou =

Ryſo
bekommtman

B+ 2Cx + 3D #

b-- 2cx E Lua
nu”71 —

Nuniſt
/

u-1 = GeBle SSL Jr O-

—
Ube pd duéek_u4P—

aÞbx+ cx + dxs +.

_ A+ B+ C+ DEA...
7

Obi GÉ uA



_—_— Ji am

a MA Cx! 4 Dxs via.<I
M

B -- 2Cx + 3D +...

a+ bx + cx? +dxs +... b + 2cx + 3d +
Folglich i

n (À + Bx 4 C2 + D +...) (b + 2cx + 3dx? +...)
(B 4+ 26x + 3Dx? +...) (a + bx +cxe + d&+...) (O)
Durch Vollziehung dex angezeigten Multiplicationen er-

hâlt man

nbA +- nbB

|

x + nbC

|

x* +nbD

|

8+... :)
+ 2ncA + 2ncB + 2ncC

E

+ 3ndA + 3ndB |
E.

— 4neA FES

{SS x+ 3D

|

xX — 4E

|

8+...

<¿
4 bB + 2bC -+ 3bD

EE

+ B + 2cC
| + dB

__ Hieraus ergibt ih, wenn man die Coefficienten von ei-

nerlei Potenzen von x gleich-ſebt,
aB = nbA
aG fn 1)bB e 9ncA
Z3aD = (n—2) bC + (2n— 1)::cB —H4-3ndA_gy

EIA GEHERE 2)eC+(ndB+anca. .

Mankann alſoiciesÿónVsCoefficientenB,‘C,D,E,E
aus allen,die ihm-—vorhergehen,nacheinem ‘ſogleichin die
AugenfallendenGeſetze,beſtimmen, wenn-A beſtimmtiſt.

Um A zu beſtimmen,bedenkeman; daßdieGleichunF
(a+ bx + cx + dx +... n =A + Bx + Cx? +15

für jedenWerth des x, alſoauh fürx = 0- geltenmuß.
Setztman nun x= 9, ſoerhältman À =

an,
s.65. Aufg. A HarRrif dhsJZ in œine

M zu verwandeln,wenn 7 einbejahter Bruch
1



Aufl. Es ſcy :

(a+bx + cx + E L. a = A+FB&+ Cx? 4+Ds? 4.
und :

(a+ by+e + dy+.) =A+By +Cr + Dy.
‘Man ſetze E

(ht Pet di LJ ='ú

(a+ by + c+ d+.) Y

Alío :

(a+ bx + cx? + ds + ...)7= um

(a+by + +d +...) = vm

a+bx+cx+d&W+ = uw?

a+ by+ +dy +... =

Folglichiſt
Rm: B(«—y) + C (E — y) > D (FP—YyD--+ .

u—m D E-)+c + = + -

Man dividireZähler und Nennerauf der rechtendurch
x—y Und auf der linken durhu—*. Hierdurchbekommt
man, da m und n bejahteganzeZahlenſind,
un Lluy FuE puy + ur > pt

un—1 4 u—2y 4 u-3y2 +... + ty STES+
y—-1

_B+C+F FD F+ +.

brett Ey F+:

Scbtman nun x = y, alſoauh u = xy

x

0 eonſichmum—1 m un m A + Bx + Cx! + Dx! 4...
—
=

nun—1 nur na + bxE AT Ars hî

B + 2Cx4-ZDx?4 Ex? e
dcs + Zdx®TT Ox E!
EE iſt ;

|

:

(AP Bx C+ D 4.EF 2cx + 3d f..)
EE (B+2Cx + 3Dx + Ex +, Xa+bx+ cx? + dx®*+...)

?

Vergleichtman dieſeGleichungmitderGleichung© des

vorigen$., #0ſiehtman, daß diedortE Geſetzezur
Beſtimmungder CoefficientenA, B, C, .…. auchhier gel-

«



A

ten. Um die- Coefficienten hier zu finden, darf man dort 7
nur ſtattn- ſetzen.

$. 66. Aufg. Man ſollGb Fh)
a

in eine Reihe verwandeln.

Aufl, Sett man in dem vorigen$. —m ſtatim, ſo
erhältman
u

E LeS CI DG +.umb E—N+e Ep n
Nuniſt

2 E
1M _— ym umn ym ym — umn

un _ yn
EEE

un — yn
E

umym{(un — vn)

UD _ ym
E

umyn(nn PE v9)

Alſoiſt
1 um _ ym B(x—y)+C(x?—y)+D—x)+...

umm wb (X—y)+c (xX2—y2)+d(X8—y)+
Auf der linkenSeite dividireman Zählerund Nenner

dur<hu—"v, und auf dex rechtendux< =—y. Man erhält
hierdurch

1 um--1-lum-2y/4-um—3v24uvm —3 fluym—2 ym
umm ‘un ur 2 ur S2 4+ uty3 +uy-2 + yn-1

Ls
B+C(x+)+D+xy+) +...

b-+ cf +ay5 +17) +2.

Set man nun x = y und u = x, ſoergibtſich
0A B + 2Cx + 3Dx? 4...

Tun bb ocx- gd
Nuniſt

—-

4 i145: miu = [A+ Bx4+Cx?+..-]
—

m E na
AI% 24

LIVRET YS

Alſo
[A+Bx + Cx2+...] B +2Cx + 3Dx?!+..

aÞpbx+axtF... bb + 2cxx+3dx?+ ...

3



Folglich

——,[A + Bx + C? + ...][b + 2x + 3d24 ..]

= (B+2Ct +302 +1...) (a+ bx + eL dx 4, SF,
Das Coefficientengeſeß($.64.)giltauh für einen ver-

néintenExponenten.
CGT. OHT

:

axm_l bxmtd  cxmTt2d_L dxmf3d Ll ,

= x9 (a4 bxd + cx2d + dx3d +.)
Alſo

[axm + bxm+d —+—cxm+2d + dxmt3d LL, Je
= xn ſa+ bxÎ + cx2d 1 dx3d 4 n

In dem cingeklammertenFaktorauf der rechtenSeite
dieſerGleichungſeteman x? =

y, ſoerhältman
(a+bxdÞ+ cx dx +, n = (a4 by cy2+-dy3+...)o

Die Votenzauf der rechtenSeite dieſerGleichungläßt
ſichnach$. 64. entwi>eln.

Die Form dex entwickeltenReiheiſt,wenn mau xd ſtatt
Ÿ ſeßt,

:

A + Bx + Cx LLDx8d+.,.
AlſoiſtdieForm der Reihe, welcheman für

ſaxm + bx m+d + cxmF2d 4 dxm+F3d + ¿+ ]"

findet, s
4

|

Axmn 4 Bxmn+d | Cxmn+2d — Dxmn#3d + E

Die* CoefficientenA, B, C, D, ... werden, Wie in

$. 61., beſtimmt.
Die Größe-dL.fann auchverneintſeyn.
$. 68. Erkl. Das Geſet,nah welchemman diePo-

tenz einex vielgliedrigenGröße in eine Reihe auflöſet,heißt
der polynomiſh<èLehrſat.

i



I. Verwandlung tranſcendenter Funktionen
in Reihen.

A. Verwandlung exponentialer und logarithmiſcher

Funktionen in Reihen.

$. 69. Erkl. Einc-exponentialeFunktioniſteinePotenzmit
einem veränderlichenExponenten,z. B. ax, 2%, woa einehbe-

ſtändige,und x und 2 veränderlicheGrößen bedeuten.

$. 70. Aufg. Man’ ſoll die Funktion y = ax

durch eine Reihe ausdrücken, deren Glieder nach
den Potenzen von x geordnet ſind.

Aufl. Um zu finden,auf welcheWeiſe die Potenzen
von x in der geſuchtenReihefortſchreiten,ſebeman a= 1+b,
alſoax = (1+b)“, und entwi>ele(4 + b}x ‘nahdem bi-

nomiſchenSate. Es iſt(1+ b)*=

ER 2
-1)

'b2SSL bsprLSDEBEY
Es collidie Mutlplitatiohder Zählerdex Bino-

mialcoefficientenund ordne, von der niedrigſtenPotenzvon

x anfangend, dieReihefür(1+ b)*nachden Potenzenvon x.

DU gibt(1 + b)* =

Ltbx+t“xt Qx-gxx (-2.3x1 6XFX)+
== 1bs

D.

3
Gazi

ÆE,
x2

M

E A
ucts — FBM L= D+2 az D
ha FThse 6.h4 h

Das Geſch,úach-welchem die Potenzenvon x in dieſer
Reihefortſchreiten, iſtdeutlichindieAugenfallend.Auch

ſiehtman , daß der Coefficientb—+2E E LI — A
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des zweiten Gliedes “gusReihe ſelbſteineReiheiſ, derên

allgemeinesGlied+ — iſt.
|

Da nun 4 +b =a, alſob = a—1 iſt,ſoiſt |

ax=1-—-(a-1) (a-1)? s
h3 ba Al

_

LR Zt
D

E EM +
234

2
_

308-41)? 6b4 ‘

(8 Zn 3 2.3.4
3h

x2 411+(a-1)?
/

418 23:324
1 .

Man iſtalſoberechtiget, zu ſetzen
ax mA nbBx-+ 62+ DB+ Ext +...

wo B, C, D,....„ von x unabhängigeGrößen bedeuten„ die

nun nochzu beſtimmenſind.
Aus dex VergleichungdieſerGleichungmit der nächſtvor- j

hergehendenergibtſichſogleich, daß
(a4)?

le
(az4)2

>
Ca-1)4

2 3 (N
B = a-1— biela i

Ferner:da
ax = 1 + Bx + Cx? 4+ Dx3 + Ex4 + R E

fürjedenWerth des x gilt,ſo iſtauch
i W=1—-Br + CN +DP +Evn +...

Folglich
ax WW = 14+Bx + Cx + Ds + Ex +...

Bv + BBxv + BCx?v + BDx8v +...
+ Gy? ‘+ CBxy2? + CC +...

Ov BE DBS ++.,è es

; + Ey4 +. -

Es iſtaber auh ax. a” == a*+v,und

axtv = 1+ BAI C(t DET EE +...



Sas Z 7 odie

1 Bx + Cx? +DsS LE Fiie

+ By + 2Cxv + 3Dx2v + gEx88yv
== 1 Cv? + 3Dxv? + 6Ex2yv2?

+ Dy3 + gExy3

—-Ey4

AlſoauchdiehiergefundeneReihe=
1+Bx + C +Þ+D +A 4,
+ By + BBxv + BCx?v + BDxv PF,

+ Cr LL CBiv FCC,
+ Dyvs + DBxvs +...

:

:

+ Ey! y +...
Folglichauch

By + 2Cxv + 3Dx?v + 4Ex?y +4... /O TOO OE
4+DYE “MAE

+ Ey+
M E

By FBBxy+BCx2y + BDx3v. +...
+ Cy! + CBxy?deCCx2y2+...

= + Dv + DBsv? +...

E
Ey“

Sis
Folglih,wenn man auf beidenSeitendurchVv‘dividirt,

und alsdann v = 0 ſcöt,

OT ET Hus: = B+BBx+BCx4BD&+..
AlſoiſtB

C

Y I

hEww

D == |

ds
i
o
-_

E =

DA
je)+=



— TE ==

olglidFolglich
ÉS E

9 B*
ies “walt 2 SEV 1

Ep EE +

(a-1)? (a1) (R
2 3 Wu

e

Pil

T — Sea >. iſt.

$. 71. “DieReihefürB iſt-uuxdann convergent, wenn

a — 4 ein c<terBruch iſt.Es läßtih B auchauf eine

andere Art beſtimmen.
$. 72. Setztman. in dex für.a* gefundenenReihex= 1,

ſoerhältman

i

wo B=a—4—

E
$. 73. Es wird alſoZi= a, und a dur< B hbe-

ſtimmt.
$. 74. Man ſcheB = 1,(0,grhältman

ES
= 2, 7182818...

DieſerbeſtimmteWerth für a heißee.
$. 75. Es iſtalſo

:

¿ x2 x3 x4

T1 TT 2 Tag da

EE I,
wenn man x E

AEſett,B2 4

E a TEAte
Nun. iſtauchnach$SS Es

a= 41+B E + È+ Ft
Folgliche? = a

und B. Ige = Iga
e — 4

Aus dieſerGleichungcáßtſihB ‘immerbeſtimmen.
$. 76. Setztman den ſo eben gefundenenWerth des B

in dieGleichungfüra*, ſo erhältman

Iga Gg Gga)t. (Iga)

RHA e TedsPE 3.dg e)?”
R

E dger

u E

LEE ...



$. 77. Nimmt man a als die BaſiseinesLEESyſtemsan, alſolga = 4, #0erhältman
x2 x3 x4

73: 2g e)?:Togdgenta3mUgej es

Settman, e ſeydieBaſiseineslogarithmiſchenSyſtems,
alſoIge = 4, ſoiſt

2 xe EI PCE ga aly

e Zaun o on NB!

Ju der Gleichung, für welchelga = 4" angenommen

iſt,ſce man ax = y, alſo-xlga= Isy, oder,Mslega=='1
iſt,x = 1g y¿ ſoiſt i

E
ley dg)? gy) 4

¡er

DN Ige: 20ge)! 23.AGE GE
Ju der Gleichung,für welchelge = 1-iſ;,Saman

a* = y, alſox .Iga = ley,foiſ
j

1 ls y)3- (Ig 1

=41+5 E EExE Fa a OL)

Sowohl dieGteichungLL,als dieGleichung11. gibteine
ZahldurchihrenLogarithmen, dieGleichungk., wenn a, und

die GleichungI1.,wenn e dieBaſiseineslogarithmiſchenSy-
ſtemsiſt. |

Jede von den Gleichungenl. und 1. fgnn immer#0
weit fortgeſeßtwerden, daß ſieconvergentwird. Ein Glied

(logFr y +1
:

RS
2 E

|

2.3.(ED. CgDI ghA
I. nämlichdividirtdurchdas

(SHnächſtvorhergehendeSE wdgeJu
gibta+ Sese REES

ofann u + 1, beigehöriger Fortſetzung:der Reibe,immer ſo
I Y

großwerden,daßCS ein ſehrkleinerechterBruch

wird. Auf:ähnlicheArt läßtſichdieWahrheitder Behaup-
tungauchfürdieReiheIT.daxthun.

$. 78. Ji Vorhergehendesiſteine Zahl durchihren
Logarithmenguégedrüctworden;man kann aucheinenLoga-
rithmendurchſeineZahlausdrüen.

as ==> 4 I



i ME

6: 79. Aufg. Man ſoll einen Logarithmen
durch ſeineZahl ausdrüc>ken.

Aufl. Da- a= à —4 — E,
Iga ,

und B auchRUTiſt,ſohat man zum Ausdruck einesLoga-

rithmendurchſeine

"Meo!cdi GA
:

a- - a-

Iga = lge.[a—
2

—-
3 n

+...)

$. 80. Aus der hiergefundenenGleichung,welchefür
jedeslogarithmiſcheSyſtemgilt,da bei ihrkeinbeſtimmtes
vorausgeſebtiſt,können,obgleichdieReiheaufderrechtenSeite
derſelbennur dann convergentiſt,wenn a—1 einenechten
Bruchbedeutet, fürjedesSyſtemGleichungenhergeleitetwer-

den, in welcheneinLogarithmedurchſeineZahl immer ver-

mittelſtconvergenterReihengegebeniſt.
$. 81. Es ſeyzuerſta = 1+u, und dann a=1—u,

ſoerhältman
E

lg(1+wW)=lge.[u — +2C——4...

und Ig(1— u)=lg e. fies<a tlin
Aus dieſenbeidenGleichungenbekommtmanrndE

5

le4+a)—k(—u) = lege.7

eS
dE: oA

Ng E = 2«lge.u[1+7Zu+ Wt
Nun bedeuteN einebejahteZahl,und man ſetze

1+ u

1— Uu

alſo44+ u = N — Nu

Nu + u = N — 41

(N+1)u =N-—4
N— 41

ſo exhaltman
as eriemdGa

N — 2 16eNES[GED E) +]

=
,
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Die Reihe in dex hier gefundenen Gleichung iſtimmer

convergent,freilihfürgroßeZahlennichtſchr.
$. 82. Daß die ſo eben für 1gN gefundeneReihe an

Convergenzabuimmt, wie N wächſt,läßtſih genügendan
einem Beiſpielzeigen.Es ſeyzuerſtN = 10, und dann

S N—1 9
N = 100, ſo iftim exſtenFall

N

s- D@:!
und im zwei-

N—£$- 99 : 99 2,ARS T4; 10H
EL ſt aber

101 ZT
$. 83. Aus der GleichungfürMauu man

IgN
Ige R

ls 1/N — 1 IE =>

2.RLLE Ap D +--]
Man ſeteue“ſeydieBaſiseineslogarithmiſchenSyſtems,

allee N 17 f0 iſt

EE e + (S+N (E 2)LE ]REdieSimiN = 410,ſofindetman

Ige = 0, 43429448190325 .

$. 81. Für dieBaſis= 10, d. i.fürdiegemeinenoder

briggiſchenLogarithmen, wird alſodie allgemeine,für jedes
logarithmiſcheSyſtemgeltende,Formel(F.81.2EN — 4 N — 4
leN nôgiji! ME [1 Ae H E

*$6.85. Für eine andere Baſiswürde Ilge eine andere

Zahl, als 0,4342941... ., ſeyn,oder man würde füx eine

andere

N die¿Größe
;

e 41/N
— 4 — 1

NR]
mit einerandern Zahl,als0,3042901... multiplicirenmüſ-
ſen,um IgN zu erhalten.

:

$. 86. Erkl. Lge heißtder Modulus (Subtangente),
der alſofürjedesbeſonderelogarithmiſcheSyſtemanders iſt.

$. 87. Erkl. Das logarithmiſcheSyſtem, deſſenMo-
dulus = 4 iſt,heißtdas ngtürliche(naturalis),jedesandere
ein künſtliches(artificialis).



i

Füv das natürtiche logarithmiſcheSyſtemiſ alſo

IgN = 2.72[1AC) ANn ZJ
$. 88. Mau findetaus dem natürlichenLogarithmenciner

Zahl deu künßlichenLogarithmenderſelbenZahl, wenn wai

den natürlichenLogarithmendieſerZahlmit dem Modulus des

Syſtemsmultiplicirt,zu welchem der künſtlicheLogarithme
gehörenſoll.

Oder bezeichnetman den Modulus mit M, ſoift
Jo.art.N = Me vat. N

$. 89. Alſoiſtauch
Ig.art. N

‘Io:nat, N ==

eM

$. 90. Für diebriggiſchenLogarithmeniſt
Ig,art. N =

0432194u] Sth
N

und Tg.nat.N-=—é TEE —

6. 91. Aus !g..axl.N = M „Jg.natf,N,folgt
1: M = lg.nat. N ; Ig,act N,

d. h. dey natürlicheund dex künſtlicheLoggvrithmeeiuer und

derſelbenZahlverhaltenſich,wie die Modulus ihrerSyſteme.
Ueberhauptverhalten

-

ſichcinex und derſelbenZahlLoga-
rithmenin zweiSyſtemen,wie die Modulus dieſerSyſteme.
Denu es ſcy

Modulus einesSyſtems= M

einesandern Syſtems=’

LogarithmeeinerZahlN im erſtenSyſtem= v

Logarithmeder ZahlN im zweitenSyſtem= ww,

jo:-iſtx = M 1g, nat. N, und w = M,Ig.nat. N

=== ME ME

$. 92. Es iſtfrühergezeigtworden, daß in der Glei-

chung
: N—1 1

Lp ngk Tuti dtnAY ME“( Y Ts FI
die auf der rechtenSeite befindlicheiutan Convergenzab-



ais LE aus

nimmt , wie N wäch�t. Eine ſehrconvergenteReihe, auchfür-

großeZahlen

fu
man, wenn man vé1

ZEA = PEE
ZuZ

alſo14 FILL E

AO

und u =

E
Man bekommt hierdurch,!|ge = M geſebt,

+S le(N

+

Z
s

—

x
= Ig(N+ 2)— lgN ==,

rra) fGr) +
und Is(N+ Z)

|

Z Z 3 Z.

=1N+M Zt EE A A) #..]
m L= À, E

1)-=S

IgN-+2M, Hz: a D+ (8 Y eo

Sebt man ingeFormelfürIgE+-1) für N die2e
len 4, 2, 3, 4,...., #0 gibtder eingeflammerteFaktor

3

LP (e) digiimmer eine ſehrconvergente

Reihe,und einedeſtoconvergentere,jegrößerdiefürN ge-

ſelteZahl iſt.
i

F. 93. Der Formel für1g(N + Z) kann_man ſichvor-

theilhaftbedienen, dieLogarithmenſolcherZahlenzu.finden,
die außerden GrenzencinerTafelliegen.EineTafelenthalte
nichtdieLogarithmender Zahlenüber 10000. Soll man nun

¿i B. den zu 128539 gehörigenES finden,�ozerlege



man 128539 ‘in 128500 + 39, und” ſezeN = 128500, und
ZT => 39.

B. Verwandlung der Kreisfunktionenin Reihen,

$. 94. Nach trigonometriſchènGründen iſtfürden Kreis-

halbmeſſer= 1

CoſA? 4- SinA* = 41

Sin (A + B) = Sin A. CoſB+ CoſA. Sin B.

Cof(A+ B) = CoſfA. CoſB+ Sin A. Sin B.

Die Größe CoſA? 4 Sin A2 läßtſichin die beiden

unmöglichenFaktoxen
|

: CoſfA+ Sin A. 1/ — 1

und CoA — Sin A 1/ — 41

zerlegen.

/

Man kann ſichhiervonüberzeugen, wenn man dieſe
beidenGrößen wirklichin einandermultiplicirt,Es iſtalſo
(CoſfA + Sin A. 1/ — 1U(CofA— Gin. 1/ — N)=1.

Muſltiplicirtman die beiden ähnlichenGrößen CoſfA
+ Sin A.1/—1, und CoſB—+ Sin B.1/—1 inein-
ander, ſoerhältman :

(CoſA+ SinA.1/ — N (CoſB + SGinB.17/ — 1) =

CoſA. Co B-SinA. Sin B+(Sin A .CoſB+CoſA.Sin B).1/-1
== Co (A+ B)+ Gin(A+B).1/ — 1

$. 95. Lehrſab. Es i�
(CoſA+ Sin A 1/7 — 1)" = CoſnA + Sin ná .1/— 1

u. (CoſA—SinA 1/7 —1)= CoſnA —SinnA. 1/ — 1,

won eine bejahte ganze Zahl bedeutet.

Bew. Da

(CoſA + Sin A. 1/7— 1)(CoſB+ SinB.1/ — N)=

Coſ(A+ B)+ Sin (A + B).1/7—1 iſ, ſoiſt
fürB = A, (CoſfA4+Sin A147—1(CoſA +Sin A. 1/7— 1)

= Coſ2A + Sin 2A. 1/7— 4



vai E mae

= A, (CoſfA4-Sin'A.1/7—1(Ceſ2A+Sin 24.1/—1)
= Coſf3A + Sin zA. 1/7—1

= ZA, (CofA+Sin'A.1/’—1)(Co3A+Sin 3A.1/—1)
= Cof4A + Gin 44. 1/— 4

Aus dieſenGleichungenergibtſich
(CoſA + Sin A.1/ — 1)? = CoſA 4 Sin M 17 —1

(CoſA+ SinA.1/— 13 = CoſZzA4+ Sin3A. 1/7—1

(CoſA + Sin A.1/ — 9 = CoſgA + Sin 4A. 1/7 — 1

(CoſfÀ + Sin A.1/ — 1)? = CoſnA+SinnA.1/ — 1

Selztman in den beiden Größen.
CoſfA + Sin4.1/ —1
CofB+ SinB.1/ —1

1/ — 1 verneint,d. i. —1/ — 41 ſatt+ 1/7— 1, 0 ver-

wandeln ſieſichin
:

CoſfA — Sin A. 1/ — 1

Co B— SGinB.1/ — 1"

und dieGleichung
(CoſfA -- Sin A.1/ — 1)" = CoſnA + Si nA.1/ — 1

in (CoſA— SinA.1/ —1)" = CoſuA - SGinuA4.1/ —1

Man hat alſo,wenn n einebejahteganze Zahl bedeutet,

(CoſA+ Sin A.1/ — 1)" = CoſnA + Sin nA.1/ —1

u. (CoſfA — Sin A. 1//— 1)? == CoſnA— SitnA. 1/7—41

F. 96. Aufg. Man ſollden Coſinus und Sinus
eines vielfa<henBogens durch den Coſinus und

Sinus des einfachenausdrücen.
Aufl.

‘

Da
;

CoſnA + Sin uA. 1/—1 = (CſA + SinA.1/ — 1)"
u:CoſoA—Sin nA .1/7/—1 = (CoſA—SinA.1/— 1),
ſoiſt
2.CoſnA = (CofA+Sin A.1/—1)"+(CoſfA—Sin A.1/—1)"

u.2.Sinng (Ef A+SinA.1//—1)"—(Co A—Sin A.1-/7-1I"

E
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Hier könnte man nun die Ausdrücke für 2. CouA und

9. Sin nA nach dem binomiſchenSalzeentwickeln.Es würde

ſichbeidieſerEntwicklungzeigen,daßfich:das Unmöglicheauf-
hebt.

Kürzergelangtman aber zu der Auflöſungder Aufgabe
auf folgendeArt.

Nach dem binomiſchenLehrſatzeiſt
de apsSinA.1/7/

— 1=CofAn + n.CofAn-1,Sin A1/ — 1

—
1)
CoſAn-2,SintA2— EPE CoſfAn-3,SGinAs Us 1

PAE CoſAn—4 , Sin A2 4,
9

Die Reiheauf der rechtenSeiteiſtalſoauh == Cof

n.

nA

+ Gin A= 1

Man kann fichdie erwähnteReihebeſtehenddenken aus
einermöglichenGröße,welchedie Summe aller ihrexmög-
lichenGliederiſt,und aus einerunmöglichen, welcheaus der

Summe aller ihrerunmöglichenGliederentſpringtund als

ein Produktaus - cinermöglichenSEEin die unmögliche
1 — 1 anzuſcheuiſt.

Da nun jenemöglicheGröße nux einer möglichenund
dieſeunmöglichenux einerunmöglichenGröße gleichſeynkann,
ſohatman

CoſnA“ = CoſAn —Y Cof An-—2. Sin A2

Fa
n(n-1)(n-2)(n-Z)

. Cof(aL Sin A8 = MA

:

4. CJE
und Sin aA. 4 > n,Co An-=1 ASU 4

ES EL L CofíAS Sin A3, Y made
E 4‘ Y. .

i n(n-1)(n-2(n-3)(n-113Sf An—5
in

A5 gis

XTERRA GOA SinAs 4E:

oder

ESitnÄ av. EofA&n-1/SinA— E Co An=3 , Sin A3

de
n(n-1)(n-2)(n-3)(n-D
1E #5

« Coſ An—s , Sin As +...
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5. 97. ELA Coſ A: SinA = 422 tg Ay alſo

Sin A = CoſA .tgA.

Durch SeßzungdieſesWerthesvon Sin A in dieReihen
fürCoſnA und Sin nA befommt man

CoſnA — Coſan — 2) | GoſfA7? CofA2 1g A2

E E «Erfaura . ErfAv, 1gA —

Sin nA == n. CofA"—?, CoſÀ « tgA
n(n-1)(n-2) ZI

CTE CoſfA . CoſfA3 , tgAS

n(n-1)(n-2)(n-Y)(n-1l iE SHE

4 DEN : o a CoſfAns. CoſAf tg A5 +.

ES
n(n_ g n(n-1)(n-2)(n-3)

GoſnA=GCofA».|1-7 .tgA2+Te ET A
tgAt—....]

und SinnA = AIS igA — SEREE
tgA3

n(n-1)(n-2)(n-3)(n-O
ts |Ta 24 R E

TURE

$. 98. Aufg. Man foll ſowohl den 0 BA
als den Sinus durch ſcinen Bogen, den man ſich
hier im Theilèn des Kreishalbmeſſers gegebén
denkt, ausdrücfen.

Aufl. Ju den zuletztgefundenenGleichungenſee man

= wo A, alſoauch x jcdenbeliebigennA =
x, ES+ METO:1X

n

Kreisbogenbedeutet.

Hierdurchbekommt man

E )C 1 9
Coſx = CoſA|

ARME) = A |

Ts 2 Z .



M

Set 20tgAGa) fé ks

E, IE=)D 5%(L

oder

A) NEl is 2
s mie EEES ,ZaniCoſx CoſAn[1 R -

|

E x(X-A)(x-2A)(x-ZA)tg AM

]4 : 9 i 3 1
.

AA
E. D

ESS

x tsÀ x(x-A)(x-24)tgA3

+
x(x-A)(x-2A)(x-_ZAZa8 GA ]

Man
‘

kann hierden BogenA GS annehmen. Man

I SaS A AS

nehmealſoan, A ſeyſehrklein. Dann iſte ſchr wénig
von der Einheitunterſchieden,da ſichein ſehrkleinerKreis-
bogenſehrwenigvon ſeinerTangenteunterſcheidet.So lange

EIS A nicht= 0 iſt,ſo langeiſtigA>A, und alſo
tgy 1. FerneriſtA>Sin A, alſoSn(E

A F=
CE

Man hatalſo
G

B-
M

< Tx
und E E 1,

T ze

Laoder die Größe ——

A
liegt

i

immer zwiſchenden

Ms IIT

und 1. Nun kommtileCoſA, alſoauch dex Ein-GAA°

heitdeſtonäher, jekleinerA angenommen wird. Für A=9

iſtCoſA und alſoauchETL= 4. Alſoiſtfür ‘A =

ig

A

A
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Da endlich für À = 0, Cof A= +4 iſ/ ſoiſtauch
CoſAn =‘ 1.

Folglichiſtfür'A= 0

x2 x4 x0
Eoſx =f 7

a SB ESE
x3 x5 x7

.

EE aiii
D

—

.‘..und Sin —-

1.2.3
l
4.2.3.1.5 1.2.3.4.5.6.7

E

$. 99. Bedeutet e die Baſis des natürlichenLogarith-
menſyſtems,ſoES($.e

E ge

7

1.2.E 1.2.3.1
M4

ManſebeinbiefsGleichinisNAT 2 uE 4,
und dann — x 1/ — 1. Dadurchbekommt man

s

&

—
=F x2 St x4

xJ/“—1 =

E

LELE

Gt

eO EPS ROE

MimREar

EE

EEE

E 1+
LL ES Fe

k ORE x2 x3,1/—1 x4 x5 1/— 1
e—x}/*—1— EL E

1 1DE 1.2.3 EzA 4.2.3.11.5
LL A

Folglichiſt
;

|

Ds 2. x4
ex —xV/“—1 — «A — E R:

AESEE 7
1.2 "1.23.0

und

ex —1__ex/— 1 =
2X.

—
2, EL 2-Es2.x5.1/-12

—
jE

1.2.3 1.2.3.0.5
Alſo

ex]/— 1 iK 2
E = 1 — at RE E

Gad. À

2 1.2 1.2.3.0
und

:

ex e lA x3 x5

mR

EEO

RETd

RRE M + EES

‘4

9 . Y PERES q
ſh

41.23 ITD

Aus derVergleichungderbeidenhierzuletztgefundenenReihen
mit den $. 98. fürSin x und Coſx erhaltenengehthervor:

È exV/“—iC IL
Sin x lea

Erp

gp

AEEE

(A)

und Coſx =

TA

AT

Agau

(B.)
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Aus dieſenGleichungenergibtſich
Coſx+ Sinx.1/—1 = e1/—1 (C.)

und Coſx— Sinx.1/—1 = e *1=1 (D)
Jn den GleichungenA und B ſetzeman nx ſtattx, und

dieGleichungen-C und D erhebeman auf die nte Potenz.
Man exhâlthierdurch

enx:]1/“—1 e—-nx1/— 1

Sin nx =

2 =

: eux: —1 + ernx:1/— 1

Coſux ==

A

enx1/—1 = (Coſx+ Sin x . 1/7— 1)®
e-nx4/—1 == (Cox Sinx.1/ — 4)"

Alſoiſt

E
(Coſx—+Sinx.m fan x.1/— 1)"

Suttäg
(CoſaSa y

oder, wenn man anſtattx, A ſeßt,

2.SinnA = ES (asA—SinA.1/7—1)"
2.CoſnA= (CofA-+SinA.1/7/—1)"+ (CoſA—Sin A.1//—1)"

DieſeAusdrücke leiten,da n jedebeliebigeZahl bedeu-

tet, auf eineVerallgemeinerungder Aufgabe$. 96.

$. 100. Aufg. Man foll einen Kreisbvogen
durch ſeine Tangente agusdrücken.

Aufl. Aus den beidenGleichungenC und D ($. 99.)
erhältman, wenn man dieLogarithmennimmt,

x. —1 = Ig(Coſfx+ Cinx. 1/7— 1)
—x.1/—1 = le(Cofx— SGinx.1/— D
Alſoiſtauch

2x.1/—1 ==lg(Coſfx+Sinx. 1/7—1)—Is(Cofx—Sinx.1/—1)
oder

Coſx + Sin x. 1/ — 1
E I IOS 4



oi UE ia

Qiu
=

AI

Ci A
“RNs

CLIEN

E 1+ Igx 1-24
S1 Tgx. V/V—1

Es ſeyTg x. 1/7—1,= 7-0 iſt

2 — i =,
L Les—

entwielt Zoder, wenn man eT
Lx 1 = Qu +S“+>PSE:] (581+ $.67.

Hierauserhältman, aAiasv ſeinWerth geſetztwird,

2x —1=2; [29x.V/V— 1 EE St
—

__

Tg x7.rk ...

Durch die DiviſiondieſerGleichungauf beidenSeiten
dur< 2.1/7 — 1 bekommtman

202D Za ¡W 2 DT

$. 104. DieſeE x gefundeneFormelläßtſichanwen-
den,das VerhälnißdesKreishalbmeſſerszum- Halbkreiſeauf
eineleichteAxt zu berechnen.

Für den Halbmeſſer= 1 iſtSin 309 = 1,

alſoCoſ300 = 1/7(1— Y) = 13„ nd 24309 =

FolglichBogenvon 309 =

L 1 4 1

3. SD. ES 32 ¿4/74Fe
33, ES

E [1— EE E SS “-]
AlſoBogenvon 1809 =

Â, ja A Ls ]1/3“
E z.T 5,32 zt

x= Th x —

4
1/3



IE ido:

1 1 1
e: a $ „32 mt]

1 1 4
== H 2 S4 Si

E E

Ef3/164101615138 E Z.3
E

5. 32 Fe
E ]

= 3,14159265359 « . ¿.

$. 102. Da für Halbmeſſer=

Bogenvon 1809 = 3,14159265359 .

ſoiſ Bogenvon 19 = 0,01745329252
:

1 = 0/00029088820 , .….

1” = 0,000004848413¿.-.

Hierauskann man den Bogen für jedeAnzahlvon Gra-

den, Minuten2c. in Theilendes Halbmeſſersfinden.
F. 103. Aufg. Eineu Kreishogen durchſeinen

Sinus auszudrücken.
Aufl. Es ſeySin x = y ‘und Tg x= t, ſo iſ

= e Y

E
JEf 1 1 1

und x =

TSE SE EE + SSKEY
DurchEntwicklungvermittel|des binomiſchenSatzeser-

hältman

4:37
REC LOE E Y 248"RsZa1 ar fr

E zs=—_ +7I +F 7 daNA +...

=S 60
+ 0 — +

|

TER
+

‘

8



EE M:
ice)

3 prü S217 50K je E je ay I SRE!
$. 104, Den Bogen einer trigonometriſchenLinie deute

man dadurchan, daß man arc. (arcus)vor dieLinieſchreibe,
z+ B. den Bogen des Sinus y ‘durcharc. Sin y. Nach dieſer
Bezeichnungsaxtiſt:alſo

Zs
"are. Sin y =fF4+ pt

$. 405. Aufg.Man-EE einen Kreisbogen
durch ſeinenCoſinus ausdrü>en.

Aufl, Bedeutetn die ‘halbeKreisperipheriefür den

Halbmeſſer= 4,ſo iſ2a — x derBogen,zu welchemy als

Coſinusgehört.Seßt man nun y = 2, und {n —x =

arc. Coſ2, #0hatman, da xy ++ E
SIP,

.
AMD 2,4.0.7

iſt,für den Ausdru> einesKreisbogensdurchſeinenCoſinus
zÎ 3.25 3.5.27

arc. Cſz2 = n—2—— ———————
——

—

2.3 215 2.1.6.7

[Il Entwi>lung ungeſonderterFunktionen.

F. 106. Ju einer ungeſondertenFunktionzwiſchenzwei
veränderlichenGrößen x und y, z. B. in dex Funktion

ay3 -+bx?y+ cy?+ dy+ ex +f ="0

fann man <= andere und andereWerthebeilegen.So wie ſich
der Werth von * aber ändert„ſo müſſenauch“dieWerthe von

y Veränderungenerleiden.Die Größe y kannalſo als cine

Funktionvon x gedachtwerden , ukd umgekehrt.
$. 107. Jt die ungeſondexrteFunktion{ine Gleichung

vom zweitenGrad, z. B. |

y? + axy + bæ! + + dx + e =

ſo kann man ſiedadurchzu einer geſondertenmachen,daß
man ſie,die einevon den Größeux und y, s. B. y als die
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geſuchteGrößebetrachtend,alseinequadratiſcheGleichungauflöſet.
Man erhältdur< Auflöſungder als Beiſpielgegebenen

Gleichung
2

aX + C

9YES A.ZV [c*—he+(2ac—4d)x+(a2—1bJ)x2]

$. 108. Die Größe unter dem Wurzelzeichenläßti<
mit Hülfedes polynomiſchenLehrſaßtzesin eineReiheverwan-
deln. Alſokann man y durc)x vermittelſteinerReihe dar-

ſtellen.Die Form dieſerReiheiſtnah $. 63.

A+ Bx + Cx? + Dx +...

$. 109. Man kann den Werthfür y auh auffolgende
Art in einerReihefinden, dienah den Potenzenvon x fort-
ſchreitet.

_ Man ſetze
Î

y = A +Bx+ Cx? + Dx +:

und ſubſtituireden füry angenommenen Werth in dieGleichung
y?+ axy + bx? + cy + dx + e. = 0.

Hierdurcherhältman

¿A A?-+2ABxT(2AC+B?)x?+(QAD+2BC)x+...(I.)
+ axy + aáx + aBx?+ aCGx3+...(IT.)
+ bx?

EL

+
<a

+ecy
|

A+B + ce + eDx24.,(III.)
+ ds +. âx tde

/

++ € È

Alles, was auf der rechtenSeite dieſerGleichungin ei-

nerleiPotenz‘von x multiplicirtiſt,macht“zuſammenEinen
Coefficientenaus. Man kann das, was aufder rechtenSeite
ſteht, kürzer:guchſoſchreiben

A? + 24Bx+(2AC+B?)x? + (AD + 2BC) +...
aA + aB+ aC

+ b

cA4 +.cB + cCi+ cD

_+4d }°

+ e
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Die ‘Reihe, welche man hier hat, muß, da ſieder gege-
benen Funktiongleichſeynſoll,= 0 ſeyn.Auchmuß, da

ſiefüx jedenWerth von x, = 0 ſeynſoll,jederCoefficient
= 0 ſeyn.Alſoiſt

1) A? + cA + è = 03folglihA =—Z+11/@?—4e)
Bei

(aA + d)
2 2AB-FaA 4cB + d = 0; alſo

AE
i

:

B2--aB
3) 2AC + B2+LaB-+b-+-cC= 03;alſoC =P
u. ſw

Da man N À = — te ++. (C? — 4e) und

YA = — 1c —11/ (2— 4e) hat, ſo bekommt man zei
Reihenvon Coefficienten.Jede derſelbengibteineReihefür

y. Die Größe y muß abex auchzweiWertheerhalten,da ſie
eine Wurzel der gegebenenquadratiſchenGleichungiſt.

F. 110. Auf ähnlicheArt läßtſichauchin ſolchenunge-

ſonderten!Funktionenzwiſchen

-

zwei veränderlichenGrößen,

welcheals Gleichungenvom dritten, viertenund von höôöhern
Graden betrachtetwerden können,die eineveränderlicheGröße

y durchReihenausdrücken,welchenachden Potenzenvon x

fortſchreiten.Die Schwierigkeithierbeibeſtehtin der Beſtim-
mung dex Geſtaltder füry anzunehmendenReihe.

$. 114. Man kann die-Reihen,welchey durchx geben
ſollen,‘allgemeindur<hAx= + Bxw+d + GdL.
darſtellen.Für ſteigendeReihen iſtd bejaht;für fallende,
verneint:Bei ‘Reihen,in welchendieExponentenvon x nicht

nach einex arithmetiſchenReihe fortſchreiten,kann man ſich
dieſeExponentendochals GliedereinerarithmetiſchenReihe,
in welcheraber Gliederfehlen,vorſtellen.Jn dem letztern
FalleſindCoefficientender für y angenommenen ReiheNull.

$. 112. Denkt man ſichdie Glieder der zwiſchenx und

y gegebenenGleichung,die kein y enthalten,mit y® multi-

plicirtund ſet die für y angenommene Reihein dieſeGlei-
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hung , ſoentſtehraus jedemGliede der leßterneineReihe,
eineParticularreihe.

$. 113. Alle Particularreihenmüſſen,wenn die Coeffi-
cientender füry geſcßtenReiheſollenbeſtimmtwerden fkön-

nen, zuſammeneineeinzigeReihe,cineTotalreihe,geben.Dieſe
muß, da ſieder gegebenenGleichung, die auf Null gebracht
iſt,gleichſeynſoll,= 0 ſeyn.Da fernerdie Totalreihefür
jedenWerth des x zu Null werden ſoll,ſo müſſenalleCoef-
ficientenderſelben=/0 ſeyn.Beiſpiel$. 109.

$. 114. Nach $. 67. iſt

y = (Axm | Bxm+td þÞ Cxm+2d | Dxm+3d þ,,

da= Axmn 4 Bxmun+d{6GE + Dxmnt3d |,
und A =

MLn

NR
Ee

(— 1)ihE 2nCA

C tee (a— D BE+ (Qn = 13 CB ju3nDA
ZA

Es folgtRE
Erſtens. Erhebt man die.Reihe Ax® 4 Bxm+Fd

+ Cxmt2d pp , in welcher..die_Exponentenvon x -inder

arithmetiſchenReihem, md, m + 2d, fortſchreiten,
auf eine beliebigePotenz n, ſo erhältman cine.Reihe, in

welcherdie Exponentenvon x in.der arithmetiſchenReihemn,
mn + d, mn +2d,.... fortgehen.„Die letterearithmetiſche
Reihehatmit dex erſterneinerlei.Namen.

Für yy befommt man die Reihe i

YAxma+tp +- Bxmu+p+d —- Cxmn+-pi-2dEs
Hier.ſchreitendie Exponentenvon x in einermet

ſchenReihefort, deren Unterſchiedebenfalls4 iſt.
JedesGlied einerungeſondertenFunktionverwandeltſich,

wenn man die für y angenommene Reiheſetzt,ineineReihe,



in- welcher “die Exponenten von x in einer arithmetiſchenReihe
vom Unterſchiedd fortſchreiten.

Zweitens. Wenn'der erſteExponentvon x einerParz
ticularreiheeinem Exponenten“von « einer‘anderngleichiſt,
ſoſindauchdie dem: gleichenExponentenEE Gnnenten in heidenReihengleich. ;

Drittens. Heißtman in den Reihen
Axm | Bxmtd + Cmtd Þ

und Axmn 4 VYBxmn—+d+ Cxmnt2l s

dieCocfficientenA und A die“erſtemund'alleandern fol-

gende, ſokann mai ſagen„daß der te folgendeCocfficient
der erſtenReihe,nachErhebungderſelbenaufdie nte Potenz,
das érſtemalund zwar aufder erſtenPotenzin dem rten EEden CoefficientenderzweitenReihevorkommt.

Daſſelbegilt.von der Reihefürywsp,

Ex. Settman in dex ungeſondertenFunktion

y +.ax?2y+ by?+/cy + dx +e = 0

für y dit Reihe Axw +4DxKhe+ Cdl, , ſo erhâlt
man für

y3 Ax 43A AA (ZACH GABE aL

«+ax2y faAxm+2-aBxmt2tdlaCxmt2+t2Adda, U.

+ by? bA2x2m|9bABx2m+d_1 (9bACA4-bB2)2m+72dITIL.

+ cy
0s cAxmceBxmtd em 6

2:

TV:

+dx dx14d Oxa 4d, 0. xa V:

Hey Jex9é:10x0td_le.,0. x01, ¡C D

$. 4415: Zur Vereinigung“allexPaxrticularreihenzu einer

Totalxeiheiſterforderlich¿* daß dieExponentenvon x jeder
Particularreiheunter den Exponentenvon x jederder übrigen
ParticularreihenExponentenvon x antreffen,die ihnengleich
ſind.Denn

-

dieTotalxeihe, o wie jederihre Cocfficieuten,

muß = 0 ſeyn($.1133. Nimmt man'nun än, die Exÿvdnen-
ten von-x einer’Parkicularreihetre�ennichtmit den Exponen-

tenvon x derübrigen:Particularreihen"zuſammen,#0 müſſen
die Coefficientenſolcher:Particularreihe,ſowiedie ganze Par-
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ticularreihe , für ſih-=0 ſeyn.Das zy ſolcherParticular-
reihegehörigeGliedder gegebenen:Gleichungmüßte ‘alſsfeh-
len: ‘Nimmt man “ferneran, “daßzwar die

‘

Exvonenten
von = einer Particularreiheunter den Exponentenvon x

eineroder mehrerer andern Particularreihenſolcheantreffen,
dieihnen gleichſind,daß dies aber nichtin Abſichtaufalle
Particularreihender Fallſey, ſowerden einigePartieular-
reihenfürſich= 0. “Alſomüßten“die- zu dieſenParticular-
reihengehörigenGliederder gegebenenGleichungfürſich= 0

ſeyn,da ſichdieſelbendoh nur in Verbindungmit allenübri-

gen Gliedernder"gegebenenGleichungaufhebenſollen.
Ex. Deú Forderungendieſes$. wird beidem Ex.$. 114:

Genügegeleiſtet,wenn man m =/0 und d = 1 ſeht.Durch
dieſeWerthe des m und d erhältman nämlich

A3 +. ZA2Bx-+ ZAC] Agi. I;

rA? | :

:
|

aAx2 ——- Te

bA? + 2bABx 4-2bAC

|

x2 4+ II:

+ bB?
à Toc

CA + cB% 4 cCx2 +... EY.

dx 4-d.9.x2 + YV.

i ef ex. +e.0.x2 btp; VL Sd

77 $. 116. Die Parxticularreihen, deren erſteGlieder--das
exſteGlied der.Totalreihebilden,heißenAnfang sreiheu.
SolcheReihenſindin vorigenEx. dieReihen“1-Ul.IV. YL

F417. Die erſtenGlieder der Particularreihen,die

nihtAnfangêreihenſind,der Nichtanfangsöreihen,treten

index: Totalreiheſpäter‘ein,als“dieerſtenGliederdex An-

fangsreihen.
- Nichtanfangsreihenſinddie Reihen11: FV.

$. 118. Alle Exponentenvon. x der Anfangsreihenſind
dex Ordnungnacheinandergleich.

$. 119. Der erſteExponentvon < jederNichtanfangs-
reihemuß irgendeinem Exponentenvon x der Anfangsreihen
gleich«ſeyn,da denn auchdie aufdieſegleichen“Exponenten



folgenden Exponenten von x in beiden- Arten von Reihen

-

der

Ordnung nach einander gleichſind.
$.120. Das erſteGlied.einerParticularreihekann nicht

allein das erſteGlied der Totalreihebilden,da entweder

dieGleichnullſetzung-desEoefficienteneinesſolchenGliedesgar
nichtſtattfindenkann,oder ſichNichtsaus dem Coefficienten
einesſolchenGliedes,wenn man ihn=0 ſebßt,beſtimmen
läßt.Ju dem Ex. $. 414. z.B. kann der Reihe:V. erſtes
Glied nichtallein das exſteGlied der Totalreiheſeyn;-denn

ſonſtmüßte man d = 0 ſeben,da doch-djedebeliebigebe-

ſtimmteGröße bedeutenſoll.Der ReiheI. in dem angeführ-
ten Ex. erſtesGlied kann niht allein das erſteGlied

-

der

Totalreiheſeyn,da A3 = 0 den CocfficientenA, d. i.-den

exſtenCoefficientender füry knalioutuzenenReihe,DEEläßt.

F. 121. Zur Bildungdes erſtenGlietes-bineëTotalveihe
iſt,außerdem erſtenGliedeeinerPaxrticularreihe,wenigſtens
nochdas erſteGlied einerandern Paxticularreihenothwendig.

$. 4122. Setztman “alſoin eineungeſonderteFunktion
zwiſchenx und y, z+ B. în die als Exempel gegebeneFunk-
tion (6. 114.) ſtatty dieReiheA4þ+BxmtH4 Cmt},
ſo müſſenunter den Exponentenvon x der erſtenGliederdex
entſtehendenPaxrticularreihen,alſoin dem gegebenenBeiſpiel
unter den Exponenten-3æ, m | 2, m, m, 1, 0, wenigſtens
zweieinandergleichſeyn.

F123 Setztman“ zwei ſolcher«Evbbnauteneinander
gleich,ſo läßtſich"der Werth“ von m beſtimmen.Aus -dem

Werthe von m ergebenſichdie nochnichtbekanntenExponen-
ten von dex erſtenGliederder Particularreihen.Man ſete
è. B: indem gegebenenExempelzm = 0, 0 iſtm ="0;

Hierdurch‘erhältman für
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yt A3 + 3A2Bx? + (GAC 4 3ABxd +, T.

taxs| aAx? 4 aBx?Ttd H aCxta II.

by? bA? 1-2.b. ABA (ATA BB244
0 III,

ey de 1]SS R R ANS IV.

+ dx dx1 4 d, 9. x10 + d.0.xrFr2d +. A

qi: ee, 0e 0x4, VI:

Man ſicht,daßhierdieReihen1. 117. IVY.VI. Anfangs-
reihenwerden und daß ihreerſtenSLELEE

das erſte
Glied -dexTotalxeihebilden.

Setztman gin =“m +2/ ſ0wird m =4 und manfine
det für
ys Ax 43A BHI (A CH3AB2) d+, HT.

Pâx2y aAx3aBx3 Fd aC rL IL.

12by? bA2x2+2,bABx2T4 1 (9bAC bB2) 22d ¿TE

+ cy
IE

cAx14-cBx1td_LeCx1t2dp,., - LV.

iau)fmeanx1rd fd 0 XF, VŸ,

O (ex He L024 XT e Pr VI.

¡Hier werden"die"ReihenT. “und“Il. zu Anfangsreihenund

iyveerſtenGliedergebenzuſammendas erſteGlieddarEatdE-
reihe.

$. 1. Alle“Glieder, derenExponenten:von Sieb
gen Exponentengleichwerden , welcheman gleichgeſeßthat,
bildenmit den Gliedern, deren Exponentenvon x gleichgeſeßt
worden ſindzuſammen ‘das

-

erſteGliedder Totalreihe.
$. 125. Daß die Exponentenvonx dex erſtenGlieder

dex Nichtanfangsreihen:unter den.Exponentenvon x dex An-

fangsreihen-ſolche“antreffen, dieihnen:gleichſind($. 119) ,

dashangt von ‘derBeſtimmungdes Unterſchiedsd ab: ;
'

Ç/ 126...Die Vorſchrift, nachwelcherder Unterſchied:-d

beſtimmtwerden kann,ergibtſich:aus den bisherigenErörte-
rungen. Man gebedem 4d einen ſolchenWerth,"daß:der Ex-

ponentvon « des erſtenGliedesin den Anfangsreihen,ſowie
die Exponentenvon «x der erſtenGlieder der Nichtanfangs-
reihenGliederineinerund derſelbenarithmetiſchenReihewerden.
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“Ex. 1. Wenn man in dem Ex. ($. 41414.) 3m = 0, alſo

auh m = 0 ſeßt,ſowird der Exponentvon x des erſten
Gliedesdex Anfangsreihen0z dieExponentenvon x der erſten
Gliederdex Nichtanfangsreihenwerden 1, 2. ($.123.) Hier
iſtdex Unterſchieddex arithmetiſchenReihe,in welcher0, 4, 2

als-Gliederliegen,13zalſod= 1. Für m =0 und d=41

findetman das Ex. $. 115. Die Geſtaltder für y anzu-

nehmendenReiheiſtA + Bx + Cx2 + Dx +...

Ex. 2. Sett man in dem Ex. ($.114.) 3m = m >{-2,
alſom = 1, ſoerhâltman -

Exponentvon x deserſten

|

Exponentenvon x der er-

Gliedes dex Anfangsreihen:

|

ſtenGlieder dex Nichtan-
3 fangsreihen: 2, 1, 0.

Der Unterſchiedder arithmetiſchenReihe,‘inwelcher3,
2, 1, 0 als Gliederin dexOrdnung,wie dieſeZahlenhier
aufeinanderfolgen,liegen,iſt— 43alſoiſthierd = — 4.

Folglichiſthiery = Ax + B+ C14 Dx-2+.,. Die

Totalreihe,die ſichfür dieſeGeſtaltder für y zu ſetzenden
Reiheergibt, wird gefunden,wenn man im Ex. 2. ($. 123.3
d = — i ſeht.Sie iſt

A3x3 4 ZA2Bx? 4 (3A?2C+ 3AB?)x4...
a4 + aB + aC Fete

bA2 Ji0b AB is, e

cA +...
E

--€

$. 127. Die Reihe, die man füry findet,tann ſteigend
oder fallendſeyn.Sie iſtſteigend,wenn jedervon: den Expo-
nenten von x der erſtenGliederder Nichtanfangsreihengr öôſ-
ſer,und fallend,wenn jedervon dieſenExponentenvon x

kleineriſt,als der Exponentvon x des erſtenGliedes der.

Anfangsreihen.
$. 128, Es iſtfürſichflax,daß von den erwähntenEx-

ponenten nichteinigegrößer

-

und andere kleinerſeyndürfen,



als der Exponent von x des erſtenGliedes der Totalreihe.
Sollten alſobeiSetzungdes für m gefundenenWerthes eiz

nigevon denſelbengrößerund andere kleinerwerden,ſo kön-

nen dieGlieder, deren Exponentvon x man gleichgeſetzthat,
nichtzuſammenTheiledes erſtenGliedesder Totalreihewerden.

Seßt man z+ B. in ($. 114.) m +2 = 2m, “0 wird
m = 2, und man erhält

Exponentvon x des erſten

|

Exponentenvon «x der er-

Gliedesder Anfangsreihen:

|

ſtenGlieder der Nichtan-
1 fangsreihen: 6, 2, 1, 0.

Man darfalſodieExponentenm4 2 und 2m nichtein-
ander gleichſetzen.

$. 129. Wenn ſichdieReihefüry, die man ſucht,o
ſchnell,als möglich,nähernſoll,ſo muß der Unterſchied4d ſo
groß,als möglih, angenommen werden. Denn man nehme
aus der ReiheAxm + Bxm+td | Cxm+t24pp, = y zweiaufein-
ander folgendeGliederRxm+d und Sxm+ +194 ſg iſt,mit
Vernachläſſigungder CoefficientenR und S, auf welchehier

nichtsankommt,———x74= x2, Jf nun die Reihe für

y ſteigend,alſod bejaht,und x ein e<terBruch ($. 35.),

ſoiſtx=—doderÀ eineEins überſteigendeZahl,diedeſtogröſ-

ſexiſt, jegrößerman d annimmt , ‘d.h. in dieſemFalleiſt
xm (Nd deſtounbeträchtlichergegen «m+rd, je größerd

iſt.Jt aber dieReihefüry fallend,alſod verneintund «<

eineEins überſteigendeZahl,ſowird x—I zu <9, und dieſes
xd iſtdeſiogrößer,jegrößerd iſt,d. i. in dieſem

-

Falle
iſtebenfallsxm TV à deſtounbeträchtlichergegen xm+"9,je

größerd iſt.
$. 430. Jt m und dL und ſomitdié Geſtaltder füry

anzunehmendenReihegehörigbeſtimmt, ſo laſſenſichdie Co-

efficientenA, B, C, ... derſelbenauf eine dem Verfahren
(8. 109.)ähnlicheWeiſefinden.Die Möglichkeithiervonleuch-
tet aus folgendenGründen ein. Jm erſtenCoefficientender
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Totalreihe kommt bloß A als unbekannte Größe vór. Da der

erſte,wie jederCoefficientder Totalreihe,= 0 iſt,ſo hat
man eineGleichung, aus welcherſichA beſtimmenläßt,“Nun
fommt in allenAnfangsreihender rte folgendeCoefficientR

zum erſtenmalund zwar auf der erſtenPotenzim rten folgen-
den Gliede vor ($.114.) Eben ſoexrſchéintin einerNichtan-

fangsreihedex rte folgendeCoefficientR das erſtemalund

zwar auf dex erſtenPotenzin dem rten folgendenGliede.Eine

Nichtanfangsreihetrittaber ſpäterin der Totalreiheein,als
die Anfangsreihen.Alſo kann-im zweitenCoefficientender

TotalxeihebloßB und dies B bloßauf der erſtenPotenzals
unbekannteGröße vorkommen;im drittenkann bloßC als un-

bekannteGröße vorkommen und dieſesC bloßauf der erſten
Potenz,u. �.w. Das A nämlich,das im zweitenCoefficienteneben-

fallsvorkommen kann, iſtaus dem erſten{on beſtimmt.Das
A und B, das ſh im drittenbefindenkann,iſtſchonbe-

ſtimmtaus demerſtenund zweiten,u. �.w. HierhergehörigeBei-
ſpieleſinddas Ex. $. 115. und das Ex.2. $. 126.

Exempel. Man ſolldas y der Funktion
Yet A2y+ AX = 35S JA EN

durcheine Reihe ausdrücken,die nah den Potenzenvon x

fortſchreitet.
Es ſeyy = Ax» + Bxntd 1 Cmt,
Alſoiſt

Y? = A3x3m | 3A?Bx3mTtd1 (ZA2C 4 ZABYyxmt2d 1
ay = a2Axm 4 a2Bxm+td + a2CxmtaL,

axy = aAxmT1 + aBxm+t1+1d + aCxmt1+t2d
— x3 = — x3 +0.xX3T0 Lg, x3+72d4+ ER

—2aÎ= — 2a. x0 2.a3.0.x0 1923, 0. x00.
Um nun erſtens eineſteigendeReihezu erhalten, ſete

AE
= m, alſom = 0. Man bekommt hierdur<

Exponentvon x des erſten

|

Exponentenvon x der er-

Gliedesder Anfangsreihen:

|

ſtenGlieder der Nichtan-
0 fangsreihen:1, 3.
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Hieraus ergibt ſichà = 1. ($.126)
AlſoiſtdieGeſtaltder Reihe, durchwelchey ausgedrückt

werden ſoll,A 4+ Bx + CxX24+D884...
Die Totalreihe‘iſt

;

A3 4 3A2B

|

x+3AB? x24 B 84.
N

+3A?C

|

+bABC |
| + 3A?D

a2A 4-a?B + a?C + a2D / DS

+ aA 4 aB | +#7aCc
& 9a3 ==

Da nun jederCoefficientder Totalxeihe= 0 iſt,#0 hat
man dieGleichungen:

1) A3 + a?A— 243 =-0, wo, wie der Verſuchzeigt,
A =-a iſt.

2) ZA?B + a?B + aA = 0, oder, wenn man den Werth

fur A. gebraucht,4a?B +a? = 0, woraus ſih B'= 7
ergibt. j

3) 3AB? + Z3A?C+ a?C+ aB = 0, oder

3 è E
16°+ la + C

ne
=. 0.

Hierausfindetman C —=— A
Auf dieſelbeArt finderman D= M 5

S.A?
uU. ſ.Ww.

; EA 1 134Es iſtalſoy = a

ES A DoE +

Da die GleichungA3 + a2?A — 225 = 0 vom dritten

Grade iſt,ſohat ſie,außera, no< zwei Wurzeln. Dieſe
ſindaber unmöglihund werden dahernichtgebraucht.

Soll zweitens.einefallendeReihegefundenwerden , ſo
ſcheman 3m = 3, alſom = 1. Man erhälthierdurch

Exponentvon x des erſten

|

Exponentenvon x der ex-

Gliedesder Anfangsreihen:

|

ſtenGlieder der Nichtan-
3 fangsreihen: 2, 1, 0.



Alſoiſtd = —

1, und

y = Ax + B+C1+Dx?!+...
Ferner
yÎ A3|x3 4 3A2B|x?+4+3AB?!|x +B5 | +.

+ ZA2C| + 6ABC

i

+ 3B2D

a2y= + a?A + a?A =0.

axy aAi + aB + aC

—

9

as — 2a3

— x3] 4}

Man findethieraus

A >, Bl ina Aes Cura D = Sad,e (--W.3 3 81

Alſoiſtauch
T q A 55

= X——- -a — -a?x71 n AE À bits
<y

3 3
X WDE *

$. 131. Um dieGeſtaltdex füry anzunehmendenReihe

zu finden,brauchtmänn nur das erſteGlied der ReiheAxn

+ Bxm+d + Cxm+t2d +, ſtatty in die gegebeneungeſon-
derte Funktionzu ſeßen.Hierdur<herhältman die erſten
GliederallexParticularreihenund dieExponentenvon x ſol-
cherGlieder. Jm Exempel($. 130.) finddieſeExponenten
3m, m, m1, 3, 0. ZweidieſerExponentengleichgeſeßt,
gebenden Werth des m. Aus ihm erhältman denn weiter

den Exponentenvon x des erſtenGliedes dex Anfangsreihen,

ſo wiedie Exponentenvon x dex erſtenGliederdex Nichtan-
fangsreihen.Aus dieſenExponentenvon x findetman endlich
den Werth von dl.

:

$. 132. Bisweilen kann, was ſichaber freilicherſtim
Laufeder Rechnungentde>t, der größteWerth, den dieRegel
(S. 126.)für d anzunehmenverſtattet, nichtſtättfinden.Als-

dann muß man einenkleinern,der angeführtenRegelgemäß,
annehmen.

Ex, Man ſolldas y dex Gleichung
FRE ames y2x3——x3yamies y2+ ax2y+ xy — x2 == 0

5



durch eine Reihe, die nach den Potenzenvow x fortſchreitet,

ausdrü>en.
Die Exponenten, diehierzur Beſtimmungdes m in Be-

trachtungzu ziehenſind,ſiud4m 4-1, m+ 3, m + 3, 2m,
m + 2, m F 1, 2.

Sett man nun 2m = 2,alſo m = 1, 0 werden dieſe
Exponentenzu

D/ 9, Vf 27 I) 2, 2

Sie müſſenin der Ordnung 2, 3, 2, 5 Glieder einer

arithmetiſchenReiheſeyn.Nach $. 126. iſ alſo verſtattet,
d= 1 zu ſeen.

Alſokann man ſetzen
y = Ax + Bx? + C83 +DxA +...

Sett man dieſeReihe füry.in die gegebeneGleichung,

ſoerhältman die Totalxeihe
A |x?-+4B [x344G- Aa-AaD SEL. 2

—— A2

|

—2ABl — (QNAGTB?)|—2(AD+BC)
E -+ad -+aB —+aC

ax
+A +B

:

iA

Man hatalſo
1) 4A — A? — 4 = 0, woraus man À = 2 erhält.

2) 4B—-2AB+aA = 0, oder 4B—14B+2a=0,- oder 2a = 0.

Die Größe 2a iſtabex nichtNull.
Die für xy geſeßteReihe kann alſonichtStatt finden.

Man ſeted = +, alſo
y =Ax+ BE 4 C 1D +, e

Hierdurcherhaltman als Totalreihe
nA [x2+4B [x*+4C x3+4D as.de ifs

— A? |-—AB| —(2ACiB*)| —2(ADTBC) = 0.

E —+aA _—+aB
1) Aus 4A — A? —{ = 0 erhältman A = 2. Subh-

ſtituirtman dieſenWerth fürA in



2) 4B — 2AB = 0, ſo befommt man 1B—4B = 0,

oder (4—4)B = 0. Hiergusläßtſichder Werth des B

nichtbeſtimmen.Man ſetzeden Werth fürA in dieGleichung
3) 4C— 2AC — B° + a4 = 0. Hierdurcherhältman

4C—1C— BB? + 2a == 0. AlſoiſtB-= +1/2a. Sett
man fürA ſeinenWerth 2, und für B denWerth+ 1//2a
in dieGleichung

n) 4D—2AD—2BC + aB=0, ſobefommt man 4D—4D
— 21/2a. C+ a. 1/2a == 0, und C = 4a, Seht man

den Werth — 1/2a für B, ſo erhältman aus 4D — 2AD
— BC + aB = 09 die Gleichung4D — 4D + 21/2a . C

— a. 1/2a = 0. Aus ihrergihtſihC = La u. . w.

Man findetalſo
g

1) y = 2X + 1/2ax3 + Lax? +...

2) y = 2x — 1/’2ax3+ {ax? +

IV. Umkehrung der Reihen.

$. 133. Aufg. Die Größe y ſey durch eine nac
den Potenzen von x fortſchreitendeReihe ausge-
drückt;man ſoll x durch eine Reihe ausdrücken,
die nah den Votenzen von y fortgeht,d. h., man

ſoll die gegebene Reihe umkehren.
Aufl. Es ſeyy = ax + bx? + cx +...
Aus dieſerGleichungfolgt

y — ax— bx! — cx —,... = 0 O).
Die Aufgabekann nun gelöſtwerden nachden($. 131.)

gegebenenVorſchriften.Man muß aber bedenken,daß das,
was in ($. 1341.)y, hierx, und was dort x7 hiery iſMan

(df
es ſey

== Ayn + Bym+td4 Cymt2ä4,
Sukſtitaietman dieReihefüxx in dieGleichungO, &



erhält man zu Exponenten der Potenzen von y der erſtenGlie-
der der Particularreihen: 1, m, 2m, 3m,,,,

Man ſetem = 1. Hierdurchbekommt man

Exponentvon y des erſten

|

Exponentenvon y der er-

Gliedes der Anfangsveihen:

|

ſtenGliederder Nichtan-
1 fangsreihen:2, 3, 4,..,
Es iſtalſod = 1 und

x= Ay + By? + Cy3+ ..,

Man erhältalſo
y Ly

— ax — aA — aBy*—aC |y8—,.,
— bx? — bA! — MAB
— cx3

BE

— CAS )== 0,

Nun iſt

1) 1— a4 = 0, alſoÀ =
x b

2) —aB—b,—,= 0, alſoB = —_

>
1 b 1. 2b2 C

3) — aC eS
= 0, alſoC =

E N
u. ſ.w.

Alo iſt
9h? C1

ESS
e ibidas | 1x

a IEP Rs Á M N

$. 134. Man darfbei der vorhergehendenAufgabenicht
ehenm = 2M, oder = 3m, u. �.w. Denn dieſeVoraus-
ſeßunggibtm =0, d =1, und x=A+By+Cy? +...

Setztman nun dieſeNeihefür x in dieGleichungQ, #0 er-

hältman eine Totalreihe, deren erſterCoefficient= 0 ge-
ſeßt,eine Gleichungvon unzähligvielenAbmeſſungengibt,
aus welcherA nichtbeſtimmtwerden kann. Auch darfman
wegen $.128. nichtſehen14 = 2m, oder = 3m, y, �. w.



$. 135. Aufg. Wenn y = a+bx+ ex? + d+...

iſt,dieReihe umzukehren.
Aufl. Es ſeyy—a = 2 = bx+ ex? + d+
Nun drückeman x zuerſtdurchz aus und ſehedann ſtatt

zZ ſeinenWerth y — a.

Vv. Von der Reihe, die man erhält, wenn

man in einer Funktion von Einer veränder-

lihen Größe x, x+k ſtattx ſeyt.

$. 136. Eine Funktionvon x werde überhauptdurch
f («) oder F (x) oder $ (x)ausgedrücft,wo f, F, > fein

Faktor, ſonderdas Funktionszeicheniſt.Was herauskommr,

wenn man in dieFunktionvou x ſtatkx, x+ Kk ſeßt,werde

bezeichnetdur f (x +1) u. |.w.

$. 137. Lehrſ. Jede algebraiſheFunktion
von x läßt ſih, wenn man in ihr ſtattx, x+k

ſekt, dur< eine Reihe von der Form fk + pk

+ qlk?++... ., wo FG) die gegebene oder ur-

ſprünglicheFunktion iſtund p, g, r„,+++ von k un-

abhängige, d. i.durch k nichtbeſtimmteFn Irnes

von x ſind, ausdrü>en.
Bew. 1. Es ſey f(x) = Axa + BxÞ + Cx +...

woa, b, c,... beliebigebeſtimmteGrößenbedeuten.

Setztman x —--k ſtattx, o erhältman
f(x 4) = A (x + la 4B (x4 + C (x ++.

JedesGlied des letzternAusdeuks läßtſichnächdem bi-

nomiſchenLehrſaßein eine Reihe‘verwandeln.Man erhält

hierdurch



T (x) ——

E ER

A NEE k)a = Axa + aAS—UK OA) Axa? NEL

B (x + k)b = Bxb + bBxb-1 +sDubs
GSEOE CR AERA CE

Die erſte,verticale"Columne auf der rechtenSeite dieſer
Gleichung:iſtf(x) oder diegegebeneFunktion.

-

Die Potenzen
von k folgenauf einandergemäßder im Lehrſatzeaufgeſtell-
ten Form, und ihreCoefficientenſindvon k unabhängigeFunk-
tionenvon x. Alſo giltder behaupteteSaß für f(x) =

Axa + BxÞ + Cxe + :

IL. „Es.ſeyf(x) = (Axa+ BxbÞ+ Cx® +... .)",
Man ſeßex4 k ſtattxz. dann kann man

ps
esſey

2 DE B( +) +

Fires; i EE O T6
wo u = Axa + Bxb + Cx, iſt,

Alſoiſtauch
[A(x +) + B (x+ ECE +D +... =

[u + pk+ qk2+ rks 4. Jh,

+

Der

-

Ausdru> {u +pk—+qk2? +18 +. .]2 gibtaber,
nachdem polynomiſchenLehrſatßzeentwi>elt,eine Reihe von

derForm
un + Pk + QU + BKS 4 „hy,

wo P, Q, R,... Funktionenbloß:von x ſind.
Alſoiſt, wenn man in f(x)=

[Axa+ BxÞ + Cx +... .]®ſtattx,-x+k ſett,
fe +) =P + QU +R +.

III. Es ſey
[Ax + BxÊ+ Cx? +. Ju

[Axa + BxÞ® + Cxc +... ,]"
= [Ax={-Bx64+-Cx7+...]mu, [Axa4+Bxb4-CxepJn



Bringt man nun x + k ſtatt* in dieFunktion, ſo kann

man nach.dem eben Bewieſenen-ſeten
[A(x+)“ + B(x +4 C (x+ EA

5

um _j-Pk + QU +.
un

ECS UL 7

vn + Pk+ Qi +.
|

wo um = [Ax“SFG Ct... IO/

VTB ==

e 2- Bifi GSS ia] O5 8

I

unde, a, Dijk Pli QUI.--Furiktionenbloßvon x ſind.

Alſoiſt
E KoGTE Qu jke4.

+ Pun |

+ P'PY

:

E + Qu

Nun ift
L

my ==
(Ax“+ Bx CtLT)(Ax + Bs Cae

KE;

ale cs JP

Alſofannman ſetzen
F(x+) = fG)HPk+ QA

1V. Es ſeyF(x)eineGröße„ dieeinevolpi(ceFunk-
tion unter dém Wurzelzeichenenthält, z.B."

fŒ) = Ax Rt + bx + cx?)

= Ax + (a+ bx 4 cxYr7
ſo läßtſh, wenn man x +k ſtattx-ſeßt,a+b œ+4)

+ c (x+ kh)?darſtellen-dur<hw 2Epk + qk2,
alſo[a+ b (x +9 + «(x + 927 durch

[WFP 4 gk,
wo w = a= hx ex? ift.

DieGröße[w + pk + qlk gibtaber, “ithdem poly-

nomiſchenLéhrſateentwickelt,cine Reihevon der Form
WT + pk+gqk +.

Mau’ bekomintalſoaus derJunttion
i) = Gtv +e)



wenn man =+k ſtattx ſett,
f(x+ k) =

|
Ax + Ak

wr+pk + q+5,
= (+ Pk + Qk2+,

$. 138. Bedeutet e die Baſisdes natürlichenLogarith-
menſyſtems, #0iſt JI

e=1++ + ++
Die Reiheauf der linkenSeitedieſerGleichungbeſteht

aus ‘lauteralgebraiſchenGrößen. Sie läßtſichalſo,wenn
ſichx in x +k verwandelt, durcheineReihevon der Form

f(x)+ pk + qkt-Þprl+,
wo f(x)dieGröße e* oderdie ihrgleicheReiheund p, 9-

Vv, .. Funktionenvon x bedeuten, ausdrücken,d. h.: ver-

wandeltſichin der exponentialenGröße e*, deren Gleichungs-
reiheeineZahldurchihrenLogarithmengibt,x in x+ Kk,ſo
läßtſichdie Größe ex+* allémaldurcheineReihevon der an-

geführtenForm darſtellen.

DaſſelbegiltauchfürdieReihen
“ im E

Ig—-
a

L+ (Ig
nat a) 24 (Ignat asnE Le
10014

UE

HES
RS

E Ignat y (dgnat)? (Ignat-y)sund y = 1 +
REI Tn

+
EE

+...

__ Seßttman nämlichin letztererEe ex,ſowirdlgnaty=x,úündman erhältdieE
ex = 14 7+S +t -

Es giltendlichaidfürdieReihe
x x2 x3

vr

dosLL E ER eO:
$. 139. Nah $. 81. iſt,wenn N den Modulus eines

logarithmiſchenSyſtemsbedeutet„
x—4, M

(==)
9M (==

s

lx = M, ———+-
—.

{

——

— ...



4‘

R E

Für die logarithmiſcheGröße Igx giltalſoauh, wenn

ſichx in x +% verändert, der Saß ($.137.
<= x3 dW

$. 110. Da Sin x = >=

143 + EIS

und Coſx = 1—S=+ Rn
iſt,ſogiltder Saß ($. 137.)auh fürSin x und Coſx.

Man ſiehtwohl,daß er auch
a

x3 Le
x5

E E a LEO
fürTen eE 2 “xa

1.2 LZ
t

e...

gilt,da ſichTg x durcheineReiheausdrü>enläßt,deren Glie-

der algebraiſcheGrößen ſind.
Er giltüberhauptfürjededurchihrenBogenausgedrüte

trigonometriſcheGröße.
$. 141. Nach $. 104. hatman fürSinx = y

3 Z.ys 3.5.y7 3.57.99
LMI E Ssa TAE+T 2067

+ an689
Nach $. 405. iſt

arc. CofZz ==

rT 2.1.5FEE Ä

und in $. 100., wenn man Tgx =

t

ſett,
43 t5 t7

N E 1255
Der Satz($.137.)giltauh für arc. Sin y , arc. Coſz,

arc. Tg t, ſowie für jedeFunktion,diecinenKreisbogendurch
einetrigonometriſcheLiniegibt.

arc. Tg i= t—





Zweiter Abſchnitt.
Die DIFftréenriatre<hwung.

Erſtes Kapitel.

Grundlehren der Differentialrehnung überhaupt
und Differentiationder algebraiſhen Funktionen

von einer veränderlihenGröße insbeſondere.
$. 142. Lehr. Es iſtaus dem Vorhergehen-

den bekannt, daß, wenn ſih-in der Funktionf(x)
das x in x+k-verwandelt,man ſeßenkann (x=

F(x)+ BL + C24 DIB E + i. (O) Die: ?Cotffi-

cienten B77 C D, BB, bedeuten von k ungab-

hängige Funktionen von x: Es läßt-ſich-+ze igen,
daß, wenn man B aus f>) zu beſtimmen: weiß,
man durch ein ähnlihes Verfahren C aus-B,'D
aus C, Eaus D u, ſew--herleitenkann: >

|

i

Bew. Jun der Funktion© verwandle ſih £im&—+1,
wo 1 von x und k gänzunabhängig“iſt,und jedenbeliebigen
Werth erhaltenkann. Dadurchwird-
Ffœ+ ju F+ K+)

f (9) f(xY+ BI + Cl? 4+ DB + Ela +.
B Bi B+ B"l2+B"B+1 B-la+ ...

C G+ C1 + CR+CBLCbh+ ...

D D+ DI1+ DI!
E E

Es

DieBuchſtabenB’,B“,Bi eS C”,GE,
DD. . bedeutenFunktionenvon x, die nichtsvon
] iis
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Die hier gefundenen Werthe bringe man in die Gleichung
O. Man erhält hierdurch, wenn man nach 1 ordnet,
F(x + k+) = DI+B IFC P+D B+

+ Bk +BL-| 4 BK + Bk

4 G2 Cha 154GAC (A)
+ DLD + DW

|

1D’

Y .

Man kann ſichaber auchvorſtellen,in f(x) verwandle

ſichx in xk +1. Dadurchbekommt man.

fE+KkF =) + B(KFN)FC (KFD DKD +.
== ff(X)

+ Bk +B 1

+ Cl2+ 2Ck AE IO

4 DK8

E ZDk2 + IV +DI #5
Die Ausdrücke(A.)-üniWD ſindgleich,was fürWerth“

dem x, Kk,1 auch’beigelegrwerden mögen.Man laſſeaus
beidendie ‘erſte’verticaleColumne weg,“dividirenachdieſer
Weglaſſung‘durch1 und ſeßenachderDiviſion1 == 05 og cv

hältmant
B 4 B+ C+ DB iii B + 2Ck + 3Dk2+ co

LEe B.=B-undB= B

B' = 2C C =

D' = gE E =

.

Fleer
Nun wird von f(x)das B

von BB das B'

von C das C

von D das D‘



dadurch abgeleitet, daß man in den Funktionen von x, f(x),
B, C, D,... ſtattx, x+1 ſeßtund bei den aus dieſer
SetzungſichergebendenEntwicklungenjedesmalden Coefficien-
ten nimmt,der zu 1 von dex erſtenPotenzgehört.Wie alſo
von f(x)das B abgeleitetwird, ſo wird von B das B“, von

C das C‘,von D das D‘,.…. abgeleitet.
Man: ſete.B = (5)

B‘ = f(x)

Mc 4

Hierwird f(x) von fŒ), f(x) von (© auf die ſo
eben angegebeneArt abgeleitet.Man ſeßein (©) ſtattx,
x +1, und nehme aus der Entwiklungvon “(x +1) den

Coefficienten,der zu 1 von der erſtenPotenzgehört.Heißt
dieſerCoefficientf“ (x),ſoiſt

Oe:
flu(x)

2
fu

und alſoD =

E GS
Das D“ iſtder Coefficient, von 1 auf der erſtenPotenz,

F I
in der Entwicklungvon CS—

)

Setztman den Coefficienten, von 1 aufder erſtenPotenz,
in der Entwiklung,dieſichaus “(x +) ergibt,= f° (5,

ſoiſt
|

D'O
f(x)Ï tv x

und alſoE =

ZF
u. �.w.

:

Man hat alſoüberſichtlich
F(x) = f(x)

B =
EO

L

c= 2
1.2



E A

fl (X)
;

1.2.3
f/f

fe

(x)—

1.2.3.0

wo jede von den Fiitittióüene, f GI, LO, DA SS,
Pr (xX), . + aus der näch�t vorhergehenden gefundenwird, wenn

man in dieſerſtattx, x—+1 oder, was einerleiiſt,ſtattx,
x—+k ſeßt,und aus der Entwi>klung,die ſich

-

bei dieſer
Setzungergibt,den, zu 1 von ‘derexſtenPotenzgehörenden,

Coefficientennimmt.

Man hatalſo,wenn man in f(x)ſtatt.x, x +k ſett,

ft e us Pu ds

und ſicht,daßn nur in den beſonderenFällenwiſſenmuß,
wie f(x) von f(x) abgeleitetwird, um alle Glieder der

Reihefür£(<+ Lk)zu finden.

Beiſpiel. Es ſeyf(x)= x, Sett man x + k ſtatt
x, ſoerhâltman fürden Coefficienten,der,bei ſtattgefun-
dener Entwi>lung,zu k von dererſtenPotenzgehört,mxm—1,
Man hatalſo

FG) AO

f(x) == mxm-1

f/ (x) = m(m— 1)xm-2
f///(x)= m(m— 1)(m— 2)
fr(x)= m(m— 1)(m—2)(m—3)xm—4

Alſo

f(x+ kk)= (x+ Kk)»= xmms E E 24...

$. 143. Da

f= f(R LEE



ſoiſt

F(x+Kk)— f(x)=F D 4 EE E

Die Reiheauf der rechtenSeite dieſerGleichungiſtder

Unterſchiedzwiſchendem urſprünglichenZuſtandder Funktion
F(x) und demjenigen,in welchenſietritt,wenn man in ihr
+ k ſtattx ſchreibt.Das erſteGlicd fk dieſerReihe,
welchesk_ von der exſtenAbmeſſungenthältund nur einTheil
dieſesUnterſchiedesiſt,bezeihneman mit df(x),wo alſod
keinFaktoriſt,und nenne es das Differentialderurſprunglichen
Funktionf(x). Man hat alſo

:

dE). = Gh
Die Größe k iſt“die Veränderung.der Größe x, von

welcherdieFunktionf(x)abhangt.

-

Nenntman dieveränderte
Größe x, x‘, 0 iſtx‘ =x+K, und x‘—x = k.

-

Hier
iſtalſoder Unterſchiedzwiſchender urſprünglichenund der

verändertenGrößezugleichdas Differentialder urſprünglichen.
Man mußalſo,um Gleichförmigkeitin derBezeichnungzu haben,
auch die VeränderungderjenigenGröße, von welchereine
Funktionabhangt, durchdieſeGröße mitvorgeſeßtemd, z. B.

die Veränderungder Größe x durh<dx bezeichnen,wo alſo
wiederd keinFaktoriſt.So hatman alſo

d(x) =, (2) ds,

$. 444. Das Differentialf(x) oder f(x)dx erhält
man, wenn man in f(x) ſtattx, x—+ dx ſebt,„alsdann
F(x + dx) bis auf dieerſtePotenzvon dx entwiceltund von
dem durchdieſeEntwi>lungGefundenenf(x) abzieht.

$. 145. Erkl. Eine Funktiondifferentiüixenheißtihr
Differentialſuchen.

5+ 146. Aufg. Man ſollax», wo a und n beſtändige
Größenbedeuten,differentiiren. /

Settman x + dx ſtattx und entwi>eltbis auf-dieerſte
Potenzvon dx, o erhältman

ax rap Mio



Subtrahirt man hiervon ax", ſo befommt man

d (ax) = anxm-1dx,

$. 147. Für a = 1 iſ d(x")= nxn=19x,

$. 148. Man findet alſo das Differentialder
Potenz einer veränderlihen Größe mit beſtän-
digem Exponenten, wenn man den Exponenten der

Potenz mit der um einen Grad verminderten Po-
tenz und mit dem Differential der veränderlichen
Größe multiplicirt.Hat die Potenz, deren Dif-
ferential man ſucht,eine beſtändigeGröße zum

Coefficienten, ſo erhält auh das Differentia1
dieſebeſtändigeGröße zum Coefficienten.

$.149. Von der Funktion
Axa 4 Bxb 4 Cx +,

erhältman das Differential,wenn man das Differentialvon

jedemeinzelnenGliede nimmt und dieDifferentialeder einzel-
nen Glieder addirt. Man hathiernach
d(Ax+Bx+Cxp..)=aAx—1dxpbBxb—1dx+eCxe— dx,

$. 150. Wenn ſichin

F(x)+

F

(x)
das x in x + dx verwandelt,ſoerhältman

NSE FRIE 4...

+ F (+ F‘(x)dx +...

Ziehtman hiervonfŒ)+F (x)ab,ſobleibtübrigf(x)
dx + F(x) dx, welchesdasDifferentialvon f(I9+F(5)iſt.
"Sind Funktionenvon x vermittelſtdes Additions- oder

Subtraktionszeichensmit einanderverbunden,ſo erhältman

ihrDifferential,wenn man das Differentialvon jederFunk-
tionnimmt und dieerhaltenenDifferentialemit den Vorzeichen
der Funktionen,aus welchenſieentſprungenſind,an einander

reiht.
$. 151. Setztman in der Funktiona + bx

ſtattx, + dx, ſoerhältman
a + bx + bds,



= QF: =>

und hieraus bekommt man, wenn man a + bx abzieht,

d (a + bx) = bdx,

Man ſichthieraus,daß in einerFunktionvon x dieje-

nigenGlieder, diebloßbeſtändigeGrößen enthalten, bei der

Differentiationwegfallen.
$. 152. Alſokann cinund daſſelbeDifferentialaus zwei

verſchiedenenFunktionenabgeleitetſeyn,z. B. das Differen-
tialbdx ſowohlaus dex Funktiona + bx, als auchaus der

Funktionbx.

6. 153. Man darfalſoaus der GleichheitzweierDiffe-
rentialenichtauf dieGleichheitder Funktionenſchließen, aus

denen ſieabgeleitetſind.

$. 154. Aber wohl habenzweigleicheFunktionenvon «<

auchgleicheDifferentiale.
Es ſeyfŒ) = F (Œ)-für jedenWerth, den man in

heidenFunktionendem x beilegt.Settman nun x+dx ſtatt

x, ſomuß auchfürjedenWerth von x und dx ſeyn
4

fF(+) d+... =F) +F dx +...

Folglichiſtauch
|

f(x) dx = F“(%) dx

oder df(x)= dF (x).

$.155. Nach frühernErörterungenhatman

F+ =O FEO...
f(x = PF) Ff JKL,
fit(xBED

Li DW

LasL
fw
E Et

Hierausfolgt
f(x — FN) = f(k +.

f(x + )— f(x) = fi (DK +...

SSxI — tf“

(5)
= fv

E E Es

.

Die Glieder, die ſichieraitvevederentSeite dieſer
Gleichungenwirklichausgedrüctbefinden,ſinddieDifferentiale
von f(x), (D), (A)... Bezeichnetman dieſeDiffe-

6



rentialé auf eine mit der eingeführten Bezeichnungsweiſedes

DifferentialsübereinſtimmendeArt, ſoerhältman
IEA) = 4) ds

df/ (x)= f“(s)dx
df“ (x)= P(x) dx

DieſeDifferentialefindetman, wenn man in f(x),(x),
f(x) «+ ſtattx, x+ dx ſehtund alsdannnachder($.144.)
CegebenñenVorſchriftverfährt.

$. 156. Man hat auchaus dem Vorhergehenden

PO) = e
Ld) ae —S)
PE) — E
e) Se

Hierausiſterſichtlih,daß man jedevon den Funktionen
fx), FD, FD, PE),.... aus dem Differentialder

zunächſtvorhergehendendurchein und daſſelbeVerfahrenah-
leitenkann.

$. 157. Bei allen dieſenAbleitungenwird.dieVerände-
rung des x immer gleich,d. i. dx unveränderlichangenommen.

$. 158. Eine-beſtändigeGröße kann kein Dif-
ferentialhaben, da ſie als immer in ihrem urx-

ſprünglichenZuſtande verbleibend y LEEwird.
$. 158.

* Man nehmedasDifferentialvon LEE = f(x).
Man exhältes dem Vorhergehendenzufolge, E man in

f'(x)ſtattx, x + dx ſeßtund dann nah $. 144. verfährt.
DieſesDifferentialiſtf(x) dx. Es werde

AE.—d2f (X)
dx

oder kürzerdurch bezeichnet.Alſo i



wa R aa

=S = f(x) dx. Man hat alſoattih=LO) eS (N

Alſoiſtfernerddf (3 = f(x) = f“Gas‘x2,Letzteren
Ausdruckbekommt man auh auf folgendeArt. Man ſetzein

f(x)dx, wo dx beſtändigiſt,x+ dx ſtattx und entwile

bis auf die erſtePotenzvon dx. Hierdurcherhältman [f'(x)
+ f/ (x) dx +...] dx. Ziehtman nun f(x)dx ab, ſobleibt

f(x) dx2 als das Differentialvon f(x)dx odervon df (x)

ührig.E es iſtddf(x) = f/() dx?, woraus ſichdenn

auLs = f(x) ergibt.
ddfaLatWeiſefindetman von PE

df (x)
_

dx2
i d d3f

f//(x)das Differential= LE pS
A IEE)

—

fu (x)dx,
dddf dsf

woraus ſichdenn ZES= ZUN)= ff“(x) und dddf (xs)

= df (x)= f(x) dx3 ergibt,Man findetleßteresauch
aufeineArt aus ddf(x)= f(x) dx2,dieder gleichiſt,auf
welcheman vorhinkf“(x)dx? aus df (x)= (x) dx gefundenhat.

$. 159. Erkl. Es heißtdf (x) das erſte,d2F(x)das

beite,
df (x)dasdritte,

.. . Differentialvon f(x), und

pis.der ide LSREx) der zweite,
SZ

EE dex dritteDifferen-

fialcocfſcient.
$. 160. Wie aus der gegebenen Funkrion das

erſt Differential abgeleitetwird, 40.Wird aus
dem erſtendas zweite, aus dem zweiten das dritte

u. �.w. abgeleitet.Ferner: wie aus der gegebenen
Funktion der erſte Differentialcoefficientabge-

. leitet wird, ſo wird aus dem erſten der zweite,
aus dem zweiten der dritte u. ſ.w. abgeleitet.

y

Ex. Nach $. 146. iſtd (ax9)= anxn—!dx, Da man
nun, dx alsbeſtändigbetrachtet, aus dieſemerſtenDifferen-
tialdas zweiteherleitet,wie man dieſeserſteDifferentialaus

der gegebenenFunktionhergeleitethat #oiſtnah $: 148.



E =,

d? (axn) = an (n — 1), xn-24x2

u. {. w.

$. 161. Da, wenn ſichin der Funktionf(x)das x in
x + k verwandelt,

E
FD EASE KE es +=

S

1s tg?

it, ſo iſtauchnachden biserigen“Erörterungen
ret (9+ + LO y

LT,LLA 41.2.3.dx3z+
DieſeFormel,nachwelcherman die Entwi>lungeiner

Funktionvon x in einerReihefindet,wenn ſichin der Funk-
tionx in x+k verwandelt, heißtnah ihremErfinderder
Taylor’ſcheLehrſatz.

$. 162. Sett man LCD= u, und f(x+k) = u‘, ſo
du n d3u

EE dx
*ET oE

1.2,dx2*RP 41.2.3.dxEL,
Ex. Man ſollf() = ax, wenn ſi< x in x+k ver-

wandelt, nach dem Taylor’ſchenLehrſaßein eineReihever-

wandeln.

Es iſtd (ax) = anxn—1dx

d2 (axn)== an(n — 1)xn-2dx2
d3 (axn)= an (n—14)(n a> E xn—3dx3

dn

BLA
= an

1
Ld

Y (n — 2) RE

A
xn—4dxa

oAAlſo = anxn—-1

8(axo)= an (nZe1) xn—2

EAÀ
— an(n— 1)(n — 9) 3

a
= An (n==:4):(ti) (iù3) x04

4

Sett manES
dieDEE aufderrechtenSeitedieſer

3

Gleichungenſtatt
-

e Sf
2

tnd in die Tay-

lorſcheFormel,ſoerbáltman



= Ul D

E
an( e —_———LK? KH,

alſofür a (x+)" dieReibe,Veman E vouMicaendut
des binomiſchenSatzesfindenwürde.

$. 163. Jt in der Funktionax? das n eine bejahte
ganzeZahl,ſoerhältman beifortgeſeßtemDifferentiirenein

leßtesDifferential
dn (axn)= an (n— 1)(n—N)... 3.2.1. dx

Denn dieſesDifferentialiſt,da in ihm keineveränderliche
Größe mehx vorkommt, weiter keinerDifferentiirungfähige

Der Differentialcoefficient
dn (axn)

a
= an(n—1)(n—N.. 3.2.1,

der ſichaus dieſemlebtenDifferentialergibt,iſtalſoeine be-
ſtändigeGröße.

$. 164. Settman in der TaylorſchenFormel($.161.)
k = dx, ſocrhâltE

a(x-1k)=axD4anxn—1k

ES
df (x) df (f dx) = E(x+ dx)

=

f(x)+ EE
E LES

4

$. 165. Da
SE i SS àx)

1
FS

1 (x)
f(xFIE) as

Ss + ——

1.2
Ha PERE Mſroſet48.

iſt,ſoiſt
F(Xn — f()

E

f/(x) f“ (x) Bi(x) L

2% 1 TL S4
1.2.3

PE

Es iſtin die Augen fallend,daß, je mehx das k ah-

nimmt, deſtomehr die Größe
Re 2ELLA

ſichdex Größe

E nähert,und daß jeneGröße dieſer,durchfortwährende

AbnaEdesk, 0 nahegehrachtwerden kann,als man will.

Alſoiſt——Epam dieGrenzedes Verhältniſſes==
Die Größef(x4 Kk)— f(x) iſtdieEE welche

{(x)erleidet„ wein ſhin f(x)das x in <+ k verwandelt.
+ k

AlſoiſtLen)
SH

das Verhältnißdex Veränderung



= E

der veränderlichen Größe einer Funktion und der Veränderung
der Funktion ſelbſt.

Man kann alſoden Differenrialcoefficienten= f(x)
:

auchals die Grenzedes Verhältniſſesder ER der

veränderlichenGrößeeinerFunktionund der Veränderungder

Funktionſelb anſehen.
Nimmt may an, in (5 veränderefdx in xk, ſo

erhältman
f(x + Y (x)

df(x)

= ft“(x)4 pk + qk2+.

WO ps Gp duntiimiasvon x ſind,und man folgerthier-
aus, daß f‘iS oder der zweiteDifferentialcoefficientN
als die Grenzedes VerhältniſſesE

—

angeſehen
werden kann.

$. 166. Es ſeyſowohlu als v, alſoauh uv eineFunk-
tion von x=. Verwandelt ſihx in x + dx, ſoerhältman,

1) wenn uv = f(x)geſeßtwird,
F(x)+ f(x)dx +... (N.)

2) wenn man u = F(x), und =D) ſebt,
F(D+F‘ dx +...

:

D(x) + 9‘(x)dx +

DurchMultiplicationder beiden letztenReihenin einander

bekommt man

FG). (5). F()ldx+... (B,)
+ F(x). 0)

Die GliederdexReihen(A.)und (B.),die,beiweitexexFort-
ſchungder Reihen,dx auf der zweiten,dritten,.. . Potenz

enthaltenwürden , ſindweggelaſſen,weil man ſienichtbraucht.
Die Reihen(A.)und (B.)ſindidentiſch,auchiſtF(x)=

F(x). 0). Man hatalſo
f(x) dx = þ (x).FF‘) dx + F (5). 0‘(5)dx

Die Größe fk(x) dx iſtdas Differentialvon f(x)=



= $6

Alſoiſtauch
d (uv) = $ (x).F“ (#)EP

F(x).SAE
dx

Es iſtferner
|

D(x) = y

F(x) =u- ‘(#

F(x) ds = dF() =

$‘ (x)dx = A AFolglich
d (iyt= (vai+ udry.

Man findet alſo das Differential eines Pryo-
dukts aus zwei Faktoren, deren jeder eine Funk-
tion von: x iſt,wenn man jeden Faktor mit dem

Differential des andern. Faktors multiplicirtund
die ſo erhaltenenProdukte addirt.

$. 167. Soll man das Differentialdes Produktstux,
das aus dreiFaktorenbeſteht,derenjedereineFunktionvon x

iſt„ finden,ſoſeßeman i

tu = Ww, Miſotuy == wv,

da denn d (wv) = vdw + wdy;
folglichd (tuv)= v.d(ta)+tu,.dv

= Y. [udt+ tdu]+ tu . dv

= vudt + vtdu + tu. dv.

$. 168. Auf ähnlicheArt findetman das Differential
einesaus vierund mehrern veränderlichenFaktorenentſprin-
gendenProdukts.

$. 169. Man findet“überhauptdas Differentialeines

Produkts, das aus Faktorenbeſteht,deren jedereine Funk-
tionvon < iſt,wenn man das DifferentialcinesjedenFaktors
mit den andern Faktorenmultiplicirtund dieProdukte, welche
man o erhält,addirt.

$. 170. Aus

d (tuv)== yudt -- vtdu + tudv

erhältman, wenn t = u = x geſeßtwird,



— 88 —

d (t3) = t2dt + tdt 4 t24t
= 3t2dt,

$. 171, Esſey f(x)= F(x).

$

(9).
Verwandeltſichhierx in x +Kk, ſoverwandeltſich

F(x) in F()+F/()k+pk2+...
und P(x) in (9+ Œ)Kk+gk2+,..

Hierauserhältman

f(x+ k) = F(x).d(x)+ (x). F(x)
+ F(x).(x)

k+0 (x).Pp k2 +.

+TP().F‘(x)
FE G)g

Alſoiſt
E == LT

OS DiE D 4...

+ FD. PDP) +0 (D.F)
+> q

Folglichi dex DifferentialcoefficientE x ).F(x)

Fae 0e) en men mit $. 165. alsdie Grenze
des VerhältniſſesC anzuſehen.

$. 172. SowohlieZähler, als der Nenner des Bruchs

=,alſoauh der BruchſeyeineFunktionvon xz. Wenn man

x+ dx ſtattx ſebr,ſoverwandeltſich
u: in:ú + p.dx+..
vinv-+g.dx—+...
0, rb

D

AE
Alſo5

s E E:,
wo p und g Funktionenvon x ſind,Funktionen,dieim Vor-

hergehendendur f(x),9‘(x) oder auf eineandereähnliche
Art bezeichnerworden.

p dx iſtalſodas Differentialvon u, und g. dx das

Differentialvon v.

Man dividircemit

v-+q.dx+... in u+p. dx+. «+



Hierdurch erhält man

u+pdx+... Rds HTE
ia.

vy + qdx +... E E

Der Ouotient iſtnur bis auf die erſtePotenzvon dx

geſuchtworden , weilman ihnnur ſoweit nöthighat.

Ziehtman von demſelben=ab,#0bleibtdas Differential

Ur
von = übrig.

Man -hatalfo
a) =E a RE

*

oder,da pdx = du, und qdx =< dv ift,
:

u du udyvy
BA) == 22S +==

V V y2

=

Ail E udy
i

+

v2 i

Man findet das Differential eines Bruchs,

deſſenZähler und Nenner Funktionenvon x ſind,

wenn man den Nennex mit dem Differential des

Zählers, den Zähler mit dem Differentialdes

Nenners multiplicirt,das lebte Produkt von dem

erſtenſubtrahirt,und den erhaltenen Unterſchied

durch das Quadrat des Nenners dividirt.

$. 173. Man findetd +> auchauffolgendeArt.

u

Es ſey7 Sq

0l0 0: = VZ

du = vydz+ 2dy

du = v.dz+ =. dy

vdz = du—=—.dr
Vv

du u
i

faits —dY
Vv v2

dz

u vdu — udy
vdera(2)GE
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$. 174. Nach dem Bisherigen“läßt ſichdas Differential
eines jedènBruchs,deſſenZählerund Nenner aus Faktoren

beſtehen,dieFunktionenporE ſind,finden.Soll man z. B.

dasDifferentialvon = —— —finden,ſohatman
a gi DVW +E (rst)— rst. d (uvw)

uv Ww u2y2w2

uvywſrs.dt-4rt.ds+st.dr]—rst.[uv.dw-+uw.dy—+vw,du]E

u2v2w2

rsuvw.dt-rtuyw.ds4stuvw.dr-rstuv.dw-rstuw.dy-rstvw,du

u2y2w2 ;

$.175. Es ſeyff= =,wo u und v Funktionenvon
x ſind.Settman X+6ſiate2

x, (0erhältman
u +Ppk +9

GENESISFE Fis
==+ePyeJr Fip. ft.

Alſoiſt

te —F =(2—pA +(1—EE.+ EPE.LE hierKk,alſoauchfe+1)
— f(a) immerfort

ab,#0nähertſichdas VerhältnißTOE immerfort

der GrößeE—p : = alsſeinerGrenze.DieſeGrößeiſtaber,

wie ſichays einexmit $. 172. angeſtelltenVergleichungleicht

ergibt, der erſteDifferentialcoefficientvon =.
F. 176. Beiſpielezur Uebung in dex Differen-

tiirung algebraiſher Funktionen.
Man ſolldifferentiiren
1) a+ bx + cx? + dx? +... + px-1 4 qx = U

Es iſt
du = [b{-2cx+3dx?+tex+..AE -+ngxs?"1],dx

d?2u = [2c+ 2.3dx+ 3.4ex? +... + (n — 2)(n — 1px
IA guns]dx?

u. . w.



2 a + b1/’x —2= Z

Man kann hier auch{reiben
Z=a+bx&—c.x1,

woraus ſichergibt
dz = [2bx?-1—- 4 OLE] ds

= [tbx—*+ Es
dx

b
E

Ceat
A+ —D «dEi

Der hiergefundeneAusdruk läßtſichnun , wenn man dx

als einebeſtändigeGröße anſicht, nachdem angewandtenVer-

fahrenwiederder
wodurchman d2z erhält.

3) (a+ bx)" ==

:
:

Man ſeeE =F alſo(a4 bx)" == yn,

ſo hat man dz = ny"—!dy
= n (a+ bx)"-1,d (a+ bx)

= bO bds

= nb (a+ bx)-1, ds

0) (axP+ bx9? = 2.

Setztman (axP+ bx" = y,

ſoerhältman dz = ny"-1!dy
= n (axP+ bx9"-1 , d (axP+ bx41)
= n (axP+ bx9N)n-1, (paxp-14+gbx1-9,dx

5) V/V’(a+bx+ cx?) = u,

Es ſeya+ bx+ 0x?
=

= y,

ſo iſtu = Y Fs
du = 1y— . dy

= 1 (a+ bx + cx, d

9
+ bx + LL

b + 2cx

E, a TTD
A

V/A — Vet _ n]==

Man kann auchſchreiben



2 = N (c2— x5] fi
Setzt man [a — bx— + (2. xP =

y, ſo bekommt
man 2E VA

s

dz = {y*, dy
dy

0.

yt
d(ſa— bx—> + (c2— x23)
h. [a— bx + (c2— x]
3.[a-bx>+(c?-x2);]?,d[a-bx>+(c*?-x*)3]

=>

hL.[a— bx? + (ce?— x2)3]2
Nuniſt

dſa--bx—+(c2-x2)]4b? dx+#(c2-x2)*,d(c2—x2)
=[L4bx?Rs(C2

iW EPE a
— 2x]. dx

a SS
D

RESE
Folglich

R E ia

DN

YEX / - SA
uN 2 De) ]

7) (am+ bx»)P Ve — fx) y

Es iſt
dy = (am--bxn)p.d(ep—fxr)+CeP—fx),d(am+ bxn)p

(am - bn PCP — fr), d(eP—fxr)= + (eP— far),p(am+ bxn)P-1.d(an4- bx9)

I E bxn)p,(ep — fxry—1,— rfxr-1,dx

E (ep— fx)z.p(am+ bxn)P—1,nbx—-1dx

npb(eP — fx);(am4 bxn)p—1x0—1, dx
Le Lr. Zz.fam j-bx)p, (eP — fxr)7—1x1 ¿dx

¿dx

dz =



— DE «is

at K2
9

Fax bo

Man bekommt hier

LS _ (+a?x?{4x).d(a? — x2) —(a?-x2).d(at + a2x2 4x9)
(a4 + a?x? + x4)?

Durch die Ausführung der angedeuteten Differentiationen
und durch Reduction erhält man

dae A 2x2__xA

SEZ E RE
s

¿LE

$. 177. Nimmt man an, y = Œ) laſſe ſichdurcheine
Reihevon der Form A +Bx+ Cx? +Dx88-4.., ausdrücken,

ea ER

ſohatman

y = A+ Bx+ Gx? + DS Ex +,

FL— B+ 20x +3Dx* + 4Ex +,
2

I — 2C+42.3.Dx+3.4. Ex? +...

d3y
Jes

= 2:3.D +2,34, Ex+...

d4y
— = 2.3.0. E44...
a

20 TE

Man ſetzex = 0 und bezeichnefür dieſeSetzung
y dur (Y)
dy
dx (X
d2y d?y
dx2 dx2
dSy d3y
dx3 C)
d4y d4y
dx4 dx
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Hiernach iſtalſo

e
und À =

pa
(2)=8 B= (E)
CE c=
EA =2.3.D D= (2
CE =2.3.4.E E =

¡3ZZ
fae

A ES

: d 2

== (E) (2) + LDE +

Dieſe Formelheißtdietaillidatas
Ex. Es ſy y = (a+x»,

alſoJL= n (a+x»

d2

E =nM— a+

dy
Jas

= (0 — (n — 2)(a+ x)0-S

Man flndetBiévansfürx = f
CN) = an

(D)= m

d2

2) = 0
ds

I?
= n(n — 1)(n— 2) ans

AEnn:ES

n(n

—

1)
n—2x2Alſoiſt(a + 9? = an + nan—1x + ———

ES eB an-3x9 + s



$. 178. Nach den bisherigen Lehren der Differentialrech-
nung kann man die Potenz eines Polynomiums leicht în eine

Reihe auflö�en.
Es ſeyen.P_ und Q Funktionenvon x, und Po = Q;

dann iſt
n,Po1dÞP SS dQ

nPodP = PdQ
und nQ. dP = PdQ

Nun ſeyP = a+ bx +x?! +de +...,
alſodP = (b+ 2cx + 3dx? +- 4ex3 4 ., dx
und Pn = (a+ bx + cx? + dx? Lex +4, n

Man ſeßePu oder Q = A+Bx+Cx2?4Dx Fx,
alſodQ

==

(B+2Cx4+3Dx?+4Ex3 + ...)dx
Folglichiſt

n(A+Bx+Cx?-{+Dx3+Ex1+..)(b+2cx+3dx?+4ex4dx
= (a+{bx—+cx?+dx3ext+.)B+2Cx 3D +T4Ex+,, Jde

Dividirtman aufbeidenSeitendieſerGleichungdurchdx,
ſoerhältman eineGleichung,aus welcherſichdieCoefficien-
ten A, B, C,..., wie ($. 61.)beſtimmenlaſſen.

Zweites Kapitel.

Differentiirung logarithmiſher und exponentialer
Funktionen.

$. 179. Aufg. Man ſoll das Differential von

lgxſuchen.
Aufl. Nach $. 81. iſt

wo Al = lge den Modulus bedeutet.

Hiexausexhältman
dg (1+ u) = Mdu — Mudu + Mu2du — Mutdu Pide

=== M (4 — 1 + u? — WB...) du
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Siino
1 .

Der eingeklammerteSorteriſt TT Alſoiſtauch

EE
i 4

Sett man nun 14 u = x, alſodu = dx, ſobefommt
man

dx

F. 180. Für dienatürlichenLogarithmen,derenModulus
M = 1 iſt,hat man

dx
e A

$. 181. Man findetdas Differentialdes natürlichenLo-

garithmeneinerveränderlichenGröße, wenn man das Diffe-
rentialdieſerGröße durchdie Größeſelbſtdividirt,und das

Differentialdes künſtlichenLogarithmeneinerveränderlichen
Größe, wenn man das Differentialdes natürlichenLogarithmen
derſelbenmit dem Modulus des künſtlichenSyſtemsmultiplicirt.

Jn derFolge ſollen,wenn nichtdas Gegentheilerinnert
wird,immer natürlicheLogarithmenverſtandenwerden.

$. 182. Aufg. Man ſolldie höheren Differen-
tiale von Igx finden.

Aufl. Man ſee y =

E
ſoiſt

dy == S und —S7== Ze
alſo,da ZeinealgebraiſcheFunktioniſt,nah ($.160.)

tt Ssud gia #8
= A —— L

+ 4 + . . + + .

$. 183. Sucht man diehöherenDifferentialevon u =

le(1+x), ſofindetman



R a

Îr

âge O4 26:7

adus

1+ x’ dx 1+

d?u E d¿?u 4

EL Tt oe e PP
du

i
adx du 2 i

R rr E
CTd‘u 6dx d#+u

xs: AE
vb

Au EEN
C: A8 AUA: Manfot u = E durch die

Differentialrehnung in einer Reihe:ausdrü>ken7
die nah den Potenzen vo x fortſchreitet.

Aufl. Man ſete,es werde u zu u', wennx zu x+ k

wird,o iſtnachdem

MANO
Lehrſate($.161.)

u'oderIg(1+x+-11+ ER. d3u

1 E
E

Is(1+ x + 8%)tan ls(1TDT TE E

2
———————— KB =,‘E
1.2.3.14x)

|

"Man ſee x = 0. Hierdurcherhältman
KZ Ks L#

APY E R
Alſoiſtauch

x2 x3 x
# i

le(1+ x) =

ALT A aT:
>

m Tps

$. 185. Es ſeyy = lgx.
Verwandeltſichx in =+K und p- in y +1, ſoiſt

E Lr A
ms

= Ie[x. (1+)
= 16m IATA A

Da nun fürjedesbeliebigelogarithmiſcheSyſtem

Ig(1+ u) = Mu — 4
—

ES

Té

K2 —__

TBE LS Ls
gser



— VO =

iſt,ſoiſtauch :

k E)
y+l] = lgz+ M. LE = EM

is
—

Folglichiſt
k2

EW —

:

x » —Ox2 Zx3
k k2M E

E M,- N.
xg i 2s

Bei
Ms fortgehenderAbnahme des k nähertih das

VerhältnißÏÑimmerfortder GrößeMZ als ſeinerGrenze.

dieGrenzedésVerhältniſſesAerinbrändbdikder veränder-

lichenGrößeeinerlogarithmiſchenFunktionund der Verände-

„rung der Funktionſelbſtangeſehenwerden.
$+ 4186.Beiſpiele zur Uebung in der Diffe-
rentiirunglogarithmiſcher Funktionen.

Es ſolldifferentiixtwerden

D IgraFhx) = u,

Man ſezea bx = y, ſoiſt
Ig(a+bx = lgyo= n.1gy.

y ]
Nun iſtdn . lgy = op, = und dy = + bdx;alſo

D gb, dx
d Ig(a+ bx)"=-—+

EE
(a+ Dx

> E2) 1
GE

(a + bx)» — Ig(CE bx)
Es iſt

Setztman hierm = n = 2,a = ce, b = 1,ſo erhält
man

:a , UX

as (E) ELE
3) Ig(a HDun),



Setzt man hier a + bx® = y, ſohatman

b, mxm— 1dxdIlg(ambx) = dIlgy= EI
xm

————— = — cà C b 0
.UA pur nt RniD 8 GÉ bx

Es iſt

41
X

E

m, iP Br,a1, dx
1s
AL bxnzo > a 4 bn

“

Seßt man hierb=1, n=2, pP =+4/,m=1, �
bekommt man

a]
x adx

Tat GED
5) Ig[x+1 a+ *2)]= ley

Es iſtdIlgy= LZ,und dy = [ES dx

Alſodg [x+ 1/ (a+ x9] =

PetSy
Ge CREASE] =4 tlfGEL]IV’(atx?)— x 1/E

= de. Ig(FEES = Iguals(a+ x2)+ x]— 1g á7

Alſoiſtauch
:

dg E
dx

2 Vat

y lg LEITE) jg
a T2.1/+5).1/a—x

trar OE 2

Sus

= IgES :

Man findetpictgus
VV (a+x) +1 (a — x) a+ Ma? x2)

EA E
AX À

(at x2)”
8).Clg1)»,==

Es ſeyIgx = = ſoiſt.
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Cg x)" == zn

d [(Igx)"] = nzn-1, dz

= n, (Ig x)n—1 Es,
9) Ig 1gx (derLogarithmedes Logarithmen

1

von x).
Setzt man Ig x = Zz, ſohatman

lelgx = Igsz.

und dIglgx = dIgz = zs
dx ] E

EE
10) IgIgIgx.
Man ſeteIlglgx= Zz

AlſoIsIsIgx= lgz

4e. ts
2E Uga

e

eh ——z-=
:lglgx

SE

$. 187. Durch Anwendung der logarithmiſchenDiffe-
rentialeläßtſichebenfallsdiePotenzeinesPolynomiumsin
eineReiheverwandeln.

Nimmt man an, P und Q ſeyenbeideFunktionenvon x,

und es ſey
Pn = Q,

ſoiſtn. IleP = lsQ

E
d

und n. = 8

alſonQ.# = PdQ.
Seßt man nun

P = a+bxÞ+cx? + dx fel,
und Q = A+ Bx + C2 + DS Ex +..,

und verfährtdann übrigens, wie $. 178., ſo erhältman die

Gleichungdaſelbſt,aus welcherſichdieCoefficientenA, B,
C, D, E,... beſtimmenlaſſen($.61.)

ds 1TERIS
dVC,

HA
;ogy19LS



—— E

$. 188... Aufg. Man ſoll die Exponential-
Größe ax diffevrentiiren.

Aufl. E 77. iſt
DX aes 1+1ga,EL Fex2 BPafEr x4 4

Alſo
d (a*)=Iga. dx+(IgeE 5 = 4 x3

Au E EtA
1 2 ]

= {1-+]&a. ep 0E ga 4-0Ejs CE
—— SE. Iga.dS

Man findetauh das Differentialvon ax,wenn man ſeht
aX = ut

Hierausergibtſichnämlich
 — Igä =. Igu

du
dx. Iga AFE

f
du =u.lga.dx

= à*x le a. d%

$. 189. Nach dem BisherigeniſaA„
wenn dx hbeſtän-

digangenommen wird,

d? (ax) = ax. (Iga)?dr:
d3

S2
> ax

Csa)?„dx3

Für a= e, wo e dieBaſisdiesnaturlichenLogarithmen-
yſtems, alſoIga = Ige = 41 ift,erhältman

d (ex)= ex dx

d2.(ex)= ex „dx?

d3 (ex)== ex, dx3

$. 190. Aufg. 2 =u, wo z und y Funktionen
von «x ſind, zu differentiiren.

Aufl, Es iftgu
= y lg Zz

Uu dz

ZH
=

Jig +482 « dy



—- 109;

i

Aus zY ¿[y iS 41g. dy]
= 21. y. dz +25 le z. dy

F. 194. Es ſeyy” = u, ſo iſ
du = y5Ydy+ yY . lgy . dy.

= (y -- Igy). yYdy,

Drittes Kapitel.

Differentiirung trigonometriſcher Funktionen.

$. 192. Aufg. Das“ Differential von Sinx

zu finden.
|

Aufl. Es iſtfürden Halbmeſſer= 1 ($. 98.)
x5 x7x3

QE a

LR
1.
2305

E 6
E Ani Zed A EESAlſod Sin x=dx

EEE2.deu Lag gee
x0

Ele TE 2.341a ESSE
Der eingeklammerteGE iſt= Coſx. Alſoiſt

dGSinx = Coſx. dx,

Man findet das Differential des Sinus, wenn

man den Coſinus mit dem Differential des Kreis-

bogens multiplicirtk.
$. 193. Aufg. Man ſoll das Differential ei-

nes Kreisbogens in einer Differential-Funktion
des Sinus finden.

Aufl. Es ſeySin x = y, alſoCo x = A — y,
und nachder Bezeichnung($.104.)

arc. Ginny= x

Folglichiſt
2

d arc.Gin y = dx
z

Sett man die hierſtchendenWerthe in die Gleichung



— $00 =

à Sin x = Coſx. dx, ſoerhältman
¡% dy =4/(1— y?)dare. Sin:y

Folglichiſt
Ta

;

6

dys
Vet X2

= (1 — Y; OY
Man findetdieſesauchauffolgendeArt.
Es iſt($.104.)y3“3.y5 13:574.3-5+7.y9arc. Gin y = IT Z0 9.0.5

“

Ltt-0-72.0.6.60|

Alſo
3.5.y6

dare.Siny=dy4-.ay+25
- dy+ 16°dr 2.1.F8dy+...

“Si FIP Eaas3.5.7.8
L+ Fan GE EmGS SultJady

Nun iſtnachenESER Lehrſaßze
¿ dityz.. ti 3.39 ERE RSN—
V2) =CEP 142E TT2A6 LA6S

Alſoiſt

d arc. Sin y =

+...

d arc. Giny = (1 — yi dy
a

=

ZU

6

Er
Man findet. das Differential eines Kreis-

bogens, wenn man das DifferentialſeinesSinus

durch den Coſinus dividirt.

$. 194. Man foll das Differential von LSfinden.

Aufl, Es iſtCoſx=1—+25 a dsE

Ld AAR 1.23056

($.98 )

Alſod Coſx = —x . dx +
—=

TS
————, dx +...5 ZZx3

E m

Tw

———— d[* EsFETs -

wad:
Z

= — Sin x . ds
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Man findet das Differential des Eoſinus,
wenn man den verneint genommenen Sinus mit
dem Differential des Bogens multiplicirt.

$. 195. Aufg. Man-ſoll-das Differentialeines

Kvreisbogensin einer Differential-Funktion des

Coſinus: ve ES

Aufl. Sebtman Coſ%=F, alſoSinx=1/(1— 9,
arc. Coſy =,x,„ und d arc. Coſy = dx , foiſt

|

Ay = =14 (t= YD;‘d'âne,Coſy
dyund d arc. Tps SE

|DieſesDifferentialfürare. Coſy ergibtihauchaus der

Reihe($.105.3.
$. 496. Aus dJSin x = EE dx

und d Coſx ="— Sintx. dx

ergibtſih,wenn man dx valsbeſtändigannimmtund weiter
differentiirt, i

a2 Sinx = E ee

5d Ginx = = Cofx, dx3 *

d Cin x ==» + Gin x. dx4

dsSin x == + Coſ x. dxs_
dé Sinx= —Sin x. dx

d7Sin ==

ES
dx<7

“

a2Cof== ¿aofitqx2
d3 Coſfx == + Sin x. dx3

d4 Co x = + Coſx. dx4

ds Coſfx= — SGinx,dxs

dé Cofx = — Coſx, dx6

s. 197.

_

Sett man Sin u = y, ſoiſnach$. 193.
du = (4—y*)—,dy.

Hierausfindetman beiFortgeſebterFNE wenn

man dy alsbeſtändiganñimmt,



— MIO: =

du = (1-y)* y. dy?
du = 3. Y. (1—y2=, dy?+ a; dys

:

diu = 3.5,

ZSCurb02 ES: =SEedys
Sett man ‘Co�u= Y; ſoerhltmanfürdiebößeren

Differentialedu, Wu, ... die ebengefundenenAusdrücke,
EEmitverneintenVorieichen.

“$. 198. Da Síñ verſx<= 1 — Coſx iſt,ſoiſtauch
d. Sin verſx=.— d Coſx

= Sin «x. dx. :

Heißtder SinusverſusY, und der zuDen gehörige
Bogen arc. Sin verſLrſoiſt& = arc,Sin verſy

dx = d'arc.Gin verſy
Sin verſx= y!

dSinverſx=dWy n

Coſfx= 1—Yy

Coſx? = 1 — 2y + y?
Sinx2 = 2y — y?
Sinx =/ (27— y)“

Alſódy'=VQ
— Y). dare,Sin HSEy

211) dF

ép

unddarc.„Sinverſy= ey y)!
Auf ähnlicheWeiſeEt Ma

d Cofverſx= — Cofx.“dx
CA URund d arc, Coſverſy x)

$ 199, Ev 1 Tg >=

Cox
i ___ Coſx.dSinx — Sin x. d CoſxAlſod Tg x =

Cofx?

—
Lox. Coſx.dx+Sinx.Sin x.dx

Coſ x2
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Coſ<2

4 :

LeS
GS

y Coſx2
*-

“Das Differential der Tangenteerhältman,
wenn man das Differential desBogens durch.das
Quadrat des Coſinus dividirt.

$. 2006

-

Sebi man Lax = Y,

— Sofx2cb<Sinx! E

alſodTg x = dy i

x =P EEN
d=, d arc, Ig y

¡Sec x? = 1+ y?
TES —— 2

Cox E ati
ſo erháltman

:

dy LT y). daré. Tg y
Y

und d arc. Ty T5
E

Man findet das Differential; eines Kreis-

bogens in einer,Differential-Funktion der Tan-

gente, wenn man das Differential der Tangente
durch das Quadrát der Secante dividir. ©

$. 201. Es iſtSêcx = Ls
'

d Cofx

d Secx = —

CofE
Sins. dx

:Coſx . Coſx

JF
Sx dx,

E

E
Vf

dy
arc. Sec E

Es ſeySéc
Alſod'Sec x

X N

M



= #07 —

dx = dare. Sec y

Coſx = <ſx
s
1

x =
—Cofx?

=

À,

SGinx = 1/7(ar
:

-

a dare. Sec y

ſo iſtdy =

yE

Alſod arc. Sec y = =; . dy
eT Et — LO

TREO N°
Auf ähnlicheWeiſefindetman

dx
d Cotx = —

Sinx2

d arc. Cot y LS
— Pp
__Coſx.dxd Coſecx =

Sin

E
Cot x. dx

E

ES

n

4a

eO

dare. Coſecy =
— LS re

F. 202. Der beſſernUebérütwegen werdendidie ge-
fundenenHauptdifferential- FormelnfürtrigonometriſcheGröſ-
ſenwiederholt.

Es iſt

4) dSinx = Cofx. dx

N) d Coſx = —Sin x . dx

3) d Sin verſx = Sin x. dx

4) d Coſverſx= — Coſx. dx
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:

dx i

6 dx =

Éf
= Secc x2. dx

Sin x . dx

Coſx2
CX

Sin x?

x OT <.QX
8) dCoſecx = — E = Coſecx. Cot x . dx

6) d Secex ==

11)d are. Gin verſy= VQ

—y

dy
12)d arc. CoſverſyPE

E
13) darc; Tgy =

TFF
À 1

11) darc. Cecy =) E TL LsE

Tfn1
16) d arc. Coſecy === D:FEBRES ‘ dy,

:

$. W3.. Aufg. Man ſollSin x = u'vermittelſt
der Differential cua (n iner NVNeiheaus-
drücken,die nah den Potenzen von x fortſchreitet.

Aufl. Es verwandleſihu in u’,wenn ſi<x in x+-k
verwandelt. Nun iſtnachE MEE Sate

u’ oder Sin (x+1) — u 2ktE
du

E e

15) d arc. Côt y ==

d3u
Kk2 Bt US

Ees IAE DS
k



= O =

,
s du d2u Z

Es iſtaber u = Sin x, e
= Cox, 75

=— Ginx,

d3n

Ts =Coſx, u: Fi

Folglich
Sin (x4 1) = Sin x 4 Cofx. 1 Sin» Cox 1

1.2 1.2.3

Sin x
kaI LD6A

41,2.8.4E

Hierauserhältman, wenn man x = 0 ſet,
e

Á k
KS LS

C E SE
Alſoiſtauch

Ï
i 5

Cin = X —

E

ita

RN

ED,

1A LELIS

F. 204. Aufg. Man ſoll einen Kreisbogen
arc. Siny = u dur< ſeinen Sinus y ausdrücken

Aufl. Es werde u zu u +1, wenn y zu y +k wird,
ſoiſtnachdem TaylorſchenSabe

y du d2u
u +1 odex arc. Sin (y+k) = u + dy‘Se 1.2.dy2

*

d3u d4u
K3

a

Mwa TEN 4...Á:
1.2.3+.dy3

E
123-0 0y4

E

Nun iſnach$. 197.
du

dy
E (1— AES

d2u

E (1—y9 y
d3u 23 2

ds SRE CLIP C= JS

d4u

ds 3.5.3. (1—yD +3. 0-9 y

Bringtman dieſeWerthein die Gleichungfür u +1,
und ſeßtdann x =0, wobei auh u =0 wird,ſoerhältman
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3.3.k5
E: k=k Li =

RTMare. CIR +T 12

DESs 1.2.3.14.5
D

Alſoiſtauh
9.y®

arc. Gin y
= + S E TSE +... (8.100.)

6. 205. Es ſeyu = Sin x.

Verwandelt ſh x in x +K, ſo verwandle ſh u in

u +1. Man hatalſo
u +1 = Sin (x+ Lk)

= Sin x. Coſk + Coſx. Sink

Folglih1 = Sin x . Co k + Coſx . Sin k — Sin x

= Sin x. (Coſk— 1) + Coſx. Sink.

Nun iſtSin k? + Coſk® = 1

Sink? = 1 — Coſk?
= (1 — Coſk)(1 + Coſk)

Sin k2?
1 — Coſfk=

1+

Cof

k

QUERE
Co k— 1 =

— EE
Folglichiſt

i

i

1 = —Sinx. SUL 4 Coſx. Sink
1 + Coſk

y Skund
Sink

= Cofx — Sin x .

‘1Cofk (2)

Man nehme an, der Kreisbogenk nehmeimmerfortab.

Je,kleinerdex Bogen k wird,deſtomchr nähertſichdemſelben

ſeinSinus und deſtomehr das VerhältnißSikdem Ver-

háltnißE Denn es iſtTg k = E
k

und Coſk = E
Je kleiner

E
k wird, deſtomehr nähertſichCoſk und

alſoauch TaL
Kk

per Einheit.Nun iſtaber immer «<< Tg k

und E “lſomuß ſichum ſouemer beiimmerfort-

gehenderAbnahme des k, die Größe SLE
der Einhéitnähern,

d.h. jekleinerk wird,deſtomehrvértſichdemſelbenSin k

+



= 144! -

und

Nl
mehralſoauchdas Verhältniß—— dem Verhält-SinSin

k

niſſeE Ferner: je“mehr k abnimmt, deſtokleinerwird
Sin k und deſtomehr nähertſihder Ausdru> Coſx — Sin «

in
2 ÉS

‘1+Gfk
der Größe Coſx. Bei fortgehenderAbnahme des

k nähernſichalſodie M Seiten der Gleichung(A.)dem
D

dGin x
CHD Coſ-xifferentialverhältniſſe

E:

=Per EE
als ihrerGrenze.

$.206. Es ſeyu = Coſx, und es verwandle ſichu in
u +1, wenn ſih x in x + & verwandelt,ſoiſt

u {1 = Cof($+ E)
= Coſx. Coſk— Sin x. Sink

1 = Coſx. Coſk — Sin x. Sin k — Coſx
= Coſx (Coſk— 1)— Sin x. Sin k

= er) ViSins. Gin

Las Sin k ;

Sink Frm N + Cof

TE

Gfk) Sinz.

Ueberlegungen, wie dieim vorigen$. angeſtellten,MgO
daß, beifortgehenderAbnahmedes k, das Verhältniß———

SEL
d

Eſichdem Verhältniß
ner Grenzenähert.

F. 207. Beiſpiele zur Uebung in dex Diffe-
rentiirung trigonometriſher.Funktionen.
Man ſolldifferentiiren

= Sin x immerfortalsſei-

1) y =

A
=

VE
1 (1+ Cofx)

i E
. (1 + Coſx)?

O
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Es iſtd (1+ Cox)?

=

4 (1 + Coſ -*.d Coſx
1. C+ Co). —Sinx. dx

i Eins

„dx,1;

2.17 (L+ Cf

R

Sitix. dx

2.1/2.1 (1+TCofx)
Sin x. dx ;

21/2. (4+ Co ©]

NuniſtnachtrigonometriſchenGründen

1/2E EE Coſ1x

Folglich2.1/7Cx AIEE
Vv. ———-iE] = 2+ Coſ4x

1/2. + CND = 2. Coſ1x
Sin x. dx

Alſody =

—57,97 E

Es iſtfernernah Gründen der Trigonometrie
Sinx = 2. Sin 1x. Coſ4x.

i

_

2, Sinx#x.Coſ+x «dx
Folglichdy =

———

2,2. Coſ1x
= — 1, Gin 1x. dx.

Dieſesſtimmtmit Folgendemüberein.
1kSERE

x

II
Il

Alſody =

— ES

Es iſty =1/—— = Coſ+x

Alſody = à Cof2 = — Cin 4x. d 1x

'

= — + Sin4x. dx.

2) y — ag
Sinx

Es iſtIgy = Sit x.Iga
dy
R

== 10a GO. UR

dy = Iga.aS / Coſx.dx
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Für a = e = der Baſisdes natürlichenLogarithmen-
ſyſtemsiſt

dy — d (eSinz)— ©
Sin x

¿ Co x E dx.

3) Z = arc. Sin 2x. 1/7(1 — x2).

Settman u. (1 —x) = y,

alfo2 = are: Sinty,
4

:

dy
dz = ——————-,Ss

ZU
5

¿o (2—4x?) dx /

Ee E n 1/ (1 — x2)

und: (47 y) =-4 2x7

54 772/+ dx
Alſodz =

SCL
Man findetdieſesauchauffolgendeArt.

Da 2 = arc. Sin 2x. 1/7(4 — x?)iſt,#0iſtauch
Cinz = W.1/ (1— Y?)

Coſ2 = 1/7[1 — 4x? (1— x?)]

V/V1 — 1x? + 4x54]
= 1/ (1 — 2x2)2
= 1— 2%]

dGinz = d[2x. 1/7(1 — x2]

Coz. dz = d[4x? — hx]?
_

8x (1— 2x?)dx
37

4x 1/ (1748?)

_—_Q. (1— 2x2) de

Se LEAL

dz = 2.
Px )-

0)Z — gre Sine

Es iſtIg2 = are, Gin x.Iga
dz dx

dx
—- R EEdz = Iga,a tl

+

Va<=)
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Für à = e iſtlga = Ige = 41,alſo

dz = d [e
ai N = Qe Sinx

dx

“Vf wa)
*

Viertes Kapitel.
Von der Differentiirungder Gleichungen mit zwei

veränderlihen Größen.

$. 208. EnthälteineGleichungzweiveränderlicheGröſ-
ſenx und y, ſo läßtſieſichnachden bisherigenVorſchriften
differentiiren.Denn die eine von den veränderlichènGrößen
z. B. y iſteineFunktionvon dex andern x. ($. 106.)

I. Eine GleichungenthaltediezweiveränderlichenGröf-
ſenx und y geſondert.

Ex. 1. Es ſey22 = x — x2,

Hierausergibtſichnach den vorhergehendenVorſchriften
fürdieDifferentiation

2y dy = (1 — 2X) . dx

dy = —=, dx,

oder,da y = 1/1(x — x?) iſt,
: 1 — 2x
dy gk AES

Dies ſtimmtmit Folgendemüberein. Aus der gegebenen
Gleichungfolgt

° L= GEA)
=($=—

und hierausergibtſich
dy = 1,(x— x2, (dx— 2x dx)

an

+ea

ERAS
D HS

21 £2)

Ex. 2. Es ſeyy?+y == ax —x?,

Man findethieraus(2y+ 1)dy = (a — 2x) dx

eL == SK
—E%

2y + 1
ay =



E.

Aus der Gleichungy? + y =— ax —x®* ergibt ſich,wenn
nan ſieals einequadratiſchein Bezichungaufy auſflöſet,

y =—{++.1/ ax — 4x + D).

Alſoiſt
== OK

= „dx,M
FE e FEE

Man findetdieſenAusdru> fürdy auchauffolgendeArt.
Da

y =—++0+.1/ (fax— 4x?+1)
iſt,ſoiſt

:

dy = ++4.4.(4ax — 4x2 F 1? d (hax— 4x? + 1)

iE
(ha — 8X) « dx

+
iA

ax ax — qxE
11, Eine GleichungenthaltediezweiveränderlichenGröſ-

ſenx und y ungeſondert.SieheEinl.$. 106.

Ex. Es ſey
:

y nie + ERAR

oder y? — 2mxy = a? — x2,

Man findethierausnachden vorhergehendenVorſchriften
für dieDifferentiation

S

2y dy — 2mx dy — 2my dx = — 2x dx
,

oder (y— mx) dy = (my — x) dx.
my — X

Alſody = 7 dx (A)

Nun ergibtſichaus der Gleichung
y? — 2mxy = a? — x2,

wenn man ſiein Beziehungauf y auflöſet,

= mx+—1/ (a! — x? 4 m2x2),
DurchSubſtitutiondieſesWerthesfüry in dieGleichung

(A.)erhâltman
m2x + m a2 x2 m2) x

E R Li ES «Amc

Hiermit ſtimmtüberein,was man durchfolgendesVer-
fahrenfinder.
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Da

y = mx + 1/7 (a? —x? + m2x*)
iſt,#0iſt
dy = mdx + +. (a? — x? + m2x2) , (2m2x — 9x)„dx

i

2m? x — QK

] 1= ESTET {mix
x

+—m. (a —x? + m?x2)+ m2x — x
E

tp (A = tx 2)

$. 209. Aus derGleichung(A) erhältman

_—X(Wdy7-0)
UE Md

Sekt man dieſenWerth füry in dieGleichung
y? — 2mxy + x? — a? = 0

und reducirtgehörig, o bekommt man

(x? — a? — m?x2) dy?— (2mx?—2ma?—2mix?) dx dy}
+ (x? — m2x2 — a?m? ds?

E

Hierausergibtſichferner
“

y
(x8?— à? — m2?x?).E — (2mx? —2ma? — 2mèx2),dlE+ (x?— m2x? — a?m?)

. dx.

_.

und

“rezEdy
EAna

2m FET
Lost man ZSBie in Beziehungauf— auf, ſo

Ébrünk. m2x2 ais a2m2

at mix

erhältman die zweiWerthe füre welcheſichfür dieſen

Differentialcoefficientenaus (B.)ergebenund welche.ſich,da
es füry zweiWerthegibt,fürdenſelbenergebenmüſſen.

$. 210. Jn der Gleichung
y — 3axy + 8 = 0 (C.)

hat y, als eineFunktionvon x betrachtet, dreiWerthe.Dieſe
drei Werthe, nach einanderin den Differentialcoefficienten

Leder ſichnah den bisherigenRegelnder Differentiation
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aus der Gleichung (C.) ergibt , ſubſtituirt, gebendreiWerthe

fürE u.ſw.

$.214. Sehztman dxbeſtändig,ſo iſtderDifferentialcoefficient

dy my — x

dx E
den man aus (A) erhält, eineFunktionbloßvon x.

:

Man erhältaus dieſemAusdru>, wenn man ihndi�e-
rentürt,

my =F ESd?y
ES

dE
ag

“(— mx)?

Setztman für?ſeinenWerth,o bekommt1man

EE ZO
"E (y— mx)?

/ ;

HierausergibtſichdurchdiegehörigenReduktionen
d2y

2
0. Lieve 1).(y? — 2mxy + EN,Fe (y — mx )3

$. 212. Es ſey
Axy! + Bxnyn+ Cv IF

Diffexentiirtman dieſenAusvdru>nachden bisherigenVor-

ſchriften,ſoerhältman

Aly'xk-Idx+.Alxtyl-1dy
+ Bmy"xn—1dx + nme |+ Cpy%e-1dx + CqxPy4-1dy
+ « ie 06a

+ .+

= [Akylxk-14 Bmynxm-1+ CpytxP—1+ ...Jdx)
+ [Alxtyl-1+ Bnxnyn—1 + Cqxryt-1+...]dy|E

$. 213. ManfindetdieſesReſultatauchauffolgendeArt:

Erſtens: Man differentiire(AZ ſo,wie wenn y eine

beſtändigeund nur x eineveränderlicheGröße wäre. Hier-
durchbekommt man



E

Akylxk=1dx +Bmynxn—1dx + CpytxP-1dx +...
= [Aly Bmx FF CRP 4, „}:dx,

Zweitens: Man differentiire (A.) ſo,wie wenn x eine

beſtändigeund nur y eine veränderlicheGröße wäre. Man

erhältſo
Alxkyl-1dy+ Bnxny"—1dy+ CqxyT1dy+.

= [Aly On Cer 431 DF,
Drittens: Man addirxedas in Erſtens und Zwei-

tens Gefundeneund ſehedie Summe = 0. Man bekommt

hierdurch
[Akylgk-1+ Bmynxn-14CpyIx-—-1+. .].dx

|EG+ [Alxkyl-1+ Bnxryn-1+4 CqxPy11!4... .]dy
(B.)

$. 214. Eben ſofindetman einerleiReſultat,man mag
die Gleichung

Axy! + [Bruyn 426 E + + T= 0

nach $. 2412., odex nach$. 213. differentiiren.
$. 215. Ueceberhauptiſtes einerlei,ob man eine Glei-

_<ung zwiſchenzweiveränderlichenGrößennah $. 212., oder

nach$. 213 differentiirt.
F. 216. Aus (B.)erhältman den

M Ngenten

WW ARL DRE Pye 2

tE:(C))Ee Alxtyl-1—- Bnxnmyn-i+- CqyxPy1-1+,

und ſiehtwohl, daß man denE _e auch

findet,wenn man den Ausdru>k (C.) nah Erſtens und

Zweitens ($. 213.) behandeltund diebeidenſichergebenden
Reſultateaddirt.

$. 217, Das Differentialeiner Gleichungzwiſchenzwei
veränderlichenGrößen x und y kann ausgedrücktwerden durch

P dx + Q dy = 0,
wo ſowohlP gls Q dieGrößen x und y enthaltenkann.



—— E

Fünftes Kapitel.

Von der Differentiirung ſolher Funktionen, in denen

{wei von einanderunabhängige, veränderlihe Größen
vorkommen.

$. 218. Es ſtellef(x,y) eine Funktionvon x und y

dar, wo > und y von einander unabhängige,veränderliche
Größen bedeuten. Die Funktionf(x,7) werde, wenn ſichx
in +b, und y in y +1 verwandelr,dur< f(—+k, y + H
dargeſtellt.Was aus der Funktionf(x,y) wird,wenn man

in derſelbenx + k ſtattx ſeßtund y als unveränderlichan-

nimmt, ſey angedeutetdur< kf+ k, y). Auf ähnliche
Weiſe deute man, was aus f(x,y) entſpringt,wenn man

x als unveränderlihannimmt und y +1 ſtatty ſetzt,durch
f (x, y +-1)an.

S

Der mte Differentialcoefficient,den man erhält,wenn
man annimmt, in f(x,y) = u ſeyx veränderlichund y be-

SS N dm Z

ſtändig,werde ausgedrücktdurches: Dex nte Differen-

tialcoefficient,den man aus dem Ausdru>kHEE> Der Ce

Funktionvon x und y iſt,findet,wenn man x als beſtändig
I

dmuy

: : «dx,
z

und y als veränderlichſcßt,werde durh —7— oder kür-

du

amqn)
dxm

dm+ny i ; E

zer durchSdn bezeichnet.Die Ausdrücke und

dn+my
_ . fes

dyndxnbedeuten
den Differentialcoefficienten,den man be-

kommt, wenn man f(x,y) = u zuerſtnmal ſodifferentürt,
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als ſeyy veränderlichund x beſtändig,und alsdannden hier-
dnu

aus ſichergebendenAusdru> dyn!
mmal o, als ſeyy be-

ſtändigund x veränderlich.
F. 219. Lehrſ. Der Differentialcoefficient,

den man erhält, wenn man f(x, Y zuerſtſo diffe-
centiirt, als ſey x veränderlichund y beſtändig,
und alsdann den hieraus ſih ergebenden Diffe-
rentialcoefficientenſo,als ſey x beſtändigund y

veränderlich,iſtgleih dem Differentialcoeffi-
cienten, den man hekommt, wenn man f(x,y) zu-

ex Fo DiſfeLeuntiirt,«0 fy y. veräuderli><und
x beſtändig,und alsdann den hieraus hervorgehen-
den Differentialcoefficienten#0, als ſey x ver-

änderlichund y beſtändig.
Bew. Man nehme an, y ty unveränderlichund x ver-

wandle ſichin + Kk, ſoiſt„wenn man der Kürze wegen

F(x,Y)=u ſeßt,nachdem TaylorſchenLehrſatzefk(x+k,y)=

du Kk d2u k2 du 13 doy km

e 1 dn: 20 do 204 EE
du d2u

Das u, ſo wie die Differentialcoefficienten=, Fz-
d3u :

:

Tgr ſindFunktionenvon x und y.

Nimmt man nun weiteran, in dieſenFunktionen,ſo wie
in der Funktionf(x +K, y) ſeydas x beſtändig,und das y

verändereſichin y +1, ſoverwandeltſich
f(x+k, y) in f(x+ Kk,y +)

SES dal du 12 du 13
4. UL + dt TE FDSLEI + ...

du du du :

“S5 E E

du , du
# 25 A ZT)12 di ZS)13

—

i e dy A OR TL TEAS



Ze ARE

E Le
d2u

da 2e

— Zeb
dx22)E

_dx2

dx2
M Îx2 a TAS dys

-

e

SS
42

d3u du

R SE Tz) 12 d/ pP
QR Tul SL E E LLS

dnu dwmu

dmu . dmg
E 2) A rs) In

C Im

oder

l(<+Kk, y) in ey +),

du ldi 12 dU 15
u mU LTI a E
du

bé
dtus LG: 12 dn 13

dz |

ixHddxdy ‘1er dxdy?'1,2 dxdy31.2.1.2.3HA

du
Ñ

d3u dE LS du 13

âxz
' + dx2dy ¡+dx?dy?*1,Tt aS

dx?2dy3*41,2.3
=>

du i
du da 1 d5u n dóu 13

dxs
M

x dxtdy1 dx?dy? 12 dxdy3 1.2.3
DS

+ +. + . & * . * *

dmu , du dn+1y 1 dm+ny ]In

R Ts dd A dE La m 9

Sekt man nun ſtattder Ausdrückef(x+k,y), u, E
d?un d3u Z È

e! duets das, wozuſiebei der Seung von y +1 für

y werden, o erhältman gus der Gleichungfürf(x+ Kk,Y)

folgende
f+k, y+D =
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++

u+
7,dy

du

k

d2u

Ax.
4

VIEds:

du
K2

du

dx?
4,2

dx?dy

dîèu

Ks

du

dx?
*

1,29,3

*

dxdy
.

din
12

T

12

Kk

diu

12

1

“A

rr

dxdy?
1.2

'K

09

h

du

12

k2

8
T

iE
12

ke

7

E
Ls

1.23

AP

dE
0

:4,9.3
++

14

TEO
Tiba

2

8

-+-

du

13

dys
*

4.2.3

dy

423»
 Æ

d5u

[3

K2

dóu

13

3

dx?dy?
*

3.2.1
*

1.2.3

+

+

*

(O)



E

Das allgemeine Glied des Ausdru>s (©) iſ >=

dxm y
H

In lm

1.2.0‘1,2,
y

Man hatden Ausdru> (©) dadurchgefunden,daß man

angenommen hat, in (x, y) ſcyy beſtändigund x verwandle
ſichin <—+ kz daß man darauffernerin der Entwicklung,
welcheſichaus dieſerAnnahme fürf(x4K, y) ergeben,ſtatt
y, y +1 geſeßthat. Man nehme nun zuerſtan, es ſeyx

beſtändigund y verwandle ſichin y +1; alsdannſeheman in

die Entwicklung,die ſichfür (x, y +) ergibt,x +k ſtatt
x. Hierdurcherhältman

erſtensf(x,y +) =

da- Fd 12 +d3u 15
n + aida a

aqmtny

d

1.2.3 1.2...n
EA

und, wenn man dieGliederjederReihe,dieman beiSeßung
von x—+k ſtattx in Erſtens bekommt,in einerverticalen
Columne untereinanderſchreibt,

¿weitens f(x+k, y+)) =

du ]n

TT Ja



12

du

12

dîu

13

dus

1

u

4

=,
>

E
——

pt

E

Uy

4

1

dy?

41.2

Y

UN

4.2.5

du

du
A

Kk

du

12

k

d4u

13

k

dx

AE

E
A

1

dydx
*‘

12
*

41

1A

dydx
*

1.2.3
‘41

die

SRE

E

dut

„1

2

du

12

k2

d5u

13

Kk2

+T

da

(3
zs
Ie
¿R

dy2dx2
*

1,2
*

1.2

RA

dy3dx2
*

4.2.3
*

1.2

d3u

3

À

du

k3

4

d5u

12

KS

dóu

13

k3

des
*

1.23

dvds

14,23
dy!diS?
1,9’
1.2.3

D

dydx3
*

1.2.3
‘

1.2.3

+

.

——

+

-

+.

6.

*

.

.
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dn+mn

Das allgemeine Glied des Ausdructs (&) iſtInda
]n km

4.2...10‘1,2...*

Nuniſt ſowohlder Ausdru> (O), als der Ausdru> (5)
= f(x+ k, y + 1). AlſoſindbeideAusdrü>e gleich.

Läßt man aus beiden Ausdrückendie erſtehorizontale

Reihe,die offenbarin beideneinerleiiſt,ſowie aus beiden

die erſteverticale,von welcherdaſſelbegilt,weg und dividirt

das Uebrigedurch1. k, ſobekommt man

12 +

i M e qna:

E PME<L i |

Sa eSBS
(25)

+ + + RE

las E da
HSE ica

Vw o! dW!

De
*

s

Ea do Las
&

o

ped jouis

Go
6.

ZE Se
E

LS ZE Ra
|S ZE Qs >

<f ds |=
LA 2

Ww

qs hes =
do RS

|

De o |L.
C To 1
joa

.

. >

vo Ee a=
S1 Led

E LE

A

* +



d2udydxdudydx?
——

126

du

|

ſagasydx?
*

1.2.3

Y

+

kE92LK?

—

d3nudn

I

dy?dx
‘1,21

+T

Iprdee
1,2

+

d5u

]

dy*dxè
4.92

+

y

‘

.

dn

12

i

+
e

‘L95

M

64

k

diu

12

k

‘12

dde
‘125
Lg

+‘

E

dón

1?

K?

1.2.3

Tira
4.23
41.23

TA

>.

.

.

12
. Lat ‘+ =

==>2

e

=)

=S
E

L|

La

M

¿ZA

=)
UTR

=

NLsVA
>

ME
E

28
=D
|S

S

+

S

>

-

2

|S

S
©

[5a)

VO

I du FP

1.2.3
+ +...“Let

du

dy?dx

d’u

dydx dy"Ax
<-
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Hieraus folgt
u

<S

du

dxdy dydx
du du

al) 7) |

d
SP

dx ‘

d. i, die Wahrheit des behaupteten Satzes.
i anu. du

$. 220. Es iſtauch= = E M

du d4ùu

dxdys  dy?dx

$. 121. Läßt man aufbeidenSeiten der Gleichung(9)
die erſteReiheweg und dividirtdas ER ilondedurchke
ſobefommt man

du d4u E 5 2 4

SSERE AI 1.2LOTZAS‘1.2.3S0 zie
Me

du «Mu ‘<1 du PP 1

dydx? 1 TE 1.2 TE AID 1.2.3TTE *

Hierausfolgt, daß auchiſt
du u

Ias
A

ds
du du

dx?dy?
E

dy’dx?
du d5u

-

ded dy?dx?

F. 222. Zu jederhorizontalenReiheder linkenSeiteder

Gleichung(Y)gehörteineauf der rechtenSeite derſelben, die
ihr gleichiſt.Jederzwei zuſammengehörigenReihen Diffe-
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rentialcoefficienten, die einerlei Abmeſſungenvon dx und dy

enthalten,ſindgleih.Es iſtallgemeinE = Faz
$. 223. dx und dy,als beſtändigangenommen, iſtes ei-

nerlei,ob man f(x,y) zuerſtmmál o differentiirt,als ſey
x veränderlihund y beſtändig,und alsdann das erhaltene
Differentialnmal ſo, als ſeyx beſtändigund y veränderlich,
oder ob man f(x, y) zuerſtumal ſo differentürt, als ſeyy
veränderlichund x beſtändig, und-alsdanndas gefundeneDif-
ferentialmmal ſo,als ſeyx veränderlichund y beſtändig.

Ex. Für u =x9y" findetman
du

= — m— Ign

d <
1X y

d’u
= m— 1yn— À

dxdy
HES y

i mE == nxmyD--1
dy :

—— És== mnxm1B,

F. 221. Die Gleichung(O) G. 219.) wird,wenn man

ihreGlieder rechter„Handſountereinanderſchreibt,daß die

Exponentenvon 1 und k einesjeden der untereinander.ſtehen-
den Glieder,einerleiSumme geben„ zu folgender

|
du Lida PF diu BB

Fx+k,y+D =

uF Far Tati Tag
dek vdu Iko FV 1

;

TAE Inis A âdxdy?*1.2*4
— ...

u Kk du 1 L2

Tas dudes E
du 13

Tas 123
Es iſtalſo
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Í du L du. Yf a = —

I

/ du Kk re:Kk
;

dx iis vi E
; bitt

d?2u Kk? 6 ©
E Da

1.2
H

Was auf der rechten Seite dieſerGleichungſteht, iſtder
Unterſchiedzwiſchendem urſprünglichenZuſtandeder:Funktion
f(x,y) = u, und dem! Zuſtande„in welchen;ſiéteitt,weni
man x = ſtattx und „y+1 ſtattyin dieſelbeſeßt, Der

TheilF-H ¡ dieſes"Unterſchieds""beſteht"aus zwei

Srücken,-vdn denen das erſtebloßdieVeränderüung!1und das

zweitebloß die Veränderungk, von der erſtenAbmeſſung,

als Faktorenthält.“Die Stücke ‘dexübrigenThèiledes Un-
du PFP du 1 Kk d2u!!?

terſchieds,z. B. des TheilsÀE R Teas

AR TT E —
E

=,enthalten1 und k von MienAbmeſſungen, denn der er-

ſten,alsFaktor.Das Produkt1. k muß-bekanntlichalsvon
der zweitenAbmeſſungſeyendbetrachtetwerden.

i

F.HbubSEdD C zufolge

|

bedeutet in dem

Theile
F +PFL das ==

E
den Differentialcoefficienten

den man erhält,RE man u = f(x, y) ſo,als ſeybloßy
veränderlich,differentiirt,und“däs‘unter dieſexVorausſetzung

ivi Differentialdurchdy dividirt.Eben ‘ſobedeutet!

¡x/ daß man u = f(x,3)ſd,âlsſchbloßx veränderlich,
ML und das unterdieſerVorausſetzunggefundeneDif-

EEE VARydx dividirthat, Auchiſtbekannt,daß dieAus-
drüde =,0

—

Funktionenvon x und y ſind.

$. 226. Daß man u = f(x,y) ſodiffecéutirthabe,
als ſeynur y veränderlich,deuteman durchdy an. Hier-

9
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d (

nach wird alſoder Ausdru> = dx- bedeuten,daß man u ſo

differentiirthabe,als ſeybloßx veränderlih.Der Ausdru>

Lay+ Tudx ‘endlichbedeutet,daß man u = f(x,y) zuerſt

ſo ‘differentiirthat, als ſeybloßy und alsdannſo, als ſey
bloß -x veränderlich,und daß man hieraufdie untex dieſen
BorauſeBugs6gee DifferentialePOPE:Mt-N Aus-

dru>FPHRdxerhältman, wenn man in E &TLà 2
ſtatt1,NTS dieVeränderungvon y iſt,U3‘undſtattk,
de i.ſtattder Varäudennngdes x, dx ſet.

Der Ausdruc
2

iedy bedeutet,daß man edy,wo, wie

ſchongeſagt,e eineFunktionvon x und y iſt,ſo differen-

tiirthabe, alsA nur y veräwderlid,Eben ſo bedeutetder

Ausdru>zâgÎxdy, daß man y ſodifferentiirthabe, als

ſeynur N
oderidx ſo,áls ſeynur y veränderlich,u. ſ.w.

dx und dy ſindalsunveränderlich
Ae

$. 227. "Exkl. Der Ausdru> ayHSSE dx ($.226.)

heißtübereinſtimmendmit $. 143. das erſteDifferentialvon

f(x,y) = u.

11! $e 228 Man findetalſo

-

dasDifferentialeinerFunktion
von zweiveränderlichenGrößen-auf-folgendeArt : Man diffe-
rentiixtdie Funktion.zuerſt.ſo, als ſeybloßdie eineveränder-

licheGrößeveränderlich,und alsdannſo, als ſeybloß die
andere veränderlicheGrößeveränderlich,und addirthieraufdie

ſoerhaltenenDifferentiale.
Diffexentiirtman das exſteDifferential,wie man, um

daſſelbezu erhalten,die urſprünglicheFunktiondifferentiirt
hat, ſobekommt man das zweiteDifferentialdieſerFunktion.
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Das zweite Differential von f(x, y) = u iſ
d2u du

dy?dy + 2. dds dyNE
E:

iſtleichteinzuſehen,wie man die höhernDifferentiale

Exempel. Man ſolldifferentiiren
LL

Es iſtd(x + y) = dx + dy.
2) xy.

Man hat hierd (xy) = ydx+ xdy.

DÈ
in

Es ita(2) = RELE OE
IL)xmyn,

Es iſtd(xmyn)= y, mxn—!dx + xn", nyn1dy
= xm—1, yD-1,(mydx+ 2x00)ax2

5)

ACS(a
J

E

ef
du

|

*

9axdx
HieriſtZxde —

a5
da E

un e (a2— 2E GET:

ES 2axdx ax?ydy

Salide

—

i E
6) arc Tg5_

i

Es ſey
—FTZz,alſoarcTg== arc T4 Ze

Nuniſtiz Z =

âz_
TAZ

ydx — xdy
H

e
und dz =

R
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olglich iſtF 9
ydx — xdy

d arc Tg = —— E 2,2 :

LSY
a=

TA)
Mau ſecßey* = 2, #0iſt

Rer IES
und x.

E
dx = dIg z

L+x dx -
Z

Se
x.y N42ilgy.dx == dA

x. yx-1,dyyx lgy. dx = dz.

$. 229. Für dieDifferentiationeiner Funktion u =

f(x, Y) o zweiveränderlichenGrößen,und die Differen-
tiationeiner Gleichung Axty!+ Bxwyn4 Cxy44+ = q

wiſchen zwei veränderlichenGrößengiltalſoeinerleiVor-
ſchrift.Siehe$. 215.

F. 230; Wennman inder Gleichung
E

F 2

e +k,

“e D= ERF
du k dw TK

i+ E
dxdy‘4‘1

dx2*

1.9
das I =m. k ſebt,wo m einebeliebigeveränderlicheGröße

- bedeutet,ſoerhältman
du 2

fx+k, y+m. I — f(x,y)=

vf
« MK +a...

du
SsRSÀ  k+F TF dy

._mk2 45.

du
——-— F+
1.2.dx2

* WW +...
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Nimmt alſok immerfortab, #0 nähert

*

ſi{h"der Unter-

ſchiedf(xuk, y +m.19— f(x,y) immermehr“derGröße
d

äsmk + 5°Z . k als ſeinerGrenze. Man ſehel ſtattmk,

Dadurchwixd jenerUnterſchiedzufx+k, y + Df D
und ſeineGrenze zu 7:EENE .k. Statt der:Größen 1

und k, die als immerfortabnehmendgedachtwerden, ſehe
man die Größen dy und dx, diedenn auchals immerfortab-

gemesE, werden müſſen. Hierdurchverwandeltſich

E i
Ui n FSdy+ d x. Alſoift,wenndy und dx

alsE abnehmendFSN
werden „das Differential

df (=> Edy+ 2 dx als die Grenze änzuſehen,der

ſichder Unterſchiedf(x —+k, y +) — f(x,y) immerfort

nähert. È

$. 231. Diſgrens
man den Ausdru>

+3 Tedx (A)

zuerſtſo,als ſeynur I und van #0, als ſcy nur x ver-

änderlich,und addirtdaraufdie-crhaltenenDifferentiale,.d.i.

ſuchtman das zweiteDifferentialvon f(x,y),ſo.bekommtman
du d?2u d?2n á2u
ae 2 PriCiidii LLEI C122 2

dy?
dy? —-

SLES
dx dy+

dede dy
dx --72

x

du

—M
d2u

ES 4

E

Lnoder
dys

.d2 +9 TE + Tes
dx? (B.).

DurchÉS des Ausdru>s (6.) aufeben die Art,
wie man den Ausdru>® (A.) behandelthat,erhältman

A
d3u d3u

H 2A TE dx?dy

du

+ a dx dy +2.
Id

dx? dy + ZLdss
oder

d3u du

pae
3

dysdys43 dy? dx dy?+3. zszdsdx? dy+dx (C.)
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Dies iſtdas dritteDifferentialvon f(x,y).
Die Ausdrücke(B.) und-(C.)zeigeneine,ſogleichin die

Augen fallendeAehnlichkeitmit der Entwicklungder zweiten
und drittenPotenzeinesBinomiums. Man nehme an, das

Geſet„ welchesdie Ausdrü>ke(B.) und (C.)vor Augenlegen,
ſeyallgemeinund man erhaltefür das ute Differential

n(n- dn

andyyensT== R Es 2L,dea Om RN

(D.)
Differentiirtman nun dieſenAusdru> zuerſt,als ſeybloß

Y, und alsdann,als ſeybloß«x veränderlich,und addirtdar-
aufdas

EEE ſoerhältman
dn+1

u, +t1u n(n-41) d+lu
E

eE facyEE o
dx

dyiE EAS
:

n drFlu
+ gegpaisUO EEE dxtdya-1+...

oder

dn+19 dto (+1n deu

dyarYSES Uda AST dx ?dyn-1

+...
Gilt alſodas angenommene Geſeß für das nte Differen-

tial,ſogiltes auh fürdas n+ 1te. Nun giltes für das

dritte,alſoauchfürdas vierte,folglichauchfürdas fünfte,2c.
F. 232a, Es iſtauh f(x+k, y +H)—f, Y) =

1.2 ‘dx?dyn—1

gr
E

ES

Ek
i Gap laLK

1.9,3

ESAO Exe

als
Die Aehnlichkeitdes Geſetzes,nah welchemdie in einer-

lei verticalenColumne ſtehendenGlieder hiergebildetſind,
mit dem Geſetze,uachwelchemdie Glieder der Potenzeines



— 135 —

entwi>eltey Binomiums fortſchreiten,. ſpringtin die Augen.

Daß alleandern in einerleiverticalenColumne ſtehendenGlie-

der nach demſelbenGeſetzegebildetwerden,läßtſichauffol-

gendeArt zeigen.
Aus der Betrachtungder Art des FortgangeszeReitenm+n

($.219.)und des allgemeinenGliedes
dsnidyn‘1.2.1.2...01.2...m

daſelbſtergibtſich,daß, bei dem uiibreinanderſhreibender

Gliedernach“Vorſchrift$. - 221., EE folgendeGlieder

untereinanderzu ſtehenfommen:
du <A

dyn
*

4.2, .n a 2

dou;
***

la-1t LK î

+T
dyn “12.(n—1)4

dew“ lu—2 168}+
ddr 1.2...(n—2) 1.2°

dvü ]n—3 Ua:

Tides1.2..(n—3)"42.3
€

>

[57 -0.

du N hm=2/9,.S!
+ dxm_2, dy2*1.2‘1.2.«(m-+2)

:
du I km—1

Tedy TL GDdu km
‘

dxm ‘12,.m*

Man kann dieſeGliederauchſoſchreiben:
du 1 y!

dyn‘12.0
du n,]"—1 kT dxdya=11.20 4

=
du n.(n—41).lo—2k2

dx2dyu2* 12...0 ‘1.2
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u n—1)(n—9). 10s k0
avg

Rt

E TD

m——————EE

A

Tand

dx3dyn—3 LeS chit 4.2.3

.

dn n(n-1)(n-2)...4.3.12 Kkm=—2

R :

L 4 dxm—2dy?
Y

4. Dicen 4.2.(m—2)
A du (n(n:4)(n-2)... Ji D; 1 km-1

+ dxmnidy x y“ Ti D... ¿A
à Lie 1)

+
dnn 1.2..,n,km
dxm *(4,2...n)1¿2...m

Hieraus ergibt ſich
du

16Fs:
n: dn

1 *âxdyn-1
4 In—1 . k

n(m— 1)
- WB

ST
)

; . SrAEpr
In=—2 [Kk 2

DO =Y(a-2):dnu
4 1.273

*

dx3dyn=3'
4D. MD

ú Ï
S

10=3_K3

aA dy:¿1.3 dnu

1.2...(nì—2)‘dxm=edga3

n(n—1)...3.2 Au

1.2... (m—1) ‘dxm=1dy
*

n(n+=1)..¿2.1duukn
19 E

$. 232b. Die Differentialcoefficienten,welcheauf der

rechtenSeite der Gleichung(A.) in ‘dieverſchiedenenDimen-

ſionenvon 1 und k multiplicirtſind,laſſenſichleichtauffol-
gendeArt finden:

1) Man ſuchtdas erſtéDifferentialvon u = f(x,y).
Es iſtnah $. 228.

. km-—2

1 y lm=1
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Ty+ ds.
Man dividirt die Glieder dieſesAusdrucs, jedes,durch

das Differentialvon x und y, welcheses alsFaktorenthält.
Dadurchbefommt mán die-zu1 und k“ von der:erſtenAbmeſ-
ſunggehörendenDifferentialcoefficienten

du du

dy’ dx*

2) Man ſuchtdas zweiteDifferentialvon u = f(x, Y).
Es iſt

du
dy2

Die Glieder in dieſemAusdru> dividirtman, jedes,
durchdie Abmeſſungvon dx und dy, die es als Faktorent-
hält.Hierdur<hbekommt man die zu der zweitenAbmeſſung
von 1 und k gehörendenDifferentialcoefficienten

d?u du d2u

|
dt

“dx
dy’ T8

3) Man ſucht‘das dritteDifferentialvon u = | (x, 3).
Es iſt

Ss

3 3 8

SE +3 grazAx dy? 3» FEFdx?dy+ TSds,
Hierausleitetnan durchdas Verfahrenin 1) und 2) her

d’u du dèn du

dpr Paxdpr + S
Ixdy! dx!

d2u -d?u
dy2-2 I + TS dx2.

u. . w.
i

Ex. Für u = xn iſt
SE DY

D

d
AlſoE = n, ADE. W = mxm-—1yD,

d?2udao, bb d?u
Y 777

Y EE PE
n(n—1)xmy—?dy?+2,maxu-1yn—1dxdy-+m(m—1)xm-?yndx2,
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du
' Adas

pam —4 JxmMyN—2
SERS

E ——-Alſo
dy?

—

E
Y , a 2m 1yn E

u bi

vs
=

RES
3)

I

ESdys43,LS:«dxdy?+3.ET— dx?dy+ lxs
= n (n — 1)(n— 2xmyn—3dys+ R — 1)xm-1y0—dsdy?

—+3.mn(m—1)xm—?yn—1dx?dy+m(m—1)(m—2)xm-yndxs,
3 I

Alſor="n-1)(n-2)xmyn—3,3,= 3mm(n:1)xm—1yn—2,

3
E28

T7

=3.mn(m-4)xm?yn—1
EV

=m(m— 4)(m— 2)xm—s yu

AUE Eh ASTE y

Folglichiſt(x+ kw, (y + h» =

Ee AULA

+ n. xmy0—1 lm. x0m-—1y0, k

<S=g
‘ſa(n-1)yaha Em m-OE y]

+ ———

E TzZ“+ [n(n——1)(n—2)xmy0-—3,BP + Zmn(n—1)xwm—1yn—2]2,k

IEEE SethiPEEL “NEtpnk3]
$. 233.Seßtman in nsGleichungCS.2: )dx fait

Lk und dy ſtatt1, was geſchehendarf,da man für die unbe-

ſtimmtenBexäudéciugisLk und 1 ſeßenkann,was man will,
ſoerhältman

2
F(x+dx,RS FA

d?u dydx+aRET 141

u dy? 3u dy?
ps 1:28* ‘i

dèu dy?dx
AE 1.241

d’u

ts
du dy dx?

Ta La UE 4E FD Lia n

du dx?tn‘Lag

— e+e
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Nun iſtvonfx, N)=u,

du 9 E D d

dzu =

Va
E, EIE=

JOE Sis
dy is?2

du
2

2 Si 3

du =

ys— dy?HaxdyS
————âxdyFLE dy+ x

Alſoiſah = d’u

EG,Di df(x,y)
e Sf +

1.2
S

1.2.3
+...

$. 230. Jn der Gleichung
du UE d3u

LPS dy?
¿A

dys
. PP

Uu 4 u 3 d3i i — (2/0
u

¿

«du

Ea I LEZ. dsu
TK dx2dy“Ls

Ai

-
Kk3

ſeheman == 0 UNd: =0:

Setzung ;

Bezeichnetman für dieſe

0 durch(u)
du

Edy dy,
du du

dx LZ)
du d?u°

LE
He e W.>

ſoerhältman
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d A UNS (ed 3
j

E dy
7 E jE

+(F) +72 2 Lu
Laas Jlk

= T2O3 E
E

57Je
ath
Tx3)-ko

Hieraus befommt man, wenn man x ſtattk und y ſtatt
1 ſelt,

ITN du
f=) + (2O Jy i 9g +...

2.d?u 3.du
+ tsJsx MERS E

__ (CäxdyY
du RR

n

3.:d?u 2(GS5s Le2:3Pe
coiieaiyE

dx
Das hierGefundenedient, eineFunktionvon zwei ver-

änderlichenGrößenin eineReihezu verwandeln. Man ver-

gleiche$. 177.

$. 235. Man kann das aus einerFunktionu von zwei
veränderlichenGrößen x und y entſprungeneDifferential

du du
du =

F= dx+ JyY
auchkürzer

du = P dx + Q dy
: du

d

ſchreiben, wo alſoP = =, und Q = F-dd is E dex

Differentialcoefficientiſt,den man erhält;wenn man u =

f(x, Y) ſo differentiirt, als ſeynur x veräuderlih,und Q
der Differentialcocfficient, den man bekommt,wenn man u =

lex,y) ſodifferentiirt,als ſeynur y veränderlih.Gebraucht
man dieſeBg ateſo"iQ

mán nachdem Sabe ($.219.)

E



= M —

F. 236. Ein Differential Pdx + Qdy =‘0 ($. 217.3

welches man durch Differentiation einex Gleichung zwiſchen
zweiveränderlichenGrößenhergeleitethat, kann,wenn P und

Q einengemeinſchaftlichenFaktorhaben, durchdenſelben

*

divi-

dirtwerden;auchkann ſoler gemeinſchaftlicheFaktordurch
Verbindungdes Differentialsmit der urſprünglichenFunktion
wegfallen.Ju jenem,wie in dieſemFall,erhälrman ein

Differential,in welchemdie in dx und dy multiplicirtenCo-

efficientenverſchieden{ſindvon den in eben dieſeGrößen dx

und- dy multiplicirtenCoefficientendes Differentials,das man

aus‘dex urſprünglichenFunktiondurch
|

bloße.Diſſerentiatighhergeleitethat.
Ex. 1. Das Differentialvon. 2x2y%= a iſ�«ids+

2x2y3dy== 0. Dividirtman dur x, ſoerhältman dx 4

2x2y3dy= 0. Se vb: LD
4A

Ex. 2. Es ſeyenM und N Funktionenvon x und y, und

EE ſoiſtdM + ecdN = 0, vdef,da c= —

x,N*

MS
FF“

‘aN = 0, oderNdM — MAN= 0. Man differen-
M dM—-MdN

lire nun auchx
=— C Man bekommtLaisE N?

an
= 0.

$. 237. DurchſolcheVeränderungen,“welchedie in dx

und dy multiplicirtenSE erleideny wirdaber keines-
wegs das Differentialverhältniß5e ®verändert:

$. 233. Jt einSite P dx+Q dy = 0 aus ei-

ner GleichungzwiſchenzweiveränderlichenGrößendurchbloße
Differentiationhergeleitetworden, o mußauhfürdaſſelbedP

EL udy E :

ſeyn,da man bei ſeinery EEaus*derzwiſchenden zwei

veränderlichenGrößen-‘gegebenenGleichungdas nämlicheGe-

ſeßbefolgthat, nah welchemman du = FPdx + Q dy aus
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u = f(x, y) findet. Jſ� aber PAdx4Qay = 0 ein Diffe-
rential,das nichtdurchbloßeDifferentiationaus einerzwiſchen
zwei veränderlichenGrößen gegebenenGleichunghergeleitet
worden iſt,ſokann es ſichtreffen,daß nicht

Pe SO
dy dx

iſt.
$+ 239. Wenn fürdieDifferentialgleichungen

du = P dx + Q dy
und 0 = Padx+Q dy

dP dQ ; ; ; e E a ME

is 2 iſt,ſo heißenſievollſtändig.Jt nichtF—

= M ſoheißenſieunvollſtändig,oderſieſindgar un-

richtig.
FE x2

Ex..1. Es ſeydu =

dx — dy

ES NK JAE
Hier iſtP =,

7z-
Und Q a

GE
Differentiirtman nun P, als ſeybloßy, und Q, alsſey

bloßx veränderlich, ſoerhältman
Gx

dP =

“ELET.
und dQ = —idx

EE 6x
AlſoiſtE

= —

yA
dQ 6x

undTL
= —_—

qr
Die gegebeneDifferentialgleichungiſtalſovollſtändig.

Ex. 2. Es ſey7= gi

Man differentiire, #0erhältman

ydx—xdy
_

YS
Z
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Hieraus bekommt man, wenn man auf beiden Seiten mit

y? multiplicirt ,

y dx — x dy = 0.

Sebt man nun ® = y, und Q = —x, ſo findetman
aP aQ :

dy
= + 11, i

et
— E

AlſoiſtdieGleichungEEE
x dy = 0 feinEDifferential.

x dyAus der Gleichurg2 E

SS
0 findetman, wenn

P= giund Q — —F>-geſebtwird y

dP dQ
— =— — 2

— = — 2,
E

y ?,-und 2 y

$. 210. Nach dem Bisherigenkann man auchFunktionen
von mehr,als zweiveränderlichenGrößendifferentiiren.

Exempel. Man ſolldifferentiirxen:

Dx+y +2.
Man ſeßex+y =, ſo iſt

EE 2) = d(v + 2)
= dv + dz

= d+ + dz
:

=

—sars+ dz.

__Y 52
:

i

Setman xy ="Ÿ7 0 iſt
XYZ TE

‘a(xy2) zdv + vdz

zd GN) + xydz
Zy dx + zx dy+ xy dz.EIL

3) vtr, :

Man ſée x4yr = zz,"
“alſov’x1yr= yz;

0 iſtd (xX) = 2. PEE v?dz



is EA or

=="Z, ¿pvrr1dy + y? jd (x9yr)
= pxyrv dv + v’. qxf1yrdx + vrx4 ryr—1dy
= px9yry-dv + qvyrxt1dsx + rv?xItyr—1dy,

SechſtesKapitel,
Anwendungder Differentialrechnungauf -die Lehre

vom Größten und“Kleinſten.

$. 201. Wenn y tine!Funktionvon x iſtund für einen

gewiſſenWerthdesx der zu.demſelbengehörigeWerthdes y

größeroder kleinerwird , als diezuinächſtvorhergehendenad
nachfolgenden„Werthedes y, die zu x—Kk undx—+k ge-

hören,ſo heißt:der.größere.Werth:desy. ein Gxößtes
(Maximum)- und derfleinereein Kleinſtes.(Minimum),
wenn jenergleichnichtgrößer,und dieſexnichtkleineriſt,als
jedervorhergehendeoder jedernachfolgendeWerth-füry.

Durch ZeichenläßtſichdieSacheſo darſtellen,Es ſey
y = f(). Man ſetzeſtattx nacheinandera, a— k, a+ Kk,

Iſtnun ſowohlf(a— Kk),alsauchf (a+{) fleiner,alsf(a),
ſoiſtf(a)ein Größtesz.iſtaberf(a—Kk)ſowohl,als f (a+K)
größer,als f(a),o iſtf(a)einKleinſtes.

Ex. 1. Es ſeyy = b— (a— *)?.__Man.ſche:EAzuerſt
= a, dann = a — Kk,und endlih= a+k. Jm erſtenFall
erhältman y = b, im zweiteny = b—Lk2,„im dritten

y = b —k2, “Fürx =a_ wirdalſoy.einGrößtes.
Ex. 2. Es ſey.f

= b(a _Seßt man x nah
einander= a, a—k, a+ k, ſowerdendie dieſen.pexrſchie-
denen Werthen des x entſprechenden.Werthe deser Þ,
b + Kk2,b+Lk2, Alſoiſtfür < =.a, das y ein‘Kleinſtes.

F. 242. Es gibtFunktionen,welchefeinengrößtenoder
kleinſtenWerth erhalten,man mag x annehmenwie man will.
Von dieſerArt iſtz. B. die Funktionx3 +s, welchemit den

Pd



fies R

wachſendenWerthenfür «x beſtändigwächſt,und mit den ab-

nehmendenbeſtändigabnimmt.

$013. 1. Jn y = £)-ſche man, das einemalx+k,
und das andere mal x—&k ſtattx. Man erhältnah dem

TaylorſchenSabe
durchdie erſteSetzung

d d2y K2 ds
= LFS TIS Ta

‘1.2.33
und durchdie zweite

n dy dy RL AOS KS OIS B41
Y = —

Tae i T23 dua 42a
#0

IL, Man nehme für k einenWerth an, der kleingenug

iſt,um die Summe allerGliedernah dem zweitenin den

Reihenfür y",y“ kleinerzu machen,als das zweiteGlied in

jederder genanntenReihen($.29. 30.3. Nach dieſexVoraus-

ſetzungmag alſodieSumme der nachdem zweitenGliede fol-

gendenGliederpoſitivoder negativwerden, ſoändertdas die

Eigenſchaftdes Poſitivenoder des Negativendes zweitenGlie-
des niht. Jſt nun = cine bejahteZibtasſocrháltman für

y einenWerth,derTie und füry” einen,der kleineriſt,

als yz und iſtZ eine verneinteGröße,ſoiſtder Werth für

HS TESE

1.2.3.1
+

y kleinerund füry” grbßer,als y. Folglichkann,wenn E
einebejahteoder eineverneinteGrößeiſt,y weder einGröß-
tes nocheinGleiſeſeyn.

ITL. Man ſee 7
= —0> und ſuchedenaus dieſexVor-

ausſetzungſichGReGEAWerth des x, Er heißefk. Man

ſete,er ſcyMIO
IV, Da e = 0 iſ,ſohatman nun

d2yE d3y Ls EE:EF A

E 1.2 dx3‘4,2,LT dx#4‘1.2.3.1
2 d3y 3 dy La

und =>+ ‘io EE es

ie x

10
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Hier läßt ſichk wieder ſoannehmen,daß dieSumme allex

Glieder,welcheaufdasGliedT3-

15 folgen,fleiner“iſ,
|

als dieſesGlied, das in den Reihenfüry"und y” immer ei-

nerleiiſt,man mag x—+&K oder x—k für «x in f(x)ſetzen.
Man RE den in 1Il. für x gefundenenWerth in den

Ausdruckfür5: Hierdurh erhalteman einen negativen

Werth fürEX:Jun dieſemFalliſtalſoſowohlx" als y”

kleiner,als y. Folglichder Werth des y für x = f ein

Größtes.Findetman bei der SUSA des fürx gefun-

denen Werthesf in den Ausdru> 5iZ; fürViiAusdru> ci-

nen poſitivenWerth, #o iſtfittayLinsy“ größer,als y.

Folglichmachtin dieſemFallx = f das y zu einem Kleinſten.
Ex. Es ſeyy = 5— 5x4 + 58 + 1,

Ay A 3 2

alſo7
= 5x? — 20x83 + 15x

<= Ey
und 2

= 203 —60x*? + 30x.

Setztman nun

d
AL = 5x4 — 90x35+ 15x? == 0,
dx

1

ſoerhältman
S0 =

Alſo Y x = 3

Y) x = 4

Durch Subſtitutiondes erſtenWerthesfür x in den

AusdruckfürSIbefommt man y = 90, und dur<hSuh-dx22

d?
ſtitutiondes zweiteain den Ausdru> fürEA, TF= —40.

Durch den erſtenWerthfür x wird alſoy ein Kleinſtes;
dur<hden zweitencin Größtes.Jm erſtenFall iſty =

— 263 im zweiteny = + 2.

Bisweilenexhältman gleihbei dex Differentiationfür



2e ; ft : ;

aS eine beſtimmteGröße. Die Beſchaffenheitderſelbenzeigt,
ob y ein Größtesoder ein Kleinſtesſey.Aus der Funktion

==. $ FS 2
erhältman

dy
T6 S7

d?y
A

und x= — 2.

Die Funktiony wird alſofür x = —F einKleinſtes.
Wäre x = fkunmöglich,ſo könnte,wie leichtzu begrei-

feniſt,ebenfallskeinGrößtesoder Kleinſtesſtatthaben.
Ex. Es ſeyy = x3 — ax? + bhx— c.

Man findethieraus
dy x

dx 2 EE

d2y
EE
dy
fr 8.

d
Sett man nun

q,
I — 2x4 hb

=

0, ſ0-<erhält
man

DP

At FASO
3

2) zia SnifAZ ZD)
i

Hier gibtes,wenn a? < zb itt,weder einGrößtesnoch
ein Kleinſtes.

V, Findetman das27in TY. = 0, ſo kann man noch

nichtwiſſen,ob y einGrößtesoder cinKleinſtes,oder ob es

keinsvon beidenwerde. Man ſebe,es ſeyE = 0, ſoiſt,
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d3y dy La
N II AES TETRA3:

dy diy la
und y 120 E LOA Se

Wird nun, wenn
man den für x gefundenenWerth in

den Ausdru für TFſebt,lebtereine bejahteoder eine ver-

neinteGröße, ſo ergibtſichdurchWiederholungder Schlüſſe
in I. , daß y weder ein

R , nocheinKleinſtesſeynkann.

Wird aberEZ= 0, und
4

ESY wenn man in daſſelbef ſtatt
x ſett,einebejahteodereine verneinteGröße,#oEE

die

Schlüſſein IV. , daßfüreinenbejahtenWerth des”das y

einKleinſtes,und für einenvexneinteneinGrößtesEs
Ex. 1. Jſ�ty = b+(—a?), ſoiſtd ;

2 = 3(x— 9)?

d2

2 =3,.2.(x—a)
d3

Ts= 3.2.1

Seßztman nun _ = 3(x— a)? = 0, ſo findetman

x = a, DieſerWerth fürx machtauchSs= 3.2. (x— a)

zu Null. Da nun FX= einer beſtimmtenZahliſt,ſo iſt
fürdicFunktiony = b + (x—a)? weder ein Größtes,noch
ein Kleinſtesmöglich.

EL: 2: E
I

= b — (x— a) erhältman
y
Js

— 1 (X — a)?

d2

e =; — 4. 3.(x — a)?
ad?

= = — 4.3.2. (x — a)

d*y
dx“

== —01.3.2.4.
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Das 2 = — 1 (x— a) = 0 giht x = a. Dieſer

dy: dy
dx2/ dx

nun derWerthfür2* eineverneintebeſtimmteZahliſto
wird y einGrößtesftx = a

VI. Sollte der Werth f nihtbloß den Ausdrückfür
ds ty
Laa_, ſondern.auchden Ausdru>kfürE7 Null "machen,#0

müßteman denWerth.von x = f-auchnoh _indenAusdru>
für

5

E

A 7 ſchen.Je nadennun hierdur<der AusLdruckfür

Wyzu Nullwürde oder nicht,könnte cinGrößtesoder ein

KleinſtesſtattAndenséodernicht.Beider Zunullwerdungdes

Ausdrukes für7
*
fändeeinGrößtesſtatt,wenn man bei

Werth fürx macht

yE für zu Null. Da

der SehungdesWerthesfin detAusdrufüreeeinever-
neinte, und.ein Kleinſtes, wenn man bei dieſerSetzung
einebejahteGrößeerhielte.

Wie man weiterzu verfahrenhätte, wenn auh
2

EZ2 =0

würde,das ergibtſichaus dem Visherigenzur Genüge.
Ex. ‘Esſey.y = (x— 6+ (x—H + — H+ e.

Alſo72 = (x — $3, [6(&— O? +5 (— +4].

Seht man Ïfi— ff)+ 5(x— f)+4 = P, fo erhält
man feuer

SZ=3.(x— ff).P 4 (xf), =
X = 6(&—HP

EE Wt D
dá

,
dP

= 6.P+186x-—-H.S9x E, EE Pn
: d®

Für x = f wirdS_, EES ge aber
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BE= 6P. Alſowird y ein Größtesoder ein Kleinſtes,je

nachdem6. P “verneintoder bejahtiſt.
$. 214. Nach den bisherigenVorſchriftenläßtſichauch

unterſuchen,ob und in welchen:Fällendie eine unbekannte

Größe in einerungeſondertenFunktionzwiſchenden zweiGröſ-
ſenx und y einGrößtesodexein Kleinſteswerde.
Ex. “Esſeyy: — wx — Aa =0.

75

Aus dieſerGleichung,in welcherman das y als eine

Funktionvon x betrachtenkann,findetman

dti Himy=

AL TDR
Y

|

IB UNE JI
10M

EET

Hierausbekommt man, wennman E = 0 ſkt,
X,

Um den Werth vonx, der ein Größtes oder ein Klein-

ſtes,im FalleinſolchesStattfindet, gibt, zuerhalten,muß
man denhierfüry gefundenenWerth in die gegebeneGlei-
chungſegen.Man erhälehierdurch

mi: alci OgPL VID

1

SAE—
und x =

+1 e:
Alſoiſtnun

4

Y = +17 E Zi
2

Das zweiteDifferentialder gegebenenGE i
nA

my —

y +(x— mx).
dx?

77;

nNun iſtaber angenommen, daß= 0 iſt,wisSisdie-
ſerAnnahmehatih ergebeny = «



Xt 6 GIGHA
EL ien NR SA

ni

11

> (adi
Hieraus findet man, wenn man für x ſeinenWerthſeßt,

d?y — m 1 — m?

e TL R == YV
Alſoiſt

m2a2
*

y e eu E

M R a (1 — M2)

R

ACTA
Alſoerhälty einengrößtenWerthfürx=+

——

ma ‘

1/(14—m?)

Des y größter
ma

A (4 — m?)
aWerthiſtE;tt2)

‘undkleinſter—

HH
Es iſtklar, daß, wenn ein größteroder ein kleinſter

Werth füry ſtattfindenſoll,m? kleiner,als 1, alſom ein

echterBruchſeynmuß.
$. 245. 1. Ju der Funktionu = f(x,y) könnenfür x

und y allemöglicheWerthegeſeßtwerden. Vorausgeſeßtnun,
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daß für u = f(x, y) ein Größtes oder ein Kleinſtesſtatt
finde,gibtes unter allenmöglichenWerthen, welcheman für
= und y ſetzenkann, nur gewiſſebeſtimmte,welcheu zu ei-

nem Größten-odereinem Kleinſtenmachen. Wüßte man von

dieſenbeſtimmtenWerthenfürx und y, den füry, o könnte
man den Werth für x nachden bisherigenLehrenbeſtimmen.
Denn alódann wäre y unveränderlichund u eine Funktion
bloßvon x.

Il. Man ſetein u = f(x, Y das y beſtändigund das
x veränderlichund beſtimmeden größtenoder den kleinſten
Werth, den u unter dieſerVorausſcßunghabenfann.

Ex. Es ſey
u=x+xy+y? LEIDE

DIRscrhältman , y beſtändiggeſebt,

4 == 2x + y —a,

Sett man nun :

(A

i WRE A
“oxPPE 0,

ſobekommt man tri.
25

M iis
ATEN

C IE

Die Funktionu wirdalſofürx —-{a — 1y ein Größ-
tes oder ein Kleinſtes,fallsdaseine oder dasanderefürdie-
ſelbeſtattfindet.

111. Wenn man den Werthvon<> DEXſichunterdex Vor-
ausſebung,daß y beſtändigſey,aus u = f(x, y) ergibt,
inu = ff, y) ſeßt,ſoerhältman den größtenoder flein-

ſtenWerth füxu in einem Ausdru>, der,gußerbeſtändigenGrößen„ bloßy enthält.

Ex. Sekt man ta —23y ſtattx in u = x?
e

i SEPP
— ax — by, ſo.erhâlt_man

u = — 28 TOA —DEE Re
IV. Da nun aber y, obgleichals beſtändigangenommen ,

dochnochunbeſtimmtund veränderlichiſt,ſoiſtdas gefundene
Größte oder Kleinſieeine Funktionvon y. Aus dieſerläßt
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ſich,nachden frühern.Eutwiklungen,das größteoderkleinſte
u unter der Vorausſeßungfinden,daßauchy veränderlichiſt.

Ex. Aus

u=— 12+ (da—b)y +32 (O)
bekommt man

du

dy
:

zan bie
d?u

Z

Es
Settman nun s

ia —b—+ {y = 0,

ſoergibtſich
9b — a

y =

“
L i y Z 9b —â , 6 :

Die Funktion(O) wird alſofüry = ein Kleinſtes.

V. Man erhälthierdur<hdas größteoder kleinſteu unter

der Vorausſchung,daßſowohly, als x in u = f(x,y) ver-

änderlichiſt.
Ex. Die Funktion

u=x?+ xy + y? — ax — by

wird einKleinſtesfüxy = o und x = —, Man

erhältdieſenWerth füxx, wenn man" in den Werthfür x

in CII.Ex), den Werth für y in (IV.Ex.)ſebt.
Ex. Eine Zahl a in dreiTheileſozu theilen,daß das

ProduktihrerQuadrate ein Größtesſey.
Iſtder eineTheilx, und der andere y, 0 iſtdex dritte

a—x— y, und das Produktder Quadrate dex Theilex2y2
(a—x— y)2, Alſoiſt

1e LPI (A Ay)?

Hierausfolgt, wenn y als beſtändigangenommen wird,

E (aA—x—y) (a—Æ— Y).

Dies muß =

0

geſeßt werden. Da aber keinerder Theile,
in welchea getheiltwerden ſoll,fehlendarf,ſo darfweder
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‘

AGù

x, noh y, noh RN BE “de�et werden. Alſo muß
man ſetzen

e ESO

Hierausergibtſich
|

(X = Za = TY.
Sebt man dieſenWerth fürx in u = x2y?(a—x—y)2,

ſo erhältman
u = y. (TIO

Man findethieraus
du

de SI]

Sett man dieſenAusdru>k = 0, ſobekommt man
|

2y?(4a —

7

BA = y Ga — {y

Diesgibty-=
Es iſtfernerd2 i

E SA TUER 19)
-— (daa 19VNE (2a — 19.

Wenn manhieriny = 2a ſebty ſobefommt man

du
— Sg 8.4

2E» A4 81

Seßtmau {a ſtatty in x = HA
—

pe ſo erhältman
a= 2a.

Alſo wird uw = x?y2(a —x —-y)? ein GrößtesMinX
=

ja, undy
= a

Siebentes A HPIL EL,

Von der Bedeutung des in manchen Fällengéfun-
denen Ausdrud>s 2,

$. 216. Manchmal machtbeiciner gebrochenenFunk-
tion ‘von Einer veränderlichenGröße ein beſtimmterWerth
der letzternſowohlden Zähler,ais den ur

der Funktion

zu Null. Hierdux<erhältmandeu Ausdtu> 5—. Dieſerkann
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jede Größe bedeuten: eine endliche,cine EE große, auch
Null.

Ex. 1. Es ſeyy
= uES und man ſehex = a. Man

bekommt hierdur<hy = 28Es‘iſtaber äh 5 =
(a xXa 5E)

Deon BE

= a+x. Für x =a ergibtſh y = 2a. Alſoiſthier
= 2a,

©

0
: es

= undx =

a,0 exbälit
(a+x) (ar—x%) a + X;

(a—) —) a—x
9a

Hierauserhältman, wenn'x= a

geſelt!wird,e

a

Ex.2. Séebtmän y. = iE,
man y = 7.Nun iſ auchy =

= 00. Alſoiſthier2== Ou

GE SS S— 5)
Ey I: Aus y =

E, GA+ax+ x) (a — x)

findetmanfür
x =a den Ausdru>e 0.

6au. Aufg...Sowohl fx), als auch Ss
werde für einen gewiſſenWerth von x zu Null;
man ſoll--beſtimmen, was unter dieſer Voraus-

ſeßung der

-

Werth des Bruchs EA ſey.

Aufl. Sett man x + k ſtattx, ſoerhältman

F+ DETE) ES u E)
1a

d3f (x)
A:

1.2.x“ 1,2,3.dx3"

F+) =F +OK o. s

Der Kürzewegen ſeheman E) =p, E =49,

ret GE = zl Bd
WF (x) /

dx
= Vl ¿4.0
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Alſo iſt
f(x+6) F+ ph+ 490+ 4k +, is

Fet) FO+tMNFE+ mer... O

Nun ſeßeman x = a, Da hierdurchſowohlÉ(5), als

auchF(x) =-0 wird,ſo kann:man beidesaus dem Aus-
drue (O) weglaſſen.

Man hatalſo
fat

_
pk+ 19k?+4 +...

Fat pk+19k +16 +...
DurchdieDiviſiondes Zählersund desNentiersdieſes

Ausdru>ksdurchk bekommt man

fat pP+19k+1k +...
Fat pp ++ +...

Nun ſeyk = 0. Dann ergiótſich
f(a) _ df): dx

K

e P ————
—

S

F(a)— dF (x):TE
Um alſodenifedes Bruchs£7SS) e”den Fallzu

finden,daß fürx4 ſowohlder Zähler,alsIEENenner
verſchwindet,ſucheman dieDifferentialquotientenM

: dx

e; ſetein denſelbenx =a, unddividireden aufdieſe
Weiſe aus des gegebenenBrüchesZählerabgeleitetenAus-

dru> durchden aus dem Nenner hergeleiteten.

und

Ex. 1. Es ſeyFS = E und «x =a,

a X@)— Ick,

undur)= — mxm—t,

FolglichOE = xm

= Ren



i
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Ex. 2. Es ſeyBE Si ———-, wo = die halbe
i (x)

Cot=
D des KreiſesE und E= A.

— =—
und dF (x) = d CotEES

WES
EE

EnEy
7TxN 2

d(x):ds 2}

2a-(Sin7)
Í

dE dE 7

Folglich

As
= 2,

= a Iga—b*Ig b

=2

Es iſtELD
=RS
A

df (x):dx
E

Z

ÂF

(x): dx
= ax Iga—b Igb,

f (0)
FolglichF(0)

= Igaräte Igb,

$. 248. Es kann geſchehen,daß für « = a ſowohlp
als p‘ = 0 werde. In dieſemFalliſt

fat tr +.
F (a+ hk) q 4 rk-+.

f(a) q dt (x)=:dx?
und

F(a)
RE

q‘
“M

d2F (x):dx?
*



— 158 —

ſet werden.
:

3

Ex. Man ſollden Werth von
> [4(a3-+Lx3)]—ax—a?
Þ [2 (ax) —x — a

für x = a beſtimmen.
Hieriſt

= Y (XD
(as——x3)?

dF (x) 2. x—(a?

+

x2)?

dx
—CO EE :

(B.)
Re

Sehrman hierx = a, ſoerhältman
f (a)

= 9,E)
5

Man hat alſoR, und
Y
LE zu ſuchen.

d2

EAus (A) ergibtſich——— =

E ROE [4.ax?—a(a34x3)]._F-Ix
(a34-x3)? “(a34x3)?

(a34 x3)?
:

zinkaud.BI E —

(a?+ x2)°.[2?— Ws [2x—(a24x2)LS » (a2?ED
a2 — x2

Sett man nun x = a, #9bekommt man

f@)
Fa

9a.

Wären für x = a auh q und g*jedes= 0, ſoerhielt
man

f(a) Y 20M): dS

FO) rF GF: de
LW:
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$. 209. Durch das eben auseinandergeſeßteVerfahren

läßtſichin manchenFällender Werth von 5nichtbeſtimmen.
Man nehme z. B. an, man ſolleden Werth der Funktion
(x2 — a2)?
= Tafür ® == finden,
(x — a)?

HieriſtSy = 3x . (x2 — a2)

dF(x)
dx

df(x):dx 3x (x?— a2 7
dF (x): dx

26

Ets 2 AEY
y

Sebt man in dem leßternAusdru> x = a, o erhält
man

:

fa)
_ 0

DiR M

DurchweitereDifferentiirungbekommt man

df (x)
ES rrp

3.8? — a2)43x?

(x?A a2):
1

= 4x — Dz

I|

d?2F(x)
— 3

E
(x — a)?

| B(—8a?)+3x2

ECL)? ARA
E

(x2 = ES
a A

E
1

i

Cataa)?

STAR a)
(x? — a2)°

Hierfindetman wiederfürx = a

(a) 0
F(a) 0

Man ſichtwohl,daß, wenn man BREE,EE und
dxs

den gebrochenenBruch,der ſichhierbeifür37GFOSLS er-
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i
Y : 2, „ WF(x): dx3

e Egibt , auf einen einfachen zurückführt, man für
WF); d

einen Bruch bekommt , deſſenZählerdiePotenz(x?— a2)?
und deſſenNenner die Potenz—a)® gls Faktorenthält,

und daß man alſofürx =a wiederADA ©findetu. ſw:
LM das folgendeVerfahrenläßtſichilirerder Werth

von 5
9
inden.

T 250. Die beidenFunktionenf (D geF (x) werden

jedefürx = a zu Null, daßalſoFS= ©iſt,Manſetze
inFSE ſtatt=, a + k und entwickleineE ſowohlden

Zähler,als den Nenner in einerReihe,die nah k fort-
ſchreitetund ſteigendiſt.Die Entwicklunggeſchiehtnah dem

binomiſchenoder dem polynomiſchenSake. Man erhält,die

Entwi>klungallgemeindargeſtellt, durchdieſelbe

fa) __

Akm + Bka-+ Clo +,

Fat) AML BCL...
Die Potenzenvon k ſteigenin dexOrdnung,in welcher

ſiehieraufeinanderfolgen.Jſtnun m =m/“, ſo wird,wenn
man den Zählerund Nenner der Entwicklungdur<hkm di-

vidirt,

f(a+k) _

A +Bkr—mi 4 Cle=nm +,
Fat) A+B Cre}

‘Settman nun k = 0, ſoerháltman

(a) 4

Pia).
e

Me

Jſ�tm >m“, ſowird

f(a) _

Akm—m/ Þ Bln-m/ + Cle-m 4 .,

F(a+ 1k)ES. + B‘kr/—m/ÞCL +

AI M
Ea) A‘und we 0
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Iſt endlihm < m‘, ſoiſt
f(a446i

1

-

A BlO-m45Ckermdcunt?
F(a+tk) Aku + Blan + Clem.

did
MiA
FO 0E

y

f LL ONE
Z

Ex. Es ſeyS E Ss Man erhält,wenn

man a +k ſtattx ſeßtundentwielty
f(a+k)  (Qak+ kE
F(a+k) LT

(2ak)*+ + (2ak)-1,Kk?+ 2.(2al)2, Ka,
k®

i

Man findethieraus
f (a) 2
F (a)

= C2)

F. 251. Der Zählerund dex Nenner einesBruchsÈE
werden bisweilenfüreinen beſtimmtenWerth a des x zugleich
unendlich.Um zu beſtimmen,was in dieſemFallein ſolcher

L

f (x PE). :

ES =

=F
iſt.Dieſer

:

fx)

leßteAusdru>k wird für < =-a zu 5und der hier‘angeführte
Fall iſtalſo’zurückgeführtauf den im Vorhergehendenerör-
texten.

:

Bruchbedeute,bedenke,man , daß

3 (x? — a2)?+ z(t gy

00
t(E— a)

qo
Man leitetaus dieſerFunktiondie ihr gleiche

n (x — a)°.[(x? — a?) + 3x2]

i

(x? a2)?

Ex. Für ==a wird

=

her„. welche:fürs =:

0

0
wird.

1
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$. 252. Manchmal wird in einem Produkt ® .Q, deſſen
FaktorenFunktionenvon x ſind,für x = a der eineP=9,
und der andere Q= 00. Was ein ſolchesProdukt bedeutet,
läßtſichebenfalsnah dem Vorhergehendenausmitteln.Es

iſtnämlich
is

Pia Quei—-
Alſo für x= aA

Q
E =

P.O0O= - = =,2
Tis
Q

Ex. Jn dem Produkt(a— %) « Tg5 in welchem7

die halbeKreisperipheriefür den Halbmeſſex= 4 bedeutet,
wird für «= a der Faftora—x = 0, und der Faktor

Tg = = 003 man ſollden Werth dieſesProduktsfür x=a

beſtimmen.

Hier iſtP.Q = 2=_=
G Cot —-

Q Tas 2

Je
(Siehe$. 247. Ex.2.)
$. 253. Manchmal werden zweiFunktionenP und Q von

x füreinenbeſtimmtenWerth des x, jede,unendli<hund man

fann wiſſenwollen,was in dieſemFalleP—Q bedeute.Hier-
hergehörigeFragenlaſſenſichebenfallsauf die frühererörter-
ten zurückführen.

Ex. 1. Es {hyP—Q = — — ——z-welchesfür
X = 1 zu 00 — 00 wird.

z

Manbringe diebeidenBrücheunter einerleiBenennung.

Hierdurcherhältman ÞP— Q = —— Dieſeswird für

= q — = —i

Es Ze



AUE

Ex. 4 E ſeyP—Q=——— — =. DiéſerAus-
X == 4 Igx

dru> wird = 00 —- 00 für x = 1.

Bringtman die beiden Brüche, aus welchener beſteht,
unter einerleiBenennung,ſo erhältman P — Q =

x.lgx—x+1 ———— =

G—

lex ’ d. i. einen Ausdru>, der für x

=

1 zu

0 wird.

Setztman hier1 + k ſtattx, ſobekommt man nach$. 250.

a+ FO —k
FA + kh) klg (4 +6)

.

Es ergibtſih hieraus, wenn man Ig(1B) durcheine
Reiheausdrückt„

fa) +T Kk—m2 +8 —...)— Kk

F(1-F Kk) k (KU — $k2+ 4k3 — 1)
k + ho 4h

2-H +a—...

_—_ ++t—hk—...
__1—+FHe—..,

Setztman nun k = 0, ſofindetma 54
/ E

Te TE

P—Q fürXx = 41.
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Zweite Abtheilung.

Die

Integral-Rech nung.





Die Jnutegral-Rec<hnung.

Erſtes Kapitel.

Grundlebren der Fntegralrehnung überhaupt und

Sntegration der algebraiſchen Funktionen von Einer

veränderlichenGrößé durh endliche Ausdrüe iné-

beſondere.

$. 1255 Erf li EinerDifferential-Größe Juntegral
heißtdie Größe, durchderen Differentiationdie Differential-

größeentſtehenwürde. Eine Differentialgrößeintegriren,
heißtihrJutegrälfinden:

Daß“ eine Differentialgrößeintegrirtwerden oder ‘mänſich
ihr Jutegraldenken ſoll,ztigtman durh den Buchſtaben/
an, welchenman ‘vor dieſelbeſetzt.

6G: Aufg. Man foll dteALELLALLEI EM
dx integriren.

Aufl. Die Differentialgrößex" . Ax "iſtdadürchaus einer

Funktion-von x entſtanden,daß man mit
ES AEOperationenvorgenommen ‘hat:

1. Man “hatdên Expónéntén

“

dér Poteñzvon um 4
vermindert. Der Exponent“dx!“Potenzvon x Me tik1in der Funktiongeweſen.

Hl. Män hat’die Funktion,nah iGenitigrtninsdés -Ey-
ponentender Potenzvon x um ?4/,mit n+“ mültiplitirt.
Folglichiſtdie Funktiondur< n!L4" dividirt‘geweſen:

r1T. Man “hat,was "man nach‘der Verminderungdes
Exponentender Potenzvon x um 1üund nächderäñgeführten
Multiplicationmit n + 1 hatte,no< mit dx multiplicirt.
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Folglich iſtdieFeen,
aus welcherdas Differentialxn . dx

entſtandeniſt,= geweſen.

FürdieJutegrationder Größexdx ergibtſi<demnach
folgendeRegel:Man dividire dx durch dx, addire

zu dem Exponenten n die Einheit und dividire die

ſo entſtandene Größe == dur< u +14z die Größe

— welcheman durchdieſesVerfahren erhält,+41
iſtdas Jutegral von x2, dx.

A n+1

6. 256. Daß /xn dx = E iſt,davon kann man

ſichauchES überzeugen,daß man — diferentürt.Das

JntegralEiiſtnämlichrichtig, wenn esEE xn, dx

gibt. |

$. 257. Von A iſtdas Differentialbxdx, Hat

man iſo das Differentialbx"dx, wo das Differentialdx

noch[mit einer.beſtändigenGrößeb multiplicirtiſt,zu inte-

griren,ſomuß man das Jutegralvon dx nochmit b. mul-

tipliciren. SiG j

Ueberhaupt:Jt ein Differentialmit einerbeſtändigen
Größe„multiplicirt-oderdividirt,ſo muß auchſcin-Jutegral
mit.dexſelben-Gxöße,multiplicixtoder dividirtwerden.

$. 258. Aus dex Differentiglrechnung

-

iſt.bekannt,daß
die-Summe-odex-der:Unterſchiedveränderlicherund beſtändiger
Größen,einerlei,Differential:mit,--denbloßveränderlichenGröſ-
ſen hat. Es iſtz. B. d (0 +Þa) =; nad; und auch

dD = x7! dx Hievausfolgt,daß mam einem Jutegral
nóoch;:-eine:beſtändige¡Größe„beifügen,kann. Sie- heißtdie

Conſtante„und;wird-allgemein.durchConst. oder C- bezeichnet.
Häufig:iſtſiewillkührlichz:oft„wird ſieaberauchdurchdie

HAANeinerGiehßebeſtimmt.
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$. 259. Es ſey y = A + C, wo A tineFunktionvon
x bedeutenſoll,aïſoy eineFunktionvon x iſt.

Weiß man nun, daß y einengewiſſenbeſtimmtenWerth
b bekommt, wenn man x einengewiſſenbeſtimmtenWerth a

gibt,ſokann man die Conſtante© beſtimmen.
Für x =a werde A =A, ſoiſt

b=A+ C,

alſoC = b — A.

$. 260. Da das Juntegraleines “Differentialsdiejenige
Funktioniſt, aus welcherman das Differentialherleitenkann,
ſo hat man aus den LehrenderDifferentialrechnungohneWei-
texesfolgendeJutegrale:

L /d&=2 x4 £5

II./adx = ax+C.

R

axn+t1 --

CIII. faxndx =

“TiN 7

IV. /[vdu+ udv] = uv + C

vdu — udv
FF: >

S
wo u und v Funktionen

D eb © von = ſind.

YI. [E= 1gx+ L
VII.+ = iaa UDI C:

vn. (ge (EEfe
IX.+ RE = lga+b) + C,

XÒ SeaF > GED G7
|

XI. ſer ENG IHE,

a-dx 44/ (a2 x2)
LL, YES

D. anale
aN 4/37 x)
S/Tat a—-9D'



— 0 —

XT. fn Ogx E M= (Ig x 4. C,

“XIV.VE = Iglgx + C.

AV. [a*.lga, dx = a* ++ C.

XVI. ſexdx =eX-+ Cz
/menmxdx= emx + C.

XVIL (14+e x)x*dx =,x* 4-£L,

_XVIIL./Coſx. dx = Sin x + C.

XIX.ſ.Sin x. dx = — Coſx + C

= Sin verſx+ C.
*

AX. (Tofx. dx = — Coſverſx + C.

d
XXI. Ler = /Secx2dx = Tg x + C.

XxNII. /St = Sec x46.

XXIII. Sets= — Cotx + C;

/ Coſecx?dx= — Cotx+C.

XXV. ifiML = — Coſecx+C;

LEN ai x.dx ==, — Coſeex + C.

AAN. RE = arc. Sin y + C.

XXVI. aeg = — ârc, Coſfy 4e C.

XXVII. LS = arc. Sin verſy + C.

MELE75 = — arc. Cofverſy + Ci

dyXIX. (——— = arc:N Ce arc. Tg y + C.

SAN Eli dy marc Sl zt
EE E

-d
EE ETE = — arc. Cot y + C.
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XXXII. 15Tb dy = — arc, Coſecy + C.

$. 261. NachdieſenFormelnlaſſenſichvieleDifferentiale
integriren.Man muß aber den Differentialen,welcheman

nach denſelbenintegrirenwill, immer erſtdieForm der im

vorigen$. befindlichenDifferentialegeben,wenn ſieſelbige

nichtſchonhaben.
:

Beiſpiele.
I. Es iſt

TL 1

1D)ſ{xdx= iE =
1. 4E;

L
1 5

2) ſóxÎdx= E SE E
F

—4+1

0)posE 10(x, dx =

—

E:
e EC = ggx?+ C.

IL, Es A
D)ſmx—dx=m {SL= m Igx + C

d

2)= G+ +C 7.16 +5) +C.

bx Ig b . dx hx

III.Es iſt
z

Ó

x X

dx
Tr

d-
=EE Fe A E/ (2

-

— 2)
WV2—x?) i'Âüm- =D

= arc, Sin=+€ =- — arc. Coſ$+C.
a dx > ds ¿dx

DFE SE E peg 9
ideS EVTWetk

E ¿AN

= FER (wo m= 12iſt)
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I| doſ un
LL

[e

[e]

dx
IV.Ee ſeuAx

à+ bx +cx2*

Um hierdas zweiteGlied des Nenners wegzubringen-

ſeteman

X= U:—

o
Man erhälthierdurch

a+ bx ++ cx? =

E 2+ cu? —bu +2LL
= a — Te

=

leami

ud d= du.

Alſo,wenn man aut eE=> Tet
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du

A + cu?

4 du

R RE
en

2

+74

C=

Man ſetzeZu?== x2,

Cc

alſo1/7x9

du = 7 2- dv.

DurchSubſtitutiondieſerWerthe in (4)erhältman
41 A dv

dy =

A - Es

Vv

Hierausergibtſich

y = 1/ Tz(are, Tay

und hieraus,wenn man gehörigſubſtituirt,

y SE 1/°are.Tgu. VT
b

=== 2 TS«are, tat
$. 262. Da man das DifferentialeinerFunktionvon x,

welcheaus mehrerendurchdas Additions- oder Subtraktions-

zeichenverbundènenGliedernbeſteht,erhält,wenn man das

Diffexentialvon jedemGliede nimmt und dieerhaltenenDifs
ferentialemit den gehörigenVorzeichenaneinanderreiht,ſo
findetman umgekehrtdas JutegraleinesDifferentials,welches
aus mehrerendurh das Additions- oder Subtraktionszeichen
verknüpftenGliedern zuſammengeſeßtiſt,wenn man das Ju-
tegralvon einem jedenGliede ſuchtund die erhaltenenJute-
graledurchdieerforderlichenVorzeichenmit einanderverbindet.

Ex. Es iſt

/(axm+ bxn + cx + fx?)dx
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— fwdx + bx"dx —- cxIdx + fxrdx)
axm+t1 hbga+t1 cx1tt1 fer+y

E
E — ird da emit SE AE

MS ES E S4 E
KL

== aF
Ls A

=
Das Glied RE—iſ aus dem Diífferen-

tialaxvdx entſprungen.Jt aber in dem Differentialaxmdx

das m = — 1, ſo hatman /ſaxydx= /ſax=1dx= /a.Æ
=a oK

Daß dieſeErörterungenauh ihreAnwendungfinden,
wenn n, oder g, u. �.w. = — { iſt,bedarfkeinerErwäh-
nung.

$. 263. Aufg. Ein Differentialdy = P dx zu

integriren, wenn P eine ganze rationale Fun fk-

T0 VON <L
A ufl. Kommen in P angedeuteteMultiplicationenvor ,

ſo vollzieheman dieſelben.Man bekommt hierdur<hfür P

eine endlicheReihevon der Form Axm + Bn 41 CX +...,
in welcherÀ, B, C,... beſtimmteCoefficientenſind.Mul-

tiplicirtman dieſeReihemit dx, ſo erhältman
:

dy = Axndx + Bxdx + Cxdx +. ,.,

d. i.einenAusdru>k, der ſichnachdem vorhergehenden$. in-

tegrirenläßt.
Ex. 1. Es ſeydy = (a+ bx + cx?) . x3dx,

Durch Befolgungder gegebenenVorſchrifterhältman
dy =

he TaeHEund y=4a. 4b Mpe.N
Ex A _EH—J0pCy == Fu n BE und p eine

bejahteganze Zahl. Die Größe (a+ bx)? läßtſichin eine

endlicheReiheentwickelnund dieſeReihe,mit "dx multi-

vlicirt,kann nachden bisherigenVorſchriftenintegrirtwerden.

4
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$. 264, Jt dy = (a+ bx, dx, ſoiſtes nichtnöôthig,
daß man (a + bx)" in eineReiheaufſlóſe,um das Jutegral
von (a+ bx)".dx zu finden.Man findetes auf folgende
Art kürzer.Es ſey

a + bx a Bis

Alſo(a+ bx)n= 22

__Z—aA
Xx TB

53

dx =
Ay = 520, dz

L antund E
nRAA

3 14G

| 4b T1

oder y =

FT m
Jn dieſemFallekann ‘n aucheineandere,als einebe-

jahteganze Zahl ſeyn,ohne,daß ſolchesan den gemachten
Schlüſſenetwas ändert.

Das Differentialdy = (a + bx», x—1 dx läßtſi<
auf eine ähnlicheWeiſeintegriren,m mag bedeuten,welche
Zahl man will. Man ſetzenämlich

a+ bx = Zz,

Alſo(a+ hx)n == 2m

A ie

Sor f

g b

xn—1 dx = Li
Es 2E dz
foiſtdy ESX

m

¿
und y =

E
4a

:

n. (m + 1)

(à 4 bxn m1

oder y = TtTPB
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$- 265. Aufg. Das Differential dy =P. dx zu
integriren, wenn ® eine gebrochene rationale

Funktion von x iſt.

Aufl. Das Differentialſey

a + DX7-087“jeGm Ei penEds
d+ Axt 2 IEam &

wo der in dx multiplicirteBruh DP iſt.Dex Zählerdes
BruchsP®, dex aufſeinekleinſteBenennunggebrachtſey,iſt
von einem niedrigernGrad, als der Nenner. Wäre ex es

nicht,ſo könnteman den Bruch P inzweiTheilezerlegen,
von denen der eineeineganzeFunktionvon x, odereine be-
ſtimmteGröße wäre und derandere einBruch,in welchem
die veränderliheGröße im Zählernichtauf einen ſo hohen
Grad ſtiege,als im Nenner. Man dürftenux den Zähler
durchden Nenner, beidenah dex veränderlichenGröße ord-

nend und hierbeiden Anfang mit den höchſtenPotenzender-

ſelbenmachend, {o langedividiren,bis man auf einen Reſt
käme , in welchem die veränderlicheGröße wenigerAbmeſſun-
gen hätte,als im Nenner,und zu der erhaltene#ganzen
Funktionodex beſtimmtenGröße einen Bruch ſetzen,deſſen

Zählerder bemerkteReſtund deſſenNenner dex Nenner wäre,

dur< welchenman dividixthätte.Die ganze Funktionoder

beſtimmteGröße, mit dx multiplicirt, würde ein Differential

geben, das ſichnachden vorhergehendenVorſchriftenintegriren
ließezdex Bruch aber,der ebenfallsmit dx multiplicirtwer-

den müßte, hätteim ZählerwenigertE a als im

Nenner. Wäre z. B. gegebenASE, ſo erhieltman

4) d 1

+

x2 1 + x2)dxE — = x+
i
dx =— LLE —

Man brauchtalſohierR einDifferentialP dx zu betrach-
ten, in welhem P einenBruch bedeutet, deſſenZählervon
einem niedrigernGrade iſt,als der Nenner, und der ein

ehter Bruch heißenmag.
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5. 266. Die zwei

E EL geben, addirt,
, ¿ DX a

die Funktion E
i EE =

inte d d— x + z
8 integriven,ſoſichtman, daßman durchZer-

legungdes BruchsEE 5
inE

E

=3
cin Diffe-

: S 3 2. dx

Es=rential(+, dx =

= i

chesnachden Formeln($.260.)integrirrtetrfant.

F. 267. Die Zerlegungeinesrationalene<tenBruchsin
Brüche,deren Summe dem gegebenengleichiſt,in Partial-
Brüche, iſtfür die Jutegral-Rechnungvon Wichtigkeit.
Sie ſolldeßhalbim Folgendenabgehandeltwerden.

$. 268. Lehr. Läßt ſichder Bruch St,deſſen
Zähler und Nenner rationale ganze Funktionen
von x ſinddie kein gemeinſchaftlihesMaaß ha-
hen, rt FF zerlegen und iſtB = V.W, ſokön-

nen auh V und W kein gemeinſhaftlihesMaaß
haben.

aesmant leansDifferential

wel-

Es QBew. Aus
5
—

=

VW :

folgtZ
x

= EE
und aideweil B =VW iſt,

A = PW+ QV.
Nimmt man nun an, daß dieFunktionenV und W ein

gemeinſchaftlichesMaaß M haben,ſo iſtM auh ein Maaß
fürA. Nun iſtauh A ein Maaß fürB«

-

Alſowäre M ein

Maaß fürA und B, was gegen dieVorausſebungiſt.
$. 269. Lehr. Die Summe

a + hx + (x? +fn— IE mx + 24+. + pxr-2
+ Px + y + pep HTE

zweier rationalen e<ten Brüche iſteinechterBruch.
:

12
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Bew. Bringt man die beiden Brüche unter Eine Be-

nennung, ſoerhältman

:
(atbx-+.+Ffxn-D(Aux TH Emx+, Px (txt. 4x)

(æ + B+ (AF +2 +. +7)
Nach“ der Vollziehungder angezeigtenMultiplicationen

ſteigtdie unbekannteGröße im ZählexdieſesBruchsbis zur

Abmeſſungu + r—1, und im Nenner bis zur Abmeſſung
n + r.

$. 270. Lehrſatz.Eine rationale e<te gehbro-
cheneFunktion, deren Nenner ſichin zwei Fakto-
ren zerfällen läßt, die keinen gemeinſchaftlichen
Faktor haben, läßt ſichin zwei rationale echtege-
brochene Funktionen zerlegen, deren eine den ei-

nen und die andere den andern dieſer Faktoren
zum Nenner hat. :

Beweis. Die gegebeneFunktionſey
a4 bx cx? +... + kn

(œæ+ (x 2 2+. +A ++. + 7x”)
:

Der höchſteWerth,den hierm habenfann,iſtn+r—1.Man ſete,es ſey
a+ bx + cx2 +... + kxnm

GTE +) A+++ PD
a+ bx+ 2+. +l {+ mx + nx? +... + pxr-1
œ + Px + yx +... +x AF ux+C+. +7

Hätte einer von den “angenommenen Partialhrüchenim

ZählernichtwenigerAbmeſſungen,als im Nenner,ſo ließe
er ſichin eine ganze Funktionoder eine beſtimmteGröße und

in einen e<tenBruchzerlegenund dieSumme der angenom-
menen Paxtialbrüchekönnte ‘alſoder gegebenenFunktionnicht
gleichſeyn.“Alſokann die veränderlicheGröße im Zählerei-
nes Partialbruchesnichtſo vielAbmeſſungenhaben, als im

Nenner. Die

-

veränderlicheGröße im Zählerdes erſtenPar-
tialbruchesdarfalſohöchſtensn— 1, und die im Zählerdes
zweitenhochſtensxr — 4 Abmeſſungen‘haben.
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Die in den- Zählern der Partialbrüche vorkommenden deut-

ſchenBuchſtabenbedeutenunbeſtimmteCoefficienten,und es

fommt nun; daraufan, nachzuweiſen,daß ſichdieſelbenaus
der angenommenen Gleichungbeſtimnienlaſſen.

Man bringedie beidenPartialbrücheunrex einerleiBe-

nennung.Man bekommt o
a+bx—+cx2+.. + km

E

(æ + x + y +.) (Ab ux +x)
(a+bx..Ena. TH Fmxt 4px (at ex. 4x0)
ett +t. AFE F+)

Alſoiſt
a + bx + cx? + + kxm —

(atbx+..+fxn-1)(Atux+tT(x, px (a Bx+. FuxN)
Die letzteSeite dieſerGleichungiſtdie Summe zweiex

Produkte,in deren jedemdie Größe x höchſtensn + x — 4

Abmeſſungenhat. Ju der Summe dieſexProdukte

-

hat alſo
x auchhöchſtensn+ r-— 1-Abmeſſungen.Auchiſtm höch-
ſtensn + x — 1.

Die Summe der Produktehat höchſtensu-+ x Glieder,
alſoauchhöchſtensſovielCoeffícienten.

In dieſenCoefficienteniſteine unbekannteGröße weder

in eine andere,no< eine in ſichſelbſt-multiplicirt.Die un-

bekanntenGrößen ſindbloßin bekanntemultiplicirt.So ſind
¿+ B. die unbekannten Größen a, b, c,... kbdex Reihenach
multiplicirterſtmit >A,dann mit w, +. endlichmit -7zferner
dieunbekanntenGrößen l, m, n, ... p erſtmit 4, dann mit

B+ <= LU MI X

Die linkeSeite hat auh höchſtensn + x Coefficicuten,
und dieſindallebeſtimmt.

Endlichhat a + bx + cx? +. + ko höchſtens‘n un-

bekannteGrößen,und l4+—mx+ nx2 +... + pE—1 höchſtensvr.

Die Zahl der unbeſtimmtenCoefficienteniſtalſou! 7.

Sett man alſodieCoefficienteninderSúmme der.Produkte
den Coefficientena, b, c,... k aufder linkenSeite der Glei-
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‘hung,ſo wie ſiein einerleiPotenzenvon x multiplicirtſind,
gleih, ſoerhältman höchſtensn +x Gleichungen.Eben ſo
vielunbekannteGrößenſindaberauh höchſtenszu beſtimmen,
und ſiewerden, da weder eine unbekannteGröße in eine an-

dere,noh in ſichſelbſtmultiplicirtvorkommt,aus einfachen
Gleichungenbeſtimmt.

Coefficientenauf der linkenSeîte der Gleichungkönnen
= 0 feyn,d. h., es könnenaufdieſerSeite Gliederfehlen.
Alsdann iſtdas zugehorigeGliedaus der Summe = 0.

$. 271. Hat man die Funktionin $. 270. in zwei
Paxtialbrüchezerlegt,ſo kann man jedenderſelben,deſſen
Nenner ſih in zweiFaktorenzerlegenläßt,die kein gemein-
{chaftlichesMaaß haben, wieder in zweiPartialbrüchezer-

tegen.
F. 272. Nach algebraiſchenGründen läßtich

A Bx 1+ C24... + B14 S6 = 0,

áls ein Produkt aus n Faktorenvon der Form p—qx he-

trachten,wo denn x einebeſtimmteMenge von Werthenhat.
AlfoläßtſichauchdieFunktion

A 4- Bx + Cx? 4, 4 Bxn—1 + Sn

als ein Produktvon n Faktorenvon der Form p —qx an-

ſehen.Dem x kommt hiexjederbelichigeWerthzu. Das n

iſt‘einebejahteganzeZahl. Unter den Faktorenvon der Form

p— qx fönnen gleicheund unmöglichevorkommen.
$. 273. Jede Funktion,wie die in $. 270., läßtſich

inſovielBrüchevon der Form
—— E

wo A einebeſtimmte

Zahl bedeutet,zerlegen,ſo vieleinfacheungleicheFaktoren
von der Form p

—

qx ihrNenner hat.
$. 274. Aufg. Man ſoll aus dem gegebenen

cinfahen Faktor p—4qx des Nenners N einer

rationalen e<ten gebrochenen Funktion den Zäh-

ler ‘des einfachenBruches—— der zu die-

ſem Faktor gehört, finden.
|
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Aufl. ¿Es- fey
N = (p—qsx).S,.

wo 8 eine ganzeFunktion von x pebouttt,
Der Faktor 8 gebe bei dex Zerlegung einen Bruch, deſſen

Zählerdie ganze Funktionoder die beſtimmteGröße P iſt.

Nennt man nun den Bruch,der zerlegtwerden ſoll,F - ſoiſt

ES ZA

M

NES EE

E
P M A

Ws 9. p= 4
M — AS

a __w—q).S
: M— AS

olglichP == iFolglich
E

Da P eine ganze Funktionoder eine beſtimmteGröße
iſt,0 muß ſichM — AS durchp — qx ohneReſtdividiren

laſſen,oder p
— gx muß ein Faktorvon M — AS. ſeyn.

Wird dieſerFaktorin M — AS gleich0, d. i. ſetRin Al und S8 in dem Ausdxru> M — AS ſtatt x ‘dieGrößeÈR
ſowird M — AS == 0,und

A =

Sr
Man findetalſoA, wenn man in M undS ſtatt* die

GrößeDſeßt,und M durch8 dividirt.

$. 275. Sucht man nah dem in $. 274. gefundenen
VerfahrenfüralleDenominalfaktorenvon der Form p — qx,

die hierals alle unter einanderverſchiedenangenommen wer-

den , dieZähler, ſo erhältman alleeinfachenBrüche, deren

Summe iſt.

LLS Lx 1-2
L ct) — = —— = = ZSEx. Es �y BS X=) xX4+EA—x)

Hier iſtM = PE
N= x(1+ (1 — x).
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I. Der Faktor p
— qx ſey= x,alſo p=0, J= —4,

X — = 0, S = 1—x?, Manerhälthieraus,wenn man

den

40 des E fürx inM und 8 ſchreibt,F= 1=A.

DerFaftorp— qx ſey= 14x, ‘alſos BIF;

q=41,/ x = GS —1/, 8 =Xx—x2, Hierausergibt

ſich,wenn man den Werth des 2für x= in M undE

IT. Der Faktorp— gx ſey = 1— x. Man findet
ef M 2 :

hieraus—
=

SS
AR. 4 L 1

Alſo E E

EL “eKEE

jf

Stet

$.276.Sollteman alſo¿(adeintegriren,o würde

man ſeßenfönnen
CL xD A _ dx dx dx

z

L=
BE

E LE at
Hierausergäbeſich

D)
F

STDE 1g a+tD—lg (1—)+C ($.260.)
X — X t

:

$. 277 Läßt ſichdes-Bruches
A 4 Bx + Cx? +, + Rxn—1

A‘+ B‘x + Cx? +... + Ran +4 S/x0

Nenner in die untereinanderverſchiedeneneinfachenFaktoren
a— bx, a’—b‘x, al — bx, ... zerlegenund heißendiezu
dieſenFaktorengehörigenZählerder PartialbrücheA, B,
E, SAAS o iſt

(A + Bx + C2 +, + Rx-1), dx

A+ Bx+ C+... +RO-1+p Sn
A dx B dx C dx

c= E FE

Seßt man hiera— bx = 2,

ſoiſt—b.dx = dz



E

dx = —È.dz

A dx
Z

A dz

aaa ees

und (AD
M

=_=
A

— —

3 ‘lg(a— bx).

Man findet dies auch leicht aus $. 260. VI. Denn

es iſt j
:

E Pd
a—bx b(a—bx)

d
H

FolglichFb
A

pp abt

Á
;

ml Ig(a — bx),

Man hat alſo
(A + Bx 4+ Ct 4, + B&H dx

(4

LBE Ox Ea 4 SE

At

STe
¿Ae

g (a— bx) — DgGb Ig(a!/—b““x)— C.

C 278.—Lrhrſ.

:

Ein Ta ltomate gebrGire

Funktion ——
deren Zähler Peine ganzeARAD

Funktion ift,e weniger Abmeſſungen hat, als

deL. NEU, LAVE TO 26e gen it ole PALtitt-

SE Eb Yu < €
(PpZL SLE (PpEI qn (pPTEA qx)2-2

1 SP TZE '

deren Anzahl u iſtund dexen Zähler alle unver-

änderlihe Größen ſind.
Bew. Da dieveränderlicheGrößein P höchſtensaufden

Grad n —1 ſteigendarf,ſoſeteman

P=&a+x+yCt+... +1,

Hier bedeuten 4, 8, y, x gegebene-Coefficienten.
JhreAnzahliſtu.
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Man bringe die Partialbrüche, deren Summe dex gege-
benen Funktion gleichfeyn-ſoll,unter eine Benennung.Man
erhälthierdurch

æ + Px + yx2+... + «xn—1

(pP— gx)?
A +B(P— 9) + C(p — 9)? +4 4K (p— qx

n—1

LE
Folglichiſt

E

+ 8% + yx, Fux —

A+B (pP—qx)+Cp— 192+... +R (p — qu)n-1,
Die rechteSeite dieſerGleichunggibtentwi>elt eine

Funktionvon x, die n — 1 Abmeſſungenhat, alſoeben o
vielAbmeſſungen,als dieFunktionauf dex linkenSeite,und
keinervon den unbekanntenCoefficientenA, B,... auf der

rechtenSeite kommt mit einem andern,oder mir ſichſelbſt
multiplicirtvor.

Setztman alſodieCocfficienten,ſo

n

wieſiezu einerlei

Potenzen von

-

x -aufbeiden Seiten der Gleichunggehören,

gleich, ſoerhältman n einfacheGleichungen, aus welchenſich
dieCoeffícientenA, B, C,..., n an dex Zahl, beſtimmen

laſſen.
Glieder auf dex linkenSeite der Gleichung,d. i. im

Zählerder gegebenenFunktionkönnenfehlen,d. i. die Coef-

ficientenderſelbenkönnen = 0 ſeyn.Alsdann ſinddie ent-

ſprechendenCoefficientenauf der rechtenSeite der Gleichung
= 0 zu ſetzen.

14+x2-, RE

lEx. -Man ſollLN
in Partialbrüchezerlegen.

Man ſetze
Gt X

7

a5

A
;

B
4 C

+9 464-9 Gat DAE
Hierausexgibtſich

1+ = A+B(1+5)+C(1+x)?
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A

EE B-B-- |x

C+2C

|

+Cx2, nad;

Alſoiſt (NON M
Î

D A+B+C=4 ON

E N
| EPG E RE: -

FolglichB-= =43

und À = +2.

Alſoiſt i

4 + x2 9 9 1

Ut EP EH DERE |

$. 279. Um dasDifferential——

>=

CENE =

zu integriren,3

darfman alſonur ſeben
artdir

EIA
5

2, A4 ns “HEHEdx
A+B a+ +9 A1+x

Nun iſtnach$. 260. III,

PERS
Zin E

= 2. (+x). dx =
Lun R

Cr E A ALN)
9. dx

UT EES
und nach$. 260. VII.

dx
ZI

à:

À
Bua SC De

Folglichiſt
(14x)? dx T 2

Fas a 1s SOT ILE

1+ 2

= Fla +9+C.
$. 280. Aufg. Peng.in der rationalen e<hten

gebrochenenFunktion x der Nenner N = (p—qu)".X

iſt und (p—q9qx) und X kein gemeinſchaftliches
Maaß haben, die Zähler der Partialbrüche zu
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finden, in welche ſi< F SEILENläßt, x iſ eine

Funktion von x.

Aufl. Nach $. 270. und de278.kann man ſeßen
M A B C M Ls

(p-qx)".X(p-qn (p-SER qn F E

o

FD
__AX+BX.(p-qx)+CX(p-qx?+.RS Y Lp gu(pP— qx), X

Alſoiſt |

M—AX—BX(p-qx)- CX(p-qx)?—..—E.X(p-qi
(P — qx)

:

wo L eineganzeFunktion.von x hedeutéet.

_
Da L eineganze Funktioniſt,ſomuß ſihder Zählerdes

Bruchsaufder linkenSeite dieſerGleichung,der X
Feenſoll, dur< (p — gx) ohneReſtdividiken*laſſen.

Alſomuß ſi" L%- auchdur<hp— gx ohne.Reſtddvidiren
laſſen.Num laſſen“ſi ‘aber alleGlieder,die‘nah?M — AX

folgen,offenbardur<hp—4x ohneReſt dividiren.Alſomuß
ſichauh MN —AX_ dux< p-— qx ohneNeſtdividirenlaſſen.
AlſowirdDÒ

AX = 0, wenn man darinP—qx
= 0

odex x = P ſett.
Man findetalſoaus

A=
*

das A, wenn man in M und X das x ts ſelzt.
Aus der Gleichung(O) ergibtſich

M—AX

PE
—BX— CX (p— qx)—..

— KX (p—qx) 2

>
(P “din

qx )n-—1
UMANI AX O: i

Nun iſtEZE
eine ganzeFunktionvon =. Sebtman

dieſe= P, ſohatman
P—BX—CX (p— qx)—.. —KX(p— qr

Ep SES
L (P.)
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Hieraus ergibt ſh nah Schlüſſen,dieden zur Beſtim-

mung des A gemachtengleichſind,daß man aus
P

D
X

das B findet,wenn man in P uid X ſtattx, Ïſect.

Aus (Derhältman, wenn man E = O ſéßt,
: qx

wo Q eine ganzeFunktionvon-x 1, _--

QQ— CX—. .— KX (pP— g)8
= L

Œ(— qx)?
x

4

Us 4cUds
Sam

;

4 2
5 ° E H

Ex. Den Bruch5 in Partialbrüchezu“? zer-.

legen.
tif :

Hieriſt
M = 41+x?
X= 1+%x3

Pme P00 4, I=0,1=5.

M 41+ x2A e
cdl

fitteAlſo X TRS
s

Ferner:iſt | :

M— À 2

JE

= À

P=—# — ELE iL. x?

FP Xx — x2
B=-—=——————und

A

—

0,

Ferner

E
iA R2490

P— 9x ION

ES ===
EA

=und
x TL

do

Ferner i

Re CCX _
1—x—1—xÎ i

E = —————— l= t= x2
E TS KL

R SRA i

und D= <>

LE
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Ferner
is dlZt Axt x3er
a E RN

S — x + x2
und E =F EE Y

:

Endlich iſt
®

E, a
LEX

1 Bat 0+ x3)x3
“

—
1+? 4A Da PaS=

SE

= xS 46
E E

„1; Man hatalſo
LA x2

57

2e Si E (LS)
OD E x E 1FW!

Hiermüßtenun nochES zerlegtwerdet. Die ein-

fachenFaktorenvon 1+* ſind14+ x, x— (+1 — 2),
x — (+—1/— PD. Die Zerlegungkann nach$. 271. bewerk-

ſtelligetwerden. Von den drei-Partialbrüchen, die man er-

haltenwürde,habendie zwei{leztenunmöglicheGrößen zu

Nennern. Um keineunmöglichenGrößen zu bekommen,zerlegt
man den BruchES in zweiPartialbrüche, von-denender

einecine

E ig zum Nenner hat.
1— x

Es iſtnämlih55 =

E N IR

Faktoren,in welcheder Nenner zerlegtiſt,keingemeinſchaft-
lichesMaaß haben.:

Nach $. 270. kann man alſoſetzen
L> A/ + B‘x

TEER Ex
Hierausfolgt
1—x=A—Ajx +A

+A A] +B/
+B/
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Man hat alſodie dreiGleichungen
E AE bis

Y —A+ A+B = — 4

3) A + B‘ = 0.

Aus ihnenergibtſich
A=, A= +, B‘ = —#{.

Folglichiſt
i= 21-4
1s IE = +t!

Alſoendlich
E28 LN Ee

x5 (4 x) RE

$. 281. Sollnun geſuchtwerden das Jutegralvon

C fo hatman

(1+ x2)dx
7 ZS

dx dx dx (4 —#x5) dx

xs (1+ e 1Þ+4x1—x +x?
Das aia dex vier erſtenGliederaufder rechten

Seite dieſerGilelhungläßtſih nah $. 260. finden.Das

Integralvon AS ergibtſichauffolgendeArt.

Es iſt

rde G—ds
a,

M7759) dx
AEI IRE R+ 3 GHH

Man ſee x—+ = 2

alſox= + +2
dx = dz.

Hierdurchwird

({1— ax  (—{—)dz _
Fz dz

x2 —x+1 z2+ 1} 243
i

s
9,z,dz

2. (2++2)
Nun iſtnah $. 260. IX.

9,2.,dz

GELA
= le({+ 22).

4
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Alſoiſt
' RERE d

ZES = —{. le — EY.

$. 282. Aus algebraiſchenGründen iſtbekannt,daß,
wenn dieGleichung

À + Bx + Cx>+ + + Bxn“1 4 Syn =

einfacheunmöglicheFaktorenhat, ſieſolcheimmer paarweiſe
von den Formen x+p—q.1/—1, x+p—+9.1/—1
enthältund daßjedeszuſammengehörigePaar cinenmöglichen
quadratiſchenFaktorvon der Form x? + 2px+p? +4? gibt.
Erhältman alſoheider Zerlegungder Funktion

A+ Bx + Cx? +... + Rxn-1 + Sxn

in einfacheFaktorenſolche,die unmöglichſind,ſo kommen
dieſeauchimmer paarweiſevox, habendieFormen x —4-p —

q.1/ —1, x+p+9.1/—1, und jedeszuſammengehörige
Paar gibteinenquadratiſchenFaktorvon der Forn!x? + 2px

SE
$. 2833.EE Die rationale e<te gebrochene

FunktionF von x in Partialbrüchezu zerlegen,

wenn N= (x2+x + p?+9g?). Q-iſtund die Fafk-
toren x2 + 2px+p*+qg? und Q kein gemeinſchaft-
lihes Maaß haben. Q iſt eine ganze Funktion
vot x.

;

Aufl. Man ſetze
M Ax + B - e

M +x +p tg 0 s

wo P einerationaleganzeFunktionvon x oder einebeſtimmte
Größe iſt.

Es ergibtſihhieraus
M=— 0. (Ac DEP +t + pP +4)

und hieraus

ME Q. (Ax +B)
+ pF +4
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Da nun P eine rationale ganze Funktion von x oder

eine beſtimmteGröße iſt,ſo muß ſichM—Q. (Ax+B)
durchx? + 2px + p? + 9g?und alſoauh durh x+p —4g-

1’ —1 und x—P +9. 1/7—1 ohne Reſt dividirenlaſſen
($. 282.). Alſowird dieGrößeM— Q. (Ax+B) zu Null,
ſowohl,wenn man in dieſelbe—p +94. 1/ —1, als auch,
wenn man darein—p— q. 1/7— 1 ſtattx ſetzt.

Es iſt,wenn n einebejahteganze Zahl bedeutet,

(—P+L1—= tp ip La LF ——n(n—
(8

— 1)(n—2)

«P22

ip8s 9:E,=

4.2,3

u.(—P—4. E tf

Stai
EG DEE« p22

—n(n—1)(n— E E

Fae
=P

PY E 14+

Die obernVorzeichengelten,wenn n gerade,und die un-

tern, wenn n ungradeiſt.
Die Potenz (— p +9. 1/— O" kann alſoausgedrüt

werden durcheineGröße A+B. 1/ — 14,die aus zweiThei-
len beſteht,aus einem möglichenA und einem“unmöglichen
B.1/ — 1. Die Potenz(—pP —

4+ 1/ — 1)? muß alsdann

dur<hA—B. 1/7— 1 dargeſtelltwerden.

Nun ſeheman in M und Q in dem Ausdru> M — Q
(Ax + B) ſtattx die Größe —p—+g. 1/7— 1. Was man

ſofür M und Q erhält, kann allgemeindurch
M—+- M‘. 1/ —1

und Q+ Q‘.1/ — 1

ausgedrücktwerden.

Man erhältalſodurh Seßung des Werthes—

p + q

1/’— 1 ſtattx in dem Ausdru> M — Q. (Ax +B),
M—+M“‘.1/—1—(Q+Q.1/—1)[A. (—p+94.1//—1)+B]

E

M + OpA + Q‘gA — QB
LE |+ M‘.1//—1—Qg9A.1/7—1+Q/PA1/—1—Q'B.1/-1.
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DieſerAusdru> iſt= 0. Da ex abex nichtanders =

ſeynkann, als wenn ſowohlder mögliche,als der unmögliche
Theil,jederfürſ<==0 iſt,ſohatman diebeidenGleichungen

M + OpA + Q‘gA — OB = 0

und M‘—QqA4 + QO’pA—QB = 0,

aus welchenſichA und B beſtimmenläßt.
Man könnte in dem Ausdru> MA — Q (Ax + B) ſtattx

auh —P—q 1/7 — 1 ſehen.Hierdurcherhieltman
fürM, M— M‘. 1/ — 4

fürQ, Q—Q‘.1/— 1.

Verführeman nun weiter, wie vorhin,ſo erhieltman
die beidenvorigenGleichungen,die zur Beſtimmungdes A

und B dienen.

(Ax 4B). dx Ï

N

'

$. 281. Aufg. Man H

CS

Lunas
inte-

griren.
Aufl. Es iſt

ld
e

CAx4B). dx

OTP GID FE:
Nun ſeyx+p = y, alſo(x+p)? = y2, und dx =

dy,ſoiſt
(Ax + B) dx

_
[A(y—p>+B1dy__Ay. dy  (B—Ap)dy

x2?-+2px+p?+9? E Le, TTE. E
I. Nun if,wenn man y? + 9g?= u, alſo2y dy = du,

U

und y « dy ==

o ſebt-

Ay . dy
as —.= is A — A ls (y2 2

= 6 +2x+FP +9.
IT. Ferneriſt

a

:

{GB

—

Ap). Pes= /(B— Ap). E



dy
= a E

Es —, arc. Tg 7
— EP . arc. Tg ÂP ($. 260.)

TIT. Man hat alſo

fesEL ue E.WEP 9°)

Æ E Lars ZAe,
(X24 x — 1)E.Ex. Es ſey zu integriren

GROGE E

Hier iſt: = x2? +x=1, Q=x +4," undder Fak-
tor x2 +— x + 2 läßtſichin die beidenFaktorenx+ £— 2.

IV — 1, und + +4+2.1/’ — 1 zerlegen.Man hat alſoin

M—Q. (Ax+B), welcheshier= 8° +xX—{— («+ O)

(Ax + B) = x2 +x —1— Ax Ax — Bx — Biſt, ſtatt
x die Größe!—++2.1/— 1 zu ſehen.

Man erhältME die beidenGleichungen
1) — 1 —

1 A — 1B ==-0

— 1. SOGAGAN |

Man findetaus denſelbenA = — YF, B=?2#,- Alſoiſ
(X? + X— 1). dx x + 3:

P

E+D( —x+ 2 eL SAFT) dx,

Den ZählexVP des Partialhruchsi L.
findetman nach

$.274 = —
Alſoiſt

;

Fx (xp) dx dx
TERE +1

Um nun das Jutegralvon X+0 0x fins
n E Æden, ſebeman das in Ill. befindliheB = 2, A =— 2,

P=+,94=2. Man bekommt hierdurch
13
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OO a
85 arc, a

Endlichiſtnah $. 260. >.
Alſo

[
(x2+x— 1) dx

(+ UD(E?+x+ 7)

Ix {15SE
= ‘7 «arc, TgSy „let + x)

— lg +D+C.
:

$. 285. Lehr. Wenn der Bruch F einen Nen-
ner hat, der aus zwei gleichenFaktoren von der

Form 2+ 2px+ pp?+ q2 beſtehtund der ſichalſo
nichtin einfachemöglicheFaktoren zerlegen läßt,
ſo kann der Bruch in zwei Partialbrüche

Ax + B
M

A‘x + B/

(2+ 2px + Pq) x2 2px+p2+ 9?
zerlegtwerden. :

Bew. Denn ſet man

ax3--bx?4-cx+d
2

Ax+—B +
—A/x+ B/

G+2px+pP+Y  (+2px+pP+q 2+ +p2+9?
ſoerhältman, allesunter einerleiBenennunggebräcbt,
ax3+bx?+cx+d _Ax+B+(A‘x+B)G?+2px+p? + q*)

(«*+2px+p?+9) œ + px + pP?+42)?
oder

axs+bx?+cex+d = Ax+B+(A‘x+B’)(x? +2px+ p? +42)
und man ſicht,daß man aus dieſexGleichungdurchdie ge-

höôrigeEntwicklungvierGleichungenzur Beſtimmungder Gröſ-
ſenA, B, A‘, B‘ herleitenfänn.

$. ZE Eben ſo läßtſichzeigen, daß der Bruch
ax5 1 bx4 + cx3 + dx? + ex + f

(x? + wx + p? + 42)3
in diePartialbrüche

Ax + B A‘x + B“‘ A‘/x 4 B“

E +2px+p?+942) +2px+p +4) x2+2wx+p+4?
zerlegtwerden kann.
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Ueberhauptiſt
M Ax + B A‘x + B‘

G+2px+p+g)  (+2px+p° + dr +2pxtpH)r
Ax —— B°

M
$. 287. Aufg. Man ſoll+ FE p3Lars. Q

in Partialbrüchezerlegen.
Aufl. Sett man der Kürzewegen x? + 2px + p?+q?

=_V, 0 VA ma

M Ax+B A‘x++B“‘ A‘‘x+B‘‘:
:

d

P

R y Fe yas eSD
AE +PVa

ya, Q
iZ

M-Q(Ax+B})-QB QA x+B“V 2.
und. D= (O)

Der Bruch-auf der rechtenÄs dieſerGleichungmuß
ſichdur< V®, alſoauh durx<V'dhne Reſt dividiren-laſſen.
Alſoiſtauh, M—Q(Ax + BY: durch:x? 2px + p? 4492
theilbar.Folglichwird der Ausdru> M — Q:(Ax4B) gleich
Null, wenn man in denſelben— p+ 4g.1/ —4, oder —p
—9.1/7/—1 ſtattx ſet. Die GrößenA und B°“laſſenſich
alſohierwie in $. 283. beſtimmén.

Dividirtman den Zählerund Nenner desÉnnbsin (©)

durchY und ſettEEA = M’, ſo erhältman

p —

M— QF B— Q (Ax FB V—...
Y0n—1

Schlüſſe„ wie die:vorhingemachten, zeige,daß M‘—Q
(A‘x+ B‘) zu Null wird,wenn man wieder —p+q,.1/— 1,

oder —P
—

4+ 1/ — 1 ſtattx ſelt,‘ukd daß:man auch A‘

und B‘ nachdem in $. 283. erörtertenVerfahrenfindenkann,
Uf Wir



— 196 —

$. 288. Aufg. Man ſoll
(Ax + B) dx

_ (Ax+B) dx

(X +2px + PP +9 [+ + gp
integriren,wo n eine bejahteganze Zahl bedeutet.

Aufl. Man ſebex+Pp =
y, alſox = y —p, und

dx = dy. Alddann iſt
(Ax + B)k de: _(Ay—Ap+B)ay Ay dy

+t Gt rg
a (B—Ap)dy

(y? + 9g)
I. Nün iſt,wennmany? + gq?= 2, alfo2y.dy = dz

Und y. dÿ = E ſelt,
Âp-rdy A pdz A

-
A

—

2—41
E = AUO

-7

jp

E .d =—- ———

(GETR“EA zn 2
[2

:

> —mttl
— DALEH

E MT

n IL. E iſtalſo:mun noch dex TheilI zu in-

tegriren.Der Kürzewegenſeeman
RBAp

4

= C. Hier-
durcherhältman.
B— Ap) ped E R an
TG +a 1 +T

RT Ue dF,

Es iſt,r mag, welcheZahl man will,bedeuten,
HEy e gru +):

= (F2+ ri y?dy+ G22 + LR E dy

=, g+ 9)1, 2ydy+ gy +4). dy

und

fa + dj dy = f+a ayay+g9 fg) y.
Nun iſt

¿6 EOr
Folglich

y

fo +a) dy = (LATE q f+9).dy (O).

= (y?—+-OE WF dy.



EE

Nach s. 260. hat man, wenu u und vy Funktionenvon x

bedeuten,
i

d (uv) =. d+ y du

Alſouv = /u dv +/v. du

und fu, dv = ur — {yvdu,
jan ſetze

2 2E

Hierdurchbekommt mant

(X.a

=

=: PeAVA 7EL EEq ZS2 Y r

Aus dem hierGc und aus E Ee ſich

fare deL EE Sl E
FEF / T2

A
9

af? +4). dy.

+

Man findet’hieraus

LHfyrtg)dyLT Lf +ta)dy
ieshieraus

1

RTE. = tay LEEfa dy.

Man ſeter—1 = —n, alſo x = — (n — 1). Hier-
durcherhältman endlich
/ A q 4 dy = 1 5: + qeniesLIE

2n-3 2 2-6-4
Tan) Y [G6 —--4 ) y

ES
ts = E E

(9°7q eE +

ds
2n — 3 dy

ena Str D

Dw
ſee n— 1 ſtatt-n.Man bekommt hierdurch

1 y 9n-5 dy
/SE (2n-4)q?‘+9?pat(2n-4)g?E LE
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Subſtituirtman den hierfürGT gefundenen

Werth in (2),ſoerhältman /E =

4
y IS

21 — 3
E

M.

(2n — 29? FEE (2n—2)(0— a
*

(Fg)
(203) (25) y

Fen) Ca Lare O)

Sebßtman weiter n — 2 ſtattn in (P), ſo
u

man

ſ GS
1 y TZ

2G+) (2n—6) gq(+4) * (20-6)4?A us!
DurchSubſtitutiondieſesWerthesin (&)bekommt man

PS
dy 1 Y Sx 20-3 5

CET DE (2n-Ng*
*

Gg (20-2)(2n-4)q4“(y+ gq)

f
(2n—3)(2n—5) y

(2n—2)(2n—4)(2n—6)g0
*

amid(2n—3)(2n—5)(2n—7)
T

(2n—2)(2n—9)(2n—6)q6"I SS
Man ſichtwohl, daß durchjedeweitereAnwendungder

Formel(Y)diePotenzder noh unter dem Jutegrationszeichen
ſtehendenGröße um einenGrad erniedrigtwird,und daß man

ſoendlichauf‘das DifferentialESEfommt,welchesſichnach

F. 2841. integrirenläßt.

$. 289. Aufg. Es ſey X eine Funktion von x

und dy = c(a+ Xy. dX. Man ſoll dieſes Diffe-
rential integriren.Das p bedeutet jede beliebige
Zahl.

Aufl. Man ſee a +X =u,

alſodX = du,
ſo erhältman

dy = C7 . du

d
À ibs

E
WEE

pet (@+X)+1
pP+1
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Ex. 4. Es ſeyARIE bs$?)„Mu Ax

=" (b?+ x2)?¿2x dx.

Hier iſtd (xe 2xdis
alſoX = x?

Tai =?

C.

P=#
; (b?+ x22

Folglichy =
TE

304 ME.
bx3) d

Ex: 9. Es ſeydy =

“Qu

Dx)

dx_

Ve (2x?+ 6x1)?

= (2x?+ bx), (qxE bx) dx.

Es iſthierd (2° + bx4) = (1x+ 4bx3)dæ,
alſoX = 2x?+ bx1

a= 0

eQ = 4

E
(924 bx +1

Folglihy = TR — + C

3. (2x?+ bx4Ÿ++ C,

iis
= UL

Ex. 3. Es ſeydy Pes [a+ 1/’(a> )] 2

IV (a? — x)
Es iſtd (a2— x) = 1{.(a?— x2 — dx,

x. dx
xTL

c

—

x)’
alſoX= 424? x?)

a= Aa

i

C=

P = 2.

Folglichy = EEE
-
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$. 290. “Aufg. Die Umſtände zu beſtimmen,un-

tex denen ſih-der Ausdru>
xn (a+/bx) dx dy,

wenn p eine verneinte ganze Zahl, oder einenbe-
jahten oder verneinten- Bruch bedeutet, durch cine

endliche Reihe integrirenläßt.($.-263.)
Aufl. Man ſete

a + bx =(Z,

5 SD
TE E A

4 (— a dz
dx = — ( H “E

+.

_Nn

alſox I

Hierdurchwird

dya (Le
—

ay —1
2rd

oder ây = (7
S

+ed Z

DieſesAusdru>ks Jutegralläßtſichin einem endlichen
Au®dru> finden,wenn entweder

——1
— 1 = 0, oder

—

Lebt1 = cinerbejahtenganzenZahl r iſt.

Im erſtenSaliiſtnämlich
>

EGEZ Ft Az
î

Y

? dy =

nb
3

im TP Ei
M

dy =

— > [ZYHP , di—razr+r—1 ¿dzE a2zr+tr-2,dz

__r(—1) —9,
aSzrt—3 dz +... + arz? dz] CX).

4.43

Nun ſey1) p tineverneinteganzeZahl. Ju dieſemFall
hat man

> *=50
„ m4
für

=



E EF
tr

de

C5 UK

SY ES
. 21? +

C.

(A.)

Iſtin dy = ef das p

=

—1, ſo wird nah der

Formel(A)

y = KSZ+C.

DieſerAusdru> iſt_nichtbrauchbar.($.262.)
Jn E Falliſaber

i dz
M ây ==

n
E!

Z

undLyt= lg z+,

Für ———— CP hatman, wenn p verneintift,

dy == Fr [z2r—?,dz—razr_"-1, da atar dz

_rŒœ— DC 1

rsa3 pS dz +. «= EE. dz]
LTD 3

und
1

[
Zt—PFL rázr—?

©

T(r— 1) fta? ar=r—1

=
nbHLe-p+1 r—P 12

*

r—PpP—14

FIE (r—1)(F—2) raSzrr-2 EL ZE
C.

1.2.3 A S A+
Jſt hierp nichtgrößer„ als r + 1,ſo enthältdie Reihe

einGlied;in“welchem)ſich*befindet,Wäre z,B. p=r+1,

ſowäre:das exſteGlieddes eingeklammertenFaktors= T3
wäre p = r,ſowäre das zweiteGlieddeſſelben= xa. 5.

Dem Gliede,in welchemſi 5befindet, entſprichtein Glied

der Reihefürdy,welchesL enthältund deſſenJutegral

alſologarithmiſchiſt.Wäre z. B. p = r + 1, ſowäre das
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dem erſtenGliede deseingeklammertenFaktorsentſprechende

Gliedder ReihefürES
e ſ.w.

Ex.Man ſoll——
—N Ss= 2. Æ4 x)2 ¿dx integriren.

E

Enne
E PORRE: e crema

BAS=S E E 3, Z= 1+.

“Alſo,wenn man dieſeWerthein (O ſettAEFugniet-
fS(1+x)2, dx

a
dz — 3.2323,dz + 2WS ta,dz

S2

4 3-2 1
MURE ete,

diia

. mt E
2

s ESLE T

Sei EE + C

— ES SEZ2 JA Sn lez ZE
= +KDD ale(H)C.Esſey2)p einbejahteroder ein’verneinterBruch.

Hieriſt-für

ey
=-0,

ZP+1
___

nb. (PF 1
1

- und fürE =r,

Et 1 ZX4eP+1 razr 4P Œœ43:a2 zt,
Le lE ES r+P—1

_r(E=DE—2) O 1D E] LL.
1.2.3 rtp=2 —p+ 3

“Ex.1. Es ſey4y = 1/ (àa+ bY.dx.
i Hier if

m. = m,
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Man kann hier alſom = 1, 2, 3, und überhauptgleich
jederbejahtenganzenZahl ſetzen.Auch kann man m = 0

annehmen, in welchemFallmE 1 = 0 wird.

Für m = 0 erhältman
ZEE

fV Ga+bx)dx = y = E G

E RnELO
und fürm = 1,

Zz __az14? j1

[ ZPOPB a os ST be LoL LEL
= 4 Eb). (a+b. aaA+bOI+C.

i

m. d I

Ex. 2. Es ſeydy = E = x9, (a+ bx), dx,

Hieriſtm = m

n= 4

CS

PE

T1 Sr ae Ds

Man kann alſoauchhierſtattm jedebejahteganze Zahl
und auch0 ſetzen.

6: 901. Es i af xi — M, (xS + D),
y

(a+ bx) = x(ax—-nD+ by.

Folglichhat man auch
dy == xn (a+ bxn), dx

|
-—

= xmÞ0y „(ax + b)r>

Sehtman nun

ax=n +b = Z2

ax = zb

C=
g

X =

Z— A L= daE YeGj
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>

ſocxhâltman
__

(wp
fat

dy = (ZA
( E mie Lf

n

E:
=_= (z — IyrCHtheta)@z (©)-9
Das Differential

dy = x" (a+ bxn), dx

läßtſichalſoauchdann E E endlichenAusdru> inte-
griren,wenn éñtweder — (=—2 + p + H) = 0,- oder

m

d
Ï

1).== tittexE ganzenZahliſt.

6, E 1 ¿Magſucht(I)
Hier iſtm — ll

nl

P
a

b =

“Alſo “Wi diziiogß ais 8pTAEOS 0,

Setztman dieſeRRE
in (O), ſoerhältmant

‘dy=
=

— £1 EE.

H

IM

I

HI

=

0D

lm

OD

Alfoiſt
: y=—4. #24+C,

oder, da zZ=a, +b hier=2. SEA HE
2 0SE

SL A (EP LC.

Ex. 2. Es ſeydy = AS) qu.

Hier iſtm. = —(6
:

n = 2
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Pp m-F
a = 4

= 41

id tpe =+1

Durch—2h dieſerWerthein (Q) bekommt man

dy = — i,as . dz

= —t£ 2, dz+427,dz.
Alſoiſt

i 3

y=—-2 ++ C

Nun iſt
1 + x?

x2y=amnpb=x?+41 = +1 =

Folglichiſt

E C+
Ir

$. 292. Es iſtME
xm (a+ bx), dx = Lar UL (a+ bxny , e
Da nun

*

E EZ
(a4 bxn)rF1”,

xn

EE Y. dx =

EDS iſt($.261),

ſoerhältman, wenn man

E Zh
m+1—n —

(a+

DEP —

E ED
ſeßt,

xm (a+ bxn)»dx = u, dy.

Nuniſt
fudv = uv — {y du ($.288.)

Alſo
fr (a+ bxny , dx =

xm+1-n , (abx) 1
s fe+ bxy+1, d (xmt1—)

(Pp+ 1)nb + 1)nb

PE

lick

ac E (a--bx")T1
LS

m+1—n bg t1 xm—

ety (PE EE =



— 206 —

Man ſetzeder Kürze wegen a +bæx= w. Hierdurch
erhältman

xm+1—" wrt m 1

ffx=w,.dx =

E GERE.ſwr ix 5

Es iſtferner

(a + brins E (ar bi FCU H) gün

= a(a+ bx").xm +b (a bx), xm,

Alſo

(a+bx) 1m, dx = a(a+bx")’,xm—dx+b(a+4+bx")dx,
oder,wenn man w ſtatta + bx ſeht,

wrt xm—"dx — a w?, xm—" dx +b w?, dx,

DurchSubſtitutiondieſesWerthesin (A.)bekommt man

xm+1—" wet a(m+1—n)
ſxmwedx= SOR E Dao ſwr, xm" , dx

b (mi t:-- n)
E

DS
veraXx.

Alſoiſt
m Rte E wr 1

_a(m+1--n) BZET Sea (P+D  (p+Dnb Sd

Folglich
E

xmt1— wrt1 a (m 1—n) REAſw I TREO DOE)
._ſwrxm—dx(B.)

Man ſetzein (B.) nach einanderm—n, m— 20,5,

ſtattm, ſoerhältman
R

xm+1——2Wwr+1 a(m—- Eats 9n)
fx y DERE Es

=

b (pn+m—n+1) wrx, dx

(C.)

wrx dx

D)

xm 1—30 pet 1 a(m1-41—3n)

b(pn+m—WMn+1)b(pn+m—2n+1)ſxm—wrdx=

We
Subſtituirtman nun (C) in (B.), in das, was man

*

hierdur<für(B.) erhält,(D.), u. #.w., ſo bekommt man

immer mehr integrirteTheiledes Jntegrals(x (a+hbx").dx
= y. DieſeintegrirtenTheileheißender algebraiſcheTheil
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des Integrals yz; der noh mit dem Jutegrationszeichenbehaf-
tete Theil iſtder involutoriſheoder ſummatoriſche.

Kommt man bei dem gezeigtenVerfahrenauf einenin-

volutoriſchenTheil, der ſi genau integrirenläßt,ſo findet
man das Jutegral/xm (a+ bx". dx vollſtändig.

Sechztman in (B.) m— rn ſtattm, ſoerhältman
xm+1—(r+41 )nyye+1

b(pn+m-rn+D
a [m

+

4— (+91)
1 iLv „xm—(rF1)ndx,

Jſtuu m 1—(r+ tn = 0, 0 iſt/xm— wrdx =

ZE EE D”
Jn dieſemFall läßtſichalſodás

Jutegralvon x" (a + bx")dx genau finden.Dies ſtimmtmit
$. 290. überein,Denn aus m+1—(+1)n = 0 folgt
m—+ 1

n

Der Zweckdes dargelegtenVerfahrensiſteigentlich,die

Integrationder Größe x" (a+ bx)",dx abhängigzu machen
von der Integrationeiner Größe xm—n , (a + bx, dx, in

welcherder Exponentvon x außerhalb-derParentheſeniedriger
iſt,als in x da EY

P

¿dxAL

i

Ex. “Manſoll ===Es
jahteganze Zahl bedeutet.

Nach (B.) iſt/xm(a+bx*)», dx =

xm (Aj be) a GA + 1 — n)
Ls

bip Fm E A EOI y qu

Seßt man nun m = m

a 1

— 4

ſxm—r*wrdx ==

—A1 = rr,

integrixen,wenn m einebe-

/

UYb

n

E

ſo erhält’man
?

xn dx IRE
1

E (m—1) xm? dx

rat
m

= Sa
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Nun ſey4) m eineungradeZahl. Man findetfür
4

x. dx

AT EL Th

x3,dx
A AsFaz m] Ee pe dR
E Bp Rés de

ge

16h
gbr

Pac 5 Gite IS

+ + . > . + + . +

Hierausergibtſich
x. dx

LaManet
=S IL LO

x3, dx

I =D a-D+C

x5 ¡dx

45
m — (n 14ND. VLT 6

u. � w._
Esſey2) m einegradeZahl. Manfindet für

x2, dx zu / (4—x2)
9 LEAL LE Bli ci uf

yiI

LLA
g

d
RRE RTS LY 2

8 af 6
zi oC: E > A 2d

viNE fte a=
6; dx 5.1/7(1—x2eſa, EE

1a 6 Vba =
Le

Nun iſtnah $. 260.

(ESG 5

Lyr=5
= arc, Sin x.

Folglichiſt
=: dx

FSE E TE 0s, MLS

DE ER

Tr E RÉE4) {4b aP =+C

x06, dx
is dls EEO

a Tt. TF. EF ER

+4, 274, arc. Sin x + C,
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$. 293.

7

I in der Formel /x (a + bx9) . dx das m

verneint und das n bejaht, ſomuß zu Erfüllungdes $. 292.

angeführtenZwe>ksfür(xm (a+ bx»),dx ein andererAus-
druckgeſuchtwerden,was nun geſchehenſoll.

$+ 294. Aus (B.) ($. 292.) ergibtſich
a(m+1—n) im t-1—n ye

b(pn+m+1) b(pa+m+Y)
Folglichiſt

Es i
:

SETO, WE nm

ſwr.xm, dx
=- Cn S EE [we dx,

Sett man hiexm + n ſtatt-m,ſo bekommt man

xm+t1 wr +1
4
b(pn+m—+n+1)

«fw?xm—, dx == xm. w?, dx,

ſw. idx =

a(m-1) acm) x Th we, dx

à
(H.);

n
EEx. Man ſoll

m.

1/70

—x

—} (1—x2)—- xm dx

integriren.
Nach dex Formel(E.)hatman

fatboy. x, dx =

Br (A-Fhxp DOP - e

a(m+ 1) fa e he) ds

Settman nun hier
m = — IN

a =: 1

b = -— 4

n = 2

Ps ERL
ſoerhältman ; :

dx
e EM A523) m2 dx

SaraD Cm 4 TL MA Fi Ox)
Es ſeywieder1) m eineungradeZahl.Füxm= 1 erhältman

dx VV A4—x) 1-2 dx

FA = E O x12 (a x2)‘
d. i. cinenAusdru>,der{——FT—=5Z"ichtgibt.Es iſt

aber aus $. 260.
14



—_— ZO =

BCE bp C x
x (A — x?) S

x
:

Ferner iſtfür

:

dx
Ei a=m = $ FIE Dr Eel Teide: -—

dx tasLa
dx

e. br/ VAD Aaa
x31 A—xY

u, �.w.

Man hatalſó
dx

A E ELISESaas TL

dx
E

wien)„LT 2 jz

Fa Cen NE La

dx
a L= — 5%)

La) a2

m

—+ RAEE:
u. f:W.

Es ſey2) m eine geradeZahl. Man hatfür
dx IYV'(1—x?)

m = 2,Ferte ih C

dx
E 1/1 x?) dx

= LsfVa 3E FTfzesV/VU—x?)
u. . w.

$. 295. Es iſtca
xD,EA x= xm, (a+ bx, (a + bx) . dx

= axm,(à+bx")-!dx+bxm (a+bxy-! dx,

Folglich,wenn man a+ bx = w ſehtund integrirt,

ſxmw*.dx == à/xmw—"dx+b ſsxmtawr—t, dx. (T.)
- Nun erhältman , wenn inder FormelCB.) ($.292.)das

m in m+n, und das p in p— 1 verwandeltwird,

LL
xt Je

—

acm+1)
JBO e

CEE LLA] b{(p-1)n+ m+n+1]

ſwr! xm, dx



— M —

=
Km 1 pP

4

a(m+1)

b(pn+m+4-1) b(pn-++-m+1)
Subſtituixtman dieſenWerth in (I.),ſoerhältman-

ſwr" xmdx,

fm.wr dx=a. ſxmwr—1dx +
xmF1 «Ww?

ES

a (m + 1)

pn+m+4

-

pn+m+4

e
. ſwr! xmdx

Es

«m 1 wyP apn Ss

Tat E ſwr. xmdx, (K.)

Hierausergibtſih, wenn p— 1, P—2,... ſtattp
geſeßtwird ,

FIS
ts Jl (P— Dan

:Pr ET
GED OE dz)

m Dones2

/xmwr—-?dx=
A aS

“1
PY

„fxmwr,dx(M,.)(p—Mn+m+1 (P-“n+m+1
Subſtituixtman nun (L.)i(K),in das(R.),welches

man hierdurhbekommt,(M), u. . w., ſoerhältman auf
eine andere Art, als $. 292., immer mehr Theiledes Jute-
grals/ x= (a + bx"y . dx utid wird die Jutegrationvon
xm (a+ bx). dx von einer andern Größe auf eine andere-

Art, als $. 292. , abhängig.
Aus (K.) leitetman fürden Fall,daß p verneintiſt,her

ſw! dx = — E PRT

1A

.ſxmw!dx
aPn API

und hieraus
H SotaE P nm

ſwxmdx =

GL Bt EED «ſxmwrt dx,

F: 296. Aufg. Eint Differentiäl dy‘= PP. dx,
worin Peine irrationale Funktion von x iſt,wo

möglichdurch einen endlihen Ausdru> zu. inte-

grivren.
Aufl. “Man verſuche,‘dasDifferential(D: auf eine

der Formen ($.260.) zu bringen„- oder es rationalzu machen.
dx

Ex. 1. Es ſey dy = ——.x ſey dy
SE Lx)



RE i

Da 5+ Þþ 2 =1+11+eX+x? = 1+ +»)?

iſt,0 hatman auch e

d E

dx
IS ct

[4+ (1+ 2
Man ſeße1+ x= u, alſodx = du, Hierdurchbe-

fommt man

du E du

(1+ u) Y O+ u

und es iſtnach$. 260.

y = Flu+a+)1+C
= lg +x+(5+2x+*)1+ C,

Lia R ûx

/PxZys
:

x> — 3a

Uy =

-
dx.

i
XxX — x‘*

Bringtman die Exponentender Potenzen.der veränder-

lichenGröße-unter-einerleiBenennung,ſo erhältman als ge-

meinſchaftliczenNenner 6. Man ſetealſo
x = 26

=

“

und dx = 6z25dz.

Hierausergibtſich

dy a=

6

(23 — 3a)
. ZS dz

zZ 23

Zee 6(20— Zaz3)dz.
1—Z :

Zerlegtman nun den in da multiplicirtenBkuch(nach
$. 265.) in eineganze Funktionund einen echtenBruch, o
läßtſichdy integriren.

Enthältein
'

Differentialkeine anderen, als monomiſche
Wurzelgrößén,ſo läßtſichdaſſelbeimmer rationalmachenund

integriren.
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Ex. 3. Es ſeydy = 1/7(A+ Bx + Cx?)X dx, wo

X einerationaleFunktionvon x

EE
und C bejahtiſt.

Es iſtA+Bx+Cx? = e(24DEL Af
Mati ezeC = 2, À= a, “fé

Hierdurchwird
: VON

SUE

V/VA+Bx + C) = y.1/ (2+ Bx+ x2).

Sebtman nun
LS

|

YV (+ ext) = x+2,
ſo erhâltman D

æ + Px x2 = x2 + M02. 4 ZE

EE
22 — p

|

2 (a — fz + 22). dz

(2z— ß)?
:

f s
a — 22

VV’(a + px + x2) =

E
eS fz + 22

2z — 8

DE
OE

a—Pz+2? (a — Pz + 2?)dz
/’(A{-Bx+Cx?)dx

E
y. E (22 — BE

é

So erhältman alſofür das irrationaleDifferential
1’ (A + Bx + Cx?).dx ein rationales.Auchiſtdie Größe,
welcheman bekommt, wenn man in X ſtattx den Werth

ELE
: . , Z D

<— ſebt,rational,da X rationaliſt,Das Differential

läßtſichalſonach den bishèerigenVorſchriftenintegriren.
Es ſeyz. B. dy = dx: 1/(A +4 Bx + Cx2).
Durch Subſtitutionder Werthefür1/ (A+Bx+Cx?) dx

und = erhältman

=
APS Ha AGT Pe +2. a,

2z — Ya
œz— 3

—

(Q2— BE
_(&— 22)"y2 . (æ — Pz + 2°)?

Ae
(2zaa +3

E

ds = —

dy = —
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Das Differential 1/7 (A+ Bx — Cx2) X dx läßt: ſichdurch
das vorhergehende“Verfahrennichtrational machen.Denn
durchdaſſelbebekäme man

:

PM (œ PBs) = x + 2

aF Bx — xtâ= x? + 2x24 22,
das x? aufbeidenSeiten der leßternGleichungfielnichtweg
und man erhieltfür x ‘nichteinen rationalen, ſonderneinen
irrationalenWerth in 2.

Ex. 4. Es ſeydy = 1/ (A + Bx — Cx?).X. dx und

A bejaht.Sett man, wie vorhin,

C= = F=,
/ ſoerhältman

V (A+ Bx — Cx?) = y. 1 (æ + x — x?)
Nun iſtx + 8x — x2 = — (x? — 6x — 2) und die

Größe x2 — 8x — & läßt ſichin die zwei möglichenFaktoren
x— 18— {WV (8?+ 12),
x—1B+41/ (82+ 42)

zerlegen.HeißendieſeFaktorenx— kf,x—, ſohat man

x —Px— a = (X— ff)(x— O),
+ Bi —x = — (x — (X —- O),

== (x—f) (Ff— x)
und 1 (æ + 8x — x2) = (X — O) — x)].

Manſetze
=O (202

Es ergibtſichhieraus
E—OD E —x) = (x— DE ¿ 22

fx = (xs—O 22
i

= x22 —fz2

F+
LS

E

ES 22a E — H ZEE

(1 + 22)2
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e OT
(F—POz f—f3iz.dezIV (A + Bx — Cx) dx = — SS “a+tis: fei.Wi.

Durch Verfahrungsarten,ähnlich denen in den Ex. 3.

und 4, laſſenſichauchdieDifferentialevon den Formen
X dx

n
NA =

IV (A + Bx+ Cx) DLE Yrationalmachen. LZ

Man erhältfürdas erſteDifferentialausEx.FT
EZ

x ==

SAO
i

2 (a — Pz + zZ). dz
ja: —

Sete A2 —

i

N

9)?

i (a — Pz+22)
"(ABT CE) ==

2
———“/’ (A F Bx Cx?)

ZB
dx 97s dz

Vat yz
6

Für das zweitebekommt man aus Ex. 4.

_f'+ fz?
it

re

4x a, Vz. 8
2

(4:+ =22
= D,ZAbi E D) ai eE

edeEA

ape
dx EE dz

VV A+Bx— CGS) y1+2*
$. 297. Aufg. Man ſoll ein unmögliches Jun-

tegralauf cin mögliches bringen.

Aufl. Nach $. 260. VII. iſtſis= 1s
EFK
LL

und näch$. 260. XXIX. / ——,; = arc, Tg x,E
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Man ſetzex2 = — 92, ſoiſt
x= u, V/V—4

und dx Lu du. 1/7— 1,

Durch-+SubſtitutiondieſerWerthein die vorhergehenden
Formelnerhältman

ct Pi
zr

Es
à AREEfrepm EAR TPE

2 == axc; Tg u. 1/’— 4.
ZTE

Hierausergibtſich
:

1Tu 14 e

A Ci = 21] ————V/V

—

1

e
2 Tg u

=.

1 e— ES

IAA lgt = arc. Tg u 1/7— 141

oder
1 iFfu/ i

ä — +Aarc. Tg u

Trias O
und +. ELS—

= A . are. Tg u 1/7— 1 (Pe

a dx
Ex. 1. Man ſoll

-

Ea

ME

ue ; integriren.

Nach $. 261.3. LLman
b

AE a2 Lt
TS bB

LN ba a

G b
EE = i

tle —————+ -

/ſ b
TED “e

Nimmt man nun b verneint
-
ſoerháltman

b

pa ./—1
OR 1

1Sfb a R. LE MZ
E —s

,



CURT) ninon

wo das Jutegral auf der rechten Seite der Gleichungunmög-
lich iſt.Vergleichtman daſſelbemit der Formel(©) und

ſelt
E

füru, ſoerhältman

a E
LIE

b

Cies 2 Tes.arc. Tg
=

+ €.

|

; dx ; 499!
Ex. 2. Man ſolldy= A integrirxen.

Nach $. 261. IV. .iſt-
y

y =1/ 4 are: Z9(*+)
Wird nun cverneintgeſebßt,ſocrhältman

> Eg (x) VÀ E 1

DEES verm man, wenn das :u in (Y =

(=-2).V/V—-

Tr

©

geſetztwird,

¿ E Sg
iE Ef ET Az,

; y b2
:

Sett man endlichſtattA ſeinenWerth a -—

e ſo hat

man
:

1

ftt

TETVA
BL Y VeES E
Zwiſchenden Formeln

arg E +1 +x) (6-260. XI)

undTRE == are. SOIL ($. 260. XXV.),

läßtſiheineVergleichunganſtellen,die der zwiſchen/ T2
dx Rs

:

und / TES angeſtelltenähnlichiſt.
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Zweites Kapitel.

Kuntegrirung dur< Reihen.

$. 298. Aufg. Ein Differential dy = P.dx,
das ſichdurch feinen endlihen Ausdru> integri-
ren läßt, durcheine unendlicheReihe zu integri-
ren. P iſteine-Funktion von «.

Aufl. Man verwandle das Differentialin eine ünend-

licheReihe, die nah den Potenzender.veränderlichenGröße
fortgeht.Die Monomien, aus welchendieReihebeſieht,in-

tegrireman nah den bisherdegevenenVorſchriften.
Ex. 1. Es ſeydy =

TR
: è 1

:

i ¿tii

E E
LEs

1 XFX ELN
dx

= dx — X dx + x?dz — xdx 4
a4 ®

d
7

D

AlſoAFS
Nach $. 260. iſt

rs E Ig(1+ *).

Alſoiſt
KaT9= K+ —- +... + C.

Da für =. 0; lg(4+x) = 0 wird und auch alle

Gliederauf der rechtenSeite,diex enthalten,AenſoiſtC = 0.

Ex. 2, Es ſeydy = e
FE —x° 4 — x6

+...Es iſt——ts2 1—x + x4

—

x6 +

DE ita ebi Iaia
1 + x?

AlſoeAL = x — 413+Alx5 — 4x7 e



=—- VA ==

Nach $. 260 iſtfrLF
= arc. Tg'x.

Alſoiſtarc. Tg x = x — SERE AN

Für x = 0 wird die rechteund dielinkeSeite dieſer

LS
== 0; alſoiſtdieConſ==._0,

=> = LL x ]dx.Ex.
3. Es ſeydy TEE TA (4 x?) x

Manfindetnachdemyes:Lehrſaye1.3.5
(1—xY = 4 + A EE zs u

zs

FE iſt.
EX

Ls LoD

Va
== d+ 4x?dx+2Satu2.10.6AE a le idi +

EA 8 Le tsud Es E 5 2.0.6Es
Zl

Nach $. 260. iſt
dx y

S|ZEE
= arc. Sin x.

Folglichiſt:
i 1.3 x 1.3.5 x?

aro, Si = TEER TTE:Taro
Die Conſtanteiſt= 0.

FolgendeMethode, welchedie Bernoulliſcheheißt,gibt
ein anderes Verfahrenan die Hand, dur<hReihenzu inte-

griren.
$. 299. Aufg. Man ſoll/Xdx, wo X eine Funk-

tion von x iſt,durch eine, nach deu Potenzenvon «

fortlaufende,Neihe beſtimmen.
Aufl. Es iſt,wenn u und v Funktionenvon x bedeuten,

ſudv = uy — {xvdu (O).
Seht man nun u = R, und âàv = dx, ſo ergibtſich

:

(X ds => Xx — / x. dX.

Es ſcydX = X‘dx,

alſo/x.dX = X‘. x dx,

Man findethieraus, in dex Formel(O)



/

— 220 —

E
u = X’, und dv = x dx, alſoy = ¿4

ſchend,
Y

ſx. dX = LEa fo cax:.

Es ſeydX‘ = X‘ dx,
alſo-x2,dX“ = X“. x2dx.

HierausergibtſichdurchAnwendungder Formel(O)
LE Lat 1. (x, aX“.

3 «

Jt ferner4X = X‘ H:
a0) UR eL. SOX,

ſofindetman
:

fs lt a — — 1.fxa.AX,

Auf dieſelbeArt ergibtſich

4 EEA
is

X R x5 Izeſx. dX
at Fixx

Ue Wi.

Durch die gehörigenSubſtitutionenfindetmai aus dem

Bisherigen
á

N dx = Xx —

DEA — — EINO
=

X
iNuniſt X

AS

dX“

dx
MT:

d2 i 6

F ES(dxwird alsbeſtändigangenommen)

X“

dx
dSX

‘dx

dN“

dx

d'X
=

a

MAB

X/° I
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Alſoiſtauch
i dX x? d2X x3

X MaX
dx3 ‘9,3,4 dxì ‘2.3.1.5

Ex. Man“ ſuchtSed = f(a 2-1. dx,

Hier iſtX = (1+ x)-1
dX

+ .+t

E
ms 4% LE

SS — +2 0+)

E =—_2 34+ x9

E = +2.3.4. (1+ x)

Alſo
-: xS

iB eE rf SUDE +5)" 1.gert
= Ile(1 +») ($.260.)

: 4 X DE x3
Verwandelt man die BrücheEs 4) 30 ES

u. . w. in Reihenund addirtdieſe,ſoerhältman die $. 298.

fürIg(1 +» gefundeneReihe.

Drittes Kapitel,

Fntegration tranſcendenter Funktionen von ciner

veränderlichen Größe.

A. Fntegration logarithmiſherFunktionen.

$. 300. Aufg. Man ſolldy = m (glg 2-1
integriren.
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Aufl. Man ſeßeIgx = 2, alſoD = dz,

ſoiſtdy = mi(lgajn-1,223

Z

woraus ichnach$. 260. ergibt
y = Wg" + C

oder y = (glgx» + C.

$. 301. Aufg. Es ſey dy = nm (1sx£wm)ya=1SE
man ſuchty.

Aufl. „St man ==> Zz, alſodx =

Igxn = Igz, ſoerhältman

dy = nm (Ig2)-1 ,
dz
mMZ

,

dz

mxm-”-1
und

==> 1A (igZ)0-3 s —
Hierausergibtſich

y = (Ig2)"+ C

= Oey G6,

$. 302. Aufg. Das Jutegral von dy nm

le (lgx)mqn-1,es zu finden.
d

Aufl.Man ſee lgx= Zz,alſo——= dz,und (Igx)m
= 2m, Hierausergibtſich

-

:

dy = nm (Igzm)n-1,S
und hierausnachder Auſlöſungder vorhergehendenAufgabe:

y =(gz259+C
= [le(lex)+6.

$. 303. Bei der JutegrationlogarithmiſcherDifferentiale

fannauchin manchenFällendieFormel
fadv = uv — (Y du ($.288.),

wo u und yvFunktionenvon xE, mit Vortheilangewandt
werden.

Ex. Es ſey(1gx)".xvdx zu indégóivrn.
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d
Man ſebeu = (1gx", alſodu = n (lgx)n—1,=,

+
und dy = "dx, alſo x = e

ſoiſt

ſügx)nxhdx=
xm+1,(Igx PB

rA Zü:

Sett man nun hiern— 41,n—2,. «+ ſtattn, 0 er-

háltman
+1(]o xn

fag x—1xmdx =

ZS

EE —

rasx)n—2gmds,+1, (lg x)n-2

fag x)n—2xmdx ==

=

E a LA

‘miiSdx)n—3xmdx ,

Men
+1, (Ig x) 1c

nem a, O8 = ERE 1 (ex) 1

fg x)"x dx
m 1 (m — 1/2

u

n(20—4) +1, (Igx02
+

(m + 1

__
M04) (DPT , (Igx)n-3

(m + 1)®
E RE

i

Iſt n eine bejahteganzeZahl,ſo brichtdieReiheab.

B. FJntegrationder exponentialenDiffe-
rentiale.

$. 304. Aufg. Das Jntegral von dy = axlgadx
zu finden. :

Aufl. - Man ſetzeaX = Zi alſox Iga == lez,
dz dz j

Iga.dx a

E und

=
=

Iga.z°� iſt
Z

Ï
= dz.

Sa. Zz
dy = 2.lga,.

Folglihy = 2

= AX + C,
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$. 305. Aufg. edx zu integriren.
Aufl. Es iſt emxdx = Le und /mewxdx= emx

($.260)

3z

alſo ſemxdx= — ELD

6. 306. Aufg. Es ſeydu = xYdy, gx +W71y.dzxs
man ſuchtu.

Aufl. Seßt man y = 2, ÿ.lg*=15%, 16xdy
dx dz dz dx

FE — IEA Oy =

Tr rag , #0erhältman

du = WSTer ETELA
= dz — Wy, dx + Y-1!ydx
= dz.

Folglichiſt
Ws,

= WC:

$. 307. Auch bei der JutegrationexponentialerDifferen-
tialeläßt(ichdie Formel

fſudv= uv — fv du

gebrauchen.
:

Ex. 1 Es ſeyax, dx zu integriren.
Man ſeßeu = x, du = nx1dx,

ax,.lga. dx 4

'

dy = axdx = ——S, Von
e So

ſoiſt
e E

nD

faxxvdx= EE “E: ax „nxn—1dx

xn ax n
Sis

es c Ts E
ORaxzn—1dx.

Sett man nun nacheinanderrrtMs
D— 2, ſtatt

n, ſoerhältman
n—L Æ dai

ſaxr-1dx= NQ 4

LE 1

Iga Iga
xn—2 ax n — 2

CA TS
- + + . . . + . + + . + . . +

.ſaxxn—?2dx,

faxgn-2dx= ,ſaxxn—idxy
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Durch die gehörigen Subſtitutionenergibtſichhieraus
n ax n (Xx0—1 gx ir

4

ERD AM
FR n

e
Xx

fe
Kis 4 a

ga (Iga)? (Iga)?
n. n—4, n—2. xn ax

dg aja
...

DieſeReihebrichtab,wenn n einebejahteganzeZahliſt.
Ex. 2. Man ſuchtdas Jutegralvon xewxdx, wo e

dieBaſisdes natürlichenLogarithmenſyſtemsbedeutet.
Man ſezeu = x, du = nx?—1dx,

emx
dv == emxdx , VV =:

È (CF.305.),

ſoiſt
xN , ecmMmx emXx

ſxemxdx == — [— és nxn—1dx
mM m

Ï

dL + CMXx N
—— —

—, ſx9—1emxdx,IR m

Man ſehen—41, u—2,... nacheinanderſtattu. Hier-
durchbekommt man

xn—1 emx n — 4
n—1emx E E

We>

ILA n—2 mx/xn-1ewxdx ri ef x02 , emxdx

SZ
xn—2 A EmMXK =S

fx ?emxdx = — — — «_f0—3emxdx
è

m m

. + LA . . * + . + . +. +

Alſoiſt
n mx n—1 emx # n— amx

ſxnemxdxES
RS

Des

Nn,X «C

E
4% «E

Te

CEA

m m2 m3

$. 308. Aufg.Man ſoll— integriren.
Aufl. -Nach--$a733 iſt

— 141gax + EN,x2 + CEys
Ig a4

+ EEx +...

Alſo

= = X4 1ga.dts Y n

(Iga)? É (1ga)4
SERE

RE EL 3
...+

23
x?2dx FtZIA

x3dx +
:

:

415
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Folglich
axdx Ug a)? x2 (lg a)3 x3

E —_== lgx+Iga.x+ R E F

(ga) x4
i

e e + G

C. Integration trigonometriſher Diffe-
:

rentiale.,
:

$. 309. Aufg. Man follCoſmx. dx integriren.

Aufl. Man ſeßemx = y, alſodx = =,ſoerhältman

ſCoſmx . dx = {Goy. L
adas
=—Quy + C. 260.)

E G

$. 310. Aufg. Das Differential Sinmx . dx zu

integriren.

Aufl. Es ſeynx = y, alſodx == e Hierdurcher-

hältman
————

—{Sin mx . dx
/ d

Sin y.
Y

m

— —— . Coſy+ C cs.260.)

— =,Coſmx + C.

F. 311. Aufg. Das Differential Sinmx.Coſnx.dx
zu integriren.

Aufl. Nach trigonometriſchenGründen iſt
Sin (a+b) = Sin a. Coſb+ Coſa.Sin b

und Sin (a — b) == Sin a, Cob — Coſa.Sin b,

AlſoSin (a+ b)+ Sin (a — b) = 2. Sin a , Coſb
und £2.Sin (a+b) ++. Sin (a — b) = Sin a. Coſb.
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Hieraus erhält man, wenn mx ſtatta, und nx ſtattþ

geſeßtwird,
4Sin (m + n) x + 4Sin (m— n) x = Sin mx . Coſux,

Alſoiſt i

Sin mx. Coſux.dx = 1Sin (m+n)x. dx ++4Sin(m—n)x, dx,

AES
Coſ(m+-n)x

_

Coſ(m

—

n)e oj (m+n) x of (m — n)x

ſSinmx.Coſnux.dx= —

AS
_—

E
+ C.

$. 312. DurchähnlicheEntwicklungenlaſſenſichauchdie
DifferentialeSin mx . Sin ux . dx, und Coſmx . Coſnx . dx

integriren.Es iſt
Sin (m— n)x

_

Sin (m E 25x

FOS
=

CS RB

__

Sin (m + n)x

_

Sin(m — n)x

/Coſmx. Coſux . dx =

ZS =” EES
F. 313. Nach dem Bisherigenlaſſenih auchintegriren

dieAusdrücke

[a+ bSinx+c Sin 2x—+ d Sin 3x + .….]. dx

und [a+b Coſx + ecCoſ2x + d. Coſ3x+....].dx,
Das Juntegraldes erſtenAusdrus iſt
ax — b Coſfx— 1c. Coſf2x — 4d. Coſf3x—... +4 C

und des zweiten
ax + b Sin x {-1c Sin 2x + 1d, Sin 3x +... + C.

$. 314. Aus trigonometriſchenGründen iſtbekannt, daß
EU <= Co &

2. Cox? = Coſ2x + 1

4. Cofx3 = Coſ3x + 3Coſx
8. Coſx4 = Coſ4x + 4Coſ2x + 3

UU. fewW./,und
Sinx = Sin x

2. Sin x = — Coſ2x + 1

q. Sin x3 = — Sin 3x + 3Sin «x

8.GSinx! = Coſ4x — 4, Coſ2x+3
Uf 0 HE
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Dieſe Entwicklungenals bekannt vorausgeſetzt,hat es

alſokeineSchwierigkeit,nah dem Vorhergehenden,z. B.

Coſxa dx, oderSin x4. dx zu integrirxen.
Die Ausdrückefür diePotenzender Coſinusund Sinus

können auf folgendeArt gefundenwerden.
$. 315. Aufg. Die Potenz der Sinus und Co-

ſinus des einfahenBogens durch die Sinus und
Coſinus des vielfachenBogens auszudrücken.

Man ſezeCoſx+ Sinx.1/ —1 =" ($.99.)
und Coſx — Sinx.1/—1 =",

ſoiſt2Coſx = u + v

2. Sinx.1/—1 = u— Y

N
Cinx = ———

Si Op > Te

Folglichiſ

 Goſn = Ze(0+ 9)

= Ze+9

í

na EE _— VNund Sin x EEE vy,

wo n jedebeliebigeZahl bedeuten kann.

1. Man exhâältdurchEntwicklungaus dem erſtenAusdruck

fürCoſx"

Coſzn = —,2 [we+ n. u-ly H Pury?
ÄH (n — 2) f= 3 3ALAS

BeE Ze E]
und aus

E
zweiten

CofY pana Ze[x+ nyn—-!y + E Pyn-en?

I
Nn (n— EE

Vr 2)2113 Js F



= EE

Alſoiſt

2.Coſx"=A (rau)

+ n) (yetyu]
n(n-4)

1.2.3
oder

|

2H, Coſx'=u"{+"+n,uv (wr) Dgr (ut Lsv4)

P Pe)2)
u3v(u-6+ 6) 4+

Nun iſtCoſax=
A) Sof Sins, 17

2

(S. 99.)
u" y

i ,
2

alſo2Coſux = u" vw",

alſo,da man ſtattn jedebeliebigeZahlſetzenkann,a2C0f(n— m) x = u" + yi-nm,

Das gibt
für m = 2, Woſ(n— Nx = u? + y?

= (1,2.C0ſ(n—() x == u=—+* | y—4

=40, 2UREA
= u—8

lEs4

Aus Coſ+Sinx..ZK = U

und Coſx—Sinx.1// —1 ="

folgtCoſx2?+Sinx?2= ux == 4,

Folglichiſt
2n+1,Coſxen=2.Coſnx+4-2n,Coſ(n—2x1) Coſ(a — 4)x

2n(n— 1)(n—2)

ED
Coſ(n — 6)x +...

Alſoauch

2»,Coſx=Coſnux+n,Coſcn—Yx+ 2 —1. Coſ(n— 4)x +.

Bei dieſerReihekommt man Ois ſeyes auchnur bei

gehörigerFortſeßungderſelben,aufCoſinuſſenegativerBogen.
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Da aber ($. 99.)

E =
9

,

7s PE: E

und alſoauchEa ee L+ ex1/ E
L

ex+1/*—1—+—e—x:]}/*—1

2

iſt,ſo iſtCofx = Coſ— x
:

und Coſ(a— m)x = Coſ— (n — m)x = Coſ(m — n)x.

Iſt alſo(n—m) x negativ,ſo kann man ſtattdeſſelben
auchdas poſitive(m — n)x ſchreiben.

y :

aid 1
Br SEIL, Die GleichungSin x

Tg
| (u

—

y)" gibt

durchEntwicklungihrerzweitenSeite Sin ? =

R n-Ll RELu2.
n(n-1)(n-i —3x3 ]

(A.)
Nun ſey

erſtens nu FxâDe,
JundieſemFalleiſt(u — y)?"= (x — úü)",

x

: 4
;und Sin A n r=

Es iſtalſoauh Sin x? =

1
e OS n(n-1}(n-2)

[uy For 1.2.3

Hierausund aus (AJ ergibtſich

2.Sinx2

“arar
+ va — n(u-y+y—1u)

(v—u)?.eL

fm

(2.1/— 1»

vn-303+,.] j

LS + nur(4 08)

4 “Autv?(ua + y) + RA A
Alſoiſt,nah den Entwicklungenin (1.),
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2.(2.1/-1".Sinx"=2Coſnx-20.Coſca-2x+E Coſ(n-1)x

__ _2n(n-1)(0-2)„Coſ(n-6)x+...

Folglich
AP

(2.1/-1)".Sinx= Coſnx—nCof(nx Coſcn-4)x

E LA Coſ(n-6)x+...

Da n einegradeZahl iſt,ſoiſt(2. 1/ — 1 möglich.
Das (2.1/’— 1) iſtbejahtoder verneint, jenachdemn

ein Produkt aus 2 in einegradeoder in eineungradeZahl
iſt.Es iſtalſo

+2. Sin *=Coſ nx—n Coſ(n—Nx+———. Coſ(n—4)x—...

FürdieCoſinuſſenegativerBogencrdie
f

DERNE in(1.Y:
E D

Es ſey
zweitens n ungrade.

Bei dieſerVorausſeßungiſt(u—) = —(vx—u)*,
und alſo

n
_—

1

iS Ler

ab

PN
2Sin x

E E—
(U—V)"=

1
Œ =u)".

Alſoiſt
I. Sin x* =

;

(2LeS »nu*—-ly UTRARELAA+ A
II. Gin &* =

Air Prin a i n(0-D(7-)
wiEa E TE E

E
EA «J

Folglich

2.Sinx"= a 9u"-y".n TT vu) ——— (uyy?)

2 Mn) gd

u

id—328 |1.2,3
(u YV —_— Y Uu )+ d+.

— SGS-1)
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[arent Durrant)
n(n-1)(n-2) :

—

aS ubvi(u6 — v6) +]
Nun iſtuy = 1, und

(Coſx—4-Sinx. CEE Siltx./— 1)»
2.1/1

E: e(.1/7-1)"

Sin nx =

UU? — yh

:

2.1/1!
wo man für u, welcheZahlman will,ſetzenkannz;alſoiſtauch

, 4
Sin (ù —- m) x —— (—— y;( ELE )3

folglihwm —v = 2.1/7 — 1. Gin nx

ut —p t= 2. MA Sin (n — 2 x

wt =2:/ —f. E12 * .

_DotatisiſtSa Sin ==

(2.free2Sinox— Sin(n—yx “Ein...]
oder

E
x =

SE: [Sinux —nSin (n-x+—G-Veiu(n6
Da nun n ungradeiſt,#0 iſtn — 1 grade,und alſo

(/ — D=! mögli, und bejahtoder verneint,je nachdem
ù — 4 einProduftaus 2 ineinegradeodereineungradeZahliſt.

Folglichiſtfür einungradesn, je nachdemn— 1 ein

Produktaus 2 inaeinegradeoder in eineungradeZähliſt,

2”„Sine=+(Sinax—nSin(n-2)x+
2
Sina) —

6. 316. Die AusdrückeSin x Z a Co dx „worin
n eine bejahteganze Zahlbedeutet,laſſenſichauh uochauf

eineandere, als aufdievorhergehendeArt integriren.
F. 317: Aufg. Das Differential Sin. dx zu

integriren,wenn n eine bejahte ganze Zahl be-

deuter.
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Aufl. Es iſtSinx. dx = — d Cofx.

AlſoSin. dx = —= Sin x! . d Cofx.

Nuniſt

ſuáv = uv — /ſvdu($. 288.).

Scbtman alſou = — Sinx=!,

alſodu =. (n— 1).Sinx2,Coſ x dxz
fernerdv = d Cofx,

alſoyi=Cofx ;

ſoiſt

/Sindx = — Sin 1, Coſx+/Coſx.(n-1)Sinx"-2,Coſxdx

= — Gin—".Coſx+(n—1)./Sine—*Coſx2dx,
oder,da Coſx2?= 1— Sin x? iſt,

ſSinx"dx==—Sinx*-1.Coſx+(n-1).Sinx*—?dx-(n-1)/Sinxdx.
Hierausergibtſich

; 4 “zi n— y

ſSinx"dx= LT Sin x*—1, Coſx+ ft Sin —2 dz;

Nun ſey1)n = 2, 4, 6, +. +, #0iſt

ſSin x2dx = —+Sinx. Coſx++. x

Sin dx = — 4. Sin x3. Coſx + 7. Sin x2dx

FL
= — £4,E GESIE ER :

Es ſeySL 3,5,E w iſt
.

LBE At Zus

6 E :

Sins. dx = —141.Sin x? . Coſx+#.Sinx, dx

/Ag
ÉL 2 — Sin10,Coſx

+

+E dx
+ .

6.318.ufa. DasDifferentialCoſa. dx zu

integriren,wenn n eine bejahte ganze Zahl be-

deuter.

Aufl. Es iſtCoſxdx = d Sin x;

alſoCoſ"dx = Coſ= d Sinx,
Setztman nun in

%
317.

= Coſx=—!
alſodi= — (n—.1). Coſx-2?, Sin x dxz



= WC =

ferner dv = d Sin x

Ap Sin x,

ſoerhältman

{ Coſfx'dx = Coſx*=1,Sinx+/Sinx.(n—1).Coſ«*=2.Sinxdx,
'

= Coſe1,SGin«+ (n—4)/Coſx? „Sin x2.dx.

Hierausergibtſich,wenn man 1— Coſx? ſtattSin x?

ſetztund reducirt,

ſCoſ"dx = =,Coſx—1, Sin x + A  (Coſx=—2dx,
Manfindethierausfürn = 2, 4, 6,+..

ſ Coſx2dx = £1.Coſx.Sin x + 1x

ſCoſxdx = 1. Coſx3. Sin x + 3./Coſx2dx
* + .

E E LS

ſCoſx dx = Sin x

/Coſx3dx= 4, Coſx?.Sinx + 2./Coſx dx
. * .+ * . . . .* . .

A :

. .

'

$. 319. Aufg. Es ſoliSine integrirtwerden,

wenn n eine bejahteganze Zahl iſt.
:

5 “aEE
EAufl. Es iſtSirii

= Coſecx"dx

Coſecx2 . Coſecx2dx
— Coſecx—2.dCotx. ($.260.)I

HI

Man ſetein $. 317.

u = —Coſecx_*
alſodu = — (n— 2)Coſecx3, d Coſecx

= (n— 2) Coſecx*=3, Coſecx . Cotx. dx

= (n — 9Coſec x"—? , Cot x dxz
fernerdv = d Cot x

Y. = COLE 5

ſoiſt

Ter = — Coſecx ?.Cot x-/Cotx.(n-2).Coſecx*-?.Cotxdx

= — Coſecx"—?.Cotx— (n—2)/Coſecx*-?.Cotx2.dx,



M

Nun iſtCot x? = Coſecx2 — 1.

Alſoiſt

Ses = — CoſecER Cotx-(n-2)/Coſecx0? „(Coſecx?-4)dx
=

—

Coſecx“?.Cotx-(n-2)/Coſecx"dx+(n-2)))/Coſecx"?dx
d

—— Coſecx®*.Cotx-CT
== — Coſecx"?

zs

«Cotx-n.Sie?M (nn Sa 2

Fegns
(

SS
Cotx

4
Â — 2

FSira—_— (G—HOSin=
t iLSiE L

; Cof x .

oder, weil Cot x =

Sin* iſt,

Á
=

Cox SS x

/ Sin n (n—1) Sin!" Wis xu=2
*

Man ſehen = 2, 1, 6, « +, 0 erhältman

E
N

E
CoſfX

Sinx2 Sin x

X
EEE

Co x
Z

3

dx

ens 3. BE
Ie TeW-

Für n = 3, 5,7, ... erhältman
dS

SE __Coſx dx

/Ein%Zi
2

WE
2

Sx ‘Einz3

BE

Cox
Sense

¿Ms Sits LEE l'Eirix3

uU AL
Jn dem Falle,daß n eineungradeZahlbedeutet,kommt

X . A

es darauf,Sinx integriren.

Sinx.dx Sinx

.

dx

Sinx2

“-

5.4 — Cofx?

——

SLIT
1 — Coſx?

’

0
Ei iſtSinx—
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oder, wenn man Coſx == y ſebt,

-—
Sin x 1 — y? A+NDA—- N

£dy 4dy
10 Ed:

Alſoift

ſé
—

=. a Hg +9

ERA181 Ly
= 1 „4 —&oſx

‘81+ Coſx

te E
°1/ a+ Coſ)*'

$. 320. Auf shulicheArt findetman
= Sin «x DaS

UN xn
—

irg CofLERS — 4Lett
=

L

Coſx dx

E
ungrade,ſokommt man auf{>=Gor= /“CofE
i

—— FST—Sinz: , woraus man durchdas Verfahrenin $. 319.

lai(1+ Sin x)
n fz eG Eins)

F. 321. Au fg.Man follSin x"Coſx'dxintegriren.
Aufl. Es iſt/SinxÊ.Coſxe*dx=/Sinx=—1,Sinx.Coſx*dx.
Man ſeßzeu = Sin "1

alſodu = (m — 1)Sin x"—2 Coſxdx ;

fernerdv = Sin x. Coſx*dx
= — Coſx".d Coſx

Coſx°+1
alſov TTA

ſoiſt/Sin x=, Coſx"dx = /Sin xw=1, Sin x . Coſx"dx

Gp E (m— 1)Sinx=-2. Coſxdx
n m—

__

Coſs D EFS :
_ſSinxm—.Coſx”(1-Sinx2)dx,

I)
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Durchgehörige Reduction erhält man hieraus

ſium Cofuedic=—E Si
1 IN —

ag/Sinen“.„Coſx"dx,

(O)
Es iſtauh /Sin« Coſx*dx=/Sinx=. Coſx"—!.Coſxdx,

Setztman nun u = Coſx"—!

dv = Gin. Cofx dx

= Sinxm, dSin x,

alſodu = — (n—1) Coſx"? Sînx dx

und vv
=

Sin

xm+t
SL

ſoerhältman
5m n-1

ſSinxwCoſx"H aaadi SA 21 (Sinx".Coſx?.Sinx?dxmtl a
Hierausergibtſi<hdur<h Subſtitutionvon4 — Coſx?

ſtattSin x? und dur< Reduction

_/SinxD,Coſxdx
Sinxm+1,Coſe etiess

TN Rs 1(SinxnCoſx=—2dx.
(P)

Setztman nun hierm —2

E Sé
ſobekommt man

ſSinxn—.Coſdx=E = ZsB
L_Sinx“?«Coſx*?dx.

(C)
VermittelſtdieſerFormel und dex Formel(O), ſowie

dex Formeln($. 317. 318.) und anderer ſchonintegrirten,läßt

ſichdas Juntegralvon Sin x" , Coſx"dx genau finden,weni m

und n bejahteganzeZahlenſind.
Ex. 1. Man ſucht/ Sin xb Coſx5dx.
Es iſt

nach(O)/SinxbCoſxédx=-17.Coſxb.Sinx5+#7,/Sinx.Coſx5dx
nah(©)/Sinx?Coſx5dx=$.Sins.Coſx44. 7Sin x4 Coſx3dx

nach(O)/Sinx®.Coſx?dx=—+.Coſx4.Sinx3+4+./Sinx?.Coſx?2dx
nach(@)/Sinx?Coſx3dx=4,Sinx3,Coſx?+2./Sinx2. Coſxdx

nach(Q)/Sinx?Coſxdx=—+4. Coſx2. Sinx +4. /Cofxdx
=— 1, Coſx?.Sinx—+14.Sin x.
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Ex. 2. Man ſucht/Sin x2. Coſx7dx.
Es iſtnach

(O)/Sinx2,Coſx?dx=— 77-.Coſx8s.Sinx3+2-/Sinx?.Coſx7dx
(O /Sinx*.Coſx7?àx=. Sin x3. Coſxo+6./Sinx?.Coſx5dx
(O)/Sinx?.Coſx5dx=— 2. Coſx6. Sin «x + L .ſCoſx5 dx.

Das Integralvon Coſx5dx findetman nach$. 318.

Ex. 3. Man ſucht/Sinx5. Coſx?dx.
Es iſtnach

(O)/Sinx5.Coſx7dx= —1x.Coſxs.Sinx14./Sinx3.Coſx7.dx
(C)/Sinx3.Coſx7dx= .Sinx*.Coſx64. (Sinx3, Coſx5dx
(O)/Sinx3,Coſx5dx= — 4.Coſx6.Sinx?++#./Sinx. Coſxsdx,
Nun iſt/Sinx.Coſx®dx= — /Coſx5.dCoſx=—12. Cofx6.

$. 322. Aufg. Män ſou= X finden.

S
Aufl. Sett man —n ſtattn p(O),ſo erhältman

inxndx Sin xm—1 m— 4 in «m=—2, dx

LAR TO A E n Co RECA
Aus

NL

$. 321. ergibtſich,wenn man — n ſtattn ſett,

e
xmdx Sin xm+1

i

Dh SinxmdxCoſo  (m—OH  m—n“ Cofxa+t2
*

Hierausfindetman
nt paedx

5 URT — e
Sig xmdx

m— n

/

Coſx0+2 TE) Coſx71 Coſfxn

Alſoiſt
Sin "dx Sin xm+1 m—n ¡Sin"dx

Ff (nF CLE E EE Cofx2
Man ſetem —2 ſtattm und n —2 ſtattn. Hierdurch

bekommt man

/Sin=—24x _Sinx<=—_1 m—n „SGinx—.dx
py

Coſfxn
E

(n-1)Cofx21 = / Cofx2
C )

Alſoiſtaus (AZ und (B.)

Sins Sinn m—1 1 Sin x

Cof%9 (m-n)Coſx—"

*

m—n *m—1 Coſ x1

mL CUI 2 dx
L n — 1

eE
Coſfx?
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tun fann ſeyn
:

E) m oer 11)mn, ode IL) m =>,

I. Ji m>9n, ſo kommt es daraufan, /Sinx"dx und

Sin x"d
:

/ E
rr

D

TS
n

zu finden:das erſte,wenn n grade,und das zweite,

wenn n ungradeiſt.

IL. Ji m<n, ſo muß man findenkönnenars und
oſx”

SUE E

x ax — 0ECoſxCoſxr Coſxr’
zweite,wenn n ungradeiſt.

TIT. Ji m = n, 0 ſeßeman zuerſtin (B.)m+2 ſtatt
m, Hierdurcherhältman

Sinxd Sin xmt1

-

 m+2—n Sinxm dx

Co x° (n—1) Coſf2 n—1  Coſfx=—2
*

Alsdann n — 2 ſtattn. Hierausergibtſich

Sinxndx Sin xm—1 m—1 „Sin=2, dx

Cof= (m-n+29).Coſx8 AES GE
Aus den beiden hierabgeleitetenFormelnfindetman,

wenn man m =

n

ſeht,

das erſte,wenn m grade,und das

1 R St 1 2 PaieCoſfxm (m—1)Coſxm—2 m—1*“ Coſxm—?
Sin xndx Sin x".

E,
Sin x"—2? . dx

D Sf 2 So :

Bei AnwendungdieſerFormeln“Siman, je nachdem

m gradeoder ungradeiſt,auf/dx, oder aufVEE
ES edCoſx

Coſx
Nun kann man als bekanntannehmen

ESe
xrdx nah $. 317.

2C nah $. 320.

Sinxdx
_

d Co x

IEECofr —S CTLnach$. 260.



a i a

/àx nach $. 260.

E dsade nach $. 260.
“Cofx

d
Man hat alſonoh /SnSEGzu Gut
Man ſetein A. $. 322. u = 1 und m = vr, 0 be-

fommt man SS

Sin xd __ ii, zinda Sin —2
. dx

BsFP E .

Coſx r— 1 Coſx

Man hat

fürx — 0, /pre= Sin) G. 320.)

m Ls = =
— IgCox ($. 260.)

= 2,[E puni Sa) Ein + -
N iT EE
atf, Ler = —14. Sin x3 + [RE
furs s 1 ae — 4. Sin +

u... Ww;

$. 323. Das Differentiala — läßtſichaufdieForm

SEE hringen.Sebßtman nämlih x = 909 —

y, o er-

hältman Sin x = Coſy, Coſx = Siny, dx = — dy.
d

DurchSubſtitutiondieſerWertheinTRESbekommt man

Sn FE Siny"dy
Sin x"

E

Coſy”
Ls

*

dx
F. 324. Aufg. Man ſoll Sin Megréren,

Aufl. Man ſetzein $. 321. (Q) und (2) —m ſtatt_m
und — n ſtattu. Hierdurchbekommt man

i



= M

dx 1 4 4A }

"VEG_m-+n'‘Co�e, Ginn
H

m4 Ei «Cofx*

a 4 Mel L dx
N SineCoſeSE "mxn‘SineCſF

AsA Sinz".Coſx=+t2
*

Aus dieſenbeidenGleichungenergibtOdx 4 1 s dx
:

1)Sine,C mL Coſe Cin
HmaEE Coſe

dx 1 1
mNSinx".Coſet?n+1Sinx. Gt En+4ThSE Coſx*

Seht man nun in 1. m—2 ſtattm, und in1m — 2

ſtattm a
n — 2 ſtattn, ſobekommt man

A 1 E
;

USSinsEaſe
—

m-1Coſx=,Sinx= MdSinzCoſx"
E 4 __Mm+n-i A

UEGSCoſs“n-1'Sinx"Coſe +
01 A

Sinx**,EEESNun ſey
Erſtensm<n.

—

Jt in dieſemFalle
M

1) m grade,#0fommtman EE
dasf=

oſx
1; GG:32.)

Und iſt
y

2) m ungrade,#0hatman ats$. 320.6.RX 4
,

Ho

/
Eins. Coſe r—1 “CofSN Sinx« E

DurchdieſeFormelwirdman geführtauf
-

LE.—— „" wenn

r grade, und:aufERG - wenn vr ungradeiſt.

Es ſey
Zweitens o <m. “Zſthier

1) n grade,ſokommt man aufTs: Und iſt

2)n ungradé/,ſo hatman durchdieFormel$. 32. æ.

dx <L dx

STT ‘Coſs — 4 ‘SinAS Sin xr—2 TEE
Duxch

-

dieſeFormelwird man geführt; "entwederauf
dx dx

Sz! oder uf / Sinz. C=
16



= 14

ESſey

Dvittensm=n. Jn dieſemFallefommtmai ‘entweder

auf(dx,oder aufLSFE:
$. 325. AUE Man ſollſaerz ?finden.

(Sin x4 Cofx2 dxAufl.“EiiſtFSEZÜECoſx
N

Sin x . Co x

Sinx.d< Coſxdx d Cox >&Sin x=/ Coſi F/ Gin 74 ſs td SF
= wS A lgCofx = 1sFre= 12EQ x,

dx

of(Tofnx72°(Sinnx)?’
“$.326.Aufg. Man EES

Sin

n

nx, dx

“(Coſnx)? |

Aufl. Man ſcheux= y; âlſods = Zay?“Hierdurch
erhältmah ſtattder gegebenenDifferentiale-folgende:

4 dy 1 dy 1 Sin y. dy
n ‘Coſy2/n‘Sin32,0,Coſy?

dieſichnach$. 319. 320. oder nah $. 322. integrirenlaſſen.
$. 327:-Aufg-Man oll-/xdxarc. Sinx-uchen.
Aufl.“Wenn,u..undy Funktionenvon x bedeuten,ſo iſt

-

faudv= ur — fv du. (O)
Man ſee u= arc. Sin x, und dy = dx;

tintegriren.

alſodu a d arc. Sii x e

76-Exn+1
Wy

y

und v

i
DurchSußbſtitutiondieſerWertheE man:

xn+1 xn+4, dx
ffxdx. arc. Sinx= TE

arc. Citx — REFATES

EE

=E55;
$. 328+ Allgemeinerheißtdie-vorigeAufgabe:Man ſoll

X dx. arc, Sin x finden.
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Man ſetehieru = are. Sin x,

alſodu ==

E

O M

Man ſebeferner
dv = X dx

uindvy = /Xdx = V.

DurchSubſtitutiondieſerWerthe in dieFormel(O) be-

fommt man

/XYâx, arc; Sinx = YV. arc. Sii — fy e
Die Jntegrartionder FormelX dx. are. Sin x hangtalſo

von der Jutegrationeiner algebraiſchenGröße ab, wenn V

algebraiſchiſt.
$. 329. Auf eineähnlicheArt finderman

ſdx. are. Coſi,uidſxvdx.arc. Tgx.
Auch laſſenſichdieſeAufgaben, wie die in$ 327. ver-

allgemeinern.($.328.)

Viertes Kapitel

Integration der: höhern Differentiale- der Funk-
tionen von Einer veränderlihen Größe.

$. 330. Manerinnereſich,daß das nte-Differentialaus
der Differentiationdes n —- 1ten, das n — 4te aus dex Dif-
ferentiationdes n — ot, das n — 2te aus der Differentiation
des n—Z3ten, u. �.w., das zweiteaus dex Differentiationdes

erſtenund das erſteaus der Differentiationdex urſprünglichen
Funktiondex“veränderlichenGröße x entſtändeniſt;daß fer-
ner , beidex“Ableitungdex höher Differentiale,"dx als un-

veränderlihangenommen würde und bei jederDifferentiation
beſtändigeGrößenweggefallenſeynkönnen. DieſeBemerkun-
gen feſthaltend,wird man einſehen,daß man, nachden bisher
fürdieJutégrationgegebenenVorſchriften, das nte Differen-
tialzurü>führenmuß aufdas n — 1te, das n — 1te-aufdas



= E

n — 2e, u. �. w., das zweite auf das erſte,und -daëerſteauf

dieurſprünglicheFunktion.Es ſeyz. B. zu integriren
Wy = [1 .ax+6,Þ], dx®,

Aus' dieſerGleichungergibtſichſogleich
d2y

d = [24 , ax + 64+hb],dx

= 2 „ax dx +6. bds.

Durch Jutegrationnachden frühergegebenenVorſchriften
findetman hieraus

22 = 12. ax2 4+ 6.bx + C
dx2

4 * *

Aus dieſerGleichungergibtſich

Fe = 12. ax2dx + 6. bx dx + C dx,

DurchJutegrationdieſerGleichungerhältman

À = hax +3. bx? + Cx + C“

Alſoiſtauch
dy == faxdx + 3 „ bx?dx + Cx dx + C‘dx

und folglich s
°

y = ax4 + bx3 + 1Cx2 +4 Cx + C,

“Fünftes Kapitel,

Vondex Jntegration der Differentialgleichungen mit

zwei veränderlichen Größen.

$. 331. Eine Differentialgleichungmit zweiveränderlichen
Größen,in welcherdieDifferentialenur auf dex erſtenPotenz
vorkommen,iſtunter einexvon den Formen

Pdx+4 Qdy = dZ,
und Pdx+Q dy = 0 begriffen.

SowohlP, als Q fann in jederdieſerFormen x und y

enthalten.



e O

$. 332. Erkl. Kommt in einer Differentialgleichung
mit zwei veränderlichenGrößen x und y das x mit dy, und

das y mit dx multiplicirt vox, #0 heißen die veränderlichen
Größen ungeſondert. Sie heißengeſondert, wenn jede
oon ihnennur mit ihremDifferentialmultiplicirtvorkommt.

UngeſondertſinddieGrößenx und y z. B. in der Gleichung

2yx dx + x?2dy= 0 und geſondertin der GleichungLSE
+2= 0.

$. 333. Ju manchenFällen(aſſenſichdieungeſonderten
Größen einerDifferentialgleichungſondern.Dividirtman z. B.

die Gleichung
2yx dx + x?2dy= 0

durchx?y,ſoerhältman ;

UX EF
e:
——+

y
=

6. 334. Eine Differentialgleichung,in welcherdie ver-

änderlichenGrößengeſondertſind,hatdieForm
Xdx+ Y dy = dZ

0.

oder

Xdx-+Y dy = 0,

wo X nur dieveränderlicheGrößex, und LY nur dieveränder-

licheGröße y enthält.
$. 335. Sind die veränderlichenGrößen einerDifferen-

tialgleichunggeſondert,ſo läßtſieſichnachden frühernRe-

gelnintegriren.Es iſtnämlich
ſXdx+fſY dy+ C =

oder '

[X x FſT dy = G

und /Xax ſowohl,als{Yay läßtſihnah den frühergegebe-
nen Vorſchriftenfinden.

F. 336. Nach $. 239. iſteineDifferentialgleichungmit

zweiveränderlichenGrößenx und y entwedervollſtändig,oder
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unvollſtändig.Auch ſinddaſelbſtdie KennzeichenihrerVoll-
ſtändigkeit„ oder Unvollſtändigkeitangegeben.

Eine vollſtändigeDifferentialgleichungläßtſichintegriren.
$. 337. Aufg. Man ſoll-dasDifferential

P dx +

Q

dy
integriren,wenn es vollſtändigiſt.

Aufl. J| der Ausdru> P dx + Q dy ein vollſtändiges
Differential,ſo iſtex dur<hbloßeDifferentiationciner
Funktion von zweiveränderlichenGrößen,oder einerGlei-

<ung zwiſchenzweiveränderlichenGrößenx und y entſtan-
den. Das DifferentialeinerſolchenFunktionoder Gleichung,

dieV heißenmag, entſtehtaber dadurch,daß"man ſiezuerſt
ſodifferentiirt,als ſeynux x veränderlichCdadurherhältman
P dx), und alsdannſo, als ſeynur y veränderlich(man be-

kommt dadurh Q dy), und daß man endlichbeideReſultate
addirt. Bei der Differentiationunter der Vorausſetzung,daß
y:-beſtäudigund nur «< veränderlichcy , ſindaus der Glei-

chungoder FunktionV_ alleGlieder,die fein x enthalten,
weggefallen.Die weggefallenenGliederſindentweder eine

bloßebeſtändigeGröße, oder,in beſtändigeGrößen multipli-
cirte,Potenzenvon y, oder beideszuſammen.Juntegrirtman

nun den TheilP dx des gegehenenDifferentials,als ſeynux «

veränderlich, ſowerden alleGliederder Gleichung-oderFunk-
tionV, die x enthielten,wiederhergeſtellt, und es fehlenan

derſelbennur _noch_die,welchebeidex:Differentiationder Funk-
tion oder GleichungV unter der Vorausſeßzung,-daß

-

nur «

veränderlichwäre, weggefallenſind.Bezeichnetman alſodie

weggefallenenGliederdurchL, welchesalſoeinebloßebeſtän-
digeGröße,oder,in beſtändigeGrößen-multiplicirte,Potenzen
von y, ‘oderbeides zuſammenbedeutenkann,#o-iſt

PP dx + Y

der Funktionoder GleichungV' gleich.
Man differeutiire/P dx + Y als ſeyeax und y ver-

änderlich.
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Wenn man differentiirt, als ſey bloßx veränderlich,ſo
erhältman PV dx.

Was man hekommt,wenn man differentiirt, als ſeybloß
y veränderlich,ſeyausgedrü>tdur<hR dy+ dY,

Differentiirtman alſo{7 dr Eeals ſcyenx und y

veränderlich,ſoerhältman
Pdx +R dy+ dY.

Da nun /P-dx+X der-Gleichungoder FunktionYVgleich
iſt,#0muß auchſeyn

Pdx+ Qdy = Pdx +R dy+ dY,

Alſo iſt

Q dy = R dy+ dY

dV = cQ = TO dy
und Y = /(Q— RB)dy.

Folglich
ſ(Pdx + Q dy]= /P dx + Y,

= /(Pdx+/(Q— R)dy.
Hier kann Q—R keinx enthalten,da LY keinsenthält.

Alſoläßtſich(Q — R) dy integriren.Der Ausdru> /P dx

wird integrirt, als ſeynur x veränderlih.Folglichläßtſich
das Jutegralvon P dx + Q dy finden.

Re e l : Man integrireP dx + Q dy ſo, als ſeynux x

veränderlich,zu dem gefundenenpartiellénJutegral./P dx

ſeßeman die ErgänzungL®, was man hierdurcherhält,diffe-
rentiireman, als ſeyenx und y veränderlich,man beſtimme
ferneraus der Gleichſeßung.des hiergefundenenund des ge-

gebenenDifferentialsdieGrößeY, und fügeendlichdas be-

ſtimmteLY zu dem partiellenJutegral/P dx.

Ey. 1. Es ſeygegeben
y?x dx+x?y dy = dz,

HieriſtVP = y?x und “Q= x?y;
dP E

d
alſody

= 2yx und e = xy 5

folglichdas gegebeneDifferentialvollſtändig($.239.)
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Nun iſt

FE e == FFE dx = 1y2x2,

Alſo
(PPdx + Y = 12x + YV,

Pdx+Rdy+dY = y?xdx + yx2dy+ dY,

Letzteresiſtauchdem gegebenenDifferentialgleich.Man
hatalſo

y?xdx + x?y dy = y?x dx + yx?dy+ dY.

AlſoiſtdL ='0, oder Y einebeſtändigeGröße. Folg-
lichiſt

:

zZ = 1y2x2?—-EA d
ſeygeg TE

A

— AE D
6 D = R

E

EEHier iſt
— pude adP ‘744 e a

dy (a=
ns Se

alſodie gegebeneGleichungES
Nuniſt

&

fP dé =

IE
&

(Px + Y =

EE

Diffexentiiktman dieſenAusdru>, als ſcyenx und y

veränderlich,ſoerhältman

Bde Bids4s dX:ipe + L+ x.
a—y (a

AE E e
EAlſoiſt

GR
{ ax ;

Folglih,da Q =

eT iſt,0 iſt

GEE X

D En E
a=?



Hieraus ergibt ſich
VT

a

a—y“

Da nun (Pds = gensiſt,ſoerhältman
X

et +
a+ x

= +0.

A. Abſonderung der in einer Differentialglei-
<ung enthaltenenzwei veränderlichen

Größen.

6. 338. Aufgr=Weun=- tit ebner: Differeutial-

gleichung,die gleih Null iſt,das Differential dx

in eine Funktion bloß von y, und das Differential
dy in eine Funktion bloß von x multiplicirtiſt,
die veränderlichen Größen abzuſondern.

Aufl. Die gegebeneDifferentialgleihungläßtſichdar-

ſtellendurch
VYdx+Xdy = 0,

wo L cineFunktionbloßvon y, und X eineFunktionbloß
von x iſt.Man dividiredie Gleichungdur< das Produkt
Y. X, Hierdurcherhältman die Gleichung

x dy
xS 0.

Jn ihrfinddie veränderlichenGrößen x und y von ein-

ander abgeſondert. :

Ex. Es ſey1/ (1—yY) dx —(1+x2) dy = 0.

Dividirtman hierdur das Produkt(14+x9.1/(1—y?),
ſoexhâltman

dx dy
eE Tra-5

Das Jutegralhiervoniſt
arc. Tq x — arc, Sitty= C,
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oder, wenn es für x = 0, und y = 0 verſchwindenoll,
axc. Tg x — arc. Sin y = 9.

Alſoarc. Tg x = arc. Sin y.

Aus der Gleichheitdes Bogensder Tangentex und des

Bogensdes Sinus y ergibtſichnun weiter

V(1— YE SES

ZS yund =>

ra=s5°
$. 339. Aufg.Wenn in der GleichungXY ax

+ X‘Y/dy= 0 ‘daS X und X‘ Funktionen von x, und

das Y und L- Funktionen von y bedeuten, die ver-

änderlihenGrößen von einander abzuſondern.
Aufl. Man dividireVTO)YV.X“, ſoerhältman

dx + Y
« dy = 0.

Ex. Es ſeyx2y‘dx+ (3y+1178. dy =0:

Dividirtman
usdurchy

PERAS bekommtman

dx +T ay —a
$. 340. Aufg. Jun vrmt dy+ Py dx =

Qdx bedeuten P und Q Funktionen bloßvon x;

man ſoll die GE Rae EBENENGrößen
x und

E
von

cinander abſondern.
Aufl. Man ſetzey = Xu, wo X eine beliebigeFunk-

tionvon x iſtund u einebeliebigeveränderlicheGröße bedetu-

tetzalſo
dy = Xdu + u dX,

Subſtituirtman füxy und dy ihreWerthe in die gege-
bene Gleichung,ſoerhältman

|

X du + u dX + PXu dx = Q dx

oder X du + u (dX + PX dx) = Q dx, (J)
Da R einebeliebigeFunktionvon x iſt,ſokann es auch

eineFunktionvon «x ſeyn,dieo beſchaffeniſt,daß
dX + PXdx = 0

wird.
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Iſc aber

ſoiſt

dX + PX.dxmux E:

dX
1) EE

— P dx

und 2) GL = Q dx

d
oder du = =S (K.)

Nun erhältman aus

4 = — Pdx,

IgX = —/P dx,
oder, wenn e die Baſisdes natürlichenLogarithmenſyſtemsiſt,

le Ae SOS
oder X = /

Hierausund aus (K.)ergibtſichferner

du = aLdESs e/Pa, Q xX,

Folglichiſt
u = fſeſf>,Qdx+ C.

Folglich, [day = Xu

n IEE

u: ==, (el3= ds],
y = e-P?%, [ſeſ?%,Qdx+ C].

Ex. Es ſeydyy dx = ax2dx,

Hier iſtP= 1, Q=aw, /Pdx=x, und y =

x {ex „axidx + C].

Nach $. 307. Ex. 2. iſt :

ſe*xds = XeX — n, £&0—1ex + Dl 4) ex

Alſoiſt

ſexaxndx + C = ae* [xn— nxn—1 + n(n—1)x_2—,.] + C,

Folglichi}
y =aſo—nm + n(n— 1)x0 —,,.] 4+ Ce-x,
F. 344. Die DifferentialgleichungeS

dy+ Py dx = Qynt1dx,
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ivo P und Q Funktionen bloß von x ſind,läßtſichauf die

Form dy+ Py dx = Q dx bringen.Denn man dividirxedie

Gleichungdur< y. Man erhälthierdurch

ZL+P dx = Qydx, (O)

Seht man nun R =_Z ¿(0 iM

Lii ny—n—1dy= dz

dy
Ls dz

>
242

200!

e i 5

DurchSetzungder Werthefür+ und y" in (O) erhält

man
i ELB «+ GX

=S + P dx =

E
+

Hierausergibtſich
— dz + nPz ds = nQdx

oder dz — nPz dx = — nQ dx,

$. 342. Aufg. Man foll die veränderlichen
Größen der Gleichung
(ax bxm-fyfrex"Eye, d(x Bem y? ym y dy

=-0,

in welcher die in dx und dy multiplicirtenFunk-
tionen gleichartigſind, d. i.in welher die Summe

der Exponenten der veränderlihenGrößen x und

y in jedem Gliede gleichiſt,von einander abſon-
dern.

Aufl. Aus der gegebenenGleichungfolgt

WEE bxm—fyfLLcxm—sys +...
dx æxm 1 Pxm—?y?+ yxm ty +,

Man ſetey = xz, alſody = x dz+ z dx,

Subſtituirtman dieſeWerthe und dividirtden Zähler
und Nenner des Bruchsauf der rechtenSeite der durchdie

SubſtitutionerhaltenenGleichungdur< x", o erhältman
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xdz+z2dx a4 bz ez + «5

E

E

——

i a+ Paty +

Selzt man, was auf der rechten Seite dieſerGleichung

ſteht,= Z, ſohat man

xdz+ zdx = Z.dx,

alſoxdz == (Z—2)dx

EE dz

IT ZS

j
dz

Folglich1gx = /F>—-
Ft ÉE gefunden,ſokann man ſtattz ſeinenWerth

L

7ſeßen.ManerhältdadurcheineGleichungzwiſchenx und y.

Ex. Es ſey(ax+ by)dx — (æx+ Ly)dy = 0.
|

: dy _“ax-+by aisHier iſtLEE
und man fíndet,wenn yp=%xZz

eſelt wirdMEE
FB 25g abs

a+ (pz
_a+6—4)= =

fs A

o RZ 7
d

4
Ax

a
(æ+ 82) dz

x atO—«)z— 6822
(æ + (pz)dz

Dex Bruch
EE

(Bz + +4 — +b)dz (£4æ+ +b)dz

a+b — a2 fader (D — 4) Ze oZ
Man ſetze.Þz + 44 — 1b = u, alſo

d LE aA

dz =F und Zz —————
DurchSubſtitution:exgibtſichaus dem Ausdru>

(Bz+ 1æ — +b)âz u du

E Ba
der folgende

E:

läßt ſichzerlegenin



—_ 24 —

Dieſerläßtſichnach$. 260. IX.’ integriren,und man erhält,
wenn man nah derIntegrationfür u ſeinenWerthſett,

E = uf Wb ad dd

Man hatalſo
i

1g ii illa periti =
$. 343. Ex kl. EineDifferentialgleihungP äx4-QAdy=0,

in welcherP_ und Q gleichartigeFunktionenvon x und y ſind,
heißteinegleichartige.Differentialgleichüingvon zweiveränder-

lichenGrößen.
$. 344. Da. ſichin der DifferentialgleichungP dx 4-Qay

= 057 wenn ſiegleichartigiſt,die veränderlichenGrößen x

und y von einanderabſondernlaſſen,

-

ſo ſuchtman oftGlei-

hungen,dienichtgleichartigſind7 Wo mögligleichartigzu

machen.
$. 345. Aufg Die Difterentia!- Gétichung

Pdx+Qdy = 0, in wel<her P-und Q-nichtgleich-
artige Funttionen von x umd Y ſind, wo möglich
gleichartigzu mähen.

Aufl. Man ſeßey = 2", alſody = nzn-1dz,und

ſuchenun n ſozu beſtimmen,daß®man einegleichartigeDif-

ferentialgleichungzwiſchenx und 2“ erhält.
Ex. Es ſey

(a — xy + x?2y2)dx — x4y2dy= 0.

Sett man y = =, ‘alſody:= n2zn=1dz,� erhältman
(a — X29 + 42220)dx — nxz2nzn-1dz = 9.

Da nun a = ax iſt,ſomuß, wei die y gleich-
artigwerden ſoll,ſeyn

0=n+{1=2n+2 = E E

DieſeBedingung“wird erfüllt,wenn man n = —1 ſett.
Seßt man alſon = —4, ſd.iſtyz;=2-1, und diege-

gebeneGleichungverwandeltſichin
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(ax. 271+ £2279 dx 4 xMzT2472, dz =0 „60

oder, wenn man mit 24 multiplicirt , in

(az4 — x23 + x22) dx + xdz = 0.

B. Vervollſtändigungeinesunvollſtändigen
Differentialsmit zweiveränderlichenGröóf-

ſen x. und y dprEinführung.einesneuen
Faktors. 5,

:

$e 346.Lehr. Wennhei eincr:gegebenenDif -

favetLedge P dx+Q dy = 0:niht —

ES
=, Rs

iſt,d. i. wenn die GleichungnichtvollKéadigiſt,
ſo muß es allemal einen gewiſſem Faktor geben,
durchden ſievollſtändig'wird.

Bew. Der DifferentialgleihungP àx + Q dy = 0 muß
eineJutegralgleichitng?mit zweiveränderlichenGrößenx und

y, die auf der einenSeite bloßeinebeſtändigeGröße hat,
zutGründeliegen.DiéſeIntegvalgleïchtüngLW durc<bloße
Differentiationi

Mdx +4 Ndy = 09/%
wo M von P und N von Q verſchiedeniHiermuß alſo

dM —dN EEA
dys de

__ ſeyn.
Nun folg+aus Y

M dx 4+N dy = 0
d M

=—_ O
und aus P dx Q dy =

dy E

eO (O
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Da nun- das Verhältniß von dx zu dy in (O) und (O

“einerleiſeynmuß, ſoerhältman i

«Bl ZHW
N

*

AlſoiſtM = L,P

und N = L. 0,
$ 347. Aufg. Man ſollden Faktor finden,

durchdeſſenEinführung ein unvollſtändigesDif-
ferentialPdx+Q dy = 0 vollſtändigwird.

Aufl.Manſete, das unvollſtändigeDifferentialP dx

Qdy = 0 werde vollſtändig,wenn inan es mit dem FaktorL

multiplitirt.Alsdann ergibtſichaus der vollſtändigenDiffe-

rentialgleichung
4d LP dx + LQ dy = 0,

dLP LQ
bniaizauziiz:

pOH
TLdP dL >Lid

E 3
SS AE iL:

“ManheißeY,liandoswas aufderL>a Sewas auf
dex rechtenSeite‘dieſerGleichungſteht.Man hathiernach

ML: LdP

E
ff“piDÓRA

alſoP.E dP = V dy,
oder, weil L und P ſodifferentiirtgedachtwerden, als ſey
nur y EEE GL.

ŒÆ
I = Vd.

Alſo iſtN e VarFL
i

e

E P “Fas
dL dP

Ar Vd
E TPP



OD
x

Man hat
QUL  LaQ _

“dx 5 La X

„Hierausleitet man ab, wie in 1.,
E;

e
=

NAS dx
:

L - Q
:

Q .

Man addire das in 4. und 2. Gefundene. Man erhält ſo

M EME 2 Mas A
dx dy

=
Nds Vdy — E LSL DE Si (<P)

Nun ergibtſidaus PeP Q

D R
Subſtituixtman dieſenWerth für Q in das erſteGlied

aufderE
Seite der Gleichung(9),#0aya man

Mai dQ, P

MER
RES

AP

Nun iſt,wein man L ſodifferentiixt, als ſeyenx und y

veränderlich,
dL

dL = dx rs -

Man hatalſo
d I

dL dx
2

dy
EE

R

EL

und hierausendlich
i

i aQ1x dP
dx dy

Y

Durch dieſeFormelfindetman den Logarithmendes ge-
ſuchtenFaktors.Der Faktorſelbſtergibtſich,wenn man die

zu dem LogarithmengehörigeZahl nimmt.
$. 348. Ju den meiſtenFällenhatesſeinegroßeSchwie-

rigkeit,den FaktorL zu finden.Nur in einigenbeſondern
wird er leichtgefunden.Hierhergehörtvornehmlichder Fall,
wenn L eineFunktionentwederusvon x, oder bloßvon y iſt.

Lse Sug
1, dQ+ L=Sn SO):+ ‘dx

17
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findetman nämlich, wenn L eine Funktion bloß von x, alſo

dy O iſt,
dP dE dQAs

N Cae tL.
dP? dQ] aL

A i M De

A e — ax = eL
QE dy J5->x L,

und hieraus-ergibtſich
Ri

Ie

ias 5 E af8 L f
dy dxJ

Alſoiſt,wenn e die Baſis des natürlichenLogarithmen-
ſyſtemsbedeutet,

aP dO7
/ Ti ‘= e eLé-z2tF >

Den FaktorL zu finden,kommt es alſobloßdaraufan,
1 dP.

*

dOJ] . j

daß =

O M eine Funktionbloßvon x ſey.

Fe Es ſeydy+Hy dx = J dx, und H und I ſeyen
Funktionenbloß von x. ($.330.)

Es iſtauh dy + (Hy —Ndx = 0. (&)
AlſoiſtP = Hy —J

Q=1
1

Ése
dQ a

Q
4

dy e
— .

FolglihL = e/f&,

Multiplicirtman mit dieſemWerthedesFaktorsL die
Gleichung(&),ſobekommt man die vollſtändigeGleichung

e/Tdy + (Hy — N eds = 0. (5)
Man integrixedieſesDifferential,als ſeybloßy verän-

derlich,und fügeX alsErgünzungWi($.327.).Man erhältſo
e H

x

DieſeGröße differentiireman, als ſeyenx und y verän-
derlich($.327.). Man bekommt hierdurch

( Hye/W&dx + e/F%edy+ dX.

Dieſesdem Differentialin (5)gleichgeſetzt, gibt
(Hy — JI)e/f%® dx = Hye/#% dx + dX.

AlſoiſtdX = — IJe/V%& , dx
und X =— — {(Teſftdadx.

É

DurchSubſtitutiondieſesWerthesine/y4-X erhältman
eſHdxy_— fJeſHddx Pons Ce



Alſoiſt
y = e-ſHd [/TeſHix¿Q& + CG ($. 330.)

SecMſes KAP ite1,

Integration der Differentialgleihungenvon x und y

durch Neihen.

9-949. Auf, DIE Gleichungdy-+ydx—px*dx= 0

iſtgegeben;man ſoll y dur< eine Reihe ausdrük-
ken, die nah den Potenzen von x fortſchreitet,

Aufl. Aus der gegebenenGleichungfolgt

E + y
— Px = 0. (A.)

Man nehme an, es ſey
y = Axm þ BxnFA + Cmt 4,

Hierausfolgt

E == mAxm—1 + (m+4+9)Bxnt4—14 (m+25)Cxm+2—1LL,

DurchSebung der Reihenfüry und Z in die Glei-

“chung(A.)erhältman
d

2 mAxm—!(m.,3)BxmFrm 2)

+) Axn + Bxn+# 4 Cx 4-7 0.

SPR UE (B.)

Man ſiehtnun wohl ohneWeiteresein,daß dieParti-
cularreihenin CB.) eine Totalreihewerden müſſen,wie die
Particularreihen, von denen $. 106. — $. 132. die Rede ge-
weſeniſt,und daßſiees dur<hAnwendungder ebendaſelbſt
gegebenenVorſchriftenwerden.

:

Man ſee m—1 =n, alſom = n 4-1. Hierdurh -

erhältman i

:

d

a (Aan(434d)BuD (e420) CE.
8

===

+ Amt 4 Bgn+149 H
=O

— PpxNn aK

RE ;
! (C.)

Es fälltſogleichin dieAugen,daß (C) zu einerTotal-
reihewerde,wenn man d = 1 ſett.

Für 3 = 1 bekommt man aus (C.)
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e feu1)Ax1(n+2)BxntH4(n+3)Cx421,,
:

E 5
n

+ Axn+T1 “n C LL
O

— Px — Px” i )
Da nun hier ſeynmuß
1D)(n+ DA—- pP = 0

2) (n+2) B+A=0
33 (n+ 3)C + B= 0

ſofindetman
EPÀ

—

SE

:

A, =

Dié E

(1) (F+) (a+ 5)

Alſoiſt
‘ + + +

iO Padi (0: Fi PE
E LO TOO aa

7

$. 350. Die Differentialgleihungdy+ y dx—px"dx=0
fann als hergeleitetbetrachtetwerden aus einerGleichung
zwiſchenden Größen x und y, welcheals Gliedeinebeliebige
beſtändigeGröße c enthaltenhat. DieſebeſtändigeGrößeiſt
bei der Differentiationweggefallen,und beider Beſtimmung
der Reihe für y nicht,mitbeſtimmend,in dieſeReiheeinge-
treten.Die Reihefüry iſtalſonichtvollſtändig.Durchfolgen-
desVerfahrenbekommt man eineReihefüry, welchevollſtändigiſt.

$. 351. Wenn man in dex Gleichungf(x,y, ©) = 0

ſtattx einenbeſtimmtenWertha ſet,ſoerhältauchy einen
beſtimmtenWerth bb. Die zuſammengehörigen

|

beſtimmten
Werthe a undb fürx und y ſeyengegeben.

Die Größe b werdezu bu, wenn a zu a+t wird,
#0daß alſo

y

= b—+u iſt,wenn man x = a +t ſett.Die
Größen t und u ſindunbeſtimmt.Seßt man a+t und b+u
für x und y in die Gleichungf(x, y, ©) = 0, ſoiſtu

eine Funktionvon t. Durch DifferentiationdieſerGleichung
bekommt man daſſelbe,wasman erhält,wenn man a+t ſtatt
x und b+u ſtatty _in diegegebeneGleichungdy+ y dx
— pxdx = 0 ſezt.Durch dieſeSetzungerhältman

du + (b+ n) dt — p (a + tdt == 0,
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hieraus folgt
e tb+u—p@aty=0.

Das u drücke man in einer Reihe aus, die nach den Po-

tenzenvon k fortſchreitet.Alle Glieder der Reihefür u müſ-

LEeS
= 0 verſchwinden,da für t= 0 auh u = 0

eyn muß.

Sett man u = Atm + Btw + Ctmt20 +

alſo

= — mAtm—1 4+(m + NBtmt2—1+ (m + 28)Ctmt28-1 +...

ſoexháltman

à)mAt+(m+3)BtmFEGGERT
+b_j +b

+ u

H

4 Atm + Btmt2 + GTW +, ,.
}=0.

-P (a+)
— parpnartt—p I gat2 EEA

Fürm—1 =0 ergibtſichm = 1 und F = 1. Hier-
aus erhältman

a)A elio AG i x |
+ bþb + b

Eu LO BEE /=0.

—p(a+t)" eun par—-pratp gu 2t2 —
+. |

Es ergibtſichhieraus
D A+b—pæe =0

9) B+ A—pnai=0

aC LR = ODA
33 3C + SB

TR 2 0

Folglich
:

A ae PO=

BL P(-+na-D+b
1.2

cat E —S

1.2.3

Demnachiſ
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-

—

u=(pa"—b).t E y
Plar-nar

LG SS:

di ue
man für x= a+t

As

i

Si b + (pa”—b) GED >

_
Plar—na—1 + GE E

42:3 i

$. 352. Durch ein ähnliches Verfahren kann man auch
Differentialgleihungenvon x und y der zweiten Ordnung,
d. h. Differentialgleichungen, die als höch�te Potenz d2x und
d’y enthalten , integriren.

s

Ex. Es ſeyd?y+ px"ydx?= 0. Man ſehex = a+t
und y=b—+u, wo a und b zwei zuſammengehörigebeſtimmte
Werthefürx und y, und t und u unbeſtimmteGrößen bedeuten.

Sett man a +t ſtattx und bu ſtatty in die gege-
beneGleichung,ſobekommt man d?2u4-p(a+t)".(b+-u)dt2=90.

d?u + pb (a+ t)"dt?+ þ (a+ t)"udt2= 0.
i

Dieranserhältman
E

ie+++. =0. (O)
Man ſcheu = Atm 4 Btmt# + Cin +, (O

alſo
d2u

dt

E = m (m— 1) Atm? + (m +0) (m + 8 — 1)Bt?

+ (m+ 29 m+20— 1)Cimb2-2+,
DurchSubſtitutiondieſerGleichungin dieGleichung(O

und durchEutwicelungbekommt man
ZU

= mAtm-1-Þ(m4 0)BtmF/-1_1(m4 20)Ctmt24—1 4,

dt?
——

+ pb(a+ i Ss

a+t)",uEPR :

m(m-1)At"4(m+)(m43-4)Bt49.(m123)(m+423-1)Ct"4204.

pba"{npba-1t+ pa ar 2e8 +...

<5 -4)(n- -=0

E par-3t3+ A
1.2.3

X [Atm+ BynTs + Ctm+t2A 4 Dtm+t39 1, ,]
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Man ſehealſo
>adSarSe=St“.

UE
Ad:

as

e

4:

Pl:

$e

1

Ÿ

S

+EA
S8

A.

E.

F

te
aes

E1
zZ

S&

aD

=
=

#1
+

Ë

=|

RS

1
E
8

==“E
|

ELSOSE

2.1A+
3.2Bt
+pba"-+-npbat+4
4%

—

30
1

S

 aDts

+

6.

5Et4
i

+...

bie

(n-1)(n-2)
A

n(n-
e

200-3)

P

+—
Cs
——

phat
TA
—“

phat,

pAat?
+

TpAa
1s.

+

a
gat
+.
E

42-4

pBarts

+

npBa—1t4
+...

+

pCarta

des
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Man hat alſo
1) 2 41A + phar= 0

2) 3. W #-npha-1 = 0

3) 4. 3c pbats+ pAa®
=

=0

0) 5. 4D E ESAi —-pBaæ= 0

5) 6. 5E + IED har n Aaa 4 nB1.2.31

= pCa" = 0

Hierausediih:
pha”EL1)

1.2npba"1B = —P
1.2.3

5) C — 2 —1) phat —

prbats
4.2.3.!1

zs Sb IRE phar8— Anp*baz=—1
1.2.3.5

EE.
n(n-1)(n-2)(0-3)pba"“-[7n(n-1)+4n?]p?ba4p?ba3

*

1:2.3.14.5.6
- « 4 + . . -
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