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Vorred e

D gegenwirtige Darstellung der Differenzial - und Integral-Rechnung, ist
nicht eine blofs veriinderte Ansicht dieser. Wissenschaft, sondern eine Entwicke-
lung derselben aus denjenigen Grundbegriffen, welche Leibnitz selbst in sei-
nem mathematischen Nachlasse niedergelegt hat. Ein sorgfiltigeres Studium die-
ses letztern, wiirde schon lingst die urspriingliche Bedeutung der Differenzial-
Rechnung véllig aufgeklirt, und eben dadurch manche Verunstaltung derselben,
z. B. ihre Umschéﬁ’ung in eine kiinstliche Nullen-Rechnung u. dgl. verhiitet ha-
ben, wenn man sich nicht hitte die vorgefalste Meinung leiten lassen, fiirs
Erste, dafs in den leibnitzisch-mathematischen Abhandlungen keine bestimmte
Definizion eines Differenzials oder Differenzial - Kalkuls liege; weil ihr Verfasser
selbst mit diesem Begriffe niemals aufs Reine gekommen sey : und fiirs Zweite,
dals Sir Jsaac Newton, so wie Sir Colin Mac Laurin, weit besser als der
deutsche Erfinder, die Griinde des Kalkuls mit verinderlichen Grofsen ins Licht
gesetzt habe.

Die vorliegende Schrift ist dazu bestimmt, dieses Vorurtheil zu widerlegen,
und im Gegentheil zu beweisen, dafls schon die Benennung des Differenzial-
Kalkuls nicht nur einen sehr hestimmten Begriff von der Natur dessel-
ben, und zugleich von einem Differenzial voraussetzt, sondern auch, dals
diese Begriffe in jhrer ganzen Bestimmtheit vorangehen mulsten, wenn eine
Rechnung mit Differenzen richtig entworfen und zu Stande gebracht werden
sollte. Der eben angegebene Zweck dieser Blitter, wird es leicht begreiflich ma-
chen, warum ihre erste Abtheilung die Priifung derjenigen Systeme zum Gegen-

stande haben mufste, welche den in der Einleitung aufgestellten sehr einfachen
*
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Mechanismus der Differenzial-Rechnung, theils besser erlliren, theils besser be-

griinden sollen, als es bereits bei dem Entstehen dieser Wissenschaft auf deut-
schem Boden geschehen ist,

Obgleich alle diese erklirenden und verbessernden Theorien, den eigentli-
chen Sinn des leibnitzischen Kalkuls mehr oder weniger verfehlt haben, so konnte
sich doch eine Priifung derselben, bei welcher es darauf ankam, den Schein der
Einseitigkeit zu vermeiden, nicht blofs damit begniigen, den Widerspruch zwi-
schen ihnen und der urspriinglichen Gestalt des Differenzial- Kalkuls aufzudecken,
sondern sie mufsten auch unabhingig von dieser gegenseitigen Beziehung, also
hauptsiichlich in Hinsicht ihrer innern Biindigkeit und Festigkeit niher beleuch-
tet werden. Es war daher nothig, von den erwihnten Systemen hier so viele
Begriffe und Sitze aufzustellen, als eine griindliche Beurtheilung des Ganzen
erfoderte. Darum sind aus ihnen iiberhaupt, besonders aber aus der Theorie
der Fluxions-Rechnung und der Granzverhiltnisse, mitunter Stellen ausgehoben,
und ihre eigenen Worte gebraucht worden. Auch war dies die beste Art, jedem

Verdacht vorzubeugen, als hitte man ihrem Inhalt wohl nicht immer die rechte
Deutung gegeben. ‘

Freilich werden sich noch manche Gegeneinwendungen machen lassen;
denn auf alle nur mogliche konnte nicht Riicksicht genommen werden. Indes-
sen da die vorangehende Priifung der erklirenden und verbessernden Systeme so
wenig, als die nachfolgende Darstellung der urspriinglichen Theorie der Diffe-
renzen - Rechnung ibereilt ist, sondern sich auf vieljihrigen Untersuchungen und
Vergleichungen grindet: so diirfte wohl das Wichtigste tiberall gehérig erwogen
worden seyn. Manche scheinbaren Einwiirfe, machen Leine besondere Beant-
wortung mehr nothig; weil die letztere schon im Vortrage liegt, obgleich der
ersteren dabei, Kiirze halber, nicht ausdriicklich gedacht worden ist. Dahin ge-
hort unter andern diejenige Ansicht der ersten und letzten Verhiltnisse, welche
in der bekannten hindenburgischen Schrift: Infinitinomii dignitatum leges
ac formulae etc. Gotting. 1779. §. 1. vorkommt. Es werden niamlich bei wach-
senden Grofsen die ersten Incremente, bei abnehmenden aber die letzten
Decremente als Verhiltnifs- Maalse betrachtet. Im ersten Theil der maclau-
rinschen Theorie der Fluxionen, findet sich eine ganz ahnliche Vorstellung, und
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auf sie haben, bei jeder Veréiixderlichen Grifse, die drei Benemnungen Fluent,
Fluxion und Increment (Decrement) Bezug. Es ist aber im dritten Ab-
schnitte der ersten Abtheilung dieser Schrift gezeigt worden, dafs hiebei alles
auf die Frage ankommt: wie kann einerseits ein erstes oder letztes Verhiltnifs,
alle ihm ungleichen theils nachfolgenden theils vorhergehenden Verhélinisse
messen 2 und wie lafst sich andererseits das erste Increment; so wie das letzte
Decrement, als einen Verhiltnifs-Exponenten ansehen, der in der Rechnung die
Stelle aller iibrigen von ihm und unter sich verschiedenen vertreten darf? Die
Méglichkeit hievon hat keine bisherige Theorie der Fluxions-Rechnung deut-
lich dargelegt. Dies kann auch iiberhaupt nicht geschehen, wenn man der Sache
tiefer auf den Grund geht, und verdnderliche Grofsen als Rcihen miteinander
vergleicht. Daher vermifst man in der Darstellung der sogenannten Fluxions-
Rechnung auch desto mehr die erforderliche Klarheit, je tiefer man ihre Grund-
lagen untersucht; und es ist sehr wahr, was Kistner in der Vorrede zu sel-
nen Anfangsgriinden der hohern Analysis von der maclaurinschen Schrift sagt:
,,Viele der Beweise sind einander so ahnlich, dafs man nur Einen lesen darf,
um sie alle zu iibersehen. Aber bei einem Buche, das uns den vortrefllichsten
Theil der mathematischen Erfindungskunst lehret, wire wohl dienlich gewesen,
selbst den Vortrag. der Griinde so einzurichten, dafs man siilze, wie sie erfun-
den worden sind.“ ‘

Dei dem leibnitzischen mathematischen Nachlasse, sofern er die Begriindung
des Diflerenzial - Kalkuls angeht, verhalt sichs umgekehrt. Wenn der maclaurin-
sche Vortrag durch seine ermiidende Weitschweifigkeit, sowohl die Grundbegriffe
als auch den gesetzlichen Einflufs derselben, wie regulativer Prinzipe, auf den
Mechanismus der Fluxions-Rechnung, in immer grofseres Dunkel einhiillt; so
ist dagegen der leibnitzische Vertrag fast zu worthkarg, und iberlilst das Ver-
stindnifs dem eigenen Nachdenken des Lesers. Aber er igt so bestimmt und
lichtvoll, dafs jede Dunkelheit, und jeder Gedanke an irgend ein Schwanken, oder
gar an einen Widerspruch der Grundbegriffe verschwindet, sobald man die Ent-
deckung gemacht hat, dafls alle sich ununterbrochen (continue) und regelmilsig
verindernde Grofsen, als Reihen betrachtet werden miissen. Diese einzige
Vorstellung ist der Schliissel zum ganzen Verstindnisse, sowohl der Benennung

als auch des algorithmischen Mechanismus der Differenzial-Rechnung. Es wiir-
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de iiberfliissig und unniitz gewesen seyn, hieriiber ein dickleibiges Werk zu
schreiben. Was im ersten, zweiten und dritten Abschnitte der zweiten Abthei-
lung iiber die Natur und nothwendige Verbindung des Differenzial- Kalkuls mit
dem Integral- Kalkul gesagt worden ist, das wird gewifs hinreichen, einem jeden
Anfinger beide begreiflich zu machen; denn die einzige Grundidee, dafs die be-
stindigen Differenzen der verinderlichen Grofsen, als Reihen betrachtet, zu be-
staindigen Verhiltnissen, Proportionen und Gleichungen dienen, ist so allgemein
folgegebend fiir das ganze Rechnungs - Verfahren, dafs es sich an diesem Leite
faden von selbst entwickelt und verstandigt.

-

Was nun noch iibrig bleibt, ist dieses, unbezweifelt gewils darzuthun‘, dafs
die hier als Grundbegriff angenommene Vorstellung, das eigentliche leibnitzi-
sche Prinzip der Differenzial- und Integral- Rechnung sey. Um die Wahrheit
dieser Voraussetzung zu beurkunden, ist in den ersteren Abschnitten der zwei-
ten Abtheilung, nicht nur auf die wichtigsten eigenen Erklirungen des Erfin-
ders der Differenzen-Methode hingewiesen, sondern sie sind auch, um derjeni-
gen Leser willen, welche die Urschrift nicht immer habhaft werden konnen,
hier wortlich aufgenommen worden. So ist denn dieser Theil des vorliegenden
Buchs fiir nichts anders anzusehen, als fiir eine treue Uebersetzung des den Dif-
ferenzial - Kalkul angehenden leibnitzischen ,Nachlrasses. In jener werden sich
hoffentlich eben so wenig, als in diesem, Widerspriiche finden: und das mag
als ein Beweis flir ihre Richtigkeit angesehen werden.

Uebrigens ist noch zu bemerken, dals diese Darstellung der Differenzial-
und Integral-Rechnung, nur eine Einleitung im engsten Sinne in diese
Wissenschaft und ihren Gebrauch bei den verschiedenen Zweigen der angewand-
ten Grofsenlehre seyn soll. Es kann ihr daher nicht zum Tadel gereichen, dafls
sie keine ausfiihrliche Anleitung zur Integral-Rechnung giebt. Eine solche war,
bei dem gegenwﬁrtigen Zustande dieser Wissenschaft, hier eben so wenig aus-
fihrbar, als ein vollstindiger Umrifs der hohern Mechanik. Der Zweck, um
welches willen in gegenwiirtiger Schrift einige Gegenstinde aus der hohern Geo-
metrie und Mechanik in Betrachtung gezogen worden sind, ist in der Abhand-
lung selbst bestimmt genug ausgesprochen. Es sind Beispiele, und zwar von der
leichtverstandlichsten Art, durch welche die Behauptung einleuchtender gemacht
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werden sollte, dafs der Differenzial-Kalkul iiberall keine unendlich kleine Gros-
sen odeér Nullen, sondern in jedem mnur gedenkbaren Rechnungsfall wirkliche,
und allenfalls mefsbare, Differenzen bediirfe. "Am unterrichtendsten werden
hier die §§. 46, 47 und 48 von der Quadratur, Kubatur und Exfindung der Ober-
fliche krummlinig begrinzter geometrischen Figuren seyn. Was aber in Hin-
sicht der wegzuwerfenden Binomial-Glieder sich bei diesen Gegenstinden als
gesetzlich zeigt, das wird man mit leichter Miihe in allen {ibrigen Theilen der
angewandten hoheren Analysis, in der Statik fester Korper, in der Hydrostatik,
z. B. bei der Berechnung des Wasserdrucks auf geneigte oder horizontal stehende
Winde der Gefilse, wie auch in der gesammten Dynamik wieder finden. Also
zwingt uns weder die objective Natur, noch die eigenthiimliche Beschaffenheit
des Differenzial-Kalkuls, irgendwo das zweideutige Unendlich-Kleine den Rech-
nungen ,mit verinderlichen Grofsen zum Grunde zu legen, und Kistner hat in
der Vorrede zu seinen Anfangsgriinden der Analysis des Unendlichen sehr wahr

gesprochen, indem er sagt: ,,Dafs die Geometrie das Unendliche aus der Natur-
lehre haben sollte, ist so unrichtig, dafs man vielmehr das Unendliche aus der
Geometrie in die Naturlehre durch Schlisse hat bringen wollen.“ Dals aber das
sogenannte Uncndliche in der Geometrie wieder nichts anders sey, als bestidn-
dige Differenzen aus arithmetischen und geometrischen Reihen, wird sich
aus dem Inhalte des dritten Abschnitts in der zweiten Abtheilung der gegenwiir-
tigen Schrift eben so leicht einsehen lassen, als aus dem letzten Abschnitte die
Wahrheit einleuchien mufs, dafs dic Fruchtbarkeit des Differenziirens und Inte-
grirens da wegfillt, wo entweder die Verinderungen unbestindiger Grofsen ganz
gesetzlos vor sich gehen, oder die Verinderungsform der bezeichneten durch die
Verinderungsform der bezcichnenden Grofse micht richtig ausgedriickt wird.
Von dieser Seite den Differenzial-Kalkul betrachtend, mufs ein jeder sich tber-
zeugen Lonnen, dafs eine Kenntnifs seiner wahren Griinde ganz unentbehrlich
sey; weil ohne die letztere nicht nur das rein mechanische Zusammensetzen, son-
dern auch ein solcher Gebrauch analytischer Functionen, immer eine unsichere
Arbeit bleiben mufs. Dies ist es, was die cingestreuten Bemerkungen im letzten
Abschnitt, lber die allgemeinen Griinde der Mechanik und das Verhiltnils der

Differenzial - Rechnung zu ihr sagen wollen.
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Mogen diese Vorerinnerungen zu einer giinstizen Aufnahme der gegen-
wartigen Schrift, und sie selbst dazi beitragen, dem eben so wohlthitigen als
unentbehrlichen Studium der hohern Analysis, nichtinur bei angehenden Mathe-

matikern von Beruf, sondern auch bei Liebhabern der Gréfsenlehre iiberhaupt,
einen leichtern Eingang zu verschaffen, *

Gesclirieben im Mirz 1817,

vom Verfasser.
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Einleitung.

Die Rechnung mit verinderlichen Groélsen, welche von neueren Ma-
thematikern auch die Benennungen hoéherer Kalkul, hohere Analysis,
Functionen-Kalkul u. s. w. erhalten hat, zerfillt in zweierlei Verrichtungen,
von denen die vorhergehende das Differenziiren, die nachfolgende das Inte-
griren genannt wird. In sehr wenigen Rechnungsfillen reicht man mit dem
ersteren allein aus; in den allermehresten aber ist auch das letztere nothig. Es
hilt schwer sich von beiden zusammengehorigen Technungen einen deutlichen
Begriff zu machen, ohne die mechanische Veirichtung wenigstens der ersteren
zu Hiilfe zu nehmen. Hiemit soll nicht gesagt werden, dafs es an sich unmog-
lich sey, von dieser Wissenschaft einen deutlichen Begriff, unabhingig von al-
ler Betrachtung ihres arithmetischen Mechanismus, zu Stande zu bringen; son-
dern dafs man durch diese Betrachtung sich erst auf den rechten Standpunct er-
heben miisse, wo die allgemein gestellte Frage, wie mit verinderlichen
Grofsen iiberhaupt gerechnet werden kénne, sich im Allgemeinen beant-
worten lifst. Das Bediirfnifs einer solchen Art zu rechnen, hat man seit Anbe-
ginn der vollkommenern Ausbildung mathematischer Erkenntnisse gefiithlt, aber
auch eben so frith schon eingesehen, dafls die Behandlungsweise bestindiger
Grofsen hier keine unmittelbare Anwendung leide. Erst im siebenzehnten Jahr-
hundert gelang es einem unvergefslichen Deutschen, Leibnitz, ein Mittel zu
finden, mit Hilfe dessen alle verinderliche Grofsen grade so in Rechnung ge-
nommen werden kénnen, als wiren sie unverinderlich. Dieses einfache Mittel
besteht darin, dafs man der verinderlichen Grofse eine Gestalt giebt, welche “ihr-
Differenzial heifst, und sich zu denselben Verhiltnissen, Proportionen und
A2
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Gleichungen gebrauchen lifst, wie sie in der gemeinen Arithmetik vorkommen.
So leicht es ist, ein Differenzial finden und von anderen seiner Gattung unter-
scheiden zu lernen: fiir so schwierig hat man es von je her gehalten, eine ganz
geniigende Erklirung davon zu geben. Die Meinungen iiber die eigentliche Be-
deutung desselben sind so verschieden, und zum Theil so unvereinbar, dafs es
kaum begreiflich ist, wie eine Wissenschaft, iiber deren Griinde man sich nicht
einigen konnte, bei aller Widerspenstigkeit der Ansichten, dennoch im Stande
war, zu den sichersten Schlufsfolgen hinzufiihren, so oft man nur keine Feh-
ler in Hinsicht ihres arithmetischen Mechanismus und der aufzulosenden Auf-
gabe selbst beging. Was den ersten Theil des gedachten Mechanismus, die
Differenziation betrifft, so ist er ganz vollendet, indem keine verinderliche
Grofse gegeben werden Lkann, welche sich nicht mach den weiterhin folgenden
Regeln differenziiren liefse. Weniger ausgefiihrt erscheint die Integralrechnung,
wenn man erst niher mit ihr bekannt wird, Indessen hindert dies nur soviel,
den hohern Kalkul iiberall ohne Schwierigkeit anzuwenden, keinesweges aber
die Integralrechnung selist und ihren Zweck vollkommen zu verstehen. Sie ist
eine dem Differenziiren entgegen gesetzte Verrichtung, und fiithret von den Diffe-
renzialen zu denjenigen verianderiichen Grofsen zurick, durch deren Diffefenzia-
tion jene entstehen (wenn gleich nicht immer gradezu entstanden sind). Hieraus
leuchtet ein, dafs zum Verstindnisse beider arithmetischen Verrichtungen erfo-
dert wird, zuforderst mit dem Begriff eines Differenzials aufs Reine zu kom-
men. Da dieser letzters nicht nur den scharfsinnigsten Zeitgenossen des Erfin-
ders der Differenzialrechnung, sondern auch den grofsten Analysten spiterer Zeit
so viel zu schaffen gemacht hat, dals man im Verlauf eines ganzen Jahrhunderts
dariiber nicht hat einig werden konnen : so wiirde es ein gewagtes Unterneh-
men zu seyn scheinen, wenn man im Voraus einen Begriff -aufstellen wollte,
der von allen bisher gegebenen, den urspriinglich leibnitzischen ausgenommen,
abweicht. Es st daher nothig, den Leser auf diesen gaf)z abweichenden
urspriinglichen Begriff dadurch allmahlig vorzubereiten, dafls die Unhalt-
barkeit und das Widersprechende der gewéhnlichen Erklarungsarten des Differen-
zial- Kalkuls nachi der Reihe aufgedeckt wird. Um aber eine solche Arbeit so
viel als moglich zu kiirzen, ist es diensam, den Grundrifs der Differenzial - Rech-

nung voran zu schicken; weil mit ihm jede hier zu priifende Theorie gegen
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einander gehalten werden mufs, wenn es entschieden werden soll, ob sie ihrem
Gegenstande ,entspricht oder nicht. Ein kurzer Umrifs dieses Kalkuls lilst sich
um so leichter geben, da es angeht, sein ganzes Verfahren in zehn Regeln zu-
sammen zu fassen. Dabei ist nur nothig, den Begriff einer Function, einer
verinderlichen Grofse und ihres Increments vorliufig zu bestimmen.
Unter dem ersten Ausdruck versteht man jeden Verbindungs - Zustand (Aggregat-
Zustand) einer verinderlichen Grofse mit bestindigen Coefficienten oder anderen
x+ ax:
a+x*

unter dem zweiten eine Grofse, die ununterbrochen entweder vermehrt oder ver-

bestindigen Theilen des Ganzen, z. B. x*=1.x" oder ax—x?, . a. m,;

mindert wird, wie unter andern die Geschwindigkeit fallender oder gegen die
Richtung der Schwere ansteigender Korper; unter dem dritten endlich dasjenige,
wodurch ‘die zu- oder abnehmende Grofse allmahlizg vermehrt oder vermindert
wird. Ein Differenzial erhilt man, zufolge des arithmetischen Mechanismus
des hohern Kalklus, wenn jeder verinderliche Theil x, y oder z einer Function,
um sein Increment 9x, 8y, oder 8z (im meucrn Functionen-Kalkul um i) ver-
mehrt, in gewissen Fallen vermindert, mit ihm als Binomium auf die gegebene
Potenz erhoben, und nun die anfingliche (primitive) Function von der verin-
derten abgezogen wird. Hieraus geht flir die Differenzialvechnung eine allge-

meine Hauptregel hervor:

Erste hegel
Man vermehre die verinderliche Grofse um ihr Increment, stelle
die gegebene Potenz her, und ziehe den ersten Zustand vom

zweiten ab. . -

Hienach ist unter andern x - 8x — x =} 8x das Differenzial von x, und
a—(y+8&) — (e — y) =— dy das Differenzial von ¢ —y. In dieser allge-
meinsten Regel sind alle folgenden begriffen, welche die Differenziation der alge-
braischen, logarithmischen, exponentialen und trigonometrischen Functionen
angehen. Um die Uebersicht zu erleichtern, mogen hier, wie gewohnlich, diese
viererlei Functionen von einander getrennt, und die Regeln, nach welchen cine
jede Gattung fir sich zu differenziiren ist, unter besonderen Absitzen zusam-
mengestellt werden. J
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I. Differenziation der sogenannten algebraischen Functionen.
Unter dieser Benennung begreift man alle verinderliche Grdfsen mit einem
bestindigen Exponenten, er mag positiv oder negativ, eine ganze oder gebro-
chene Zahl seyn. Eben so kann die Function selbst die Gestalf einer positiven
oder megativen, ganzen oder gebrochnen, eincr Summe oder Differenz, eines
ein- odcr mehrgliedrigen Products, einer algebraisch rationalen oder irrationalen

Grofse haben. CoL
Zweite Regel

Das Differenzial einer algebraischen Function von der Form
x* wird gefunden, wenn man den bestindigen Exponenten
zum Coefficienten macht, ihn in der Potenz um Eins vermin-
dert, und die Function in dieser Gestalt mit ihrem Increment
(oder Differenzial in der ersten Potenz) multipliciret.

Es ist ndmlich 8 (x") = nx*—*0x, zufolge der ersten Regel, nach welcher

n(n—1) *

(x + 8x)r — 27 = x* + nx*"0x + =20 ... — " == nx*—19x

zum Vorschein kommt, wenn man alle Glieder nach dem zweiten in der Reihe,
oder nach der ersten abgeleiteten Function nx*— wegwirft. Ein Verfah-
ren, welches durch mancherlei Voraussetzungen zu rechtfertigen gesucht worden
ist, und dessen wahrer Grund weiter unten in der zweiten Abtheilung dieser
Schrift nachgewiesen werden soll. Hier ist fiir jetzt nur zu bemerken, dafs das
Diflerenzial einer jeden verinderlichen Grofse wie xi, «f, x—%, 3 u. s w.
sehr schnell gefunden werden kann, wenn man in dem allgemeinen Aus-
druck nx*—*08x, die Grofse n mit ihrem vorgeschriebenen Werthe vertauscht,

ox

~o3 WA m Wire X eine zusammengesetzte Fun-

ction von x, so wiirde n X" 0 (X) die allgemeine Diiferenzial-Form fiir X" seyn,
wo es aus dem zweiten Beispiel fiir die erste Regel zu ersehen ist, was gesche-
hen mufls, um 8 (X) zu erhalten.

z. B, — fx—3i—10x = —

Dritte Regel
Das Differenzial der Summe verinderlicher Grofsen, ist gleich
der Summe der Differenziale aller einzelnen,
Zufolge dieser Vorschrift ist z, B. 8 (x3 +y?% — z) = 3x2 dx + 2y 0y — Oz:
0 (ax? — cz3)==cax dx— 3¢z 2 Oz.
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Vierte Regel
Das Differenzial eines Products verinderlicher Factoren wird ge-
funden, wenn man jede Union, Binion, Termnion uw. s. w. mit
dem Differenzial desjenigen Factors multiplicirt, welcher
nicht selbst ein Bestandtheil der Combination ist.

Folgende Beispieie gehoren unter diese Regel, wobei die Hauptregel zur
Erklirung dient.

1. 8 (xy)=(x+0x) (y+3y) — xy = xy — xy + x0y+y0x} 0xdy = x0y + y0x;
weil 6x0y weggeworfen wird. So wiirde x? y3 das Differenzial 3x2 28y +2y3 x0x
geben. Hier ist jede Union mit dem Differenzial der andern multiplicire
worden.*

2. Das Product xyz giebt drei Verbindungen zu zwei Factoren, xy, ¥z, yz,
also das Differenzial xyS::, + x20y +y20x, welches == (#+0x) (y+8y) z+8z) — xyz
ist, wenn die vier Glieder x8y0z 4 y9x9z + zixdy + oxdydz weggeworfen
werdern. '

3. Das Product vxyz giebt folgende vier Ternionen: wvxy -+vxz + vyz +xyz,
also das Differenzial vy 0z + vaz0y + vyz0x + xyzdo.

Finfte Regel
Das Differenzial eines verinderlichen Bruchs ist gleich der Dif-
ferenz beider Wechselproducte, nimlich des Nenners in das
Differenzial des Zihlers, vermindert um das Product des Zah-
lers in das Differenzial des Nenners, und dividirt durch das
Quadrat des Nenners.

. \ 8 - .
Hienach hat man 8 (—:7-) — w

, welches vermittelst der vorher-

gehenden Regel sehr leicht aus xy—" abgeleitet werden kann, indem 9 (xy™")
-—3 Oy . . i g e
=y Ox—xy™* dy = Q_@f. — XY ist.  Functionen wie —— oder 22 und ahn-
Yy Yy z z
liche, erfodern die Anwendung nicht nur der gegenwirtigen, sondern auch der
y20(x) ~ x0(yz)

(yz ) 2 U, Se Wo

vorhergehenden Regel; denn es ist & (';“;‘) =
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II. Differenziation logarithmischer Functionen.
Sechste Regel
Das Differenzial eines natiirlichen Logarithmen ist gleich dem
Differenzial der Function dividirt durch die Function selbst.

Zufolge dieser Regel ist O (logn x) = %x—, und 9 (lbgn (a—=%)) = — &x
aq—1

Um den erstern dieser beiden Ausdriicke vermittelst der Hauptregel zu erhalten,

8
mufs logn (x+9x)—lognx =logn (1 + ',7:') , der Theorie der Functionen ge-

) ., Ox 0x2  Ox3 Ox* o . ‘
mifs in die Reihe — — —+4 — — — 4., aufgeloset und jedes Glied
. x ex?  zx3 4x¢

nach dem ersten weggeworfen werden. Setzt man die Function a-—x ==z, so

e

e Oz cx
ist x==a=—z, 0x=0 (@ —z) ==—08z, oder — dx=0z, also — = — —puwam
= —p

III. Differenziation der Exponentialgréfsen.

Ist die verinderliche Grofse irgend einer Function der Exponent der Potenz,

wie in a*, y%, ¥*, u.dgl. so nennt man sie eine Exponential-Grofse. Ihr Diffe-
renzial wird nach folgender Vorschrift gefunden : !

. Siebemnte NRegel
Das Differenzial einer Exponentialgrofse ist gleich der gegebe-

nen Function multiplicirt mit dem Differenzial ihres natiir-
lichen Logarithmen. . s

Iienach wird 0 (a*)=a* 6 (logn a* ) = a* 8 (x logn a) == a* 0x logn a. Denn
a* =y gesetzt, giebt x logn a = logn y, also %3_’_= 8x logn a, das heifst y0x logna
= &y, und wenn jetzt gehorig vertauscht wird, o(a*)= a*dxlogn a. Auf
ahnliche Weise crhilt man 8 ( ) = &z (az logn y + %Z-) aus der Gleichung

zlogn y =logn u, und & (x*)=x*8x (logn x+1) aus der Gleichung x logn ¥ =
logn v, mit Zuziehung der vierten Regel.
IV. Differenziation trigonometrischer Functionen.
Unter einer trigoncmetrischen Function versteht man irgend eine verinder-
liche trigonometrische Linie, diese mag der Sinus, Cosinus, oder die Tangente,
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Secante u.s. w. seyn. Hat man das Differenzial fiir den Sinus und Cosinus ei-
nes verinderlichen Kreisbogens gefunden, so ist es leicht, die Differenziale der
iibrigen trigonometrischen Functionen von ihnen abzuleiten. Daher kann man
hier mit folgenden zwei Regeln ausreichen, die sich auf den bekannten For-
meln der analytischen Trigonometrie griinden,

Achte Regel
Das Differenzial des Sinus eines verinderlichen Bogens, ist
gleich dem zugehorigen Cosinus multiplicirt mit dem Incre-
ment des Bogens.

Nennt man den Bogen Q, so ist sein Increment 00, sein Sinus ==sin ¢ und
sein Cosinus = cos @: also 8(sinQ)=cos Q¢ 8@+ Denn zufolge der Hauptregel
hat man 8 (sin @) = sin (¢ + 0Q) — sinQ == sin @ cos 8P + cos Psin 3Q, das heifst,
wenn 8@ sehr klein genommen wird, unter welcher Bedingung nicht nur sin 0@
= 0@ sondern auch cos 9 =1 gesetzt werden darf, 9 (sin Q) = cos @ Q.

' Neunte Regel
Das Differenzial des Cosinus eines verinderlichen Bogens, ist
gleich dem megativen Product des zugehorigen Sinus in das
Increment des Bogens.

Hienach erhalt man 9 (cos Q) =='— sin @ 8¢. Denn zufolge der Hauptregel
ist 9 (cos Q) =cos (¢ + 8Q) — cos @ = cos P c0s3Q — sin QsindP — cos Q@ =
sin (8@, nimlich unter der obigen Bedingung, dafs cosd) ==1 und sindQ =2
gesetzt werden diirfe. . . .

Alle iibrigen trigonometrischen Differenziale sind von beiden vorhergehen-
den grade so abhingig, wie die iibrigen trigonometrischen Functionen vom Si-

nus und Cosinus, Daher hat man mit Zuziehung eciniger der vorhergehenden
Regeln, besonders der vierten, siebenten und achten, das Differenzial der Tan-

) der Cotangente aus 2 —C—O—s—gg— oder 0 (—l-d—]%g—q—o), der Se-

sin
cos ¢>

cante aus 0 (fm) u.s.w. Augser diesen giebt es noch Differenziale verinder-

gente aus a

licher Kreisbogen, durch irgend eine trigonometrische Function ausgedriickt,
B



10 >

?y' — Oy ' '
gy ¢ oder 0 (arc cos y) = ’T pr u. 8. f. welehe

insgesammt weiter unten Abth. 2. Abschn. 3. §. 42. Num, 1Ii. u. IV. vorkommnien,

z. B. 8 (arc sin y) =

Y. Foftgesetzte Differenziation aller Vorhergehehderi ersten Dif-
ferenziale, oder Differenzio-Differenziation.

Es ist in der Rechnung mit verinderlichen Grofsen oft néthig, das Differen-
zial eines Differenzials zu suchen. Ein. solches nennt man, wenn- dieses das
erste ist, das zweite, und das seinige wieder das dritte Differenzial. Auf
die Weise lassen sich durch fortgesetzte Differenziation alle héhere Diffe-
renziale nach folgender allgemeinen Regel finden;

v

Zehnte Regel

Um ein hoheres Differenzial aus dem zunichst vorhergehenden
zu entwickeln, betrachte man das Increment als eine bestin-
dige Grofse, und differenziire die Differenzial-Function aufs
neue, nach Maafsgabe ihrer besonderen Gestalt.

Diese besondere Gestalt der Differenzial - Functionen, kommt nicht immer
mit der besonderen Gestalt ihrer urspriinglichen Function iiberein. So wird die

Differenzial -Function ‘einer logarithmischen Function ein verinderlicher Bruch
ox . . . :

z. B. —, und lifst sich nun nicht mehr nach der sechsten Regel, sondern blofs
Pl R .

nach der fiinften weiter differenziiren. Daher kommt es bei der Differenzio-
Differenziation auf eine genaue Betrachtung der besonderen Gestalt an, welche
dem weiter zu differenziirenden Differenzial eigen ist. Hiebei ist noch zu be-
merken, dafls jedes zweite, dritte, vierte :..... Differenzial durch 92, 93, 84
angedeutet wird, wie in folgenden Beispielen:

I. 82 (%) = O (nx"—* 8x) = ndx.d (x"—*) =n (n—1) "% 8x2, nach der
zweiten Regel.

2. 82 (xy) = 9 (23y + y0x) = 20x 8y, mach der ersten und dritten Regel,
anstatt dals xdy + y9x nach der vierten erhalten wird.

00 (2) = 6 (ALY O s
Y ¥ y

ten, vierten und fiinften Regel zugleich,

LY




0x? 2 dx3
4.'83 (]_ogn [a——-m]) =0 (—G—;—x)—z‘) = _z(-l_:;-)?’ nach der zvvjeiten upd

— Ox

fiinften Regel, anstatt dafs 8_('logn'[a-—x]) = — nach der sechsten ent-

wickelt werden mufste.

Auch fiir den Fall ist diese Regel giiltig, wenn das Increment als verin-
derlich angesehen werden mulfs, Welphes von besonderen Uknstéinden und gegen-
seitigen Beziehungen .einiger Functionen abhﬁngt. Dennv ]'etzt kiirzt sich die
Regel ab, und lautet: |

Man differenziire die vorgelegte Diffcrenzial-Function aufs
neue, nach Maalsgabe ihrer besonderen Gestalt.

Ueberhaupt finden in der Differenzio- Differenzial- Rechnung dieselben Re-
geln Statt, mach welchen die ersten Differenziale entwickelt werden miissen,
und es ist uberall nichts anders erforderlich, als die fortgesetzte Wiederholung
der" besonders vorgeschriebenen Verrichtungen von Reg. 2. bis 9.  Einfacher
kann in der That keine Rechnungsart gefunden werden, deren Gebiet mit dem
des Differenzial-Kalkuls gleichen Umfang hat; und eine solche Eriindung ver-
dient gerechte Bewunderung, sobald sich erweisen lifst, dafs sie die Frucht
nicht eines gliicklichen Zufalls, sondern eines unermiideten Nachdenkens gewe-
sen ist. Die vortreffliche Einstimmung aller vorhergehenden Regeln, sie mogen
so oft als man will wiederholt, oder wie die zweite, vierte und fiinfte mit
einander verwechselt werden, gebietet die Annabme sehr feststehender Grund-
sitze, auf welchen diese ganze Wissenschaft fufset. ~Nur ist man iiber die
Grundsitze nicht einverstanden gewesen, daher denn immer noch zwei wichtige
Fragen zu beantworten blieben:

I. Worauf beruhet die Moglichkeit, dafs man mit Differenzialen
oder abgeleiteten Functionen grade so rechnen kann, wie mit
bestindigen Grofsen?

2. Worin griindet sich die arithmetische Nothwendigkeit, dafs
beim Differenziiren manche Theile der Differenzen vernich-
tet werden miissen?

Die Antwort auf die erste Frage hingt ganz von dem wahren Begriff eines
Differenzials ab, daher sie auch so gestellt werden konnte:

B2
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. Was ist ein Differenzial? .

Es lifst sich nicht lingnen, dafs die bisherigen Definitionen, "welche von
den Auslegern der leibnitzischen Differenzen-Methode gemacht worden ‘sind,
desto weniger befriedigen, je weiter man sie zergliedert. Die Zv;reité Frage ist
von verschiedenen Mathematikern, unter denen wir auch den beriihmten L eon-
hard Euler zihlen, mit noch weit grofserer Aufmerksamkeit als die erste in
Erwigung gezogen worden; aber mit keinem gliicklichern Erfolge. Denn anstatt
einer einzigen wahren Antwort, welche einmiithig als eine solche hitte aner-
kannt werden miissen, traten sehr verschiedene Hypothesen hervor, die Partheien
bildeten; weil sie theils untereinander theils mit sich selbst im Widerspruch be-
griffen waren, wie die folgende Priifung derselben lehren wird, Fs bleibt also,
nachdem man allerlei Versuche gemacht hat: dieses Dunkel aufzuhellen, kein
anderes Mittel mehr ibrig, als zu untersuchen, ob vielleicht die wahren Prin-
cipien der Differenzial- Rechnung in dem schriftlichen Nachlasse ihres Erfinders
niedergelegt worde’n sind. So viel darf hier vorlaufiz bemerkt werden, dafs
kein vorurtheilsfreier Forscher Ursache hat, sich durch die Behauptung einiger
neueren Schriftsteller, - Leibnitz sey iiber die Grundbegriffe seines Kalkuls mit
sich selbst nicht einig gewesen, von einer solchen Untersuchung abschrecken

zu lassen. Es wird sich weiter unten zeigen, dafls sie keine gering zu achtende
Ausbeute giebt.
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Erste Abtheilung.

Prifung der sonst gewdhnlichen ErIiI%irungsartén der Differen-
zial- und Integral-Rechnung. '

Erster Abschnitt.

Prifung der gemeinen Infinitesimalrechnung als Grundlage des héheren
Kalkuls betrachtet, nebst einer Untersuchung iiher den Begriff
des mathematisch Unendlichen, -

§. L
Die Meinung, Leibnitz habe seinen Kalkul auf den Begriffen vom Unend-
lich- Kleinen und Grofsen gegriindet, ist so herkommlich, dafs man die Aus-

driicke Infinitesimal-und Differenzial-Rechnung als gleichbedeutend
anzusehen plegt. Zwar lafst sich nicht liugnen, dals in seinen Schriften*) die
Namen Calculus indefinite parvorum, Calculus differentialis et summatorius,
Calculus tetragonisticus, Analysis indivisibilium, und Analysis infinitorum ab-
"wechselnd, obgleich nicht ohne allen Unterschied gebraucht werden. Iedoch
ist es eine geschichtliche Thatsache, dafs Niemand mehr, als Leibnitz selber,
sogar die Mo glichkeit unendlich grofser und kleiner Grofsen, Linien, Flachen,
Korper u. s. w. in Anspruch genommen und aus dem Kalkul zu verweisen ge-
sucht hat. Man lese nur das Commercium philosophicum et mathematicum von
ihm und Tohann Bernoulli: so wird sich finden, dafs er mit seinem gelehrten
Freunde einen langen Streit iiber diesen Gegenstand gefiihrt, das Unendlich-
Kleine sehr bestimmt verworfen und an seiner Stelle nur unbestimmt kleine
Grofsen (indefinite parva) verstattet habe. Es sind iiberhaupt dreizehn Briefe
im ersten. Theil der angefiihrten Sammlung vorhanden, der 72, 75, 76, 78, 79,
80, 8I, 83, 84, 85, 86, 87, 88ste, in denen Bernoulli den Satz zu vertheidigen

*) Leibnitzii Opera omnia, coll. studio Dutens, Tom. IIL. pag. 191, 193.



suchte, dafs in eincr Reihe, wiec 14+ L+ X+ 5 4....... irgend ein Glied das
unendlichste jedoch darum mnoch nicht das letzte seyn miifste. ILeibnitz deckte
nicht nur den Widerspruch in dieser Behauptung auf, sondern ging noch wei-
ter, indem er iiberhaupt die Moglichkeit unendlich grofser und kleiner Grofsen
in Zweifel zog, ja sogar in den Actis Erudit, Lips: 1712 offentlich erklirte, dafls
der Ausdruck ,,unendliche Zahl* und ,,unendliche Linie% ganz unstatt-
haft sey, wenn er fiir etwas anders, als eine blofse Redensart angesehen
wiirde. Aus diesem allen scheint hervorzugehen, dafs der Begriff des Unendlich-
Kleinen mehr von L’Hopital *) und Iohann Bernoulli, als von Leibnitzen selbst
in den Differenzial-Kalkul eingefiihrt worden, und eben darum das Ding micht
sey, dessen Betrachtung, wie I L. Lagrange meint, 'diese algorithmische Erfin-
dung veranlafst hat. Ueberdem ist es in den Actis Erud. Lips. in dem Com-
mercio philos. et mathem. und in andern Sammlungen leibnitzischer Aufsitze
genugsam beurkundet: v

1. dafs der deutsche Eifinder des Differenzial-Kalkuls, als er diesen dem
Englinder Isaac Newton mittheilte, ganz andere Grinde von dem Wegwerfen
einiger Glieder in den Differenzial-Functionen angab, als das Verschwinden der

hohern Potenzen unendlich kleiner Briiche gegen ihre erste Potenz.**)

9. Dafls Leibnitz blofs in Hinsicht der Anwendung des Differenzial-Kalkuls
auf Gegenstﬁnde der Geometrie, das unbestimmt Kleine (indefinite parvam) ge-
brauchen mufste, mehr um gewisse dreieck- und trapezien-ihnliche Figuren fiir
die fussere Anschauung zu erhalten, als seinen durch freies Nachdenken zu
Stande gebrachten Begriffen iiber die Natur und den Nutzen der Differenzen im
Kalkul, dadurch einen Stiitzpunct zu verschaffen.

So lifst sich nun mit mehrerm Recht behaupten, der Erfinder der Differen-
zial- Rechnung habe an das mathematisch-Unendliche nicht einmal geglaubt,

*) Dieser schrieb 1696 seine Analyse des infiniment petits, und wie es scheint nach Joh.
Bernoullis Entwurf, als das erste Liehrbuch der Differenzialrechnung,

**) Diese Bekanntmachung geschah im Jakr 1677. Vergl. Leibn. Op. omn. T, III. pag. 80. ff.
Bei der Differenziation von y? heilst es: ,,omisso quadrato quantitatis dy (ob rationes

ex methodo de Maximis et Minimis notas) etc. Es ist hier die Methode des Fermat
zu verstehen, Vergl, S, 97,
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Es ist auch neueren Mathematikern beim Durchlesen der leibnitzischen Auf-
siitze in den Actis Erud. Lips. keinesweges entgangen, dafs ihr Verfasser sogar
die Moglichkeit des Unendlich-Grofsen und Kleinen abgeliugnet habe. Nur
glaubten sie dort den Beweis fiir die Unstatthaftigkeit und Entbehrlichkeit des-
selben in mathematischer Hinsicht, nicht zu finden*). Allein dieser Beweis ist
sehr vollstindig im dem Commercio philos. et mathem. a a. O. enthalten, und
schon funfzehn Jahre alter, als die Bekanntmachung in den Act. Erud. Lips,
von [712. Er nimmt ohngefihr folgenden Gang. Die Meinung, als stelle man

sich etwas Unendliches vor, wenn eine (bermoullische) Reihe, wie
1 1 1 1 1
U QRN | oot .
1+2+?+-.«0|0+2®_—g+ zw,_..x i- 2®+ 2@-{-1 +v2w+2ooc~

gedacht wird, in welcher irgend ein Glied —5—das wunendlichste jedoch auch

nicht das letzte seyn soll, ist ein leeres Blendwerk. Denn fiirs Erste ist die
ganze Reihe nicht grofser als 2, folglich schon an sich keine unendliche Grolse.

o

Fiirs Zweite, der Ausdruck ,ein Glied mufs das unendlichste seyn, aber
noch immer andere auf sich folgen lassen“ heifst nichts weiter, als ein Glied
mufs den Anfang machen ein unendlichstes zu seyn. Aber dann ist das
nichstvorhergehende noch ein endliches, und nun mufs das Endliche um Eins
vermehrt etwas Unendliches seyn. Eine klare Ungereimtheit! Fiirs Dritte, mo-
gen die Glieder in der Reihe beschaffen seyn, wie sie wollen, es streitet gegen
die Einrichtung des menschlichen Vorstellungs-Vermbgens, eine Unendlichkeit
von Einheiten oder endlichen Grofsen jemals zu Stande zu bringen; weil dazu
eine unendliche Zeit erfoderlich ist. Aber eine solche kann niemals wie been»
digt, oder eine Ewigkeit als abgelaufen betrachtet werden. ..

In der That, gegen diese Griinde lifst sich michts Erhebliches einwenden.
Vielmehr mufs jeder Unbefangene ihre Beweiskraft um so mehr fithlen, da es im
Gebiete der Geometrie nicht moglich ist, etwas Unendliches, z. B. eine unend-
liche Linie ganz begreiflich zu machen, so oft auch davon -die Rede seyn mag.
Denn bestimmt man eine Linie dergestalt, dafs sie die Granze einer Fliche, diese
die Grinze eines Korpers ist: so sétzt eine unendliche Linie eine-.unendliche

Fliche, und diese wieder einen unendlichen Korper voraus. :Es ist. aber ein

*) Joh. Schultz Theorie des Unendlichen. ‘Konigsb. und Leipz. 1788, S.-6I+

~
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i{éyper ein von Flichen oder Ebenen begrinzter Raum; und ein unendlicher
Korper milfste ein von Flichen begrinzter unendlicher d. i. unbegrinzter
Raum seyn: welches ein offenbarer Widerspruch ist. Auf diesem Wege kann
also Niemand zu einer Vorstellung von einer unendlichen Linie oder Fliche
gelangen: daher sind beide subjectiv unméglich, Schligt man den andern Weg
¢in, wo eine Linie durch die Bewegung eines Puncts, eine Fliche durch die
Dewegung einer Linie u.s.w. entstehen soll: so macht man diec Vorstellung
¢iner unendlichen Linie, Fliche u.s. f. von der 'Zeit abhingig, welche von der
Bewegung unzertrennlich ist, und es kann eine unendliche Linieetc. nicht eher,
als nach Ablauf einer unendlichen Zeit, das heilst gar nicht vollendet werden.
Eben so kommt die Sache zu stehen, wenn man zwar den Ausdruck ,Bewegung®
verschweigt, aber dafiir gendthigt ist zu sagen: eine unendliche Linie, Fliche,
Zahl u. s. w. ist diejenige, welche ohne Aufhéren wichst. Denn hier ist die
vorstellung ebenfalls wieder an eine unendliche Zeit gebunden.

Leibnitz hatte demnach sehr recht, das Unendlich-Kleine sowohl, als das
Unendlich-Grofse von seinem Differenzial-Kalkul zurlick zu weisen. Denn eine
unendlich kleine Grofse wiirde ein Bruch seyn, dessen Nenner unendlich wach-
sen mufs, also niemals fiir abgeschlossen (fixirt)-angesehen oder in Beziehung
auf endliche Grofsen verhiiltnifsgebend gemacht werden kann, welches doch
der eigentliche Zweck der Differenzial - Rechnung ist. '

5. 3.

Es wire kaum nothig, jeizt noch auf die Frage zu antworten, wie denn
T.eibnitz das Unendliche definirt habe; man vermisse diese Definition. Indes-
sen um der Meinung nicht Raum zu geben, als finden hier nun erhebliche Ein-
wiirfe Statt: so mag die einzige Bemerkung hergesetzt werden, dals eine beson-
dere Definition des Unendlichen ganz unnéthig war; weil schon in dem Aus-
druck selbst seine Definition liegt. Denn etwas Unendliches ist schlechthin der
Gegensatz. vom Endlichen. Eine andere Definition, als eine richtige Deutung
des an sich verstindlichen Ausdrucks, wiirde nur Unbestimmtheit und wohl gar
Widerspriiche mit sich fithren. So hat unter andern Kistner versucht, in sei-
nen Anfangsgriinden der hoheren Analysis §. 4. eine Definition vom Unendlichen
zu geben, welche recht deutlich und fafslich seyn soll, aber nichts weniger als
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das ist, und von demjenigen Manne schwerlich gut geheissen worden seyn
wiirde, von welchem er in der Vorrede zur ersten Auflage sagt, dafs bei ihm
sich der Witz des Dichters, die Einsicht des Philosophen, die Griindlichkeit des
Geometers und die Belesenheit des Polyhistors vereinigten. Es heifst a. a. O,
also: ,Eigentlich kann man nicht sagen, eine Grofse ist unendlich grofs; denn
»sjede Grofse, die ist, lifst sich angeben. Wenn man aber diesen Ausdruck
,braucht, so stellt man sich gleichsam eine Grinze vor, der sich die Grofse
,,duréh bestindige Vermiechrung immer mehr nihert, und nimmt diese Grinze,
s,statt del‘- Grofse in- cinemn Zustande, den man fir ihren letzten ansieht, ob-
»gleich es wiederum keinen solchen letzten giebt. 1In dieser Umschreibung
wird gefodert, sich die eigentlich unendliche oder ohne Ende wachsende Grofse
als eine begrinzte, und ihre Griinze in einem letzten Zustande vorzustellen,
wiewohl ein solcher nicht gedacht werden konne. Ist das nicht offenbarer Wi-
derspruch? — — FEine um nichts besser gerathene Definition des Unendlichen
giebt Herr Carnot in seinen Reflexions sur la métaphysique du Calcul Infinite-
simal, A& Paris chez Duprat an V (J797), einer Schrift, welcher IHerr S. F.
Lacroix, in der Vorrede zu seinem Traité du Calcul differentiel etc. & Paris an
V einen grofsen Werth beilegt. Es heist dort S. 26.: ,,Ainsi on peut dire en
»general quune grandeur infiniment petite m’est autre chose qu'une quantité
»dont la limite est 0, et quau contraire une quantité infiniment grande n’est
nautre chose, quune quantit€ dont la limite est L. Was heifst hier: Null
und Unendlich sind die Granzen des Unendlich- Kleinen und Unendlich-
Grofsen? Etwa soviel, als jenes darf dic erstere und dieses die letztere Grinze
nicht iiberschreiten 2 Da wiirde das Unendlich-Kleine niemals = o und das
Unendlich- Grofse niemals = o werden konnen. Diels ist klarer Widerspruch,
Oder soll jene Definition soviel sagen : das Unendlich-Kleine hat das Null und
das Unendlich- Grofse das Unendliche zu seinem michsten Granznachbar, so dafls
jenem wie diesem nur noch ein einziger Schritt zu thun {brig bleibt, um dort
Null und hier Unendlich zu werden? — — Bei dieser Deutung lifst sich zweier-
lei fragen, fiirs Erste, ob nicht auch endliche Grofsen durch einen einzigen
Schritt, z. B. durch eine einzige Sublraction == o werden Lénnen? und fiirs
Zweite, wo denn die Grinze abgesteckt sey, hinter welcher das Unendliche
unmittelbar anfange 2 Man sieht leicht, dafs diese letztere Frage auf eine ahn-

. .rﬁ\_g%k\;z

"
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liche Reihe fithre, wie diejenige, von welcher bereits im §. 2. die Rede gewe-
sen ist. Es kann also diese neuere Definition keinesweges fiir bestimmter und
passender anerkannt werden, als die sehr bekannte der &ltern NMathematiker:
»infinite magnum est omni dabili majus; infinite parvum ommni dabili minus.“
Denn so gewaltig sie auch bei den- Worten ,jomni dabili“ ausholt, und sich
das Ansehen giebt, als solle dergestalt alles erschopft seyn, dafs gar keine Ver-
anlassung zu einem Einwande mehr iibrig bleibt: so ist sie dennoch schwan-
kend und unbestimmt. Man werfe nur die einzige Frage auf, was hier unter
dem Ausdrucke ,,dabile (quod dari potest) zu verstehen sey. Will man damit
gemessene Grofsen bezeichnen, die als solche nicht unendlich grofs oder
klein seyn konnen: woraus geht denn die Nothwendigkeit gleich ,hervor, dals
jedés grofsere oder kleinere Nichtgemessene schon unendlich grofs oder un-
endlich klein seyn miisse? Soll es melsbare Grofsen bedeuten, so ist ja vie-
les Nichtmefsbare, z. B. die fiir uns unermefslichen Abstinde vieler Him-
melskorper, gewisse Geschwindigkeiten, oder kleine Zwischenriume, Gewichts-
theile, Zeitintervalle u. dgl. unliugbar theils grofser theils kleiner, als das dabile
in dieser Bedeutung; aber darum noch keinesweges unendlich grofs oder un-
endlich klein. Oder soll dabile so viel heifsen, als eine willkiihrlich vor-
zuschreibende Grofse? Dann wiirde, wegen des Beisatzes omne, jede mog-

. . b} . D
liche oder denkbare Gréfse, also o oder —x— selbst, so wie % und (%)

vorgeschrichen werden konnen, und eben darum ein Widerspruch in der Defi-
nition unvermeidlich seyn.

Aus diesem allen geht hervor, dafs es am besten sey, statt aller anderwei-
tigen Definitionen blofs die in dem Ausdruck Unendlich sclbst liegende Bedeu-
tung festzuhalten, wund bei dieser in mathematischer Hinsicht an etwas zu
denken, was unbegrinzt ist. |

S 4
Die Metaphysik wird allerdings moch einen Unterschied machen miissen,
zwischen einer unendlich wachsenden Grofse und dem Unendlichen selbst.
Denn dies letztere ist ein Ideal, welches von einer blofs unendlich wachsenden
Grofse miemals erveicht werden kann, so dals eben darum diese letztere vom
Anfange ihres Wachsthums an, nicht anders als eine endliche Grofse zu betrach-
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ten ist, jedoch als eine solche, deren Zu- oder Abnahme niemals unterbrochen
werden soll. Es folgt hieraus wieder, dafs der Mathematiker nie sagen kann,
hier ist eine unendliche Grofse im eigentlichen Sinn; denn alle Gréfsen, mit
welchen wir im begrinzten, Raum und in der begrinzten Zeit zu thun haben,
konnen als abgelosete Grofsen fiir sich, oder als Nenner von Brichen, blofs

unendlich wachsen, wm unendlich zu werden.

Aber nun entsteht die schwierige Frage: welche Bedeutung soll man dem
Zeichen oo geben, die des unendlichen Wachsthums, oder des Ideals vom uner-
reichbaren Unendlichen selbst? — — Wenn ecin spitzer Winkel @ nach und

. . . . . sin
nach ein rechter wird, so kommt eine Gleichung fiir tang @ = -———%.—.—: t=w,
cos

wo diese aus dem zunichst eingeschrinkten Raum hinausgehende grade Linie
nicht anders, als unbegrinzt wachsend gedacht werden, und um so weniger
mit dem Ideal des Unendlichen einerlei seyn kann, da sie einen Anfangspunct,
also irgendwo eine bestimmte Grinze hat. Gleichwohl ist verstattet, sie
=1+1+1+..... in infinitum zu sctzen, und cos B durch —CIE = 0 auszu-
driicken. Da giebt aber die Division 1 : (1 +1 +12+..".. in infin.) den son-
derbaren Quotienten 1 — 1+ 1—1+1...... der sich in einem unaufhérlichen
Wechsel zerstort und wieder herstellt, wo man also nimmermehr auf einen
Werth =— o kommen kann, es sey denn, dafs fiir den Quotienten eine endliche
und grade Zahl von Gliedern festgesetzt werde. Das ist jedoch hochst will-
kiihrlich, und man hat keinen andern gesetzlichen Grund solches zu thun, als

- - . " - . 1
das Bediirfnils einer trigonometrisch-analytischen Form 5 ==o0. Noch sonder-

barer ist die algorithmische Erscheinung, dafs in einen Quotienten auf-

geloset, ganz dasselbe 1—1+1—1+1...... in infin. hervorbringt, ob-

gleich ]—3_-? an sich = L ist. Mit der Losung dieses letzteren Rithsels beschif-
tigte sich schon Leibnitz (Op. omn. T. IIL pag. 406.) und erklarte sich folgen-
dermafsen dariiber: so lange die Reihe endlich bleibt und paarfge Glieder hat,
wird sie = o0, bei unpaarigen = 1. Nimmt man sie aber als unendlich grofs
an, so ist das Paar oder Unpaar nicht mehr anzugeben (inassignabilis) und jetzt
hort auch der Grund auf, warum sie entweder = o oder =1 seyn mulfs, Das
Recht des Paar oder Unpaar lifst sich nicht mehr entscheiden (confunduntur),
C2
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. o+1 . . . .
folglich mufs ;—;——;:% hervorgehen (das o als eigentlichen Quotienten und %

als Rest betrachtet). Ohne die Standfestigkeit dieser Schliisse anzufechten, lafst
sich doch nicht liugnen, dafs die Giiltigkeit des obigen Ausdrucks— > —

—==0
N . . _ ) R Tk T
rein algorithmisch nur durch die Gleichung fiir den Cosinus eines rechten Win-

kels, oder vielmehr fiir die Tangente desselben, erwiesen werden kénne, wo-

hd 1 - .
bei § = —— gesetzt werden muls, welches in der That 1+ 1+1+1+......
in infi 11 . kehrt cos B = : ieb
in infin. also umgekehr = = : : .
4 st 1+1+1+.....ininf, — 11 gebt. Hieraus

geht zugleich der Satz hervor, dafs Eins dividirt durch etwas Unendliches

gleich Null sey. Er ist bekanntlich ein Lehrsatz der gemeinen Infinitesimal-
rechnung, und sie verdankt ihn lediglich einer trigonometrischen Formel, also
der Analyse eines besonderen Rechnungsfalles : daher auch seine Allgemein-
gliltigkeit, wie die Beantwortung der Frage, welche Bedeutung hier das Zei-
chen o haben miisse, dahin gestellt bleibt.

~

§. 5.

Es ist jetzt niher zu untersuchen, ob und welche Beziehung theils der
zweideutige Begriff des Unendlichen, theils der gemeine Infinitesimal-Kalkul
zur Differenzial- Rechnung habe. Um dies auf die kiirzeste Weise zu thun, ist
es nothig, die gesammten Lehrsitze jenes Kalkuls zusammen zu stellen, und
seine Methode mit der Methode der Diﬁ'erenzial-Rechnung zu vergleichen. Der
Lehrsatze sind hier nicht mehr, als folgende sechs:

I. Bine endliche Grofse dureh Null dividirt, giebt etwas Unendliches.

2. Fine endliche Grofse durch etwas Unendliches dividirt, giebt Null.

3. Das Unendliche kann durch etwas Endliches weder vermehrt moch ver-
mindert werden.

4. Das Unendlich-Kleine verschwindet vor dem Endlichen.

5. Die niedrigere Potenz des Unendlichen verschwindet vor der hoheren.

6. Jeder in einer hohern Potenz befindliche unendlich kleine Bruch, ver-

schwindet vor einem in einer niedrigern Potenz vorhandenen,

Was den ersten Satz betrifft, so ist er zwar algebraisch richtig; aber es

geht aus ihm eine zweideutige, zum Theil widersinnige Folgerung hervor, nam- .

-~
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lich 1 = o0.@. Da der Factor Null kein anderes Product als Null giebt, so
miilste man hier schliessen: Eins oder jede endliche Grofse als Einheit betrach-
tet ist = o, welches einen Widerspruch enthilt. Wie will man diesen vermei-
den? Etwa durch die Auslegung des obigen Ausdrucks: das Endliche sey nichts

Unendliches ? — —

Dafs der zweite Satz keines allgemeinen und ungezwungenen Beweises fi-

hig sey, ist schon im vorhergehenden Paragraph gezeigt worden.

Soll der dritte Satz micht einen Widerspruch enthalten, so kann Unend-
lich hier nicht etwas unaufhorlich Wachsendes bedeuten; weil dieses wirklich
eine bestindige Vermehrung durch etwas Endliches voraussetzt. Uebrigens lifst
er sich wohl auf eine algebraische Weise rechtfertigen, wenn in folgendem

140 F v
s k=
ohne Ende Wachsendes verstanden wird,

I

Ausdruck = 0, unter Unendlich wieder nicht etwas

den vierten Satz algorithmisch zu bewei s a:o=—a: tzt
Unm den vierten Satz algorithr z eweisen, muls a: g5 == a: o gesetzt,

. 1
und hieraus @ — = = @ — o etc. gefolgert werden, wenn man annehmen darf,
1 . . )
dafs —5- = o allgemein wahr ist,

Der flinfte Satz scheint sehr leicht aus oo : ®© = ;—‘%;: 2’2 = o"%:0
abgeleitet werden zu kénnen, so lange nicht die Potenzirung des Unendlichen
zur Sprache kommt. Olne sich hier an manche paradoxe Rehauptungen zu
kehren, z. B. dals das Unendliche héchstens bis zur dritten Potenz erhoben
werden diirfe, und eben darum eine unendliche Kugel (!!) = ¢ m 2 das
absolute Maximum alles Unendlichen und jeder denkbaren Grofse sey *), kann
man doch nicht einer Frage von grofserm Belang ausweichen, mit welcher die
combinatorische Analytik hervertritt. Es lafst sich nimlich jederzeit oo = a+b
+c+d+e+.....in infinitum setzen, in dieser Gestalt potenziren, und hef-
nach jedes besondere Glied, so wie jeder besondere Coeflicient in die Menge
von Einheiten auflosen, die er enthdlt. Auf diesem Wege gelangt man zu fol-

genden Ausdriicken :

*) Theorie des Unendl. von Joh. Schultz etc. S. 320 u. 368.
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1) of=1+1+1+1+........in infinitum,

2) w?=a>+ b2+ +d*+.....+2(ebtactad+ae+......+betbd
+bet...oootedteetef ..ot detdf+.. .., in infinitum)
=1+1+1+1+4......... in infinitum. .

Eben so wird jede hohere Potenz nichts anders, als 1+1+1414.......ins
Unendliche. Steigt man abwirts, so kann "o nichts anders, als etwas Unend-
liches seyn. Denn wire es etwas Endliches, so wiirde durch die aufsteigende
Potenzirung nur eine endliche Gréfse, ein endliches 1 + 1+ 1+ u.s. w, erhal-

ten werden. Aus eben dem Grunde mufls auch jede andere Bruchpotenz ¥ et-
. ¢

was Unendliches, also ganz allgemein oo® wie w”“='1 +1+14+1+4....... ins
Unendliche seyn. Hieraus geht nun der merkwiirdige Satz hervor:
Das Potenziren des Unendlichen im eigentlichen Sinn, auf-
und abwirts, hat nichts anderes zu bedeuten, als das Po-

tenziren der Einheit.

Wie dieses eine Extrem der Zahl auf jeder moglichen Potenz in Ewigkeit
=1 bleibt, so kann aus dem andern, durch keine Behaftung mit irgend einem
Exponenteh ausser Null, etwas anderes hervorgehen, als ein und dasselbe Un-
endliche. Wie sehr auch der Begriff der Multiplication sich hiegegen zu striu-
ben scheint, so macht doch das Unendliche im eigentlichen Sinn von dieser
algorithmischen Verinderungs-Form eine ganz nothwendige Ausnahme. Denn
es soll keiner Vergrofserung, und eben darum auch keiner wirklichen Verviel-
faltigung mehr fahig seyn. Keine noch so schnell und noch so lange wachsende
Grolse darf gedacht werden, die es irgend einmal erreichen Lkénnte; weil das
immer auf irgend eine Art von Mefsbarkeit, also auf Begrinzung zuriick-
filhren und den Begriff selbst zernichten wiirde. Aus diesem Grunde ist die
Vorstellung eines unendlichen Quadrats, einer unendlichen Kreisfliche, eines
unendlichen Wiirfels, einer unendlichen Kugel u. s. w. etwas vollig Sinnloses;

denn sie setzt Figur und Schranken hin, wo keine Gestalt und Begrinzung
Statt findet.

Was ist nun, mufs man fragen, das Multipliciren und Dividiren des Un-
endlichen durch etwas Unendliches 2 Bleibt hiebéi noch wohl eine andere algo-
rithmische Verinderung méglich, als ein Spiel mit Exponenten der Potenz? — —
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In der That, auf diesem allein beruhet der oben aufgestellte finfte Satz, und
keinesweges auf einem Ueberzeugungsgrunde, welcher aus dem Begriffe des Un-
endlichen im strengsten Sinn hergenommen werden konnte. Daher steht er
auch nicht so sicher, wie es auf den ersten Anblick scheint; denn ®”; o giebt,
zufolge des Vorhergehenden, kein anderes Verhaltnils, als 1#: 3 =1:1. Etwas
Anders ist es jedoch, wenn man dem Zeichen w den Namen des Unendlichen
leihet, aber in Gedanken eine endliche Gréfse zuriickbehdlt, welche in Ver-
gleichung mit dgr Einheit ungeheuer grofs ist, sich wirklich potenziren lifst,

und in Beziehung auf jede auch nur um 1 niedrigere Potenz ein Verhiltnils
1

I 1 .
giebt, welches dem Verhiltnisse o : © oder 1 g = 1:0, ohne emen er-

heblichen Rechnungsfehler gleich gesetzt werden darf. Blofs ein Unendliches
von dieser Art, das heifst ein sogenanntes Unendliche (die Redensart,
wie Leibnitz es bezeichnete) kann im gemeinen Infinitesimal-Kalkul die be-

kannten Dienste leisten.

Die nimliche Bewandnifs hat es mit dem sechsten Satze, welchen zu be-

. . 1 1 1 . .
welsen man sehhe[‘s:a- "o 1: e 1 : 0. Eine Folgerung, welche

unter der Voraussetzung eingeriumt werden darf, wenn o wieder das soge-

nannte oder vorgespiegelte Unendliche ist.

$. 6.

Es wiirde sehr iiberfliissig seyn, die innere Beschaffenheit des gemeinen
Infinitesimal - Kalkuls mnoch weiter zu untersuchen. Was hier geschehen ist,
das geniigt hinreichend, sich davon zu {iiberzeugen, dals die leibnitzische Diffe-
renzen-Rechnung ihm eben so wenig ihren Ursprung verdankt, als dals sie
ihre Grundbegriffe von ihm entlehnt hat. Dies wird weiter unten, bei der ei-
gentlichen Darstellung dieser analytischen Methode in das hellste Licht gesetzt
werden. Dals der Begriff des Unendlichen und die gemeine Infinitesimal-Rech-
nung dem Differenzial-Kalkul nicht zum Grunde liege, lalst sich auf mehr als
eine Art einsehen.

"

12 Der Erfinder des letztern hat sich durch seine oben angefiihrten sehr
scharfsinnigen Aecusserungen, so entschieden gegen den Gebrauch des Unend-
lichen im hohern Kalkul exkliret, dafs man schlechterdings nicht voraussetzen
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darf, die Differenzial - Rechnung gehe von dem Begriffe des Unendlich-Kleinen
und Grofsen aus, und sey der gemeinen Infinitesimal -Rechnung ahnlich, ohne
zugleich zu behaupten, Leibnitz habe sich und Andere geflissentlich tiduschen
wollen. Allerdings ist sein mathematischer Nachlafs nicht sogleich wverstind-
lich *¥); aber man lese ihn nur unter der einzigen Voraussetzung, dafls ein philo-
sophisch geordncter und scharfsinniger Kopf in seinen Aeusscrungen consequent
bleiben und keine Widerspriiche hincinbringen mufs : so wird sich der Schliissel
zum Verstindnisse desselben bald finden, und die Ucberzeugung gewihren, dafls
die friihesten Aufsitze, welche das Wesen des Differenzial - Kalkuls angehen, mit
den spatesten iiber diesen Gegenstand im vollkommensten Einklange sind.
Es ist folglich das, was Leibnitz dreissig Jahre nach der Ecfindung des Differen-
zial - Kalkuls behauptete *¥), keinesweges als eine veriinderte Ansicht ~der Sache
zu betrachten. Wenn er also im Jahre 1706 die Diffewnzial--ﬁechnung fiir un-
abhingig von der Betrachtung des Unendlichen iiberhatipt, und des Unendlich-
Kleinen insonderheit erklirte : so mufste sie dies bei ihrem ersten Entstehen

schon gewesen seyn.

2. Man mag an dem Begriff des Mathematisch-Unendlichen auch noch so
viel Lkiinsteln, er bleibt immer schwankend und zweideutig. Das wird am sicht-
barsten bei dem Inhalt der gemeinen- Infinitesimal - Rechnung §. 5. Ihre beiden
ersten Sitze behalten einen Sinn, es mag unter Unendlich eine blofs unbe-
schrankt wachsende, das heifst mit den Schranken der Zeit immer noch an
Schranken des Raums gebundene Grofse, oder cin idealisirtes Unendlich verstan-
den werden, welches durch keine unaufhérlich wachsende Grofse jemals erreicht
werden kann. Der dritte Satz ist offenbar falsch, wenn man das Unendliche in
der ersten Bedeutung nimmt; aber nur sie glarf Statt ﬁndep, wenn nicht der
vierte, finfte und sechste Satz fallen soll. Es. ist leicht Zyl:_begrcifen, dafs ein
iiberlegender Verstand, eine Wissenschaft, wie die Differenzial - und Inte-

*) Ucher die Unverstandlichkeit desselben klagte Wallis in einem Briefe an Leibnita grade-
zu, und bemerkte dabei, dafls Fermat, Robervall, Frenicle, mit der Erklarung
ihrer Methoden eben so zuriickhaltend gewesen wiren. Leibn. Op, omn. T. IIL pag. 108.

**) »Eaque omnia jam triginta annorum aetatem habent.¢ ~Commere, Phi-los. et math, Leibn.
et Bern. T. I, pag, 161.
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gral-Rechnung, nicht auf einen so unsichern Begriff griinden wird, wenn sich
noch irgend ¢in anderes und besseres Princip ausfindig machen lafst Dals ein
solches da’sey, soll weiter unten gezeigt werden.

3. Der Mechanismus der gemeinen Rechnung des Unendlichen, weicht von
dem Mechanismus des Differenzial-Kalkuls dergestalt ab, dafls es nicht moglich
ist, -durch jenen weder auf den Begriff und Zweck, noch auf die bestmlmte
Form eines Differenzials geleltet zu werden. Dei dem letzterem ist es et-
was Waesentliches, Abzuge zu machen, und die erhaltenen Diﬁ‘erenzen’
welche wirkliche und nicht blofs foérmliche oder figiirliche Unterschiede sind,
anstatt der Grofsen zu gebrauchen, durch deren Abzug von einander sie ent-
stehen. Man rechnet hier also mit stellvertretenden Functionen. Aber die Mog-
lichkeit nachzuweisen, wie dieses Verfahren zu irgend einem richtigen arith- .
metischen Schlusse fithren konne, das liegt so weit ausser dem Gebict der ge-
meinen Rechnung des Unendlichen, dafs es keinem blofs von ihr anfangenden
Nachdenken jemals gelingen wird. Eben so wenig lifst sich aus dem ganzen
Inbegriff ihrer Lehrsiitze, irgend ein Differenzial von beStimmter Form ableiten.

Wie will man z, B. die Differenziale der Functionen z*, a*, — oder log =

durch das Hin- und Her-Wenden des Begriffs vom Unendlicheg ausmitteln?
Es ist eine vergebliche Arbeit, sogar wenn der Hauptmechanismus des Differen-
zial-Kalkuls, das Abziechen der Functionen von einander, hier verstattet wiirde,
ohne eine weitere Rechenschaft davon zu fodern. Denn sollen iiberhaupt Ab-
zugsformen Differenziale seyn, so wiirden hier unter andern auch folgende

.

Differenziale zum Vorschein kommen :
1 1

1 1

®—az==®, V¥ 0 =", = a7 = = a— —=au dgl.
welche insgesammt zu nichts fithren. Eben so leer wird ein jeder ausgchen, der
von der gemeinen Rechnung des Unendlichen eine befriedigende Antwort auf
die Frage verlangt, worin sich die Nothwendigkeit der Integration
~griinde, und warum die Differenzen-Rechnung nicht schon beendigt sey, sobald
oew1sse Gleichungen gefunden worden sind, aus welchen sich die eine oder dic
andere der unbekannten Grofsen, mit Hiilfe der algebraischen Theorie der Glei-
chungen herleiten lassen wiirde. Dafs die Integration grade den W1cht1gsten
Theil des hohern Kalkuls ausmache, und etwas ganz Eigenthiimliches in ihrer

D
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Art sey, lilst sich mit aller Miihe durch den blofsen Begriff des Unendlichen
und durch die gemeine Infinitesimal - Rechnung nicht demonstriren. Diese letz-

tere ist also, um bildlich zu reden, fir den Urkeim des Differenzial - Kalkuls
ein ganz unfruchibarer Boden. Eben darum ist es ein Irrthum, wenn einige
neuere, besonders franzosische Mathematiker, die Betrachtung des Unendlichen
fiir das Princip der leibnitzischen Analysis angesehen haben. Sie ist weder
Hauptprincip noch Nebenprincip derselben. Auch kann der Begriff des Unend-
lichen mit der gemeinen Infinitesimal-Rechnung zugleich, stehen oder fallen,
ohne dafs der Differenzial-Kalkul im mindesten darunter leidet.

Zweiter Abschnitt

Prufung der maclaurinschen Darstellung der Fluxions-Rechnung, sofern

sie mit dem Differenzial-Kalkul einerlei seyn soll ).

S. 7.

Es wiirde am unrechten Ort seyn, hier etwas uber die Geschichte der Er-
findung des Differenzial-Kalkuls, wund iiber den beriichtigten Streit zu sagen,
in welchen Leibnitz deshalb mit J. Newton verwickelt wurde *¥), Genug dieser
letztere Gelehrte hat in den ersten Ausgaben sciner Principien der Naturphilo-
" ssophie selber versichert, dafs der Differenzial {Kalkul der Sache nach mit seiner
Fluxionsrechnung einerlei sey, und blofs in Hinsicht auf Ableitung und Be-
zeichnungsart der Grdfsen von letzterer abweiche ***). Ucberdem ist es bekannt,
dafs der gelehrte Englinder in seiner Schrift von den Quadraturen, welche im
Jahr 1704, d. i. 27 Jahre nach der Bekanntmachung des Differenzial-Kalkuls er-
schien, wie auch in der ersten Ausgabe der Princ. Philos. natural. 8. 263, und
in den fritheren Ausgaben seiner Analysis per quantitatum series fluxiones ac

differentiales.etc. Fehler gemacht hatte, welche er erst im Jahr J71] mit Hiilfe

*) Sir Colin Mac Liaurin’s Treatise of Fluxions in two books. Edinb, MDCCXLIIL 4to.

**) Sehr unbefangen urtheilt hieriiber Carl Bossiit, in seiner Geschichte der Math, ubers.
von Reimer. Hamb. 1804. Th. 2. 8. 139 £.

#+) Es heilst in der Ausg. von 1714 in einem dem 7. Sotze des 2. Buchs angehenden Scho-
lium : ,,Vis clarissimus methodum suam comwuaicavit a mea vix abluentem Pr.a'eterquam

[}

in verborum et notationum formulis ,. 6t 1dea generationis quantitatum.

’ Y )
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der leibnitzischen Methode verbessern konnte. Er betrachtete nimlich die aus
. \ . . . n (71—.1)
der Function (x+0)" entstehenden Binomialglieder nx"—o, ——* SR —

s. w. als die erste, zweite...... Fluxion, welches ein Fehler war, denn schon
Joh. Bernoulli riigte ¥), Spaterhin vertauschte Newton die Potenzen des zweiten
Binomialtheils o mit den punctirten Buchstaben x, X, x etc. und schrieb richti-
ger nx*~%, n(n—1)x**% ...... dhnlich den leibnitzischen Ausdriicken
nxt—0x, n (n—1) 2*—*0x* u. s, f, Dazu kommt noch, dafls C. Mac Laurin im
12. Kap. des ersten Buchs, S. 4]3 seiner oben erwiahnten Schrift versichert, die
Differenzial- Rechnung stimme mit der mnewtonschen Fluxions-Methode ganz
iiberein, und (8. 4[6.) sie konne aus dieser abgeleitet werden. Beide Wissen-
schaften sind also Eins, und es darf mit Recht gefragt werden, welche Aufkli-
rung sie dieser maclaurinschen Fluxionen-Theorie verdanken. Das giinstige Ur-
theil, welches verschiedene deutsche und franzosische Mathematiker iiber ihren
Verfasser gefillt haben, wiirde eine griindliche und gelungene Darstellung er-
warten lassen, wenn man nicht fast allgemein iiber eine zu grofse Weitlauftig-
keit klagte. Diese ist schon kein gutes Zeichen; denn zu viele Worte, beson-
ders wenn sie micht recht geordnet sind, hindern gewohnlich den Leser, Zeile
fiir Zeile priifend durchzugehen. Hitten Kistner und Kligel dies gethan,
so wiirden sie gewils nicht zu den Lobrednern einer Schrift gehoren, die sich
allerdings das Ansehen giebt, als herrsche euklidischer Geist in ihr, die aber in
den apogogischen Beweisen ihrer Sitze mehrmals gegen die euklidische
Strenge verstdfst. Es ist nicht leicht, zu dieser Ueberzeugung zu gelangen;
denn es wird eine ungewohnliche Aufmerksamkeit erfodert, bei der ermiidenden
Weitschweifigkeit des Vortrags die logische Beziehung der einzelnen Sitze fest
zu halten, und eben dadurch den Schein kennen zu lernen, welcher hier im
Gewande der Wahrheit einhertritt.

§¢ 8'
Die Einleitung zu C, Mac Laurin’s Treatise of Fluxions, beschiftigt sich
mit der wichtigen Frage: wie kann ein verinderliches Verhiltnifs
durch ein unverinderliches gemessen werden ? Durch diese Frage

*) Commerc. philos. et mathem. Viror, L. et J. B. Tom. IL pag. 295, 309 seqq.
D2
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riickte der Verfasser dem - Hauptpuncte der Differenzial-Rechnung wirklich so
nahe, dafs wenn er unbefangener und etwas tiefer untersucht hitte, er gewils
zu einer deutlichen Einsicht in das leibnitzische System der Differenzen gelangt
seyn wiirde. Denn um die vorhergehende, den iltern Mathematikern unauf-
16sliche Aufgabe, dreht sich die ganze Differenzial-Rechnung, und von ihrer
Losung hingt die Moglichkeit irgend einer Rechnung mit verinderlichen
Grofsen ab, mag sie auch eine anderc Gestalt haben, als die leibnitzische.

Es fehlt aber schon in der Einleitung selbst nicht an Widerspriichen, und
ungegriindeten Behauptungen. So heilst es S. IV., der Name Fluxion¥) sey
passender, als Differenz; und doch sind die Fluxionen durchaus nichts anders,
als wahre Differenzen. Eine Kigenschaft, welche sich durch die verschiedene
Bezeichnungsart wahrlich nicht verheimlichen lifst. An eben der Stelle hilt der
Verfasser die Voraussetzung unendlich kleiner Grofsen fiir ein gar zu kiihnes
Postulat in einer |VVissenschaft wie die Geometrie, und verlangt, dafls es nach-
gewiesen werde, warum man einige Theile, die unendlich kleiner sind, als
die andern, vernachlissige, oder warum es ein Irrthum sey sie beizu-
behalten. Aber bald nachher erlaubt er sich selber den Gebrauch unendlich
kleiner Grofsen, und betrachtet sie als Nullen, oder als Dinge, die keine Dif-
ferenz Ilervorbri‘ngen, ohne im mindesten davon Rechenschaft zu geben. Es
heifst nimlich 8. 6: ,behalten zwei verinderliche Grofsen z. B. x und v ein
yunverinderliches Verhiltnifs zu einander, nihern sich aber zwei bestimmten
»Grofsen, ‘wie @ und b zugleich : so kann man das Verhiltnifs a:b — o ;
nsctzen, wenn die letztern von jenen nur noch um etwas Kleineres als irgend
necine angebliche Grofse (lefs than any assignable measure) verschieden sind «
Gleich hinterher heifst es, dafs dieser sehr einfache Satz als ein Fundamen-
talsatz in der ILehre von d'er Vergleichung krummliniger Figuten angesehen
werden miisse. Mit einer ganz kleinen Abinderung findet man ihn §, 10. wie-
derholt; denn anstatt des obigen assignable measure ist hier assignable quantity
gebraucht, und eben dadurch die Einerleiheit seiner Bedeutung mit der des

*) Bekanntlich- hat schon der Lord Napier, Baron of Merchiston in seinem Werk : mirifici
canonis logar. descript. 1614, den Ausdruck Fluxion gebraucht, iuber dessen Bedeutung
C- Mac Laurin Die mit sich einig g_ewesen‘ zZu seyn Scheint..
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Unendlich - Kleinen um so viel gewisser gewarden. Hier also wird gur geheis-
sen, was im Anfange gemilsbilligt wurde. Warum? Es kam darauf an, das
Unendlich-Kleine in Beziehung auf den Differenzial - Ralkul herabzusetzen, hier
aber solches, zum Behuf einer selbst-ersonnenen Messung verdnderlicher Ver-
hiltnisse, unter einem verinderten Namen beizubehalten. Die maclau-
rinsche Methode, verinderliche Verhiltnisse zu messen, ist ubrigens, mach
Maalsgabe der gegenwirtigen Einleitung, eine Art von archimedischer Exhau-
stions-Methode, und soll mit der newtonschen Lehre von den ersten und letz-
ten Verhilltnissen libereinstimmen. Immerhin mag das zugegeben werden, wie-
wohl sich mancherlei auffallende Abweichungen zeigen. Soviel aber folgt hier-
aus nothwendig, dals wenn die Fluxions-Rechnung eine' Erschépfungsmethode
seyn soll, wie sie denn, um der newtonschen ersten und letzten Verhiltnisse
willen, ihrem Urbegriffe nach fiiglich mnichts anders seyn kann, ihre Natur
(mnicht ihr entlehnter Mechanismus) von der Natur des Differenzial- Kalkuls

durchaus verschieden seyn mufs. Denn wer diesen letztern als eine archime-
dische Exhaustions-Methode ansehen will, der ist von dem wahren Verstind-

nisse desselben moch sehr weit entfernt.

$ 9 _

In dem eigentlichen Elements of the method of Fluxions, Book I., Chap. L
soll die Fluxions-Methode, nach Art der alten Geometer,  streng demonstrirt
werden; darum gehen Definitionen voran, " dann folgen vier Axwme, funfzehn
Theoreme und einige Lemmate. Doch hat man am Ende dieser Entwickelung
der allgemeinen Griinde der Fluxions-Rechnung nichts weiter gefunden, als
ungeniigende Andeutungen, wie verinderliche und unverinderliche 6rofsen wohl
mit einander verglichen werden koénnen. In Hinsicht der Definitionen heiflst
es S. 50 u. 57 ; »diejenige Grofse, welche durch BeWeGung, oder durch ein
pibr dhnliches Wachsthum erzeugt wird, heilst fliefsend oder ein Flwent;
»die Gesehwindigkeit aber, mit welcher sie wihrend einer gegebenen Zeit,  die
yzu ihrer Erzeugung . angenommen wird, fliefst,.-ihre Fluxion. .Die letztere_
»wird eben darum jederzeit gemessen durch die Zunahme oder Abnahme (by the
»Increment or Decrement) welche in einer geg'ebenen Zeit, vermittelst obiger
»Bewegung, wenn diese nimlich vom ersten Augenblick an, ohne irgend eine
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»Beschleunigung oder Zogerung , gleichformig fortdauert , zum Vorschein
phommt. — — Hienach verhalten sich Fluent und Fluxion, wie Bewe-
gung und Ges chWindigkeit. Es ist leicht zu erachten, da.fs da die Bewe-
gung theils gleichférmig, theils gleichformig beschleunigt oder verzogert, theils
ungleichformig, und hier wiederum bald ungleichférmig beschleunigt bald un-
gleichférmig verzogert seyn kann, weder die Axiome noch Theoreme, welche
die ersten Griinde der Fluxionsrechnung ausmachen, eine solche Einfachheit und
Klarheit zulassen, wie sie sich weiter unten bei der Differenzial - Rechnung zel-
gen wird. Ueberdiefs vermifst man eine befriedigende Angabe der Ursachen
warum hier ausser den ersten auch noch zweite, dritte und kurz Fluxionen ho-
herer Ordnungen erfoderlich sind. In der Differenzial-Rechnung giebt es Diffe-
renzen der ersten, zweiten, dritten und folgenden Differenzen, wovon die
Griinde sehr nahe liegen. Grade so sollen auch in der Fluxions-Rechnung,
Fluxionen der ersten, zweiten und folgenden Fluxionen Statt finden. Das wire
eine Geschwindigkeit der ersten, zweiten, dritten und folgenden Geschwindig-
keiten. Was lafst sich aber bei einer Geschwindigkeit der Geschwindigkeit, oder
bei Geschwindighkeiten der Geschwindigkeiten denken? — —  Das giebt ja nichts,
als entweder Ausdriicke ohne Bedeutung, oder nachgeahmte Formen der Diffe-
renzial- Rechnung, wie denn hier die Fluxionen aller Grade nichts anders, als

wirkliche Differenziale sind, man mag auch sagen was man will.

Sollte die Fluxionsrechnung eben so klar als fest begriindet seyn : so mulfste
sie, indem sie bei der Vergleichung verinderlicher Grofsen die Stelle der Fluen-

ten von Fluxionen vertreten lafst, unbedingt nachweisen :

1. dafs die Vergleichung zweier Geschwindigkeiten unfehlbar auf das Verhilt-
nifs oder die Beschaffenheit zweier Bewegungen schlielsen lasse, so dafs
man aus jenen erkenncn kann, ob diese gleichférmig oder ungleichférmig,

und in welchem Maalse sie es sind;

2. dals jede Art der Bewegung, sowohl die gleichférmige als auch die mannich-
faltig ungleichformige, ihrer zugehorigen Geschwindigkeit ein ganz eigen-
thiimliches Merkmal aufdriicke, bei dessen Wahrnehmung man sogleich
inne werden muls, von welcher Art der Bewegung die Geschwindigkeit
herrihre,
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Angenommen, dafs die Beschaffenheit verschiedenartiger Bewegungen, ver-
mittelst ihrer eigenthiimlichen Geschwindigkeit (wenn es eine solche giebt)
grade so un fehlbar erkannt werden konnte, wie das Verhalten schwerer Kor-
per vermittelst ihres eigenthiimlichen Gewichts: so wiirde es doch nur Eine
Ordnung (Rang) von Fluxionen, die alleinigen ersten nimlich, aber folgende
zehn bis eilf Gattungen von Fluenten geben, zu welchen die vorhandenen Ar-
ten von Bewegung durchaus berechtigen : '

I. den Fluenten des ganz gleichférmigen oder nach dem einfachsten Gesetze
erfolgenden Wachsthums (Schwindens) einer verianderlichen Grofses;

II. den Fluenten des gleichformig beschleunigten Wachsthums;

III. den Flucnten der gleichférmig verzogerten Verinderung;

IV. den Fluenten der ungleichformig beschleunigtens;

V. den der ungleichférmig verzogerten Zu- oder Abnahme;

VI. den Fluenten einer regelmifsig wechselnden Zu-und Abnahme, in

irgend einer ununterbrochenen Zeit;

VIL den Fluenten der unregelmifsigen Verinderung, wo eine Gréfse ohne an-
gebliche Regel bald zu- bald abnimmt;

VIIL den Fluenten einer ganz unregelmiflsig besc'hl'cunigten ;

IX. den einer ganz unregelmifsig verzogerten Verinderung;

X. den Fluenten einer solchen Grofse, die einen ganz unregelmidflsigen
Wechsel der Zu- und Abnahme in einerlei Zeit unterworfen ist.  *

XI. Endlich wiirde noch hieher gehoren der Fluent einer solchen Grofse, wel-
che sich nach Art einer wiederkehrenden Reihe édndert.

Wollte nun C. Mac Laurin einerseits alle hieraus nothwendig entstehenden
Fluxionen oder Exponenten veridnderlicher Verhiltnisse aufzihlen, und ande-
rerseits die Mboglichkeit nachweisen, wie diese Exponenten der Verhiiltnisse,
die er selber noch fiir verinderlich hielt, gemessen werden konnen: so mulste
er nicht nur von den allgemeinsten Axiomen der Grofsenlehre ausgehen, sondern
auch lichtvollere Gesetze zur Vergleichung und Messung verinderlicher Grofsen
{iberhaupt mittheilen, als in seiner Theorie der Fluxionen vorhanden sind.
Wenn man im Allgemeinen je zwei der obigen Fluenten zu einem Verhilt-

nisse verbindet, um in den entstehenden Fluxionen das Maals dieser Verhalt-
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- ) Cw 0.11
nisse zu erhalten: so sind schon

= 55 Grundformen *) oder allgemeine
Typen der ersten Fluxionen erfoderlich, blofs um all‘e.lf‘lu,énten‘ in Gestalt
von verinderlichen Grofsen mit best'zindigen_Expovnen'ten‘ der Potenz, in Ver-
hiltnisse zu bringen, und ihre Verhaltnifs-Exponenten zu erhalten, Man mufs
sich hier hiiten, die Grundidee der Fluxionsrechr.l.ung,vnach dem Mechanismus
des Differenzial-Kalkuls zu ermessen, _und_dié Fluxion je zweier der.’obigen
Fluenten mit der Fluxion je zwei anderer fiir eineﬂei zu halten. So lange mén
diese .Grundidee‘ der Fluxionsrechnung ohne Riicksicht auf den Differenzial-Kal-
kul betrachtet, und die Frage, ob beide Rechnungsarten einerlei sind, als ganz
unentschieden ansicht, konnen unméglich Differenziale und Fluxionen einerlei
und gleichz%ihlig seyn. Die letzteren sind verdnderliche Exponenten verinder-
licher Verhiltnisse. So hat sie wenigstens diese maclaurinsche Fluxionen - Theorie
in ihrer ersten Bedeutung dargestellt. Hienach ist also Flux. (x : v) ganz
etwas anders, als Flux. (x:y) und diese wieder etwas anders, als Flux. (x:z),
wenn nicht v, 5, x gleichartig wachsende oder abnehmende Grofsen sind. Hier-
auf griindet sich die obige Anzahl von 55 Fluxionen, die man algebraische nen-
nen konnte. Eben so viele kommen heraus von den Logarithmen, und dop-
pelt so viele, wenn jeder von den obigen Fluenten der Exponent der Potenz
ciner bestindigen oder unbestindigen Grofse ist. Beriicksichtigt man ferner,
dafs jede Art von Fluenten wenigstens in drei trigonometrischen Gestalten, als
Dogen, Sinus und Cosinus (von welchen letztern die iibrigen trigonometrischen
Functionen abhingig sind) erscheinen kann, so lassen sich hier 165 verschie-
dene Exponenten verinderlicher Verhéltnisse aufzihlen. Dazu kommen endlich
noch alle Verhiltnisse zwischen algebraischen und logarithmischen, zwischen
diesen und exponentialen Fluenten u. s. w., so dals ein ohngefihrer Ueberschlag
aller moglichen ersten Fluxionen eine Anzahl von mehr als tausend giebt. Wo
ist aber diese Menge allgemeiner Typen der ersten Vergleichung verschiedener
Fluenten? — — wic hat die sie erzeugende Idee eine so geringe Anzahl ver-
statten konnen? — — und warum mufsten die Fluxionen zu einem ersten,

zweiten, dritten etc. Nange gehoren? — — Allen diesen Fragen weicht die ge-

*) Mag immerhin diese Zahl nur als beilaufig angesehen werden; ihr Zweck ist, denkenden

Lesern Veranlassung zu eigenen Untersuchungen itber diesen Gegenstand zu geben,
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genwirtige Theorie durch folgenden Kunstgriff aus. Es wird von dem Gesetze
der Classification der Fluxionen nach den Bewegungsformen keine Kenntnifs
genommen, sondern anstatt der zweierlei Grdofsen Fluent und Fluxion,
die sich der Aehnlichkeit wegen, wie die verinderliche Grofse selbst und ihr
Differenzial, schon hinreichend gegenseitig bestimmen sollten, noch eine
dritte Art eingefiilhrt , nimlich das positive oder negative Increment, als
Maafs der Fluxion. Die Richtigkeit dieser Sache ist schon durch die obige De-
finition einer Fluxion verbiirgt. Es giebt also in dieser Fluxionen-Theorie
drei Termini, von denen der zweite, die Fluxion, blofs ein vermittelnder,
gleichsam ein Ableiter des Mefsbaren von den Fluenten auf das Increment ist.
Auf diesem Wege kommen die leibnitzischen Incremente und Differenziale in die
maclaurinsche TFluxions-Rechnung, welche sich dabei wenigstens einer eigen-
thiimlichen Redensart bedient: ,,the Fluxion of the magnitude N shall be mea-
,sured by the quantity (Increment or Decrement) Q. Doch ist es merkwiir-

dig, dafs der Ausdruck Fluxion im weitern Verlauf dieser Theorie 8. 579 u. ff.
mit dem Ausdruck Differenzial wieder gleichbedeutend wird; und noch

weit merkwiirdiger, dafs die Differenzial-Formeln hier weder durch synthetische
noch durch analytische Schliisse, sondern der Reihe nach aus einer freien
Einbildungskraft, als blofs hypothetische Sitze hervorgehen und einen
apogogischen Beweis hinter sich haben. Sonderbar genug, dafs bei dicser Ent-
wickelung allgemeiner Ausdriicke, der synthetische Weg und die directen Be-
weise fast ganz vernachlassigt worden sind, jobgleich Axiome und Theoreme

genug dazu vorhanden waren. ‘ .
' §. 10.

Die vier Axiome der maclaurinschen Fluxions-Rechnung lauten:so:

I Wenn zweierlei Bewegungen, eine beschleunigte und eine gleichférmige,
in einerlei Zeit vollendet werden : so ist der erstere durchlaufene Raum
grofser, als der letztere.

II. In einerlei Zeit fiihrt die beschleunigte Bewegung einen Korper durch ei-
nen kleinern Raum, als die durch dieselbe Beschleunigung hervorgebrachte
aleichformige Endgeschwindigkeit (2 B. gt% < t. 2g0).

IIl. Ein mit verzgerter Bewegung zuriickgelegter Weg ist kleiner, als ein
anderer, welcher in derselben Zeit wiirde zuriickgelegt worden seyn, wenn

1A
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'
die Bewegung nicht verzogert sondern vom Anfange gleichformig gewesen
wiire.

IV. Ieder vermittelst einer verzogerten Bewegung beschriehene Raum ist
grofser, als ein anderer, welcher in cben der Zeit mit der am Ende der
Zodgerung noch lbrig bleibenden Geschwindigkeit gleichformig durchlaufen

werden kann.

Abgesehen von der Unbestimmtheit des Ausdrucks im ersten Axiom, wo
einerlei Geschwindigkeit im Anfange der Bewegung eine nothwendige
Bedingung ist, gilt von allen t{iberhaupt die Bemerkung, dafs sie Leine Axiome
im euklidischen Sinne sind. Denn sic erfodern Beweise, und kénnen auch
durch eigcntliche mathematische Grundsiitze bewiecsen werden, z. B. durch den
ganz dllgemeinen: Ungleiches zu Gleichem addirt bringt Ungleiches hervor u.
s. w. Das zweite maclaurinsche Axiom setzt. sogar Iluxions-Rechnung voraus,
um sich einen bestimmten Begriff von Endgeschwindigkeit zu verschaffen.
Also wird hicr die Fluxions-Rechnung durch Fluxions-Rechnung begriindet.
Ein offenbarer Zirkel! Aus dieser Mangelhaftigkeit der Axiome lafst sich leicht
ein Schlufs auf die von ihnen abhingigen Thecoreme machen. Es darf hiebei
nicht unbemerkt bleiben, dafs sie nur die vorliufigen Axiome und Theoreme
sind. Denn im weitern Verfolg dieser Darstellung stofst man hin und wieder
unvermuthet auf Sitze, welche als Erginzungs- Axiome und Erginzungs-Theo-
reme angesehen werden miissen.  Beispiele finden "sich im Kap. 8. S. 199 bei
den Fluxionen krummer Oberflichen, wie auch 8. 597, 598; ferner Kap. 12.
S. 413, wo bei der Vergleichung des Differenzial-Kalkuls und der Fluxions-
Rechnung behauptet wird, die in jenem vernachlissigten unendlich kleinen Glie-
der seien einerlel mit demjenigen, was die Fluxionsmethode bei der Beschleuni-
gung und Zogerung einer Bewegung vernachlissige (also wird eingestanden,
dafs die Fluxions-Rechnung gleichfalls etwas vernachlassigen mufs) doch werfe
man es hier nicht als etwas Unendlich-Kleines weg, sondern weil sich

schliefsen lasse, dals es nicht durch Bewegung erzeugt wor-
den sey.

~

L)

Ausser diesen gelegentlichen Finschiebseln von Hiilfs- Sitzen, trifft man
auch einige nicht wenig befremdende Abinderun gen von-D efinitionen
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an. Zufolge der obigen Erorterung der Beziehung zweier Fluenten auf ihre
Fluxion, und dieser auf das Increment oder Decrement, als ihr Maafls, konnte
bisher unter dem Ausdruck Fluxion nichts anders verstanden werden, als das
verinderliche Verhiltnifs der verinderlichen Gréfsen, welches durch die Diffe-
renz (den in der Zeiteinheit gewonnenen Zuwachs oder die erlittene Vermin-
derung) gemessen werden mufste. Hiemit stimmt sowohl die erste Definition
von einer Fluxion S. 57, als auch die bei allen Propositionen des geometrischen
Theils dieser Schrift tibliche Redensart: ,the Fluxion shall be measured.%
Aber in dem algebraischen Theile, mniit welchem das zweite Buch 8. 575 anhebt,
wird 8. 579 fiir gut befunden, die Fluxion selbst als das Maals des Ver-
hiltnisses anzuschen, in welchem wverinderliche Grofsen zu- oder abnehmen.
Es heifst im §. 701 : ,,By the fluxions of quantities we shall now understand
,,any measures of their respective rates of increase or decrease, while they
,vary (or flow) together. Die Veranlassung zu dieser Abénderung gab die Be-
trachtung, dafs der newtonsche Begriff einer Fluxion, wie er §. §. 10 und 11
aufgenommen worden sey, sich mehr fir geometrische Grofsen, die doch
eigentlich durch Bewegung (z. B. die Korper durch Umdrehung der Curven u.
s. w.) entstanden sind, als fiir abstract betrachtete Grofsen, oder fiir algebrai-
sche allgemeine Zeichen zu schicken scheine. Aus diesem Grunde habe man im
ersten Buch die geometrischen Fluxionen zuerst -aufgefiihrt, und von ihnen
geometrische Beweise gegeben, die doch mehr, als die algebraischen Lechnun-
gen (computations) geniigten. Denn die Evidenz dieser algebraischen Methode
sey in Anspruch genommen worden, und man habe in Betreff der hier gebrauch-
ten Zahlengrofsen, Einwiitfe gemacht, als ob sie vielleicht dienen mochten,
Mingel in den Principien und Demonstrationen dieser Rechnungsart zu bemin-
teln. (Gegen die maclaurinsche geometrische Methode konnte man diese
Klage fiihren.) Indcssen lasse die Dunkelheit in der Algebra sich eben sowohl,
als in der Geometrie verscheuchen. So habe der Gebrauch der negativen Zei-
chen zuweilen den Verdacht veranlafst, als hatten sie keinen haltbaren Grund.
Inzwischen wiren die negativen Zeichen blofs von der Lage der Linien gegen-
einander abhingig. Unter andern sey 1+7"—1 und 1—7» —1 eine cingebil-
dete Grofse; aber ihre Summe — 2. FEs miisse sich demnach im Kalkul oft et-
was ercignen, wo die eingebildeten Grofsen auf_eine Weise comp ensirt wer-
E Q2
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den, die nicht immer so leicht in die Augen falle. (Diese eingebildete Co m-
pensation, bezieht sich auf die vernachlissigten Theile der Differenzen, und
wird auch in der lagrangeschen Theorie der analytischen Functionen vorausge-
setzt.) Die Regeln fiir diese algebraische Fluxions-l’lechnung sollen aus §.
99- S. 126 (wo die Rede von Fluxionen grader Linien und rechtwinkeliger
Parallelogramme ist) abgeleitet werden. Einige algebraische Grofsen wachsen,
oder nehmen so ab, dafs ihre Differenzen gleich, andere aber so, dafs die
letztern ungleich sind. (Das ist ja der reine Differenzial- Kalkul!) Man habe
hier keine Veranlassung, die Grofsen als durch Bewegung entstanden zu be-
trachten, und ihre Geschwindigkeit zu untersuchen, oder gar auf die new-
tonschen ersten und letzten Verhialtnisse Riicksicht zu nehmen. Zwar
Lkonne man sich die Grofsen als Linten vorstellen; aber es scheine doch auch
nicht nothig zu seyn sich solcher Hiilfsmittel zu bedienen, wiewohl die geome-
trische Behandlung der Grolsen vieles fiir sich habe. Denn wenn eine Grofse
A um die Differenz a zu- oder abnehme, so miisse 2.4 die Differenz 2a geben,
also offenbar in einem grofsern Maalse als 4 verindert werden, und zwar in

dem. Verhiltnisse 2 : 1. Ferner wenn m und n bestandig seyn sollen, so miisse

mn . . 13 w . . . .
2“4 um die Differenz —a grofser oder Kleiner werden : folglich in einem
¥ A n .

. . . . . . am
soviel grofsern oder kleinern Maafse, als in dem Verhiltnisse ——ia das erste

Glied grofser oder kleiner ist, als das zweite. Dies scheine sehr leicht begreif-
lich zu seyn, ohne dals man seine Zuflucht zu andern Betrachtungen nehme,
als zu dem Verhidltnisse der Differenzen, um welche die Grofsen wach-
sen oder schwinden (d. h. zu dem Grundbegriff der Differenzial-Rechnung.)
Um also in diesem algebraischen Theile (der maclaurinschen Schrift) die hiufige
Wiederhiolung der Figuren-Formeln (figurative expressions) ‘méglichst zu ver-
meiden, so wolle man sich bemiihen, die oben im §. 11 und §. 15 gegebenen
Definitionen und Axlome mit andern zu vertauschen, die eine weit
allgemeinere Bedeutung hitten, jedoch mit jenen sich sehr gut vertriigen, da
sie durch dieselben am 'besten erliutert werden kénnten, so wie die Lehrsitze

der Algebra gewohnlich durch die Geometrie am besten ins Klare gebracht
wiirden (!1) ——
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So schwankend sind hier die ersten Grundbegriffe, Definitionen und Axiome.
Auch wird es sich bald zeigen, was fiir ein sonderbarer Gebrauch sowoll von
den Bewegungs-als Differenzen-Axiomen in Hinsicht der apogogischen Beweise

gemacht wird,

S. II.

Im Kap. 3, welches von der Quadratur krummliniger Figuren handelt,
heifst die Propos.IV. S.132: wenn die Fluxion der Grundlinie (Abscisse) 4D,
Fig. 1. durch DG vorgestellt Wird so ist das Parallelogramm DE . DG (das
leibnitzische y8x) genmau das Maafs von der Fluxion der Fliche 4DEF.

Der weitschweifige Beweis, bei welchem vorausgesetzt wird, dafs x den
Flichenraumw DE . DG = EG bczeichne, lautet, wenn er etwas lchtvoller

geordnet wird, im Ganzen folgendermafsen:

A. Im Allgemeinen.
Es ist I. = > BDEC, aber auch
x < DGHE: folglich
II. *x = G, und diese Grofse das Maafs von der Fluxion der
Fliche ADET.
B. Besonderer Bewels von I -

1) Die Fliche A4PM nimmt unterdessen, dals der Punct P mach D hin
eine gleichformige Bewegung hat, wegen des Wachsthums ihrer Ordinaten
mit beschleunigter Bewegung zu (d. h. in gleichen Zeiten kommen immer
grofsere und grofsere Incremente zum Vorschein, je linger jede folgende Ordi-
nate wird.)

2.) Denkt man sich die gleichférmige Bewegung wie hervorgebracht
durch die ungleichféormige (d h. wie zu ciner Beschleunigungs -Hoéhe gehé-
rig) : so mufs der beschriebene Iaum x > BDEC seyn; zufolge des zweiten
Axioms.

3.) Denkt man sich wieder neben der gleichféormigen Bewegung von P
eine beschleunigte (d. h. von gleicher Dauer und anfinglicher Geschwindig-
keit): so ist der beschriebene Raum = (als der evstern angehorig) kleiner, wie
DGIIE (als der letztern angehérig), nach Axiom I

4.) Folglich ist das Maals der Fluxion oder x, cimmal grofser als BDEC
und das anderemal kleiner als DGHE.
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C. Besonderer Beweis von IL

Es muls eben darum x == EG seyn. Wo nicht, so nehme man folgende
Gegensitze « und 3 an:

a.) Es sey x > EG und in demselben Verhiltnisse DR > DE, so dafs

1) «: EG = DR : DE ist. Man setze zugleich x=DRLG.

2.) Wenn nun LR die Curve in N schueidet, und DEH: NQ ist: so hat man
GR : QR = DG : DQ. -

3.) Aber da sich nach §. 16. die mit gleich fbrmiger Bewegung beschrie-
benen Riaume (d. h, wenn sie als Linien, Parallelogramme oder Parallelepipeda
gedacht werden diirfen) verhalten, wie die Zeiten, wihrend welcher sie ent-
stehen: so miifste OR, nachdem P in DD angelangt ist, in derselben Zeit be-
schrieben werden, in welcher P die Linie D durchliuft, und zwar so, dafs
OR sich, als Parallelogramm, mit gleichformiger Bewegung bildet.

4.) Dagegen wird unterdessen, dafs P die Linie D@ durchliuft, die Fliche
DENQ mit beschleunigter Bewegung erzeugt. Also ist DENQ > QR, nach
Axiom I .

5.) Es mufs aber auch, wegen x = DRLG und x > EG, in demselben Ver-
hiltnisse, in welchem GR > EG ist, QR > EQ, und eben dan'lm grofser als
DENQ seyn.

6.) Nach 4 und 5 wire nun DENQ > QR und zugleich On > DENQ, wel-
ches einen Widerspruch enthailt.

7) Da also die,Voraussetzung x > EG auf einen Widerspruch fiihrt, so
mufs sie falsch seyn: folglich ist x nicht grofser als EG.

B.) Sollte dagegen x <« EG seyn: so mag auch in demselbep Verhiltnifse
Dr < DE und x: EG=Dr : DE angenommen werden.

1.) Wenn im 3 DrlG =x die verlingerte 7 die Curve in n schneidet und
ng ¥ DE ist, so muls Gr :'qr = DG : Dq seyn.

2.) Hieraus folgt, dals der Raum g¢r vermittelst derjenigen Bewegung, mit
welcher die Fliche wichst, so lange gleichfdrmig erzeugt wird, bis P in D
anlangt, in welcher Zeit P’ die Linie Dg ebenfalls gleichformig beschreibt.

-3.) Aber wihrend P die Linie gD beschrieb, ehe es nach D kam, wurde

der Raum gnED durch eine beschleunigte Bewegung erzeugt.
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4.) Dieser Raum gnED nun mufste, zufolge des zweiten Axioms, kleiner
seyn, als ein anderer, den die Bewegung, mit welcher die Fliche sich verin-
derte (flowed) gegeben haben wiirde, wenn sie gleichférmig fortgedauert hitte,
nachdem P in D angelangt war. )

5.) Es miifste daher mnach 4 der Raum gr > ¢nED seyn, welches unge-
relmt ist. ‘

6. Da nun x weder grofser noch kleiner seyn kann, als das Parallelogramm
EG: so ist dieses das Maafs von der Fluxion der Fliche 4PMF.

Dieser Beweis gehort zu den elegantesten im ganzen ersten Buch der ma-
claurinschen Schrift. Er ist hier in Begleitung seiner Fig. 26. Tab. IV. fast
wortlich, wenigstens ganz treu wiedergegeben, und seine Verflechtung nur des-
wegen durch Abtheilungen und Unterabtheilungen etwas entfaltet worden, um
die Vordersitze, Zwischensitze und Schlufssitze in den Syllogismen von einan-
der zu sondern, und um so leichter .auf den Ort zuriichweisen zu kénnen, wo-

hin die folgenden Anmerkungen besonders zielen.

1. Anmerkung. Der obige Satz ist, wie jeder leicht sehen mufs, eine
blofse hypothetische Voraussetzung, die weder synthetisch noch analy-
tisch mit fritheren schon sicher gestellten Lehrsitzen der Fluxions-Theorie in
unmittelbaren Zusammenhang gebracht werden kann. Daher muls der indirecte
Beweis lediglich von den (wandelbaren) maclaurinschen Axiomen hergeholt wer-
den. Er konnte natlirlich keine andere Gestalt erhalten, als die unter A I. und
II. befindliche. Richtig ist unter B 1.) der Vordersatz, dafls durch ein gleich-
férmiges ‘Wachsthum der Grundlinie 4P, ein beschleunigtes der immer breiter
werdenden Fliche 4PMF hervorgebracht wird. Aber bei den Zwischensitzen
2 und 3 mufs man sogleich fragen, mit welchem Recht sie sich zwischen 1 und
4 eindringen kénnen, In 1 sind zweierlei Bewegungen gleichzeitig, nimlich
eine gleichfﬁrmige des Puncts P, welche eine andere, die beschleunigte
der Flache 4PMF hervorb ringt. Iene verhilt sich daher zu dieser, wie die
Ursache zur Wirkdng. Nun kommt der Zwischensatz ¢. In ihm sind noch
dieselben zweierlei Bewegungen, eine gleichférmige und eine beschleunigte.
Aber plétzlich und ohne irgend einen angeblichen Grund, hat sich das Verhilt-
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nifs beider Bewegungen geindert, schon verhilt sich die beschleunigte zu der
gleichférmigen, wie die Ursache zur Wirkung., Woher dieser plotzliche und
unerklarliche Wechsel? — —  Auf diese Frage Jalst sich nicht antworten, wohl
aber auf folgende: Warum denn dieser plotzliche und unerklirliche Wech-
se1? — — Wenn die gleichformige Bewegung des Puncts P betrachtet wird,
als eine zu irgend einer Fallhdhe oder beschleunigter Bewegung gehorige gleich-
formige Endgeschwindigheit : so muls sie nach Verlauf der Zeit, in welcher P
von B bis D fortriickt, noch cben so lange fortgesetzt, cinen grofsern RKaum
als BDEC beschreiben. Denn fiirs Erste ist ja die nunmebrige gleichformige
Bewegung de’s Puncts P, als eines Erfolges vorhergegangener Beschleunigung,
um so viel grofser gewordenm, und fiirs Andere ist auch das zweite Axiom da,
welchem zufolge jeder mit beschleunigter Bewegung beschriebene Raum BDEC
¥leiner seyn muls, als ein anderer ©, mit der zu dieser Beschleunigung gehori-
gen Endgeschwindigkeit beschriebene.  Daher also x > BDEC. Hierauf tritt
auch der Zwischensatz Num. 3. vor. Im ersten Zwischensatze, stand vom Puncte
B bis D die beschlcunigte Bewegung zur gleichférmigen, in dem Verhiltnisse
der Ursache zur Wirkung. Ucber den Punct D hinaus, zwischen D und G in-
dert sich wieder die Scene. Die gleichformige Bewegung tritt aus der Rolle der
Endgeschwindigkeit heraus, und stellt nur noch eine gemecine von der beschleu-
nigten unabhingige gleichformige Geschwindigkeit vor. Jedoch soll sie in
D der beschleunigten gleich seyn. Unter diesen Bedingungen erzeugt nun, whih-
rend einerlei Zeit, die gleichférmige Bewegung einen Raum o, der kleiner ist,
als der mit beschleunigter Bewegung beschriebene DGHE. Die Wahrheit hievon
verbiirgt das erste Axiom. So Lkommen wir denn, mit Hiilfe dieser beiden
Zwischensitze, zu dem Schlufs-Satze B 4, dafs x > BDEC und x <« DGIIE ist.

e. Anmerkung. Das willkiithrliche Gedankenspiel, welches in dem be-
sondern Beweise von A I herrscht, und mit der cuklidischen Art indirecte Be-
weise zu fiihren kaum etwas Aehnliches hat, findet sich auch in dem besondern
Deweise von A II. wieder. Zugegeben die Voraussetzungen unter « 1 und 2, so
ist doch das Uebrige durchaus nicht strenge folgerecht. Es verhalten sich die
gleich hohen Parallelogramme GR und QR, geometrisch betrachtet, wie ihre
Grundlinien DG und DQ. DBetrachtet man sie phoronomisch, so mufs,
nach a 3, @R gleichférmig beschrichen werden; weil der Punct P sich von

‘
'
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D nach Q eben so bewegt. Dagegen hat das Trapezium DENQ, nach « 4, bei
- derselben gleichformigen Bewegung des Puncts P, ein beschleunigtes Wachs-
thum. Daher wird hier geschlossen, es ist DENQ > QR, und das erste Axiom
zum Zecugen gerufen. Aber dieses unbestimmt und schwankend ausgedriickte
Axiom (vergl. §. 10.) giebt hier offenbar ein falsches Zeugnifs. Die Behauptung
DENQ > QR, ist gecometrisch betrachtet offenbarer Unsinnj; weil der Theil
grofser seyn miifste, als das Ganze., Eben dieser Widerspruch wiirde sich offen-
baren, wenn das erste Axiom den bendthigten Zusatz erhalt, dafls die Geschwin-
digkeiten im Anfange der verschiedenen Bewegungen gleich grofs seyn miissen.
Da diese Bedingung hier nicht Statt findet, sondern die gleichférmige Bewegung
in demselben Maalse grofser ist, als die beschleunigte, in welchem die Hohe
DR die Hohe DE iibertrifft: so kann gar wohl der durch gleichformiges Wachs-
thum erzeugte Raum QR grofser seyn, als der durch beschleunigtes Wachsthum
entstandene DENQ. Wire dies in der maclaurinschen Philosophie beriicksich-

tigt worden, so hitte noch das eben so wichtige als einleuchtende Axiom auf-
genominen werden miissen :

Von zwei Geschwindigkeiten, einer gleichformigen und einer beschieu-
nigten, konnen in gleichen Zeiten gleiche Réume beschrieben werden,
wenn die erstere im Anfange schon verhiltnifsmifsig grofser ist, als die
letztere. Auch kann der vermittelst jener beschriebene Raum grofser seyn,
als der vermittelst dieser beschricbene, wenn der anfingliche Unterschied
der Géschwindigkeiten unverhaltnifsmafsig grofs war. )

Bei der Anwendung dieses Axioms hitte die phoronomische Vergleichung
der beiden Grofsen OR und DEZ\\TQ, mit der geometrischen vollig iibereinstim-
men miifseh, und es wire kein Satz DENQ > (R zum Vorschein gekommen,
der sich hergeben mufste, um einen bendthigten Widerspruch zu erkiinsteln.
Der Beweis fiahrt nun unter a § so fort: es mufs aber, wegen x = DRLG und
r > EG, das Parallelogramm QR in demselben Verhilinisse grofser seyn als
das Parallelogramm EQ, in welchem GR das Rectangel EG iibertrifft. Folglich
ist OR > DENQ. Diese letztere Behauptung ist ganz richtig, aber die vorher-
gehende DENQ > OR grundlos. Daher kann der Schlufs unter « 6 u. 7 durchs
aus nicht Statt finden, und es entsteht aus der Voraussetzung x > EG kein
Widerspruch.

' F
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3. Anmerkung. Der ganze Beweis hinkt nun schon, und kann auch
nicht einmal auf den Fall fir giilig anerkannt werden, dals an den Schlufls-
folgen unter 3 sich nichts auszusetzen finde. Die aufmerksamere ; Prifung be-
gegnet aber auch hier denselben logischen Fehlern, die schon im Vorhergehen-
den geriigt worden sind. Es ist *x < EG und x : EG = Dr : DE angenommen
worden. Auch soll nach 8 1, *x = DrlG seyn, welches x : gr = DG : Dq giebt.
Die gleichformige Bewegung des Puncts P durch ¢, erzeugt das Parallelogramm
gr so, dals es gleichformig wichst, also einen gleichformig beschriebenen
Raum darstellt. Im Gegentheil ist gnED in derselben Zeit, vermittelst einer
beschleunigten Bewegung entstanden. Nun sollte man hier schliefsen, es
miisse nothwendig, wegen des Verhaltnisses der anfinglichen Geschwindigkei-
ten=ng:ng=1:1, qr < gnED seyn. So will es aber die maclaurinsche Lo-
gik nicht; denn diescr ist es hier um einen Widerspruch zu thun, welchen
¢r < ¢qnED nicht geben wiirde. Daher mufls die gemeine gleichférmige
Bewegung fir g¢r, sich unvermerkt in eine gleichformige Endgeschwin-
digkeit des beschleunigten Wachsthums von gnED verwandeln, und gegen die
Natur der Sache dann erst &nfangen, wenn P in D angelangt ist. Ietzt
kann das zweite Axiom den Raum ¢r fiir grofser als gnED erkliren, Das ist
aber, heifst es im Beweise, eine Ungereimtheit; und da diese aus der Voraus-
setzung x < EG entstanden ist, so kann die letztere mur falsch seyn, und es
darf daher x veder kleiner noch grofser als EG angenommen werden, welches
das zu Erweisende war. — — Man sieht aber ganz klar ein, dafs die beiden
Widerspriiche , die auf den entgegengesetzten Voraussetzungen x > EG und
x < EG beruhen sollen, blofs erkiinstelt sind. Wenn daher auch der Be-
weis bis B 4 richlic wire, so wiirde doch nur folgen, dafs x > BDEC und
x < DGIIE sey, und das Maals der Fluxion zwischen zwei Grinzen falle, tibri-
gens nicht schiirfer bestimmt werden kénne. Aber da eben schon gezeigt wor-
den ist, dafs die Zwischensitze B 2 und 3 nichts weiter als leere Gedankenspiele
und logische Inconsequenzen sind: so fallt der ganze Beweis iibern Haufen,
und der Satz, dafs DE . DG das Maals der Fluxion der von einer krummen
Linie begrinzten Fliche '4PMF sey, ist und bleibt cine unerwiesene Hypothese.

4« Anmerkung. Man mag nun einen Beweis im ersten Buch der maclau-
rinschen Schrift durchgehen, welchen man will: {iberall zeigt sich derselbe
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hochst willkithrliche und logisch unerlaubte Gebrauch der vier Bewegungs-
Axiome, welche dienstfertig genug sind, benothigte Widerspriiche zum Behuf
der apogogischen Beweise hervorzubringen, wenn nur der Beweisfiihrer die Ge-
schicklichkeit hat, in Hinsicht der gleichférmigen und ungleichférmigen Bewe-

gung Dreierlei in Acht zu nehmen :

1. beide als gleichzeitig aber von einander unabhiingig zu betrachten, in wel-
chem Tall nach Axiom I ohne Ausnahme die erstere einen Lkleinern, die

letztere einen grofsern Raum giebt;

. die gleichférmige Bewegung anzusehen als ein Erzeugnifs der Beschleuni-
gung, also abhingig von einer vorausgegangenen beschleunigten Bewegung,
wo die erstere nach Axiom IL. ohne Ausnahme einen grofsern Raum als die

letztere in derselben Zeit beschreiben mulfls;

5. diese beiden Bewegungen, bei der verzogerten Erzeugung begrinzter Riume,
wieder in das schickliche Verhiltnifs zu setzen, das heifst, sie entweder als
von einander unabhingig und gleichzeitig oder als von einander abhiingig
und auf einander folgend zu betrachten, wo denn im erstern Fall das

Axiom IIL, im letztern das Axiom IV. den Ausspruch thun kann.

Um diesen willkiihrlichen Wechsel der gegenscitigen Beziehung einer Bewe-
gung auf die andere zu verstecken, war nichts zweckdienlicher, als die groflse
Menge von Hiilfslinien in den Figuren, wie denn hier in der abgezeichneten
a6sten, ausser der Ordinate P nicht weniger, als acht solcher Linien zu ziih-
len sind, wo zu gleichem Behuf die Differenzial-Rechnung nur eine einzige no-
thig hat, und gleichwohl die Richtigkeit ihres Differenzials 48x auf das biin-

digste darthun kann,

§. I2 -

Die _Anwendung der maclaurinschen Differenzen-Axiome zeichnet sich

nicht vortheilhafter aus. Im Buch 2. Kap. 1., wo §. 702 u. ff. von bestindigen

und verdnderlichen Differenzen geredet worden ist, lautet der erste Satz
§. 707 also:

Die Fluxion von A in der ersten Potenz (root A) sey a : so mufs die

Fluxion von A-Quadrat 2.4a seyn,
F2
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Bewedi s
Man setze die aufeinander folgenden Werthe der Wurzel einmal 4 — u,
dann 4, ferner A4 +u: so wird der entsprechende Werth der Quadrate seyn
AA —oAu+uu; AA und AA+ 2Au+ uu. Demnach kann die Fluxion von 44
nicht grofser, als e4u + uu, aber auch nicht kleiner, als oAi— uu seyn; weil

die veranderliche Grofse um 2A4u + uu oder um 2.4u— uu wichst.

Dies vorausgesetzt und eingerdumt, dafs die Fluxion von 4= e sey, so

ist die von 44 = 2.A4a; denn ,

1.) man denke sich die Fluxion grofser, als 24a¢, und im Verhialinisse wie
oA+ o0: 24, folglich jene = 24a + oa; nehme zugleich an, u sey ein Increment
von A, kleiner als die Grofse o: so wiirde die Fluxion von 44 seyn miissen
edu+ou > oAu+ uu; gegen §. 704, welchem zufolge die Fluxion nicht grofser
seyn darf, als eAu+juw. Da nun dieses einen Widerspruch enthilt, so folgt
unter der obigen Voraussetzung Flux. 4=a, dals die Fluxion von 44 nicht
grofser seyn kann, als 24a.

2.) Sollte sie kleiner seyn, als e4a, so mag sie im Verhiltnisse e 4—o0:24
kleiner, also = 24a — oa genommen werden. Hieraus folgt, weil a:u=24a
— oa : 2Au — ou, welches letztere kleiner als 2.4u ~— wu (wegen u < o) ist, dafs
wenn man die Fluxion von 4= u setzt, die Fluxion von 44 < eAu — uu
wird; gegen §. 704. Daher mufs, wenn die Fluxion von 4 =a seyn soll, die
Fluxion von 44 = 2da seyn.

Es mag zugegeben werden, dafs im §. 704 erwiesen worden sey, die Fluxion
von A4 dirfe nicht auf der einen Seite das Maals eA4u + uu und auf der an-
dern oAu — uu iiberschreiten. Denn wenn man in der hier angenommenen
Reihe (A4 —u)? + (A)* + (A+ u)* jedes vorhergehende Glied vom mnachfol-
genden abzieht: so kommen die ersten Differenzen s 4u — uu und 24u + uu
zum Vorschein, mit welchen die ersten Fluxionen (Differenziale) mehrentheils
einerlei sind. Aber dessen ungeachtet fillt die Nichtigkeit des Beweises in die
Augen, sobald auf das hier ganz vernachlissigte Verhiltnifs Riicksicht genom:
men, wird, in welchem @ mit u stehen’ kann, Es sind folgende drei Fille
gedenkbar:



I. o= u also auch ¢ < o.
1. Die Fluxion von 44 darf nicht grofser, als 2.4u 4 uu, folglich nicht
Flux, A4 =24u+ou > 2Au 4 uu d. i
2Au+ou > eda 4 aa seyn.
a. Im Gegentheil darf sie nicht kleiner, als 24u — uu und eben darum nicht
Flux. A4 = 2Au— ou < 2 Au — uu d. i
2A4u — ou < 24a — aa werden.
Hieraus folgt nichts weniger, als Flux, 44 = 24a, sondern man kommt
zu der Voraussetzung zuriick, dafs eda + aa und 2.4a — aa die Granzen sind,

zwischen welchen sie liegen mulfs.

II. a < u, folglich um so mehr ¢ < o.
1. Flux. 44 ==2Au+ oa > 24u + uu giebt hier durch Verwechselung des
@ mit u den Ausdruck 24u + uu > 24a+ aa nach welchem cda + aa selbst
die Fluxion von A4 seyn kann, indem es mit der Voraussetzung iibereinstimmt.
2. Anstatt Flux, A4 = 2A4u — ou < 24u — uu lilst sich hier Folgendes

schliefsen :

24 —~ u < 24 — a
> a

u

wo nun o4y — uu = oAa — aa Statt finden wird, sobald man
ed—u): (24 —a) = a : u annimmt. Es wird also der Satz unter 1 nicht
umgestofsen, weil hier Satz ¢ micht gegen die Voraussetzung streitet.
L. a > u. N
1. Flux. 44 = 2Au + ou > 2A4u + uu giebt auch
oda + aa > o2 Au + uu
Aber es kann hieraus blofs der Schluls gezogen werden, dafs a micht grofser
als u seyn miisse, wenn kein Widerspruch mit der Voraussetzung Statt finden
soll. Dagegen folgt
2. aus Flux. 44 = o4u — ou < 24u — uu nicht nothwendig
eda — qga < aAdu — uu; weil
24 — g < 24 — u

a > u !

eda — aa = oMy — uu

geben kann, wenn (24 —a) : (ed —u) ==u: @ ist.
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Auf diesem Wege lafst sich also durchaus nicht erweisen, dafs Flux.
AA=24a, sondern hochstens, dals @ mnicht grofser als u seyn miisse, um
Flux. £4 innerbalb der Grinzen eAa + aa und 24a— aa zu behalten. Nun
konnen aber zwischen diese Grinzen unzihlig viele Glieder eingeschaltet werden,
und es ist gar keine Nothwendigkeit vorhanden, dals 24a das einzige seyn
miisse. Noch weniger leuchtet es cin, dals aus den vorhergehenden Gegensitzen
der Schlufs gezogen werden konne, es mitsse Flux. 44 == 2.4a seyn, weil Flux.
A=a ist. Denn dazu wiirde der Satz erfodert werden, dafs

A : 2odAd — Tlux. 4 : Flux. 44
sey. "~ Dieser lifst sich aber aus der maclaurinschen Argumentation auf keine
Weise herleiten. Hiemit fallt nun der ganze obige Beweis weg, und die gegen-
wartige Fluxionstheorie mufs entweder einen bessern aufstellen, oder den uner-
wicsenen Satz aufgeben.
$. 13.

So ungeniigend jede unbefangene Kritik die vorhergehenden maclaurinschen
Beweise finden mufls, wenn sie gehorig zergliedert werden, eben so unbefrie-
digend sind auch alle iibrigen, sie mogen sich auf die Bewegungs- oder Diffe-
renzen-Axiome griinden. Sehr selten findet sich einmal eine eigentlich analyti-
sche Entwickelung einer Fluxion, wie unter andern im §. 708, wo jedoch
§. 707. zum Grunde liegt. - Die allermeisten Beweise stehen, wie ihre Sitze, von
einander unabhingig da, und sind oft, wegen ihrer iibel gerathenen apogogi-
schen Form, sehr diirftig. Ein solcher kommt bei der wichtigen Lehre von den
Fluxionen der Logarithmen im §. 7I9 vor, zu welchem der vorhergechende Ab-
satz. 718 eine sehr leere Vorbereitung ist. Auch aus vielen andern Stellen z. B.
im §. 721, 722, 733, 734, 735, 736 wird man sich vollkommen iiberzcugcn,
dafs der Verfasser durch seine eben so wenig synthetische als analytische son-
dern blofs hypothetische Mecthode, keinen Differenzial- und Integral- Kalkul be-
griindet oder nur einmal verstindlich gemacht haben wiirde, wenn nicht schon
ein vollendeter Kalkul dieser Art vorhanden gewesen wire. Denn abgesehen
von dem zweiten Buch dieser maclaurinschen Schrift, welches eine blofse Nach-
ahmung der Differenzial-Rechnung ist, giebt die hier aufgestellte Grundidee der
Fluxionsrechnung nicht einmal ein Mittel an die Hand, verinderliche Grofsen

auf die Weise mit einander zu vergleichen, dafls stehende (nicht mehr unbestin-
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dige) Verhiltnisse zum Vorschein kommen. Es ist namlich die Meinung, dals
alle verinderlichen Verhilinisse sich. auf ein Verhédltnifs 1 : 1 zuriickbringen,
oder durch dieses messen lassen. Eine Verstellung, welche hier von der new-
tonschen Methode der ersten und letzten Verhiltnisse entlehnt und S. 420 ff.
weitliuftig genung auseinander gesetzt worden ist. 'Was sich dagegen einwen-
den lifst, 'wird im nichsten Abschnitt folgen. Der gegenwirtige darf, beim
Riickblick auf die vorhergehenden Untersuchungen, mit der Bemerkung schlies-
sen, dafs diese so vielfiltiz geriihmte maclaurinsche Schrift ein milslungener
Versuch ist, den Differenzial-Kalkul besser zu begrinden, als es der Erfinder
selbst gleich anfangs gethan hat.

Dritter Abschnitt

Priifung der newtonschen Methode der ersten und letzten Verhialtnisse
(Methodus rationum primarum et ultimarum) als angebliche Grundlage der

Fluxions-Rechnung.
_ S 14 !

Die Methode der ersten und letzten Verhiltnisse, weleche der Verfasser der
mathematischen Principien der Naturphilosophie, im ersten Buch dieser berithm-
ten Schrift, als die vermeinte Grundlage der Fluxions-Rechnung aufbewahrt hat,
steht mit dem Vorhergehenden in einer zu nahen Verbindung, und ist wenig-
stens in mathematisch geschichtlicher Hinsicht zu wichtig, als dafs sie hier mit
Stillschweigen iibergangen werden konnte. Der ganze Abschnitt, in welchem
diese newtonsche Methode auseinander gesetzt wird, enthilt eilf Lehnsitze
(Lemmata) und einige Zusitze. An der Spitze steht folgende Hypothese:

,»Grofsen und Grolsen-Verhaltnisse, welche wihrend irgend ciner endlichen

Zeit das beharrliche Bestreben dussern, einander gleich zu werden, und vor

Ablauf der Zeit ihrer Gleichheit bereits niher gekommen sind, als dafls

noch ein gegebener Unterschied Statt findet, miissen zuletzt ganz gleich

: 1 verhalten).
Der Beweis ist sebr kurz und lautet :
,Wo nicht, so mégen sie zuletzt einander ungleich werden, und den Un-

seyn (d. h. sich wie 1 :

terschied D geben; dann wiirden sie sich aber der Gleichheit nur bis auf
den Unterschied D nihern konnen, welches gegen die Voraussetzung streitet.*
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Doch ungeachtet der Riirze und scheinbaren Biindigkeit dieses Deweises,
fehlt ihm alle Giiltigheit; weil hier Voraussetzung und zu erweisender Satz
Eins ist. Es gehOrt eben Leine grofse syllogistische Fertigkeit dazu, dies letz-
tere sogleich zu entdecken; denn man fasse den Satz nur kiirzer, welches er
leidet, weil der Zusatz ,,und vor Ablauf der Zeit etc.“ wegfallen oder in eine
Parenthese éingeschlossen werden kann. In dieser Gestalt lautet er nun also:

,sununterbrochen gleich werdende Gréfsen, miissen nach Verlauf einer end-

lichen Zeit wirklich gleich geworden seyn.*

Kurzer Beweis : ,,Wo nicht, so mogen sie zuletzt nicht gleich geworden seyn.
Dann wire aber der Satz falsch.“ In der That, es kann keine andere Schlufs-
folge zum Vorschein kommen, und es ist entweder das Lemma unrichtig, oder
sein gefiihrter Beweis nicht mathematisch. Hitte der beriihmte Verfasser diesen
Abschnitt in seinen Principien gegen alle Einwlirfe sicher stellen wollen: so
mulste die Allgemeingiiltigkeit seines ersten Lehnsatzes, von welchem alle nach-
folgenden abhlfir;;gig sind, bis zur hochsten Evidenz erwiesen werden. Dies
hitte geschehen miifsen durch eine vollstindige Darlegung der Unmoglich-
keit, dafs annihernde Grofsen am Ende der ihnen zugemessenen Zeit noch von
einander verschieden seyn konnen. Aber eine solche Darlegung fiir alle nur ge-
denkbaren Fille, ‘war selbst etwas Unmogliches. Denn wie will z, B, die Gleich-
Leit im letzten Augenblick auch da Statt finden, wo die Anniherung langsamer
vor sich geht, als der Flufs der zugemessenen Zeit, oder umgekehrt? — —
Nur folgende Gegensilze liessen sich nicht abliugnen:

1.) Es ist moglich, dafs zwei sich einander bestﬁnfiig nihernde Gréfsen, am

Ende irgend einer Zeit ganz gleich werden konnen; aber

2.) es ist auch méglich, dafls die Zeit frither abliuft, als jene Gleichheit ein-

treten kann.

Oder um dem obigen Lemma nicht alle Haltbarkeit zu nehmen, hitte die Be-
dingung vorausgeschickt werden miissen, dals der Augenblick der eintretenden
Gleichheit das Ende der zu bestimmenden Zeit seyn solle. Angenommen, dals
diese Deutung den in dem Satze liegenden Sinn treffe, und Niemand einwenden
konne, er miisse nun eigentlich heissen: ,bestindig annihernde Grofsen bediir-
fen einer gewissen Zeit, um vollig gleich zu werden,* so hat zwar das Lemma
in so fern gewonnen, aber sein Beweis bleibt ungeniigend. Ueberdem
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3.) ist es moglich, dals Grofsen, die sich eine endliche Zeit hindurch nidhern
und fiir einen Augenblick gleich- werden, iiber diesen hinaus wieder in den
Zustand der Ungleichheit zuriicktreten,

Es giebt unzihlige Falle, wo dieser Wechsel nothwendig ist, sobald ver-
schiedene Grofsen in verschiedenem Maalse wachsen oder abnehmen.
Wenn z. B. in folgenden Reihen, wo x = 3y, und jedes Paar untereinander
stehender Glieder gleichzeitig seyn mag,'

x, x+4, xt3, x+1, x+4%, x+ 4§, x+e....
y,yt i, yt3, vtz y+d, vy oy

die Grofse x =2 gesetzt wird, so sind beide eine Zeit lang sich nihernden
Grofsen in der fiinften Zeiteinheit gleich;-aber in den darauf folgenden Zeitthei-
len gehen sie wieder in den Zustand einer immer mehr zunehmenden Ungleich-
heit iiber. Dies findet Statt, man mag die Reihen als steigend oder fallend be-
trachten. Es wiirde daher dem newtonschen Lemma keinen Vortheil ‘gewihren,
es blols auf solche Grofsen einzuschriinken, die bestindig kleiner werden, also
ein Paar fallende Reihen bilden. Eben so wenig kann es ihm zutriglich seyn, .
dem dort gebrauchten Ausdruck ,,constanter (tendunt)* die Dedeutung unauf-
horlich beizulegen; denn eine Anniherung, welche ohne Aufhoren fortdauern
soll, kann niemals den Zustand der Gleichheit, oder des Verhiltnisses 1 : 1 er-
reichen. Es ist also gewils der Meinung des beriihmten Verfassers gemals, den
obigen Lchnsatz blofs auf endliche Zeitabschnitte zu bezichen. Wer
sich daher bei mathematischen Betrachtungen nicht gar zu sehr an geometrische
Figuren und ihre Schranken bindet, der wird eben so wenig behaupten, dals
alle eine Zeit lang sich nihernden verinderlichen Grofsen irgend einmal wirk-
lich gleich werden miissen, als dals sie zuletzt auch in diesem Zustande be-
harren, und sich eben deshalb messen lassen. Wie viele ncben einander laufende
Reihen lassen sich machen, die niemals zwei gleich grofse Glicder verstatten ;
ja wie viele Fialle kommen bei der verinderlichen Bewegung der I{éx‘per vor,
wo zwar eine anfingliche Anniherung der Geschwindigkeiten Statt findet, aber
ein Zustand der Gleichheit auch mnicht einmal fiir einen einzigen Augenblick
mbglich ist. Eine Allgemeingiiltigkeit dieses nmewtonschen Satzes lafst sich also
gar nicht erweisen. Eben so wenig giebt er ein Mittel an die Hand, tiberall
verinderliche Grofsen zu messen; weil das Verhaltnifs 1 : 1, wenn es auch zu-
. ‘G
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weilen fiir einzelne Augenblicke erscheint, doch schlechterdings micht als ein
Purchschnitts-Verhialtnifs (einer mittlern Proportional - Grofse dhnlich)
angesehen werden darf, welches die Stelle aller iibrigen vor und nach ihm vor-

handenen Verhaltnisse der verinderlichen Grofse vertreten kdnnte.

Der zweite newtonsche Lehnsatz heifst ; ,,Stehen auf 4E Fig. ., der Abscisse
einer Curve, mehrere Parallelogramme von gleichen Grundlinien 4B, BC, CD.....
jedoch ungleichen Hohen Bb, Ccy Dd..... und werden von den kleinern Paralle-
logrammen alibl, bLcin, ¢Mdn..... erginzt: so hat unter der Bedingung, dafs
man ins Unendliche die Breite der erstern vermindert und ihre Anzahl vermehrt,
der cingeschlossene Raum AKbDLcMdD, so wie der umschliefsende ZalbmendoE
in Vergleichung mit der Figur AabcdE, das Verhiltnifs 1 : 1.4

Beweis : ,,Denn die Differenz der eingeschlossenen und einschliefsenden
gradelinigen Figur, ist die Summe der Parallelogramme Kl, L, Mn, Do, folg-
lich einerlei mit dem DParallelogramm 4Bla (weil nimlich jede Grundlinie DE
— dM = ¢L. = bIi = AB und dic Summé aller Hohen Dd + ¢cM+ bL + aK = Aa
ist.) Da nun die Breite 4B unaufhérlich vermindert wird : so mufs sie kleiner,
als irgepd eine gegebenc werden. Daher ist, zufolge des ersten Satzes, die
Gleicbheit der’ eingeschlossencn mit der einschliefsenden gradelinigen und der

krummlinigen Figur zuletzt unausbleiblich.*

Da der erste Satz micht strenge erwiesen worden ist, aber dem gegenwirti-
gen zur Stiitze dienen soll : so kann der Beweis dieses letztern keinesweges fiir
vollgiiltig angesehen werden. Ueberdem ist hier der zweideutige Ausdruck ,,un-
endlich* gebraucht worden, welcher das Lemma selbst schwankend macht. 1In-
dessen wenn man auch hievon wegsieht, so erfiillt es seine Besti’mmung doch
nicht. Man sieht leicht ein, dafls sein ganzer Zuschnitt auf eine geometrische
Raumerschopfung berechnet ist, vermittelst welcher zwischen drei Figuren ein

Verhiltnifs 1 :1 erlangt werden soll. Dazu wird cine unendliche Menge unend-
lich kleiner Theile der Grundlinie #E erfodert. Nun denke man sich 4/B= — — o,
und eben dadurch das. Perpendikel Bb = 4a geworden : so hat zwar der Unter-
schied der drei eingebildeten Figuren A4BbH, ABba und 4Bla aufgehdrt. Wenn
aber ein folgendes Parallelogramm dieser Art entstehen, und sich unmittelbar an

das vorhergehende anschliefsen soll: so mufs es mit diesem die Seite Bl = Aa
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gemein haben, deren Endpunct ! an oder auf dem Puncte a in der Curve liegt;
weil sonst weder das innere Parallelogramm dem aussern, noch auch' der von
beiden gedeckte Theil der krummlinigen Figur jedem von ihnen gleich seyn
koénnte. Daraus folgt nothwendig, dafls die Hohe des zweiten unendlich kleinen
Parallelogramms auch = B! seyn mufs. Nun kommt, wegen Bl = Ff, der Punct
f ebenfalls in die Curve zu liegen : also mufs das dritte unendlich Kkleine
Parallelogramm grade so hoch seyn, wie die beiden vorhergehenden. Um eben
der Griinde willen ist man genothigt, dem unendlich vielsten unendlich kleinen
Parallelogramm noch dieselbe Hohe 4a =171 zu geben. Dadurch werden dann
unendlich viele gleich hohe Parallelogramme aneinander gehiuft. Soll nun die
unendliche Menge ihrer Grundlinien die Grofse AE =g erschopfen : so ist die
Summe aller auf diesem Wege geometrischer Construction erhaltenen Parallelo-
grammchen, einem Parallelogramm gh, nicht aber der krummlinigen Figur
A bedE gleich. Es geht hieraus hervor dafs diese Raumerschopfung sich blofs
fiir Parallelogramme schicke, wo sie inzwischen gar nicht néthig ist. Der zwei-
deutige Begriff des Unendlichen, der es allenfalls gut heilst, dals es mit dem
Verhiltnisse 1 : 1 zwischen den dreierlei Figuren, die hier in Betrachtung kom-
men, so genau nicht genommen werde, verstattet allerdings noch die
Ausflucht, dafls jedes nach dem ersten folgende unendlich kleine Parallelogramm
um einen unendlich kleinen Theil niedriger gedacht wird, als das vorhergchende.
Das wiirde aber unendlich kleine Spriinge oder Liicken im Zusammenhange der
erschopfenden Raumtheile geben. Denn man lasse z. B. Cm unmittelbar an Bb
heranriicken : so bleibt zwischen den Puncten b und ¢ eine Liicke BbcC auszu-
filllen. Soll sie giinzl‘lch verschwinden, so mufls der Punct ¢ mit b zusammene-
fallen, welches dem Vorhergehenden zufolge mnicht zum Ziel fithrt. Sie kann
also nicht ginzlich verschwinden; weil sonst die Abstufung der erschopfen-
den Theile wegfillt. Nun aber sind unvermeidlich so viele Liicken da, dafs
ihre Anzahl der Anzahl aller Abstufungen gleich, das heifst unendlich grofs
ist. Folglich mufs die Summe der Liicken, der Summe aller ohne Continuitit
oder vereinzelt liegenden Erschopfungstheile durchaus gleich seyn: und nun ist
grade soviel Mangel, als raumerfilllender Vorrath verhanden. Das heist aber,
die krummlinige Figur ist nicht erschopft, und man darf eben daher niclit
den Schlufs machen: es verhalte sich die Summe der unendlich viclen in Gedan-
G2
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ken gcbi]deten Parallelogramme zur Flache der krumm!inigen Figur, wie Eins
zu Eins. Weit angemessener wiirde es gewesen seyn, die letztere in Trapezien
zu zerlegen, hierauf aus der Natur der begrinzenden Curve zu bestimmen, was
fiir e¢ine Reihe diese immer grofser werdenden Theile bilden, wund endlich die
Rcihe selbst zu summiren.

Das dritte Lemma ist ein blofser Zusatz zu dem vorigen, und es wird von
demselben Tadel getroffen. Das vierte behauptet die Gleichheit zweier krumm-
liniger Figuren unter der. Bedingung, dafls in beide zwei gleiche unendliche
Reihen unendlich kleiner Parallelogramme beschriechen werden kénnen. Aber
wodurch soll man sich von der Gleichheit solcher Reihen iiberzcugen? Etwa
durch die Gleichheit der Grundlinien und grofsten Hohen? Wenn auch die letz-
tern gleich sind, so konnen doch die kleinern Hohen sehr verschieden seyn.
Was fiir ¢inen Ueberzeugungsgrund von der Einerleiheit solcher Reihen giebt es
noch, ausser der Einerleiheit der Gleichungen fiir die begrinzenden Curven?
Aber sind diesc Gleichungen, wie die Paramcter, Ordinaten-Winkel und Abscis-
sen dieselben : so wird schon an sich niemand an der Congruenz der Figuren
zweifeln. Dagegen lafst sich fiir keinen andern Fall, mit Beiseitesetzung des
mechanischen Messens, aus blofsen Vernunftgriinden iiber die Frage entschei-
den, ob die Reihe der Ordinaten, oder unendlich lkleinen Parallelogramme in
zwei Figuren, deren Gleichungen noch nicht bckannt sind, dieselbe seyn maoge.
Denn in zwei verschiedenen Curven, wo die eine die andere durchschneidet,
konnen ein Paar Abscissen mit ihren zugehorigen Ordinaten gleich seyn; aber
dessen ungeachtet findet Leine Gleichheit der Ordinaten - Reihen Statt. Auf alle
diese Fragen hat das vierte Lemma keine Riicksicht genommen : daher ist es
sehr unfruchtbar. '

Die néchstfolgenden fiinf Lehnsiitze gehéren in die Geometrie, und sind zu
Principien einer allgemeinen Rechnung mit verinderlichen Grofsen gar nicht
geeignet. Eben das gilt ven dem zehnten und eilften chnma, von denen jenes
auf die reine Bewegungs-Lehre, dieses auf die Kr{imn;ung der Curven Bezug
hat. Am Ende des Abschnitts folgen noch einige nihere Bestimmungen iiber
die Bedeutung der’letzten Verhiltnisse, die von einigen spiteren mathematischen
Schriftstellern fast bis zum Ueberflusse wiederholt worden sind. Man soll die

letzten Verhilinisse nicht in demjenigen Zustande nehmen, wenn abnehmende

.
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Grofsen schon verschwunden sind, sondern in dem unmittelbar vorhergehenden.
So sey das letzte Verhilinifs zweier Geschwindigheiten dasjenige, mit welchem

AN
sie an dem Ort ihres Verschwindens anlangen. Aber es entsteht wieder die

Frage, welches ist dieses Verhiltnifs? — — wic lafst es sich auffangen und
messen? — — oder aus welchen gegebenen Bedingungen verinderlicher Gros-
sen lifst es sich logisch richtig ableiten? — — Gesetzt es wire moglich, das

Verhaltnifs des vorletzten Augenblicks unter der Menge aller voriibereilenden
ganz verschiedenen Verhéltnisse zu fassen und fest zu halten : so lafst sich aus
dem vorliegenden Abschnitte der mathematischen Principien der Naturwissen-
schaft doch Leinesweges ecinsehen, wie hievon die Mecfshunde verinderlicher
Grofsen iiberhaupt abhinge, oder worin eigentlich die Causalitit zwischen dem

Verhilltnisse 1 : 1 und allen vorhandenen Fluxions-Formeln liege.

§. 15. '

Um die Moglichkeit noch niher zu untersuchen, ob das Verhiltnifs 1:1
bei allen verinderlichen Grofsen ohne Ausnahme Statt finden, und als allge-

meines Verhaltnifs-DMaals gebraucht werden konne, miissen wir uns iiber
die engen Grinzen geometrischer Figuren erheben, und die verinderlichen Gros-
sen unter einer allgemeinen Form betrachten. Was eine veriinderliche Grofse
nur immer seyn moge, ein geometrisch begrinzter Raum, eine bewegende Kraft,
eine Geschwindigkeit, ein Widerstand, eine Beschleunigung, einé Zogerung u.
s. w., sie lilst sich jederzeit als eine Reihe, =z B. als eine arithmetische Reihe
vom ersten , zweiten, dritten oder nten Range darstellen. So bilden alle Fli-
chenriume gradeliniger geometrischer Figuren arithmetische Reihen vom ersten,
die kubischen Riume der Pyramide, des Kegels, der Halbkugel, solche Reihen
vom zweiten, wiederum die Fallhohen und zugehédrigen Geschwindigkeiten bei
der gleiChféfmigen Beschleunigung im freien Mittel, ahnliche Reihen vom ersten
Bgnge.‘ Daher kann man die Natur verinderlicher Grofsen, in Hinsicht ihrer
Verhiltnisse und ihrer Mefsbarkeit bestimmen, wenn man irgend einige ihnen
entsprechende Reihen untersucht. So oft diese mit einander verglichen, zwischen
einem Paar gleichzeitiger oder einerlei Zahl des Index zugehi}ﬁger Glieder das
Verhaltnifs 1: 1 verstatten : so oft ist die Moglichkeit vorhanden, dafs die durch

jene bezeichneten Grofsen fiir irgend einen Augenblick gleich werden Lkonnen.
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Wo im Gegentheil das Verhdltnils zweier gleichzeitiger Glieder micht = 1 : 3
werden kann, da mufs auch alle Gleichheit verinderlicher Grofsen ginzlich weg-
fallen. Is wird sich nun zeigen, dafs unter den unzihligen Fillen, in welchen
verinderliche Grofsen zu vergleichen sind, ausserst wenige vorkomumen, wo man

zu dem Verhiltnisse 1:1 gelangen kLann,

1.) Denkt man sich ein Paar verinderliche Grofsen so beschaffen, dafs die
eine am Anfange einer endlichen Zeit n (des Index der Glieder) = x, die andere
dagegen am Ende derselben Zeit ==, und das Gesetz ihrer Verinderung mit
der Yorm einer arithmetischen Reihe vom ersten Range einerlei ist: so kann
unter den kleinstmoglichen mefsharen Zeittheilen (wie sie die Grofse zu ihren
momentanen Verinderungen erfodert) deren Summe = n ist, ciner — p angege-
ben werden, in welchem beide Grofsen sich wie 1 : 1 verhalten. Denn es sey
das Increment der einen wie das Decrement der andern = d: so hat man die
zunchmende im ersten Augenblick =x— (n—1) d, die abnclmende = 2, und
nach p Zeiteinheiten ist jene = x — (n—1) d + (p —1)d; diese hingegen

=x — (p—1)d. Beide Ausdriicke zu eciner Gleichung verbunden, gehen
n+1

p=— Wire z. B, n==71, so kime p =36, das heilst, nach 35 verflos-

senen Zeiteinheiten werden beide Grofsen fiir einen Augenblich gleich. Man

sieht aber, dals n eine ungerade Zahl seyn mufs, wenn p eine ganze Zahl blei-
ben soll. Daher findet, bei der Vergleichhng dieser Art veranderlicher Grofsen,
das Verhiltnifs 1 : 1 keinesweges unbedingt Statt; vielmehr lassen sich nach
Maalsgabe der graden und ungraden Zahlen, eben so viele Falle nachweisen, in
denen es ausbleibt, als in denen es eintritt. Ueberdem lafst sich keinesweges
beweisen, dals die Zwischenverhiltnisse, welche nicht 1: 1 sind, durch das
einzige 1 :1 mitgemessen werden; denn man Lann doch unmoglich
xixtd—nd=x—d:xted—nd=x—eod:ixt+tsd—nd=x-——3q: x + 4d
— nd =1 :1 annchmen. Das Verhiltnifs 1: 1 giebt daher schlechterdings nicht
cinen Maafsstab an die Hand, vermittelst dessen alle wihrend der ganzen Dauer
der Veranderung voriibergehenden Verhiltnisse gemessen werden Lkonnten. Es
ist eben darum vollig unfruchtbar, ja es fillt bei verinderlichen Grofsen dieser
Art ganz weg, wenn n = o gesetzt wird; weil nun das Grade und Ungrade
nicht mehr Statt findet, und p gleichfalls unendlich grofs werden mufs,
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0.) Werden zwei Grofsen x und 4 mit einander verglichen, von denen die
eine sich nach der Form einer arithmetischen Reihe vom ersten Range, die an-
dere dagegen wie eine geometrische Reihe verindert: so geben die jedesmal
gleichzeitig vorhandenen Werthe von beiden dort den Ausdruek x + (n—1)d,
hier yq"—* oder yq'—». Angenommen, dafs hier in irgend einem Augenblick

x IE —_— qu—x I dnseyn
y y

das Verhiltnifs 1: 1 Statt finden kénne: so miifste

Das giebt die Gleichung

x; “=1—logn g+ (logn g +") + =" (1ogn 2 + L2 (togn 93*
(n—1)* N
+1—'."2‘:‘;"_(10 £ 17) L

aus welcher sich n bestimmen lassen wiirde, wenn hier die umgekehrte Methode
der Reihen angewandt werden konnte. Dies geht aber darum nicht an, well,
wenn man der vorhergehenden Function von n die Form 4 + Bn+Cn?+Dns +.....
geben wollte, das erste Glied £ in dieser letztern selbst eine unendliche Reihe
werden wiirde, nimlich 4 = 1—1log ¢+ (log ¢)* — % (log )% + 5% (log ¢)* — +....
nachdem die in der ersten TFunction vorhandenen Binomien potenzirt, und die
nicht mit n behafteten Glieder = £ gesetzt worden sind. Hier ist also die Mog-
lichkeit, ob jemals ein Verhiltnifs 1:1 Statt finden konne, ganz unerweislich.
Zu eben dieser Ueberzeugung gelangt man durch die willkithrliche Annahme der
zweiten Gleichung x + (n—1) d'=yg*—" Wie ist es nun anzufangen, mulfs
gefragt werden, fiir die Fluxions-Rechnung in diesem und ihnlichen Fallen,
welche sie doch nicht umgehen kann, das Verhiitnifs 1 : 1, und fir die Ver-
gleichung der verinderlichen xz und y eine Fluxions-Formel zu erhalten? — —
Man darf mit der grofsten Sicherheit behaupten: es ist rein unméglich.

3.) Nur in demjenigen Fall ist das Verhiltnifs ‘1 :1 fiir irgend einen Augen-
blick vorhanden, wenn beide verinderliche Grofsen x und y sich zugleich nach
dem Gesetze einer geometrischen Reihe verindern. Denn xg"—* == yp"~* giebt

log px — log gy

n =

lIog p — log q
Hier weils man also, dafs fiir ejnen einzigen Augenblick die beiden veriander-
lichen x und y gleich werden. Aber in welchem Verhaltnils ihre iibrigen ver-
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ginglichen Werthe, die gleichzeitig vorhanden sind, stehen magen; das Titos
sich aus dem Verhiltnisse 1: 1 durchaus nicht folgern.

" 4.) Eben das gilt von zwel verinderlichen Grofsen = wund y, deren gleich-
zeitige Glieder einerseits eine arithmetische Reithe vom ersten, andererseits vom
zweiten Range bilden. Es sey d das Increment von x, und fiir y das zweite
Glied = v/, das dritte = 5" : so lilst sich irgend ein Zeitpunct n annehmen,
in welchem ,

o+ (n—1)d =1 [(y +¥" —2y) n*+ (65 — 5y — 55" n + Gy + 29" — 6y']
seyn mufs, wenn anders )
Sy —sy—sy —ad r[rGrte oy —y' = d)

' 2 (y+y' —cy) — yty —ay

+ 8y — 5y — 3y —i>2}

ey tey —4y

nicht ¢ine unmogliche Grofse wird,

n =

Auf diesem Wege lassen sich alle Arten verdnderlicher Grofsen im Allge-
meinen mit einander vergleichen, und Untersuchungen anstelien, cb man da-
durch zu einem Verhiltnisse 1: 1 gelangen kann oder nicht. ‘' Aus dem Wenigen,
was hier in dieser Hinsicht geschehen ist, lilst sich schon die Wahrheit fol-
gender zwei Siitze klar genug cinsehen :

1. Einigen Fillen, wo das Verhéltnifs 1 : 1 Statt finden kann, stehen unzihlig
viele gegeniiber, in welchen es entweder gradezu unmdglich, oder doch
a]gebra‘isch unerweislich 1ist.

II. Das Verhaltnifs 1 : 1 ist schlechterdings nicht ein stellvertretendes aller
besondern Verhiltnisse der gleichnamigen Glieder in zwel verschiedenen
Reihen (Fluenten).

Wenden wir diese Sitze zuniichst auf die maclaurinschen oder newtonschen
Fluenten an, sofern sie nach Maafsgabe der verschiedenartigen Bewegungen ein-
getheilt werden miissen : so folgt

«) die Nothwendigkeit, dafs man von jenen Fluenten je zwei combinato-
risch mit einander verbinde, um zu wissen, ob die Vergleichung ein Verhiltnils
1 : 1 giebt oder nicht. Denn da jeder von den Fluenten im §. g. als eine beson-
dere Reihe vom ersten, zweiten, oder dritten etc. Range, und diese Wieder ent-

weder als steigend oder fallend betrachtet werden mufs: so ist die Combina-
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tion zu Binionen unerlalslich, wenn man nicht aufs Ungewisse Fluxionen und
Formen derselben hypothetisch annehmen will, wie es freilich in der ma-
claurinschen Theorie iiberall geschehen ist.

B) Es folgt, wenn anders die Fluxions-Theorie ihre rithselhafte I1dee von
der Melsbarkeit verinderlicher Verhiltnisse durch das Verhdltnifs 1:1 gegon alle
Einwiirfe rechtfertigen kann, dafs fiir je zwei Fluenten oder Reihen das Verhalt-
nifs 1:1 die Fluxion seyn miisse. Wenigstens muls dies da zugegeben wer-
den, wo die Fluxion selbst das Maafs eines verinderlichen Verhéhniss/es ist,
wie im ganzen zweiten Buch der maclaurinschen Fluxions-Theorie. Hienach
wiirde, mit Riicksicht anf Num. 1., die Fluxion der beiden Fluenten x und

x — (m—1)d oder x und 4, nach gehorigem Umtausch des Increments d mit
n+1 .

folgender Gestalt erscheinen :

% und y, so wie des p mit , in
o
. 1 ~
x x — % (Fn—1)x
Flux, = = l(’ — = 1:1,
¥ y — =z (n—1)y

oder nach der Bezeichnungsart des Differenzial- Kalkuls
8(9(;) T =3 (_zn—-—-l)ax‘
¥y — y———;-(n—-l) oy

Was fiir ein Unterschied geht hieraus hervor zwischen den auf die:rithsel-

hafte Fiahigkeit des Verhiltnisses 1 : 1 gegriindeten Fluxions-Formeln, und den
aus einer ganz andern Quelle entspringenden Differenzial-Formeln! Sie sind
freilich in beiden Rechnungsmethoden gleichlautend geworden; aber.es fragt
sich : wie war das moglich, da sich hier gar kein Vercinigungs-Punct ausfindig
machen lafst ? — — — ‘

v) Es folgt weiter, dafs in der Fluxions-Theorie alle Fluxions-Formeln
wegfallen miissen, wo die Vergleichung zweier Fluenten, als “weier verschie-
denen Reihen, kein Verhiltnifs 1 : 1 verstattet, wic dies der Fall bei (xr + x)* und
(y+5)*ist, wenn beide Fluenten x* und 4" ganz von einander verschieden
sind.  Solchemnach kénnte es auch keine Fluxions-Formel fiir die beiden Flu-
enten © und ¥ unter Num. o. geben, deren ersterer eine arithmetische Reihe
vom ersten Range, der andere aber eine geometrische Reihe bildet, also nach
Maafsgabe der Diiferenzial-]{ec]mung (Abth. 2. Abschn. 1.) in der Gestalt o’ u,

dgl. erscheinen muls. Aber anstatt in dem Register der Fluxions-Rechnung zu
finden :

H



58

»The Fluxion — is wanting*
a

schreibt sie grade so wie die Differenzial-Rechnung .

x~N _ ax%x-—xdy logna
Flux. (7) =

a’

Woher nimmt sie denn diese Fluxion, welche ihr durch den Ausfall des
Verhiltnisses 1 :1 hier ganz untersagt ist ? Hat sie noch eine andere unbekannte
Quelle, oder steht sie in diesem Fall mit sich selbst im Widerspruch? — — —

d) Es folgt ferner, dals die Fluxions-Rechnung keine Fluxion fiir eine
vereinzelte Function, wie x, x?, xy u. dgl. geben konnte; weil hier das Ver-
haltnifs 1 : 1 fehlt. Denn um es zu erhalten, muls cine solche vereinzelte Func-
tion mit einer andern Grofse in Beziehung gesetzt werden. Will sie hier ihre
vereinzelten Functionen mit sich selbst in ein Verhiltnifs bringen, z. B. x? : x2,
so ist, wenn es ihr iiberhaupt nur auf das Verhiltnifs 1 : 1 ankémmt, Flux. x2:
Flux. x* eine miifsige Spiclerei, da sie ihr 1 : 1 schon in dem =2 : x? hat
Hienach wiirden alle Fluxionen vereinzelter Fluenten ganz unniitze algorithmi-
sche Formen seyn. Auf welche Art lifst es sich nun rechtfertigen, dals die
Fluxions-Rechnung, wie die Differenzial-Rechnung ihre axx, xy +yx¥ u. s. w.
hat ? — — —

) Es folgt liberdies, dafs die Fluxions- Reclinung so wenig einen einleuch-
tenden Grund, als einen wesentlichen Nutzen von der Anwendung der Fluxio-
nen zu arithmetischen Proportionen und algebraischen Gleichungen nachweisen
kann. Denn fiirs Erste sind die Fluxionen unter der Form 1 :1 keine Stell-
vertreter der Verhiltnisse aller iibrigen Glieder in arithmetischen oder geome-
trischen Reihen (d. h. Fluenten): folglich werden die verinderlichen Grofsen
durch ihre Fluxionen blofs fiir einen einzigen Augenblick in eine gewisse Rela-
tion gebracht, aus welcher sich aber auf die Relation der verinderlichen Gros-
sen fiir die andern Zeittheile (Index-Zahlen) mit keiner logischen Bestimmtheit
schliefsen lafst. Flirs Zweite, es folgt {iberhaupt gar nichts aus den Fluxio-
nen unter der Form 1 : 1 was auf die algorithmische Verinderung der ver-
anderlichen Grofsen einen gewissen Einflufs hitte. Denn man mache, wie
sich dies mit Differenzialen thun lifst, entweder Fluxions-Proportionen z, B.

o : Flux. (o\c:y) ==z % Flux, (xy) d. i v:(1:1) =z % (L:1), oder Fluxions-



59 -

Gleichungen, z. B. ¥ Flux. () =Flux.(z) d. i. y (1 :1) = (1 : 1), so wird keine
analytische Kunst vermodgend seyn, irgend einen Ausdruck zu Stande zu brin-
gen, welcher einen klaren Begriff geben konnte, einerseits von der algorithmi-
schen Niitzlichkeit der Fluxionen in dieser Gestalt, und andererseits von der
Nothwendigkeit einer Rechnungs-Operation, welche der Integration adhnlich ist.
Es bleibt also, aus diesem Gesichts-Puncte betrachtet, zwischen der
Fluxions- Rechnung und dem Differenzial-Kalkul eine so grofse Kluft, dafls es
nicht zu begreifen ist, wie beide Mecthoden jemals haben zu einerlei Mecha-
nismus der Operation gelangen kénnen. Zwar ist es dem Differenzial-
Kalkul nicht fremde, seine momentanen Incremente dx, 0Oy, 0z etc. als unbe-
stimmte Einheiten zu betrachten; aber in den mehresten Fallen sind diese
nur ein combinatorischer Theil des ganzen Differenzials, in Hinsicht dessen es
" hier nie verstattet ist, dafs es unter der Form 1 : 1 erscheine.

2) Es folgt endlich aus diesen Betrachtungen tiber verinderliche Grofsen und
das Verhilinifs 1:1 nothwendig zweierlei: entweder Erstlich, der beriihmte
Verfasser der mathemat. Princip. der Naturwissenschaft hat blofs dieser
Schrift, in welcher von der Fluxions -Rechnung kein Gebrauch gemacht wor-
den ist, den ersten Abschnitt im ersten Buch zum Grunde gelegt, und die Me-
thode der ersten und letzten Verhiltnisse steht mit der Fluxions-Rechnung
ausser aller Verbindung; oder fiirs Zweite , wenn der berithmte Mann selbst

irgendwo bestimmt erklirt hat, dafs seine Fluxions-Formeln von dem (unfrucht-
baren) Verhaltnisse 1 : 1 abstammen : so ist diese Abstammung, vielleicht aus

unbekannten Griinden, blofs vorgespiegelt.

. Vierter Abschmnitt

Priafung der Theorie der Granzverhiltnisse als Grundlage
der Differenzial-Rechnung

. 5. 16.

Mit der Methode der ersten und letzten Verhiltnisse ist die Theorie der
Grinzen sebr nahe verwand:t. Wie dort geht man auch hier darauf aus, verin-
derliche Verhiltnisse zu messen, welches ganz recht ist; weil grade das die
Hauptaufgabe der Differenzial- Rechnung ausmacht. Aber beide weichen von dem

H2
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eigentlichen Grundbegriffe der Diﬁerenzial-ﬁeohnung ab. Indessen ist die Theo-
rie der Griinzverhalinisse mit vielem Beifall gekront, und von dem grofsten
Theile deutscher, fritherhin auch franzgsischer Mathematiker, als ein geniigender
Erklirungsgrund der leibnitzischen Differenzen-Methode angesehen worden.
Man hat sich auch dieser letztern in so fern genihert, als die verinderlichen
Grofsen in der Gestalt einer Reihe vorgestellt worden sind, aber diese Reihe
selbst nicht aus dem rechten Gesichtspuncte betrachtet; weil sie nur gedient hat,
das sogenannte Differenzial-Verhdltnifls zu bestimmen, auf welches doch
in der That nicht so viel ankommt, als auf die Differenziale an sich, indem
diese oft ausser aller Verhéltnifs-Verbindung gebraucht werden miissen. Uebri-
gens wird man sich in dieser Theorie vergebens umsehen nach einer geniigenden
Antwort auf die Frage, weshalb denn eigentlich das Differenzial- Verhiltnifs
ein so grofses Bedirfnils fiir den Kalkul sey. Auch die Definition eines Grinz.-
verhaltnisses gicbt dariiber keinen Aufschluls. Es heilst: ,die Grinze einer
verinderlichen Grofse kann entweder Null oder Unendlich seyn. Die Grinze
eines Verhidltnisses zweier verinderlicher Grofsen ist dasjenige (Verhiltnifs),
welchem sich ihr verinderliches Verhiltnifs immer mehr nihert, je grofser sie
genommen werden, oder in einem andern Fall, je kleiner sie sind.« *¥) An eine
solche Definition, weclche zugleich den Begriff der wesentlichen Beschaffenheit
und des algorithmischen Zwecks in sich vereinigen sollte, scheint hier nicht
gedacht worden zu seyn. Soviel ist wohl zu vermuthen, dals das Grinzverhalt-
nifs ein stellvertretendes seyn soll. Aber anstatt die Moglichkeit nachzu-
weisen, wie die ganze Reihe verschiedener Verhiltnisse zwischen zwei verin-
derlichen Grofsen, in einem einzigen aufgefalst, und aus diesem ein Durch-
schnitts - Verhiltnils oder etwas Aehnliches gemacht werden kénne, begniigt man
sich mit erlauternden Beispielen, um, wie es scheint, dieser wichtigen Frage
durch einen Aufwand von Worten iiber einzelne besondere Fille auszuwei-

chen. Denn wenn z. B. ay — bx = ¢ gesetzt, % als unaufhérlich wachsend an-

. . b c ' .
genommen, in der Gleichung % =—+ — das letzte Glied als unendlich

klein weggeworfen und nun die Versicherung gegeben wird, es sey b : « das
Granz-Verhiltnifs beider verinderlichen Grofsen : so entsteht matiirlich die Frage,

*) ’Ver,gl. Klagels mathem. Worterbuch. Art. Granze,
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welchen Vortheil es denn gewihre, vorausgesetzt, dafs b:a ==4: 2 nicht ein
Irrthum sey. Der ist es aber, wenn nicht unterdessen dafs o unaufhéilich gros-

. .t . b .
ser wird, ¥y in demselben Maafse wichst; weil sonst — =0 folgen wiirde,

welches doch nicht gesucht wird. Wie oft man auch dieses auf die eigentlichen

Lehrsitze der Grinzen-Theorie vorbereitende Beispiel von einer andern Seite
: T b
betrachten mag, es fiihrt immer auf einerlei Resultat, namlich y = = @ das

heifst 0. a=® .b oder a =25, "
§. 17.

Um bei der nihern Beleuchtung dieser Theorie der Grinzen eine gewisse
Ordnung zu beobachten, wiirde es néthig seyn, ihre Erklirungen oder Defini-
tionen vorangehen und hierauf die Lehrsitze folgen zu lassen. Aber jene sind
ohne diese nicht verstindlich : daher mufls die Untersuchung in umgekehrter
Ordnung vor sich gehen.

"1) Ein Lehrsatz. ,,Wenn in der Gleichung x+a =1y das x unendlich

abnimmt, so ist alsdann e die Griinze, welche man fiir 4 gcbrauclien kann.* *)

Soll nach Verlauf irgend einer endlichen Zeit ¢ die Grofse x zernichtet, und
alsdenn o4 @ =4y seyn: so mufs y unterdessen einen Theil = x verloren ha-
ben. Lilst sich nun allgemein erweisen, dafs hiemit die Verinderung von y
ihre Endschaft erreicht habe: so kann a fur ¥ in Rechnung genommen, oder
dies letztere als eine bestindige Grofse behandelt werden. Wenn aber die Ver-
inderung von vy, z. B. als abnehmende Geschwindigkeit, Schwere, bewegende
Kraft u. dgl. betrachtet, iliber den Zeitpunct ¢ noch fortdauert: so wird a > ¥,
und kann in keinem einzigen der nachfolgenden Zeittheile mehr als Stellvertre-
ter von g gebraucht werden. Nun lassen sich aber unzihlige Fille geben, wo
die Verinderung der einen veriinderlichen Grofse mit der Vernichtung der andern
nicht aufhért. Es is¢ also der obige Satz fiir den héhern Kalkul ganz un-
fruchtbar.

2) Eine Aufgabe, »Es scy x eine Grofse, die unendlich wichst, und
man nehme y=a+ bx: die Grinze zu finden,. welcher smh ¥ unendhch ni-
hert.«

*) Vergl. Fischer’s Grundrils der gesammten reinen hohern Mathematxk. Leipz. 1807.
Bd 2, S 177 u, ff [
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Auflésun g. »pMan dividire @ 4+ bx durch bx, so kommt —-——by = 4+ -2

Wenn nun x ohne Ende wichst, so ist 1 die Grinze, welcher sich by ohne
x
Ende nahert.*

Diese Schlulsfolge ist nur fir eine endliche Zeit = ¢ wahr, mnach deren
Verlauf {x =¥ geworden ist. Ueber diese hinaus wird 'LZ— <1, und entfernt
X

sich von letzterem, anstatt sich ihm zu nihern. Will man dies vermeiden, so

mufs das Wachsthum von % dem von ¥ unaufhérlich voreilen, damit nie-
mals y < Dx werde. Nun aber kann ——&C— die Grinze 1 niemals erreichen: folg-
lich auch diese niemals im Kalkul fiir jene verinderliche Grolse gebraucht werden.

3) Ein zweiter Lehrsatz.
yWenn y = ax® + bx*—i+ cxh—i=k+ dxh—i=k—=l,. ... .., ¥ > x und h der grofste
Exponent ist : so kann in dem Ausdruck

y b P d ‘
w2 _.(Z+-—xT-’ ;‘—_‘;_T F{m......,
der erste Theil -;yh— sich dem Werthe @ unendlich niilhern, wenn x unendlich

wachst und alles Uebrige constant bleibt.*

Soll hier die letzte Bedingung auch fiir  gelten, so mufs in irgend einem
Augenblick ¥ = y geworden seyn, und weiterhin immer grofser werden. Lben
darum lifst sich dann durch Umtausch der obige Ausdruck in

1 b c d
—:)_,-71_—_1-=a+y‘ + yk+i + yr—l-k—l-l."'.

verwandeln, wo der erste Theil der Gleichung, als eigentlicher Bruch, offenbar
schon kleiner wie @ > 1 ist, mdgen die nach diesem folgenden Glieder anch

seyn was sie wollen. Dies ist nun keine Anniherung, sondern eine Entfernung

der Grofse _xo_:; von a, welche desto grofser wird, je mehr sich x dem Unend-
lichen nihert. Will man aber auch y wachsen lassen, so mufs es schlechterdings
wie x unendlich grofser werden. Das giebt denn die ganz unniitze Gleichung
w=aw”’, in welcher @ und h = 1 seyn miissen. .

4) Der Haupt-Lehrsatz. ,Essey y=%", s0ist 8y = §(x +8x)" = x" — x»
n(n—1) n(n—i)(n-—2)

__xn-zaxzv
1.2 + 1.2.3

+ nx"—ox + x¥"—30x5 + ...... Nun lasse

“
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man ox unendlich kleiner werden, so nihert stch das Differenzial - Verhaltnifs

o Oy
f_y der Grofse nx"—* unendlich, Wird aber 0x &= o0, so hat man = nxm=—1  also
ox ' , x

das Differenzial - Verhaltnifs 0y :8x==nx"—":1, und das Differenzial 8y ==nx"—19x.%

Abgesehen davon, dafs die Theorie der Grinz-Verhiltnisse keinen Grund an-
glebt warum sie nun den ersten Zustand y =" von dem zvvelten v+ Cy
-(x+ ox)* zuvor abziehen miisse, um ein Grinz- Verhiltnifs finden zu konnen,
da doch an diesen Abzug in den vorhergehenden Lehrsitzen micht gedacht wor-
den ist: so begeht sie gleichwohl bei dem Gebrauch ihres Factors Ox Fehler,
welche theils die Gesetze des Kalkuls verletzen, theils Widerspriiche in diesen
letztern bringen. Denn f{iirs Erste, wenn 0x = o gesetzt und 0Oy als unverin-

. . o :
derlich -angesehen wird, so entsteht der Ausdruck —OZ = o = nx"', welcher

dem Differenzial - Kalkul durchaus fremde ist. Flirs Zweite, verbindet sie den
Factor 8x = o mit nx*—!, so wird dy =nx*—'0x = o, und sie erhilt hieraus
wieder 2 = nx"—* == o, welches ebenfalls' ein Ausdruck ist, den die Differenzial-

Rechnung nicht verstattet. Um diese beiden, in gleichem Grade unniitzen Aus-

driicke zuw entfernen, miifste die Theorie der Grinz- Verhiltnisse unwiderleglich
0

beweisen, dafs einerseits Y niche w, und andererseits > o sey. Beides hat sie
o

nicht gethan, und kann es auch nicht thun: daher ist ihr Haupt-Lehrsatz eben
\
so nichtig, als ihr durch denselben mit gar grofser Gemdchlichkeit entwickeltes

Differenzial.
9. 18

In Hinsicht der Erklirungen, Anmerkungen u. s: W. aus der Lehre von
den Grinz-Verhiltnissen wird es geniigen, blofs einige der vorziiglichsten her-
zusetzen, so wie sie unter andern in. Geo. Sim. Kliigel’s mathematischem
Worterbuch unter der Ueberschrift Differenziale vorkommen. B

1. Eine Erklirung (a. a. 0. 8S.809). ,Differenziale sind die Glieder des
Verhiltnisses der Verinderungen zusammengehoriger Grofsen, sofern dieses Ver-
Laltnifs nicht von der Quantitit der Verinderungen, sondern blofs von den ver-
anderlichen Grofsen abhingt.

Diese Erklirung wird noch folgendermalsen erldutert : ,,Nimlich wenn zwi-

schen zwei Grofsen x, ¥ irgend eine Relation festgesetzt ist, und diese Grofsen

) -~
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sich um Ax und Ay veraindern, so bleibt die Relation zwischen x4 Ax und
y + Oy dieselbe, wie zwischen x und ¥, und das Verhalmifs Ax: Ay hingt
theils von dieser Relation, theils von der wiilkiihrlich zu bestimmenden Quan-
titit der Verinderungen ab. Betrachtet man das Verhiltnifs der Verinderungen
von & und 4 blofs in Riicksicht auf die Bestimmung durch die Relation zwi-
schen diesen Grofsen, so ist es ein Differenzial - Verhiltnifs, und die Glieder des-
selben heifsen Differenziale. Um diese etwas unverstindliche Erliuterung sich
mehr zu verstindigen, sind noch folgende Zusitze nothig. Die Theorie der
Granz - Verltaltnisse will 1

«. man solle sich die durch ihre Incremente verinderten Grofsen x und ¥,
noch in dem ersten Ver_haltmbse x:y, also x:y=x+ Ax : ¥ + Ay geden-
ken. Da aber gesagt wird, die Quantitit der Veranderungen oder Incremente
lasse sich willkiihrlich bestimmen : so wiirde die obige Foderung widersin-
nig seyn, wenn nicht fortwihrend Ay = Ax genommen werden sollte, in
welchem Fall man jederzeit xy + yAx = xy + yAx also eine richtige Glei-
chung erhilt. Allein das endliche Ay = Ax lasse sich im Kalkul nicht
geblauchcn daher miisse man

B. das Verhdlinifs ¥+ Ax :y + Ly in Gedanken dem Verhaitnisse x+ o:y+o
gleich setzen, jedoch fiir o und o die Zeichen (Symbole) 8x und 8y beibe-
halten. Dadurch werde das Verhiltnifs x + 8x : 4 -+ 8y nicht von der Grolse
der 6x und 8y, sondern blofs von dem Stamimverhiltnisse x:y abhingig,
und in dieser Gestalt verdiene es den Namen eines Differenzial- Verhalt-
nisses. :

v Werden dann die ersten Zustinde der Grofsen von den zweiten abgezogen,
so behalte man das eigentliche Differenzial-Verhiltnils &x:8y
iibrig, dessen Glieder Differenziale genannt werden.

$. Zwar seyen diese Glieder an sich Nullen oder Nichts; aber man miisse
sich doch auch ein Etwas unter ihnen vmstellen um die Relation x:y
daran festhalten zu konnen. Freilich lasse sich nicht abliugnen, es sey
unstatthaft , sich die beiden Nullen so vorzustellen, als wenn das eine
mehr Null wire, wie das andere (a. a. O. 8. g13.); indessen gebe es doch
(5. 814.) zwischen Etwas und Nichts noch etwas Drittes, nimlich den Be-
griff verhaltnilsmifsiger Grofsen.
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e. Um also darin keinen Widerspruch zu finden, dafs die Differenziale zugleich
Nichts und doch noch Etwas seyn sollen, miisse man bei ihnen von aller
Grofse (Quantitit) wegdenken, und blofs das Verhidltnifs im Sinne
behalten. — — Vielleicht so, Wwie jemanden, welcher alles baare Vermo-
gen verloren hat, doch noch das Verhiltnifs des Thalers zum Groschen in
der Erinnerung bleibt.

Man mag iiber diese Art zu philosophiren, welcher sich die Theorie der
Griinz - Verhiltnisse bedient, auch noch so glimpflich urtheilen; dafls in ihr viel
Widersinniges liegt, lafst sich mit aller Miihe nicht abliugnen. Wenn z. B. die
Differenziale Nullen sind, so ist ihr Verhiltnifs ein Verhiltnifs von Nichts zu
Nichts. Man soll aber, zufolge der obigen Erklirung, anstatt dieses letztern
ein blofs eingebildetes Verhiltnils unterschieben, welches nicht von
‘der Quantitit der Verinderungen (Incremente oder Decremente) sondern blo[s

von den verinderlichen Grofsen selbst abhangt.  Die gebrauchten Nullen
ox
oy
das Verhiltnils x : y nicht vergessen miisse. Nun wird jeder Unbefangene fra-

gen : wozu denn ein so unniitzer Aufwand von Spitzfindigkeiten, um es dahin

= 2, dicnen also nur als ein Merkzeichen oder Nota-bene, dafs man hier

zu bringen, dals ein Paar Nullen hier nicht als Nullen, sondern als Rechen-
pfennige mit der Bedeutung x und y angeschen werden mdgen? Warum lifst
man, wenn alles nur auf das Verhiltnifs x:y ankommt, nicht den Firlefanz
der stellvertretenden Nullen ganz weg, und nimmt die verinderlichen Grofsen
selbst als Verhiltnifs-Glieder in Rechnung? — — Diese und éhnliche Fra-
gen hitten in der Theorie der Griinz-Verhiltnisse zur Sprache kommen miissen,
um theils mancherlei nicht ganz versteckte Widerspriiche, theils leere Spitzfindig-
. keiten in ihren Erklirungen zu vermeiden. Man sieht indessen sehr wohl, dafs
dieser Theorie der Begriff eines Differenzials viel zu schaffen mache. Sie ge-
steht das ein (8. g15) berubigt sich aber dadurch (8. §16) ,dafs auch Leibnitz,
so sehr er Philosoph war, doch nicht mit dem Begriff von Differenzialen ganz
aufs Reine gellommen zu seyn scheine. Wenigstens bediene er sich solcher Aus-
driicke, die Erklirungen und Finschrinkungen bediirfen. Dabei wird eines
Aufsatzes von Leibnitz in den Actis Erud. Lips. Octobr. 1684 gedacht, in wel-
chem er sich sehr unverstandlich iiber den Begiiff eines Diflerenzials und

o 1



6o ——— ‘

momentanen Increments oder Decrements geiussert haben soll. Es ist hier der
Ort noch nicht, den urspriingliclien Begriff eines Differenzials genauer zu be-
stimmen. Doch mufs bemerkt werden, dafs die eben angefiihrte Stelle eine von
denen ist, in welchen die Dedeutung eines Differenzials so klar und fafslick
vor Augen liegt, dafls sie nicht verkannt werden kann,. wenn man sich nur
nicht durch vorgefafste Meinungen das Verstindnifs derselben erschweret. Uebri-
cens ist es die Theorie der Griinz-Verhilinisse nicht allein, welche Leibnitzen
beschuldigt, dafs er nicht so recht gewulst habe, was ein Differenzial sey.
Dioch Beschuldigungen diescr Art miissen von selbst wegfallen; weil cin Diffe-
renzial - Kalkul ohne den ihm voraufgehenden klaren Begriff eines Differenzials
nicht gedenkbar ist. _

2) Zusiatze zu der Lehre von den Grinz-Verhiltnissen.

«) ,,Die Symbole éx, 0y miissen durchaus nicht als Grolsen betrachter

werden, so klein man sich diese auch vorstellen méchte. Denn dadurch

Oy 9y

setzt man eine Niherungs-Gleichung powe = p oder T nx”®—'  anstatt der

n(1n—1)
1.2

noch die Potenzen von 0Ox enthdlt.* (a. a. O. S. g13).

genauen und vellstindigen By = nx™10x + x*—2909x* + ...... welche

B) ,,Die Differenziale darf man nicht als Null betrachten, weil sie dadurch
aufhoren Differenzen zu seym, und weil es auch nicht begreiflich ist,
wie eine Null sich mit einer andern Null vergleichen lasse.“ (Ebendaselbst.)

Das ist doch ein offenbarer Widerspruch, wie sehr die Theorie der Grinzen
sich auch bemiihen mag, ihn weg zu verntinfieln. Sie giebt nimlich den Rath,

[ e)
‘T - Y .
éi: so anzusehen, als bedeute es den characteristischen Theil p oder nx"—1 des

Quotienten %% . Dann heilst es weiter: ,Sollen ¢y und 8x nicht blofse Buch-
stabenzeichen zur Bezeichnung des Ursprungs der Function p seyn, so sind es
keine Verianderungen der Grolsen x und y, sondern zwei zusammengehorige
Griofsen (!) die mit jenen in eine gewisse Verbindung gebracht werden, wie
die Coordinaten der Tangente einer Curve mit den Coordinaten der krummen
Linie selbst. Die Quantitit dieser nebenher (!}) eingefiihrten Grofsen bleibt
willkubhrlich; nur ibr Verhaltnifls ist durch die Function p bestimmt.—
Geht hieraus wohl etwas anderes hervor, als dafs jedes Differenzial ein Null
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mit Quantitit sey ? — und was lafst sich dabei denken ? —~-— Wenn iibrigens
die Differenziale nur nebenher eingefiihrte Grofsen sind, so kann man ihrer
wohl eigentlich entbehren; und warum wirft man diese Nebenliufer nicht ganz
aus dem Kalkul weg ? — — Sehr unrichtig ist es, zu behaupten, dafs die Quan-
titit eines Differenzials (im eigentlichen Verstande) willkiihrlich sey, und
(8. 813) der Ausdruck Differenizial nicht im Singular, sondern blofs im
Plural gebraucht werden miisse; weil das erstere eine Quantitit auf versteckte
Art in sich schliefse, und man doch jenen Ausdruck nur in sofern dulden kon-
ne, als er ein Verhiltnifsglied bedeute. Denn jedes Differenzial mufs angesehen
werden als eine Differenz, welches die Theorie der Grinz-Verhaltnisse nicht nur
einriumt, sondern sogarv von selbst darauf dringt. Nun ist aber fiirs Erste jede
einzelne Differenz schen einc Differenz, ohne dafs noch eine zweite nothig
wire, die gleichsam ihre Kundschaft (testimonium literarum) vorstellen oder ihr
sicheres Geleit geben miilste. Furs Zweite kann eben darum, weil sie eine Dif-
ferenz ist, ihre Grofse nicht willkiihrlich seyn, sondern sie hingt nothwendig
ab von der Art und dem Grade der Verinderung ihrer verinderlichen Grofse, — —
Nun wird ferner behauptet :

v »Es 1st erlaubt, sich die Differenziale als unendlich kleine Unteg-
schiede vorzustellen, und mufs sogar geschehen, da wo man sich cine
stetige Folge verinderlicher Grofsen (etwa Glieder in einer Reihe? — —) ge-
denkt.¢ (a. a. 0. S. g15.)

) ,Differenziale sind die blofs unter sich vergleichbaren Unterschiede der un-
mittelbar auf einander folgenden Glieder einer stetigen Reihe.

Wenn stetige Reihe nichts weiter heissen .soll, als eine arithmetische oder
geometrische Reihe, in welcher keine Glieder zwischen dem ersten und letzten
fehlen, und der Zusatz ,,blofs unter sich vergleichbar“ aus & wegbleibt : so ist
dies eine sehr geniigende Definition eines leibnitzischen Differenzials, Der Zu-
satz ist unstatthaft, weil man jedes Differenzial nicht nur mit einem andern,
sondern auch mit einer bestindigen Grolse vergleichen kann, sobald das Ver-
haltnifs zweier Differenziale einem Verhiltnisse zweier bestindigen Grofsen gleich
gesetzt werden darf. Das ist unter andern der Fall bei der Quadratur derjenigen

. b . .
Linie deren Gleichung —y=y ist, wo man also die Proportion a:5 = dx; By

oder a : 8x = b : Oy erhilt.
| ]
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§. 19.

Die Bestimmtheit und Klarheit, welche man fast durchgingig bei den Lehr-
sitzen und Erklirungen in der Theorie der Grinzen vermifst, fehlt anch man-
chen ihrer wichtigsten Begriffe. Hieher gehoren vorziiglich zwei, namlich der
Begriff der unendlichen Anniherung zweier Verhiltnisse, und der
Begriff der hohern Differenziale. -

1.) Was den erstern betrifft, so erhellet aus der angefiilirten Erklirung ei-
nes Differenzial-Verhiltnisses §. 18, 1. a bis ¢, und aus dem Haupt-Lehrsatze
§. 17. Num. 4, dafs das Verhiltnifs der Differenziale ¢x : 8y sich dem Verhalt-
nisse beider veranderlichen Grofsen x :y, oder auch dem Verhaltnisse des soge-
nannten Differenzial-Quotienten zu Eins, nimlich p:1 oder nx*—r: 1, unend-
lich nihere. 8oll hier unter dem Ausdruck einer unendlichen Anniherung ver-
standen werden : ,je linger die Veranderung dauert, desto mebr stimmt x:y
mit ¢x: 8y liberein®“ ? — — oder: ,durch dic Rechnungs-Operation des hohern
Kalkuls wird das Verhaltnifs 0x : &y dem Verhilinisse x : 4 so nahe gebracht, dals
sich kein namhafter Unterschied mehr angeben lifst“? — — Die erstere Bedeu-
tung wiirde nur nach Verlauf einer unendlichen Zeit, also niemals verstatten,
das Verhiltnils 6x : 8y = x: v zu setzen. Daher leidet blofs die letztere eine An-
wendung. Es giebt nun zwar einige Falle, wo nicht nur eine Anniherung,
sondern auch sogar eine vollige Gleichheit zwischen &x: 8y und x:4 Statt fin-
det, wie unter andern bei der graden Linie und Cykloide, wo durchaus x:y
= 6x : 0y bleibt. Aber ist diec Griinzen-Theorie im Stande, in allen moglichen
Fallen, eine wo nicht vollig doch beinahe erreichte Gleichheit zu erwelsen; oder
ist sie nur eine willkiihrliche Veraussetzung? — — Ohne Zweifel dies letztere.
Dann ab_er' verwickelt sich jene Theorie in einen Widerspruch, denn siec nimmt,
wo nicht immer, doch sehr oft ihre Differenziale ox und 0oy fiir bestindig an.
Dagegen sind x und y verinderlich, und kénnen kein anderes, als ein verian-
derliches Verhiltnifs geben. Wie ist es nun mdglich, vermittelst zweier
bestindigen Verhiltnifs-Glieder ein verinderliches Verhiltifs dx: 8y dar-
zustellen? Es enthilt also, mnach den eigenen Begriffen der Grinzen-Theorie
einen Widerspruch, 0x: 8y =% :y zu sectzen, wenn nicht wenigstens Eins von
den Verhalinifsgliedern dx und dy durchaus verinderlich bleibt. Aber eben darum
rechnet man denn mit dem verinderlichen Differenzial - Verhilinisse grade so, wie
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mit einem bestindigen Verhiltnisse. Das ist fiirs Erste an sich unmoglich, weil
man sonst nie einen héhern Kalkul nothig gehabt habén wiirde. Fiirs Zweite,
wenn die Theorie der Grinzen den Satz: ,es konne mit einem verdnderlichen
Verhiltnisse x : g grade so gerechnet werden, wie mit einem bestindigen a: b,
sobald man die Verhiltnifs-Glieder in jenem gegen andere vertauscht, welche
das Verhaltnifs » : 4 nicht genau, sondern um etwas Weniges falsch ausdriicken,’
stillschweigend voraussetzt : so trennt sie sich dadurch auf immer mnicht nur
von dem Differenzial-Kalkul, sondern auch von der Fluxionsrechnung; weil
es einen der Grundbegriffe beider Methoden ausmacht, dafls kein verinderliches
Verhiltnifs im Kalkul so gebraucht werden konne, wie ein bestindiges. Hier
hat also die Grinzen-Theorie noch vieles aufzukliren und zu berichtigen, blols
um die Widerspriiche zu beseitigen, welche ihr zum Vorwurfe gereichen.

2.) Wenn sie die Frage beantworten soll: warum die Gridnze eines verdn-
derlichen Verhiiltnisses, nachdem sie schon einmal gefunden worden ist, in ge-
wissen Fillen doch noch zum zweiten, in andern zum dritten, viertenmal ge-
sucht, oder warum Differenzio-differenziirt werden miisse: so lifst sie sich
(a. a. O. Art. Differenzial und Grinze) dariiber folgendermafsen aus.

@) ,Bei Gleichungen vom zweiten Grade, und bei hoheren Gleichungen, sind
mehrere Grinz-Verhiltnisse fiir unendliche x und y moglich. Es giebt

y

2
z. B. 2+ axy + bx? + oy + dx + e = o durch x? dividirt, %5 + (;—y + 0+ :—;-Q

. 4 € — a i T qqe

P + = = ©, und wenn fiir mdogliche unendliche = und y der Quec-
2

e _9/' . . w ad ¢ e . 2

L_zentx._plst, w2+®+b+—c}:+§>—5—p +aep + b= o, also

p=— fa—+ ¥ (ja® —0b), und die Grinze von yix=p:1. Ist hier

3@® < b, so gicbt es keine unendlich grofsen x und 4, wie bei den Caor-
dinaten einer E]}ipse. Aber fir zaz > b sind zwei Grinz-Verhilinisse vor-
banden, wie nimlick an einer Hyperbel; und ist 1e? == b, so giebt es nur
cin eihfaches Grinz-Verhiltnifs, wie an der Parabel.t

[a}
N e - - . . - . (2 .
B) »¥Wenn y als Function von x den Differenzial- Quotienten 7\1 = p giebt: so
ex

ist p eine meue Function von =, und nur unter der Bedingung eine unver-
anderliche Grofse, dals beide y und x Glieder einer arithmetischen

Progression sind. Man suche daher fiir p, so wie es fiir 5 geschehen
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Function von x, und entweder bestindig oder verinderlich. Man bezeich-

ist, den Differenzial-Quotienten, und es sey = ¢ : so ist g wieder eine

. 02 . e . .
net sie auch durch —8;2—’ Es ist namlich dieser Quotient der von den Ver-

anderungen der Grofsen unabhéingige Theil des Quotienten 2;;, wo A%y das

Anfangsglied der zweiten Differenzenreihe zu der Reihe der y bedeutet, wenn

die zugehorigen « sich gleichférmig um Ax verindern. Auf diese Art
lassen sich noch hohere Differenzial-Quotienten finden. In einigen Fillen,
z. B. wenn y=x" und n eine ganze Zahl ist, kommt man zuletzt auf ei-

nen constanten Werth des Diffcrenzial - Quotienten.® u. s. w.

.

Wenn unter a gemeint wird, es gebe fiir eine Function so viele Differen-
ziale (und Differenzial-Verhiltnisse) auf einmal, als Wurzeln in derselben
sind: so ist dies falsch, weil man sich schon durch die blofse mechanische
Differenziation vom Gegentheil iiberzeugen kann. Iede Function hat als Ein
Ganzes, ohne Riicksicht darauf, ob sie mit irgend einer geometrischen Linie
oder Figur in Beziehung stehe, oder mnach der Theorie der Gleichungen in meh-
rere Wurzeln aufgeléset werden Lonne, auf einmal nicht mehr, als ein ecinzi-
ges Differenzial. Denn fiirs Erste, sie mag auch noch so zusammengesetzt seyn,
so lifst sie sich doch jederzeit einer andern ganz einfachen z. B. ay gleich
sctzen. Da nun diese letztere fiir einmal nur ein einziges Differenzial verstattet,
so kann die obige fx in dieser Verbindung auch mnicht mehr erhalten. Fiirs
Zweite, die algebraischen Wurzeln oder verschiedenen Werthe der veranderlichen
Grofse einer Function, diirfen bei der Differenziation gar nicht einmal in Be-
tracht gezogen werden; denn hier kommt es lediglich auf die Beschaffenheit der
Verinderungs-Form des Ganzen an. Fiirs Dritte, Differenziale sind keine Wur-
zeln der Gleichung, vielmehr verhalten sie sich, sofern sie aus irgend einer
Binomial- Verbindung entstehen miissen, zu ihren Stammgréfsen, wie Poten-
zen zu den e:nzclnen Binomial- Theilen. Eine Bemerkung, die Leibnitz in
seinen mathematischen Aufsiitzen ofter gemacht hat, und welche iiber die Ge-
setze des Mechanismus der Differenzial-Rechnung einen grofsen Aufschlufs giebt.
Hienach stimmt also die obige Voraussetzung mit der Natur der Differenziale
*nicht uberein,



Was die Behauptung unter 8 betrifft, so bedarf sie gleichfalls mehrere Be-
richtigungen. Firs Erste, wenn es heifst : ,,der Differenzial-Quotient ist nur
unter der Bedingung eine unverinderliche Grofse, dafs beide 5 und x Glieder
einer arithmetischen Progression sind“: so kommen ja im Differenzial-Ralkul
keinc andern, als solche verinderlichen Grofsen vor, die entweder unmittelbar
oder mittelbar theils arithmetische theils geometrische Progressicnen bilden.
Dessen ungeachtet haben sie nach Umstinden, ihre zweiten, dritten und folgen-
den Differenziale. Fiirs Zweite, es sollen die Differenzial- Quotienten nicht eher,

als in der Gestalt n(n=——1)(n—=2).....x°% wo n eine ganze Zahl seyn muls,

. 4 . or .
Bestindigkeit erhalten. Demnach ist ; Y —=n (n—1) (n—2).... x==m moch eine
ox™

verinderliche Gréfse, und es kann im ersten Theil sowohl der Divisor als der
Dividend fiir veranderlich angenommen werden. Aber die Theorie der Grinz-
verhiltnisse erklirt 8x fiir bestindig, und stellt den Satz auf, es sey fiir

gmi = 2;2, A%y das Anfangsglied der zweiten Differenzenreihe fiir die Reihe
v,y +Ay,y+ oy + L%y ...
zenreihe der Ax, also die ersten Differenzen der zugehorigen Reihe x gleich-

formig, das heifst gleich grofs sind. Dies ist ein Irrthum; denn wenn zwei
verinderliche Grofsen gleich gesetzt werden konnen, und die eine von beiden
in dieser Verbindung keine zweiten oder dritten Differenzen leidet, so kann
auch die andere sie nicht haben. Eben so verhilt es sich mit Differenzialen,

u. s. w. unter der Bedingung, dals die Differen-

wenn man nicht unrichtiger Weise die Incremente Ax, ox u. s. w. tiiberall fir
die eigentlichen Differenziale ansieht. Bis hieher ist also immer noch nicht ein
Grund nachgewiesen, warum die héhern Differenziale die Form 8"y = n (n—1)
(n—ze).....xn—mdpm haben miissen, und noch weniger, warum sie" iiberhaupt,
um des Begriffes der Grinzen willen, Bedirfnils fiir den Kalkul werden. Denn
wenn diese Grinzen-Rechnung sich heraus nimmt, verinderliche Verhiltnisse
und daraus entstehende Gleichungen grade so zu behandeln, als bestindige;
was braucht sie sich dann darum zu kiimmern, ob ihre Differenzial- Quotienten
Bestindigheit haben oder nicht.

Alle diese Bemerkungen zusammen genommen beweisen genugsam, dafls die
Theorie der Grinz- Verhiltnisse, anstatt den Differenzial- Kalkul aufzuhellen, nur

noch mehr Dunkelheit itber ihn verbreitet hat.
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Finfter Abschnitt

Prufung der Nullen-Rechnung, als Grundlage des
Differenzial-Kalkuls,

S. 20.

Die neucre Nullenrechnung ist von der Theorie der Grinz-Verhiltnisse
nicht sehr verschieden, indem sie wie diese ein Differenzial-Verhiltnifs
sucht, und es allgemein durch § ausdriickt. Tedoch philosophirt sic nicht so
weitlauftig dar'iiber, wie es moglich sey, aus diesem &, welches jedem schlich-
ten Rechner Nichts giebt, Etwas und zwar Rechnungs-Resultate herzuleiten,
die alle dlteren und neueren Mathematiker bis auf die Erscheinung der Nullen-
rechnung nicht daraus herzuleiten im Stande waren; sondern sie nimmt sich
kurz und gut-die Freiheit, 1:12=0:0, 2:5=0:0, Kurz alles was beliebt
— 030 zu setzen *). Dabei verlangt sie gar mnicht, wie die Theorie der Griinz-
verhiltnisse, sich bei diesen Nullen dasjenige Verhiltnils zu denken, welches
die unendlich abnehmenden Grofsen in dem Augenblick vor ihrem Verschwinden
hatten, sondern sie erkliret rund heraus : Erstlich, es miisse jedes Differen-
zial als ein absolutes und eigentliches Null oder Nichts, fiirs Zweite, jedes
Differenzial-Verhaltnifs auch als ein Nichts im eigentlichsten Verstande
betrachtet werden. (a. a. 0. S. 195 u. 197.) Wer (8. 221) die Differenzial- Rechnung
fiir etwas anders, als eine kiinstliche Nullenrechnung, und daher das
sinnreichste und hochste Kunstwerk des menschlichen Geistes halten wolle, der
erniedrige sie, und untergrabe ihr ganzes Fundament als ungereimt und wider-
sprechend. Leibnitz und Wolf (5. co3 und 204), welche sich durch ihre
Erklirungen der Differenzial-Rechnung eines solchen Fehlers schuldig gemacht
haben, stehen mit sich selbst im Widerspruch. Soll das Fundament des Diffe-
renzial - Kalkuls eben so fest und unerschiitterlich seyn, als das Fundament der
gemeinen Arithmetik, so miisse jener als kiinstliche NullenrechnunrJr betrachtet
werden. Es sey ganz unliugbar das Verhiltnifs o : 0 unter allen méglichen Ver-
haltnissen das allgemeinste, indem es nicht nur alle moglichen endlichen

und unendlichen Gro[sen, sondern auch selbst die Null unter sich begreift, so

*) Joh. Schulz sehr leichte und Lurze l:ntw:c]\elung einiger der wichtigsten mathem.
Theorien. Konigsberg 1303. S. 217

b
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dafs man mit Recht sagen kdénne (S.218), das Hauptgeschift der ganzen
Mathematik bestehe blofs in der Entwickelung des Verhiltnisses 0:0. Denn man
habe 0.0=0.0 also 0:0=0:0,1.0=a.0 also 1:a=0:0, @a.0=w.o0

. . 1
also a:®©==0:0. Wenn daher die Ausdriicke g =— oder 2= oder § =o

. IXo 1 ®OX0__ X oxo _ o
vorkommen, so miiisse man verstethen ——=—, ———=—und — =2, eben
ax<o a 1><o 1 oo
. ax a ox s .
so wie man sagt 7 = 7, — = — w s W Hieraus gehe klar hervor (8.
1x 1

217.), dafs wenn man nur die Regeln der Arithmetik genau und strenge be-
folge, die Rechnung mit Nullen eben so griindlich und apodictisch gewils seyn
miisse, als die mit wirklichen Grofsen vnd Zahlen, u.s.w,

Kaum sollte man glauben, dafls es moglich gewesen sey, anstatt der bishe-
rigen Einfachheit und Klarheit, in den so alt gewordenen, und in seiner uralten

Form immer fiir wahr befundenen Kalkul, ein so verworrenes Gemengsel von
Begriffen und Sitzen zu bringen, wo ciner dem andern widerstreitet, und jeder

mit sich selbst im Widerspruch steht, und solchen Widersinn sogar fiir die
Grundlage nicht nur der Differenzial - Rechnung sondern auch der gesammten
Grofsenlehre auszugeben. Aber gleichwohl hat die kiinstliche Nullenrechnung
ihre Anhinger und Vertheidiger gefunden. Es werden indessen nur wenige Be-
lige nothig seyn, um zu beweisen, dals das Gewebe von widersinnigen Lehr-
siitzen, welches man hier an die Stelle des leibnitzischen Differenzial-Kalkuls
gesetzt hat, mnichts weiter, als ein leerer Wirrwarr ist.

1) Die Definition eines Differenzials lautet (8. 192) also: ,,Wenn
bei verinderlichen Grofsen die Zunahmen (Incremente) := o sind, so heissen sie
Differenziale. — . Aber die Zunahme und Abnahme jeder bestindigen Grofse
ist auch = 0; denn eben deshalb ist sie unverinderlich, weil sie weder grofser
noch kleiner wird, Aus dieser Definition folgt also, dafs eine verinderliche
Grofse, wie sie die Nullenrcchnung gebraucht, mit einer bestindigen ganz einer-
lei ist. :

2) Die Diﬁ'erenzial-Rechnung wird (S. 191) so definirt: ,,Die Wissenschalt,
aus der Zunahme der verinderlichen Grofsen diejenige Gleichung zu finden,
welche entsteht, wenn die Zunahmen alle als Nullen angesehen werden.

R
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Hier fodert man Zunahmen, welche keine Zunahmen sind. Das ist ein offen-
barer Widerspruch. Auch werden hier verinderliche Grofsen vorausgesetzt, welche
weder eine Zunahme noch eine Abnahme leiden : also verinderliche Grofsen,
welche keine verinderlichen Grofsen sind, Das ist ein zweiter Widerspruch in
einer einzigen Definition !

3) sledes Differenzial ist (S. 195) nicht nur relativ gegen diese oder jene
Grofse, -sondern absolut und schlechthin im strengsten Sinne Null. Wenn
man daher in einer Differenzial- Gleichung nach ihrem eigentlichen Werthe fragt:
so setzt dieselbe nichts weiter, als 0 = 0.% — —

. . 3}
4) ,Es ist (S. 212) einleuchtend, dafs wenn der Satz == 9 nur unter der

Pedingung wahr wire, dafs eine absolute Null grofser als 5die andere ist, die
ganze Differenzial - Rechnung auf einem Grunde ruhete, dessen Ungereimtheit
unwiderleghar wire. Daher bleibt es (8. 216; 33) eine eben so unumstofsliche
Wahrheit, dals jedes Verhaltnifs zweier Differenziale ein wirkliches Verhiltnifs

zweier Nullen ist, als dals alle Nullen einander gleich sind.*

5) ,Obgleich (8. 196) die Differenziale wahre Nullen sind, so gehort es
dennoch zum Wesen der Differenzial-Rechnung, dafs man sie nicht durch (die
gewoOhnlichen) Nullen ausdriickt; weil sonst aller Unterschied zwischen
den Differenzial - Gleichungen wégﬁele.“ — — Hier verlangt man also einen Un-
terschied, welcher nach Num. 3. und 4 kein Unterschied ist. Eine offenbare
Ungereimtheit !

6) ,Iede Function hat (8.192) ihre besondere Zunahme, also auch ihr
besonderes Differenzial.¥— — Aber nach Num. 2. sind alle (differenzielle)
Zunahmen oder Abnahmen, und nach Num. 3. alle Differenziale im strengsten
finn = o. Daher bedarf die kiinstliche Nullenrechnung einige besondere Nul-
len, die sich jedoch mach Num. 4. vor den gemeinen Nullen gar nicht auszeich-
nen dirfen. Eine hochst widersinnige Bedingung!

7) ,Wenn Euler in seinen Institut. calculi different. glaubt, dafls in der
Proportion s:1=o0:0 "die erste Null zweimal grofser seyn miisse, als die
zweite : so wird dieser fir alle Proportionen, deren Glieder insgesammt wirk-
liche Grofsen sind, unliugbar allgemein giiltige Satz hier sehr unrichtig ange-
wandt, wo der besondere, aber in Riicksicht seiner Anwendung sich sehr
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weit erstreckende Fall ist, in welchem ohne irgend einen Widerspruch das Ver-
haltnifs zweier ungleichen Glieder, dem Verhiltnisse zweier gleichen gleich
seyn kann, nimlich wenn die letztern beide Nullen sind.** (S. 216.) — — Diese
eulersche Proportion ist der wahre Probirstein fiir die Aechtheit der kiinstlichen
Nullenrechnung. Er giebt ungeachtet ihrer unniitzen Kiinstelei, doch immer das

Resultat 2 =—=o0 also 2 =o0 u. dgl., welches nur zu Ungereimtheiten fiihren kann.

8) ,,Das Differenzial einer bestindigen Grofse ist =o, und fillt als solches
weg.“ (S. 192 und 220, wo &x als eine bestindige Grofse behandelt wird.) Ver-
binden wir hiemit Num. 3, so entstcht der Gegensatz : ,das Differenzial einer
verinderlichen Grofse ist ebenfalls = o, fillt aber darum nicht weg.* — — Liegt
nun der Grund des Wegfallens in.dem Null-Seyn, so entstcht ein offenbarer
Widerspruch; liegt er nicht darin, so ist kein Grund vorhanden, warum eine
bestindige Grofse nicht cben so gut wie eine verianderliche, die sich nach Num.
‘1 und ¢. um nichts indern soll, ein Differenzial haben koénnte.

9) ,Die Differenzial -Rechnung soll (5. 190) den Vortheil verschaffen, dafs
man die eigentliche Natur der Zunahme einer Funclion im wesentlichen bequem
tiiberschauen kann“ — — Dies wird als Grund angenommen, warum einige
Glieder aus den Differenzialen wegzuwerfen sind. Um sie aber wegwerfen zu
diirfen, miissen in der Binomial-Reihe (S. 189)

Az = nx™* Ax + Egz___.__l_). =2 Axt + n(n—1) (n—-=)
1.2 1.2.3
die Cocfficienten Ax?, Ax?.... also auch Ax =o0 seyn. Es werden daher alle

XPIAXS s ..

auf das erste, folgenden Glieder wegen ihres Coefficienten Null weggeworfen;
aber das erste Glied bleibt, weil es denselben Coefficienten Null hat. Ist das
nicht der klarste Widerspruch? — — Und warum bleiben nicht zwei oder drei
Glieder stehen, die sich doch immer noch bequem genug libersehen lassen? — —
Hat die kiinstliche Nullenrechnung hier keinen bessern Grund anzugeben, so
wirft sie die Binomial-Glieder nach dem zweiten, ohne_einen verniinftigen
Grund weg,.

10) ,,Die zweiten Differenziale (8. 219) sind Differenziale von &x, ¢z w,s.w.
Denn obgleich die letztern alle mit einander Nullen sind, so miissen doch einige
Differenzial - Verhiiltnisse als absolute Nullen, andere als bestindige, noch an-
dere als unendliche, einige aber auch als verinderliche Gréfsen betrachtet wer-

R2
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den. Diese letztern geben hohere Differenziale, und man kann von &x zu 0%,
. 8x? . .. 0z
93y u.s. f. fortgehen. Da aber (8. 220) der Quotient 5o (ndmlich aus 9 ga—c)
- 0%

wenn Ox allein als veréinderlich angesehen wird) unbestimmt ist : so erhellet zu-

gleich, dafs wenn man das erste Differenzial ¢x als verinderlich annimmt, das

[4

Verhilinifs der zweiten Differenziale 52; gleichfails unbestimmt bleibt, welches

denn auch von den Verhiltnissen aller hohern Differenziale gelten mufs. Sollen

daher die letztern bestimmt werden, so mufs man, wenn z die Function von
zwei verinderlichen Grofsen x, y zugleich wire, entweder 8x oder Oy als be-
stindig annehmen.* — — Diese Regeln sind eben so grundlos, als verworren.
Fiirs Erste, was bedeuten hier die Ausdriicke bestimmt und unbestimmt?——
Wenn von einem Differenzial gesagt werden kann, es ist das erste, zweite,
dritte etc., so ist es mnicht nur in Absicht auf seinen Rang, sondern auch in
Hinsicht seiner Form oder Characteristik hinreichend bestimmt. Die Unbestimmt-
heit ist hier also, wenn man davon wegdenkt, dafls das Null, als ein algorith-
misches Chamileon, unzihlig viele Gestalten annehmen, und den Rechner wohl
zuweilen iffen konnte, blofs erdichtet. Fiirs Zweite, wenn das sogenannte

. iy e 02 .
Differenzial - Verhaltnils p verinderlich seyn scll, so kLonnen drei mégliche

Fille Statt finden, entweder beide Glieder sind verinderlich, oder das eine von
beiden allein. Woher will die Nullenrechnung ein sicheres Merkmal nehmen,
dals hier 8x oder 0z allein, und dort jedes von beiden verinderlich sey? Der
obige Bestimmungsgrund, dals die Differenzial- Verhiltnisse unbestimmt seyn
wiirden, wenn man ¢x als verinderlich annehmen wollte, ist ganz nichtig und
sinnlos; denn es ist ja moch nicht einme31 die Frage beantwortet, was ist zu
bestimmen, oder warum bestimmt 8x2 das Unbekannte, was zu bestimmen ist,
besser, als 8°x? Eben darum haben die gegebenen Regeln gar keine Haltung.
Auch sind sie dem leibnitzischen Differenzial-Kalkul durchaus fremde; denn
seine Verinderungs-Formen beruhen auf einer ganz andern Grundlage, als auf
Null und Nichts. '
$. 2I.
Man hat sich hier verschiedene Ausdriicke ersonnen, um einzelne Diffe-

renzial- Formeln zu erkiinsteln, und nachdem dieses gelungen war, jene fiir das
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Fundament der Differenzial-Rechnung ausgegeben, ohne jedoch die Moglichkeit
nachzuweisen, wie alle Differenzialformeln aus demselben Grundschema auf
eine ganz ungezwungene Weise hergeleitct werden kénnen. Anstatt dessen be-
hilft man sich mit dem lingst bekannten Mechanismus des leibnitzischen Diffe-
renzial - Kalkuls. Die Diirftigkeit dieser vernullenden Differenzial - Methode wird
sehr bald einleuchten, wenn man auch nur eine, oder ein Paar Arten derselben

niher untersucht, welches hier geschehen soll

1) Man setzt ¥ —x == 0x==o0, x? — x? =9 (x*)=0, x*» — "= 0 (a")=o0,
und lafst die bekannten Differenziale 8 (¥%) = 2x8x, & (x7) = nx"—0x aus der

. xR ——AsT

Function ——

¥y

die Reihe x"—1 4 xn—2y+x"=%y* 4 .......+ x#—7y#—1, und. wenn der Exponent
nach einander die Zahlenwerthe 2, 3, 4, 5..... erhilt, so entstehen die Aus-

auf folgende Art entstehen. Die wirkliche Division giebt hier

x2 ——p2 X3 —
d*ucke——— = x 7, y = x? +xy+y2 u.s.w. Wenn nun x¥=fx genom-
Y—y
. . :702 —x? . g3 —oe3
men wird, so kommt einmal = ax, ein andermal =———— = 3x?, und
X—x xX—x
X7 7
ganz .ulc'c'nem = = nx»—1, Vertauscht man in diesen Ausdriicken x—x

mit 8x u.s. w. so entstehen die sogenannten Differenzial-Verhiltnisse

0{x?) o (x3) o(xm) e o
il = O =g, — i i== Q0 = 1gx? Y = § = nxn—1* i ifferenziale
F ' TEw s =3x%, —&- g x"—*, und die D

8(x?) = 2xbx, O(x3)==3%28x, 8(x*)=nxy"—'0x. Diese Erfindung verdankt die
neuere Nullenrechnung einem gewissen Nicolas Morville, und sie scheint zu-
erst in den Schriften der konigl. dan. Ges. d. Wiss. vorzukommen *).

2) Einen ihnlichen Versuch, einzelne Diflerenzial-Formeln zu erkiinsteln,
enthilt eine kleine franzosische Schrift, unter dem Titel : Recherches sur le cal-
cul differentiel et integral par le citoyen Ensheim, & Par. an VIL 4, deren
Verfasser den Englinder Landen nachgeahmt zu haben scheint. Es wird vor-
ausgesetzt, dals m eine positive und ganze Zahl sey, und nun die Function
.

*) Abhandlungen aus der neuen Sammlung der Schriften der kén. din. G. 4. W. @ibersetzt
von D, P, Scheel und C. F. Degen. Bd. 1. Abth, 1. S. g2. Kopenh, 1798.
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'vm""l - . . ' " .
Y " in die Rethe v™—' 4 ™= + ™5 4 ....... + 1 aufgcléser, welche m Glie-
v—1 .

der haben mufs. Fiir v=1 giebt sie die Summe 1+1+1+4.....=m. Dann soll

y (y—1) mit dy und y™ (y™—1) mit o (y™) gleichbede\utend seyn. Unter die-

3 . . 8 ™ e 'm- . * m
ser‘Bedingung lifst sich die Function ohy™) _ ™ Z__..£> in die Reihe 24—
¥

oy ySy—1
(ym=r + 7 +ym=s+..... + 3 y + 1) verwandeln, und man erhilt fir y: 1 den
Ausdruck LAY E mg;; ) =2 y™~—*(1n) oder (3:; ) = mym—t, also das Differenzial

8 (y™) = my™—10y.

Es lohnt nicht der Miihe, noch mehr Einfille dieser Art anzufiihren, zu-
mal es leicht ist, eine Menge solcher Ausdriicke auf analytischem Wege ausfin-
dig zu machen. Sie sind iiberhaupt nichts weiter, als Summenformeln fiir die
Reihen, welche man entweder durch die hier angewandte gemeine Division, oder
mit Hiilfe der Theorie der Functionen erhalten kann. Wie inconsequent es sey,
dem leibnitzischen Differenzial-Kalkul eine solche polygamische Abkunft anzu-
dichten, lafst sich schon daraus einsehen, dafs alle diese und ahnliche beson-
dere Functionen, lange vorher, ehe an sie gedacht worden ist, von ihm unter
einer allgemeinen Form in Untersuchung gezogen, und als Summenformeln oder
gebrochne Functionen, einer Correction fihig befunden worden sind, wenn der
Fall eintritt, dafs sie sich wie hier in ¢ verwandeln. Das bekannte Corrections-
Verfahren besteht darin, dals man den Zihler und Nenner der gebrochenen
Function besonders differenziirt, beide Differenziale durch Division mit einerlei
Factoren im Zihler und Nenner abkiirzt, und in den ibrig bleibenden Theil
der Function den verinderten Werth der veridnderlichen Grofse einfiihrt u. s. w.

Venden wir dieses bel Num. 2. an, so entstcht entweder vermoge der ersten

m) m
. - y
vorgeschriebenen Bedingung, der Ausdruck ——(-3;7« = mym—1; oder wenn “— als

. "
bestindig und y allein als verinderlich angesehen wird, y_ . my™.  Da nun

zufolge der zweiten Bedingung y=1 werden soll, so kommt y™—*(m.)=mym—*
zum Vorschein. DBeide Ausdriicke sind die durch den Differenzial-Kalkul ver-

m

besserten Summenformeln der obigen Reihe Y_ et o pm—g L4 1) fiir den

-
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Fall, dafs y=1 und die Summe der eingeklammerten _\Glieder = m wird, Wie

Lonnte hier die Function j™—* 3;":11) dem Differenzial - Kalkul unterge-
ordnet seyn, wenn er ihr untergeordnet wire? Ienes ist nicht abzuliug-
nen, darum kann dies letztere nicht Statt finden. Und so verhilt es sich mit
allen @hnlichen Functionen, deren Sprofsling der Differenzial- Kalkul seyn soll.
Was noch das schlimmste ist, sie filhren zum Theil auf fehlerhafte, zum Theil
auf unmogliche Ausdriicke, so dals ihnen keine Allgemeingiiltigkeit eingeriumt
verden kann. Dafs sie fiirs Frste, zuweilen fehlerhafte Ausdriicke hervorbrin-
gen, erhellet aus Num. 1; denn obgleich der Umtausch des x fiir y mittelbarer

. x2.._;€'2 x3_x3 P —
weise =ox, ———=173%% und uberhaupt ——— = nx"—* giebt : so
xX—x xX—x X —x

erhalt man doch in jedem besondern Fall durch die Division unmittelbar nichts
x% —x2 x3—x3 - . X —x" .

= x, - — = x% und allgemein — == x", Hier

X—Xx x—x xX—x

fehlt also der fiir den Differenzial-Kalkul noéthige Coefficient, und es liegt in

den beiden mittelbar und unmittelbar entwickelten Formeln ein auffallender

anders, als

Widerspruch, um welches willen diese Art von Ableitung ohne Zweifel nur ei-
nen verkriippelten Diflerenzial-Kalkul geben kann, der sich selbst zur Last da
ist. Fiirs Zweite, wenn auch nicht alle solche Erkiinstelungs-Functionen, wie
man sie fliglich nennen darf, den vorhergehenden Fehler an sich tragen, so ha-
ben sie doch weder Allgemeingiiliigkeit noch Selbststindigkeit genug, alle vor-
kommenden Differenzial-Formeln ohne Beihiilfe des schon bestehenden Diffe-
renzial- Kalkuls rein aus sich selbst zu entwickeln. Dies gilt auch von der
neuesten Gestalt, in welcher sie erschienen sind. Man betrachtet niamlich ¢z,

ox', fx und fx' als verschiedene Functionen von x, mennt

Gz — Qx— @x’ A (¢x)
ode LT 22 g i - 1
fx——f r = > en Differenz Quotlentgn, und
wenn Qx=_Qx" wie auch x=qo geworden ist, bz =G das ist 2 = ?pr_x) de
xXx-—2x ox

Differenzial-Quotienten, auf welchen es in der Nullenrechnung wie in der

Grinzen- Theorie hauptsichlich ankommt*). Nun ist die allererste Bedingung

*)'Vergl. Einleit. in das Stud. der Differenzial- und Integr, Reckn. von K. Ch. Langs-
dorf. Manb., 1814. ’
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ciner solchen Grundform Allgcemeinheit, das heifst, es miissen keine Fille vor-
kommen, wo ihr Gebrauch unméoglich wird, wie auch immer die Functionen
Qx, O, fx, fx u.s.w. beschaffen seyn mogen. Wenn man aber einmal Qx
=522 und Qx ==logn x setzt : so miifste 3%% = logn x oder e3**=x werden,
um den Differenzial-Quotienten 3 zu erhalten. Dies ist ganz unméglich, denn
wenn e3** in ecine Reihe aufgeldset und mit x verglichen wird: so kann wenig-
stens fiir den Fall, dals x eine ganze Zahl seyn soll, kein

2726 g1x8
2.3 2.3.4
Rechnung verbauet sich also selber in ihrer Grundlage schon den Weg, jede
vorgelegte Function zu differenziiren. Dies ist ein sicheres Kennzeichen, dals
.sie der wahre Differenzial-Kalkul mnicht seyn konne, mit welchem sie auch
héchstens nur einige anscheinende Differenzen, wie Qx—Qx', fx—fx' u. dgl.
gemein hat; “denn ihre Differenzialformeln sind grofstentheils das Eigenthum der
eigentlichen Differenzial - Rechnung,

4
= 1+ 3x% + Six—g- + + .. .. kommen. Diese Differenzial-

Sechster Abschmnitt

Prifung der Theorie der analytischen Functionen von'J, L. Lagrange, als
verbesserte Differenzial- Rechnung unter dem Namen Functionen- oder
Derivations-Kalkul

S. 22.

Wie grofs auch der Beifall seyn mag, welcher der ,,Theorie des fonctions
analytique, contenant les principes du calcul differentiel etc., par J. L. Lagran-
ge, Paris an V*“*) zu Theil geworden ist, so hat sie doch nicht allen Mathe-
matikern geniigt; sondern es sind von mehreren Seiten her Einwiirfe gegen sie
gemacht worden, unter denen folgende zwei dic wichtigsten seyn diirften.

1) ,,Geht man aus dieser Theorie heraus, einerseits zu den entfernteren Sitzen,
auf welchen sie in ihrem ersten Ursprunge beruhet, andererseits zu denje-
nigen Fillen ihrer Anwendung auf Geometrie und Mechanik, wo ein Diffe-
renzial- Ausdruck nicht durch Derivation (Differenziation} irgend einer Func-

tion, sondern durch unmittelbare Betrachtung eines gegebenen Verhiltnisses

*) Ins Deutsche iibersetat von J, P, Gritson, Berlin 1798,

.
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gewisser Grofsen, oder einer geometrischen Figur gesucht wird: so kommen

dieselben Echwierigkeiten, denen man ausweichen wollte, wieder zum Vor-

schein.* ‘ ‘

2) ,,Obgleich die Theorie der analytischen Functionen den Begriff des Unend- -
lich-Kleinen sorgfiltig zu umgchen sucht: so ist sie bei der Anwendung
auf Gegenstinde der Geometrie dennoch gendthigt, zu ihm wieder zuriick
zu kommen. - Sie hat daher vor derjenigen Methode, welche ihn ganz un-
verhohlen zum Grunde legt, eigentlich nichts voraus, als nur dafs er hier
auf eine geschickte Weise versteckt wird.*

Um das Gewicht dieser Einwlirfe gehérig zu wiirdigen, mufs man einer-
seits den Standpunct und die Ansicht, welche die Theorie der analytischen Func-
tionen dem Differenzial-Kalkul gegeniiber genommen hat, andererseits ihre in-
nere Form und ibr Adusseres Verhaltnils zu den allgemeincn Grundlagen der
Grofsenlehre miher betrachten. Indem sie tiber den von Euler, D’Alembert
u. a. m. eingefiihrten Begriff der Griinzverhiltnisse das Urtheil fillet, er sey
nicht deutlich genug, um als Princip einer Wissenschaft zu dienen, die ihre
Zuveriissigheit auf Evidenz griinden soll, stellt sie die leibnitzische Differenzial-
Rechnung von einer Seite dar, dals man fragen mufs, wie haben der Erfinder
und die ersten Bearbeiter dersclben es wagen konnen, von eincm noch nie klar
gedachten, oder nach seinem ersten Zuschnitt auch nur so gedenkbaren Rech-
nungs- Verfahren jemals richtige Resultate zu erwarten ? — — Die Theorie der
analytischen Functionen behauptet namlich (§. 4 und 6.), man habe anfangs,
ohne die wahre Theorie zu lkennen, blofs die einfachsten und bequemsten Re-
geln des DMechanismus von den Cperationen des Differenzial - Kalkuls entdeckt,
und ihn auf der Voraussetzung gegriindet, dafs Grolsen, die nur um etwas Un-
endlich-Xleines in Riicksicht ihrer von einander verschieden sind, als gleich be-
trachtet und behandelt werden konnen. Da er nun, so wie man ihn anwende,
wirklich unendiich kleine Grofsen betrachte und berechne: so hestehe seine wahre
Metaphysik darin, dafls der Irrthum, welcher aus dieser falschen Voraus-
setzung entspringt, durch einen andern Irrthum wverbessert und ausgeglichen
werde; durch den Irrthum niamlich, bei der Differenziation blofs die unendlich
kleinen Grofsen derselben Ordnung zuriick zu behalten. Denn wenn man z. B.
eine krumme Linie als ein Vieleck von unendlich vielen und kleinen Seiten,

L
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und die Verlingerung der letztern als Tangenten der krummen Linic betrach-
te: so sey klar, dafs man etwas Irriges voraussetze., Aber der Irrthum werde
in der Rechnung durch die Auslassung der unendlich kleinen Grofsen wieder
verbessert. Dieses konne man sehr leicht an Beispielen zeigen, indessen sey
es schwer, davon einen allgemcinen Beweis zu geben.

Diesemnach wire der Differenzial-Kalkul in sciner urspriinglichen Gestalt
nichts anders, als eine Rechnungs-Methode, bei welcher Irrthiimer durch Irr-
thiimer ausgeglichen werden miissen. In der That eine hochst mifsliche Grofsen-
lehre! — — weil man, wegen der Schwierigheit eines allgemeinen Beweises fiir
die Nothwendigkeit (Richtigheit) dieser Ausgleichung, nie wissen kann, ob die
entgegen gesetzten Irrthimer auch in jedem Fall so beschaffen seyn mogen, dals
die ihnen gegeniiber stehenden ganz unschadlich gemacht werden. Zwar wire
der Tadel, welcher hier in Absicht auf die directe Methode der Tangenten iiber
den Differenzial - Kalkul ausgesprochen wird, leicht zu entkriften; denn es wird
sich weiter unten zeigen, dafs bei dieser Art von Aufgaben, der Bogen zwischen
den Incrementen beider Coordinaten gar mnicht als grade Linie, oder als unend-
lich klein vorgestellt zu werden braucht, indem hier nur nothig ist, zu drei
graden Linicn eine vierte Proportional-Linie zu suchen, und eine fiinfte aus
dem Endpuncte der vierten durch den Endpunct des Increments der Ordinate zu
legen, welche nothwendig den Endpunct der letztern treffen und eben darum
eine Tangentc secyn mufs. Hier ist die hochste geometrische Evidenz, folglich
kein Irrthum vorhanden, und eben deswegen auch jede Ausgleichung von jener
mifslichen Art ganz entbehrlich. Wie aber, wenn die Theorie der analytischen
Functionen gegen dieses eine tibel gewéhlte Beispiel hundert andere aufstellen
konnte, vermittelst deren der Anhinger der leibnitzischen Methode iiberfiihrt
wiirde, sie sey nichts anders, als durch Irrthum zu verbessernder Irr-
thum? — -—— und die Verbesserung selbst liege so sehr versteckt, dafs es an
Beweisgriinden fiir ihre jedesmalige Moglichkeit (d. i. Allgemeinheit) fehle? ——

Es hat zwar Hr. Carnot in seinen Reflexions sur la métaphysique du cal-
cul infinitésimal etc. S. 17 u. ff. sich Miihe gegeben, geniigend auseinander zu
setzen i ,pourquoi cette compensation des erreurs commises dans les €qua-
tions a lieu.* Aber ungeachtet der langen Reflexion, welche Leibnitz dort
redend eingefiihrt dariiber anstellen mufs, bleibt alles in demselben Zustande,
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in welchem es die Theovie der analytischen Functionen gefunden Lat. Denn da-
durch, dafs man einen Fehler so klein als moglich machen kann, hért er nicht
auf, ein Fehler und wohl gar noch cin "grofser Fehler zu seyn; weil die Be-
dingung : ,,50 klein als moglich, oft in sehr enge Schranken eingeschlossen ist,
Und will man ein Null anstatt des ,infiniment petit* in den Kalkel einfithren:
so wird alles noch fehlerhafter und schlimmer, wie bereits oben bei der Theo-
rie der Griinzverhiltnisse und kiinstlichen Nullen-Rechnung dargethan wor-
den ist.

Mufls man also zugeben, dafs die Ansicht, welche die Theorie der analyti-
schen Functionen vom Differenzial-Ralkul genommen hat, ricﬁtig sey, und dafs
der Grund seiner ,,errcurs compensables par des erreurs in den ,,infiniment pe-
tits ou €vanouissans® liege, mit welchen er rechnen soll: so wiirde ein ganz
eigenes Verhiltnifs zwischen beiden Rechnungsarten Statt finden. Denn die so-
genannten Differenzial-Formeln der lcibnitzischen erkliret die lagrangesche fiir
wahr, obgleich dieses aus der rithselhaften Deschaffenheit ihrer urspriinglichen
Ableitung, welche auf Irrthiimern fufst, mnicht einzusehen ist. Und die neue
Methode mittelt blofs einen andern Weg aus, auf welchem der Mathematiker
zu denselben Formeln gelangen kanmn, ohne Beihiilfe der irrigen Vorausse-
tzung vom Unendiich-Kleinen. Hier ist nun schlechterdings nothig, zweierlei
in Erwigung zu ziehen : Erstlich, wic von den als wahr vorausgesetzten
Diiferenzial -Formeln, durch die Theorie 'der analytischen Functionen iiberzeu-
gend erwiesen werden konne, dafls sie zu Rechnungs-Resultaten fithren miissen,
die nicht leer oder blofs eingebildet sind, sondern sowohl im Felde der ange-
wandten als auch der reinen Mathematik einem wirklichen Gegenstande
entsprechen. Dicse Gewihrleistung ist die Theorie der analytischen Functionen
bisher schuldig geblieben : daher fehlt zwischen ihren Derivations-Formeln und
den Grundlagen der Grofsenlehre noch der Zusammenhang; oder mit andern
‘Worten : sie ist, so wie sie dasteht, nicht genugsam begriindet. Fiirs Zweite,
wenn ihr nachgewiesen werden kann, dafs der Begriff des Unendlich-Kleinen
zwar nicht ausdriicklich aber doch verschleiert bei ihr gebraucht werde ¢ so 1Tt
sie derselbe Vorwurf, welchen sie dem Differenzial- Kalkul macht; denn sie
stiitzt sich auf verheimlichte Irrthiimer, und ist eben darum keinesweges cine
verbesserte oder zuverldassiger gewordene Differenzial - Rechnung. Sogar

L2
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behilt die letztere, nach Lagrange’s eigenem Gestindnisse (§. 6, §. 108 u. a. m.)
den Vo;zug einer Einfachheit der Methode und Leichtigkeit der Operation ¥).
Das sind, wenn alles {ibrige in beiden Rechnungs-Arten sich gegen einander
- aufwiegen sollte, schon keine geringen Vortheile, und es entsteht noch obenein
die wichtige Frage, ob dem Functionen-Kalkul dieselbe Allgemeinheit zukomme,
deren die Differenzial- Rechnung sich rithmen darf. Denn es mochte vielleicht
noch zweifelhaft seyn, ob jede mogliche Function sich in die hypothetische
Form f(2%+i)— fx > o fiigen konne, nachdem i==o geseizt worden ist. Fin-
det dieser Zweifel Statt, wie thn denn die Theorie der analytischen Functionen
selbst, z. B. im §. 15, einzuriumen .scheint: so wiirde sich daraus die Schlufs-
folge ziehen lassen, dals ihre Derivation lkcinesweges cben so unbeschrinkt
sey, als die Differenziation. Lben darum wire denn das ganze Fundament
des Derivations- Kallkuls nichts anders, als ein blofses Postulat, namlich die
Foderung: ,Es mufls fir moglich angenommen werden, dafls jede beliebige
ganze oder gebrochene, rationale oder irrationale Function, sich in eine Reihe
von der Form fx + pi+ qi* +ri% +..... auflosen lalst.« ‘

‘ S 23.

, Die Theorie der analytischen Functionen stellt folgende Hauptsitze auf:

1) Die Entwickelung der Functionen in einer Reihe von der Form f(x+i)
— fx +pit qi* +ri% ws, w. enthillt die wahren Principien der Differenzial-
Recchnung. '

2) Der taylorsche Satz, welcher sich durch die Theorie der Reihen beweisen
lifst, kann als das Haupt- Princip des Differenzial - Ralkuls angesehen
werden. ;

5) Man kann in der Reihe fa + pi+ ¢i? 4 7i% + ... das i so klein nehmen, dafs
jedes 6lied grofser wird, als die Summe aller ihm nachfolgenden.

Dann heifst es am Ende des §. 14.: ,dieser Lehrsatz (unter Num. 3.) mufs
als ein Fundamental-5atz in der hier vorzutragenden Theorie angesehen wer-

*) In den Memorie di Matematica et di Fisica della Societa Italiana delle Scienze, Tom.XIIL
Part. 1. Num, 3. hat Pietro Paoli gezeigt, dals der Differenzial- Kalkul auf eine weit
leichtere Art, als der arbogastische Devivations.Kalkul, von welchem jener nur ein

besonderer Fall seyw soll, zu den allgemeinen Untersuchungen und Resultaten des
letztern fithres. '
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den. In der Differenzial- und Fluxions-Rechnung hat man ihn stilschweigend
vorausgesetzt; aber eben darum in jenen Rechnungs-Arten so viele Blofsen
gegeben, besonders bei ihrer Anwendung auf Gegenstinde der Geometrie und
Meehanik.  Hieraus geht hervor, dafls dieser dritte Lehrsatz der wichtigste ist,
und jede vergleichende Untersuchung des Kalkuls der Functionen sich eigent-
lich um ihn drehen muls. Inzwischen ist es hier doch noéthig, einige Bemer-
kungen iber die beiden ersteren Lehrsitze vorangehen zu lassen.

«) Der Satz Num. 1. kann aus einem zweifachen Gesichtspuncte betrachtet
werden, entweder als berichtigend, eder als erliauternd. Im ersteren
Fall wiirde er sagen: ,der Erfinder des Differenzial-Kalkuls hat micht die
wahren i’rincipien’ dieser Wissenschaft gekannt, denn sonst hitte er seine
Functionen in Reihen von der Form fx + pi 4 ¢i% 4- ri3 +..... entwickeln mis-
sen; im letztern Fall aber: ,,um die der leibnitzischen Differenzial-Rechnung
zum Grunde liegenden Piincipien zu verstehen, mufs man sich jede Fune-
tion als eine Reihe von der genannten Form vorstellen. Bei dem aufmerk-
sameren Durchlesen dieser lagrangeschen Schrift, lalst sich kaum bezweifeln, ihr
Verfasser habe den ersteren Sinn in den Satz Num. 1. hineinlegen wollen; denn
es heilst §.6.: ,die verschiedene Art, die Principien der Differenzial- Rechnung
zu begriinden und darzustellen, wie auch diesen Kalkul zu benennen, zeigt
dafs man seine wahre Theoric noch nicht gefunden hat.* Ferner sagt der Ver-
fasser im §.7.: M. Arbogast ist in einer trefllichen Abhandlung auf dieselbe
Idec von Entwickelung der Functionen in Reihen gekommen. Da er aber
noch nicht fiir gut gefunden hat, sie herauszugeben, und ich eine besondere
Veranlassung hatte, dic allgemeinen Principien der Anmalysis zu entwickeln: so
kehrte ich zu meinen chemaligen Ideen iiber die Principien der Differenzial-Rech-
nung zuriick, und stellte neue Betrachtungen an, um sie zu begriinden, -und
zu verallgemeinern. FEndlich lautet der Ahfang des §. 8. sehr unzweideutig
also : ,,ibrigens kann es befremden, dafs diese Ansicht der Differenzial-Rech-
nung sich nicht schon frither den Geometern dargeboten hat, und beson-
ders dals sie Newton dem Erfinder von den Methoden der Reihen entgangen
ist u, s. w. Hienach leidet es keinen Zweifel, dafs der Satz Num. 1. nur auf
die erstere Art gedeutet werden miisse. Wie hitte auch Lagrange sonst die Be-
nennung der Differenzial-}?xechnung. anstofsig, oder doch der Sache nicht voll-

.
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kommen gemifs finden konnen? Indessen hilt es micht schwer sich davon zu
{iberzeugen, dafs alle diese tadelnden Aeusserungen blofse Vorurtheile sind.
Wenn es dem franzosischen Gelehrten-beliebt hitte, tiefer als bis in den algo-
rithmischen Mechanismus der Differenzial- Rechnung einzudringen : so wiirde er
gefunden haben, dals seine gegenwiirtigce Functionen-Theorie keine Verbesse-
rung, sondern blofs eine Exrlauterung von jener genannt werden, und eben da-
rum der obige Satz Num. 1. nur den zweiten Sinn haben miisse. Denn wie
die Theorie der analytischen Functionen gegenwiirtig voraussetzt, dafs jede
Function in eine Reihe aufgeloset werden konne, so begriff und iiberzeugte
sich Leibnitz ganz vollkommen, dals jede veridnderliche Grofse als
eine Reihe angesehen werden miisse. Dies ist der Schlissel zum Ver-
staindnisse der ganzen Diﬁerenzial-}’xechnung; und wer ibhren eigentlichen
Sinn nicht verfehlen, oder iiber ihre Natur nicht unvorbercitet urtheilen will,
dem mufls jene Grundvorstellung vorher ganz klar geworden seyn. Die leibnitzi-
schen Reihen weichen von den neuern blofs in Hinsicht .der allgemeincn
Form ab; denn sie sind da in cirer solchen, aber anstatt die heutige schul-
gerechte frt+pitqgitt+rid+......zu haben, erscheinen sie, z. B. in dem Com-
merc. philos. et mathem. Tom. I. pag. 21. u.ff. in der ganz einfachen Gestalt:
a, b, ¢, detc. Iedoch werden sie sogleich von ihren ersten, zweiten und folgen-
den Differenz-Reihen begleitet, um auf ihren Zusammenhang mit der objectiven
Grofsen-Welt hinzudeuten. Denn es ist doch wohl unter allen Fragen, die man
an den Mechanismus der Zahlen- oder Buchstaben - Rechnung richten kann, kei-
ne der unwichtigsten : wie werden die Formen diescr Combinationen, Gesetze
fiir die Erscheinungen in der objectiven Natur, wenn ich aus den Zeilen todter
Zahlen und Buchstaben hinaus gehe?— — Dic nihere Bekanntschaft mit den
leibnitzischen Reihen setzt uns bald in den Stand, dies Rithsel zu lésen. Aber
thut nun auch die Theorie der analytischen Functionen dasselbe, indem sie
Namen und Princip des leibnitzischen Kalkuls ohne seine gehorige Ergriindung
verwirft? — — In der That, es findet sich in der ganzen berichtigenden Schrift
nichts von dieser tiefer gehenden Belehrung. Anstatt ihrer ordnet sie uns ihre
Functionen in primitive und derivirte; aber diesen Unterschied kannte die
Differenzial-ﬂechn/ung bei ihrem Entstehen auch schon, denn bei ihr heilst,
wie unter andern in Leibn, op. omn. Tom. III. pag. 16. Num. IV., das erste

'



87

Glied der Hauptreihe Términus generans, und jedes der nachfolgenden ein
Terminus generatus. Die Theorie der analytischen Functionen hat ihre
Prime (Erste Function, nach der griisonschen Uebersetzung) Secunde (Zweite
Function) Terzie (Dritte Function) u.s. w. Diesen gegeniiber stehen im Diffe-
renzial- Kalkul die Differentiae generatrices, welche die ersten Glieder in
jeder Differenzen-Reihe sind. Also zeigt sich hier eine Generatrix Prima, Se-
eunda, Tertiaetc.¥) und es ist erweislich genug, dals diese mit den lagran-
geschen Primen, Secunden, Teizien u. s. f. ganz einerlei sind. Aber hiebei ist
wohl manchém Leser schon aufgefallen, dafs der Kalkul der Functionen, in Hin-
sicht des Gebrauchs der Prime, Secunde, Terzie u.s. w. die Differenzial- Rech-
nung lediglich nachakmt. Es hiitte wegen der Blofsen dieser letztern (vergl.
Th. d. a. F. §.14.) mit zur Berichtigung ihrer Principien gehort, eine klare Ein-
sicht in die Ursachen zu verschaffen, warum bei der Rechnung mit verander-
lichen Grofsen, in sehr vielen Fillen nur die Prime anstatt der primitiven Func-
tion, in andern aber die Secunde anstatt der Prime, in noch andern die Terzie
anstatt der Secunde u. s. w. gebraucht werden mufs, um richtige Resultate zu
erhalten. Fast jede anderc Mecthode hat sich diese Frage aufgeworfen, und so

gut wie es anging zu beantworten gesucht: daher das Verhiltnifs 1:1 bei New-
L)

ton und Mac Laurin, das Differenzial - Verhdltnifs % in der Theorie der Grin-
zen, der Verschwindungs-Quotient, das Nullen-Verhiltnils u.s.f. bei der kiinst-
lichen Nullen-Rechnung. Aber der Kalkul der Functionen schsinkt sich blofs
auf einen algorithmischen Mechanismus ein, und umgeht jede Erérterung der
obigen Frage. Wenigstens hitte irgend ein Lehrsatz oder irgend eine Regel
iiber die verschiedene Rechnungsfihigkeit der abgeleiteten Functionen und ihren
jedesmaligen Gebrauch vorkommen sollen. Der Lehrsatz hitte z. B. so lauten
konnen : ,,Es darf keine verinderliche Grofse oder Function derselben unmittel-
bar (d. h. in ibhrer primitiven Gestalt) in den Kalkul genommen werden*; und
um des Beweises iiberhoben zu seyn, der sich hier nicht rein mechanisch fithren
lafst, hiitte man ihn einen willkiihrlichen Satz oder eine Regel nennen

mogen. Aehnliche Regeln hitten dann auch etwas iiber den Gebrauch der Se-

*) A. a. O. 8. 331. heilst die generatrix prima, Infinitesima Prima, die generatrix se-

cunda, Infinitesima Secunda u s w.
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cunde anstatt dey Prime, der Terzie anstatt beider vorhergehenden abgeleiteten
Functionen u. s. w. festsetzen miissen. Der obige Lehrsatz (mag er einmal so
heissen) wird von dem Functionen-Kalkul stillschweigend vorausgesetzt, eben
darum, weil er nie die primitive Function selbst in Rechnung zieht. Die iibri-
gen Regeln mogen wer weils wie heifsen. Indessen da so wenig sie, als der
vorhergehende Lehrsatz mit seinem Beweise vorhanden sind : so mufs nun die-
ser Kalkul sich gefallen lassen, dals die Differenzial - Rechnung ihm den Vor-
wurf der Blofse (aus seinem §. 14.) wieder zuriickgiebt.

B) Soll der taylorsche Satz als das Hauptprincip des Differenzial- Kalkuls an-
gesehen werden, so kommt es natiivlich auf einen hinreichenden Ueberzeugungs-
Grund an. Diesen ist aber die Theorie der analytischen Functionen hier mnicht
allein schuldig geblicben, sondern auch ausser Stande zu geben. Denn Erstlich,
obgleich nicht eingeriumt werden kann, dafs die bekannte Reihe
x? 0X x3 92X x4 03X
ox 2.3 0x? - 2.3.4 Ox3

welche man die taylorsche nennt, deren eigentlicher Erfinder aber Johann

Bernoulli ist*), mit folgender iibereinstimme

yzxg,_y % 8%y x3 8%y xt By

ox 2 0Ox? 2.3 Ox3 2.3.4 Ox*

Fo

welche Leibnitz bereits im Iahr 1694 aus seiner allgemeinen Reihe
a b c d.....
, e f g h.....
' ) m n 0.....
u. s. w. analytisch entwickelt hatte **): so liegt in beiden doch eine unverkenn-
bare Aehnlichkeit, und man darf dem Erfinder dieser letztern wohl so viel
Scharfsichtigkeit und Sinn fiir Griindlichkeit zutrauen, dafs er die tavlorschen
Formen (wenn sie so heissen sollen) die ihm hier sehr nahe lagen, wiirde fest-
gehalten und als Hauptprincipien seinem Differenzial-Kalkul untergelegt haben,
wenn er sich selbst bewulst gewesen wire, dals er auf diesen letztern so blind-’

lings, ohne vorhergehende Ergrindung seiner Natur, gckommen sey, und ihn
Ve

*) Vergl. Joh. Bernoullis Werke, Th. 1. S. .125, Th. 2, S, 488. und Traité de Cale. différ.
par Charles Bossut T. 1. pag. 444, a Par. an V,
**) Commere. philes. et mathem, Tom, L pag. 2I.

%
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noch fiir weiter nichis, als fiir eine.bequeme Rechenmaschine (méchanisme
des operations) ansehen konne. Riumt man dies ein, so muls der Differenzial-
Kalkul schon ein begriindendes Princip gehabt haben, und es kann unstreitig
nicht der taylorsche Satz gewesen seyn. Fiirs Zweite, wenn gleich eine gegen-
seitige Beziehung (Reciprocitit) vorhanden ist, in welcher-die Differenzial - Rech-
nung und der taylorsche Satz stehen, so geht aus ihr doch keinesweges die
Nothwendigkeit hervor, dafls der letztere eher gedacht werden miisse, als die
erstere. Man kann allerdings wohl sagen: eine Art von Differenzialformen
gebe die‘taylorsche Reihe, und umgekehrt diese wiederum jene. Aber es ist et-
was ganz anders, gegenseitige Beziehung dieser Formen, und wesentliche Ab-
hiangigkeit des ganzen Differenzial - Kalkuls von der taylorschen Reihe. Soll die
letztere begriindendes Princip seyn, so mufs bewiesen werden, dals wenn die-
ses Princip als micht vorhanden gedacht wird, auch der ganze Kalkul wegfalle.
‘Wo hat nun die Theorie der analytischen Functionen diesen Beweis gefiithrt ? ——
Iiirs Dritte, der taylorsche Satz kann blofs auf eine mechanische Weise die
allgemeinern Differenzial - Ausdriicke, aber keinesweges Aufschliisse ber die Fra-
gen geben, welche oben in Hinsicht der abgeleitcten Functionen und ihres algo-
rithmischen Gebrauchs aufgestellt worden sind. Aus dieser Ursache kann der
Kalkul der Functionen immer nur als ein algovithmischer Mechanismus
(Mechanisme des operations) aber nie als eine Wissenschaft betrachtet werden:
und so trifft der gegen den Differenzial-Ralkul ausgesprochcne Tadel ihn selbst

wieder. : \

S 24.

Bei der Auflosung der Functionen in Reihen begniigt man sich mehrentheils
mit den ersten Gliedern, besonders wenn sie von der Art sind, dals das Gesetz
der Fortschreitung sehr bald aus ihnen erkannt wird, Ein solches Vexfahren
beobachtend, wiirde der Kalkul der Functionen seine Reihen an irgend einem be-
liebigen Gliede abbrechen konnen, ohne gehalten zu seyn, vollstindige Glei-
ohungen in den Kalkul zu bringen. Wenn z. B. flxti)y=(x+ )8 gesetzt wer-
den sollte, so mufste die vollatandlge Glelchtmg seyn :

:5
(x+z).—foc+zf:c+—-f’ +——f x + — = 4f“’x-r2.;£;g Vi ;—3—2—5—7f“
Anstatt dieser kann iman dle Reihe, deren Gesetz vollkommen bestimmt ist,

willkiihrlich abbrechen, und die bekannte Folge durch ein etc. andeuten. An
M
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dieser Verstimmelung der Gleichung wird niemand einen Anstofs nehmen, so-
bald er nur die ersten Begriffe von der Verwandelung der Functionen in Reihen
inne hat. Bis hieher wiirde nun jeder Einwand gegen das Verfahren des Func-
tionen-Kalkuls, dals er nur einige wenige Glieder aus der Reihe in Rechnung
nimmt, ganz nichtig seyn. Wenn aber in folgenden allgemcinen Reihen

fx + ifx +Z~n:fx + ete.
i3
if c + i2f’x+l-;f"9c+etc.

4
i2fx+ 3f +%f“’:c + etc.

nicht nur das erste, sondern auch jedes mach dem zweiten folgende Glied weg-
geworfen wird : so entsteht matiirlich  die Frage, welche arithmetischen Griinde

zu diesem Verfahren berechtigen. Will man hier nicht eingestehen, dafs der
Functionen- Kalkul die Differenzial-Rechnung blofs nachahmt: so verdient es

Tadel, dafs fiir das Wegwerfen des ersten Gliedes in der entwickelten Reihe kei-

ne Griinde angegeben werden. Oder mufs man einriumen, dals der Abzug der
s i2 1} 3 . .
fx von fx+ifx+ — f'x + etc. der alleinige Grund sey, warum das erste Glied

. - « . iz ’ -
aus der Reihe wegfalle : so ist ja offenbar if'x 4 . Sf'x+etc. eine Differenz;

und wie kann dieser neue Derivations-Kalkul sich von dem gemifsbilligten
Namen einer Differenzen-Rechnung lossagen? — — Was das Wegwerfen
der Glieder nach dem zweiten betrifft, so lifst sich, trotz des obigen dritten
Lelrsatzes oder Fundamentalsatzes, ganz und gar kein nothwendiges Gesetz des
Kalkul§ dafiir nachweisen, sondern es herrscht blofse Willkiithr, wenn gleich
der Kalkul der Functionen sich stellt, als wire ein formlicher Zwang vor-
handen, die Reihe riickwirts bis an das zweite Glied abzubrechen. Denn sein
Fundamentalsatz berechtigt hochstens zu der Behauptung : ,,Es ist wohl kein
Fehler, wenn man etliche Glieder in der Reihe weglifst; weil die Grofse i
jederzeit so klein genommen werden kann, dals jedes vorhergehende Glied gros-
ser ist, als die Summe aller nachfolgenden. Zugegeben dafs grade darum et-
liche Glieder vernachlilsigt werden diirfen : so fiihrt diese Erlaubnifls durch-
aus nicht den Zwang herbei, dals die Vernachlafsigung sich jedesmal bis an
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das zweite Glied der Reihe erstrecken miisse. Vielmehr liegt in der Beschaf-
fenheit des Restes, wenn er nimlich aus dem Gesichtspuncte der Theorie der
Reihen betrachtet wird, eine Auffoderung, nach dem zweiten so viele Glieder
als moglich beizubehalten. Denn die abgebrochene Reihe ist hier ein blos-
ser Anndherungs-Ausdruck; und die Anniherung mufls desto grdfser seyn, je
weniger Glieder vernachlissigt werden. Es ist also gar nicht einzusehen, dafs
der Kalkul der Functienen aus seinem Fundamentalsatze einen Grund herneh-
men konnte, von der jedesmaligen Reihe nur das zweite Glied, und ausser
diesem nichts weiter beizubehalten. Eben darum wiirde dieser Satz in die Dif-
ferenzial- Rechnung {ibergetragen lkeine sonderlichen Dienste Ileisten, oder gar
Blofsen decken; denn man bleibt unter seinem Gelelt immer in Ungewilsheit,
ob und wie viele Glieder der Reihe man mit Recht wegwerfen dirfe. Ueber~
dies kommt es nun auf die Frage an: wie grofs oder wie klein mufs die unbe-
stimmte Grofse i genommen werden? Die Bedingung des Kalkuls der Functjo-
nen ist, sie so klein zu setzen, dafs jedes Glied grofser wird, als die Summe
aller nachfolgenden. Man sieht sofort ein, dafs : ein Bruch, und wenn gleich
nicht in allen, doch in denjenigen Functionen, die nicht gebrochen sind, und
keine grofsen Factoren mit negativen Exponenten enthalten, ein sehr kleiner
Bruch seyn miisse. Durch diese Bedingung aber wird der Unterschied zwischen
dem Kalkul der Functionen und der Differenzial -Rechnung, aus dem lagrange-
schen Gesichtspuncte betrachter, noch unstitiger; denn angenommen, dals in
dem leibnitzischen Infinitesimal-Kalkul, das heifst in der Anwendung der Diffe-
renzial- Rechnung auf Geometrie, unter der Vernachlissigung eciniger Glieder
»ob incomparabilitatem* nicht Mangel an Vergleichungsfahigkeit, sondern
Mangel an Grofse, das heilst Kleinheit zu verstechen sey: so hat ja der Kal-
kul der Functionen, zufolge seines Fundamentalsatzes, keinen andern Grund
der Vernachliissigung, als grade diese Kleinheit. Uebrigens mufls hier vorliu-
fig bemerkt werden, dafs die Differenzial-Rechnung eben so wenig, als der
Functionen - Kalkul genothigt ist, sogenannte unendlich-kleine Grofsen in Rech-
nung zu nehmen,

Stellen wir jetzt eine Vergleichung zwischen beiden Rechnungsarten an, so
mufs die neuere wie die iltere Differenzen gebrauchen; jene wie diese einerlei
Entwicke]ungs-Methode der Differenzen hoherer Ordnung befolgen; die erstere

M =2
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wie die letztere einige Glieder dieser Differenzen vernachlissigen, und jede von
beiden, wenigstens Kiirze halber, die Verinderungs-Grofsen i oder ¢x u.dgl
sehr klein annechmen. Hier findet gar kein wesentlicher Unterschied Statt, wenn
glexch in dieser oder jener Nebensache etwas Abweichendes vorhanden ist. Ueber-
dies leuchtet es klar genug ein, dafs der Fundamentalsatz des meuern Kalkuls
gar nicht gecignet ist, die Zweifel und Einwiirfe in Hinsicht der Vernachlissigung
alier Glieder in der Tieihe ausser dem zweiten zu heben. Hieraus lafst sich denn
die Folge ziehen : giebt die Differenzial - Rechnung Blofsen, so mufs es die Theorie
der analytischen Functionen auch; beruhet jene auf irrigen Voraussetzungen, SO
theilt diese solche mir ihr. .
S. 25
Noch ist zu untersuchen, ob die lagrangesche Theorie den Begriff des
Unendlich-Kleinen, oder auch nur des leibnitzischen ,indefinite parvi
(d. h, anbestimmt Kleinen, vergl. Leibn. Op. omn. Tom. IIL, pag. 193 u. a. 0.)
welches dort im §. 4. difference indéfinie *) genannt wird, iiberall vermeiden
konne. Dieses indefinite parvum scheint, nach der gewohnlichen Ansicht des
Differenzial-Kalkuls, unter andern bei der Differenziation der trigonometrischen
Functionen, und namentlich des Sinus eines verinderlichen Bogens, durchaus
etwas Unendlich-Kleines, oder einc Differenz=o0 seyn zu miissen, damit ein
Cosinus = 1 zum Vorschein kommen kénne. Das fiihrt aber zu einem offenba-
ren Widerspruch; denn eine Differenz == o ist keine Differenz, und gleichwohl
wird eine wirkliche Zu- cder Abnahme des Bogens erfodert, weil er ohne diese
aufhoren wiirde sich zu verindern. Um hier den Widerspruch zu vermeiden
sieht man sich genothigt, einen Cosinus =1 zu setzen, der nicht im strengsten
Sinne, sondern blofs beinahe == 1 ist. 'Wie weicht nun der Kalkul der Func-
tionen dieser Klippe aus? —— Er entwickelt nach einer bekannten Methode in
seinem §. 25. ein Paar Reihen fiir den Sinus und Cosinus, in welchen diesc
trigonometrischen Linien durch ihre Bogen ausgedriickt sind, niamlich

. x3 5 x5
sin x = Adx — 43 A5 ———r —— etc. und
‘3 2.3:4.5
x? x4
. €0s ¥= 1 — A% —— + A* — etc.
, 2 2.3.4

*) Dies bitte in der griisonschen Uebersetzung durch unbestimmte nicht aber durch
,unbegrianztes Differenz gegeben werden sollen,

[N !



N

R 3

Mit Hilfe des archimedischen Grundsatzes, dafls der Sinus kleiner und die

~

- S . . . ro
Tzngente grofser, als der zwischenliegende Bogen sey, wird fiir x=— oder
. . <4

auch fiir jedes noch kleinere % erwiesen, dafs in Bezichung auf die Kreislinic

der Coefficient .4/ = 1 seyn miisse. Daher

. x3 x5
SIn X == X — - ~— ete. und
2.3 2.3:4+5
. x4 .
€S ¥ = 1 — Fx?* 4+ — — etc.
. 3.3:4
Nach der Analogie hat man eben so
.. . 13 i5
Sin ¢t == — ~ -+ — ete, und
2.3 2.3.4.5
. . P
cosi =1 — %1% + : — etc.
2.3.4

. y2
Wird nun in der allgemeinen Reihe f (x+i)= fx +ifx+ —;— f'x+ etc. sinx

anstatt fx gesetzt, so giebt der dortige §. 29. sin (¥ + £) = sin x cos i + cos ¥ sin i,
und wenn einerseits sin i nebst cos i mit den vorhergehenden Werthen,
andererseits die unniitzen Glieder dieser letztern mit einem schicklichen
Et-Cetera vertauscht werden, den Ausdruck:
sin (x +1) = sin x (1—etc.) + cos x (i—etc.) = sin x + i cos x,

also wenn das erste Glied durch Abzug wegfallt, sin(x+i)— sin x=1.C0S X,
welches in die Sprache der Differenzial - Rechnung iibersetzt 8 (sin x) = cos x. ¥ ist.

Beurtheilt man diese Entwickelungs-Art der Function i cos ¥ ganz unpar-
theiisch, so ist es nicht moglich, ihr in Vergleichung mit der im Differenzial-

Kalkul gebriuchlichen einen Vorzug einzuridumen. Denn angenommen, dafs die
Vernachlidssigung aller ausser dem Gliede cos x . 8x vorhandenen Differenzentheile
sich blofs durch die Kleinheit des 8x rechtfertigen lasse, so hat die Theorie
der analytischen Functionen in der That keinen andern Grund, um es gut zu
heissen, dafls sie blofs ihr i cos ¥ zuriickbchilt. Uebrigens mogen die obigen
Reihen fiir sin i und cos i auch noch so schnell convergiren, es kann sich we-
der 1i% noch irgend eine hohere Potenz von i dem Werthe Null moglichst ni-
hern, wenn nicht dieser Binomial-Theil unermelslich-oder unendlich-klein ge-
nommen wird. Eine Bedingung, welche bei einigen Aufgaben aus der Geometrie
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grade so uncrlafslich ist. Hieher gehi‘;ri: unter andern die Rectification der Cur-
ven, und dic Bestimmung krummer Oberflichen konoidischer oder sphiroidischer
Rorper im §. 136 u. §. 137. der lagrangeschen Schrift. Sie geht hier von dem
archimedischen Grundsatze aus, der Bogen sey linger als seine Sehne, aber kiir-
zer, als beide Abschnitte der Tangenten (Polygenseiten) welche man an seine
beiden Endpuncte zieht. Es wird also der Bogen zwischen zwei Grinzen einge-
schlossen, welche die Functionen iQx und iQ(x+i) sind. Um sich das Anse-
hen zu geben, als brauche hier der Binomial - Theil i nicht unermefslich klein zu
seyn, wird beiliufig die Erlaubnifs ertheilt, den letztern so klein zu neh-
men, als man immer wolle. Das ist aber eine blofse Redensart, und jeder
Unbefangene sieht wobhl ein, dafs hier micht mehr Willkithr, sondern Zwang
herrscht. Also abgesehen davon, dafs e¢s noch in Zweifel gezogen werden mufs,
ob der hier zum Grunde gelegte archimedische Satz ein wirklicher Grundsatz
genannt werden diirfe, und nicht erst einen strengen Beweis erfodere *), so
wird die Theorie der analytischen Functionen sich dennoch so wenig in diesem,
als in andern Fillen, wo die Betrachtung der Figur (consideratio figuralis, wie
es Leibnitz nannte) ihr Zwang auferlegt, von dem Gebrauch des sogenann-
ten Unendlich-Kleinen ganz lossagen konnen. Denn wenn gleich ihr Funda-
mentalsatz die Vernachlissigung einiger Glieder gutheissen darf, so kann
er doch fiirs Erste sie niemals berechtigen, eine bestimmte Anzahl weg-
zuwerfen, wenn sie nicht zugleich um anderer Bedingungen willen, nimlich
wegen der ausserordentlichen Kleinheit u.s.w., von selbst wegfallen : fiirs
Zweite kann er noch weniger vorschreiben, das i nicht kleiner als diese oder
jene willkiithrliche Grofse, z. B. nicht kleiner als eine Bogenminute, Bogen-
secunde u. dgl. zu denken, damit das Unendlich-Kleine vermieden werde; denn
hiebel kommt es nicht auf den Fundamentalsatz an, sondern auf die Bedingun-
gen, welche die zu betrachtende Figur und irgend ein bei ihr zum Grunde lie-
gender geometrischer Satz mit sich fiihrt. Dies alles lehret uns, dals der Kal-
kul der Functionen hier gar micht besser dran sey, als die Differenzial - Rech-
nung. Aber welches Recht hat nun jener zu behaupten, dafs diese wegen des

*) Vergl. Sehr leichte und kurze Entwick. einiger mathem, Theorien von J. Schulz, 1803.
S. 224; ingleichen Anfangsgrinde der Differenzialrechn, nach Lagrange’s Theor. de fonct.
analyt. von Rohde, 1798. Yorrede S. VL
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Gebrauchs ihres ,indefinite parvi“ in Irrthiimern stecke, da er doch selbst es
nicht vermeiden kann, in dieselben Irrthiimer hinein zu gerathen? —— Ist
nicht eben darum die angebliche Verbesserung der Differenzen-Methode eine
blofse Anmafsung? — — War die Differenzial - Rechnung wirklich einer Verbes-
serung bendthigt, weil ihre Principien Irrthiimer seyn sollen: so mufste der
Anfang damit gemacht werden, dafs man untersuchte, ob mnicht jede leibnitzi-
sche Differenzial- Formrel an sich falsch, und ein Ding sey, was zu nichts fih-
re? Denn die Principien des Differenzial-Kalkuls sind seine Grundbegriffe, und
seine Formeln Schliisse aus diesen, als ihren Vordersitzen. Es ist aber logisch
unmoglich, aus irrigen Voraussetzungen gradezu wahre Schlufsfolgen zu ziehen.
Eben darum hitte Formel fiir Formel, nach den allgemeinsten Grundbegriffen
einer Rechnung mit verinderlichen Grofsen, erst gepriift, und hierauf der bes-
sere analytische Weg gezeigt werden miissen, welcher zu den richtig befundenen
leibnitzischen Ausdriicken hinfiihrt, ohne in die (angeblichen) leibnitzischen Irr-
thiimer zu stiirzen. Wollte man sagen, diese Formeln miifsten schon deshalb
fiir giiltig und wahr gehalten werden; weil die neuere Theorie durch ihren Me-
chanismus der Operation ganz dieselben hervorbringe: so lifst sich gegen diesen
Erweis der Rechtmifsigkeit noch Manches einwenden. Fiirs Erste, warum be-
halt dieser neue franzosische Kalkul in seinem Mechanismus den Abzug der ur-
springlichen Function von der binomisch verinderten bei, wodurch er sich dem
Tadel aussetzt, dafs er die Benennung der Differenzial-Rechnung als unschick-
lich verwerfe, und gleichwohl selber nichts anders, als eine Differenzen - Rech-
nung sey? Angenommen, dafs die neue Theorie von diesemy Verfahren keinen
Gebrauch gemacht, und fiirs Zweite auch eine ganz andere, wo moglich noch
viel allgemeinere Form ihrer Hauptreihe, z. B. fx = 4x* 4 Bx? + Cx” + Dx* + u.
s. w. gewdhlt hitte : wiirde unter diesen verinderten Bedingungen dennoch
dieselbe einmal vorhandene Gestalt der abgeleiteten Functionen oder Differen-
zial-Formeln zum Vorschein gekommen seyn? — — Die Unmaoglichkeit irgend
ciner Abweichung fallt hier nicht von selbst in die Augen : daher wiirc es iius-
serst verdienstlich gewesen, einen Beweis fiir sie zu geben; denn jetzt hitte
man uberzeugend eingesehen, dafs in dem Functionen-Kalkul nichts Gesuch-
tes (Nachgeahmtes) liege, und so wire dann fir immer entschieden gewesen:
es gebe nur diese eine richtige Art mit verinderlichen Grofsen zu rechnen,
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Da es aber der neuern Theorie nicht gefallen hat, sich auf diese Wichti‘ge Unter-
suchung ein_zulassen :+so ist sie eben darum viele und grofse Anfoderungen schul-
dig geblieben.. Doch sie wollte zufolge ihres §. 9. einen Kalkul erfinden, des-
sen Principien frei von aller Erdichtung und Metaphysik seyn sollten. Mit Er-
dichtungen Lénnen die Principien einer mathematischen Analysis allerdings nicht
bestchen; wohl aber vertragen sic sich mit philosophischen Reflexionen, die
noch grade nicht der mechanische Kalkul selbst sind. _Vielleicht, verschmihete
die Theorie der analytischen Functionen auch diese letztern, um weiter nichts,
als rein mechanischer Algorithmus zu seyn. 'Wenn das ist, so wird ihr freilich
das Pridikat eines Meisterwerks von dieser Art niemand streitig machen. Aber
eben so gewils darf hoffentlich auch die dltere Theorie der Differenzial- Rech-
nung sich dieses Lob aneignen, man mag sie von Seiten ihres Mechanismus

oder ihrer philosophischen Begriindung betrachten.
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Zweite Abtheilung.

Frster Abschnitt 4

Darstellung der allgemeinen Differenzial-Rechnung, gegriindet auf des

deutschen Erfinders eigene Erklarungen.

§. 26.
Alle Vergleichung der Grofsen, sie mégen ununterbrochen zusammenhingende
(continuirliche) oder vereinzelte (discrete), feste oder fliissige, wégbare oder un-
wiagbare, ruhende oder bewegte, bestindige oder verinderliche u. s w. seyn,
fangt mit dem Verhidltnisse an. Dieses letztere hat bekanntlich zweierlei
Formen, dic sogenannte arithmetische und geometrische. Wo nichteine
von beiden Statt findet, da hort auch jede messende*) Vergleichun‘g auf, so
dafs die Grinzen der Verhiltnisse zugleich die Grinzen des ganzen Gebieis der
Grofsenlehre sind.  Wer hieran zweifeln wollte, der diirfte nur einen Blick auf
das unbauliche Feld ciner mathesis intensorum werfen, und jeder Zweifel wiirde
gehoben seyn. Alle Naturgesetze in der sich mischenden und entmischenden,
in der organisirten und unorganisirten Koérperwelt, lassen sich auf Verhiltnisse
zuriickfithren; und will man jene finden, so miissen diese vorher gesucht wer-
den. Verstattet uns der physisch erfiillte Raum, so wenig er auch an sich be-
trachtet cine todte Zahl oder Zahlen-Schichtung seyn mag, nur auf irgend cine
Art eine Vergleichung in Verhiltnissen: so unterwirft er sich eben dadurch den
Gesetzen der Zahlenlehre; diese schreibt ihm Verinderungen vor, die er befol-
gen mufs, oder sicht seine Erscheinungen, als wiren sic Erzeugnisse ilrer Be-
rechnungen, in weit entfernter Zukunft voraus. Hierin griindet sich die Mog-
lichkeit, dafs die arithmetischen Formen und Wechselverbindungen Gesetze fiir

! Anmerl«ung Die Sprachlehre hat zwar auch ilire Verglelclmnﬂs Stufen; sie sind aber
ni¢ durch Zahl bestimmt, also nie messend,

N
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e Aussenwelt werden miissen; denn sobald uns diese Verhialtnisse darbietet,
sind Proportionen und Gleichungen ein nothwendiger Erfolg von jenen, und die
Grofsenbeziehungen in der objectiven Natur, werden mit den Grifsen - Beziehun-
gen der Arithmetik Eins.
S o7 .
Alle Verhiltnisse, man mag sie arithinetisch oder gcometrisch nennen, zer-
fallen in zweierlei Arten, in bestindige oder stehende, und unbestindige
oder veranderliche (fliefsende, fluxions). Mit den letzteren lifst sich nicht eher
so wic mit bestindigen rechnen, als bis sie sichend gemacht (fixirt) worden
sind. Eine schwierige Aufgabe, "zu welcher die altern Mathematiker, vor der
vollkommenern Theorie der Reihen, zwar vorgearbeitet, aber sie nicht geldset
haben. Das Bediirfnifs dieser Umwandelung veriinderlicher Verhiltnisse fiir die
Dauer der anzustellenden Rechnung selbst, haben alle denkenden Ma-
thematiker deutlich gefithlt; denn man hat sich Miithe gegeben, hier auf etwas
Stehendes zu kommen. Am deutlichsten finden wir dics ausgesprochen bei den
beriihmten Analysten gegen das Ende des 17ten und im Anfange des 1gten Jahr-
hunderts. Darum ersann Jsaac Newton sein Verhiltoifs 1: 1, von welchem
oben erwiesen worden ist, dafs es durchaus nicht tberall Statt finden und all-
gemein stellvertretend seyn kann. Dieselbe Absicht haben spitere Versuche, na-
mentlich in der Theorie der Grinz-Verhiltnisse und in der kiinstlichen Nullen-
Rechnung gehabt. Ein Beweis, dafs man bei tieferem Nachforschen immer auf
denselben Punct hingekommen ist, von welchem der Differenzial-Kalkul aus-
ging, und dals dieser nie milszuverstehen eder gar fiir Iirthum anzusehen gewe-
sen seyn wiirde, hiitte man seines Erfinders Vorstellung von einer verinderlichen
Grofse richtig aufgefalst. '

$. 28

Sollen Rechnungsformen einem Gegenstande in der iufsern Grofsenwelt ent-
Sprechen: so ist eine gewisse Uebereinstimmung oder Gleichformighkeit néthig
zwischen den arithmetisch abgezogenen 6Grofsen und demjenigen, worauf sie
sich beziehen, wenn dies letzterc selbst als Zahl betrachtet wird. Daher miissen
bei bestindigen Verhilltnissen auch die Verhilinifs-Glieder den bezeichneten
Grofsen proportional seyn. Wenn z. B. fiir die Berechnung einer gleichfér-
migen Bewegung das Zahlenverhiltnils der Zeit =1 : 5 genommen wird : so mufs

\



99

die wirklich verflossene Zeit ‘ebenfalls das Dreifache von der Zeiteinlieit seyn;
denn sonst wiirde der wirklich durchlaufene Raum nicht dem Dreifachen der
Raumeinheit (Geschwindigkeit) gleich kommen. Aber wie hier Gleichférmigkeit
der bezeichneten und bezeichnenden Verhiltnifs-Glieder erfodert wird, so mufs
dieselbe auch bei den Gliedern veriinderlicher Verhiltnisse Statt finden. Hierauf
bezieht sich die merkwiirdige Stelle in den Actis Erud. Lips. 1684, pag. 467 seq.
pDemonstratio omnium facilis erit in his rebus versato, et hoc unum consi-
deranti: ipsas Ox, @y..... utipsarum x, 4 ....... (cujusque in sua serie) dif-
ferentiis seu incrementis et decrementis momentaneis proportionales haberi
posse. Es ist also nicht erlaubt, fiir die bezeichnenden Grofsen ganz willkiihr-
liche Zahlenformen zu gebrauchen; denn wo die vorhin erwihnte Gleichformig-
keit fehlt, da lalst sich verniinftigerweise keine Uebereinstimmung der Rechnung
mit dem berechneten Gegenstande erwarten. Es wiirde z. B. hochst Wider-sinnig
seyn, die Summe einer arithmetischen Reihe vom ersten Range, fiir den Kubik-
inhalt einer Pyramide ansehen zu wollen, da doch dieser Korper eine arithmeti-
sche Reihe vom zweiten Range bildet. Eben darum hat man auch iiberall die
Uebereinstimmung der Natur einer verinderlichen Grofse in der physischen Kor-
perwelt mit der reinen Zahlenform zu beriicksichtigen; weill ohne diese Ueber-
einstimmung unmoglich die letztere fiir jene gesetzlich oder folgegebend seyn
kann. Wer z. B. eine arithmetische Reihe vom ersten Range, die ¢ Glieder hat,
summirt, um die Fallhohe eines Korpers in der widerstehenden atmosphirischen
Luft fiir ¢t Zeiteinheiten zu bestimmen, der begeht eine Inconsequenz, indem er
die freie beschleunigte Bewegung mit der gehinderten verwechselt, und in seiner
Berechnung eine arithmetische Form unterschiebt, welche mit der zu berechnen-
den Grofse keine Aehnlichkeit hat, oder wo micht Glied fiir Glied und Zuwachs
fiir Zuwachs in dem Dezeichnenden und Bezeichneten proportional ist. Mag
man hieraus die Wichtigkeit der vorhin angefiihrten Stelle erkennen, und cinsc-
hen lemen, dafls zur Begriindung einer Rechnung mit verinderlichen Gréfsen
mehr nothig ist, als. eine Menge arithmetischer Formen zu erfinden, die zwar
unter sich von einander abhiingig sind, aber auch auf nichts ausser sich
einc nothwendige oder evident erweisliche Bezichung haben. Es war vor dem
Daseyn des Differenzial-KRalkuls keine klcine Aufvabe, was flr eine arithmeti-
sche Gestalt man den verinderlichen Grofsen geben miisse, um die unentbehr-
N 2
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liche Proportionalitit zwischen dem Bezeichneten und Bezeichnenden iiberall
‘festhalten “zu konnen. i
coe . . 8.7 20.

Der Differenzial-Kalkul stellt seine verinderlichen Grofsen unter der Gestalt
arithmetischer und geometrischer Reihen dar. ,Ego incepi calculum
differentialem a numerorum seriebus“..... sagt Leibnitz im Commn. philos.
et mathem. Tom. I. pag. 380., wo er zugleich einen hiochst merkwiirdigen Unter-
schied zwischen seinem Calculo generali und speciali, scil. geometrico seu
infinitesimali andeutet. Die beiden Hauptreihen sind, wenn p die anfingliche
Differenz und ¢ den anfanglichen Verhaltnifs-Exponenten bczeichnet, im All-
gemeinen folgende :

1. x,x+p, x+mp, x+mp, x +uwp.....

- %ax, a*q, a*q, a%q’, a*q", a*qv.....
IR UGRE U T ol I S A AN S S

Aus ihnen gehen noch zwei Nebenreihen hervor, die bekannte Binomial-
Reihe, wenn jedes Glied der ersten auf eine beliebige Potenz n erhioben wird,
und eine logarithmische Reihe, wenn man entweder x oder a* oder y* u. dgl.
als den verinderlichen Logarithm einer verinderlichen Gréfse betrachtet. Fiir
den Fall, dafs x einen verinderlichen RKreisbogen bezeichner, bleibt die Reihe
unter L. giﬁtig, und man hat nacheinander die trigonometrischen Functionen:

sin ¢, sin (x+p), sin(x+mp), sin (x+mp).....
cos x, cos (x+p), cos (x+mp), cos (x+mp).....
tang x, tang (x+p), tang(x +mp), tang (x+u'p) u. s. w.

Hier mufs nun gleich bemerkt werden, dafs alle Milsverstandnisse in Hinsicht
der Grundbegriffe des Differenzial-Kalkuls, lediglich aus der Nichtbeachtung der-
jenigen Glieder in den beiden Hauptreihen entstanden sind, welche auf das zweite
folgen. Es ist daher nothig, mehr als zwei Glieder in Betrachtung zu zie-
hen, so oft es darauf ankommt, die Natur dieses Kalkuls auseinander zu setzen,
und sich die Ueberzengung zu verschaffen, dafs er so wenig das Werk eines
gliicklichen Zufalls, als das Erzeugnifs von Irrthiimern, sondern bis in secine
letzten Elemente vollig durchdacht sey. Wie aber, wird man fragen, hat Leib-
nitz alle Verinderungen objectiver Grofsen in der Gestalt Lheils einer arithmeti-

schen, theils eciner geometrischen Reihe darstellen diirffen? Wic konnte er er-
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warten, dals einerseits diese beiden algorithmischen Formen alle Formen veriin-
derlicher Grofsen erschopfen wiirden, und dafls andererseits bei der Anwendung
dieser zwel Grundformen iiberall zwischen den bezeichneten und bezeichnenden
Grofsen die bendthigte Proportionalitit oder Gleichformigkeit bleiben miisse? ——
Hierauf Jifst sich antworten : die beiden leibnitzischen Hauptreihen sind darum
50 allgem'ein und gesetzgebend fiir die Aussenwelt, weil sie aus ihr unmittelbax
hervorgehen. Denn wir konnen im Gebiete der angewandten Grofsenlehre nie
anders messend vergleichen, als mit Hiilfe "arithmetischer und geometrischer
Verhiltnisse. Nun giebt aber irgend einc regelmifsige Folge von arithmetischen
oder geometrischen Verhiltnifs-Gliedern jederzeit eine Progression dieser Art.
Eben darum schreibt die ganze Aussenwelt sich diese Form ihrer verinderlichen
Grofsen vor, und die beiden Hauptreihen der Differenzial: Rechnung, erhalten
dadurch als bezeichnende Gréfsen eine Allgemeinheit. Wir dirfen in der That
nicht weit suchen, um diese Reihen aufzufinden. So giebt der freie Fall der
Korper die Reihe 1g, 32, 58, 75 u. s-w., welches eine arithmetische Reihe vom
ersten Range ist. Auch kann man sich leicht iliberzeugen, dafls der Differenzial-
Kalkul, er mag auf Gegenstinde der Physik und Mechanik, oder auf geometri-
sche Figuren u. s. w. angewandt werden, iiberall mit denjenigén Verinderungs-
Tormen ausreicht, ‘welche aus der obigen arithmetischen und geometrischen
Reihe hervorgehen. Denn da keine von beiden in Hinsicht ihrer Glieder, und
namentlich der Gréfsen mn, p und ¢, an gewissc Schranken der Verinderung
ithrer Werthe gebunden ist: so steht es frei, jede Hauptform sich unzihligemal
abgeﬁndert zu denken, und ‘besonders bei der arithmetischen bis zu einem unend-
lichsten Range fortzugehen, um die jedesmalige Gestalt der Verinderung unbe-
stindiger Grofsen zu bezeichnen, wie mannichfaltig sie auch immer seyn mag.

Welche Fulle ist hier mit der grofsten Einfachheit gepaart !

§. 30. :

Die vollstiindige Erkenntnifs der Griinde, auf welchen das ganze algorith-
mische Verfahren der Differenzial - Rechnung beruhet, hingt zu sehr von dem
wahren Begriff einer verinderlichen Grofse ab, als dals es micht nothig seyn
sollte, diesen letztern noch niher zu bestimmen. Da er aber nicht willkiihrlich

seyn darf, so kann man hier von der Betrachtung einer verinderlichen Grolse
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ausgehen, wie sie in der Natur vorkommt. Es giebt unter andern die gleich-
formig beschleunigte Bewegung im freien Mittel folgende arithmetische Reihe
vom ersten Range: '
&y 8teg, gte.2g, g+3.28, g+4.28,.00c §H(n—1)2g,
welche eg zur bestindigen Differenz hat. Diese Reihe ist so beschaffen, dafs
fiir jeden ecinzelnen Zeittheil immer nur cin einziges Glied vorhanden, jedes
vorhergehende glcichsam verschwunden, und keins der nachfolgenden mit dem
eben gegenwirtigen schon gleichzeitig da ist. 'Wenn daher die beschleunigte Be-
wegung linger als eine einzige Zeiteinheit dauert, so kommt eine verinder-
liche Grofse zum Vorschein.: Diese besteht in jedem Zeittheile n, aus der
Stammgrofse g und der (n—1)-fachen Differenz 2g, diec hier ein Increment
genannt werden muls. Die ganze Verinderung beruhet also darauf, dafs ein und
dasselbe g von Zeiteinheit zu Zeiteinheit einen Zuwachs erhilt. Bei einer der
Richtung dec Schwere grade entgegengesetzten Bewegung, wiirde diese (n—1)-
fache Differenz eine Verminderung, also ein Decrement hervorbringen. Bil-
- det man sich jetzt nach der Form dieser von der Natur gegebenen Reihe, eine
ihr in der Bezeichnungsart des Differenzial-Kalkuls entsprechende, so hat sie
folgende Gestalt :
x, x+0x, x+0dx, x+30x, x+48x,..... ¥+ (n—1)ox

und es leuchtet ein, dafs wie x dem g, so 6x dem og proportional bleibt. Uebri-
gens gilt hier, was bereits vorhin bemerlt wurde, dafls fiirs Erste in jedem ein-
zelnen Zeittheile, so grofs oder klein er auch immer seyn mag, von der gan-
zen Reihe michts mehr, als ein einziges Glied vorhanden ist; flirs Zweite, dafls
x blofs darum veranderlich ist, weil es mit jeder kleinern oder
grofsern Zeiteinheit einen neuen Zuwachs oder eine neue Abnah-
me leidet. Hilt man diese Bedeutung der Veriinderung nicht fest, so las-
sen sich bei der Erklirung des Mechanismus der Differenzial - Rechnung schwer-
lich alle Mifsverstindnisse vermeiden. Man mufs aber wohl unterscheiden Ver-
inderung und Verinderlichkeit einer unbestindigen Grofse. Es giebt
nimlich allerdings mnoch eine Verinderlichkeit, welche dem x nicht abge-
sprochen werden da:f, und welche darin besteRt, dafs ihm alle zwischen Null
und Unendlich liegenden Werthe zukommen konnen. Aber wie in der Theorie
der Functionen kein x verstattet Wird,* welches fiir dic Dauer des besondern

-



Tiechnungsfalles in jedem Gliede einen andern Werth hat, weil dies auf Wider-
spriiche fiihren wiirde : so mufs auch hier das verschiedener Werthe zwar fihi-
ge x, indem es eine verinderliche Grofse oder einc Reihe bildet, gleichwoll nur
Linen Werth haben, der mehrere Zeiteinheiten hindurch derselbe bleibt., Denn
die im Differenzial-Kalkul gemeinte Verinderung (nicht Verinderlichkeit) be-
ruhet lediglich auf den momentanen Incrementen und Decrementen, Dals die
Sache sich in der That so verhalte, ist leicht einzusehen. Iedermann zieht beim
Differenziiren das erste Glied der Teihe vom zweiten ab, unter der Vorausse-
tzung, dafs x sich mit x oder x* mit x* aufhebt. Wie konnte dies angenommen
werden, wenn X oder x* beli dem Uchergange von dem ersten zum zweiten
Zustande eine Verinderung exlitten hitte? Finde sie iiberhaupt Statt, so miifste
sie bei keinem Paar aufeinander folgender Glieder ausbleiben. Nun ist aber ein
Paar von Gliedern da, wo sie durchaus wegfillt : also kann sie auch iiberhaupt
nicht zugelassen werden. Ls ist hieraus leicht einzusehen, dafsim leibnitzischen
Differenzial-Kalkul kein Increment &x, {y, €z u. dgl. an sich Nuall seyn darf;
denn dadurch hort jede Grofse x, vy, z u. dgl. sofort auf, ciner differenziel-
len Verinderung unterworfen zu seyn, wiewohl ihr dieselbe willkiihrliche Ver-
inderlichkeit der Zahlenwerthe bleibt, welche in der ;Theorie der Functionen
gcbriuchlich ist. Hiedurch wird es auch vollkommen begreiflich, warum der
Erfinder des Differenzial- Kalkuls es fir durchaus unstatthaft halten mulste, seine
Incremente und Decremente 6x, &y, Oz ete. fiir Nullen anzusehen. Hitten sie es,
ausser einigen wenigen Fallen, z. B. in der Lehre vom Grofsten und Kleinsten,
“seyn konnen: so wire es eine hochst unniitze Spielerei gewesen, den Grofsen
x, ¥ u. dgl. die Anhingsel 0x, &y u.s. w. zu geben. Denn man hiitte sich nun
mit Reihen von der Gestalt x, x, x...... oder Yy %y ¥ +e... . s. w. behelfen, und
bei den nach Art der Nullenrechnung geschricbenen Differenzialen x—x, y—gy
u. dgl. blofs an die Verinderlichkeit der Zahlenwerthe denken miissen, welches
zwar eine Art von Functionen-hechnung, aher ein héchst unbestimmter nnd
unverstiindlicher Differenzial - Kalkul gewesen seyn wiirde. Denn wozu kann die
Voraussetzung wohl fiithren, dals in einer Reihe %, x, x...... jedes nachfolgen-
de oder der Zeit nach spitere Glied sich anders als dus vorhergehende denken
lasse, jedoch der differenziclle Unterschied 8x= x-—x immerfort = o bleiben

miisse 2 — — Ist das nicht der offenbarste Widerspruch, aus welchem, sich -nie-

»
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mals irgend eine verniinfiige Schlufsfolge ableiten und am allerwenigsten beg reif-
lich machen lafst, warum die Rechnung mit verinderlichen Grofsen sich der ab-
geleiteten Functionen anstatt der urspriingiichen bedient? — — Der Différenzial-
Kalkul hat verénderliche (d. 1. von Augenblick zu Augenblick sich wirklich ver-
iandernde) Grofsen miteinander zu vergleichen, so wie sie in der dufsern Gros-
senwelt vorkommen. Darum ist ihm der Zwang auferlegt, arithmetische For-
men zu suchen, welche nicht blofse Functionen- Reihen, sondern solche Reihen
sind, wie sie die objective Natur bildet. Man darf nur einige wenige dieser
ungleichartigen Reihen miteinander vergleichen, z. B.

1+ a
p— =4 + Bx + Cx2+Dx° + Pz,
1+ 142, 1+(x+0x) , 1+{x+20x) 1+ (x+[n—1]0x)
etc, == - —t ———— "t + —
1—x 1—x  1—(x+0x) 1—(x+20x) 1—x+[n—1]0x)

und dabei dié Verschiedenheit der Bedeutung einer verdnderlichen Grofse in der
Theorie der Functionen und im Differenzial - Kalkul festhalten : so wird man sich
ohne einen vorhergegangenen weitliuftigen Beweis schon vollig davon iiberzeugt
halten konnen, dals zwischen beiden Rechnungsarten ein wesentlicher Unter-
schied tibrig bleibt.

.5 3L

Der Begriff einer differenziell (nicht blofs functionell) verinderlichen Grofse,
1ifst sich nun so festsetzen : sie ist eine Gréfse, welche dadurch ununterbro-
chen verindert wird ,“dafs sie entweder'augenblickliche Incremente annimmt,
oder solche Decremente verliert, und eben darum bald ecine steigende bald eine
fallende Reihe darstell. Nun wiirde auch die Erklirung cines Differenzials kei-
ne Schwierigkeit mehr haben, zu welchem Range es nur immer gehéren mag.
Iedoch wird es dienlich seyn, vorher noch die Gestalt der Hauptreihen des §. 2.
dadurch abzuiindern, dals wie das Increment p mit &x, so auch der Verhiltnifs-
name ¢ mit einer Function von x, niamlich mit a?%-oder y0* vertauscht werde.
Dabei ist nicht aus der Acht zu lassen, dafls nmach Leibnitzens ausdriicklicher
Bestimmung *), dicse in der unbestimmt kleinen Zeiteinheit & einfach oder

*) Commerc. philes. et math, Tom. 1. pag. 22.: »Quantitas constans pro Unitate sumta
sit &x.¢¢



mehrfach hinzukommende oder verloren gehende Verinderungs-Gréfse dx (wie
dy, 8z u. dgl.) ah und fir sich als bestindig und zugleich fiir eine unbestimmt
kleine Einheit angeséhen werden soll, -aus welcher sich ir—génd ein Werth von
% durch Addition zusammensetzen, oder durch allmihlige Subtraction zernichten
lafst*), Hienach kann qg=ad*, ¢’ = a9~ ..... oder g =y38%, ¢’ =ymd*, ¢’ =ymo=
W s. w. gesetzt werden! Dadurch erhalten die obigen Reihen folgende Gestalt:
L. x, ©+8x, ©+ mdx, x+mox,. ... ..
a*, a*+6x, grxtmdx, qxt+méx ., .0,
I { y, JEkOs, jEbmox | Hadmér L,

Nun kann sich eine unbestindige Grofse so verindern, dafs in gleichen
Zeittheilen gleighe, aber auch so, dafs in glemhen Zexttheﬂen unglelche
Zu- oder Abnahmen Statt finden. Im erstern Fall sind' ihre ersten im letztern
irgendwo die folgenden Differenzen bestindig, wenn nicht etwa die Reihe re-
current oder an gar kem Gesetz gebunden ist. Abgesehen von diesem letztern
Umstande, so kann man bei jeder verinderlichen Grofse, sie mag eine steigende
oder fallende Reihe bilden, auf 1rgend einige bestindige Differenzen (oder
Differenzentheile) kommen, und diese -heissen die Differenziale. Sie beste-
hen zuweilen aus dem alleinigen Increment dx oder 9y, sehr oft haben sie aber
auch eine abgeleitete Function, z. B. 32? oder allgemein nx"— u. dgl. zum Coef-
ficienten, und nun ist die ganze Verbindung, wie 5x28x[étc. das Differenzial.
Dabei mufs man nicht glauben, dafs der Coefficient nx"—* eine Verinderung fiir
jede folgende Zeiteinheit mit sich filhre. Deénn wie schon oben dargethan wor-
den ist, wenn gleich dem x eine Verinderlichkeit in Hinsicht seiner verschiede-
nen Zahlenwerthe bleibt, welche ihm nacheinaﬁéexf gegeben werden konnen, so
erleidet es doch ohne die Incremente oder Decx;é'mex'x;te keine wirkliche Verinde-
rung. Es ist daher 8x mit nx"—* verbunden eben sowohl eine bestindige Diffe-
renz, als wenn es ein a oder 1rgend eine andere bestindige Grofse zum Coef-
ficienten hitte. Nur dann erst wiirde eine Verinderung da seyn, wenn der
Coeflicient nxn—: folgende Gestalten hintereinander annihme : = (x + Ox)n—r,
n (x+ mox "'f;" n(x+m8x)"=t u, s. w. Diesemnach beruhet im Differenzial - Kalkul
aller Unterschied, der bestindigen Grofsen a, b, ¢, d..... und der verinderlichen

Bl

, Y,
*) Oper. omn. Tom. IIL. pag. 420, u. a.a. O.
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U, Vy T ¥y Z.oerees blofs darauf, dals die Ietztern Incremente und Decremente
annehmen, die erstern aber nicht. Dies gilt ebenfalls von den Incrementen und
Decrementen 8x, 8y, 9z etc., das heilst, keins von allen kann, ohne die Annah-
me eines Increments oder Decrements von einer nichstfolgenden Ordnung, eine
Veranderung erleiden. Die Wahrheit dieser Behauptung geht schon aus dem be-
kannten Verfahren hervor, die zweiten und héhern Differenziale zu finden, wor-
iber die zehnte Regel in der Einleitung verglichen werden kann. Dabei ist es
der Natur des Differenzial-Kalkuls eben so zuwider, die hohern Differenziale
fiir unendlich kleine Theile der niedern, als 0x, dy, 8z etc. fiir etwas anders, als
fiir unbestlmmte Differenzen zu halten, so wie es Ax, Ay und Az sind.
Dals gmde dies die Meinung des Etfinders der Differenzen-Theorie sey, ergiebt
sich aus mehreren Stellen seiner Dedrucliten mathematischen Aufsitze*). Diesem-
nach laf§t sich jedes hohere Differenzial unter folgenden allgemeinen Be-
griff bringen : Es ist die bestindige leferenz einer verinderlichen Grofse, welche
sich so ver%’mdert dafs sie die Glieder emer Relhe vom zweiten oder folgenden
Range bildet. Auch konnte man so definiren : Tedes nte hohere Differcnzial ist
die nte Differenz einer Reihe vom nten Range, als vemnderhche Grofse betrach-
tet. Dals diese Definition fiir beide Hauptrezhen giltig sey, kann man sehr
leicht aus dem feststehenden Dlﬁ(len71at10ns Gesetze erkennen, den nichstvor-
hergehenden Zustand von dem unmittelbar folgendcn abzuzxclmn. Wie genau
sie librigens mit der 11rspruntrhch leibnitzischen ubcremshmmc, das erhellet aus
ein Paar Stellen We]che hier wortlich hergesetzt zu werden verdienen.
. I;n ‘der Beantwortung einiger Linwiirfe des Niewentyt gegen den Diffe-
. xenzia‘-Kalkul' sagt Leibnitz (Op. orfln. T. III. pag: 327): ,,Nam quoties
‘ termm1 non cxes\cunt un1form1te1, necesse est incrementa eorum
rursus d1fferent1as habere, quae sunt uthue d1ﬂ’erentxae differen-
uarum “ o . 4
2. Am angefiihrten Ort S. 420 heifst es in dem Aufsatze : Monitum de Charac-
... teribus algebraicis, fast noch bestimmter also: ,,Hic 8x significat elementum
_id est incrementum vel decrementum (momeﬁtanenm) 1p31}xs quantitatis x

(continue) crescentis vel decxescwtls. Vocatur et d;f f erent1a nempe. inter

[ -

*) Man sehe weiter unten die angefuhrten Erklarungen, und vergleiche noch Op. omn. Tom.
I11. pag. 128, 169 u. a, m.
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duas proximas x, elementariter differentes, dum una fit ex altera (momen-
tanee) crescente vel decrescente. Porro 00x est Elementum Elementi seu
differentia differentiarum (scil. duarum proximarum) nam ipsé quanti-
tas Ox non semper constans est, sed plerumque rursus (continue) crescit
vel decrescit. Et similiter procedi potest ad 020x seu 93x et ita porro.«

Um sich hier einen richtigen Begriff von der Bestindigkeit und Unbestﬁﬁdig
keit des Increments 0x zu machen konnen folgende Reihen zur Erlduterung die-
nen. Eine Grofse, welche sich nach dieser Form -

%, x+0x, x+0x+0x, x+20x+0x, x+30x+x....
indert, erhilt in jeder Zeiteinheit dasselbe Increment 1.dx, und hat eben darum
zwischen je zwei zunichst liegenden Gliedern dieselbe Differenz ox, welche ein
erstes Differenzial ist. Wenn aber eine zweite Grofse sich dergestalt ver-
indert, dafs sie diese Reihe hervorbringt :
x, x+20x, x+20x4 30x, x+50x+40x, x+90x+50x....%
so erhilt sie die momentanen. Incremente 20x, 30x, 40x, 50x..... um welcher wil-
len erst ihre zweiten Differenzen bestindig, folglich hier zweite Differen-
ziale vorhanden sind, von denen jedes = 8x ist. Da nun aber das zweite Dif-
ferenzial, wegen einer von selbst einleuchtenden Zweideutigkeit, nicht durch ox
bezeichnet werden kann: so schreibe man die vorhergehende Reihe lieber
x, x+0x, x+0x, x4+0x", x+0x",.....

und setze dx = 28%x, Ax' = 58%x, Ox’ = 99%x, Bac"' = 140%x: so bildet die erste
Differenzenreihe eine arithmetische Reihe vom ersten Range, und ihre Differen-
zen sind iberall gleich, ndmlich = 8%x, also zweite Differenziale. Solchemmach
miissen diese letztern als diejenigen Incremente angesehen werden, deren end-
liche Summen den ungleichféormigen Zuwachs oder die ungleichformige Ab-
nahme in der Hauptreihe, d.i. in der eigentlichen verinderlichen Grofse, her-
vorbringen. Leibnitz hat bei ihnen an nichts weniger, als an unendlich klei-
ne Theile der 8x gedacht; dies verbiirgt uns die lehrreiche Stelle in seinen
Oper. omn. T.IIL pag.16. Num.IV., wo die Reihe vom dritten Range o, 1, g,
27, 64, 125, 216,..... zur Erklirung des Begriffs von dritten Differenzialen
dient. Es sind niamlich die gleich grofsen Differenzen 6, 6, 6..., welche man
aus der zweiten Differenzen-Reihe, als ciner Reihe vom ersten Range erhilt,

' Oz
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Dafs dieses auf nichts anders, als auf Differenziale gedeutet werden diirfe, lehret
nicht nur der ganze Inhalt jener Stelle, isondern auch die bekannte Terminolo-
gie: ,differentia generatrix prima, secunda, tertia,” etc. deren schon oben im
§. 23. unter o gedacht worden ist. Wer sich noch mehr von der Wahrheit der
vorhergehenden Darstellung iiberzeugen will, der vergleiche die im Commerc.
philos. et math. T. L pag. 22. befindliche erliuternde Reihe, nebst ihrer bei sich
fiihrenden Erklirung. Die Reihe q, b, ¢, d.... ist eine fallende, und es wird ihr
Anfangsglied a aus mehreren Differenzen-Reihen, deren Anfangsglieder e, I, p,
t, 8.... sind, summirt oder integrirt. Dic beigefiigte Erklirung lautet:

»Atque haec quidem procedunt tam. in oxdmaxns seuebus, quarum termini

>sunt quanutates ordinariae, quam in iis, ubi sunt indefinite parvae......

Jam rem” ad calculum dlfferenna em accommodando, pro 4 ponatur ¥, et

pro ¢ 1, p, t, Betc. poni poterit respective &y, 0%y, 0%y, 0%y, Oy etc......

Quantitas constans pro unitate sumta sit Ox infinite (unbestimmt) parva,

et 1.0x+1.0x+1.6x +..... erit=x, et ideo 1.0x+ 2. 8x+o.8x+4 ox etc.

erit fx, et 1.8x+5.0x+6.0x+10. O eLc. estﬂx, et'’r. 3x+4 0x +10.8x

+ 20.9x etc. est [ffx etc. -

Deutlicher konnte sich Leibnitz doch wohl nicht iiber die Bedeutung sei-
ner Differenziale aussprechen. Sie entstelien durch die natiirliche Differenzen-
folge der Reihen. = Auch geht hieraus unliugbar hervor, dafs wenn die ersten
Differenzen eine Reihe bilden die entweder lauter Diﬁerénzenzo giebt, oder
vom ersten, zweiten, dritten etc. Range ist, in derselben Ordnung eine einfache,
zweifache, dreifache, vierfache etc. Summation oder Integration erfoderlich sey,
um das Anfangsglied der Hauptreihe oder das Integral zu erhalten. Dies alles
beweiset, dafs die oben gewihlte erlauternde Form der Reihe: x, x +208%x,
% + 502x u. s. w. der Natur des Differenzial-Kalkuls eben so wenig, als dem Ge-
setze der Reihen ‘uberhaupt widerstreite. Die Differenzen-Methode erfodert also
keinesweges unendlich kleine Grofsen der holieren Ordnungen, um die hoheren
"Differenziale darzustellen, sondern man kann diese mit allem Fug und Recht aus
Grofsen zusainmensetzen, von denen keine emmge unendhch klein, oder unend-
lichemal unendlich lLlein ist. _

Es leuchtet nun von selbst ein, was die Bezeichnungsart 3{8y) u. dgl. sagen
wolle. Sie setzt eine verinderliche Gréfse voraus, welche einé Reihe y, y+3y,
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y+3y', y+8y” u. s. w, bildet, in welcher der Zuwachs in jedem folgenden
Gliede anders als im zweiten ist, und wo dy ==md%y, ¢y =m/0%y, &y =m'd?y
w. s. f. angenommen werden mufs. Sollten 0%y, m 0%y, 7}1"5?3('(.-... noch nicht
eine Ncilke vom ersten Range geben, sa wiirde eben deshalb néthig seyn, mo?y
in pdly, w2y in p'ddy, m’0%y in p"83y u.s. £ - aufzulésen, bis man zu gleich
grofsen Differenzen 83y ; 83y, 0%y..... u.dgl. gelangt. Iieraus geht die wahre
Bedeutung der. Verinderlichkeit der Incremente Cy, dz und dhnlicher hervor. Sie
sind nimlich in der Hauptreihe oder ecigentlichen verinderlichen Grofse die Dif-
ferenzen zwischen dem ersten und zweiten Gliede, oder dic Anfangsglieder der
ersten Differcnzen-Reihe. Wenn man also sagt, 8y ist noch verinderlich, so
heifst das, die erste Differenzenreihe hat noch verinderliche Glieder, die grofser
oder kleiner als dy werden, z. B. 9y, éy+0%y, éy+20%y, &y +302y u. dgl
Diese Glieder sind dann aber noch keine Differenziale, sondern blofse Differen-
zen : daher man auch eigentlich nicht sagen sollte: die Differenziale sind noch
verinderlich. Eben so unstatthaft und widersinnig ist es, wenn die Theorie
der Grinz-Verhiltnisse (vergl. §. rg unter f.) die Behauptung aufstellt, es konn-
ten in dem Ausdrucke y=ux" auf der einen Seite verinderliche Differenziale cy,
o2y etc. aber auf der andern bestindige Differenziale ox, ¢x..... durch alle In-
stanzen fort gedacht werden. Dieser unnatiirliche, dem Gesetze der Reihen
durchaus widersprechende Satz filllt von selbst weg, sobald man den irrigen
Begriff aufgiebt, dafs die Incremente 6x,, dy, 8z iiberall die Differenziale sind.
‘Wird y==x" genommen, und eine allgemeine Hauptreihe verlangt, in welcher
erst die nte Reihe der Differenzen bestindige Glieder oder Differenziale haben
soll, so ist folgende Gestalt nbthig:

x”, x* +rr—0x, x" 4+ anx—10x 4 n(n—1) x"—20x* , x" + gux*—10x+3n (n—1)x*—20x5°
+ n(n—1) (n—e) x"—50x3, x* + 4na*=10x+6n(n1—1) 51:"—"8;:2 + 4n(n—1) (n—~—-£) x"‘ff;ax"
+n(n—a1) (;—2) (n—73) x*—40x4 W. 5. W. - -
wo das Gesetz der Zahlencoefficienten leicht in die Augen fallt, wenn man dxe
aufeinander folgenden binomischen Potenzen beriicksichtigt, zu welchen a