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Vorrede.

:

Das kleine Lehrbuchder Trigonometrie,welcheshier
dem Publicovorliegt, �oll zwar einen Theil eines grds
ßeren,den Gymna�ialcur�usumfa��enden Lehrbuchsder

Mathematikausmachen, i�t indeß auch unabhängig
von dem�elbenzu gebrauchen. Es i� zunäch�t für
meinen eigenenUnterricht in den beiden ober�ten Cla�-
�en be�timmt, und hat dem�elben, was den befolgten
Lehrgang betrifft, eigentlih {on lange zum Grunde

gelegen, Wie vortheilhaft es aber auh �ein mag,

wenn der Schüler nah dem Vortrage des Lehrers

�elb�t arbeitet, und dadurch genöthigtwird, alles noh
einmal �elb�tändig zu durchdenken,zu begründen und

zu ordnen, �o läßt �ich doh nicht leugnen, daß damit

auh mancherlei Uebel�tände verbunden �ind. Wenn

auch bei möglich�t ermäßigten Forderungen �eine freie

Zeit niht zu �ehr dadur<h în An�pruch genommen

wird, o �ieht �ich der Lehrer dur die Berúcf�ichtigung
jener Lei�tungen doh in An�ehung der zu �tellenden
Aufgaben oft zu �ehr be�chränkt; der Schüler aber i�t
der Gefahr ausge�eßt, daß aus unrichtigerAuffa��ung
ent�tandene Mißver�tändni��e fih fe�t�eben und wu-

chern che �ie entde>t werden, und daß ihm die Mittel

fehlen �ie ohne Hülfe des Lehrers zu heben. — Dann

aber, und das �cheint keinesweges ein geringfügiger
Um�tand zu �ein, wird es dem Schüler {wer �ich bei

Krankheiten,oder Ver�äumni��en irgend einer Art bald
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wiederin den Zu�ammenhangzu �eben, welches aus
den unvollkommenen Heftender Mit�chüler immer nur

mañhgelhaftge�chehenkann. Wenn die�e Betrachtun-
gen die EinführungeinesLehrbuchs,welches �ich dem

Unterrichtenahe an�chließt, wün�chenswerth machen,
fo ent�chließt { der Lehrer, dem im Laufe der Zeit,
‘und bei oftmalswiederholtenVortragegewi��er Vor-
{tellungen,ein gewi��er Gang, eine be�timmte Methode
lieb geworden, und der �ih innerhalb der�elben am

‘frei�ten und erfolgreich�tenbewegt,um �o �{wererdie�e
‘aufzugeben,und �i< einem andern Gange anzu�chlie-
ßen, jemehr Eigenthümliches�ich ihm im Laufeder

Zeit dargebotenhat, und je fe�ter es mit �einemGe-

danken�y�temverwach�eni�t. Dennochmöchteder Ver-

fa��er ‘�eine Bedenklichkeitendie große Anzahl der Lehr-
bücherdurch ein neues zu vermehren kaum Úberwun-

den haben, wenn nicht der be�timmt ausge�prochene
Wille der höch�ten Behörde dem ganzen mathemati-
{hen Schulcur�us auf jedem Gymna�io ein und da�
�elbe Lehrbuchzum Grunde zu legen, keine andre Wahl
gela��enhätte, als entweder ein �olches zu creiben,
oder unter den bereits genehmigteneins auszuwmäh-
len. — Glúd>lichérwei�ewar ih mit meinem Colle-

gen, dem OberlehrerScheiber t, welhem der mathe-
mati�che Unterrichtin den mittlern Cla��en übertragen
‘i�t, in �o vollkommener Ueberein�timmung,daß wir mit

Zuver�icht hoffendurften un�re beiden Lehrbücher,wenn-

gleich von zweien Verfa��ern, denno<hwie aus Einem

Gu��e hervorgehnzu �ehn, und �o für Ein Ganzesge-
-

“

ben zu können,— a E das Seinige
—
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vöraufgehn,undi�tMichaelis:o. I. in-dem�elbenVer-

_lag und in gleicherAus�tattunger�chienen *). - Unter=

__ deß er�cheint hier der von jener Grundlage unabhäân=
_gig�te Theil, die Trigonometrie,welchem.die übrigen

Theile des Lehrbuchsfür die obern Cla��en �o bald als.

möglichfolgen, und Arithmetik und Algebra, 'allge=-
meine und geometri�heCombinationslehre, Geometrie
und Stereometrie enthalten �ollen. DerHauptgedanke

dabeii�t, das Pen�um dex frúhern Cla��en noch ein=-

mal aufzunehmen,es in einem zu�ammenhängendfort=
laufendenVertrage zu einer kurzen�y�temati�chen Ueber=
�iht möglich�t klar zu�ammenzu�tellen,und -in ähnlicher
Wei�e auch das übrige zu behandeln. Der Verfa��er
ver�pricht �ich

'

hiervon mehrere Vortheile. Zunäch�t
wird es dadurch möglich mancheallgemeine.Begriffe
durchzugehnund zu erläutern, welche für den er�ten

Unterricht durchausnicht gehören,und von dem An-

fänger nicht ver�tanden werden konnen. — Sodann
“

giebt gerade der Um�tand, daß hierdem Schüler ein ©
�chon bekannter Stoff unter anderer Form dargeboten
wird, die be�te Gelegenheitzur Vergleichungund die

�chidtichiEinleituug zum Selb�t�tudium mathematiz
�cher Schriften, und foll ihn in den Stand �even, den

ferner fortlaufenden Vortragin die üblichemathematiz"
he Form von Erklärung,Lehr�aß, Beweis u. |. w.

zu bringen, als worin“ ein Theil der inündlichen*und

FOE, Uebungenbe�tehenkann. — Endlich�tellt

*y Lehrbuchder Arithmetik und benenGeometrie für die mittlern

“Cla��en der Gymna�ien - heaxbeltei von E, G. Scheibert, Berlin

beî Reimex,1834,
-
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der�elbe Uni�tanddas Lehrbuchin An�ehung der Arith-
metik und Geometrie etr/as freier, und ge�tattet, da es

�ich chon au� ein anderes beziehn kann, das Gleich-
artige mehr zu�ammenzuhalten, und es mehx auf eine

combinatori�che�elb�t zu erzeugendeUeber�icht anzule=
‘gen, als die�es bei einem er�ten Lehrbuche,bei welchem
die Rüúe�icht auf diejenigenSäbe, welche man für
nachfolgende Bewei�e braucht, die úberwiegende�ein
muß, ge�chehenkann, auh �ih nah manchen Seiten

hin mehr auszudehnen. Ein von Sachver�tändigen
ausge�prochenesUrtheilüber die�en Viauwürde[chrerwün�cht �ein.

In dem vorliegendenLehrbuchei�t der Hanpi�ac�è
nach der �yntheti�he Gang gewählt, und analyti�che
Fort�chreitungenentwedernur durch einfacheSub�titu-
tionen vermittelt, oder eine ausführlicheEntwicelung
dem ‘Lehrerúberla��en, der Gang der�elben aber doch

. fo:angedeutet, daß der aufmerk�ame Schüler �ie auch

�elb�t zu finden im Stande i�. Die Trigonometriei�t

“zwar ihrem We�en nach analyti�ch, und es mag �ich
die größteCon�equenzund Kürze nur auf diefe Wei�e
erreichenla��en, aber die rein analyti�che Trigonometrie
eignet �ich , meiner Ueberzeugungnach, nicht für den

Anfänger,der nur �o lange weiß, wo er i�t, nur �o

lange fe�ten Boden unter �ich fühle, als der Hinblick
und die unmittelbare Beziehung auf die Figur ihn ims-

mer wieder. orientixrtund zurecht�tellt, Ueberdieß be-

darf es fúr eine rein analyti�che Trigonometriekeines

Lehrbuches,wenig�tens keines in den Händen des Schü-
lers. Auchder geübtereMathematikerkann einerihm
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nicht hon �on�t bekannten ‘eigermaßenzu�amnienge�eßz=
ten analyti�chen Cntwi>kelungnur mit der Feder ín

der Hand folgen, um �o weniger der Anfänger. Die-

fer muß jeden Schritt �elb�t thun, jedeFormel �elb�t
nieder�chreiben,wenn er �ie einigermaßenver�tehen foll,
und dieß: ge�chiehtam be�ten unter Anleitungdes Leh=

rers in der Lehr�tunde �elb�t, wobeigleichzeitigaucheine

zahlreicheCla��e ange�trengt und �icher be�chäftigt wers

den kann. Das Lehrbuchin den Händen des Schüz
lers wird dabei mehr hindernd als fördernd, �ofern es

die zu findendenRe�ultate �chon anticipirt, nnd der

Entwi>kelung das Intere��e raubt. Ein nochmaliges
Durcharbeiten,und möglich�t �auberes Eintragenin
die Hefte i�t eine wenig Zeit raubende aber nübliche
Be�chäftigung. Ich würde auh hier die AbleitungE

der trigonometri�chenFormeln ($. 35—53) weggela��en
haben, wenn �ie mir nicht theils zum Behufeder Res

petition, insbe�ondereaber zum Allegiren bei Auflö�ung
von Aufgaben nothwendig ge�chienen hätte. Hierbei
i�t es denn auh bequemdie Formeln unmittelbarhin=
ter einander vor Augen zu haben, um eine umznwan=
delnde Form mit den in der Tafel vorhandenen ver-

gleichenzu können. Die Tafel i�t doppelt abgedruckt,
um, wenn nicht beide, doch ein Exemplar auch außer
dem Lehrbuchezum näch�ten Handgebrauch �ich bereit

zu legen. Eine andre Ta�el enthält die Hauptfor-=
meln, welchejederzugleichim Gedächtnißhaben,und bis

in ihremer�tenGrund hinabzugleichüber�chauenmuß.
Da die �phäri�che Trigonometriehier vor der Ste=

reometrie er�cheint, �o �ind daraus einige,jedochaus
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__ jedemLehrbu(peder Stereometrie und der Sphärik leicht-
zu be�eitigeudeUebel�tände ent�tanden, welche �ich durch
einerein analyti�cheBehandlungfreilichleiht hâtten

be�eitigenla��en. — Es i�t in der�elben überall darauf
gerechnet,daß das Verhältniß eines Dreie>s zu �einen

_

Nebendreie>ea und zu �einem Polardreie> �tets- klar

vor Augen �{<webe, und die An�chauung davon bis.

zur vollkommenen Geläufigkeitgeübt werde. Zu die-

�em Ende möchte ih hier noh auf das Parallelepipe=
dum aufmerk�am machen, welches nicht nur in �einen

 âußerlichen E>en jedesmal8 auf der Kugel zu�am-
 mengehörigeDreie>e dar�tellt, �ondern auch (nach $.

196 und 197) �enkrechtauf je 4 Flächendurh�chnit-
ten, mit den Trâgern der Flächenzugleichdie 8 inner-

lichen E>en als Polardreie>e von jenen. angiebt, ein

Verhältniß, was in vieler Beziehung merkwürdigund.

folgenreichi�t. — Ju der Ableitung der Neper�chen
und. Gaußi�chen Gleichuugen(ÿ. 259 —261) bin ich
haupt�ächlich einem trefflichenAuf�aßevon Bret�chneider
in demCreli�chenJournal für reine und angewandte
Mathèmatik(Bd. 13, Hft, 1 und 2) gefolgt, und habe
die�en nur einigedamit nahe zu�ammenhängendeFor=
meln beige�ügt. — Ueber die zwe>mäßigeEinrichtung
einer Bei�piel- und. Aufgaben�ammlung,welchezu ei-

nem mathemati�chenLehrbucheeigentlichimmer gehört,
©

denke ih an einemandern Orte meineAn�ichtenaus-
“

zu�prechen. |

]

ES denTtenNuli 1835.

I. G. Graßmann.



FU alt
= A;

Gleichungen zwi�hen Summe und Unter�chiedzweier Sei-

ten eines Dreie>s, und Summe und Unter�chied ‘der

gegenüberliegenden Winkel, imgleihen der

E�chnitte auf der 3ten Seite . : :
¿ Ge

8.

Y Ebene AS y

B griff der Sti EO
.

Ls

S4
Zu�aïinmenhang zwi�chen den Winkelnn dem Seitenverhält-i

niß eines Dreiecks ¿ e i UO v
RE o

Mögliche Berhältni��e und deren AusbruEE 2 ¿liz Gi

Die trigonometri�chenFunctionen .

+ 4 è $. 13;

Ausdru> dér Seiten einesre<twinkligenDreieds. $. 24.
Gleichungenzaui�chendenFunetioneneinesund de��elben Winkels &. 35:

Gleichungen zwi�chen den Functionen der Winkel dreier gera-
der Linien au einem Puncte Ee DE STGO:

Gleichungenfut be�timmte Wint ES 8/92.
Ueber das Po�itive und Negative in der Sto nieteie. C DE

Die trigonometri�chen Linien für cin und da��elbe po�itivaMaaß $. 8L.

Auflô�ung ebèner Dreie>e $. 947

Es �ind 2 Seiten und die Gean ti neazidca Winkel e

Frage ge�tellt ; ¿ Y s j 4-040
Es �ind 2 Seiten der Alenlaainte undein dzt

|

der Winkel in Frage ge�tellt s 4 $. 107.
Es find die 3 Seiten undein Vinkelin Stagege�tellt$. 113

Ueber�icht - s j $. 122;
Der Flächenlnhaltaus denBe�timmüngs�tüeneines E
Dreie>s N NA 006429

Den Halbme��er eines în VA um ein Dreie>be�hrie-
benen Krei�es zu finden ; 2 0269 é $. 1332

137.



x
la

Gebrauch der trig. Functionenund Tafeln zue Aufld-
�ung von Gleina A

Gleichungen des er�ten Grades

Gleichungen des zweiten Grades R

1

‘Gebrauch des Hülfswinkels zur Vereinfahung trigos
i Dli elia Gai BER:

Sphäri�cheTrigonometrie.
Begriff dèr �phäri�chen TrigonometrieR
Gegen�tand der�elben è: Betis — C BEEN

Ueber das Po�itive und Negative im Raume, °

Sphäri�cheZweiéc>e e O SPREE

|

Sphäri�che Dreiee, HE REEE M Y e Getragtut
Flächeninhaltund kubi�her Inhalt è »

RettwinkligeDre =

Das Polardreie> CE

BollkommeneBe�timmungendèr �phâär.Dreíe>e
i VergleichendeBe�timmungenR A z >

Srigonometri�he Auflö�ting re<twinkliger E
Die Neper�che Regel «à t ¿48 ES

Das Quadrantendreie> O A9

Gleih�chenklige, und Dreie>e mit Surfctäkeutllhktren;

$.

$.

$.

e 2/6:
fylas G.

$:

$.

è $.

GQ

6.

GC.
R:

8 $.

Gg.

5.
$.

& $,

AQ
$.

Auflö�ung chiefwinkliger Dreie>e mittel�t der re<twinkligen
Ueber�icht der ver�chiedenen Fälle, welche bei der-directenAuf-

lô�ung der chiefwinkligen N a vorkommenj;

können =
, fe

Die in Frage ge�telltenStüe‘bilden2 dici SIE
Die in Frage ge�tellten Stücke bilden ‘nur eine Gruppe

Die in Frage ge�telltenStückebilden2 ungleihe Gruppen

Umwandlung der Formelnzu bequemerer logarithmi�cher
. Bearbeitung. 2 7 .

Zufammen�tellungder Sauptfotinelàs R

Determination re<twinkliher �phär. Dreie>e «z+

Determination chiefwinkliger �phär. Dreie>e z

$

$

ESa8:
$

142.

143.

149,

153,

159.

161.

163.
173.

178,

184,
188.

191.
198,

205,

214;

228.
229.

232:

233,

TTA

. 2álL,

244.

;.250,



1: sin x? 4+cos x?= 1; sÏnx =P (1—c0sx2); cosx= y (1— sin x?)
2; Secx? — tg xX=1; scx=/(I+tex?); tex =YV/(Gecx?—I)
3, cosecx?—cotgx?z=1 ; cósècx=}/(I+cotex?); cotex=y/(cosecx?—I)

4. gx «côtgx =1;- tex Ez} —
; COE Ki PsE

O EA

H. SIN X « COSECX=1; sinx #S - COSE = —

ÉE COSECX" i SÍn X

, kh S

¿ ALN “- X
G6, cosX «.SeECCX =1; cosX = —; Sec X ES —

:

¿ “SEC X 9 COS X

LG ELX ai j SINX
7. = —;' SIN X =

0

tex;
cosx

= —

E Joe
|

X=
CO8X. (2X; COSX

tex
CORN LS E : N COS X

8, cotgx = —; COSX=SÍn X. C ¿N =2S
sin x’ H BIA 18

cote x -

9, sinveïsx = 1— c0o8X
s

|

10. cosinversx = 1 — sinx,

Il. sîin (x + y) = sÏn x. C08y+ cos x. Siny
12. sin (X— y) = SÍNX. COS y — C08X. SIN Y

13. cos (x + y) = c08X. cosy—sinx.siny
14. cos (X—y) = C08X C08 Y # sin x. SIN y E

7s tg x+tgy
/

5 + = ———1 ts(x£
Y)

IF#tgx.tgy
; Ot TEE toy

. cote (x ty) = ——LO el y)
toxttgy

A gut2sx =S280 NCO8N  ES 3 « Us Fe Lls

18. cos 2x = cos x?—gin x2 =1— 2 ¿sin x3 =2c0os x? —I 13.1.

SA Ï 2igx ;

BX e TITES:

CJE e 2 ú 2 265619, tg 2x I
b 15.

i 1—tg x?
20. cotg2x =

2tex
J

¿ TL—€083

21. 2sintx? = 1— cosx; sin2x = (=) ‘
G 48:

;

] 208

XA |

:

SE
22. 2cos 1x2 = I +cosx; cos3Xx= (==) y : 18;

I —£0o8X SIN X --
© T—7C0s8x z

tetx = (2) = e 000208AB IX V 1 + cos x L+ cos SIN X E

Î

“

Trigonometri�he Gleichungen.

EE Vl
+

E
I +cosx - sinx

E Cos x zin I — COSN



2

"25, zin2x = 2y/(I+ in) —2y/(—sinx) Aus

F. 21.
26. cos Ix = 2y/(1+sinx) +1y/(1 —sinx) A DA

27. sin(x + y) + sin(Xx—y) = 2sinx.cy «4 1LLI2.

28. cos (x + y)+cos (x— y) = 2cosx.cosy «33.14.

29, sin (x + y) —sin (x —y) == 2c0sX, sin y
j

30. cos (x — y) — cos (X+ y) = 2sin x.sin y
“

Sett man in die�en Formelnx+y=a, x—y=b mithin
x = ¿(a+b), y = ¿(a—b), �o wird: ;

31. sina+sinb = 2sin2(a4b) cosF(a—) «27.

32. cos a + cos b = 2cos (a+b) cos3(a—) 28

JS. sina Sib =:2 cos 2(aB) m (a— D) e « 29,

34. cos b —cosa = 2sin+(a + b) sin(a —b) C, 90.

„ sina+sinb _ Í
;

i

2
È 39. COS a + 808 b

= tg Ss(a + b) LL

y

a «

:

&

: EY2

O ELS
©08A + C08b

¡
; z

37.sina+sinb
_

E
E

a UURRUS
2

e . 2

:

« 4

i

Q 1.34.
C08 b — C08A EE N

vit
:

Ms

sin a — Sin b
L

;
—

di: ETT E RARCR RE M e b e « S a 4 33.34.
5 E EEE )

: i

39.
O Ten 62H E GY A EALNALAO,

sîn à — 8in b

cos à + c0s b

cos b — cos a

«1 GEH
COS X « COS Y

42, nATN
SIN X « SÍN Y

43, EV = te x—tey SR GA 2,

40. = cotg+(a + b) cote F(a—b) EN32.34.

aies te x+ tgy “

X

- > a 2 æ AL

== COLOXP COE RC ER LU.

C08 X. C08 Y

a4 Sin (X — Y)
E

|

— i . 2 4 * a 12.
SINX¿SINY

E EN
/

;

45,
n+)

_ cos>(x+y) GL I7,88,
*

ginx+ siny C08>(X—Y) :

Ia
.

1
:

7

46. sIn (X + y) N Sinz (X + y)
|

i 17,33.
SINX— sIny gin 2 (X—Y)
sin (X—y) __ sin f(x— y)

sinx+ siny  SIn1(xX+ y)
sin(X—y) C05 F(X —Yy)

SIN X—Siny cosE(x + Y)



Ï

49, vin (45%+ x) = cos (450 —x) = (LEZ) Que $,

73. sin 72°

21,

LA ENZdi eu E C50, sin(450— x). = c0s (45%+ x) = EEEDEO

/ “A
|

i E : I+tgx
a E EA As 1H ys,51 46+) = cote 45°) = V(LERZ)= es

19

a I —sin 2x I—tgo; x
52. t Ho

— = cot: 52 Tea E) e92. tg (450 — x) cotg (459 «+ x)
: VVIFsin 2x IES

53, sin (309 4- x) = cos x— sin (309 — x)- ¿ e BE

54, cos (309 4-x) == cos (309 — x) —sin x 2 30.

55. sin x + cos Xx= cos (45? — x) V2== cos (x—40/2 14.

56, SINX — COS X == sin (X— 459) V2 ‘ Z í 12,

57. cos x—sinx = sin (45° —x)y 2
;

50
: __ A5)

a eS
gin (x+ 459)1/2

— (08(x 45 V2 41.

/

COS SL COSX
50y,/D __aro

40 44 pâtes2 sin(x + 459))/2
— £08(X45 Wu2 42.

i SsÍnX 8ÍN X
“E

60. 1 — tgx M9
LAS 43.

/

:

C08 X
z

y

ï

[

o
—

Gl col Ls OS A AE
:

SIN X

:
: 1+ tgx T1—tex( a‘ R E LE C ELER . a . -R

1-+ cotgx cot x— I
ih

63. 1+ 2sinx = 4sin2 (309 + x) cos 7(309 —x) 2 31:

64. IT—2sinx = 4 cos (30% + x) sin2 (30% — x) 1508

65. L+ 2cosx = 4co0os3(609 + x) cos7(60°— x)= 32

66, 2cosx—I = 4sin2(60°+ x)sin}(60°— x) == H a4,

67. 8018009= co 00 = =, Oo
1

68, sin 459 = c0s459 = y1 = 1y/2 = 0,7071068
69, sin 609 = cos 30? = 21/3 = 0,8660254
70. sin 18° = 60872°= 1(—I+y/5) = 0,3090170 -

71. sin 369 = c0s5 54? = 1y/(10——21/5)=0,5877853
72, sin 54° = 00s36® == 1(1+y/5) = 0,8090170

= cos 18? =14/(1042y/5) = 0,9510565

Ez



4

:

Gleichungen für ebene Dreie>e.

Es bzzeihne p die Peripheriedes Dreie>é.
oder die Summe dér Seiten, al�o

A c P=b+c+d, A den Fläheninhalt, x den

Halbme��er des um�chriebenen, o des einge:
i ___ �<hriebenen Krei�es.

C hb D 5

:

i

-
3

b
trete CG ZEE

d S
(

*

SinB SMC SUED
z

ES sinC- „_d. sin C !

E ED
=

in WE C)
y

76: S1 C = +sinD Ss : /
d. sin C

5
i

/A1 Lan = ELE
Ed

gt E
LO78. (BD) = a 2 2 (B+D) = fi cote) C°

79, 4° =.b? 4c —2be. “zdbt 2 —8: cas D
SS E

- 8L cos2D= (Eee) y(a NC

Soin pl(= 10 = e;
M

WN FP =>)(b+c+d)(b+c—d) 2P(2P—d)
84. sinD =

= -
V+) b+c—d)(b—c+4)(—b+c+4)]

=# y[2pp—b) Ep—c)Ze—Y]
he. sin D

VI(b+c+ 4) + e—)G—e+Y(b+e+D}
VlzpGŒp—b)(#p—) œP—M

S7. A =b*?sin C. sin D

À

83, tg 2D = V(

SL A
=

86. A b-<HIL
IE

I|

gin B
88.

A

= 7c. sin 2D + 142 sin2C
E

SoS ES as
a

SURE.
RES

WP PDUp—OEP— M]
E

b
E EA

« sim 2C. sin 2D
AEN cotesD-+cotezC

R E

cos 2B
93. D DE sin (C + D): zin{(C— D)
94. b:(c + d) cos (C+ D): cos Z(C—D)

i

99 bf —=d) Sin 2(C+ D): sin2 CGSD) Fig. $. 137.

sin2 (C + D) : sin1(C— D)96. (c+ d): DE

cos Î(C4 D): cosÈ(C—D)97. (ce—d): DE Il

|

I
4

4



Ebene Trigonometrie.

Begriff der Trigonometrie.

1. MW„unin einer geometri�hen Aufgabe die gegebenen
und ge�uchtenStücke unter �i<, und die einen mit den an-

dern gleichartig�ind, und wenn mandurch geometri�cheLehr

�áße den Zu�ammenhang kennt, in welchem dié gegebenen
Stücke mit den ge�uchten �tehen, �o fann man die leßtern
aus dener�tern, vorausge�ebt,daß �ie als geme��eneGrößen,
mithin in Zahlen, gegeben�ind, auh dur Rechnungfinden,

So findet man den Polygonwinkeleiner regelmäßigenFigur
aus dem Centriwinkel,die Seiten eines Dreie>s aus den Seis

ten eines ähnlichenDreie>s, u. �, w.z; indem man die Nech-

nung auf geometri�cheGegen�tände wie aufGegen�tände irs
“

gend anderer Art anwendet,

“Es: �ind einigeFálle aufzu�uchen, in welhen die Rehnung auf
die Geometrie ohneweitere Vorbereitung angewandt werden kann, *

2. Auch wenn die in einer Rechnung vorkommenden

Stüd>e¿axnictgleichartig�ind, aber do< �o von einander

abhängen,daßdie tine Art von Größen der andern propor-

tional, oder do< nah irgend einem leiht über�ehbaren Ver-

háltni��e wäch�t oderabnimmt, i�t die Anwendung der Arith-

metik auf die Geometrie feine andere als die gewöhnliche.
(Bei�p. Winkel am Mittelpunkt und Kreisbogen.)

Graßmann Trigonometrie, : A
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3. Wenn aber aus den Seiten einesDreiecks�eine
Winkel, oder aus géwi��en Seiten und Winkeln einer Figur
andere Seiten und andere Winkel hergeleitetwerden o!‘en,
furz wenn die Data Quá�ita hier ungleichartig�ind,
�o reicht der gemeine Gebrauch der Arithmetikfür die Geo-

métrie nicht,mehr aus, �ondern es werden hierzu eigeneKun�t-
mittel erfordert, welche die Trig onometrie gewähren�oll.

4, Die Geometrie hat nâmli< 2 Arten der Con�truc-
tion — die Fort �chreitung nach EinerRichtung,und die

Veränderung die�er Richtung, oderdie Shwenkun g (Po�tu-

late),und erzeugt dadurcheiner�eits die Lineargrdße,oder die

Länge, andrer�eits die Winkelgröße, oder �hle<thinden

Winkel. Beide hängen aber da, wo �ie in Verbindung
treten, wie in den Figuren, niht auf eine �o einfaheWei�e

von einander ab, daß man �ie ohne Weiteresaus einander
durchRechnungherleitenkönnte.

5, Der Zwe>der Trigonometriei�t nun, die�ebeiden

Elemente der Geometrie, die Lineargröße und die Winkel-

grôße — welche man der Kürze wegen auh dur< Länge

undRichtungbezeichnenkönnte — zu ver�chmelzen, oderrechs
nend zu verbinden,und hierausergiebt �ichihr Begriff.

| Die Trigonometrie i�t eine Anwendung
dovArithmetik auf die Geometrie, dur< welche
‘die beiden Elemente der: letztern — die Länge
und Richtung — in Verbindung treten, ein Ue-

bergang von dem einen zum andern für die Rech-
nung vermittelt werden foll.

i

Jede andere Anwendungder Arithmetikauf die Geome-

trie, au< wenn �ie das Dreieck DRE EE Enichtder Nan.
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In welchen Fällen la��en �i< aus den in Zahlen gegebenen

Stü>ken eines Dreie>s die übrigen finden? Säge von der Congruenz

dur<hzugehen — Gewi��e Winkel 90° 60° 30° 45°u. , w. zu �eben.

Gehört der Pythagorâäi�che Lehr�as nicht eigentlich in die Trigos
nometrie?

:

Zu�ammenhangzwi�chen den Winkeln und dem

Seitenverhältniß einesDreie>s.

6. Aus der Geometrie i�t bekannt, daß Dreiee, wel�e
gleicheWinkel haben, ähnlich�ind. Durch be�timmt angege-

bene Winkel i�t al�o ein be�timmtes Seitenverhältniß bedingt,
und �o oft die�elben Winkel in einem Dreie>e wiederkehren,
muß da��elbe Seitenverhältniß da �ein, Auch umgekehrt,
wenn in 2 oder mehr Dreie>en die Seiten proportional �ind,

�o haben �ie gleicheWinkel. — Hiernach kann man al�o
unter gewi��en Bedingungen aus dem Verhältni��e der Seiten

auf Winkel, und aus Winkeln auf Seitenverhältni��e �chlie-

ßen. Es zeigt �ih al�o hier ein Weg zu jener Vermittelung
zwi�chen Länge und Richtung zu gelangen,und damit i�t im

Allgemeinender Gang angedeutet, welchen die Trigonometrie

zur Erreichungihres Zweckeszu nehmen hat.

7. Jm Dreie>e �ind immernur 2 Winkel willkürlich.
Um der Au�gabe, die mit den Seitenverhältni��en zu�ammen-
gehörigenWinkel zu finden, die möglih�te Einfachheitzu ge-

ben, be�chränkeman �ih zunäch�t auf das rechtrwoinkligeDreis

e>, in dem außer dem reehtenWinkel, nur Ein Winkel will-

kührlichi�t, welcherein �pißer �ein muß. Durch jedes gege-

bene Verhältniß zweierSeiten, �o wie dur< jeden Winkel i�t
das Dreie> �einer Form nach be�timmt, und die übrigenSeis

tenverhältni��e, wie die Winkel dadur<hbedingt. Die Aufz
gabei�t dann die: fúr einen jedenWinkel des rechts

A 2
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winkligen Dreie>s das dazu gehörige Seiten-

verhältn!ß zu finden, und umgekehrt, Wir wollen

nun zunäch�t‘die�eTEE auf�tellen und ordnen.
MöglicheVerhältni��e,und deren Ausdrutk.|

BB 8, Es �ei ABC ein bei À

_// rectwinkligés Dreie>, und a, b, e

de��en Seiten. Die 3 Seiten ge-

ci �tatten 3 Complexionenzu 2, d. h.

�ie gebendrei Amben : ah, a e, bhe.—

»
y

Man hat al�o 3 Verhältni��e zu
C Es

i

A
beachten.— Ein Verhältniß erz

fideinun zu �einemAusdru> nur 2 Zahlen, kann aber dur

olche auf �ehr mannigfaltige Art darge�tellt werden.

“9, Unter den möglichenArtenein Verhältniß auszudrü>en,

i� auchdie,daß entweder die eine oder die andere die�er Zahs

len=1 ge�eßt wird, und dann reicht eineeinzigeZahl hin

das Verhältniß zu bezeichnen. Es �ei z. B. ate = 21:14,

0 i�t duh ate = 12:0 = 4 = 32 === 2:4

wo etwa im lebten Fall: die einé Zahl è zur Bezeichnung
des Verhältni��es hinreicht. Hier wird zwar die Zahl um �o

zu�ammenge�eßter,i�t indeßdas Verhältniß ein irrationales,
und �ind beide Glieder auf irgend einer Stelle abgebrochene
Decimalbrüche,,�o i�t der Gewinn we�entli<, indem die eine

Zahl,welche nun das Verhältniß ausdrú>t, nichtzu�ammen-

ge�ebter i�t, als vorhin jede war.

i

10. Eine �olhe Zahl, welche be�timmt i�t ein Verhält
niß zu bezeichnen,de��en anderes Glied 1 i�t, nennt man nun

in der Arithmetik den Exponenten des Verhältni��es, be��er
den Verhältnißfactor, in Beziehungaufdenhierdavon.

“gemachtenGebrauchaber eine trigonometri�che oder g0o=-
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niometxi�<é Function, und giebt ihe, jenachdem�ie

�ich auf das eine, oder ‘aufdas andere Verhältniß bezieht,und
jenachdem darin das eine oderdas andere Glied = L'’ge�ebt

i�t, ver�chiedeneNamen, undbezieht le: auf irgend ‘einen: dex

beiden�pibenWinkel“ des rehtwinkligen Dreie>s, vermdge

de��e man zwi�chen dea beiden Katheten als anliegendoder

gegenüber�tehendunter�cheiden kann. Die�e: Namen �ollen al�o
mit einemWorte alle Um�tände,auf welche es bei Bezeich:

nung ‘des Verhältni��es ankommt, hervorheben. Man muß

�ich ihre Bedeutung: daher aufs als
merkenund“ ge-

‘läufigzu mathen �uchen.
11: Wenn das Verhältniß zweierLinien �o: ias

wird, daß dabei die eine gleich.1 ge�ebt i�t, �o kann man

dießallemal als eine Divi�ion, oder als ein Me��en der einen

Linie dür die andere:an�chn,' und: der:Qruotient “i�t eine reine
Zahl, wie das auch im Begri��e eines Verháltnißfactors: liegt.

12, Die Verhältni��e waren folgende::
azcz a: bs þ: €,

Da jedes auf zwiefacheArt ausgedrü>t werden kann, �o wird

es 6 trigonometri�cheFunctionen-geben,welche“wir zunäch�t auf

den Winkel C beziehen,und nach einander dur<gehen wollen.

Die trigonometri�henFunctionen.
41, Sinus und Co�ecante aus dem Verhältnißa: C.

13. Wird in dem Verhältnißa:€ das. er�teGlied a

als Einheit, und: e als Function des WinkelsC ange�ehen,
�o heißtdie Zahl, dur welchees ausgedrü>t wird, der Sinus.

Der Sinus eines Winkels i�t demnach die dem

Winkel gegenüberliegendeKathete geme��en durc
die Hypotenu�e

: C

s0C = —.

A
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‘Da die Kathete immer kleineri�t, als die Hypotenu�e,
�o fann mán �i< au< �o ausdrú>en: der Sinus eines Win-

fels i�t eine Zahl, welche anzeigt, was die dem Winkel gegen-

ÜberliegendeKathetefür ein Theil der Hypotenu�e i�t,

B 14. Nimmt man in eben
|

die�em Verhältni��e a: dieKa-

thete e als Einheit an, �o i�t a

die Co�ecante von C.
:

Die Co�ecante eines

:
Winkels i�t demnach dieHy-

C À
potenu�e, geme��en durch

“die dem Winkel gegenüberliegende Kathete.

CosecC = M:

15. Sinusund Co�ecante eines Winkels �indME
die eineder umgekehrteWerth der andern

1

RP coseeC =

cosecC°

Den Sinus und die Co�ecanteeines Winkels von 45°, 309, 15°

u. . w. in einem analyti�hen Ausdru>e zu finden,und bis auf 7 De-

cimal�tellen zu berehnen,

C
810 C x cosecC = —

:

a

Ss C=

2. Co�inus und Secante aus dem Verhältniß a:b.

16. Wenn in dem Verhältniß a:b das er�te Glied

a=1 ge�e6twird, �o heißt b der Co�inus desWinkelsC.

Der Co�inus eines Winkels i�t daher die dem

Winkel anliegende KatheteSemen dur< die

Vypote nue
/ b

cos C = —,
a
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oder:der Co�inus eines Winkels. i�t eineZahl," welche ans

zeigt,was die dem Winkel anliegendeKathete für ein Theil

der Hypotenu�ei�t. |

17, Nimmt man in: dem�elben:Verbältnißb- als. Ein- i

heit an, �o. i�t a die Secante des Winkels C.

Die Secante eines Winkels i�t mithin die

Hypotenu�e geme��en durch. die: dem Winkel an-

liegende Kathete
secC = —.

þb

18, Co�inusund Secante �ind: gleichfalls.umgekehrte

Werthe von einander i

ba 1:
ecosCx seeC = —.— = 1; seœeC= — :

; LARA) E cosQC
:

ú
cos C = ——.

SECU

(Aufg. $. 15, in Beziehung auf Co�inus und.Secante:)

‘3, Tangente und. Cotangenteaus dem Verhältniß b: e.

419, Wenn în dem Verhältniß b: e, auf den Winkel C

bezogen, þb= 1 ge�eßt wird, �o i�t e die Tangente von C.

Die Tangente eines Winkels i�t folglih die

dem Winkel gegenüberliegende- RA AGR
durch die anliegende

tangeO = Bt
b

20. Nimmt man in eben dem Verhältniß e als Ginhei
an, �o i�t b die Cotangentevon C.

Die Cotangenteeines Winkels i�t itSiddie
dem Winkel anliegende Kathete rh ty

“die gegenüberliegende
cotangC = 2,
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21.“ Tangente und Cotangente- �ind- auh ‘umgekehrteWerthe von einander

b
:

1tan C cotang C =F. —— = 1- CR,gC 'cotang 6 = 1: E LE
1

è

3
=

cotangC’
CT $, 15. índL aufTangenteund ae)

B 22. Wenn man nun Mit-
1

tel hat, die Verhältni��eder Sei-

“ten eines re<twinkligen Dreiecks

zu finden, wenn C = 1° oder 2°

u, �. w. furz für alle Winkelvon

: 0 bis 909,fo fann man daraus'
C

:

4 den Canon der trigonometri�chen
Functionen bilden, indem man bei jedem Winkel die dazu

gehörigen Seitenverhältni��eeinträgt, und dem Ganzendie

Form einer Tafel giebt. Die�e Mittel gewährt theils die

Geometrie (Seiten regelmäßigerViele>e), theils die Functio=

nenlehre. Auch �ind dabei die Gleichungenzwi�chenden tri-

gonometri�chenFunctionen, welche bald aufge�tellt werden

�ollen, unentbehrli<h.
|

Aufg, Aus der Seite des regelmäßigenAchte>s den Sinus,
und die übrigen trig. Funct. des Winkels von 2219 zu finden, und
bis auf 7 Decimal�tellenzu berehnen.

i

23, DiejenigenFunctionen, welchegleichenNamen tra-

gen, wie Sinus und Co�inus, heißen coordinirte Functionen.
Von die�en nennen wir die eine die directe, die andere , der

er�tern coordinirte,dieindirecte Function. Die indirecte Func-
tion einesWinkels i�t gleih der directen Function des Er-

gänzungswinkelszum rechten, und umgekehrt. Um “die�es

Verhältniß zu bezeichnen,hat man �ie eben gléichnamiggemacht:

4



cos C = = sin B,

cotang C= = laugB,

cosecC = = secB, Le�e

ce]

SE

C

Da��elbe Verhältniß, wie 2 dient al�o zur Bezeichnung

zweier Functionen, des sinB und cosC u. �w, — Dop-

pelter Eingangzu den Tafeln, die nur bis 45° gehen dürfen.
Wie können folgende Fuuctionen dur die ihnen coordinirten

ausgedrú>t werden2 * sin 50%; tang (90° —x); sin (459 +x)z
cotg (60° —x) u. �w. — Uebung im Gebrauchder trig, Tafeln.

Die kleinern Tafeln, wie das Vega�che Handbuch, enthalten gewdhn-

lich nur die Logarithmen der trig. Functionen, Das Auf�chlagen und.

Interpoliren hängt von der Einrichtung der Tafeln ab, und wird in

der Einlêitung zu den�elben erläutert, Vega Handb, S, XX,

Ausdru> der Seiten des rechtwinkligenDreie>s.

24. Die Gleichungen, welche die Definitionen “der trig. Funcs-

tionen dar�tellen ($. 13. bis 21.), la��en �ih zwar leiht �o umge�tal-

ten, daß jede der darin vorkommenden Größen dur die beiden übri-

gen darge�telltwirdz — aus sinC ==>folgt ‘'újélh Cfa =

— z indeß erfordert es doch einige Uebung, um jede der Gleichun-
gen, wie man �ie eben gebraucht, aus der Figur ohne An�toß herle�en

zu können.Die�es mußaber von jedèm, der Trigonometrie �tudirt,

gefordert werden. Jene Formen mü��en fo geläufig�ein, daß �ie die

Aufmerk�amkeit gar niht mehr be�onders in An�pruch nehmen, und

von den übrigen Momenten der Aufgabeablenken. Sie �ind die De-

_clinationen der Trigonometrie. Um die�en Zwe> zu fördern, wollen
wir hier einige Lehr�äge aus der lokgi�ti�hen Geometrie ein�halten.

25. Die Dimen�ionen des Raums er�cheinen dur die Con�truc-

tion als Factoren. Aus zweiDimen�ionen,— Linien —- ent�teht auf
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DB völlig analogeWei�e eine Flâche, wie

aus 2 Zahlfactorenein Product *)

Dieß berechtigt,das Product zweier

Linienals eine Fläche, das dreier als

einen geometri�<en Körperzu betrach:
ten. Wir �agen daher, der Ausdruck
ab hat 2 Dimen�ionen, und i�t eine

C + Fläche, der Ausdru> abe hat 3 Di-

men�ionen, und i�t ein ds wenn a, b und c Linien bezeichnen.

26, Hat der Ausdru> die Form eines Bruches, o mü��en die

Factorendes Nenners von denen des Zählers ‘abgerehnet werden.

*) Nimmt man den Begriff des Products in �einer rein�ten und

allgemein�ten Bedeutung , �o bezeihnet er in der Mathematik das

 Ergebniß einer Synthe�is, bei welcherdas durch eine frühere
1 Synthe�is erzeugte, an die Stelle des ur�prünglichen Elements

-  ge�eßt, und wie die�es behandelt wird. Das Product muß aus
dem, was durch die ‘er�te Synthe�is erzeugt i�t , gerade eben�o

hervorgehen, wie die�es aus dem ur�prünglih erzeugenden. —
.

In der Arithmetik i�t die Einheit das Element, die Synthe�is
das Zählen,das Erzeugniß die Zahl. Wird nun die�e Zahl, als
‘das Erzevgniß der er�ten Synthe�is, an die Stelle der Einheit
ge�ebt , und “eben �o behandelt, d.h. gezählt, �o ent�teht das

arithmeti�che Product, welches als eine Zahl auf höherer Stufe,
als eine Zahl, deren- Einheit �hon eine Zähl i�t, betra&tet wer-

den kann, — -Jn der Geometrie i�t der Punct das Element,
“die Synthe�is die Fortbewegungdes.Punctes nah irgend einer

Richtung, das Erzeugniß, der Weg des Punctes, die Linie, Wird
nun die�e Linie, als das Erzcugniß der er�ten Syathe�is, an

die Stelle des Punctes ge�eßt, und eben�o behandelt, d, h. nach

einer andern Richtung fortbewegt, �o ent�teht die Fläche, als der

Weg der Linie; �ie i�t daher das wahré geometri�he Product’
zweier Linear : Factoren, und er�cheint zunäch�t als ein Rechte,
�ofern in jener zweiten Richtung nichts von der er�ten enthalten i�t.

«Wird die Fläche an die Stelle des Puncts ge�eßt, �o ent�teht
der geometri�he Körper, als das Product dreier Factoren, wo-

mit es in der Geometrie, da der Raum nur 3 Dimen�tonen ent-
“

hâlt, �ein Bewenden' hat, während dié Arithmetik in ‘An�ehung
der Anzahl “der Factoren niht be�chränkt i�t. Bo

meine

Raumlehre 2ter Th, Berlin 1824. M



11

So hat 4 Eine Dimen�ion, oder i�t eine Linie, nämlich’die vierte

Proportionale zu as b, und cz ELISDe hat ARS
und

i�t eine Fläche; n bezeihnet eine Linie. Ein Ausdru> wie 2,hat
gar keine Dimen�ion, und i�t ein Verhältniß, welches man, wenn a

und b commen�urabel�ind, dur eine rationale Zahl voll�tändig, in

jedem Falle aber annähernd ausdrü>kenkann. Eben �o > u. � w.

27, Da nun Zahl, Linie, Fläche, Körper. Dinge von ganz ver-

�chiedener Art �ind, �o kann weder eins dem andern Pleih ge�eßf,
noch können �ie addirt, oder �ubtrahirt werden, Hieraus folgt, daß

alle Glieder einer Gleichunggleihviel Dimeti�ionen habenmü��en,
wenn die Gleihung mögli �ein �oll, Ein Ausdru> wie ah =c
oder a——. wenn a, b, € Linien bezeichnen, i| daherin ih �elb�t

verwerflich, weil er etwas Ungereimtes atus�agt oder fordert.

28. Die Multiplication oder Divi�ion eines �olhen Linearaus-

dru>es mit einer reinen Zahl, ändert in deu Dimen�ionen de��elben

nichtsab.

29. In jeder der Gleichungen, die aus den Definitionender

trig. Funct.hergeleitetwerden konnten, kommen überhaupt 3 Größen

vor, von denen wir dte eine die Function,die andere die Linie, die

dritte das Maaß nennen wollen.So i�t in sínC =—sinC die

Function, c die Linie, welhe den Sinus dar�tellt a: a das

Maaß — die Einheit, dur< welche e ín der Function ausgedrü>kt
wird. Die Gleichung hat gar keine Dimen�ion, und dießi� bei allen

Functionen, da �ie reine Zahlen �ind, nothwendig der Fall. Bezeich-

net p die Function, 1 die Linie, m das Maaß, �o i�t
5 1

P —

AES
30, Jn dem Ausdruec=a.sinC i�t die Linie, welche die

Functionräumlichdar�tellt, (c) gleichdem Producte aus dem Maaße

in die Function, und das Maaß (a) kann als die Benennung

für die reine 8ahl sinC ange�ehenwerden, So i�t überhaupt
l= pm

Die Slut hat auf beiden Seiten eine Dimen�ion.
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B
i

31, Endlich i�t in a=

das Maaß gleich der Linie dividirt

durch die. Function, und der Ausdru>

hat auf beiden Seiten Eine Dimens

�ion. — Ein unbekanntes Maaß fin-
;

/
:

det man, wenn man eine bekannte

C : L Grôße, welche in die�em Maaße aus-

gedrü>t i�t, dur<h die Zahl des Ausdru>s dividirt. (Bei�p. Römi�che
Palme: aus vorhandenen Bauwerken, deren Größe Vitruvangiebt.)
Allgemein i�t: / 1

IN i— — e.

- Hiernah muß man i< nun üben, jede Seite und jeden Winkel

des re<twinkligenDreie>s aus 2 Datis �ogleich. auëzudrü>ten, ohne
ebenauf die Definitionenzurückzugehen,und aus die�en ableiten zu

dürfen. Füp das leichte Ver�tändniß und das �chnelle Fortrückenin

der Trigonometriei�t dur die�e Fertigkeit ein bedeutenderSchrit

<e�hehen. Da es inde��en niht �o ganz leiht i�t, �ie bis zur voll-

tommenenGeläufigkeit zu erwerben, und man daher öfter auf die�e

Uebungen zurü>kommenmuß, �o möge aieeeiniger Stoff zu den�el-
ben aufgenommen werden, -

Wenn im rehtwinkligenDreie> ABC die Stücke B, b, a ‘in
Frage ge�tellt�ind, wie läßt �ih jede Größe durch die übrigenaus-
drú>en? — Wie, wenn B, b, c in Frage ge�tellt �ind? u. EW, Die-
felben Fragen bei anderer Lageund anderer Bezeihnung der Figur. —

iL Im gleih�chenkligen Dreie> BCD
PP, Y} j

RES Rs : fei BA auf der Ba�is CD �enkreht. Es '
E

“

follen ausje zwei gegebenen Stúcken die

übrigen ausgedrü>t werden. — Man

�ee CD =b, mithin AC=1b, BC=
BD=a, AB=p, �#o �ind algcutesdie

in BetrachtkommendenConternationen,
“

in denen jedes Stú> dur die beiden

übrigen ausgedrü>t werden kann: abp

 (Pyth, Lehr�.), a bB, abC, bp 8, bpC,

aÞB, apC.— Man ziehe no< CE auf

BD �enkre<t, wodur< die dem ABC
iw
RE
E

E

E

wu
de

A

E

I

E

I

e

R

A

ME
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ähnlichenDreie>e ECD und ACG ent�tehen, und drü>e die Größen

AC, BE, CE, DE; BG, CG, AG, EG dur Sunct. von B und

a aus. Wo eine und die�elbe Größe 3. B. CE oder DE auf 2 ver-

�chiedene Arten ausgedrü>t er�cheint, da merke man die�e Ausdrü>e
an, — Nimmt man BH = BD, und zieht CH, �o erhält man 2

_ neue, dem ABC âhnlihe Dreie>e. Drückt man noh alle jene Grôßen

durch Funct. von B und b, und dur Funct. von B und p aus, �o erhâlt

man {on im Voraus die Formeln 17 —24($. 44., 45.) hier geomes

tri�< entwi>elt.
: /

In einem beliebigen ungleih�eitigen Drefe>ke fälle man aus den

Winkel�piben Perpendikel auf die gegenüberliegenden-Seiten„ und

drú>e nun �owohl die Ab�chnitte der Seiten, als auch die Perpendi-
Fel und ihre Ab�chnitte trigonometri�h aus, indem man die Seiten

und Winkel des Hauptdreie>s als gegeben betrahtet. — Aehnliche
Uebungenwerden�< leiht mehr auffinden la��en. — Hieran �hließe
‘manbe�timmte Zahlaufgaben über das rehtwinklige und glèih�{henk-

lige Dreie>, über regelmäßige und halbregelmäßige*) Viele>e uU. . w.

an, und la��e leichte practi�he Aufgaben folgen.
32, Aufg. Aus der äußer�ten Entfernung, în welher man

vom Meersaus einen Berg �ehen kann, die Höhe des Bergeszufinden.

_ Aufl, Es �ei DA ein Stú> eines

aus C, dem Mittelpuncte der als ku-

Krei�es, B die Spie des Berges, BA

eine Tangente, �o i�t A der äußer�te

Punct, von welhem man den Berg �es

hen fann, und DA die Entfernung.
Zieht man nun CA, CB, �o kennt man

im re<twinkligen Dreie>e CAB, CA,
den Erdhalbme��er, und den Winkel C,

welcher vom Bogen DA geme��enwird,
und kann CB finden. Es i�t nämlich:

AC
.

OC CB = —— und BD = BC=-AC.
cos C

*) ‘Flügel im Programm des Domgymna�i¿u Halber�tadtvom

Jahre 1831,

gelförmig gedachtenErde,be�hrietenen
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Bei�piel, Der Pic Mowna Roa aúf ben Sandwichs Infeln
�oll (nah Marchand) aus einer“ Entfernung von 2° 33/ ge�ehen �ein,
wie hoch i�t er, wenn der Erdhalbme��er zu 19630 146 Pari�er Fuß

angenommenwird ?
z

log AC = 7,2929235; AC = 19! 630 146

log cos C = 9,9999567*)3

 JogBG=.7,29335885,* BC = 19! 649 600
BC— AC = BD = 19 454

wobei zu bemerken,daß die beiden legten Stellen ungültig �ind, da

�ie in: dem log AC nicht voll�tändighaben beruX�ihtigt werden können.

33. Wenn man die trig. E in
e Ord-

nungaufführt
SÍnX, COSX, ftangx: cotangx, SECX, CoSECx,

�o �ind die �ymmetri�chenGlieder reciprokeWerthe von ein-
ander, Die 3 er�ten Functionenenthalten daher�hon einen

hinlänglichenApparat zur Winkelbe�timmung,undman könnte

der 3 lebten ganz entbehren.
;

34. Zu den trigonometri�chenFunctionen pflegt man
auh noh den Sinusver�us und Co�inusver�us zu rechnen.
Der er�tere i�t der Ueber�huß der Hypotenu�e über die an-

liegendeKathete durch dieHypotenu�e geme��en
a— b

_Slovers C = — = 4 — cos C.

Der Co�inusver�us i�t der Ueber�huß der Hypotenu�e über

®) Hinter den Logarithmender trig.Funct., �o wie �ie in dem
Vega�chén Handbuche�tehen, i�t dur<hgängig die Kennziffer — 10

“am Ende zu ergänzen, wenn �ie die reine trig. Funct, für das

¿gebrauhte Maaß als Einheit dar�tellen �ollen, ‘wie hier durchs

gängig angenommen wird. Da es auch �on�t. gebräuchlichift,

die Logarithmen ächter Brüche �o zu �chreiben, daß ihnen die

Kennziffer — 10 angehängt wird, �o tritt hier alles _in-�ehr gute
“ Ueberein�timmung,und das Verfahren ergiebt �i< für den, 'dér

überhaupt Logarithmen zu brauchen weiß, in jedemFallevon �elb�t.
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die dem Winkelgégentber�tehendeKathete, durchdie er�tere
geme��en

ame

éosvers C = = 1 —sinC.
A

Gleichungenzwi�chenden FunctionenEinesund
de��elbenWinkels.

ßB 35, Im rechtwinkligenDreieck

ABC, de��en Winkel € wir mit

x bezeichnenwollen, hat man nach
dem Pythagoräi�chenLehr�abe:

1) c2-+b? = at;
:

i 2) at—c = bt;
C

:

A 3) ab == e

Drückt man die�e drei Gleichungentrigonometri�ch aus, �o

daß die Dreie>s�eite, welcheauf der re<htenSeite des Gleichs

heitszeichensallein�teht, als Maaß gebraucht wird, wodurch

die übrigenausgedrü>twerden, und dividirtdann dieganze
Gleichung,�o erhält man: :

aus 1) a? sinx?+a? cosx? = a?
oder sinx?4 cosx? = 1%) (1)

= 2) b?secx?—b?taogx? = b®?

oder secx? —tangx? = 1 (2)
= 3) e2cosec x?—c? cotgx? = 2

Und cosecx?—cotg x? =

(rin)
*) Jc ziehe es vor sin x? u. #. w. �tatt. (sin x)" oder ET zu

�chreiben,Der Anfänger muß �i< gewöhnen funct, x als eine

einfache niht zu�ammenge�eßteGröße zu betrachten. “ Auch hat
das Quadrat eines Winkels, oder die trig. Function vom Qua-
drate eines Bogens keinen rechten Sinn, und kommt in der

Elementarmathematiküberall niht vor. Es kann al�o keine

Verwech�elungdaraus ent�pringen,

1 (9).
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Jede die�er Gleichungenkann man unterandereFormen �tel-
len, und da �ie von �chr manni<hfaltigemGebrauch�ind, �o
i�t es bequem �ie auh unter die�en Formenvor �i < zu haben..
Man erhált:
aus (1) sinx=Y/(1—cosx2); cos x= (1—sinx?)

(2)  seex=p/(14-tangx2); taogx= y/(secx?—1)
(3) cosecx=y/(1{-cotgx2); cotgx=y/(cosecx?—1)
36. Die �hon oben ($. 15,, 18.,21.) aufge�tellten Glei=

<ungenzwi�chen
|

denjenigen Functionen, E reciprofe
Faerievon einander �ind, reihen wir hier ein:

eeane Goi x=1: taugx = - Cotzx = 4E y / S O 2

tang x
(4)

i: j Ï 1 EL :

SI0X «CoSeeX= 1; tinx = 3 CoseeX=— (5)COSCC X IOX

CoS X.SEX = 1; cos =—s; x= — (6):

L
SCC X COS X

Ó Mittel�t_der beidenlebten Gleichungenkann man die

Tafelfür die Logarithmen der Sinus und Co�inus zugleich
fúr dieCo�ecanten und Secanten gebrauchen.Es i�t nämlich

E log cosec x = log1 — log sîux= 0
— logsinxy

1s
|

= 10—10—log'sinx :

und da logsïnxdie Kennziffer — 10 mit �i< führt, �o hat
man bloß den in der Tafel �tehendenLogarithmusvon 10

abzuzichen,d. h. jederZifferErgänzungzu 9 hinzu�chreiben.—
Wäre umgekehrt der Logarithmus der Co�ecantegegeben, �o
{<lägt man den Sinus ihrer dekadi�chenErgänzungauf. —

Eben �o verhältes �iih mit cos und sec. — 8. B,

Geg, x == 37° 12.Ge�ucht: log seex = 0,0987979
i

_
logcosecx= 0,+180029

Geg,logsecx =0, 1233215 i

——

9,MOLE == logcos x« Gef,x= 41° 10/
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37. Da im E DreieckeABC
leid Aa. S0 X

IE FF “A. COSX?
o folgt:

i

| SINX y

I

60x M
tangx ==M

SÍNX = CO8X„tang x; cos
Z

(7)

Eben #0,weilcotg x = =,
C08 X E LCOS

A

cotgR= x)
COS X == S1 X« COÍ&X 5 aida

adtPE (8)-

38, Noch i� unmittelbaraus den Definitionen ($. 34.)
|

Sin versx == 1—cosx (9)
Cos Vers x = 1—sin x (10),

Aufg. Vermittel�t der obigen Gleichungen 1 bis 8 jede trigos
nometri�he Function durh jede Function de��elben Winkels auszus
drú>en, Be�chränkt man �i hierbei auf die 6 Hauptfunctionen,�o

wird jede dur die 5 übrigen ausgedrü>t,und man erhält 30 Glei-

ungen, welche aufzu�tellen, und #0 zu ordnen �ind, daß dabei die

Reihenfolge $- 33. beibehalten wird,

Gleichungenzwi�chen den Functionen der Winkel
dreier geraderLinien an Einem Punce.

39, Umdie Functionen mehrerer Winkel mit einander

in Verbindungtreten zu la��en, fann man die�e Winkel zuer�t

dadurchbilden,daß �i 3 gr. L. z. B, in EinemPunctedurchs

�chneiden. Mit den dadurch ent�tehenden Winkelni�t dann

zugleichihreSumme und ihr Unter�chiedgegeben. /

40. Die Gleichungenzwi�chenden Functionen der eine

zelnen Winkel einer�eits, und den Functionen der Summe
und des Unter�chiedesanderer�eits �ind für die TrigonometriÒ
unentbehrlich. Selb�t die Ent�tehung der Tafeln kann ohne
�ie nichtgehörigver�tandenwerden, — Die Mengeder auf
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�olche Wei�e ent�tandenen Formeln i�t unbegrenzt; man muß

daher eine Auswahl finde",wobeidie Winkeltheils gleich,
theils ungleichge�eßt, ihnenauh be�timmte Werthe beigelegt
werdcn können. Hierbei �egen wir vorläufig no< ‘immer

voraus; daß nicht nur die einzelnenWinkel, �ondérnauch ihre
_ Summe kleinerals 90° �ei.

o) ; 41. Um zuer�taus

„Sinus und Co�inus zweier
‘an dem�etben Puncte lie-

gender Winkel den Si-

nus und Co�inus ihrer

LL„ Summe und ihres Unter-

E �chiedes herzuleiten, �ei
ACB => BCD y=
BCD‘. Schlägt man mit

einem beliebigenals Ein-

heit “angenommenenHalbme��er CB einen Kreisbogen, zieht
die Sehne DD‘ und BA �enfre<t auf CA, �o i�t als gegeben
zu betraten: BA = CB. siox, oder, da der Halbme��er , als

die Benennung voder das Maaß der Function, e 1 ge�ebt

: i�t, mit Wegla��ung de��elben: :

AB=sinx;  AC=cosx; DE=a=DiWaikin:EN: ;

Man �ucht dagegenaus die�en Stücken :
|

DG = sio (x + y); CG =cos(x+ y); D‘G/=sin(x—y);
: A fee E rA

Le

EG

42. Man ziehe nun EH und D‘I parallelACund

EF parallelAB. Da der Winkel LDH= HEC= ACB=x,
�o i�t ABAC®&EFC/EHD, DID, und da D/E =DE,

�o i�t DU=Hl; UE =IL=LD/, d.h, FG = FG“, und

man erhält:
tes
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sin (x + y) =
=

DG= GH+DH = EF +DEH
: = siox. CE+-cosxDE, d. bh. ,

_

sin(x y)=sî0x. cos y + cosx. siny (11).
Ferneri�t sîn(x—y) = D‘G‘= EF — HI = EF —DH, d. 6.

sín (x — y) = si0x. cosy—cosx.sîny (12)
cos (Xx-+y)= CG = CF—FG = CF—EH

= cos x. CE —sinx.DE, d. bh.
COS (x45)== €08 Xx.C08y — Siu x. Sin y (13)
cos (X—y)= CG“ = CFA FG‘== CF-+EH
cos (X—y) —C08X COS Y + SinX. si0y (14).

Die�e Formeln mü��en, wenn dur die Uebung an $. 31. die ge-

hôrige Fertigkeit hervorgebracht i�t, von den Schülern unmittelbar
aus der Figur abgele�en werden können, wenn �ie �ih zuvor in ders

�elben gehörig orientirt haben, Die Formeln (11) und (12) und

eben �o (13) und (14) la��en �ih, wie bei ‘der
AO ge�cheheni�t,

in eine zu�ammenziehen,
43, Hierzufolgt nun für dieTangentenah F. (7)

tang (x + y) = MRE SID X. cos y + cosx. Soy
5 E cos (X+y) CosXx.cos y + si0X,sin y

©

Dividirt mandie�en Bruh im Zählerund Nennemit

C0SX COSY, I erhált man:

-

SIN X , SINLLsioy
COSX T7COS

tang (xy) =M TEE
COSX‘ COS Y

das heißt: :

1 _ tangx+taogy
eS

und da die Cotangente der reciprokeWerth der Tangente i�t,
�o hat man zugleich A

:

1+ tangx. tangyt : a — ¡rate(s EY
laug x + tang y

(10)

Hiernach�ind Uebungen im Gebraucheder Formeln 11 —16ans

'

¿u�tellen, indem man den Winkeln andere Buch�taben, oder be�timmte

B22
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Werthe beilegt, als sin (30° 4- x)z sin3x= sin (2x 4- x); sin3® —

sin (189—159); cot 75% = cos (45+ 309); cos129 =

cos (30°—48°);
tang (45% +x); ME(45° — z) etc. -

44, Sebtman .in den obigenAusdrüken für die Func-
tion der Summe zweierWinkel y = x, �o erhált man:

(17) sin2x = 2seinx. cosx
|

(18) cos 2X = cosx? — sinx? =1—2siu x? = 2cosx?—l
:

(aus F. 13 und 1)

(19) tang2x=
ZUR

1 —taugx?

__ 1 — tangx?
(20) CAE > | |

Hiernachver�uche man die Functionen des ‘mehrfachenWinkels
dur die des einfachenauszudrü>en, wobei abwech�elnd ‘die Formeln
$. 42., 44. und 35, zur Anwendung kommen. Zur Vergleichung möôs

gen hier einige Ausdrü>e für die Sinus mehrfacher E ‘�tehen:

sin3x=3sinx—4sinx?
sináx= (4 sinx —8 sinx?)cosx
sin ox =5sinx— 20sinx? 4 16 sin x° etc,

:

ReichenVorrath ¿u �ol<hen Uebungen findet man in den „„Formeln
der Geometrie und Trigonometrie ‘’ Berlin 1827.

45.- Shreibt man in F. 18x für 2x und 2
TA fr &,

�o wird N

(21) 2sin SA SL
—C08xund sioÏx = (=>)

(22) Y00sFid
a

=.41+cosx Und cos7 EE)Hieraus [olgdann AE

1 — cos x! Ssîinx __ � —cosx
9) EEES =T1+þcosx 80x

(24)olg (LESS)= Î+cosx_ Sin x
1— cos X síinx  1—cosx'

Die beiden lebtenAusdrü>efür taug Fx erfolgen,wenn man
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den unterm Wurzelzeichen�eberdenBruchtuamit 1+ csC08 X°

und dann mit. 1 —€osx erweitert.

46, Noch bemerkenwir folgendeFormeln:
sin x= I yV(1+ sin x) —EV/(1— sio.x) (25)
cos x= Z1/(1L-4sio x) + {V(1t— sin x) (26)

Sie folgenaus F. 21 und 22.  Multiplicirt man die - er�te

auf beiden Seiten mit 2 und quadrirt dann, �o erhält man:

4 sîn Xx? =1-sinx—2y/(1—si0x®)-+l—siox=2—2 08x,

daher
2sin Fx? = 1 —cosx. '

- Der �yntheti�che Beweis läßt �i< hieraus leicht ableiten.

Die 2e Formel läßt �ich auf vdllig analogeWei�e bewei�en,
47. Wenn man die Gleichungen 11 bis 14 addirt und

�ubtrahirt,o erhält man folgende neue. Gleichungen:
sin (xy) {+sin(x—y) =2si0 x. eosy (27)

cos(x y) +cos (x —y)== 2cosx.cosÿ (28) ,

sio (x + y)—sín (x —y) = 2cosx,sioy (29)
cos (Xx—y)—cos (xy) = 2sin x .sin y (30),

48. SE man in die�enFormeln x+y =a, xX—y=b,

mithin: /

|

04) y = ¿(a—b),
�o verwandeln �ie �ich in folgende:

._sîn asín b = 2sin 5 (a+b) cos É(a— b) (31)

cosa cosb = - 2cos 5(a +b) eos (a—b) (32)
sin a—sin b =2cos3(a+b) sin $ (a—b) (33)
cos b —cosa ==2sín F (ab) sin È(a—b) 4).

49, Aus den. 6 Combinationen,welchedie�e 4 Formeln

ge�tatten,erhält man dur< Divi�ion je zweier Gleichungen:
= tangE(a+h) (85)

sìîn a —sin b
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“sin.a4sín þ
;

:

GD odb—cona S2 (a—b)

sin a — sin b
e cosb—coa EE (a+b)

gin a+sin b
|

:

_ “Siad an b. tang F(a+ b) cotg5(a — b)

cos a+ cos b
|

GON E PEE

Die�en könnte man �ogleich no< 6 Formeln beifügen, wenn

man die Brüche der linken Seite umkehrte, und rechts die

reciprokenWerthe �ete. Da��elbe gilt vonden AiGangender beiden folgenden.46. »

50, Aus den Formeln 11 und 12 ‘erhältman ODivi�ion unmittelbar

(41) a = tangx—+tangy n

(42) Al= cotsx+ cotsy

(43) ETAF
=

tang x—

uad

:

(44) —i ==

cotgy — cotgx.

51. ODrúcft man síio (x + y) na< 17 dur

2sin >(x+y) cos (x+y)
| n

und dividirtdie Gleichungmit 31 und 33, �o erhält man

(45)
sin (x y)

a as Aan
sin x —80 Y così (x—Yy)
cin (x+y)

_

Sin (x+ 5)(10) sinx—siîioy Sin E (x—y)
47

sîn (X— y)
_ SinZ(X—y)(#7)

sînx + si0y
S0

(x y)
sîn (X—y) _ co8sz(x—y)(E sî0 X —SÍD y ST (LS
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Multiplicirt man (31) mit (33) —- eben �o (32) mit (34)

und reducirt dann. nah (17), �o erhált man, wenn man x_

und y fur a und b �e6t, noch, folgende bemerkenswerthe

Formeln:
4

sîn x? —sin y? = sio(x+y) sin(x— y) (48, a)

C0s y
?

— cos.x?. = sin (x + y) sin (x — y) (48, b)

Gleichungenmit be�timmten Winkeln.

52, Da die Winkel 45° +x und 45®—x zu�ammen

einen Rechten. betragen, �o i�t die Function des Einen gleich
der coordinirten Function des Andern. Wenn man nun den

Winkel 45°%—x als. die Hälfte des Winkels 90° —2x be-
trachtet, und aus. F. 21 und 22 dafür �ub�tituirt, �o erháltman:

sin(45°{- x) = cos(459—x) = I (49)
|

sin (45° E x) = cos (45° +x) = M (50)
1

(
4E Ï

D
tang (45° +x) = colg (45°— x) = (ES S

_
1+tangx

TT

1—taogx
;

1 — sin 2x
tang (45°

— x) = colg (45° +x) = VSD)
i

1 — tangx
/

| L+ taugx
Die leßten Ausdrücke in 51 und 52 folgen unmittelbar aus
15, wenn man für x=45° �e6t, wodur<h das Dreie>

gleih�chenkligund tang 45° =1 wird. AA

53. Jt im Dreie> ACB der Winkel C = 30°, �o i�t

das Dreie> die Hälfte eines gleich�eitigen, und man érhält'
s10 30°=F. Hiermit folgt aus F. 27 und 30

6

tuna (52).
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sîin(30° -[-x) + sio(30° —x) = cosx

cos(309 — x)—cos (30° 4x) = siu x

oder
:

(53) sin(30° 4x) = cos x — sio (30° — x)
(54) cos(30° x) = cos (30° — x)—siox.

Man �ieht hieraus, wie man die Sinus undCo�inus der Win- -

Lel über 30° durch eine bloße Subtraction findenkann, wenn man

�ie bis zu 30° hinauf er�t hat.

54, Aus F. 14 hat man
cos(45° — x) = cos 45°. cosx++ sin 45° , siox und

sì0 (45° — x) = sin 45°€08x —

cos 459 , sin x

Da nun sin 45°= cos45°= YZ, o folgt
(55) sinx—-cosx= cos (45° — x) y/2= cas ETD
(56) sinx—cosx = sin (x—45°)y/2
(57) cosx-—- síinx = sin (45 —

x)V2.

55. Aus F. 41 u. f. erháltman URT wenn man

y = 45°�e6t:

(58) 1-Ptaogx=
—

Sio (x+45°)/2 _ cos(x—45) V2
COS X €08 X

(59) L+ cotgx= ep cos (x — 45°)y/2
SIN x sin X

(60)1—tangx fassío(45—x)y2
_-

COSX
“70

(61) cotgx —1. = S(45—x)/2
SINX

Aus NNvierAusdrü>en hat man beiläufigdurehDivi�ion:
1 taogx 1{—tangx6 =

— 04 % auS
—

1+ cotgx cotg x — 1

56. Sekt man in den Formeln 31 und 33 a=830°
in 32 und 34 a=60°, und b=x, �o erhält man, weil

sîn30° = cos 60° = zZ, nahdem man die Gleichungmit 2 -

multiplicirt hat,

%



E
“

1 2si0x S alu Z(0 4x)cos 2 (80—x) (63)
41—2si0x= 4cosZ(304-x) sio £ (30 —x)(64)

7

1-1-2 cos x'= 4cos (60x) cos è (60°— x) = 2 ts
(65)

810 FX

2cosx—1 = 4 sin E(60°4-x)sin2(60°—x)=7ES= (66):
Die beiden lebtenAusdrü>e in F. 65 und 66 td �o:

Es: BoixU1 ==
2 sío x

cos
x + sîn x 2Esîn 2x+ sin x

SIN X S810 X

Aus die�en beiden Formen erhält man, wenn man in 31 und 33

für a=2x, für b==x �ub�tituirt,’ und sîinx==2sinZxcosZx
�cbt:

; 20S
E

tl Seda MEE _
sin2x

2 8i0 FX «C08 FX
—

ginEx

2cosx— 1 =

2cos5 (2x x) sin (2X —>x)_ cosÈx
E

A

ais:

57, Es mögenhier noh einige Zahlausdrü>e für be-
;

�timmte Winkel folgen. Aus der Seite des regelmäßigen
Sechse>sergeben �ih folgende Werthe, von denen zum Theil
�hon Gebrauchgemachti�t

sìn 30° = cos60° = # (67)

si1045° = cos45° = Vi = {V2 (68)
sin 60° == cos 30° = #13 (69),

58, Die Seite des regelmäßigenZehne>s wird erhalten,
_wenn man den Halbme��erim mittlernund äußernVerhält-

ni��e theilt. Wendet man darauf die Rechnung an, �o findet

< nah und nah:
#

sin 18° = cos 72° = 2 (—14-y5) - (70)
sín 36° = cos 54° = 2y/(10—2y/'5)- (71)
sin 54° = cos 36° = (14/5)  (7Ÿ
sín 72° = cos 18° = 2y(104-2y5) (73).I

I

I
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Durch Halbirung der Winkel (F. 21 und 24), �o wiedurch
Addition und Subtraction (F. 11—14) fann manebenfalls

analyti�he Ausdrüke y dieFunctionen.be�timmterWinkel
herleiten.

u

A
»

Um den Sinus von 18° ana:
H

i

_

lyti�< zu finden, �ei AB dieSeite

|

A [ __ eines regelmäßigen Zehne>s, C der

C E ly Mittelpunct des. um�ezriebenen
/ | Krei�es, CA, CB verbunden, und

D A
CE �enkreht auf AB, �o i�t =

i

i

B = sinACE = sin 18°, weil ACB

= 36° dur< CE halbirt i�t. Jm gleih�chenkligen Dreie>ACB if
nun der Winkel an der Ba�is =1(180—36)=72. Halbirt mgn

ihn ‘dur< AN, fo �ind BAD und’ADC gleih�chenklig, und er�teres
dem Dreie> ACB ähnlich, mithinBD:AB=AB: Osoder da

AB=AD=DC
BD:DC= DC:BC.

Sest man nun BC =AC, als Magal
= TUuNnd,DC=x, �o i�t

y EE X=: 1;
woraus

x=, und x=2(—1+ 1/5) gefunden wird.

Hieraus ergiebt �i, da AE == i�t,

sín 18°= == T8 A V5).
pe

Ueberdas Po�itive und Negative in der Geometrie.

i

59, Bisher �ind. die Vorzeichen(+ und —) bloß als”

Aggregationszeichen,niht als den Größen, vor welchen�ie
�techen, inhärirendbetrachtet worden. Eine erweiterteBedeu-
tung der trig. Functionen macht aber- auch den leßten Ges

brauch nothwendig.Wir mü��en daher jebt �ehen, wiefern

man cine Linie und einen Winkel negativ �een kdnne.
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60. Wenn von einemPuncte einer graden Linie be=

liebige, etwa wach�endeAb�chnitte CA, CA,, CA, ete. ge-

nommen werden �ollen, �o muß die Ent�tehungdie�erAb-

�chnitteals eine von C auszehende und auf der gr. L. blei

bende fort�chreitendeBewegung eines Punctes vorge�tellt wer-

den; denn in der Geometrie i�t alles eigentli<nur-in �ofern

vorhanden,als es con�truirt i�t, Wir betrachtenhier C als

den fe�tenAus-GF 7 É Ä N 6
gangspunctder

Con�truction, A als die veränderlicheGrenzeder�elben._—
Soll von dem ent�tandenen Ab�chnittewieder etwas abge-
nommen werden, �o muß dies durch die entgegenge�eßte Con-
�truction, oder dur<h die rüú>gehendeBewegung des Punctes

ge�chehen.Man �ei hiermit von A, bis A gelangt, �o i�t der

Re�t CA, —AA, = CA. Sekt man die Con�truction in der

aufhebenden Richtungfort, �o wird der Re�t immer kleiner,

je näher der- beweglichePunct gegen C rúct, und in C an-
gelangt wieder Null. Wird die Con�truction in der aufhe=
benden Richtung über ihren Ausgangspunct fortge�eßt, ¡�o

er�cheint der Re�t CAwiederumwach�end,aber in entgegen-
ge�eßter Lage. /

61, Durch die Jdentität die�er Operation mit einer

Subtraction, bei welcherman den Subtrahend na<hund nah

wach�en läßt, bis er dem Minuend gleich und größer wird,

i�t einleuhtend, daß CA und CA‘ das Verhältniß additiver

und �ubtractiver, al�o entgegenge�eßterGrößen haben, daß

mithin, wenn CA- als po�itiv betrachtetwird, C4‘ als nega-

tiv ange�ehen werden muß. Allein das genügt hier noch

niht. — Die reine Zahlenlehre (ih ver�tehe hierunter dens

jenigen Theil der Arithmetik, welcher {le<terdings keine

der Zahl ur�prünglichfremdartigenBe�timmungen in �ih aufs
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nimmt)*) kann dienegativeZahlniht reali�iren , ihr keinen

‘�elb�tändigen Werth geben. Mehr als vorhanden i�t, fann nicht
weggenommen werden. 3—5=0—2==—2 i� al�o nur

die Bezeichnungeiner auf ihren einfach�tenAusdru> gebrachten

unausführbarenSubtractionsaufgabe. Die negative Größe

läßt �i<h aber reali�iren, erhält einen often�iv angebbaren
Werth, wenn �ie aus einer Con�truction ent�pringt,

welche in der aufhebenden Richtung úber ihren

Ausgangöpunctin gleihem Sinne fortge�est
werden kann. Auch die Arithmetikfann die negative
Zahl nur in �ofern reali�iren, �ofern die Zahl �i<h auf eine

�olcheGröße bezieht,welcheeine Con�truction, wie die eben
bezeichnete,zuläßt. Von ‘die�eni� die Con�truction-dergr.

L, mittel�t der Bewegung eines Punctes die einfach�te und
*

‘lar�te, und könnte wohl als diejenigebetrahtet werden mü�-

�en, welche die Arithmetikgedrungen hat, die negative Größe
:

cinzuführen. Die Geometrie entlehnt daher die negative Größe
“

nicht’ aus der Arithmetik,�ondern umgekehrt,Die Arith-
metik giebt dazu nur ihr E für die NeRAchefis her.

62. Wennal�o beliebigeveränderlicheAb�chnitte von

einèn Puncte C einer gr. L. génommen werden �ollen, fo er-

giebt �ich aus dem Gange der Con�truction , daß, wenn die

Ab�chnitte auf der einen Seite des Punctes po�itivge�eßt wer-

den, die auf derandern als negativ bezeihnetwerden mü��en,
wenn mannicht bloßdie ab�olute Größe, �ondern auch die

Lage ausdrü>en will.

*) Ausführlicher habei<mih hierüber erklärt in einer Abhandlung,
welche dem Programm des Stettiner Gymna�ii vom Jahre 1827

beigelegt i�t: „Über den Begriff und Umfang der reinen Zah-
lenlehre.‘‘
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63, Durch ähnlicheSchlú��e, wie bei den Ab�chnitten
einer geradenLinie gemachtwurden, gelangt man zu ähnlichen

Re�ultatenin An�ehungder pd�itiven oder negativenBe�chaf-
fenheiteines Winkels, Ein Winkel wird con�truirt durch die

Schwenkung eines Strahles in einer Ebene um einen fe�ten
Punct. Jeder andere Punct des Strahles be�chreibt dabei

einenKreisbogen, und aus der Elementargeometriei�t: bekannt,
daß dér�elbedem Winkel proportional und das Maaß der

Schwenkung oder des Winkels i�t. Von Winkelnund Bo-

gen gilt daher immerda��elbe.

64. EineSchwenkung, die von einer beliebigbe�timmten

Lage eines Schenkels ausgegangen i�t, kann durch die ent-

gegenge�ebte wieder aufgehoben werden. - Dié�e Schwenkung
in der aufhebendenRichtungvermindert zunäch�tden ent�tan-
denen Winkel, und kann über ihren Ausgangspunct in glei
chemSiùne fortge�eßt werden. Wird dann die Schwenkung
in dem er�tern Sinne als die po�itive betrachtet, �o wird

die im lebtern als die negative ange�chen werden mú��en (61)
und die�e Bezeichnungmuß auch das Product der�elben (den
Winkel oder Bogen) treffen, Ein Winkelläßt �i al�o in

Beziehungauf einn»Gangèder Con�truction,und in Beziea
hung -auf ‘einen darin angenommenen po�itiven Sinn der

Schwenkung eben �owohlals negativ an�chen, -als ein Ab-

�chnitt einer gr. L. Was dort der fe�te Punct war, von

welchemder Ab�chnitt gerechnetwerden �ollte, das i�t hier die

anfängliche.Lage des (fe�ten) Schenkels; dur< welchen der

Ausgangspunct der Schwenkungnur fixirti�t; was dort die
Fort�chreitung des Punctes, das i�t hierdie Shwenkung des

beweglichenSchenkels,�o, daß in der

ESMEfein

eeUnter�chiedi�t. |
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65.  J� nun ein ge-

wi��er Winkel wie BCA

vorliegend, �o kann zuer�t
gefragt werden, von wo i�t
die Schwenkung ausgegan-
gen, oder welcherSchenkel
i�t dabei als der fe�te, wel-

cher als der beweglichebes

trachtet worden? — Jn-
dem wir hierüber willkür-

li< disponiren, nehmen wir CA n den fe�ten Senkel an,

und fragen weiter: dur<h welhe Schwenkaungi�t der beweg-
lihe Schenkelaus der Lage CA in die Lage CB gekommen?
dur< die úber E nah B oder von A aus úber D nath B,
und în welhem Sinne �oll die Shwenkung als po�itivbe-

trachtet werden? — Da úber beides gleichfallsbeliebigfe�t-
ge�eßt werden kann, �o wollen wir die Schwenkunglinks

herum (man �teht in C, das Ge�icht gegen A) als die po�i-
tive betrachten, und den Winkel�o ent�tandendenken.

66. Der beweglicheSchenkel kann, bei po�itiver Schwen-
fung, endli<hau< no< úber ABDAB, oder dur eine mehr-

malige Um�chwenkungund die Shwenkung ABaus der Lage
CA in die Lage CB gekommen �ein. Die Annahme �olcher
Winkel, welchegrößer�ind als 4 Rechte, i�t nothwendig, um

ein Aggregat beliebig vieler Winkel wieder als einen Winkel

betrachten zu können. Für die Con�truction �ind jedoch �olche

Winkel, welche �ich um eine, oder um mehrere Um�chwenkun-

gen unter�cheiden,völlig identi�<h, und wir könnenuns daher

auf �olche Winkel, welchekleiner als 4 Rechte �ind, be�chrän-
ken, ohne dadur<han Allgemeinheitetwas zu verlieren.Auch
kann man �tatt des negativen Winkels jedesma?denjenigen
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po�itiven �eben, welchenman dur<hAddition von+4 Rech-
ten zu Saua erhält,

Anwendungaul die Trigonometrie.
67. Die Lage eines

Punctes in einer Ebene
/ BQ y

läßt �i<h ohne Voraus-

�ezung gewi��er bekann-

ter Oerter in der�elben

5 Ä
gar nicht be�timmen. Am

einfach�teni�t es zwei

M
einander �enkrechtegr.

i . in derEbene anzunch-

men, von dem zu be�timmendenaa (B)Perpendikelauf

die�elben zu fällen, und die Lage des Punctes durch die

fo erhaltenen-Ab�chnitte (CA und C0) zu be�timmen. Man

nennt die LinienCoordinatenaxen,die Ab�chnitteauf den�elben

Coordinaten des Punctes, und unter�cheidet wohl zwi�chen
den�elben dadurch, daß man die eine die Ab�ci��enaxe, ihre

Ab�chnitte Ab�ci��en , die andere die Ordinatenarxe,M Ab=-

�chnitte Ordinaten nennt.
63. „Durch die Coordinateneines Punctes (B) i� zu-

gleichdie Lage eines vom Durch�chnittspuncte der Coordina-

tenaxen ausgehenden Strahles CB be�timmt, und im ret-

_winkligenDreie> BAC i�t ein beliebigesSeitenverhältniß,
oder ein beliebigerWinkel hinreichend, es der Form nach zu

be�timmen($. 7). Es bedarf al�o gar niht einmal zweier

be�timmterCoordinaten, �ondern es i�t das Verhältniß der=

�elben unter �ich, oderder Einen gegen die Hypotenu�e �chon

hinreichend. Die�e Verhältni��e �ind aber nihts anders als

die trigonometri�chenFunctionen desWinkels BCA.
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69. Die Lage eines

A pp Punctes i�t aber dur
die ab�olute Grôße �einer

Coordinatennicht vdllig
be�timmt, da er in'jedem
der 4 durchdie Coordina-

tenaxenbe�timmtenQua-

dranten der Ebene liegen
kann, und eben �o ver-

hält es �i< mit der Lage des Strahles CB. — Jn ‘jedem
die�er Fálle hatman zwar ein dem ABC congruentes Dreie>,
aber in ver�chiedenerLage. Man könnte daherdas Dreie>
ABC auflô�en, und dur< Angabe des Quadranten, in wel-

chemes liegt, und dur<h wörtlicheBezeichnungder Lage der
Coordinaten die Lage des Punctes B und des Strahles CA

be�timmen„ und �o die einzelnenFälle, welchees hiergeben:
fann, durchgehen.

:

70, Die�e Discu��ionen werden aberüberflü��iig, und

man umfaßt alle ver�chiedenenFälle auf einmal, wenn man

�owohl die Coordinaten als auh den Winkel nach $. 59. — 66.

be�timmt,und die Vorzeichennicht bloß als Aggregations-
a1 zeichen, �ondern

auch als den Zah-
len undLinien îns-

härirend, ihre po-

�itive oder nega-

tive Be�chaffenheit
bezeihnend, bes

trachtet. Hierzui�t
‘

nur nôthig, daß
man die Lage der
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als po�itiozu betrachtendenAb�chnitte auf den Coordinaten-

áxen.beliebig be�timmt, und diejenigeHalbaxe bezeichnet,

welche man bei der Winkelbe�timmungals den fe�ten Schen-
fel betrachten wilt — endlichau< den po�itiven Sinn der

Schwenkungangiebt. Die Ueberein�timmung mit der bis-

herigenEntwikelungfordert nun chon die Eine po�itive

Halbaxe (Ab�ci��enaxe) als den fe�ten Schenkel, und den Sinn

der Schwenkunggegen die zweitepo�itive Halbaxe (Ordina-

tenaxe).als den po�itiven zu betrachten, damit für das Dreieck,

welches den �pigen Winkel unmittelbarenthält, alles po�itio

bleibe, und die unbezeichnetenLinien und Functionenals po-

�itive gelten können. Auch der beweglicheSchenkel(CB)muß

mithin als po�itio betrachtetwerden, und da es eben �eine

Be�timmungi�t, �eine Lage zu verändern,�o folgt nothwen-
dig, daß er in jeder möglichenLage von C aus als po�itiv be-

trachtet werden mü��e, und nur �eine entgegenge�ebteVerlän=

gerung dur den Scheitelpunct negativ �ei.
71. Man nennt diejenigeBehandlungsart geometri�cher

|

Gegen�tände, nah welcherman ihr räumliches Verhältniß
durchGleichungenausdrüt, die analyti�he Geometrie

Man muß dabei auf eine der oben bezeichnetenanalogeWei�e

von gewi��en bekannten Oertern als Coordinatenaxenaus-

gehen,- aber die�e können möglicherwei�e gerade und krumme

Linien, �ie können �enkreht, oder unter beliebigem Winkel

gegen einander geneigt�ein, der Anfangspunctder Ab�ci��en
kann in einem beliebigenPuncte der einen Axe angenommen

werden,die zu be�timmende Linie oder. Fläche kann die Coor-

dinatenaxenin beliebigenPuncten dur<�chneiden u. �w. Man

�ieht hieraus, daß die Trigonometrie nur ein einzelner,ein-

facher, aber ausführlich bearbeiteter Fall der analyti�chen
Geometrie i�t, �ofern dabei voraubge�eßt wird, daß die Coor-

Graßmann Trigonometrie.
‘

C°
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dinatenaxengeradlinig und auf einander �enkre<t�ind , ihr

Sceitelpunct zugleichAnfangspunctder Ab�ci��én i�t, und dic

zu be�timmendegr. L, oder Ebene jedesmal durchdie�en

-Scheitelpunctgelegt i�t, Jede trigonometri�cheFunction kann

dann als eine (jedo< niht vdllig be�timmende)Gleichung
‘einer gr. L. ange�ehen werden, welche die Axeder Ab�ci��en
unter einem gewi��en Winkel durh�chneidet, Nach der ge-

wöhnlichen Methode ‘die Ab�ci��en und Ordinaten als Functio-

nalgrößen in dieGleichungeinzuführen,gilt dies indbe�ondere
‘von dem Tangentenverhältniß.

n

72. Sett man �tatt des überre<hten Winkels
den �pißzen Winkel, welchen der zweite Schenkel
mit der Linte des er�ten macht, und zieht die Or-

dinate BA, �o gelten die Definitionen der trigo-

nometri�henFunctionen aus dem re<twinkligen
Dreie> (6. 13—21) für alle Quadranten. So fern

jedoch cine Function auf den úberrehten Winkel
�elb�t bezogen werden �oll, muß man den Coor-

dinaten die ihnen gebührenden Zeichen geben,
und die Zeichen der trig. Funct. darnach be�tim-
men, wie von �elb�t klar i�t, da der Ausgangspunct der

Schwenkung hierdur<hbe�timmt wird, und nicht E belie-

big angenommenwerden fann.

mB 23, Da nun

=>
a

und
a

cosec C =

O

($. 13, 14) der be-

wegliche Schenkel
CB==a gaber in je-
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der�einerLagenpo�itiv i�t, �o folgt, daß der Sinus und

die Co�ccantemit der Ordinate AB=e zugleichagio
werde. Eben �o folgt, da cos = undseeC=,
(5. 16, 17), daß ‘der Co�inus und die Secantemit der Ab=

�ci��e CA = b zugleichnegativ werde. Endlich, da tangC=

>, und coteC => ($. 19, 20), daß das Zeichen der Co-

tangente und Tangente davon abhänge, ob beide Coordinaten
gleicheoder ungleicheZeichenhaben.

74. Hiernah la��en �i< nun die Zeichen der trig.
Funct. für Winkelaller Quadranten be�timmen. Zugleichi�t

flar, daß dur< die Grdße des Winkels ACB die Größe und

die Vorzeichen�einer �ämmtlichen trig. Functionen ganz uns

zweideutigbe�timmt �ind, daß aber umgekehrtdurchEine trig.
Funct., wenn �ie auch ihr Vorzeichenhat,derWinkelnoh niht --
unbedingt gegeben �ei, �ondern immer noh eine Zweideutig=
feit bleibt. Um den Winkelvoll�tändig zu be�timmen, müßte
man die Vorzeichen�einer beiden Coordinaten kennen. Aber

das Tangentenverhältnißge�tatteteine Verwech�elung der Vor-

zeichen,die übrigen Functionen enthalten die eine der beiden

Coordinaten gar niht.
|

75, Auch ergiebt �i, daß�hon bei den �piben Win-

feln alle möglichenab�oluten Werthe der trig. Funct. vor-

kommen mü��en, Ueceberhaupt�ind die Winkel, denen gleiche -

ab�olute Werthe der trig. Funct. angehören, wenn man den

�piben Winkel ACB oder den ihm zugehörigenBogen mit x

bezeichnet,folgende:
_in Graden in Bogen

X
4

:

M

180° — x dS 2 o T— X

10 R A
O00 X a BT —>,
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wenn æ den durchden Radiusgeme��enenhalbenUmfangdeó

Krei�es bezeichnet.
)

Dies �ind aber diejenigenWinkel, bei welchen derbeweg-
licheSchenkelmit der Liniedesfe�tengleiche�piße Winkel macht.

VP O BB 76, Nimmt
:

der Winkel BCA

ab, �o nimmt auh
- BA ab; wirdBCA

M he G, + A =0, �o wirdauh
À

1 N E _BA oder C0= 0,
|

wáhrend CA = CB

wird. Hieraus
folgt, daßderSi-

BWB O7 B, nus und dieTan=-
i

genteeines ‘Winkelsvon 0° �elb�t =0, der Co�inusund’ die
AC BC

Secante = 1, die Cotangente(9) und die Co�ecante 1B
‘unendlihgroß werden. — Nähert�ich der Winkel einem

“Rechten,�o nimmt CA oder 0B über alle Grenzen ab, und

‘wird =0, �obald der Winkel ein Rechtergeworden- i�t.
Der Co�inus und die Cotanaznteeines rechtenWinfkel®$ �ind

al�o =0; der Sinus und die Co�ecante �ind = 1, die Tan-
:

AB : EEO j

genteS9 und die Sccante(77)find unendlich groß. —

Es hat gar keine Schwierigkeiten,die Be�chaffenheit der trig.
Funct. zu be�timmen,wenn der Winkel �o groß wieAMOS
oder �o groß wie 3 Rechtegewordeni�t. /

77. Hiernach läßt �i< nun die folgende Tafel fr den

Gang, welchen die trig. Funct. nehmen„,auf�tellen, wenn der

Winkel von 0 bis 360° wäch�t. Durch die Buch�tabenM

und m i� hier das ab�oluteMaximumund Minimumbe-

zeichnet. Das Zeichen 00 bedeutet unendlichgroß,
s
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Tafel
Uber
die

Lage
der

trigonometri�chen
Linien.

®

E
der

qo

}

0

bis

90°
|

90°
[90
bis

180°|

180°
180
bis

270°

270°
|270

bis

360°

Staus

0m

[+

wáh�t
[+
1M|+

nimmt
ab|

0m
|—

wäch�t

|—1M|—
nimmt
ab

Cosiuus

|+1M/+

nimmt
ab

0m
E

wäh�t

|—1M
S

nimmtab|
0m

|+

wäh

‘Tangente
E

4

wáh�t

|M
|—

nimmt
ab|

0m

[+4

wäch�t
|

M
|—

nimmt
ab

Cotaugente
|

00M
|+

nimmt
ab|

0w

|—

wäh�t
|

œM
|+

nimmt
ab|
0m

|—

wäch�t

 Secante
EA
+

wäch�t
|

oM
0

nimmt
ab|—4
m|—

wäch�t
|

MAM

|+

nimmt
ab

Coëthante
y

0M
4

nimmt
ab

1

w�—-

wäch�t

ENM

—

nimmt
ab—
1m|—
wäch�t

Sinus

versus
|

Om

E

wid
|

+1
[+

wäch�t

2M
+

nimmt
ab|

4-1
|+-

nimmt
ab

Codines
versus

|

+1
|+

nimmt
ab|

0m

|+

wädh�t

+1
|+

wäh

+

nimmt
ab

42M
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.

__Fâüreinen beliebigennegativen Winkel erháltman die

Functionen mit ihren Vorzeichen, wenn- man zu dem�elben
360° addirt, und ihn �o als po�itiv betrachtet(66).

78. Aus der Art, wiedie trig, Funct. �ich gegen�eitig
be�timmen,hat man ganz allgemein:

1. sio(90°+x)=cosx; 2. cos (90°4x) =— siDx,
iB - O BB! der Winkel x �ei

:

“]

von welcher Be-

�chaffenheiter wol-

. A le, Dies ergiebt
| +H A �i< unmittelbar

aus der Figur,
roenn man den fe--
�ten Schenkel auf
der Ordinatenaxe

7
OA

OD comme folat aber

auh aus dem bloßen Anbli>ke der Tafel, wo der Sinus des

FolgendenQuadranten dem Co�inus des vorhergehenden, der

Co�inus des folgenden Quadranten dagegendem entgegenge=

�cßt genommenen Sinus des vorhergehendengleichi�t.

+C

Al

Der Beweis der beiden Gleichungenkann als genügendgelten,

läßt �ih aber auh lèiht dur< eine voll�tändigeInduction führen.

Folgendes môge zur Erläuterung des Qbigen dienen. Wenn man

den Sinus(oder Co�inus) eines beliebigen überrehtenWinkels

(90°+ x) dur den Co�inus(oderSinus) des Ueber�chu��es x aus-

drú>en will , �o muß der Winkel x ‘von der Ordinatenaxe CE aus

gerechnet werden, und die beiden Axen vertau�chen ihre Bedeutung,
Aber der Co�inus . des . Winkels x wird auf der Linie des fe�ten

Sqenkelsgenommen,welche ihre po�itive Lage noh hat, i�t mit-

hin dem Sinus des überrehten au< dem Zeichen nah gleih. Hin-
:

gegen für den Sinus von x hat die nunmehrige Ordinatenaxe ihr

Zeichenvertau�cht, mithin wird cos (90+ x) = —sin x,



79, Aus die�enbeiden Gleichungen läßt �ich nun die
- allgemeineGültigkeit der Formeln 11 bis 14 herleitenGel-

‘tendie�e le6tern nämlich für 2 Winkel x und y, �o- gelten.

fie au< fúr (x90) und y, denn nach den beiden vor�tes
:

hendenFormeln.i�t :-

sin (90°-+x y) = cose = cosx.cosy—slnx. si0y
cos (90° 4-x-+y)=—sin(x-+y)=-—sin x. cos E COSX, SÍNY,

Es- i�t- aber: bred

,

:

¡

cos X = sin (909:+ WW
und-

:

— sinx. = cos (90° 4x).

Die�es in die obigen Formeln �ub�tituirt, giebt:

sin [(90° 4-x)4y] = sin (90° +x) cos y4-cos (90°4-x)siay
_C0S [(90°+x) +{+y]= cos(90°#-x)cosy— ein (90°4-x) sin y.

Die�es �ind aber wieder die nämlichen:Formeln, wie 11 und

13, wenn man90°4x �tatt x �chreibt. Seht man y nega-

tiv, �o. hat. man darausauchdie Formela 12 und 14.

80. Da nun die Gültigkeitder Formeln11 bis 4
“

bleibt, wenn man einen der beiden- Winkelvergrößert, d. h.

ihn in einen andern Quadranten -ver�ebt, �o gelten die�e For=
meln- ganz allgemein, die Winkel mögen �o- groß �ein wie

man will. Aus die�en 4 Formeln �ind aber alle übrigenher-
geleitet. Sind �ie von allgemeiner Gültigkeit, �o �ind es auh
die abgeleiteten. Ungeachtetun�ere Formeln ur�prünglih nur

für �pie: Winkel entwickelt wurden,�o haben �ie dochOs
allgemeineGeltung.

1
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DieAoneitni�ón.dinienfür ein undda��elbe
po�itiitive Maaß. |

i

81, Die igdnomitri�chenVerhältnißfactoren (Func-

tionen) �ind von uns als Quotienten zweierSeiten des recht-

winkligen Dreie>s ‘darge�telltworden. Hierbei war dasMaaß -

veränderlich,und konnte jede Seite des rehtwinkligenDreiecks

�cin. Man kann �ich nun die Aufgabe geben„ die Con�truc-
tion �o anzuordnen, daß die geme��enenLinien �i unter ein-

ander �o verhalten, wie die trigonometri�chenFunctionen,
wvoelche�ie dar�tellen, und mit die�en Scien M p0o-

�itio und negativ werden.

$2, Die ‘er�te die�er Bedingungen fordert, daß alle Li

nien mit einem und dem�elben Maaß geme��en werden, und

es folgt daraus von �elb�t, daß man �ie als Linienin oder
an einem Krei�e dar�tellen muß, de��en Halbme��er für eine

jede das gemein�ame Maaß i�t. Die zweite Bedingung ver-

langt, daß das Maaß �tets die als -po�itio angenommene

Lage behalte.
83, Die Anordnung muß mithin #o getroffen werden,

daß nah und nach jede Seite des Dreie>s Halbme��er des

Krei�es wird, und der Winkel,auf welchen �i die Function
bezieht, am Mittelpuncte de��elben liegt, damit �ie zugleich
auf den Kreisbogen bezogenwerden könne, welcherden Win»

fel mißt. :

84. Bei dem Sinus ahdCo�i nusi�t nun die Hypotes
nu�e das Maaß, wird daher Halbme��er, und da die�e, als der

beweglicheSchenkel, in jeder Lage als po�itio zu betrachten
i�t (6. 70.,), �o wird die Linie von �elb�t mit der Function

zugleichpo�itivoder negativ für alle Quadranten,
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LT 85. Um die Tan-

G TF SA gente zu erhalten, für

N Or (
welchedie dem Wins

fel anliegendeCathete
das Maaßi�, muß
ein zweites dem ers

In �ten ABC áhnliches
7 _ Dreie> CDT gezeich=

net werden, damit die

/

dem Winkel anlies
- BY

Á

O Lr gende Kathete Halbs

T° A / me��er werde. Es

T- muß aber die Tan-
gente �tets durhD,

den Endpunct des fe�ten und als po�itio ge�eßtenSchenkels
gelegt werden, damit die TangenteDT oder DT“ mit der

Function zugleichpo�itiv oder negativ werde. Dies �et nám=-

lich voraus,daß das Maaß �tets po�itio bleibe, mithin CD,

niht CD �ei, Hierdurch erhält man für den zweiten und

vierten Quadranten die Tangente DT“ negativ.
86, Die Secante hat da��elbe po�itive Maaß, wie die

Tangente. Da die Hypotenu�e als der beweglicheSchen-
kel des veränderlichenWinkels in jeder möglichenLage po�ia
tiv i�t, �o kann die Secantenur dadurchnegativwerden,daß

�ie niht die Hypotenu�e �elb�t, �ondern die rú>wärts durch
den Scheitelpunct gehende Verlängerung des �tets po�itiven

Winkel�chenkelsi�t, al�o im 2ten und 3ten Quadranten, wie

auch �chon daraus erhellt, daß �ie der reciprokeWerth des

Co�inus i�. !
2

87, Die �cheinbareAbweichungin der Lage der Tan-

gente und Sekante rührt von der Forderung her, daß die Liz



nien mit den Func.

n, tionen gleicheZeichen-, N 4

N,
i

G// haben �ollen. Jn je-

BP
:

dem Falle, wo nun-

die Function,als. der

Verhálnißfactor, da-

AA durch ihr Zeichenver--

ads
CT

EH ändert,daß das Maaß.
1 negativ i�t, muß ihr

hier eine añdere Lage-

e a gegebenwerden, als
S — “�ie in den rechtwink:

ligen Dreie>ken des

2ten u 3ten Quaz

drantenerhaltenhabcn würde.

88. In Einem Falle i�t es nun unmdglie,dieguidenForde

ruhgen $. 83 zugleichzu erfullen, den Winkel an den Mittel

punctzu bringen, und das Maaß als Halbme��er zu gebrau-
chen, weil hier keineder anliegenden,�onderndie dem Winkel
gegenüberliegendeSeitedas Maaß i�t. Man fehrtdeshalb das

eechtwinfligeDreie>um undlegt es mit �einem andern �piben

Winkel an den Mittelpunct, �o daß beideDreie>edas Recht=-
e> ABCO bilden. Verlängertman nun die KatheteC0 bis

an den Kreis in FV;und zieht FG �enkre<htauf CF, �o i�t

FG die Cetangente, CG die Co�ecante, aber niht des Win-

felsFCG, �ondern des Winkels FGC = ACB.

89. Damit die Linie FG, als die Cotangente- mitder

Function zugleih negativoweède, muß �ie �tets durh den

EndpunctdesjenigenHalbmé��ers gelegt werden, welcherauf,

der po�itiven Halbaxe der Ordinaten liegt, al�o durchF, niht
dur V“ gehen, Sie i� aber‘po�itiooder negativ,jenahdem
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von F aus ihre Lage der po�itiven oder negativen Halbaxe
der Ab�ci��en ent�pricht. — FJ der Winkel größerats 180°,

�o wird �ie dur den rü>wärts durch den Scheitelpunktver=

längertenzweitenSchenkelbegrenzt. DieCotangenteer�cheint

dadurh im 2ten und Aten, die Co�ecante im Z3ten und Aten

Quadranten negativ, und i�t �o, indem beide auf das po�i-

tive Maaß CF bezogenfind, in Ueberein�timmung mit

der Function.
90. Das {hon $. 23 entwielte Verhältniß der coor

dinirtenFunctionen er�cheint hier in nochhelleremLichte, und

es fällt unmittelbar in die Augen, daß die indirecten Func=-

tionen (der Co�inus, die Cotangente und die Co�ecante) eines

Winkels x, die directen Functionen des Ergänzungswinkels
90® — x �ind, als welche �ie hier unmittelbar er�cheinen.

91. Auch der Sinus ver�us AD, und Co�inus ver�us

OF, welchewir im re<twinkligen Dreie>e niht unmittelbar

vorfanden, �ind hier, dur da��elbe Maaß, wie die übrigen
trigonometri�chenFunctionen,geme��en, als lineare Größen

vorhanden, und auchhieri der Co�inus ver�us des Hauptwinkels

gleichdem Sinus ver�us des Ergänzungswinkelsoder Bogens.
92, Hierdur< i�t nun die Ab�icht völlig erreicht, die

�ämmtlichen trigonometri�chenFunctioneneines und de��elben

Winkelsalslineare. Grôßenzu verzeichnen, Und der Lage

nach mit ihnen in Ueberein�timmung zu bringen. Es verhält
�i al�o, wenn man den Winkel ACB, x nennt:

AB : AC: DT : FG : CT: CG : AD : OF wie

SÌINX : COS Xt lang X : Cofg X : SCC X: COSCCX: SINVX:COSVX
unter Anwendung der Accente durh alle Quadranten. —

Von die�er Lage im und am Krei�e i�t ihre Benennung her-

“genommen;die�e darf abex nicht verleiten, �ie für etwas an-

ders als reine Zahlenfactorenzu halten.
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“93. Ueber die Be�chaffenheitder trig. Funct. , �ofern
�ie �i< aufWinkeljeder Art bezichen, verdienen folgendé
Sáte gemerkt zu werden, M nun �on Erwie�enes

“ aus�prechen. D

1) Nebenwinkel habengleicheSinus,
2) Das Vorzeichen ‘des Winkels ändertdas Zeichendes

_

Sinus, aber nicht des Co�inus,
i

|

i

3) Bei Winkeln, welche �i<h um gleich‘vielvon’ einer

geraden Anzahlvon Rechten (0R,-2R, 4B, ete.) unter-

�cheiden,�inddie gleihnamigentrigonometri�chenFunc-

tionen, ab�olut genommen, einander gleich ($. 75).
4) Winkel, welcheum 4 R, 8 R, ete. unter�chieden�ind,

haben auh dem Vorzeichennach gleichetrig. Funct.

9, Will man unter den trig. FunctionenwirklicheLinien

ver�tehen, �o folgt aus 27, daß mandurchHinzufügung
|

des Halbme��ers als Factorallen Gliedern gleichvielDiz

men�ionengeben muß, z.B. in F. (1) siux?+#-cosx?=r?,
wenn r den VALORESNgdOpeG

H Aufló�ungebenerDreie>e.;
94, Wir haben oben(39—58) Gleichungenzwi�chenden

Functionen der Winkel dreier gerader Linien aufge�tellt, welche
“�ich in einem Punctedurh�chneiden.— Durch�chneiden �ich

3 ungleichlaufendegerade Linien niht in einem Puncte, �o

bilden �ie ein Dreie>, und es treten außer den Winkeln noch
die Seiten hinzu, welchedurch die gegen�eitigeBegrenzung
der Linien ent�tehen. Hierdurch erhält man nun eine andere

-Reihe von Gleichungen,deren weddie a ts der Dreie>e

unmittelbar i�t. -

95. Die Auflò�ungder rehtwinkligenDreie>e i�t durch

die Definition der trig. Funct, �elb�t gegeben, Jedes �chief-
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winkligeDreie> láßt �i< nunauf 2 re<twinkligezurü>füh-
ren, und häufig dadur< bequemauflö�en, doh wirddie�o erhal-
tene Aufld�ung auch in vielen Fällen weitläuftig und unbequem.

96. Im Allgemeineni�t klar, daß, wenn ein Dreie

fúr die Con�truction be�timmti�t, es auh für die Rechnung

bé�timmt �ein muß, nur daß im le6tern Falle die Data in

Zahlen — die Seiten nah irgend einem Längenmaaß, die

Winkel in Graden und Minuten vorliegen mü��en. Die Cons

�truction findet nun jedesmal das ganzeDreie>, d. h. alle

fehlendenStü>e zugleih. — Die Trigonometrieaber findet

eins nah dem andern, und. jedes einzeln. Wenn die Data.

die�elben bleiben, �o muß man dochmehrere Gleichungenan-

weüden, je nachdemman eins oderdas andere der noh úbri-
gen Stú>e �ucht.

:

97, Da zur Be�timmung des Dreie>s wenig�tens 3
Stücke erforderlich�ind, und von den fehlendenjedesmal Eins

ge�ucht wird, �o mü��en in einer trigonometri�chenGleichung
zur Auflô�ung eines �chiefwinkligenDreie>ks 4 Stücke ent-

halten �ein, welchewir die in Fragege�telltenStü>kenennen

wollen, Von den 4 in Frage ge�tellten Stü>kenkann dann,
wie in jeder andern Gleichung,das eine oder das andere als

das ge�uchte ange�ehn, als �olches.auf die eine Seite der Glei

chung allein ge�chafft, und durchdie úbrigen bekannten aus-

gedrú>t werden. -Nur wenn die zu �uchende Größe in der

Gleichungunter ver�chiedenenFunctionalformenvorkommt, wird
das Verfahren weitläuftiger. Be�chränken wir uns nun auf
die Seiten und Winkel, �o werden von den 6 Stü>en,
welhe im Dreie>vorkommen,jedesmal 2 Stúke in der

Gleichung fehlen, welchedie 4 úbrigen enthält. Es wird

daher �o viele ver�chiedeneGleichungengebenals adPaare
fehlender Stú>ke giebt,
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98. In einer �olchen Gleichung zwi�chen 4 in Frage
ge�tellten Stücken können nun fehlen :

'

s

Eine Seite und Ein Winkel.— Hierbei macht es nun

einen Unter�chied, ob die fehlende Seite und derfehlende
Winkel einanderanliegen, oder ob �ie gegenüber�tehen.

Oder es kônnen in der Gleichungfehlen 2 Seiten, Da

in die�em Falle die in der GleichungvorkommendeSeite

nothwendig gegeben �ein muß, der ge�uchte Winkelaber
durchSubtraction der beiden andern gegebenen von 180°

“herbeige�chafftwerdenfann,�o bedarf die�er Fall feiner

Berü>�ichtigungin der Trigonometrie,

Endlichkönnen unter den in Fragege�telltenStücken2

Winkel fehlen, auf deren Lage es in der Gleichung,

welchealle 3 Seiten enthält, nichtweiter ankommen kann.

99, Es �ind al�o nur drei eigentli<hver�chiedeneFälle,

welchebei der trig. Aufl. der Dreie>e vorkommen können,
wenn bloß Seiten und Winkel in Frage ge�tellt �ind. Die

Gleichungenkönnen aber unter ver�chiedeneFormen*ge�tellt

werden, theils um �ie für die logarithmi�che Bearbeitungbe-

quemerzu imachen, theilsum jedes der in Frage ge�tellten
Stücke durch die übrigen entwi>elt auszudrücken. Auchder

Flächeninhaltdes Dreie>s, die Höhen, Halbme��erdes einge-

�chriebenenund ‘um�chriebenenKrei�es, Summen und Unters

�chiede der Seiten u. �. w. können mit in Frage ge�tellt wers

den. Es enthalten indeß die obigen3 Fälle alle Elemente,
“

um mit HülfederLehrevon den Gleichungenauchdieübri -

gen zu beurtheilen, E
_ Aufg. Es �ollen die drei möglichenFälledurchdie in Frage

ge�tellten Stücke �elb�t (niht durch die fehlenden), allgemein und in

Worten ausgedrü>t, und die unter einem jeden begriffenen Falle
aus dem Dreie> BCD (Fig, zu 101.) einzeln angegeben werden.



47

100. Bei der Auf�tellung die�er Gleichungenkann man
nun entweder von der geometri�chenBetrachtung des Dreiecks

ausgehen. Dies giebt, da die Trigonometrie ihrer Natur

nah analyti�ch i�t ($. 11), eine Art von gemi�chter Methode,

die aber für den Anfänger leihter und bildender i�t. — Oder

man kann einen der �ih zuer�t darbietenden Fälle zu Grunde

legen, und daraus die Gleichungenfür die übrigen Fälle ab-

leiten, wodur< die Methoderein analyti�chwird. Wir wols

len uns zunäch�t der er�ten Methodebedienen.

Es �ind zweiSeiten, und die gegenüberliegenden
V

Winkelin Frage ge�tellt.

R
401. Jm Dreie> BCD,

|

de��en Seiten nah den gegens
úberliegenden Winkeln mit þ,

e, d bezeihnet werden mögen,

mögen c, d, C, D die in Frage

“ge�tellten Stú>ke �ein. Man

C A D fálle das PerpendikelBA aus

BBauf CD. Im rechtwinkligenDreie> ABC hat man dann:

AB=d.sinC. Tm rechtwinkligenDreie> ABD dagegen:
AB=ec. sinD, —

, Hieraus �olgt:
c, sinD = d.sinC oder O 6:d = sinC: AD!

Hätte man das Perpendikel aus D auf BC gefällt, �o hatte
man eben �o erhalten:

i :

bc = sínB: sinC.
In einem Dreie> verhalten �ich die Seiten

wie die Sinus der gegenüberliegen den Winkel.

Sollte einer von den Winkeln fumpf �ein, wie BCD in der Fig-

. Ju $. 105, �o bleibt die Proportion do< ganz ungeändert, da Ne-

benwinkel- gleiche Sinus haben,
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‘: 102.
e

man die obigeGleichungmitsioC. siaD,

�o erhált man LB

C RO
9) FE=

C uV :

Man könnte den vor�tehendenLehr�aß daher auh �o aus-

drú>en: Der Quotienteiner Seite durh den Si-

nus des gegenüberktiegenden Winkels i�t fur ein

und da��elbe Dreie> eine be�tándige Grôße.,
‘

103, Ausder obigen Proportion (O) folgt:

sinC _ I
Sm

sn D *siíin(B+-C)?
weil D und BC �i< zu 180° ergänzen, und Nebenwinkel

gleicheSinus haben. Die Gleichung in die�er Form lehrt
aus einer Seite und den Winkelndie übrigen Seiten zu

finden.

104.Aus der ProportionO folgt ferner

(0) mC =

E
L sinD,

Die Gleichung in die�er Form, lehrt aus 2 Seiten eines

Dreie>s, und dem Winkel, welcher der einengegenüber liegt,
den der andern gegenüberliegendenWinkel zu. finden. e

105. Da der ge�uchteWin-
fel hier dur< �einen Sinus ge-

funden wird, �o bleibt zwi�chen
2 Nebenwinkeln, denen der Sis

A nus mit gleichemRechte ange-

N N hôrt, die Wahl,und das Dreie>
E D) fann eben �qwohlBCD als BCD

�ein. I�t jedochd>ec; �o muß auh LLE mithin C �pi

�ein, — Das Dreie> wird unmögli<,wwenn—gpsiD,

Ie 4

d 4

Ue
E

und au<h=——odergeordnet:

(75) e =4d.

das
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weil dann ‘sínC>1 witdzes wird Gail wenn

d
si0 C = 4 mithin—

— == 810 D wird.

i

106. Aufg. e NachF: 2 und 3, jede Seite, und jeden Win-
Fel des Dreie>s BCD auf doppelte Wei�e auszudrü>en.“ (12 Gleis

hungenergeben�ich auh leiht aus den 3 Proportionen‘b:c:d =.

 sinB;sin C:sinD,/ wenn man jedes Glied dur die übrigenaus-

“_drú>t). |

:
e

Aufg. 2. Um aus CD =b aus C und D die Seiten c, d

zu finden, erhält man c= LD = CED
Es �ei

e

2

R e BGE logb = 0,7385269

C 2107/21 log sin (C+ D) =2*9,7902299subtr,

D= 16948194 ;

i 0,9482870

C+D = 38° 5/30! log sinC = 9,5599964
i

/ i

log sin D = 9,4610083

c= (0,2200 og e = 05082934
d = 2,566288 log d = 0,4093053

Es �ind 2 Seiten, der zwi�chenliegendeund ein
_

anliegenderWinkel in Frage ge�tellt.
107. Im Dreie> BCD �eien b,à, C, D in Frage ge-

�tellt. Manfálle das Perpendikel AB, �o i�t:

t Q
E

AB= d.sinC; MC=0d,cos C,

AD = bh— AC = h— 8.eosC,
Hieraus i�t: :

ABB d,síinC
wsD =

75
=

ie

108.In der Form, in welcherdie GleichungGlue�teht,
lehrt �ie aus 2 Seiten und dem einge�chlo��enen Winkel
(b, d, C) den Winkel, welchereiner der beiden Seiten(hier d)

Graßmann Trigonometrie, D
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gegenüberliegt, zu finden. Für die�en Fall i� fie auh allein

brauchbarz denn �ollte der Zwi�chenwinkeloder einedet Sei-

ten ge�ucht werden, �o würde man �i<h immerbequemereiner

der beiden vorhergehendenFortneln bedienen (F. 74, 75), da

dur< 2 Winkel im Dreie>der dritte gegeben i�t.

109, Jt der Winkel C �tumpf (BC/D Fig. 105), �o i�t
AD = b4-AC’;da indeß der Co�inus des �tumpfen Winkels

negativ i�t, o kehrt �i< �hon dadur<hdas Minuszeichenim

“Nenner um, Und die Formel bleibt ungeändert.— I�t
i. cosC>b, �o wird der Nenner, mithin der ganze Bruth,
d, h. tangD, negativ. Der Winkel D i�t dann al�o ein tums

pfér. — Es ver�teht �ih, daß das Zeichender ge�uchten
Größe dur die Gleichung�elb�t er�t be�timmt wird. I�t
x= =b, �o i�t x negativ, und dieAO enthältkeinen
Wider�pruch!

“Aufg. DieVariationender Formel77 für ABGD‘darzu�tellen
b.sìinC E

b .sin D étM tangBTb
cos C CHa cosD

i

110. Schlägt man aus C mit dem Halbme��et BC

; einenHalbkreis, und verlängert CD bis an den�elben in E

und F, verbindet BF und BE, und gele
1

UG parallelBF,

“�o i�t:
DF = bd; DEL 4 BEC=t=

:

(BD);
. EBD = u = £(B —D).
In den ähnlichenDreie>en FBD und EGD verhält �i <

DF ;DE = BF : GE, y

i

d.h. da die Dreie>e FBE und BEG bei B und E reht-
winklig �ind,

b4-d:b—d = BE, tangt: BE,angu
:

oder

(78) b+d:b—d = tao7(B4+-D):(ang{(B—D)
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A D
Die Summe zweier Seiten eines Dreie>s

verhält �ich zu ihrem Unter�chiede, wie die Tan-

gente der halben Summe der gegenüberliegenden
Winkel zur Tangente ihrer halben Differenz.

111. Die Proportionlehrt aus 2 Seiten und dem

einge�{lo��enenWinkel die beiden übrigen Winkel des Dreie>s'

zu finden, auf einem für die logarithmi�che:Berehnungbeques
meren Wege, als F. 76, Es i�t nämlih dur< den einges
�hlo��enen Winkel (C) die Summe der beiden übrigen, mithin
auch ihre Hälfte gegeben, man kennt daher 3 Glieder der

Proportion , und ‘kann das Ate finden. Aus der halben
Summe und dem halben Unter�chiedefinden �i < aber die

beideneinzelnenWinkel nach einer bekannten arithmeti�chen
Regel:

:

112, Da FC+-I(B-+4-D)=90°, �o i�t tang (BD)
= cotgEC, welchesman in der es (78) �ub�tituis
ren tann. ;

Aufg. 1. Dié N tationender Formel 78 4 aus beni Dreie>

ECD �o darzu�tellen, daß die Tangente des halbenUnter�chiedes-der
niht gegebenen Winkel jedesmal entwi>elti�t, 5. B.

tang 4(B'—C) =?Es '

=

tang 2(B+ C) = Alto eic;R
Aufg.2. Zu einem Oreie> BCD aba lentbine

OE



|

2

E
D'= 68° 7!

m
* Hierausi�t: 2D = 34° 3/481

b = 56843,09 É(B+C)= 55°567127
c = 49657,25 log tang #(B+C), = 10,1699776

b—c = 7185,84z Ab—)= 38564775
NS

fs

:

14,0264551
h
FE

c = 106500,34;; log (bb+c)= 5,0273510
_Togtang1(B—C) = 8,9991044

1(B+C) = 55° 56/12
1(B—C) = 5041/56?

B.= 61238! ‘8‘/

C= 50°14/16‘
‘Probe D = 68° 7/36‘

180° 0! 0‘

Es �i nddie dreiStenund äsWinkelîn Fragege�tellt.
Baud Cli

fi

8 113. Jm Dreie> BCD �eien
; A ‘b,c, d, und D in Fragege�tellt.

Man fälle das PerpendifelBA,
'

-o hat man

d= AB? AC®
Y e

Oder.
i

C A
|

D =? sinD? + (b—c.tosD)?
= sinDLb—2be.cosD4-e cosD?,

:

Da nun sioD24-cosD? = 1 (Form. 1), �o hat man

“i (79) de®= b? 4e? —2be,cosD.
114. Man könnte die�e Formel den erweiterten Pytha-

- gorâi�chenLehr�aßnennen,I�t D= 909, �o wirdcosD=0,

_und
: ds = be?

die�er Lehr�aß �elb�t. — Jt D �tumpf, �o wird cdaDnega- _

tio, mithin das lebte Glied po�itio. Man darf indeßnicht

�agen, es �ei nun 4d?= b?4-e?42he.cosD,a ausdrüds
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lich zu «bemerken, Nnun ENab�olut, d. h. po�itizu
__nehmen �ei. 4

i

4115. - Aus Formel79 folgt:
:

j be — dA

A (80).

Sie lehrt aus den 3 Seiten einen Winkel finden.
116. Um die�e Gleichungzur logarithmi�chenBearbei

tung bequemerzu machen, addire man auf beiden Seiten,

cosD =

fo wird
: i :

1 cos D=

1+ EE
b LA

Aa

bc)? — dî d) (be —d
E +; be

= Le >
(F.W)

dn PEET = en

114, Subtrahirt man die Gleichung80 auf beiden
Seiten von 1, �o erhált man

—
bf et— dt

_ rs ee2b e+e)
1—cosD = {————aS SE

LL Eb)
2 Siu D/ == SEE Sho N

intD = PY(LLO) (82).

118. Aus den beiden— Gleichungenerhält man
durchDivi�ion:

DE A

b-— cd) (—b + ed
tang D = (ette E

9 (83).
119. Da nah F. 17 N wenn

man D=2x, mithin2D == �ebt, �o i�t no< dur< Muls
tiplication von F. 81 und 82 mit einander, und mit-2

siuD=> yet) bet b+etD)]ED.
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Die Gleichunggewährtden Vortheil, daß für alle drei Win-
fel die unterm Wurzelzeichen�tehende Größe die�elbe! i�t.

: 120. Man kann die legten4 Gleichungennoch unter eine an-

dere Form. �tellen , wenn mañ den“ Umfang des Dreie>s, d. h,

b-+c+d=p �t. Dann wird bee 2 (b +c—d)
=#P —detc, und man erhâlt

;

cos {D = UE
sin2D= (E SS)

1 (Ep—c)(1p—b)
DT LEO ET

cinD= Ferd p—d)(Ep) Pb)
121, Aufg. 4, Die Gleichungen von F. 79 an für denFall

. abzule�en, wenn �tatt des Winkels D der WinkelB ers ge�uchtwird,
:

E 2. Es �ei gegeben:
b = 425; «d Hb = 2,6283839Ï
CES OO s logc = 2,9774918
d= 3992 : logd = 2,6009729

AP = 1202 SEE

|

|

{Pp= 601;
A

log 1p = 2,7788745

_2p—b= 176; log (2p —b)= 2,2455127
1P—c= 2235 log (2p —c) = 2,3483049

pP—d= 22; log (2p —d) = 2,3053514
9,6780435

log À= 4,8390217
*

log2 = 0,3010300

log 2A = 5,1400517

logbc = 5,2058807
logsin D = 9,9341710 “*

logbd = 5,2293618

log sin C = 9,9196899

B'= 66° 15/19,5 | loged = 5,1784677
180°

y

_ logsinB = 4,9615870
%

D = 599 14/ 3844

C = 54° 30! 2,5 y
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Ueber�icht.

4122,Hiernach.kann man nun die Säge ‘vone �timmung
-CCongruenz) der Dreie>edurchgehen, und zeigen,daß, und wie
jedes fehlende Stúck ‘dur die übrigen A und herbeigee
�chafft werden könne,

Sind zu einem Dreie>e die Winkelund eine Seite CES
�o hat man die fehlendenbeidenSeitenunmittelbaraus F, 75, und

i�t die�elbe eben �o bequem zur Berechnungy wie zur Sub�titution,

wenn man nämlih eins der ge�uchtenStücke în einer Gleichung,

durch die gegebenen allgemein ausgedrü>t,�e6en �oll.
|

123, Sind 2 Seiten und der einge�chlo��ene Winkel zu einem

Dréie> gegeben, �o werden zuer�t die beiden übrigen Winkel dur<

F. 77 für die Sub�titution,durh F. 78 bequemer für ‘die Berehnung
gefunden, — Die dritte Seite hat man aus F, 79 für die Sub�tiz
tution, Bei der Berehnung �ucht man bequemer aus F. 78 die fehe

lenden Winkel , und mittel�t ihrer aus F. 75 die dritte Seite, —

oder man bedient�i eines Hülfswinkels (ck. $. 158).

124. Sind die 3 Seiten gegeben, �o hat man jeden der fehlen-

den Winkel aus F. 80 �úr die Sub�titution; für die Berechnungbe-

dient man �i< mit gleichem Vörtheil einer der Formeln 81—84,
Vei der lebten i�t der ge�u<hte Winkel nur �cheinbarzweideutig.
Die beiden Winkel, welche den kleinern Seitengegenüberliegen, �ind .

nothwendig �pi, Berechnet man die�e zuer�t, �o hat man ben drit-

ten dur< Subtraction von 180° ($. 121). Das Dreie> wird un-

möglich, wenn einer der Factoren unterm Wurzelzeihen (wie b+c—d)

negativ, d. h, eine Seite größer i�t , als die beiden übrigen zu�am-
mengenommen.

125. Sind 2 Seiten und der der Einen gegenüberliegendeWin-

kel gegeben, �o findet man den der andern gegenüberliegendendurch

F, 76, den dritten Winkel dur< Subtraction der beiden nun bekann-

ten von 180°, und da man nun alle 3 Winkel kennt , �o findet �ic

die dritte Seite aus F. 75. I�t das Dreie> zweideutig, �o ergeben

�ich die zu�ammengehörigen Werthe des dritten Winkels und der

dritten Seite von �elb�t, je nahdem man für den Sinus des zuer�t

ge�uchten den �pigzen oder den �tumpfen Winkel gewählt hat,
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126. Soll die dritte Seite, etwa zum Behufeeiner Sub�titution,
($. 122) aus den Datis unmittelbar ausgedrú>t werden, �o hat man

Me8,‘79, wenn b ge�ucht wird, und c, d, D gegeben �ind:
; b?—2bc. cos D= d?—c?,

;
ET

worausdur< Auflö�ung der quadrati�chen Gleichung

b=c.cos D+y/(d?—c? + 2? cos D?) c..cosD+y/(d?—c? sin D?)
gefunden wird. Hier i�t b nur dann wirkli zweideutig, wenn es 2

ver�chiedenepo�itive Werthe erhält, indem ein négativer Werth es in

ein anderes Dreiec> ver�ebt,welchesniht zu den Datis gehört.

127. Es i�t aber zuer�t

b unmöglih, wenn der Ausdru> unterm Wurzelzeichennegativ

wird, mithin c?sinD2 > d? oder E nD >d oder sin D >

bherhâlt nur Einen po�itiven Werth, wenn der WurzelausdruÆ
entweder 0 oder größer als c.cosD i�t. Jm er�ten Falle i�t
d? =? sin D?, mithin d=c sin D und bas Dreie>t re<twink-

_ lig. Im andern Falle muß c.cos D< y/(d?—c?+ c?cosD2)
oder c? cos D? < d* — 2 + c2?-cosD2, d.h, 0<d8W2—? oder

c<d �ein, mithinder gegebene Winkel der größern Seite gegen-

Überliegen,
b erhâlt dagegen 2 po�itiveWerthe, wenn keiner die�er ae

�tatt findet.(Vergleiche $ 104.)

Man kann alle hier zur Auflö�ung der Dreiecke “aufge�tellten
Gleichungen, ohne Zuhülfnahmeeiner Figur, aus einer einzigen ana-

lyti�h herleiten. Wählen wir zu die�er Ableitung die in #6.101 mit

© bezeichneteProportion, welchedieGleichungenE 76 in �i
ließt, �o erhält man

c+ d: 2 sín C + sin D: sin C—sinD

undaus F. 35 und 36 . . .. =tang21(C+D):tang{(C—D),
Dices i�t F.-79. Man at Eeaus der�elben Proportion :

c.sinD=d.sinC=d.sin (B+ D)
=9d,sinB.cosD-+dcosB, sinD

c sin D—dcosB,sinD == dsinB,cos D (A).

Dividirtmañ die Gleichung mit cos D, �o wird
)

:

;

‘ctangD—dcosB,iangD=dsînB
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d.sínB

—, 77.
c—d. cos

Set1man in der mit A bezeihneten Gleichungb sin D für.d.sinB/'

aus F. 74, �o läßt �ie �i< mit sinD dividiren, und man erhâlt:
c— decos B = b‘cos D, woraus

2 — 2cdcosB + d? cos B? = b?cos D?, SHSierzuaddirt

d2 sinB? = b?sinD? giebt
i

c—2cd.cos B+ d? = (F. 79) :

weil sin x? + cosx? = 1 nah F. Va— Aus die�en Formeln �ind die
übrigen im Texte �chon analyti�ch hergeleitet,

tang
D

=

Der Flächeninhalt,aus den Be�timmunges�tücen
eines Dreie>s.

BB 128. Aus der Geometrie i�t

bekannt, daß der Flächeninhalteines

Dreie>s das halbe Product �einer

Ba�is und Höhe, oder, da jede Seite

die Ba�is �ein kann, das halbe Pro-

duct einer Seite in das aus der

Spie des gegenüber�tehendenWins

C a
a A Fels uf Zdic�elbe/ge�dlite Perpen-

dikel i�t. Bezeichnetman nun den Flächeninhalt mit A, �o i�t
A = 1CD.AB = 1b. AB,b. bh.

= +bc,sinD $. 10L. (85)

Die- Gleichung lehrt aus 2 Seiten und dem

E
Winkel

den Flächeninhalt finden

129. Sest man für sia DY�einen Werth aus F. 84, C

hâlt man

A = A AOC LA (6)
>

VIGPGpP—dEP—)(P—b)]

wenn ÞP, wie in $. 120 den Umfang des Dreiec>sLez AdGDie

Gleichung lehrt aus den 3 Seiten den Flächeninhalt finden. Sie
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‘enthältkeine trigonometri�heFunction , und gehörtdaher eigentlich
in die Elementargeometrie.

-

Vergleicht man die zweite Form fürA mit dem Werthevon
sin D ‘in 120, fo �ieht man, daß der Wurzelausdru> in jener der

Flächeninhaltdes Dreie>s i�t. Als
ESi�t er auf $. 121 Aufg. 2.

bezeichnet.“ 2

430. Segt maninF. 85 — A =#bc«sinD fürtüre=b 20
�o erhâlt man : :

4b? sin C. sin D
,67) A =

sìin B

wo man ftatttinesbeliebigenWinkelsdie Summe der beiden übri

gen �egen kann, Die Formel lehrt, aus einer Seite, und den Win-

keln den Flächeninhalt des Dreie>s finden.
131. Um aus 2 Seiten und einem der niht einge�chlo��enen

Winkel (c, d, D) den Flächeninhaltdes Drelie>s zu finden, kann

man zuer�t nach F-. 76 einen andern Winkel (C) �uchen, und hat dann

dur< F. 85 und 87 den-ge�uchtenFlächeninhalt, Je nahdem man

für C den �pigen oder �tumpfen Winkel wählt, erhält man den Jn-

halt des größern oder des Fleineren der beiden bedingten Dreiecke,

falls hier eine Zweideutigkeit�tatt finden kann ($. 105, 126).
:

132, Auch kann man im Falle
einer Zweideutigkeit,das Perpendikel "

__BA fáâállen,und die beiden re<twinf-

ligen Dreie>e BAD und ABC =
ABC“ bere<hnen, Man erhält �o
A = ABD + ABC i

=Z{AB.AD+ZAB, AC
=2#c  8inD , c. cosD

;

+#4d.sinC. d.cosC
CG

 wyoraus, da sin D. cosD= £sin 2D (F. 17),
|

(89) A =+csin2D + 1d? sin2C. :

Hatman al�o C gefunden, �o ergeben �i< nun die beiden Werthe

für A. Hierbei hat man C allemal �pis zu nehmen, da der zweite

Falldur das Zeichen des 2ten Gliedes �hon berücfichtigt i�t.
“

Hierna<h kann man �i< die Formeln für den Flächeninhalt des

gleich�henkligenund re<twinkligen Dreie>s leiht �elb�t entwickeln.



9
Den Halbme��er eines in oder um ein Dreie> be�chrie-

benen Krei�es zu finden.
133. Es �ei MC=r der

Halbme��er des um das Dreie>
be�chriebenen Krei�es, „Aus dem

'Mittelpuncte ziehe man MAE

auf CD �enkrecht, welche die Sehne

und den Bogen halbirt, wodurch

CMA =B wird. Im ‘Dreiecé

CMA hat man al�o
AC

4

N ra

sìin CMA?

2b %
Oe

R
aia 2sin B-

(89).

Die Größe des Halbme��ers i� al�o von einer einzigen Seite und

ihremGegenwinkelabhängig, und der Durchme��erdes um das

Dreie> be�chriebenenKrei�es i�t die be�tändige Größe,auf Ms
oben ($. 102) hingedeutet wurde.

134, Jf kein Winkel des Dreesbekannt, �o findet man den

Halbme��eraus denSeiten, indemman IEAsin B IeiReSWerth agus

F. 84 �ub�tituirt. A
"=

Tte +t)bFt bc + (—b+c+ 9)
E

bcd

EEOC ZO
B 135. "Der Halbme��er des

in das Dreie> einge�chriebenen
Krei�es �ei MA=0. Man

ziehe MC,MD, welche die Wins-

Fel bei C und bei D halbiren,

�o hat manin den rehtwinklis
AA

‘gen Dreie>en AMC und AMD

A tia AM = AC.tang}C

C dA
;

D = AD.tang D.

Aus die�en beiden Werthen von AM läßt ih zunäch�t AC be�timse

men, indem man AD dur< b=—AC gausdrüct. Man erhält:
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AC,tang2C2i  —AC)tang2D,
woraus |

AC = b.tangD
Ns

Î tang ¿C+ langt
mithin

A= ACC CEL
tang2C-+tang2iD *

Dividirtman im Zähler und Nenner mit tang21C. taog2D,und

�eót 0 für AM, �o wird: :

: bb
91 mE

coles-D+cotg2.C

136.Um die Formel. zur logarithmi�chenBearbeitungbequemer
zu machen, �ub�tituire man fe das Aggregat im Nenner �einenWerth
aus F. 42, �o wird

:

* (92) dusLagb, cin «iein 1D b. sin2C,sin2 D
4 “sin (C+D) EREcos 1B

Gleichungenzwi�chen Summe und Unter�chiedzweier

SeiteneinesDreie>s,und Summe und Unter�chied
der

ihnen gegenüberliegendenWinkel, imgleichender

E auf der drittenSeite.
137. Zieht man imDreie>

BCD das Loth BA auf CD,

nimmt AE = AC (wodur<
A ABE OABC wird) und zieht

BE, �o i�t im Dreie> BCDe¿

CD: sinB = BD : sin C.
Im Dreie> BED:

DE: sin EBD = BD :sin BED,

Da nun die Sinus zweier Ne=

benwinkel (BEDund BEC== C)

gleich �ind, �o erhâlt man:

y

«/ CD: DE = sín (C + D): sin EBD

oder,da EBD = BEC—D = C= D,

(93) b:DE = sin(C+D): sin(C=—D),
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1836, Schlägt man mit der kleinern Seite"desDreie>saus B

einen Kreis, verlängert DB bis an den�elbenin F, und zieht CE

und CG, �o i�t. im Dreie>CDF:
CD : DF = sinCFD: s1n DCF,

Es i�t aber, als Winkel an der Peripherie,CFD=+B=909—1 (CD)
ind DCF=FCG4DCG =90°+1EBD=90° +X(C—D), mithin

13 b:(c4 d) = cos} (C 14D):cos (C— D) (99)
139. Jm Drèie> CGD erhâlt man aus

x CD:DG =

= sîin CGD : sin DCG,
Es i�t aber sîïn CGD =sinCGB=sin2CBF=sin1(C4D), DCG

=1(C—D), und DG=DB—BC=c—à, mithin

b:(e—d) = sin1(C4+D): sin1(C—D) (95)

140. Aus ber Aehnlichkeit der DreieŒe CDG und FDE, oder

unmittelbar aus einem bekannten geometri�chen Lehr�age folgt!
DC:DF = DG:DE

b:(c+ d) = (e—d):DE
b:c—d =

c+ d:DE,

“woDEdenUnter�chiedder Höhenab�chnitteauf der Ba�is bezeichnet,

Hiernach hat man aus F. 94 und 95 unmittelbar:

c+ d:DE = síin 2(C+D) : sin (C —D) (96)
c— d: DE= cos2 (C+D):cos2(C—D)(97)

441, Dividirt man' $. 96 dur 97, �o erhält man:

c4+dic—d= tang2 (C+ D):tang1(C=--D),

welcheswiederF, 78 i�t.

Einige Aufgaben über Dreie>ezu �uchen, welche mit Hülfeder
lesten 5 Gleichungen geld�et werdenEonnen.

À

‘oder /

oder

Gebrauchder trigonometri�chenFunctionenund Tafeln

|

zur Auflö�ung von Gleichungen.
442, Die trig. Functionen la��en < niht blöß zur Auflö�ung

der Dreie>e und Figuren überhaupt anwendet, �ondern können in

�ehr vielén Fällen zur Auflö�ung mathemati�cher Aufgaben aller Art ange-

wandt werden Es i�t durc die�elben der Zu�ammenhang gewi��er Reiz

hen von Größen gègehben,und die�e �elb�t �ind für alle möglihen Werthe
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ihrer. Elemente bere<net, Üeberall wd nun ein ähnlihzer Zu�ammen:
hang vorkommt, können ‘die Tafeln zur Abkürzung der Berechnung.
angewandt werden. j

US des er�ten Grades.

443.Wenndie in einer Gleichung vorkommenden bekannten

Größen durch ihre Logarithmen gegeben �ind, #o la��en �i die trig.
Sormeln undFunctionen fa�t immer mit Vortheil anwenden, um diè

be�hwerlihen Rehnungen, wêlche erforderlich �ind, um den Logariths
mus eines Aggrezats zu findèn, abzukürzen, Man �ucht �ie alsdann

auf eine Form zu bringen, welche mit bekannten trig.Formelnübers
“

einkommt, und dür Einführungeines Hülfswinkels, der aus den

gegebenen Größen Lellimewerden kann, einen einfachenage�tattet,
144. Es �ei z. B. dèr Logarithmus der Sunmméê zweiér durch

ihre Logàârithmen gegebenen Größen zu findenz al�o logx, weênn

_A=a+b. Man �ege die Gleichung unter die Form:

=—Aa(1+ Z) und nehmè
:

T; tangp= (2)
�o wird: #=a(1+ tans p?)=asec9?, mithii II, = LB

cos pt
(F. 2, 6)-

4145. J�t x=â—b b=a(1—2), �o ift einè �olchéFormel¿u

wählen,mittel�t deren 2 in ‘einen einfachenFactor verwandelt
wird. Von-derArti�t ¿+ B. sinp? = 1— cos p? » Man �egè al�o

:

b
Cos E=> und erhâlt p dur<h I; cos $= (2).

Es wiednu = =a(1—cos9?) oder IL, x = a. sín 9?

Sollte b aidéeals a �ei, �o �eßè man —e=>(1—2)etCe

146. I�� x = (a+b) = PO(1+BA vaV(1+2),
�o i�t Flat, daß man damit auf die Form 1+ funct,o? zu fommen

�uhenmuß, �ofern die�elbe einen einfahen Ausdru> ge�tattet,Hierzut

dient Oe F. 2; Set inan E=1âng92,fo erhâlt man V(1+2)
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ZE A 0°) = —
= E Þ und die Aufcd�ungge�chieht

dur die Glèichungen?
ya

cos pP

' b
/

;

I, ‘tang p = Lsund 11, *
==

L 2 9 LEN H: è LE

Jn x=p/(a=—b) würdè man "7608 o? �eken, Und èrhalten:

I, cos Þp=> und II, E
O

14, Es fel
:

40

/
4

ab L—E
AG VG IS gbRs»

E TT
Sest man

— = c0s 9, ò wird

*

= ?)= tang2tp ($. 2):

Die Gleihungender Auflö�ung �ind al�d:

1, cos@p =2i =S tang 2$
2

b

148,I�t SRS �o �esè man 7 SSlâanges
;

s 4 E
i

|

und erhält US

sin 2
1—tango? ida

—

TosH E
cos pè —sinp?

1+ tang?
TT

E,pP cos p? + sinp?
x =

cos pf

mithin (F. 18 und Y) x =c€c0829, — Hätte man “= tang 9 Fé:
1— tang p�egt, �o hâtte man erhalten x= E?in! 9). ==

1-Ftangp
Só auch in andern Fällen.

Gleichungendes zweitenGrades.

149, Zur numeri�hen Berehnuüg dex Gleichungen dès 2e

Grades �ind die trig, Funct. ganz be�onders brauhbar. Dié beiden
'

Hauptformen der gemi�chten quadrati�chenGBs �ind

x2 +px=+9-
Das Zeichenvon p hát auf den Gäng dér RechnungkeinenEinflöß

N
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150, Es fei nun zuer�t x?+px=+4q. DurAufló�ung:

der�elbenerhältman
|

| a E 1.V(1+4D].
Man �eße A=tang9?, �owirdzunäch�t:1 tango =, al�o

x= EEE = 21p(—-1+secg)(E.2)
4: — cos p+ 1.= 1 SEES ARSip (—1CS 2P

—cosp : (TF.6),
VA

Ferner i�t aus L[ P=7 CE
woraus �i ergiebt

Vd et Vg. C08 @ pt X.6tangp C059 sinp
*

 cosp (FT.6)

4 (—cosp+1)
Sin Pp

»

mithin

151. - Dies i 4 die beiden Werthederge�uchtenWurzel,Ni Xa 6

Matt man von dem obern Zeihen Gebrauch, �o erhält man:

/g(l—cose) _ yg-.2sn2P
sin @ —T2sintp.cos21p

(0.2, 47

H, = Vg. tang{P (F. 7).

Macht man dagegen von dem untern Zeichen Gehrauch, �o wird:

EA

_mithia

Va. +co8p)_  _ _YV9g.2c082p?
LIMS

i

sÍN P 2sin 1p C08 1%
(T+22, 17)

mithin

UI, x = —
Va

;

: tang Tp“
Die. mit rômi�chenBifernbezeihneten Gleichungen �ind diejenigen,
von denen man bei der Re<hnung Gebrauchmatht-

Bei�piel. Es �et

x2 +x = 410 mithin p=5; q=40..
E

log2 = 9,6020600

log yq= 0,5000000

[lp = 51° 40‘ 161,2 logtangp = 0,1020600

16 = 25° 50‘ 8,1 log tang2.p= 9,6850116
-

x; = +1,531128 log x, = 0,1850116
x2 = —6,531131.- logx, = 0,8149884. n.

“Hierer�cheintein Fehlervon
n einigenEinheiten auf der 6ten Decimal�telle:



65

152. Es �ei ferner x? px === 9. DurchAuflö�ungers

hôlt man

[: e 19)x= —F F — PO

Man �ee hier N d ÎÂ
;

f no

— 21/9
-

| EE
und erhâlt �o für TI, AL

woraus1p = Rs, und wennman die�e Werthe:�ub�tituirt:

x= [1Fy/i—sinpI =— LALL(1tcosp).
Je nahdem man i das obere oder untere E bebált, 57

Vd —__ VA9¿2sin292
EES LA TT2einigp.cus 1p

daI, x, OP távg to,
y/q.2coslgp

sin2Ep.cosip?

Xi Dices

== JL (1+ cos op)= —

D, UL xz =—_
I�t der Coefficient des 2en Gliedes negativ, �o ändert dies niht
die ab�olute Größe der Wurzel, �ondern nur das Zeichen der�elben,

hat aber auf den Gang der Nehnungkeinen Einfluß,

Gebrauch der Hülfswinkelzur Vereinfachung
- trigonometri�cherRechnungen.

153, Es i�t zunäch�t klar, daß man bei trigonometri�hen Rehe

nungen einen Hülfswinkel eben �o gebrauchenkann, wie hei der Bes

re<nung algebrai�her Aufgaben. So wird z. B., wenn in YF.78 b

und d durch ihre Logarithmen gegeben wären, dur< Anwendung von
: d

$. 148, wenn man E tang p �ebt,

tang2(B—D) = tang (45° — o) tang4(B 4-D)
und �o in andern Fällen.

154. Sehr häufig kann man pierbetaber auh auf die eîgens

thümlihe Be�chaffenheit der trigonometri�hen Gleichungen, ins bee -

�ondere derjenigen, wodur< Aggregate in Producte, oder in einfache_
Größen verwandelt werden, Rü>E�ichtnehmen. Zu die�en trig. Gleic

chungen gehören z. B. $. 11 bis 24, — Die�er Fall tritt insbe�on-
GraßmannTrigonometrie, E
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‘deredann ein, wenn entweder ein gegebener,‘oder derge�uhte Wiñ
kel in der Formel unter ver�chiedenen Functionalformen vorkommt.

155, Es �ei z, B. p= cosata,sînæe. Man �ee tang p=a
:

E “CoSu. COS + SINœ, ain
5+

fowirdP =“
2 DED‘es wird p =

cos Pp

— fs?, — Hâttècos« den eat gehabt, �o würde man,

wenn man thn = colép �ebte, zu der Endgleichungp =
cos (aL q)

SIDp

gelangen.
— Haben beide Glieder ‘Coefficienten,al�o

p=á.co8a+b.sin a,

�o Fommtinandur dié Förm
j

Þ=a (costbn e)
zu einer der er�tenäñalogenÁufld�ung.I�t endlich ;

p=b.sina=—a. cos = a (ESsÍn œ — C08 e),
wo das Glied, welches cos œ ‘enthált,�fubtractiv i�t, �o kann man

—= tang p �egen, und erhält
:

_  ‘a(cos@æ.cosp—sîinw, Sin 9) a.cos(a+ 9)
P

2 C08 Pp SE COSO
E

1562 Wird & gé�uht, und i�t p gegeben; �o hat man im er�ten

Baledes vorigen $ elas NSP cos, ini 2ten  cos(u ftp) =

P-sin Ps
|

im 3ten 0s (œ+FML cos 9, wobei der Unter�chiedEE

ab�olut zu nehmeni�t, Im ten Fallé jvirdos (a+p)=— +cos.
‘În allen die�en Fällèn wird dann & aus æ+p leiht gefunden,

157. üm F. 77, tangD= Ywo D ge�ucht wird, dur

Einführung eines Hülfswinkels zur Bêèrehnungbequemer zu machen,

�telle man�ie unter die Form tlangD=- E
A b(1 5 00s c)

d.sinC d.C
ES wird.

und �ege

LEE ROL |

—

Y £08C= sin ep?; ivódurtang D=

5 BOE
‘Die Berechnung ge�chieht daher dur die beiden Gleichungen
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E E CNS
+

i

(8 sinp = (= ats Y und II, tang D =S
158, AuchFormel 79 i�t gur lôgarithmi�hen Berechnung �ehr

unbequem. Um �ie dazu ge�chi>ter¿u machen, �eße man �ie unter

die Form
|

E cos D

= (b—c)* +2bc(1—cesD) = (b—c)?+ 2bc.2 sin1D2,
á4bc.sin1D2

BL EP (1+ ).

L 1 2
;

Sebt man nun hiex4bE,sipFY = tang q2, �o erhâlt mañ
E

dd? = (b— c)* (1+ tang 02)— (b—c)?secp2 =
iA(b —c)2

2711EREAEcos p23
e

VeE
b—c

und d =

cop wo fang p =

E 2



_Sphäri�he Trigonometrie,
:

Begriffder �phäri�chen Trigonometrie,

LA
i De Begriff,welcheroben (1—5) von der Trigo- _

nometrie überhauptgegeben wurde, bezieht �i< eben �owohl

auf die �phäri�che, als auf die ebene Trigonometrie. Es �ind.
E

zwarzunäch�tniht Länge und Nichtung, fondern ebene und

Neigungswinkel, welchehier für die Rechnungin Verbindung
treten �ollen, allein es �ind doh auh hier die Coordinaten=z

verhältni��e, mittel�t deren die�e Verbindung bewirkt wird.

160. Die �phäri�che Trigonometrieunter�cheidet �ich
aber dadur<h we�entli<h von der ebenen,daß �ie �i< auf

“räumliche, aus der Ebene heraustretende Con�tructionen bes

zieht. Während in- jener zwei auf einander �enkrechteCoorz

dinaten zur Be�timmung der Lage einerLinie oder eines

Punctes hinreichendwaren,find hierderendrei, nah der Zahl
der Dimen�ionen des Raumes, erforderlich.Die �phäri�che

“

Trigonometrie�teht daher in einem ähnlichenVerhältni��ezur“

Stercometrie,wie die ebene zur Planimetrie.

» Gegen�tand der�elben,
161. DerjenigeGegen�tand,an welchen�ich die �phäri�che

Trigonometriezuer�twendet,und womit �ie �ich haupt�ächlich
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be�chäftigt,i�t, der -körperlicheWinkel, oderdie:Ele, und

zwar- zunäch�t die drei�eitige. Denn �o wie �ih alle -ebene

Figuren in. Dreie>e zerlegen la��en, �o la��en �ich: alle mehr-

�eitige körperlicheWinkel dur hindurchgelegteEbenen ‘in

drei�eitige zerfällen, Man hat es nun am an�chaulich�ten und
“

bequem�ten: gefunden, die�en körperlihen Winkel auf der‘Ku-
geloberflächezu betrachten. Denkt man- fih den�elben näm=

lih mit. feiner Spibe an. den Mittelpunct der Kugelgebracht,
�o wird der Durch�chnitt�einer Winkelflächen.mitderKugel-
oberflächeauf der le6terneine Figur be�chreiben,deren Bes

trachtung zugleicheine Betrachtungdes körperlichenWinkels

�elb�t i�t, de��en Elemente�ie klar und über�ichtlih. geordnet
“vor Augen legt. Wenn nun auch. das Verhältniß,in wel-

chem das Auge �i< gegen den Himmel“ befindet, zu die�er
Betrachtungswei�edie er�te Veranla��unggegebenhabenmag,

�o. hat man �ie dochals die be�te �tets beibehalten.
:

162, Auf der KugeloberflächeTann man auf eine anga

loge’Wei�e con�truiren, wie in der Ebene, und �o der ebenea

Geometrieeine �phäri�che Geometrie zur Seite �tellen, welche
in neuern Zeitenunterdem Namen. der Sphärikfleißig bear-

beitet i�t, und eine Neihe von Säbßen entwickelt, welcheeine

unverkennbare Analogie mit denen derPlanimetriehaben,und
mit gleicher Evidenz dargelegtwerden können©). Da es

hier aber nur die Ab�icht‘i�t, eine kurze Ueber�ichtder �phäri-

�chen Trigonometriezu geben, �o werden die für die�elbe ere

forderlihen Säße der Sphärik nur als Lehn�äßebetrachtet
werden können, denen �ich indeß, bei dec all�eitigenGleichheit
der Kugeloberfläche,au<h ohne ausführliheEntw!>elung,ein

*) Pohl in feinerGeometrie und Trigonometrie auf der Sphäre,
Berlin 1819, hat hier die Bahn gebrochen. Vergl. auchSphärik
von Schulz, Leipzig 1828, und y, For�tner, Berlin 1827,
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‘den mathemati�chenSinnhinreichend befriedigenderGrad der

Sicherheit geben läßt, Die Lehrevon der Lage der Ebenen

‘und Linien gegen die�elben muß aus dex Stereometrie als

bekanntvorausge�ebtwerden.
|

Ucber das Po�itive und 5 |

163. In der ebenen Trigonometrie haben wir ($. 59 — 66) ges

�ehen, wie man, in Beziehung auf einen gewi��en Gang der Con-

�truction,und einen darin angenommenen po�itiven Sinn der�elben,
einen Ab�chnitt einer gr, L. und einen Winkel als po�itiv oder als

negativ an�ehen kann, Wir mü��en die�e Betrachtung hier bis zur

Xorperlihen Eke ausdehnen. Der Winkel läßt �ih niht weiter ge-

brauchen, um mittel�t �einer zu einer höheren Con�truction zu gelan-

gen. Die körperlicheE>e oder das �phäri�che Dreie> läßt �ich durch
ihn niht erzeugen. „ |

0 :

:

164, Dagegen kann die gr.

L. hierzu �ehr wohl gebraucht
werden. Wenn man in der Linie

AA! den Punct C als den Aus-

A
j

CA gangspunct der Con�truction be-

trachtete, und die Richtung von

C gegenA als die po�itive an�ah,

fo mußten die Ab�chnitte auf der

C: ¡
_ entgegenge�eßtenSeite, gegen A

hin als negativ ange�ehen werden ($, 62), Wird nun CA, als pofitiv

betrachtet, nah irgend einer, niht mit der Linie zu�ammenfallenden

RichtungCO einfach fortbewegt, �o ent�teht die FlächeOCA. Wir
nennen aber die Fortbewegung einer Linie eine einfahe, wenn �ie

nichts als ihren Ort verändert, und zwar nach einer unveränderlichen

Richtung hin, �o daß al�o jeder Punct der�elben eine gr, L, be�chreibt,

165,Wird die�e Con�truction durch die Zurückbewegung wieder

aufgehoben, und die�e Bewegung in der aufhebenden Richtung über

den Ausgangspunct fortge�eßt, �o ent�teht die Fläche O‘CA4, welche
als negativ betrachtetwerden muß, wenn OCA als po�itio ange�ehen

wird, wie aus dem $. 61 aufge�telltenBegriffe des Po�itiven und
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Negativen erhellt. — Aus gleichemGrunde findet man, von CO.

ausgehend,die FlächeA‘OC negativ. Aus beiden folgt dann, daß.
A‘CO“. wieder po�itiv �ei, da es gegen die negativen Flächendie.

gleihe Beziehung hat, wie OCA.

EY

166, Will man AA’ als die ab�olute Ba�is béyCon�truction

beibehalteny und die Fortbewegung der 00/ nicht geltèn la��en, �o

ändert �ih dadur< in An�ehung des er�ten Theils un�erer Demons,

�tration nihts. Daß dann aber A‘“CO negativ �ei folgt �o: Die

Richtung CO in der Bewegungder. Linie AA‘ wurde als die �egende-
oder po�itive betrachtet. Sie �eßt nâmlich die erzeugte Flächeals
eine �olche, die in An�ehung derBezeichnung(+) mit der erzeugenden
Linie gleichartig i�t. Aber die erzeugendeLinie zerfiel in denpo�iti-
ven Strahl CA, welcher den Flähenraum ACO ‘con�truirt , undin
den negativen CA‘, welcher.den FlächenraumA‘ CO hervorbringt.
Der er�tere i� daher po�itiv, der legteredagegennegativ,

A

167. Bewegt �ih dagegen die Linie AA‘ nah der eatgegenge-

�ezten, mithin aufhebenden oder negativen Richtung , �o muß die

erzeugte Fläche als von entgegegen�eßterBe�chaffenheitmit dem ers

zeugendenStrahle ange�ehen werden. Hieraus folgt, daß ACO0‘als

negativ, A‘CO‘ als po�itiv zu betrahten i�t.
:

168. Wir ziehen hieraus folgende allgemeine Säge, in denen

unter der Richtung, nah welcher eine Linie �i fortbewegt,eine

�olche zu ver�tehen i�t, die niht in der�elben liegt.

Die po�itiveLinie nah der po�itiven Richtung �ich bewegenderzeugt

eine po�itive Fläche.

Die po�itive Linie nach der negativenRichtung69 bewegenberzeugt

eine negative Fläche.
Die negative.Linie nah der po�itiven Richtung Ls EE érzeugt

eine negative Fläche.
Die negative Linie nah der negativen Richtung �i< bewegenderzeugt

eine po�itive Fläche.

169, Betrachtet man CA, CO als geometri�cheFactoren,
und zwar als po�itive, �o �ind CA‘, CO! die negativen Factoren,

ihr Product, die -erzeugte Fläche, daher unter den�elben Um�tänden

po�itiv und negativ, unter welchen ein arithmeti�hes Product es wird,

wie denn die Sache in der That auch die�elbe i�t (Aum. $, 25)
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170. Wird dieerzeugteFlächenun wieder‘als Ba�is einer
neuen Con�truction gebraucht, indem man �ie nah irgend einer nigt
ín ihr �elb�t liegenden Dimen�ion einfa < (d, h. parallelmit {i<
�elb�t, und �o, daß jeder Punct eine gr. L,be�chreibt) fortbewegt,

�o mußvon den beiden entgegenge�eßten Richtungen, in welche jene

Dimen�ion zerfällt, die eine als die �egent-e (po�itive), die andere als

die aufhebende (negative)betrattet werden,Nah der �egenden Rith-

tung wird der erzeugteFórperlicheRaum mit der erzeugendenFläche.

gleichartig,nah der aufhebenden ungleihartig �ein.

TT
q

“

171. Jf nun CU die po�i
tive Richtung, CU‘ die negative,

O �o folgt, daß von den acht kôr-

> perliten Winkeln oder E>ken, die

À È HA. bei C ent�tehen, 4 po�itiv, und 4

FE A. negativ �ein mü��en. Es �ind
A

po�itio:
:

5
(C) AQUs (C) A4‘Q‘U;

TL : (C) A!:QU/;
“

(C)AO/U‘,

dagegen �ind negativ:
h

(C) AOU; (C) A0/U; (CA!OU; (CjA‘QU!.
Die�e Eken �ind aberniht an �ih po�itiv oder negativ, �ondern nur

in Beziehung auf einen gewi��en Gang der Con�truction, und auf
einen darin angenommenen po�itiven Sinn der�elben.

172. Sieht manwiederum die ent�tandenen körperlihen Räume,

(die Een) als geometri�heProducte aus den unbe�timmtenlinearen

FactorenCA,CO eic. an, �o ergiebt �i< auc hier,in völliger Ueber-

ein�timmungmit der Arithmetik, daß die po�itiveoder negative Bez

�chaffenheit der erzeugten E>en allein davon abhängt, ob �ie eine

gerade oder ungerade Anzahl negativer Factoren enthalten.
X

Sphäri�cheZweiee,
/ 173, Da �i< zwei größteKrei�e auf der Kugel �tets

in 2 Puncten durch�chneiden,�o begrenzen�ie Theile der Ku-

gelfläche,welche man �phäri�che Zweie>e nennt , und da ihr

Dur�chnitt durh den Mittelpunct der Kugel geht, mithin

O
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zugleihDurchme��er der Kugel wie jedes der Krei�e i�t, �o

_halbiren �ie �i gegen�eitig, und das �phäri�che Zweie> i�t

�tets von zweiHalbkrei�en begrenzt.
8

“4174, Den Nei

gungswinkel,‘unter wel=

<em die Ebenen zweier

größtenKrei�e �ih dur<h=-

�chneiden,nennt man den

�phäri�chen Winkel ders

�elben. Er �tellt �ih in

jeder auf ihrem Durchz

<nitt �enkrechten Ebene

als ein ebener Winkel

dar. Legt man die Ebene

durh einen der ScheitelpuncteB oder B/, �o werden lihre

Durch�chnitte mit den Ebenen der größten Krei�e Tangenten

an die leßtere, und da eine Tangente an einen Bogen die

Richtung de��elben im Berúhrungspuncteüberall nur hervor-

hebt, �o kann manfagen, daß die Bogen im Scheitelpuncte

�ich in der That unter «die�em Winkeldur<h�hneiden. Dies

gilt jedoch eigentlih nur von den Elementen der�elben im

Berührungspuncte- Einen �phäri�chen Winkel bezeichnetman

wie einen ebenen dur<hBuch�taben die an �eine Schenkelund

an �einen Scheitelpunctge�ebt �ind, z. B. CBD,
|

:

175. Ein �phäri�hes Zweie> wird eben �o wie ein

ebener Winkel con�truirt (5. 63,). Statt daß �i dort eine

gr. L, in einer Ebene herum�chwenkt, dreht �ih hier eine

Ebene-umeinegr. L, Das Erzeugniß die�er Schwenkung i�t,

wenn man von der Fläche des größten Krei�es. ausgeht,der

Kugelaus�chnitt BB/CD, d. h. das Zweie> als ein Theil der

Kugel, wenn man vom Bogen ausgeht,das Zweie> als ein
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Theil der Kugeloberfläche,und �owohl der eine als das andere,
i�t dem �phäri�chen Winkel - proportional. Man kann hier

eben �o, wie beim ebenenWinkel(ZF,64— 66) den einen

Bogen des Zweiesaló den fe�ten, den andern als den be-

weglichenan�ehen, von dem er�tern gus den po�itiven Sinn

der Schwenkung be�timmen, die�e über die halbe und über

die ganze Um�chwenkung- beliebig fort�eßez, wieder aufheben,
im aufhebenden Sinne über den Ausgangspurct hinaus fert-

geben, und �o ein negatives Zweie>und einen negativen

�phäri�chen Winkel erzeugen.
i

EC

176. Die beiden �phäri-

hen Winkel eines Zweieks
“

find als Neigungêwinkelder-

�elben Ebenen einander ‘gleich.
Die 4 �phäri�chen Winkel.um

einen Punct B; in welchem.�ich

¿wei größte Krei�e �<neiden,
er�cheinen, wenn man dur B

R

eine auf BB‘ �enkrehte Ebene

:

B‘
legt , als Nebenwinkel und

Scheitelwinkel,und verhalten�ich wie die�e. DieScheitel-
zweiee �ind einander gleichzNebenzweie>eergänzeneinander

zur Halbkugelflähe. Legt man die auf BB‘ �enkrechteEbene

durch den Mittelpunct der Kugel, �o me��en die Bogen des

�o erhaltenen größten Krei�es, �o weit �ie in die Zweie>e

fallen, die �phäri�chenWinkelder�elben, und die Verhältni��e

er�cheinenwie vorhin,nur durch Bogen: größter Krei�e aus-

gedrúu>t. Wenn man CBDB‘C= CD alé das Hauptzweie>

betrachtet,�o i�t CD! �ein Scheitelzweie>,CD‘ und C‘D �eine

Nebenzweie>e.
4
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177,Bezeichnetman die Oberfläche der Kugel mit S,

"ihrencubi�chenInhalt mit G, die Größe des �phäri�chen
Winkels in Graden durch yu, �o i� (nah 175) der Flächen-

inhalt des �phäri�chenZweie>s 7 $, �ein cubi�cher Inhalt

E

|

360

Halbme��er r und 7 ausgedrü>t, �o wird der er�tere 50rn,

der lebtere E Da die Oberflächeder Kugel gleich der

gekrúmmtenOberflächedes um�chriebenengeraden Cylinders,

ihr körperlicherInhalt aber nur F von dem Inhalte des Cy-
linders i�t, �o läßt �ich die Fläche des Zwele>s auch als das

geometri�cheProduct ‘aus der Länge des Bogens CD in den
“

Durchme��er der Kugel, der körperlicheInhalt dagegen als

das Product der Fläche des Kreisaus�chnitts CMD in F des

Durchme��ersdar�tellen.

6. Sett man für S und G ihreWerthedur< den

Sphäri�che Dreie>e.

178. Legt man um die

Kugel noch einen dritten belie-

bigen Normalkreis CDCD/, je=

doh niht dur die Scheitel=

puncte des Zweie>s, �o wird

jedes der leßtern, in 2 Theile,

“mithin die ganze Kugelf�läche
in 8 Theile getheilt, deren jc-

der ein �phäri�ches Dreie> i�t.
-

|

Jn dem�elben, wie in BCD, nennt man die begrenzendenBos,

genBC, BD, CD, �eine Seiten, und die �phäri�chen Winkel,

($. 174), welche �ich dem Dreie> zuwenden, �chlechthin�eine
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Winkel, wie CBD elec., beide

ENS zu�ammendie Begrenzungsele-

c/ mente. Sieht man das eine

D die�er Dreie>eals das Haupt-
ED

dreie> an, �o kannjedesvon

den dreien , welche eineSeite

eQ mit ihm gemeinhaben, ein

= Nebendreie>, jedes,welches
E nur einen Winkelpunctmit ihn

gemeinhat, ein Scheiteldreie>, und dasjenige,was ganz
von‘hm getrenntliegt, �ein Gegendreie>,Transv er-

faldreie> oder �ymmetri�chesDreie>genanntwerden,

179, I�t BCD das Hauptdteie>, BEO, D‘ die den

gleichnamigendiametralentgegen�tehendenE �o -fann man

die übrigen Dreie>e combinatori�ch entwi eln, indem man

die Dreige�chiede(Ternionen) aus den ElementenB, C, D,

B‘, C‘, D‘ �ucht, jedoh mit der Bedingung,daß die gleich:
namigen Elemente, wie B und B‘, in einer und der�elben

Complexionniht vorkommen dürfen. Diejenigen Complexio=
nen, welchemit dem Hauptdreie>e zwei Elemente“ gemein

haben, bezeichnendie Nebendreie>e,diejenigen,welche nur eins.

mit ihm gemein haben, die Scheiteldreie>e,und das, welches
keins mit ihm gemein hat, das Gegendreie>. |

_

Cowbinatori�cheDar�tellung,
BCD das E, «c- 000 0“ 4 yvo�itiv.
BC D/ e VOL LAT
BOD | dieNebendreicc>e7 OLO 2 | negativ.
B‘C€D RL 7400

M
E

B C/D‘ ZG OCL®8

B‘CD die Scheiteldreie>e „„ L104 5 |} po�itiv.
B‘C‘D 414 -110 6 JY

B‘C/D‘ das Gegendreic> „„ 111 7 Ÿnegativ.
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Sie dritte Columne hebt bloß die Accente hervor, nnd be-

zeichnetdie Stelle eines niht accentuirtenElements mit einem

Puncte, beides unter der Voraub�cbung, daß das Haupt=

dreie> durch die nicht accentuirten Elemente bezeichnet,- die

Elemente aber �tets in der�elben Folge aufgeführtwerden. —

Die 4te Columne �tellt �ie’ als diadi�he Zahlen dar, welche
die ôte in die dekadi�cheverwandelt.

180, Bezeichnetman die Seiten gleichnamigmitden

gegenüberliegendenWinkeln, �o la��en �ich die Begrenzungs-
elemente aller von einanderabhängigen�phäri�chenDN
durch eins e angeben.

Ft BCDdies eine, �o �ind

dieSeiten “_ die Winkel

in BCD. b, C d B C D

- BCD“ 180° 1899—e d 180°—B 180°_C D

« B CD 180?—b

/

ec. 1809—d |}1805 B “C 180%_D,
¿BOD bb 1809-18004

|

B | 180%-C 180°—D
«BCD bh 180 —c180—d

|

B 180—C 180 —D

 - B'CD! 180°—b e  180°0—d| 180°0B C 180 —D

- B'CD 180%-b 180%—c  d 180°—RB 1809—C D

OD LQ a B C D

Hierausergiebt �i, daß das Gegendreie> mit dem Haupt-

dreie>‘gleicheBegrenzungsöelementehat. und ihm völliggleich]
|

wenn auch nicht congruent i�t. Jedes der übrigen Dreie>ke

hat mit dem Hauptdreie> eine gleicheSeite und Winkek, die

fich gegenüberliegen.Die beiden andern Seiten und Winkel

ergänzendie des Hauptdreie>s zu 2 Rechten,Jedes Nebens-
dreie> hat unter den Scheiteldreie>en�ein Gegendreie>,
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181. Wenn unter den Begrenzungselewentenkein Qua-

drant und kein rechter Winkel i�t, �o giebt.es unter den 4

Paaren �phäri�cher Dreie>e, welcheauf der Kugelzu�ammen-
gehdren,immer eins, welches entweder 3-�piße oder 3 �tumpfe

Winkelhat. — Eben �o. giebt es eins, welchesentweder
Î �pize, oder 3 �tumpfe Seiten hat. — Denn wenn das.

Dreie> nicht �hon der Forderung ent�pricht, �o kann es ent-

weder 2 �pize und 1 �tumpfen,oder 1 pißen und 2 �tumpfe
Winkel haben. Jm er�ten Falle i�t unter �einen Neben-

dreie>cn.ein vdllig �tumpfwinkliges, im andern ein völlig
�pibwinkliges, dem nun unter den Scheiteldreie>en immer

‘nochein zweitesals Gegendreie>ent�pricht. Eben �o verhält
es �ich in An�ehung der Seiten.

:

A

182, Die 8 �phäri�chen Dreie>e �ind die Maaße der

8 förperlichenWinkel oder Cen, wrlchedurch die $. 170—

172 be�chriebeneCon�truction ent�tehen, und von welchen in

Beziehunganf den angegebenen Gang der Con�truction, und

den angenommenen po�itiven Sinn 4 po�itiv, und 4 negativ
waren. Hierauf bezicht �ih die lezte Columne der Tafel

d. 179, Es find aber nicht die �phäri�chen Dreie>e, als Theile
der Kugeloberfläche,�ondern die von ihnen geme��enenEen,
als Producte entgegenge�ebterihrer Größe nah unbe�timm-
ter räumlicherFactorcn, von denen die�e Aus�agegilt.
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183. Die 3 Seiten des" �phäri�chenDreie>sme��e

“die 3 ebenen Winkel, die 3 �phäri�chen Winkel die 3 Neie

gungswinkel der E>e. Sind die größten Krei�e voll ausges

zogen — die Ebenen; welche die Eke bilden,mithinüber
ihren Durch�chnitspunctall�eitig erweitert,— fo ergiebt�ich

aus der Be�chaffenheitdes Zweie>s, daß jede Seite, wie

jeder Wiñkeleines �phäri�chenDreie>s kleiner als 180° �ein

mú��e, Von �olchen i� in der �phäti�hen Trigönometrienur

die Rede, und es �i nd daher alle bei jener Con�truction als

getheilt er�cheinendenDreie>eWesEcken von der Betrachtung

ausge�chlo��en.

Flächeninhaltvs ibiiderSnhalteines�phäri�chèñ
Dreie>s.

:

184, ünter dem körperlichenInhalte eines �phäri�chen
Dreie>s ver�teht man den dur die Seitenflächen einer Eke,
und das �phäri�cheDreie>, welches �ie auf derKugelober-

flähè be�timmen, begrenzten Raum. Die�er Jnhalt i�t , aus

leiht úber�ehbaren, in der Stereometrie näher entwi>elten

Gründen dem Inhalte einer. Pyramide glei, derén Ba�is der

Oberfläche,und deren Hdhedem Halbme��er gleich"i�t. Hier-

nach i�t der cubi�che Inhalt eines �phäri�chenDreiecksts
Oberflächeproportional. :

185. Die Fläche dès- �phäri�chenDreie>s Ndiè

Kugelflächeausgedrü>t, i�t zugleich der körperlicheRaum der

Ee dur den Ge�anmmtraum um einen Punct ausgédrüt,
(zeigtan, wieviel �olcher E>en �i< �tetig um einen Punct

legen la��en, wenn �ie von der Be�chaffenheit �ind, daß �iè
die�en Raum voll�tändigerfullenkönnen) und i�t �ô das

Totalmaaßder E iasBeide Ausdräe �ind nah $. 26 reinè
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Zahlen. Der. Cubikinhaltdes
_ �phäri�chen Dreie>s, dur den

der Augel ausgedrü>t, i�t hier-
mit. identi�ch.

Aufg. - Einige �olhe Een

“anzugeben, welche �i<h, den Raum

erfüllend, um einen Punct legen

la��en, Die regelmäßigenKörper
der Geometriè, und die einfachen

A

Ge�talten - der Kry�tallographie

führen auf �olhe, wiewohl niht immerdrei�eitige.E>en, — Einfache

Ge�talten nennt man Körper, die von LE congruenten Flächen

begrenzt �ind. |

186. WennB, C, D die �phäri�chen Winkel desDreie>8
BCD in Graden, und S dieOberflächeder Kugelbezeichnen,
�o hat mandie Fläche |

BCD B‘C D = 8 (5.47)
BOD+BCD=S
BCD+B/CD= e S = BCD+BOD/(6, 180).

Addirtman,

fd i�: 3 BCD —-B/CD+BCD+BCD=
= ES S,

Hiervon �ubtrah. :

— BCD+-B‘CDA4-BCDBCD= E
_

(B+C+D BEC 1809
läßt2BCD = (oe) S == S

360
a BPCAD—180

mithin BCD =

E
AN

“

Sest man 6 (den kubi�chenJnhalt derKugel) �tatt 8,

und ver�teht unter BCD auch den kubi�chenJnhalt des �phäs
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ri�chen Dreie>s, �o hat man die�en dur den nämlichenAus8-

dru>. Der Flächeninhalt.(kubi�cheInhalt)eines �phäri�chen
Dreie>s macht einen eben �o großen Theil der Kugelober-
fläche (Kugel) aus, als der Ueber�chuß �einer 3 Winkelüber

2 Rechte von 8 Rechtenausmacht.
187, Die 3 Winkel eines �phäri�chenDreie>s �ind daher

immer größer als 2 Rethte, aber kleiner als 6 Rechte (183).
Seine 3 Seiten als Maaße der ebenen Winkel, welche die

Efe bilden,mú��en kleiner als 4 Rechte�ein, wie aus der

Stereometrie bekannt i�t. |

RechtwinkligeDreïe>e.
:

188, Ein �phäri�ches Dreie> kann einen, zwei und drei

rete Winkel haben. — Hat es drei re<te Winkel, �o �tehen
die Ebenen der größtenKrei�e aufeinander �enkreht, mithin
i�t die Durch�chnittslinie je zweier auf dem dritten �enkrecht,
heißt �eine Axe, und ihre Endpuncte die Pole des dritten

Krei�es. Jm Dreie> BCD i�t daher jede Seite einOuadrant,
und jeder Winkelpunct der Pol der gegenüberliegendenSeite,

B 189, Hat ein �phäri�ches

Dreie> nur 2 rete Winkel,wie
BCF bei C und F, �o �tehen die
Ebenen der beiden Krei�e, welche

"als Seiten den dritteu Winkel

ein�chließen,auf der Ebene des

Krei�es, welcherdurch die Scheis
« telpuncteder beiden reten Win-

| fel geht, �enkreht, dur<�<neéiden

�ih daher in der Axedeli, und die den beiden rechten

Winkeln gegenüberliegendenSeiten BF und BC �ind Quas

dranten. Der dritte Winkel B wird mithin von der- ihm
Graßmann Trigonometrie. E F
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gegenüberliegendenSeite CF ‘geme��en , beide kdnnen jede ‘be-

liebigeGröße unter 180° haben. Man fann �i daher des

Quadranten, wie ‘einés Stangenzirkels bedienen, um aus be-

liebigenPuncten der KugeloberflächegrößteKrei�ezu be�chreiben.
490, Die�e ‘beiden Arten von Dreie>en�ind nun gar

niht ein ‘Gegen�tand der Trigonometrie,da an ihnen nichts

zu be�timmenund zu bere<nen übrig bleibt. Daösjenigerecht-

__winkligeDreieck, welches hier allein in Betracht kommt, i�t al�o
“immer ein �olches, was nur einen rechten Winkel hat, und

wirdimmer ver�tanden, wenn von einem rechtwinkligenDreiecke

in der �phäri�chen Trigonometrie die Rede i�t. Man nennt,

wie bei ebenenDreiecken , die dem reten Winkel gegenüber-

liegendeSeite dié Hypotenu�e, die ihn a Seiten

die,Katheten. ;

Das Polardreie>.
191, Da die Pole (5.188) eines größten Krei�esvon

jedem Puncte de��elben um 90° oder einen Quadranten ent-

fernt �tehen,�o fann man mit dem Quadranten einer�eits
“von dem gegebenen Pole aus den dazu gehörigengrößten
Kreis be�chreiben,anderer�eitsfür jeden Bogeneinesgrößten

Krei�es die dazu gehdrigenPole finden, wenn man von 2

nicht entgegenge�eßten Puncten de��elben mit demQuadran-

„ten RE ASmacht,
]

192. Wenn nun din�phä-

ri�hes Dreie> BCD gegeben

i�t, �o �uche man von jeder

Seite, z. B. von CDaus, den-

jenigen Pol B, welcher mit

demDreieckeauf der�elben von

CD aus gcre<hnetenHalbkugel
liegt, Die �o gefundénenPole

«-
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B, C, D, verbinde man dur Bogen grdßter Krei�e, �o heißt
das �o ent�tandene Dreie> BCD das Polardreie> von BCD,

Da BC und DC nun Quadranten �ind, �o i�t ‘auhC der

“Pol von BD, B der Pol von CD, D der Pol von BC, und

die beiden Dreie>ke haben dasVerhältniß , daß das eine des

andern Polardreie> i�t, — Man erháâltdas Polardreie> eines -

gegebenenDreie>s auf der Kugel am bequem�ten, wenn man
aus jedem Winkelpunctedes Hauptdreie>s mit dem Qua-

drantenKreisbogenbe�chreibt.

193. Von 2 Polardreie>enhat jederWinkeldes einen

das Supplement (Ergänzung zu 180°) der gegenüber�tchens
den Seite des andern , deren Pol �ein Scheitelpunct i�t , zu

�einem Maaße, und eben �o wird jede Seite des einen dur
den gegenüber�tehendenWinkel des andern zu 180° ergänzt.

Bew. Man verlängere,wenn es nöthig i�t, BCund
BD bis �ie CD in F und EUtreffen. Da nun B der Pol

von CFHDi�t , �o wird der Winkel B vom Bogen FU ge-

me��en (5. 176).
Ferner

‘i�t CH eben�o wie DF ein Qua-

drant, weil CderPol von BD und D derPolvon BC i�t.
Man hat al�o, wenn man die Seiten der Dreie>eBCD und

BCD mit den gleichnamigenBuch�taben de��elbenAlphabets
wie die Winkel bezeichnet:

i

GH--DF = 180° = 6D-+ÉŸH = 4B
mithin :

et

4

B = 180°—b; bb = 180° —B.

Eben �óô i�t
C= 1800—c; c= 180°— C,

D= 180d; d= 1809 —

F2
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194. Lehr�a6. Wenn

man �i<h dur die 3 Winkels

puncte eines �phäri�chen Drei-
e>s BCD berúhrende Ebenen

an -die Kugel gelegt denkt,

�o ent�teht dur< den Durch-

fhnitt der�elben ‘imPuncte M

eine E>e, welche von dem

Polardreie> des Dreiecks BCN
__

geme��en wird.
: Beweis. Es �ei M

der Mittelpunct‘der Kugel; MB, MC, MDHalbme��er na<

den Winkelpunctendes Dreie>s BCD; BM, CM, DM die

în den Puncten B, C, D die Kugel berührenden,al�o auf
“den Halbme��ern na< die�en Puncten �enkrehten Ebenen,

:

welche�i< untereinander in den Linien. MD, MC, MB

durch�chneiden,und bei M eine äußerlicheE>e bilden. Die�e
i�t es, von welcherzu erwei�en i�t, daß �ie von dem Polar-

dreie> von BCD geme��en werde, d. H., daß die Neigungs-

winkel“ihrer Ebenen die Seiten des �phäri�chenDreie>s BCD,

ihre ebenen Winkel dagegen die �phäri�chenWinkelvon BCD zu

180° ‘ergänzen. Man �telle �h dieEbenen der größten Krei�e
bis zum Durch�chnitt mit den Ebenen“ der äußerlichenEke

erweitert ‘vor,und es �eien D, C, B die Puncte, in welchen

die Kanten getroffen werden. Es i�t Eb. MB auf MBC.�enfs
ret, weil fie auf MB �enkrecht i�t; ferner i�t Eb. MC auf

MBC �enkre<ht, weil �ie auf MC �enfre<t i�tz daher i�t MD,
der Durch�chnitt der Ebenen MB und MC, auf der ganzen

Eb, MBC, ‘mithin auf jeder in der�elbengezogenenLinie �enk-

re<t, Die Winkel MDB, MDC �ind daherRechte,und

BDC i� der Neigungswinkelder Ebenen MB und MC, d. h.
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der �phäri�che Winkelder äußern Eke, den wir kurz.mit D

bezeichnenwollen. Im Viere> MBDC �ind nun. 2- Winkel

bei B und C Rechte; die übrigenmü��en �i< daher zu 2

echten: ergänzen,d. h. BDC =180° —BMC, oder da E
AE die Seiten BC=d geme��en wird:

D = 180° —d.

Auf gleicheWei�e läßt �ih zeigen,daß
C 22,180? —c

B = 1809 =—b,
Die �phäri�chen Winkel der äußernE>e �ind al�o-die Sup-

plemente für die Seiten der innern. — Im Viere> BCMD,
in welchem die Winkel bei C und D Rechte �ind; CBD aber
der �phäri�che Winkel B i�t, hat man, wenn man den ebenen-
Winkel CMD =b �eht, und die�elbenGründe wie die ento

�prechendeBezeichnungfúr die ÜbrigenFlächen der äußerlis:
<en Ecke anwendet : ;

b =- 180? — B-
|

c = 180° —C

= 1809 — Di

Die�e Seiten und Winkel�ind aber die des Polaxdreie>s von-

BCD, mithinmißtdie�es die äußerlicheEde *),
195. Da Winkel,welche�ich zu 180° ergänzen,gleiche:

trigonometri�cheFunctionen haben, �o unter�cheiden �ih die

*) Auf die�es bisher, �o viel mir bekannti�t; niht gehörig be--

achtete, oder niht gehörig hervorgehobene Verhältniß eines

Dreie>s zu �einem Polardreie> gründet �i<h eine eigenthümliche.
Entwicelung und Behandlung der Kry�tallge�talten, welche ich
în einer be�ondern Schrift: Zur phy�i�hen Kry�tallonomie und-

geometri�<hen Combinationslehre, Stettin:1829, ver�ucht habe.

Vergleiche Poggendorfs Annalen 30�te Bd. S. 1 �q. Hier erz

hâlt denn au< das was oben 179 und 182 úber die po�itiven
und negativen E>ken ge�agt i�t, �eine E Bedeutung und An:

wendung.



Formeln,welche �{< auf die

äußerlicheE>e beziehen,wenn
man Seiten und Winkel ge-

gen�eitig vertau�cht, nur durch
die Vorzeichen.

196. Wenn in einem
Parallelepipedum die paralle=
len Flächen gleihweit von

einandèr ab�tehen, �o läßt �ich
in dem�elben eine die �ämmts

lichenSeitenflächenberührende

Kugel con�truiren, und die 8 �phäri�chen Dreie>e zwi�chen
den Berührungspuncten �ind die Porlardreie>e der 8 äußer
lichen E>en unter denen �ie liegen, und hieraus i�t unmittel=

bar flar, daß jedesmdgliche �phäri�che Dreie>, welches den

allgemeinen Bedingungen ($. 183) ent�pricht, ein Polardreie>
haben mü��e, da dur jede 3 nicht in Einer Ebene liegende
Linien ein Parallelepipedum be�timmt i� , de��en Seitenflächen
auf die�en Linien �enkrecht �ind.

197. Man nenne dieLiniendur< die Berührungs-
puncte die Träger der Flächen,auf welchen�ie �enkrecht �ind.

Stellt man �ich nun vor, daß die Flächendes Parallelepipe-
dums auf ihren Trägernbeliebig vor und zurückge�choben
werden, �o hat dies auf die E>e als �olche keinen Einfluß.
Es i� al�o die Bedingungdes vorigenSabes, daß die paralz
lelen Flächen des Parallelpipedumglei<h weit von einander

ab�tehen, gar nicht erforderlich, und es �ind ‘immer die 8

innerlihendurchdie Träger be�timmten�phäri�chen Dreiecke

die
e Polardreleceder äußerlichenEen,des Parallelepipedum.
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Vollkommene Be�timmungder �phäri�chen Dreie>e.-
198, Durch2 Seiten und den einge�chlo��enenWinkel

i�t ein �phári�hes Dreie> vollkommen be�timmt. Sind nâm-

lichdie-beiden- Seiten unter dem gegebenenWinkel. an ein-

ander gelegt, �o bleibt durchaus nichts mehr: willführlih.
Die Z3te- Seite i�t durch-die beiden freien Endpuncte ihrer

Größe:und ‘Lage nah vollkommen be�timmt. — Auf- wel-

cem Theile-der Kugelfläche-die Con�truction- gemacht wird,

und ob- die 2e Seitean den einen oder an den andern End=

punct der er�ten angelegtwird, kann keinen Unter�chiedmachen,
da �ich die- Kugelfläche‘all�eitig glei<hund ähnlich i�t.

199. Dürch eine Seite und- die beiden- anliegenden-
Winkel i�t ein- �phäri�hes Dreie> volllommen be�timmt, da

hierdurch-die Lage der beiden übrigen Seiten, mithin ihr

Durch�chnittspunct auf der Seite der Winkel gegeben:i�t.
200. Ein �phäri�ches Dreie> i� - auh- dur �eine 3

Seiten vollkommen be�timmt „ da 2 ebene Winkel über einen

dritten nur auf Eine Wei�e zu einem. körperlichenWinkel oder

einer Eke zu�ammengelegtwerden können. Auch i�t: Élar, daß

�ih 2 kleine Kugelkrei�e,dur deren Mittelpunctman einen

größten Kugelkreis gelegt hat „ auf jeder Seite de��elben. nur

Einmal �chneidenkönnen.

201, Ein �phäri�ches Dreie> i�t endlichauh durc
�eine 3 Winkel be�timmt, denn dur< die 3 Winkel �ind die

3 Seiten des Polardreie>s, al�o (nah 200) auh die 3 Wins

fel des lebtern, daher die Seiten des Hauptdreie>s gegeben.
202, - Dagegen i�t ein �phäri�ches Dreie> dur 2 Seiz

ten und den der Einen gegenüberliegendenWinkel niht immer

vollkommen be�timmt, �ondern es �ind aus den gegebenen-

Stücken oft 2 Dreie>e möglich.
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203," Eben fo bleibt das Dreie> oft zweideutig,wenn

2 Winkel und die dem Einen N Seite ge=

geben i�t.

4. Die�e Säbe la�en �i< mit gleicherint wie

die ent�prechendender Planimetrieerwei�enz es kann aber der

Beweis die�er von der �phäri�chen Trigonometrieeben �o wenig
gefordert werden, als man den jener von der ebenen Trigono-
metrie fordert, Gleich be�timmte Dreie>e�ind entweder con=

gruent oder �ymmetri�h. Im er�ten Falle de>t das eine

Dreie> das andere �elb�t, im andern �ein Gegendreie>.

VergleichendeBe�timmungen.
B 5. Wenn ein �phäri�ches Dreie> 2

gleicheSeiten hat, �o hat es auch 2 gleiche,
die�en gegenüberliegendeWinkel ; denn wenn

man im Dr, BCD einen größtenKreis
4

100g BA ‘�o legt, daß er den von den
C AO peitey gleihen Seiten BC und BD gebil=

deten Winkel halbirt, �o �ind die beiden Dreie>e ABC, ABD

gleichbe�timmt ($. 198), mithin au< C und D gleich.
206. Da auh Winkel BAC = BAD, �o i�t BA auf

CD �enfre<t, und da AC= AD, �o �teht der Bogen, welcher
den Winkel an der Spige des gleich�chenkligenDreie>shals

birt, auf der Grund�eite �enkre<t und halbirt �ie. — Auch
_ ergiebt �ih leiht, daß der Perpendikelbogen BA aus der

Spike des gleich�chenkligenDreie>s die Ba�is und den Win-

el an der Spibe halbirtz daß der Bogen aus der Spibe

nach der Mitte der Ba�is darauf �enkrecht i�t; und daß der

aus der Mitte der Ba�is errichtePerpendikelbogendurch die

Spibe geht und den Winkel halbirt, da dur jede die�er

Voraus�e6ungender nämlicheBogen BA be�timmt i�t.
1
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207. Das rechtwinkligeDreie> ABC enthält alle Stücke

__
des gleih�chenkligenentweder ganz, oder ihre Hälften. Die
Auflô�ung des rechtwinkligenDreie>s i�t daher zugleicheine

Auflô�ung des gleich�chenkligen. /

208, DasjenigeNeben=

TB Une dreie> eines gleih�chenkligen,
welches mit ihm einen der

„ gleichenSchenkel (BD)gemein
C hat, hat 2 Supplementar�eiten,

D und 2 Supplementarwinkel,
Im �phäri�chen Zweie> CBC/D i� nämli<h DB 4- BC/=

CB—A4-BC/=180° und Winfel BDC/4-BC/D==BDC‘4-BCD
= BDC‘+4-BDC=180®. Nennt man ein �olches Dreie>

ein Supplementardreie>,�o kann man den Saß �o aus-

drúen: Das Nebendreie> eines gleich�chenkligen,welches
mit ihm einen der gleichenSchenkelgemein hat, i�t ein Sup-

plementardreie>. Auchumgekehrtdas Nebendreie> eines Sup-

plementardreie>s, welches mit ihm eine der Supplementar-

�eiten gemein hat, i�t ein gleih�chenkliges. — . Supplemen-
tardreie>e werden eben �o wie gleih�chenkligeaufgelö�t. Auch

la��en �i< ent�prechendeSábe wie. für das Rae
Dreie>dafúr auf�tellen ),

*

209. Wenn in einem �phäri�chen Dreie>e 2 Winkel

“gleich�ind, �o �ind es auch die ihnen gegenüberliegendenSei-

ten, und das Dreie> i�t gleih�chenklig. — Es �ei C=D.

Man con�truire das Polardreie> und bezeichneda��elbe. In

die�em werden nun 2 Seiten gleih �ein mü��en, nämlich

C

*) Viele Mathematiker nennen das Polardreie> au< Supples
mentardreie>, Da die�es aber bereits einen bequemen: Namen

hat, �o �heint es be��er den legtern Namenfürdas Nebéendreie>
eines gleih�chenkligenzu vexwenden.
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c=1809—C und d=180°—D, daher ‘auch die ihnen
gegenüberliegendenWinkel C=D, woraus denn rú>wärts

c=d folgt, weil e =180°—C und d = 180° —D,
210, Wenn ein �phäri�hes Dreie> zwei ungleicheWizx-

fel hat, �o liegt dem grdßeren Winkel die größere, dem klei:

nern die kleinere Seite gegenüber. Auchumgekehrt�teht der

größern Seite der größere, der kleinern die kleinere Seite

gegenüber.— Es �ei D>C. Man
nehme CDE = �o wirdDE nothwen-

dig innerhalb des Dreie>s BCD fallen,
und die Seite BC irgendwo in E zwi�chen

__B und C treffen mü��en, und man hat
DE = CE (209). Da nun, wie in der

Stereometrie gezeigtwird, 2 ebene Win-

kel, welchemit einem dritten einen körperlichenWinkel bilden,

zu�ammen größer �ein mü��en als der dritte,�o i�t BE+DEZ>BD,

mithin au<h BE+EC7>BD, d.h. BC>BD. — Der

zweite Theil des Sabes folgt daraus , daß die beiden den

ungleihen Seiten gegenüberliegendenWinkel wedergleich�ein

fönnen (209), noh der größern Seite der kleinereWinkel

gegenüber�tehenkann.

211.Mu,jedem rehtwinkligenPaci�ten Dreiecke i�t

ein �chieferWinkel

und die ihmgegen-
überliegende Ka-

thete immer gleih-

artig, d. h. es �ind

nothwendigbeide

entweder �tumpf,
oder beide pib. —

Es �ei in dem beï
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A rechtwinkligenDreiecke ABC die KatheteAB<<90°. Man

verlängere �ie, bis AL = 90° und ziehe CE, welchesauf AC

�enkre<t und ein Quadrant �ein muß, weil E der Pol von

AC i�t. Man hat al�o ECA= 90°," mithin BCA <909°,
weilCB innerhalb des Winkels ACE fallen muß. “J�t daa

gegen AF> 90°, �o i�t ACF>ACE, d. h. FCA>90°,
1

212. . In einem re<twinkligen�phäri�chen Dreie>ei�t
die Hypotenu�e �piß oder �tumpf, je nachdem die übrigen
Begrenzungselemente gleichartig oder ungleichartig �ind. —

Es �ei auh AC(=AEC)<< 90°, �o i� au< ABC �pi6 (211),
“

mithin EBC �tumpf, daherBC<CE (210) die Hypotenu�e
von ABC al�o �pi6. Eben �o im Dreie> ABC,wo beide'
Katheten �tumpf �ind. Nimmt man dagegen AF �tumpf,
währendAC �piß bleibt, �o i�t im Dreie>e CFE derWinkel
CFE �pi6 (211) wáhrendFEC, als Nebenwinkel von AEG

�tumpf ‘i�t , daher CF>CE' (210) d.h. CF>90° und

�tumpf. — Hier i�t nur von den Kathetendie Rede ge=

we�en; da die ihnen gegenüberliegendenWinkel ihnen aber

gleichartig�ind, �o gilt der Sab in völliger Allgemeinheit,
4Ls E Bichtman die Bogen, welchedie Seiten eines reht-

winkligen�phäri�chen Dreie>s bilden, zu grdßtenKrei�envoll aus,

�o �ind die 8 zu�ammengehörigenDreie>e, welche man �o erhält, |

�ämmtlichre<twinklig,und es finden- �ich darunter �tets 2

Gegendreie>e, in denen die Katheten mit den ihnen gegen

úberliegenden Winkeln beide pib, 2, in denenbeide �tumpf,

al�o 2 Paar, în denen die Kathetengleichartig, und“ úberdies

2 Paar, in denen die Katheten ungleichartig- �ind. Da die�e

Dreie>e �o von einander abhängen, daß man dur Aufló�ung
des einen auch die übrigen hat, �o kann man �i< vorläufig

auf das �pibwinkligeDreie> be�chränken,
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Auflö�ung rechtwinkligerDreiee.

214. Bisher haben wir uns mit allgemeinen und geo-|
metri�chenBe�timmungen be�chäftigt. Jebt-er�t kommenwir

zu un�erm eigentlichenGegen�tande, und betrachtenzunäch�t
das rechtwinklige�phäri�che Dreie. Um hier Seiten und

Winkel bere<nenzu können,mü��en außer dem reten Win-

kel no< 2 Stü>ke gegeben �ein. Bei ebenen Dreieckenmußte
unter den gegebenenStücken immer eineSeite.�ein z die bei-

den �chiefenWinkel ergänzen cinander zu 90° und galten da-

her nur fúr ein Datum. Beides i�t hier niht der Fall, �on-
dern man kann ohne Unter�chied jede drei Stúcke in Frage
�tellen($. 96). Da nün außer dem reten Winkel no< 5
Begrenzungselementevorhanden �ind (3 Seiten und 2 Win-

fel), �o erhált man 2-2-5= 10 ver�chiedeneFälle. Die�e

reduciren �iih aberauf 6eigentlichver�chiedene.
- 215. Bezeichnenwir das

bei A re<twinklige Dreie> mit
ABC und die den gleichnamigen
Winkeln gegenüberliegendenSeiz

ten mit a, þ, o, �o la��en �i<
dièé�e Fälle folgendermaßen an-

ordnen, — Es fônnen in Frage
ge�tellt �ein:

E Fall: die 3 Seiten.Hier giebt es keine unter-

geordnetenFälle; es mü��en �tets �ein :
i

i

A aD e

Zweiter Fall: 2 Seiten und 1 Winkel. Hier können

die in Frage ge�tellten Stücke entweder

die Hypotenu�e, Kathete und der einge�chlo��eneWinkel

B
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2, a, b, € oder à, C; B

oder die Hypotenu�e,Kathete unddere gegenüber
liegendeWinkel |

3, a, e, C oder a, b, B

oder beide Kathetenund ein Winkel

4, hh, c, C oder b, c, B �ein.

Dritter Fall: eine Seite und 2 Winkel, Hierkann die

mit in Frage ge�tellte Seite �ein entweder: ij
eine Kathete E

0 D D/C ‘oder oB, C

oder die Hypotenu�e
7G aB, C.

:

'

Von die�en 6 Fällen begreifen die 4 mittleren jeder 2

untergeordnete durhaus nicht we�entlichver�chiedeneFälle

unter �ich,

216. Es �eien die drei

i

e nftivoneisdes bei A bé
winkligen �phäri�chen Dreie>s mit dem Mittelpuncte der Kuz-

gel M verbunden, Man fälle von B ein PerpendikelBF auf

MC; von F errichte man FE au< auf MC �enkreht, �o i�t

BFE der Neigungswinkel der Ebenen BMC, und AMC, mit-

hin den �phäri�chen Winkel bei € gleich, Legt man durch

B, F und E eine Ebene, �o i�t die�elbe auf der Linie MC,

mithin auf der Ebene AMC �enkre<t, und da au<hAMB wee

gen des rechtenWinkels bei A darauf �enkreht i�t , �o muß
es auh ihr Durch�chnitt BE �ein. Die Dreie>e BEF und

BME �ind daher bei E rechtwinklig.
Die Linien BF, FE, BE fallen �tets în dasjenige re<twinklige

‘Dreiecé, de��en übrige Begrenzungselementepis �ind (213). Die�es

wird al�o eigentlih immer aufgelö�t , und daraus die übrigen nach

180 abgeleitet, Es läßt �i aber, am einfach�ten dur< eine voll�tän-

dige Indurtion, leiht nahwei�en, daß die ‘Formeln �elb�t die Be�chaf-
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fenheit des ge�uhtea Stückesrichtig ans

“geben, wenn es dur die Data wirks

lih be�timmt i�t, und wenn man die�en

i

die rihtigen Vorzeichengiebt.

Aufg. 1. Die Be�tandtheile des

�phäri�chen Dreie>s ABCdur die ebe-

nen und Neigungswinkel dex Ecke bei

AI einzeln anzugebenz z.B. a i�t das

i Maaß des ebenenWinkels BMC etc.

Aufg. 2. ‘Die Seitender Dreie>e BEF und MFE als Func-
tionen der Seiten und Winkel des �phäri�chenOreie>s, imgleichen

”

den Winkel BFE = C und AMC=hb dur die�e Functionen auszue-

drú>en, wenn der Halbme��er der Kugel =1 ge�eßt wirdz z.B.
ME =cosc, MF=cósa, FE=ME sinb=cosc.sinb=

cos a. lang bz tang AMC = ie AS= tangbetc,
MF cos a

Vergleiche$. 31, i;
217. Es �eien nun zuer�t die 3 Seiten a, b, e in Frage

ge�tellt, — In dem bei F rehtwinkligenDreie>e MEF i�t

cos AMC =
=— = — = cos b

SC

oder
1, cosa = cosb.cos .

Die Gleichunglehrt einebeliebigeSeiteaus den beiden übri-

gen finden. Die gé�uchteSeite wird �piß oder �tumpf ges

funden,je nachdemdie beiden andern gleichartigoder ungleich-

artig�i �ind, in Ueberein�timmungmit 212,

218, Es �eien ferner die Hypotenu�e, die eine Kathete
und der einge�chlo��ene Winkel in Frage ge�tellt;a, b, C.

|

In dembei 1 re<twinfligenDreie>e BFEi�t:
:

__FE
BE

mithin cos BFE =

cos BFE= Es i�t aberFL=MF. tangb=cosa. ans
b

- CoS a taug b
= {loas lini C0 gasE d,M

2, cos C= cotga. taogb.
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Eben �o erhâlt man

cos B == cotga.tang ec.

Es gilt für die�e Formel die nämliche Bemerkungwie für

die vorige, da B undbþgleichartig�ind (211)
219. Es �ei die Hypotenu�e, eine Kathete, und der ihr

gégenüberliegendeWinkel in Frage geltellta, ce, C. Im

Diele>BFE hat man �ogleich

00 BE A
Mie

sin BFE = BE?
d. h, siîoC =

EE
oder

A 3, siac = sîina.siu C
und eben �o

sí b == sína. si0B, :

Wird hier ein Winkel oder eine Kathete ge�ucht,�o ent�cheidet

�ich deren Be�chaffenheit (ob pib oder �tumpf)dadurch, daß

�ie mit dem gegenüberliegendenStücke gleichartig i�t. Daz

“gegen bleibtdieHypotenu�ezweideutig.
220. Es �ind beide Kathetenund ein Winkel in Frage

ge�tellt þ, c, C. Jm Dreie> BFE i�t: '

tang BFE = Es aber FE = ME, síinb == cosc. siob,

mithin i�t
Sin C

;

tang e

tang DEEES CoSC.Sinb5 d. h. tang C —

ST
oder

/

4, sinh = tange.cotgG
und eben �o

:

:

i

sÎnc = tangb.cotgB,
Hier kann nur für diejenige Kathete, welche dem mit in

Fragege�telltenWinkel nicht gegenüberliegt,wénn �ie ge�ucht
wird, eine Zweideutigkeiteintreten. Vou den beiden andern

ergiebt auh die Formel in Ueberein�timmungmit 211, daß
�ie mit dem. gegenüberliegendengleichartig�ind, da sinb �tets

‘po�itiv i�t (25),
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221. Es �ind beide Winkel
und eine Kathete in Frage ge-

�tellt, b, B, C. Da man zwar

jeden einzelnen, aber nit beide

�phäri�cheWinkel zugleichin einem

ebenen rehtwinkligenDreie>eha-
ben kann, �o mü��en wir hier
auf die frühern Formeln zurü>-

gehen, Aus 3 i�t:
sinb == sina.sinB

sin € == sina.sinC. Dividirt man, �o wird

Sin b s1inB
ES

SÍnC sin C

Hier i�t die Functioneiner der Katheten, ginb oder sînc zu

eliminiren, indem man �ie dur die übrigen in der Formel

�hon vorhandenenStücke ausdrú>t. Sub�tituirt man den

Werth von sîn C aus 4, �o wird

sîin b __sîi0B
tangb.cotgsB sínC

woraus nach $,37 .

:

AE
cosB

0

nC

oder

5, cos B == cosb,.sín ©

und eben �o
y

cos C == cos c,sinB.

Eine Zweideutigkeitkann hier wieder nur dann �tatt finden,

wenn ¡das unter der Functionalformdes Sinus - �tehende

_Stú> ge�uchtwird, |

222. Endlichkönnen nosdie beidenWinkelund die

Hypotenu�e in Frage ge�tellt werden, a, B, C. Aus 2

hät man:

:
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tangb = tanga .cosCund aus 4

tang b = siínc. tangB, daher
_sinc,taugB = tanga.cosG.

Hieri�t sînc zu eliminiren, indem man es ‘aus 3, durch a

und C ausdrúdt: i

sîn a sinC.tangB = tanga. cosC. /

Man erhált hierdur<, wenn man nach $, 37, reducir,
6,“ cosa =

= cotgB. cotg C.

DieBe�chaffenheitdesge�uchten Stücks ergiebtAh hier,
wie es nah 212 auch �ein UP allemalohne alle Zweis'
deutigkeit.

223. Vergleichtmandie Fálle, bei denen eine Zwei-

deutigkeit �tatt findet, �o �ieht man leiht, daß �ie nur dann

eintreten kann, wenn die gegebenenStú>ke gegenüberliegende-

�ind. Jn die�em Falle enthält nämlich dasjenigeNebendreie>,

welchesmit dem andern die gegebene Linie gemeinhat (nah
179 und 180),auchden gegebenenWinkel. Die Data ent-

�cheiden al�o zwi�chen die�en beiden Dreie>ken nicht
224. Wir wollen die gefundenenFormeln zur Auflö�ung

der rechtwinkligenDreie>e hier nun zu�ammen�tellen.
_ Vergleiht man die�e Formeln

unter einander, �o �icht man

bald, daß das auf derlinken
Seité des Gleichheitszeichens

1, cosa' = cós b.cos €

2, cos C= cotga. tang þ
cos B = cotga.tange

3, Soc == sína,sinC
z

-

ME

E A 5 allein �tehendeStuck�tets durch

24

O:

das Sinusverhältniß, und zwar
E

aa da mei�ten dur< den Co: 2

sinb == tange. cotsC
;

�inus eingeführt i�t. Nur die

beiden Katheten b und ec toms

men unter der Functidnalform

q

des Sinus vor. Ses6t inna“
Graßmann Trigonometrie. G

5, cosC== €08€ sinB
cosB = cosb.sinC

6, cosa = cotgB.cotgC
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�tatt der Katheten ihre Ergänzungzu 90°, �o wird die linke

Seite der Gleichungohne Ausnahmeder Co�inus �ein.

225, Die rete Seite der Gleichungi�t �tets ein Pro-
duct zweier Winkelfunctionen, welchein der �ten, Zten und

5ten dur<h das Sinusverhältniß, in der 2ten, Aten und ß6ten

-dur< das Tangentenverhältnißeingeführt �ind. Vergleichen
wir die in den drei lebtern in Frage ge�tellten Stü>e am

Dreie> �elb�t,�o finden wir, daß �ie in ununterbrochener

Folge an einander liegen, und daß das links �tehende Stúck

allemal das mittlere i�t, wobei jedo< der re<hteWinkelA
_gar nicht als ein trennendesStú> gerechnetwerdendarf.

Noch quemeUber�icht man die�es, wenn man die Buch-

�taben ohne das Dreieck,jedochin dere

�elben Folge, in einen Kranz zu�ammen-
�chreibt. — Jn der A�ten, 3ten' und

5ten Gleichung liegen dagegen nur 2

der in Frage ge�telltenStücke bei�am-

men, das dritte, welhes man auh

hier das mittlere nennen fönnte,liegt dagegen von beiden ge-

trennt. In der 1�ten Gleichung z. B. liegen bund e bei-
�ammen, a liegt von beiden getrennt, ‘und i� das mittlere

Stü.

226. Eine fernere Vergleichunglehrt, daß die Factoren,

aus.denen die rechteSeite der 1�ten,3ten und sten Gleichung

be�teht, mei�tentheils dur< die Sinus eingeführt �ind, und

daß nur die Katheten b und e als Co�inus darin vorkommen.

Eben die�e Stücke aber waren es, für welchewir �chon oben

ihre Complementezu 90° gebrauchthaben. Ge�chiéht das

auch hier, �o be�teht die rete Seite der Gleichungohne Aus-

nahme aus dem Producte zweier Sinus,
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227. Wenn endlich in der 2ten, 4ten und 6ten Formel
eben �o �tatt’ jeder Kathete ihr Complement, �tatt ihrer Func-
tion al�o die ihr coordinirte eingeführt wird, fo be�tehtdie

rete SeitewiederohneAusnahme aus dem Productezweier

Cotangenten.
i

928, Hieraus ergiebt �i< al�ofolgendeallgemeineRegel
zur Auflô�ung ‘der rehtwinkligen �phäri�chen Dreie>e.

. Man �eße für die Katheten ihre Complemente zu 909°,
�o i�t der Co�inus des mittlern Stü>s gleich.

dem Producte aus den Sinus der abge�on-
derten, und den A der anliegen-
den Stùü>e,

Die�e Regel, welhe man die Neper�che nennt , umfaßt alle

bei der Auflô�ung der re<twinkligenDreiee en
Formeln,

Das Quadrantendreie>,
229.Das Polardreie> eines re<twinkligen�phäri�chen

Dreie>s muß eine Seite enthalten,welche den reten Win-
fel zu 180° ergänzt, d, h. einen Quadranten (193). Ein

�olches Dreie> wird ein Quadrantendreie> genannt, — Um-

gekehrt i�t al�o au<h das Polardreie>eines Quadrantens-

dreie>s ein re<twinkliges(192),

230, Hiernach bedarf es zur Auflö�ung der Quadran-
tendreie>egarkeiner neuen Formeln, indem man �ich �tets der

Formeln für das rehtwinklige Dreie> bedient, und die�e auf

dasjenige re<twinkligeDreie>anwendet, welches das Polar-
dreie> des gegebenen i�t, Das gefundeneStú> hat man dann

G 2
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noch von 180° abzuzie-

hen. — Es �ci z. B.

ABC ‘ein Quadranten-

dreie>,BC =a derQua-

drant, und ABC �ein Po-

lardreie>,�o i�t A=90°,

weil a {A = 180°,

Ge�eßt e8 wären nun

A, B, C. in Frage ge-

: �tellt, und es �olite zwi-

“hendie�enStüken eine Gleichunggefundenwerden, �o
Eman in �einem Polardreie> a = 180° —Az b = 180° —

c= 180°—C, und da(nah 228) NÀ
wird cos (180 —A) = cos (180 —B). cos (180—C) eoder

— cos À= cos B.cosC. — Nebenwinkel habengleichetrig.

Functionen,und unter�cheiden�i, -mit Ausnahmedes Sinus
Und der Co�ecante, nur durch das entgegenge�ehte Zeichen.
Die�es bleibt ‘aber für die rehte Seite der Gleichungohne

Einfluß.— ‘Esver�teht �i<, daß man beim Gebrauche das

ge�uchte Stü ohnealles Vorzeicheneinführt, “indem �eine

Be�chaffenheitdurchdie Gleichung�elb�t er�t ermittelt werden
|

�ol. Wenn in der obigen Gleichung al�o A zu �uchen wäre,

�o heißt �ie cos A= —eosB.cos C, Die Nichtbeachtung
die�er Regelführtzu allerlei Verwirrung.

i

231. Es bleibt zwar am einfach�ten �i< zur Aufld�ung
des Quadrantendreie>s des Polardreie>s zu bedienen, indeß

hat es auchkeine Schwierigkeit, die Gleihungenfär da��elbe

unmittelbaraufzu�tellen,�ie gewi��ermaßen aus denen für das

rechtwinkligeDreie nur abzule�en,und die Neper�che Regel
für das Quadrantendreie>umzuge�talten
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Neper�cheRegel.
1, cos A = —€osB. cosC /

/ 4
Set man �tatt der

12, (CoSC == — cotgA.‘taog B : E

Functionen für die dem Quas
cosb = —cotgA.tangC}

/

E

:

A : :
dranten anliegendenWinkel

13, nC = sioA.sinC
: : : dieihnencoordinirxten,�o i�t:

sÎoB = sioA.5soB

Gas UR e
der Co�inus des mittlern

10 — °
Las

|

síu B = (a E 0E SURE gel dem Pros/

NLi : Ss duct aus- den Sinus der
5, cosc = cosC.sìínb

:

E

; abge�onderten, und aus
cosb = <c€osB.sinc

i

Á Y ES Gi
den Cotangenten der an-

H C08 / ems ===! () «C

TA

E Z liegendenStücke. Das.

Zeichen“des ge�uchtenStús i�t negativ, wenn alle 3

_ wiederherge�telltenFunctionenim- 2ten Quadranten ne-

gativ werden.
/

;

Es ver�teht �ich, daß hierder Quadrant- nictals ein tren-;

nendes Stü gerechnetwird...

232, Das gleich�chenkligeDreie> kann, eben �o wie
das Dreie> mit Supplementar�eiten,nah den Regelnfür

das rechtwinkligeDreie> aufgelö�t werden, und bedarf es

dazu keiner be�ondernRegeln, �ondern bloß einiger Aufmerk=
�amkeit, um die in Frage: ge�tellten Stü>ke auf das rehtwink-

lige Dreie> zu übertragen,und das Gefundene wieder in das

gleih�chenkligeoderSupplementardreie>zurü>zuver�eßen.Sie

bieten daher einen angeme��enen Stof zu Uebungendar, und

es. wird genügenhier einige Bei�piele zu geben.



Betf�piel 1.

Im gleich�chenkligen

_Dreie> BCD �ei eis

ner der gleichen

Senkel BC und

die Ba�is CD geges

benz man �ucht die

Übrigen Stúce. —

Man fâlle den Perpendikelbogen AB, �o kennt man im rehtwinkligen
Dreie>e ABC, BC und AC=2CD, Sucht man nun den Winkel

- Can der Ba�is, �o �ind im re<htwinkl. Dr. BC, Cund AC, al�o

anliegende Stücke in Frage ge�tellt und man hat nah der Neper�chen

“Regelcos C=cotgBC. tangaC. Wird & DBC ge�ucht, fo �ind im

re<twinkligen Dr. BC, AC und ABC=1DBC in Fráge ge�tellt,«
Dies find abge�onderte, und AC i�t das mittlere Stü. Man hat

daher: na< der Nepér�chen Regel sin AC = sin BC. sin ABC oder

i | Ô

:

sìin 1 CD
sin2CD=sin BC,sin>DBC, woraus sin7DBC = iaBE

Bei�p. 2. Im SupplementardreieŒ BC‘D �ei die niht �upple-
mentare Seite C‘D und der gegenüberliegendeWinkel gegebenz man

�ucht die übrigen Stücke. — Man verlängere die Seiten C‘D und

C/B bis zu ihrem Durch�chnitte in C, und fälle aus B den Perpens

dikelbogen AB, �o kènnt man im re<twinkligen Dreie>ke ABC zuer�t

AC=1CD=1(180—C‘D)=90° —2C/D,ferner ABC=1DBC=
90° —1 DBC/. Man erhâlt, unter Anwendung der Neper�hen Rez

gel, wenn man zuer�t BC �ucht, sin AC=sin BC,sin ABC,woraus

'sìîn AC cos 21C/D
' sÎn BC= ABCTe ABC?mithin sînBD =

DEC
sin BC‘. Auf

ähnlicheWei�e findet man sin BCD E= in BDC“.Das

Dreie> i�t niht zweideutig, wie es das rehtwinklige uud gleih�chenk-
lige aus den ent�prehenden Stücken �ein würde. Man erfindet fichleicht

eine einfahere Bezeichnung, -wodur<h man die Stücke des gleih�<henks-

ligen oder Supplementardreie>s auf das re<twinkligeDreie> übers

trägt und �o in den Kranz �chreibt (225), Man kann dann die

Gleichungen aus dem re<htwinkligenDreie>unmittelbar herle�en,
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Einen ferneren Stoffzu Uebungengewähren �hon die er�ten

Säge der A�tronomie und. mathemati�hen Geopraphie, unter denen

auh Bei�piele mit be�timmten Aae mosfehlendürfen.

_Mu�i�uog�chiefwinkligerDreie>e mittel�tder
rechtwinkligen.

233. Wennman. aus der

 Spibe eines beliebigen Winkels

puncts B eines �phäri�chenDrei-

e>s BCD einen Perpendikelbogen.
BA aufdie gegenüber�tehendeSeite

fällt,�o! erhält man 2 rechtwink=

lige Dreie>e,deren man �ich zur

Aufld�ungdes gegebenen �hklefwinkligenDreie>s bedienen

kann. — Ob der Perpendikelbogeninnerhalb des Dreiecks

fällt, ob er al�o die gegenüberliegendeSeite �elb�t, oder nur

deren Verlängerung tri��t, hängt davon ab, ob die beiden

Winkel des Dreie>s, welche an der Ba�is CD liegen, gleich-

artig oder ungleichartig �ind (211).
Da �ich 2 größte Krei�e �ets in 2 Puncten �<hneiden, �o giebt

es eigentlih immer 2 �upplementare Perpendikelbogen. Sind die

Winkel an der Ba�is gleichartig, �o kann man �tets den innerhalb

des Dreie>s fallenden ver�tehen,welcher fleiner oder größer als 909

i�t, je nahdem die Winkel an der Ba�is pig oder �tumpf �ind. Sind

�ie ungleihartig, �o nehmen wir �tets den aufdie Seite des �tumpfen

Winkels fallenden, welcher fleiner als 90° i�t,

234, Um nun mittel�t der beiden re<twinkligenDreie>e

zur Auflô�ung des �chiefwinkligenzu gelangen, drü>e man

den Perpendikelbogen AB, welcherbeidengemein i�t, aus je-

dem der�elben überein�timmig aus, �o jedoch,daß in die�em

Ausdru>e wenig�tens Eine Seite, oder Ein Winkel des Drei-

c>s BCDi�t, und �ehe die�e Ausdrúte einandergleich,Dies

Sais D A
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fann,wie �< �ehr keictAes, auf fünffachei�e ge�che-
hen, nâmli<:
1, dur d und C undimandernDreie> durhe und D

20 aG AGA Ea o - ì- D Sts AD

2d ABCS e GS & Cc ABD.
4d 2 AC o os Cw ea AD

oC ABG eis D - ABD,

BB“
j 2395. Man erhält dadurch

folgende 5 Gleichungen,die wir

nah den vor�tehenden Complexios
nen durchgehen wollen, und die

man am be�ten als

OC
DA D auddrude :

f

“

Compl.dà und C; sînAB=síod,sinC =siínc.sin D, mithin
:

:

1, sinc:sind = sioC:einD,
Compl, C und AC; sí0AC = cotgC. taog AB, mithin

tang AB = sin AC. tangC = sin AD, tang D,
|

daher
|

2, si0 AC: siîn AD = tangD:taogC.

Compf. d und ABC; cos ABC==cotg d. tang AB

 tangAB = cos ABC,taugd = cos ABD. tang
3, cos ABC: cos ABD == tang e: tang d,

Compl. d und AC; cosd = cos AC. cosAB

Cosd C08 €
cos AB = ———— — —

cos AC cos AD,

4, cos AC: cos AD = ‘os d': cos,

Compl. C und ABC; cosC = sín ABC. cos AB
___cosC cos D

Re AEO
- 9, 8in ABC: siîinABD == cos C : cos D,
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236, Hierbei i�t die Lage der Theil�tüke (CB, DA,

CBA, DBA), wie �ie bei dem innerhalb fallenden Perpendikel

er�cheint, als die po�itive angenommen.Die Winkel an der

Spi6e, und die Ab�chnitte der Ba�is er�cheinenhierbei,er�tere

durcheine Drehung des größtenKrei�es um den nach B gehen-
den Kugeldurhme��er (175), lebtere dur<h eine Schwenkung
des Radius bis zum Perpendikelgegen das Dreie> hin

erzeugt. — Fällt nun das Perpendikel außerhalb des Dreie>s,

�o i�t der Sinn der Shwenkung von BD gegen BA der ent-

gegenge�ebte — von dem Dreie> hinweg — und das Product
der�elben, der WinkelDBA und der Bogen DA mü��en daher,

in Beziehungauf den angenommenenpo�itiven Sinn der

Schwenkung,als negativbetrachtetwerden (5. 64— 66). Zu-

gleichi�t der Winkel ADB der Nebenwinkel von D (= BDC)

und muß zum Ausdru> von AB im Dreie> ABDgebraucht
werden. Beachter nian die�e Verhältni��e, und giebt den

Functionen der negativenStú>ke, �o wie denen der Neben-

winkeldie ent�prechenden Zeichen($. 77.), �o überzeugt man

�ih durch eine voll�tändige Induction leiht von der Ogm ele
nen Gültigkeit der aufge�tellten Proportionen.

‘Auf g- 1. Es �ind die obigen 5 Proportionen für die Fig. BDC

�o aufzu�tellen, daß jedes Glied �ein zugehörigesZeichenerhält.Zus

gleih i�t anzugeben, in welhen Fällen die Lage eines ge�uchtenTheil-

�tú>s durch die 3 übrigen in der Proportion vorkommenden Stücke

be�timmt i�t, und in welchen �ie unbe�timmt bleibt.

Aufg. 2, Es i� zu zeigen, wie man aus den Datis $. 198,

99, 202 und 3 die fehlendenStüe des Dreie>s mittel�t der 5 Prop.

herbei�haffen kann. Es i� z. B., wenn în 198 bC4g gegeben �ind,

AC, AB und ABC aus dem Oreie> ABC zu erhaltenz ferner i�t
AD=b— AC; aus AB und AD erhâlt man dann c, D und ABD,

woraus B = ABC +4ABD gefunden wird, — In den beiden lesten
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Fällen(6.202 und 3) i auf die beiden Figuren$: 235 Rü>�icdt
*

¿u nehmen. N <

Ueber�icht der ver�chiedenenFálle,welchebei der
directen Auflö�ung der �chiefwinkligen�phäri�chen
Dreie>e vorkommen können,

237. Von den in g. 235 entwi>elten Proportionengiebt
nur die er�te Verhältni��e zwi�chen den Seiten und Winkeln

des �chiefwoinkligenDreie>s �elb�t an. Jn den übrigen kom-

men Theil�tüke vor. Um nun Gleichungen zwi�chenden

Seiten und Winkeln des �chiefwoinkfligenDreie>s �elb�t zu

erhalten, mü��en jene Theil�tüke wegge�chafft werden, Dices

“ge�chiehtdadur<, daß man das eine durch das andere mit-

tel�t des Ganzen (z.B. AD dur< AC mittel�t b, nämlih

AD= b— AC)ausdrú>t. Jn ‘der ent�tehenden Gleichung
i�t dann nur noh Cin Theil�tu> enthalten, welches nun mit-

rel�t der ungetheiltenSeite und des ungetheilten Winkelsaus-

“

dem rechtwinkligenDreie>, in welchemes liegt, herbeige�chafft
werdenkann. Die gefundeneGleichung i�t brauchbar, wenn

niht mehr als 4 Stü>edes Dreie>s darin vorkommen.

238. Da in der Rechnung jedes fehlendeStü eines

Dreie>s einzeln ge�uht werden muß, o bleibenjedesmal,
wenn das Dreie> dur< 3 gegebene Stücke be�timmti�t,
eben�o viele zu �uchen übrig. Geht manhiernah die Sábe
198— Ws durch, �o findet man, daß es für die Rechnung
12 ‘eigentlichver�chiedeneA giebt. — Sind nämlich

gegeben

2 Seiten und der

r

wi�cheiwinkel,�o kann ge�ucht werden:

4, ciner von den beiden übrigen Winkeln,

2, die dritte Seite;
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eine Seiteund die anliegenden Winkel:

3, eine der beiden übrigenSeiten,
4, der dritte Winkelz

-

die drei Seiten:

5, einer von den alasdie drei Winkel:

6, eine von den Seitenz
“

2Seiten und derWinkel,welcherder einen gegenüberliegt:
7, die dritte Seite,
8, der Winkel“ zwi�chen den gegebenenSeiten,

9, der Winkel, welcherder anderngegebenenSeite
0E

gegenüberliegt5
cine Seite cin anliegender,und der gegenüberliegendeWinkel:

10, der dritte Winkel,

11, die Seite, welche zwi�chen den gegebenen
_ Winkeln liegt,

12, die Seite, welche dem andern geg. Winkel
‘gegenüberliegt,

239. In einer Gleichung, welche dieAuflò�ungeines

�phäri�chenDreie>s zu ihrem Gegen�tande hat, mú��en eben

�o, wie bei ebenen Dreie>en (6. 96 89.) 4 in Frage ge�tellte.
Stücke �ein, und da jedes die�e: Stücke als das ge�uchte be-

trachtet werden kann, �o dient �ie zur Aufló�ung von 4 Auf-

gaben. Man über�icht hieraus �chon, daß 3 �olcher Gleichun-
gen zur Aufld�ung der obigen 12 Aufgabengenügenkönnen.

240. Da auch hier von den 6 Stücken, die im Dreie>

vorkommen,zwei, als nicht in der Gleichungenthalten, fehlen,

�o fann man �ich die�er zur Auf�uhung der ver�chiedenen
Fälle wie in der- ebenen Trig. Pedieaen,Es können aber

fehlen:
entweder- eine Seite und der ihr gegenüberliegendeWin-
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fel, — Die fehlenden Stucke trennen in die�em Falle
‘die in der Gleichung enthaltenen in 2 gleicheGruppen.

oder eine Seite und ein anliegenderWinkel.Die in der

GleichungenthaltenenStú>e bilden in die�emFallenur
Eine Gruppe.

:

oder 2 Winkel,oder 2 Seiten. Jn beiden Fällenbilden

die in der Gleichung enthaltenenStúcke zwei lngleideGruppenzu 3 und 1.

Anm, ZurleichternUeber�icht �telle:
man �i’ die �ämmtlichenStü>ke in der

*

Folge, wie �te im Dreie> liègen, in einen

Kranz zu�ammen, wie neben�tehend.

Ï Aufg. Die obigen 4 Fälle für die in

der Gleichungenthaltenen Stü>ke wörtlich

auszudrüd>en, und în Zeichendarzu�tellen.

Bezeihnet man z. B, eine Seite mit s,
“

‘einen Winkel mit w, und deutet ihre Lage durch dieStellung der

Buch�taben an, �o würden folgendes die 4 Fälle �ein :
/

|

SS WW, SWS8W, 888W, WWWS,

Die in Frage ge�tellten Stúe bilden 2 gleiche

Gruppen.
241, In die�em Falle fehlen in der Gleichungeine

Seite und der ihr gegenüberliegendeWinkel; es �ind alfoin
Frage ge�telltzwei Seiten und die ihnen gegenüber-
liegenden Winkel, Die ge�uchteGleichung�indet Nin

der Proportion ($.235 o. 1) �chon vor. Es war:

sin e: sîínd = sinC: sînD è

d.h. die Sinus der Seiten eines �phäri�chen Dreis

e>s verhalten �i< wie die Sinus der gegenüber-
liegenden Winkel.
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:

242. Man kann die Rela-

lation zwi�chen den Seiten und

den ihnen gegenüberliegendenWin-

feln auh �o ausdrúden:

sîn b 6Í0 € si0 d
: (9) sÎÍnBß  síinC síoD

4
ï

L DM Y d.h. der Quotient des Sis

nus einer Seite durchden Sinus des ihr gegen, -

úberliegenden Winkels i�t für ein und da��elbe
Dreie> eine be�tändige Größe.

243, Von den 4 în der GleichungcórtaonäedGrôds
ßen kann eine jede dur< die 3 übrigen mit gleicherLeichtig=
feit ausgedrú>twerden. Es �ind daher, da je 2 der�elben
gleicherelative Lage haben, 2 Aufgaben (0 238 n. 9 und 12)

us die�elbe gelô�t, Die Formeln �ind:
¿

C= 0 088'a:9
s10 d j Z

piu a AS $.238 n.12.
s1i0D

Ob das Dreïle> zweideutig �ei oderniht, und ob man im

leßtern Falle den zum Sinus gehörigen �piben oder �tum=
pfen Winkel zu nehmen hat, erkennt man am bequem�ten,
wenn man den Perpendikelbogen zwi�chen den nichtin Frage

ge�tellten Stücken zicht, und nun alles nah $.211, 212

'beurtheilt.

Aufg. Wenn man, wie vor�tehend, jedes Stü des Dreie>s

dur das ihm gegenüber�tehende,Und no< dur< 2 andere gegen-

über�tehendeStücke ausdrü>t , o erhältman für jede Seite, und

eben �o für jeden Winkel 2 Ausdrü>e, zu�ammen al�o 12 Gleichuns

gen, Es �ollen die�elben geordnet aufge�tellt werden. So i�
sînc. sîn B sind. sinB

|

und s3inb = — ete.sinb =
ZE EE
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(Man �chreibt‘flein der Ordnung, ‘wisman fe in der Proportion
lie�t.)

Diein Frage ge�tellten Etudebildennur Eine

Gruppe.
|

244. Aufg.Es fehlenin der GleichungeineSuite,
und der ihr anliegende Winkelz es �ind al�o in Fragege�tellt

zwei Seiten, der zwi�chenliegende, und ein gegen-

überliegender Winkel, Man �oll eine Gleichungzwi-

�chen die�en in ununterbrohenem Zu�ammenhange�tehenden
Stú>en. auf�tellen. i

245. Vorbereitung. Nah der $. 237 gewie�enen

Methode �oll man die in Frage ge�telltenStucke �o legen,

daß �ie dur den Perpendikelbogen nichtgetheilt �ind. Die

fehlenden Stü>e werden daher, �o weit es angeht, die ge-

theilten �ein mü��en. Aber der Perpendikelbogentheilt jedes-

mal eine Seite, und den ihr gegenüberliegendenWinkel, und

da hier cine Seite, und der ihr anliegende Winkel fehlt, �o

muß nothwendig eins der getheilten Stücke mit aufgenommen
werden. — Zieht man den Perpendikelbogen von B auf b,

�o kann man entweder B mit einer anliegenden Seite, oder

b mit einemanliegendenWinkel in der Gleichungfehlen la�-

�en. — Mit den in Frage ge�tellten Stücken verfährt man

‘dann nah 237. — Eine ähnlicheVorbereitung muß für

die folgenden Aufgaben �tatt finden. j

B 246. Es �eien nun e, D,

_b, C die in Frage ge�tellten Stücke.

Von die�en i�t þ dur< den Per-

pendifelbogen BA getheilt, und

be�teht aus ACAD. Man wird
|

dadurch auf die Gleichung$. 235
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ML 5 |

o, 2 geführt, - und behaltedasjenigeTheil�tü> AD bei, welches
mit der gegebenenSeite c in dem�elben re<htwinkligenDreie>

liegt, das andere Theil�tü> AC drú>e man dur<h þ— AD

aus, “ Hat man dann die Gleichung �o weit reducirt, daß
“AD nur unter EinerFunctionalformvorkommt (wo möglich

unter der der Tangente), �o drü>ke man AD nach der Neper-
�chen Regel dur< e und D aus, und �ub�tituire den gefun-
denen Ausdru> für die Function von AD, E c mit în

die Gleichunggezogenwird.

247.Aufl. Aus $. 235 n, 2 i�t, wenn man 4C=

b— AD eßt :
 sín (b — AD):sin AD = tangD: tangC

(sìnb.cos AD— cosb.sioAD): sîo AD = tangD:tangC. (F.12)

Dioidirt man die beiden ‘er�ten Glieder der Proportionmit

_siínAD,um AD unter Eine Functionalformzu bringen, �o wird:

sin b
(E DE b):1 =taugD: (0EC.

Nun i�t im rechtwinkligenDreie> ABD,wennAD, D und ec

in Frage ge�tellt �ind :
cos D

=

cotge. (ang AD

mithin
tang AD == cosD. tang ec.

Sub�tituirt man die�en Werth in die obige Proportion, �o

wird : i

810D
E —_—cos): FS tangD : tang C,

oder

(sí b. cotge—cosh.cosD): cosD = tangD: tangC / (F. 4)

Hieraus erhält man die ge�uchte Gleichung
síuD= si0b.cotg e, tangC— cesb.cosD, tangC (F. 7.)
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welchemanlait unter die Form ‘�tellenfant

__sin

D, cotgC cosb, cos D =sinb,cotge.

248, Aus die�er Gleihung kann man nun diejenigen
-

Stü>e, welche darin nur unter Einer Functionalform vor-

 Tommen, leichtallein �chaffen, und durch“ die übrigen aus=-

drüú>en.Dies �ind ec und C, und man erhält:
sinD. cotgC cos b. cos D

ABLE 810 b M
sin b. cots € — cos be. cosD

cotg€ =

R (D).
Die Gleichung(B“) lehrt aus einer Seite und den bei-

den anliegendenWinkeln eine der beiden übrigenSeiten zu

‘finden ($. 238 a. 3). Die GleichungB aus 2 Seiten und

dem einge�chlo��enen Winkel einen der beidenandernWinkel

zu finden ($. 238 n. 1).
249. Richtet man den Blik auf die in der Runde ge-

�chriebenenElemente,�o bemerkt man leiht, daß von den in

Frage ge�tellten CbDe die hier gefundenen, C und e, die

Grenz�tü>e �ind. Entwickelt man Gleichungen,um auch die

Mittel�tü>ke þ und D durch die übrigen auszudrú>en,�o fals
len die�e �ehr zu�ammenge�eßt qus, indem dazu die Aufldz

“�ung einer unreinen quadrati�chenGleichungerforderlichi�t.
:

j

Aufg. 1. Die �ämmtlis

hen dur< Vertau�hung der

“Seiten und Winkel möglichen
Variationen der Formeln (B)

und (B) aufzu�tèllen.
“

Man

le�e, mit B änfangend, vonjes

dem Winkel aus er�t links, dann

rechts în dem Kranze herum,
“

und �telle für die erhaltene Coms

i pléxion die ent�prehende Gleis

ung fúr den Winkelauf. — Eben �o verfahreman mit denSeiten,
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Aufg. 2, Man betrahte cBdC als die in Frage ge�tellten

Stücke,la��e dem Perpendikel �eine Lage, und entwi>eledie obigen

Formeln, mittel�t der" E: des a B, au
einem ähns

lichenMegs
:

‘

Die inD ge�telltenStüctebilden2

MEEGruppen.
250. Aufg.“Es fehlen in der Gleichung2 gleichartige

Stüke, mithin �ind in Fragege�tellt 4 Stücke, von denen 3

bei�ammen liegen, und das 4te dur< niht in Frage ge�tellte
Stücke getrennt i�t. Es können demnach die 3 Seiten und

ein Winkel, oder die 3 Winkel und eine Seite in Frage ge-

�tellt �ein. Es �ollen für die�e FälleGleichungenaufge�tellt

werden,
5

i

251. Aufl. Es �eien be dD

in Frage ge�tellt und þ dur<h das

Perpendikel getheilt in AC und AD,
Man wird dadurchauf $. 235 n.4

hingewie�en. Seht man für AC �o-
“

gleih bb— AD, �o i�t:

B

C D A D (os (b — AD): cos AD == cosd: cos ec,
woraus

cos AD. cos d == cos(coshb.cos AD +sinb.sin AD),

oder
;

cos d = cosb. cosc—-sin b. cos. tangAD,

Nun i� im rechtwinkligenDreie> ABD, wo AD, D und e

in Frage ge�tellt �ind, nah der Neper�chen Regel
cos D= cotge.tangAD, mithin taug AD = cosD,tang

daher
cos d == cosh.cos c+ sinb.sin ec. cos D (C)

252, Sind dagegen BCDd in Frage ge�tellt, �o wird

dur das PerpendikelBA der Winkel B in die beidenStucke

Graßmann Trigonometrie. e, H
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ABC und ABDgetheilt, und manwird auf die Proportion

235 n, 5 hingewie�en,Man hat aus der�elben|

«cosD,sînABC ==<osC .sin(B—ABC)
= cosC,sinB.cosABC —<cos C. cos B „siînABC

mithin
=

eS Oe
n

cos D = cosC.sîn B.-cotgABC —<os C.cosB.

Im rechtwinkligenDreie>ABC i�t nun nah Nep.Reg.
cos d = ‘cotg’C.cotgABC,daher ‘cotgABC= os d.tang’C,

daher (F. 7)

cos D = sín B. sin C. cos d—cosB,cosUCD).
253. Dies �ind die beidenin der Aufgabegeforderten

Gleichungen. Die er�te (C) i�t �ogleich für den Fall ent-

wi>elt, wenn man aus 2 Seiten und dem Zwi�chenwinkel
die 3te Seite(5.238 n. 2)3z dieandere (D), wenn man aus 2

Winkelnund der Zwi�chen�eiteden Z3tenWinkel �ucht (238 n. 4).
/ Vli>t man auf die in die Runde ge�chriebenen Elemente, �o

�ieht man, daß das hier entwi>elteGliedin der Complexion
das abge�onderte i�t.

254, Auch das Milttelglied
der größern Gruppe kann, da es

nur unter einer Functionalform
vorkommt, leichtherausge�telltwer-

den. Man erhält dadurh aus (C)
= Cos d — Cos b „cos €

è 7
:

)

ALe E E TELAS 4x
A e À

N
4

GP M

Ssi0b,8Ín €
(EM

Aus (D) i�t

val
cos D -- cosB

cos
C

sío B . sínC
Hierdurch �ind die Aufgaben, aus den 3 Seiten einesDreie>s

einen Winkel, — und aus den 3 Winkeln eine Seite zu

finden gelô�t ($. 238 0.9 und 6). — “Die beiden Grenz-

(D).
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�tücke der größern Gruppe la��en �ih wiederniht ohneBil-
dung einer quadrati�chen Gleichungallein�chaffen.

|

Aufg, Die 4 hier für eine Seite oder einen Winkel

aufge�tellten, und mit (C) (D) (C) (D) bezeichnetenFormeln
auch fúr die úbrigeySeiten und Winkel geordnetaufzu�tellen.

255. Um in dem Falle,wennvon 4 zu�ammenhängenden Stücken

einsder beidenmittlern ($. 249) oder bei 2 ungleihen Gruppen ein

Grenz�tü> der größerenGruppe ($. 254) ge�ucht wird, zum Ziele zu

gelangen, könnte man�ih der dur< den Perpendikelbogen.gebildeten
re<htwinkligen Dreie>e bedienen. Es werde in der Complexion CbDc

zuer�t b, dann D dur die drei übrigen ge�u<ht. Man erhält:

i (9 ¿ __sinADtang D
lang AD = cos D. tange und sîin AC = — A (235 n. 2),

woraus ;

f

b=AC+AD (238 n. 11).

Im zweitenFalle múßte der Perpendikelbogen von D aus gefällt
werden. Um die Figurbeibehalten zu können, ändere man die

Complexion in Cd Bc, und hat nun um B zu finden:

cotg ABC = cos d. tang C

und
BC. :

C08 ABD = cosABC.tangd (235 n, 3),
tangc.

woraus
B = ABC+ ABD (238 n. 8).

Wenn bei 2 ungleichen Gruppen das ge�uchte äußereStü>k der grôs

ßern Gruppe eine Seite i�t, �o hat man z. B. in der Complexion
bed D, wo b Dc bei�ammen liegen, b dur folgende Gleihungen

-

: AD. cos d

tang AD == cos D. tangc und cos AC = ————(235 n. 4),

woraus
b—-= AC+AD (238 n. 7).

I�t das ge�uchte äußere Stú>k ein Winkel, wie B in der Complexion

C, BcD, �o ift
:

|

in

ABD.

coig ABD =cosc, tangD und tirABC=
= cee

—
(235o.5),

woraus :

: B=ABC+ABD (238 n. 10).

H 2
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Aufg. Dïe obigen 4 Auflö�ungen‘dadurch ‘unter eine andere

Form zu �tellen, daß man das zuer�t gefundene Theil�tückmit e,

‘Unddas ge�uhte Stück (x) des Dreie>s mit X—P bezeichnet,Die

‘er�teAuflö�ungwürdenun �o lauten: Man �egetang p= cosD.lange,
1 o

�o i�t Sin(b—) = E eE ele,

Umwandlungdie�er Forméln zur bequemern

logarithmi�hen Bearbeitung.
256. Von den obigen für das- �chiefwinklige�phäri�ehe

‘Dreic> gefundenenFormeln hat ‘nur dieer�te (A) $. 242 ‘eine

folcheGe�talt, wie -män �ie zur logarithmi�chenBearbeitung

wün�hen muß. Den Formeln (C) und (D') ($.254) läßt

�ich eine �olche geben, wenn man �ie von 1 fubtrahirt, und

“zu 4 addirt. Es i�t nämlich aus (C)
N

E

«Cosd-—cos b :cosc _ sinb.sinT= cos  Þcosb.. cosc
Eo De

‘ginb. Sme. O s10/b,SInC

9 gin 3D2 _—£08 b ¿cos -sinb- SID C — COSd
a8 “810 b- SÍN C

SS

__ eos (b— e) —cosd

s10h. SIIC
F. 14 und 21

iz IAT, 545 SIDE ESE A
s10b . SILC

F. 34

OE ‘COS E b.cosc SINRata el d—cos b. cos c
E

‘SI b . SIDC TE sin b . 860 C

:

e DE =

0s d — (cos b.. cos C— sin b. Sin c) -

Sin b.SI0C

_—£08 d — cos (b—+e)
sinb. sÍn€

(2) cos1D? = SinFdo )sins +6) F. 34
Sin b « SINC :

Aus aie beiden Formeln EmanAUODivi�iion :

©)
g. 18/22
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Y

“8ÍD.z (b—e + d).sina (— bc 4d)(3) tangID4= SEE WORT

e EE O.vin 5 (bed). sinè (be —d)
Aufg. 2, Die�e. Formeln ent�prechen. den Formeln 81 bis 83: der

ebenenTrigonometrie, Man �oll einen Ausdru> für sîn D �uchen,
um zu: �ehen, ob die�er der Formel 84 ent�prechen werde.

Aufg. 2.

Die. Formeln (1)—(3) auh für die Winkel B und

€ aufzu�tellen,wel>es durch bloßesWeiterrü>ender Buch�tabengez

_fchehenkann. ¿

297. Sestman bþÞc+ d= p, �o i b4c— d=
p—2d.etes

und man: erhâlt :-
t UD A (sin(2p —b).sîn (1p — c) _E at V( SÍ 2 p «SIN (2p — d)

Hat man alle 3 Winkel zu �uchen, �o bezeihne- man- die Logarithmen
- der Functionen mit einfahen Symbolen , etwa- log sin (Fp ——b) mit

X, logsin(Ep—e) mit Y, log sin (1p —d) mit: Z, TAGS Ep:mit.

S, und es �ei X+ Y +Z—S8 = P, fo wird
"

logtang1B = (Y +Z—X-— S) = EP.— X

log tang1C = (X+Z=Y —S) = + P—Y
logtang1D = (X4+Y—Z—S) = = 5 Pa Zi,

Hiernach läßt �ih die Rechnung.bequem führen.

Bei�p,

P= 689127
;

10 = 2349 6! E Ó

Es �eib = 20° 32)

oder

tangD. =

Y

“e =31°14/) Data: P =17,8028031
d= 6° 26! “EP = 8.9014015

2 pP—b=13°34/5 log sin (1p —b)= 9,3702847= X.

1p—c= 2952/3 log sin (2 p
— e) = 8,6990734= Y

iP—d=17%40/;
" log sin (1p —d) = 9,4821283 =Z

D. E..logsin
E

= 0,2513167 = 10 —S
1B=18%45/48,0/5; ©

© TogtangYB= 9,5311168= 1P—X
EC==,97998447 485 adus1 C=0,20232%81 =1P— Y
1D =14° 42! 46,18; log tang 1D= 9,4192732 =P —Z.

Y e
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258. Durch NES O
der fgemel(D)

erhältman:
:

i __eos (BA-CA-D)cos?(BAC—D)
BR Es  sinB,

sîinC

¿Cos (B—CHAD). cos#(—BA-C—A-D)
R

— gi0B.sinC V8

(ang 3
qa —

cos ¿(BA C+D).. cos 7(B—--C—D)
cos (B—C+D). cos (—B+C+D)

Hier führen der er�te und leßte Ausdru>k nicht auf imaginäre
Werthe für den Co�inus und die Tangente,dda B4+-C4-D7>1809,
E (B4-C-+D)>90° if ($. 187). ‘cos (B+4+C+4-D)i�, als

Co�inus eines �tumpfen Winkels, an �i negativ, und wird

dur das vorge�e6te Minuszeichen er�t wieder po�itiv. Um
__indeß

das Minuszeichenzu- be�eitigen , und alles durch die

Sinus auszudrü>en, kann man �i<h der at (Eb,
T. $. 78)

Cos X= sîn (X—4-90°) ünd —co8X== si0 (90)
bedienen,und erháâlt

EA

(4) cinxde = i05B+C4D-180°).in (B4.C-D4-180°)
À

sin B, síinC

(5) te
s1n B SINE -

E

;

(6) tang 3ds = SB+C+D-180°).sinè(B+C-D+180°)
siut(B-C+D+4180°).sin(-B4+C+D-+1809)“

Aufg. Die Formeln (4) —(6) auch für die Seiten þ

und e auszudru>en, imgleichenFormeln für den Sinus einer

Seite durch die 3 Minfelzu M,
259. Drückt man die Formeln(1) und (2) $ 266,

wie in Aufg.2 gefordert i�t , auh fur die Winkel B

und € aus, und multiplicirtdannje
2 mit einander, o ers

“háâltman:



u

SÌ 5C2,sin 7D? = ¿ e E

sì (-b-+4+e+d).eint (b4+e-d).sinZ(- b ECE E a odd)
-sin b.sind . sinb.sinc

__vin(-b+e+ 0) „Sin5(Þ-e+d). nt (b+6-8)Sinh?
|

sÍn C.Ind
|

—
Sios(-b+e+dt cin B2

sin b2
S6 A

Zieht man nun die Quadratwurzelaus , bringt sîn £B auf

die linke Seite,und verfährtmit den
| ÜbrigenProducten eben

�o, �o wird:

ain C piaID- e sin 2 (—b+ e+ d)ha
si0 2B

E

gin hb
:

e

9
cos $ C.cos 2D sin 2 (b+-c+d)

E

sin ZB sin

3
cos C. sinXD es sin 2 (bh— € 9EA

Cos aB sin b

4
sî04C.cosÏD

_

sin { (be —)
EES

cos B
A

sí b

Aufähnliche Wei�e erhältman aus den Formeln4 und

5 CA
/

sí FC. Sin Fd Sin ¿(B+CD — 180°)9.
CoS

NS

siu B /

6 C08FC-cos2d _ sinx(— rn aAÀ

RA
Y

: sin B

7
sin FC Cos Fd sin3(B— Esiu Z

ae

tA suB

8. cós FC.SinZd #: sì (B+ C—__D4-180°)
si0 5b

:

___sluB N

260. Wenn man die Gleichungenl' und 2 des’ Ign
‘$, addirt, �o wird

cos zC.cos zD+sinC. sin2D__S190¿(b+e+d)+sio O)
sin 5 B

j

810 Þ
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cos ¿(C—D)_
sînz [(c4{-d)+-b]+4-sinI[(e+d)—b] :

si0 # B- sì0 b a, hL T4 42

RE 2sin¿(c-d). cos7b
2siu bb.cosZhb

i

cosz (C —D) E

sio E(cd)
StB 4Sn ER

Subtrahirt man die Gleichung1 von 2, undaddirt und �ub-

trahirt auh die Gleihungen 3 und 4, �o wird, wenn man

dieerhaltenen Gleichungenmit Ein�chluß der vorigen als

Proportionen �chreibt, nah ge�chehenerReduction
41. sinzb:sin 7(c4-d) = sin £B: cos $ (C—D)
2, cos >b:cos 3(c+ d) = sin ELD
3, sin Fb: sin 5 (ce—d) == cos ZB:sin Z (C — D)
4, cosFb : cosE (e — d) BL ERA

Die beiden er�ten �ind der F. 94 der eb. Tr. analog, und-

vertreten die�elbe in der �phär. Tr. —- Die beidenleßten
‘vertreten eben �o die F. 95. Sie führenden Namen der
Gaußi�chen Gleichungen.— Aus den Gleichungen5—8

6 e
le eben �o.

_ Dividirt man von den unmittelbar vor�tehendenE 3 dur 1, 4 dur 2, 3 dur 4, und 1 durch

2, �o wird:
j

i

;

4, sín X(cd) :sinZ(c—d)= cotg5 TB:tang(C —D)
2. cos E(c+d):cos 3(e—d) = cotg #B: tangsè (C+D)

3, - sîn Z(CAD): sío x(C —D)== tang Zb: tang E(e—d)

4. cos E(C—+-D):cos (C—D) = taug#3b:tangZ(c+ d)
Sie heißendie Neper�chenAnalogien. Die beiden er�ten ver-

treten F. 78 der ebenen Trig. — Man kann ihnen, wenn

[man zwi�chen den 4 Gleichungendesvorigen $. voll�tändig
combinirt,dur< Divi�ion von 1 dur< 4 und von 3 durch

“2, nochfolgende beifügen:

F. 27 und17

daher
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: SIN (cd) x cosz(C—D)Lie
6. taiED eLa D

E= tang x: SID (CSin{(C+D) ;

,
_siîn

(e —d) i in (C—D)0 RE SET SCAD),
Fällt man im Dreie> BCD den Per- -

pendikelbogenBA, nimmt AE = AC unb

zieht BE, �o i�t BCE gleih�henklig, AC
und AD �ind die Hôhenab�chnitte,DE ihr
Unter�chied, Wendet man nun die Neper-
{hen Analogien auf das Dreie> BDE an,

C
A E D 0 erhâlé man aus 3 und 4, wenn man

i

DE =8 �eût, da BED = 180° — C, nah

Jede Reduction:
Cos 1(C—D): CO ß:tang2 EW
sin1(C—D):sin1(C+D) = tang2g:tang{(c+d).

Sie können gebraucht werden, um aus 2 Winkeln„ und dem Unter-

�chiede der Hôhenab�chnitte auf der zwi�chenliegenden Seite, die beiden
Seiten des Dreie>s zu finden, — Aehnliche Formelnergeben �i< aus

1 und 2, wenn aus. den beidenSeiten e und d und dem Unter�chiede
der Winkel ABD —ABC = EBD die den gegebenenSeiten gegen-

ÜüberliegendenWinkel C und D ge�uht werden. — Mit Eder Gaußi�chen Gleichungen ergiebt �ih noh

tang2b,tang18 = tang1(c+ d). tang} 2
__‘cotang2B.tang2(EBD) = tang2(C+D). tang 2 TE

deren Ableitung zu �uchen i�t.
1

262. Bei Aufld�ungder Dreie>e, wenn feine andern
Stü>e als Seitenund Winkel der�elben in Frage ge�tellt

�ind, kann man �i< mit �ehr wenigen FormelnHE
Wir wählendazu folgende 3:

sin b sine Sind

:

suB sinC  síinD N FES

AA
(sîn E(—b#+cA-d)siu $ (b—e—+d) 956L GD UE EEA y
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IL

Y

Teras
: sîn 5(€— d) = cotg B: tang2 (C—D)

“jeosè (e4-d): cos3(ce—d) = cotg#3B:taug2 (C+-D).

Dieer�te bezieht �i<h auf den Fall, wenn die in Frage ge-

�tellten Stücke 2 gleiche,die andere, wenn �ie 2 ungleiche,
die dritte, wenn �ie nur eine Gruppe bilden. Die beiden

Neper�chenProportionenin II. erhaltenzwar 5 in Frage
ge�tellte Stúkez dies hindert jedo< ihreBrauchbarkeitnicht,
gewährt vielmehr den Vortheil, daß man �tatt des Einen ge-
�uchten Stücks nebenbei no< ein anderes findet. So wie

�ie hier �tehen, lehren �ie unmittelbar aus 2 Seiten und dem

einge�chlo��enen Winkel die beiden „übrigenWinkeldurch ihre
Summe und Unter�chiedfinden,

263. Um mit die�en Formeln fur alle Fälle 6
reihen, muß man �ie zunäch�t auf das Polardreie>anzuwen-

den wi��en, wo man es dann mit lauter Supplementar=Ele-
menten zu thun hat, und überall �tatt der Seiten Winkel,

�tatt der Winkel Seitenerhält. Man habe z. B. die Formel

Jl, und wolle aus den 3 Winkeln eine Seite berechneny fo

nehmeman aus den 3 Winkeln B, C, D, die 3 Seiten b,

c, d, des Polardreie>s, �uhe nah IL den Winkel, welcher

derge�uchtenSeite gleihnamigi�t, �o i�t die�ede��en Sup-
plement. — Die Rechnungmittel�t des Polardreie>s.i�t
fa�t eben�o bequemals die directe. Die Formeln für die

leßtere,wenn Seiten und Winkel gegen�eitigvertau�cht�ind,

finden�i �i < 6. 258 n. 6 und ‘261, n. 3 und4. Wirheben�ie
hiernocheinmalheraus:

sinE(B+C+D-180°) sín £ (BEC-D4 180°
IV. taug¿d= IS nnBiCDeian)

E sin ¿ (C — D) = taug7 b:tang E(ce—d)

cos5 (C+ D): cos} (C—D) = tang 2h: laugs(c+ d).
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964, Die Formel1IL und die daraus abgeleiteteF. V.

dient zugleih um die fehlenden Stückezu finden, wenn 2

Seiten,und die ihnen gegenúüberliegendeuWinkelbekannt
�ind, Giebt es al�o unter den Datis zweigegenüberliegende

Stúke, wo man dann das demdrittenDato gegenüberlie-

gende aus LT.leiht finden kann, �o läßt �i<h nun auch jedes

der noh übrigen fehlenden Stücke Herbei�chaffen.

Aufg. 1. Es �ollen die vor�tehenden Formeln für den

logarithmi�chenGebrauch mit allen ihren Variationen zu�am-
menge�tellt werden, und zwar unter folgenden Rubriken :

1�tes Sy�tem: Zwei- Winkel und die ihnen gegenüberlie-

genden Seiten, Die Gleichungen finden �ich in Aufg.

$243: hond
5

O

LE

tes Sy�tem: Ein Winkel durch die 3 Seiten, aus Il.

Ztes Sy�tem: EineSeite dur die 3 Winkel, aus IV.

4tes Sy�tem: Zwei Winkel dur die ihnen gegenüber-
liegendenSeiten und den ZtenWinkel aus 11. (3 Dop-

pelausdrüe). ;

5tes Sy�tem: Zwei Seiten durchdie ihnen gegenüberlie-

genden Winkel und die 3te Seite aus V. wie in 4.

6�tes Sy�tem: Ein Winkel durch die beiden andern Win-

fel und die ihnengegenüberliegendenSeiten aus UL.

7tes Sy�tem: Eine Seite durch die beiden andern Seiten,

und die ihnen gegenüberliegendenWinkel‘aus V.

Aufg. 2. Es �ollen die $. 238 aufge�tellten 12 Fälle,

welchebei �phäri�chen Dreie>ken vorkommen fdnnen, durhge-

gangen, und gezeigt werden, wie man in jedemdie�er Fälle

zu verfahren habe,um das ge�uchtezu finden,ohne�ih an-

derer als der F. I. bis Ill, zu bedienen. .
Man hat z. B. für

den 3ten Fall, wenn ChD, gegeben i�t, und e, d ge�ucht, werden:
-

c=180°— C; B=180°—b; d=4180°—D
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und

tang (E—D) = AENEm)sín (c+d)cg
__tangz (C+D) = Hcotg¿B

C = ¿(C+D)+¿(C—D)
D = ¿(C4 D)—>(C—D)

c= 180°— 6; d= 180°—OD.

Der dritte Winkel findet �i< nun aus I.

Determination rechtwinkligerDreiee.
265. Man ver�teht unter der Determination die Unterfuchung,

ob eine verlangte Con�truction, hier ein Dreie>, aus den gegebenen
"Stücken möglich, ob es be�timmt, oder zweideutig, oder unbe�timmt-

�ei. Es wird auh hier genügen, die�e Unter�uhung bloßin Beziehung
auf dasjenige �phäri�he Dreie> zu führen, de��en übrige Begren-
¿ungsetemente fpi6 �ind, da �i< leiht ergiebt, daß, wenn die�es niht

mögli oder be�timmtu. �. w. i�t, unter den ent�prehendenBedin-

gungendie Übrigen damit zu�ammengehörigen Dreie>e (F, 180) auh

unmöglich, oder be�timmt u. . w, �ein werden. Man kann die Un-

ter�uhung entweder auf allgemeine geometri�he Betrachtung des

�phâri�hen Dreie>s, oder auf die zur Auflô�ung gefundene Formel

gründen. a BN ;

266, Ein rehtwinkliges Dreieæ> i�t zuer�t immer möglich, wenn |

zu dem�elben eine Seite und der anliegende Winkel, oder beideKa-

theten gegeben �ind, vorausge�eßt, daß kein Datum größer als 180°

�ei ($. 183). Dagegen muß im �piswinkl. Dreie> 1) a >c oder b

(die Hypotenu�e größer als jede Kathete) ($.210), 2) C >c oder

B >b (der Winkel größer als die ihm gegenüberliegende Kathete)
und 3) B+C >90° �ein ($. 187), wenn das Dreie> möglich�ein

�oll, Jm zweiten Falle findet¿war noh ein Dreie> �tatt, wenn

C=c, allein es enthält 22 re<te Winkel und 2 Quadranten, undME
im Uebrigen völlig unbe�timmt ($. 189).

:

Aufg 1. Es �olle die unter 1—3 aufge�tellten Aus�agen
aus den Formeln fur das rehtwinklige Dreië> ($.224)hergeleitet
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"

werden, Man hat M unterdenen die Wahl,in welchendie

cos 2

cos c°

Nun muß cosb nothwendig kleiner als 1, mithincosc größer als

cos a, d. h, a grôßer als c �cin, Aus $, 224 n. 2 hat man cosB =.

beiden Data vorkommen,So i�t z, B. aus g. 224 n. 1, cos
h =

| tañgc 2E

colga.tange = ——< 1, mithin auh a >c etc.
tanga

Aufg. 2, Es �ollen die Bedingungen aufge�telltwerden, unter

welchenein Dreie> bei den in 1—3 gegebenen beiden Stücken mdg-

lih i�t, wenn die�e entweder beide �tumpf,oder, wo es angeht , eins

pi6, das andere �tumpf i�t. So mußin u. 3. B+C<270°, wenn

beide �tumpf, C< 90%+ B, wenn C �tumpf, B pi6 i�t, Die Herleï-
i

tung kann entwederaus der geometri�henBetrachtung($. 205 s9.),

oder aus der Formel ge�hehen, So i�t cos Ben immermöge
|

lih, wenn nur tanga ab�olut genommen größer als tangc ‘i�t, und -

“Fann fúr alle Fâlle aus die�er Bedingung entwi>elt werden. Das"

Ergebniß kann manin Form einer Tabellezu�ammen�tellen, deren

Schema etwa folgendeRubrikenhat: a) Geg. Stücke, b) Be�chaf-

fenheit, ob pis oder �tumpf, c) Dreie>, in welchen �ie nthaitea
�ind, d) Bediagung der Möglichkeit.

267, Ob in einem rehtwinkligen phäri�hen Dreie>e das aus

2 gegebenen ge�uchtedritte Stúk �pig oder �tumpf �ei, läßt �ih entweder

aus $. 210 —212 ent�cheiden, oder es bleibt unbe�timmt, und im le6tern

Falle i�t das Dreie> zweideutig. Auch kann man �i<h der Formel,

durchwelchedas ge�uchtedritte StÜ> aus den beiden gegebenen gee

funden wird, zu die�er Unter�uhung bedienen. Der einzige Fall, wo

die Be�chaffenheit des ge�uhten Stücks in der That be�timmt, aber

durch die Formel nicht dargelegt i�t, i�t der, wenn in der Gleichung

($. 224 n. 3.) sinc= sin a. sinC die Kathete oder der ihr gegen-

ÜberliegendeWinkel ge�ucht wird. Da hier aber das ge�uchte Stück
mit dem einen der beiden gegebenen gleichartig �ein muß, �o i�t die

Ve�chaffenheit de��elben, ob �pis oder �tumpf, auf den er�tenVli>

ent�chieden.
|

268. I�t eine Kathete, und der ihr gegenüberliegendeWinkel ges

geben, �o läßt �ih über ‘die Be�haffenheit des ge�uhten Stú>ks nichts
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ent�cheiden,da das Dreie> în der That zweideutig i�, indem- das
Nebendreie> an der geg. Seite, oder das Scheiteldreie> an dem geg.

Winkel(beide �ind EE Dreie>e) die�elben geg. Stücke ents

hâlt, wie aus $. 180 klar i�t. —

Sind C und ‘c gegeben, o wer-

den die Dreie>e ABC und ABC‘,

�ind B und b geg. , #0 werden

ACB und ACL? der Aufgabe Ge-

núge lei�ten. Es Fïommt daher
nur darauf an, anzugeben, wie

die 3 niht gegebenen Stücke je-
desmal zu�ammengehören, was

�i< nat $. 211, 212 voll�tändig

en�cheidenläßt. Sind C und c gegeben und gleichartig, �o giebt es

2 Fâlle:
/

:

Ms

C und c �ind �pi6. Nimmt man nun irgend eins der übrigen Ele-

mente pis, �o mü��en auch die übrigen pis �ein; nimmt man

dagegen eins �tumpf, �o werden es auch die übrigen�ein mü��en-
C und € �ind �tumpf. (Im Dr. AB‘C! oder AB/C.)-Nimmt man

nun b oder B �pi6, �o wird a �tumpf, weil die Katheten un-

gleichartig �ind; nimmt man dagegen b oder B �tumpf,�o wird

a �pi6, weil nun dieKatheten gleihartig�ind, “Mankann dies

in einem Sate �o zu�ammenfa��en :
Sind die gegebenen SA dent iZgemtionElemente

pis, �d i�t die Hypotenu�e mit den ge�uchten ge-

genüberliegenden Elementen gleihartig, im Ge-

gentheil ungleihartig.
269. Aus demBisherigen kann man nun für die AFáde

(5.224), welche bei re<twinkligen Dreie>en vorkommen kön-

nen, jedesmal ent�cheiden, wie das ge�uchte Stü be�chaffen

“�ein werde, wenn es dur die Data be�timmt i�t, und man

wird �ich die Re�ultate leiht in Form einer Tabelle zu�am-

men�tellenkönnen. Die Entwickelung einer �olchen Tabelle
i�t eine gute Uebung in der Beurtheilung aller vorkommenden

Fälle, und muß von den Schülern gefordert werden, wenn
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“ihr Gebrauchznm Nach�chlagen auch entbehrlichi�t. Es �oll

. daher hier nur das Schemaund der Anfanggegeben werden.

Die ge�uchte|-Diege�uchte
/

Seite oder | Seite oder

Gegebên. | Ge�ucht. Formel, Winkel i�t | Winkel i�t
größer als | kleiner als

909, wenn : 1/909, wenn:

a, b Kath. c
;

COS a a ungl<htg, b� agl<htg. hb
11, cosc =

Hyp. und} WB | co B90 1 4290°
Kath. W.C |2, sinB=

sinb a ungl<tg, bj agl{htg.b
sin a :

3, cosC = cig a.tg b

a, B | Kath.b4, sinb=sina., ai B >90 |B <90° etc.

{ Determination chiefwinkliger�phäri�cher Dreie>e.
270. Wenn die Seiten und Winkel eines phäri�hen Dreie>s

nie größer als 180° angenommen werben dürfen, ($. 183), �o läßt

�ih die Möglichkeit eines �phäri�hen Dreie>s aus gegebenen Stüú>ken

aus $. 187, 196, 210 beurtheilen. Es muß zuer�t, wenn BzC, D die

Winkel b, c, d die ihnen gegenüberliegenden Seiten bezeichnen:

(1) b+c+d>0 (2) b+c>d

b-+c+4d< 3609 b-+d>c

c+d>b.
Danun jedes Dreie> ein Polardreie>hat,fürwelches die�elben Bes

dingungen gelten, und da ‘es �elb�t als das Polardreie> eines móg-

lihen Dreie>s betrachtet werden kann, �o folgt, wenn man die

$. 193 eingeführtè:Bezeihnung beibehält, aus (1)

180° — B + 180° —G + 1809 —D >0,

540° >B+C+D (187)
1809 —

B00 C4 180%—D<3609,mithin 180°0< B+ ECD
Aus (2):

180° — B +180°— E > 180°— D mithin 180° > V+C—Detc.

Es muß al�o în jedem �phäri�chen Dreie>e die Summe aller Winkel

zwi�chen 2 und 6 Rechten liegen. Auchmuß der Ueber�huß der

Summe je zweier Winkel über den dritten kleiner als 180° �ein. —

Dies �ind die Bedingungen ‘der Möglichkeit eines MEE aus 3

geg. Seïten oder aus Z gegebenen Winkeln,

mithin
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2714, Aus zwef Seiten -und dem einge�hlo��enen Winkel, wie

aus einer Seite und den beidenanliegendenWinkelni� immer ein

Dreie>mögli<h. Sind unterden gegebenen Stücken gegenüberlie-
gende, wieC, c, �o kann das dritte geg. Stück entweder eine Seite,
oder ein Winkel �ein, — Im er�ten Falle i�t dur< den gegebenen
Winkel C ein �phäri�hes Zweic> CBC‘D be�timmt, auf de��en einem

Schenkel man die anliegende

Seite CB = d vom Sqeitels

puncte ‘aus abtragen kann.

Fällt man nun den Perpendis-
;

Felbogen BAB‘, �o ift far,

daß für ein �pigesC, die Seite
BD =c niht Fleiner ‘als BA

(sinBA = sind.sînC, wo

BA mit C gleichartig zu neh-

men i�t), wohl aber kleiner

als BC‘= 180°— d �ein mú��e,

‘wenn das Étictemöglich �ein �oll. I�t C �tumpf, �o muß c zwi�chen

B‘A und B‘C‘=d fallen. Die Grenzen fallen al�o zwi�chen die

beiden Werthe, welche sinBAund sin d für BA und d ergeben.
:

272. Kann in dem �phäri�chen Zweie> CBC/D, welchesdengeg.
Winkel C, und die Seite CB = d enthält,die dritte geg- SeiteBD

=c nur auf einerlei Art gelegtwerden,wie BD,,, #o it das Dreie>

be�timmt,kanu aber 2 ver�chiedeneLagenerhalten,wie BD und

BD, , �o i� das Dreie> aus den geg. Stücken zweideutig,Man bes

�chreibe mit der Seite c aus B oder 8‘ einen Kugelkreis EDF, Es

Fommt‘nun darauf an, ob CAC! von die�em auf derjenigen von

CBC gerecneten Halbkugel, welhe das Zwèie> mit dem Winkel C

enthält, zweimal ge�chnitten wird, oder niht. Jm er�ten Falle lei

7

Randie beidenDreie>e CBD und CBD, der Aufgabe Gehügey und

C. síînd

man kannbeideEN
von sinD == gebrauchen,im ans

dern E Cn — Sind C undd beide pi6, und c<d, �o i�t

das Dreie>, wenn es möglichi�t, entweder re<htwinklig oder zwei

deutig. I�t dagegen c>d, �o i�t es be�timmt, und der Winkel D,

als der kleinern Seite gegenüberliegend, kleiner als C, mithin �pi.
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Die.Be�chaffenheit.der übrigen. Stüdekann. dana.na:den.Neperz
�chen Proportionen. beurtheiltwerden,— Sind.C oderd oder Heide

�tumpf, �o läßt, �ich aus demNebendreie>, worin beide �pi6 �ind nach.

$. 180 alles- herleiten. Jo dem flaenden,TäfelchenE die--einzelz

nen: Fálle aufgeführt.
:

I�t C �pi$ und >. pis, auh. c
< d;

�o i�t. das. Dreie>zweideutigBCDund. BCD.
“

I�t. C�pis. undd �pig, auh c>d,
�o. i�t das Dreie>.-be�timmt.BCN,,zD pis. ¿

- I C pis, d.�tumpf, auh c<180°— d,
�o i� das Dreie>.zweideutig.BC‘D und BCD.

JI C �pig d �tumpf,auh c>180—d,

�o i�t das Dreie> be�timmt.BC‘D,,z.D �tumpf.

I�t C �tumpf d. �pi, auh, c>180— d,
�o i�t das Dreie> zweideutigB‘C‘D/und. B‘C‘D,

J| C �tumpf d �pi, auh c <180— d,

�o i�t das Oreje>. be�timmt B‘C‘D,, D �pib,
_J�t, € �tumpf d �tumpf, auh c>d,

�o i�t. das Dreieck.zweideutig BCD und. BCD.
I�t C �tumpf d �tumpf, auh c<d,

�o: i�t, das Dreie>- be�timmt B‘CD,, z D ‘�tumpf.

273. Jn dem 2ten $. 271 aufgeführtenFalle,weun 2 Winkel

und eine gegenüberliegendeSeite, etwa C, D, c gegeben �ind, hat
- man fúr das Polardreieck des ge�uchten 2 Seiten und einen gegen-

'überliegen Winkel. Die�es kann al�o in Beziehung auf Möglichkeit,
Zweideutigkeit oder Be�timmtheit unter�u<ht, und daraus auf das

_ Hauptdreie> zurückge�hlo��en werden, Das dem obigen ent�prechende

Täfelcheni�t dann:
A

I�t c �tumpf D �tumpf, au<. C > D, �o i�t das Dreiec? zweideutig.
E R é I CD) res s be�timmt;

i d �tumpf.

I�t c �tumpf D �pis, auh 180° —C< D, �o i�t bas Dr. zweideutig.
s ENZ N

Ae A E E) be�timmt;
:

d �pi6,

“ GraßmannTrigonometrie, e
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I�t c �pió D �tumpf, auh180— C>D, �o i�t das Dr, zweideutig,
e « aS 5 180—=C<D, - - be�timmtz-

A

E d �tumpf
I�t c �pis D �pi, auh C<D, �o i�t das Dr. zweideutig.

(

EGO C>D, a 6 „Vé�timmtz > pS
274, Jn der Ausúbung wird man �i<, wenn mandie Tafel

nit zur Handoder im Sinne hat, etwa �o verhalten Fönned,Man

legedie gegebenenzu�ammenhängenden Stücke (C und d oder c und

D) aneinander, und gebe dem driften Stücke eine beliebige Lage.
Unter den'4 auf der�elben Halbkugelliegenden zli�ammengehörigen
Dreie>en muß Eins �ein, in welhem die zu�ammenhängendendurch
die Aufgabe mit gegebenem Stückebeide pis �ind, Die�es Dreie>
i�t be�timmt, wenn �ih die Be�chaffenheit des ge�uhten Stücks aus

$. 210 voll�tändig ergiebt ; im Gegentheil zweideutig.Die�es Dreieck

i�t aun zwar niht �elb�t ‘immerdas ge�uchte, wohl abereins �einer
Nebendreie>e. Da die�e aber dur< das Hauptdreie>vdllig gegeben
�ind, �o werden �ie mit ihm zugleih be�timmt oder zweideutig.—

I�t 3, B. d �tumpf und C �tumpf, �o i�t BCN das aufzuló�ende
Dreie>. Zu die�em gehört als Nebendreie> BCD, . in wel<henBC

und BCD �pi6 �ind, Es i�t be�timmt oder zweideutig, je nahdem

BD (= 180° — c) größer oder kleiner als BC (= 180%—d) i�t.
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