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VBoprrede

' @aé fleine Lelrbuch der rigonometrie, weldhes bier
dem Publico vorliegt, foll swar cinen Theil eines grds
fBeren, den Gymnafiolcurfus umfaffenden Lebrbudys der
Mathematit ausmachen, ift indef aud) unabhingig
von Ddemfelben ju gebraucdhen. €s ift gunddhft fur
meinen eigenen Unterricht in den beiden oberften Clafe
fen beftimmet, und Dat demfelben, was Den befolgten
Lelrgang betrifft, cigentlidy fdon lange jum Grunde
gelegen, TWie vortheilhaft es aber aud) fein mag,
wenn et Sculer nad) dem Vortrage des Lebrers
felbft avbeitet, und dadurd) gendthigt witd, alles nodh
cinmal felbftandig u durchdenfen, zu begrinden und
su ordren, fo lafie fid) doch nicht leugnen, daf Damit
auch mancherlei Uebelftande verbunden find. Wenn
auch bei moglichft ermafigten Forderungen feine freie
Seit nidyt 3u febhr dadurdy in Anfprud) genommen
wird, fo fieht fich Der Lebhrer durch die Vertidfichtigung
jener Leiftungen dod) in YUnfehung Dder zu fiellenden
Aufgaben oft ju fehr befdyrantt; der Sdhuler aber ift
der ®efabr ausgefesit, daf aus unvidytiger Huffafjung
entffandene  Mifverftandniffe fich feftfeben und wu=
chern ebe fie entdect werden, und daf ihm die Mittel
fehlen fie ohne Hulfe des Lebrers gu heben. — Dann
aber, und das f{cheint Feinesweges ¢in geringfigiger
Umftand 3u fein, witd eg dem Schliler {chroer fich bei
Krantheiten, oder Werfaumniffen irgend einer Art bald
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vicder in Den Sufammenfhang su feen, welches aus
den unvollfommenen Heften der Mitfchiler immer nux
mangelhaft gefdhehen fann.  Wenn diefe Betradytun-
gen die Cinflilrung eines Lelrbuchs, weldes fidy dem
Untervidyte  nabe anfdyliefit, wun{chenswerth madyen,
fo entfchlieft fich Der Lebrer, dem im Laufe der Seit,
und bei oftmals wiederholten Wortrage gewiffer Vor=
ftellungen, ein gewiffer Gang, eine beftimmte Methode
Tieb geworden, und der fidy innerthalb derfelben am
‘freiften und erfolgreichften bewegt, um fo {chrerer diefe
‘aufsugeben, und fich einem andern Gange angufdhlic:
fen, jemehr Cigenthimliches fich ihm im Laufe Der
Jeit dargeboten Hat, und je fefter 8 mit feinem Ge-
vanfenfyftem verwadyfen iff. Dennoch modhte dexr Vet
fafjer “feine Bedentlichteiten die grofie Ynzahl der Lely-
budher durd) ein neues zu vermehren faum tbernvun-
Den haben, wenn nidht Der beftimmt ausgefprochene
Wille der hochften Behdrde dem gangen mathemati-
{hen Sdulcurfus auf jedem Gymnafio ein und daf-
felbe Lchibuch sum Srunde gu legen, Feine andre Wahl
gelaffen Datte, als entweder ein folches gu {chreiben,
oder unter Den bereits genehmigten eins auszumal-
len. —  Oludliderweife war ich mit meinem Colle-
- gen, Dem Oberlehrer Scheibert, weldem der mathes
matifhe Unterricht in Den mittlern Claffen tibertragen
ift, in fo vollfpmmener Uebereinflimmung, dof wir mit
Suverficht hoffen durften unfre beiden Lehrbiidher, wenn=
gleicdh von 3weien Verfaffern, dennodh wie aus Einem
Suffe hervorgehn zu febn, und fo fur Cin Ganyes ge-
- ben gu fonmen, —  Natielich mufite das Geinige
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voraufgehn, und ift Michaelis v. N. in-emfelben Ber=
lag wnd in gleicher Ausfattung -erfchienen *), - Unters
Def erfdheint Dier Der won jemer Grundlage unabhins
giafte Theil, die ZTrigonometrie, welchem. die ubrigen
Theile Des Lehrbudhs fur die obern Claffen fo bald als.
moglich folgen, und Avithmetit und Algebra, ' allges-
meine und geometrifche Combinationslelhre, Geometrie
und Stereometrie enthalten follen.  Der Hauptgedante
dabei ift, das Penfum der frubern Claffen noch ein=
mal aufgunchmen, e in einem gufammenbangend forts
Taufenden Bertrage zu einer fursen foftematifchen Ueber=.
ficht moglichft Elar gufommenguftellen, und in dhnliche
Weife aud) das ubrige gu behanveln. Der BVerfaffer
verforiche  fich  bievvon mebrere Bortheile.  Sunadhfe
witd es Dadued) mbdglich mandye aligemeine. Begriffe
ourchsugehn und gu erlautern, welde far den erften
Untervicht durchaus nicht gehoren, und von dem Yn-

fanger nidht verftanden werden fonnen. —  Sodann

© glebt gevade Der Umftand, daf bier dem Sdyuler ein
fchon befannter ©toff unter andever Fovm dargeboten
wird, die befte Gelegenleit gur BVergleichung und . die
ehictlichfte Cinleituug jum Selbfiftudium mathematiz
fher Scriften, ‘und foll ihn in Den Stand feben, Den
ferner fortlaufenden Bortvag in die ubliche mathematiz
e Sorm von Crilarung, Lelnfap, Beweis u. §. w.
 zu bringen, als soorin ein Theil der mundlidyen” und

fcriftlichen Uebungen beftehen Fann, — Endlid) flelit
"y Lehrbudy dev Arithmetie und cbenen Geometvie flr die mittlern

Clafjen dev  Gymuafien  bearbelet von €, G, Sdpeibert. Bevlin
bet Reimer, 1834 .
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derfelbe Umftand dag Lefyrbud) in Unfehung der Arith-
metif und Gcometrie etruas freier, und geftattet, da es
fih {dhon auf ein andeves begiehn Fann, dag Gleich=
artige mebr gufammengubalten, und es mebr auf eine
combinatorifche felbft su erzeugende Ueberficht angules
gen, alg Diefes bei einem exfien Sefrbuche, bei weldyem
vie Rudficht auf diejenigen Sdge, welhe man fiir
nachfolgende Beweife braudht, die Ubermiegende fein
mufi, gefdeben Fann, audy fidh nad) manchen Seiten
bin mebe auszudehnen. Cin von Sacyverfiandigen
ausgefprochenes Uretheil Uber diefen ‘p[an wurde febyr
exwunfdt fein.

Sn dem vorliegenden Lefirbuche ift der Hauptfache
nadhy der {ynthetijde Gang gewablt, und analytifdye
Fortfchreitungen entweder nur durdy einfache Subftitu-
tionen yermittelt, oder eine ausfubrliche Cntwidelung
dem Qebhrer wberlaffen, der Gang derfelben aber doch
.o angedeutet, daf der aufmerfjame Scbitfer fie audh
felbft su finden im Stande ift. Die Trigonometvie ift
- gwar ihrem Wefen nach analytifdy, und es mag fid
die grofte Confequeny und Kirze nur auf diefe LWeife
evveichen laffen, aber Die vein analytifdhe Trigonometrie
cignet fich, meiner Uebergeugung nach, nicht fir den
Anfanger, der nur fo lange weifi, wo er iff, nur {o
lange feften Boden unter fich fuble, als der Hinblick
und die unmittelbare Begiehung auf die Figur ihn ims
mer 1wieder. orientive und gurechtftellt, Ueberdief be-
Darf es fur eine rein analytijhe Trigonometrie feines
Lehrbudyes, wenigftens feines in den Hinden des Sdyut=
lers. Audy der geubtere Mathematifer fann einer ihm
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nidyt fchon fonft beFannten -eigermafien sufammengefess
ten analytifchen Cntwidelung nur mit der Feder in
der Hand folgen, um fo weniger der Anfinger. Die-
fer muf jeden Gchritt felbft thun, jede Formel felbfe
niederfchreiben, wenn e fie einigermafien verfteben foll,
und dief gefchielht am beften unter Anleitung Ddes Lely=
rers in Der Cehrftunde felbfi, wobei gleidygeitig audy eine
sablreiche Claffe angeftrengt und ficher bejdhaftigt were
den fann. Das Lebrbuch in den Hinden des Schit
lerg wird dabei mebr hindernd alg fordernd, fofern e
die su findenden Refultate fchon anticipive, nnd der
Entwidelung das Nntevefle raubt. Cin nodymaliges
Durchatbeiten, und moglichft fauberes Cintragen in
die Hefte ift eine wenig Jeit raubende aber nilide
BDefhaftigung.  Jch witde auch bier die Ableitung
der trigonometrifchen Formeln (. 35—53) weggelaffen
haben, wenn' fie mir nicht theils sum Behufe Der Ne:
petition, insbefondere aber jum Alegiven bei Yufldfung
von Aufgaben nothendig gefchienen batte.  Hierbei
ift e Denn aud) bequem die Fovmeln unmittelbar hin=
ter cinander vor Yugen gu haben, um eine umgnwan:
delnde Form mit den in Der Zafel vorhandenen ver=
gleichen gu fonnen. Die Tafel ift Doppelt abgedrudt,
um, wenn nicht beide, dody ein Cyemplar auch aufer
vem Lebrbude gum nachften Handgebraudy fich bereit
su legen. Cine andre Tafel enthalt die Hauptfors
me (1, weldye jeder gugleich im Sedachtnifi haben, und bis
in ibrem erften Grund hinab gugleid) uberfchauen mug,

Da die fpharifhe Trigonometrie hier vor der Ste-
veometrie exfheint, fo find Davaus einige, jedod) aus
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~ jedem Lebrbulpe der Steveometrie und dev Sphirif leidye
gu befeitigeude Uebelftande entftanden, weldye fidy durch
eine reinv analptijhe Behandlung freilidy leicht Hatten
befeitigen laffen. — € ift in derfelben fiberall davauf
gerechner, Daf Dag Werhaltnif eines Dreieds su feinen
Rebendreiecten und ju feinem Polardreied flets- Har
vor ugen fdywebe, und die Anfhauung davon big
gur volfommenen Geldufigleit geibt werde. 3u Ddies
fem €nde modyte ich bier nody auf das Parallelepipes
pum. aufmerfjam machen, weldhes nid)t nur in feinen
auBerliden Eden jedesmal 8 auf der Kugel jufam=
mengeborige Dreiecte Darftellt, fondern audy (nach §.
196 und 197) fenfrecht auf je 4 Fladyen durchichnit=
ten, mit den Tragern der Fladhen gugleich die 8 inners
lichen €cen als Polardrefecte von jenen. angiebt, ein
Verhaltnifi, was in vieler Begiehung merfrotirdig und.
folgenveidhy ift. — S der Ubleitung Der Reperfchen
und. Gaufifhen Gleichuugen (§. 259 — 261) bin id)
houptfachlicy einem trefflidyen Auffase von Bretfdhneides
in Dem Qrelifchen Journal fiir veine und angewandte
Mathematif (BD. 13, Hit. L und 2) gefolgt, unbd habe
diefen nur einige Damit nabe sufammenbangende For-
meln beigefiigt. —  Ueber die ywedmapige Cinvidhtung
einee Veifpiel= und Aufgabenfommlung, weldye zu ei-
nem mathematifdyen Lebrbuche eigentlich immer gelyont,

denke ih an emem andetn Orte meine ?{nﬁd}ten aus:
© gufprechens

Gtettin den Tten uli 1835,

3. &, Grafmann.




Sttf)‘alt.

Chene Trigonometrie
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Sufammenbang zwifdes den Winkeln unb dem @extenberf)&rte

nif eines Oreiects e A G RO
Moglidye Berhdltniffe und deren Husbrucf ; S : §. 8.
Die trigonometrifdhen Functionen . S & K [ | A
Ausdruct der Seiten eines tedytrwintligen a’DrezecEé f §. 24,

@leidyungen jmifdhen den Funetionen eines und beffelben Winfels §. 35

Gleidyungen swifdien den Functionen der Winkel dreier aeras
der Linien au einem Puncte p > . 3 s S 39.
Gleidyungen fitt beftimmte Winkel . 5 ; S5,
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Aufldfung ebener Dreiecde . . . S S
G8 {ind 2 Seiten unbd die gegenfiberliegenden Winfel in

.

Frage geftellt . : A & {-§. 101,
G8 find 2 Seiten der 3mz1’cbenhegenben unb ein anlzegen:

der Winfel in Frage geftellt g . §. 107,
Gs find die 3 Seiten und ein Winke! in %rage geﬂeut §. 113;
Ueberfid)t : ‘ §. 122,
Der Fladeninhalt aus ben ?Beihmtrungsﬁuc}?en eines Pl

Dreiects v . . v s 5 §: 128.
Den Halbmefjer eines in ober itm ein @mccf befdyries

benen Kreifes zu finden : 2 §. 133.

Sleidhungen zwifden Summe und umetrd)nb 3wcm: @et-
ten eines Drefects, und Summe und Unterfdied der
gegentiberlicgenden Winkel, imgleidhen bder -{oébenab-
fdnitte auf dev 3ten Seite . 5 i Gs 137,

o
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143.
149,

153,

159,
161..
163.
173.
178.
184,
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191.
198,
205,
214,

298,

229.
232:
233,

G 237,
. 241,

244.

2200,

256.

. 262,

265,
270,
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rigonometrifdhe Gleichungen.

1: sinx® 4 cosx?=1; sinx =y/(1—cosx2); cosx= y/(1 —sinx?)
2. secx? — tg x> =1; seex=y/([@ 4 tgx?); tgx=y/(secx®>—1)
3. cosecx2—cotgx2z=1 ; coseex=y/(1+-cotgx?); cotgx=y/(cosecx?—I)

4. X t"""\l"t ¢ =) A cotg x =
 tgXocotgx =1y fgx R ——rs B
5. sinx.cosecxz=1; sinx = —_; cosecx = =——
€0sec X' i sinx
; 1
6. cosx.secx =1I; cosxX = ——; secx 2= ——
secx COS X
] T3 5 o it 1o s s cuSiDX
7. tgx = e sinX=CosX.tgxX; €0SxX = ok
COS X g WA 2 COS X
i X B — <] 5 - ==
8. cotg el €0s sinx.cofgx; smx op o
9, sinversx = I'—cosx
10. cosinversx = 1 —sinx.
11. sin (x+y) = sinx.cosy 4 cosx.siny
12. sin (x—y) == sinX.cosy —cosx.siny
13. cos(x4y) = €osX.cosy—sinx.siny :
14. cos(x—Yy) == €05X.cosy-sinx.siny o
71 tgx+tgy
15. X & =
5 tg(x £+ y) isx ey
/ L 1xtex.toy
. cotg(xty) = —————=~
16. cotg(xxy) Rty
PR Sin2x = 2EMBICOIK /A v esissh i idah e SaRuslE. Bk
18. cos 2x == cosx® —sinx2=1-— 2 sinx? =2cosx®> —1 13.1.
i ! 2{gx ;
19, tg?.X = L*—W- . - - “ 3 . ® 15.
. 1T—tgx?
20. coth,\ = "-—2—{5;-
: 1 —cosx
21, 2sinix? = 1-—cosx; sinix = l/(—-q—&) S ¢ is8:
1 COS X ;
22. 2cosix? == 1 4-cosx; cosix = ,//(i;(_)_s_}) y : 8.
I —cosx sinx 1—-cosx
g o Ly s —_— ) = = — 21.22.
2% fgax l/(l+cosx) 14 cosx sinx e

l+cosx) > Y Aicosxi - sinx

1 —cosx sinx  l-—cosx

»
-

cotgtx = }/(



25,
26.
27.
28.
29.
30.

41.
42,

L s

47,

438.

‘i cosh—cosa

° sina —sinb

b R
sindx = 1y/(I 4 sinx)—21y/ @ —sinx)
cosix = 1y/(1+sinx) 4Ly (1 —sinx)
sin (x + y) + sin (X —y) = 2sinx.cosy
cos (x +y) 4 cos (x—y) = 2cosx.cosy
sin (x 4- y) —sin (x —y) = 2co0sX,siny
cos(x —y)—cos(x+y) = 2sinx.siny

e

Aug §. 21,

L]

22,
11.12.

13.14.

©egt man in biefen Formeln x+y=a, x—y=h mithin

= 3(a+b), y = 3(a—Db), fo wird:
sina +sinb = 2sinl(a+4b) cosi(a—Db)
cosa+cosb = 2cos 3 (a+b) cosj(a—h)

cosh—cosa = 2sini(a+b) sini(a—b)
sina--sinb
cosa -+ sosh = @eh) R
sina —sinb
cosa +-cosh
sina<-sinb
cosb—cosa
sina—sinb

= tgi(a—Db) « .
= cotgi(a—b) . .

= cotg 3 (a+h) £ s

sina +4sinb

= tg1(a+D) cotg} (a—h)

cosa +cosh
cos h— cosa
sin(x+4y) _ e

COSX.COSY Exak el e iy
sin (x )
sinx. siny
sin (x —y)
COSX.COSY
sin(x—Y)
sinx.siny
sin(x+y) _ cosz(x+y)
sinx 4 siny  coSi(X—y)
sin(x+y) __ sing(x+y)
sinx—siny. . sin(x—7y)
sin(x—y) __ sink (s —y)
sinx+siny T sind (x4 y)
sin(x—y) _ cosi(x—y)
sinx—siny = cos3(x+y)

== cotgx - cotgy o e

1l

tox —tgy P B

= cotgy—eotgx ' .

. sina—sinb = 2cos(a+4b) sint(a—Db) .

a

= cotg3(a + b) cotgd(a—Dh)

27.
28.
29.
30.

31.32.

33.32.

11,

11,

12,

17.31.

17.33.



49, sin (450 4 x) = cos (450 —x) =}/ (‘_%) Aus §.

3

——5in2x
50, sin (46° —x). &= cos(46°+x) = ]/(l ;m )\)

51, tg (456° + x)

52. tg (4560 — x)

53, sin(30° +- x) =
54, cos(30° 4 x)
HH. sinx 4= cos x
56, sin X — cos X
57, cosx—=sinx = sin (45° —x)y 2

__ sin(x+ 45");/2 cos (x —-45“)V”

58. 1 4 tgx

59. 1+ cotg x

60. 1 —tgx o=
61, cotgx—1 =
62, tgx = bl o) B

—
=

—
—

=

21.

cote (45° 2 :
& (#5 1—sin 2x.

i 1+sin2x) i d4tex
i l/ TR T le'

cotg (45° 4 x) = ]/ l_s?n 2x) Sl dex

1+4-sin 2x
cos¥x—sin(308 —x) - . .
005 (302 — x) —sinx- .
cos (45° —x) 2 = cos(x ~4a°)\/ 2
sin(x—45")y2 . .

COSX - 4 COS X

sin'(x + 45“)}/" cos (x — 450)1/2

sinx sin X

sin (45° —x)y/2

__ sin(45° —x)y/2

COS X

sinx
1—tgx

14 cotgx ~ cotgx~—1

. 0 a

63. 14 2sinx = 4sin} (30° 4+ x) cos(30° —x)
4. 1—2sinx = 4 cos 3 (30° 4 x) sin} (30° —x)

65. 14 2cosx =

66. 2cosx—1 = 4sin

67. sin300
68. sin45H°
69. sin 60°
70. sin18°
71. sin36°
72, sinH4°

73. sin72°

pungnunn

4 cos } (60° 4 x) cos 1 (60° —x) =

60° 4 x) sin} (60° —x) =

f'\

eoR 60%==r Liiamlol sl 0,0

0s46° = /4 = 3y/2 e= 0,7071068
c0s30° = Lv/3 = 0,8660254
€05 72° = }(—14y/5) = 0,3090170 -
08540 = 4;/(10~_'>‘/0): 0,5877853
00s36° = L(14+¢5) = 0,8090170

cos 18° = 4‘/ 104-2y/5) = 0,9510865

14-tgx

A 3.
sing X
sin4x
Cos 3 X
slx G

27.

14.
12.

41.

58.61.

31.
33.

34

.
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Gileihungen fir ebene Dreiede.

€3 bezeidine p die Peripherie des Dreiects,
. oder Hie Summe der Seiten, alfo
a e p=b+c+d, & bdben Fladeninhalt, v den
y Dalbmefler des umfdyriebenen, o bded einge:
4 .\, Tdriebenen Kreifes.
C b i)
= et o
sinB 7 sinC — sinD

2RE s g sinC. _ . d.sinC
Seple il e e sin(B‘?C)

76. sinC = T(‘;-.st

. L d.sinC
i
% d b—d =
78. tg L (B—D) = H_d tgt (B4+D) = b-H eoteg C
79. 42 = b* 4 ¢* — 2hc. cosD.
2 -

80: cosD = }chhc—{—l— :
8L cosiD — Y/(GeDbte—d)Y 1/ pGped)
o1 cop = /() ()

82. sinD = ;/((b—c+d);b~cb+c+d)) =S p_c,/-p_b,)

i /—c4a) (—b+cd-d) -GG~ b
. tg1p = V{ (b+cc+d><b+cc—d)) A= A

84. sinD = - VI(b+etd) (b+c—d) (b—c-d) (—b4-c+d)]

fissy )
= go ¥V EpGp—P) Gp—o) Gp—d)]

85. A = lbc.sinD
86. & = M/[(b4c+d)b+ c—d)(b—c+d)(—b+c+ i)y
= V[3pGp—b)(Fp — ) Gp—d)]
+b?sinC.sinD
84 AN =2 =22
sin B

88. A = ic.sin 2D * 14%sin2C -
89, 1= > S0 r= bt
L DB TRATE 4;’[~p(zp—b)( P—'-G)(%P‘—")]
91 i b 9%, o o b.sm3C.sinzD

* 8 = coter AD+cotelC Ao, 7 cosiB

93. b:DE =—sin(C+D): =m(C D)

94. b:(c+d) = cos(C+D):cosi(C—D ‘

95. b:fc—d) = sin}(C 4 D):sind (C— D))  Fig. §& 137,
96. (¢4 d):DE = sin ! (C+D):sin(C—D)

97. (c—d):DE = cost(C4D):cos 1 (C—D)



Chene ITrigonometrie.

Begriff der Trigonometrie.

1. %cnn in ciner geometrifdien Aufgabe die gegebenen
und gefuchten Sticfe unfer fich, und die cinen mit den ans
dern gleidhartig find, und wenn man durd) geometrifhe Lefrs
fage den [ufammenbang fennt, in weldiem die gegebenen
Sticke mit den gefudhten fiehen, fo fann man die legtern
aué ben erftern, vorausgefest, daf fie alé gemefjene Grdfien,
mithin in Sablen, gegeben find, aud) durd)y Redhnung finden,
So findet man den Polpgonwinfel ciner regelmdfigen Figue
aud dem Centriwinfel, die Seiten eined Dreiecks aud den Seis
ten cined dbnlichen Dreiectd, u. f. w.; indem man die Redy=
nung auf geometrifthe Gegenftande wie auf Gegenftdnde fes
gend anderer vt anwendet,
"G find einige Falle aufsufudyen, in welden bie Rednung auf
bie Geometrie ohne weitere BVorbereitung angewandt werden Fann,
2. Yudy wenn die in einer Rechnung vorfommenden
Sticke muf)t gleichartig find, aber dod) fo von einander
abf)&ngen, daff die eine Yrt von Grofen der andern propors
tional, oder dod) nad) irgend einem leicht dberfehbaren Bers
baltniffe wadft oder abnimmt, ift dic Unwendung der Yriths
metit auf die Geometrie feine andere als die gewdbnlide.

(Beifp. Winkel am Mittelpuntt und Kreisbogen.)
Grafmann Srigonometrie, ; A



A.

3. Wenn aber aud den CSeiten eined Dreiects feine
Winfel, oder aud gewiffen Seiten und Winfeln ciner Figue
andere Seiten und andere Winfel Dergeleitet werden folfen,
fury wenn die Data und Qudfita bier ungleichartig find,
fo reicht der gemeine Gebraud) ver Arithmetif fir die Geo-
metrie nidyt mebr aus, fondern e werden biersu eigene Kunfts
mittel ecfordert, weldye die Trigonometrie gewdhren foll.

4. ©ie Geometrie bat ndmlid) 2 Avten der Conftrucs
tion — die Fortfdhreitung nady Einer Nichtung, und die
Berdnderung diefer Ridhtung, oder die Schwenfung (Poftus
fate), und creugt dadurch einecfeits die Lineargrdfie, oder die
Qange, anbdrerfeitd die QBinFeIgréﬁe, oder {chlechthin den
ZBinfel. Beide hangen aber da, wo fie in Verbindung
treten, Yoie in den Figuren, nidht auf eine fo einfacde LWeife
von einander ab, daf man fie ohne Weitered aud einander
durd) Rechnung Herleiten Fonnte,

5, Der Bwed der Irigonometeie ift nun, diefe beiden
Clemente der Geometrie, die Lineargedfe und die Winkel:
grdfie — weldhe man der Kirge wegen aud) durd) Lange
und Ridhtung beseicdhnen fonnte — ju verfhmelzen, oder tecl)s
nend ju verbinden, und bieraus ergicdt fich ihe Begriff

Die Irigonometric ift eine Unwendung
der erit[).metif auf die Geometrie, durd) welde
die beiden Clemente dev letjtern — die Lange
und Ridtung — in Becbindung treten, ein Ues
bergang von dem cinen zum andern fur die RNedys
nung vermittelt werden foll,

Sede andere Anwendung der Arithmetif auf die Geomes
trie, auch) wenn fie dad Dreieck  betrifft, gehdrt wenigftens
nidht der Trigonometeie an. ik
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Sn welden Fdllen laffen fid) aus ben in Sablen gegebenen
©tiden cines Dreiects bie Gbrigen findben? Sdge von ber Congrueny
burdzugehen — Gewiffe Wintel 90° 60° 30° 45° u, f, w. 3u fesen.

®ehdrt der Pythagoraifhe Lehrfag nidyt eigentliy in bie Trigos
nometrie ¢

Sufammenbang gwvifden den Winfeln und dem
Seitenverhaltnif eines Dreiects.

6. Yud der Geometrie ift befannt, daf Dreiecle, weldye
gleiche Winfel Haben, dhnlich find. Durch beftimmt angege-
bene Winfel ift alfo ein beftimmted Seitenverhdltnif bedingt,
und fo oft diefelben oinfel in einem Dreiecfe wicderfebren,
muf daffelbe Seitenverbdltniff da fein. Audy umgefehrt,
wenn in 2 oder mebhe Dreiecfen die Seiten proportional find,
fo baben fie gleihe Winfel. — Hiernadh fann man alfo
unter gewiffen Bedingungen aud dem BVerhaltniffe der Seiten
auf Winfel, und aus Winfeln auf Seitenverhaltniffe fdhlie
fien, €8 seigt fich alfo bier ein Weg ju jener Bermittelung
jwifdhen Ldnge und Ridhtung ju gelangen, und damit ift im
Allgemeinen der Gang angedeutet, weldyen die Srigonometrie
gur Creeidhung ihres Sweced ju nehmen hat,

7. 3m DOreiece find immer nur 2 Winfel wilfibelic,
Um der Yufgabe, die mit den Seitenverbatnifien sufammens
gehdrigen Winfel ju finden, die moglidhfte Einfachbeit ju ges
ben, befdranfe man fid) junddft auf dad reditwinflige Dreis
e, in dem aufer dem vecdhten LWinfel, nue Cin Winfel wills
Fubelich ift, weldyer ein fpiger fein muf. Durd) jeded gege-
bene BVerhaltnif woeier Seiten, fo wie durch jeden Winkel ift
dad Drcied feiner Form nadh) beftimme, und die Sbrigen Seis
tenverhaltnifie, wie die LWinfel dadurd) bedingt. Die Yuf
gabe ift dann die: fir einen jeden Winfel ded redyts

%2
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winfligen Dreiedsd das daju gehdrige Seiten:
verhaltnif su finden, und umgefehet, Wi wollen
aun junddft diefe Berbaltnifje aufftellen und ordnen,

Mogliche Verhaltniffe, und deren Ausdrud.
B 8. €8 fei ABC cin bei A
| vedjtwinfliges Drcied, und a, b, ¢
deffen Seiten. Die 3 Seiten ges
¢l ftatten 3 Gomplerionen gu 2, d. 0.
fie geben drei Ymben :ab,ae,be.— -
‘ ‘ Man Hat alfo 3 Verhaltnife su
Y : A beadpten, —  Cin Berhaltnif e
fordert nun su feinem Husdruc nue 2 ablen, fann aber durch
folhe auf fehr mannigfaltige Art dargeftellt werden.

9, Anter den mdglichen Arten ein BVerhdltnif; ausjudraden,
ift audh die, daf entweder die cine oder die andere dicfer Sahs
fen =1 gefesst wird, und dann reidt cine einzige Sabl bin
das Berhdltnifi gu beseihnen, €8 fei 5. B. aze = 21:14,
foift aud) ate==12:8=6:4'=3:2 =1:2 = 3:1;
wo etwa im leBten Fale die e¢iné Sahl & jur Bejeidhnung
de3 Werhaltnified bHinveiht. Hier wird ywar die Jahl um fo
sufammengefester, ift indef dad Berhaltnif ein irrationaled,
und find beide Glieder auf irgend einee Stelle abgebrodyene
Decimalbridye, fo ift der Gewinn wefentlidy, indem die eine
Sabl, weldhe nun das Verbaltnif auddrickt, nicht jufammens
gefester ift, ald vorbin jede war,

10. Gine foldye Sabl, weldye beftimmt ift ein Verhalt=
nif gu bejeichnen, deffen anderes Glied 1 ift, nennt man nun
in der Arithmetif den Crponenten ded BVerbaltnifjes, beffee
den Verhaltniffactor, in Begichung auf den Hier davon,
gemaditen Gebraud) aber eine trigonometrifdye oder go=
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niometrifdye Sunction, und gicbt ibe, jinachdem fic
fidy auf dad eine, oder auf dad andere Verhaltnip besieht, und
jenachdem darin dad cine oder dad andere Glied =1 gefest
ift, vcrfd)tebene Namen , und beieht fle auf irgend ‘einen: der
beiden fpsr;en Foinfel dets rechtwinfligen Dreiecd, vermbdge
veffen man pwifdhen den beiden Katheten als anliegend oder
gegeniiberftebend unterfdyeiden fann, Dicfe Namen follen alfo
mit einem LWorte alle Umftande, auf weldye ed bei Begeidh:
nung de8 BVerhdltniffes anfommt, Dervorheben. Man muf
fich ihre Bedeutung daber aufd fozgfélngﬁe merfen und: ges

laufig su madjen fuchen.
11, Wenn dad BVerhaltnifi gwoeice Linien fo- audgedrakt

wird, daf dabei die eine gleidh). 1 gefest ift, fo Fann man
vief allemal al8 eine Divifion, oder ald ein Meffen dev cinen
Qinic duech die andere anfehn, und der- Quotient ift cine reine
Babl, wic das audy im Begriffe cined BVerhdltniffactors liegh
12. Die BVerhdltniffe waren folgende s
a:c; a:b; h:e.
Da jedes auf pwicfadie Yrt audgedrictt werden fann, fo wird
¢8 6 trigonometrifdye Functionen. geben, weldhe wiv sunddft auf
den Winkel C beiehen, und nach einander durchgehen wollen,

‘ Die trigonometrifhen Functionen.
1. Ginus und Cofecante aus dbem Verhdaltnif a:c.
13. DWird in dem Berbaltnif a:c dad . erfie Glied a
alg Cinbeit, und c ald Function des Winfeld C angefehen,
fo beifit die Sabl, durdy weldye e8 ausgedriickt wird, der Sinus,
Der Sinusd eines Winfeld ift demnad) die dem
Winfel gegenubet[negenbe Kathete gemeffen durd
die Hypotenufe

: ¢
sin@r="—=,
a
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Da die RKathete immer Fleinee ift, ald die Hypotenufe,
fo fann man fih aud) fo auddricfen: der Cinud cines Wins
feld ift eine Jabl, weldhe anjeigt, was die dem Winfel gegen=
uberlicgende Kathete fiir ein Iheil der Hypotenufe ift.

B 14. Nimmt man in ¢ben
diefem Berhdltniffe a:c die Kas
thete ¢ ald Cinbeit an, fo ift a
die Cofecante von C.

Die Cofecante eined
Winfeld ift demnad) dieHy=
.C A potenufe, gemeffen durd
die dem Winfel gegentiberliegende Kathete.

a
CosecC = —.
C

15. ©inud und Cofecante eined LWinleld ﬁnb dabher
Die eine der umgefehrte LWerth der andern

i [V 1
sinCx cosecC= —. — = 1; cosecC = ——:
BT sin C
; 1
sin C = §
cosec C

Den Sinud und die Gofecante eines Winkels von 45°, 30°, 15°

u. f. w. in einem analytifhen Yusdrudde zu finbén, und bis auf 7 Oe:
cimalftellen zu beredynen,

2. Gofinus und Secante aus dem Berhdltnif a:b.

16. 2Wenn in dem Berhaltnif a:b dad erfie Glied
a=1 gefest wird, fo beifit b der Cofinus ded IWinfeld C.

Der Cofinud eined Winfeld ift daher dic dem
Winfel anliegende Sathete gemeffen durd) die
Hypotenufe

b
¢0sC = —,
a
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ober: der Cofinud ecines Winfeld ift eine Babl, welde ans
5ei§t, was die dem LWinfel anliegende Kathete flir ein Iheil
der Hypotenufe ift. .

17. RNimmt man in demfelben: BVerhalinif b- al$. Gin=
heit an, fo ift a dic Secante ded Linfeld C.

Die Secante eines Winfels iff mithin die
Hypotenufe gemeffen durdy die dem Winfel ans
liegende Katbhete

a
T O —
b

18. Gofinud und Secante find gleidyfald umgeFehrte
Qisert()e von cinander

b .a :
J Cmm 1. secC = —="
¢os Cx sec T 3 oot
1
cosC = ——.
S secC

(Aufg. §. 15, in Beziehung auf Cofinusé und Secante.y

3. angente und Gotangente ausg bem Verhditnif b:c.

19, 2Benn in demt Verhdltnif b:e, auf den Winfel C
besogen, b =1 gefeit wird, fo ift ¢ dic Tangente von C.

Dic Tangente eines Winfeld ift folglich die
dem Winfel gegenuberliegende Kathete gemeffen

purd) die anliegende

tangC = E—.

b
20, Nimmt man in eben dem BVerhdltnif ¢ ald @mbclt
an, fo ift b die Cotangente von C. ‘
Diec Cotangente eined WinFeld ift mithin die
dem Winfel anlicgende Satbhete gemcffen burd)
bte gegentiberliegende

b
cotangC = i
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21, Tangente und Cotangente find audy umgeFehrte
Werthe von einander

b : 1
tang C . cotang C = —(Z-.-——— =1 A i b
s 2 b e 1; Siai & ~ tangC’
tangC = :

cotang C”
(Yufg. §.15. in Bez. auf Zangente und Cotangente.)

B 22. 2Wenn man nun Mit-
tel bat, die Berbdltniffe der Sei=
ten eined rvedytwinfligen Oreiects
§u finden, wenn C = 1° oder 2°
u, f. . fury fir alle Winfel von
0 b3 90°, fo fann man daraus
G A den Ganon der trigonometrifdyen
Functionen b:lben , indem man Bei jedem Winfel die daju
aebdrigen Seitenverhdltniffe eintrdgt, und dem Gangen vie
Form eince Iafel giebt. Diefe Mittel gewabhet theild die
Geometrie (Seiten vegelmdafiger Bielecte), theild die Functio=
nenlehre.  Auch find dabei die Gleichungen swifdhen den tri=
gonometrifhen. Functionen, welhe bald aufgeftelit . werden
follen, unentbebrlidy.

Aufg., Aus bder Seite des vegelmbhigen Adytedd den Sinus,
undb bdie ubvigen trig. Funct. bes Winkeld von 221° zu finben, und
bi8 auf 7 Decimalftellen 3u beredhnen. ¢

23. Diejenigen Functionen, welde gleiden Namen tra=
gen, vwie Sinud und Cofinusg, bheifien coordinicte Functionen,
Bon diefen nennen wir die eine die directe, die andere, der
(erftern’ coordinirte, die indirecte Function. Die indivecte Funce
tion eined Winfeld ift gleih der directen Function ded Crs
gangungéwinfeld jum redhten, und umgefehrt.  Um diefes
Berhiltnif su begeidhnen, hat man fie cben gleihnamig gemadyt :




b g
c0sC = — = sinB,
a

\ b
cotang C= — = (angB,
(4 >
a
cosecC = — = secB.
¢

Daffelbe Verbaltnif, wie —::—, dient alfo jur Beseidhnung

gweier Functionen, deé sinB und cosC u. fiw, — Dop=
pelter Eingang gu den Tafeln, die nue bid 45° geben diirfen,

LWie Fonnen folgende Fuuctionen durdy bdie ihnen coordinirten
ausgedriict werden? sin 50°; tang (90° —x); sin (45° 4 x)3
cotg (60° —x) u,f.w. — Uebung im Gebraud) dev trig, Safeln.
Die Eleinern Tafeln, wie das Begafde Handbbud), enthalten gewdhns
lidy nur die Logarithmen der trig. Functionen, Das Auffhlagen und
Snterpoliven hangt von der Ginrihtung der Safeln ab, und wird in
ber Ginleitung zu benfelben erldutert, Bega Handb, &, XX,

Nusdruc der Seiten des rechtwintligen Dreieds..

24, Die Gleidungen, welde bie Definitionen ber trig. Funcs
tionen darftellen (§. 13. bis 21.), laffen fich war leid)t fo umgefal:
ten, baf jebe der darin vorfommenden Grdfen dbuvd) bdie beiden bris

gen bargeftellt wird; — aus sinC:—:‘ folgt c=a.,sinC, a=
c
sinC
gen, tvie man fie eben gebraudyt, aus der Figur ohne Anflof Herlefen
3w Ednnen.  Diefed muf aber von jedbem, der Frigonometrie ftudict,
gefordert werden. Sene Formen miiffen fo geldufig fein, daf fie bie
AufmerEfamEeit gar nidt mebhr befonders in Anfpruc) nehmen, und
von ben tibvigen Momenten der Aufgabe ablenfen. Sie {ind die De:
clinationen dev Trigonometrie. Um biefen Swed 3u fordern, wollen
wiv bier einige Eehridte aus ber longiftifdhen Geometrie einfdalten.
25. Die Dimenfionen bes Raums erfdeinen durd) die Confiruc:
tion als Factoven. Aus gwei Dimenfionen — Linten — entfieht auf

5 indef erfordert es dody einige Uebung, um jede ber Gleichun:
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vdlig analoge iBeife eine Fldde, wie
aug 2 Sat)\lfactoren efn Product *)
Dieh beredytigt, dbas Product weier
Linien alg eine Fladje, bas breier ald
einen geometrifden Korper ju betrady:
fen. Wir fagen dbaher, ber Ausdbruc
ab bat 2 Dimenfionen, und ift eine
C A glade, der Ausdrud abe bat 3 Dir
menfionen, und ift ein Kdrper, wenn a, b und c Linien bezeidynen,
26, Dat der Ausdrucd bdie Form cines BVrudied, fo mifjen bie
Tactoren bed Jlenners von bdenen bed 3aphlers abgeredynet werben.

*) RNimmt man den Begriff bes Products in feiner teinften tnd
allgemeinften Beveutung , fo begeichnet er {n der Mathematit das
@rgebnif einer @ynthejid, bei welder bdag durd) eine frithere
@ynthefis erzeugte, an bdie Stelle deg urfpringliden Slements
gefest, und twie diefed behandelt wird, Das Product muf aus
bem, was durd) die ‘erfte Synthefis erzeugt ift, gerade ebenfo
bervorgehen, twie diefes aus dem urfpringliy erjeugenden. — .
3n ber Arithmetit ift die Cinbeit dad Clement, die Synthefis
bas 3dhlen, dbas Grzeugnif die Bahl. Wird nun diefe 3ahl, alé
bas Grzeugnif der erften Synthefis, an die Stelle der Cinbeit
gefest, und eben fo behandelt, d.h. gezdhlt, fo entfteht das
arithmetifde Product, weldes als eine Jahl auf hoherer Stufe,
alg eine Jahl, beven Ginbeit fdon eine Iaphl ift, betradtet wer:
ben Fann, — Sn der Geometrie iff der Punct das Glement,
bie Gynthefis bdie Fortbewegung bes Punctes nad irgend einer
Ridtung, das Crzeugnif, der Weg des Punctes, die Linie, Wird
nun bdiefe Linie, ald bdas Crzougnif bder erften Syathefis, an
die Ctelle ded Punctes gefest, unt ebenfo behanbdelt, v.h. nady
einer andetn Ridtung fortbewegt, fo entfteht die Flade, ald der
Weg ber Linfe; fie ift daber dad wahre geometrifde Prodbuct
aweier Linear: Factoven, und erfdeint sundadft ald ein Redyted,
fofern in jener zweiten RNidytung nicytd von der erften entbhalten ift.
Wicd bdic Flade an bdie Stelle des Punctd gefent, fo entfielit
der geometrifhe Korper, als das Product dreier Factoren, twos
mit ¢$ in der Geometrie, dba der Raum nur 3 Dimenfionen ents
palt, fein BVewenden hat, wdhrend bdie Arithmetil in Anfehung
der Anzaphl devr Factoven nidt befdranft ift. Bergle meine
Raumlehre 2ter I, Bevlin 1824 /
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&o bat P;c Gine Dimenfion, ober ift eine Linie, namlid) bie vierte
Proportionale 3u a, b, und c; f—%—c-= %E.c hat 2§Dtmcnronen, und

ift eine Flades %b; begeidnet eine Linie. Gin Ausbrud wie :,t)at

gar Feine Dimenfion, und ift ein BVerhdltnif, weldhes man, wenn a
und b commenfurabel find, burd) ‘eine vationale 3ahl voﬁﬂ&nbx’g, in

jebem Falle aber annéhernd ausdricten Fann, Chen fo u.f .

27. Da nun Sahl, Linie, Flade, Kdrper Dinge von gang vers
fdhiebener Art find, fo Eann weber eing bem anbern leidy gefest,
nody Eonnen fie adbdirt, oder {ubtrabirt werben. Hievaus folgt, b'aﬁ
alle Glieder einer Gleidyung gleidviel Dimenfionen t)abeh witffen,
wenn bie Gleidung moglidy fein foll.  Gin Ausdbrud wie ab=¢c
oder a——. wenn a, b, ¢ Sinien bezeidhnen, ift daher in fidy felbit
verwerflidy, weil er ettvad Ungereimted ausfagt oder forbevt,

28. Die Multiplication ober Divifion eined folden Linearauss
bruces mit einer reinen Sabhl, &nbert in den Dimenfionen deffelben
nidhts ab.

29. Sn jeber ber Gleidyungen, bie aus bden Definitionen der
trig. ‘&mct. t)ergelemt werben Fonnten, fommen tiberhaupt 3 Grofen
pot, von denen wir die eine die Function, die anbere die Linie, bdie
dritte das Maaf nennen mouen: ©o ift in sinC:—:— sinC bdie
Function, c bdie Linie, welde bden Sinus bdarftellt, und a bas
Maah — bdie Ginbeit, durd) welde c fn der Function ausgedrict
wird. Die Gleihung bat gar Feine Dimenfion, und dieh it bei allen
Functionen, da fie veine Sablen find, nothwendig der Fall. Begeid):
net @ die Function, 1 bie Linie, m dad Maaf, fo ift

1
Q = '—n—.

30, Sn bdem Ausdrude c=a.sinC ift bdie Linie, welde bie
Function rdumlid) darftellt, (c) gleid) bem Producte aus bem Maafe
in bie Function, und daé Maaf (a) fann als die Benennung
fir die reine 3ahl sinC angefehen werden, ©o ift fiberhaupt

l=¢.m.
Die Gleidung hHat auf beiben Seiten eine Dimenfion.
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31, Gndliy ift in a= Snc
bag Maaf gleidh bder Linie bividirt
burd) die Function, und ber Ausbruct
bat auf beiden Seiten Gine Dimens
fion. —  Gin unbeFannted Maaf fin:
; det man, twenn man eine befannte
c - A Grde, welde in diefem Maafe aus:
gebriit ift, durd) bie Sabl des Ausdruds dividirt. (Beifp. Romifde
Palme aus vorhanbenen Louwerfen, deren Grofe Witruv angiebt.)
Altgemein ift: 1

m= —.

®
Hiernady muf man fidy nun fiben, jede Seite und jeden Winkel

bes red)twintligen Dreieds aus 2 Datis fogleid) augzudriicken, ohune
¢ben auf die Definitionen zuriicdzugehen, und aus diefen ableiten u
biirfen. Fie bas leidte Verftandnif und das fdnelle Fortriten in
ber Frigonometrie ift durd) diefe Fertigheit ein bedeutenber Sdyritt
wifhehen. Da ed indeflen nidht {o gang leidyt iff, fie big zur volle
Fommenen Geldufigfeit ju erwerben, und man daher dfter auf diefe
ucbungen zuritdfommen muf, fo mdge Hicr einiger Stoff ju benfels
ben aufgenommen werden, 3

Wenn im rehtwinligen Dreied ABC bdie Gtide B, b, a in
Brage geftellt find, wie LGt fidh jebe Grdfe durd) bdie Ubrigen auss
oriiden? — Wie, wenn B, b, c in Frage geftellt find? u.f. w. Dies
felben Fragen bei anberer Cage und anderer Bezeidynung der Figur, —

.t;[ Sm gleihidentligen Dreie BCD
i i : fei BA auf bder Bafis CD fenfredt. €8
follen aus je zwei gegebenen Stiicen bdie
fibrigen ausgebriicft werben. — Man

fege CD =b, mithin AC=1b, BC=
BD =a, AB=p, fo {inb folgenbes bie
in Wetrad)t fommenden Conternationen,
in denen jebes Stucd duvd die beiben
fbrigen ausgedricEt werden Tann: abp
(Pyth, Lehrf.); abB, abC, bp &, bpC,
apB, apC. — Man 3iehe nodh CE auf
BD fenfredt, wodurdy bdie dem ABC
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&hnlidyen Oreiedte ECD undb ACG entftehen, und bride die Grofen
AC, BE, CE, DE; BG, CG, AG, EG burdy unct. von B und
a aud. TWo eine und bdiefelbe Grofe . B. CE ober DE auf 2 ver:
{dhiedene Arten ausgedriictt erfdeint, bda merfe man bdiefe Ausbride
an, — Rimmt man BH=BD, und zieht CH, fo erhalt man 2
neue, dem ABC dhnlide Dreiecte. Dricdt man nody alle jene Grodfien
durd) Funct. von B und b, und durd) Funct. von B und p aus, fo erhart
man {dGon im BVoraus die Formeln 17 —24 (§. 44., 45.) Dicr geomes
trifd entwicelt, j
Sn einem beliehigen ungleidifeitigen Drciede falle man aus den
Winkelfpigen Perpendifel auf bdie gegeniiberliegenden Seiten, unbd
driicke nun fowohl die Ab{dnitte der Seiten, ald aud) die Perpendis
Fel und ihve Abfdynitte trigomometrifd) aus, indbem man die Seiten
unb TBinfel des Dauptdreiects alé gegeben betvaditet. — Aehnlide
Uebungen werben fid) Leidht mebr auffinden laffen. — Hievan f&)liese
man beftimmte 3ablaufgaben fber das recdhtivinklige und gleidjdents
lige Dreieck, fiber regelmafige und halbregelmagige *) Bielede u. f. w.
an, und laffe leidyte practifde Aufgaben folgen.
32, Aufg., Aus der Auferften Cntfernung, in welder man
vom Smeere aué einen Berg fehen Lann, die Hobhe des Berges u finben,
Aufl, Gsfei DA ein Stiic eines
ausg C, dbem Mittelpuncte der ald Fus
4 gelfsrmia gebacyten Grbe, befdrietenen
D N ‘Sreifes, B bie Spige des Berges, BA
cine Tangente, fo ift A ber duferfte
Punct, von weldem man den Berg fes
hen fann, unb DA bdie Cntfernung.
Bieht man nun CA, CB, {o fennt man
im vedtwinfligen Dreiede CAB, CA,
ben Grdhalbmeffer, und dben Wintel C,
weldyer vom Bogen DA gemefjen tird,
und Eann CB findben. €8 ift ndmlid:

C CB = OA(;L und BD = BC—AC.

*) §ligel im Programm des Domgymnafii st -ba!betftabt vom
Sabre 1831,
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Leifpiel. Der Pic Mowna Roa auf ben Sandwidss Infeln
foll (nady Marchand) aus einer’ @ntfernung von 2° 337 gefehen fein,
wie bocy ift er, wenn der Grdhalbmeffer su 19 630 146 Varifer Fuf
angenommen wird 2

log AC = 7,2929235; AC = 19/630 146
logcosC = 9,9999567°)3

logBC = 7,29335385; ' BC = 19’649 600

BC— AC = BD = 19454
wobei 3u bemerfen, dafi die beiben legten Stellen ungiiltig find, da
fie in dem log AC nidht vollftdndig haben beriiEfichtigt werben Ednnen.

33. 2Benn man die trig. Functionen in folgender Ord=
nung auffubet

sinx, e€osx, fangx: cotangx, secx, coseck,
fo find die fymmetrifhen Glicder veciprofe Lerthe von eins
ander.  Die-3 erften Functionen enthalten daber fdhon einen
binlanglidhen Ypparat jur Winfelbeftimmung, und man Fonnte
der 3 lesten gany entbebren,

34. 8u den trigonometrifthen Functionen pflegt man
audy nod) den Sinudverfud und Cofinudverfud su redynen.
Der erftere ift der Ueberfdhuf der Hypotenufe uber die an-
liegende Katbete durd) die Hypotenufe gemeffen '

, sinversC = i‘—z—h- = 1—cosC.

Der Cofinudverfud ift der Ueberfhuf der Hypotenufe dber

*) PHinter ben Logarithmen bder trig. Funct., fo wie fie in dem
LWegafden Handbudye ftehen, iff durdygdngig die Kennziffer —10
am Gnbe 3u ergdnzen, wenn fie bdie reine trig. Funct, fir das
gebraudyte Maaf ald Cinbeit darftellen follen, wie hier durds
gdngig angenommen wird. Da es aud) fonft. gebraudlid ift,
die Qogarithmen dcyter Bride {o zu {dhreiben, daf ihnen tie
RKenngiffer — 10 angehdngt wird, fo tritt hier alles in fehr gute
Uebereinfiimmung, und bdas Berfahren evgicbt fid flir den, dec
wiberhaupt Logarithmen 3u brauden tweif, in jebem Falle von felbft,
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die dem QBtnfel gegmu[mﬂebenbe Kathete , durdy die etfrerc

gemeflen
a—¢C
a

cosvers C = = 1—sinC.
®leichungen poijchen den Functionen Eines unb
Deffelben Winkels.
B 35. 3Im recdytwinfligen Dreiect
ABC, bdeffen 2Binfel C wir mit
x begeidhnen wollen, bat man nad)
vem Pothagoraifden Lebrfase:

1) c4b* = a%;
; 2) a*—¢? = b?;
C ; A 3) a2 —b3? = 3,

Driicft man diefe drei Gleihungen trigonometrifh aué, fo
daf die Oreiecsfeite, weldye auf der vediten Sceite ded Gleidhs
beitégeid)ené allein fteht, al8 Maof gebraudht rird, wodurd)
die ubngen auégebrucft werden, und dividict dann bte gansc
Gleihung, fo erbalt man:
aud 1) a®sinx?--a?cosx? = a*
oder sinx?J-cosx* = 1%) (1)
s 2) b2secx®*—b3tangx? = b?
oder secx* —tangx? = 1  (2)
z 3) c%cosecx®*—c?cotgx? = c¢*
=123}
1
(.nn X‘) i
*) S giehe es vor sinx® u.f.w. ftatt (sinx®)* ober sin?x ju
fihreiben. Der Anfinger muf fidh gewdhnen funct, x alg eine
‘einfadbe nidt zufammengefeste Grdfe zu betradyten.  Audy bat
bas Quadrat eined Wintels, ober die trig. Function vom Qua:
brafe eines Bogens Feinen vediten €inn, und Fommt in der

- Glementarmathematit fiberall nidt vor, €8 Fann alfo Peine
Berwedfelung davaus entfpringen,

und cosecx? — cotg x?
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Jeve diefer Gleichungen fann man untee andere Formen ftel-
le, und da fie von fehr mannidifaltigem Gebraudy find, fo
ift e8 bequem fie auch unter diefen Formen vor fid) ju Haben,
Man erhdlt: '
aud (1)  sinx=vy/(1—cosx?); cosx=7(1—sinx?)
(2)  seex=y(1-4-tangx?); tangx=1/(secx>—1)
(3) coseex =7v/(1-4-cotgx?); cotgx=y/(cosecx*—1)
36, Die fdhon oben (5. 15., 18., 21.) aufgeftellten Glei-
dungen ywifchen  denjenigen Functionen, welche reciprofe
PBerthe von cinander find, veiben wir bier ein:

-

tangx.cotgx=1; tangx = +  cofex — 4
gX.c05 A g colgx’ ) tang x )
: : 1
sinx.cosecx ==1; sinx = 3 CoseCX = — (5)
c0secx sin x
AL
cosx.seex=1; = cosx=—; secx = (6)
secx cosx

%tittefﬁ_ber beiden lesten Gleihungen fann man die
Zafel fie die Qogarithmen der Sinug und Cofinud jugleich
fue die Cofecanten und Secanten gebraudhen. €8 ift ndmlidy

_ log cosecx ==1log1 — log sinx = 0 — logsinx

= 10—10—logsinx
und da logsinx die Kennziffer — 10 mit fidy fuhet, fo Hat
man blof den in der Rafel fiehenden Logarithmus von 10
abjusichen, d. B. jeder Biffer Ergdnzung su 9 Hingufhreiben, —
Ware umgefehrt der Logarithmus der Cofecante gegeben, fo
{dhlagt man den Sinus ihrer defadifthen Crgdnjung auf, —
Cben fo verhdlt es fidh) mit cos und sec. — 3. B,
Geg, x = 37° 12/, Gefudyt: log secx = 0,0987979
log cosecx == 0,2185325
Geg. log secx = 0,1233215

P

9, 87()6785 == logcos x, Gef, x =41° 10/
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37. Da im redhtwinfligen Oreiede ABC

it e a.sinx
n —— i ——
& b a.co8x’

tangx sng sin X == cosx . tangx kcos b4 sy @) 7
ngx=—>; = < =
o cosx’ ; : tangx s

a.C08 X
a.sin x’

) b
Gben fo, weil cotg x = —=

cot, 99X,  cosx=sinx.colgx; SinxX == —ox (8)
colgX = ———3 = sinx. 3 ——
A sinx’ i colg x i

38, Nodh) ift unmittelbar aus den Definitionen (§, 34.)
sinversx = 1—cosx (9)
cosversx = 1—sinx (10),

Aufg. Bermittelft ber obigen Gleidungern 1 bis 8 jede trigos
nometrifde Function durdy jede Function deéffelben Wintels auszus
driicden, Befdrantt man fid hievbei auf bdie 6 .bquptfumtionm,' fo
wird jebe durd) die 5 Gbrigen ausgedritct, und man erhilt 30 Glei=

dungen, welde aufsuftellen, und fo su ordnen find, baf dabei bie
Reihenfolge . 33. beibehalten witd,

Gleichungen gwifchen den  Functionen der Winkel
dreier gerader Linien an Einem Punce.

39, Um die Functionen mehrever LWinfel mit einandee
in Berbindung treten su laffen, fann man diefe Winkel uerft
dadued) bilden, daf fidh 3 gr. &. 5. B, in Einem Puncte duechs
fdyneiden.  Mit den dadurd) entftehenden Winfeln ift dann
ugleich ibre Summe und ihr Unterfdhied gegeben. :

40. Die Gleidyungen swifden den Functionen der cine
selnen Winfel einerfeitd, und den Functionen der Summe
und de8 Unterfchieded andeverfeitd find fir die Irigonometrie
unentbehrlich. Selbft die Cntftehung der Tafeln fann obne

fie nidit gebbrig verftanden werden, — Die S)Ieage dev auf
@taﬁmaun Srigonometrie, Q.. _
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foldye Leife entftandenen Formeln ift unbegrenst; man muf

daber eine Yuswalhl , wobei die Winkel theils gleidh,

theild ungleidy gefest, ibnen ‘auch Beftimmte Werthe beigelegt
werdin fonnen.  Hierbei fesen wic vorldufis nody immer
voraus, daf nidht nur die eingelnen Winfel, fondérn audy ibre

Summe Eleincr al8 90° fei. :

: 41, Um juerft aus
. Sinug und Cofinus jrweier
an demfetben Puncte lie=

o gender Winfel den Si-

nud und Cofinus ihrer

\ , Summe und ifres Unter-
/D fchieves Dersuleiten, fei
PR vl ACB=x, BCD=y=
BCD’. &dylagt man mit
einem Deliebigen ald Ein-
beit angenommenen Halbmefler CB einen Sireisbogen, it
dic Sehne DD’ und BA fenfred)t auf CA, fo ift als gegeben
su betrachten: BA — CB.sinx, oder, da der Halbmeffer, ald
dic Benennung oder dad Maaff der Function, bier 1 gefest
ift, mit Weglaffung deffelben :

AB=sinx; AC=cosx; DE=D'E=siny; CE==rcosy.

Man fudyt dagegen aud diefen Sticken: '

DG =sin(x4y); CG=cos(x+}y); D’'G'=sin(x —y);

CG’ = cos (x—7Y).

¢ 25 7 S

42, 9an jiebe nun EH und DI parallel AC und
EF parallel AB. Da der Winfel EDH = HEC = ACB = x,
foift ABACovEFCoEHD, aD/ID, und da D/E =DE,
fo ifft DH=HI; HE =IL = LD/, b. b, FG=FG’, und
man erbhalt:
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sin(x4y) = DG = GH+-DH = EF 4 DH
= sinx.CE +4cosxDE, d. b. : )
sin (x--y) = sinx. cos y - cosx.siny  (11).
Serner ift sin(x—y) = D’G/= EF — HI = EF —DH, b, b.
sin (x — y) =sinx.cosy —ecosx.siny (12)
¢os (x-y) = CG = CF — FG = CF —EH
= cosx.CE —sinx.DE, d. b.
cos(x-}-y) = cosx.cosy —sinx.siny (13)
cos (x—y) = CG’ = CF4-FG' = CF4-EH
cos (X —y) = cosx.cosy—|-sinx.siny (14).

Diefe Formeln miiffen, wenn durd) die Uebung an §. 31. die ges
bovige Fertigheit Hervorgebradyt ifi, von den Schiilern unmittelbar
ausd bder Figur abgelefen twerden Tonnen, wenn fie {id) zuvor in ders
fetben geborvig orvientivt haben, Die Formeln (11) und (12) und
eben fo (13) und (14) laffen fich, wie bei dex zangente gefdepen ift,
in eine 5ufammen31et)en

43, $iersu folgt nun fie die Tangente nah F. (7)
sl vl sin(x +y) i sinx.cosyéc?sx.siny.
: cos(x+y) T eosx.cosyFsinx.siny
Dividirt man dieferr Brudh im 5&!}&: und RNennee mit
cosx.cosy, fo erhdlt man:

sinx | siny

: COSX T €S
tang (x £7) = sin x smyy
COSX ' 08y
das belfit:
_ tangxttangy
g (x 1 y) = 1 tangx. tangy (13)

und da die Cotangente der veciprofe Werth der Tangente ift,
fo Bat man jugleich:
15 tang x. tang y
{ — ———-—b——-__. A
colg (x £.7) ltang X + tang y (16)
Hiernady find Uebungen im Gebraudie der Formeln 11 —16 ans
guftellen, indem man den MWinkeln andere Budftaben, ober beftimmte

B2
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Werthe beilet, al8 sin(30°+-x); sin3x=sin(2x4x); sin3° =
sin (18°—15°); cot 75° = cos (45°+430°); cos12° =cos (30"—18") 3
tang(45° + x); tang(45° —x) etc.

44, Sest man in den obigen Ausdriicfen fir die Funco
tion der Summe gweier Winfel y =x, fo erbdlt man:
(17) sin2x =2sinx.cosx
(18) cos2x = cosx? —sinx? =1—2siux?* = 2cosx>—1
{(aus .13 und 1)
(19) tang2x; 1—?_%
1—tangx?

(20) colg2x= S

Hiernad) verfude man bdie Functionen des mehrfachen Wintels
burd) bie des einfacdhen ausjubriicen, wobei abwedyielnd die Formeln
§. 42., 44. und 35, zur Anwendung Fommen. Sur Vergleidung mbds
gen bier einige Ausgdrice flic die Sinus mehriader Bogen ftehen:

sin3 x = 3sinx — 4 sinx*®

sind x — (4 sinx —8sinx?)cosx

sin 5x = 5 sin x — 20 sinx3 4- 16 8in x° etc,
Reiden Borvath zu foldyen Uebungen findet man in ben ,, Formeln
ber Geometrie und Srigonometrie’’ BVerlin 1827,

45.. Sdyreibt man in §. 18 x fie 2x und Ix fie x,
fo 1oird

(21) 2sm;x’—1—cosx und 5‘“Ix—l/(1—cosx)

(22) 2cos :x’ =1-4cosx und cosix= l/(1+ cﬂsX)

Sieraus folgt dann
1y 7/(1—cosx\ _ siox _ 1—cosx
(23) tang 3x = V(1+cosx) T 1-4-cosx sinx
(24) cotgix= V(1+cosx) —1d-cosx__ sinx

1—cosx sinx  1—cosx’

Die beiden leaten Husdrade fiie tang  x crfolgen, wenn man
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ven unterm Wurgelseichen ftebenden Bruch 5uerﬂ' mit l-|- €08 X
und dann mit. 1 — cosx erweitert,

46. Nocdh) bemerfen wir folgende %orme!n:
sinfx=Iy(1+}sinx) —Fy/(1—sinx) (25)
cosix= Y4 sinx)4 ;¥(1 —sinx) (26)

Sie folgen aus F. 21 und 22.  NMultiplicirt man die - erfie
auf beiden Seiten mit 2 und quadrict dann, fo erhdlt man:
4 sin § x* =1-}-sinx—2y/(1—sin x?)-1—sinx =2—2 cosx,

daber ;
2sin3x* =1 —cosx.

Der fynthetifthe Beweid (A6t fich Dievaus [leicht ableiten.
Die 2te Formel [aft fich auf vdllig analoge Weife Beweifen,
47. Wenn man die Gleihungen 11 bis 14 addict und
fuBtrabitt,v fo eehalt man folgende neue Gleidyungen:
sin (x=}-y) -}-sin (x —y) ==2sin x. o5y (27)
cos(x--y)--cos(x —y) = 2cos x.cosy (28) .
sio (x--y)—sin (x —y) = 2¢cosx.siny (29)
cos(x—y)—cos(x+y) =2sin x.siny (30).
48. Seftmanin biefeu Formeln x4y =a, x—y=b,
- mithin: j
x...,(a+b) y=3(a—bh),
fo vetwandeln fie fich in folgende:

, sina--sinb == 2sin 3 (a--b)cosf(a—b) (31)
cosa-=cosh = 2cos f (a-}-b) eos 3 (a—h) (32)
sina—sinb=2cos3(a}-b) sin(a—D>b) (33)
cosh—cosa == 2sin § (a-}-b) sin (a—b) (34).

49, Yud den 6 Combinationen, weldhe diefe 4 Formeln

geftatten, exhdlt man dued) Divifion je rocier Gleidhungen:
B iy )

sin a —sin b

cosa—j~cosb £ L ) 80)



37)
39)
(39)

(40)

sina--sinb

cosbh—cosa
sina —sin b
cosb—cosa
sin a--sin b
sina — sin b
cosa—f-cosbh
cosb—cosa
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cotg 5 (a—b)
cotg 3 (a-4-b)
tang 3 (a4 b) cotg 3 (a -— b)

= cotg 3 (a-}-b) cotg X (a —b).

Diefen fonnte man fogleidh nodh) 6 Formeln beifiigen, voenn
man die Brache der linfen Seite umfebree, und redhts bie

veciprofen LWerthe fepte.
dee beiden folgendend § .

Daffelbe gilt von den Gleidyungen

50. Aud den Formeln 11 und 12 erbdlt man durdy
Divifion unmittelbar

51.

sin (x
41) }Ts(x._-ct-s% = tangx-}-tangy
sin(x ‘
(42) ;JT;-E_% = cotgx‘—{—cotgy
sio(x —y) AEBos ot G
(43) mﬁsy tang x — tangy
(44) Z—;:(x_x.s_in_yy) = cotgy — cotgx.
Dridt man sin (x L y) nady 17 durdy

2sinz(xty) cosi(x+y)
aué, und dividirt die Gleidhung mit 31 und 33, fo erhdlt man

sin(x+y) _ cos3(x4y)

(#5) sinx—-siny = cos : (x—y)

sin(x4y) __ sind(x4y)

(#9) sinx—siny ~  sing (x—y)

sin(x—y) _ sinf(x—y)

) sinx-}-siny ~ sin ;-(x+ Y)

48y Sin(x— o — 0083 (x—y)
L sinx—siny

cosz (x4-)
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Multiplicirt man (31) mit (33) — cben fo (32) mit (34)
und reducirt dann nady (17), fo erbdlt man, wenn man x
und y fiir a und b fest, nod) folgende bemerfendiwerthe
Formeln:
sinx? — sin y* = sin(x 4 y) sin(x—y) (48, a)
cosy* — cosx? = sin(x = y) sin(x —y) (48, b)

Gleichungen mit beftimmeen Winfeln,

52, Da die MWinkel 45° 4 x und 45°—x ufammen
cinen RNechten betragen, fo ift die Function ded Einen gleich
der coordinicten Function des Andern.  LWenn man nun den
Winfel 450 —x ald die Halfte des Winfels 90° — 2x be=
tracdhtet, und aud §. 21 und 22 dafle fubftituirt, fo erhalt man:

sin(45°4-x) = cos (450 —x) = l/(lj—-—;]lg—x) (49)

sin (45° —x) = cos (45° +-x) = ]/(E:—S;—%E) (50)

tang (450 _i_x) = colg (45°— x) = l/({;" sin2 x)

1 —sin2x

. 1d-tangx
T 1 —tangx

7 1 —sin2x
tang (1%50 —x) == colg (45° 4-x) == ‘/(_~1+siln2x)
LA resmxi
T 14taugx
Die lesten Yuddricke in 51 und 52 folgen unmittelbar aus
15, wenn man fir x =45° fest, wodurd) dad Dreiec
gleidyfchenflig und tang 45° =1 wird. ;
53.. Sit im Oreiect ACB der Winfel C=30°, fo ift
vag Dreiect die Halfte eined gleidfeitigen, und man erhalt’
sin30° =%. Hiermit folgt aus §F. 27 und 30

- Gh

(52).
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sin (30° - x) }-sin (30° —x) = cosx
€08 (30° — x)~—cos (30° }-x) = sinx

(53) sin(30°4x) = cosx — sin (30° —x)
(54) c0s(30°+x) = cos(30° — x) —sinx.
Man fieht hieraus, wie man die Sinus und Cofinug dev Win: -
®el itber 30° burd) eine blofe Subtraction finben Eann, wenn man
fie big 3u 30° binauf erft hat.
5% Yus F.14 hat man
05 (45° — x) = c0s 45° . cos x -}~ 5in 45° . sinx und
sin(45° — x) = sin 45° . cos x — cos 45° . sin x.
Da nun sin45° = cos45° = y%, fo fotgt
(55) sinx~}-cosx = cos (45° — x) 2 = cos (x—45)¥/2
(56) sinx— cosx = sin (x — 45°)y2
(87) cosx-- sinx = sin (45 —x) Y2
55. Yué $. 41 u, f. erhdlt man fetner , Yoenn man
y=45° fesit:

sin (x i3 —45)v2
(68) 1--tangx = —- ( 'Lt:: )1/2 €os (stx )Y
) gt Ll ) AN C S DL

smx sinx
(60) 1—tangx = S0(35—x)y2
€oS X
(61) coigx—1 = .sm(i—_l)}&
sinx
Yus diefen vier Yusdrdifen hat man ben[&uﬁg butd) Divifion:
__ 14tangx  1—tangx
(62) (AngX = 14cotgx cotgx-—i‘

odee

96. et man in den Formeln 31 umd 33 a=30°
in 32 und 34 a=60°, und b=x, fo ehalt man, weil

sin30° = €0s60° = X, nadhdem man die Gleichung mit 2
multiplicict Hat,
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1= 2sinx = 4sin 3 (304-x)cos (30 —x) (63)
1 —2sinx=4cos%(304}x)sinZ (30—x) (64)
1+2cosx_4cos;(60+x) cos,(60°—x)_.smix (65)

208 x— 1 = & sin £ (60°4x)sin 3 (60°— x) = = % = (66).

Oie beiden lesten Yusddride in F. 65 und 66 erfo[gen fo:

Eiilh Dosaneht w 2smxco.sx;l-_smx i sm2:fj-_smx
sinx sin X

NYus diefen beiden Formen erhlt man, wenn man in 31 und 33

fir a=2x, fir b=x fubftituiet, und sinx=2sin Ix cos%x

fest s :
14-2c0sx = 2§in§(2x+x)cos;(2x_x) __ singx

2sinix.cosix T sinix
Ocosx—1 = 22085 (2x+x)sinF(2x—x) __ cosix
2sin $x.C053X T cosix’

57. €8 migen Bier nod) einige Sahlauddeicfe fir be-
ftimmte Winfel folgen, Yus der Seite ded vegelmdfigen
Sedydectd ergeben fid) folgende Werthe, von denen gum: Theil
fchon Gebrauch gemacht ift

8in30° = c0s60° = ¥ (67)
8i045° = ¢0s45° = yYi=3v2 (68)
sin 60° == cos30°

£v3 (69).

58, Die Seite ded regelmafigen Sehneckd wird erbalten,
wenn man den Halbmefler im mittlern und dufern Berhalt-
niffe theilt.  MWendet man darauf die Rednung an, fo findet
fih nady und nady: :

sin18° = cos 72°
sin 36° cos 54°
sin 54° cos 360
sin72° = cos 18°

H(—14-75) . (70)
3Y(10—2v5) (71)
FUEy0), O (72)
IY(104-2v5) (73).

hnhu
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Durdy Halbirung der Winfel (F. 21 und 24), fo wie durd)
Yvdition und Subtraction (F. 14— 14) fann man cbenfalld
analptifche Yusdeicfe fir die ‘Suncttonen beftimmter 2Winfel
 berleiten.

: ‘ A Um den @inug von 18° anas
Iyntifd) u finben, fei AB bdie Seite
eines vegelmagigen 3et)neée, C ber
Mittelpunct des umfdriebenen
Rreifes, CA, CB ﬁerbunbeh, unbd

Cé

N

D~ CE fenfredt auf AB, fo ift 30

B =sinACE = sin18°, weil ACB

= 36° dburd) CE balbirt ift. SIm gleidfdentligen Dreied ACH ift
nun der Winfel an der Bafis =1 (180—36) =72. Halbirt mgn
ibn durdy AD, fo findb BAD unb’ADC gleichfdyentlig, und erfteres
dem Oreied ACB dbnliy, mithin BD:AB=AB:BC, ober da

AB=AD=DGC, "
BD:DC=DC:BC.

Sest man nun BC = AC, als Maaf, =1 undb DC=x, fo ift
1—x:x=x:1,
woraus
x?+x=1, undb x=2%(—14>5) gefunben wird.
DHierqus ergiebt fid), da AE = ix ift,

sin 18° —%—1—_4(—-1-};/5)

Ucber das Pofitive und Negative in der Geometrie.

; 59. Bisher find die Vorjeidhen (4 und —) blof ald

Aggregationszeichen, nidit ald den Grofien, vor welden fie
fteben, inbdrirend betradhtet worden. Eine erweiterte Bedeu=
tung der trig. Functionen madit aber -auch den lesten Ges
brauch nothendig. BWir muffen daber jest feben, wiefern
man cine inie und cinen Winfel negativ fesen Fonne,

e
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60. Tenn von cinem Puncte einer graden Lnie be=
licbige, etma wadyfende Abfhnitte CA, CA,, CA, etc. ges
nommen voerden fo[(en, fo muf die Cntftehung diefer A6z
fdhnitte al8 eine von C audgehende und auf der gv. ¢ bleis
bende fortfchreitende Bewegung eined Puncted vorgeftelt wer=
den; denn in der Geometrie ift alled eigentlih nue . in fofern
vorhanden, ald e‘élconftruirt ift.  2Wic betradyten Hier C ald
den fcﬂen Audz L C A 1'\, ‘;2
gangépunct der
Gonfteuction, A al8 die verdnderliche Grenge derfelben, —
€oll von dem entftandenen UbBfhnitte wicder etwasd abge-
nommen werden, fo muf died durdh die entgegengefeste Con=
ftruction, obder durch die ricfgehende Bewegung ded Puncted
gefheben.  Man fei biermit von A, bid A gelangt, fo ift der
Reft CA,—AA, =CA. et man die Conftruction in der '
auffebenden RNichtung fort, fo wird der Reft immer fleiner,
je ndber der- beweglidhe Punct gegen C ritcft, und in C an=
gelangt wieder Null.  Wird die Conftruction in der auffes
benden RNidhtung uber ihren YUudgangdpunct fortgefest, (fo
erfcheint der Reft CA’ wiederum wacdhfend, aber in cntgegeti:
gefesster Qage.

61, Durd) die Identitat diefer Operation mit einer
Subtraction, bei welder man den Subtrahend nadh) und nach
wadyfen [dft, Bid er dem Minuend gleidh) und grdfer wird,
ift cinleuchtend, daf CA und CA’ dad Berhdltniff additiver
und fubtractiver, alfo entgegengefesiter Grofien BHaben, daf
mithin, wenn CA- al§ pofitiv betracdhtet witd , CA’ ald nega-
tiv angefeben werden muf.  Yllein dad geniigt bier nodh
nidht. — Die reine Sablenlehre (idh verftebe bierunter dens
jenigen Theil der Urithmetif, weldyer fhledyterdingd feine
der Babl urfpranglic) fremdartigen Beftimmungen in fich aufe
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nimmt) ¥) fann die negative Sabl nicht realifiven, ifr feinen
felbftdndigen TWerth geben.  Mebe ald vorhanden ift, fann nidht
weggenommen werden, 3 —5=0—2=—2 ift alfo nur
die Begeichnung ciner auf ihren cinfachften AuddrucE gebradyten
unaudfibrbaren Subtractiondaufgabe. Die negative Grdfic
6t fidy aber realifiren, erbdlt einen oftenfiv angebbaren
LWerth, wenn fic ausd einer Conftruction entfpringt,
weldhe in der aufhebenden Ridytung aber ihren
Yubgangspunct in gleidem Sinne fortgefest
weeden fann. Yud) die Arithmetif  fann die negative
- Babl nue in fofern realificen, fofern die Sabl fich auf eine
foldye Grofe beyieht, weldhe eine Conftruction, wie die cben
begeidhnete, suldfit. Bon diefen ift die Conftruction der gr.
£, mittelft der Bewegung cined Puncted die einfachfte und
* “larfte, und fonnte wobl al8 diejenige betrachtet werden mif=
fen, weldhe die Arithmetif gedrungen bat, die negative Grdfe
cingufiibren. Die Geometrie entlehnt daher die negative Grdfe
nidt aud der Urithmetif, fondern umgefebrt, Oie Yrith-
metif giebt daju nue ibhe Seiden fir die auffhebende Syn-
thefid ber. Al :

62. Wenn alfo beliebige verdnderliche Ubfdhnitte von
einem Puncte C einer gr. L. genommen werden folien, fo er=
gicbt fidh aud dem Gange der Sonftruction, daf, wenn die
9ibfchnitte auf der cinen Scite des Punctes pofitiv gefest wer=
ven, die ouf der andern ald negativ bejeidhnet weeden muffen,
wenn man nidht blof die abfolute Grofe, fondern audy die
Yage auddeicen will,

*) Ausfabrlider habe idyimidy bieviiber evElive in einer Abhandlung,
welde bem Programm des Stettiner Gymnafii vom IJabhre 1827
beigelegt ift: ,, dber den Begriff und Umfang bder reinen 3ab:
lenlehre.’
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63, Ourdy dfnliche Sdliffe, wie bei den UB{Dnitten
einer geraden Linie gemadyt wurden, gelangt man ju dhnliden
Refultaten in Anfehung der pofitiven oder negativen Befdhaf=
fenbeit eined Winfeld. Cin Winfel wird conftruivt durch die
©dwenfung eine8 Strahled in einer Chene um einen feften
Punct.  Jeder andere Punct ded Strables befhreibt dabei
cinen Sreisbogen, und aud der Elementargeometric ift: befannt,
vaff dtrfelbe dem Winfel proportional und dad Maaf der
©dywenfung oder ded Winfeld ift.  BVon Winkeln und Bo-
gen gilt daber immer daffelbe.

64. Cine Sdywenfung, die von einer belicbig beftimmten
Lage eined Schenfeld audgegangen ift, fann durch die ent=
gegengefeste wieder aufgehoben werden. chfe Sdwenfung
in der aufbebenden RNidhtung vermindert 3undd)ﬁ den entftan=
venen Winfel, und fann dber ibren Audgangspunct in glei=
dem Sinne fortgefest werden.  LBird dann die Schwenfung
in dem erfiern Sinne al8 die pofitive betradhtet , fo wird
die im legtern al8 die negative angefehen werden miffen (61)
und diefe Begeidhnung muf aucy dad Product derfelben (den
Winfel oder Bogen) trefen,  Ein Winfel it fih alfo in
DBegiehung auf cm%rm@)%ﬁg der Lonftructwn, und in Begica
bung -auf einen darin angenommenen pofitiven Sinn dee
Sdywenfung eben fowohl ald negativ anfeben, als ein Yb-
fdnitt einee gr. 2. TBas dort der fefte Punct war, von
weldyem dev Abfchnitt gerechnet werden follte, dasd ift hier die
anfdngliche Lage ded (feften) Sehenfeld; durd) weldhen der
Yusgangdpunct der Sdhwenfung nue firiet ift; was dort die
Fortfhreitung ded Punctes, das ift Hier die Sdywenfung des
beweglichen Sdyentels, fo, daf in der ‘.E[;at fein wefentlicher
llntecfd)teb ift.
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65. - 3ft nun ein ge-
wiffec. Winfel wie BCA
votliegend, fo fann juerft
gefragt werden, von wo ift
die Schwenfung audgegan=
gen, obder welcher Schenfel
ift dabei ald der fefte, wel=
dier al6 der bewegliche bes
trachtet worden? — Sns
dem wir biertiber willfur=
lih didponiren, nehmen wir CA al8 den feften Schenfel an,
und fragen weiter: durd) welde Schwenfung ift der beweg=
lihe Schenfel aud der Lage CA in die Lage CB gefommen?
durd) die uber E nac) B oder von A aus diber D nad) B,
und in weldem Sinne foll die Sdywenfung ald pofitiv be-
tradhtet werden ? —  Da Uber beived gleidyfalld beliebig feft-
gefest werden fann, fo wollen wir die Sdwenfung linfs
perum (man fteht in C, dad Gefiht gegen A) al8 die pofi-
tive betradyten, und den Winfel fo entftanden denfen, |

66, Der bewegliche Schenfel fann, bei pofitiver Schroen=
fung, endlich aud) nody uber ABDAB, oder durd) eine mebr=
malige Umfchenfung und die Schwenfung AB aud der Lage
CA in die fage CB gefommen fein. Die Unnabme foldher
Winfel, weldhe grofier find ald 4 Redhte, ift nothwendig, um
ein YUggregat beliebig vieler Winfel wieder ald einen NWinfel
betracdhten su fonnen.” Fir die Confteuction find jedoch folde
Winfel, weldye fich um cine, oder um mebrere Umfdhwenfun-=
gen unterfdheiden, vdlig identifch, und wic fonnen uné daber
auf foldye infel, weldye fleiner ald 4 Rechte find, befdhrdns
fen, obne dadurd) an Algemeinbeit etwad ju verlieren. Audh
fann man ftatt des negativen Winfels jedemal denjenigen
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pofitiven fesen, welden man durd) Addition von -4 RNed)-
ten su demfelben erhalt, :

Anwendung auf die Trigonometrie.

67. Die Lage einesd
Puncted in einer Chene

B
0 lagt fid) obne Voraus-
fesung gewiffer befann=
ter Ocrter in derfelben
5 .y - gae nicht beftimmen, Ym

einfachften ift 8 jwei
auf einander fenfredyte gr.
L. in der Cbene anjunel-
men, von dem ju beftimmenden Puncte (B) Perpendifel auf
diefelben 4u fallen, und die Lage ded Puncted durd) die
fo ethaltenen Ubfdhnitte (CA und CO) ju beftimmen. MNMan
nennt die inien Coordinatenapen, die Abfchnitte auf denfelben
Goordinaten de8 Puncted, und unterfcheidet wobl swifdyen
denfelben dadurd), daf man die eine die Abfcifjenare, ibre
Abfchnitte Abfciffen, die andere die Ordinatenaye, ihre Ab-
fdynitte Ordinaten nennt,

63. Durd) die Coordinaten eined Puncted (B) ift ju=
gleih) die Lage eines vom Durdyfdhnittdpuncte der Coordina-
tenaren ausgehenden’ Strabled CB beftimmt, und im rechrs
winfligen Oreiect BAC ift ein' beliebiges Seitenverhdltnifi,
oder ein beliebiger Winfel Hinveidhend, es der Form nady ju
beftimmen (§.7). €8 bedarf alfo gar nidht einmal zweice
beftimmter Coordinaten, fondern ¢8 ift dad Werhdltnif ders
felben unter fich, oder der Cinen gegen die Hypotenufe fdon
binreidhend.  Diefe BVerhdltniffe find aber nichtd anderd ald
die trigonometrifhen Functionen de8 Winfel BCA.
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69. Die Lage eined
2 B Puncted ift aber durd
die abfolute Grdge feiner
Soordinaten nidht vdlig
beftimmt, da er in'jedem
der 4 durd) die Coordinas
tenayen beftimmten O.ua-
dranten der Ebene liegen
fann, und eben fo vees
balt e8 fidhy mit der Qage de8 Strahled CB. — Sn jedem
diefer Falle l)af man gwar ¢in dem ABC congruented Dreiedt,
aber in verfhicdener Lage. Man fdnnte daber dasd Dreieck
ABC aufldfen, und durd) Angabe de8 O.uadranten, in wel=
hem e8 liegt, und durd) wortliche Beseidhnung dev Lage der
Cootdinaten die Lage ded Puncted B und ded8 Strahleg CA
beftimmen, und fo die cingelnen Fdlle, weldhe ¢8 hier geben
fann, durdygehen. ,

70, Diefe Discuffionen werden aber Hberfliffig, und
man umfafit alle ver{hiedenen Fdalle auf einmal, wenn man
fowobhl die Coordinaten ald aud) den Winfel nach §. 59. — 66.
beftimmt, und die Borgeidhen nidht blof als Aggregationss
-B’  geicdhen , fondern
audy ald den Jah=

% fen und inien ins
Daricend, ibre po=
+h A fitive oder negas

tive Befdhaffenbeit
begeichnend , bes
tradytet. Hiersu ift
nue nodthig, daf
B o B, man die Lage der
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ald pofitiv su betradytenden AUbfdynitte auf den Coordinatens
aren Beliebig beftimmt, und dicjenige Halbaye beseichnet,
weldhe man bei der Winfelbeftimmung ald den feften Schens
fel betrachten will — endlid) aud)y den pofitiven Sinn der
Sdywenfung angiebt.  Die Uebereinftimmung mit der bids
Berigen Cntwictelung fordert nun fdyon die Eine pofitive
Halbare (Abfciffenaye) ald den feften Schenfel, und den Sinn
der Schwenfung gegen die jweite pofitive Halbage (Ordinas
tenare).ald den pofitiven ju betradhten, damit fie das Dreiect,
veldyed den fpien FBinfel unmittelbar enthdlt, alled pofitiv
Bleibe, und die unbejeichneten Linien und Functionen ald po-
fitive gelten fonnen, Yud) der bevoegliche Schenfel (CB) muf
mithin als pofitio betrachtet voerden, und da ¢8 eben feine
Beftimmung ift, feine Lage ju verdndern, fo foIgt nothwen=
dig, daf er in jeder mdglichen 2age von C aud ald pofitiy bes
tractet werden miffe, und nue feine entgegengefeste BVerlana
gerung durd) den Sdyeitelpunct negativ fei,

71, Man nennt dicjenige Bebandlungdart geometrifdyer
Gegenftdnde, nady weldher man ibr rdumlides Berhdltnif
durd) Gleichungen auddriickt, die analytifde Geometrie
Nan muf dabei auf eine der oben beseichneten analoge TWeife
von gewifjen befannten Oertern ald @oorbiﬁatena;en ausds
geben,  aber diefe fonnen moglidherroeife gerade und frumme
Qinien, fie fonnen fenfrecht, oder unter belicbigem FWinfel
gegen cinander geneigt fein, der Unfangdpunct der Abfciffen
fann in cinem belicbigen Puncte der einen Are angenommen
werden, die ju beftimmende Linie oder Fldche fann die Coor-
dinatenaren in belicbigen Puncten durdyfdneiden u. f. w. Man
fiebt bieraud, daff bdie Ivigonometric nur ein einjelner, eins
facher, aber ausfubelidy bearbeiteter Fall der analptifchen

Geometrie ift, fofern dabei vorausgefest wird, daf die Soor= -

Grafmann Zrigonometrie. ¢
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binatenagch geradlinig und auf cinander fenfeecht find, <br
Sdeitelpunct jugleich Unfangspunct der bfeifién ift, und vic
$u Beftimmende gr. €, oder Chene jededmal durd) diefen
Siheitelpunct gelegt ift.  Jede trigonometrifhe Function Fann
dann al8 eine (jedod) nicht vdllig Beftimmende) Gleichung
-¢iner gr. & angefeben werden, weldhe die Ure der Abfeiffen
‘untee einem gewiffen MWinfel durdyfdhneidet, Nady der ge=
‘wohnlichen Methode die Abfeiffen und Ordinaten ald Functios
nalgedfen in die Gleihung einsufihren, gilt died indbefondere
‘von dem Tangentenverhdltnif.

72, Gett man fratt ded Gberredhten WinfFels
den fpiten Winfel, welden der jweite Sdhentel
mit der Linte ded erften madyt, und gieht die Ot
dinate BA, fo gelten die Definitionen der trigos
nometeifden Functionen aus dem tehtwinfligen
DOveied (§.13—21) fur alle Quadeanten. So fern
jedod) cine Function auf den ubervediten Wintel
felbft beyogen werden foll, muff man den Coor-
dinaten dic ibhnen gebubrenden Jeidhen geben,
und die Seidhen der trig, Funct. darnady befiims
men, wie von felbft flar ift, da der Yudgangdpunct der
Sdywenfung bierdurd) beftimmet witd , und nidht mehe belies
big angenommen werden fana. :

B 0 R 73, Da nun
B

saC=2
a
und

a
cosecC = )

(5. 13, 14) der be-
weglide Sdyenfel
CB==a aber in je-
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der feinee LQagen pofitiv ift, fo folgt, daf der Sinud und
die Gofccante mit der Ordinate AB=¢ 3ugletd) negatw
werde.  Eben o folgt, da cosC...—E— unb secC_—-
(5.16, 17), daf der Cofinud und die Secante mit der %Bs
feiffe CA = b jugleid) negativ werde.  Endlich, da tangC =
£ und eotgC=- (519, 20), daf das Beichen der Cos
tangente und Tangente davon abhdange, ob beide Coordinaten
gleiche oder ungleiche Seichen Haben.

74. Hicrnach laffen fih nun die Seichen der trig.
Funct. fir Winfel aller Ouadranten beftimmen. Sugleidy ift
flar, daf durd) die Grdfic des Winkeld ACB die Grdfie und
die Vorgeihen feiner fammtlichen trig. Functionen gany uns
gweideutig beftimmt find, daff aber umgefehrt durd) Cine teig,
Funct., wenn fie audy ihr BVorjeichen Hat, derZBinfel noch nicht
unbedingt gegeben fei, fondern immer nodh eine Sweideutiga
feit bleibt. 1Um den Winfel vollftdndig su beftimmen, mifte
man dic Borseidhen feiner beiden Coordinaten Fennen. Yber
das ‘Sangentenverbdftnig geftattet eine BVerwedyfelung der Bor=
seicdhen, die ubrigen Functionen enthalten die eine der beiden
Goordinaten gar nidyt.

75: Yudy ergiebt fidy, bag fhon Bei den fpisen Wins
feln alle mbglichen abfoluten IWerthe der trig. Funct, vors
fommen miiffen.  Ueberhaupt find bdie LWinfel, denen gleidye
abfolute MWerthe der trig. Funct. angehoren, wenn man den
fpisen Qinfel ACB ober den ihm jugehdrigen Bogen mit x
beseichnet, folgende:

in Graden in Bogen
X 3 ¢ X
180°—x . i L . T—X%

180 -Lxi Jol :gz+x

G600 e Lo Al
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wenn 7 den burd) den Nadiug gemeﬁ'enen balben umfang ded
Keeifed begeidynet,
Dies find aber dicjenigen FWinfel, bei welden der beroeg-
hd)e Sdyentel mit der Linie ded feften gleiche fpise Winfel madyt.
B 0 B’ 76, Nimmt
der Winfel BCA
- ab, fo nimmt aud
. BA ab; wirtd BCA
A ) ¥ +h A =0, fo wird audy
BA oder CO=0,
wabrend CA = CB
witd. Hierausd
folgt, daf der Si-
R o B, nus und die Tan.
gente eined Winkels von 0° felbft = 0, der Gofinud und die

Secante =1, die '@otangmte (E) und die Cofecante %

AB
unendlidy groff werden. —  Nabert fich der Winfel cinem
RNechten, fo nimmt CA oder OB Uber alle Grengen ab, und
wird =0, fobald der IBinfel ¢in Rechter geworden - ift.
Der Qofinus und die Cotanaente eined rechten Winfels find
alfo = 0; der Sinud und die Cofecante find =1, die Tan-
AB ! BC : :

gente (_R) und die Secante (TC) find unendlidy grof, —
©3 bat gar Feine Sdywicrigleiten, die Befhaffenbeit der teig.
Funct. ju bel’hmmen, wenn_der Winfel fo grof mte 2 RNedyte,
oder fo groff wie 3 Rechte geworden ift.

77. SHiernad) [aft fidh nun die folgende Tofel fiur den
®Gang, welden die trig. Funct. nehmen , aufftellen, wenn der
Ainfel von O bis 360° wdadft. Durd) die Budyftaben M
und m ift bier das abforute Mapimum und Minimum - be=
seidhnet, Dad Seichen co Bedeutet unendlidy: arof, 3
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Zafel dber Die Lage Dder trigonometrifchen Linien.

S5

aswm”% derl o {0 bis 90° | 90° |00 bis 180°| 180° 180 6ia 270°| 270° |270 iz 3600
Stius Om |4 widft |[4-1Mif-nimmtab| Om |— wddft | —1M|— nimmt ab
Cosinus |41 M|+ nimmtab| Om | - wadft |—1M|— nimms ab) Om |4 wadft

Tangente o_.u + widft |[coM | —nimmtab; Om [+ wddit | coM |— nimmt ab
Cotangente | coM |+ nmimmt ab| Om |— wadft | coM |4 nimmtab] Om |— wdadift
Secante |+ 1m |4 wddft | coM |— nimmt ob|—1 m| — waDfF | coM |4 nimmt ab
Cosecante ¢ ooM + nimmt abj41 mj4+ widft | oM | — nimmtab} — tm| — wddft
Sinus versus | Om |4 wddft | 41 [+ wadft | 2M |4 nimmt ab| 41 |4 nimmeab
Cosinus versus | 41 [+ nimmt ab| Om |4 wicdft | -1 |4 wddft - 2M|-}- nimmt ab

ST !
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Fie cinen Belicbigen negativen infel erhdlt man die

Functionen mit ihren BVorjeihen, wenn. man ju demfelben
360° addirt, und ihn fo ald pofitiv betradhtet (66).

78. Aud der Art, wie die trig. Funct. fih gegenfeitig
Beftimmen, Bat man gany allgemein:
1. sin(90°4-x) =cosx; 2. c0s(90°+4-x) = —sinx,
B (8] B’ der Winfel x fei
von  welcher Be=
fchaffenBeit ex wol=
; fe. Dles ergicht
(l T A fidh  unmittelbar
aud  der Figur,
toenn man den fes
ften ©dyenfel auf
der  Ordinatenaye
B B B, nimmt, folgt aber
auth aud dem blofen Unblicte der ZTafel, wo der Sinud ded
folgenden -QO.uadranten dem Cofinud ded vorhergehenden, der
Cofinus ded folgenden Quuadranten dagegen dem entgegenges
fest genommenen @inud des vorbergehenden gleidh iff

+C &

A’ _b

Der Beweis dev beiben Gleihungen Fann ald genligend geltem,
166t fidh aber aud) leicht duvd) eine vollfténdige SInbduction fithren,
Folgenbes mdge jur Crlduterung ded Dbigen dienen. Wenn man
ben @inue'(ober Gofinud) eines beliebigen dwberredhten LWinTels
(90° +x) bdurd) ben Gofinus (ober Sinus) bdes Ueberfdhuffes x auss
briicfen will, fo muf ber Winfel x ‘von bder Orbinatenare CE qus
geredynet werben, und die beiden Aren vertaufden ihre Bedeutung.
Aber der Cofinug bdes  Winfeld x witd auf der Linie He8 feften
Sdyentels genommen, welde ibhre pofitive Lage nody bhat, ifft mit:
Hin bem Sinus bdes ubervedhten aud) dem Jeidjen nady gleid). Hin= :
gegen fitv ben Sinus von x hat bdie nunmehrige Otdinatenare ihr
Beiden vertaufdyt, mithin wird cos (904 x) = —sinx.
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79, Yub bdiefen beiden Gleihungen aFt fih nun die

-~ aligemeine Giltigheit der Formeln 14 6i8 14 Berleiten. Gel

ten diefe lestern ndmlich fie 2 OBinkel x und y, fo- gelten

'ﬁe aud) fiie (x-}90) und y, denn nad) den beiden vorftes

benden Foemeln: ift =

sin(90°4-x4fy)= eos(xFy)= cosx.cosy—sinx .siny
¢05 (90°4-x-}y) = —sin (x-}-y) =—sin X.cos y — cos x. sin Y.
€5 ift aber
cosx == sin(90%4x)
und- :
—sinx, == c0s(90° +-x).
Diefed in die obigen Formeln fubftituirt, giebt:

sin [(90° 4-x) 4 y] = sin (90° 4-x) cosy -}~ cos (90°4=x) sin y
cos [(90° 4-x) 4] = cos(90° +-x) cosy — siu (90°4-x) sin y.
Diefed find aber wieder die namliden Formeln, wie 11 und
13, wenn man 90°~}-x ftatt x fehreibt. Sest man y nega=
tiv, fo hat man baraus”» audy die Formeln 12 und 14,

80. . ©a nun die Gultigfeit der %Sotme[n 11 bis 14
Bleibt, wenn man einen der beiden Ql»mfﬂvergroﬁert T N
ibn in einen andern Quadranten verfest, fo gelten diefe For=
meln: gang allgemein, die Winfel mogen fo grof fein yvie
wan will.  Aus diefen 4 Sormeln find aber alle ubrigen Her=
geleitet.. @ind fie von aligemeiner Giltigleit, fo find e8 aud)
die abgcfeiteten. Ungeadytet unfere Formeln urfpringlic) nue
fi fpise Wintel entwickelt vourden, fo Baben fie dodh) vollig
aligemeine Geltung, :
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Die trigonometrijhen Linien fir ein und daffelbe
pofitive MNaaf.

81, Die trigonometrifhen BVerhdltnififactoren (Fune:
tionen) find von und ald Ouotienten gwweicr Seiten ded redyt:
winfligen DreiecEs dargeftelt worden, Hierbei war dad Maaf
veranderlid), und fonnte jede Seite ded rechtwinfligen Dreiects
fein. Man fann fid) nun die Yufgabe geben, die Conftruc:
tion fo anjuordnen, daf die gemeffenen Linien fid) unter ein=
ander fo verbalten, wie *die trigonometrifthen Functionen,
welde fie darftellen, und mit diefen Functionen 5uglmf) po=
fitiv und negativ werden,

82, Die erfte diefer Bedingungen fordert, daf alle -
nien mit einem und demfelben Maaf gemeffen werden, und
¢8 folgt daraus von felbft, daff man fie alé Qinien in oder
an einem Sreife darftellen muf, deffen Halbmeffer flie eine
jede das gemeinfame Maaf iff. Die sweite Bedingung vers
Tangt, dafi da8 Maaf ftetd die ald ~pofitiv angenommene
Lage behalte. :

83. Die Anordnung muff mithin o getrofifen werden,
daf nad) und nady jede Seite ded Dreiectd Halbmeffer des
Sreifed wird, und der Winfel, auf welden fich die Function
besieht, am Mittelpuncte deffelben liegt, damit fie jugleidh
auf den Kreidbogen bejogen werden fdnne, welder den Wins
fel mift.

84. DBei dem Sinud und Cofinud ift nun die Hhpotes
nufe dad Maaf, wird daber Halbmeffer, und da diefe, ald der
beweglide Sdhenfel, in jeder Lage al8 pofitiv su betradyten
ift (5. 70.), fo wird die Linie von felbft mit der Function
sugleih pofitiv oder negativ fiir alle O.uadranten,
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T 85. Um bdie Tan:

G F G| oente u echalten, fie
weldye die dem Wins

fel anliegende Gathete

dad Maaf ift, muf

ein gweited dem ers
__1p ften ABC dhnlidhes
& DOreied CDT gejeich=
* et werden, damit die

vem  Winfel anlies
o B gende Kathete Halbs
i \  meffer werde. €3
¢ muf aber die Ian=

gente ftets durdh) D,
den Cndpunct ded feften und ald pofitiv gefebten Sthenkfeld
gelegt terden, damit die Tangenfe DT oder DT/ mit der
Function gugleich pofitiv oder negativ ywerde. Dies feht ndms
lich voraus, daf das Maaf fietd pofitiv bleibe, mithin CD,
nidht CD’ fei. Hierdurdy erhdlt man fir den jweiten und
vierten O.uadranten die Tangente DT/ negativ.

86, Die Secante hat daffelbe pofitive Maaf, wie die
Iangente, Da die Hypotenufe ald der beweglide Schen=
fel ded veranderlichen Winfeld in jeder mdglichen Lage pofi=
tiv ift, fo fann die Secante nur dadurd) negativ Werden, daf
fie nicht die Hypotenufe felbft, fondern die ricFodetd durdy
ven Sdyeitelpunct gebende Berldngerung des ftetd pofitiven
Esinfe!fcl)enfélé ift, alfo im 2ten und 3ten Quadranten, wie
aud) fdyon davausd echellt, daf fie der veciprofe Werth ded
Cofinus ift.

87. Die {deinbare bweichung in der Lage der Ian=
gente und Sefante clibre von der Forderung ber, daf die Lis

%
Q
o)

n




nien mit den Func,

i o i tionen gleidye ieid)gn,

: / baben follen, In je=

BYE 2 R | dem Falle, wo nun

: die Junction, als der

L : BVerhdatnififactor, da=

: e durch ibe Seichen ver=
by ¥, EER Y A '}D dndert, daf dad Maaf.
j.f'l negativ ift, muf ife

/ bier cine andere Lage

s MR gegeben erden, ald

i U X & e
¥ T ligen Oreiecfen ded

2ten und 3ten Qua=
dranten: erbalten Haben wirde.

88. Jn Cinem Falle ift e8 nun unmdglidy, die beiden Forbe=
sungen §, 83 jugleic) ju erfillen, den Finfel an den IMittel
punct ju bringen, und da8 Maaf ald Halomeffer su gebrau-
en, weil biee feine der anliegenden, fondern die dem Finfel
gegentiberliegende Seite dad Maaf ift. Man Fehrt deshalb das
rochtwinflige Oreiect um und legt e8 mit feinem andern fpiken
giinfel an den Mittelpunct, fo daf beide Dreiecke dad Recht=
e ABCO bilden. Bevlangert man nun die Kathete CO bis
an den Keeis in F; und icht FG fenfrecht auf CF, fo ift
FG bdie Cctangente, CG die Cofecante, aber nidit ded Wins
fel8 FCG, fondern ded Winfeld FGC = ACB.

89. Damit die Linie FG, ald die Cotangente, mit der
Sunction sugleich negativ weede, muf fie ftetd durdh) den
Endpunct dedjenigen Haldbmefierd gelegt werden, welder auf
dee pofitiven Halbaye dex Ordinaten liegt, alfo durdh F,_nid)t
durth F* geben,  Sie ift aber pofitiv oder negativ, jenadydem
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von F aud ifre Lage der pofitiven oder negativen Halbare
der Abfciffen entfpricht. —  Sft der Winkel gedfer ald 180°,
fo voird fie durd) den ricfwarts durd) den Scheitelpuntt ver=
ldngerten jweiten Sdenfel begrengt, Die Cotangente exfceint
dadurd) im. 2ten und 4ten, die Cofecante im 3Sten und 4ten
Q.uadranten negativ, und ift fo, indem beide auf dad pofi=
tive Maaff CF beyogen find, in Uebereinftimmung mit
dee Function,

90. Dasd fhon §. 23 entwictelte Verhaltniff der coors
dinirten Functionen erfheint Hier in nodh Hellerem Lichte, und
¢d fallt unmittelbar in die Augen, daf die indivecten Funcs
tionen (der Cofinud, die Cotangente und die Cofecante) einesd
Tinfeld x, die divecten Functionen ded Crgdnzungsoinfeld
90° —x find, ald weldje fie hicr unmittelbar erfdheinen,

91. Aud) der Sinud verfud AD, und Cofinug verfud
OF, welde wir im redhtwinfligen Dreicce nidyt unmittelbar
vorfanden, find bier, durd) daffelbe Maaf, wie die Hbrigen
trigonometeifhen Functionen, gemeffen, ald lineare Grodfen
vorhanden, und aud) i)iet it der Cofinus verfus ded Hauptwinleld
gleich dem Sinusd verfus ded Crgdnzungdwinfeld oder Bogens.

92. Sierdurd) ift nun die Abfiht vollig erveicht, die
fémmtlichen trigonometrifchen Functionen eined und deffelben
Pinfeld ald lincare - Grdfen ju verjeichnen, und der Lage
nach mit ihnen in Uebereinfimmung su bringen. €8 verhdlt
fidy alfo, wean man den LWinfel ACB, x nennt:

AB: AC: DT : FG : CT: CG : AD : OF wie

sin X : €0 X lang X : €0fg X ¢ S€C X : COSEC X :SinV X I COSY X
unter Anwendung der Accente durd) alle Quadranten. —
Bon diefer Lage im und am Keeife ift ihre Benennung bees
“genommen; diefe darf aber nicht veeleiten, fie fir etwad ans
derd a'8 reine Sablenfactoren su Halten.
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93. Ueber die Befhaffenheit der trig. Funct., fofern
fie fidy auf Winlel jeder AUrt besichen, verdienen folgende
&ase gemerft ju werden, welde nun {don Crwiefenes
- ausfpredyen,

1) Nebenwinfel Haben gleiche Sinus,

2) Das DVorseidyen ded IWinfeld dndert dad Jeichen ded
Sinus, aber nidt des Cofinus, ‘ -

3) Bei Winfeln, welde fidh um gleich viel von' einer
geraden Unzabl von Redyten (OR, 2R, 4R, etc.) unter=
fdheiden, find die gleidhnamigen trigonomct;ifcf)eh Func-
tionen, abfolut genommen, einander gleidy (5. 75).

4) Winfel, weldhe um 4 R, 8 R, ete. unterfdhicden find,
baben aud) dem Borzeidhen nach gleidhe trig. Funct.

5. Wil man untee den  trig. %unctidmn wirflidhe Linien
verftehen, fo folgt aud 27, daf man durd) Hingufigung
bes Halbmefiers ald Factor allen Gliedern gleichoiel Die
menfionen geben muf, 5. B. in §. (1) sinx*~4-cosx? =r?,
wenn r den Halbmeffer begeichnet.

i Auflofung ebener Dreiecte. |

94, Wir haben oben (39 — 58) @ileid)ungeh ifdhen den
Sunctionen der Linfel dreier gerader Linien aufgeftellt, welde
fih in cinem Puncte durchfchneiden. —  Durdfchneiden fich
3 ungleihlaufende gerade Linfen nidht in einem Puncte, fo
bilden fie ein OrefeE, und ¢8 treten aufer den Winkfeln nod)
die Seiten bingu, welde durd) die gegenfeitige Begrenjung
ver Qinien entfteben, Hierdurd) echdlt man nun eine andere
Reihe von Gleidyungen, deren Jwed bdie Qiuﬂf)fung dber Dreiecke
unmittelbar ift. ~

95. Die %luﬂbfung/ber rechtwintligen Dreiecke ift durdh
die Definition dee trig. Funct. feloft gegeben. Jeded feief=
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winflige Oreiect At i nun auf 2 recdhtwinflige urdcfih-
ven, und Haufig dadurd) bequem aufldfen, dodh wird die fo erhalz
tene Aufldfung aud in vielen Fdllen weitlduftis und unbequem.
. 96, Sm Ulgemeinen ift FHar, daf, wenn ein Dreiect
fiie die Conftruction beftimmt ift, ¢8 audy fir die Rechnung
beftimmt fein muf, nur daf im lesteen Falle die Data in
Rablen — die Seiten nad) irgend einem Ldangenmaaf, die
Winfel in Graden und Minuten vorliegen miffen, Die Cons
firuction findet nun jededmal dad gange Dreiect, d. §. alle
feblenden Stiucke jugleid). — Die Irigonometrie aber findet
eind nach dem andern, und. jeded eingeln. Wenn die Data
dicfelben bleiben, fo muf man dod) mebrere Gleichungen an-
wenden, je nadydems man eind oder dad andeve der noc) ubriz
gen Stide fudt. :
97. ®a juc Beftimmung ded Drciectd wenigftens 3
Stucke erfordeclid) find, und von den feblenden jededmal Eing
gefucht wird, fo miffen in einee trigonometeifihen Gleichung
sur- Aufldfung cined fdicfvinfligen Dreiets 4 Sticke ents
balten fein, weldhe wir die in Frage geftelten Stircke nennen
wollen,  Von den 4 in Frage geftelten Sticken fann dann,
wie in jeder andern Gleichung, dasd ecine oder dad andere ald
vad gefuchte angefebn, ald foldyed auf die cine Seite der Glei=
dung allein gefhafft, und durd) die dbrigen beFannten ausd=
gedrictt werden. Nur wenn die ju fudhende Grdfe in der
Gleichung untee veefhiedenen Functionalformen vorfommt, wird
vad Werfahren weitlauftiger.  Befdhranfen wir und nun auf
dic eiten und Winfel, fo werden von den 6 Sticen,
weldye im @reied’ vorfommen, jededmal 2 Stice in der
Gleidung feblen, weldye die 4 Gbrigen enthdlt. €8 wird
daber fo viele verfdhiedene Gleidyungen geben, als ¢8  Paare
feblender Sticke giebt,
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98. Sn cinee folthen Gleidhung jwifden 4 in Frage
gefteliten Sticken fonnen nun feblen: :
Gine Scite und Gin Winfel. —  Hierbei madht es nun
cinen Unterfchied, ob die fehlende Seite und der fehlende
Winkel einander anliegen, oder ob fic gegenlber ftehen.
Ober ¢8 fonnen in dec Gleidhung feblen 2 Seiten, Da
in diefem Falle die in der Gleihung vorfommende Seite
nothwendig gegeben fein muf, dee gefuchte TWinfel aber
durd) Subtraction der beiden andern gegebenen von 180°
Herbeigefchafft werden fann, fo bedarf diefer Fall feiner
DBeehctfichtigung in dex Irigonometrie,
Cndlich fonnen unter den in Frage geftelten Stiden 2
2Winfel feblen, auf deren Lage e8 in der Gleichung,
welde alle 3 Seiten enthalt, nicht weiter anfommen fann.

99, €3 find alfo nur drei eigentlich veefhiedene Falle,
weldje bei der trig. Yufl. der Oreiecte vorfommen Fonnen,
wenn blof Seiten und Winfel in Frage geftelt find, Die
Gleidyungen fonnen aber unter verfdhiedene Formen geftelt
werden, theild um fie fir die logarithmifhe Bearbeitung be=
quemer ju madien, theild um jedes der in Frage geftelten
Stide durdy die Ubrigen entwidelt ausudehcen. Audy der
Sladyeninhalt ded Dreiects, die Hihen, Halbmeffer des einge-
fhriebenen und ‘umfdyricbenen Keeifed, Summen und Unters
fhiede der Seiten u. f. v, fdnnen mit in Frage geftellt wer=
den. €8 entbalten indeff die obigen 3 Falle alle Elemente,
um ‘mit Holfe der Lehre von den Gleichungen aud) die Hbriz
gen su Beurtheilen, ,

Yufg. @8 follen bie drei mdglithen Falle burdy ble in Frage
gefteliten Stice felbft (nidht durd) die fehlenden), allgemein und in
Borten ausgedriicEt, und die unter einem jeden begriffenen Falle
aug dem Dreiec BCD (Fig. su 101.) eingelnt angegeben werben.
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100. Bei der Yuffteliung diefer Gleihungen fann man
nun entweder von der geometrifdhen Betrachtung ded Dreiectd
audgehen, Died giebt, da die Irigonometrie ihrer Natue
nad) analptifh ift (§.41), eine Art von gemifhter Methode,
die aber fir den Unfinger leichter und bildender ift. — Obder
man fann einen der fich jueeft darbictenden Falle jn Grunde
- Tegen, und daraud die Gleihungen fle die tbrigen Fale abs
Teiten, wodurd) die Methode rein analhtifdh wird. Biv tols
len und junddyft der exften Methode bedienen.

€8 find gei Seiten, und die gegenuberliegenden
Wintel in Frage geftellt.

101, JIm DOreiet BCD,
deflen Seiten nady den gegens
uberliegenden Binfeln mit b,
¢, d begeihnet werden mbgen,
mdgen ¢, d, C, D die in Frage
gefteliten Stacke fein.  Man

C A D fate da8 Perpendifel BA aqus
B auf CD. Sm redhwintligen Oveief ABC hat man dann:
AB=d.sinC. Im rehtwinfligen DreieE ABD bagegen.
AB=c¢c.sinD. —  Hicraus folgt:

c.sinD = d.sinC oder '© o:d == sinC:sinD,
Hatte man dad Perpendifel aud D auf BC gefdlt, fo Hatte
man ¢ben o exhalten:

bic = sinB:sinC.

Sn einem Oreied verhalten fidh die Seiten
wie dic Sinusd dev gegenﬁbetliegenben Winfel

Sollte ciner von den Winfeln ftumpf fein, wie BCD in der Fig.

. 34 §. 105, fo bleibt die Proportion Hod) gang ungedndert, ba Ne:
bemvintel gleide inug haben,
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- 102. @ioibirt man die obige Gleidhung mit sin C.sinD,

d
=5 und aud _..—h——obet geordnef:

fo erbalt man = C =

(74) = =56= oD
IMan fonnte den vorfiehenden Lebrfas daber audy fo auss
dricen: Oer Quotient einer Seite durd) den Sis
nud des gegentiberbiegenden Winfelsd ift fur ein
und daffelbe DreiecE cine beftdndige Gedfe.
103, 2ud der obigen Proportion (O) folgt:
sin C sin G
(o) e 4oy el oy
weil D und B4-C fidh) ju 180° ergdnjen, und Nebenwinkel
gleidhe Sinud haben, Die Gleihung in diefer Form lehrt
aud einer Seite und den Winfeln die dbrigen Seiten ju
finden.
104. Yud der Proportion © folgt ferner

(76) sinC = —.sinD.

Die Gleihung in diefer Form, lebrt aud 2 Seiten eined
Orciectd, und dem LWinkel, weldher der einen gegentiber [iegt,
den der andern gegentiberliegenden Winfel ju. finden,

105, Da der gefudhte Win-
fel bier durd) feinen Sinud ges
funden wird, fo bleibt swifdyen
S N 2 Nebenwinkeln, denen der Sis

\ nu mit gleichem Redhte anges

N\ bdt, die2Bahl, und dad Oreiect
C A v D fann eben f@ob[ BCD al8 BC'D
fein, .sl't ;ebod) d>c; fo muf aud A_ mithin C fpis
fein,' — ©as Oreie wird unmdglicy, wenn —g-jvst,

4
> %Qwu
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weil dann sinC>1 wird; 8 wird rechtwwinfelig, wenn
sin C = 1 mithin % — i D foird. ‘

106. Aufg. 1, RNady F.2 und 3, jede Seite, und jeben Win:
el bes Dreiects BCD auf doppelte Weife ausjudricden. | (12 Gleis
dungen ergeben fich audy leidht aus ben 3 Proportionen bicid=.
sinB:sin C:sinD, wenn man jedes Glied durd) die dbrigen auss
brict).

Aufg. 2. Um aug CD=Db aug C und D bdie Seiten ¢, d

. i i bisin Gt T b.sinD
3u finben, erhalt man o (C+D)’\ = Sn(C+D)"

€8 fei !
R =00 G logbh = 0,7385269
¢ = 21017/21 logsin (C4- D) =='9,7902299 subir,
D = 16°48¢9%
0,9482870
,C4D = 38°530" log sinC = 9,5599964
: logsin D = 9,4610083
c == 3,223245 ' log ¢ = 0,5082934
d = 2,566283 logd = 0,4093053

€5 find 2 Geiten, der gwifchenliegende und ein
anliegender LWinfel in Frage geftellt.

107, 3m Oreiect BCD feien b, 4, C, D in rage ges
ftelt, - Man falle dad leiarpenbif‘el AB, fo ift: % g
mitb{n AB = d.sinC; @_‘(}_d.cos(},

AD = h—AC = b—d.cosC.
Hievaus ift: i

fatheD) ==t AB d.sinC

Ky b—d.cosC @7). i
108. 3n der Form, in welder die Gleidhung hier fteht,
lehet fie aud 2 Geiten und dem cingefdhloffenen FWinkel

(b, d, C) den Winfel, weldyer einer der beiden Seiten (ier d)
Grafmann Srigonometrie, o)
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gegenaber liegt, su finden. Fir diefen Fall ift fie aud) allein
braudybar; denn follte der Stvifchentoinfel oder eine der Sei-
ten gefudyt werden, fo wirde man fid) immer Gequemer einer
der Deiden vorbergehenden Formeln bedienen (F. 74, 75), da
durdy 2 Linfel im Dreieck der dritte gegeben ift.

109, Sft der Winfel C ftumpf (BC'D Fig. 105), fo ift
AD = b AC’; da indef der Cofinud ded ftumpfen TWinfeld
negativ ift, fo febrt fidhy fhon dadurd) dad Minusdseidyen im
‘Qenmer um, und die Fovmel bleibt ungedndert, — It
a;cosC>b, fo witd der Nenner, mithin der ganze Brud,
, b, tangD, negativ. Der Winfel D ift dann alfo ein frums
pfer. — @3 oerfieht fidy, daf dad Seidhen der gefudhten
Grifie durd) die Gleihung felbft erft befimmt wird. Sft
x == =b, fo ift x negativ, und die Gleidhung enthdlt feinen
Liderfpruch!

Aufg. Die Variationen der Formel 77 fiie ABCD ‘darzuftelen.

b.sinC  b.sinD S

ta'ngB = d=b.cosC = c—b.cosD ;

110. Sdldgt man aud C mit dem Halbmeffer BC
. einen Halbfreis, und verldngert CD bi3 an denfelben in B
und F, verbindet BF und BE, und jieht EG paraliel BF,
fo ift: ’
DF = b+-d; DE=1b—d; BEC =t=%(B4D);

, EBD = v = (B —D).
3n den dbnlidhen Dreiecten FBD und EGD verhdlt fich

. DF:DE = BF:GE,
d.b. da die Oreiecke FBE und BEG bei B und E redhyt-
winflig find,

b4-d:b—d = BE.tangt:BE .tangu
ober

(78) * bk dib—d <= tan 3 (B+}- D) tang (B D)
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i c TR

Die Summne yweier Seiten cined Dreiedsd
vethalt fid) su ihrem Unterfdyiebe, wie die Tan=
gente dev halben Summe det gegentberliegenden
Winfel jur Tangente ihrer halben Diffeteny,

111. Die Proportion lehrt aud 2 Seiten und dem
eingefdhloffeneninfel die beiden dbrigen IWinfel des Drefects
su finden, auf einem fire die (ogarithmifche.Berechniung beques
meren Wege, ald F. 76, €8 ift ndmlich dued) den einges
fdhloffenen Winfel (C) die Summe der beiden dHbrigen, mithin
audy ibre Halfte gegeben, man Fennt daher 3 Glicder der
Proportion, und fann dad 4te finden, Aud der Halben
Summe und dem Dalben Unterfdyiede finden fid) aber die
Beiden cingelnen TWinfel nach einer befannten arithmetifchen
NRegel:

112, Da 5CH-2(B-+D)= 909, fo ift tang X(B-+D)
= cotg 3 C, weld)ed tman in der Proportion (78) fubftituiz
ten fann, :

Aufg. 4. Die BVaviationen ber Formel 78 aug beni Dreied
ECD f{o barzuftellen, baf die Sangente des ba[ben Unter[dyiedes ber
nidyt gegebenen Winte! jebesmal entwidelt ift, 3 B.

tang 4(B'=C) = b + " tang} (B 4 C) = cotg, D eic;

+
Aufge 2. Bu einem Dreied BCD finb .gegeben :
: D 2
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:A D= 6807 35!/} Hieraus ift: 1D = 340 3748

b = 56843,09 1 (B4-C) = 55° 56 12/*

¢ = 49657,25 log tang-L(B+4-C) = 10,1699776
b—c= 7185,84; log (b—c) = 3,8564775
: -—14_0’_64551

b + ¢ = 106500,34 5 log(b+¢c)= 5 0273510

logtang L (B —C) = 8,9991041
1(B+C) = 55°56/12!" ‘
1(B~—0C) = 1 5°41’56%
B = 61°38 8"
.C = 50°14'16"
‘Probe D = 68° 736
1800 OI '01‘

‘€8 find die drei Seiten und efn TWinkel in Frage geftellt.

B 0 413, Sm Dreiect BCD feien
b,¢c,d, und D in Frage geftellt,
NMan falle dad Perpendifel BA,
fo bat man

d® = AB24-AC®

: Nt oder

C A D ¢*=c?*sinD?4-(h—c.vos D)
=c’vsinD‘—}.-b°—-2bc.cosD—[—c“cosDz.

Da nun sinD>J-cosD? =1 (Form. 1), fo Hat man

By (79y a2 == b f-¢*—2be.cosD.

114, Man annte diefe Formel den erweiterten Phtha=

gordifdyen Lefirfak nennen, ,.srt D =90°, {o wird cosD =0,
und

dz — b2+cz
dlefer Qebrfos felbft. — 3ft D flumpf, fo roird cosD fnegaz
tiv, mithin das leste Glied pofitiv. Man darf indef nicht
fagen, e6 fe; nun d2 == b%-4-c*4-2he.cosD, ohne ausdrids
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fich yu - bemerfen, baf, nuh cosD abfolut, d. B. poﬁtw {,u
nebmen e, :
115, - Yus Gormel 79 fo!gt :
b2 ¢? —d?
Bie lehet aud den 3 Seiten einen MWinkel finden,’
116, Um diefe Gleihung sur logarithmifdhen Bearbeiz
tung bequemer ju madyen, addire man auf beiden Seiten 1,

cosD =

fo 10itd gt : L
14-cosD = 1+b +2ub:d AL +2b20|j;c —
b- 2 .42 D (b by
2'008%1)2:( +f? be (b“*_c.-'—Q)b(c-'lw3 ) (§.22)
cosiD e= l/((b+c+i)|(,!::+c_d) 8.

114,  Gubtrabivt man die Gleihung 80 auf beiden
Seitenn von 1, fo erhdlt man
b2d-o>—d® 4% —(b3 —2bof-c?)

1 —cosD = 1— o = e
B i d’-—(b—c)"’ (d=Fb—c)(d—b-~-¢)
2s5iniD? = A ST
siniD = l/((b—c+d)‘1(;;b+c+d)) (82).

118. Uus den beiden lesten Gleichungen erhdlt man
durdy Divifion: ;
¢ /(h—c¢~}=d) (—b - ¢4
wssd = V(oo &
119.° Da nad) §. 17 sinD=2sinfD.coszD, wenn
man D=2x, mithin 2D =x fest, {o ift nod) durd) Muls
tiplication von .81 und 82 mit cinander, und mit 2

sinD = 2——:c VI 4ot d)(bFe—d)(b—ctd)(—bfetd)] (84).
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Oie Gleidhung gewdbrt den BVortheil, daff fir alle drei Win-
fel die unterm Wurjelzeichen ftehende Grofe diefelbe ift.

- 120. Man Fann bdie lesten 4 Gleicdhungen nody unter eine ans
bere Form, ftellen, wenn man den uinfang bed Dreieds, d.'D,
b+c+d=p febt. Dann with b+c—-d_p-‘)d 2(b+c—d)

2p —d etc, und man erhalt

‘ cos,;_D = l/(ﬂ'*i..—_d_))
sm‘D'— ((p—c)(Hp_b))
54 ( = b)
iy /(dE=0p=0
sinD = —V(zp(zp—-d)( p—©)Gp—b)

121, Aufg. 4. Die Gleihungen von F.79 an fir den Fall
. abgulefen, wenn ftatt bes Winfels D ber Wintel B obetC Gefudyt wird.
Aufg. 2. €8 fei gegebens

b = 425; logb = 2,6'283889
ce= 378; - g logc = 2,5774918
d = 399; logd = 2,6009729

p = 1202 :
ip = 6013 logip = 2,7785745
ip—b = 176; log (2p —b) = 2,2455127
ip—c = 223; log (2 p—¢) = 2,3483049
3p—d = 202; log (3 p—d) = 2,3053514

2 9,6760435

log A = 4,8390217
“log2 = 0,3010300
log2 & = 5,1400517
logh ¢ = 5,2058807
logsinD = 9,9341710
logbd = 5,2293618
Jog sin C — 9,9106899
B = 66°15'19,5 i logcd = 5,1784677
180° ~ logsin B = 4,9615570

D = 59°14/ 384

C = 54°30¢ 25

-



Uebgrfiche.

122, Hiernad) Fann man nun bie ©Sdhe von bet Beftimmung
(Gongrueny) ber DOreiede bucdygehen, und zeigen, baf, unb wie
jebes fehlenbe ©tick burd) die Gbrigen audgedricEt, unb Derbeiges
fhafit werben ¥onne,

Sind 3u einem Dreiece bdie Winkel unb eine 69;& gegeben,
fo hat man bie fehlenben beiben Seiten unmittelbar aus F. 75, unbd
ift diefelbe eben fo bequem zur Berednung, wie gur Subfiitution,
wenn man némlidy eind ber gefudten Stice fn einer Gleidung,
burd) die gegebenen allgemein ausgedriicit, fegen foll.

123, @ind 2 Geiten undb der eingefdhloffene Winfel gu e¢inem
DreieE gegeben, fo werben suerft bdie beiden Ubrigen Winkel dburdy
§. 77 fir bie Subftitution, durd) F. 78 bequemer fiir die Bevednung
gefunben, — Die dritte Seite hat man aus F.79 fir die Subfti-
tution, Bef der Veredhnung fudyt man bequemer aus §.78 die fels
lenben Winkel, und mittelft ihrer aud §. 75 die dritte Seite, —
ober man bedient {idy eines Hulfswintels (cf. §. 158).

124. ©ind die 3 Seiten gegeben, fo hat man jeben der fehlen:
ben TWinfel aus F. 80 fiir bie Subftitution; fiir die Berednung be:
pient man f{id) mit gleihem Wortheil einer ber Formeln 8i—84,
Bei bder lesten ift der gefudhte Winkel nur fdeinbar zweibeutig.
Die beidben Wintel, welde den Eleinern Seiten gegentiberliegen, find
nothwendig fpis. Bervedhnet man bdiefe juerft, o Hat man ben brits
ten durd) Subtraction von 180° (§.121). Das Dreied wird un:
mbglid), wenn einer ber Factoven unterm Wurzelzeiden (wieb4-c—d)
negativ, b. b, ein¢ ©eite grofer ift, al8 bie beiden dbrigen jufam:
mengenommen.

125, ©inb 2 @eiten und der der Ginen gegenitberliegende Wins
fol gegeben, fo findet man ben deér andern degentiberliegenben durd
§.76, ben dritten Winkel duvd) Subtraction ber beiden nun befanns”
ten von 180°, und da man nun alle 3 Winkel feunt, fo findet fidy
bie britte Seite aus F.75. Sft das DreiecE zweideutig, fo evgeben
fidy die zufammengehorigen Wevthe bvesd dritten Winkel8 und ber
dritten Seite von felbft, je nadydbem man fir den Sinug des guerft
gefudyten den fpigen oder den ftumpfen Wintel gewahlt Hat,
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126. ©oll bie britte Seite, etwa jum Behufe einer Subftitution,
(5. 122) aus ven Datis unmittelbar ausgedriicEt werden, fo hat man
aud §, 79, wenn b gefudt wird, und c, d, D gegeben ftnb.

b?—2bc.cosD = d?—c?,

woraud durd) Auflofung der quadbratifhen Gleidhung
b—c.cosD+y/(d>—c*+c?cosD?) cicosD+y/(d? —c?sinD?)
gefunben wird,  Hier ift b nur dbann wirflidy zweideutig, wenn es 2
verfdiedene pofitive Wertlhe erhdlt, indem ein negativer TWerth e in
ein andered DveieE verfest, weldes nidt su den Datid gehdrt.

127. @8 ift aber zuerft ;
b unmoglidy, wenn der Ausdeuc unterm Wurgelzeiden negativ

wird, mithin c?sinD? > d? ober c.sinﬁ >d ober sinD >-g-;

b erhdlt nur Ginen pofitiven TWerth, wenn bder Wurzelaugdruc
entiweder O ober grdfer ald c.cosD iff. Sm erfien Falle ift
d®> =¢?s5in D?, mithin d=csinD und bas Dreiect rvedytwints
lig. 3Im anbern Falle muf c.cosD < y/(d? —c2 4 c?cos D?)
ober ¢ cosD?< d®—¢? +c?cosD?, b.h, 0< d?—c? ober
c< d fein, mithin der gegebene Wintel bder grofern Seite gegens
fiberliegen,

b erhdlt bagegen 2 pofitive Terthe, wenn Feiner diefer Falle
ftatt findef, (DBergleide § 104.)

Man Tann alle hier zur Aufidfung der Dreiece aufgeﬁeuten
@leidungen, ohne Jublitfnahme einer Figur, aus einer einjigen ana: :
Iptifd) berleiten.  LBahlen wir ju diefer Ableitung die in §. 101 mit
© bejeidinete Proportion, welde bte (S_iteid)ungen 74—76 in ftd)
{dlieft, fo erhalt man

i c+d:c——d: sin C+4 sin D :sin C—3sinD

unb aus §. 35und36 .. .. ... —tang(C+D):tangl(C—D).
Dics ift F.78. Man Hat ferner ausd derfelben Proportions
c.sinD =d.sin C=d.sin(B 4 D)
=d,sinB.cosD+dcosB,sinD
csinD—dcosB.sinD =dsinB,cosD (A),
i‘)wtbtrt man die Gleidung mit cos D, fo wird
ctan"D dcosB,tangD = dsinB
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d.sinB
S an (8. 77).
@eht man in ber mit A begeidhneten Gleichung bsinD fir d.sinB’
aus .74, fo 1Gft fie fidh mit sinD bividicen, und man erhalt:
¢c—dcosB = bcosD, woraus
c¢?—2cdcosB +d?cos B2 = b2cosD?, $Hierzu abddfct
d2sinB? = b?sinD? giebt
c?*—2cd.cos B+4d? = b% (§.79)
weil sinx® 4 cosx? = 1 nad) F-1. — Aus diefen Formeln {ind die
ibrigen im Serte {don atalytifdy hevgeleitet,

tangD =

Der Flacheninbalt, aus benﬂb%eﬁimmungéﬁﬁden
cines Dretedfs.

R’ 128.  Yus ber Geometrie ift
beEannt, baf der Fladeninhalt eines.
Dreieds dag Halbe Product feinet
Bafis und Hobhe, ober, ba jede Seite
die Bafis fein fann, das halbe Pros

' buct einer Seite in dag aug bder
Gpise ded gegentlibetfiehenben Wins
Gl D fors auf biefelbe gefélite Perpens

bitel ift. DBegeidnet man nun den Fladeninbhalt mit A, fo ift

A = 1CD.AB = 1h.AB, b.}.
A .= 4+bc,sinD §.101. (85)
Die Gleidung lehrt aus 2 Seiten unbd dem eingefchlofjenen Winktel
den Fladeninbalt findben
129, @ent mon flir sinD feinen Werth aud F.84, fo o=
halt man ) ,
& = 1y[btetd)(btc—d)(b—ctd)(—btct+d] (6)
- =VGEpGp—d Gp=9Gp—b]
wenn p, wie in §.120 ben Umfang bded Dreiectd begeidnet. Die
Sleidung Tehrt aus den 3 Seiten bden Fiddeninhart finden. Sie
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enthalt Eeine trigonometrifde Function, und gehdrt baber cigentlid
in bie Glementargeometrie,

RVergleidht man bie zweite Form fiir A mit bem Werthe von
sin D in 120, fo fieht man, daf der Wurselausdeudt in jener ber
Rladeninbalt bed Dreieds iff. ALS foldjer ift ev auf §. 121 Aufg, 2.
hegeidynet. 2

130. @ept man in§F.85 — A =1lbc.sinD fir c=b

fo erhdlt man: .

sin C
sin B*
4b?sinC.sin D

) i RinB oy n

wo man ftatt eines belfebigen Winfels die Summe ber beiden ibris
gen fegen Tann, Die Formel lehrt, aus einec Seite, und ben Wins
Teln den Fladeninbalt des Dreiectd finden.

131. Um qud 2 Seiten und einem bder nidt eingefdloffenen
Winfel (c, d, D) den %I&Q)eninbalt bes DreiecEd zu finben, fann
man zuerft nad) . 76 einen andern Winkel (C) fudyen, und hat dann
burdy F.85 und 87 ben- gefudten Flddeninhalt, Je naddem man
fiiv C den fpigen ober ftumpfen Winfel wahlt, erhalt man den Jns
balt des grdfiern ober bes Fleineren der beiben bebingten Dreiecte,
fallg Hier eine Sweideutigfeit {tatt finden fann (§. 105, 126).

132, Audy Tann man im Falle
einer Sweibeutigteit, das Perpendifel
BA fallen, und die beidben veditwints
ligen Dreiede BAD und ABC =
ABC’ bevedynen, Ptan erhdlt fo
A = ABD + ABC

=21AB.AD+ 1AB,AC
ol A & D =Zc.sinD,c.cosD

+1d.sinC.d.cosC

7O —

woraus, da sinD.cosD = sin2D (- 17),

‘ (88) A = 1ic?sin2D+ 1d?sin2C.
Hat man alfo C gefunden, fo ergeben fidh nun bdie beiden Werthe
ﬁr A. ietbei pat man C allemal {pis ju nehmen, da der jweite
Fall dburdy bas Seidyen bes 2ten Gliebes {don bertcEfidytigt ift.
" Piernady Fann man fidy bie Fovmeln flir den Flddpeninpalt bdes
gteicbfd;enﬂigen und redtwintligen Dveiecs leidt felbft entwideln,
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Den Halbmeffer eines in oder um ein Dreiedt befchrie-
benen Kreifes gu finden. :

133. @8 fei MC=r. ber
Dalbmeffer de8 um dad Oreiect
befdyriebenen Kreifes,  Aus bdem
Mittelpuncte ziehe man MAE
auf CD fentred)t, weldye bie Sehne
und ben Bogen halbivt, wodurd)
CMA =B wirtb. JIm DrejeE
CMA Hat man alfo

; AC

i3] ‘ MC = fmova’

1b
LR si2n B 2sinB (89):
Die Grofe des Halbmefjers iff alfo von einer einjigen Seite und
threm Gegenwinfel abhdngig, und ber"ibutd)meﬁ'er bes um bdas
Drejed befdriebenen Kreifes ift die beftdndige Grdfe, auf metd)e
oben (§.102) bingebeutet wutrde.

134, 3t tein Wintel des .?Dreiecfs befannt, {o findbet man ben
Halbmefer aus ben Seiten, inbem man fiix sin B feinen Werth qus
. 84 fubftituivt.

il

e bed
P = VibFctdbte—d)(b—c+d)(—btc+d]
= bed
= WirGr—aGr=oar—b
B 135, '®er Halbmefjer des

in bas Dveied eingefdriebenen
Kreifes fei MA=g., Man
3iche MC, MID, weldye bie Wins
Fel bei C und bei D balbiven,
fo hat man in ben redtwinklis
' /\ _gen Dreiecten AMC und AMD
/\ AM = AC.tang}C
C A ; D = AD.tang iD.
Aus diefen beiden Werthen von AM [t fih sunadft AC beftims
men, indem man AD bdurd) b— AC ausbricEt. Man exhdlt:
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AC, tang 1 C = (b—AC)tanglD, ‘

i

wotausd 5
g b.tanglD

{ Bk Il < g

e = tang 2 C+tanglD

mithin

AM = AC.tapglC = - "tang":'—;cﬂ'ﬁ%;g.
tang 3 C 4 tang4 D

Dividivt man im 3ahler und Nenner mit tanglC.tangliD, unbd
fegt o filv AM, fo wird:
b
91 = —_—
Sim cotg= D +cotgiC*

136. Um bdie Formel jur Yogarithmifdyen Bearbeitung bequemer
su madyen, fubftituive man fiiv das Aggregat im TRenner feinen Werth
aud §. 42, fo wird '

b.sin2€.siniD _ b.siniC.siniD
L

PA —
) ¢ =Dy . 1B

Oleidhungen jwifhen Summe und Unterfhied gweies
Geiten eines Dreieds, und Summe und Unterfdyied
et ifhnen gegentiberliegenden IWinfel, imgleidhen dex
Hobenabidnitte quf der dritten Seite.

137. 3Bieht man im Dreiect
BCD, bas %oth BA auf CD,
nimmt AE = AC (wobdurd
A ABE © ABC witd) unbd gieht
BE, fo ift tm Dreied BCD:

CD:sinB = BD:sinC.
Sm DreieE BED:
DE:sinEBD = BD :sin BED,
Da nun die Sinug gweicr Ne=
benwinkel (BED und BEC=C)
gleidy find, fo evhalt man:

, ./ CD;DE = sin(C+ D):sinEBD
ober, ba EBD = BEC—D =C-=D,
(93) b:DE = sin(C+D):sin(C—~D),
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136, ©dldgt man mit ber Eleinern Geite] bed Dreiects aus B
einen Rreid, verldngert DB bi8 an benfelben in T, und zieht CF
und CG, fo ift fm Dreiec CDI‘

CD :DF = sinCI'D:sin DCF,

@8 ift aber, alg Wintel an dev Peripherie, CFD =3 B=90°—1 (C+D)
und DCF =FCG+DCG = 90° 4+ L EBD'=90° 4 L (C—D), mithin
b:(c4d) = cos;(CH4D):cost(C—D) (94)

139. JIm Dreled CGD erhalt man aus
_CD.DG — sin CGD :5in DCG.
@©8 ift aber sin CGD =sin CGB =sin} CBF =sin {(C4+D), DCG
=1(C—D), und DG =DB—BC=c—d, mithin
b:(c—d) = sin}(C+D):sin2(C—D) (95)

140. Ausg bder AehnlidFeit bder Dreiece CDG und FDE, obder
unmittelbar aus einem befannten geometrifdhen ehriage folgts
DC:DF = DG:DE
bi(c4d) = (c—d):DE

b:c—d = c+4d:DE,

wo DE bden Unterfdied der Hohenabfdinitte auf ber Bafid beseldhnet,

Hiernad hat man aud F. 94 und 95 unmittelbar:
¢4 a:DE = sin 1(C+D):sin}(C—D) (96)
c—d:DE = cos1(C+D):cos3(C—D) (97)

144, Dividirt man §. 96 durd) 97, {o erhdlf mans

c4-dic—d = tang1(C 4 D):tangl (C--D),-

weldyed wieder F, 78 ift.

Ginige Anfgaben fiber Dreiecde ju fuden, welde mit Hiife dev
legten 5 Gleidhungen gelbfet werden Eonnen,

ober

obec

®¢brauc) der trigonometrifhen Functionen und LTafeln
7 gur Auflofung von Gleidyungen,

442, Die trig. Functionen laffen fich nicht blof sue Aufidfung
der Dreiecte und Figuren utberhaupt anwenden, fondern Fonnen in
febr vielen Fallen sur Aufldjung mathematifdher Aufgaben aller Art ange:
wandt werbens €8 ift dburdy diefelben ber Jufammenhang gewiffer Reiz
ben von Grofien gegeben, unt diefe feloft find fir alle mogliden Wetthe
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threr Glemente beredynet, Ueberall o nun ein dhnlider Sufamen:
bang vorfommt, Ednnen bdie Safeln jur Abkirzung der Beredynung
angewandt werden,

Gleichungen des erften Grades,

443, Wenn bie in einer Glefdung vorfommenden bePFanutent
Brofen dburd) ihre Logarithmen gegeben {ind, fo laffen fid) die trig,
Formeln und Functionen faft immer mit LBortheil anwenden, um bdie
befdhtoerlidyen Redyhungen, welde erforderlid) find, um ben Logariths
mus eines Aggregatd su finden, abzufiirzen, Man fudt fie alddann
auf eine Form zu bringen, welde mit befannten tn’g‘. Tormeln fbers
einfommt, und durd Ginflhrung eines HUlfwinkels, der aus den
gegebenen Grdfien beftimmt werdben Eann, einen cinfaden Ausdbrud
geftattet,

144, Gs fei 3 B. ber Rogarithmus der Summe weicr durd
ihte Rogarithmen gegebenen Grdfen zu findens alfo logx, wenn
x=a-+b, Man fege bie Gleidung unter bie Form:

o A

fowith: x=a (14 tang 9*)=a.seco?, mithin II, = =
(&. 2, 6)-
145, " St x—-a—-b~—a(1——) fo ift eine foldie Formel zut

cos p?

wabhlen, mittelft beren 1——::— in einen einfadyen Factor verwandelt
witd. Bon-der Art ift 5; B. sing? =1—cosp2 Man fese alfo
' b . i b
cosg? == — ymb echilt ¢ bury I, cosp =7/ (T)
Gs wird = a(1—cosp?) ober I, x —=a.sing?

Solite b gtoﬁet al8 a fein, fo fepe man —x-b(i-———-) etcs

w6, st x=y@+h=V][a(1+ )] =vay/(1+ ),

fo ift Elat, dbaf man damit auf bie Form 1+ funct. @3 3u Fommen
fuden muf, fofern bdiefelbe einen einfadyen Ausdbrud geftattet, Hierzu

b
bient wicbet §.2. @egt man —i’—:langxp’. fo-expatt man P/ (14 -)
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&= y/(1+ tang ¢2) == sec p = , unb bie Aufdjung gefdyiehe
cos ¢
burdy die Gleidyungen: : A ?
I, tangop = L‘;—:—’- und 4 1, xi= co‘/sacp'

; ey b ;
3n x=¢/(a—Db) wiirbe man s @® fepen, und erhalten:

1, cos(p._-‘-!,/h und I, x e=sing.ya.

Va
147, @s fei / i
=6 - /)

Sett man —hi- = cos ¢, fb witd
l—cosg
X l/(l -+ cos q)) - tang 9 (g 23)'
Die Gleidungen der Aufldfung find alfo:

I, cosgp =-%=' 1. ix =2 tang ¢,

1_L

- s
148, St x = -a—_-*_b + b’ fo fege man ;-—-tangq;,

: v
und erhalt

_sin cp*
L 1—tangg? __ "~ cosg* _ cosg—sing?
T 14-tange® T sin p* e cos p? +sin@?’
1
cos ¢?
mithin (5. 18 und 1) x =cos2¢, — Ddtte man L: tang ¢ ge:
1—tangg

fept, o batte man erhalten x= =tang(45° =) =

1+ tan tang @
©o aud) in anbern Fallen.

Oleichungen deg gweiten Grades.

149, Sur numerifhen Bevednuig der Gleidungen bded 2teit
Grabes find bie trig. Junct. ganj befonders braudbar. Die beiden
$Hauptformen der gemifdhten quadratifden Gleidung find

x*4-px = *q.
Das 3eidyen von p hat auf den Gang ber Redyning Leinen Ginfluf,
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150, G8 fei nun 5ucrft x4+ px=2+4q. Qurcb Auf(dfung
detfelben erhdlt man

e= —ipetn?/ (14 40) = sp [/ (14 29)].

Man fese -Tfl =tangp?, fo wird 5un&d)ft: I, tangp = ‘/q, alfo
=t p[—-l:t)/(l-l-(ang'(p“)]' = 1p(—1+secq) (g‘ 2

e i 1 . y.—cosptl
——ép( li(:c)sa;y)’_"""p cosp @®.6).
Korner ift aus I, ,p—--

Vq

Tl worausd fidy ergiebt

X =

mithin

Yq —-cosq;il _ ¥ g.co8¢p —cosqp+1 6
tangp’' cosg ~  sing ° cosg (3.6
Vq(—cos¢+1)
sin ¢
151.  Died find die beiden Smert!)e der gefuditen BWurzel, %, 5%, ¢
Madht man von dem obern Jeiden Gebraud), {o erhdlt mans
L nlop?
Yql—cosg) _ v/q.2sinig> (3. 21, 17)

sing T 2sinlp.cosio

X, =

mithin ;
I, x, = y/q.tangdo (§.7).

Madht man dagegen von tem untern Jeiden Gebraud, fo wird:

i/q'(l'l'cos?’): il Vq-2cosy g (2,22, 17

Xp 55 =~ . :
e sing 2sintg.costo

mithin

I, x, == Wi ta:/gqé(p.
Die mit vomifden Biffern begeichneten Gleidhungen find biejenigen,
von benen man bei ber Redynung Gebrautd) machts
~ Deifpiel. G fob
x;+56x =ﬁ’1'0 mithin  p = 55 q =10,
log2 = 9,6020600
logy/q = 0,5000000

lp = 51° 40’ 16,2 logtang @ = 0,1020600
1g = 25050' 84,1 log tang p = 9,6850116
x, = +1,531128 ) log x; = 0,1850116
x, = —6,531131. logx, = 0,8149884.n.

" Lﬁi_gt erfdheint einFehlex von einigen Cinheiten auf bev 6ten Decimalftelles
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152, @6 fei ferner x*+px=-—q. Durd Aufidfung evs

hélt man
x=—2p [1?]/(1—;’%:1)].

Man fese bier %—— sin @2 und erhalt fo fiiv I, singp:%.‘l'

woraus %p:;%—‘;, und wenn man bdiefe Werthe, fubftituire

s VAL 7 R e TN S Yq ;
X'—'-—sin(p[l'f'i/“ SIH‘p)]‘—"’sinW(licos‘P)'
Je nadydbem man hier das obere oder untere Seidhen behalt,
e 55 Vq:2sinig?
B = eine (§-corg) Rl tp.cosio’

o b II, x, =—|/q fang%ﬁ.
e 1/‘1 (1+COS(}))_—- ‘/q 2‘:03"

e h— Db atved s e
3= Ting sin2lg.coslo’

b9, I, x, = — ta::;‘;tp

St der Goefficient des 2ten Glieded negativ, fo dndert died nidht
bie abfolute Grofie der Wurzel, fonbern nur bas Jeidhen berfelben,
bat aber auf den Gang der Rednung Feinen Cinfluf,

Gcbrauch der Hulfswinkel gur Vereinfachung
trigonometrifcher Rechnungen.

153, @3 ift sunadft flav, daf man bei frigonometrifden Reche
nungen einen Hiilfswintel eben fo gebraudjen Fann, wie bei der Bes
redynung algebraifdier Aufgaben. o wird 3. B., wenn in F.78 b

und d durdy ihre Logavithmen gegeben twdven, dburdy Anwendung von

§. 148, wenn man —ﬁ—: tang ¢ fet,

tang} (B —D) = tang (45° — ¢) tang 1 (B +4-D)
und fo in andern Fallen.
154. @ehr Daufig fann man f)ietbet aber aud) auf die eigens

thumlide Befdjaffenheit der frigonometrifdhen Gleidungen, ing bes -
fonbere derjenigen, wodurd) Aggregate in Producte, ober in einfade

Grdfien verwanbelt werden, m:‘tdﬁdjt‘ nehmen. 3u biefen trig. Gleis
dungen gehoven § D, §. 11 bid 24. —  Diefer Fall tritt insbefons
Grofmann Jrigonomettie, : ¢
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‘bere bann ein, wenn enttoeber ein gegebener, ober der gefudyte it
fel in ber Formel unter verfhiebenen Functionalformen vorfommt.
155, ©s fef 3 ®B. p=cosata,sine. Man fese tangp=—=a

_sing €OS 1. €O @ *sinw, 8in @

, fo witd p = s 0. b8 ivitd p=

o9 cos ¢
wzf,Z?)- — Ditte cosw den Goefficienten gehabt, fo wiirbe man,
wenn man iHn = colgg fegte, §u der Endgleidyimg p = c“ossi(:i -

gelangen. — aben beibe Gliedet Coefficienten, alfo
_ p=a.cosatb.sing,
fo ESmmt iman buvd die Form
: B
o p_a(cosuj:-;—sma)
3t einer der eviten analogen Aufldfung. Sft endlidy
p=bhb.sinz~a.cosa=2a (—:— sin @ — cos u),
wo bag Glied, weldyed cose enthalt, fubtractiv ift, fo Eann man
%: tang @ fegen, unbd erhalt ‘

. a(cose.cosp—sinu.5ing)  a.cos(a+ @)
p‘f RN cos @ % COsipLa @

156 TWird « gefudyt, und ift p gegeben; fo hat man im erften
Falle bes vorigen § cos(aF¢)=p.cosp, im 2ten cos(eF p)=

p.sing, im 3ten cos (a?cp):—z- cos @, twobei det Unterfdhied «—g

abfolut 3u nehmen iﬂ; Im 4ten Falle wird cos (a+¢p)=—%cos¢p,
=n allen diefen Fdllen wird danh o aus e+ o leidt gefunden,

d.sinC
b—d.cosC’

Ginfibrung cinesd DHilfewinkeld sur Bevedmung bequemer gu madyen,

. ftelle man fie unter die Form tangD = d‘s;"C
b(l-—— 5 o8 C)

d.sinC  d.sinC
b(1—sing2) ~ b.cusg?
Die Bevedhnung gefdyieht daber durd) die beiden Gleidhungen

157, Um §. 77, tangD = wo D gefudyt wird, durd

und fege

d
5 €os C = sin g2 ; woburd) tangD =
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PTG d.cos O ‘ d.sinC
¥ sm‘cp_.l/( b ), und 11, iangD.—:m.

158, Audy Fovmel 79 ijt jur logavithmifhen Berednung fehr
unbequem. Um fie dagu gefdhickter su madjen, febe man fie unter
bie Form ‘

d2—=b2—2bt+c2+2bc—2hc.cosD
=(b—c)*+2bec(l—cosD) = (b—c)2+2bc.2sin 1 D2,
4bc.sin D2

=L 7 (1+ o e ).
4bc.sinlD?

(b—c)?
d? = (b— ¢)* (1 4 tang ¢2) = (b—c)?secp?2 =
2sm-fD

@t man nun bier = tang ¢2, {o erhdlt man
(b—c)?
cos @2

v C)

b—c¢
und d = m wo (angtp-—

¢2



Sphavifde ITrigonometrie,

- Begriff der fobarifhen Trigonometrie,

159, @er Begriff, weldyer oben (1—5) von . der Trigos
nometrie Gberbaupt gegeben wurde, besieht fich eben forvohl
auf die fpbdrifche, ald auf die ebene Irigonometrie. €8 find.
~ pwar gunddft nidht 2dnge und Nicdhtung, fondern ebene und
RNeigungdoinfel, weldhe Hier fiir die Redhnung in BVerbindung
teeten follen, aflein 8 find dod) audh Dhicr die Coordinatens
verhaltniffe, mittelft deren diefe Berbindung bewirft wird,

160. ©ie {pharifde Trigonometrie unterfdheidet fich
aber dadurdy wefentlich von der ebenen, daf fie fich auf
- vaumlidhe, aud der Cbene Beraudtretende Conftructionen bes
jiebt.  TBAGrend in- jener swei auf einander fenfredite Coors
dinaten jur Beftimmung der Lage ciner Linie oder ¢ined
Puncted Hinveidend voaren, find bier deven drei, nadhy der Sabl
der Dimenfionen ded Raumes, ecfordeclich. Die fpharifche
Trigonometrie fteht daber in einem dbnlichen BVerhdltniffe jue”
Stercometrie, wie die ebene sue Planimetrie,

» Gegenftand derfelben,

161. Derjenige Gegenftand, an voeldhen fid) die fphdrifdhe
Srigonometrie jueeft wendet, und womit fie fid bauptfachlich
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beldhdftigt, ift) der forpeclidie Uinfel, oder die Edfe, und
swae sunddyft die dreifeitige.  Dean fo wie fich alle  ebene
Figuren in Dreiecte jerlegen laffen, fo laffen fidh alle mebr=
feitige forpecliche Zinfel durd) bindurdygeleate Gbenen in -
dreifeitige geefallen, Man Hat ed nun am anfdhaulichften und
bequemften gefunden, diefen Torperlichen Winkel auf der Ku=
geloberflddhe su beteachten, Denft man fid) denfelben ndm=
lid) mit feiner Spige an den Mittelpunct der Kugel gebrade,
fo voird der Durdhfdhnitt feiner Winfelfladyen mit be,r-ﬁugd:
oberfldcdhe auf der lebtern eine Figur befdyreiben, deren Bes
tradytung  jugleic) eine Betrachtung ded Forperlidhen Winfels
folbft ift, defjen Clemente fie fla und Obeefichtlidy geordnet
vor Yugen legt.  Wenn aun aud)y dad Verbaltnif, in wel-
dem dad Auge fid) gegen den Himmel befindee, ju diefer
Betradtungdrocife die erfte Beranlaffung gegeben haben mag,
fo Dat man fie dod) al8 die befte ftets beibefalten, '
162, YUuf der Kugeloberfladie fann man auf cine anga
.Ioge Weife conffeuiven, twie in der Cbene, und fo der ebenen
Geometrie eine fphdrifche Geometrie jur Seite fiellen, welde
in neuern Seiten unter dem Namen. der Spharit fleifig bears
beitet ift, und ecine Jeihe von Sagen entwicfelt, relde eine
unverfennbare Analogic mit denen dev Planimetrie Haben, und
mit gleidher Coideny dargelegt werden fonnen *). Da 8
bier aber nue die Abficht ‘ift, eine furse Ueberfidht der fphdrie
fihen Tvigonometrie gu geben, fo werden die fir diefelbe er=
fordeelihen Sage der Sphavif nue ald Lehnfake betradtet
werden fonnen, denen fid) indef, bei der alfeitigen Gleichheit
der Sugeloberflacdye, aud) obne ausflbrliche Entw'celung, ein
*y Poht in feiner Geometrie und Srigonometrie auf der Sphdre,

Berlin 1819, hat hier die Bahn gebrodien. Vevgl. aud) Spharif
von & dulty, Leipsig 1828, und v, Forvfiner, Bevlin 1827, .
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“den mathematifhen Sinn binveidiend befriedigender Grad der
Siderheit geben [aft,  Die Lehre von der Lage der Shenen
und Qinien gegen diefelben muf aud der Stercometrie ald
befannt voraudgefest werden,

Ueber Dag Pofitive und RNegative,

163. Jn der ebenen Srigonometrie Haben wir (§. 59 — 66) ge:
fehen, wie man, in Bezichung auf ecinen gewiflen Gang bder Gons
fteuction, und einen bavin angenommenen pofitiven Sinn berfelben,
einen Ab{dnitt einer gr, L. und einen Winkel ald pofitiv oder als
negativ anfehen fann, Wir miiffen diefe Betradtung bhier bis jur
forperliden Ccfe ausbehnen. Der Winfel [t fid) nidht weiter ges
braudyen, um mittelft feiner zu einer hdheren Gonftruction zu gelan:
gen. Die férpctlid)e €de ober bas fpharifde Dreiec 1At fidy durdh
ihn nidt erzeugen, .

0 : s 164, Dagegen Lann die gr.
£. bierzu febr wohl gebraudyt
werden.  Wenn man in der Linie
AA’ den Punct C al8 bden Aus:

A . C A gangspunct der Gonftruction be:

tracdhtete, und bdie RNidfung von

C gegen A al8 bie pofitive anfah,

fo mufiten bdie AUbfdhnitte auf der

o’ ] entgegengefesten Seite, gegen A’
bin al8 negativ angefefen werben (§, 62), TWird pun CA, al8 pofitiv
betraditet, nad) frgend einer, nidht mit der Linie jufammenfallenden

SRidtung CO cinfady fortbewegt, fo entfeht die Fladge OCA, WWix

nennen aber die Fortbewegung einer Linie eine einfadhe, wenn fie

nidyts als fhren Otrt verdnbdert, und zwar nad einer unverdnderlidyen

Sidtung hin, fo baf alfo jeder Punct berfelben eine gr, L, befdreidve,

165,  Witd diefe Gonftruction duvch die Juriickbewegung wieder
aufgehoben, und diefe Bewegung in bder aufhebenden Ridtung dber
ben Ausgangdpunct fortgefest, fo entfteht die Flade O’ CA, welde
ald negativ betradytet werden muf, wenn OCA alg pofitiv angefehen
witd, wie aus dem §.61 aufgefielten Begriffe des Pofitiven und
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Stegativen exhellt. —  Aus gleidjem Grunbe finbet man, von CO,
ausgehend, bie Fldde AOC negativ.  Aus beiden folgt danu, bdaf
A’CO’ wieder pofitiv fei, ba e8 gegen bdie negativen Flddyen bie
gleidie Begiehung hat, wie OCA. : / 4

166, Wil man AA’ al8 bie abfolute Bafis bet Gonftruction
bexbebalten, und die Foribewegung der OO’ nidht gelten laffen, fo
dnbect fidy dadurd) in Anfehung bded erften Theild unferer Demons,
ftration nidtd. Daf dann aber A/CO negativ fei folgt fo: Die
Sigtung CO in bder Vewegung ber Linie AA’ wurbe alg bdie fesende -
ober pofitive betradytet. ie fest ndmlic) die erzeugte Flide als
eine foldye, die in Anfehung ber .*Béaeidpumg_ (+) mit ber ergéugen_ben
inie gleidhartig iff. Aber die evjeugende Linie gerfiel in ben pofitis
ven Strahl CA, welder den Flddentaum ACO confiruivt, und in
ben negativen CA’, welder bden Flidentaum A/CO hervorbringt.
Der erftere iff daber pofitiv, der legteve dagegen negativ,

167. Bewegt fidh dagegen die Linie AA’ nad) bder enfgegenges
festen, mithin auffebenden oder negativen Ridtung, fo muf bie
erzeugte Fldde als pon entgegegenfester Befdaffenheit mit dem ers
seugenben ©trable angefehen werben, DHieraus folgt, daf ACO’ alg
negativ, A/CO’ al8 pofitiv gu betradyten iff.

168. Wir siehen bievaus folgende allgemeine Sdage, in benen
unter der Ridtung, nad) welder ecine Linie fidh- fortbewegt, eing
folde gu vevfteben iff, die nidyt in derfelben liegt.

Die pofitive Linie nad) der pofitiven Ricdtung fih bewegend erzeugt
eine pofitive Fladye.

Die pojitive Linie nady der negativen émd)tuug f'd) betwegend erzeugt
¢ine negative Flade.

Die negative Linie nady der pofitiven Ridtung f‘d) bewegend erzeugt
eine negative Flade.

Die negative Linie nady bev negativen Ridtung fid) bewegend erzeugt
eine pofitive Flade.

169, SBetradtet man CA, CO als geometrtfcbe Factoven,
und Fwar alg pofitive, fo find CA!, CO’ die negativen Factoren,
ibr Product, die erzeugte Flade, bdaber unter bdenfelben Umftdnden
pofitiv und negativ, unter weldjen ein avithmetifdes Product es witd,
wie denn bie Sade in der That aud) diefelbe ift (Anm. §,25)s
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170. Witd bdie evjeugte Flide nun twicder als BVafid einer
neven Gonfiruction gebraudyt, indbem man fie nady ivgend einer nigt
in ibr felbft liegenden Dimenfion einfad (d.h. pavallel mit fidh
felbft, und fo, baf jeber Punct eine gr. &, befdreibt) fortbewegt,
fo muf von den beiben entgegengefetten Nidytungen, in welde jene
Dimenfion zerfallt, die eine alg bdie fepente (pofitive), die anbere als
bie quffebende (negatine) Detracitet werden, Nady der fesenden Ridy-

tung tird der er;eugte Ebrperlide Raum mit ber eraeugcuben Flade

gleidhartia, nad) ber aufhebenden ungleidhavtig fein.

15 : 171, Sft nun CU bdie pofis

tive Ridtung, CU’ die neaative,
Q fo folat, dbaf von ben adt Edrs
7 ; perlidien Winkeln oder Cen, die
A / ¢ - A bei C entftehen, 4 pofitiv, und 4
o : 50 negativ fein miffen. = G8 find
pofitio :
v (C)AOU; (C)A'O'U;
w (C)AL0U%5  (C)AQ'UY,
bagegen find negativ:
(C)AOU%s (CYAO'U; (C)A'QU; (C)A‘Q'U.
Diefe Cclen {ind aber nidht an fih pofitiv oder negativ, fondern nue
in Begiehung auf einen gewiffen Gang ber Gonftruction, und auf
einen darin angenommenen pofitiven Sinn derfelben.

172. ©ieht man wjieberum die entftanbdenen Edrperliden Raume,
(bie Gcken) als geometrifdie Producte aus den unbeftimmeen lincaven
Jactoren CA, CO etc. an, fo ergiedbt {idhy aud) Hiev, in pdliger Uebers
einflimmung mit ber Avithmetit, daf die pofitive ober negative Be=
fdaffenheit der erzeugten Gcfen allein davon abhangt, ob fie eine

gevabe ober ungerade Unzahl negativer Factoven enthalten.
Y

‘

Gpbarijche Jeiede.
173, Da fidh poei grofite Kreife auf dee Kugel fretd
in 2 Puncten durdyfdhneiden, fo begrensen fie Iheile der Ku=

gelfiade, welde man fphdrifhe Sweiecfe nennt, und da ibe

Durdyfdynitt durdy den Mittelpunct der Kugel gebt, mithin

\
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sugleich Durchmeffer der Sugel wie jeded der Kreife ift, fo
balbiven fie fid) gegenfeitig, und dad fohdrifhe Sweiect ift
ftets von swei Halbreifen begren;t. :

174, Den Neis
gungdwinfel, untee voels
chem die Cbenen goeice
grdften Kreife fich duedhs
fdhneiden, nennt man den
fpharifdyen 2Binfel ders
felben, G ftellt fidy in
jeder auf ibrem Durd)s
{dnitt fenfrechten Chene
ald cin  ebener Winfel
dar. Qeat man die Ehene
durch einen der Scheitelpuncte B oder B/, fo werden lifre
Durdyfchnitte mit den Ebenen der grdfiten RKreife Tangenten
an die leptere, und da eine Tangente an cinen Bogen die
Richtung deffelben im Berdhrungdpuncte Gberall nue hervors
bebt, fo fann man fagen, daff die Bogen im Sdeitelpuncte
fidh in der That unter -diefen Winfel durchfchneiden. Died
gilt jedoch cigentlich nur von den Elementen derfelben im
Bechhrungdpuncte,  Cinen fpharifhen MWinfel begeichnet man
wie einen ebenen durd) Bucdhftaben die an feine Schenfel und
an feinen Sdeitelpunct gefest find, 5 B. CBD.

175. @Gin fphdrifhed Sweiect wird eben fo wie ein
ebenee LWinfel conftruirt (5. 63,). Statt daf_ fic) doet eine
gr. & in einee Gbene Berumfdoenft, dreht fid) biee eine
Ebene-um eine gr. 2. Dasd Ergeugniff dicfer Schrenfung ift,
wenn man von dee Fladhe ded grofiten Kreifed audgeht, dee
Sugelausfdynitt BB/CD, d. b, dag Zweieck als ein Iheil der
Sugel, wenn man vom Bogen audgeht, dad [wcief ald cin
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Theil der Sugeloberfladye, und forobhl der eine ald dad andere
ift dem fpbdrifhen Rinfel  proportional.  Man Fann bier
eben fo, wie beim cbenen Winfel (§, 64— 66) den einen
Bogen ded Smcieﬁs als den feften, ten andern ald den be-
weglidhen anfeben, von dem erftern qud den pofitiven Sinn
der Sdywepfung beftimmen , dicfe dber die Lalbe und dber
die ganze Umfchroenfung . belicbig fortfebey, wicder aufheben,
im aufbebenden &inae Gber den Yudgangspurct hinaus fort:
geben, und fo ecin negatived SroeiecE und cinen negativen
fobarifden Finfel eryeugen.
; 176. Die bHeiden fphdri=
fdhen 2Winfel eincd S[weiects
find ald Neigungéwinfel der=
felben Cbenen einander gleid).
Die 4 fpbarifhen Winfel um
einen Punct B in weldhyem fich
wwei grofite Sreife fdneiden,
eefheinen, wenn man durd) B
eine auf BB’ fenfredhte Cbene
; B legt , als Nebenwinfel und
@ dyeitelwinfel, und verhalten fich wie diefe. Die Scheitels
sweiecte {ind einander gleicy; Nebenpweiecte evgangen einander
ur Halbfugelfidde.  Legt man die auf BB fenfrecite Ebene
durch den Mittelpunct der Kugel, fo mefjen die Bogen ded
fo erbaltenen grdfiten Kreifes, fo weit fie in die Smefecke
fallen, die fpbdvifhen Sinfel derfelben, und die Verhdltnife
erfdheinen wie pothin, nur durdy Bogen grdfter Kreife auss
gedriift,  ZWenn man CBDB/C=CD alé das Dauptyveied
bétrad)tct, fo ift CD! fein Sdcheitelzweiec, CD’ und C'D feine
RNebengweiecte. Lo
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177, Bejeidhnet man die Oberfladye der Kugel mit S,
“ibren cubifhen Snbalt mit G, bdie Grdfe de8 fphdrifdhen
Winfeld in Graden durdy o, fo ift (nad) 175) der Fladen=

inbalt ded fp[)&rifd’)en Sweies 37(;_08’ fein cubifcher Inbalt

360G SGest man fir S und G ifre Weethe durch den

@a[bmci‘ ee v und 7 audgedrdictt, fo wird der erftere 90r 7,

der lestere — 5 —r3m. Da die Oberflache der Kugel gleich der

70
gefriimmten Oberflache ded umfdhricbenen geraden Gylinders,
ibe forperlicher Snbalt aber nur 2 von dem Jnbalte deo Cy=
linders ift, fo [aGt fich die Flache ded Bwelectd auch ald dasd
geometrifche Product aus der nge ded8 Bogens CD in den
* ©urdymeffer der Kugel, der forperliche Inhalt bagegen alg
vas Product der Fldche ved Kreidausfhnitté CMD in 5 de3
Durdhmefiers darftellen.

Epharifche Dreiecte.

178. Legt man um die
KSugel nody einen dritten belic=
bigen Normalfreis CDCDY, je=
doch nidht durcdh die Sdeitel=
puncte ded, Swoeiectd, fo wird
jeded dev lestern, in 2 Theile,
mithin die ganze Sugelflade
in 8 Xbeile getheilt, deren je=
ver cin fpharifches Oreieck ift.
Sn demfelben, wie in BCD, nennt man die begrenzenden Bos
gen BC, BD, CD, feine eiten, und die fphdrifhen infel,
(§. 174), weldye fich dem Oreiect suroenden, fdlechthin feine
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2Binfel, wie CBD elc., beide
sufommen die Begrensungsele
mente.  Sieht man dad eine
diefer Dreiecke ald dad Haupt-
dreiect an, fo fannjeded von
den dreien , weldye eine Seite
mit ihm gemein Daben, cin
Mebendreied, jedes, weldhes
nur einen Winfelpunct mit ihm
gemein Bat, ein Sdheiteldeeied, und dadjenige, wasd gany
von ‘Om getrennt legt, fein Gegendreied, Trandyers
/fa[b:eied’ obcr'fpmmctrifd)eé Dreied genannt werden,
179. Sft BCD dag Hauptdeeiet, BY, €/, D’ die den
gleidhnamigen bmmetm[entgegcnﬁe[)enben &)uncte, fo-fann man
die tbrigen Drejece combinatorifch cntmxcﬁ[n, indem wan
die Oreigefthiede (Ternionen) aud den Glementen B, C, D,
B/, C/, D' fudyt, jedoch mit der Bedingung, daf die gleidy
namigen Clemente, wie B und BY, in ciner und derfelben
Gomplerion nidht vorfommen dlefen. Diejenigen Compleyios
nen, welde mit dem Hauptdreiecfe swei Elemente gemein
haben, begeichnen die Nebendreiecte, dicjenigen, welde nur eins.
mit ihm gemein Haben, die Sdyeiteldreiecke, und das, meld)eé
feind mit ibm gemein bHat, vad Gegendreiet,

Combinatorifhe Darftellung.
BCD  ba8 Hauptdreied ..o 000 O  pofitiv,

BCD/ : T 0014 )

BCD} bdie Nebendreicckte .. 010 2 i negativ,
B'CD SE R (0 4)

B CD TR

B/GD'}. dic Sdheiteldreiecte ., 10t 5/} pofitiv.
B‘C'D ealiD o8 )

BC’‘DY  pad GegenvreieE  ,, 111 7 ) negativ,
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®ic dritte Columne Hebt blof die Accente bervor, nnd bes
seidhnet die Stelle eined nicht accentuivten Elementd mit einem
Puncte, beides unter der Boraubfepung, daf das Haupt=
dreiect durd) die nidht accentuirten Clemente Begeichnet, die
Glemente aber fretd in derfelben Folge aufgeflhrt werden, —
Die 4te Columne ftellt fie ald diadifhe Bablen dar, welde
dic Ste in die deFadifthe vermandelt,

180. Begeichnet man dic Seiten gleichnamig mit, den
gegentiberlicgenden Binfeln, fo laffen fid) die Begrenjungs=
elemente aller von cinander abt)angxgen fobarifden @rmcfe
duedy ¢ing Ietd)t angeben.

3t BCD dies eine, fo find

die Seiten die Winfel
@wBCD b c &g c D
: B CD* 180°%b 180°—c 180°—B 180°-C D
«BCD 180°—h ¢ 180°—d | 180°B - C  180°-D
sBICD b 1800—c180°-d | B 180°-C 180°—D
sBCOD! b 180 —¢ 180 —d B 180 —C 180 —D
:BCD 180°~b ¢ 180°—a | 180°-B C 180 —D
: B/C'D 180°-b 180°—c . d | 180°—B 180%-C D
SRIOIDL s o a B o D

Hierausd ergiebt fi‘d),‘baﬁ da8 Gegendreied mit dem Haupt-
vreiec gleidhe Begrensungselemente hat, und hm vdlig gleichs
wenn aud) nicht congeuent ift.  Jeded der ubrigen Dreiecke
bat mit dem Hauptdreiect cine gleiche Seite und Winkfel, die
fidhy gegentibertiegen, Die beiden andern Seiten und Winkel
ergangen dic ded Hauptdreieds ju 2 Redhten,  IJedes Nebens
dreiect Dat unter den Scheifeldvciedfen fein Gegendreiect,



181, 2Benn unter den Begrengungdelewenten Fein QLua-
vront und fein techter Winfel ift, fo giebt ¢& unter den 4
Paaren fpbdrifher Oreiecte, weldye auf dex Sugel jufammen-
gebdren, tmmer ¢ind, weldhed entweder 3 fpite oder 3 frumpfe
Winfel bat. — Cben fo. giebt eb ein, weldes entweder

3 fpige, oder 3 feumpfe Seiten Hat. —  Denn, wenn dag :

Dreieck nidht fdhon der Forderung entfpridht, fo fann ¢d ent-
weder 2 fpige und 1 ftumpfen, oder 1 fpiben und 2 ftumpfe
2Binfel haben. Sm erften alle ift unter feinen Neben-
dreiecfen. ein vollig frumpfwinfliges, im andern cin vdifig
foiswintliges, dem nun. unter den Scheiteldrciecen immer
nodh ein gweites alé Gegendeeiect entfpricht.  Eben fo verhalt
¢§ fid) in Anfehung dee Seiten.

182, Die 8 fpldrifdhen Dreiece find die Maafe der
8 fhrperlidyen Winfel oder Ccfen, wrlde durd) die § 170—
172 befdyricbene Gonftruction entftehen, und von weldhen in
DBesiehung anf den angegebenen Gang der Conftruction, und
den angenommenen pofitiven Sinn 4 pofitiv,. ynd 4 negativ
waren,  Hicrauf bezicht fich die leste Columne der Zafel
§.479. €5 find aber nidht die fphdrifhen Drciecke, ald Theile
der Sugeloberfiadye, fondern dic von ihnen gemefenen Ecken,
als Producte entgegengefester, ibree Grofe nad) unbeftimme
tee vaumlicher Gactoren, von denen diefe Yusdfage gilt.
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183. ©ic 3 Seiten ded’ Tpbdrifdhen Dreiects mefen
bie 3 cbenen ABinfel, die 3 fpbharifdhen WinFel die 3 Neie
gungdwinfel der Ecfe. -Sind die grofiten Kreife voll audges
jogen — bdie Cbenen; welde die Ecfe bilden, mxt[)m tibet
ibren Durchfchnitdpunct allfeitig erweitert, — fo etgtebt fidy
aud der Befhaffenheit ded Sweied, daf jede Seite, wie
jeder TRinfel eines fphdtifhen Dreiectd Fleinee ald 180° fein
mifie.  BVon foldhen ift in der fphdrifdhen Trigonometrie nue
die Nede, und e find daber alle bei jence Confteuction als
getheilt eefcheinenden Oreiecfe oder Eclen von der Betradhtung
audgefdylofien.: :

Slad;emnbalt und cubifcher Ynbale eines fpharijchen
‘ Dreieds.

184, tinter dem Fdrperlichen Snbalte cined fpbarifdhen
DOreiects verfteht man den durd) die Seitenfladhen einer Ecke,
und dasd fobarifdhe Oreiect, welded fie auf der Sugelobers
flache beftimmen, begrengten Raum. Diefer Inbalt ift, ausd
leidht fiberfebbaren, in der Stevcometric ndber entwicelten
Grinden demt Snbalte einck. Pyramide gleidh, deren Bafis dex
Oberfladhe, und deren Hohe dem Halbmefjer gleichy ift. Hiers
nady ift der cubifhe Snbalt eines fpharifhen Dreiects ' feiict
Oberfiddye proportional.

185, Die Flade e  fohdrifden Sretecfé buech die
Kugelfiddhe ausgedritt, ift jugleich der forperliche Naum dee
Cce durd) den Gefammtraum um einen Punct ausdgedendt,
(seigt an, wieviel folher Ecken fidh fletig um einen Punct
legen laffen, wenn fie von der Befhaffenbeit find, daf fic
diefen RNaum vollftdndig erfillen Fonnen) und ift fo dad
Totalmaafi der Ccfe.  Beide Uusdedcte find nady §. 26 teine
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Sablen.  Dee Cubifinbalt des
fobarifchen Oreiects, durdy den
ver Sugel audgedrickt, ift hiers
mit identifch.

Aufg. Cinige folde Ccen
angligeben, welde fid, bden Kaum
erfiillend, um einen Punct legen

G \ C laffen.  Die vegelmafigen Korper
\\\._ ber Geometrie, und bie einfaden
B’ Geftalten - der  SKryftallographie

fiibren auf foldye, wiewohl nidt immer dreifeitige Scken, — Ginfadje
Geftalten nennt man Korper, die von ebenen congruenten Fladen
Begrenzt find. >

186. DBdenn B, C, D bie foharifhen Winfel ded Qreietfs
BCD in Graden, und S die Oberflache der Sugel beseichnen,

fo hat man die Flade
BCD4BCD = 3@0°S G 177)

BCD-BOD = oS

BCD 4-B/CD = dbuos = BCD~BCD/ (5. 180).

Aovirt man,
o ift: 3BCD--B/CD -BC/DL-B/C'D = B“;&TD s,

Hiervon {ubtrab,

- BCD4-B/CD--BCD4-BCD = 38
B4-C4D ,) & BEROEEDEARG0 .
A e et T L

[afit 2BCD =

360° 360
oo B4-C4-D—180 :
tithin BCD = 70 S,

St man G (den Fubifdhen Inbalt der Qugel) flatt S,
und verfteht unter BCD aud) den fubifhen Inbalt be8 fphas
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vifdhen Oreiects, fo Hat man diefen durd) den ndmlidien Yuss
vruct.  Oer Fladyeninbalt (Fubifde Inhalt) cined fphdrifchen
Dreiectd madt einen eben fo grofen Iheil der Kugelobers
flache (Sugel) aud, ald der Ueberfhuf feiner 3 Winkel tber
2 Rechte von 8 Rechten ausmadyt. ‘

187, Die 3 Winfel cined fpharifhen Dreieds find dabee
immer grofier ald 2 Recdhte, aber fleiner ald 6 Redyte (183).
Seine 3 Seiten ald Maafe der cbenen Winlel, weldye die
Ece bilden, miffen tleiner ald 4 Redjte fein, wie aud dee
GStereometrie befannt ift,

Redhtwintlige Dreiecte.

188. €in fphdrifhed Dreiect fann einen, pwei und drei
redyte Winfel Haben., — Hat ed deei rechte Winfel, fo fiehen
die Cbenen der gn’)ﬁteh SKreife aufeinander fenfredyt, mithin
ift die Durdyfhnittslinie je sweier auf dem dritten fenfredht,
Beifit feine Upe, und ibre Cndpuncte die Pole ded dritten
Sreifes. Im Oreiect BCD ift daber jede Seite ein Ouadrant,
und jeder LWinfelpunct dee Pol der gegenliberliegenden Seite.

B 189, Hat ein fphdrifies
Oreied nue 2 redyte Winfel, wie
BCF bei C und F, fo fiehen die
Ebenen der beiden Kreife, weldye
ol Geiten den dritten Winfel
cinfdyliefien, auf der Chene des
Kreifes, weldee durd) die Sdeis
telpuncte der beiden rechten Win=
fel gebt, fenfredht, durdyfchneiden
fih daber in der Ape deffelben, und die den beiden rechten
Winfeln gegeniberliegenden Seiten BF und BC find Quas
dranten, Der bdritte Winfel B wird mithin von der ihm

Grafmann rigonometrie. / s

AR
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gegentberliegenden Seite CF ‘gemefien, beide fdnnen jede bes
liebige Grofe unter 180° haben. Man fann fidy daher ded
Quuadranten, ‘wie eined Stangensivfels bedienen, um aud be-
Tiebigen Puncten der Kugeloberflache grdfte Kreife ju befdhreiben.

490, Diefe beiden Yrten von Dreiecfen find nun gar
nidht cin Gegenftand der Trigonometrie, da an ihnen nidytd
su Beftimmen und ju berechnen brig bleibt, Dasdjenige recht=
wintlige DreiecE, weldhes hier allein in Betracht Fommt, ift alfo
‘immer ein foldhes, wad nur einen ‘vehten LWinfel Hat, und
wird ‘immer verftanden, wenn von cinem rechtwinfligen Dreiecte
in dee fobdrifhen Irigonometrie die Rede ift. NMan nennt,
wie bei ebenen Dreiecfen, die dem vedhten Winfel ‘gegentiber=
liegende Seite die @ppotenufe, die ibn emfd)lteﬁeuben Seiten
die. Katbheten,

Das Polardreted.

191, Da die Pole (§.188) cined -griften S‘relfeé von
jedem Puncte deffelben um 90° oder einen Quadranten ents
fernt ﬂeben‘, fo fann man mit dem Quadranten einerfeitd
~von dem gegebenen YPole aus den dagu geborigen groften
SKreid befdhreiben, andeverfleitd flir jeden Bogen cined grofiten
Sreifed die daju gehorigen Pole finden, wenn man von 2
nicht entgegengefehten Puncten deffelben mit dem Quadrans
. ten Durdhfchnitte madyt, :
\ 192. Wenn nun ein fphd-
rifdhes Orcief BCD  gegeben
ift , fo fudie man von jeder
Seite, 5. B, von CD aus, dens
jenigen Pol B, reldyer mit
dem Dreiecfe auf derfelben von
CD aud gerechneten Halbfugel
licgt, Die fo gefundenen Pole
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B, €, D, verbinde man durcd) Bogen grofiter Kreife, fo Heift
dad fo entftandene Dreiect BED dad Polardreied von BCD,
Da BC und DC nun Quuadranten find, fo ift L,aud) C der
Dol von BD, B der Pol von €D, D der Pol von BE, und
die beiden Dreiece baben dad Verhdltniff, daf dad eine ded
andern Polardreiect ift, — Man erhdlt das Polardreiect eined
gegebenen Oreiects auf der Sugel am bequemften, wenn man
aus jedemt Winfelpuncte ded Hauptdreietd mit dem O.ua-
dranten Kreidbogen befdyreibt,

193, Bon 2 Polardreiecten hat jeder %ml‘e[ ded einen
da8 Gupplement (Crgdnsung su 180°) der gegenuberfteben.
den Seite ded andern, deren Pol fein Scheitelpunct ift, U
feinem Maafe, und eben fo wird jede Seite ded einen durch
den gegendiberftehendert TBinfel des andern ju 1S0° ergdnt,

Bew. NMan verldngere, wenn e ndthig ift, BC und
BD bi8 fie €D .in F und H treffen. Da nun B der Pol
von GFHD ift, fo wird der Winfel B vom Bogen FH ge=
meffen (§. 176).  Ferner ift CH cben fo wie DF ¢in Quas
drant, weil ¢ der Pol von BD und D der Pol von BC ift.
Man bat alfo, wenn man die Seiten der DOreiecte BCD und
BED mit den gleihnamigen Budyftaben defjelben Alphabets
wie die LWinfel bejeichnet:

GH--OF = 180° = 6D+FH = bof-B
within
B = 180°— b3 b = 180° — B,
Chen fo ift
C = 180°—¢; ¢ = 180°—@,
D = 180°—d; dy=="480° —

T2



194, Qebhefas. Wenn
man fidy durd) die 3 Winfels
puncte eined fphdrifhen Drei-
¢f8 BCD berlhrende Chenen
an die Kugel gelegt denft,
fo entfteht durd) den Durd)-
fehnitt derfelben im Puncte M
eine €cfe, welde von dem
Polardreied ded Oreiectd BCD
gemefjen tird.

Beweis, €3 fei M
ver Mittelpunct der Kugel; MB, MC, MD Halbmefer nady
den: Winfelpuncten ded8 Dreiectd BCD; BIM, CIN, DI die
in den Puncten B, C, D die Kugel beriibrenden, alfo -auf
den Halbmeffern nady diefen Puncten fenfredyten Ebenen,
weldhe fidh untereinander in den RLinien MD, ME, MB
durd)fdhneiden, und bei M eine auferliche Ccfe bilden, Diefe
ift 8, von weldyer ju erweifen ift, daff fie von dem Polar:
dreiect von BCD gemeffen werde, d. 0., daf die Neigungs-
winfel {free Chenen die Seiten ded fphdrifhen Dreiecd BCD,
ifre ebenen TWinfel dagegen die fpharifhen Winfel von BCD ju
1800 ergdngen. Man fielle fich die Cbenen der grdften Kreife
big jum Durdhfdnict mit den Cbenen' der Aduferlithen Ecfe
erweitert ‘wor, und e feien O, €, B die Puncte, in welden
dic Kanten getroffen werden, €3 ift €6, MB auf MBC fenfs
vecht, voeil fie auf MB fenfredit ifts ferner ift €b. MC auf
MBC fenfrecht, weil fie auf MC fenfrecht ifts daber ift MD,
der Durdyfdhnitt der Ehenen MB und IMC, auf der gangen
€b. MBC, mithin auf jeder in derfelben gesogenen Rinie fenfs
vedit,  Oie Winfel MDB, MDC find daber Nechte, und
BDC ift der Neigungdwinfel der Ebenen MB und MC, . b,
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ver fpl}&rifd)e Winfel dev qufern Cke, den wir fury mit ©
beeichnen wollen.  Im Biere MBDC find nun. 2- Winfel
bei B und C Redyte; die ubrigen muffen fich daber su 2
Nechten ergdngen, d. h, BDC = 180° — BMC, oder da BMC
burcb die Seiten BC=d gemefjen tmcb
v D = 180°—d.
Auf gleihe LWeife laft fid) seigen, daf
G =2.180° —c
B =— 180° .
Die fohdrifden Winfel der dufiern Ecfe find alfo.die Sup-
plemente fie die Seiten der innern. —  Im BViered BEMD,
in weldem die MWinfel bei € und D Redhte find, CBD aber
der fphdrifhe Linfel B ift, hat man, wenn man den ebenen:
- SBinfel CMD =06 fest, und diefelben Grinde wie die ents
fprechende Begeichnung fie die dbrigen. Fldden der quferlis:
hen Ecte anwendet : ' ;

b = 180° —B-
¢ = 180° —C
d = 180° —D..

Diefe Seiten und Winfel find aber die ded Polardreietsd von-
BCD, mithin mifit diefes die duferliche Ecfe *).

195. Da Winfel, weldye fich ju 180° ergdnyen, gleide
trigonometeifche Functionen BHaben, fo unterfcheiden fich die

*)  Yuf biefes bisher, fo viel mir befannt iff, nidht gehorig be-
adytete, oder nidyt gehdrig bervorgehobene Werhdltnif eines
Oreiectd ju feinem Polardreiect grimbdet {id) eine eigenthlimlide
Gntwidelung und Behandlung bder Kryftaligeftalten, welde idy
fn ciner befonbern &dyrife: Sur phyfifden Kreyftalfonemie und:
geometrifdyen Gombinationslehre, Stettin 1829, verfud)t habe,
Bergleidhe Poggend orfs Annalen 30fte Bb. S. 1 fq. Hier erz
halt denn auch bas was oben 179 und 182 itber die pofitiven
und negativen Gen gefagt ift, feine vedyte Bedeutung und An:
wendung.
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Formeln, welde fich auf die
duferliche Ecke begiehen, wenn
man Seiten und Winfel ge-
genfeitig vertaufcht, nue dued)
~ die Borjeidyen,

196. Wenn' in einem
Parallelepipedum die paralle=
fen Gladen gleidhmeit von
cinander abftehen, fo 146G fidh
in demfelben cine die fammts
lidyen Seitenfladyen beriihrende

Kugel conftruiren, und die 8 fobdrifdhen Dreiece gwifdhen
den Berdbrungdpuncten find die Porlardreiecte der 8 Aufiers
lihen Ecfen unter denen fie liegen, und bicraus ift unmittels
bar flar, dafi jeded mbgliche fphdrifche Dreieck, weldhes den
allgemeinen Bedingungen (§. 183) entfpridht, ecin Polardreieck
haten mirffe, da durd) jede 3 nidht in Einer Ebene liegende
Linien cin Paralelepipedum beftimmt ift, deflen Seitenflacyen
auf diefen Linien fenfrecht find.

197, DMan nenne die Linien durch die Berdihrungs:
puncte die Trdger der Flddyen, auf weldhen fie fenfredt find.
Stelit man fih nun vor, daf die Fladen des Parallelepipes
dums auf ifren Rrdgern beliebig vor und surdcgefdhoben
werden, fo bat died auf die Ecfe ald foldhe feinen Cinfluf,
€8 ift alfo dic Bedingung ded vorigen Sakes, daf die parals
lelen Flachen de8 Parallelpipedum gleidh) weit von einander
abftehen, gar niht erforderlich, und e find immer die 8
innerlichen durd) die Irdger beftimmten fpharifhen Dreiece
die Polardreiecfe der dufierlichen Ecfen. ded Parallelepipedum.
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Bollfommene Beftimmung der fpharifdien Drefecte, .

198, ©urd) 2 Seiten und den eingefhlofienen Winkel
ift ein fobdrifdhes Oreiect volfommen beftimmt. Sind ndm-
lidy die beiden. Seiten unter dem gegebenen Winkel an ein=
ander gelegt, fo bleibt durdyaud nichtd mebr- willfubelich.
Die 3te Seite ift durch. die beiden freien Endpuncte ibrer
Grofe und Rage nach volfommen beftimmt. —  Auf- wel:
dem Reile- der Kugelfidche die Conftruction gemadht wird,
und ob: die 2te Seite an den einen oder an den andern End-
punct der erften angelegt wird, fann feinen Unterfdhied madyen,
da fich die Kugelfiade ‘alfeitig gleidy und dbnlich ift.

199. Durdy cine Seite und bdie beiden- anliegenden
IWinkel ift ein fpbdvifhes DreieE volfommen beftimmt, da
Dierdurdy die Lage bder beiden ubrigen Seiten, mithin {he
Durdyfchnittdpunct auf dev Seite der LWinfel gegeben- ift.

200. GCin fphdrifches: Dreiect ift aud)y durd) feine 3
Seiten vollfommen beftimmt, da 2 ebene 2Winfel Gber cinen
dritten nue auf Gine 2Weife ju cinem. Forperlichen LSinfel oder
einer Gcfe sufommengelegt werden fonnen. Audy ift flar, daf
fiy 2 fleine Kugelfreife, durd) deven Mittelpunct man einen
grdfiten Sugelfreis gelegt bat, auf jeder Seite deffelben. nue
Ginmal fdyneiden Fonnen.

201, Gin fpbarifdhed Dreiect ift enbhd) audy durd)
feine 3 Winfel beftimmt, denn durdy die 3 Winkel find die
3 &citen ded Polardreiects, alfo (nady 200) audy die 3 Wins
fel ded lehtern, daber dic Seiten ded HauptdreieEs gegeben.

202,  Dagegen ift ein fpharifhes Drcie durd) 2 Sei=
ten und den der Ginen gegendiberliegenden Winfel nid)t immer
vollfommen befiimmt, fondern ¢3 find aué den gegebenen -
Stiden oft 2 Dreiecte mdglich.
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203." Eben fo bleibt das Dreiect oft sweideutig, wenn
2 PWinfel und die dem Cinen gegeniberliegende Seite ges
geben ift. _

204, Diefe Sdse laffen fich mit gleichee Eoidens, wie
dbic entfprechenden der Planimetrie erweifens 8 fann aber der
Beweid diefer von der fphdrifdhen Trigonometrie eben fo wenig
gefordert werden, al8 man den jener von der ebenen Irigono=
metrie fordert.  Gleich beftimmee Dreiecke find entroeder con=
gruent oder fymmetrifd, Sm  erften Falle dectt das eine
DOreiek dad andere felbft, im andern fein Gegendreiedt,

Bergleihende Beftimmungen.

B 205. Wenn ein fphdrifched Oreiect 2
gleiche Seiten hat, fo hat ¢8 aud) 2 gleiche,
diefen gegentiberliegende Winfel ;s denn wenn
man im Or, BCD c¢inen grdfiten SKreids

bogen BA ‘fo legt, daf er den von den
C A 2 beiden gleidhen Seiten BC und BD gebil=
deten 2Winfel balbivt, fo find die beiden Dreiecte ABC, ABD
gleich beftimmt (§. 198), mithin aud) C und D gleidy.
206. ©a aud) Winfel BAC =BAD, .{o ift BA auf
CD fenfredht, und da AC=AD, fo fteht der Bogen, voeldher
den Winfel an der Spige ded gleidhfhentligen Dreiectd Hals
birt, auf der Grundfeite fenfrecht und BHalbivt fie. —  Yudh
ergiebt fich leiht, daf der Perpendifelbogen BA aud der
Gpite des gleihfhentligen DreiecEd die Bafis und den Win=
Fel an der Spise balbirt; daf der Bogen aud der Spike
nad) der MNitte der Bafid darauf fenfrecht ift; und daf der
. aqud der Mitte der Bafid ervichte Perpendifelbogen durd) die
©pise gebt und den Winfel Halbirt, da durch jede diefer
Borausdfesungen dee namlidie Bogen BA beftimme ift.

I
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207. Dad rechtwinflige Dreiect ABC enthalt alle Stade
~ ded gleidfchenfligen entweder gany, oder ihre Halften. Die
Nufldfung ded rechtwinfligen Dreieckd ift daber jugleidh eine
Aufldfung ded gleidhfchentligen, :
\ 208, Dasjenige Neben=
B : dreiet eines  gleichfchentligen,
weldjed mit ibm einen der
, gleichen Sdhentel (BD) gemein
bat, hat 2 Supplementarfeiten,
D und 2 Gupplementarwinfel,
Sm fpbarifihen Sweie CBC'D ift ndmlich DB 4 BC/ =
CB+-BC/=180° und 2infel BDC’4-BC/D =BDC'}-BCD
=BDC’+}BDC=180° Nennt man cin foldes Dreiec
ein Supplementardreiec, fo fann man den Sap fo ausds
deicfens Dad  NebendreiecE eined gleidhfchentligen, weld)ed
mit ibm einen der gleithen Sdhentel gemein hat, ift ein Sup-
plementardreiet, Yudy umgefehrt dad Nebendreiect eined Sups=
plementardreiects, weldhed mit ihm eine der Supplementars
feiten gemein Bat, ift ein gleidyfchenfliges. — . Supplemen=
tardreiecfe werden eben o wie gleichfdhentlige aufgeldft. Audh
laffen fid) entfprechende Sdke wie fut da8. gle!d)fd)mﬂtgc
Oreiect dafie aufftellen *),

209, Wenn in einem fpharifhen Oreiecfe 2 Winfel
~ gleidh find, fo find 8 audh die ihnen gegentiberliegenden Stei=
ten, und dad Dreie ift gleihfdhentlig. — €8 fei C=D.
Man conftruive das Polardreie und beyeichne daffelbe. In
diefem werden nun 2 Seiten gleidy fein miffen, namlidy

C

*) DBiele Mathematifer nennen bas Polardreied audy Supples
mentardreiect, Da bdiefes aber bereits einen bequemen Namen
hat, fo {deint 8 beffer den leatern tamen fiir das Rebendreied
efnes gleidhfdentligen gu Yeywenbden.
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¢=180°—C und d=180°—D, bdabher aud) die 'ihnen
gegentiberliegenden Winfel E =2, woraud denn ricwdrts
c=d folgt, weil ¢=180°—C¢ und d =180° —D.

210, 9enn ein fpharifdhes DreiecE swei ungleiche Wiy
fel Bat, fo liegt dem grdferen Winfel die grbfere, dem flei:
nern die fleinere Seite gegentber.  Audy umgelebrt fteht der
grofiern Seite der grofieve, der Fleinern die fleinere Seite
gegenuber. — €8 fei D>C. Man
nehme CDE = C, fo wird DE nothwen-
dig innethald ded Dreiecfd8 BCD fallen,
und die Seite BC irgendwo in E gwifdyen
B und C treffen muffen, und man bat
DE=CE (209). ©a nun, wie in der

¢ — . D Stereometrie geseigt wird, 2 ebene Win-

fel, weldhe mit einem dritten einen Forperlichen LWinfel bilden,
sufammen grdfiee fein miffen al8 der dritte, fo ift BE4-DE>BD,
mithin auh BE4-EC>BD, d.h BC>BD. — D
pweite Theil ded Saked folgt daraud, daf die beiden den
ungleichen Seiten gegentberliegenden Winfel weder gleid) fein
fonnen (209), nod) der grdfiern Seite dev fleinere Winfel
acgentiberfteben fann.

211, Sn jedem rechiwinfligen fpbacifdhen Dreiecte ift
ein fdhiefer Linfel
und die ihm gegen=
uberliegende  Ka=
thete immer gleid)=
actig, d. b, ed find
nothroendig  beide
entwoeder  ftumypf,
oder beide fpis. —
Ll b @8 fci in dem bei

R
E

E

F/_\
A\ B
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A rechtwinfligen Oreiecte ABC die Sathete AB <C90°. Man
veeldngere fie, bi8 AE =90° und siche CE, weldyes auf AC
fenfrecht und ein Ouadrant fem mufi, weil E der Pol von
AC ift.  Man bat alfo ECA = 90°, mithin BCA <L90°,
weil ’CB innerhald ded 2Winfels ACE fallen mufl. = 3Ift das
gegen AF>90°, fo ift ACF>>ACE, b. §. FCA>90°,

212. . Sn einem re'c[)tminﬂigen fpbdrifhen Dreiece ift
die Hypotenufe fpis odee ftumpf, je nachdem die dubrigen
Begrensungselemente gleidhartig oder ungleihartig find, —
8 fei aud) AC(=AEC)<90°, fo ift audy ABC fpis (2L1),
mithin EBC ftumpf, daber BC<C CE (210) die Hypotenufe
yon ABC alfo fpis. Cben fo im Oreief ABC, wo beide:
Qatbheten ftumpf find. Nimmt man dagegen AF ftumpf,
wabrend AC fpik bleibt, fo ift im Oreiecfe CFE der LWinkel
CFE fpis (211) wdhrend FEC, als Nebenwinfel von AEG
ftumpf ‘ift, daher CF>CE (210) bd.bh, CE>90° und
ftumpf, —  Hier ift nur von den Katheten die Rede ge=
wefens da die ibhnen gegenuber[tegenben infel ibnen abee
gleidhartig find, fo gilt der Saf in vdlliger Allgemeinbeit,

213. - Bieb; man die Bogen, weldye die Seiten eined redht=
vintligen fphdrifdhen Dreiectd bilden, ju grdften Kreifen voll aus,
fo find die 8 jufammengehdrigen Dreiecfe, weldhe man fo erbdlt,
fammtlich redytwinflig, und e finden fich) dacrunter ftetd 2
Giegendreiecte, in denen die Katheten mit den ibnen gegens
tiberlicgenden TWinfeln beide fpis, 2, in denen beide ftumpf,
alfo 2 Paar, in denen die Katheten gleidhartig, und Gberdied
2 Paar, in denen die Katheten ungleihartig find. Da diefe
DreiecEe fo von cinander abhdngen, daf man durch Yufldfung
ved cinen audy die Gbrigen bat, fo Fann man fid) vorldufig
auf dad fpigwinflige DreiecE befdhranfen,
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Nuflofung redhtwinfliger Dreiede.

214. Bisher Haben wir uné mit aligemeinen und geo-
meteifhen Beftimmungen befdaftigt,  Jest-erft fommen wir
su unferm eigentlichen Gegenftande, und betrachten junddhft
vas rehtwintlige fphdrifde Dreiet. Um Bier Seiten und
Winfel berehnen ju fonnen, muffen aufic dem rvedhten Win=
fel nod) 2 Stiicke gegeben fein. Bei ebenen Dreiecfen mufite
unter den gegebenen Sticfen immer cine Seite. fein; die bei-
den fchiefen Winfel ergdngen cinander ju 90° und galten da-
Ber nue fur ein Datum, Beided ift bicr nicht der Fall, fon-
dern man fann obne Unterfthied jede drei Stice in Frage
ftellen (§.96). Da nun aufiee dem rechten Tintel nodh 5
Begrengungselemente vorhanden find (3 Seiten und 2 Wins
fel), fo erhdlt man igi:lo perchicdene Fale,  Diefe
reduciven fid) aber auf 6 eigentlich verfhicdene,

215, Begeichnen wir das
bei A recdhtwinflige Oreiect mit
ABC und die den gleihnamigen
Winfeln gegenliberlicgenden Sei-
ten mit a, b, o, fo laffen fid)
diefe Fale folgendermafen an=
ordnen, — €8 fonnen in Frage

C geftellt fein:
Criter Fall: die 3 Seiten.  Hier giebt ¢ Feine unter=
geordneten Fdlle; e8 miffen ftetd fein:
1 iasaihiiest:
8weiter Fall: 2 Seiten und 1 Winfel.  Hier fonnen
| tie in Jrage gefteliten Sthcte entweder
die Hypotenufe, Katbete und der eingefdhloffene LWinkel
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.12y ia; b, C oder a, e, B
oder die Hypotenufe, Sathete und dev ihr gegenibers
liegende TWinfel
3, a, ¢, C odr a b B
oder Beide Katheten und ein Winfel
4, b, ¢, C oder b, c, B fein.
DOvitter Fall: cine Seite und 2 Winfel, Hier Tann die
mit in Frage geftelite Seite fein entroeders i
eine Kathete j
5, b, B, C oderec, B, C
oder die Hypotenufe
6, a, B, C. ,
Bon dicfen 6 Fallen begreifen die 4 mittleren jeder 2
untergeordnete durchaus nicht roefentlich verfchiedene Falle
unter fid),

216, C8 feien die drei Winfelpuncte ded bei A vedyts
winfligen fpbdrifdhen Oreiecd mit dem Mittelpuncte der Ku=
gel M verbunden, Man falle von B cin Perpendifel BF auf
MC; von F errichte man FE auch auf MC fenfrecdht, fo ift
BFE bder Neigungdwinfel der Cbenen BMC, und AMC, mit=
bin den fphdrifhen Winfel bei C gleid)y, Legt man durd)
B, F und E ecine Gbene, fo ift diefelbe auf der Lnie MC,
mithin auf der Ebene AMC fenfrecdht, und da aud) AMB rves
gen des rechten DBinfels bei A darauf fenfredht ift, fo muf
¢ aud) ibe Durdyfdnitt BE fein. Die Dreiede BEF und
BME find daher bei E vedhtwinflig,

Die Lnien BF, FE, BE fallen ftetd in bdadjenige redtwintlige
Dreiect, deffen fibrige Begrenzungselemente {pig find (213). Diefes
wird alfo eigentlidy immer aufgeldft, undb davaus bie dibrigen nad

180 dbgeleitet, G8 14t fich aber, am einfadyften durdy eine vollftdn.
dige Sndetion, leidyt nachweifen, bap bie Formeln felbft die Be[dyaf:
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fenbeit bes gefudyten Stickes ridhtig ans
gebenn, wenn ed durd) bie Data wirfs
lidy beftimmt iff, und wenn man biefen
die riditigen BVorzeidhen giebt.

Aufg. 1. Die Beftandtheile Hes
= fpharifdyen Dreieds ABC durd) die ebes

= nen und Neigungswinfel der Ccfe bei

M FilyA M eingeln angugebens; 3. B. a ift das
5 Maaf des ebenen TWinkels BMC etc.

Aufg. 2. Die Seiten ber Dreiete BEF und MFE als Funcs
tionen der Seiten und Winfel bes fphdrifhen Dreiects, imgleichen
“bden Winfel BFE = C und AMC=>b burd) bdiefe Functionen ausjus
dricen, wenn der Halbmeffer ber Kugel —1 gefest wird; 3 B,

MEe=cosc, MF=cosa, FE==ME sinb=cosc.sinb=

FE .si
cosa.langb; tangAMC— _— =mn_b = tangb etc,

Bergleide §. 31, :
217. €8 feien nun guerft die 3 Seifen a, b, ¢ in Frage
geftellt, —  3n dem bei F redytwinfligen Oreiecle MEF ift

€0sAMC = ALl s o = cosh

odet
1, cosa = cosh.cosc.

Die Gleidyung Tebrt eine beliebige Seite aud den beiden 11briz
gen finden.  Die gefudte Seite wird fpis oder frumpf ges
funden, je nacydem die beiden andern gleidhartig oder ungleidys
artig find, in Uebereinftimmung mit” 212,

218, @8 feien ferner die Hypotenufe, die eine Kathete
und der eingefthloffene Winfel in Frage geftelt; a, b, C.
~ Sn dem bei B rehtwinfligen Drciecfe BFE ift : :

FE :
BF®
mithin cos BFE =

cos BFE= €3 ift aber FE =MF. tangb=cosa.taogh

cosa.taogh

: = colga.tangbh, 0, 0.
sina g gh, 0. b

2, cosC = cotga.tangh.
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Gben fo erhalt man
cosB = cotga.tangc.
€3 gilt fie diefe Formel die ndmliche Bemerfung wie fie
die vorige, da B und b gleidhartig find (211)
219.. €8 fei die Hypotenufe, eine Kathete, und der ibe
gegeniibetliegende  LWinfel in Frage geftellt a, ¢, C.  Im
DreieE BFE hat man fogleidh

" _BE sine

sinBFE = dh sinC = —

BF’ sina

oder : y
‘ 3, sinc = sina.sinC
und eben {o
: siob == sina.sinB.

2Bird hier ein Winfel oder eine Katbete gefudyt, fo entfdheidet
fidy deren Befdhaffenbeit (ob fpis oder ftumpf) dadurd), daf
fie mit dem gegentiberliegenden Stide gleidhartig ift, Das
" gegen bleibt die Hypotenufe jroeideutig.
220. G5 find beide Katheten und ein Winkel in Frage
geftelit b, ¢, C. Sm Oreiet BFE ift:

tang BFE =EgE aber FE =—ME. sinb = cosc.sinb,

FE’
mithin ift :
sin ¢ tang ¢
tang BFE = m, 0. [). tangC _— m
oder
4, sinb = tange.cotgC
und eben fo

: ~ sinc = tangb. cotgB.
Hier fann nur fir bdicjenige SKathete, welhe dem mit in
Frage geftelten Linfel nicht gegentberliegt, wenn fie gefudyt
witd, cine Jweideutigfeit eintreten. Vow den beiden andern
crgiebt aud) dic Formel in ilebereinﬁimmung mit 211, daf
fie mit dem gegentiberlicgenden gleichartig find, da sinb ftets
pofitiv ift (25).
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221, €3 find beide Winfel
und eine Kathete in Frage ges
ftellt, b, B, C. Da man jwar
jeden eingelnen, aber nicht beide
fobarifche Winfel jugleich in einem
~ ebenen vecytwinfligen Oreicce ha=
ben fann, fo miffen wiv Biee
auf die frihern Formeln jurics

gebenn  Yud 3 ift:

sinb = sina.sinB
sine = sina.sinC, Dividitt man, fo wird

sinb sinB

si_nE i sin C
Hier ift dic Function einee der Katheten, sinb obder sine ju
eliminiren, indem man fie durd) bdie Gbrigen in der Formel
fhon yvorhandenen Stude ausdridt, Subftituict man den
Werth von sinc aud 4, fo wird

sinb __sinB
tangb.cotgB — sinC
woraus nach §, 37
i s cosB
~ sinC
oder
5, cosB = cosh.sin€
und ¢ben fo

cos C = cosc.sinB.
Gine weideutigleit fann bier wicder nue dann ftatt finden,
wenn (dad untee der Functionalform ded Sinus . ftehende
Stud gefudit wird,
992, Gndlidy fonnen nodh die Geiden Winkel und die
Hypotenufe in Frage geftelt werden, a B, C. us 2
hat man: ;
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tangb = tanga.cosC und aud 4
tangb = sinc.tangB, dabee
_sinc.tang B = tanga.cosC.
Hice nft sinc ju climiniven, indem man e8 aud 3, burd) a
und C auddrict:
sina.sinC.tangB = tanga.cosC.
Man erba[t hierdurd), wenn man nady §. 37, rebumt,
6, cosa = cotgB. cotg C. ]

Die Befdhaffenbeit ded gefuchten Sticds ergicht fidh Hier,
wie ¢8 nad) 212 aud) fein muf, allemal ofne alle Sweis'
deutigleit. :

223, DBergleidht man die Falle, bei denen eine Broei-
deutigfeit ftatt findet, fo fieht man leidht, daf fie nur dann
eintreten fann, wenn die gegebenen Stice gegentberliegende
find. Jn diefem Falle enthdlt ndmlid) dadjenige Nebendreied,
welthes mit dem andern die gegebene Linie gemcin Bat (nady
179 und 180), aud) den gegebenen Winfel, Die Data ents
{cheiden alfo gwifdhen diefen beiden Dreiecfen nidt

224, Wir wollen die gefundenen Formeln jur ufldfung
der rechtwintligen Oreiecfe hiee nun sufammenitelen,

- Bergleidht man diefe Formeln
unter einander, fo fieht man
bald, daf das auf der linfen
Seite  ded8  Gleichheitdieidhens

1, cosa = cosb.cosc
2, cosC= cotga.tangh

cos B= cotga.tange

3, sioe == sina,sinC -

? SRR :]iza :ZB allein ftehende Stac ftetd durd)
b ¢ das Sinusverhdltnif, und gwar
SRk T meiften durd) den €

sinb = tangc. cotgC ; 2 #

finus eingefibet ift. Rue die
beiden Katbeten b und ¢ foms
men unter der Functidnalform

: %8 Sinug vor. Sest mna
®rafmann Irigonometrie. (€]

5, c¢osC= cosc.sinB
cosB = cosb.sinC
6, cosa = cotg B.cotg C
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ftatt der Katheten ibre Ergangung su 90°, fo wird die linfe
Seite der Gleichung obne Uusdnabme der Cofinud fein.

225, Die redite Seite der Gleidhung ift fietd ein Pro-
duct yoeier Winfelfunctionen, weldye in der 1ften, 3ten und
Sten durch dad Sinudverhdltnif, in der 2ten, 4ten und 6Hten
durd) dag Iangentenverhdltnif eingefibrt find.  Bergleichen
wir die in den drei letern in Frage geftellten Stide am
Dreied felbft, fo finden wir, daf fie in ununterbrodyener
Folge an einander licgen, und daf das [infs fichende Sticd
.allemal dad mittlere iff, wobei jedoch der redhte 2Binfel A
~gar nicht al8 ein trennended Stid geredhnet: werden darf.
RNod) bequemer uberficht man diefed, wenn man die Budy-
ftaben obne vad Dreied, jedod) in ders
felben Folge, in cinen Srany jufammen-
fdhreibt. —  Sn der 1ften, 3ten und
Sten Gleichung liegen dagegen nur 2
der in Frage gefteliten Stuce beifam=
_ men, das dritte, welhed man aud
pier dad mittlere nennen fonnte, liegt dagegen von beiden ge-
teennt.  Sn dev dften Gleidhung 3 B. liegen b und c bei=
fammen, a liegt von beiden getrennt , und ift dad mittlere
Stid. i

226. Cine fernere BVergleichung lehrt, daf die Factoren,
aud denen die rechte Seite der 1ften, 3ten und Sten Gleidung
befteht, meiftentheils durch die Sinud eingefiubrt find, und
daf nur die Katheten b und e als Sofinud darin vorfommen,
Gben diefe Stircke aber waven ¢8, fiie welde wir {hon oben
ihre Complemente ju 90° gebraudyt baben. Gefchicht das
aud) bier, fo befteht die rechte Seite dev Gleichung obne Aus-
nahre aué dem Producte yweier Sinug,
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297, enn endlich in der 2ten, 4ten und 6ten Formel
eben fo ftatt jeder Kathete ibr Complement, ftatt ihrer Funes
tion alfo die ihr coordinirte ecingeflbrt wird, fo befteht die
redyte Seite wieder ofne usSnabhme aué dem ‘Dmbuéte foeiee
Gotangenten, : :

2(28; Hieraud ergicht fichy alfo folgende allgemeine Regel
sue Yufldfung der rechtwinfligen fphdrifhen Dreiece,

Man fepe fiir die Katheten ihre Complemente su 90°,
fo ift der Gofinus des mittlern Stids gleid
dem Producte aud den Sinud der abgefons
derten, und den Cotangenten der anliegens
ven Stide.

Diefe RNegel, wildhe man die Neperfhe nennt, umfofit alle
bei der Yufldfung der rechtwinfligen DreiecFe vorfommenden
Formeln.

Dag Duadrantendreied,

229. Dad Polardreied cines vechtwinfligen fohdrifchen
Oreiedd muf eine Seite enthalten, welde den redyten Win-
fel ju 180° ergdnit, d, b, einen Q.uadranten (193). Ein
foldhes DOreiecE wird ein Quabdrantendreied genannt, — Ums
gefebet ift alfo aud) dad Polardreiet cines CQuadrantens
dreiectd ein rechtwinfliged (192),

230, Hiernady bedarf e8 sur Aufldfung der Ouadran:
tendreiecfe gar feiner neuen Formeln, indem man fidh) fretd der
Formeln flir das recdhtwinflige DreieE bedient, und diefe auf
dadjenige rechtwinflige Dreiect anwendet, weldyes dad Polars
dreiecE ded gegebenen ift, Das gefundene St hat man dann

G 2



nod) von 180° abjuyie-
Hen. — C8 fei 3 B.
ABE ‘ein O.uadranten=
dreieE, BE =a derOua=
drant, undABC fein Po-
Tardreiect, fo ift A=90°,
weil a4 A = 180°.
Gefest ¢8 waren nun
A, B, €. in Frage ge-
' ftelit, und ¢8 folite siwi-
fhen diefen Stucken eine Gleidhung gefunden werden, fo Hat
aman in feinem Polardreied a = 180° — Y3 b=180°—B;
c=180°—G, und da (nad) 228) cosa=cosb.vosc, fo
wird cos (180 —A) = cos (180 — B) . cos (180—C) ‘eder
—cosY =cosB.cosC — Nebenwinkel Haben gleidhe trig.
Functionen, und unterfheiden fich, mit Ausnahme des Sinusd

~und der Gofecante, nur durd) dad entgegengefehte Seidhen.

Diefes bleibt aber far die rvedhte Seite der Gleidhung ohne
Cinfluf., — €8 verfteht fidh), daf man Geim Gebraudye dasd
gefudhte Stid obne alled BVorgeidhen einfiibrt, indem feine
Befdhaffenheit durd) die Gleidhung felbfi erft ermittelt werden :
fol. 2Benn in der obigen Gleihung alfo A ju fudhen wdre,
fo beift fie cos¥ = —eosB.cosC  Die RNidhtbeadhtung
diefer Regel fihet g alleclei Bermireung.

231. €8 bleibt pwar am einfadiften fidh jur Aufldfung
des O.uadrantendreiectd ded PolardreieEd ju bedienen, indeh
bat ¢6 aud) feine Schwicrigteit, die Gleihungen fir dafjelbe
unmittelbar aufyuftelien, fie gewiffermagen aus denen fir dad
vechtwintlige Oreied nur abyulefen, und die Reperfhe Regel
fir da8 Quadrantendecicd umpugeftalten,
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Neperfche Regel.

1, cosY = —cosB.cosC
i : ©et man  fatt - dee
2, cos¢ = —cotgY. tang B A e
: - Functionen fir die dem Quas
cosb = —cotg¥. tang € ; ; :
ke : : dranten anliegenden LWinfel
3, sin€@ = sinA.sin@ [, , 7 :
; ! . die ihnen coordinirten, fo ift:
sioB = sinY.sinB | y
; der Cofinud des mittlern
4, sin@ = taugB.cotgh S o
: Stads gleidy dem Pros
sin B = tangQ.colge¢ jadest
| duct aus den Sinus der
9, €os¢ = cos @.sinb :
; abgefonderten, und aus
cosh =  cosB.sin¢ ’ \
S R g ben Qotangenten der an=
B . i liegenden Stude. Das.

Beihen' des gefuchten Stiucks ift negativ, wenn alfe 3
wiederhergeftelten Functionen im 2ten Ouadranten nes
gativ werden, :
@8 verftebt fid), dafi (;i'er der Ocuadrant nidt ald ein teene
nended Stid gerehnet wird..

232, Dab gleidfdentlige Drciec fann, cben fo wic
dad DOreied mit Supplementarfeiten, nad) den Regeln fur
dad redytwinflige OreieE aufgeldft werden, und Bébarf 8
vaju feinee Befondern Regeln, fondern blof cinigee Aufmerk-
famfeit, um die in Frage gefteliten Sticke auf das vehtwint=
lige Oreiet ju ubertragen, und dad Gefundene wieder in dad
gleichfchentlige oder Supplementardecied juriciuverfepen. Sie
bicten daber cinen angemefienen Stoff ju Ucbungen dar, und
¢8 twird gentigen Gier cinige Beifpicke yu geben.
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Betffpiel 1.
Im gleidhfchentligen
Dreiect BCD fei eie
ner. ber  gleidyen
©Gdenfel BC und
bie Bafis CD geges
ben; man fudt die
fibrigen Stiide. —
OMan falle den Perpendifelbogen AB, {o fennt man im vedtwintligen
Dreiecte ABC, BC und AC=1CD. @udf man nun den Winfel
+ € an ber Bafis, fo find im vedtwintl. Dr. BC, C und AC, alfo
anliegende Stitcte in Frage geftellt und man hat nad)y der Neperfdyen
‘Regel cos C=cotg BC.tangAC. Wird £ DBC gefudbt, fo find im
reditwinfligen Dr. BC, AC und ABC=1DBC in Frage geftellt.
Dies find abgefonderte, und AC ift bas mittlere Stid. Man bat
baber: nad) ber Neperfden Regel sin AC = sin BC.sinABC ober

sin2 CD=sin BC, sin ADBC, wotaus sin%DBC:i‘s‘l‘_l‘f%.
Beifp. 2. Im SupplementardreieE BC'D fei die nidht fupple:
mentare Geite C/D und der gegentiberliegende Win¥el gegeben; man
fudyt die fibrigen Stiicke. — Man veridngere die Seiten C'D und
C'B big ju ihrem Durdfdnitte in C, und falle aug B den Perpens
bitelbogen AB, fo Eennt man im vedytwiniligen Dreiede ABC juerft
AC=1CD=41(180 —C'D)==90° — 3 C'D, ferner ABC=1DBC=
90°—1DBC/. Man erhilt, unter Anidendung der Neperihen Res
gel, wenn man zuerft BC fudyt, sin AC=sin BC, sin ABc; woraus

ANl
sinBC= 2280 wiggin sinBD = f(‘)’%%%, — sinBC’.» Uuf
abnlie Weife findet man sin BCD _%l—%%g—-—smBDC’ Das

Dreied ift nidyt zweideutig, wie ed bdas vedytwinklige uud gleichichents
lige a3 ben entfprecdhenden Stiicten fein wiivde. Man evfindet fidy leicht
eine einfadere Begeidnung, -wodurd) man bie Stiice des gleididents
ligen oder Supplementardreieds auf das redytivintlige Dreied hbers
trdgt und fo in ben Krang fdreibt (225), Man fann bdann bie
Bleidungen aus dem rvedtwintligen Drefed unmittelbar Herlefen,
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Ginen ferneven &toff su Uebungen gewdpren fdon bie erfien
©dhge ber Aftronomie und mathematifden Geopraphie, unter benen
audy Beifpiele mit beftimmeen Sahlen nidt fehlen: bitvfen..

’.’luf[ofung {chiefrointliger Dreiecte mictelft Der
rechtwintligen.
" 233, 2Benn man aud der
Gpige eined Dbeliebigen Winfel=
-/ } punctd B eined fphdrifdhen Dreiz
et BCD cinen Perpendifelbogen
BA auf die gegendbecfiehende Seite
fadt, fo erhalt man 2 vedhtwint=
lige Oreiecte, deren man fidy sue
Qluflbfung beé gegebenen fdhicfvinfligen Dreiectd  bedienen
fann. — OB der Perpendifelbogen innerhalb ded Drciects
fallt, ob er alfo die gegeniiberlicgende Seite felbft, oder nue
deren  Verldngerung trifft, hangt davon ab, ob die beiden
MWinfel ded Dreiects, weldhe an der Bafis CD liegen, gleid)=
artig oder ungleichartig find (211).

Da fidh 2 grdfte Kreife ftets in 2 Puncten fdneiden, fo giebt
e8 cigentlich immer 2 fupplementare Perpendifelbogen. Sind bie
Winfel an der BVafig gleidhartig, fo Fann man ftets den innerhalb
bes DreiecEs fallendven vecftehen, welder Eleiner ober grdfer als 90°
ift, je naddem bdie Winkel an ber Bafis fpie oder ftumpf find. Sind
fie ungleidhartig, fo nehmen wir flets den auf die Seite bes frumpfen
Wintels fallenden, welder Fleiner als 90° {fi,

234, Um nun mittelft dee beiden red)tminﬂigex{ Dreiecte
sur Aufldfung des fdhiefwintligen ju gelangen, dride man
den Perpendifelbogen AB, welher beiden gemein ift, aud je=
dem devjelben Gbereinftimmig aus, fo jedod), daf in dicfem
Yusdrude wenigftend Cine Seite, oder Ein Winfel ves Dreis
«f8 BCD ift, und fege diefe Husdrhcke cinander gleih, Died

C
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fann, wie fich fehe letd)t ergiebt, auf fﬁnffad)t Weife gefdje-
ben, mamlich:

1, durh d und C undim andern Dreied durdhe und D

e WG o ACHE Blal g 2 » D =  AD
3, s d s ABC = = = 2 s ¢ s ABD
4, » d = AC ¢ 2 9 ¢ ¢ ¢ =« AD
5 ' =/ G =2 ABC =2 = 3 3 # D s ABD.,

235. Man erhdlt dadurd)
folgende 5 Gleidyungen, die wir
nad) den vorftehenden Compleyios
nen durdygehen wollen, und die

man am beften alg ‘vroportmnen
¢ DA D ausdeidt.

~ Gompl. @ und C; sinAB=sind,sinC =sinc.sinD, mithin
1, sinc:sind = sinC:sinD.
Compl, C und AC; sinAC = cotg C. tang AB, mithin
tang AB = sin AC. tang C = sin AD. tang D,

daber :

2, sinAC:sin AD = tang D :tangC,
Gompl. d und ABC; cosABC = cotgd.tang AB

 tangAB = cosABC, tangd = cos ABD. tangc
3, c0sABC:cos ABD = tangc:tangd.

Gompl. d und AC; cosd = cosAC.cosAB
cosd __ cose
cosAC 7 cosAD
4, cosAC:cosAD ='cosd: cosc,
Compl. C und ABC; cosC = sin ABC. cosAB

cos C cos D
edl AT AP
- 8, sinABC:sin ABD = ¢os C:cosD.

¢0s AB ==
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236, Hierbei it die Lage dev eilftide (CB, DA,
CBA, DBA), wie fie bei dem innerhalb fallenden Perpendifel
erftheint, ald die pofitive angenqmmen. Die Winfel an der
Gpike, und die Ab{dnitte der Bafis erfdeinen Bierbei, erftere
durd) eine Drehung ded groften Kreifed um den nad) B gebens
ven Kugeldurdymefier (175), lestere durch) eine Schwenfung
ded Madiud bis sum Perpendifel gegen das Dreied hin
eryeugt, —  Fadt nun das Perpendifel auferhald ded Dreieds,
fo ift der Sinn der Schwenfung von BD gegen BA der ent=
gegengefeste — von dem DreieE hinweg — und das Product
derfelben, der 2Binfel DBA und der Bogen DA miiffen daber,
in Bejichung auf den angenommenen pofitiven Sinn dex
&dywenfung, ald negativ betradhtet werden (§. 64—66). Bu-
gleich ift der Winfel ADB der Rebenwinfel vyon D(=BDC)
und muf sum Yusddruk von AB im Dreie ABD gebraucht
werden.  Beadhter nian diefe Werbdltniffe, und giebt den
Sunctionen der negativen Stiicfe, fo wie denen der Neben=
winfel die entfprechenden Beichen (5. 77.), fo Uberseugt man
fich durdy eine volftdndige Snduction leicht von der aligemeiz
nen Gultigleit der aufgeftellten Proportionen.

‘Aufgs 1. G find bie obigen 5 Proportionen fitv die Fig. BDC
fo aufsuftellen, daf jebes Glied fein gugehdriges Jeiden erhdlt. Sus
gleidy ift angugeben, in welden Fallen bdie Bage eines gefudyten Theils
ftiEs dburd) die 3 fbrigen in ber Proportion vorfommenden Stiicde
beftimmt ift, und in welden fie unbeftimmt bleibt.

Yufg. 2. €8 ift su eigen, wie man ous den Datis §. 19,
99, 202 unbd 3 bdie fehlenden Stircke des DreiecEsd mittelft ber 5 Prop.
berbetfhaffen Fann. €8 ift 3. B., wenn in 198 bCd gegeben find,

- AC, AB und ABC aus bdem Dreiece ABC ju erhaltens ferner iff
AD=Db — AC; aus AB und AD erhdlt man dann ¢, D und ABD,
woraus B ==ABC+ABD gefunben toith, — Sn ben beiden legten
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@allen (S.202 und 3) ift auf die befben Figuren §.235 RNAEfidt
© u nehmen.

Ucberficht Der verfchiedenen Fdalle, welde bei Dder
Directen Aufldfung der fhiefwinkligen fpharijchen
Dreiede vorfommen fonnen,

237. Pon den in §. 235 entwicelten Proportionen giebt
nur die erfie Berbdltniffe swifdhen den Seiten und Winfeln
o¢8 fdhicfivinfligen Drciects felbft an.  In den dbrigen foms
men Zheilftucde vor, Um nun Gleihungen swifthen den
Seiten und LWinfeln ded fdiefwinfligen Dreiecs felbft ju
erhalten, miffen jene Theilfticfe weggefdafit werden, Dicd
gefchieht dadurd), daf man dad eine durch) dag andere mit=
telft de8 Gangen (5. B. AD durch AC mittelft b, namlich
AD =b—AC) ausdriift. In ‘der entftehenden Gleichung
ift dann nur nody €in ITeilftad entbalten, weldyed nun mit=
telft der ungetheilten Seite und ded ungetheilten Winfeld ausd
dem rechtwinfligen Oreiect, in weldhem ¢8 liegt, herbeigefchafft
werden fann,  Die gefundene Gleichung ift brauchbar, wenn
nicht mebe ald 4 Sticde ded Dreiectd darin vorfommen.

238, Da in der Rechnung jeded fehlende SticE eines
Drciedd eingeln gefudht werden muf, fo bleiben jededmal,
wenn da3 Orcied durd) 3 gegebene Stide beftimmt  ift,
¢ben fo vicle ju fuchen Ubrig.  Gebt man Diernady die Sdge
198 — 203 durdh, fo findet man, vaf ed fur die Rehnung
12 ‘cigentlich verfchicdene Falle giebt. —  Sind namlich
gegeben Y3

2 Seiten und der Zwifdhenwinkel, fo fann gefucht werden::

4, ciner von den beiden ubrigen Winteln,
2, Ddie dritte Seite;
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eine Seite und die anliegenden Winfel:
3, cine der beiden Gbrigen Seiten,
4, bder dritte Winfel;
die drei Seiten:
5, einer von den Winfeln;
die drei LWintel:
6, e¢ine von den Seitens
2 Seiten und der Winfel, weldher der einen gegendber liegt:
7, vie dritte Seite,
8, der Winfel gwifthen den gegebenen Seiten,
9, oder Winfel, weldyer der andern gegebenen Seite
 gegendiberliegts
eine @eite cin anliegender, und der gegentiberliegende Winfel :
10, der dritte Winfel,
11, die eite, welde swifden den gegebenen
. TWinfeln liegt, :
12, bdie Seite, weldhe dem andern geg, Winfel
gegentiber liegt,

239. Sn einer Gleichung, weldhe die Aufldfung eines
fobdrifden Dreiecdd u ibrem Gegenftande bat, miffen eben
fo, wie bei ebenen Dreiecen (§. 96 sq.) 4 in Frage geftelite.
Stude fein, und da jeded diefe. Stuce ald das gefuchte bes
trachtet werden fann, fo dient fie jur Yufldfung von 4 Auf-
gaben, Man dberfieht bieraud fhon, daf 3 folher Gleichun=
gen gur Aufldfung de obigen 12 Aufgaben genligen fonnen.

240. Da aud) bier von den 6 Sticken, die imy Dreied
vorfommen, gwei, al8 nicdht in der Gleidyung enthalten, fehlen,
fo fann man fidh diefer sur Yuffudung der verfchicdenen
Falle wie in der- ebenen Zrig, bedienen. €8 fonnen aber
feblen: :

entweder- eine Seite und der ihr gegentiberlicgende Win=
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fel. — Oie feblenden Sticde trennen in dicfem Falle
die in der Gleihung entholtenen in 2 gleihe Gruppen.
oder cine Scite und cin anlicgender Winfel, Die in dev

Gleihung enthaltenen Stice bilden in diefem Falle nur
Cine Gruppe. : ;

oder 2 Winfel, oder 2 Seiten.  In beiden Fdllen bilden
die in der Gleidhung enthaltenen Stice swei ungleidye
Gruppen ju 3 und 1,

B Anm, 3Bur leiditern Ueberfiht ftelle

man fi)’ die f{ammtliden Sticke in ber

a C - Folge, wie fie im Dreied liegen, in einen
Krang zufammen, tie nebenftehend.

Aufg. Die obigen 4 Falle fire die in

C ber Gleidiung enthaltenen Stiicke wortlicy

ausgubriicen, und in Seiden darzuftellen.

b Begeihnet man 3 B. cine Seite mit s,

" ‘einen Winkel mit w, und deutet ihre Lage durd) die Stellung der

Budyftaben an, fo wiitben folgendes die 4 Falle fein: X

SSWW, B8WSW, 388W, WWwWWws,

Die in Jrage gefieliten Stide Hilden 2 gleiche
Gruppen. .
241, Sn diefem Falle feblen in der Gleidung eine
Seite und der ihr gegentberlicgende Winfel; ¢d find affo in
Grage geftellt jwei Seiten und die ihnen gegendiber:
fiegenden Winfel Die gefudhte Gleichung findet fich in
der Proportion (§. 235 n. 1) fchon vor. €8 war:
sine:sind = sinC:sinD
b.b. die Sinusd der Seiten cines fpharifden Dreis
edd verbalten fid) wie die Sinud der gegentbers
licgenden Winkel
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242, Man fann die Rela=
lation jwifhen den Seiten und
den ibnen gegeniberliegenden Win=
feln aud) fo auddricken:

sinb sin ¢ sind
A e R e R
»” A D 2. 0. dber Quotient de3 Sia
nud ciner Seite durd) den Sinusd ded ibhr gegens -
iberlicgenden Winfeld ift fir ein und daffelbe
Dreie eine beftandige Grofe.

243, Bon den 4 in der Gleidhung vorfommenden Grds
fien fann eine jede durch die 3 Gbrigen mit gleicher Leichtig=
feit augedriictt weeden, €8 find daber, da je 2 derfelben
gleihe relative Sage haben, 2 Aufgaben (5. 238 0, 9 und 12)
durch diefelbe geldft. Die Formeln find: -

sinD.sin¢

C

sinC = power §.238 0. 9
5 __sind,sinC ‘
Bine = —— §.238 n.12,

Ob das Dreiecd sweideutig fei oder nidht, und ob man im
legtern Falle den jum Sinud gehdrigen fpisen oder frums
pfen Winkel ju nehmen BHat, erfennt man am bequemfien,
wenn man den Perpendifelbogen jwifhen den nidht in Frage
geftellten Stiden gieht, und nun alles nady §.211, 212
beurtheilt.

Aufg. Wenn man, wie vorfiehend, jeded SticE ded DreiecEs
durd) bas ihm gegentiberftehende, tnd nodh) durdy 2 andere gegens
dberfiehende GStitcke ausdriickt, fo erhalt man flir jede Seite, und
eben fo fir jedben Winkel 2 Ausdbricfe, gujammen alfo 12 Gleiduns
gen, @8 follen diefelben georbnet aufgeftellt wetben. So ift

sinp==Sinc.sinB o o by sind.sinB o
sinC sinD
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(Man fcbreibt re in ber Ordnung, me man fe in ber Proportion
Lief't.)

Die in Jrage geftellten Ctucfe bilden nur Eine
Gruppe.

244. Aufg. €3 feblen in der Gleichung eine Stite,
und der ibr anliegende Winfel; e8 find alfo in Frage geftelt
jwei Seiten, der ywifdenliegende, und cin gegens
tiberlicgender Winfel. Man foll eine Gleihung swi=
fdhen diefen in ununterbrodhenem Sufammenbange ftehenden
Studen aufftellen.

245, BVorbereitung, Nad)y der §. 237 gewiefenen
Methode foll man die in Frage gefteliten Stice fo legen,
daf fie durc) den Perpendifelbogen nicht getbeilt find, Die
fehlenden Sthice werden daber, fo weit 8 angeht, die ges
theilten fein miffen. Uber der Perpendifelbogen theilt jedes=
mal cine Seite, und den ihr gegeniberliegenden Winfel, und
da Dier cine Seite, und der ibr anliegende Winfel feblt, fo
muf nothroendig eind der getheilten Stice mit aufgenommen
werden, —  ieht man den Perpendifelbogen von B auf b,
fo fann man entweder B mit einer anliegenden Seite, oder
b mit einem anliegenden TWinfel in der Gleihung fehlen laf-
fen. — Mt den in Frage geftellten Stucen verfahrt man

-dann nady 237. —  Gine dbnlidye BVorbereitung muf fite
die folgenden Aufgaben ftatt finden.
B ~246. €8 feien nun ¢, D,

b, C die in Frage geftelten Stlick.
Bon diefen ift b durd) den Pers
pendifelbogen BA  getbeilt, und
beftet aus AC-AD. an wird
C Bt AT D dadurd) auf die Gleihung §. 235
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o, 2 gefiibet, und Bebalte dasjenige Theilftdc AD 6ef, weldhed
mit der gegebenen Seite ¢ in demfelben rechtrinfligen Dreieck
liegt, da8 andere TheilfticE AC dracfe man durd) b— AD
aud. " Hat man dann die Gleidyung fo weit reducict, daf
AD nur unter Cinee Functionalform vorfommt (wo miglich
unter der der Tangente), fo driice man AD nad) der Neper=
fdhen Fegel buid) c und D aud, und fubftituive den gefun=
venen Auddruck fir die Function von AD, wodurd) ¢ mit in
die Gleidyung gejogen wird,

247, Yufl. Yud §.235 0.2 ift, wenn man AC=
b—AD fesit :
sin(b—AD):sinAD = tangD:tang C
(sinb.cos AD—cosb.sio AD) :5i0 AD = tangD: tang C.  (§.12)
Dividirt man dic beiden erften Glicder der Proportion mit
~ sinAD, um AD unter Cine Functionalform ju bringen, fo wird:

(22—t =

‘Run ift im vedhtwinfligen Dreiect ABD, wenn AD, D und ¢
in Frage geftellt find:
cosD = cotgc.tangAD
mithin
tang AD = cosD. tang c.
Subftituict man diefen Werth in die obige Proportion, fo
wird :
sin b
(m — cos'h) :1 = tang D ;: tang C,

oder

(siob. cotgc—cosh.cosD): cos D = tangD: tang C / (§. 4)
Hicraud erhalt man die gefudhte Gleidung

sin D == sinb . cotg c. tang C — cesb.cosD. tangC  (§. 7.)



112

welhe man aud) untee die Form ftellen fann
sinD. cotg C4-cosh. cosD = sinb. cotge.
248, 9Aus diefer Gleihung fann man nun dicjenigen
- @tiicfe, welde darin nur unter Einer Functionalform vors
fommen, leiht allein fdhaffen, und durd) die dbrigen augs
deacen. Died find ¢ und C, und man erbalt:
sinD . cotg C4-cos b. cosD

cotge = T (B)
sinb.cotg ¢ — cosh.ecosD
eotg C = —5 (B).

Die Gleidhung (B’ lehrt ausd cinee Seite und den bei-
den anliegenden TWinfeln eine der beiden ubrigen Seiten ju
finden (5. 238 n.3). Die Gleihung B aus 2 Seiten und
dem eingefthloffenen Winfel einen der beiden andern Winfel
gu finden (§. 238 n. 1),

249, Ridhtet man den Bl auf die in der Runde ges
fchricbenen Clemente, fo bemerft man leidht, daf von den in
Frage geftellten CbDe die Bier gefundenen, C und ¢, die
Orengftade find. Cntwidelt man Gleihungen, um aud) die
Mittelfticke b und D durd) die ubrigen ausjudricen, fo fale
Ten diefe febr sufommengefest aus, indem dazu die Auflds
fung einer unveinen quadratifhen Gleichung erforderlich ift.

; Aufg. 1. Die fEmmtlis
den durd) Wertaujdung bder
Seiten und Winkel mdgliden
Wariationen bder Formeln (B)
und (BY) aufzuftellen, - Man
lefe, mit B anfangend, von jes
dem Winkel aus ecft linfs, dbann
redhtd in dbem Krange herum,

" und ftelle fir die erhaltene Coms
plerion die entiprediende Gleis

d)ung fﬁt den Tintel auf, — Gben fo verfahre man mit ben Seiten.
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Aufg. 2. Man betradte cBdAC ald die in Frage geftellten
Stiicfe, laffe dem Perpenditel feine Lage, und entwictele bie obigen
Formeln, mittelft dev Zheilftiicfe des émmms B, auf einem Gbhns
lidhen Wege. ‘

Die in Jrage gefte[!ten Stude bilden 2 ung!exc[)e
Gruppen,
| 250. Aufg. ©8 feblen in der Gleidhung 2 gleichartige
Stice, mithin find in Frage geftellt 4 Stacke, von denen 3
beifammen liegen, und dad 4te durdy nidyt in Frage geftelte
Sticfe getrennt ift. €8 finnen demnad) die 3 Seiten und
ein TWinfel, oder die 3 Winfel und eine Seite in Frage ge=
ftellt fein. €38 follen fir diefe Fale Gleidhungen aufgeftelt
werden, :
251, Aufl. 8 feien bedD
in Frage geftellt und b durdy dad |
Perpendifel getheilt in AC und AD,
Man wird dadurd) auf §.235 n. 4
bingewiefen. et man fiix AC fo=
G L gleid) b —AD, fo ift:
cos (b — AD) :cos AD == cosd:cos c,
worausd
cosAD. cosd = cosc(cosh.cos AD+-sinb.sin AD),

obder
cosd == cosb.cosc--sinb.cosc.tang AD.

Nun ift im redhtwinfligen Dreief ABD, wo AD, D und ¢
in Jrage geftelt find, nady der Neperfchen RNegel
cosD = cotgc.tangAD, mithin tang AD = cosD.tangc

daber
cosd = cosh.cos¢—}-sinb.sine.cosD (C)

252, ©ind dagegen BCDA in Frage geftelit, fo wird
duedy dag Perpendifel BA der Winfel B in die beiden Sticke
Grafmann Srigonometrie. i S gy
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ABC und ABD getheilt, und man wird auf die Proportion
235 u.5 Hingewiefen, IMan hat aus derfelben
cos . sin ABC =cos C .sin (B — ABC)
= ¢0sC.sinB. cos ABC —cos C. cos B.sin ABC
mithin : :

08D = -cosC.sin B.cotg ABC —<cos C.cosB.

Sm redytwintligen Oreiet ABC ift nun nady Nep. Neg.
cosd = cotgC.cotg ABC, daher cotg ABC = cosd.tangC,
daber (§.7)

«c0sD ==sin B.sinC.cosd —cos B,cosC (D).

253. DOied find die beiden in der Hufgabe geforderten
Gleidhungen. Die erfte (C) ift fogleih fir den Fall ent:
widelt, wenn man aud 2 Seiten und dem Swifdhenwintfel
die 3te eite (§.238 n.2); die andere (D), wenn man aué 2
Finfeln und der Srwifdhenfeite den Sten Winfel fucht (238 n. 4).

- Dlit man auf die in die Runde gefhricbenen Clemente, fo
fiebt man, daff das bier entwicdelte Glied in der Compleyion
dad abgefonderte ift. '

254, Yudy das Nittelglied
der grofern Gruppe fann, da ed
nur unter einer %unctiona(fcrm
vorfommt, leidyt heraudgeftelt wer=

X den. Man echalt dadurd) aud (C)

cosd —cosb.cosc

¢ le UL 1" ok = sinb.sin¢ e
%Aus (D) ift ' it ‘
cos D--cosB. cosC
i sio B.sin C (D).

Hierdurdy find die Aufgaben, aud den 3 Seiten eined Dreiects
einen Winfel, — und aud den 3 Winkeln cine Seite ju
finden geldft (§.238 0.5 und 6), — Die beiden Grenge
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fticfe der grdfern Gruppe laffen fich wieder nidyt o[}ne Bils
dung einer quadratifhen Gleidyung alIein fchaffen.

Aufg, DOie 4 bier fir cine Seite oder einen TWinfel
aufgefteliten, und mit (C) (D) (C*) (D’) beseichneten Formeln
aud) fiie die fibrigen Seiten und Winfel geordnet aufjuftellen.

255, Um in bem Falle, tmenn von 4 gufammenhangenden Stlicen
¢ing ber Beiden mittlern (§.249) ober bei 2 ungleiden Gruppen ein
GrensftiiE der groferen Gruppe (§. 254) gefudit wird, zum Biele ju
gelangen, Eonnte man fid) der dburd) den Perpendifelbogen gebilbeten
redytwinkligen DreiecEe bedbienen. €8 werde in ber Complerion CbDc
guerft b, bann D burd die brei dbrigen gefudyt. Man erhalt:
sinAD.tang D

tang G (235 n. 2)s

tang AD = cosD.tangc und sinAC =

woraus
b=AC+ AD (238 n.11).

Sm weiten Falle mitfite der Perpendifelbogen von D aus gefdllt
werdben. Um bdie Figur beibehalten u EFdnnen, dnbdere man bdie
Gomplerion in CdBc, und bat nun um B ju finben:

cotg ABC = cosd. tang C

und
ABC. d
i ARD e R a L daop d (235 n, 3),
tangc.
woraus

B = ABC+ABD (238 n. 8).

Wenn bei 2 ungleidhen Gruppen das gefudyte Gufere Stid der grde
fiern Gruppe eine Seite ift, fo Hat man 3. B. in ber Complerion
bed D, wo bDec beifammen liegen, b durd) folgendbe Gleihungen

cos AD.cosd (235 n. 4),

tang AD == cos D.tangc und cosAC = o

woraus
b = AC+AD (238 n. 7).

St bas gefudhte Gufiere Stick ein Winkel, wie B in dev Complerion

C, BcD, fo i
o 2e s LR sinABD. cosC

cotg ABD == cosc, tangD und sinABC=———— (235 n. 5),

woraus
B =ABC+ABD (238 n. 10).

52
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Aufg., Die obigen 4 ‘Jluﬂbfu:;gen ‘dadburd) ‘unfer eine anbere
Korm zu ftellen, daf man bas zuerft gefunbdene zb'ei[ﬁﬁd mit ¢,
und bas gefudhte SticE (x) des Dreiedd mit x — ¢ begeidhnet, Die
‘erfte Yufidfung wiirde nun fo lauten: Man fege tangp = cos’D . tangc,

43 el __sing. Iang;l);
fo -ift sin (b—g) = anse

elc,

-

Ummwandlung diefer Formeln 3ur bequemern
Togarithmifdyen Bearbeitung.

256. Bon den obigen fir das {hicfwinflige fphirifche
Oreicct gefundenen Formeln Hat ‘nur die erfte (A) §. 242 ¢cine
foldhe Geftalt, wic -man fie jur logarithmifhen Bearbeitung
winfden muf, Den Formeln (C) und (DY) (§. 254) 1afe
fidh eine foldhe geben, wenn man fie von 1 fubtrabivt, und
3 4 addiet, €8 ift ndmlic) aus (C)

R | cosd-cosh.cosc = sinh.sinc~cosdcosb.cosc
1-cosD =1- - - = - e
i sinb.sine . sinb, sine

‘cosh .cosc~-sinh.sinc— cosd
'siv b, sin ¢

2s5iniD?* =

__0s(b—¢) —cosd
R sin b . sine

F. 14 und 21

@) iz e e oshl s ke b )

sinb.sinc

S. 34

; cosd—e¢os h.cosc  sinb.sinc+4cosd-cosb.cose
14eosD =1+ : : = + :
‘smb.sine sinh.sin¢

<05 d — (cosb. cos c—sin b.sinc)
sin b-.sin¢
_cosd—cos(b-c) .
T sinb.sine 5. 13’> =
iz . Snibded-d)sing (bfc—d) .
[2); ounall e sinb.sine $.34

Aus diefen beiden Formeln erhdlt man durd) Divifion:

2083 D2 =
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sin} (b— ¢ - d).sini (—b4c—4=d)
sing(b<-c-4-d).sin 3 (b4-¢—d) .

pa ‘/(sin-;,(b«—c-l—d.)‘.,sin {;j(—-—h-—‘,—c—l—d))
= sin gy (b4e—4-d).sin z (bFe—d) /°
~Aufg. 2. Diefe Formeln entfpredyen ben Formeln 81 bis 83 ber
ebenen Jrigonometrie. SMan foll einen Ausdbruct fir sinD fudyen;
um gu: feben, ob bdiefer bev Fovmel 84 entfpredyen werbe.
Aufg. 2. Die Formeln (1) —(3) aud) fir die Winkel B und
C aufpuftellen, weldes durdy blofies Weiterricten ber Budftaben ge=
fchehen Fann..

(3) tangiD2 =
oder

1
tang 3

. 257. @egtman bpchde=p, fo ifft b4c—d=p=—2detc,
und man. evhalt :-

S LD < sin (1 p—b).sin (1 p—c)),
o '/( smzp.sm( (fp—d) ¢

@ut man alle 3 Winbel 3u fudjen, fo bezeidhne man- die Logarithmen
bder Functionen mit einfadyen Gymbolen, etwa logsin(Lp—b) mit
X, logsin(3p—c) mit Y, log sin (3 p —d) mit-Z, logsinip mit
S, und 8 foi X Y+Z—8— P, fo witd
' logtangiB = (Y+Z—X—8) = }P—X
logtang}C = (X+Z =Y —8) = JP—Y
logtang 1D = (X*4+-Y—Z—S) = $P=Z
ietnad) 166t iy die Redhnung bequem fibren.

Beifp,
p=68°12*
tp=340 6’
@s fetb = 20° 32/ :
¢ =31°14'} Data P =17,8028031
av="16° 26 1P =8.9014015
ip—b=13°34'; log sin (%‘p—b)W:X«
ip—c= 2°52/ log sin (} p — ¢) = 8,6990734 = ¥
tp—d=17040/; log sin (2 p — d) = 9,4821283 =7Z
P.E.logsintp =0,2513167 = 10—8
1 B=18°45'43,15; " logtanglB = 95311168 = s P—X
20 =57953417, 7851 & logtang 1 C = 0,2025281 = :‘, P—Y

3D =14°42/46,8; logtang 1D = 9,4192732 =4 P —Z.

\ ~
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258. Durd) entfprediende Behandlung dee Formel (DY)
erbdlt man: , :
. 13 —¢c0sI(B4C+D)cos (B4 C—D)
gln;d g sinB, sin C
t1a €081 (B—C-D).cosi(—B+C-D)
Fadir sin B,sinC
R i —cos £ (B4 C—+4D).cosz(B4-C—D)
~ c0s3(B—C+D).cos;(—B4C4-D)
Hier fihren dev erfte und lete Auddruck nicht auf imagindre
Werthe fir den Cofinus und die Tangente, da B4-C-D>180°,
3 (B4-C+4D)>90° ift (5. 187). 'cosE (B-4-C+4D) ift, ald
Cofinug eined ftumpfen Winfels, an fidh negativ, und wird
durch dad vorgefesite Minudseichen erft wieder pofitiv. Um
~ indef da8 Minusdieichen u- befeitigen, und alled durd) die
Sinu8 ausyudeicen, fann man fih der Gleidhungen (€6,
. §.78) :
cosx = sin(x4-90°) und —cosx = sin(x— 90°)
bedienen, und eralt j
(&) singas— SUEBHCED- 180°). sin £ (B-+C-D+180°)
3 sin B, sin C
(5) eosids :sin%(B—C-I-D-I—lSO“).snni(-B+C+D+1SO°)
o sin B.sine
6) tangiac = sin}(B4+C+D-180°) .sin%(B+C—D-l—180°).
£ sing(B-C+D+1800).sin3(-B+C+D+180°)
Aufg. Die Formeln (4) —(6) audy fir die Seiten b
und ¢ audgudricen, imgleichen Formeln fiie den Sinus einer
cite durdy die 3 Winfel ju fuchen,

259. Oriact man die Formeln (1) umd (2) §. 256,
wie in Aufg. 2 gefordert ift, aud) fle die Winfel B
und € aud, und multiplicict bann je 2 mit einander, fo ers
‘balt man:
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sin EC‘ sin}D? = Sk
sin 3 (-b+e4d).sin g (h4e-d). smf(-b-}-(-l—d) sinZ (b -c+d)
.sinb.sind . sinb.sinc
sm,(—l)-}-c-l—d)2 sm,(b c+d) sm,(b-l—c d)
= sinb? smo. sind -

smi(—h-l-c-l-d) sin1B2,
sin b* ¥

Rieht man nun die Suadratwursel aud, bringt sin LB auf
die linfe Seite, und verfdhrt mit den ubrigen Producten eben
fo, fo mwird:

1. sin3 C. smiD sinL (—b 4 c4-d)

sinz B sin b .
9 cos£C.cosi D 2 siny (b4-c4-d)
i siniB sinb
3 cos 3C.sinfD it sm’(b—-(—!—d)
" cosiB sinb
4 sin;C.cosiﬂ Wi smi(b-|-c—d)
& Eos LB 7 T sinb

Auf abnlidhe Weife erhdlt man aud den %ormeln 4 und
5, §. 258, '

sinZe.sinid sin (B+C+D—180°)

b cosib B sin B
6 loqi—c coszd ﬁlﬂ,(——B—I—C—}-D-{-lSO")
: cosEh sin B
,7 sin%c.cos 3d sing (B — +D+180°
i PN T e st BI
3. cosge.singd . sinj(B-C— D+180°)
sin g b sin B ;

260, Wenn man dic Gleihungen 1 und 2 des vongm
§. adoirt, fo wird
c0s 3C.cos 3D +sin JC.siniD sm i(b4c-d)+sio F(—bictd)
sinz B ' sinh
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cos 3 (C— D) sin} [(c-d)4-b]-sin I[(°+d)"b]
sini B sinbh

251n5(e+d) cos;b
2sinzb.coslh

eos 3 (C—D) sm{;(c-{-d)
sinIB sinktb ° :
Subtrabirt man die Gleihung 1 von 2, und addiet und fubs
trabirt aud) die Gleihungen 3 und 4, fo wird, wenn man
die erbaltenen Gleihungen mit Cinfdyluf der vorigen als
‘Droportioncn fdyreibt, nach gefchehener Reduction

1. sinib:sin} (c4-d) = sin £B:cosf(C—D)

2. coszh:cosi(c4-d) = singB:cosg(C-i-D)}

3. sinzb:sin(e—d) = cos{B:sin%(C—D)}

4, cos3b:cos%(c—d) = cosiB:sin%(C+D)

Die beiden erften find der F. 94 der ¢b. Ir. analog, und-
vertreten diefelbe in der fphdar. Ir. — Die beiden lehten
-vertreten eben o die §.95. Sie filhren den Ramen der
Gaufifden Gleihungen. —  Yus den Gleichungen 5—8
etfolgen fie eben fo.

261, Dividirt man von den unmittelbar vorftehenden
Gleichungen 3 durch 1, 4 durch 2, 3 durd) 4, und 1 durch
2, fo tird: :

1. sinf(c4-d):sin3(c—d) = cotgiB: tantr,(C Dn
2. ecosi(c4d):cosi (¢c—d) = ecotg zB:tang (C-|-D)f
3. sin3(C—-D):sin ;—.(C-—D) = tang I b:tang § (c—d)
4. cos3(C+4D):cos3(C—D) = taugéb:tang;(c—{-d)}
Sie BHeiffen die Neperfden Analogien, Die beiden erften vers
teeten §. 78 der ebenen Irig. — Man Fann ihnen, wenn
‘man pwifden den 4 Gleidyungen des vorigen §. vollftdndig
combinitt, durd) Divifion von 1 durdh 4 und von 3 durdh
2, nod) folgende beifiigen:

. 14

F. 27 und 17
dafer
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sini(c-d) &7 .eos 3 (C—D)

e (a“”"bfcos;(c-—-d) i ¥ X sin § (C4-D)
X P o O

6. ol _sing (e—d) ooz gin 3 (C—D)

" cos 3 (cd) “eosz(CHD)°
" @il man im Dreie BCD bden Pers
pendifelbogen BA, nimmt AE — AC unb
siept BE, fo ift BCE gleidyfdentlig, AC
und AD find die Hohenabidynitte, DE ii)i:
Unterfdyicd, Wenbet man nun die Neper
fhen Analogien auf dag Dreie BDE an,
C A B D fo erhdlt man aus 3 und 4, wenn man
; DE =# {est, da BED =180° —C, nad)
gehoriger Reduction: :
cos1(C—D):cos:(C+ D) =tang}p:tang L (c—d) -
sini (C—D):sin L (C+ D) =tanglg:tangL(c+d).
®ie Ednnen gebraudyt werben, um aus 2 Winkteln , und dem Unfers
fdyiede der Hohenabidnitte auf der zwifdhenliegenden Seite, die beiden
Seiten ded Drejeds su finden, — Aehnlidhe Formeln ergeben fid) aus
1 und 2, wenn aus. ben beidben Seiten ¢ und d und dem Unter{dyiede
ber Winfel ABD —ABC —=EBD bie den gegebenen ©eiten gegen-
fiberliegenden Winkel C und D gefudt werdben. — Mit Susiehung
der Gaufifdien Gleidyungen ergicht fich nod
tanglb,tangl g = tangi(c+d).tangt(c—d)
cotang.l B, tang X (EBD) = tang 3 (C +D).tang 1(C=D)
deven Ableitung zu fuden ift.

262, Bei Aufldfung der Dreiecte, wenn feine andern
Stide als Seiten und Winkel derfelben in Frage geftelt
find, fann man fid mit febr wenigen Formeln behelfen.
Wie wahlen daju folgende 3¢ ‘

sinb __ sinc __ sind
sinB = sinC ~ sinD
sin ¥ (—b—-¢4-d) sinZ (b—c—-d
Vg SR =l/(sinzzb-{-_t-[:i:l)liu%?lf—}-cj——d?)) i

5. 242
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ll.—. {sing(c-}-d):sin;(c—-d) = cotg § B:tang} (C—D)

“Jeosi (cf-d):cos}(e—d) = cotg 3 B: tang 3 (C-}-D).
Die erfte besieht fih auf den Fall, wenn die in' Frage ge-
fteltten Stacfe 2 gleiche, die andere, wenn fie 2 ungleiche,
die dritte, wenn fie nue eine Gruppe bilden. Die beiden
RNeperfhen Proportionen in IIL ethalten jwar 5 in Srage
geftelite Sticfes died bindert jedoch tbre Braud)barfeit md)t,
gewdhrt vielmehe den Bortheil, daf man ftatt des Cinen ge=
fudhten Sticfs nebenbei nod) ein andered findet. So wie
fie bier fteben, lehren fie unmittelbar aus 2 Seiten und dem
eingefdyloffenen TWinkel die beiden ubrigen Winkel durdy ibre
Summe und Unterfhied ﬁnben.

263. Um mit diefen Formeln fir alle Fdale auésu—
reidhen, muff man fie sunddyft auf dad Polardreie anjuwen=
den wiffen, wo man ¢8 dann wit lauter Supplementar= Ele=
menten ju thun Bat, und dbevall ftatt der Seiten Winkel,
ftatt der Winfel Seiten echalt. Man habe 3. B. die Formel
IL, und wolle aué den 3 MWinfeln cine Seite berechnen, fo
nehme man aud den 3 Winfeln B, C, D, dic 3 Seiten b,
¢, b, de8 Volardreieds, fude nach IL den Winfel, weldher
der gefuditen Seite g[eid)namig ift, fo ift diefe deflen Sup=
plement. — Die Rechnung mittelft ded Polardreiectd. ift
foft ¢ben fo bequem al8 die directe. Dic Formeln fir die
lestere, wenn Seiten und Winfel gegenfeitig vertaufdht find,
finden fidy §. 2568 n. 6 und 261, n.3 unb 4, QBw heben fie
bier nod; cinmal Beraus:
V(snu,(B+c+D-180°)§iu;(B+C-D+180°))

sin(B-C+D+4180°)sin}(-B+C+D+180°)
{Sin§(C+D): sin} (C —D) = tavg] b:tang j (c—d)
c0s3(C+Dj:cos ) (C—D) = tangjh: l.uw,(u—l—d)

IV allg !
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264, Die Formel 1L und die daraud abgeleitete F. V.
dient jugleidy um die fehlenden Sticke ju finden, wenn 2
Geiten, und die ihnen gegentiberliegendeu LWinfel befannt
find, Giebt ed alfo unter den Datid jwei gegenuberliegende
Stice, wo man dann dad bem dritten Dato gegentiberlic:
gende aud I. Leidht finden fann, fo [aft fich nun audy jeded
der noc) ubrigen fehlenden Sticke Herbeifdhaffen.

Aufg, 1. €3 follen die vorfiehenden Formeln fir den
Togarithmifchen Gebraud) mit allen ifren BVariationen jufam-
mengeftellt werden, und jwar unter folgenden Rubrifen:

1ftes Syftem: ZFwei Winfel und die ihnen gegentiberlic-
genden Seiten,  Die Gleihungen finden ficy) in Aufg.

§. 243 fdhon vor.

2te8 Spftem:  Cin Winfel durdy die 3 Seiten, aus II.

3ted Syftem: Cine Seite durch die 3 Winfel, aus IV.

4tc8 Syftem: Broei Winfel durd) die ihnen gegeniiber-
liegenden Seiten und den Sten FWinkel aus ML (3 Doyp-
pelausdeicte). :

5teé Syftem: Bwei Seiten durc) die ihnen gegeniiberlic=
genden SWinfel und die 3te Seite aus V. wie in 4.

6ftes Syftem: Ein Winfel durd) die beiden andern LWin-
fel und die ibnen'gcgenﬁbetliegenben Seiten aus 1L

7tes Syftem: Cine Seite durd) die beiden andern Skiten,

und die ibnen gegentiberliegenden Winfel aus V.

Aufg. 2. €8 follen die §. 238 aufgeficliten 12 Fale,
- yoelche bei fpBarifhen Dreiecfen vorfommen fonnen, durdyges
gangen, und geseigt twerden, tie man in jedem diefer Falle
su verfabren Babe, um dad gefudte ju finden, obne fidy an=
derer ald der §. L bie IIL gu bedienen. . Man Bt § B. fir
den 3ten Fall, wenn CbD gegeben ift, und ¢, d gefucht werden:
© (=180°—C; B=180°—b; d=180°—D
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und : ‘
Xl
tang 3 (E—D) = :—ZZEE—+F%cotg§55
I(c—Dd
tang3 (C4-90) = g:;éz‘_-ﬁg cotg 2B

€ =:C+9)+1(CE—D)
D = iE649)—3(C—D)
o= 180°—¢; d = 180°—9.
Der dritte LWinfel findet fich nun aud I

Determination vehtwintliger Dreiece.

265. Man verfteht unter der Determination die Unferfudhung,
ob eine verlangte Conftruction, bhier ein DreieE, aus bden gegebenen
' Stiicen mdglidy, ob e8 beftimmt, ober zweideutig, oder unbeftimmt
fei. G6 wird aud) bier geniigen, diefe Unterfudjung blof in Besiehung
auf basjenige fpharifhe Dreiect 3u fithven, bdeffen tbrige Begren:
gungsdelemente fpig find, da fich leid)t ergiebt, baf, wenn biefed nidht
mdglidy ober beftimmt u. f, w, ift, unter den entfprechenden Bedin:
gungen die ltbrigen dbamit jufammengehdvigen Dreiecke (§, 180) audy
unmoglidh, oder beftimmt u. f. w, fein werden. Man Fann die Un:
terfudyung entweder auf allgemeine geometrifhe Betradtung bes
fpbacifhen Dreieds, oder auf die sur Aufldfung gefundene Formel
griinden, ; ‘

266. Gin redtwintliges Dreied ift juerft immer moglidh, wenn
it demfelben eine Geite und der anliegende TWinfel, oder beibe Ka:
theten gegeben find, voraudgefest, daf fein Datum grdfer alg 180°
fei (§.183). Dagegen muf im {piswintl, Dreied 1) a >c oder b
(bie Hypotenufe grdfier alg jede Katbete) ‘(§. 210), 2) C >c obder
B >b (ber Winfel grofer als die ihm gegenitberliegende Kathete)
und 3) B4 C >90° fein (§.187), wvenn das Dreied mdglidy fein
foll. Im jweiten Falle findet jwar nody ein Dreied ftatt, wenn
C==c, allein ¢s enthalt 2 vedite Wintel und 2 Quadranten, und ift
tm  Uebrigen vollig unbeftimmt (§. 189). j

Aufg 1. G35 follen bie unfer 4—3 aufgeftellten Ausfagen
aus bden Formeln far das redytwintlige Dreiec (§. 224) hergeleitet
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werben, TMan hat Hierbei unter denen bdie Wahl, in welden bie
j cosa

cosc’
RNun muf cosb nothwendig Eleiner ald 1, mithin cosc grdfer als
cosa, b. b, a grdfer alg c fein, Aus §,224 n.2 Hat man cosB =.

tangc

beiden Data vorfommen, So ift 5, ?B.- aus §. 224 n. 1. cosh =

colga.tangc = < 1, mithin aud) a >c etc,

tang

Aufg. 2, Gs foum bie Bedingungen aufgefiellt werdben, unter
weldyen ein Dreiec bei den in 1 —3 gegebenen beiden Sticfen mdgs
lid) ift, wenn diefe entweber beide ftumpf, ober, wo e8 angeht, eind
fpit, das andere fiumpf ift. So muf in n.3, B+ C<270° wenn
beide ftumpf, C<90°-I- B, wenn C ftumpf, B {pig ift. Die Herleis
tung Eann entweber aus ber geometrifhen Betradytung (§- 205 sq.),
ober aud ber Formel gefdehen, o ift cosB:G:;za immer mbge
lidh, twenn nur tanga abfolut genommen grodfer als tangc ift, und
fann fiiv alle Falle aus diefer Bedingung entwicdelt werden. Das:
Grgebnip Eann man in Form einer Fabelle zufammen{tellen, deren
Sdema ettwa folgende Rubrifen hat: a) Geg, Sticfe, b) Befdafs
fenheit, ob {pis obder ftumpf, c) Dreied, in welden fie entbalten
find,  d) Bebingung der MdglidyEeit.

267, b in einem vedtwintligen fphavifden Drejece dad aus
2 gegebenen geludyte dritte Stick fpis oder {fumpf fef, Laft fid) entweder
aus §. 210 — 212 entfdyeiden, oder ed bleibt unbeftimmt, und im legtern
Falle ift bag Drefe® jweidbeutig. Audy fann man fid der Formel,
durdy welcdpe das gefudyte dritte StiicE aud den beiben gegebenen gee
funben wird, zu biefer Unterfudung bebienen. Dev eingige Fall, wo
die Befdaffenbeit ded gefudyten SticEs in der Shat beftimmt, aber
turd) die Formel nidt davgelegt ift, ift der, wenn in der Gleidyung
(§. 224 n.3.) sinc=sina.sinC bdie Kathete oder der ihr gegens
tiberliegenbe Wintel gefudyt wird. Da hier aber das gefudte Stick
mit dem einen der beiden gegebenen gleidhavtig fein muf, fo ift bie
Befdyaffenheit deffelben, ob {pi& oder ftumpf, auf den erften Vlick
ent{dyieden.

268. St eine Kathete, und der ifir gegeniiberliegende Winkel ges
geben, fo (4t fid) fber bie Befdaffenbeit des gefudten Sticks nidis
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entfd)eiber;, ba bad DOreiect in bder That gweideutig ift, fndem- das
RNebendreieE an der geg. Seite, ober das Sdheiteldreied an dem geg.
LBinkel (beide find ft)mmetnfd)e Dreiecte) bdiefelben geg. Sthice ents
halt, wie aus §. 180 Flav iff. —
€ind C und c gegeben, fo twer:
ben bdie Dreiefe ABC und ABCY,
finb B unb b geg., fo werden
ACB und ACL’ ber Aufgabe Ges
niige leiften. €8 Tommt bdaber
nut darvauf an, angugeben, tvie
bie 3 nidit gegebenen Stide jes
besmal jufammengehdren, was
fi nady §.211, 212 polftdndig
enfdyeiden [aft, Sind C und c gegeben und gleidartig, fo giebt ed
2 Flle: : : :

C und c find fpig. RNimmt man nun ifrgend eind der fbrigen Cles
mente fpig, fo miffen aud) bie Ubrigen fpis feins nimmt man
bagegen eing ftumpf, fo werden e8 audy bie"ﬁbrigen fein mifjen.

C und c find frumpf. (Im Dr. AB‘C’ oder AB‘C.) Nimmt man
nun b oder B fpis, To wird a ftumpf, weil die Katheten un:
gleidartig find; nimmt man dagegen b oder B ftumpf, fo wicd
a fpif, weil nun bie Katheten gleihartig find, TMan Fann bies
in einem Gage fo gufammenfafien:

@ind die gegebenen gegeniiberliegendenClemente
fpig, fo ift bie Hypotenufe mit dben gefudhten ges
geniiberliegenden Glementen gleidactig, im Ges
gentheil ungleidartig. :
269. Aus dem Bidherigen fann man nun fir die 6 Fdale
(§- 224), weldye bei redytwintligen Oreiecken vorfommen tons
nen, jededmal entfheiden, toie das gefudhte Stuc befdhaffen
fein werde, wenn ¢8 durch die Data beftimmt ift, und man
wird fid) dic Nefultate leicht in Form eciner abelle jufam:
menftellen fonnen.  Die Entwickelung einer foldyen Iabelle
ift eine gute Ucbung in der Beurtheilung aller vorfommenden

Jalle, und muff von den Schilern gefordert werden, wenn
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f[)r Gebraud) gnm Nadyfhlagen audy entbebrlich ift. E8 foll
vaber hier nur dad Sdema und der Anfang gegeben voerden.
Die gefudite|Die gefudhte
Geite oder | Seite oder
®Gegeben. | Gefudit. Formel, Winfel ift | Winkel ift
grofier alg | Eleiner al3
90°, wenn:|{90°, wenn:
a, b Kath. ¢ ; cosa a ungldytg, b| agldtg. b
1, cosc =
Hyp. und| W B cosb b>90° | b<90°
Kath. .. C 2, sinB= -“i’"b a unglditg, by agldhta. b

sin a

3, cosC =ciga,igh
a, B | Kath. b |4, sinb=sina.sinB] B>90° |B<90°etc,

Determination {diefrointliger {pharijher Dreiecte.

270. Wenn die Seiten und Winkel eined fpharifden Dreiects
nie grofier alg 180° angenommen terben biirfen, (§.183), fo laft
fidy die MoglichEeit cines fpharifden DreiecEd ausd gegebenen Stitcken
aus §. 187, 196, 210 beurtheilen. €5 mufi zuerft, wenn By C, D bie
Wintel b, ¢, d bie ihnen gegenitberliegenden Seiten begeidynen:

(1) b+c+d>0 (2) btc>d
b+ c+4 d < 360° b4d>e -
c+d>b.

Da nun jebes Dreiect ¢in Polardreiect hat, fiir weldyes diefelben Bes
bingungen gelten, und da e8 felbft ald das Polardreied eines mog:
liden Dreiect8 betradytet wetden Fann, fo folgt, wenn man die
§.193 eingefiihrte; Beseidynung beibebdlt, aus (1)

180° — B + 180° — @ +- 180° — D >0,

540° > B+ G+ D (187)
180°— B +180°— € +180°— D < 360°, mithin 180°< B+ E+ D,
Aus (2): \ ;
180° — B + 1809 — € > 180° — D mithin 180° > B + € — D etc.

€8 muf alfo in jedbem fphdvifdyen Dreiecte die Summe aller Winkel
gwifden 2 und 6 Nedyten liegen. Aud) muf der Ueberfdjuf der
Summe je jweicr Winkel fiber ben dritten Fleiner als 180° fein. —
Dies find die Webdingungen bder Moglidyteit eines Drefeds aus 3
8cg. Seiten oder aus 3 gegebenen Winkeln,

mithin
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271, Aus 3wei Seiten -und dem eingefdyloffenen Winkel, wie
aus einer Seite und den beidben anliegenden Winteln ift immer ein
Dreiek mbglid), Sind unter den gegebenen Stitcfen gegeniiberlies

© gende, wie C, c, fo fann bas dritte geg. Stiick entweder eine Seite,
ober ein Winkel fein. — Jm erften Falle ift durd) den gegebenen
Wintel C ein fphirifdhes SweicE CBC/D beftimme, auf deffen einem
Sdentel man die anliegende
Geite CB = d vom Gdyeitels
puncte aus abtragen Fann.
Falt man nun den Perpendis
felbogen BAB’, fo ift flar,
; daf fur ein fpi@es\C, bie Seite
\ BD —c nidt Eleiner als BA
5 (sinBA = sind.sinC, wo
BA mit C gleidattig zu nebs
4 men ift), wohl aber Eleiner
B al8 BC! = 180°—d fein miffe,
‘wenn dad Dreie moglid) fein foll. Jft C frumpf, fo mug c zwifden
B‘A und B/C’=d fallen. Die Grenzen fallen alfo zwifden bie
beiven Werthe, welde sinBA und sind fiiv BA unb d ergeben,
272, Kann in dbem fpharifden Jweied CBC'D, weldes den geg.
Tinfel C, und die Seite CB = d enthdlt, die dritte geg. Seite BD
t==c nur auf einerlei Avt gelegt werden, wie BD,,, o ift bas Dreied
beftimme, Eanu aber 2 verfdiedene Lagen erhalten, wie BD und
BD,, fo ift bas Dreiect aus den geg. Stiicken jweideutig, Man bes
fdyreibe mit der Seite c aus B oder B’ cinen Kugelfreis EDF, €8
fommt nun datauf an, ob CAC’ von biefem auf berjenigen von
CBC geredyneten Halbfugel, weldhe das Sweied mit dem Winfel C
enthalt, zweimal gefdnitten wicd, ober nidgt. Jm erften Falle leis
ften die beidbent Dreiecte CBD und CBD, ber Aufgabe @em’xge, und

.e®

.
‘

y C.sind
man fann beide LWerthe von sinD _Esi—ns‘:" gebraudyen, im ans
bern nur Ginen, —  @ind C und d beide fpis, und c<d, fo ift

bas DveiecE, wenn e8 mbdglidy ift, entweder vedtwintlig ober seis
deutig. Sft dagegen c>d, fo ift e8 beftimmt, undb der Winfel D,
alg ber Eleinern Seite gegenitberliegend , Eleiner ald C, mithin fpis.
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Die, mer&)aﬁvenbg(t ber Gbrigen. Stude Pann dann, nady beﬁ Neper:
fdren Proportionen. beurtheilt werben. —  Sind. C odber d ober beibe.
fumpf, fo 146t fidy aus dem Nebenbdreieck, worin beide fpif find nady
§. 180 alleg berleiten. ' Sn bdem folgenben Bédfeldjen find die eingelz
nen. Félle aufgefipet.
Sft C fpis und 4 fpif, aud.c<d;
fo ift bas. Deeiedt jweideutig BCD uad BCD, .
Sft C fpig. und d fpig, audy c>d,
fo. ift bas Dreied beftimmt BCD,;,; D mi&.}
- St C fpis 4 ftumpf, aud) c < 180°—d,
fo ift bag Dreiect gweibeutig, BC’D und BCD.,.
Sft C fpig d frumpf, aud) c>180—d,
fo ift vag Dreied beftimmt BCD,,5. D frumpg..
Sft C ftumpf d.{pig, audy c>180—d,
fo ift bag Dreiect weideutig B'C'D und. B‘C'D, |
3t C ftumpf d fpis, aud) c <180—d,
fo ift bag Drejed. befiimmt B‘C'D,,5 D fpig,
Sft € ftumpf d ftumpf, audy c>d,
fo ift- bas Dreiect, proeideutig B/CD und. B{CD,,.;
Sft C ftumpf d frumpf, aud c<d,
‘f,o.ift. ba8 DOreied beftimmt BCD,, 5 D ‘ftumpf.

273. Jn bem 2ten §.271 aufgefihrien-Fale, rwenn 2 Winlel
unb eine gegenliberliegende eite, etwa C, D, c gegeben find, bat
man fiir dad PolardrejeE bded gejudhten 2 Seiten und einen gegen:
tberliegen Winfel.  Oiefes Fann alfo in BVesiehung auf Mdglidfeit,
Bweideutigteit oder Weftiimmtheit unterfudt, und daraus auf bas
Hauptdreied gucicgefdhloffen werden. Das dem obigen entfprechende
Zafelden ift dann:

Sit ¢ ftumpf D ftumpf, audy C> D, fo ift bad Dreied jweidbeutig.

: s z ¢ ’ 1 CtDy e s s s beftimmt;
/ d ftumpf.
St c ftumpf D fpig, aud) 180° —C< D, fo ift bas DOr. gweideutig,
s f £ ' 180—=C>D, : s : : Dbeftimmt;
; d fpig.

Grafmann Srigonometrie, )
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3ft ¢ fpig D fumpf, aud 180— C>D, fo ift bad Dr, gweideutig,
i = 3 180—=C<D, = s ¢ = Tbeftimmts

d ftumpf

Sft ¢ fpig D fpig, aud C< D, fo ift bas Dr. sweideutis.
e IR s C>D, s s s s Dbeftimmts d fpig.

274, Jn ber Aushbung wird man {id, wenn man die Tafel
nidt jur Hand oder im Sinne hat, etwa fo verhalten Lonneh, Man
Iege die gegebenen gufammenhingenden Stiice (C nd d oder ¢ und
D) aneinanber, und gebe bdem buiften Gtiicke eine beliehige Lage.
unter den 4 auf derfelben -@albh,tgél liegenden 3njammengehdrigen
Dreiecten muf Eing fein, in weldem bdie sufammenpingenden durd
bie Aufgabe mit gegebenem Gtiicfe beide fpip find. Diefes Drefed
ift beftimmt, wenn fidy die Befdaffenheit des gefudyten StiEs aus
§. 210 vollftdndig evgiebt; im Gegentheil zweideutig. Diefes Dreieck
it aun gwar nidt felbft immer das gefudhte, wobl aber eing feiner
Stebendreiecte. Da bdiefe aber durd) das Hauptdreied vdllig gegeben
find, fo werben fie mit ihm ugleic) beftimmt ober jweideutig. —
St 5B, d ftumpf und C fiumpf, fo ift B/CD bdas aufzulbfende
DOrveiect.  3u diefem gehort als RNebendreie® BCD, . in welden BC
und BCD fpig find. €8 ift beftimmt ober jweideutig, je nadbem
BD (= 180° — c) grdfer ober Eleiner al8 BC (== 180°— d) ift.
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