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Vorrede.

Das kleine Lehrbuchder Trigonometrie,welcheshier
dem Publico vorliegt,�oll zwar einen Theil eines grds
ßeren,den Gymna�ialcur�us umfa��enden Lehrbuchsder

Mathematik ausmachen, i�t indeß auch unabhängig
von dem�elben zu gebrauhen. Es i�t zunäch�t für
meinen eigenen Unterricht in den beiden ober�ten Cla�e
fen be�timmt, und hat dem�elben, was den befolgten
Lehrgang betrifft, eigentlih {hon lange zum Grunde

gelegen, Wie vortheilhaft es aber auh �ein mag,

wenn der Schüler nah dem Vortrage des Lehrers

�elb�t arbeitet, und dadurch genöthigtwird, alles noh
einmal �elb�tändig zu durchdenken, zu begründen und

zu ordnen, fo läßt �ich doh nicht leugnen, daß damit

auh mancherlei Uebel�tändeverbunden �ind. Wenn

auch bei möglich�t ermäßigten Forderungen �eine freie
Zeit niht zu �ehr dadur<h in An�pruch genommen

wird, fo �ieht �ich der Lehrer durch die Berück�ichtigung
jener Lei�tungen doh in An�ehung der zu �tellenden
Aufgaben oft zu �ehr be�chränkt; der Schüler aber i�t
der Gefahr ausge�eßt, daß aus unrichtigerAuffa��ung
ent�tandene Mißver�tändni��e �ich fe�t�eßben und wu-

chern che �ie entde>t werden, und daß ihm die Mittel

fehlen �ie ohne Hülfe des Lehrers zu heben. — Dann

aber, und das �cheint keineswegesein geringfügiger
Um�tand zu �ein, wird es dem Schüler {wer �ih bei

Krankheiten,oder Ver�äumni��en irgend einer Art bald
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wieder in den Zu�ammenhangzu �eßen, welches aus

den unvollkommenen Heften der Mit�chüler immer nur

mangelhaft ge�chehenkann. Wenn die�e Betrachtun-
gen die Einführungeines. Lehrbuchs, welches �ih dem

Unterrihhte nahe an�chließt, wün�chenswerth machen,
�o ent�chließt ch der Lehrer, dem im Laufe der Zeit,
und bei oftmals wiederholtenVortrage gewi��er Vor-

tellungen, ein gewi��er Gang, eine be�timmte Methode
lieb geworden, und der �ih innerhalb der�elben am

‘frei�ten und erfolgreich�tenbewegt, um �o {hwererdie�e
aufzugeben,und �i<h einem andern Gange anzu�chlie-
ßen, jemehr Eigenthümliches �ih ihm im Laufeder

Zeit dargeboten hat, und je fe�ter es mit �einem Ge-

danken�y�tem verwach�en i�t. Dennoch möchteder Ver-

fa��er �eine Bedenklichkeitendie große Anzahl der Lehr-
bücher durh eîn neues zu vermehren kaum überwun-

den haben, wenn niht der be�timmt ausge�prochene
Wille der höch�ten Behörde dem ganzen mathemati=
{chenSchulcur�us auf jedem Gymna�io ein und da�z
�elbe Lehrbuchzum Grunde zu legen, keine andre Wahl
gela��en hâtte, als entweder ein �olches zu {hreiben,
oder unter den bereits genelmigten eins auszuwäh-
len. — Glúd>licherwei�ewar ih mit meinem Colle-

gen, dem OberlehrerScheiber t, welhem der mathe-
mati�che Unterricht in den mittlern Cla��en Übertragen
i�t, in �o vollkommener Ueberein�timmung,daß wir mit

Zuver�icht hoffendurften un�re beiden Lehrbücher,wenn-

gleich von zweien Verfa��ern, dennoch wie aus Einem

Gu��e hervorgehnzu �ehn, und �o für Ein Ganzes ge-

ben zu konnen, — Natürlich mußte das Seinige



vóraufgehn,und i�t Michaelis v. I. in-dem�elbenVer-

lag und in gleicherAus�tattung er�chienen *). Unter-

deß er�cheint hier der von jener Grundlage unabhân=
gig�te Theil, die Trigonometrie, welchem.die übrigen
Theile des Lehrbuchsfür die obern Cla��en �o bald als.

möglich folgen, und Arithmetik und Algebra, allge=
meine und geometri�heCombinationslehre, Geometrie

und Stereometrie enthalten �ollen. Der Hauptgedanke.
dabei i�t, das Pen�um dex frúhern Cla��en noh ein-

mal aufzunehmen, es in einem zu�ammenhängendfort=
laufenden Vertrage zu einer kurzen�y�temati�chen Ueberz

�icht möglich�t klar zu�ammenzu�tellen,und in ähnlicher
Wei�e auch das übrige zu behandeln. Der Verfa��er
ver�pricht �ich hiervon mehrere Vortheile. Zunäch�t
wird es dadurch möglih manche allgemeineBegriffe
durhzugehn und zu erläutern, welche für den er�ten

Unterricht durchaus niht gehören, und von dem An-

fänger niht ver�tanden werden founen. — Sodann

giebt gerade der Um�tand, daß hier dem Schüler eín

hon bekannter Stoff unter anderer Form dargeboten
wird, die be�te Gelegenheit zur Bergleichung und die

chi>lich�te Einlcituug zum Selb�i�tudium mathematiz
�cher Schriften, und foll ihn in den Stand �even, den

ferner fortlaufenden Vortrag in die üblichemathematiz
{he Form von Erklärung, Lehr�aß, Beweis u. |. w.

zu bringen, als worin ein Theil der mündlichen*und
hriftlihen Uebungenbe�tehen kann. — Endlich �teUc

*) Lehrbuch der Ariihmctië und cbhenen Geomciric für die mittlern

Cla��en der Gymna�ien beagxbeltet von E, G. Scheibert, Berlin

bei Reimer, 1834.
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der�elbe Uni�tand das Lehrbuchin An�ehung der Arith-
metik und Geometrie etr.as freier, und ge�tattet, da es

�ich hon auf ein anderes beziehn kann, das Gleich-
artige mehr zu�ammenzuhalten, und es mehr auf eine

combinatori�che �elb�t zu erzeugende Ueber�icht anzule-
gen, als die�es bei einem er�ten Lehrbuche,bei welchem
die Rüúcf�iht auf diejenigenSâbe, welhe man für
nachfolgende Bewei�e braucht, die überwiegende�ein
muß, ge�chehenkann, auh �ih nah manchen Seiten

hín mehr auszudehnen. Ein von Sachver�tändigen
ausge�prochenes Urtheil über die�en Plan würde �ehr
erwün�cht �ein.

In dem vorliegendenLehrbuchei�t der Haupt�ache
nach der �yntheti�he Gang gewählt, und analyti�che
Fort�chreitungenentwedernur durch einfacheSub�titu-
tionen vermittelt, oder eine ausführliche Entwi>elung
dem Lehrer Überla��en, der Gang der�elben aber doch
o angedeutet, daß der aufmerk�ame Schüler �ie auh

�elb�t zu finden im Stande i�. Die Trigonometriei�

zwar ihrem We�en nach analyti�h, und es mag �ich
die größte Con�equenzund Kürze nur auf diefe Wei�e
erreichenla��en, aber die rein analyti�che Trigonometrie
eignet �i, meiner Ueberzeugungnach, nicht für den

Anfänger, der nur �o lange weiß, wo er i�t, nur �o

lange fe�ten Boden unter �ich fühlt, als der Hinbli>
und die unmittelbare Beziehung auf die Figur ihn im-

mer wieder orientixeund zurecht�tellt. Ueberdieß be-

darf es für eine rein analyti�che Trigonometriekeines

Lehrbuches,wenig�tens keines in den Händen des Schü=
lers. Auch der geubtereMathematikerkann einer ihm
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niht hon �on�t bekannten eigermaßenzu�amnienge�eß=
ten analyti�chen Cntwi>kelungnur mit der Feder in

der Hand folgen, um �o weniger der Anfänger. Die-

�er muß jeden Schritt �elb�t thun, jede Formel �elb�t
nieder�chreiben,wenn er �ie einigermaßenver�tehen foll,
und dieß ge�chieht am be�ten unter Anleitung des Leh
rers in der Lehr�tunde �elb�t, wobei gleichzeitigauch eine

zahlreicheCla��e ange�trengt und �icher be�chäftigt wer«

den kann. Das Lehrbuch in den Händen des Schúz
lers wird dabei mehr hindernd als fördernd, �ofern es

die zu findenden Re�ultate hon anticipirt, nnd der

Entwi>elung das Intere��e raubt. Ein nochmaliges
Durcharbeiten, und möglich�t �auberes Eintragen in

die Hefte i� eine wenig Zeit raubende aber nüsßliche
Be�chäftigung. Ich würde au< hier die Ableitung
der trigonometri�chenFormeln ($. 35—53) weggela��en
haben, wenn �ie mir nicht theils zum Behufe der Res
petition, insbe�ondere aber zum Allegiren bei Aufló�ung
von Aufgaben nothwendig ge�chienen hâtte. Hierbei
i�t es denn auch bequemdie Formeln unmittelbar hin-
ter einander vor Augen zu haben, um eíne umznwan-
delnde Form mit den in der Tafel vorhandenen ver-

gleichenzu können. Die Tafel i�t doppelt abgedrut,
um, wenn nicht beide, doh ein Exemplar auch außer
dem Lehrbuchezum näch�ten Handgebrauch �ich bereit

zu legen. Eine andre Ta�el enthält die Hauptfor-
meln, welchejederzugleichim Gedächtnißhaben,und bis

in ihrem er�tenGrund hinab zugleichüber�chauenmuß.
Da die �phäri�che Trigonometriehier vor der Ste-

reometrie er�cheint, �o �ind daraus einige,jedochaus
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jedem Lehrbu(peder Stereometrie und der Sphärik leicht
zu: be�eitigeudeUebel�tände ent�tanden, welche�ich dur<

eine rein analyti�che Behandlung freilich leiht hätten

be�eitigen la��en. — Es i�t in der�elben überall darauf

gerechnet,daß das Verhältniß eines Dreie>s zu feinen
Nebendreie>en und zu �einem Polardreie> �tets- klar

vor Augen �chwebe, und die An�chauung davon bis.

zur vollflommenen Geläufigkeitgeübt werde. Zu die-

�em Ende möchte ih hier noh auf das Parallelepipe-
dum aufmerk�am machen, welches nicht nur in �einen
äußerlichen E>en jedesmal 8 auf der Kugel zu�am-
mengehörigeDreie>e dar�tellt, �ondern auch (nach $.
196 und 197) �enkrecht auf je 4 Flächendurch�chnit-
ten, mit den Trägern der Flächen zugleichdie 8 inner-

lihen Eten als Polardreie>e von jenen. angiebt,
ein

Verhältniß, was in vieler Beziehung merkwürdigund.

folgenreichi�t. — Yun der Ableitung der Neper�chen
und. Gaußi�chen Gleihuugen (6. 259 —261) bin ich
haupt�ächlicheinem trefflihen Auf�aße von Bret�chneider
in dem Creil�chen Journal für reine und angewandte
Mathematik (Bd. 13, Hft, 1 und 2) gefolgt, und habe

die�en nur einige damit nahe zu�ammenhängendeFor-
meln beigefügt.— Ueber die zwe>näßige Einrichtung
einer Bei�piel- und Aufgabea�ammlung, welche zu ei-

nem mathemati�chenLehrbucheeigentlih immer gehört,
denke ih an einem andern Orte meine An�ichten aus-

zu�prechen.
Stettin den Zten Juli 1835.

I. G. SBraßmann.
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Ebene Trigonometrie.

Begriff der Trigonometrie.

1. W un in einer geometri�hen Aufgabe die gegebenen
und ge�uchten Stücke unter �<, und die einen mit den an-

dern gleichartig�ind, und wenn man dur geometri�cheLehrs

�áße den Zu�ammenhang kennt, in welchem die gegebenen
Stücke mit den ge�uchten �tehen, �o kann man die legtern
aus den er�tern, vorausge�ebt, daß �ie als geme��ene Größen,

mithin in Zahlen, gegeben �ind, auh dur< Rechnung finden,

So findet man den Polygonroinkeleiner regelmäßigenFigur
aus dem Centriwinkel, die Seiten eines Dreie>s aus den Seis

ten eines áhnlichenDreie>s, u. #, w.z; indem man die Rech-

nung auf geometri�cheGegen�tände wie auf Gegen�tände irs

gend anderer Art anwendet,

Es �ind einige Fálle aufzu�uchen, in welhen die Rehnung auf
die Geometrie ohne weitere Vorbereitung angewandt werden kann,

2. Auch wenn die in einer Rehnung vorkommenden

Stüde darnichtgleichartig �ind, aber doh �o von einander

abhângen, daß die eine Art von Größen der andern propor-

tional, oder do< nach irgend einem leiht über�ehbaren Ver-

háltni��e wäch�t oder abnimmt, i�t die Anwendung der Arith-
metik auf die Geometrie keine andere als die gewdhnliche.
( Bei�p. Winkel am Mittelpunkt und Kreisbogen.)

Graßmann Trigonometrie, A
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3. Wenn aber aus den Seiten eines Dreie>s �eine
Winkel, oder aus gewi��en Seiten und Winkeln ciner Figur
andere Seiten und andere Winkel hergeleitet werden �ol!en,
furz wenn die Data Quäá�ita hier ungleichartig �ind,
�o reicht der gemeine Gebrauch der Arithmetik für die Geo-

métrie niht, mehr aus, �ondern es werden hierzu eigeneKun�t-
mittel erfordert, welche die Trigonvme trie gewähren �oll.

4, Die Geometrie hat nämli<h2 Arten der Con�iruc-
tion — die Fort�chreitung nah Einer Richtung, und die

Veränderung die�er Richtung, oder die Shwenkung (Po�tu=

late), und erzeugt dadurch einer�eits die Lineargrdße, oder die

Länge, andrer�eits die Winkelgröße, oder �chlechthinden

Winkel, Beide hängen aber da, wo �ie in Verbindung
treten, wie in den Figuren, niht auf eine �o einfahe Wei�e

von einander ab, daß man �ie ohne Weiteres aus einander

dur< Rechnung herleiten könnte.

5, Der Zwe> der Trigonometrie i�t nun, die�e beiden

Elemente der Geometrie, die Lineargrdße und die Winkel-

grôße — welche man der Kürze wegen auh dur<h Länge
und Richtungbezeichnenkönnte — zu ver�chmelzen, oder rechs
nend zu verbinden, und hieraus ergiebt �ih ihr Begriff.

Die Trigonometrie i�t eine Anwendung
der Arithmetik auf die Geometrie, dur<h welche
die beiden Elemente der letztern — die Länge
und Richtung — in Verbindung treten, ein Ue-

bergang von dem einen zum andern für die Rech-

nung vermittelt werden �oll.

Jede andere Anwendung der Arithmetik auf die Geome=

trie, au< wenn �ie das Dreie> betrifft, gehört wenig�tens
niht der Trigonometriean.
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In welhen Fällen la��en �i< aus den in Zahlen gegebenen

Stü>ken eines Dreiecks die übrigen finden? Säge von der Congruenz

dur<hzugehen — Gewi��e Winkel 90° 60° 30° 45° u, �, w. zu �egen.

Gehört der Pythagoräi�che Lehr�ag nicht eigentli in die Trigos
nometrie ?

Zu�ammenhangzwi�chenden Winkeln und dem

Seitenverhältniß eines Dreie>s.

6. Aus der Geometrie i�t bekannt, daß Dreie>ke,welche

gleicheWinkel haben, ähnlih �ind. Durch be�timmt angege-

bene Winkel i�t al�o ein be�timmtes Seitenverhältniß bedingt,
und �o oft die�elben Winkel in einem Dreie>e wiederkehren,

muß da��elbe Seitenverhältniß da �ein. Auch umgekehrt,

wenn in 2 oder mehr Dreie>en die Seiten proportional �ind,

�o haben �ie gleihe Winkel. — Hierna<h kann man al�o

unter gewi��en Bedingungen aus dem Verhältni��e der Seiten

auf Winkel, und aus Winkeln auf Seitenverhältni��e �chlie-

fen. Es zeigt �ich al�o hier ein Weg zu jener Vermittelung

zwi�chen Länge und Richtung zu gelangen, und damit i�t im

Allgemeinender Gang angedeutet, welchen die Trigonometrie

zur Erreichung ihres Zweckes zu nehmen hat.

7. Jm Dreie>e �ind immer nur 2 Winkel willkührlich.
Um der Aufgabe, die mit den Seitenverhä!tni��en zu�ammen-

gehörigen Winkel zu finden, die möglich�teEinfachheitzu ge-

ben, be�chränkeman �i< zunäch�t auf das rehtwinklige Dreis

e>, in dem außer dem re<ten Winkel, nur Ein Winkel wills

kührlih i�t, welcherein �pißer �ein muß. Durch jedes gege-

bene Verhältniß zweierSeiten, �o wie dur jeden Winkel i�t
das Dreie> �einer Form nah be�timmt, und die übrigenSeis

tenverhältni��e, wie die Winkel dadur< bedingt. Die Aufs
gabei�t dann die: für einen jeden Winkel des rechts

A 2
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winkligen Dreie>s das dazu gehdrige Seiten-

verhältn:ß zu finden, und umgekehrt. Wir wollen

nun zunäch�t ‘die�e Verhältni��e auf�tellen und ordnen.

MöglicheVerhältni��e, und deren Ausdru>.

B 8, Es �ei ABC ein bei À

_/’ rehtwinkliges Dreie>, und a, b, e

de��en Seiten. Die 3 Seiten ge-

c| �tatten 3 Complexionenzu 2, d. h.

�ie gebendrei Amben : ab, a e, bde. —
Man hat al�o 3 Verhältni��e zu

C A
beachten.— Ein Verhältniß er-

fordert nun zu �einem Ausdru>k nur 2 Zahlen, kann aber dur<

folcheauf �ehr mannigfaltige Art darge�tellt werden.

9, Unter den möglichenArten ein Verhältniß auszudrü>en,

i� auch die, daß entweder die cine oder die andere die�er Zaho

len =1 ge�eßt wird, und dann reiht eine einzigeZahl hin

das Verhältniß zu bezeihnen. Es �ei z. B. a:c = 21:14,

�o i�t auh a:e =12:8=6:4=3:2=1:2=3: 1,

wo etwa im leßten Fall: die ciné Zahl 2 zur Bezeichnung
des Verhältni��es hinreiht. Hier wird zwar die Zahl um �o

zu�ammenge�cbter,i�t indeß das Verhältniß ein irrationales,
und �ind beide Glieder auf irgend einer Stelle abgebrochene
Decimalbrüche, �o i�t der Gewinn we�entli, indem die eine

Zahl, welche nun das Verhältniß ausdrü>t, niht zu�ammen-

ge�ebter i�t, als vorhin jede war.

10. Eine �ole Zahl, welchebe�timmt i�t ein Verhält-

niß zu bezeichnen,de��en anderes Glied L i�t, nennt man nun

in der Arithmetik den Exponentendes Verhältni��es, be��er
den Verhäáltnißfactor, in Beziehungauf den hierdavon

gemachtenGebrauch aber eine trigonometri�che oder g0o-
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niometri�he Function, und giebt ihr, jenachdem �ie

�ich auf das eine, oder auf das andere Verhältniß bezieht,und

jenahdem darin das cine oder das andere Glied = 1 ge�eßt

i�t, ver�chiedeneNamen , und bezieht �le auf irgend einen dex

beiden �pizen Winkel des rehtwinkligen Dreie>s, vermdge

de��en man zwi�chen den beiden Katheten als anliegendoder

gegenüber�tehendunter�cheiden kann. Die�e Namen �ollen al�o

mit einem Worte alle Um�tände, auf welchs es bei Bezeich-

nung des Verhältni��es ankommt, hervorheben. Man muß

�< ihre Bedeutung daher aufs �orgfältig�te merken und- gez

läufig zu machen �uchen.
11. Wenn das Verhältniß zweicrLinien �o- ausgedrü>t

wird, daß dabei die eine gleich.1 ge�eßt i�t, �o kann man

dieß allemal als eine Divi�ion, oder als ein Me��en der einen

Linie durch die andere an�chn, und der Quotient i�t eine reine

Zahl, wie das auh im Begriffe eines Verhältnißfactors-liegt.
12, Die Verhältni��e waren folgende:.

azc; a:bs h: e.
Da jedes auf zwiefacheArt ausgedrücktwerden kann, �o wird

es 6 trigonometri�cheFunctionen geben, welchewirzunäch�t auf
den Winkel C bezichen,und nach einander durchgehenwollen.

Die trigonometri�hen Functionen.
1. Sinus und Co�ecante aus dem Verhältniß a:c.

13, Wird in dem Verhältniß a: e das er�te Glied a

als Einheit, und- e als Function des Winkels C ange�ehen,
�o heißtdie Zahl, dur< welchees ausgedrút wird, der Sinus.

Der Sinus eines Winkels i�t demnach die dem

Winkel gegenüberliegende Kathete geme��en durc
die Hypotenu�e

. ce

suC = —,

a



6

Da die Kathete immer kleiner i�t, als die Hypotenu�e,
�o kann man �i<h au< �o ausdrú>en : der Sinus eines Win»

fels i�t eine Zahl, welche anzeigt, was die dem Winkel gegen-

ÜberliegendeKathete für ein Theil der Hypotenu�e i�t.

GB 14. Nimmt man in eben

die�em Verhältni��e a: e die Ka-

thete ec als Einheit an, �o i�t a

a ci die Co�ecante von C.

Die Co�fecante eines

Winkels i�t demnach dieH y-
C A

potenu�e, geme��en durch
die dem Winkel gegenüberliegende Kathete.

a
Cosec € = —.,.

C

15. Sinus und Co�ecante eines Winkels �ind daher
die eine der umgekehrteWerth der andern

a: C

siîoCx cosecC=—.— = 1; cosecC= ——>;
a

€ sin C
. 1

siu C == .

cosec C

Den Sinus und die Co�ecante eines Winkels von 459, 309, 159

u. . w. in einem analyti�hen Ausdru>e zu finden, und bis auf 7 De-

cimal�tellen zu bere<hnen,

2. Co�inus und Secante aus dem Verhältniß a:b.

16. Wenn în dem Verhältniß a:b das er�te Glied

a= 1 ge�e6t wird, �o heißt þ der Co�inus des Winkels C.

Der Co�inus eines Winkels i�t daher die dem

Winkel anliegende Kathete geme��en durch die

Hypotenu�e
hb

cos C = —,
a



+

oder: der Co�inus eines Winkels i�t eine Zahl, welche ans

zeigt, was die dem Winkel anliegende Kathete für ein Theil
der Hypotenu�e i�t.

17. Nimmt man in dem�elben: Verhältniß h als. Ein-

heit an, �o. i�t a die Secante des Winkels C.

Die Secante eines Winkels i�t mithin die

Hypotenu�e geme�fen durch. die: dem Winkel an-

liegende Kathete
a

secC = —.

þ

18, Co�inus und Secante �ind. gleichfalls.umgekehrte

Werthe von einander

b a 1
cosCx secC = —.— = 1; secC = — :9

a b
Y

cosC
”

1
cos € = —.

see C

(Aufg. $. 15, in Beziehung auf Co�inus und Secante.)

3, Tangente und Cotangente aus dem Verhältniß b: e.

19, Wenn ín dem Verhältniß b: c, auf den Winkel C

bezogen, b = 1 ge�eßt wird, �a i�t c die Tangente von C.

Die Tangente eines Winkels. i�t folglich die

dem Winkel gegenüberliegende Kathete geme��en

durch die anliegende
€

tangC = —.

b

20, Nimmt man in eben dem Verhältniß c als Einheit

an, �o i�t b die Cotangente von C.

Die Cotangente eines Winkels i�t mithin die

dem Winkel anliegende Kathete geme��en dur
die gegenüberliegende

cotaog C =
—
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21. Tangente und Cotangente. �ind auch umgekehrte
Werthe von einander

|
b 1tang C .cotaogC= —.— = 1:

ang C =
— :5 o

bc 1; cotangC =

tang
C?

tangC =
1

cotang
C“

(Aufg. $, 15. în Bez. auf Tangente und Eotangente.)

B 22. Wenn man nun Mitz

tel hat, die Verhältni��e der Seiz

ten eines rechtwinkligenDreie>s
a cl zu finden, wenn C= 1° oder 2°

u. �w. furz für alle Winkel von

þ
|

0 bis 90°, �o kann man daraus'

C 4L den Canon der trigonometri�chen
Functionen bilden, indem man bei jedem Winkel die dazu

gehörigen Seitenverhältni��e einträgt, und dem Ganzen die

Form einer Tafel giebt. Die�e Mittel gewährt theils dié

Geometrie (Seiten regelmäßigerViele>e), theils die Functio-

nenlehre. Auch �ind dabei die Gleichungen zwi�chen den tri-

gonometri�chen Functionen, welhe bald aufge�tellt werden

�ollen, unentbehrlich.
Aufg. Aus der Seite des regelmäßigen Ahte>s den Sinus,

und die übrigen trig. Funct. des Winkels von 2219 zu finden, und
bis auf 7 Decimal�tellen zu berehnen.

23, Diejenigen Functionen, welchegleihen Namen tra=-

gen, wie Sinus und Co�inus, heißen coordinirte Functionen.

Von die�cn nennen wir die eine die directe, die andere , der

er�tern coordinirte, die indirecte Function. Die indirecte Func=-
tion eines Winkels i� gleich der directen Function des Er-

gänzungswinkelszum rehten, und umgekehrt. Um die�es

Verhältniß zu bezeichnen,hat man �ie eben gleihnamiggemacht:
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1) :

cos C = — = sinB,
a

hb
cotang C=

—_
= (augB,

a
cosecC =

=
sec B,

Da��elbe Verhältniß, wie , dient al�o zur Bezeichnung

zweier Functionen, des sìinB und cosC u. �w, — Dop-

pelter. Eingang zu den Tafeln, die nur bis 45° gehen dürfen.
Wie können folgende Fuuctionen durh die ihnen coordinirten

ausgedrú>t werden? s8in 50°; tang (90° —x); sin (459 4 x)z

cotg (60° —x) u. �w. — Uebung im Gebrauch der trig. Tafeln.

Die kleinern Tafeln, wie das Vega�che Handbuch, enthalten gewdhn-

lih nur die Logarithmen der trig. Functionen, Das Auf�chlagen und

Interpoliren hängt von der Einrichtung der Tafeln ab, und wird in

der Einlèitung zu den�elben erläutert, Vega Handb, S, XR,

Ausdru> der Seiten des rechtwinkligenDreie>s..

24. Die Gleichungen, welche bie Definitionen der trig. Func-
tionen dar�tellen ($. 13. bis 21.3, ka��en �i< zwar leiht �o umge�tal-

ten, daß jede der darin vorkommenden Größen dure die beiden übri»

gen darge�tellt wird; — aus sinC=—folgt c=a,.sînC, a=

— z indeß erfordert es doh einige Uebung, um jede der Gleichune

gen, wie man �ie eben gebraucht, aus der Figur ohne An�toß herle�en

zw édnnen. Die�es muß aber von jedèm, der Trigonometrie �tudirt,

gefordert werden. Jene Formen mü��en �o geläufig �ein, daß �ie die

Aufmerk�amkeit gar niht mehr be�onders in An�pruch nehmen, und

von den übrigen Momenten der Aufgabe ablenken. Sie �ind die De-

clinationen der Trigonometrie. Um die�en Zwe> zu fördern, wollen

wir hier einige Lehr�äge aus der longi�ti�hen Geometrie ein�chalten.

25, Die Dimen�ionen des Raums er�cheinen dur< die Con�truc-

tion als Factoren. Aus zwei Dimen�ionen — Linien — ent�teht auf
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YB vdllig analoge Wei�e eine Fläche, wie

ous 2 Zahlfactoren ein Product *)

Dieß berehtigt, das Product zweier
Linien als eine Fläche, das dreier als

einen geometri�hen Körper zu betrah-

ten. Wir �agen daher, der Ausdruck

ab hat 2 Dimen�ionen, und i�t eine

C A Flâthe, der Ausdru> abc hat 3 Di-

men�ionen, und i�t ein Körper, wenn a, b und c Linien bezeichnen.

26, Hat der Ausdru> die Form eines Bruches, �o mü��en die

Factoren des Nenners von denen des Zählers abgerehnet werden.

®) Nimmt man den Begrlff des Products in �einer rein�ten und

allgemein�tenBedeutung , �o bezeichnet er in der Mathematik das

Ergebniß einer Synthe�is, bei welher das durch eine frühere

Synthe�is erzeugte, an die Stelle des ur�prünglichen Elements

ge�egt, und wie die�es behandelt wird. Das Product muß aus

dem, was durch die er�te Synthe�is erzeugt i�t , gerade eben�o

hervorgehen , wie die�es aus dem ur�prünglih erzeugenden. —

In der Arithmetik i�t die Einheit das Element, die Synthe�is
das Zählen, das Erzeugniß die Zahl. Wird nun die�e Zahl, als
das Erzeuvgniß der er�ten Synthe�is, an die Stelle der Einheit
ge�egt , und eben �o behandelt, d.h. gezählt, �o ent�teht das

arithmeti�he Product, welches als eine Zahl auf höherer Stufe,
als eine Zahl, deren Einheit �hon eine Zahl i�t, betra(tet wer-

den kann, — Jn der Geometrie i�t der Punct das Element,
die Synthe�is die Fortbewegung des Punctes nah irgend einer

Richtung, das Erzeugniß, der Weg des Punctes, die Linie, Wird

nun die�e Linie, als das Erzcugniß der er�ten Synthe�is, an

die Stelle des Punctes ge�est, und eben�o behandelt, d. h. nah

einer andern Richtung fortbewegt, �o ent�teht die Fläche, als der

Weg der Linie; �ie i�t daher das wahre geometri�he Product*

zweier Linear - Factoren', und er�cheint zunäch�t als ein Rehte>,

�ofern in jener zweiten Richtung nichts von der er�ten enthalten i�t.

Wird dic Fläche an die Stelle des Puncts ge�est, �o ent�teht
der geometri�he Körper, als das Product dreier Factoren, wo-

mit es în der Geometrie, da der Raum nur 3 Dimen�ionen ent-

hált, �ein Bewenden hat, während die Arithmetik in An�ehung
dex Anzahl der Factoren niht be�chränkt i�t, Vergl. meine

Raumlehre 2ter Th, Berlin 1824.
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So hat 2 Eine Dimen�ion, oder i� eîne Linie, nämlich die vierte

Proportionale zu a, b, und cz 2 2c hat 2 Dimen�ionen, und

._b
i�t eine Fläche; ae bezeihnet eine Linie. Ein Ausdru> wie

—„hat
gar keine Dimen�ion, und i�t ein Verhältniß, welhes man, wenn a

und b commen�urabel �ind, dur ‘eine rationale Zahl voll�tändig, in

jedem Falle aber annähernd ausdrü>ken kann. Eben fo > u. �. w.

27, Da nun Zahl, Linie, Fläche, Körper Dinge von ganz ver»

hiedener Art �ind, �o kann weder eins dem andern yleih ge�eßt,

noh können �ie addirt, oder �ubtrahirt werden. Hieraus folgt, daß

alle Glieder einer Gleichung gleihviel Dimen�ionen habenmü��en,
wenn die Gleihung möglich �ein �oll, Ein Ausdru> wie ah=<c

oder a——. wenn a, b, c Linien bezeichnen, if daher în �ih �elb�t

verwerflih, weil er etwas Ungereimtes aus�agt oder fordert.

28. Die Multiplication oder Divi�ion eines folhen Linearauss-

dru>es mit einer reinen Zahl, ändert in den Dimen�ionen de��elben

nichts ab.

29, Ja jeder der Gleichungen, die aus den Definitionen der

trig. Funct, hergeleitet werden konnten, kommen überhaupt 3 Größen

vor, von denen wir die eine die Function, die andere die Linie, die

dritte das Maaß nennen wollen.So i�t in sínC= sinC die

Function, c die Linie, wel<he den Sinus dar�tellt, und a das

Maaß — die Einheit, dur< welche c în der Function ausgedrü>t
wird. Die Gleichung hat gar keine Dimen�ion, und dieß i�| bei allen

Functionen, da �te reine Zahlen �ind, nothwendig der Fall. Bezeich-
net 9 die Function, 1 die Linie, m das Maaß, �o i�t

1
P —

D“

30, Jn dem Ausdru>ke c=a.sinC i� die Linie, welche die

Function räumlich dar�tellt, (c) glei dem Producte aus dem Maaße

in die Function, und das Maaß (a) kann als die Benennung

für die reine 8ahl sinC ange�ehen werden, So i�t Überhaupt

l=p. m

Die Gleichung hat auf beiden Seiten eine Dimen�ion.



12

B 31. Endlih i�t n a=
das Maaß gleih der Linie dividirt

durc) die Function, und der Ausdruck

a ef hat auf beiden Seîïten Eine Dimens

�ion. — Ein unbekanntes Maaß fin-
h det man, wenn man eine bekannte

C LAGröße, welche in die�em Maaße aus-

gedrü>kt i�, dur< die Zahl des Ausdru>s dividirt. (Bei�p. Römi�che

Palme aus vorhandenen Vauwerken, deren Größe Vitruv angiebt.)

Allgemein i�t :
mÊm= —,.

P

Hierna<h muß man �i< nun üben, jede Seite und jeden Winkel

des re<twinkligen Drcie>8s aus 2 Datis �ogleih auëzudrüc>en, ohne

eben auf die Definitionen zurü>zugehen, und aus die�en ableiten zu

dürfen. Für. das leihte Ver�tändniß und das <hnelle Fortrücken in

der Trigonometrie i�t dur die�e Fertigkeit ein bedeutender Schrit

ae�hehen. Da es inde��en niht �o ganz leiht i�, �ie bis zur voll

kFommenen Geläufigkeit zu erwerben, und man daher öfter auf die�e

Uebungen zurü>kommen muß, �o möge hier einiger Stof zu den�el-
ben aufgenommen werden,

Wenn im rehtwinkligenDreie> ABC die Stú>ke B, b, a in

Frage ge�tellt �ind, wle läßt < jede Größe dur< die Übrigen aus-

drú>den? — Wie, wenn B, b, c in Frage ge�tellt �ind? u. #. w. Die-

�elben Fragen bci anderer Lage und anderer Bezeichnung der Figur. —

Im gleih�chenkligen Dreie> BCD

* �ei BA auf der Ba�is CD �enkreht. Es

:, follen aus je zwei gegebenen Stúcken die

. übrigen ausgedrü>t werden. — Man

" �eze CD =b, mithin AC =2b, BC =

‘ BD=a, AB=P, �o �ind folgendes die

aB in Betracht kommenden Conternationen,

in denen jedes Stú> durch die beiden

TL übrigen ausgedrüct werden kann: ab p
(Pyth, Lehr�.), a bB, abC, bp, bpC,

apB, apC.— Man ziehe no<h CL auf

BD �entre<t, wodur<h die dem ABC

2

A

TEM
RER
A
E

ND>

-
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ähnlihem Dreie>ke ECD und ACG ent�tehen, und drôde die Größen

AC, BE, CE, DE; BG, CG, AG, EG dur< Sunct. von B und

a aus. Wo eine und die�elbe Grôße z. B. CE oder DE auf 2 ver-

�chiedene Arten ausgedrü>t er�cheint, da merke man die�e Ausdrüke

an. — Nimmt man BU = BD, und zieht CH, o erhâlt man 2

neue, dem ABC âhnlihe Dreie>e. Drückt man noh alle jene Größen

dur Funct. von B und b, und dur Funct. von B und p aus, �o erhält
man �<on îm Voraus die Formeln 17 — 24 ($F.44., 45,) hicr geomes

tri�h entwi>elt.

In einem beliebigen ungleih�eitigen Dreiecke fälle man aus den

Winkel�pigen Perpendikel auf die gegenüberliegenden Seiten, und

drú>e nun �owohl die Ab�chnitte der Seiten, als auh die Perpendi-

kel und ihre Ab�chnitte trigonometri�<h aus, indem man die Seiten

und Winkel des Hauptdreie>s als gegeben betrahtet. — Aehnliche

Uebungen werden �i< leiht mehr auffinden la��en. — Hieran �hließe
man be�timmte Zahlaufgaben über das re<htwinklige und gleih�<henk-

lige Dreie>, Über regelmäßige und halbregelmäßige *) Viele>e u. . w.

an, und la��e leichte practi�he Aufgaben folgen.
32, Aufg. Aus der äußer�ten Entfernung, in welher man

vom Meere aus einen Berg �ehen kann, die Hôhe des Berges zu finden,

Aufl, Es �ei DA ein Stúd eines

aus C, dem Mittelpuncte der als kus

L gelförmig gedahten Erde,be�hrietenen
D A Krei�es, B die Spige des Berges, BA

eine Tangente, �o i�t A der äußer�te
Punct, von welhem man den Berg �es

hen fann, und DA die Entfernung.
Zieht man nun CA, CB, �o kennt man

im re<htwinkligen Dreie>e CAB, CA,
den Erdhalbme��er, und den Winkel C,

welcher vom Bogen DA geme��en wird,
und kann CB finden. Es i�t nämlich:

AC

*) Flügel im Programm des Domgymna�ii zu Halber�tadt vom

Jahre 1831.
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Veí�piel, Der Pic Mowna Roa auf ben Sandwichs : In�eln
�oll (nah Marchand) aus einer Entfernung von 2° 33‘ ge�ehen �ein,
wie hoh i�t er, wenn der Erdhalbme��er zu 19 630 146 Pari�er Fuß

angenommen wird ?
log AC = 7,2929235; AC = 19/630 146

log cos ©= 9,9999567 *)z

log BC = 7,2933538 3; BC = 19/649 600

BC—AC = BD = 19 454

wobei zu bemerken, daß die beiden legten Stellen ungültig �ind, da

�ie in dem log AC nicht voll�tändig haben berüX�ihtigt werden können.

33, Wenn man die trig. Functionen in folgenderOrd-

nung aufführt
8INX, COSX, ftangx: Ccotangx, Secx, CoSeCXx,

�o �ind die �ymmetri�chen Glieder reciprokeWerthe von ein-

ander. Die 3 er�ten Functionen enthalten daher �chon einen

hinlänglichenApparat zur Winkelbe�timmung,und man könnte

der 3 lebten ganz entbehren.
34. Zu den trigonometri�chen Functionen pflegt man

auh no< den Sinusver�us und Co�inusver�us zu rechnen.
Der er�tere i�t der Ueber�huß der Hypotenu�e über die an-

liegendeKathete dur<h die Hypotenu�e geme��en
.

a — b
sinvers © = —— = 1 — cos C.

Der Co�inusver�us i�t der Ueber�huß der Hypotenu�e über

®) Hinter den Logarithmen der trig. Funct., �o wie fie in dem

Vega�chen Handbuche �tehen, i�t dur<gängig die Kennziffer — 10

am Ende zu ergänzen, wenn �ie die reine trig. Funct, für das

gebrauhte Maaß als Einheit dar�tellen �ollen, wie hier durs

gängig angenommen wird. Da es auh �on�t gebräuchlichift,
die Logarithmen ächter Brühe o zu �chreiben, daß ihnen die

Kennziffer — 10 angehängt wird, �o tritt hier alles in �ehr gute

Ueberein�timmung, und das Verfahren ergiebt �i< für den, der

überhaupt Logarithmen zu brauchen weiß, in jedem Falle von �elb�t,
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die dem Winkel gegenüber�tehendeKathete, dur< die er�tere

geme��en
a— C

A
cosvers C = = 1 —sioC.

Gleichungenzwi�chenden Functionen Eines und

de��elben Winkels.

ß 35. Im rechtwinkligenDreie>

ABC, de��en Winkel € wir mit

x bezeichnenwollen, hat man nach
dem Pythagoräi�chenLehr�age:

1) ce+b! = at;

: 2) a—c = b2;

Cc A 3) a2—b? = e,

Drückt man die�e drei Gleichungentrigonometri�ch aus, �o

daß die Dreie>s�eite, welche auf der re<htenSeite des Gleicho

heitözeichensallein �teht, als Maaß gebrauht wird, wodurh

die übrigenausgedru>ktwerden, und dividirt dann die ganze

Gleichung,�o erhált man:

aus 1) a? siox?+-a?cosx? = a?

oder sin x? —-cosx? = 1% (1)

2) b? secx?—b?(aogx? = b?

oder secx*—tangx? = £1 (2)

3) 2?coseex?— e? cotgx? = e232

Und cosecx? —cotgx? = 1 (3).
.

Z-
—— (ne)

*) Jc ziehe es vor sinx? u. �. w. �tatt. (zin) oder sîn2x zu

�chreiben. Der Anfänger muß �i< gewöhnen klaunct,x als eine

einfahe niht zu�ammenge�e6te Größe zu betrahten. Auch hat
das Quadrat eines Winkels, oder die trig. Function vom Qua-

drate eines Bogens keinen re<hten Sinn, und kommt in der

Elementarmathematiküberall niht vor, Es kann al�o keine

Verwech�elung daraus ent�pringen,
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Jede die�er Gleichungenkann man unter andere Formen �tel-
len, und da �ie von �ehr mannichfaltigemGebrauch �ind, �o

i�t es bequem �ie auh unter die�en Formen vor �ich zu haben.
Man erhált:
aus (1) sinx=yY(1—cosx?); cosx=y(1—sin x?)

-= (2) secx=y(1-+taogx?); taogx=y(secx?—1)
s (3) coseex=7y7(1{-cotgx?);cotgx=y/(cosecx?—1)

36, Die �chon oben (6. 15., 18., 21.) aufge�tellten Glei=

hungen zwi�chen denjenigen Functionen, welche reciproke

Werthe von einander �ind, reihen wir hier ein:
y

taogx .cotzx={1: tangx = . cot x = 45 5 I s
cotg x? 9

tang x
(4)

. . 1 1
SÍOX«Cos; einx = ———; coseex=—— (5)COSCC X SÍ X

COS X. SeeX= 1; cos =—; SCX = (6)SCC X COS X

Mittel�t der beiden lebten Gleichungen kann man die

Tafel für die Logarithmen der Sinus und Co�inus zugleich
für die Co�ecanten und Secanten gebrauchen. Es i�t nämlich

log cosec x == log1— log sînx = 0 —logsínx
= 10—10 —logsiox

und da logsinx die Kennziffer — 10 mit �l< führt, �o hat
man bloß den in der Tafel �tehenden Logarithmus von 10

abzuziehen,d. h. jederZiffer Ergänzung zu 9 hinzu�chreiben.—

Wäre umgekehrt der Logarithmus der Co�ecante gegeben, �o

{lägt man den Sinus ihrer dekadi�chenErgänzung auf. —

Eben �o verhält es �ich mit cos und sec. — Z. B,

Geg, x = 37° 12. Ge�ucht: log secx = 0,0987979

log cosecx == 0,2185325

Geg. log secx = 0,1233215
ER

9,8766785 == log cos x. Ge�, x = 41° 10/
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37, Da im re<twinkligenDre�ede ABC

_

0 _A.SÍnx
tang x

=

7
=

arcosx'

� folgt:
SÎn X . SÍ X

laugX =
y

SIN X = CO8X.tang x; cos x=
7 (7)»

Eben �o, weil cotg x = —= —,
tox

co8x.
cosx

= sinx cotgx; sInXx
Cox

(8)co —— — °
. mnS

giu x
? ?

Ccotgx
Y

38. Noch i� unmittelbar aus den Definitionen ($, 34,)
sin versx = 1—cosx (9)

cos versx = 1—sin x (10),
Aufg. Vermittel�t der obigen Gleichungen 1 bis 8 jede trigos

nometri�he Function dur< jede Function dé��elben Winkels auszus

drú>en. Be�chränkt man �ih hierbei auf dio 6 Hauptfunctionen, �o
wird jede dur< die 5 übrigen ausgedrüä>t, und man erhält 30 Gleis

chungen, welche aufzu�tellen, und �o zu ordnen �ind, daß dabei die

Reihenfolge $« 33, beibehalten wird,

Gleichungenzwi�chen den Functionen der Winkel

dreier gerader Linien an Einem Puncr.

39, Um die Functionen mehrerer Winkel mit einander

in Verbindungtreten zu la��en, kann man die�e Winkel zuer�t

dadurch bilden, daß �ih< 3 gr. L. z. B, in Einem Puncte durcho

�chneiden. Mit den dadurch ent�tehenden Winkeln i�t dann

zugleichihre Summe und ihr Unter�chiedgegeben.
40. Die Gleichungenzwi�chen den Functionen der eins

zelnen Winkel einer�eits, und den Functionen der Summe

und des Unter�chiedesanderer�eits �ind für die Trigonometrie

unentbehrli<h. Selb�t die Ent�tehung der Tafeln kann ohne

�ie nicht gehörigver�tanden werden,
— Die Mengeder auf

GraßmannTrigonometrie, ; .

N
if / c
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folhe Wei�e ent�tandenen Formeln i�t unbegrenzt; man muß

daher eine Uuswahl findeá!wobeidie Winkel theils gleich,

theils ungleichge�eßt, ihnen auh be�timmte Werthe beigelegt
werdcn können. Hierbei �ezen wir vorläufig noh immer

voraus, daß nicht nur die einzelnenWinkel, �ondêrn auch ihre

Summe kleiner als 90° �ei.
41. Um zuer�t aus

„Sinus und Co�inus zweier
an dem�ctben Puncte lie-

gender Winkel den Si-

nus und Co�inus ihrer

Summe und ihres Unter-

�hiedes herzuleiten, �ei
ACB =x, BCD=y =

Zr |
|

BCD‘. Schlägt man mit
C A VA &

einem beliebigenals Ein-

heit angenommenen Halbme��er CB einen Kreisbogen, zieht
die Sehne DD/ und BA �enfre<t auf CA, �o i�t als gegeben
zu betrachten:BA = CB.síox, oder, da der Halbme��er , als

die Benennung oder das Maaß der Function, hier 1 ge�etzt

i�t, mit Wegla��ung de��elben:
AB=sinx; AC=cosx; DE=D'E=siny; CE= cosy.
Man fucht dagegen aus die�en Stücken:

DG =sio(x+ y); CG= cos(x+y); D‘G‘=sio(x —5);
CG“ = cos (Xx—y).

42, Man ziehe nun EH und D‘T parallel AC und

EF parallel AB. Da der Winkel EDU = HEC=ACB=x,
�o i�t ABAC&EFCAEHD, «DID, und da DE =DE,
�o i�t DA =Hl; HE=IL=LD/, d.h, FG = FG“, und

man erhält:
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sin(Xxy) = DG = GH +DH = EF +DH
= siu x. CE +-cosxDE, d, h.

sin (Xy) ==sî0 x. cos y + cosx.si0y (11).

Ferner i�t sin (x— y) = D‘G‘=EF—HI = EF —DH, d.h.
SIN (X — y) == Sio x Cos y—cosx .siny (12)
cos (xy) = CG = CF — FG = CF —EH

= cos x. CE — sinx.DE, d. h.
cos (X{-y) = cos x. cosy —sinx,sî0y (13)
cos (Xx—y)= CG‘ = CF+FG‘= CF +EFH
cos (X—y) = cosx.cosy+sin x. siny (14).

Die�e Formeln mü��en, wenn dur die Uebung an $. 31. die ges

hôrige Fertigkeit hervorgebracht i�t, von den Schülern unmittelbar

aus der Figur abgele�en werden können, wenn �ie �ch zuvor in ders

�elben gehörig orientirt haben. Die Formeln (11) und (12) und

eben �o (13) und (14) la��en �ih, wie bei dèr Tangente ge�chehen i�t,
in eine zu�ammenziehen,

43. Hierzu folgt nun für die Tangente nah F. (7)

tang (x + y) =

sîn (x+ y)
—

SIN X. 008 y + cosx sínA
cos (X+ y) COS X . COS y + SIO X.Sin y

Dioidirt man die�en Brah im Zähler und Nenner mit

CcosX€08Y, �0 erhált man:

SIN X , SIN
MX S810y

COS X COS

tang (x+ y) = ————Y
COSX C08Y

das helßt:

wang(x+y)=
tangx + taogy_ (15)1+ tangx.taogy

und da die Cotangente der reciprokeWerth der Tangente i�,
�o hat man zugleich:

1—
colg (x +7) = ES(16).

Hiernach �ind Uebungen im Gebrauche der Formeln 11 —16 an-

zu�tellen, indem man den Winkeln andere Buch�taben, oder be�timmte

B 2
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Werthe beilegt, als sin (30° +x); sin3x=sin(2x4-x); sin3® =

sin (189159); cot 759 = cos (459+ 30°); cos 129 = cos (30°—189);

tang (45° + x); tang (459 — x) etc,

44, Sekt man ‘in den obigenAusdrü>ken für die Func-

tion der Summe zweier Winkel y = x, �o erhält man:

(17) siu 2x = 2sin x. cos x

(18) cos 2x = cosx? — cin? = 1—25iu x? = 2 cos x1

{aus F. 13 und 1)

_
2tangx

(19) tang 2x —

T—wugx?
1 — tang x?

(20) cote2X =

—Qiaugx
*

Hiernah ver�uhe man die Functionen des mehrfahen Winkels
durch die des einfachen auszudrü>en, wobei abwech�elnd die Formeln

$. 42., 44. und 35, zur Anwendung kommen. Zur Vergleichung mds

gen hier einige Ausdrü>e für die Sinus mehrfacher Bogen �tehen:
8sInIx=3s3sinx—4sinx?

sindx = (4 sinx—8 sinx?)cosx
sin Ox = Osinx—2Wsin x? 4- 16 sin x? etc,

Reichen Vorrath zu �ol<en Uebungen findet man in den „„ Formeln
der Geometrie und Trigonometrie ‘’ Berlin 1827.

45. Schreibt man in F. 18 x für 2x und Fx für x,

�o wird

(21) 2sin5x? = #1 —cosx und sioÏx = (= =)
(22) 2cosx? = A {-cosx und costx= (+2).

Hieraus folgt dann

rr 1/(l—cos_ Sioux
_ f—cosx(23) tangtx = VS) —1-pcosx 80x

(24) cotgEx= (LESS)_— f+cosx _ 50x

1 — cos x in  1—Ccos8x'

Die beiden lebtenAusdrü>e für taugXx erfolgen,wenn man
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den untermWurjzelzeichen�tehendenBruch zuer�k,mit 14 cosx»

und dann. mit 1l—cos erweitert.

46. Noch bemerken wir folgende Formeln:
Sin Ex=3V(1+4+si0 x) — FV(1—sio:x) (25)
cos t= 3V(1+ inx)V(1— Sinx) (26)

Sie folgen aus F. 21 und 22, Multiplicirt man die er�te
auf beiden Seiten mit 2 und quadrirt dann, �o erhält man:

4 Sin 1x? =14+sinx—2V/(1—siox2)+1—iox = 2—2 cos x,

daher
2sin 7x? = 1 —cosx.

Der �yntheti�the Beweis läßt �i< hieraus leicht ableiten.

Die 2e Formel läßt �i< auf vdllig analoge Wei�e bewei�en.
47. Wenn man die Gleichungen11 bis 14 addirt und

�ubtrahirt, �o erhält man folgende neue Gleichungen:
sin (x7) +sin (x— y) =2si0 x.eosy (27)
cos (x —++y)cos (x— y) = 2cos x.cosy (28)
sio (x + y)—sio (x —y) = 2cosx. in y (29)
cos (Xx—y)—cos (xy) = 2sio x.sin y (30),

48, Sest man in die�en Formeln xy =a, x—y=b,

mithin:
x = ¿(a+b) y = #(a—b),

�o verwandeln �ie �ih in folgende:
sío asín b = 2sío # (a 4b) cos F(a— b) (31)
cosa +-cosb = 2cos ¿(a 4b) cos ¿(a—b) (32)
sin a—sin b = 2cos3(a+b) sin{(a—b) (33)
cos b—cosa== 2 sín F(a+b) sin {(a—b) (34).

49, Aus den. 6 Combinationen,welchedie�e 4 Formeln

ge�tatten, erhält man dur< Divi�ion je zweier Gleihungen: ,

———EEE= taug {(a-+b) (35)

510 a — Sin b

cos a + cosb
— taog5 (a = b) (36)
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sina + sin b

(37)
— cen

= cotgè(a —b)

(38) SP — cotg1(a+b)

(39) >aon = taogX(a+b) cots? (a — b)

(40)rora eos= colg7(a+ b) cotsX(a—b).

Die�en könnte man �oglei<h no< 6 Formeln beifügen, wenn

man die Brüche der linken Seite umkehrte, und rehts die

reciprokenWerthe �eßte. Da��elbe gilt von den Gleichungen
der beiden folgenden.6

50, Aus den Formeln 11 und 12 erhält man durch
Divi�ion unmittelbar

sio (x

(41) E = tangx +tangy

sin (x + y)
(42) EN = cotgx + cotgy

sin (x — Y) _ x Liane(43) TOSXCOSY
= tang x tang y

Sin(x —

(44) N = cotg y — cofgx.

51. Drúckt man sio (x + y) nah 17 durh
2sio {(x+ y) cos (x +y)

aus, und dividirt die Gleichungmit 31 und 33, �o erhált man

(45)sin (x +-y) _

cos X(x +5)
sin x—-siny cos3 (x —Y)

(46)Sin(x+ y) —

SÍ X — S810y

sìîn (X—y)
(47)sin x + si0 y

(48) SÍ X — SIDy

sîn>(+ 5)
síD À(X—Y)
sî0 Z (X—y)—

vioL(x+ 5)
sin (X—5)

—
cos>(X — Y)
cos (X—+5)



23

Mu�ltiplicirt man (31) mit: (33) —- eben �o (32) mit (34)
und reducirt dann nah (17), �o erhált man, wenn man x

und y für a und b �et, no< folgende bemerkenswerthe
Formeln:

sí x2 — sin y = sin (x 4y) Sio (x— y) (48, a)

C0s y
?

— cos.x?. = sin (x + y) sio (x —y) (48, b)

Gleichungenmit be�timmten Winkeln.

52, Da die Winkel 45° 4x und 45*— x zu�ammen
einen Rechten. betragen, �o i�t die Function des Einen gleich
der coordinirten Function des Andern. Wenn man nun den

Winkel 45° —xzals. die Hälfte des Winkels 90° —2x be-

trachtet, und aus. F. 21 und 22 dafür �ub�tituirt, �o erhält man :
1-+sin 2x

sin(45° + x) = cos (45° — x) = (>) (49)

sin (459 — x) = cos (45° +x) = (===) (50)

1+sin2 *)1 — sìu 2 x
tang (45° +x) = cotg (45°— x) = “(

_ 1-++tangx
—

1— tang x (51)
taug (45°— Xx)= cotg (45° +x) = (EN)

_

t — tangx

|

=

Fux
Die lezten Ausdrü>e in 51 und 52 folgen unmittelbar aus

15, wenn man für x=45° �e6t, wodur< das Dreie>

gleih�chenklig und tavg 45° = 1 wird.

53. I�t im Dreie> ACB der Winkel C = 30°, �o i�t
das Dreie> die Hälfte eines gleich�eitigen, und man erhält
8/0 30° =F. Hiermit folgt aus F. 27 und 30

(52).
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sîin(30% x) | sio(30° —x) = cox

cos (30° — x)—cos(30° +x) = siox

(53) sio (30° 4-x) = cos x — sio (30° — x)

(54) cos (30°+x) = cos (30° — x)—sìox,
Man �ieht hieraus, wie man die Sinus und Co�inus der Win:

Tel über 30° dur eine bloße Subtraction finden kann, wenn man

�ie bis zu 30° hinauf er�t hat.

54, Aus F. 14 hat man

cos (45° — x) = cos 45° , cos x + sin 45° , siox und

sin (45° — x) == sin 45° . cos x — cos 459, sin x.

Da nun sin 45° = co0845° = y}, �o folgt

(55) sinx—+}-cosx= cos (45° — x) y/2 = cos (x — 45)y/2
(56) sinx— cosx = sin (x — 45°) y/2

(57) cosx-- sinx = sín (45 — x) /2.

95. Aus F. 41 u. f. erhált man ferner, wenn man

y =45° �eht:

—

sin(x+45) V2
_(58) 1-+taogx =

pe
=

_

Sin (X45°) y/2
_

cos (x—45°)y2(59) 14 cotgx =

RS
=

R

sîn (45 — x) y/2
cos

(61) cotgx—1 =
gio (45—x)x) 2

SIO X

Aus die�en vier Ausdrü>en hat man beiläufigdurchDivi�ion:

�-+tangx _ 1—langx6 m
D

a= .(02) tangx 1+ cotg x cotg x — 1

oder

cos (x— 45) V2
C08 X

(60) 1—tangx =

56, Sett man in den Formeln 31 und 33 a=30°

in 32 und 34 a=60°, und b=x, �o erhält man, weil
sîn 30° = cos 60° = Zz,

nahdem man die Gleichungmit 2
=>,

multiplicirt hat,
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1 2si0x = 4 sin 7(30#-x)cos # (30 — x) (63)
1—2si0x = 4cos 7 (304x) vio (30—x)(64)

14-2 cos x = 4cos F (60 x) cos è (60°—x) === (65)
05x

2cosx— 1 =4 sio È (60°-+-x)sin#(60°—x)= È%E > (66).
Die beiden le6ten Ausdrü>ke in F. 65 und 66 erfolgen�o:

Es i�t 2cosx +1 =
2 síu x

cos
x + sîn x

—
sin 2

x + siox
SIN X 810 X

Aus die�en beiden Formen erhält man, wenn man in 31 und 33

für a=2x, für b=x �ub�tituirt, und sinx=2sio ZxcosZx
�ebt :

14-2cos x =
2 sinF(2x + x) cos (2X—x)

_
sin$x

2 siî0È x. C08 ZX
—

gin x

9 cos x—1 =

2cos X(2x + x) sin (2x —Xx)_ cos Fx
2si0 Èx. CcosTx

—

cos ix”

57, Es mögen hier no< einige Zahlausdrü>e für be-

�timmte Winkel folgen. Aus der Seite des regelmäßigen
Sechse>s ergeben �ih folgende Werthe, von denen zum Theil
�chon Gebrauchgemachti�t

sì0 30° = cos 60° = # (67)

81045° = cos45° = f= {V2 (68)
sin 60° = cos30° = Ey3 (69).

58, Die Seite des regelmäßigenZehne>s wirderhalten,
wenn man den Halbme��er im mittlern und äußernVerhält-

ni��e theilt. Wendet man darauf die Rechnungan, �o findet

�< nah und nath:
sìî0 18° = cos 72° (—1+ Ys) (70)-
sîn 36° = cos 54° = 2y(10—2y/5) (71)

sin 54° = 605369 = 2(14Y5) (72)

sìî0729 = cos 18° = 7y(10+2y5) (73).
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Durch Halbirung der Winkel (F. 21 und 24), fo wie durch
Addition und Subtraction (F. 11— 14) kann man ebenfalls
analyti�che Ausdrú>ke für die Functionen be�timmter Winkel

herleiten.

A Um den Sinus von 18° ana-

lyti�h zu finden, �ei AB die Seite

7 eines regelmäßigen Zehne>s, C der

C ly Mittelpunct des um�chriebenen

/ | Krei�es, CA, CB verbunden, und

D CE �enkreht auf AB, �o i�t as
B =sinACE = sin 18°, weil ACR

= 36° dur< CE halbirt i�t. Im gleih�chenkligen Dreie> ACB i�

nun der Winkel an der Ba�is => (180 —36)=72. Halbirt mgn

ihn dur< AN, �o �ind BAD und ADC gleih�henklig, und er�teres
dem Dreie> ACB âhnlih, mithin BD: 4AB=AB:BC, oder da

AB=AD = DC,
'

BD:DC=DC:BC.

Sest man nun BC =AC, als Maaß, =1 und DC=2x, �o ift

1—x:x=x:1,
woraus

+x =, und x=2(—1+//5) gefunden wird.

Hieraus ergiebt �ih, da AE =#x i�t,

sin 18° => =1(—1+ y5).

Ueber das Po�itive und Negative in der Geometrie.

59, Bisher �ind die Vorzeichen (4- und —) bloß als

Aggregationszeichen,niht als den Größen, vor welchen �ie

�tehen, inhärirendbetrachtet worden. Eine erweiterte Bedeu-

tung der trig. Functionen macht aber auh den lebten Ges

brauch nothwendig. Wir mü��en daher jebßt �ehen, wiefern
man cine Linie und einen Winkel negativ �chen könne.

affa
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60. Wenn von cinem Puncte einer graden Linie be=-

liebige, etwa wach�ende Ab�chnitte CA, CA,, CA, ete. ge-

nommen werden �ollen, �o muß die Ent�tehung die�er Ab-

�chnitte als eine von C ausgehende und auf der gr. L. blei-

bende fort�chreitende Bewegung eines Punctes vorge�tellt wer-

den; denn in der Geometrie i�t alles eigentlih nur in �ofern

vorhanden, als es con�truirt i�, Wir betrachtenhier C als

den fe�ten Aus- |—— C i x. x,
gangöópunct der

Con�truction, A als die veränderlihe Grenze der�elben. —

Soll von dem ent�tandenen Ab�chnitte wieder etwas abge-
nommen werden, �o muß dies durch die entgegenge�eßte Con-

�truction, oder dur die rü>gehendeBewegung des Punctes

ge�chehen. Man �ei hiermit von A, bis A gelangt, �o i�t der

Re�t CA, —AA, = CA. Seht man die Con�truction in der

aufhebenden Richtung fort, �o wird der Re�t immer kleiner,

je näher der- beweglichePunct gegen C rú>t, und in € an-

gelangt wieder Null. Wird die Con�truction in der aufhe-

benden Richtung über ihren Ausgangspunct fortge�eßt, [�o

er�cheint der Re�t CA‘ wiederum wach�end, aber in entgegen-

ge�eßter Lage.
61, Durch die Jdentität die�er Operation mit einer

Subtraction, bei welcher man den Subtrahend na<hund nah

wach�en läßt, bis er dem Minuend gleich und größer wird,

i�t einleuchtend, daß CA und CA‘ das Verhältniß additiver

und �ubtractiver, al�o entgegenge�eßter Größen haben, daß

mithin, wenn CA als po�itio betrachtetwird, CA‘ als nega-

tiv ange�ehen werden muß. Allein das genügt hier noh

niht. — Die reine Zahlenlehre (ih ver�tehe hierunter dens

jenigen Theil der Arithmetik, welher �{hlehterdings keine

der Zahl ur�prüngli fremdartigen Be�timmungen in �ih auf-
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nimmt) *) kann die negative Zahl nicht reali�iren , ihr keinen

�elb�tändigen Werth geben. Mehr als vorhanden i�t, fann nicht
weggénommen werden, Z3—5=0—2=—2 i� al�o nur

die Bezeichnungeiner auf ihren einfach�tenAusdru> gebrachten

unausführbaren Subtraction8aufgabe, Die negative Größe

läßt �ich aber reali�iren, erhált einen often�iv angebbaren

Werth, wenn �ie aus einer Con�truction ent�pringt,

welche in der aufhebenden Nichtung über ihren

Ausgangspunct in gleihem Sinne fortge�eßt
werden kann. Auch die Arithmetik kann die negative

Zahl nur in �ofern reali�iren, �ofern die Zahl �ich auf eine

�olche Größe bezieht, wel<he eine Con�truction, wie die eben

bezeichnete,zuläßt. Von die�en {�t die Con�truction der gr.

L, mittel�t der Bewegung eines Punctes die einfach�te und

‘lar�te, und könnte wohl als diejenigebetrahtet werden mü�-

�en, welche die Arithmetik gedrungen hat, die negative Grdße

cinzuführen. Die Geometrie entlehnt daher die negative Grdße

niht aus der Arithmetik, �ondern umgekehrt, Die Arith-

metif giebt dazu nur ihr Zeichen für die aufhcbende Syn-

ihefis her.

62. Wenn al�o beliebige veränderlicheAb�chnitte von

einem Puncte C einer gr. L, genommen werden �ollen, fo er-

giebt �ich aus dem Gange der Con�truction , daß, wenn die

Kb�chnitte auf der einen Seite des Punctes po�itiv ge�eßt wer-

den, die auf der andern als negativ bezeichnetwerden mü��en,
wenn man nicht bloß die ab�olute Größe, �ondern auch die

Lage ausdrü>en will.

>) Ausführlicher habe ih mi hierüber erklärt in einer Abhandlung,
welche dem Programm des Stettiner Gymna�ii vom Jahre 1827

beigelegt i�t: „„ über den Begriff und Umfang der reinen Zahs-
lenlehre.‘‘
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63, Durch ähnlicheSchlü��e, wie bei den Ab�chnitten
einer geraden Linie gemachtwurden, gelangt man zu ähnlichen
Refultaten in An�ehung der pb�itiven oder negativen Be�chaf-
fenheit eines Winkels. Ein Winkel wird con�truirt durch die

Schwenkung eines Strahles in einer Ebene um einen fe�ten

Punct. Jeder andere Punct des Strahles be�chreibt dabei

cinen Kreisbogen, und aus der Elementargeometriei�t bekannt,

daß dér�elbe dem Winkel proportional und das Maaß der

Schwenkung oder des Winkels i�t. Von Winkeln und Bo-

gen gilt daher immer da��elbe.

64, Eine Schwenkung, die von einer beliebigbe�timmten

Lage eines Schenkels ausgegangen i�t , kann durch die ents

gegenge�eßte wieder aufgehoben werden. Die�e Schwenkung
in der aufhebendenRichtung vermindert zunäch�t den ent�tan-

denen Winkel, und kann über ihren Ausgangbpunct in glei-

chem Sinne fortge�ebt werden. Wird dann die Schwenkung
in dem er�tern Sinne als die po�itive betrachtet, �o wird

die im lebtern als die negative ange�ehen werden mü��en (61)
und die�e Bezeihnung muß auch das Product der�elben (den
Winkel oder Bogen) treffen,Ein Winkel läßt �i< al�o in

Beziehung auf einfn>Gangder Con�truction, und in Bezies
hung auf einen darin angenommenen po�itiven Sinn der

Schwenkung eben �owohl als negativ an�ehen, als ein Ab=

�<hnitt einer gr. L, Was dort der fe�te Punct war, von

welchemder Ab�chnitt gerechnetwerden �ollte, das i�t hier die

anfängliche Lage des (fe�ten) Schenkels; dur<h welchen der

Ausgangspunct der Schwenkung nur fixirt i�t; was dort die

Fort�chreitung des Punctes, das i�t hier die Schwenkung des

beweglichenSchenkels, �o, daß in der That kein we�entlicher
Unter�chiedi�t.
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65. Jt nun ein ge-

wi��er Winkel wie BCA

vorliegend, �o kann zuer�t

gefragt werden, von wo i�t
die Schwenkung ausgegan-

gen, oder welcher Schenkel
i�t dabei als der fe�te, wel-

cer als der beweglichebes

trachtet worden? — Ins

dem wir hierüber willkür-

lich disponiren, nehmen wir CA als den fe�ten Schenkelan,

und fragen weiter: dur<h welche Schwenkang i�t der beweg-

lihe Schenkel aus der Lage CA in die Lage CB gekommen?

dur< die úber E nah B oder von A aus über D nach B,
und în welchem Sinne �oll die Schwenkung als po�itiv be-

trachtet werden? — Da über beides gleichfalls beliebigfe�t-

ge�eht werden kann, �o wollen wir die Schwenkung links

herum (man �teht in C, das Ge�icht gegen A) als die pe�i-
tive betrachten, und den Winkel �o ent�tanden denken.

66, Der beweglicheSchenkel kann, bei po�itiver Shwen-
fung, endlich au< no< über ABDAB, oder dur eine mehr-

malige Um�chwenkungund die Shwenkung AB aus der Lage
CÁ in die Lage CB gekommen �ein. Die Annahme �olcher
Winkel, welchegrößer �ind als 4 Rechte, i�t nothwendig, um

ein Aggregat beliebig vieler Winkel wieder als einen Winkel

betrachten zu können. Für die Con�truction �ind jedoch �olche

Winkel, welche �ich um eine, oder um mehrere Um�chwenkun-

gen unter�cheiden,vdllig identi�<h, und wir können uns daher

auf �olche Winkel, welchekleiner als 4 Rechte �ind, be�chrän-

ken, ohne dadur< an Allgemeinheitetwas zu verlieren. Auch
kann man �tatt des negativen Winkels jedesma?denjenigen
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po�itiven �eßen, welhen man durch Addition von 4-4 Rech-
ten zu dem�elben erhält.

Anwendung auf die Trigonometrie.
67. Die Lage eines

Punctes in einer Ebene
DB ‘ ,0

läßt �ich obne Voraus-

�ezung gewi��er bekann-

ter Ocrter in der�elben

= a
gar nicht be�timmen.Am

einfach�ten i�t es zwei

auf einander �enkrechtegr.

L, in der Ebene anzuneh-

men, von dem zu be�timmenden Puncte (B) Perpendifkelauf

die�elben zu fällen, und die Lage des Punctes durch die

�o erhaltenen Ab�chnitte (C4 und C0) zu be�timmen. Man

nennt die Linien Coordinatenaxen,die Ab�chnitte auf den�elben

Coordinaten des Punctes, und unter�cheidet wohl zwi�chen

den�elben dadur<h, daß man die eine die Ab�ci��enaxe, ihre

Ab�chnitte Ab�ci��en , die andere die Ordinatenaxe, ihre Ab-

�chnitte Ordinaten nennt.

63, Durch die Coordinateneines Punctes (B) i�t zu-

gleich die Lage eines vom Durch�chnittspuncte der Coordina-

tenaxen ausgehenden Strahles CB be�timmt, und im rechr-

winkligen Dreie> BAC i� ein beliebigesSeitenverhältniß,
oder ein beliebigerWinkel hinreichend, es der Form nach zu

be�timmen ($. 7). Es bedarf al�o gar nicht einmal zweier

be�timmter Coordinaten, �ondern es i�t das Verhältniß der=z

�elben unter �ich , oder der Einen gegen die Hypotenu�e �hon

hinreichend. Die�e Verhältni��e �ind aber nichts anders als

die trigonometri�chenFunctionen des Winkels BCA,
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69. Die Lage eines

0 B Punctes i�t aber dur
die ab�olute Gròße �einer
Coordinaten nicht vdlig
be�timmt, da er in jedem
der 4 durchdie Coordinas

tenaxen be�timmten Qua-

dranten der Ebene liegen
kann, und eben �o vere

hált es �i< mit der Lage des Strahles CB. — Ihn jedem

die�er Fálle hatman zwar ein dem ABC congruentes Dreie>,
aber in ver�chiedenerLage. Man könnte daher das Dreie>

ABC auflô�en, und dur< Angabe des Quadranten, în wel

hem es liegt, und dur< wörtlihe Bezeichnungder Lage der

Coordinaten die Lage des Punctes B und des Strahles CA

be�timmen „ und �o die einzelnenFälle, welchees hier geben
kann, durchgehen.

70, Die�e Discu��ionen werden aber überflü��ig, und

man umfaßt alle ver�chiedenenFälle auf einmal, wenn man

�owohl die Coordinaten als auh den Winkel nah F.59. —66.

be�timmt, und die Vorzeichenniht bloß als Aggregations-
B' zeichen, �ondern

auch als den Zah-
A len und Linien ins

háärirend, ihre po-

+ A �itive oder nega=

tive Be�chaffenheit
bezeihnend , be=

trachtet. Hierzu i�t
nur nôthig, daß

,B 0 B, man die Lage der
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als po�itio zu betrachtendenAb�chnitte auf den Coordinaten-

axen beliebig be�timmt, und diejenigeHalbaxe bezeichnet,

welche man bei der Winkelbe�timmung als den fe�ten Schens
Fel betrachten will — endlih auh den po�itiven Sinn der

Schwenkung angiebt. Die Ueberein�timmung mit der bis»

herigen Entwi>kelung fordert nun �chon die Eine po�itive

Halbaxe (Ab�ci��enaxe) als den fe�ten Schenkel, und den Sinn

der Schwenkung gegen die zweite po�itive Halbaxe (Ordina-

tenaxec)als den po�itiven zu betrachten,damit für das Dreieck,

welchesden �pißen Winkel unmittelbar enthält, alles po�itiv

bleibe, und die unbezeichnetenLinien und Functionen als po-

�itive gelten können. Auch der beweglicheSchenkel(CB) muß

mithin als po�itio betrachtetwerden, und da es eben �eine

Be�timmung i�t, �eine Lage zu verändern, �o folgt nothwen-

dig, daß er in jeder möglichenLage von C aus als po�itiv be-

trachtet werden mü��e, und nur �eine entgegenge�eßteVerláns

gerung durch den Scheitelpunct negativ �ei.
71, Man nennt diejenige Behandlungsart geometri�cher

Gegen�tände, nah welcher man ihr räumliches Verhältniß

durchGleichungenausdrü>t, die analyti�he Geometrie

Man muß dabei auf eine der oben bezeichnetenanalogeWei�e

von gewi��en bekannten Oertern als Coordinatenaxenaus-

gehen, aber die�e können möglicherwei�e gerade und krumme

Linien, �ie können �enkrecht, oder unter beliebigem Winkel

gegen einander geneigt�cin, der Anfangsöpunctder Ab�ci��en
kann în einem beliebigenPuncte der einen Axe angenommen

werden, die zu be�timmende Linie oder Fläche kann die Coor-

dinatenaxenin beliebigenPuncten dur<h�chneidenu. �w. Man

�ieht hieraus, daß die Trigonometrie nur ein einzelner,eino

facher, aber ausführlih bearbeiteter Fall der analyti�chen
Geometrie i�t, �ofern dabei vorausge�eßt wird, daß die Coor-

Graßmann Trigonometrie. C
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dinatenaxengeradlinig und auf einander �enkre<t �ind, lr

Scheitelpunct zugleih Anfangspunct der Ab�ci��en i�t, und dic

zu be�timmende gr. L, oder Ebene jedesmal durch die�en

Shcheitelpunctgelegt i�t, Jede trigonometri�cheFunction kann

dann als eine (jedo< niht vôllig be�timmende) Gleichung
einer gr. E. ange�chen werden, welche die Axe der Ab�ci��eu
unter einem gewi��en Winkel durh�chneidet, Nach der ge-

wöhnlichenMethode die Ab�ci��en und Ordinaten als Functio-

nalgrößen in die Gleichungeinzuführen,gilt dies insbe�ondere
‘von dem Tangentenverhältniß.

72, Sett man �tatt des überrehten Winkels

den �piben Winkel, welchen der zweite Schenkel
mit der Linte des er�ten macht, und zieht die Or-

dinate BA, �o gelten die Definitionen der trigo-

nometri�hen Functionen aus dem rechtwinkligen
Dreie> ($. 13—21) für alle Quadranten. So fern

jedoch eine Function auf den úberre<hten Winkel

�elb�t bezogen werden �oll, muß man den Coor-

dinaten die ihnen gebührenden Zeichen geben,
und die Zeichen der trig. Funct. darnach be�tim-

men, wie von �elb�t klar i�t, da der Ausgangsbpunct der

Schwenkung hierdur< be�timmt wird, und niht mehr belie-

big angenommen werden tann.

B
73, Da nun

. C
s10C== —

a

und
a

cosecc C =

1
A!

($. 13, 14) der be-
-C

wegliche Schenkel
CB=a aber in je-



35

der �einer Lagen po�itiv i�t, �o folgt, daß der Sinus und

die Co�ccante mit der Ordinate AB=e zugleichnegativ

werde. Eben �o folgt, da cosC=— und secC=
,

(5. 16, 17), daß der Co�inus und die Secante mit der Abe
�ci��e CA = b zugleih negativ werde. Endlich, da tangC ==

<L, und cotsC= (5.19, 20), daß das eichen der Cos

tangente und Tangente davon abhänge, ob beide Coordinaten

gleicheoder ungleicheZeichenhaben.
74. Hierna<h la��en �i< nun die Zeichen der trig.

Funct. für Winkel aller Quadranten be�timmen. Zugleich i�t

klar, daß dur die Größe des Winkels ACB die Größe und

die Vorzeichen�einer �ämmtlichen trig. Functionen ganz un-

zweideutigbe�timmt �ind, daß aber umgekehrtdurchEine trig.

Funct., wenn �ie auch ihr Vorzeichenhat, derWinkel no nicht
unbedingt gegeben �ei, �ondern immer noh eine Zweideutig=
feit bleibt. Um den Winkel voll�tändig zu be�timmen, müßte
man die Vorzeichen�einer beiden Coordinaten kennen. Aber

das Tangentenverhältnißge�tattet eine Verwech�elung der Vor-

zeichen,die übrigen Functionen enthalten die eine der beiden

Coordinaten gar niht.
75. Auch ergiebt �i, daß �chon bei den �pizen Wins

keln alle möglichenab�oluten Werthe der trig. Funct, vor-

kommen mü��en, Ueberhaupt �ind die Winkel, denen gleiche

ab�olute Werthe der trig. Funct. angehören, wenn man den

�piben Winkel ACB oder den ihm zugchdrigenBogen mit x

bezeichnet,folgende:
in Graden in Bogen

X X

180° —x MT— X
180 x 71x
360 — x 27—x,
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wenn 7 den dur den Nadius geme��enen halben Umfang des

Krei�es bezeichnet,
Dies �ind aber dicjenigenWinkel, bei welchen der beweg-

lihe Schenkelmit der Linie des fe�ten gleiche�piße Winkel macht.
B' 76, Nimmt

der Winkel BCA

ab, �o nimmt auch
BA ab; wird BCA

+1 A =0, �o wird auh
BA oder C0 = 0,

während Ca = CB

wird. Hieraus

folgt, daß der Si-

B 0° B, nus und die Tan--

gente eines Winkels von 0° �elb�t = 0, der Co�inus und die

À
Secante = 1, die Cotangente (25)und die Co�ecante EAB

unendlich groß werden. — Nähert �ih der Winkel einem

Rechten, �o nimmt CA oder OB über alle Grenzen ab, und

wird =0, �obald der Winkel ein Rechter geworden i�t.

Der Co�inus und die Cotanacnte eines reten Winkels“ �ind

al�o =0; der Sinus und die Co�ecante �ind = 1, die Tan-

AB , BC ,

gente() und die Sccante (X) �ind unendlich groß. —

Es hat gar keine Schwierigkeiten, die Be�chaffenheit der trig.
Funct. zu be�timmen, wenn der Winkel �o groß wie 2 Rechte,
oder �o groß wie 3 Nechtegeworden i�t,

77. Hiernach läßt �i< nun die folgende Tafel für den

Gang, welchen die trig. Funct. nehmen , auf�tellen, wenn der

Winkel von 0 bis 360° wäch�t. Durch die Buch�taben M

und m i� hier das ab�olute Maximumund Minimum be-

zeichnet. Das Zeichen o bedeutet unendlichgroß,
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Tafel
úber
die

Lage
der

trigonometri�chen
Linien.
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Für einen beliebigennegativen Winkel erhält man die

Functionen mit ihren Vorzeichen, wenn man zu dem�elben
360° addirt, und ihn �o als po�itiv betrachtet(66).

78, Aus der Art, wie die trig. Funct. �ich gegen�eitig
be�timmen, hat man ganz allgemein:

1. sio (90°4x) = cosx; 2. cos(90°-x) =—siox,
m O B' der Winkel x �ei

von welcher Be=

�chaffenheiter wol-

le, Dies ergiebt

/ +3 A �i< unmittelbar

aus der Figur,
roenn man den fe-

�ten Schenkel auf
der Ordinatènaxe

BB 0’ B, nimmt, folgt aber

auch aus dem bloßen Anbli>ke der Tafel, wo der Sinus des

folgenden ‘Quadranten dem Co�inus des vorhergehenden, der

Co�inus des folgenden Quadranten dagegen dem entgegenge-

�ekt genommenen Sinus des vorhergehendengleich i�t,

A D

Der Beweis der beiden Gleichungen kann als genügend gelten,

läßt �ich aber auh leiht dur< eine voll�tändige Induction führen.

Folgendes môdge zur Erläuterung des Qbigen dienen. Wenn man

den Sinus (oder Co�inus) eincs beliebigen Üüberrehten Winkels

(9094 x) dur< den Co�inus (oder Sinus) des Ueber�hu��es x auss

drú>en will, �o muß der Winkel x von der Ordinatenaxe CE aus

gerechnet werden, und die beiden Axen vertau�chen ihre Bedeutung.

Aber der Co�inus des Winkels x wird auf der Linie des fe�ten

Sqhenkels genommen, welche ihre po�itive Lage noh hat, i�t mit-

hin dem Sinus des Überrehten au< dem Zeichen nah gleih. Hin-

gegen für den Sinus von x hat die nunmehrige Ordinatenaxe ihr

Zeichen vertau�cht, mithin wird cos (90+ x) = —sin x.
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79, Aus die�en beiden Gleichungen läßt �ih nun die

allgemeineGültigkeit der Formeln 11 bis 14 herleiten. Gel

ten die�e lebtern nämlich für 2 Winkel x und xy, �o gelten
fie auh fúr (x+90) und y, denn nach den beiden vor�tes

henden Formeln i�t --

ein(90°—-x-y)= cos (x4-y)= cosx. cos y —sln x. sí0 y

cos (90° -x-+-y)=— sin(x+y)=— siu X. cos y— cos x. Sin y,

Es i�t aber:

cos x = sin (90% x)
und-

— Sin x = cos(9094x).

Die�es in die obigen Formeln: �ub�tituirt, giebt:

sin [(90%4x) +y] = sin (90° 4x)cosy +cos (90° x) sigy
cos [(90° +x) y] = cos (90° 4x) cos y — ein (90°4-x) sin y.

Die�es �ind aber wieder die nämlichenFormeln, wie 11 und

413, wenn man 90° [x �tatt x �chreibt. Seßt man y nega-

tiv, �o. hat man daraus auch die Formela 12 und 14.

80. Da nun die Gültigkeit der Formeln11 bis {4

bleibt, wenn man einen der beiden Winkel?vergrößert, d. h.

ihn in einea andern Quadranten -ver�eßt, �o gelten die�e For=

meln- ganz allgemein, die Winkel mögen �o groß �ein wie

man will. Aus die�en 4 Formeln �ind aber alle übrigen her-

geleitet. Sind �ie von allgemeiner Gültigkeit, �o �ind es auh
die abgeleiteten. Ungeachtetun�ere Formeln ur�prünglich nur

für �pibe Winkel entwi>elt wurden, �o haben �ie doh völlig

allgemeineGeltung.
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Die trigonometri�chenLinien für ein und da��elbe
po�itive Maaß.

81, Die trigonometri�chenVerhältnißfactoren (Func-

tionen) �ind von uns als Quotienten zweier Seiten des recht-

winfligen Dreic>s ‘darge�tellt worden. Hierbei war das Maaß

veränderlich,und konnte jede Seite des rechtwinkligenDreie>s

�ein. Man kann �ich nun die Aufgabe geben, die Con�truc-

tion �o anzuordnen, daß die geme��enen Linien �ich unter ein-

ander �o verhalten, wie die trigonometri�hen Functionen,

welche �ie dar�tellen, und mit die�en Functionen zugleih po-

�itio und negatio werden,

82, Die er�te die�er Bedingungen fordert, daß alle Li-

nien mit einem und dem�elben Maaß geme��en werden, und

es folgt daraus von �elb�t, daß man�ie als Linien in oder

an einem Krei�e dar�tellen muß, de��en Halbme��er für eine

jede das gemein�ame Maaß i�t. Die zweite Bedingung ver-

Tangt, daß das Maaß �tets die als -po�itio angenommene

Lage behalte.

83, Die Anordnung muß mithin �o getroffen werden,

daß nah und nach jede Seite des Dreie>s Halbme��er des

Krei�es wird, und der Winkel, auf welchen �ich die Function

bezieht, am Mittelpuncte de��elben liegt, damit �ie zugleich
auf den Kreiöbogen bezogen werden kdnne, welcherden Win-

fel mißt.

84. Bei dem Sinus und Co�inus i�t nun die Hypote-o
nu�e das Maaß, wird daher Halbme��er, und da die�e, als der

beweglihe Schenkel, in jeder Lage als po�itio zu betrachten
i�t (5. 70), �o wird die Linie von �elb�t mit der Function

zugleichpo�itiv oder negativ für alle Quadranten,
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T 85. Um die Tan-

G' rF & / gentegu erhalten,für

DA 0 d
welchediedem Wins

kel anliegendeCathete
das Maaß i�t, muß
ein zweites dem ers

D —- —Ip ten ABC áhnliches
A À

Dreie> CDT gezeih-
net werden, damit die

dem Winkel anlies

B” Ti
B gende .Kathete Halbs

T°“ N me��er werde. Es

T- muß aber die Tan-

gente �tets durchD,
den Endpunct des fe�ten und als po�itiv ge�eßten Schenkels
gzlegt werden, damit die Tangente DT oder DT/ mit der

Function zugleichpo�itiv oder negatio werde. Dies �et náms=

lih voraus, daß das Maaß �tets po�itio bleibe, mithin CD,

niht CD! �ei. Hierdur< erhält man für den zweiten und

vierten Quadranten die Tangente DT“ negativ.
86, Die Secante hat da��elbe po�itive Maaß, wie die

Tangente. Da die Hypotenu�e als der beweglihe Schen-
kel des veränderlichenWinkels in jeder möglichenLage po�ia

tiv i�t, �o kann die Secante nur dadurchnegativ werden, daß

�ie niht die Hypotenu�e �elb�t, �ondern die rü>wärts durch
den Scheitelpunct gehende Verlängerung des �tets po�itiven

Winkel�chenkelsi�t, al�o im 2ten und Z3ten Quadranten, wie

auch �chon daraus erhellt, daß �ie der reciprokeWerth des

Co�inus i�t.
87, Die �cheinbare Abweichungin der Lage der Tan-

gente und Sekante rührt von der Forderung her, daß die Liz

m
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durch ihr Zeichenver--

CA À
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4 negativ i�t, muß ihe
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/
dem Falle, wo nun-B
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— (Es gegebenwerden, als
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dranten- erhalten haben würde.

88, In Einem Falle i�t es nun unmöglich,die beiden Forde=

rungen $, 83 zugleih zu erfüllen, den Winkel an den Mittel

punct zu bringen, und das Maaß als Halbme��er zu gebrau-
en, weil hier keine der anliegenden, �ondern die dem Winkel
gegenüberliegendeSeite das Maaß i�t, Man kehrt deshalb das

rechtwinkligeDreie® um und legt es mit �cinem andern �piven
Winkel an den Mittelpunct, �o daß beide Dreie>e das Recht=
e> ABCO bilden. Verlängertman nun die Kathete C0 bis

an den Kreis in VF;und zieht FG �enkre<ht auf CF, �o i�t

VG die Cetangente, CG die Co�ecante, aber niht des Win-

fels FCG, �ondern des Winkels FGC = ACB.
89. Damit die Linie FG, als die Cotangente, mit der

Function zugleih negativ weède, muß �ie �tets dur den

Endpunct desjenigenHalbme��ers gelegt werden, welcherauf

der po�itiven Halbaxe der Ordinaten liegt, al�o durchF, nicht

durchVF“ gehen, Sie i� aber po�itio oder negativ, jenachdem
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von F aus ihre Lage der po�itiven oder negativenHalbaxe
der Ab�ci��en ent�priht. — FJ der Winkel größer aks 180°,

�o wird �ie durch den rü>wärts dur<h den Scheitelpunktveu

längerten zweitenSchenkelbegrenzt. Die Cotangente er�cheint

dadurh im 2ten und Aten, die Co�ecante im 3ten und Aten

Quadranten negatio, und i�t �o, indem beide auf das po�i-

tive Maaß CF® bezogen �ind, in Ueberein�timmung mit

der Function.
90. Das �chon $. 23 entwickelte Verhältniß der coor,

dinirten Functionen er�cheint hier in no< helleremLichte, und

es fallt unmittelbar in die Augen, daß die indirecten Func-

tionen (der Co�inus, die Cotangente und die Co�ecante) eines

Winkels x, die directen Functionen des Ergänzungswinkels
90® —x �ind, als welchefie hier unmittelbar er�cheinen.

91. Auch der Sinus ver�us AD, und Co�inus ver�us

OF, welchewir im re<twinkligen Dreiecke niht unmittelbar

vorfanden, �ind hier, dur da��elbe Maaß, wie die öbrigen
trigonometri�hen Functionen, geme��en, als lineare Größen

vorhanden, und auchgier i der Co�inus ver�us des Hauptroinkels

gleich dem Sinus ver�us des Ergänzungsöwinkelsoder Bogens.
92, Hierdurch i�t nun die Ab�icht völlig erreicht, die

�ämmtlichen trigonometri�chen Functionen eines und de��elben
Winkels als lineare Größen zu verzeichnen, und der Lage

nach mit ihnen in Ueberein�timmungzu bringen. Es verhält

�ich al�o, wenn man den Winkel ACB, x nennt:

AB AC: DT FG CT: CG AD OF wie

SÌNX: COS X: (ang X : Cole X : SCC X : CUSCCX: SINVX: COSVX
unter Anwendung der Accente dur< alle Quadranten. —

Von die�er Lage im und am Krei�e i�t ihre Benennung her-

genommen z die�e darf aber nicht verleiten, �ie für etwas an=-

ders als reine Zahlenfactoren zu halten.
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93. Ueber die Be�chaffenheit der trig. Funct., �ofern
�ie �ch auf Winkel jeder Art beziehen, verdienen folgendé
Sábe gemerktzu werden, welhe nun �chon Erwie�enes
aus�prechen.

1) Nebenwinkel haben gleicheSinus,

2) Das Vorzeichen des Winkels ändert das Zeichendes

Sinus, aber niht des Co�inus.

3) Bei Winkeln, welche �i< um gleich viel von einer

geraden Anzahl von Rechten (0R,-2R, 4B, etc.) unter-

�cheiden, �ind die gleihnamigen trigonometri�hen Func-

tionen, ab�olut genommen, einander gleich ($. 75).
4) Winkel, welhe um 4 R, 8 R, ete, unter�chieden �ind,

haben auh dem Vorzeichennah gleichetrig. Funct.

5, Will man unter den trig. Functionen wirklicheLinien

ver�tehen, �o folgt aus 27, daß man durchHinzufügung
des Halbme��ers als Factor allen Gliedern gleihviel Diz

men�ionen geben muß, z.B. in F. (1) sinx?4|cosx? =r?,

wenn r den Halbme��er bezeichnet.

Aufló�ung ebener Dreie>e.

94, Wir haben oben (39 — 58) Gleichungenzwi�chenden

Functionen der Winkel dreier gerader Linien aufge�tellt, welche

�ich in einem Puncte durh�hneiden,— Durch�chneiden �ich

3 ungleichlaufende gerade Linien niht in einem Puncte, �o

bilden �ie ein Dreie>, und es treten außer den Winkeln noch
die Seiten hinzu, welchedurch die gegen�eitige Begrenzung
der Linien ent�tehen. Hierdurch erhält man nun eine andere

Reihe von Gleichungen,deren Zwe> die Aufld�ung der Dreie>e

unmittelbar i�t.

95. Die Auflô�ungder rehtwinkligenDreie>ke i�t durch

die Definition der trig. Funct. �elb�t gegeben, Jedes �chief-
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winkligeDreie> läßt �i< nun auf 2 re<twinkligezurü>füh-

ren, und häufig dadurchbequemaufld�en, doh wird die �o erhal-

tene Auflò�ung auch în vielen Fállen weitläuftig und unbequem.
96. Im Allgemeineni�t klar, daß, wenn ein Dreie>

fár die Con�truction be�timmt i�t, es auh für die Rechnung

be�timmt �ein muß, nur daß im leßtern Falle die Data in

Zahlen — die Seiten nah irgend einem Längenmaaß, die

Winkel in Graden und Minuten vorliegen mü��en. Die Cons

�truction findet nun jedesmal das ganze Dreie>, d. h. alle

fehlenden Stücke zugleih. — Die Trigonometrieaber findet

eins nah dem andern, und jedes einzeln. Wenn die Data

die�elben bleiben, �o muß man doh mehrere Gleichungenan-

wenden, je nachdem man eins oder das andere der noh úbri-

gen Stu>ke �ucht.
97, Da zur Be�timmung des ODreie>s wenig�tens 3

Stücke erforderlich�ind, und von den fehlendenjedesmal Eins

ge�ucht wird, �o mü��en in einer trigonometri�hen Gleichung

zur Auflô�ung eines �chiefwinkligen Dreie>ks 4 Stücke ent-

halten �ein, welchewir die in Frage ge�tellten Stücke nennen

wollen, Von den 4 in Frage ge�tellten Stücken kann dann,

wie in jeder andern Gleichung, das eine oder das andere als

das ge�uchte ange�ehn, als �olhes auf die eine Seite der Glei-

chung allein ge�ha�t, und durch die übrigen bekannten aus-

gedrú>t werden. Nur wenn die zu �uchende Größe in der

Gleichung unter ver�chiedenenFunctionalformen vorkommt, wird

das Verfahren weitläuftiger. Be�chränken wir uns nun auf
die Seiten und Winkel, �o werden von den 6 Stü>en,

welche îm Dreie>vorkommen, jedeêômal 2 Stü>e in der

Gleichung fehlen, welche die 4 übrigen enthält. Es wird

daher �o viele ver�chiedeneGleichungengeben, als es Paare

fehlender Stä>e giebt.
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98, Jn einer �olhen Gleichung zwi�chen 4 in Frage

ge�tellten Stücken können nun fehlen:
Eine Seite und Ein Winkel.— Hierbei macht es nun

einen Unter�chied, ob die fehlende Seite und derfehlende
Winkel einander anliegen, oder ob �ie gegenüber�tehen.

Oder es können in dec Gleichung fehlen 2 Seiten, Da

in die�em Falle die in der Gleihung vorkommende Seite

nothwendig gegeben �ein muß, der ge�uchte Winkel aber

durchSubtraction der beiden andern gegebenen von 180°

herbeige�chafft werden kann, �o bedarf die�er Fall keiner

Berücf�ichtigungin der Trigonometrie,

Endlich können unter den in Frage ge�tellten Stücken 2

Winkel fehlen, auf deren Lage es in der Gleichung,

welchealle 3 Seiten enthält, niht weiter ankommen kann.

99, Es �ind al�o nur drei eigentli<hver�chiedeneFälle,

welchebei der trig. Aufl. der Dreie>e vorkommen können,
wenn bloß Seiten und Winkel in Frage ge�tellt �ind. Die

Gleichungenkönnen aber unter ver�chiedeneFormen ge�tellt
werden, theils um �ie für die logarithmi�cheBearbeitung be-

quemer zu machen, theils um jedes der in Frage ge�tellten
Stücke durch die übrigen entwickelt auszudrü>ken. Auch der

Flächeninhaltdes Dreie>s, die Höhen, Halbme��er des einge-

�chriebenenund um�chriebenenKrei�es, Summen und Unterz=

�htede der Seiten u. �. w. können mit in Frage ge�tellt wer-

den. Es enthalten indeß die obigen 3 Fälle alle Elemente,
um mit Hülfe der Lehrevon den Gleichungenauch die übri

gen zu beurtheilen,
Aufg. Es �ollen die drei möglihen Fälle durh die in Frage

ge�tellten Stücke �elb�t (niht dur die fehlenden), allgemein und in

Worten ausgedrü>kt, und die unter einem jeden begriffenen Falle
aus dem Dreie> BCD (Fig. zu 101.) einzeln angegeben werden.
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100. Bei der Auf�tellung die�er Gleichungenkann man

nun entweder von der geometri�chenBetrachtung des Dreie>s

ausgehen. Dies giebt, da die Trigonometrie ihrer Natur

nah analyti�ch i�t (5. 11), eine Art von gemi�chter Methode,
die aber für den Anfänger leichter und bildender i�t. — Oder

man kann einen der �ich zuer�t darbietenden Fälle zu Grunde

legen, und daraus die Gleichungenfür die übrigen Fälle ab=-

leiten, wodur< die Methode rein analyti�<h wird. Wir wol

len uns zunäch�t der er�ten Methode bedienen.

Es �ind zwei Seiten, und die gegenüberliegenden
Winkel in Frage ge�tellt.

R 101. Jm Dreie> BCD,

de��en Seiten nah den gegens

ÚberliegendenWinkeln mit bþb,

e, d bezeihnet werden mögen,

mögen c, d, C, D die in Frage

ge�tellten Stü>ke �ein. Man

C A D fáâlle das PerpendikelBA aus

B auf CD. Jm rechtwinkligenDreie ABC hat man dann:

AB =4d.sinC. ITm rechtwinkligen Dreie> ABD dagegen:
AB=e, sinD. — Hieraus �olgt:

c,sinD = d.sinC oder O o:d = sinC: sioD,
Hätte man das Perpendikel aus D auf BC gefällt, �o hätte
man eben fo erhalten:

bec = sí0B: sio C.
In einem Dreie> verhalten �ih die Seiten

wie die Sinus der gegenüberliegenden Winkel.

Sollte einer von den Winkeln �tumpf �ein, wie BCD in der Fig.

au $. 109, �o bleibt die Proportion do< ganz ungeändert, da Ne-

benwinkel gleihe Sinus haben,
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102. Dividirt man die obigeGleichungmit sio C.siaD,
þ

und auh =——> oder geordnet:
d

ET D siuB

C d
(74) E —

nC SiOD*

Man könnte den vor�tehenden Lehr�aßs daher auh �o aus-

drü>en: Der Quotient einer Seite durch den Six

nus des gegenübertiegenden Winkels i�t für ein

und da��elbe Dreie> eine be�tändige Größe.
103. Aus der obigen Proportion (O) folgt:

sin C sin C
(75) c= 4.

Y
= ELO)

weil D und BC �h zu 180° ergänzen, und Nebenwinkel

gleicheSinus haben. Die Gleichung in die�er Form lehrt
aus einer Seite und den Winkeln die übrigen Seiten zu

finden.
104. Aus der Proportion © folgt ferner

(76) sinC = FesinD,
Die Gleichung in die�er Form, lehrt aus 2 Seiten eínes

Dreie>s, und dem Winkel, welcher der einen gegenüber liegt,
den der andern gegenüberliegendenWinkel zu finden.

105. Da der ge�uchteWin-
fel hier dur<h �einen Sinus ge-

funden wird, �o bleibt zwi�chen
NC 2 Nebenwinkeln, denen der Sia

N nus mit gleihem Rechte ange-

n N hört, die Wahl, und das Dreie>

C A. @ D fann eben �qwohlBCD als BC/D

�ein, Jt jedo<hd>c, �o muß auh DC mithin C �pits

�ein, — Das Dreie> wird unmöglich,wenn—FéioD,
I>6

�o erhált man

inl
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weil dann síînC>L1 wird; es wird rehtwinkelig, wenn

d , ,

sîn C = 1 mithin —
= sin D wird,

106. Aufg. 1. Nach F. 2 und 3, jede Seite, und jeden Win-

kel des Dreie>és BCD auf doppelte Wei�e auszudrücken. (12 Gleis

hungen ergeben �i< auh lciht aus den 3 Proportionenb:c:d =

sinB:sín C:sin D, wenn man jedes Glied dur< die útrigen aus-

drúd>t).

Aufg. 2- Um aus CD =b aus C und D die Seiten c, dà

b sin C b.sinD
zu finden, erhält man c= cinCD) = (CED)
Ss �el

b = 5,4768; logb = 0,7385269

c= 21° 17/21‘ log sin (C+ D) == 9,7902299 subtr,

D = 16° 48/9‘
0,9482870

C+D = 38° 5/30 log sinC = 9,5599964

log sin D = 9,4610083

c= 3,223245 log c = 0,5082934

d = 2,566288 log d = 0,4093053

Es �ind 2 Seiten, der zwi�chenliegendeund ein

anliegenderWinkel în Frage ge�tellt.
107, Jm Dreie> BCD �eien b, d, C, D in Frage ge-

�tellt, Man fälle das PerpendikelAB, �o i�t:

+ 4mitbinAB=d,sinC; C= d,cosC,
AD = b— AC = b— d.cosC,

Hieraus i�t:

iaogD= e
d,sinC

b—d. cos C (77)

108. In der Form, in welcherdie Gleichunghier �teht,

lehrt �ie aus 2 Seiten und dem einge�hlo��enen Winkel

(b, d, C) den Winkel, welchereiner der beiden Seiten (hier d)
Graßmann Trigonometrie, D

II
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gegenüberliegt, zu finden. Für die�en Fall i�t �ie auh allein

brauchbarz denn �ollte der Zwi�chenwinkeloder eine det Sei-

ten ge�ucht werden, �o würde man �i< immer bequemer einer

der beiden vorhergehendenFormeln bedienèn (F. 74, 75), da

dur< 2 Winkel im Dreie> der dritte gegeben i�t.

109, J�� der Winkel C �tumpf (BC‘D Fig. 105), fo i�
AD = bbAC’; da indeß der Co�inus des �tumpfen Winkels

nogativ i�t, �o kehrt �i< �hon dadur< das Minuszeichenim

Nenner um, Uünd die Formel bleibt ungeändert. — I�t

d.cosC>b, �o wird der Nenner, mithin der ganze Brut,

d, h. tangD, negativ. Der Winkel D i�t dann al�o ein �tums-

pfer. — Es ver�teht �h, daß das Zeichen der ge�uchten
Grdße durch die Gleichung �elb�t er�t be�timmt wird. Jt
x= —h, �o i�t x negativ, und die Gleichungenthält keinen

Wider�pruch!
Aufg. Die Variationen der Formel 77 für ABCD darzu�tellen

b.sinC b.sin D
tang B=

d—b.cos C
=

c— hb.cos D
etc,

110. Schlägt man aus € mit dem Halbme��er BC

einen Halbkreis, und verlängert CD bis an den�elben in E

und F, verbindet BF und BE, und zieht EG parallel BF,

�o i�t:
DF = b+d; DE = b—d; BEC=t= 2 (B-+D);

EBD = u = {(B — D).
Jn den ähnlichenDreie>ken FBD und EGD verhält �i<h

DF :DE = BF: GE,
d. h. da die Dreie>e FBE und BEG bei B und E re<ht-
winklig �ind,

b+d:b—d = BE. tangt:BE, tangn
oder

(78) b+4d:b—d = taog f (BD): (angt(B—D)



91

WV C D

Die Summe zweier Seiten eines Dreiecks

verhält �ich zu ihrem Unter�chiede, wie die Tan-

gente der halben Summe der gegenüberliegenden
Winkel zur Tangente ihrer halben Differenz,

111. Die Proportion lehrt aus 2 Seiten und dem

einge�hlo��enenWinkel die beiden übrigen Winkel des Dreie>s

zu finden, auf einem für die logarithmi�he:Berehnung beques
meren Wege, als F. 76, Es i�t námlih dur< den einges
{<lo��enen Winkel (C) die Summe der beiden äbrigen, mithin

auh ihre Hälfte gegeben, man kennt dahér 3 Glieder der

Proportion , und kann das Ate finden. Aus der halben
Summe und dem halben Unter�chiede finden �i< aber die

beiden einzelnenWinkel nah einer bekannten arithmeti�chen
Regel.

112, Da FC+E1(B+4+D)= 90°, �o i�t tang #(B--D)
= cotg FC, welchesman în der Proportion (78) �ub�tituis
ren fann.

Aufg. 1. Die Variationén der Formel78aus deri Dreie>

ECD �o darzu�tellen, daß die Tangente des halben Unter�chiedes der
niht gegebenen Winkel jedesmal entwi>elt i�t, z. B.

tang#(B —C) =?Ee
=

tang 2(B + C) = E
<

cotg2D eic,

Auf g+2, Zu einem Dreie> BCD �ind gegeben:

D 2
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4D =689 7/36 Hieraus i�t: 1D = 34° 3/48//

b = 56843,09 | 1 (B+C) = 999 56‘ 12“

c — 49657,25 log tang 1(B+C)= 10,1699776

b—c= 7185,84; log (b—c)= 3,8564775

14,0264551
b+c = 106500,34; log (b-+c) = 5,0273510

logtang+(B—C) = 8,9991041

2(B+C) = 5505612"

1(B—CO) = 5941/56

B= 61°38/ 8//

C= 50° 14/16‘

Probe D = 689 7/36‘

1809 0! 0‘

Es find die drei Seîten und ein Winkel în Fragege�tellt.

BP 113, Im Dreie> PCD �eien

b, c, d, und D in Frage ge�tellt,
Man fälle das PerpendikelBA,

�o hat man

d= AB? AC®*
oder

C A.
|

D d= e? sinD? 4-(b—c. cosD)?
= sinD+b—2bc.cosD Ac? cosD2,

Da nun sioD*-cos D?= 1 (Form. 1), �o hat man

(79) d2 == be? —2be.cosD.

114, Man könnte die�e Formel den erweiterten Pytha-

goräi�chenLehr�aß nennen. J�t D= 90°, �o wird cos D= 0,

und
ds = bf ec?

dle�er Lehr�aß �elb�t. — Jt D �tumpf, �o wird cos D nega-

tiv, mithin das leßte Glied po�itio. Man darf indeß nicht

�agen, es �ei nun 4d?= b°4-e?4-2he, cosD,ohne ausdrüds
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lich zu bemerken, daß nun cosD ab�olut, d. h. po�itiv. zul
nehmen �ei.

115. Aus Formel 79 folgt:
bc? — d2

— e O)

Sie lehrt aus den 3 Seiten einen Winkel finden.

116. Um die�e Gleichung zur logarithmi�chenBearbei=

tung bequemer zu machen, addire man auf beiden Seiten 1,

�o wird
be 4 42be-e? — d2 bt -2be— ec?—d?

1D =1+— =

——2he

OTA—
d?

= (b-—+-e Te—d) (F. 22)

cos 3D = (Creter 9) (81).

114, Subtrahirt man die Gleichung 80 auf beiden

Seiten von 1, �o erhált man

bc —ds dè —(b2 —2b)

cos D =

2cos 7D? =

1—cosD = 1——7 —_= 26

o rna B—(b—c)® _ (d4b—c)(d— bc)
«Siu D2

=

2 bec
—

2bo

vin 3D = (STATT) (69),

118, Aus den beiden lebten Gleichungenerhält man

dur Divi�ion:

n _

1//(b—eA-d) (—b+ e+-d;
ungen = (e Fa Ee)

119. Da na< F. 17 sinD= 2sin D. cos27D, wenn

man D=2x, mithin 3D == �eht, �o i�t noh dur< Muls
tiplication von F. 81 und 82 mit einander, und mit 2

io D = nVTb+te+bte d)(b—et-—b+c+0)] (84).
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Die Gleichunggewährt den Vortheil, daß für alle drei Win-

fel die unterm Wurzelzeichen�tehende Größe die�elbe i�t,
120. Man kann die legten 4 Gleichungen noch unter eine an-

dere Form, �tellen, wenn man den Umfang des Dreiecs, d. h,

b+c+d=p �éét. Dann wird b+c—d = p—2d, ¿(b+c—d)
=#Pp —d etc, und man erhält

|

cos D = V(2P-p— d)

sintD = (EP PD)
1 (2pP—)(2p—b)tang D=62 VCEZP (2P—d) A

sin D = EYe@PCP-A)(Fp—€)(¿p—b)).

121, Aufg. 4. Die Gleihungen von F. 79 an fúr den Fall
. 6bzule�en, wenn �tatt des Winkels D der Winkel B oder C ge�ucht wird,

Aufg. 2. Es �ei gegeben:
b = 425; loz b = 2,6283889
c= 3783 log c = 2,9774918
d = 399; log d = 2,6009729

P = 1202

ÈP = 601; log1.p = 2,7788745

2p—b = 176; log (2p —b)= 2,2455127

1p—c= 2235 log (2p—c) = 2,3483049

*P—d = 202; log (Fp — d) = 2,3053514

2) 9,6780435

log A = 4,8390217

log 2 = 0,3010300

log2A= 5,1400517

logb ec= 5,2058807

logsin D = 9,9341710

log bd = 5,2293618

log sin C = 9,9106899

B = 66° 15‘ 19,5 logcád = 5,1784677

ETT
—

logsin B = 4,9615870

D = $99 14/ 38/4

C = 54°30/ 2,5
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Ueber�icht.
122, Hiernach kann man nun die Säge von der Be�timmung

(Congruenz) der Dreie>edurchgehen, und zeigen, daß, und wie

jedes fehlende Stú> dur die übrigen gusgedrü>t, und herbeiges

�haft werden könne,

Sind zy einem Dreie>e die Winkel und eine Seite gegeben,

�o hat man die fehlenden beiden Seiten unmittelbar aus F. 75, und

i�t die�elbe eben �o bequem zur BVerehnung, wie zur Sub�titution,
wenn man nämlih eins der ge�uhten Stücke în einer Gleichung,
durch die gegebenen allgemein ausgedrü>t, �e6en �oll.

123, Sind 2 Seiten und der einge�chlo��ene Winkel zu einem

Drêie> gegeben, �o werden zuer�t die beiden übrigen Winkel durch

F. 77 für die Sub�titution, dur< F. 78 bequemer für die Bereehnung

gefunden, — Die dritte Seite hat man aus F, 79 für die Sub�tiz

tution, Bei der Berehnung �ucht man bequemer aus F. 78 die fehs-
lenden Winkel , Und mittel�t ihrer aus F. 75 die dritte Seite, —

oder man bedient �ih eínes Hülfswinkels (cf. $. 158),

124. Sind die 3 Seïten gegeben, �o hat man jeden der fehlen-
den Winkel aus F. 80 �ür die Sub�titutionz für die Berehnung be-

dient man �i< mit gleihem Vörtheil einer der Formeln 81—84,

Bei der legten i�t der ge�u<hte Winkel nur �cheinbar zweideutig.

Die beiden Winkel, welche den kleinern Seiten gegenüberliegen, �ind

nothwendig �pis, Berechnet man die�e zuer�t, �o hat man den drits-

ten dur< Subtraction von 180° ($. 121). Das Dreie> wird un-

möglich, wenn einer der Factoren unterm Wurzelzeihen (wie b4+c—d)

negativ, d, h, eine Seite größer i�t , als die beiden übrigen zu�am-

mengenommen.

125, Sind 2 Seiten und der der Einen gegenüberliegendeWins

kel gegeben, �o findet man den der andern Zegenüberliegendendur

F. 76, den dritten Winkel dur< Subtraction der beiden nun bekanns

ten von 180°, und da man nun alle 3 Winkel kennt , �o findet �ich

die dritte Seite aus F. 75. J��t das Dreie> zweideutig, �o ergeben

�i< die zu�ammengehörigen Werthe des dritten Winkels und der

dritten Seite von �elb�t, je nahdem man für den Sinus des zuer�t

ge�uhten den �pigen oder den �tumpfen Winkel gewählt hat,



96

126. Soll die dritte Seite, etwa zum Behufe einer Sub�titution,
($. 122) aus den Datis unmittelbar austgedrü>t werden, �o hat man

aus F. 79, wenn b ge�u<ht wird, und c, d, D gegeben �ind:
b?—2bc.cosD = d?—c?,

woraus dur< Auflö�ung der quadrati�chen Gleichung

b=c.cosD+/(422— + cos D?) cc. cos D+1/(d? —c3sin D?)
gefunden wird. Hier i�t b nur dann wirkli<h zweideutig, wenn es 2

ver�chiedene po�itive Werthe erhält, indem ein negativer Werth es in

ein anderes Dreieck ver�egt, welhes niht zu den Datis gehört.

127. Es i� aber zuer�t

b unmöglih, wenn der Ausdru> unterm Wurzelzeichen negativ

wird, mithin c? siaD? >d? oder c.sinD >d oder sin D >L5
hb erhâlt nur Einen po�itiven Werth, wenn der Wurzelausdru>

entweder 0 oder größer als c.cosD i�t. Jm er�ten Falle i�t
d? =? sin D?, mithin d=csinD und das Dreie> re<twink-

lig. Im andern Falle muß c.cosD< y/(d?—c?+ c? cos D2)

oder 2?cosD2< dP—c2 + c?cosD2, dh, 0< dP — D oder

c<d �ein, mithin der gegebeneWinkel der größern Seite gegen-

überliegen,
b erhâlt dagegen 2 po�itive Werthe, wenn keiner die�er Fälle

ftatt findet. (Vergleiche $ 104.)

Man kann alle hier zur Auflö�ung der Dreie>ke aufge�tellten

Gleihungen, ohne Zuhülfnahme einer Figur, aus einer einzigen ana-

lyti�h herleiten. Wählen wir zu die�er Ableitung die in $. 101 mit

© bezeichnete Proportion, welhe die Gleihungen 74—76 in �ih<

hließt, �o erhält man

c+d:c— d= sinC+sinD:sinC—s8i0D

und aus F, 35 und 36 . =lang2(C+D):tangE(C—D).
Dices i�t F.-78. Man hat ferner aus der�elben Proportion :

c.sinD=d.sinC=:d.sin(B-+ D)

=94,sinB.cosD-+dcosB, sinD
csinD—dcosB.sinD=dsinB,cos D (A),

Dividirt man die Gleichung mit cos D, #o wird

ctangD—dcosB,tangD=dsinB
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langD = nd (F. 77).

Sest man in der mit A bezeihneten Gleichung ¡b siaD für d.sinB

aus F. 74, fo läßt �ie �i< mit sinD dividiren, und man erhält:
c— decosB = bcos D, woraus

C 2cdcosB + d? cos BP = b?cos D?, Hierzu abdírt

d2 sinB? = b?sinD? giebt

c—2cd,co8B+d = b? (F. 79)

weil sin x? -+ cosx? = 1 nah F. 1. — Aus die�en Formeln �ind die

übrigen im Texte �hon analyti�h hergeleitet,

Der Flächeninhalt,aus den Be�timmungs�túcen
eines Dreie>s.

B
128. Aus der Geometrie i�t

bekannt, daß der Flächeninhalt eines

Dreie>s das halbe Product �einer

Ba�is und Hôhe, oder, da jede Seite

die Ba�is �ein kann, das halbe Pro-

duct einer Seite in das aus der

Spi6e des gegenüber�tehenden Winz
C fa D

Tels auf die�elbe gefällte Perpen-

dikel i�t. Bezeichnet man nun den Flächeninhalt mit A, �o i�t
A = 1CD.AB = 1b. AB, b. bh.

= +bc8inD $8,10L. (85)

Die- Gleichung lehrt aus 2 Seiten und dem einge�chlo��enen Winkel

den Flächeninhalt finden

129, Segt man für sinD �einen Werth aus F. 84, fo er-

hâlt man

A = 1YVT(b+c+d)(b+c—d)(b—c+d)(—-b+c+d)] (86)

VIG PGP— D (2p—c)(2p—b)]
wenn p, wie in $. 120 ten Umfang des Dreie>s bezeichnet. Die

Gleichung lehrt aus den 3 Seiten den Flächeninhalt finden. Sie
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enthält feine trigonometri�he Function , und gehörtdaher eigentlich
in die Elementargeometrie.

Vergleicht man die zweite Form für & mit dem Werthe von

siîn D in 120, fo �ieht man, daß der Wurzelausdru> in jener der

Flächeninhalt des Dreie>s i�t. Als �olcher i�t er auf $. 121 Aufg. 2.

hezeihnet.

4130. Seht man in F. 89 — A =+#bec.sinD fúr c=b

�o erhâlt man :

sìîn C

sin 8*

4b sinC.sin D
sìinB ,

wo man ftatt eines beliebigen Winkels die Summe der beiden übri

gen �egen kann, Die Formel lehrt, aus einer Seite, und den Win-

koln den Flächeninhalt des Dreies finden.

131. Um aus 2 Seiten und einem der niht einge�hlo��enen
Winkel (c, d, D) den Flächeninhalt des Dreie>s zu finden, kann

man zuer�t nah F. 76 einen andern Winkel (C) �uchen, und hat dann

dur<h F. 85 und 87 den ge�u<hten Flächeninhalt, Je nahdem man

für C den �pigen oder �tumpfen Winkel wählt, erhält man den Jn-

halt des größern oder des Üleineren der beiden bedingten Dreiece,

falls hier eine Zweideutigkeit �tatt �inden kann ($. 105, 126).

132, Auch kann man im Falle
einer Zweideutigkeit, das Perpendikel
BA fâllen, und die beiden re<twinf-

ligen Dreie>e BAD und ABC =
ABC’ bere<hnen. Man erhâlt �o
A = ABD + ABC

= FAB. AD+ZAB, AC

C A C“ D =t%c. sinD,c.cos D

++4d.sinC. d,cosC

(87) A =

woraus, da sinD.cosD=1sin 2D (F. 17),

(88) A = 21csin2D + 1d? sin2C,

Hat man al�o C gefunden, �o ergeben �i< nun die beiden Werthe

fúürA. Hierbei hat man C allemal �pis zu nehmen, da der zweite

Fall dur das Zeichen des 2ten Gliedes �hon berück�ichtigt i�t.

Hiernahkann man �i< die Formeln für den Flächeninhalt des

gleih�henkligen und rehtwinkligen Dreie>ks leiht �elb�t entwi>eln.
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Den Halbme��er eines in oder um ein Dreie> be�chrie-
benen Krei�es zu finden.

133. Es �ei MC=r der

Halbme��er des um das Dreie>

be�chriebenen Krei�es. Aus dem

Mittelpuncte ziehe man MAE

auf CD �enkreht, welche die Sehne

und den Bogen halbirt, wodurch

CMA =B wird. Im Dreie>

CMA hat man al�o
AC

Bi
MC =

sin CMA

1b %
— _2

Dd.h, r=
sints L2sinB (89).

Die Größe des Halbme��ers i�t al�o von ciner einzigen Seite und

ihrem Gegenwinkelabhängig, und der Durchme��er des um das

Dreie> be�chriebenen Krei�es i�t die be�tändige Größe, auf welche

oben ($. 102) hingedeutet wurde.

134, Jt kein Winkel des Dreie>s bekannt, �o findet man den

Halbme��er aus den Seiten, indem man für sin B �eien Werth aus

F. 84 �ub�tituirt.
_

bed
"—

htc bFe—-Dc + b+e +9]
bcd

=

VEG DGP=9 GP
OM

B 135. Der Halbme��er des

in das Dreie> einge�chriebenen

Krei�es �ei MA=0. Man

ziehe MC, MD, welche die Wins

fel bei C und bei D halbiren,

�o hat man in dea re<htwinklis

gen Dreie>en AMC und AMD

AM = AC.tang2C
C A

'

D = AD.tang 2D.

Aus die�en beiden Werthen von 4M läßt �ich zunäch�t AC be�time

men, indem man AD dur b— AC ausdrú>t. Man erhâll:
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AC. tang3C = (b=—AC)tang 2D,
woraus Ï

b, tang2D

tang2C-+ lang1D
mithin

AM = AC.tang2C =
b „tanga Cetang2D
tang#C-+tangzD

Dividirt man îm Zähler und Nenner mit tang2C.taog2D, und

�et 0 für AM, �o wird:

(9) e=
b

136. Um die Formel zur logarithmi�chen Bearbeitung bequemer

zu machen, �ub�tituire man für das Aggregat im Nenner �einen Werth
aus F. 42, �o wird

b.sin2È.in2D _ b,.sin2C.sin2D2 =(92) e
sin2 (C+ D)

a

cos 7B

Gleichungenzwi�chen Summe und Unter�chiedzweier
Seiten eines Dreie>s, und Summe und Unter�chied
der ihnen gegenüberliegendenWinkel, imgleichender

Höhenab�chnicteauf der dritten Seite.

137. Zieht man im Dreie>

BCD das Loth BA auf CD,

nimmt AE = AC (wodur<
A ABE YABC wird) und zieht

PR, BE, �o i�t im Dreie> BCD:

| /
CD: sinB = BD: sin C.

Im Dreie> BED:

G- DE :sin EBD = BD :sin BED,

“ N Da nun die Sinus zweier Ne=

D D
benwinkel (BED und BEC= C)

gleich �ind, �o erhält man:

CD: DE = sin (C+ D): sin EBD

oder, da EBD = BEC— D = C— D,
(93) b:DE = sin(C+D): sin{C—D),

y:
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136, Schlägt man mit der kleinern Seite”des Dreie>s aus 1

einen Kreis, verlängert DB bis an den�elben in F, und zieht CF

und CG, o i�t îm Dreic> CDF:
CD : DF == sin CFD: sin DCF,

Es i�t aber, als Winkel an der Peripherie, CFD =} B=909—12(C+D)
und DCF =FCG+4+DCG=90°+2EBD =90° +1(C—D), mithin

b:(c4 d) = coëst(C+D): cos (C—D) (94)
439, Jm Dreéle> CGD erhâlt man aus

CD:DG = sin CGD : sin DCG,

Es i�t aber sîn CGD =sin CGB =sin23CBF =sin1(C+D), DCG

=2(C—D), und DG =DB—BC=c—á, mithin

b:(c—d) = sin4(C+D) :sin2(C—D) (95)

140, Aus der Aehnlichkeit der Dreie>Œe CDG und FDE, oder

unmittelbar aus einem bekannten geometri�chen Lehr�age folgt:
DC:DF = DG:DE

b:(c+d) = (c— d): DE

b:c—d = c+ d: DE,
wo DE den Unter�chied der Höhenab�chnitte auf der Ba�is bezeichnet,

Hiernach hat man aus F. 94 und 95 unmittelbar:

c+ d:DE = sín 2(C+D):sin1(C—D) (96)
c— dd:DE = cos 1 (C+D):cos 2(C—D) (97)

141. Dividirt man F. 96 durch 97, �o erhâlt man:

c+d:c—d = tangE(C + D):tang1(C——D),-

wel<hzeswieder F, 78 i�t.

Einige Aufgaben über Dreie>ke zu �uchen, welche mit Hüife der

legten 5 Gleichungen gelö�et werden können,

oder

oder

Gebrauchder trigonometri�chenFunctionen und Tafeln
zur Aufló�ung von Gleichungen.

442, Die trig. Functionen la��en |< nicht bloß zur Auflö�ung
der Dreie>ke und Figuren überhaupt anwenden, �ondern können in

�ehr vielen Fällen zur Auflö�ung mathemati�cher Aufgaben aller Art ange-

wandt werden» Es i�t durc die�elben der Zu�ammenhang gewi��er Reiz

hen von Größen gegeben,und die�e �elb�t �ind für alle möglihen Werthe
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ihrer Elemente bere<net, Ueberall wd nun ein ähnliher Zu�atnrnenz-
hang vorkommt, können die Tafeln zut Abkürzung der Berehnung
angewandt werden.

Gleichungendes er�ten Grades.

143. Wenn die in einer Gleichung vorkommenden bekannten

Größen durch ihre Logarithmen gegeben �ind, �o la��en �i< die trig.

Formeln und Functionen fa�t immer mit Vortheil anwenden, um diè

be�hwerlihen Rechnungen, welche erforderlih �ind, um den Logariths
mus eines Aggrezats zu finden, abzukürzen, Man �ucht �ie alsdann

auf eine Form zu bringen, welche mit bekanntèn trig. Formeln übers

ecinkommt, und dur Einführungeines Hülfswinkels, der aus den

gegebenen Größen be�timmt werden kann, einen einfahen Ausdru>

ge�tattet.
144. Es �et . B. dèr Logarithmus der Summe zweiér dur<

ihre Logarithmen gegebenen Größen zu findenz al�o logx, wenn

x=a+b, Man �ege die Gleichung unter die Form:

ï=a (1+ 2) und nehmè I, tang 9p==/(2)
a

�o wird: *=a(1+ tangp?)=a.secp?, mithiu II x =
(F. 2, 6).

145. I�t x=a—b=a(1—>), �o it einè folhé Formel zu

wählen,mittel�t deren 1—>.in einen einfahen Factor verwandelt

wird. Von-der Art i�t z+ B. sinp? = 1—cos>2, Man �e6è al�o
: b

cos 92 = 2 und erhâlt p dur<h I, cos >= V(2).
ŒÆswird nun x =a(1l—cosp?) oder II, x =a.sinp?

Sollte b größer als a �ei, �o �eße man —x=b(1—L)etcs

:

__

5

/

bJ_ _b
146. 3 x=/6+)=V[a(1+2)]=1aV(1+2),

�o i�t klar, daß man damit auf die Form 1 + funct. @? zu kommen

�uchen muß, �ofern die�elbe einen einfahen Ausdru> ge�tattet, Hierzu
b

dienk wieder F, 2, Segt man >=iang2, �o erhâlt man V(1+>)
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1

cos p
= y(1+ tang p23)= sec þ =

dur die Gleihungen:

» Und diè Aufid�ung ge�chieht

ya

cosPp
b

I, tang p = 2 und Il, x=

:

cn. b IE

In x=y/(a—b) würdè man
= cos@? �egen; und erhalten:

yb
I, cosp = 2 und IL x= sinp.y/a.

147, Es �ei

UCA /U
x== V(T) = unete ($. 23):

Sett man D= c0s89, �ò wird

++cos Pp

Díe Gleihungen der Aufld�ung �ind al�ò :

„|

i
1+

b n

I, cosp =
O II, x = tang2 9p

b

I�t x =

6° �o �esé man
T= tàng 9?

1+

und erhält '

__sine |

t=
1—tangot _

cos pt
—

C089?—sin2,
—

1+tangp? sinp? cos? +singp??
1+ ——>-cos p?

mithin (F. 18 und 1) x=0829, — Hätte man =tanggez

1—tangp
�ezt, #0 hâtte man erhalten x=

L+ tangp= tang (45% p): =

Só auch in andern Fällen.

Gleichungendes zweitenGrades.

149, Zur numeri�hen Berehnung der Gleihungen dés en

Grades �ind die trig, Funct. ganz be�onders brau<hbar. Die beiden

Hauptformen der gemi�chten quadrati�hen Gleichung �ind
x? +px = +9.

Das Zeichen von p hat auf den Gang der Rehnung keinen Einflöß.
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150, Es fei nun zuer�t x? +px=+q. Durd$ Auflö�ung
der�elben erhält man

x=— 1}pep (1452)=te[-1+V(1+2D)].
Man �ege A=tang9?,�o wird zunäh�t: I, lavgp = A, al�o

x =

FpL-LEVU+tang)
= 1p (—12secp) (E.2)

_ _

— cos p+1L
=4p (11+ Ey =P —cosp (DO).

VA
ang

Forner i�t aus 1, tP=7 5?
woraus �i ergiebt

x — La eosp#tl_
Vg.¿C08P —Ccosp+l(3.6)

SP cos PÞ sin cos p
mithin

— Vg(—cosp+1)
SinP

151. Dies �ind die beiden Werthe der ge�u<hten Wurzel, xz», Yz»

Macht man von dem obern Zeihen Gebrauch, �o erhält man:

Vg(l—cosp) _ yg.2sintip?
_

sin Pp
—

2sinip.co8sÌlp
(F- 21, 17)

IL x; = yg.tang2e (F.7).

Macht man dagegen von dem untern Zeihen Gebrauch, �o wird:

x1 =

mithín

— VI (f+c0oD_ _ VI 2 cos 27T2 =

sin P

—

Ssinip.cos tp
(6,22,17)

mithin
yq

UI, x = —

fang È g°Z

Die mit rômi�hen Ziffern bezeichneten Gleihungen find diejenigen,
von denen man bei der Rehnung Gebhrau<ßmatt»

Bei�piel. Es �et

x2 +x =10 mithin p=5s; q= 10,
Í

log2 = 9,6020600

log /q = 0,5000000

lp = 51° 40’ 16,2 logtangp = 0,1020600

£9 = 25% 50/ 8,1 log tang2p = 9,6850116

x, = +1,531128 log x; = 0,1850116
x, = —6,531131. logx, = 0,8149884.n.

Hier er�cheint ein Fehler von einigenEinheiten auf der 6ten Decimal�telle+
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152, Es �ei ferner x? +px==—q9g. Dur< Aufld�ung ers

hâlt man

4
x= —2P [1rV(1—)].

Man �ese hier

pan
@? und erhâlt �o fúr I, inp =,

woraus 2p = —-SSTn und wenn man die�e Werthe. �ub�tituirt

—
—

q — 44 —

en IV]
—

Va
x =

ring
Fi sin pI] =

ing
(14 cosq).

Je nahdem man hier das obere oder untere Zeichen behält,

_
yq _ yq. Prin 2p

= —ing cosp) =—

Din Eg cos 1p
d. h. 11, x1 =—

V4tang 29),
— __VaA(1+ cos9) = — vq. 2cas 2p

—

ging sin2lp. cos tip?

_— yq
d. h. ITT, x; =

tane

I�t der Coefficient des 2en Gliedes negativ, �o ändert dies niht

die ab�olute Grôße der Wurzel, �ondern nur das Zeichen der�elben,

hat aber auf den Gang der Rehnung keinen Einfluß.

Gebrauch der Hülfswinkel zur Vereinfachung
trigonometri�her Rechnungen.

153, Es i�t zunäch�t klar, daß man bei trigonometri�hen Rete

nungen einen Hülfswinkel eben �o gebrauchen kann, wie bei der Bes

re<nung algebrai�her Aufgaben. So wird z. B., wenn in F. 78 b

und d durch ihre Logarithmen gegeben wären, dur< Anwendung von

$. 148, wenn man = tangep �eût,

lang2(B—D) = lang (459 — 9) tang 4(B +4+-D)

Und fo in andern Fällen.

154. Sehr häufig kann man hierbei aber auh auf dîíe eigens

thümlihe Be�chaffenheit der trigonometri�hen Gleichungen , ins bee

�ondere derjenigen, wodur< Aggregate in Producte, oder in einfache

Größen verwandelt werden, Rü>�iht nehmen. Zu die�en trig. Gleic

chungen gehören z. B. F- 11 bis 24, — Die�er Fall tritt insbe�on-

Graßmaun Trigonometrie, E
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dere dann ein, wenn entweder ein gegebener, ‘oder der ge�uhte Wiùz
Tel în der Formel unter ver�chiedenen Functionalformen vorkommt.

155, Es �el z.B, p=cosæ+a, sinœ. Man �ehe tangp=a
gin p CoS x. CO8 + SiN, inp -

cos
�o wird p =

Cos D
, d, h. es wird p =

cos (Tp) _ Hättè ‘cos æ den Coefficienten gehabt, �0 würde man,
Co8 P

wenn man ihn = colép �e6te, zu der Enbgleihung p = LEN
S110 Pp

gelangen. — Haben beide Glieder Coefficienten, al�o

p=á.cosa+tb,sinea,

fo kömmt inan durch dièé Form

p=a (cosa+ zin«)
zu ener der er�ten añalogen Aufld�ung. If endlich

p=b.sina—a,.cosæ=a (> SsÍn @ — C08 s),
wo das Glied, welches cosœ enthält, fubiractiv i�t, �o kann man

D_=tango�egen, und erhâlt

_
a(cosæ.cosp—sinu Sin) a.cos(a+ 9)

P=—
C08 Pp

—

cosp

1567 Wird æ ge�ucht, und i�t p gegeben; �o hat man im er�ten

Falle des vorigen $ cos(aEX4)=p.cosp, im 2ten cos(« tp) =

Ppsin e, im 3ten cos (aF 9) => cos p, wobei der Unter�hied «—>

ab�olut zu néhmeni�t, Im Aten Falle wird €08 (a+) =—+tCOS.

In allen die�en Fällen wird dann œ aus æ+p leiht gefunden,

d.sinC

b—d.cosC

Einführung eines Hülfswinkels zur Berehnung bequemer zu machen,
d.sinC

d
b (1—

F
£08 c)

d
, i d.sinC d.sInC

“Y
£08 C= sin 9? ; wodur tang D =

bin p2)  bcos pe wird.

Die Berehnung ge�chieht daher durch die beiden Gleihungen

157. Um F. 77, tangD = ; wo D ge�ucht wird, dur

fielle man fie unter die Form lang D= und �ege
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E

cos C) d.sîínC
I, sinp=V( b

Und Il, tang D =p osgtr
158, Auch Formel 79 i�t zur lögarithmi�hen Berehnung �ehr

unbequem. Um �ie dazu ge�hi>ter zu machen, �ege man �ie unter

die Form
d2 = b2—2bce+24 2bce—2bc.cos D

= (b—c)? +2bec(l—cesD) = (b—c)? +2bc.2sin1DE,
.

172

=(b—e)? (14PSX)
ábc, sin1D2

(b — €)?
d2 = (b— c)° (1+ tang p?) = (b—c)? secp? =

= tang q2, o erhált man

(b—c)2
cos p23

— yb).

Segt man nun hier

20a
b—c

und d =

cop wo langpy=

E 2



Sphâri�he Trigonometrie,

Begriffder �phäri�chen Trigvnometrie,

159, De Begriff, welcher oben (1—5) von. der Trigo-
nometrie überhaupt gegeben wurde, bezieht �ich eben �owohl

auf die �phäri�che, als auf die ebene Trigonometrie. Es �ind

zwar zunäch�t niht Länge und Nichtung, �ondern ebene und

Neigungsöwinkel,welchehier für die Rechnung in Verbindung
treten �ollen, allein es �ind doh auh hier die Coordinaten=

verhältni��e, mittel�t deren die�e Verbindung bewirkt wird.

160. Die �phäri�he Trigonometrie unter�cheidet �i<
aber dadur<h we�entli<h von der ebenen, daß �ie �i< auf

räumliche, aus der Ebene heraustretende Con�tructionen bes

zieht. Während in jener zwei auf einander �enkre<hteCoor=

dinaten zur Be�timmung der Lage einer Linie oder eines

Punctes hinreichendwaren, �ind hier deren drei, nah der Zahl
der Dimen�ionen des Raumes, erforderlih. Die �phäri�che
Trigonometrie �teht daher in einem ähnlichenVerhältni��e zur

Stercometrie, wie die ebene zur Planimetrie.

: Gegen�tand der�elben»
161. DerjenigeGegen�tand, an welchen�i die �phäri�che

Trigonometriezuer�t wendet, und womit �ie �ih haupt�ächlich
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be�chäftigt, i�t der körperlicheWinkel, oder die Eke, und

zwar zunäch�t die drei�eitige, Denn �o wie �h alle ebene

Figuren in Dreie>e zerlegen la��en, �o la��en �ih alle mehr-

�eitige körperlicheWinkel dur< hindur<gelegte Ebenen in

drei�eitige zerfällen, Man hat es nun am an�chaulih�ten und

bequem�ten gefunden, die�en körperlihen Winkel guf der Ku-

geloberflächezu betraten. Denkt man fi den�elben näm-

lich mit feiner Spibe an den Mittelpunct der Kugel gebracht,
�o wird der Durch�chnitt �einer Winkelflächen.mit der Kugel-
oberflächeauf der le6tern eine Figur be�chreiben, deren Bee

trachtung zugleich eine Betrachtungdes ÉdrperlichenWinkels

felb�t i�t, de��en Elemente �ie. klar und über�ichtlih. geordnet

vor Augen legt. Wenn. nun auh das Verhältniß, in wel

chem das Auge �i< gegen den Himmel befindet, zu die�er

Vetrachtungsbwei�edie er�te Veranla��ung gegeben haben mag,

�o hat man �ie dochals die be�te �tets beibehalten.
162, Auf der Kugeloberflächekann man auf eine anga

loge Wei�e con�truiren, wie in der Ebene, und �o der ebenen
Geometrie eine �phäri�che Geometrie zur Seite �tellen, welche
in neuern Zeiten unter dem Namen der Sphärik fleißig bears

beitet i�t, und eine Reihe von Sähßen entwi>elt, welcheeine

unverkennbare Analogie mit denen der Planimetrie haben, und

mit gleicher Evidenz dargelegt werden können *). Da ed

hier aber nur die Ab�icht‘i�t, eine kurze Ueber�icht der �phäri-

�chen Trigonometrie zu geben, �o werden die für die�elbe er-

forderlichen Sähße der Sphärik nur als Lehn�äße betrachtet
werden können, denen �ich indeß, bei der all�eitigenGleichheit
der Kugeloberfläche,auh ohne ausführlihe Entw!>elung,ein

*) Pohl in �einer Geometrie und Trigonometrie auf der Sphäre,
Verlin 1819, hat hier die Bahn gebrochen. Vergl. auchSphärik
von Schulz, Leipzig 1823, und vy, For�tner, Berlin 1827,
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den mathemati�chen Sinn hinreichend befriedigenderGrad der

Sicherheit geben läßt, Die Lehre von der Lage der Ebenen

und Linien gegen die�elben muß aus der Stereometrie als

bekannt vorausge�eßt werden,

Ueber das Po�itive und Negative,
163. In der ebenen Trigonometrie haben wir ($. 59 —66) ge-

�ehen, wie man, in Beziehung auf einen gewi��en Gang der Con-

�truction,und einen darin angenommenen po�itiven Sinn der�elben,
einen Ab�chnitt einer gr, L. und einen Winkel als po�itiv oder als

negativ an�ehen kann, Wir mü��en die�e Betrachtung hier bis zur

Tôrperlihen Ecke ausdehnen. Der Winkel läßt �ih niht weiter ge-

brauchen, um mittel�t �einer zu einer hôheren Con�truction zu gelan-

gen. Die körperlihe Eke oder das �phäri�che Dreie> läßt �ih durch

ihn niht erzeugen,

0 164, Dagegen kann die gr.

L. hierzu �ehr wohl gebraucht
werden. Wenn man in der Linie

AA!‘ den Punct C als den Aus-

A C “A gangspunct der Con�truction be-

trahtete, und die Richtung von

C gegen A als die po�itive an�ah,

�o mußten die Ab�chnitte auf der

C° entgegenge�eßten Seite, gegen A‘

hin als negativ ange�ehen werden ($, 62), Wird nun CA, als pofitiv

betrachtet, nah irgend einer, niht mit der Linie zu�ammenfallenden

Richtung CO einfach fortbewegt, �o ent�teht die Fläche OCA, Wir

nennen aber die Fortbewegung einer Linie eine einfahe, wenn �ie

nichts als ihren Ort verändert, und zwar nach einer unveränderlichen

Richtung hin, �o daß al�o jeder Punct der�elben eine gr, L, be�chreibt,

165, Wird die�e Con�truction durch die Zurückbewegung wieder

aufgehoben, und die�e Bewegung in der aufhebenden Richtung úber

den Ausgangspunct fortge�eßt, �o ent�teht die Fläche O‘CA, wel<he

als negativ betrahtet werden muß, wenn OCA als po�itiv ange�ehen

wird , wie aus dem $. 61 aufge�tellten Begriffe des Po�itiven und
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Negativen erhellt. — Aus gleihem Grunde findet man, von CO,

ausgehend, die Fläche A‘OC negativ. Aus beiden folgt dann, daß
A‘CO‘ wieber po�itiv �ei, da es gegen die negativen Flächen die
gleiche Beziehung hat, wie OCA.

SS

166, Will man AA‘ als die ab�olute Ba�is der Con�truction

beibehalten, und die Fortbewegung der 00! nicht gelten la��en, �o

ändert �ich dadur< in An�ehung des er�ten Theils un�erer Demons

�tration nihts. Daß dann aber A‘CO negativ �ei folgt �o: Die

Richtung CO în der Bewegung der Linie AA‘ wurde als die �egende

oder po�itive betrachtet. Sie �et nämlich. die erzeugte Fläche als

eine �olche, die in An�ehung der Bezeihnung (+4) mit der erzeugenden
Linie gleichartig i�t. Aber die erzeugende Linie zerfiel în den po�itis
ven Strahl CA, welcher den Flähenraum ACO con�truirt, und in

den negativen CA“, welher den Flähenraum A‘CO0 hervorbringt.
Der er�tere i� daher po�itiv, der legtere dagegen negativ,

167. Bewegt �i<h dagegen die Linie AA‘ nah der eatgegenge-

�ezten, mithin aufhebenden oder negativen Richtung, �o muß die

erzeugte Fläche als von entgegegen�eßzter Be�chaffenheit mit dem er-

zeugenden Strahle ange�ehen werden. Hieraus folgt, daß ACO‘ als

negativ, A‘CO0’ als po�itiv zu betrahten i�t.

168. Wir ziehen hieraus folgende allgemeine Säge, în denen

untex der Richtung, nah welcher eine Linie �ih fortbewegt , eine

�olche zu ver�tehen i�t, die niht in der�elben liegt.

Die po�itive Linie nah der po�itiven Richtung �i bewegend erzeugt

eine po�itive Fläche.

Die po�itive Linie nah der negativenRichtung�ih bewegend erzeugt
eine negative Fläche.

Die negativeLinie nah der po�itiven Richtung �ichbewegend erzeugt

eine negative Fläche.

Die negative Linie nach der negativen Rihtung �ih bewegend erzeugt
eine po�itive Fläche,

169, Betrachtet man CA, CO als geometri�che Factoren,

und zwar als po�itive, �o �ind CA’, CO‘ die negativen Factoren,

ihr Product, die erzeugte Fläche, daher unter den�elben Um�tänden

po�itiv und negativ, unter welchen ein arithmeti�hes Product es wird,

wie denn die Sache in der That auch die�elbe i�t (Aum. $: 25)
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170. Wird die erzeugte Fläche nun wieder als Ba�is einer

neuen Con�truction gebraucht, indem man �ie nah irgend einer nit
ín ihr �elb�t liegenden Dimen�ion einfa < (d. h. parallel mit �i<

�elb�t, und �o, daß jeder Punct eine gr. L. be�chreibt) fortbewegt,

�o muß von den beiden entgegenge�ezten Nichtungen, in welche jene

Dimen�ion zerfällt, die eine als die �egent-e (po�itive), die andere als

die aufhebende (negative) betra<tet werden, Nach der �egenden Rih-

tung wird der erzeugte körperlihe Raum mit der erzeugenden Fläche

gleihartig, nah der aufhebenden ungleihartig �ein.

TT 171. I�t nun CU die po�é
tive Richtung, CU“ die negative,

O �o folgt, daß von den acht kôr-

/ — perliten Winkeln oder Eken, die

À — C A. bei C ent�tehen, 4 po�itiv, und 4

0° negativ �ein mü��en. Es �ind

po�itiv :
(C) AOU; (C)A40‘U;

WW (C) A!QU‘; (C)A0/U‘,

dagegen �ind negativ:

(C) AOU; (C) A0/U; (C)AOU; (C) a‘O’U/,

Die�e Ecken �ind aber niht an ih po�itio oder negativ, �ondern nur

in Beziehung auf einen gewi��en Gang der Con�truction, und auf

einen darin angenommenen po�itiven Sínn der�elben.

172. Sieht man wiederum die ent�tandenen kdrperlihen Räume,

(die Een) als geometri�he Producte aus den unbe�timmten {linearen

Factoren CA, CO etc. an, �o ergiebt �ich auh hier, in vôlliger Ueber-

ein�timmung mit der Arithmetik, daß die po�ilive oder negative Be=

�chaffenheit der erzeugten E>en allein davon abhängt, ob �ie eine

gerade oder ungerade Anzahl negativer Factoren enthalten.
i

Sphäri�che Zweie>e.
173, Da �ih zwei größteKrei�e auf der Kugel �tets

in 2 Puncten durch�chneiden, �o begrenzen �ie Theile der Ku-

gelfläche,welhe man �phäri�che Zweie>e nennt , und da ihr

Durch�chnitt dur<h den Mittelpunct der Kugel geht, mithin
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zugleih Durchme��er der Kugel wie jedes der Krei�e i�t, �o

halbiren �ie �i gegen�eitig, und das �phäri�che Zweie> i�t

�tets von zwei Halbkrei�en begrenzt.
174, Den Nei

gungswinkel,unter wel=

<em die Ebenen zweier

größtenKrei�e �ih durchs
�hneiden, nennt man den

D C �phâári�hen Winkel ders

�elben. Er �tellt �ich in

jeder auf ihrem Durcha

�chnitt �enkrechten Ebene

als ein ebener Winkel

dar. Legt man die Ebene

dur<h einen der Scheitelpuncte B oder B/, �o werden [ihre

Durch�chnitte mit den Ebenen der größten Krei�e Tangenten
an die leß6tere, und da eine Tangente an einen Bogen die

Richtung de��elben im Berúßhrungspuncteüberall nur hervor-

hebt, �o kann man �agen, daß die Bogen im Scheitelpuncte

�i in der That unter «die�em Winkel durch�chneiden. Dies

gilt jedoch eigentlich nur von den Elementen der�elben im

Berührungspuncte. Einen �phäri�chen Winkel bezeichnetman

wie einen ebenen dur<hBuch�taben die an �eine Schenkelund

an �einen Scheitelpunctge�eßt �ind, z. B. CBD.

175. Ein �phäri�ches Zweie> wird eben �o wie ein

ebener Winkel con�truirt (z. 63.). Statt daß �i dort eine

gr. L. în einer Ebene herum�chwenkt, dreht �ih hier eine

Ebene-um eine gr. L. Das Erzeugniß die�er Shwenkung i�t,
wenn man von der Fläche des größten Krei�es. ausgeht, der

Kugelaus�chnitt BB/CD, d. h. das Zweie> als ein Theil der

Kugel, wenn man vom Bogen ausgeht, das Zweie> als ein
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Theil der Kugeloberflähe, und �owohl der eine als das andere.
i�t dem �phäri�chen Winkel proportional. Man kann hier

eben �o, wie beim ebencn Winkel (.64— 66) den einen

Bogen des Zweie>s als den fe�ten, den andern als den be-

weglichenan�ehen, von dem er�tern aus den po�itiven Sinn

der Schwenkung be�timmen, die�e über die halbe und über

die ganze Um�chwoenkungbeliebig fort�eßep, wieder aufheben,

im aufhebenden Sinne über den Ausgangspurct hinaus fert-

geben, und �o ein negatives Zweic> und einen negativen

�phäri�chen Winkel erzeugen.

176. Die beiden �phäri-

hen Winkel eincs Zweieks

�ind als Neigungêwinkel der-

�elben Ebenen einander gleich.
Die 4 �phäri�chen Winkel um

einen Punct B; in welchem �ich

«zweigrößte Krei�e �chneiden,

er�cheinen, wenn man durch B

cine auf BB‘ fenkre<hteEbene
B‘

legt , als Nebenwinkel und

Scheitelwinkel,und verhalten �ich wie die�e. Die Scheitel

zwoiecke�ind einander gleich; Nebenzweie>eergänzeneinander

zur Halbkugelflähe. Legt man die auf BB‘ �enkre<te Ebene

durch den Mittelpunct der Kugel, �o me��en die Bogen des

�o erhaltenen größten Krei�es, �o weit �ie in die Zweie>e

fallen, die �phäri�hen Wintel der�elben, und die Verhältni��e

er�chcinen wie vorhin, nur dur< Bogen größter Krei�e aus-

gedrü>t. Wenn man CPDB‘C=CD' alé das Hauptzweie>

betrachtet, �o i�t CD‘ �ein Scheitelzwoeie>,CD/ und C/D �eine

Nebenzweie>e.
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177, Bezeichnet man die Oberfläche der Kugel mit 8,

"ihrencubi�chen Inhalt mit G, die Größe des �phäri�chen
Winkels in Graden durch 1, �o i�t (nah 175) der Flächen-
. C . eN
inhalt des �phäri�chen Zwoeie>s

Z60

360 Sekt man für S und G ihre Werthe dur< den

Halbme��)er r und æ ausgedrü>t, �o wird der er�tere 50
der lebtere 7. Da die Oberflächeder Kugel gleich der

gekrümmtenOberfläche des um�chriebenen geraden Cylinders,
ihr körperlicherInhalt aber nur F von dem Inhalte des Cy-
linders ift, �o lâßt �ih die Fläche des Zwele>ks auch als das

geometri�he Product aus der Länge des Bogens CD in den

Durchme��er der Kugel, der körperlicheJnhalt dagegen als

das Product der Fläche des Kreisaus�chnitts CMD in 2 des

Durchme��ers dar�tellen.

S, �ein cubi�her Junhalt

rn,

Sphâäri�cheDreiecke.

178, gt man um die

Kugel noch einen dritten belie-

bigen Normalkreis CDCD/“, jez

doh niht dur<h die Scheitel-
puncte des Zweie>s, �o wird

jedes der le6tern, in 2 Theile,

mithin die ganze Kugelfläche
in 8 Theile getheilt, deren je=-

der ein �phäri�ches Dreie> i�t,

In dem�elben, wie in BCD, nennt man die begrenzendenBos

gen BC, BD, CD, �eine Seiten, und die �phäri�hen Winkel,

($, 174), welche �ich dem Dreie> zuwenden, �chlechthin �eine



Winkel, wie CBD eltc., beide

zu�ammen die Begrenzungsele-
mente. Sieht man das eine

die�er Dreie>e als das Haupt-
dreie> an, �o kann jedes von

den dreien, welche eine Seite

mit ihm gemein haben, ein

Neben dreie>, jedes, welches
nur einen Winkelpunct mit ihn

gemein hat, ein Scheiteldreie>, und dasjenige, was ganz

von ‘hm getrennt liegt, �ein Gegendreie>, Transver-

�aldreie> oder �ymmetri�ches Dreie> genannt werden.

179, I�t BCD das Hauptdreic>, B‘, C‘, D‘ die den

gleihnamigendiametralentgegen�tchendenPuncte,�o fann man

die übrigen Dreie>e combinatori�<hentwi>eln, indem man

die Dreige�chiede (Ternionen) aus den ElementenB, C, D,

B/, C‘, D‘ �ucht, jedo<h mit der Bedingung, daß die gleichz

namigen Elemente, wie B und B‘, in einer und der�elben

Complexionniht vorkommen dürfen. Diejenigen Complexio=
nen, welche mit dem Hauptdreie>e zwei Elemente gemein

haben, bezeichnendie Nebendreie>e, diejenigen,welchenur eins

mit ihm gemein haben, die Scheiteldreie>e,und das, welches
keins mit ihm gemein hat, das Gegendreie>.

Combinatori�cheDar�tellung.
BCD das Hauptdreie> . 000 0 po�itio.
B C D/ 001 1

BOD die Nebendreie>e 010 2 negativ.
B‘€ D

,« 100

5)
i

B C/D‘
„, 011 3

BCD die Scheiteldreie>ke „„
L101 5/1} po�itiv.

B‘C‘D n 110 6 /

B‘C/‘D/ das Gegendreic> „, 111 7 Ÿnegativ.
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Die dritte Columne hebt bloß die Accente hervor, nnd bez

zeichnetdie Stelle eines niht accentuirten Elements mit einem

Puncte, beides unter der Voraub�cßung, daß das Haupt-

dreie>Œ durch die nicht accentuirten Elemente bezeichnet, die

Elemente aber �tets in der�elben Folge aufgeführt werden. —

Die 4te Columne �tellt �ie als diadi�che Zahlen dar, welche
die 5te in die defadi�he verwandelt.

180, Bezeichnetman die Seiten gleichnamigmit ‘den

gegenúberliegendenWinkeln, �o la��en �i<h die Begrenzungs=

elemente aller von cinander abhängigen �phäri�chen Dreie>e

durch eins leiht angeben.

JF�� BCD dies eine, �o �ind

die Seiten die Winkel

inBCD hb 4 B C D

s BCD“ 180°—b 18909 d 180°__B 1800—C D

< BCD 1800 c 180%—d
|

1800B C 1809 D,

:- BCD bb 180%—c 180d
|

B 180%—C 180°—D

«BCD! bb 180 —c 180 —d B 180 —C 180 —D

- BCD‘ 1800-b € 1800_d | 1800B C 180 —D

- B'C/D 180°-b 1800—c d

|

18090_R 1800C D

- BCD b d B C D

Hieraus ergiebt �ih, daß das Gegendreie> mit dem Haupt-
dreie> gleicheBegrenzungselemente hat. und ihm völliggleich:
wenn auch nicht“congruent i�t. Jedes der übrigen Dreie>ke

hat mit dem Hauptdreie> eine gleicheSeite und Winkel, die

fih gegenüberliegen. Die beiden andern Seiten und Winkel

ergänzen die des Hauptdreie>s zu 2 Rechten. Jedes Neben-

dreie> hat unter den Scheiteldreie>en�ein Gegendreie>.



181, Wenn unter den Begrenzungselewentenkein Qua-

drant und kein re<hter Winkel i�t, �o giebt cs unter den 4

Paaren �phäri�cher Dreie>ke, welchequf der Kugel zu�ammen-

gehdren,immer eins, welches entweder 3- �piße oder 3. �tumpfe

Winkelhat. — Eben �o giebt es eins, welches entweder

3 �pite, oder 3 �tumpfe Seiten hat. — Denn wenn das

Dreie> nicht �chon der Forderung ent�pricht , �o kann es ent=

weder 2 �pige und 1 �tumpfen, oder 1 �pißen und 2 �tumpfe
Winkel haben. Jm er�ten Falle i�t unter �einen Neben-

dreiec>cn. ein vôllig �tumpfwinkliges, im andern ein völlig
�pizwinkliges, dem nun unter den Scheiteldreie>en immer

nochein zweites als Gegendreie> ent�pricht. Eben �o verhält
es �ich in An�ehung dex Seiten.

182, Die 8 �phäri�chen Dreie>e �ind die Maaße der

8 förperlichenWinkel oder Cen, wrlhe durch die $. 170—

172 be�chriebeneCon�truction ent�tehen, und von welchen in

Beziehung anf den angegebenen Gang der Con�truction, und

den angenommenen po�itiven Sinn 4 po�itio, und 4 negativ

waren. Hierauf bezicht �ich die leßte Columne der Tafel

$, 179, Es find aber nicht die �phäri�chen Dreie>e, als Theile

der Kugeloberfläche,�ondern die von ihnen geme��enen Ecken,

als Producte entgegenge�ebter, ihrer Größe nah unbe�timm-
ter räumlicherFactorcn, von denen die�e Aus�age gilt.
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183. Die 3 Seiten des �phäri�hen Dreie>s me��e

die 3 ebenen Winkel, die 3 �phäri�hen Winkel die 3 Nei-

gungswinkel der Ede. Sind die größten Krei�e voll ausges

zogen
— die Ebenen, welche die Ecke bilden, mithin über

ihren Durch�chnitspunct all�eitig erweitert, — �o ergiebt �ich
aus der Be�chaffenheit des Zweie>s, daß jede Seite, wie

jeder Wikkel eines �phäri�hen Dreie>s kleiner als 180° �ein

mú��e. Von �olchen i�t in der �phäri�chen Trigöónometrienur

die Rede, und es �ind daher alle bei jener Con�truction als

getheilt er�cheinendenDréie>e oder E>en von der Betrachtung

ausge�chlo��en.

Flächeninhaltund cubi�cherInhalt eines �phäri�che
Dreie>s.

184, Unter dem körperlichenInhalte eines �phäri�chen
Dreie>s ver�teht man den durch die Seitenflächen einer Eke,
und das �phäri�che Dreie>, welches �ie auf der Kugelober=-

flähè be�timmen, begrenzten Raum. Die�er Jnhalt i�t, aus

leiht Über�ehbaren, in der Stereometrie näher entwi>elten

Gränder deni Inhalte einer Pyramide gleich, deren Ba�is der

Oberfläche,und deren Höhe dem Halbme��er gleich i�t. Hier-

nach i�t der cubi�he Inhalt eines �phäri�chen Dreie>s �eineë

Oberflächéproportional.
185. Die Fläche des �phäri�chen Dreie>s durch die

Kugelflächeausgedrü>t, i�t zugleich der körperlihe Raum der

Ee dur den Ge�animtraum um einen Punct ausgédrü>t,
(zeigt an, wieviel �olher E>en �ih �tetig um einen Punct

legen la��en, wenn �ie von der Be�chaffenheit �ind, daß �ie
die�en Raum voll�tändig erfüllen können) und i�t �od das

Totalmaaß der E>ke, Beide Ausdrá>ke �ind nach $. 26 reine



80

_B Zahlen. Der Cubikinhaltdes

— / �phäri�chen Dreie>s, durch den

/ der Augel ausgedrü>t, i� hier-C
é =

‘e .IL mit identi�ch.“

¿ L

¡ [>I ND Aufg. Einige �olche Een

M
A

anzugeben, welche �ih, den Raum
—

, erfüllend, um einen Punct legen

N, C
la��en, Die regelmäßigen Körper/ Ea

( ° der Geometrie, und die einfachen
B° Ge�talten der Kry�tallographie

führen auf �olhe, wiewohl niht immer drei�eitige.E>en, — Einfache

Ge�talten nennt man Körper, die von ebenen congruenten Flächen

begrenzt �ind.

186, Wenn B, C, D die �phäri�hen Winkel des Dreie>s

BCD in Graden, und S die Oberflächeder Kugel bezeichnen,
�o hat man die Fläche

BCD4+B/CD = E: (5. 177)

C

360°

BCD +B/CD =

7 —S = BCD -A-BCD/($. 180).

SBCD-ÞB C/D

Addirtman,

fd i�t: 3 BCD 4-B/CD4-BC‘DA4-B/C/D— PD,
Hiervon �ubtrah,

 BCD-+B/OD4-BCD+BCD = £8

:
_ (B+C4D „yg _

B+C+D—180°
láßt 2B0D = (=S

.
nem

_ B4-C4-D—180
mithin BCD =

— S

Seßt man 6 (den kubi�chenInhalt der Kugel) �tatt 8,

und ver�teht unter BCD auch den kubi�hen Jnhalt des �phäs
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ri�chen Dreie>s, �o hat man die�en dur den nämlichenAus-

dru>. Der Flächeninhalt(kubi�cheJnhalt) eines �phäri�chen
Dreie>s macht einen eben �o großen Theil der Kugelober-
fläche (Kugel) aus, als der Ueber�chuß �einer 3 Winkel úber

2 Rechte von 8 Rechten auömacht.
187, Die 3 Winkel eines �phäri�chen Dreie>ks �ind daher

immer grôdßerals 2 Rechte, aber kleiner als 6 Rechte (183).
Seine 3 Seiten als Maaße der ebenen Winkel, welche die

Ee bilden, mü��en kleiner als 4 Rechte �ein, wie aus der

Stereometrie bekannt i�t.

RechtwinkligeDreie>e.

188, Ein �phäri�ches Dreie> kann einen, zwei und drei

re<hteWinkel haben. — Hat es drei re<teWinkel, �o �tehen
die Ebenen der größten Krei�e aufeinander �cnkre<ht, mithin

i�t die Durch�chnittslinie je zweier auf dem dritten �enkrecht,

heißt �cine Axe, und ihre Endpuncte die Pole des dritten

Krei�es. Jm Dreie> BCD i�t daher jede Seite ein Ouadrant,
und jeder Winkelpunct der Pol der gegenüberliegendenSeite,

B 189, Hat ein �phäri�ches
Dreie> nur 2 re<hteWinkel, wie

BCF bei C und F, �o �tehen die

Ebenen der beiden Krei�e, welche

ct A als Seiten den dritteu Winkel

FD
|

ein�chließen, auf der Ebene des

Krei�es, welchcrdurch die Scheis
telpuncte der beiden reten Win=

Fel geht, �enkreht, dur<�<neiden

�i daher in der Axe de��elben, und die den beiden rechten
Winkeln gegenüberliegendenSeiten BF und BC �ind Quas

dranten. Der dritte Winkel B wird mithin von der ihm
Graßmann Trigonometrie. F
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gegenüberliegendenSeite CF geme��en, beide kdnnen jede :bes

liebige Größe unter 180° haben. Man kann �i daher des

Quadranten, wie eines Stangenzirkels bedienen, um aus be-

liebigenPuncten der Kugeloberflächegrößte Krei�e zu be�chreiben.
190, Die�e beiden Arten von Dreie>en �ind nun gar

niht ein Gegen�tand der Trigonometrie, da an ihnen nichts
zu be�timmen und zu berechnenübrig bleibt. Dasjenige reht-

winkligeDreie>,welches hier allein in Betracht kommt,ift al�o
immer ein �olhes, was nur einen ‘re<ten Winkel hat, und

wird immer ver�tanden, wenn von einem rechtwinkligenDreiecke

in der �phäri�chen Trigonometrie die Rede i�t, Man nennt,

wie bei ebenen Dreie>ken, die dem rechten Winkel gegenüber=-

liegende Seite die Hypotenu�e, die ihn ein�chliéßendenSeiten

die. Katheten,
Das Polardreie>.

191, Da die Pole ($. 188) eines grôßten Krei�es von

jedem Puncte de��elben um 90° oder einen Quadranten ents

fernt �tehen, �o kann man mit dem Quadranten einer�eits

von dem gegebenen Pole aus den dazu gehörigengrößten
Kreis be�chreiben, anderer�eits für jeden Bogen eines größten

Krei�es die dazu gehörigen Pole finden, wenn man von 2

niht entgegenge�eßten Puncten de��elben mit dem Quadran-

ten Durch�chnittemacht.
192, Wenn nun ein �phä-

ri�hes Dreie> BCD gegeben

i�t, �o �uche man von jeder

Seite, z. B. von CD aus, den-

jenigen Pol B, welcher mit

dem Dreie>e auf der�elben von

CD aus gcre<hnetenHalbkugel

licgt, Die �o gefundenenPole
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B, C, D, verbinde man durchBogen größter Krei�e, �o heißt
das �o ent�tandene Dreie BCD das Polardreie> von BCD,

Da BC und DC nun Quadranten �ind, �o i� ‘auh C der

Pol von BD, B der Pol von CD, D der Pol vón BC, und

die beiden Dreie>ke haben das Verhältniß, daß das eine des

andern Polardreie> i�t, — Man erhält das Polardreie> eines

gegebenenDreie>s auf der Kugel am bequem�ten, wenn man

aus jedem Winkelpuncte des Hauptdreies mit dem Qua-

dranten Kreisöbogenbe�chreibt.

193, Von 2 Polardreie>en hat jeder Winkel des einen

das Supplement (Ergänzung zu 180°) der gegenüber�tehens
den Sete des andern, deren Pol �ein Scheitelpunct i�t , zu

�einem Maaße, und eben �o wird jede Seite des einen durch
den gegenüber�tehendenWinkel des andern zu 180° ergänzt.

Bew. Man verlängere, wenn es nôthig i�t, BC und

BD bis �ie CD in F und [Htreffen. Da nun B der Pol
von CFHD i�t, �o wird der Winkel B vom Bogen FU ge-

me��en (ÿ. 176). Ferner i�t Cl eben �o wie DF ein Qua-

drant, weil C der Pol von BD und D der Pol von BC i�t.
Man hat al�o, wenn man die Seiten der Dreiee BCD und

BCD mit den gleihnamigen Buch�taben de��elben Alphabets
wie die Winkel bezeichnet:

H--DF = 180° = 6D+FH = 4B
mithin

B = 180° —bz; bd = 180° —B.

Eben �o i�t
C= 180° —c; c= 180° — C,
D = 180° —dz; d = 1809 —D,

F 2



194, Lehr�as. Wenn

man �i< dur die 3 Winkels

puncte eines �phäri�chen Drei-

e>s BCD berührendeEbenen

an die Kugel gelegt denkt,

�o ent�teht dur< den Durch-

fhnitt der�elben im Puncte M

eine Eke, welhe von dem

Polardreie> des Dreie>s BCD

geme��en wird.

Beweis. Es �ei M
der Mittelpunct der Kugel; MB, MC, MD Halbme��er nach
den Winkelpuncten des Dreie>s BCD; BM, CM, DM die

in den Puncten B, C, D die Kugel berührenden, al�o ‘auf
den Halbme��ern nah die�en Puncten �enkrehten Ebenen,

welche �i< untereinander in den Linien MD, MC, MB

durch�chneiden,und bei M eine äußerlicheEke bilden. Die�e

i�t es, von welcher zu erwei�en i�t, daß �ie von dem Polar-

dreie von BCD geme��en werde, d. h., daß die Neigungs-
roinkél ihrer Ebenen die Seiten des �phäri�chen Dreie>s BCD,

ihre ebenen Winkel dagegen die �phäri�chenWinkelvon BCD zu

180° ergänzen. Man �telle �ith die Ebenen der größten Krei�e
bis zum Durch�chnitt mit den Ebenen der äußerlichenEe

erweitert vor, und es �eien D, C, B die Puncte, in welchen
die Kanten getroffen werden. Es i�t Eb. MB auf MBC �enks

ret, weil fie auf MB fenkreht iz ferner i�t Eb. MC auf
MBC �enkrecht, weil �ie auf MC �enfre<t i�tz daher i�t MD,
der Durch�chnitt der Ebenen MB und MC, auf der ganzen

Eb, MBC, mithin auf jeder in der�elben gezogenen Linie �enk-

re<t, Die Winkel MDB, MDC �ind daher Nechte, und

BDC i� der Neigungswinkelder Ebenen MB und MC, d, h,
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der �phäri�che Winkel der äußern Ele, den wir kurz.mit D

bezeihnen wollen. Jm Viere> MPDC �ind nun. 2 Winkel

bei B und C Rechte; die übrigen mü��en �i< daher zu 2

Nechten ergänzen, d, h. PDC = 180° —BMC, oder da BMC

durch die Seiten BC = d geme��en wird:

D = 180° —d.

Auf gleicheWei�e läßt �ich zeigen,daß
C 22:180° —c

B = 1809 —b.

Die �phäri�hen Winkel der äußern E>e �ind al�o die Sup-

plemente für die Seiten der innern. — Im Viere> PCMD,
in welchem die Winkel bei C und D Rechte �ind; CBD aber

der �phäri�che Winkel B i�t, hat man, wennman den ebenen-

Winkel CMD = b �et, und die�elben Gründe wie die ents

�prechende Bezeichnung für die übrigen Flächen der äußerlis:
hen Ecke anwendet :

b = 180° —B-

c = 180° —C

d = 1809 — D;
Die�e Seiten und Winkel �ind aber die des Polaxdreie>s von-

BCD, mithin mißt die�es die áußerlihe Ede *),
195. Da Winkel, welche�ich zu 180° ergänzen,gleiche:

trigonometri�cheFunctionen haben, �o unter�cheiden �ih die

*) Auf die�es bisher, �o viel mir bekannt i�t, niht gehörig be-

ahtete, oder niht gehôrig hervorgehobene Verhältniß eines

Dreie>s zu �einem Polardreie> gründet �< eine eigenthümliche
Entwickelung und Behandlung der Kry�tallge�talten, welhe ih
în einer be�ondern Schrift: Zur phy�i�hen Kry�tallonomie und-

geometri�hen Combinationslehre, Stettin 1829, ver�ucht habe,
Vergleiche Poggendorfs Annalen 30�te Bd. S. 1 �q. Hier er:

hâlt denn auh das was oben 179 und 182 úber die po�itiven
und negativen Een ge�agt i�t, �eine rehte Bedeutung und An-

wendung.
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Formeln, welle. �i< auf die

äußerlicheEke beziehen,wenn

man Seiten und Winkel ge-

gen�eitig vertau�cht, nur durch
die Vorzeichen.

196. Wenn in einem

Parallelepipedum die paralle=
len Flächen gleihweit von

einander ab�tehen, �o läßt �ich
in dem�elben eine die �ämmts-

lichenSeitenflächenberührende

Kugel con�truiren, und die 8 �phäri�chen Dreie>e zwi�chen
den Berührungspuncten �ind die Porlardreie>e der 8 äußer-

lichen Een unter denen �ie liegen, und hieraus i�t unmittelz

bar flar, daß jedes mögliche �phäri�che Dreie>, welches den

allgemeinenBedingungen ($. 183) ent�pricht, ein Polardreie>

haben mü��e, da durch jede 3 niht in Einer Ebene liegende
Linien ein Parallelepipedum be�timmt i� , de��en Seitenflächen
auf die�en Linien �enkrecht �ind.

197, Man nenne die Linien dur< die Berührungs-

puncte die Träger der Flächen,auf welchen �ie �enkre<ht �ind.

Stellt man �ih nun vor, daß die Flächendes Parallelepipe-
dums auf ihren Trägern beliebig vor und zurückge�choben
werden, �o hat dies auf die E>e als �olche keinen Einfluß.
Es i�t al�o die Bedingung des vorigenSabes, daß die paral=
lelen Flächen des Parallelpipedum gleih weit von einander

ab�tehen, gar nicht erforderlih, und es �ind immer die 8

innerlichen dur<h die Träger be�timmten �phäri�chen Dreie>e

die Polardreie>eder äußerlichenEcken. des Parallelepipedum.
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Vollkommene Be�timmung der �phäri�chen Dreie>e.

198. Durch 2 Seiten und den einge�chlo��enen Winkel

i�t ein �phäri�hes Dreie> vollkommen be�timmt. Sind nâm-

lich die beiden: Seiten unter dem gegebenenWinkel an ein-

ander gelegt, �o bleibt durhaus nihts mehr willkührlich.
Die 3te Seite i�t durch die beiden freien Endpuncte ihrer

Grdße und ‘Lage nah vollkommen be�timmt. — Auf wel-

dciem Theile der Kugelfläche die Con�truction gemacht wird,

und ob. die 2e Seite an den einen oder an den andern End-

punct der er�ten angelegt wird, kann keinen Unter�chiedmachen,
da �ich die Kugelflächeall�eitig gleih und ähnlich i�t.

199. Durch eíne Seite und- die beiden anliegenden
Winkel i�t ein �phäri�hes Dreie> volllommen be�timmt, da

hierdurch die Lage der beiden übrigen Seiten, mithin ihr
Durch�chnittspunct auf der Seite der Winkel gegeben i�t.

200. Ein �phäri�hes Dreie> i� auh dur �eine 3

Seiten vollkommen be�timmt, da 2 ebene Winkel über einen

dritten nur auf Eine Wei�e zu einem körperlihen Winkel oder

einer Eke zu�ammengelegt werden können. Auch i� klar, daß

�i< 2 kleine Kugelkrei�e, dur<h deren Mittelpunct man einen

größten Kugelkreis gelegt hat, auf jeder Seite de��elben. nur

Einmal �chneiden können.

21, Ein �phäri�hes Dreie> i�t endli<h auh durch

�eine 3 Winkel be�timmt, denn dur< die 3 Winkel �ind die

3 Seiten des Polardreie>s, al�o (nah 200) auch die 3 Wins

kel des lebtern, daher die Seiten des Hauptdreie>s gegeben.
202, Dagegen i�t ein �phäri�ches Dreie> dur<h2 Seiz

ten und den der Einen gegenüberliegendenWinkel niht immer

vollkommen be�timmt, �ondern es �ind aus den gegebenen
Stücken oft 2 Dreie>e möglich.
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203, Eben �o bleibt das Dreie> oft zweideutig, wenn

2 Winkel und die dem Einen gegenüberliegendeSeite ges

geben i�t.

204, Die�e Säte la��en �i< mit gleicherEvidenz, wie

die ent�prechendender Planimetrie erwei�en ; es kann aber der

Beweis die�er von der �phäri�chen Trigonometrieeben �o wenig
gefordert werden, als man den jener von der ebenen Trigono=
metrie fordert, Gleich be�timmte Dreie>e �ind entweder con=

gruent oder �ymmetri�<h, Im er�ten Falle de>t das eine

Dreie> das andere �elb�t, im andern �ein Gegendreie>.

VergleichendeBe�timmungen.
B 205. Wenn ein �phäri�ches Dreie> 2

gleicheSeiten hat, �o hat es auch 2 gleiche,
die�en gegenüberliegendeWinkel ; denn wenn

man im Dr, BCD einen größten Kreis=

bogen BA �o legt, daß er den von den

C A.
D

beiden gleichenSeiten BC und BD gebil=
deten Winkel halbirt, �o �ind die beiden Dreiele ABC, ABD

gleichbe�timmt ($. 198), mithin auh C und D gleich.
206. Da auh Winkel BAC =BAD, �o i�t BA auf

CD �enkre<t, und da AC=AD, �o �teht der Bogen, welcher
den Winkel an der Spitze des gleich�chenkligenDreie>s hals

birt, auf der Grund�eite �enkreht und halbirt �ie. — Auch

ergiebt �i< leiht, daß der Perpendikelbogen BA aus der

Spize des gleih�chenkligen Dreie>s die Ba�is und den Win-

fel an der Spibe halbirt; daß der Bogen aus der Spike

nach der Mitte der Ba�is darauf �enkrecht i�t; und daß der

aus der Mitte der Ba�is errichtePerpendikelbogendurch die

Spibe geht und den Winkel halbirt, da dur jede die�er

Voraus�ebzungen der nämlicheBogen BA be�timmt i�t.
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207. Das re<twinkligeDreie> ABC enthält alle Stäke

des gleich�chenkligenentweder ganz, oder ihre Hälften. Die

Aufló�ung des rechtroinkligenDreie>s i�t daher zugleicheine

Aufló�ung des gleich�chenkligen.
208, DaësjenigeNeben=

B dreie> eines gleich�chenkligen,
welches mit ihm einen der

, gleihen Schenkel (BD)gemein
C

hat, hat 2 Supplementar�eiten,
D und 2 Supplementarwinkel,

Im �phäri�hen Zweie> CBC/D i� nämli<h DB 4 BC/ =
CB+4+BC/=180° und Wintel BDC‘4-BC/D=BDC4-BCD
= BDC‘+4-BDC=180°. Nennt man ein �oles Dreie>

ein Supplementardreie>, �o kann man den Saß �o aus-

drücken: Das Nebendreie> eines gleich�chenkligen,welches
mit ihm einen der gleichenSchenkelgemein hat, i�t ein Sup-

plementardreie>. Auch umgekehrtdas Nebendreie> eines Sup-

plementardreie>s, welches mit ihm eine der Supplementar-

�eiten gemein hat, i�t ein gleih�chenkliges,— Supplemen-
tardreie>e werden eben �o wie gleih�chenkligeaufgelö�t. Auch

la��en �i< ent�prehende Sätze wie für das gleih�chenklige
Dreie> dafür auf�tellen *),

209. Wenn in einem �phäri�chen Dreie>e 2 Winkel

gleich �ind, �o �ind es auch die ihnen gegenüberliegendenSei-

ten, und das Dreie>k i�t gleih�chenklig. — Es �ei C=D,

Man con�truire das Polardreie> und bezeichneda��elbe. Jn

die�em werden nun 2 Seiten glei<h �ein mü��en, nämlich

C

*) Viele Mathematiker nennen das Polardreie® au< Supples
mentardreie>, Da die�es aber bereits einen bequemen. Namen

hat, �o �cheint es be��er den legtern Namen für das Nebendreie>
eines gleih�chenkligen zu vexwenden.



90

c=1809—C und d= 180°—D, daher auch die ihnen
gegenüberliegendenWinkel C=D, woraus denn rü>wärts

ce=d folgt, weil e=180°— C und d = 180° —D,
210, Wenn ein �phäri�ches Dreie> zwei ungleicheWinux-

fel hat, �o liegt dem größeren Winkel die größere, dem fklei-

nern die kleinere Seite gegenüber. Auch umgekehrt �teht der

größern Seite der größere, der kleinern die kleinere Seite

gegenüber, — Es �ei D>C. Man

nehme CDE = C, �o wird DE nothwen-

dig innerhalb des Dreie>s BCD fallen,
und die Seite BC irgendwo in E zwi�chen
B und C treffen mü��en, und man hat
DE = CE (209). Da nun, wie in der

Stereometrie gezeigt wird, 2 ebene Win-

fel, welchemit einem dritten einen körperlichenWinkel bilden,

zu�ammen grdßer �ein mü��en als der dritte,�o i�t BE+DE>BD,

mithin auh BE+EC7>BD, d.h. BC>BD. — Der

zweite Theil des Saßes folgt daraus , daß die beiden den

ungleichenSeiten gegenüberliegendenWinkel weder glei �ein

fônnen (209), noch der größern Seite der kleinere Winkel

gegenüber�tehenkann.

211. In jedem rechtwinkligen�phäri�chen Dreie>e i�t

ein �chieferWinkel

und die ihm gegen-

überliegende Ka-

thete immer gleich=

artig, d. h. es �ind

nothwendig beide

entweder �tumpf,
oder beide �piß. —

Es �ci in dem beî
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A rechtwinkligenDreie>e AVC die Kathete AB<<90°, Man

verlängere �ie, bis AL = 90° und zieheCE, welhes auf AC

�enkrechtund ein Quadrant �ein muß, weil E der Pol von

AC i�t, Man hat al�o ECA= 90°, mithin BCA<<909,
weil CB innerhalb des Winkels ACE fallen muß. J� das

gegen AF> 90°, �o i�t ACF>ACE, d. h. FCA7>90°,

212. In einem re<twinkligen�phäri�chen Dreie>e i�t

die Hypotenu�e �piß oder �tumpf, je nachdem die übrigen

Begrenzungselemente gleichartig oder ungleichartig �ind, —

Es �ei auh AC(=AEC) <<90°, �o i� auc ABC �pi6 (211),
mithin EBC �tumpf, daher BC<CE (210) die Hypotenu�e
von ABC al�o pis. Eben �o im Dreie> A‘BC, wo beide
Katheten �tumpf �ind. Nimmt man dagegen AF �tumpf,
während AC �pi6 bleibt, �o i�t im Dreie>ke CFE der Winkel

CFE �pi6 (211) während FEC, als Nebenwinkel von AE6

�tumpf i�t, daher CF>CE (210) d.h, CF>90° und

�tumpf. — Hier i�t nur von den Katheten die Rede ge=

we�en z da die ihnen gegenüberliegendenWinkel ihnen aber

gleichartig�ind, �o gilt der Sab in völliger Allgemeinheit,

213. Zieht man die Bogen, welchedie Seiten eines reht-

winkligen �phäri�chen Dreiecks bilden, zu größtenKreifenvoll aus,

�o �ind die 8 zu�ammengehörigenDreie>e, welche man �o erhält,

�ámmtlih re<htwinklig, und es finden �i<h darunter �tets 2

Gegendreie>e, in denen die Katheten mik den ihnen gegen=

úberliegendenWinkeln beide �pib, 2, in denen beide �tumpf,

al�o 2 Paar, in denen die Katheten gleichartig, und überdies

2 Paar, in denen die Katheten ungleichartig �ind. Da die�e

Dreiecke �o von einander abhängen, daß man durchAufld�ung
des einen auch die übrigen hat, �o kann man �i< vorläufig

auf das �pißwinkligeDreie> be�chránken.
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Auflö�ung rechtwinkligerDreie>e.

214. Bisher haben wir uns mit allgemeinen und gceo-

metri�chen Be�timmungen be�chäftigt. Jebt- er�t kommen wir

zu un�erm eigentlichenGegen�tande, und betraten zunäch�t
das rechtwinklige�phäri�che Dreie. Um hier Seiten und

Winkel bere<nen zu können, mü��en außer dem re<htenWin-

kel no< 2 Stüke gegeben �ein. Bei ebenen Dreie>en mußte
unter den gegebenen Stü>en immer eine Seite �ein z die bei=

den �chiefen Winkel ergänzen einander zu 90° und galten da-

her nur für ein Datum. Beides i� hier niht der Fall, �on-
dern man kann ohne Unter�chied jede drei Stú>ke in Frage
�tellen ($. 96). Da nun außer dem rehten Winkel no< 5
Begrenzungselementevorhanden �ind (3 Seiten und 2 Wins

Tel), �o erhált man E40 ver�chiedeneFälle. Die�e

reduciren �ich aber auf 6 eigentli ver�chiedene.

215. Bezeichnenwir das

bei A rechtwinkligeDreie> mit

ABC und die den gleihnamigen
Winkeln gegenüberliegendenSeiz

ten mit a, b, o, �o la��en �i
die�e Fálle folgendermaßen an-

ordnen. — Es konnen in Frage

ge�tellt �ein :
Er�ter Fall: die 3 Seiten. Hier giebt es keine unter-

geordneten Fälle; es mü��en �tets �ein:

1, a, b, c.

Zweiter Fall: 2 Seiten und 1 Winkel. Hier können

die in Frage ge�tellten Stücke entweder

die Hypotenu�e, Kathete und der einge�chlo��eneWinkel

B
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2, a, b, C oder a, ec, B

oder die Hypotenu�e, Kathete und der ihr gegenübers
liegendeWinkel

3, a, c, C oder a, b, B

oder beide Katheten und ein Winkel

4, hb,c, C oder b, c, B �ein.
Dritter Fall: eine Seite und 2 Winkel. Hier kann die

mit in Frage ge�tellte Seite �ein entweder:

eine Kathete

5, b, B, C oder ec, B, C
oder die Hypotenu�e

6, a, B, C.

Von die�en 6 Fällen begreifen die 4 mittleren jeder 2

untergeordnete durchaus niht we�entli<h ver�chiedene Fälle

unter �ich,

216, Es �eien die drei Winkelpuncte des bei A rechts
winkligen �phäri�chen Dreie>s mit dem Mittelpuncte der Ku-

gel M verbunden, Man fälle von B ein Perpendikel BF auf

MC; von F errihte man FE au< auf MC �enkre<t, �o i�t
BFE der Neigungsöwinkelder Ebenen BMC, und AMC, mit-

hin den �phäri�chen Winkel bei C gleich, Legt man durch
B, F und E eine Ebene, �o i�t die�elbe auf der Linie MC,

mithin auf der Ebene AMC �enkre<ht, und da au<hAMB wee

gen des reten Winkels bei A darauf �enkreht i�t, �o muß
es auh ihr Dur�chnitt BE �ein. Die Dreiee BEF und

BME �ind daher bei E rehtwinklig.
Die Linien BF, FE, BE fallen �tets în dasjenige re<htwinklige

Dreieck, de��en übrige Begrenzungselemente {pis �ind (213). Die�es
wird al�o eigentlih immer aufgelô|, und daraus die übrigen nah

180 abgeleitet, Es läßt �ih aber, am einfach�ten dur< eine voll�tän-

dige Jndirtion, leiht nahwei�en, daß die Formeln �elb�t die Be�haf-
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fenheit des ge�uhten Stückes richtig ans

geben, wenn es dur die Data wirks

lih be�timmt i�t, und wenn man die�en
die rihtigen Vorzeichen giebt.

Aufg. 1. Die Be�tandtheile des

�phäri�chen Dreie>s ABC durch die ebe-

nen und Neigungswinkel der E>e bei

DI einzeln anzugebenz z.B. a i�t das

Maaß des ebenen Winkels BMC etc.

Aufg. 2. Die Seiten der Dreie>e BEF und MFE als Funcs-

tionen der Seiten und Winkel des �phäri�hen Dreie>s, imgleihen
den Winkel BFE =C und AMC=%b dur die�e Functionen auszus

drú>en, wenn der Halbme��er der Kugel =1 ge�egt wirdz z.B,

ME=cousc, MF=cosa, FE=ME sinb=cosc.sinb=

cosa.tangbs tang AMC =

NF
= tangb etc,

Vergleiche $. 31.

217, Es �eien nun zuer�t die 3 Seiten a, b, ec in Frage

ge�tellt. — Jn dem bei F rechtwinkligenDreiee MEF i�t

cos AMC =
—— =

— = cos b
-

SC

oder

1, cosa = cosb.cos

Die Gleichunglehrt eine beliebigeSeite aus den beiden übri

gen finden. Die ge�uchte Seite wird �piß oder �tumpf ges

funden, je nachdem die beiden andern gleichartigoder ungleich-

artig �ind, in Ueberein�timmungmit 212,

218. Es �eien ferner die Hypotenu�e, die eine Kathete

und der einge�chlo��ene Winkel in Frage ge�tellt; a, b, C.

In dem bei L rechtwinkligenDreie>e BFE i� :
FE
BF '*

mithin cos BFE =

cos BFE= Es i�t aber FE=MEF. tavgb= cosa. tang b
cos a. taug h

= cotga.langb, d, h.

2, cos C = cotga.tangh,
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Eben fo erhá�t man

cos B = cotga. tang
Es gilt für die�e Formel die nämliche Bemerkung wie für

die vorige, da B und b gleichartig�ind (211)

219.. Es �ei die Hypotenu�e, eine Kathete, und der ihr

gegenüberliegendeWinkel in Frage ge�tellt a, ce, C. Im

Dreie> BFE hat man �ogleich
.

- BE . 4

_

Sine
Sio BFE — BE?

d, h. sioC —

Siva
oder

3, siuc = sina. sin C

und eben �o
sîn0b == siíoa. sio B,

Wird hier ein Winkel oder eine Kathete ge�ucht, �o ent�cheidet

�ich deren Be�chaffenheit (ob �pit oder �tumpf) dadurch, daß

�ie mit dem gegenüberliegendenStü>ke gleichartig i�t, Das

gegen bleibt die Hypotenu�e zweideutig.

220. Es �ind beide Katheten und ein Winkel in Frage
ge�tellt b, ec, C. Jm Dreie> BFE i�t :

tang DFE = E aber FE=ME, sinb = cosc, siob,

mithin i�t
Sn C tang c

tang BFE ==

Tose. gin? d. h. tang C —

Sind
oder

4, sinb = tange.cotgCG
und eben �o

sînc = langb. cotgB.
Hier kann nur für diejenige Kathete, welhe dem mit in

Frage ge�tellten Winkel niht gegenüberliegt,wenn �ie ge�ucht
wird, eine Zweideutigkeiteintreten. Vou den beiden andern

ergiebt auh die Formel in Ueberein�timmungmit 211, daß
�ie mit dem gegenüberliegeadengleichartig�ind, da siab �tets
po�itiv i�t (25),
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221, Es �ind beide Winkel

und eine Kathete in Frage ge-

�tellt, b, B, C. Da man zwar

jeden einzelnen, aber nicht beide

�phäri�che Winkel zugleichin einem

ebenen rehtwinkligenDreie>e ha-
ben kann, �o mú��en wir hier
auf die frühern Formeln zurü>-

gehem Aus 3 i�t:
sinb == si0a.sinB

sî0 € = siína.sinC. Dividirt man, fo wird

sìíob
__

si0B

sìínc 8i0C

Hier i�t die Function einer der Katheten, siob oder siac zu

eliminiren, indem man �ie dur die übrigen in der Formel

hon vorhandenen Stücke ausdrü>t. Sub�tituirt man den

Werth von sia e aus 4, �o wird

sin b __sinB
tangb.cotgsB sinC

woraus nach $.37

bb =

cosB
cos) =

aC

oder ;

5, cos B == cosb. sio €

und eben �o
cos C == cos c, sìoB.

Eine Zweideutigkeitkann hier wieder nur dann �tatt finden,

wenn ¡das unter der Functionalform des Sinus �tehende
Stü> ge�ucht wird.

922. Endlich können noh die beiden Winkel und. die

Hypotenu�e in Frage ge�tellt werden, a, B, C. Aus 2

hät’ man:
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tangb = tanga .cosC und aus 4

tangb = siínc.tangB, daher

sinc.taug B = tanga.cosG.

Hier i�t sînc zu eliminiren, indem man es aus 83,durch a

und C ausdrüdt:

sina. 6inC.tangB = tanga. cosC.
Man erhált hierdur<h,wenn man nach $. 37, reducirt,

6, cosa = cotgB,cotgC.
Die Be�chaffenheit des ge�uchten Stú>ks ergiebt �< hier,
wie es nah 212 auch �ein muß, allemal ohne alle Zweis'*

deutigkeit.
223. Vergleichtman die Fälle, bei denen eine Pwei-

deutigkeit �tatt findet, �o �ieht man leiht, daß �ie nur dann

eintreten kann, wenn die gegebenen Stucke gegenüberliegende
�ind. In die�em Falle enthält nämlich dasjenigeNebendreie>,

welches mit dem andern die gegebeneLinie gemeinhat (nach
179 und 180), auchden gegebenenWinkel, Die Data ent-

�cheiden al�o zwi�chen die�en beiden Dreie>en nicht
224, Wir wollen die gefundenenFormeln zur Auflö�ung

der rechtwinkligenDreie>e hier nun zu�ammen�tellen.

Vergleicht man die�e Formeln
1, cosa = cds þ.cosc ;

unter einander, �o �ieht man
2, cos C= cotga.tang hb :

bald, daß das auf der linken
cos B=cotga. tang e

, re L une

3 sinc = sina.sinC
Seite des Gleichheitszeichens

,

ciob = gina. cinB
allein �techendeStck �tets dur

, das Sinusvoerhältniß,und zwar
4, sinc = tanghb,cotgB , :

. bei den mei�ten dur< den Cos
s10b = taogc, cotgC

ae : :

; �inus eingeführt i�. Nur die
9, Cos C= cos, sinB

;

;
beiden Katheten b und c kom=-

cosB = cosb.sinC
men unter der Functidnalform

6, cosa = cotgB.cotg C
€ GUncit 0

Ç

des Sinus vor. Set mna“
Graßmann Trigonometrie, G
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�tatt der Katheten ihre Ergänzung zu 902, �o wird die linke

Seite der Gleichung ohne Ausnahme der Co�inus �ein.

225, Die rete Seite der Gleichungi�t �tets ein Pro-
duct zweier Winkelfunctionen, welche în der l�ten, Zten und

5ten dur< das Sinusverhältniß, in der 2ten, Aten und ßîten

dur<h das Tangentenverhältniß eingeführt �ind. Vergleichen
wir die in den drei leßtern in Frage ge�tellten Stü>ke am

Dreie> �elb, �o finden wir, daß �ie in ununterbrochener

Folge an einander licgen, und daß das links �tehende Stück

allemal das mittlere i�t, wobei jedo< der re<te Winkel A

gar nicht als ein trennendes Stuck gerechnetwerden darf.

Noch bequemer Über�icht man die�es, wenn man die Buch-

�taben ohne das Dreie>, jedoch in dere

�elben Folge, in einen Kranz zu�ammen-

�chreibt. — Jn der �ten, Z3ten und

5ten Gleichung liegen dagegen nur 2

der în Frage ge�tellten Stú>e bei�am-

men, das dritte, wel<hes man auh

hier das

;

mittlerenennen kdnnte, liegt dagegen von beiden ge-

trennt. Jn der 1�ten Gleichung z. B. liegen b und c bei-

�ammen, a liegt von beiden getrennt , ‘und i�t das mittlere

Stü>.

226, Eine fernere Vergleichunglehrt, daß die Factoren,

aus denen die rehte Seite der 1�ten, 3ten und 5ten Gleichung
be�teht, mei�tentheils dur< die Sinus eingeführt �ind, und

daß nur die Katheten b und e als Co�inus darin vorkommen.

Eben die�e Stücke aber waren es, für welche wir �hon oben

ihre Complemente zu 90° gebraucht haben. Ge�chieht das

auch hier, �o be�teht die rehte Seite der Gleichungohne Aus-

nahme aus dem Producte zweier Sinus.
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227, Wenn endlih in der 2ten, Aten und 6ten Formel
eben �o �tatt jeder Kathete ihr Complement, �tatt ihrer Funcs-

tion al�o die ihr coordinirte eingeführt wird, �o be�teht die

re<hte Seite wieder ohne Ausnahme aus dem Producte zweier
Cotangenten.

228, Hieraus ergiebt �ich al�o folgende allgemeineRegel
zur Auflö�ung der rehtwinkligen�phäri�chen Dreie>ke.

Man �eße für die Katheten ihre Complemente zu 909,

�o i�t der Co�inus des mittlern Stü>s glei
dem Producte aus den Sinus der abge�on-
derten, und den Cotangenten der anliegens
den Stü >e.

Die�e Regel, welhe man die -Neper�che nennt , umfaßt alle

bei der Aufld�ung der re<htwinkligenDreie>e vorkommenden

Formeln.

Das OQuadrantendreie>.

229, Das Polardreie> eines re<htwinkligen�phäri�chen
Dreie>s muß eine Seite enthalten, welhe den rechten Win

fel zu 180° ergänzt, d, h. einen Quadranten (193), Ein

folhes Dreie> wird ein Quadrantendreie> genannt, — Um-

gekehrt i�t al�o au<h das Polardreie> eines Quadrantens

dreie>s ein re<twinkliges (192),

230, Hiernach bedarf es zur Auflö�ung der Quadran-

tendreie>e gar keiner neuen Formeln, indem man �i �tets der

Formeln für das rechtwinkligeDreie> bedient, und die�e auf

dasjenige rehtwinklige Dreie> anwendet, welches das Polar-
dreie> des gegebenen i�t, Das gefundeneStú>x hat man dann

G 2
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noh von 1809 abzuzie-

hen. — Es �ci z.B.
ABC ein Quadranten-

dreie>, BC =a derQua-

drant, und ABC �ein Po-

lardreie>, �o i�t A =90°,

weil a + A = 180°,

Ge�eßt ecs wáren nun

A, B, C in Frage ge-

�tellt, und es �olite zwi-

�chen die�en Stufen eine Gleichung gefundenwerden, �o hat

man în �einem Polardrele> a = 180° —Az; b = 180° —BV;
c= 4180°—C, und da (nah 228) cosa = cosb.rosc, �0

wird cos (180 —A) = cos(180—B) . cos (180—C) ‘oder

— cos A==cos B,cosE. — Nebenwinkel haben gleichetrig.

Functionen, und unter�cheiden �h, ‘mit Ausnahme des Sinus

und der Co�ecante, nur durch das entgegenge�eßte Zeichen.
Die�es bleibt aber für die rehte Seite der Gleichungohne

‘Einflußz.— Es ver�teht �i<, daß man ‘beim Gebrauchedas

ge�uchte Stü>k ohne alles Vorzeicheneinführt, indem �eine

Be�chaffenheitdur die Gleichung �elb�t er�t ‘ermittelt werden

fon. Wenn in der obigen Gleichung al�o A zu �uchen wäre,

�o heißt �ie cos A= —€osBcos C. Die Nichtbeachtung

die�er Regel führt zu allerlei Verwirrung.

231. Es blelbt zwar am einfach�ten �< zur Auflô�ung
des Quadrantendreie>s des Polardreie>s zu bedienen, indeß

hat es auh keine Schwierigkeit, die Gleihungen fär da��elbe
unmittelbar aufzu�tellen, �ie gewi��ermaßen aus denen für das

rechtwinkligeDreieX nur abzule�en, und die Neper�che Regel
für das Quadrantendreie> umzuge�talten.
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Neper�che Regel.
i, cosA = —€osB.cos C?

Se6t man �tatt der
2, cosc = —cotgA.taog B , .

Functionen für die dem Quas
cos b = —cotgA.tang C , :

; : : ;
dranten anliegendenWinkel

3, snC = sioA.sinC _, , ,

: . . die ihnen coordinirten, �o i�t:
sÎnB= sioA.siuB |,

,

:
der Co�inus des mittlern

4, nC = taugB .cotgb e

cia B — lane C. coloc
Studs gleih dem Pro-

“0G D
duct aus den Sinus der

5, cosc = cosC.siíiob
'

; abge�onderten, und aus
cosb = cosB.sinc

'

6 A coteb. colere
den Cotangenten der an-

: C08 = — cole b. cole C. , «

*

? — 5
liegenden Stücke. Das.

Zeichen:des ge�uchtenStücks i�t negativo, wenn alle 3

woiederherge�telltenFunctionen im 2ten Quadranten ne-

gativ werden.

Es ver�teht �ich, daß hierder Quadrant- niht als ein trxen-

nendes Stü>k gerehnet wird..

232, Das gleich�chenkligeDreie> kann, eben �o wie

das Dreie> mit Supplementar�eiten, nah den Regelnfür

das rechtwinkligeDreie> aufgeld�t werden, und bedarf es

dazu keiner be�ondern Regeln , �ondern bloß einiger Aufmerk=
�amkeit, um die in Frage ge�tellten Stü>ke auf das rehtwink-
lige Dreie> zu übertragen, und das Gefundene wieder in das

gleich�chenkligeoder Supplementardreie> zurü>zuver�eßen. Sie

bieten daher einen angeme��enen Stof zu Uebungendar, und

es wird genügenhier einige Bei�piele zu geben.
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Bet�piel 1.

Im gleih�chenkligen
Dreie> BCD �ei eîe

ner der gleichen

Schenkel BC und

die Ba�is CD geges

benz man �ucht die

Übrigen Stücke. —

Man fâlle den Perpendikelbogen AB, �o kennt man îm rechtwinkligen
Dreie>e ABC, BC und AC=2CD, Sucht man nun den Winkel

C an der Ba�is, �o �ind im re<htwinkl. Dr. BC, C und AC, al�o

anliegende Stücke in Frage ge�tellt und man hat nah der Neper�chen

Regel cos C=cotlg BC.tangAC. Wird £4DBC ge�ucht, fo �ind im

re<twinkligen Dr. BC, AC und 4BC=1DBC în Frage ge�tellte

Dies find abge�onderte, und AC i�t das mittlere St. Man hat

daher: na< der Neper�hen Regel sin AC = sin BC. sin ABC oder

sin 2 CD
s10 BC

*sin2CD=sin BC, sin#DBC, woraus sin1.DBC =

Bei�p. 2, Im Supplementardreie> BCD �ei die niht �upple-
mentare Seite C‘D und der gegenüberliegendeWinkel gegeben ;zman

�ut die übrigen Stú>ke. — Man verlängere die Seiten C‘D und

CB bis zu ihrem Durth�hnitte in C, und fälle aus B den Perpens

difelbogen AB, �o kennt man im re<twinkligen Dreieke ABC zuer�t

AC=2CD=2 (180—C‘D)=90° — 2.C/D, ferner ABC=1DBC=

90° — 1.DBC‘, Man erhâlt, unter Andendung der Neper�hen Rez

gel, wenn man zuer�t BC �ucht, sîin AC=sin BC, sin ABC, woraus

ECD ;

oin BC= A, mithin sin BD = nDEC= sin BC‘. Auf

ähnlihe Wei�e findet man sin BCD = PC = sin BDC“. Das

Dreie> i�t niht zweideutig, wie es das rehtwinklige uud gleih�henk»

lige aus den ent�prehenden Stücken �ein würde. Man erfindet fi leiht

eine einfachere Bezeichnung, -wodur<h man die Stücke des gleih�henks-

ligen oder Supplementardreie>s auf das rehtwinklige Dreie> übers

trägt und �o în den Kranz �chreibt (225), Man fann dann die

Gleihungen aus dem re<htwinkligen Dreie>k unmittelbar herle�en,
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Einen ferneren Stoff zu Uebungen gewähren �hon die er�ten

Säge der A�tronomie und mathemati�hen Geopraphie, unter denen

auh Bei�piele mit be�timmten Zahlen nicht fehlen dürfen.

Aufló�ung �chiefwinkligerDreie>e mittel�t der

rechtwinkligen.
233, Wenn man. aus der

Spiße eines beliebigen Winkel=

puncts B eines. �phäri�chen Drei=

es BCD eínen Perpendikelbogen
BA auf die gegenüber�tehendeSeite

fállt, �o: erhâlt man 2 rehtwink-

lige Dreie>e, deren man �ich zur

Auflô�ung des gegebenen �chlefroinkligen Dreie>s bedienen

fann. — Ob der Perpendikelbogen innerhalb des Dreiecks

fällt, ob er al�o die gegenüberliegendeSeite �elb�t, oder nur

deren Verlängerung tri�t, hängt davon ab, ob die beiden

Winkel dcs Dreie>s, welche an der Ba�is CD liegen, gleich-

artig oder ungleichartig �ind (211).
Da �ich 2 größte Krei�e �tets in 2 Puncten �chneiden, �o giebt

es eigentlih immer 2 �upplementare Perpendikelbogen. Sind die

Winkel an der Ba�is gleichartig, �o kann man �tets den innerhalb

des Dreie>s fallenden ver�tehen,welcher kleiner oder größer als 900

i�t, je nahdem die Winkel an der Ba�is �pig oder �tumpf �ind. Sind

�te ungleichartig, �o nehmen wir �tets den auf die Seite des �tumpfen

Winkels fallenden, welcher kleiner als 90° i�t,

234, Um nun mittel�t der beiden re<htwinkligenDreie>e

zur Auflö�ung des �chiefwinkligen zu gelangen, drü>e man

den PerpendikelbogenAB, welcher beiden gemein i, aus je-

dem der�elben überein�timmigaus, �o jedoh, daß in die�em

Ausdru>e wenig�tens Eine Seite, oder Ein Winkel des Drei-

cds BCD i�t, und �eße die�e Aubdrüc einander gicich, Dies

C N
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lann, wie N< �ehr leichtergiebt, auf fünffacheWei�e ge�che-
hen, nâmli<:
1, dur< d und C und imandern Dreie> durhe und D

2, C AC D AD

3, d ABC - cs, ABD

4 » dd AC o » o 0 AD

9 C es ABC >» D ABD,

235. Man erhält dadurch

folgende 5 Gleichungen, die wir

nah den vor�tehenden Complexios-
nen durchgehenwollen, und die

man am be�ten als Proportionen
C

D’ A D qauéèdrûüdt.

Compl. à und C; sînAB=síud, sîinC =sinc,sinD, mithin
1, sinc:Sind = sioC: einD,

Compl, C und AC; sínAC = cotgC. taog AB, mithin

tang AB = sin AC, tangC == sin AD, tang D,

daher
2, si10 AC: sin AD = taogD:tangC.

Compf. dà und ABC; cos ABC = cotgd. tangAB

tang AB== cos ABC, taugd = cos ABD.tange
3, cos ABC: cos ABD == taog e: tang d.

Compl. d und AC; cosd = cos AC.cosAB

cosd
_

Cos€E

cos ÁCG cos AD

4, cos AC: cos AD = eos d: cos,

cos AB =

Compl. C und ABC; cosC = síin ABC. cos AB

cos C cos D
SinABGginABD

9, ein ABC: siíinABD = cos C: cosD,

cos ÁAB==
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236. Hierbei i�t die Lage der Theil�tú>e (CB, DA,

CBA, DBA), wie �ie bei dem innerhalb fallenden Perpendikel

er�cheint, als die po�itive angenommen. Die Winkel an der

Spitze, und die Ab�chnitte der Ba�is er�cheinen hierbei, er�tere

durch eine Drehung des größtenKrei�es um den nachB gehen-
den Kugeldurchme��er (175), lebtere dur<h eine Schwenkung
des Nadius bis zum Perpendikel gegen das Dreie> hin

erzeugt. — Fállt nun das Perpendikel außerhalb des Dreied>s,

�o i�t der Sinn der Schwenkung von BD gegen BA der ent-

gegenge�ebte — von dem Dreie> hinweg — und das Product

der�elben, der Winkel DBA und der Bogen DA mü��en daher,
in Beziehungauf den angenommenen po�itiven Sinn der

Schwenkung, als negativ betrachtetwerden (6. 64— 66). Zu-

gleichi�t der Winkel ADB der Nebenwinkel von D (= BDC)

und muß zum Ausdru> von AB im Dreie> ABD gebraucht
werden. Beachter man die�e Verhältni��e, und giebt den

Functionen der negativen Stücke, �o wie denen der Neben-

winkel die ent�prehenden Zeichen ($, 77.), �o überzeugt man

�ih durch eine voll�tändige Induction leiht von der allgemei-
nen Gültigkeit der aufge�tellten Proportionen.

Aufg. 1. Es �ind die obigen 5 Proportionen für die Fig. BDC

�o aufzu�tellen, daß jedes Glied �ein zugehöriges Zeihen erhält. Zus

gleih i�t anzugeben, in welhen Fällen die Lage eines ge�uchten Theil-

�tücks durc die 3 übrigen in der Proportion vorkommenden Stüdke

be�timmt i�t, und in welchen �ie unbe�timmt bleibt.

Aufg. 2, Es i� zu zeigen, wie man aus den Datis $. 198,

99, 202 und 3 die fehlenden Stúcke des Dreiecks mittel�t der 5 Prop.

herbei�haffen kann. Es i� z,B., wenn in 198 bC4g gegeben �ind,

AC, AB und ABC aus bem Dreie> ABC zu erhaltenz ferner i�t
AD=b— AC; aus AB und AD erhâlt man bann c, D und ABD,

woraus B = ABC+ ABDgefunden wird, — In den beiden legten
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Fällen ($. 202 und 3) i�t auf die beiden Figuren $, 235 Rü>�idt
¿u nehmen.

Ueber�icht der ver�chiedenen Fälle, welche bei der

directen Auflö�ung der �chiefwinkligen�phäri�chen
Dreie>e vorkommen können,

237. Von den in $. 235 entwi>elten Proportionen giebt
nur die er�te Verhältni��e zwi�chen den Seiten und Winkeln

des �chiefwinkligenDreie>s �elb�t an. In den übrigen kom-

men Theil�tú>ke vor, Um nun Gleichungen zwi�chen den

Seiten und Winkeln des �chiefwinkligen Dreie>s �elb�t zu

erhalten, mü��en jene Theil�tüke wegge�chafft werden, Dices

ge�chieht dadur<, daß man das eine dur< das andere mit-

tel�t des Ganzen (z.B. AD dur< AC mittel�t b, nämlich

AD = b— AC) ausdrúd>t. Jn der ent�tehenden Gleichung
i�t dann nur noch Ein Theil�tü> enthalten, welches nun mit-

rel�t der ungetheilten Seite und des ungetheilten Winkels aus

dem rechtwinkligenDreie>, in welchem es liegt, herbeige�cha}t
werden kann. Die gefundcne Gleichung i�t brauchbar, wenn

niht mehr als 4 Stücke des Dreie>s darin vorkommen.

238, Da in der Rechnung jedes fehlende Stü>k eines

Dreic>s einzeln ge�ucht werden muß, �o bleiben jcdesmal,
wenn das Dreile> durh 3 gegebene Stucke be�timmt i�t,
cben fo viele zu �uchen übrig. Geht man hiernach die Säbe
198— Ws durch, �o findet man, daß es für die Nechnung
12 ‘eigentlih ver�chiedeneFälle giebt. — Sind nämlich

gegeben

2 Seiten und der Zwi�chenwinkel, �o kann ge�ucht werden :
Â, ciner von den beiden übrigen Winkeln,

2, die dritte Seite;



107

eine Seite und die anliegenden Winkel:

3, eine der beiden übrigen Seiten,

4, der dritte Winkel;

die drei Seiten:

5, einer von den Winkeln;
die drei Winkel:

6, eine von den Seitenz

2Seiten und der Winkel, welcherder einen gegenüberliegt:
7, die dritte Seite,

8, der Winkel zwi�chen den gegebenenSeiten,

9, der Winkel, welcher der andern gegebenenSeite

gegenüberliegtz
cine Seite cin anliegender,und der gegenüberliegendeWinkel:

10, der dritte Winkel,

11, die Seite, welhe zwi�chen den gegebenen
Winkeln liegt,

'

12, die Seite, welhe dem andern geg. Winkel

gegenüberliegt,
239. In eincr Gleichung, welche die Auflö�ung eines

�phäri�chen Dreie>s zu ihrem Gegen�tande hat, mü��en eben

�o, wie bei ebenen Dreie>ken (ÿ. 96 s9q.) 4 in Frage ge�tellte

Stú>e �ein, und da jedes die�e: Stcú>keals das ge�uchte be-

trachtet werden kann, �o dient �ie zur Auflô�ung von 4 Auf-

gaben. Man über�icht hieraus �chon, daß 3 �olcher Gleichun-

gen zur Aufld�ung der obigen 12 Aufgaben genügen können.

240. Da auch hier von den 6 Stücen, die im Dreie>

vorkommen, zwei, als nicht in der Gleichungenthalten, fehlen,

�o fann man �i< die�er zur Auf�uhung der ver�chiedenen
Fáâlle wie in der- ebenen Trig. bedienen. Es können aber

fehlen:
entweder eine Seite und der ihr gegenüberliegendeWin-
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fel, — Die fehlenden Stü>e trennen in die�em Falle
die in der Gleichung enthaltenen in 2 gleicheGruppen.

oder eine Seite und ein anlicgender Winkel. Die in der

GleichungenthalkenenStucke bilden in die�em Falle nur

Eine Gruppe.

oder 2 Winkel,oder 2 Seiten. Jn beiden Fällen bilden

die in der Gleichung enthaltenen Stúcke zwei ungleiche

Gruppen zu 3 und 1.

B Anm, Zur leitern Ueber�icht �telle
man �i< die �ämmtlihen Stücke in der

dl C -

Folge, wie �ie im Dreie> liegen, in einen

Kranz zu�ammen, wie neben�tehend.

Aufg. Die obigen 4 Fälle für die in

C
der Gleichungenthaltenen Stü>ke wörtlich

auszudrúüc>en, und in Zeichen darzu�tellen.
Þ Bezeichnet man z. B, eine Seite mit 3s,

einen Winkel mit w, Und deutet ihre Lage durch die Stellung der

Buch�taben an, �o würden folgendes die 4 Fälle �ein :
S8WW, BWS8W, 8898W, WWWS.

Die. in Frage ge�tellten Stü>e bilden 2 gleiche

Gruppen.
241, In die�em Falle fehlen in der Gleichungeine

Seite und der ihr gegenüberliegendeWinkel; es �ind alfo in

Frage ge�tellt zwei Seiten und die ihnen gegenüber-

liegenden Winkel, Die ge�uchte Gleichung�indet �i< in

der Proportion ($.235 o. 1) �chon vor. Es war:

Sinc: Sind == sin C: sio D

d.h. die Sinus der Seiten eines �phäri�chen Dreis

e>s verhalten �i<h wie die Sinus der gegenüber-
liegenden Winkel.
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242, Man kann die Rèla-

lation zwi�chen den Seiten und

den ihnen gegenüberliegendenWin-

feln auh �o ausdrúden:

sinb _

sí0€
__

8í0d
|

(A) síinB  siíoC  sioD
C D’ A D

d,h. der Quotient des Sis

nus einer Seite durch den Sinus des ihr gegen=-

überliegenden Winkels i�t für ein und da��elbe
Dreie>> eine be�tändige Größe.

243, Von den 4 in der Gleichungvorkommenden Grdso

ßen kann eine jede dur<h die 3 übrigen mit gleicherLeichtig=-
Feit ausgedrü>t werden. Es �ind daher, da je 2 der�elben

gleicherelative Lage haben, 2 Aufgaben ($. 238 n, 9 und 12)

durchdie�elbe geld�, Die Formeln �ind:
sîn D. sîn e

. sin d, sìo C
ioc = —D $.238 n. 12,

Ob das Dreie> zweideutig �ei oder niht, uhd ob man im

le6tern Falle den zum Sinus gehörigen �piven oder �tum-
pfen Winkel zu nehmen hat, erkennt man am bequem�ten,
wenn man den Perpendikelbogen zwi�chen den niht in Frage

ge�tellten Stü>ken zieht, und nun alles nah $,211, 212

beurtheilt.

Aufg. Wenn man, wie vor�tehend, jedes Stück des Dreiec>s

dur< das ihm gegenüber�tehende, Und no< dur<h 2 andere gegens-

über�tehende Stücke ausdrü>t , �o erhält man für jede Seite, und

eben �o für jeden Winkel 2 Ausdrü>e, zu�ammen al�o 12 Gleichuns

gen, Es �ollen dfe�elben geordnet aufge�tellt werden. So i�
sînc. sin B

und sinb= siínd. sio B elc.sinb=—
C nD
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(Man �hrefbt �ie in der Drdnung, wie man �e in der Proportion

lie�’t.)

Die in Frage ge�tellten Stü>e bilden nur Eine

Gruppe.
244. Aufg. Es fehlen in der Gleichung eine Seïte,

und der ihr anliegende Winkel; es �ind al�o in Frage ge�tellt

zwei Seiten, der zwi�chenliegende, und ein gegen-

überliegender Winkel, Man �oll eine Gleichungzwi-

�chen die�en in ununterbrohenem Zu�ammenhange �tehenden
Stü>en. auf�tellen.

245, Vorbereitung. Nach der $. 237 gewie�enen

Methode �oll man die in Frage ge�tellten Stü>ke �o legen,

daß �ie dur<h den Perpendikelbogen nicht getheilt �ind, Die

fehlenden Stücke werden daher, �o weit es angeht, die ge-

theilten �ein mü��en. Aber der Perpendifkelbogentheilt jedes-

mal eine Seite, und den ihr gegenüberliegendenWinkel, und

da hier cine Seite, und der ihr anliegende Winkel fehlt, �o

muß nothwendig eins der getheilten Stü>ke mit aufgenommen

werden. — Zieht man den Perpendikelbogen von B auf b,

�o kann man entweder B mit einer anliegenden Seite, oder

b mit einem anliegendenWinkel in der Gleichung fehlen la�=

�en. — Mit den in Frage ge�tellten Stä>en verfährt man

dann nah 237. — Eine ähnliche Vorbereitung muß für

die folgenden Aufgaben �tatt finden.

B 246. Es �eien nun e, D,

b, C die in Frage ge�tellten Stú>e.

Von die�en i�t b dur den Per-

pendikelbogen BA getheilt, und

be�teht aus ACAD. Man wird

dadurch auf die Gleichung$. 235
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n, 2 geführt, und behalte dasjenige Theil�tú> AD bei, welches
mit der gegebenenSeite e in dem�elben rehtwinkligenDreie>

liegt, das andere Theil�tú> AC drú>e man dur<h b — AD

aus, Hat man dann die Gleichung �o weit reducirt, daß
AD nur unter Einer Functionalform vorkommt (wo möglich
unter der der Tangente), �o drúEe man AD nach der Neper-=

�chen Regel durch ec und D aus, und �ub�tituire den gefun-
denen Ausdru>k für die Function von AD, wodurh ec mit în

die Gleichunggezogen wird.

247. Aufl. Aus $. 235 n.2 i�t, wenn man 4C=

b— AD �eht :
sin (b —AD): sin AD == taogD: tangC

(sía b.cos AD—cosb.sìoAD): sin AD = tangD: tangC. (F. 12)
Dividirt man die beiden er�ten Glieder der Proportion mit

sin AD, um AD unter Eine Functionalform zu bringen, �o wird:

UA)
—— — :1 = taugD : tang

C.(rs C08 b)1 = taug D: tangC

Nun i�t im re<twinkligenDreie> ABD, wenn AD, D und c

in Frage ge�tellt �ind :
cos D == cotge, tang AD

mithin |

tang AD = cosD. tang e.

Sub�tituirt man die�en Werth in die obige Proportion, �o

wird:
sin D

n _—cosb):L= tangD:1(Dize cosD]:1 = tangD: tang C,

oder

(síob, cotge—cosh.cosD): cosD = tangD:tangC (F. 4)

Hieraus erhält man die ge�uchte Gleichung
siu D= sînb . coige, tangC — cosb.cosD, tangC (F. 7.)
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welhe man au<h unter die Form �tellen kan

sin D, cotgC {-cosb, cos D= sîio b, cotg e.

248, Aus die�er Gleichung kann man nun diejenigen
Stú>e, welche darin nur unter Einer Functionalform vors

kommen, leiht allein �chaffen, und dur< die übrigen aus-

drú>en. Dies �ind c und C, und man erhält:
sioD . coteC+-cos b. cos D

sin Þ (B/)

Sin b. cotg€ — cos 1, cos D-

uD (B).
Die Gleichung(B“) lehrt aus einer Seite und den bei-

den anliegendenWinkeln eine der beiden übrigen Selten zu

finden ($. 238 a. 3). Die Gleichung B aus 2 Seiten und

dem einge�chlo��enen Winkel einen der beiden andern Winkel

zu finden ($. 238 o. 1).
249. Richtet man den Blik auf die in der Runde ge-

�chriebenenElemente, �o bemerkt man leiht, daß von den in

Frage ge�tellten CbDe die hier gefundenen, C und ec, die

Grenz�tü>e �ind. Entwickelt man Gleichungen, um auch die

Mittel�tücke b und D durch die übrigen auszudrü>en, �o fal

len die�e �ehr zu�ammenge�eßt aus, indem dazu die Aufld»

�ung einer unreinen quadrati�chen Gleichungerforderlich i�t.
ö

Aufg. 1. Die �ámmtlio

hen dur< Vertau�hung der

Seiten und Winkel möglichen
Variationen der Formeln (B)

und (B‘) aufzu�tellen. Man

le�e, mit B anfangend, von jes

dem Winkel aus er�t links, dann

rehts in dem Kranze herum,

und �telle fur die erhaltene Coms

plexion die ent�prehende Glefs

hung für den Winkel auf. —Eben �o verfahre man mit den Seiten,

cotgc =

cotg C =
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Aufg. 2. Man betrahte cBdC als die în Frage ge�tellten

Stúe, la��e dem Perpendikel �eine Lage, und entwickele die obigen

Formeln, mittel�t der Theil�tú>ke des Winkels B, auf einem ¿hno
lihen Wege.

Die in Frage ge�tellten Stücke bilden 2 ungleiche
Gruppen,

250. Aufg. Es fehlen in der Gleichung2 gleichartige
Stücke, mithin �ind in Frage ge�telt 4 Stücke, von denen 3

bei�ammen liegen, und das Ate dur< nicht in Frage ge�tellte
Stücke getrennt i�t. Es können demnach die 3 Seiten und

ein Winkel, oder die 3 Winkel und eine Seite in Frage ge-

�tellt �ein. Es �ollen für die�e Fálle Gleichungenaufge�tellt
werden,

251. Aufl. Es �eien be dD

in Frage ge�tellt und b dur<h das

Perpendikel getheilt in AC und AD.

Man wird dadurch auf $. 235 n.4

hingewie�en. Seht man für AC �o-

c —— D
gleih þ — AD, �o i�t:
cos (b — AD) : cos AD == cosd : cos c,

woraus

cos AD, cos d == cosc(cosb.cosAD -sin b. sin AD),
oder

cos d == cosb.cosc+siob. cosc.taogAD,

Nun i� im rechtroinkligen Dreie> ABD, wo AD, D und e

in Frage ge�tellt �ind, nah der Neper�chen Regel
cos D= cotge.tangAD, mithin taug AD = cosD,tange

daher
cos d == cos. cos€ sinb.siuec.cosD (C)

252, Sind dagegen BCDd in Frage ge�tellt, �o wird

dur das PerpendikelBA der Winkel B in die beiden Studle

Graßmann Trigonometrie. H
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ABC und ABD getheilt, und man wird auf die Proportion

235 n, 5 hingewie�en, Man hat aus der�elben

cos D, sîn ABC ==-cos C .sîn (B — ABC)

= cosC, siínB.cos ABC —<0os C. cos B .sîu ABC

mithin
cos D = cosC.siín B.cotg ABC —cos C.cosB.

Im rechtwinkligenDrèie> ABC i�t nun nah Nep. Reg.

così = cotgC.cotgABC, daher cotg ABC = cosd.tangC,
daher (F. 7)

cos D = sín B.sìin C.cosà —cos B cos C (D).

253. Dies �ind die beiden in der Aufgabe geforderten

Gleichungen. Die er�te (C) i�t �ogleich für den Fall ent-

widelt, wenn man aus 2 Seiten und dem Zwi�chenwinkel
die 3te Seite (). 238 n. 2)z dieandere (D), wenn man aus 2

Winkelnund der Zwi�chen�eite den 3ten Winkel �ucht (238 n. 4).
- Blikt man auf die in die Runde ge�chriebenen Elemente , �o

�ieht man, daß das hier entwi>kelte Glied in der Complexion
das abge�onderte i�t,

254, Auch das Mittelglied
der größern Gruppe kann, da es

nur unter einer Functionalform

vorkommt, leichtherausge�tellt wer-

den. Man erhált dadur<h aus (C)

(C).
cos ld — cos bh. cos c

SÌ0 b „SiNC
C D A VUV csD =

Aus (D) i�t

cos d =
cosD cos B. cos C

sio B . sinC
Hierdurch �ind die Aufgaben, aus den 3 Seiten eines Dreiecks

einen Winkel, — und aus den 3 Winkeln eine Seite zu

finden geld�t ($. 238 o.5 und 6). — Die beiden Grenz-

(D),
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�tüde der größern Gruppe la��en �ih wieder niht ohne Bil

dung einer quadrati�chen Gleichungallein �chaffen.

Aufg. Die 4 hier für eine Seite oder einen Winkel

aufge�tellten, und mit (C) (D) (C‘) (D) bezeihnetenFormeln

auch fúr die úbrigeySeiten und Winkel geordnetaufzu�tellen.
255, Um în demFalle, wenn von 4 zu�ammenhängenden Stü>en

eins der beiden mittlern ($. 249) oder bei 2 ungleihen Gruppen ein

Grenz�tü> der größeren Gruppe ($. 254) ge�ucht wird, zum Ziele zu

gelangen, fönnte man �i< der dur< den Perpendikelbogen gebildeten

re<htwinkligen Dreie>ke bedienen. Es werde in der Complexion CbDe

zuer�t b, dann D durqh die drei übrigen ge�u<ht, Man erhält:
: sin AD „tang D

lang AD = cos D. lange und sinAC= — C (235 n. 2),
woraus

b=AC+AD (238 n. 11).

Im zweiten Falle müßte der Perpendikelbogen von D aus gefällt
werden. Um die Figur beibehalten zu können, ändere man die

Complexion in Cd Bec, und hat nun um B zu finden:

cotg ABC == cos d. tang C
und

ABC. tangd|
cos ABD = — e (235 n, 3),

woraus
B = ABC+ ABD (238 n. 8).

Wenn bei 2 ungleichen Gruppen das ge�uchte äußere Stü>k der grds

ßern Gruppe eine Seite i�t, �o hat man z.B. in der Complexion
bcd D, wo b Dec bei�ammen liegen, b dur< folgende Gleihungen

cos ÂD.cos d
(235 n. 4),lang AD = cos D.tangc und cos AC=

Cos C

woraus
b = AC+AD (238 n. 7).

J�t das ge�uchte äußere Stück ein Winkel, wie B in der Complexion
C, BD. fo i, �o i�

sin ABD.cos C
cotg ABD =cousc, tangD und sinABC=———Yÿ (235 n.5),

woraus

B=ABC4+ABD (238 n. 10).

H 2
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Aufg, Die obigen 4 Aufld�ungen ‘dadur<h ‘unter eine atidere

Form zu �tellea, daß man das zuer�t gefundene Theil�tü> mit e,

Und das ge�uhte Stück (x) des Dreie>s mit x —> bezeihnet, Die

er�te Auflö�ung würde nun fo lauten: Man �eße-tangp = eosD lange,
ing.

tang
D

�o i�t sin (b—p) = 27-105 D tc,
‘tang C

Umwandlung die�er Forméln ‘zur bequemern
logarithmi�chenBearbeitung.

256. Von den obigen für das- �chiefwinklige �phäri�the
Dreic> gefundenenFormelnhat ‘nurdie er�te (A) $, 242 eine

folhe Ge�talt, wie man �ie zur logarithmi�chen Bearbeitung

wüni�hen muß. Den Formeln (C) und (D’) ($. 254) läßt

�ih eine �olche geben, wenn man �ie von 1 �ubtrahirt, und

zu 1 addirt, Es i�t nämlich aus (C)
i

cos d— cos b.cosec sinb, sinT- cos Y Þ+cos'b..cos c

1-cos D=1- - -
= — - 7

gin b . S0 C 81D b , SÌW'C

.

Na _ CosbCos c-sinh. sinc— cosd
Aan D® =

810 b-, 8i0 C

__
cos (b—()—cosd

siu b. sinC

(1) iu2D? =
sin. E(b—cd) sin F(-—bc +4)

Sin b . SI0 C

F. 14 und 21

F. 34

. cos = eos bicosC0 SInNb.sInCe+Ccosd- cos b. cos 6
1+ecosD = 1+ - -

=
- -

‘Siu bb. SID C Sin Þ . 610 C

:
€0s d — (cos b. cos € — Sin b. Sin C

2 vos5D? =
( )

SIN Þb-,SIDC

__ cos d—cos(b—+c) F. 13, 22—— . 1 <
RS

SIn b. 6ÍD C

(2) cos2D2 =
sin X(b-fce+d)sin # (b+c—d) F. 34

sin b , SIN C

Aus die�en beiden Formeln erhält man durchDivi�ion:
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na
402 (b—c 4d). wins(— bc +4d)

Ma EES oLLE) int GT eH

tane 1D.= V(2E(li — c+ d). ein Z:(— et.oE
vin x (b-+e+d). sin5(b-+e—d)

/°

Aufg. 2. Die�e. Formeln ent�prechen. den Formeln81 bis 83. der

ebenen Trigonometrie, Man �oll einen Ausdru> für sinD �uchen;
um zu: �ehen, ob diefer der Formel 84 ent�prechen werde.

Aufg. 2. Die. Formeln (1) —(3)auh fúr die Winkel B und

€ aufzu�tellen,wel>es dur bloßes Weiterrü>ken der Buch�taben ge=-

{hehen kann...

257. Seßt man b + c+ d= p, �o i�t b4c— d= p=—2d.etc,,
und man. erhâlt:-

tang 4D = (SGP EP,

sÍn 2 pi sin (4%p— d)

Hat man alle: 3 Winkel zu �uchen, �o bezeihne-man- die Logarithmen
der Functionen mit einfahen Symbolen, etwa- log sin (Lp —b)mit

X, log sin(2p—0) mit Y, log sin (1p —d) mit: Z, log sin2p mit.

S, und ed �ei X+Y+Z—8= P, fo wird

loglang2B = (Y +Z—X—S) = 1P—X
logtang2C = (X+Z=—Y—S) = 1P—Y
logtang {D = (X+Y—Z—S) = 1ÞP—Z,

Hiernach läßt �ih die Rechnung.bequem führen.

Bei�p.

p= 689127

1p = 340 6/

Es �eib = 209 32‘}

c=31914/) Data. P- —17,8028031L
d= t6° 26/ EP = 8.9014015

+tp—b= 13° 34‘; log'sin (Fp —b) = 9,3702847 =X'

1p—c= 2952/5 log sin (È p
— e) = 8,6990734= Y

Ip—d=17240/; log sin (Ep — d) = 9,4821283 = Z
D.E.logsin 1p = 0,2513167 = 10—S

1 B=18°45‘48,15;
—

logtang2B = 9,5311168 = +4P—X
+C = 5795317, 8; logtang 1 C= 0,2023861 =2P—Y
1D=14°42/ 46,8; log tang 1D = 9,4192732=24P—Z.
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258, Durch ent�prechendeBehandlung der Formel (D)
erhált man:

— cos { (B4-C+#D) cos3(BC —D)
sinB, sin C

cos È(B—C+D). cos 5(—B—--C-+D)
sìî0B, sìinC

(ane 242 = — 08 E (B4-CA-D). cos3(B4+-C—D)angid? =
-

.

cos $ (B—C+D).cosF(—B4+C+D)

Hier führen der er�te und leßte Ausdru> niht auf imaginäre
Werthe fúr den Co�inus und die Tangente, da B4+-C+D>1809°,
# (BCD) > 90° i ($. 187). cos 5 (B+ CD) if, als

Co�inus eines �tumpfen Winkels, an �i< negativ, und wird

dur das vorge�eßte Minuszeichen er�t wieder po�itio. Um

indeß das Minuszeichenzu- be�eitigen , und alles durch die

Sinus auszudrü>ken, kann man �i< der Gleichungen (Eb.
T. $. 78)

Cos x == sin (x—+-90°) und —cosx = sin (x—909)
bedienen,und erhält

, eto F(B-+C+D-180°). sin 7 (B+C-D4180°
(4) sind® =

CT
TE EELT

+
-

-

(5) eos} ds = sinF(B-C+D4180°). sin(-B+C+D+180°)
s10 B. sinc

(6) tangxds = nIB+C+D-180°).sin(B+C-D+1809)
s104(B-C+D4-1809).sin5(-B+C+D+1809°)

Aufg. Die Formeln (4) —(6)au< fúr die Seiten b

und e auszudrüen, imgleihen Formeln fár den Sinus einer

Seite dur< die 3 Winkel zu �uchen.

In
543

s10 Fd? =

cosÈd? =

259. Drú>t man die Formeln (1) und (2) $. 256,
wie in Aufg. 2 gefordert i�t , auh für die Winkel B

und C aus, und multiplicirt dann je 2 mit einander, �o er-

hált man:
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sin 5C2,sin 1D?!=
sîn x(-b-+e+d).einf (b+c-d).Sin F(-b+c+d).sin#(b-c+d)

sin b.sind . einb.sginc

__sin{(-b+e+d)? sin 5 (b-ce+d).sin{(b+e-d)
—

gin 2
‘”

sin C, Siud
__sioE(-b+e+d) n,
=

— À 810 7
B «

Zieht man nun die Quadratwurzel aus , bringt sin 2B auf
die linke Seite, und verfährt mit den übrigenProducten eben

síî0ZC.sinTD ein £(—b + c+d)
1. si0¿ B

=

ein b

9
cos C.cos2D _ sin3(b4-e+d)

°

sin ZB
—

sin þ
3 cos #C.sîn5D

_ sin(b—e+d)
°

cosB sin b

4
sío 2 C. cos 5D _

u (bc — d)
°

cos B
—

siu b
°

Auf ähnliche Wei�e erhált man aus den Formeln 4 und

5, $. 258,
sin FC. Sin Fd sin (B+ CAD — 180°)

9. cos2b
—

siu B :

6 co8FC-cCosZd_ sinz(—B4+C+D+ 180°)’

ecoszh sin B

7.
SÍ FC Cos FA Sin3(B—CH4+D+180°)

sb sin B

8. cos FC.sinFd —
sju (B+ C—D+ 1809)

siu # b siu B

260. Wenn man die Gleichungen1 und 2 des vorigen
$, addirt, �o wird

cos zU.ros zD+sinC .sin2D
_

sio ¿(b+c+d)+sin 3(—b+c+d)
sin2 B

—

s1u
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cos (C — D)
_

sin3 [(c+d)-+b]+sin ¿[(e+d)—b]
sî0 # B gin b

_ 2sin(c+). cos5b
—

 2eiutb.cosZb

cosZ (C —D) _

sin F (cd)
—oB ob

Subtrahirt man die Gleichung1 von 2, und addirt und �ub-

trahirt auh die Gleichungen3 und 4, �o wird, wenn man

die erhaltenen Gleichungen mit Ein�chluß der vorigen als

Proportionen �chreibt, nah ge�chehenerReduction

41. sinzb:sin{ (c+d) = sin FB: cos {(C—D)
2, cos 7b:cosÈ (cd) = sin ZB:cos Z(C4-D)
3, sinzb:si0 3 (c—d) = cos

nzsinOD4, cos #b : cos È(c—d) = cos FB: sin Z(C+4-D)
Die beiden er�ten �ind der F. 94 der eb. Tr. analog, und

vertreten die�elbe in der �phär. Tr. — Die beiden lebten
vertreten eben �o die F. 95. Sie führen den Namen der

Gaußi�chen Gleichungen. — Aus den Gleichungen5—8

erfolgen �ie eben �o.

261, Dividirt man von den unmittelbar vor�tehenden
Gleichungen3 durh 1, 4 dur< 2, 3 durch 4, und 1 durh<

2, �o wird:

1. síu{(c+d):sin 3(c—d) = cotgiB:tang5(C—D))
2. cos E(c+4-d):cos3(ce—d) = cotg 2B: tangZ(C4-D)

3, sîn {(C4-D): sío Z(C—D) = tang Fb: tang $ (ce—d)
4. cos Z (CD): cos (C—D) = tang#b: tang}(c+ d)

Sie heißen die Neper�chen Analogien. Die beiden er�ten ver-

treten F. 78 der ebenen Trig. — Man kann ihnen, wenn

man zwi�chen den 4 Gleichungendes vorigen $. voll�tändig

combinirt, dur< Divi�ion von 1' dur< 4 und von 3 dur

2, noch folgende beifügen:

F. 14

F. 27 und 17

daher
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E  sîn (cd) _— x , cos#(C—D)6. tang Eb:
os (e d)

= tang 5 D:

cin i (CD)

6. laug 2b:REH
= colg B:

St (C-LD)"
Fällt man im Dreie> BCD den Pers

pendikelbogen BA, nimmt AE = AC unb

zieht BE, fo i�t BCE gleih�henktlig, AC

und AD �ind die Höhenab�hnitte, DE ihr

Unter�chied. Wendet man nun die Neper-

�chen Analogien auf das Dreie> BDE an,

C
AE D #0 erhálé man aus 3 und 4, wenn man

DE=8 �et, da BED = 180° —C, na

gehöriger Reduction :
cos 1(C—D):cos (C +D) = tang2g8:tang2(c—d)
sin2(C—D): sin£(C+D) = lang2-g:tang2{(c+d).

Sie können gehrauht werden, um aus 2 Winkeln, und dem Unter-

�hiede der Hôhenab�chnitte auf der zwi�chenliegenden Seite, die beiden

Seiten des Dreïe>s zu finden, — Aehnlihe Formeln ergeben �i<h aus

1 und 2, wenn aus. den beiden Seiten ec und d und dem Unter�chiede
der Winkel ABD —ABC=EBD die den gegebenen Seiten gegen-

Überliegenden Winkel C und D ge�uht werden. — Mit Zuziehung
der Gaußi�hen Gleihungen ergiebt �i< no<

tangIb., tang28 = tangi(c+d).tang2(c—d)

cotang21B,. tang2(EBD) = tang2(C+D). tang 4(C=—D)
deren Ableitung zu �uchen i�t.

262. Bei Aufló�ung der Dreie>ke, wenn keine andern

Stüd>ke als Seiten und Winkel der�elben in Frage ge�tellt

�ind, kann man �i< mit �ehr wenigen Formeln behelfen.
Wir wählen dazu folgende 3:

sin _ SÌÍnC __

Sind

soB sioC  sinD

. sin I (—bA4-c4+d) sîu 5 (b—ce +d

Il. wugiD = (ED) )+ 2960

$. 242
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sîn F(c-{-d):sînÀ(c—d) = cotg{B:tangt(C—D)�eat(eL Deon (0) = cotg#B:tang3}(C-+-D).
Die er�te bezieht �ich auf den Fall, wenn die in Frage ge-

�tellten Stú>ke 2 gleiche,die andere, wenn �ie 2 ungleiche,
die dritte, wenn �ie nur eine Gruppe bilden. Die beiden.

Neper�chen Proportionen in Ul. erhalten zwar 5 in Frage

ge�tellte Stükez dies hindert jedo< ihre Brauchbarkeitniht,
gewährt vielmehr den Vortheil, daß man �tatt des Einen ge-

�uchten Stücks nebenbei noh ein anderes findet. So wie

�ie hier �tehen, lehren �ie unmittelbar aus 2 Seiten und dem

einge�chlo��enen Winkel die beiden„übrigenWinkel durch ihre
Summe und Unter�chiedfinden.

263. Um mit die�en Formeln für alle Fälle auszu-

reichen,muß man �ie zunäch�t auf das Polardreie> anzuwen-

den wi��en, wo man es dann mit lauter Supplementar- Ele-
menten zu thun hat, und überall �tatt der Seiten Winkel,

�tatt der Winkel Seiten erhält. Man habe z. B. die Formel

II, und wolle aus den 3 Winkeln eine Seite berechnen, �o

nehme man aus den 3 Winkeln B, C, D, die 3 Seiten b,

c, d, des Polardreie>s, �uche nah 1. den Winkel, wroelcher
der ge�uchten Seite gleihnamig i�t, �o i�t die�e de��en Sup-

plement. — Die Rechnung mittel�t des Polardreie>s. i�t

fa�t eben �o bequem als die directe. Die Formeln für die

leßtere, wenn Seiten und Winkel gegen�eitig vertau�cht �ind,

finden �i $. 258 n. 6 und 261, n.3 und 4, Wir heben�ie

hier noh einmal heraus:
sinI(B+4+C+D-1809)sin { (B+C-D+180°

IV. tang 5 d= V(RECE ISO I BLCEDE1806)
(ETD):sin2(C — D) == taugF b:tang {(c—d)
cos5 (C+Dj: cos (C—D) = tang3b:wgs(e+d).
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264, Die Formel 1], und die daraus abgeleiteteF. V.

dient zugleih um die fehlenden Stücke zu finden, wenn 2

Seiten, und die ihnen gegenüberliegendeuWinkel bekannt

�ind. Giebt es al�o unter den Datis zwei gegenüberliegende
Stúcke, wo man dann das dem dritten Dato gegenüberlic-

gende aus I. leiht finden kann, �o läßt �i< nun auch jedes
der noh übrigen fehlenden Stücke Herbei�chaffen.

Aufg. 1. Es �ollen die vor�tehenden Formeln für den

logarithmi�chen Gebrauch mit allen ihren Variationen zu�am-

menge�tellt werden, und zwar unter folgenden Rubriken :
1�tes Sy�tem: Zwei Winkel und die ihnen gegenüberlie-

genden Seiten, Die Gleichungen finden �ih in Aufg.

9. 243 �chon vor.

2tes Sy�tem: Ein Winkel dur die 3 Seiten, aus 11.

Ztes Sy�tem: Eine Seite dur die 3 Winkel, aus IV.

Ates Sy�tem: Zwei Winkel dur< die ihnen gegenüber-
liegenden Seiten und den 3ten Winkel aus 1II. (3 Dop-

pelausdrüce).
otes Sy�tem: Zwei Seiten durch die ihnen gegenüberlie-

genden Winkel und die 3te Seite aus V. wie in 4.

6�tes Sy�tem: Ein Winkel durch die beiden andern Win-

fel und die ihnen gegenüberliegendenSeiten aus 1.

7tes Sy�tem: Eine Seite durch die beiden andern Seiten,
und die ihnen gegenüberliegendenWinkel aus V.

Aufg. 2. Es �ollen die $. 238 aufge�tellten 12 Fälle,

welche bei �phäri�chen Dreie>ken vorkommen können, durhge-

gangen, und gezeigt werden, wie man in jedem die�er Fälle

zu verfahren habe, um das ge�uchte zu finden, ohne �ih an-

derer als der F. I. bis Il, zu bedienen. Man hat z. B. für

den 3ten Fall, wenn ChD gegeben i�t, und e, d ge�ucht werden:

c=1800—C; B=180°—b; d=18)°—D
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und
gin (c—d)

tang ¿(E —D) — rin:(cd) 8B

x (c—d
taog3 (C-+D) = HcoteTB

C = ¿(C+D)+#(C—D)
D = ¿(C+D)—¿(C—D)

o = 180°— C; d= 180°—D.

Der dritte Winkel findet �i< nun aus I.

Determination rechtwinkligerDreie>e.

265. Man ver�teht unter der Determination die Unterfuchting,
ob eine verlangte Con�truction , hier ein Dreie>, aus den gegebenen

Stücken möglich, ob es be�timmt, oder zweideutig, oder unbe�timmt

�ei. Es wird auh hier genügen, die�e Unter�uchung bloß in Beziehung

auf dasjenige phäri�he Dreie> zu führen, de��en Übrige Begren-

gungselemente fpi6 �ind, da �ich leiht ergiebt, daß, wenn die�es niht

mögli oder be�timmt u. �, w. i�t, unter den ent�prehenden Bedin-

gungen die übrigen damit zu�ammengehörigen Dreie>e ($, 180) auh

unmöglich, oder be�timmt u. . w, �ein werden. Man kann die Un-

ter�uhung entweder auf allgemeine geometri�he Betrachtung des

�phâri�hen Dreie>s, oder auf die zur Auflö�ung gefundene Formel

gründen,
266. Ein rehtwinkliges DreieLk i�t zuer�t immer möglih, wenn

zu dem�elben eine Seite und der anliegende Winkel, oder beide Kae

theten gegeben �ind, vorausge�eßt, daß kein Datum größer als 130°

�ei ($. 183). Dagegen muß im �pißgwinkl, Dreie> 1) a >c oder b

(die Hypotenu�e größer als jede Kathete) ($. 210), 2) C >c oder

B >b (der Winkel größer als die ihm gegenüberliegende Kathete)
und 3) B+ C >90° �ein ($. 187), wenn das Dreie> möglih �ein

�oll, Im zweiten Falle findet zwar no< ein Dreie> �tatt, wenn

C=c, allein es enthält 2 rehte Winkel und 2 Quadranten, und i�t

im Uebrigen völlig unbe�timmt ($. 189).

Aufg 1. Es �ollen die unter 1—3 aufge�tellten Aus�agen

aus den Formeln für das re<htwinklige Dreie> ($. 224) hergeleitet
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werden, Man hat hierbei unter denen die Wahl, in welchen die

Cos a

cas c°

Nun muß cosb nothwendig kleiner als 1, mithin cosc größer als

cos a, d. h, a grôßer als c �cin, Aus $, 22á n.2 hat man co3B =

beiden Data vorkommen, So i� z, B, aus $. 224 n. 1. cos bh=

tang e
cotga.tangc =

lan a

Aufg. 2, Es �ollen die Bedingungen aufge�tellt werden, unter

welchen ein Dreie> bei den in 1—3 gegebenen beiden Stücken mdgs

lih i�t, wenn die�e entweder beide �tumpf, oder, wo es angeht, eins

�pis, das andere �tumpf i�t. So muß in n.3, B+C<<270°, wenn

beide �tumpf, C<90%+B,wenn C �tumpf, B �pig i�t, Die Herlei-

tung kann entwederaus der geometri�chen Betrachtung($. 205 s9.),

, Mithin auh a >c etc,

oder aus der Formel ge�hehen. So i�t cos B= E immer möge

lih, wenn nur tanga ab�olut genommen größer als tangc i�t, und

kann für alle Fâlle aus die�er Bedingung entwickelt werden. Das

Ergebniß kann man in Form einer Tabelle zu�ammen�tellen, deren

Schema etwa folgende Rubriken hat: a) Geg. Stücke, b) Be�chaf

fenheit, ob �pis oder �tumpf, c) Dreie>, in welchen �ie enthalten

�ind, d) Bediagung der Möglichkeit.

267, Ob in einem rehtwinkligen �phäri�hen Dreie>e das aus

2 gegebenen ge�uchte britte StÜ> �pig oder �tumpf �ei, läßt �ich entweder

aus $. 210 —212 ent�cheiden, oder es bleibt unbe�timmt, und im le6tern

Falle i�t das Dreîe> zweideutig. Auch kann man �i<h der Formel,

dur< welche das ge�uchte dritte Stü>k aus den beiden gegebenen ges

funden wird, zu die�er Unter�uhung bedienen. Der einzige Fall, wo

die Be�chaffenheit des ge�uhten Stücks in der That be�timmt, aber

dur die Formel nicht dargelegt i�t, i�t der, wenn in der Gleihung

($. 224 n.3.) sinc=sina.sinC die Kathete oder der ihr gegen-

ÜberliegendeWinkel ge�uht wird. Da hier aber das ge�uhte Stüct

mit dem einen der beiden gegebenen gleichartig �ein muß, �o i�t die

Ve�chaffenheit de��elben, ob �pis oder �tumpf, auf den er�ten Blick

ent�chieden.

268, If eine Kathete, und der ihr gegenüberliegendeWinkel ges

geben, �o läßt �i< über die Be�chaffenheitdes ge�uhten Stú>ks nichts
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ent�cheiden, da das Dreieck în der That zweideutig i�t, indem das

Nebendrecie> an der geg. Seite, oder das Scheiteldreie> an dem geg.

Winkel (beide �ind �ymmetri�ch e Dreie>e) die�elben geg. Stücke ent-

hált, wie aus $. 180 klar i�t. —

Sind C und c gegeben, o wer-

den die Dreie>e ABC und ABC‘,

�ind B und b geg., �o werden

ACB und ACL! der Aufgabe Ge-

núge lei�ten. Es kommt daher

nur darauf an, anzugeben, wie

die 3 niht gegebenen Stücke jes

desmal zu�ammengehören, was

�i< nach $. 211, 212 voll�tändig
en�cheiden läßt. Sind C und c gegeben und gleichartig, �o giebt es

2 Fâlle :
C und c �ind �pi. Nimmt man nun irgend eins der übrigen Eles

mente �pi, �o mü��en auh die übrigen �pis �ein; nimmt man

dagegen eins �tumpf, �o werden es auch die übrigen �ein mü��en»
C und c �ind �tumpf. (Im Dr. AB‘C‘ oder AB‘C.) Nimmt man

nun b oder B �pis, �o wird a �tumpf, weil die Katheten un-

gleihartig �ind; nimmt man dagegen h oder B �tumpf, �o wird

a �pi6, weil nun die Katheten gleihartig �ind, Man kann dies

în einem Satze �o zu�ammenfa��en:

Sind die gegebenen gegenüberliegendenElemente

pig, �o i�t die Hypotenu�e mit den ge�uchten ge-

genüberliegenden Elementen gleihartig, im Ge-

gentheil ungleihartig.

269, Aus dem Bisherigen kann man nun für die 6 Fálle

(5.224), welche bei re<htwinkligenDreie>en vorkommen kôn-

nen, jedeêmal ent�cheiden, wie das ge�uhte Stu be�chaffen

fein werde, wenn es durch die Data be�timmt i�t, und man

wird �ih die Re�ultate leiht in Form einer Tabelle zu�am-

men�tellen fönnen, Die Entwickelung einer �olchen Tabelle

i�t eine gute Uebung in der Beurtheilung aller vorkommenden

Fälle, und muß von den Schülern gefordert werden, wenn
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ihr Gebrauch znm Nach�chlagen auch entbehrlichi�t. Es fol

daher hier nur das Schema und der Anfang gegeben werden.

Die ge�uchte|Die ge�uchte
Seite oder | Seite oder

Gegeben. |}Ge�ucht. Formel, Winkel i�t | Winkel i�t
größer als | kleiner als

909, wenn: |90°, wenn:

a, b Kath. c

1, cos €=

cus a a ungld)tg, b{ agl<tg. b

Hyp. und| W 6 cos b b >90° b < 90°

Kath. | W.C j2, sin B= 222 a ungl<htg, bj aglhtg. b

3, cosC= clga,tg b
a, B | Kath. b |4, sinb=sina.sinB| B>909 [B< 90° etc,

Determination chiefwinkliger �phäri�cher Dreie>e,
270, Wenn die Seiten und Winkel eines �phäri�hen Dreie>s

nie größer als 180° angenommen werben dürfen, ($. 183), �o läßt

�ih die Möglichkeit eines �phäri�hen Dreie>s aus gegebenen Stücken

aus $. 187, 196, 210 beurtheilen. Es muß zuer�t, wenn B, C, D die

Winkel b, c, d die ihnen gegenüberliegendenSeiten bezeichnen:

(1) b+c+d>0 (2) b+c>d

b+c+d< 360° b-+d>c

c+d>b,.

Da nun jedes Dreie> ein Polardreie> hat, für welches die�elben Bes

dingungen gelten, und da es �elb�t als das Polardreie> eines môgs

lihen Dreie>s betrachtet werden kann, �o folgt, wenn man die

$, 193 eingeführteBezeichnungbeibehält, aus (1)
180° — B + 180° —&+ 1809 —D>0,

940° >B-+ C+ D (187)
180° —B + 180°—E+4180°—D < 360°, mithin 1800<B+E + D,
Aus (2):

:

180° — B + 1809 — E > 180° —D mithin 180° >B + C—D etc.

Es muß al�o in jedem �phäri�chen Dreie>e die Summe aller Winkel

awi�hen 2 und 6 Netten liegen. Auch muß der Ueber�huß der

Summe je zweier Winkel über den dritten kleiner als 180° �ein. —

Dies �ind die Bedingungen der Möglichkeit eines Dreie>s aus 3

geg. Seiten oder aus Z gegebenen Winkeln.

mithin
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271. Aus zwei Seiten und dem einge�hlo��enen Winkek, wie
aus einer Seite und den beiden anliegenden Winkeln i�t immer ein

Dreie> möóglih, Sind unter den gegebenen Stücken gegenúberlie-
gende, wie C, c, �o kann das dritte geg. Stück entweder eine Seite,
oder ein Winkel �ein. — Im er�ten Falle i�t dur< den gegebenen
Winkel C ein �phäri�hes Zweic> CBC/D be�timmt, auf de��en einem

Senkel man die anliegende
Seite CB = d vom Sqeitels

puncte aus abtragen kann.
Fällt man nun den Perpendi-

Éelbogen BAB‘, �o i�t far,

daß für ein �piges C, die Seite

" BD =c niht Fleiner als BA

» (sinBA = sind.sinC, wo

« BA mit C gleihartig zu neh-
«

men i�t), wohl aber kleiner

B‘ als BC‘=180°— d �ein mú��e,
wenn das Dreie> möglich �ein �oll. J�t C �tumpf, �o muß c zwi�chen
B‘A und B‘C‘=d fallen. Die Grenzen fallen al�o zwi�chen die

beiden Werthe, welhe sìinBA und sind fúr BA und d ergeben,

272. Kann in dem �phäri�chen Zweie> CBC‘D, welches den geg.

Winkel C, und die Seite CB = 4d enthält, die dritte geg. Seite BD

=c nur auf einerlei Art gelegt werden, wie BD,,, �o i�t das Dreie>

be�timmt, kanu aber 2 ver�chiedene Lagen erhalten, wie BD und

BD, ,„ fo i�t das Dreie> aus den geg. Stü>ken zweideutig, Man be-

�hreibe mit der Seite c aus B oder ß‘ einen Kugelkreis EDF. Es

Tommt nun darauf an, ob CAC! von die�em auf derjenigen von

CBC gereqhneten Halbkugel, welhe das Zwèie> mit dem Winkel C

enthält, zweimal ge�chnitten wird, oder niht. Jm er�ten Falle leis

�ten die beiden Dreie>e CBD und CBD, der Aufgabe Genüge, und

sìn C. sind

Sin C
man kann beide Werthe von sin D= gebrauchen, im an-

dern nur Einen, — Sind C und d beide �pis, und c<d, �o i�t
das Dreie>, wenn es möglich i�, entweder rehtwinklig oder zweis

deutig. I�t dagegen c>d, �o i�t es be�timmt, und der Winkel D,

als der kleinern Seite gegenüberliegend, kleiner als C, mithin �pi6.
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Die Be�chaffenhe�t. der übrigen, Stücke kann. dann, nah. den Neper:

�hen Proportionen. beurtheilt werden, — Sind C oder d oder beide

�tumpf, �o läßt,�ichaus dem Nebendreie>, worin beide �pih �ind nach

6. 180 alles herleiten. Jn demfolgenden.Täfelchenfind die. einzel-
nen Fálle aufgefúhrt.

I| C �pig und 4d.�pih, auh. c< d;

�o i�t das. Dreie>zweideutigBCD und. BCD..

I�t. C �pis. und d �pit, auh c>d,
�o. i�t das Dreie be�timmt BCND,,zD pis.

I�t C �pis, dà �tumpf, auch. ec< 1809—d,

fo i�t das Dreie> zweideutig,BC‘D und BC/D.,.

I�t C �pig d �tumpf, auh c>180— d,
�o i�t ‘das Dreie> be�timmt BC‘D,,z D �tumpf.

I�t C �tumpf d �pis, auh c>180— d,
�o i�t das Dreie> zweideutig B‘C‘D und. B‘C‘D,.

I�t C �tumpf d �pis, auh c <180— d,
�o i�t das Dreie> be�timmt B‘C‘D,,z D �pig,

I�t € �tumpf d �tumpf, auh c> d,
�o i�t. das Dreie>, zweideutig B‘CD unud-B‘CD.

I�t C �tumpf d �tumpf, auh c< d,
fo. i�t. das Dreie> be�timmt B‘CD,, ; D ‘�tumpf.

273. Jn dem 2ten $. 271 aufgeführten Falle, weun 2 Winkel

und eine gegenüberliegende Seite, etwa C, D, c gegeben �ind, hat

man fúr das Polardreic> des ge�uchten 2 Seiten und einen gegen-

überliegen Winkel. Die�es kann al�o in Beziehung auf Möglichkeit,

Zweideuligkeit oder Be�fimmtheit unter�uht, und daraus auf das

Hauptdreie> zurückge�chlo��en werden, Das dem obigen ent�prechende

Täfelchen i�t dann:

I�t c �tumpf D �tumpf, au< C >D, �o i�t das Dreie> zweideutig.

, s C<D, v» e be�timmt ;
d �tumpf.

I�t c �tumpf D �pis, au< 180° —C< D, �o i�t das Dr. zweideutig.

189— C > D, ; he�timmt ;
d �pié.

Graßmann Trigonometrie, F
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Jf c �pi D �tumpf, auh 180—C>D, �o i�t das Dr, zweideutig.
es 93 « 180—C<D, - « «+ -«- be�timmtz

d �tumpf
I�t c �pis D �pis, auh C<D, �o i�t das Dr, zweideutig.

«eo 9 C>D e o 2 s be�timmtz d �piß,
274, Ju der Ausubung wird man �i<, wenn man die Tafel

niht zur Hand oder im Sinne hat, etwa �o verhalten köônned, Man

lege die gegebenenzu�ammenhängenden Stü>ke (C nd d oder c und

D) aneinander, und gebe dem dritten Stücke eine beliebige Lage.

Unter den 4 auf der�elben Halbkugel liegenden zü�ammengehdrigen
Dreie>en muß Eins �ein, in welhem die zu�ammenhängenden durch

die Aufgabe mit gegebenem Stücke beide pig �ind, Die�es Dreie>

i� be�timmt, wenn �ih die Be�chaffenheit des ge�uhten Stücks aus

$. 210 voll�tändig ergiebt; im Gegentheil zweideutig. Die�es Dreieck

i�t nun zwar niht �elb| immer has ge�uchte, wohl aber eins �einer

Nebendreie>e. Da die�e aber dur< das Hauptdreie vdlkig gegeben

find, �o werden �ie mit ihm zugleih be�timmt oder zweideutig.—

I�t ¿, B. d �tumpf und C ftumpf, �o i�t B‘CN das aufzuló�ende

Dreief>. Zu die�em gehört als Nebendreie> BCD, in wel<hen BC

und BCD �pi �ind. Es i�t be�timmt oder zweideutig, je nachdem

BD (= 1809 — c) größer oder fleiner als BC (= 180%—d) if.
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