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Drittes Capitél,
Dizgreſſionúber die algebraiſchenGleichungen.

Fe nehme mir vor, in dieſemCapiteldas, was in

dér Theorieder Gleichungenin den Anfangsgründender

Algebrafehlt,zu ergänzen,obgleichdie Gegenſtände,
welcheih hierabhandle,nichtzu dem Differentialcalcul

zu gehötenſcheinen,‘ſogeben ſiedennochVeranlaſſung
zu verſchiednenzierlichenAnwendungendieſesCalculs,
und tragendazu bey,dieHülfsmittelzu zeigen,die er dar-

bietenfann. Aus-dieſerUrſacheund aus Furcht,dieDarle:
gung derPrincipiendesDifferentialcalculszuverzögern,in-

dem ih die Einleitungzu ſehxauëdebnte,habeih be-

<loſſen,hiereine Abſchweifunazu machen, welchevle-

le LeſerohneZweifelnüglihfindenwerden und welche
die andern úbergehnkönnen , wenn ſiees fürgut finden.

2
157.

Unterſuchungder ſymmetriſchenFunctionender Wurzeln der

Gleichungen.

Man weiß, daß eine algebraiſcheGleichungvonír-
. gendeinem Grade und welchenut eine unbekannte Grd-

II,Theil, e y ße



RE Drittes Capitel,

ße enthält, das Product von eben ſovielBinomen wie

x—#, X—8,_x — y, etc. iſ, alsEinheitenin

ihremhöchſtenExponentenſind,Man hat den AusduræÆ

dex Wurzeln «, 8, 7» tc. in Function

-

der Coeffi-

cientender Gleichungfürdie erſteuvier Grade,undfür
einigeClaſſenvon Gleichungenvon allen Graden z aber

die vollſtängigeAuflöſungdes allgemeinenProblemsiſt
 no< zu finden. Jadeſſenkönnen gewiſſeFunctionen
der Wurzeln von irgend.ciner Gleichung,auf eine

rationaleArt,vermittelſtihrenCoefficientenausgedrückt
werden, und man erhältfiefolglihdur< Gleichungen
vom erſtenGrade;die Functionenvon denen ih rede,

ſinddie,welchealle,‘aufeine ähnlicheArt verbundnen

Wurzelninſi begreifen- es ſey nun unte® ſi<, oder

mit andern Größen,und die ih daherſymmetriſche
Functionen neanenwerde: dieSumme der Wurzeln,
die ihrerProductezu zwey und zwey, zu dreyund drey
u. �.w. reſpectiveden Coefficientendes 2ten-ztenaten
etc, Gliedes glei, ſindvon dieſerArt. |

Der Gruudder Wahrheit,deren wir uns-ſoeben
erinnerthaben,findetſi in einer ſehrmerkwürdigen
Eigenſchaftder Analyſis,und iſteine nothwendigeFolge
ihrerAllgemeinheit;daß nemli< die GKichung,von der

die Beſtimmung irgendeinerFunctionabhängt,immer
alleWerthein ſichbegreift; derendieſeFunctionfähig
iſt,indem man darindieeinen in dieanderen umändert,
die Größenunter der Ordnung, und der Werthvon de-

nen die Uebereinkunftnichtsbeſonderesfeſtgeſetzthat.
“

Die folgendenFragenwerden , obgleichſieſehrein-

fachſind, das größteLichtÚber allesdieſesverbreiten.
Wir ſuchenzuerſtalſozwey Größen deren Summe
=p, und deren Product >49 ſey. ;

EEE :

i Indem



Dizgrè��ion úÚberdie Gleichungen; 3

Indem wir die beyden unbekanntenGrößendurchx und

‘y vorſtellen,habenwir

x F=. Pp] e patt de:GURS
1179 worausfolgt 4

'

E ea FOE —

py + 1=0

Die beyden unbekannten Größen x und y, werden alſo
dieWurzelnvon.einerleyGleichungſeyn, wwveilſiealle
beyde-auf¡dienemlicheArt,in dieBedingungen.des
Problemseinſchleichen.

Wir wollenjeutannehmendaß,anſtattunmittel:
bar dieGrößenx und y.zu ſuchen„ wir.uns begnügen,
den WerthihrerDifferenz.='"x_— y zufodern. Man
wird diesohneMühe erhalten,denn„Zufolge.denvorge»
gebenenGleichungenwird man haben,x*+ 2iy+ y?= p?
und 4xy. = 493 dieſes2teReſultatvom erſtenabgezogen
fommt:

/

x — 2xy + y°= (x — Y = p°—

49,
woraus

CE

x—y = +T}'p?— 49.
Man fonnte vorherſehen,¿ daß dieFunctionx —y

zwey Werthehaben,und daß ſiefolglihvon einerGlei-

ung des 2ten Grades abhängenwürde, denn nichtsin
der AusſagederFrage, und in der Artſie-aufzuldſen
zeigt-an, daß man x —

y oder y
— x ſuchte.Jm Ge»

gentheil,dieFunctionx? + y?, in welcheres gleichgül-
tig‘iſt,x in y zu verwandeln, und“ umgekehrt,da' ſie
nur einen Werth haben kann,hängtbloßvon einerGleis

<uhg des 1ten Grades ab. Junder Chat,wenn man

«von derGleichung
ti

:

x° + 2xy+ y°
E

dieſeabzieht,.

|

2xy= 2p»

ſo erhâltman ZES

A 2 X + y°
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Drittés Cápitel:
M

FP = pP — 20
DieſeBemerkungenwerden noch ‘beſſérverſtanden“wers
den,‘wennman an den Gang der AnalyſisZewödhnetif.

158. 31

Wir“tollen'jeztden“Ausdru> der Summe derähn-
lichen“PoténzenallerWurzelneinerGleichungſuchen,
unddie AuflöſungdieſesProblemswerdenwir zuerſt
ausdem Differêntialcalculziehen.
Es ſeyen«-, 8, y, F etc, die ue der'Gleichung
‘m -+ Pxm-I + Quni-2+ Rxm-3

+ U ='b,

ſowird man haben :

(x — «) (x — 8) x — & =" tie
i

:

= xn + Pxm- I + Qxm-2 4 Rxm=3 eke U;
Wenn man den LogarithmenjedesdieſerGlieder¿7
dieſerleztenGleihungnimmt, ſowird man finden‘
I(x—æ)-+i(x—8)+x—7)+(x—D)+ etc.

= (xm Pxm- I j-Qum-2 = Rxm=3, .+U)
Wennman differentiirtund mit dx

tasagi ſonike
T L I

LE rA Es
tr

SE EDEE = etc,

R

i

aaiocaEE SEPE Mi dine:3 +(m--3)Rxm-4,,
xn + Pxm-I «j-QxU-2 ++ Rxfi-3

See ehy+
‘Aberman weiß,daß

:

3
I « a°

:

I I ß Bi A
:

O RAI + — + etc:

I ‘TV Y y? y?

CE E ESS

I 1! > D dd?

PR N DA NinsGS
etc,

|

3 ſubs



Disgreſſionúber dieGleichungen.5

fubſtituirtman dieſeWerthe„inder erſtenHälfte“dex

vorhergehendenGleichung, und nimmt an
:

e BPE d+ etc,

“+ 8° + y + 0° -+ étc.

«a + SB+ EEES‘été.
JS

fonEtsEA
7E +>=+2 7+ etc. =

j

ontE Sii GIA Z)Rme H
xm dp Px + Qum-2 4+ Rin-3 1 +O

Und wenn man den Nenner der aten Hälftefortſchaft/
undnäher dieGliedexjederHälftevergleicht, welche
durch die nemlichePotefßvon *® bezeichnetſind,o
Édômmt man gu folgendenGleichungen:

pi

[]

ll

il

An

Ann»

Cen
pt

a

m = m 7

(m —1)P=mP+5S,
|

|
(m<2)Q=mQ+PS, +S. |(m—3)R=mR+ QS; + PS.+S;

y
' etc > ; J

welchesgiebt: 391

ſS.+P=0 FZÄs

ls.+Ps,+2Q=0 i
H

28, +PS + QS + 3R=0,
i

=

LLE 54 D

E |
|

Dieſeletztern,deren: Geſeßleichteinzuſeheniſt, faſſen
den Lehrſagin ſih,welchenNewtonin ſeinerallgemeis
nen Arithmetikvorgetragenbrachte,und welchener auf
dieGleichung tt

1} i — 19x +4930 n.0;

angewendethat, Jn dieſembeſondernFalle,wo

A 3 Pa — TA



6. SDriéées Capiteſ
:

P= 5; S190 # dg, 8a= SS
iſt,hater gefunden

*

N CAR ZR

Sx 3 5 Sur=

39Ss!aof ©

$ =$33.
i gz ZA T59..: dds +

y

Mit Hülfeder im vorigenParagraphangeführten

Reſultate, wird jede algebraiſcherationale-undymme-
triſcheFunctionirgendeiner Gleichung, ſi< durchdie

CoefficientendieſerGleichungausdrüenlaſſen. „Das

folgendeBeiſpielwird, obgleichparticulairhinlänglich

zeigen,auf welcheArt:dieSacheim Allgemeinen

-

ausge-

führt.werden“muß. f

Esſeyn -«, 8, und dieBaurzelneiner(Gleichung
vom drittenGrade;wenn man-die Größen„

an + (n + = SonsUnd aP,+ (P + yP =S

eine mit der andernmultiplicirt, ſoH Mánn+p 4 80+P + y0+P

«aner aP + aP +aPyn + 80/P + orn}=

a eO

pI

‘Aberdie erſieZeileder erſtenHälfteiſtgleichSa4y,und

die zweyte-iſteine ſymmetriſcheFunctionder Wurzeln
e, 8, y, welcheentſteht,indem man ſie zu zwey und zwey

verbindet,und ſienac ihrerFolgemit den Exponenten
n und p bezeichnet;man wird alſoerhalten:

«nbP+ aPén +4 anyP +aPyT4yP 46Py= SySp —Srfp,
i

Es iſtleichteinzuſehn,daß,inwelcherZahlauchdieBuchſta-
ben «,P,yetc.ſtchn,derWertheinerſymmetriſchenFunction
von derForma" sy + etc. immer ſeynwird: Sn8p —3nxp,

indemdie Summen So%p und.Su{p für die Zahl
Wurzeln,welcheman betrachtet,berechnetſind.

Wenn wir dieGleichungzu der wir {0 eben gelangt
ſind,mit 41 + 89 FA

PR — aS ſo erhal-
nE E

*
8 &n+q

der



_Digreſſionüber die Gleichungen,7

«nag aP gnp antayP+ apy]
+ BFA yP + 2PynF9

A PRALI
CS -SpSq —Sn+p Sg

++6P+9y0 +4poyPFA |
5

“fb2Py/14 4021y/P+ «Pr /g + aPp1yN
i + «p/P + «IPY )

die beydenerſtenZeilender erſtenHälftedieſerGlei-

chung, welchesſymmetriſche:Functionendurch das Pro-
duct zweyerBuchſtabengebildet,ſind,werden nah dem

Vorhergehendenreſpectiveausgedrú>tſeyndurch
Sp4q9p—SoxptqUnd Spzqn —Sotptay

und man wirddaraus ſchließen,daß-diezteZeile,wel-

he eine ſymmetriſcheFunction,aus Productenvon 3
Factorengebildet,iſt,gleichſeynwird

Sn Sp Sq —Sn4pSa—Sn4qaSp — Sn + 2Sopppq,
Man würde alſohiernoc, wie im vorhergehendenFalle
ein Reſultatvon der nemlichenForm haben; wie groß

auch die Zahl der Buchſtabenſey, ſo daß der obige
Ausdru> fúr alledurch Produkteaus dreyBuchſtaben
zuſammengeſeßtenſymmetriſchenFunctionenpaßt.

Das Verfahrendeſſenwir -uns hierbedienthaben
* um

die beydenvorhergehendenFormelnzu entdeen, iſtall
|

gemein/ und wenn wir mit derMultiplicationfortfahren
ſo fommen wir zum Ausdruck irgendeinerſymmetriſchen

Function, welchenichtsals eine Folgevon ſolchenGlie-

dern iſtwie «8? yr êtc. und in welchenjederder Buch-

ſtaben«, 8, y, d etc. ſih ſucceſſivemit allenCyponen-
ten behaftetfindet.Es iſthiernöôthig/zu wiſſen,daß
man immer eine ſymmetriſcheFunctiondaran erkennen
wird, daß ſieihrenWerth nie ändert,man mag die

verſchiednenutrztty:der gegebnenGleichungverſetzen,

A 4 wie



8 Drittes Capitek.
wie man till, Die Bruchfunctionen werden keinen bes
ſondernAbſchnittmachen, denn ſo bald ſieſymmetriſ<

:

ſind,folgtdaraus daß ein BruchdeſſenbeydeGlieder
ſymmetriſcheund ganzeFunctionenſind,na<hdemman
ihnen- einen gleichenNenner gegeben,wie z. B. die

Gc
ponE E

E >= +7 +> E ——
zu E Denifüher:

i

ap + aß + «y + «y + By + 8°
I

, «py

ein Reſultat,deſſenZähler und Nenner ſymmetriſche
Functionenfind. VerſchiedeneGeometer habenſichbe-

-

ſondersmit dieſenUnterſuchungenbeſchäftigt,und Van-
dermonde insbeſonderehat einenAlgorithmuserdacht,
vermittelſtwel<hes er allgemeineFormeln conſtruirté
welcheunmittelbar den Ausdru>k jeder ſymmetriſchen
Functionenthalten.Wer dieſeFormeln zu kennen

wünſcht, kann darüberſeineMemoires zu Rathezichen.

I 60.

Wenn man eineFunctionhâtte,inwelchernur eis

nigevon den WurzelndergegebnenGleichungenthalten
wären, ſowürde man dochmitHülfedes Vorhergehenden
die neue Gleichungbildenfönnen,von welcherſieab-

“
hângenmuß. Nehmen wir an, daß man die Summe
von irgend2 WurzelneinerallgemeinenGleichung¡vom
zten Grade beſtimmenſollte;dahierfein Grund vors

handeniſ dieſeSumme eherdurch« + 8, alsdur<
« + 7, oder # + y vorzuſtellen; ſomuß man ſidieſe
3 Ausdrü>eals Werthedenken,deren ſiefähigiſt.
Sie wird folglihvon einerGleichungdes-3tenGrades

abhâu- j



Digreſſionúber die Gleichungen.
:

9

abhängen,indem ſiezu Wurzeln44-8,«+2, und +x

‘hat,und welcheman bildet,indem man das Produkt
der Factoren

z-— (« + 8); GLS: z— (+
gleich0 ſett.

Wenn toirden Calculwirkli machen,erhaltentir
2 — 2+ p+y)z+ [+-+ + 3eB+3ey 438 y]z1
— (aap ety + yy) — 2 FA

2

Die Coefficientender . verſchiedenenPotenzenLSz in

dieſemReſultate,ſindſymmetriſcheFunctionen,deren
Ausdru> man leichtfindenwird,ſowie die Wertheder
unbekanntenGröße2 auchdievon der geſuchtenFunc-
tion ſeynwerden.

:

Wenn die allgemeineGleichungvom drittenGrade

durch-

4

x? + Px? + +R=0
0

vorgeſtelltwird, ſo hat man
i

a+ += P, A+B +346 +— 30/ = P° + Q,

und è

ab + aP? + ay + ay + Py + =S, S8 — Ss
Aber man hatdur< dieGleichungenin Num. 158

:

S, = — P, $,= P° — 20,

Ss,= — PP! + 32Q — 3R
ferner— «¿py = R. Es fömmt alſo: ;

— («a+ aß + ey + ay + Biy-+By)—248/=-+PQ—R,
und zum leztenReſultate

2° + 2Pz2*+ (P°+ Q)z + PQ —R=o0.

DieſesBeyſpielzeigt,daß,um dieGleichungzu finden,
von welcherirgendeineFunctionder Wurzelnvon einer
gegebnenGleichungabhängt, man in dieſerFunction
allea Verſezungender Buchſtaben.«, 6, 2, è,

A5 machen,



10 Drittes Capitel.

machen, ud indem man durch a‘8'7'd’ die verſchiede-

nen ſo erhaltnenReſultatebezeichnet,das Productder

Factoren ERS

Bit D r= y 1 d etc,

glei<Null ſeßenmuß. Die Coefficientender Potenzen

"von z in der Gleichung, zu welcherman fomménwird,
da ſieſymmet-ciſcheFunctionender Größena“,8, 7,

-

P/ etc. ſind,welcheunter
|

ſi alleCombinationen,die“

man von den Größen 4, $, y, F in der geſuchtenFunc-

tion machen fann, enthalten,werden auh die ſymme-

triſchenFunctionendieſerlezternſeyn,und man wird ſie

folglichdur die Coefficientenunter einerder gegebenen

Gleichung rationalenForm ausdrü>enkönnen. Es iſt

leichtzu ſehen,daß feineder ſymmetriſchenFunctionen

von «', 8’,y‘, d!,.etc.ihrenWerth ändernkann, wie

manauchdie Buchſtaben«, #,7, F, unter ſichverſetze.

Und eben dieſeUnveränderlichkeit,iſt,wie wir ſchonwei-

ter oben geſchenhaben, das weſentlicheKennzeichender

ſymmetriſchenFunctionen.
|

Die Theorie,von- welcherih in den vorhergehenden

ParagrapheneinenkurzenBegriffgegebenhabe, ſelte

fúnftigin allenElementen der Algebraſtehen.Mit ih-

rec Hülfezeigtſi)die Auflòſungder Gleichungenin ei-

nem ſehrhellenLichte.Der Geiſtder Kunſtgrife,wel-

cen man zu dieſerAuflóſung-anwendet, wird leichtzu.

faſſen, und man ſicht,warum ihrErfolgſi nichtbis

áber den viertenGrad erſire>t.Jch bedaure ſehr daß

die-Naturmeines Gegenſtandesmir nicdt verſtattet,die

ſchóneArbeitvon- Lagrange
überdieſeMaterie, ken-

nen zu lehren.

161.
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E

E 7D
Der Nuten des-NewtonſchenTheorems,zu twel-

<em i< in Num. 158 dur den Differentialcalcul}gelangt
bin, hat mich auf den Gedanken gebracht,daß man

eine“ reine algebraiſcheDemonſtrationdarüber,welche
ichfúrnêuhalte,und die,wie mir ſcheint,ihrerEin-
fachheithalbêrbefannterzuſepn/verdient,gern ſehen

würde. : ELS

Die ‘Gleichung 2s

(xm+ Pxm-I + Qum-2 + Rxm-3 h Tx +U =o,

iſtdurchjedesder Binomen
|

X— a, x x — yx — 0, etc.
- theilbar,und man fann-einen allgemeinenAusdru>des
Quotienten-erhalten.“Lagrangein einer ſeinerMe-

moivesbeſtimmtihn,wie folgt:er beobachtet,daß,in;
dem man in der gegebenenGleichung-» fúrx ſeßt,man
durchdie Hypotheſeein Reſultat,welchesidentiſch=.0

iſt,habenwird, und: man alſoannehmen muß
am jj»Pam-1I +Qem-2 + Ram-3 „+ Te +U=o0o.

Wenn man dieſeGleichungvon der gegebenenabzieht,
ſo fómmt__

(xm — 9) + P(xm-rvid am-1)+ Q(xmM-2 — ás
+ R(xMm-3 — an-3) + T(x — a) = 05;

eine Gleichung,die augenſcheinlihdur<h"x — « theilbar
iſt,denn man weiß,und es iſtleihtzu bee, daß

ei — In
— = xm I jeexm- 2 +a? xm=- 3 R TT

UC i G6 (

iſt,“Man wird ähnlicheQuotientenfür
XM- TL— am I _xm=-2_— M2

:

x— + FX
— «

finden,und fúr das Reſultat,der Diviſiondur<x —

4,

indervorhergehendenGleichung,wird mdn haben,
xM- LT
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EE + a[um-S in/umSpf” un, ¿ef at

a
tE

Fa
 +e?P + am-2 P

+ Q + «Q

i

+ «m-3Q

|
1 + Ba +

ERe + M

Hier fängt die Demonſtrationan , vonwelcherih geres

. det habe. Es iſtaugenſcheinli<h,daß wenn man auch
die gegebneGleichungdur< x — è dividirt,man érhal:

ten wird

Xm-X + pjxM-2 4 pxm-3 4j pP [xm-4. + gmx

|-+P + 8P ERP = ßm-2P

t

+ PQ} + ßm-3Q

|
+R =+ 8m-4R

j

s

SB

aſsFe

Ebenfallswenn man dur x — +x dividirt,fofindetman

xm=- 1 4--y/[xin=2'44? [xm-3 -+y |xm-4 /., + ym- 7

-+-P + yP + y?°P + ym-2P

E E EST + ym-3Q

|
;

|
-+ R -{-yMm-4R

-+ FS

Wenn man ſofortfährt, erhältman ſo vielQuotienten

als Wurzelndaſind,und ihreSumme wird ſeyn:,
mx-I +S. xm-28

m 3j $5;
y

xm-4, 4+ Sm-s

+mP +PS

|

+PS, + PS,
-+mQ +W;} =+QSm-; (A)

R JabRoms

“+ mL,

Bir
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Wir werdenje6twahrnehmen,daßjedereinzelneOúùotient
denProduktaus allenFactorender angegebenenGleichung
außerdenjenigen,mit welhemman dividirtiſt.Dererſte
dieſerQuotientenz.B. enthält‘alleFactorenaußerx—a:
derCoefficientſeineszweytenGliedes,wird alſodieSum-
me allerWurzeln,außer«, mitentgegengeſeßtenZeichen
genommen, ſeyn;der ſeinesdrittenGliedes, dieSumme
alletProduktezuzwey und zwey, auferdenen, «elche
durc dieVerbindungdes Buchſtabens« mit jedeman-
dern entſtehn:der Coefficientdes viertenGliedes'entz
hältalleProduktezu drey und déey, mit Ausnáhmedés
rer, welchedur< Combination des Buchſtabens« mitire

gend zwey andern entſtehn,und ſoallefolgendenCoefz
ficienten:Was von dem erſtenQuotienten,und- dem
Buchſtaben‘« geſagtworden iſt,giltauf die nemliche
Art fürden zweyten und den Buchſtaben8, fürdendrit-
ten ‘und den Buchſtabeny, êtc.

- “Es folgtdaraus,daß derQüotientdes zweys
ten Gliedesin der Summe der Quotienten,und die

Function(A)glei iſt(m — H mal der Summe der

Wurzelnmit entgegengeſeztenZeichengenommen; denn

wenn ‘alledieſeBuchſtabeni< in jedemPuotientenfän-
den, ſowürde man m maldieſeSumme haben, aber da

jederBuchſtabeeinnahlfehlt,"na< dem Obengeſagten,
ſo werden ſienur (m — 1)mal tviederholt,Man hat
alſo(m—1)? fúr den Coefficientendes zweytesGliedes
von (A)und folôlih$, + m?'= (m — 18

Der Coefficientdes drittenGliedesder Function(A

enthälteinigeMále die verſchiednenProducteder Wur
zeln«, 8, y, d etc. zu zwey und. zwey verbunden,aber

jedesdieſerProduktewird in zwey Quotienten fehlen:
« p ¿-B. wirdſichweder im erſtennochim zweytenfin-

:

den;

it
tee

iii
dei

ve

e

—

D.
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den , alle ſindnur (m — 2)malwiederholt,und da ihre
Summe durchQ in.dex gegebenenGleichungausgedrü>t
iſt,ſo.wird man (m — 2)Q für den Coefficientendes

drittenGrades der Function(A)haben woraus folgt,
S. + PS, + mQ = (m — 2)Q-

Der Coefficientdes viertenGliedesder Function(4)
wird von denProductender Wurzelnmit entgegenge-
ſeztenZeichengenommmen , undzu dreyund Ddreycoms

binirxt,gebildet,aberjedesdieſerProduktefehltin drey
Quotientenz B..— aby,wird-ſihwederim erſten,noch

aweyten,noch im drittenfinden; Allewerdendahernur
(m — z)malwiederholt.Wenn ihreSummeR iſ, ſo

wird in der. vorgegebenenGleichung(m — z)R der ge-

ſuchteME
ſeyn; und man wird folglichhaben:

4 PS; + QS. + nR = (m — IR.
Man AsdieſeRaiſonnementsſo weit man will,trei-

‘hen, und man wird finden, /

E Ss.+mP=(m-—1) PJ]

S.+PS.+mQ=(m—)Ql

Ss,+P8,+09,M |etc

%

woraus ,

ſs+=
S,+ PS,+ Q=0

Pi
+ PS.+ QS,+3R=0o
“etc,

“Man wird durchdieſeFormelndieSumme derPotenzen
“derWurzelnſolangeerhalten,als der Exponentweniger
als m iſt,aber nichtsiſtleichterals ſieÚber dieſesGlied

* hinauszufinden.Jun der That, genugtes, hierzu,

wie Eulerbemerkt hat, die gegebeneGleichungmit x"

zu multipliciren, es fómmt dann:
xmfa
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x00 + Pamfo-x 4 Qumjo-2 + Rxm4n-3

+ Txt + Uo = 0"
Und.wennman ſucceſſive#, 8,y, è,an dieStellevon «

ſezt,ſo fommt,
«Tan + Pam{n-I 4 Qamtn-2 + Ræwm+n=3e Rü

SA
Ba + Tent + Uan = 0

mn E BREE + Qgmzn-2 + Rpgm+tn-3R:

«+ TéPpE,tr Un =-0

:

“etc,

Wenn man díeſeReſultateunter ſi<zuſammenſetzt,
ſo wird man der angenommenenBezeichnungzufolge,
haben:

j

_Smto+ PSmtn-x + QSmtn-2 + RSmtn-3 - « «

:

.«.TSotx+ USn = 0

DieſeGleichungverbindetſichvollkommen“ mit den vori-

gen „ -denn-indem
'

man n = 0 macht,hat man

Sn=«° + 8° +7 +0 + etc.

FE EES,
und folglich
Sm + PSm-x + QSm-2 + RSm-3::,,+ TS,+ mU =o,

einReſultatdeſſenForm der von der lettern¡der oben

gefundenenGleichungenentſpricht,welchesſeynwúrde
Sm-x + PSm-2 + QSm-3 +RSm-4... + (m— 1T=0.

J
162. À

EI

UeberdieimaginairenAusdrüke.

Junden Gleichungenvom aten Grade fangendie
“imaginairenWurzelnan, ſichzu zeigen,und hierhaben
ſiedie Form

+ BV=1 I

MaclaurinRU dasnemlichefür die Gleichungen
des drittenGrades: d?Alembertgingweiterund be-

wies



16 Drittes Capitel.

wies zuerſt,daß jederimaginaireAusdru> i< immer

auf die Form
i

Ke BV

zurädführenlaſſe,wo A und ß wirkliheGrößen ſind,
ader er machtees auf eine indirecteArt in Hinſichtder

WurzelnderGleichungen.DieſenTheildes Theorems,der

einzige,mitwelchemwir unsgegenwärtigbeſchäftigenköns

nen, dientnurdazu,dieMöglichkeitzu zeigen,daßmanjede

Gleichungvon jedemgeradenGrade in wirklicheFactoren
vom aten Gradezerlegenfönne. Euler,verſuchtées dieſes

durchbloßealgebraiſcheBetrachtungenzu bewerkſtelligen,
alleines gelangihm nicbt ganz, welchesLagrange ver-

anlaßte,dieſen nemlichen Gegenſtandvon neuem zu

bearbeiten;und endlih hat Laplacein das Journal
. detNormalſchule,eineDemonſtrationeinrú>enlaſſen,wel-

chenichtsmehr,weder fürdieGenauigkeitalsauchfürdie

Einfachheitzu wünſchenübrigläßt,und welcheih hier

“mittheilenwill. - Jchwerde alſobeweiſen,daß jede

Gléichungvon irgend einem Grade p einen

wirklichenFactor vom zweyten Grade haben
wird, wenn jedeGleihung vom Grade

MD
: E

einen -wirklihen Factor, vom: erſten oder

zweyltenGradehat.
‘

F< werde dieGleichungvom Grade p dur< (?P)

bezeichnén,und ihreWurzeln“durch«, 8, x, è, étc.; dies

feſtgeſetzt,beobachteich/ daßjederFactordes zweoten

Grades der Gleichung(?) nichtsanders als:ein Product
_ von irgendzwey Factorendes erſtenGrades iſt,und da-

“hernothwendigdie Form ;

i

x? — (« + Bx + a8=0
haben,
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“

Haben,und folglichvon den Functionen« + 8, «8 abh-

hängenwird. DieſeFunctionenwürden beſtimmtfeyn,
wenn man zwey von der Form

«+8 + Mes, « + 8 + Mag,

fennte,wo M und Ml‘ gegebeneZahlenWIN denn
indem man

« + 8 + Maß =N, a0
macht,ſofindetman :

8 =
M‘N—N‘M N! — N

-

“ Ep

—

EERe -+
M'— M x

ß
M‘ EZ M E

Die Function« + 8 + Mas iſtſovielerPE1Pblnas
Y

Ausdrúckefáhig, als man dieBuchſtaben«, 6, y, d,etc.

zu zwey und zwey Es E undwirddurcheine

Gleichung.vom Grade —iva22erhalten,(N. 160)welcheS

ih dur Q bezeichnenSea
Nehmen wir an, daß 1)dieſeGleichungimmereine

wirkfliheWurzel habe, indem man M eine unendliche
Menge von Werthen giebt, ſo wird man eine unendliche

Zahlvon ähnlichenGleichungenhaben, von denen jede
eine wirklihèWurzel hat, indem ſieeine der Verbin-.

dungen, welcheman von den Wurzeln der gegebenen
Gleichungin der Formel« + 8 + Mes machen fann,
in ſihenthält.Jſtnun die ZahlderVerbindungenbe-
grenzt,ſowird nothwendigerWeiſeeineöftermit ver-

FAchiednenWerthen von M wiederholtwerden. Man

„ Tann daherfeſtſezen, daß es zum wenigſtenzwey Func-
tionenvon der Forn i

a+ 6+M-, «+ 8 + Ma
giebt,deren Werthe N und N“ wirkli ſind, woraus
folgt, daß die correspondirendenWerthevon « +4-6 und -

ag es-auch ſind,und daß endlichderFactor
1. Chéik E
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x — (e + £{)x + w&
ſelbſtreelie

E

E

2) Wern di Gleichung(O) PEEreeleWurzeln,
fondernbloß einenreelen Factorvom zweyten Grade

hat, deſſenWurzeln imaginairſind,und man giehtM

eine unendlicheMenge von Werthen, ſo erhältman
eine unendlicheMenge von Functionen« + 8 + M8,

derenAusdruckvon derForm
Et

a: alsDie
ſeynwird,und nan beweiſetwie vorhin,daß man ver-

ſchiednefindenkann, welchéi< nur dur< dieWerthe
von M unterſcheiden.Man wird alſo

a+ 8+M4g2=A +BV—1
a++ =A + BV— 15

Haben, woraus man zieht

M‘(A + BVZ

1

1 MCAB IF:
M‘ — M

e + 8 =

A+ BPV=—A—BVZI
EE

:

M‘ — M

toelcheAusdrú>keih dur<2(C+DV/—1) und E +

Y PV/—1, bezeichnenwerde,und daherwird der Factor
x? — («+ 8) x + a8 werden,

x — aC + DVZ x +E + FVZI.
Aus derExiſtênzdieſesFactorsziehtman die einesag-

- dern, welcher N

:

|

x _—2(C—DV—x +E— FV
ſeynwird; dennes iſtleihtzu ſehn,daß!,;venn man

dur<

|

0s

X -+ i L

i

den
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den Quotienten bezeichnet, welchen die Gleichung (P)
giebt, wenn man ſiedurch"den erſtendividirt,ſo wird

: LeesYl Lz
Ñ

den bezeichnen, welchenman aus der Diviſiondurchden

Zweytenerhält.*)

Wenn nun die Polynomen“

C+ DY x4 EPF c-und

x —_2(E — DV) +E—FV- i
feinen gemeinſchaftlichenDiviſorhaben, ſo begreifenſie
beyde vier einfacheFactorender Gleichung(?) in ſi><,
welche zu zwey und zwey multiplicicrt,ſe<s Factoren
vom zweyten Grade hervorbringenwerden,unter tvelchen
immer wenigſtenszwey reele ſeynwerden. Jn der

That, wenn man dieſePolynomenwie Gleichungenvom

zweyten Grade auflöſet,ſo wird man die Factorendes

erſtenGrades davon ableiten.
:

CDV LEV C Lac PEI

CD PY C+C = DEFY
i B 2 i SL

-

*) Man wird ſi<davon überzeugen, wenn man
x? — 2(C + D/— 1x + FE+FYVY— 4

mit X — YV<L multiplicirt, � wie

X = 2(C— D= 1x +E —FV— 1

durchX + Y V/V

—

1: Man mirdinbeydenFällendasnem-

licheReſultatfinden,indem man beobachtet,daß der

Dividendus(P) feinemaginairen-in ſi begreift,Y und
M
werdenſo ſeyn, daß die Ausdrücke-dieſerArt,aus den

obigen"Producten.verſchwindenwerden,

|
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x—C+D V=i+V 2D DEF,

x C 4D V=a—V —2CDV/——D*—-E+FV/—x
“

Wenn mai das erſtemit dem dritten, das zweytemit

dem vierten muſltiplicirt,und zur AbkürzungC? — D?

— E =6, ſo wie 2CD — F æ=

lee
‘und beobach:

tet,daß

V5 EH VL+ P0208Vai=V2ctHVG
+

ER1°
und

V=%: . VeAVA ILL VaR
=V— 26 + 2/6+ H

iſt,ſo findetman

BE

e

EAI

a

x?—x (2C-V ac+2V/CFE) j
+ C? FDG 26+2V/TFE 45

deVETTE+ DV — 26 + 2/0+
x? = (C+V 26+2V/GFE)

+ +D + 2042/8 +Hf

VEE =DV —2c+2V 5 FP
welchesreeleReſultateſind,

Wenn diebeydenPolynomen

x — (C + DVZ Dx+E + FV—1 und

y ts 2(C.—DV/ZT1)x+ E —F Fi
einen gemeinſchaftlichenDiviſorhätten,indem man ſic

unterdieForm

x — 20x + E — (2aDx—FV —

1

TL

x? — 26x + E + (20x— DVL
ſeßt
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ſeßte,yſowürdeman ſehen,daß dieſerDiviſorauchden
beydeúGrößenx? —

2Cx + E, und 2Dx — F gemein

ſeynſoll,und man wird darausſchließen,daßer nur von

der Form x — 1 ſeynkann,und daherhatman:
X —2Cx-+E —(2Dx=F) V—I1=(x-K—LV—1)(xD)

x?—2Ct4+E+-(2Dx—E)V/—1=-K+LV—D(x=),tvoraus-folgt,daß
RL 1, KR + LH = I, und x =— I,

dreyFactorender Gleichung(?) ſeynwerden,Die bey-
den erſtengeben:einen reelen Factor vom zweyten
Grade, und indem man die Gleichung(?) durchden
drittendividirt, wenn ſievon einemgeradenGîêadeiſt,
ſo erhältman einenQuotientenvon einem ungeraden
Grade, welcherelbſteinen reelenFactorvom erſten
Grade enthält,und mit dem, womit man dividirthat,
einen zweyten reelen Factorvom zweyten Grade bil-

det. Es*iſtdahergenungſambewieſen,daß dieGleihung
(P) immer wenigſtenseinen reelenFactorvom zweyten

Grade enthält,wenn die Gleichung(Q) immer einen
reelenFactorvom erſienoder zweyten Grade ent-

hâlt-
SS

163.-

Es wirdjebtleichtſeynzu‘zeigen, daßjede Glei-

<ung von einem gexaden Grade, in reele

Sactoren vom zweyten Grade zerlegbarſey.

I| die Zahl p gerade, ſo wird ſienothwendig
von derForm 2m , n ſeyn, wo m irgendeine ganze

Zahl, und

-

a, eineungeradeZahlvorſtellt,man wird
darausziehen.

p(p—1)
%

/

/

2
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US gu Si E = 2m-In(2m0n — N):
= y 2

Y

indem man nun n‘2mn — 1) = n‘ mat, ſo wird n

noch eine ungeradeZahl ſeyn, und dieGleichungvon

dem Grade 2mn wird nah dem Vorhergehendeneinen
reelen Factor*vom zweyten Grade haben, wenn die

Gleihung vom Grade 2w=1n‘ einen reelen Factor
vom erſtenoder zweytenGrade hat. Aus dem

‘

nemli-

chenGrunde wird dieGleihungvon dem Grade 2m=1n/

einen wirklichenFactorvom zweytenGrade haben,wenn
die Gleichungvon dem Grade 2m=2 n‘(2m=In — 1) oder
2w=-2 n‘ einen reelen Factor es’ ſey vom erſtenoder

zweytenGrade har. Jundemman ſo fortfährt,durch-
läuftman eine Folgevon Gleichungen,derenhôchſteEx-
ponenten,von derForm

2Mmn, 2Mm-In‘,2m-2n‘“,..2n//m-3, ntm,

ſeynwerden,wo die Zahlen n, n“, n“ etc. alleuns

geradeſeynwerden.Die legtedieferGleichungen, wel-

chevon einem ungeradenGrade, und durchn‘/**.m he-

zeichnetſeyn wird,muß nothwendigeinen reelen Fac-
tor vom erſtenGrade haben (Einleit.Num. 10). Die

Vorletztewird folglicheinen vom ztoeytenhaben, ſo wie

jedeandrebiszu den gegebenenvom Grade 2mn incluſive.

Nehmen wir hernachan, daß dieſedur< den Factordes

zweyten.Grades, deſſenExiſtenzman ſo eben bewieſen
hat, dividirtſey, ſo wird der Quotient,der no<
von einem geradenGrade ſeynwird, zum wenig-
“ſtenno einen reelenFactorvom 'zweytenGrade haz
ben, dur den,man von neuem dividirenkann. Ohne
nöthigzu haben, weiterzu gehenſiehtman, daß
jede Gleichungvom geraden Grade immer in

reeleGLEENvom zweyten Grade aufge-

[dſt
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lóôſtwerden kann, woraus folgt,daß imaginai?
re Wurzeln, nur in geraderAnzahl,und in

der Form

iB PiA
Statt haben können.

IÉ4.

Umd'Alembert s Saß in ſeinemganzen Umfange

zu umfaſſen,bleibtuns noc úbrig,zu beweiſen, daß die
|

verſchiednenbekanntenArten von Functionenauf die

Form
( A BV 1
zurückgeführtwerden kdnnen,ſobaldſisſolchéGrdßen,
wie a + bV/—1 enthalten,wir werden es zuerſt
für diealgebraiſcheFunctionenthun. Jn Hinſicht

“aufſiefolgt‘dieSache natürlicherWeiſeaus dem Ge-

ſagten,denn indem man ſieneuen unbekanntenGrô-

ßen gleihmacht,und die Wurzelgrößenfortſchaft,wel:

che fieeuthalten,ſo gelangtman zu algebraiſchenGlei-

chungen/ derenimaginaireWurzelnvon der Form

|

ABY —

vr

ſeynwerden. |:

Man kann ſichvon dieſerWahrheitgeradezuübev-
“zeugen,wenn man beobachtet, daß

D)a+bV/—1+a — bb VZ — ab“ PE.
_

=(a+a‘— —al+ +b b+b + V—1
2) (a + bVi 1) (al+ b/ Vi 1) = aa‘ — bb‘

+ (ab + ab V4,
B 4 3
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A +bV/-
1

ï _G+bV—1)CNEees (hl: e e

VZ VN) Vate 4 E
aa! + bb‘ 4 (a‘b — abyV/—2

H

—

a‘? -— hb‘?

Deúdlich(a + bVZT u=am + M 7

3)

“mm — 1)
‘ e ——————————— am-2 b2?

T2
e ST. 4/6

ſamm(m—Y) n-x 2 2) (mn
eus

X
Le:À LAs Jabs

2
|

Da m—- Ib — m(m—) (m—2)2)am— 3h?
rey+ C 1.2.3

b'+..JW
=

ly

woraus folgt, daß jederaus derBerbindungverſchiedner
Größen von der Form

a + E Is

dur< Addition,Subtraction,Multiplication, Diviſion,

und Erhebungzu PotenzenhervorgehendeAusdru> von

dér Form
f

AEB PV— 3
ſeyn wird.

165.

Die în dem vorigenArtikelerhaltenenReſultatekôn-
nen dur< die.Sinusund Coſinusmit Eleganzausge-
drú>t werden, und man ziehtFormelndaraus,welche
in der Analyſisvon großemNugenſind.- Wenn man

den Ausdru>

2+ b Vr mit r(cos2 + V1 sín z)
vergleichk,ſofindetman,

a= rcosz, b = rsin,z,
und
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und teil
- coge? -+ sinz* = Is

ſoerháltman
:

a? pb =
;

der Werthvon

rx

iſ alſodur dieſeGleichungbekannt.
Man wird haben

1
e& e .

cos = — uñd sinz =, —5
x 4

macht man nun ebenſo

a‘ + vICZEI = cou! +- V1 1 sín,2‘)

ſoerháltman -

(a+bV=H)a +VZD1)
=rr“(cos2z+V/— 1 sinz) (cosz'+ YV—1 sin 2)

=rr‘[cos(z+ 2’)+ Vi sín(z+z1] (Einl.N.51)

Der Bruch
2a + b/—x

led
r(cosz +11 Sin2)

a+b —L - r‘(cosz'+V— 1sinz“)
Wenn man nun dieſebeydenGlieder durch

(cos.eV — 1 sin z‘)
multiplicirt„ ſo erhältman, zufolgeder ‘ausder Einlei-

tung angeführtenNummer
i

LP —
>

—; [cos(z— z‘)+ PV—1 sin (z — zz)

Die Function
|

(a + bs I)

giebtaufderStelle

rm(cosz + J/—1sin z)ma=rm(cosmz+V—
1

I Sinmz),
einReſultat,aus welchemwirmerkwürdigeFolgerungen
ziehenerden. -

Ps I
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166.

Wenn man i

: (a + b'V/—1)%
hätte,ſoerhielteman

* :

rin(cos+V T1 in LR
DieſerAusdru>begreifteine Zahl m von -verſo.
Werthenin ſi, die man findet,wenn man bemerkt,

daß diegegebenenStückederFragefolgendeſind:
a b

e

rrkias-2 sin2 =

17

Büter È

Va? b? Va! +b?

und daß man folglichfúr z alle Bogen nehmen kann,

deren Coſinusund Sinus mit den obigengleichfind.
Wenn die Bogen

|

|

2, 360°+ 2, 2. 360°+ 2, 3. 360°+ Zen, 360°+ 2,

tvelchealle den nemlihenSinus und Coſinushaben,

jedernach ihrerTour angewandt werden, ſo erhält

man, indemman 360° = c

et:
ruscos 2 + VZiinZ)Fe
LT ( E eat 2)

e Va?-+b?,cos {==

cm4 cos “A
L O

ringcos+” UE du
(2c + A

GS I

ET Ge + 2) igiene

:

7

rM2¿cos Go— + V— 1 Sin
E
a

RA

PE De
n

¿ m #

Die ZahldieſerAusdrúckewerden nichtúber m hinaus

gehenkönnen,denn dieBogen y

5 E a TELS;3

m m mm

wel-
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welchedienemlicheSinus und Coſinuswie die Bogen
c4+z 2c+2z

EAS
Im m

haben,würden feineneue Werthegeben,*).
167,

l

*)HierſindeinigeErläuterungenfürdie,welchedie Verán-
derungender Zeichennichtrechtkennen ſollten,welchedie

Kreisfunctionen erleiden.
- Man weiß,daß die durchLigien vorgeſtelltenGrößen

i

negativwerden , „wenn ſiein einem, dem entgegengeſezten
Sinne ſtehen,in dem ſieſichbefanden,als rúan ſiefür
poſitivbetrachtete,und daß dieSinvs von dem Diameter
aus und dieCoſinusvom Mittelpunktaus gemeſſenwer-
den. Es folgtdaraus,daß,wenn man dieüber dem Dia-
meter AC (Fig.1) liegendeSinus, und die zwiſchen.den

PunetenA “und “O ſtehendeCoſinusfür poſitioannimmt,
die erſtern,welcheunter AC liegen,und die adern,wel-
<e von Ó nachC fallen,negativfind.

Dies feſtgeſezt, ſo zeigtdie Figur, daß:

1)Der Bogen A M, welcherwenigerals90° beträgt,
einenpoſitivenSinus Þ 4, urd CoſinusOP habe.

2) Der Sinus F/M! des ſtumpfenWinkels ABM’ p0o-

fitiv,und ſeinCoſinusO P‘ uegativſey.
3) Der Sinus P‘‘M1//,ſo wie der CoſinusOP‘ des

¿wiſchen180 und 270° fallendeuBogens negativſey.
4) Dex Bogena BCDM/, welcherzwiſchen270°und
369°ſteht,einennegativenSinus P//‘/M‘ und einenpo-
ſitivenCoſinusOP“ habe.

S

“Weun man anuimmt , daß ein beweglicherPunct,der
von dem PunetA gusgehend, die Peripheriedes Kreiſes
ABCDA beſchreibt, fo beſtimmter na< und nah, durch
den von ihm durchlaufenenNäume , allemöglicheBogeu,

Und’ wenn er nah A zurückföômmt, ſo hindertihnuichts,
ſeineBewegungin dem nemlichenSinne fortzuſegen.Kommt
er alfovon Neuem nachM, ſoiſtder ganze Weg den#ge
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167.

Der Ausdru>
|

rmCoS —+ V — I sin =)
iſtdazugeeignet,Steallein‘alleWurzelnvon, dem Grade
m einer imagíinairenFormelvoLzuſtellen,wie wir ſo eben

geſehnhaben,ſondernauch die jederbeliebigenreelen

Grdèße,ſieſeypoſitiooder negativ;oder,was das nem-

lichefeſie
kann die Gleichung -

xm + am. = o,

Genge

gemachthat, der Bogen ABCDAM, wielheraus der

Peripherieplusdem Bogen AM beſtehtzund den nemliz
chenSinus uud Coſinuswie dieſerleutehat.

Aus dem Ebengeſagtenfolgt,daß einBogen,um jeden

ganzenVielfachender Peripherie,oder,was das nemlicheiſt,
um jedergeradenZahlvon halbenPexipheriewvermehrt,imz

mer den nemlichenSinus und Coſinushabenwird, wie ín

ſeinemprimitivenZußande: ſobalder aber um einerun-

geradenZahl von halbenPeripherienvermehrtwürde,ſo
würde ſeinSinus und Coſinusdie Zeichenändern,obgleich
fieimmer den nemlichenWerthbehalten.
Wenn man die halbePeripheriedur<= RE

uudin
den Gleichungen

“gin(x 2) == Sin x/coS2 ZF cos xX-EnZz
und

cos (x22) =

EN
cos Zz ZZ sin x Sin z,

fiattx ſucceſſive5, 7, 27 . , , ſegt, und beobachtet,daß

SÍNZM = I, così = 0, sinr = 0, cos = — I,
Sin Èr= — I, TOSS. O» a.

if, ſo erhâltman in deu folgendenFormelneineReihe
von Reſultaten,in deneyn eineganzeZahlbedeutet.

:

S111
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Genügeleiſten, indemſier und aufeineſchi>licheArt

beſtimmt.
Wenn ‘man annimmt,dáäß

X
E rmfcos-+Ls JL

rentI Sin5)
ſey,ſowird man haben

{Mm = r (cosz + Pers I sinz)
und, wenn man in dervorgegebenenGleichungſubftituirt-
erháltman

i

:

rcosz + es I Sinz + am = o.

Dieſe

|

lebtewird nue dann Statt haben,wenn

‘dieimaginaireGröße, die ſieenthält, ſi< ſelbſtver-
nich-

LL infr + 2)/=+ cosz3

cos (==, —

Er z)==
— sin2;

n 2, +.)=> nz;
|

|

cos(2 E :)= cos 2;

z cin(—2, Le 2)= — €08 25

evo
=>

3, 2E J)= sínzZ;

(+ Aer + Paúlx SiN

cos2, eE )= == COS Ze

Aus dem hierGeſagtenſi6:man, daß der nemlicheSinus
Und dex nemlicheCoſinuseinerunendlichenAnzahlvers

MEERBogenentſpricht,
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nichtet. “Man wird alſoeinerSeitshaben: cinz = 0,

und auf der andern Seite aber rcosz 7 am = 0°. Man

wird der erſtenBedingung ein Genüge leiſten,wenn
man fúrz irgendeinen der in dieſerFolge 0x, 27,

37... wo “die halbe Peripheriebezeichnet,enthalt-
nea Bogen nimmt. Die zweytegiebt

|

TS Lr As
cos z

:

aber da r immer eine wirkfliheGröße ſeynſoll,ſo muß
man fúr z ein gèradesVielfachesvon dem halbenUm-

fangſetzen, wenn der obere, und ein ungeradesVielfa-
<es, wenn das untere Zeichenſtattfindet,weil man

wegen -

cos2n7 = + I und cos(2n+ Nr = — 1

“immer haben wird
i

e

2
r= añ und rm = a

Dieli Formelder Wurzeln für die Gleicßung
XM —_ anm = O

wird daherſeyn:
2n I

e a cos -+ V=—Sin N
mJ

Macht man nunzuerſt n = 0, ſohatman

Oo i i
D

cos — = I'und sin — = 0,
m m

welchesx = a giebt;ferner,wenn m eine geradeZahl
iſt,ſofómmt man aufdas Vielfache

m.
n= — '

2

woraus entſtehet :

cosT = — Té
-

SsinT =o und x= — a,

Manſiehtalſo,daß die
E ERNE Formelzu gleichér

:

E "09ett
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“Zeitdiereelenalsau< die imaginairenWurzelnent-

hált; denn man weiß,daß die Gleichung

n

x — anm =O

nur die einzigereeleGróße x — a ‘enthált, ſobald
m ungerade iſt.Wenn aber mi raniſt,ſohatſiede-

ren zwey,nehmlich
x= +a, X= — a.

Es iſtleichtſichzu verſichern,daß dieGleichung

(
2n+r i Dice

x = as ços a8 ein
— >

m NJ

nochdie
X — an =O,

|

Genüge leiſtet,und wenn man folglicheinemit der an-
dern multiplicirt, ſo ſinddie beydeneinfachenFactoren.

C — TJ,
x —

afcos—4+ PV— 1 sin— +,na

ſ “
- a

X =: As cutres— Ve8 SIN — >,
i E 1a mJ

“Das Product

MT m: SARCOS LS -+-a?
m

toirdeinFactorvom ztweytenGrade der EIL
xm — anm m0

ſeyn.
Die Gleichung

xn + an =0

führtzy Reſultaten,welcheden vorigenähnlichſiind, nur

mit dem Unterſchiede,daßdie Vielfachenungeradeſind,
-

_ ſtattgeradezu ſeyn.‘JndieſemFallewerden die Wur-

zelneineoder dieandere der folgendenFormen haben:
ES a

LL
(an+15)I Sin ——

n J

X=a

(C
X = a} cos

UL
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E i, RE -_ V—1 sin CatsTA
:

L ;

¿

m J

und der Ausdru>k irgend eines Factorsvom ztweyten

(Brade wird ſeyn
| E

S9

(2n + Nr
“E = 2AX C08 ——— PA

m-

j
|

168.

Wir wollen jeßtbey einigenBeyſpieléndie Formeln

anwenden, welchenwir ſoeben gefundenhaben. Es

ſeyen3) die beydenGleichungen:

;

x -——_I= ound x + 1=0-,

Man wird in dieſenBeyſpielena = x haben; fürser-

ſtemuß man nur von den geradenVielfachenGebrauch
machen, C

i

o 27 4r 66x 8r

FAS A SS
und beyder geradenZahlverweilen, welche‘demDop-

_peltendesExponentenvorhergeht;denn wenn man dar-

überhinausginge,ſowúrdeman aufBogenzurü>kkommen,
welchenichtanders,wie die vorhergehendenum einem

Umfang vermehrtwären , und welche,indemſiereſpecti-
ve gleicheSinus und Coſinushaben,keineneuen Wer-

“the gebenwürden. Diesfeſtgeſeßt,ſowúrden dieWur-

zelnvon x*— L=

0

ſeyn
:

m

, O Y
Ls

o°
X = €0s LD V— i sin LS I

2 2r
x =

E + VIE;
3

à 4rT C 47

7
fs

E
K=cos
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:

fr

er

O 6x A

RP N I E Le
!

“ 8r — rr
x = cos — + V— EÍ

Judem man nun dieſeWerthe näherunterſucht,ſofieht
man, daß der vierteſichvom dritten, ſo wie der fünfte

ſi vom zweyten, nur durchdas Zeichen/—1 unter-

ſcheiden,denn“weil
cos (x+2)= cos (F

— 2)undSin (x+2)=—sin(+—:z),
ſohatman

-

:

:

4x br ar6x

co.
= cos

7
und sin— = —

sîin—,

8” 27 Sr 2r
cos — = cos — und sin— = — sin —:

Die verſchiednenWurzelnder GleichungXF — I= GS
werden daherin folgendendreyFormelnenthältenſeyn:

X= L

2x8 2x
ROT

LF
“PL ES

SS COSTAE VTI Sio 72°

da

x=eosÈLV 1 oin=cos144’LV 1 sin 144?

DieVemerkung, die wir ſoeben gèmachthaben,iſt.alle
gemein,man wirdimmerbey den Vielfachenvon # ſte-
hen bleibenfönnen,wel<heden Exponentender Glei-

<ung derenWurzeln man ſucht,nichtüberſteigen;vors

ausgeſeßt,daßman /— 1 das Zeichen+ giebt;

“

ih
glaubeaver dennochzeigenzu müſſen,wie man alledie-
ſeWurzelnays dem einzigenAusdru>k

Dri
t= a {cosBE4 Vda 253

IL,Theil, E . ¿íés
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:

ziehenfanu. Der allgemeineAusdru> der Factoren vom

zweytén Grade giebt die drey Reſultate-

E y

i

EE l= — 2x + I

2x5
:

:

xX? — 2XxC0S
7 +12 — 2X cos 72° + 1

x? = 2x COS — +I = x — 2xcós 144°4+ E,

und ‘dadererſte dieſerAusdrú>kenichtsanders als das
Quadrat von x= 1 iſt,ſohatman zulegt
X —I=(x— 1)(x — 2xc0872°+1)(x?—2xcos 144’+1),
Jh gehtzu »* + 1 = 0 über,hierſinddieungeraden
Vielfachen, „derenman ſi bedienen muß, und indem
man die,welchè5 überſteigen,wegläßt,findetman, daß
x° + 1 =0in die dreyFormelnenthaltenſind.

“ZS ea cOS

E

Ra Vx PA
CORELIE TA sin36°

e — 7

,

—

x == cos DZIx Sin T=cosI08°+ VV— 1sin108°

x”

À

———
2

M A

x = cos SEPT SIN —=—1. !

Aus dem Ausdru>k der Factorendês zweyten Grades
ziehtman

-

x?
IEEOR+ 1= x? —21co0s 36°+ 1

=
|

X? axcos D + I1= x — 2xcos 108° + I

UL 5* es

Al EL TIX +I= (+

und man wird hâben
:

XI (X"—2xC0s361) (x? 2x C0 I08"+1) (x+1)
:

I<
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Ichwerde.nochdieFactorenderbeydenGleichungen
xX —1I=0, xX +1=0

beſtimmen.Dievom erſtenGrade werden ſeyn
i

fürdie erſte
A.

Ee E

he

E

M4

x
— (coTEV-1i7

hs zaren 45x
— (cos=V 4'sin 7)

x + 1

fürdiezweyte
ats

»
y

| 2
_— (cos7-+ V—uin5)

> (cos+ VinZ)
Xx — (così7 Va=1sinZ)

unddieFactorenvom zweytenGradewerden ſeyn,
für die erſte : fürdiezweyte

PE
minim

aas

à

A — 1
.

La+
:

E

2 2k i

t

2 y

Xx
X

E A x REF:
| 4x ;

:

e 2X68 + 1 : x° — 2xcos Z + x

und wirbeobachten,
. daß

d *

:

f

€ços Z = cos 90°= 09und sin 2 = 9,
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:

169.

Die imaginaiten Wurzeln der Gleichungenvon der

Form xn — 1 = 0, werden in der Algebraſtarkge-
braucht,wo man ſiemít dem Namen: imaginajre
Wurzeln der Einheit, bezeichnet;und es ſindwirk-

lich/verſchiedneZuſammenfügungenvon,algebraiſchen]Zeis
chen,welche,ſobaldmau ſièden Operationenunterwirft,
durch¡welcheman irgendeine Potenzentwickelt„- die

EinheitzumReſultategeben;dieſeWurzelnhaben ün-

ter ſih in jedemGrade, ſehrmerkwürdigeRelationen
und welcheleichtaus ihrenallgemeinenAusdrxruckahaleitenfind.

Manhat aus demVorhergehendengefunden, daß

2n” an”
X => G0 = je Vt gine

m IN

ſey;aber man ſiehtleicht,daß
Ó

20” “e ZUE ET Ss DERS
cosRS +V X Sin E

(Einl.Num. 41)
wenn man daherdurchx! dieWurzelbezeichnet,welche
die Formel

cos = -+ V=tinZ
giebt, üñddieman “tefindet,ſo:erháltman alle

andern,indemman die GEE E Potenzen
a RCR

bildet.
DieſeEigenſchaftfindetman nichtbloßin der Wurzel,
welchewir dur x! bezeichnethaben, denn, toenn man

è é 5%

irgendein Vielfachesp von dem Bogen — nimmt,ſo

hatman ebenfalls
CoS
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cas PnVii? BES I
m

ſ n” 2n77P
4

= PS + V—1sn1
e

und zu gleicherZeitwird der Ausdru>

£0S
En

+ Y ai

L

ES
In 111

n einer der Wurzelnder“gegebnenGleichungenthalten
- 2n ” M e

-

ſeyn,weilderBogenE immer nur dieSummeeis

ner gewiſſenAnzah({von halbenPeripherien, und einesder
EES = und x enthaltenenBogeniſt.

DasnemlichekannaufeineſehreinfacheArt, ohne
Hülfe vom Sinus und Coſinusbetoieſen

-

werden.
Denn wenn man annimmt, daß x“ irgendeineWurzel

derGleichungxm — 1 =

0

bezeichnet,ſoerhältman
xX È; AMS, AO =

und x‘2m = (x/2)m,x/3m= (x/3)metc,

worausfolgt,daß die verſchiednenPotenzen‘»/?,x? ête.

ebenfallsder vorgegebnenGleichungbefriedigen;Die
Zahlder verſchiednenWurzeln, welche man auf dieſe
Weiſeerhaltenwürde, kann niht m überſkeigen;denn

ſobaldman'zu xm gekommen, iſt,findetman die Einheit

Videsund es kömmt hernach
/ x/m4t = x

Die Gleichung
 _x'mſ2 = x? etc.

‘xm R I=
‘

würde zuReſultatenführen,dievésvorhergehendenana-
logwären,mitdieſemUnterſchiede,daß mán nür ungera-
de Potenzenvon irgendeiner deb Wurzelnanwenden

EL dürfte;
e
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“men durfte; wie. man leiht aus den fúr dieſenFallim

vorigenArtikelgegebnenallgemeinenAusdru>ſehnwird,
oderindem man bemerft,daß,da xm = —

y

iſt, man

nur dann
(x/myn= (x/o)m= —TI

haben fann, wenn man
“

fürn eine ungerade Zahl
nimmt.

:

“ 190

Die Erforſ>Œungder imaginairenWurzelnder Gleis

<ungen= ZZ 1 = 0, hängt,wie man ſicht,von der

Diviſionder Peripheriedés Kreiſesin eíne Anzahlm

von gleichenTheilen,' oder von der Beſchreibunge:nes
regulärenPolygonsvon m Seiten ab. Jedesmal,wenn
der Exponentm in einer der Progreſſionen

2:48:16 tetes 3:6: 12: 24 etc.

BG A020 è 40 etc.

énthaltenſeynwird,kann man dieſeOperation mitdem

Linialund dem Zirkelausführen,oder geradezu die

3: EA es Xx
“ Ausdrückeder Sinus oder CoſinusderBogen—, = etc;:

1

E i

aca2„ etc. berechen,wo denn nur quadratiſcheWur-
Mte

zelgrößenhineinkommen.

:
:

171,

Allgem:in,wenn m und m! zwey Primzahlenunter
ſichſind,und man weißdie Gleichungen

xm l=0, xm 7 L= 0,

aufilóſen;ſowürde man auchdieGleichung
}

mm 7 I AR0
:

auf-
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aufzulö�en wiſſen,denn indem man x" = y annimmt,

erhâáltman yn‘ = 1x =0, und ſobaldman durch« ire

gend eine der WurzelndieſerleßtenGleichungbezeich-
net, hat mon hernah x= «, wo xi —«=° iſt,
ein Reſultat,welchesman aufdieForm tm — 1 =0

m “4

zurüführenkann,indem man tV/« = x macht.

Man *ann zu dem Ausdru> der Wurzelnder Glei-

hung «mm/ = 1 = 0 gelangen, indem man nux die

Sinus und CoſinusderBogen- welche aus den Diviſio-
nen der halbenPeripherieund ihrerVielfachen,in m und,
m°‘gleicheTheileentſtehnanwendet. Um dies zu betveis

ſen wollenwir ſogleichdie Gleichungxm —1=0/- be-

trachten.Wennwir von der Gleichungxn — I =0

und xn/ — 1 =0 zwey Wurzelnunterſihmultipliciren,
ſohabenwir

an“Fis 2n‘r

CEA VfZy) faos— V _—ZeinLZm
4 ‘

idR
/

= cosa(t eE GE ECE+r�n‘m
} nm“ GA

Indemwir dies Reſultätmit

-

dem Ausdru>k
|

2n ‘x en“
¿COS + VE 1 Sin

- nm‘ nm:

vergleichen,welchesdie Wurzelnvon xmm‘— 1>0'

„ vorſtellt,ſoſiehtman daßbeydeaufdas nemlichezürück-
führen,wenn nm“ -+ n‘m = n““ iſt.Da aber-m und
m“ Primzahlenunter ichſind,ſofolgtaus der Theorie
der unbeſtimmtenGleichungenvom erſtenGrade, daß
man fúrn und n! immer Zahlenfindenwird, welche
der obigenGleichungentſprechen.

N
1
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Man AS daß, wenn mann = 1 macht, ſo
kommt

n! m! + n‘m“‘y X
cos 2 ——— Jr = cos —,

nm mm“

Z (2:
+ n‘m/’ E

Sin 2 i

bts Pus SII S

in m‘ m m‘

und man wird folgli<hden Sinus und Eofinusdes Bo-

gens finden,wel<er das Reſultatder Diviſionder Pe-
ripheriein eine Anzahlmm“ von gleichenTheilen-

iſ,

„wenndiedes Bogen— und =, gegebenſind,und
man. wird n und n‘ isderGleichungnm‘ + nm = +4
beſtimmthaben

3

Die Gleichungnm“ + 1 = 0 führtzu analogen

Veluſigtes.
Man wird in dieſemFallehaben

2

{eos(= CO r

i ”

Ècos (=EE tV z
1

7
è
S

+
$
J

= cos (2
+ Dm + (2n' +

_)-i

mm‘

+ I E (=
È m + (2 +

—)-m m“

14 ‘4
L

=cos isEJe +

TV-41 Sin(> E x,
mm“

woraus man folgert /

(2n + Hm + (n + Dm = 20“ + x,

75S

Die Gleichungenvon ‘derForm
AM un 2pxm + q _— Ô

fón-
=
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können wie.diejenigenbehandeltwerden, die nur zwey

Glicderenthalten,Fndem man ſienachArt des zwey-

ten Grades auſflöſet, ziehtman daraus

xm = pF Vp—q:
ſo langep*größerals g- iſt;ſind“die Werthevon «m

reel,und indem man ſiedur « und 8 ie hat
man die beydenGleichungen

xm — = 0; und xm — £=°0,, -

woraus mandie imaginairèenWurzelnnachden Formeln.
der 167.Num. findet.

Wenn man p* <

9g

hat, ſoFiebtman déiuWerthe
von «M dieForm

pPTVT, VZ
und indem man gq= a, und Vg— 7°= bþ,macht,ſo
fômmt xm = a + bV— 1x1, man brauttdann nur

aus dem iAusdru> a # b P/—t eine Wurzelvom
Grade m zu ziehen.Wenn man die Formeln von Num.
166 wieder vornimmt, ſofindetwan daraus

 P-ad
c= Va

4

+b*=7/4,» COSZ =

—
——Y Pe

und deraligemeineAusdruc>dergeſuchtenWurzeltwird
i

ſeyn
;

ru(cof
ZZ

m

Wenn man vonden einfachenN e einenE den
andern multiplicirt'

2n-*

2_—_— r(‘eos

—

—————

ZA

= E r+-
5

m

ramer

BÉ
‘Stir
—).

FT
Dra EES

2n=+2:2
emo “MT M Z

vy
Í

:

C5 ſo
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|

£0 ſtellt
|

das Product

x? — EL Lgs ts + fas
; 2E

j

alleFactorenvom zweytenGrade vor, welchedie gegeb-
Gleichung:habenfann, und man wirdbemerken,daß,
wenn man in dieſerGleichungrx?anſtatta, und r€ços3x

ſtattp ſeßt,dieſelbe

è
2X2 m QE xm CoS zZ pr = 0

wird. Indemman r = 1 annimmt,hat man

X2mM — 2M €082 + 1 = 0,

und die Formelder Factorenvom zweytenfatswürde
ſeyn

rT + Zz

:

x — 2xcosE 41

DieſeHypotheſevermindert dieAllgemeinheitderReſul-
tateniht im Geringſten,denn wenn man

x= 2,
œ

macht,ſokômmt die Gleichung
y2m — 2aWymMcosz+ «2m = 0,

tvelchesman immer mit
1

y Sm PERRA 2PÞymZiQ = 0

Vergleichenkann, vorausgeſeßt,daß
Pe

ſey, Jn Allem Vorhergehendenwürde dadurch.nichts

geändertwerden, wenn der Coefficientp negativwä-

re, nur der Vogen x würde dann mehr als 90° be-

tragen,
i

yc E

Die Aufloſungder Gleichung«m + aw = 0, welche

in Num, 167 gegebeniſt,und die uns dieFactorenvon
Í ì : der
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derGrößex=" Fan hefanntgemachthat,tvird-unsdas
Mittel an dieHandgeben, die ſchdneEigenſchaftdes

Kreiſeszu demonſtriren,welchedas Theoremdes Cotes
enthält,und o lautet.

Wenn man den Umfang. eines Kreiſes, der

mit‘ cinem Halbmeſſer = a beſchriebeniſt,in ‘eine

Anzahl2m von gleichenTheilen M,, M,, AM,,

M, etc, (Fig.2)theilt,;und von einem auf deu

Diameter MCM, gelegnen, von dem Mit-

telpunct€ und OC=+« entfernten Puncte

nah, von verſchiednen Theilungspuncten
die geraden Linien OM, OM,, OM,, OM...

zieht, ſo wird das Product vonallen denen,

welche mit den durch eine gerade Zahl be-
merkten Theilungspuncten correspondiren
gleichaw — xm feyn, wenn der Punct O inners

halb des Kreiſes,und gleihxn — aw, wenn er

außerhalb des Kreiſes liegt: Die geraden Li-

nien, welchenach den ungeraden Theilungs-
punctengeführtwerden, geben, wenn man ſie
unter ſi< multiplicirt,die Größe am + xm,

Jch willnur denFallbeweiſen,wo O innerhalbdes
Kreiſesliegt,weil es leihtſcynwird,den andern auf
eben die Art zu beweiſen.Wenn man von dem Punete
M, die PerpendiculaireM, P aufden DiameterMM, fals
leù
ntsſo hatman aus MoſerEbnſibueion

OM, =
= “oP + PA,;

aber PM, ſtelltden Sinus des Bogens1M, in dem
KreiſedeſſenRadius = a iſ,vor, und C? iſtder Cos
ſinus.Man wird dahernach den Sinustafeln,

-

die für
den Radius = 1 berechnetſind,haben :

: PM
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PM = asinMM,, CP = acos MM,, OP = QP co

y
:

= àcos MM, — x,

und endlich

OM,= ‘a° — 2axcos MM, + *°:

Die Werthe von OM,, OM, . ,. erhält man, indem

man ‘die fúr OM, gefundnen BogenMM,, MM, ..

‘dem Bogen MM, ſubſtituirt.Wenn man nur die nimmt,
“

welcheden geradenTheilungspuncteentſprechen,und die

halbePeripherieimmerdurch * bezeichnet,ſokömmt

47
EF M M* ==,MM, — TIE

m

miau
e

27

oM, = a ‘— 2axcos — + xX,
m

e. ..

: EET

OM,= a? — 2ax cos E + x?
m

Aber dieLinienOM,,OM,+.» welcheauf einerSeite
des Diametersliegen,haben ihre correspondirenden
OM,, OM, auf der andern Seite,dieihnenreſpective
gleich.ſind,ſodaß man ſchreibenkann 0M, X 0M,,

anſtatt0M; OM, X OM. ſtatt

,

OX, und ſofort,
wenn dieDiviſionenin größererZahl wären. Man be-

merke zu gleichererZeit,daß die LinienOM die Größe
a = x vorſtellt.Dies feſtgeſet,ſofolgtaus Num, 168

daß m ungradeiſt,
27 -

am — xn = (a = x) (a?— 2ax cos LE "+=AI
*

A

c

(a*— 28xcos = + x)

indem man ſtattder Factorender zweytenHälfteihre
Ausdrückein Linienſett,(ohatman

2M q
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am — xm = OM X OM. X OM, X-OM; X ON,

Da die' Bogen MAN,, MN, MM; « « «, welcheden un-

gradenTheilungspunctencorrespondiren, gleichſind
4

;

GUAM e” b6r
__

37 LOT (DN
:

:

m m:

7.

TA m 2m m

{ofindetman

e! x

OM, = a? — 2axcos
e + x,

OM, = a? — 2ax cos ie xX
A Di

1E

und OM, =/a + x; aber da man
_

n xm (a-+ x) (a?— 2axcos ZF x)

M(a?=2axcos = + MCs

hat, ſoerháltman

ám «b xm E OM, X-OM, COM, X OM, X OM,
Da m einegradeZahliſt,wie in Fig.3, ſoentſprechen
die beydenTheileOM und OM- des Diametersder eine

ſowohlalsder andere,den mit einergradenZahlbe-

zeichnetenTheilungspuncten,und gedendie beydenFac-
toren a — x, und a + x, welchedie Größe am — xn

in dieſemFallehat.

174

“Cotesder ſehrjungſtarb,hinterließin ſeinenPa: |

Pleren das vorhergehendeTheoremohneBeweis. Mo-

,

vre und Bernoullierſeßtenſolchen,aber der erſtere’
gab{demTheoremeeineErweiterungvermittelſtwoherer die ZerlegungdesAusdructs

22m e QAM xm 6082 + x2m
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in reele Factoren vom zweytenGrade bewirkte. Hier
-

folgt dieſe,Erweiterung.
Anſtattden Punkt M, aís denUrſprungder Divi:

ſlondes Kreiſesam Endedes Halbmeſſers.0c, zu neh-

men, nimmtman zuerſteinenBogenAM Fig.4, welchedeu

mte TheildesBogens z ſeyn mag, und dur Aß vorge-

ſtelltwird; nachgehendstheiltman den Umfangdes Krei-
ſesin m gleicheTheile,indem mah vomPunkt M an-
fängt,und ‘erháſtalsdann

a2m—2d xm cos z+ x2m=AC"—2AC" SCOC Euors

oC =0MX OMX OM.XOM,MOM,u. . w.

Um ſi von der WahrheitdieſerGleichungzu verſichern,

muß ma RS
daß

Ada, MAE AM, is C E
L ZZ E

und toieini vorhergehendenNumméèér,den Werth von

OM, OM, u. ſw. ſuchea;man wird durch dieſes

Mittel die nemlihenFactorenfinden- wie diejenigen
ind, welchedieFormelnvon Num. 172 für den Aus-

druck
Sane:

;

:
_

a2mM-2aWxm(osz + x2m

gebenwürden.

175.

__

Die Anwendung der Formelnvon. Num, 166 führt
uns zu einem ſehreinfachenAusdru> der Wurzelnvon
der Gleichungdes ztenGrades,în" dêm irreductibela-

Falle,Man weißdaßdieerſteWurzelderEx — px + q = 0,
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20 + Vio

_=VEg — LP iſt

und daßſiefichdemScheinenach,unter einerimaginai-

ren Geſtaltdarſtellt,wenn #p?, ſollte59? übertreffen.
Wenn man ;

cl vt

2

und

Vsp° er 59 ab

macht,ſo wird man

—G FV — a — VTCribicinEund- man wird finden

a
"

r= +

6:

+ b=1/2p’,cos = — =

E

aigias,
r

5

2, V 7p

(2 bY Zia(cosSe >A cin)
= (‘cosHe V=üdin=Vie;

woraus

ie 2x
A 2Vipcos,X==—2V;P

TF

cos,
— 4e + 2

>

M

— E

-

| Vs p cos
Ientſtehenwird,undfvegen

4x Z 2r — Zz

COS a = COS »

kann der leßtedieſerWerthe,ſogeſHriehen
werden: “‘

R va
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2r — 2

x= — 2 VV;p cos

Wir ſindzu gleiten,Beitzu den dredWurzelndex Glei-

chung E
:

X — px+q=0
gekommen,und dieſeswird diejenigenniht wundern,
die da wiſſen,daß der Ausdruckder erſtenWurzelvon
der wir ausgegegangenſind,ſiealleimplicite,wegen der

cubiſcheneingebildetenWurzelnder Einheit,die darinn

als.befindlichmit gedachtwerden , enthält.Die andern

fönnen i< von der ſtrengenRichtigkeitunſererSchlúſſe
úberzeugen, indem ſie,in denen bekannten Ausdrüken,
der beyden leßternWurzeln,dievorhingefundeneWers

the fúrdie cubiſchenRadicalien,welcheſichin den er-

ſternWerth einſchleichen,ſubſtituiren;ſiewerden haben
Zz

È

Sa z'
2V*p E cos —

— {V3 sin5):

TA
— 2 _— ZE

2Vie(cos = + # V3 s1n 2)
und wenn man ſic erinnert, daß

“A 4
:

cos — = cos 120° = — = und

.
2D, . o 2

Sin — = sin 120 = —

#5 V3
3

4

ſowerdenſiedievorhergehendenAusdrüke ín

m 3,Z a

und — 2/3 p cos_—- 2 VVzpcs
Ret

--
vertvandeln.

176,
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176.
Man wirdeben ſofinden,daß der allgemeine

Ausdru>
:

:

H

in i m
[

á +b V1 ST EUs
“

immerreel iſt,und ſeinWerth
LT

em cos e

iſt. Man würde die Gleichungvon welchererabhängt
bilden,indem man den cosinus des mten Theilseinesge-
gebenenBogens As Jn der That,es ſeymx. 2,

ſo wirdman x = —>befommen,und “wegen Num.40.

der Einleitung,oE man finden
GOS Zz== (‘cos+ I I I

Bad
SEEC COS mi VE);

wenn man dieſeGleichungentwickelt,indem man — in

der Stelle von cos z ſett,und
I

Zz

+ Frat L
Z

I
Sa

2cos — —

Sin = == vi uw

E >
y,

2
4r Z

“macht;ſowird darausdieGleichungE welche

Ss4 gebenſoll: man hat aber au< durcherwähnte.
um. |

zZ
MS xCOS

— =3 (eosz+ V— 1 sinzin

1

:

|

+ *(cos2 — YV— 1 sin2)
11,Theil,

:

D bos
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“al�o e À L

E LA + E I HPE

Es gehörtniht zu meinem Gegenſtandedie/Gleichungen

abzuhandeln,‘welcheaus derDiviſion,eines in einer bes

liebigenAnzahlgleicherTheilegetheiltenKreisbogens,

entſtehen;-da ſieaberwegen ihrerGeſtaltund Eigen»

ſchaftenſchrmerkwürdigſind,ſo habeih ſolchewenig-

ftensden Leſeranzeigenwollen.

4

ZA
| AT

Da die Kenntniß der eingebildetenWurzeln der

Gleichungen,für einenwichtigenZweigdes Jutegralcal-

culs nothwendigiſ,ſo haltei< es fúrndthigmi über

“dieſeMaterie noh 1n einigenDetails einzulaſſen.

;

Es ergiebtſi aus dem erwieſenenLehrſatzNr. 163,

daßumdieeingebildetenWurzelneinerbeliedigenalgebrai-

ſchenGleichungzu erhalten;,
man ſolchein Factorenvom

zweytenGradezerlegenmuß. Aber dieſesMittelziehetgro-
*

He Unbequemlichkeitennach ſich,indem es dieAuflöſung

einer Gleichungvom Grade _——
1)

erfordert,eche

man ſelbſtno< wiſſenkann, ob die vorgegebenevom

Grade m, eingebildeteWurzelnhat odernicht. Die

Geometer haben Methoden geſuht, wélhe ihnen

‘dieAnzahldieſerWurzeln anzeigenkönnten,unabhän-
“gigvon der AuflöſungeinerGleichung,und i< werde

‘vortragenwas Lagrange zum allgemeinſtenin dieſer

Rückſichtgefundenhat.
:

_

Es ſey"«, 8, 71,d,etc. dieWurzelneinerGleichung
vom Grade m, unterwelchenſi<hverſchiedeneeingebil-

E dete
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dete befinden, dieſeletzternſindnothwendigertveiſepaar
weiſe,und von der

eeab VEL ab 1:

Wenn man diedie der Wurzelnvon dieſerGleis

<ung nimmt,‘ſokdnntenſienur eine von den feILeneoFormen ſeyn:

a=—g «a— 27 TEA aa‘ = (b—bui,
:

:

EPL

Macht man die Quadrate von dieſenAusdrücken, ſo.

wird man fürden erſtencin reelesund poſitivesund für

den viertenein reeles und negativesReſultatfinden;die

beyden anderen werden eingebildeteReſultategeben, -

wenn man nihtwenigſtensin einigenFällenb=b“‘ hat,
a unda‘ bleibenungleich;ob es aber gleichgeſchieht,
ſo wird nur das Quadrat von dem Unterſchiedezwiſchen
den zwey eingebildetenWurzeln,welchezuſammengehören,
negativſeÿn. Es folgtdaraus, daß dieGleichungvon

welcherdieWurzelndie Quadrate der Unterſchiede,die.

ſi unterdicjenigenvon der vorgegebenenbefinden,ſeyn

würden,eben ſo vielenegativeWurzelnhat, als dies

ſe leßzterePaare eingebildeteWurzelnhat,

Man kann die Gleichunghervorbringen- wél<e die

Quadrate derUnterſchiedezwiſchendieWurzelnder Vor-

gegebenengiebt,und welcheichdieGleichung(D) nen-
nen werde,indem man nach dem VerfahreninPue160,das Produktder Factoren

ſ

Zz — (« — e); 2 — (« — y), Zz (8 Ye
entwi>elnwerde,undnacherglei Null ſett.

j
D 2 278.
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178.

Hätte man eine fiere Regel zu beurtheilen tvie viel

negative Wurzeln die Gleichung (D) hat, ſowúßteman

dadurchwievielPaare von imaginairenWurzelndie vors

gegebeneGleichungenthält: Unalúklicherweiſebietetdie

Analyſis kein unfehlbaresMittel dar dieſenGegenſtand
zu erfüllen.Dennoch hatDescarteserkannt daß einebee
liebigeGleichungſovielpoſitiveWurzeln haben könnte,
alsAenderungender Zéichenvon + in — odervon —

in + in der Folgeder Glieder woraus ſiebeſtehetvor-

fonimen,und ſovielnegativeWurzeln,als Folgen deſ-

ſelbenZeichendarin ſind.“DieſerSat, deſſenWahrheit
zuerſtbeſtrittenwürde , iſtdur< de Gua- vollſtändigbe-

wieſen,und kann deutlicherund allgemeinerfolgender-
maaßenvorgetragenwerden:

Jede Gleichung kann niht mehr poſitive
Wurzelnhaben, als ſithZeichen- Abwechſelun-
gen zwiſchenihren Gliedern finden, und nicht
mehr negative Wurzeln, als ſi<hFolgen deſ»
ſelben Zeichen finden,und wenn die Gleichung
nur reele Wurzeln enthielte,ſo würde ſie da-

von ganz genau ſovielpoſitive haben,als ſie

Abwechſelungender Zeichenhat, und ſo viel

negative,als ſieFolgen deſſelbenZeichenhat.
DieſesTheorem,welcheswir weiterunten beweiſen

werden,läßtuns ſehen,daß,wenn die Gliederder Gleis

<ung (D) wechfelsweiſepoſitivund negativſind,d. h.
weun ſiekeineFolgedeſſelbenZeichenhat, ſiekeinean-
dere als reeleund poſitiveWurzelnhabenwird, weil

ihrerNatur nach,ſiekeineimaginäireWurzelnhaben
kann,ohnezu gleicherZeitWurzelnzu habendie negas-

: tiv

/
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tivſind;und man ſchließtdaraus, daß alleWurzelnder

vorgegebenenGleichungin dieſemFallereelſeynwerden.
Ferner, wenn in derGleichung(D) das letzteGlied,

welches,wie man weiß, das Productaus allenWurzeln
iſt,negativiſt,ſo wird ſieeine geradeoderungerade
Anzahlvon negativenWurzeln“haben, je nachdem ſie
von ungeradenodergeradenGrade ¡ſeynwird ,- -denn

das ProductA* 4B? einesPaars von imaginairenWurs

zelnA + B y“—1, iſtimmer poſitivo.Jm erſtenFalle
wird dievorgegebeneBleichungeine gerade AnzahlPaa-
re von imaginairenWurzelnhaben, und im zweyten

_ Falteeine ungeradeAnzahlPaare.Allgemein, die vor-

gegebeneGleichungwird niht mehr Paare von imagi-
nairen Wurzelnhabenkönnen,alsſi Folgendeſſelben
Zeichen,zwiſchenden GliedernderGleichung(D) finden.

Die vorſtehendenBetrachtungenführennux no
erſtdahin,ſidzu verfichern,ob einegegebeneGleichung
imaginaireWurzelnhat, und eine Grenzezu finden,
die ihreAnzahlnichtüberſteigenkann; folgenwir aber -

den Geiſtder Methode,ſomachenwir neue Hülftglei-
<ungen, die feine negativeWurzelnhabenkönnten,in
ſoferndie vorgegebeneGleichungwenigſtensvier negas
tive Wurzelnhabenwird, andere.Hülfsgleichungendie
nur poſitiveWurzelnhabenwerden „ inſoferndie Anzahl
derimaginairenWurzelnder vorgegebenenGleichungun-
ter 6 wäre,u. . w.

y

Im erſtenFallemúßte man, die Gleichungſuchen,
welchedas Quadratdes Unterſchiedeszwiſchender Sums
me von zwey beliebigenWurzelnder“vorgegebenenGleis
<ung, und dieSummeder beydenandern ohneAuswahl
genommenen,1 giebt;im zweytenFalle,die Gleichung
welchedas Quadratdes UnterſchiedeszwiſchenderSum-
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me von drey beliebigen Wurzeln, 'und die Summe von

drey andern ohne Auswahl genommenen Wurzeln, und
‘

fo-weiter.

| 179.

Wenn man auf irgend eine Art dahin gelangte, die

- negativen Wurzeln der Gleichung(D) zu finden, ſo wür-

de man den Ausdru> derimaginairenWurzelnder vor-

gegebenenGleichungdaraus ableiten. Jn der That,
wenn manin dieſerleßterna + b PV—1 anſtatt’xfubs
ſtituirt, den reelen und imaginairenTheiljedenbeſon-
ders glei Null ſezt, ſo wird man zwey Gleichungen

“ haben um die unbekannten Größena und b zu beſtim-
men. Wüúßte man aber den Werthvon b a priori,und

ſeßteihm in eineroder dex andern dieſerGleichungen,
ſomüßtendie zwey Reſultätedur< den nemlichenWerth
von a befriedigtſeyn, und dieſeReſultatehättennoth-
wendigeinengemeinſchaftlichenFactor,welcher a zum
erſten,zweyten,oder zum drittenu. �.w. Grade erho-

"ben enthaltenwürde, jena<hdemdaßder Werth von b

einem, oder zwey, oder drey,u, ſw. Werthevon a

entſpräche; da nun das Quadrat voñ der Differenzzwia
ſchenden beydenimaginairenWurzeln,die in der For-
mda bVZr enthaltenſind,— 4b?i,“ſo wird
die Größe b die Hälftevon dem Ouadrat der Wurzel,
des durchdie Gleichung(D) gegebenenReſultatpoſitiv
genommenſeyn:ſut man alſozwiſchenden genannten

beydenGleichungenden größtengemeinſchaftlihenThei?
ler,ſ0wird man, indem man ſieglei Null ſett,die
Gleichunghabendiea heſtimmenſoll.

180.
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180.

Die Gleichung(D) hát auch andere nützlicheEigen-

aften. Man ſieht z.B. daß ihr letztesGliedallez
mal verſchwindenwird,wenn diegegébneGleichungzwey

"

gleiche.Wurzelnhat,weil in dieſemFalleeineder Grô-

ßen (« — 6)? = o werden wird. Wenn dievorgegebene

Gleichungzwey - gleicheWurzeln hatte, weil Ae
darin drey von den Größen (« — 8)*,(#— 7), (8—y)
u. ſw. da ſind,welcheſi aufhebenwürden,ſoverlóredie

Gleichung(D)ihre drey leßtenGlieder. Allgemein:Eis

ue Anzahla von gleichenWurzelnin der gegebnenGlei-
E

chungtoird— 2
Glieder in der Gleichung(D) ver-

nichten,welchedadurcheinMitteldarbietet,das Daſeyn
der Wurzelnzu erkennen. Wir werden uns dieſeGele-

genheitbedienen, um zu zeigen,wie derDifferentialcal-
cul das nemlicheZielmit eben (0vieleZierlichkeitals

Leichtigkeiterreicht.

Eine GleichungÞ = 0, twvelchegleiheWurzelnhat,
iſtnothwendigerweiſevon der Form:

'

P= X (x — ay = 0,

und es folgtaus dem Nr. 133 Geſagten,daßalleDiffe-

rentialen—, LE bisrtt ver,hwindenwerden,wenn
y dx dx? dxn-I n

j

;

man x = «-«annimmt,weil ſieden Factor(x — 4) ente

haltenwerden , welcherin der erſtenzur Potenz
n — 1,

in

usweyten zurPotenzn — 2, u, �.f.erhobenſeynwird.

Die Gleichungen
LP

A

gOp
2

da-EÞP = 0 "Ginge
;

—__ ...
—— =

Ar QE
a

dxnr-X
2

AL wet?
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werden alſozu gleicherZeitſtatthaben;und wenn man

den gemeinſchaftlihenDiviſorzwiſchender erſtenund
zweyten ſucht,ſottiman denFactor(x — «)2-% has
ben,

DieſeBetrachtungenwürden leicht.auf den Fallan-
wendbar ſeyn,wo die gegebneGleichungverſchiedneAr-
ten von gleichenWurzelntnihtelts,d. h,wenn ſievon
der Form :

Nx —— a) (x — A) etc = 0

wäre¿-ihr erſtesDifferentialwürde alſohier
(x — «rx (x — 8)P-T etc,

zum gemeinſchaftlichenFactorhaben,

IST.

Unterden verſchiednenDemonſtrationen,die man

von dexCarteſianiſhenRegel gegebenhat, von wel:

che i< Num, 178 Gebrauch gemachthabe, werde ich
die von Segner wählen,(*) weil ſiemir ven allen die

einſachſteſchien.Zur
- Abkürzung,will ih unter dem

allgemeinenNamen Abwechſelungdie Nenderangder

Zeichen,es ſey-nunvon + in —, oder — in +, ſo
wie unter dem Ausdru>, Folge,jedeSucceſſiondes
nemlichenZeichensbegreifen.

Es ſeydieGleichung
xm + Pam + Qua H TEE U=o0,

gegeben,wo die Zeichen+ und — ſi< auf irgendeine
Art folgen,IER man ſiemitdem Factorx — «

:

: mul-

“)Sie findetfiin denMemoirender BerlinerAkademie 9,

ci 1756, Seite292,
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“ multiplicietywelcherdie poſitiveWurzelx = « gicbt,
erzáltman
xm- X + Pm 4 QKM EU 1x TA N

—«j Pay FT) FFUej
Die in dey erſtenZeiledieſesReſultatsſtehendenCoef-
ficientenſinddie von der gegebnenGleichungmit dem

nemlichènZeichengenommen , womit ſievon Anfang be-

haftetwaren. Die in der zweyten Zeile,ſindvon die

in der erſten,mit « multiplicirt,gebildet,aber mit einem
entgegengeſeiztenZeichen,und ein Gliedweiter rechts

gerúü>t.Jt dies feſtgeſezt,ſofolgt,daß, ſobalddie
obern Coefficientengrößerals die untern ſind, ſiedas
ZeichendesGliedes, in welchemſieſi befindenbeſtim-
men; und da ihreZeichenunve:ändertſind,ſohaben
ſieauch unter ſichdienemlihenAbwechſelungenund Fol-
gen, wie in der gegebnenGleichung;aber“da das lette
Glied= Us« immer eindem Zeichendes vorletztenobern
Coefficienten& VU entgegengeſetztiſt,ſo entſtehtdaraus

eine neue Abwechſelung,“welche‘die vorgegebeneGleis

chungnoch nichthatte.
Wenn man auf einen untern Coefficientenkömmt,

deſſenZeichendem ſeinescorrespondirendenobern entge-

“gengeſeßtund welcher,größeralsdieſer obereiſt,o er.
hâltman eineFolgeder gegebnenGleichung,welcheſich
ineine.Abwecbſelungändert;denn da das Zeichenides

Gliedes, wo diesgeſchieht,dur< das des unternCoeffi-
cientenbeſtimmtſind,wird dem Zeichendes vorherges
henden.Gliedesentgegengeſetztſeyn, welchesman für
das nemliche,alsdas ſeinesobernCoefficientenannimmt.

Man wird die WahrheitdieſerBehauptungfüh
len, wenn man beobachtet,daß man nur gendthigt
ſt, ſichdes untern Coeficientenzu bedienen,wenn man

D
N

tas
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das Zeicheneines Gliedes kennen will, wie in Fällen,

welche einen der beyden folgenden ähnlich ſind:

{- Rxm-3 +S Îxm-4, — Rxm-3 —. $ x04,

—Rae) : $ Rio1
und wenn man annimmt, daß «R > 8, ſo wird die

Ordnung derZeichenfolgein dem erſten+ —, im zwey-

ten -= + ſeyn.¿Jh habe den untern Coefficientenim
|

'

erſtenGliede nit hingeſeßzt,weiler nah der Hypothe-

ſefeinen Einflußauf das ZeichendieſesGliedes hat.

C8 iſtdaherevident,daßjedesmal,ſobaldman

von derobernZeilezur untern hinabſteigt,um das Zeis

en zu beſtimmen,eine Abwechſelung

-

entſtehnwird,
welchenichtin der gegebnenGleichungvorhandenwar,
und wenn man, “nachdieſemUebergangimmer ín der

untern Zeilebleibt, ſofindetman die nemlichenAbwech-

ſelungenund Folgenwieder,die in dergegebnenGlei-

<ung ſind, weil die CoefficientendieſerZeileimmer ein

ihrem erſtenZeichenentgegengeſeßtesZeichenhaben.
Menn man von der untern Linie zur obern geht, o

fann man eine Abwechſelungoder eineFolgeerhalten;
denn es herrſchtfeineConnexionzwiſchendem Zeichen

‘eines niedern Coefficientenund dem *des hdhernCoeffi-
cientenvom folgendenGliede, Wenn manaber annimmt,

daßdieſerUebergangin allenFällen‘eineFolgeverſchafs-

te, da das leßteGliedder -neuenGleichungeinenTheil
der zwentenLinieausmacht, ſomüßteman zum tenig-

ſteneinmal öfterin dieſeLinie als n die erſtezurúk-
fommen , und folglichwird die neue Gleichungwenig-

ſtenseineAbwechſelungder Zeichenmehr als die gegebne

haben. Eben ſoverhältes ſichmit jederpoſitivenWur»

“zel,die man einführt,
:

/

Man
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Man multiplicirejeztdievorgegebneGleichungdur<
den Factorx + «, welcherdienegativeE

x=— 4

giebt,wir werden dann haben. /

xt + PJ m “teQE ZL Je
+ Pal + Toe FraE

Die index erſtenZeileſtehendenCoefficientènfindhier

nochdieſelben,und haben das nemlicheZeichen,als in

der gegebnenGleichung;die der zweytenZeileſindauch
von denen der erſtenZeile,mit « multiplicirt,und eine

Stellenach der retenitt gebildet; aber in gegen-

wártigemFallehabenſiedas urſprünglicheZeichenbey-
z behalten.

Wenn man tie obenititidasſo wird man ſehn,

“daß man jedesmal,wenn man das Zeichendes untern

Coefficientenzu nehmen genöthigtiſt,eine neue Folge
erhaltenwürde,welchein der gegebnennichtenthalten
war. Die hierangeführtenBeyſpiele,

++ Rxm-3 — S 1x04; — Rxm-3 «+ S 1x0m-4,

+ aRf :

_— «R
die den weiteroben gegebenenanalogſind,werdendieſe
Folgerungennochevidentermachen,weil,da «R größer
als 8 iſt,man in einem + + im andern — — haben
wird. Wenn man von der untern Zeilein die obere

ſteigt,ſo wird man ohne Unterſchiedeine Folgeoder

Abwechſelungerhaltenkönnen. Aber” indem man feſt-
ſest,daß immer eineAbweſelungStatt habenſolle,
ſowird man deſſenungeachtetſchließenkònnen, daß die

Zahl der Folgenwenigſtensum eine Einheitvermehrt
ſeynwird; weil das lezteGlied, indem. es ſihin der

aweytenLiniebefindet,immer in dieſe.Liniewenigſtens
einmal ôfterals in die anderezurücffehrenmuß. Es

folatdaraus,daß jededer'vorgegebnenGleichungzuge-
/

eignea

=o
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eignete Wurzel wenigſtenseine Folgemit i< brine

gen. : j

Indem man dieſeSchlußfolgemit der vorhergehens
den zuſammenhält,ſiehtman, wiewir in Num. 178 bes

hauptethaben, daß die Zahl der poſitiven Wur-

zelnirgend einer Gleihung, nicht die der Zei-
_<hien- Abwechſelungúbertreffen kann, welche

ſiein ſichenthält. Das nemlichegiltvon den ne

gativen Wurzeln, und den Folgen. Wenn die

vorgegebneGleichungbloßreeleWurzelnhat, ſowurde
man hierdur<auchbeweiſen,daß ſiegenau eben ſoviel

poſitiveWurzelnals.Abwechſelungen,und -eben ſoviel

negativeWurzela als Folgenhat; denn wie großauch
die Zahlder Abwechſelungenund Folgenſey,welchedie
poſitivenund negativenWurzelnherbeigeführthaben,ſo
wird dochdieSumme der einen und derandern,in dem

Endreſultateder Zahl der um Eins vermindertenGlie-

der, oder dem Exponentendes Grades dex Gleichung,
oder endlichder Zahl der Wurzelngleihſeyn; und da

dieAbwechſelungeñnnur
*

von den poſitiven,ſo |wie die

Folgenvon dennegativenWurzelnentſtehn,ſo folgt
daraus, daß man eben ſo vielAbwechlungenalspoſiti
ve Wurzeln,und chenſovielFolgenals negativeWur-

“

zelnhabenwird, et vice versâ. /

Die imaginairenWurzeln modiſicirendieſenSay,
weil ſieſowohl-beyAbwecpſelungen,als bey FolgenStatt

IN haben.In der That ſinddie Wurzelnder Gleichung
:

x + 2px+ 9g=0,

imaginairy was p auchfúreinZeichenhabe,ſobald
p< GM

Mankann ſehr‘oftdasDaſeyn imaginairerWur-
¡eln, durchobigeRegelerkennen,ſobaldeineGleichung

L

: etli-
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etlicheGliedefehlen.Nehmen-wir z.B.

X px + 4 =O

an. Wir könnendur< + ox*das zweytefehlendeGlied

erſeßen,und wir haben daher
x + o + +q=0.

|

Wenn man aberbloßdas obere Zeichenbetrachtet,o

findetman nur Folgen,das untereZeichenhingegen,
giebtzwey Abwechſelungen.Dadieſe Reſultatevon deneñ

eins drey negativeWurzeln, ſo wie das andére zwey

poſitiveund eine negativeanzuzeigenſcheint,nichtmit-

einander beſtehenkönnen, ſo zeigenſie, daß die Glei-

<ung ==ZEN Wurzelnhat. Wenn man hätte
|

EP —
x +9=0,

und

1

man ſchriebees |

x 0x? u Pr dleg= 0,
ſo wúrdeman immer, welcheZeihenman „auchſetzte,
zwey Abwechſelungenund eine Folgehaben.Dieſe
Uebereinſtimmungder Reſultatebeweiſet,daß ſie,drey
wirklicheWurzelnhabenfann ,

' niht aber, daß ſieſie
_ wirflihhat,denn man weißdaß dieſesnichtgeſchehen‘kann,'wenn man nicht7;p?> 29? hat.

182. ;

J

_

Wir wollenjetztdie Geſtaltunterſuchen,welchedie
logarithmiſchen,exponentialenund Kreis-Functionenan-

nehmen,wenn ſieimaginaireGrößeninſd enthalten.
_Es ſeyzuerſt

i

Ha E hl 13ids :

4

VETE =

a

=r, - = cosz, — = Sinz,
r N

Pp
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CZ

ſokömmt

a + b VITI = +(cosz1 I 6D
und folglich

a 2D SuesAN
= ir “+ 1(cosz=PE 1 sin2);

aber

I(cosz > PV—1 sin 23 = <4 z IVV—14(Einl.N.38':
dâher-

i

:

la +bV-O=t EP = 1+

Gegeben ſeybloßcr,cos2z2, und sinzz man wird, tvie

in Nr. 16s ſtattdes Bogensz, dieBogen ETES
27. f= 2 A Ze Air EZ

|

nehmen können,wenn i eine ganzeZahliſt:ſo daß man

für 1(a+ VE L)eine unendlicheMengeWerthedio
inD Formel

= (ir + 2V—«

begriffenſind,tens
__Wéênn man b = o macht, ſohat man

r=a, sinz=o0, z=0, und læ#= E iV 31.
DieſesReſultat,welchesizuerſtparadoxſcheinenwird,zeigt,

-

daß einereelléGrößefüreinnemlichenModel,eineunend-

licheMenge Logarithmenhat,wovon ein einzigerreeliſt,
‘nemlichder, welchenman erhält,‘indemman i = 0

ſett,und welchenwir durchdieCharacteriſtikL bezeich
nen wollen.Wir werden daherſchreiben,

la=La + air V1
Die Gleichung

:

PELS Ucosx + VDE sinx)
führtunmittelbarzur nemlichenSclußfolgedenn ins
dem man ſucceſſive

x =O, SNN 6 pA mn AUEC

Ï

macht,
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macht, giebtſie

o=LI, 2V/—

1

= 11, «+ Es ir V—-1= 8
woraus man ſieht,daßdie EinheiteineunendlicheMens
ge von imaginairenLogarithmen- enthält.Weil aber

À = 1 X a, ſo fann man ſagenla =11 + laz- und

indem man fúr taden reêllenLogarithmenLa ſubſtituirt,

und ſtatt11, ſeinenallgemeinenWerth == 2i= V/—1

ſett,ſo findetman ſogleich
la = La # air Vis. :

Um dieswohl zu verſtehn,‘mußman ‘fierinnern,
daß die Natur der Logarithmeneinzigvon der Glei-

chung (ab) = la + 1b abhängt.Wenn man indieſer

Gleichungfürla und 1bihreallgemeinenWerthe
La > 2irv a4 und Lb + iV <L

ſet,ſowird die zweyteHälfte,indemſie

La + Lb = ati + ir Vs
-wird , nothwendigeiner der Logarithmenvonab, welche
in der Formel

lab) =

= ECD +— 2iV/—
—

1=La+Lb2iV/Zn,
enthaltenſind,ſeyn.

Welches alſo au die Logarithmen. von a und b

ſeynmögen,die man unter ſi<addirt,ſowirddochihre
Summe immer einen der:Logarithmendes Productsab

glei ſeyn.
|

“Wenn man x= 18° = =» mat, ſo hat man
Cox =

— 1 und wenn man (2i+ 1)* anſtatt2ix
ſeßt,findetman

C r= (EDV
«welchesuns zeigt, daßalleLogarithmenvon — 1 ima-

ginärfind;das nemlichégiltſelbſtvon — a; denn
ke

s

— a
4
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—4=2 X —1 und(—) =

=

a Caen

daher i — a) = Lat (21 + 7 2 1

j 183.
:

Mit Hülfe der vorhergehenden Betrachtungen lößte
Euler die S<{wierigkeit bey den Logarithmen der ne-

gativen Zahlen, welche der Gegenſtandeines ſehrlan-

gen Streites zwiſchenLeibniz und Joh. Ber-

nouilli waren, Der erſtebehauptete,daß dieſe

Logarithmenimaginär,der zweyte,daß ſiereel,und
mit denen der poſitivenZahlen einerleyſeyen,Wir
können niht in das Detailder . von beydenSeiten an-

geführtenGründe gehen,aber einer der ſtärkſtenBetwei-

ſe welchenman fúrdie Realitätder Logarithmender
negativenZahlenanführte,war, daß man ſagte;weil
(— a)? = a° ſey,ſomüßte :

Jl— i) = 10, al a= la;

und endli<h1— a =1 +a ſeyn. DieEulerſcheTheos
rie beſtätigtdie“erſteFolgerungund beweiſot,daß die

andernbeyden falſchſind.

Jn der That, hat man

l(— a)?=2l—=a=2La += 2(2i+ ir V—x,
und weil dieZahl221i+ 1) gerade iſt,ſo iſtdieſer
Ausdru>kin derFormel

|

La ai VET i

begriffen,welchealleLogarithmenvon a? darſtellt.Man

hatalſoin einem gewiſſenSinne 1( — a)? = la*,

Wenn man’ die Ausdrücke
2l—a=a2La + 2(2i+) V1

und 2la = 2La +— 4isV/—1:

miteinandervergleicht,ſo ſiehtman,daßſie nie in

einan-
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‘einanderfallenkönnen,weil alleZahlenvon [derForm
4i la2, weſentlichverſchiedenvon denen ‘von der Form

4i ſind;aber dex allgemeineAusdruckder Logarithmen
von a*, muß âlleLogarithmen,die man findenwürde,ins
dem man ohne Unterſchieddie der FactorendieſerGröße

(Num. 182.)hinzugefügt,in ſibenthalten.Er begreift
alſoaußerden doppelteneinesjedender Logarithmenvon

+ a und- — a, die Summen in ſi, welcheman erhalten

würde, indem man zwey von den erſtern,oder zwe von

dep zweyten,welcheungleichſeynwerden,zuſamwenaddirt,
Cs ſeyalſo
rt a) =2la ZZ li + i + DV 1

« ünd 1a? = 2La + 2(i + iV 1

Jn dieſenleßteaAusdrückenfindenſichdie Logarithmen,
*

welche der Gleichung(— a)? = 1a? Genügeleiſten,weil
2(ìi+ i‘) immer irgendeinegerade

-

Zahlbezeichnen
kann.

Bernouillizog noc) ausder Quadratur der Hypers-
bel einen andern Einwurfvom großenGewichte,welche
Euler beſtehenließ;man hataber ſeitdieſerZeitdarauf

geantwortet,wie wir es auh im Jutegralcalculbey den
Quadraturenzeigenwerden, und obgleichd'Alembert,
welcherBernouillisMeinungbeygetretenwar, Eulers

Erflàärungniht annehmen wollte, ſo hat ſiejeztdoh
den Beyfallder ausgezeichneſtenUnalyſten.

¿
4

|

184.

Wir habenvorläufigdenAusdru> | desPagaroEder imaginairenGröße
abb Vla r(cof +P = i

|

zio)geſucht,und‘¿umReſultat
- TE BAS

11,Theil, E 1c4+
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Ir + (2ir + DV 1
erhalten; indem wir die Frage umkehren ſiehtman, daß,
wenn der Logarithmusdur<hm + nV

—

1 vorgeſtellt
iſteſoerhältman m = Ir, n = 2i* + z; und wenn

man die Zahl, deren Einheitder NeperſcheLogarith-
mus iſt,dur< e bezeichnet,ſofindetman r = em

1

(Einl,
Num. 32, am Ende). E

:

Sinz = sinn, c08z = cosn;
und endlichtoird

. (cosn —- YV1 sinSE
der Ausdru>e geſuchtenGröße ſeyn.DieſeGröße
iſt.reel,wenn n = 0, oder irgendein„Vielfachesder

| HS Peripherieiſt,

5 185.
_ Dex Ausdru>

i (a Se D Vs
fann man unter der Form :

i ¿(m+n1/=Da+b1/7) 2

ausdrä>en,eil allgemeinp14+ eV iſt,davon man

ſichüberzeugenkann , "wenn man“ die Logarithmen
nimmt. Wennman anſtatt1(a+ bV-r ſeinenWerth
Ir + 2EPE ſeßt,ſo kömmt

a+ VTS = lnetmetal/
—emir-nze(nz-alr)V5

:

: =emir-e[cos(mz+nlr)+4
S

fiinidweilemlr= xm, ſo hat man endlich

(a + EN 11m+aJ/-7
= cme-nz[cos(mz+ nlr)-+ USE sin(mz + nlr)],

ein
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“ein Reſultaty welhesvon der FormKP NT riſt.

Man wird ih erinnern,daß um dieſemReſultatedie

ganze Allgemeinheitzu geben, die es verträgt,män--

2i« + 2 ſtatt2 ſézenmuß. Y

:

186.

Nehmen wir an, daß man b =

0

habe, fo fömmt

f= a» = à, cosz = I und

gr lEsgitsame-2in"[cos(2imr+ ñla)
:

+ Vi sin!2iÑúrquola)] i

“ Wenn à einè negativeGröße wäre,0 nimmt man

"2 = 189°, weil x immer eine poſitiveſeynmuß, o

nimmt man 2 = 180°, woher ê0s2 = 1,und ſchreibt
män (21+1 )=«ſtátt2i*, ſogiebtdieſes

(— amn. =rwe- (2ieow cos

(

(ai + mxejenla)
+ V1 I sìn((2i+ 18S

Wenn a und!m = o wären , ſo hätteman

:
; LW E

Tab, Cos 2=0), 2=90° ==,217 -f-2 =

L
z

: n UTE
und (11/—1 le AILE “omih ain nb);

 wáre b negativ, ſonehme man

re= 270°== und2ix += +3)
S

« DieſerAusdru> würde reel werden, im Fallman
þ = 1 annehme; und ‘wenn man n =1 und i=0
macht,1 gäbeer

E:
i

E

R TS Sadr; :

einReſultat, welchesſeinerSingularitätwegen, beſtäs
/

E 2 tigt
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tigt zu werden verdiente. Dieſerwegenbemerkei , daß,

wenn man P/= 1 ſtattu in der Reihe
EE

2

-

lu=u — ut — (u — u-2):+ #(u*— u-3)— etc,

ſett,(Einl.Num. 29.)ſo erhältman

IVV —=—-t1 +1)
| PE

V+ —— et LrER = eLc

PET L
F

F
Die zwiſchenden KlammernbegriffeneReihebezeichnet
den Werth des Bogens von 45? in einem Kreiſedeſſen
Radius = 1 iſt(Einl.Num. 38); alſo

Vi= == = :
V-14 21V/-=1 S

weil aber u? = eulu,fohatman
x? a?

(Ve SEA 1.2.4 1.2.3.8
GÉ,

Man wirdbemerken, daß dieGleichung

LVs E A
|

zu.welcherwir jeztgekommenſind,

r= M1 und 2x = UV giebt,
Tone M —_-E

DieſerAusdru>von der Peripheriedes Kreiſeswelcher

fi< auch aus derGleichung
w E I = Ucosx + UX I ins

ableitet,

-

indem man x = — mat,und welchervon
y

(2 N90,

Pt

E

——O

M

——
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«oh.Bernoulligefundenworden iſt,iſtnur ein abgefkürze
res Symóöol,welcheseine unendlicheReihedarſtellt.

187.

Es ſeydieKreisfunctionsin

(a=
“bb VZ nN)gege:

ben,ſohatman
Sin(à5 bV—

1.

1)= LIUacos(b VE oinVN 1)

Um sinbPV—1 côòsbV—1ILZw erholteny ſee man

bþV1 fiattx in den Formelnvon Num.37 der Ein-

leitung, und es wird herausfommen

— D aD - eb— eb
sìn (bV==— n is (ten PT Ts

2V—x CR 2
e-ba+ O obços (bVs1)=

==

Sübſtituirtman dieſeathſohatman E

e

Ed ba
i

sin (a—bV/— 1)=(= sin a EV —

SE
A

a Sin a,

Man wird auh finden
|

b —a-b

C0 (A SV/i = (— cosa FVI — —J sína,

Zu denE der andern Selüfgöctionen, als der
Tangenten, Secantenetc,wird man eben ſogelangen.

Ll RE
a i E C4 1E fimm?

: 2 2

Sina = I, cosa =o, und

sin(a+= bV— 1 = — Z (eb+ eb);
Die Annahmevon a = ix giebtebenfalls

cos (a = hr x3= + Zeb + e-b)
weil in dieſemFallesina = 0 undcosa = — 1 iſt,

e E 3 na
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nach deni i gerade oder ungrade iſt.Es giebtalſoima-

ginaireBogen, deren Sinus und Coſinuseinen reellen

Werth haben. Man muß indeſſenbeobachten,daß dieſer

Werth mit der Natur des Kreiſesin Widerſpruchſtehet,
denn ſolangeb niht = 0 iſ,in welchemFalldexBogen
reelſeynwürde, � übertriftdieGröße

2h

¿(ed+ eb) = 1 =——
immer die Einheitoder den Radius,welchesbey keinem
im Kreiſegenommenen“SinusoderCoſinusStatthaben

ann*),
Man toúrdeno< andereineewAedineFolgerunaen

aus den in dieſenCapitelerhaltenenReſultatenziehn
Fönnen, und wenn man dieFrage,welche uns da-

hingeführthat, umkehrt,ſo würde man zum Ausdru>
imaginairerBogengelangen,welchezu imaginairenSinus
oder Coſinus,oder vielmehrdenreellenCoſinusund Si-

‘nus,die größerals der Radius find,entſprechen: aber

wir verweiſenfür dieſesDetail auf das EulerſcheMe-
moire,welchesin dexInhalts- Anzeigecitixtiſt.

188.
. Die Reſultatevon Num. 163-164,182, 184,185, 187,
beweiſen,daß alle algebraiſche,logarithmiſche,

exponentialé,oderKerettfunectiooen,ſobald

ſie

*)Man wirdinderFolgeſehen, daß dieExiſtenzdieſerSinus
und Coſinusdiezu imaginairenBogengehören, aus der Na-

turder gleichſeitigenHyperbelnentſpringt, eineCurve deren

Eigenſchaften.diegróßteAnalogiemit denendes Kreiſes

dalen,:
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fieimagíinairſind,auf die Form A = SPC?
zurückgeführtwerden können.

189.

I habeENE dieCliminirungder unbekann-

teú Größenin den algebraiſchenGleichungen,welchein

feinemElementarwerkder Algebra unter einemallge-

meinenGeſichtspunctedargeſtelltwordenift,hierergäns

zen zumüſſen,und das um ſomehr,da die deutlichſte

TheoriedieſerOperationaufden Eigenſchaftender ſyms

metriſchenFunctionenberußt,die i< im Anfang,dieſes
SS

CapitêlsabgehandeltITE Es ſeyendie beydenGleis

chungen
EEC + Rxm-3 E Tx +U=0... (1),
Oj Piguet 4 Q/x0-2 4+ R/x0-3 Y x+Z=0.. (2);

Das erſteMittel,welchesſichdarbietet, um x aus dieſen

Gleichungenfortzuſchaffen, beſtehtdarin,in iner von

ihnenden Werthvon x zu nèhmen, um ihn nachherin
derandern zu ſubſtituiren.Nehmen wir alſo'án,daß.
die Gleichung(1) aufgeldßtſey,und daßman dáraus
die verſchiedenenWerthe

m == = dete

gezogenhabe; da ſieallezu der gegebnenFrage gehö:
ren, ſo müſſenſieohneUnterſchiedin die Gleichung(2)
geſeztwerden, und werdenalſo ſovielvon x befreyete
Reſultatehervorbringen, alsdie Gleichung(1).EShat:man wird alſoſeparirthaben :

pL FO + Q/an-2 + R‘an-3,,Vle + Zi=0]

pn + PBX jl Q/an-2+ Rian-3 Y e+ Zz =0l
99 + Pynrx 4 Q/a-2 R yu-3 + y + zio} (5)

Jn++P/Ja-E4. Q/da-2 + RIOT 3 Lp YO+ ZI =O)
2 EA Keine
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Kene von ‘diefénGleichungen, -insbeſonderebetrachtet,
fann nichtdiehervorgegangeneGeſuchteſeyn;dieſelette
aber muß ſieallein ſi begreifenund zu gleicherZeit

ſowie eine jedevon ihnenStatt haben,eineBedingung
‘welcheman erfällenmuß indem “man ſieuntereinander

multiplicirtund dem Producteglei<hNull ſett;weil
das -Productidentiſ<Null wird;wenn irgendeiner ſei
ner Factorenverſchwindet:überdemſichtman, daß ex

nichtverändernwird, welcheVerſeßungenmañ auchin

der Ordnung der Größen«, 8, y, è, u. �.w. welchealle

auf derſelbenArt zu'ihrerBildungbeytragen,macht,
es wird daher nur ſymmetriſcheFunctionendieſerGrò-

ßen enthalten, und wird ſid daherdur< die Coëfficien-
ten derGleichung(1)rationelausdrú>enlaſſen,vermits
telſtder in Num. 159 angezeigtenFormeln.

Wenn die Gleichung(1) und (2) nur zwey Unbe-
fFanntenx_und y einſchließen,und von einen gleichenGras
de in Beziehungauf der Einen ſowohlals auf -der An-

‘dernſind,ſo wirddie Endgleichungin y fihniht über

den Grad mn erheben.denn da die Summe der Expos
nenten von x und von y, nictm, in jedenGliede der

Gleichung(1)überſteigenkann, ſo.wird y fi nur im

erſtenGrade in P befinden,im zweyten in Q, ‘imdrit-
ten in R..¿ im (m — Nten in LT,und endli<him mten

in VU, Bey der Unterſuchungder Zuſammenſeßungder

Gleichungen,welche geben 8,,$,,$,, u. ſw. (Num,158)
“wird man ſehen,daß ‘8, nur vom 1ten Gradein y,

ſeynkann,$,, vom zweyten$,, vom dritten,und über-

haupt,8m, vom mten. Mit HülfedieſerBemerkungen
fann man leihtbegreifen,daß der Exponentvon y in

einer jedenſymmetriſchenFunction«n fp-44adr u. . w-

Mum: 159)REdieZahl,
Ves
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n + p +9 + r + etc, welcheden Grad dieſerFunc-
tion anzeigetübertreffenwird. Man kann daher die

verſchiednenPotenzenvon «, 8, 7, è, u. ſw. anſehen
als Functionenvon y des dur< den Exponentenwomit
ſiebehaftetſind,bezeichnetenGrades. Aber da in der

Gleichung(2) die Summe der Exponentenvon x und y

nie größerals n iſt,ſowird ?! vom erſtenGrade in y»

Q‘/vom zwéyten,R! vom dritten ... Y/vom (n —1)ten

und endlih Z2/ vom nten ſeynzalle Glieder der Glei:

chung (3)könnendaher auch als Functionenvon y zum

 Hhôchſtenvom nten Grade angeſehenwerden. Jetzt,wenn -

man bemerkt, daß ein jedesGlied des Productsder
Gleichungen(3)eineAnzahlvonm GliederdieſerGleis .

chungenzu Factorenhaben wird,ſowird man überzeugt

ſeyndaß y ſihniht darin miteinem hôzernExponeno
ten als mn, befindenwird.

: Sicieniden, welcheeinigeMühe habenwerdendie
|

vörhergehendeRaiſonnementszu begreifen,wegen ihrer

großenAllgemeinheitwerden wohlthundas Productder

Gleichungen(3) in einigenbeſondernFällenzu entwickeln.

i Wir haben alſodieſenSaß bewieſen,daß man oft
-“ ndthighat, ſi zu exinnern, daß derExponent des

Grades der aus der Eliminirungeiner unbe-

Xannten Größe zwiſhen zwey Gleichungen
mit zwcy unbekanntenGrößen hervorgezoge-
nen Endgleichung,nichtdas Product der Ex-
Ponenten,welcheden Grad einer jedenGeges

benen anzeigen,übertreffenfönnte.

190.
Wenn man einen der Werthe von y, welchedur<

dieEndgléiGünggegebenſind,erhaltehat,ſomuß man

E 5
:

ihm
%
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ihm in die Gleichungen (1) und (2) ſubſtituiren,und

wird dadur< wieder zwey ‘neue Gleichungenerhalten,
welche, da ſienur noch die einzigeunbefannte Größex

‘enthalten, zum wenigſteneinemgemeinſchaftlichenFactor
von der Form (x — «-)habenmüſſen,wo'« der Werth
von'x iſt,welcherſowohldieeine als dieanderebefries

- diget.Man wird daherihrengrößtengemeinſchaftlichen
Diviſorſuchen,

'

und indem man ihm gleichNull ſett,
ſo hat man ‘dieGleichung*welchex gebenſoll.Dieſe

 feßtereGleichungwird von einemGrad ſeyn,.welcher
durchdie Anzahlder Werthe von x, dieeinerleyWerthe
von y entſprechenangezeigtwird.

-

191,
Das Mittel welcheswir angezeigthaben um den

Werth von x zu finden,nachdèm uns der Werth von y

befannt iſ,känn unmittelbarjaEicintengangewand
werden,

e

Weildie Gleichungen(1)und (2),wenn y der Na-

tur der Fragegemäßbeſtimmtiſt,einen gemeinſchaftli-

chenDiviſorerlangt,welchenſievorheronoh nichthat-

te,ſo-darfman nur dieBedingungaüfſuchen,von welcher
die ExiſtenzdieſesDiviſorsabhängt. Um dazu zu gé:

langen,muß man mit den vorgelegtenGleichungènſover?

fahren,als man thun würde um den gemeinſchaſtli-

chenDiviſorzu finden,wenn er exiſtirte,und wenn man

zu einem von x unabhängigenReſtgekommenſeynwird,
und ſolchengleihNull ſeßt, ſo wird man die ge-

forderteBedingungausdrücken,und man toirdquchzu

“gleicherZeitdieEndgleichunghaben.

©
192
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T92

Euler,anſtattdenqeineinſaftlichenDiviſornachder

gewdhnlichenMethodezu ſuchen,gebrauchtein leichteres

Verfahren,und welchesdas folgendeBeyſpielhinläng-
li zu erkennengebenwird.

Die beydenmögenſeyn:
x? pp Px + Qe + R=>0

x*-lPix + Q/x°+ Rx + S/ =-05

wenn maù dur< x — «den SéipeinkbaltiicónFactox

der einenund der andern vorſteilt,fo fónnteman die

Erſteals das Productvon x — «, dur den Factor

deszweyten Grades, x? + px + 4g anſehen,und die

zweyteals das Productvon x — a; durchden Factor
des drittenGrades,

mr PPS 4er

top und 9g,psq‘und r'obitiinteCoefficientenſind:
man toirdalſohaben:

+ Px Q+ R = (x—«)(&*—+px+9)
xP Qx H Rx +S = (x—4)(x?+p‘x?4g'x+r’),

Wenn man das Binomium (x — «)alseineunbekannte
Größe vom erſtenGrade Eliminirt,ſowird man finden,-

G+ PEP R E + fp gx + r=

G+ PQ Rx + 5) G+ px + Ps
ein Reſulzat,welchesunabhängigvon x identiſchſeyn
ſoll,und aus welchenman, nachdem man die angezeigs

ten Multiplicationenverrichtethatdie folgendenGleis
ungenzichet

P + p= P'+P
QP EE E LPP

Rs Op Pap = Rh Qpr Pa
R p‘ + Qg 4 Pri => S/ + R‘P-a Qd

f

Rg‘“f=Qr! = 8p + Rp
E

Rt art S4.
: Da
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DadieſeGleichungenſe<s an derZahl,nur fünfunbe-
ſtimmteCoefficientenenthalten,ſowird nothwendigeine
Bedingungsgleihungin Beziehungder Exiſtenzdes anges
nommenen gemeinſchaftlihenFactorsſeyn,und man wird
dazu gelangen,indem man 'alleunbeſtimmteGrößen
P» 9» p‘»-g/und r', welchenur- im ‘erſtenGrade ſind,
eliminirt, das daraus entſtehendeReſultatwird dieEnd-
gleichungin y ſeyn.

Man wird den Factorx — « finden,tvenn eineder
‘gegebenenGleichungen- mit ihrenanderenFactordivi-
dirt wird,toelcherbekannt ſeynwird, wenn man die
Coefficientenp, und9g, oder p“,q’ und - beſtimmthat,

_man ‘muß beobachten,daß derlezteTheildieferDi-
viſionwelcher der Endgleichungzu folge,Null feyn
ſoll,vernachläßigetwird,und macht man x — « = 0,
fowird man darausſogleicheinen Ausdrue von x in y
finden,welcherdie verſchiedenenWerthe die « fähigiſt,
gebenwird, indem man alle diejerigenWerthevon y
darin ſezt,die aus der Endgleichungentſtehen.

Ich willmich nichtaufhaltenzu zeigen,daß dieſe
EliminirungsmethodeſichaufGleichungenvonallen Gras

den ausdehnet.Bey Betrachtung“dex Gleichung‘des
Gradesm und des Grades n,wird man ohneMúhe ſe-
hen, daß dieFactorendes Grades m — x und des Gra=-
des n — 1 welchenman einführenwird, eine hinreis
chendeAnzahlunbeſtimmterCoeficientenenthaltenwers
den um die Fragezu befriedigen. '

Wenn man zwiſchenden dreyunbekanntenGrößen
x, y und z eineähnlicheAnzahldurc C) 2) (3)bezeich»
nete Gleichungenhätte,und,wenn man“ dieſeUnbekannso
‘ten beſtimmenwollte,ſokönnteman z.B. dieGleichung
(7)mit (2)und mit (3)combinirenum x und nachher

:

:

y aus
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y aus den beyden erhaltenenReſultatenzu eliminiren;,

. aberman muß bemerken,daß durchdieſeſucceſſive

EliminirungendiedreyvorgelegtenGleichungennichtauf
dieſelbeArt beytragenum die Endgleichungzu bilden:
die Gleichung(1) iſt¿weymahlbénußtßt,unterdeßdaß
(2)und (3) es nur einmahlſind,darausfolgt,daß
das Reſultatzu welchenman gelangtimit einem der

FragefremdenFactorcomplicirtiſt.Bezout hat in

ſeinerTheorieder Gleichungenuns einéMethode gege-

ben,welche nichtdieſerUnbequemlihkeitunterworfeniſt,
und dur welcheer beweiſet,daß der Grad von der

aus der Eliminirungeiner beliebigenAnzahl
von vollſtändigenGleichungenhervorgegange-

_nen- Endgleichung, welche eine gleicheAn-

zahl von unbekannten Größen und von belie-

bigen Graden enthält,den Produéten der Ex-
ponenten dieſerGleichungen gleich iſt: die,

vorläufigenKenntniſſewelcheſieerforderterlaubenuns

nichtſiehierORTMULIAEN,5)

|

i 193.
Die DifferentialrechnungerleichtertdieAnwendungder

Methode,welcherman ſichbedièntum Werthezu! finden,
die ſichmehr und mehrder Wurzelneiner Gleichung
nähern.Vorausgeſezt,man habe zwiſchenx und zwi-
ſchengegebenenGrößen, eine beliebigeGleihung und

man fernerweiß, daß dieſeunbekannte Größe wenig
Z

von

*)Manwird ſiebeydenAnwendungender Theorieder endli-

LEDifferenzenDanes,welcheih am Ende des Werks vors
tage.

;

,
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von der Zahl a verſchiedenſey;indemman x=«-<{-h
macht,und indem man durchu das Reſultat,welchen
uns dievorgelegteGleichunggiebt, vorſtelltwenn man

darin x in « verwandelt, ſo wird die Reihe,
dal duh dn bh

i

FRE e . (.w. (Num.12)
ausdrü>en was u wird, wenn man a + h ſtatta fett,
oder was gleichvieliſt,ſiewird dieEntwickelungder vors

gelegtenGleichungſeyn, welcheaus der Subſtitution
von 2 —+ bh ſtâttx hervorgeht,und dahergleichNull
ſeynſoll,weil a 4 h dieſeGleichungbefriedige.

Aber da nach derHypotheſeh nur eine kleineZahl
iſt,ſo könnte man die Glieder weglaſſen,wo ſieſi
über der erſtenPotenzhinauserhebtund man wird nur

:

d
bloßhaben u + — h =/0. Sobald als h mit Hülfe

dieſerGleichungbeſtimmtfeyntoird,fo macht man

a+ h=a/ und x= a‘ + h‘: Das heißt, man

Ul

wirdſeßenin u und in —,a‘ ſtatta, und hk‘ſtatthz

daraus werdieE:
ub 2SE H as Ò,

:

i

welcheeine neue EEE des.fúrx vorgefundenen“

Werths,zu machen geben wird. Indem man ſo forts
fährtauf dieſelbeArt zu Werkezu gehen,ſowird man

Werthevon x finden,welcheſihimmer mehr und mehr
E EA

Um ‘von dieſerMethodeGebrauch zu! machen, ſo
wollenwir den Werth von x in der Gleichung

2

XX — [00 = 0

ſuchen.Man wirdgleichſehen,daß x zwiſchen‘z und
4 4 fal-
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4 fallen muß , und indem wir 3,5 für den erſtennahe
FommendenWetthannehmen,ſomachtman 3,5= a,

ManédnntedievorgelegteGleichungin
|

xlx — 1100
=

=p 8

verwandeln,und durchdieſesMittel kömmt

u = ala — 1100 = = 0,0995755
aberindem man bemerktdaß das DifferentialdesTafel-

logarithmusvon a, derenModulus 0,43429 (Einl.Num.

24) iſt,auffolgendeArtausgedrütwird: 0,43429ds
“(N ¿05ſofindentir

du

= la+ 0,=
= 6e

daraus
‘

:

i

— 0;09576++ 0/97836h = 0,
und folglich

|

Z 9576
h — ==

978836
0,0209788:

man wrdealſohaben x = 3,598, die zweyte Opera,

tionin welchetman a = 3,598,machenwürdegäbeei-
nen nochviel-genauernWerth.

'
R 194.

Wenn ‘man zwey Gleichungenu = 0, und v = 0,

_ zwiſchenx und y hätte,und a und.b Werthewären,die
fih dieſenunbekanntenWerthennäherten,ſowürde man

A + ſtatt x und b + k ſtatty ſehen,undfinden,in-
dem man die Producteund ‘diePotenzenvon h undk'
‘außer,Achtläßt.

x QE
EE TRS

dv h dv k
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DieſeGleichungenwürdendienendieVerbeſſerungenh und

k zu beſtimmen;macht man nachhera + h = a,

b-pk=b‘ und x=a + hy, y = b‘ + k, ſo

wúrde man, wie oben, dieWerthe der neuen BVerbeſs

ſerungenkh’und k‘ finden,“und man würde ſo,"zu
handelnfortfahren,bis man zu den hinlänglichge-

nauen Reſultatengelangtwäre.
Wir wollen zum Beyſpieldie beydenGtelſangen

nehmen,
:

xX + yŸ — 1000 = 0, xY H yX — 100 = o,

undvoraus ſetzen,daß, nach verſchiednenVerſuchenman
:

dahingekommenſeyzu erkennen,daß die größteder beys
den Zahlenunter 4 und 5 und diekleinſte,unter 2 und 3,

enthaltenſeynmuß: da man x fürdieerſteund yfür die

zweytenimmt, und indem man 4,5 = a, 2,5 = b,macht,
ſo hat man

¡u =at bb —
1000 V = abba — 100

du. dv
— = as 2 — = bal b—-I

=p Z=bib+ba
du dv

:

eines Sis b
;

b | h = LT

7
bolh +b 2 fa «++aba

i: S z e du dv
:

du

Mán wird dieGrößenu, 5 aes
indem man bemerkt das die angezeigtenLogarithmenNes
perſcheſind, und man wird die beydenGleichungendes
erſtenGrades bilden

|

— 120/244 + 2178,232h+ 18,937k = o,

+ 4/120 + 80,458 h.+ 150,535k= 0,

woraus man zichenwird h = 0,5956,k = +=

0,061, und

folglich,a-+h=a‘= 4,56)b-pk=b‘=2,44:eíne¿weys
te-Operationwürde geben

a‘ + h‘ = 4/5519, b/ + Kk = 2,4455,u, , w-
ts

i Vier-

dv

ETSberechnen,
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Sheorie der krummen linien.

Dygleichder HauptgegenſtanddieſesCapitelsdieÁn-
wendungder Differentialre<hnungauf die Theorieder
krummen Linienſeynſoll,ſohabeih do geglaubt,ganz
kurzdarin denalgebtaiſchenTheilvon dieſerTheoriemit:
zunehmeny um ein vollſtändigesGanze darzubieten,und

um- Begriffe,welchezerſtreuetund unter.ſehrverſchiede-
“nen Geſichtspunctendargeſtelltſind,untereinander.zu ver-

binden. Es wird nurhier von den krummen Linientvel-

che man aufeiner Ebene zeichnenkann die ¡Rede ſeyn;
man wirdin dem folgendenCapiteldasjenigewas die

krummeLinien ‘aufkrumme Oberflächenangehetfinden.

T9.

AufwelcheArt die verſchiedenenUmſtändedes Laufseiner

„LiniedarchihreGleichung“ausgedrüktfind,

:

Man weiß, daß.eine jedeGleichungdie zwey un-

beſtimmteGrößenx und y walteſichconſtruiren-läßt,

C 3 weny



82 E Viertes Capitel,

wvenn man. auf einer Linie AB (Fig.5) von einem gegebe-

nen Puncte A anfangend Theilé ‘AP, AP‘, AP‘ u. �, tw.

nimmtum die Wertheeiner der unbeſtimmtenGrößenanzuzei-
zen z-B. dievon x und wenn man dur<'die PuncteP,

P/, P“/u. ff.w. geradeLinien ziehet,die den correſpon
- direndenWerthenvon y gleich, und mit einerleyinBe-

ziehungauf.AB der Lagenach gegebenengradenAC pa-

rallelziehet; ſo iſtdie LinienM Ml‘ M‘, welchedur<

alleaufſolcheArt gefundenenPunctedurchgehet,der Ort

daevorgelegtenGleichung.
:

“

Umgekehrt„ in „jeder

-

dur< ſeinerBeſchreibung-

einem regulärenGeſetunterworfenen,odermit einigen

fürallePunctegemeinſchaftlichenEigenſchaftenbegabten

Curvé,€exiſtirtimmer zwiſchender Ab ſciſſeA?, und der

OrdinatePM, eine beſtändigeRelationdie ihreNa-

tur anzeiget,Und worausman alle ihreEigenſchaften

herleitenfann. DieſeRelationkann nichtin allenFäl-

lenunter eineralgebraiſchenForm erhaltenwerden, und

daraus entſtehtdie Unterſcheidungder Curven in Alg e-

braiſcheund in TranſcendenteCurven *).

DiereſpectiveLageder LinienAB und AC, welcheman

Axender Coordinatennennty als auc dieLage

des PunctsA, welcherdavonder Urſprung iſt,ſind

willkührlihund gehörenzu denEonventionen; man iſt

ſelbſtnichtverpflichtetdieAbſciſſenaufeinerleygraden
Linie

*)MannenntdieſeleßternauchmechaniſcheCurven;aber
dieſeBeúer.aung.ſcheintmir niht angemeſſen, denn-dieBe-

reibung einerjeglichen-Curve; wenn man mit der Curve

des Kreiſesanfängt,läßtſichnur dur<hmechaniſcheHülfe
“1;‘ausführen,und manchealgebraiſcheCurveerfordertderen

¡auſammenzgeſeßterealsgewiſſc-tranſcendenteCurven,
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Liniè, und die Okëdinateunter ſichparallelzu nehmen:
aber, dieſesSyſtem der Coordinaten

-

iſ überhaupt
das bequemſte,und wie werden tn der Folgeſehen,
„daß alle úbrigendavaufzurügeführtwerden können;
und um es re<t einfachzu machen,ſo wollen wir immer
den rechtenWinkel BAC nehmen/ es ſeydenndaßwir
vom GegentheileNachrichtgeben. 2s (

inet,
E

|

Die aller einfachſtevon allenGläGungenmitzivey
unbeſcimmtenGrößen,iſtdie,des erſtenGrades,und ſie
gehörtzudergeradénLinie,dieallereinfachſteunter allen.
DieſeGleichungkann durh Cy = Ax + B vorgeſtellet
werden;âbep,wenn man è dur< C dividirt,ſowird ſié
nichtsvon ihrérAllgemeinheitverlieren,und man wird

haben

y

=
ie BA weni man

D
=

à

E
= b

rae ‘
imi amm

a a mvya y
G

xX +
c

>» U ma
c FA C

_machtzſofolgtdárausy = ax + bh!áuf.dié Art were

den wir ſieinskünftigevorſtellen.
Wir wollengleicheichendaß

b Nullſeÿ,ſowird
‘manbloßhabeny = ax oder2= = ä, d.h:daß in des

ganzenAusdehnungderEEE Liniè;dasVerhältniß
“von PM zu PA Gig.6) beſtändigſey,‘ine Eigenſchaft
welchenichtsweiterals dexAusdru> dêrAèëhnlichkeitder

TriangelÁP M, APM’ u. f.tv, iſt¿ und nux dex geraden
Linie AX angehörenkänn,diedur< den PunctA, als.ig

den Urſprungder

EO gezögeniſt.
„Das Verhältniß

=
= oder detCoefficientà,hângtvoti

dem Winkel.welchediègeradéLiniéAX mit der Abſciſ-

Oe AB'madt,ab; aberin dèm FriangelAP M; wel-

SA E 114)



l84 Viertes Capitel,

<en tir uns als aeg Neg
iwinfiigenvorſtellenwollen,

iſtder Verhältnißnahmevon PM zu AP gleichder Tan-

“gentedes WinkelsPAM; a ſtelltalfodieTangentedieſes
Winkels vor.

Wenn wir dieGleichungy = ax “+ lsbetrachten, ſo

ſehenwir daß die neue Ordinate y, nur von der erſten

y = ax, dadurchunterſchiedeniſt,daßſieihrum der Gró-
ßeb úbertcifft;daraus folgt,daß,wenn man iAD = b

nimmt,und man dieLinieDY parallelmit AX führt,ſie
immer der Ort -der Sleichungy =ax + b bleiben

“

wird, weil man

PN = PM

1E
== PM +4-AD, P/N/a==P/N/= PMA MN

= PAM/+ AD, u. f.tv.

habenwird; und man muß wohl bemerken daß der Coef-

ficienta immer, fürallemit AX paralleleLinien,derſelbe
bleibenwird. :

AA

Man kann leichtſehen,daßin der Gleichungy = ax

= b, nichtsdieWerthewelcheman x geben kann, be-

gränzt,und daß daher‘die Werthevon y ſogroßwerden

als man nur immer willz,aber da zu -gleicherZeitnichts

denLaufder Linie DY im unbegrenztenRaume BAC,

begränzet,ſo wird man. immer hinlänglihgroßeAbſ-
ciſſenund Ordinaten finden, um die Werthe von x

und y vorzuſtellen,welcheder vorgelegtenGleichungge-
“

núgeleiſtenwerden. “Wir wollenx = 0 machen,ſowers

den wir habeny = bz;dieſerWerth wird dem PunctD

zugehören,wo- die gradeLinieDY, die Axe AC der Or-

dinaten begegnet. Wenn x negativſeynwird,#o findet

man y =— ax +b, und da ax wenigeriſtals b, ſo

wird y ‘no poſitivſeyn,aber weniger

-

als b oder aD.

Der Laufder LinieD Y zeigtuns an, daßdieſerUmſtand
nur ſtatthabenannein

dem TheileDEX,welchercorre-
x pondintSu
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ſpondirtmitden AbſciſſenAp, die in Bezirhungauf dem

PuncteA, auf der entgegengeſeztenSeite der Abſciſſen
AP, welchedie poſitivenWerthevon x vorſtellen,liegen;
es iſtalſo’von dieſerSeite,daß"man dienegativenWer-

thenehmenmuß.
Um den Werth von x welhermit:dem Puncteúber-

einfómmt,wo die LinieDY, dieAxeAB derAbſciſſenbes

gegnet,zu finden,muß man y = 0 machen,welchesgiebt
6b.

ax + b='o, undx= — =AE. Sobald,als x,

; 3 C é Éd
wenn es immer negativ bleibt,die Grdße— Leins
fen habenwird, ſowirdy ſelbſtnegativwerden.

“

Aber

úber den PunctE hinauswirdſi die LinieDY unter

der LinieAB befinden’,die Ordinate p‘m‘ wird alſovon
einerSeite derjenigenentgegengeſetzt,wo ſie ſichzuerſt
‘befand, fallen,und folgli<müſſen“dienegativenWerthe
von y nacheiner Seite der LinieAB fallen,derjenigen

“entgegengeſetzt,welcheman für die poſitivenWerthean-

“genommenhat. Jc bemerke daß nichtsbeſtimmt,welche
Seite der Abſciſſenoder der Ordinaten man fürpoſitiv
anſehenſoll;aber iſtdieWahl einmahlgemacht,ſo wer

den die éntgegengeſeßztenSeiten - dadurchalleinnegativ,
Ichbeſtehenur darum auf dieſeBemerkungentoeilmir

“

deucht,‘daßin den mehrſtenElementarbüchern,man nicht

ſorgfältiggenugbewieſenhat, daß man nothwendigdie

negativenGrößenvon der“entgegengeſeßtenSeite der po-

ſitivenGrößennehmenmuß, und denno< hängen/größ-
tentheilsdavon’dieverſchiedenenFormenwelchedie frunè-
me Linienannehmen,ab. So wie wir es weiterunteu
ſchenwerden, j

¡658 :

F 3 : ‘Da
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' Da die Gleichungy=ax=+b nur zwey beſtändigeGrößen

a undb enthältvon welchenderWerthdiegradeLiniewelche
“man betrachtetparticulariſirt,indem ſievon. allenandern
“unterſchiedenwird, ſofolgtdaraus daßzwey Bedingungen
hinreichendſindum dieſegrade Liniezu beſtimmen,Die-

jenigenwelcheſichzuerſtdarbieten,ſind,ſiezu zwingendurch
zwey gegebenePunctedurchzugehen, paralleloder perpen-
diculäârmit oderaufeineranderngegebenengradenLinie
zu ſeynund überdießno< durch einen gegebenenPuncte
zu gehen.Wir werdenin der Folgenôthighabendie
Form welchedie Gleichungy = ax + b annimmt,zu
kennen,um dieſenBedingungenGenügezu leiſten,darum *

wollenwireinejedeinsbeſoñdereunterſuchen.

EAN LT
:

- Wennman dieGleichungder gradenLinie ſucht,die
dur< zweyPuncte von welcher die Abſciſſen« und «“,
und die’.Ordinaten 8 und 6! ſeynſollen,ſo wird man

ſucceſſive« und -!ſtattx',4 und 8‘ ſtatty ſegenund
man wird um a und þ zuRen diebeydeGleichun-
gen haben j

LA A229 ( E
Ss

i= RS
è welchegebenwérden4 EL.

PL PEB lb=
=S

di:
' i

JL
-

n —

“

und worausentſtehenwird
gg — B aB — 4 Bl

EE Wx
fürdieGleichungder geſuchtengradenLinie,

:

Man kanndieſemReſultateeine einfachereFormge:
ben;denn, wenn man von der Gleichungy=ax-+b
eineder beydenoben aagezeigtenGleichungen,die erſte

s
i zum
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_zum

|

Beyſpiel,abziehetſo wird b verſchwindenund es

wird kommeny — 8 = â(x—«). Dieſe‘leßteGleichung
wird die einergradenLinieſeyn,dlegezwungeniſtdur<
den Punctkzu gehen,von welchendieOrdinaten« und 8
ſind,und die überdem no< mit.der'AxeAB einen belie-
bigenWinkelbildet.Man wird ſiezu beſtimmenvollen: , |

den,wenn manſtatta den vorhergefundenenWerthſetzt,
und man wird haben

Rl ‘i

LA
DieEntfernungdervorgegebenenPuncte, oderderTheil

dergeſuchtenzwiſchenihnenenthaltenengradenee
wirdzum

-

Ausdruck En
: Ve = TO:

Dieſesſiehtman augenſcheinlichein,wenn man vovaus?

| ſett,"daßN und N° dieſePunctevorſtellen;denn da die
“

EntfernungNN“ dieHypothenuſedesRE Trian-
gelsNRN/“ E ſovan

daraus daß
|

( NN=
HEMNR + N/R= (API—APY+ EN PN°)

SS 198.

:

Um die Gleichungder grädénLiniezu erhalten,wel-

che dur< den Punct gehen würde ; von welchendie
|

Ordinaten « und‘s ſind,und dieparallelmit derdurch
dieGleichung :

F=: +bY’,
“vorgeſtelltenLinieſeynwürde,ſowird eshinlänglichſeyn
a“ſtatta inder Gleichung :

y—8=a—-— AS
zu ſetzen,welcheſchondie erſte‘Bedingungbefriedigt,weil

na< Nr.
196,der Coefficientvon x derſelbein den Glei-

E4“
“

<ungen
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cungen der geradenuntereinander parallelen Linien
‘

iſt,
man wird alſofürdie welcheman ſucht

y Ba (x — a)

haben.

Lg
Endlichwenn AX und A Z, Fig.7 zwey geradePer-

pendicular- Linienunter einanderſind,ſowird man dur<

__díeAehnlichkeitder TriangelApm und Apn ſehen,daß
das Verhältniß,von pm zu Ap, das umgekehrtevon pn

au Ap iſt,und da pn negativiſt,wenn pm poſitiviſt,et vice

verſà,ſo’folgtbaraus,daß,wenn man den erſtenVerhält-

nißnahmendurcha vorſtellt9 wird der zweyte—— ſeyn.

DieGleichungender geradenLinieAX und AZ werden

alſoy = ax und y = — — x ſeyn.

Wenn man nachherdie geradenLinienDY und EU reſpec:
- tiveparallelmit AX und AZ, und folglichunter ſichperpen-
diculârbetrachtet,ſowird man fürihreGleichungenfinden

y = as +b und y ==—=—x + b/,

Wenn die zweytedur< einenPunct N von welchen
die Ordinaten « und 6 ſeynkönnen- durchgehen-ſoll, ſo
wird ihreGleichung

|

E :

y— [= TZ — «)

werden.
y

8200,

ZiveyLinienwelcheſi< ſ<{neidenhaben in ihrem
DurchſchnittspunctedieſelbenOrdinaten,dergeſtalt,daß-

= Um
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um die Ordinaten des Begegnungspunctsder heyhgndurch
die Gleichungen

|

=ax + b, ind LEM
gegeben gradén Linien zu finden, iman nur vorausſezen
darf, daß die unbekanntenGrößen x und y denſelben

- Werth-in dieſerund jenerGleichunghaben; man wird

alſohaben
ax +b =

2

a/s R by,
welchesgebenwird“

bh be a/b — ab‘
Ie E EE EP und y =

à — A
.

a‘ — a

Man ſieht-dur dieſeWerthe,daßder Punctdes Zufam-
menlaufs,um ſo ‘vielmehr von den Axen AB uvd XC

entferntiſt, als dieGrößea‘ — a kleineriſt,und daß x

und y unendlichwerden,wenn a‘ = a, das heißt,wenn
dievorgegebencngradenLinienaufhörenſi<zu begegnen,
oder wenn ſieparallel.ſind.

201.

Es kann núßlichſeyudieLängeder gefälltenſenktehs
ten Linien,auseinemgegebenenPuncteauf einergegebe-
nen Liniezu kennen:und man wird dazugelangen,wenn
man die UnterſchiedezwiſchendieCoordinatendieſesPunc-
tes,und die des Durchſchnittsder gegebenengradenLi-

nie,mit der aufihr ſenkrechtenLinie ſuchet.Aber „da
die Gleichungder erſteren

° =ax +b
iſt,0 wird dieGleichungderzweyten

y—-8=——E&—5
ſeyn;zmankann aber y = ax + b unterderGeſtaltvon

y==a(x —«)+Fb—fpas
ſeen,und dieſeEeGleichungSs OEG
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‘

1

eS t zs

Lf APE C O

hinzufügt, wird geben“
: a(8—aæ—b) FE —aá—b

X = a?
579 Y aimes

SUE ERES

MEA

Wenn mandieſeWertheiw Ausdrue>

V(x — «Y + & — 8»

ſo wird man fúedieLänge der gefaGusPerpendiculat-
linie

FEA b
V1i+a*

haben.

:

202,
__Man theiltdieLinienín verſchiedenenÖrdadnzeu

ya< dem GradeihrerGleihung.Die gradeLinie bildet
dieerſteOrdnung,weilſie‘dieallgemeineGleichungdes er-

ſtenGradeszu zwey unbeſtimmtenGrößen vorſtellt.Die

Linien der zweytenoder drittenOrdnung,ſind,diederen
Gleichungenbíszum zweytenoderdrittenGrade ſteigen,
und ſs auchdieandern.Newtontheilte,indèm er betrach-

tete,daßdie‘erſteOrdnungnurdie gradeLinieinſichbegriffe,
und daß ſichdiekrummen Liniennur in der zweytenOrd-

níng zu zeigenanfingeny dieſelezternin.verſchíe-
dene Geſchlechterund nanntekrumme Liñienvondem er-

ſtenGeſchlechte,dieLinienderzweytenOrdnung und frum-

me Linien von dem zweytenGeſchlechte,diejenigenvon
der drittenOrdnungu, . w-_

Die:LinienvoneinerleyOrdnung theilenſi<wieder
durch die Betrachtungder vorzüglichſtenORE ihres

Laufs,in verſchiedeneArten ein,
4

WennV
6
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Wenn es mögli<h wäre die Gleichungen ‘von ntitn-:
Graden aufzulö�en, ſo würde nichtsleichterſeyn,als den

Laufderdur< irgendeiner algebraiſchenGleichungvors

geſtelltenCurvezu folgen.Jn Wahrheit,wir wollen“vor--

__ausſeßen,daß, wenn dieſe Gleichungin Beziehung“auf
einer dieſerunbeſtimmtenGrößenwelcheſieenthält,auf-

gelößtwäre z.B. y, dieſedie verſchiedenenWurzelnX;
Al — X‘! u, ſtv.gegebenhätte,welchenothwendigFunc-
tionenvon x und von beſtändigenGrößen ſeyn werden;

ſowird die Frageſi< dahin reduriren,den Lauf von

jeg-
‘licherLinie,welchedurch die-Gleichungen

|

y =Xx, y =, y 2— X“ ù. . w.

hervorgebrachtſind’,-insbeſonderezu unterſuchen,wenn

mana x alleſowohlpoſitiveals negativeWerthegiebt,
welchedieFunctionenX‘, X, X“, . zulaſſenkönnen,
ohne aufzuhörenreel zu ſeyn. Dieſe?inienwerden ſo
vielZweigeder krummenLinie ſeyn,alsdievorgegebene
Gleichungvorſtellt,

Um ſiezu conſtruiren, muß man die negátivenOrx-

dinaten auf die-Seitevon AB Fig.8, tragen,welcheder
fúr die poſitivenOrdinatenangenommenentgegengeſeßt
“iſt,und muß die negativenWerthevon x aufden Theil

-

AB nehmen , welcherſichaufdieSeitevon AC befindet,
der dem Theil,aufwelchenman diepoſitivenWerthe auf-

getragen hat,entgegengeſetztiſt, HieriſtderBeweiswel-
cherD’Alembert von dieſerRegelgegebenhat.
Wenn man in der vorgegebenenGleichung,z — 2

ſtatty ſett,oderwelcheseinerleya + y = z annimmt,
0 fônnteman es immer dergeſtaltmacheny daß
bie Wertheder neuen Unbekanntenz in Beziehungauf

einergegebonenAbſciſſe,allepoſitivſeynmúſſenzes wird

daherhinlänglichſeynagróßerals dengrößtennegativen:

Werth
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Werth von y zu nehmen. Aber es if evident, daß, wenn

man die Axe AB mit fich“ſelbſtparallel,um eineGröße
AA‘ = ‘a zurüfziehet,ſowerden dieOrdinatenin Bezie-
hung auf A/B‘ genommen, dieWerthevon z vorſtellen,
weil man-haben wird :

QM‘ = AA + PM = ay =z
'

Es iſtjetztkein Zweifel,daß man alleWerthe von z in

Beziehungauf der AbſciſſeA‘Q, auf derſelbenSeite der
Axe A‘b‘ tragenmuß; den die EntfernungenAM‘ und

MM. der Puncte,welcherdieſerAbſciſſeentſpre-
_íend ſindgleichden Unterſchieden,welcheſi<zwiſchen
den erſtenWerth von 2, und einen jedender andern fin-

“den,und wenn man irgend eine der neuen Ordinatenauf
die andere Seite ſeßte,wenn man z.B. QN = QU,

machte„7ſowürde die EntfernungM/‘N -derSumme der

OrdinatenQM und QN gleichwerden,"welches“dieFi:
gur der Curve ändern würde, die jedo< dieſelb&bleiben

ſollan welchenOrte manauchdie Axen der Coordinaten

: hinträgt.
. Dieſesfeſtgeſetzt,ſoiſtes Tnteuctentdaß der Punct

Y aus dem drittenWerthevon z entſtanden,und dur<
a — X‘ 'vorgeſtellt, unter AB liegenmuß, weil man ihm
findenwürde,wenn man PM“ von QP abziechetzund

|

weil diePuncte M‘ und.M’, färwelcheman :

2 aX; Ze at Ne,

hat; äuf díe andere Seitevon AB, in den Entfernungen

2E
= X‘und PMC es XA fallen.werden.

Wennman die xen nimmtum die Ordinatenvorzu--

ſtelleny und man die y àlsAbſciſſenbetrachtet,ſowúrde

man ebenſobeweiſen,daß die negativenWértheder xen

aufdieSeite
AC fallen‘mäſſen,‘derjenigenauf welche

Nar
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man die poſitivenWerthehingetragenhat,entgegen
goſett-

203.

Die AusdehnungeinesjedenZweiges,wirddurchdiec

jenigeAusdehnungbeſtimmt, welchedie verſchiedeneAufs

lôſungenin ſi faſſen,deren die Gleichungwel@e die

Ausdehnungvorſtellt,fähigiſt.Wenn unterden Größen

N Nl, X, u, ſ wi ſichwelche befinden, dicunendlich

werden , oder in welchenman x ſi als unendlichannehs
men fann, ſowerdendaraus ZweigeentſtehenderenLauf

- unendlichſeynwird,teil ſieſih unbegränztvon einer
|

der Axen, oder von beydenzugleih,werden entfernen
Fönnen.

:

Ein Zweighörtnur darum auf,weil der Ausdru>

ſeinerOrdinateimaginairwird,deshalbiſtaberder Lauf
der vorgegebenenCurve nichtunterbrochen.Es geſchiehet
alsdenn nur bloß, daß zwey Zweigeſich‘vereinigen.und -

ſichbeyderſeitigfortſezen.Man wird ſi< davon über-

zeugen, wenn man bemerkt,daß die eingebildetenWerthe
von y nothwendigingeraderAnzahlſind,und daß die-

jenigenvon einerteyPaar,reel und glei geweſenſind,
ehefieimaginärgewordenſind.Junder That, da die
vorgegebeneBleichungimmer in reèlleFactorendes erſten
und zweytenGrades zerlegtwerden kann , wenn man

durch. E
J —2Py + Q=09

einen dieſerleßterenFactorenvorſtellty ſo wird mañ ſe-
hen, daßihreWurzeln

| PA Ve—Q
nur darumimaginairwerden y weilP02größerwird als|
Q daLed:P2 zuerſtkleinerwar, und, daßdaher ein

JE : Punct

j
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Punct vorhanden iſt,wo die Functionenvon x, welchedie

BuchſtabenP und Q' bezeichnen,ſo beſchaffenſind,daß
inan P? = © hat, welchesdie Radical- Größevernichtet,
und füry zwey gleicheWerthegiebt,Das folgendeBeys
ſpielwird dieZweifelheben,welchedurchdieſeallgemeine
Art, die Curven zu betrachten,entſtehenkönnten,

204.

Es ſeydieGleichung
y“ — 96a°y?+ 100a°x? _— x = o:

wenn man ſiein Beziehungauf y, na Art der Gleichutis

gen des zweytenGradesauflóſet,ſo wirdman daraus

LIEvierfolgendenGleichungenziehen

# = V 48 °° SIEV/x*— Icva* x? + 2304a*..(1)

y = V 48 2° — VE== 100 a*x® + 2304a*...(2)

y =— V aga fp VE 1008 + 2394a*...(3)

y=— V 48 a° — Vx 100a*x* + 2304a*..,(4)

Man muß nach dem tas vorhergehet,den LaufderLinie,
|

welcheneinejedevon ihneninsbeſondreausdrücft„unters

ſuchen,wenn man x negativals auchpoſitivannimmt.

Man ſiehetſogleih,daßdieZweigewelchedie Glei

<ung (1) undj die Gleichung(3) vorſtellen,ähnlich
ſind,und daßdie eine über AB geſestiſt,Fig:9. wäh-
rend die andere darunteriſt;eben ſo verhältes.ſichau<
in Beziehungauf den ZweigenwelchedieGleichungen(2)
und (4)hervorbringen.Es wird.daherhinreichendieGlei--
<ungen (1) und (2)zu betrachten.Den Werthvon y

aus dex Gleichung(1)gezogenwird reel

ſeyn, {0 lánge

alsdie Größe
X
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' xt — IO0 dx? þ 2304a7

poſitivſeynwird,und da ſienichtnegativwerdenfann,
bevox ſieniht Null geweſeniſtſowerden

dieWurzeln
i der:Gleichung

xt — 1002?x? 4+ 24a! =0
die Gränzender Werthe welcheman x geben.kann,ſeyn.
Man wird ‘finden„daß ditſeGleichungzum Factorhat

‘x— 6a, s + 6a, 84, (iX $+-8A
dieGröße

i

:

xt — 10022 x? — 2304 af,

wird alſoſolange poſitivſeyn,bis x unter 6a ſeynwird,
weil ſiealsdannzwey poſitiveund zwey negativeFactoren
habenwirdz aberſie wird negativwerden,wenn man

nimmt x > 6a und <8a, weil der einzigeFactorx— $a

‘negativſryn.wird.Sie wird endli<wiederfür immer

poſitiv,wenn man darinx >> 8a annimmt. Man muß
beobachten,daß, wenn man macht x =0, x =6a4

und x = 8a, die Gleichung(1)
:

:

=V%, y=Vw&, =VE,
giebt.Man wird alſoaus der Gieichung(1) 1, ‘inen
Zweigder ſi voinPuncte D aus in der Axe AC genom-
men, bis auf eine.Entfernungvon demPuncteÀ, gleich

1/96a°, zu den Punct F erſtre>enwird,deſſenAbſciſſe
AF = 6a iſt.2, Ein ‘andrerZweig,X, welcher,„daer
vom PuncteH ausgehet,deſſenAbſciſſeAG = 8a, und

OrdinateGU.= aV48a?Slit» UG unendlichim Winkel
BAC, wo diexen und diey poſitivſind,ausdehnt,

Wir wollenjeztzur Gleichung(2) übergehen;‘man
“

fiehterſtensdaßſieimaginaireWerthefür y -ünter. den-

ſelbenUmſtänden.als dieGleichung:(1) gebenwirdd. h.
ſolangeals x ¿wiſchen6a und 8a eingeſchloſſenſeynwird

z und



596 Viertes Capitel.

und daß ſieüberdem nochimaginairſeyntoicd, wenn

Vx? — 100 a x? + 2304 a°,
'

48a? úbertreffentvird.Um die Gränzezu haben,wird
man

:

48a? = Vx! — 100 a° x°+ 2304 D
oder

EEE _— IoO0a?x? = 0,'

ibas,welchesgebenwird
x= 0, 0D x — 100A?= 0,

tvoraus.man ziehetx = 10a. Weil in dieſerGleichung
y Null iſt,wenn x Null iſt,und ſieimaginairwird,wenn
*, 6aÜbertrift,ſo wird ſieeinen Zweig hervorbringen
der ſi< bey der AbſciſſeAE = 6a endigenwied: und

mán muß wohl bemerken,daß ſiefürdieſeAbſciſſemeh
:

y = V8? E
D

gebenwird,und daß folglichdieſerZweig:ſichin F mit

demjenigen,welden man twweiteroben aus der Gleichung
(1)abgezogenhat,vereinigenwird. Wenn man ‘in dec

Gleichung(2)x = 8a vorausſeßenwird,und wenndie

Größe
xt — 100a* x" + 2304a°*

von neuem verſchwindet,ſowird daraus

y=1V48
entſtehen,welcheszeigt,daß,da der PuuctUldem Zweige
BX gehöret,„der durchdie Gleihung(1) hervorgebracht
iſt,zu gleicherZeitdererſtePunct des zweyten; aus dec

Gleichung(2)gezogenenZweigeiſ. DieſerZweigkann.
ſichnicht.bisúber die AbſciſſeAI = 10a ausdehnen,weil

er, über dieſezcGränzehinaus, y imaginairwird;
aber bey dem Puncte1 iſ er Null, alſogiebtdieGlei”

“_<ung(2)wenn man in ihr x poſitivmacht,vonx =8a

bis x=10a, den ZweigHl, i

Die
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Die

-

Vorausſetungvon x negativ,würde dieſelben
Reſultatehervorbringen,als die von x poſitiv,weil die

vorgegebeneGleichungnur diegleichenGrößenvon x ents

hâit,mañn würde:alſoiù dem WinkelbAC, wo x hegativ

und y poſitiv-iſt,Zweigefinden,die denjenigengänztih
ähnlich,derenEntſtehungman ſo eben in dem Winkel

CAB gezeigthat, wo diexen und die y poſitivſind.

205
:

:

EA >

fz

s

:

:

Um beſſerdieGeſtaltder vorgegebenenCurve zuken-

‘nen, , fo fann.man ſiedur< Puncteconſtruiren,d. h..
eine gewiſſeAnzahlPunctebeſtimmen,die,wenn ſieunters-
einanderverbunden wexden,um ſomehrſi<nähernihre

“

Umriſſeauszudrücken, jeenger ſieſind.
Um dieſeArbeitbequemzu verrichten,ſonehmeman

a fúrdieEinheit,und mache na< und na<
X= 1, x= 2, x = 3, X = 4, Uu,. ww.

man berechnetnachgehends-den Werth von y wenig-
ſtensdur<Näherung.

|

-

Wenn: x-=

z

f

: |AMITIE[lr[wo]ſu
ſogiebtdieGleichung(1)y=-

U. �.w.
“

¡imag

|91798ſaneejantaſonca[nazenaro[aonnait|6,928vp
;

10,845[118720,ſ.w

unddie Gleichung(2)giebt=<
7

imagi-o [1021|2,045 310764125[5124/6928|1

nairvn |aio|o |
en ia

E

mari a
LS: = uan |ngir ſu.ſw:
A al,Thelle G Ma
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Man wird dieſeReſultateconſtruiren,indem man wills

führliheine Linie nimmt um dieEinheitvorzuſtellen,
und ſolchevon jederSeite des PunctesA auf dieAre
AB trágt,ſooftals es nôthigſeynwird den Werth von

x auszudrückenz;dur die Punctewo ſi |dieſeWerthe.
/ endigen,ziehtman parallelmit derAxeAC geradeLinien,

auf welcherman ſowohlüberals unter AB die Wer-
thevon y tragenmuß.

206.

Die ſo eben abgehandelteCurve hat[nihtmehr als

vier unendlicheZweige,aberes findenſi<[au< welche
von derſelbenOrdnung, die bisahtZweigehaben,der-

gleichenſinddiejenigenwelcheausderGleichungMeena“gehen
i

e y >= 2x de 00 ? bt =0

derenWuxzelnin der folgendenFormel mit begriffenſind
:

ú 7 V+ Vat x? — b*

Jn der That,dieſeFormelgiebtfüry vierwirklicheund

unendliheWerthe, wenn man darinx poſitivund un-

endli< macht, und ſiegiebtno< in der Vorausſetzung
von x negativund unendlicheine gleicheAnzahl.

Man wird weiterhinin dieſemCapitelſehen,daß
die Zahlder unendlichenZweige]von einerCurve, nicht

diedoppelteZahlvon derjenigenübertreffenkann,wel-

cheden Grad ihrerGleichunganzeigt.

207. i

Wir werdennochüber die Gleichung

AT Ms 2x?y x
°

dies a?x? -- + —_=0

eine-toichtigeBemerkungmachen: das.nemlichin dem

:

|
:

Fall
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Fall wo b gleich Null wäre," ſienichtmehr wievorher
eine einzigeCurve vorſtellenwürde,aber ſiewürde zu
dem Syſtem der beyden Curven der zweytenOrdnung
gcegóren:denn ſiewürde ſihauf

y i 2x2 y?+ xt — 22x = 0

reducirenundſi<-in zwey Factoren

y — xy + ax und y? —

xy
— ax

zerlegen,welche,‘wenn man ſiegleiNull ſett,die
Gleichungendex beydenunterſchiedenenCurvenſeynwür-

den; undweildieſeGleichungenallebeyde der Borgege--

benengenugthun;ſo folgtdaraus,daß das Enſembelder
Punctevon jederder Curven,welcheſieausdrúen,auch

ii thut. |
-

Peberhaupt,eine Gleichungfann nichteine einzige
“

Curve“vorſtellen,ſo langeals alleihreFactorenin Be-
ziehungaufeineder unbeſtimmtenGrößen x odery irra-
tionalſind;wenn dieſeBedingungnichtſtattfindet,ſo

giebtſieſo vieleunterſchiedeneEurven,als ſiegleiche
Factorenin x und y hat.

Es giebtſelbſtenin allenGraden,Élibuttes,tbelche
nichtsals eine Verſammlungvon graden Linien aus-

drücken,und dieſeſinddiejenigen,welcheſichin bacia:renvon der Geſtalt

Tax dl
jerlegen,laſſen,wo a und b rationaleoderirrationale
aber doch beſtändigeGrößenſind.

Der allereinfachſtevon dieſenFällen,und denman
den Augenblick,nachder Bemerkung,welchewir in Nr.66.
úbèrdie gleichartigenFunctionengemachthaben,erkennt,
findetſtatt,wenn die vorgegebeneGleichunggleichartig
in Beziehungauf x und y iſt,und ſiekein‘beſtändiges
Glied hat,Vennman z,B: die Gleichung

|

VBA _—_
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y! — pxy fe guy — rx? = 0,

hâtte, ſowürdeſiedur dieAnnahme von
Fe

=ax dur
x? theiltar und brächtefieauf Ï

O —-—p qa —r =o0.

Bezeichnetman alſodurcha‘,a‘, à“,dieWerthevon a,

welchedieſelezteGleichunggebenwicd,tvennſiereelſind,
ſo wird dievorgegebeneGleichungzu drey graden Linien

«gehören,welchezur Gleichunghaben,

y: Gaia Xs y = ax, FS LS

oderzu einereinzigen,wenn a nur einenreellenWerthhat.

Jn dem allgemeinenFall,wenn man ax + b, ans

ſtatty ſubſtituirt, ſo ſollman a und b vermittelſt.der
beſtändigenGrößen dervorgegebenenGleichungbeſtimmen

éónnen,ſodaß ſiebefriedigetſey,welchesaúch der

Werth von x ſeynmag; toenn manalſonah der Sub-

ſtitutiondenCoefficientenvon jederPotenzvon x, gleich
Null ſeßt,ſo wird man die Gleichungenhaben, welche

die dieſemUmſtanderelativenBedingungenausdrüen,

#1}

und welchedie Werthevon a und b geben.

208.
“

Nach der Betrachtungder Anzahlund ‘der Ausdeh-
„nung der ZweigeeinerCurve,ſtelltſichdie mit ihrenſin-
gulairèênPuncten dar. Man nennt ſo,die Puncte

“ihrerBahn, welcheetlihemerkwürdigeParticulari-
tätendarbieten.¡Die Curve welcheuns. zum Beyſpielin
“Nr. 204 gedient,hatdavon verſchiedeneGattungen.

Der Punct'A (Fig.9)in welchenſihmehrereZweige
 ſ<neiden,iſteinvielfacherPunct, und er iſtleicht

_dieGleichungen(2)und (4)zugleichy = 0.

zu erkennen,denn indem man x =0 macht,ſogeben

Die
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DiePuncte F und Y, ſindnicht‘vielfachePuncte,
obgleichſi dortzweyZweigedarinvereinigen(Nr.204)3

es ſind_nurzwey Grenzen von dervorgegebenenCurve,

‘nachder Ríchtungder Axe A3, und ſiewürden dieſeEi-

genſchaftverlieren, wenn man die Richtungder Ordiz

naten veränderte.

DerZweig1H biefetuns eine beſondereGattungvon
Singularpunctdar. Nachdem man ſeineHöhlungge-
gen die Axe AC gerichtethat,ſo zeigtſie ihm hernach

ſeineConvexität; dieſeVeränderungheißt Jnflepion
(Beugung), und der PunctK; wo er ankòömmt,heißt

Fnflexionspunct.(Beugungspunct),

: 209. |

‘Judemman diebeſtändigenBrdßeneinerGleichung
von zwey unbeſtimmtenGrößen verſcziedeneWerthegiebt-
ſo leitetman daraus Curven ad, welche,obgleichvon

_… ſehrverſchiedenenFormen,demohngeachtetdocheinen ge-

meinſchaftlihenCharacterhaben;und die Art, davondie
Umſtände,welcheder allgemeinſteFallzeigt,ſichin jedem

beſondernFallmodificirtfinden,verdienthemerkt zu wer-

den. DieTidungay? =P + b—J + bcx = 0

_tvirduns von dieſenunterſchiedenenVeränderungenein

ſehreinfachesBeyſpielgeben.

SieH EE

ACaaa

E RA

I

/

X "— —e)x—bexn SUED)(x+e)—
—

a a

Man ſiehtſogleichdaß:die Curve,welcheſievorſtelltauf
jederSeiteder Axe AB gleicheTheilehaben muß, und
daß,dieWertheder Ordinatey aufdie Seiteder poſiti-
ven x imaginair’ſeynwerden,ſolangeman x<b macht;

: G3
i

daß

E
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daß aber von Seiten der negativen x, ſiereel von

X=0 bis x = — c. ſeynwerden, über welchesGlied

hinausſieaufimmer wiederimaginairwerden. Der Auss
|

druckvon y iſtleihtzu verzeihnen,indem man ihn für
einezureichendeAnzahlvon Abſciſſenmacht,ſowirdman

finden,daß,die Curve welchedie vorgegebeneGleichung
iebt,diejenigeiſt,welcheFigur10 vorſtellt,und daß ſie

*

aufdieSeiteder negativenxen ein Oval hat,deſſenDurch-
“

meſſerAF =0, und aufdieSeite der poſitivenxen zwey

unendlicheZweigehat.
Wenn man c =-0 macht,ſoreducirtſichdie vors

gegebene Gleichungauf
ay — Y +b = o;

x? (x — Bb)
pag

e

EA

R

———_—_—————

EA EEE
woraus man

ziehet.DieſeFormeldieimmereingebildetiſt,wenn x

negativiſt,giebty = 0, wenn man darin x=0 macht,
und wied. hecna<hwiedereingebildet,bis man x > hb

macht, Der PunctA Fig,11, wo x und y zugleich
Null ſind, welchesder Gleichung

ay? — FF + bx? =. 0,

genugthuendiſt,ſoll,obgleichiſolirt,einen Theilvon der
durchdieſeGleichungentſtehendenLinieausmachen, Die-

ſerUmſtand,der im erſtenAugenbli>ſingulairſcheint,
iſtleihtzu begreifen,wenn man daraufaufmerkſamiſt,
daß je fleinerdie beſtändigeGrößee if, jekleineriſt
das Oval AF vonFigur10; und man begreift,daß es

fichineinen Punctreducirenmuß, wenn ſeinDurchmeſs
ſerc Null:wird,

Man ſichtalſo,daßdiedur dieGleichunggegebene
Curve

2
2 Fiir
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| ay — Y + bx? =o0°,
no< Spuren aufbewahrt, von der Form die diejenige
annimmt,welché die allgemeinere Gleichung

ay _— x - (b—c) + bex=0
vorſtellt,von welcherſiehergeleitetiſt,*)

Wenn, indemman b = 0 vorausſezti,man c beybe?

hält,ſowird man die Gleichung

ay — x — cx =0

haben;‘da in dieſemFalle‘dieZweige EX, und EX

der Curvevon Figur 10 dur< den Punct A gehen,ſo
würden ſieſi<wieder mitden zwey Hälftendes Oval,

AF vereinigen- und dieFigur'12dilden. j

G 4 “Endlich,
S DieiſolirtenPuncte,ſowie der Punct A in dem obigen

Beyſpiele;heißenconjugirtePuncte. Es gebtGlei-

chungen,die nur eiuebeſtimmteAnzahlvon dieſen.Puncten
ausdrücken.Wenn man z. B.die E:(x°— a?) + (y° — bb?)
hâtte,ſofkônnteman ihrhier“ideRAEGenügethun,
0sindem man :

; xX? — 2 = 0, y — h°=6o

été denn da einQuadrat nienegati»werdenkann,o kann

die Summe von #9 vielenQuadraten als man will, nicht
anders Null ſeyn,wenn uichtjedesvonihnenes fürfi
iſt,DieſeGleichungwird alfo

X = 28 âz FE—— fansb
zeben.Es iſ leicht,zu ‘ſehen,-daß, indem man in dieſe
YeſultateallemöglichenZeichenVerbindungenmacht,man
daraus niemals mehr als vier reſpectivein den dierWin-

kelnder CoordinatengelegenenPuuctenzieht,Ih bemer-
ke noh, daß die vorgegebeneG{eichung,als ein beſoudes

kerFallvon dieſerandern viel allgemeinern

E —a FG — bY = cs
angeſehenwerden fann,die eine äus viergeſchloſſenenTheis
lenaſammengeſehteCurve gebenwürde. |

A

i

i
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Endlich, wenn man ec, in der Gleichung
6 ay? — x? —_— cx? = O

/

nachund nach immer’ kleinere Werthe-giebt, ſowird i<
das-BlattAk nachund nachimmer mehr zuſammenzichen,
und dur< Verſchwinden:endigen, wenn“ man c = 0 maz

chenwird ; ésiſt_au<leihtſi< davonzu verſichern,
indem man’ diegegebeneund durchFigur13 vorgeſtellten

Curve durchdie ſehreinfacheŒieichuug
a — =o:

atterfitche
:

Wenn man y als Abſciſſeanſichtund x als dieOr-
dinate,ſowird,wenn die Gleichung

ay NEA? + bcex = 0
:

in AnſehungdieſerlezterenUnbekannten,vom- dricten
Grade iſ, ſiedavondreyWerthe fúrjedevon , denen
dererſternGleichunggehen,und wenn man y =0 macht
N) PUEdaherdie Gleichung :

_ (b — c)x? + bex = 0

entſtehen,deren Wurzeln
0500 Malizia &

:

i

die EntfernungenderPuncte4, E und F von derArx?Ac,
Fig«10, ausdrúdken.

i

Wenn man b,=0 mat, ſowerden die zwey
Wurzeln |

x=o0o und x=hb

gleich, und zeigenan, daß der PunctF «Zider Punct
A ſichvereinigthaben,und wenn man hernach c = 0

vorausſeßt,ſozeigtdie Gleichheitder dreyWurzeln
x=a x=b, x=c,

:

daß diePuncteA; E und F

E mehruseinenderſel-

benausmachen.
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Xn den verſchiedenenVeränderungen,welchediedur
dieGleichung

ay — x? I ORCS
gegebeneCurveerleidet,wenn man ſucceſſiveb und b Null
‘mat, ſowirdderPunct3 zuerſteinconjugirterPunct,
und hernach‘einKnoten; er iſtin einem und dem andern
Hallevielfach,weil er zweyPunctevondergegebenenCur-
ve vereinigt:endlich,wennmandie durchdie Gleichung

ay? — =O >

vorgeſtellteCurve durch Punctebeſchreibt,welchesleicht

iſt,weil man
|

BE
hat,ſowird manſehen,daß, diebeydenZweigeA X und
AX‘Fig.13,welcheſihnichtauf die Seite der negati-
ven xen erſtre>en,ihreConvexitäteneinanderentgegenge-
ſeßthaben,und der Punct4, in welchenſieſichverei-
nigen- iſt"alsdenn ein Rüúckkehrpunct der er-

ſtenArt(pointde’rebroussementde la premièreespèce),
Man ſiehtin x Fig.14; aiesRü>kehr-

punct der zweyten Art, die ſi< von der er-

ſten darin unterſcheidet,daß einervon den ZweigenAX

z«B. ſeineConvexitätgegendieConcavitätder Andern
_ zukehrt.

-

Die in der FigurLeges Curve iſ aus der
;

Gleichung
-

5

(ay — x) = =
a

%

hergeleitet,darausman zieht

— > X
Ä

L

7 E

a
LESAE n — »+ ESAa a Qa MŒ Aa

Ss GF 210+



ET
————
E

06 ViertesCapitel,
/

210.

VonderTransformationder Coordinatenhund von ihre nvor-
nehmſfſtenGebrauch,

"

Da die Lage der Axen der Coordinatenwillfüßelih
iſt,ſo folgtdaraus, daß manſie ändern kann,ohne die

Natur derCurve, welcheman betrachtet,zu verändern,

und daß folglichdieſelbeCurve unterſchiedeneGleihungen
habenmuß, unter welchenſi< daher nothwendigerWei-

ſeeinfachere,als die andecn findenwerden. Die Curve

von Nr. 204 würde z. B. eine vielzuſammengeſeztere

Gleichunghaben, wenn ſieaufandereAxen bezogenwä-

re als die von Fig.9, welcheſichin vier unter ſih ähn-

licheTheiletheilen;verſetman bloßdieAxe der Abſciſſen
|

AB mit ſi ſelbſtparallel,in der LageA/B‘, ſo werden

ſichdieWerthe der denſelbenAbſciſſenrelativenOrdina-

ten um dieGrößeAA! vermehrt finden,und die Poſitiven

würden nichtmehr mit den Negativengleichſeyn.
Die größteVeränderungdie man în den Syſtemder

Coordinatenbringenkönnte,ohneaufzuhören,ſieals gerade

und reſpectivezweyfixenLinienparallelzu nehmen, be-
“

ſtehtdarin,daß,man ihneneinen neüen Urſprungund an-

dere Richtungengiebt.Wir wollenſogleichdieſenallge.
meinen Fallumfaſſen,und wollen annehmen, daß man

ſichvorſete, dieWerthedér Coordinaten

APS 8, PM = y Sid 15.

“auszudrüden,in Beziehungauf dieAxenAB und AC

durchzwey andere Coordinaten

AUP = o, P/M = ty

;
auf dieAxen A‘‘/B//,A/C bezogen, von welchenman

“dieLage in Anſehungder erſterenSent
Na?
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Nachdem man durch den neuen UrſprungA‘//diegeraden

“LinienAB‘ Und aC! reſpectivemit AB, und AC

‘parallel,gezogen hat,ſowerdendieEntfernuagenAA‘

und AA‘ durchdieHypotheſegegebenſeyn,und indem

man’ ſiedur a und b vorſtellt;ſowird man haben
AP = A‘P + AA! = AUP! + a,

PM = PM +A'Aal= PM +b,

Ziehtman nachgehendsdur den Fuß der neuen Ordi-

nate P “M, dieLinienP‘““Q undP“R,die ‘eineparallelmit
AB und die andere mit AC, ſo wird man beobachten,
dafi,da diè Axen AB und A/C“ in Setrachtvon

AB und AC der Lagenachgegebenſind,man alleWins

geln der Dreye>keA‘“P‘“R, MP/Q fennenmuß, oder

welches.auf eins herausfómmt,die Verhältniſſeihrer

reſpectivenSeiten: man mache alſo

e R PP“+S
j Pp//Q QQM

AP AP Put. PAS
ſowird man haben

AR == m, APA mu, PAR

POSSO EEN pts QM
woraus man ziehen wird

AttP/ = AR + PQ = mu + pt,
PM = PAR + QM = nu D Aund endlich

A+ APSA + a=mu+ pt TES
H y= PM = PM + b= nu gt +b.

SoſinddieallgemeinſtenWerthe,welchedieCoordinaten
X Und p* nehmen können,beſchaffen,indem die Coordi-

natenunter ſicheinen beliebigenWinkel machen, wenn

man ſiedur< andere CoordinatendeſſelbenGeſchlechts,
aber von beliebigerLageausdrückt.‘Wir wollen jetztſez
hen wie man

diejenigendavonableitet,die den verſchie:
denen

II

n, AHP = nu,

q. PM = gt,(FH
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denen beſondernFâllen,welcheſichdarſtellenzuſtimmen
fönnén.

_-L Wenn man die neuen Coordinatenmit den tte
ren parallelannimmt, üúnd,wenn man nichts weiter als

die Laye desUrſprungsänderte, ſo würden die Linien

A/C und AC ineinander fallen,ſowohlA‘ B“

und A‘//B';man würde,folglichhaben
‘

n= Is n= 90, Pp = O und q = 1

Und es würde darauserfolgen
x=u——-a, y =t+b

welchesleihtà priorizuſeheniſt,weil alêdannA/P4
Und A‘‘P/ ſowohlals PM “und PM zuſammenfallen
würden, -

Jndém mana oder b gleichNullſest,ſo wied man

in ihreStelledieAxeAC oder dieAxe AB beybehalten.
2. Wenn man nichtsandersals dieRichtungderAxen

AB und AC verändernwollte,und man immerden Urs

ſprung‘an den Punct A lieſſe,ſo wúrde man zugleicher

Zeit,dadieLinienA/B‘ und A‘“C‘/ in dieſemFalle-auf
AB und auf AC fallen,a‘=0 und b=0 haben,welches

x=mu—+ pt, y = n0 + gt

gebenwürde.
Man ſieht, daßwenn manm =| undn = 0 añ-

nimmt , woraus 2 ASL

x=u + pt,'y = qt i

entſtehentoúrde,alsdanndieLinieA‘/B‘1 die LinieA‘‘Þ1
deen würde,und,daß,man folglichnur dieRichtungder
Ordinaten geänderthabenWiebe; eben ſowürdeman be-

weiſen, daß ;

x= mu 4 t

die Werthevon «x und von y ſind,welcheder Berändes-
rung der Richtungder Abſcifſenrelativſind.

EL Lc
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SLT,

Man muß beobachten, daß zwiſchenden Größen m,

n, p und gq,welchevon der Richtungder neuen Coordis

naten abhängen, einenothwendigeRelationiſt,ſo,daß
man ſienichtallevierewillkührlihnehmen kann;denn

wenn, indem man den Winkel der primitivenAxen A‘!/B/

und ac fennt, man ſichno< die Winkel BAB‘

und CAB gäbe,ſowúrde ‘dieLage der neuen Axen
A/B und A/C durd die dreyDingegähzlihbe-

ſtimmt.Wena manvon einem bekanntenSyſtem der

Coordinatenzu einemanderù ebenfallsbekanntenSyſtem
übergeht, ſowerdendieGrößen m, n, p und 9g, nachih-

“¿xenDefinitionenberechnetunter ſi< dieRelationhaben,
von welcherman ſo eben geſprochenhat; aberes folgt
aus dem was vorhergeht, daß,wenn dieLage des.Ur-

ſprungs-gegebeniſt,man nichtdie Richtungder neuen

AxenaufſolcheArt beſtimmenkann, daß ſiemehr als

zwoy unterſchiedeneBedingungenbefriedigte,undOBin den Ausdrücken
i _x=mu+pt+49),y=nu-+9gt + b,

dieGrößenx und y, u und t, nichtdie Coordinaten eis

“nes und deſſelbenPunctesinBeziehungaufzweySyteme von

gradenund parallelenEoordinatenſeynfönnen,ſolange
als m, n, p und

9g

beliebigſeyn.Hier.iſteinſehreinfa-
hes Mittel die Relation zu finden,welcheunter MER“Größenexiſtirenſoll.

Wenn man durchden PutnetM die Graden MG und
MH reſpectiveWinkelrechtauf A‘/B! und AS führt
und daß maù die Winkel |

M PIR = Ci A1 B/ und M PB‘ _—— CAB <

als defautannimmt,‘ſowird man das Verhältnißvon

P M
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PM zu PG haben, und das von PM zu P/E; nennt

man den Verhältnißnahmen des erſten&, und diades
zweytenh, fo‘wird

PG = g.PM und PB =h. PM;
i

ziehtman nachgehendsdaraus A‘“/Mund ſtelltA‘//P/und
P/M dur< x und y vor,ſowerden dieſchiefenDreiecke

_

AMPIM und A‘/P“ M geben

AIM= AVP!+ PMA2A X PC= xy E agxty’

AUM = PHP MLA PA u?+ t° apue.
Indem man dieſebeydenMpedridevon A‘’M gleichſett,
ſo wird :

x + 1+ 2gx/y = u? + tt + 2htu

oemmenz ſeßtman fürx“ und y!ihreWetthe
N mu ++ pt und nu + gt

ſowird man

(m°? 4 2mngu*+(p°+a +epgg)t
2[mp+nq +g(np+mqJut=u*+t+2hut

haben. Da dieſeGleichungſtattfindenſoll,wie auch

immer dieLage des Puncts M’ ſeynmag, o muß ſie

ſi immer unabhängigvon u und von t beſtätigen,"eine

Bedingung , welchediedreyGleichungen
m? + n*+2mng = 1,

p° +9 +2pgg = 1,

mp + »9g+ (np+mg)g= h

giebt.Jndemman g aus den beydenerſternDlduogrn_wegbringt,#0wird.das Reſultat

j
(m? + n°)p9g— (° + g9mn = pq —

mn,

dié Bedingungen ausdrü>en,welchendieGrößenm, n, p

ünd q Genúge thun ſollen.

Manſet mehrentheilsvoraus , daß dieneuenCoor-
dinatenu undt ſich,ſowie dieerſteren,unter rechtenWin-

: feln

LET
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feln vegióûn:In dieſenFallvereinfachenſichdie obi-

gen Gleichungenſehr. Wenn die Winkel MP/b/ und

MPB rete Winkel werden,ſoverſhwindenPG oder

€, und P/H oder bh,dergeſtalt,daß man nur hat
“

m° + n° = 1, pP += 1, mp'-+ ng =909,
poraus man ziehet E

m?=1— n, p=1— 9, mp=1—nt— 4°+n° 9°,
und wegen

mp = —
ng,

fômmt |

i

4 n2 —- Q°

wenn man dieſesReſultatmitLe‘Gleichung
m? i n? =

pa

I
Î

L

vergleichet, #0findetman q = m, dieſesgiebtp=— n:

man wird endlich
x= mu — nt, y! =o + mt

haben,indem man beobachtet,daß dieGrößen m undn
_

einevon der andern,kraftder Gleichung
:

m+n =

abhängt.Die Fig.16 die fürdiéſenbeſondernFall,con-
ſtruirtiſt,läßtſchen,daß m der Coſinusdes Winkels
BAB unda der Sinus davoniſt, und daß man hat
AP = AUR = PR =: AUR

ias Pr/Q = mu — nt,
Und

pM = PYR E QM = nu + mt,

:

ſowiewires ſoeben gefundenhaben.

212.

DiR:erſtenGebrauch,vel wir vonder‘Feriali
mationder Coordinatenmachen wollen;wird ſeyn: dieall-
gemeineGleichungder Liniender zweytenOrdnung.

A + Bx ++ 2Cy + Dx* + 2E xy + Ey =o... (N)

auf
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1

auf ihre einfachſteFormenzu reduciren. Wir werden

zuerſtdieLago desUrſprungsder Coordinatenverändern,
indem wir die Axén "mit ſi ſelbparallelverſezeny die-

ſerwegenwollen wir in der obigenGleichungx‘ + a ſtatt
'x,undy‘ +. b ſtatty ſeen; alsdant wird ſiewerden

A 2Ba42Cb+Da*+2Eab+Fb4(B+Da+Eb)2x‘+Dx?]

_

+(C+Ea+Fb)2y!4+2Ex“yiL
+ Ey}

= 0...(2)
Da dieGrößena undb willführlichſind,ſokönnen wir

ſiedergeſtaltbéſtimmen,daßzwey Gliederaus dieſemRe-

ſultateverſhwinden.Wir wollenvorausſezen, daß man

die,welchex und y, abgeſondertvon der erſtenPotenz
enthalten,weggebra<twerdenſollen;wenn man ihren
‘(Coefficientglei Null ſet,ſowird man haben
B+ Da + Eb=0...(3),C + Ea + Fb'= 0...(4),
und es werdenin der Gleichung(2)nur die Glieder des

zweyten“Grades x‘*,x‘y',y‘°,und das ganz befannte

Glied, bleiden.DieſesleztereGliedvereinfachtſichſehr,
‘vermittelſtder Gleihungen(3)und (4).

Jn Wahrheit,"multiplicirtman die Erſtedurc a,

dieZweyte‘durchb und ziehetman “ihreSumme von der

Gleichung(2)ab, ſo-wird, nachdemman dieGlieder,
"welcheverſhwindenſollen,dariunterdrückthat,heraus
fommen

;

A + Ba + Cb + Dx + 2Ex'y!+ Fy/°= 0... (5)

#3.

‘Wennman den Axen andereRichtungengiebt,die
immer untereinanderWinkelrechtſind, d.h. wenn man

macht NER :

fe

x/= mu — nt, y‘=ou +.mt (vorhergehendeNum.)

ſo
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ſo können wir no< ein Glied verſ{hwindenlaſſen,denn
da man nur dieGleichung

“

|

m? + n°?=1

wiſchenden Größenm und n hat,éeínedavon zubeſtim-
mèn übrigbleibenwird.

Wenndie Subſtitutiongemacht)iſt,ſowirdman haben:

A-+Ba-+-Cb+[Dm?+2Emn+Fn?*]u?]
+ [Œ—D) m n+E(m°—n*)]autè= o. (6)
- [Dn?

?
—2Enin-+-Fm*]t?®

Jchſeßedie Gleichung

(F — D)mn'+ E(M? — n) =0.(7)

vermittelſt.welcherdas Glied worin ut vorkommt ver-

ſ<windet,und wenn ih zur Verkúrzung |

 A4Ba-4-Cb=«,Dm°-+2Emn+Fn*=8,Dn*—2Emn-+Fm*=y,
mache, ſohabeih

:

+-+ 8u° Â yrs OE O!
Da dieſeGreichungnur noc dieQuadratederunbeſtimmten
Größenu und t enthält,ſowird ſiefürdieeineoderfúr
die andern zwey gleicheWertheund von entgegengeſesten
Zeichen, geben.Damit dieſeWerthe reelſyn kdnnen,
muß ;ſi<wenigſtenseine dieſerdreyGrößen #, 8, und

y darinnenbefinden, die negativſeyz zufolgeder Zeichen
wvmit ſiebehaftetſind,wird man haben:

ffe oder t == Fetodes
= 4 Zw,

Jh werdemichnicht¿bibscA;-eiñen_jedendieſerFálle
insbeſondrezu unterſuchen;man ſiehtwohl,daß der erſte

Fallſi auf die Ellipſeoder auf den Kreisbeziehet,und

daß diebevdenlegternder Hyperbelzugehdren,Jn dem

Il,LEHER H Einen
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Einen iſtdieCoordinateu auf der erſtenAxe genommen

und in dem Andern iſtſieaufder zweitengenommen.
Um zu wiſſeninwelchenFällendieGrößen @ und y

poſitivoder negativſeynkónnen,muß man m und n bes

ſtimmen,und ihreWertheín dieſeGrößenſubſtituiren.
Die Gleichung(7)giebt

E
m n

OLLE (m? — BPS

wenn man niacht
E

D — EF

und wenn mann? veëmittelſtdéc Gleichung
:

m’ + n° =1I

wegbringt, ſo wirdkommen

= 0,

mt — mM = — ——:

L + 402°
woraus man ziehenwird

L
FE TL

Ï

m ER V:——— = ¿<=
ili 3

E A EO
und’,wenn man nachher

I

2 V1+4?°
Eat 2

41+) 1+ 408? :

ſtattè dieGröße,welcheſievorſtelltwieder hinſetzt,und

wenn man nur auf dieobern Zeichender RadicalenRúcf-

ſichtnimmt, ſowirddarausentſtehen
:

,

BR
n E Lie o TE

mn = 5

i D — FEF
m? = 5

BETE ES
2 VD — f) + 4E

D — F
i= 3 —

2V(D—F) 4E
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uE
VD — E + 4E :

Wenn man dieſeWerthe in die Ausdrückevon 8 und.
y ſetzt,und ſienachherunter einerleyNenner bringt,
ſo wird man mit etwas Aufmerkſamkeitſehen,daßihre
Zählerdurch

mtn =

VOO
+

theilbarſind,und daß

¿=D> + VOD

4

DAE = VD — D 4E

ſo langeals D und F poſitivſeynwerden,8 es wirdauch
ſeyn, und y wird nur dann eeſtnegativwerden wenn

man haben wird

(D + FY <.MD — PF)!+ 4E oder DF < E?

214.

Wenn man hätteDF = E?, fowürde dieGrößey
ſichvernichten,und es würde ſcheinenals wenn die Glei-

chung($)nur die eineunbekannteGrößeu'enthielte; aber

dieGleichungen(3) und (4)(Nr.212)geben,
KF —ECG D u EA

Â == N

——————_—

5B 2 DF, E Ere DE

Werthe,die unendlichwerden,wenn DF = E*?, “Män:
fann alſonichtin dieſenFalldie Glieder2Bx und 2Cy"
in der Gleihung(1), zu gleicherZeitverſchwindend
machen,

:

Man wird die Geſtalt,welche-dieGleichung(1),in
dieſemFallnehmen muß, finden, wenn man “darinzuerſt i

:

l X= mu— nt, y = nu mt,
macht,welchesgeben wird

92 À -+
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A--(Bm+Cn)2u+[Dm*+2Emn--Fn*Ju? 7

SEE +[(F—D)mn+E(m?—n*)]2ut Vas
-+[Dn°*—2Emn+Fm?]t? j

das mit uc behaftete Glied, wird vermittelſtder ſo eben

gefundenenWerthe von m und von n, verſchwindenund
dieCoefficientenvon u? und t? werden noch durchs und

y ausgedrü>twerden , dergeſtalt,daß man habenwird
A + (Bm + Cn)2u — (Bn — Cm)a2t+ u? + +t? ='0.
Man wirdnachherden Urſprungverändern,wenn man

u‘ + a/ füru und t/ + b‘ fúrt ſubſtituirt,um das
mit u behafteteGlied,ſowohlals das beſtändigeGlied,
vermittelſtder unbeſtimmtenGrößena‘ und b/- verſchwin»
den zu laſſen,und man wird ein Reſultaterhalten, wel-

chesvon der Form

a
— tt + But + yt =0..;(9)

ſeynwird. DieſelezteGleichungiſtallgemeiner‘als die

Gleichung(8),-dennſieſtelltalleCurven der zweytenOrd-
nung vor, und tvenn + Null wird, ſowird ſieſichauf

— it + fu =0

reduciren, eineGleichungwelcheder Parahbalzugehört.

2Ts.

Wenn man auf einebeliebigeArt den Urſprung
und” die Richtungder Coordinatenaxein der Glei-

' <ung (1) verändern tvollte,ſo"múßte man an ihre
Stelleſtattx und y, ihreallgemeinenWekttheſetzen,

mu + þpt+ a, nu -+ qt + b (Nr.210),
und ſiewúrde dieGeſtalt

?

A+ 2B/u + 2C/t + Du?! + 2E/ut + Ft = 60

annehmenin welcherdieBuchſtabenA‘B‘C“ u. . w. Func-
tionen der primitivenCoefficientenund der Größenm, n,

Þ: 9, a und b vorſtellen.
Wenn
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Wenn- die primitiven Coordináten unter ‘einander

winkelreht wären, ſohätteman g = 0, welches
m + n° = 1, pg = Es (mp + nq =h

gebenwürde,und man würdefehenydas dieBedingungss
gleichung
(m° + n)pa =

(+ q9mn= pq
— mn (Nr,211)

zufolgeder beydenerſterenidentiſchwird,und-wenn no<
Überdem der Winkel der neuen Coordinatenbeliebigbleibt,
ſowird h unbeſtimmtſeyn,und zwiſchendèenvierGrds

— Yên m, nc und 9g,würden ſihnur dieGleichungen
% m° + n° =1, Pp +9? E

befinden.
| Man könntealſowit irgendzwey unterihnen

ſchaltenwie man woliteſotie mit den Größena und b,
die,wenn ſiedieLagedes Urſprungesanzeigen, gänzlich
unbeſtimmtfind. Man darfjedo<nichtglauben,daß
man immervermittelſtdieſervier willkührlichenGrößen,
in alleFâlleeinegleicheAnzahlGlieder der weiteroben
transformirtenGleichungverſchwindenlaſſenkann, zu

dieſerAbſichtmüſſen‘dieGleichungendie aus den gleich
Null geſetztenEoefficienteuheraus kommen, unter einan

der zuſammengehören, und. reelleWerthefürdieGrößen,
welcheſiebeſtimmen,geben. Die größteReduction die
man nur machen kann,‘beſtehetdarinn,daß man die
Glieder

2B‘u, 2C‘t, D'u* und F/t®

mit einem mahleverſ<windenläßt,wenn man dieGlei-

{ungen
:

B/ = 0, C‘ =o, D‘ = 0, F= 0,

ſett,und alsdannwird die vorgeſeztéGleichung
720 Alpe 2E‘ut=0

3

Y

welchewie man.weiß, der aufihrenAſymptotenhezoge-
ner Hyperbel,gehödret.

H 3

_

Wenn
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Wenn man die Rechnung macht, ſowird man finden,
daßdie Entwickelungender Gleichungen

D‘ = 0, und Ff = o,

ſind,
Dm° ++ 2Emn + Fn* = 0, Dp° + 2Epq + Fot=0

und daß ſienur alsdann für= und 7réelleWerthege-

ben können wenn E?, FD úbertrift,

ObgleichdieVerhältniſſe— und TdurcbdieſelbeGlei:

<ung gegebenſeynmögen,ſo müſſenſiejedo<immer un-

gleichſeyn,ſonſtwúrdeman zufolgeder Gleichungen

:

m° + n° = 1, und pP+ q° = 1,

haben :

:

| p= + mund gq= n,
woraus man

x=m(u =< O) + au GE © -+ b,

ziehet.Wenn man u +t eliminirt,ſo würde kommen

nx — my = na — m b

ein Reſultat,welches nichtallgemeinmit der Gleichung
C1)E kannn;A0 muß dieGleichung

ihreztveyLealilua haben,und wenn man die

eine von ihnenfúrF nimmt,ſo wird 7dieandereaus:

drücken.

216.

DieborhergehendékDetailsſindhinlänglichum zu

zeigen,wie die Transformationder Coöôrdinaten, unter

die Glieder einervorgelegtenGleichung,diejenigen, die
Es»:

nur
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nur von=-der beſondernLage der Axenabhängen, unter-

ſcheidenläßt; ih werdemichalſobegnügen,den Weg

anzuzeigen,welchenman folgen müßteum dieallgemeine

GleichungderLiniender drittenOrdnung abzuhandeln
A--Bx+Cy+Dx* +Exy+Fy*+Gx?+Hx®y+tlxy"+Ky*==o{1).

Wenn manſtatt x und y,

mu—+ pt +a und au E
ſubſtituirt, ſowird die Geſtalt

A! + B'u 4 Ct ++ Du? + E/ut + Ft} G'u?

+ Fut lat + Kt =o

SE
annehmen.

‘

_Jch muß bemerken, daß man immer K‘dz o anneh-

men fann und auf dieſeArt das Gliedt°wegbringt.Jun
der That, wenn man die Rechnungausführt,ſo wird

manfinden,daß

|

Ki = Gp° AAP GEME
+ Kg’,

und daß daherdasVerhältnißvon WSwelcherdurchdi®
Gleichung

Y

Vd

Cn. +12 + Ki=b
2 q g

beſtimmtiſt,wenigſtenseinen reellenWerth habenwird.

Wenn man nur von primitivenCoordinaten, zu an-

dern noh winkelre<tenCoordinatenübergeht,und wenn

man den Urſprungindem Punct,wo er zuerſtwar, läßt,
ſo könnteman ſi<immer des Gliedes K‘t?,entiedigen,
denn wenn man

Ob = 0, pP= n und 4 >= m (Nr,211)
n der weiteroben transformirtenGleichungannimmt, ſo

, m . ,wird man um
— zu beſtimmendie Gleichung

4 ERT
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ob L+R=0
haben.

;

Daraus folgt, daßdie Gegenwart desGliedes K y*,
die Gleichung(1) nit allgemeiner macht; es verhält ſich

/

eben ſo mit den mit y* behaftetenGliede, in dex Glei-

chung der fünftenOrdnung,und der analogenGliederin
allen ungradenOrdnungen. DieſerFall hat fär die

gradenOrdnungennichtſtatt,denn man hat ſchon(in
der voxhergehendenNr.)geſehen,daß einesvon den Qua-

draten u* oder t*,nur in ‘einem beſondernFallaus der

GleichungdeszweytenGrades verſchwindenkönnte.
Da diíe allgemeineTransformationvier willkührliche

Größeneinführt,ſo können wir davon noch dreybeſtims
men, ſo daß man eine gleicheAnzahlGliederin der

Gleichung(2) verſchwindenlaſſenfann, das Glied

K‘t? ausgenommen, welches ſhon durchdieGleichung
RK‘ = 0 weggebrachtiſti,Jn der Wahl dieſerGliederzzei-
genſichmehrereCombinationen.Newton welcherzuerſt
die Enumeration der Liniender drittenOrdnung machte,
brachteſiealleaufdie vierfolgendenGleichungen:

A +- B‘u + D‘U! + Gu? -- Ft + lut? =o

A‘ + B‘u + D‘u? -- G‘u? + E‘ut = 0

A‘ + B‘u + PR + Gr +Fr =o

A‘ Bu + Du Gu + ct =0

Dieerſteentſtehetaus der Vorausſezungvon

a= Qs f/m D, Ea 0,

inderGleichung(2). Die dreyandernſtimmenmit den

verſchiedenenFällenüberein,inwelchendiebeſondernRe-
lationen,diefichzwiſchenden CoefficientenderGleichung(1)
befinden,mit den Gleichungen,welchedieTransforma-

“tiondex Coordinatiengebenfann,zuſammenlaufen,um

cine
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eine größere AnzahlCoefficienten der Gleichung (2) Null

zu machen.

219.

Man hat geſuchtin den Curven der fanaOrd-
nungen, Eigenſchaftenwieder zu finden,die den Eigen“
ſchaftenderLinienvon der zweytenOrdnung analogſind
dieſeshatzu der Betrachtungder Mittelpuncteund

der Durhmeſſer Anlaß gegeben.

Der Mittelpuncteiner Curve iſtein Punctſeiner
- Fläche„ ſodaß allegradenLiniendie dadurchgehen,auf
beydenSeiten dieſesPuncts,gleichean der vorgegebenen-

Curve ſich"endigende,Lagenhaben. Dex Urſprungdee
Coordinaten in den Beiſpielvon Nr. 204, iſtderMittel-

punctder durchFig.9. vorgeſtelltenCurve; denn wenn

man durchdieſenPuncteinebeliebigegradeLinieMm
ziehet,ſo werden diebeydenTheileAM und Am unter

einanderglei ſeyn;und dieſesdeswegen, weil,wenn

man Ap = AP nimmt,ſowird man unter A>, Ordinas-

ten pm und pn! reſpectivegleichmitFM und PM/

finden.
Die Curvedie als Beiſpielangeführtiſt,verdanktidieſe

EigenſchaftihrerGleichung,welchedieſelbebleibt,wenn
man darinx und y in — x und —

yverwandelt,die,

ſesmacht, daß ein jedernegativerWerth von x, eine
Ordinate von der nemlihenGröße,- als die welchemir „,

dem poſitivencorreſpondirendenWerth,abervon entgegenge-

ſetztenZeichenÚbereinſtimmt,giebt,und man ſieht,daßdieſes
injeglicherGleichungvon gradenGraden,geſchehenwird,
die nur Gliederenthält,wo die Summe derExponenten
von x und y eine gradeZahlmacht, oder in jeglichey
Gleichungvon ungxadenGraden, fürwelchedieſeSum-

| DE we
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me immer eine ungrade Zahl ſeynwird,dergleichentvür-

den z.B. ſeyn.
RS is x2 y? + A2 yt — BB — 0

und * — xy? + Ay — = 0.

Darausfolgt,daß,um zuwiſſenob eineCurveeinenMit-
telpuncthat,man verſuchenmuß, ob, wenn derUrſprung
der Coordinatenin einen beliebigenPunct verſeßztwird,
man niht alleGlieder von ungraden Grade, verſchwin-

den laſſenkönnte,in dem Falle,wo. die vorgegebeneGlei-

<ung von einem gradenGrade oder alleGlieder von

gradenGrade ſeynwürden,wenn ſievon einem ungraden
Gradewäre.

Jn der zweyten Ordnung ‘verſhwindenimmer die

Glieder von ungradenGraden 2Bx und 2C y, ausgenom-
“men wenn E°? = DF ift(Nr. 274); ‘auchiſtdie Parabel
welchedieſembeſondernFalleentſpricht,die einzigevon

den Curven der zweytenOrdnung welchekeinen Mittel-

puncthat.

Um die.Curvender drittenOrdnungdie'einenMittel-

puncthaben,zu erhalten,wird man in der allgemeinen
Gleichungder vorhergehendenNr. anſtattx x“ + a und

y‘ + b, ſtatty ſubſtituirenmüſſen,nachhermuß man

die Coefficienteneines jeden der vier Glieder ‘von

gradenGrade A,B‘x?,Ex‘y!, Fy/, glei<hNull ſetzen,
und da man nur zwey willkührliheGrößeneingeführthat,
ſowerden darinzwey Bedingungs- Gleichungenbleiben.
I< werde mich nichtbey dieſenRechnungen aufhalten,
welchekeine andere Schwierigkeitals die

MeeLänge
haben.

218
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218.

Die Durchmeſſerder Curven der zweytenOrdnung
ſind,wie man weiß,ſolchegradeLinien,daßfürjeden
ihrerPuncte die poſitiveOrdinate der negativenOr-

dinategleichiſt; ein auf ſeineOrdinatenwinkelrechter

Durchmeſſerwird Axe genannt. Jn den Curven derhós
heren Ordnungen hat man die Annahme des Worts

Durchmeſſerausgedehnt,indem man jjedeAxe.der

Abſciſſenſo nennt, wenn ſieſobeſchaffeniſt,daß in je-

dem ihrerPuncte die Summe der poſitivenOrdinaten
glei der Summe der negativenOrdinateniſt.

Wenn die allgemeineGleichungder Liniender Ord--

nung x, in Beziehungaufy geordnetiſtſo kann ſievor-

geſtelltwerden durch:

y + (A+Bx)yr-tf + (C+Dx Fx yr
+... + P+Qx+Rs?, cpi PES

und es iſtevident,daß,wenn man einenbeſondernWerth

vonx betrachtet,A + Bx dieSumme der übereinſtimmen
den Werthe von y, mit einen entgegengeſeßtenZeichen

genommen, ausdräcfenwird, C ++ Dx + Ez? die Sum-

me ihrerProductezu zwey und zwey.

.

« und endlich
BP QR : EW

das Productvon allendieſenWerthen.
Manfönnte vielewichtigeFolgenausdieſerdieGlei-

ung einer frummen LinievorſtellendenArt ziehen,aber
“um bey meinem Gegenſtandezu bleiben,ſo werde ih
mich begnügenbemerken zu laſſen,daß wenn das mit

y T° behafteteGliedfehlenwird, die vorgegebeneCurve
aufeinenihrerDurchmeſſerbezogenwird, weilalsdann-
die Summe der poſittvenund negativenOrdinaten für
eine beliebigeAbſciſſeNull ſeynwird. Wenn das mit

A
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yr-T7 behaftete Glied ſih‘inder Gleichungbefindet,ſo
wird man es immerverſchwindenlaſſenfónnen’,wenn
man die Lage der Axen derAbſeiſſen,und die dés Urs

ſprungsder Ordinaten verändert.Die allgemeinenFot-
‘meln aus Nr. 210 gebenin dieſemFalle :

x=mü und y = au +t + b,
Wenn dieſeSubſtitutiongemachtiſt,ſo wird fütdie¿tvey
‘erſtenGlieder der transformirtenGleichung,in Bezie-
hung auf t geordnet, e

|

tr + [e(nu+ b) + A + Bmu]tr=r;
Manwird den beſtändigenTheildesCoefficientenvontr=x
und den mitu behaftetenfürſih-glei<ß-Null ſegenmúſ-
ſen, welchesgebenwird

Fag

rn Bm = o, rb hA=09
woraus -

m
B

&

ig b = Anw LD e

LS 3

Ll=
Man ſichtaus dieſenReſultaten,daßes immermdg-

lichſeynwird das mit tr=* behafteteGlied zu entfernen,
“aber, wenn man die Lage der Ordinaten,welchewir
nichtberührthaben verändert,ſo würde man auch die

Lagedes Durchmeſſersverändern; darausfolgt,daß eine

einzigeCurve,eineunendlicheAnzahlDurchmeſſerhat.

219.

Wenn man mit éinemmahleauf eine beliebigeArt
die Lageder Axe der Abſciſſeund den Winkel der Coor-
dinaten verändert,d.h, wenn man mu + pt ſtattx,
und nu + gt + b fatty, ſubſtituirt,ſo wúrde man

dahingelangen,alleGliederin welchey < zu einen un-

graden Grade erhobenfindet,entfernenkónnen,die
neue Axe der Abſciſſenwürdeein Durchmeſſerdeſſel-

:
:

:

ben
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ben“ Geſchlechtsſeyn,als die der zwehtenOrdnung,
ein‘abſoluterDurchmeſſer,deſſenſämmtlichenPuncten,
eben ſovielepoſitiveals negativeOrdinaten entſprechen
würden , und einejededer Erſtenwürde eineihrgleiche
unter den Zweytenhaben. Jn Wahrheit,man könnte

alédann t?,als die unbefannte in der vorgegebenenGlei-

chunganſehen,und wenn man tt?= 2 mate, ſowürde

frommen t = + Yz, oder ſo vielePaave vom Werthe
von t, glei und von verſchiedenen-Zeichènals die Glei?

<ung in z Wurzeln haben würde. Es verhältſichnicht
|

ſomitden äbſolutéènDurchmeſſern,wiemit den einfachen,

denn dieAnzahl Glieder,welcheman verſchwindenlaßen

muß um die Curve zu erhalten,beydenen abſoluteDurch-

meſſerſtattfindenwürden,wird nah und na< immer

größer,ſowie man zu höherenOrdnungenübergeht,und

unterden fünfGrößenm, p, n, q, und b,-ſindwie man

weiß, nur viex, mit weichenman nah belieben diſponi-
ren fann. ALE

220.

Dié Transformationder Coordiñatenbietetuns ein

elegantesMittel dar, um die Lage einergradenLíniezu
beſtimmén, dieeine vorgegebeneCurve in einem beliebi-

gen Punctberührt,und dadur< uns zu erkennengiebt,
ob dieſerPuncteinfach,oder vielfachiſt,und ob díe Cur-

ve y eineJuflexionerleidét.

_În Wahrheit,wenn man begreift,daß der Urſprung
der Coordinaten',welcherzuerſtin A Fig.17 und 18 ge-
weſen iſt,¡aufeinen beliebigenPunct der Curve MX,

‘verſeßtwordeniſtund man zux Axe ‘der Abſciſſendie
gradeLinieMB“ parallelmit AB und-zur Axe der Ordi-
naten eine beliebigegradeLinieMm, welchedurchden

: E

:

?

Punct
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Punct A-gehet genommen hat, ſoiſtes ſichtbar,daß dieſe

lettereder Curve wenigſtenszweymahlbegegnet,¡nem-

und in m.
:

Wenn man u und t dieneuen Abſciſſenund dieneuen

Ordinaten nennt, und wenn man A?=a, und PM=b

macht, ſo wird man die Gleichungzwiſchenu und t,

durch die Subſtitutionvon u + pt + a ſtattx und von

qt + b, ſtatty,erhalten.Um aber die Puncte in wels

<en die neue Axe der CoordinatenMm der Curve begegs
net, zu finden,ſo wird man in dieſerGleichung,u =o

machen müſſen, und dieWerthevon t die daraus hervor-

gehen,werden die Wertheder verſchiedenenOrdinaten
ſcyn, welchedem UrſprungM entſprehen.Wir wol

len jeztvorausſeßen,daß die LinieMm, indem ſiefich

um den Punct M dreht,ſihder LinieMT nôhert, wel-

chenur die Curve berührt,ſo wird fi der Punctm

auch immer mehrund“ mehr dem PuncteM nähern,und

dieſebeydePunctewerden zuſammenfallen,wenn Mm

und UL ſichdecfenwerden. In dieſemFallewerden al-

ſo zwey Werthe von t ſeyn, welchezu gleicherZeitNull

werden, und folglich“wird die Gleichungvon u {und t

dur t° in der Hypotheſevon u = 0, getheiltwerden

fönnen, welcheserfordert,daß das durcht multiplicirte

Glied,ſowolals das beſtändigeGlied verſchwindet.Das

folgendeBeyſpielwird den Gebrauch,welchenman von

dieſerBedingungmachen fann,zeigen,
:

Die Gleichung ſey'y“ = Ax; man wird darin‘nur

ſegenpt + a ſtattx, und gt + b ſtatty, denn da man

‘nachden Subſtitutionenu = 0 machen muß, ſoiſtes

unnöthig„- auf dieſeveränderlicheGröße. zu achten.

Ordnet man in Beziehungauf t, ſo wird man finden

gt + (20g — Ap/t + b° — Aa — 0.

: Soll
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Soll dieſeGleichungdurcht? getheiltwerden können,

ſo múßteman haben
:

bb —

Aa =0, 2bq — Ap =0-.

Die Erſtevon dieſenzwey Gleichungen,welchenihtäns-

ders als dievorgelegteiſt,in welcherman x durcha und

b durchy erſethabenwürde,wird immer identiſchſeyn,
weil,da der PunctM, auf der gegebenenCurve iſt,er

zwiſchena und h dieſelbeRelationhabenmuß, als zwi-

ſchenx und7 i

i

A

Die zwenteGleichungwird gebenA —

EE Wenn

man ſi auf die, in Nr. 210 R Conventionen

bezieht,ſo wird man ſchen,daßS,die Tangente des

Winkels welchendie Coordinate(xmit derAbſciſſe«

macht, ausdrü>t,und daß folglihdie mit dieſerOrdi-
nate paralleleAxein BeziehungaufdieÉd or Axen,
zur Gleichunghaben muß

y<b= LE — a) (Nr.198);

Wenn man darinden ſo‘ebengefundenenWerthvon $
ſett,ſo gehtdaraus ‘hervor:

—b=>—s)
welchesdieGleichungder gradenLinie TM feynwird.

ES
‘Wennman in dieſerleztenGleichungy = 0 mat,‘jowird kommen
|

i

i

1aÌ

f

Sn e —— az
s

bemerktman, daß durchdieZS der vorgelegtenCurve
b? =

aumio
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B° = Aa iſ, ſo toirdman x = — a ‘finden,Dieſer

Werth, der den Punct T entſprichtwird geben, Fig.17,
AT =a, und PT= AP AT =2áâ;

man wird ohne Mühe in dieſemReſultatedie Subtana

gente der ParabelderenGleichungb* = Aa,iſt, wieder

erkennen.
i

e

<L

:
221,

Wenn der PunctM Fig.19, der Durbalmeh-
rerer Zweigeder Curvewäre, o würden, wie auchdie

Lageder Axè Mm beſchaffenwäre,ebenſo vielWerthe
von t, (welcheNull in der Vorausſezungvon u = 0,
werden),als ZweigedurchdieſenPunctgehen, ſeyn,die

Bleichungin u und in t wäre alſodur< einePotenzvon
e, deren Grad dur<dieAnzahldieſerZweigeangezeigt

vi
theilbar-welchenAeethman auchZENVerhältniſſe

idgebenfönnte,
Y

Daraus folgt,daß um zu wiſſenob der Punct,deſ-
ſen Coordinaten/a Und b ſind zu verſchiedenen-Zweigen

dervorgelegten
Curve gehörtoder nicht, man

/ pt+a und qt +b
ſtattx und y fubſtituirenmuß, und nachhermuß inan ſuchen,
wie vielGliedervoû- -dertransformirten(Gleichungvers

ſ<winden. Wennſie durc t° theilbarwürde, ſo wäre

der Puncty welchenman betrachtetdoppelt d.h. daß
er zweyenZweigenangehörenwürde;er würde dreyfach
ſeyn,oder drejenZweigenängehdren,wenn dieſetransfors
_mirteGleichungdur t° getheiltwerden könnte,u. #.w.

Man kann àuchfinden,ob die vorgelegteCurve dop

peltePuncte, dreyfache,u. ſ.w. hat, indem man ſucht,

die ſo eben abgehandeltetransformirteGleichungdurch
CE
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t?, dur< t? « « « theibar zu- machen. Wir wollen uns z.B.
vornehmen die doppeltenPuncte, der, durch die Gleichung

x — 3Axy + y +A =0

vorgeſtelltenCurve zu finden,
Wenn man darín x und y in pt + a und gt D

verwandelt,ſo.hat man

a?—3Aab-+-b'+A?+[(a—AbYp-+(b*—aa)a]t1
—+(ap?*—Apg+bg)3t+(p?aet FS

ds

einReſultat,welches durcb t? theilbarſeyn foll,was

auch p und gſeyn mag, wenn a und b Werthehaben,
die ſih zu einem doppeltenPunctſ{i>en,Um dieſeBe-

dingungauszudrü>en, ſowird.man einzeln„ dasbeſtän-
digeGlied , den Theildes Coefficientenvon t der mit .p

multiplicirt, und den welcher mit q multiplitirtiſt,
gleichNull ſetzén,welchesdie dreyBoD Plungeshervorbringenwird,

a —3Aab+b’+A=0o, aaliciab’—Aa=0;
Die beydenletztengeben,

:

E) amn =O, Na=b=A:
Dadie Werthea=0, und b=o, der erſtenGleichungnicht
genug thun,ſo gehòrenſienichtzu der vorgelegtenCurve;
da aber dieVorausſezungvon a = b = 4, dieſeGlei-
chungidentiſ<macht,ſomuß man darausſchließen,daß
der Punctin wel<henman x=y =A hat,ein doppels
teree iſt,

222

Wenn man dieGleichungder gradenLinie,welche

dieCurvean dieſem

A berührt,forderte,o würde
man dasVerhältnißLZD beſtimmen,wennman beaCoef-
ficientvon ©gleichNullſezte.Ueberhauptwürde man

Il,Theil, : JF für
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fúr cinen vielfachen Punct,. tbelcher eine beliebige Zahl
der letzten Glieder der in t transformirten Gleichung ver-

ſchwindenlaſſenwürde, den Coefficientendes erſtender

Glieder, welchenichtverſchwinden,glei< Null ſetzen.

Folgendesiſtder Grund dieſerRegel:

Man kann dur den PunctM eineunendlicheZahl
ſolcherAxen als Mm, führen,welcheeinerleyZweigM X

zum wenigſtenin zwey Pnñcte,begegnenwerden; zuerſt
in M, und alédann anders wo in m: der zweytedieſer

Punctewird ſichimmer mehr und mehr dem erſtennä-

hern,na< Maaßgabe als die Axe Mm ſi< immer mehr

und méhreder Tangente TM nähern toird. Wenn dieſe

zwey gradeLinien ſichde>en, ſo werden diePuncteM

und m vereintſeyn; es wird alſoin Beziehungauf der

Axe TM ein ‘neuer Werth von t da ſeyn,welcherNull
werden wird; und folglihwird die transformirteGlei-

ung in BeziehungaufdieſerAxe genommen, theilbar

ſeyn,dur eineum eineEinheithöherePotenzvon t als

diejenigePotenziſt- e man fürjedeandere Axeantref-

fenwürde.

Da der Punctwelchenman in dem]Beiſpiel,der vor»

hergehendenNummerbetrachtethat,doppeltiſt,-ſomuß
die Tangenteangeſehenwerden,als,wenn ſiedrey Wers

thevon t, Null machte, weil es immer ihrezwey giebt,

die in Beziehungauf einer beliebigenAxe verſ<hwinden,
man muß alſodas mit t? behafteteGlied in der trans-

formirtenGleichungverſhwindenlaſſen,damit ſiedur<
_&° theilbarwird

i

Weún man in dieſerGleihung den Coefficientenvon

° glei Null macht,ſo kömmt

ap — Apg + bg =0;_

ſet
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ſeßtman A, ſtatta und þ, und dividirtdurchp, fo fin,
det man

;

I A fee:dz: Da
C

P P

Mandarf ſichnichtverwundern zu ſehen,daß S dur<

eineGleichung,welchevon einemhdherenGrade, als

der erſte,| beſtimmtiſ, denn ein einzigerBlick aufder

Figurgeworfen, beweiſet,daß überhauptfür einen Viel-

fachènpuncteben ſo viele Tangentenſind, als verſchie-
dene Zweigedarinn dur<gehen,und daß daherein dop-
pelterPunct zweyZweigehaben muß. Jedoch,wenn ſi
unter denZweigen,mehrerebefändendie ſinur berühr-
ten, ſo würden ſienur eine einzigeTangentehaben.
darausentſtehenverſchiedeneArten von Vielfachenpuncte.

Die RüekkehrpuncteſindVielfachepuncte,in welchen

zioeyZweigeſichberühren,und nichtweiterdarüberhin-
aus gehen.Jn dem der erſtenArt,befindetſi dieTan-

i gente TM (Fig.20) zioiſchenden beydeuZweigenund ſie

läßtſiebeydeauf derſelbenSeite, in den der zweyten
Art ,(Fig.21). Wenndie Zweigeanſtattin M anzuhal-
ten, auf der andernSeite,na< den punctirten'Wegen
fortgeſeßtwürden , ſo würde der erſteFalleine Oſcula-
tion,und der zweyte ein Embraſſement ſeyn.

: 223.

Die Gleichung
: q q3°

I——+ =o
g
7

p°
|

giebtfürnur zwey eingebildeteWerthe,welches uns
e

pi i

ſehenläßt,daß in dem Punct, welchenwir unterſuchen,
' A die
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die vorgelegte Curve mit keiner Tangente verſehen!iſt';
und wie kleinauh immerein Theilder Curve ſeynmag,

ſobegreiftman doch,daß es immer möglichiſteinegra-

de Liniedie ſieberührt,zu führen,daraus folgt,daß

der Punct von welchemdie Rede -iſt,nichtsanders als

ein iſolitteroder cónjugirterPunct iſt(Nr.209).

“DieVergleichungvon
x — 3Axy + y + A = 0, Z

mit der allgemeinenFormel der Gleichungendes“dritten

Grades

y +Py+Q=0,
‘

wirdgeben
P=— 3Ax, Q=;! + x?

wenn man fürP und Q, ihreWerthein henE
der Wurzelnvon

PP +Py+Q=0,
ſeßt, ſowird man finden,daß dieWurzelnvon

x° —

34x) + y + A= 0,

ſind
ym _— Xx — A,

:

x

+
A X — A ——

» a ICPE +T

“Li,Y
3»

x—A

CF Site O V=z3»
DieFE ideeineSeieDY vor, (Fig.22) fürwet-

AE = AD = — A;

da diezweyteund die drittenurdann reellwerden,tvenn

x =A beydezum PunctM gehören,welcher,wie man

ſieht,wohl einDoppeltpunctiſt,aber keineTangentehas
ben haben.

224
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224.

Wenn “man die doppeltpuncte der „ dur die

Gleichung

xt — 3Axy + y = 0,

vorgeſtelltenCurve ſuchenwollte,ſowürdedieRegelaus
-

Nr. 221 a = 0, geben;welchesanzeiget;daß der Ur:
ſprungder primitivenCoordinaten,in dér That ein dop-

peltpunctiſt.
|

Wenn man den Coefficientenvon t° glei Null ſeßt,

um die TangentendieſesPuncteszu beſtimmen,ſo wird,

man Apq =

0

finden, eine Gleichung,welcheman bes
Friediget, wenn man p =-0, oder q = 0 macht.

i:

Jm erſtenFalle,wird das VerhältnißEunendlich,

und im zweyten FallNull: daraus folgt(Nr.196)daß
eine der Tangentenmit der Abſciſſenaxeeinen rechten

Winkel bildet, und daß die andere ihrparalleliſt.Aber
_da ſiedur< den Urſprunggehen, ſofichtman, daß die

‘erſtenichtsanders als die Ordinatenaxeund dieandere

nichtsanders als dieAbſciſſenaxeiſt. Die Figur8 ſtellt
die Curve, welche aus der vorgelegteGleichungentſtehet
vor; der Punct A iſtder DurſchnittderbeydenZweige,
von welchender ¡ine von AC und der andere von AB

berührtiſt.
:

LE 225.

Wenn die vorgelegteCurve eine Jnflexionerleidet,
ſowerden alsdann 3 Durchſchnitteder Axe Mm, (Fig.23)
ſeyn; welcheſi< auf einen einzigenreduciren werden,

|

wenn er ſi< mit der Tangentede>t. Daraus folgt, daß
im FalleinerJuflexiondie in t transformirteGleichung

z

J 3 dur<
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durch t? theilbarſeynmuß, wie.füreinen dreyfachenpunct,
aber mit dem Unterſchiede,daß, wenn wirkli 3 Zweige
der Curve dur< den Punct M gehen,diemit t und t?

behaftetenGliederfürallemöglicheWerthevon < ver-

{<hwindenwürden, währenddaß nur dann, wenn wir

dieſemVerhältniſſe,den der Tängente.zukommendeWerth
geben„,'die ſoeben genanntenGlieder verſchroinden.

Wirwerden als Beyſpiel,die,dur die Gleichung
x AX A Bp = 0

vorgeſtelltenCurve nehmen.Wenn man macht

a=pt+a,; y= qt -+ b,

ſofôómmt
: i

a? + Aa! 4 B°b + [(3a?+ 2Aa)p + B°g]t
+ (32ap°+Ap)t?+ pt’ = 0.

Wenn dievorgelegteCurve einen Yaflexionspuncthat!,ſo
wird nachdem was vorhergehetdie oben transformirte

Gleichungdurcht3theilbar,wenn man 5 dem dieſem
Puncte“zukommendenWerth giebt;die 3 Gleichungen
a*-+Aa?-jB?b=0,(3a*—2Aa)p-B°q=o,3ap*Ap?=o0,

werden alſozu gleicherZeitſtatthaben. Die letztegiebt
A i

a = —

n
wenn man in der erſtenund zweytendieſen

Werth ſezt,ſo wird man finden

b = — 2 L =

eE

27B E
DieſeWerthe gehörennichtzu einem Vielfachenpunt,weil

ſienicht einzelneinen jeden:Coefficientenvon p und g

aber wohl:in einenJnflexionspunct,verſhwindenlaſſen.
Es- wmáren aus den von det Transformationder

_Eoordinatenſo chen gemachtenAnwendungenvieleintez
reſſante
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ceſſanteFolgerungenzu ziehen,‘da ih“aber dieſelben

Gegenſtändendur< die Differentialrehnungabhandeln

muß, ſowerde ih mi mit den folgenden*Bemerkungen
begnügen.

226.

Wenn einWerth von A die transformirteGleichung

durchto theilbarmacht,und wenn der Punctwo dieſes

geſchiezetnichtvielfachiſt,ſo würde nur da eineJnfle-
- xionſtatthaben, wo n eineungradeZahlwäre. Um ſi<

dieſenFallzu zeichnenmuß man ſicheineCurve XX (Fig

14)vorſtellendie einebeliebigeAnzahlJaflexionenhat,

¿-B. drey;man ſieht,daß eine ähúlicheCurvedurchei-
ne geradeLinie in fünfPnnctegeſchnittenwerden könnte,
und“ daß die Entfernungender Durchſchnitte,nihtnur

alleinvon ‘derLagedieſergeradenLinienabhängen,wer-

den , ſondernauh no< von den Zwiſchenräumen,welche

eine jedeJnflexionabſondern,Zwiſchenräumedieſelbſt
von den WerthenderbeſtändigenGrößen der Gleichung

der vorgelegtenCurve, abhängen,
Es iſtevident,daß wenn die beydenJnflexionenM

und M, für einigebeſondereWerthe dieſerbeſtändigen
Größen,ſichvereinigten,ſiefi< unter einander vertilgen
würden , dergeſtalt,daß,wenn die Curve in ihrenprimis
tiven Zuſtandnur dieſebeydenhätte,ſievon ihnenkeine
Spur mehr zeigenwürde. Aber wenn ſie z.B. deren no<
eine drittein M“ hat, ſo würdeſieſolcheno< behalten,
wenn auchſelbſtder Punct1“ mit den beydenandern

| vereintangenommenenPunctenM und x“, zuſammenſiele-
Die Paunctedie ſo aus der Vereinigungmehreren Jn-
flexionenentſtehen, werden Scþlangenpunctegenannt

J4 e ſie

TN
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fieſindentwederſichtbaroder unſichtbar, jenadem die
Zahlder Jnflexionenungeradeoder geradeiſt.

Pd

227.

Eine Curve von einerbeliebigenOrdnung kann keis

nen SingulärenpuncthabenwelcherdieBereinigungeiner
Anzahl einfacherPuncte,grdßerals der Exponentihrer
Ordnung wäre. Und inWahrheit,weil die Transformas
tionder Coordinateneiner Curve, niht den Grad ihrer

Gléichungverändert,ſofolgtdaraus,daß die neuen Or-

dinaten,welcheLageman ihnenauchgebenmag fürdie-
ſelbeAbſciſſenicht‘mehrWerthe haben können, als es

Einheitenin“der Zahl welcheden Grad dieſerGleichung
anzeiget,,gievt.Aus dieſemGrunde zeigteine Curve der

zweytenOrdnung, die höchſtensnurzwey Ordinaten hat,
für einerleyAbſciſſe,keinen doppeltenPunct;denn wenn

man den Urſprung in einem Punct von dieſerNatur

nimmt, und wenn man die Tangentefür die Ordinaten-

axe nimmt, ſoſolltedarausdieVereinigungder dreyun:
terſchiedenenPuncte, folgen.Die Curve der drittenOrd-

nung laſſenDoppelt-und Jnflexionspunctezu, weilſiedrey
Ordinaten auf einerleyAbſciſſehabenéónnen.

228,

“Es iftleichtdieſeBetrachtungenſo weit als man im-

mer will,auszudehnen,ſieberuhenauf den Grundſag,
daß die Zahl der Durchſchnitteeiner-grraden,und einer

jedenfrummen Linie,nichtdie Zahlwelcheden Grad der

Gleichungder Curve anzeiget,übertreffenkann. Jn der

That,müſſendieOrdinatedesBegegnungspunctsvon zwey

beliebigenLinien, zu gleicherZeit,der Gleichungder ei-

nen und der der andern genug thun,und wenn man das

her
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her eine der unbeſtimmtenGrößenausdieſenzwey Glei?

chungeneliminirt,ſo wird das Reſultatalle Werthe,
welchedie zweyte unbeſtimmteGrdßeinden verſchiedenen
DurcbſchnittspunctenderLinien,welcheman betrachtet,

annehmen kann,geben;da dieGleichungeiner graden
Liniey = ax — b iſt(Nr. 196), ſo wird das Reſultat
ihrerCombinationmit der Gleichungvom Grade m, ih
niemalsúber dieſenGrad hinauserhebenfönnen.

Aus den: ſoeben Geleſenen,und aus dem in Nr. 189.

bewieſenen?Saß folgt,daß zweyCurven einevon dec

Ordnung m, und einevon der Ordnung‘n,ſichin nicht

mehr alsin mn Puncteſchneidenkönnen;aber es wird

oftgeſchehen,daß dieZahl der Durchſchnittenichtdieſe
Gränzeerreichenwird und in ¡dieſemFallewerdenx und

y imaginaireWerthe haben.
Das VorhergehendeiſtdieGrundlagevon der Theos

kieder Conſtruktionder Gleichungen, in welcherman eis

ne Gleichungvon einer einzigenunbeſtimmtenGröße,als
das ReſultatderEliminirungeiner andern unbeſtimmten
Größe zwiſchenzwey Gleichungen,anſiegt,welchezu glei-

cherZeitdie erſteraenthielten,oder was eben daſſelbe

iſt,man betrachtetdie unbekannte Größeals die Abſciſſe,

eines,zugleichaufzweygégebenekrummeLinien,gelege=
nen Puncts,

CEEP

: 229.

Dadie Gleichungder erſtenOrdnung nur dreyGlie-
der undzwey beſtändigeCoefficientenhät, ſo ſindzwey

__ Puncte hinreichendgeweſen, ſie zu particulariſiren
(Nr.197); ſo werden nur fünfenöthigſind, daſſelbe
in Añſehungder Gleichungder zweytenOrdnung zu ma-

:

chen,obgleichſieaus6 Gliederbeſtehet.(Nr.212).in der

5 Er-
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Erwartung, daß man immer dur die Diviſion,den Cocf-
ficientenvon irgendeinem ihrerGlieder,zur Einheit
machen kann.

Wenn man durch «, «‘, a‘!,al, 2/11 die Abſciſſen
der fünfbekannten Punctebezeichnet,und ihreO(dina-

“ten dur 3, 8‘,8‘, 81, 6/4, und man dieallgemeine
Gleichung,von Nr. 212. mit A dividiret,odèr man meh?
rerer Einfachheitwegen, dieſenCoefficientender Einheic

gleichmacht, indem man ſtattx und y eine jedenvon

ihrengegebenenWerthenſezt,ſowird man diefünffol-

gendeGleichungenhaben
|

1-+2B« —+2CB8 D «? “+2E<« 6 +F8 =0

14+2B«a!+2C8 +Da +2Ea 8 4E =o

I--2Ba“/CR! D a‘? 2E al 8“ LF pg‘? =o

I 2Ba +]2C8 4+D a‘/2 2E all!1! + FB — o

1+ 2Ba!‘l!-{-2C pla + Da? 42 E allt pF =0

welchedazu dienen werden die CoefficientenB,E, D, E und

F zu beſtimmen.Da jederdieſerCoefficientennur einen

Werth(hat, ſo-iſtes offenbar,daß durc 5 gegebene

Punctenur eine LiniederzweytenOrdnungdurchgehen
kann.

Wenn die allgemeineGleichungder drittenOrdnung
(Nr.216),obgleichſieaus zehnGliedernbeſtehet,nur 9

notlh}wendigeCoefficientenenthält,ſo wird man eben ſo

ſchen,daß 9 Punctehinreichendſinddie Curve, welche

ſievorſtelltzu particulariſiren;und wenn man dieſeBe-

merkungen verallgemeinert,ſo wird man ohne Mühe
daraus ſchließen,daß dieallgemeineGleichungder Linien

derOrdnungm habenwird2 Glieder,

(a) (m2) = 1 nóöthigeCoefficienten, und daß
2

:

X
:

man
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(m +

n
u E gegebenePuncte

haben muß, um die Curve zu welcher ſiegehdrtzu par-

ticulariſiren,*)

“man daher

Í 230.

AnwendungderEntwickelungder Functiönenin Reihenaufdie

Theorieder Curven.

Die Entwickelungder Functionenin Reihen iſtdas

fruchtbarſteanalytiſcheMittel, um aus der Gleichungei-
i

ñer

Y Es iſtnôthigzu bemerken, daßdieBeſtimmungderLinie,
welchedurchdiegegebenenWeitegehenfoll,uichtvoUſänz
-digſeynzoderſelbſtatthabenkann, ſolangeals dieLa-

_ge dieſerPunctenichtſobeſchaffeniſ, daß mehrere der

Gleichungendur< welcheman die Coefficientenfindenſoll,
in einanderübergehenoder wiederſprechendwerden. Dieſes
iſtdieEinſchränkungdurchwelcheEuler, eine Schwierigs
FeitwelchedieſeTheoriedarbot,gehobenhat, und von

welcherhierein Beyſpielfolgt
E

: Nach dem oben Geſagten,kann nur eineLinieder

viertenOrdnung durch14 gegebenePunctegehen,und‘den-
- noh folgetaus dem Sage, womit Nr. 228 endiget, daß

zwey Curven dieſerOrdnungſi< in 16 Puncte ſchneiden
Fônnenz es würde alſoſcheinen,als wenn 16 Punectenicht
einMahlhinreichendwären,um dieCurve der viertenOrd-

|

nung zu particulariſiren, weilſiezwey Curven dieſerOrds-

nuugen gemeinſchäftli<hſeynkönnen; aber das Paradoxon
erklärtſich; wenn man bemerkt, daß wenn man gleich,um
die 14 Cocfficientender allgemeinenGleichungder vierten
Ordnung,in Beziehungguf dieſePunctezu beſtimmen,
man

_

16 Gleichungendes erſtenGrades

-

hätte,doh daraus

entſiehenwürde,daßmehrerevon dieſenGleichungeneinein
die andereüberginge;“ und daßwillführlicheCoefficienten
übrigblieben,

|
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ner Curve alle UmſtändeihresLaufsabzuleiten.Wenn

manbeyder GléichungirgendeinerCuroe, die in den

I19tenund- folgendenNr. vorgetragenenMethode,ans
wendet,ſogelangtman dahin,daß wenn dieAbſciſſeſehr
kleinoder ſehrgroßiſt,die Ordinate durc convergirende
Reihenauszudrúcken,welchein einemund im andern

“Falledie Lageder Zweige,welchefievorſtellen,kennen

lehren, indem ſieuns 1das Mittil darbietendieſeZweige

mitſehreinfacheCurven zu vergleichen,und deren Lauf

ſehrleichtzu beſtimmeniſt
|

:

¿ DenGebrau welchenwir von dieſerMethodein

Betrachtder Gleichung
y ax + x’y— ay?=o

machenwerden, wird ¡fiebeſſerals eine
AſigemeineDare

ſtellungkennen lehren.
Wir haben aus der hier oben angezeigtenGleichung

(Nr.124)die vierReihengezogen
x2

4 x:
I a SEW

yas LSLSE lagi 0x" 9—55ax3x72, (2)

y==a —E IRS zaËxSb 2023 Y LLE ve Lr TAE)

y=a
E E Zagatx 2+:EM e n ds GEI

Die ReiheLeiſtum ſo vielmehrconvergirendals x kleis

ner iſt,und man kann dieſeveränderlicheGrößeſo an-

nehmen,daß das erſteGlied x, dieSumme allerihmfol
genden Gliederúbertrift(Einl,Nr. 9 und 36); derge-
ſtallt,daß der Werth von y, ſowenig als man nur will,
von dem Werthe welchendie Gleichungy = x geben
würde, unterſchieden-ſeynwird,welcheGleichungeiner
gradenLiniediedur<den Urſprungder Coordinatenge-
führtiſt,angehört,und mit der Axe der Abſciſſeneinen

W'nkel
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Winkelvon 45° macht, Daraus folgt, daß ein ſehrklei:

nec Theilvon der vorgelegtenEurve gegen den Punet

A_ (Fig.25) genommen, merkfli<mitder ſoeben abge-

handeltengraden Linie AY zuſammenfallenwird, und

dieſesum ſo vielbeſſer,je wenigerſieausgedehntſeyn
wird. Man wirdaußerdemſchen,daß es unmöglichiſt,
durchden PunctA eine gradeLiniezu ziehendie zwi-

“_

ſchendie grade LinieAY und den Zweig der Curve AX

durchgehet.

231.

Um die Ordinate der gradenLinieAL, von die der

Curve in Beziehungauf derſelbenAbſciſſe;zu unterſchei-

den, ſo wollen.wirdie erſtemiteinem Strichbezeichnen;

wir werden haben
Pu =y/=x,

und folglich
2 x“

MM =y— y = — — “u, feWe
Za Sia?

Wir twoollenjetztdie gradeLinieAY miteinerandern be-

liebigengraden LinieAZ vergleihen,welchedurchdie

Gleichungy’ = Ax vorgeſtelltiſt;der Unterſchiedder
Ordinaten PM“ und PM/,-welchezu einerleyAbſciſſein
der einen ſowohlals in der andern correſpondiren, wird

MUM = y“ e y! = (A AS I)x
ſeyn;aber man fann x ſo fleinnehmen, daß dieSum-
me der Glieder

i x? n
Za” ya? |

kleineriſtals (A — 1x; wenn man alſo'

'

vorausſeßt-
daß AP den Werthvorſtelltder dieſeBedingungerfúllt,
çowirdman alédannhaben MM! < M/M“,

hs
| Man
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Mantvird auf ähnliche Art, x einen negativen Werth
Ap geben fönnen, ſo daß man no< hättemm' < mm‘! ;

folglich,welcheHypotheſeman auch über dieZeichen-dér
Größe A — 1 macht, ſowird doh niemahlsin dem Rau-
me M‘/m‘/die gradeLinieAZ ſi zwiſchendie Curve

A X, und die gradeLinieAY finden.
Es iſtleihtzu ſehen, daß man als Kennzeichender

TangentedieUnmöglichkeit,eine andre grade Liniezwis
ſchenihrund einerCurve durbgehenzu laſſennehmen
darf. Die Linie AY Ret alſodie vorgelegteCurve
in dem-PuneA.

232.

Das Zeichender Differenz
Y = R: u. ſtw.za 818

:

läßtuns ſchen,von welcherSeite der graden Linieax,

fichdievorgelegteCurve vor und nach den Berührungs=
punct ſichbefindet,dieſesZeichenwelchesnur von dem

Zeichendes erſtenGliedes abhängt,welchesda es beſtän-
digpoſitibiſt,uns ſchenläßt,daß-dieOrdinate,größer
alsdie dergradenLinie,wenn x poſitiviſ, und folglich
iſtdie Curveúberdie Tangente, es ſeydiſſeltsoder jens
ſeitsdes PunctsA,

Aber die bloßeAnſichteiner évi und ihrerTan-

“gentebeweiſet, daß,bey dem Berührungspunct,die erſte
immer “ihreConvexitätder andern zeigenſoll;alſoiſtder
Punct4,kein Jnflexionspunct,denn ſolltedieſesſeyn,ſo
múßte vor oder nachherdie Curve auf der andernSeite

der,Tangentegehen.
|

:

)

Wir wollenjeztdie Reihe(1)betrachteny tvelchenur

convergentiſt,wenn x in Beziehungauf a ſehrgroßiſt.
i

‘GjeI
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Ke größer x wird, deſiomehr nähertſichder dur< dieſe
ReihegegebeneWerth von y der Größea, man mag /x

poſitivoder negativoO aber ohne ſolchejemahlszu

erreichen.

Wenn man auf der Axe AC, unter AB die Entfer-

nung AD = —

a nimmt, ¡und wenn man die gradeLi-

nie DUV mit AB parallelziehet,und (yglei<— a, in der

ganzen LängedieſergradenLinieiſt),ſowerden diedur<

die Reihe(2)vorgeſtelltenZweige,

'

dieſeLinie nie durh-

ſchneidenkönnen,ſoweitverlängertman ſieauch annehs
men mag z ſiewerden ſichaber ihr immer mehr und mehr

náhernundſiefolglihzur Aſymtote haben.
Da das zweyteGlied der Reihe(2)poſitiviſt,wenn

x negativiſt,und negativ,wenn x poſitiviſt,ſowird
man hierauswie in 'der-vorhergehendenNr. ſchließen,
daß dieAſymtoteunter die Curve auf die Seiteder ne-

gativenx, und über die Seite dèr poſitivenx, iſt;man,
wird überdem noch ſchen, daßdie Ordinate'y in den ei-

nen und dem andern Fallenegativiſt:die ZweigeFs

und Ax werden alſoin BetrachtihrerAympoith:diedurch

die FigurvorgeſtelltenLagehaben.
|

Man hat nur ihre Gränzenvollſtändiggezeichnet,

“weildieſesdie einzigenTheileſind,welchedieReihe(2)
vorſtellenkönnte,die man nur ſolangeals ſieconvergi»

“

rend iſt,anwenden muß.

233.

|

Vir wollen jeßtzu den Reihen(3)und (4)überge-
hen. Sie geben füry, Werthe,welcheum ſoviel wenis

ger vvn denjenigendie aus den Gleichungen
:

y = ax und y = — aë x2
'

:

hervors
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hervorgehenunterſchiedenſind,als x größeriſt;die Cur-
‘ven welchedieſeletterevorſtellen,nähernſih alſoimmer

mehr und mehr der Zweigezu welchendie Reihen(3)
und (4) gehören.

:

Die zwey Gleichungen
:

y = aëx = za, und y = — ai x2 + {a

ſinddie Wurzelnvon SE

T | Fe

E i

(y — 2a) =

L

und bringeneinevon zwey ähnlicheZweigeER und ET

zuſammengeſetzteCurvehervor,voa welchender erſieden

aus der Reihe(3)hervorgegangenenpoſitivenZweigAX

als Aſymtotedient, und der zweyteerfülltdenſelbenGe-

“genſtandin Betrachtdes durchdieReihe(4)gegebenen
negativenZweigFV man wird bemerken,daß die Rei-

hen (3)und(4)imaginairwerden, wenn man x

Negativ
annimnit*(

e S224.

#) Man kann leichtdur<Puncte, die Curve welchedie

Gleichung
2s

vorſtellt, conſtruiren; denn wenn man y = tx mat, ſo
wirddieſeGleichungdur< x? theilbarwerden,und [redux

cirtſichaufa + xt — at? = 0, worausman zieht
at? — Aa

i
. t

giebtman alsdann t willkührliheWerthe, #0 wird man x

und y haben, ohne daß es uôthigiſt,: irgendeine Wurzel
auszuziehen.AehnlicheKunſtgriffeleitenuns oftdahindie

unbeſtimmtenGrößen-einerGleichungauf eineeinfacheArt
auszudrücen, und dieuns erlaubtdaraus o viel rationale

Werthezu findenals man will,“Man ſiehtdaraus, daß
‘

die Auflöſungder Fragen,der unbeſtimmten Analy-

ſis zur Confiructionder Curvennußlichſeynkann.

xXx = 5

1
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234» E,

Die Betrachtungder. verſchiedenenfallendenReihen

welcheman aus einer Gleihuog von zwey veränderlichen

Größenziehenfann,lehrtuns, wie viel unendlicheZtvei-
die Curve hat,die ſievorſtellt,und welchesdie Natur

der Linieiſt, gegenwelchedieſe!Zwe'geconcuriren. Es iſt
evident,daß eine Curve nur in den beydenfolgenden

Sällen,unendlicheZweige!haben fan. -

1)Wenn x unendlichiſt,ſohaty einenreellen Werth
es feyendli<oder unendlich;2)ivenny unendlichreosobgleichx endlichbleibt,

|

Ju dem erſtenFallſuchtman alle dieRehen,wd .

che den “Werthvon y in derHypotheſedaß x ſchrgroß

ſey-
auszudrúcken(Nr.121). Dieſe Reihen werden nur

von derfolgendenGeſtaltſeynfonnen
y = Cx? + BxÎAx 4 B°8! 4+ Cah u D

in welcberdie Zahlder mit

-

den poſitven Potenzenvon x

behaftetenGlieder immer begränztſeynwird. Macht
man RE LS

/

OE QUT:de Bx + Ait a= yl,
ſowird man haben

jpe cx + u. ſt.

woraus man ſieht,daß,je gróßerx ſeynwird, jetveni-

ger wird y“ von y unterſchiedenfeyn;und da man x im-
mer dergeſtaltnehmen fann, daß y

— y‘ weniger| ſey
als einegégebcnèGröße,ſo wicd folglich.der durch die

Reihe (1)vorgeſtellteZweig,ſich.unaufyörlihdem einen

der Zweige,der,durchdie Gleizung L

yl=. Cx? + Bt + Ax®
gegebenenLinie,nähern,
1), Cheile = AR Auf
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Auf die Natur dieſerLinieberuhetdieUnterſcheidung

der unendlichenZweigein hyperboliſcheund para-

boliſcheZweige. Z

Die erſtenſinddie,welcheſowie die Ztveigeder ge-

meinen Hyperbel,eine gradeLiniezur Aſymtotehaben;

ſieentſprechenden Fallwo :

: y = Bx + A. :

Wenn B=o0iſ , ſoiſtdieAſymtotemitder Abſciſſenaxe
:

parallel,wie man es in den Beyſpielder vorhergehenden

Nr: geſchenhat,und ſiefälltmit dieſerAxe zuſammen,

wenn B und A Null ſind.
-

DieGleichung :

n= Cr Bx 4+ A,

die einfachſtenah
E y = Bs —— A,

gehörtder Parabel,und da ſieinder allgemeinenGlei--

hung :

|

y = Ca? + Bxî 4 Ax®

enthalteniſt,ſo nennt man paraboliſc<, diejenigen

Curven, welche dieſeleßteGleichungvorſtellt,und die
“

Zweigevon welchenſiein einerbetiebigenCurve dieAſym-
toten ſind,heißenparaboliſcheZweige,

Die zwey durchdieReihen(3)und (4)der vorher-

gehendenNr. gegebenenZweigeAX und kV, ſind-ipara-

boliſch, weilihreAſymtotedie zurGleichung

i
eta 2 2

hat,eine paraboliſheCurve iſt,
Man wird dieunendlichenZweige,in welcheny als

leinunendli<wird,finden,wenn man dieReihenſucht,
dieden Werth von x, füry ſehrgroß,ausdrü>en.:

1

235.
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235.
Wenn. wan in der Reihe (1)Fucceſſive
y =... Cx + Bx8 EA
y =, Qa BAR e Be

Jas ga CE PAs e Bie acl
U. , w. macht, ſo werden die Größeny/, y“, y‘, ſi
immer mehr und mehr den Werth von y nähern;und
folglihwerden auc die Curvenderen Ordinaten ie aus-
drúken, ſichunaufhörlichdem unendlichenZweigenähern
zu welchemdie Reihe (1)gehört.DieſeCurven werden
“in unendlicherAnzahlſey, wenn die Reihe ‘N unendlich
iſt;und in dieſemFallewird der Zweig,welchen ſievor-

ſtellt,eineunendlicheAnzahlkrumme aſymptoten ha-
ben. JedochgebörteigentlichdieſeBenennungder Cur-

ve deren Ordinate y’iſt,weil ſieeinzig,und ſieſelbſt
dieAſymptotevon allen andern ¿28

s

Wenn der Zweigwelchenman betrachtety hyperbo-
liſchiſt,oder, wenn man hat

y = Bx + A, i

ſoiſtdie erſtefrumme AſymptotedurchdieGleichung
i y =Bx +A + Bx

gegeben,die man aufeineſehreinfächeFormbringen
kann,indem man dieLagederAbſciſſenverändert. Wenn
man daëinnenmu ſtattx, nu +t + b- ſtatty“ ſett
(r.210),und wenn-man

i

| n= Bm; b=A

macht,ſowird ſie

t =: Bè
Bi u

:

„werden,undweil die
e

Eggetigaienx Und y untereinander
ſenk»
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‘�enkfre<t find, ſo wird män haben m° + n° =

woraus
|

:

:

e >Und (n:= Sui
Vi + B° LVA 4 B°

Man muß bemerken, daßdieGleichung

tl = Bm — Si Cn
:

m =>

als:befondecerFalldieGleichungt = Pu-r

mitbegreift,welcheder gemeinenHyperbelaufihreSaug»
totenbezogen,gehört,und daß die Curven, welcheſie

vorſtellt,au< zu AſymptotendieAxe der t's und die der

u's haben,weilt Null wird, wenn u unendlichiſt,und

umgekehrt. DieſeCurven ſind-unter denNahmen H y-

perbolen vonhöheren Graden bekannt.
i

Wenn man die vorhergehendeTransformationbey
der Reihe(1)ausführt, ſo wird manNesSOZ

t =B‘m n Cm 5 ww

den Zweigwelchenſievorſtellt,wird zur gradenAſymp-
tote,dieAxeder t'sund zurkrummen Aſymptotediedur
dieEE

(

= Dm È 6

gegebeneHyperbelhaben.

236.

Es iſt‘hinreichenddas erſteGlied der Reihe (1)zu

‘Fennenum zu beurtheilen,ob der Zweig, zu welchener

gehört_hypervoliſhoderparaboliſchiſt.Der zweyteFall

toirdallemahlſtatthaben, wenn dieſesGlied von der

Form Cx? ſeynwird,wo y einebeliebigeZahl,aber po-

ſitiv,und von der Einheitverſchiedeniſt,Jedo< wird

dieExiſtenzdes Zweigesnichtehergewißſeyn,als bis

man nichtmehrzu fürchtenhat,daß irgendeinsvon
:

; den
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den Gliedern der Reihe imaginair wird i(Nr. 125), man

kann aber niht eher dafür ſtehen,als bis man zu Glie-

dern gelangtiſt,derenSucceſſionsgeſezevidentiſt.
Die Zahlund dieNaturderunendlichenZweigemachen

diechi>liſtenKennzeichenaus,umdie Curvenvoneinerley
Ordnunguntereinanderzu unterſcheiden.Euler und

Cramer habenſichderenbedient,um die Curven der

drittenund viertenOrdnung ingroßeFamilieneinzuthei-
len,welchenſieden Nahmen G eſcleter(genres)gege:

ben haben, und welcheſiewieder dur die Betrachtung

der ſingulärenPuncte, in Arten eingetherfthaben; aber

dieſe'Detailsmehr curieusals nüßlih,ſindganz gegen

den Planwelchenich‘mirvorgeſetzthabe.

:

237:

Es iſtevident,daß ‘man immerdieCoordinatenin
einerſolchenLage bringenkann,

-

daß die eineund die

“anderefúreine jededer unendlichenZweigenzu gleicher

Zeitunendlichſey„ weiles. dazu hinreichendſeynwird,
die Axen in Beziehungauf den gradenAſymptotender

hyperboliſc)enZweigen ſchiefzu legen. Dieſe!Zweige

ſind}die einzigenfürwelcheeineder Coordinaten dfters
einen endlichenWerthhaben kann: Dieſesvorausgeſett,
ſo fênnte,wenn 7 die Ordnung derCurve, welcheman
betrachtet, bezeichnet,irgendeineder neuen Coordinaten

nichtmehr als xr Werthehaben, deren jederniht mehr
als zweyZweigewird geben können,einer denpoſitiven
Werthender zweytenCoordinate,und der andere,ihren
negativenWerthencorrespondirend;z.wenn man alſo die

Ausdrü>edee erſtenCoordinatealle’reellvorausſeßt, ſo
werden höchſtensñuxr 2r unendlicheZweigeherauskom-
men , d, h, ſo wie wir es in Nr. 206 angezeigthaben,

/ E : eine
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nE doppelte ‘Zahl des Exponentenvon der Ordnung dèr

vorgelegten“ Curve, :

Es iſtleihtna< dem was vorhergehetzu ſehen,
daß jedeGleichungin welcherdie höchſtePotenzvon ir

gend einer‘der unbeſtimmtenGrößen, ungeradeiſ, we-

nigſtenszwey unendlicheZweigegebenmuß, weil diefe
unbeſtimmteGrößein allenFällenzum wenigſteneinen
reellenWerth habenwird;und man wird darauschlie-

ßeo,daßalleCurveneiner ungeradenOrdnungnothwen-
digunendlicheZweigehaben,

233.

Gebrauchder Differentialre<hnungum die Tangenteder Cur-

ven, ihreIuflexions:uudihreRükkerpunctezu finden,

Die Betrachtungeny vermittelſtwelchewir die Tan-

gente,von dem am Urſprungeder Coordinaten gelegenen
“Punct bey der Curve welchedie Gleichung

:

ax + Ly — ay! = 0 (Nr. 230)vorſtelltbeſtimmtha-
ben, fónnen bey einem beliebigenPuncteinerjedenCurs
ve angewendetwerden, wenn man den Urſprungder
Coordinatendahinverſetzt.

x‘ und y‘ mögen die Coordinatendes Puncts feyn,
welchenman betrachtenwill;wenn man x‘ + h ſtattx

und y‘ + k ſtatty in der vorgelegtenGleichungſett,ſv
wird man den Ausdru>> von k in einer ſteigendenReihe
nach den Potenzenvon h bekommen,es ſeyna der Me-

thodeaus Nr. 119 u. f.oderdur< das TayloriſcheTheo-
rem: leßtereswird geben

-

dE y 1 üer h*

Ey EE E PAE = Trg: 12)
cine
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eine Reihe die um- ſoconvergirendériſt,jekleinerdie

Größe kh iſt.Wenn man um abzukürzenſiedur<
k= ph + gh + rh? +. “+

y

vorſtellt,und man h und k als neue CoordinatenMQ

__
und QN (Fig18)anſieht,deren Urſprungim PuncteM

iſt,ſowird man wie in Nr. 231 darthun,daß diegerade
LinieMT, da ſiek‘ = pb zur Gleichunghat,die vorge-

gebeneCurve im Punct M berührt,d.-h. keineeinzige

durchdieſenPunct gezogenegeradeLinie,kann unmittel-

bar vor und nah derBerührung,zwiſchenihrund, der

Curve durchgehen.Man wird in Wahrheit haben

NN’ = QN‘ — QN! =k — k' = 9h* + rb +...

und indem man durchk‘’ = Ah die Gleichungeiner an-

derngeradenLinieMZ bezeichnet,ſowirdman finden
NN = CN — QNI = —k/ = (p — Ab.

So langenun keinerder Coefficientenp, q, r, « « - niht

unendli<wird,kann man h immer es ſeypoſitivoder

negativo kleinaumen„ dag die Summe- von allen

Gliedern

gh? +- rh?+. e

fleineralsdieGröße (p — A)h ſey;in dieſerHypotheſe
wirdNN“ kleinerals NN“ ſeyn,und nn‘ fleinerals

nn‘: die geradeLinieMZ fönnte alſoniht, was auch

À ſey,in dem Raume N‘/n‘/ zwiſchender Eurve MX

und der geradenLinieMT durchgehen.

Um die Gleichungder geradenLinie|MT auf den
primitivenAxen AB und Ac zu beziehen,muß man xxl,
anſtatth, und y=-y'anſtattk‘ ſezenzſolchergeſtalltwird

man haben

y =p ‘ Lz
AP EL

PG — x‘)oder Y aud Je E Ea

K 4 indem
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indem manp „dur den Differentialcoefficientenden p

vorſtellty exſegt.*)

239.

Wir habenanaenommen,daß derCoefficientq des

zweytenGliedesder Reihe
:

k= ph + gh +...
poſitivwäre;ausdieſerHypotheſegehethervor,daßdie
Größe

/

Kk — k'= gh + rh? E
poſitivbleibenwird,was füreinZeichenman auchh ge«

ben wird,ſo lange man nur dieſeGröße Flein genug

nimmt,damitdas Gliedqh°dieSumme aller ihm fols
/ genden«Gliederübertrft;die vorgegebeneCurve wird ſi
alſounmittelbarvor und nah dem Punct M über die

Tangentebefinden,und wird folgiichihreConvexitätder

Axe AC zukehren. Das Begentheilwürde ſtattfinden,-

wenn gqnegativwärezdenn da die Differenzk — k“ ne-

j :
“_gativo

*)In allemwas folgenwird, ‘mußman ſorgſáltigdieÉot-
dinaten x‘ und y/ von den Coordinaten'xund y unterſchei-
den, ob ſiegleich‘aufeinerleyAxen bezogenſind.Die ers

fern gehörenausſ{ließli<hzu denverſchiedenenPunctender

vorgegebenenCurveund die zweytenkönnen zu einem be»

liebigenPunct in der EbenederFigurgehören:unterfich
durchdieGleichung

“

verbunden,gehörendieſeleßternzu allenPunctender gera-
den LinieMT, die in dem

«ats
der CurveMX deſſen

-

Coordinaten

AP = x‘ und PM = yl
ſindyeineTangentei�,
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gativ iſt,#0würde ſichdie Curve in dieſemFalleunter

ihreTangente befinden(Fig.17)und würde ihreConca-

vitätder Are AB zu kehren, Man kann alſodurchdas

Zeichenvon q oder durchdas Zeichendes Differentials
12yd

coefficient— beurtheilen,wie, in irgendeiném Pune-

è

dal
e

te, in Beziehung/auf der Abſciſſenliniedie Concavität

einerCurve von welcherman die Gleichunghat,gedre-

hetift.
“Es iſthiérder Ort jnbemerken,daß dér Differen-

tialcaículin allendieſeUnterſuchungennur als ein blos

ßesanalytiſches"Verfahrenhineinkömmt,welchesfreyli<h
auf eine nichtſo bequemeArt, jedeandere Methodedie
dieEntwickelungvon k gebenkann,erſeßtwerden könnte.

Arbogaſt ſtelltedie Anwendungdes Diffecentialcalculs
auf die Theorieder-Curven zuerſtunter dieſemGeſichtss
puncteauf,und Lagrange würde auch,durchſeineArt
dieſenCalculzu betrachten, dahingeführt(Nr.8).

_

240.

Die einfacſteArtdie Tangentefúr einen gegebenen
Punctin derCurve zu conſtruireny iſdieſe,von der Curve

‘einem zweytenPunet zu ſuchen.Man wähltgewdhnlih
den PunctT, wo ie díe Abſciſſenaxebegegnet.Es iſt

‘evident,daß,um AT zu finden,man în derGleichung
/ /

EE: 8%
y=0 machenmuß, Und man wird darausziehen

AT
R

R — y‘LL
E

d y‘
us

indemmanbeobachtet,daß,wenn y eineFunctionvon x

N und

1
/
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und umgekehrt,=—— -das Umgekehrte von 2eM.55)ift.

Wenn man AT E AP wegnimmt,ſoprGa der
Ausdruckvon der SubtangentePT hervorgehen,man

d
wird alſo PT= yEE

SP

haben.

241.

HierfolgenjeßteinigeAnwendungender oben gefun-
denen Formeln.

1. Die GleichungderParabelſeyy =
= Ax, man

wird daraus ziehen
dy‘

e A
dx 2p

und dieGleichungder Tangentewird

E 24

werden. Bringtman alles aufeinerleyNenner undſegt_
fúry?ihrenWerth Ax‘, ſowird man

:

2yy = A(x + x)

finden,Macht man y
= 9,‘ſo wirdman

; KBE EL a xl 1

haben,und folgli<hPT = 2x“, ein,den von (Nr.220)
gleihſtimmendesReſultat;man kann auch unmittelbar

AT und PT bere<hnen,wenn man in ihrenAusdrücken
:

dy!den Werth von unddendon y’ ſetzt.Ayer4

2. Fürden KreisdeſſenGleichung
xP y €

wäre,würdeman.
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dy Zt / zs!
:

E pe PEERS
oder *

:

bx = x + y
“oder endlich |

yy + xx = a*

. haben; nachher wird man finden
:

a a? — x?

T=, TS —
zx X

2; DieGleichung
:

== A x2. + 2 Bx’, y

ive alle Curven ‘dér zweyten Ordnung! vorſtellt„giebt
dy Axl + B

Ï dx“ E y!
:

- und folglichwird dieSudtangente
Î

42

PT intl iio :
Ax De

wenn man ſtatty‘?ihrenWerthſett, wird man

e in
Ax *P

haben.

4. Endliehziehetman gus der Gleichung
*

/ A mp en)”
x? — Z3ax‘y+ y° = 0, EE Ex

“DieGleichungder Tangentewird
yy — ax'y—yP + axiy'= axy!— xx ax +x,

undwenn man füry‘? ihrenWerth ſet,ſowixd man,

indemman reducirt,- haben

EEC = ax) + ARS
— ay) = ax'y/

man wird auch
y? BEE Ue 13

PT=—
axxty!2ax‘y Os

a y di N A y! SA x
finden,

D

242.
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- Wenn man ſi vorſebte,dur einen außerhalbeiner
Curve gegebenenPunctdeſſenAbſciſſe« und die Ordinate

8 wáren eine Tangentean dieſerCurve. zu ziehen,ſoiſt
es evident,daß man « ſtattx und 3 ſtatty in der Glei-

<ung der Tangenteſegeirmüßte, die Gleichungwürde
alsdann

:

d 4

SES
erden , undwebein Verbindungmit derGleichungder

vorgelegtenCurve dienen,die Coordinatenx‘ und y!des

Béerührungspuncteszu- beſtimmen.

“Wirwollen zum erſtenBeyſpieldie Parabelnehmen
deren Gleichungy? = Ax’ iſtzwenn die,ihrerTangente

2yy = A(x + x)

iſt,ſo wird ſie RS
28y‘ = Ae + Ax

werden, und
i

O N)
;

28

geben.Der Punctinwelchemdie,dur< dieſeGleichung
vorgeſtelltengradenLinie, die Parabelberúhrenwird,
wird der geſuchteBerührungspunctſeyn.

Dadie GleichungbeyderTangentedes Kreiſes

x y y + AES = a?
i

iſt, (vorhergeh.Nr.)ſowird man für dieſeCurve
:

[y + «x = a°
haben.

Endlichwürde in der,dur<
x? —  zax‘y'+ y° = 0,

PERSECurveſichder Berúhrungspunctfinden,wenn
“man
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man den- DurchſchnittdieſerCurve mit der Curve der

zweytenOrdnung,welcheaus der Gleichung
(y — ax) + a(t — ay) # ax‘y‘

hervorgehet, ſucht.

-_243:-
|

:

Um eine geradeLinie zu-ziehendie einegegebene
Curve berúhrt,und welchezugleichparallelmit einerder

Lage na gegebenen gradenLinie ſey,oder welchemit der

AbſciſſenaxeeinenWinkelbildet deſſenTangente durch_a
4

vorgeſtelltiſt,#0wird es hinreichendſeyn,LZ=a zu

ſegen(Ne.238und 198);wenn man dieſeGleichungmit

die der vorgelegtenCurve combinirt,ſo wird man die

Werthevon x‘ und y‘ beſtimmenz ¿welchedemvercangten
- Berührungspunctzukommen. :

In dem Fallewo’ dieſeCurvediegemeineParabel

‘ſeynwürde,würde man haben

e
:

N

welchesgebenwürde
|

50S

A
da

2 DE, armin und x! E me
2a 4a

244-

DerTheilMT derTangente,der zwiſchenden Be-
rührungspunctund der Abſciſſenaxeliegt,iſtleichtzu bes

ſtimmen,wenn man die Ro

btahatote
PT und dis

Ordi-

natePM fennt,dennman hatToti¿visP°E-cdPM;aber
man fann ſie unmittelbarberechnen, vermittelſtihrenalls

gemeinenAusdrue>, welchenmanfindenwird,wenn man

‘für
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“für PT und PM ihre Werthe y = und y! ſet, wel-

chesgiebt
xn dx‘?d

i2 E 4
= y I + è

dy“? dy‘?
Wenn man dieſeES auf dieParabelanwendet,ſo
findetman

/E = VA
ate

2

; 4y e

‘Weinman y dur ihrenWerth VAx itiſozieht
man daraus |

;

TMa= VAx' + 4x2.

42

:

245.

:

Die Gleichung‘derLinie MR, dut denBerúhztungss
punctgeführet,und ſenkrechtâàufdie Tangente,wird

(aa
d x/

( /E a

ſeyn(Ne.238 und 199);wenn, um ſiezu conſtruirenman

den PunctK haben will,wo ſiedieAbſciſſenaxebegegnet,
ſowirdman y = 0 machen,und, es wird kommen

dy‘
AR =

x

2 y
EE, + x“:

wenn man ‘AP oder x‘ von AR abziehetſowird man

dy‘
PR =

y
—

ze

E
dx“

haben.
Ñ

. .
,

_—2

Da der rechtwinkligeTriangelPRM, MR = PR+ PM
giebt,ſo wird man daraus ziehen

Ty
= y + dxTn

Die
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Die Linie MR iſunter den -NahmenNormale oder

Perpendiculàárean der Curvê bekannt,und der Theil
PR von der Abſciſſenaxe,heißt,Subnormale. Jn der

Parabelhat man
i

MR=y' 1+—S=VF FE =IV TEE, und

TP
230

1

SS: x2

:

;

MR= y! I + E
==

9,

und PR = — x‘. FofglihAR = 0, und in der That,
iſtdieNormale einesKreiſesnichtsanders als der Ra-

dius deſſenWerth beſtändigiſt,und derjederzeitdurch
den Mittelpunctgehet.

In demKreisa: a5 :

Wenn man die Normaledur<ÿeinenPunct/ außer-
halbderCurvè genommen, ziehenmüßte, oder parallel
mit einergegebenenLinie,ſo wird man dabeyſo, wie
fürdie Tangente(Nr.242) zu Werke gehen.

246. ,

Wenn man die,in den vorhergehendenNv. gefun-

denenReſultateneinandernähert,werden wir haben
:

; „dx“ dx dx'*

e E
L= VAL

¿pe

dyetEE +yZ» PRR=y 5TlHR Heract FTT)
und um dieſeSelacieinerbeliebigenCurve anzu.
wenden, wird es hinreichen, darinan deſſenStelleden

y
:

aus



150 Viertes Capitel.
Á

i

è

;

Î

/

“aus der Differential - Gleichung gezogenen Werth von 2x‘

E 24 ds
i

4

a

: ;

oder den von
âp zu ſeßen;‘man wird nachhervermittelſt

der primitivenGleichung,diejenigeder Coordinaten x

undy’,welcheman nur wird wollen, verjagen.
, Jn allemwas vorhergehet,haben wir vorausgeſett,

daß die Coordinaten x undy‘ untereinanderperpendicu-
lar wären: aber es 1ſtleichtzu ſehen,daß, wenn ſie

ſelbſteinenbeliebigenWinkelbildenwürden,ſowürde die

Gleichungvon der Tangentedoh 1hreGeſtaltniht ver-

ändern , eben ſowenigals dieWerthe von AP und PT,

welche„unmittelbardarausabgeleitetſind.Jn Rückſicht

aufMT; auf MR und PR, würde man ihreAuedrücke

vermittelſtder TriangelMTP, MTR und MPR finden,in
“

welchenman entweder einenW/nkel und zwey Schenkel,
odereinen Schenkelund zwey Winkel feunt,

247:

: Wenn man dieLagen, welchedie Tangenteeiner
“

vorgelegtenCurveannimnit,wenn dex Beruhrungspurct

“ſi immermehr und mehr vom Urſprungeder Coordina-

ten entfernt,ſucht,ſokann man ertennenob diéſeCurve

Aſymptotenhat,und ihreLagebeſtimmen.
Man ſiehtin der That, in einer Curve MX Fig.26,

welcheeine gradeAſymptoteRS hat, dáß je mehr ſi
der PunctM von dem Urſprungeentfernet,jemehr nä-

hertſichdieTangenteMT der Ajymptote,und diePuncte
T und D gehenreſpective.gegen die Puucte R und E

dergeſtaltdaß AR und AE die Geánzenſind,welche die

“Werthevon AT und AD nichtüberihreiten,uichteinmaf

exrzichenfônnen,yvon denenſie-ader um ſo wenig als
>

man
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man tvill unterſchiedenſeynkönnen:Hierausfolgt, daß,
um zu wiſſenob eineCurve Aſymptotenhat, man unter-

ſuchenmuß 0b dieAusdrúckevon AT und von AD inBes
ziehungauf dieſeCurve, endlicherGrenzenfähigſind,
und wenn dieſesgeſchiehet,ſowerden, wenn dieſeGrens.

zen conſtruirtſind, ſiedie zwey „PuncteK und E geben,

durch welche:man die geradeEUntieRS AStdie diege-

forderteAſymptoteſeynwird.
Wir habenſ<on (Nr.240) den Ausdruckvon A T berech-

net; was nun den von AD betrift,ſo wird man ſolchen
finden,wenn man in der Gleichungvon der Tangente,
<= 0 macht, und es wird daraus entſtehen

dy‘
AD = y =

—_

y!_— x
A

wirwollendas VorhergehendeaufdieGleichung
y = Ax? + 2Bx/

Oieendtiewir werden daraus ziehen
zA

¡ âx/ Ay Bx‘
ginn

Gs
4

ldi m ———————AT = LS —
Ax + À

is

Ax —+-B
4 l'eptd ft fi B x“

AD = y! — y IEE SS.
JŸ VV Ax

+FBxa

“TB

die legternGliederdiefesGleichungenfónnenunter die
Formengeſeztwerden :

4

UTE

PEA undE.A +=Ss TES+ — :

Folglichihre.MbeaedGrenzenſind,in demFallwo :
man x

©

Unendlichannimmt,
-

n E = AE,A n TT
Wenn A Null wäre; ſo würden die Ausdrükevo

AT und von AD mit>° zu gleicherZeitunendlichund
IL,Theil, £

* die



162 Viertes Capitel.

‘die vorgegebene Curve würde keine Aſymptotenhaben;
ſiewird ebenſowenigwelchehaben,wenn A negativ‘vä-

re, weil‘alsdannihreGleichungfürx feinenunendlichen
Werth zulaſſenwürde.

Betrachteniirnochdie durche:ns“ra — Zax‘y’+ y?

vorgeſtelltenE ſo)hatinan indieſer“Tbl
4 /

AT= AL LS AD = nesE pe

x — ap R MEE

Un die Grenzezu finden,welchedieſeAusdrückenach

Maaßgabeals x‘ zunimmt, zu erreichenſuchen,ſomuß

man anſtatty/ ihrenWerth in x“ ſeßen, oder wenigſtens
das erſteGlied von jeder dieſerabnehmendenReihendie

man aus der vorgegebenenBleichungziehenkönnte;man
fann aberdieſeReſultatein dem gegenwärtigenBeyſpiele,

“durcheiner ſehreinfachenanalytiſchen“Kunſtg::i�erſetzen.
Macht man x‘ = ty‘, ſo wird die vorgegebeneGlei-

“

{ung dur y” theilbar,und man ziehtdaraus
Zzat

Es iſtjetztleichtzu ſehendaß dieAunahmevon t=—1,

y unendlid)machen und gebenwird x = — y‘. Ver-

ändertman in.den Ausdrúckenvon AT und AD, x in y

und nimmt dieGrenzen, (Einl.Nr.12 und“ 13) ſowird.
man habenAR = —. a = AE. Ziehtman daherdur<
die aus den vorhergehendenWerthenconſtruirtenPuncte

R und E (Fig.8),die geradeLinieRE, ſo wird ſiedie

Aſymtoteder ZweigeAY und A4Z ſeyn.
Bleibteine der Größen“AT oder AD endlich,wähs

renddie andereunendlichwird,ſo iſtevident daß die

Aſymptoteparallelmit der Axewäre,aufwelcheſichdieſe

legtebenndet.Um keinederAſymptoten,welchedie-vor-
: gege-
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gegebeneCurvehabenmuß zu verfehlen, ſomußman ſuc-

ceſſivex“ undy‘ unendli<h machen, und in den Aus-
drücen von AT von AD, jeden der verſchiedenenRe-

ſultate,welchedie eine oder die andere Hypotheſegiebt,
ſ)ſeßen.Wenn AT und AD immerzu gleicherZeitunend-
‘li ſind,ſowird man daraus ſchließen,daßdie vorgegt-

bene Curvefeine/Aſymptotehat. Es könntekommen,daß

dieſeGrößen beydeNull wären,in dieſemFallehättedie
Curve zur Aſymptoteeine durch den Urſprung derCoordina-

tengezogenengeradenLinie;da man!abertalsdannnur einen

Punctdavon fennen würde,ſomüßteman davon dieRich-

tung E ES dIeſerwegenwirdman die Grenzedes

Ausdrucs“— ”nehmen,welcherdieTangentedes Winkels
MTB fúreinenbeliebigenPunctderCurve vorſtellt,und

man würde dieTangentedes WinkelsSKB haben.

“i 248, è

Wir wollrnjetztunterſuchenwasbey der vorgegebe-
i

,
‘nen Curve geſchiehet,wenn einigeGliederder Reihe

k= ph + 9h rh? + sh + ee

verſchwindenoder nur unendlichwerden.
E ZH e
Wirwollenzuerſtvorausſetzen,daß p, oder= gleich

Nullſey; in dieſerHdpotheſewird der WinkelMTB
Null, und die TangenteTM wird foleli<parallelmit
der “Abſciſſentinieſeyn;wenn man im Gegentheileſich
denkt,daßp unaufhdrlihzunimmt, ſowird derWinkel
MTB zu gleicherZeitzunehmen, und- wird“ damit auf-
hdren,daß er ein rechterWinkelwird, wenn dieſerCoef-
ficientwirdunendlichgewordenſeyn. Die Tangentewird
alſoaufderAbſciſſenaxepeépendicularſcyn,oder paral-

LA lel<

RETTO
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:

| dy‘ j

lel mit det Axeder Ordinaten, wenn —unendlich ſeynwird.

‘Wennes geſchähe,daß der Ausdru> p oder von
F Z

E

ce ,

WL;#wird,alsdann hängtdieſerCoefficientvon einer

GleichungeineshdhernGrades als der erſteab (Nr.142)
und wird mehrereWerthehaben, von welcen ein jeder
eineTangentefúrden betrachtetenPunctgeben,der folg-
lichvielfachſeynwürde.

- 249- |

F� p beliebig, ſo wird man haven

¿dy
ET

und der UnterſchiedzwiſchendieOrdinate der
LEEREund

der der Tangentewirdiſichauf
:

:
k— KW =rb' + sh +. /

reducirtfinden(Nr.238)und da das Glied rh?, welches
“

vermittelſteines ſ{i>lichenWerths von h, die Summe
allerderjenigenwelcheihm folgen,übertreffenfann, zu

gleicherZeitmit’h das Zeichenverändert,ſofolgtdaraus

daß die Größe k =—k‘ na der Berührungein, von

dem vorhergehabtenunterſchiedenesZeichenhaben wird ;

N N“ (Fig.23)wird alſoauf einerSeite der geradenLi-

nie MT, derjenigenentgegengeſeztſeynwo ſihnn‘ befin-

det,und folglihwird die Curve eineJnflexioninM er-

leiden.
Wenn aber der Werth von x welcherq verſchwin-

den läßtauhzugleicherZeitr verſchwindenläßt,ſo wird
die Größe k — k‘ welchealsdann zu sh* ++ u. . w. ret

ducirtiſt,daſſelbeZeichenbeybehalten,welchesauchdas von

h ſeynmag, unddie Curvewird feineInflexionerleiden.

= 0,q=3—

Wenn -
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"Wenn man dieſesRaiſonnementverallgemeinert,ſo wird
i

fan cbt Mühe ſehen,daß jedesmahl,toenn das erſte
der Gliederwelchesnichtin k — k‘ verſchwindet,von
einer ungeradenPotenzvon h behaftetwird, dicCurve
‘eineInflexion.erleidet.

|

d?y Wy“
Darausfolgt,daß wenn man T7=9, oder=o

d gy dy!
i

ove ASE a

ISA

= Uu. e 40elf=o und —=0 u. ſ,
w.

hat, und
man

bey einen CoefficienteneinergeradenOrdnung einhält,
ſo wird dievorgegebeneCurve eine Jnflexionerleiden,

Ueberhaupt,nach einem Junſlexionspunctnimmt der
2 ytdy! , EA LEIA

Coefficient= in Bezichungaufdie Ordinateein dem

VorhergehendenentgegengeſeßtesZeichen;und toenn er

durcheinenPunctausgedrü>tiſt,ſo kann dieſeVerän-
derungaufzwey Arten geſchehen,nemlihdur den Ue-

bergangſeinesNenners,da imzwehtenFalleder Nenner

Null wird,ſomacht er den Bruchunendlich.
Wir wollendies-dur< ein Beyſpielerläutern;Die

Gleichungſeyy“ = x“*,man wird daraus ziehen
5 dy‘n a?yMeL 5

ax
t

LA SLA

und man wird folglichhaben

:

4

== 2x T7 Ul,ſeeww

y

cps

el

7

ai PASA IC LIE 2x8 h°,u. ſw. , /

DieſesReſultatlehretuns, daß wenn x! und y“ pos
fitiviſt,die CurveſichüberihreTangentebefindet,und
daß,wenn x‘negativwird,welchesy“auchnegetivmacht,-

ſo befindetfieſichunter ihr;woraus folgt,daßſiebey
dem Uebergangevon x‘ poſitivzu x! negativeineJnfle-

dy’
I

3 ‘ißr

rionerleidet.Man wird aud bemerkendaß nur
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‘ihr Zeichenverändert, wenn ſiedur<s Unendliche
geht. C

SA

:

E

Aus dem Vorhergehendenkann man alſoſchlieſſen,
j dy!
daß in cinem PRICELOIPWETER entweder

MS
oder unendlichiſt.

259.

Jett wollenwirſehen,wasfúr ein Rükkehrpunct
dererſtenArt ſtattfindenmuß.

Die Ordiñatehat in dieſemPunctezwey gleicheWerthe,
die Tangente‘MT- iſ darinzw2yen Zweigen gemein,

 endlih,wenn man den UrſprungdgrCoordinaten dahin
__ bringt,ſo ſolltedie Grdße K wenigſtenszwey Wertheha-
ben QN und Qn (Fig.27) dieReihewelcheſieausdrükt,
fann alſonihtmehrvon der Form ;

ph + gh? 4 rh? (Nr. 129) ;

S ſeyn,auchwerden dieCoefficientenp, gq,ry,u. f.w. ent-

weder Null oder unendli<werden.
Es. ſeyz. B.die Gleichungy“?= x? welcheaie

‘4 dy
:

E WP
eis iz

u

— = 3 1/2 GEO PT É
E

R
LETS EIA — 2X *53

A AE! 2X u.ſ,

woraus x

k— KV =t ITR ES E

Wenn die Differenz“k — k““in dem Zweigezu welchem
t

x

,

dieOrdinate y‘ = + xt gehört;poſitiv,und in dem

Zweig, welchenman von y“= — x“?ableitet,negativ
if, ſo.folgtdaraus, daßder erſteZweig, ſihüber der

Tangenteund der zweyteih unter- der Tangentebefinden
wird;ſiewerden alſobeydeihreConvexitätder Abſciſ-

ſenapezutehren,fo.wic man es in der Figur13 ſicht,
und
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und da die Curve ſichnichtaufdie negativenAbſciſſeners

ſtrecft, ſoiſes ganz evident,daß ſieim PuncteA eine

Rückkehrder erſtenArt habenwird. In dieſemPuncte
wo x“ = 0, wird

:

|

Qua<
A. t

= DIRE
2

“E ZZ

iſtunendlich. LE
,

Wenn man die Ordinateafúr die Abſciſſenund die

Abſciſſenfürdie Ordinaten nähme, ſo würde man als-

“dann haben
: /

dx! / RE
ue

AS
x= 138, e

= y; E u, �.w.

nd wegen

i

würde man finden
¿2

Ft u. ww:

:

: LS BE :

Man wirdnochdie Rückkehrerkennen,wenn man be-

merkt,daßwenù rs nichtdas Zeichenverändert, und

y‘ vomPoſitivenzum Negativenübergeht1,dieDifferenz
h-— h‘ negativiſt,es ſeyin dem Zweig AX oder in

dem ZeigAX!, welchesbeweißt,daß ſieihreConcavität
der Axe AC zukehren;man ſichtaußerdem,daß ſiebey
dem PunctA einhalten, weilx‘ niemalsnegativwird.

' 4

hh — h' = — TE

Wenn man hâttey‘?= x ſo wúrde man beydem

Rü>kkehrpuncte “ut
:

WL ESE ts
: Bl

dx‘? dx‘?
&

M

Wi

d'y : ;Nu 0
und

Tz u. � wv. unendlich,finden.

LL Wirtc
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Wix werden alſoaus dem Vorhergehendenſchliefen,
daß,beydem MEST dererſtenArt, ſo wie bey

d?y
dem Jaflexionspunct— Nulloder unendlichwird; abex
dieRückkehrSE ſichdarinn,daß die Curve bey

dieſem

-

Punct einhält,welchesſiebey dem Inflexionsepunct“tatthut,

251.

xs
Vir wollen no< die Gleichung(ay!— x‘)*=

=
(Seite 105) unterſuchen,machtman a = 1, ſo werden
wir daraus ziehen

F dy‘ ( 3
—_ “lz Fr

y! —_——_ qe tanx e
Ier

|

—

|

2x! La29 $ x

d?y! E d?y‘ x
_—— 3 Far

#F

‘amy

f

aa =

|

a =2— 2 LAN n
= TR > u. ſw

undfolglich
k— = (2107,45x2)bh?-Þ u, ft

Der ZweigAX (Fig.14) fürwelchenman hat

i x! + x*und k — ki a= (2 2„xh? ;

kehrtimmer;ſeineConvexitätder Abſciſſenaxezuz der eE
y! = x — x gegebeneZweigAX wird auc ſeine
ConvexitätderſelbenAxe zukehren, iſolange als

k—K=(2— 2. 5x)h + ««

einepoſitiveGrdfe ſeynwird,und da dieſezwey Zweige
ſi<nihtna< der Seiteder negativenx auUsbreiten,ſo
wird der PunctA ein Rükehrpunctder zweytenArt

ſeyn.Jſ�die Größe2— 2.2 negativgeworden,ſo
wirddieCurveihreConcavitätder AreA zukehren,e

{vie
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wie man es in der Figur ſieht,und man tvoirddie Abſ-

ciſſewelchedem Juflexionspuncteentſpricht,finden,wenn

man A= 7 - 2x‘?= 0 mat, welchesgebenwird

x= 64
| 225

Man hat,bey dem Punct A, wo die Rückkehrder
- E dy! dT d? y’

zweytenArt geſchiehet, LA 0,
Cas

2 uud
Tin.

wird unendlich, ſo wie die ferñernCoefficienten,und in
der “That muß k in dieſemPunctzwey unterſchiedene
Werthe haben“,welchesdieReihedie es ausdrü>t,nicht

enthält.

252.

‘DiebloßeAnſichtder Fig.28 läßtau< ſchen,daß,
wenn der PunctM dieGränzeder Curve in der Richtung
Abſciſſeniſ,dieGrößek wenigſtenszwey Werthe QN und

Qn habenmuß; dieReihewelchees ausdrü>rkann nicht

mehrvon der Form ph 4 gh? 4 ch? ſeyn, ‘und

die Coefficientenp, q, ©, « . werden unendlih. Man

joirdüberdem nochbemerken, daß in dieſemFa!‘e,die
Tangentemit der Ordinatenaxeparalleliſt,ein Umſtand

dy‘ G6
«

“

welcher= unendlihmacht (Nr.248).

Manſiehtalſojeßt,daßdieAusnahmen,welchewir
(Nr. 128 und 135)gezeigthaben;in der Form der Ent-
wi>elungvon f(x + k) (wie wir es Nr. 143 geſagt
haben),eine nothwendigeFolgeder Affectionender
frummenLinien,und dienen dazuſiekennen zu lernen.

Auf dieſeArt alſobeſtätigenund erläuterndie geometri-
ſchenBetrachtungendie Reſultateder Analyſis;

€5 Die
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Die Theorie ‘der Osculationen von welchen wir

bald ſprechenwerden, wird ein¡neues Lichtüber alles

Vorhergehendewerfen.

Es iſtgutzu bemerken, daß.bieFunctioneny =x*?

und y‘ = xt (Nr.249 und 250)in der Functiony =

(x — as begriffenſinddie wir in Nr. 28 betrachtetha-

benund die y‘'= x wird, wenn man den Urſprung
der Abſcifſenindem Punctwo x =

a

iſt, verſeßk,wels

chesin dem Laufder Linie,von welcherſiedieOrdinate

ausdrúckt,nichtsändert.Die Gleichungy“ = x‘? À x/2g
wirdauchabgeleitetvon

y = bx + c(x— iS(Nr.132);
wenn man

|

i

| b=1, “m2; c=1, a=o und L=
“

macht. EE
2E

: 253. 59

Es folgtausNr. 248 daß,um] die!Punctewo

die Tangente-mitder Abſciſſenlinie.par«.lleliſt,zu finden,
‘

man =0 machen muß; die Figur28zeigt,daß die

PuncteL und 1 wo dieſerUmſtand ſtatthatdie Gránzen
der Cutve MLml1l ſind-in der RichtungihrerOrdinate,

und daß der eine dem:Maximum und derandre dem

Minimum der Werthedieſer‘veränderlichenGrößeents

ſpricht,man unterſcheidetden erſtenFallvon dem zweyten

indem man bemerft,daß.in dem einenFalledie Curve

ihreConcavitát
der Abſciſſenaxeund in dem ándepnFalle

|

ihreConvexitátder NHA zudreht: = iſtalſóne-
aatisbh
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gativ im Fall des Maximum und poſitioim Falldes
Mínimum-

d?y!

Wenn — E
ſomuß auchverſchwin-

den, ohne daßZLverſchwindetuU. �.-ww. oderweder
2 y!

—7 no< einerderfolgendenCoefficientenunendlichwer-

den, denn in dieſenFällenwürde bisvorgegebeneCurve
dieFigurM.LX oder M1x haben; d. h- entweder- einen

FnflexionspunctodereinenRückkehrpunct;aberdieOr-

dinatewúrde weder ein Maximum no< ein Mini-

mum ſeyn. Endlichum ein Maximum oder Mini -

2

é

d 1
z

:

fl

mum zu.erhaltenſomuß auch— nicht5 werden,weil
dx

der Punct M alsdann ein Vielfacherpuncteyn würde,
‘

(Nr.248)wir ſindalſojeztdur< die geometriſchenBe-“

trachtungenauf‘diein Nr.148 und folgendegegebenen
Regeln zurückgekommen.

Wir werdén dieGränzender Curve in der Richtung
der Abſciſſenerhalten,wenn man die Puncteſucht,wo
die Tangentemit derOrdinatenaxeparalleliſt,d.h.

EF dy! E

E

wenn man
=, unendlichmacht, oder wenn man den

Nenner des Bruchs,welchener ausdrú>t , glei Null

ſet; man kanndiefePuncte nochals zu Maxima und

__zu Minima der veränderlichenx entſprechendbetrachten,

In.dieſeinFallemúße man >‘ als eineFunctionvon y!

=
: es

anſehen,und den Werthvon —

7,
gleichNull ſegen,ein

Verfahrenwelchesmit demDétägeßnbénaufeinshin-
4

ausläuſtweildas-GgeReHeisvon 25iſt,ms

254.
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254.

Wenn die Maxima und Minima einer Curve ge-

funden ſindyes ſeyin Beziehungauf dieAbſciſſe,oder

in Beziehungauf dieOrdinate, ſo wird man ihreViel-

eE
ſuchen,indem man denZählerund den Nen-

nervon L— glei<Nullſctßt,weilman indieſenPunc3

“at
ten habenmuß LZ= 2 (Nr.248); da diezweyGlei-
<ungen,,welchedieſeRegelgebenwird,hinreichendſind,
um x‘ und y‘ zu beſtimmen,ſomüſſenſienothtvendig
mit der vorgelegtenGleichungübereinſtimmen,ſonſtwür-
de diedurchdieſelezteGleichungvorgeſtellteCurvekeis

“nen Bielfachenpuncthaben.

255. j

“Um endlichdie Juflexions-und Rükkehrpunctezu
Ags ¿

flnden,müßteman — entweder glei<Null oder [un-

endli<machen, d. h.den Zählerund den Nenner ¡ſeines
Ausdru>s ſucceſſivegleihNull ſeen. Wenn man die

Werthe von y“und x‘ die ausder aufdieſeArt erhalte-
nen Gleichung,mitder voëgegebenenverbundenhervor-

gehen, beſtimmthabenwird, ſowird das Zeichen,
- wel-

2d

ches— und unmittelbar vorund nach dieſenPuncten
' x

:
:

habenmuß, und das was in dem einenund dem anderú

Falleder Werthvon y‘wird, die Jnflexionspuncte,von

den Rückkehrpunctenunterſcheidenlaſſen,Man kann

auchdieſelegternfinden,wenn man gleichdieVielfachen-
puncteſucht,und nachherMIENEwas x‘ undy vor

-

“Und
-°
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“und nach einem jeden dieſerPunctewerden. Man wird
;

;
:

d

;

Z

‘ad?4

aus den Zeichender verſchiedenenAusdrückenvon —
in Beziehungauf die Punctewelchevorhergehenoder '

folgenbeurtheilen,ob die Rückkehrvon der RE oder
von der zweytenArt iſt.

256.

FH willjegteinigeAnwendungengeben, undwerde
zuerſtals Beyſpielder Unterſuchungder Maxima und

der Minima, dieGleichung
x? SE

zax‘y/—- pS
=

0,

(vonwelcherih con in Nr, 153 gehandelthabe,)Emen, Man ziehetdaraus

dy‘ ay! — x(2

dx
E

y

—
ax!

und wenn man zuerſt' den Zählerglei Nullſeßt,ſo
| fommtdaraus

ay! — x! = 0;
wenn man denWerth.von y“ welchendieſeGleichungin'

dervorgelegtengiebt, ſubſtituirtſo findetman
x — 20x = 0.

Die Unterſuchungwelche wir in der angeführten
Nr. von einem jedendex WerthewelchedieſelezteGlei“
<ung giebt.angeſtellthaben, läßtuns erkennen, daß

x =

= ay die einzigeiſt,wel<e einem Maximum ent-

ſpricht,man ziehetdarausy = A toenn man in Fig-
D 3

‘

;

8, AS = ay2 und SL = ay74 nimmt, ſo wird der

PunctiLder ſeyn,beywelchemdasMaximumſtatthat.:

Wenn
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#

t

Wenn mannachhèr den Nenner von
— gleih Null

ſett,ſo‘wirdman finden
|

y — ax‘= 0:

man ficht,ohne die Rechnungzu machen,durdie Sy-
metrie.der Reſultate,daß in dieſemzweyten Falleder
Werthvon x“, derſelbeſeynwird, als'der von y“ in dem
vorhergehendemFalle,und der Werth von y! derſelbeals
der Werth-von x“,und daß man folglihden Punctx

:
H j 3 EF

findenwird,wenn manAV = 24 undX = ai

nimmt.

Wenn man den Zählerund denNennerzugleicher"Zeit

gleichNull macht,ſo kommt x!‘ = o/und y = 0, Werthe
die man auchinden Gleichungen, welcheMaxima und

Minima geben, wiederfindet,und welche uns lehren,
daß der UrſprungA ein Vielfacherpunctiſ. Un die

Tangentebey dieſemPunctzu kennen,muß man zum

zweytenmahl die vorgelegteGleichungdifferentiiren,in-

dem man dx‘ und dy“als beſtändigeGrößen (Nr. 142)

betrachtet,und x‘ und y“glei Null annimmt,man

wird finden
|

i

:

ZAd dy =O

eine Gleichung,toelcherman genugthunwird,es ſey,in»
( ‘

6

dy
RE

dem man = 0, oder
y

=
0 macht; daraus folgt,

‘

daßeine der Tangentenſelbſ�/dieAbſciſſenaxe,und die

welcherdie Bedingungendes Minimum?'s erfüllt;und

andere die Ordinatenaxeiſt,wie man es ſchon.Nr. 224

gefundrnhat. Um zu zeigenwie die Analyſisallegeo-
xmetriſcheUmſtändegetreudarſtellt,ſo werde ih bemerten

laſſen,daß unter den zweyNullen Werthen, welcheman

fürx in Nr. 153 gefunden‘hat, ſih ein Werth befindet,

in
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in Wahrheit iſe,
! indem Zweig LAX der débiitaaicn

Curve , welchedie AbſciſſenaxeAB berúhrty die Ordinate

allerdingsein Minimum in dem Punct 4. Man’ ſieht

auf eben die Art, daß dieAbſciſſendeſſelbenPunctesein
Minimum in dem ZweigeAZ iſt,der dur dieME
tenaxeberührt,wird.*)

:

: BTE

Wir wollen noh die, in der‘Figur9“Porgéſtélite
Curoebetrachten;ihreGleichuug

|

i

Y:= Oa E 100a? x‘? — xl =—

giebt
-

aS

dy!
E

43

Sox
dx! yO — 4gaty”

Wenn man den ZählerdieſesBruchsBleisNull ſekt,ſo
wird man

:

x‘ = 0, und x‘ — 502°= 0

flnden,der erſteWerth von x“, in dér ¡vorgelegtenGlei-

chungſubſenirts
a

giebt i

y =O UND. y = 1/96a?,
aber da,toenn man -

i

E WS o undy'=0
macht LZ= :

è fömmt,ſofolgtdaraus,dæŒ, dieſe
|

Werthe -

*) Die Curve der Fig.g. eekänhé,mit denbemerkungswür
digenParticularitäten,welchewir ſchonhabenkennen ler:
“nen, nemlih, daß,fiedur< eine

-

geradedur< den
- Punct A ſenkre<tauf ihrerAſymptotegezogenen Liniein
¿wey gleicheTheilegetheiltwird, Man kann ſi<von die-

ſerleßtenEigenſchaftverſichern,wenn man den abſoluten
Durchmeſſerdurchdas in

Nr..219vorgeſchriebeneVerlaren ſuht
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Werthe weder zu einem Maximum no< zu einem M i-

nimum gehören, und daß ſieeinen“Vielfachenpunctan-

zeigen.Man wird verſichertſeyn,daß der zweyteWerth

von y“,nemli< y = + 1/962,wel<her dem Punct
D entſprichteinMaximumiſt,es ſeyindem man ſucht

2y1l

dx (2

chenſucht,ob die ihrvothergehendeOrdinateund die,

welcheihrunmittelbarfolgt,allebeydefleinerſindals

ſieſelbſt:

was alsdann—— wird, oder esſeyindem man auszuma-

y' = — 1/96a?
iſtdas den negativenOrdinaten entſprechendeMaxi-
mum. Es bleibtuns "no< übrigdie Wurzeln der

Gleichung
|

j

xl — 50a = 0,

welcheſind |

i

:

. x = 2 Vos

zuunterſuchen;ſet man ſiein der vorgelegtenGleichung,
ſomachen ſiey‘ imaginair„ und gebenfolgli<weder elz

Maximum noc ein Minimum. Wollte man die La-

gen von der Curve in dem Punct-Akennen,fürwelchen
:

: d 4 -

man ſo ebengeſehenhat, daß= ſil auf 5 reducirt,

ſo twúrdeman zum zweytenmahle die vorgelegteGleiz

hungdifferentiiren,indem man dx‘und dy‘ als beſtän-

digeGrößenbetrachtet;und wennman nadherim Re-
ſultatex‘ und y‘glei Null madqhty ſowürde man hes

Fommen '

i

48a dy‘?— 50a?dx! = 0,

welchesgebenwürde

SD VL VTE
- „Ver-
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Vermittelt dieſerzwey Werthewird man ſehrleichtdie

grade Linien, welchejedender Zweigeder vorgelegten

Curve‘imPuncteA berúhrt,conſtruiren,weil man den

Winkel,welchenſiemit der Abſciſſenaxebilden kennen
würde, oder das Berhältnißder Ordinatenzu:den Abſ
ciſſen, welchedieſenWiakel ausmachen..(Nr.196.)

Um die Gränzender Curve in der Richtung.der Abſ-
ciſſenoder, welcheseinerleyiſt,dieMaxima und Mi-

nima von x‘ zu bekommen, muß man den Nenner
‘ /

y

des Bruchs welcherZL,ausdrü>t," gleihNull ſégen,

dicſesgiebtdie Gleichung
de

y — 48a y = 0

woraus

y'=0 und yi = E Vaas
Der erſteWerth giebtx‘ =-0, und entſprichtnur den

bey dem Urſprunge:gelegenenVielfachenpuucte,man

ziehtader aus. denzwey leyten
:

i x= + 6a und x= ai Ga:
;

Eins dieſerReſultatezeigtuns den Punkt F und ſeine
“Analogen;das andre ReſultatgiebtH und ſeineAnalo-

gen, und beydeſtimmenmit dem was wir in Nr.204 ge-
fundenhaben,überein.Man wird bemerken,daß die
Abſciſſein dem Punct G6 ein Maximum und in dem
Punctkl ein Minimum iſ, weil in dem erſtenPunct
die Curve ihreConcavitätder OrdinatenâyeAC zukehrt,
der ſie in den zweyten Punct ihreConvexitätzukehrt,
Um dieBeſtimmungder vornehmſtenUmſtändeder-vors
gelegtenCurve zu beeudigen,ſo bleibtuns no< úbrig
dieNatur 1hrerunendlichenZweigeund ihreYaflexions-
punctezu finden,dennwir wiſſenbereits,daßfiegar feine
Rückkehr.hat. Wir wollenjegtanfangenuns mit den

11.Theil, M unends
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unendlichen Zweigen zu beſchäftigen;man ſiehtleicht,

daß x‘ und y‘ zu gleicherZeitunendlihwerden, und

wenn man die Gleichungy*— 96a?y?+1002! x? —x/*
244 2

= 0, diefolgendeGeſtalt— — 96a?= ¿beICD: Zx
=

d'Uai

— I =o giebt,ſo wird man finden,daß.das-Verhält-

aß DY dieEinheitzur Gränzehat. Wenn manin dem

e
: d

|

i

Ausdru> von —, y'= x! macht, und die Gräânze

‘nimwt, fowird man noc die Einheitfinden,woraus

folgt,daß der Zweig UX und ſeineAnalogenohne “Ens

de dahinſihbemühenmit der Abſciſienaxeeinen Winkel

von 45° zu bilden.
FJ

Man wird nachherhaben
dx“ x — goat — y + 48a?y?lI y — =

E J
dy“ i x3 E 50 a*x2

s ¿ dy“
i

gf iE 48 ags lts x‘ + 50a?x‘?
7 Se dt y? CRES

4a y‘
DieſeAusdrü>ke,welche,wenn man ſtattx‘* ihrenWerth
ſegt,ſi auf

_50 ax? — 48a?y/t 48uz
— 503?x?

x — 50a? x/* 2
y — 48a yA

: reduciren, nehmen unaufhörlihab, nah Maaßgabe als

x‘ und y“zunehmen,und haben nur Null zu ihrerGränze.
Man ſiehtidaraus, (Nr.246) daßdie vorgelegteCurve
zur Aſymtote:zwey grade,dur denUrſprungA geführte
Linienhat, die mit der AbſciſſenaxeeinenWinkelvon 45°
bilden.Man hat um die Figurnichtzu complicirtzu
machen, dieſegradeLiniennichtge{Fgen.Wir wollen

jeztzurAufſuchungderARAG übergehen.Man hat

dy‘1
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tus tas Syte

=

Cage MK 50a)(37 — 48 a) —

dy : de
=

— TAT +

ET : Y
— 48 a° y

dieſerAusdru>kpitsD wenn,y‘ und x‘Nullſind,ein

Fällin“welchemmat= Y¿um ſeinen“wahrènWerth
RZ

X
i

zu finden,wird man dasdritteDifferentialder vorge-
legtenGleichungſuchenmüſſen,indemman dy alsbe:

ſtändigbetrachtet:macht man im Reſultatex! und y
gleichNull,*ſo:wirdman haben e GL

C Ales
ARD 144àdy‘ d°y = 0, :

2,d

welchesgiebt,—
=

As undbeweiſet

:

daß derPunktA

wirklich|
einJuflexionspunctiſt.

Wir wiſſen,daß die vorgelegteCurve derenèsâäns

mthat; um ſiezu finden,muß man den NE von

I
Y gleichNull ſeßen, und es wird dieGleichung--

4/2d

TOA CIS AS E Def

cay: :

fommenz; wenn man für— ihrenWerthſet,und den

Nenner verſchwindenläßt,ſowitdman habeñ

(Gx— 50a”)(y?— 48a?y —(3y
*

—48a?) (X —50a22x“)*=0:
Man kann dieſeGleichungfolgendeGeſtalt“geben,
VG — 48a?)(3x— 50a )—x (x — 50a(Zy —48a)=0.

_Wenn man jezt bemerkt,daß die vorgelegteGleichung
ſelbſtzudieſerzurü>kömmt,

|

1 — 48a)? — (x — 502°)?+ 196a*= ©,

und wenn man den Werthvon (y? — 48a*)*nimmt,
um ihmin dervorhergehéndenGleichungzu ſeyen,#0
wird man

nachden Reductionenfinden:
i

M 2 (x?
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(x —  50a*)*(257 24x‘) -98a?y(3x? — 50a)=0:

Dieſelettemitder vorgelegtenGleichungverbundéu,wird

dazudienen, dieAbſciſſenund Ordinaten,desJnflérxions-
punctK undvon ſeinenAnalogenin den ‘ändernZwtſ--

‘gen zu beſtimmen; man: wird leichtdaraus!,den-Werth
von y‘*ziehen,und wenn man ihnin derGleichungder

vorgelegtenCurve ſeßt,ſo wird man ein‘RNeſultáätue
ben,welchesnur no x'enthaltenwird. |

Wennman Zuunendli<mat,oderfeinenRüüner
yl — 482? glei ‘Nullſett,ſowürde man y/ = e und

y = + 1/48 finden’,‘dieſe’Werthelehrenüns-nichts

neues;der etſtegehörtdem PunctA, welchenwir ſchon

bemerkt,haben„und der zweytegehörtden Puncten*F

und 8, von welchen tir,wiſſen, daß ſiefeineJnflexions-»
puncte,ſondernbloßGränjzenderCurve in derRichtung
der Abſciſſen“find.

258.
Theorie-von den Oëculationender Curven.

Ob man gleichkeinegradeLiniezwiſcheneinerCurve
und: ihrexTangenteziehenkann,ſo kannman demohn-

‘geachtetcineunendlicheAnzahlandere verſchiedenekrums-

me Liniendurchgehenlaſſen,welchealle die vorgelegte

«Curveberühren,und dur ihreTangenteberührtwers
den, Der Kreis bietet‘einſehxeinfachesBeyſpielvon

dieſemFall dar; man |fiehtin den Anfangégründender

Geometrie,daß!,wenn einKreisdur< irgendeinegrade

nie berúhrtiſt, allediejenigenKreiſewelchedür< den

Berührungspunctgehen, und ihrenMittelpunctauf der

durchdieſenBerührungspunctundden Mittelpunctdes ét-
:

ftern
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ſiern-KreiſesgezogenengradenLiniehaben„ſi zwiſchen
ihm und ſeinerTangentebefinden,

-

wenn ſieeinengrd-
ßernRadius als den ſeinigenhaben.

Wenn manin der Reihe.
k.= ph 4 gh?th -+ sh +. (E)

ſucceſſive
|

i

L= ph, L= ph + qh®, k“/ = ph + gh?+ rh?u.ſ.w-
“

macht, ſo wird,k/ wie man weiß,die:Ordinate der

Tangente,in Beziehungauf der AxeMB/ und denUr-

ſprungM, (Fig.29)genommen ſeyn,-k‘/wird dieOrdinate

einer paraboliſchenCurveſeyn,die auch durch¡dieſen

 Punct gezogen,und durchdie beſondernWerthe„ welche

die Coefficientenp und g.bey.-den-PunctM annehmen,

beſtimmtſind:k‘‘/wird no die Ordinate
-

einerparabo-
liſchenCurve ſeyn,aber von einerhöherenOrdnung als

"die vorhergehendeu. ſw. Jeztiſt,esleichtſichzu úber-

zeugen, daß dieerſteParabelzwiſcherder.Curve und ih=
rer Tangente,und daß die zweyteParabelzwiſchendie

erſteundder Curvedurchgehetzeinedritteauf derſelben

ArtgebildeteParabelwürdezwiſchenderzweyteund der

Curve durchgehen,u. (..w,

-

Jn derThat, -wenn man

die¡Unterſchiede/ zwiſchemder Ordinate der Curve,

den Unterſchiedder Tangente,und den von einerjeden
‘derParabeldie darauf:folgen, ſowird man finden.

NN’ =k — VK = gh?ph + ht +e «+

NN =k-Kla ph +
NN = kk me sh +

UndwennndieAbſciſſeh kleingenug ſeynwird„- damik
ein beliebigesGlied der Reihe,welchesden Werth von k

auédrü>t,größerſey,als die Summe allerfolgenden
| M3 Glie-
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Gliedér, fo iſ:augenſcheinlib,daß alsdann NN“ gerin-
ger ſeynwird äls NN‘, NN‘ geringerals NN“ u. ſw.
Macht man h negativ,ſowird man eben ſo

n e nD, nn BU, ww.

finden.Die CurveMY“gehtalſozwiſchender Tangen-
te MY!, und der ‘vorgegebenen®*Curve.MX dur; eben ſo

gehtauh die Curve MY‘ zwiſchenMY‘ und MX LEE
u: ſw.

JedederLitiienMTX, MY, MY, a. . w. díe ſi

mehrder“vorgelegtenCurve als die ihrvorhergehendenä-

hert,‘kann añnzeſehènwerden,als hättéſieeinen voll-
fommnern Berührungspunctödervon einerhbhern Or d-

nung-als dèr, welcherſizwiſchendieſezwey lettérn
béfindet.“Die Ordnung der Berührungiſ durchdie“An-
zahl der Blieder,welcheder“Reihe(k)und der Gleichung
der berührendenCurve ‘gemein“ſind,angezeigt.

“Die Curven MY‘, MY uf ww. beſiten-alleeine

Eigenſchaft,derjenigenáñalog,welcheden“Caracterder
Tangentebildet(Nr.231)3*ſó*wie au<, daß man zw&

“

{en diéſeLinieund dex Curve,keine‘andregradèLinie
durchziehenkärin, ebenſofann ian zwiſchender Para-
bel MY‘ und’ der Cutve MX,-Feine Parabel’det zwéyten

Ordnungdurchgéhenlaſſen.Un ſi davon zu überfüh-
ren iſtes hinreichendeine:ParabeldiéſerOrdnung ‘auf
der'Abſciſſe'hibezogen,und “durchdie Gleichung:

k, = Ahl + Bh?
vorgeſtellt, zu betrachten, man wirdſehen,daßſolange
als A und B von p und 9g differirenwerden,die Größe
k — k, es ſeypoſitivoder negativ,dieGröße k — k“

übertreffenwird. Hätteman A= p, welchenWerth
du übrigens"der CoefficientB haben möchte,ſowürde
dénnothdie, ‘durchdie Gleichung

:

—.k,=
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k, = ph + Bh?

gegebene Parabel,dieſelbeTangenteals die vorgegebene
> Curve 4X, haben,und ſiefolglihau< berühren,Es
folgtdaraus, daß eseine unendlicheAnzahlParabeln
"giebt,die eineBeruhrungvon der erſtenOrdnunge

mit einergegebenenCurve habenkönnen, daß es aber

auh nur eine ' giebt,die

‘

eine Berührung von der

zweytenOrdnung habenkann; um dieſe letzternvon allen

andern zu unterſcheiden, wollen wir -ſieBerührungs-
parabelnennen, Man wird eben ſo ſehen,daß unter

diedurchdie Gleichung
:

i R, = Ah 4: Bh? ++ Ch?

vorgeſtelltenparaboliſchenCurven,ſicheineunendlicheAn- „

zahl‘befindenwerden, die mit der Curve MX Berührun-

gen von der erſtenund zweyten Ordnung habenwerden;

aberdaß eineeinzigenemlichdie,wo
È = P5 B=g C= 1;

iſt;eineBerührungder drittenOrdnung habenkaun, ſie

wiLd alſodie zweyteBerührungsparabelſeyn, undeben
ſo mit den andern.:

Wenn die vorgegebeneCurve, feineJnflexionbey
den Punct, welchenman betrachtet,erleidet, ſo befindet

fieſichaufdieſelbeSeite der Tangente,unmittelbarvor

und nach der Berührung,aber es iſ nichtdaſſelbein

Rúckſichtder erſtenBerührungsparabel: denn der Unterz

ſchiedNN“, ‘deſſenZeichenimmervon ſeinemerſten-Glies

de rh? abhangenkann, indem man h.ſchi>li<nimmt,

verändertmit dieſerGrößezu gleicherZeitdas Zeichen,
welchesbeweiſet,daßdieCurve MY“, von dereinenzur
andernSeite der EurveUX übergehetz;es giebtalſoauf
einegewiſſeWeiſe Berührungund Durchſchnittzwiſchen
dieſebeydeCurven.Wenn man Mühe hättedieſenUm-

M 4 ſtand
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- ſtandzu begreifen,ſomúßteman ſi<erinnern, daß die

Tangenteim Fnflexionspunctedie vorgelegteCurve chnei-
det,und ſiedennochderúhrt.Daſſelbewird auch allen

osculirendenCurven von einergraden Ordnung wieder-

fahren;nur die osculirendenCurven von einer ungraden
Ordnung allein ſindalleauf derſelbenSeite in Rúck-

fichtaufder ‘vorlegtenCurve,*)

2
Wennunter den Coefficientender Reihe(k)ſichwel-

<e findendieNull ſind, ſobekómt dadur die osculi-

rende Linieder niedern Ordnung beym erſtendieſerGlie-
der,eine Berührungvon einerhöhernOrdnung als die

- einige;wenn alſoder Coefficientq Null iſt,ſohat als:

dann dieTangenteeine Berührungvon der zweytenOrd-

nung, weil k—k‘ zus L

i rh? + sh* aubLhe Is

_

wird,oder,was einerleyiſt,die erſteGTE EG ap ata
“

bel wird zu’einer gradenLinie,und fälltmit der Tans

gente zuſammen;
- die zweyteBerührungsparabelwürde

mitder erſtenzuſammenfallen,wenn man r =o hätte:
beydewürden ſi<mit der Tangentevereinigen,wenn q
und x zu gleicherZeitNull wären. Es iſtleicht,dieſe
Vetrachtungennah den RE welcheſichdarbieten

fönnen,

*)Wein man die Unterſchiedezwiſchender Ordinateeinerjes
den der osculirendenLinien, und die der „vorhergehenden;
nimmt , ſo wird man haben: ;

:

k' = ph = QN,k/ — kl = gh = QN/— QN/,
N

k H
a kaemun rh? == QN‘// Gide QN““,

y

Reſultate, welchedarinbemerkungswerthſind,daß ſiedéx
linearif<enAusdru> der Gliedervon derid (© vor?

ßellen, M
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önnen: auszudehnenund zu. modificiren. Wenn- die

Glieder der Reihe (1) 2 oder unendli< wetden, ſo muß
man alsdann ſeineZufluchtzu.der allgemeinernReihe

Kk = Ab 4 Bh Ch +.

nehmen, welcheaus der vorgelegtenGleichungdur die
in Nr. 134 angezeigteVerfahrungsarten;abgeleitet“iſ,

|

und welchein Beziehüngdes betrachteten
® particulären

Punkts die paraboliſchenBerührungscurvengeben wird.

Wir wollen jeztzeigen,daß dieCurven vom parabdoliſchen

Geſchlechtenichtdie einzigenſind,welchedie losculiren-

deneiner;gégebenen
Curve ſehnkönnen.

259

___
WVeno°man begreift,daß irgendeine Curve dur

den'PunctM gehet,und folglichin-dieſemVunct dieſelbe

CootdinatènAP und PM als-die vorgelegtehat,und daß

man durchK die Ordinate dieſerCurve in Beziehung:auf
die ApeZB‘ und der:Abſciſſe"QM = h vorſtellt,man

in ihreGleichung,welchei< dur< (Vv).epwie ſie
ſelbſt,bejeichnenwerde,x‘ 4- h und y‘ 4 k ſtattx und

y ſezt,ſo ‘wirdman ſúrK eine Reihevon der Form
= Phi Qh! 4 Rh? 45h fe «e

findeny und eswird folglichkommen
Sn n Bled Qh + — R+

(s — Dh +...

Wennp gleichP® ſeynwird,ſo*wirddieſeCurvedieſelbe
Tandenteals dievorgelegtehaben, und in dieſemFalle
werden ſie:ih einanderberühren.Manſiehtauh -- daß
ſolangeals q und Q nichtvon entgegengeſetztenZeichen

i

ſeyn,werden,-die-zweyteCurve zwiſchen-der vorgelegten
M 5 Curve
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Curve ‘und ihrer Tangente“ durchgehen toird, denn da

alsdanin k — K auf .

(4 — F+ (— Rh,
reducirt iſt, ſowirddieſeDifferenzkleinerſeynals

Se

f k— k!= qh°+ rb + 2

wenn dieAbſciſſeh dergeſtaltgenommen wird, daß das

erſteGlied von einerjedendieſerReihen dieSumme aller

ilm“folgenden‘übertrift;der Unterſchiedq — Quit q

verglichen,wirduns diereſpectiveLage der berührenden
Curve (Vv)in“Betrachtder vorgegebenenCurve und ihrer
Tangentekennen lehren.Die Berührungder vorgelegten
Curve mit die Curve (Vv)würdevon der zweytenOrdnung

ſeyn,wenn man zu gleicherZeit,
p-P=o_q—Q=0

Hätte; von der drittenOrdnung,wenn man

E, p=, g—QC=o r—R= 6,

hâttezund údverhauptvon der durch die Anzahlder in

dem Ausdru> von k — K- verſchwindendenCoefficienten

angezeigtenOrdnung.
:

Für einen jeglichenPunktder Curve WY:ſinddie
Coefficienten

C E a WN R=
SS

dx‘? tA] } Ad tu

dur x, durchy, und dur’ die beſtändigenGrößen,wels

chein-/ihreGleichunghineinkommen,gegebeneFunctionen;

aber béy den PunctMverwandelt ſihx und-y in x‘ und

y!, und da die Coefficienten
dy‘ d'y! E 5d

P = = qa Te? CS ga

Functionenvon x‘ und yA ſo’elt die Gleis

<ungen
y

i

Vd
J

p—P =o, g= o Uu.ſúnw.

nur
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nut die beſtändigenGrößenvon welhen man fo eben ge-

ſprochen‘hat,und dieCoordinaten des PunctesM, und“

können folglihnur alsdann identiſhwerden, wenn dieſe

beſtändigenGrößen,mit den Coordinaten x“ und y!die

von ihnenausgedrü>teRelationenhäben.
|

Wenndie Curve (V) nit ganz unbeſtimmtiſt,ſey
es in ihrerLage,oderin ihrerArt,ſo wird alsdann ihre

GleichungwillführlihebeſtändigeGrößen enthalten, worz

über man diéponirenföónnte,um einigevon UE. Glei-

chungen 4 SA

p—_ P= 0, q— Q=0

Gnúge zu thun,und dadurcheineBerührungeinermehr
oder wenigerhöhernOrdnung;nachderAnzahl,dieſerbe-

_ſländigenGrößenzu beſtimmen.

260.

Um dieſesdur< ein Beyſpielzu erläutern;idollei
wir annehmendaß die Curve (Vv)ein Kreis ſey von wels

chen die Lagedes MittelpunctsundGröße des Halbmeſſer

beliebigiſt;und wollendie verſchiedeneBerührungenauf-

ſuchen,den dieſerKreis mit der gegebenenCurve háben

fan, und auf welcheArt die in ſeinerGleichunghineins
fommenden beſtändigenGrößendurch die Natur der Be-

rúhrung,und durchdie Lage des PunctswodieſeBez

rúhrungſtatthat/ beſtimmtſind.

Laßt uns daherdurch« und s die Coordinatendes
Mittelpunctsdes von uns bétrachtetenKreiſes,durcha

ſeinHalbmeſſer, und dur< x und y dieCoordinatenir
gendeinesPunctesſeinesUmfangs, vorſtellen;dieEnt-

fernungdieſesleßzternvom Mittelpuncte,wird zum Aus-

druckhaben(Nr.197)

VG = + Q — 8
/

und,
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und „. der adusdes Kreiſesgemäß,ſolltedieſe:Entfer-
nung gleichden Halbmeſſera: ſeyn,pmu,

1

man-dieQua-

Ye, ſowird man haben

E DA f GGP <== a2:

dieſsiſtdieGleichungeines.mit einem baliábidinete
meſſerbeſchriebenenKreiſederin BeziehungderAxeneive
ganz beliebige!Lagehat.
Die erſteBedingung,welchedieſenKreiscebälieamuß,
eheer die vorgegebeneCurve berührt,iſtdaß er dur<
den Punct M geht,und deswegenmuß ſeinerGleichung
gnügegeleiſtetwerden> wenn man anſtattx undFW
und y“ſett,welchesgebenwird ;

(x4)? + (1 — g= 2° ¿ac-Ci: i

Weil man diéveränderlichen-Größen x/ und y“ für:den
Punct M welchenman betra<tetals beſtimmtanſehen-

ſoll,ſofolgtdaraus,daß ‘von dreywillkährlichebeſtän-
digeGrößen«, 6 unda, nur noch zwey übrigbleibenmit

welchenman diſponirenkann um dieBédingungender
“

Berührungzu-erfüllen,‘unddaß:folglichdieſerKreisim all»

gemeinen,mit dex gegebenen-CurvekeineBerührungvon
einerhöhernals die der zweytenHunshabenFann.Dié Gleichung -

L

(x — 4)?R = a°

giebt i

è M Mi»)
/

SÉ

-

v0 dx y 6
I

verändertman in dieſenWerth x in x“ und y iny!und
ſubſtituirt'ſolchein p-— P = 0,-ſofommt

+5 dy‘X
— %

Sx PUER
= ó, oder

CES —«) = Ó 15)ta;
/

Dieſe
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DieſeGleichungiſtnichthinlänglichum « undà zu.bea
ſtimmen, ſiegiebtaberdieRelationdie zwiſchendieſen
Größen exiſtirenmuß, fürjedender particulärenWerthe
von x“ und von y':giebt-man-ſiedie Geſtalt

dx“
| — y‘pA

ſowird man ſehen,daßſiedieſelbeiſt,als die von der

Normale in welcher-man x in-«-und y -in 8 (Nr.245)
veränderthätte,“und man-wird daraus ſchließen,daß
alleKreiſedie ihrenMttelpunctauf.dieNormaleim.

|

“PuncteM haben,unddiedurc dieſenPunctgehen,eine

Berührung-von der erſtenOrdnungmit der vorgegebenen

CurveAPS a

261.

laßtuns nochdie Gleichungq=—Q=50,bilden
umdieBeſtimmungdesberúhrendenKreiszu vollen-

den.Wir ziehenſogleihausder Gleichung.dieſeg
Kreiſes LE

z

E ;

O E
*?

dx? (y |)

ſegtman nachgehendsx/fürx und y“füry»ſowerdenwir haben

A DES D GL 6dx‘?
a

-
S

2 (y Tr a)
N

Ss
o er

d?y‘GQ! — A Za HO — 8)4 (x!— 4)!= 0...)

die Gleichungen(1),(2)und (3)vereiniget,ſindin hin?

EREAnzahlum «4,6 2 a zu beſtimmen:diezweyte
gie

‘ DS

Pine Lid
(x — > — 6)=

ſub
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ſubſtituirtman dieſenWerth inderdrittenGleichung,ſo

findetmau
J

SA42
if Le(> Up

dE woraus

dx‘

C+E
wr

__

dx

y!Yo É =

x — e =

Ss2

und durchHülfedieſerAusdrüe,wird dieGleichung
(1)geben

y

E
E ARA

a ———

Er
dx‘?

“Diezwey ‘erſtenReſultatelehren,‘inBeziehungauf den

Punct M, dieLagevom MittelpunctdesKreiſeskennen,
der in dieſemPuncteeineBerührungvon der zweyten

Ordnung, mit der vorgegebenenCurve hat,

262,

ZwiſchendieſenKreis und dieſerCurve, kann kein

anderer Kreis durchgehen; denn,wegen :

p=P und a=Q,

hat man
k=—=K=( — Rh + (s — Sh +.

und fürein Kreis dér nur eineBerührungvon der erſten,

Ordnunghâtte,würde kommen
:

k—K, = (g — Q,)h?+ (7— Rh? + (6— S)h* +...

Raiſonnirtman hierwie in Nr. 258,ſowird man ſehen,

daß dieDifferenzk“— K, immer“ größerals k — K, ſeyn
wrd
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„wird, ſo fange man h dem gemäßnehmen wird,. und
alſo fann der zweyte Kreisſich-nichtunmittelbarvor und

n-< der Beruhrung,zwiſchenden erſtenund der,vorge-
gebenenCurve befinden: dicſererſteKreiswäre alſoder
Berührungskreis. :

i Cy

Manſiehtdur die Form des Ausdru>svon k — K-

daß der Berührungskreis,ſo wie auch die Berührungs-
. parabel (Nr.258), nah der Berúhrung auf diejenige
Seite der Curveúbergehet,welcheder Seite entgegenge.

ſettiſt,ws êr ‘ſi{‘zuerſtbefand;wenn nichtdie-Werthe
von x‘ und von’ y“ die dem Punct M insbeſonderezuge

‘hôren,x — R verſchwindenlaſſen.Jn dieſemFalle,wä,
“redie Beruhrungdes Berührungskreiſesund «der--vorge-

‘gebenenCurvevon der drittenOrdnung; ſiewürdevon
der viertenwerden,wenn s—s zugleicher-Zeitverſhwände,
und ſo fort.

Siehtman den PunctM alsunbeſtimtan, ſokönnte

man ihm im- allgemeineneineLage ertheilen, ſo, daß
man r — R = 0 hâtte;dazumüßte man x‘ und y‘be-
ſtimmen,‘indem man dieſeGleichungmit die der Curve

cômbinitt,und wenn man daraus fürdieſeunbekannten
GrößenreeleWerthefindet,ſowürde der Berührungs-
kreis in den Punct welchenſieanzeigeneineBerührung
von der drittenOrdnunghaben.

263.

_Dadie Lagevon dem Mittelpunctedes Berúhrungs-
- kreiſesfürjedender Punctevon dervorgegebenenCurve

verſchiedeniſt,ſowird das EnſembelallerdieſerPuncte
|

eine Curvebilden,deren Cogrdinaten« und # ſind.Jhre
Gleichungfindetſich,wenWnaF> und y! zwiſchenden

Gleis
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Gleichungen(1) und (2) und’denn der vorgegebènenCurs

‘ve eliminirt; denn da ‘die Relation, welcheman durch

‘die�e Operationin « und 8s erhält, uñabhängig von’ den

‘pacticulárenWerthen ‘von >“ und: von y“ iſt,ſomuß dieſe

Relationnothwendigallendiejenigendikommendie « und

6 nehmenfönñen: Ä

¡il
J

264,
‘Es iſtwichtigzu bemerken,daß derdur< den.Be-

‘rührungspunctgeführteberührungshaldmeſſer,immer die

ſo eben erwähnteCurve berührt.Um es zu beweiſen,ſo
wollenwirin der Gleichung(2)den Werth von x — «8

‘néhmen-und dieſenin

vikGleicßung-(3)ſubſtituiren,dieſe

‘letterewird
i

dy“? Qt y‘
dachuyuvuos

4TL NS 2 + (y — 8)L = 03
wir könntenalſoſtatt“dieARA (2)undGs.die
zweyfolgendenanwenden :

i

aA
— «dx f(y — 8)dy‘= 0

7 x‘? ap dy QG! — 6)d'y!= 0.

Sett,wenn man dieerſteinBeziehungauf x“ diferentiirt,

ſo’ wird ſich:nichtnur alleiny“ ſondernauch« und $ ver-

: ändern,

3)Jc ergreifedieſeGelegenheitum bemerken zu laſſen,daß

im allgemeinendie Elimiuirung,wenu ſiegewiſſeGrößen

verſchwindenläßt,und dadurchdie andern oon den particu-
”

1ären Werthen,welche.dié erſternhabenkönnen, nuabhängig
“macht, ¿u ein Reſultatführt,welchescollectivealledie
Werthe enthält,welchen man fürjedendieſerWerthe ges

_
habthâtte: durchdieſeEigenſchaftſpieltdieEliminirungiu

den Fragen der Analyſis“und der Geometrie eine große
Rolle, wie man ſolchesindexFolgeſehenwird.
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e , weil es implicite Functionenvon x‘: ſind,und
man wird folglichfinden

x + dy + (7 — Dy — de dx! —

-

dédy= o,

eina, welchesin Bezichungauf der hieroben an-

geführtenzweyten Gleichung,ſi auf

de dx‘ + dedy = 0,

reducirt,woraus
:

dg -

ZS:—

dts
TT

dy®
c=

:

i a8: E E
Bemerkt man aber, daß =— auch denDifferentialcoei-
cientender veränderlichenGröße 8 als eineFunctionvon

æ (Ne-68) betrachtet,ausdrüt, ſo wird man ſehen,

daß die Tangentedex Curve,auf welcherſichder Mit-

telpunctdes Berührungskreiſesbefindet,mit derAbſciſ-
ſenaxedenſelbenWinkel bildet,alsdie Normaleder vor--

gelegtenCurve , und weil eine und dieandre dieſer. gra-

den Linien,.dur< den Miitelpunctdes Beruhrungskreiſes

gehen,ſofallenſienothwendigin einander.

-
: 265.

Dieſes führt, uns von der Art,wie dievorgegebene
Curve MX (F'g.30) durchdie Curve FZ erzeuztwerden

fann,zu reden,welcheman als den Ort allerMittelpuncte
von allenBerührungékreiſender erſternCurve annimmt

5%

Dadie Linie MF Tangentevon dieCurveFZ.iſt,ſo
«hat ſienothwendigdieſelbeRichtungals diejenigeiſt,
xwelcheeinum dieConveritàtdieſerEurve gelegterFaden
«nehmenwürde, wena man beyder Entwickelung,ihm,vom
Punct hâtteloómacvenfónnenzund es iſtleit zu ſes

hen/ daß, indem man dieſen Faden eineſchi>licheLänge
giebt,das äußerſteEnde,deywelchener ſichzu entwiceln

11,Theil,
:

N ans
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anfängt, die Curve NX beſchreibt.DieſesVerfahrenhat
- tine großeAnalogiemit der Beſchreibungdes Kreiſes;

es iſtdieCurve FZ, wele die Stelle des Mittelpuncts

vertritt,und der HalbmeſſerMF ſtattbeſtändigzu ſeyn-

verändertſichfúr jedemPunct.
“

Die Curve FZ heißt,

die Abgewi>elte(Evolute)dieCurveMX, die D ev e-

“

Lopiete,und der HalbmeſſerdesDere heißt,

Halbmeſſer der Evolute

266.

Von alleden Kreiſen,welchedie vorgegebeneCurve

in dem Punct M berührten,und wo der Berührungskreis
der ifthwelcherſichihram mehrſtennähert,ès ſeyvor,
oderna derBerührung,und folglichdiejenigeiſt,deren

Krümmungam wenigſtenvon der, welchedieſeCurve- in

den Punct hat,den wie betrachten,unterſchiedeniſt.

Die Krúmmung des Kreiſesiſtfüralle ihrePunctegleich
aber die,eines fleinenKreiſesiſbeträchtlicherals die,

eines großen, ſo daß die Krümmungen der Kreiſein um-

gekehrtemVerhältniſſeihrerHalbmeſſerſind.Man kann

alſodur< den Halbmeſferdes Berúhrungskreiſes,von

der Krümmung einer gegebenen«Curve, in irgendei-

nem - ihrerPuncte urtheilen;denn in dieſemFallever-

gleichtman die Curve mit ihremBerúhrungskreiſe,o

wie man ſiemit ihrerTangentevergleicht,um die Rich-

tung zukennen,gegenwelchein jedemAugenbli> der

Punct,dur welchenſiebeſchriebenwird, hinzicht.Dieſe
Betrachtungenhaben auch den Halbmeſſerdes Berúhs-

rungsfreiſés,den Nahmen Krümmungshalbmeſſer
gegeden,undman ſieht‘aus dem was vorhergeht, daß

die KrúummungeinerCurve in umgekehrtenVerhältniß

“ihresKrümmungshalbmeſſerſteht.
E

Die
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Die Veränderungendes Halbmsſſerder Kriüüiuns

genund die Umſtändedes Laufsder“Abaewielten,ſind

auchſehrgeſchi>tdie ſingulärenPuncteder vorgelegten

Curve zu entdecken.
Der Ausdru> des Silaenaugbalhreſetwird un-

D
Fes :

endli<h,twenn ansverſchwindet,und Null,wenn ex

unendlichiſt.
E

Mañ wird den Punct der vorgelegtenCurvein wel-

cen der Krümmungshalbnieſſerein Maximum- oder

ein Vinimum iſt,finden,indem man, nach der ges

wöhnlichenRegeldieſenHalbmeſſerwie es ſeynmuß, als

eine Functionvon >‘ betrachtet, und ſeinenDifferentials
coeffici-ntengleichNuil macht. DieſenCalculbeydem alls

gemeinenAusdru>auszeführt; führtauf eiùen merkwür-

digenSchluß; denn'es gehetdaraus hervor,

-

daß der

Berährungskreisin dieſemFalleeine Berührungvon der

drittenOrdnungmit der vorgegebenenCurvè hat. Ja
Wahrheit, wenn der Zählervondem Differentialedes

Werthes von a (Nr.261) gleichNull geſegtiſt,ſobe-

fommenwir die Sleichung
5 dj“a2 ys Ta

(

dy/® y! rs
*

dx du
LT Ad

toelchex! beſtimmenwird;wenn man aber auf derâts
dern Seitedas dritteDifferentialderGleichung-desBes

Fóheangstceiſes(Nr.260) nimmt, ſowird manhaben

e Ly
i

SE
3 4x dx?= 9.

Te
Ge

:

Wennman fúry — 8'ihremausdem zweytenDifferens
tialgezogenen Werth ſecgt,und'x in >“ und y in y‘ ver-

toandelt,um das Reſultatwelchesdem. Berährungspunct

gehört, ¿zubekommen,ſowirddieſelbeGleichungals die

N 2
:

hier
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hier dben angeführte,fommen.Es folgtdaraus daß der

d’y‘
Coefficient —

ET - fürdie iles Curve und für den Be-

eÄhéukgocendér�elbeiſt,wenn dex Halbmeſſerdieſes

leßternein Maximum oder ein Minimum iſt;und

wegen
y i

Te E A

|

Es 4°

1442 AR 1.22 A

tvird'‘tnanalsdann r — R'= 0 haben,einReſultatwel-

chesdie Bedingungin BéziehungeinerBerührungvon
der drittenOrdnung (Nr.259) ausdrú>t.

Da derMittelpunctder Krümmungſi< immer in

den Raum befindetgegen"welchendie vorgelegteCurve

‘ihreCóncavitätkehrt, ſofolgtdaraus,daß na< einem

Înflexions- oder Rückkehrpunct,diéſerMittelpunctvon
einerSeite der Tangentezurandern übergeht,ſowie
die Abgewickelte.Jchwerde mich nichtaufhalten, die ver-

ſchiedeneGeſtalten, welchedieAbgewickelteannehmen kann
‘/

en Detailzu zeigen,ihwerdenurjbloßbemerken,daß,wenn
ſieeineJnflexionerleidet,daraus ein Rúckkehrpunctvon

der zweytenArt inder vorgegebenenCurveentſtehet; die-
- ſesiſtin der Figurſichtbar;denx der Krümmungshalh-
meſſerMF, der in N6 gelangtiſt,fehrtſogleichtvieder

in HO zurú>,und beſchreibtden punctirtenZweigNO.
Auf dieſeArt erkannteL’hopital,das Daſeyn dieſer
Art von Rükkehrpuñcte,welchesnaher vo de Gua

behauptet,aber erſtdurchd?Alembertund*Euler au-

ßerZweifelgeſetztwürde, :

267, -

Jh werde michnichtvielüberdie Anwendung,der

in denNS ERE Artikeln,enthaltenenReſultate,
 qus-



Theorieder krummèn linie.y: 197

ausbreiden, weil dieſeAnwendungfeineSchwierigkeit
hat, wenn man den Méchanismus

derEE
nung gut inne hat.

Es ſeyzuerſtdie durch,dieGleichungy‘ Ax’) ges

gebeneParabel,Man ALOdy‘ js
412

Ls
dx' 2y! HES

a?!ÉS
l

Ä Ss L AE
Él

€

vi

IF
—

—

oy
* + I

=

ay
Setztman dieſeWerthein den FormulnvonNe.«261,ſo
wird man “finden

3
43 ée AF =Z 12 AE F

A À E _

Gr

4&8
a?

B

4y? 2A?
:

LE:

(4Ax/4A9
E R

“S4 Gr FAY 4 ER
1
—ß8= RA

0
MOE

DE

EE
t

cK

7 7e Pe
Egle E T7 Et

A GRR
i

; 2p A2
.

4°
e

2

2A
m—2x— iA.

Das erſteReſultat,welchesden Werth des Krümmungs

halbmeſſerausdrücft,wird fürx‘ = 0, gleichzA, die-

ſeslehrtuns, daßdie Krümmung der Parabelbey ih-

rem Scheiteldieſelbeiſt,als:die einesKreiſes»welcher.

“

mit einem den halben

-

ParametergleichenRadiusbes

ſchrieben iſt,und*daß dieſerKreis eineBerührungder
viertenOrdnung mit dex Parabelhat, weil ſeinRadius

| cosMinimum:iſt.Dg derRadius desBerúhrungskreiſes
größerwird, nah Maaßgabe,als x“ zunimint,ſonimmt

ju gleicherZeitdieKrümmungder Parabelab und ſtrebt

unaufhörlichſichzu vernichten.Nöhert man den Werth
von a denjenigen,den man in Né. 245 fürdie Ner,

“N32. ‘male
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male gefunden hat, ſowirdman ſehendaß a= = ,

x

5

“

oder daß der Krümmungshalbmeſſergleichiſ den Cubus

der Normale. dur dasQuadrat des halbenParameter
dividirt.

_DieAusdrü>evon y‘ — gpund x‘ —
« geben

—_ß= —

«= 3x + ZA,

woraus man- ziehet TP

E

x
ES ZA

y‘= — (4°) und x =

&

;
s

ſet man dieſeWerthe in der Gleichung
y = Ax“,

9 wird
Mayhaben

(3A)? = E
ESS

3,
eine Gleichungwelcheder Abgewikeltenvonder Parabel
gugehört.Wenn man darinn

dá — ZA = y

“macht,oder man den Urſprungder Abſciſſenin D,(Fig.31)
bringt,ſo wird-man ihr dieſeſehreinfacheGeſtaltgeben
Éôónnen,

16y?
¿

—

e
_n=——

27A”
die uns zeigt,daß die Curvewelcheſievorſtellt,eine von

den Pârabeln der drittenOrdnung iſt,die aus ¿zwey

ZweigeDF und Dfbeſtehen,von welchender erſtedur<
ſeineEntwickelungden ZweigAX, der gemeinenParabel
XAx, und der zweyte den ZweigAx hervorbringt.

Wir wollenno< den Ausdru> des Krümmungshalb-
- meſſervon den Curven der zweytenOrdnungdie in der

Gleichung
(1 =

D m
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t

4
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yO = Ax! 4 2Bx’,

begriffenind,ſuchen,wir werden haben fes
dy Ax + B dy‘? y!(Ax B)*

Y

dx“ LE
E LP dP

)

2E
:

: dy?

E Ayi—(AxBL
is

dx“ Ay — (Ax 4B)
Se

2A

ST
=

77
«

Wennman dieſeWerthe in denvon ar. 261)ntuirt,ſowerdenwir finden j

yi CAx! A B )*)Ea (ARS Ps:DI
BE

ipswennman ſtatt y'ihrenWerth ſett, |

;

[CA + Ax 4 (A + N2Bx! + BY
B°?

5

a=

4 = -—

268.
5

Man muß bemerken,daß für dieBeſchreibungder

Parabel“XAx, durch dieEntwickelungder Curve FD,

der,um einen oder den andern der ZweigeDF und Df

gewic>elteFaden, beydenPunctD, indie Verlängerung
der TangenteBD, eine den Krúwmungshalbmeſſerbey den

PunctA, gleicheLängeAD habenmuß, d.h. gleibderHälfte
des Parametersder vorgelegten

-

Parabel. Jeder andre
Punct(ſo wie F) auf dieſenFadengenommen, würde eine
unterſchiedeneCurvehervorbringen.Wenn der Punkt>
auf den Punct D fiele,ſo wúrdealsdenn der Krüm-

mungéhalbmeſſerder beſchriebenenCurve, bey ihremUr-
ſprungNullſeynund folglichwürde ſiedey dieſemPunct
eineunendlicheKrümmung haben. Man ſiehtauh daß

_

die Längedes BogensDF gleichder Differenziſt,welche
ſichzwiſchenden correſpondirendenKrümmungshalbmeſſer

N44 ME
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NF und den Krümmungshalbme��erAD, welcher zu dem

Urſprungegehöret; befinden.

__

Dieſe Bemerkunaiſtallgemein, und welchesauchdie

Developirteſeyn.mag, ſo wirdein beliebigerBogen
der Abgewikeltender Differenzder beyden Krüm-

mungshalbmeſſerdie durchihreàuferſtenEnden geführt
find,gleiſeyn, Es folgtdaraus daß, weilman immer

zu ‘dem Ausd'u> des Krümmungshalbmeſſers_der alge-
‘braiſchenCurven,gelangenfann,ſoſinddie Abgewickelten
dieſerCurven alle zu rectificiren,oder was einerleyiſt,
daß die LängeihrerBogen durcheineAri For-
mel angegebenwerden fann,.

Lan |

269.
Wenn wir vorausfezen,daß die Curve.(Vv),welche

dievorgegebenein den PunctM berührenſoll,ſtattein
|

Kreis zu*ſeynwie in Nr. 260,eine Ellipſeiſt,deren Axen
“4únd b unbeſtimmt,aber parallelmit der der Coordina-

ten find,und daß« und s die Coordinaten ihresMittel-

puünctsbezeichnen,ſo wird ihreGleichungſeyn,

Atc CAS D) Db’ (7 =) = ab,

Indemman x in >‘ und y in y‘derwandelt,um auszu-

drú>en,daß ſiedur< den PunctM gehenmuß, ſo wird

man haben
a?(x!a) 2 b°(y— 8) = atbh?;

dieſeGleichungwird noc dreyder.beſtändigenwillkühr-
lichenGrößen unbeſtimmtlaſſen,mitwelchen man wird

disponirenfönnen,um einegleicheAnzahlBliederin der

Reihe

k— K=(p—P)h +(4—D bh+ (r—R)h*+ (s—S)h+...
verſchwindenzu laſſen,indem man die Gleichungen

P— Pao, q—Q=oundr—R=o
ſ6t.
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ſett.Die Berúhrungs- Ellipſe:dur< dieſeBeſtimmun-

gen beſtimmt,wird eineBerährungvon dér drittenOrd-

nung mit der vorgelegtenCurvehaben, und es iſevi-

dent,daßſiezwiſchendieſérEurveund ihrenBerúhrungs-
kreisgehenwird.

Uedberhauptſeydie Siti (WV)ERNEſiewolleſo
Wirdman, indem man darinnen x in x“,und y iny“
verwandelt,diejenigeRelationerhalten,

-

welcheunter ih-
ren beſtändigenGrößenſatt habenmuß, “damit dieCur-

ven,welcheſievorſtellet,dur die auf dervorgegebenen
Curvegenommenen Punectgehen,und wenn ſieeineZahl
n von willführlichenbeſtändigenGrößenenthält,ſo wer-

den n — x úbrigbleiben, womit man einer ähnlichen

Anzähl-vvon Berührungsbedingungenwird Senugtunfôns

nen, Weil man aber hat:
d 2d

:

(

A gai LAN Ts et
INE

RS 2d ¿Ac AR

p= Gi C7
adi 7

D dx, A 3E LSE

ſowirdman dieſeBedingungenfolgendergeſtaltwotſeb
“ten fónnen

Aa Wr 7d yl Dy "&Eyr d’y
BC Ed.

a

din a A E auitf D
indem man beobachtet,in derEntwickelungder zweyten
Glieder dieſerGleichungen,welcheaus den Differentia-
tionen der Gleichung(v) abgeleitetſind,x in x‘, und y
in y‘zu verändern. Die Berúhrungscurve,

-

welcheaus
der BeſtimmungallerbeſtindigenGrößenentſtehenwird,
wird mit der vorgegebeneneine Berührungder ¡Ordnung
n

— 1, und alleandern,welchein derallgemeinenGlei-

<ung begriffenſind,woraus ſiegezogen iſt,können da-.

von nur niedereOrdnuñgenhaben

;z

dieſerhalbunterſcheide
ih
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ih den erſtenunter den Nahméên der E EE
Nach dieſenErklärungeniſ die Tangenteeine Berúlhs
rungslinie,und ihreBerúhrungiſteine Beruhrungder
erſtenOrdnungs die BerührungdesBerührungskfreiſesiſt
eineBerührung der.zweytenOrdnung;endlichhat-die
Berúhrungéscurvederen allgemeineBleichungn willführs

lichebeſtändigeGrößenenthält,einedii vón der

Ordnung n — 1.
:

270.

Von den tranſcendentenCurven.

Wir habenbisjeztbloßidie algebraiſchenCurven
: betrachtet,‘wir werden nun abereinigeder merkwürdig-
ſtentranſcendentenCurven kennen lernen. Wir werden

unszuvörderſt‘mítder logarithmiſchen,oder derje-

nigenCurve beſchäftigen,in welcher
'

die Ordinaten die

Logarithmender Abſciſſenſind. j

Manhat in dieſerCurve y‘ = 1x‘,und macht man

x! = 1, ſo bekommt man y‘= 0, woraus manſiehet,
daß ſiedie Axe AB ‘im PuncteE- begegnet(Fig.32)wo

dieAbſciſſeAF gleichder Einheitiſt.Der ZweigEX, wels

<er-‘den poſitivenAbſciſſen,welchegrößerals dieEin-
heitſind,entſpricht,iſtunendli<,weil die Logarithmen

dieſerAbſciſſenſtetswachſen. Jn dem TheilAX wo die

AbſciſſenBrüche ſind, ſinddieOrdinaten negativund

nehmen in dem Maaſſezu, wie dieBrúcheabnehmen,der-
geſtalt,daß dér Zweig Ex den negativenTheilAc der

Ordinatenaxezur Aſymptotehat: endlicherſtre>ti<
dielogarithmiſcheCurve nichtauf der Seite der negati-
ven Abſciſſen,weil ihreLogarithmenimaginairſind

_(CNre18):
è

Dif-
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_Diferentiirtman die Gleichungy' = 1x‘, fo
tl

y M LE

bekomt man Te 17, (Nr. 20); man ſiehthieraus,

daß die TangentedieſerCurve für«= o auf die

Abſciſſenlinieſenkrechtiſt,und daß dieſelbeihrnichteher
paralleliſt,a!s wenn man vorausſeztydaß x' unendlich

ſey(Nr.248). Der allgemeineAusdru>derSubtangenteE apt

(Nr.240) giebtPT = —; aber indemman y‘ weg:
ſchafte,ſoführtman denLogarithmenvon x“ ein,daher
dieſerAusdru> tranſcendentiſt; nimmt man. indeſſendie

SubtangenteOD auf die AxeAC, ſowirdman das Re-

dy!
ſultatoD R TS M bekommen,welchesſehrmerk-

würdigiſt,weil es uns belehrt,daß die Subtangente
0D, fürallePunctederCurve beſtändigund gleichdem
Model iſt.Desgleichenwird man finden,daß die Tan-

gente, die Subnormale und Normale, in Beziehungauf
dieAxe AB genommen, transcendentſind, weil dieOr-

dinate y‘ mit in ihrenAusdruc>Éfommt,daß ſieaber al:

gebraiſchwerden, wenn man ſie in Anſehung
è

der AreAC
betrachtet. é

Ich gehezur UnterſuchungdesKrümmungéhalbmeſeDeredf
man Hat =

à 42 42 2
Í

AE Cann: x 4MS y Gas been ZE
d “dx? x2 2

hieraus(Nr.261)

Zu
24 i Mxi- 2 A

(2 2

:

I — g= D, e Gx
E

LE Lts
Zs

+ M)X — 4 —
'

:

Le a

L-2LA
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&#chwerde mich ni<t dabéy aufhalten dieabgewi>elteCur-
ve zu betrachten, welcbe nothwendigtranſcendentſeyn
würde: ih merke bloß‘an, daßman die Differentialglei-
<ung dieſerCurve erhaltenfann,wenn man vermittelſt
der Werthe von y — 8, und- x‘—- und ‘ihrerDifferenstialienx‘, dx“ und dy‘eaus dér Gleichung

dy'= M =
eliminirt. “

: ¡Die Logarithmen

-

differirenunter |< na< Verhält-
niß des Models in Beziehungdes Syſtemder Logariths
men , welchesſievorſtellen.Die Gleichungx'= Av“ giebt,
indemman dieNeperſchenLogarithmennimmt,

Es
i LR VPA,

, woraus
1x‘

LVA!y =

ein ReſultatdeſſenzweytesGliednichtsanders iſt,als der

 Logarithmevon x“, füreinen Model gleichLs bere<net,

DieſeBleichunggehörtalſozu einerlogarithmiſchenCurve.

271.
Die Cycloide,welchewie bekanntdie Curve iſt,die.

durcheinen auf dem UmfangeeinesKreiſesgenommenen
Punctbeſchriebenwird, während dieſerKreis auf einer
der Lage nach,gegebenengraden Linierollt,iſ nocheine
tranſcendenteCurve;die Relationunter ihrenOrdinaten
und ihrenAbſciſſenhängt‘von den Bogen des beſchrei-
bendenKreiſesab; man kann ſieſoausdrú>en.

Da der Urſprung

‘

derBewegungdes Kreiſeswill-

Füßrlihiſt,ſonehmei denſelbenim PuncteA (Fig.33)
1

an,
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an, wo der beſ<hreibendePatM ſichaufder gra-
den Linieaß befand,welchevon dem beſchreibenden

Kreiſedurchlaufeniſt.-

WeildieſerKreis indem er.forts

rolltmit allen PunktenſeinesUmfangsſucceſſivediegra-

de Linieberührt,ſo iſeinleu<tènd;daß,ſobaldex in ir-

gendeineLageQUG gekommen iſt,“dieEntfernungAQ
“_

$leihdem Bogen iQ i, welcherzwiſchendem. Punct
M den die:gradeLinieinA berührte,und dem Punct
Q, der fiein dergegenwärtigenLage berúhrt,begriffen
iſt.Stellenwir dieſenBogendur t vor; und errichten

auf AB dur< den PunctQ,“diePerpendiculare‘QO, wel-

che durden Mittelpunctdes beſchreibendenKreiſesgetien|
wird, und zieheMN ||AB ſowird MN der Sinus von UQ
und NQ wird der.Sinusoerſusdavon ſeyn. Wenn -

wic dur< rx denRadiusQO bezeichnen,ſo werden wir,
indem wir dieTafelSinus und Coſinusnehmen;

MN = Be QN Éer— Late
T

:

FEM

bekommen; aber =
'

AP = x! = AQ
—

MN undPM =

y

= QN,

‘alſo
:

SE t°
:

x =t— rn — (CD
Ers E

y =. — r cof— A2

Um die Relationzwiſchenx und y“,zuerhalten,müßte
man t aus dieſenzwey Gleichungen“liminiren,welches
doh nur zu einer Relationzwiſcheneinem Bogen und

ſeinem“Sinus,alſozu einem tranſcendentenReſultate
führenwürde; allein man fann wie wir ſogleichſehen
werden, zu.einerDifferentialgleichung,zwiſchenden Coör-

dinatenx‘ undy gelangen.Nachdemdie Gleichung(1)

ES
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Änd(2) difieténtüttfindzſogebenſie
x! = de — dteof—, dy!= dt ſin=;

man ziehthieraus
:

ät
Egr dales

rr Eee t
E ſin—

und ſehtman ſtatt

I — coí E
* rc

; ELS SS
ſeinenWerthn aus der Gleichung(2) genommen , fo

4
t

_befommt man i

du
d 4 Z

5.

E - 2 ei
i

e ERE

ein Reſultatwelches
7

Sca t ge dy‘
in —= — —

:

x “rxdx“

gebenwird; aber man leitetzugleichaus der Gleichung
(2)ab,

t anca 4

cof — = ERRE
È i #

“wenn man dieſeAusdrükein der Gleichung
ſint? + coſt? = 1s

ſubſtituirt/ ſowirdman finden

Ven dy! Cf 3A
-+-ERE

)
= Le

5 dx? j

x

Dieſesiſtdie Differentialgleichungder Cycloidenimmt

man den Werthdes Diſferentialcoeſficienten>=,ſo be-

Í

fommt

2
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fommt man

dx“ y! ;

dr VV2ry! pee

y

272

Nichts iſtjetztleiterals dieAusdrückeder Subtan-

“gente und der Tangente,der Subnormale:und der Nor-

male, in der Cycloidezu erhalten.Man findet vermit-

telſtderallgemeinenFormeln ausNr. 249, 244 und 245,

E
Tad

2

LEE
3 RE

n

C
SER E | Vary

=y°

JE

PRIZE YV27 y‘ — y MR =P 2ry'+
Man kann dieſeWertheauf eine ſchreinfa<eArt con-

ſtruiren;denn man wird leichthemerkenfönnen,daß da

MP oder y! als die AbſciſſeQV in dem beſchreibenden
Kreis-QU6Gbetrachtetiſt, ſowitd der oben angegebene

Werth fürPR geradederjenigeder OrdinatéMN dieſes

Kreiſesſeyn,und daß folglihdie Normale mitder Seh-
ne des Bogens MQ zuſammenfällt,wie man es auchdurch
den Ausdru> von AMRſehenfann;zes folgthieraus,daß
die TangenteMT dieVerlängerungderSehne MG ſeyn
wird, Wenn man ſicheinbildet,daßderKreisQU6G
auf dem Punct Q bis in irgendeine Lageqmg, ſichfort-
bewegt,ſo werden die Linien mg und mg, ohngeachtet
dieſerVeränderung den LinienMQ und M6 parallel

bleibenz es wird alſohinreichendſeyn,um die'Tangente
unddie Normale in einem gegebenenPunctM zu con-
ſtruiren, dieſenPunct auf den fixemKreis qmg zu bes
ziehen,welches.geſchieht,indem man die grad Linie

Mm

PT

F
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Mm parallel mit AB,und alsdennMT paráliaimit mg,

“und M}parallel mit mq zieht.

Um den Krúmmungêhalbme��er und, die Gleichung
der Adgewieltenzu beſtimmen,muß man zur Gieichung

dx’bs
y“

dy! Vary“

ary

y
“theeDifferentialgleichunghinzufügen,und bemerke,daß
man einfacherzu dem Reſultatgelangenwird,wenn man

x‘ als eine Functionvon y“ anſieht,d. h. wenn man

dy‘beſtändigmacht. Es iftleichteinzuſehen,daß man

in dieſerHypotheſex“ iny/ und umgekehrtin den Fors
“

meln von Nr: 261 verwandelnmuß. Jh werde ‘indeſſen

dieſenWeg nichteinſchlagen,weilichzeigen-will,wie

manalle A�ectionendér Curve beſtimmenfann, ‘wenn

man ſi< unmittelbat dergegebenenE zwiſchen
x‘ und t,_y/'und trbedient,

K
273.

#

Wenn man fortfahrenwollte,in den Formelnvon

Nr. 261, dx“ als einebeſtändigeGróße anzuïichen,ſo

múßte man alsdenny“und t, zu gleicherZeitals verán-

derlichvorausſetzeny weil dieſebeyden lezternGrößen im-

pliciteSunctionender erſternſind,alleines wirdbeque»
mer ſeynx‘ und y‘alsimpliciteFunct:onenvon t zu be-

trachten,oder welchèsdas nenl.cheiſt,dt ais eine be-

‘ſtändigeGröße zu ſupponiren,und auf einmal dx‘ und

“dy!(Ne.68)váruren zu laſſen,indem man achthar;ſtatt
: : EYE

des Differentialcoeficienteyzo ſeinenAusdcuck in! die-

EeHypotheſe(Ne.59)zu ſegen,und manwirdhaben:
A
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(d x? + dy)

-dx‘(dx?* + dy?)
dx‘ dy! — dy‘ dx
dy‘ (dx? + dy?)

dx‘dîy! — dy‘d°x“
Dieſesfeſtgeſegt;werden die.Gleichungen(1) und(2)
geben :

2 =

“y — 8 = —

x! _— =

: t AE t

dx‘ = dt — dt cos —s Les
=> n

2
2 t-

ic
=

dt
a AURA e

BOTdy‘ = dt “ r Es E r}°
woraus manzieht

x"dy = adi*(5
Sin

cof—)r
dx d'y!— dyld’s= — ——(1-

— coſ29
Settman dieſeWertheindie5ébthevon a, vonyeS

und von x! — « undbeobàchtetdaß
: t

s

I — coſ— = Ss
r rx

5o wirdman an
a= (1ijES

‘_—28= = cof ( i l.E ZIC <2 IS 2y|woraus| q

R ſin=;y |
folgti

Pa=t-+rfinie:

Daserſte dieſerReſultatezeigtis:daßfrKrümmungs-
halbmeſſer4 M‘ das Doppelteder Notmale MQ iſt,und

*

daß er folglichnichtgrößerwerdenkann als‘dasZwie-
fachevon dem ¡Dur<{Gmeſſerdes beſchreibendenKreiſes,

Il,Theil,» | VO eia_
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-

ein Durchmeſſer,welcherzugleich,Ordinateund die Nor-

male der Cycloideim Punctekliſt,wo dieBerührungQ

die Hälftedes Umfangdurchlaufenhat, es würde leicht
eyn hieraus:zu ſchließen,wié2Ebeydenlezten.Reſuls
tate es geben,daß j

EM‘ = 8 = _ y

“ASE
EP = x — e =2P0 = =— 2rfin —.

EP

Wir werdenaus dem“Vorhergehendendieſemerkivürdige
Folgerungziehen,daßdie abgewi>elteder Cycloideeine

-

andereder erſtenaleichenCycloide,aber in einer umge-

kehrtenLageiſt,În der That,
'

wenn man A/B‘ parallel

mitAB,bis zu.einer Entfernung4/1 gleichdem DurGh-
:

meſſerdes beſchreibendenKreiſesforcführt,und man den

Punct A“ zum
1 Yeſptungder Coordinatennas

macht,ſo wird man LACTEN i

G
; t

E =A—AME=r—e = — t= cino,
j E

- .

:

J ds
t

P/M/= EP EM‘ = 2 — 8 = rr + rv cof >-,
:

r

Aberiúdem man betrachtet, daß

“fia= G-(——),
und daß

t rx — tf
coſ— = — cof

ff

——

:

E j

Y

wird,ſowird man daraus ſchließen’,daß

X=(x—)—rfin(=) Tr hot (=)
Da dieſeSeemit dem -Bogen-x= é,

”

gufammengeſest
ſind,

i
ien
LA
cil
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find, wie die von x! und von y! es mit dem Bogen t,
ſind,ſoſindX undX alſonichtsanders,als die Coordi-
naten einerCycloidewelchedurchdenſelbenbeſchreiben-|

den Kreis als dieerſte,beſchriebeniſt.
DieſelbeFolgerungwürde ſi ebenfallsdurgèome-

triſcheDétvachtuigenziehenlaſſen,wenn man zu der

Kenntnißdes Krümmungshalbmeſſersgelangtiſt. Ju-
dem mandie gradeLinieGQ verlängert,bis-ſieA/B‘ in

Q' begegnet,und QM’ zieht, ſo wird ‘mandieDreyeke
GMQ, und QM/Q‘ formiren,weicheunter‘einandergleich
ſind;der Winkel QU'Q“,wirdalſoein rechterſeyn,und

wenn man auf QQ’ als Durchmeſſereinen Kreis be-

ſchreibt, ſowird er durchden PunctM‘ gehenund dem

beſchreibendenKreiſegleichſeyn.: Dieſesfeſigeſeztwird

man, weil“*devrBogenM‘Q! das Complement
/

von M‘Q

iſt,welcherſelbſtgleihMQ iſt,bekommen:
MQ a QM —MQ= AL -— AQ = Ql= AC,

wel<hesganz deutlichzeigt,daß die ÄbgewickelteA‘ M‘A,-
eine Cycioideiſt,welche dur den Kreis Q‘M‘Q,indem
er auf A‘B/ ‘von A‘ na B‘ rollt,beſchrie5enwird.

Man wird ohne Zweifelbemerken,daß nah dem
Vorhergehendendie Cycloiderectificirbariſt, weil ſié
ſelb ihreAbgewieltei�, und daß der Ausdruck ihres
Krümmungshalbmeſſersalgebraiſ<“iſt, und man -wird
hieraus, dieſeswiſſenswürdigeReſultatableiten können,
daß die LängedesBogeas-a‘A, oder von dem ihm gleis
hen AK, welcze®dieHâlftedes durchcine gänzlicheUm-
wälzungdes beſchreibendenKreiſes,beſchriebenenZweige
ausnacht, ganz genau dieſelbeiſt, als dievon A!K

odcr von dem zwiefachenDurchmeſſerdieſesKreiſes.-

O 2 274»
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EE
fa >

DOE

Die Cycloideiſt niht beymPuncteL beendigt,wo

der Kreis aufder gradenLinie AL ſeineganze Periphe-
rie durchlaufenhat, den nichtsbegrenztdie Dauer diefer

Bewegung. Man muß wohl in der Beſchreibungder

Curven bemerken,daß die verſchiedenenaus einerund

‘derſelbenCenſtructionoder derſelbenBewegung réſulti-
“rendenverſthiedenenTheile, alle zu derſelbenCurve ge-

hôren. Alſobeſchreibtder Kreis:QUG, indem èr fort:

fährtaufder gradenLinieAB über dem PunctL hinaus

zu rollen,eine unendlicheReihe der AKL hnliche

Theileund man muß“ eben ſovieldavon zur Linken des -

Puncts A annehmen,weil dec Kreis nur dur cine

ſeiteiner unbegränztenZeitangefangenenBewegung zu

dieſemPunetegelangenkonnte. Die.Gleichungen(1)
und (2)führenſelbſtzu dieſenLemerkungen,denn nichts

verhindertdarinnen t ſogroß, als man willanzuneh-
-

men’, es ſeypoſitivoder negativ. Man ſichtúberdem,

daßy nie gròßerſeynfann als 2r, weilihrAusdru>knur
t

ES i

À

E

denCoſinusvon — enthált,welcher“nothwendigzwiſchen

“denGrenzen 0 und 1 begriffeniſt, Es folgthieraus
daß die Cycloidein der ganzen Ausdehnung gedacht,
welcheſie haben ſoll,durch eine und dieſelbegrade
Liniein einerE at Menge vonPuncten dur{ſ{nit-
ten werdenkann.

-

Es iſ alſonichtzu bewundern,. daß
man fürſiefeine endlichealgebraiſcheGleichunghat,die,
ſieſey von welchemGrade ſiewolle,do nie dieſenUm-

“

ſtandausdrüd>enwürde. &
i

_—_

Der Differeñtialcoefficientder zweytenOrdnungin

Beziehungauf die Functiony, hat zum Ausdruek,in:
dem
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dem man dx‘ und dy! als VISP SONEdx’ dy zg

Es
dxf

2 (Nr. 59) z

. fein Werth JY

E _—

ES ; 10

In der Cycloide, iſtſtets“eéalisiweilcoſ— nie größer

ſon kannalsdie Einheit; ‘abererwird unendlich,wenn

der Bozen —
= Nulliſt,oder irgendeinem Vielfachen

des Umfangs:in denſelbenFälleniſt

auc)unendlich:-diePuncteA,L, u. �.w. wo ſi die ver-

ſchiedenenZweigeder Cycloidederúhren, ſind-alſoRük:
|

kehrpuncteder erſtenArt,in welchendie TRAMeRtEeſenf:
rechtE

dieAbſciſſenaxeiſt.

à AS

Die Spiralenmachenno< eineOrdnung von tranſs
cendenten Curven aus,welcheſotvohldurchihreForm
als durchihreEig?nſchaftenmerkwürdigſind.Man' ſehè

hier,wie ſichdiejenige,- welcheCononvon Syracuser-
dachfe,erzeugt,und vonwelcherArchimedesdie vor-

nehmſtenEigenſchaftenentde>te.
:

Während der HalbmeſſerA0 (Fig.34)< um den

MittelpunctA des Kreiſes0Q6 bewegt, durchläuftein

beweglicherPunctwelchervon dieſemMittelpuncteausge-
2

D __

gangen
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gangen iſ,die LinieA0 gleihförmigund mit einerfol-
hen Geſchwindigkeit,daß er in dem Puncte O, zu der-

ſelbenZeitankommt, da dieſegrade LinieihreUmwäl-

zung beendigthat. Es folgtdaraus,daß fúrirgendei:
nen Punct M der SpirallinieAMOX, das Berhâltnißvon
AM zu AN oder AO,daſſelbeiſt,als dasjenigedes Bo- .

gens ON, zum Kreisumfang060; da aber nichtsſichdem
widerſeßt,daß der beſchreibendePunct ſeineBewe»

gungúber den Punct 0, aufden verlängertenHalbmeſs
ſerfortſezt,und daß dieſerHalbmeſſerſelbſteíneunbe-

grenzteAnzahlvon Umwälzungenmachenkann, ſo wird

dle Curve AMO ſi verlängernindemſieſichbeſtändiguin

‘denPunct A dreht, dergeſtalt,daß das Verhältnißzwi-
ſchender Entfernungvon jedemihrerPunctezum Puncte
“A und den Halbmeſſerdes Kreiſes,dewjenigengleichſey-
welchesſichzwiſchendem durch den Punct O0 durchlaufez
nen Bogen,ſeitdemAnfangeder Bewegungund dem

ganzenKreisumfangbefindet:.in M z.B., wo der Halb-
‘meſſerAN eine Revolutionplusdem Bogen ON

gemacht
hat,wird man haben

:

R 0GO—- ON

N ORO tes

_Wénn man a!ſoON = t, AM = u macht,und daß,in-

„dem man den HalbmeſſerAN zur Einheitnimmt, man

Are27 denKieisumfangOGO vorſtellt- ſo wird man

t

U= —

=
haben.

: ‘DieSLAakecltbenCh dieſerGleichung,ſinddas
wasdie Geometer PolarCoordinatennennen. Der Mit-
telpunctvon A des KreiſesO60 heiſſeder Pol; die Linie

AM, iwelchegezwungen iſtimmer durchdieſenPunctzu ge-

/

Meniſtder Radiusvectorund vertrittdie Stelleder

Orx-



=

Theotie der krummen linien.
215

Ordinateder Curve,währendder BogenON die Abſ-
- ciſſevextritt.

Die Spirallinie,welchewireben auraihaben,
“und welcheden Nahmen der Spiralliniedes Arc i-

medes führt,iſtnur ein beſondererFallder Curven,

welchedieGleirpung
u= At9.

vorſtellenwürde, indem man untern alleindglicheWer-
‘theverſent

Wenn man À = — 1 macht,ſo‘hatman
ES ALE vbérut = A,

eineGleichungwelchezur hyperboliſchenSpiralliniegea

hórt.Wenn ſtattder EntfernungAM, man für u, den

TheilMUN des Radiusvectornähme, welter zwiſchen
den PunctM und dem Umfangdes KreiſesO60 begrif-

feniſt,ſowird dieGleichung
a = At

dieder paraboliſchenSpiraleſeyn,oderder Curve’,welche
man machenwürde,indem man die Axe einerParabel
‘um einen’Kreisrollte;die Ordinaten werdenalsdann
“ſenkrechtaufdem Umfang dieſesKreiſes‘ſeynund auf

deſſenHalbmeſſerfallen.
So langen éinepoſitiveZahliſt,nehmendiedur

die Gleichung

)) E An 2

gegebenenSpiralenihrenUrſprung‘im PunctA; aber

_wenn-nnegativiſt,ſo verminpertſi<u, welcheszuerſt‘

für t=o0 unendlichiſt,nah dem Maaße wie dieſer
- Bogen zunimmt,und beyjederneuen Umwälzungnähert
ſichderbeſchreibendePunct,deu Puncte A, ohne ihm
jemahlseréeichenzu können.

|

Um aufden Spiralen, welcheauf Polar-Coordinaten
bezogenſind,dieAusdrü>ederSubtangentendex Tan-

:

D 4. gens

Y
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genten u. ſw. welchewir inBeziehungder rechtwinkligen

Coordinatengefundenhaben,“anwendenzu fönnea,‘ſo
wollen wir ſogleichdie Coordinatendes erſtenSyſtemsin

die des aten verwandeln, undwir werden zeigen,wie

man von einem zum andernübergehen:kann, Dieſeswird

um deſtonúglicherſeyn, da man zuweilen die algebrai-
cen Curven aufPolar- Coordinaten bezieht,man thut
diesvorzüglichiu Abſichtder Kegelſchnitte, ‘indemman
ihrenBrennpunctzum Pol nimmt.

"276.

Wir wollenmehrererEinfachheithalberden Urſprung
der rechtwinkligenCoordinaten beym Puncte A anneh-
men; es jeyQO=m, der zwiſchendem PuncteQ befind
licheBogen,der auf dieAbſciſſenaxeAB und dem Puncte
O, Urſprungdes Bogens t, liegt.Jndem man PM fenfs
rechtaufAB ſett,und beobachtet, daß der WinkelMAP

“ durchdenBogenNQ, welcher= t — m iſt,gemeſſen
wird , ſowerden ‘wirbefommen: z

:

AM! = AP* + PM, AP = AM coſ NQ,

PM = AM ſin NQ; oder u = Vx y?
x =u.cof(t— m, y =u.ſin(t — m).

“ Vermittelſtder beydenlezternWerthekann man jedealz
gebraiſcheGleichungzwiſchenx und y in eineandere vers

wandeln , welchenichtsweiter alsden Sinus,denCoſis
nus des Bóogenst und den Radiusvectoru enthalten
wird

z

ſie gebenauch:

LE :

ſin(t — m) = LZ;
u

“Man kann aus dieſenGleichungenWerthe vom colt,

und von lint in x, y, u, Bem und coſ m, ziehen,welche,

“_nach-
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nachdem ſiein irgendeine Gleichungzwiſchenu, lint und
“coſt ſubſtituirtſind,zu einReſultatführenwerden,wel-
Des bloß no< x und y en‘haltenwird,weil man

u dur Pa wird erſezenkönnen. Wenn man

zur.Abkürzungvorausſetzt,daßdie LinieAB mit der Linie
AO zuſammenfällt,ſo wird man bloßbekommen

'
calte =; ſint = LZ.

u a i

Wenn die Gleichungin u und t, welcheman ſi{<vor-

nimmt zu transformiren,den Bogen t ſelbſtenthält,ſo

iſtes nichtmehrmöglicheinealgebraiſchrRelation, zwis
ſchenx und y, weilman feinenähnlichenzwiſchenden
Bogen t, ſeinenSinus und ſeinenCoſinushat;at-zrman
fommt wie wir ſehenwerden, zu einesDifferentialglei-
cpung, welchenichtsweiterals x, y, dx und dy enthält.

Man ziehetaus den oben gefundenen-Wertÿen,
für u, x und y, :

J

|

e VETS 4

dx = du. cof(t— m) -- u.dt.ſin(t— m)

dy = du.ſin (t — m) + u, dt.coſ(t— m)
und wenn mañ du und diezwey {eßtenSleiGuagen,eli:

minirt,ſo wird“fommen

E E gor@ TA wm)— dx. he(t
—

SEu

‘wenn. man fù:

coſ(t— m), ſin{(t—

LEE u

ihreWertheſett,ſohat man

SE

__

xdy = ydx
m

x + y°
Manfannalſoausder-Gleichungin u und t, und aus

ihremDifferentialedieGrößenu, coſt,ſint, du und dt
O Ÿ . weg-
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wegbringen; und da die beydenReſultate,tvelcheman

erhaltenwird,nur no
t enthaltenwerden , ſowird man

dieſesdurchdie Eliminirungverſ{hwindenlaſſen-
Nehmen wirz. B. die Gleichung

u = Attn,

welchesgiebt
I L . E X

E AE E SE «du = Ao, dt;

da die Ausdrückevon u, von du und von dt,unabhängig
von m ſind,ſo wird,indemman ſieſubſtituirtund auf

gleichenNennerbringt,folgendeskommen:
®
7 I

= (x*+ y29 (xdx + ydy)='Aa2(xdy— ydx).

Mit dieſerGleichungwird man die Subtangenten,die

Tangentenu. ſ.w. der Spiralenbeſtimmen,indem man

von den Formelnaus“ Nr.246Gebrauchmacht,alleines
wird einfacherund zugleicherzeitallgemeinerſeyn; dieſe

Formelnin Beziehungauf die veränderlichenGrößen u

und t, zu transformiren,und dies iſtes was wir vorneh-
‘men wollen. i

:

277.

Der Ausdra> der Subtangentewird,“indemman
¡ d

E

è

i

fúr.y und À ihreWerthe ſeßt

du coſ.(t—m) — udtſin(t—m)

|

du ſin(t — m) + udtcoſ{t—m)
Man wird:dieſesReſultatviel einfachermachen, wenn

man beobachtet, daß dieLageder Akſciſſenlinieauf wel-

chedieEntfernungPT fállt,willfúh:l<iſt,und daß
man folglichimmerm ſo nehmenkann,daß derBogen

' N Q‘N

“PT = u fin(t— m)
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Q'N von.90" ſy, ‘inwelchemFall,/ die Ordinate0
mit dem RadiusvectorAM zuſammenfällt,

coſ(t— m) = 0, ſin({t— m) = 1;

und PT vertoandeltſihin
:

i

:

AT ==

e =
Man toird dieTangenteverzeichnen,wenn man dur den

:PunctÀ eineSenkrechteauf den RadiusvectorAM zieht,
Und auf dieſegradeLinie den Werth von AT trägt,der
durchdieES Formelgegebeniſt.

Wenn man dieſeFormelaufdieGleichung
u = Ath,

anwendet, ſowird man finden
2

ATI =
D

tn+T
nAto-r

TT

n
2

n derSpiraledes Cononhatman
iE undA= —;

i

z

2x

es gehtdaraus hervor.

RU = ¿28
i

:

| 2x /

|

Man ſiehtdurchdieſenAusdrukdaßwennt== 25x,“ias
daß nach einerUmwälzungdesbeſchreibendenHalbmeſſers,
die Gubdtangenteder rectificirtenPeripherieglei iſt,{ſo
wird man eine vierfacheSubtangenteam Ende}dev bey-
den Umwälzungenfindenu. . w. wie Archimedes es
bemerkt hat.Wenn n = — 1 iſt,welchesder Fallder

:

hyperboliſchenSpiraleiſt,ſowird man AT‘ =A ha»

ben, d, h. daßdieiE fieſeCurve beſtän-
digiſt, | i

1
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Je halte mich niht bey der Unterſuchungder Nor-

male und Subnormaleauf, weil man dieſelbenleicht

tegieſobaiddie
Subtangentebekanntiſ

Jc bemerkebloßdaß
AT‘ udt

i AL ae
dieTangentedes Winkels ausdrü>t,welcherder Radius-
vectorAM mitder gradeT‘/M macht,

'

die dieCurveim
PuncteM berührt,und daß man

TM
= SEES-ATS= Vte: hat,

u?dt?

——

2783. |

Wir wollenjèztden Ausdru> desKrümmungshalh-
meſſerstransformiren:um dt als beſtändiganzunehmen,

|

*

wollen wir zugleihdx und dy ſi< verändernlaſſen,und

wir werdenuns wie inNr. 273 der Formel

ta
(dx?+ dy

—

/

dx d?y
— dyd?x

bedienen. :

‘

Dieſesfeſtgeſetzt,werden die Werthe von 4x und

dy (Nr.276)indem man aufdieGleichung
:

lin(t— m)* +coſ(t— m)* = 1,

Rückſichtnimmt , geben: .

dx* + dy? == du? Ludts,

= ducoſ(t—m)—2dudtſin (t—m)—udt*côoſ(t—m),LESasfin(t—m) + 2du dt caſ (t— m)—udt?lin(t— n),
dx d°y—dy d°x = 2du?dt — udt d?u + u? dt?,

“und folglib ,

(du*+ u? dt2y?
Y udt du — 2du?dt = u? dt?*

Diez

—————E
AR
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‘Die�esReſultat, wie man es erwarten konnte,iſtunab-“
hängigvon derGrdßem, welchenur von der willküheli-
den LagederLinieAB. abhängt,und man hättedieRechs
nungenvereinfachenkönnen,wenn man vorausſeßte,daß
dieſegrade Liniemit dem Radiusvector AM _zuſammen-
fieled. h,indemman in denWerthen der Differentialle

:

dx, dy,d°x und d?y,
ſin(t = m) =o undcoſt —m=1_

macht, tvelchedadurſich auf“
dx = du, dy = uüdt, dx = du — udt?,

s
:

dy = a2dudt, SF

reducirtbefunden‘hätten. :

:
i

“Wenn man von den Poſlar-Coordinaten Gebrauch
macht, ſoberechnet’man auchdieEntfernungME, welche

zwiſchendem PunctMK und dem Fuß der Perpendiculare
EF, die vom Centrum des Berúhrungskreiſesauf die

gradeLinieAM gezogen, begriffeniſt,weil ſiezuweilen
die Conſtruction- des Krümmungshalbmeſſers-eleganter

macht. Man ſieht,leichtdaß dieDreyeckeMAT‘ und
:

MEF hnlichſind,und /

|

MT‘: AT‘ :: MF¿ME, Y

L
geben;“ſeßtman fürMT‘ und fürAT‘ ihree Werthe,ſo -

wird'man befommen :

ME = =

udu? ESu’dt?
ESS ud? u—2du? ade :

Um eineAnwendung:ét Formelzu machen,nehme ih
dielogarithmiſcheSpiralederen Gleichungt = lu

e
Indemman di�erentitrtfindetman

dé =, M — dei e A
u

araus.manſieht,dasin allenPunctendieſerCurve
; die
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die Tangente denſelben;Winkelmit demRadiusvectox
macht.

Eine zweyteDifferentiationgiebt
«i

udtu—_— dut =o,

imorausman R
fn

:
du =< —

ſubſtituirtman dieſenWerth,ſowie den von dt, in dem

Ausdruckvon ME, ſo wird man bekommen:
E

e:
udu? + uM?du?

“7 e
j

ME
=

—

RR = u = AM, (Fig.35)
|

"Es Folgtdaraus, daß die gradeLinieAEF,ſenkrechtauf
den Radiusvectorgezogen, die Normale MF ün Mittel-

punct des Berúhrungskreiſes,oder im correspondirenden
Puncte der AbgewickeltenFZ begegnenwird. DieſeAbge-
wickeltewird eineder vorgegebenenähnlichenSpiraleſepn;

denn da der Winbel AFM gleihTMA iſt,o wird er

daſſelbefár.allePunctederCurve FZ, ſowie fürdie
derCurve MX ſeyn,

279.

Es iſteinleuchtend, daßdie Längedes Bogens einer

Curve eine Functionvon ſeinerAbſciſſeoder von ſeiner

Ordinateiſt,und daß folglihdas Differentialdieſcr

Größe, ſi vermittelſtdieſerveränderlichenGrößenund

ihrerDifferentialienmuß >œusdrückenlaſſen.
Wenn man den Bogen DM (Fig.36)z nennt,"und

dieAbſciſſeA? gleichx ſett,ſo 2 iſteineFunctionvon
x, und es entſtehet/daraus

zh zh? zh?

DM + NW =: +— +
1/2

wenn

*
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wenn x ſic<in
APP pé X by

2

verwandelt2‘,2, 2, y, . w. indem ſiedieDifferen,'

tialcoeficienten=,i Uf: w.vorſtellen,
derenſucceſs

ſiveAbleitung,wie man weiß,E beſchaffeniſt,daß ó-
bald mandie erſtekennt,auchdiefolgendenfindenfann.

Dieſesfeſtgeſcht, wenn man dieOrdinatenPM und P‘M/

einandernahe genug nimmt, damitdieCurve zwiſchenih-
nen feine-Beugungerleidet; ziehtman die TangenteMT,

und die Sehne MM‘, ſowirdman ſ{ ohneMúhe über-
führen,daß der Bogen MOM!, MM übertrifft,und daß er

weñigeriſt,als die Summe der gradenLinienMN und
MN’. Es folgtdaraus daß die Entwickelung‘des kleinen
Bogens K41/, welchedurchdie.Reihe

z‘h ZS zh?
—

+

— + ——

+

u.

.

wv.
E EN ZE L873

D

oorgeftelltiſt,ſichunter diejenigender GrößenMarund“
MN + MN befindenmuß; berechnenwiralſoeinenje-
den ven dieſenletztern.

Das rechtwinkligeÀ MUM’ Q wird geben
uu = VATFME;

da aber «

:

:

M=b, MoQ= PM — PM,

und P‘M’ dasjenigeiſt,was y wird, ſobald« fi in

x + h verändert,ſo wird man zur Entwi>kelungvon

MQ die Reihe

A NS 11?

E LV pu. ſw.
haben,welcheman zur Abkürzungunterder.Form

(7° + phjh,
ſeßzenfann,indem

1

man
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RE 1 yh

= +t uf w.

macht; ſubſtituirtman dieſenWerth,Y wie den von MQ,

ſobekommt man
/

MM‘ = VF Th GE Ea h+pth2,5:
machen

wir auch zu mehrererVereinfachung
|

2py + ph=9_

ſobekommen tir
|

:

MM =h [(1+ y) + qb.
Entwickelnwir die Quadratwurzel,vermittelſtderbino-

miſchenFormel,ſowird daraus hervorgehen.

MW =( + b+i( + gh +...

MN und NQ wird man durchdie Vergleichungderfis
lichenDreyeckeTPM undMQN, finden,worausman

chließt
TM x MQ

ANSES SVT + y»
MPG M

>
Nd = 7h

:

(Nr.246) und dá

|
MN = M‘Q— NQ

ſo-bekommt man
:

?

RS yh?
y

MN = -— —— i

Le A Ks EE EA

Fúgt man dieſerReiheden Werth von MAN hinzu,ſo
wird das Reſultat

BE 4 3

er E n EL

:

2. E, AGAN
-

DieEntwickelungvon‘MN’ «+ M‘M ſeyn,

Esiſtleichtzu ſehendaß,wenn die Curve ihreCon-
cavitätgegendieAbſciſſenaxekchrte,man alsdann

|

ES
i MN
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MN = NQ — M/Q

bekommenwürde; allein der Ausdru> von M/N würde
noch daſſelbeerſteGlied wie oben haben,weilder Coeffis*

cienty“ negativſeyn würde,
Nähern wir die verſchiedenenEntwickelungen, welche

wir ‘ſoeben Se E ſo werden wir die dreyReihen
haben;

MaSr +e Cp ge e
L 2h

S

MOM‘ = + M
yh?

MN +N/N
= C + y) *h-+ AREA

wovon die zwiſchenliegendeeine Größeausdrúd>t,weiche
zwiſchenden Werthender beydenandern begriffeniſt; da
aber dieſeleßterendaſſelbeerſteGlied

(1+ yYh,
haben,ſo {ließtman daraus, nachdem, was in der-

Einleitung(Nr.36)bewieſenworden, daß

:

2! = (1 + absyz Ï

Setzenwir ſtatt2‘ Wundy‘ den Differentialausdru>der

R
welcbe ſievorſtellen, ſobekommt man
a

LTR
== L D

ES—, oder dz=FV/ax?
+

dy

+ dy?

LS fönnte durch dieſeFormelzum Differentialdes
Kreisbogengelangen,welcheswir a priori(Nr,23)erhal
tenhaben,denn da

diéGleichung
Z

x dx
42 + Ff= at, deaES

giebt,ſo findetman L
di = LEE SE

DEE
—:

7 Va — xs

Il,De Te P 5 tvenn
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wenn man x in u verändert, und den Radius = 1 an-

nimmt, ſo wirdman auf das ReſultatdercitirtenNr.
zurückfallen.

“Indem man für
:

:

ta

dx* ++ dy*

ſeinenWerth“
i du? + u°dtt g

welcherin

-

der vorhergehendenNr. gefunden“worden,

fegt,ſowird man

|

:

:
dz =. PVdu* + udt?

zum Ausdru> vom DifferentialdesBogensaufdie Po-
lar- Coordinateu und t bezogen,bekommen.

280.

Der Flôcheninhalteiner Curve oder die Bröße des

Raums &DAMP welcherzwiſchenden AxenAB und AC. den

Bogen DM und der Ordinate.PM begriffeniſt, iſtno<
eineFunctionder AbſciſſeA?, und man wird davondas

, Differentialauf eineanalogeArt finden, wie wir zu dem
- Differentialdes Bogens in der vorhergehendenNr. ge-

‘Fommen ſind. Wenn wir dieſeFunctiondurchs vorſtel-
len,ſo wirds

|

:

n sh? sh?

EE

E

Fe
RE

Âa
% FEET+ ü. tw.

ſobaldſih x in x a ü“Deioaudén:der Ausdruck des

Raums PMM/P‘ wird alſozurEntwifelung
“sh sh Sh

TE
haben,alleines iſtleiht‘zuſehen,daß dieſerRaum grò-
ßeriſt,als das eingeſchriebeneMESEPMO P! tvelches

zum Ausdru>
:

PP X PM=

pt hat,
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hat,und kleiner als das umſh:iebeneRechte>PR Pp‘)
welchesgleich

; 1 yhPP! X Puk (y 4 LEpL +... 4)3
1 - y

die Reihe E: E
s'h gh? gh?E

-+u.ſ iw,1:55 L253

iſalſojriſciéuden Größen
h

yhund yk+ TSL=+ u.fw.
begriffen,und man Fbidaraus,daß s' = y (Einleit.

-d
eS

Nr- 36)óder FE= y, oder endlichds = ydx,ein merf«

würdigesReſultat, weil es uns lehrt:daß der Diffes
rentials-Coefficientvon der Function der Abs

_ſciſſe, welche den Flächeninhaltirgend einer
Curve ausdrúd>t,der Ordinate dieſerCurve
gleichiſt.

Man fiehethieraus,daß,obman gleichden endlchen
algebraiſchenAusdruckder OberflächegewiſſerCurven

met erhaltenfann, ſo gelangtman demohngeachretzu
der Kenntnißdes DifferentialdieſesAes alſo¡fur
den Kreiswird man haben

ydx = dx Va! — xe

SQL

SobalddievorgegebeneCurve aufPolar- Coeidinaics
bezogeniſt, ſo wird ihreOberflächedurchden Sectox
ADM (Fig.37),welcherzwiſchenden BogenDM und. den
bepdenVectorenaD und AM begri�eniſt, ausgeineſſen.
Um davon das Differentialzu finden,muß‘man wie
vorher,daserſteGlied dex Entwickelungvon der Größe

P32 ſuchen
:
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228 BiertesCapitel.
ſucheninwelcherſichder-Sectore rdaudult:(D der

- Bogen NO = t, zu

wird,undivelcherdurchde SectorMA M‘ vorgeſtelltiſt.

Wenn man aberdurchdie PuncreM und M die graden

LinienMR und M’R’ reſpectiveſenfre<tauf AM und

AM/ zieht,ſo wird man" zwey rechtwinkligeDreyekebil-

den, zwiſchenwelchen,ſowohl ſeinerGröße ‘alsſeiner

Lagenach,der Sector MAM‘, begriffenſeynwird. Die
:

AM X MR,
2Oberflächedes erſtenwirdausgedrü>ktdurch

M‘ IE M‘R‘
5

Í

A

unddie des zweytendur<

AM oderu als eine Functionvon t betrachten,ſowird

: u'm EO Es
Me E AFE

EDE

Sr. edE E IA rA
ſeyn;man hatCeti
MR=AMtg. MAR = utg,m=u(m++...)(Nr.106),

M/R/=AM‘tg.M/AR‘=Pe —
—

e .. a2)(m-——— .. «FS

ſubſtituirenwir dieſeWerthein denen der Dreye>e MAR

“undM/AR“, ſo wird man fürallebeydedaſſelbe1te Glied

—— haben,und man ſchließtfolglihdaraus, daß die Ent»
2

wi>elungvon demAusdruk desSectors MAM‘ ebenfalls

mit dieſemGliede anfangenmuß. Wenn man alſodurch
s den SectorDAM' bezeichnet,ſo wird man, da die Ent-

wielung von, MAM“ von der Form

,

m
ir m° :

<

Sl Sl RS
61 TL 1

2 �t,
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= /

dt -2

und endlich
j 24t

ás = — haben.

R SUE
5

Eine Curve ‘i�t niht nur gegeben, wenn man ihre
Gleichung hat, ſeyes in Coordinatenzu zwey fixengra-
den Linien,reſpéctiveparallel,oder ſeyesin Polar- Codr-
dinaten;ſondernſieiſtes au< no<, wenn man irgend
eineRelation,zwiſchenzwey durchihreNaturbeſtimmten
Größen hat. Die Eigenſchaftwelchedie logarithmiſche
Spirallinie(Nr.278)hat,einen beſtändigenWinkel mit
dem RadiusvectorAM zu machen, könnteGelegenheitzu
einerGleichungzwiſchendiegradenLinienAM und AT‘
(Fig.35)geben,und. welcbe,wenn man die erſteu, und

dieandere v nennte,folgendeſeynwürde,u = av: man
wirdvon dieſerGleichungzu derjenigenübergehenwelche

"

in Polar- Coordinatenſtatthabenmuß, indem man ſtatt

AT“, ſcinenAusdru> a ſett. E
du

|

Desgleichenmuß eineRelation zwiſchenden Krüm-
mungshalbmeſſerund den Bogen einerCurve, alseine
GleichungdieſerCurve betrachtetwerden, und ſiewird
den merkwürdigenCharacterhaben, daß eineder verän-
derlichenGrößen völligder Curve inherirtſeynwürde,
denn da die Größe des Krümmungshalbmeſſergänzlich
unabhängigvon der Natur und der Lâàgeder Coordinaten
iſt,ſo bleibtſieſtetsdieſelbefür denſelbenPunct die
Eurvemag “eine Lagelaben,welcheſiewolle. Jn

$3 An-
%
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Anſehung.des Bogens,würde ſn Urſprungwillkühr-
lih ſèyn, weil man von einem beliebigenPuncteder
Cu.ve anfangenfönnte ihn zu zählen.

Um von ‘den rechtwinkligenoder Polar- Eoordinaten

zu einer Relation zwiſchenden Bogen und dém Krúm-

mungshalbmeſſerÚberzugehen, múſteman im erſternFalle
x und y aus der vorgegebenenAE eliminiren,vex-

mittelſtder Gleichungen
dz? = dx° + dy* und

: (dx + du2 dz*
R Ta dy = dy d°x N dx dy — dyd°x

CRES

und im zwehten Falleu und t wegſchaffen,indem man

von ‘der Gleichung
dz? = du?+ u? dt?

und demAusdruckeoon a welcherNr. 278 gefundentvor-

den, Gebrauchmacht.

DieſelbenGleichungen"werden dasMittelan- der

“Handgebenz und a zu eliminiren,und von einerGlei-

chung zwiſchendieſenveränderlichenGrößenaufeineans
‘derezwiſchendie rechtwinkligeoderPolar- Coordinatenzus
exú>zufommen; - die Mitteldieſe.Eliminirungzu machen

ſindNr. 78 gezeigtworden.
Man muß deobachtèn,daß unter den Relationen,

die eine Curve caracteriſirenföônnen,es welchégiebt,
die durcbalgebkaiſheGleichungenausgedrücktſind,und

andere,welchees nur dur Differentialgleihungenſind;
dieſelezternſindgewiſſermaſſeunbeſtimmt,'d.h. daß
ſiezu einer unendlicheMenge von Curven,welchealle
‘miteinergemeinſchaftlihenEigenſchaftbegabtſind, ge-

hdrenfönnen,denn nachder Nr. 50 gemachtenBemer-

kung,muß die prim'tiveGleichungvon toelcherſie‘ihren

Urſpeunghaben,eine dem ®xponentenihrerOrdnung
: gkeirhe

—-



Theorieder krummen“ linie 23x

gleiche Anzahl von wilikührlichenbeſtändigenGrößeneins

ſchließen.Die geometriſchenNSE
beſtätigenſelbſt

dieſeBemerkung.
Wenn man z,B.die GleichungderParabely°=Ax

di�erentiirte,und man nachgehendsA eliminirte,1würde

„man zum ReſultatdieGleichung
: 2xdy — ydx = O0

i dx :haben,welcheda ſieT7 = 2x giebt,ausdrü>t,daß

die Subtangentedas doppeltéder Abſciſſeiſt,eine Ei-

genſchaſt,welcheallenParabelngemeiniſt,ihrParame-
terſeywelcherer wolle.

Da die Gleichung
:

y = m(a? — x?)
zu einerEllipſegehört,deren Mittelpunctim Urſprunge
der xen undder y'siſt;und, deren,inder Richtung,der

 Eoordinatenaxen,liegendenAxen,a und avm ſind,giebt
dur< die Eliminirungder beydenbeſtändigena und m,
dieDifferentialgleihungder aten Ordnung:F, K 2

y 2 = EX _——

xy7A=O (Nr.51);
‘jededer Ellipſen,wel<e erſterevorſtellenkann, indem
man den Größen a und m alle möglicheWerthe giebt,
befriedigetdie 2te und der Kreisvon der Gleichung

j
x + y = A?,

befindetſi darinmit begriffen.
;

Man ſiehtaus; dem VorhergehendendasdieBetrach-
tung der DifferentialgleichungendieMittelzeigtdieallge-
meinſtenEigenſchaftender Curve auszudrücken,indem es

zu Reſultatenführt,welcheunabhängigvon den beſtän-
digenGrößenſind„welche‘dieCurveparticulariſiren,

P44 283.
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283.
‘

Anwendungder Methode der Gränzen auf die Unterſuchungder
i Berührungslinien.

Die GleichungenderBerührungslinienvon einerge-

gebenenNatur , können‘ſi<mit eben ſo vielerLeichtigkeit
als Eleganz beſtimmen, indem man von der Methode
der GrânzenGebrau<h macht, deren Fdentität“mit der

Differentialre<hnungwir Nr. 92 gewieſenhaben, Es ſey

(V) eine Gleichungzwiſchenx und y und einerAnzasln

von willkührlichenbeſtändigenGrößen; man könnte die

Curven welche ſievorſtelltparticulariſiren, indem man ſie

durcheine gieicheAnzahlgegebenerPuncte(Nr. 229 durch

gehenließe.Wir wollen uns dieſePuncte in der Curve

DX, von welcherwir dieGleihung in x“ und y“ haben,

liegend‘gedenken;um die Gedankenmehr zu figiren,wole-
ler wir nur dreybetrachtennemli< M, M“, M“, (Fig.38)
und wollen vorauéſezen,daß die Ordinaten PM, P!‘M!,

- P“M“7, unter einander um die nemlieheGröße h entfernt

ſind.Es iſteinleuchtend,daß für jedendieſer-Puncte,

die WerthederOrdinaten,welcheaus der Gleichung(Vv)
die zur Cutve EY gehort,abgeleitetſind,dieſelbeſeyn
müſſen,wie diejenigen,welcheaus der Gleichungder Cur-
ve DX hervorgèhen,und daß folglih,wenn man jede

dieſerletzternſucceſſiveſtatty in der Gleichung(Vv)ſett,
und zu x die Werthe x; x! + h, "x + 2h der corres-

pondirendenAbſciſſenAP, AP/, AP“ ſubſtituirt,man drsy
Gleichungenerhalten“wird, welchedazu dienenkönnen

eben ſo vielwillkührliehebeſtändigeGrößen zu beſtimmen.

Für denGegenſtandwelchenwir uns vorgegebenwirdes

bequemerſeyn, unmittelbarunter ſi< die Werthe von

PM, PM‘, PMI welcheaus der einen und. der andern
-

Caxve
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:

Curve gezogenſind/ zu vergleichen;oder da dieerſtey‘
in dexCurve DX iſt,ſowird die zweyte,welchex!+ h

entſprichtzurNEE in der nemlichenCurve

ZLhi dde z

R ns 2E DereLa
+—

oder |

y

y' + ph + gh?+... haben
die Entwickelung.derdritten„welche ſi auf die Abſciſſe

x‘4-2h,bezieht,wird erhalten,wenn man in der vorher-

gehenden2h ſtaut
h ſubſtituirt,und man wird bekommen:

y + 2ph + 4p + «

: DèsgléichenGsin der Curve EY dieerſteOrdinateP.M,
y iſt„ ſo werden diebeydenfolgendendurchdieReihen

y + Ph + Qh° +... und y + 2Ph + 4Qh? +.4
ausgedrúüt,indem man beobachtetin den Fuuctioneny,
P, Qu. �.w./,x in x‘, zu verwandeln. Dieſes.feſtge-
ſeßt,wird man die z folgendenGleichungen(haben

E C e CD

_y—+ Ph+ Qh’+ Rb'+..==y-+ ph+ght rh+.. (2)

y-+-2Ph-+4Qh?-+8Rh?- =y2aph+49h+8 +.)
Man kann y und y‘ in den zwey letzten,auslöſchen,
weil dieerſteredieGleichheitdieſer-beydenFunctionen

ausdrücktzman wird in derFolgedie GliederPh und

ph dee zteneliminiren,welche,da ſiedenſelbenCoeffi-

“cienten haben, zuſammen verſchwindenzman wirdalſo

ſtatt,der Gleichungen(1) und (2)finden:

Ph+ Qh*+ Rh?*+...aT gh? rh'4+...

2Qh?+6Rh?+. 2qh*-6rh*+...
dividirtman das erſtediiReſultatedur< h und PRE
zweyte durch2h?, ſobefommt man

_P-+oQh-++Rh? +... =p+gh+ hf...

Q +3Rh* +, q+3rh® +

Ps5 DIES
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Dieſesſinddie Entwickelungender Gleichungen, ‘welchen
die beſtändigenGrößen der Gleichung(v) genugthunmüſ
ſen,damit ſiezu einer Curve EY gehörenfónne, welche
die Curve DX in den 3 PunctenM, M“, und M“ begegnet.

Fndem ‘man begreift,daß dieſePuncte ſichmehr und

mehr nähern, wird man ſehen,daß die Curve EY ohne
Ende dahinſtrebenwird, die Curve DX- bloßzu berúh-
ren, und daß die Vereinigungder drey Durchſchnitts-.

““puncteſi< in eine Zerúhrungverwandeln wird. Um

die PuncteM, M‘ und M“ zuſammenfallenzu laſſen,

muß man h = 0 vorausſezen;dieſeHypotheſevernich-
tet feine von denſo ében erhaltenenGleichungen,giebt
abér ihreGränzen , welcheder Berührungder ae

Eos
entſprechen,und

dy dy teSUSA E o
= Py Q=4oder=>, = Tee?

find,wie wir Nr. 259 gefundenhaben.

Jademwir einenvierten, zur Abſciſſex“ + 3h cor-

respondirendenPunctbetrachtèn,ſo wird man fürdieſen
Punetdie Gleichung haben:

y + 3Ph + 9* + 27Rb? + 81 5h? +...
= y“ + 3ph—+ 99h + 27m? + gush* +.

wenn man hiervony und y“weglöſcht-und alsdann die

Glieder Ph und ph, Qh und gh?vermittelſtder auf die

beyde vorhergehendePuncte ſi hezichendsGleichungen,
eliminirt,wird man haben:

6Rh? + 36Sh*+... = órh* + 365h*+...
‘dieſesdividiertdur 6h*,befòmmt man’:

R 68h +. =r + 6h +...

undnimmt man dixGränzenvon einemjedemGliede,ſowird
man fúrden Fall,da die vereinigtenDur(þſchnittspuncte

:

: ſi
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üs in eine Berührung verwandelnwerden, R = x er,

halten.

Es iſleichtdieſesVerfahrenauf eineCatiabigsMs
Puncteauszudehnen,und folglichdie,auf eineBerührung

- von irgendeinerbeliebigenOrdnung, ſihbeziehendeBez:
dindungenzu finden,indem man ſie als die!Vereinigung
einergewiſſenAnzahlDurchſchnittspunctebetrachtet.Die

Berührungder erſtenOrdnung „+ reſultirtaus der von 2

Puncten, die der zweytenOrdnungaus der von 3 Panc-
ten und im Allgemeinendiejénigeder notenOrdnung aus

der von n +1 Puncten,Die Gleichungder Tangente.
leitetſi-ſehrleichtaus dieſenBetrachtungenab, denn

indem man die GleichungeinergradenLinie
y=ax + b

ſtattder GleichungV) nimmt,ſo hatman Z Ws

und die beydenbeſtändigenGrößena und b ſinddur

dieGleichungen ;

A
—

ax!
beſtimmt,tvelches-wie

E|D:238
d

y = y‘ oder y'=axt+b,2 oder a= ZL,

y
—_ = : LcN — x‘) giebt.

o ISS OL

Wir habenin.Nr. 240 geſehen,wie man aus ider

Gleichungder Tangente,den Ausdru> der Subtangente
zieht;alleinman kann unmittelbarerdazu gelangen,- in-
dein man dieGrânzedes Ausdru>s, von dem Theil.Ps,
(Fig,36) der-Axe AB, welche¿wiſchendem Fuß derOr-

dinatePM unddemPuncte,two irgendeineSecante
E
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M/s dieſeAxebegegnet,‘begriffeniſ, ſucht;denn es iſt
einleuchtend,daß, na< Maaßgabeals ſi die Puncte
M und M‘’ einander nähern,ſi< au die Linie M/s

der TangenteMT nähernwird, und daß, wenn dieſe

‘beydePunctevereinigtſeynwerden,der Punct s aufden

PunktLT fallenwird, Die ähnlichenDreye>eMM/Q undMPs werden i

:

MPX MQ -

M‘Q

| EE indem man aber:MQ dur< h vorſtellt,wird man

MQ = ph + gqh°
bekommen. Daraus

PS =a

+ yth Sp
ph + q tp + gh+

indem man dieGrenzenimmt,reſultirtdaraus

PT: = S —

y‘

dx’
:

|

ESE

Das was man eben geleſenhat,iſthinlänglich,die Me-

thodeder Grenzenauf alleswas die Theorieder Curven

angeht,anzuwenden;es reihthin,zuerſtPunctedie unter

ſichentferntſindzubetraten,und hatman eineGrdße
. welchevon ihrergegenſeitigenEntfernungabhändst,ein-

geführt,ſo ſuchtman in der reſultirendenGleichungdie

Glieder,wodur< man ſiekann verſchwindenlaſſen,und
deren Enſembel die Gleichungder Grenze ausmatt

- oder diejenige, ‘welcheſtättfindenmuß, ſobalddievor-

gegebenen Punctezuſammenfallen.

©.PSs =

è

285.

Leibnitz,betrachtetdie Curven,um dieDifferentiäl-
rechnungdaraufanzuwenden,als Polygone,von einer

unendlichenAnzahlunendlichkleinerSeiten,und in die-

ex-
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ſerHypotheſe,iſtdie Tangentenichtsanders als die

Verlängerungder Polygonſeiteſelöſt,wie man es in

(Fig.39)ſieht.DieähnlichenDreie>keM‘MQ und PMT,

gebenſogleich EE

MP XMQ

_

ydx
BLQ

+=

rA
Es ſcheintanfangs, daß dieſeArt die Subtangente

zu finden,nichtsanders als eineApproximationſey,denn
ſoflein man auch die Seiten des Polygonsvorausſett,ſo
werden ſiedo< niemalsmit derCurve zuſammenfallen,
und folgliwird die gradeLinieMT, niemalsTangente
ſeyn; alleinman führt in der RechnungeinenUmſtand
ein,welcher,die SubſtitutiondesPolygonsbey der Cur-

ve, rechtfertigt,man abſtrahirtnemlichvon den Potenzen
von dx, die hdherſindals dieerſtenund von allenGrô-

ßen, welche man als unendli<fleinin Anſehungder
andernbetrachtet. :

Jn der That,wenn,von einerSeite dieanalytiſchen
Reſultate,welcheman ſo erhaltenhat,um'ſo genauerſind,
als dx fleineriſt,ſo differirtvon der andern Seite das

Polygon um, ſo weniger von der Curve, als ſeineSei-
ten mehr.vervielfachtſind,oderals der Raum PP“ wel-
cherdx vorſtelltgeringeriſt,und da nichtsdem entge-
genſteht,daß man ſichdieſeSeiten übereinebeliebige
Gränzehinausvervielfachtſih gedenkt,ſofolgtdaraus,
daß das im PolygonberechneteReſultat,von dew wel-

hes ihm in der.Curve.entſpricht,um einegeringere,
als eine gegebeneGröße,unterſchiedenſeynkann,

|

Aus dieſemGeſichtspuncte‘betrachtet,ſcheintmir die

Differentialre<nungfeinenBegriffdarzubieten,welchen
ein fähigerVerſtandnichtzugebenkönnte,¿und-ſiewen-
det ſi alsdannmix dergrößtenLeichtigkeitaufallè'Fra-

gen

PT =
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gen an, welche man in der Theorie beeCurvenan-

tuift. *)
SA

__

Der Bogen MOM/(Fig.36) Vatifür ſeineSehne

genommenwerden,von welcherer in Beziehungaufdie

Größen der erſienOrdnungnichtunterſchicdeniſ , weil,

nah dem was man Nr. 279 geſehenhat,die beydenGrd-
ßenMM“ und MN —+ NM’ zwiſchenwelchener enthalten

iſt,

*)Mit UnrechthabeneinigePerſonenLeibnizenvorgeworfen,
daß er feineri<tigeBegriffeüberdieMetaphyſi®der Dif-
ſerentialre<nunghätte; beyGelegeuheiteiner Arbeit von

dem Geometer Sturm, über die Quadratur der Eurven

und CubaturderNasvermittelſtder Reihen, drü>ktex

fichſo aus:
j

/

„„Sentioautemet hanc ét alias(methodos)hactenus
„adhibitasomnes deduci pofſeex generaliquodam.
„meo dimetiendorumcurvilineorumprincipio,quod
»ûgnura curvilineacensenda ſit aequipolle
„re polygono infinitorumlaterum« unde ſ-qui-
„tür, quicquidde talipolygonodemonſtrari poteſt,siì-
„ve ita,ut nullus habeaturat numerum/ laterum reſpecs
„tus „ ſiveita, ut tanto magisverificetur,quantomajor

; »fumiturlaterum numerus, itaut error tandem fiatquo-
|

„visdato.minor; id de curyapoſſepronuntiari.“(Acta

 eExuditorum ann. 1684, pag.585)
DiefewenigeZetlen,fteüenm1t eben-fo vielWahrheit

als Bündigkeitdie Idee dar , welcheman ſi von der Nes

thodeder unendlichkleinenGrößen macbenmuß; ud die -

von . d'Alembert’erneuerte Methode der Gráäazen,iſ
deutlichgenug darinangegeben.Leibn1shat oh in mehs
reren ſeintrBriefewiderhoit,daß indem man ſichzur Abs

kürzungderSchlüſſedie Betrachtuugenderunendlich fkleis

nen Größen‘bedient,‘man vou dem Styl des- Arch
medes, nur inden Ausdrücken differirt.
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iſt,+ ſelb nur um Größender zweytenOrdnungdife

firen,Man ‘hat‘alſoalsdenn/

:

MoM’ = Vax? + dy?
Das gradlinigeDreye>MQM“ (Fig.39)mit dem.Dreye>
MPR verglichen,läßt die-Normale und Subnormale

finden,
:

:

286.
i

Dadie OrdinatePM odery, durchF(x)vorgeſtellt
iſt„ſo wird die folgendeP'M‘, f(x + dx) ſeyn;woraus

folgt, daß die Differentiale

df(x)= f(x + dx) — f(9 = f‘(ddx(Nr.IO)
MQ vorſtellenwird. Wenn man x —+ dx in f(x)dx,

ſett,ſo kommt f‘(x + dx)dx zum Ausdru> des Diffes
rentialM‘‘Q’ in Beziehungauf die Ordinate'P‘M'; in-

demman aber die gradeLinieM/M verlängert,bis ſic
die OrdinateP‘“‘M‘“in O begegnet,ſobekommt man

M‘Q==Q/0,und OM/=M’Q—M/Q=f(x+dx)}dx—f“(x)dx,
wird alſodas zweyteDifferential

* der Ordinate PM, oder

4°yſeyn.Betrachtetman nocheinenviertenPunctM!‘/,
ſo wird man ſehen,daß 0m‘ in Anſehungdes Puncts
M‘, «das iſt,was O04‘ in Beziehungaufden PanctM

iſt,und daßer folglichdarſtelltwas f(x) dx? oder d°yp
wird,wenn x ſichin x + 4x verwandelt,man bekömmt

alſo
:

OM = f(x +4 dx)dx*,und

OM — OMV = F(x + dx)dx?— f(x)dx? = d(x):
eben ſo wirdman die fernern Differentialeformiren,

“ indemmaneine größereZahlaufeinanderFlgenDetYuncte
nimmt.

Es iſtdut< das VorhergehendeſehreinleuHtend,
daß dieCurve gegen

è

dieAxeAL concav ſeyn wúárde,wenn

i i

: “5 Mee
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QU‘ weniger wäre als Q‘0, oder QU’, und daß alsdenn

OM/’ oder d°y negativwäre.
“

Mennſatt dieOrdinatengleichweitvon einander ent-

ferntzu fupponiren,man die aufeinander folgendenSei-

ten des PolygonsMMMM“... alleglei annehmen

wollte, ſo würde dieſesniht mehr das Differentialdx

ſeyn, welchesman als beſtändigane muß, ſondern

der Ausdru> P/Ix?+ dy?e

287.

Wenn mandie Curven aufPolar-Coordinatenbezieht,

ſo iſtdas erſteDifferentialdes Radiusvector, AM (Fig.49)
der Theil QM“, welchervoin folgendenRadiusvector,
durch den Bogen“desKreiſesMQ, welchervom Punct A

als Centrum, mit dem Radius AM beſchrieben,abge-

ſchnitteniſt. Man betrachtetdieſenkleinen Bogen als

eine gradeLinie,und das Dreye>MQM‘ als gradlinig,

welches,
i

MM = VQML QU?

giebt.Wenn man den.Winkel MAM durc einenBegen
des KreiſesNN“, welcherdurcheinen der Einheitgleichen

(Nx.275)Radius AN beſchriebeniſ, mißt, ſohatman

QM = udt,und da QM = du iſt, ſo fommt
:

i VEE a des

Mangelangtzum Ausdru> der SubtangenteAT, welche

“wir inNr. 277 gefundenhaben, indem man die Dreyee
M'MQ undMAT unter ih vergleicht,welcheman als

ähnlichbetrachtet,weil,da der WinkelMAM/, unendlich
fleiùinAnſehungvon MAT iſt,M‘Q parallelzu AM,

und MQ ſenkrechtaufu‘Q ſupponirtwerden fann; es
5

reſultirt
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reſultirthieraus

e AM X MO
__ pde

1 Al 42 du

Da das zweyte Diffcrentiald?u, die Differenzzwiſchen
zwey crſteaufeinanderfolgendeDifferentialeiſt,ſowird
es dur< M“Q — M'Q vorg:��lltwerden,und man muß
beobachten,daß, wenn man denBogen NN‘ als beſtáus

digſupponirt,_oder-daß, man den Winkel t um dieſelbe

Größe verändern1äßt, ſo ſind die Bogen QM, QM‘,

deswegennichtunter einander glei; denn alleHalbweſsi

4

ſer ſind„ verſchieden.

288.

Betrachtetmandie Berührungscurven, alsPolyaone,
welcheeine gew:ſ}eAnzahlLeiten mit dem Polpgon,.
welchesdie vorgegebeneCu: vevorſtellt,gemein hat, ſo
wird man ohne Mühe bemerken,daß fürjededieſer

_
Seiten,dieDifferentialedieſelbenſeynmüſſenim berüh-
renden und berührten Vele. Nennt man -alſodie *

Ordinate der Berúhrungscurvey, und dieder vorgegebe-
nen Curve y‘,ſo wirdman zur Fangeatedie nur mit.
einer einzigen Seite zuſammenfällty = y“und dy = dy
haben. Jun den Berührungécurvender zw:ytenOrdnung,
welchezwey Seiten mit dexvorgegebenengemeinhaben,
wird -man zugleichhaben;“ N

y — ae9 dy.= dy‘, d?yp— d’y’u, be10.
fürdie höyernOrdnungen.Dieſe Reſuitatevertragen
ſid ſehreinleuchtend,mit denen von Ne. abrweildx
-Polliihe.fürdepde_‘Curveniſt, z

L

1),Theil, D * 289
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289. y

Man kann no< die Theorie der Berúhrungskrei�e
von einer zu “eleganten und reihaltigenBetrachtung ab-

leiten, um ſiemit Stillſchweigen"zu übergehen.Wenn
man auf die Mitte dér Seiten MM‘, MM, (Fig.39)
die SenkrechtenGF, G‘F“,errichtet,ſowird ihr-Durch-
ſcnittspunct5! der Mittelpunctdes Kreiſesſeyn,welchcr
dur die dreyPuncteM, M‘, M“, gehet,und eben

ſo iſtès mit den ‘andern; aberjemehr dieSeiten des

Vieles vervielfachtwerden,deſtomehr werden dieLinien
GF, GF’ fid nähernNormalen der Curve zu werden,
und jeweniger wird der Kreis MM‘M’ vom Berúh-
rungsfreisdifferiren.Man könntealſo den Mittelpunct
der Krümmung, als den Durcſchnittspunctder:beyden

‘unendlichenNormalen,und die AbgewickelteFFF“... als

die aus allendieſenDurchſchnittenreſultirendeCurve,be-

trachten.Es iſ alsdann ſehreinleuchtend,daß ſiedurc
alleNormalen berúhrtwerden muß,und daß die Berüh-
rungsfreiſezu gleicherZeit,die vorgegebeneCurve be-

rührenund ſchneiden,wie es Nr.262 gezeigtworden.

Um dieſeUmſtändeanalytiſhauszudrü>ken,wird man

wieder dieGleichungder Normale nehmen, welche,in-

dem ſie.dur< x‘und y“ die Coordinatendes auf der vors
:

gegebenenCurve‘genommenen PunctsE unter

der Form
GG — NDA + (x — xd = 0... (1)

(Nr.245) geſeßztwerden kann,und man wird beobachten,

daß um zur Normaledes folgendenPunctsüberzugehen,
man =»!+ ds fürx‘ ſubſtituiren,und folglichy‘ verän-

dern laſſenmüßte, daßaber indem man die Coordinatea

x undy auf den Dur@ſchnittspunctder beydenNorma-
len

Dv
ritidinioaia
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len antoendet, ſie’in dieſemFallſi" nihtverändern
müúſſenzman wird die Differentialeder Gleichung(1)
bloßin Beziehungauf x‘ undy‘ genommen, gleih-Null
machen/und indem man dx‘ beſtändigmacht;ſo kommt;

(x —

y Ja?+ dx? — dy? = 0. (2) :

Beſtimmtman“x- und y durch dieſeGleichung?n,ſo wird

man dieſelbenWerthe haben,wie die,welche die.Glei-
chungen(2) und (3)Ne. 260 und 261 für « und 8 geges

ben haben; man wind.denMS vonMF dur die

Formel
Va FOE TS/

bere<hnen.
Es iſtgut zu bemerken,- daß die Gleichungèn(1)

und (2) auch erhaltenwerden, wenn man, das erſte
Differentialund die zweote D ferentialedes Ausdrucks

Vae Y +4 — 9
gleihNull ſett. :

In der That, wirdderBerúhrungsfreis,da erChies
3 unendli<hnahe Puncteauf der vorgegebenenCurve

|

geht- ſeinenMittelpunctin einer gleichenEntfernungvon

jedendieſerPunete haben;oder da die Coordinatendes

erſternx‘ und y‘ ſind,ſo muß man dieſe veränderlichen
Größen einmaldifferentiirenum zum zweyten úberzuges
hen,und zweymal, um zum drittenzu gelangen,ohne
daß deswegen die obigeEntfernungeine Veränderunger
leidezes iſtalſoeinleuchtend,daßihrerſtesund zweys
tes Differentialglei Null ſeynmüſſen.

290.

Das Verfahrenwodur<wir zurGleichungderAbge-
wielten gekommenſind,indem wir ſiebetrachte,als
wäre ſie-dur dieaufeinanderfolgendeDurchſchnitteder

. Q 2 Nox
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Normalen gébildet, föónnte auf die Unterſuchungder dur
alle‘gradeLiníen,welchedurchdie verſchiedenenPuncte
der vorgegebenenCurve gezogen ſind,berúhrtenCurve,
angewendetwerden, und die mit derTangentegege-

bene.Winkel macht, weil es- leihtſeyn würde die

GleichungenirgendeinerdieſergradeiÜnien zu finden.
Wir wollen jeztdas allgemeineProblemauflòſen,wovon

*

dieſesnur ein beſondererFall‘iſt,- und welchesman wie
“- folget,ausdrú>en kann: Die Gleichung der Curve

zu finden,die eine unendlihe Menge anderer

voneiner gegebenen Natur berührt und die

demunterworfenſind, nach einem gewiſſen

Geſetzeaufeinanderzu folgen.
: Um dieAuflóſungbegreifliherzu machen, werde i<

gleiein Beyſpielnehmen,und mich vorſeten, die Gleis

“<ungder Curve EX (Fig.41) welche alleKreiſedie aus

den verſchiedenenPunctender Curve DZ mit eincm Ra-

dius gleicha beſchriebenſind,berührt,zu beſtimmen,

Es ſeyenMGO und M60! zwey dieſerKreiſe,welcheihre.
Mittelpunctein den PunctenN und N“ haben;es iſeins

leuchtend,daß ihr Durcbſchnittépuncty um ſo weniger
voû der CurvéEX entferntſeynwird, als die Puncten
N und N‘ näheraneinander ſeynwerden ; und daß, in-

dem man dieſePunctezuſammenfallenläßt,die der Be-

rührungM und M/ mit dem.Puncte @ zuſammenfallen
werden : man fann alſodie berührende Curve EX, als

— durchdie‘ſucceſſivenDurchſchnittederberührten Duigebildet, betrachten.

Dieſes‘feſtgeſetzt,wird die Gleichungdesdites
M60 âleih(x — «)*+ (y — = a?

- ſeyn,indem*man dur< « und s die CoordinatenAQ und
-

QN der Curve-D2 bezeichnet;aber vermittelſtder Glei-
“Sit

+
E <ung

E
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ung dieſerne: welchei dur A (#)vorſtelleu
werde,wird man 8 gus der vorhergehendenwegſchaffen

#

können,welchealsdenn
Gti 935rſt JAR D

werden -toird,
So langeman nurx einen KreisR betrahz--

tet, mußdie Größe « als beſtändigangeſehenwerden,
und um, von dieſemKreiſeauf den ihm unmittelbar fols
gendenübergehenzu fónnen,muß wan « einen von dem

añfänglihenunendlih wenig verſchiedenenWerth geben;
alleigwährend « ſichſoverändert,werdendieCoordinatén

x und y des Puncts6, welcherzugleichbeydenKreiſen

emeiniſt,ſichniht verändern,und dieſeswird man

ausdrúcfenindem mandie DifferentialederGleichungC1)
in Bézugauf « allein

Stuominälzgleicho macht,woraus

reſultirenwird
|

(x — «)+ [y — Di f(a)ci 6 (A)

e )
indem man

——=— durfia)FEE,unddengemein-
:

ſchaftlichenpe dz unterdrú>t,
Wenn mar gegenwärtig« zwiſchendenBiliungen

(1)und (2) eliminirt,ſoerháltman die Relation,welche
die veränderlichenGrößen x und y unter ſihhabenmüſ-
ſen,wie auchdie Lage des PunctsN auf.der Curve

DZ ſeynmag, oder welchesdaſſelbeiſt,die Gleichungder

CurveEX ; die alle,nach denBedinguugender gragebesica Kreiſeberührt,
Es ſeyallgemeinV =O eine.Gleichuogzwiſchenx,

y und einerwillkührlichbeſtändigenGrdße «, giebtman:
dieſerbeſtändigenGröße alle möglicheWerthe,ſo]ge::

hendaraus eineMenge Curven.hervor,dieman betrah- -°

ten. kann als ob ſieſichjezwey und zwey hintereinander
QB np

s

Æ %
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{neiden, und in allen dieſenCurven zuſammengenommen
wird die Ordinate y ſi<auf zweyerleyArt verändern,

ncmli<, indem man von einem Punct zu éinem an-

dern in derſeldenCurve, ‘oderindem man von einer Cur-

ve zur andern in Beziehungauf dieſelbeAbſciſſeúber- -

geht; imerſten

E
verändertſi<x állein,und das Dif

ferentialvon y iſt
=
E
7
dx, im zweytenFalleiſtes «, wel-

Ôeſichverändert,und man hat= de, zum Differential

von y. „Aber ſobald man einen,zwey hintereinander
folgendenCurven gemeinſchaftlihenPunet betrachtet,ſo

;
Ga d :

bleibty daſſelbefür beyde,welchesZo giebt.Nach

demiBVorhergehenden,muß man alſoy als eine Function
von x und von « betrachten,/ die von der Gleichung

e

:

;

:

dy
V = o abhângt,und man wird um = und e

dx de” zu bes

ſtimmen,die beydenfolgendenGleichungenfinden:
dV dV dy

ds
dx Âx e

av dy
:

— + —

Go IES (Nr.79)

ManſiehetGisdie EE daß - dieVorausſetzung
'

von-

dy
da =9,

Verbindetman dieſeGleichungmit V =o0 zuſam-
men, ſo wird daraus durchdie.Eliminationvon «, die
Gleichungder Curve reſultiren,„.welcheallediejenigenbe-

rührt. die dur< V = 0 vorgeſtelltwerden können.

Man hâttezu demſelbenReſultatgelangenkdnneh

ohndie Betrachtungder ſuceeſſivenDurchſchnitteder be-
:

rúhrten

V
—— » i .

TA
°, giebt.
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_ rúhrten- Curven) zu gebrauchen. Jn der That, die berüh-
rende Curve hat in irgend einem ihrer Puncte, dieſelben
Coordinatenx und y und denſelbenDifferentialcoeficient
als dieder Curven der GleichungV = 0, welcheſiein

dieſemPunctberúhrt;ſie'muß alſoalsdann den Gleiz
u N è y

<ungen Vv =o und Tie =0 genugthun,indem ſie

« den zukommendenWerth.giebt;denn man muß beob-

achten,daß die Lagedes Berúhrungspunctesnothwendig
die berührteCurve particulariſirt.Es folgtaus dieſer
leztenBemerkung, dafi,ſobaldæ ſi<verändert x und

_y- ſichauch verändern müſſenund, daß man folglichdie

GleichungV = 0 differentiirenkann,indem man ſuppeo-

nict,daß x und y BOs
von - ſind,welches

dV dV
A as

Se “S

E +S—y + DJ
da

=

o,

gebenwird,einReſultatdaßinBetrachtungder Gleichung

A d
:

:

dx «+7 y =0, ,;

ſi< auf- = 20,reducirt,Da diebeydenGleichungen

i

i
dV

V=ound — =0,
dae

alſofúrjedenBerührungspunctſtattfinden;“ſowird
man daraus diejenigeziehen,welchedem Enſembelvon

allendieſenPunctenoderdex berührendenCurve zukommt,
indem man « eliminirt,davondieWertheden verſchie»
denen berúhrtenCurven relativſind.

E

Wenn dievorgegebeneGleichung,V=0, eineDiffe»

rentialgleihungder erſtenOrdnung wäre,und einewill-
FührlihbeſtändigeGröße einſ{lö}e,ſo würden ſi< die

hintereinanderfolgendenCurven,welcheman erhielte,in-
2A dem
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dem man dieſebeſtändigenGrößenverändern ließe,nicht
ſchneiden, aber ſi berúhren;dennindemſie von irgend

“eineruntérihnenaufE fo'geñdeübergienge, würde der

Diferentiaicoeficient2= ſi nichtverändern,fotenig

wre die Coordinatenx A y. JhydieſemFallwird die

beruhrendeCurve, von. der man die Gleichungerhalten
: E indem man « zwiſchen j

-

dV
=o und — = 0),

dæ

eliminirt,mit einer jedender beruhrtenCurven,eineBe-

rù rung der zweytenOrdnung haben, Man wirddieſe
“Betractu»g‘leichtauf Differential- Gleichungender hd-

Es RENOrdnungen auszdehnenfónnen.
291. :

Das Verfahrenwodur< mandie beſtändigenGrößen
einerGleichungverändernläßt,iſteinsder großen-Mit

tel der Analyſis,und es wird mit Eleganzauf.geometri-
ſcheFragenangewendet,weil es keineCurvegiebt,welz
cheman nichtalsdurc die ſucceſſivenDur{bſchnitteeiner
FolgevonLinienvon gleicherNatur,hervorgebracht,an-

ſehenfönnte. Wir wollen davon noch ein Beyſpielge-
ben, indem wir dieGleihüngender Radlinien (Roù-

lettes)beſtimmen,d. h. derCurven, welchedur die

Bewegung eines Puncts, der aufeineCurve angenom-
men ;

- die auf dieCircumferenz-einec andern Curvezurollengezwungen iſt,hérvorgebrachtwerden.

Ui dieſeUnterſuchungzu erleichtern,wollentir ſtatt
den vorgegebenenCurven zwey PolygoneQU6 und DZ
(Fig.42) ſubſtituiren.Es iſtgleicheinleuchtend,daß, in-
dem man vorausſezt,daß der beſchreibendePunctM,

welcher
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A Seer: auf das betveglicheVielec® genommeniſt,ſi iñn

den PunctD des undeweglichenVieles befundenhabe,
der Bogen QU dem BogenDQ gleichſeynwird. Man
wird hieraufleichtgewahe, däß, währenddie SeiteQg
des béweglihenViele>s, ſi< um den PunectQ wendeñ

witd,um ſi an der SeiteQQ' des unbeweglichenViel:

eds anzulegen, der Punct M einen KreisbogenM M

beſchreibtdeſſeCentrum im Punct Q, und ‘deſſenRadius
die Sehne MQ ſeynwird. Wénn der Punct q inQ' an
gckfommenſeynwird, ſo wied alsdann dasbewegliche
Vieleckfi um dieſenleyterndrehen,bisdieaufQgqfol-
gende Seite Q‘9‘,ſi< auf das unbeweglicheVieleckap-
plicirthaben wird, und der in M angefommnePunck

“M, wird einen neuen KreisbogenM‘‘/ beſchreiben, wel-

<er zum Radius die SelhineMW! gleich Mg, und zum
Mittelpunctden Punct Q‘ hat. Es folgtaus dieſenBes

merkungen,daß,dieRadliniedur dieconſecutiveDurch-
ſchnitte,der auffedemPunctederCurve DZ, mit Halb-
meſſerdie gleichden Sehnen derBogen der beweglichen
Curve,(welchezwiſchendieſenPunctenund dem beſchrei
benden Puncte liegt4)beſchriebenenKreiſeny aebildet
und ſiefoigliþdurchalledieſeKreiſeberührtwerden
Wi ENS

Nennt man dieCoordinatenderake Curve
«, 8 und y die Sehnezo, (0wirddiè Gleichungdes
KreiſesMM! ſeyn:-

GP ==. D
Man muß gegenwärtigbeobachten,daß nachAusſageder
Frage,8 und y bekannteFunctionenvon « ſind. Dies
iſtſogleichinAnſehungvon einleuchtend,® weiles in
gegebeniſt,durchdie Gleichungder unbeweglichenCurve

DZ. Stelltman in der Folge,dure<þt, den Bogen DQ
3

: ‘vor

tf
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vor, ſowird t eineFunctionvon « ſeyn;allein-tdrückt
auh den Bogen MQ aus,welchergleichDQ iſt,und.die
Natur der beweglichenCurve QM6, wird jederzeiteine

GleichungzwiſchendieſemBogen, und der durchy vors

geſtelltenSehne, an dieHand geben;man wird alſobe-

greifenfòönnen,daß 8 und 7 in «, vermittelſtder eben

angezeigtenRelationenbeſtimmt,ſind. ;

Differentiirtman die Gleichung(1)inBezugauf «,

bloßum zum. Kreis M‘M‘/- welcherauf MM“ folgtüber-

zugehenſo wird kommen :

—E— 9-0-0=-/Z..3

und eliminirtman - zwiſchendieſerund der vorhergehen-
den Gleichung,o wird man die Gleichungder Radlinie

haben.Da indeſſenes am dftetſtenvorfallenwird , daß

dieRelation zwiſchenden Bogen QM und ſeineSehne,
transcendentſeynwird , eben ſo wie die, welchezwiſchen
dem Bogen DQ und den Coordinaten der Curve ‘DZ exi-

ſtirenmuß, ſowird dieEliminirungunmöglichſeyn,und -

es wird bequemerſeyn,aus den Gleichungen(1)und(2)
die Werthe.von x und y in «, 8 und y zu ziehen.YJun-
dem man die nôthigenBerechnungenausführt,und dt?

ſtatt,da? + de? ſeht,wird man leichtfinden:

ydyde+ yds de — dy?
x=

dt?

e
dyd8 — ydeV/dt? — dy*

7
de?

;

Man wird dieAnwendungdieſerFormelnerleichtern,in-

dem man, ſo viel als mögli<hdie Größen«, £ und +,

durchden Bogent welcherder beweglichenund UNTERES,
lichenCurvegemeiniſt,ausdrückt.

292
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292.

Wennwir vorausſezen,daßdiebeweglicheCurve ein

Kreis,und dieunbeweglicheCurve die Abſciſſenaxeſelbſt
ſey, ſo‘wird die alsdenn beſchriebeneRadliniedie ge-

wöhnlicheCycloideſeyù.(Ne.211). Da in dieſemFalle
die Ordinate8 der unbeweglichenCurve ſtetsNull iſt, ſo
hat man ds = 0, AQ (Fig.33) wird gleich«,welches

A tae MO

giebt;behältman dieNenner der citirtenNr. ſowird
dieSehne MQ oder y’ dur

Vzr.QN =(=: — coſLS.
ausgedrü>twerden,rooraus man ziehenwird:

t
rdt in —

S
dy =

(
:

t°

V 2r (:— cof—)r
“

Subſtituirtman dieſeWerthe in die;enigenvon x“ und y,

toeiche.die Vorausſeßzung‘von

=o, dB=0 e=t, de = dt,auf

dy yVdt— dy?
Â = = y =8

dt y

¿ GLS dt’
S2

reducirt,ſowird man finden
t

:

ta
x=t= rin —, y=e(1— cof -)-ES, r

Wir haben vorausgeſeßt,daß derbeſchreibendePunctauf
der Circumferenzdes beſchreibendenKreiſeswäre, aber
wenn er, es ſeyinnerhalb,oder außerhalbdieſesKrei
ſes,geſchtwürde, ſo wú:dendie Formelnwenigmehr
zuſammengeſeßterwerden. Es iſtaußerdemſehrſichtdar,

daß
Â
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daß man auf dieſenUmſtandRü>ſihtnehmenwürdè,in-
dem man ſtattder-SehneMQ die DiſtanzMQ (Fig.43)
ſubſtitu:rte,welchealsdann derRadius des kleinenKreis-

bogens,welcherdur< den Punct m um denPunct Q be-

ſchriebenwird, ſeynwürde.

Wenn man dieDiſtanzmO,in welcherder beſchrei-
“bendePunct ſih vom Mittelpunctdes,beſchreibendenKrei-

E ſesbefindet,p nennt, und auf M0, die ſenfre(teNQ
zieht,indem man fortfährtdenBogen MQ, tzu nennen,

ſo hat man

: t

NQ = c fin.—, NO = r cof—, MOG = x = y =

x ERSEt y ee.Y
ydy= pdtlin=,Vd

—

— dr "= a recpeotS—?
;

F

tvorausreſultirenwird
t t

x=t— plin—s» “Y = r— pcoſ—,
« r

Wenn der PunctM außerhalbdes beſchreibendenKreiſes

iſt, ſo gehtdië beſchriebeneCurve unter die LinieAB,
“

Und man nennt ſie:abgekürzteCycloide, weil ihre

Höhe, beträchtlicherals die der gewöhnlichenCycloideiſt,
man tbúrdeſieverlängerte Cycloidenennen, wenn

der Punct M4 im JÎnnerndieſesKreiſesbefindlihwäre,
und alsdenntoúrdeſiedie LinieAB niht etrei<:n,

Die Radlimenbietenno< eineArt Curven dar,wos
mit ſichdieGeometerganz beſondersbeſchäftigthaben;

ih-ſprechevon den Epicycloidenfür welchedie beweglia
“

cen und unbeweglichenCurven,beyde, Kreiſeſind.

-
Jndem wir durch4

den Radius deslezternbezeichnen,
deſen

4
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deſſenMittelpunct‘man: auf- die AbſciſſenlinieAB ſuppo-
nict,ſowerdenſeineCoordinaten

æ und

:dur
q (:th cof 2)und4 ſin

auêgedrücktwerden.
Subſtituirenwir diéſeWerthe,ſo wie ihreDifferenz

tialienin dievon x und yz und behaltenmehrererAllz
gemeinheitwegen, die oben gegebenenAuédrücke von 7x

Und dy, in Bezug auf dem Fall, wo der beſchreibende
“

Punctaußerhalbder.Circumferenzdes beweglichenKreiſes
befindlichiſt„ bey, und laſſendie Produkieder Sinus/

und Coſinus,vermittelſtder bekanntenFormeln,welche
‘dieWerthe dieſerProduktedurchden,Sinus und Coſinus
der Summe und der Differenzder Bogen geben, weg,
ſo werden wir nach geſchehenenReductionenfinden:

=9 — (4+5 eof+ peorE +

A:
FS G+ nt — púa(E+ =Y't,
So oftdie Radíi g und x unter einanderwie Zahl¡u
Zahlſeynwerden, wird man die Relationen-von

t f S

ſin — und fin—, coſ isund Ceres
r : q i r ag

dur algebraiſcheGleichungenausdrü>kenkönnen, und

vermittelſtihrerdieſeGrdßen gus den vorhergehenden

Gleichungeneliminiren; wenn das Reſultatin x und y als

gebraiſhiſt,ſowird dieRadlinie nichttranscendentſeyn.

“
Sezenwir no< voraus, daß, da die unbewegliche

|

Curve beliebigbleibt,die beweglicheCurve eine gradeLí-

nieſey,und daß man den beſchreibenden.Punctauf dieſe
Linieſelbſtannimmt; o wird die Radliniealsdanndie

DEEE der unbeweglichenCurvewerden, und man

wird
I
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wird y = t, befommen woraus reſultirt
e Lus Sg

tda
5 — 6 —

da
, y = _

TE

Eliminirtman 4, 8 und t, mit HülfedieſerGleichungen,
“

und der Relationen unter «, 8 und. t,-welchevon der

Gleichungder vorgegebenenCurve abgeleitetfind,ſowird
“

man zur Gleichungder Developpirten-gelangen.

293.

Das Vorhergehende
‘

giebt‘dieAufldſungder umge-

fehrtenAufgabe der Abgewickeltenz;ih will ze:genwie

man dieſelbenReſultatebekommen würde,

-

indem man

ſi der Gleichungen
EEA

(x — œ)? E (y iis 8) = 2? (Nr.260)
GG — «dx + (4°— âjdy = o,

x2 dy‘?z (“ —

ME
= 0 (Rr. 264)E

Wenn die Coordinatender Ubgewiekelten-Functio-
‘nen von den der Developpirtenſind,ſokónnen die zwey-

ten auh als Functionender erſtenangeſehenwerden.

Differentirtman unter dieſemGeſichtspunctedie obige
beydeerſteGleichungen,#o wird man zu gleicherZeit
die Größenx‘, y‘, «#, 6 und a verändernlaſſenzaber die

mit dx“ und dy‘behaftetenGliederwerdev im erſtenRe-

ſultatverſchwinden; Kraftder zweyten Gleichung,und
im zweyten,Kraft der dritten;man wird alſohaben

— (x — «)d« — (y — 8, ds = ada,
da dx + dady‘ =

nimmt man den Werth von dy‘ im legtenReſultat,um

‘ihnim zweytender vorhergehendenGleichungenzu (ugsſtituiren; ſowird kommen i
i

(x‘—«)
/
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Œ — a)d8 — (y — 8) = 0

DieſeGleichungverbundenmit
— (x!— «dá — (y!— 8) = ada,

“wird Werthevon x‘ und y“ geben, die, wenn man t

an die Stellevon a geſeßthaben wird,dieſelbenſcyn
werdenals die von x und y, die zuleßtin der vors
hergehendenNr. gefundenſind,weil,indem man ſiein
der Gleichung

(i — «Y + (C—
-

6° =
ſubſtituirt,

|
dt° = d«° + ds? 5

fommen wird, man wirdalſo nichtt ſondernnur ihr
Differentialhaben.Dieſer¡Umſtanderkiärtſi,

-

in-
dem (man bemerft, daß einerleyAbgewickelteeine un-

endlicheAnzahlDeveloppirtehervorbringenfann, weil

man den heſchreibendenPunct, auf der Graden bes
weglichennehmenkann wo man will,und folglich:

/=t +7 P
i

atenkann, welchesgebenwird
de = dt,

:

und nichtsin der Geſtaltder Werthevon x undy
verändernwird, “in welchenman an der ‘Stellevon 7,
t + p ſetzenmuß.

Man könnteauh die Frageder Radlinienumkeh-
ren, indem man ſi vornimmt, die Gleichungder-unbe»

wealichenCurve zubeſtimmen,wenn die, der Radlinie
und der beweglichenCurve gegebenſind, oderauch,
die dieſerlegtezu finden,wenn man die zwey an-

“dern kennt. Jch werdemich nichtin dieſeDetails‘eins

(aſſen„und mir nur begnügenzu bemerken , daß dieUm-

drehungder Curve aufeineandre,ſowie die Entwi,
4

delung
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_>elung ein Mittel iſt,‘eine’beliebigeCurve hervorzubringen;

den La Hire hat ſynthetiſchin:den PariſerMemoiren

der Akademie(Jahr1706)bewieſen,und man würde

es acuh dur< die vorhergehendeAnaloſisſehen;daß,
wenn eine beliebigeCurve gegeben iſt, man

immer eine finden fann, die, wenn ſie ſi
auf eine andre, auch gegebeneCurve wälzt,
die erſtere, durc einen ihrer Puncte, hervors-

i bringt,

Süultea Kapitel:

TheoriederfrummenOberflächenund der Curven von

doppelterKrümmung.

i D,
z

Theorieder krummen Oberflächenund der Cutven

von doppelterKrúmmung,die ich-indieſesKapitelvor-

tragen werde, gehörtfaſtganz"Herrn Monge, Clai-

xaut und vorzúglihEuler, waren zu wichtigeReſul-
tate úber dieſeMaterie gekommen;Aber Monge indem

er ſieſo zu (agen; ſeinerSeits wiedererfand,hatihnen
durchdieEleganzder Analyſisvon welcher“er Gebrauch
gemachthat, um dahinzu gelangen,eine neue Geſtalt

“gegeben,und er hat dem, was ſchonvor ihm bekankt,
war, ein beträchtlicheshinzugefügt.Jch glaube,den, we-

nigan dieſeArt von Betrachtungen.geúbtenLeſern, pres

venirenzu müſſen,

-

daß ſiein ein fleinesWerk, welches

ih vor einigenJahrenunter dem Titel:Eſlaisde Géomé-

trieſur lesplanset lesſurfacescourbes*) herausgegeben
have

*)Vondieſemfleinen, ſelb|fürjedemBaumeißer, Zeichner

Dh
w,ſehsveleWerk,erſcheintbald die ſchor,lángſî

veis

C
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habe, die vorläufigenBegriffe finden werden," die zum
Vetſtändnißdes Folgendenunentbehrlichiſt,und daßi
zu den Nr. dieſesBuchs zurückweiſenwerde, indem i<
dieNr. mit dem vorgeſeztenBuchſtabeE citire,um ſievon
den in der gegenwärtigenAbhandlungzu unterſcheiden,

294.
GleichungenderEbeneundder geradenLinie.

Die bequemſteArt, die LageeinesbeliebigenPuncts
‘M’des Raums, (Fig.44),feſizuſetn, eiſt,ihm zuerſtauf
einer der LagenachgegebenenEbene BAC zu’projectiren,
indem man auf dieſerEdene diePerpendiculareMM‘ nie-

derläßt, und nachherdieProjectionM auf zwey, unter-

einander perpendiculareAxen,AB und AC, durchdie
EoordinatenAP und PM’,zu beziehen.Diéſesläuftdarauf
hinausden Punctſelbſtauf den dreyEbenen BAC, BAD

|

Und DAC, die untereinander perpendicularfindzu bezie-

hen; denn die Coórdinaten AP undPM obgleichin der

Ebene BAC liégend,ſtellendie EntfernungenM M‘/' und

MM“ des vorgegebenenPunctsM, von den ‘beydenan-

dern Ebenen BAC und BAD, vor. Die graden LinienÄB, +
“

AC und ÁD nachwelchen die CoordinirtenEbenen

BAC, DAC und BAD ſi< je zwey undzwéy ſchneiden,

heißenAxender Coordinaten,und man unterſcheidetſie
)

untera

verſprocheneUeberſebung,Der vollfändigeTiteldes Oríz-

ginalsiſt: Eſſaisde Géométrieſur les planset Ilesfur-
facescourbes; (ouElémens de Géométriedeſcriptive),
Par Silveſtre- FrançoisLa croix. Paris 1795, $ Ge

11.Theil, KN
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untereinanderdur< den Buchſtaben,welcherdiemitihnen
"parallele.Coordinatebezeichnet;wenn man alſo

AP = x, PM = y und MM = 2,

macht, ſowird die LinieAB die Axe der xen, die Linie

AC, die Areder y's und die Linie.AD die Axe der z's

ſeyn.
Die coordinirtenEbenen bekommen ſelbſtähnlicheBe-

nennungenz;die Ebene BAC wird dieEbene der xen und

y's heißen,weil ſiedie Coordinaten x und y. enthält.

Wenn dieProjectionM‘ des PunctesM, auf der Ebene

__ BAD,auf den beydenAxenAB und AD, dur@die Coors

_dinate i

AP = x undPM“ = MM‘ = z

bezogen iſt,o wird dieſeEvene unter denNaßmen Ebe-

ne der xen und 2's angedeutetwerden. Wenn endlichdie

ProjectionM‘‘/,des PunctesM, auf der Ebene DAC, auf
den AxenAC und AD, dur die Covordinaten

AR = Pl = y und RM‘ = MM =2z

bezogeniſt,ſo wird dieſeEbene unter den Nehmen Ebe-

ne der y'sund2's angezeigtwerden, Man muß be-

merken :

1) daß die Coordinateny und z zu id Zeitfúr
allePuncreder Axe der xen AB, Null ſiad; ſo daßaieseben ſomitx und z in Bezichungauf der Axeder y's

AC,und derxen und ys in BeziehungaufderAxe von

7, BD, verhált.

2) Dag für allePuncteder Ebene BAC, dieCookdi-
nate 2 Null iſt,und daß ſieeinen beſtändigenWerth in
allenPuncteneinerbeliebigenmit der erſtenparallelen

Ebene hat;dergeſtalt,daß dieſeGleichungz = c, wenn

fiealleiniſt,und man feineandere Beſtimmungin Bes

ziehungaufden beydenbleibendenCoordinatenx und y

hat,
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hat, angeſehenwerden muß, als.ob ſiealle Puncteder
Ebene,die parallelmit Bac, in einer-c gleichenEntfer-
nunggeführtiſt,andeutete. Man wird aufebender,
Art ſehen, daßy für allePuncte der EbeneBAD, Null

iſt,und daßdieGleichungder Ebene, dieman paralle!
mit dieſererſten,in einerEntfernungb,führenwürde,
y = b ſeynwürde.

Wenn man die beydeGleichungenZS Und-y{= Þ

zuſammenvereinigt,d. h.wenn man vorausſeßt,daß ſiezu

gleicherZeitStattfinden,ſo werden fieeine gradeLinie -

bezeichnen,die parallelmit der.Axe der xen, und dur<
den Punct der Ebene von y ‘und2 geführtiſt,deren:
Coordinaténa und b ſind. Es iſtleichtzu ſehen,daß
dieſegrade Linie,als der Durchſchnittzweyer Ebenen,

“

BAC, BAD betrachtetwerden fann. E
Endlich,wird in der Ebene DAC die Coordinatex

immer Null ſeyn,und x = awird die Gleichungder
Ebene parallelmit dieſererſten,in einera gleichenEnt-
fernunggeführt,ſeyn.Wenn die dreyGleichungen

Z_ = C5 = bi = A z

vereinigetſind,ſo können ſienur dem Puncteangehören
der ſichim DurchſchnittderdreyEbenen,die

-

reſpective
mit ciner jedendex coordinirtenEbenen Baraleſind,befindet.

7

: 295.
Wirwollenjeßtunterſuchen,was ‘eineeinzigeGleis.

<ung/ zwiſchenzwey vonden dreyunbeſtimmtenGrößen
X, y und z bedeuten würde,und alsB. z =!Ax nehmen.
Wir werden ſogleichſchen,daß dieſeGleichungeiner gras
den LinieAN“ (Fig.45)die inder Ebenederxen und 2's

BAD gezogeniſt,gehört.Sie hatabernocheinenaus,
R2° gt:
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_gedehnterenSinn; denn wenn man begreift, daß die

grade Linie AN“’ ſi<,parallelmit ſichſelbſt,längſtder

Axe der y'sbewegt, ſowird AC in welcherLägeſieau<
einhált,die Ordinatez, oder Mm, in einembeltebigen
PunctM‘ genommen,der auf der gradenLiniePM‘ liegt,
die parallelmit AC iſt,und auf welcher x« beſtän-
dig iſt,der correspondirendenOrdinate Pm“, in der

EbeneBAD, gleichſeyn; überdem beſchreibtdiegrade
LinieAN“ dur< dieBewegungwelchewir ihrſupponiren,
dieEbene N“AC, welchedur< die gradenLinienAN“

und AC geht; man wird alſofúr allePuncte dieſer
Ebene 2 = Ax haben. Man wüúrde' analogeFolgerun-
gen ‘fürdie andern coordinirtenEbenen finden,indem

man Gleichungen zwiſchendie unbeſtimmtenGrößen,
welcheſieenthalten,nimmt;es iſ aber beſſer,wenn man

gleichzu‘einemallgemeineren‘Fallübergehtund die Glei-
chungz = Ax ++ By betrachtez, /

;

Wenn man darin y = 0 mat, fowicdkommen
z = Ax, und wir werdendaraus ſ{ließen, daßdie gra

de LinieAN“, die in dieſerleztenbegriffeniſ,allePuncte
enthält,welche diedvr< dieGleichungz = Ax + By
vorgeſtelltenOberflächemit der coordinirtenEbene BAD

gemeinhat,aufwelchery immer Null iſt,oder,welches
auf eins hinausläuft,der DurchſchnittdieſerÉbenemit
der vorgegebenenOberflächeiſt,

| Machtman x=0, ſo erhâſtman z = By, eine Glei-

<ung,welchereiner gradenLinieAN“/ angehört,die,dur<
den Urſprung A gezogen iſt,in der Ebeneac, und

welcheder DurchſchnittdieſerEbene, mit der dur die

Gleichung2 = Ax + By vorgeſtelltenOberflächeiſt.
Wenn man jetztbegreift,daß der WinkelN‘/AR fichder

EbeneDAC parallelbewegt,dergeſtalt,daßſeinScheitel
ſtetsauf der graden‘LinieAN‘ iſt,und daßdie Seite-

: ABR
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AR parallelmit. AC bleibt, o wirddieſeSeite die Ebene

:

NAC beſchreiben,und wennANA in einer beli:bigen
LagemM gefommenſeynwird,ſowird der TheilMm
der OrdinateM/M glei<und-parallelmitnE ſeyn,
und ‘man wird folgli<haben

M/M = Pm“ + Rm‘ = Ax ++ By = 2.

Wenn aber die, dur der gradenLinie AN‘‘//érzeugte
Oberfläche,nichtsandersiſtals die Ebenediedurchdie
graden LinienANL undAN“ geht;ſowirddieGleichung
z ='Ax + By alſo die GleichungdieſerEbene ſeyn.

WenndievorgegebeneEbene, ſtattdurchden Ur-

ſprúngA zu gehen,ſi< in einerLageGEG‘ befändey
welchedurchdieLinienEG‘‘,EG‘! reſpectiveparallelmitAN

“und AN’, beſtimmtwäre,ſowürde ſieparallelmitN‘AN“
| ſeyn,und wenn man die Ordinate dieſerEbene bis zur
Begegnungder erſternverlängerte,ſowürdeman haben

|

MN = MN + MN = MN 4+ Æ, |

nennt man alſoD, die EntfernungAE, und 2 die Ordis

nate MN, ſo würde nah dem Vorhergehenden,
2= A + By +D_

 fommen.Dieſesiſtdie GleichungeinerEbene,diein eis
ner beliebigenLagegeführtiſt:es iſtleichtfichzu übers
zeugen,daßſiedie allgemeineGleichungdes erſtenGra-
des zu dreyunbeſtimmtenGrößenenthältzdenn dieſe

letzterekann nur von der Geſtalt
ex + y + y + è=0

‘ſeyn,und indem man ſiedur y DeR
wirdE zur ecs‘

ſtenwerden,wenn man

ii Er A, ——=B, —

Y E

feſtgeſetzthabenwird. <

: Man ſiehtalſo, daß der E ifiany nichtsder All-

E
der Gleichunghinzufügt;1< werde ihm deme

V3 ohnerach-

=D,
e

[04
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“ ohnerachtetbeybehalten, um die Formeln mehr ſymetriſh
zu machen, undi werdedieSleitungeinerbelitbigen
Ebene dur<; E

“ vorſtellen;

;
man muß ſichabererinnern,daß in allenRes

‘ſuitaten,eineder beſtändigenGrößen ſeynwird,dieman
“

glei der Einheit, annehmen, oderdur<beſondre
Bedingungenbeſtimmenkann.

296. :

Macht man inden GleichungendieſerEbene ſucceſs

ſive‘x,y und z Null,ſowird man ſehen, daß ſiedie der

y’'sund2'sin einer Liniebegegnet,deren Gleichung
z By + Cz D=0

:

|

iſt;dieder xen und 2's in einer Linie detenGleichungAx + C +D=0

iſt,und endlichdieder xen und y's in einerLinie,die

zur Gleichung y

“Ax + By + D = 0 hat.
:

Dadie AusdehnungdieſerEbenenunbegränztiſt,ſo
“muß man begreifen,daß dieEbene C‘EG!/“/hinterden coor-

dinirtenEbenen BAD, DAC, verlängertiſ, ſiewird alss

danndie Ebene BAC begegnen,und unter ihrweggehen,
AlledieſeUmſtändekann man inihrer Gleichungleſen,
‘indemman bemerkt,daß einejededer unbeſtimmten

Größen x, y und 2, ‘poſitiound negativgenommen ſeyn
“muß, und ‘daß, wenn die TheileAb, AC und AD der

Cóordinatenaxenmit den poſitivenWerthen dieſerGrößen
úbereinſtimmen, die entgegengeſeztenTheileAb, Ac und

Ad mit den negativenWerthen übereinſcimmenwerden.

Dieſeskann unmittelbar durchden Laufder Linienbé-

wieſenwerden,die ſi in denEbenen BAC, BAD und’
| e

<=

ReIÌ
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:

“CADbefinbdenzman würde no< dahin aelanaen, wenn

man eine jede dieſerEbenen,parallelmit ſichſelbſt,ver-

ſezt,dergeſtalt,daß man die negativenOrdinatendie

auf ihrperpendicularſind,poſitivmacht,undman würs-

de alsdann,ſo,wie dieſesin Rückſicht‘derLinienNr. 202

geſcheheniſ,raiſonniren.
Es folgtdaraus,daß man unterſcheidenfann,in

"welchenderachtkörperlichenWinkeln, welchedie coordis

nirtenEbenen um den PunctA bilden, ein ‘voraegebener

Punctfällt,und zwarmittelſtderZeichenmit welchenihre

dinaten behaftetſind; es iſtdaherhinreichendzu bemer-

fen, daß wenn man +x, +y, +2,indén durchdie Ebe-

nen BAC, BAD“und DAG (Fig.44) gebildetenWinkel

nimmt, man habenwird ISE

+, +7, —z im Winfel BAC,CAd, BAd

4x, y, +z im Winkel BAc,‘cAD, DAB

—x, +7, +z im Winkel bAC, CAD, bAD

+x, —y, —z im Winkel BAc, cad, BAJ.

—x, —y, #+z ‘im WinkelbAc, cAD, bAD

—x, +y, —z ‘im Winkel bAcC,‘Cad,

‘

bad

—x, —);, —=z im Winkel bAe, cAd, bAd

297- |

Eine gradeLinieiſtallemalgegeben,wenn man zwey

Ebenen kenntin welchenſieliegtund deren Durchſchnitt
ſiealsdann iſt,weildie CoordinatenihrerPuncteden
beyden GleichungendieſeEbenen-gemeinſind. Es

ſeyenalſo
E

|

EE StA
Ax + By + C2=D‘=0.. (2)

dieGleichungendieſergegebenenEbenen ; betrachtetman

dieFABeiRiesOrdenx,y und 2 als hättenſiedenz

MA ſelben
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ſelbenWerth in“dieſenzwey Gleichungen,ſo wirdnur
eineübrigbleibendie„man willführlicnehmen fann,
und die‘heydeanderndererſtengemäß berechnet, werdeg
dieLage.derverſchiedenenPuncte_dervorgegebenengras
denLinieanzeigen.
“Die Gleichungen(1)und (2)findnichtdieSan:

welchedie vergegébenegradeLinie vorſtellenfönnen,
dennſiebefindetſi< in eine unendlicheAnzahlvon ver-

ſchiedenenEbenen;man wähltaber gewöhnlich,unter

allendieſenGleichungèndieſie-habenkönnte,die,welche
nux zwey der Coordinaten x, y und z enthalten.

|

Eliminirt man ſucceſſivex, y und 2, zwiſchendie

Gleichungen(x)und(2),ſo wird man diedreyfolgenden:

erhalten
(AB —— A/B)y — (CA! — C'A)z4 AD’ — AD = 0

(BC/— B‘C)zZ— (AB‘ — A‘B)x + BD‘ — BD = o

(CA! — C'A)x — BC‘ — B/C)y + CD‘ — CD = 0

welchewerden

vy
— hr Omo C)

az — yx + =0... (4)

Bx— «y + =o... (5)
indem man zur Veckürzung
AB — ABP =, CA — CA =p, BC —BC=«4

AD‘'— AD =, BD — BD = i, CD — CD = 2

macht.

-

Jrgendzwey -von dieſenGleichungen, ſindhin-

reichendum die Gleichungen(1)und (2)zuerſezen,und

enthaltenimplicitèdiedritte. Jn Wahrheit,wenn man

“dieGleichung(3) dur< «, die Gleichung(4) durch6,
die Gleichung(5) dur y multiplicirt,und dieProducte
addirt, ſowird man finden

ad + Bi + y¿ = 0),

>

y,0T,®
—
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7, 0d, « und ¿ identiſchmachenwird, oder was dieBe-

dingung,welchedieſeGrößenerfúllenmüſſen,ausdrü>en
wied,damitdieGleichungen(3),(4)und (5),die a priori
gegebenſind,der nemlichengradenLiniegehörenkönnen.

Die Gleichung(3) die die Relátionenthält- welche
untereinanderdieCoordinateny und z, fürallePuncte
der vorgegebenengradenLiñie,haben müſſen,gehört
dem Enſembelder ProjectionendieſerPuncte,auf die

Ebene von y und 2,und “iſtfolglihdie Gleichungdex :

Projectionder vorgegebenengradenLinie auf dieſeEbene

(E. Nr. 4)- Man wird auf eben der Art ſehen,daß die

Gleichung(4), der ProjectiondieſergradenLinie,auf
die Ebeneder xen und 2's gehört,und daß endlichdie

Gleichung(5)die,ihrerProjectionaufdie Ebene der xen

und y's iſt. Wenn zwey dieſerbeliebigenProjectionen
gegebenſind,ſo iſt!die grade Liniegänzlichbeſtimmt;
dieſesiſtdurc die vorhergehendeGleichungeinleuchtend,|

und weil dievorgegebenegradeLinie nichts¡anders als
der ‘Durchſchnittvon zwey beliebigendieſerprojectirten
Ebenen(Ee‘Nr.5)iſt, Ebenen,deren Gleichungdieſelbe
iſtals die,der Projectionguiwelcherfieerrichtetfind,

298.

Wenndie allgemeineGleiehungder Ebenenihtmehr
als drey nothwendigebeſtändigeGrößen enthält„ſo wird
eineähnlicheAnzahlBedingungenHES ſiezu par-

ticulariſiren.
Wir wollenjeßtſucceſſivetileigenvon dieſenBe-

dingungen, unterſuchen,welche ſi am häufigſtenbe:

gegnen,und werden zu gleicherZeitdieanalogenFra-
, gen, in Dezjehuosaufden gradenLinien,abhandeln.

R5 Wir
4
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Wie wollen uns zuerſtvornehmeneineEbene dutch

dreyPuncte‘gehenzu laſſen,deten Coordinaten x“,y“,z',
x, y, zl, xl, yl; 2 ſind; wir wolle ſucceſſivee
x x, ſtatt,%; y‘,y, y‘, ſtätty; und 2, 2! 2‘; ſtatt
z; in der allgemeinenGleichungder Ebene

Ax + By + c+D=0
Gtsund ‘és werdendie drey fOLgenTEsGleichungen
Fommen :

Î

Y

Ax! + By + C + D=0

Ax + By + C: +D=0

Ax!!! + By‘ + Cz! -- D O;

oS
[R

1A

(E.

EP

n

; /A a pS

vermittelſt,welcheman dieGrößenen zi Z beſtimmen

wird,und mas
wird finden

R
zl y ¿ yn. Leis zy y!)

zi

À aA — y)
D SS zt —y‘‘!zzt (yzt yltz

)-

)+x“““(y2‘ — y“ Zz)
B

i

x! 2:E zt) —_ x(2! e Zz“+ x“‘‘(2!= Zz)

D xyz y xy + Ey)

C EO F=
DL ye yl ZI) R —y 2) (y —] 2)"
Es ‘iſtleichtzu ſehén,daß,wenn- man die Gleichungen
der Projectioneneiner graden Linie,die dur zwey ge-

gebenenPunctegeht,beſtimmenwollte,man es auf einer
analogenArtbewerkſtelligenkönnte,indem man die Coors

dinatendieſerPuncteín den allgemeinenGleichungen
“= aL Pp p= bz jE

Z

ſubſtituirt, und
mas

würde folglichfinden
x! — xl j

i u

em Line; 7p LL ae (19

299.
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Um zu erkennen, wenn zwey gegebeneLinien ſichin
einerleyEbene befinden,oder,was einerleyiſt,ſi ſchnei-
den, ſ0muß man gewißſeyn,ob die unbeſtimmtenGrö-

ßen x,y und z, den vierGleichungender Projectionen
dieſergradenLinien(E“Nr. 18) gemeinſchaftlichſeynkôn-
nen. Es iſabereinleuchtend, daß,wenn man' x, y und

z eliminirt,eine Gleichungbleiben wird, welchedie Be-

dingung,ohne welchedie Gleichungder vorgegebenen
gradenLinienichtin denſelbenPunct ſtattfindenwürde,
ausdrúc>enwird. Wir wollenalſodurch

x=az+« 7 vix =a/z+«/ 7]

y=bz +8 7 y=b‘z+8! 4

die GleichungendieſergradenLinien,vorſtellen,und wer-
den auf der Stelledarausziehen

:

az—a=az{e', bz 8=b‘z4 8,

und eliminirtman z ſo wird kommen

a —«) (b’—h)—(p'—8)a‘—a)=o.

30909.

__ZweyparalleleEbenen haben:ihregemeinſchaftlichen
Durchſchnittemit einerjedencoordinirtenEbene, reſpec-

tive Unterſihparallel(E Nr. 15); wenn aber
:

Ax + By + Cz--D=o, A‘x + B‘y+ C'z+D’=0
die GleichungendieſerbeydenEbenen vorſtellen,ſower-

den ihrereſpectiveaemeinſchaftlihenDurchſchnitte,mit

den Ebenen der «en und 2's, und dery's undESzu
Gleichungen

Ax + Cz+D=o, A‘x -+ C‘z + D'= 0,

By + Cz ++D= o, B'y-+Cz+D‘=0
ha-
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haben, und nicht eher je ¿wey und ztoey parallelſeyn,
dis man habeawird

AB e y

/

QC (Nr.196):
Ziehtman aus dieſenlezternWerthen,die.Werthe von
a‘ und B“, ſo wird man zur Gleichungdemit dererſten

SG parallelenride
= (Ax+By Cz) +D/=0, haben.

Es- bleibtD! in dieſemReſultaténo< zu beſtimmen
úbrig,und wenn man vorausſett,daßdie geſuchteEbene

durcheinen Punctgehenſoll,deſſenCoordinaten x‘, y‘

und =‘ ſind,Ewitsthanhaben
© (Ax!++By’C) jep:

ziehtman dieſeGleichungvon der vorhergehendenab,

ſowird D‘ verſchwinden,und dividirtman alsdanndur<

E ſowirdfommen
A(x—x)B(y—y D)C(z—z)=0.

Es iſtnicht,zu uvgelegeneéZeitzu bemerken,daß,wenn

man 4, B, C alsbeliebigeGrößenbetrachtet,die obige

Gleichungallen Ebenen,die dur< den vorgegebenen
*

 Punctgehen,gemeinſeynwird,

WeilzweygradeLinienparallelſind,wenn ihrePro-

jectionenauf einer jedender coordinirtenEbenen reſpec-
tive parallel(E Nr. 20) ſind,ſo werden ihreGleichun-

gen „ in dieſenFall,von derGeſtalt
Xx=az + « 1 x=az— a‘7

be e E erbe T
ſeyn,-

:

:

:

:

Wenn
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Wenn die zweyte durch den Punct gehen ſolldeſſen-
Coordinatenx‘,y‘ und z ſind,ſowird man, um « und,

$ zu in
dieGleichungen

i

= az‘+‘, und y'=bz/+ 8

haben,Bensman ziehenwird, wenn man ſowie jet

zu Werke- geht
i

i

x— xl=a(z—2!), y—y=b(z— 2).
/

t

y
2

ZOTL-

Um die Gleichungeiner auf einergegebenengraden
*

Lin!eperpendicularenEbenezu finden,ſo muß man ſic

erinnern,daß diegemeinſchaftlihenDurchſchnittedieſer

Ebene,mit einer.jedender çoordinirten-Ebene auf den

Projectionender gegebenengradcnLinie (X Ne.39)perspendicularſind.Es ſeyn

x=azÞ a, rbt
die GleichungendieſergradenLinien,und

Ax +-By + Cz pp Do,

die,der geſuchtenEbene; die gemeinſchaftlichenDurch-
ſchnittedieſerleztenauf der Ebene derxen und z'sund
det y's und 2's ‘werdendurch

GC
AxES =0 oder x=—  —

D

>]0
LE

By+ c+ Do oder
ES E

vorgeſtelltwerden,und damitdieſegradenLinienpers
*

pendicularauf den Projectionender gegebenengradenLis
nieſind,ſo‘mußman haben

rs A B ;

i

A=
b =

_s (Nr. 199).

Subſtituirtman. die Werthevon A und 1, dieaus dies
:

;

ſen
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ſen Gleichungengezogenſind,in dieGleichungder ge-

ſuchtenEbene, ſo wird mau haben
c(ax + by + z) + D EO.

und wenn dieſeEbene dur den Punct deſſenCoordina-
ten x‘, y‘ und z' ſind,gehen‘ſoll,ſo wird ihre,Gleichung
-a(x — x“)+ by — + — =o werden.

Wenn die Gleichungder Ebene gegebenwäre, und
man dièGleichungder gradenLinie,die auf ihrperpen-
diculariſt,forderte,ſomüßteman alsdann an der Stelle

von a und b, die hieroben gegebeneWerthe,ſezen;es
würde kommen

-

a= ES =_=
_ für die Gleichungender gradenLinie,SERENEauf

- der Ebenedie durch

Ax + By + Cz + D

‘vorgeſtellt,und dur den Punct zu gehen, deſſenCoor-

diuaten x“,y‘und z‘ ſind,unterworfeniſt,

302,
Die Entfernungdes PunctesM (Fig.44) deſſenCoor-

dinaten x, y und zz; beym UrſprungA ſind,hat zum

Ausdru>
Ag

:

:

Vx + y + Œ Nr. 24).

Dieſesführtuns natúclibzur GleichungderKugel-Ober-

flächez;dennalle, in ihrenthaltenenPuncte,müßen glei
weit von 'ihremMittelpunct; entferntſeyn, und wenn

man annimmt, daß derMittelpunct,ſelbſtbeymUrſprung
derCoordinateniſt, ſowird die Gleichung

:

SP +=",
für -‘einenbeliebigenPunctder vorgegebenenOprrfae
tatt ven,ſtattfi

cin
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Wenn die CEoordinaten des Mittelpuncts x‘; y' und

2! ſeynwerden, ſowird man haben
:

EY +-+ ="

bezeichnetm dieſenPunct und- nimmt man

PO = pm‘, M‘N = m‘m

ſowerden die
FGD Dreyekem/‘OM‘und mNM

geben
mM‘? r= m0?== M/0?,mM? = mN* + MN;aber

m'O==x — x“ M/O= y — y „ MN=z—2z‘,* mN=m‘M/;

uadfolges
wird die EntfernungbeyderPuncte m und

M, zum Ausdruckhaben

E EQ 7) N
3093.

Das

}

Morbérgehende:führtuns auf eineſehreinfas-
ce Art, zum Ausdru> vom Eoſinusdes Winkels,wel-
<en untereinanderzwey gegebentgradeLinienmachen,
Es ſeyn

:

x—x/=a(z—)]I
+

x x/=a‘(2— 2) 03

y—y=b2- N) y-jy1=b‘(z2—z)J
die Gieichun-en der PröjectionendieſergradenLinien,
die ſichin dem Punctſchneiden,deſſenCoordinatenx',

y!und 2‘ ſind;wenn man ſi einbildet,daß ſieſichpa-
rallelmit ſi<ſelbſtbewegen,bis daß ¡hrDurchſchnitts-

:

punct ſi beym Uriprungebefindet,ſo wird ihr Winkel

ſichnichtverändern und die obigenSODE werden
ſichauf

gu
i

= O SF

LzeSÎ SS LLèreduciren,-

Wir wollen jegteineKugelannehmendieihrenMit-
telpunctbeym Urſprungehat,und derenRadiusdur x

;

vors



/

272 Fünftes Capitel.

‘vorge�tellt iſ; ſo wird die Entfernungder Puncke,tvo
ihreOberflächeeine jededer Seïten des geſuctenWin-
felsſ{neidenwird- ohnfehlbardieSehne dieſesWinkels

ſeyn.Man wird die Eoordinaten des Begegnungéspunctes
der crſtengradenLinie mit der Kugel- Oberflächefinden,
indem man‘x, y und 2 durch dieGleichungendieſergra-
de Linien,und durchdie der Kugelbeſtimmt;und folg-

lid haben
|

i

ar
: br

E ES ZT
Varta 4 b° Vi+a*+b*

:

E

ras ——————
V1Ta+b?

nenntman x“,y!und 2“,dieCoordinaten des Begegnungs-
- punctesder zweyten graden Linie mit der Kugel-Oder-

fläche, #0’wird man auf ebendieArt haben

AX
:

be
e Gn

‘ y! ces RL

LOL

L

du

ap

1

-

ALE

GE RR:

Vr+ a br i V+ be

z' = ERE e
/ Vd Al je D

Der Ausdru>desQuadratsder EntfernungdieſesPunc-
tes vou vorhergehenden,wird ſeyn

E — + EC = 2);

ſet man darin an derStelle von x — x, y
— y“ und

2 — 2'ihreWerthe, ſo wird man nach den Reductionen
zum Reſultatfinden, :

CS
_2(1 + aa -+ bb/

yES Vata) (+a +b“)
Man weißaber, daß das Quadratder Sehne einesbe-

liebigenWinkels Vv,glei iſtdem Productdes ſinusverſus
multiplicirtdurchden Durchmeſſer;man wird alſo

a(I = coſYV)= 2 — 2coſV
:
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für den WerthdieſesQuadrats haben:vergleießtman
dieſesmit denweiter oben gefundenenAusdrud>,worin
mán r = 1 machenwird, ſowird fommen

colV = E
1 da! +bby.

| VA F+ PC ta + be)Esiſtleicht,davon abzuleiten

IoGabaab Gar Ea HREA
Vc1+a* Eb) (iat +b‘)

Damit die zweyvorgegebcuëngradenLinien-perpendicu-
larſind,müßte‘man habencoſV = 0, und folglich

LAA D ESO

fin V =

304.

Der Coſinusdes Winkelsden zwey gegebeneEbenen
untereinander machen,leitetih unmittelbarvom Auss
dru> den man o eben gefundenhat ab, den dieſer
Winkel iſ gleichdem, welchenzwey gradeLiniebilden;
die perpendicularauf jedem der vorgegebenenEbenen,
durcheinen beliebigenPunct ihresgemeinſchaftlichen
Durchſchnitts(E Nr.46)geführtſind,Wir wollendie

GleichungendieferEbenedurch“
ax + By CzH4D=o; Ax‘ By!+Dz: + D‘=0 -

:

vorſtellen;wenn man annimmt, daß ſieſi “parallel’útit
ſichſelbſtbewegen,bis,daß ſiezum Urſprungder Coors

dinaten gelangtſind,ſgwird ihrWinkel,fichnichtver-
ändern,und ihreGleichungenwerden ſichreducirenzu

Ax ++ By + Cr5% AW + By!+ Cz =o
die Bleichungén-der graden:Linien,welcheman ſenkrecht
auf einerjedenvon „ihnen,dur dieſen„Punct.Führen
wird, werdenſeyn-(ENr,ois

11,Theil, SS, x ———_-

rm
N
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1

À
i

TSA

i
B E

FEE E Z, Y
a?

Subſtituirtman-im Ausdru> desCoſinusVv,ſtatta und -

b, a‘ und kh‘,dieWerthe,welchedieſeBleichupgengeben,
ſo wird kommen

AA! + BB‘ «+ CC

:
VAB) A+B + C)

Wenneine der vorgegebenenEbenen, die zweytez. B.

die Ebene der xen und y'swäre,fúrwelcheman immer

2 =

0

hat, ſoiſtes einleuhtend,daß A‘ und B‘ în die-

ſerVorausſezungNull werden,und daß-colVvſi redu-

cirt zu

coſy—

C
R

VALFB +
Man wird aufeben der Art finden,daß derCoſinusdes
Winkelsder durchdieerſte|vorgegebeneEbene, mit der

Ebenederxen und 2'sgebildetiſt,fúrwelchenman

Y = 0, A‘ = 0 und e‘’= 0 hat,

VA&FFE+c
ſeynwird; und daß der Coſinusdes Winkels derſelben
Ebene mit der Ebene der ys und 2's,fürwelchenx=o,

B‘ = 0, ci =0 iſ,
:

Ÿ

I

A

VETE
ſeynwird.JndemFallwo die beydevorgegebeneEbe-

nen untereinanderperpendicular‘ſeynwürden,würde
man habencoſV = 0; und folglich

AA + Bú/ + CC =

à©)rn

E
RE
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:

305. :

Mit dieſenPreliminarienwúrde es leichtſeynalle
Sragen,welche‘dererſteTheilder Eſſaisde Géométrie ètc.

enthält, aufzulöſen.Da áber die Längeder Bahn, die

ih zu‘durchlaufenhabe,in dieſeDetails micheinzulaſſen,
nichterlaubt,ſowerde ih mi< begnügeneineAufſlòſung,
durchdieDifferentialre<nung,von derAufgabeanzuzei-
gen, wo man verlangt“die kúrzſteEntfernungvon zwey
graden Linien(E Nr. 57) zu finden.

Es ſeynx, y und z die Coordinateneinesbeliebigen
Punctsder erſtengegebenen

.

gradenLinie,upd x", y
und 2! die eines Punctes,der na<hWillkührauf der

zweytengradenLinie genommen iſt;wenn im Ausdru>
der EntfernungdieſerPuncté,

u=V(x—x R E :

iſt,ſo ſeztman ſtattx und y»,x! und y“ ihreWerthe

dieausden Gleichungender eS gradenLinie
gezogen ſind,die wir durch

: :

:

“_x=az + -] x! = az! + «7

= bz PJ r= bz 4+ BE
vorſtellenwerden , man tvirdhaben

u=}/ (az—a‘z‘+&- a)?+(bz—-bz’175ŸHez)e
Die

'

Frage wird alſodaraufreducirtſeyn,dieWerthe
von z und 2‘ zu finden,die die Größeu zu einemMiz :

aimum machen. Wenn man die in der Nr. 154 anges

GienRegelanwendet,ſowird man haben

E, du y

dz
2 ES

woraus man dieGleichungen
i

(az— a‘z‘+6 — «‘)a+ (bz—b/z/+8 —KE 0
(az— az +a — aal+ (bz» bz e blb'+: — 1=0

N S 2 ziehen
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zichen, und - dur< deren Hülfe man die Unbekannten-

und 2‘ beſtimmenwird. Subſtituirtman die Reſultate

inu, ſo wirdman den Ausdruk der fkürzſtengeforderten
Entfernungfinden,und ziehtman nachher die überein-

“

ſtimmendenWerthe,von x und y und «‘ und y“ zuſam-
|

men, ſo wird man die Coordinaten des Puncteshaben,
wo die beydevorgegebenengradenLinienfidam meiſten
nähern.

306.

Je laſſebemerken , daß dieBetrachtungder Max i-

ma undderMinim ajſehreinfach,zurGleichungeinergxäs

den Liniedie perpendicularaufeiner gegebenen,Ebeneiſt,

führenfann Es iſtevident/daß, wenn x, y und z-, die

Coordinatendes Puncts ſind„wo die Perpendiculare,
dievoracgebeneEbene begegnet,und x/, y‘und 2! die des

feſtenPunctsdur toelhenman fie führt, ſo muß die

EntſecnungbeyderPuncte

uV PF PFE
ein Minimum ‘ſeyn. Im gegenwärtigenFalleſinddie

- Größen *“;y! und 2‘ beſtändig,“aber die dreyveränder-

‘lichenGrößen x, y und.2- ſinduntereinanderdur die

Gleichungder gegebenenEbene,
1

Ax + By + Cz 4 D=o0
verbunden;man könnte alſo,davon eine,vermittelſtdie-

ſer.Gleichung,cliniiniren;jedochwird eseinfacherſcyn
_ den Ausdru> von u zu differentiiren,indem man eine

von dieſenveränderlichenGrößenz.B.-z, als Function

derbeydenandern,LEs man wird auf der:Art
finden

En
y

E xf H=0, RE o
i

dx : Zy |

Man
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de O

Manwird,umZ
und ;zubeſtimmen,die Diffe-

dy
rential¿Gleichungen‘der‘vorgegebènenEbene,AES

d dz
¿dA + C T == 0, ;BFT € 2, SS

ÉE dx

haben,welchegebenwerden
:

i

fs À dz 1B
E

PE

OE DEED rer SR TP f )

ÉE O2 Ax Es
und folglich

2s

:

B
:

GE JAE Cise
:

LETS A C2),

ſowiein det(Nr.39).
DieLängederE wird,inSE auf

deſe Werthe,

C22!)

werden, da ‘aberdie Gleichungder Cime
unter der

Geſtalt

 A(x—x)+B—/+ 2) Ax‘ + By+Cz+D=90
gebrachtwerden fan, ſo wird man darausx — x‘ und

y — y“ vermittelſtderhier oben gefundenenWerthewegz
ſchaffenund ‘es4oird fommen

(D

= Ax‘ +4 By‘+ Cz!4D
>LE E B+C°

ſubſtituirtmaninu, ſo wird fommen

Axy‘ +Cz/+D

LA+ B° +€°ach

rAiR

E

IRRER

rT

LS

= VGF

3

Ui ==

“Vonden krummenOleritächen.der zweytenOrdnung.
Die Oberflächenſo

|

wie die Linien,ſind,nah dem

GradeihrerGleichungen,in Ordnungen,eingetheilt; die
S 3° Edene
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Ebene iſ die Oberflächeder erſtenOrdnung,teil ihre
- Gleichungnur bis zum erſtenGrad ſteigt.Die Oberflä-
chender zweyren Ordnung ſindallein der Gleichung

Ax*-+By*-Cz+2Dxy+2Exz 4-2Fyz ]
i

-+26x + 2Hy 4+ 2Kz O CL)
7 TS j

D welchedieallgemeinſteiſt,die man im zweyten
Grade, mit den drey unbeſtimmtenGrößenx», y und z

bildenTann.
S

Lößtman dieſeGleichungin Beziehungaufcinevon
ihnenz.B. 2, auf,ſo wird man finden

:

ZE — EA E V[E?—AC)x?+(F—BC)y?-+

- 2(EF—CD)xy +2(EK— CG)x+2(FK—CH)y+K*+CL?].
DieſesReſultat lehrtuns, daß, mit denſelbenPunctder

Ebene der xen und y's,zwey Yuncte aufder,vorgegebe-
nen Oberflächeübereinſtimmen,und daßfolglichein je,
der Werth von 2, durchdie Subſtitutionaller möglichen
Werthe von x und y, cinenTheilder Oberflächehervors
ringt,welcherin Beziehungauf derganzen Oberfläche,
daß iſt,was die ZweigeeinerCurvein Beziehungauf
dieſerEurve ſind: Jh werde“dieſenTheilenden Nah-
men Lappen (Nappes)geben.

Man wúrde ſi< ſ{<werli<einen Begriffvon der

Geſtaltmáchen,diecine Oberflächederen Gleichungman

hat, annehmenſoll,wenn man davon nur die iſolirten
Punctebetrachtete;man biïdetſichaber an ihrerStelle
eineunendlicheAnzahlSectionenein, die in dieſerOber-

flächedur< Ebenen gemachtſind,welcheman mehrerer

Einfachheitwegen,parallelmiteiner der coordinirtea
_
Ehenen annimmt:

:

Da
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Da die Wege dieſerverſchiedenenCurven bekannt

ſind,foprägtihreContinuitátdem Geiſtedas BOD,der
vorgegebenenOberflächeein.

Selbſt die Natur der Gleichungenzu dreyunbeſtimms-
ten Größenführtzu dieſemVerfahren;denn indem‘man
¿.¿:B.2, ais eineFunctionvon x und y betrachtet,um

E mit OrdgoungdieverſchiedenenWerthe zu finden
ſo -mußman begreifen,daß, man mitjedemwillkührli-
ben, der veränderlichenunabhängigenGrößex, gegebenen

Werth, alle diejenigenübereinſtimmenlaſſe,welcheman

zu gleicherZeitderandernveränderli<unabhängigen
Größe y gebenfann, und daraus wird für denſelben
sBecthvon x, eineunendlicheReihevon Werthenvon, z

entſtehen:wiederhöhltman daſſelbefúr jedenWerthvon
x, ſo hat man eine unendlicheAnzahldieſerReihenund

esiſtleichtzu.ſehen, daß einejedevon ihnen,miteine
„Sectionübereinſtimmt, die dur<eine Ebene gemachtiſt,
dfe mit der Ebene der y'sund 2'sparalleliſt,weil man

darin:« als beſtändigvorausſczt(Nr. 294).

Die folgendeTabellewird vollkommen dieRelatio-

nen ,welcheuntereinander, die ſoedén
adi

its Reihen

haben,begreifllihmachen,

14 ‘4 lit
Zas es E X Zz .

4K D gl! zH att É

alain

E

E

E

, , '

BaA

ELA

E

ema

itA

at

mA

—

¡4 '
x e 2! zt un

9 11 11
0E

EAA

———— amm

|

=

F
xl iz 2! 2 |

H n UN 11
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|

—

m
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|
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|

—
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pieecna
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Da x', xg, gd, . die’verſchiedeneWerthewelche
derveränderlichenGrstéx ‘gegebenſind’,“und y‘;y,

y“, yldie von y» welchegänzlichunabhängigvon ‘den

erſternſind,bezeichnen;ſo bildendiein jedenhorizonta-
lenStreifenenthaltenen2's die Reiheder Werthe, wel-

<e dièſeFunction,dur die Combinationaller möôògli-

chenWerthevon y mit den an der’Spige‘diéfesStreis

fensgeſtelltenWerth von «x enthält. Man tönnté die

“vorhergehendeTabelienach"verticalenColoñnenbetrach:

tecn; man“ hâttealódann in einerjedendie Reiheder
Werthe vonz, welcheausderCombiñationvon einerley
Werth von y mitallemdgl'<eWerthe von x, hervor-

:

gehen,Mat man ‘iù derGleichungC x =-0:. 10 LE
*

ducirt ſieſi auf
OS + 2Fyz+ 207 + 2K — PP =o

eineGleichungbiederLinieder zwéytenOrdnungange-
hört,nachwelcherdievorgegebeneOberflächédieEbene

dery'sund2'sbegegnet.Giebtman nachgehendsan x

in der Gleichung(1)verſchiedenebeſtimmteWerthe, ſo
“

werden-daraus„nopLinien.der zweytenOrdnung entſte-

‘hen, welcheſichin Ekenen-diemitden erſternparallel

find, befinden. “DieBVorausfegungvon y = o in der

Gleichung (1),würde-diederLinieder-zweyten Ordnung
- hervorbringen,welchedie Section der vorgegebenenOber-

fläche, mit dexEbene der xen und 2's ſeynwürde,giebt
man nachheran y vekſchiedenebeſtimmteWerthe, ſo
würde man ſucceſſivealleSection-findendie mit dieſer
parallelſind.Es geſ{eht:verinittelſtder Gränzendieſer
verſchiedenenSectionen, daß man die, der vorgegebenen

_ HOberfläcbeerfennenwürde;ehe man aber dieſeumſtänd-
licheZergliederungbeginnt,muß man dieGleichung(1)
vereinfachen,wel, inden?man gehörigdieLageder coór-

N dinir-



Eheorieder frummenOberflächen.——A8ï

ÉiniïtéàEbéènen verändert,ſi ſchrreducirenfan;ohne
von ihrerAllgemeinheitctwas zu“ verlieren:demn eine

Oberflächehat, ſowie eine Linie,eineunendlicheAnzahl
verſchiedenerBleichungen,nah den verſchiedenenLagen

|

der Axen auf welchenman ſiébéziehet.Wir wollenuns

älſo

-

initdex Transformation‘der Coordinatenfnteſpls

tigen,
-

3098.

Wenn maa nuedieStellevondem Urſprungever-
:

ändern wollte, “undman-dieneuen coordinirtenEbenen

mit dena erſternparallelvorausſeßte, ſo würde es hinrei-
<end ſeyn z

x = x/AE Erb. z = +e
zu machen. ;

RETE

Jc willhiermichniht in den Falleialaſſen,wo

ſichdie Richkung‘derAxéauf cine beliebigeArtver-
ändert; i werde michbegnúgenFormulnzu geben,um
von einemSyſtem,der, unterſich!perpendicularenCoors

dinaten,zu einem andern Syſtem von derſelbenArt,

abèrinBeziehungauf den erſtennach WBiutührgeſtellt,
überzugehen; und um diereſpectiveLageder primitiven

coordinirtenEbenen , und. derjenigen,welcheman an ‘ihre
Stelleſeht,auszudrü>en',ſowerde.i<vorausſetzen,daß
man dieGleichungder einenin BDBU auf aians
dern„- hat. !

:

Es ſeyalſot, u undv, die neuen Coordinatenwel:
e ihrenUrſprungaufdenſelbenPuncthabenalsRP

« UND

At +Bu +Cr =0 GleichungderEbenedery's und
2's,

At!-+B/u+C‘v=o _—
as

SE
Peke xen und z's,

ABF LE xen und y's.
?

S5 OL
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Betrachtet man jezt einen wilikührlihen Punct, ſowird

man leichtſehen, daßdie von dieſem-Puncteauf ieder

der obigenEdenenherabgefalleneſenkrechteLinien,reſpecs

tivegleichſeyn werden, mit den primitivenCoordinaten

x‘,y! und 2! dieſesPunctes(Nr.294);

-

nennt man alſo

t‘,u‘und v‘, ihreCoordinatenim zweytenSyſtem, ſo

wird man durchNr. 306haben, |

At‘ + Bu + Cr
x

VA + 8 +

SEE + B‘u‘ + Cv‘

VEE E
Att +: B‘ly' + Cily!

VA+R 4 CA
DieſeWerthe nachder Bemerkungwelchedie 295ſeMr.
beſchließt,werden drey.úberflüßigebeſtändigeGrößen

x! = —

zz = —

“

enthalten, dergeſtalt,daß man ‘eineäâhnli%heAnzahlder

neun GrößenA, B, C, A!, B!, C; al, Bi, C, gleichder

Einheitvorausſezenkönnte;aber es wird ſymmetriſcher

ſeyndie dreyfolgendenGleichungenzu ſete
2 + B° +

A2: + B‘? l=

|

Sis

i
A! + B/i2 + QC//2

und weil.die primitivencoordinirtenEbenen untereinan-

der peleiculesſind,ſowirdman no< haben(Nr.304)
! + BB“ beCOL = 0

(ll

H)

2 E + BBY pc =0(2);
AA —— BB + CCU eu °

worausman ſieht,daß nur dreybeſtändigeGrößenübrig
bleibenwerden, mitwel<henman wird disponirenfön»,

“nen,um, in Beziehungaufden alten Coordinaten,die
-

Lage-der neuen zu beſtimmen.Mas.man
von der

2 Slef-
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Gleichung(N)An, ſokömmt,
zm — At vB CGV

J = — At! = Bul —- C,
Zz!gus n Alt! — By! — Cy!

: AI.
Man kannſidno< zur Aufſuchüng‘derWerthevon x“,

y“ und 2! einer‘derjenigenähnlichenBetrachtungbedie-

“nen, von welcherwir {hon in (Nr. 211) für die -Tronss

formationder Coerdinatenauf einer Ebene Gebrauchge-

macht haben. Esiſtleichtzuſehen, daß die Coordinate
x‘, y! und 2“,niht in (‘;u‘ und v‘, auf einer allgemei-
nern Art,als die Folgendenausgedrücktwerden fdnnen;

FEN x =at Bu + yv

y'_= at! 4 glu! + y vl

2! = «ut! — RH, — ylwl,
denn nur ‘eineinzigerWerth der Größeox‘,y‘ und zz“,

darf nur mit einerleyWerth der Größen t',u‘ und y!

 Úbereinſtimmen, und umgekehrt.Jt dieſesfeſtgeſetzt,ſo

wird das Quadrat der Entfernungdes vorgegebenen
Puncts vom gemeinſchaftlihenUrſprungder beydenSy-
ſtemeder Coordinaten,in den erſtendurchx4 y‘?+ 2‘°

und in den zweytendurcht° + u? + v' ausgedrüt
ſeyn; ſeßtman fürx‘, y‘ und -z',die,hieroben feſtge-
ſeztenWerthe,ſo wirdman wie in der Nr. 211 zwey

Ausdrüe haben,welcheidentiſchſeyniii was auh.
t!,u‘ und v‘ ſy, nemlich:
(«t’4+-pu/+yv)’TF (elt‘-euy) C ttrAltat-ES

und tuve, i

Entwickeltman dieerſte,und vergleicht.man die homos
_ logenGliederder einen und der andern,ſowird man

- die ſc<sSleichungenfinden,
et
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« +a =1} alu f’ + aig =o
ß2 48° + 8/1 +6)+7! +a!y 0 >(4);
y y +=)  8/+8‘y v'+aipi=0

welches ſeheläßt, daß, von den neun beſtändigenGrö-

ßen, diein den allgemeinenAusdrückenvon x“, y‘und

z' hineinkommennur dreyunabhängigfind.

Die’VergleichungderWerthevon *',y‘'und2“,wel-
he iñ dieſemArtikelfeſtgeſeztſind,mit-den erſternim

vorhergehendenArtikelgiebt,
: H A

:

— B

Br Et
Vx + B° + C° VEE B+ C

= C
y =

|

AAO E

'
i

VA
+

B*4

+ B° + C

;

— A/ — B‘
éta ——=:; fi

=————=:VAS FBC Var + B+ C *?

s

y'=
Ó —c

4 YVa? -+ BB‘ + Cre2

a:
X Ré

R E E
ie bini Ali EL

EE‘B+ CA VAB aC?
6

: PUE
E

:

gv Vart +4?
worausman ſieht,daß 4, 8 und 4, negativogenommen
dieCoſinusder Winkelſind, welchedieEbene dery's
und 2's mit einer-jedenderneuen coordinirtenEbenen

(Nr. 304) mat, daß es ſi<eben ſomit «‘; 8! ünd
-

Vt

verhält, für,die Ebeneder xen und y’s. |

Wenn man die vorhergehendenAusdrü>kevon «, «!

u, �.w. in denſechsBedingungs- Gleichungenſette„die,

zwiſchendieſeGrdßengefundenſind,ſo würde man zu

neue RelationenPEGANA, B, u. . w. fommen,‘Rela-
tionen

“
S

»
F iS
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tionen welche man auc unmittelbar aus der Combination

dex Gleichungen (2) ableitenfónnte, aber auf einer wes

niger bequemenArt. Wenn man,

.

mehrerer Einfacbheit

wegen vorausſeßzt,daß,diewillkührlihenGleichungen(1)
ſtaithaben, ſo hatman auf der Stelle

u =
— A; uU — A t= — AM,

BB RE — BB, 8 = — BA,

y=— C dne RE yl = — C,

woraus man ziehenwird
|

:

:

A+ ABFABIFABA=07
B+ B/2+B//= 1 è(5) ACHT ACT AC=0 (6),
Ett) BCHBC+FB/CI=0)

310.

Aus den Ausdrú>en von x“,y‘und z/,die im An-
fangedieſesArtikelsgegebenſind,fann man die von t',
u! und v‘ auf zwey verſchiedeneArten ziehen,und indem

man die Reſultateeinander nähert,gelangtman noc zu

neue Relationenzwiſchenden Größen«',@, u. �.w. Jn
Wahrheit,wenn man dieWerthe von x“,y‘,2‘,réſpectiz
ve 1) dur< «, &', «/, 2) dur< 9, 8‘,a, 3) durchy,
7, 7“, multiplicirtunddie drey erſteReſultatezuſam-
men addirt,es‘ebenſo mit den drey ‘leztenmacht,ſo

LiedKraftden Gleichungen(3)und (4),kommen,
:

t'Sax‘ + «y + al‘z

ut= &x' + gy‘ + PS
= + yy + y.

Subßtituteteman dieſeWerthein“dem Ausdru> t‘?+u/*+
v‘, undvergleichtſolchennachgehendsmit x‘?,+y/?+2*?,
ſowürde man die ſeeGleichungenrae
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a2 +8? + y2=1 7 aal SägeEp ==0

a/* + o/y LD anl Bg yy =0 S8)
mill} Blin 1) (

alati + y y =0 )

:

in toelchen die i (1). und (2) von (Nr. 309)

eingeben.,

_ Berechnet man divecte die Werthe von t/, u! und v/,

durchdie Auflö�ung der Gleichungen vom erſtenGrades
x'=&t‘+ Bul+yv!,ylzalt'+Buty, zeit +0 +y‘vt,
und wenn man zur Abkürzungmacht

Teba py Fap — ably+a ply—a!!Bly,
<

ſowird kommen

x6 yl — y BO) + y!Bly — vB) +2 (Ly!28)t‘=
d

8 (ely — y'a + y‘(ay!— yn) + z(ay — ya)
i

: D
EE:

x (a/p!!— pla‘!+ y‘(a8 Ere Ba) +2! (ap — 8e!)
ZES

Zz
i

;

vergleihtman die Coefficientender Größen x“,y‘ und

z‘,in dieſenWerthen, mitdenen, diemit ihnenín den

vorhergehendenübereinſtimmen,ſowirdman die folgen-
den neun Gleichungenbilden

6 y — yp! =Ôda; py — ve, py! iia yp!= Tx!

ay — y'a =p, ay — ya dp’, aly = aa St
al — pauldy, alp — Pllu=dy, abi — Ba!=dy!!,
Wenn man die Quadrate der dreyGleichungen, welchedie

eriteLinie bilden,zuſammenaddirt,ſo wird man finden

(B+ (p“yy B)+84 — 2! =? Ta +42);
die erſteHälftevon diéſemReſultatekann unter dieGeſtalt_

(L2+p‘2+812)(4°++) — (By + Bly+R)
geſeztwerden,und reducirtſichauf die Einheit,ſo wie

der Coefficientvon d°,inder zweytenHälftevermögeder

Gleichungen(3)und(4):man hatàlſo1 = è, Man
: fön-
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fönnte daraus ſchließend=<+1; jedochiſtes leichtſichzu
verſichern„ daß dieſeGröße:poſitivſeynmuß, denain-
dem man die neuen Coordinatenmit den primitivenCoors -

dinaten-ſi< deen lâßt,d. h. ‘indem man vorausſebt,
daß t=, u = y‘ und y = 2‘;iſt,ſohat man

ail; BCS Hea T;

die andernbeſtändigenSE verden Null, und

dieGrdßedie è vorſtellt,- wird zu + x1..
Die Beſtimmungder ſechsúberflüßigenCoefficienten,

vermittelſtder drey andern, wird immer geſchehenköns

nen „indem man die verſchiedenenRelationen,welchewir

im Vorhergehendengefundenhaben,zuſammenverbindet,
und die Eleganz-desReſultatswird von der Wahl der

Data, und von der Geſchieklichkeirtdie man in den Re-

ductionenangewandthabenwird, abhangen.J< kann

mir nichtin dieſeDetáils einlaſſen,und verweiſedeshalb
den Leſerzu Lagrange’sanalytiſhen Mechanik.

Tchbemerke jedo<h,daß Monge indem er, die

Coefficienten«, 8‘und 4/‘-alsdie Data nimmt, und

iat +y/ = M

I Fe — y = N

I—e + —y/ =P

L— =P TL Qe

macht, gefundenhat,

2p =1/NPEs 2/1 NG + VM,
:

2y= Vee HVMN

<apnSNESLMS 2y =V/NQ — V/MP,
264 =VPQ—V MN.)

PAE
‘

i

Die
*)Zu dieſenWerthenkann man folgendergefialltgelangen;

Man hat durchdieGleichungen(3),Seite284, und.die

Gleichungen(7),Seite286, j

2
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“

Die Symmetrie dieſerReſultateiſteinèêFolgevon ‘de:
°

nen der gegebenenGrößen,in.welchenſichcin Coefficient
“

einerjedenderneuenCoordinaten,in einen jedender

Werthe derprimitivenCoordinaten genommen, befindet,
Es iſtleichtzu ſchen,daß, wenn dreyder GrößenM, X,
P und Q gegebenſind, ſoiſtes dieviierteau, denn

„man E
die Gleichung ; »Z

i

|

C= MFN HPQ, :

In den Fall’wo man ſi vornehmenwürde, nur dieLa:
ge der beydenAxen zu ‘verändern, müſſenſte,‘auf daß

ſieuntereinanderperpendicular“blieben;nichtaus der ihß-
nen gemeinſchaftlichencoordinirten‘Ebene  herausgehen,

und alsdann würde die,aufdieſerEbene perpendieulare

Coordinate,dieſelbein denbeydenSyſtemenſeyn.«Wir
:

:

¿Un ‘EATAR

‘tvollen

=I—/—y, Iap), p=I— al þ/2;-

die zwey erſtenvon dieſen,gebun
m ERES

“ undſeuman füry‘? ihrenWerth,ſo kommt
a + = 1 — &# = pP + 425

wenn“man aber è = 1 in denE von Seite286

macht, ſofindetEe
ep — pel == y‘, woraus 2u/8 = 248! — 2y!l

dieſesReſultatvon derobigenGleichungfucceſſive,addirt

und abgezogen’,giebt
a+ pt 24pm 4 80 + aap 24+ pl
alt inal pI — be Qu 2 Fund

«+= —7) (E — Y] =; (Fat)
n (— + —/ D]

LEL (4 TFB = Vi(I+ a+ Bi+y)
(1—«— +7 H],

wieszu ‘den¿wey -ekſten,Ausdrüken der cittirtenScite

führt,- und hinreihtzutigen„ aufwelcheArt man zu den

andern kommen fönúte,
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:

wollen vorausſezen, daß gefordertwürde diebeydenein-
zelnenCoordiñatenx und yzu transformiren,man wird in

dieſemFallev' = 2‘ haben,welchesgebenwird «=o,
L/ = 0 und 4/1= Es und da = und y‘von v‘ unab-

hángig ſeynſollen,ſowird fommen y =/0,. + =0,

dieſeDypotheſenin den Gleichungen(7) und (8)einge-
führt,reducirenſolchezu den z-folgenden

a da at = 1, 82 + 8/2 = 0, a8 + «8! = 0,

welchedenjenigenähnli find die man Seite 111, zwi-

chen-m und ‘n, p und 9, gefundenhat: es wiredalſo
daraus hervorgehen

:

x/=at’— Bu, y!= ft‘+ au!, «2 f2=1

IT,

Wir wollen zur Miei Gleichungder Oberflä-
chen,der zweytenOrdnung, zurü>fehren,
Ax* ++By?+ Cz? + 2Dxy-F2Exz+2Fyz1 :

-{-20x Pay +2 Kz >=Oe DE
Es

und darin x‘ -- a ſtattx, y’+ b ſtatty, und 2‘ + &«

ſtattz, ſetzen,ſowirdkommen.
Ax! By }-Cz/?+2Dxy 42Ex iaByta]
+ax/(Aa-Db-+Ec+C)-+2y"(Bb-+Da---Fe-+H)|

++ 2z‘(Cc4+Ea+FbA-K)S
“Aa BbRPCc:+2Dab-|-2Eac-4-2Fbe+2Ga

-+2Hb--2Kc—L®j
Man wirddieGrößen a, b, c, dergeſtaltbeſtimmenkóns
nen „ daß man die mit x‘, y‘ und 2 behaftetenGlieder
verſchwindenlaſſenkann,welchediezweyteZeilebilden
indem man dieGleichungen

Aa + Db + Et G=01
Bb -+ Da+ Fe H =o L «e». (b)¡ſet;
Cc + E +Fb+K=6j ie:

| I,Theil, T Wenn
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Wenn man die erſiedur a, die zweytedurchb, und

die drittedur< c multiplicirt,und ihreSumme von der

vorhergehendenGleichungabzieht,nachdem man die

zweyte Zeiieausgelöſcht“hat, ſo wird bleiben-

A204(OSIERSAD SU z‘+2Fy‘2 7
:

+ Ga + Bb +F Ke — Lj >

S0 (C)

_Wir haben nur die Lage des Urſprungsverändertzvir

wollenjeztden Axen eize andere RUE gebunins
dem wir

at + gu 4+ yv, «‘t--g‘u+—+xyund imhoyv
fürx‘, y und 2‘ ſezenzwir werden einReſultatvou

folgenderGeſtofrhaben

E E EE LE
z _— L‘* Hj TS

WeildieTiakdéornzativàdie wir ſo eben angezeigthabeu,
drey beſtändigewillkührlicheGrößen eingeführthat5

-

ſo
wird man, -indemman ſie-gehörigbeſtimmt,eine ähnli-
cheAnzahlGliederdieſerGieichung,verſchwindenlaſſen
Föónnén;macht man

D‘ =o, Ea O; F= 0;

ſowird,ſieſi< auf

| HCS LE
=o 444Aaig

Es würde vielleichtſehrſ{<werſeynſi< a priorizu
verſichern,daß die Entwickelungender Gleichungen

D550; Efiti o F=0f

immerreelle Werthe fürdie beſtändigenGrößen, welche
man vermittelſtihrer, als beſtimmteGrößen ‘betrachtet,
gebenwerden; wenn man aber zuerſtnur, z.B. zwey
Gliederty und uv verfhwindenlieſſe,ſo könnteman die

eine der beſtändigenGrößengebrauchen,um dieWurzeln
der Endgleichung, von welcherdieBeſtimmungder bey-

den
- .
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den andern abhangen wird, reell zu machen: man be-

greift alſo, daß es immer möglichiſdieGleichung(c)
zu derGeſtalt

:

AME + B‘o? + Cv + 2D — L°? =0

zurú>zuführen:
Wenn dieſesgemacht-iſt,und man ſtattt ¡undu,

mr _—

ns und nr + ms ſett,ſo wird man das Product
der neuen Coordinatenrx und. s, dur eine, derjenigen,
ähnlichenGleichung,wegbringen,von welcherwir ſchon
in Nr. 213 Gebrauch gemachthaben, um die Gleichung
der Liniender zweyten-Ordnung von dem Producteut zu
entledigen.

-Înademman dieGleichung(4)inBeziehungaufeiner
jedender Cooordinatent, u, yv, auflóßt,ſogiebtſiezwey
gleicheWertheund von entgegengeſeßtenZeichen,welz
chesuns lehrt,daß die vorgegebeneOberflächeaufdec
cinenSeite ſowol,als aufder andern einerjedender
coordinirtenEbenen,untereinandecgleicheOrdinatenhat,
und daß ſiefolglihdurchdieſeEbenen in zwey gleiche
Theile

-

getheiltiſt, wie es eine Curve durch; ihre
Durchmeſſer.Die, in jedem körperlichenWinkel der
coordinirtenEbenen , begriffeneTheile,ſinduntereinander
ähnlich,weil dieGleiung(4)ſi<nichtverändert,welches
Zeichenauch die veränderlichenGrößen t, u und v anneh-
men mögen.Die AxendieſerCoordinatenfindzugleichdie
Axen der Oberfläche,welchedie Gleichung(à) vorſtellt,
und ſo wie man den Nahmen Durchmeſſer den Ebe-
nen giebt,diebeyderſeitsgleicheOrdinatenhaben,und
ſo wie man dieDurchſchnittedieſerEbenen Axen nennt,
ſobezeichnetman unter den Nahmen, Hauptaxendies
jenigendieUntereinandesPerpendicularſind,

'

T2 312,
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312.

Um die verſchiedene‘Oberflächenzu kennen die ‘indec

Gleichung(à) begriffenſeynkönnen,ſomuß man erſtſu-
cen, welchesdie Natur der Sectioneniſt, ‘diein dieſen
Oberflächen,durc einer jedender coordinirtenEbenen,

parallelenEbenén,gemachtſind.Wenn man zuerſtt “als

beſtändigbetrachtet,und zur VerkürzungLL‘?1A? LZ >?

annimmt, fo wird man haben bu? + Cv = je
nachdemB‘ und C“ von einérleyoder verſchiedenenZeichen

ſeynwerden. DieſeGleichungwird die von einer Ellipſe

oder einer Hyperbelſeyn. Jm erſtemFallewirddie
vorgegebeneOberflächedur< eine Reihe von Ellipſenge-
bildetwerden, welcheallein Ebenen liegen,die mitde-
nen dér u's und v'sparallelſind,und die untereinander

nur dur< die Wertheunterſchiedenſeynwerden, welhe
a denjenigenWerthengemäß nehmeñwird, die t erhält.
Wenn t = 0 iſt,ſo hat man à =L“ und es"fommt
B‘u! + C= LîP, eine Gleihung welcbe der“ Ellipſe
CD ed gehört(Fig.46) in welcherdie vorgegebeneOber-

flächedie Ebene der us und vs begegnet.

-

Macht man

ſucceſſiveu und“x glei Null,‘ſofindètman |

Ls L/
YES ——= u=

Ty
VB: V 6‘

fürdiehalbeAxen AD und Ac. Die,der folgendenEllip-
‘ſen, wird man auf dieſelbeArt bekommen, und man

wird allgemeinhaben,

*

wenn u=0 v= edeieund

:

Vc‘
e

wenn v = 0% u = — iſ,oder was einerleyiſt,
VB

At? + G'y° = Lund At «f Bua LS,
s y Abex
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Aber ‘die-Annahme von u = 0, giebt die Section der

gegebenen Oberfläche, mitider Ebene der t's und v's, oder

die EllipſeDB db, / Die Vorausſezungvon v = 0, giebt

die Se:tionderſelbenOberfläche,mit der- Ebene der u's

und t's oder die EllipſeBC be. . Man ſiehtalſo,daß die

ScheitelD‘,0; dW,e‘,der elliptiſchen-Schnitte!C‘D‘e‘d“.

die mit der coordinirtenEbene DAC parallelſind,durch
das Zuſammentreffender ſchaeidendenEbenen, mit den

beydenſo eben erwähntenSectionen , beſtimmtſeyn wer-

den. Jndem man die ſchneidendeEbenen mit der Ebene

DAB parallelvorausſeßt,ſo würden die Sectionen, toel-

cheman bekommen würde ihreScheitelauf den Ellipſen

CDcd, und. BC be haben,

-

und endlich,wenn man dieſe

Ebenen parallelmit BACnähme, ſo,würdendie Schei-.
tel der- reſultirendenSectionen aufBDbd, und CD cd

liegen.
Man unterſcheidetdie Sectionen CD ed,BD bd,BC be,

die,in den vorgegebenenKörper, dur die coordinirten

Ebenen gemachtſind, von allen denjenigendie mit ih-
nen parallelſind, indem man fie mit den Nahmen

Hauptſectionen bezeihnet.Wenn zwey von den

CoefficientenA‘,B‘ und C‘ untereinandergleichſind,und
man z.B. B' = C‘ hâtte,ſo wirddieGleichung©

die

Geſtalt

u? —- v= — fs

Uêiliaivàsworaus man ſieht,daß allemit der Ebene

der u's und v's paralleleSectionen,Kreiſeſeynwerden,
die ihrenMittelpunct-in

-

der-Axeder t's, und ihre
gleicheHalbmeſſerin-den Ordinatender beydenHauptſec-
tionenBDbd-und BCbe, welcheidentiſhwerden , haben:
mañ muß alſodaraus’ ſchließen,daß,die vorgegebene

TL Ober
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Oberfläche, durch die Umdrehung der EllipſeOba um

die Axe Aß, erzeugtiſ. Wenn man zu gleicherZeit
A! = B/ = C‘haben wird , ſowird’die Gleichung(4)

t* ++u* dv RL
L R

toerden,die.dreyHauptſectionenſindalsdannKreiſe,und
der vorgegebeneKörperwird eine Kugelſeyn,welcheden

tA znCoordinaten

“

zum MERO und“ zum

Radius
—

— hat.
Var

Z1Z»

WivL habenbis jeztnur den Fallbetrachtet,ws die

CoefficientenA“ B“ und €* poſitivwaren; variirt man

dieZeichendieſerCoefficienten, ſowird man die verſchies
dene Oberflächenerhalten,die in der Gleichung(4)ent,
haltenſind,und man twird ſieleichtdurchdie Naturih-
rex Haupkſectionen,unterſcheiden.Es ſey

Alt + Bu — Cv = L/2;

fo werden in“dieſemFalledie GleichungenderHauptſec-
tionen ſeyn

A't24-Blu2=L‘2,A/t2—Clv2=L?2, B‘u2—Cy2=L‘2,
die erſterewirdeineEllipſeſeyn,und die beydenandern

werden zu Hyperbelngehören.Alle Schnittedes vorge-

gebenenKörpers,werden Ellipſendie parallelmit der

Ebene der u's und t's und Hyperbelnſeyn,die mit ei-

ner jedender bheydenandern coordínirtenEbenen paralz
[elſind. /

WenndiévorgegebeneGleiWung
Atz — But — cv = L/2

wäre, ſo würdè man fürdiedreyHauptſectionenhaben
—Bu2 C22 A2 —Cy2L/2, A‘t2a—B‘o2#L/2,

die
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die erſteiſtaugenſchéinlihimaginair, die zweyte und die

dritteſindHyperbeln;und es ‘iſtleichtzu ſehen, daß
der Körperaus HyperboliſcheAbſchnittebeftehenwird,
diemit:der Ebene der t'sund-v?'sparallelſind,und des

xen Scheitel.ſichauf der zweyten Hyperbelbefindênwer-

den, welchedie Hauptſectionenin Beziehungauf der

Evene der u's und t's iſt. Man kann auch in dieſen

Körperdie Elliptiſchenſchnittefinden„ die- parallelmit der

Ebenederu's und v's iſt,indem man t dergeſtaltnimmt,

daß man Ait2 > L‘2-hat,denn alsdann fann diejvor-

gegebeneGleichungunter
derGeſtaltvon B‘u2+4C‘v2=az2

geſezt-werden, indem man A‘t2-—L/2=a2 macht.

314
y

Wir wollen jetztdie Fôlleunterſuchenin welchendie

Gleichung(d)einigeihrerGliederverloren hat,und o-
gleichL' = 0 vorausſezen,ſowerden wir alsdann haben

A‘t24B‘u2-+C‘v2==0;wenn alleCoefficientenA!, B‘, C!

poſitiv:«ſind,ſo kónnte dieſeGleihung nur durch die

Werthe t = 0, u =-0 und v = 0, befriedigetwerden

(Siehe die Note Seite 103), die vorgegebeneOberfläche
wird ſichalſozu einem am Urſprungeder Coordiuas
ten gelegenenPunct reduciren,

:

Wenn cinerder CoeffitientenA‘, B‘, C‘, negativ
wird, und man z. B. At2 +4 B‘u2— C‘v2 =

0

hat,

ſoſind dieGleichungendeë dreyHauptſectionen.
Alta j-B/u2a=01 Alt2—C/y2=0; Bua = C‘yv2=0.

Die.erſte:zeigtnur--den-Urſprungder Coordinatenan,

weil.ſieaus «derAnnahmevon yv = 0 entſteht,- undweil
ſiezugleicherZeitt ='0 und“ u = 0 giebt;die beyden
andern gehörenden gradenLiniendie durchden Urſprung

gehen,denn man ziehidaraus :

i

T 4 _t=v.
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t ="v rr = yp i

Die mit der erſtenHdähiſetiviparalleleSchnitte(coupes)

werden Ellipſenſeyn, Und ‘diewelchemit der zwéyten

und drittenHauptſectionparallelſeyncarge
werden

Hyperbelnſey

Weil aber die vorgegebeneGleichungin Béziehünga

auf den veränderlichenGrößenwelcheſieenthältgleichar-

tigiſt,ſo könnteman einevon ihnenwegſchafen,indem

man u =’pt und v = gt annimmt,woraus hervorgehen
wird A‘ + B'p2 — C92 = 0, und wenn man eine der

Größen p und gq willkührlih“nimmt, ſowird die andere

dergeſtaltbeſtimmtſeyn, daß die Gleichungenu = pt

und v = gt der vorgegebenengenug thun,dieſeGleichun-

gen gehörenaber einer dur< den Urſprunggehenden
gradenLinie;es iſtalſoevident,daß die dur

A‘t2 + B‘u2 — C‘v2 = 0, |

vorgeſtellteOberfläche,dur eine unendlicheAnzahl Li-

nien dieſerArt gebildetſeynwird, und folglihwird ſie

eine der coniſchenOberflächenſeyn,die den Urſprung
der Coordinatenzum Scheitelhat(E Mr."79)-

Indem man eben ſo u =-pt und v= ét in ei

nergleichartigenGleihung von irgend

-

einem Grade

zwiſchenden veränderlichenGrößent,*ù und v, mat, ſo

wird man beweiſen,daß-ſie‘einerconiſchenOberfläche

angehört, indem man dieſeBenennungin ihréêrganzen

Allgemeinheitnimmt.

-

Es folgtdaraus, daß, wenn man

in einer vorgegebenenGleichungdurcheine“bloßeVerän-
derung:des:Urſprungs,alleGlieder dieni<t von -denſel-
ben Gradé ſind,-herausſchaft,dieſeGleichungdieeis
ner cóniſchenOberflächeſeynwird,

SS
Wir
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Vix wollen vorausſezen,daß:einerder Coefficienten
A‘, B‘,c/n der Gleichung(4)Nullſey,und daß man
è:Be A!'t2 + B'u2 = L/2 hâtte:jenachdemdie Coef-
ſicientenA und B von demſelbenoder von einem andern

Zeichenſeynwerden, ſo wird dieſelezteGleichungeine
in der Ebenedes u's und t'sgezogeneEllipſeoder FSyper-
bel bezeichnen; da aber vi¡durch-nichtsbeſtimmtiſt,ſowird

man dieſerveränderlichenGröße, jedenbeliebigenWerth
gebenkönnen„und, wenn man folgli<-inalle die ſo eben

erwähntePuncte, ¿perpendicularenauf die Ebene der u?s

und t's errichtet, ſowird die Gleichung
Alt2 + B‘u2 = L/2,

fúreinen jedenderPunctedieſergradenLinien,die eine
cylindriſcheOberflächebildenwerden,ſtatthaben(ENr. $0),
Die in ihrerganzen Allgemeinheit-genommene Gleichung

A‘t2 4 B‘u2. = L/2,

muß alſoals eine dem Cylinder.angehörige,- angeſehen
werden, die zur Baſiseine Ellipſeoder Hyperbelhat.
Die GleichungenA‘t2 =-L/2, B‘ü2"=L“2, welcheman

erhaltenwird, indem man ſucceſſiveu = 90,t = 0,

L‘ :è GSL.
macht, werden gebent= — und u

= ——;z dieſe
: PM: VB

Reſultateſtellenzwey grade mit der Axe paralleleLiz
nien vor, und welchedie zwey Hauptſectionendes-vor-

gegebenenCylindersdurchdie Ebene der t's und v'sund
der ‘u’sund v's, ſind.Es. iſt_leichtzu ſchen,daß, alle

Schnitte„ -diemit dieſenEbenen parallelſind,ebenfalls
grade, unter;ſi paralleleLinienſind, und daß alle

Schnitte,dieparallelmit derEvene der u’s und r'sſind,der

Baſis-des'Cylinders.ſelbſtgleichund ähnlichſeynwerden...
Ueverhaupt:eine jedeGleichungdienur zwey. der

dreyveränderlichenGrößen enthält,wird, von -wel-

T5 <em
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<em Grade fie au< ſeÿ, einexcylindriſchenOberfläche
angehören, diedur Liniengebildetiſt,welcheauf der

Ebene auf welcherſichdieſebeydeveränderlicheGrößen

befinden/ perpeñdicularſind. Es folgtdaraus, daß
wenn man die Richtungder Coordinatenareverändert,
und man zur Wegſchaffungeiner der veränderlichenGrö.
ßen aus einer jeglichenGleichunggelangt;* man daraus

ſchließenmuß, daß dieſeGleichung,eine cylindriſc<eObvet-

flächevorſtellt,deren Baſis,die E ſelbſtzur

Gleichunghat.
Man wird aufeben der Art ſehen,daß, wenn die

Tranéformation,zwey, der dreyveränderlichenGrdßen

wegſchaft,die vorgegebeneGleichungnur eine, oder

mehrereEbenenausorückenwürde;denn man würde aus

derTransformirteneinen odermehrere beſtimmteWerthe
für die bleibendeCoordinateziehen,und die beyden an-

dern würden willkührlihbleiben:alſo

-

die Gleichung

A‘v2 = L'‘2,welhev-= > =. giebt,iſtdie,von den
:

Vz

beydenEberen, welcheparallelmit die dert's und u's,.

die eine úber die ardere unterwärts, geführtſind.

ZL5.

“Durch das VorhergehendeHabénwir nür dieOber-
flächenvon der zweytenOrdnung,welche einen Mittel-

punñcthaben,findenkönnen;aber nichtallegenießendieſe

Eigenſchaft,dennwenn der gemeinſchaftliheNenner von

denWerthender Größen a, b und c, welchedurchdie
Gleichungen(b)(Nr. z11)beſtimmtſind,Null wird,ſo
wird es niht möglihſeyn,zu gleicherZeitallemit dér

erſtenPotenzeinerjedenveränderlichenGrößebehafteten
Gliederwegzuſchaffen, Um
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Um die,-des Mittelpuncts- beraubte OberfläHhen“ivie-
der zu erfennen/ ſo laßtuns die allgemeine‘Gleiuñg
(a)wiédervornehmen; aberangenonimen,daßman zuerſt
die Glieder2Dxy,2Exz,2Fyz Wvegſchaft,indem “man die

Richtung der Axenverändert,und nur bloßübrigbleibt
Ax32 + By2+Cz2 +20x-+aHyaK La

=6;
ſo’íſtleichtzu ſehen,daß,-indemman x‘ +a, ÿ'—+b
und 2‘ + c ſtattx, y und x ſubſtituirt,man “ni{t!die -

erſtePotenz,von die,der veränderlichenGrößenderen
Quadrat in der obigenGleichungfehlenwürde, ver-

ſchwindenlaſſenkfdnnte. Man wird alſo,um daßdieſer
Fallin dem Reſultatemit begriffeniſt,“nur bloßden
Coefficientder erſtenPotenzder beydenveränderlichen
Größen glei Null machen,z.B. “von x und y” und

die drittewillkührliche“Größec anwenden,um das bé»
ſtändigeGlied zu Nullzu machen: man wird“durchdie-
ſesMittel ein Reſultatvon folgenderGeſtalterhalten

Ax/2 4 By‘2+ C22 =| 2K/2/ o,

DieſesiſtdieeinfachſteGleichung,welchezu gleicherZeit
alleOberflächender zweyten Ordnung in ſichbegteifen
kann;ſieiſtmit derjenigenanalog,“welde wir fürdie
LinienderſelbenOrdnung (Nr. 214)gegebenhaben.

Jet wollenwir den FallE wo dievörgeegebeneGleichungauf
Ax‘2 ++ By/2 4 2K = 0

reducirtwäre.
:

Wenn die Coefficienten-A und B daſſelbeZeichenha-
ben, ſo werden dieGleichungender Hauptſectionenſeyn

Ax'24By20, Ax‘2 +2K/z'0, By/24 2K),
indem man jedesmahl‘vorausſezt,daß,man 2‘ von ei-

nem der CoefficientenÀ und B entgegengeſeßtenZeichen
nähme,ſonſtwürde dievorgegebene.Gleichungnur durch

i

dí:



Âd Fúnftes Capitel.
die Werthe x= 0, y“ = 0 und 2‘ = 0 befriedigt wer-

den fönnen.

D'e erſteHauptſectioniſtnur ein Punctzdie zweyte

und die dritteSectionſindParabeln,ſo wie alleSchnitte

die reſpectivemit den Ebenender xen und 2's und der

y's und 2'sparallelſind.
:

- Wenn die CoefficientenA und von verſchiedenenZei-
<en ſeynwerden, ſo wird die erſteHauptſectiondie zur

Gleichung&x/2--BßBy‘2==0hat,

“

eine grade,Liniedie ihr

paralleleSchnittewerden Hyperbelnſeyn,und die bey-
den andern Hauptſectionenwerden paraboliſchbleiben.

Endlich,wenn einer der CoefficientenA und B Null

feynwird, ſo-wird, wenn: die vorgegebene'Gleichungnur

noch zwey: veränderlihenGrößen enthaltenwird, einem

Cylinderangehdren,der zur Baſiseine.Parabel.hat,die
in der Ebene der-zweybleibendenEoordinatenliegt.

Auf dieſen.Fallmuß man die Gleichung
Ax2 + 2By + KK = 0

beziehen,welcheim Anfangenichtin der allgemeinen
Gleichung &

|

Ax/2 + Dy!a+ Cz!2 4+ 2K/2 = 0

mitbegriffen-zu ſeyn-ſcheint;denn wenn man die Coordi-

naten x und z verſet,indem man «ay!— 82‘, der er-

ſternund-6y‘ + «az!der zweyten ſubſtituirt,(Seite287)

fo roirdman y‘ oder 2‘ herausſchaffenfönuen.

‘316.

‘Wir habengezeigt(Nr. z12), daß die nah
allen*- Richtungenaus

“

Elliptiſchenſchnitten

-

beſtehende
Oberflächeeine aus der Umdrehungum die Axe dert's

entſtandeneED würde,wenn man B/ = C! hätte:

Macht
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Mat man auch eben ſoA = 3 in der G'eichung
Ax‘2 —- By/2+ C12 + 2K‘z/ = 0,

welchealleOberflächender zweytenOrdnunginſ< ba;
greift„ſo wird man die GleichungenderjenigenOberflä--

chen finden,welchedur< die Umdrehung “einerCurve
um die Axe der 2's erzeugtwerden - können, denn es

wird fommen

A (x24þ-y/2)2 =p Cz/2+ 2K‘ = 0;

alle,mit der Ebene derxs und y’s paralleleSectionen,
werden Kreiſeſeyaz-die beydenHauptſectionen, wél<he

durchdieEbenen der xs und 2s und der y'sund 28

gemacht.ſind werden dieſelbenſeyn,‘und werden die

“Curvehervorbringen, die,indem ſieſihum der Axe dee
2's herunidrehet, den vorgegebenenKörpererzeuat.Man
wird die ducchUmdrehungentſtandeneEllipſoidehaben,
wenn deriCoefficientC poſitiviſt,dieHypervoloide,wenn

er negativiſt,und endlichdie Paraboloide,wenn er
Null iſt, :

|

Veberhaupt,wenn dieAnnahmevon x2 + y2 = u>
die veränderlidenGrößen x und y in einer beliebigen
Gleichungwegſc<ha�t,ſo wird man daraus {ließenmÜſ-
ſen,daß dieſeGleichungeinerOberflächegehört,diedur<
die Umdrehung einerCurve um die Axe der.2's erzeugt
iſt,denn,indem man 2= Lon ſtaint macht, und dieGlei-

‘<ung,inBeziehungauf u, auflößt,ſowárde man daraus

ziehenu= Conſtant,oder1/x2+ y2 = Cohftant,
welchesbeweiſenwürde,daß alleSchnitte,die parallel
mit der Ebene der xs und: ys ſind,oder perpendiculaeaufder Axeder 3's,Kreiſeſeynwürde.

37»
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3x7.
Die krumme“Oberflächen haben ‘zu Aſymptotenan-

dre Overflächen.Wenn man z.D. die Gleichung
ax2 + By2— C22 = Le (Nr. 314)

nimmt, und daraus den Werth von 2 ziehet, “ſowird
Fommen

;

reducirtman ‘dieſeAusdrúcke,in einer Reihe, o toird

man finden

os {:SF ITIRLAEA? uſw. >
/

ein ReſultatdeſſenzweytesGliedumLtvielkleinerſeyn
wird, als die veränderlichenGrößen x und y größer
‘werden ; tvorausfolgt,daß die Ordinate 2, immer weni-

ger und wenigervon der Ordinate der coniſchenOberflä-

cheunterſchiedenſeynwird, deren Gleichungſeynwúrde

(Ax2 + By2)u

MELE
—:

DieſeOberflächeiſtalſodieAſymptoteder erſtern.
Die Unterſuchungder Aſymptotender krummenOhcr-

Flächen, reducirtſichaufdie,der beträchtlichſtenGlieder

ihrerGleichungen,in der Hypotheſevon x und y ſehr
flein oder ſehrgroß,ein, und iſ auf den in Nr, 118

etRE entwickeltenPrincipien,E
318+

Aus den DurchſchnitteinerEbene mit einerkrummen

Oberflächeder zweyten Ordnung, kann nur eine Linie

vonderſelbenOrdnuna entſtehen;denn indem man die

Rich-
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Ricdtung der Axen dergeſtaltverändert,daß

-

die:ſ{nei-
dendeEbene eine der-coordinirtenEbenen wird, „und die

Coordinatedie mit ihrperpendicularſeynwird, Null
_macht,-#0 wird man die GleichungihresDurchſchnittes
mit dervorgegebenenOberflächehaben, und es iſtſichts
bar, daß die Subſtitutionder allgemeinen-Werthevon

x, y Und 2, nihtden Grad der vorgegebenenGleichung
verändernwird. Man, würde eben ſo beweiſen,daß
einejeglicheOberfläche,nichtdurch eine Ebene längſtder
.Eurve von einerhdhern Ordnungals die ihrigege
ſchnittenwerdenkann.

Zwey Oberflächen{<neidenſi<immer längſteinerLi-
nie;wenn ſiebeydekrumm ſind;

-

es geſchiehetmehren-
theilsdaß allePuncteihrerDurchſchnittenichtin einer-

leyEbene ſeynkönnenzdieſesiſtder Urſprungder Cur-
ven von doppelterKrümmung(E Nr, 81). DieſeCurven
ſinddurchdas Syſtemder GleichungenderjenigenObers
flächenderen Durchſchnittefizſind,vorgeſtellt,weil die

CoordinatenihrerPuncte,

|

zu gleicherZeiteinex jeden
dieſerGleichungbefriedigenſollen.

319,
MautranëfotmirtauchdierechtwinkligeCoordinaten

einesbeliebigenPunctes,des RaumsinPolarcoordina-
ten,wiefolgt.

Man-gedenketſih einenRadiusvectorAM (Fig.44)
und um deſſenLagefeſtzuſezen, ſo nimmt man ſeineZu-
fluhtzumUte

MAN‘, welchener mit ſeinerProjection
auf der Ebene BAC macht, fernerzum Winkel MAB,

welchendieſeProjectionmit derAreAB bildet,und*man
findetdurchdieſesMittel

MNM“
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ÑM/ = AMGnMAN, AM = AM coſMAM!

PM = AM‘ ſinMAB, p= AM“ cofiM’AB.

Seßtmán alſo
“AM = r, MAM‘ = -p, M‘AB == 9,

ſowird‘fommen
:

E

Cdl

attiean

r= Vertr, Z=rûnp,Y=r.coSpſinq,x=rcoſpcoſq
Man würdemehr ſymetriſcheAusdrückeerhaïten'haben,
wenn man èie Winkel welcheder Radiusvector AM mit

einerjedender Coordinaten MM‘, MM‘, MM‘“ bildet,

anwendet; denn indem man dieſeWinkel0, $ und «

nennt, ſowürde man durchdie Dreye>keMAM, MAM‘,

MAM‘, haben
MM‘ = AM coſ AMM‘ = rcoſp= z

_MMY = AM coſAMM“ = rcoſy = y

MM‘ AM cofAMMÍÑ = rcoſr = x

wo man bemerken wird,daßSOLpScoſy/2+ cof72=

iſtŒ Nr. 69).

320.

Anwendungdes Differentialcalcul, aufdieTheorieder krummen

Oberflächen,

x, y und 2 mògendie Coordinaten eines Punctes

N, Fig.47, ſeyn,:der ſi{aufeiner beliebigenkrummen

Oberflächebefindet;man wird die Ordinate PM = 2 ‘als

eine Functionder beydenAbſciſſenAP=x- und ‘PM‘&ÆSy

detrachtenkönnen. Wenn x, welchesſicalleinverändert

x + h werden wird, ſo"wird man (fürdie Entwickelung
der Ordinatem‘m, in derSection KMm genommen, die

durcheine Ebene welcheparallelmit der,der xs und 2s

gemachtiſt,„und durchden vorgelegtenPuanctgehet,die
:

Reihe
+
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°

dz h d?2 1° dz bh?
N

5

E e EL Lag
ſ,w,

haben:
Wenn' es y iſ,dieſi in y +k betwündéelt;und be-

ſtändigbleibt,ſo wird man die Ordinaten‘n bekommen,
in der SectionPMn genommen , die durcheine Ebéné;
welcheparallelmit derdery’'sund 2'sgemacht iſt,und
die dur den vorgegebenenPunct gehet.Die Entwicke-

lungvon dieſerOrdinatewird ſeyn
>

dz Kk d?z E i: BLE A

C E E TT 2 edp p Ve ſed.

Läßtman x und y zune Zeitſichverändern,ſowird
man von dem PunctM zu einem beliebigenPunct N

übergehen,und dieſesauf zweyecleyArt,nemlich, indem

man ſtatty in der hier oden angeführtenEntwickelung
y + k, oder au< wohl x + h ſtattx in ‘der zweyten
Entwickelungſubſtikuirt.Durch einedieſerOperationen,
gelangtman von der Ordinatem‘m zu der OrdinateNN
in der Section pwoN, und- in det anderngelangtman
von ‘n‘n zu N‘N, in der Section-rnN;die Reſultatewel-
cheman béfommt ſind“identiſ<und findenſihinNr. 25
und 26. Jm allgemeinenwerden alſox und y reſpective
x + bund y + k; man hat

dz

E
de

:créasZta4 Ls)+ u. ’.w. :

ZurVerkürzungwerde i< dieſeReiheBREE EENz+ ph+ ak

+7 (ch?+ 26 hk F tk?)
+ u. ſtv.

i

:

zt

11,Theil. Uu Es
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Es iſtleichtzu ſchen,daß, wenn man aufhörenwird,
die Größen h und kals unabhängigeine von der andern

zu betrachten, und man ein Verhältnißunter ihnen-auf-
ſtellt,ſo-wirdman die Richtungder Ebene»:welcheauf
die der xs und y’s-ſenkrechtgeführti,Duchi:diebeyde
PuncteM„und-N fixiren, ‘den-- :

i i

K N/m‘
g

== N Mm

Es folgtaus den vorhergehendenBetrachtungenaSaus

dem was in Nr. 79 geſagtworden, daß,‘weni u =o

die Gleichungeinerfrummen Oberflächevorſtellt,nwer-

den dieDifferential: Gleichungen

= YZi = 0 undZ E LdeR
reſpectiveden beydenSectionenKMm und PMn.E
renz-die Coordinatey wird. nur in der erſten:als:eine

willkührlichebeſtändigeGröße,welchedieLageder ſchuei-
denden Ebene beftimmthereinkommen;auf eben.die Art

wird es mit der Coordinatex in der |zweytenSection

ſeyn.Man muß nichtdas-dzvon. einerdieſerGleichun,
gen, mit dem. dz vonder andernGleichungverwechſeln.

dieſe,beyde-Differentialeſind.nurpartielle,ſo wie man.

es in Nr. 30 hat bemerken müſſeny denn das vollſtändige
Differential,oder das Enſembelder Gliederder erſten

Ordnung hat zum ES 3

dz 2 ie+ 5* dy= pdx+ adf
Ob man gleichkeinems Bezeichnung.um die zwey -

partielle-Differentialeizu unterſcheidengebraucht,o_iſt
es immer leichtſiedur die der- beyden-Anwúchſedx

oder dy mit welchenſiebehaftetſind,zu erkennen,wenn

man’ alſo-nur dz = pdx hat,ſo iſtdz dasDifferential
derFF
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der Ordinate von der ‘mit der Ebene der x8 und 2s
7

Parallelen Section ; ‘auf ähaliche Art iſtdz = gay;die,
der Ordinate von der!mit dex Ebene der y'sund 2: pas
rallelenSection. "Wenn man dy = mdx macht,ſa
wird das vollſtändigeDifferentialdz = d&(p + mq" dex

Ordinate die durchdie Ebene M‘M NN“ (welcheauf die
der xs und -y°s-ſenfre<t)gegebenenSection angehören,

indemman N‘m’ = m X Mm’ vorausſeßt.“Man wird
analogeDinge finden,indem man ſucceſſivezur‘Ordina-
ten eine jededer.veränderlichenGrößen x und y "mimt,unddie -beyde‘andre -als Abſeiſſetibetrachtet.

Die beyde Differentiale“dz = pdxunddz= qdy,
2“AfinduntereinanderdurchdieBedingungsgleichung7

TTS
-

— E oderL = eiverbunden,tvelcheaus.derLol
titätder:beyden:Entwickelungenvon MN éntſtehet,Aid
die’nur der.Ausdruck“von “der contiñuitätder‘Obétfläe
iſt,Kraftwelcher,ſo wie‘man esweiter oben'‘hátſehen
laſſen„die -beydeSectionenpúN und rnN die durd die
AbſciſſenAp und Ar- beſtimmtſind,ſi RRden“ERRN“

ſchneidenmüúüſſen-

321.j :

2
Hat‘mantadieſ Péeiñilinceen?wohlDérſtans

deny1“ſo wird “j‘man"*ohne 1Mühe ibegreifen‘,, daß
wenn! zwey . Oberfläcdendur den Punct

“

gehen; deſſen
Coordinatenx,y‘ und-2‘. find,und indem man x* in
x + h; yin

igis
Kk,

CRAE dieGStächüng'dererrſten,BiebRH
|

|

EE a +
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z‘+-ph-+gk; ] unddie. (2'4Ph-+bQk
_Hi(th*+2sbk-+tk)7 der

zi +ARh?4+2Shk+TKk?)
+ u. . w. 3 zweyten - 1 u. ſw. 5

ſowirddieEntfernungder N“, correspondirendenPuncte,

aufdieſebeydenOberflächenſegon
P— ph + (C 7 gd)k

+ [R — rh + 28 — s)bk+ (T — OK]
+ u. ſtv.

Wenn man habenwird-? — p= o, Q —q= 0, ſo

werden die vorgegebenenOberflächenſichberühren,und

ihreBerührungwird nur von der:erſtenOrdnung cynz

ſiewirdvon derzweytenOrdnung ſeyn, wenn niän zu

gleicherZeithabenwirdR—r=0, $S—s=0,.T—t=o0

u. ſtv: Raiſonnirtman 1m gegenwärtigenFall� wie

man es in Rückſichtauf den Curven(Nr. 259) gèthan
hât/ſo ird“man ſi überführen,daß jeglicheOberfläche,
welchenichtdieſeBedingungenerfüllenwürde;nichtzwi-
ſchen-diebeydenvorgegebenendurchgehenkönnte; wenig-

ſtens,wenn man die Größen-hund k klein‘genug‘nels
men wired,damit dieSumme der Gliederder erſten.Ord-

nung.beträchtlicherſey,als die„von allenManieigesder

folgendenOrdnungen.

322.

Laßt uns zuerſtvoxausſeten,daß die vorgegebene

Oberfläche, welche.ih „dieberührende Oberfläche
S nennenwerde,eine Ebene ſey; wenn ihreGleichungun-
terderGeſtaltz = Ax + By + D geſeßtiſt, ſo:wird
ſiegebenz/= Ax‘ + By‘+ D, wenn man darin x,y
'und2 inx‘ y‘ und 2‘ verwandeln wird;nachex‘+ hi

und y‘+ k an derStellevon x“ und x, ſeßt¿ ſowird
z! werden

Ax!‘D.
tn
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Ax‘, By + D + Ah + Bk oder z‘ + Ah +l BK,

man wird ‘al�o haben ÞP = A und _Q =, ſubſtituirt
man dieſeWerthein den Berúhrungs-GleichungenP—p
= ound Q— 9 =0, ſo wird daraus hervorgehen
A =p, B = gq. Man wird D eliminiren,indem man

dieGleichungz‘ = Ax‘ +- By! + D von der Gleichung
2 = Ax + By + D abzießet;und ſchreibtman p ſtatt
4 und g ſtattB, ſo wird dieGleichung

z2— =p —x) + 1 — 9,
die,der mit der erſtenragingOberflächetangentisrende Ebenë feyn.

Um davon eineAnwendungzu machen,werde i< die

Gleichung
ax! + by‘?4+ cz = 1°

nehmen, welcheſucceſſivein Beziehungauf x‘ und in
Beziehungauf y differentiirt,gebenwird

;
dz‘ 7 (° ax‘

ax + cz — =o PEdx ez‘;
| a

7 woraus 4 by!4 e
— = = n i Îby + cz

24 lg
E

ſubſtituirtman dieſeWerthe,ſowird kommen
ax’ by‘SEEL Ee —N—-Z 0 — Y

bringtman alleszu einérleyNenner, ſo wird man ein Re-
ſultatbekommen,welches,Kraftder E e ſi<in

ax‘ +> byy'+ czz' = 1°

verwandelnwird.

Wenn der Berührungspunctgichtauf der vorges
gebenenOberflächegegebenwäre,man aber dieLageei-
nes äußernPunctsfennte,dur< welchen.diegeforderte
tangentirendeEbenegehenmúßte;und man «, s und 2,

die CoordinatendieſesleztenPunctsnennt, da ſiedie

U 3 _——__Slei-

4
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Gleichung, welche man ſo eben gefundenhat gnügen*

ſollten,ſo wúrde man haben

‘

aux ++ by“ + ty = lì; }

ein Reſultat,in weichem die Größenx“, y!und:2“ die

unbeſtimmten.Brößen ſind,und welches, in Verbindung
mit der vorgegebenenGieihung,die Curve ‘vorſtellt,auf
welcher ſichalle‘geſuchte’Beröhrungspunctebefinden, von

welchen man leichtſehenfann,daßdie Anzählunendlich
iſtDieſeCurve iſteben,weil die eine der ſiebeſtimmen-

. den Gie hungen nur vom erſtenGrade iſt.7*

Die Durchſchnitteder tangentirenden“Ebene, mit

Zwey der -coordinirtenEbenen,können zu ihrerConſtruk-
tion dienen,ſo wie die Subtangentezur Conſtruktionder

Tangenteder Curven, dient,und ‘es iſtzu leichtſiezu
beſtimmen, um daß es- nöthigiſt,michin ‘dieſerRú>-

ſicht,im geringſtenDetail einzulaſſen.

323.
Die gradeLinie,welcheperpendicularauf der tan-

gentirendenEbene durchden vorgegebenenPunct geführt
iſt,heißtNormale und ihreGleichungenſindnachdem

_ was vorhergehetund in Rükſicht“auf. Nr. zox

x p(z—2)=0, y—-y+…92—)=0
Die Entfernungdes PunctsM,

_

von einem beliebigenauf
dieſergrâdenLinie Has. Punct, wird zum -Aus-

dru> hoben

V(s—x)E RTS E VTFr +
Wenn enánz= o ma<t,/,ſo wird das Reſultat-

s

— VI+FpP E
dieeändedesTheilsMG der Normale,geben, welche

zwiſchender vorgegebenenOberflächeundder Ebene der

x's und ps ént alteniy h iſ,
Sett
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Ztr

_Séytman ſrattp und g die,aus’derGleichung
ax‘2 + Eas + cz A

gezogeneWerthe,ſòtoirdkommen

MG = —VAx(2V bz4 etZee

tvennman viswirda = b = c, ſowird dieſerWerth -

ſichauf
VEata |

reduciren,und in dieſemFalle,wird die vorgegebene

Oberfläcbe-eine Kugelſeyn, die ihrenMittelpunctbeym

Urſprungder Coordinatenund ihrenRadius gleich1 hat.

324.,

Man hâttezur Gleichungder tangentirendenEbene,
dur< mehrereandereBetrachtungengelangenkönnen;
indem man ſiezum Beyſpielbetrachtet,als ob fiedur<h
die dreyunendli<h-nahePuncteM, m und n gehenmüß-

ten, und indem man die beſtändigenGrößen durchdie

Methode der Gränzen, oder durchdie Methodeder uns

endlichkleinen, beſtimmt.Da dieſeAnwendungen,für

diejenigenkeineSchwierigkeitenhaben,welchedie Auflö-

ſung der analogen-Fragen,in Beziehungaufden Cur-

ven, begriffenhabenwerden,ſo werde i< mi< begnügen
die Conſtruktionder tangentirendenEbene, welcheman

inNr. 107 der Eſlaisde Géométriefindet,in Unglyns
zuüberſetzen. Ls

Nach dieſerConſtruftion, be(*‘mmtſichdietangenti-
‘rende Ebene, dur die gradeLinienMT und Mt die

reſpectivedieSectionen

E ¿unePMn,in den PunctM

berühren;da aberE,und S die Differentialcoefi,
cientenderOrdinate2‘ſind,welcbeſucceſſivein einer

=

W4 jeden
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jeden dieſerSectionenbetrachtetiſt,und da díe gradeLic
nien MT und Me nochúberdem parallelmit den Ebenen

der xs und y's,undder ys und -'s ſind, ſo iſtes

leichtzu ſehen,daßdieGleichungenvon MT ſeynwerden

und daß dievon Mt ſeynwerden
4

2 — 2 = = (y — 7, x — x =0.

Fett,wenn man die Gleichungder tangentirendenEbene
dur{

Zz — = Ax — x + B(y — y)
vorſtellt,ſo iſtes augenſchenſcheinlich,daß dieſeGleichung
mit dem vorhergehendenwirdübereinſtimmenmüſſen,und
folglichmuß manfinden,indem man (ucceſfivey—y‘=o
und x— x‘ =o0 maeht,

Zz — EE (n-te)und VUE (y— y);dx‘
'

dy“ ?

ſiegiebtaber durchdieſeVorausſeßungen
zz =A(x— x‘)5 und Z2—z'=B(y— y),

man wirdalſo daraus, ſowie in Nr. 322, ſchließen

A =

—
;

B
g=

—
Es Pins

7‘

QE — E

dx! 5

P/
dy‘

q.

Mankönnte. fúrchten,daß die tangentirendeEbene, fo
beſtimmt,wie man es ſoeben geſehenhat,nur die vor-

gegebeneOberflächeauf die beyden Sectionen,welche
manbetrachtet hat,berúhrte;indem man aber ihreGleis
<ung nur bloßin Beziehungauf x und y alleindifferen-
türt,ſo wirdman haben dz =

=

pdx + 9dy, welchesbe-
weiſet,daß,wenn man nehmen wird, dx = dx“ und

dy = dy‘,ſo wird man haben dz = dz“,und daß folg-
‘TiddiePuncteder vorgegebenenOberfläche,welcheun-

mitteſ-
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mittelbar den -Punct M umgeben, alle mit-'die_der tan-

gentirenden Ebene zuſammenfallen(oderſih -de>en),ſo
langeman nur bloßRückſichtauf den Größender eſten

Ordnung hat. Es folgtdaraus, daß einebeliebigeEbe-

ne, die durh den PunctM geführttt, die vorgegebene
“Oberflächeineiner Curve <neidetdie,mit dertangenti
renden Ebene, zwey gemeinſchaftlichePunctehat,oder,
welchesenerley iſt,den DurchſchnittdieſerEbenemit
der ſchneidendenEbene zur Tangentehat. Ich bemerke

übrigens,daß das was ſo eben a poſterioribewieſen

worden iſt,ſi durch die Betrachtungenvon Nr. 322

einſehenläßt.Wir wollen zjett-zurUnterſuchungder Be- -

rührungsfugelnder vorgegebenenOberflächeübergehen,

325.

-«, $ nnd 7 ſeyn djeCoordinatendesMittelpuncts
der berührendenKugelund a ihrRadius»:ſo¿wirdſiezur
Gleichunghaben

(x— «Y + (y — 8° + Lien a?

Fndem man ſucceſſivein Betrachtauf x und auf y dif-

ferentiirt, ſowird man finden

PLS E

y

IR A
dx zy dy z-—Y

Z
iced

2

E E

= R == ELS + E EAS

te

GEW TAE E R MEO

d°?z (x—«)Q (y P è EQO
i =$ = Ged: PEE

e

dy BL E

dxdy Ce 4), (2—y) {See y

A DQ 1+
dy BE O a=

Weil dieKugel,welchewir betrachten,dur< den Punct
M gehenmuß,deſſenCoordinatenx‘, y‘ und 2‘ ſind,ſo

wird man zuerſt-haben i

:

:

us (x/—
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Le ip e =P =;
‘verändertman’a�sdann * in x/, y in y‘ und z in z‘, în

den FunctionenP ‘und &,ſo werdendie auf der Berüh-

gydérerſtenOrdnungſiſi{<beziehendeBedingungengebén
x — & y‘ — 8

Bi TTA 45/5ImtEn:
öder,

- tvelchéséinerleyi
x‘ d+p 2—)=0.. (2) y—8+q— =o...

DiéféGleichungenwelche,wenn man ſtatt4, x“und ſtatt
8, y ſeßt,dieſelben,alsdiederNormale werden (Nr.323),
lehrèn-uñs, daß alleKugeln,welchedievorgegebenebe-
rührenkönnen,ihrenMittelpuntt‘aufder Normale hâ-
ben , die durch“den Berührungspunctgeführtiſ.

Vermittelt¿der Gleichungen(x) (2)und (3),wird
man drey der beſtändigenGrößen«4, s, y und a beſtim-
men , und es wird*iur eine Bedingungzu ‘erfüllenúbrig
bleiben,um zu vollendendie Berührungékugelzu parti-
culariſiren:man wird alſonichtinsbeſondre, ‘einejede
“derGleichungenK = r = 0, dS — =0,T—t=o0

befriedigenfönnen,“wenn man aber das Enſembelder
Glieder der zweyten Ordnung in der Entwickelungvon
z' und von’ z (Nr. 321)verglei,ſo man wirddie ein-
zigeGleichung

|

Rh? ++ 2Shk + Tk? = ch? + SKE+ tk®

habev,von welcherman wirdGebtaubmachenfónnen,
um dieviertewilkührlichebeſtändigeGrößezu beſtimmen.

-DiefeGleichungE unter dieGeſtalt
R—r + 26.— 5)F+ DE

geſeßt/ werden.‘

“Sett man ſtattdenGrößenR, 5,T, ihre,biëéoben
gefundeneWerthe,und verwandeltman = in x‘,y in y

x}
zin
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2 in 2‘;P inp, und Q in q, ſswirdkömúttn”
1-+p* (LL JE k*

H

E +er+2: ZT ++ +t)0 (4).

Wenn dieſeBléichungin Verbindungmit ‘den.vorherge-

hendenſtatthabenwird,"ſo wird die Ordinate,welche

auf den PunctdeſſenAbſciſſen& + h und y“+ k “find,

errichtet,und’ bey der“ vörgegebenenOberflächebegränzt
iſt,von! die, der Berúhtungskugelnur in die Gliedér

von dec ‘drittenOrdnung

-

unterſchieden“ſeyn!“keine

andre Kugelwird alſó’zwiſchen die beyde
:

Oberflächen

durchgehenkönnen , ‘wenigſtens‘inden Zwiſchenraumder

den Punct M vom Punct N trennt,denn man muß“wohl

bemerken, daß,im allgemeineny dieBerührung(contact)
nur eine OsculationnachderRichtung‘MN (wölche“der

! mN Kk ANA
LinieM/N“ aufwelchernan > =

7» entſpricht)hat.

k : i

Wenn man T=
m macht,ſo wird-man aus der Slei-

<ung (4)ziehen

I+4p°42pqm--(1+9g*)m?
28

/ r-+Tem-+tm?
I

ein Werth, welchenwir der Kürze.wegen ducM vor-
ſtellenwerden ;ſubſtituirtman ſiein den Gleichungen(3)

(2)und(1)ſo wird daraushervorgehen
1—y=M GA =—gM; x —=—pM

a=MVr +tp + 9%

an VAR

326,
Die Betrachtungder Osculirungskugelgiebtdas

Mittelan, die KrümmungeinervorgegebenenOberflä-

<e in ihreverſchiedenenPunctekennenzu lernen, Jn dee

That
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That, wenn man--eine beliebige

«

Section MN

-

ſi
gedenkt,welche-in der. vorgegebenenOberfläche“durch
eine na< der Nokmale’M6

*

geführtenEbene ge-

macht iſto iſtes leichtzu ſehen,daß ſiezum Oscu-

lirungsfreisden großen-.Kreishaben wird,in welchendie
ſchneidendeEbene die Oëéculirungskugel

-

begegnet;denn
wenn es«anderswäre, ſokönnte man einen Kreisdurch

den, von welchenman ſo eben geſprochenhat,und. durc
die CurveMN gehenlaſſen,- und ni<htswürde hindern
den letzten,als den obern Theilan einer Kuge!zu be-

trachten, die auch ihrea-Mittelpunctauf der Normale

hátte, die aber:zwiſchendie Oë-culirungsſphâreund die

vorgegebeneOberflächedurchgehenwürdet,unmittelbar vor

und-nachdem Punct N, wel<hes-aber nichtgeſchehenkann-
Der hieroben gefundeneWerth von a, i| alſoder

Ausdru> vom KrümmungshalbmeſſereinerSectionMN,
die in der vorgegebenenOberflächedur< die Ebene MNG,

die längſtder Normale geführtiſt,(deren Lage übri-

gens beliebigſeynfann),gemachtiſt. Wir werden
|

in der Folgeden Ausdru>des Krúmmungshaldmeſſerei:

ner Section die durcheineahiiEbéñne gemacht iſt,

geben. : ti 08

ur BA Ttrn4:4
Unter die unendlicheAnzahlvon Werthen die, der

Ausdru> von a annehmenkann,wenn man m allemög»
licheWerthegiebt, wollenwir diejenigenſuchen,welche
Maxima oder Minimaſind:um ſiezu findenwer-

|

EE dA 4

.

den wir die Gleichung=o haben, welcheſi<auf

“dM . . . e ve Le

CE
= 0 reducirenwird, weil dieGrößem nur dur<

m

den
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den Factoë M, in a“hereinkommt, indem man aber den

Nènnét aus “der Gleichung(4) von welchen der Werthvon.

2=
y,

oder M abhangt, vér�chwindenlüßr ſowiëd
man haben

i Std
b

(425mtmn)M-+1-+-p*-2pam+(1--9")m*=0... (5)5

di�erentiirtman dieſeGleichungin BeziehungeniN,dM
und machtman=,=0 ſo wird fommen

(6 + M+ pg + (tt+ g99m=0 O

woraus man ziehenwird A — E ſubſti-

tuirt man dieſenWerth in dex Gleichung(5) ſowird
daraus kommen

a+ pP#FrMm)+gd+tM)—_ (pas (r q"+tM)=o0,
und: indem man den gemeinſchaftlichenFactor1-+g*-+tM
ſupprimirt,ſowird máän-nur

+ PP +a +4 +t — (py + SM) ='0

finden,Jſ�dieſes lezteReſultatentwi>elt,und in!Bé

ziehung‘aufM geordnet,ſowird kommen

M*(rt—s?)+F[(1+p?tapage(rar) p40) :

niácht‘man der Kúrzewegen
rts?==é;  (14p?)t— 2pqs+(1fgr= 1+p 49g"
und lößt’mán die, hieroben angeführteGleichungin

Beziehungauf M auf,ſowird man bekommen
Si

TERN

—f + VIT

-

1egt
2e

EM =

welchesgebenwird

LS ats — es
Von denbeydenWerthendes Radius a, ente

ſprichtder eiñedem Maximum derandredem Mi-
nimum.

1m
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Um jetzt zu wiſſen.in-welcherRichtungdie Osculaz
tion:von einer jedender Kugelnzu welchendieſeWerthe
gehören,geſchiehet,ſo muß man m beſtimmen, welches

geſchehen„wird,indemman M
‘ausder Gleichung(5)
PabCI+92)m

s+-tm

ausſchaft,es wird alôdann nach den Reductionenund

indem man in Beziehungauf m ordnet,kommen
“

malu T2)Pg +m[(a+92)r— (2+ p2)t]—
:

LCI+ p28 PaL ° (8).

vermittelſtſeinesAusdrucksM = — bs

IIS :

Eine ‘einfacheVeränderungder Coordinatenwird

hinreichendſeyn, um. dieſeGleichungſo zu reduciren,
daß man, die Veziehung,welche‘ untereinanderauf der

vorgegebenenOberflächedie: geſuchteRichtungenhaben,
wahrnimmt. Jn der That,wenn- man ſicheinbildet,daß
die tangentirendeEbenedie der x’sund y'swird, wel-

chesimmer möglich.iſt,und daß.der durchM bezeichnete
Punct, beym Urſprungeder Eoórdinatengeſeßtſey,

-

ſo

wird-man„nichts.an der -reſpectivenLage-der vorgegebe-
nen Oberflächeund der Osculirungsſphäreaverändern,
man wird aber alsdann «x‘=0, y/=0,.z'=0, p=0;

gq=0 haben,dadurchwerden“dieAusdrückevon Nr. 325,

ſichreduciren auf
:

ZA

IS e

x + 28m

c+

28m

+
ime

tm2*

die Größen « und 8 werdenverſchwinden, ſo.wie es die

Lageder Oësculirungsſphärenerfordert,derenMitteipunct
“in derNormaleiſt,welchedie Axe der 2'sgewordeniſt;
man wirdendlichſtattderGleihung&) -

a m YSY =

TÍ
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.m2s4-m(r—t)—S=0;oder m2iim “42
= T = Gc

haben.
-

Es iſtleichtzuſehen,daßjegtm ‘oder- dieTay:
gentedes Winkelsvorſtellt, welchen:die:gradeLinieMN“

die die ProjectionN-des-Puncts“N° (Fig:48) ‘und den

UrſprungM mit der Axe:4P- der xen bildet,und ‘daß
die,aufdieſs:graden:LinieerrichtetenEbene, *

Perpendia

cularauf der Ebene der xs und ys welche alsdanmw

durchdie Normale MG gehet,den größtenKreis der Be--

rúhrungsfugelenthalten,und:aufwelchendieOsculation
Statt haben.wird-(vorhergehendeNr). Aber indem man

durchm‘ und m/‘ die beyden-Werthe deren m fähigiſt;
bezeichnet,iſowird man Keaftder obigenGleichung:
m/m‘ + 1/= 0. haben; woraus: folgt,‘daß‘dieEdené
des Berührungskreiſes-UNdie mit den größtenRadius!
OM beſchriebeniſ, perpendiculac:auf:der Ebene“ des

zweytenBexührungskreiſesMN, mit E EE OE©M beſchriebeniaS dizin Sil

E 329.
-

:
oge

Um den¿Werth-.desKrümmungshalbmeſſer‘einerSee;
tion,welche-in--dervorgegebenenOberflächezdur<"‘eine

beliebigeEbene,längſtderNormale”geführt,gemachtiſt,
oderdurchdieneue.Axederz'szgufinden,ſowürde!Ss.
hinreichend;ſeÿn ſtattm in den ‘oben

:

gegebenenAusz
dru> vou 7 die,TangentedesWinkels,weléhendieſeEbené'
wit der Ebenevon x und: machtzzu ſubſtituiren;© Mart
würde.denKrúmmungshalbmeſſerder Section,‘diedur@
dieſeleztegemacht

-

iſt,bekommen,‘indem man k = ©

vor

-.
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vorausſezt,welchesgeben würde m = o und y =<,
E

Wenn man überdem alſoden Krümmungshalbmeſſerdie-

ſerSectionkennte, ſo,hâtteman dadur< den Werth
des Differentialcoeſficienteny in Beziehungauf dem

neuen Syſtem derCoordinaten. Man“ wird ohne viele

Schwierigkeitdiebeyde Coefficientens und beſtimmen,
wenn man a prioriden Krümmungshalbmeſſerder veyden
andern" Sectionenkennen wird, welchenit. der erſten
gegebeneWinkel macht, und“ ohne- etwas von der Gleís

chung-:»dervorgegebenenOberflächezu borgen,#o wird

man alsdann im Stande ſeyn,den Krümmungshalbmeſ-
ſerdee:Sectionen anzuzeigéndie dür einebeliebigeEbe-

ne’ gemacht„welchedurchdieAxe der 2’s geführtiſt,vors

ausgeſezt,daß manden Winkel hat, den“ dieſeEbene
"mir einerder dreyvorhergehendenSintomibildet; ein

Umſtandder bemerkt zu werden" verdient,

Jn die Veränderung:‘der- Dedi Sitiawelche tir
uns œingebildethaben, indem man die-Normalefúr die

Axe der 2's und- die tangentirendeEbene fút dieEbené

der xen und ys nimmt, haben wir nichtsúber die Lage
der Axen dieſerleztenCoordinatenfeſigeſezt;weil aber

‘die Ebenen der Osculirungésfreiſedes größtenund klein

ſien“Radius,untertinänderperpendicular{ind ſo:kôns

nen wir annehmen,daß’die Ebene der xen und 2’& dur
einen dieſerKreiſegeht, und daß die Ebene der 3'sund

28 mit der anderñſih!de>t. “Wir:wollenälſodie Ebërie

_N/MG Ffúr-die-der’xen‘und 28 ud die‘Ebéne n‘MG für
die der y’s und 2s" néhmên.

*

Jn dieferVeránderung
verſchwindet:der:Differentialcoefficient$; dénn einer

der Werthevon m, wird Null ‘undider dritREUEund, wenn man ſogleichindex ‘Gléicyung
m2Ss
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ms + m(r— tQ —_ = 0,

:

m = p maty ſowird darauss = 0 hervorgehen: ſeßt
man’ ſienacherunter die'Geſtalt

:

s + tk E —=0
171

ſo wird man verſichertſeyn,daß dieAnnahmevon m

unendli,s = 0 giebt. y

Jn dieſerHypotheſewird man füreineSectiondie
mit derEhéne

der xenund28 einenbeliebigenWinkel
bildet,7 = EE haben,und nennt.many Sieſen
Winkel,von welcherm dieTangenteausdrüft,ſowird

man durch die RelationenE trigonometriſchenfinien
haben

Abi
‘

ETS H

:

linV =
VTE m Vi +

coſV =

und folglich
:

r col Vv?+ t liny2?

Man Fanndie Größen x undt vermittelſtdesgrößten
und kleinſtenKrücnmungshAbmeſſerausdrú>en,dénn

man hat fúr den erſtenV = o, und fürden zweyten
YV = 90°;indem man den einendur< a“ und den andern

durcha‘ bezeichnet, ſo wird man finden
2

LE I
a' = Te al!= T?

woraus

a = —

3

;

I
T R 2 t= —

— And
a!

a‘a

Pm

EED

RE

BETR

TDS

a‘coſ V* +a‘ Tay”
Es folgtdaraus, daß der Krümmungshalbmeſſereiner
beliebigenSection,derperpendicularaufder tangentirenden
Il, Theil, X Éhene

a=
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Ebene iſt,nur vom grdßtenundvom kleinſtenKrümmungs-

halbmeſſexundvomWinkeldendieſchneidendeEbene
mitdie,der Sectionenbildet/ aufwelchendieſeRadi
ſichbeziehen, abhängt.

/ 530.
deeen jet zu den Fallzurückkehren,wo. die

Lage dex.coordinirtenEbenen.beliebigiſt,und- ſehen> wie

man inRückſichtaufdieſenEdvenen.,.die Lagederjen'gen
findenfann,welcheden größtenund fleinſtenOsculiz

rungsfreiséñthalten.

-

Die Art‘ünd"WeiſéVie ‘ſih**urs
zuerſtdarbietet-beſtehet_darin„:-dieTransformationder

Coordinate,„welchewir. inNr. 326-begriffenhaben,aus-
zuführen,und nachherauf der tangentirendenEbenes
welchedie-dex.-Abſciſſengewordenit, die Richtungder
Axen dieſet-legtern,“durchdieBedingung,daß déLDifs
ferentialcoëficients verſchwinde, (vorhergehende.Nr.)zu
beſtimmen.Es hatunsabereinfacherundAs ner

L

geſcpienendieGrößem oder‘dasVerhältniß2— vermit-

telſtdezbeſtändigenGrößen,welchedie Lagezsſchnei:
denden.EbeneMNG (F!9.47) particulariſiren„zu beſtim-
menund.folgendesiſtdas.Mittelwie man- dazugelan-
gen fann.

Man wird bemerken, daßjemehrder PugN
t

dei
PuncteM nahe‘iſt,um o vielmehr wird dié Section
MN ſi nähernmit ihreTangentezuſammenzufallen; die

Tangenteiſtnichtsanders,ais die gradeLinienah wel-
. Ger die ſchneidendeEbene„diejenigebegegnet,welchedie

vorgegebeneOberflächein M berührt,und um ſſoviel

mehr.wupd„auchdie.gradeMN‘ ſih nâherndie-Prejec-
tiondieſerTangentezu werden, Wenndieſes:feſtgeſetzt
#756 LE ;

'

iſt-
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iſt,und-man durch
2

Cus

LEE;

ES Ax = ELE Gs

die Gleichungder ſ{neidendenEbene vorſtelit,ſo wird

man finden,daß die von der ProjectionihresDurch-

ſchnitts.mit
:

der tangentirendenEvene, aufder Ebene

der xs und. y'g
— PA) (x— x0.+ (9— B)(y — y) =0

ſcynwird ; und.ſeßtman voraus,daß x uud y die Abs

ſciſſendes‘PunctsN ſeyn,ſo wird man habenx= A= h

undY—-J==k,woraus man ziehenwird 6 -

pAdes
i hb

pes

iA QnB° .

fúrdieGrenzedesVerhältnißwelcheuntereinanderdie

Größenhbund k habenfònnen,die,nach „dengebrauchs

tenPrincipienzin der Unterſuchungder Osculirungsfugel
(Nr.321).ſofleinals man-wiliſollenangenommenwerden
fòônnen.,Subſtituirtman den Werth oon m inden von M

ſowird der.Ausdru> des Krummungéhaldmeſſernur von

den beſtánd:genGrößen A -und-abhangen z.-man muß
aber bemerken,daß weil die ſchneidendeEbene durchdie

Normale MG gehet,ſo epſtirteinenothwendigeRelation
zwiſchen.A-und ß. “Jn der That,muß die Gleichung
dieſerEbene ident: werden, wenn man darin ſtatt
X —. x‘ und y

— y‘ ihre«aus -denGieichungen-derNors

male (Nr. 3237 gez:genen, Wertheſegenwird. Effee-
tuietman die Subſtitutionund dioidirt-dur< z —2/, ſo
wird -

man finden
;

I = r— Ap Bg
Es würde jetztleihtſeyneine der Größen A und B des
Ausdrücksvon m zu vertreiben,“und ſegtman das Re,

A
in derGleiung(8),ſo.wúrde man diejenis

e ‘haben,welchedie Lage der. Ebenen;dieden
X 2

hz

<,
grôßs
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größten und Élein�ten Osculirungsfreis"“enthalten,ges

bé folle: C j

ZZL=-

Die Betrachtung der auf eïñtander folgenden Nor

malen, welcbe uns zum Ausdru> des Krümmungshalb-
|

meſſerder Curven (Nr.289)geführthat, wird ben ſo
‘aufden Oberflächenangewendet,und verbreiteteîn neues

Lichtúber-die beſondreEigenſchaftendes größtenund
kleinſtenKrümmungshalbmeſſer.Man hatgeſehen(Nr.323)
daß die Gleichungender Normalewaren

x) +C—)p=0 (O)

===. +. (b);
die Größen x‘, y‘,2‘, p unid q, den Punct zugehörig,
welchen man auf der vorzegebenenOberflächebetrachtet,
ſindbeſtändig:für dieſelbeNormale, ſieverändernaber

ihren‘Werth,wenn man" zu einer zweyten Normale, wels

cheaufdie erſterefolgt,übergeht;dieſerDurchgangkann
aber in einer unendlichen“Ahnzahlvon Richtungengeſehe-
‘hen,nemli<, von dem PunctM zu einem jedender ums

gebendenPuncté: man' muß alſo,um alle nur mögliche
Fállezu‘umfaſſen, zu gleicherZeitx“, y’ und“ 2, verán-

dern laſſen,und da man nur den Durchſchnittëpunctder

erſtenNormale mit der zweyten ſucht,ſowird man die
- «Coordinatenx, y und 2, womit dieſerPunct behaftetiſt,
‘alsbeſtändigbetrachten: Differentiirtman unter dieſem
Geſichtspunctedie Gleichungen(a)und (b),und betrach-

“tet man daß dz‘ = pdx‘ + 44%

M

E

dzb (MdE
14

Suis:

gazedp=d. n
E

ORE
dx“ + Lr dy‘=rdx‘—-sdy’,

x Re d?z LBA
dgq=d, — = —— dx‘—+—— ây/=sdx'+tdg!,iſt,

dy. dx'dy‘ dy
s ſé
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ſowird.man finden
— dx!—p°dx‘—pqdy!4-(z—z’)(rdx!4sdy)=0...(c)

—dy!—g*dy‘—podx/+(z- 2) (sdx‘-+tdy!=o... (d).

Geben die-Gleichungen(a)und- (b)die Werthevon x—x!

und von y — y‘,wenn dieGleichungvon z—2“ bekannt

ſcynwird,ſomüſſen,damit die vorgegebeneFrageeine

Auflöſunghat,die beydeGleichungen(c) und (4: inder

BeſtimmungdieſerleßternGröße übereinſtimmen,Das

Reſultatwelchesman bekommen wird, indem man z—z/
-

. . . .

:

d E
:

eliminirt,wied nur noch die einzigeGröße= enthal-

ten,welchenichtdur< die Natur derFrage-gegebeney,
und von derſieden WerthparticulariſirenwirdzdieſeGröße

zeigtuns die Richtungder gradenLinieM‘N“, welchedie

Projectionender beyden aufeinanderfolgendenPuncte,
die man betrachtet,oder, was einerleyiſt,dieGränze
der Größe m (vorhergehendeNr.) verbindet;es folgt

alſodaraus,daß,um zwey ſichſ{<uneidendeNormalen zu

finden, oder die in einerleyEbene liegen,man nichtohne

Unterſchiedvon einem Punct zum andern auf der vorge-

gebenenOberflächegehenkann.
i

i
Wenn man zuerſt

=
E

; aus der Gleichung(c)und (d)

verjaget,ſowird Masum 2 — 2‘ zu beſtimmen, eine

Gleichunghaben,‘die,indem man z in y verwandelt,
in derGleichung(7)(Nr. 327)eingehenwird; und wenn

man z = z‘„aus den nemlichenGleichungeneliminiren
Ï

‘

wird#5 wird das Reſultat; welchesL anicigt,daſſelbe
x“

__
ſeyn”als dieGleichung(8),welchedie Werthe von m

enthált:;der ‘größteund kleinſteOsculirungskreis,wer-

_ ‘denalſoihrenMittekpunctbeymDurchſchnitte,der beys
X 3

RS
den,
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den, aufeinander folgendenMörlenhahen, eftFerinzéichen
(caractère) weſ<es ſe aúfeinerbemerkfüungswerthenArt,von
alleñ-andern Berúhrunagsfkreiſen“ünterſcheidet,und wel:

‘hes wie“manſicht,uns ein,ſieleichtgubeſtimmendes
Mittel“darbietet.

F< laſſebemerken,daß man unter eiñerſehreinfa:d

chenGeſtalt, die Gleichungvorwelcher—
E.
”— abhängt,bes

Fommen fanrn,indem man in den iir (c)und

(d’,dz’ſtattpdx“+ 9dy“‘,dp ſtattrdx/+ sdy‘,dgſtatt
sdx“ —-tdy’; denn nahdem man z — z‘ eliminirthat,
ſo wird man aſsdann finden

dpdy“ + qdz’)— dq dx! + pdz‘)= S(E)
dy/

Dader Werth von = als Functionvonx‘, y! und 2/
X

gegebeniſt,ſo veränderter ſichfárjedenP'netder
vorgeacbenenOberfläch?zdieLagedes Puncts M beſtimmt
die Richtungin welcherman“zum andern Punct N géhen
muß; aus der Lagedieſesleyternziehetman eine neue

Ricbtung,auf welcherſi der drittebefindet,und ſo im-

mer náherund näher. Ein ‘jederPúnct dér votgegebe-

nen Oberflächegehörtalſoaufder Art. zu einer Reihe
_vonPuncten,welchedur< dieBedingung, daß ihre
Normalen ſi<hzwey und zwéh aufeinanderfolgend,{nei
den verbunden ſind. DieſePunctebildènäñe Curve
auf-dervorgégebenenOberfläche,und ihre“Projectionen
bilden:daraus-auf der Ebene’det xs und®°y’seineandre

wovon.MN cine:fleineSeite.vorſtellt,¿Und folglich
: 1 /

hatdieTangentezur Gleichungy — y'= ZL(x—7 x‘).RSO Hg /

xX
Ve

iti
h è 2E) 46 28a! 423i

Î gd I
dy! 2

Was wirſoeden,für„einenWerth.von:7 geſagt
TE SS haben,
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haben , muß auch insbefondre bey einem jeden der Wer-

the welchedieſeGleihunghabenmuß, angewendetwers
déns man ſiehtdaraus,daß dêr PunctM ſichauf zwey
Cutvsenbefindetdiefichin einèm-reten Wi afl <neiden,
und“ davon ‘eineden größtenKrümmungéhalbmieſſerund

dieandre den fklemſtenentſpricht.
:

DieſeNUBEheißen
Krüúmmungslinien.

Fn der Kugel,vontelcheralleTER durchden
Mittelpunctgehen- ſinddie Krümwungslinien‘nichtsan-
ders als diegrößtenKreiſeund es giebtderenfolglich

‘i

eis

‘neunendlicoeAnzahlfürj*denPunct.“DieſerUrüſcrand
iſedurch die vorhergchendeTheoriezuerfénnen,denn

indem man ſtattpþp,q, rx,s und t,ihrenWBérthin der
“Gleichung(e)ſeßte,ſowürde ſieidèntifchwerdènuñ-

abhängigvon keinem Verhältnißezwiſchendx“unddy“,
Wenn man diè Coordinaten«, 8, y derMittelpunct

des größtenoder deskleinſtenBerührüngsfkreiſes(Ne.325)
oder was einerleyiſtdieCoordinaten'x,y undz “dieden

Durchſchnittender beydenaufeinandertBátidenNormas-
len entſprechen, beſtimmthabenwird,wernman xy!

“und 2',zwiſchendenerhaltenenReſultaten‘ünd‘derGlei-

o,ungdervorgegebenenOberflächeeliminirt,ſo“wirdmaù
die“der frummen OberflächehabenwelchederOrt‘von
allenMittelpunctender größtenund kleinſtenKrümmung
iſt, DieſeleyteOberflächeiſtüberhaupteineeinzige

OberflächedavoneineNappe dieMittelpuncteder g!df-
ten Krümmung und die andredieder fleinſtenenthält;
denno< aber, wenn dieGleichung(7)diedenWerth
von z'= giebt, ſih inzwey“rationelleFactorenzer-

theilt,ſofommendarauszeh dteMieders,Overfiäen.
#

: X 4 332.
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332.

Die Bedingungender Berührungvon ‘zwey Oberſlä-

cen,fdnnen von derDe>ung ihreraufeinanderfolgenden
Puncte.abgeleitetwerden, Stelltman durchx!/,y‘,z‘

die CoordinatendervorgegebenenOberfläche,und dur<

x, y, 2, die,der berührendenOberflächevor, ſo muß

zuerſt,damitdiezweytedurchdenſelbenPunctals die erſte

geht;indemman x = x‘,y == y‘ matt, z = 2‘ fom-

men: nachgehends,um eineBerührungder erſtenOrdnung
aufalleSectionendie man dur< denſelbenPunctin der

einenundin derandernOberflächemachen fann , zu ha-

ben, ſo muß dieGleichungdz = dz“,oder Pdx“,+ Qdy‘
= pdx‘+ gdy“,unabhängigvon dx“ und dy‘befriedigt

ſeyn,welchesP—p=0, Q—g=o0 erfordert,ſo wie man
es ſchon-(Nr.321)geſehenhat. Vergleichtman diezwey-

ten Differentiale, um eine Berührungder zweyten Ord-

nungzu bekommen, ſowird man machen42 = a*z‘ oder

Rdx/?1-25dxdy‘+ Táy!*=rds"-1i2sdx‘dy!+ tdy*;
wenn dieſeGleichungſi<unabhängigvon dx und dy,

wahr gefundenwird,d. h.wenn man einzelnR — r=0,

8—s=0,° T—t=0haben wird, ſo wird die Berüh-
cung aufalleLinien von der zweytenOrdnungſeyn,nach
welchendur< den Punct den man betrachtet,„geführte
Ebenen,diebeydevorgegebenenOberflächeſchneidenwer-
den. DieſeReſultateſindvôſligmit den in Nr. 321 über-

einſtimmend:wennman nur über den Geiſtder Methode

welcheuns ineinemund dem andernFalledahingeführt
haben,nacdenft,fowird man ſehen,daßiſieim ¡we-

ſentlichen„nichtdifferirenund daßdie zweyte über der

erſtendenVortheilhat,mit mehr:Kürzeausgedrü>ktwer-

den,zu fônnen. Man könntedieſeBetrachtungenſoweit

fort
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fort führenals man tvollte, ohne die geringſteSchtwvie-
rigkeitzu begegnen;wir wollenuns alſodadbey-nicht

uba
333+

Daeine vollſtändigeBerúhrungderzweytenOrdnung
ſe<s «u erfúllendeBedingungenerfordert,ſofolgtdaraus
daß die Gleichungder berúhrendenOberfiäche

-

eine ähns
licheAnzahlvonbeſtändigenwillkührlicheniGrößen enthal:

ten,muß, und daßfolglihdie einfahſeGleichungdie
“man fúr dieſeOberflächenehmen könnte,nur von der

Geſtalt
2 = Ax + 2Bx + 2Cy + Dx? + 2 Exy + Fy?

cyn Fann.
Wenn dieAbſciſſenx und y in der tangentirenden

Ebenelägen,und die Axe der 2's ſihmit dex Normale
de>te,da man alsdann p=P=0, q=Q=0 hâtte,ſo
würde dieobengenannteGleichungſi zu

'

z =. Dx! + 2Exy + Fy?
reduciren;

-

nimmt man zu den Ebenen der xen und28
und der y'sund 2's, die welcheden größtenund, kleins

ſtenBerúhrungsEkreisenthalten,ſo würde man. haben
s=S$=0, woraus E=o°o, und es würde für die berüh-
rendenOberflächedieſeſehreinfacheGleichungz=Dx?-4-Fy?,

welchezu «denOberflächender zroeytenOrdnung gehört,
diein Nr.315 betrachtetſind,fommen,

Es iſt’evident, daß zwey Oberflächendie einevoll:

ſtändigeBerührungder zweytenOrdnung haben,auch
bey.dieſemPunct dieſelbeKrümmungin allenRichtungen
haben.Man Fann au beweiſen,-daß,wenn ¿weyOber-
flächendie dureheinerleyPunctgehen, ihregrößten‘und

FleinſtenKrümmungshalbmeſſerreſpectivegleichhaben,
X5 AUO



330 : Fúnftes Capitel.

‘auc untereinandereine vollſtändigeBetührungderzwey-
ten Ordnunghaben;in“der That; ‘wennman die-eine
und die andre auf der ihnengemeinſchaftlichentangenti-
renden Ebene und auf denEbenen ihresgrößten¡und
FleinſtenBerührungskreiſesbeziehet, ſo vernichtenſichihre
erſteDifferential- Gleichungen, und E zweyteMeeren‘tial?Gleichungenwerden

: dz =rdx +tdy d= Rdx& + Tdy*,

-Wenn der Kruümmungshalbmeſſera und a“ (Nr.329)
für diecine und die andredieſelbenſind,ſo wird man

‘darausziehen-r=K und t= T,

Es folgtdaraus, daß die durchdieGebiets¡des

größtenBerührungskreiſesUN (Fig.48) um ‘dergraden
LinieoH (diedur< den Mittelpuncto- des kleinſtenB&S

‘rúßbrungsfre'ſesund ſcnfre<taufihrerEbène geführt1)
erzeugteOberfläche,eine vollſtändigeBerührungder zwey-
ten Ordnung mit ihrervorgegebenenOberflächehät,
und daß es daſſelbeſeynwürde mit dér;welche die Um-

drehungdesfleinſtenBerührungskreiſesn um einer

‘gradenLinie,diedur den MittelpunckO des größtéñ,
‘und perpendicularaufihrerEbenegeführtiſ, hervör

bringenivürde.

334 HUE és

“Um,in Betrachtder krummen Oberflächendenſel-
hen Gang zu folgen,als inBetra<htder krummer Lis

nien,ſo wollenwiruns jetztmit der Unterſuchungder

GleichungeinerOberflächebeſchäftigen,die dur<den

ſucceſſivenSectioneneinerunendlichenAnzahlanderer

von‘einergegebenenNatur,gebildetiſt,d.h. von’ einèr-

leyallgemeinenGleichung"abgeleitet,die einewillkührlis
<e beſtändigeGrößem enthält,welcherman allémöóg-

liche
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lihe Werthe“giebt. Es “i�t: evident, daß¡weydieſeraus
_dén“ſehtwénigunterſchiedenènWerthen‘vonm hervorge-

hendenOberflächen"nothwendigeine von der andern ſehr

náhe‘ſeyn, und!fi -na< ‘einerLiniéwerden ſ{nei-
dei fönnen;gedenktman ſicheineReihevon Oberflächèn
die, nach einem gewiſſen“Geſésſichimmer mehr und

mehr‘nähernd,aüf eiñänderfölgen, ſo werden ihreſuc-
__eeſſivenDur<hſ<hiitte,*indem ſieſi< immér “

mehr und

mehrzuſammenziehen,einen ‘Raum beſtimmen,deſſen
geſuchieOberflächedie Gränze ſeynwird: unter dieſen

Nahmen werden wir ſie von nun an bezeichnen,
‘Laßtuns zu den'

Erzeugungs- Oberflächeneine Reihe
‘ vonEdenen nehmen,die alledur einérleyPunctgehen;
ihreGleichungenkönnen nur von dér Geſtalt

A(x =) FB — + Ce =o

ſeyn,„und die beſordreLagzeiner jedenwird-nur von

: À B j

den VerhältniſſenE
und —

7
abhangen,welchewir,um

abzukürzen,dürh m-und n“da werde

«+

Nachdem

dieſcsfeſtgeſcttiſt,müſſenwirbeniérfkén,daßdieſebeyde

GrdßenUr tereinanderverbündenſind,dergeſtält;

-

daf

man“ =o" ‘hâtte,wo die Caratteriſti>:.feine ge-

gebeteFunctioabezeichnet7 dievorhérgehendeGleichung‘wid werden“

EO ESP es mT H C;
und um- von einerEbene zu der, die derſelben*Unmittel-
bar folgt,zu gelangen,ſo wicdman nur alleindieGröße

n verändern müſſen ‘weil,‘dadie Coordinatenx, y und

2,an dea Punetender’gradenLini‘haften,nah welcher
kil die‘behdènvorgegebenenEbenenſchneidenwerden,

‘dereinen und‘deranderngeieinſchaſtlidfind;dieſeBe-

‘iarungwird“geben
ECN)
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f(n) (x — 9 — A) =o... (2),

indem man’ df n) =-f“(n) dn macht, und. dur da di-

vidirt. Es iſtſogleichſichtbar,daß wenn die Geſtaltder

Fünctionfin) befanntſeynwird,man n zwiſchendieſer

Gleichungund der vorhergehendeneliminirenwird, und

es wird daraus dieder geſuchtenOberflächeentſtehen:

ich“werde aber überdiesno< bemerken laſſen,

-

daß die

Eliminirungnochſtatthabenkann,indem man dieFunc-
tionf gänzlichunbeſtimmtläßt.Yn der That,weil man

y
aus der Gleichung(2),f(n)= — — ziehenkann, ſo

muß man darausſchließen,daß die Größen eineFunc-
—[ j

tion der Größe —— iſt,eine Function, die man in ih-

rer unbeſtimmtenLage, dur; dizCaracteriſtik4 bezeich-
0

nen wird, und man wird habenn = y ——Subſtituirt

nan ditionAusdru>
2

derGleichungCd)

LD
fommen

Giebtman Et ReſultateMeLE
e (

2 DPE a dE
X—& A

I «#

ſoiſtes leihtzu ſehen,daßdieerſteHälfteeineFunc-
tion— iſt;man fann ſiéalſodurch‘9CsD)[vors

E L undeswird fommen
-

ZZ
Ñ,

»

Le £
LMELE

Dieſesiſ die‘Geſtaltder allgemeinenGleichungderjeni-
gen Oberflächen,welchedie Gränzeneinerunendlichen
AnzahleN ſind,

-

die alledur<den Punct,,deſſen
Coors
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Coordinatén'#,8 Und. y, ſind,gehen,und überdiesnach
einembeliebigenGeſetaufeinanderfolgen.DieſeErzeugung
begreift!alle’coniſchenObetflächenin ſich; denn dieDurch=-

ſónitteder aufcinanderfolgendenEbenen, werden grade

Linienhn; diedurchden,den Ebenengemeinſchaftlihen
/

Punctgeführtſind.
Das Verfahrenwelchesih in Nr.314 angezeigthaa

be, um eine‘coniſcheOberflächezu erkennen,führtzu
demſelbenReſultate;denn um, ſo wie es das Verfahren .

mit ſi<bringt,den Urſprungzu dem Punctehinzuver-

ſetzen,deſſenCoordinaten”«, #, y ſind,muß man «+ «,

y!+48, 2‘, ſtattx, y und 2 ſubſtituiren,und da das

Reſultatin Bez:-ehungaufx‘, y!und z2!,gleichartigwird,
wenn man darin z2‘=mx“und y/=nx‘ macht, ſowird es

zu einérFunctionvon m und n werden,und wird dur<
f(m, n)=o0 vorgeſtelltwerden können; aber wegenx‘=x

e E

—«, y =y—ß[, 1 =2—7, wirdman habenm=
—— añ

=) = 0.
Xx— «

Zz

Cs _6 i

Da die beydeGrößen—= und —, durcheiner-
è X— x —

= t und folglich(tLX— & X— &

leyGleichungverbunden ſind,ſo kann man daraus wie

hieroben ſ{ließen,daß dieeine, eineFunctionvon dex

andern iſt.

Es leuchtetnihtſogleichein,daß man von der Gleis

ÿ— 6 ;

:

ih Gebrauchmachenkönnte,un

zu erkennen ob eine vorgegebeneGleichungeiner coniſchen
Oberflächeangehört,oder nit angehört,elimiuirtman
aber die unbeſtimmteFunctionvon 0, dur< das in Nr.

83 angezeigteVerfahren,und mat man immer zur

Vers
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Verkürzungdz=pdx-+g9dy;#0,wird man- finden...
a /EP@TA)+a 8)

DieſesReſultatdrüút die.Relationaus, welchezwiſchen
der Ordinate2, ſenenDi�erentialcoefficienteny und den

Abſciſſenx undy, fúr alleconiſch:Overflächenſtattfinden
muß; und es wird-dazudienen,die;Gleichungeiner
OberflächedieſerFamilliezu erkennen,-ſowiedie in

der angeführtenNr. erhaltenenGleichung,dieFunctios
nen von ax-byzu erfennen,„dienet.

Die-unbekannteoder willkührlicheFunction0 beſtim-
met ſi<_durchdie Bedingungen, welchedie vorgegebene
Oberfläche.particulariſiren; eine der einfachſtenbeſtehtin
der Vorausſezung,daß dieſeOberflächedurcheinegege-
bene Curve gehenſoll.Es ſeyenF(x,Y»,.2):=0 und

f(x,y, 2)= 0 die Gleichungender ‘beydenOberflächen,
welchedie inRedeſtehendeCurveenthalten; esmüſſen
zu gleicherZeitin jedem PunctedieſerCurve,dieLOfolgendenGleichungen: :

ALES
= £2GN F(x, y, 2) = 0; f(x;Y» 2)= 0,

x— & x—&æ
:

:

:

ſtatthaben.
: Laßtuns = =t

:

machen,ſo wird fommenn=
=

=

ot);undnachherannehmen,daßmanx, Y.Und 2s

zwiſchendieſenbeydenleßtenGleichungenund denGleichun-
gen F(x»:y, 2)20, f(XsY» 2)z>O,eliminirthtte, ſo coird

nothwendigeine Gleichung zwiſchent und #(t) bleiben,

die wik durch"f[t,#2 ]=0 vorſtellenwerden; ſt man

fürt und 0.x)die Größen welcheſieauédrücken, ſo wer-
|

den wir die Gleichungder geſuchtenconiſchenOberfläche
haben.

Man
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Man.fannſich.nochD e den Kegelderum
einergegebenenOberflächebeſchriebeniſt,zu beſtimmen.
"În dieſemFallemuß man zuerſtdie Gleihungender
CEurve ſucden,nah welcher:der KegeldieſeOberfläche
berühren„muß, und-es iſt

-

leicht.zu ſehen„daß:dieſes
daraufhinaus!äuft,den OrtdexPuncte zu finden,wo

ſiedurcheineReihevon Ebenenberührtiſt,die durch:
denScheite:desKegelsgeführt.ſiud,eineA7 .2:

die:
iirſhonin (Nr.322)fürdie,„-inderGleichang

i

ax? + by? + cz? = 1°

begriffeneOberflächen, aufgelößthaben,und zwar,dur<
ein Verfahren, daßſih auf jedebeliebigenOberfläche

ausdehnt,Es „bedarfim Grunde nur der Combinirung
derGleichungdergegebenenObecflächemit-dexGleichung-
der Berührungsebened'eunter.derGeſtait

= =p —) +90 —S) zi

geſetztiſt;hat man alsdann dieGleichungender bepden
OberflächenwelchedieCutro"enthaltendur< welche der

geſuchteKegelgehenmuß, ſo wird man ſich,ſo-wievors.
her der willéührlihenFunctionentledigen.Jm gegen-
wärtigenBeyſpieieiſtdieCükrvediëder Ort allerBerúh-
‘rungeniſt,dur< die Gleichungen“

-; ha-f

ax *_by?cz°=,  aex+bgy-cyr=1?
vorgeſtelit,Verbindet mandieſelezteGleichung-mit
Zz— y EE . :

=t Und ——= s(t),ſo wird_mandie erſteſoX— «
i

reducirén,daßſienur no< tzund0(t)-enthält,und wenn

man nachherfürdieſeGrdßenihrenWerthſetzt, ſowird
daraus dieGleichungdesgefordertenKegelsfommen.

Es:iſthieram rechtenOrt
|

zuement,daßman,
in demVorhergehendendie Mittelhat,die vornehmſten

S Auf-



336 Fünftes"Capitel.

Aufgabender Perſpectiveund der Theorieder Schatten
analytiſ<haufzulöſen(E S.,109und 114).

335

Die cylindriſhenOberflächenkönnen betrachtetwer»
den als ob ſiedurchdie ſucceſſivenDur<{ſchnitteeinet

_ “Reihevon Ebenen, die nach einem gewiſſenGeſetzges
führtund perpendicularaufeinergegebenenEbene ſind,
hervorgebrachtwerden, Es ſey

ax EKby + cz =e

die GleichungdieſerleztenEbene, und

Ax + By + C + D=0,
diè Gleichungeiner jedenbeliebigendieſecerſten,man
wird ſogleichhaben

Aa + Bb + Cc = 0 (Mr.3094)
und macht man y

H

R
| T

= 111

c
= Nn,

� wird fommen

RES ei

b

ſeztman nacher die Gleichung

E LEE
untér dieGeſtalt

O

C
R + Syte2= 0,

E iwwird’"daraus hervorgehen

m(bx
— ay) +b: — ey+> =0:

dieLageYee,dur< dieſeGleichungvorgeſtelltenEbene,

hängtnur dioßnochvon denbeydenGrößenm und— ab.

Setzt
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Sett man voráus, daß die zweyte eine Functionder er-

ſten, ſo ſeywerden wir JAhen
m(bx — ay) 4+ bz — cy + f(m) = 0... (D

Geht man nachherzu der gleichfolgendenEbene über,
indem man in BeziehungQUEm alleindifferentiirt,ſo
werden wir bekommen

bx — ay SE ECR).= 6. A2) k

Wenn dieGeſtaltderSunctionf liégévénſeyn wird,ſo
wird man m zwiſchendieſezwey Gleichungeneliminirenz

raiſonnirtman aber#ſowie in der vorhergehendenNum.

ſo wird man findenm = $ibx — ay),tooraus

(bx—ay)Þbx—ay)+f[4(bx- ay)]-+bz-

cey=0;

und man wied daraus c{ließen,daß die allgemeineGlei-

chungder cylindriſchenOberfläche,von der Geſtalt
bz —

cy = 9 (bx — ay)

ſeynwird. Eliminirtman “die willkührlicheFunction9,
ſowird fommen ap + bg — c= o. Man würde die

willkührlicheFunction,ſo wie für dieconiſchenOberfläs
chen beſtimmen.

Wir wolleneineReihe betrachten,.dieihren
MittelpunctaufeinerleygradenLinie l;aben,eine jededer-

ſelbenwird dienächſtaufihrineinem Kreiſefolgendeſchnei-
den,deren Ebêne perpendicularauf der Linieſeynwird,
die alleMittelpuncteverbindet;dieSammlung derDurch-
{mitedieſerKugelndie,jezwey u. zwey aufeinanderfols
gend genommen, wird alſoeine Oberflöchebildendie,
nachdemfiedütkchcineEbene,die perpendicularauf der
vorgegebenengradenLinieiſt,geſchnittenwäre, immer
einen Kreis *

geben wird, und folglihdur die Ums

drehungeiner gew;ſſenCurve um dieſergradenLinie,
hervorgebrachtſeynwird, :

“PV,Theil,
:

D s herz
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Um dieſeErzeugung analytiſ<auszudrücken,o
‘werden wir dur< x = a2‘ + «, y = bi + 6

die Gleichungender Umdrehungsaxevorſtellen; die, der

Kugelnderen Mittelpunctſi< auf dieſerAxe befindet,
‘wird ſeyn(x—x)*+(y

- y Y+C@—z)=n?,und um ſiezu

“particulariſiren,wird es hinreichendſeyneineder Coor-

dinaten ihresMittelpunctszu finden,Man mache z‘=m,

D wird Kraftder Gleichungender Umdrehungsaxe
x= am + «e, y = bm + 68

fommen; ſubſtituirtman dieſeWerthe in der Gleichung-

der Kugel,ſo wird es leichtſeynihrdie Geſtalt

EUR e A PS OTGE,A 5

-+a*m°*+b?m*-+m?—
zu geben.

Sett nian nachherfeſt,daß die Größe des - Halb-
meſſerseiner jedenKugel,/ von der Lage.ihresMittel-
punctsabhängt,ſo wird man -a*m?-+b*m?+m*—n*=f(m)
vorausſetzenkönnen, wonach ſi die obigeGleichungin

(x— + y g+ +t2m[(x—a)a+t(y-8)b+z]+f(m)=0(1)
. verwandeln wird.

Geht man zu der glei<darauffolgendennael,ſo wird man haben

ef(x—a)aF(y—8)b+z]+f‘(m)=0..(2)
Wenndie Functionf(m) nichtbeſtimmtiſt, ſowird man

aus dieſerleztenGleichungm=y4[(x—«)a+(p—8b+2z]
ziehen,und’ ſubſtituirtman dieſenAusdruck in der Gleis

Hung (1),ſo wird kommen

—G—«Y+(y- ßY+2° =o[(x— «)a-B+].
Wenn die Umdrehungsaxedurchden Urſprungder Coor-
dinaten ginge,ſo würde man haben «=o, p=o, und die

obigeGleichungwürde ſihauf xyz =0o(ax+by+z)
reduciren endlih,wenn dieſeAxe mit die der 2's ſi<

i

:

:

deckte,
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nte, ſowürdeman überdiesa=0, b=0 haben, und
es -wúrdefommen x*+y?4+2’=09/2z),oder z==(x"—-y?);

Eliminirtman dieiwillkührlicheFunctionderallges
meinen Gleichung,ſó-wirdman

(K—«)(bA-)—(=8) GP z(bp—ag)=o
bekommea, eineBedingungsgleichung,vermittelſtwelcher
man erfennen-wird, dáß’ eine

-

vorgegebeneOberfläche,
dur Umdrehung-entſtandeniſt;oder nicht,und daß ſie
im erſtenFall,die LageihrerAxe iſt:fährtman naps
hereinebeliebigeEbene durth dieſegradeLinie,ſo.wird
mán dieErzeugungscurvehaben.

Jn:den dréyFaméilliender Oberflächen, von wels-
chewir ſo-eben:die allgemeineGleichungbeſtimmthaben,
hat die Eliminirungder Grdßé m geſchehenkdnnen,nicht
eben ſowird es ſichin derfolgendenFrageverhalten,welche
dic wichtigſtenparticülaritätender Theorie,die wir ‘jet
voxtragenenthält,und derèn Reſultatedáâs größteLicht
úber einender vorzüglichſtenZweigedes Miryraicateiuls
verbreitenwerden. ¿

337. y

Es ſeyvorgegeben.dieallgemeinèGléihungder krums
men Oberflächenzü* finden,dië durch die ſucceſſiven
DurchſchnitteeinerReihevon Kugeln,dié mït éinerleg
Radius beſchriebén:,®und/wovon âlle Mittelpunctéin
der Ebene der **s Und p’s auf einer-gegébeneñnCurve,
tiegen;,-gebildetſind.DieſeOberflächenſindein“beid
drer Fallder ringförmigenOberflächen(E Nr: 98)wels
<e wir weiter unten in ihtexganzenAusdehnungbetrachs
ten werden. Nenút man 2 und y“ diè“Cooëdinaténde
gegebenenCurvé und à dèe RadiúsallerKuáeln,ſowird

ORsallgemeinsGleichunsdieſerOberflächenſeyn
HY 32 (X=



340 __ FúnftesCâpitel.

xx + —yY +2 “d

Wenn man die insbeſondrebetrachtet,lepeitiman

hat x'=m, y'=0n,und man dure:n =$ (m) dieRela-

tionbetrachtetdie zwiſchenmund n ‘ſtattfindenmuß,

Kraftder Gleichungder Curven von den Mittelpuncten,

#0:wird
man füreineKugelund ihrenächſtfolgende

—- m + [y — «(+= O

x—m + [7 — (m). om) =o... (2)

haben. :

Die Gleichung(2)welchedie Größem enthält;diè
in verſchiedeneFunctionenverwickeltund mit den ‘verän-

derlichenGrdßen x“ und y combinirtiſt,kann nichtmehr
unmittelbardieſeGröße geben, wie in den vorhergehens

den Beyſpielen.-Alleswas man erhaltenfann,ſolange
als die Geſtaltder Function9 unbeſtimmtſeynwird,
iſteine Gleichungzwiſchenden- veränderliheuGrößenx,

y und 2 und den Differentialcoefficientenp und q. Um

dahinzu gelangenwird man ſucceſſivedie erſteGleichung
indem man m als beſtändigbetrachtet,in Bezichungauf
x und auf xy differentiiren;denn es iſtleichtzu ſehen,

daß Kraft der Gleichung(2),alleaus der Verinderung
von-m entſtehendenGlieder,

-

ſey!es.in Beziehungauf x,

oder-aufy, Null ſeynwerden, - Nach-dieſerBetrachtung
wird man finden is Ë

x-m+p=% 7 — (m) +24= 0

Settman in der Gleichung(1)ſtattx—m und y—0(m);
die Werthe „welchedieſe; lezteGleichungengeben,ſo
wird fommen-
«i H+ 92!=
welcheszeiget,daßinallengeſuchtenOberflächendiegänge
derNormalein Rückſichtaufder Ebene der z's und ys

genommen „ beſtändig.iſt(Nr,323)z5einReſultat,das
»

6 manx)
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man fiberdem nach ‘ihrer Eczeugung vorherſehenkonnte.
In der That wird man mit ein wenigAufmerkſamkeit

bald/ſehen,daß einebeliebigedieſerOberflächenbetrach-

tet werden kann,als ob ſieaus einerunendlichenAnzahl
unendlih ſ{malerZonenbeſtúnde;auf einejede der

Kugelngenommen,die zu ihrerEntſtehungbeytragen;
Zonen dieauf dieſeKugeldur<ihreDurchſchnittemit

der ihrvorhergehendenund“mit der folgenden.beſtimmt

find;da jedë‘dieſerZonendie Eigenſ{aäftder Kugel ge-

niéeßt,ſo.wiedihre Gränzeoder die geſuchteOberfläche,
ſolcheau theilhaftigſeyn. :

Die jetzigeAufgabeiſtvölligderjenigen‘analog,wo

eînéCurve:beſtimmtwerden.ſoll,die alleKreiſeberührt,

welchevon einerleyRadius auf die verſchiedenenPuncte
einergegebenenEurve (Ne.290)beſchriebenſind. Die

__

Zonen welchewir ‘hierſo eben habea bemerken laſſen,

find’ía dem cittirtenArtikel,dur< die kleineBogen,er-

ſezt,die aufjedemKreiſezwiſchenſeinenDurhſchnitten,
mit dem ihm vorhergehendenund dem ihm folgendenent-

hâltenſindzdie geſuchteCurve berührt'den Kreis nur in

einem Punct; die Obekflächeaber, hat auf jederKuge{
eine Berührung-im ganzen Umfangeeines Kreiſes.Ín
derThat,ſo langeals dieGrößem alsbeſtändigbètrach-

tetſeynwird, werden dieDifferentialcoefficientenp und

9gdenſelbenWerth fürdie,durchdieGleichung(1)vors

geſtelltenKugel,als für die geſuchteOberflächehahen;
aber die Gleichung(2)welchedieſeBedingungausdrü>t,
kann, a!s dieGlei<ungeinerEbene betrachtetwerden,
dè dur<hden Mittelpunctder Kugel perpendicularauf
die:der xs und“ y's,aufgerichtetiſt;und ihreVers

bihdungmit der Gleichung(1) wird den größten

Y E
Kreis
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Kreis - geben, deſſenYmfangalleBerührungêpuncteent-

hâlt*),-
Die BeyſpieledervorhergehendenArtikel,ſindderſelben

Bemerkungenfähigund dieGränz-Oberflächewirdeine jede
der ErzeugungszOberftächen, längſtder,durchdas En-

ſembelder Gleichungendie wir dur< (1) und (2)ange-
zeigthaben„ ausgedrü>tenLinie,berühren.“

Der Kegel
und der Cylinder“werden ihreErzeugungsebenenin der

gonzen Ausdehuungciner gradenLinie,berühren;die
Umdrehungs.-OberflächewirdihreErzeugungskugelnnach
einem Kreis berühren.

:

| 338... :

Es ſeyallgemeinV = 0, eineGleichungzwiſchenx;
y» z und einer twillführlihbeſtändigenGröße mz indem

man von der einendieferOberflächen,welchedieſeGlei:
<ung vorſtellt,zu der ihr nachfolgenden,‘úbergeht,-ſo
hat man fúr ‘den beyden | gemeinſchaftlibenPunete,
dV

ig
=0. Das ReſultatderEliminirungvon m zwiſchen

m

dieſeGleichungund der vorhergehenden,wirdder Obers
flächeangehören, die,dur dîe ſucceſſivenDurc{chnitte,
der, in der GleichungV=0 begriffenenOberflächen, gez

bildetiſt,«Giebt man an m einen beſondernWerth, o

‘wird das Syſtem der beyden GleichungenV-= ©0©-und

dV

Zn
= 0 die Linieausdrüken,nah welcherdie Erzeu-

Ee

gungs-Oberfläche, die dieſenWerthentſpricht,durc die

Grâänz-Overflächeberührtiſt,
Dieo

®)Die Ebene dieſes¡Kreiſesgehtdur dieNormaleder gegebe
nen Curve und iftin G-PB' der -53zſienFigurder Eſſaisde

Géométrie voritellen,
y
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DieſerlebteSah kann analytiſ<bewieſenwerden,
ohnezu der ‘Betrachtungder

*

ſucceſſivenDurchſchnitte

derErzeugungs:OberflächenſeinèZufluchtzu ‘nehmen;

denn, wenn man die GleichungV=o0, in Beziehungauf
x und auf y differentiirt,indem man m niht mehr als:

eine beſtändigeGröße, ſondernals eineFunctiondieſer

veränderlichenGrößenbetrachtet,ſowird man finden-

dv dV dm dV y

an Qs E
“av dV dm dav

dy

*

dm dy dz
:

ES dV SL
Gleichungen:die, wenn man

E
= 0 hat,i< zu

dV dV dV dV

i Ea LO
E M

reduciren,es folgtdaraus,daßdieſelezten,durchdie,

aus der Eliminirungvon’ m zwiſchenVv=0, und E =0

(füralleWerthe vonx und 7, die unter ſich,die,durch

dieGleichung- = 0,aufgeſtellteRelationhaben),res

ſulticendenGleichungbefriedigtſeynwerdenzdie,dur
- dererſten,ausgedrü>teOberflächewird alſodiejenigen,
welcheV=0 ausdrüd>t,auf der ganzendurchdasSyſtem

dV
v=o und Tr

= 0° (Nr,332),gegebeneLinie,berühren.

339-

DieCurven längſtwelchenſichzwey aufeinanderfol-
genden Erzeugungscurvenſchneiden,finddur< Mong e-

diesCaracteriſtiſhencurven*derGränz-Oberfläche,
genannt worden, weil ſiewirklihder Oberflächeeinen

Y 4 Ca-
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Caracter eindrúd>en, der unabhängig von den beſondern

Bedingungeniſ, denen ſieunterworfen:ſeyn:kann,wels
bes auch die Curve der Mittelpuncte‘im Beyſpielvon.

Nr. 337 ſeyn‘mag, ſo werden die Caracteriſtiſchencurven
um nichtsweniaerKreiſeſeyn.

Eine jededer Erzeugunas- Oberflächenenthältzwey
Carectieriſtiſbencurvendie im allgemeinenſi werden
ſchneidenfd-nenzihrBegegnungspunctwird ſizu gleis
cer Zeitauf z aufeinanderfolgendenErzeugungs-Ober-

fiâchen, befinden, dergeſtalt,daß ihreCoordinatenbeſtän-
dig bleibenwerden, obaleihdie Größem ſi<zweymahl
veränderthat;man wird alſozu gleicherZeitfürdieſen

PunctV = © + = 0, ——SS haben. Wenn man

an m einenbefondernWerth gebenwird,ſo werden Lieſe
“

Gleicungen| die drey Coordinatendes Begegnungëpunc-
tes der beydenCaracteriſchencurvendie ſichauf der

Erzeugungs- Oberflächehefinden, welchedieſenWerthents

ſpricht, beſtimmen; eliminirtman aber m, ſowerden nur

zwey Gleichungenbleiben„ tvelcheder Curve gehörenwers
den / die durch das Enſembel der Begegnung®spuncteder

Caracteriſtiſhencurvennacheinanderjezwey und zwey ge-
nommen , gebildetiſt Wenn dieſeCurve eine ihrerklei
nen Séiten auf eine jededer Caracteriſtiſchencurvenhat,
ſowirdſiedieſelbenalle-berühren,und in ihrerRükſicht,
das ſeyn, was die Grânz-Oberflächein Beziehungauf
den Erzeugungs- Oberflächeniſt.

Im Bepyſp'elvon Nr. 337, wird man fürdieCurve
von welcherman ſoeben geſprochenhat„ diedre folgen-
den Gleichungenhaben, 6

[x=—m]*
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[x —-m]° + (y — e += a
x—m + [y — o(mJem) =o

— 1 — 9(m)* + [y — om) =o,
ZE

indem man Ls = ví nict.
m

340. tis

®* Ein jeder der bé�ondern Fälle der Gränz-Oberflächen,
berührt nur die Reihe dex Erzeugungs

-

Oberflächen, die

einerley Geſtaltder Function0. in der GleihungVv = 0

correspondiren; die verſchiedeneGeſtaltendie diéſeFunc-
_tion‘nehmeñkann,geben zu einerReihevon Gränz-Ober-
flächenAnlaß, "welchemanchesmahldurcheine einzige
Oberflächeberührtwecden kfönnén,die,folglihallebez

ſondreOberflächen,die man von der GleihungVv = 0

ableitenwürde,berührt,indem man m und der Function
9 alleWerthe und allemöglicheGeſtaltengiebt.

©

Dieſes
iftdie,zwiſchenm und 9(m) aufgeſtellten“Relation7wel-

chedas Geſetz,nachwelcherdie Erzeugungs- Oberflächen
eine auf der andern folgen, particulariſirt,und weil,
um von der einen zu ihrerfolgendenüberzugehen,man
m at verändernlaſſen,ſoiſ es einleuchtend,daß, um

von die eine der Gränz-Oberflächenzu ihrernachfolgen-
den úberzugehn,man 0(m) unabhängigvon m; wird ver-

ändernlaſſenmüſſen;denn dieſesiſtdas einzigeMittel
um auszudrü>en,daß dieFunction0 ſichveränderthat.
Man wird alſo,“indemman durch o, die Größe

dV :

#(m) vorſtellt,—=0, fürallePunctedesDurchſchnittsder

beydenaufeinanderfolgendenGrâpoz-Oberflächenhaben;man

muß dieſeGleichungzu y = o und = 0 hinzufúgen

Y 5

s

und
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und indem man bemerkt, daß dieſelegte,in welcher
man 0(m) zu gleicherZeitmit m hat verändern laſſen,
au untex der Geſtalt

dV. dV dn
;

pe dn BS

geſetztwerdenkann,ſoſiehtman, daß daraus die drey
Gleichungen

LE dV dV
V = 0, — = 0; — =0

entſtehenwerden, die zur Elunivinuſavon m und n dies

nen werden.-

Die reinanalytiſchenametiattawürdenzu:den-
ſelbenReſultatgeführthaben;wenn man die Gleichung
V = 0 differentirt,indem man darn m und n als

Functionen--vonx und von y anſiehet,man findet
e

dV ¿ddu —dV-dn dV
fodS PSS
dV dV dm dV dn dV
LE -+ E

ageP

a

is

—

DeepP
=9035

dy. dm dy dn dy

macht man =, =o und ‘raiſonnirtman wie

in.Nr. 338,ſo.wird man verſichertſeyn,daß dieOber-

flächedie,dur der,aus decEliminationvon m und n

entſtehendenGleichung,zwiſchenden GleichungenV = 0,

WW SS 0; ute= 0, vorgeſtelltiſt,eine jedevon denen
dm dn “erez

berührenſoll,welchedieGleihungV = 0 giebt,wenn
m unb-n unabhángigſind.

Macht man 0(m) =

n

im Beyſpielvon Nr. 337, ſo
dV dV

;:

ig = = 1m, Sf und ‘folglich

m =x, ù-= y; ſubſtituirtman in der Gleichung
V=o,

findetman
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5

V = 9, oder:

wattage (y = n) +2" “zit, ‘�o
fômmt 2 == a,

DieſeGle!chunggiebtzwey Ebenen, dievatimit
derder xs und:y’sſind,und diedavonum der Größea, die

eineoberwärtsund die-andre unterwärtsentferntſind.

DieſerSchlußkonnte leichtvorhergeſehenwerden , denn

es iſtſihthar,daß-alle-KugelndieihrenMittelpunct-auf
der Ebene der xs und ys haben/-unddie von demſel,
benRadiusſind,von zweyEbenen die parallelmit denx

eben benannten“berührtſeynwerden,

341.

Es bleibtnochdie-Furetion0 zu tEtaieúbrig,
damit dieGränz-Oberfläche,einigebeſondereBedingungen

Genügeleiſte: wir wollenſogleich‘vorausſezen; daßalle
Erzeugungs- Oberflächen, einerleygegebenenOberfläche
berührenſollen,derenGleichungdurchF(x,y, z2)=0vor-

geſtelltiſt,und in welcherdie DifferentialCoefficienten!

der Ordinate z durch P und Q angezeigtſind. Beym:

Berührungspunct-dieſerlegtern,mit einerbeliebigender

Erzeugungs- Oberſlächen,werden die GleichungenV = 0,

E(x,y, 2) = 0, P = q, Q = 9, zu gleicherZeit«Statt:

haben; man wird alſo.die Coordinatenx, y und z weg-
ſchaffenfönnen, “und es wird eine Gleichungzwiſchen
m und #(m),bleiben,welchedie Zuſammenſezungder

Function0 anzeigenwird.

Wir werden“no< den Fall:betrachten,wo die er-

zeugteOberflächeunterworfenwäre, durcheinegegebene
Curve zu gehen.Es ſeyxF(x,y, z) = 0, F(x, y, 2)= 0

die Kennzeichender Gleichungen-diéſerEurve, es iſtevi-

dent, daß ſiezu gleicherZeitdurchdie tangentirenden
Ebenen von einerjeden.dex Oherflächen, welchedie obi;

gen
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gen Gleichungenvorſtellen/ berührtwerden wird, und
daß folglichder Durchſchnitt“dieſerEbenen.ihreTangente
ſeynwird {E Nr. 109): wenn ſièeaber in ihrerganzen
AtiêdehnungdieGránz- Oberflächeberührt,ſo wird i
auchnothwendigeinejedederErzeugendènbérühren,und
folglichwerden auchihre‘Tangenreni<“ inden tangens
tirendenEbenen dieſerletzten:Oberflächen,befinden.Um
dieſe’Bedingungen‘analytiſhauszudrücken,wollentir P.
und Q, ‘dieDifferentialcoeficienten‘dererſtenOberfläche
nennen, P, und Q,‘diedèer’zwehten;*"die Gleichungen
ihrertangentirendenEbenen werden ſeyn

2 — = P(x — > EPI
Zi 2h =P, (x =) + QS = yO

und dieProjectionender gradenLiniedie ihrESiſt,werdenzu Gieichungen
(QV E) ¿ZAPP 2)
POPP tre OO

haben. Damit dieſegradeLinieſichin° der-tangentiren-
den Ebene-dérErzeugungs-Oberflächebefinde,eine Ebene

deren Gleihungz — 2 = p(x— x) + gy — y) iſ.
ſowird, indem man ſtattx — x‘ und y

— y‘ die vor-

hergezendenWerthe ſeßt,das Reſultatidentiſhſeyn
müſſen; mañ wird alſohabenPQ,-—P,Q=P—P,+Q,—Q:
dieſe,mit den folgendenV = 0, F(x‘;yl,z‘)caco,
F,(x“,y‘,2‘)=0 Gleichungenverbunden , wird dur< Eli-

minationder Coordinatenx“, y/, 2! die Relationgeben,
welchezwiſchenm und 0(m) ſtattfindenmuß,

342.

Wir wollen uns jeztmit den enttwvi>lungsfähigen
Oberflächenbeſchäftigen:dieſeOberflächen“deren Natur
und Eigenſchaftenin Nr./96der:Ellüisde Géométriedur<

geo

Xx— x=



Theorie der krummenHberflächen.349

geometriſcheBétrachtüngenvorgetragenſind, können be-
trachtetwerden, als wenn ſiédür dieaufeinanderfol:

gende DurchſchnitteeinerReihevon Ebenen die nach eis

ñem ‘beliebigenGeſcgéführt'ſind*erzeugtwären. Da die

GleichungeinerEbene dreybeſtändigetillkührliheGrö-

ßen“enthält,“ſo muß dieſes“Geſegdergeſtaltbeſchaffen
ſeyn, daßzwey dieſerbeſtändigenGrößen, als Function
der dritten,beſtimmtwerden,fodaß man'einer beliebigen
Ebene zufolgenur eine beſtimmte‘Anzahlaufeinanderfol-
genden Ebenen findenkann: nimmt man z=Ax4-By+m,
zur Gleichungder vorgegebenen‘Ebenen,und macht‘man

A=ê(m), B=4y(m), wenn die"Caëacteriſtiken9 und y
zwey beliebigeFunctionenbezéi{hnen,‘ſowird die allge:
meine:Gleichungder entwielbarenOberflächendas Re-

ſultatder Eliminirungvon m zwiſchenden beydenfol-
gendenfeyn:

2— m = x0(m) + ym)... MDI
— I =xe(m) + ym)... QQ)

Man kann die willführlichenFunctionen@þ und þ dur
die Differentiirüngverſchwindenlaſſepz;denn indem man

zuerſtdie Gleichung(1)ſucceſſivein Beziehungauf x

und aufy differentiirt,und man m als eine beſtändige
Größebetrachtet,0 wird man der Gleichung(2)logsfinden

:

p = om), 4 eri bm;
und weilunsdieſeReſultatezeigen,daß dieDifferential-
coëfficientenp und q Functionenvon derſelbenGröße
ſind,ſoſollenwir darausfließendaß p eineFunction
vonq iſt,er viceverſà:wir werden alſop = =#(q)ſegen:

 differentiirtman dieſeGleichungin Beziehungaufx und
auf y, und macht man wie in Nr.331

dp = tdx + Ssdy, dg = sdx+ tdy,
ſo
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ſowird man findenxr = s*‘(9),s = tæx‘(g);,und eliminirt

man

id ſo wird fommen |

rt — = D

DieſeGleichungiſ?8, dieden Caracter’dex enttoicelbaren

Oberflächenunabhängigvon der “Geſtaltder Functionen
0 und 4 ausdrü>t.Wenn wir rt —-s* odere =-0 in

den in Nr. 327 gegebenenAuëdrückendes Krümmungs-
halbmeſſermachen,ſo.wird die eine von ihnenunendli<hz
dieentwickelbarenOberflächenhaben-alſo--eine-ihrerKrúm-

mungengleichNull. Der Radius dex andern Krümmung
iſtbeſtimmt,indem man. den Werth-von 2 — 2‘ in die

Gleichungvom erſten,Grade nimmt, zu welcherſich-die

Slulpung(7)reducirt,wenn man rt — s?*= 0 macht

DieentwielbarenHberflächenſinddurc die tan-

gentirendenEbene,in der ganzen Ausdehnungder graden
‘Linienberührt,die ihreCaracteriſtiſhencurveiſt,und

welchedas Enfembelder Gleichungen(1)und (2) vors

ſtellt.DasSyſtem der dreyGleichungen
|

Zz = m= x0(m) + y 4m)
— I =-x0(m) + y y(m)

0 = xm) + y 4m)
wird , wie in (Ne.339) die Curoe ausdrücken die dur
die ſucceſſivenDurchſchnitteder Caracteriſtiſhencurven
 ausgedruü>t;iſt, oder die Kante der Rúkkehrung
(E Ne. 97). Wir werden dieGleichungender entwickel-

baren "Oberflächegeben, wie eineSammlung von Tan-

gentendieſerCurve betrachtet,wenñ wir von dieEuc-
ven von doppelterKrümmungreden werden; wir wollen
unsjezt mit der Beſtimmungder willkührlichenFunctio--

nen, welchedie Gleichungen(1)und(2)enthalten,be
agen,

Eine
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Eine der einfachſtenBedingungenbeſteht.in dexBVor-

ausſezung-daß die geſuchteentwi>elbare.Oberflächezu
gleicher-Zeitzwey gegebeneOberflächenberührenſoll,
Um dieſenFallabzuhandeln, wollen wir vorausſe-
gen, daßF(x,y, 2) = o und F(x,y, 2) =0 die Sym-
bole der GleichungendieſerOberflächenſind,in den

Puncten.die-ihnenmit dee geſuchtenentwickelbarenOber-

flächegemeinſchaftlihſind, die gegebenen,Oberflächen

müſſenbeyde zur Tangentirungsebeneeine_.derErzeu-
gungsebenenhaben;wir wollendurchx“,y, 2‘,die Coor-

dinaten des Punctes,wo dieſeEbene die erſtegegebene
*

Oberfläche,berúhrt,und durh-x‘/,y und 2“ die, des

Punctes,wo ſiedie zweyte berúhrt,bezeihnen;wir wol-

lennoch,úber-.demfeſtſezen,daß.dieGleichungF(x!,y',2“)
= 0, dz’ = Pdx!- Qdy/giebt,und. daß man aus dec

GleichungF(x, y“, 29), dz“ = Pdx“ + Q,dy/zieht;
weil man durch -die-Gleichungder Erzeugungsebene,
dz = dx0(m)+ dyY (im)hat,es wird fúrihreBerúh-

rung mit der erſtengegebenenOberfläche,
2/— m=x‘p(m)+y4 (m), e(m)=P,, $ (m)=9

und fúrihreBerührungmit derzweyten
2‘‘—m=x!e(m)-+y“‘%(m), e(m)=P,,/(m)=Q,fommen.
Sn

Fügtman die- drey erſtenGleichungen zu

F(x‘,yl,2) = 0,- 0 wird.man daraus x‘,„y‘und z‘,

wegſcha�fen,und.man wirdeine Relationzwiſchenm,

(m) und $(m) haben;die drey legtencombinirtmit
F(x,y11,2/,=0,werden daherauf¿hnlicheArt,davon eine

nach-derEliminirungvon x“, y! und 2“,geben,und man

{wird

> die-Geſtaltder
Uat

O pound þ kennen.*)
- L Ï Wenn

ED Dieſo_ebenabgehandelteFragebegreiftdieAuflöſüügdex

allgemeinenAuſgabevon der Theorieder Schattenund der

: Halbs
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Wenn man ſi<vornähmedie geſuchteentwikélbare
“Hberflächedur zwey gegebenenCurven gehen“zu laſſen,
findF(x“,y, 2) = 0... und f(x‘,Artareo0. (D
die Gleichungen‘der erſten,und“

F(x jl uf =0... IS 2)

=

= o; ¿ (2)
die Gleichuïigender zweyten, ſowürde m2 wietinder
vorhergehendenNr. finden,“daß die Gleichükgëñ*ihrer
Tangenten,von der Geſtalt

x _— x‘= M(z =) yy = N — 29;
x — x= M(z — 2), y

— y = N,/(z=— 2“);

ſcynwürden,
:

|

Da “aberdie Erzeugungsebene,dieſezwey Curven

zugleichberührenmuß,ſo wird ſienothwendigihreTan-

gentenenthalten7undda ſièdur< diePuncte gehenmuß

derenCoórdinaten x“,y‘ und z',x“, y‘,und 2‘, ſind,ſo
wird man haben

:

2 —m= x‘4(m)+ yv)... (D
¿— m = x‘o(m)+ ym) O

Ziehtman nacheinanderdieſeSleſGuñgén?von z=—m=

x0(m) + y$(m),ab, ſo wird fommen

2
— = (x — x)0(m) + (y — 7m),

und 2 2 = (x — x‘)om) + (y — yh (m);
ſubſtituirtman für x — x“ und y

— y; x — x“ und

y
— y“, ihreaus die Gleichungender Tangentender

gegebenenCurven gezogenenWerthe,fo
werden ‘daraus

diebeydeztEy
: î

:

I=

Sübſchatténdenu indentman vorausſ26f,daß‘einederges
gebenenOberflächenleuchtendſey, ſo‘wird der Schattenund
der’Halbſchattender andern Oberflächezwiſchendie Nappen -

derentwickelbarenOberflächey begriffenſeyn,diezugleichum

e
dieſenbeydeuOberflächenbeſchriebenif,(SieheSayansEtrao-
gersT,1X),
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1= Me(m) + Nm) i D
ft

I = M,@0(m)“ N‘{(m) Si & eye (2) entſtezan.
Vereinigtman dievier,durch(1)bezeichnetenGleichuns

gen/ſo wird man nac der EliminirungderCoordina-

ten x‘,y!und 2‘,einederRelationenfinden,welchezwi-
ſchenm, (m) und (m) ſtatthaben muß, und die ans

dre wird das Reſultatder Eliminirungvon x“, y!‘und
2‘, zwiſchenden vier, durch(2)bezeichnetenGleichungen
ſeyn.

f
:

343°

Die allgemeineGleichungallerOberflächen,diedurch
die ſucceſſivenDurchſchnitteeinerReihevon Kugelnge-
bildetſind,in welchenſihder Radius,mit der Lage
des Mittelpunctszugleichveränderte,würdedreywill-
kúhrlicheFunctionen‘enthalten,denn,wein dieGleichung
einer beliebigenKugel(x=w#)?+(y—8)*+@—=*=*iſt;
indem man dieGrößene, 8, 7, von der Gróße ® abhán-

gen läßt,ſo wird man fúr den Durchſchnittdec beyden
aufeinanderFolgendeaKugelnhaben

[0] +W-1 +7 =?
xe - 1] Ou) C=)

“Die Eliminirungder willkühelichenFunctionenerfordertzu
vielRechnung um hiereinenPlaszu finden;wir wollen

nur bemerken;daß man dieDifferentiationen,ſucceſſive
in Beziehungauf eine jedeveränderlicheGröße, bis

zur drittenOrdnung fortſezenmüßte,

-

indem man ® mit

jederder-Coordinazea2,y und 2, zugleichſichverändern
läßt. :

|

Um die Oberflächewelchewir betrachtenzy particu-
lariſiren, ſind-dreyBedingungenerforderlih; man fann

ſichwirkli vornehmen, die Erzeugungskugeldahin
Il.Theil, Z za
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zu ‘verinógenydaß ſiezu gleicherZeitöreÿgégebeneOber
flôhen‘berühren,- oder dieGränz-OberflächedurchR
gegebeneCurvengehen‘laſſén;"es wird leicctſeynſows
‘aufder einen‘alsder‘anderndieſerFragen, dieEE
‘den der vorhergehendenNr. ‘anzuwenden

344-

Man kannzu den allgemeinenG le‘<ungender ‘vét-

ſchiedenenFamil.cnder Oberflächengelangen!indem man
unmittelbar die Betrachtungder Linien,von welchenſie

_zuſammengeſéztſind,anwendet.

V

= 0, V, ='0 ſeyen
‘dieGleichungéneiner beliebigenLinie; dieſeLinieröird

‘ihreGeſttältoder ihreLage öerändern,wenn man die

Wertheder willkührlichenbeſtändigen"Größendiein ihre
Gleichungenhereinkommen, verändérn-wird: wéêan nian

alſoeineRelationzwiſchenÜkehrerendieſerbeſtändigen
_“Géößenféſtſeßt,und man ‘einevon ihnen‘elimíïnikt,‘fo

wird man zu einem"Reſultatgelangen, daß das Enſem-
bel einerunendlichenAnzahlLinien,von detſelben-Art,
als die, weile die GleichungenV' = 0, üld“v,= o

(SiehedieNote Seite 192) vorſtellen,ausdtú>kenwird.

EinigeBeyſpiclewerden dieſcTheoriehinlänglicherläuterü.

Wennman zugleichin Bêtrachkangzieht,daßällegra-
den Liniendïe,durchden Punct,‘deſſenCoordinaten #,8 und

‘e/ſind,zu géhen,unterworfenſind,ſo'werdenihreGleichun-

gen von derGeſtalty—s=ä(x—#), 2—y/=b(«—«)ſem;
Laßtuns b-=9(a) machen, und ſtätt‘aund ‘b’ihre-aus
aus den REEE 2eQUerchangeEIonsWerthe

ſegen,. ſowirdfommen — = “(=)-eineGlei:
chungdie allen-coniſchenOberflächen,welchedurchdiéäraden

. Lf:
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Linien die dur den gegebenen Punct geführtAndegebils
' det werdèn, angehört,

Wir tollen vorausſeten, daßalleCSARET
linienuntereinanderparallelſeynmúſſenzdieGrößena

und’ þ' in den Gleichungeny=akx +« ind 2z=bx ¡78
‘werden dieſelbenbleiben, welches auch die grade‘Linie
die man insbeſondrebetrachtet,-ſeyn¡mag, und: nur

die Größen-«und 8 werden ‘ ſich“verändern, “indemſie
von einer gradenLiniezu einer andern übergehnz-«man

wird alſoÎ=0(«)machen, und es wird fommen y = ax

«a, 2=bx—+-$(-).Die erſtedieſerGleichungengiebt
a=y—ax, und ſubſtikuirtman inder zweyten, ſo findet
man z—bx=0y—ax),eine Gleichungdieman leichtin
die ‘von Nr. 335 eingehenlaſſenkann,

Wenn die gradenErzeugungslinienalleparallelmit
der Edene'der xs und ys ſind,und durchdie Axe der

2’8 gehenmüſſen,ſo werden ihreGleichungenſichauf
y =ax und 2=g8, reduciren.*Wenn die Größen a und''s
von einer graden Liniezu eíner andern úbergehn,ſowird

manſegenB= 9(a),und da a = i, ſo wirdman

haben z =4(7):eineGleichungder Oberflächedie in

Nr. 93 der Eſlaisde Géométriebeſchriebeniſt.

c(x— a) c(x—a) (y—b)und z=———

y-b E (x—a)+(y bb)
mit welchenman ſi in Nr. 147 beſchâſtigethat,drücken
die Ordinaten-von ‘zweyOberflächendieſesGeſchlechts
aus; denn, wenn, um es mehr zu vereinfachen,man =

ſtattx—a und y ſtatty —b ſet, welcheszurBerſegung
des Urſprungsdient,ſo wird man haben

DieGleichungenz=

3 2 X=
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| dto
“ex c R

2

AS20

1m =,

i ESTA LOPE
Esiſjegtleihtzu ſehenwarum dieDoanx unbe-

ſtimmtwerden,wenn mán * = a und y =b in ihre
erſtenGeſtalt,oder & =ound y = 0 in ihre:zweyten
Geſtaltmacht:“die Püücte-welchedieſenleztenAbſciſſen
entſprechèn4-befindenſih ‘in der Axeder 2's auf welche
eine Ordinate von einer jedendèr drey

-

gradenErzeu-

gungslinien„ deren Anzahlunendlichiſt,fällt;wenn man

— =m mat, ſobetrachtetman eine dieſergradenLi-

nien insbeſondere,und man bekómmt nur die-Ordinate

dieihr:angehdret;
Wir ‘haben“bis jetztnur zwey vébdáderli@sCoeffi-

cientenin den Gleichungender grädenErzeugungslinien,
vorausgeſeztzes würden deren drey ſeyn, ‘wenn man

einegradeLiniebetrachtete,die nur bloß,durchdie Axe
der z'szu gehen, unterworfeniſt,und man die beyden

andernBedingungen,welcè ihre Lage particulactificen

ſollen,als unbekannt,betrachtete,
“Wärendie Gleichungeneiner ähnlichengradenUnie

von der Géſtalty = ax;und 2 =bx +8, ſo würde

wan b'=4(2), b = 4(a),machen, worausfommen

‘wárdez = xé(7)+ (5) Die willkührlichenFuncs

tionentele“ dieſeGleichungenthält,fönnenbéſtimn-:
werden;indem man zwéy Curven annimmt dur< welche
die vorgegebeneOberflächegehenmuß.(E Nr. 164).

Wir wollen jeztzum allgèmeinenFall::übétgéhér,
indem wir,als zu gleicherZeitveränderlich,die vier Coaefs

4

ficienten
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ficienten az -#,. b,. 8 die: in den-Gleichungen der graden

Erzeugungsliuiehereinkommen,betrachten. 7 Wenn drey
dieſer:Coefficientenals.Functionender vierten,gêgeben

ſeynwerden, ſo-wird:das*Geſetz,beſtimmt“ſeynnachwels
chen man von einer gradenLiniezu der aufefolgens
den übergehen:wird,weE Ee = 4a) = (a); Eſ9werden die:beydeSitii. À d

(Tid RE 28x) dw, GR; ásiceBeE

werden: & y=ax+0(a)CD -H Ceni acdubtsÓx

Das Syſtemdieſerbeydén:Gleichungen,ſtelltalleaus.gra-
den LinienbeſtehendenOberflächen-vor;oder:die,die dur<
eine gradeLinie,welche:ſih<aufeine beliebige-Artbe-

wegt „ erzeugtſind;es ſind-drey-Bedingungen‘erforderlich
um dieſeOberflächenzu particulariſiren;-may kann vorausse
ſegen5 daß die geſuchte:Oberflächedurch-drey:getanLinienngenPE (E Nr.94) it

ot a nom 2A

6! IN

péDirindie:gradeErzeugungslinie:-einejededieſerLio

nien {neiden-ſoll,ſo werden-dieGleichungen(1):und (2)

zu:derſilbenZeit7alsdie; der-gradenLinieſtatthaben.

_
Eliminirtman ‘dieCoordinatenx, und 2; zwiſchenden

beyden'Gleichungender erſten, und:den Gleichungen(1)
und-(2),ſo wird man ein Reſultathaben,das die Rela-

tion ausdrücfenwird, welchedie Größen“a, €(a),Va)
und (a) habenmüſſen,damitdie gradeErzeugungslis
nie dieſeerſteCurve ſchneidenfann;man wird aufeben
die Art“ die Gleichungen(1) und (2)ſucceſſivemitden

derzweytengegebenen‘Curve,“ und mit dender dritten,

verbinden,und man wird ſichdadurchzwiſchenden will-
kührlichenFunctionen,und dex Größe a, zwehneue Glei-

<ungen verſchaffen, die,in Verbindungmitder, von

wel»
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weléher wir ſo ‘ebengeredet‘habeñ, díeGeſtaltus
Mutis‘beſtimmen“

werden.

{Wir werden alsBeyſpiel“deñFallvit):o die
dèvargegebene'LinienFre:Pnp:undwir_werdewihreGleichungëndur<

e

|

LA
y=a'x+ly ZF ya FUT 5

ESWE:US E E vorſtellen;

‘combinirtman ſucceſſivedie Gleichungen(1)und )-qmit
einerjedendeëvvrhergehenden,und- ſeztman wieder zur

Verkürzung:#;/b:und-p5ſtattder Fünctionen-$!a)4a);
Und®(a),#0"toirdmamidie'drèy:Gleichungen

|

Z

D EEA MER MameA -E—B) e—) —bA)=
¿il (à at‘) (B= BA) — (&— à!) (b—b“J =o,

hâbenz?wel<hedie Werthevon à, b und 6 in a gében
werdew5ſubſtituirt-manvdieſeWerthein (1)und (2)und
eliminirtman a, ſo wird man zuxk.Gleichung"dée-geſuch:
ten Oberfläche,gelangen,Wir werden uns nichtin die

Détails‘dieſer:Rechnungeneinlaſſen,dieman ‘bereitfachen
fan indemman eine-dér«gegebenengradeLinie -mit

dieAxe'dér2s fichde>enläßt;wir wollen nur dem Le-

ſerderſieretwaverrichtenwoltte,anzeigen¿ daß das --Re»

ſultateinerObérflächederzwehtenOrdnung angehört.
Es iſtleïcht-dieſeBetrachtungenbis “zueinem belie-

bigenGeſchlechtevon Liñien‘auszudehnen,und um-die

Gleichung’der“Oberfläche} die dur< das Enſembel -dieſer
Liniengebildetiſtzu beköómmen; ſo wird es hinreichend
ſeyn alle“willkührlichebeſtändigeGrößen,die ihreallge-
meine Gleichungen‘enthalten,von cinereinzigenabhängen
zu laſſen.

Ein KreisfanntaufeinebequemeArt imRaum ver-

imitteiſteiner:Kugelund einer Ebene, gegebenwerden;
/ die



TheoriederfrummenOberflächen. DE

dieGleichung,deo erſtenif,allgemein. |

(x — n Ol 07 0 ao LTI,

Lie,von-einerEbene,welchedur<ihrenMittelpunctgin-

g2, wardevoy derGeſtaſs
(aT Sax —a) + b(y.— 8)» + « (2)ſeyn,
Die Lage und die Grôßedes Kreiſes,welcherder Durch-
ſchnittdieſer,beydenOberflächeniſ, wird,wie man ſieht,
von ſechsbeſtändigenwillfkührlichenGrößenabhangenz man

wird vorausſeßzen,.daßfünfvon ihnenFunctionen.von

derübrigbleibendenſind,und das SyſtemderGleichun-
geu(1)und (2) zwiſchenwelcheman dicſeléttebeſtäáns
digeGróge,eliminirenwird,gehörtdenOberflächen,wels
ce von Kreiſengebildetſind,dienacheinembelievigenGes
ſezaufeiaanderfo:gen,,,undinwelchendieLingfórmis
gen Oberflächenbegriffenſind,Man wirdfieBE tatsparticulariſirenfdanen,„ daßſiedurch,fünfgegebeneL
nien gehen,weil ihreallgemeineGleichungeinethnliche
AnzahlwillführicherFunctionenenthält.

345-.

La Grange hat dieMittelangezeigt.dieOberfläs
chenzu finden, die.dur Lin'envon einergegebenenNaz
tur zuſammengeſest.ſind;

-

aher dieſergroßeGeozeter
hat die Frage nict,in.demganzenUmfangedeſſenſie
fähigiſt,betrachtet,er hatvorausgeſett,daß,wenn die

Exrzeugungslinien.aufeinerleyOberfläche.wären, ſieſich

aufeinanderfelgendjezwey und zweyſ{neidenmüßten,
eine unnóthigeBedingung.Die in den Künſtenunter dew

Nahmen irregutäreOber f.lächen(furfacesgauchos)be-

kanntenOberflächen(ENr.94),beſtehenausgraden.Linien
diedieſeBedlpayngesnichtbefriedenundſiefindetnur für

34. die
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die entivi>elbaren Oberflächenſtatt: dieArt und Weiſe
wie man ſieausdrúctenkann,iſtfolgende.

Man lâßtinden Gleichungen(x)und (2)Seité357
“die Größe a ſi<verändern, indem man x, y, z, als be-

ſtändigeGrößenbetrachtet,Und es kommen dievierGlei-

chüngén
y = ax + (a) E Zz = xi) + (I
= + M) o0=x{() +*“(a)J

diezu gleicherZeitfürden Begegnungspunetder beyden

gradenaufeinauderfolgendenErzeugungslinienſtattha-
ben ſollen.BVertreibtmán x aus den beydenGleichungen
diéfi auf dex iweyténLiniebefinden,fokommt daraus

die Gleihung 9“(a)1(a) — (a) =o ¿« « (3),
tvelcheéine Relationaufſtelltdie zwiſchéndon Fanctionen
à 4 uud æ nothwendigiſt ſiehôrenalſsalle”aufwill-
führlihſeyn,Und folgli<vetlierendieVleichungen(1)
und (2)von ihrerAllgemeinheit,

Die entroickelbarenOberflächen,o betrachtet,als wenn

fievôa jezwey und zwey ſihſ{neideudengradenLinien

gebildetwären, ſindalſodür dieDDOsGleichungeny=ax+4/‘âs z=x{(a)+#(a), g‘(a){(a)—*+‘(a)=0
vorgeſtellt,zwiſchenwelchen‘man dieGröße a und eine

der ivillfühtlihenFunctioneneliminirenmuß.
Uni diéFdentitätdieſesReſultats,mit dem auüs Ne:

343 zu jeigén; wollenwir wieder dieGleichungen

2—m=x(m)+y{(m)—1=x9(m)Fy (m)

vöriiéhmenñ,und indemwir y aus der erſtenwegſcafen,
wévden wir haben

4 Ep
xq E +4)+ m —

FP y=—x 5 —

Jp
indem man zueVerkürzung5 ſätt(m) u. #.w. f<keibt.
Wenn dieſeGleichungen“GliedasGlied mit 2=bx +6

und
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ühd y =as is verglichenſind,0 wird lCommen

: e dl 1 Br

bh n CERA Karliadimd
wöraus man ſogleichſchließenwirdz*daß 4% #; b und:$,

Functioneneinerundeben derſelben( róßein ſeynmüſſen.
[14

Settmánin denAuédrückenvonb und6 ſtatt7 und
4 ihreWerthe,ſowird man adeLudinb=m-+e];
mán wird alſoum à, #, b und $, zu beſtimmen,dievier

Gleichungenb=9++at; =mj- «tl,al‘+d/=0,al
haben,eliminirtman aus dénſelben9, + und m, ſokömmt

daraus die Relationwelchezwiſchendie Größena. «, bh

und 8, ſtatt“habenfoll.Wir wollen die Differentiale
von b und nehmen, und witwerden:finden

db=sda-+ al'dm+ lda=(8 + at)dm—-tda
dê= dm + «tdm-+idu=(1+ «/)dm + 4da

ein Ausdru> welcher,Kraftder Gleichungena4 +9'=0
Und a4‘ 1=0, bis dufdb=44a und d8=#{de«ſi reduz

ciret;eliiminirtman 4, ſo wird man bekommen
i

dbdaz= dadß = 60.

DieſeletteGleichungfômmt mit derGleichung(3)
übereinzdenn es iſtleichtzu ſehen,daß wenn dieGröd-
ßén a; b und é Functioneneinerund eben derſelbenGröße
ſeynſollen,‘dárausfolgt,daßdreyunter ihnenFunc»tionender viertenſnd.

F< kann dieſesSujetnichtverlaſſenohnepévietder
zu macher,daß die Sammlung allerNormalen, -die

zu einerkrummen Öberflächegeführtſind,-längſteiner
dieſerLiniender Krümmung,eineentwi>telbareOberfläche
bildet,deren Kanté der Rückkehrſihaufder Oberflä»

<hebefindet,roelcheder Ort allerMittelpunctevon der

größténuno kleinſtenKrümmungiſt.
Z5  All/
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ſéhneiden,dieGleichuügen
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Allgemein,wenn V#=53und -V;=9 dieGleichunaender

Erzeugungslinienſind,und diewilléührlihenGrdßen4,
2, 7, & «enthalten5 - ſowerden,damitdieſe;Linieni<

av dV: Led day H es Z
e

ias
TE d

a

R: d SEE
FE =

ES
dæ
E ® 47 E ds

E
etc.

=

0

2 Gs+ a+ ay + ts a etc.=o

zu<zuHAals dieEE V=o0. und V,=0
ſtatthabeamúſſenz‘eliminirtman x, -yund z, zwiſchen:

dieſen"zwey.leztenund.den beydenerſten,ſo wird man

eineRelationzwiſchenàllenwillkührlichenGrößen haben,

BS

St

und wenn man folglich##=9(æ),y=>4(a); =4(«),u. ſw.
macht,;ſowird-darin einedieſerFunctionenſeyn,diever-
mittelſtder-andérnbeſtimmtſeynwird. Die Eliminirung
der willführlienFunctionenin den allgemeinenGleichun-

geit,zu welchenwir im den ‘vorzergehendenArtikelyges

langtſind,würde ziemlihmühſam zu verrichten-ſepn;
und da es ndthig:ſeyn wird auf dieſeOperationin-dem

VFntegra!ca!culzurü>zukommen, fowollenwir jenemTheile
dieDetailsüberlaſſendie hierkeinenPlayfindenwürden z

__zvirwerden alsdann zeigenwie-man zu denDifferentials
Glächungengelangenfaun, die, in Beziehungauf den

Caracteriftifchencuxven.einerOberfläche,und aufden Curs

ven welchedieſeCaraeteriſtiſhencurvendurch-ihre-ſucceſſiz

ve Durch{chnittehervorbringen,ſtatthaben, und wir

werden - die intereſſantenBeziehnngen,welchedieſeGleis

ungen mit dex, dexvorgegebenenOberflächeverbinden
entwideln.

346.
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346.

AUE
des Differetitialcaleulsauf den Curvedvondoppel:

; ter Krümmung.

Es ſeyenx, y und 2 die Coordinateneinerbeliebigen
Curve XM (Fig.49) die ausdem Durchſchnittzweyer
OberflächenderenGleichungenwir dur F(x, y,2) = 9,

f(x,y, 2 =0 vorfrellenwerden, entſtanden.iſt.Elimi-
mut man wechſelsweiſeaus dieſ:nGleichungeneinejede
der veeänderlichenGrößenz,y und x, ſowirdman drey
üéueGleichungenerhalten,die.erſiezwiſcheny Und x,

die‘andrezwiſchenz- und x, und die drittezwiſchenz und

y»welchereſpectiveden ProjectionenX'M',X//M/?,X11
dervorgegebenenCurve auf jederder coordinirtenEbe-

nen, g7hdrenwerden. Sie werden auchdiecylindriſchen
Oberflächenausdrücken, die, aufdieſeProjectionen, per-

pendiculaxaufdencoordinirtenEbenendieſieenthaſten,
errichtetſind;und die vorgegebeneCurve XM wird der

DurchſchnittLon irgendzwey.dieſerdreyOberflächen
ſeynŒ Nr.8,

“ManwirdleichtdieGleichungender TangenteMT

haben, indem man bemerkt,daß ihreProjectionenſelbſt

Tangentenzu denen dex EurveXA. ſind(E Seite102);
da eshinreichendiſtzweyProjectionendieſergradenLis
nienzukennen,ſowellen wir diewählen,dieſichauf
der Ebeneder xs und y'sbefindet,und diewelchedie

Ebeneder y'sund 2'sentháft.Bezeichnetman alſodurch
x/,y‘und 2“,die CoordinatendesPunctesM4, ſo wird
dieGleichungder gradenLinieT/M“, Tangentean der

ProjectionXML,I — y =“if(K
— 8!)feyn¿und¡die

dz!
von e “Tanger

-

an Xt, ird 2a; (xx)

ſeyn.
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ſeyn. Wir wollen annehmen,daß man aus den Glei-

HungenderCurven X‘ und X41, y‘e=o(x‘),z'=4(x‘),
gezogen hätte,ſo werden die.Gleichungender Tangente
TM werden

1
— E)= E — NE LE)

“z—1)=
-

(x — DN. (2),
Wenn mäán >“ zwiſchendieſenGleichungeneliminirt,o
wirdman die Relationhaben, welcheſi< zwiſchenden

Coordinatenx, y und z der TangenteTM, befindenmuß,
welchesauch dieLagedesPunctsM,(fichedieNote S.

192)und folglihauh dieGleichungderOberftächeſeyn

mag, die durchalle Tangentender CurveXM gebildet
iſt, Man wird darauserkennen ob dieſeCurveeben,
odervon doppelterKrümmung iſt;im erſtenFallwird
diein Rede ſtehendeOberfläche,eineEbene ſeyn; im

zweytenFallwird ſienur eine entwi>elbareOberfläche
ſeyn(E Nr. 96) deren vorgegebeneCurve die Kanteder
Wiederkehrungſeynwird. Das SyſtemderGleichungen
(O uid (2)zeigtalſono< die allgemeineGleichungdex

entwielbarenOberflächenuntereinerandernGeſtalt.

347.
:

DieReſultatezu welhenwir in der vorhergehenden
Nummer gekommenſind,hâtteman aufeben die Art er-

haltenfönnen,als wir zu den Gleichungen

-

der Oéculi-

cungélinienauf einerEbenebetrachtet, !geklommenſind,
Wenn man zwey Gleichungenzwiſchendreyveränderlichen
Größenx“,y‘,2/, hat, ſo giebtes immer zwey dieſer
veränderlichen,dieFunctidnenvon der drittenſind;wenn
man alſo‘vorausſest, daß x“die unabhängigvéränderli-
He iſt,und daß ſiex' 4- h

ied,ſowerden die beyde
andern fichin :

i

PS
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dyih d'y! h° dz'h-

5

dz h?

PEET I E TTE eS + 2
+

verwandeln, bezeichnetman dur< x, y-und 2 die Coor-

dinaten der Osculirungslinie, ſowird man auch,wenn

ſichx in x + h verwandeln wird, haben
dy Wy h? : dehetdie H

TT ERE E UC DA Tut
vergleichtman dieſeReihenmit den vorhergehenden,ſo
wird man daraus die Osculations¿Bedingungen, wie füc

die,aufeiner Ebene gegëbenenCurven ableiten.M
muß füreine Beruhrungder erſtenOrdnunginden man
x= x‘ matt,

RP
Seo

1

y = y, z2=z/; a==>, — = haben,
Wenn einegradeLiniedurchdieGleichungeny =ax

+4, 2=bx +6 degeber:iſt,ſo findetman ohneMühe,

H4dps
‘5

Maf
daßa =

n
b = —

gehenmuß deren Coordinatenx/,y‘und 2! find,ſòwird
man wie in dex vorhergehendenNe.

Tz
if und da ſiedurchdiePuncte

dyl i
|

y-y = E (x=x“), z— 2 — x) häben.

Man wird leihtdiefeBetrachtungen,bis zu den

Berührungenvon noh höhernOrdnungen ausdehnen.

:

| 348.

Eine Liñíé“im Raume béträ{tet,kann dur eine

Oberflächeberührtwerden , ‘und mit ihr,mehroderwe-
nigevollkommeneBerührungenhaben. Wir wollendurch
x, y und z dieCdordinatender berúhrendènOberflächebe-

zeichnen,und vorausſeßen,daßx, x+h wird und daß yfic
iny—-kverwandelt,dieEntwickelungvon 2 wird dieSeſrält

Zz +
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Zz LEa - bb +2_— =k

ain 5 Mah

4

Wia 7ife Le e pndy
h + Ti k®Þ

-+ u. e w-.

annehmen. Wenn man aber, um die- Berührungs - Be-

dingungen zu fiaden, dieſeReilemit deranalogenRei-
he, die von den Gleichungender vorgegebenenCurve ab,

a! iſt,vergleichenwill;ſomuß man niht nur x=x/
y=Sy‘und z=2‘ in einem jedender Diferentialcoeficien-
ten der

erge
machen; - ſondecnauch noc ſtattk
Age: Hf

die Reihe©es R — ELS +. « - ſeten,weil der

‘AnwachsLAFa dieNatur derCurve dem Anwachsh
ſubordinirt-iſt;aus dieſenSubſtitutionenerhältman eine

Reihe, welcheih dur 2! + Ph + Qh? + Rh! +
verſtellenwerde, worinnen PÞ,Q, R, . … . gegebeneFunc:
tionen von den Differentiaicoefficientenſeynwerden , und

aus die Sleihungder Oberflächeund derjenigen,welche
_die eine der Gleichungender vorgegebenenCurve giebt,

gezogenſind. Man wird alſofüreine Berührungder
idz

NS ates

ZS P, füreine Beräßhrungder zwey-erſinOrdnung
, 2.4dz del;

;

a mE D Ümnügteten Ordnung
—

und
Ta

= Qee e + Haben,

Wir wollen z.B. die Ebenë nehmen, deren Gleichung
z=Ax+By-+Diſt;man wird ſoglei<hhabenz=Ak“+By“
++D,vecwandeltman naher x‘ in x‘-+-hund y“in y/44,
ſo wird 2‘ + Ah + Bk, ſtattz fommen; ſegtman

' 2 2

A =+ —L— + ‘+. «n der Stellevon k, ſo

wird daraus fomnmen

7 +
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TA —LE,LE

Wenn die Gleichungder Ebene drey beſtändigeGrößen
enthält,ſotvirdman durchihreVermittelung, dieBe-

‘dingungender:Berührungder zweyten OrdnungGienÉônnenywelchegebenwerden‘

dz 2
i!

dsf z Ey
dx!=

AS rT 18;
ET:

TRAER

ziehtman aus dieſenES die Werthe von A
amd

B, und ſettman an’der Stellevon
dy! A dz 4? 2

'

Ax di A ax
dieAusdrücke9x),HC), O, HF), ſowirdfommen

Lx) G(x) as x) Lx ‘) 4/(x)
Rs —, B=
GA) : o)

Beſtimmtman nachherD, damit diegeſuchteEbene durch
den PunctM gehet,ſowird man habenz—2=A(x—x)

+B(y—y‘);ſubſtituirtman “fúr‘2, y‘ A und 8, ihre
Ausdrúckeſo wird daraus kommen

ga(aNlE-_—-Lat ==[{A) g(x )i. g!(x)44 (=)](xE x)
1H.

DieſesiſtdieGleichungder Oseulirungsebene.einer

beliebigenLinie;wenn dieſeLinie eben wäre, ſowürde
:

dieOsculirungsebenediefelbeſeynals die,welchedieLi-

_“fié‘ganz‘enthält

4 Ab+ BLEb AE

A=

“Wir wollendieſeTheorienihtno< längerverfolgen,
telchedenjenigenkeineSchwierigkeitmehr machenwird,
die mit AufmerkſamkeitihrerAnwendungbeyden,aufei-
ner Ebene und âufOberflächen, gegebenenLiniengefolgt

haben;¡und‘dadas, was wir über die Curven mit dop-

pelter:Keämmung nah Monge zu ſagenhaben, von

ſehy
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ſehrelegantengeometriſchenBetrachtungenabhängt,ſo

wollen!wirunsſeinerFegrartnähern.-

349
Die Curven von’ doppelterKrümmungkönnen als

Polygonebetrachtetwerden; von“ welchen+dreyaufeinan-
derfolgendeSèiténſichniht in derſelbenEbene befinden

fönnen;dieVerlängerungeinerdieſerSeitengiebtdieTan-

‘gentefür dieſe,ſowie auchfur die ebenen Curven;zwey

aufeinanderfolgendeTangentenTM und tm! beſtimmendie

Ebene die dur< zwey aufeinander
-

folgendeTangenten

geht,und die nichtañders als diéOsculixungsebeneiſt.
#4 Mañn Fann ‘ihreGleichungfinden,indem man ſie

detrachtet,alsob ſiedurchdreyaufeinanderfolgendePuncte
der voëgegebenenCurve ginge:es ſeyalſoAx +By+Ccz
=+D=0 ihreGleichung;man muß ſogleihhaben Ax‘ +

By‘—j-Gz'+D=0, weil er: den Punct enthaltenſoll,deſ-
ſenCoordinatenx“,y‘und 2 ſind;und-damitdie beydena

folgendenPuncteſichauchdarinnbefinden,ſomuß über-

dießdas erſteund zweyteDifferentialvon

-

ihrerGlei-

chung zu derſelbenZeitals die, der Gleichungender

‘vorgegebenenCurve!ſtatt:Haben. 26
3:2 5 2

Man föônnteeinsder Differentialsdx‘,dyAE dz“

als beſtändigannehmenses wirdaberſymmetriſcher:ſeyn,

ſiealleals zugleichveränderlihzu dehandeln„- und es

wird fommen i
;

-

Adxi+j+Bdy/-j+Qdz‘=9,- Ad’ ++Bd’yGATA
woraus man ziehenwird

i

A dyld dad Bde dx“dx‘dz
C dxAx —dy dix” x7 DFML mdrdixe

ziehtman die GleichungAx‘ þ By‘4 Cz ++ D= 0von
ax + By + C2 + D =20 ab, and ſegtnachherſtatt

A
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—und > ihre Wertheund läßt die Nenner verſ<win-

den, ſo werden wir das Folgende,durchſeineGeſtalt
inerkwürdigeReſultat,bekommen.
E (x—x“)(dy‘d?21—dz (yy: (dz'dx!—dxid2z1i4

(z—2) (dx‘d?y/—dy!dx‘)=0,
Sehtman iñ dieſeGleichungſtatty“,2‘,und ihreDifs-

ferentiale,dieWerthe, welche,indein man alles-verändern

läßt, die Gleichungeny=sg(x‘),z'=4x“)geben, ſo wers

den die Différentialeverſchwinden,und mah wird daſſel:
be Reſultatals inder vothergehendenNr. finden.

J< werde“ dieſenArtikelmit der Bemerkungendigen,
daß das Differentialdes Bogens einerCurve, im Raume

betrachtet,zumAusdru? I/dx‘?+ dy‘?+ dz‘*yat.Dieſes
ſiehtman deutlichindem man die Eutfernungder Puncte
M und m nimmt, derenreſpectiveCoordinatenx“,1 2)
I da PT dy und2! èÞpdz‘And,

i 350.
Eine Normalean einerCurve im Raum betrachtet,

zu fóhren„ iſteineunbeſtimmteAufgabe;denn es exiſitet
eineunendlicheAnzahlgraderLiniendie durchden Be-

rührungspunctgehen,und zu gleicherZeitperpendicular
auf der Tangenteſind; dasEnſembeldieſergraden Linie
bildeteine auf dieſerTangenteſenkrechteEbene,uad wels
chewir èNormalebenenennen wollen,threGleichung
wird.ſeyn ifi

(x—x tEas E +e, =6 (Nr.301),oder

(x— xdx“ + Dip +G—z)d =,
Wenn manſtatt y“,2‘,dy‘und dz“ ihre,dur< zx‘),tx,
9x!) und 4'(&‘),vorgeſtellteWertheſetzt,ſowird kommen

IL.Theil, dla [405



370 | Fünftes Capitel.

fx—x]+ [yo] (eo i Ca)

__
Wir wollen jeßt die Normalebene für den nächſtfoidenden
Punctbetrachten;zes iſt-evident, daß ſiedie, welchewir
ſoeben beſtimmthaben f<neidenwird, in einer graden
Linie deren Coordinatenſi<

_

niht verändert

_

haben
werden, obgleichx“,x! + dx‘ geworden; man wird alſo
fúrdieſenDurchſchnittdie Gleihung aben

[moe ILKA) -

Ze SERSE
Eliminirtman x! zwiſchen-dieſeGleichungunda vors

hergehenden,ſowirdman die,der-entwi>kelbarenObers

flächehaben,

.

die durchdie ſucceſſivenDurchſchnitteder

Normalebenen der-vorgegebenenCurve gebildetiſt.Man
wird einen-Begrif.dieſerOberflächehaben, wenn man

mit AufmerkſamkeitdieFig.51 betrachtet.Man hat der
'

Curve einPolygonMM‘ M‘ M‘ ſubſtituirt;durch die

Mitte 6,G‘,CG‘,G//,.. einerjedenSeite dieſesPolygons
hat man auf ihrperpendiculareEbenen GLKH, G/L/K/H/,

GLK BB, GLR H, geführt:dieſeEbenen ſchneis

den'ſihje zwey und zweynah den gradenLinienKx,
KH’, KH‘, KHV . „. welhe nur alsdann unter ſich

parallelſeynwerden, wenn dieSeiten des PolygonsM
MMM... in einerEbene ſeyn,und alsdann einPris-
ma bildenwerden.

_ Wenn man annimmt, daß die gradenLinienKH,
KW,KH“, KB. verlängertſind,bis daß jedevon
ihnenihrenächſtfolgendebegegnet,ſo werden ſieein

Polygon beſtimmen, daß die Kante der Rü>kehrung
der-entwi>elbarenOberflächevorſtellenwird, die durch
dieNormalebenen(ENr. 96) gebildetiſt.DieſesPolygon
‘enthältdie Mittelpuncteder Kugelndie dur< vier auf-

einanderfolgendeWinkelndes PolygonsMM‘ M‘/M//,,

gehen;



|
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gehen; denn der DurchſchnittztweyergradenLinienwie
KH und KH‘; i�auh der Durſcbnitt der dreyEbenen
GLKH, GLKB', GIL“ KH, die perpendicularauf der
Mitte der gradenLinien MM! M‘M‘/, M‘“M//, geführt

ſind,und dievierPuncteM,M/,M//,M///verbinden(ENr.68).
Wenn alleWinkel des vorgegebenenPolygons

-

ſih
auf derſelbenKugelbefänden,ſowürdenalle,gradenLi-
nien KH, K‘B/, K/H, RB, ſi im Mittelpunct

“ dieſerKugelſchneiden,und wären folglichdie Kanten eis

nex Pyramide.
Dieſe Eigenſchaftenwerden niht aufhörenſtattzu

finden,welchesauchdieAnzahlder Seiten des Polygons
MMMM‘... ſeynmag, und folgli<ſi“ mit der vor.

gegebenenCurve ſelbſtde>en;es foigtalſodaraus , daß,
wenn ſieeben iſt„alleihreNormalebenen,durchihreauf-
einanderfolgendeDurchſchnitteeinecylindriſcheOberfläche
bilden werden, und wenn ſie von doppelterKrümmung
und ſiedo< ein Theilvon einer Kugel iſt,ſo wird

alsdann die OberflächeihrerNormalebenen éoniſchſeyny
und ihrenScheitelim Mittelpuncteder Kugel

|

haben.

In dem Fallewo die ‘vorgegebeneCurve eben wäre,und

ſichzu gleicherZeitaufeinerKugelbefindenwürde, würde

ſienothwendigein Kreisſeyn,und alleEbenen dieauf
ihrperpendicularſeynwürden,würden ſi in einerley
gradenLinieſchneidendie durc; ihrenMittelpunctper

“

pendicularauf der Ebene die.ſieenthält, errichtetiſt.
Um zu der Gleichungder Kante der Rücfkehrung

der Oberflächezu-gelangen,die durchdie ſucceſſivenDurch-
ſchnitteder Normalebenengebildetiſt,muß man zu den

Gleichungen(a)und (6) „dieDifferentialledieſerlezten
hinzufügen,die, bloßinBeziehung-aufx“

(Wr,339)ge
nommen iſ, und- man wird haben

Aa 2 LA
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[y pxJere MMF (a) —39 e)
3 xf ()=0 Ce),

Wennman in dieſendreyGleichungenden Werthvon
x— KY) 22) nähme,um ihn in

Ve FGF
zu ſegen,ſo würde man den Kugelhalbmeſſerhaben der

durch“die vieraufeinanderfolgendePuncteM, M, M“,

M“, achet,und deren Mittelpunctſi<bey dem Durc-
- ſchnittder ‘dreyerſtenNormalebenen befindet.

351
Es ſeyXM Fig.50 eine beliebigeEbené Curce, von

welcherFZ dieEntwickeltevorſtellt;wenn man durchalle

Punciedieſerentiickeiten,grade Linien FG, FG‘, FG“,

F//G/ ., perpend-cularauf ihrerEbene,errichtet, "ſo
werden fe auf der cylindriſchenOberflächeſeyn, die aus

den ſucceſſivenDurchſchnittender Normalebenen der vor-

gegebenénCurve, entſtandenfind, denn diedur die

Notmalen MF, M/F, M1F/, MF, und dur diegra-

den Linien,von welchenwir ſo eben geredethaben, ge-

führteEbenen ſindperpendicularauf der Curve XM. Jſ
Jt dieſesfeſtaeſeßzt,ſo iſtes° evident,daßjederPunct
der graden LinieGF, glei.weit von: allen denen Punc-

ten des FfleinenKreisbogens,der ‘aus den Punct EF,

a{sMittelpunct,mit einem Radius Mk beſchriebeniſt,
entferntſeynwird: auf ebender Art au wird ein jeder
Punct der gradenLinieFG" (dienächſtauf der vorher-
gehendefolgende)gleidweit entferntvom: allenPuncten
des Bogens ſeyn,der aus den PunctFals Mittelpunct
mit einen Radíus M? beſchriebeniſt,u. � w. Man könnte

alſoden beliebigenYunct6, auf der gradenLinie=, ge-

nommen / als einMiíttelpunctdes Bogens MM“ anſehen,
und
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und daraus ſ{ließen,daß denſelbenPunctder CurvéXM,
éineunendli{h&AnzahlKrümmungshalbmeſſer,ſo'wie GM,
derenfürzſtet“MF ſeynwird, der ſihin derſelbenEbene

"

als dievorgegebeneCurve befindet,entſprehen.) Die
éylindriſcheOberflächeFFr'xF,,, GUG GG wird,auſſer
der Cutve ÉF'F/‘/5/14ginéuüunéndliweAnzählandere Curé

ven enthalten,die dur< ihreEntwickelung,die vordege-
bene X hervorbringenwerden. Jn Wahrheit, wenn

man den Cylinderein Prismáàvoû einer großenAnzahl
Seitenflächenfubſtituirt,‘undman twillkührliheinenPunick
6 auf eine der Kanten dieſesPriómai,nimmt, und
den correéponditendenRadius GM verlängert, bis dáß er
die folgendeKanteFG’ begegiiet,#0 wird man einen

neuen, mit dem erſtenconſecutivénRadius GM‘ haben;
‘indemman dieſenRadius biszur Begegnungder Kante
FG“ u. � w. verlängert,wird man ein Polygon66‘
GG. dur die Entwickelungvon welcherdie Bögen
MM’, M/M, MMA, als Kreisbogenbetrachtet, be-

ſchriebenſeyn wérden, bilden; weil der Radius G/M

mit ſeinemNáchſtfolgendenG‘M/ zuſammenfallenwird,
wenn der Punct 4 den-BogenMM‘ durchlaufenhat.
Es iſ leicht‘zu ſehen, daß daſſelbeStatt1finden
würde, wenn man dieEbene FF/G/G und G'F/ drehen
lôßt, um ſiein der Verlängerungder folgendenSeis

Aa 3 tenfläche

-_*)Un jubegréifen, daßdieobigènBénennungenuf ſehtgüte
Gründen beruhen,ſoiſtes hinreichendzu bemerken, - daßalle

PunctedergradenLinie,die dur< den Mittelpuncteines

KreiſesfenkrechtaufihrerEbeneaufgerichtet:iſt7 aurBeſchrei

bungdieſesKreiſesdienènfönnen,gleichwie derMittelpunct
ſelbſt,weilſievou allenPunctendesUmkreiſesgleichweit
 entfeëutſind.- :
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tenfläche F/F/G/G//zu führen: woraus folgt; daß tvenn

man das Prisma FLF GG1GG entwidelt, das

Polygon G6G/6‘/G!…. eine grade Linie werden wird. Aus

dem Geſagtenbegreiftman, daß ein Faden der zuerſtin
der RichtungGM geſpanntiſt, und nachherfreyum das

inRedeſtehendePrisma gewikeltwird,den Umfang des

PolygonsG6G/6‘G//.,,(E Seite96)folgenwürde.
Man ſichtalſo,daßeineebeneCurve auſſerderEntwickel-

ten FFF. die mit hr in derſelbenEbene liegt,eine

unendlicheAnzahlandrer-Entwi>elten, die von doppelter
Krúmmung ſind,hat,und- daß allegradeLinienwerden,
wenn -man den ſieenthaltendenCylinderentwickelt,

-

Es iſthierder Ort zu bemerken,daß die Tangen-
ten dieſerEútwickelten alle denſelbenWinkel, mit

die, des Cylindersbilden

-

die ſiebegegnen,und ſind
folglichin Rückſichtder Ebene, welchedie vorgegebene
Curve enthält,gleichgeneigt. i

352.
Wir wollenjeztauf den Curven von doppelterKrúüm-

mung die Theorie,welche wir eben, in Rückſichtauf
den ebenenCurven gezeigthaben,anwenden. “Es‘iſtevis
dent, daß die gradeLinieKn (Fig.51)aufder Ebene,
welchedie beydeaufeinanderfolgendeSeiten MM und

MM“ enthélt,perpendiculäârſeynwird, twveilſie der

Durchſchnittzweyer Ebenen iſt,die auf ihr reſpective
perpendicularſind;und wenn man ſichdie erſteverläns

“

gert gedenft,bis daß ſieKH in © begegnet,ſowird der

Punct © der Mittelpunctdes Kreiſesſeyn der durchdie
drey PuncteM, M/ und A ‘ géhenwürde. Es folgt
daraus , daß ein jederPunctder gradenLinieKH, gleich
weit von dieſenPuncten-entferntſeynwird, es wird daſ-

|

ſelbe
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ſelbeſeynmit den Punctenvon K‘F“, ‘inBeziehungauf
den PunctenM“, M‘, M44, mit den Punctenvon KUH,
in _Rúckſichtder PuncteMMU M4 4, Wenn man

alſoeinegradeLinieGF in der erſtenNormalebeneGLKK

führt,und man durch:den-Punctwo ſieKH begegnet,
und dur -denPunct6, die gradeLinie GF in der zwey-
ten Normalebene GL/K‘FB‘ führt,ſo werden die beyde

grade LinienGF und-G‘F in Rúdſichtauf.KH gleicheNei-

gung haben; verlängertman nachherG‘F-bis zur Be-

gegnnng von K‘F“, und führtman GF“ in ‘der dritten

Normalebene,
- ſowerden die beydengradenLinien-G' Ee

und GF‘ in BeziehungaufK‘1/ gleicheNeigunghaben.
Verfoigtman dieſeConſiruction,ſo wird man ein Polys

gon FF'F‘1F4 bilden,aufdeſſenUmfangſicheingeſpann-
“_ ter Fadenanſchmiegenwürde,zuerſtin der RichtungGH,

und nachherfreyauf der OberflächeHH/B1R“ KA

R‘“R’K gebogen,die durch die ſucceſſivenDur(hſchnitte
der Normalebenengebildetiſt.Seine Entwickelungwürs

de dieKreisbogen
*

hervorbringen, welchedur< die,je

dreyund drey verbundenenPuncteM“, M, MMA,

gehen.Die.BetrachtungdieſesPolygonszeigtrecht-deut-

lihdie Exiſtenzund dieBildungallerEntwickelteneiner

beliebigenCurve von doppelterKrümmung*),
‘ Der

*) Wenn man ſicheinebeliebigeLiniedeukt,diefl inderEbea

ne GLKH-befindet,ſowird dieſeLinieeinenTheildes graden
“

Kegelsum KEH beſchreiben,währenddieEbene die fieenthält

ſichdrehenwird, um ſichau ihrer¡conſecutivenG'L/K‘B‘ ans

zuſchließen; wenn dieſelezteſichſelbſtum KH! drehenwird,
um ſichan ihrerConſecutioenanzuſchließen, ſowirddiegrade
Liuie, welchewir betrachten, einenzweytenTheildes Kegels
um K‘H’ beſchreibenu, #,w.; die Sammlung.allerdieſer
Theiledes Kegelswird ejue, entwi>elbareOberfiächebilden

die
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Der kleinſte:Weg von allenKrämmüngshalbikeſſer,
wird:im gegenwärtigemFälle,tiefür die ébeñeñn‘Curven

der ſeyn,welcher.ſih îndie Ebène der beydes confecus
tiven‘Seitendie man betrachtet,ſelbſtbefindet;‘aber
alleRadíidieſerArt- die‘man abſolute Krúmmunñgs-
halbmeſſernennen kann,werdenni<teinerleÿCurvéë
tangentiren-,denn ſiebegegnen“ſi{<nict. Mañwied ſc
davon überführen,enn man bemerkt,daßtvenn dieLinie
GO, perpendicularauf KH iſt„nihtG0! die ‘perpenditu-

lar auf R‘H‘7°begegnen"wird, weil‘dieeine ſi in dex

Ebene”GLKEA und dieandre ſihindér Ebene G/L/K/H

befindet,und- weil ſieniht dur denſelbenPunct des

gemeinſchaftlichenDur<ſchnittsKF“ diéſerEbeñen gehen.
Die ReihEder abſoluten Mittelpunctéder Krümmung
O, 0‘... wird áſſo*nichteine von den Entwickeltender

vörgegebeñenCurve ſehn.“ Wir wollen dür"analytiſches
Verfahren, diéReſultatebeweiſen,die wir ausden vor-

HergehendengeometriſhenBêtrachtungengezogenhaben.

353+

Es régû&, ys; ®, die Coordinatendes Mikttelpuncts
einerKugel;x, y!,z',die,eitesPunctesihrerOberfläs
ce und a ihrRadius; man wird haben

V (x - ITAL z—)=us
Es ſindvierBedingungenetförderlihum dië Größen x,

y, 2 und u zu beſtimmendie,wel<heſi<zuerſtdarbieten
‘beſtehendarin,dievorgegebeneKugeldurc vier conſe-

be-

diemitderOberflächeHEH, , KeiKR‘ K Beziehun»
genhabenwird,analogmit denjenigen, dieeineDeveloppi-
rendemitihrerEntwickeltenhat,
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E

cutiven Puncte der gegebenen Curve gehen zuLaſſen;

dieſesſeutvoraus , daß.der Radius u unverändertbleibt,
obgleichdie Coordinatenx“,y‘ und z‘,ſi dreymal_nac
einanderverändern;man wird alſozu gleicherZeit

du = 0, d’u-= 0, d’u= 0 haben.
Wenn man dieſe Gleichungenentwickelt,ſowirdman

auf die, welchewir-inNr. 350 durcþ(a),(b)und.(e)
bezeichnethaben,zurúfallen.Beſtimmtman „durchdieſe
Gleichungen(x—x/),;(y—y“)und (2—2/),-und-ſubſtituirt
man im Ausdru>von u die gefundenenWerthe,ſowird
man den Radius der Osculirungsſphäre,haben.

:

Betrachtetman nur dreyconſecutivePuncte,ſowird
man nur die Gleichungen

Ve — x) + - +6 - �)=u
du =o, d’u=ó haber.

Beſtimmtman nachher(x—x“) urd (y=y/)in @=—2z)
durchdie zwey lezten,und ſubſtituirt-man nacher im

Ausdru> von u, ſo wird das Reſultatalle,zu inerleÿ-

Punct relative Krümmungshalbmeſſer“ausdrücken.Um
den abſolutenKrümmungshaibmeſſerzu erhalten,müßte

man 2 verändern“laſſen,und unter allen“Werthe
von z—2/,denjenigenſuchen,derdas Minimum von

“u giebt,Man kann auchdur die Betrachtung, daßder

abſoluteMittelpunctder Krúmmuúng„ſi in der Osculi-

rüngsebenebefinderzu demſeibènZielegelangen,und die»
:

ſesiſtder Wes dênwir folgentollen:

Wenn die Gleichungendu=0- und d?u=0-entwickelt

ſind,ſogebenfie
(x—x‘)dx!Ne e getwS:acihättico

(x— xd Fry d°y‘+(z2—z‘¡d°z/—dx!*—dy—dz=0;
macht man zurVerkürzungE Bis rentareſozieht
mandaraus

!

(=).

Gn

i
aus
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GESEL (dz‘d*y/—dy/d?z')
+ ds*dy!=o

(y) (dx'd'y/— dyid*s+ (2—z’)(dxidî2/ — dz‘d2x)
- —ds‘?dx‘=0;
aber dur< die Gleichuugder Osculirungsebene, die in

Nr 349 gegeben i� , hat man

dx‘d'y — dyd*x' = C, dz‘d?x! — dx/d*z2! = B, ;

dy'd°z — dzid°y/ = Az
die vorhergehenden Gleichungen können alſofolgender
Geſtaltgeſchriebenwerdea:

—A(z—2)-FC(x—x)+dsdyi=o...(d)

—Biz—2)+C(y—y)— ds dx=o.…. (c);
verbindetman dieſeGleichungenmit die, der Osculis

rungsebene

A(z=—x)+B(Cz )=0,
ſowirdkommen

(ABC) (z—z)—AdsFdy‘A-Bds‘*dx‘=o,
woraus

ds‘*(Ady‘—Bdz/)
Pe

Segt man im Ausdru> von u*,'an der Stellevon x= x

und y=—y“die Werthe

A(z 2 9—-ds‘*dy“
EE

'

B(—z)+ds dx ?*

———
-

welchedie beydeGleiebungen(a) und (e)geben, und
machtman ds‘?dy!=E,ds‘’dx‘=F,ſo wird fommen

Cu=(A*B+C?) (—z)—2(z- 2‘) (AE—BE)-+EF?;
ſeztman an der Stellevon z— 2 den-oben gefundenen
Werth, ſowird man haben

i

(AE—BE)Y?_(AE— BE)? s .

Apc PX +ELcf
Ee E

oderwenn man alleszu einerleyNenner bringt

und

Qu*=

Cu?
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AEPD HE+F) (A+ B*+C)
A?-B°+C?

Entwickelt man dieſesReſultat,ſowird man ſchen-daß
es ſichunter der Geſtalt

Cut a
ABE) EC: (E*+F?)

U-

MEURSRE

LE ALLER CEET

A°-B*+C?

C2y?

ſeßenfann,aber
AF-+BE=—=—dz'ds*(dx/d*y!—dy‘d’x)=—Cdzids?;alſo

_ E24-F24+dz/2ds
ATEC

Sett man nachheran der Stellevon A, B, C, E und EF,

ihreWerthe ſowird man finden
Az

d sf
Gs

(dy‘d?z‘—dz‘d*y‘)?+T{dz2‘d’x—dx‘d°7) Tx dy —dyd’x7
DieſerAusdruckdes abſolutenKrümmungshalbmeſſerei-

ner Curve von doppelterKrümmung,

.

iſtauchder, den
wir in N. 326,fürdenKrúmmungshalbmeſſereinerSec

tion geſehenhaben,welchedurcheine-beliebigeEbene in

einerfrummen Oberflächegemachtiſt,DieOsculirungs-
ebene iſtin dieſemFalledieſelbeals dieſchneidendeEbe-

ne, und ihreGleichung,mit die der vorgegebenenOber-

flächeverbunden, giebtdie Gleichungender Projectionen

Sd

i

Gr
D)
$

WS

der Section. Wenn man die Diffecentialeoeficientenderhb
Ordinateder vorgegebenenOberflächeeinführenwollte,'

:

ſo múßteman bemerken,daß, da die Differentialgleichun-

gender Ebene/-und die,der Oberfläche, zu gleicherZeit
ſtattfindenmüſſen,ſo kann man höchſtensnur ein Dif-

ferentialals beſtändiganſehen. Sett man mehreree
Symmetriewegen , voraus,daß man ſiealle zu gleicher|

Zeitverändernläßt, ſo wird man haben

4dz/=pdx‘+gdy’,dz'=rdx!*+asdxdy/+tdy+pdxi+gd?y
Ads“

eN
1
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Adx‘+-Bdy‘-{-Cdz‘=0, Ad°’x‘+Bd*y‘-Þ+Cd*’z‘=0;
vermittelſtdieſerGleichungenwird man die Differentials

verſchwindenlaſſen,und der Werth von u wird nur n+<
den GrößenA,B,C,p,9,r,sund t abhängen.Jchwerdedieſe"

“

Rechnungenhiernichtmachen,weilſiekeineandre Schwie-

rigkeitals die ihrerLänge;haben.

354

AE —BF
Wir wollenwieder dieGleihungz— “TE

TEZ-LCE
(vorhergehendeNr.) vornehmen, und im Zählerder zwey-

ten Hälfte,an die Stelleder GrößenA,B,E,F,ihreWers

theſegen,ſo werden. wir haben

ds/*dy(dy‘d°z—dz‘d?y')—ds'dx/(dz‘dx/—dx‘dz/)
_ A2 +B2-+C2

:

aderdx!d2x‘-+dy‘day!+a =za.ds‘2=ds'd25s/;alſo
ds/(dsd2z—dzdas/)

|

AZ 2-+C2

Wenn dieGleichungendu=0, d2u=o, ſowie die der Os-

culirungsebene,in Beziehungauf den Größen x',y“,z',

_ und ihreDifferentialeſymmetriſchſind,ſo wirdmau una

mittelbar daraus Werthe von y—y“ und von x—x“, twelz

‘<e denen ſo man fürz—2! gefundenhat ähnli ſind,

ziehen,uno haben

Z—2

2-225

ds'(As'day!E dy'd2s')
'

A +B+CZ
ds?(ds‘d2x‘—dx/d25)

A2 B22C2
:

Man kanñ dieſenAusdrü>enund dem von u eine ſehr

eleganteGeſtaltgeben,indem man bemerêft,daß wenn

iheNenner A24+B2+C2entwickeltiſt,ec

4 amen

IE

Sr N ——

dy‘2
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dy‘2d22/2 —2dydz‘dzy‘d2e/+dz/2d2y2
_e+dz‘2d2x/2—2dxdzd2xd2z+dx2d22/2

++dx‘2d2y'2—2dxäyidaxd2y/+dy2d2x2,-
wird, und man ihm folgenderGeſtaltſchreibenfann;z

(dz'24+dxi2)d272—2dy‘dzdtyd22/
-+(dy/2+dx/2Jd2z2—2dxidz/da xid2 2!

'

—p(dz/2dy2)d2x2—2dx‘dy‘d2x/d2y!;teil aber

dz‘aj-dx‘2=ds2—dy‘2; dy/2-+dx‘2ds‘2—dz'2,
“4 cat

_ dz/2-+dy'2a=ds2—dia

ſowirbiman haben

Cäyttdpr-ady'de'Uyy'a
„fa(á24U4-d34'S4dW/)STANDS+b adx'dzdxdtz/p

Ldx‘?d?xx'2p2dx/dydxdy)
einReſultatdeſſenzweyter Theilnichtsanders als das

Quadrat von dy‘d2yÿ‘bdz‘d22/4+dx‘d2xoder von ds‘d2s“,

negativgenommen, iſt.DieſesReſultatwirdſichalſozu
ds2(d2y'24d2x/2-d22/2d25/2)reduciren;im Wers

Be,von
u: geſeztwird dieſerzweyte Theilin

D NEE ads/Æ

d2yi-jd2x‘2+d2 Zz212—dZ5z
‘verwandelt;wenn man überdembemerkt,daß

f

âs'd2z—dz'd2s=de8d
¿e

RSS

i

:

i dy“
dsday/—dy‘d2sds 2d —

h ds!

(fs : Z

as'dax!-dx'dae=dsitàE,
42 i

i ds!

ſo wird man finden
ZizZ »

ds.
4 min Zz amy

i

ds:

:

daz2--d2y'2-+-d2x'2—dyiz

il,Theil. Bo py
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YE

¿

2
ds

:

Yet AA,
EEE:

AEN
i “DEE j

dzz2+dz2y2d Tare:

Wenn man von dieſenWerthen“Gébrauchnîiachenwill,
ſo ‘toirdes gutſeyn ein Différential‘als beſtändig®zu

nehmen,- cbgleicydieſesn‘<t Unumgänglih nöthigiſt
(Nr.74). Wenn man von dieſenAusdrücken"dit:veräÿ-
derlichenGrößenx4, y“und ihreDifferentialeverjagtha-
ben wird,ſo wird 2‘ verſhwinden,und nur dieveränder-

licheGröße z! übrigbleiben, deren Eliminirungzuzwey
Gleichungenführentvird, dieder Curve’,auf welcherſi
alleMittelpuncteder Krummunigbefinden, gehörenwerden.

PE

: 355.
Äs

Die folgendèRechnung,wird dieBemerkung‘bekräf-
‘tigen,die wir in Nr. 352 in Rückſichtauf dieſerCurve ge-

machthaben,und uns beweiſen,daß ſienur in dem Falle
eine Entwickelteſeyn kann, wo die vorgegebeneEurve

eben ift.
:

Wir wollenzur Verkürzung
ds‘d2x‘—dx‘d2s=«,  ds‘d2y‘—dy'd2s’=8,

dsd2z2‘—dzid2s'=y
:

machen,und von den Gleichungenhieroben die Größe
43

Ts E dx —dzs =?
die ihnen-gemeinſchaftlichiſt,

zu eliminiren,ſo“wird fommen
(y—y)Y=({—2)8, (x—x)y=(2—2z)6,

Gleichungen,welchedievom abſolutenKrümmungshalb-
meſſerſind.Betrachtetman die Coordinatenx, y und 2

|

; alé
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als die, desDurchſcnittspuncteszweyerconſecutivenKrúm-

mungshalbmeſſer,ſo múſſendieſeGrößen„beſtändigblei-

ben,wenn x y“ und’2‘ ſicheinmalverändern,und
d

folta

li die Gleihuugen
(y—y‘)dy- vdr=(de fds"
(x—xdy—ydx=(2—z2)de-—adz

zu derſelbenZeitals die Har Pergehenſtattfinden„ vers

jagtman x—x“, y=— y‘Und.z—2zzwiſchendieſenvierGleis

hungen,ſowird man. dieBedingungsgleichungbelommen,

welcheſiatthabenmuß,damit ſichdieſebeydeconſceutive

Krúmmungshalbmeſſerſchneiden:dieſeGieihungwird ſeyn
(dy —£dz)(ady-——yda)—dx! — «dz‘)(dy—yd8)=0.

“Verrichtetman die angezeigt:nMultiplicat:onen,und ver-

richtetnian die ſichnachherdarbietendenReductionen,ſo
wird -man ein Reſultatfinden,dasfolgenderGeſtaltges

ſchriebenwerden fann:
de Bdz‘—ydy')-+d(7dx—«dz')-+dy(«dy/—fdx)=0;

ſegtman an der Stellevon «, 8 undy,dieGrößen wel-

che fievorſtellen, ſo wird man ſogleichhaben
:

:

de=dsd’x‘—dx'd’s',8dz—ydy=ds“(dz‘d2y‘—dy‘d2z’)
“dB ds'd’'y!—-dy'd’s',yax‘—adz=dé (axid2z’—dzd2x’)

dy=ds'd’z/—dz!d’s',ady—pdx'=ds'(dy‘d2x‘—dx‘d2y);
ſubſtituirtman dieſeWertheund vernachläßigtman die

geineinſchaftlihenFactoren,ſowerdenwir finden,daß die

Gleichunghieroben zur Entwickelung
;

dz'd2x'd’y‘—dzdayid’xdy daz e
— dyid2xid’z/+dx‘d2y/dz —dx‘d2z‘8’y!

=o hat,

unddaß ſiefolglichdieſelbeiſt,als die,welcheman be-

fommen würde,wenn man ſucht,ob dieOsculirungsebe-
ne durchvier conſecutivenPunctegehenkaun;denſe

dieſe

TE woúrde-aus derEliminirungder Größen>,Zzwis
Bb 2 {hen
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ſchenfen3 Gleichuñgen
Adx! + Bdy/(-j-Odt“”=o 1

Y Adaxl Bd! +Cd2i=ó brhervorgehen."
Ad SE «SFP

32'=0E
:

SL,

356; His

‘Um zuden GleichungeneinerEntwi>kelten zuge,cuit,werden wirbemerken,"daßdieGleichungendu=0;
d2u=o, dieRélatiònenthalten,welchezwiſchenden Gtd-

ßen x, ‘yund z fúralleMittelpuncteſtattfindenſoll,und
daßder allgemeineCaracter derjenigen,die ſi<auf einèrs

ley’Entwickelten.befinden,darin beſteht,daß die aus eis

nerjedenvon ihnengeführteRadii zum correspondirén-
denPunct der vorgegebenenCurve bey dieferEntwiel-
ten, tangentitendfind.Nennt man X, Y ‘und 2, die

CoordinatenderbeliebigenPunctedes Raums, und läßt

man immer x,y und zan den Mittelpunctder Krüm-

nunghaften,“ſo“werden die Eleichungender Tangente

mitder Curve,die davoneineReihevereinigt,
dx E dÿ

FS == ns (

L/,

= ——

WU

m — Zr
înÆ 2A = ZT

(Z— 2), zi 1 E z)(eyn

und da dieſegradeLiniedur< dén Punectder vorgegebenen

Curvegehenmuß, derenCoordinatenx‘,y! und 2! ſind/
ſowerdendarausdiefolgendeC

0s entſtehen:
dx

x—x/ =
=7 (2— 2), yy ze

Le
Es‘iſth'neeichendeinedieſerfits mit der Glei-

<ung du=0 zu verbinden,um ‘dieTangenteder Entwis

deltenzu beſtimmen, weil dieGleichungdu=o, ſelbſtdie

derBerúhrungsebeneder entwi>elbarenOberflächeiſt,

welchedur dieſycceſſivenDurchſchnitteder Normalebez-,
nengebildetiſt,undaufwelcherſichdieEntwickeltenbefinden.
LEW) Ls Nur
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nur vermittelſtdesFntegkaälcälculskann man von der

Gleichungder Tangenteeiner Curve, zu der Gleichung
dieſerCurve ſelbſt,úbergehen.Wir findalſogenöthigt,

hiereinzuhalten.
YA

357:
Wir wollendieſeTheorieder'Curvenvon doppelter

Krümmungmit der Bemerkungbeſchließen,daßſie zwey
Arten von Inflexionen

-

fähig ſind; die erſtehat

Beziehungauf dieCurve der entwielbaren Oberfläche

“diedas EnſembelihrerTangentenbildet,undſtattfindet,
wenn der KrämmungshalbmeſſerdieſerOberflächevom Pos

ſitivenzum negativen, und umgekehrtübergeht.

Die zweyteArt von Jnflexionender Eutvenvon dop:

peltexKrümmung entſprichtdem Fallwo ihr abſoluter
Krümmungshalbmeſſerdas Zeichenverändert.

“

Dieſe
MaterieerforderteinigeDetails,um mit Genauigkeit
und Deutlichkeitbehandeltzu werden, worinn ih mich

jeztnir einlaſſenkann." Es iſ hinveihend“dem Leſee

denWegzu dieſenUnterſuchungengezeigtzu haben,vA
xen Anwendung überdemnichthâufigiſt.

Ä

pF

4

* Die“inflexionender beinenſinddur<hdieVerändes
rung der ZeicheuihrerRadiivon größterund kleinftex
Krümmung, ¿Uuerkennenzuud dieLage der Mittelpuncten

dieſerKrümmungen zeigtuns, auf welcher-Seite ſich-die
Concavitätder vorgegebenenOberfläche, befinden.

Aus-
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Auszug des Berichtes,
i

welcher der phyſiſch- mathematiſchenClaſſedes National-
' inſtitutsderWiſſenſchaftenund Künſteabgeſtattetiſt.

DA B. Lacroix, Profeſſorder Mathematik an den Cen-
tralſchulen,“hatdem Juſtitutden Entwurf eines neuen Lehrbe-
griffsdes Integral- und Differentiälcalculs, mit einerEinleitung
und den

_

vier.erſtenſchongedru>ten-CapitelndieſesWerkesvor-
gelegt.Der B,.Laplace uud ih haben den Auftragerhalten,
derClaſſéder phyſiſch-

mathematiſcheWiſſenſchaftenBerichtüber
dieſeSchrift«abzuſtatten:-

Seit.langerZeitdienenEulersSchriften.über den Integral-
und Differentialcaleuldenen zuFührern,welchedas Studium der

Analyſisergründenwollen,“aberdieſeüber allesLob erhabenen
Werke fangenan, ſehrſeltenzu werden. Die ſpätergemachten
Entde>uugenhaben einigeTheorienbeträchtlichvervollkommnet,
ja felbſ|tneue hervorgebracht.Auf der andern Seite find

die einzelneWerke und die akademiſcheSammlungen, wo-

rin dieſeEntde>ungenenthaltenſind,niht immer- denen zur

Hand, welchedas größteIntereſſeund die größteLuſthaben,
ſiezu Nathe zu giehen.Dies ſinddieGründe,welcheden B.

Lacroixvermochten,in einem einzigenWerke nichtallein‘den
Kern der erwähntenEulerſchen,

*

ſondernauch der béſtenandern-

über dieſenGegenſtanderſchienenenSchriftenzu vereinigen.
__ SchwereTheorienmit Klarheitdarzuſtellen,fie-mit andern

<ou bekanntenTheorienzu verbinden, einigederſelbenvon dem
ſyſtematiſchenoder irrigenDheilezu - befreyen, dur< welchenfie
vielleichtbey ihrerEntſtehungverdunkeltſind, über das Ganze
einen Grad von Lichtund der Beſtimmtheitzu verbreiten,mit
einem Worte: einelementariſchesund der jeßigen-Höhe der Wiſ-
ſenſchaftangemeſſenesWerke zu lietern,diesi� das Ziel,welches
Lacroixſi< vor Augen ſette,und das er niht erreichenkonnte,

„Shueſichin tiefeUnterſuchungeneinzulaſſen,und oftnebenden

pe
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Erfindern zu gehen. Der allgemeine Entwurf des Werks iſtin

der Claſſevorgeleſenworden „. und unſreCollegenhaben ficheis

nen Begriffdavon verſchaffenkönnen. Wir begnügenuns.‘zu ſas-

gen, daß der Verfaſſerein zu einem-GanzenvereinigteMenge
Methoden und Theoriendarſtellt,deren mehrerenoch,inkeiuWerk

dieſerArt érſchienenſind.

Das ReſultatunſrerPrüfungiſt, daß LacroixsWerk, deſſen
Gegenſtandeben ſowichtig, als ſeineAusführung{wer iſ,alles

zuſammenfaſſe,was in dem gegenwärtigenZuſtandeder Wiſſens
ſchaft,zu cinem vollſtändigenLehrbegrifdes Differential- und

“ntegralcalculsgehört.Dürfenwir auch aus der ‘uns vorgelegten
Einleitungund den vier erſtenCapiteln,von denen wir ſo eben

Berichtabgeſtattethaben, aufdas Ganze ſchließen,#0wird die-
ſesWerk durchdieWahl der Methoden,durchihreAUgemeinheit
und die Strenge ihrerBeweiſeſichvor audern Schriftendieſer
Gattung auszeichuen.

Wir hoffendem zufolge,daß das Nationaliuſtitutdurchſei-
nen Beyfallden-Eiferund dieTalente.des B. Laeroixbelohnen
und aufmunternmuß, dawir ſo eben einen neuen Beweis von

denſelbenerhalten, und da dieſelbenſhon bey der ehemaligen
Akademieder Wiſſenſchaftend.r< mehrere bekannte Memoires

rühmlichbekanntwaren , worunter ſichbeſondersſeineSonneuta-
feln, und “eineAbhandlungübcr dieTheoriedex See - Aſſeeu-
ranzen welcheden Preis erhielt, auszeichnen.

Gegebenim Nationalinſtitutden 11 Nivoſe,V. Jul.

Unterzeichnet

: Laplaceund Legendre.

DieClaſſegenehmigtden Berichtund die Vorſchläge.
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