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: Subalt ded twepten Sbci[é. |

Drittes Capitel  Digreffion @ber die algebrais
fben Gleidyungen. : : &, 1.

editatignes -algebraicae (Waring
Mémoires Acad. des sciences, de. Paris, yom Sabre 1774

&. 365 (Vandermonde) :
Unterfuchung der fymmetrifchen Funetionen vou den. Wurgeln Ddee

Gletchungen 2 &.1
Peber die _xmaﬁnmrm Nusdrice & 15
Mémoize I'’Academie, de Berlin, vom Sabre 1746 &, 182

d’Alembert), som Sahre 1749, &. 223, &.139 (Euler)
Mémoire de I’Academie de Tunu, T,L 1. @&, 337 (Foncenex)
Opuscules mathématiques T, V. ©. 183 (d'Alembert)
g};zgﬁ: Gotes Theorem, das Seite 42 bewiefen ift, fehe man
rmonia Menlurarum. Miscollanea analytica (Moivre). Soz
haun Bernoullis Werfe, T: IV. &. 67 _ ) :
Wegen Der Negel bes Descartes, die &, s6 bemiefen if. Siehe
Mémoires de FAcademie des sciences, de Paris, pom SSahre 174£
G. 72 (de Gua) .
Mémoires de I’Academie de Berlin, vom. §ahre 1756 (Segner)
Jd yom Sabre 1758 (Aepinus) - g
Begen den Streif fiber div Logarithmen der negativen Sablen,
©. 61 muf man dag Commercium epistolicum pon feibnig uud
ven I‘aol). Bernoulli, den 1fen Zhetl des opuscules d'Alembert
géwtb e’x_ngires de Foncenex, weldhe oben .angeflihrt find, in
athe ziehen 3 '
Wg%slu‘ der ©. Jl abgebandelten Eliminirung. Siehe
émoires de Berlin, yom Sabre 1748 uud 1764 (Euler
L’Appendice de Pintrod a rgAnaL es lignes courbes, (Gramer's
M¢moires de I’Academie de Berlin, pom Sahre 1769 (Lagrange)
Mémoire de I'Acad, des Sciences ~de Paris 1772 1L, Part, (Van-
dermonde)
Theorie des equations (Bezout) .l '
mﬁfé“ Der %tz;ﬂ&fung durch Mdberung: . 77. Siehe Inst. Calc,
. : e :
Essays on Sever_a:q;ubigcu‘ .81 .(Sim‘psqné
émoires de Berlin, yom Sabre 1767 und 68 &S. 463 (Lagrange)
Tournal. de I’Ecole normale I, Iil.' (Lagrange),
@ diejer Gelegenheit seige idy auch die in den Memoire de Ber-
g 11770&1771, 1773 1777 o1 Lagrangle gentachten Reflegtonen
Sur les Methodes pour la résolution algebriques des équations
editationes analyticae (Waring), Jeurnal de ’Ecole normale
T, 111 (Laplace)

Bierees Capigol. Theorie der Frummen finte & |t

Wie die verfdhiedene 11 e Sidh ¥
ibre Gleidung ausg egg&r;b%ngo:t dem Laufe einer Linie Jud
Géo-



o Snbalt des swenten Theilss
Géométrie de Descartes "t
Enumeratio linearum tertii ordinis, (Newton) id. (Stirling)
Geometria organica, (Maclaunn)
Usages de Ianalyse de Descartes, (de Gua)
Int in, anal. Inf, T I, Euler b
Introd, a 'Anal. des liines courbes, (Cramer) :
A Traité des courbes algeb. éDuséiour und Goudin)
srtog Eer gransformatwn der Coordinaten, und deren vovsiglichent
chrandye . S, 1
Ynwenduig von der Entiwicelung der Functionen in Reihen auf

die Theorie der Curven & 119
@cbrauc) des Differentialealenls nm die Tangenten der Curven,
~ ihre f{nﬁemongu und ihre RircEFehrungen su finden &. 150

Anal yle des infiniments petits, (l’Hépitalg +4 ;
Gheorie von den Oseulationen der Curven ©. 180

Horolog oscillatorium P, III . Huygens) :

Int, in anal, Inf, T 1L Cag. XII und XIV

Mémoires de Berlin, pom Ssahre 1779 S. 138 (Lagrangg
on den tranfeendenten Curven . 103
Tean fehe wegen ibre Gefchichte und wegen die Hanptpuncte three

Theorie; Archimed es Abhandluug von den Spirallinien, Pass

cald, Robervals und BWallig Abh. von vder Cocloive,

“feibnin, Jyacob und g.vl» Bernoullis Werke, die Abl.

des Epicycloiven von La Hire, Mémoires de ’Academie des Scien-
ces, yom Sabre 1706

. Ynwendung von der Methode ber Grengen auf die Wnferjnchung

ver Osculirungslinien X ®. 332
Ginfres Capitel. Theorie der frummen Oberfla-

dyen und der Cutven von doppelter Redmmung S.256
®lcichungen der Ehene und der graden Linie . S. 1257

Int, mn anal. Inf- T.II Append. Cagq, L :
Legons de Stéréotomie donnédes a1'Ecole polytechmique, (Monge)
Acad. de Bgl;n- é)cobm %abre '7{3 Ig range)

n Frummen er en Der gtveyfen Orduun 5
o Int, in anal ng T 1L Apiend‘ Cap. V, ’ C:ary
“‘"3;“"&‘5‘ et:lea Diffeveniialealenls auf die Theorie der Frummten

er ; " : + 30
Mémoires de Berlin, gom Salre 1760  (Euler) .
Savans Etran%ers T X % eunier)

Mémoires de I’Academie desSciences, pontden Jahren 1781, 1784

Mémoires, de Tukin. yon demfelben Fabre

Savans #trangers T,1X, (Monge)
gpwendung des Diffeventialealenls auf Cuvven von Doppelter

U Qi . 26
ﬁnechercgqs _sur les ‘courbes a double courbure, (Clairaur) 3

- Savans Ewangess T,X. (Monge), :
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Dritted Capitel,

Digrefiion dber die algebraifhen Sleichungen,

Sc{) nehnte miv vor, in diefem Capitel das, was in
der Sheovie der Gleichungen in den Unfangdgrinden der
Nfgedra fehlt, ju ergangen, obgleih die Gegenftande,
weldhe idy hler abhandle, nicht ju dem Diffeventialcalcul
su gehoeen fcheinen, fo geben fie dennod) Bevanlaffung
su verfchiednen yeviichen Unwendungen diefes ECalculs,
und tragen dagu bey, die Hulfdmittel ju zeigen, die er dats
pieten fann. Aug-diefer Urfache und aus Furdht, die Darle:
gung dev Principien Ded Diffeventialcaleuls juversdgern, inz
pem id) die Ginleitung ju fehr augdebnte,” habe ich bez
fchloffen, biee eine Abfebweifuna ju macdben, weldye ovies
fe fefer ohne Jweifel nuglich finden terden und mwelde
die andern ubergehn Fonnen, wenn fie e8 fir gut finden.
3 157.

Unterfuchung der  fymmetrifchen Gunctionen bder Wargeln Hep

Gleichungen.

Man_ weif, daf eine algebraifhe Gleichung von irs
- gend cinem Grade und weldhe nut cine unbefannte Grds
11, Theil, S - ' fe



2 : Drittes Capitel,

fie enthalt, das Product von eben fo viel Binomen tvie
x = ® x— B, x —y, ctc. ift, al8 Ginbheiten in
ibrem hocbften Grponenten ijnb. Man _hat den Yugdurd
" der Wurgeln «, 8, v, etc. in Function der Coeffis
cienten der Gleihung fiir die erfiew vier Grade, und fiv
einige Clafien von Gleidhungen von allen Graden; aber
die voliftangige Aufidfung des allgemeinen Problems ift
nody gu finden. Sndeflen Fonnen gewiffe Functionen
der Burgeln von irgend, cirer Gleidung, auf cine
rationale ct, vermittelft ifhren Coefficienten auégebrﬁd’t
werden, und man erhalt fie folglich durch Glerchungen
vom erfrenn Grade; die Functionen von denen ih rede,
find die, welde alle, auf eine dbhnliche Yrt verbundnen
Wurjeln in fich begreifen, 8 fep nun untee fidy, oder
mit andecn Grofen, und die iy daher fymmetrifdhe
Sunctionen neanen mwerde: die Summe der Wurzeln,
die ihrer ‘Drobucte 3u ey und jwen, ju drep und drey
1. fom, refpective den Coefficienten des aten 3ten 4ten
etc, Gliebes gleich, find von diefer Act.

Der Grusd der Wabrheit, deven wiv ung fo cben
evinnert baben, findet fih in einer fehr merfroiirdigen
@igenfchaft der Hnalpfis, und ift eine nothroendige Folge
ihrer Allgemeinbeit; daf nemlich die BRibung, pon per
die Befiimmung irgend einev Function abhangt, immer
alle SWerthe in fich begreift, derew diefe Function fapig
ift, indem man darin die einen in die anderen uméandert,
die Grofen unter der Ordnung, und der Werth von des
nen die Uebereinfunft nidhtd befonderes fefigefetit Hat.

Die folgenden Fragen werden, obgleich fie fefhr ein-
fady find, das grofte Licht wber alles diefes verbreiten.
Wir fuden guecft alfo jtoey Grofen dDeven Summe
% p, und deten Product & g feb.

Sndem



Digreffion Aiber bie @!éic[)ungen; 3

Snbem twir die bepden unbefamuen @nofsen durch x und
y vorftellen, haben wie

x .7 5= ) /_.f'x’-—px-l-q:o
, woraus folgt<
XY=<1J> ‘fgLy—-py+q=°_

Die beyden unbefannten Grdfen x und y, werden alfo
die Wurjeln von einerley Gleichung fet)n, weil -fie alle
beyde auf idie nemucbe Act, in die mbmgungen Des
Problems einfchleichen, ;

IWir wollen jest cmne')men, dafi, anftatt ummtte(,
bar die Grdfen x und y ju fucben, wir _uns begmmen,
den Werth ihrer Differens, = x — y sufodern Man
toird dies ohne Mithe erhalten, benn sufolge. den mqg,
gebenen Gleichungen wird man haben, x* + 2%y .:.y =p”
und 4xy = 4q; bxefeé 2te Refultat vom erften abgezogen
fommt: .

x? = axy +y’=CXf—}')’=P2—4‘1_,
woraus

x—y =XV — 4

Man_fonnte vorher fehern, Daf die Function x — y
joen TWerthe haben, und daf fie folglich von einer Glei-
dhung des aten Grades abhangen wirde, denn nichts in
der Ausfage der Frage, und in Dder Yt fie -aufjuldfen
aeigt an, Daf man x — y oder y — x fudbte. Sm Ge
gentheil, die Function x* 4 y*, in welder 8 gleihgil
tig ift, x in y ju verwandeln, und umgefehrt, da fie
nur einen IWerth Haben Ffann, hangt blof vor einer Glefs
dung des 1ten Grades ab. [n der ghat, wenn man
- von der Gleichung
x' + axy +y =9,
Diefe absieht, . :

2Ky = 2p,
fo ethalt man

%a £y



4 : Drittes Capitel,”

x!+yz=‘p:_2q..)
Diefe Bemerfungen terden nocdh beffer verffanden toers
den, tenn man an den Gang der Analyfis Berwdhnet iff.

15'8». 33

Wit roollen’ jest den Ausbrud der Summe Per ahn:
~ fichen” Potenzen alfer Wurseln eciner @Ietd)ung fuchen,
und_die Aufidfung diefes Problems werben wit juecft
aug dem Differéntialcateul giehen. _
&8 fepen w, 8, 5, & etc, die %uvgem der’ Gleichung
‘¥m o4 Pxm-x 4 me-z <+ Rxm=3 ,, 4 U=,
fo wird man haben '
(x — ) (x — 8) (x =% G =) ete.
= xM o PxM=T |- QxM~2 4 Rxm=~3 U
Senn man den  Logarithmen )ebeé Diefer @heber omi
diefer {eten Gleidhung nimmt, fo wird man finden:
1(x - &) F1(x—B)+l(x—7) +1(x— )4 etc,
= I(xm4Pxm=X L. Qxm-2 4. Rxm-3 Cet U
Wenn man Ddifferentrivt und mit dx dividict, fo Ebmmt
I I I ;i
X —a su xX—8 + X—7 + X2 hete:
__mxm-I “+(m--1)PxM=2 <4 (m;,-2)Qxm=-3 +(m-.3)1{xm-4 -
il 3 el oM S, o e UMW

Yber man tweiff, daf

1 I ‘@ a® «® :
——:=—£+x—,+;;+°—4+e.tc.
o I B g gl
x__@—;"i‘;;"}"-, +j+etc.
I T ¥ ¥* ¥?
rop ok it g dig
1 I Py +-3’+3"
—— e} o o e
e x+x¢ x’l x# -l-etc'

etc. fubs
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fubftituict man diefe MWerthe in der erflen Halfte des
vothergehenden Gleichung, und nimmt an S ¥ia
K, ¢+5+7+3‘+,etc
a® +.9 +'y + 3% 4 etc.
o’ +ﬁ’+7 +3* ' etc,
éte. ! (e
fo twitd man Haben:

lI 1l lI

w »n'n
] -

L SRR

-

| AL 8 St
;+;;+;{—,+;;+etc-= :

MM Y A (m—1 Pxm=2 4 (m—2)Qx"-3~4-(m=3)RxMm-4
xm ‘4= PxW-X o Qxm=2 o Rx1=3 [ | ‘4. U
Uind wenn man den Nenner der 2fen @alfte fortfchaft,
und nachher die Gliedee jeder Halfte vergleicht, meld)e
durd) die nemfiche Poteiy von X bejeihnet find, fo

fommet man 3u folgenden Gleichungen:

m = m |
(m —1) P=mP+-S, I
(m=12)Q=mQ+PS.+S. i’
gm—g)R=1nR -+ QS; 4 PS,+4S; :
! etc. ’ J
welhed giebt,
fS;+P=a
' S.~+4PS,+2Q=0
3S; +PS,+ QS+ 3R=0,

' etc. i
: L |
Diefe lettern, deren Sefet leicht eingufehen ift, faffen
den Pehriag in fidh, welden RNewton in feiner allgemeis
nen Arithmetif porgetragen brachte, und toelden er auf
die Gleichung

Xt = % — 19x" 4 49x — 30 =0,
engemenbet hat. Sn diefem befondern Falle, reo

93 Pae= — g,
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P=—71,Q= —19/R = +49,S=~—3o
ift, bat er gefunden ¥ iy ‘
S: =y GT=30F S;==-*-i§9 54j-=‘123~

159.

Mit @ulfc ber im vorigen %aragrapb angefiieten
Refultate, wicd jede algebraifche rationale und fpmme
trifhe Function irgend einer Gleichung, fih durdh die
Goefficienten dfefer ©leidbung ausbricten (affen.  Das
folgende WBeifpiel twitd, obgleich particulair hinlanglich

seiaen, auf welche Ars die @acbe im Yllgemeinen  ausges
fihet werden muf.

@3 feyn =, B, und v bte %uroeln cinee ;@)lexcbung
pom dritten Grade; wenn mag_l die Grofen

at 4 B0 4 o7 = S,, und «P, 4 gP o 9P =S
eine mit der andern multiplicivt, fo erbc‘dt man
an+P -8NP 4 yniP g

fanBP4-uPAn o 4Py P 4 aPyt 4 BU5P + Amf =28 St
“grper die erfie Jeile der erfien Halfte ift gleich Sagp, und |
die jwepte ift eine fymmetrifdhe Function der Wurgeln
«, B, v, welde entfteht, indem man fie ju jwen und jey
pecbindet, und fie nad ihrer Folge mit ben @Eponentgn
n und p bepeidhnet; man witd alfo erhalten:

«pP == aP@n 4 aftyP f-aPyf-flyP4-gPyn =S8, Sp —Sntp,
©3 ift leicht cinguiehn, daf, intwelder Jahi audh dieDudfta-
pen «,B,v.ete. frehn, der Werth einer fymmetrifhen Gunction
pon et Formed 8P 4 etc. imIMEr feyn witd : SnSp —Sngp,
Jindem die Summen SaSp und. Sngp fir e Saht
gBurieln, meldhe man betrachtet, becechnet find.

gBenn it die Gleidhung ju der wir fo eben gelangt
find, mit a9 4 p2 + 00 == Sq multipliciven, fo erba[,
ten ie 9

p)

Der

«tq
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a83aaP 4 wPgn Qo untdy P 4 aPyniq)
-} Antdyp +pP7ﬂ+q
FaPtIp0 o wnpptdeaP Py n 4wty PEa R
+ pPayn - gy PEY I 2
202099 - a0y P 4= aPpR5 9 4= aPpdy?
A =+ «9p8yP 4= a9pPyn
die bepden erfien Seilen der erften DHalfte diefer Gleiz
dung, welches fpmmetrijche Functionen durch dag Pro:
duct soeper Buchftaben gebildet, find, werden nad) dem
Borhergehenden refpective ausgedeiickt fepn durd
Sogq Sp —Snppgq UND Spiq Cn —Saipia
und man wird daraus fdhliefen, daff die 3te Jeile, wel:
e eine fymmetrifhe Function, aug Producten vsn 3
Factoven gebildet, ift, gleidh fepn mwird
Sn Sp Sq —Sujp Sq —Sutq Sp — Sn + 2Sugpiq,
Mtan urde alfo hier nodh, wie im vorhergehenden Falle
ein Refultat von der nemlichen Form Haben; toie arof
auch die Sahl der Buchitaben fey, fo daf der obige
Nusdruc fior alle durch Produfte aud drey Vudftaben
sufommengefesten fymmetrifden Functionen paft.

Das Berfahren deffen toic uns hier bedient haben um
bie bepden vorhergehenden Formeln ju entdecen, ift all:
gemein, und wenn wiv mit der Multiplication fortfahren
fo fommen wir jum Yusdruck ivgend einer fymmetrifhen
Bunction, welde nidts al8 eine Folge von folden Slic-
dern ift toie «"@P290F ete. und in toeldyen jeder der Budhs
ftaben «, p, v, 9 etc. fich fucceffive mit allen €gponen:
ten Gehaftet findet. @8 ift hier ndthig ju wiffen, daf
man immey eine fymmetrifde Function daran erfennen
witd, daf fie ihren Werth nie andert, man mag die
verfhiednen Wurgeln der gegebnen Gleiching verfegen,

A 4 wie
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toie man toill. Die Brucbfunctionen toerden Feinen bes
fondern Abfhnitt madben, denn fo bald fie fpmmeteifch
find, folat daraus daf ein Bruch deflen bepde Glieder
fommitrifhe und ganze Functionen find, nadybem man
ihnen einen gleichen Nenner gegeben, wie 3 B, die
Sunction

@ I o ¥ B '3

7 e el

au folgendem fubrt:

«’p 4 ap® 4 27y 4 «y® 4 By + py°

j apy
ein Refultat, deffen Bdhler und RNenner fymmetrifde
Sunctionen find. Verfdhiedene Geometer Haben fich bes
fonders mit Ddiefen Unterfuchunaen befdhaftigt, und BVans
dpermonde indbefondere Hat einen Algorithmus erdadyt,
vermittelft tweldhes er allgemeine Formeln conftruivte
welde unmittelbar den  Ausdruck jeder  fymmetrijdyen
Qunction enthalten, Wer Ddiefe Formeln $v  Fennen
wunfdt, fand dariiber feine Memoires ju Rathe sichen.

3

160.

PWenn man eine Function hatte, in welder nur eis
nige von den Wurjeln der gegebnen Gleidhung entpalren
waren, fo wirde man dodhy mitHulfe des Borhergehenden
die neue Gleihung bilden Fonnen, von mwelder fie abe
© hangen muf.  Jehmen wic an, daf man die Summe
von irgend 2 TWurjeln einer allgemeinen Gleidhung pom
gten Grade beftimmen follte; da Hice Fein Grund vors
Handen ift diefe Summe eher durd) « + g, als purd
« 4 ¥, oder p 4 » vorjufiellen, fo muf man fich diefe
3 Yusdelicke als Werthe denfen, deren fie fapig ift,
@ie wid folglih von einer Sleidung des 3ten Grades

abhau:
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abhangen, indem fie ju Wurieln o +8, &4, und Bty
Hat, und telde man bildet, indem man Das Produft
der Factoven ‘
z2-~(0 48 z~=(8+9), z—(+7)
gleihy o fest. .
Wenn tir den Calcul wirflich machen, erhalten toir
2’ —2(wpty)z4 [0 5 v - 30b 43y 435 y]ﬂ
—(a’B+-ap’ oy tuy’ + By +Py® ) ~2aBy J
Die Coefficienten der verfchiedenen Potengen von z in
diefem NRefultate, find fommetrifcbe Functionen, deren
Yusdrud man [eidt finden toird, fo tvie die Werthe der
unbefannten GSrofie z audh bte von der gefuchten 5unc,
tion fepn twerden.

- 0,

Wenn die allgemeine Gleichung vom dritten Grade
butd y
x* 4+ Px* + Qx + R e= o0 o
vorgeftellt ficd, fo hat man :
adbty==—P, a’+ 8+ 3aPtay—3py =P+ Q
und ’ ;
a’l 4 ab? 4 2%y + ay® 4 By o+ py° =8S,8, — S,
QIbet man hat durd) die Gleidungen in Rum. 158
Sy = - P, S, = P* — 2Q,
S; = — P’ 4 3PQ — 3R
ferner — #py = R. @3 fommt alfo:
— (&’ 4 aP® o’y a4 ﬁ27+572)—3‘ﬁ7—+PQ—R
und jum fegten Refultate
2 o 2P2" 4+ (P* 4+ Q)z + PQ — R = o.
Diefes Befpiel jeigt, daf, um die Gleidhung su finden,
von telder irgend cine Gunction der Wurseln von ciner
geacbnen Gleidhung abhangt, man in diefer Function
alle mdgliche Berfegungen der BDuchftaben. «, 6, v,
As madhen,
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machen, und indem man durd) arp/s'3 die verfchiedes
nen fo erhaltnen Refultate begeidhnet, das Product der
Factoren
gy 7=l z =y g = ete,

gletdd Mull fesen mufl.  Die Coefficienten Dder Potenzen
" pon z in der Gleidhung, ju toelder man Fommen wicd,
ba fie fommetcifde Junctionen der Grdfen ', B, ¥
“ 3 ete. find, welche unter " fich alle €Combinationen, die’
man von den Grdfen «, B, v, d in der gefuchbten Func:
tion macben fann, enthalten, werden aud) die fymmes
trifchen Functiomen Ddiefer leptern feyn, und man wird fie
folalich Durch die Goefficienten -unter einer der gegebenen
Gleihung rationales Korm aqusdricen EOnnen, Es iff
(cicht g fehen, dag feine der: fpmmetrifhen Functionen
_pon «, B, ', 3, ete. ihren Werth andern fann, mwie
man’aud die Budftaben e, A 7, J, unter fich verfepe.
Und eben diefe Unvecandeclichfeit, ift, wie wir (don wei:
ter oben gefehen Haben, Das wefentliche Kennjeichen dev
fommetrijden Functionen.

Die Sf)eo‘rie, pon welder idh in den vorhergehenden
Paragraphen einen furjen Begriff gegeben habe, fellte
ganftig in allen €lementen dev Algebra fiehen. Mt ify
rer Hitlfe peigt fidh die Yufiofung der Sleichungen in ¢is
pem fehr hellen Lichre, Dev Seifi der Kunfigriffe, wels
chen man 3y viefer Yufidfung -anwendet, mwird leidht ju
faffen, und man fieht, warum ihe Gefolg fich nichr bis
fiber Den piecten Grad erfiredt. Jd) bedaure fehr daf
pic-Ratur meines Gegenfrandes miv nidt verfrateer, die
jcpbne Arbeit von-Tagrange uber diefe Materie, Fen-
nen pu fehren.

vl6r.
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: 161.

Der Nuien deg Newtonfchen Theorems, u el
dem idh in Num. 158 durch den Differentialcaleuligelangt
bin, Hat mid) auf den Gedanfen gebracht, Daf man
eime  teine algebraifdhe Demonftration dariiber, welde
i fiie neu halte, und die, wie miv fheint, ihrer Eins
fadbbheit hatber befannter yu fepn, verdient, gern fehen
irde. ' - BBl

Die Gleichung .

XM o= PxN=T o Qxin=2 4~ RxM=3 , , , 4 Tx U =0,
ift durch jedes der Binomen '

L x-—m,x«—ﬁ,x—y,x—?,gtc.
theilbar, und man fann einen allgemeinen Yusdrud deg
Duotienten erhalten. C€agrange in einer feiner Me:
moites befiimmt ibhn, toie folgt: er beobachtet, dafy, in,
dem man in der gegebenen Gleidhung » fir x fest, man
durch die Hypothele ein Nefultat, roelches identifch = .0
ift, haben toicd, und man alfo annchmen muf

@ o Pgm=1 4 QumM=2 L Ram-3 , , ., + Ta + U =o.
$Benn man Ddiefe Gleidhung von der gegebenen abjicht,
fo. fommt

(xm——t‘") -+ p(xm-: P ,,,m-l) 4+ Q(xm-2 — ,,m-z)

4+ R(xm=-3 — qn-3), , ;i T(x — @) == 0;
eine Gleichung, die augenfeheinlich durd) 'x — « theilbar
ift, denn man weif, ynd es ift leicht ju beweifen, daf

xM — gin
: =xXM-Tfepxm-2 4 g®xm=3, ,, a1
X g
ift. Man wird dhnlidve Duotienten fire
xM-T — gm-T xm-2 — gm-2
X — & 4 X — @

finden, und fic das Refultat, der Divifion turd x — o,

in Der vorhergehenden Gleidhung, wird man haben,
- xm-X
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iy

XM=Y ol g|gm=3 o “=Ixm-3d- & lxm.l'u O o

% kP +a9[‘ +a’P

+ amn-2 P

+ Q + «Q + «m-3Q
I +R. + am-4R
o+ B

Hier fangt die @emonﬂration'an, son welther ih geres
. et habe. @6 ift augenfdeinlih, da wenn man audy
die gegebne Gleidung durd) x — £ dividict, man erhal:

ten witd
M- of pixm=3 4 p*xI=3 s ph XM=, (e pMoX
+P -+ BP -+ 2P <+ Bm-2p
+ Q =+ 5Q + Bm-3Q
I I + R <+ Bm-aR
+ T.

Bbenfalld toenn man durch x — v dividiet, fo findet man
M=y [xN=2'de o? [xM=3pg® |xM=4,, foym-7

+P =+ P +7'P =+ yih-2p

S +2Q +ym=3Q

l ' I <+ R o+ ym=4R
+ T,

gBenn man fo fostfahet, erhalt man fo siel Duotienten
als Wuegeln da find, und ihre Summe witd fepn: |
mxin-l-'-sx xm-2+S: m_3+ss xm-4ooo+9m-,

+mP +PS, +PS, + PSme|
+mQ|  +Gs, +QSm-s] &)
i mR =+ RSm-4
<+ mT.

Wit
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Wir weeden jest wahrnehmen, daf jeder eingelne Duotient
ven Produft aus allen Factoren der angegebenen Gleidhung
aufier denjentgen, mit weldem man dividirt ift.  Der erfte
piefer Quotienten 3. B. enthalt affe Factoren aufer x—a:
dee Coefficient feines jwepten Gliedes, wird alfo die Sum=
me aller Wurgeln, aufer «, mit entgegengefessten Seichen
genommen, fenn; der feined dritten SGliedes, die Summe
aller Produlte ju jrwep und jrwey,” aufier denen, twelde
durch die Verbindung des Budpfrabens « mit jedem anz
dérn entfiehn: der -Goefficient Des vierten Gliedes ent:
palt alle Produfte ju drep und deey, mit Ausnahme Ddes
ver, welde dutdh Combination des Dudbftabens « mit jps
gend jwen andern entftehn, und fo alle folgenden Eoef:
ficienten. © $Bas von dem erften Quotienten, und dem
Dudftaben « gefagt worden ift, gilt auf die nemliche
et fiie den jwepten und den Bucbftaben 5, fiic den drits
ten ‘und den Bucbffaben v, etc,

€8 folgt daraus, daf Dder Qiiotient des jtwens
ten Gliedeg in der Summe der Quotienten, und die
Sunction (A) gleid ift (m — 1) mal der Summe der
Wurjeln mit entgegengefenten Jeichen genommen; benn
wenn alle diefe Budbftaben fich in jedem Puotienten fan:
den, fo wirde man m mal diefe Summe Haben, aber da
jeder Buchftabe einmahl feblt, nadh dem Obengefagten,
fo wetden fie nur (m — Dmal wiederholt. Man pat
alfo (m—1)P fiir den Goefficienten ded jweptes Glicdes
von (A) und folglid S, 4+ mP = (m — 1)P.

Der Eoeffrcient des dritten Gliedes der Function (A
enthalt einige Male die verfchiednen Producte der Wur
jeln w, B, o, 3 etc. ju ywep und. jtoen verbunden, aber
jebes Ddiefer Produfte wird in swey Quotienten fehlen:
s 53 B witd fih weder im erften noch im gwenten fin-

demy
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den, alle find nue (m — 2)mal wiedetholt, und da ihre
Gumme dburch Q in der gegebenen Gleichung audgedrit
ift, fo ticd man (m — 2)Q fiar den Coefficienten des
dritten Grades der Function (A) haben woraus folgt,
S, + PS, 4+ mQ '= (m — 2)Q.
Der Coefficient | des pierten Gliedes der Function (A)
wird von den Producten der Wurjeln mit entgegenge:
festen Seichen genommmen, unb ju drep und drey coms
binict, gebildet, aber jedes diefer Produfte fehlt in drey
Duotienten 3 B. — « by, wird fich weder im erfien, nod
awepten, nody im dritten finden; Alle werden daher nuc
(m — 3)mal wiederholt. MWenn ihre Summe R ift, fo
twird in der . porgegebenen Gleihung (m - 3R Der ges
fudbte Coefficient fepn; und man wird folglich hapen:
'S, + PS. + QS, 4+ mR = (m — R,
PMan fann diefe Raifonnements fo weit man will, treis
“‘pen, und man wird finden,
S;4+mP=(m-—1)P1l
 8,4PS,+mQ= (m—2)Q :
S;+PS.+QS; +mR = (m-—s)RI
etc,
woraus
(S, +P=o
S,+PS, +Q=o0
[Sa <+ PS,+QS,+3R=o0

‘etc,

“Ran wid durd Ddiefe Formeln die Summe der Potenjen
“der Wurgeln fo lange erhalten, als der Crponent eniger
al$'m ift, aber nichts ift leichter alg fie Gber diefes Glied
© pinaussufinden.  In der Fbat, genigt e, biersu,
wie Guler bemerft hat, die gegebene Gleihung mit x°

su multipliciven, e8 fommt dann:
xmin
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xugn o PxWfo-x o Qgmin-2 4 Rxmin-3,
o4 TxMI - Uxn = ¢ °
llnb wenn man fucceffive , g, », 3, an die Stelle von x
fest, fo fommt, ' :
«TE8 o Pgmin=I . Qumin-2 + Ramin-3 , , |
| e+ o Tevtr 4 Ust = 0
£ingn -+ pﬁm-]-n-x e ng.l.n-z e Rﬁm+n-3 bt

: ..+Tﬁl!.l.1 +ppn=°
ete,

Wenn  man  diefe Refultate unter fih jufammenfest,
fo toird man Dder angenommenen Vezeichnung ufolge,
haben: :

Smtn + PSmin-y + QSmin-2 + RSmin-3 ...

: «+ TSajx + USp =0

Diefe Gleichung verbindet fich vollfommen mit den voris
gen, -denn indem ‘man n = o madt, hat man

Sn=a’ 48 4o+ 4 etc. =14+1+41+41 etc, =m, .
und folglich

YRR, C IR o + RSm=3 +e0 =TS, +mU =0,
ein NRefultat deffen Form der von der leftern ider oben
gefundenen Sleidungen entfpricht, weldes fepn toficde

Sm-x +PSm-2 + Q8m-3 +RSm-4. .. + (m—1)T=0,

] I62¢ "'

Ueber die imaginaiven Ausdriice.

- Jn den Gleihungen vom aten Grade fangen bdie
~ imaginaicen Wurgeln an, fidh u mgen, und hier haben
fie die Form
BV—— Ie

Maclaurin mgte bas nemliche fie die @[excbungen
bed Dritten @rades: b°Alembert ging weiter und bes
toied
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toies guerft, daf jeder imaginaive Ausdrud i immer
auf die %ntm ;
AT BV
3urucffu[)ten faffe, wo A und B wirflide Grdfen find,
aber er machte ed auf eine indivecte vt in Hinficht der
Wurzeln der Gleichungen. Diefen Theil ded Theorems, der
eingige, mit'weldbem wir ung gegenwartig befdaftigen Fons
nen, dicntnur daju, die Moglichfeit ju jeigen, dafmanjede
Gleichung von jedem geraden Grade in wirflihe Factoven
vom aten Grade jerlegen fonne, Guler, verfuchte es diefes
durch blofe algebraifche Betradhtungen ju bemwerfiteligen,
aflein ¢ gelang ibm nidt gans, weldhes agrange vers
anlafte, diefen nemlichen ©egenfland von neuem ju
beavbeiten; und endlich bat faplace in das JFournal
- der Normalfchule, eine Demonfiration einriicen laffen, welz
e nicdhts mehr, weder fir die Genauigfeit ald auch fir die
Ginfadbheit ju winfden dbrig 1a6t, und welde idh) Hier
mittheilen will. - S twerde alfo beweifen, daf jede
Gleiddung von irgend einem Grade p einen
wicflidden Factor vom jwepten Grade Hhaben
wicd, wenn jede Gleicdung vom Grade
pip—1)
2
einen witfliden Factor, vom erften oder
jwepiten GSrade hat. \
S erde die Sleihung vom Grade p durdy (P)
bezeichnen, und ihre Wurgeln durd) «, 6, v, 3, etc.; dies
fefegefest, beobachte ichs Dak jeder Factor des jwenten
®Grades der Gleichung (P) nichts anders alg ein Product
pon ivgend jwep Factoren des erften Gradesift, und das
Her nothwendig die Form
3=+ Px +apg=o0
Haben,
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" Paben, und folglich von den Functionen « 4 8, «f abs
Hangen witd,  Diefe Functionen toirden befummt ’ex)n,
wenn MAn jwwey von der Fovm
« 4 g+ MeB, & 4+ 8 4 M8, :

fennte, to M und M’ gegebene ahlen begeihnen, denn
indem man ;

& 4 pfg 4 MeB =N, o 4 8 -} Map =N
madpt, fo findet man

s M/N—N’M N/ — N
+ o — " — .
= M—M aghrramng

Die Junction « + B 4 M« ift fo vieler verfdicdenen
usdrice fahig, als man die Budftaben «, 6, 5, I, etc,
au jwep und ey verbinden Fann, und wird durdy eme

®@leihung vom Grade —= p(p L) ecba[ten, (N, 160) welde

ih durd Q bejeichnen werbe.
FMehmen toiv an, daf 1) diefe Gleihung immer eine
icflihe Wurjel Habe, indem man M eine unendliche
Menge von Werthen aiebt, fo wird man eine unendlidhe
3aht von apnlidhen Gleichungen haben, von denen jede
eine wirflihe Wursel Hat, {ndem fie eine der BWerbin:,
dungen, welde man von den Wurzeln Dder gegebenen
OGleidung in der Formel « 4 8 4 M«g machen fannm,
in fich enthalt:  Ift nun die Sahl der Verbindungen bes
grenst, fo witd nothwendiger Weife eine ofter mit vevs
fbiednen Werthen von M  twicderfolt werden. Man
-Fann dahev feftfegen, daf e8 jum wenigfien srwep Funcs
tionen von der Form
a4 B MeB a4 B 4 Map
giebt, deren FWerthe N und N’ wicflich find, mworaus
folar, Dag bdie corvespondirenden FWerthe von « 4 £ und
B ¢8 aud find, und daf enbhcb der Facter
11, Thail, ‘

%2 e
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x* — (¢ + B)x + ug
felbft veel ift. i eione

2) Wenn  die Gleibung (Q) feine veele Wurjeln,
fondern bleff einen teclen Factor vom jwenten Grade
hat, deffen Wurzeln imaginair find, und man gieht M
eine unendlide Menge von Werthen, fo erhalt man
eine unendliche Menge von Functionen « 4 8 4+ Mug,
beren Ausdruck pon der Form Sl

A+ B D
feyn wird, und man beweifet mie vorhin, daf man ver-
fchiedne finden Fann, telhe fih nur durch die Werthe
von M unterfheiden.  Man wird alfo

«a +84+Mep=A +BV -1
v a4 B+ MeB=A 4+ BV — 1,
haben , woraus man gieht
M/(A + BV = 1D —MQASBY 5y
M — M ’

e -4 8=

AN+ BV —A—BVI
o M — M
toelche ﬁuébn’xd’e‘icb durch 2(C+DV:-1) und E +
F V= 1, begeichnen toerde, und daher mird ber Sactor
x* — (& 4+ 8) X 4 «8 rerden,
x*=2(C +DV=-1x+E 4 FV_1.
us der Criftens diefed Factors jicht man die eines ag:
dern, tvelcher _
* =2(C—=DV—Dx +E—FV
fepn toicd; Ddenn es ift leidt ju fehn, daf, :enn man
durdh

wp

X4+ YY—1
den
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den Quotienten bejeichnet, twelchen die Gleichuna (P)
Gicbt, menn man fie durch den erfen dDividict, fo wird

X—YV—-;

den begeichnen, weldhen man aus der Divifion durd dem
Beyten erhalt.*)

Wenn nun die Polpnomen

=2 DY =1 xh EFFVtund .-
x* —2(€ =DV =1 + E—FV—1

feinen gemeinfchaftlichen Divtfor hHaben, fo begreifen fie
bepde vier einfacdbe Factoren der Sleichung (P) in fidy,
welche gu swep und wep multiplicict, feds8 Factoren
vom joepten Grade hervorbringen werden, unter relchen
immer toenigftens toep rveefe fepn werden. Sn der
Ihat, wenn man diefe Polynomen wie Gleichungen vom

swepten GSrade aufidfet, fo wird man die Factoren des
erften Grades davon ableiten.

x=C~-D V:I +"/C2+ 2CDV =p- DE—FV q

Pl IR Vet + 26DV =1 —D*—E—FV — 1
‘ D2 v x—C

*) Man wird fih davon dberseugen, wenn man
x* —2C+ DV — 1)x+E4+FV—1u
mit X — YV — ¢ maltiplicist, fo mie
X* = 2(C=DV'  1x +E—FV—1
durh X o Y 1/ — 1 : Man wird inbeyden Gallen dbadnems
lidhe Refultat finden, indem man beobachtet, dag et
Dividendug (P) Feine maginairen-in fich begreift, ¥ und

X 'merpm fo feyn , dap die Uusdricke bigfer Avky aus den
vbigen Proqucten verichminden werden,
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x=C+B ¥=i+V c —acDV = —D*—E+FV

x—C+4D V=i—¥ ¢* —acoV =i —n°— E+FV/— 1
 9Benn man dag erfte mit demr dritten, das jwepte mit
dem viecten multiplicict, und ur AbFurjung c* — D°
— E = G, fo wi¢ 2CD — F a= H fefit, und beobadh:
tet, daff !

Vo+uVi+VoaV=i=Vicm/e v
und

V=1, .{G + Hyj—V:. Ye-nv=
=V —126 4/ + ®

ift, fo findet man

e
x*—x (2C =V 2642V G+HD) i

e ead |
+C* > D* — CVQG-I-:VG’ 4 H P>
+ VC-F_—F-E;+ D'l[-—zG +2VG? +?¢
x? - x(zC+VzG+2VG’+I—T‘-j :

+c’+D’+C1/zG+zVG= +H T,
4+ Vet =DV —26+2V G ¢ i |
welches veele Refultate find,
Wenn die bepden Polpromen
x* — 2C + DV =Dx+E+FV=T1 und
x* — 3(C—DV " Dx+E—FV =1
cinen gemeinfdaftlichen Divifor Hatten, indem man- fie

unter die Jorm Gy
x" — 2Cx + E — (an—-F)V— I

X* = 20X + E o (2Dx—F)V:
fetst
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feste, fo irde man fehen, daf dicfer Divifor andy den
bepden Grdfien x* — 2cx + E, und 2Dx — F gemein
fepn fofl; und man wicd daraus {dtiefen, daf ec nur von
der Form x — I fepn fann, und daher hat man:

X*~2CxX+E -(2Dx - F) V=1 =(x-K—LV=1) (x=1)

X*—2Cx4+E4+@Dx—F) YV =1= _(x-K+L]/—1) (x=1I),
woraus folgt, daf

x=K—L¥V = 1, 2=K+L¥="1, und.x =~ I,
drep Sactoren der ®leichung (P) fepn werden, Die bey:
Den evflen geben: einen reelen Factor vomr jwepten
Srade, und indem man die Gleihung (P) durd) den
dritten dividirt, wenn fie von einem geraden Srade ift,
fo ethalt man cinen Duotienten von einem ungeraden
Grade, welder felbft einen veelen Factor vom erften
Grade enthalt, und mit dem, womit man dividict hat,
einen: jwepten veelen Factor vom wepten Grade bil:
- Det. E8ift daher genungfam Dewiefen, daf die Gleidhung
(P) immer wenigfteng einen veelen Factor vom jtoepten
Grade enthalt, wenn die Slcihung (Q) immer einen
veelen Jactor vom erfien oder jwepten Grade ent:
halt.

163.

&3 toird jest leicht fepn gu zeigen, daf jede Gleis
dung von cinem geraden Grade, in reele
Bactoren vom gweyten Grade gerlegbar fey.
~ Jf die 3ahl p gerade, fo wird fie  nothwendig
Bon der Form 2™, n feyn, tvo m irgend eine gange
3abl,  und. n, eine ungerade 3ahl vorfiellt, man wicd
daraus jichen

plp—1)

2
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pip=1)  ~wgtun(ah"-'Y)
- i 2
indem man nun nfemn — 1) = n’ madt, o wird n’
nody eine ungerade Rahl feyn, und die Gleidhung von
dem Grade 2mn witd nad) dem Vorhergehenden einen
reelen Factor® pom jwepten GSrade haben, renn die
Gleichung vom Grade 2m-1n’ einen reclen Factor
vom erften oder jtoepten Srade hat.  Aus dem nemli:
den Grunde wird die Gleidung von dem GSrade am-1n/
einen firflicdhen Factor vom jwepten Grade Haben, wenn
die Gleichung von dem Grabe 2m-2 n/(2m-In — 1) oder
am=2n’ einen veelen Factor e8 feyp pom eriten ober
jwepten Grade hHat.  Jndem man fo fortfahre, bdurch:
fauft man eine Folge von Gleidungen, deven Hhochfte G-
ponenten, von der Form
2lﬁn’ 2171—1 nl, Qm-z n“,_,.‘.gn’”“’m‘l’ nl/l...,n’
feyn werden, o die Jahlen n, n’, 0¥ etc. alle uns
gerade fepn werden. Die legte diefer Sleidungen, wel.
de von einem ungeraden Grade, und durch n/ e m pe,
jeichnet fepri wivd, muf nothwendig einen veefen Facs
tor pom ecften Grade haben (Cinleit, Num. 10). Die
DBorleste toird folglich einen vom jtoenten Haben, fo mwie
jede andre bis ju den gegebenen vem Srade 2mn inclufive.
Nehmen twir hernach an, daf diefe durch den Factor deg
swepten. Grades, deflen Erifiens man fo eben bewiefen
hat, bividiet fep, fo mwird der Duotient, der noch
von einem geraden Grade fepn wird , jum  wenig:
ften noch einen reelen Factor vom joepten Grade Has
ben, durch Den man von newem dipidiven fann, Ohne
nothig 3w DHaben, teiter ju geben fieht man, daf
jebe Gleidung vom gevaden Grade immer in
veele Factoren vom jwepten Grade aufge:
‘ [oft

= am-In(2Mmn — 1):
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(6ft wecden Fann, worvaus folgty dakimaginais
te Wurjeln, nurin gerader Anjabl, und in
der Form

A BY—1
Statt haben Fonnen.

164.

Um dAlembertd Sak in feinem ganzen Umfange
ju umfaffen, bleibt ung noch {ibrig, su betoeifen, dafy die
perfhicdnen befannten Avten von Functionen auf die
Form

IRV

gurndgefufet toerden Ednnen, fobald fie foldhe Stdfen,
wie a 4+ bV —1 enthalten, toic werden eé juerft
far die algedraifche Functionen thun. Fn  Hinfidht
auf fie folgt tie Sadbe natirlicher Weife aus dem Ges
fagten, denn indem man fie neuen unbefannten Grd:
fen gleih madbt, und die Wurjelgrofen fortfchaft, toel:
e fie euthalten, .fo gelangt man ju algebraifchen Gleis
dhungen, deren imaginaive Wurjeln von det Form

| AXBY =1
fepn tevden,

Man Fann fich von diefer Wahrheit geadegu fbdev:
seugen, wenn man beobachtet, daf
1) a4bV =14 a' = b V=5 — st b V=1 +...
© =(ada'—a 4, ) (b= bl b, )V =2
pe S—— e —
)@+ b V- 1) (@ 4+ b V = 1) =aa’ —bb'

+ @b + ab) V=1,
B 4 3
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a +bV "1 (a—l—bV——l) Kot oo b/ T oy
al 4 b~ (a’+b'V—- 1) (a¢ — b/ ]/__ l)
aa’ + bb* 4. (a’b — abHV — 2
=
a’® 4 b
o endlih (@ + bV =Dm=am4 = am-r)/ T

3)

m(m — 1)
. i | Svm—————— m=2 2
! 1.2 % b + ¢ e 0
lr 1 ._m(m—nam-! b’-i-m(m"') (m—-:) (m--g) am=-4 L%
i L2 TR udi )
3 o e

m m(m~—1) (m— 2) AR

IL+ (Tam S 1.2.3 i+ .. )V——h
woraus folgt, daf jeder aus derBerbindung verfchiedner
SGrofen von der Form

a bV:-l.y
durd Addition, Subtraction, Multiplication, Divifion,
und Gehebung su Potengen Hervorgehende Husdrud von
der Form =
S AEBYV 1
fepn toitd,

165.

Die in dem vorigen Artifel erhaltenen Refultate Fon-
nen durd) die Sinud und Cofinus mit Elegan; ausges
dritcPt werden, und man jieht Formeln davaus, welde
in der Analpfis von grofem Nugen find.  Wenn man
Den Ausdruc

a -+ bV:—_; mit r(cosz + Y7 sn z)
wergleicht, fo findet man,

a==rcosz, b= rsinz,
und
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und foeil
g ¢osz® <+ sinz® =1,
fo erhalt man i
a? 4 b* = r?
ber Werth von ¢ ift alfo durd diefe Gleidung befannt.
Man witd Haben
b

a : .
cosz = — UWAd sinz = —;
£ s £

macht man nun eben fo
a + b"'l/—:-x- = r'(cos 2! -+ V:-_; sin, 2}
fo crhalt man .
(a +bV=1) @'+ VD)
=!;r’(_cos z+V——:| sinz) (cosz’ == V:—I sin z)
=rr'[cos (z+4-2) 4 V=1 sin(z+z")] (Einl.RN.51)

Der Bragy -0~ bl/—: wigd {252 +V‘—”m i

al4b Y =1 r'(cos Z’+V-——Isinz’)
MWenn man nun diefe bHepden Glieder durdh
(cos.z’ — V — 1 sin 20
multiplicivt, fo erhalt man, zufolge der aus der Einleis
tung angeflihrien Nummer ‘

= [o0sCz = 20) 4 V' TsinGs — ).
Bie Function

: : (a + bV = 1m
gieht auf der Stelle

TM(cos z ofe V—-—l sinz)mzrm (cos mz+ ) — 1 sinmz),

ein Refultat, aus weldhem wic merFoirdige Folgerungen
jichen tmben.

Vs i - 166,
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166,

Wenn man :
: (a + BV iy
hatte, fo erhielte man :
r%(cos.z_.h VI T sinre)
m m :
Diefer Yusdruc begreift cine Jahl m ovon -verfdiednen
QBerthen in fid, die man findet, wenn man bemerft,

daf die gegebenen Stude der Frage folgende find:
a b

) Slnz'— e T

Va4 b: Va*+ b*
und daf man folglich- fie z alfe Bogen nehmen Fanny
deren Cofinus und Sinud mit den obigen gleidh find.
Wenn die Bogen :
z, 360° + 2z, 2.360° + z, 3.360° 4 z,...n,360° 42
weldhe alle den nemlichen Sinus und Cojinug haben,
jeder nadh ihrer Tour angewandt werden, fo erhalt

r=1/;i-g’—, Cos\s=

man, indem man 360° = ¢ fegt.
rm{ cOS' — +V~—1 sm— >,
3 )
r‘“< cos (c i + V=1 sin ( 2)1,
m m J
rlmgrcos {ac 7h9) + V=1 sin (2¢ + 2)1 5
| B, m m 7]

@ hp + V=1 sia ———-—-—-—(30 - 2)1
m e

Die 3ahl diefer Ausdencde werden niht Uber m Hinaus
gefen Fonnen, denn die Bogen ;
(m+1131c+z=c+c+z’ (m+2)cif=c+?i+_z’
m m m
welz
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welde die nemlihe Sinug und Eofinus wie die Bogen
c+z 2c+4z

P
> e s+ 0

m m
haben, wicden feine neue MWerthe geben, *)

167.

*) Pier find einige Erldnterungen fite die, welche die BWerdns
perungen ber Seichen nicht recht Fennen foliten, weldhe die
SKreisfunctionen erleiden,

- 9Ran tweif, daf bdie durch Linien vorgefiellten Grofen
negativ werden, iwenn fie in einem, demr entgegengeferten
©inne fiehew, in dem fie fich befanden, als man fie fir
pofitiv betrachtete, und daf die Sinvs von dem Diameter
aus und die Cofinus vom' Mittelpunft aus gemeffen wers
den. €5 folst daraus, daf, wenn man die dber dem Diaz
meter AC (§ig. 1) liegende Sinug, und bdie jwifchen den
Puncten A und O fiehende Cofinus fir pofitiv annimmt,
die erfern, mwelche unter AC Iiegen, und die andern, wels
e von O nach C fallen, negativ find.

Died fefigefent, fo geigt die Gigur, daf:

1) Der Bogen AM, weldjer weniger ald 90° betrigt,
citen pofitiven Sinus P M, und Cofinus OP habe.

2) Der Sinug F/ M/ ded frumpfen Winkels ABM’ poz
fitio, und fein’ Cofinus O P’ negativ fey.

3) Der Sinug P M/, fo wie der Cofinus OP/ e
imtld)en 180 und 270° fallenben Bogens negativ fey.

4) Der Bogen A BCD MY, welder jwijchen 270° und
360° ‘fleht, einen wegativen Sinug P/ M“’ und einen pos
fitiven Cofinug O P yabe.

SBeun man annimmt, daf cin beweglidher Punct, bder
von dem Punct A ausgelend, bdie Peripherie des Kreifes
ABCDA befchreibt, fo befimmt er nach und nach, durch
benn won ihm durcdhlaufenen Rdume, alle mdgliche Bogey,

. uRd wenn er wadh A jurficEFdmmt, fo bindert ihn nichts,
feie Bewegung in dem nemlichen Sinne fortaufegen. SKommt
o alfo von Bewem nash M, fo ift der garge Feg Den er

|

g¢s
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167,
Der Husdruck
r'115< cos :z;_l -+ V_——; sin Ez-)

ift dagu geeignet, nidt allein ‘alfe Wurseln von dem Grade
m einer imaginaiven ormel vorjuftellen, wie wir fo eben
gefehn Daben, fondern audy die jeder beliebigen veelen
‘®Srdfe, fie fep pofitiv obder negativ; oder, was dag nem:
lide ift, fie fann die Sleidhung
xm + gm == o,
Gentige

gemadit bat, ber Bogen ABCDAM, theldier aus bder
weripherie plus Dem Bogen AM befieht; und den wemlis
chen Sinug uud Cofinus wie diefer legte hat.

us dem Ehengefagten folgt) da ein Bogew, um jeden
gangen Biclfachen der Peripherie, oder, was das nemliche i,
um jeder geraden Sahl von halben Peripheriew vermelhrt, imz
mer den nemlichen Sinus und Cofinué haben wird, wie in
feinem primitiven Bufande: fobald er aber um einer ums
geraben Sabl von halben Peripherien vermehrt whide, fo
tofirde fein Sinus und Cofinus die Beichen dudern, vbgleich
fie immer den nemlichen Eevth behalten,
gBenn man die halbe Peripherie durh » begeidhuet, und in
pen ®leichungen

sin(x =& 2) = sinx cosz * cosx sinz
aund

cos(x = z) = cosx cosz T sinxsinz,
flatt x. fucceffive Zw, w, 2o, , , fest, und beobaa}tct,
vaf
sinzw, =2 I, Cosiw = O, sinw == O, COS¥ == — 7,

sini® =2 — I, €OSiw =0 ...

iy o erbalt man in den folgenden Formeln eine Neihe
vou Refulfaten, in deney n eine gange Babl bedeutet.

: sin



Digteffion (ber die Gleihungen, 29

Gendge leiften, indem fie r und 2 auf eine fdhicriche et
Deftimmt.
Wenn man annimmt, daf

X s i
X o= pm cosf- 4 V- I sin*——)
m m
fev, fotoicd man Haben
&M = r(cosz V-— 1 sinz)

und, toenn. man in der porgegebenen Gleihung fubfituict,
erhalt man :

rcosz —+ e W ¥ sinz o am == o,
Diefe  fefite witd nue dann  Statt  haben, fenn
die imaginaive Grofe, die fie enthalt, fich felbft ver:
nidh-

. f4n + 1
L sm(—-1-—-u-j_- z)i=+cosz;

4n == I .
€os E Xz )= —sinz;

. (40 + 2 B,
sip —2-—-—l'iz =T sinz;

- pan 4 2

cos(—-——r ke z) =—cosz;
; . 4n +
% sm( z—éw = z) =05z

e
cos(4 2—3#iz)=j'sinz;

. a0 + 4 ,
‘-'gl_n(-—z——-r 8] z) = tsinz;

: /7

cos 52-2+—ir e z) = = cosz
Aus dem hier Gefagten fieht man, dag der nemliche Sinug
unid ber nemliche Gofinus einer wnendlichen Hngahl vers
Tdhicdenes Bogen entfprichs. ; :
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nidhtet.  Man mwicd alfo einer Seitd haben: sinz = o,
und auf der andern Seite aber rcosz 7 am = o°. Man
ird Der erften Vedingung ein Gendige leiften, wenn
man fir z ivgend einen det in diefer Folge o=, 27,
3w...wo = die halbe Peripherie bejeichnet, enthalts
nei, Bogen nimmt.  Die jwepte giebt

e a‘“ '

fomm P
cos z”’
aber da r immer eine wirfliche Sedfe feon foll, fo muf
man fae z ein gerades BVielfaches von dem bhalben Ulm:
fang fepen, twenn der obere, und ein ungerades Bielfa:
dhed, toenn dag untere Feichen ftatt findet, weil man
wegen '
cosanw = + I und cos(2n 4+ Dw = — |
immer BHaben tpird -

I
r = am upP rn = a
Die aligemeine Formel der Wurgeln fir die Gleidung
XM — gt = O
roicd Daber fepns
anw an=’)

r g
x = adcos— = V—l sin ——p:
L m m J

Madyt man nun guerft n = o, fo hat man

o 20

cos — = I und sin — = o,

m m :
toelcdhes x = a giebt; ferner, tenn m eine gerade Jahl
ift, fo fommt man auf dag BVielfacdhe

m
nessS — '
2
woraus entftehet
cos® = — I, sinw = o und x = — 2,
MRan fieht alfo, daf die vorhergende Formel ju gleicher
. \ eit

\
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Seit die reelen al8 quch die imaginairen Wurseln ents
halt; denn man tveif, daf die Gleidung
4 XM o gt == O
nue Die eingige veefe ®rdfe x — a enthalt, fobald
m ungerade ift. TWennm aber m gerade ift, fo hat fie des
ren goey, nehmlich
x=-4a, x=-—a

@8 ift leicht fidy gu verfichern, vaf die Gleihung "
SR SR e, T LR
- L m _ )

nod die

XM — g = o,
@eniige leiftet, und wenn man folglich eine mit der ans
vern multiplicict, fo find die bepden einfachen Factoren,

r —_ 1
X -—a{l‘cos?n— 4= V—[ sinf‘_’lh
m

X a<rcosi: —_— 'V— 1 sin -2-9—'1.
m m J
Das Product

. an=
X* — 2axcos — = a?

4 m

titd ein Factor vom jtwepten Grade der @{etdpung
XM — g =3 Q

fepn.

Die Gleidung
Xt o g™ == O
fabrt gu Refultaten, telche den vovigen ahnlich fi f nd, nue
mit dem Unterfdhicde, daf die Bielfachen ungerade find,
ftatt gecade ju fepn. ‘Sn diefem Falle werden die Wurs
aeln eine oder die andere der folgenden Formen Haben:
- ————t L]
(an-:-_l_)_ + (an+l) ';

e L SIN s———
J

x=a

: r
X == ad cos
L
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r- (2n + e .V_ AL (an t)ﬂ>

X = a< cos Y
L

3
m J

und der Augdruc irgenb cined Factors pom jwepten

(Brabe fitd fet)n
(2n 4 D=

‘%% — 2aX (0§ ——————
m

At

G 168.

Wir ollen jest bey cinigen Benfpielen die Formeln
antoenden, welden tic fo eben gefunden haben. &8
fepen 1) die beyden Gleichungen

x5 ——1=oum x* 4 1 = o,
Man twicd in diefen BVeyfpielen a == 1 Haben; flrs er:
fte muf man nur von den geraden Wielfachen Gebraudy

maden,
0 27 4% 6m 8w
FIRE AL S s
unb ey dec geraden 3ahl verreilen, toeldhe dem Dops
_ pelten deg Epponenten vorhergeht; denn wenn man dars
iibet bmausgmge, fowiicbe man auf Bogen 3utucffommen,
welde nicht anders, toie die vorhergehenden um einem
tImfang vermehrt waven, und welde, indem fie vefpectic
ve gleihe Sinus und Cofinus haden, Feine newen Wers
the geben tirden, Died feftgefesit, fo wihrden die Wues
geln von x° — T e=0 feyn
x=,cos%> + V:Isin%,: I

o 2w
x==cos—s- 4+ V1 sin~—,
5

X = cos%f- ot V:sin i;:,

X=cos
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—_ 6
== cosﬁ—' + V=1 Sin—;: .

x=cos-8: +V—— Isina-f.
5

Jndem man nun diefe Werthe ndher unterfucbt, fo fieht
man, daf der vierte fich vom Ddritten, fo wie der funfte

fih dom jwepten, nur durch das Seiden V' — 1 unters
fcheiden, denn’voeil : :

cos (x4-z) == cos (¥ —z) ¥RD sin(r+z)=—sin(r—z),
fo bat mam - :

x . 6w . 4w

c°s6_’: = 'cos i— und sin— = ~— sin 9—-,
5 5 :

8x 2w . 8~ L O

cos —5- £= cos -; und sin— = — sin —:

Die verfchiednen Wurjeln der @Ieid}ungl xS — 1= o'
werden daher in folgenden drep Formeln enthalten feyn :
x=1

ox —_— 2% P | 5
x‘:'_-.cos—s-i'..l/—151n-5-=cos72°:tV— 1 sin 72*

. 4= — s aw —_—
x=cos-§- oy Sm% =cosl44":l'..v— 1 sin 144°

Die Bemerfung, die toir fo eben gemadbt haben, ift- alle
gemein, man witd immer bey den BVielfachen von # fre:
Ben Dleiben fonnen, welde den Erpenenten der Gleiz
dung deren Wurgeln man fudt, nidt dberfteiaen; vors
ausaefesst, daf man V= 1 bdas Seiden + giebt; idh
glaube aber dennocdh jeigen ju miffen, toie man alle dies
fe MWurgeln aps bem cinjigen usdruc

X [l= a <rcg,s e + V:—l-sin zn—ﬂ}
€2 m m

i1, Theil. ¢ . gles
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sichen Fann, Der allgemeine Ausdrud der Factoren vom
stwepten Grade giebt die drey Nefultate:

o

o - 4
x'—-zxcos;—*{- I =x" =2x 4 1

27
x* -zxcoss +. 1= x° —2xc0572 + 1

4r
x? = 2% cO0s -; + I = x* — 2xcos144" 4 I,

und ‘da der erfte diefer Ausdricke nichts anders als dag
Duadrat von x — 1 ift, fo hat man julest
x*=—1=(x—1) (x* — 2xc0s72°+41) (x*—2x cos 144" 4 1),
I gehe ju x* 4 1 = o diber, hier find die ungeraden
Bielfachen, Ddeven man fidy bedienen muf, und indem
man die, welde 5 dberficigrn, toeglat, findet man, daf
x* < 1 = o in die drep Formeln enthalten find.

e A s G
X &= cos ?i g g sm;-:cong"_‘tV—1 sin 36°
x — 3 e
X = cos -3;—:'_'_1/-1 sin %—=c08108°;".'l/—xsimog°
7|'
X &= cos V Ism—=—l
5

Aus dem Ausdrud dev Factoren dés ywepten Grades
sieht man

x* —3xcos-§+ 1 =x°—21c‘o‘s 36° 4 1
3"
x* —nxcoss— 4+ 1 = x* — axcosIo§’ + I
2 % 5' 2
x —2xcos?+x=x 4+ 2x + I = (x4 1D°

und man wird haben
X o 1==(x"=2x cos 36°+1) (x*=2xcos 108 +1) (x41)
3



Digreffion fber die Gleidyungen. 35
Jb toerde noch die Factoven der bepden Gleichungen

¥ —1=o, x*+1=:30
beftimmen. 2)1: pom erften Grade toerden fepn
fiie die erfie

A
- - n)

x — I

x—(cos—""V—lsm-—-)
A e AT

x.—(cosb_y 1s1n 6)

x 4+ 1
fir die ;nm)te

X - (cos— V—lsm —)
X - (cos—— 5 V—lSm—)

; 20 COS": -~ lsm -—~)
und die Factoren vom zwenten Grade werden fepn,
fiir die erfte - fie die joepte
]:2 o | =, ;:; + 1 g B

2 2x
X —zxcosz-i-[ x*+2xcos—2—+t

' x |
x'-—gxcos%.l. n x’—zxcoss—g'l'
wnd mir beobadyten,  dag

3* :
€0s s = cos g0° == o #nd sin g_zx =0,
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169,

Die imaginaiten Wurgeln der Gleichungen von der
Fotm xm — 1= o, werden in der Algebra frarf ge-
braudyt, wo man fie mit dem Namen: imaginajre
Wurgeln dev Einbeit, begeichnet; und e find wirfs
lidh verfchiedne Jufammenfiigungen von, algebraifden)Jeis
chen, welche, fobald mau fie den Operationen untevrirft,
durch twelche man irgend cine Poten; entwicfelt, die
Ginbeit jum Refultate geben; diefe Wurzeln haben un:
ter fid) in jebem Grade, fehr merfrourdige Relationen
and telde Ield)t aus ifren allgemeinen Husdrud abau.
feiten f{ind.

Man hat aus bem %ot{)etgebenben aefunden, daf

2nx anx
X =2 0§ —— oo V=1 sin—
m m

fer; aber man fieht leicht, daf

2nx

: S _+V_;sm——_(cos—-+V—xsm—)

- : (€inl. JFum. 41)
enn man daber durch x/ die Wurgel bejeichnet, twelde
die Formel

2x — A
cos — = V—— Isin —
m m

giebt, und die man juerft findet, fo echalt man alle
anbdern, indem man die berfdmbnen Potengen x’%, x4, x/*,
bildet.

Diefe Cigenfchaft findet man nidyt blof in der Wurgel,
welde wic durd) x! begeichnet haben, denn, renn man

: : 2 2nx |
ivgend cin Bielfades p von dem Fogen —,—n: nimmt, fo

hat man ebenfalls
Ces
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nn"

2np x —

P nx ;znx"]v
= Lcos?-- + V—lsm—-J »

und 3u gleicher Reit wird dev Husdruct

-l-'l/—l’smznpyr
An einee der FWurzeln ber gegebnen ®leichung enthalten

3 2n § 3 §
feon, teil der Bogen 'T:: immer nut die Summe (44

COS

ner gewiffen Anzahl von halben Periphevien, und eined bet

jmifchen 2— unb = enthaltenen Bogen ift.

Das nemliche Fann auf eine fehr einfacdhe Art, ohne
Hilfe vom Sinug und Cofinus  betiefen = terden.
Denn wenn man annimmt, daf x’ irgend eine Wurzel
bec Gleihung xm — 1 = o begeidhnet, fo erhalt man

XM enify xfamis=y, 330 =g
und x‘2m = (x/2)m, 3’3‘“ = (x'3)m etc,?
woraus folgt) daf die verfchiednen Potengen /%, x etc.
ebenfalls der vorgegebnen Gleihung befriedigen. Die
3abl der verfdhiednen FWurjeln, foelde man auf diefe
Weife erhalten toficde, fann nidt m dberffeigen; denn
fobald man'ju xim gefommen, ifty findet man die Ginbeit
wieder, und e8 Fommt Hernach
CXMEY o= oyl ximg2 == x/? etc,
Die Gleidyung
XM 4 f =0
wittde ju Refultaten fiibren, die den porhetgehenden anaz
[fog maven, mit diefem Untetfcbiede, Daf man nur ungeras
de Potensen von irgend einer det Wurgeln antoenden
¢ 3 diicfte;

v
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~men diirfte; twie man feibt aus den fir diefen Fall im
vorigen Avtifel gegebnen allgemeinen Husdrud fehn wird,
oder indem man bemerft, dag, da x™ = — ;5 ift, man
nut dann ‘ , ,

(x'Mn = (MM = — 1
Daben fann, wenn man fir n cine ungerade Jah!
nimmt. :

170,

Die Grforfdung der imaginaiven Wurzeln der Gleis
dungen xm 3= 1 = o, hangt, wie man ficht, von der
Divifion der Peripherie ded RKreifes in cine Anzahl m
von gleichen Theilen, oder von der Befdhreibung eines
reguldren Polpgond von m Seiten ab. Jedesmal, toenn
der Cpponent m in einer der Progreffionen

231438316 etc, <=3:6:12: 24 etc,
52 102 20 ¥ 40 efec.
énthalten feyn witd, Fann man diefe Operation mit dem
inial und dem Rivfel ausfuhren, oder gerade ju die

‘ s 2 2= ?
- ugdeiicke der Sinug oder Cofini:s der %ogm; . ‘-*-nl:, etc,

iy
oS 3;-“ , etc. bereden, wo denn nut quadratifhe Turs
m

iclgrofien hineinfommen.

”
171,

Alfgemein, wenn m und ! jwep Primzahlen unter
fih find, und man weif die Gleihungen
M C 1= o, ™ T Lo
aufgulofen, fo wirde man aud die Gleihung
3 xmu’ T2 1 gm0

auf:
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aufzufdfen wiffen, denn indem man x™ = y annimmt,
echalt man ym' == 1 — o, und fobald man durd « ics
gend eine der %utaeln diefer lepten Gleidhung bejeidh-
net, bat men hernady xm = &, o x® — &« =0 ift,
ein Refultat, mweldhes man auf die Form v — 1 = o

m
surifihren fann, indem man tVa = x madt.

Man fann ju dem Yusdrud der Wurzeln der Blei-
dung xmm == | = o gelangen, indem man nuc die
Sinug und Cofinus der Bogen, welde aud den Divifios
nen der Halben Pevipherie und ihrer BVielfaden, in m und
m’ gleiche Theile entftehn anwendet.. Um dies ju beweis
fen toller wiv fogleih die Gleihung xmm/—rp=o- be:
tradpten. . Wenn wir von der Gleichung xm — 1 =0
und x™ — 1 =0 joey Wurseln unter fich multipliciven;
fo haben wiy

’ 2nx — 'Qn an's e . on'r
(cos—-:"_ V —1sin _77) (cos-—— *+V - 1sin -——)
m ) m m m/!
om’—-n’ —_— nm’<4-1‘m
=qos:( + m),,il/—— 1 smz( .
nm’ nm
Jndem wiv dies mefultdt mit dem Nusdruck

nl
=+ V —1sin
nm’

vergleidhen, toeldes die Wurjeln pon xmm! — 1= o
vocftellt, fo fieht man daf beyde auf das nemliche 3utuds
fdbren, wenn nm’ 4 n'm = n* ift. Da aber-m und
m’ Primzahlen unter fich find, fo folgt aus der Theorie
et unbeftimmten @(exd)ungm vom etften Grade, daf
mar fir n und o/ immer Bablen finden wird, welde
der obigen Gleidhung entfprecpen.

(O] . Man

/

COS
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Man bemerfe, Daf, tenn man n// = 1 madt, fo
fommt

n/m’ 4 n/m’ o
cos2 — }x = cos —'

nm’ mm'’
2 n‘m/ 4 n‘m’ i on
s 2 St Yitemtein 3
{nm m m’

und man wird folglid) den Sinus und Cofinus deg By
geng finden, welder dag Refultat der Divifion der Pes
tipherie in eine Anjahl mm’ von gleidben ITheilen  ift,

toenn bie des Bogen -21 und 31,, gegeben find, und

man toird n und n’ nacb ber @le:d)ung nm’ 4 n'm=g .
beftimmt Haben.

Die Gleidung xm™ + 1 = o fiihet su analogen
Refultaten. Man wird in diefem Falle Haben

2
GOS(D+I V—xsxn(2n+I x

S5 (zn +l) +V_”m("n‘+r e

m’

1
S
J
~
s
J

g

mm’

ik (m + Dm’ + (2n’ 4 I)m)

j‘_ V:sinc(gn + Vm’/ 4+ (20 + l_\m) .

mml -

20/l 4 1 j—— . r2anl I
=c08( : ) = TV —isn (————-'_— r,
mm

mm’
tworaus man folgert A
(an 4 Dm' 4 (20’ 4+ 1)m = 20" 4 g

172,

Die Gleidbungen von der Form
E2M e 2pxM o q = O,
: Fon-

»
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fonnen ie Ddiejenigen behandelt toerdem, die nur ey
Glicder enthalten, Fndem man fie nach Art Ded jreps
ten Grades aufidfet, ieht man daraus

am = p T Vpi—q:
fo lange p* grofier al$ q.ift, find die Werthe von xm
veel, und indem man fie durch « und 8 borﬁeut, fat
man die beyden Gleichungen

XM g =m0, WD XM — g =0,
tooraus man die imaginairen Wurseln nadh den Formeln,
dee 167. Num. findet.
Wenn man p* < q bat, fo guebt man bem Werthe

pon x=» die Form

Ve V=1
©und indem man q = a, und Vq — p* = b, madht, fo
Edmmt xm = a 4 bV — 1, man braudt dann nut

aug  dem Musdruf a = b V— 1 cine Wurjel vom
Grade m ju jichen. Wenn man die Formeln von Rum.
166 wieder vornimmt, fo findet wan daraus

“ P
a
v = Va2 +b° +b’__'l/, =—=
a q, cosz Vq

und der ahgememe %fuébtuct der gefucbten quqe[v with
fet)u

I 2Nx = 7z n~ 7
o ( l sm + L\,
m me b

Wenn man von den einfachen Factoren einen bm‘tb‘ den
andern multiplicict

X an= z anw 2
P r‘"(cos + —_— V—-lsm + A
m

X

- 2n= Z — na
X o= fm(cos_j:_ —— V—lsln-_._..—-),
mj

ml
€5 fo
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fo ftellt : bad Product

X anw 4= z 2

alle Factoren pom roepten Srade vor, welde die geaed:
Gleidhung Haben Fann, und man witd bemerten, daf,
wenn man in diefer GSleihung r* anftatt ¢, und rcossz
ftatt p fegt, Diefelbe
o ¥2M — 2rxMcosz 41’ &= 0
witd. Sndem man r = 1 ennimmé, Hat man
H X2M — oxMcosz =4 I &= 0,
und die Formel der Factoren vem wepten GSrabe wicde
fepn.
-2 N7 4 z
X" = 2xc08 e
Dicfe Hopothefe vermindert die Hllgemeinheit der Refuls
. tate nicht im Gevingflen, denn toenn man

x=L,
@

madt, fo Fommt die Gleidung
y2m — 2aWyMcosz = «3M == 0,
toelcdhes man immer ‘mit
: y2® —ePym 4. Q = o
Bergleiden fann, vorausgefest, daf
P Q
fey., GQn Allem Vorhergehenden toirde dadurdh nidts
geanbert terden, wenn der Coefficient p negativ tas
re, nur der BWogen x wiurde dann mehr ald go° be:
tragen, !

173.
Die Auflidfung der Gleidhung xm = am = o, welde

in Num, 167 gegeben ift, und die und die Factoren von
: : der
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. bey Grdfe x° T am befanﬂt ggmad)t hat, ird ung das
Pittel an die Hand geben, die fdhdne Gigenfehaft des
Reeijes ju demonftriven, welde das Theorem des Eotes
enthalt, und fo fautet.

Wenn man den Umfang eined Kreifed, dee
mit cinem Halbmeffer = a befchrieben ift, in cine
Anzahl 2m von gleichen Theilen M, M,, M,
M, etc, (Figt2) theilt,; und von einem auf dem
Diameter MCM, gelegnen, voen dem Mit:
tefpunct € und ©OC = x entfernten Puncte
nady, von verfdicdnen ZTheilungspuncten
diec geraden finien OM, OM,, OM,, OM,, ...
sieht, fo wicd das Product vonallen denen,
welde mit den Dduvdh eine gevade Jahl be:
merften ZTheilungspuncten covredpondiren
gleidh) a™ — xm feyn, enn der Punct O inners
halb des Kreifed, und gleich xm — am, wenn ev
auferhalb ded Kreifes liegt: Die geraden Lis
nien, welde nach den ungeraden Theilyngsg:
punctew gefuhrt werden, geben, wenn man fie
untev fich multiplicive, die Grofe am 4 xmn,

3 will nur den Fall beweifen, wo O innerhalb des
RKeeifes Legt, weil e8 leidht fepn :i)itb, den andern auf
¢ben Die Art ju Deroeifen, IWenn man von dem Punete
M, die Perpendiculaive M, P auf den Diameter MM, fal:
fen (3t, fo Hat man aus diefer Gonftruction 2

65 = 3 Ty
aber PM, frellt den Sinug des Bogens MM, in dem
Kreife deflen Radius = a ift, vor, und CP ift der Cos
finud. Man wird daher nad) den Sinustafeln, die fir
den Nadiug = 1 berechnet find, Haben
PM
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© PM = asinMM,, CP = acosMM,, OP = QPI coO
; : ' = dcosMM, — x,
und endlidh
6-1\711; = a® — 2axcosMM, 4 x*:
Die Werthe von OM,, OM, .. . erhilt man, indem
man die fit OM, gefundnen Bogen MM, MM, ..
dem Bogen MM, fubftituivt. Wenn man nur die nimmt,
" eldbe den geraden Lheilungspuncte entfprechen, und die
Halbe Pevipherie immer durcdh » Oejeidhnet, o fommt
o MM =2 uu, = 2.,
m .m

daraus

— 2>
OM, £ a® = 24x¢0s — + x?,
m

S— . -
oM, = a® — 2axcos 3T o x* el
m

Yber die Linien OM., OM, . . . weldhe auf einer Seite
des Diameters licgen, hHaben ihre correspondirenden
OM,, OM, auf der endern Seite, die ihnen refpective
gleich. find, fo dag man fdreiben fann OM, X oM,
anftatt OM,; OM,; X OM. fatt. OM, und fo foct,
wenn die Divifionen in groferer Jahl mwaren. Man bes
metfe ju gleicperer Seit, daf Ddie Linien OM die Grife
a = x vorftellt. Dies feftaefest, fo fofgt aus TRum, 163
vaf m ungrade ift,

. 2%
am — xm = (& = x) (@® — 2axcos oo + x%)

i £ g
(a® — 2#xcos %n— S ) SO

indem’ man ftatt der Factoren der jwepfen Halfte ihre
Yusdeace in Linien fest, (0 hat man

AM
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am — xm = OM X oM, X OM; X OM; X OM,,
" ®a bdie' Bogen MN,, MN,, MM, . .., twelde den un:
graden Eheilungspuncten correspondiven, gleih find

2 x b« 3% iox" 5%
—_—= -, e— = — — e e
m m m m 2m m

fo findet man

—D L3
OM, = a*® — 2axcos — =+ x%
m

= 2 3= .
OM; & a" == 2axc0os ~— =} X
T i
und OM, = a =+ x; aber Da man

am 4 x™ = (a 4+ x) (a® = 2axcos = + x*)
: : m /

X(@*=2ax cos %A-[- D sate

hat, fo erhalt man ;
am 4 xm = OM, X OM, X OM, X OM, X OM,.
Da m cine grade Fah! ift, wie in Fig. 3, fo entfpreden
die beyden Theile OM und O M. des8 Diameters der cine
forwofl al8 der andere, den mit einer graden Zahl bes
seihneten Theilungsdpuncten, und gedHen die beyden Facs

toren a — x, und a 4 x, welde die Grdfe am — xm
in diefem Jalle Hat,

174
~ Cotes Der febr jung ftarh, Hinterlief in feinen Pa:
pieten das vorhergehende Theorem ofhne Bereis. Moz
, Pte und Bernoulli erfegten folden, aber der evfiere

gab fvem heoveme cine Crweiterung vermistelft mtcber
ev Die Berlegung ves Ausdrucks

22M e g xM o5z = X2
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" in tcele Gactoren vom wepten Grade bewirfte.  Hier
folgt diefe Crweiterung.

Unftatt den Punft M, aid den Urfpring der bltw
flon des Kreifes am Ende deg Halbmeflers 0C, ju neh
men, nimmt man guetft einen BVogen AM Fia. 4, weldpe der
mte Zheildes Vogens z fepyn mag, und durc) AB porge:
ftellt toird; nachgehends theilt man den Umfang des Krei.
fes in m gleide Zheile, indem man vom Punft M ans
fangt, und erhalt algdann '

a2m—pgm x1M cos z4- X2M=AC" —2AC" %06 hoosz

+ 0C™ =0 M X OM,X OM. X OM, X OM, tt. {. o,
Um fidh von der Pahrheit viefer Gleichung ju verfidhern,
muf_ man bcobad)ten Daf

P e S e VR il .

- - =
und twie in bet vothergehenden Nummer, den Werth von
OM, OM., u. f.t. fuden; man wicd durd) diefes
Mittel die nemlichen Factoren finden, wwie dicjenigen
Gud, welde die Formeln von Num. 172 fir den Yug:
druck ‘ :

a2M—2aMxMcosz = x2m

geben tolicden.

175.

. Die Untoendung der Formeln von Num, 166 fihre
und ju cinem fehr einfachen Yuadrud der Wurzeln von
der Gleichung Nes 3ten Grades, in dem irreductibeln
Salle. TMan weif dag die erfre Wursel der @Icid)ung

X} = px o q=0,
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——\/‘ + Vig.— &%

v Vigt — & p ity

und daf fie fich dem Sdheine nadhy, unter einer imaginai:

ven Geftalt darftellt, wenn Sp’, folite 3q° hbertreffen.
Wenn man 4

N
2

und

Vs, —3q* = b
matbt/ fo titd man

r=— a4+ bV —@— b'l/---x)§
beFommen, und man wird finden

a .
r=Va* + br= Ve, coszEm — = ?___
i 2V P

GQxbV—~ l)§=r'§' (cosé— V=1 sin—;-)

= (cos% i V——xsin-g-)V§- Ps
tworaus

R 2
x =—‘2V-}p60533—, x=.—2V PCOS-:':—--,

— 4% 4 7
. b SE— N ) V? p cos
entftehen wird , und fegen

4r Z 2% — 7Z
+ == cos s

fann der lekte diefes S!Bettf)e, fe gefwmben tetden:

=
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oW = 7

x &= — 2 Vipcos

Wiv find ju gleicher Jeit ju den dreh Wurgeln der Gleis
dhung \ .
X — px-4qe=o0

acfommen , und diefed wird Ddiejenigen nicht wundern,
die da wiffen, daf der usdruct der erfren Wurgel pon
der toir audgegegangen find, fie alle implicite, wegen der
cubifhen eingebildeten Wurzeln der Einbeit, die darinn
alg befindlich mit gedacht werden, enthalt. Die andern
fonnen fich von der ftrengen RNidbtigfeit unferer Schldfe
nberjeugen, indem fie, in denen befannten Ausdricfen,
Der bepden lestern Wurgeln, die porhin gefundene Wers
the fac die cubifden RNadicalien, welde fih in den er:
ftern Werth einfdleichen, fubftituiven; fie werden Haben

2V§'_('§‘ cos i -’;—V-sin-z—
Ao i
2]/?;(: cos _z; -+ X V’;—sin T:’-)

und twenn man fih evinnett, daf

2w s ;
COS-;-::COS 120" = —;unﬁ_

SR y =
sin —§—I= sin 120" = ~— % ¥3
fo _roet'bm fie die vorhergehenden Yusdrude in

ar -z aw—z

‘und — 2 ¥ p cos :

-~ 2 V-—}_;co‘s

pertoandeln,

176.
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Man toitd eben fo .ﬁnben, dag der allgemeine
Husdrud : ;

i m :
2y a+bV-:+§.‘/a+bV:
immer veel ift, und fein Werth

" s z
™ cos —
m

if. Dtan mirde die Gleihung von tweldber er abhangt
bilden, indem man Dden cosinus Deé mten Theils eines ge-
gebenen Bogens fuchte. Fn der That, ed fey mx = 7,

3 Z
fo witd man x = = befommen, und twegen Rum. 4o.
ver Einleitung, wicd, man finden

cosz=(cos— +V—1 sm—)
+ 2 ( cos — = V—-—Ism—)

foenn man Ddiefe Sleihung entwicelt, indem man ;— in

der Stelle von cosz fegt, und

cos : + 3 I: 1 Z = I ll
o — — — ——

2 ys sin 4r y?
“madht; fo wird daraus die @leldwng entfteben, welche

Y in a gepen foll: man hat aber aud durch erwahnte
Num,

z — 2
€08 & =i(eosz 4+ ~1 sin z)m

il l
- 2(cosz — Y — 1 sinz)m
i1, Theil, D C 100s
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‘ alfo

-, / m

: y=Va+bV-—l+Va—b'V:,
€3 gebbrt nit su meitem Gegenfiande die, Gleichungen
abjubanbdeln, welde aus dec Divifion, eines in ciner bes
ficbigen nsabl gleicher Theite getheilten RKreigbogens,
entfiehens +da fie aber wegen ihrer Geftalt und Eigen
fchaften fehr merfrohrdig find, fo habe ich folde wenig-
fteng den Lefer anjeigen wellen.

’

177.

Da die fenntnif der eingebildeten Wurzeln der
Gleihungen, fir einen widtigen Jweig des Integralcals
cufs nothroendig iff, fo halte ich es fire ndthig mich aber
diefe Materie noch n einigen Detaild ecinjulafien.

; 8 evgiebt fich aus dem erwiefenen Lehriag Nr. 163,
daf umbie eingebildeten Wurgeln einer beliedigen algebrais
fden Gleichung u erhalten;, man foldhe in Factoren vom
soepten@®rade jeclegenmuf.  Aber diefes Mittel sichet gro-
fie Unbequemlichfeiten nad fid, -indem e8 dig Aufidfung

. m{m — I
ciner Gleihung vom Srade —._2__? erfordect, ehe

man felbft nodh toiffen fann, ob die vorgegebene vom
Grade m, cingebildete Wurjeln Hat oder nicht.  Die
®eometer bHaben  Methoden gefudht, wéldhe ihnen
die Anzahl diefer Wurgeln anjeigen Fonnten, unabhanz
“gig von der Aufidfung einer Gleidhung, und i werde
portragen as8 fagrange jum allgemeinfien in diefer
Ruckficht gefunden hHat.

@8 fey =, B, v, 9, etc. Die Wurzeln einer Gleihung
pom Grade m, unter welden fich verfhiedene eingebils
dete



Q)igr;fﬂon ber die Ofleichungen. 51

dete befinden, diefe legtern find nothoendigertoeife paars
teife, und von der Form

a b Yok e bV
Senn man die Unterfchiede der Wurgeln von diefer Gleis

dung nimmt, fo fdnnten fic nur eine von den folgenden
Sormen fepn:

a—8, w—aT V=1 a—a'®b—bYV],
) B 7y
Macht man die Quadrate von Ddiefen Ausdriicfen , fo.
ird man fir den erfien cin veeled und pofitives und fie
den oierten ein reeled und negatives Refultat finden; die
bepden anderen terden eingebildete NRefultate geben, -
wean man fidt wenigftensd in einigen Fallen b=1b" bat,
a tind a’ bleiben ungleich; ob e$ aber gleich gefdieht,
fo wird nur vas Quadrat von dem Unterfchiede jwifchen
den ey eingebildeten Wurgeln, twelche jufammen gehdren,
negativ fepn. €8 folgt davaus, daf die Gleichung von
welcher die Wurzeln die Quadrate der Unterfchiede, die
fih unter dicjenigen von der vorgegebenen befinden, fepn

mﬁvt-'oen, ¢ben fo viele negative Wurieln hHat, ald Dies
fe fegtere Paare cingebitdete Wurseln Hat,

Man Fann die Gleidung Hervorbringen, mwelde die
Quadrate der Unterfchiede jwifchen die Wurgeln der BVors
gegebenen giebt, und teldhe idh die Gleichung (D) nens

nen toerde, indem man nady dem BVerfahren in N, 160,
Da8 Produft der Factoren

2= — ) (e =), 2= (8= )
entwifeln werde, und nadher gleicd RNull fegt.

: :@ 2 278.
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178.

Hatte man eine fidhere Regel ju beurtheilen toie viel
negative Wurjeln die Gleidung (D) hat, fo rwitfte man
dadurch mwievicl Paare von imaginairen Wurgeln die vots
gegebene Gleichung enthilt: Unglictlidherteife bietet die
Analpfis Fein unfehlbared Mittel dar diefen Geaenftand
ju erfilfen. Dennocdh hat Dedcarted erfannt daf eine beo
licbige Gleichung foviel pofitive Wurgeln haben Fonnte,
al8 Yenderungen der Jéichen von 4 in — oder von —
in 4 in der Folge der Slieder tooraus fie beftebet vor:
fommen, und foviel negative Wurjeln, ald Folgen def:
felben Seichen Ddavin find.- Diefer Sas, deffen Wahrheit
guecft beftvitten wirde, iff durd) de G ua vollftandig be-
goiefen, und fann deutlicher und allgemeiner folgender:
maafien vorgetragen rerden :

Sede Gleidhung Fann nidht mehr pofitive
WBurjeln haben, alsd fich Jeiden - Abwedfelun:
gen gwifden ihren Gliedern finden, und nide
mehr negative Wurjeln, alsd fid) Folgen defs
felben Seichen finden, und wenn die Gleidung
nur veele Wurgeln enthielte, fo wiarde fie da:
von gang genau foviel pofitive haben, als fie
Hbwedfelungen der Jeidhen hat, und fo viel
negative, alg jie Folgen deffelben Seicdben hat.

Diefes Theorem, weldes wir tweiter unten berveifen
toerden, (aft und fehen, daf, wenn die Glicder der Gleis
dung (D) wedfelsreife pofitio und negativ find, . h.
weun fie feine Folge deffelben Jeichen Hat, fie Feine an-
dere als recle und pofitive Wurgeln haben ird, reil
ihrev Natur nadh, fie Ffeine imagindire Wurgeln Haben
Fann, obne ju gleicher Seit Wurgeln ju Haben die negas

tiv
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tiv find; und man {dlieft darausd, daf alle Wurjen der
vorgegebenen Gleihung in diefem Falle veel fepn werden.

Serner, wenn in der Gleidhung (D) dad lepte Blied,
weldes, twie man weif, das Product aud allen Wurseln
ift, negativ ift, fo wird fie eine gerade oder ungerabe
Unzahl von negativen TWurzeln Haben, je nacdhdem fie
on ungeradben oder geraden Grade :fepn toicd,. denn
dag Product A® 4B eines Paard von imaginairen Wurs
3eln A &£ B v —1, ift immer pofitiv. Sm erfien Falle
mwitd die vorgegebene Sleichung eine gerade Anzahl Paas
ve von imaginaiven Wurzeln Haben, und im jrepten
Kalle eine ungerade Anzahl Paave. Allgemein, die vorz
gegedene Gleihung wird nicht mehr Paare von imagis
naiven Wurgeln haben fdnnen, ald fidh Folgen deffelben
Seichen, jwifdhen den Glicdern der Gleihung (D) finden.

Die vorftehenden Betradtungen fiihren nur nod
ecft dahin, fid ju verfihern, ob eine gegebene Gleichung
imaginaire Wurieln hat, und eine Grenge ju finden,
die ifjre Anzabl nicht tberfteigen Fann; folgen twir aber -
ben @eift der Methode, fo machen wir neue Hilftgleis
dungen, die feine negative TWurseln haben fonnten, in
fo fern die vorgegebene Gleichung mwenigfiend vier negas
tive MWurgeln haben wird, andere Hiilfsgleidungen die
nur pofitive Wurseln haben werden, infofern die Angahl
ber imaginairen Wurgeln dec vorgegebenen Gleidhung uns
ter 6 ware, u. f. to.

Jm erfien Falle mifite man, die Gleidhung fuchen,
welde dag Quadrat des Unterfchicdes gwifhen der Sums
me on gwey beliebigen Wurgeln der vorgegebenen Gleis
hung, und die Summe der bepden andern ofne Auswahi
genommenen, 1 giebt; im jwepten Falle, die Gleichung
welde dag Duadrat des Unterfchiedes jmwifchen der Sums

r* agiil mé
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me pon drey beliebigen szBursefn, ‘und die Gumme von
drep andecn obhne Yuswahl genommenen Wurgeln, und
fo toeiter, '

179.
Wenn man auf iegend eine Art dahin gelangte, die
- negativen Wurzeln dec Sleidhung (D) ju finden, fo wies
de man den Yusdbrud der imaginairen Wurgeln der vovs
gegebenen Gleihung daraud ableiten. Sn der ZThat,

toenn man in diefer leftern a + b V=TT anftatt'x fubs
ftituict, den rveelen und imaginaiven Theil jeden befons
ders gleih Null fegt, fo witd man jwep Gleidungen
haben um die unbefannten Grdfen a und b ju bejtims:
men. #afte man aber den Werth von b a priori, und
fegte ihm tn eince oder dee andern diefer Gleichungen,
fo miften die jroen Refultate durdh den nemiichen Wertf
pon a befriedigt fepn, und diefe Refultate hatten nothy.
toendig einen gemeinfdaftlichen Factor, welder a jum
erfien, jtwepten, oder jum dritten u, . w. Grade ¢evhoz
ben enthalten witede, je nachdem daf der Werth von b
einem , oder jwey, oder drey, w. f. w. Werthe von a
entfprache ; da nun das Quadrat voit der Differen; jiwia
fopen Den bepden imaginaiven Wurgeln, die in der Fows

mel 2= b V= 1 enthalten find, — 45% iff, fo micd
dic Groge b die Haifte von dem Quadrat der Wurel,
ves durch die Gleidung (D) gegebenen Refultat pofitiv
‘genpmmen fepn: fudht man alfo jwifdhen den genannten
bepden Sleidhungen den grofeen gemeinfdaftlichen Their
fer, fo witd man, indem man fi¢ gleich RNui fest, die
Gleidung Haben die a Heftimmen folls

180.
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Die Gleichung (D) Hat auch andere niglide Eigens
fdaften. Man fieht 3. B. daf ihr lestes Glied alles
mal verfdhrvinden twicd, wenn die gegebne Gleichung 3toen
gleiche. Wurjeln Hat, weil in diefem Falle eine dev Ordz
flen (« — 8)° = o werden wird. Wenn die vorgegebent
Sleihung 3wep - gleiche Wurgeln Hatte, teil alsdann
Davin brep von den Grofen (v — B)*, (& — N7, (49—"»')k
. f.w, da find, welde fih aufheden riirden, fo verldre bie
Gleidung (D) ihre drep feten Slieder. Ulgemein: Gis
ne Anzahl n von gleichen Wurjeln in dev gegebnen Sleis

coialn— 1)y : :
dung toird > Glieder in der Gleichung (D) vers

nichten, welde dadurch ein Mittel darbietet, das Dafepn
der TWurgeln ju evfennen. Wiv werden ung diefe Seles
genbheit bedienen, um ju eigen, toie der Eleferentm[ca[s

cul dag nemliche Riel mit eben fo viele 3xerhcbfe|t alg
LeichtigPeit erveicht.

Gine Gleichung P = o, welde gleidhe Wurseln hat,
ift nothroendigerweife von der Form:'

P=X(x—¢)n=°,
und es folgt aus dem Nr,133 Gefagten, dap alle Diffes
tentiafen —, S0 bie T2 S per Stinde |
dx et iy nwerden, enn

man x = « annimmt, weil fic den Factor (x — «) ents
Dalten werden, weldyer in der evften jur Poteny n — 1,

in 1“ ‘joepten gur Poteny n — 2, u. f. f. evhoben fegn
witdh,

Die Gleidungen 4
P=O é_P= '.d_:g=o.._ é_tig:’

dx dx dxn't 4
23 wers



56 Drittes Capitel.

mwetben alfo ju gleicher Beit flatt Haben; und twenn man
den gemeinfhafthichen Divifor jwifchen der erfien und
septen fudt, fo mvb man den Factor (x — «)o-1 fas
ben,

Diefe Betradtungen tofirden feicdt auf den Fall an-
twendbar fepn, wo die gegebne Gleidhung verfdhiedne Ar.
ten von gleichen TWurzeln entbnelte, 0. b, renn fie von
der Form

X(x.~ a)t (x ~ B)P etc. = o0
twares ihr erfres Differential wirde alfo hier
(x — a)o=T (x — @)P-I etc,
gum gemeinfchaftlichen Factor Haben,

181,

Unter den perfdiednen Demonftrationen, die man
pon dev Cartefianifhen Regel gegeden hat, von mels
de i RNum, 178 Gebraud) gemacht hHave, werde ich
die von Segnet mabler},(*) weil fie miv von allen die
cinfacbfte fchien.  Bur -UBFurzung, will ih unter dem
aligemeinen Namen Abwedfelung die Henderung der
Qeichen, 8 fep-nun von 4+ in —, oder — in +, fo
wie untec dem Ausdrud, Folge, jede Succefion des

nemlichen Jeichens begreifen.

€3 fen die Gleichung
e A R v T U=
gegeben, two die eihen 4 und — fidh auf irgend eine
Art folgen, Snbem man fie mit dem Factor x — «
muls

o ‘
%) @ie findet fich in den Memoiven der BVerliner Afademie v.
%, 1756, ©tite 293,
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multipficiet, toeldber die pofitive Toursel x = w gicht,
erhalt man

xm=F £ Plxm & QYxm-r,,. U 1x T &
- = Paj T Tey FUey

Die in der erften Seife diefes Refultats ftehenden @oeff
ficienten find die von der gegebnen Gleidhung mit dDem
nemlichen Jeichen genommen, womit fie von Anfang bes
Daftet waren. Die in der jwepten Jeile, find von die
in dev erften, mit » multiplicirt) gebildet, aber mit ¢inem
entgegengefesten Seichen, und ein Blied weiter rechts
geicPt, St dies feftgefent, fo folgt, daf, fobald die
obern Coefficienten ardfer alg die untern find, fie dad
Reihen des Glicdes, in roelchem fie fich befinden beftims
men; und da ifjre Jeichen unvecandert find, fo Haben
fie auch unter fich die nemlichen Abwedbfelungen und Fols
gen, wie in Der gegebnen Gleidung; aber da das lepte
©lied =T Ux immer ein dem Seichen ded vorlesten obern
Coefficienten . U entgegengefesit ift, fo entfteht Davaus
cine neue Abwedhfelung, weidye dic vorgegedene Gleis

dung nodh nicht hatte,
~ Wenn man auf einen untern Coefficienten Fdmmt,
deffen Beichen dem feined covredpondirenden obern entge:
- gengefent und weldher grofer afé diefer obere ift, fo er,
halt man cine Folge der geaebnen Gleidhung, welde fich
in eine Abwecbfelung andert; denn da das Jeichen 1des
Gliedes, roo died gefchieht, durch dag des untern Coeffis
cienten Hefiimmt find, wird dem Jeidpen des vorherges
Denden. Gliedes entgegengefert fepn, meldes man fie
a8 nemliche, als das feines obern Goefficienten annimmt.
Man wird die Waheheit digfer Vehauptung fihs
leny wenn man peobachtet, daf man nur gendthigt
ity fich des untern Goefficienten su bedienen, wenn man
‘ D5 : vasd
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pas Reichen cines Gliedes Fennmen will, twie in Fallen,
weldhe einen der bepden folgenden abnlich find:

4 Rxm-3 4 § 1 xm-4, ~ Rxm=3 — § xm=4,

= Rej -+ R“Jr

und twenn man annimmt, daf «R > S, fo wird die
Ordnung der Jeidbenfolge in dem ecflen 4+ —, im jweys
ten -- + fepn. b Habe den untern Coefficienten im
erften @liede nicht hingefest, reil ex nach der Hopothes
fe feinen Ginflup ouf das Jeichen diefes Glicdes hat.

@8 ift daber evident, daf jedesmal, fobald map
pon der obern Reife ur untern hinabiteigt, um dad Jeis
dhen gu Deftimmen, eine Abwedpfelung . entftehn wird,
welche nidht in et gegebnen Gleihung vorhanden rcdr,
und wenn man, nady diefem Ucbergang immer in der
~qmteen Seile bleibt, fo findet man die nemlichen Abwed):
fefungen und Folgen wieder, die in der gegebnen Gleis
dung find, weil die Coefficienten diefer Jeile immer ein
iprem erfen Seiden entgegengefentes Seihen Haben.
gBenn man von Ddev untern finie juv obern geht, fo
fann man eine Abmedfelung oder eine Folge erbalten;
venn ed Herrfdt Feine Connepion jwifdyen dem Seichen
cines niedern Coefficienten und dem “des hdhern Coeffi
cienten oom folgenden Gliede. Wenn man aber annimmt,
daf diefer Uebergang in allen Fallen eine Folge verfdafs
te, ba das lepte Glied der -neuen Gleichung einen Fheil
der swepten Linfe ausmadt, fo mifte man jum toenigs
fien cinmal ofter in diefe Sinie alg n Ddie erfte juris
fommen, und folglih wird die neue Gleidung wenig:
fieng eine Howedfelung der Jeichen mehr als die gegebne
paben. Gben fo verhdlt e8 fich mit jeder pofitiven Wues
sef, die mon einfibet, ‘

Man



Digreffion wber die Gleichungen, 59

Wan multiplicive jent die vorgegebne Bleihung durdy
den Faetor x + «, melcher die negative %urgel e

giebt, wir werden dann Haben. ‘
x=3 & PYam o Q Jam- .. X U s
+ aj + PaJ X Taj +Uu)

Die in der erften Jeile ftehenden Goefficienttn find Dier
nodh Diefelben, unbd haden das nemliche Jeichen, ald in
bev gegebnen Sleihung; die dev jroepten Jeile find auch
pon denen der erften Seile, mit « multiplicics, und eine
Gtelle nach der redten geriicft, gebildet; aber in gegens
toactigem Jalle Haven fie dag urfpringliche eiden bey:
. bebalten.

Wenn man wie oben raifonnivt, fo wivd man fehn,
bag man jedesmal, wenn man dag Beichen Ded untern
Coeffictenten ju nehmen gendthigt ift, eine neue Folge
~echalten wivde, welde in der gegebnen nidyt enthalten
war  Die hier angefibhrten Beyipiele,

=+ RxM-3 ~u § (xm-4; == Rx~3 o= S 1 xm=4
+¢RJ> , - aR )

Die den tveiter oben gegebenen analog find, toerden diefe
Folgerungen noch evidenter machen, weil, da «R grofer
alg S ift, man in einem 4 < im andern — — haben
wicd: . Wenn man pon der untern Seile in die obere
fteigt, fo wird man ofne Unterjchied eine Folge ober
Abwedfetung erhalten gonnen. Aber” indem man fefts
fest, bdap immer ecine Ybroewfelung Statt Haben folle,
fo_witd man deflen ungeadytet fchliegen fonnen, vaf dic
Bahl der Folgen tenigfiens um eine Ginheit vermehre
fe9m wird ;. mweil das lefte Glied, indem . es fich in des
roenten Rinie pefindet, immer in diefe. Linie wenigftens
einmal dfter alg in die andere uriickfehren muf. 8
folgt baraus, daf ,ene der porgegebnen Sleidhung suges

¢ignes
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eignete Bursel wenigftens eine Folge mit fich brine
gen. ‘

Sndem man diefe Schluffolge mit der vorhergehens
den jufammenhalt, fieht man, ie wir in Num. 178 Des
hauptet haben, daf die Jahl der pofitiven Wurs
selndvgend einer Gleichung, nidt die der Jeis
dien:z Abwedfelung tbertveffen fann, welde
fie infihenthalt. Dasnemliche'giltvoon dennes
gativen Wurzeln, und den Folgen. Wean die
porgegebne Gleichung blof reele Wurzeln hat, fo wurde
man Hierdurd) audy beweifen, daf fie genau eben fo viel
pofitive Wurjeln ald Abroechfefungen, und eben fo viel
negative TWurseln als Folgen hat; denn wie grof aud
die Bahl dec Abwedfelungen und Folgen fey, welde die
pofitiven und negativen Wurjeln herbeigefithrt haben, fo
wird doch die Summe der einen und dev andern, in dem
Endrefultate der Sahl der um Giné verminderten Slies
der, oder dem Epponenten Des Grades der Sleihung,
oder endlich der Jahl der Wurzeln gleidh feyn; und da
die Abwechfelungen nur von den pojitiven, fo wie die
Folgen von den negativen Wurseln entftehn, fo folgt
daraud, daf man eben fo viel Adbwedyfelungen ald pofitis
ve Wurgeln, und cben fo viel Folgen alg negati{)e Wurs
© geln haben wird, et vice versa. /

Die imaginairen Wurjeln modificiven diefen Sag,
wetl fie forwobl-bey Abwewfelungen, als bey Folgen Statt

baben.  Jn der That find die Wurzeln der Sleidung
y x°+2px+q_o,.
imaginait, a8 p audy fir ein eichen Habe, fobald
p* < qift.
Man fann fehr oft das Dafepn imaginaiver ﬁBurs
iefn, durch obige Regel erfennen, fobald eine Gleidhung
. etliz
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etlihe Gliede fehlen. FRNehmen wir 3. D
NiEpptgsP

an. Wir fonnen durch + ox* das jwente fehlende Glied
ecfegen, und wir haben dabher

xX* % ox* 4+ px f q= o
Wenn man aber blof das obere Jeidben betrachtet, fo
findet man nuc Golgen, das untere Seichen Hingegen,
. giebt jrwep Abredbfelungen, Da diefe Refultate von denen

eing drep negative Wurzeln, fo wie dag anbdere jFtvey
pofitive und eine negative angugeigen fcheint, nicht mits
einanber beftehen Ednnen, fo jeigen fie, Daff die BGleis
dhung imaginaire QBucse[n hat. Wenn man Hatee
X —px4+q=o

und man fdmebe s

x’ 2 ox? —PX+q—o,
fo tiicde man immer, toeldpe Seidhen man aud fepte,
dwey Abwedbfelungen und ecine Folge bHaben. Diefe
Uebereinflimmung der Refultate beweifet, daf fie, drey
wirflihe Warjeln haben fann, nidt aber, daf fie fic
- witflih hat, denn man mweif, dafh diefes nicht gefdhehen
fann, wenn man nidyt =P > iq° hat.

182,

Wie wollen jest die Geftalt unterfuchen, toclche die
Togarithmifchen, erponentialen und Kreis - Functionen an:
nehmen, wenn fie imaginaive Grofen in f & enthalten.
&3 fey juerft

: Ha-t bV <) 1):
madt mapn

V;——g a .
+ b’ =1+, -~ =5 cosz, — =3 sinz,
r r.
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fo fomme |
a+b V=1 e rleosz 2V 1 sing)

und folglich

Ha . b V— 1) =1Ir 4 I(cosz = V— sinz) ;
aber

1(cosz == V — 1 sin 23] s o V=1 (Cinl. N.38':
Dahetr -

la*rx b V-1=1 *:V— 1.
Begeben fep blo§ r, cesz, und sinz; man witd, foie
in Nr.166 ftatt ded Vogens z, die Vogen '
2wz, 4% 4+ 2z ., ... 2i°8 = 2z
nehmen Ednnen, wenn i eine gange Sahl ift: fo daf man
far 1a * V—1) cine unendliche Menge Werthe, die
in der Fovmel
Ir £ (2iw 4 2)V—1
begriffen find, erhalt. :
MWenn man b = o madt, fo hat man
r==a, sinz=o0, 2=50, und fa=la ;X 2ivV/ 1.
Diefes Refultat, weldedizuerft pavador {deinen wird, jeigt,
daf eine reclle Grdgefir ein nemlihen Model, cine unend:
tibe Menge Logarithmen hat, wovon ein cinjiger reel iff,
nemlidh der, mwelchen man echalt, indem man i = o
fest, und welcdhen wir durd) die Chavacteriftif L begeichs
nen tooffen. Wi werden daher fdreiben,
lae=La * 2ix V=10
Die Bleichung
: shox 'l/: = I(cosx _‘*;V:_f sinx)

fihet unmittelbar jur nemliden Shiufolge denn jns

dem man fuccefjioe
Xm0, IE=A2%, .0 00 X = 2in
~ nradyt,
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macht, giebt fie

o=LL =V Telr,... =2isV—1=1,
tooraus man fieht, daf die Ginbeit eine unendliche Mens
ge von imaginaiven fogarithmen. enthalt. = Weil aber
a==1 X a, fo fann man fagen la =1y 4 la; und
indem man fiic fa den reéflen Sogarithmen La fubfituitt,

und flatt 11, feinen aflgemeinen Werth == 2ix ¥V —1
fegt, fo findet man fogleich
lar——Lai_*izitV:o :

Ulm die8 wobl g8 verfiehn, muf man fich evinnern,
daf die Natur der Logarithmen cingig von der Gleis
dung 1(ab) = la + 1b abhangt. Wenn man in diefer
Gleichung fir 1a und 1b ihre allgemeinen FWerthe

La 2= 2ix V=71 und Lb == 2i'alV/—1
fett, fo wird die jwepte Halfte, indem fie
La+ Lb= 2(i 4 i')* V=1
-toird , nothoendig einer der Logarithmen von ab, mwelde
in der Formel
lab) = L(ab) &= 2isV/— 1=La+Lb==2i/sV/ =,
enthalten find, fepn. '

Welded alfo audy die Logarithmen von a und b
feyn mogen,.die man unter fih addirt, fo wird dody ihre
Summe immer einen der Logarithmen des Products ab
gleid fepn,

“Wenn man x = 180° = x macht, fo Hat man

COSX = — 1 und wenn man (2i 4+ 1)= anfiatt 2is
fest, findet man

K— 1) ==* (21 + I)er—I;
“”_“d’“ ung jeigt, daf alle Logarithmen pon — 1 imas
ginar find; das nemlide gilt felbft von — a; Ddenn

-_a
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—_—g == aX-—-xunbl(—a) La+l(—-1)
daher I(— a) =La=* 2i + D* V' 1.

. 183. ,

Mit Hilfe der vorhergehenden Betracbtungen 16fite
Guler die Scdhwierigfeit bey den Logarithmen der ne:
gativen Sahlen, welde der Gegenftand eined fehe fan:
gen Ctreited  jwifhen Letbnig und Foh Ber:
nouilli waren. Der erfte behauptete, daf Ddiefe
fogarithmen imaginar, der jtoepte, daf fie reel, und
mit denen bder pofitiven Sablen ecinerley feyen. Wie
fonnen nicht in das Detail bec‘bonAbcobeu Seiten an-
gefibrten Griinde gehen, aber einer der frdrfften Beweis
fe toelchen man fir die RNealitat der Pogarithmen bder
negativen 3ablen anflihete, war, daf man fagtes toeil
(— a)’ =2’ fey, fo mite ‘

i Y—a)t e le? el e s wm ala)
und endlich | — a =1+ a feyn. Die Culerfche Theos
rie beftatigt die erfte Folgerung und Deweifet, bdag die
andern bepden falfch find. i
Gn der Zhat, hat man

I(—a)’= 21 —a=2La = 2021 + j)rV:—T,
und toeil die 3ahl 2721 <4 1) gerade ift, fo ift Diefer
Yusdruck in der Formel

ala =t aj’s V:—T, '
begriffen, toeldbe alle Eogarithmen von a* darfiellt. Man
hat alfo in einem gewiffen Sinne I( = 2)* = 1a?®,
Wenn man die Yusdricte

2l — a = 2La * 2(2i + DV —1
und 2la = 2La -*—4nV-I

mit cinanber vergleicht, fo ﬁebt man, bdaf fie nie in
einans
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einander fallen Fonnen, weil alle Jablen von [der Form
4i 4 2, oefentlih perfchieden von Denen von der Form
4i find; aber der aligemeine Yugdruct der Logarithmen
von a°, mufj alle fogarithmen, die man finden witrde, ine
dem man ofne Unter{dhied die der Factoven diefer Grofe
Gtum. 182.) bingugefigt, in fid enthalfen. Gr begreift
alfo aufer den doppelten eines jeden der fogarithmen von
+a und — a, dic Summen in fich, welche man erhalten
tolicde, indem man wep von den erftern, oder jwes von
Den genten welde ungleid fepn werden, gujammenaddirt,

@3 fep alfo

K—1a) = 2La+2(1+i/+ DV 1

CUnd 1a® = aLa * oG F iV 0
Gn dicfen legten Nusdeacten finden fih die Logarithmen,

- weldie der ' Gleidhung L(— a)® = 1a* Genuge leiften, weil
2(i + ') immer irgend ecine gevade Sabhl bejeichnen
fann. 7

Bernouilli jog nocd aus der Quadratur der Hypers
bel einen andern Gintwurf vom grofen Sewichte, welde
Guler beftehen liefs man Hat aber feit diefer Ieit davauf
geantovtet, wie wir ¢8 auch im Integralcalcul bep den
Quabdraturen jeigen twerden, und obgleich dAlembvert,
welder Bernounillis Meinung bepgetreten war, Eulerd
Crflavung nidt annefymen wollte, fo bat fie jest doch
den Depfall Der ausgeseichnefien Unalyften,

.

184.

Bie Haben m[auﬁg den Ausdruc  des Logarithmen
der imaginairen Groge

A4+bY = r(cosz +V— 1 san)
gefucdts und jum iRefuItat' <

11, Theil, , G ir + |
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Ir + (2ir + V=
ethalten; indem miv die Frage umteliren fieht man, dag,
enn der Pogarithmus durd m - n V1 yorgefieli
ifty fo echalt man m = Ir, n = 2ix 4 z; ynd wenn
man die ‘[ahl, deren Ginbeit der Neperfhe Fogariths
mus ift, ducdh e begeid;net,’ fo findet man r = em (Ginl,
Num. 32, am Ende) 2

sinz &2 sinn, cosz =2 cosn;

und endlich toird

m , (cosn ~- V——:—l sinn)
per Ausdruck der gefudbten Grdge fepn. Diefe Grofe
ift reel, tvenn n = o, oder wgcub ein  Bielfaches der
ba(ben Periphevie ift.

185.
© Der Yusdrud
@ + b V==
fann man unter der Form
LY/l a+b /)
ougdrdcfen, toeil allgemein pa 4 ed'® ift, davon man
fih uberjeugen fann , ‘wenn man" die Logatithmen
nimmt. Wenn man anftatt 1Ga + b Y—r | femensmettb
Ir 42 V=1 fett, fo Fommt
(a4 BV VS o el VS
=—emir-nzeg(mz4alr) V=5 1
: =emif'n[cos(mz+nlr) +V:-—l Sin(mz-{-nlr)]
und teil em* = o, o hat man endlich
(a + b_y Um—}-n'[/;
= tme~n2[cos(mz - nlr) 4 V=1 sin(mz 4 nlr)],
faln
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ein Sefultat, weldes von der Form A + BV—T ift.
Wan wird fich evinnern, daf um Ddiefem Refultate die
ganse Ullgemeinheit ju geben, Die e§ vertragt, man.
2iw 4 z fiatt z fegen mujs

: 186.
Nehmen wic an, daf man b = o habe, fo Fommt
£ = a,z = 0, cosz =1 und
am-l-n‘[/:; = ame‘zip'[co§inmr -+ nla)
+ V=1 sin2ims o nla)]
gBenn 2 eine negative Grdfe ware, fo nimmt man
‘z == 180", weil r immer eine pofitive feyn muf, fo
nimmt man z = 180°, woher cosz = 1, und {dpreidt
MAN 21 +1 )= ftatt 2iw, fo giedt diefes
(=)@ T2V pme-( 214 X )ow( cos ( (2i 4 1)mw < nla)

+ V= 1 sin((zi 4+ 1)mw 4 nla)].
Wenn a upd m = o waren, fo hatte man

reab, ¢osz=0, z=9°o=:, 2i’+z=(4l+l)r
2 2
. o e
und (IV— ¥ n-V—l"-e 2 (COsnlb-l-'V._., ah nlb) :

ware b negatv , fo nehme man

‘z=27°°=§f und 2ix +z_(4l+3)

e

Diefer Ausdruck roliede reel werden, im Fall man

b =1 annehme; und mwenn man n =1 und i =o
madt, fo gabe et :

-
(V_ ‘)V: — em;-"' 0,207879;
¢in mefultat, Wld}eé feiner Singulavitat wegen, beftd

€ 2 tigt
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tigt gu twerden verdiente. Dieferwegen bemerfe ih, daf,
tenn man Y — 1 ftatt u in der Neife
S luemu =—u T =3 —u2) + 3 (0 —u=3) —ete,

fest, (€Ginl. Num.29.) fo echalt man

VeV =i— ———i(—141
: 2 'V-—

: T
3= VT 4 ==y —etem—rm S 1T ;,
V- 1) -1
Die jwifden den Klammern begriffene Reife bejeichnet
Den Werth des Bogens von 45° in einem Kteife Deffen

Radius = 1 ift (Cinl. Rum.38); alfo
WV=i= _:__2__3'_= '—’_ = 'V—I;
: V-14 2V-1 -
weil aber u = eulu, fo hat man

- ”_2 'a

—V—x_ _,_:__ B X i e
(V—l) iain 2 - 2+!24 1.2.3.8

== ete,

Man ticd bemerfen, daf die Gleihung

AV 1 4!7/—- L giebt.
V—1 YT
SDtefer auﬂbmd' von Der Petipherie des R‘m{eé weldec
fio audy aus der Gleihung

V=1 = I(cosx + Y — 1 sinx), /
ablitet, indem map x = -E- madt, und mweldyer von
Job,
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%oh. Bernoulli gefunden worden ift, ift nur ein abgefirje
tes Symbol, welches cine unendliche Reihe darfelie,

187. ,
©8 fen die Sreisfunction sin(a == b V' — 1) geges
Ben, fo hat man
sin@@t bV —1)=sina cos (b V:-;)f:_cosasin(b'l/ ~1)s
Um sinb}/ = 1 cos bV — 1 ju erhalten, fege man

bV 1 fratt x in den Formeln von Num.37 der Eins
feitung, und e wird Hecaus fommen

A e=b——pb . bmp=b
BV = (S )V—x,
2 —
— e—b eb
cos(bV— 1)=——-L.

2
Gubftituirt man diefe Werthe, fo hat man

e"-—e

sin (a"—b-l/— == (-—-—-———)sm a w5 Ty— I( sin a.
Man toicd aud) finden
ey b -b D o
cos (a iV—-l) = (e ad )cosa-l-V——l{e actie sin a.
2

Bu den Ausdrichen der andecn S‘trexéfunctxonen , alg det
2an9enten, Secanten etc, witd man eben fo gelangen,

. P ;
Da a = 2iw ‘+‘ : = (41,____.._-)-3’ fo flmmt
2 2 2

sina = =% 1, cosa = o, und
sina 3= bV — 1) = =+ I(eb + e-b);
Die Annahme von a = im gicbt ebenfall$
ey (@a=+py—1 1) = = I(eb + e-b)
toeil iR Diefem Falle sina = o und cosa = == 1 ift,
€3 nad
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nadh dem i gerade oder ungrade ift. E8 gicht alfo ima-
ginaire Bogen, deren Sinug und Cofinug einen veellen
gBertly haben. Wan muf indeffen beobachten, daff Ddiefer
erth mut der Natur ded Kreeifes in Widerfprudy ftehet,
denn folange b nidht = o iff, in weldem Fall der Bogen
veel feyn wurde, fo fbertrift die Grofe

e2b -+ I

eb

immer die Ginbeit oder den Radiug, weldesd bep Feinem
im Kreife genommenen Sinug oder Cofinug Statt haben
fann*),

$(ed + eb) = 3

\

Man toiirde nod andere merfwicdige Folgerunaen
aus den in diefen Capirel erhaltenen Refultaten jichn
Eonnen, wnd wenn man die Frage, welde uné das
hin gefiibrt hat, umfehet, fo wirde man jum Ausdruck
imaginaiver Bogen gelangen, weldhe ju imaginairen Sinug
oder Gofinus, oder vielmehr den reellen Eofinug und Sie
nug, die grofer alé der Radiug find, entfprechen: aber
toir permweifen fic diefed Detail auf dag Sulecfche M-
moire, welches in bec_ Inbhaltd - Angeige citivt iff.

188,

. Die Refultate von Num, 163/ 164, 182, 184, 185, 187,
betveifen, daf alle algebraifde, fogavithmifde,
erponentiale, oder ﬁteiéfuactionenb, fobald

fie

*) Man wirp in der Folge febent, dag die Exifteny diefer Sinus
und Cofinus die ju imaginaiven Bogen gehdren, aus der Nas
tur der gleichfeitigen Hyperbeln entjpringt, eine Curve deren
Eigenfchaften Die grofte Unalogic mit denen bdes Krcifes
haben,
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ffe imaginair find, auf die Form A == BV ¢
juchdgefihrt merden Fonnen

189.

S habe geglaubt, die Climinitung der unbefanns
ted Grdfen in den algebraifdhen Bleichungen, welde in
feinem Glementarroerf der Afgebra unter einem aflges
meinen Gefidytspuncte dargeftellt worden ift, hHrer ergans
jen 3u miflen, und das um fo mehr, da die deutlidhfte
Sheorie diefer Operation auf den Gigenfdhaften der fyms
metvifdhen Functionen berubt, die ich im Unfang, diefes
Gapitélg abgehandelt habe. &8 fepen die beyden Gleis
dhungen

x‘“+PX‘“"‘+QX"“3 + Rxm=3,,, Tx U= 0...(1),

x4 PIXOST o Q/x0=2  R/x8=3 ,, - Y'x+2Z'=0...(2);
Dasg evfte Mittel, welches fich darbietet, um x aus diefen
Gleidungen fortjufchaffen, befteht davin, in -einer von
ihnen den Werth von x ju nehmen, um ihn nachher in
der andern ju fubffituiren, Nehmen wir alfo'an, Ddaf
vie Gleidung (1) aufgeldft fep, und daf man daraus
bie verfdbiedenen Werthe

X= e, X == g, x =%, Xxc=23 et
aesogen habe; Dda fie alfe ju Dev gegebnen Frage gehd:
ven, fo miffen fie ohne Unterfchied in die Gleichung (2)
gefest rerden, und mwerden alfo foviel von x befrenete
Refultate hervorbringen, alg die Gleiyung (1) ?IBurse[n
hat: man witd alfo fepavict haven
#" 4 Plan-1 4 Qlw0=2 4 Riun-3 i-Yie 4 Zi =01
" 4 P/gn-1x -+ Q/81=2 4 Rign=3 ,, Y8 Z'=0 _
98+ Plyn=x 4 Qrya-zf Riyn-3,, Yy 4 Ze=o] (3
d0 4 PA-F . QUin-2 . RIR-3 .. YO Z/ =0
e @g " Qeine
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Keine ovon dicfen Gleichungen, -inbefondere betradhtet,
Fann nidht die Hervorgeganaene Gefuchte fepn; diefe legte
eber muf fie alle in fidh begreifen und ju gleicher Seit
fo wie eine jede von ihnen Statt haben, eine Bedingung
toeldhe man ecfilfen muf indem man fie untereinander
multiplicict und dem Producte gleih TMull fegt; roeil
pag Product identifch Null wird; twenn irgend einer feiz
ner JFactoren verfdwindet: dberdem fieht man, daf er
nicht verandern wird, welhe BVerfesungen man auch in
der Ordnung der Grofien «, 8, ¥, 3 u. f. w. welde alle
auf Dderfelben Art zu ihrer Vildung beptragen, madt,
e3 wird dabher nur fommetrifdhe Functionen diefer Groz
. fien enthalten , und wird fid daher durch die Coefficiens
ten der Gleichung (1) ratienel ausdriicfen laffen, vermits
telft der in Num. 159 angejeigten Formelsn.

Wenn die Sleihung (1) und (2) nur wep Unbe:
fannten x und .y einfchlicen, und von einen gleihen Gras
ve in Degichung auf dév Cinen forwohl ald auf der Ans
dern find, fo wird die Endgleidung in y fidh nicht dber
den Grad mn erheben, Ddenn da die Summe der Crpos
nenten von x und pon y, nidht m, in jeden Gliede der
Gleidbung (1) uberfieigen fann, fo wird y fih nur im
erfien Grabe in P befinden, im jwepten in Q, im drits
ten in R..cim (m — Dten in T, und endlich im mten
in U, Dep der Unterfuchung der Sufammenfegung der
Gleichungen, weldye geben S,, S, S, , u.f. 1. (Num. 158)
oitd man fehen, dag S, nur vom xten Srade in y,
fepn fann, S,, vom joepten S,, pom dritten, und Hbers
Haupt) Sm, vom mten.  Mit Hilfe diefer Vemerfungen
fann man leidt begreifen, daf der Erponent von y in
einer jeden fymmetrifchen Function «® Ap-yq Jr y, . w.
Mun 159) nidht die Jahl,

e
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n4 p 4+ g+ r 4 ete, welche den Grad diefer Funes
tion anjeiget dbertreffen wivd., MMan fann daher die
verfchiednen Potenzen von «, A, v, 3, w. f. . anfehen
als ‘Junctionen pon y des durch den Epponenten twomit
fie behaftet find, bepeichneten Grades. Aber da in der
Gleidhung (2) die Summe der Epponenten von x und y
nie grofec alg n ift, fo wird P/ vom erften Srade in y,
Q' pom jwepten, R/ pom Ddritten . . . Y’ vom (n —1)ten
und endlich Z¢ vom nten fepn; alle Glieder der Gleiz
chung (3) fonnen daber audy als Functionen von y jun
Hdchften vom nten Srade angefelyen werden. Seht, wenn
man bemerft, DaB ein jeded Glicd des Products der
Gleihungen (3) cine Anjzahl von m Glicder Ddiefer Sleis .
dhungen ju Factoren haben wird, fo wird man uberjeugt
feon daf y fich nicht darvin mit einem hojern Cyponens
ten al$ mn, befinden wird. ‘

Dicjenigen, welde cinige Mibe Haben toerden die
vorhergehende Raifonnements ju begreifen, tegen ifree
grofien AMllgemeinbheit weérden wohlthun das Product der
Gleichungen (3) in einigen befondern Fallen ju entwicteln.

- IWir haben alfo diefen Saty bewiefen, daf man oft
ndthig Hat, fich ju evinnern, daf der Epponent des
Grades der aug der Gliminirung ciner unbes
fannten Grofe jwifden 3wep Gleihungen
mit ey unbefannten Srofen berborlgegpges
nen Endgleidhung, nidht dasd Product der Ey:
Ponenten, toelde den Grad cinet jeden Geges
benen anjeigen, fibertreffen Ednnte.

190.

' Wenn man: einen der Werthe von y, toelche durch
vie Endgleidhung gegeben find, erbalte hat, fo muf man
' €5 ihm

B
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ihm in die Gleichungen (1) und (2) fubftituiven, und
tird dadurdy wieder jwep neue Gleichungen erbalten,
welche , da fie nur noch Ddie einzige unbefannte Grofe =
enthaiten, sum renigfien einem gemeinfchaftlichen Factor
pon der Form (x — «) haben miiffen, 10 « der Werth
von x ift, welder foroohl die eine al8 Die andere bHefries
- Diget. Man wird daber ifren groften gemeinfdaftlichen
Divifor fuden, und indem man ihm gleich Null fept,
fo Hat man die Gleichung” welde x geben foll.  Diefe
feptere Gleihung wird von einem Grad fepn,  relder
durd die Anzahl der Werthe von x, die einerley Werthe
von y entfprechen angejeigt wird. -
191,

Das Mittel telches wir angezeigt haben um den
Berth von x ju finden, nadhdem ung der Werth von y
pefannt ift, fann unmittelbar jur Eliminirung angewand
werden, - ‘

Weil die Gleichungen (1) und (2), toenn y der Na=
tue der Frage gemdp befrimmt ift, einen gemeinfchaftliz
den Divifor eclangt, welden fie vorhero nod nidyt Hats
te, fo Darf man nur die Vedingung auffuden, von welder
die Grifteny diefed Divifors abhangt. Um daju ju ges
fangen, muf man mit den porgelegten Gleichungen fo vees
fahren, alé man thun wdrde um den gemeinfdajtliz
den Divifor su finden, twenn ev epiftivre, und wenn man
su einem von x unabhangigen Reft geFommen feyn wird,
und folden gleich Null fept, fo wird man die ges
forderte Bedingung augdricfen, und man wird qud ju
gleidper Beit die Endgleidung Jhaben.

192
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192,

@uter, anftatt den geme?nfcbafthcben Divifor nadh der
gerodhnlichen Methode qu fuchen, gebraudht ein leichteves
Betrfahren, und welhes das folgende Beyfpiel hinlang:
lich 3u erfenpen geben wird. .

Die bepden mdgen feyn:

x*  Px*+ Qx - R =0 ,
x* = Pix + Q'x” 4+ R'x 4 §/ =03
fenn man butcb x — a den gemeinfchaftlichen Factor
der cinen und der andern vorftelt, fo Fonnte man die
Grite alé das Product von x — «, durd) den Factor
des zwepten ©Grades, x* 4 px - q anfehen, und die
awepte als das Product von x — o durd) den Factor
des dritten Grades,
1 p'x* 4 ¢'x 4 1,

wo p und q, p q’ und ' unbeftlmmte Coefficienten finds:
man wird alfo Haben:

X4+Px* Qx4 R o= (x—e) " pxq)

x4 P/’ Q' x* Rx 4§ = (x—a) (X 4p'x’-q'xfr).
Senn man das Binomium (x — «) alg eine unbefannte
Grofe vom erfien Grade Eliminivt, fo wird man finden,

(x' = Px* 4~ Qx o} R) (x* Hp'x* - g'x - 1) =

(' 4 PR HQx* R/x o+ 8) (x* o px - q),
ein Refulsat, weldhed unabhangig von x identifdy fepn
foll, und aud welchen man, nadhdem man die angejeigs
ten ‘)Rultwllcatwnen vervidhtet Hat die folgenden Gleis
dhungen giehets

P+W=W+p :
QP gle= Q'+ Pptg
R Qp' o+ Pq' 5 = R! | Q'p - P'qe
Rp! 4 Qq 4 Prt = S - R/P Qg
th + Qr! = Sip + RIP
' Ry = S'q. AL Da
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Da diefe Gleidungen feh8 an dee 'Yahl, nue fanf unbes
ftimmte Goefficienten enthalten, fo wird nothroendig eine
- Bedingungsgleidung in Beichiing der Crifteny des anges
nommenen gemeinfdhaftlichen Factors fevn, und man wird
daju gelangen, indem man ralle unbeftimmee Grdfen
P> g> P gh umd ', welde nue-im erfien Grave find,
eliminirt, dag davaus entftehende Rejultat ticd Die Gnd=

gleicbung in y fepn. :

Man wird den Factor x — « finden, tvenn eine dep
gegebenen Gleidhungen - mit ifjren anderen Factor Divis
dirt wird, twelder befannt fepn witd, wenn man die
Coefficienten p, und q, oder p’, g’ und ¢ beftimmt Bat,
man muf beobadbten, daf der feste Theil diefer Di-
vifion welcher ber Endgleidung su folge, Fuy feon
fol, vernadlaBiget titd, und madt man 'x — « = o,
fo wird man daraus fogleich einen Augdeyc von x in y
finden, toelcher die verfdiedenen Werthe bdie x fabig ift,
geben wird, indem man alle diejeriigen Werthe von y
dacin fegt, dic aus ber Gndgleichung entftehen.

3 will midh nidt avfhalten ju seigen, daf diefe
Eliminivungsmethode fic) auf Gleichungen von affen Gras
den ausdehnet.  Bey BVetrachtung ~pey Gleichung deg
Grades m und des Srades n, toird map ohne Mihe fe-
Ben, daf die Factoren des Grades m — 1 und des Geaz
de$ n — I toeldyen man einfiibren tird , eine Binvejs
dende Anzahl unbefeimmter Coefficienten enthalten eys
den um die Frage su befriedigen. :

Wenn man gwifdhen den drey unbeFannten Grofen
x, y und z eine ahnlide Anahl durch (1)(a) (3) bejeicys
nete Gleidungen hatte, und, wenn man- diefe Unbefanns
ten beffimmen wollte, fo Fonnte man 3. B, die Gleihung
(1 mit (2) und mit (3) combiniven um x und nacdbher

y aud
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y aué den benden erhaltenen Refultaten ju eliminicen;

. aber man muf bemerfen, daf durdh diefe fucceffive
@liminirungen die drep vorgelegten Gleihungen nidht auf
diefelbe vt beptragen um die Endgleidung 3u bilden:
die Gleichung (1) ift §wepmabl benugt, unterdef dah
(2) und (3) e nucr einmafl find, davaus folgt, daf
das Refultat ju weldhen man gelangt imit einem der
Jrage fremden Factor complicivt ift. Bejout Hat in
- feiner Sheovie der Gleihungen uns cine Methode geges
ben, welde nicht diefer UnbequemlichEeit untetworfen ift,
und durch welcbe ev betveifet, daf der Grad von dep
aué der Gliminivung einer beliebigen Anjzahl
pon voliftandigen Gleichungen hervorgeganger
nen- Endgleidung, ‘weldhe eine gleidhe Ans
gahloon unbefannten Grdofen und von belic
bigen Graden enthalt, den Producten der Eps
ponenten diefer Gleicdungen gleid ift: die,
vorlaufigen Kenntniffe welche fie erfordert erlauben ung
nidyt fie biev vorjutragen. *)

193.

Die Differentialrechnung ecleichtert die Antvendung dev
Methode, welder man fidy dedient um Werthe ju' finden,
die fih mehr und mefhr der Wurjeln einer Gleichung
ndhern, BVorvausgefegt, man habe jwifdhen x und jwiz
fden gegebenen Grdfen, cine beliebige Gleichung und
man ferner weiffy Daf diefe unbefannte Grofe toenig
> von

*) Dan wird fie bey ben Anwendungen der Theorie der endliz

;ben Differenzen finden, tweldhe ich am Eude Ded Wers vors
TAge. : X

’
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von der 3abl a vevfchieden fen; indem man x=ulh
macht, und indem man dutd) u das Nefultat, welden
ung bie vorgelegte Gleichung giebt, vorftellt tenn man
darin x in & vermwandelt, fo wicd die 'é)%ei[)e.

+d,a L dd g dgtag . (R, 12) :
augbeiifen wag u witd, wenn man a + h fratt a fent,
oder was gleich viel ift, fie wird die Entwicelung der pore
gelegten @Slgicbung feyn, toelcbe aus der Subftitution
von a - h ftatt x Dervorgeht, und daher glewh inlf
fepn foll, weil a 4 h diefe Gleihung befriediget. .

Uber da nady der Hopothefe h nur eine Flcine Jahi
ift, fo fonnte man bdie Glieder weglaffen, wo fie fich
fiber dev evften Potens Hinausd echebt und man wicrd nue

d
blof Baben u d—: h = 0. Gobald afs h mit Hiilfe

diefer Gleihung beftimmt feyn micd, fo madit man
a~+ h=a ud x = a' -+ h: Das Hheifit, man

{ . Lsan
oitd fegen in u und in s a’ fiatt a, und h’ fatt h;

daraus toird die Gleichung

: du’

u- (—‘1;.7 h

me[qbe eine neue Verbefferung ded: fiir x vorgefundenen

Werths, su machen geben wird.  Indem man fo forts

fahre auf diefelbe Hrt ju FWerfe ju gehen, fo Wird man

Werthe von x finden, weldhe fich immer mehr und mehe

nabern.
Um von Ddiefer Methode Sebraudy ju machen, fo
wollen i den Werth von x in der Gleichung

% ’ X¥ — [I00 = O

fucdben,  Man witd gleidhy fehen, daf x jwifden 3 und

N 4 falz

=0,
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4 fallen mufi, und indem tir 3,5 fir den erflen nabe
Fommenden Wetth annchmen, fo madt man 3,5 = a,
Man Ednnte die vorgelegte Gleidhung in
xlx = l1oo =0 ;

pecwandeln, und durch diefes 'mittel fommt

4 = ala — 1100 = = 0,09575;
abet indbem man bemerft daf dag Differential des Tafel:
Iogarithmus von a, /beren Modulus o,43429 (Einl. Num,

¢ ; d
24) ift, auf folgende et audgedeictt witd: o,43429 .;f‘.

(N 26,) fo finden toir
a _
= = la + 0,43429 = 0,97836;
baraus -
\ — 0,09576 4 0,97836 h = o,
und folglich
- __ 9576

= '973 = 0109188

man routbe alfo bhaben x = 3,598, Die jtoente Opera,
tion in welchet man a = 3,598, machen rirde gabe ei-
nen nodh viel genauern Werth.

: =S 194.

Wenn ‘man 3toep Gleichungen u = o, und v = o,
atoifdhen x und y batte, und a und b Werthe waven, die
fid diefen unbefannten Werthen naherten, fo wirde man
a - h fiatt x und b - k fratt y fegen, und finden, ins
dem man die Producte und die Potengen von h und k'
aufer. At (afr.

du h du Kk
“’+da'?+db"x"=°’
dv- " h dv k
Y — — | — S—
sF St i Die:
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Diefe Bleihungen wirden dienen die Vetbefferungen h und
k ju beftimmen; wmacht man nadfer a 4+ h = 2,
b4k=b und x=a'~+h, y=b' 4 Kk, fo
icde man, twie oben, die Wecthe der neuen Verbefs
ferungen b’ und K/ finden, und man wicde fo, ju
Handeln forefabrem, bis man su ben bHinlanglich ge
nauen RNefultaten gelangt mware.

9Biv wollen jum BDepfpiel die bepden @)Ie@ungm
nehnien,

XX o y¥ = JOOO = O, XY =} y¥ — 100 = o,
und voraus feten, daf, nadh verfchicdnen BVerfuchen man
dabhin gefommen fep ju erfennen, daf die grofite der bepe
den Sablen unter 4 und 5 und die fleinfe, unter z und 3,
enthalten fepn muf: da man x fir die evfre und y fir die
aoepte nimmt, und indem man 4,5 = a, 2,5 = b, madt,
fo hat man

, n =aﬂ+bb—looo V.= ab_H,a_mo

du dv
s AP R a — = bal bab-x
T a-a i~ b - ba
du dV
&= BblhALhb o b a-X
= + = la 4= al?
du dv.' dn v
itd die Grd x et i
 Man © Grdgen v, v, -, @’ T ap Derednen

indem man HemerFt das die angejeigten Logatithmen Nes
perfche find, und man wicd die bepden Sleihungen des
erften Grades dilden

— 120244 - 2178,232h 4 18,937k =g,

+ 4720+ 80,458h + 150,535k = o,
tooraus man gichen witd h =o0,056, k= -~ 0,061, und
folglid, a<h=a’=4,56) b4+ke==b'==2,44: cine jroeps
te Operation toirde geben

a’ 4 h' = 45519, b/ + K = 2,445, u, {. t.
: Bier-



81‘

Vierted Kapitel.

Fheorie der Frummen finien,

Obgleich ber Hauptgegenftand diefes Capitets die Uns
wendung der Diffeventialrechnung auf die Theorie der
frummen Linien feyn foll, fo Habe iy doch geglaubt, gan
fury davin den algebeaifchen Theil von diefer Theorie mits
junehmen, um ein voliftandiges Gange darzubicten, und
um Begriffe, welche jerfireuet und unter fehr verfdhiedes
nen Gefichtspuncten dargeftellt find, pntereinander ju ver:
binden. €8 witd nur hier von den Frummen Linien tvels
be man auf einer Ebene jeichren Fann die {Rede fepn ;
man toied in dem folgenden Capitel Ddasdjenige was die
frumme Linien ouf frumme Oberflachen angehet finden.

195.
Auf welche Art bdie  verfdicdenen Ymfdnde des Laufé einer
_Sinie durdy ihre Gleihung ausgedrit find,

Man weif, daf eine jede Gleichung die roep un:
beflimmte Srofen x und y enthalt, fidh conftrmiven 13ft,
L Theil, . g weng
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Yenn man auf, ciner finie AB (§ig.5) von einem gegebes
nen Puncte A anfangend Theile AP, AP, AP u. f. .
nimmtum die Werthe einer Der unbefiimmten Srofen anjugeis
sen, 3. B. Die von x und wenn man durdy die Puncte P,
P/, P“ u. f. w. gerade Linien jiehet, die den correfpon,
. direnden FWerthen von y gleich, und mit einerley in Be:
siehung auf AB der Sage nadh gegebeneu graden AC pas
vallel iehet; fo ift die finien M M’ M“; welde durdh
alfe auf folche Art gefundenen Puncte Durchgehet, der Ort
der porgelegten Sleichung.

Umgefehrt , in jeder durd feiner Befdreibung
einem regu(aten Gefes untertoorfenen, oder mit einigen
fit alle Puncte gemeinfcbaftlichen Gigenfchaften begabten
Curpe, egiftict immer stoifdhen der Abfeiffe AP, und der
Oredinate PM, ecine beftandige Relation bdie ihre NRa-
tut angeiget, und mworaus man alle ihre Gigenfdafften
Perleiten fann. Diefe Relation fann nidht in allen Fl-
fen untey einet algebraifhen Form erhalten werden, und
daraus entfteht die Unterfdheidung dev Curven in Ylge:
braifcde und in Sranfcendente Curven ).

‘Die refpective fage der Linien AB und AC, welde man
Ypen dDev Goordinaten nennt, ald8 audy die fage
bes Punctd A, welder davon der Uefprung ift, find
willEahrlih und gehoven gu den Conventionens man ift
felbft nicht verpflichter die Ybfcifien auf *einerfen graden

finie

*) tan nennt diefe leitern aucf) medjanifde Curgen; aber

diefe Benernung fcheint miv nicht angemeffen, denn-die Bes

fchreibung einer jeglichen Curve, menn man mit der Curve

pes Rreifes anfdngt, V4t fih nur durd) medanijhe Hitlfe

Sy ansfabren, und manche algebraifche Curve  erfordert deven
;;ufammengefestm al8 gewifie: franfeendente Curven,
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\

ginie,  und die Ordinate unter fich parallel ju nehmen 3
aber . diefed  Spftem  der Coordinaten - ift  dftberhaupt
dag bequemfte, und i toerden tm der Folge fehen,
baf alle Gbrigen davauf uchckgefihet werden Fdnmen
und um e8 vecht einfach ju machen, fo mwollen wiv immer
den rechten FWinfel BAC nehmen; e8 fey benn baﬁ wit
vom Gegenthyeile Nachricht geben.

o 196, ‘

Die aller einfacdfte von allen Gleidungen mit ey
unbefiimmteen Gedfen, ift die, deg evfren Srades) und fie
gehort gu der geraden Linie, die allereinfachite unter alfen.
Diefe Bleidung fann durd) Cy = Ax + B porgeftellet
werden; abev, wenn man fie durdy C bdividirt, fo wird fie
nicdhts von ihree Allgemeinheit peclieren, und man wicd

— —— - - _— b
: ) : X e ma ; 3 :

madyt; fo folgt daraug y == ax 4 b auf. die Art ters
den toir fie ingElinftige vorfrellen.

Wie wollen gleid notaus;fegen baf b Full fev, fo toicd
man blof Haben y = ax obet = == ay D, f) daf tn dei

ganjen Ausdehnung dey gerdben Linie; bas Lerhaltnip
von PM ju PA (Fig. 6) beftandig feh, eine Eigenfhaft
telcbe nichts teiter als dey Yusdeuck der AehnlichEert der
Zriangel APM, AP/M/ gy, {, 1, ift; und nuy der geraden

finie AX angehdren fann, die durd den Punct A, alé
ben Uefprung der Coordinaten daesogen ift.

Das Verhaltnif = oder det Gocefficient a, hangt vort

dem IWintel welcben' die gerade Linie AX mit ber Abfifs
fenhme AB'madyt, ab; aber in dem Jriangel AP M; foels

§ 2 . et
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den twir ung afd einen Redtwinfeligen vovfrellen twolen,
ift der Werhaltnifnahme von PM ju AP gleich der Tans
gente des IWinfels PAM; a frellt alfo Die Tangente Diefes
IWinfel8 vot.
$Wenn wir die Gleidung y = ax - b betrachten, fo
fehen toic Daff Ddie newe Ordinate y, nur von Yer erften
y ="ax, bgbutd) untecfdhieden ift, dDaf fie ihr um der Gro-
fie b ubertrifft; daraus folgt, baﬁ; toenn man {AD = b
nimmt, und man die inie DY pavallel mit AX fihrt, fie
immer der Ot -der @leld)uug y = ax 4 b bleiben
~toird, tweil man
PN =PM - MN =PM 4 AD, P/N/== P/N/=P'M’-}- M'N’
= P/M/ +4- AD, u. {. tv.
Haben toitd; und man muf twohl bemerfen daf der Coef:
ficient a immer, fir alle mit AX pacaﬂe(e Zinten, derfelbe
bleiben 1ird. . 4
Man_fann feicht fehen, bai; in der Sleidhung y = ax
=} b, nichts Ddie %ertbc weldhe man x geben Fann, pe-
granjt, und daf dafher die Werthe von y fo grof werden
als man nur fmmer will; abet da ju gleicher Jeit nidhts
den fauf der finfie DY im unbegrenjten Raume BAC,
pegranget, fo witd man immer Hinlanglih grofe Abf-
ciffen und Ordinaten  finden,  um die Werthe von x
und y vorguficllen, telche der vorgelegten Sleichung ge-
nirge leiften toerden. Wiv wollen x = o machen, fo toers
ben teir haben y = b; dicfer Werth wird dem Punct D
jugehdren, wo die grade Linie DY, die Are AC der Ot
dinaten begegnet. IWenn x negativ fepn wird, fo findet
man y = — ax ~-b, und da ax weniger ift alg b, fo
witd y noch pofitiv fepn, aber teniger alg b oder aD.
Der fauf der Linie DY geigt und an, daf diefer Umfand

nue fratt Haben fann, in dem Zheile DE, welcher corve:
fpondivt
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fpondict mit den Abfeiffen Ap, die in Besichung auf dem
Puncte A, auf der entgegengefepten Seite der Abfciffen
AP, welde die pofitiven Werthe von x vorfiellen, liegen;
es ift alfo von Diefer Seite, daf man die negativen Wers
the nehmen mug.

Um den GBecthy von x mwelder mit: dem Puncte fber:
einfommt, roo die inie DY, die Are AB der Abfuiffen bes
gegnet, 3u finden, muf man y = o maden, weldes giebt

5 :
ax ~-b=o0, und x=~— T = AE. Gobald, al8 x,

> ’ . . b . :
wenn ¢8 immer negativ bleibt, die Grofe o ubertrof:

fen Haben witd, fo witd y felbff negativ werden.  Aber
aber den Punct E Hinaus wicd fidh die Linie DY unter
ber finie AB befinden, die Ordinate p’m’ witd alfo von
einer Geite Dderjenigen entgegengefesit, wo fie fid uerft
befand, fallen, und folglih mauffen die negativen Werthe
von y nady einer Seite der Cinie AB fallen, Dderjenigen
- entgegengefent, telche man fiir die pofitiven Werthe an-
~genommen Hat, b bemerfe daf michts beftimmt, toelche

Geite der Abfeiffen oder der Ordinaten man fir pofitiv

anfehen foll 5 aber ift die Wahl cinmahl gemacht, fo twer:
ben Die éntgegengefesren Seiten - dadurch aticin negativ,
3 beftehe nur davum quf diefe Bemerfungen reil mir
deucht, Daff in den mehrfren Elementarbitchern, man nicdt
forgfaltig genug bewiefen Hat, daf man nothwendig Dbie
negativen Grofien von der entgegengefeften Seite der por
fitiven Grdfen nehmen muf, und dennod Hiangen/ grdf-

tentheils davon: die verfdhiedenen Formen weldye die Fruny -

me Pinien annehmen), ab.  So wie wir e$ teiter unten
fehen toerden, s

% 3 ‘ Da
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Da die Gleidhung y=ax-+b nur jrwep beftdndige Grdgen
a2 und b enthalt von weldhen der Werth die grade Linie weldhe
man, betracdytet pacticulacifict, indem fie von allen andern
unterfdyieden wird, fo folgt daraus daf jweny Bedingungen
hinrerhend find um diefe grade Linie ju befrimmen., Dies
jenigen telche fich juerft darbieten, find, fic ju jwingen durd
stwep gegebene Puncte durchrugehen, parallel oder perpens
dicular mit oder auf einer andern gegebenen graden Linie
su fepn und dberdief nody durch einen gegebenen Puncte
du geben. ' Wir werden in dev Folge ndthig haben die
Sorm twelde die Sleidung y = ax - b annimmt, ju
fennen, um diefen Pedingungen Genirge ju leiften, darum
wollen wir eine jede indbefondere unterfuchen,

; SR 1)

- Wenn man bdie Gleidhung der graden finie fucbt, die
durd) jwep Puncte von welder die Abfeiffen « und «,
und diew Ordinaten 8 und A¢ feyn follen,  fo twird man
fucceffive « und « flatt x', 8 und A’ flatt y fegen und
man wird um a und b gu befrimmen dic bepde Gleidhun.
gen Haben

: £
g = aw +} b] i. peES ﬁl 8
- welde geben mwerden 3 B %9
5’=l"’+b I _nB-«.B
43 4 L= .
und woraus entftehen wird
8’ — B pe ‘ X “"

y= —— x g

@ — ; w —
fur die @lencbung ver gefuchten graden Linie,

Man Fann diefem Refultate eine einfacere gorm e
ben; dewn, wean man von der Gleidung y = ax + b
eine der bepden oben augescigten Gleidhungen, dic erfte

- 1 fum

A\
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sum Beyfpiel, ubgiehet, \fo. toird b perfdhmwinden und ¢s
witd fommen y — g = a(x—su). Diefe lefte Gleihung
tird die einer graden finie feyn, dle gezroungen ift durch
den Punct ju gehen, von twelhen die Ordinaten « und #
find, und die {iberdem nodh mit ber Are AB einen beies
bigen TWinfel bifdet. Man tird fie ju befrimmen vollens
den, wenn man ftatt a den vorher gefundenen FWeuth fest,
und man wird haben
)r—-ﬁ‘—-;-l—::—g(x—-u)
Die Entfernung der vorgegebenen Puncte, oder der Fheil
der gefuchten wifchen ihnen enthaltenen graden Elinie,
wicd gum Ausdruc Haben
j Ve — 2 + (8 — 8)*:

Diefed fieht man augenfdeinlich ein, wenn man poLaUSS
fet, daf N und N’ diefe Puncte porfiellen; denn da die

Gntfernung NN’ die Hopothenufe des rechtroinfligen Teian:
gels NRN/ ift, fo folgt Davaus daf

— —_— | —2
N 1\?' = Nil + N'R == (AP/—AP)’~-(P/N/ —PN?)

\

198.

Um die Gleidung der graden Linie ju erhalten, twels
e durdh) den Punct. gehen tolrde  von welden die
Ordinaten « und 8 find, und die pavallel mit der durdh
die Gleidhung ‘

3 'y = a’'x + b,
vorgefteliten 2inie fepn tolirde, fo tird s bm[anglld) fepn
a’ ftatt a in der @lexcbung
y—B8=12a(x— &) ;
1 fegen, ""ﬂd)e fdon die erfte ‘Bedingung befriedigty weil
nach Nr. 196, der Eoefficient von x Dderfelve in den Gleis
54 chungen
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cungen der geraden untereinander parafllelen Linien ift,
man tictd alfo fir die welde man fudt

) Ly === A (x— a)
~ Baben,

£59.

Endlich wenn AX undb A Z, Fig.7 3wey gevade Per:
pendicular-Linien unter einander find, fo wird man durd
_ die Aehnlidhfeit der Triangel Apm und Apn fehen, dag
das BVerhaltnif von pm ju Ap, dad umgefehrte von pn
a4 Ap ift, und da pn negativ ift, tenn pm pofitiv iff, etvice
verfa, {o'folgt baraus, daf, wenn man den erften BVechalt:

nifnahmen durch a vorfrellt fo rird der jrwepte ——} fepn.
Die Gleidhungen der gevaden finje AX und AZ twerden
alfo y = ax und y = ;-i- = fepm,

Wenn man nachher die geraden Linien DY und EU vefpecs
tive pavallel mit AX und AZ, und folglich unter fich perpen:
dicular betracdhtet, fo woicd man fire ihre Gleidungen finden

y=ax+b udy=—Il .l
a
Wenn die jtwepte durd) einen Punct N von welden

die Ordinaten « und & fepn Fdnnen, durdhgehen foll, fo
witd ihre Sleichung

L
7—‘_—.-‘—-—;(}{-‘)
ferden,

200,

Btven Linien welde fich fdneiden Haben in ihrem
Durdfdnittépuncte diefefoen Ordinaten, devgeftalt, daf,
. um
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um die Ordinaten ded Vegegnungspunctd dee beyden durd
die Gleichungen ,

y=ax<$b umdy=ax+4 b
gegeben graden Linien ju finden, iman nue botauéyegen
darf, Daf bdie unbefannten Grdfen x und y denfelben
SWevtly in diefer und jener Gleidung haben; man witd
alfo Haben

ax - b o a’s = b/,
toclches geben toird:
b — b’ Zut gl B g B2

x G LSS S S e, 2

-

Mean fieht durdy diefe Werthe, daf der Punct ded Jufam:
mentaufé, um fo viel mehr von den Upen AB upd AC
entfernt ift, ald die Grofe a — a fleiney ift, und daf x
und y unendlich werden, wenn a‘’ = a, das heifit, wenn
die vorgegebencn graden Linien aufhivren fich su begegnen,
oder wenn fie pavallel find.

20I.

@8 Fann niglich fepn die ange der gefallten fenfredys
ten Linien, aud einem gegebenen Puncte auf einer gegebe:
nen finie ju fennen und man wird daju gelangen, wenn
man die Unterjhiede wifchen die Coordinaten diefes Puncs
tes, wnd Ddie des8 Durdhfchnitts der gegebenen graden §is
nie, mit der auf iHr fenfrechten finie fuchet. Aber a
die Gleichung der erfteren

y=ax -+ b
Cift, o tird die Gleihung der jroeyten

I
¥ 20 e (e )

feons man fann aber y = ax - b unter der Geftalt von
y—=f=a(x —a)+b—Ptau
fegen) und b:efe feite Gleichung’

S5 A S
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% 1 a
LY== = (x— )

hingufiigt, wird geben’
. a(B—aa—Dh) P B—aa—b'
BT GOy et n Y T R T e
Wenn man diefe Werthe iur Ausdruck
Vi — ) + (7 = 87
fo toitd man fiie die $ange der gefuchten Perpendiculate
linie

.5-—,-au—b

Vita®

baben,

202,

Man  theilt die Linien in  verfdbicdenen Ordnungeu
gad dem Grade ibrer Sleichung. Die grade Linie bildet
die erfte Ordbnung, weil fie die allgemeine Gleichung des ers
ften Grades ju jwep unbeftimmten Srdfen vovftellt. Die
Linien der jmwepten oder Dritten Ordnung, find, die deren
Gleihungen bis jum gtoepten oder Ddritten Grade feigen,
und fo audy die andern. Newton theilte, indem et betradys
tete, daf dicerfte Ordnung nur die grade Linie in fich begriffe,
und daf fich die frummen Linien nur in der jweyten Ord:
nifng ju geigen anfingen, Ddiefe [feptern in verfdies
dene Gefdblechter und nannte frumme Linien von dem ers
ften Gefchlechte, die Linien der jweyten Ordnung und frums
me Sinien von dem jwepten Gefhlechte, Diejenigen von
der dritten Ordnung u, f. w.

Die inien von einecley Ordnung theilen fich twieder
durch die Betradhtung der vorziiglihften umftanbe ihres
gaufs, in verfdicdene Arten ein,

Wenn
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Benn e8 mbglich wace die Gleichungen von affen
Graden aufjuldfen, fo rofirde nichts leichier feyn, alg den
Sauf der durch irgend einer algedraifden Gleidung vors
geftellten Curpe ju folgen, Sn TWahrbeit, toir wollen vorz”
ausfesen, daf, twenn diefe Gleidhung in Besiehung auf
einer Ddiefer unbeftimmten Grdfen tweldhe fie enthalt, aufs
geldfit tave 3. B.y, diefe die perfchiedenen Wurseln X3
X4 — x5, f. ro. gegeben hatte, toelche nothoendig Funcs
tionen per x und von bejtandigen Grofen fepn terden;
fo wied die Frage fidh dahin veduriven, den Lauf von jeg:
licher Rinie, weldhe durch die Sleidhungen

g2, =Xy S X
pecvorgebracht find, ingbefondere ju unterfuchen, wenn
man x alle forohl pofitive als negative Werthe giebt,
. weldpe die Functionen X4 X4, X, ., sulaffen fonnen,
ohne aufsuhdren veel ju fepn. Diefe %inien twerden fo
viel 3meige der frummen Linie fepn, al§ die vorgegebene
Gleichung vorjtellt,

Um fie ju confiruiven, muf man die negdtiven Or:
dinaten auf die-Seite von AB Fig. 8 tragen, welde dee
fuc die pofitiven Otdinaten angenommen entgegengefest
ift, und muf die negativen Werthe von x auf den Theil -
AB nefmen , welder fich auf die Seite von AC befindet,
der dem Theil, auf toelchen man die pofitiven Werthe auf:
getragen hat, entgegengefest ift. Hier ift der Bereis wels
dee D Alembert von diefer Negel gegeben hat.

: Wenn man in der vovgegebenen Gleidhung, z — a
ftate y fet, oder weldhes eineley a + y = z annimmt,
fo  fonnte man ¢§ immer Ddergefalt macben, daf
bie 9erthe der neuen lnbefastnten z in Begiehung auf
ciner gegebonen YAbfciffe, alle pofitiv feon mifen; e8 wird
daher hinlanglich feon a grbfer alé den groften negativen

Werth
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-9erth von y ju nehmen. Aber e8 ift evident, Daf, wenn
man die Are AB mit fid felbfe pavallef, um eine Grdfe
AA’ = ‘a guricjiehet, fo werden die Ordinaten in Begie:
bung auf A“B’ genommen, bie Werthe von z vorftelien,
toeil man haben toird :
QM = AA +PM' = a -y = 2,

@8 ift jept fein Jweifel, daf man alle Werthe von 2 in
Deziehung auf der Abfciffe A/Q, auf derfelben Seite der
Are A’B’ tragen muff; den Odie Entfernungen M/MY und
MM, L der Puncte, telder Diefer Abfeiffe entfpres
Cdyend find gleidh den Unterfdhieden, welde fidh jwifden
den crfren Werth von z, und einen jeden der andern fins
“den, und wenn man ivgend eine der neuen Otdinaten auf
die andere Seite feste, wenn man 3. B. QN = QM
madite i fo wirde die Entfernung M/N der Summe der
Oedinaten QM und QN gleidh werden, roeldhes die Fis
gut der €urve andern roirde, die jedod blefe(be bleiben
foll an weldhen Orte man auch die Aren der Goordinaten
hintragt.

. Diefes feftgefest, fo ift e8 cinfeudhtend, daf der Punct
M au$ dem dritten ZWerthe von z entftanden, und durdh
a — X vorgeftellt, unter AB liegen mufi, weil man ihm
finben wiede, wenn man PM“ pon QP abjichet; und
weil die Puncte M’ und M7, fir weldhe man '

zem a4 X, z=a4 XY
bat; auf die andere Seite von AB, in den Entfernungen
PM = X/ und PMW = X faflen toerden.

QBenn man die xen nimmt um die Ordinaten Porus
ftellen, und man die y al8 Abfciffen betradytet, fo twiwde
man ¢ben fo beweifen, daf die negativen Werthe der xen
auf die Seite AC fallen miffen, detjenigen quf welde

mar
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man bdie pofitiven TWerthe hingetvagen hHat, entgegens
gofetit. ‘

203.

Die Ausdehnung eines jeden Stociges, toitd durd Diee
jenige Ausdehnung beftimme, toelche die verfchicdene Aufe
fungen in fih faffen, deven die Gleichung weldhe die
Ausdehnung vorfiellt, fahig ift. Wenn unter den Grofen
L X, X e f. w. fidh welde Definden, dic unendlich
werden, oder in welhen man x fich ald unendlih annehs
men Fann, fo mtben daraus Seige entftehen deren Lauf
unendlich feon witd,  weil fie fich unbegranit von einer
der Apen, odev von bepden gugleidy, werden entfernen
fonnen.

Gin Jweig Hovt nur darum auf, weil der Ausdrud
feiner Ordinate imaginaiv wird, deshald ift aber der Lauf
der vorgegebenen Curve nidt unterbrochen. €8 gefchichet
alédenn nur blof, bdaf aoen Jweige fich vereinigen und ,
fih bepbderfeitig fortfegen. Man wird fih davon ubers
geugen, wenn man bemerft, daf die cingebildeten Werthe
voit y nothroendig in gevader Anzahl find, und daf dies
jenigen von einetleny Paar, veel und gleih gewefen find,
ehe fie imaginde geworden find. Sn der That, da die
vorgegebene Sleichung immet in reelle Factoren des erfren
und jwepten GSrades jevlegt toerden fann, wenn man
durdy

Y —2Py 4+ Q=0
einen bdiefer fehteren Factoren botﬁe([t, fo ticd man fe:
bew, daf ihre Wurseln
P=Ve —a
nur datum imaginaic toerden, weil P? grofiec toitd alg
Q da dodh p? ;uetft fleinee war, und, dag daber ein
Punct
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Punct vorhanden ift, wo die Junctionen von x, tweldhe die
Buchftaben P und Q beseidhnen, fo befdhaffen find, daf
man P* = Q hat, weldhes die Radical- Brdfe vernidhtet,
und fiir y jep gleihe Werthe giebt, Das folgende Beys
fpiel wird die Jreifel Heben, twelche durd) diefe allgemeine
rt, die Curven ju b;ttacbt'en s entjtehen fonnten,

204.

€8 fey die Gleidhung
y* — g6a’y* 4 1002°%x" — x* = 0,
wenn man fie in Begiehung auf y, nady Act der Gleidhuris
gen des zwepten Grades aufldfet, fo wird man daraus
die bier folgenden Gleidhungen jiehen

i V48 a® + Vx* — 100a°x® + 2303 a* . (1)

y 'l/48 a® — Vx* — 100a’x" -+ 2304a%...(2)

y = — Vaga + Vi — 1002” x* + 233‘3?...(;)

y = — V43 a® — Vx* = looa’x® - 2304a°.,, 4)
Man muf nach dem tas vorhergehet, den fauf der finie,
welchen eine jede von ifhnen insbefondre ausdricft,~unters
fudben, wenn man x negativ als audy pofitic annimmt.

Man fiehet fogleidhy, daf die weige welche die Gleis
dung (1) undj die Sleidung (3) vorfrellen, ahnlich
find, und Daf die eine lber AB gefept ift, Fig 9. wah:
rend bie anbdere Darunter ift; eben fo verhalt es fih audh
in Begiehung auf den Bweigen teldhe die Gleihungen (2)
und (4) Hervotbringen, @3 wird daher hinteichen die Gleiz
dungen (1) und (2) ju betrachten. Den Werth von y
aus der Gleichung (1) gegogen, witd veel fepn,” fo lange
al8 die Srofe

x* -
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x* = Jooa?x® - 23042°
‘pofitiv feyn tird, und da fie nicht negativ werden i’ann,
beoor fie nicht RNull gewefen ift, fo werden die Wurgeln
ber Gleichung :
\ x* = 1602%x* 4 23042 = o
die Grangen der Werthe, welche man x gebert Fans, fe;)n.
Man witd 'finden, dag dizfe Gleichung jum Factor Hat
/X — 6a, ' x - 63, x — 84, X - 8a;
die Brofe : ' :
x* — 1002°%x? - 33042%
witd alfo fo fange pofitio feyn, bi§ x unter 6a feyn tird,
toeil fie al8dann jroey pofitive und jtoey negative Jactoren
BHaben wird; aber fie wird negativ mwerden, wenn man
nimmt x> 6a und < 8a, tweil der eingige Factor x'— §a
negativ fron.roird.  Sie wird endlih wieder fir immer
pofitiv,  enn man darin x > 8a annimmt. Man muf
beobachten, Daf, twenn man madt x =0, x= 6a
unb x = 8a, die BGleidhung (1) : :
= Vs, y=Vas, y=Va,
aiebt.  Man witd alfo aus der Gleidhung (1) 1, ¢inen
Sweig der fich vom Puncte D aus in der Aye AC genoms
men, b8 auf eine Entfernung: pon bem Puncte A, gleich

V964, su den Punct F erftrecten witd, deflen bfcife
AE = 6a ift. 2, Cin andrer Jweig HX, welder, da et
vom Puncte H audgehet, deflen Adbfcife AG = 8a, und

Ordinate GH.= a Vg o, ift, fid unendliy im TWinfel
BAC, wo die xen und die y pofitiv find, ausdehnt,

Wi tollen jest jur Gleihung (2) dbergehen; man
 fieht erftens dag fie imaginaice Werthe i y, tnter, den:
felben Umftanden als die Gleichung (1) geben wird, . h.
fo lange al8 x ywifhen 62 und ga cingefdlofien fepn mwitd

und
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und daf f ¢ fiberdem nodh imaginaiv feyn toicd, toenn
V' — 100 a" x* 4 2304 a°,

- 492 dbertreffen foicd,  Um die Gramge ju Haben, wivd

man

483° = Vx* — 100 a® x* -+ 2304 a*

odber
- x* — 1003%x%* = 0,

madhen, wctd)es geben toicd

x* &= o, wid x* — 100a* =0,
toraus. man ichet x = roa Weil in diefer Sleidung
y Null ift, wenn x Null ift, und jie imaginair wird, wenn
X, Ga ubertrift, fo twird fie einen Jweig Hervorbringen
der fidh bey der Abfciffe AE = 6a endigen witd: und
mdn muf wobl bemerfen, Ddaf fie fiir diefe Abfcife nocb

y= V48a ' ”
geben toird, und daf folglid diefer Sweig fich in F mit
demjenigen, toelden man toeiter oben aus der Gleidhung
(1) abgeogen hat, vereinigen witd.  IWenn man in der
Gleidyung (2) x = 8a vorausfegen witd, und twenn die
Srofe

x* — 100a"x"* -+ 23043"

pon neuem verfchwindet, fo wird daraus

, y=Vasz

entftehen, weldes jeigt, daff, da der Punct H dem Smweige
HX gehdret, der durch die Gleidung (1) Hervorgebradyt
iff, 30 gleicher Beit der erfre Punct des gwevten; aus dec
Sleichung (2) gegogenen Jweige iff. Diefer Jweig fann
fich nicht big uber die Ubfcifie Al = 102 auéber){xen, toeil
er, uber Ddiefer Grénge binaus, y imaginair wird; .
aber bep Dem Puncte 1 iff er Null, alfo giebt die @5Iw
dung (2) wenn man in ihr x pofitiv chbt, von x=8ga

bi$ x==103a, den Jweig HL ]
Die
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Die BVorausfetung von x negativ, wirde diefelben
RNefultate hervorbringen, als die von x pofitiv, weil die
vorgegebene Gleichung nur die gleichen Grofen von x ents
hait, man wirde: alfo in dem Winfel bAC, wo x negatip
und y pofitiv-ift, SJmweige finden, Ddie denjenigen ganzhid
abnlich, deven Entftehung man fo eben in dem IWinfel
CAB gejeigt hat, wo bdie xen und die y pofitiv find.

205, e :

Um beffer die Geftalt der vorgegebenen Curve ju fen:
nen,. fo fann man fie durch Puncte confiruiven, . f,
eine gewiffe Anzahl Puncte beftimmen, die, wenn fie unteps
einander verbunden werden, um fo mehr fich nahern hre
umriffe auszudracfen, je enger fie find. :

Um diefe Avbeit bequem ju vervichten, fo nehme man
a fue die Cinheit, und made nady und nach

X-= 1, x =0, x..-=‘3, o= a1,
man  berechnet nachgehends den Werth von y  wenige
ftend durch MNaherung.
MWenn x =

:I zl a|~4| slk sl 7l 7l 9lxoln'|x;

u. f. o,
fo giebt die Gleidung (1) y. = 1

(¢]

, " (imagis '
9,.798l9,744l91582l9no=|s;ssylsmsplsmzsl najr l6.928 8/698|91798|
) 10; 845[11,872 u.fm
und die Sleidyung (2) gieht y =%
imagi: :
o ‘h°=ll=/°4s 3)0%6 4;msls,zz4]6,928l nair |6:928L4:51° 4 I
: imagicy imagi-y
Hale ‘ nae fu. f. .

i1, Theil. © Man
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Man toicd diefe Refultate confirviven, indem marn twifls
Fibelidh eine Cinie nimmt um Ddie Ginbeit vorjuftellen,
und folche von jeder Geite Des Punctes A auf die Are
AB tragt, fo oft al8 e8 ndthig feyn wird den Werth von
x auggudriien; durd) die Puncte wo fich iefe Werthe
/ endigen, sieht man parallel mit der Axe AC gerade Linien,
auf welder man forohl dber als unter AR die FWer:
the von y tragen mug.

206.

Die o cben abgehanbdelte Curve Hat ‘nicht mehe als
vier unendlide Jtoeige, aber e8 finden fih [audh teldhe
von Derfelben Ordnung, die bisadt Sweige haben, der:
gleidben find Dicjenigen toelde ausder Gleihung Bervors
‘aehen :

* Y —2x'y 4 x* —alx® 4 b=
deven Wurseln in der folgenden Formel mit begriffen find

gy X "[x’ + Va*x* —b*
Sn dee That, diefe Formel giebt firr y vier wirflihe und
unendliche Werthe, wenn man darin x pofitiv -und un:
endlich madht, und fie giebt nodh) in- der BVorausfesung
pon x negativ und unendlich eine gleidye Anzahl.

Man wird toeiter hin in diefem Capitel fehen, daf
die ahl der unendlichen Jtveige] von einer Curve, nidt
dic .doppelte Sahl von Dderjenigen ubertveffen Fann, tel,
de ven Grad ihrer Sleidung anzeigt.

. g, :
i fverden noch uber die Gleichung
y”-—nx"y-—{—'x‘-a"‘x’ +b4=°
eine widtige BDemerfung maden: Ddas nemlich in dem
i ' Sall
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Sall wo b gleih Rull ware, fie nicht imehr toie vorher
cine eingige Guroe porfrellen tofirde, aber fie tiirde ju
dan Softem der bepden Guroen der jwepten Otdnung
gegbren: denn fie wiede fich auf
y4 ok 2x°y"’+x4-—— 2?x%* = o

veducicen und fich in jtwep Factoren

y> — xy - ax und y* — xy — ax
etlegen, tvelche, twenn man fie gleich Slu({ fetst, bi;
Gleichungen der bepden unterfchiedenen Eurven fenn wiyz
den; und weil diefe Gleichungen alle bepde ver Voraege:
benen genug thun, fo folat daraus, dak das Enfembel der
Puncte von jeder der Curven, weldhe fie ausdricfen, audy
genug thut. ‘

Heberhaupt, eine Gleibung Fann nicht eine eingige
- @Gurove vorftellen, fo lange al8 alle ifhre Factoren in Bes
sichung auf eine der unbeftimmten Grdfen x oder y irra,
tional find; twenn bdiefe Bedingung nicht flatt findet, fo
giebt fie fo oiele unterfchiedene €uroen, ald fie gleiche
%’attoren in x und 'y hat. ot

@8 giebt felbften .in allen Sraden, Gleichungen, thelhe
nidhts al8 eine Verfammlung von graden Linfen aus:
driicen, und diefe find diejenigen, welde fich in Factos
ren von dev Geflalt

2 ¥y, — ax -} b,
aer[egcn.[aﬁen, wo a ynd b rationale oder irrationale
aber doch beftandige GSrofen find.

Der aller cinfachfte von diefen Fallen, und den man
ben Augendlick, nach der Bemerfung, welde wiv in Ne.66.
fiber §ie gleidhartigen Functionen gemaddt haben, erfennt,
finbet flate, wenn die vorgegebene Gleichung gleichartig
in Vejiehung auf x und y ift, und fie fein beftandiges
Glied hat. Fenn man 3 B. die Gleihung

i & 2 :

3

cue
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Y — pxy’ 4 qx'y — £x’ = o,
hatte, fo wirde fie durch die Annabhme von y = ax durdh
x* theilbay und bradte fie auf
a® — pa® - qa* —r = o,
.‘Begexd)net man alfo durch a/, a, a*/, die Werthe ven a,
welcdhe diefe letite Gleidhung geben toird, wenn fie veel find,
fo wird die porgegebene Gleichung ju drey graden inien
- gehdren, toelde jur Gleidung haben,
y =a'x, y=2a'lx, y=ax
ober 3u einer eingigen, enn a nut einen reellen Werth Hat,
Sn dem allgemeinen Kall, twenn man ax 4 b, ans
ftatt y fubfiituirt, fo foll mam a und b vermittelft der
beftandigen Grofen der vorgegebenenGleichung befrimmen
fonnen, fo Dof fie befriediget fey, weldes auch der
9Berth von x feyn mag; twenn man alfo nach der Sub-
ftitution den Cocfficienten von jeder Poteny von x, gleidh
Null fegt, fo wird man die Gleidungen haven, mwelde
die diefem Umftande refativen Dedingungen ausdriicfen,
und welde die Werthe von a und b geben.

/

208,

" RNadhy der BVetracdbtung der Angahl und ‘der Ausdeh:
_nung der Bweige einer Curve, fellt fich die mis ihren fin:
gulaiten Puncten dar. Man nennt fo, die Puncte
ihree Dabhn, welde etlihe merfrodrdige Particulariz
titen davbicten. Die Turve eldhe unsd jum Beyipiel in
Nr. 204 gedient, hat davon verfhicdene Gattungen.

Der Punct A (Fig.9) in weldhen fich mehrere Jmweige
* fdyneiden, ift ein pielfacher Punct, und er iff leicht
ju ecfennen, denn indem man x = o madt, fo geben
die Gleichungen (2) und (4) jugleidh y = o

Die




Theorie der Frummen finien. 101

Die Puncte F und H, find nidt vielfache Puncte,
obgleich fich dort jtven Rreige darin vereinigen (Nr. 204) 3

¢ fild nur joey Grengen von der vorgegebenen Cyroe,

nach dec Richtung der Ape AB, und fie wicden diefe Ciz
genfdaft verlieren, wenn man bdie RNichtung der Ordis
naten verdndeste. T

Der Rweig 1H biefet ung eine befondere Gattung vow |

Cingularpunct dar. Nadhdem man feine Hohlung ge:
gen die Yge AC geridhtet hat, fo geigt fie ihm Hernad
feine Gonvepitt; diefe Wevanderung beift JFnflegion
(Beugung), und der Punct K, wo ev anfdmmt, Heifs
Sunflegionspunct. (Beugungspunct)

209.

/Jndem man die beftandigen Brofen ciner Gleidhung
von jroep unbeftimmten Grdfen nctfcf;iebene IBerthe grebtr
fo leitet man davaus Gurpen ab, welche, obgleich von
- fehr verfhiedenen Formen, demobhngeachtet doch einen ge-
meinfdhafilichen €havacter haben; und die Art, davon die
Umftande, welde der allgemeinfle Fall zeigt) fich in jedem
befondern Fall mobificict finden, verdient bemerlt ju wers
den. Die Gleichung :

ay* =y’ (b — )x* 4 bex =0
wird und von diefen unterfchicdenen Weranderungen ein
fehe einfaches Benfpiel gepen.
Sie giebt

y HEEN \/.xi—ﬁb~e)x—bcx_+ _\/‘Rx-—b) (x¢)
a A i a :

Man fieht fogleich dag die Curves weldpe fie vorfielt auf
jever C"’:’et'te der Are AB gleiche Sheile Haben muf, und
Daf, die Werthe der Ordinate y auf die Seite der pofitic
ven x tmaginaiv’ fepn werden, fo fange man x< b madts

S 3 dag
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daf aber von Seiten dev negativen x, fie reel von
x == o big x = — ¢ fepn toerden, uber weldhes Glied
Hinaus fie auf immer wieder imqginait tetden, Det Augs
drudf von y ijt leicht ju verseidhnen, indem man ihn fiie
eine jureichende Angahl von Abfiifen madht, fo wird man
finden, dafi, die Curve welde die vorgegebene Sleicdhung

iebt, diejenige ifty welche Figur 1o vorftellt, und dag fie
* auf die Seite der negativen xen ein Oval hat, defen Durchs
meffer AF =o, und auf die Seite der pofitiven xen zrep
unendliche Smweige hHat.

Wenn man ¢ = o madht, fo reducict fih die vors
gegebene Gleichung auf
ay’ — % 4 bx* = o;'

totausd man

x*(x — b)
s e e
p= 2y

siehet.  Diefe Fovmel die immer cingebildet ift, menn x
negativ ift, giebt y = o, wenn man darin x =o madt,
und wicd Beenach wieder eingebildet, b8 man x > b
madht, , Der Punct A Figo 11, wWo x und y jugleich
RNull find, weldes der Gleichung
ay’ — x’ + bx® =0,

genugtbuend ift, foll, obgleich ifolict, einen Fheil von der
durdh diefe Gleichung entfiehenden Linie auémadben, Die-
fer Umftand, dev im erfien Augenblict fingulaiv feheint,
ift feicht gu begreifen, toenn man davauf aufmerffam ift,
daf je fleiner die beftandige Grdfe c iff, je, Fleiner ift
dag Oval AF vom Figur To; und man begreift, daf es
fich in einen Punct reduciven mug, ‘wenn fein Durchmefs
fer ¢ Null wird,

Man fieht alfo, daf die durch die Gleichung gegebene
Gurve

ay® —
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‘ ay’ — x* 4 bx* =20,
no) Spuren aufbewvahet, von der Form Ddie diejenige
annimmt, eldhe die allgemeinere Gleichung

LAy - x e (be—)x® - bex =0
vorftellt, von toelder fie hHergeleitet ifft. *)

Benn, indem man b == o vovausfest, man c bepbes
halt, fo witd man die Gleidhung

ay? — x> = cx"=o

haben; da in Ddiefem Falle die Jweige EX, und EX’
der Guroe von Figur 10 durdh den Pumct A gehen, (o
whrden fie fich wieder mit den Fwey Dalften des Oval,
AF pereinigen, wnd die Figur 12 bilden,

3 S 4 Endlich,
n Die ifolirten Puncte, fo wie der Punct A in dem obigen
Beyipiele) beifen conjugirte Puncte. E§ gicht Gleiz
chungen, die nur eine Gefimmte Anzahl von diefen. Puncten
ausbriicfen.  Menn man 3. B, die Glcichung
(xz — 3R + ()’2 o] bz): = 0
hatte, fo Fonnte man ihe Hier nicht anders Gendige thum,
al8 indem man ;
x? —ma*=o0, y»— b"=o0
-madht, Denw D& ein Duadrat nie negatiy werben fany, fo Fann
dbie Summe von §o viclen Quabdraten als man will, nidht

anders Null feyn, wenn vicht jedes von ihnen es fise fich
ift, - Dicje Gleihung wird alfo

sl gergras S
sebe. €8 iRt leicht. ju fehen, Daf, inbem man in diefe
RQefultate alle mdglichen Reichen Verbinduugen madit, man
daraus niemals mehr als vier refpective in dew dier Wins
Eeln der Coordinaten. gelegenen Puncten jieht. eh bemers
e noch, Daf die vorgegebene Gleichumg, als ein befondes
¥er Fall won diefer andern viel allgemeinern
(x* — a%)* 4 (y* — b*)? = ¢,

anseiechen werden Fann, die eine aus vier gejchloffenen Theis
Wen guiammengefente Gurve geben miirbe. X
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Cndlich, twenn man ¢, in der Gleichung
y — X e CX -— O
- nach unb nach immee Fleineve Wevthe giebt, fo wird fich
das. Blatt AF nadh uad nad immer mehy jufammengichen,
und durch Verfchwinden endigen, wenn man ¢ = o mas
den wird 5 s ift audp leiht fih daven su verfichern,
indem man’ die gegebene und durdh Figur 13 porgefielten
Carve durd) die fehr einfache Gleichung
ay* — x* =o
unterfudt.
Wenn man y al8 Abfciffe anfieht und x alg die Ors
dinate, fo wird, wenn die Gleichung
ay? — x> < (b — )x® 4+ bex =0 )
in Anfehung diefer leteren UnbeFannten, vom. dricfen
Grade ift, fie davon drey Werthe firr jede von . denen
der erftern Gleichung geben, und wenn man y =0 madt
fo roub daher die Sleidhung
—x' (b — ¢)x® 4 bex = o -
entftehen, deren Wurseln
P x=‘b, X=—c
die Gntfernungen der Puncte A, E und F von der A Ac,
§ige 10, ausdricen. '
ZWenn wman b =o madt, fo werden die ey
Wurseln : ey
x=o0o umd x=1b
gleich, und eigen an, daf der Punct F und der Punct
A fich vereinigt haben, und wenn man ‘hernad) ¢ = o
vorausfest, fo jeigt die Gleichheit der dren Wurkin
x=a X=b, xe=c¢
daf die Puncte A, E und F md)t mehe al§ einen derfel:
ben ausmachen.

Sn
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%n den verfdhiedenen %Beranbcrungcn, welde die burd)
Die @letd}ung
ay® — x* 4 (b — ¢)x° —}—bcx::o
gegebene Curve erfeidet, wenn man fucceffive b und b Null
madt, fo wird der Punct B suerft ein conjugirter Punct,
und hernach ein Knoten; et ift in einem und dem andern
Salle vielfach, 'weil ex jwep Puncte von der gegedenen Cuts
ve vereinigt: endlich, wenn man die durd) die Gleichung
ay* —x' = o

porgeftelite Curve durch Puncte befcbtetbt, mtcbeé leicht

ift, weil man - 5,
L 3
y=zy/E

v o

Haty fo wird man fehen, daf, die bepden Stweige AX und
AX’ §ig. 13, welde fich nicht auf die Seite der negatis
ven xen erfirecen, ifjre Gonveitaten einander entgegenges
fet haben, und der Punct A, in telden fle fich vereiz
nigen, ift alsdenn ein RacEfehrpunct der er:
ften Art (point de rebroussement de la premicre espéce).

Man  fieht in A Fig, 14, cinen RacdFehes
punct Dder jwepten Yrt, die fich von der ers
ften davin unterfcheidet, daf einer von den Jmweigen AX -

B. feine Convepitdt gegen die Concavitat der anbern
aufer)u

Die in der 8igur vorgefellte Curve ift aud der
@leid)ung

v ]
(ay — )y ==
a

hergeleitet, daraus man pieht

x2 1 i 2
sl 1 x? x L.
Yy = " i’._-\/__xs=__ o+ _J__x:.
a a (o | a a

210«



=06 Sertes Capitel,
210.

Bon der Teandformation dee Coordinaten), und von ihre mwors
nehmftens Gebraud,

®a bdie Lage der Aren der Ceordinaten willfifelich
ift, fo folat davaus, daf man fie andern fann, ghne die
RNatur der Curve, welde man betradtet, gu verandern,
und daf folglidh diefelbe Curve unterfhiedene Gleihungen
Haben muf, unter weldhen fich daher nothwendiger MWeis
fe cinfachere, a8 die anbein finden werden. Die Curve
pon RNr. 204 wirde 3. B. eine viel jufammengefesere
Gleidhung Haben, wenn fie auf andere Axen bejogen wi:
ve alg die von Fig.9, welde fih in vier unter fich ahn:
fige Theile theilen; verfest man bloff die Age der Abfeiffen
AB mit fih felbit parallel, in der Lage A/B/, fo terden
fich die Werthe der denfelben Abfciffen velativen Ordinas
ten um die Grofie AA/ vermehre finden, und die Pofitiven
icden widht mehr mit den Negativen gleich fepn.

Die grofite Bevanderung die man in den Syfrem der
Goordinaten bringen Ednnte, ohne aufjuhdren, fieald gevade
und tefpective jwey figen Linien pavallel ju nehmen, bes
fieht davimy daf, man ihnen einen nelen Urforung und ans
dere RNibtungen giebt. Wir wollen fogleich diefen allge.
meinen Fall umfaffen, und twollen annehmen, daf man
fig vocfese, die Werthe der Cootdinaten
; AP = %, PM =y S ig 15
ausgudeiicfen, in Dejichung auf die Aren AB und AC
durch gwep anbdere Coordinaten

AUP = g, PUM =t
auf bDie Aren AYBY, AVICH bejogen, von welden man
die fage in Anfehung der etfteren fennt.

Mady
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RNachdem man durch den neuen Urfprung A/ die geraden
~ ginien A“B’ und A C! yefpective mit AB, und AC
pacallel, gesogen Hat, fo werden Ddie Entfernuagen AAY
und AA“ durch die Hypothefe gegeben fepn, und indem
man fie durch a und b vorfeellt; fo wird man haben
AP = A‘P 4+ AA‘ == AP’ -+ a,
PM = P'M 4 AA%= P'M + b
Sieht man nachgehends durd) den Fuf der neuen Ordis
nate P“M, die Linien PQ und P“R, die‘eine parvaliel mit
. AB und bie andere mit AC, fo witd man beobadhten,
dafi, Da bie Agen A'BY und A CY in Betracdht von
AB und AC det fage nadh gegeben find, man alle Wins
geln der Drepecfe AYP“R, MP/Q fennen muf, obep
welches auf eing Berausfommt, die Verhaltnifie ihree
refpectiven Geiten: man madye alfo
Aul R P// R ' PII Q Q M
78 i T77 Y Racid ST Y Sl o s 71 (it
fo wird man Haben
AR = m ,A¥P" = mu, PYR = n.A/P" = au,
PUQ =p . P/M = pt, QM = q. PYM = qt,
tooraus man jiehen mwivd |
AV P! = AR + pHQ = mu + Pts
PPN = PYR 4 QM = nu + qt
und endlich : :
X 4 AP = Avp/ J-a=mu 4+ pt 4-a
y=PM =PIM 4 b= nu- qt + b

So find die allgemeinfen Werthe, toelde die Coordinaten
X und y nehmen fonnen, befdpaffen, indem die Coordis
naten unter fich einen beliebigen Winfel maden, twenn
man fie durdy andeve Coordinaten deffelben Gefchlechts,
abet bon beliebiger fage qusdriicft. MWir rollen jegt fes
hen wie man diejenigen davon ableitet, bdie den verfdhie:

denen
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benen befondern %aueu, melcbe fih darftellen 3uftummen

fonnen.
1. Wenn man die neuen Coordinaten mit den erftes

ren pavallel annimmt, 4nd, wenn man nichts weiter als
Die faje Ded Urfprungs anderte, fo wirden die Linien
A CH und "AMCY in einander fallen,  fowol A“/B"
und A/B/; man tourde, folglich haben
‘=1, n=o0, p=oundq=171
und e8 tolitde daraus erfelgen
x=u-}a, y=t-<b

weldhed feiht 3 priori ju fehen ift, toeil alddann AW/p4
und AP/ forwohl al8 PYM und /M jufammenfallen
wucden, _

Sndem man a oder b gleich RNull fest, fo wied man
in ifre Stelle die Are AC oder die Are AB bepbehalten.

2. Wenn man nichts anders als die Richtung det Apen
AB und AC verandern tollte, und man immes den Ues
forung an den Punct A liefe, fo wirde man ju gleider
Reit, da die Sinfen A“B uad A“/C in biefem Falle auf
AB und auf AC fallen, a'=o0 und b=o0 Haben, weldyes

x =mu-+ pt, y = nu 4 qt

geben tolirde.

Man fieht, daf toenn man m = 1 unb n = o an:
nimmt, toraus ;

X =u+pt, y= qt :

entftehen toticde, alsdann die Linfe A B7 die Linie Aipy
decfen’ roiirde, und, daf, man folglich nur die Richtung der
Ordinaten geandert haben wiede; epen fo wutbe man bes
toeifen , daf "
x=muunby=,nu-{- t
die Werthe von x und von y find, welhe der Verdndes

tung der Nichtung der Adbfciffen relativ find,
, 21T,
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211.

Man muf beobachten, daf jrifhen den Srdfen m,
n, p und q. welde von der RNichtumg der neuen Coordis
naten abhangen, eine nothrendige Refation iff, fo, Dag
man fie nidht alle pieve willEdhrlich nehmen fann; denn
wenit, indbem man den IWinfel der primitiven Apen A’VB!
und Ac’ fennt, man fich nod) die Winfel BIAB’
und A% B gabe, fo tourde die fage Der neuen Ypen
Alpy ynd A‘MCY durdy die drep Dinge ganglidh DLes
ftimmt, . 2Wenn man bow einem Dbetannten Spftem der
Goordinaten 3u einem andern ebenfalls befannten Soften
fiberaeht, fo werden die Grofen m, n, p und g, nad ihe
- ren Definitionen bevechnet unter fih die Nelation haben,
pon toeldher man fo eben gefprohen hat; aber ¢8 folgt
aus dem was vorhevrgeht, bdaff, wenn die Yage ded Ur;
fprungg gegeben ift, man nidht die Richtung der neuen
fren auf folche Art beftimmen fann, daf fie mehr als
stoey unterfchiedene Vedingungen befriedigte, und daf
in den Yusdructen

~x=mu‘-|-; pt + a, y=nu-4qt 4+ b,
pie Grdfen x und y, u und ¢, nicht die Coordinaten eis -
"“nes und deffelben Punctes in Begiehung auf jwey Spfteme von
graden und parallefen Goordinaten fepn £dnnen, fo lange
al$ m, n, p und q beliebig fepn. Hier ift ein fehr einfas
dhes Mittel die Nelation zu finden, tweldhe unter diefen
- Grbfen eyiftiven foll.

Wenn man durcdh den Panet M die Graden MG und
MH vefpective infelveddt auf A“B/ und ABY fiihrt
und daff man bdie Winfel

MPIB — CIAMB! wnd MPYB/ = C/AI"B
als befannt anmmmt, fo witd man Dag Verhaltnif von
PM
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P‘M ju PG haben, und das von P“M ju P/H; nennt
man den Verhaltnifnahmen des erften g, und den des
swepten by fo ‘wird

P/G = g .P'M und P“H = h,P*M;
jieht man nachgehends daraus A“M und fiellt AP’ und
P/M dbucd x und y vor, fo werden die fdiefen Dreiecke
AMPIM und AV PYM  geben

AWM= AP/ + P'M—A-2A1P! X D/C X o-y1® 4 agtys

A’“M_A‘“;)”-]-P"l\z—}-zA“'P“XP“H— u? + 2. +2put.
Jndem man diefe bepden %Iuébtucfe von A“M gleidy fest,
fo toitd v

x/2 + le + 2.gxl), = u? + t2 + ahta
emmen; fegt man fir x und y/ ihre Werthe
\ mu - pt 4nd nu 4 qt
fo tvitdb man
(m?+}~n? +2mngdu® =+ (p* +q +2pqg)t‘-‘+
2[mp+nq +gp+mglut=u®+¢* 4 2hur
paben. Da diefe Gleidhung fratt finden foll, wie audy
immet die fage de8 Punctd M feyn mag, fo muf fie
fih immer unabhangig von.u und von t beftdtigen, eine
Bedingung , welche die drey Gleichungen
m? < n* - 2mng = 1,
p* + 9" +2pqg =1,
mp 4+ nq + (np+mq)g = h
giebt. §nbem man g aus den bepden ecftem Gleihungen
twegbringt, fo witd das Nefultat :
(m* 4 n*)pg — (P* + q®)mn = pq — mn,
-die Bedingungen ausdrircfen, weiden die Grofen m, n, p
find q Gentige thun follen.
S.)J?an,fetgt meprentheild voraus, daf die neien Coors
dinaten u und t fid, fo wie die evferen, unterrechten Win-
feln

1
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feln Gegegnen. + Sn diefen Kall vereinfachen fidh die obis
gen Gfeidungen fehr. IWenn die Winfel MP/B’ und
MPrBY vechte Winfel oerden, fo verfhminden PG oder
& und P“H obder h, Dergeftalt, daf man nur Hat
m? 4 n® =1, Pa+q.?=1, mp'~ nq = 0,
moraus man jiehet
mi=[—n?, p’=1—q?, m*p’=1—n’=g’+n’q,
und toegen
mp _ - nq,
fommt
nb + q‘.‘ — I;
wenn man diefed Refultat mit der Sleidung
m? &= n? = | :
pergleihet, fo findet man q = m, diefes gieht p=—n:
man witd endlich ‘ \
; x/'= mu — nt, yl=nu+fnt
haben, indem man beobachtet, daf die Grofen m und n
¢ine von der andern, Fraft der Gleichung
m* - n*=1
abhangt. Die Fig. 16 die fir diefen befondern Fall, cone
ftruict ift, 1aBt fehen, daf m der Cofinus des Winfels
B/ A B und n der Sinug davon ift, und daf man Hhat
A”'P‘ = A'"R P’R = AVR — PIIQ £= mu — nt,
und (ST AR
PPM = P”R 4 QM = nu -+ mt,
fo wie toic ¢8 fo eben gefunden Haben. :

212,

‘ﬁben eriten. Gebraud), weldhen toir von der Transfors
matw‘n der Coordinaten madyen tollen; wird fepn: die all=
gemeine Gleihung der Linien der jwepten Ordnung.

A =+ 2BX 4 20y 4 Dx* 4 2Exy <4 BEy?*s==o0...(1)

anf
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\

auf ihre einfachfte Formen 3u reduciven. Wie werden
suctft die Laga des Urfprungs der Coordinaten verdndern,
indem twir die Ygen ‘mit fich felbff pavallel verfesen, dies
fervegen twollen wir in dev obigen Sleidung x/ 4 a ftatt
x, und y’ + b ftatt y fegen; al8danti mird fie werden
"A+2Ba+2Cb+Da’+2Eab+Fb’+(B+Da+Eb)zx’+Dx“
“+(C+Ea+4Fb)ay/4 2Ex/ iyt :,
+Ey7 |
= 0...(2)
Da die Grofen a und b toillfahelich find, fo fonnen toiy
fie dergeftalt beftimmen, daf jroey Glieder aus diefem Re-
fultate derfdhmwinden. IWir wollen vorausfesen, daf man
die, weldhe x und y, abgefondert von der erfien Poteny
enthalten, teggebradt werden follen; toenn man ifhren
Goefficient gleih Null fest, fo wird man Haden
B 4 Da 4 Eb=0...(3), C <4 Ea + Fb=0...(4),
und ¢8 toecden in der Gleidung (2) nur die Glicder des
stoepten” Graded x'*, x'y’, y’%, und das ganj befannte
®lied , bleiden. Dicfes lepteve Glied vereinfadt fich fepr,
vermittelft der Gleidhungen (3) und (4.
~ Sn Wabeheit, multiplicict man die Grfte durd a,
die Jrepte durch b und giehet man-ihre Summe von der
®leihung (2) ab, fo wirtd, nadydem man die Glieder,
welde verfdmwinden follen, bartﬁ unterbrucft hat, heraus
fommen ;
A + Ba - Cb 4 Dx/* 4 2Ex'y’ 4 Fy’* = 0...(5)

213,

/ %enn man den Hren andere Smdptungen giebt, bdie
immer unteveinander Winfeleedt find, d. . wenn man
maddt ) |

x’ m mu — nt, y'=nu 4 mt (vorhergehende Nun.)

fo
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fo fonnen wit noch ein @lied verfhroinden laffen, denn
da man nut die Gleihung

4 m® 4 n® = '
awifdben den Grdfen m uad n K)at, ¢ine davon ju bey’tims
men ubrig bleiben wird.

Wenn die Subftitution gemadhlift, fo witd man haben:

A+Ba+€b+[Dm’-—}—2Emn+Fn Tu? '1

+ [(F—D) m n+4-E(m®—n?]aut i, = 0...(6)

~ [Dn*—2Enin~}-Fm?]t*
Sb fepe die Sleidbung

(F = D)mn 4 E(m® = n*) = 0:..(?)

permittelft. toelcher dad Glied worin ut vorfommt wers
fbwindet, und wenn i jur VerFirjung
A+4-Ba4-Cb=a, Dm*~4-2Emn-Fn’=g, Dn* —-2Emn+Fm =y,
mache, fo habe ich

« + gu? +yt°~ou..-(8)
Da diefe @‘etd)ung nurnoch die Quadrate der unbeftimmten
Grdfen u und ¢ enthalt, fo wicd fie fire die eine ober fir
Die andern wep gleiche Werthe und von entgegengefesten
Seichen, geben,  Damit diefe Werthe veel fepn Fdnnen,
mufl . fih tvenigftens eine diefer drey Grofen w, A, und
v Davinnen Definden, die negativ fen; sufolge der Seidpen
womit fie behaftet find, rird man Haben:

B8
t-‘/---*u, odet t = Y/ —u'—=, obes
y. ¥

(i ‘\/:+£. %
v v

b twerde mich nidbt aufhalten, eifien feden diefer Falle
ingbefondre ju unterfuchen; man fieht wohl, daf der erfte
Sall fidy auf die Ellipfe oder auf den RKrefs beichet, und
vaf die bevden legtern der Hpperbel jugehdren, Jn dem

1L Theil, - $ Einen
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@inen ift die Coordinate u auf der erften Are genommen
und in dem Undern ift fie auf der jmeiten genommen.

Um ju wiffen in welchen Fdllen die Grofen & und o
pofitiv oder negatio fevn fonnen, muf man m und n bes
fimmen, und ihrve Werthe in diefe Grdfen fubftituiven.
Die Bleidung (7) giebt

E
mn =D—_—s (m®* — n®);

oenn man niadt
E
D—F
und foenn man n® vermittelft der Gleidung
m’ 4 n*=1
wegbtingt, fo tird fommen

= 7,

woraud man jiehen mwird

m’:!"l-‘/ —.l;:.::_—_;._;
und’, wenn man nadher

e

d L —-
n’=—‘.-;.-..§+

m*n®= 3

T U+ T i+ g0 _
ftatt 3 die Grdfe, welde fie vorftellt wieder Hinfest, und
wenn man nur auf die obern Seichen der Radicalen Ricks
figt nimm¢, fo wicd daraus entftefen

D — F
o R K i g e
2}(D-F)°—l—4h"'
D~ F
n? = I -

2 ¥/(D—F)" - gk*

m 1
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, £ |
mn = e
VD — F)® 4+ 4E* :
Wenn man diefe Werthe in die Yusdricke von 8 und
v fegt, und fie nachher unter eineclep Nenner Dringt,

fv witd man mit etrvas Yufmerffameeit fehen, daf ihre
3abler durch

VO — F)? + 4&°
theilbar find, und daf
8=2:0D 4 F) + §V(D —F* + 48,
y =2 4+ F) — 1 V(D — F)* 4 4E*'
fo lange al8 D und F pofitiv fepn werden, 8 e8 wicd audh

fepn, und ¥ wird nur dann erft negativ werden wenn
man BHaben wird

(D + B)* <. (D — B)* + 4E* ober DF < E*,

214,

Wenn man hatte DF = E2, fo twirde die Brdfe »
fidy vernichten, und ¢8 tofirde fcheinen als wenn die Glei-
dung (8) nur die eine unbefannte Grdfe u enthielte; aber
Die Gleichungen (3) und (4) (Nr.212) geben,

: a=BF—--EC b=CD—-EB

i, E? ;o= DF, ‘ ' E? — DE
Werthe, dic unendlidh werden, wenn DF == E2,  gNan:
fFann alfo wicht in diefen Fall die Glieder 2Bx und 2Cy-
in der Gleihung (1), ju gleider Feit verfhwindend
machen,

WMan wicd die Geftalt, twelde die Gleihung (1), in:

Diefem Fall pefymen muf, finden, renn man barin
juerft ,

X = mu — nt, y == nu-- mt,
mad}t weldes geben wicd

9 a A+
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A~~(Bm+-Cn)2u+[Dm?+2Emn-}-Fn* Ju® '{
={(Bn—Cm)2t +[(F—D)mn=+E{m* —n?)J2ut ‘¥ = o
~+[Dn*—2Emn<-Fm?]t? _jl

bas mit ut behaftete Glied, witd vermittelft der fo eben
gefunbenen Werthe von m und von n, verfdmwinden und
die Coefficienten won u® und ¢* werden nod) durch s und
v audgedrict werden, dergeftalt, daf man Haben wird
A + (Bm +4 Cn)2u — (Bn— Cm)at 4 gu? 4 4t = 0.
Man wird nadher den Urfprung verindern, wenn man
v o al flr u und ¢/ 4 b fir ¢ fubftituict, um das
mit u behaftete Blied, fowohl ald das beftandige Glicd,
vermittelft der unbeftimmten Grofen a/ und b verfdmwins
den ju laffen, und man wicd ein Refultar cehalten, tel:
dhes von der Form
=t - Au? 4yt =0..:(9)
feon wird.  Diefe lete Gleichung ift augememet al$ die
Gleichung (8), denn fie ftellt alle Gurven der joepten Ord:
nung vor, und wenn » Null wicd, fo witd fie fich auf
-— st 4 fu*=o0
veduciven, eine Gleichung welde der Pavabal jugehort.

215,

Wenn man auf eine beliebige At dem Urfprung
und- die Ridtung der Cootdinatenare in der  Gleis
dung (1) verdndern mollte, fo mifte man an ihre
Stelle ftatt x und y, ihre aligemeinen IBerthe fesen,

mu + pt 4+ a, nu 4 qt - b (NRr. 210),
und fie wurde die Seftalt !

A’ 4 2B/u 4 2C/t 4= D/u? - aElut =+ Fit* = o
annehmen in welder die BuchRaben A’B/C’ . f. w. Funcs
tionen der primitiven Coefficienten und der Grdfen m, n,
P 9 a und b vorftellen,
: ' Wenn



Theorie der Frummen Sinien. - 117

Wenn die primitiven Coordinaten unter einander

tinfelveht toaren, fo hatte man g = 0, toeldyes
m? 4 n* = p, pP+qg =1, mp+nqg=h

geben tolirde, und man wiede fehen, das die mebmgungﬁa
gleichung
(m* + n*)pq — (p* + q)mn = pq =— mn (RN, 211)
aufolge der bepden erfteren identifdh twird, und wenn nod
uberdem der Winfel der neuen Coordinaten beliebig bleibt,
fo wird h unbeftimmt fepn, und wifden den pier Srods
fien m, n, p,und g, wicden fich nur die Gleidungen

¥ m? +n* =1, p’ 4 qg* =1
befinden. ~ Man Ednnte alfo wit ivgend jtoep unter ihnen
fcbalten wie man toolite fo tvie mit den Sedfen a und b,
die, tenn fie die Lage ded Urfprunges angeigen, ginglidh
unbeftimmt find.  Man darf jedody nicht glauben, bdaf
man imme; vermittelft Ddiefer vier mwillfuhrlichen Grdfem,
in alle Falle eine gleidhe Angahl Glieder der weiter oben
transformicten Gleichung verfchwinden laffen Fann, 3u
diefer Abficht miffen die Gleichungen die aud den gleidh
RNull gefeisten Eoefficienten hevaus Fommen, unter cinan
der jufammengehdren, und veelle Werthe fiur die Srofen,
welde fie beftimmen, geben. Die grdfte Neduction die.
man nut maden fann, pefiehet davinn, daf man bte
Glieder

2By, 2¢/t, D/ u® und F'¢*
mit einem mafle verfhwinden (3ft, wenn man bie Sleiz
dhungen ,
B'=o0 C'=o0 D'=xo Fe=o0
fest, und algdann wird die vorgefeste Sleidung
] Al = 2E‘ut =0

el ie man. weif, der auf ihren Afymptoten be;oges
ner Hoperbel, gehdret.

53 Wenn
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Wenn man die Rechnung madt, fo wird man finden,
dag die Entwidfelungen der Gleichungen
D' = o, umd F = o,
find,
Dm® ~~ 2Emn = Fn* = o, Dp” ++ 2Epq + Fg*=o0

und daf fie nur algdann far ';—1 und %reeue Werthe ges
ben fonnen toenn E*, FD ubertrift,
Obgleidy die Berhaltniffe ’;—1 und %burd)biefe!be@lei;

dung gegeben fepn mdgen, fo mifien fie jedoch immer un-
gleich feyn, fonft wiede man jufolge der Gleidhungen
’ m' s nLup =1
bhaben
P=EI mund q= *n,
woraug man :
x=m@xt) +aumdy=n@=x e + b,
sichet. Wenn man u * ¢ elimimet, fo toirde Fommen
nx — my =na —mb
ein Nefultat, weldhes niht allgemein mit der Gleidhung
) ubevemftm'men Fannn; dabher muf die Gleichung

+ 2E—- e F 5=
ihre gtoey ungletcbe Wurgeln Haben, und twenn man die
tin.e boﬁ ifnen fiw %‘ nimmt, fo wicd -g-bieanbere aus:
driden.
216,

Die vorhergehenden S_Dégails find binlanglich um 4u
jeigen, twie die Fransformation der Coordinaten, untet
dic Glicder ciner vorgelegten Gleihung, diejenigen, die

nur
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nut pon bet befondern fage der Aren abhangem, unters
fdbeiden 1a6t; i) werde midp alfo begniigen, den Weg
anjujeigen, welchen man folgen mifte um Ddie aligemeine
Gleihung der inien der dritten Ordnung abjuhandeln
A+Bx+Cy~Dx*+4Exy+Fy*+Gx’ +Hx’ yHixy+Ky’=c1).
Wenn man ftatt x und y,
mu - pt - a und nu+qt+b

fubftituict, fo wirtd die Geftalt

A’ 4 B'u~- C't - D/u* 4 Elut 4+ Ft* - G'W°

4 mutt + Fut® 4+ Kt' = 0 (2),

annefymen. ;

S mufi bemerfen, daf man immer K = o annef):

men fann und auf diefe Art das Glied ¢ wegbringt. In

der That, wenn man die Rednung ausfuhet, fo toird
man finden, daf

Kl =Gp’ + Hp'q + IPq* + Kq'
und daf daher das BVerhaltnif von %, weldper durch di®
Sleichung
ch+ul 412 fr=o
13 I3 q q‘ q
beftimmt ift; wenigfens cinen veelfen IWerth Haben wird.

Wenn man nur pon primitiven Coosrdinaten, u ane
dern noch rinfelrechten Coordinaten ubergeht, und twenn
man den Urfprung in dem Punct, too ev juerft war, faft,
fo tonnte man fidh immer des Glicded K't*, entiedigen,
denn wenn man

a=o0, b =o, = — n und q = m (N, 211)
n Der weiter oben transformivten Gleichung annimmt, {o

witd  man ym ': 3 Beftimmen die Gleidung

D4 =&



120 Biertes  Capitel,

3 2
m my m
FOR Rt n‘f‘

haben, : -
Daraus folgt, daf die Begentwart des Gligdes Ky,
die Gleihung (1) nicht allgemeiner madt; e verhalt fich
eben fo mit den mit y* Dehafteten Gliede, in der Glei-
dung der finften Ordnung, und der analogen Stieder in
allen ungtaden Ordnungen. Diefer Fall hat fie die
graden Ocdnungen nicht ftatt, denn man Hat fdon (in
der vorhergehenden Nr,) gefehen, daf eines von den Duar
draten u® oder t°, nuc in ‘einem befondern Fall aus der
Gleichung des swepten Grades verfchroinden Fonnte.

Da die allgemeine Transformation vier willfihrliche
Grdfen einfifirt) fo Fonnen wic daven nod drey beftims
men, fo daf man eine gleihe Anjahl Glicder in der
Sleidung (2) verfhwinden faffen fann, das Glied
K‘t’ qusgenommen, mweldes fdon ducd die Gleihung
K/ = o meggebracht iff, In der Wahl diefer Glieder izei-
gen fidh mehreve Combinationen. JMewton welder juerft
die Enumeration der Linien der dritten Ordnung madte,
bradyte fie glle auf die vier folgenden Gleichungen:

A + Bu + D'u* + G0’ 4 F't + lut* = o

A’ 4 B'u - D'u* 4 G0 4 E‘ut = o

A’ 4 B'u + D/'u* + GV 4+ F* = ¢

A’ - B'u 4 D/y* 4 G'v’ + ¢t = o
Die erfte entftehet aus der Vovausfeung von

K=o, Hs=o, Fso, EE=20
in der Gleidung (2). Die drey andern frimmen mit den
verfdiedenen Fallen dberein, in weldhen die befondern Res
fationen, die fidh jtwifden den Eoefficienten der Gleichung (1)
befindent, mit den Gleidungen, mwelhe die Transformas
tion dee Cootdinaten geben fann, ufommeniaufen, um
ging
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eine grofere Ungahl Cocfficienten der Gleihung (2) Null-
U machen.

214.

Man hat gefudht in den Curven der béf)eten Orbd-
nungen, @igenfchaften twieder ju finden, die den Gigen”
fbaften der Rinien von der jwepten Ordnung analog find
Diefed hat gu Dder Betradhtung der Mittelpuncre und |
det Durdhmeffer Unlaf gegeben.

Der Mittelpunct eine Curve ift ein Punct feinet
Flade ,. fo daf alie graden Zinien die dadurd) gehen, auf
bepden Seiten diefes Puncts, gleiche an der vorgegebenen
Guroe fidh endigende, Pfagen Haben. Der Urfprung der
€oordinaten in den Beifpiel von Nr. 204, ift der Mittel:
, punct dev durch Fig. 9. vorgefteliten Curve; Ddenn wenn
man burd) Ddiefen Punct eine beliebige grade Linie Mm
aiehet, fo werden die bepden Theile AM und Am unter
einander gleidh) fepn; und Ddiefes deswegen, toeil, wenn
man Ap = AP nimmt, fo tird man unter AE, Ordinas
ten pm und pm! refpective gleidh mit PM und PM/
finden,

Die Curve die al Beifpiel angefihrt iff, verdanftidiefe
Gigenfdaft ihrev Gleihung, welde diefelbe bleibt, wenn
man davin x umd y in — x und — y verwandelt, die,
fes macht, DaB ein jeder negativer Werth von x, eine
Ordinate von der nemlichen Grdfe, al$ die weldbe mir
dem pofitiven coreefpondivenden TWerth, aber von entgegenges
fetsten Seichen fibereinftimmt, giebt, und manfieht, daf diefes
in jeglicher Gleichung von graden Graden, gefhehen wird,
dic nur Glieder enthalt, wo die Summe der Epponenten
von X und y eine grade Sahl madt, oder in jeglichey
Gleihung von ungraden Graden, fire welde diefe Sum:

5 we
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me immet eine ungrade 3abhl fevn wird, dergleichen todr-
den . B. feyn.
x* —-x’y’ + A”y’ — B* — o

und x* — xy* 4 A’y —y' = o.
Daraus folgt, daf, um ju wiffen ob eine Curpe einen Mite
telpunct Bat, man verfuchen muf, ob, enn der Urfprung
der Goordinaten in einen beliebigen Punct verfest rwird,
man nidht alle Glicder von ungraden Grade, verfhwin:
den laffen fonnte, in dem Falle, two die porgegebene Gleis
dung von einem graden Grade oder alle Glieder von
graden Grade fepn toirden, wenn fie von cinem ungraden
Grade ware.

Sn dev gwepten Ordnung verfdhwinden immer die
Glieder von ungraden Graden 2Bx und 2Cy, ausgenoms
“men wenn E* o DFift (RNr. 214); aud ift die Parabel
toelhe diefem befondern Falle entfpricht, bdie einzige von
den Guroen Dder jtoepten Drdnung toelde Feinen Mittels

punct hat.

' Um die Gurven der dritten Ordnung die einen Mittel=
punct haben, 3u echalten, wird man in der allgemeinen
®leidhung der porhergehenden RNe, anftatt x x/ 4+ a und
y’ + b, ftatt y fubftituiren miffen, nadbher muf man
die  Goefficienten cineg jeden der vier Glieder 'von
graden 1Grade A, B x*, Ex'y/, Fyi?, gleid Nul fegen,
und da man nue ey willfihrlihe Srofen eingefihrt hat,
fo toecrden darin grwen BVedingungs - Gleidhungen bleidben.
S werde mich nidt bey diefen Recdhnungen auffalten,
welche Feine andere Sthrierigfeit als Ddie ifrer Lange
haben.

218



Theorie der frummen Sinien. < 123
218.

Dic Durchmeffer der Gurven der joepten Otdnung
find, mic man roeif, foldye grade Linien, daf fiv jeden
ibree Puncte bdie pofitive Ordinate der negativen Otz
dinate gleich ift; ein auf feine Ordinaten winfelrechter
Durdhmeffer wird Ape genannt. In den Curven der hHds
heren Ordnungen Hat man die Annahme Ddes8 Worts
Durhmeffer ausgedehnt, indem man jjede Apre der
Abfciffen fo nennt, wenn fie fo befcbaffen ift, Daf in je:
dem ifrer Puncte die Summe der pofitiven Ordinaten
gleich der Summe der negativen Ordinaten ift

$Benn die allgemeine Gleichung der Linien der Ords
nung r, in Vegiehung auf y geordnet ift fo Fann fie vors
geftellt twerden durdy:

¥+ (A+Bx)yr-2 +(C+Dx+rx°>yf°=.....w>_= O

+ . . . . =+ P4Qx+4Rx*,..4Us0; 2
und ¢8 ift evident, daff, twenn man einen befondern Wertly
von x betradtet, A -+ Bx die Summe der ubereinftimmens
den Werthe von y, mit einen entgegengefessten Seichen
genommen, ausdriidfen toird, C + Dx ~- Ex* die Sums
me ifrec Producte ju jtwey und jwey . . . und endlich

P+ Qx~+Rx*...+ Uxn,
das Product von allen diefen Werthen.

Man fonnte viele wichtige Folgen aus diefer die Gleis
dung einer frummen Linje porftellenden Avt jiehen, aber
um bey meinem Gegenfrande ju bleiben, fo werde ich
mid) begniigen bemerfen ju faffen, daf wenn das mit
YT behaftete Glied fehlen twird , die vorgegebene Surve
auf einen ihrer Durdmeffer bejogen wird, toeil alsdann
die Gumme der pofittoen und negativen Ordinaten fir
cine beliebige Abfeife MNull fepn wicd. Wenn das m:t

. A
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y*=I beliaftete @lied fih in der Gleihung befindet, fo
witd man 8 immer verfdwinden faffen Fonnen, mwenn
man die fage der Aren Dder Wofeiffen, und die ded Uys
fprungs der Ordinaten verdndert. Die allgemeinen Boes
~meln aus Ne. 210 geben in diefem Falle :

x=muumd y = nu 4 t 4 b,
SBenn diefe Subftitution gemadyt ift, fo wicd far die #toep
erfien Glieder Dder transformivten Gleidung, in Begie:
hung auf t geordnet,

tt o [r(nu 4+ b) 4 A 4 Bmujer-1;

Man twird den beftandigen Theil des Coefficienten von tr~x
und den mit u behafteten fir fidy gleih RNull fegen muf:
fen, welches geben toird :
rn -+ Bm = o, rh4- Ae=o
woraus ;
& iiig

B
-_:,—,——r-, b:—_“

r

gl=

Man fieht aus diefen Refultaten, daf es immee mbgs
lich fepn toicd das mit =T behaftete Glied u entfernen,
aber, tvenn man die fage der Drdinaten, weldhe wir
nicht beciibet haben verdndert, fo wirde man audy die
fage des Durchmeffers vevandern; darqus folgt, daf eine
cingige Curve, eine unendlicdhe Anzaht Duccymeffer Hat.

219,

Wenn man mit éinemmable auf ecine beliebige vt
die age der Ape Dder Abfciffe und den Winfel der Goprs
dinaten verdndert, d. 0, wenn man mu 4 pt fatt x,
und nu + gt + b flatt y, fubftituict, fo wicde man
dabin gelangen, alle Gliedec in weldhe y fih ju einen uns
. graden Grade erfhoben findet, entfernen Eonnen, Ddie

neue Are der Abfeiffen wiede ein Durdymeffer deffels
: ben
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pen - Gefchlechts fepn, alg die der jwoedten Ordnung,
einabfoluter Durdhymeffer, deflen fammtlichen Puncten,
eben fo viele pofitive af8 negative Ordinaten entfprechen
tolieden, und eine jede der Grften tiirde eine ihr gleiche
unter den Swepten Haben. In Wahrheit, man Fonnte
alsdann %, alg die unbefannte in der vorgegedenen Gleis
dung anfehen, und tenn man t* = z madte, fo rourde
fommen te== -+ vz, oder fo viele Paave vom Werthe
von t, gleich und von verfchiedenen Jeidben afs die ®leis
dung in z Wrgeln Haben rirde. €8 verhdlt fih nidht -
fo mit den abfoluten Durchmefiern, toie mit den einfachen,
denn dvie Anzahl Glieder, twelde man verfdhwinden fafen
muf um die Curve ju echalten, bey denen abfolute Durch=
meffer ‘ftatt finden tofirden, wird nady und nac) immer
grdfer, fo tie man ju hdheren Ordnungen fbergeht, und
gntet den finf Gvdfen m, p, n, g, und b, find wie man
teif , nur vier, mit welden man nady belieben difponis
ten fann, /

220.

Di¢ Frangfotmation ber Cootdinaten bietet und ein
clegantes Mittel dar, m die Lage eciner graden Linie ju
beftimmen , Die eine votgegebene Curve in einem beliehis
gen Punct berdhet, und dadurdh) und ju erfennen giebt,
ob diefer Punct einfadh, oder vielfach ifty und ob die Curs
ve y eine Snflexion etleidet,

Jn Wahrheit, wenn man begreift, Daf der Urfprung
der Coordinaten’, weldher juerft in A Fig. 17 und 18 ges
wefen ift, auf einen belicbigen Punct der Curve MX,
verfelt worden ift und man jur Ape der Abfciffen die
grade tinie MB¢ parallel mit AB und - jur Ape der Ordis
naten ¢ine beliebige grade ginie Mm, welde durc) den

' ' punct
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Punct M- gehet genommen Hat, fo ift e8 fichtbar, dag diefe
fegtere Der Gurve wenigfiens jwepmahl begegnet, nems
nnd in m. -

9Benn man u und t die neuen Ybfciffen und die neuen
Hrdinaten nennt, und tenn man AP=a, und PM=Db
madyt, fo witd man die Gleihung jwifhen u und ¢,
durch die Subftitution von u - pt - a ftatt x und ven
qt -+ b, fart y, erhalten. Um aber die Puncte in wels
den Ddie neue YUpe der Coordinaten Mm der €urve begegs
net, 3w finden, fo wird man in diefer Gleidung u = o
machen miffen, und die Werthe von t die daraus hervors
gehen, toerden Ddie erthe dev verfdhiedenen Ordinaten
fepn, weldpe Dem Ucrfprung M entfprechen.  Wir wols
fen jest vorausfesen, Daf Ddie Linie Mm, indem fie fid
um den Punct M dreht, fid der Linie MT ndbert, wel:
che nur die Curve berithrt, fo wird fih der Punct m
aud immet mebr und mehr dem Puncte M nahern, und
diefe bepde Puncte werden jufammenfallen, wean Mm
and MT fich decfen weérden. Jn diefem Falle werden al-
{o sroen Terthe von ¢ feyn, welde gu gleicder Jeit Rull
werden, und folglich witd die Gleidung von u und ¢
purdy ¢* in der Hypothefe von u = o, getheilt werden
gonnen, weldes erfordert, daf bdas durch t multiplicirie
Glied, fowol al3 das beftandige Glied verfchwindet. Das
folgende Bepfpiel wird den Gebraudy, welden man von
diejer Bedingung maden fann, eigen.

Die Gleidhung fev’ y* = Ax; man witd darin nue
fepen pt - a ftatt x, und gt 4 b ftatt y, denn da man
nadh den Subftitutionen u = o machen muf, fo ift 8
unndthig ,  auf Ddiefe verdndectichoe Grofe. ju  adyren.
Ocdnet man in Beiehung auf ¢, fo Witd man finden

q’t* 4 (2bg — Ap)t + b* — Aa — o,
' Coll
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Soll Sicfe Gleidung durd) ¢ getheilt werden Ednnen,
fo mufte man Haben
b’-—Aa:o, 2bq — Ap = 0.
Die Cefte bon diefen zwen Gleichungen, toeldhe nicht ans
ders ald die porgelegte ift, in welder man x durdy a und
b durd) y erfegt haben tofirde, wird immer identifch fepn,
weil, da der Punct M, auf der gegebenen Curve ift, er
swifden a und h diefelbe %Relatwu baben muf, al$ jmwi:
fchen x und 22
: : . A

Die meote Gleichung toird geben —2— = Wenn
man fich auf die, in Nr. 210 aufgefteliten Conventionen
pegieht, fo witd man feben, daf 3—, die Zangente des

gBinfel8 telden die Goorbinate,fﬁ mit der Abfcife x

4

macht, ausdrudt, und daf folalih die mit diefer Ordiz
nate pavallele Ape in Bejiehung auf die primitiven Agen,
jur Gleichung haben muf

y s b ..-:%—(x — 2) (9Nr. 198);

SWenn man darin den fo eben gefundenen LWerth von —g-’
fegt, fo gebt daraus Hevvor:
y— b= = (x =— 3)
2b :
toeldhes die Gleidung dev graden finie TM fepn wicd,

o QBenn man in diefer legten Gleidhung y = o mad)t,
fo witd fommen

2b?
i T ~+ a3 :
bemerft man, dag durch die Natuc der vorgelegten Curve
b =
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b* = Aa ift, fo foitD man x == — a ‘finden,  Diefer
Werth, der den Punct T entfpridt wicd geben, Fig. 17,
AT = a, und PT = AP -} AT = 2a;
than toicd ofne Mibe in dicfem Refultate die Subtans
gente der Pavabel deven Gleidung b* = Aa, ift, wicder

erfennen.

221,

Wenn det Punct M Fig. 19, der Durdidnite meh:
rerer Qweige der Curve ware, fo witden, toie aud) die
fage der Are Mm befdhaffen todre, eben fo viel Werthe
pon t, (welche Null in der BVorausfepung von v = o
twerden), alg Jtoeige durch diefen Punct gehen, fepn, die
Bleichung in u und in t ware alfo durch eine Potenj von
t, beren ®rad durd die Unzahl diefer Stoeige angejeigt
ift, theilbar, telden MWeeth man audy dem Verhaltniffe

P geben fonnte,

Dataus folgt, Daf um 3u wiflen b der Punct, defs
fen Goordinaten’ a und b find ju verfdhiedenen- Jweigen
der porgelegten urve gehort oder nidht , man

: pta und qt 4 b
fratt xund y fubftituiven muf, und nachher muf man fuchen,
wie viel Glicder von der transformivten iGleidung vers
fdwinden.  Wenn fie durch t* theilbar rwicde, fo mwire
per Punct, welchen man betradtet doppelt d. h. daf
et jwepen Jtoeigen angehdren wirde; er witde drepfad
fepn, oder dreven Jweigen angehdren, wenn diefe transfors
~mirte Gleidhung durd) t* getheilt werden Ednnte, u. f. 1.

Man fann audy finden, ob die vorgelegte Curve dop:-
pelte Puncte, drepfacdhe, u. f. w. Hat, indem man fudt,
die fo eben abgehandelte tvansformirte Gleidung durd

i
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%, durdh £ . . . theibar ju. machen. Wiv tollen ung 3, B,
voraehmen die doppelten Puncte, der, durch die Gleichung
X' srigliayiogt 4Nt

vorgefteliten Gurpe ju finden.
Wenn man davin x und y in pt - a und qt + b
verwandelt, fo hat man
a'—3AabHb A7 +[(a*—AbpH(b*—Aa)glze 1. _
+(ap®— Apq+bg®3t>+(p’+q)t’ ] gl
ein RNefultat, toelches durch t* theilbar fepn foll, mas
audh p und g fepn mag, twenn a und b Werthe Haben,
die fih su einem doppelten Punct fhicken, Um- diefe Be-
dingung auszudbricien, fo wird man ecingeln, dad beftdn:
dige Glied , den Theil ded Cocfficienten von t der mit p
multiplicict, und den welcher mit q multiplitict ifty
gleich Null fegen, toelches die drep folgenden C)[eld)ungen
bervorbringen twird,
a'—3Aab+4b'4A’=o0, a —Ab=o, b*—Aaz=o,
Die bepden lesten geben, _
1).a=.0, b =0, 2)as=b=A: .
Da die Werthe a=o, und b==o, der erften Gleichung nicht
genug thun, fo gehdren fie nicht ju der vorgelegten Curve;
da aber die Vorausfehung von a = b = A, diefe Gleiz
dung identifh madt, fo mu§ man daraus fdliefen, daf
der Punct in welden man x = y = A hat, ein doppels
ter Punct ift,

222,

' Wenn man die Gleidhung der graden Linie, welde
bie Curoe an diefem Punct berdhrt, forderte, fo tirrde

man das Berhaltnif % beftimmen, menn man den Coefs

ficient von t* gleich Null fegte. Ueberhaupt mwirde man
11, a:l;eu _ s fae
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fiie cinen vielfachen Punct, toelcher cine beliebige Jahl
der lepten Glieder der in t transformirten Gleidung ver-
fdhroinden laffen wiede, den Coefficienten des erften der
Glicder, mwelde nidt verfdwinden, gleidh Null fepen.
Solgended ift der Grund diefer Regel:

Man fann durcdh den Punct M cine unenblxcf;e Fah!
jolcher Upen al8 Mm, fihren, welde einerfey Jroeig M X
jum toenigften in joep Pnncte, begegnen werden; juerft
in M, und alédann anderd wo in m: der jFwepte diefer
Puncte wird fich immer mehr und mehr dem erften na-
hetn, nach Maaggabe ald die Ape Mm fih immer mehr
und mehe der Tangente TM nahern toivd. Wenn Ddiefe
jtwey grade Linien fih decfen, fo roerden die Puncte M
und m pereint fepn; e8 wird alfo in Vegichung auf der
Qe TM ein neuer MWerth von ¢ da fenn, welder Nuil
werden twird ; und folglich wird die trangformirte Gleis
dung in Begichung auf diefer Are genommen, theilbar
feyn, durch cine um eine Einheit hobere Potens von t alg
dicjenige Poteny ift, bte man fir jede andere Upe anteef:

fen tirde.

Da bder Punct toelchen man in dem)Beifpicl, der vors
pergehenden Nummer betradtet hat, doppelt ift, fo muf
die Tangente angefehen toerden, als, wenn fic drep Wers
the von t, Null machte, teil e§ immer ifre jwen gicht,
die in Begichung auf einer beliebigen Age verfdhroinden,
man mu§ alfo das mit t* behaftete Glied in der transs
formivten Gleidhung verfdwinden laffen, damit fie durch
t* theilbar toird

Wenn man in diefer Sleichung den Soefficienten von
¢ gleih Null macdht, fo Fommt

ap?> — Apgq -+ bq* = o5
feg
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fest man A, flott a und b, und Ddividict durd p, fo fin,
Det man :

1_f1_+3—2=o. §
P P

Man darf fich nicht verroundern ju fehen, daf % durdh

cine Gleidung, twelde von cinem hdheren Grade, ald
det erfre, beftimmt iff, Denn eim einziger Blick ouf der
Sigur getvorfen, bemeifet, daf fiberhaupt fiv cinen Biel:
fachenpunct eben fo viefe Tangenten find, als verfhies
dene Sweige davinn durdhgehen, und daf daber ein dop-
pefter Punct jroey Smweige Haben muff. Fedod), wenn fich
unter den Jrocigen, mehrere befanden die fih nur berihrs
ten, fo wirden fie nur eine eingige Sangente haben,
Daraus entfiehen verfdhiedene Yrten von BVielfacdbenpuncte.
Die Ruclehrpuncte {ind Bielfachepuncte, in welden
goey Jroeige fich berdfhren, und nidht tweiter dardber Hins
aus gehen. ‘§n dem der evften Art, befindet fih die Tan:
. gente TM (Fig. 20) giwifdhen den bepden Sweigen und fie
lage fie bepde auf derfelben Seite, in den der jtoepten
Art, (Jig. 21). Wenn die Jreige anftatt in M anjzubhal:
ten, auf der andern Geite, nach den punctivten ‘WBegen
fortgefest tolirden, fo wiede der erfte Fall eine Ofculas
tion, und der jwepte ein Gmbraffement fepn.

; 223,
Die Gleihung
3 q q*?
1— =4+ L =0
. q + P ,
gicbt fﬁf-:—)—_ nue ey eingebildete Werthe, mweldhes uns

fehen 18Ft, daf in dem Punct, toeldhen roir unterfuchen,
S Die
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die vorgelegte Curpe mit Feiner Tangente verfehen !'ijt';
und toie Flein audh immee ein Theil der Curve fepn mag,
fo begreift man doch, Daf e8 immer mbglich ift eine gras
de Linie Ddie fie beenibrt, ju fubren, davaus folgt, daf
der Punct von weldem die Rede ift, nichts anders als
ein ifolitter ober conjugirter Punct ift (R, 209).
“Die Vergleidhung von
2’ — 3Axy 4+ y' + A = o .
mit der allgemeinen Formel der Gleidungen des: dritten
Grades
Y +Pr+ Q=0
‘wird geben
P=— 3Ax, Q=-A* 4 x’;
foenn man fit P und Q, ihre Werthe in den Ausdricen
der Wurseln von
-y +Py+Qx=o
fegt, fo toicd man finden, daf die Wurzeln von
: x' — 3Axy +y + A =0
find
y= = X — A,

,_"__'*'_5 + (X— A>V- %

\ y=_x_-|_-_1:\_( )Vf—3.

Die erfte ftellt eine grade tinie DY vor, (Fig. 22) fur wek:
AE = AD = — ;;

da die jwepte und Ddie dritte nur dann veell merben, wenn

x = A bepde jum Punct M gehdren, weldher, wie man

fieht, wobl ein Doppeltpunct iff, aber Feine Fangente has

ben Haben.

224
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224.

$enn  man  die Ddoppeltpuncte der , durd  die

Gleicdhung
f — 3Axy + ¥y =0,

vorgeftellten Gurve fuchen wollte, fo wirde die Regel ausd
Me. 221 a = o, geben; meldhes anjeiget; daf der Ur
forung der primitiven Goordinaten, in der That ein dops
peltpunct ift. ; ;

gBenn man den Coefficienten von t* gleich Null fegt,
um die Sangenten diefes Puncteg ju beftimmen, fo twird,
man Apg = o finden, eine Gleidung, twelde man bes
friedigef , wenn wan p = o, oder ¢ = o madt.

Sm erften Falle, wird bdag Berhaltnif % unendlic,

and im oepten Fall RNull: daraus folgt (Nr. 196) daf
eine Der Tangenten mit der Abfciffenage einen vechten
Winfel bildet, und daf die andere ihr parallel ift. Aber
da fie durch den Urfprung gehen, fo fieht man, daf die
erfte nichtd anders ald die Ordinatenage und Ddie andere
nidhts anders alg die Abfciffenaye ift. Die Figur § felit
die Curve, tweldhe aus der porgelegte Sleichung entftehet
vor; der Punct A ift der Durchfdnitt der bepden Seige,
von toeldhen der wine von AC und dev andere von AB
beetfre ift. ]
225.

Wenn die vorgelegte Gurve eine Jnflegion etleidet,
fo toerden algdann 3 Durchfchmitte der Are Mm, (Fig.23)
fepn; weldhe fiy auf einen cingigen rveduciren werden,
wentt ¢ fih mit der Tangente decft. Davaus folgt, daf
im Fall ciner Jnflerion die in ¢ transformirte Gleicdhung

o3 burdy
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durch ¢ theilbar fepn muf, wie fiie einen drevfachenpunct,
aber mit dem Unterfdhiede, daf, wenn wirflih 3 Sweige
der Gurve durcdh den Bunct M gehen, die mit ¢ und ¢

behafteten Glicder fir alle moglihe Werthe von % pets

{fdywinden toiieden, toahrend dag nur dann, wenn wit
diefem Berhaltniffe, den der Tangente jufommende Wevth
aeben , die (o eben genannten Glieder verfdronden.
§Z‘3w wetden alg Tepfpiel, die, durch die Gleichung
x* 4+ Ax* + By =o0
borgefteﬂten Gurve nehmen. Wenn man madht
a=pt-a, y = qt 4 b,

fo Fommt

“a’ = Aa® « B'b - [(32® 4 2A3)p 4 Bq]t

+ Gapi+ap)t’ 4+ p't’ = o

Wenn Ddie Wtﬁffesfe Curpe einen Jnflegiongpunct Hat!, fo
wird nadhdem wasd vorhevgehet die oben transformirte
Gleihung durdh t’ theilbar, wenn man % dem  Diefem
Puncte jufommenden Werth gicht; die 3 Gleichungen

a’+Aa*f-B*b=0, (3a"{-2A2)p-[-B°q=0, 3ap™|Ap’=o,
werden alfo ju gleicher Seit ftatt haben. Die leste giebt

A ;
a = — -é—, wenn man in der erfren und jroepten diefen

Werth fest, fo toitd man finden
2A* q A?
e und ; = 25
“Diefe Werthe gehoven nicht ju einem Bielfachenpunt, weil
fie nicdht cingeln einen jeden Qoefficienten von p und q
aber wobl in einen Snflepionspunct, verfhroinden laffen.
€8 waren aug den von det Transformation der
Eoordinaten fo chen gemachten Anwendungen piele intes

veflante

b= —
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reflante Fofgerungen ju jiehen, da ich aber Diefelben
 Gegenfranden durd) die Differentialvechnung  abhandeln
muf, fo werde ih mich mit den folgenden Bemerfungen
begnuigen,

226,

Wenn cin Werth von % die transformivte Sleidung

durdh to theilbar macht, und roenn der Punct two diefes
gefchieget nicht vielfach ife, fo wirde nur da eine Infle
. pion ftatt haben, o n eine ungrade Iahl warve. Um fich
Diefen Fall ju seihnen muf man fich eine Curve XY (Fig
14) votftellen die e¢ine beliebige Anzahl Fnflerionen bHat,
3 B. drep; man fieht, daf eine dhnliche Curve durd eiz
ne gerade Linie in finf Pnncte gefdhnitten werden fonnte,
und Daff die Entfernungen der Durdfchnitte, nicht nuc
aliein von der age diefer gevaden Pinien abhangen. wers
den, fondern aud) nocdh von den Swifchenvaumen, twelde
eine jede Snflegion abfondern, Swifdenvdume die felbft
von Den Werthen bet\beﬁ&nbigen Grofen dev Sleichung
der vorgelegten Curve, abhangen,

@s ift evident, Daf wenn die bepden Fnflepionen M
und M/, fiir einige befondere Werthe diefer befiandigen
Grofieny {ich vereinigten, fie fih unter einander vertilgen
wirden, devgeftalt, daf, wenn die Curve in ihren primis
tiven Suftand nur Diefe bepden Hatte, fie von ihnen Feine
(?:put mefr jeigen toliede, Aber wenn fie 3. B. deren noch
emne dritte iy M hat, o wiirde fie folhe noch behalten,
wenn - audy ferbft der Punct MY mit den bepden andern
pereint angenommenen Puncten M und M/, jufammentiele.
Die Puncte die fo aus der BVereinigung mehreven Fn
flepionen entfichen, werden Schlangenpuncte genannt

S : fiey
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fie find enttweder fibtbar oder unfidhtbar, je nachdem die
3abl der Jnflerionen ungevade oder gerade ift.

2247,

@ine Gurve von einer beliebigen Ordnung Fann Feis
nen Singulavenpunct haben welder die Bereinigung einer
Anzahl einfacdber Puncte, grofer alg der Gpponent ihrer
Ordnung wave, Und in Wabheheit, weil die Transformas
tion der Coordinaten ciner Curve, nidht den Grad ibhrer
Gleichung verandert, o folgt darausd, daf die neuen Ot
dinaten, telcdhe Lage man ihnen audh geben mag fir dies
felbe Abfciffe nicht ‘mehr Werthe Haben fonnen, ald e
Cinfeiten in’ der Iahl welde den Grad diefer Gleichung
anjerget, giedt. Uus Ddiefem Grunde wigt eine Gurve der
atoepten Ordnung, die hodfiens nur stoen Ocdinaten hat,
firr einevlen Abfeiffe, Eeinen doppelten Punct; denn wenn
man den Urfprung in einem Punct von diefer Natur
nimmt, und tenn man die Tangente fiic die Oedinatens
ape nimmt, fo follte davaus die Vereinigung der drey uns
terfdyicdencn Puncte, folgen. Die Curve der dritten Ord:
nung laffen Doppelt: und Inflepionspuncte ju, tweil fie drey
Ocdinaten auf einerley Abfeiffe Haben fonuen.

228,

‘@3 ift feicht diefe Betrachtungen fo tveit ald man im:
mer will, auszudehnen, fie beruhen auf den GSrundfag,
dag die Bahl der Durdfchnitte einer grraden, und ciner
jeben frummen Linie, nicht die Sahl welche den Grad der
OGleihung der Gurve anjeiget, abertveffen Fann, Sn der
Ehat, miffen die Ordinate Desd Begegnungspuncts von jwey
beliebigen Linien, ju gleicher Jeity der Gleihung der eiz
nen und dev der andern genug thun, und wenn man das

her
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Bee eine der unbeflimmten Gudfen aus diefen jiwep Glei’
cungen eliminirt, fo twitd das NRefultat alle Werthe,
welde die 3wepte unbeftimmte ‘Grdfe in den vesfchiedenen
Durdfdnittspuncten der Linien, toeldye man betradbtet,
annehmen Fann, geben; da die Gleidhung eciner graden
ginie y = ax - b ift (Rr. 166), fo witd das Refultat
ihrer Combination mit der Gleihung vom GSrade m, fich
niemalg nber diefen Grad Hinaus echeben fonnen,

Mus dent fo eben Gelefenen, und aug dem in Rr. 189.
bewiefenen’ Sabs folgt, Ddaf swep Curven eine bon der .
Ordnung m, und eine von der Ordnung n, fih in nidt
mehr af8 in mn Puncte fhneiden fonnen; aber ed wird
oft gefhehen, dafi die ahl der Durdhfchnitte nicht diefe
Grange erreichen witd und in Piefem Falle werden x und
y imaginaire Werthe Haben.

Dag BVorhergehende ift die Grundlage von der Theos
tie der Conftruftion der Gleichungen, in welder man eis
ne Gleihung von einer eingigen unbefimmten Grdfe, als
das Refultat der Gliminitung einer andetn unbeftimmten
Srofe jwifden 3wen Sleidungen, anfieyt, weldhe gu gleis
cher Reit die erfiern enthielten, oder twas eben dafjelbe
ift, man betrachtet die unbeFannte Grofe alg die Abfciffe,
eines, jugleich auf jwep gegebene Frumme Linien, geleges
nen Puncts,

229.

Da bdie Gleichung der erften Ordnung nur deey Glies
der und jwey beftandige Coefficienten hat, fo find swey
Puncte  pingeichend gerefen, fie u  pacticularificen
e 1995 fo. werden nur finfe nodthig find , daffelbe
in Anfebung der Gfeichung der wepten Ordnung ju mas
dhen, obgleich fie aus 6 Glieder befteher. (Nv.212). in der

! S5 Grs
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Grartung, daf man immer durd) die Divifion, den Goefs
ficienten von irgend einem ihver Glicder, jur Ginfpeit
machen Fann.

Wenn man durd) «, &, &, «/, 4% die Ybfciffen
der finf beFannten Puncte begeichnet, und ihre Ofdinas
_ ten durdh B, &%, 8, B, A, und man die allgemeine

®leidhung von JRr. 212, mit A Ddividivet, oder man meh?
rerer Ginfachheit m‘egen, diefen Coefficienten der Einpeit
gleih madyt, indem man ftatt x und y eines jeden von
ihren gegebenen Werthen fest, fo wird man die fiunf fols
genbe Gleihungen Haben

1-+2Bs +}-2C8 —,—Dn +2E« g +4Fp* =o

1-+2Ba! +2C8 +Da® 2E«’ 8 Fp? =o

1+2B¢“ '+2Cﬁ” +D“/n +2Eu” ﬁ” %-FB”’ =0

14+2Ba”F2CB" 4-Da'"® 4~ 2E &' gt +FB12 =g

1 +2B‘IHI 42C ﬁ””+ Dn"”’-—{—zEﬁ"”ﬁ”” +FB/U,==°
weldhe daju dienen werden die Eoefficienten B,C, D,E und
F ju beftimmen. Da jeder diefer Coefficienten nur einen
SWerth hat, fo ift es offenbar, Daf durdy 5 gegebene
Puncte nut eine finie der jwepten Ordnung durchgehen
fann.

Senn die allgemeine Gleidung der dritten Ordnung
(Nr. 216), obgleidh fie aug jehn Glicdern beftehet, nur g
nothroendige Coefficienten enthalt, fo wird man eben fo
fehen, daf 9 Puncte Hinveihend find die Curve, welche
fie vorftelit ju pacticulavifiven; und wenn man Ddiefe BVes
merfungen veraligemeinett, fo wird man ohne Mife
daraus fdhliefen, Daf Die allgemeine Gleichung der Linien

der Ordnung m haben ird ki ')ﬂ(m ) Glieder,

(m - ﬂz(m ) S 1 nothige Coefficienten, und dag

man
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(m '+ 1)2(“‘ g Ak g gegebene  Puncte

Baben muf, um die Curve ju welder fie gehdrt ju par:
ticulavifiven. *)

~man daher

¢ 23°o
YAntoendung der Entwicelung der Functionen in Reihen auf die
Theovie Der Curpen.

Die Gntwickelung der Functionen in Reifjen ift dasd
fruchtbarfte analptifche Tittel, um aus der Gleichung eiz
ner

*) @3 ift ndthig gu bemerfen, Daf die Beflimmung der Linie,
welche durcdh) die gegebenen Puncte gelen foll, nicht vollfidn:
-big feyns oder felbft fatt haben Fanun, fo lange al8 die Las
ge Dicjer Punete nicht fo befhaffen ift, daf mehreve der
©leichungen dnreh welche man die Coefficienten finden foll,
in einander bergehen oder mwiederfprechend werden, Diefes
ift die Cinidhranfung durch meldhe €uler, cine Schwierigs
Teit welche diefe Theorie darbof, gehoben hat, uud von
weldher bier ein BVeyipiel folgt

Nach vem oben Gefagten, Fann nug cine Linje der
pierten Orduung dirch 14 gegebene Puncte gehen, und dens
noch folget aus dem Sage, womit Mr, 228 endiget, Ddaf
awey Curven Ddiefer Ordnung fich in 16 Puncte fehneiden
Founens o8 wiltde alfo fheinen, als wewn 16 Puncte nicht
eindabl binreichend waven, um die Curve der vierten Ords
nung U patticu[ariﬁten, weil fie srwey Curven diefer Ords
nungen gemeinichaftlich feyn Ednnen; aber Das Paradoron
erfldrt fichy menn man bemerft, daf wenn man gleich, um
die 14 Gocfficienten der aligemeinen ©leichung der vierten
Orbdnung, in Besichung quf diefe Puncte gu befiimmen,
man 16 Gleichungen des erfien Grades hatte, doch daraus
entfichen wirde, daf mehrere von diefen Gleichungen eine in

Die amdere fiberginge;  uud baﬁ willfiheliche Soefficienten
#brig buebeu.
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ner Gurve alle Umftande ihres Laufs abjuleiten. Wenn
man bep der Gleichung irgend ciner Gurpe, die in den
1r9ten und folgenden Ne. vorgetragenen Methode, ans
twendet, fo gelangt man dahin, daf wenn die Abfciffe febhe
Flein ober fehr grof ift, die Orbdinate durch convergivende
Reifhen auszudricien, welde in einem und im andern
Galle die fage der Jweige, welche fie vorfiellen, fennen
tehren, indem fie und 1das Mittil darbieten diefe Jmweige
mit fehr einfache Curven ju vergleihen, und Deren Lauf
fehr leicht su beftimmen ift :

Den Sebraucd melhen tic von diefer Methode in
Betradt der SGleihung ;
BET XY iy = 0
machen terden, wird ifie beffer als eine aligemeine Davs
ftellung fennen [ehren,
Wir haben aus der bier oben angejeigten Gleichung
(MNe. 124) die vier Reihen gezogen

x‘ 4 ; x!
y=x+3a—8[a’ ;43—; i Ma R ipi b 1)
y=—-—‘a-—-a‘x‘3—3a7x'§—12a!°x'9—55a! 3x-12,,.(2)
ymaixipla- i L, L L . ()
y=a—'§ $§+§3'+*§a% x—"i‘-i-;a’xﬂ ¥ R s ey )
Die Reihe (1) ift um fo viel mehr convergivend afs x Eleis
net ift, und man fann diefe veranderlihe Srdfe fo ans
nehmen, daff das erfte Glied x, die Summe aller ihm fols
genden Glieder ubertrift (Einl, Nr. 9 und 36); bderges
ftallt, daf der Werth von y, fo wenig al8 man nur will,
von dem Werthe welden die Gleidung y = x geben
wlirde, untecichieden feyn wird, welde Gleidung ciner
graden finie die durd) den Urfprung der Coordinaten ges
fuhet ift, angehdrt, und mit der Agre der Abfciffen einen

9B nfel
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Winfel von 45° macht. Daraus folgt, daf ein fehr Fleis
ner Theil von der vorgelegten Gurve gegen den Punet
A (Fig. 25) genommen, merflich mit der fo eben abges
handelten graden Qinie AY zufammenfallen wicd, und
diefes um fo viel befler, je toeniger fie ausgedehnt feyn
witd. Man wicd aufecdem fehen, daf e8 unmdglich ift,
durch den Punct A eine grade Linie ju jiehen die 3tois
fdben die grade finie AY und den Sweig der Curve AX
durdhgehet.

231,

Um die Ordinate der graden Pinie AY, von die der
Gurve in Vejiehung auf derfelben Abfcifle; su unterfdeiz
ven, fo wollen wir die erfre mit einem Strid) begeichnen;
toiv toetden haben

PM' =y =%,
und folglich

X2 %%
[ -y i s 4 1 0,
MM/ =1y y=3a s.a’"f

Wi roollen jest die grade Linie AY mit einer andern bes
liebigen graden Linie AZ pergleichen, welde durd die
Gleidhung y” = Ax vorgeftellt ift; der Unterfchied der
Ordinaten PM” und P M/, telche gu eineclen Abfciffe in
der einen foroohl al8 in der andern corvefpondiren, wird
MUM = Y — yli= (A~ l)x
feon; aber man fann x fo flein nehmen, daf die Sums
me der Glieder

x° x*
3a g1 a’ )

Fleinet ift a18 (A — 1)x; renn man alfo 'vorausfest;
af AP den @Berth vorftellt dber diefe Bedingung erfullt,
fo witd man alsdann Haben MM’ < M/M*,

s . Man
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Man toird auf ahnliche Art, x einen negativen Werth
Ap geben Fdnnen, fo daf man nod) hatte mm’ < m‘m*;
folglich, telche Hopothefe man auch fber bdie Seichen- bec
Grofe A — 1 madt, o Witd doch niemahis in dem Raus
me M“mY bie grade finie AZ fih jwifchen die Gurve
AX, und die grade Linie AY finden.

€3 ift leidt ju fehen , Daf man al8 Kennjeihen bder
Fangente die Unmbdglidhfeit, eine andre grade Linie 3wis
fben ihr und einer Curve durdbgehen ju laffen nehmen
dacf. Die Qinfe AY bevihrt alfo die vorgelegte Curve

in dem- Punct A
232.
Das Seid)m der Differens

- xz .
7 y = ot e ‘
1afit ung fehen, von telder Seite der graden finie a v,
fich Die vorgelegte Curve vor und nad) den Beriihrungss
punct fich befindet, Ddiefes Jeidhen teldes nur von dem
Seidhen des ecften Gliedes abhangt, weldyed da eé beftan-
dig pofitio iff, und fehen [3ft, daf.die Ocrdinate, grofer
al§ die der gtaben Sinie, wenn x pofitio iff, und folglich
ift bic Gurve Gber die Tangente, es fep diffeits oder jens
feits Des Puncts A,

ber die blofe Anficdht einer @uwe und ihrer Tans
gente beteifet, daf, bep dem Veriihrungspunct, die erfte
immer ihre Converitat der andern jeigen foll; alfo ift der
Punct A, Fein Snflerionspunct, denn follte diefes fepn, fo
mugte vor oder nadhher die Curve auf der aubem @g.te

der. Tangente gehen.
Wir wollen jegt die Reihe (1) betrachten, weldye nue
convergent ift, wenn x in Vegichung auf a fehr grof ift.
R{3

o W et
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®e grofer x titd, deffo mehr nabert fich der durdh diefe
Reifhe gegebene Werth von y der Grofe a, man mag x
pofitio oder negativ nehmen aber ofjne folde jemahis zu
erreichen.

Wenn man auf der Mre AC, unter AB die Cntfers
nung AD = — a nimmt, jund tenn man die grade iz
nie DU mit AB patallel iehet, und (y gleidh) — a, in ber
ganzen 2ange diefer araden Linie ift), fo werden die durdh
die RNeihe (2) vorgeftellten Btoeige, diefe Linie nie durds
{dbneiden fonnen, forveit verlangert man fie aud) annehs
men mag; fie werden fich-aber ihr immer mehr und mehe
napern und fie folglich jur Afpmtote Haben.

Da dag gtwepte Glied der Reihe (2) pofitiv ift, wenn
x negatio ift, und negativ, wenn x pofitiv ift, fo twicd
man Bieraus tie in Der vorhergehenden Nr. {dliefen,
daf die Afpmtote unter die Curve auf die Seite der me-
gativen x, und fiber die Seite der pofitiven x, ift; man
wird uberdem noch fehen, daf die Ordinate y in den ei:
nen und dem andern Falle negativ ift: die Jweige FS
und Ax werden alfo in Betvadht ihrer Qlft)mtote die durdy
die Jigur borgcfteﬂten Lage haben.

Man Hat nut ihre Grangen vollftdndig gejeichnet,
mweil diefes die eingigen Theile find, weldhe die Reihe (2)
vorftellen Fonnte, die man nur fo lange al8 fie convergis
vend ift, anwenden mug,

e,
| Wi mwoflen jehit 3u den Neihen (3) und (4) Hberges
hen. Sie geben flir y» Werthe, welde um fo viel twenis
ger on denjenigen die aus den Gleichungen ;
Y D aixi upd y = — arxdh
hervors
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fieroorgeher unterfcbieden find, alg x grofer iff; die Curs
“ven moelche diefe fegteve voritellen, ndphern fidh alfo immer
mehr und mehr Der Bweige ju welden die Reihen (3)
und (4) gehoren.

Die jwep Gleidhungen

;g S — 3
y = a’x == Za, und y=—a Tx3 4 I3
find bie Wurzeln von
x!
G, = =

und bringen eine von jwep Adhnlide Jweige ER und ET
jufammengefetste Eurde hevvor, von welden der erfie den
aug der Reihe (3) hervorgegangenen pofitiven Sweig AX
alg Afymtote dient, und der jwepte erfillt denfelben Ge:
genftand in Betvadht ded durch die Reihe (4) gegebenen
negativen Sweig FV man wird bemerfen, daf die Reis
hen (3) und (4) imaginaiv werden, twenn man x ntgatw
annimmt *(
234.
*) SRat Fann Teicht durch Puncte, die Curye mweldhe die
Blage ax’ b xly —ay* = o
yorfiellt, confiruiven; Ddenn wenn tan y = tx madt, fo
wird Diefe ©leidhung durdy x* theilbar werden, und redus
eirt fich auf a 4 xt — at’ = o, woraus man icht
at? — a
t
gicht man alédann ¢ willkaheliche Werthe, fo Wird man x
und y baben, obne baf esndthig ift, : irgend cine Wurgel
ausjusichen.  Aehnliche Kunfgrife leiten uns oft dahin die
unbefiimmten Grdfen ciner Gleichung auf eine einfache Art
augsudriicfen , und die und erlaudt daraus fo viel rationale
Werthe zu finden ald man will, '~ Man fieht davaus, daf
die Aufldjung der Fragen, dev unbeffimmeien Analys
fis sur Confiruetion dev Surven nuglich fepn Eanu,

X == 3
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234

Die Betradtung der. verfchiedenen fallenden Reifen
twelche man aus einer Gleichung von jwep verdnderlichen
Grofien jiehen fann, lehrt uns, wie viel unendliche Jreis
dic Curve fhat, die fie vorfrellt, und rwelches die Natur
Der Linie ift, gegen welche diefe Jwege concurieen. e ift
evident, daf eine Curve nur in den bepden folgenden
Sallen, unendlidhe Roeige: haben favm, -

1) MWenn x unendlich ift, fo hat y einen reeller Werth
es fep endlich oder unendiich; 2)wenn y unendlich mu:b,
obglﬂd) x endlich bleibt.

Sn dem erften Fall fud)t man affe die Ne: ()"n wels
d;e den Werth von y in der Hopothefe daff x fehr grof
fen, augsudeicten (Jir. 121).  Diete Reihjen werden nue
pon der folgenden Geftalt feyn Fonnen

g r Cx¥ + Bx® b Ax® - BB Cix— 1"-f— RIS )
in welcber die Sahi der it den pofitven Potengen von x
behafteten Glieder immer begtanat fepn mub. Madt
man

v o Cx“ + Bx‘3+ AxE =y,
fo toird man haben
¥y == oo 4w fow
toraus man fieht, daf, je grofer x fepn wird, je toenis
ger wird y’ von y unterfehieden fepn; und da man x im-
metr devgeftalf nehmen fam‘t, vaf y — y’ toeniger fep
als eine gegebene Grdfe, fo wird folglich der vurdy Ddie

Reihe () vorgeftellte Smweig, fich unaufhorlich demt  einen
der 3wege, der, Durch die Sleigung

yl=...Cx7+B; + Ax*,
gegebenen irtie, nihern,

11, Theil, f Auf
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Auf die Natur diefer Linie berubet die Unterfdeidung
der unendlichen Jmeige in Hoperbolifde und para:
bolifhe Jroeige.

Die erften find die, toelde fo fofe die Stweige der ges
nieinen Hyperbel, eine grade finie sut Afpmtote bhaben;
fie entfpred)en den Jall wo

y' = Bx -+ A,
SBenn B=o ift, fo ift die Afpmeote mit der Abfciffenare
" pacallel, toie man e8 in den Vepfpiel der vorhergehenden
Ne: gefehen hat, und fie fa[It mit diefer Age jufammen,
wenn B und A Null find.

Die Gleihung

y! = Cx® 4 Bx 4 A,
die einfachfte nadh
y = Bx + A,
g?boﬂ der Parabel, und da fie in der allgemeinen Sleis
dung :
y''= ... Cx¥ + Bx® 4 Ax®
enthalten ift, fo nennt man pavabolifd, Ddiejenigen
Gurven, welde diefe leste Gleichung vorftellt, und die
Rroeige von teldhen fie in einer betiebigen Curve die Afym:
toten find, heifen parabolifde Sweige,

Die jwen durdh die Reihen (3) und (4) der vorpers
gehenden tr. gegebenen Jtweige AX und FV,, find paras
bolifdy, weil ihre Ufpmiote die jur Gleihung

y = Fa‘t e x'}
hat, eine parabolifhe Curve ift.

Man toird die unendlihen Jweige, in weldhen y alz
fein unendlich wird, finden, wenn man die Reihen fudt,
die Den TWecth von = fir y fehr grof, ausdeicen.

1

235
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235.

iBenn.man in der Reihe (1) fuccefiive

Y =...Cx¥ 4 Bx® 4 Ax*,

Y=.,.,cx¥ B £ A S g8
o Y=, o CxY o BxB e Ax® - Bix— i !
U f. 1o, macht, fo werden die Grdfen y/, y=, y#, fih
immer mehr und mehr den Werth von y ndhern; und
folalich werden auch die Curven deren Ordinaten fie aus:
driifen, ficd unaufhorlidh dem unendlichen Jweige ndhern
au weldyem die Reihe (D gehort.  Diete Curven merden
in unendlicher Anzahl fep, wenn die Rethe ‘1) unendlich
ift; und in diefem Falle rird der Yweig, twelchen fie vors
ftetlt, eine unendliche Anzah! Frumme afymptoten haz
ben.  Jedodh aebdrt eigentlich diefe Benennung der Curs
ve deren Ordinate v’ 1jt, weil fie eingig, und fie felbft
die Afpmptote von allen andern ift.

Wenn der Sweig roeldhen man betracdhtet, Hyperbos
hfd) ift, oder, wenn man hat
y = Bx - A,
fo ift die erfle Frumme Afgmptote durch die Gleidung
' ¥ = Bx + A + B'x#
gegeben, die man auf eine fehr einfache Form bringen
Eann, indem man die fage der Abfciffen verandert. Wenn

man darmmen mu fiatt x, nu - t 4 b- ftatt y* fent
(Btr.210), und wenn man

: n = Bm, b= A
madt, fo wird fie

t = B'm L '

Aoerden, und weil die @ootbmatm % Und y unteteinander
fenfs
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fenfrecbt find, fo toitd man BHaben m* -+ n? = 7
woraus

X ~und [n =

Vi + B YL+ B
Man muff bemecfen, daf die Gleichung
—BiI _ﬂl

Y tl —_ Blm \

al8 bGefonderer Fall die Gleihung t = Pu-I
mitbegreift, welde der gemeinen Hyperbel auf ihre Afpmyp-
toten begogen, gebdrt, und daf die Gurven, welde fie
votftellt, audh su Afpmptoten die Ype der £8 und die der
w'$ haben, weil ¢ Null wird, wenn u unendlich ift, und
umgefehrt.  Diefe Curven find unter den Nahmen Hy2
perbolen pon hOheren Guraden befannt.

9Benn man Ddie vorfergehende Transformation bey

der Reibe (1) ausfubhrt, fo wird man finben

<=8 S
t= B m T a A m T o u f. .

den Boeig melcben fie boc(teﬂt, witd jur graden Afymp:
tote, die Aype der ¢ und sur Frummen Afpmptote die durch
die Gleidhung :

m =

| i — B’m_ﬁ u"ﬂ
gegebene Hypevbel Haben.

236.

@8 ift ‘hinveichend das erfie Glied der Neibe (1) ju
fennen um ju beuvtheilen, ob der Jeig, 3u welden er
_gehdet Hypervolifd oder parabolifdy ift. Der gwepte Fall
witd allemahl ftatt haben, twenn diefed Slied von der

Form Cx” feyn wird, wo ¥ eine beliebige Jahl, aber pos
fitio, und von der Einbeit verfhieden ift.  Fedody wird
die @piftzng des 3mweiged nidt eher gewif feyn, alé bid
man nidt mehe ju fiedhten hat, daf ivgend eind von

: ven
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e @licderm der Reifje imaginair wird (RNe. 125), man
fann aber nicdht efer dafir frehen, al8 bis man ju Slies
bern gelangt ift, deven Succeffionggefess evident iff.

Die3ahl und dic Natur der unendlidyen Jweige machen
die fhictlichften Kennjeichen aus, um die Eurven von einerley
Ordnung untereinander ju unterfdheiden. Guler und
Cramer haben ficdh deren bedient, um die Gurven bder
dritten und pierten Ordnung in grofe 3amn[ten emoutbeu
Ien, welchen fie den Rahmen Gefdledter (genres) geges
ben Haben, und welde fie rwieder durd die Betrachtung
der fingulaven Puncte, in Arten eingetherft haben; aber
diefe Details mehr curicud alg nuglich, find gang gegen
ven Plan welden i) miv vorgefest habe.

‘ 25"
@3 ift evident, Daf man immer die Goordinaten in
ciner folchen age bringen fann, daf Ddie eine und die
“andere fhr eine jede Dev unendlichen Jweigen ju gleidyer
it unendlich fep, tozil e8 dagu hinreichend fepn toicd,
die Upen in Bejichung auf den graden Afymptoten der
Hyperbolifden Imweigen fbief ju fegen. Diefe Jweige
find) die eingigen fitx welche eine der Eoordinaten dfters
einen endlichen Werth Haben Fann: Diefes vorausgefest,
fo fénnte, wenn v die Ocdnung der Curve, welde man
betrachtet, begeichnet, irgend eine der neuen Coordinaten
nicdht mehr al8 r Werthe haben, deren jeder nicht mebhe
al8 ey Seige wird aeben Fonnen, einer den pofitiven
Werthen der gwepten Coordinate, und der andere, ihren
negativen YWerthen corvespondirend; wenn man alfo die
ﬂu@bﬁu‘fe e ecften €oordinate alle teell vorausfest, fo
werden hHidfiens nuv 2r ynendliche Sweige Herausfom:
men, D Do fo wie wiv e8 in r. 206 angejeigt Haben,
‘ ®3 eine
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~eine boppelte Fahl des Erponenten von der Otdnung der
vorgelegten Curve, -

(@& ift leicht nach dem tvad oorhergehet ju fehen,
baf jede Gleichung in welcber die hdcfte Poteny von irs
gend einer der unbefiimmten GSrofien, ungecade ift, wes
niafteng roen . unentliche Jmweige geben mub,  weil diefe
unbefimmte Groge in allen Fallen jum wenigfien einen
veellen 2WBerth haben toird; und man witd Ddaraug fehlies
fienr, daf alle Guroen einer ungeraden Ovdnung nothrens
Dig unendliche Jiweige haben,

238. :
®ebrandh der Differentialrechuung um die Tangente der Curs
ven, ihre Fnflepions: uud ihre Rackerpuncte ju finden,

Die Betrachtungen, vermittelft telbe mir die Tans
gente, von dem am Utfprunge der Cosrdinaten gelegenen
Dunct bey der Curve weldhe die Gleidhung
ax’ 4 'y — ay® = o (Jr. 230) vorftellt befrimmt Has
ben, Ednnen bey eimem Delicbigen Punct einer jeden Curs
pe angewendet werben, menn man den Uefprung der
Coordinaten dahin perfest.

x‘ und y’ mogen die Goordinaten des Puncts fepn,
toelchen man betrachten will; wenn man x/ + h ftatt x
und y’ + k ftatt y in der vorgelegten Sleidbung fept, fo
wird man den Ausdeuct von k in einer freigenden Reihe
nach den Potengen von h befommen, e8 fev nach der Me:
thode aus Nr. 119 u. f. oder durch das Taylorifdhe Theos
vem ¢ lepteres toird geben
S odyl ST dtgh s R g h*

o —

== . [ e e —p— no> J2
3 GxL: - RN gt 1.2.3+ KBy 12)

¢ing
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eine. RNeihe die um fo conpergivender ift, - je Fleiner die
Grofe b ift. Wenn man um abjufirzen fie' durd .
k= ph 4 gh* 4 rh> 4.+ ;

votftellt) und man h und k alg neue Coordinaten MQ
und QN (Fig18) anfieht, deren Urfprung im Puncte M
ity fo witd man mwie in Nr. 231 darthun, daf die gerade
inie MT, da fic k* = ph jur Gleidung hat, die vorge:
gebene Guepe im Punct M berlhret, b, h. Feine eingige
durdy diefen Punct gezogene gerade finie, Fann unmitiels
bar vor und nach der Verihrung, gwifhen ihe und, der
Gurpe durdbgehen. Man wird in Wabhrheit haben

NN/ = QN’ — QN! =k — k/ = qh? 4 rb’ +...
and indbem man durd) k' = Ah die Gleichung einer an:
dern geraden Linie MZ bejeichnet, fo wird man finden

N/ N/ == Q’N/ Q) N s k”- — (P S A)h.
o lange nun feiner dev Goefficienten p, g, r, + o « Nidht
unendlich tird, Ffann man h immer e$ fen pofitiv oder
negativ fo flein annehmen, da§ die Summe von allen
Glicdern

gh® 4~ rh® 4. ..

fleiner alg die ®rdfe (p — A)h fep; in Ddiefer Hypothele
toitd NN/ Fleiner al N'N“ fepn, und nn’ fleiner al8
n/n: die gerade finie M Z fdnnte aifo nicht, was aud
A fep, in dem Raume N/n” jwifden der Curve MX
und der geraden Linie MT durdygehen.

Um die Gleihung der geraden Linie IMT auf den
primitiven Apen AB und AC ju bejiehen, muf man x—x/,
anftatt h, und y--y' anftate k’ fegen; foldhergeftallt wird
man Haben

: . e
Yy =¥ =pl — x') oder y—y':%(x—x’):

K4 indem
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inbem man p Jdurd)y den Differentialcocfficienten den p
poviiellt, exfept. *)

239.
iy Haben anaenommen, daf Dev Coefficient q ded
goepten Gligdes der Reifhe
k= ph 4 qh* ...
Pvftlb wéte; aus digfer {jwporl)ei‘e gehet hervor, daf die
@wge ‘
'k—k’=qh"+rh’+...
pojitio Bleiben tird, was fiir ein Jeichen man auch h ges
ben wud, fo lange man nur Diefe ®Grofie Flein genug
nzmmf, Damit das Glied qh® die Summe aller ihm fols
gendin Gleder nberir ft; die vorgegebene Curve witd fidh
alfo unmittelbar por und nach dem Punct M {ber die
Fangente befinden, und wird folgiidy ihre Converitat der
Are AC ju febren. Das Begentheil wirde fatt finden,
wenn g negativ todee; denn da die Differeny k — k’ ne:
aativo

*) Gn allem mas folgen tird , ‘muf man forgfditis die Copr:
dinaten x’ und y/ von den Eoordinaten x und y untesfdeis
deny ob fie gleich auf einerley Uren bejogen find, Die ers
fern gebdren ausichlieflich st Dem verfchicdenen Puncten der
porgegebenen Curpe . und die jwenten Ednmen ju einem bes
Tichigen Punct in der Ebhene ber %ngut gehdrens unter ﬁd)
durch die Gleichung

1
y—v = :i- (x — .
gerbunden, gebdren Dicfe legtern gu allen Puncten der geras
ben Cinte MT, bdie in Dem Puncte der Curne MX befien -
Coorbdinaten ' 1
AP = x’ und PM = y/
find, cine Tangenfe i,
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gatio ift, fo telede fidy die Curve in diefem Falle unter
ibre Sangente befinden (Fig. 17) und wiirde ihve Comeqs
vitet Der Ure AB ju fehren, Man fann alfo durch das
Jeichen’ von q oder burcb das Jeichen ded Diffeventials

G
cocfiicient r beurtheilen, tofe, in irgend cinem %unc:

te, in WVeyichung  auf der ‘l[afrlffenlmxe die Concavitdt
einer Gurpe pon weldper man die Sleidung Hat,  gedres
bet ift.

@5 ift bier der Ort ju bemerfen, Ddaf der Differen:
tialcaicul in alien diefe Unterfucdhungen nur ald ein blos
fies analptifches: Werfehren hinemfomme, weldhes freplich
auf eine nicht fo bequeme Art, jede andeve Methode bie
die Entwidelung vor k geben Fann, erfest werden fonnte,
Acbogaft frelite die- Unwendung des Differentialcalculd
auf die Theovie der Curven juerft unter diefem Gefichtss
puncte auf, und fagrange wirde audy), durch feine Yt
diefen Galeul ju betrachten, dabin gefibre (Ne. 8).

240.

Die einfachfte Art die Tangente fiir einen gegebenen
Punct in der Curve ju conftruiven, iff diefe, von der Surve
einem jwepien Punct ju fuchen. Man wabit gewdhnlidh
den Punct T, wo fie die Abfciffenare begegnet. €8 ift
evident, daff, wm AT ju finden, man in der Gleichung

i O /
(e y = -d_x.’ (x ~x'),
Y = o madyen muff, und man toitd daraus jichen
' bl o L (2 I
‘ =x=zx' =y a;; =

inbem. man beobachtet, daf, wenn y cine FJunction von =/
K3 und

\
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: dx/ : dy! :
und umgefehrt, i vas Umgefehrte von d—,’_é)?r.ss):rt.
X

Wenn man AT von AP egnimmt, fo wird daraus der

usdruct von der Subtangente PT fhervorgehen, man

d
wird alfo PESy —x—

dy’
Haben,
241,

Hier folgen jept einige Unwendungen der oben gefuns
denen Formeln.
- 1. Die Gleihung der Pavabel fep y* = Ax, man
tird daraus ziehen
dy’ A
dx’ = 2y
und die @Ield)ung der Tangente rird

—l-—i(x_xl
Ty =7 2y )

oerden, Bringt man alled auf einerley Nenner unb fest
far y* ihren SWerth Ax’, fo twird man
2yy! = A(x + x)
finden, Macht man y = o, fo wirb man
x=AT = — g/ /

haben, und folglich PY = 2x‘, ein, Den von (Nr. 220)
gleidbftimmendes Refultat; man fann audy unmittelbar
AT und PT berechnen, twenn man in ifhren Husdrifen

: dy!
den Werth von und den von y’ fegst.

d /
2. §ur den Kreid deffen Gleichung
bl T bt o

I

todre, foirde man
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‘ 4 %! :
i L Rl et ] P = o U
i w7 iarhe NP el i (=
oder

Yy + xx' = x'* + ylz,
ober endlidh

yy' + xx' =
_baben; nadher wird man finden
o ® Lo
AT 5y B To it
xl X!

3. Die @lud)ung
yl'l —_ Axl'i + QBX’ '
me(d)e alle Guroen der jwepten Ordnung vorfrellt, "giebt
dy‘ Ax/ + B

A dx’ andt Wl s
-~ und folglich toitd die Sudbtangente
/2
e A
Ax' 4+ B

wenn man fratt y/° ihren Werth fesit, twird man
Ax* = 2Bx!

PE =
Ax' =+ 5
Haben.
4. Gndlih 3ichet man aqus der Gleichung
/ dyli st myl b= w2
e Lo e R B e S

- Die Gleidung der Tangente toird
Yy — ax'y — y? - axiy! = axy’ — xx/* —ax'y’ 4x,

und wenn man far y° ihren Werth fept, fo wied man,
‘mbem man reducivt, Haben

St - axl) o X(X" — ay) = ax'y’,
man wird aud

= Yoewily gaxlyl — x®
PT=teel = Y~ findens
o SR et L T

243,
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Wenn man fich vorfeste, durcdh einen auferhalb einer

~ Gurpe gegebenen Punct deffen Abfeifie « und die Drdinate

8 todven cine Tangente an diefer Curve ju ichen, fo ift

e$ eoident, Daf man « ftatt x und 3 ftatt y in der Glei-

dung der Langente ﬁ.gcn mufite, die Gleihung rourde
alsdbann

dy’ =
5/"' ) iRl (== %)
terden, und twirde in Verbindung mit der Gleidung dee
porgelegten €urve dienen, die Cootdinaten x/ und y! des
| Berihrungspuncies ju- beftimmen.

Wir wollen jum erften Bepfpiel die Parabel nehmen
deren Gleidung y* = ax’ ift; wenn die, ifrer Tangente
2yy! = A(x + x')

ift, fo toird fie
28y’ = Ae + AX
werden, und
(2 4 x')
' 28
acben. Der Punct in weldem bdie, durcdh diefe Gleihung
porgeftellten graden Linie, die Pavabel beriihren tird,
wird der gefudbte Beruhrungdpunce feyn.
Da die Gleichung bey der Tangente des Kreifes
) vy + xx' = a°
ift , (borhergeh. Nr.) fo wird man flie diefe Curve
v By -+ ex’ = a*

yr=A

paben.
Sndlidh wirde in der, durd
x7 — zax'y' + y' = o,
optgefteuten Curve fih der Berdhrungspunct finden, toenn
man
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man den- Durdidnitt diefer Curve mit det Curve der
swepten Ordnung, roelde aus der Gleichung

By — ax) 4 a(x? — ay) = axiyf
hervorgehet, fudt,

. 243..

Um eine gerade finie ju ziehen die eine gegebene
Curve berqhrt, und toelche sugleih parallel mit einet der
~ $age nadhy gegebenen grabden Linie fep, oder weldye mit der
Abfcifienage einen Minfel bildet bdeffen Tangente durch a

!

d
porgeftellt ift, fo wird e8 hinreihend fepn, d—)’:—, =a 3u

fegen (FMr.238 und 198); wwenn man diefe Gleidung mit
die der vorgefeaten Gurve combinivt, fo witd man Ddie
Werthe von x’ und y* beftimmen; :roeldhe dem berlaugten
- Bevtihrungspunct ufommen.
Sn dem Falle o - diefe Gurve die gemeine Parabel
_fet)n wirde, wicde man haben
A
2y’
teldhes geben wiede

iy

A A
Y= —md x =-—.
22 4a

2440
Der Qbex[ MT der Sangente, der jwifhen den Be:
ribrunggpunct und des Abfciffenape liegt, ift leiht ju bes
ftimmen , wenn man die (Subtangentc PT und die Ordi:

nate PM fennt, denn man bat TM = PT - PM; aber
man fanu fie unmittelbar berechnen , vermittelft ihren alls
geneinen Ausdeuct, weldyen man finden wied, wean man

fm:
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: g dx’
fiit PT und PM ifre Werthe y/ E:? und y/ fest, toels
dhes giebt

> dx" 5 d X”
Tb& — /2 i2 - 4 I %
Y + y dy,ﬂ_ y + dy:n

Wenn man  diefe Formel auf die Parabel antwendet, fo

finbet man

™ =y \/ +——--——4 VE

Wenn man y ducch ihren Werth Vax befegt, fo gieht
man davaus

TM = VAx' + 4x.

- 245.
Die Gleichung der Linie MR, ducch den Beriihrungds
punct gefishret, und fenfredt auf die Tangente, wird

fepn (Mr.238 und 199); wenn, um fie ju conftruiven man
den Punct R haben will, 1o fie die bfciffenaye begegnet,
fo witd man y = o maden, und. e$ wicd fommen
: dyt
AR=x=y’d—;+x/;
wenn man AP eder x/ vont AR abziehet, fo wicd man
dy’
PR e

4 dx’
Haben., : ‘
Da der edbtminflige Sriangel PRM, MR = PR + b
gicbt, fo wird man daraus jiehen

MR.=y"‘/I ot dw’

Die
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Die finie MR ift unter den Nahuen Normale oder
Perpendiculare an der Curve befannt, und der Thei

PR von der Abfcifenage, heift, Subnormale. In der
Pavabel hat man

MR:y"\/‘l.‘..—— IV ay 4+ "=§V4Ax'+A', und

PR=£.
P2

Sn dem Kreis ift ,

’ = : 2 -
\ X
MR = y/ " T + -T'- = 3,
¥
und PR = — x’.  Folglidh AR = o, und in der hat,

ift dic Novmale eines Kreifed nichtd anders ald der Na:

diug deflen Werth beftandig ift, und der jederjeit durch
den SNittelpunct gehet.

Wenn man die Normale durdh) einen Punct, augers
halb dev Curve genommen, zichen mifite, oder parallef
mit einev gegebenen inie, fo wird man dabey fo, wie
fiir die Tangente (Nr. 242) ju Werfe gehen.

246.

Wenn man die, in den vorhergehenden RNe. gefuns
denen Nefultaten einander nafert, werden wir Hhaben

dx’ dx’ dx’*
AT =x! ey’ — ==yl
% dy sy PT= y'dy MT=y ‘/ I 4+ — T

: AR= x' ; )' R dy" f dy IT)
+y =y d MT_Y + dx‘n’
und um b'efe %o;me[n bep einer beliebigen Curve anjus
wenden, Witk es Hinceichen, darin an deffen Stelle den
: : aus
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. , : ;

aus der Diffevential: Gleichung gezogenen Ierth von :-y-,
i X

dx’ % iy , ;
oder den von ay 3u fetens 'man toird nachher vermittelft

der primitiven Gleidung, bdiejenige der Coordinaten x‘
und y’, welhe man nur wird wollen , verjagen.

~, Sn allem wa$ vorhergehet, Haben wiv vorausgefest,
paf die Coordinaten x/ uud y* untereinander perpendicus
far waten: aber e ift leiht ju fehen, daf, mwenn fie
felbft einen beliebigen Winfel bilden wirben, fo wirde die
Gleihung von der Tangente dodh hre Geftalt nicht vers
andern, cben fo wenig alg die Werthe von AP und PT,
weldhe unmittelbas davaus abgeleitet {ind. Jn Rickficht
auf MT, auf MR und PR, wirde man ifjre Ausdricke
‘permittelft der Triangel MTP, MTR und MPR finden, in
meld}en man entweder einen Wnfel und jwey Schentel,
obdet einen Schenfel und ey Winfel fennt,

»
247,

Wenn man die fagen, toelde die Tangente einer
porgelegten Gurpe anmummt, wenn deg Beruhrungspurct
fiy immer mehr und mehr vom Urfprunge der Coordinas
. ten entfernt, fucht, fo fann man ectennen ob diefe Curve
Afpmptoten hat, und ihre Yage beftummen,

Man fieht in der That, in emer Curve MX Fig. 26,
weldhe cine gmbe Hipmptote RS Hat, daf je mehr jidy -
per Punct M von dem Urfprunge entfernet, je wehr ndz
herr fich die Tangente MT Dder Yypmptote, und die Puncte
T und D gefen  vefpective gegen bie Puucte R und E
devgeftalt Daf AR und AE bie Granjen find, weldre die
Wevthe von AT und AD Mt dperichrerien, widht emmal
etmdpen gonnen, von Denen fie- aber um jo toenig i

~ man
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man toill unterfchieden fepn Eonnen. Hieraus folgt, daf,
un ju wiffen ob eine Gurve Afymptoten haty man unter:
fuchen muf ob Ddie Ausdricke von AT und von AD in Bes
jichung auf diefe Guroe, endlicher Grengen fibhig find,
und wenn diefes gefchichet, fo toerden, wenn diefe SGrens
gen conftruict find, fie die jwey SPuncte R und E aeben,
durd weldye man die gerade Lutic RS fuhrt, die die ges
forderte Yfomptote fepn twird,
$Biv Haben fhon (Ne. 220) den Ausdruct von AT berechs
net; toas nup den von AD betrift, fo toird man folden
finden, roenn man in der Gleihung von der Tangente,
x=0 macbt, und e8 wird davaus entfiehen
dy’
: AD = y == y —x! —d—;
Wir wollen das éBorbergcbenbe auf die Sleidhung
y”? = Ax® - 2Bx!
antoenden; twir werden daraus jichen

\
'

, , 4 ' Ay” Bx!
[—] — — S S— (] S b et
AT = x Y I-x Ax/ + A Ax -~ B
d ‘ AxO4B'xl B
AD = y! — y‘ . = yl o =
‘
y VAx “+Bx¢

die Tegtern @)Itebct biefer Gleihungen fbmlcn unter. die
Jovmen gefest tverden

e B

A+- ‘/A+_ y

%o(ghd; ifire. vefpectiven Grengen find, in b‘m %“u e
man x unenb(ld) annimmt,

A A A
A g

Wettn A Rull wire, fo wirden die Ausdrice vo

AT und von AD mit x4y gleidher 3eit unendlich und
1L, OZbeﬂ [  die
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‘die porgegebene Curoe wirde feine Yfymptoten Haben;
fie toicd eben fo toenig tweldye haben, wenn A negativ v
re, teil alsdann ihre ®leidung fiir x feinen unenbhcbcn
qBetth julafien roirde.
Betrachten toir nodh) die durch die Sleichung
C o xf —gaxy oy =
porgeftellten Curve, fo f)at man in diefer Curpe

ax'y’ axly’
AT f— _.oy—J, AD = - L4 o
Sh L ayl : : y? — ax’

Um die Grenge 3u finden, welche diefe Ausdricfe nady
Maafgabe alg x/ junimmt, ju erveidhen fuchen, fo muf
man anftatt y/ ifren Werth in x’ feken, oder wenigftens
das etfte Glied von jeder diefer abnehmenden Neifjen die
man aug$ der vorgegebenen Bleidhung jiehen Fonnte; man
fann aber diefe Refultate in dem gegentodrtigen Benfpiele,
durd) einer fehr einfadben analptifhen Kunftgsiff erfegen.
Madht man x’ == ty’, fo wird die vorgegebene Glei-

dung ducch y* theilbar, und man jieht daraus

I |3

R O

@8 ift jenst feicht ju feben daf die Unnahme von t=—1,
y unendlid) madyen und geben wird x/ = — y. Ber-
andert man in den Yusdricfen von AT und AD, x in y
und nimmt die Grengen, (Cinl. Rr.r2 und 13) fo wird
man haben AR = — a = AE. 3ieht man daher durdh
die aus den vorhergeHenden Werthen confiruivten Puncte
R und E (§ig. &), die gerade Linie RE, fo wird fie die
Ufymtote der Smweige AY und A Z fepn.

Bleibt eine der Grofen A T oder AD endlich, rifhs
vend die andere unendlich wird, fo ift evident daf die
Afpmptote pavallel mit der Are ware, auf welche fich diefe
legte bejndet. Um Feine Der Ufomptoten, welche die- vors

geges
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gegebene Gurve haben muf ju verfehlen, fo muf man fuc:
ceffive x’ und y’ unendlich machen, und in ten Yy
drirben von AT pon AD, jeben der verfchiedenen JRe:
fultate, telde die eine oder die anbdere Hopothefe giebt,
feten. Wenn AT und AD immer ju gleicher Seit unends
lid) find, fo wird man daraus {dlicfen, daf die vorgeaes
bene Curpe feine Afpmptote hat. E$ fonnte fommen, daff
Diefe Grofen bepde Null waren, in diefem Falle hatte die
Curoe jur Afpmptote eine durd den Urfprung der Coordinas
ten gezogenen getaben §inie; da manaberialddann nut einien
Punct davon fennen woiirde, fo mifite man davon die Richs
tung fudpen, unb diefermegen wird man die Grenge des

uébrucfé e neI)mcn weldher die Tangente des Winfels

MTB fiie einen ‘beliebigen Punct der Curse vorfielt, und
man wiucrde die Tangente des Winfels SRB haben.

« 248, 23¢
Wir wollen jest unterfuchen wad bey der vorgegebe:
, nen Gurve gefcbieher, wenn ¢inige Glicder der RNeibe :
k' =ph + qb* J-rh* 4 sh* 4 ...
verfchwinden oder nuv unendlich werben.

$Wir wollen juceft vorausfeen, dag p ober o —, gleld)

Null fey; in Diefer Hopothefe titd der Smmfe[ MTB
gtull, und die Tangente TM mwicd folglich pataffel mit
der Abfeiffentinte fepn; wenn man im Geaentheile fich
venft; daf p unoufhdelich junimmt, fo wird der Wintel
MTB u gleicher 3eit junchmen, und toird damit aufz
hoven, daf e ein redhter IWinfel wird, wenn diefer Coefs
ficient wird unendlich geworben fepn.  Die Tangente wird
alfo auf der Abfeiffenare pependicular feyn, oder pavals

¢a lel~
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4
Tel mit det Age der Ordinaten, tenn g%, unendlich fepn twird,
Wenn ed gefchahe, Daf der Augdruct p oder von
']
:%,, 2 toird, algdann hangt diefer Coefficient von einer
Gleidhung eincd hohern Grades al8 der erfie ab (MNr.142)
und witd mehrere iBm[)e haben, von meldben ein jeder
eine Sangente fiir den betradyteten Punct geben, der folgs
lih vielfach fepn rodrde.

y 249-
Sft p beliebig, fo twird man Haben
q =§ﬂ'- =0
dx‘* g
und der Unterfchied jwifden die Ordinate der @uwe, ynd
der der Sangente wird ifich auf
k — k! =rbh* }sh* -, , .
reducict finden (Nr.238) und da das Glied rh’, welches
© permittelft eines ficlichen Werths von b, die Summe
aller derjenigen weldbe ibm folgen, dbertreffen Fann, ju
gleicher Seit mit h dad Jeidhen verandect, fo folgt davaus
daf die ®rofe k — k' nadh der Berihrung ein, von
dem vothergehabten unterfchiedenes Seichen haben toird;
NN’ (§ig.23) toird alfo auf einer Seite der geraden &i:
nie MT, berjenigen entgegengefest fepn o fich nn’ befinz
det, und folglih wicd die Eurve eine Snflepion in M ers
leiden.

Wenn aber der Werth von x mwelder q verfdins
den [aBt aud) jugleidher Jeit r perfhwinden (3ft, fo wird
die Grofe k — k' welde alddann ju sh* - u. f. w. res
ducict ift, dafjelbe Seichen bepbehalten, welches aud das von
h fepn mag, unb die Curve wird feine Inflepion erleiden.

fBenn -
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Wenn man diefed Naifonnement vevallgemeinert, fo roird
man ofne Mithe fehen, daf jedesmahl, tvenn das erfre
der Glieder toeldes nidht in k — k/ verfdwindet, von
einer ungeraden Poteny von h behaftet wird, dic @ucbg
‘eine Inflegion. erfeidet.

2./ 2,/

) i A
Daraus folgt, taf wenn man R0, obet-‘k—,,—o

= o #. f. w. hat, und man

d’y’ d"y’
oder e ety
: a0 0 i dx/*

Dey cinen Coefficienten einer getaden Ordnung einbalt,
fo twitd die vorgegebene Curve eine Jnflegion erleiden,
Ueberhaupt, nadhy cinem FnflepionsSpunct nimmt dee

2,0

aty’ . : i :
Goefficient ;;y;; in Begichung auf die Ordinate ein dem

éBothxgef)enben, entgegengefestes eichen, und toenn ee
durdy cinen Punct ausgedriicft ift, fo fann diefe Verdn:z
derung auf jwep Avten gefdyehen, nemlich durch den Ues
bergang feines Nenners, da im wepten Falle der Nennee
Null witd, fo macdht er den Bruch unendlich.

Wir wollen dies durch ein Bepfpiel erlautern; Die
Bleihung fey y° == x*, man toitd daraus ichen

e ik g @y
dx’ e e

und man wied folglich haben

= 3, 3x 77t f. 1o

, k—k = 2zx"3b% wf .

Dicfes Refultat lehret ung, daf wenn x/ und y” pos
fitiv ift, die Curve fidh fiber ihre Tangente befindet, und
Daf, wenn x’ negativ, wicd, toeldhed y’ aud) negetiv madht, |
fo Defindet fie fih unter ife; woraus folgt, dag fie bev
dem lebergange von x/ pofitiv ju x/ negativ eine Infles
d?y’
dx”

3 ihr

vion erleidet. Man wigd audy bemerfen vaf nue
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ibr  Beichen verandert, wenn fie durcdhd Unendliche
aeht. ] - )
Aus dem Vorhergehenden fann man alfo {dliefen,

; J ¢ sty
vpaff in cinem SGnflepionspunct # entweder

‘Rull ober unendlid ift.-
250.

Sent wollen toir fehen, mwag fir ein RicFfehrpunct
der ceften Uct ftatt finden muf.

Dic Ocdifiate bat in diefent Puncte jroen gleiche Werthe,
bie. Tangeate 'MT iff darvin ywepen Iveigen  gemein,
endlih, wenn man den Urfprung dgr Coordinaten dahin
bringt, fo follte Die Grdfe K wenigfiens jwep Werthe ha:
ben QN und Qn (Fig. 27) die Reihe welche fie ausdriicty,
fann aljo nicht mehr von der Form ,

ph < qh* d= eh® . . . (N, 129) .
. feon, auch toerden die Coefficienten p, q, v, u. f. w. ent.
weder Nuil oder unendlidy roerden.

€3 fey 3. B. die Gleihung y”* = x”° weldhe gicht

4 e ad i —-—l + I'!‘ 2)” T3 l""!'
— — x'= —_— - N 2
) i s LA 5T — ‘ 3 g 3¢ 3% u. ‘.. m.

(=%
~
-~

: Vi

woraug

k— kM =+ 2373 o, .,

Wenn die Differeny k — k' in dem Iroeige 3u twelchem
die Ordinate y/ = + x'3 gehdrt; pofitiv, und in dem
Stoeig, welden man von y = — 2/ ableitet, negatio
ift, fo folgt davaus, daf der erfte Jrweig, fich wliber dec
Tangente und der gwepte fidh unter der Tangente befinden
wird; fie werden alfo bepde ihre Gpnberitét der AOfeif=
fenage qulfehren, fo toic man ed in der Figur 13 fieht,

' und
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und da die Curve fich nicht auf die negativen Adfcifien ers
ftrectt, fo it €8 gany evident, daf fie im Puncte A eine
Riceeehr der ecfren et haben jwitd. In Ddiefem Puncte
o x' = O, Wird : l ‘

2

%
~<\

: ]
=X ;.3x7"

|

2

R

xt
ift unendlich. : ,

$Renn man die Ordinaten fir die Abfeiffen und die
Nbfciffen fiie die Ordinaten ndhme, fo wirde man alg:

pann hHaben

A _x -l { S e
,Xl' = Y'?: a;-/ s %)" 4 ) .d7'.3=_;'0§yl T; u. fo 0.
and wegen

gtk dsa’ . k*

h - —, = + ol + * s 4 a0
> dy/’ 1 dy* 1.2 :
urde man finden

‘ 4 k."
' h — b = - %.%—Y'—f;—; + u. f. o

Man wird nod) die Rickfchr evfennen, toenn man be:

mecft, Daff toenn y’—“; nicht dag SJeichen verandert, und
-y’ vom Pojitiven jum Negativen fibergehts, die Differeng
h — h’ negativ ift, e fey in dem Sweig AX oder in
vem Jeig AXY, weldhes petweifit, daf fie ibre Concavitdt
der Yre AC jufehren; man ficht auferdem, daf fie bep
dem Punct A einhalten, weil x/ niemals negativ rird,

Wenn man hatte y2 = x¢ o witde man bey dem
Riudtehrpuncte ‘

%/, yl’,fl_}: . A%yl
dx*  dx?

Fuly uny &7’
utl und o W w. unendlich, finden.

24 , #Bir
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9Bir twerden alfo aud dem Borhergehenden {dblicfen,
Daf, bey dem Ricfehrpunce der erften Act, fo wie bey

d: /
dem Saflegionspunct E'x_y' Null oder unendlich wird; abep

bi¢ RiudPehr unterfdpeidet fich davinn, daf die Curve bep
Diefem Punct einhalt, toeldyes fic bey dem Snﬂcg(onw
punct md;t thut,

251,
i5
Wir wollen nodh die Gleidhung (ay! — x*)* = "_a.

(Seite 105) unterfuchen, madht man a = 1, fo werden
wir daraus jiehen

7] 2 4 gi3 d . I ~+ ¢ 3
y! = x0° X3, 5—; g X X S xie
50
dzy'l z d’y' 3 4
dx'? =2 %‘éxlz? x3 - Oi%.;.éx’ % U, f. w

und folglich

k—kl=(2 ;":)h’—l—u;fm.

Der Sweag AX (§ig. 14) fir elhen man [)at
Sy x4 X k — K= (2 4 3.ixhA.,
Fehre immer: feine Converitat der Abfeiffenare au, bec durdh
¥/ = x'* — x7 gegebene Sweig AX’ toird audy feine

Converitat decfelbpen Are jufehren, ifo.lange als

k=% = (2—'3.5x)h* 4 ...
cine pofitive Grdfe fepn wird, und da diefe jwen Srweige
fih nicht nach Dder @(‘aelte der negativen x ausbreiten, fo
wird der Punct A ein Racfehrpunct der jwepten At

fepn. Sft die Srdfe 2— 2. 5ix3 negativ getvorden, fo -

wird die Curve ihre Concavitdt der Wrc AB 5ut‘ebrcn, fo.
foie
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mie man 8 in der Figur fieht, und man wird die Abf
ciffe welcbe dem Fnflepiongpuncte entfpridht, finden, wenn

man 2 — 7. Ix% = o madyt, weldhes geben wird

x = éi-‘.

225
Man Hat, bep dem Vunct A, too die Racfehr dee
s : dyl d"yl d2 y,
stoenten Act gefchiehet, B O a2 2 ugd =

wird unendlich, fo wie die fernern Cocfficienten, wnd in
der Shat muf k in diefem Punct jwey unterfchicdene
erthe Haben, weldhes die Reihe die ed ausdricfe, nid
enthalt,

252.

Die blofe Anficht der Fig. 28 145t audh fehen, dag,
oenn der Punct M die Grange der Curve in der Ridhtung
Abfciffen ift, die Brdfe k wenigfiens jwey Werthe QN und
Qn haben muf; die Reihe weldhe ¢8 ausdriicfe fann nicht
mehe von der Form ph -~ gh* - rh’ . .. fepn, cund

die Coefficienten p, q, w5 . . . toerden unendlih. Man

wicd dberdem nodh) bemerfen, daf in diefem Fal'e, die
Zangente mit der Ordinatenage parallel ift, ecin Umftand

d 4
- weldher d{? unendlih macht (JNe. 248).

Man fieht alfo jest, dag die Ausnahmen, welde i
(Jte. 128 und 135) geseigt haben, in der Form der Ents
widelung von f(x 4 k) (wie wir e8 RNr. 143 gefagt
Haben), eine nothwendige Folge der Hffectionen der:
frummen finien, und diepen daju fie Fennen ju lernen,
uf diefe Art alfo beftatigen und erfdutern die geometris
fchen Betradhtungen die Refultate der Unalpfis;

ts Die
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Die Zheorie der Osculationen von toelden wie
bald fprechen werden, witd ein (neues Licht uber alles
Borhergehende terfen.

@3 ift gut gu bemerfen, daf, bte Sunctionen y’

und y’ =_x‘? (MNr. 249 und 250) in der Function y =
(x — a) begriffen find die wir in' Nr.28 betracdbtet Ha:
ben und die y/ = x'» wird, wenn man den Urfprung
der Abfciffen in dem Punct wo x = a ift, verfest, wels
ches in dem fauf der Linie, von welher fie die Ordinate

ausdeickt, nidhts andect.. Die Bleidhung y' = x* £ x"g,,
witd aud) abgeleitet von
i4l
ye bx™ o c(x = a9 (RNr. 132);
wenn man
b=1s & M3 e=1,  a=o und _p.=;,
madt. g
. 253. . :

@3 folgt aus MNr. 248 daf, um| diel Puncte wo
die Tangente mit Der Abfciffentinie pavcllel ift, ju findem,

dy' ; : ; :
mand-li,— = o madhen muf; die Figur 28 jeigt, daf Ddie
Puncte L und I o diefer Umftand fratt Hat die Grangen
der Cuive MLml f{ind -in der Ridtung ihrer Ordinate,
und daf der ecine dem Mapimum und der andre dem
Minimum der Werthe diefer veranderlichen GSrofe ents
fpricht, man unterfcherdet den erften Fall von dem Fwepten
indem wan bemerft, daB in dem einen Falle die Curve
1f)te Concavitat der Abfciffenage und in dem andern Falle

ihre Gonvepitdt der %Ibfaﬂ'enage judreht: (—1—— ift alfo nes

aatin
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gatip im Gall 2e8 Mapimum und pofitio im Fall des

Minimun.
o

g =3 Y verfd)mmbet, fo muf —-aud; perfchivine

l

Beik, oOne baﬁ e verfhmindet . f.- 1o, obec toeder
avy’

<o Nodh einer Dder folgénden Crefficienten unendlich toers
den, denn in diefen Fallen mwirde die vorgegebene Curve
die Figur MLX ober Mlx haben; 0. H. enttweder. einen
Snflepiongpunct oder einen RicEfehrpunct; aber die Ors
dinate wirde weder ein Mapimum nodh) ein Mini:
mum fepn.  Cndlih um ein Magimum oder Minis

dgl=t% ;
mum ju erhalten fo muf ouch —-y-, nicht 5 werden, teil
X

der Punct M alddann ein. BVielfacherpunct fepn wurbe
(. 248) wic find alfo jest durd) die geometrifchen §Be,

tradjtungen auf die in . 148 und folgende gegebenen
Regeln urncgefommen.

Wiv woerden die Grangen der Curve in der Ridhtung
der Abfaiffen erbalten, wenn man die Puncte fucht, wo
die Tangente mit der Ordinatenage parallel ift, . b

¥ dy! : 3
wenn man —, unendlich madpt, odet toenn man den

Fenner ded Bruhd, weldhen er ausdeicft, gleich Null
fegt; man fann diefe Puncte nod) ald ju Magima und
- 3u Minima dev verandeclichen x entfprechend betrachten,

Jn. diefern Falle mife man x/ al8 eine Function von y/

anfeben, und den Werth von ‘_1.’5' gleih Null fegen, ein
Berfahren mﬂd)cé mit dem %erbcrgebenben auf cing fin:

auélauft we;l— Dag Umgefehrte von g— ift.
xl

a5,
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254.

Wenn die Magima und Minima einet Curve ge:
funden find, o8 fep in Degichung auf die Abfcifie, obder
in Begichung anf die Ordinate, fo witd man ihre Biel-
md)enpuncte fucdben, indem man ben SaBler und den Nen?

dy’
fier pon 3 gleich RNull fet, nm[ man in blefm Puncs

I
ten haben muf vd—— = 2 (Nr. 248); da Ddie jwen Slei-
dyungen, welche bnefe Regel geben wird, hinreidend find,
um x‘ und y’ ju beftimmen, fo miffen fie nothreendig
mit der vorgelegten Gleidhung dbereinftimmen, fonft wi:
e die durch diefe legte Gleihung vorgeftellte Curve Feis
nen BVielfachenpunct Haben.

'255. :
m endlich die Snflegionss und NidFehrpuncte 3u

d?y’ z
finden, mifite man Ex—i- enttoeder gleih Null oder jun:

enidlich machen, d. h. den Jabler und Dden RNenner ifeines
dusdrucs fucceffive gleidh RNull fegen. Wenn man die
Werthe von y/ und x/ die aud der auf diefe Art erhaltes
nen Gleidhung, mit der vorgegebenen verbunden Hervors
gehen , beftimmt haben witd, fo wird dag Jeichen, - tel:

ches g:{—f': und unmittelbar vor und nach diefen Puncten
Haben muf, und das was in dem einen und dem andern
Falle ber Werth von y’ wird, die Inflegionspuncte von
den Rucdfehrpuncten unterfbeiden laflen.  Man fann
auch diefe legtern finden, wenn man gleid) die Viclfadens
puncte fucht, und nachber unterfucdht ras x’ und y/ pot

und
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und nach einem jeden diefer Puncte rerden.  Man rird
H ‘ 3 3 vdz /
aus den Seidhen der perfdhicdenen Augdricfen von ‘rf,

in Begichung auf die Puncte tweldpe vorhergehen oder
folgen beurtheilen, ob die Racffehr von Dder evften oder
von Det jwepten Avt iff.

256.

g will jegt einige Mnmwendungen geben, und werde
auerft a8 Bepfpiel der Untecfudung dev Marima und
der Minima, die Gleidung

xl? g 208 gax/y + yﬂ = 0,
(von meldber ih fdhon in R, 153 gebanbe[t Habe,) nehs
men. Man gichet daraus

Gyt g g
und toenn man juetft’ den Idhler gleih Null fept, fo
fommt daraus

ayl — x* = o035
wenn man den Werth. von y* weldyen diefe Gleihung in
der vorgelegten giebt, fubftituict fo findet man
x° — aalxtEs o)

Die Unterfudbung mefche wic in Dder angefihrten
Nr. vor einem jeden der Werthe welthe diefe lepte Gleis’
dung giebt angeftellt haben, 14ft uns evfennen, daf

e ;

x' = av2 die eingige ift, welde cinem Magimum ents
i : 5 3 : :

fpridt, man jiehet daraus y’ = ay'4 wenn man in Fig.

3. :

8, AS = ay2 und SL = a3"4 nimmt, fo foird Der

PunctiL Der fepn, bep weldyem das Marimum ftatt Hat,
Wenn
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enn man nachhér den Nenner von = gleicy Null
~ 4

fest, fo witd man finden

y'* — ax’ = o:
man fieht, ohne die Redhnung ju maden, durdy die Sy-
metrie der Refultate, daf in diefem jwepten Falle der
gBertlh) von x‘, derfelbe feyn witd, als’ der pon y in dem
vorhergehendem Falle, und der Werth von y/ derfelve als
der [ Werth von x/, und daf man folglid den Puner X

finden toitd, twennt man AV = av’4 und VX = a'frz’

nimmt.

gBenn man den Bbbler und den Nenner ju gleicher Seit
aleich RNull madt, fo Fommt x/ = o,und y = o, Werthe
die man aud in den Gleihungen, welche Mapima und
Minima geben, wieder findet, und tvelche uns fehren,
baf Der Urfprung A ein Bielfacberpunct ift. Um die
Fangente bey diefem Punct ju fennen, muf man jum E
awepten mahl die vorgelegte Gleichung diffeventiiren, in-
dem man dx’ und dy’ al$ Deftandige Grofen (RNr. 142)
betrachtet, und x/ und y’ gleih Null annimmt, man

toird finden j .
3adx’'dy’ = o

eine (Sjleid)ung, telder man genugthun wird, ¢8 fep, ins
dy’ dx’ o
Dem mané—:-; = o, obet 3—, el macht; Ddaraus folgt,
da eine der Tangenten feldff, die Abfciffenare, und die
andere die Ordinatenare ift, wie man e {dhon RNe. 224
gefunden hat, Um gu jeigen wie die Uralpfis alle geos
. metrifde Umftande getreu darftellt, fo werde i bemerfen
\ faffen, daf unter den joen Nullen Werthen, weldhe man
fiie x in . 153 gefunden at, fih ein Werth befindet,
weldes die Dedingungen des Minimum’§ ecfallt; und
: ‘ 3 in
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in Saphepeit ift, ' in dem Jreig YAX der vorgelegten
Gurpe, weldhe die Adfcifienage AB berihrt, die Ordinate
alferdings ¢in Minimum in dem Punct A, Man- fieht
auf eben die Art, daf die Abfeiffen Ddeffelben Punctes, ein
MMinimum in dem Sreige AZ ift, der durd) die Ordinas
tenage berdihrt, rird. *) §

Wir toollen noch die, in der Figur 9 vorgefellte

Gurpe betradpten; ihre Gleichuug
y'(q s 963’)”’ + fooa*x? — xI* = ¢

gicht:

‘ d)" x? — 50a’x’

dx’ T yF — gBary”

Wenn man den Babler diefes Bruchs gleich RNull fekt, fo
wird man

x/ = o, D %3 = 503% = O
finden, dev erfte Werth von x’, in der worgelegten Gleiz
dung fubftituict, giebt
y =o und y = = Voba’,
aber da, wenn man -
: x ='o ud y' =
macht % & Tommt, fo folgt davaus, dOaf, diefe
Werthe

*) Die Curve der Fig. 8. perbunden, mit den bemerfungstfirs
digen Pacticularitdten, welche miv fchon haben Pennen lers
nen, memlich, Dag fie odurch eine gerade durch den
Punct A fenfrecht auf ibrer Ajgmyptote gesogenen Linie in
imwey gleiche Theile getheilt mird, Man Ffann fich von dies
fer legten igenfohaft verfihern, mwenn man den abjoluten
Durdymefjer butcb pag in Mr. 219 vorgejchriebene Werfahs
ven fuchts . -
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%ettbe‘meber ju einem Magimum nodh ju einem Mis
nimum gehdren, und daf fie einen Vielfachenpunct an=
eigen. Man wicd verfidert fenn, dag der jwente Werth

pon y/, nemli y' = -+ Vg6a®, welder dem Punct
D entfpridht ein Magimum ift, 8 fey indem man fucht

2g1

d?y
was alsdann 5—-—- wird, oder ed fet) indem man augjuma:

den fucht, ob die iby vothergehende Ordinate und die,
weldbe ihr unmittelbar folgt, alle bepde Fleiner find alg
fie felbft :

y = — V;g;_’
ift dag den negativen Ordinaten entfprechende Margis
mum. €8 Oleibt und ‘noch dbrig die Wurjeln der
Gleihung

X% soag =0,
toelche find

: x' = * Vsoa: :

su unterfuchen; fept man fic in der vorgelegten'Gleichung,
fo madhen fie y’ imaginaiv, und geben folglich weder efir
Mapimum noch ein Minimum. Wollte man die La-
gen von der Curve in dem Punct-A Fennen, fir weldhen

. dy’
man fo eben gefehen Hat, daf &):7 fid: auf 3. reduirt,

fo toiicbe man jum joepten mable die vorgelegte Gleiz
dung Ddiffeventiiven, indem man dx’ und dy’ al8 beftan:
dige Grofen betvachtet; und wenn man nadher im Res
fultate x* und y’ gleichy Null ‘madt, fo wirde man pes
fommen

48a*dy’* — 50a%dx! = o,
wetcbes geben toirde

dy V“ =X i Vr-

dx'
- Beyz
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Bermittelft diefer jtwep Werthe wird man fehr leidt die
gtade finien, teldye jeden der Smeige der vorgelegten
Guroe im Puncte A berdibrt, conftruiren, weil man den
9Binfel, welhen fie mic der Abfeiffenage bilden  Fennen
wiicde, oder dag BVerhaltnif der Ordinaten ju den Abfs
ciffen, weldpe diefen FWinfel ausmachen.. (RN. 196.)

Um die Grangen der Curve in der Richtung der Abf:
ciffen odet, weldhes einerley ift, die Magima und Diis
fima von x’ gu befommen, muf man den RNenner

; ,
des Bruds weldher g;y’ ausdrddt, gleih MNull fégen,

didfes giebt die Gteidung
yn 1 48397‘ =o0
fworaus
Y = o umd y‘=_t]/ﬁ.
Der erfte Werth giebt x’ = o, und entipridt nur den
bey Ddem Urfprunge. gelegenen Bielfachenpuncte, man
pieht aber aus den jroep legten ‘
: x/ = 2= 6a und x’ = =t Qa:

Ging diefer Refultate zeigt und den Puaft F und feine
' Ynalogen; das andre Rejultat giecbt H und feine Anales
ger, und bepde fiimmen mit dem was wic in RN 204 ges
funden aben, dbevein.  IMan wird bemerfen, dap die
Abferffe inm Dem Punct G ein Marimum und in dem
Punct H ein Minimum ifr, weil in dem erflen Punct
die Guroe ihre Concavitdr der Ordinatendye Ac jufehre,
der fie in den jwenten Punct ihre Convepitdt jufehre,
Um die BWeftimmung der vornehmiten Umfiande dee yor,
gelegten Gurpe 3u becnbigm, fo bleibt und noch tbrig
bie Natur hrer unendlidhen Joeige und ihre Soflepionss
puncte ju finden, Senn wir wiffen beveité, daf fie gar Feine
Ructehr hat.  Wir wollen jegt anfangen wnd mit den

1L, Theil, M unends
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unendliden Sweigen ju befdaftigens man fieht leicht,
daf x/ und y’ iu gleiber eit unendlih werden, und
wenn man die Gleidung y* — g6a’y* - 100a"x* — x/*

1“4 "t ]
= o, die folgende Geftalt L—, — gba® -E;; ~ 1c0 5-,-

— 1 = o giebt, fo wird man finden, daf das BVerhalt:

p i’ ¢
i %’4 die Einfeit jur Srange hat. Wenn man in dem

/

) d g
Yusdrud von 5—3’,_ y = x! madt, und Die Grange

‘nimmt, fo toitd man nodh die €Einheit finden, tworaus
folgt, dag der Zroeig HX und feine Analogen ohne Ens
de dabin fich bemubhen mit der Abfofienare einen Winfel
oon 45° gu bilden.

]

Man twird nadhher Haben
dx/ _ x* — soa"x* — y* .. 48a%y?

xl—.yl

c_l;; : x? — soa*x’*
: iyt RN S e 504 1
y — x :1:’ = y,s — 4%a- ’T
4 ¥

Diefe Yusdrire, welde, wenn man ftatt x* ihren Werth
fegt, fid auf
_502°x!* — 48a%’* 483%y” — so0a’x’?

x? — goa’x® ¥ — axay”
teduciven, nehmen unaufhdrlih ab, nad Maafigabe ald
x’ und y’ junchmen, und haben nur RNuill ju ihrer Grange.
Man fieht warausd, (Nr.246) daf die vorgelegte Curve
jur Afpmtote jwep grade, durdy den Urfprung A gefihrte
Linien Hat, die mit der Abfeiffenage einen Winfel von 45°
bifden. Man bat um die Figur nidt ju complicict 3u
madyen, Ddiefe grade finien nicdbt gesBaen. = Wir wollen
jest jut Yuffucdung der Jnflegionen ubergehen. Man Hat

: a7yt
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' dn o (3% —=Igoa% = (37" = 433)
it | I | ety
dx" 5% —48a ¥
diefer Ausdruck mwb 2, wenm. y’ und x/ NRull ﬁnb, ein

Fall in' welhem d—;; = z%; um’ feinen - wahren Werth
- X

u finden, twird man das dritte Diffevential der bvorges
legten Gleihung fuchen mafien, indem man d%’ al§ bes
ftandig betrachtet: macbt man im Stefultate x! und y’
gleich ull, fo wicd man haben it

3 | — 1442’dy’ . d’y =0,

2

d%y
mldné g;ebt, a—,—g =0, und bereifet daf der !Dunft A

pmfhcb ein Jnflegiondpunct ift.
~9Bir wifien, daff die vorgelegte Gurve deren noch ans
bere pat; um fie ju finden, muf man den Sahler von

d%y
F" gleich Null fegen, und e8 witd die Gleichung. .

i2

dy
. 3% — 502" — (3y"7 — 482°) d7§ =o

g d 3 s
fommen; toenn man far d—L—, ihren Werth feht, und den

Nenner verfhminden [aft, fo wird man Haben
(3x/*—50a°) (y* —48a%y’ >—(3y'* —48a") (x”*—502°x")*=0:
Man Fann diefe BGleichung fb[genbe ®eftalt geben,

¥y (y""—48a)?(3x'* — 50a%)—x/*(x/*—50a")*(3y'*—48a")=o.
Wenn man jebt bemertt, daf die vorgelegte Gleihung
felbft ju diefer juriictfommt, ,

(5 — 482*) — (x* — 502%)* + 196a* = o,
"“b‘m}m man bden Werth von (y* — 48a*)* nimmt,
um ihm in der porhergehenden Sleichung ju fegen, fo
witD Man nachy den Reductionen finden: -

M a2 (=
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(x*—g0a?)" (25y? —24x") -}-g8a"y*(3x/" —50a%)=o0:
Diefe legte mit der vorgeleaten Gleihung verbunden, wird
dazu dienen, die Abfciffen und Ordinaten, des Inflerions:
punct K und oon feinen Analogen in den ‘andern Iwei: -
‘gen 3u beftimmen ; man: toird [leicht daraus  den, ;mmb
von y** siehen, und wenn man ihn in der Gleichung des
vorgefegten Curve fegt, fo mird man ein Refultar ba,
pen, welcdhes nus nod x entba!ten mrb. ;

SBenn man gx—y unendlich matbt, nber fcmen mtnmr

A — 482% gleidh ‘Rull fest, fo wiirde man y/ = o, und

y = * Visa® finden, “diefe Werthe lehren uns nichts
neues ; der erfte gebdet dem Punct A, welden wir {don
bemecEt. haben, und der jtoepte gehort den Puncten F
und H, von welden i, mffen bag fie feine Jnflexionss
puncte, fondern blof @Scan;en der Curbe in der NRidbtung

der Abfciffen find.

258.
Eheovie von ben Osculationen der Curven.

Ob man gleich Peine grade Linie jwifchen einer Curve
und - ihree Tangente giehen fann, fo fann man demohn:
geadhtet cine unendliche Anzahl andeve verfchiedene Frums
me finien durdhgehen laffen, welde alle die vorgelegte
.Guroe berithren, und durd) ihre Tangente berdihrt wers
ben. DOer Kreid bietet ein fehr einfaches Venfpiel von
diefem Fall dar; man |ficht in den Anfangdgriinden der
®eometrie, dafy, wenn ein Kreig durd) irgend ¢ine grade
@imie berdibet ift, alle diejenigen” Kreife welde durh dem
Bernhrungspunct gehen, und ihren Mittelpunce auf der

durdy diefen Deruhrungspunct und den Mittelpunce ded er=
ftern
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fietn Keeifes gejogenen graden Linie haben, fid 3wifdhen
ihm und feiner Tangente befinden, twenn fie cinen guds
fieen Radiusg alg den feinigen haben.,

Wenn man in der Neibe ,
k.= ph <~ qh? +"th" 4 sh* 4 . . . (k)

fucceffive ‘ ?
k== ph, k' e=ph+ gh®, k“/e=ph 4 gh? + rh’u.f.1v.
macht, fo wicd, k/ wie man teif, die Ordinate bder
Zangente, in Bejiehung auf dee Aye MB’ und den Urs
forung M, (§ig.29) genommen fepn, k* wird die Ocdinate
¢inee parabolifden Curoe fepn, die auch durdh WPiefen
Punct. gezogen, und dued die befondern Werthe, toelde
die Coefficienten p und g bey den Punct M annehmen,
beftimme find: k'’ twoird nody die Ordinate eciner parabos
lifhen Curoe fepn, aber von einer Hdheren Ordnung ald
die vorfergehende u. . 10, Jest ift eg leicht fich gu dbers
acugen, Dafi die ecfie Parabel jwifder der. Curve und ih=
rer Tangente, und daf die jwepte Parvabel jwifdhen Ddie
erfte und der Gurve durdygehet; cine dritte auf deefelben
Art gebildete Parabel wicde jwifden der joepte und der
Curve duecbgehen, u. {. v, In der That, -twenn man
dici Unterfchiede | jwifchens der Ordinate der Curve,
ven Anterfdbied der Zangente, und den von einer jeden
der Parabel die davauf foigen, fo twird man finden.

NN =k — K = gh? of- sh? 4 sh*® o . oo

NNV = k — k't e th? - sh® . oo

NN e= k— k&= - . oh® ik o
i ERnR die Abfcifle h Flein genug fepn wicd,  damit
ein belicbiges Mfied der Reie, meldyes den Ferth von k
ausdeidt, grdfier fep, als die Summe aller folgender

™m3 Glic:
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Glieder, fo ift augenfdeinlih, daf alsdbann NN gerin
ger fepn wird al§ NN’, NN’ geringer al8 NN u.f.to.
Macht man h negativ, fo WIrd man eben fo
an’! < nn’, o' < oot oy, f, to.

finden. Die Curve MY" gebt alfo’ jwifchen der Tangen?
te MY/, und der vorgegebenen “Gurve. MX dburdy; eben fo
gcht aud) die Curve MY jwifdhen MY und MX durd
uf. 'w,

Sede der Pinfen MY/, MY¥, MY/, . f. to. die fidh
mehyr der porgefegten Curve al die ihr vorhergehende nas
pert, ‘fann anaefehen toerden, ald hatte fie einen volls
fommuern Berithrungdpunct oder von einer hohern Ord:
nung alg der, weldher fich 4wifchen diefe jrwey [legtern
befindet. ' Die Ordnung der Bertihrung ift ducrdh die Ans
3abl der Blieder, weldhe der NReibe (k) und der @[etd)uag
der berdfhrenden Curve ‘gemein find, angejeigt.

- Die Curpen MY, MY“ u'f w. befigen alle eine
Gigenfhaft, Dderjenigen analog, teldhe den’ Cavacter der
Zangente bildet (Nr.231); fo toie audh, daf man jwi:
fcben diefe Linie und der Curve, Feine andre grade Linie
durdvsiehen fann, eben fo Fann nian jwifden der Para:
bel MY“ und der Cutve MX, Feine Parabel et jwepten
Ordnung durdhgehen laflen.  Um fih davon ju dfberfirly
ren ift 8 Dhinveihend eine Parabel diefer Ordnung ‘auf
der Abfciffe h bejogen, und durdy die @)Ieid)ung

k, = Ah 4 Bh*
borqeftel(t ju betrachten, man wicd fehens daf fo lange
ald Aund B von p und q differien werden, die Grife
k — k;, ¢8 fey pofitiv oder negativ, die Grdfe k — k¥
tibectreffen wird.  Hatte man A = p, welden Werth
auch iibriaens der Goefficient B haben mddyte, fo wirde
dennody ie, durd) Sie Gleidhung

——

k/—-‘
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k, = ph 4 Bh*®
gegebene Parabel, diefelbe Tangente ald die vorgegebene
- Gurve MX, Baben, und fie folglih audy berdhrem, €8
folgt daraus, daf es cine unendliche Angahl Parabeln
- giebt, Ddie eine Berfihrung von der erfien Ordnungs
mit einer gegebenen Gurve Haben Fdmnen, daf ¢ aber
aud) nur eine ' giebt, Ddie eine Veriihrung von Dder
awepten Ordnung haben fann; um diefe legtern von allen
andern su unterfcheiden, toollen wir fie Bervuhrungs:
patabel nennenr. Man wird eben fo fehen, daf unter
die durch die Gleidhung
k,,'= Ah -}~ Bh® 4 Ch’
voracftellten parabolifhen Curoen, fidh eine unendlidhe Anz
zahl befinden werden, die mit der Curve MX Beruhruns
gen pon der erfien und jwepten Ordnung haben werden;
aber dafi eine cinrjige nemlidh die, two
A =p, B=gq, C=ro,
ift; eine Verfihrung der dritten Ordnung Haben farn, fie
witd alfo die jwepte Beruhrungsparabel feyn, und cben
fo mit den andernm.:

Wenn die vorgegebene Curve, Feine Fnflegion bep
den Punct, roelchen man betvachret, erleidet, fo befindet
fie fidh auf diefelbe Seite der Tangente, unmittelbar vor
und nach der Verdhrung, aber e8 iff nidht Ddaffelbe in
Rucficht der erften BVerifhrungsparabel: denn Dder Unters
fpied N, deffen Beichen immer von feinem erfien Slies
e rb’ abhangen fann, indem man h fdiclid nimmt,
verdandert mit diefer Grdfie ju gleicher Jeit dad Jeichen,
welhed Dereifet, DaB die Gurpe MY, pon der einen jur
andern SGeite der Eurve MX fbergehet; eé giebt alfo auf
cine gewiffe Meife Berdhrung und Durchfdhnite jroifchen
diefe bepde Curven. Wenn man Mithe Htte diefen Ums

M 4 ftand
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ftand gu beateifen, fo mifite man fidh evinnern, daf die
Zangente im Snfleyionspuncte die vorgelegte Surve fdhneiz
det, und fie dennody deriihrt.  Daffelve wird aud alfen
oSculivenden Guroen von einer graden Ordnung twieders
fabren; nur die osculivenden Gurven von einer ungraden
Ordnung allein find alle auf derfelben Seite in Ricks
fidbt auf der vorlegten Curve,*)

Wenn unter den Coefficienten der Reibe (k) fih wels
de finden die Null find, fo befomt dadurdy die odculis
rende finie der niedern Ordnung bepm erfien diefer Slies
der, eine Deruhrung von einer Hidhern Ordnung als die
feinige; mwenn alfo der Goefficient g Null ift, fo hat alss
dann die Tangente eine Berdhrung von der jwepten Ord:
mmg » weil k ~ k' ju¥ ; 3

rh? o= sh* o, .,

toird, ober, was einerlen ift, die erfie Verahrungdparas
bel wird ju einet graden %inie, und fallt mit der Tans
gente jufammen; * die jwepte Beruhrungsparabel wirrde
mit der erfien jufammenfallen, wenn man r=o Datte:
bepde wirden fid mit der Tangente vereinigen, twenn q
und r ju gleicber Jeit Null waren, €@ ift leiht, diefe
Betradptungen nady den Umftanden, tweldpe fich dasbicten

fonnen,

*) Wentt man bie Wwterichicde jwvifhen der Orbdinate einer jes
den der edculivenden Linfen , und die der wovhergehenden;
nimmt , fo wird man haben 3
k! = ph = QN’, k" — k! = qh’ QN/ — QN/,

C kY k! = ¢h? = QN# - QN’i.
Mefultate, mwelche darin bemerfungémerth find, bdag fie dew
Tineaviffien Ausdrud der Glieder won deor sxetbe ® w'
frellen, :




Fheorie der Frummen Tinie 188

- finnen,  augjudchnen und fju modificiven.  Wenn: die
Glicder der Reihe (k) 2 oder unendlidy wetden, fo mug
man afédann feine Sufiucht ju der aligemeineen Reibe

k= Ah® o BhP 4= ChY + . . .

nehmen, telche aus dev vorgelegten Gleichung durd bie
in RNr. 134 angejeigte Berfahrungdacten ; abgeleitet «ift,
und twelde in Beyichung bes  betvachteten * particularen
Punfts die paradohifden Beriihrungscurven geben wicd.
Wic roollen jest jeigen, daf die Curven vom parabolifdhen
Gefdlechte nicht die einjigen fi nd, welde bdie losculivens
ben ciner; gegebenen €urve fepn fonnem.

259;

Wenn man  begreift, dag irgend eine Curve durd
den"Punct M gebet, und folglich in diefems Punet diefelbe
Gootdinaten AP und PM als die vorgelegte Hat, nnd daf
man durd) K die Ordinate diefer Cueve in’ Bejichung auf
bic YUpe MBL und Dder Abfcific’ QM == h vorftellt, man
in_ ihre Gleidung, welde id durd (V) fo ie fie
felbft, bejeichnen werde, x* 4 h und y’ - k ftatt x und
y fegt, fo ‘wird man fiic K cine Reihe -von der Fovm

K = Phiq4 Qh* o}« RW’ =iSh* = ¢ 0.
ﬁnbm und 8 wird folglich Fommen
k-—K—(P"’l’)h'-t-(q—-Q)h’+(f---'R)h’

(s = Sh" 4 . ...
%““‘ p gleih P fepn toird, fo twitd diefe Curve Ddiefelbe
Zangente af8 die vorgelegte Haben, und in Ddiefem Falle
werden fiesfidy eimander berihren. Man fieht audys dah
fo lange al8 q und Q nidht von entgegengefesten Jeicen
: fﬂ)n roerden’, die jroeyte Curve jifdhen. der vorgelegten
M5 Gutve
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Gurve und ihrer Tangente durchgehen wird, denn da
algdann kK — K auf
(g — QO+ (r — R)W* 0, ,

teducict ift, fo wird diefe Differeny Eleiner fepn ald

k—'k"‘qh"-{-rh’ B
wenn die Abfeiffe b dergeflalt genommen wird, daf das
erfte Glied von einer jeden diefer Neiben die Summe aller
ijm” folgenden -{becteift; der Unterfdbied q — Q mit q
verglicdhen, twird uné die refpective Lage Dder berdihrenven
Gurve (V) in Detradt der porgegebenen Curve und ifrer
Sangente fennen fehren. Die Bechhrung der vorgelegten
Gurve mit die Curve (V) toiirde von der jroepten Ordnung
fepn, wenn man ju gleiher Jeit,

p— P=o, q—Q=o¢
hatte; von der dritten Ordnung, wenn man

p—P=o0, q—Q=0;, r— R=o,
batte; und fberhaupt von Dder durdy die Anzahl der in
dem Nusdrud von k — K. perfdhwindenden Soefficienten
angejeigten Ordnung.
Fur einen jeglichen sl)unft der Curve (V) find die

Soefficienten

P:d.y—l’ Q=£‘.i_’_: =-—I—§:"_
dx’ ? 2.3dx" |

durd x, durch y, und durch die beftandigen Grofen, wels
de in ihre Gleidhung Hineinfommen, gegebene Functionen;
aber bep den Punct Mwvermandelt fih x und -y in x/ und
y', und da die Coefficienten

dy’ a‘y’ 1

P=d_17‘:-' q=;:‘]-)'(%’ 1'-_—;‘“3&‘):;,....

unctionen von x* ﬂﬂb y ﬁﬂb, f° meaum die @leu
dnmgen

p—P =0, qe=QE=0, i f W,

: nuy
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nut die beftandigen Srdfien von weldhen man fo eben ge:
forochen ‘hat, und Ddie Goordinaten des Puncted M, und
Ponnen folglid) nur afgdann identifd) werden, wenn diefe
beftandigen Gedfen, mit den Coordinaten x’ und y' die
von ihnen ausgedriicfte Relationen Haben.
Wenn die Curve (V) nidt gang unbeftimme ift, fep

3 in ihrey fage, ober in ihrer Urt, fo wird alddamn ihre
Gleidhung willedheliche beftandige Grdfen enthalten, rorz
iber man disponiven Fonnte, um ecinige von diefen Glei:
dungen \ '
p—PﬂO, q—Q=O~,...

®nuge ju thun, und dadurd) eine Veriihrung einer mehe
odet toeniger hHohern Ordnung, nad) der Angahl diefer be-
flandigen Grofen u beftimmen.

260.

U Diefed durdy ein Vepfpiel ju erlautern, twolfen
toit annefymen dag die Gurve (V) ein Kreis fep von twels
dben die age des Mittelpuncts und Srdfe des Haibmeffer
beliebig ift; und toollen die verfdiedene Berifhrungen aufz
fuchen, den diefer Kreis mit der gegebenen Curve Haben
fan, und auf welde Avt die in feiner Gleichung hincine
fommenden beftandigen Grdfen durdy die Natur der Ve
vihrung, und durd) die fage des Punctd wo diefe Bes
tihrung fiatt hat, Deftimme find.

v Lafit uns daher durd) « und 8 die Coordinaten des
Mittelpuncts des von ung pHetracdhteten Keeifes, durdh a
fein Halbmefler, und durdh x und y die Coordinaten ivs
gend eines Punctes feines Umfangs, vovftellen; die Ents

fernung diefes feptern vom Mittelpuncte , toird jum Ausz
drud Haben (RNr. 197)

Vo =% G —#»
und,



188 , = SBiertes. Capitel,

und, der Ratur deg Kreifed gemafi, folite diefe Entfer:
nung gleidy den Halbmeffer a feyn, nimmt man die Quas
drate, fo wird man Haben

' (x—")’+(x“l)'—a’°
diefesd ift die Gleidung eines mit einem bgmmm .g,ou,;
mefier befdriebenen Kreife der in Bejichung der Upen cine
gany beliebiger Lage Bat.

Die erfte Bedingung, welde diefen Kreid ecfillen muf,
¢efe er die vorgegebene Curve berdbrt, ift daf er durd
den Punct M geht, und deswegen muf feiner Gleidhung
gnitge geleiffet werden, wenn man anftatt x und y, x
und y’ fest, welcdhes geben twicd ;

e’ o (=8 =2 s (1)

el man die verdnderlichen Grdfen x/ und y* fic den
Punct M welden man betradhtet al$ beflimmt anfehen -
foll, fo folgt daraus, daf von drey willfihriide befdns
Dige Brdfien «, # und a, nur nodhy jwey Abrig bleiben mit
welden man Ddifponiren fann um Ddie Vedingungen der
Berlibrung ju evfillen, und daf folglih diefer Kreid im all,
gemeinen, mit der gegebenen Curve feine Berdhrung von
einet Hdhern ald die der jwenten chnung haben Fann,

Di¢ Gleidung

(x, = =) +(y-5)' == 3

giebt ;
P,=ﬂ =—___(x i "),

vevandert man in diefen Wevth x in =/ und y in y¢ und
fubftituict folde in p — P = o, fo fommt
dy’ % —
dx/ %, YT

L 4 ‘ o
(y p)&;+(x—-¢)_o...(z).

= ¢, ober

Diefe
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Diefe Gfeidung ift nicht Hinianglich um « Und A 3u bHes

ftimmen, fie giebt aber die RNefation dic wifdhen diefen
Gredfien epiftiven muf, fie jeden der particuldren Werthe
von x* und von y/: gieht-man-fie die Geflalt

ﬁ—y':———‘(“"‘x'),

fo witd man fehen, dah fie diefelbe ift, als die von der
JNormale in mweldper man x in w—und y -in 8 (Ne.245)
verdndert Hatte, und man wicd darvaus fdlieken, daf
alle Keife die ibren M ctelpunct auf die Notmale im.
‘Pincte M Haben , und Ddie ducch diefen Punct gehen, eine
Beriihrung von der erfien Ordnung mit der vorgegebenen
Curoe haben. T ey

261,

. lat uné nod) die Bleihung q — Q = o bilden
um die Beftimmung ded berihrenden Kreis ju vollens
den.  Wiv jiehen fogleidh aus. der Gleihung . diefes
Kreifes y :

anie. (y = 8)" + (x — &)*°

a(y — 8)°
fegt man nachgehends x/ fiar x und y’ fir y, fo werden
toic Haben E

5 34 gl
G T S g e R

; d2y’
G~ s>’;;¥? T = —a) =0..3)

 Dbie @‘tid)ungen (1)) (2) und (3) vereiniget, find in pin
l§nsl|¢e: Hnjahl um «, 8 und a ju Geftimmen: die ywente
giebt
4 (xl — — — i’:'
- .) . = (yl ” ‘) le’ <
fub
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fubftituirt man diefen TWerth in der dritten Gleidhung, fo
findet man

R o i{/’—:
y —f= o woraus -
dx“
( + d,l!
3 —e=
‘ dxlz

und bmd) Hilfe bufe: QIqun'xde, witd die Gleidung
(1) geben ’
dylz
__( +dx,,)

dx"
Die jtvey ‘¢tﬁen'mefu(ta‘t'e lehren, in Bejichung auf den
Punct M, die Lage vom Mittelpunct des Reeifes fennen,
der in Ddiefem Puncte eine Berdhrung von der toepten
Ordnung, mit der vorgegebenen Curve hat,

a

262,

Jwifden Ddiefen Kreid und diefer Cuvve, Fann Fein

anderer Kreid durcdhgehen; denn, wegen »
p=Pund q=Q
hat man
k—K=(@—=Rh 4 (s —Sh*+. .,
und fite ein Kreid der nur eine Beruhrung von der erften
Ordnung hatte, wicde fommen
k—K, = (q—Qph* 4= (r —ROE’ + (s—S)h* + ...
Raifonnirt man hier wie in RNr. 258, fo wird man fehen,
daf die Differen; k — K, immer grdfer als k — K, fepn
wed
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itd, fo fenge man h dem gemdf nehmen wird, . und
alfo fann dev jwepte Kreis fich nicht unmittelbar vor und
n-dy der Berlihrung, jwifden den criten und Der, vorges
gebenen Curoe befinden: dicfer erfte Kreid tware alf° der
Derhhrunggfreis.

Man fieht durch die Form beé ﬂusbrudé pon k— KI

daff Der Veriihrungsbreis, fo wie audy die Verihrungs:
_patabel (MNr. 258), nadh der Verithrung auf diejenige
Geite der Guroe ubergehet, weldhe der Seite entgegenge,
fetst ift, wo er ‘fich guerft befand, wenn nidht die MWerthe
pon x/ und von y’ die dem Punct M ingbefondere juge
poren, r — R verfhroinden laffen. Fn diefem Falle, ma,

ve Die Berdhrung ded Berdhrungstreifes und der vorges
gebenen Guroe von der Ddritten Ordnung; fie wirde von
der viecten erden, tvenn s —S jugleicher-Ieit verfchwoande,
und fo fort.

Sieht man den Punct M al8 unbeftimt an, fo Fdnnte
man ihm im allgemeinen eine fage ertheilen, fo, daf
man r — R = o hatte; daju mufite man x’ und y’ bes
ftimmen, indem man diefe Gleihung mit die der Curve
combinitt, und twenn man davaus fur diefe unbefannten
©rdfen veele Werthe findet, fo mwhrde der Derdhrungs:

freig in den Punct welden fie anzeigen eine Berihrung
von der dritten Orduung Haben.

263.

Da die Lage von dem Mittelpuncte ded BVerihrungs:
Freifes fie jeden der Puncte von der vorgegebenen Surve
verfchieden ift, fo wird das Enfembel aller diefer Puncte
eine Curve bildben, deren rdinaten « und A find. Fhre
@leidung findet fich, weni®mair'x’ und y! jwifden den

@leis
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‘@leidunden (1) und (2) und denn der vorgegebenen Curs
ve eliminict; denn da Die Relation, welde man durd
“diefe Operation in = und 8 echdalt, unabhangig von den
pacticularen Wecthen ©0n x und- von y* ift, fo muf diefe
Relation nothroendig allen bmemgm wtommen dic » und
B nebmm gonnen.*)

!

264,

@8 ift widhtig gu bemerfen, daf der durd) den Be-
ciihrungdpunct gefihrte berihrungéhaldmeffer, immer die
fo eben crwahnte Curve berihrt. Um e8 ju beweifen, fo
toollen tir in dev Sleidung (2) den Werth von x’ —
nehmen und diefen in dev Gleidung (3) fubftituiren, diefe
Tfegtere wivd

2/
b2 22 ‘ i e
+‘dx,, + (v ”dﬂ—'o’

wic fonnten alfo fatt die Gleidungen (2) und (3), bie
aioep folgenden antenden v
(x''— @)dx’ v~ (y' — p)dy’ = o
ax’> 4 dy'to (ff — B) d%y' = o.
“Sept, wenn man die erfte in Begiehung auf x’ diferentiice,
fo toird fich nicht nur allein y/ fondern aud) « und & vers
dndecn,

+) S exgreife diefe Gelegenbeit um bemerfen ju laffen, daf
im aligemeinen die Eliminirung, wenw fie gemife Srofen
perjchminden 1ARt, und dadurch die awdern vou Dem particus

" Yaren Werthen, weldie die erflern haben Fdnnen, nnabhdngig
madht, §u ein NRejultat fahet, weldes eollective alle die
Werthe enthdlt, welden man fir jeden diejer Werthe ges

- habt batte s durch dieje Eigenfchaft fpiclt die Eliminirung in
pen Gragen der Analyfis und der Geometrie eine grofe
Rolle, whe man folhes in dey Folge fehen wird.
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dndern, weil e8 implicite Functionen von x* find, und
man wicd folglid finden

1 4 dy? 4 (yf — Yy — dedx! — dfdy = q,
ein §Dﬁtfulmt: weldyes in Bejichung auf der I)lev oben ans
gefubrten goepten Gleidung) fid auf

du dx’ 4 dgdy’ = 0,
veducitt, tooraus
ds : dx’

&-:l — dy
i a8 M e -
Bemerft man aber, dag — auch den Differentialcoeffiz

cienten der verdndetlichen Grdfe A, als eine’ Function von
« (Ne. 68) betradbtet, ausdeucft, fo wwd man feben,
" pafi die ZTangente der Guree, auf welder fidh der Mit-
telpunct Des BVerhbhrungstrerfes befindet, mit der Abfcif-
fenage Denfelven Winfel Lildet, ald die Normale der pors
geleaten Gurve, und weil eine und die andre diefer graz
den Linien, durch den Muttelpunct ded BVerdhrungsfreifes
gehen, fo fall:n} fie nothweadig in einander.

: 265.

- Dicfes fuhrt, uns von der Art, wie die vorgegebene
Curve MX (F'8. 30) bureh die Curve FZ erjeust werden
fann, ju veden, welhe man ai den Our aller Mustelpuncte
pon allen Berhhrungsfrefen der erfiern Surve annimmt

Da die tinie MF Zangente von die Curve FZ . ift,. fo
~bat fie nothwendig biejelbe Rihtung ald diejenige ift,
- welde ein um die Convepitdt diefer Surve gelegter Faben

nelymien wicde, toend Ban bey der Entwickelung, ihm, vom
Punct F patte fosmaden fonnen; und 8 it leidt ju fes
bens Dag, imdem man diefen Faden eine fchictliche Lange

giebt, Das auerfie Enbe, bey weldpen ev fich ju entmwiceln
11, Theil, <N ang

.
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anfangt, die Gurbe NX befdhreibt. Diefed BVerfahren hat
. tine grofe Analogie mit der Vefchreibung ded Kreifes;
¢8 ift die Gurve FZ, welde die Stelle des Mittelpuncts
verteitt, und ber Halbmeffer MF flaet Geftandig ju fepn
vecandert fich fie jedem Punct.  Die Guroe FZ heift,
die Ubgemwictelte (@volute) die Curve MX, die Deves
Jopirte, und der Halbmefer ded %ecubwngérmfeé heift,
Halbmeffer dev Evolute

266.

Bon alle den Kreijen, welche die vorgegebene Curve
in dem Punct M betithren, und wo der BVeruhrungsfreis
der ift, welder fich ihr am mehrften nabect, es fey vor,
oder nach der Berdthrung, und folglich diejenige ift, deren
Qrammung am tenigften von der, weldhe diefe Curve in
den Punct bat, den twir betrachren, unterfdyieden ift.
Die Krammung des Kreifes ift fir alle ihre Puncte gleich
aber die, ecines Fleinen SKreifes iff betrdditlidyer als die,
cines grofen, fo daff die Krammungen der Kreife in ym-
gefehrtem Bechdltniffe ihrev Halbmeffer find.  Man fann
alfo durch den Halbmeffer des Beribrungstreifes, von
der Krimmung einer gegebenen Curve, in irgend ei:
nem ihrer Puncte urtheilen; Ddenn in diefem Falle ver:
gleidht man die Gurve mit ihrem Verithrungstreife, fo
wie man fie mit ihrer Tangente vergleicht, um die Nidh-
tung zu fennen, gegen welde in jedem Yugenblic? der
Punct, durdy welchen fie befhricben tird, bingicht, Diefe
Betradtungen Haben aud) den Halbmeffer deg Berih:
rungsfreifes, den Nohmen Krimmungshalbmeffer
gegeden, und man fieht aus dem was vorhergeht, daf
die Srummung einer Curve in umgefehrten - Verhdalinif
Cihres Krammungshalbmeffer freht.

Die
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Die BVerdnderungen desd Halbngffer Ver Kedmmuns
gen und die Umftande ded faufs der Abaeridelten, find
audy fehr sefchictt die fingularen Puncte dev vorgelegten
Guroe 30 entdecfen,

Der AYusdrud des ﬁtummungebalbmeﬁer oied un,
2.1
endlich, twenn j—?i, perfchindet, uwnd Nul, wenn ee
X

unendlich ift. '

Man twicd den Punct der porgelegten Gurve in welz
hen  Der Kreammungshalbmefler ein Marimum ppep
ein Minimum ift, finden, indem man, nach der aes
wohnlidhen Regel iefen Halbmefler toie ed fepn muk, afg
cine Kunction von x’ betrachtet, und feinen Differentials
coeffici>nten gleich Nuil macht. Diefen Calcul bey dem alls
gemeinen Ausdeuct ausgefihet; fabre auf einen merfmips
digen Schluf; Ddenn' ed gehet daraus hervor, daf der
Beruhrungsfreid in diefem Falle eine Verubhrung von dep
dritten Ordnung mit der vorgegedenen Curoe Bat. n
98afeheit, twenn der [abler von dem Diffeventiale des
MWerthes von a (Mr. 261) gleih Null gefest ift, fo be.
fommen Wit die @)letcbung

gy dy’ d" ” dy’® d’

LT~ (+ Dy e,
toelhe x! befimmen wird; renn man aber auf der ams
pecn Seite dad dritte DyfFerential der Gleichung des Bes
riihrungsieeifed (RNr. 260) nimmt, fo witd man Haben

: dv d%y d'y

3 & ax o - =0

Wenn man fic y — 8'ihrem aus bem stoepten Differens
sial gejogenen Ferth fest, und x.in x* und y in y’ vews
wandelt, um das Refultat weldyes dem Berdhrungspunct
gehort, 3u befommen, {o toied diefelbe Gleichung als die

R ; Biee
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Dier oben angefébm, fommen. &g folgt daraus daf der

ay
Goefficient — =5 fut die borgekste Gurve und fir den Bes

rihrungsfreis decfelbe ift, menn der Halbmeffer diefes
feteen ¢in Mapimum oder ein Minimum ift; und
wegen i

T &y g &
ro—— Loy R=—_ &7
G b R 1.2.3 " dx’

tird ‘man alsdann r — R = o haben, ein NRefultat mwel:
des die Bedingung in Begichung einer Verdhrung von
der dritten Ordnung (Ne. 259) ausdeicht.

Da der Mittelpunct der Krammung fih immer in
den Raum befindet gegen weldpen die vorgelegte Curve
ihre Concavitat febrt, fo folgt daraus, daf nadh) ecinem
Inflegions = oder RNucffehrpunct, diefer Mittelpunct von
einer Seite Der Tangente jur anbern fbergeht, fo toie
die Abgemwicelte. Jcb werde mich nicht aufhalten, die vers
fdhiedene Geftalten, weldedie Abgewicelte annehmen Fann
en Detail ju jeigen, ich werdenuriblof bemerfen, daf, wenn
fie eine Snflegion erleidet, daraus ein Ricffehrpunct von
Der jroepten Art in der vorgegebenen Eurve entftehet; vies
fes ift in der Figur fidtbar; denm der Kriimmungshalb:
meffer MF, der in NG gelangt iff, fehrt fogleidh mieder
in HO jurlid', und befchreibt den punctirten Smweig NO.
Auf diefe Art erfannte L°Hopital, bdas Dafepn diefer
Art von Rucfehrpuncte, weldes nadhher vori Ve Gua
behauptet, aber erft durch d° Qllembett und ' Culer au:
fer Bweifel gefegt wutbe.

267.

K werde mich nicht viel dber die Antwendung, bder
in den porhergehenden Urtifeln, enthaltenen Refultate
aus:z
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ausbreiven, il diefe nwendung Feine Sdbierigheit
hat, wenn man den Mihanismus der Differentialvedys
nung gut inne hHat, B>

@ fep juerft die durch die Gleidung y” = Ax', ges
gebene Parabel, IMan wird Hhaben

R dyft -ayfidh
=t 1 o — 5=
dx' 2y dx* 4y"*
Qs TR gt A
il g™ o {5 , — = -
dxlz oy dx/! 4)’"

Sepst man dicfe Terthe in Den Formuln bon ¢, 261, fo
toitd man findben

4y” 4y "+ A )5 G L L Aty

4y aA*
(4Ax/4AD*
— zAz
4Y’3 (4}’"“}- A%) 4 /"
y—p= o AT =M gy 3
A e ey '
RRPRRRNL S M C e S P S L )
e e G
=—'2x—‘5A.

Das erfte Refultat, weldes den Werth des Kriimmungs
halbmefier ausdrucft, wird fir x' = o, gleidh A, dies
fes fehrt uns, daf die Rrammung der Pavabel bey ihs
rem Sceitel Diefelbe ift, alg die eines Kreifes, welder
mit einem den Dalben Parameter gleiden Radiug bes
febrieben ift, und’ daf Ddiefer Kreis eine Beriihrung der
b.lerten‘ﬁwnung mit dex YParabel hat , weil fein Radius
ein Minimymift. Da der Radius des Berdhrungstreifes
grofer wird, nady Maafgade, alg x* gunimmt, fo nimme
§u gleiber eit die Krimmung dev Parabel ab und firebt
unaufhdelich fich gu vernichten. Mahert man den Werth
. pon a Ddenjenigen, Dden man in Nt. 245 fiv die Ner,
N 3 " male
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male gefunden hHat, fo 'wirb man fehen daf a = I?—:f,
i ' : *
oder daf der Krammungshalbmefier gleich ift den Cubug
der Notmale durdy dag Quabdrat des Halben Parameter
Dividict.

Die s[uébm'zd’e bon y* — B und x‘ — & geben

3
—ﬂ=4Z—,, = 3x + A,
fyoraud man 3ichet
y = — (%A'ﬁ)g’ und x/ = i ?A:
: 3

fet man diefe Werthe in der Gleihung
b ylﬂ = Axl’
fo m:b man I)aben

(Fargyd e AL 10

s

3
eime Gleihung welde der Abgevicelten von der ‘nambel
augebért. Wenn man davinn
% — ZA =9
“madht, oder man den Urfprung der Ybfciffen in D,(Fig.31)
bringt, fo wird man ihr diefe fehr einfade Geffalt geben
fonnen,
_ 16¥?
~ a7A’
die ung geigt, daf die Curve toeldhe fie vovftellt, eine von
den ‘Pavabeln der dritten Ordnung ift, die aus jwey
Broeige DF und DFf beftehen, von welden der erfte durdy
feine Entwicelung den Stveig AX, der gemeinen Parabel
XAx, und der jwepte den Sweig Ax Hervorbringt.
Wiv wollen nody den Ausbruct des Krimmungéhalbs
- mefee pon den Curven Der jwepten Ordnung die in der
Bleichung

y' =



’
¥
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¥ = Ax’* 4 2Bx/,
begriffen findy fucdhen, wie werden haben

\

agti A B ay” _ ytp (A By
L B r——— —_———-—
dxl y/ 3 | + dx" Y

&yl 1 A"-(A"I’*‘B dx/ Ay'*-—(Ax'—l—B)’
:i-;’-" o yrﬂ )’” g
Wenn man diefe Werthe in den’ von a(S?t.z&) fubftiz
tuirt, fo twerden mt finden
' e e Ak + B)‘)'
Ay — {(Ax" «- B)* B)*
ober toenn man ftatt y' ihren TWerth fent,
' [CA + Dax® 4 (A + 12Bx! 4 B
B? 3

a =

a= -

268,

Man muf bemeefen, daf fir die Befdreibung dee
Parabel’ XAx, durch bdie Entoidelung der Gurve FDF,
der, um einen ober den andern ber Sreige DF und D
gewidelte Faden, bey den Punct D, in die Berlangerung
der Tangente BD, eine den Krammungshaldmefier bey den
Panct A, gleicdhe Tange AD haben mufi, d. h. gleidd der Halfte
deg Pavameters der vovgelegten Parabel.  Feder andre
Punct. (fo wie F) auf diefenFaden genommen, toiirde eine
unterichicdene Curve hHervorpringen. Wenn der Punft ¥
auf den Punct D fiele, fo rofiede alsdenn der Krim:
mungshatomeffer det befdyrieberien Curve, bey ihrem Urz
fprung Rull feyn und folglicy wirde fie bey diefem Pumct
cine unendliche Krammung haben. Man fieht audy daf
bie Lange des Bogens DF gleich dber Differen; ift, weldye
fih swifchen Den corvefpondivenden Srimmungshalbmefer

N 4 ME
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MF und den Krimmungéhalbmeffer AD, welder ju dem
Utfprunge gehdret, befinden. «

_ Diefe Bemerfuna it allgemein, und weldes auch die
Developirte feyn mag, fo wird ein belicbiger Bogen
der Abgewicfelten Der  Differens der pepden Krim.
mungshalbmefier die durd) ihre auferfien Gnden gefiprt
find, gleich fepn. Gs folgt daraus daf, weil man immer
ju dem Ausd uct des Krimmungshalbmeffers. ver alge:
- braifdyen Curoen, gelangen fann, fo find die Abgewictelten
Diefer Guroen alle zu vectificiren, oder tad einevlen iff,
daf die fange ihrer Bogen durdy eine algebraijdhe For:
mel angegeben terden fann,

269.

Wenn wir vovausfegen, bdaf die Curve (V), weldye
die vorgegebene in den Punct M berihren foll, fratt ein
Kreis ju fepn wie in Ne. 260, eine Ellipfe ifr, deven Apen
a24nd b unbefiimmt, aber purallel mit der der Coordina.
ten find, und daf « und g die Eoordinaten ihred Mittel:
Wﬂttﬂ begeichnen, fo wird ihre Gleichung feyn,

a"(x — «)" 4 b*(y — p)? = a’b?
Sndem man x in x’ und 'y in y/ perwandelt, um ausjus
driden, daf fic durd) den Punct M geben muf, fo wird
man Haben
a’(x! = &)+ b’(y — A = a"b?;
© diefer Gleihuna wird nody dren der beftandigen toillFiifr-
lichen Grodfien unbeffimmt laffen, mit welden man rwicd
digponiven fonnen, um eine glcihe Angahl Glieder in der
Reifye
k=K=(p—P)bh+(q—Qh*+ (r—=R)h’ 4 (s—Sh*+}-,..
veefcmwinden ju laffen, indem man die Gleidbungen
p— Peso, q—onunbr‘—-Rr‘:o
1 3t.
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fent.  Die Veriihrungs - Ellipfe durdy diefe Beftimmun-
gen beftimme, wird eine Verahrung von der dritten Dubd.
nung mit der vorgelegten Curve haden, und 8 iff evis
dent, daf fie swifchen diefer Gurve und ifren PBertlhrungss
frei$ geben wird, .

Ueberhaupt fey die Gleichung (V) toeldpe fie wolle fo
#itd man, indem man davinnen x in x, und y in y’
vevmwandelt, diejenige Nelation erhalten, - welcde unter ify:
ten beftandigen Grodien ftatt Haben mub, damit die Cur:
ven, welde fie vorfrellet, ducdh die auf Der woraegebenen
Gurve genommenen Punct gehen, und wenn fie eine Jaht
n pon tillfahrlichen beftandigen Grofen enthalt, fo wer:
pen m — 1 ubrig bleiben, womit man einer dhnlichen

Anzahl von DBerlihrungébedingungen wird genugthun Eons
nen, Weil man aber hat:

dy’ 1 &%yt 1 d%f

P R, q = —>.—y) r = Tt y" «
dx/ 2 dx* 2.3 dx’
d 1 &% 1 d?

P= '—Z) Q” Toe % — S—— ’ .
dx T2 tdx 1523 T

fo migb man diefe BVedingungen folgendevgeftalt voiftels
“fen fonnen

dy’ _ dy i&’_ 'y d’ d'y dy
dxi . dx’ FTUL Sy L SeR sy f o dime u f. to.

indbem man beobachtet, iy per Entwvicfelung der jrepten
Glieder diefer Gleidungen, welde aus den Differentia: -
tionen dev Bleidhung (v) abgefeitet find, x in x/, und y
in y’ gu verandern.’ Die Verihrungscurve, welde aus
bev Veftimmung aller beftindigen Gudfen entftehen mwird,
witd mit der borgegebenen eine %etuf)rung Der (Ordnung
n— 1, und afle andern, weldhe in der allgemeinen @leiz
dung begrifien find, woraug fie gejogen ift, Fonnen da:
von nut niedere Ordnungen haben; dieferhald unterfcheide

i
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id den etften unter den MNahmen der Betfihrung,
Nach diefen Grelarungen it die Tangente cine Berifhy
rungéfinie, und ifre Bevihrung if eine Verihrung der
ecften Ordnungs die Beruhrung des Bevdhrungsbreifes ift
cine Berdfhrung der. gwenten Ordnung; endlidy Hat die
Berihrungscurve deven allgemeine Bleidung n willfihrs
fiche beftandige Grdfen enthalt, eine Becihrung wvon der
Otdnung n — 1.

270,

Bon den tranfcendenten Curven.

Wiv Haben bid jeht blof die algebraifhen Curven
. Detrachtet, ‘wir werden nun aber einige’ der merfrodrdigs
ften tranfcendenten €urven fennen fernen.  Wir werden
uns suodrderft mit der fogarithmifdyen, ober derjes
nigen Curoe befaftigen, in welder die Ordinaten die
Logarithmen der Ybfciffen find. !
Man Hat in diefer Curve y’ = Ix/, und madt man
x! = 1, fo Gefommt man y’ = o, mwotaus man ﬁt[)él‘,
daf fie die fige AB im Puncte E- begegnet (Fig.32) o
die Ubfeifie AE gleich der Einfeit ift. Der Jweig EX, wels
cher-"Den pofitiven Abfciffen, welde grdfer alg die Gin:
beit find, entfpricht, ift unendlich, weil die Logavithmen
diefer Abfeiffen frets madpfen. Jn dem Theil AE wo die
‘libfciffm Brade finb, ﬁnb die Oredinaten neacu’b und
nehmen in dem Maaffe ju, wie die Bride abnehmen, ders
geftalt;, Daff der Jmweig Ex den negativen Theif Ac der
Ordinatenage gur Afpmptote hat: endlih erfrvectt fich
die [ogavithmifde Curve nicdht auf der Seite der negatis
ven Ubfciffen, tweil ihre Logavithmen imaginaic find
(M. 183).
: Dif:
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Differentiirt man  die Gleigung ¥y =12, fo

dy M 7 ¢
befomt man == = % (Rr. 20); man fiieht Biecaus,

daf dic Tangente diefer Gurve fir’ x/ = o auf Ddie
9ivfeiffenlinie fenfrecht ift, und daf diefelbe ihr nicht eher
paquel ift, al¢ twenn man votausfesty daf x’ unendlid
fen (MNr. 248). Der allgemeine Husdruct der Subtangente
i '
(Nr.240) giebt PT = ’lﬁ):; aber indem man y’ weg:
fchafte, fo faphrt man den Eogatxtbmm pon x’/ ein, daher
diefer Yusdruck tranfeendent ift; nimmt man. indeflen die
@ubtangente OD auf die Ape AC, fo witd man das Ne-
dy! .
fultat OD = x’ :é—, = M befommen, teldes fehr merf
touedig ift, weil e ung belehrt, daf die Subtangente
oD, fitr alfle Puncte der Curve beftandig und gleich dem
WMobdel ift. Desgleichen tird man finden, daf die Tan:
gente, die Subnormale und Rormale, in Degiehung auf
die Uge AB genommen, trangcendent find, weil die Ovs
dinate y* mit in ihren Yusdrud Fommt, daf fie aber af:
gevraifch werden, wenn man fie in Anfehung der QIge AC .
Detradytet.

JI% gehe gur Unterfuchung ves Rtummungébalbmeﬂct
uber, man Hat

R S5
dx‘? : XTT— 2 :i';T; - ';C'—;s

hicraug (Mr. 261)

(= 2y:
L, R
i Mx/ 2

(=2 + MY . ML
e e
X — = - i 2

x' -
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K werde mich nicht daben aufhalten die abgetwictelte Cur.
ve ju betradpten, twelde nothwendig tranfeendem fepn
wicde: ich merfe blok an, daf man die Diferentiaiglei:
dung diefer Curoe erhalten fann, weny man permittelft
ver Werthe von y' — B, und. x'—= und ihrer Diffevens
tialien x, dx’ und dy‘raus der Gleidung
dy' = M dell.

eliminivt. G :

Die Pogarithmen Ddifferiven unter fih nadh Verhare:
nif des Models in Bejichung des Syfiem der Logariths
men, welches fie vorfrellen. Die Gleihung x’ =AY’ giebt,
indem man die Jreper(den Logarithmen nimmt,

Uxt = yI'a,
, woraus
y! = sz
e
ein Refultat deffen jroeptes Glied nidhts anders if, als det
ogarithme von x’, flr einen Model gleidh PLA berechnet,
Diefe Bleichung gehidrt alfo ju einer (ogarithmifdhen Curpe,
271,

Die Cycloide, weldhe wie befannt die Curve ift, bdie
durdy cinen auf dem Umfange eines Rreifes genommenen
Punct befprieben wird, wabhrend diefer Keeis auf einer
ver Lage nach gegebenen graden Linie rollt, ift noch eine
tranfcendente Curve; die Relation unter ihren Dedinaten
und ihren Adfeiflen Hangt von den Bogen bes befehrei:
benden Kreifes ab; man Fann fie fo augdricken.

Da der Urfprung der Bewegung des Sreifes wills

Fahelidy ift, fo nehme ich denfelben im Puncte A (§ig. 33)
an
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an, to der befdreibende Punct' M fih auf Dder gras
ben Rinie AB befand, tweldbe von bdem befchreibenden
Qreife durdblanfen ift. - IBeil diefer Kreis indem ev forte
velit mit allen Punften feines Umfangsd fucceffive die gras
de Linie beruhrt, fo ift einfeuchtend; daf, fobald er in irz
~ gend eine fage QMG gefommen ift, die Gntfernung AQ
- gleidh dem Bogen MQ iff, weldher jwifhen dem. Punct
M den Ddie' grade Linie in A berfihrte, und dem Punct
Q, der fie in der gegenmwartigen fage berifre, begrifen
iff. Stellen toir diefen Bogen durdy t vor; und erriditen
auf AB durch den Punct Q, die Perpendiculare QO, wel:
e durch den sMittelpunct bed befdhreibenden Kreifes gelien|
wicd, und jiehe MN || AB fo witd MN der Sinug von MQ
und NQ wird Der. Sinudverfus daven fepn. Wenn
wic durd r denRadius QO bejeidhnen, fo werden wir,
indem wir die Tafel Sinus und Cofinusd nehmen;

1

£ t
MN =rfin—, QN =t — rcof —
r T

beFommen ; aber
AP = x’ = AQ — MN und PM = y’ = QN,
alfo

& t
x'=?:—rﬁn-r—.,,(|)

y =1 — rcef% S )

Um die RNelation gwifdhen x* und y’, ju erhalten, mifte
man t aug Ddiefen jwey Gleihungen eliminiven, weldes
dodh nur ju einer Relation gwifchen einem Bogen und
feinem: Sinug, alfo ju einem tranfcendenten Refultate
fiithren tofiede; allein man fann tie wic fogleich fehen
weeden, ju_einer Diffeventialgleichung, gifden den Coors
dinaten x’ und y’, gelangen. Machdem Ddie Gleidhung (1)

g ; ] und
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and (2) diffeventiirt find, fo geben fie

t .
dx/ = dt — dteol —, dy’ = atfin —;
man jieht hievaus ¢
dx! I — cof —
e
< ﬁn-t-
. r
und fegt man ftatt
3 W cof
r

3 v
feinen TWeeth "7, aus der Gleidhung (2) genommen, fo

]
pefommt man

r r dx/
geben toird 3 aber man leitet jugleid) aus dev Gleidhung
(2) ab,
— /
eof > ] r———-y'-:
b 2 r
toenn man diefe Ausdride in der Gleidung
: fint® = coft® = 1
fubftituirt, fo toicd man finden
,lz dy’ (r ) y,):
l‘: dx" + r?

Dicfes ift die Diffeventialgleihung bder Cpcloide nimms

= I.

man den Werth ded Differentialcoefficienten d—- fo Dez

fommt



Theorie der Frummen Sinie, 207

fommt man
dx’ v/ T
dy‘ .‘Vﬂryl _\y/z
272.

Nichts ift jent leichter al3 die Yusdricke der Subtans
gente und der Tangente, der Subnormale und der Novs
male, in der Epcloide 3u crhalten. Mean findet vermitz
telft der allgemeinen Formeln aué Nr. 240, 244 und 245,

y” MT = ’Vnry

Vary -—yt’, Vary — y"
PRi=, Vary’ - y'?y MR =V;r_y7.
Man Fann diefe Werthe auf eine fehr einfache Art con:
ftruiven; denn man wird feicht hemerfen fonnen, daf da
MP obder y/ al8 die Abfciffe QN in dem befchreibenden
Kreis QMG betvadbtet -ift, fo witd der oben angegebene
Werth fie PR gerade derjenige der Ordinaté MN diefes
Reeifes fepn, und daf folglidy die TNormale mit der Seh:
ne des Bogens MQ jufammenfallt, wie man e$ audy durch
den Ausdruck von MR fehen fannj e8 folat bhiecaus, daf
die Tangente MT Ddie Verlangerung der Sehne MG fepn
wird.  Wenn man fich einbildet, Ddaf dev Kreid QMG
auf dem Punct Q bid in ivgend ecine Lage qmg, fich fort:
bewegt, fo mwerden die Yinien mq und mg, obngeadhtet
Diefer WVerdnderung den Linjen MQ und MG parallel
bleiben es wird alfo hinreidhend fepn, um die Tangente
und Ddie Normale in cinem gegebenen Punct M ju cons
fteniven,  Ddiefen Punct auf den figem RKieis qmg ju bes
gieheny toeldes gefchieht, indem man Ddie grad Linie
Mm

o ]




208 . Biertes  Capitel.

Mm paraffel mit AB, und alédenn MT parallel mit mg,
und MQ paraliel mit mq 3icht.

Um den SKrimmungéhalbmeffer und, die Gleidhung
der Abgewidelten ju beflimmen, muf man gur Gieidyung
gf: 3 _—.—...____.Y‘ 4
¥ Vay
ihre Diffeventialgleichung hinjufiigen, und bemerfe, dag
man einfacher ju dem Refultat gelangen witd, wenn man

x’ al§ eine Junction von y’ anfieht, D. h. wenn man <

dy’ befiandig macpt, @8 ift leiht einjufehen, vaf man
in diefer Hypothefe x* in'y/ und umgefehrt in den Fors
meln oon JNr. 261 verwandeln muf. T werde indeffen
diefen Teg nicht einfdlagen, mweil idy seigen will, wie
man affe Affectionen der Curve beftimmen fann, wenn

man fidh unmittelbat der gegebenen im[atmnen jroifchen
x und t, y' und t bedient,

: 273

aBenn man fortfabren wollte, in den Formeln von
e, 261, dx’ ald eine beftandige Grofe anjuiehen, fo
mafite man alsdenn y* und t, u gleider Seit ald overdns
derlich vorausfesen, weil diefe bepden lehtern Srdfen ims
plicite %unctwnen der erftern find, allein ed wird beques
mer feyn x* und y’ als implicite Funcronen 0N t ju bes
tradhten, oder weldpes das neml, e ift, dt ais eme bes
‘ftandige @rdfe 3u fupponiren, und auf cinmal dx’ und
dy’ (e, 68) vavuren ju laffen, indem man adyt bat; fratt

2.4

d
des @xﬁerennalwrﬁmenten ~. L ieinen Yusdrud in dies
X

; {er Dypothefe (Rt 59) U fegen, und man mttb faven:

a=
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@x*® 4 dy“)=
dx’ d*y’ — dy’ ax
o dx/(dx”? 4 dy")
dx’ %yt — dy/d*x/’
dy’(dx® 4 dy®)
"= & diy! = dy‘d’x’’
ﬁbtefeé feftgefent,. toerden die @)Ietcbungen (1) und (2)
geben

\yl_ﬁ=_

X/

t . de? t

dx! = dt — dt cgs 7. d&f‘;=~;‘ﬁn -;,
B > de® t

dy’ dt {in oo d')” = t‘— CO(:},

woraus man jieht

x? o dy” = 2dt® ( = cof—)

dx! %/ = dy/ &%/ = - — ( — cof —)

Sept man diefe Westhe in die %cttbe bon 2, von y f o
.und von x! ~ « ynd beobachtet daf

t 7/
I — cof — = Y—-,
: e r r
fo witd man finden

% 4
() r feau 2 U,
a = 2% ([ —_— cof—) = 2 'Vzryl
r

. £ 1 r

L I = { e / ﬁ:—— ‘
? & er = r) S wotaus | 4
X'—a=~—ar fin —:—_-; l folgti ' a=t+rﬁn}~‘
Das erfte diefer Refultate eigt uné, baf bet Kriimmungde .
hatomefler M1’ das Doppelte der Notmale MQ ift, und
daf ev folglich nicbt grofer werden Fann alé das Smwies
fache von dem @urc&}mz{m Des befebretbenbm Kreifes,

1L Theil, o ein
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cin Durdhmeffer, welcher ugleich Ordinate und die RNor-
male der Epcloide im Puncte Lift, wo die Berdhrung Q
die Halfte des Umfang durdlaufen Hat, o8 wicde leicht
epn BHieraus gu fhliefen, toie blt bepden lepten Refuls
tate ¢$ geben, daB

EM =8 = — y’
und daf.

EP = x!/ — &« = 2PQ = — 2rfin i
oy

Wit werden aug dem’ Votfhergehenden diefe merkivirdige
Folgerung jichen, daf die abgemwickelte der Epcloide cine
anbdere der erfen aleidhen €ycloide, aber in einer umge:
fehrten Lage ift. In der That, twvenn man A’B’ parallel
mit AB, bis gu eince Entfernung AT gleidy dem Durch
* mefler des Befcdreibenden Kreifes forifihet, und man den
Punct A’ jum urfptung Det @ombmatm pimmt

Al = =, El = X und PM' =Y
madt, fo ricd man befommen

t
El = Al — AE =mo —a = & =t = ¢ {in—,
- g

PlMl=EPiFEMI = ar "— p [—%8 ¢ + r cof._ti’
p
Aber indem man betcad;tet, dag
fin — = Gn (' iy %
“und daf
cof = = cof (’_'_.:_
) ¥
witd, fo wird man daraus fdlicgen’, daf
X=(x—t)=—rfin’ (::-t) und = -t).

Da diefe smertf)e mit dem Bogen » = ¢, 3ufammengefegt
find,




\
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find, tie bie von x/ ynd von y! e8 mit dem Vogen ¢,
find, fo find X und Y alfo nichts anders, al8 die Coordis
naten einet Cocloide, mwelche durd) denfelben befhreiben.
Den Kreid al8 die erfte, befdhricben ift.

Diefelbe Folgerung wiicde fich coenfalls durdh geomes
ttifhe Betvadprungen jiehen faffen, wenn man ju der
RKenntnif deg Keammungshalomefers gelangt ift.  ne
dem man die grade %inie GQ verlangert, bis fie A’B’ in
Q' begegnet, und Q’ M’ 3icht, fo wird man die Drepecfe
GMQ, und QM‘Q’ formiren, wefcbe untet einandec gleich
find; der Winfel QM'Q’, wird a!fo ein rechter feyn, und
wenn man  auf QQ’ al8 Durchmefler einen Kreid bes
fdoreibt, fo wird er durch den Punct M’ gehen und dem
befchreibenden Kreife gleih fepn. . Diefes fefigefent wicd
man, weil dev BVogen M‘Q’ das Complement von M'Q
ift, welder felbft gleidhy MQ ift, beFommen:

M'Q & QMG — MQ = Al — AQ = QI = AC,
roeldes gang deutlidy jeigt, daf die Abgervickelte A’M‘A,
eine €ycioide ift, meldye durch den Kreid Q' M’ Q, indem
et auf A‘B! pon A’ nach B rollt, befdhrieden wird.

Man wird ohne Jweifel bemerfen, daf nadh dem
Borhergehenden Ddie Eycloide rectificicbar ift, weil fie
feloft thre Abgewictelte 1ft, und daf ver Ausdeuct ihres
Seimmungshalbmefiers algebraifdy ift, und ‘man  wicd
hievaus, diefes wifensofirdige Refultat ableiten Fonnen,
daf Ddie Lange des Vogeas a’A, oder vom dem ifym gleis
dhen AK, welmer Die Halfte des durdy cine gangliche Ums
waljung des befchreibenden RKecifes, befdriebenen Iweige’
ausmadt, gany genau diefelbe ift, als die von AIK
ober von dem jwicfacben Duvcymeffer diefes Kreifed.

D2 274
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Die Cpcloide ift nidt bepm Puncte L beendigt) too
der Kreis aut der graden Linie AL feine ganze Periphes
vie burchlaufen hat, den nidts begrenst die Dayer diefer
Dewegung.  Man muf twohl in der BJefdreibung der
Gurpen bemerfen, Dofi die vecfdiedener. qus einer und
_derfelben Cenjtruction oder derfetben Dewegung - vefultis
renden verfhicdenen Theile, alle zu derfelben Curve ge:
hoven,  Hljo befdpreibt der Kreid QMG, indem ¢v forts
fahet auf der gradem Linie AB fiber dem Punct L hinaus
su rvollen, -ecine unendlide NReihe der AKL afhnliche
Rheife und man muf eben foviel davon jur Linfen des
Punctd A anmehmen, weil dey Kreis nue burcb eine
feit einer unbegranjten gm angefangenen Bewegung ju
diefem Puncte gelangen fonnte, Die Gleihungen (1)
und (2) fihren felbfe su diefen Temerfungen, denn nicdhts
verhindert davinnen t fo grofl, ald man wilf anjuneh:
men, e8 fep pofitiv oder negativ. Man fieht uberdem,
daf y nie grofier feyn fann als 2r, weil ihe Ausdruct nue

t [
den Cofinug von — enthalt, welder: nothwendig jhoifchen

den Grenjen o und 1 Degriffen ift, E8 folgt hieraus
daf die Epcloide in Der gamgen Augdehnung gedacht,
toefche fie BHaben foll, durch eine und diefelbe grade
ginie in einer unendlichen Menge vonPuncten durchfchnit.
ten werden Fann. « €8 ift alfo nidht ju beroundern, daf
man fav fie feine endliche algebraifhe Gleichung hat, die,
fie fep von tweldhem Grade fie wolle, doch nie diefen Um:
ftand ausdriden tourde. ,
~ Der Diffeventialcoefficient der jwepten Ordnung in
%estebung auf bdie 5uncnon v, bat jum Ausdeud, in:
dem
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Pem man dx’ und dy’ qf8 peranderlih anf«e[)t,

dx’ d%y! — dy’/d°s’
dﬁ" T (mt 59))

. fein Werth

I
t
r(l-—-cof—
e

in der Gpcloide, ift  ftets negativ, weil cof ~ hie grofier
feon ':‘ann"als die Einbeit; aber er witd unendlich, wenn
Der Boaen -I- = Sl ift, odec irgend einem Bielfachen

ded Umfangs: in denfelben Fallen ift

t
fin —
r

e —

3
t -1 = cof —
r

audy unendlich: die Punctz A, L, u. f. w. tvo fidh die ver
fdicdenen Rrocige der Epcloide Herdhren, find- alfo Nadk:
fehrpuncte er erfren Art, in welden bdie Qangente fent:
vecht auf die Adbfeiffenare ift.

R LS

Dic Spivalen madyen noh eine Ordnung von tranf
cendenten Curven aug, yelde forwohl durd) ihre Form
als durch ihre Gigonfchaften merfroficdig find. Man' fehe
bier, wie fid) Ddiejenige, weldye Conon von Syracus ers
dachte, eryeugt, und von roeldher Archimedes die vovs
nehmiten Eigenfchaften entdectre.

Wabhrend der Halbmeffer A0 (Rig.34) jich um den
Mittelpunct A deg Kreifes 0QG bewegt, durchlauft ein
beweglicher Punct rcldher von diefem Mittelpuncte audges

2 D3 gangen
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gangen ift, die Cinie AO gleihfdrmig und mit einee fols
den Gejdhwindigheit, DaB er i dem Puncte O, gu der:
fefben Seit anfommt, Dda Ddiefe grade Pinie ihre Umwals
gung beendigt hat. €8 folgt daraus, daf fir irgend eiz
nen Punct M der Spivallinic AMOX, dag Berhaltniff von
AM ju AN obder AO, Ddaffelbe ift, al8 basjenige d¢s Bos .
gensé ON, gum Kreisumfang OGO; da aber niehts fich dem
widerfest, daf der befchreibende Punct feine Bewes
“gung @iber den Punct O, auf den verlingerten Halbmefs
fer fortfegt, und daf diefer Halbmeffer felbft eine unbe-
grengtef‘llngabl von Ummwa(ungen machen Fann, fo wird
e Gurve AMO fidh verfangern indem fie fich beffandig um
den Punct A dreht, Ddergeftalt, daf dad BVerhaltnif swis
fchen der GEntfernung von jedem ihrer Puncte jum Puncte
A und den Halbmeffer des Kreeifes, demjenigen gleidh fey,
weldyes fich gvifdhen dem durch den Punact O durdhlaufes
nen Bogen, feit dem Anfange der Bewegung und dem
gangen Kreisumfang befindet: .in M’ 3.B., wo der Halbs
‘mefler AN eine Reoolution plus dem Bogen ON gemadst
hat, roitd man heben
' _AM! - OGO - ON
AN L OG0
Wenn man alfo ON = t, AM = u madt, und da§, ins
. dem man den Halbmefler AN ur Einbeit nimmt, man
durd 27 den Kicigumfang OGO porftellt, fo wird man

t
u = — paben."
2%

Die verdndeclihen Grdfen diefer Gleidung, find bdas
- tad die Geometer Polar Coordinaten nennen. Der Mits
telpunct pori A ded Kreifed OGO feiffe der Pols die Linie
AM, toelche gejoungen ift immer durch diefen Punct ju ge-
Cben, ift der -Radiusvector und vertritt die Stelle der

. Or.
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Dtdinate der Curve, rihrend der Bogen ON die Abf:
. Ciffe veptritt.

Die Gpirallinie, weldhe toit eben betcad)tet Haben,
und weldhe den Nahmen der Spivallinie des Ardis
meded fihet, ift nur ein befonberer Fall der Gurven,
welche die (‘)[etdpuns

u= At ‘
votftellen irde, indem man unter n alle mdgliche Wevs
the verfteht.  FWenn mon n = — 1 madyt, o hat man

/ u = At~"T oDer ut = A,
cine @(eicbung welche gur Hyperbolifhen Spivaliinie ges
port.  Wenn fratt der Entfernung AM, man fitr u, den
Theil MN Des Radiusvector nihme, weliber jwvifchen
den Punct M und dem Umfang des Kreifes OGO bregrifs
fen ift, fo witd die Gleihung

. §
die der parabolifhen Spivale fepn, oder der Curve), twelde
man maden tofirde, indem man die Upe einer Parabel
‘um einen Kreid volite; die Ordinaten werden alddann
fenfrecht auf dem Umfang diefes Kreifes feyn und. auf
deffen Sgalbmeffér fallen,

So lange 0 cine pofitive Raht iff, nehmen die durd
die Gleichung

u = Ate :
gegebenen Spiralen ihren urfprung im Punct A, aber

~tenn.n negativ ift, fo verminpert fih u, weldhes uerft:

fiir t = o unendlich ift, nachy dem Maafe twie diefer

Bogen junimmt, und bey jeder newen Ummwalung nahect

fih der befchreibende Punct, dew Puncte A, ohne ihm
jemahis erceichen ju Fdnnen.

Um auf den Gpiralen, welde auf Polar s Coordinaten

bejogen find, die Ausdride ver Subtangenten dey Tans

, D 4. aens
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genten u.f. . welde wir in Degiehung der redhtrwinkligen
Soordinaten gefunden hHaben, —anwenden ju Fonnen, fo
tollen wit fogleich bie Coordinaten deg erfren Spftems in
die des aten perfoandeln, und wiv werden jeigen, wie
man pon einem jum andern tbergehen fann, Diefes wird
um defto niiglidher fepn, da man juweilen die algedrais
fben Curoen auf Polav - Coordinaten Dbegieht, man thut
dies vorjiglidy iu Slbﬁd)t der fegelfdnitte, indem man
ibren Drennpunct jum Pol nimmt,

276.

Wie wollen mehrever Einfachheit Halber den Urfprung
der rechtwinfligen Coordinaten bepm Puncte A annely:
men; es jep QO=m, der jwifchen dem Puncte Q Lefinda
Tiche Bogen, der auf die Ubfciffenare AB und dem Puncte
Q, Urfprung Ddes Bogensd ¢, liegt. Indem man PM fenfs
vechi auf AB fegt, und beobachtet, daf der BinFel MAP
- durd) den Bogen NQ, welder = t — m ift, gemeffen
wird, fo twerden ‘tiv befommen:

AM? = AP* 4 PM*, AP = AM cof NQ,

PM = AM fin NQ, o¥er u = Vx> + 5%

X = u.cof (t — m}, = u.finft — m),
'%etmittelfl der bepben leptern Werthe Fann man jede als
gebraifche Gleidhung jwoifchen x und y in eine andete vers
wanbdeln, toelche nidhts roeiter alg den Sinus, den Eofis

nus des Bogend t und den mabmébectoc u enthalten
wird ; fie geben audy:

-3
cof(t-—m)=-a-, Cfin(t—m) =2,
a

an fann aus diefen Gleidbungen Werthe vom cofs,
gnd von fint in x, y, u, ﬁn m und cof m, 3iehen, welde,

" nadh:
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nachdem fie in irgend eine @[eicbung-swffcbm u, fint und
coft fubftituitt find, ju ein Refultat fihren werden, el
Des  OloB noch x und y en‘halten wird,  weil man

u durd VAGT )5 wivd erfepen Fonnen.  Benn man
sur Abfiirzung vovausiest, daf die Linie AB mit der Linie
AO jufammenfait, fo witd man blof befommen
co{‘t-’:ia‘ fint = L,
u u '

Wenn die Gleihung in u und t, welde man fid vor:
nimmt ju teangformiven, den Vogen t felbft enthalt, fo
ift ¢ nicht mebr mdglich eine algedraifdyr Nelation, jwic
foben x und y, teil man feinen dahnlihen jwifhen den
PBogen ¢, feinen Sinug und feinen Cofinus hats ater man
fommt wie wiv fehen werden, su cined Diffeventialgleis
dung, welde nichts weiter als x, y, dx und dy enthalt,

Man  jichet aus den oben. gefunbenen Werthen,
fie u, x und y,

,du:d.Vx*-t-y’ \
cdx = du.cof(t — m) -- u.dt. fin(t — m)
dy == du.fin (t — m) - u.dt.cof (t — m)

und wenn man du und die jroep fepten Gleichungen, cIu
mtmrt, fo wird” fommen

e dy cof (t = m) — dx. ﬁn(t — m)
u

toenn. man fu:

cof(t = m), fin(t = m) unb u
l[)te %ett{)e festy fo bat man
i x_—_.dy S
' L
g)'tan fam\ alfe aug der- Gleihung i u und ¢, und aus
ihrem Differentiale die Grdfen u, coft, fint, du und de

D5 . egs
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wegbringens und da die benden Refultate, toelde man

erhalten tird, nur nod) t enthalten toerden, fo witd man

diefes durch die Eliminirung verfhwinden [laffen.
RNehmen wit 3 BD. die Gleichung

u = Atn,
toeles giebt ‘
I I ‘s 2 & X
— - I =T P e
SRS AT )T ek egn o du = An, dt;
n

da die Yusdrice von u, von du und von dt, unabhangig
pon m find, fo witd, indem man fie fubftituivt und auf
aleichen enner bringt, folgendes Fommen:

.x . I

% (=* 4 )3 (sdx + ydy) = AR (xdy — ydx).

Mit diefer Gleidung twird man die Subtangenten, die
Fangenten U, f. . der Spiralen beftimmen, indem man
pon den Formeln aus Nr. 246 Gebraud) madht, allein e
1icd cinfacher und jugleicherseit alfgemeiner fepn, diefe
Gormeln in Bejiehung auf die verdnderlihen Grdfen u
und ¢ 3u teansformiven, und died ift es was wir vornehs

men tollen. A

77,
Dey ﬂluébl:uff der @ubtangente wird, indem man

fur y unb — 1f)re Werthe fent

*du cof. (t—m) — udtfin (t—m)

"3 fin,(t — m) + udtcof(t—m)

Man toicd diefed Refultat viel einfacdber macben, wenn
man beobachtet, dap die Lage der ACfciffenlinie auf twel:
e die Entfernung PT falit, willtih:lch ift, und daf
man folglih immer m fo nebmm fann, daf der Bogen
Q’N

‘PT = ufin(t —
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Q'N pon. 90" ey, in weldem Fall, die Ordinate om
mit dem Radiusvector AM jufammenfallt,

cofl(t — m) = o, fin(t—m)= 1,
und PT verroandelt fidy in ;

AT, = ._. -u—d—t

du
Man vied die Tangente verzeichnen, wenn man durdh den
“Punct A eine Senfredhte auf den Radiudvector AM jieht,
und auf diefe grade Linie den Werth von AT tragt, der

durch die obenangefihree Fovmel gegeben ift.

sBenn man diefe Formel auf die Gleidung
Wi AR,
antoendet, o twitd man finden

2
AT! =S — = ﬁ. tngT,

: nAto-x n
Sn der Spicale de¢ Conon Hat man
I
n= ) § unb ‘A= = -"’
on

¢ geht davaus Hervor
KTim L
s 2
Man fieht durdh diefen Nusdruck daff wenn t =2+, oder
daf nach einer Umwalzung des befchreibenden Halbmeffers,
die Gubtangente Der rectificivten Peripherie gleidhy ift, lfo
witd man eine vierfache Suptangente am Endej der bey:
den Ummdlzungen finden u. f w. wie Ardimedes e
bemerft hat. Wenn n = — 5 ift, weldpes der Fall der
- hypecbolifhen Spirale ift, fo wird man AT/ = A Has
ben, fb h. daf die Subtangente diefer Curve beftdn:
bzg ift .

|

]
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IH' ba[te.mid) nicht bey der Unterfuchung der RNors

male und Gubnormale auf, weil man bdiefelben leidyt _'

ethalt, fobaid die Subtangente befannt iff.
S bemerFe blof daf

AT/ udt

AN - da)

die Tangente ded Winfeld ausdriickt, welder der Radius:

pector AM mit der grade T'M madit, ' die die Curve im

Puncte M beclhhrt, und daf man

T RS ac usde®
T™ = VAM* + AT =uvy 1 + Sa

Bat.

273.

SBir tollen jest den Nusdruck des Keimmungshalb:

mefiers tranéformiren: um de al8 beftandig anjunehmen,

* wollen wir jugleid dx und dy fich verdndern laffen, und
it weeden und toie in ANr. 273 der Formel

L @y
= dxd’y —dydx
bebienen.
Diefes feft gefest, tverden die Werthe von dx und
dy (R, 276) indem man auf die Gleichung
fin(t = m)® =+ cof(t ~ m)* = 1,
Ricfficht nimmt, geden:
dx* 4 dy* = du? -} u?dt?,
dx® =d*ucof (t—m)—2dudt fin (t—m)—udt? ¢of (6 — m),
dy=d?ufin (t-m) + 2dudt cof (t — m) — udt? fin (t =),
dxd’y —dyd*x=2du* d:-udtd=u+u dts,
und folglich
e (du® -} w? dt?)?

udt d*u — 2du*dt — 7 de>’

Dies
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Diefes Refultat, wie man e erwarten Fonnte, ift unap:
bangig von der Grdfe m, weldye nur von der willFibeli.
den fage der Linie AR abhiangt, und man hatte die Rechs
nungen vereinfachen FSnnen, twenn man vorausfeste, dag
diefe grade Rinie mit dem RNadiusvector AM jufammens
fiele d. B, indem man in den TWerthen der Differentialle
: «dx, dy, d°x und dy,
fin(t — m) = 0 und cof(t — m) = 1
\ ""‘d)t toeldhe dadurch fich auf’
dx = du; dy = udt, d’x = d®u — udt?,
< : d?y = adudt, :
reducict befunden Hatten, ; :

Wenn man  von den YPolar: Coordinaten Gebrandh
madht, fo berechnet man auch die Entfernung ME, welde
wifden Dem Punct M und dem Fuf der Perpendiculare
EF, die vom Centrut de§ Decubrungsfrcifes anf die
grade Linie AM gejogen, begriffen ift, weil fie juroeilen
die Conftruction  ded Krimmunghalbmefiers eleganter
macht.  Man fieht leicht daf die Drepecfe MAT/ und

MEF abnlich find, und

! MT’: AT/ :: MF; ME,
. geben; fegt man fiv MT/ und fir AT/ ihre Werthe, fo -
toird man befommen ; :
_udu? 4 u'dt?
ud?y —odu? — udt?’
u"‘ eine %mnbﬂ"g diefer Formel ju madben, nehme ih
die [ogatithmifdhe Spirale deren Gleihung t= lu ift.
Sndem man diffeventitet findet man

ME == =—

du
dt = M — ober W M, -
u
moraué man fieht, baﬁ in alfen Smmcten diefer Gurve

vie
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die Tangente denfelben Winfel mit dem RNadiusvector
madt. :
Gine zwepte Diffeentiation gicht
ud?n = du? = g,
wmaus man fdlieft

d o
d’a == ix

w’

fubftituit man diefen Werth, fo toie den von det, in dem
Nusbruct von ME, fo titd man befommen:

©8 folat davaus, Ddaf bdie grade Linie AF, fenfrecht auf
den RNadiusvectot gejogen, die Normale MF iin Mittels
punct des Beriihrungsfreifes, oder im correspondivenden
Puncte der Udgewictelten FZ begegnen wird. Diefe Abge:
soictelte wird eine der vorgegebenen ahnlidhen Spicale fepn;
denn da der Winbel AFM aleidh T'MA ift, fo tird er -
vaffelbe fiv alle Puncte der Curve FZ, fo wie fir die

der Cuioe MX  fepm,

279.

@8 ift einleucbtend , daf die fange des Bogens einer
Gurpe eine Junction von feiner Abiciffe oder von feiner
Ordingte ift, und daf folglih das Differential bdiefer
©rdfe, fid vermittelft diefer vevandeclichen Srdfen und
ihrec Diffeventialien muf ausdeicen laffen.

$Wenn man den BVogen DM (Fig.36) z nennt,' und
die Abfciffe AP gleich x feit, fo 2 ift eine Gunction bon
x, und es entftefet” daraus

z'h 2"k 23 2

DM-[-MM’::Z +——-+ + u.f. .

woenn

1.2 1.2. 3
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wenn x fidh in :

' AV L PPl=x+ by z
vertoandelt,iz’s 2¢/, 2 y, f. . indem fie Ddie Differen::
tialcoefficienten g_:, j__z u. f. . porftellen, deren fuccefs
five Ableitung, wiec man weiff, fo befchaffen ifi, daf fo-
bald man bdie erfte Fennt, audh die folgenden finden fann.
Diefes fefigefent, wenn man die Ordimaten PM und /M
einander nape genug nimmt) damit die Curve jwifchen ih=
nen feine Beugung erleidet; gieht man die Tangente MT,
und die Sehne MM/, fo wird man fich ohne Mihe dber:
fithren, daf der Bogen MOM, MM’ libectrifft, und daf er
weniger iff, al8 die Summe der graden finien MN und
MN/. €8 folgt Davaus daff die Entwicelung des Fleinen
Bogens Nw welde durcy die Reife

2 h? zu.ha
e + — - ————3-+u f. .

vorgefiellt !ﬁ, ftcb unter diejenigen der Grofen MM’ und
MN -+ M'N befinden muf; bevechnen mu: alfo einen je:
den ven diefen fegtern,
Das redhtwinflige & MM/ Q wird geben
MM = VG R RS

dba aber 2

MQ =h, MQ = PM — PM,
und P/M’ dasjenige ift, was y wird, fobald x fich in
x + b oerandert) o wird man jur Cntwidelung von
M!Q die Reihe

‘h e "

7—1-—-);—;4—;":1—’- -+ u f. .

haben, welde man jur Abfirjung unter dev Form
(7' =+ ph)h,

feggen fann, indem man ,
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'y yl’/h
'P=lz.'5 ' Tz-—3+u.fm.
madt; fubftituivt man diefen Werth, fo wie den von MQ,
fo befommt man
MM = Vbt +phy h’—h(l-l-y"-i-zpy h4p*h? 3
madyen wir aud ju mehrerer Vereinfachung
2py’ + p*h =g,
fo befommen toir -
MM = h [(1 + ¥ + ghlf.
Gntroideln wiv die Quadrattourgel, vermittelft der binos
mifden Formel,fo wird darqus bccborgebm
MM = (4 ¥ b 201 4y ght L.
MN und NQ witd man durd) die Bergleihung der abn.'
fidhen Drepecte TPM und MQN, finden, moraus man
fchliefit

™ i v
MN = ———-—-——X il

T VT

MP X MQ
Pigs

NQ = = y'h
" (RNr. 246) und da
M'N = M'Q — NQ
fo. befommt man : .
I/ h mhs

MN =T 4L
vEaeo2 +urm

Fagt man Ddiefer Reibe ben qsgrt[) von MN Hinju, fo
witd das RNefultat
lhz / 3
h'l/n—i—y"+ o
12 1.2, 3
- Die Qnt_mlcfelung von MN + M'M feyn,

'(S;é ift leicht ju fehen dag, wenn die Curve ifre Cons
favitat gegen b.ie Abfifienare fchute, wan algdann
: o M'N
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‘M‘N = NQ — M/Q
beFommen witde; allein der Yusdrud von M'N wirde
nody daffelbe_erfie Glied wie oben Haben, toeil der Coefia
cient y* negativ fepn wirde,
MNahern wie die verfehicdenen Entwoicfelungen, roeldhe

it {0 eben gefunden, fo werden wiv die drep Reihen
[)cben'

MM/ = (x +y") h+ £(14y?) igh* S

2!¢h*

MOM’ = —-—+ s lesly
a el
MN + NN = (1 + 5" )y*h+ e e o 8

wooon die jwifcbenliegende eine Grdfe ausdrinct, meld)e
swifchen den Werthen der beyden andern begriffen iff; da
aber bigfe legteren Daffelbe erfe Glied

(1 4 y™ih,
f)aben, fo fblieft man davaus, nady dem, toas in der.
@inleitung (Nr. 36) bHewiefen rorden, daf
zl ] (‘ + yI2 )2
Segen i fratt 2 mnd y* dpen Differentialausdruct bee
Goefficienten , melde fie vorftellen, fo befommt man

dy? T S
— = ‘/ Lyt gy oder dz==Vdx* + dy’.

Man fonnte durd Ddiefe Formel pum Diffevential des
Sreisbogen gelangen, welches miv a priori (Rr. 23) erhale
ten Daben, denn da die Gigichung

xdx
xn + yﬁ = az, d)’ e __;_,
giebt, fo findet man '

dz=§l—d—§= ad,x__‘

: b4 "Vaa gre: xl' ! ;
iL, Theil, / P toenn
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toenn man x in u verandert, und den Radind = 1 an:
nimmt, fo toitd man auf dad Nefultat der citivten Ne.
guciicffallen.
Sndem man fur
. : ; dx* - dy*
feiuen perth
du? 4 u*dt?
m(d)ec in dev vorhergehenden e, gefunden worden,
_fesst, fo toitd man =2
dz =,Vdu’ + u*dt*
sum Ausdeud vom Diffevential des BVogens auf die Po-
far s Goordinate u und t bejogen, befommen.

230.

Der Fladeninhalt einer Curve oder die Srofe ded
RNaums ADMP welder jwifchen den Apen AB und AC, den
Bogen DM und der Ordinate PM beguffen ift, ift noh
eine Gunction der Abfciffe AP, und man wird davon das
Diffevential auf eine analoge Art finden, wie wic ju dem
Differential ded8 Bogend in der vorhergehenden Nr. ge:
fommen find. MWenn wir diefe Function durdh s vorftels
fen, fo wicd s ‘

s'h s/h® | giip?
e + s + T;—?’ =+ U f. W
fobald fih = in x ‘+ h bemanbelt, der Yusdruct Hes
Roums PMM/P’ wicd alfo sur Entwicelung
s'h §?h? S
A +I.z.3 fl i
haben, allein es ift leicht ju fehen, dafi diefer RNaum gris
fier ift, als das eingefdhriebene é)ted)ted’ PMQP’ eldes
jum Yusdruck

PP/ X PM == yh,
bat,
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bat, und fleiner Al dag ymfc-iebene Rehted PR M- p/,
weldyes gleich

ll
PP’XPM’=h(y+ﬂl+l " 4 .0 4)3
b § .
die Reihe

s’h ' ¢'h® g
— -u. L] m’
I 1.2 1.2,3 ot

ift alfo jtoifchen den @tbﬁen

yhunbyh+ +y +u-fm. ‘
Begriffen, und man fcbluﬁt baraus, daf s’ = y (@iﬁleit.
Ne. 36) ‘oder ;; =y, ober endlid) ds = ydx, ein merts

wiediges Refultat, weil e uns lehrt: daf Der Diffes
ventials€oefficient von dec Function der Abs
~feiffe, weldhe den Slédeninhalt irgend einer
Curve ausdridt, der Ocrdinate diefer Curve
Cgleid it

Man fiehet hieraus, daf, ob man gleich den endl chen
algebraifchen Yusdruck der Oberflacbe gemiffec Curven
nidt echalien fann, fo gefangt man demohngeacvret ju

der Kenntniff dez Differential Diefes %Iusbtudé, alfo (fue
ben Kreis wicd man haben

ydx = dx Va* — x%

281.

Goba(b die vorgegebene Curve auf Polar: @oorhrnatm
begogen ift, fo wid 1hre Obverflache  durd) den Sectop
ADM (Fig. 37), weicher §wijchen den Bogen DM und den
bepden Bectoren AD und AM begrifen ife, ausgemeffen.
Um davor dag Differential gu finden, muf man wie
voehery Das ervjte Glied oy Entwickelung von der Grofe

P a fuden
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fudben in toelder fich der-Sector vermandelt, fobald der
- Bogen NO =, ju :
_ NO + NN=t+m
tird, und mwefdber durd) den Sector MA M/ vorgeftellt ift.
Wenn man aber durd bie Puncre M und M’ die graden
finien MR und MR’ vefpective fenfrecht auf AM und
AM gieht, fo witd man jtoey vedtwinflige Deepecte bil:
. den, pwifhen welden, fotoobl feiner Srdfe als feiner
age nady, der Sector M'A M/, begriffen fepn wird. Die

i [ AM
Oberflache des ecfien wird ausgedricht durd Xg b
: ‘ A M/ M’R/
wnd die des jwepten durd >: 5 Sodbem  wie

AM ober u al8 eine Function von ¢ betrachten, fo wird
die Gutwidelung von AM/,

u/'m u“m?*
u b — 4 —_— .,
L 1.2

fepn; man Dat tiberdem:

m?
MR =AMtg, MAR = utg,m=u(m +?+ oo ) (RNr.106),

vy uw'm m?
M/R/‘e=AM’tg.M/AR/ = (u-{- —I—+ ). G +3— S Sy
4fubftituiren wir diefe IWerthe in denen der Drepecfe MAR
und M/AR’, fo witd man fir alle bepde daffelbe 1te Blicd
b paben, und man fblicft folglich daraus, daf die Enrs
2

widelung von dem Ausdruct des Sictors MAM’ ebenfalls
mit diefem Gliede anfangen muf. Wenn man alfo durdy
§ den Sector DAM begeidhnet, fo wied man, da die Ent
widelung von, MAM’ vont der Form
; S‘Ii+stl‘2:_+ lff
SRS T T s

-
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_d

S =

w

I

u?
2

[« 9
=3

und endlich

°d
dS = u—zt haben.

282,
N > \
@ine Guroe ift nidht nur gegeben, wenn man ifhre
®leichung Hat, fen 8 in Cootdinaten ju gwey figen gras
den Linien, rvefpective parallel, oder fep ¢8 in Polor-Coors
dinaten; fondern fie ift ¢3 auch noch, toenn man irgend
eine Relation, jioifdhen jwen durdh ihre Natur beflimmten
®rofen hat.  Die Eigenfchait mwelche die logarithmifde
Cpirallinie (Nr. 278) hat, einen befrandigen Winfel mit
bem Radiusvector AM 3u machen, Fonnte Selegenheit ju
cinet Gleichung jwifchen die graden Linien AM und AT/
(§ig. 35) geben, und. welche, wenn man die evfie u, und
bie anbdere v nennte, felgende fepn tolicde, u == av: man
wird von diefer Oleichung ju derjenigen fiberaehen welde
©in Polar; Goordinaten frqrt Daben muf, indem man ftate

AT/, feinen Nusdruck s fet.
du

‘

Desgleihen mug eine Refation iwifchen den Kedm:
mungshalbmefier und pep Bogen ciner Curve, ald eine
Gleidung diefer Curpe betrachtet toerden, und fie wicd
den merfoicpigen Character haben, bdaf eine der verdn:
veclihen Grofen vdllig ver Eyrve inherivt fepn witrde,
dent da die Grdfie des RKedmmungshalbmeffer  ganjlich
unabhangig von der Natur unp pes fage der Goordinaten
ift, fo bleibt fie ftets dicferoe fur denfelben Punct die
Cueve mag “eine Yage Kapen, melche fic tolle. %n

Sp 3 Mn,
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fnfehung. des Vogens, wiicde fem Urfprung willFipe:
iy fepn, toeil man OO einem beliebigen Puncte der
Gu ve anfangen fonnte ihn ju zablen.

Um ven den redbtwinfligen oder Polar - Goorbintaten
gu einer Relarion gwifdben den Bogen und dem Kriim:
mungshatbmefler iberjugehen, mifie man im erfrern Jalle
x und y aué Dder vorgegebenen Gleichung eliminiven, ver:
mitelft der Gleichungen

dz? = dx* + dy* und
(dx* -+ d")% dz?
dxd’y — dy dx Pt d*y — dyd’x (paba)
und im joepren Falle u unb t wegfdaffen, indem man
von der Gleichung

dz® = du? 4 u®dt’
und dem Augdrude oon a weldyer RNr. 278 gefunden wors
- den, Gebraudy madt. i

Diefelben Gleichungen terden bae Mittel an  ber
Hand geben z und a ju eliminiven, und von einer Glei:
dung gwijchen diefen veranderlihen Grofen auf eine ans
dere jwifchen die rechtwinflige oder Polar - Coordinaten jus
ticfjufommen ;  die Mittel dicfe Eliminirung ju machen
find Nr.78 gejeigt worden.

Maw muf beobachten, daf unmter den Relationen,
die eme Gurve caractevifiven fonnen, e8 welde giebt,
Die durd algebraifde Gleicbungen ausgedridft find, und
andere, twelde e8 nur durdy Differentialgleihungen find;
Diefe fegtern find gewiffermaffe unbeffimmt, b, h. daf
fie 3u einer unendliche Menge von Curven, welde alle
mit einev gemeinfdaftlichen Eigenfebaft begabt find, ges
horen £dnnen, denn nad) der Nr. 50 gemadten Bemers
Fung, muf die primtive Gleidhung von roelher fie ihren
Urfpiung Haben, eine dem Tpponenten ifrer Ordnung
; gleithe
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gleidhe Ungohl von wilfihrliden beftandigen Sedfen eins
{thlicfen. Die geometrifchen %etraétungm befatigen fe[bft
diefe Bemerfung,

MWenn man j, B. die Gleidung der Pavabel y*=Ax
htﬁerenturte, und man nadgehends A eliminirte, fo tourde
- man jum Refultat die Gleichung
2xdy — ydx = o

Haben, welde da fie y‘.% = 2x giebt, auddrddt, Dag

dic Gubtangente dag doppelte der Abfeiffe ift, eine Gis
aenfdafts welde allen Parabeln gemein iff, ihr Parame:
ter fep welder er wolfe.
Da die Bleidhung
Y =m@® = x%)
su ciner €llipfe gehort, deren Mittelpunct im Urfprunge
der xen und der y’8 iff; und, dever, in der Richtung, der
@oordinatenagen, liegenden Yyen, a und av'm find, giebt
dur) die Eliminivung der beyden beftandigen a und m,

dic Differentialaleihung der zten Ordnung:
1 = 2 »

y z—i — x:—i, — xy:}i—x_!-_- o (Mr. 51);
jede der Cllipfen, welde erftere vorfellen fann, indem
man den Grdfen a und m alle mbglihe Werthe giebt,
befriediget die 2te und der Kreis von der Gleihung

x* o+ y? = A%

befindet fih darin mit pegriffen.

Man fieht aus, dem Worhergehenden das die Betradh:
tung der Diffeventialgleichungen die Mittel zeigt die allge:
meinflen @igenfchaften dev Gurve ausjudricken, indem 8
3u Refultaten fithrt, melde unabhangig von den beftdns
digen Grdfen find, toeldye ‘die Gurve particulavifiren.

P4 283.
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283,

" Unwenbung ber Methode ber Grdnien anf die Unterfubung ter
Berdihrungslinien,

Die Gleibungen der Berihrungslinien von ciner ge-
gebenen Jatur, Fonnen fich mit eben fo vieler LeichtigPeit
alg Glegany beftimmen,  indem man von der Methode
der Granzen Gebraudy macht, veren Identitat’ mit der
Diffeventialrechnung wir RNr. 92 gewiefen haben, Es fep
(V) ¢ine Gleidung jwifden x und y und ciner Anzasl n
von willfihrlichen beftandigen Grdfen; man fonnte Die
Gurven welde fie vorfiellt particularifiven, indem man fie
durd) eine gieiche Anjahl gegebener Puncte (Nr. 229 durd
aehen liefe. IBir wollen ung diefe Puncte in der Curve
DX, von toelder wir die Gleihung in x‘ und y* haben,
fiegend gedenfen; um die Gedanfen mehr ju figiven, wols
ler toiv nuv drep betradpten nemlicd M, M/, M*, (§iga.38)
und wollen vovauéfesen, bdaf die Ordinaten PM, Py,
P“M%, unter einander um pie nemliche Grofe h entfernt
find. @8 ift cinfeuchtend, dafi fir jeden diefer Puncte,
die FWerthe der Ordinaten, welde aus der Gleihung (V)
die jur Gueve EY gehort, abgeleitet find, diefelben fepn
miifien, wie diejenigen, welde aus der Gleidbung der Surs
ve DX Hervorgehen, und daff folglidy, wenn man jede
diefer feptern fucceffive flatt y in der Sleichung (V) fege,
und ju x die Werthe x4 x/ 4 h, 3z’ 4 2h Dder corres:
pondivenden Abfciffen AP, AP/, AP# {ubftituict; man dray
®leichungen erhalten” witd, welde daju dienen fonnen
eben fo viel willfahrliche beftandige Grofen ju beftimmen.
&iie Den Gegenfrand mwelden wiv uns vorgegeben twird of
bequemer feyn, unmittelbar unter fidh die Werthe von
PM, P'M‘, P/MY welcdhe aud der einen und, der andern

Cutoe
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Curpe gegogen find, ju pergleidhen; ober da die evfte y/
in dev Cueve DX ift, fo wird die jwente, welde x/ 4 h
entfpricht juv @ntmicfelung in der nemlidhen Gurve
/ dy’ d%y’ h? \
y -i—dx —+E§7’ ;—-;+...
oder : v
y' - ph 4 qh* ... Dhaben
die Entoicelung der dritten, tweldbe fich auf die Abfeiffe
x'+-2h, bejicht, wird erhalten, wenn man in der vorhers
gehenden 2h fratt h fubftituive, und man wird befommen :
y' = 2ph = g4ph* . L.
. Desgleichen da in der Curve EY die erfie Ordinate PM,
y ift, fo werden die bepden folgenden durch die Reihen
y + Ph 4~ Qh* 4... und y 4 2Ph 4 4Qh* 4.,
ausgedvict, indem man Geebachtet in den Fuuctionen y’,
P,Qu. f. o.) x in x/, 3u vermandeln.  Dicfes. fefige-
fest, wirtd man die 3 folgenden Gleichungen (haben
iy e e SRR
-y Ph+ Qb+ Rb'4...==y'4- ph-+ qh'+4 rh’4-...(2)
y-F2Ph-+4Qh>48Rh*-- .. ==y"-2ph44qh’48rh’ ... (3)
Man Fann y und y’ in Dden wey [lessten, ausldichen,
weil die erftere die Sleichheit diefer bepden Functionen
ausdriicft; man wird in der Folge die Glicder Ph und
ph der 3ten eliminiven, welche, da fie denfelben Eoeffi-
cientenn haben, jufammen veefdbwindeny; man toird alfo
ftatt der Gfeidungen (1) und (2) finden:
Ph4 Qh*+ Rh'~-... =ph+4 qh