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BVorrede

Q&nn bie Elemente einee ABiffertfehafe. nody unvolls
ftandig  find, werden bicjenigen, bie fie ffubdieten
buirch bie Menge von Bichern, welche fie su Nathe jies
pen miiffen, wum-fich die {hnen fehlenden Kenneniffe
s verfchaffenn, muthlog gemacht, und wagen fich nue
mit ©dyiichternheit in eine fanfbahn deten Ende fie
niche abfehrt, Unter allen LWiffenfchafeen ift die Ma: .
‘tb}em'atit'E pielleicht diefenige, deren Umfang und Fort:
fbeicte fidy aus den @lementarmerfen am ménigf‘ten
beuctheilen faffen. :

- Durch die Crreiterung der Grchigen dop '21na'
[yfis Haben die grofen Geometer unfers Jafhrhunderts
bem Style diefer @prad_)e eine %oﬂi"omm’én[)eit aex
geben die, nothwendig auf vie Dasftellung der Wajrs
beiten Einfluf haben muff, weldhe vor ihnen befanne
wargn.  Wan trift in der Gefhidyte der MMarhemarit :
anf Epochen, wo, ofhne daf bieSEBalrleiten er eingelnen
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v Borrede

- Géfe cinen Stof gelitten haben doch ihre fyftematifdye
Perfettung durd) die Jufommenflellungen, wozu pie
~ neuen Enedecfungen Unlafi gegeben, verandert iff. Die
Principien urden. frudytbarer, bdie Anwendung det:
felben auf eingelne Ralle wenigdr nothwendig, und bie
Ullgemeinheit’ der Metfhoden erlanbte das gange Ge:
biet der Wiffenfchaft su umfaffen; ungeachter dey
RQortfdhritte, die fie gemadht. — Wir befinden uns,
glaube ich, in einer diefer Cpochen. Die Jufammen:
ftellung der auf die Differential und Jntegraltechnung
fidh Begicheriven sableeichen Materialien, die in den
\acab‘gmifd)e'n Gammlungen jerfireut find, ift allein
Bineeidyend den gangen Reichthuin biefes widitigen Soeiz
- ges der Unalpfis fennen zu Lefre, und, eine Menge
eingelner Berfahrungsarten weldye nod) in die Kindhoie
viefer Rechnung gehdren auf eine FHeine Unzahf alle
gemeiner - Methodenn  juedsufifren.  Aber - map
wird bdiefen Sroeef nicht durch eine blofe Compilation:
etreihen — da fich nemlich bdiefelben Entdecfungent
mefterern Geometern unter febr verfdichenen Sefichas -
punften detgeftalt haben, fo haben fidy Hieraus mely:
- reve Methoden  etgeben, jwoifhen twelchen man éine
MWahl treffen, oder welche man in einer folchen Otd:
nung datfiellen muff, daf vie Bejichungen,  eldhe
fie untereinander verfriipfen, fichtbar werden. - Enb:
lidy ift e8 auch nothwendia, allen fo ju fagen, einen .
gleichformigen Anfieid) su geben, 1oelcher Feinen Un:
g feg=




BVoreedeo v

terfehicd 3wifthen dem wabenehmen [6ft, toas man
einem Sdrifefieliér verbanft, und was man von einem
anvern’ entlehnt hat, und welcher dber bag Gange Klar:
beit und Beflimmepeit in gleichem Gradbe verbreitet.
 Dies ift bas Gefchafe, das i) miv auferlegt
habe; idh fabe alle vie Schwierigfeiten gefiiflt, bvie
tdh Wberwinden muf, um es mit Erfolge auszufiifs
ren, aber die Widytigfeit des Gegenftandes, und dds
Deflrebew niBlich ju werden, ‘fhaben mich auf diefer
mipfamen faufbabn aufrecht’ erfialten, vornemlid) abee
die Ucberpeugung, daf ein Bevind) diefer Art, fo ents
fernt er auch won der Bollfommenbheit feyn mag, dodh
daju bentragen wiuf, die Aiffenfchaft meiter zu brins
Cgeny Ehe ich von dem Plan Rechenfdhafc ablege,

pew ich befolgt habe, glaube idy dem fefer den ez
forung und Bortgang des Diffetentials und Syntegrals
calculd. vor Augen legen ju miffen, damit er defte
beffer bie Grinde einfieht, weldye mid) in der von
mir gewabiten Anordnung beftimme Haben.

Die Cefindung des Differential- und Sntegrals
cafeuts fallt nidhe frifer, al8 in dag left vergan:
gene Sahrhundert, aber auf die Fragen, weldye da-
pin geflipre, wat man fdon in den erfien Qeiten der
®eometrie gefommen, — Tenn die alten Geometer
bie frumlinigen Tiguren, unter einander, und mit
ben gecadlinigen wergleichenr wollten, waren fie ges
nbthigt, {hren Veweifen eine neue Wendung ju g .

83 % ( ben.
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Der 12te Sab im 12ten Budje der. Eemente
- Gufliv’s enthalt dert erfen Lerfuch oiefer Are, der
auf ung gefommen ifi, v har den Veweis jur Abs
o fiht, vaf e Cirfelflbchen fidy verbalten wie bdie
Ouadrate iheér Dianterer.  Hier ift ein Uebergang
vom Endlicdhen gum Unenbdlichens denn in dem vor:
hergehenden Sae beweiff Cuflives, dof diefes BVers
haltnif dem BVerhdleniffe dhnitcher- in groen verfhicdes
nen Kreifen beldyriebenen Polygone gleich fey, tnd s
fcheine miv einleuchtend, taf der Geometer, wer e8
auch fen, ber diefe AWafrheit juceft entdefte, einge:
febn, dafi fie unabhingig von der Anzahl der ESeiten
bes Polpgons ware, und dafidiePolngone fichdem Kreis
Defto mehr naherten, je mehe Seiten fie hatsen; woraus
~et tach dem Gefebe ver Stetigfeit nothrwendig feh(ies
fien mufite, éaf; bie @igenfaft der Erften audh ven
Quoepten gutdme.

Heut sit Tage wirde man den durd) diefe Schluf:
reifen herausgebradyten: Gaf -alg infanglich erwicfen
anféfgen, und die meiften Biicher #ber die Anfangsgring
¢ geben nicht etnmal fo vollfandige BVeweife. Die AL
ten abec,mmm in diefer Ridficht fdmwieriger, alg
witr, und erlaubten fich nie ey Grdfen mit leinans
ber gu- vermedfeln 5mtyd)en meld)en eit_auch noch fo
fleiner Unterfdhied ware. — Um ven Sab, deffen
Waheheit fie durd) die angegeigten Betradytungen fo
su fagen geabnbet Batten, aufer Juweifel ju fehen,

bk it
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fuchten fie su ereifen, ba(; bas Berhdltniff der
Qreife ju einander nicht grbfer und nicht Fleiner fenpn
fonnte a8 bas Werhdltnif der Ouadrate ifhrer Dia:
meter, und um bdabin su gelangen, fingen ifie damit
~an, vafi fie bewiefen, 3 liefie fich im RKeeife ein YPos
Ingon befdhreiben, jwifchen woeldhem und dem ihm cors
refponbivenden um den QKreis befdhrietenen Polpgone,
und: alfo 'nod) mweit mehr 3wifden yoelchen und dem
Kereife et Unter{dyied Fleiner mire, al8 irgend eine
gegebene ©rofie. — Urchimedes exfiob fid) durdy bey:
nae Shnliche SRiccel gu viel fhwerern Siben tie
3. B, ‘die BVerhaltniffe der Oberflache und der forpers
Ixcben Snbaite des Cylinders und der Kugel, bie Dua:
oratur der Parabel, und die “Gigenfehaften der @pv
rvallinien, aber o8 ift nicht olaublich, daf e fie fo
entdecft fat . wie fie uns_fiberliefert find,
Dicfe Waheheiten von einer Art, mit weldyen
“bie Kopfe ber Mathematifer nod) niche vertraut wa-
ver, muften nothtendig vielen. WBiderfpruch finden,
und der Mann von Genie, der fie suerft aus ver
Duntelfeit, weldhe fie verbarg, hervorsog, jahe rwohl
¢in, vaf die Entwidfelung der Jdeen, welde ifm in
feinen Linterfudyungen geleitet, nidyt hineeichend fey
toilrde dicfenigen ju fibersengen, weldhe fich aus Unwif:
fenfeic, moju fich oft Deid gefellt, gégen alles
auflehen wag ihnen fberlegen iff. Dies ift nidyt eis
ne blofe Bermuthung; Archimedes, in bem Sdyeei:
- a4 ben,

3
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ben, worin er fein AWerf {iber die Ouabratur der
Parabel feisiem Freunde Dofithees widmet, antwortet
denen, elde ettwa Siweifel gegen feine Beweife ers
faben mbgten jum voraus, indem er fih auf das
Bepfpiel feiner’ Borganger berufe. *)
Als nach funfzehn finfiern  Jabrhundesten die
- Badel ver Abiffenfibhaften von newen angeslindet, als
die Sdyriften des: Suklives jund Archimedes 1iberfese
und erldutert tourden, fudte man den Faden wieder
aufsufinden , dee fie muthmaflidy in ifren Enedecfuns
fgm geleitet Batte, aber man wmerfte bald, bdaf ihnen
mehe daran “gelegen gemwefen, ihre Seitaenoffen  gir
fibergeugen, afg gu unterricheen, man fab fich affo
gendthigt, ifre Spuren ju verlaffen, und fuchte fich
neue Bafnen s brechen. Obne Sweifel betvogen diefe
Ucfachen deniCavalleri, fich vou der bis dahin Wbl
chen aufierfien Serenge juentfernen, und fllheten ihn auf
die Sme‘tl'ggb’e' beruntheilbaren Grdgen, Die
fem sufolge betrachtet er die finien a8 beftehend aus fauz
ter Puncten die Sladyen alg beftehend aus finien die Kovz
' L pee
#) Usi autem sunt eodem lemmate etiam Geometrae, qui
{ ante nos floruerunt 9 & : 3 3 T
contigit autem, ut ugicuique horum, ‘quae diximus
~theorematum non minor quamiis, quae sine hoc lem-
mate demonstrata sunt, fides adhibita sit; pari fide
nuper iis, quae 4 nobis edita sunt conciliatd (Archimed,
oper Oxoniae, 1792, p.I8).
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per 4l beffefend aus Flachen.  Diefe Methode emp-fa(g('
fich durdy die Kiirge die fie ven Beweifengad, G fuchee
" die Bindigfeit decfelben dadurc) darzuthun, bof er
bie Mefultate, worauf fie fithree mit den Nefultaten
verglich, weldye die Alten . mach ifrer SDRethode, geger
Ben fatten. Dics gab thm Muth fich in ein unbe:
fonntes fand ju wagen, Er wurde feiner Principien
wegen angegriffen, aber er bertbeébigre fich, indenr e
-~ geigte, daf fie tn Archimedifche tberfeft twerden Fonns
ten,  ,Die Slachen und finien, deven Berhiltniffe
»Cavalleri unterfucht, fagt MWonrucla, find nidys
,anders afs: die ndd) Archimedes Methode in fo gros
ofer Menge eingefdhricbenne und umfihricbene Fleine
s&oeper ober Triangel, vaf ver Unterfdico swifchen
Hibnen und dee Figur bie fie umgeben, fleiner twird,
»08 jede gegebene Sibdfie, aber flate daf Urchimedes,
»f0 Oft er bie Berhaltniffe einer Frummlinigen Figue
»3u einee befannten  geigen wiff, einen fangen Um.
Shmeif o YBorten gebraudh, unb einesindirecte
aDemweifesart - autendet fehmwinge fich ber' neuere
»Geometer gewiffermafien ing Uneudlidhe; und fafe
Hin Gedanfen die Gremge diefer beftandigen Theilun:
»gen auf, welde endlich den unter'fd)ieb awifcdhen. beny
\ agetadlinigen und frummlinigen Figuren um oder in.
wtoelthe jene befdhricben find auffeben miffen.) Dag
A ' 05 Wors

*) Obder genaner, ‘aufsulheben ftveben,

£
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SBort untheilbar, ift wenn man will, unei:
saentlidy, doch Fann fie die Gleometer daraus fein
tachichel! entftehn — Jh {ebe Binju wenn man es
in feiner richtigen Bebencung nimme, und nie vers
‘gifit, baf es nur ein abgefirster Ausdrudt ift,

 Doberval betrar in Granfreich diefelbe foufs
bahn, mwelhe fih Cavalleri in Stalien, } erifnet
fatte.  JInbem er fich turc) vas Studtum der LWerfe
ves Urchimedes eine Miethode jur Aufldfung der Pros
bleme 1ber frummlinige Kiguren fuchte, fand er die,
welche ¢r tn feiner Abhandlung vop dent unthéilbaren
Gredfien Hinterfaffen Hae, und die fich von Cavalleri’s
© SMethobe nue in den Augdricen unterfcheidet.  Aug
Pegicrde, fich fber feine Hivale Deiumphe vorzube:
falten, vetbarg et feine Gntdedungen. Die Erfdhei-

nung des Aerfs von Cavalleri bradhte ihn um alle

. Bortheile derfelben, und firafte ihn dafir wie er

5 verdiente, daf er auf bie Eingebungen einer iibel:
* perftandenen  Eigenlicbe gehore hatte, Roberval ers
fand audy eine erhode um die Tangenten an bie
Gurden gu siehn. Diefe ift in ihren Principien allers

dings Jebr finnreich, flehe abér vod) der TMethobe des

Dedeartes, mit der fie mehrere haben parvallel ftellen
woollewr, um vieles nach, weil fie in den meiften Fal
fen nichts thut, als bdie Schwierigfeit des Problems

pinausfdichen..  Des Descartes Methode hingegen

gicbe fir alle algebraifhe Curven eine Berfahrungsz
' art
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are an, deren Geift leicht g foffenn ift, und deren
- AUnpendbung tmmer '5um vorgeftecfren Siele fifet.

. @8 f{deine mie y bafi fie' bamals alg fie erfchien,
nidht - nady ihrem gangen Berthe gefdhafit tourde,
Opne Jweifel enthalten die Scyeiften der Wlten Un-
terfuchungen, die eine weit grdfiere Anfirengung des
Kopfes erfordern, und deswegen melyr - beounders
 werden ;- abet: follte man nicht votr der tibermundenen
 Sdierigfeit folchen wﬁ'crfgoben pen Borgug geben,
weldhe durc) ihre, Jruchtba: feit die Arbeit vermindern,
und affen gugdnglich machen, was fonft nur der An:
theil ausgeseichnerer Konfe war?

SiBicviel b;e Philofophie und Sﬁatbcmattf bem
Desgeartes -§u verdanfen bat, ift su’ befannt, al8 baff
man ju dem bereits gefagtm noc{) efiwas hinguieBen
fonnte. - Abee vielleicht Har man etmas fiberfeln, 1was
diefem grofien $Manne vor- den Geometern feiner Jeit
einen ausgeseichneten Borgug giebt.  So fehr er audh
auf feinen Rufhm bevad)yt war, fo fheint fHm dody
bie Jortpfangung der Aiffenfdhafen noch mehr am
Hergen gelegen -Haben; denn feine Lerfe fiellen im:
miee die Gefdyicdhte feiner Meditation bar,‘ und brin:
gent ofe, weldye die bon ihm angefangenen Unterfus
~dhungen- weiter treiben wollen, auf den redhten Weg.
Man Fann fagen, daf e damals der cingige war,
welcher mic der Jlerlichfeit und Einfabheit fhried,
‘weldye  Der @l in wiffenfdaftiichen Werfen im:

mey
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mee haben foll. & fonnte bdie allsemeinen Methoden
die er inne hatte, gue Aufidfung der fdywerften Aufgas
Ben benufen, und nady Art ver Wlten nur die Refultaie
pavon befannt madhen, er batte fich doch unter den das
maligen Mathematifern einen grofien Namen aemacht 5
. aber avrf bie Dankbarfeit ver Nadyroelt solrde er oeit
‘weniger Anfpruch Haben,

Termat war fchon vor dem Descartes im Befife
einee SDBechode der Tangenten , aber madyte fie erft be:
fannt, nachdem Descartes die feinigen mitgetheilts oo
fligte andyeine m?e_t[;obe' bes Marimum und Minis
mum Hingu.  Dicfe Methoden find einfadyer als die des
Descavtes, fie wurden aber von Fermat nur angedeue
tet, toeldyer weit entfernt die edle Trepmiehiafeit des
Deseartes nadhyuahmen, <es im Dunteln lef (renig:
frens gilt bies von feiner {ehre vom Marimum und
Minimum,) welder Weg ihndafin gefifier, und auf
weldhe Aee mon fie exweifen fonnte.  Dedcartes glaubee
anfangg, daf diefe bepden Methoden falfch waren; in
ter Antwendbung, bie e vou ver Wethode der Tangenten
macen wollte, veraligemeinerte er weniger eife vie
Betrachtungen, bdie fich auf den befondern Fall bejogen,
peffen S-erniat,ﬁcb sum Bepfpiele bedient, und ¢s toar une
mbglich, iGn anfdiefe Regel surickjuleiten, dieer nadh feie
ner Aet berbeﬂ'ette. @t blieh audy immer der Mey:
mmg, daf Feemat erft nach ihm das Mengelhafte devs’
felbon eingefehn, : :
: : Durdy
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- Durd eing Menge von Entdecfungen, deven meh:
rere fich auf die Sablen begiehn, und weldhe bie benden
berfigmeefien "l[na!r)ﬂ'ep unfers Jabrhunderts befdyaftigt
paben, bat Termat BVeweife einea grofen Genies ge:
geben.

Man hat qefagt, taf er Descrates erfeht hatte,
mwenn diefer nicht gelebe Hacce, idh ge{se e ju, wenn man
ibnnad der LBidytigteit feiner Arbeiten, und DenSchivies

vigeiten bie er Bherwunden fat beurtfeilr. Aber ich den:

Fe, baf es ju joeifeln erfoubt fen, 0 er jur Fort:
pflangung der SBiffenihafe. foviel bengetragen Haben
totirde , al8 fein' Nebenbubler, durd) feine mittheilens
ben .@ara?t:er,“\unb vie einfache Are, womit er das NRes
fultat feiner Unterfuchung barfielt, that.

Bermat Hatte vor dem Desfarted, welder immers
wafhrend in eine Menge Srecitigheiten vermvickelt wat,
bie ifm der Deid juzoq, und der'fich (iberdief mit einee
Menge verjchicdener Segenfianve befdyaftigen mufite,
ben Worsug fid) der Geometric, ohne anvere Jerflrcuttns
gent, als bie ibm vie Pliditen feines Umees auflegten,
gang idmen ju fornen.  Diefes anfaltende Fadden:
Fen fiber einen einjigen Gegenfland, mufee nothoendiz
ger MWeije fein Genie unterfhifen die grdfiten Schie:
rigfeiten jur Aiberfteigen, und aych jur Wervolfomm:
nung der SMethobden beitragen, bie ¢ér erfunden hatte:
denn ben der Schabung der Werke geiftiaer Rrdfte
fomme die Seit eben fotvofg[ in Berrachtung, alg bey der

6d7a
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@d)aéung ber Mirfung phyfifcher Kedfte, Leibnifs und
Newton werden uns bald Selegenpeir geben, viefe Be:
merfung ju mneberfgo!en.

: {)ut)gcns tar dar erite, Der bie Im)ben Negeln des
Kermat bemteé, @Iuse ftellte bernach eine fehr ein:
fache SMethove nuf, bte éangentcn a0 alehn , welche im
®runve nidjs andets ift als Kermats Calenl in ABor:
ten audgedricft, und von allem Gberflifiigen befrent.

Endlich erfhien Varrow mit feinem  Farafterifii=
"0 fchen Rriangel, weldher nidyrs anders als der Differens
tial: Triangel ift, und erveichte fo den hdcdhften Grad der -

@infachbeit, deren bie Merhode der Tasnganten, in Vye:

siehung auf die algebraifdyen Curven fafig ift. Umdie

Gefdyichte von der Aufgabe Ber Tangenten nicht ju un:

tevbeechen ; habe idy die Gortfdritre, weldhe in ber alli

gemeinen Aufidfung der Ouadraturen feit Cavalferi ges -
“tacht ‘wurben, bei Seite gefaffen, Gregor von St.

Wingent, Noberval und Pascal machten tn diejer Pas

terie widitige Gortfchritte 5 deren Aufsbhlung  abet
“nidyt hieher gehdee, weil fie diefelben nur der Anwen=

pungder Methoden der Alcen, over der PMerhode des Lnz
theilbaren , ju verdanfen hatten. Do muf man
hievon die Methode ausnehmen auf welde ©r. Bin:
cent ourdy Betradytung Ser Reife in und wm dicfelben

Gurven befdyricbener Recrangel gefihre wurde, - Diefes

fonnte die dee veranlaffen, den Jntegralcaleul auf bie

x :Quabmtuten anaummben’ 2
Sn
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Gn ber Arithmetif des Unendlichen von
SWBallig, fieht man die erflen Spuren von ber Anwen:
dung 0es afgeb)raifd)cn Galculs auf die Quadratur der .
" QRéume, eine Antwendbung die fich auf die Methove bes '
Untheifbaren geinvet,  SWallis gieht die Reifien in
Betradht, und fucht bie Summe derfelben durch thre et
ften und leften Sficder ausgudricfens er gelanat auf
diefe At gur Kennenif diefer Summe, oder bielmehr :
ibeer Grengen, in derht Galle, 10 die Angakl ver ju fum:
wirenden Gfiever unendlidy, das lefite Glicd eg aber
nicheift.  Sndem er nun ferner vie Flachen algaus finien
beftehend anfieht , deren fangen nach einem beftimm:
ten Gefee 31t over abnehmen, fo finbet er fiir diefe
%‘r&d)en ben Ausdrud, indeth cv die Reihen der finien,
wotaus fie jufammengefeft find,  fummirt,  Diefer
et hove sufolge hanat die Berehnung des Flachenin:
halts eines ’.{rtangefé von det Summirung der artt‘gme,
tifchen Peogrefiion ab.

Wallis erwies durd) feine %Jcetf\obe bie Hauptregel
fiie die Ouabratue derjenigen Curven, deren Ordinate
itgend einer Spoteng ber Abfeiffe proportional ift; und :
betqm bavurd die Neael aud fir piejenigen Curven des
“ren Ordinate durd) eine NReifhe der Mionomen ausge:
beide ift.  Die Snterpolations - Methode oie er
ebenfalls erfand, um gewiffe Gurven u quabdri
sent, deren Gleichung gewiffermaafien swifden gwep
andern begriffen. war - weldye feine erfle Miethove

erreys



XVI Boreede,

etreichent Fonnte, verbient bornehmlidh die Aufmerffam:
feic feiner Sefers benn fie enchalt den Ketm der {dhinfen
@ntdecfungen des Memtott, und mache. noch Heutiges
Tages den wichtigften Theil der Theorie Ter Reifjen aus,
Diefe Methode flihree den Tallis ju fehe xmrqu digen
Ausdvriden fir die Kreisfadye,

B3aliis muf in die Claffe vet Geometer gefefit toet:
ben, me!d)e auf die Jortjdritte der Analpfis den grdf:
ten Einfluf gefabt haben, denn aufier benihm cigentfiim:
lichen Entdecfungen fann er noch Anfpruch auf den
grdften Sheil derfenigen madhen, auf teldhe die meiften
ber mit ifhm gleidhzeitigen Geometer durd) Betrachting
~ ber von ihm erfundeien Neifen geleitet rourden.

Neil wid Ban-Heuracr gaben in einer ber cubifdyen
Parabeln, das ecfte Beyfoiel ciner rectificirten Curye
und das Sictel das Ban - Heuraet gebraudt, fihre vag
Problem der Refrification auf das Problem der Quadras
turen gueid. Brornferund Mercaror tricden die
Entdecfungen des Lallis weiter, und gelangten fiir die
Ouadratue ves S?riefeé und der Huypecbel ju den erfren
befannt gemworbenen Neihens dep erfte entdecfte in ben
Qettenbriichen eine neue Art unendlichee Reien. Man:
muf bemerfen, baf ber Fuubamental- Grundfes von
ber mectiﬁéitung ver Curven, deffen {ich Tteil bediente,
~und der Gundamental - Grundfafy der Reduction aus

unendlichen NReiben beftehendee Bridye, - twodurd) fidy -
- WMiercator in den Befib ber Quadratur de Hyperbel
fegte,
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fete, piefe bepden Principien Beﬁnben fih fdon in
Wallis Werken. _

Dief war ungefife der befannte Suftand ' deg
SBiffenfchaft, als im Sahr 1669. auf Barrowd Vey:
aﬁ[aﬁung swifchen Newton und Colling ein Briefz
wechfel ju Stande fam: Barrow theilte vem Colling
,imlsmon-atf) Sulp biefes Sabres Temwtons Sdrife
mit, weldye den Titel fiifee: De analyfi per aequatio-
nes numero terminorum infinitas; und bejeichnet
felbft in einem feiner Briefe, den Caracter der Nepy-
tonfdhen Methode, er betradytet fie als eine Eriveite:
rung von Mercators Methode, als e¢ine Erveiterung,
welche mit dem Stempel des Genies begeichnet, und
in feiner Art nidhes au winfden ﬁbrtg (6. Am
‘@nbde jener Schrift bemerfr Newoton, daf er im
Stande fey, die Tangenten an die mechanifdhen Curs
ben gu giehns fedod) giebt er iervon Fein Vepipicl,
und febt weiter unten hingu: Sed ista narrandi'non
est locus.

Barrow, Colling und Ofdemburg verbeeitoten
butch) ifhren Briefoedhfel die analytifhen Enevecuins
gen des Dlewtons fie machten den Gegenfand derfels
bert mefrerens Geometern bes feften fanbes befanne,
toie 3.B.-dem Sluge und Borelli,

Sm nsa[;t 1672 ¢rfd)emt feibnif gum erfiens
male auf ver Bahne, Gr war damals in fordon
und theilte mefreren Mitgliedern der Kbnigl Gefells

b {chafe
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-~ fchaft einige Unterfuchungen Gber bie Theorie der Difs
fereinzen Der Jahlen mit, man jeigte ihm, dafi er
mic Mouton, einem Gevmeter aus fhon Hierin u-
fammengetroffen fein  Bald verlich er biefe Art Be:
fhaftigung, um fich in der fefre von den Reifen su
unterridhten, weldhe die Aufmerffamteit aller GSeomes
ter auf fid) jog. Sm Sahe 1674 Findigte e vem
Oldemburg, oen er auf feiner NReife nad) England
Fennen geletnt hatte; an, baf er fehr withtige fehrs
faiie in Begichung auf bie Ouadratut ves RKreifes
burd) die Neihen, und auferdem fehr allgemeine ana:
Iptifche Methoden befibe. Olbemburg antwortete auf
 feine Briefe; er glaube ifn benadbrichtigen ju mifs
fen, baf Gregory und Newton aud) Methoden ge:
funden Bltten, weldie die Ouadratur fowohl geomes
trifcher als mechanifdér Curven gdben unbd fid) auf den
Reeig erftreciten. I dbergehe alle Briefe, welhe
in Begug auf die Neihen gefhricben wurden, weil
fein Sweifel ift, baf bdie englifhen Gieomerer von
diefer Seite vor ‘!'ei’f)nig ‘ben BVorfprung Hattens aber
alfen die einige Uapartheilichfeit Haben, wird es ein=
feuchten, daf et diefen, mwelhe ifhm 5ubot¥onim¢n,
nue die Nadyeiferung fhuldig fey, weldhe in Mannern
von Gienie — die ausgeseichneten Arbeiten ihrer Seite
genoffen immer erwecfen, und daf er feinerfeits durd)
felbftaefchaffene Mitcel die Reifen fand, deren Entdes
dfung man ifm fo oft fireitig gemacht Bar,
‘ Die

1\
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Die erfte unmittelbare Mittheilung srwifden Nero:

ton unb feibni, findet fid) in einem Briefe den er am 13,
Quny 1676 an Olvemburg fdyrieb. ~ Die ehroollen
Augdrdce, in welchen er von Leibnif im Anfang dies
fe8 ©dyreibens fpricht, beweifen, daf er ihn ju {da=
fen wufire,.  Jn diefem Sdyreiben, bdas' er verfaft,
hatte, um feibnifen gu Geficht ju Fommen, Hanbdelt
nue von Reifes und eben fo it e8 in der Antwort,
vie feibnif an Mewoton durch Olbemburg dbermadyte.
S Fomme gum, jweiten Briefe ves Newton an
Divemburg s der Anfang beffelben jeigt von Newtons
Seite Merfmale einer adyten und woblverdienten
Hodhachtung gegen feibnif; man findet Bierauf bie
Angeige bes Lieges,  der Dlewton. au. - feinem
“Sefirfae von Erhebung eines Binomiums gu einer be-
licbigen Potens fifeee. - Jn diefem Briefe ift es, wo
et die Cigenfdyaften der Methode ber Flurionen be-
fehreibe, fowohl zur Unterfuchung der Tangenten, 'alé :
aud) fiir die Ouabdraturen; aber er verbirgt fie in ei-
nem Anagramme von verfften Buchftaben.  Man
muf wobl bemerfen, bdaf alles 1brige fidy blof auf
“bie Neihen begicht; daff die Befchreibung der Woryi:
ge der Nertonfchen Methode, nur die Anfzaflung def:
fen jeigte, ™as dicjenigen matdrlichermeife mwinfchen
mificen, weldye die big dahin beFannt gervordenen Me:
thoden der Tangenten und Ouadraturen fannten, unp
bie Jalle bemerft Ratten, o fie tx;xgurgi_gf;énb g
- o : ben
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ben, und baf man baraus feinen pofitiven Begriff
;ur;en fonnte.

Den 21. Juny 1677 fxBermad)te £:ibni§ dem '
Lloemburg cinen Brief, um ihn Neroton mitju-
theifen, welder die etften Verfudhe einer Merhobde
enthielt, die fih auf alles ecfirecdfte, was Neroton’s
Methode begriff; es war der Differentialcaleuli O
bemburgs Tobd, dee Fury bierauf erfolgte, machte dies
fem Briefroechfel ein Ende, und feibnif wartete bis
1684, um bder Belt feine Entdecfung mitsutheilen,
"bie e Damals in die feipsiger acta eruditorum ein-

tﬁdteo

Die getrene Datlegung die idh fo ¢ben nadh bem
Comercium epiftolicurn jufolge, weldes auf Be:
fenl ber Konigl Gefellichaft in fondon gedruce ift
von der CEntftehung ves Differential: calculs gemadye
habe, fann liber die unfireitigen Rechte Feinen Swei:
fel loffen, weldye feibnif auf die Enidectung diefes
Galculs hat; und da e der erfte ift, der ifm dffent:
lich befannt machte, wifrend Newton, der feine Ruhe
feiner Ghre und dem Nuben feiner Jeitgenoffen vor:
308, feine Methode vergefien su Baben fdyien, ift et
nicht aud) derjenige der man in diefer Enededung jue

_erft nennen muf?
feibnif  arntete - bis 3um Safre 1699

ofne . SWiberforuch- bip  Ehrenbegengungen ein,
. : v el
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welche die Schonfeit ‘und Frudyebarfeit feiner Seo
finbung verdiente.  Dewton felbft gab in! feinem
ABerfe von den Principien, weldes 1688 erfdhien
eine Prode der Flupions-TMethode unbd (ies dabey dem
~ $eibnib alle ifhm gebfifrende eredytigfeit tiderfafs
ven.  Die Sadyen whieders fo geblichen fenm ohne den
groben Ausfall des Fatio von Duillier, weldyer juerft
bas Pecht in Sweifel jog, meldyes feibnif auf die
iDtﬁercnr.awed)nung hatte, und yoenn bdie feipsiger
Sournalifien ein wenig mefe Seinheit und Anftand
beobadhtet fatten, in dem Ausjuge den fie von einem
SBerfe Netwtons madhten; denn man muf geftehen,
bag fie nids alg die Lahrheie gefagt Hatten, und
‘bas MNewton fich nidht wivde fHaben beFlagen fonnen,
batte nicht Keil aus bertricbence National: Eifers
fucht, den Sinn ifrer Ausdriicfe enfiellt. Uber das
" ahre BVergehen diefer Sjournaliften beftand bdarin,
baf fie nicht in bas Concert der iobeserfgtbungen eins
geftimme Hatten, welches die Englander mit Nedyt von
ifrem Hochberifhmeen Sandsmann madhten; bdaraus ents
ftand eine Grreitigeit, welche die Aufmerkfambeit des
gelefirten Guropa auf fidh sog. Newton felbft nahm
AUnfangs Hieran feinen Untheil, Keil griff den feib:
nig lebhaft an, diefer beflagte fich dardber bey ber
Rfmigr,l @efeufd)aft in fondbon mit vieler Magigung,
jener , befdyulbigte ihn faut des Plagiats, dies ver:
anlofite \die @efeﬂfd)aft, Commiffacien ju ernennen
‘ b3 ‘um
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um Gollin’ ¢ und ;leemburgs“papiere s priz
fen und gu unterfudhen, weldhe Fingerseige feibuif
wohl von ihnen hacte befommen fonnen,

Die Commiffarien begniigten fich su entfcheiden,
pafi Newton die Flurionsmerhode frifer erfunden,
weldhe im Grunde mit der Differentialvechnung einer:
fen iff. Aber da fie Ben feibnif nicht fiir einen Pla.
giariug erflarten, wie Keil es mwinfdte, fo fuchte
diefer 3 ju erfefen, indem er die Sammiung von
Sdriften, welche jur Entfdeivung des Redytshan:
bels gedient Hatten und weldye die Gefellfchaft unter
bem Ritel Commercium epiftolicum drucen fics, -
mit Anmerfungen begleitet, twelche cben fo partheiifch
als beleibigend fiir feibnif mwaren. *)

4 ey ' Die
*) &8 muf auffallen 3u fehen, twie Buffon der da:

malg nody nidt befannt war Jin der BVorrede .zur
frangdfifhen Ueberfegung jur Flugionsmethode, fidh
man toeif nicht warum jum Ccho aller BerlAumdungen
Reils madhte, und von einem Manne wie Leibnip mit
einer wirflich unverjeihlichen Unbedachtiameeit fprad.
Hm ein Bepfpiel von der Pactheplichfeit zu geben,
die in diefer Schrift perefdht, telde auferdem
mit Uneidtigfeit angefillt iff, will ich neben den eyt
der Unmerfung die Newton in der erften Audgabe
det] Principien gemadt Hat, BVuffons Ueberfzfung
ftellen.

\In litteris quae mihi cum Geometra peritissimo G. G,

Leibnitio annis ab hinc decem intercedebant, eum |
signi»
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DieThatfachen forechen hinlanglich, und ich enthalte
mich in dag Detail viefer Streitigleiten eingugehen, die
wie alfe litterarifhe Streitigfeiten, weit toeniger das
Sueerreffe dee Babrheit jum Gegenfranve Hatten, als
pie feidenichaften und Gigenliche einiger mittelmifis
ger FMenichen, deren Erifteny ofhne die Awifte, wel=
che fie erregten, gamy im Dunfeln geblicben ware.
Dennod) muf i) bemerfen, vaff e3” folidy ift, mas
Gontenclie fagt, bdaf Dtewton bey der ganjen @ad}t
gleichgiilrig geblicben todre; er betrai Den Kampfplas,

, b4 B

; signiﬁcaf"em_ me compotem esce methodi de_tcrm“mandi_
maximas et minimas, ducendi tangentes, et similia pe-
ragendi, quae in terminis surdis aeque ac in rationa-
libus procederet, et litteris transpositis hanc sententiam
involventibus - [Datd aequatione quetcunque
fluentes quantitates invelvente fluxiones
invenire, et vice versd] eamdem CELAREM: re-
scripsit Vir. ‘Clarissimus se quoque in ejusmodi methedum,
incidisse, et methodum suam communicavit & med vix

~abludentem  praeterquam in veijérum et notarum fors
mulis, et idea generationis qluantitatum. U,trisq_ue\.}funs
damentum centinetut in hocﬁkLer_nmate. Ph. nat, princ,
mat, Cantabrid. 1713, vel Amitel, 1714, p. 226.

_»Jai sutrefois communiqué par lettrds, au trése
»habile Géomeétre M, Léibnitz, ma Méthng; il ma ré-
s»pondu quil avoit une Méthede semblable, et qui ng
»différe presque point du tout de la mieane, ete. La
Méth‘ode des Fluxions, Préface, pag: 26. ‘
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und die Bemfungen des Chamberlapne und Hes
Abt von Conti die bepden berdihmeen Tebenbubler
gu verfdhnen blicben unnif.  Nevoton Slieh bdaben,
bem feibnif felbft nach deffen Rode, die Gerechtigkeit
 gu verfagen die er ibm chemals micderfabren fies ;e
ftellte fich Leionibens Methove mict Barow Tangen:
ten - Methode fie einerlen su Halten, und fafe auf
fi) das Dilemma anmwendent, tweldes man Keilen
vorfegte, entmeder uaterfcheidet fich die Flurionsmes
thove, weldye ifr mit dem Differentialcalcul fir eis
nerley Baltet, in Nicys von BVarrows DMethode,
oder diefe lete ift nidyt der Differentialcalcul. Sa
in der britten Ausgabe feiner Principien lies er eng,
weder aus eigenem oder. aus fremden Antriebe die
Unmegfung 1oeg, in welher er feibnifens Redyte an:
erfannte (?)jtan fehe Ddie UnmetFung der vorigen
Siite).

Die Umftande gaben dem Nerwton vor Seibnif
meht Bortheile voraus als Fermat bor dem Des:
cartes voraus hatte. Bon feiner frifefien: Jugend
an unterbrach nichts den Faden feiner Nadhforfeun:
gen, welde er auf bie Gheometrie richtete; Das fand
1o ¢¢ bas Seben erhielt war damals die Liege dev
glangendfters Entbecfungen, ferner Batte [er gum fefe
rer einen Miann der fich unter den Eefindern ausges
Cichnet hatte (Batow), - Jreplich vermdgen folche
Umftande niches obne das Genie, gleichrwohl muf man

; iz
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eingeficher, daff fie dic Enrwidelungen deffelben mady.
tig befbroern.

Die Studien, weldye Leibnif Unfangs, efgriffen
\[gatte,‘ bie wenige Unterfiibung, welde Deutfdland,
fein Baterland, ifm in der Mathematif geroafren
fonute, affes {dhien ifhn von dem Anbau einer SIBif,
fenfdhaft su entfernen, weldher er jefc den achteften
Theil feines RNuhms verbanft 3 audh fieht. man ifn
eeft nady feiner Neife nach) England auf bder Bahn
ber Cntbecfungens bier lernte er aus dem was andere
geleifter Batter, was noch ju leiften Gbrig ware. Ee
felof era&fglt in. mefhreven feiner Briefe, mit eben {o
viel Unbefangenbeit als Befcheidenfeit, den Anfang
feiner Gortfdyritce, und die Unterftifung die er ven
Hungens empfing, und diefer beribmee Geometer,
weldyer eibnifens cigentlidher Sefree war, tourde ef:
ner feiner Bewounderer. '

Wian befdhuldige midh nidht, daff id ben Man-
nern, ielche den Rubhm ihres Fafrhunderts ausge:
madhe haben, ifron Rang anweifen wollte; Nerwton
hat fich in feinem unflerblichen LBecfe von den Prin:
cipien ein Denfinal gefeit, weldes ithm auf immee
bie Vewunderung der Nadywelt verfidhert; Abes dep
Glang feiner Unfpriche gebietet die firengfle Bilkigs
feit gegen feinen Debenbubler, welcher unaufhdelich
bon einem Gegenftand jum andeen. fdhnell dberging,
einen fefr auagebreiteten Bricfwedfel unterfiele wnb

b s ohne
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“ofne jur Ausfibrung eines grofien Yerfes Muffe su
fhaben, die Ehre eines Entdecfung theilte, eldye die
Geftalt der Mathematif verandert hat, und der in
einer fleinen Anzahl von Briefen und Schriften eine
Mienge fianreicher Gedanfen ausflreucte, mweldhe. den
- Keim gu den fdhdnfien Theotien in fidh fhloffen.
Die Entoecfung bdes Differentialcalenls  blied
einige Jeit unfruchtbar; und leibnif, um bie Auf:
merffamFeit der Geometer wiever aufjumweden, legte
ignen im Jafre 1687 die Aufgabe vor, die Befchaf:

fenheit der Curve jur beftimmen, die ein fchroerer Kbr:

per bm:cb[aufen mifite, nm-in gleichen SQeiten gleich:
formig fich gu fenFen Huygens war der erfle der
die Auflofung des Problems gab, ohne aber die Wee
‘thode anguseigen, beren et fich bedient batte.

Safob '%e;p_uou[{i [bfte eS'ebmdeé ourdy
ben Diffeventialcalcul auf, und madyte feine Analy:
fis in den Actis Eruditorum 1690 befannt,

_ Johann Bernoulli, fingerer Bruder bdes
vorhergehenden, und. deffen efhemaliger Sdchyiler, betrat
foft su gleidyer Zeit mit ihm die faufoahn, und ees
vichtete mit feibnif cinen %rtefwed)fel, ber big qum
Tode bes leten dauerte, Gt machte audy in Sranf
reich den Differentialcaloul befannt, worin er den
Marquis de I'Hopital unterrichtete, feibnif 1und bie
Bernoullt [Hften eine grofe Unjafl eben fo nener als

fhrecer s:‘[)x:ob[eme auf, welche fie Hernadh) allen Geos
: metern
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taetern _bor’legten. Sie napmen aud) die Probleme
ber QRettenfinie und ver Curvel tes fdnellftert. Falles,
weldhen felbft ©alilai nidhe gewadhfen war- wiedee
bor, FEIE : e ‘

- Gafob Bernoulli, unaufhdelich von feinem Bru-
per, beffen Schrer er ehemals gervefen mar, genectt,
fegte ibm, als eine Herausfoderung vas Floperimetris
fdye Problem vor, ein Problem von ciner HHhern
Ordrung, als afle mit denen man fid) bis dafhin be:

 fdhafiget fatte.  Gleihroahl muf man eingeftehn, daf

fchon vor thm MNewron cines der Art aufaeldft Hatte;
weil er in feinem Vuche von den Yrincipien, bas
1687 fgerdusf’am, die Jorim des feften Kirpers an-
gab, melcher von Seiten cines Fluidums in welchem
et fid) bemwegt bem minbeften Aicberftande erleider,
Aber ex Hat nicht befannt gemacht, auf weldyen e
‘ge er bahin gefommen, und hat nirgend angeseigt,
baf er ecine allgemeine Methode Habe, um  diefe Art
Probleme aufsuldfens da dod) die Methode die Fafob
WBernoulli erfand, cine Analyfis darbietet, herelich durdy
ifgré Qcelichfeit und weit erhaben tiber alles was big
" bahin geleifter mwar, | ‘
Der Diffecentialcalcul echielt jeden Tag neue
Erweiterungens man Ratte ibn auf die Theorie der
Gvoluten angewandt, eine ver mevfwirdigfen Enes
befungen, bie man Hungens verdanft, Aber néd),
war fein LWerf vorhanden, worin man- fich dariber
k uncee:
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unterrichten Fonnte; a3 im Sofre 1699 'Hopital,
einer Der wenigen Geometer, welhe mit dem Diffe-
rentialealcul fortgefdyricten waren und felbft Antheil
- datan genommen Batten, feine Analyfis des Unend:
fidhy Eleinen [erausgab. Diefes Budy mwar lange
Beit - pas Befle, weldes man 1fber diefe Materie
patte, aber ¢8 lich nod) immer eine Abhandlung vom
Snregral: Salenl ju mwinfden dbrig, worin fidh 'Ho-
pital nidht einlaffen wollte; weil er wufte, bdaf feib:
nify ein grofes LWerf unter Handen fatte, weldhes
¢r unter dem Ritel: de fcientid infiniti, beFannt ma:
chen ollte; bas er aber nicht vollendet fhat, Der
Sntegralcalcul ftellte vielmefr Sdywierigheiten dar,
als ver Differentialealinl.  Die erfte  aligemeine
Methode, die man in diefem Caleul fand, wae bdie
Methode der Jutegration der rationalen Bridye; wel:
de SFohann Bernoulli im Fafre 1702 Herausgab;
- aber von 1694 an Batte er dbas Mirtel angeseigt, die
Differential- Gleidhungen durd) Abfonderung der vers
{mbérﬁcbe__n Grofen 3u integriven, ®abriel Man:
feedi, ein italienifdher Geometer gab 1707 eine gange
. Ubhandlung nber die Gleidhungen feraus, worin er

mit dem Geometer von Bafel jufammentraf. -
Man muff bemerfen, daf wahrend, der Diffe:
tential- und Sntegral- Caleal grofie Fortfdhritte unter
- ben Handen ber Geometer des féfte,n fandes machten,
Neroton feine Enidecfungen 3 vergeffen fhien. Sef
m
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im Sohr 1706 erfhien feine AbHanblung bvan der
Quadratur der Curpen; und feine Abhandlung bder
Klupionen fam erfi- 1736 alfo lange nach feinem Zo:
e, ans fidht. Das mathematifche Genie fchien in
per Gamilie der Vernoull’s erblich gu feym  Jifo-
lag und Daniel, Sdhne Johanns wurden bald
eben fo gefdhidt, als ife Vater; Hermann und
Culer waren ifre Mitfchifler; leBterer faumte nidye
dem Sntegralcaleul fdhnell Buwadhs su verfdhaffen.

Die Geometer des feften fandes vernadhlafiaten
bie Theorie ber Meihen nidhes aber fie Hiiteten fich
wofhl fie ju ntigbraufi)en p | toie die englifchen Geome:
ter bom Fwepten Range tfga(en, merci)e bie St'eifgen
oft su Problemen anwandten, deren’ Aufibfung man
burd) endlidhe Sicidungen haben fonnte, mic es if: -
nen Jobann Bernoulli geigtes er hatte felbft in dies
fem Betrachte Newton einen gegrindeten Bormurf
su madhen, weldyer e8 gu verfennen fchien, worin bie
wahre Schwierigeit eines Problems lage, welches
Scibnif den englifhen Geometern vorgelegt Hatte, nadz
dem fie ihm feine Rechte auf die Enrdecfung des Diffes
rentialcalculs fiveitig gemache Batten.  Nidhe: in bder
Auffuchung der @iﬁétentiab@leid)ung ;o yoelcher
diefes Problem abbing, beftand das Verdien(t der Auf:,
Idfung fondern in der: ‘aLgemeineh Sntegtation; Nety-
ton Der Methoden befaf, burd) die Reifen fowoh! al:
gcf)tatfd)e ®leichungen als aud) folche die Slurionen ent:

biel: -
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hielten, 6. i Differential = Gleichungen, aufjuldfen,
und er glaubte genug gethan ju haben, indem er die Are
und LWBeife angab, viejenige ju finden auf welche Leibni:
fens Problem flifrte, und dardber erhod Sohann Bers
noullt, welchen bdie Ungeredytigfeit der Engellinder ge:
gen feibni, tief fchmetste, ein lautes Gefchren.

Seibnif’s Schule Batte Gber Nerotons Schule einen
entfdhicbenen Borzug ber vielleicht eben fo fehr der eins
fachen SDethode des erfien, als dem Senie ver Ber:
noulli feiner Sdytiler jugefchricben werden muf, g[eic[')z
ol fefent wie ju diefer Seit in Engelland, den Cos
tes der fehr jung flarb, wie er durdy die Entdecfung
feines Theotems die Girengen der Miethode der Ouadra:
“turen erwoeiterte; den Moivres, (welden Franfreid)
" bag Necht hat fich anjumeffen) wie er fber denfelben
Giegenfland ju einigen wichtigen NRefultaten gelangte,
und den Tan(oe, wie er die Methode der Fnfremente
o Newton in feinem YWerfe Methodus differen-
tialis, ben Grund gelegt hatte, entwicfelt und durch dag
Theorem, welches feinen Nahmen filhret, dem Diffes
ventialcalcul fo ju fagen, bas Complement giebt.

Da die Srengen diefer Vorrede mir nicht erlaube
© haben, die Entdecfungen der Geometer, weldhe die ver=
gangenen Sabrhunverte verherelidyten im Eingeln durdh:
sugehn, fo erlauben fie miv nod) weniger, mit emiges
Uusfibelicheit die jahlreichen Arbeiten derjenigen vor
Augen zu legen, weldye den Ruhm des unfrigen ausges

madyt .
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madit haben dder nod ausmachen aber diefes Yerf
felbft, welches ich barbiete; mwird fgmretc{)enb 5etgen,

mas man iftien alles verdante
UlS fich. bie @&)riftéhA‘mémtons auf dem feften
fande vetbreiteten, faf) man, bdaf er lange vorher ehe
feibnif ven Differentialcaleul entdedft hat im Befife: ver
Rlurionsmethove getvefen war, aber obgleidh ¢8 vem Ge:
nie Nerotons mbglich war, aus feiner Methode alles
Qergu[eitm', was feibnif aus det feinigen ableiten fonnte,
fo wat die enie doch) von einer viel teniger Ietd)ten An:
foendung a8 die anbete, und fie beruften auf fefr ver.
fchicoenen Grinden.  feibnif betradytete die Girifien
- alg foldye, welche ourdy aufeinandetfolgende ;Differén,;en
ober durch Spriinge fich - verandetn; diefes brachte ifn
parauf an die Stelle der Curven, Polngone gu feben,
und dafer wirben alle Unterfuchungen die man (iber fie
anftellen fFonnte auf die Berechnung: geradlinigter Trian:
gel guriicfaefiibees - damit aber dag Polygon und die
Surve aufeinander fielen, nahm er die Differenen alg
unendlidy Hein an. ~ Einige miteelmifiige Geometer fe:
nee Jeiten, um fich gu trdften tiber ihre Unfabigkeit bie
neuen Rechnungen zu verftehen und anzuroendenr, deflas
mirten vergebens gegen ibre Genauigheit.  Die Ueber:
“einflimmung der Refultate, mit denen, weldhe borher
befannt waren, und die fyntherifchen Beweife, bie
man von ben neuen geben Fonnte, madyten, dag auf vie
Giegner
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@egnet bes Differentialz caleuls die Andrife suridfielen
welche fie auf diefelbe richtecen.

feibnif glanbre wabrfdeinlih, bvaf odiejenigen,
weldje im Stande taren, von dem Differentialcalcul
 Gcbraud) ju machen, den Geift veflelben leicht foffen
yolrden, wenn fie ihn mit der Wethode der Altent sufam:
menfielten 5 denn er vermicd diefen Punct ficdy genaues
3u erMaren und fein Stillfchmeigen wurde von den Birs
noulli und 'Hopital nadigeahimes afs er aber deésmegen
angegriffen tourde, bewies er durch feine Antworeen,
baf er dariber reiflich nachgedacht hatte, Ve allen
Gelegenheiten vergleicht, e feine MMethode mit der Wie:
thode Deg Ard)imebdes, und jeigt, daf fie gemiffer:
mafien nur eine den Unterfudhungen angecignece AbHir.
sung derfelben ift; Daf fie aber im Grunde auf vafielbe
Binausiauft ; denn; fact die Differential Srofe als wirf:
Tich unendlid) flein ansunehmen, ift es Hinlanglid) eingufe
fent, taf man fie tmmer fo Flein annefmen fann, vaf der :
Seethum weldyet aus dem wagman in der Recdhnung weg:,
gelafien hat entftehet, Fleiner iff, al8 irgend einegegebene
®rdfe; undumder Einbildungsfraft feiner fefer ju Hilfe
u Fommen, fifhe ec einige anfauliche Bepfpiele an*),
/ Dicfe

*) Giche dic RNote in diefernWerfe Nunt. 248 und den
1L Sheil von Leibaip WeeFen, Seite 369, 370; 500.
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Diefe Art 3u raifonniven der man, wie mir fcheine,
nichts vorrerfen Fann, betradytete Tontenelle alg ein
Geftandnif, weldes feibnis von der Unsulinglichfeit
feiner Principien ablegte, und fahe fo das ganze Ges
baude, weld)es er auf den Unendlichen ereichtet Batte
sufammengiiiczen.  Die Klagen die er dardber in der
SBorreve ju feiner Gleometrie erhebe, und die it mefh:
reren Werfen wicderholt find, geben ein Benfpiel ab,
mit foeldyer !eid)tigfeit die SJreehiimer von Buch ju
Bud) tibergehn, und jeigen toie toenia feute darauf
benfen, fich eine etgene gor fremder utoritdt unabs
hangige Meinung su bilden.

Qewton nafhh an, vaf die finten Sutdh %emv
gung eines Punftes und BHie Slachen durdy die Ve-
toegung einer finie entftanden, und er nannte die
- Gefchmindigbeit, modurch diefe Bewegungen beftimme
wirben, Flurionen. Diefe swar fehr firengen Be:
griffe, find ber Geometrie fremd, und ifwe Anren:
pung fann fhwoer weeben. &8 ift fehr wahe, daf
tenn man fid) einen Punce denft, weldyer fich mit
gleichfdrmiget Gefchrindigteit auf einer Sirie betvegt,
toahrend diefe pacallel mit fich felbF  foregefitfrt Wird
fo fann man fede befiebige Curve darfielleny aber da
die Gefhwindigheit des befdhreibenden Punttes in je
bem Augenblicfe veranderlich iff, fo fann man fie nue
Beftimmen; wennt man entreder jur Methode ber Al
ten 0.4 Der @xbauﬂzonemettgobe, ober gu bey Mes

¢ thove
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thobe ber erften und leften Werhaltniffen feine Ju:
flucht nimme; und diefe lebtere ift ed immer, deren
Neyoton fid) bedient hat, fo, daf die Flupionen eis
~ gentlid) ju reden fiir ihn nidyts waren als ein Mit-
tel denen ®rdfen, welde cr behanbdelte, ein in die
. Ginne fallendes Objeft ju geben.  Er verftand unter
 der Methobe ber eriten und leften Verhaltnifien, die
Auffudung ded  BVerhaltniffes , weldhes Girdfen;
- die mit einander entfiehent und mit  einander vers
fhroinden, im etften oder leften Augenblicfe iferer
Crifteng unter einander haben; und et fand im erflen
SBerhaltnifie der Raume, welhe bie Ordinate auf
ber Abfeiffenlinie 1md weldyer der befdyreibende Punfe
auf der Ordinate durchlaisfen hatce, —in dem erften
Berhiltniffe diefer Naume bdie er Momenre nannte,
pas Berhaltnif der Tlugionen der Abfeiffe su der
‘Glugion ber Ordbinate; worcus er die NRidjtung der
Zangenten ableirere.  Der Calecul war der nemlidye;
toovon Barrow fir feine Methode der Tangenten
- Gebraudh madyte: die aber eroton vermictelft feiner
binomifhen Formel und der Reduction in Reifen,
auf bie irvationalen Ausdricfe ausgedehnt batte,
Der Worzug der Flupionsmethode vor dem Diffe:
“tentialealcul, von eiten der Meraphnfif, beftehe
barin, baf bda bdie Flurionen endliche Srofen find,
ifre Momente nichts find als unendlicy Ffleine Grds
“fen von der exflen Ordnung, und ifre Fluxionen find

nod
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nody endlidys auf diefe Att vermeidet man die un-
endlich Fleinen Grdfen hdherer Ordnungen. :
D’ Ulembert und Euler fudhten den Diffe:
pentialcaleul eine Bafis ju geben, die ifnen (iche:
rer und fefter fchien, als die Subordination der un:
endlic) tleinen Srdfents fener bediente fidy ver Mes
thode der Grengens und diefer betrachrete die end:
fich fleinen Gtdfien als abfolite Nullen, die aber ein
Berhdltniff benbehielten abgeleitet - bon  denjenigen;
toeldhes die verfdywundenen Grdfien unter {id) Harten
an deten 'Stelle jene traten.  Ofme Jweifel toird
man fidh fragen, was man verflehen Fann untet dent
Berhdlenif von Grdfen, bdie aufgehdrt Haben, voe:
handen gu fetn, und diefer Einvourf, ben man wiz
per Gulers Metaphyfif madyt, lafit fih ebenforvofl
auf die Mcthaphyfif der Methode der erfren und lof-
ten  BVerhileniffe anwendens  denn jwifhen Septt
und Nichefepn liegt nichts in der IMitte, und von
pem Augenblicfe an, wo die Jutwadyfe ettvas tverden,
ift ihe Werhaltnif weder das Werhaltnifi der Flurion,
nodh bas Berhaltnif ver Sreémgen,  Carnot, in
cinet Ubhandlung, wo er mit vieler Genauigfeit die
Srundfise des Differentiafcaleul  untecfucht,  unbd
ben er miv mitjucheifen oie Gite fatte, bemerft, es fey
bas Gefess der Statigheit, weldyem sufolze vie verfdyroin,
venden Grofen bas Berhltnif beybehalten, meld)em fie
fid fufeneife ndgerten ehe fie verfehwinden,
¢ 2 Diefe
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Diefe Abhandlung . von weldher st winfehen
ware, Daf der Verfaffer fie befanne madhte ™), beweis
fet, daf, hatte man EBorte gefchaffen als man ifrer
nbthig Hatte, man Flarere Begriffe moirve beformmen fas
ben. Snvem Carnoc die Differentialgleichungen
unvollfommene Gleihungen nennt, wirft ec ein gro-
fes Sicht auf ihre Theorie.  Sn der That, wenn
man die Differentialen, weldye fie enthalten, als
Grdfen betradytet, weldhe die Juwdachfe der verdnders
lien Grdfien reprafentiven, fo finden fie nur auf
eine antdhernbe Are fate; aber ihr Grad von Ge:
nauigfeic ift auf gewiffe Are unbeftimme; denn e

hangt bon der RKleinfeit ab die man by den Ver:

anderungen ber verinderlidhen Grdfen vorausfeft;

und weil nidyts diefe Kleinheit begrenyt, fo Fonnen

vie  Differentialgleichungen  der Waheleit fo  nahe
fepn als man will; dies. find Leibnificns Soeen in
Analyfis dberfeht. Carnot jeigt hernach, wie die
unvollfommenen Gleidhungen. am Ende des Calcnls
fireng genau werden, und an weldem Jeichen man

ihre Nechrmafigfeit erfennt;: diefes [eichen' ift die -

ganyliche Berfdymindung der Differentialgrdfen, von
welchen der Jreehum aufgehen Ednnre, fenn €8 Des
ren gebe.  Mian muf Carnots Arbeit nidht nach dem

t‘otnigm

' #) Sft géfchelen unter dem Fitel Réflexions fur la méta-
phyﬁquﬂ du Caleul infinitéfimal. a

\

&
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wenigen beurtheilen, was id) davon gefagt Habes und
night blof in der ihm eigenthimlichen Art den Dif-
ferentialcaleul ju berradyten, beftefet das BVerdienft
feiner Abhandlung, fondern auch in der Bergleidhung
die et jwifdien ten verfdyichenen Gefichtepunften ans
ftellt, unter denen man biefe'n Galeul betradytet hat.

 Eine Methode, welde fanden im Jahre 1758
“anaeb, um der Betradhtung des linenblidhen, und
per Kluxionen Bberhoberi ju fegn, fann idh) hier nur
angeigen; weil fie auf einen feor sierlichen algebrat:
fhen efrfaf berufit, yolden i) in einer Sdhyrift
wie biefe nidht vortragen fam.  Die Jreimithigheit,
. womit fidy fanden von den Nationalvorurtheilen lo8s
madyt, oedcft feinem Berfe einen ausgejeichneten
Karafrer ouf; er it vielleicht der eingige von den
englifthen Geometern, welder die Unbequemlidyfeiten ‘
ber Jlurionsmetfhode eingeflanden fat. ,

Die Anpendung des Differentialcalenls auf die
Geometrie ift e8, dieifmcinen von der gemeinen Algebra
verfchicdenen Karafter gegeben fat; denn fagrange
jeigte in den UbLandlungen der Afademie ju Berlin
1772, daf e auf cine von den Betradytungen des
Unendlichen unabhingige Art, analpeifch behanbelt
weeden foune.  Der Ausdrud der BVeranderungen die
in einer Qunction vorfommen, foenn man eine oder mefh:
rece Srdfen die fieausmadhen, vergrofertober verfleinert,
Fann immer ju einer Neihe gebracht werden, die nach den
Potengern  oer Differenzen dicfer Grdfien geordnet

¢y ift;
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ift; die von bdiefen Differengen unabhingigen Co:fficien:
ten, bicten neue Junctionen dar, welde von der gegebe:
nen nach einen regelmafigen Gefebie abgeleitet find.

Gn der Auffuchung bdiefer Cocfficienten wnd if:
rer Eigenfdhaften ift e8, worinn der Oifferentialcalcul
befieht.  Die Functionen einer einjigen veranderlichen
Grofie, aeben nur einen Coeffictenten fiiv jede Poteny bes
Suwadyfes, Die Functionen von zwey oder mefreren
peranderlihen Grofen, bda fie eine Differens haben,
toelche man sufolge der gleichartigen Producten der Ju:
wachfe wie ein Lolynom otdnen fann, Haben mebrere
fir jede Ordnung.  Man Fann entweder: jeden Coeffis
cienten befonders fuchen, ober bie Relation die fie unger
fich baben, und mic ber Function, wovon fie herflam:
men; das ift ver Diffeventialcalcul, Er hot e mit.ge=
podhnlidhen Differengen ju thun, wenn e8 nue um. die
RKunction einer eingigen veranderlidhen Grdfe su thun
ift; ober Hat mit ten partiellen Differenzen ju thun,
- toenn ¢8 auf dbie Gunction bon einer von ey oder nodh

mefreren veranderlichen Grofien anfdmmt, ' ;

Der Jntegralcaleul fat jum Gegenftande, voy

pen. Coefficienten ju den Functionen juricfzufteigen;
b, b. die umgefebreen Fragen aufyuldfen,
&s ifi jum Erftaunen, wie diefe fo einfache At
pem Differentialcaleul einen analytifchen Uriprung ju
- geben, fo lange nidyt gefunbden wurde, e fcheint, daf
¢t fich Euleen bacte darbiecen miflen, welcher der erfe
war, der diefen Caleul von fiiner Anwendung auf die
‘ ‘ i Cups
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Gurven abfonberte, und indem er die BWerhaleniffe der
 Differencialien in Budyftaben ausdricre, die Sleichun
gen, welde unendlich fleine Girofen enthielten, davon
befrente,

~ Meroton felbf was fdhon auf pem MWege den Difs
ferentialealcul auf diefe Are ju betrachten, denn er Hat
ebenfalls bie fucceflive nad) den Potenzen der Differen
Der Abfciffe in Neifien entroicfelten Orbdinaten betradys
tet, unbd bie vornchmiten Eigenfehaften diefer Coefficien:
ten in Pegug auf- die geometrifdye Unwendung anges
seigts ¢8 feblte ihm nue cine Methode fie gegenfeitig
pon cinander abjuleicen; und 8 fheint, bvaf Taylor
per erfie war, weldhe ihre fuccefiive Bildung durch die
{glupibnen geigte, eine Bildbuny bdie nichts anders af3
fein Scfefas if.

Die fefung von fagrange’ns Udhandlung ermectte
it mir den Wunfch, an einem LBerfe 1iber den Dif:
ferential- und Jntegralcaleul ju arbeiten, mwelches die
Tidhevolien Begriffe, toelhe er an die Stelle per Be
griffe vem unendlich Kleinen, gefeBt Datte jur Srund:
lage haben folite; und um biefes LBerf fiir jeden fefer
suganglich su madhen, dor die Unfangsgrinde der Al
gebra befiier, mwie fie tm Begout, ober Voffiits fehrbi-
hern abgefgahbelt finos laffe idh eine Einleitung
Borangehn, welde jum Gegenfland Hat, die algebrais
fchen, erponentialen, logarithmiichen, und Kereisfunc:
tionen in Reihen gu entwickeln, Die Methode, bdie ich

' ¢4 ge-



X1, B ottedoe

gebrautdhe wird vielleicht nen fdheinen, und id) poffe
wenigftens, daf die AUnfanaer fiic meine Sorgfalt mir
Danf wiffen werden fie von den Vegriffen des Un:

endlichen unabhangig su machen. ™)
- Nadh

¥) Sndem ich den Urfprurng bdicfed Werfed befannt ma:
dre nothigen mich die Umftande unter denen eg erz
fdbetnt, die Seit anjuseigen, wo i) angefangen habe
mich, Damit u befdyaftigen. Seit 1787 fammelte ich
- Die Materialien, und theilte einigen Perfonen die ers
v ften Gntwicfe meiner cbeit rity id {dhried davon
an mehrere Dertifymte Geometer, damit  fie miy die
7 Duellen aué denenich Thopfen: Fonnte, . anzuzeiqen
und mic) mit ibren RNath ju unterfrigen die Gite
batten.  Hier ift, wad mir’ Laplace im Fanuar
1792 anttortete. ,.Sdy fehe mit viclem Vergniigen,
»baf fie an einem grofen Werfe uber den [nte:
saralcafeul  acbeiten.  Die Jufammenfteflung  der
»Methoden, bdie fie ju madyen gedenfen, dient fie
swechfelweife su evldutern, und das was fie miteinans
»0et gemein haben, eathalt am ofterften ihre wahre
»Metaphofie und dies ift die Urfadh, mwarum diefe
»Metaphufif faft immer das legte ift, was man ents
wdedt. Dag Genie aelangt gleidhfam durdh Snfrinfe
23 Den RNefaticnen; und nur indem e dber den IWBeg
snachventt dem es nebft andern Detveten hat, ges
»langt man dahin die Methoden ju verallgemeinern,
HUnd ihrer Metaphofif ju entdecdens :
Sb Habe diefe Stelle angefuahrt mehr wegen Den
DBemerfungen die fie enthalt, ald um ju beweifen,
dag ich fdpon vor finf Fahren den Plan’ entmworfen -
habe dem id) gefolat bin, Der Drud von meinem
Buche ourde tm Nov. 1795 angefangen und wegen
‘Defondern Urfachén einige WMonathe aufgefchoben; feit
diefer Jeit tft Lagrange bey feinem in der polptedhniz
fhen Scbule gehaltenen Borlefungen mwieder auf feine
ecften Sdeen juriicfgefommen, Geinen Untervidt ho-
be ich mit allem Snterefie den ev einflofen muf gefolgt;
aber der fortgehende Druct meines Werfs, erlaunbie
nug eine fleine Anzahl feiner Vemerfungen ju berus
gen, die id jedesmal angescigt habe, -
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Nadh Eulers Bepfpiele, aus weldhem idh mehrere
Gtellen tberfelt habe, gebe ich bie teine analptifdhe und
volifténbige Entwiclung der Vrincipien des Differens
tialcalen’s, in derjenigen Allgemeinheit, weldye fie ha:
pen miffcn, um ben verfdyedenen Sweigen des Jnte:
gralealeuls ju mrtefponbccen »

S gehe hierauf su den analytifdhen Q(nmen‘oungen
ibee.  Die vorgiglichite ift die Entwiclung der Guncs
tionep in Stei&en; ich geige bey diefer Gelegenheit die
Becfahrungsart, welche fagrange an die Stelle des ana-
Intifhen Triangels gefeft Hac, um die groften odep
Fleinften Grengen ciner Gleichung ju entdedfen, und
selche ’ba&u bient turc) fucceffive Subfitucionen die
' co‘nbergirjenbe NReihen s finden , bie et @)Icid)ung'
aufidfen, was ver Differentialcalenl niche tmmer leiftet,
wenn man nicht Transformationen antwenden yill, |

Diefe Unterfucdhungen leiben eine unmittelbare
Ynwenduug in dem befondern Falle, wo vieCoefficienten
der Entvictlung der gegebenen Junciion, nach der Po-
teng bes Jumadhfes ber veranderlichen Srofe geordnet,
unendlich roerden; und wenn e darum ju thun ift, bet
wahren Lerth der Bridye ju finden, deren Jahler und
Nenner ju gleidher ‘Jetr verfhwinden. - Jdy befhafrige
mich in diefem Capitel nody mit der Unterfuchung dee
Marima und Minima, :

Die Unvolifommenheit der Slemente der Algebrq
hat mich gendehige, cine Digreffion ber die Theorie
ver aigebraifchen Gleichungen su mahen, wm einige

-£9 {hreg
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ibrer Cigenfchaften, wovon man im Sntegralcaleul
Gebrauch machen muf, 3u geigen, und id) Habe ei:
nen Theil der Bortrage, die faplace in der Nor:
malidhule gefalten , - den gerodfnlichen Sefern fafilich
gemadyts auch Hab’ ich einige Anwendungen ves Dif-
feventialcalculs auf bie Theorie der Gleidhungen ge-
geiat.  Die beyden folgenden Kapitel, weldye den
erflen Theil E-hliefen , enthalten bdie Anrendung
ves Differentialcalculs auf die Frummen finien, und
frummen Flechen; diefe Anwendung aber et niche
“toie e gewdhnlich der Tall ift, ifolice da, fondern
als ecin Theil ciner vollftandigen Theorie der frums
men Sinien, und frummen Fladen, und bdies fehe
pen fefer in den Stand das Gange aller diefer Ge-
genftande su umfaffen. ;

Corgfltia habe id) alle geometriffien Confruc,
tionen entfernt, wm den fefer ju tiberjeugen, daf fich
die Geometrie auf eine Are betradyten lafie, die man
analptifde Geometrie nennen fnnte, und welde
varin beftehn wiirde, aus einer mdglichE fleinen An:
3abl Principien alle Eigenfdhafien der Augdehnung
burd) rein enalpeifcdhe Methoven Herjuleiten, fo tie
e8 fagrauge n feiner Mechanif in ULficht deg
Sileichgervichts und der Bewegung gethan bat.

~ S den Anmerfungen ju fe Gendre’s Geone:
teie finbet man ein Nircel angejeigt bie Theorie der
afnlichen Triangel unmircelbar aus den Folgerungen bie
- fidh
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fidy aus ber Aufeinanberlegung ergeben, hersuleiten; dies
fetit cinen in den Stand die Gleichung jever beliebigen
geraden finie ju machen, und twenn man bdiefe Gleis
hung mit der Gfeichung ves RKreifes, und ber an-
pern Curven verbindet, fo fann man auf alle ber
pie finien befgunten fefrfabe Fommen, und jwar
auf eine mehe oder weniger ierliche und gefdymeivige
Art je nachdem die analpiifchen Kunfigriffe befchaffen
find , ~welde man wahlt, fagrange bat in den
Memotren der Afademie ju Derlin im Fahre 1773
cine Theorie der Pyramiden gegeben, die ein Weiz
fierftief in ifrer Apt ift; aber meiner Meynung nadh
ifft Menge der erfte, der darauf dadyte, die Unmens
bung der Algebra auf die Geometrie unter viefer Ge:
fralt 3u geigen. -
Mon glaude nidyt, daf ich ourdy Unpreifung der
Bortheile tor algebraifdien Analpfis, ter Sonthefis,
und geomettijchen Unalyfis ven Projef madyen will,
S Gegentheil glaube iy, bdaf man bag Studium
e Ulten Heur ju Tage ju fehr vernacdhlafige aber
i) mbate nur nichr, wie es foft in allen Werfen
gefhehen die geometrifchen Vetrachtungen mit ven
algebraifchen Nechbnungen vermifcht fehn; idh balte es
fir beffer, jeve diefer Methoden in befondern Becfen,
o méit ju treiben als fie gehn, fo daff die Refultate fich
wedhfelfeitig aufeldren, indem fie gleidifam wie Original
und UeberfeBuny eines Yecfes einanber correfponbicten,
Die Unwendang des Differentialeulculs ouf die
. Die
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Zheorie der: Curven und Fléchen habe idy unter mehe
vern ®efidytspunteen dargeftellt; der eine, weldher ex:
plicite ben Beariff bes LUnendlichen niche entlehnt, ges
hoee bem fagrange ju.  Ubrogaft war auf feis
nem Lege ebenfalls dahin gefommen, aud) Neroton
war in feinem LWBerfe von ten Principien demfelben
“gany nabe; nod) mehr niherte fih hm Maclaurin
in bem jwepten Theife feines Lerfes von bden Flu-
vionen, teo er von den Marima und IMinima und
" Snfleriongpuncien handelt.™)  Sdy babe hierauf die
Methode der Grengen gegeben, aber auf cine wie mie
fcheint neue Art angewendet durch Taylors QQéorem
endlich habe ich Gebraud)y gemadht jvon den Betrach:
tunaen des unendlich Kleinen.  Die Sufammentiellung
diefer bren Miethoden wird fidyerlicy die aufmertfamen
Sefer tibergeugen, daf fie nur in den Ausdriiden yer:
fchicben finds und vielleicht werden fie mit mir der
 Mepnung feyn, doft die lefte, ridhtig erflder, einen
porpdglichen TBerth Bat, megen der Seichtigheir die fie
gewoafet , neue Probleme aufjuldfen, eine feidytigheit,
OLON SJtonge’-s Cifgeoiie ver Curven ‘von doppelter
Krimmung  (die id) vorgetragen Qaben) ein metF’

~ yolirdiges BVeyfpiel giedbt,
~ @obald die Principien dbes Differentialcaleuls feft,
geftellt find, bietet ber Sntegralcaleul, weldyer das
umgefehree deflelben iff, nidhts dar, als eine Samm:
, funa

%) Giche Maclaurin, T. 1L art, §58 und 266
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fung anah)txfd)ec Berfahrungsarten, mwelche man nut
fo su orbnen fat, daf ihre Begichungen fidytbar roers
ven,  Der Plan des Aerfes, welchen Euler nber dier
fen Caleul geliefert fat, fdbien mir ‘unter allen der
befte, den man befelgen fonnte; i) habe mid) dars.
nady gerichtet; aber idh Babe all bas neue hingugefiat,
weldes er nicht enthielr, und mefrere von Eulerg Mes
thoove habe id) durch anbere erfeft, bie voir denn §a
grange, dem faplace und dem fegendre verdanfen. .
Die Enewidlung der Functionen in NReien flihee
anf bden Differentialcalcul; der Integralealcul (epre
neue Gunctionen fennen, welde man nur durdy Rei:
hen augbriicfen fann; und vie Vetrachrung diefer lef
ten giebt demjenigen Caleul feine Entftehbung, der es mit
endlichen Differenzen ju thun hars id)nenne ifnfdleche:
toeg den Differengencalcul.  Dies find bdie
Sriinde, weldhe midh beftimme haben diefen Caleu! vom
Diffeventialcalcul ju trenmen, bden er indefi implicite
als befondern Fall in fid) fdlieft. — Meitrer Meinung
nod) gewdhrt dicfe Anordnung einen fehie erfeblichen
Bortheil , den nemlidy, vaf fie die gange Theorte bet
Reifien, weldye fich in faft allen davon Handelriden Wees
Fen gerfticfelt befindet, in einem einjigen fehrbegriffe
bereinigt, Died ift feit Safob BVernoulli und Stices
fing mdie gefdyeln, ungeadyeet die durdy Culers, fa-
range’s und faplace’s Arbeiten, gu roelchen fo eben
nod) Prony in feiner Abhandlung von der Differen:
tial-
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tialmetfode mefirere gierfiche Sormeln Hinsugefilar har,
die Matertalien aufferordentlich angemadhfen find.

Hicdurd) nifee i) die Theorie der toiederfe.
renden Neifen, weldhe aus der Enewicelung der Bri:
dhe Bergeleitet wird, berjenigen, meldye aus der Sn-
tegtirung Rer Imeamfc{)en Sleichungen zu thﬁereném
entiteht. .

‘ Der. Xn@ang,' in weldem id) alles was die 9?1,

Ben betrift, abhandle, enthilt 'auferdem nodh dieje:
nigen Methoden, mwelde sroar fehe niblich und von

febr weiten Umfange find, gleichroodl fchwer itt Dem fefhe,
+ begriff bes Jntegralcalculs aufgenommen werden o
nen, voeil fie von Principien abfjangen die von den
Peincipien der Jntegrirung im eigentlichen BVerflande,
ju fef;r abweidpen, dafin gehort die Inrerpollationss
methode, dabin die Neifen, tvelche vermirrelft eince
gewiffen Angahl von Orvinaten der Curven; dle Tlde
dhent derfelben geberi, Dbapin endlich die finnreuhen
Miethoven, wodurch Euler die Sleidhung des Niccatri
wnd faplace in einem gang eignen Galle bie fineairifche
Gleidying die ju pacticllen Differengen gehdrt integrives

Alte' diejenigen, weldye Mathetttatif  fudiren
miiffen den juriicfgelegten Beg von newern durchlais
fen, um die erworbrien Kenntniffe gu ordnen, aber
man erfpart ihnen viele Mihe, und ifre Beariffe ord:
tien {ich leichtet, roenn man ihuen grofe Abepetfun:

; ' gen
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gen an bie Hanbd giebt, on weldhe fid) die verfchie:
penen Methoden yiever anfnipfen. -
~ 3dy habe diejen Bmwedt bey ber Einleicung meb:
nes MWerfed voryliglich vor Augen gehabt, und - id
habe ¢ o eingerichtet, bafi jedes Kapitel ein vollftan:
biges Gange ousmachend, mit den vorhergehenden
nur durd) die Natur des Gegenflendes, im allgemei:
nen aber nicht durd) das Detail der Behanbdlung ber:
bunbden ift; tnd um bdie fir alle Elemenrarbiidyer. fo.
win{henswirdige Klarheie gju erreichen, BHabe iy o8
mie  jum @éfeg gemadyt, bem fejer feinen Calcul
vor Augen ;uv legen, ofite deffen Jwed und Geift
fFennen #u fehren; endlich Habe idhy alle ®or§faft an:
gewandt, ven Jormeln diefenige Symmetrie gt geben,
weldye fie bepnahe im voraus ahubden [afit, wund o
von fagrange’s Sdriften fo viele BVenipiele liefern,

Eingig und allein von dem Lunfde belebt, ¢in,
jungen feuten nigliches Lerf ju fehreiben, babe ich
alle Anfpriche ber Eigenlicbe abgewiefen. Unter vie-
fen aus bden SMerfen ber grofen Geometer unfrer
Qeit audgejogenen Sadyen, finder fidh viellsicht man-
hes eingelne, bas mir angehdre; aber id) 1oill darfber
nidhe fireiten, fondern mich mit dem begniligen tvas
man mic laffen toille

David) Sorge getragen, die verfdhiedenen et
lepnten Materialien gewiffermaagen umufdymeljen,
und in newe Jormen ju giefen: fo wicde die be:.
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ftinbige AMicterholung derfelben Citationen flie den
Sefer langweilig geworden feyn.  Gleichvobl um die Bi-
Blisgraphie der guten mathematifchen LWerfe fennen zu
Tehren, Habe id) befehloffen, in dem Confpectus bey det
Snhaltganseige jedes Artifels den Titel der Aerke anju-
fiifren; weldhe bey der Nedaction suRathe gegogen find,
poer damit in Berbindung ftefhn. . So leifte idh was die
 SBilligEeit fodert, und dic methodifch geordneten Citatio:
fien voerden fir die Jdglinge nislidher fenn.

Mit biefer UeberfeBung von melcher dag Original
pen Titel fihre: Traité du calcul différenticl er du cal-
cul intégral par S. ¥. Lacroix, a Paris chez J. B. M.
Duprat, any V==1797 in quarto, habe ich jugleid basBer:
 forechen exfille jufagrange’ s Theorie der Fune
tionen Crlduterungen Berausjugeben — bdenn nachvem
man biefen fehrbegriff ftubirt hat, Fahn man ficher da-
grange’s genanntes Lerf und auch deflen analyeijdye ..
Medhanif ohne Anfiof lefen.  Jm gwenten Theil
ber jur ‘nad)ften Michaelis - Meffe erfeheint, - metde idy
die etwa nod) entdecten Drudfehler nachliefern.

Berlin, den 2aten Febr. 1799.
: Gtifon,
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Subalt Des tfcfteh Sheils,

Cinlcitung.

s"[ﬂgemcine Beariffe oon Functionen und Neiben S, ¥
Introductio in analysin infinitorum ($uler)*)
Opuscules mahématigues, T.V, p. 171,

v (D' Ulembert).
Entoicklung der Functionen in Reihen . . o , — 29
1. Bon den algebraifcdhen Functionen . o o« . — 29

“2. Bo den tranfeendenten Functionen . . — 52
Erponential und fogarithmifche Functionen . . . — §2
Gin Memoive pon Halley, Transac-

tions philoséphiques no. 216,
Seeiefunctionen ., o o o ' W e 0 le . =83
Nova actaiPetersb, T.V. p, 164, (Guler)
Opuscula Analytica, T.L p,345. (Eiler) ;
Sehee

*) Bon diefers fhdgbavew Werke Hat bder verfivrbene Prof.

“ToRichelfen 1788 eine beutiche Heberfesung in 2 8. Bins
bew mit Sufdgen und 1796 und 1797 hat der Prof. Labey
eine franzdfifche Meberfepung in Paris mit einigen Bujdgen
in Quars herausgegeben — die 1786 ju Strafburg erfchies
beve frangdfifche Ucberfesung bed erfien Theils in gr. 8. iff.
beur Driginal nicht getvew geblichen. &

L3
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Lelyrbegriff des Differential- und Jntegral
“caleuis,

Eriter Theil,  BVon dem Diffeventiglcalonl.
IL.Capitel

Analytifche §>acftcﬂung ber Peincipien des Diffe-
ventialcalolsit o | SRa e | v ey AT
Analyse des infiniments - petits, '(V hopitaD
Méthode'dés fluxions, (JNewtan)
Methodus Incrementorum, (Taplor)
Traité des fluxions, (Maclaurin)
Inftitutiones Calculi’ differentialis, (€ulet)*)
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Mémoire de 'academie de Berlin, |année 1772
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Principiorum Cale, differ. et mtegr expofitio
o (Thuilier).
Pon den Weranderungen telde eine Function von
x ‘etleidet, wenn x, x + k witd. . . L . — 132
: Bon

*) Yuch vou diefem Werfe hat Midhelfen eine deutfche
‘nebmesung fn Dbrep gr. 8, Baude mit Suidsen heraudgeges
ben. — Sn Stalien gab Hr. Fontang 1787 eine neue Ausz
gabe’ vom Drtqmal mit Sujdpen beraus. — Diefe Bufdge
< findet man deutich in meinem Supplement gu Culers Diffes
tentmlrecr,nung, Berliny 1798, s :

) Eine deutiche Ueberfepung diefed Meiftertverfs erichien s
mir in gr.8, 1798, Cine Angeige von aufgefundenen Druckz -
feplernyy theile ich im aten Bande voff Lacrpips Lehrb,
bes @aﬁerentm[, unb Sntegralealenls nut
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Bon den Differentiationen der Functionen ton einer

eingigen verdnderlichen Grdfe, . - . . . . — 154
Bon der Diffeventiation  der Function von jwep :
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. miffeny damit eine Formel das genaue Differen:
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Methode der Grengen . o . . ‘e ea =318
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Limite (D'Ulemberty

I Gapitel.
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Boa den Entricelungen der Functionen in Neihen — 330
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Mém, Acad de Berlin, ann. 1768. p.275 (fagrange)
Mém. Acad. de Berlin, année 1770, p.225 (famberr)
Mém, Acad. des {ciences de Paris, années 1777,
, P.99. (faplace)

%etrad)tungm fiber das was die Entwicelung von
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Inft. Calc, diff. p 712 (Cufer)
'Mém. Acad. de Berlin, ann 1776, p.238 (Ragrange),

Bon den Ausdbrdcfen die in gewiffen befondern

Sallen S werbioln 5 % 00 L ol S e g
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" f?ttfes Werk, weldjes ein Commentar u Newtons Werte

ifty i weil eg vergriffen war wor Eurgen in maué ney gufs
gelest worpen,

RO
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und 276, 1723, p.22:. (Saurin).
Bon der Entwidlung der Functionen von jwey
peranberliden Gudfen ., o . .. . et e
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Intt. Calc. diff. p. 578. (Culer)
Mém. Acad. de Turin. T. 1. p.18. (Raqrange)
Méchanique Analyftique, p. 39. (&agrange) -
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Cinleitung

e e

@t)e wiv jur Materie eingefen, twollen twir Hier einige
G&fje auffiellen, die man in den Glementen der Algebra
nicht antrifft, und einige Punfte der Methaphyfif auf:
Friven, welche {chmierig fcheinen Ednnen, menn fie fchlecht
dargeftellt find. Hievaus mwerden melhrere Vortheile fir
diefes 9Werf entftehn; die Vemweife werden einleuchtender
und einfader fepn, und wir mwerden unfern Lofern dep
Mibhe aberheben, in andern Bichern Hilfsmittel jum
Wevftandnif diefed IWersd zu fudhen.

1.
Allgemeine Begriffe iber Funftionen und Reilen

Die alten Analpften verftanden im allgemeinen uns
ter der Venennung Funftionen ciner Gurdge, alle Pos
tengen diefer Grofe. Jn der Folge hat man die Bedeus
tung bdiefes TWorts ermeitert, indem man e8 auf die Nes
fultate perfchiedener algebraifcher Operationen anmendete;
fo bat man auch noch jeden algebraifchen Yusdruck dee
auf irgend cine Yrt, Gummen, Produfte, Quotienten,
Potenzen und Wurzeln dicfer Sedfen in fich) faft, mit
bem Jabhmen Funttion begeichnet. Sndlich haben neue
Gdeen, welche durch die Fovt{chritte der Analpfis verars

L Theil P!} Lot
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faft toorden find, su folgender Grflarung der gmmmen
BGelegenheit gegeden,

Jede Grofe deren Werth von ciner oyer
mehreven andern Grdfen abhangt, witd cins
Qunftion diefer leptern genannt, fep ¢8 bes
fannt oderunbefannt, durd welde Operatio:
nen man Hon biefen ju det erften Dinaufftet
gen miffe :

3. B. Die Wurjel ciner Gleidung vom flnfren
®rade firr welde man bey dem jegigen Jufiande der Al
gebra den Auddrwk nidht geben fann, if nidhes) defio
“toeniger eine Junftion der Eoefficienten der 'Gleidung,
teil iHr TWeeth von dem Qﬁeztb diefer Coefficienten abs
hangt.

SMan unterfcheidet die Funftionen, nach ver Fabl
b_cr@téfgen, von -Denen fie abhangen, alfo ift jede belies
Dbige aber Defiimmte Poteny, oHon eintr Grdfe, nur
eine Kunftion von diefer Grofe allein. Faft man die
Gadpe unter cinen allgemeinern Gefdictspuntt, fo daf
tman auf einmal afle mdgliche Potenjen eciner Grofe die
jeden belicbigen Werth Haben Fann betradhtet, afddann
toitd Dder allgemeine Fugdrud diefer Potengen, eine Junfs
tion der urfprangliden Geofe und des Gpponmenten fepn,
toeil der Defondere Werth) einer jeden von ihuen, ovon
diefen beyden Dingen abhangt.

2. :

Die Vetradtung der unbdeftimmten Gleidungen [feis
tete dabin den Begriff von Dden Funftionen allgemeiner
ju machen. ($Benn man aqusdricfen. wollte, daf eine
Grofe nicht Fonne angegeben weeden, ofne vorfaufig ans

dern Grdfien befvnbere 9Berthe gegeben ju haben, Ddie
‘davon
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davon eine unsegrangts Angahl in Dderfelben Frags eng.
Balten Fonntnn , 0 Sediente man ficy des MWorts  Funfs
tion, uw diefe Ubhangigkeit anjujeigen.  Hieraus folat,
Daf ean man jum Bepfpiel ¢ine ober die andere von
folgeaden Gleihungen hatee. ;

{F y sm st esibxecs=

Ly = axz 4 bx® 4 ez?
man fagen toide, y fey in-der erfren efne gunfnon bon
x, ober in Der pwepten von x und z. NMan muff bemers
fen, daf man von den Grdfen- a; by ¢, abftrabirt, weil
fie befiimmt find, dag ift, weil man fie fo anfieht, al8
o0 fie Den nemfichen %etﬂ) in aflen YAufidfungen deren
jede der vorf)crggf)euben Gleichungen fahig ift, bet)bef)ab
ten miffen. ’

Statt diefer Gleichungen Fonnte man aucd auf anz
seve frofen, in weldben die unpefannten Grofen fid fo
verbunden befandern, daf e§ nidht mdglich ware, obne
einige voilaufige Opevationen, den LWerth einer derfelben
#u beftummen. fo[cbc Gleichungen warden folgende {et)n.

< P4y’ = axy

L x4y 4 2° = axz 4 byz -4 cxy .
in diefem Falle ift dad unbefannte y immer eine Funfs
tion von x, in dew erften, und cine Funftion von x und
z in der jwepten Gleichung; weil diefe unbdefannte Grofe
nidht beftimmt werden fann, ohne daf man x in der
einen oder x und z in .dev andbern befondere FWerthe ger
geben fabe.

- Wenn man in Jen @(excf)ungen Dicfes Q}epfplelé fu:b
vorfeite, x nach den befondern Ferthen die man y oder
Y Uid 2z gegehenen I)at ju beftimmen, fo toliede man fas
gen, daf x eine ‘Gunftion vom y in der. evfien, odet.in
ber jwenten vom y und von z fey.  Man fieht daraus,

5 Bgr s e daf
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paf in ener Gleihung, welde merere wapeFannte Gros
fen enthalt, ivgend eine ovon ibnen, was fir eine o8
audy immee fepn mag, immer die Funftion aley andern
ift, und §a§ in Dey Jrage Gegebene jeigt dicjenige Grdfe
an welde man ald eine folde betvadhten muf. Wenn
- man cine Gleichung jwifden ey Grifen jat, (o find Ge
toechfelsweife Junftionen eine von der andern.

Wiv Haben dem Lefer fo eben jweperley Bepfpiele
pot Yugen gelegt, welde ju einem tichtigen Unterfiede
nlafg geben. S0 den erfren ficht man fogleidy, wie
burcb den Werth von x, oder von = und z Dder “"mb
pon y ausgedractt werden Fonne; im Gegentheile mifte
man bey den jroepten erft eine algebraifhe SleiGung fiy
y aufidfen, um diefe Grdge ju finden, in der BVoraugfe.
gung, daB man die Werthe von x odervon x und
fFennt. Wit werden alfo fagen, daf y im erfien Falle cine
entwiceite (explicite) Funftion von x oder von x und
z, und im jwepten Falle eine unentwidelte (implicite
der nemlidhen Grofen fey.

@8 ift nicht ndthig, daf man eine Gleichung zwifchen
mehreren Grdfen Habe, damit eine voa ihuen eine ims
plicicte Funftion der ‘andern fen. @8 ift Hinlanglih ju
tiffen, daf ihr Werth von den befondern Werthen jener
abhangt; alfo ift in einem RKreife der Sinus eme impliz
civte Guubtion des Bogens, obtoohl die algebraifehe Anas
Infig fein Mittel darbietet, das Verhaltnif diefer bepden
Grofen ausgudriicfen: toeil wirflich die eine von ihnen
beftinmt ift, fobald e8 die andre ift, und umgefehre.
C @8 ift nunlidh gu bGemerfen, daf wir hier von dem Halb,
mefler abftrabict Haben, obwofl die Gtdfe des Sinug
‘audh von Ddiefem mit abhingt; weil wir nur einen eingis

gen Keeis betvadpteten.
: ™
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inter der Benennung algebraifde tunftionen, vers
" fteht man alle bdiejenigen, die aus algebtifhen Operas
tion entftehen; oder deven Berhaltmp mit Do ynpefrimms
ten Grofen von denen fie: abhingen, durd e algebraic
fipe Gleichung ausgedricft werden fann.

Die algebraifchen Funftionen enthalten lmlxec nue
eine endliche AUnzahl von Gliedern, wenn man fiu yntee
der ifnen eigenen. Jorm auddehcdt, bdiefe Ginfdratung
ift nothig; Denn wenn man einen eigentlichen Bruch, dee
einent 3w oder mehrtheiligen Nennet hat, durch dne
Bereintgurg mefrever eingelnen Srofen angeben twill, o
ethalt man algdann eine unendliche Reibe.

Der Buuch ;—_a-; sum Befpicl - duech die Divifion
ober auf anbere %[ct entmicfelt giebt die Neifhe

1+ + = 5 Ul

ohne bafs nan 1emaré einen bouftanbtqen Dustienten
findet. - €hen fo verhalt es fich mit den %utgeln der Poz
Ipnomen, die feine vpofifommene Potenzen find, renn
man fie auf eine vationale Yrt, oder durch eine Reihe
Monomen ausdricden will.

Man' weiff, daf die Formel von Newton fir die Potens
sen ded Binomiums fih nidt endiget, wenn dex Syponent
eine negative Sahl oder eine gebrochene ahl ift.

8 giebt aber Funftionen die man duvd) eine ends
libe Rapht = foldher Glicder, welbe algebraifde Gebs
fen ausmadhen nicht ausdricfen fann; dergleiden fino
sum Bepfpiel, die Logarithmen, die man nur durch Nabes
rung erhalty und die von der Wurjelaussiehung einer unbes

A3 gLengs |
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grengten Anzapl wn Wutjeln abhangen; die Sinug und Co:
finug, dieman aittelft ihrer Bogen nicht angeben Fann, ofys

" He eine unbepengte Angahl algebraifther Dperationen vorjus

: ngt)nfm;* San fat diefe Funftionen Transcendente aenannt,
diejenigen.on denen twir fo eben!gefprochen faben, find nicht
die eingien diefer Yrt; bey den Forifdritten, welde die
nalyfs gemacht hat, hat man nodh viele andeve die 3u
diefer Art geboren eingefiihrt, und fonnen nod) unzablig
viel Jergleichen geben,

Diefes ift der Urfprung der Reifen , ob fie gleich
 dn Werth der Funftionen, ju welden fie gefbren, nur
danngenau geben Fdnnen, wenn fie fich endigen, oder wenn
man die Summealler ihrer Glicder erhaltentarn, wicdiefes
-in den abrehmenden geometrifchen Progreffionen der Fall
“ift,"fo fonnen fie doch alle, (nach At derjenigen bie
man aus den algebraifchen Funftionen Herleitet), ald die
Gntwictlung der unbefannten Funftionen wovon fic Hevs
ftammen, angefehen terden, <

4.
@8 ift Hier der Ort auf das Wort Entwidlung,
o8 man Hier fratt des Wortes Werth gedbraudht, aunfs
merFfam ju madhen; denn eine Neihe glebt nicht immer
* den Werth ‘dver Funftion ju der fie gehdrt; gumeilen felbfy
ftatt fich mehe und mehr ju ndbhern, entfernt fie fih um
fo mebe von ihr je mehreve Glicder man davon nimmt,

 Die Cntwidlung deg Bruches ﬁ—x wird uns um

Benfpiel dienen, und die Folgen die wir davaus jichen
toollen, toerden ‘auf die, von alfen Urten moglicher Funks

““tionen abffammenden Reihen antweadbar feyn,
Wenn
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Wenn man die Divifion von a durch a —x auf die ges
wohunliche Weife madt, fo erhalt man jum Quotienten 1,
und jum Neft x, diefen Neft Ddividiet giebt den Fwepten

2

3 X ; X 5
Duotienten = und efsen Reft = fienn  man  mit det

Hperation fortfalrt, fo toird man

w

s < aip
, . | a® . I a®
die Quotienten $ %, und dic Repe < :,
E E
u'l f’ w' 4 uo, fc wv 4

erhalten.

Hicraud sieht man folgende %Ius?btﬁcfe ber Grofie

By
afa. — %)
X x2 x?
B L S e T e e
a a a*(a — x)
X > > 2 %
1+-a—+a"+a? @ — X)
@8 fonnen fich ywen Falle darbietens
X <o a, DheE x>y

y 2 ]
L T
Jm erfien gehn die Refie x,. —, = fo tou
2

5 o b'd 5
1 1 Ay ———
mimer abnc[)mcnb ft)tt, und die %tquE T a0 &5

i fo . folgen einer nod) fd)nell'ecn Abnahme , fo daf,
jemehr Glicder man nimmt, wie:
R 1+
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S R R
! a R a g
man fidh dem mwahrey Quotienten deftomehe nabert; e ift
moglich diefes fo neit ju treiben, daf man von dem
wahten Werthe mit um eine Grofe die gevinger ift ald
jede gegebene, mterfchieden fep.

Um biefes Mplbar ju madhen, twollen twir vorausfes
gen, dag mat x =-Z- habe; fo wird die vorfhergehende
Reibe | |

I+3+5F+FA4 %+ 5+ nfw
die Summe vom erfien Gliede wird fepn:

Va#s I —

_ponden e erften 1 + = 7

s Den Drep etften 1 + % 4 % =1

s ben viet erften T 4 X 4 ¥ 4 % = 1r
sden finferften 1 + 3+ 3 + 5+ &5 =3it¥

Sﬁan fieht, daf Ddicfe @Lo@en, 2, immet n&bev Fomuien,
twelches der wahre Werth des Brudes ;:Ta ift: Die

Unterfdyiede joifdhen diefem Werthe, und den hier oben
gefundenen Summen bilden die Progreffion 1,%, % 5 u.f .
deren Glieder auf folche Art adbnehmend fortlaufen, fo daf
© man immer eined angeben fcmn, weldesd fleiner ift, als
jede gegebene Grofe.

Man Fann Ddiefed Refultat aug der Natur der Ope:
sation felbft sichen, Denn es ift leicht ju fehen, daf nach
‘ einet

*) . Otiginal find bier cinige Dructfebler dic iy in der
feberfesung fogleich verbeffert Habe , - und' auch Finftig
werde ich folche Riljchroeigend dndern,
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, : :
einer Rahl von n Divifionen, der Reft :—?_—; fepn toird,
und folglich ift bev %rud) ben man der Neihe

1 + + R ST

‘i X“"'I

an-1

\

pepfirgen mifte, um den genauen TWertl von SRemtt ju

xn - '
haben ;;:;—(—;—-_:—;3: madt man x = fa, fo fommt
hevaus
; Y

an
a a3 gn-1’
an gn-I (_.)
A !
Diefer legte Brudh Fann fich nie vernichten, aber er fann
fo flein werden, als man will, wenn man dic Jahl n
febicElichy nimmt, welde die Sahl der in der Reihe vors
» Fommenden Glieder begeichnet; fie fann demnady ju eis

nem fich a-:a-—; fo fehr néahernden” Werthe fabren, al8

man will, indeffent fo weit man diefe Neihe fortfent, Fann
man dody niemals genau auf die Jaht 2 fommen, welde
Diefen  Werth vovfrellt.

Bon nun an terden toir Brenze, jede Grofe
nenwen, mweldhe eine @cbfge' in ihrem Wades
thum, odet in ihrev Abnahme nicht fbeciduveis
ten, odetv felbft nicht eveeichen, dev fie fich aber
doch fn piel man will nahern fann,

Sm boc{)exgebmben Q’xpfplcre ift 2 die Grenge von

I3 7+ u fow,
tnd toir werden dHie @)leic{)ung fefen
2=1 4+ i+ 14 F+ufmw 3
indem man darunter verfteht, daf die gwepte HAlfte dee
A5 Glete
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- Gfeichung unbegrenst verlingert werden muf, odet welches

auf eind Binaustdmmt, Daf die erfte Halfte nur die
®renge davon ift.

5 -

Sn dem jroepten Falle bey teldhem man x > a hat,
entfeent {ich die” Reihe
¥ < ! Xe X': /
1+-;+_;+;+u.f.m.
immer meht und mehr von  Dem wahren Werthe

]

—-.-a—-, benn Die NRefte
d=— X :

x* =

X
X Ty —;J U, fo 0.
; a Q
gehn immer gunchmend, eben fo wie dic Grofen
5 1 ;
W f. 0.

=3 X

aa—x)’ a*a — x)
die man ju den Quotienten
\ X
{1 e
Clads ‘
% x*
LT et o W
a a

x‘z

3
; I+£+—;+.3{;+u.f.m,
: a a a 0 :
binjuthun muf, um Diefen wafhren Werth su ethalten,
Die vorgefessre Reihe hat dann den Brud a—f_—}—{ nicht

mehr gur Grenze, fie iff nur dag Refultat der Divifion
‘vona durd) a — x, unbegrenst fortgefest, oder in andern

s » b a
Yugdricken die Cntwidlung von o
Wenn
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9Benn eine Krage uns  auf folche Reihe fuhren
tofirde, : :

X2

X x’ ;
I 4~ 4+ =4 — 1 f. 0
a af el
fo hatten toir Recht davaus ju fdlicken, daf die gefuddte
Sunftion feine andere ey ald ——; oder wenn twir eis
3 8

nige Sjgenfdaften, die Begiehung auf ecine Reife von Glies
Dern wie folgende Haben, entdecfen’

= %5 :
I+ — 4 = 4+ uf w
a a -

; , 5
fo ffmnte‘n toit behaupten, daf fie sur Funftion gy

hore. o oft es aber um Dden ‘abfoluten Werth diefer
Grofie i thun ift, witd man die qus ihrer Catwidlung
gefundene Reihe nidht dagu anwenden-fonnen, of)uc aur
die Refte davon Riucfidht ju nehmen,
Al Beyfpiel fey x = 2a, fo hat man felgende Reibe
Tige o i g A Qs S Tuisflam, T s
dag miemals / gleih — 1 feyn fann, welches nemiich

ber Werth des Trudes -a—_i—x in diefem iJalfe ift; toeil

die Refte nach und nadh 2a, 4a, 8a, find, w. f. . und
weil die Lovveftiven Glicder — 2 — 4 — § u. v, wers
Den; twenn man fie an ifrem gehdrigen Otte anwendet, {o
findet man das Refultat — 1 bey weldem Gliede man auch
immer ftefen bleiben mag. ~ .
Hatte man x == a, fo toitede fih der Vruch
—— in —— = — perdndern: dicfer Yusdruct —
a—x L+ I o : Q
D man unendlich mennt, iff nur eine Act auds
- {licgender Grenje (et gwurie efpéce de - limite

exclu-
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mite exclufive),  Sn der Ihat, twenn man fich die Cin.
Beit durch efnen Druch dividict denfet, fo wird der Nuos
tient um fo gudfer fepn, je Eleiner der Brudh ift, und da
man fidh immer' cinen Brudh vorftellon fann, der Fleiner
ift, al3 jede gegebene Grofe, fo witd fich fir den Quoz
tienten eine, Sabl ergeben, telde jede gegebene fiber:
fobreiten fann, obne daf e8 jedoch jemals moglich fen,
auf 5 ju fommen. Died ift der BVegriff den man fich von
dem Unendlichen dev Geometer madhen mufy, worauf wie
nun batd fommen werden. Dies vorausgefest, giebt die .
Reihe %7
x x* x¥
I =+ =t =+ ufw
a a a
indem man x = a macht
; E+ 141414+ ufmw
gum Refultate, welded mwie der Yusdrudf I erfordert,
grofier toerden Fann, alg jede gegebene Grofe. Snbdefien,
da der Divifor durch den Duotienten multiplizict den Diz
videndus mwieder geben muff, fo wirde offenbar Hievaus
folgen, d af : :
1=o0o(t 4+ 14+ 1+ 1uf )
nun aber vernichtet fich die jwepte Halfte ganylich, man
wirde alfo 1 = o haben. = @8 ift aber feicht u fehen,
daff 8 nur eine anfdeinende Schwierigfeit fep; denny da
die immertodhrenden Nefte der Ginbeit immer gleicdh find,
~fo ift die Gleihung die man an der Stelle der vorigen
baben muf genau
I1=0( 4+ I-41I-4uft)+ L

6.

Die Unterfuchung der Entivicflung be@%cucbesa—_—:—; toefche

'—
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e o Tl x’
1——+—2—7+u.f.w.

a a a
ift, tofitde ung auf ahnlidhe Folgernngen wie die vorfers
gehenden fihren, doch mit dem Unterfchiede, daf die Rez
fultate iegend einer Zahl von jufammengefigten Glies
dern, tedfelStweife auf der einen und euf der andern
Geite den wahren Werth vetfehlen. MWenn die NReibe
convetgivend ift, weldpes. fratt findet, tvenn x < a, fo
findet man Summen bdie wedfelSweife Fleiner und gros
fer find a's der genaue Werth, Ddie fich aber immer
mehet dieferm Werthe ndhern, und die ihm fo nahe fom:
men fonnen, alg man will, Wenn man tvie hier oben

a ,
5. Hg macht, wird man

I et B 1 e i AR e T 40
“ befommen, cine Reihe deven Summen 1, I, 5 & u. f. .
toedhfelsreife grofer und fleiner find ald 3, weldes der

a 2%
twahre Werth von T ift.

Wenh die Reihe divergivend ift, fo find die Refulz
tate der AdDition einer gegebenen Anjahl Glieder ‘aus
weldyen fie beftehet wechfelémeife pofitiv oder negativ, und
entfernen fidh daher mehr und mehr in cinem und dem
anderm Sinne von Ddem wahren Werthe, welder  po-
fitiv . ift. : ,

@ndlich hat der Fall x == a dasd merfronvdige , daf
feine @ntwicflung L S

L 1T =14 =1\ f v,
ba® ¢ baid o wird, Refultate die fich auf gleiche et
bom dem wahren Iesthe entfernens aber die Betrachtung
ber Reke over dey Forveftiven Glicder erganst dies alles

toieder.
Die
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Die Reihen die man bey Entwiclung der gebroche:
nen Potengen von den Grdfen, durdh Ausiiehen der
QBurieln findet, find von aufeinanderfolgenden Reften be:
gleutct, auf welde man das Lorhergehende anmenben
fanit. .

llebetl)aupt, wenn eine NReihe die eine Gnt:
wictlung eines endlihen Brudhes iff, dem wahs
ven Werthe fih unaufhdelich nabhern foll, fo
miffen die Glieder ausd denen fie bcftcf)t fort:
gehendabnehmen.

Da man nun dadurd), daf man die Reihe fo toeit
fortfubrt afd es nothig ift, jein Nefultat finden foll, defs
fen Unterfchied von dem mafiren Weethe Fleiner fey alg
_jede gegebene Grdfe, fo miffen nun auch wirklich die Unz
ecfchiede ifchen. ten aufeinauderfolgenden « Refultaten
immer Fleiner und fleiney werden, weldhes nidhr gefchehen
fonnte, wenn die Glieder diefer Reihen nicht inymer mehe
gegen dag €Ende ju abnahmen,

@8 ift hier ju bemerfen, daf es Neihen giebt, deren
Gumme ohne Ende twadfen fann, obwohl ihre Glicder
immer Dbeftandig abnefymen; aber Dann find fie die €nts
‘toicflung unendlicher oder folcher Funttionen jdie grdfer
find alg jede gegebene Grdfe. Die Neihe

L4 5+35+ 54+ 5 6 b
gehdrt dabin,  wie wir bep Dden Pogavithmen jeigen
- poerden.

Die jtoey Arten von Reiben die wiv betradhtet bas
very liefern ung jwen Hrten von @rof;en wobon einige ei
- ner endlidhen oder beftimmten Grenge fabig find, die anz
bern aber ofhne Ende 'wachien. Ffansens - Wie werden
bicvaus Gelegenbeit nehmen, die wabhre  Methedhyfit

iu  geigen weldpe man an  die Stelle des {Inendfis
, chen
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den fesen jmuf, ireldhe oft in dee Mathematif vor
Fommt.

7.

Das Unenbliche, al8 ba8 fegte Glicd ber Grofe be,
trachtet, ift felbft wur eine Grenge, welhe die Grdfen
nie erreichen fonnens; der Vegriff den man Ddamit vevs
Fniipfen muf, ift nur cin negativer Veguiff; denn jede

- @rdfie die iy miv wivflich vorficlle und die i in meis
nem Galcul gebrauche ift chon Deswegen nidh unendlich.
Die Crflavung der Grifie frecitet felbft mit einem feden
beliebigen %eguﬁ poni Uneéndlichen.  Da_ aber jode
Grofe, ihrem Wefen nad) ebenferwohl einer Vevmefrung
alg Werminderung fahig fevn foll, fo twurde o8 fcheinen,
vaf man befugt fey, taraug qu fchlicken, daf die Grdfe

. aufhdrt ju epiftiven, soer eine Grofe ju fepn, fobald
man. vorausfest, daf fie das Unendliche erreiche, und
twenn man diefe Svdrterung etwad weit treiben wolite,
wlitde man in Scmwicvigfeiten verfallen, welhe glicktiz
chermeife die motl,emntifc{)cn Waprheiren. nicht gu ' befors
gen haben, wenn man die Begriffe auf tenen fie Deru
f;en, Deutlich aufftelt.

afles tag man mit-Hilfe der Betrachtung des Un:
~ endlichen beweifet, Fann man von dem Begrifie, den tir
weiter oben von dem Wort Grenge gegeven haben, und
von den beyden folgenden Sagen ableiten, dic cben fo deut:
U al8 unwideripreclich ﬁnb-

I. Fede nod fo greﬁe Gedfie Laft fih von
einet andeen um fo viel als man will, Hbhes
tteffen.

2..3ed
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2. Sede noch fo Fleine Gedfe ift nidht fo
flein daf man fih nicht eine noch Fleinere dens
fen fonnte.

Der evfte Sas findet fich unter den Forderungen, bdie
Guflides im Anfange des ficbenten Buches feiner Elemente
gemacht hat, und die natirliche Folge der Jahlen

L, 25 5 A s G e

bistet einen fefhr einfachen Fall Davon dar, fo wie die
unbegrenste Berlangerung einer geraden Linie; dev jwepte
leitet fich natitlich vorw dDem erften ab, denn twas 3. B,
‘die Sahlen der folgenden NReihe von Veddhe 3, %, 3,
u. f. w. anbetrifft, fo vechindert nidhts, in diefer Reibe
nicht Gedfen gu finden, die fo flein find ald man nur
will, indem man dem enner einen gemafen Werth
beylegt; und da man dadurdy, daf man einen beliebigen
Rheil einer lineavifden Yugdehnung. jur Einfheit nimmt,
davon auch einen foldsn Druch ald man' will nehmen
fann, fo folgt davaus, daf der Sap nicht blof fir Jah:
fen gelte.. Bir werden und aber demungeachtet immer
bes TWortes unendlich bedienen, um die Gremje des
Wachsthums dev Grofen ju bejeichnen, weil die Bedeutung
diefes Wortes durd) das was fo eben gefagt wurde, ges
horig beftimmt ift, alfo fein Doppelfinn oder feine Duns
~ felfeit davhiber mehr ju Deforgen ift.

8.

Die erfte Folge dic wir aus dem BVorhergehenden
;leben, ift, dafj wenn man c¢ine Reihe Slieder iwie
Axd 4= Bxb 4~ Cx¢ + u. f. W,
bat diein Bezug auf diePotenzen von x geordnet ift und bey
der hodhften angefangen hat, fo giebt €8 immer nod) eine

Bahl m, welde an die Stellc von x gefet, das erfte
Glied
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‘ Blied diefer Formel in einem beliebigen Verhaltnifie grofer
madt, al8 alles hbrige.

S dper That, wenn man die oorgegebene %ovmel m:
Folget fdbrribt b s i by S,

R

fo ergiebt fih, dag man x fo nct)mcn Eann baﬁ bte
- Briide ,

*

fo. flein werden al8 man verlangt, und fo daf ihre
Summe mit ‘A in einem Dbelicbigen WVerhaltnif = fey.
Wenn m den MWerth von x in Dtcfem Ralle vorftellt, fo
wird man- mett : s
Rt
i b <A
t)ieraus‘ folgam, vaf
(;;:‘ + ;:; e ) i
oder :
Bmb 4 Cme 4 .4 < Ama,
- Wenn die Differen; jwifhen dem erften Gliede Ama
und den folgenden unter diefe Form gebracht «ift:
o o P e el
L Nma-b ma-b g ') HiE
fo fieht man, daf bdiefer Yusdruck defto mehr gunimme;
jegrdfer m wird; ed Fann alfo nidhtd bHindern, daf ev
niht entlich eine gegebene Grdhe fberfchreitet,

Da diefe Art ju febliefen durdh die Bahl der Glfes
der nidt begrenyt ift, fo fann man fie quf jeden Yuss
druc von der Form

Axd 4 Bxb 4 1. f, 0.

I, Theil G i3 ;S auds




18 Cinleitunsyg

dusdepnen, die aus To viel Glicdern als man will be:
fiehn fann, und behaupten, daf mam x immer grof ae:
nug nehmen fonne, dDamit dag evfie Glicd fir fih allein
den betrachtlichften Zheil des Werthes von diefem Aug:
drud ausmache, toenn nue jeder der Coffijienten A, B,

C, D, etc. eine endliche Srdfe ifts
- 910 P : K

Die nemlichen Betrachtungen, toetden ung in tem
Gtand fesen 3u bercifen, daf immer eine Grbfe da fey
die fleir genug ift, damit, wenn fie in der vorhergehen:
den Formel an die Stelle von x gefest wird, dasjenige,
Glicd,; o diefe Grdfe den fleinfien Erponenten fat, !
gtdfer fep, alg der Meft des Ausdructed. Zu Ddiefem
Gnde werben rfv fie in Bejug auf x georduet, vorausies
peny indem wiv ey den-fleinften Crponenten dicfer Grofe
anfangen, und fie auf folgende Art fchreiben:

x8(A + Bxb-2 o Cxc=a o ,..),
enit it fratt x einen Druch fetren, defen Sapler 1 it
und dee SMenner = m fo wird herausfomimen :
1 B % 3
AR e e g U0
die Sabl m fann aber immer fo genommen werden, daf
die Bride
B c
fo wie ifire Summen fleiner als A werden, Sdlict man
auf diefe Weife wie fo eben gefdhehen, fo behaupten roir,
daf man in jedem Augdruct von der Form
0 Ax? o Bxb o Cx€ o 4 .

LI

immet an die Stelle von x eine Grofie feben fann, die

flein genug ift, daf das erfte Glied den betrachtlichften
Kheil des Werthes diefer Funftion ausmadpe.
9. Man
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9.

Man Fonnte glauben , daff die 3ahl m bier nidhts
anders alsdas Unendliche fey, weldes hier nuy durd ein
andered Seithen davgeftellt ift, al8 dasjenige ift, womit
eé gerodhnlich in der Algebra bejeichnet wird; um abee
pas Gegentheil ju beérweifer, werden toic zeigén, tvie
man {m aligemeinen bdiefe Sahl befimnien fann.

Su diefem Gnde bemerfen wir juerft, daf in der geo:

metrifthen Progreffion .
I+§+'§+%+_i*’aob¢

toelche die Babl 2 gur Grenje hat, (Nr.4.) ein jeded bes
licbige Glied ter Summe alley folgenden gleidy ift; folgz
lich wird in einer Reihe, in reeldet das Abnehmen der
Glieder fchneller fortlauft, jedes die Sumnie derjenigest
die nach ihm Fommen, wie grof ihre YAnjabl audy fey,
uiberfteigen. Hievaus folgt, daf fo oft man fir m einen
Werth finden fann, det iebeé Blied des Ausdrickes

C
A+'—"—+ LI

mb-d me- ﬂ
fleiner madbt, al8 die Halfte, des BVorhergehenden, fo
wird das erfre Blied alle andern Uberfteigen; bdies aber
findet aligemein fiast, Wir wollen und Hier nue auf
einen befondern Fall einfdranfen , bet eingige ben wtc
in der Folge ndthig hHaben,
€8 fep

A+%+§;+%*oo,.

- Der ungiinftigite Fall fie unfere Untetfucbung ift derjenis

g¢, wo die Coefficienten A, B, C, D, wadfend fortlaufens

wir wollen ihn einma annehmen und fetien, dag fich

Das geometrifihe BWevhaltnif jeder diefer Coefficienten u
P 2 deur



20 Cinleitung

dem Borhergehenden immer dndere; wir mwollen dure
B : Q : ~ ; AT S
=5 und e die jroep auf einander folgenden Gfieter
porftellen, jwifchen denen diefes Verhaltnif am groften
ift. Man wird m fo nehmen mifen, daf man

il LIGH

mpP+I -2;\.5 »
" pabe. Sndem man die jwey Gfieder durd) mrixr multi

P e
plizict, wird man finden Q < —21], und durd — Dipis
ks . 2Q g
Divt, wird herausfommen -F<m;~-manmwb‘a(fomgro,;ct

als %? nehmen mifien. Hievaus fieht man, daf man in

den Neihen pon Der angenommenen Form den Werth dev
Sabl m immer erhalten fann, fo oft dag Verhaltnif von
atven aufeinander folgenden Coefficienten dicfer Reifen,
o man aud) immer will, nidt unangeblich, das Heifit,
gudfier al8 jede gegebene GSrofe ift.
 Um diefes 3u erldutern, twollen wiv einige Beyfpiele
in Sahlen nehmen, und juvorderft die Reihe
2(10)> - 40(O)*.  6(10)° §/10)°
P “m m2+ m’+m° e
betrachten, deven Gefess diefes ift, dag jwep auf cinander
folgende Gfieder aligemein durch
2p(10)2P  2(p+:) (10)2Pi2
mp : ma+I ¥
ausgedriift werden. Man Hat alfo
P = 2p(10)ar 1
Q = 2p+nGro)artz
va8 BVerhaltnif diefer bepden Eoffizienten ift

pkd
P
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£ ‘) (10)°3

nun ift e8 leicht ju fef)cn, baf, wenn man fiie p gange
pofitive Jabhlen nimmt, indem man nach und nad) p=1,
&= 2, = 3 u. f. . madt, die Grdfe
’ I S .
~—};~— 0 O T R
witd, undidaf folalich ihr grdfter Werth 2 ift *), Hieraus
ergiebt fidy, daf 200 dag grdfte Verhaltnif ift, tweldes
awifchen ey auf einander folgenbden Glicdern der anges
nommenen  Reihe mdglich ift; und daf, tenn man
m > 400%) madyt, vad erfie Slied grofer fepn tird,
alg alle andere jufammengenommen,
' Wenn man die Reihe

1.2.3
x+-+—~+—e-n-;—+...
ben bie Glicder — und —
Hat, werden die Gfieder o5 un T, urch.
B3 ¥.2
) € tﬁ — =1+ &) offenbar ift aber, wennpnur eine

ganse pnﬁtme Sah¥ feyn darf, ip fie p=1 awm grdgeen, folg

fih anh = -+ — == 2 der grifte Werth,

) In ﬁumnal ﬁebet 200,
€ if nemilich T = —:'-x- . 10°

y zQ
- aber ’ —
n'ber. m > f(P;'-_E_). 10*
P
alfe 'm B> go0;

@&.

@.
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’ 1.2.2...(p+t) 1‘2.1..‘(p+ﬂ 4+ 2)

mp : mpP+1
auégebrutft fepn, man ticd alfo haben,

3
—E%:.f 2(p +2)M

and m > 2(p + 2), nchmen mifien, bag Heifit,
immer grofier ,  je teiter die Glieder, weldhe man
betrachtet, von dem erfien entfernt find; man fieht alfo,
daf es nidt mbdalidh fep m einen endlihen FWerth ju
geben, Der dev Frage gnige leiftet,

: ¥ ?
Wenn many. m = - madht, fo wird aug

A+ +'.'—+ +o‘n

piefe Reihe A +- Bx, + Cx* +Dx “+ .

terden; in mwelder man dasd erfte Glied immer
grdfer madhen fann, alg diec Summealler fols
genben wénn man

pimmt; toeil P und Q die jroey aufeinander
folgende ®fieder find, deren geometrifches
 Bechaltnif dag grdfite, aber dod angeblid ifiz
¢ine Ginfchrdnfung, welde fir dem Gebrauch den wip
pon dem gegenwirtigen Sage in der Folge maden roers
ben, widht nachtheilig ift. Die Reibe, die rir e
teacdbten, Hat lauter pofitive Glicder, aber €8 ift leicht ju
fel;end baf det Werth von m, welder ihe erftes Blicd

grofet

¥) S Original fichet 2(p+1) unb?‘fuet 3> 2(p-t1).
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ardfier af8 alle andere madht, mit nodh mehreren Srunde
dic nemiiche FWivfung hervovbringen mufte, wenn fie aud
negative Gliedber hatre,

10.

Auf diefe Art ift 8 leicht ju betveifen, baf,' eine
- ®leidbung von ¢inem ungevaden Grade, ims
mer twenigjtensd eine reefle Wurzel habe. Kn
der That fieht man duvd) dag was fo eben gefagt wurde,
baf ¢8 immer moglih fev, fir bdie unbefannte Grofe
¢ine folche Bahl fu fubftituiven daf dag erfte Glied
der Dbetrddbtlichfte  Theil dée. Gleibung tird; das
Qeichen ded NRefultatd wird alfe allein von dem Jeichen
deg erften Gficded abbingen. Wenn nun die Gleidhung
pon ecinem ungeraden @Grade ift, wird e negativ werden
indbem man — m, an dic Stefle der unbefannten GSvofe
fept, und e8 wird pofitiv bleiben, wenn man <+ m, daz
fiv fest, woraus folgt, vaf die Gleidung eine reelle
FRursel haben toird, die jwifden +m und — m, fallt,
weil d'e Nefultate die fie durd) diefe jroen Subfritutionen
giebt, dag entgegengefeste Seichen Haben ; Weil fich aber
jebe Sleichung auf ihr fetited Glied veducivt, rwenn man
o an die @telle der unbefanuten Grdfe feht, fo twitd
diefe Subfiitution ein Refultat geben, weldhes das: Jeis
chen diefes feiten @Gliedes hat; folglich twenn es dag Jeiz
den =+ Lat, wird die Wuwsel jroifdhen — m und o, und
bep dem Beichen — jwifchen 4 m und o fallen,

Wenn die Gleidhung von einem geraden Grabe iff,
fo verdudert ihr erfles Glied das Jeichen nicht, wenn,
+ mioder — m fratt x gefefst toied; wenn aber ibr leg,
Ofied negativ ift, ynd da es felbfe dag Refultat der
Cubftitution bon o fiatt x ift, fo Hat man brep Reful:

tate, nemlich: »_
il’) 4 Dag
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Dag tte mit dem [eichen + , m entfprecdhend
- Bag 2te mit dem Jeichen — , o entfprechend.

Dag 3te mit dem Ieichen < , — m entfprechend
woraug folgt, daf jede Bleicdhung voneinem geras
dem Grade, deren lentes Gliednegativifi, wes
nigftens swep reelle Wurjeln, nemlich: eine
pofitive und ecine negative habe.

f II.

Obaleidy die Grdfe an "fd) felbft. betrachtet , ofne
Ende wacdhfen oder abnehmen fann, fo ift doch nidyt jede
Funftion tegen be{ Gtdfen, woraus fie Deftebet, fas
big, gu einem Deliebigen Grad von Srofe ju gelangen.
Di¢ fehr cinfache Junftion

ax
: %+ a
ift ¢ine fo(d)e, die, was fiir cinen pof“tmen Werth- man
audy ‘x geben mag, Do nicht gleich a werden aber
fih Diefer Grofe foviel man will, nahernfann. Um
e8 ju beweifen, werden wir die Divifion in Bejug auf x
maden, und toiv beFommen den Quotienten

az

A —

o x +a’
' ’ 2 by L
der Brudy - tird um fo oief fleiner, j¢ @ro:
G X -4 a ,

fiertx toird, obhne jedodh jemald o werden ju Fonmen; a if
alfo die Grenge des Bruchs : ’

;—:}-—a' (mrc 4). ’

Die Funftion, die wir jum Vepfpiel genommen Has

ben, bnt nur in Bejug’ des SIBacbétf)ums pon x eine

®venze
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tBrense; denn, wenn man annimmt, daf diefe GSrdfe ab:
nimmt, bi8 fie verfdbtwindet, fo twirde ek su gleis

X 4

cher Zeit o werden, und weil Null die alfgemeine Grenge
‘dee Abnabme ift, fo abftrahict man daven. . Doy Deudy

L ; 3
AR L Gegentheile, Hat in Bejug auf den, Wadse

thum von x feine Grenge, toeil ev ofne Snde wadf
wenn diefe Grofe junimmt; aber fo lange x pofitiv fepn
tird, fonn dey vovgegebene Viudy, fo flein auch fein

1 : ha
WBerth fepn mag, nidt gleid ~a)— werden, tndeffen uabett

et fich diefer Grdfic, fo picl man will;y diefes ift alfo in

Wesug ouf die Abnahme eine andere Grenge afd Null,
Die Funftion L i 'vereinhiget bepde Yrten
2 " a’x -+ b’ .

von Grengen, die wiv fo eben betradtet haben.  Fn der

Zhat, wenn man den Rahler und den Jeaner diefes

DBrudhes durch x dividirt, fo wird man t)aEcn,

:iﬁ Husdeud toeldher fich &efto mehe 5; néhert, alg x i

Begug auf b und b’ grofier fepn wird; alfo ift :—, die

Orenge von der borgegebenen Funktion in Begiehung auf
ben Wachsthum den x Haben Fanm,
Wenn man ferner annimmt daf x immer abrehmend

fortiauft, ﬁnp b&ﬁman;:;_ dafie fgbftituirt , fo erbdlt man

B 3 i
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a
—+ b
m
T

Irh s
m + 'b

3 g : 3.5 W
eine FunEtion twovon die Grenge unfrreitig i ift.

Micht alle FunFtionen Haben ®ie die BVorhergehende
beftimmte Grensen. €8 fann gurocilen febr nigiich fepn,
diejerigen au Fennen, die eine Grense haben oder nidhes
wir toerden Ddiefes Durdy eine fleine QIngabl Falle anfdpaus
licdh maden.

12,

G¢ ift fogleich vollfommen cinfeuchtend, daf jede
qug eme Reihe von BGlieder jufammengefeste Funftion wie
Axa 4= BxP o4 Cx¢ + ..,
fich ohne Gnde vermehren Fann, wenn die Srofie x jich
auf folche Art vermehrt; fie Fann audh) o werden. und
hernach jum negativen dbergehn.  Wie wollen alfo den

Ausdruck betrachten:

Ax2 o4~ Bxb f CxC 4 | ..

\Alxa+B;xb‘+ Ct’xcl-f; S
toeldher in gewiffen Fallen beftimmie Grengen haben fann,
Man wicd fie entdecfen, tenn man diefem Bruche fol.a
gende Form giebt:

NS OO

xﬂb \

' | i
x4 (A xa b’ + xa-c + 2 ‘)

itm die ®tenjen in Bejug auf den Sumad;s oon % 1

finden, mecden wir pevausjesen, Daf bie Reihe des 3ahs
fer3
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fer8 und des Nenners mit dem Hidchfen Gpponenten von
x anfangen; und wir toerden dren Fafle unterfcheiden
: ‘ a > al
a <al
a= a
die entfprechenden Formeln find:
B e e
xa-b xa=c
TR 2

xt (A + TR

fir den rtenFall;

A!'l' +000

. ;T:;'
C

xa =G

A+ R

fie den 2ten Fall,

CI

+
— +
/

a-a (A it e LS
X (\ + xal_bl + xan_c/ + s '.)

LN B C
Ad — + = +.

xa= xa-c¢

S DaRp fur den 3ten Fall.
A % i C{ESESS P g i &

xa=c

RNue die dritte ift einer beftimmten Grenge fahig, welde
A g 2 ) ‘ ?
i gleich ift; die erfte Fann 'obnc Ende madbfen, und

bfe septe fo Flein werden al8 man toill; diefes ift aufer
allen * Smeifel durdy Anficht diefer Formeln, und durd
das was oben gefagt ift.

13.

Bey untetfucbung der Srengen fiw %e;ug auf die
%bnabme von x, fesen tir voraus, daf der ihler und
dee RNenner o gaorbnet find, daf die Grponenten wach:
fend fortlaufen; da afsbann a und a¢ die Pleinften find,
fo witd die vorgegebene Funftion

¥8
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XA 4~ Bxb-a " Cxe-a 47 )

X8 (47 ‘4 prxb/-a o glgo-d R
Wenn man Hier nodhy, twie oben die Kalle unterfdeidet,
in Denen man

R

-

a

-

a
'a/ }

haty fo wied man fehen, daf dev leste der eimgige if,
wefder einet beftimmten Grenge fahia ift; weil, dadie pofiz
tiven Potenjen xb-2, xe-a oté, und ihre entfprechenden im
Neaner, nad) Mafigabe, taf x fih vermindert, immep
Fleiner terden, fo reduciven fich die in der Paventheje
eingefchlofflenen  Grdfien immer mehe auf ecfies Slied
in welhem Falle, twenn a = a* vorausgefesit wird, man

Mom P
AV

A o
o e Grenge bat.

- Sn den bepden andern Fallen bleibt eine pofitive Po:
ten pon x im Babhler und Nenner, al8 gemeinfchaftlicher
Jacter, weldhes macht, daf eind oder Das andere dicfer
Gtieder fich immer jugleich mit x vermindert, und fich
endfich gang vernichten fann; tworaus fir den vorgegebes
nen Brud) ein Werth von Rull oder grofer ald jede ges
gebene Grdfe entitehn wicbe (R, 5).

Uebrigens mwerden wiv bemerfen laflen, daf man die
Grenge foroohl fir dag Wachfen als Abnehmen von x
finben fann, renn man fogleidy den Rahler und MNennes
ves Bruches, jeben auf fein erfles @lied reducict,
weldhes nach bem tvag man (Nv. § aefehen hat, in ei.
nem und dewy andern Fale den betradptlifien Theil deg
FBerthes diefer Junftionen ausmaddt; und auf diefe Yot
toerden miyffmftig damit verfafren. '

P 14.
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4.

E)i"e, Principien die tir fo eben gefunden Haben, find
Binlanglih, die Grenjen Dderjenigen Grdfien ju finden,
dic deven fabig find, wund wir wolfen« diefe durch die
“aep - folgenden Sage {chlicken, bte ung fehe nu‘dhcb
fepn terden,

1. 3mep Grdfen, welcdhe Srengen einer nem:
lichen Gunfrion find, find untevecinander gleich

Denn, twenn diefed nicht ware, fo wihrden dicfe beys
den Grofen einen Unterichied Haben; folslich wizde als:
dann die gegebene Funftion fich nicht ¢iner und dev andern
dicfer Grofen mehr alg eine gegebine Grdfic nahern fons
nen’, mwelches tieder die Grflarung der Gremjen ift.

2, Wenn jwep Grdfen unter einanber ein
unvevanderiidhes Berhaitnif bepbehalten, fo
ift diefes Das Verhaltnif ihrer Grenjen; died
ift durch fih felbff {don Flav.

15.

Entiviclung ber Funbtionen in Reiben,
1. Bon den algebraifchen Funifionen.

Wir wollen nun ju der Entwictlung. der Sunfﬂouen
in Reihen fbergehn und mit diefer (p 4 x)r den Uns
“ fang ‘machen.  Obwobl fie fih faft in affen Glementars
Birchern findet, fo glouben mwiv dogy, daf, da die Art,
wodurch man daju gelangt, fich im fivengen Berfiande
nue auf den Fall anwenden (afit, wo n eine gange pofiti.
be 3ahl if, wiv pier daffelbe aufs neue durdy ein Bers
fabren ermeifen miffen, weldpes diefer Ginfdranfung
nidt untevwoefen’ ift, Ueberdies, darf man nur wenig

: mn
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in der Mnalpfis bewandert fepn, um ju wiffen, daf der
Yusdrud (p -+ x)n, weldhen man gewdhnlich Newton ju:
- febreibt juc Entwick{ung aller Funftionen dienet; daber
ift es fobictlich, bep Abhandlung diefes Gegenftandes mit
diefem angufangen.
Die Unficdht der erften Potengen von (1 4 x), nem:

fichs - -

4+ x)=144x

(r + )= 1 + 2x 4 x*

(1 4+ x)’=1 4 3x 4 3x* 4 x°

(1 + %)= 1 + 4z + 6x" + 45" + x*

ete, :
feitet im aligemeinen voraudiufesen
(1 + x)®=1 + Ax + Bx* 4 Cx’ 4 Dx" < etc.

o bie Goefficienten A, B, C, D, etc. pon x unablhingige
Raflen find, fo, daf fie, welchen MWeeth man audy diefer
Guofie giebt, immer die nemlichen bleiben.

9bet man hat :
X g
== pHb I s — \8.
(p + %)t = p ( - p) ;
foenn tﬁan nun in die borgegebene Reihe % ftatt x feget,

fo toird man haben:
(p+x)"=p"<t+A = 4 B-};— +C 5' =+ D— +...)
tnd indem man bxe ‘multmllcatlon durch pot boufubret

gomt heeaug (1) <« »
(p 4 x)M == pt Apn‘-ix + Bpn=2x* 4 Cpn-3x*
“ Dpo=4x* 4, . .
sne Gleidhung, die unabhangig von einem jeden befondern

Werthe, welden man p odev x giebt, richtig fepn mug, wenn
' : die
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die Gocfficienten A, B, C, D, etc, {diclid befrimmt
mexben*)

i toollen nun botauéfegen, baf x fid in x + u
pecandert, fo mifte man algdann haben: (2) ...
: (p4x-u)a

*) Wenun wan fagt, tag diefe Gleihung unabhdngis vou eis
pem befondern Werthe vow p oder x befiehen muf, fo ver:
ftebt man dadurch, vaf alle ihre Glicder fich unter einan:
der vernichten mitffenr, fo Daf fiir Ddicfe Grifen Feine Ves
fiimmung daraus erfolgt, Wenn man jum Beyipicl

(p + x)° = p* + 2px + x°

hattes fo ift flar, daf wenm niah den erfren Theil der Gleis
dhung entwitkelt, fo witde man findelt, Daf er aus DPen
nemlichen ®liebern), mwie der jmweyte befiehet, und die
Gleichung wiitde folglich fitr jeden Werth wven p end x
viditig - feyn. - Wit der Oleichung p? 4 x® = 2px
witrbe ¢8. fich fchom anders verhalten, Dicfe Fann nicht fie
alie Asten vou MWerthen fitr p und x beftehu § ef ift durchaus
nbthig, Daf ecine diejer Gréfen burd) die andere begimme
fen. Die erfte Gleichung ift ven derjenigen At dre man
toentifche wennt. SMan fieht aljo, Daf jede ibensijche
Gleichung Fein VerhAlinif jwifhen den Grdgen quifielit; bie
fie enthdlt; fie Deweifet nuv, Daf eine gemiffe BVedingung ers
folit ift, ober dbap eing Wabrheit fatt findet. Wenn wan
fich vorfest, eine Aufgabe daufuldfen, und wan die Gleis
chung gefunden hat, weldhe die Uufidjung davon geben niug,
fo ift dieje ®leichung nicht ibentijch; wenuw maw aber durch
ein befonderes Vargefiihl vder duih fremdattige Betrachtune
gen; be Ausdruck der unbefanuten Grdfen errathen hitre,
und man diejen in ber vyrgegebenes Gleithung fiatt jencr an
‘Die Stelle fepte, dann tofirde fie identifh werdens wovaus
folgt ) Daf twenn man  einen Lchrian  ausfagt ,  und
i betnady burch ben Calenl beweifet, jo wendet man ims
plicite nur ideufifche Gleichungen an man fann alfo aud €yn:
$hefis in ber Algebra haben.
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(p x 87 == p* + ApmT (s+u) + Bp =2 (x 4u)’
- Cpn-3 Cx -~ u)"' -+ Dpn-4(x -+ u>4 o T

Man fann aber diefe Gleidbung audy unter einer andern
Sovm Ddarfiellen, wenn man.p + x = q fet: Ddann
witd (p + x T u)y, (g + w)n merden, und indem man
q an die Stelle von p, und u an die Stelle von x in
der @leidmng fetgt, (1) fo tird fich daraus folgendes
etgeben (3) .

(@ +un= q" + AqveTu o Bqﬂ-z u® 4 Cq“"u -+

Dqﬂ"4u -+ .

Die gwenten Halften der Gleichungen (2) und (3) find
nur Auedridke ciner und derfelben Grdfe, unter Froey
perfdhiedene Fovmen gebracht; man fann fie alfo gleich
feten, welches geben wird:
pitApR- I (xu) =+ Bpr=2 (xtu)™ - (qr+Aqn-TutBqi-2u®
- =+Cpn- 3 (xpu) +Dp-4{xtu)*j T | +Cqn- 3u'+Dge-4u*
i, 5 R04IT RO e
um aber die gwep Halften diefer lepten Gleihung mit
einanber ju vergleicdhen, muf man in der erfien die Po-
tenzen (x = u) die fich da finden, juerft. entwicfeln;
wenn man nun die Gleidhung (1) nadahmt; fo wird man
fepen, daf man annehmen fann:
X 4 u = x + au
(x4 w)? = x* + a” xu + b¥u*
G = %+ a x%u + b xu® 4 ¢!’
ek a0t =l ela v i :|- b/vx2u? o+ cvxu® o dvyt
etc, ' ;
o die Bucdhftaben a, b, ¢, d, ete, die v x und uv unz
abhangigen Jahlen beseichnen und der Accent den fie. has
ben andeutet, ju weldher Poteny fie gehdren. Sndem mwic
biefe Werthe an ifhre Stelle fegen, und fie fo ordnen,
Vag
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daf alle Gitieder von derfelben Potens u fidh in einer vers
tifalen Columne befindeny fo Hat man (4>

pe TARICT Yl S pprabt | ohCpinac
4-2p n—l*c +Bpr-2a’/x | «4-Cpu-3bx +Dpn-4c/v;
+l’;p“"‘ 21 -Cpt=3a’x*ju4~Dpo-4b'v x*|u* ", ., ®
+Cpo- 3x? +-Dpo-4a’vx’ A
+Dp“‘4xl : l
S |
1

S a* s P==qn4-Aqn=2y--Pqn=2u?4Cqn=3u*

3
\ _ ’ 4 Dgqn~4 e

Weil der MWerth von x in der Gleidung (1) unbes
frimmt bleiben muf, fo ift leicht su fehen, Ddaf in der
Gleichung (4) von x und u eben das gelten muf, da fie
nur eine Folge dev erften ift; nun Fann eine folche Be:
dingung nicht erfillt werden, 8 fey denn, dah die Gleiz
chung (4> unabbiangig von u identifh toird, dag heift,
daf die Beofen, weldye eine und eben diefelbe Poten; von u
in der einen und in der andern Halfte der Gleichung
multipliciven, fich einanbder wedhfelroeife aufheben,

Wenn man juvdederft die erfle Columne jeder Halfte
vergleichet, fo findot man

PU A4 ApR=Ix o ppusax* - Cpn=3x’ +Dp“"4x"+... =qt
weldyes felbft jufolge der Hypothefe ein identifdes Refuls.
tat ift weil qn = (p 4 x).

Wenn man ju bc» mepten Cofumne fibergeht, fo

findet man
ApT=T 2’ Bpn-aa x 4 Cpo-3a//x* 4-Dpr=4a’vx® ..,
= Aq"~T
eine Gleidung welde Binlanglich ift, die Goefficienten
L @heil ¢ A B, G



34 Cinleitunyg

A, B, C,D,.. 3u befrimmen. Gnder That,
Y PG
q Pt x
wenn man fatt (p <+ x)n fefnen Ausdrud fest und den
SPenner twegbringt, fo toird man Haben
(Apa-*a/+Bph-2a’x4-Cpu-3a’//x"4-Dpr-dalvx'+,, ) (p-x)
_;Apﬂ+A’pﬂ*Ix+ABpﬂ-;x +-ACp™-3x’-ADp-4x*..,
und wenn man die angejeigte Multiplication muf[xcb BoLs -
nimmt,
Apna’ +Bpn—xa//']x +cpn-zalﬂ'] < Dpn-3a’" | s
+ Aprralf Bpr-za? [ popi-sat]
==SApt-  A%pi-Ix 4 - ABpnt2x® 4-ACp™-3  x7.,.
Bey allen diefen Rechnungen muf man nicht ver,
geffen ;" DaB <A, B5iC, D, e eis Saiﬁlen find, in toelchen
toeder p, nod) x noch u fepn £onnen; man muf alfo diefe
©leidhung wie die BVorhergefende behandein, und wenn

3

sre

© man  die. Coefficienten jeder ‘botcm von x, in bepden

Halften vergleicht, fo witd man finden

A='Aal ; g ChesAsl
h g b | fe i)
AB=Ca’"’--Ba'/ Liootaus manaiebct - b B(A ;/ a2y
AC=Da's4Cal ; D= e ; A

eté. ~ete.

Die Ast toie fidh diefe Gleichungen bildeén, ift eins
Teudhtend genug, um diefeiben fo tweit fortyufithren afs
man wtﬂ und man fieht leicht ein, paff, wenn Ppn-m xm
und- qu-m-I xmE I aoey qufeinander fo!gtnbe ®fieder der
Entwiclung von (p 4+ x)° b?rfteﬂen, man habden toird

AP = Qa//l...l(m) < Palltree(m-1)
i tweldhes
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weldes giebt ,
: (A —alflss (m-1y)
R e
» L a, Qe (ll)) J
ein gjusbtucf in weldem m Eeine Poten; von a, fonderny.

bie 3ab! bec Aecente anaclgt, me[ct)e diefer Buchftabe {)a- ;
ben muf.

3

Wit werden bemerfen, dag die Eocfficienten B,CD, ...
alfe beftimmt waven, wean man ala'’a’ u. fo. A fennte;
aber diefe feften find mweiter nidts als die Cocficienten des
meotm @hebeb in ben YPotensen desd meomxumé, welde

die 3ablen 1, 2, 3 . . . n ju Erponenten Haben.

Hieraus felgt, daf man aus dem gwepten Sliede der
Gntwidlung von (p - x)v alfe dbrigen ableiten fannj -
peny da A der GCoefficiént diefes zwepten Bliedes ift - fo
muf man davaus a'é aus befondern Fallen die Coeffis
cienten Det jwepten Gligder von (p -+ x), (p + x)° >
YA tolgeru.

: : - 16. . ;
 Man toeif fdon, bdaf die swenten Glieder diefer
erften Potengen x, 2px, 3p°%, . . . find; e ift natiulich.
bieraus analogifch gu f{dlicken, daf der: Coefficient des,
atweyten @Glicbesvon (p 4+ x)7, np'=Ix fepn twicd,
@8 DLleibt unsalfo nup 4bvig dicfe Behauptung u betveis
fen, um im Gtande gu feyn, alle Coefficienten der gefuds
ten Catwict{ung anjugeben. : ;
Bu diefem Gnde bcmerfen iy, daf

(I 4 x0T = (l + =) (I + 9 H

und fﬂ'\_;hc‘{) *

‘(; s xJu'}-I ='<l - Ax + Bx? + e .) (I ~+ x),
fretaus wisd man ableiten '

€2 (O+x)
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1 31
gk SR

o= g ok
(I =4 x)n ‘I+IJV+AJ>)L+

ein Refultat weldes und jeiget, daf roenn et Coeffis
cient ded jwepten Gliedes von (r 4 x)n, A ift, der Cocf:
ficient Ded jtwepten Glieded von (1 4 x)n+1, A 4 1
fep; und bdaf folglih, toenn der Grponent fid um
cine Ginpeit vermebhrt, diefer Coefficient audd um eine
Ginfeit wadfe; aber fein Werth fiic die erfre Poten;
G 4+ x,ift 15 er wird affo 2 fur das Ouadrat 3 fie
den Cubug, und fiberhaupt n fiir die nte Poten feon,.
» Die vorhergehende Art ju fchliefen ift nur da an:
wendbar, tvo n eine gange pofitive Jabhl ift; aber gefest
i hatten -

n

(I + x)7 =1 4 Ax 4 Bx? + .. ‘
wenn man Ddie 3wep Halften diefer Gleichung jur Potens
" m ethebt, nachdem man Der Kirze toegen

Ax+Bx’-\l-...==‘Mx

gemadyt hat, fo wird man Haben
A voo (I 4 x)0 = (1 + M)W,
Da aber nur das jtwepte Glied gefucht werden foll,  fo.
muf ‘man in der CntwicFlung bep diefem Gliede ftehen
bleiben, und toeil vorausdgefest ift, daf m und n gange
Sablen find, fo witd man 1 + nx == 1 4+ mMx, DHas
ben; wenn man tieder-fiir Mx feinen Q(Bertl) fegt, indem
man fib auf das in Dder erfien Poteny x multiplicicte
. Glied einfdhrantt, fo fommt Heraus: ‘

nx = mAx, prinC{) = I—:—
@3 fep endlich B

(1’ ijﬁ_ =1 4 Alx + Blx® 4, . o

man teif, daf :
i SR I=R)
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a4+ x) m =

T

——
n

(x + x)m

——n n

und folglich

(r + X) m (1 4 x)m — I,
fegt man wic oben

PUSE o 8
(I+x)"‘,——l+Ax+Bx + .
multiplicivt, und diefe Entwiclung mit dev %Bmftef)enben
reducivt, fo wid man haben
A'] + B ’l
P x 4+ A A >x’fl". . o == 0¢

+ AJ + B/ J|=.
nun muf dicfe Gleidung fir jeden Werth vonx ftatt fins
den, 8 muf alfo \

A+ A =o0 ‘ o

B4 AA 4+ B/ = o)
etc, fepn,
Da wiv abet nur den Cocfficienten’ A’ ndthig Haben,
fo werden toir uns nue mit dev erften diefer Gleidhungen
befchaftigen, und daraus jiehen: A' = — A oder ins

4 J n
dem wiv fir A feinen Ierth o fesen

n
A= ——,

m
Wenn man die Refultate jufammenftellr, fowitd man
fehen; daf die jwey erfien Glicder »

r(l + ‘(/ x r I + nx
s a
bon s 4+ x)ll.’;; ﬁnb b B T; X
! = l n
(1 o xD—‘ll—! L L I """; X o

&3 Man
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Man fann alfo behaupten, dafy, weldhe Jahl n andh
immer porfelfe, wenn fie nur rational ift, die
stwoep evfien Glieder pon {X+x)7, 14nx fepn werz
den. Wit werden in der Solge jeigen, daf dev vorherger
* Bende Gasy, immer wahr ift, roenn aud) n dine irratiqna!e
'ober felbft eine cingebildete Grofe rare *)

17,
Wiv tooflen die Gleichungen
A= gl
A A — al)
B = ey o
\ at
: B(CA — a9y
= at

b £ = 5

e

o)
|

a'v

-
L R T T T TR T Y

P (A —. alm)
a(ntx) J

ete, ; ’

tiez

. ¥) D irrationale Srdfen Gremgen find, weldhen fich ratios
nale ®rdfen von begden Seiten shne Ende ndhern, fo gilt
audy alles masd von diefen legtern wabr iff, auch ooy ihrer
Grenge, und daber gilt der wvon Lacroip hier gefiilrte
Bemeis , ‘aud fir irrationale Erponenten.  Ehen
fo fieht man leicht cin, daf wemn der E€pponent alg eine
verdnderlidhe Grife befradtet wird, diefes quf der
Rorm der entwickelten Poteny Feinen €influf hat, da die
Sorm von der Grife der Befandtheile unabldngis iff, Die

| Poten; als eine Funfiion des Erponenten angefehen, iff ein

\ ®lied einer geometrifchen Neihe, Ddeffen Stelle durd) bew

Epponenten angegeben wird,
yumpg-

[l
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ticder vornehmen, indem wir a’ = 1, 2 =2, 3" =3,
a’Y = 4 ...A=n maden, werden fic A = n geben

-t S el
2 : 2
) C=B(n-—2)=n.(n——1)'(n,—2)
\ 3 2. 3
e = _, —DE—2 @=3)
4 ; 2 3 4
(n'— m)
et o —_!
2 m 4 i
ete,

Dee-Auédruct 'Q enthalt dasg aﬂgcmeine Oefes der
@ocfficienten und geigt, wie fid jeder von ihnen aus fei
nem Borhevgehenden ableitet.

Wenn man die eben gefundenen SZBert[)e fubftttuwt,

fo twird man haben

(n-- I)x, +n(n -1) ("""2)’5’
2 2

; I+4nx-4n 3
(1 4xn = -; ‘ £ %
Ll ess :I) (n;2 (":3) gy

und mwenn biefe Formel big ju dem Gliede o der Gypoa
nent von x, m ift, fortgefest roace, wurde man fur die?
feﬁ ®lied finden.
an — 1D (m—2),..(n—m+= 1)
Qo 3 A

€4 : Da

Unwmbgliche Grd fen weérden BeEaunt[tdj wie twirfliche

5¢baubelt, und daher Faun audy der Exponent fogar uns

wmiglich fepn,
Ales Gejagte gile auch vow dem gleich folgenden o Iyz
womifchen Lebhriab,
T (‘_sj"
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Da  dicfer Ausdru fir fich felbft Feinen « befondern
Werth hat, wenn man’ nidht an die Stelle pon m eine
gewifle Sabl feget , o Dient er jeded Slied der Fors
mel vorgujtellen, indem man m gehidrige Werthe beis
legt; Ddiefer Urfache wegen begeichnet man ifhin unter den
-~ Jahmen ded allgemeinen Gliedes pon der Poteny n
deg Binomiums.

Die Reihe die wiv fo eben fur die Entwidfung diefer
Patens gefunden haben, endiget fich nicht, mwenn n nidht
cine ganze pofitive Sahl ift; denn damit diefes gefchele, _
muf in der Folge der Factoven

n,n-——l 1) W= 0y N5 ois 4 BtC,
ﬁd} einer finden, welder 'gleich o fep, und Dicfes findet
nicht ftatt, wenn n negativ oder gebrodhen ift.

, " 18,
~ %Biv baben, um die Goefficienten A, B, Q, D, su fins
¢ den, nur die durd) die erfte Poteny w in der Gleichung
(4) multiplicivten Gfieder angemendet; indeffen Hhatten mie
doch Redht ju {dliefen, bdaff die andern in jedem Gliede
. identifdy find; denn wenn diefed nidt ware, fo wirden
darausg neue Gleichungen entflehn, denen’ man unmbglich
genug thun fonnte, tweil die Grofen A, B, C, D,
fdhon Deftimmt find, und e8 folglich nicht mabr fepn
toitrde, wenn man fagt, daf dic Entwidlung don (1-4-x)n
burd cine Reihe :

I 4 x - Ax® - Bx* 4+ €x* ...
die alfen Werthen von x jufdme, dargefiellt werden
fonnte,

Obgleich diefe Schliffe auf cine gureidhende Avt, die
Rehemagigheit der Entwictlung die wit erhalten Haben,
‘ju beweifen {dheinen, fo werde i dodh um niwtﬁﬁsu

win:
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wunfden ibrig ju laffen, nod dartbun, dafi die andern
@Sliebu der Gleichung (4) fich gegenfeits vernichten.
Su diefem @nbe erde ich den Ausdbruck mwicder vors
nehmen
pY + App=T (x +4-u) +Bpn-2 (x +u)* -+ Cpi=3 (x +u)’

N - Dpi=4 (x 4 u)* .
wovon die Cntwidlung das erfte Glied Ddiefer @lezd;ung
ausmacht, und ich werde wahrnehmen, daf man Ddiefe
Gutwidlung durh Hitfe des Vorhergehenden berwerfftels
ligen fann, weil die Coefficienten A, B, C, D, .. . bes
fiimmt find, b fuche alfo, durd) - welde Grofe eine
beliebige Poteny von u, jum BVepfpiel um multiplicict if,
"@$ ift leicht su feben daf man ju um nidht eher Fommen
fann, af8 Dbep dem mit (x -4 v)™ behafteten Glicde,
aber twenn man von diefem Gifede ausdgeht, fe findet man
um i allen folgcnbcn @Ixebem ; fo, dag wenn mian vie
Potenzen

(x + u)m, (x 4+ u)mtr . f,
entwoicfelt, und anftatt bon x anjufangen, von v anfangt,
welches gleichalitig ift, fo witd um im erften Glicde der
etfien Gniwicfelung, im jwepten bcx 5mepteu Entwi &tung

und fo meiter fepn.

Wi mollen alfo nomusyegen daff man in der vors

gefesten Reibe folgende Glieder habe:
Ppﬂ-m (x+u)1’1+Qpﬂ‘ m-I(x+{y MmtI +Rfu"‘m‘ 2(x4u)mtz

/ + Spr-m-3 (xbwmEs 4.,
Hicraus wird fiic den @oeﬁxczeuten von u™ folgenides ¢nts
foringen

Pq'l-m,’. (m+ I)Qpn-m—l X (m+2)£m+_2 anw-m =2 5%
S ((m43) (wt2) (m+l) Spu-m=3 5 o ...

2'3
S aber




\

\
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Caber nach dem Gefely das wir in Vegichung auf die

Goefficienten der Entwidinng von (p + x)n gefunden has

‘beit, muff man Hhaben

— Q}:—in.)_ P Kok f "
m - I
(n — m—r) _ (a—m} (B -=m—=1)
it e m-t2 s (m-1) (m—-2)
4 (n—m* 3) (n—=m) (t—m—1) (n1—m—2)
S = ~————— R == .
: m3 (m-t1) (mt2) (m+3)
étc, 3

toenn man, dicfe Srdfen ‘fubftituixt, und die E}{ebuct‘onen

madyt, dic fich von felbfe evgeben, fo mwird man nnben
(n—m)(n—nm—1)

P {pne 1 (n—m)pr-m=Tsst
L "

Pn-m-zx

(n»m) (n-m -1} (n- m—'z)
T A
@8 ift [cicht su evfennen, baf die in der Paventhefe
eingefchiofiene Grofe -nichts andeis ald die Gntwiclung
von (p -+ 0" m fey.  Dev Coefficient pon.um witd alfo
‘in der erften Halfte der BGleichung PLp+X)"°’" fepn; aber
im gwepten Theife ift ev unftreitis Ppo-m = P(p -+ x)a-m
Die Ftenditat ift affo Detwiefen,

@o lang aud) die vorfielenden Rehnungen fcheinen, fo
perdienen fie nichts Defto weniger efne befondere Aufmerf:
famebeit, toeil fie nur auf die ftrengften Principien aegrinz
det find, und teil fie, wie mtan bald fehen mub, 3u els
ner grofen SJJtenge eben fo niglicher alg e(egantet Refulz
tate leiten,

prm=3x’ 4, .. b
: J

ey 19,
@3 ift lejcht ous der Entroilung der Poteny n des Bino

miums, dic Eutwidlung der nemlichen Poteny fir ein beliebiz
: * ; . ges -
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ges Bolpnominm (a-pb-+ctdte . . .) abjuleiten.
Hm auf -eine bequerae Are dabin 5u qehnf;en terden iy
der Kavze wegen die Entwictlung von (a 4 bin durd)

. an ot Aai=1b + Bas-2b* 4 Can-3b’ +, .,
+porftellen, )

Wenn man jest vorausfent, daf fih bin b + ¢
verandect, fo wird dag Binomium (a + b) das T
nomium (a7 b 4 c) werden; und man mibie in der
vorhergehenden Entwicfiung

. el (b oy, e’ .
S o e fdreiben y durd uefe Cubfﬁwtmu
toitd man finden:

f b0 Pz el) ol o U
s s 1 ! ‘ i 'l"j""b 2 =
eetos ] sl browes d T804
‘ { . : + 3b%c |
L+c ; ; L-rc J L—~|--cz _}

£

ein Nefultat, weldyes man leicht fo roeit man will fort:
fegen fann, @8 fep alfo Nan=n'bs' dag allgemeine Gfied
vou (a + by fo wied 8 fih in'Nav-v'(b + ¢ o' umans

bern, und toenn man

thte: n—-bnl.l.Abu/-Ic-t-B/bn 2c? +c/bnl—3c -+
= N/ boal>n” ont/ + Pty
mad)t, fo witd 8.

 bos ']
Al boi-3 ¢ !
‘ |+ Bbet2c? |
Nan-n' y e C’bal-3c? l;
1

)

l +N’b""n”e“”
L e 4 :
Wenn man diefe Entivicflung mit HufmerEfameeit bes
tradbtet, fo bemerft man bald, daf in jedem Giiede
J aus
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aud twelden fiebefteht, die Summe der Grponenten von den
Budftaben a, b,c, u. f. w, immer gleidh n iff, welde abee
1brigens, jeder befonderd, alle MWerthe haben, die diefer
Dedingung Genlige thun fonnen ; man fieht aberdies,
paf das allgemeine Glied, das ift, jenes, welched nue
unbefiimmte Gpponenten enthalt, ju feinem Ausdruc
N Nfan-n'be'-n"ca” habe, :

MWiv wollen noch fesen, daf fid c in (¢ + d) pews

dndert und daf man habe
(c+d)v s=ca"p Allen"~ 1d - BHen">2d*-Clen’-3d7 F L
+ N“en'-ntlenut |,
enn man diefe Entwicflung an die Stelle vor cud im
vorfhergehenden Refultate fept, fowird manfinden, daf dag
aflgemeine' Slied. des Quadrinomiums (ab+c+dn
fepn wird: \
N’N”a“‘-"' bnl-n’l cnll_ulll d““(.,

@3 ift leicht diefes Werfahren fortyufesen, und man
fieht febon, daf, da N7¢ dn#=alltl-cn't pag allgemeine
Glied ded Dinomiums (4 + e)n ift, jenes vom Duinz
tinomium (a+b+c -+ d+ e folgendes feyn
mifie: '

NN( N“N”" an—n’ bnl-nll cn”-h“/ dn”’—n"" van””.

Um jedes aligemeinen Gfied gu haben, fo ift weis
tér nichtd su thun ubrig, ald an die Stelle der Coeffis
gienten NN/N“N .., ifre Werthe ju feen.

( - gBeil N der Goefficient ded Sliedes an-n/ bnt in dee
Cutwicdlung von (a2 -+ b)» ift, fo hat man _
e = n(r} g I).. Cees (n — n"+ I).

: IS S s T M ' n
Menn man in dem Iahler und RNenner alle soifhen 1 und
n — n* inclufive enthaltene Jaftoren addivt, fo wird

ftcb ber iﬁtttf) Dtefc& Ausdructes nicht verdndern, und
ne\lu
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man toitd dann haben Ve
S L e
_I~2.‘..n'X[.2...n—-—n"

SRan' fann N’ von N ableiten, indem man n in o’ wod

o’ in o’ verandert, fo toitd Herausfommen

4

| (3 RS Ao ey M A R L L

N’:

TETD LI E L) & .2...n‘——n“
eben fo titd man Haben
B RN g . o = . . P! n”
Nll= P :
) T2F oy n“’)(‘.z.. . n/f—nd

BLnvI A gt -l kil

N/ b e
2y T St oL 0 e I e VR o
Wenn mart dag Produft N N/N/N macdht und alle

dbem Nenner und Bahler -gemeinfchaftlichen gactoten
ausgeldfcht mwerden, fo toird man finden

AT AL LR Sy AR e
Iiavs(n—=nd) XC1i2s s mb—nll) X 2y

SN T Sy e o B B SR

NN/N/N# =

(n—n )Xt 2...(n""—n V) X1.2...0V
fn —n &=0p
’ n/ — ¥ =g
e8 fep gur AbFdrzung 1 N A pim= g
' n(ll\__ nlv = s
n/v i
indem  man biefe @Iezd)ungen addiet , with Heraus:
fommen p 4 q 4+t 4+ s+ t=n, und man wird jum
allgemeinen ®lied des Duintinomiums

bb' @+ bt+ectd-4 et
aben

12,..-.

. o e . + )

..__apchrdset'
1.2.sPX1.2.0gX1, 2...rX12...sX1,2...

woraud
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toraug 8 leidht 11I daffelbe fir jedes be[tebtge Polynom
abjuleiten, ‘ :
Durch dasd augememe ®lied wird die gefud)te Ente
moicflung 3ebildef, indem man besbadbtet, Ddaf es alle
 YPotenzen fedes diefer Buchftaben a, b, ¢,’d, e ., L von |
o bi$ mit n eathalten mufp, und dag die Summe degr
Gpponenten, in weichem Glicde es foy immer mit n gleidh |
feon ffiffe.  8as den RNummerifchen Coefficienten anbes
fangt, fo seist die porhergehende Formel, wie man ihn
pon den Gpponciten der Slieder ju b_eneq er gehort ab:z
Teitet. -
o um ein Bepfpie! 3u’qebeu, toerder wir (a4 btcgd)s
nehmens: indem wir die Entwictlung diefer Poteny in Ves

. < 3ug ouf einén und eben denfelbon Buchftaben ordnen, gefest,

Daf diefes a fey, fo witd man nur nodh alle Glieder die
jede Qotens vor a enthalten mirffen, fudhen dirfen; ynd
die vt wie wie jene die ju a® gehdren, bilden, toird jei-
gen, wie man fih dabep file jede andere Potens ju vers
Balten habe. :

Wi fchreiben

8257

“a°b’c s zf 3
2 B d afeld b
anbcn .iacdg

a® bed

. i werden uns nicht aufhalten die Coefficienten 3u
bifden, weil gar feine Sdhvierigfeit dabey ift, wenm ,
man fiherinnert, daf man fich bey jeden Duchfraben derfeiz
nen @gponenten fat, die Ginfeit als Epponent denft.
Wenn n ‘vin Bruch ober eine negative Jahl toare,
fo fonute die durd die Gleichung
" pHgtrtstt...=n

aug

!
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audgedriicfte Vedingung fdhtoer ju cefillen fdeinen; aber -
man wird diefe Unbequemlichfeit vermeiden, twenn man
dem Polonemium a 4 b - c 4 d+ e ... die Form
eines Binomiums (a - X)“"giebt, in deffen Entwictlung
man an die Gtelle der Potenjen \won x, die nothroendig
pofitiv und gany fepn miffen, jene des Polpnomiums
afbtect+dte.!.
feset. :

20,

1y

 Man Fonnte von den bmﬁcrycnben Sotmdn @cbrancb
madyen, um
(a+Bx+cx’+dx’+. B
nady den Potengen von x ju cnt*mcfeln, man fann abee
auf eine einfachere vt dabhin gelangen, wie man fogleidy
feben wird, © €8 ift ausgemadyt, . Daf man vorausfesen
fann ;
(@ 4 .bx 4 cx* + dx’oe oty
=A+ Bx +Cx’ <+ bx® 4 Ex® 4., ./,
denn , wenn man den erften Eheil dicfer Gleidhung unter
der Fovm eines Binomiums (a+k)» feiet, und entwicfelt, |
: fp witd das Refultat, wad aud n immer ey, nur gange
und pofitive Potengen, von k, von der erfien inclufive an,
enthalten; und wenn man folglid an die Stelle diefes
legten | Duchftabens feinen IBeeth fente, fo wwirde diefe
Subfitution nur gange und pofitive Potenzen von x pers
- {daffen. Dieh feftasfent, fo rirde man, wenn fidh x in
X + u verdndert, folgendes haben.. . . (1) s
[a +b(x+u) + c(x+u)? 4+ d(x+u)’ +...]n

= A 4 B(x+u) + Clx -k u)’ oy D) o e i Fl E(rhz)“

Do Ddiefe Gleihung unabhangig von einem efonderh
Wevthe
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v

Weethe von x und von n fratt finden muf, fo mifen die

_ Glieder, welche in der Cntwidlung der einen und der

anderrt Halfte der Gleidhung jede YPotens von x und w

multipliciven, identifch fepn. Wiv twollen damit anfangen,

in Besug auf u ju entwicdeln, - indem wir ung auf die

Glieder einfdranten, welche die erfle Poteny diefer Grofe

~ multipliciten, und ung fogleih mit der erfren @alfte Der

Gleichung befd)afttgen.
Die Function

adebxtu) felxtuw) Fdxtu) ...
witd ,

o2 bx o ex? 4 dxP + 1

“ bu *Pacxu F3dx'a |

o end Vi gdant ¢

.\ W

Man  mache um abjufiren

a4 bx 4 cx* 4 d’ 4, =P

(b 4 2¢x 4 3dx*4 oo DHu _

4 (eu < 3dxu-= .. .)u_}> i

| ! etc,
fo toitd man paben:

Pn-’ q,uz “oe

n(n—1)
(0 3P g 25 P2 e AR aun e
ba tir aber nidht wber die erfle Potens von u hinauge
achn toollen, fo merden toiv nur die jwen Slieder
pn - nPo-Iqu betcadhten, Sndem toic fir qu feinen
MWerth fesen, wicd man fehen, daff man die jwepte i
nie und die folgenden davon ausfebliefen muf, —weil fie
ju. 0® und gu Hohere Potengen gehodvige Glieder geben
toucden; e8 icd alfo jum Cndrefultat Herausfommen
p2 4 npn=X (b o4 2ex 4 3dx* 4, .. )u
' ‘ Wie
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MWir wollen nun jur iwepten Halfte der Gleidung
(1) dibergehen; fie giebt foaleich ;
A 4+ Bx + Cx* 4+ Dx' 4 Ex* 4 ett.
+ (B 4 2Cx - 3Dx* + ¢Ex’ 4 etc.) n
Die erfte inie ift nidts anders, als dev fie
(@4 bx 4 cx? 4 . ..)m
obet pn borausgefete Werth; man twird alfo durd) Ber,
glethung bder Coefftcienten von u, haben
npa=I(b42cx-4-3dx* 4 )—B+2Cx+3Dx +4Ex’ 4-ete
: aber po=T = %n ‘
fest man fratt pn und p ihre Werthe und bringt die
DNenner teg, fo wicd man finden :
n(A4Bx4-Cx*4-Dx’+Ex*~-etc ).(b42¢x +3dx 4-gex’+...)
=(B+ZC‘x+3Dx +4Ex’ etc.) . (as+-bx+tcx®dx’+ex®etc.
polififhrt man die angejeigten %ulnphcatwnen, fo wird
man echalten

nbA+nbB [x 4 nbC [x*+4 nbD|x’ 4 nbE[x* etc,
+2ncA| 42neB | 42ncc| +2neD ‘ 1
+3ndA +3ndrf +3ndC >
z -+4ned 4 4neB !
I + snfA j
laB 4 2aCjx --3aD [x* 4 4aE x* 4 gaF ‘_x"’ ete,
-~ bB 4-2bC -+ 3bD +4bE
= ! - ¢B ~+2cC «-3¢cD
. = dB +-2dC s
| | ¥

Wenn man die Coefficienten dev gleihnahmigen Potengen
von x vergleichs, fo wixd man finden,

I, Theil S C al=adA
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aB=nbA 5
2aC = (n—1)bB4-2ncA
3aD={n—2)bC~4-(2n—1)cB-3ndA
43E=(n—3)bD+4-(2n—2)cC+4(311—1)dB44neA
5aF = (n - 4)bE+(2n—3, 6D (30—2)dC4(4n—1)eB
‘ “-5nfA ete.
Das @efes diefer Werthe ift feidht 36 faffen; alie
Goefficienten B, C, D, etc. twerden beftiamt fepn, fobald .
A befannt ift; man fieht aber, dap e8 den Werth der
Gntwiclung ausdriictt, wenn x==o, und in diefem Falle
veducitt fich die vorgefeste Function
(@ 4 .bx o cx® 4 dx* 4., )%
_auf an, man hat alfo A = an
- WBenn man nacdh Ddiefemy Werthe, jene der Budfta:
ben B, C, D, etc, berechnet, wird man feicht finden,
vaf die Potens n das Polynomitims
a4 bx 4 cx® 4 dx* 4 ...,
den Ausdrud Hat

an 4 nat-Xbx -4 n(n—!) an-2 h? '}x
= nan-Ic J|>
D @),y ] 7
o |
_.(2_.:9 an-2 be z
+ I ; - nah-1d ‘

4 n(n-1)
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n{n—1) (n—2) (n—3) 3

Va2 3 4
i (n—1) (n-'—f)
1y Anci el

n-4hH*

an-3 bc

an=2 bd

e X
nin-—1)
l * 2

an3 ¢

‘ paft-Te J

i‘f—1i) (1-2) fi—~ 3) (n—4)
| e e el TR s NS A

'(n—1) (1—2) (8—=3)
TR S IR ¢

i (n—1) (i —2)

f G Bograd (S

an=s b*

an=4h%¢

xn=3 bid

an=3 he?

I ;"L s 2
h(n—1)
e
n(n = 1)
1 (3 I

an=2h e

ans2¢d

han-1 f

T ST I S

i(n ~1) >

1k

n(d—=1) (6-=2) 3

51
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etg,

Soibre, weldé juceft diefe vorfiehende Forimel gab,

D2

* Lief audh Das Gefes; bemetPen, nach tweldhem man alle
Glicder bilden fann, die fie enthilt; da twiv aber Feine
Gelegenhycit Haben werden fie oft anjuwenden, fo werder
wir und bey diefem Gegenftande nidht [anger verweifed.
2Wir werden nut anmetfen, dak es Feine algebraifdye
Sunctionen gieot, die man dury das Vothergehende
nidt entwickeln fonnte; Ddenn die allgemeinfien
nichtd anderd als eine Combination von Monomen oder

fonnen

Polps
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Polpnomen fedn, ju pofitiven oder negativen gangen oder
gebrochenen Potenzen erhoben.

ar.'
Bon den tranfeendenten Functionen,

Wir toollen ung nun mit den tranfeendenten Func:
tionen  befchaftigen. :

Die cinfachfte unter allen diefen Functionen ift diefe, die
untee dem Mahmen der erpomentialen befannt ifr,
und ju welder man auf folgende vt fommen fann.

 Erponentiale und logarithmijche Funetionen.

SWenn man die Relation betracdhtet, weldhe fih zwiz
fden einem beliebigen Gliede einer gegebenen geomes
trifcben Progreffion, und der Stelle die e8 eifnimmt,
Befindet, und das erfte Slied «. den Epponent der RNeihe
a, Dasg gefuchte Glied y, und die Sahl der Glieder die ihm
vorangehn x nennt, fo witd man, wie befannt ift, ha-
ben y = w«ax. Sn Diefer Bleichung wo « und a af§ un:
perandetliche Grofen betrachtet find, weil man nuv eine
befondere Progrefion jum Gegenfrande hat, ift 'y eine
“Sunction von x und umgefehrt x von y; aber Ddiefe Func:
tionen find eine mwie die andere von einer hHidhern Ords
nung alé die algebraifdhen Funftionen; denn man fieht,
daf man, um y ju erhalten, eine unbefrimmte Anjzafl
Multiplicationen, die feldft in Huszichuingen von Wurjeln
tbergehn Fonnen, vervidhten miffe, wenn man x gebros
chene IWerthe beplegt. Die Gleihung y = a* wedfelt
ihren Grad bey jebem Werthe den x annimmt, weshalp
auch Safob Bernouilli, der fich damit guerfe befchaftigte,
. fie die dburdlaufende Gleicdhung ((équation parcou-

rante) nannte.  Die Veflimmung von x durch y anlanz
gend
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gend, fo fann fie ohne Antoendumg dev Logarithmen nicdht
fratt finden.

9Wiv werden die Mittel geben die Function y ju ents
wickeln , und ju mehrever Vereinfadhung « == 1 annehs
men, woraud g = ax folgt, IWir tverden vorausfegen,
Daf ax durdy die Reibe |

Ao+ Arx 4 A, x* + A, %" . .

vorgeftellt feps As, Ay A, o o . find pon x unabhingige
Coefficienten, und die unteven iffern o, 1, 2, + . . jeigey’
den Gpponenten der Poteny von x an, worin der Buds
frabe ju welcher fie gehoren multiplicit ift; alfo witd
Am bDet Goefficient von xm fepn, Was midy beftimmt
pat, diefe Veseidhnung gu gebrauden, ob fie gleidh ein
enig vermicelt fdbeinen mag, ift, teil es! vermitelft
ihrer leicht fepn wicd, Va8 Gefes der Werthe der Coeffis
cienten 3u entdecfen. ;

Man toird vielleidht fragen, tweldhe Betrachtung die
aBahl der Neilye beftimmt Habe, und warum fie nady den
fteigenden Potengen von x fortgeht. €8 wicd leidht feyn
auf biefe gragen ju anttworten. Die Function ax wird
wirflidh) der Cinbeit gleidh, wenn man x = o madt;
und wenn man der ERere folgmbe Form gegeben hatte:

A+ +—'+0¢o,

fo ficht man, daf fut x = o alle Glicder diefer Reihe
unendiich geroorden toaven, und daf fie daher die borgeges
bene Gunction nicht hatte votftellen Fonunen. Uebevhaupt,
wenn die Form der Reihe der gefucdhten Entwidflung
nidht jutdmmt, fo fabhrt der Caleul auf miederfprechende
Relationen jwifden den Coefficienten.  Hievaus folgt,
paf man, um auf die Refultate der Methode der unbes
frimmten Coefficienten, die 'wit Hier antwenden,

D3 ¢ fidyee
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ficher rechnen ju Fonnen, ficdh evft verfichert haben mug,
Daff man feine widerfprechende NRelationen antreffe, fo
weit man aud) den Caleul treibt; Ddafir wirde man
fir den Jall, twenn die Reihe unendlich ift, nur dann fies
s en Fonnen, wenn man das Gefes anjeigen Fanngwels
hem ihre Glieder folgen.

Diefeg vorausgefest, wenn x, x +u wird, fo verdn:
dert fidh die Function ax in axiu, weil aber die Coeffis
cienten A, Ags As oy unabhargig von jedem  befons
bern SIBertf)e von x find, fo mug man ebenfalis haben:

X'= A, 4 A,x 4 A.x*  A;xd . L,
al == A, 4 A,u 4 2,u* H Au’ ..,
endlich B RaS
axti==A 4 A, (x+ )+ A (x+u) 4+ A (x+u) +
und wegen ax X a¥ = axtt, muf das Produft dex crf‘en
begbelt Reihen der legten geldyfepn. Um die verfdhies
-Denen partiellen Producte 3u ordnen, ift -e8 hinldnglich,
um eine Stelle heveinguricfen nady Maafaabe alé man
ven Multiplicator in Der jwepten NRethe dndert und afle
die von einerley Poteny von (x 4u) in der dritten NReibe
entftehenden Glieder in einer vecticalen €olumne aufjus
© frellen; man wicd alfo haben:
A 4 A A x4 AAx* 4 A A X +A AT N
+ B A u o ApAyuxe A A ux® A, Aux+l I
+A,Au + A A u%x +AA %K o
+ A;A°Y 4-A AU x+...
2 A,‘,Aau“ +.. J
A+ A x4+ Ax?+ Ay X A AL,
= Agu 24, ux = 3Aux” + 4Asux’ 4 ..
4 Asut 4 38,07 x +6A 0 L,
4+ A ut F4Aux 4.,
+Agut e

1
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Da diefe Gleidhung ftatt findet, twad aucdh x und u
immer feyn mdgen, fo folgt Daraus nothroendigertveife,
daf diefe Orbfen in die Beftimmung Dder Coefficienten
feinen Ginflu Haben mifien, und folglich die Slieder in
bes einen Halfte der Gleichung, durch jene welde ihnen
in der anbern Halfte entfprechen, vernichtet terdens
man witd alfe Baben A2 = A,, weldes A, = 1 giebty
ein QBerth den man dberall fratt A, fegen, und roodurd
man diefen Budbftaben in den Glicdern ju fcpreibm, 100
er vorfdbmmt exfpart.  Durch diefe Uuslaflung ergiebt fich
baf die erfte Linie der jwepten Halfte der Gleidhung mit
ber evften inie dev jwepten HAlfte identifcd ift; wir wers
ten alfo in Der ' jwepten finic die Gleihungen fur die
Goefficienten fuchen, und ethalten

& 8 Ag
. A
A;A! = 2A‘2 - Az — 7._2_
; - A,’
A A, = 3, PTOTauE man debts A — e
_ A
AAy = 4B, | A‘=I 2.3.4
; . o ‘ J « ‘ " L * o' ¢
und uberhaupt:
Am

A, Am-x ='min Ap =

142.35..m

|
Da 'mit Ausnahme des swepten A, alfe Coefficienten

durdh diefe Gleichungen beftimmt find, fo folgt davaus, .

Dag, wenn dic Gorm die wir bey Cntwiching von ax
vorausgefett Hhaben, vechtmagig ift, die dritte Linie unddie

folgenden de erfien Halfte von fich felbfe mit jenen dies

D a ihnen
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-

thnen in der jtoepten Halfte entfprechen;, identifch wey:
ben miffen *).

Uim Ddiefe Bedingung su beweifen, twerben toiv in
ber erfien Halfte ein beliebiges Glicd um xo nehmen;
fein Coefficient ift unfiveitig

A A, M40

A,m 5
AmAn oder o X — — i Frei
1.2.3se.m” I.2.3+ee 8  L2.,..mXi.2,..0,

Dasg nemliche Glied um xv, wefdes cinen Theil der Pos
teng m 4 n don x - u in Dder wepten Hilfte auss
madt, Hat jum Coefficienten
(m+n)(m +n—l)...(m+ﬂAm+n
Eva% g v ved oy Bt

aber

) & bdtte midy ber Mibe fdberheben Ehnnen, den ongeseigten
Bewerd ju madhen 5 denn nachdem id) auf jeder Seite der ers
fien ®leidhung die identifchen ®licder ausgeldicht, und hernagh

{ die beyden Halften durch u dividist htte, miirde ich gefum
T ben Dhaben:

ks A,-,{-Ax-l-AAx + A A X +...
 Au o+ A Aux F AAux 4,
A =+ 2A,X + 3"‘3"’ Sl 7 e
i <+ A,u o A ux +6Aux*. .,

. ba aber dicfe ®leidhung fatt finden muf, was auch u immer
fep, fo Tamn man u==0 maden, jede diefer Hilften reducirt
fich-dann auf ie erfie Rinie, und man Hat wnihts mebr, als
bie weiter vben gefundenen Gleichungen, Obgleich dicfer Weg
Hirger ift als jener dem ich gefolgt habe. fo glaubte ich doch
Den lepten vorgichen ju milffen, weil er fiir die Genauigkeir
ber EntwicFlung nihts ju winfchen dbrig IEE, und daper jez
nett golifommence Gendge leiften witd, welde in dey Analy:
fis noch Feine grofe Fertigheit befigen,

as ich o eben fage, begieht fich ebenfalld auf die Paraz
grapben 33 und 34, und ich werde e8 baher nicht wisderhelen,
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X ,\ min
abet Amyn = ;—;—3—-———-—‘-‘*(!“ T
wenn man diefen Werth fubfiituirt, und die dém Jahler
und Nenner gemeinf{dafiliche Factoren, nemlich alle Jahs
fen von m = n big mit m -+ 1 ausldfdht, fo I)at man
jum Refultate ' : :
A, mgn
; I R (5 S R
Dag heift, das nemlide twie vorher. Die Jdentitat ift
alfo _bemiefen und. toi Ednnen varaus fdliefen, dap

>, X+A ”x°+ A%} i

o1 B R e o =Sy

B 4 1i%+3
22,

€3 ift nody wbrig A, su beftimmen; ju diefem Enbde

foetden Wit x = 1 macben, unb demnach hHaben
A A’
a-—l+’-—"+ +'-'—‘_'+000

eine @Iexdyung die eine uubegrcngte %lngab{ Slieder ent:
halt, und von weldher man nicht fo leicht fieht, wie man
den TWerth von. A, davaus jichen fonnte; twenn man
aber A, = 1 ma‘d;t, fo mwird fie
: b 4

a._l-l- +-+123+1234+...
unb a mttb auﬂ)ﬁren eine belicbige Girdfie ju feyns: toit
wollen den befondeyn FWerth, den a in diefer Hopothefe
Dat; durch e vouftellen, deffen Maherungdausdeuc

2,7182818 ift,

fo toerden wiv Haben

ar=1+i+_£.‘+ ot — + oo
£ 1.2 - o
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Da diefe Gleidhung ftatt haden muff, wag auch = immee
fep ; fo witd wenn man x = A, fest, Herausfommen
‘ A A} SAA
g MG 52 3284 4.
memué man ﬁef)t baﬁ a = e wenn man bte fogas
vithmen nimmt, Hat man
1a

A, le = la, pud fo!glxd} A, = e

&Lenn man aber nach der Erflrung der Logaviths
men Die gabl e a3 die Vafis deg Syftenis betrachtet,
roitd man e = 1 und A, =1la haben;  ich habe den
Budyitaben 1 qecentuivt ‘um anzuzeigen, daf Hier von eiz
nee befondern vt von Sogarithnien die Rede fep, von
welger e die DVafis ift.  Wir wollen Ddiefe BVeftimmung
ju der Entwidlung von a* anwenden, und es wird fih
Daraud ergeben .

.A'
. ‘=

ax +—x"|‘(lta\2 "l‘—(*ll-ﬂix-”'l"..-
1 2 £y 2w
Eine mzd)tfge Bemerfung, die man nict dberfehen mug,
ift, baf. die Ruihe, gu welher wir gefommen find, ims
met’ tonbergenr ift, fo grof aud; der 2Berth von x fepy
“mag.
&8 ift nemlich leicht i feben, daf . man das allges

Kn
meir2 Gfied bdiefer Reihe durd St augdrincen fann;

~ba# unmittelbar barauf folgende wird alfo feyn
‘ : Kotr
LB bom o LA )
und mwenn das geometeijhe %ex-i)éltnéfz bes einen zu dem

- K
ant-cvn nimmt, wird man rr finden. iBevm man

nup die Reifhe weiter fort{«gt, fo muf man notf)menbt’
: gers
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gerweife ein Glied antreffen, in welhem n + 1 grdfer
ift als K, und weldyes daher weniger fepn mitd afd jes
nes, dag hnt vorhergeht; und e8 ift flavr, Daf Dad Abs
nehmen in diefem gefundenen Glicde hey den nachiolgens
dern immer fortgehen mwird. y

~SMan wird diefe Betracdbtungen feicht auf die Ne'fen
“anmwenden, wo die Sahler dey aufeinander folgenden Siies
der ein beftandiges Verhaltnif habeny vder in eineh abne :
lichen Berhaltnif fortfchreiten’, wihrend jenes der Jtens
net immer wadfend foxtgc‘;t,

\

23.
- la .
gBeil man A, = = hat, fo wirde men dadurd

die Entwidlung Ddev logavithmifen Function finden,
wenn man  einen Yusdind von A, nagh) deiv Potengen
pon a geotdnet, finden fdnnte. Wenn man aber a=1-b
madyt, fo witd die Function ax ju (1 -+ bx, und fann
permittelft der Formel dag Binomium entwicfeln roerden;
man Hat fodann: :

x(x—1) ., xx-1)(x—3z)

-(1+b)K=x+XTb+ = b b ;-3 b?
.-A : ’ _t_x(x-—l) (x -4) (xwg be

R :

Um diefe Entwoictlung mit jener die wir Mr. 21 ges
funden Haben, gu vergleichen, muf man fie nacy Yeir Ho;
tengen pon x ordnen, weldes folgende Form gében wud:

I P b? Lo
+ia=b 425
3 3 ¥ al
3 4 2
+<b’——-?-’£ EADE i
3 3.4 42
. e w0,

Da
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Das Gefess ded Coefficient:n von x ift leiht ju faf:
fen, und teil dad das eing'ge ift, twelches wir brauden
um A, su beftimmen, fo werden wir auf der Stelle haben

: b? | R e
- b B9 e ATy Ll
A.l = R 2 + 3 4 + oI VR
oder indem man an die Stelle von b feinen IWetth a—12
fest,

(a—1)? + (@10 ety

A,'—_a Coel? B St
2 3 4
und hHreraus wird man folgern :
X 72 g 3 —1)? 1
1a=le<r(a-—l)— (l I) + (a lj“ -, (a 1) + 00 >
L el 3 4 J

Diefe Reihe ift nur in dem Falle convergent, wenn
die Brdfie a — 1 fehr flein ift; mna fann fic aber ims
mer durch cinen fehr cinfacdhen Kunjtgriff dahin bringen,

m
PWenn man Va fiatt a fest, fo wird man Haben:

r
|

1
b
&

m m
e ¥ g ta T
lr\‘;'a.'—‘-leﬁ (fawl)—gfa 5 +(fa X
L 3
m
o (Va— 1)*
4 . L %
> m - ‘
man tociff aber daf la == mlv a; folgendes giebt
m m
m a—1)2 — 1)
fipinlo] (yra-n) e L 2 2
L 2 3
m
Wa—1)* ';
4‘ Ll e & J

-~

MWenn man nun fir m eine fehr grofe Jah! nimm

(4

m
fo fann man e dahin Oringen, Vaff V'a fo wenig von, .

der Finbeit abweicht als man wills
‘ lim
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tim diefe Operationen leichter su machen, mifite men
die Rahl m unter den Bablen der geometrifchen Progrefion °
2, 4, 8, 16, 32 . .. wahlen; durd) diefes Mictel wirde
man blof hu«:bratmuraeln auégu&ief)en haben; denn

\/va = f/:‘,V Ve ‘/Va it

€8 fey alfo m == 2°; fo witd man durdy 1 Quadvatwurs

n.

gel - Ausjiehungen, 3/‘ a enthalten. €8 ift ju bemerFen,
daf man e8 immer fo maden fann, damit ¢8 hinveiche,
das erfte Glied Der vorgefeiten Neihe ju berehnen um
ven DHinldnglih nohen Werth des Logarithmen von a ju
erhalten. Wenn man {icdh nemlich der Decimalen bedient,
und den Egponenten betradythih genung nimmt, vaf jwis
fcben dev Ginbeit und der erfren bLedeutenden Iiffer der
ausgegogenen Wurzel, fidh wenigftens fo viel Nulfen bes
finben, alg man in dem Endrefultat @euma!aiﬁem Haben
will, fo ift leicht su fehen, daf dag Duadrat, toelhes eine
doppelt fo grofe Ynzahl Decimalen als feine FWurye!l ent,
halt, aufer den fich vorgefdhriebenen Grengen fallen, wird,
. ©8 fep jum Behfpiel 2 = 10: Brigas hat, nachdem

et 54mal Hinter cinander die Duadratwursel aus diefer
Sahl 3og, sum Refultat gefunden,’

1, 00000 COOCO OCO00 12781 91463 20032 35
tenn man die Ginbeit wegldfit, fo wird ein Brud Hovs
ausfommen, wo Ddie erfte bedeutende Rifer feines Duas
drates, 31 Nullen vor fih hat, und folglich feinen Ein
fluf auf die Decimalen der dreifigfien Ordnung haben
fann; man Fonnte alfo diefes Quadrat aufer At Laffen,
und mit nod mehrevem Rechte die Hdhern Potengen

/24
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24.
Damit Ia beftimmt fep, muf than ffn: le eine Hys
pothefe madyen; die einfachfte ift ohne Smeifel, le =1

~ju nehmen, in welchem Falle man duf eine Gefondere

it Logavithmen verfallt, die gewau jene find, welde Nes
pev in Betvadbtuug gejogen bat; man Hat fie feitdem

opetbolifdye Logarithmen genannt, toeil ntan fie -

von Dder Quadrafur der Raume; die jwifdhen der gleid:
feitigen Dopetbel und ifren Upmptoten enthalten find,

ableiten fann; abet diefe Venennung ift fehlerhafty denn '

man fann ¢benfalld eus der Duadtatiir der Hyperbel
iberhaupt, alle Spfreme de Logavithmen jiehen. €8
tofirde bafer angemeffeney fepn, deit etften Den Nabhmen
ihres Grfinderd Depjulegen, und fo dag Gedachtnif Des:
jenigen ju vévehren, welcher det Mathematif einen fo
grofien Dienft geleifiet hat: man Fonnte fie Logarithmen
pon Mepee oder Nepevifce Logavithmen Heifen *).
Priggs anderte dag von Neper angenommene Syftem
der Qogarithitien und tm fxcb nad) jenent von der Nume:
ration ju tabten, bat ev jur BVafis die Jahl 10 feft:
gefests er Hatte alédann 1I'io = 1. Wenn man fich

“aber ouf bas erfte Glied bet Reihe befchrantt, wird man

fmben 3

le=

*Y @trenge gehotitien, find twohl die Hip erbolifden Lo7,
garttbmen mit Detit  Neperfchen niht gang volle
fommen einerley, ODenn Meper fetste bent Rogarithmus von
10005000 gleith ound den Logarithmus vo0 9999099 gleidh 1.
ebrigetts lafen fich bie Neperfhed Logarithmen aus
den Hyperbolifchen unmitcelbar durch ein blefes Absiehen
joeper Sablen von einandet hecleitett, %:;gsa wablte auf
Nepers Anrathen cin anderes Syfiems .

=SSR, AT
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Fa

——

B ;o

o (Va = 1)
fegt man an die Gtelfe vou a die Rahl 10 o Femmt
hevaus

le =

; ) 5 I
I U
; le = e

L3

AEW ¥ b
"m (Vo —1)
Man hat im Borhergehenden aefehen, daf Briggs viet
und funfzigmal Binteveiinander die Quabdtatioursel aud
der Sahl io gesogen fat, fo!qlid) hdtte er m == 20 == **,

und um den &uoncmeu = 3 finden, b:mbute er die

@mf)ett vierundfunfzigmal t)mter einander butd) 2, tel:
¢hes ihm -

~ 0, 00000 OOODO OBOCO O355T 11513 31275 §27
gab.

e L 1
Wenn man diefen Werth an die Stelle von — fegt

fo wie jenen bon ‘:}'a,f den toiv toelter oben Dbeygebraght
haben, fo witd man, tenn in demi Jahler und FNenner
funfiehn Nullen tweggelaffen twerden, haben:

__O,5551 11512 31257 827 ‘

T 1,9781 91493 20033 35 .
Dies ift diejenige Jahl durcy weldhe man die in der Hys
pothefe von le = 1 beredineten ogarithmen musdtipficis
ven muf, um jene von Btiggs oder der gemeinen Tajuin
3u Haben,

Wemn man im Gegentheile von Ddiefem zu jenem von *
RMepee dbergehn. mollte, fo mifte man fie durch bie Sant
die wir {0 eben gefunden Haben, dividiven, oder wdd\eé
auf eing K)ecauéfommt, durdh \

sl o ) R
= 0;4384.94481 90325 18.
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T >
— = 2, 30258 50929 94045.

le
multipliciven. €8 ift gut ju bemerfen, daf diefes Iefite
Refultat nichts anders ift, al8 dev Logarithmus von 10
in dem ©pftem vou Feper; denn wenn man le = I

m
macht, findet man 110 = m (V10 — 1), weldhes genau
das umgefehrte von dem Werthe ift, den man vorhin
fiir ¢ gefunden Hat.

Sn tweldhem Spftem 8 immer fey, iff das e durd
den Nahmen des Moduls begeichnet; wir twerden o8
uberhaupt durch M vorftellen, und weil man in dem
Spftem pon Neper M = 1 hat, mwerden toic daraus

1 ;
fd)lieﬁe:}, la = MUla sdet M = FE Hieraus folgt, daf

dm den Modul eined beliebigen [logarithmifthen Spftems
ju finden, mau dag Berhaltnif berechnen mul, welches die
ogarithmen dev nemlichen Sahl unter fich haben, wovon
der eine in diefem Syftem, und Der andere in jenem von

© RNeper berechnet ift.

Um den Pogarithmen von 2 ju bevechnen fuchte Briges
jenen von 1,024, eine Jahl die der jehnten Poten; von
2, dividivt durch 1oco gleidh ift, weil die Wurgelausjies
hung der eimen Jahl ihm leichter fchien, al8 jeme dep
andern, Jachdem er die Quadratiadd von 1,024, 4ymal”
audgesogen hatte, verfuhr er mit dem S.R'efultate eben fo
wie mit jenemy dag er von der Jahl 1o abgeleitet Hatte,
und gelangte ifo ju den Neperifhen fogarithmen von
1,024, den et Heenadh mit dem Modul multiplicicte, und
woraus ec leicht den Logavithmen HON 2 jog, indem er

beobadbtete, Daf
1,024
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210

1024 = —0—65

Qﬁw werden die Datlegung des @alcu[é vont Brigas tvo-
von wir nur cine leichte Jdee ju geben willens waven,
nicht mehr teiter vevfoigen. ’

28.
Wenn man in der Neihe, toelde den Werth von
ax (N, 22) ousdracdt, an die Stelle von Va feinen Wevtly

— fegt, fo wird ffe

Pt (la\x (Ia)"”x?_*_('bal AR
g ﬁleif-k M/ 1.2 2.3

+ ( o P
ein Mefultat, weldhes fih auf cin beliehiges Sofiem von
Logarithmen evftvecft. :

SWenn man x =1 mad;t, 1o finbet mai

la
a=1I + ““ ( 1 2 3 ""'
r la\+4
'1.2. 3. a\M. AT

Diefe Reibe giebt die Fabl &y wenn’ man ifhren Logariths
men und den 5))?0011( ve3 Cpftems fennt, u we[cbem er
gehort,

Sie Dietet nod) eine merfronrdige Gigenfcbaft bdar,
; die tiv fogleidh ju evfennen geben twerden, tweil fie ung |
in der Folge diefes Werfs Dienfre feiften wird, Wil
man at* = (axjn hat, muf man, indem nian jue Abs

.4 l Y
Furjung —ﬁa = A machty qucb haben

T S e 1+
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I+ Anx+A’n’x’ +\A’n”x’
X 1.2 ¥:2. 3 itk
B 4t e A%k At x? n
=<1 -h——+ -|-....],g
L T iy BN £243 J

und da bdiefe Gleichung von jedem befondern Werthe von
x unabhangig fepn muf, o ift e8 augenfdbeintich, daf
. toenn man in der erften Halfte ein beliebiged Glied

Aln nm XIT\

I.2,3...m
“nimmt, e8 mit jenent, welcses jur nemfichenPoten; von x
in der @ntwiclung des jwepten Theils gehdrr, identiich
fepn miffe.

@8 folgt hievaus, daf
At it

T4 3 ses oy

der, Werth bdes Coefficienten von xm in der Entwidlung

von Ligis

Ax A*x*? At i? 1
i T+1.2+;._£',—3'+‘°'>lff
26. :

@8 fep a = 1 + u, fo twerden wir Gberhaupt haben:
| f L 1 a* 1
_1(I+u)=M<,u—}l— R

3= eig J

dies: ift die @ntwtd’lung der [logarithmifchen Function,
Diefe Reihe, wie wir fthon bemerft haben, Ednnte nicht
conivergent fepn, wenn u > 1, und nach dem was in
(RNe. 6) gefagt wurde, Fann fie in diefem Falle den wabh:
rén Werth der Function nicht geben. For u = r, iff ihr
®ang fo fangfam, daf man eine grofie Anzahl Glicder
berechnen mitfite, um ju einem etwas genauen Refultat

su fommen; denu \
‘ 1K1+
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I+ De=lo=Ma—2+5—=5%+...
und wenn man M = 1 madt, fommt heraus
‘ 1’2:1_—%+‘§"‘-§+60r

. Hiee folgen einige analytifche Sunitarifie, durch tvelche
man Ddet vorgegebenen Reihe mehr Convergen; geben
fann, und die jur BVevechnung der Logarithmen viel eps
“pebitivere sSRittel darbicten, als dasjenige weldes wir im
vothergefienden Avtifel vor Yugen gelegt Haben,

Weil man _ :
: B AT u*
14 u) = MCu~— 5 +l—1-—'-;+...)
5
hat, fo wicd man, went — u an die Stelle non u ges
fet wird, fmben ¢

woraus man jieht
l(i-}*u)——l(l—u) = 1(I+u)—"2M’u+ ‘i' +.. 3)

eine RNeifhe, deren Gang fchneller al§ jener dev erften ift.
@8 fey |

¥ n
s, | e
i

gemadht, fp twitd ntan Haben
3 e rre e ! ¥ Z =18 5
2 )+ G
+ 2 (Z~‘> o }

enn man 4m ein Bepfpiel ju geben, z == 2 feet, fo
fommt Deraus

l=aMG R ¢ Lo ol Ly

Ga. ; eine
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eine Reihe die viel convergenter iift, al8 jene die toiv
guerft evhalten Haben,

Wenn man jeden der Briche aud denen fie beftef)t,
in Decimalen beredhnet, wird man, wenn man fid auf
fieben Decimaljiffern einfdrantt, finden 12 = o,6931472.
M; und fiie den Fall, wo M = 1, witd Herausfommen
V2 == 0,6931472. Bir Haben aber oben gefehen, daf
man den Dodul eines belichigen Swftems beftimmen fdnne,
indem man das BVethaltnif fucdht, weldhed die Logarith-
men einer 3ahf, der eine in diefem Spftem, der andeve
in jenem von Neper, unter fich Hade. Nun ife dev Logas
vithmusd von 10, in dem Zafelfpftem 1; wenn man alfo

" pahin gelangte den Logarithmen Ddiefer Jahl in dem Sp:

ftem von Jeper igu Fenmen, fo toirde man den” Modul
Haber, - Ju diefem Ende macben it z == 10 und, M=1,
fo wird Herausfommen v
B o9
1/10==2<L-- )+§()+.“

cine Reihe die groar convergent ift, jedoch viel memget ‘
afs die Vorhergehende.

aBiv werden ecinen nod) fhnellern Gang anjeigen,
um 3u dem Sogarithmen von 10 ju Fommen, wenn wie
‘ ginige %emetfungen uber die Reihe

; z—1 z—1
122=2M i[z ] [z_H:l +: [H_]] o
twerden gemadpt haben,

Shre Convergeny vermindert fih, fo wiez gunimmt,
und man fieht Gberhaupt, daf die Grenge der Abnahme
der Gliever diefer Neibe fich in der folgenden findet

aM[s + 5+ 34+ 5. -]
derer-ganger Ferth unendlich ift.  Diefed alles ift leicht

wahrjunchmen, wenn man beobachtet, daf je grofer =
‘ ift
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ift, beffo mehr wird fid ber Brud :—_}—: det
Ginbeit nahern, und daf folalich die Grenge diefes Brudyes
die Ginbeit feldft iff. Diefe Sremge fimmt mit dem wnz
~ begrengten Wachsthum von =z dberein, in twelchem Falle
ber Logarithme, twelder mit der Sahl 3u der ev gehdrk,
jugleich fih vermehret, felbft unendlich wird.

a7.
Die Reihe 1 + 3+ 2 +'5 +, . . ift nicht die eins
sige abnehmende, wovon die Summe gar Feine Grenje
hat; die folgende
! IR+ i+it...
ift auch m dem nem[tcben Falle. Hier ift i utfprung~
~ Gn dem !mébrud‘e
l(I—u)=——-M(u+ — + -l-li -+ = oy ity
{21 3 4

fep u = 1 gemadht, o tird man

=1 =lo==—= M1 +3+5+5F+..:b.
haben, und twenn man M=1 nimmt, oder toenn man 3u
dem dureh 1Y angeseigten logavithmifden @tﬁtem ubevgebt, :
fo witd man »

lo==(t4+34+3+54+...]

finden.  Sest muf man wiffen, was o fev.

Um e8 gu finden, werden wir beobadhten, [dafy toenn

8 1 / 2 ity
man 1 — u = — felit, man daven ableiten 'tird
z ‘ ’

Zime e

1
W= ——
A

1(&) =-M< B "'I] [Z"
g § |
G 3 — + . l
€3 : QII);:
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Aber von einer andern Seite ift
I
1(—:;,):11—-17,:9—12;

nun ift diefer Sluébrucf’fébig im hegatinen Sinne obhne
€nde ju wadbfen; Ddenn je betradtlicher man z nimmt
defo . mehr ticd e auch lz;  aber auch je Fleiner

der Brudy -:— fepn nbitb, und je naher er dem Ver{dhiwins

; 5 =l o A
den ift defto mebr wird ————— mit der Ginbeit a1z
4 Z
fammenfallen. Wenn  man  nun die entfpf:)cbenben
’ a, b

Grengen nimmt, fo fieht man daf jene von %{uqb jene

von ’—-;——‘. die Gineit ift; und folglidy witd die Reihe
L . MRS S otk § + ferboin ]
aber I—— hat gar Feine Svenge, daber hat auch die Reihe

welder iHn ausdrictt feine Grenge. Dieh ift der Sinn
in weldem man den angenommenen Ausdrud vrifrehn
muf, daff der Logarithme pon MNull, dasd negative Unend:
liche fey. Man fann noch durd) Detradtung der Gteir
dung ax = y ju dem nemlichen NRefultate gelangen;

- ' benn inbem man e Yogarithmen nimmt, echalt man

; ; ly ly
xla = ly, folglih x = o und g =

®o lange aber y pofitio bleibt, fo Fidin e8 audy

. fep, wicd y grofer af8 die Ginheit fepn. Damit y ¢in

Brud werde, muf man
; e
x Iy
- a% msy ober al* ==y haben,
: Wenn
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TWenn man nun die Grenzen der bepden Halften dies
fer Gleichung fucht, fo fieht man leicht, daf je Fleiner die
swepte HAalfte wird, um ‘o grofier muf der Nenner der ers
ften wepden, damit die Gleicbheit beftehe, woraus folgt,
bafi y Da es fidh Mull ndhert, ly fich dem Unend:
lxd)eu nahern muf,

S aebraudhe den Ausdenck nébern (tendre) toeil
der Strenge nach die Tafeln der Logarithmen eigentlich
in Der Golunme der Sahlen feine Null enthalten follten;
denn' diefe Columne enthalt nur die aug einer geometris
fiben Progreflion gejogene @Ifebet, unter denen man Feiz
nes finden Zann, mweldyes Null wire, fo weit man aud
dic Progrefiion auf die Seite der Ubnahme. treibt,

@ine unmittelpare Folge die fich darbietet ift, dah

fede Meihe decen Glicder fhneller abunehmen, alg jene pon
S G g W S o e s e T

nothwendigerweife eine endliche Grenge haben toird, denn

da I(J—). fo lange 2 nid)t‘unenblid) toitd, eine endlide

Groge ift, fo muf man davaus fdplleﬁen, dafi die Reihe

der Bedche
z—1 (z7—1072 fz—112 rz—-—l']“
s g o et P s
z i 2 Jl G Lz +3 o= -} 3

einer @rense fabig fey, fo annahernd dbrigens der Bruch

77 der Cinfeit fey.

v 16 ;78
Unm gu ynferm Gegenftande surinfjufehren, teldyer
war, die Logarithmen der Rahlen, durd um fo conver:
gentere Reihen, je grdfer diefe Raklen find, ju erbhalten,
¢ 4 } .~ foerden
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PRI Uy o :
werden tir -I-—i—z = +;z machen, weldes

z
u =

2n 4 2z
geben tmrb, und fo[g[nc[) ;
T z e
1 iy T A T e

LI + ‘ R <Lz +z+3 Lm+zJ| T3 LG—[-z_'J ;

: 1

+ 4 o0 >o

J

wenn man, aber ¥ 4 ;zl- auf 'eineclen RNenner reducict,
wird man leicht fehen, daf :
“fn 4 z
1(——11_') s 1(!1 + .4) =1 ln TR
~ alfo :
f [ T & ~f'___:':__'l'
‘ l(n+z)_ln+2M 2Nz 3 L2n+z.l +3 L2n+z_j

1
e RPN 8
J

G8 fey z = 1, fo Fommt betaué

1(n+1;=ln+zM<[ + E >

(2n+ 0’ a3 (2n +—?}-’

1

+..cJ.

eine um fo convergentere Neihe je grofer n feon twird
und toelhe mit vieler Leichtigfeit die Logarvithmen der
auf einander folgenden Sahlen giebt. Man Fann fie vors
theilpaft antvenden, um den Logarithmen einer Jahl
ju finden, weldhe auferhalb den Grenzen der Tafeln fallt,
Wie wollen wivflih einmal povausfesen, daf diefe Tafeln
die Sahlen tiber 10000 nicht in fich begriffen, und man
verfange den Logarithmen von 125283, fo mifite man die

Saht
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Rabil in stoey Theile gerlegen, twovon dey etfte fich in den
Rafeln befindet.,  Diefes, wird nun auf folgende Weife
ftatt finden s 125200 4~ 83; denn toenn man Dden Logas
vithmen 3252 hat, fo toitd man jenen vort ‘125200 davon
ableiten, indem man u der Kennziffer (Charafteriftif )
atoep Cinbeiten hingufeset; man wied alfo n = 125200
und z=83 maden; diefed find Werthe, melcbe die Reihe
febr convergent mad)eu.

Man Fann dicfe Neihe ju dev Auffuchung des Mo-
duls antenden, renn man in dem Neperfhen Spftem
den Logarithmen von 5 berechnet, und Dden von 4 ald bes
fannt vovausgefest. iman witd alébanu haben

1 1
1’ =T ——
4 +n 4+Z +3(9)‘+s<9)‘+ s

mas den Logarithmen bon 4 anbétrift, fo ift er das dop:
pelte vou jenem von 2, welder in dem vorhergehenden
Paragraphen beftimmt ift ; und ed ift gut, ju bemerfen, daf
- die jesige Reihe fiir diefen: Fall in jene des gemeldten
Pacragraphen autﬁcfféﬁt, denn toegen 1 = o gicht fie
, L LB :
Vatn=s [3 +3(3) L 5(3)5+'“J
Nachdem man 1’5 gefunden hat, wird man 2 hinjufes
gen, und durch Ddiefes Mittel 110 Haben, woraus man

\ X
M — 2ieht.
S Tty

@s tofitde ein leichted fepn, die vorgegedene Reifje
nod auf perfcbiedene mehr ober tweniger vortheillafte
Arten in Vegug anf gewiffe Umfrande, umpuformen, wig
. toerden ung aber dabey nicht vermweilen,

o .
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29.

%n den verfchicdenen Nefultaten, die toir dargefrellt
haben: Pat fidh nicht eins gefunden, weldes nady den
Potengen der Sahlen fortgeht, wiv babeu affo  feinen
Husdruef diefer Urt, :

lu= A 4 Bu + Cu® + Da> +, .,
.’{mfeé fonnte anch in der That nidt fratt haben, denn
wenn u == o ift, fo.wird lu unendlich und regativ, aber
su folchen Refultaten fann'die Rethe die wir fo cben bes
fdbriecben haben, nie gelangen, Wiv Fonnten eben fo rvea
nig haben

B: plielS D
lu=A+—--+—;+-§+-
u u u

toeif, wenn u unendlich ift, diefe Neihe endlich fepn tofirde,
Kedod) it e8 moglich eine Entwicflung ju finden, mwelde
diefen bepden Dedingungen Gendige leiftet; fie fann in
Wahheit den Werth von lu in feinem Falle auf cife Hes
queme et augdraden, da fie aber durdh ihre Form
metfronedig ift, und ung ju inter¢flanten Analogien jwi
fcben den [ogavithmifchen und Kredfunctionen (fonctionss
circulaires . flihren toird, fo twevden wiy fie nidht mit
et:llfd)melgen ubergehn, - Man hHat

2 i 5 g 5
1(r+u)=M<u-_i‘_ 2 Rl At
2 3 - 5 A
 § I I I i

- -——--M—~—-——- — e — —
1([ + ) ‘4 +3u v4u4 +5u,‘ * f'

$Benn man bxe-gmet)te 2}{cuf)e pen Der. erften abjieht, fo
witd man toegen

1 1-%) = 1(1 + 1) — lu,

I finden
(1)
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i) —Ia+ —-)=lu_M! u— ; — 2t ﬁi)

odey Iu—M[u—-u I—z(u —u-2)+ (u?—u- 3)+

30,

Obgleich die At durdy weldhe toir jur Entrvictlung
von la(Mr, 23) gefangt find, febhr fivenge ifty und. feinen
Wunfdh mehr fbrig su laffen fdheint, fo wird man, piels
leicht doch mit Vergnugen fehen, wie die Umformung die
ung bisher jur Enewicklung der Junctionen gefiihet Hat,
fich auf,die logarithmifhe Junction antvenden fajt.

Nach dem 'was {m porh rgehenden Attifel gefagt
wurde, miffen wiy bey Cniwidlung des Logarithmen
eine Form vorausfegen, toelche fich auf Null veducivt,
wenn die Jahl ju der er gehout der Ginheit gleich wird.
Nun leiftet jede rationale und ganje Funftion von z — &
diefer Bedingung Gentige; man witd alfo fegen fonnens

120=liailz = gy F A=) A =D+,
thr die Reihe su vereinfaden mwerden wiv z — 1 = x
maden , worausg z = 1 + x, und folglich
{(l+x)=Ax+A2x’+A»~x‘+...' 2
folgts

- MBenn toir, toie gewdhnlich vmauéfegen, dag % ftc{)
i x < u perandert, fo fommt Heraus

Aot x4+ uy=a,/x+uw)+Ax+u)+AFu)+
wenn man aber 1 - x = p madht, fo witd x+x+uw)
% 1(p < u) und wegen ‘

ptu=pat =)

=

g

pat man

HEL RS 1|



\

76 Einleitwns.

I+ x+w =11+ -;‘;) + Ip
aber durch die Hypothefe
2 3
W(r+ =) =A—+A =+ A =+,
, P P P P
alfo
2 3
l(I+x+u)=lp+A,§-+As;—,+A;u—,.
i : Mp
Wenn man die jwey Werthe von 1(x + x =+ u) twelde,

was auch u immer fey, dentifd fepn miffen, vergleicet,
fo witd man, indem man fidh auf bepden Seiten auf

Die Glieder eirfchranft, welde die erfre Spotena diefet

®eofe multiplicicen, finden:
A
A TAAT T akeatd ., =
s

toenn man an die Stelle von p feinen Werth (x + x)
fest, fo witd herausfommen

(L T B0 el LTl UL ol T + x) = A/
SBenn man die angejeigte Multiplication verrichtet, und
Die Goefficienten von jeder %}otens von x befonberé bes
fimmt, fo wird man haben

Ales Ap fA =Ry

2A, -+ A, =o0 I Agl::—-%‘-

g stehet. A

sk #haA, =50 woraus manjiehet g A= 55

Al

45, 43A=0 L ] A_4.=_' ;’
etey / ete,

Refultate, welghe mit jenen, die man Dereits gefunden
fHat dbercinftimmend find, und bep roelhen man bHemerfen

o mug, daf der ecrfie Coeffizient A, unbeflimme  bleibt,

foeil ¢x Dic Stelle des Moduld wertvitt,
@8
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@8 ift"nodh Abrig su beweifen, daf alle Sleichungen,
die man aus der BVevgleichung der ju u® und den hdhern
Potengen gehorigen- Glicder zichen wiirde, identifch find.,
. Hiegu wetde ich die Gleidhung

1a+ztu)=A,(x+u)+A(xFu).., FAalxtu)
' tAndr(xto)mpr,
foicder vornehmen,. :

@8 ift leicht gu fehen, Dafi daf Ddev Eoefficient von
un in der Gntwictlung des jwepten Theiled diefer Gleis
dung fepn twird

Ant@t)Antr x+

+ ———--‘“+3) BT ool pt it
aber nad) dem vorhin gefunbenen BGefes Hat man
‘nAn t (n + I\An{-x E=tol
(n + DAngz + (0 + 2)Ankz =0

(t2) (o),
2

n~l-2X >

*)

r nAn
Angy = — n_'}'_t
nA
woraus folgt . g Apta =2 _,_2
ll nAnp
\ Anjs = — St
ete,

mnn man diefe Werthe fubftituict, Fomm’i Beraus
"
Ani[-—n +n(n+ 1) < ‘n(n+I) (n-}i)_ >

e 5 - .-.J>-
eine Reifje die nichts anders ift, al die @utmlcﬁung oon
An(l + x)-n,

- Uber dee Goefficient von un in der Gleichung

G

: u u u un
1(I+~)=l +A;-— Ai;:+0oo+A rs +0no
Plder. < It i an gl
ift
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!

An Y Ae "

i =
fp" IO o e

ein mit dem Q}orf)grgebenbcn identifched Refultat,

= An(‘l ~+ x)-n,

: o

. SBir Ednnen nun, toie wiv (Nr.16) ‘ausgefagt Haben,
beteifen, Daf wenn felbft dber Erponent irvatios
nal odér eingebildet ware, Die erften jmwey
Glicder von (1 4 x)» nidt deffoweniger 1 4nx
fepn wirden.

Sn der That, wir wollen vorausfesen, daf (1 4 x)n
in der Neibe T + Ax + Bx* . ..  entwicelt fep, und
indem. toiv gur UbFGYzuNg Ax 4 Bx® 4. .. ="px mas
chen, werden wit haben

I(n 4 x0 e=1(1 4 px);
aber

I(r o x)® = nl(1 4 x):
man toird alfo haben:

11 4+ px) = nl(x 4+ x)
obet twennt man entroicfelt

-2 3.3 2 ¥
X b nx nx
pxr — — +E———f...=nx———— by oA g Sl
2 3 3 3

und da diefe Gleidung unabhangig von x flatt finden
muf, witd man, wenn man fir p feinen Werth fepet,
und fidy auf die jur etften Potens von = gehorigen Glie:
et einfchréanft, A=n haben,

@8 ift {eiht su fehen, daf diefer Beweis von der
. MNatur der ahl n gang unabhangig ift, und feinen fely-
fechaften Jivfel enthalte, roenn man fid erinnert, daf
it in der Unterfudung vor 1(1 <4 x) nur gange Poten:
jen des Dinomiums angetvoffen haben.

32,
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32,

@8 wird nidt unnif feyn, gu eigen, mit roelches
Leichtigfeit die Betradyrung der Gremgen jum Neiberiauss
brudt der fogarithmen fafhre; diefes wollen wir nun vors
nehmen.

Die ecinfachfte Art die Logarvithmen ju faffen ift,
fich 3wey entfprechende Progreffionen vorjuftellen, eine
geometrifche, weldbe mit der Cinbeit, und eine arithme:
tifhe, mweldhe mit Rull anfangt. Aber, um fo viel mbdg?
lich alle Sahlen in der erften mit ju begreifen, muff man e8
fo einrichten, Daff jedes ihrver Gfieder vow dem Vovges
henden und RNachfolgenden nur um eine beliebige Fleine
Rahl unterfchieden fepn fonne. Diefes wird man in jeder
belicbigen geometrifchen  Progreffion erfangen , ‘twenn
man eine fehr grofe Ungahl mittleve Proportionalahlen
awifchen die Glieder aus denen fie Dbefeht, einfaltet.
Wenn man nun eine aleiche Angabl mittlere Proportios
nalzahlen jwifdhen jene der avithmetifchen Progrefiion ein-
fibaltet, fo mwird jede diefer mittlern Proportionalzahlen
der fogavithme feiner entfprechenden in tev geometrifchen
Progreffion fepn. Aber ed iff feicht ju fehen, daf in eiz
ner geometrifchen %)rogreﬂ‘idm deren Glicver fidh febe det
Gleichheit nahern, das Berbaltnif durd) 1 + k ausges
bricft werden fann, o k eine fehr fleine GSrofe ift.

j Da die Wahl der bepben Progrefionen willEahrlich ift,
fo find dieBerhaltnifnahmen forwohl in dev einen afs inder
andern, jey unabhangige Grofen , weldye aber die nems
liyen bleiben, fo lange man die nemfichen Progrefionen
betrachtet, und dafer aud> unter fich ein beftandiges Bers
haltnif Daben..

@3
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G2 fep alfo d der Berhiltnifrahme odee die Diffes
ren; der atithmetifchen Progrefiion; rocil diefe Groge eis
nen defto Fleinern Werth Hat, je grofer die eingefchaltete
Angahi von mittlern Proportionaljablen ift, fo wird e

'~ bequemer feyn, fic mit einer andern ju vergleidhen, mwelde

eben fotvie fie, fo flein twerden fann, ald man will. Man
wird offo ftatt den Werhaltnifnahmen oder Grponenten
der geometrifhen Progreffion ihren Ucberfchufp fiber die

d
Ginbheit anwenden, und verausiesen o= M, wo M ¢ine

Deftandige Jah! ifk.

Diefes feftgefenst , fo fep a ein belicbiges Glied
der geometrifchen Progreffion, A fein entfprechendes in
ver avithmetifdhen, und n die ZaBl der Glicder die eis
nem und Dem andern vorhergehen; fo wird man wegen
der’ RNatur der erften Progreflion haben 2 = (1 + K)n,
~und aus cben Dem Grunde in der jwepten A==dn= Mkn,

Mit Hilfe diefer Gleihungen wird man eine der
bepden Grdfen A.und a finden, tvenn die .anbdere bes

; K
fannt iff. Die evfte. giebt k = an — 1, und die jtvepte
e

; Mn
man witd alfo Haben

I
4 A= Mn(® — 1)}

: : 54
wenn may aber a==1 4 u macht, fo Witd man (1w
mittelft ded Binomiums entwicteln Fonnen, und o8 wird

: I
fih davaus evgeben: (L 4w — 1 =
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1 b r
e (-;—I) C;——*I}(; —3)
- ST, TN B ) K MM b ool S e SR B
:=n<Lu+ P + ssil A u
I
('n——l)""“i’)(——?.)
- u“-l-.. P
Rl kI r e " d4 J
woraus
T, 2§ |
r (I-—;—) (a — ;—) (2 "":)
Az {u— — 02 o — : o’
L 2 2 ) 3 <3
f; )L
; (l“‘n—)@*‘;)(s—n) : 3
— . s e u }.

' 2 + 3 ki 4-
‘fun hat der 3wet)te szbcu bnefct: Gleichung jue @ren;e
bie i}ienf)e

u'}

M(uﬁg:+-é—_%-+&n-.>

ber et fih um fo melt nafert je Eleiner det %cud;-;t
odet j¢ grdfer die Jabl o ift. :

Uber in diefer Hypothefe naheen fidy die vorgegebes
nen Progreffionen indem fie in einer gegebenen Fntervalle
mehr Glicder ethalten, um fo mefr alle Sahlen und ihre
Yogatithmen in fich ju faﬂ‘en, man fieht alfo, vaf man
fie an der Grenge als ein Syfrem der Pogavithmen béz
trachten Fann, und folglid fann man 1(x + u) flatt A
fhreiben, relches giebt: .

u? u? 1S -

I+ u) = M@ ——+—-—-—+.u)
ein Refultat, dag jenem glex@[autent i]l; toelches toie
durdh einen fehr perfdhiedenen Weg gefunden Haben,

I, Theil, g c Pan
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SMan toitd alfo toie Hier folgt die umgeFehrte ufsr
gabe aufidfen, in relder der Logarithme gegeben , und
die 3ahl ju der er gehort, unbefannt ift. Die Gleidung

e A :
A = Mkn giebt k = et und weénn ‘man .in

a== (1 =+ kn
fubftituict, fo twird betauéfomm‘en
-t l A ' l\un -
Wenn man dié angéseigte Poteniy entvictelt findet man
n.A n.(i—1)A* n{o—1) (h—2)A’°
l=l+m+ % Mz,m¢ , 2 ). 3ﬁ Men?
tenn man die Srenge i Bejichung auf den Juwachs
pon n nimmt, das heift, in der Vorausfehung, daf die
Produfte n(n — 1) (0 = 2) . . . fich jedes auf ihr ers
ftes ‘Slied n% n® ., . teduciven, fo wird man haben
Az‘ : A; Al
M 1.2 . M? I.2 s ¥z 1.2.3.4.M"+"'
Man hat aber durch das Vorhergehende
A=l 4 v) = laj
tenn man diefern Werth fubfrituitt, witd mar jum Re-
fultate die Reihein Nr. 25 finden. €8 fey M=r1 fo witd 1a
fid in l/a pertodndeln, und renn man die 3ahl deren
Neperifcher Logarithme 1 ift mit e bejeichnet. twegen
A=l fo witd herausfommen Al'e = 1'a, ober 1€4/=1a,
und wenn man ju den Jahlen dbergeht eA = 4, woraus
folgt
L2 ‘Al A?

A A
g =I+ +1.2+1.2.3+I-2.3.4+'

50

tie in RNe. az. :
€8 wird gut fepn ju bemerfen, auf metcbe ?Irt wit

pon der Gleihung A == 12 ju der Sleichung ed == a ges

i3 fangte
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fanget find, toeil Ddiefe Umformung von einem Haufigen
Gebraudh ift.

0
33
Entwicluntg der tranfecndenten Functishen,
Kreisfunctionet,

Die Trigonometrie Hat eine Gastung Functionen fens
nen aelefyut, melcdhe nicht weniger- niglich find alg jene,
mit denen wiv uné fo eben befdhaftigr haben; dies find
die Ginus und Cofinus der Kreisbogen. Feb twerde jest
jeigen, dafi man fie nicht nut in Reihen entwiceln, fons
deen audy ihre merfrofivdigfien @igenfebaften finden fann,
indbemiman vonden in den meiftenSlementarbiichern gegebes
nen Formeln audgeht, um die Sinus und Eofinus dep
Gumme und der Tiffevens vont joep BVogen ju bes
rechnen.

S fange mit bet lInt&rfuc{)ung bep cos.x an, and
fege poraus, daf fich x in x 4 v und in x -- u vevdns
" dert; Ddie gemeldten Jovmeln geben in Ddiefen bepdes
Sallen - :

COS(x 4 1) == COS, X,C08, U = sitl. x , Sin,u *)

cos{x == u) &= cos, X.cos.u 4 sin. x,sin. u,
twenn man diefe Gleichungen addivt, fo toied man haben

cos. (X 4 1) + cos, (x = 1) == 2008, X, COS, U,

8 fey nun
cos.x == A, o A, x o+ Ayx? 4 Ay x° +A4x i
$ 2 ; fo

") 3n alletn tvas jent folgt nebie ich den Halbmeffer gleidh 1
ans wollfe man ihne einén  andemn Wevth geben, fo mwdre
¢« ¢ binldnglich den Budhfiaben der ihm vovfele joll, eingus
fihren, dergeffait, bag die uadh der esfien Unnabme gmm,
- benen Formeln padurch gleidhartig werden, >
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fo toitd man Haben
[ cos.u =A +4Au . A0 +A;d
v + A 0’ +ean
cos, (x+u)=A, + A, (x+u) + A (x4 u)’+ A (x4u)’
] + As(xtu)’4 . ..
cos,(x—u)=A,+ A,(x =u) 4 A,(x—u)* 4+ A,(x—u)?
L FAx=u)' L.
IWenn man diefe Reihen in der Sleihung
€os.(x = u) = cos.(x — u) = 2€0s.X cos.u
fubftituirt, fo werden alle ju den ungeradén Potenjen
von u gehorigen Glieder in der Cnrtvicklung des erjten
Kheiles verfdroinden; ed ift alfo unnip fie in den jtoepten
ineingufegen , und daher fann man ohne die Allgemeins
heit der Borausfepungen ju vermindern, A,, A, /SO
gleich Null madhen, toelhes den Yusdruk von cos.x re:
duciven wird, daf er feine anderve, als gerade Potengen
pon x enthalt. Hieraus folgt, daf cos.x fidh nicht ver:
andert, | wenn man — x - fiatt x fehreibt; Ddiefes 'ift
a priovi feidht ju fehen, 1. durdh die Gleichungen von
Yemen toiv ausdgiengen, in teldem cos.u dafielbe bleibt,
obgleich Der Vogen u in der erfien pofitiv und in dev
jtoepten negativ ift; 2. wenn man bedenfet, daf der Co-
finug cines Bogens fich nicdht verdndert, man mag diefen
Hogen oberhald oder untethald dem Durchmeffer nehmen,
Wir werden alfo haben
fcos. x =A +A.x* +A,x* A, x° &
'! cos.u =A,+A,u’ +Asu* - AU + ..
Y cos.(x-HI=A, A, (xh0)? A Ac(xu) o ..
{coso(x‘-—u)=Ao+Az(x—u)’+A*(x— ) A (xm—u) ...
und die Sleichung
cos. (x 4 u) 4 cos.(x — u) = 2¢0s.x, cos.u
witd, indem man ihre bepden Halften durch 2 dividirt,
geben:
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A°+A,X’+A4X‘ 4+ Ax® . o Agxn +H'i
+A,u"+6A»u’X’+15Aau B ST +39-1——--21-’\nu x“""‘l
4+ At +I§A¢u"x‘+........~..... |>
+_A¢u“+.....-.,...-..J

[AHAAX A A +AAX" oo AAnxe
=i FAAN AU AR R A Ao g 00X 2
1 FAA Y FAA U s e
% : P A AU e T ki e e

Az

$enn man die ju einevfep Potenzen von x und u
gebérigcn Glieder vergleichet, fo witd man fogleidh A*=A
oder A, == T haben, cin Werth welcdher die erfte Seile
der erfien Halfte mit jener ded jroepten identifch madts
twenn man hernach ju den roehten Seilen ubevgebt, fo
findet man

/A1=Az : : : rAz:A’A
2A,°%
ALA,= 6Ay Da
. 4
, __ 4
ALAg= 154, >wotausiolgtiAs =056
’ n n
o -1) : : --————--QEJAg
AgAn-g—_ T e
5 3444544000

Alle Coefficienten mit Ausnahme von A,, find beftimmt,
und die Gleichungen, die fich aus der Bergleihung der
andern Seilen evgeben wiuden, find durdy die porherges
henden Werthe befriediget, Tn der @bat, mon fann dem

853 - Yugs



. 86 '.@,inleitung.
Yusdrud ded Coefficienten A, folgende Form geben

i X 2 A2
T — ———-,
n 232
indem man feinen ahler unb .Sﬁenner burcb 2 multipliz

ciet, fo wied ¢8 leicdht feyn davon

£ m¥n ' min
IA 22 A, 2
min == e
abjuleiten 4 2.3...m +n
m#+n mTn
2.3 A, &
AmAn —- |

L S B TS B e R

Aber Dad Product unxm weldhed in der erfren Halfte, einen
Kheil der Cntwidlung von (x 4 u)min qusmadt, Hat
sum Coefficienten :

(m+n\(m+n—l)... (m+x)A

: L 2 = n
oder , tens man. fir Amfn feinen Weeth fest, und die
bem 3ahler unb Nenney gemeinfchaftlichen Factoren quss
[D";btl

min

min m¥n
2 2 ‘A 2

I.2-3...mX1.2.3...n’
aun lft diefed Nefultat genau der nemliche Werth, den
toir toeiter oben ‘fiir. Am An al8 Coefficient von u? xm iy

den gwepten Sheil der Gleihung gefunden Haben,

@3 ift alfo fivenge erwiefen, daf
2, x? 2%A2x* 27 A7 x¢
;.2. 102'314 102.3!405-6

€os, x=1 reay

-

34

S
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3

otuf dhnfiche Weife werden wir den Ansdruct vom Sinug
finden; denn toenn man von folgenden Gleidungen eine
pon Der andern abgieht

{ces. &+ u) =

Lecos, (x — u) == cos.x,cos.u == sin.x.sin,u
fo twerden toic Haben

cos. (x =4 u) — cos, (x — u) = — 2sin. x.sin. w

PWenn man fratt cos. (x 4+ u) und cos. (x — u) die aus
pem vorgebenden Yvtifel abgeleiteten Werthe fept, fo twird
man fehen, daf alle ju den geraden Potengen von u ge* '
hosigen Glieder fich tecbfelSmweife vernichtem. - Hievaus
folgt, daf fie in den Yusdrucd des Sinug nidht mit
Hineinfommen miflen; und man fieht es ofynedies fdhou,
Da er, wenn man den nemlichen Bogen negativ, das
heifit, von einer andern Seite des Durdhmeffers nimmt,
bas Beichen vevandert, eine Sigenfchaft, die nur ungera:
Potengen zufommen Fann,

€os. x /cos.u — sin, x, sin.fu

Man wird aifo vovausfesen .
fsin.x == Byx + B,;x* + B;x’ o B,x" o+ ...
sinn == B,u -+ B,u* 4 B;u’ 4 B,u” 4 ...
durch Hulfe diefer Werthe und bder mebuctwnen die fid
paticlich darbieten, wird die Gleihung '
~ cos,(x 4 u) — cos.(x — u) = —Qs}n.x.sm.
perden:
27, ux44A,ux’ 4 6Aux’ -, o 1 Ap uxiTIo-,., '}
FaA R TOA K h aie s e e P
4 GA x4 s s . J
(B, B,ux+B B,ux’+B,B;ux’ 4., 4B, Bn..:ux“‘1+...
oot +B,B,u"x+B,B, 0K 4 i +B;Bre s ulx0- 3,
o FBB K vt o e
' : O Die
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Die erfte eile der er{te‘ﬁ Halfte, Glied por Glfed mit
jemer ves swenten Theiles verglichen; giebt

1 r 2A.

B,B, = — 24, B, =— —
‘ 4A

Bx, 53, = — 44, By =— .___f/
9 X
L undfolglich 6A
BBy == — 6A., Rl
) z x
L4 [ S B S O € 5 PR iy

: : ‘ - -

BBn-1 = — nA, TR
J B,

Die ‘anderen eilen geben toeiter feine af8 identifche Gleis
chungen; denn das Produft urx® wird.in der erfien Halfte
nady dem vorhergehenden Actifel, jum Coefficienten I)abcn :
s R i :

o a7 '

R BT r, £ ian!
und er wird im joepten Theile durd

o e e (m 4+ 1) '<nj:f;j Am¥r Antr
multiplicict fepn; indem man fit Amix, Andr, und B, ihs .
ren Werth fest, und tenn man die dem SJabler und
Nenner  gemeinfhaftliche Factoten ausldfdt, fo findet
man nody teie oben
i -
2.2 Ay2 :
Yo 2R Mgk X, By Bt
Wir werden alfo Hhaben
: 2A.x 4A,x° 6Ax]

sinyx == _T — ——é;-*— B,

: wo ber Goefficient. B, durdy die @letdmg BB, +24,=0
beftimmt ift. .

LRA ]

FWenh
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Wenn man ftatt 1A, Ao, A,, ihre Berthe in A,, aus
bem vorgehenden %Ittu’e[ gejogen, fest, fo witd man
finden
; ALx . 2%A," 22 At et
[iia i AT TRERE Y 35‘ 1.2.3.4- 5.5,
e

: e .

1+2:3:445:6,7.5,

2

z ‘ ) B! . .
und wenn man fir A, feinen Werth - e fubftituivt,

fo toird nad) den Reductionen hevausfommen
: B,’x’ Bive A%
siny X==P ¥ — — —_— e

E\203 ' 1420345 11243:4:56,7

oty 35 gt
© Hier fehen toiv ung nun, foie in dem Falle der eps
ponentiellen Functionen, mit der Befrimmung dev Eoeffis
cienten aufgehalten ; benn-ﬁ; B, befannt ift, fo toird e8
den IBerth pon A, geben, und umgefehrt.  Ueberdies,
wenn man die fiir cosx gefundene Reibe unterfucht, fo
witd man fehen, daf fic den Radiug dberfeigt, welchesd
in dem Kreife nicht ftatt haben fonnte; man dft alfo be-
rechtiget ju glouben, daf A, eine negative Grofe fevn
‘mife, und dief um fo mehr, da der aus der Gfeidhung
B, 4 24, = o gejogene Werth von B, intaginaiv feyn
witd, fo fange £, pofitiv ift. Diefe Schwierigfeiten wepz
dent durch die Beftimmung von B, aufgefldet, und twiv
werden in der Folge Gelegenheit haben, ju jeigen, daf
fie daber viihren, weil die Gleidhungen von denen mm
nm die Eatwictlyngen, von cos x und sin x aboulelten
Gedraud gemadyt haben, foiche Eigenfdhaften ausdricten,

Die dem Kreife und dev {)vmbe( gemein find,

53 5 : Urdhis
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Ardhimedesd fHat juerft bewiefen, daff der Umfang eines
Kreifes fleiner ift, als ber llmfaug eines umfchricbenen Pos
Ipgond, und grofec a(s _)-oa-ee “Rines eingefchriebenen von
gleiher Seitenangahl;” hicraus folgt, daf ein Bogen des
Kreifes immer Eleiner ift, “al8 feine trigonometrifche
ZTangente und grofer als fein Sinug; aber man weif;
vaj -7

‘ sin, x sin. x
: tg.x = =
b Vl — sin. 4

man witd alfo haben

r SR R
AV < sn %
i ,sin. x el
Die gormeln pon der Gattung der xorberqebenben,
dutch welde man eine BVergleihung der Ungleid heit
swifden ey Gedfen aufftellt, Fonnen eben fo wie bdie
Gleichyngen behandelt rerden; denn alle Operationen
bie man maden fann ohne die Gleichheit Dder bepden
Kheile von diefen ju verlegen, hHeben auch die Ungleichs
, ber bepden Theile ey andern nidht auf; e ift wabhr, daf
diefe Ungleichheit Den IWevth verdndert, fie bleibt aber
immer in den nemlichen Sinne, weldyes dag cingige ift,
was man in Betvachfung 3ieht, )
Um in.der erften Ddev hier oben gefesten Ungleichs
heiten sin.x affein ju bringen fo ticd man bepde
Hilften bupdyl/'i — sin,x* multipliciven  und e8 entftehet
.,:a-x X V?--_Sm-;’,
und enn man jum Quadrvat erhebt:
' sin, x* > (1 — sin,x%);
fegt man auf jeder Serte x*sin, x* hingu, fo witd man
baben

(14x")
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: (1 4+ x)sinx® > ¥3
durch 1 4 x7dividirt, und die Quadratwurel aus jedem
Theile gejogen, giebt A j

3 X ]
sin, X >

Vi + x;
P
Vi -+ %7
vermictelft dev Binomialformel entwicelt, fo wtcb man
Haben
2 I, 3 » T.2. 5.

x{I I G o 14. AR
nad) dem wasd porhergegangen fft , muff nun, toern man
diefe Reibe von dem Werthe ven sin,x abjieht, das Rez
fultat ‘

Wenn man

40

B : B x*
iB ' = _——'-000)
1. 2.3. T 5 Jdidn 5
* 1
g 4. ; “')f

eine pofitive Grdfe fepn. Aber ¢8 folqt auch dataus,
vaf man sin. x < x bat, daf die Differeny
B, x* B, x*
x<:-—(b T—2—?+1.2 3 4'._"')f'
pofitin fex)n maffe; nun Edunten diefe Vepden Bedinguns
gen in feinem Falle erfillt roerden, wenn man nidht
B, = 1 hat. Sn der £hat, man fonn x immer cinen
f)i“[&nglid} fleinen TBerth geben, damit das evfre Slied
jeder der Reihen

'té'xe' + I'g. X4 — ¢ v,
s 2.‘40
. B stxé 4
Bl e & £ sindg e SU S
1.2 .3 1.2.3:4:5 /

Die
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tic Gumme aller fandern Nberfieige, und daf diefe Sums
me getinger terdés als jede gegebene Grofe (Nr. 8. 9.).
Man ticd alfo die crfte Reibe durdh 1 — 4, und die .
jwepte durd) B, — o vorftellen Fdnnen; wo A und o/
fo fleine @rofen find afé man will; und jufolge der hiew
ohen auégdefagten Gigenfdaften miflen die Werthe von
B, — I+ d — &’
R B, ot
beyde pofitiv fepn.

_ Bir wollen nun vorausfesen, man habe B = 1 + 4,
fo werden die vorigen Ausdrice fepn:
a4 4 — A
—_d

aber o und o/ Fonnen immer teniger al$ d fepn; dann
hangen affo die Unterfchiede die wir betradbten, von dem
Reichen Ddiefer Grofe d ab, und folghdy, da die erfre pofiz
tip ift, fo ivd die gtoepte negativ fepn, weldhes fich mit
der Befdaffenheit der Frage nicht vertragt,

Audy Fonnte B, eben fo wenig unter der Einbeit feyn,
denn mwenn man B, = 1 — d hatte, fo warde d in det
erften Formel negativ, und in der jwepten pofitio werden ;
und twenn man Hber die gegenwartige Hopothefe fwie Uber
die Vorhergehende raifonnitt, fo wirde man tieder joey
Refultate pon verfchicdenen [eichen finden; da nun dies
fer Umftand nicht ftatt haben fann, fo muf man daraug
{c{)lisi}eﬁ, daf B, webdcr grofer, noch geringer al$ 1 fepn
fonn, und man Hat nothwendig B, = I.

Um endlith affe Sweifel ju entfernen, mwelde die vors -
Geegehenden Sebliffe {wacden fonnten, werde i bee
merfen faffen, daf die Reifheny

Y =
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- + BT,

1.2.3. 1.-.3.4.5. 1213i3:5.9% T
nicht in dem Falle der (Nr. 9) angezeigten Husnahme,
find , and daf das geometrijhe Verhaltni§ zweyer auf
einander folgenden Glicder in einer oder der andern genom:
men, feines unbegrensten Wad;dthumes fabhig fey. Wirks
lih fmb in der erften, jtoey auf einander folgenbe Sliez
der im allgemeinen durd

1,350 (en =11 i 1.;.5.. (2n M)

X y 21".[“'
‘24002 g D.4:6.0 . (20 2)
vorgeftelit, und ihe %erf)altnmnabme ut durch:
Tank 1 Y
2n + 2

auégebrucft, twag nun aucdh n 1mmer fet)n mag, fo ift bec
2n + 1
PBrud) ——— immer unter der Einfeit, und das pors
2n 2

~ gehende BVerhaitnif wird daher immer Eleiner ald x* fepn.
Sievaus folgt, dag man diefen Verhaltnifnahmen fo Flein
madyen £dnne al8 man nur will, indem man x einen fehicfs
lichen Becth beplegt, '
Sn der jwepten RNeihe find bie %[u'ébrﬁd?e der bepden
aufeinanderfolgenden Glieder -
B,2ntrg2n B,2np3 x2042
123 (ant1)’ 12, 3.0 F3)
und jener ifhres Verhaltnifnalmens ife
B.% x
(zn-t-z) (ehict 3)
eine Grdfe, welde nach dem Maafe abnimme, af3 man
fih toeiter von dem erfien Gliede entfernt.  Man ficht
“alfo, dafi ¢8 immer mog[td) ift, x einen foldyen Werth ju
geben
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" geben, daf die Glicder der einen und der andern ikeir)e
fo fcbnell abnehmen, als man e8 will. :
Beif man B, = 1 hat, fo tvied man jufolge der

BGleichung
B;B, 4 2A; = 05 A, =— £

finden, und folglich wicd tan hHaben

Xz x‘& XG
_CoS x=1 - - — . +-..
O ¥ 1.2.3 4 1.2.3.4.5.6
x! xS X'.’
sm XeZ K e s i v

2.3 214203 405 1.2.3.4.5.6 >
dief find die Ausdride ded Sinus und de§ Cofinus nadh
- den Potengen des Vogens entwicfelt, i) twerde teiter
unten jeigen, wie man dataud den Werth Dded Wogens
felbfe siehen Fann, :

36.

Dic Betradtungen devehr wic ung bedienten, um B,
3u beftimmen, find Den Ausdricken, womit wir uné im
~ poefhergehenden Nrtifel befchaftiget haben, nidyt befonders
eigen; man fann daraus ein allgemeines Princip jiehen,
weldbes um fo merfhrdiger iff, da wir ihn jur Bafis
der Hnwendungen des Diffeventialcalenls auf die Theorie
per Curven madyen twerden.
Das Princip lantet fo:
@8 fepen drey Ausdeice
A 4+ Bx 4 Cx*+ D% +
A A Bix A4 C/x® 4 DX A4 .
A 4= Blfx - GV = Dlx® 4 . ¢
o Der Avt, dDaf die Werthe dDes ywepten tnr
met gwifdenjenen des evfien und dritten ents
halten find: wenn diefe bepden fepten Aug:

‘deude emeriex) eejie Glieder haben, fo witd
e8

’
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e8 nothmwendigertweifejenembdes jwenten gleid
fepn; das heifit: wenn man A=A" hat, fo fann
man durhaus fhliefen A = A’

Um e8 ju Deeifen, tollen it borausfegen, daf
man x einen  bhinldnglih Fleinen Werth gegeben Habe,
um die Summe aller Glieder dic in jeder der gegebhenen
Reihen dem erfien folgen, geringer ju maden, al§ jede .
gegebene Grofe; und baf; man fie in diefer Q}efdpafen,
Heit butd)

A+d7
A E
A )
porftelle; fwenn. man bdie erfte von der jtoepten absieht,
unb diefe pon der Dritten, fo toitd man Haben
_A —A + Al — &
— A A — A
Refultate, me!d)e aufolge der Yusfage des Cages eing
fotool al8 das andere pofitiv feyn miffen. Wenn man
abec A == A fegt, und man nad) einander
A = A + d
A'=A—d
maeht, fo toird man wie vorhin beweifen, daf fo lange
d nicht Null fepn toird, die Werthe der obigen Formeln
pon perfchiedenen Seichen fepn twerdeny man muf alfo
A’ = A Bhaben.

Die Vegriffe die wir (Nr.12 13) pon den @ren;en
gegeben haben, madben auch diefen Cag febr evident,
und Elirjen den Betveis ettwad ab; denn twenn man das
Berhaltnif gwifhen der erften und dritten. Reihe nimm,
fo tird wan finden

A+BxH4Cx*4+Dx~+ v,
Al 4 B”x 4 C“x* 4 D5’ 4 .,

ein
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ein Bruh, bdeffen @}rengez"% ift , und 1 wird, twenn
A =AY, $eil aber die jwente Reihe immee jwifchen
Diefen Dhier Degriffen ift, tveldbe unaufhdrlid nady bder
Gleichheit ftecben, toenn A = A%, und % abnehmend
fortgeht, fo muf fie fich einer und der anbdern, fo toie
ibter gemeinfhafelichen Grenze, obhne Gnde nahern Fon-.
nen.  Hievaus folat, Ddaff die Verhaltniffe diefer drep
Reifhen, gwep und jwep mit einander verglichen, fid)‘un;
aufhdelich ber Ginbeit nahern mafen, MWenn man bdie
swepte durch die erfre dividict, fo hat man

Al F B'x + C/x* 4 Dix? 4,

A - Bx 4-Cx* 4 Dx* o4, ..

3

4 9 AL: - Al A
wovon die @renge-;; ift; alfo —=1 ober A/ = A.

Benn man einigen Sweifel Uber die Moglichfeit er:
Pebent toolfte, in det Reibe
A 4 Bx 4'Cx* 4 Dx* 4 ..,
die Gumme der Glicder
Bx 4 Cx® =4 Dx’ 4+ ...

in Begiechung auf dem erfler Glirde A, fo Flein ju madhen
al$ man will, fo tird es Hinlanglicdh feyn, um fie ju gers
frreuen, toenn man. beobadbtet, Daf das v, 9 angejeigte
LBerfahren, um ju machen, daf jedes Glied diefer Reife
um die Halfte Eleiner ifep alg fein Borhergehendes, ju
ciner fo fchnellen Abnahme fahren fann, als man mwilf.

% 0 SO e AT
Man Hat nur x < o) i machen, fo wird jedes Gfied

gevinger fepnt, al8 der nte Theil desjenigen, das ihm
borbefgebf. SBennt man abet flatt

Bx < Cx? 4 Dx* 4+ ...
. die Progrefiion » :
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k 1 '
"‘([+""+"I—+~~~)x

fo witd die Summe, oder vickmehr die Grvenze bdiefer

Progeefiion
k ;
'(“““)
SRy 1
1

feon, cin Refultat, welhes man exhalt, wenn man in
ber Fovmel Nv.3

I
a = 1 und x = —
n

madit; nun fanu die @Loﬁe

Dy
[._.......

fo Flein gemad)t wetden, aIé man will, indem mran fie

n eine {dictliche Sabl annimme, fo fange nur k nidht

unendlich fepn wicd ; um fo mehe wird es fich dann eben

fo mit der Relfe :
: Bx 4 Cx? +Dx Ao aiey

verhalten.

37

@¢ befindet fih atoifchen den Pogarithtten und ben
RKeeisbogen eine mesfrolrdige Analogie.  Fn der Fhat,
wenn man die Reihen, weldbe ex, sinx und cqs.x auss
dricen, aufammenftellt, fo wisd man haben;

. L @heil : ] a%osy



i

i

98 Ginleitunyg.

%2 o S -
eX == -F — : -
+ l.2+ -.2.3+I.2-3.4
x5 e i :
+‘ - o — + e e
R S S 1:2.3.4°5:6
X - x*
Cos, X == [ e e
.2 ; F T 270 3.4
=0 = g
PETL RN e L SR
3 x x*
SINL X = - —
1 L3
x* 3
L2 35.85 8 ke -

und man wird fehen, dag alle in den bet)ben lesten ber,
einigten, gntbaltene ®lieder, big auf das Jeichen die
nemlichen find, als die welche ihnen in der erfien entfpres
- dhen s wenn man aber kv — 1 ftatt x in mefet fubftituirt
fo wird man Haben , tvegen :
fxy —= 1= —x -
I' (x‘/‘_—l)‘=—'—x’\”'—-,l
T V=)t =
!.(xwf—-r)’-,=+><’f—'

A \

w f.mw. _ :
il Xyt oy Nwix? XY —1
eV = I+ — —— :
& 3 el e R SRR DY
X4 < X;\r - T

-

30 12;4\13.5.45"
fenn man aucb in der nemlichen Reihe — xv° — 1 fiir
x fept, fo Eonimt hHevaus

* e =

— -— xvV — I o Xz\l.—‘[
Pl 5 M RN SN Gl -1 el 5
I I.2 1.2.3
x" Xs‘r_.[ .

e e e

1.2.3.4 1:2.3.4+5
: fenn
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foenn- man diefe 3tvey SQefuItate jufammen abbut, fo
wird man finden:

Rty ek x? =% 1
e e S R S
1o =123 4 3

: I R R R
o == 2005 %, tooraus cos.x = L

. 3 25 ¢
wenn man jm Gegentheile von dem erfiem das jwepte Res
fultat absichet, fo wicd man finden:

BTt O o ol Sl
l.  § T 2053

obet , , :
i I—-—e_ x\f-——I“ <f'x L _x:-_ ‘ x* 1
MRy L I.z.3+1. B4.5. 4
und folglich :
o4 B PET M
Sifhy X. 5= - : “

©3 iiede ein feicptes fepn) die ahnlichen Augdriicke
der andern trigonometrifden. Linien u finden, Man
witrde jenen pon tg,x baben, toenn man in der Gleidyung
g si n, X
tg X B9
% ¢ COS.X
_den %Cl’tb pon sin.x und cos,x fubftituirte; (4] ml‘l\:be‘
bann herausfommen
1 r“ex‘/i pars e”'x‘r"""
VA ILexf “X“f"'l>
oder indem man dert Jahler und mcnuet beé 3\'oet)ten
Sheiles durdy XV — /multlplxcwt‘

@2 tg. % =

tg % =
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\/'_..1'__

R g
8 5 ZV:\ ezxf o I+I' .
38.

Diefe yoen Gleihungen

xf—l+e—xv'—1 9

€os, X = : |
2 I

XV —I__ —xV —1 r

sin, x = . ]
2y - % J

erden uns ju Refultaten fithren, bdie in der Analpfis
von groflem (Gebrauche find. Jndem wir fie, naddem
die gwepte durch. v- — 1 multiplicict ift, jufammennehs
men, werden wir fogleidh darvaus jichen

€os.x =y — 1, smx:e”“/-_I
und wenn man fie voneinander fubtvahivt
€08, x — V© — I.sin.x = €7 ik
RNimmt man die Logarithmen von jeder Halfte der lefiten
Gleidungen , fo wird man finden:
xf-—-l::l(cosx-}-\"--lsmxh
—xy == I == l(cos.x — v — 1 smx)J
toein man die jwepte Sleichung von der erften abaiebet,
fo tictd man Hhaben
2xy"~1=1(cos, x4v" —1 sin.x) —1(cos.x—v =TI sin.x)
I IICQS.?C +. Yy - I _sin. x ]
lcos.x — vy — 1 sin,xf‘
wenn man den Bahler und Nenner diefes Brudyes durch
cos, x Dividirt, und fratt

€os,X

den Werth tg.x fepet fo wird Hevausfomumen

aB8Y —I
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't + V7 — 1 tang x1
2xV — 1 =l{r—- et tang.xJ" \
Wir twollen nun v — 1. tang.x = u mad)en s fo toee:

pen wir gu Folge der (Nr.18) fie l( gefunbtnen
Reihe Haben: §
3 3 ¥
2x\1’—.—x==2-’.ru+?—+‘-l--[-...}

oder twenn mu: fﬁr u foieder feinen Werth fehen’

—1tg.x® YV —1t

g 1. ¢ x' }
3 5
$Benn man b’en gemeinfchaftlichen Factor 2. v =1 toegs
13ty fo echalt man
3 ¥
¥ = tg X e

3 5 ¢
eine fehr mecfronrdige Neihe, forwohl durch die Ginfacys
Deit thres Gefeges, ald durd) Natur der Nelation die fie
enthalt, weil fie die Cntwidlung eines Kreigbogens vers
mittelft feiner Tangente ift. Wir teollen tg.x butd) -t
porftellen , fo werden wir haben

2xy —~ I= 2< ‘/‘-—-1 tg X =

: t!+t! t’+
b= S e ] —— PR
3 S s

SWenn man far x den Bogen von 45° nimmt, fo toith
man, da feing Tangente dem Radiug ober der Einbeit
gleich ift) finden: den Dogen von
? 4SO=I—'§'+§—;+oq\
Diefe Reihe ift nicht fehr comvergent, man EFann aber
andere davon ableiten, die e8 mehr find und jwar vees
mittelft  analprifder Runftguﬁe die wir )et;t vorfegen
togeden.
@8 ift leicht ju fehen, Ddaf in einem Keeife deffen
RKadius der @inbext gleich ift, bet Sinug des Bogens
63 von
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von 30° = %, ber Q'oﬁ’nué = 1v3,und folglich die Tan:
gente = ;,—_I—; ift. @Benn man diefen Werth fir ¢ fubfis

tuict, fo witd man finden: der Vogen von
rr K T 1 T Al

—_—
-

O e TS el e et it o S
BVl aa 3P T ae )
ein Refultat, welches conpergenter ift, al8 das Vorher-
gehende. Da man die Lange ded Vogens von 30° fennty
fo wicd man jene ded Umfanges Haben, wenn man die
ecfte durch 12 multivliciet,  Durd) die vorhergehende Reis
Pe hat Lagny das. Verhaltnif des Umfreifes jum Durch-
mefier mut 127 Decimalzablen beredhnet, und ee fand,
baf twenn der Durcbmeffer = 1’ ift, der UmFreid durch

3,14159 206535 89793 " 23846 ‘

26433 83279 50288 41971 69399

37510 58209 74944 59230 78764

00286 20899 $6:80 34825 3421

70679 82148 08651 32723 06647

09384 46 . : :
ausgedriicft fey¥)

: : Hiet:
S) %n der sten Audgabe bes erfien Theils der wvortreflidhar

Séfnerifhen Anfangsgr, der Mathematil, Seite 331 meldet

Dr. Kafiner, aud einens Briefe des Herrn Major von Badh,
 $erjogl, Goth, Afieonomen ; Gotha, 1. Mdrg 1792. Dag Hr,

Dr. Honsby den Herrn von Iach berichtet Hat, daf die

Bodleitiche BiblisthetE it Opford, ein Manufeript befige,

worin bie Berhdltnifuabme noch auf 29 Decimalftellen weis
o ter qugegeben . ift al8 beym Qaguy. Die uiedrigfte  Riffer

“biy Qagry iff von der Orduung =127, daju Eommen nun

wodh) folgende Bifferms :

‘46095 504582 23172 53594 ©8128 4802,
Deven §ichie Biffer vow bei — 128ffen Ordnang und die nive
' g ' brigfe
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Hier 1ft ein Mittel, welches ju einer nod) fd)ncﬁerm
%Iunabecung fahet: weil nan

« sin. 4, ;
el == k5 3 :
und : : ;
sin (a b
cos.(a +_b—) " tg.{a = b)
fhat, fo tird man durd Die @ntwwf{ung von sin. (a + b)
And cos.(a - .b) finden:

sin, a.cos.b + sin.b.cos.a = tg,(a -+ b).

cos a. cos. b— sin.a .sin.b
Wenn man aber pen ahler und RNenner der -erfien Hilfte
fes ‘dicfer Ge.hung durd) cos.a. cos. b blmbltt, fo wied
man finden

_sina_ sin b 2
g - TER s SR
cosa. .. cosb - .
sin a sin. b
i

el cos.a cosd
wildies fiep feicht” e A
R E ok g S + b)
1 — tg.a . tg.b
rebucxren (agt., s
9Wiv twollenn den %ogen a+ b= 45 nehmen, fo
bat man algdann tg.(a + by = 1, und folglich
I—tgatgb... tga-}-tgb

- otaus
: / 1 — tg.a.
'tang’b‘ =14 tga.
S ¢ ‘Wenn

brighe Btﬁer pon dey — rg6ften Srbusng,  Sugleich it bes
mierkt , daf die unter den Sagnyichen Viffern unten mit ei:
nem * begeichnese Buﬁet md)t 7 fondesn 8 feyn folite,

.
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Wenn man nun tg.as= I madt, fo twicd fid deraus
ergeben tg.b = 3. Die Bogen a tind b werden durdh
aoey conpergentere Reihen gegeben feyn,  ald jene die
toiv teiter oben gefunbden baben, und man wird Haben

l < I I T + X
—___' _— e _“; sy
3+b=4§Q=<’ 3I’2 512 /-2 9 2
+’—P‘-‘— .'.’—.. Sy LA I}
VTTIF ST 73 t37 ?

39.

*) Diefe Formel vevdaiifen wir Culer; ber guerh eine bequeme
o Gormel sur Bevedinung des Umfanges einés Keeifes angegeben
hat, ba man vorbér fich der Tangente des Bogend don 30°
Bedient batte, die aber durch ihre Srrationalitdt die Nechnung
ungemein befhwerlid) macht, — Geitdém Yabew verfdhiedene
" ®eometer fid) benmiihet och weit convergenters Reihew ju fine
ben,  Sich habe gor 2 Fahren in meiner Pinafothef cine
‘Gormel beFannt-gemadit die ich vor mebréren Sabren gefunden
babe , und tie unter allen miv Gefannten den Borjug gu vers
Dienen fcheint) und nach weldjer iy mic HAlfe meiner Pings
. Foflhef ben Umfang Ded Freijes ober bie Zabl # big auf 200
Decimalfielien berechet, belannt madben wetde,  Die Gors
el jelbft ift folgende: |

LA )

3 3 ? o
2 2 2 2
— o 1 + P S, v + * N
l.lo 3.10 §.19 7.10
"”‘“i 1 3 r
. _—— o Iq-—--—- -—-—--—‘ e — —
L

1.239 3.239% §.239° = 7.239”
on der frangdfiichen Ausgabe nreiner PinmFothet habe {h noch-
folsenbe Soemel gegéBen:

8. 16 P b 10 ¢ a2
. [-———("f'l% -7'*'-— —'+—0‘-+-—.‘—-+,-

FLR P
$ 28.32 b 92 el i
{;-l-o—c S + o=t
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39.
#Wie wollen die jwen Gleidhungen

x\/" Y —-x\/'—x')
- €os, X = +e l
2
oL XV =1 _ e—-xwf—-l i’
uno sin
i 2y, = 1 J

wieder votnehmen; twenn man Ddatin nx ftatt x fekt,
o wird man Haben

: NXY — Y oo 0xy 1
eos.nx = o .
% >
EN A e i l
#in, nx = - :

o~ x5 ;
S 35 tel:

Sh Habe biefe. lete Formel vorsliglich bequer gefunbden,
. Wenn tan ettwa & nur bis gur —so0 Ordnung berechnen wollte, -
indem bie cingeln Slieder diefer Formel perviodifdhe Decimals
brivche gebetr, bis gu Deven TWiederfehr man alfo nur die Redhs
nung g8 wachen braucht,

®p bequem aber qudh bie hier vou miv mitgetheilten Forz
meln feyn mbgen, fo wirbe dennody eine eiferne Gebnld daju
gebdren , die Rahl & bis auf 200 Decintalfrelien darnach su bes
yechuen , wnd whre man endlich wobhl megen das Refultat gang
gefichere® Afles ynargenehme bey dergleichen Rechnunges fale
gdnglich durh. folche vortheilbafte mechanifche DHilfernittel
afs meine Pinafothel darbietet , weg; vermitteld diefer
Fann man die Quotienten gang medanifdh, nidt nue
nadh Der Ordnung, fondern auch aufer der Oronung,  von
jeber beliehigen Bifier ans der 9Ritte anfangend, und jnar,
nad) SREBFEADT ver ober eicfrodets, fo weit man will, findan
und binjeeibon, RNicmand wivd den Anfauf der Pinafothed
beoremen,

~ @,
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weldhes ju den Werthen der Sinug und Cofinus der viel:
fachen Bogen [eitet.

Ueberhaupt geben diefe Formeln dag Mittel any den
algebraifchen Galeul auf die Functionen der inus und
Cofinug anjutvenden; und durd) ihre Hilfe gelangt man
su Den nemfichen Refultaten, al8 diejenjgen find, die man
durd trigonometrifhe Wege erhalten mwirde,

Da diefe Materie nicht ganj ju unferm Gegenftande
gehoet, fo witd man hier nur einige Veyfpiele davon fin
den, die aber dody hinlanglich feyn toerden, um den Ges
braud) gu jeigen, Den man pon Dze;en &)rmeln machen
fann,

Gefest, man perlange 3u wifien, twasd bdas Produft

/- sin.x c0s. % bedeute, fo witd man, wenn man, die Mulz
tlpllcatwn perrvichtes, finden:s ,
25V =1 maxV =g !

4 =1

e

Sin. X . COS, X ==
obet : .
AN 2x\/' L 2V - -

: 2sm.x cos ,x = s o3 1
: " y\r -1 ,

e ift aber leicht ;u t)en, daf die jwepte s;aarfte nichts
anbets fey ,. al8 der Werth von sin.2x, weil man, dazu
gelangen toiitde, wenn man 2x fratt x in dem Husdrucke
vort sin: x fegte; man twied alforhaben; ' s

sin' X . "cos, x =2 % sin, 2%
FWeun nan sin. x . cos.z gefetgt f)att’e, 1o m’irbe man ge,
babt [)aben :

: .exf-r_e-~—xw/'1~1
Bi% cog e a1 )
’ ( 2y — &

S : ‘ PN e
& XC e’ T+e 2‘7,- A '),
4 ¢ OB P ) p zlv’ 2y

foorausg




EGinlettuna 107

fooraus sin.x cos. ] ;
e(x+z)f~-~l : —-(‘H‘z Wo—1 +e (x--2) \/'--r --(x--z)f—'a[

2l > N

2,2/ — 1
abey ¢8 ift evident, Daf
e(x e —1__ —iztz) v —1
; S oo -—-v-sh1(x+z)
R D) G W € Ll

o

=i, (x-—-z)

(AL R L

folglidh
sln, x . cos,z = ;[sm. (x+z) ~+ sin, (x —2)]
Diefe Fovmel ergiedt fich wivflich fehe einfacdh aus den
befannten Werthen von
©sinu(xtz) = sin. x cos.z 7+ sinz,cos, x']
sin.(x=~z) *= sin,x.cos z == sin,z.cos. XJ
indem man fie gufammenaddivt; aber das Mittel, weldyes
tir fo eben angezeigt haben , Fubret leichter ju den aliges
meinen Formeln, wie man bald fehen wird,

40,
iBeuI mam ;
! X‘f ,— cos.x T \/'-I sm.x—l‘
—xw/'-—[ = cos. X — \/'-I sin,x

J
_Bat, fo wird man daraus gichens

PV T = (cosx + VmT sin. x)ﬂ

R e zcos X — \('—x sin, x)n

und daraus
oNXY == T__ i mnf'—l
stn, nx== -
2\/' —‘l i
(cos x+\/' 1 sin.x)"—(cos.x =y -~sin.x)2

o
2y =1 : :
‘ Wi
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Wie find nun auf eine feht einfache Art ju: dem
Augdrucfe des Sinus eined vielfachen Bogens gelanget,
~ und man muf wohl bemerfen, bdaf, ob er gleich mii
eingebildeten eidhen behaftet ift, er doch nichts Ddefto tves
figer rveell ift; denn Ddiefe Seichen ver{chwinden alle in
der Entiwidlung ber angejeigten Potengen,  Man Hat
wirklidh, 7

(cqs.x-l-yf'—-xsmvx)ﬂ=cqs.x°+'\'/' —1c0s.x8~ ¥sin.x
n(n—1)

COS.X“"Sin,x’-.— TS

" (cos.x —y ~~Isin,x)nz=¢os. x—ny —Icos, x5~ ¥sin.x

n(n—1) . :
— COS.X"*25in.X? o

menn man die groeyte Gleihung von dee erften abjicht
und durd) 2v'—1 Dividivt, fo twird man finden;

n(n—1) (n—2)
sin, nx=n cos,xt~ Isin x-— ( 5 -)-.g_.-—- cos.xn-s sin,x
n(n = I) (n—-@‘ (n -3) (n-._. 4)

, cos.x?-fsinx’ —,,,
2 * g . 4

/- @8 ift nicht ndthig ju evinnern, daf diefe Reibe jes
“desmal begrenst fepn toirD, toenn n eing gange pofitibe
* Bahl ausdriigft; fie folget n diefem Betrahte den nemlis
- dhen Gefeggeny wie die Formel desBinomiums »on ey fie

‘abgeleitet ift.

Wenn man in der Gleicdung -
nxf-—- 1+e—n‘<\/’—l

fos.nx =
2

fatt "XV =L by o= DXV L hren Wertl fetst, fo -

witd ntan finder

. ¢os. nx==1[cosix + V' — 1 sin x]*+ Icos,x ~ ¥ —1sin.x]s,

und indem man entwicelt, fo FSmmt, neddem man bdie
" Glieder
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Sfieder die fih aufheben und die alsdann jene mit einz .
gebitbeten eichen behafteten find, weglaft, Hevaus:
n{n— 1)

€08, NX==¢0Ss, X" ~— -——2— €08, X~2 gin. x*

e - ;I)(n—;z) (n—3) cos, xB-4sin,x* = ,,,

41.

Man fann ohne Hulfe der Reiben ju den vorherges
Penden Nefultaten gc[angen, wenn man oon . den Sleie
shungen

sin, (x4 z) == sin x, 05,2

€08, (37Fz) = cos.x ., cos,z £ sin,x ,sin.z }

1 = sin,x* % cos.x? J

@ebtaud) macht, toelche die ganze Iheovie der Sinus
enthalten, toiefolgt: vermdge Nev legten Gleichung hat man

ie=(cos.x & v = 1 sin.x).(cos.x = V* — 1sin.x);
wenn man aber das Product

(cos.x *+ vV — 1 siux) (cos.z *+ ¥ =~ 1 sin,z)
entwicbelt, fo findet man

€0s.% , cosz—sin,x. sin z-+[cos. x, sin z°hsin.x. cos.z]y —~1
ein Nefultat, weldhes ju Folge der jwep erften Gleidhuns
‘gen giebt: .

(cos. x+f — 1isint.x).(cos. z—\/' —1sin,z)=¢os.(x+2)
V" —Isin.(x4z)

c05. x.sin,z ']

._—

Gben fo toitd man ethalten
(cos.x — v = 1 sinx).(cos.% — V° — 1 sinz)
: == ¢os.(x*tz) — V =1 sin.(x9'z)
(ces,x + ¥ =~ 1sinx).(cos.z -~ YV — I sin.z)
= cos.{x—z) T VvV —I sin.(x—z)
(COBX = ¥~ == T sin.x).(cos.z + YV — I sin.z)
@ cos,(X—2) == YV =1 sin(x—2z)

L : Man
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Man Fann diefe vier Formeln in den jtoen folgenden be:
greifen: ;
(cos.x £ V' —I sinx).(cos.z t V —I gin.z)
= cos.(x+z) X vV —1Isin.(xtz)
(cos.x £ ¥V —1 sinx).(cosiz I V=1 sinz)
= cos.(x~2) X V =—1sin,(x—2z)
Wenn man hier in der evfien nad und nach '
2.2= X,8%, 3%, (n = I)x
madt, fo toird fid) ergeben: :
(cos.xtv —1sin,x)? = cos.ax + Y —I sin.gx
(cos.x + ¥ —I sin x).(cos.2x = V—I sin.2x)
: Sicos-3%cH v —1 sing3x

lcos gt v —1 sin. x) (cos 3x £ v —I sin, 3x)
- =cos.4x__\/'—l sin. 4x

. K . -2y L) '!o L . . . .
(cos.x = \/'—-I sin.x), (cos! (n-l)x"" \/'—x sin.(n + 1)x)
. = cos.nx £ vV —1 sm nx,

Q)?an fieht aber, daf ble joepte Halfte jeder diefer
Gleichungen genau der Factor Der erfen Halfte ' der fols
genden Gleidhung iff, und wenn man flatt diefem Factor
die Grofie fent, die ihm gleich ift, fo witd man finden

(cosx + vV —1sinX)* = cos.2x Xy ~Isin.2x

(cosx X V"—1 sinx)? = cos, 3x~F  —Isin.3x

* . ¢ * . L] |e .

(cos.x == vV —1Isinx't = cos, nx = f——l SifNx

Man wird alfo haben ‘ .
[(cos. xty —1sin.x)8 = cos.nxty ~Isin.nx

p{cos.x =y —1I sinx)® = cos. nx—y_—7 sin.nk
Wenn man diefe ey lesten Gleichungen jufammenads
dict, und eine von der andern’ abjieht, fo wird man wie

oben finden:
: ces. n¥ =
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©Qs. nx =3 z [cos.x + V" —r1sinx]s .

+ 2 [cos,x =y =I sinx]®

A -
sin,nx = —T--—-l [cos, x + Y ~—Isinx]?

» o
B = e [cos X —\/,"—I sin.x |n

2{'—
. ’ . . V
- Wenn man in diefen Gleihungen 'x = — madt, und

fie enttvicfelt fo terden fié gebent

sin, v.._.n(cos —-)“- <sm.. —-) 7
& n(nvl) (ﬂ'—2)( % —)n‘ (sm. *)
n(n-l) (h—2) (n-—3 f )n— (sm ——)+

144 ; OB Lan R

% o 5 v fi n(n—-l) i+ fo 3

cos.v = (cos. —) —_ —-—(cos. —) (sm.-—)
11 < n

e — S =4 )
4 n(n—1)(n—2)(n- z),‘oS )n [sm'v_] B

Die Reile, welche ifive jwenten Iheile forinjten,'ﬁnb
- in Radfiht des Wacbéthums von n einer Grenge fabig,
benn wenn Ddiefe Jahl fich vergrofert, fo verdndert fich

der BVogen -E, und nabett fich imnier mehr feinem Sinug
. wabrend daf fein\Sinus fih dem Radius odet der Eins

. Nt iy v
beit ndhert; wenn man alfo — flatt sin. — = febreibet;

1 ftatt cos, -E, und die Producte n, n(n — 1), n(n — 2)

u f. . auf ihe erfies. Glicd veducict, fo wird mag ur
Grenge haben

$in, v==p
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7 v T n® v
sin y=p— — — —+ TS e e eie
= 2.3 2.3.4.§5 n
v? v’
=Y - e
2 T T 3
: Sl a2 yv? a* e
CUS VAT A o e e o,
; 2 n L @e3edont
v v"
e —i.
2 20 3w 4

.ﬁnet find toic nun auf die Neihen von Ne. 35 gus
. ghcfgefommen, und man fieht darvaus, wie fich die vers
{diedenen Tegen einer durch den andern. Deftattiget, .
* weldye wiv um dabin ju fommen, befolgtens

42. A
Sn den vorhergehenden Yrtifeln hat man die Sinug
and Eofinus der vielfachen Bogen nach den Potengen dee
Ginug nnd Cofinus der einfacpen Vogen entwickelt; DHiee
folgt nun die Auflofung der umgefehrten Frage, nemlidy
jener, too ¢ daruzt gu thisn ift, die Potengen der Sinug
und Cofinus des einfacden Bogens durd) die Sinug und -
- Gofinus feiner vielfacyen Bogen ausjudricken,
@8 fen
(cos, x “+ Y —1 sinx = 1
< 3
Lcos.x — Y —I-sinx == v
fo man tird Haben
T i 8 2 3 I 4
cosx = 2(u 4 ¥), sinx = ;7;-:—1- (u=v),
und daraud wicd man fogleidy
COS.XP &2 —I—- Cackys

fecleiten, TWenn maga bu: in dergrenten Halfre diefer Gleis

cbung angemgte Poten; entwvicfelt, fo witd hevausfome
: men:
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un-2z y?

1 3k n(n —1)
€08, X052 —4 ubfnyi~Iy -
2an |, + + 2

e il kb N S

2 J

abar in dem Nusdrude (u + v)2 fann man v und u
vectaufchen, und umgefefyet, toelches geben toird

: 1l n(n — 1) 2
€05, xR == —4 yinyn=Tgefe m— yR-2 7
anL 2

=

n(n—1) (n—2) v“"“? Sl
2+ 3 J

wenn man dicfe jtoey mefu(tate 3ufammenabbart, fo witd
man babeu‘

9} A
.2C08,%0= ;,-::Luﬂ =+ v0 -} nlun-1y 4 yn=1y)

n(n — 1

-4~

) (leﬁ‘z v? o4 yus207)

- P.SE...—;I_)_,.(.E% )Cu““3v’+v“'3u”')+‘.f

-~ Man fann diefer Gleichung folgende Form gebens: /
{
: aﬂﬂ.cos.xn:‘ un + yo - nuv(u‘"’- - v“‘?)

o) utv? (U4 4 yo-4)

2
+'l(.‘l.'-'_ll.£2?.?_ u V’(u"" 4 viee) 4 ...7)-
< S il R J
aber, Nr, 40 jufolge hat man:
cos.nx=:(cos %=y —1sin, x)ﬂ-l- : (cos x—y —1sin,x)R
: — xun+ yR 3
was auch n immer fepn [mag. Man witd davaus fehlies
fien fonnen, daf ° : ;
: R o YR £S5 26051 X
“und abecrhaupt, 43
L, Theil, : $ cos,x
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un-in L vﬂ-ﬂ'! — ncc;s (n — m)x;
nberdieq ift leicht su fehen, baﬁ uv = I, man wird folgz
dich haben: ;

g9t Icos, x“"{ 2c0s.nx--2nc0Ss. (n-—z)x+——<-n-—l)cos (n—4)x
i

an(n = 1)(n—2)
) T
ober menn man alles durch 2 dividict:

“cos.(A—6)x + ek >
J

r (n—1
2“.cosx"=<Lcos.nx + —I"COS-(ﬂ"‘ﬂ)X'F *Tz-)cos.(n ~4)x.

, n(h~1) (n-2)

e e - R

Wenn man diefe Formel wie jené des Binomiums von

Newton fortfest, fo wird man ju Cofinuffe negativer Bo-

gen fommen; fie find abér genau diefelben alg die der

pofitiven Bogen, die ihnen entfprechen, wie mon fich Hies
von verfihern fann, wenn man x in der SGleichung

exf——l_'_'e—-xf-—-['

cos. (1i—6)x + .1
J

X = =
2

negativ madt, deven jroepte Halfte durch diefe Subftitys
tion fio nicht vevdndert, man wird affo cos.(m — n)x
anftatt (0 — m)x fdreiven.

Der Werth den wir fo eben firr cos xn gefunden has
ben, ift ‘mcht blog auf den Fall befdheanft, wo n eine
gange 3abl ift, er tourde ebenfa[ls‘ demen” gufommen, rpo
R e %vud) oder . eine neganve Sapl ware.  Fedoch ift
,,‘er im erften Kalle ciner BVereinfachung fabig, die wir
_fogleld) lehren terden. P

Sn ver Entwicdlung pon @ v)m f)abcn bie pon
den auferfren gleich teit abftehenden Glieder, twenn n
eine ganze Sabl ift, den mnembichen’ @oefflctcnten, bufes

with audy in den Yusdeud
€OS. 11X
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nfn— 1)
Pl

i ;
cos, nx—j——l— cos,(n=—2)x 4 cos.(n—4)x

. M«-— cos..(-n*—6)x e

1.2, &

ftatt finden, und- tic - mubm ubetdief jeigen, daf die
pon den aufietften Cnden diefer Forntel gleich weit abftes
henden Cofinufle aucd ju gleichen Bogen gehorem. Jn
~ ber Ihat, das in cinet Entfernung m von dem erflen
aeftelite Glied, gehdrt dem Cofinué (i — 2m)x, und das
fete ift eg felbft vom Cofiniié (n—2n)x, oder cos, — nx
toenn mau gegen dag erfte um eine durd) m dangegeigte
Angahl Stetlen guracfgeht, fo wird man nothoendigers
teife finden cos(—n-2m)x, odet €08y == (n=—2m)x. Abe¥
nah bem toas bier oben gefagt tourde, fommt

28 cos, (0. — emyx N cos. = (1'= afi)x
auf eing hinaus; DHievaus folgt alfo, Daf es unnif fey,
die multiplicicten Glieder durch Cofinuffe negativer Boz
gen ju fucher, und das ¢8) um fie in Rechnung ju hrin:
gen - Dintanglich fey, das doppelte eines jeden von Ddigjez
: figen ju _nejmen, die bavon pofitive enthalten :
~_ 9an fonnte alfo, indemt man ben bem GSliede frehn

bleibt, wo dic Bogen negatw werdeny foreiben s

2" cosx“ = g
' B

Cos (n“'4)X+u >

'%)?au muff ;,ebod) bemetfen, baf; if bgm Falle, ‘o n
cine gerade Rahl ift, die Fovmel ein smitte'tgueo-bat,
toelhes pon jedem GuBerften glech toeit entfemt lﬁ, und
durd

{ 2 ¢OS, nX -|- —‘x.OS (n=—=2)x-=

n(n—x).‘..('n--q-:+ 1) . |
' s s, (@ == 1)k

n
1’20.0'0_
2

Ha 117
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porgeftelit mwb wegeu cos,.0x = I, veducict es fich auf
B == 1) e ... (% =+ 1)

.
k]

n
L1¢2 40 0 a—
2

und weil e8 eingig ift, mnf €8 nidt, toie die anbem,
durdh 2 multiplicict toerden.
S))}an wicd alfo gum legten Refultate Haben:

r
gn-:cos, Xn== <Lcos nx+-—-cos (n—2)x

n{n—1)
+ i cos,(n — 4) x

;- n(n—1) n—.,) 1
| +-'—--——-—-l.2.3—ces.(n——6)x+..j
'mbem man  beobadptet in Ddiefer Formel ftille gu ftehn,
entt man einen negativen Bogen antrifft, und mwenn n
gevade ift nuv die Halfte des Coefficienten vom Cofinus
Des Nullbogensd, den man finden wird, ju nehmen. Mit
diefer Yufmecffameeit wich e leicht feyn, die Werthe
der hier bepgefiigten Tafel ju bilden: :

€OS.X &=C0S, %

2c08.% =c08,2X 41

4cos,x’5=c0s,3x-+3¢08.x
* geos.x*=c0s.4x44c0s.2x+43
16c0s,x°=cos;5x+(c0s,3x-10c08,%
32cos.x‘=cos.6x+6cos.‘ix+15c0s.2x+xo
64¢0s x'=C05.7x7¢05,5% 4210535+ 35¢05.%

w o,

43.
um sin, x® 30 entmde[n, wird man. von ber ®leiz
Gung

Sin, Xa=
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T
sn, ¥ = ———— (i —~
ay — I SR

- @ebraudy madhen, und man wird finden

> I ¢
X0 &
A im0 7 Y (u e
sdet
 § n s, —1) X
gin, X0 =‘(-;\/—.-—-——]);Iun—_f un e un-2 y*
_oBn =1 (e i + 1
263 J

Y. 8 fep n cine gerade Sahl; in diefem Falle ift
fw—v)res (v—um
unb folglich ‘mcb man. mv’bet haben

J'm.kn . v — u)l

(2 f ‘3)m
$Benn man' die jwepte Halfte diefd Gleihung 'entioix
delt. und jur erften Hingufigt, fo mitb bctduéfommén: '
2 sin,; xn E:?—}"—;-);{u +vn—-..- (uﬂ'lv-i-vﬂ'!u

n(n—1)

1.2
n(n—1) (n 2)

% 1.2.3

‘(un-z v - va- 2 u’)

— (un-’v’ +v“~3u.’)+.u1‘
obee
:25in.x“=='(—"7.—_1:_'—i')';l<u +v e mr(u"“z -+ \‘fﬂ-z)
+nn—l) ,v@( TES T
g u u + v

=S n(n—1) (n _32 uav?(un-6+vn'ﬂ)+. . .1}
1.2.3 g

ein ?teffuttm.,” ‘tweldhes die Seichen audgenommen, vas
nemlide ift, ‘was wir in der Vorhergehenden Ne, gefunden -
$ 3 babeﬂ;
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Baben, i fonnen alfo fogleidh fchreiben
(Y —I)n simx"_:{&os,nx_——?— cos.(n = 2)x

ntn £);

-—I—-—a- €os. (n — 4)x

e ‘.‘Q‘:_"_)_(_’l:_ cos.(n -; 6)x + .

1.2.3 2
bie eingebilbete Grofe perfchwindet, weil n eine gcrabe
- Babl ift, und man hat ‘ : :

2y = 1)t = 'k ao

o dag obere aezd)m ftatt findet, wenn n eine 3mrerad,
gerade Bahl ift, das Heifit ein BViclfahes von 4 ift, und
« Dag untere Reien, wenn fie nur durd)y 2 theilbav ift.

']
A

_ Man toied fber die groepte Halfte diefer @teid}ung'

bie nemlichen Raifonnemerts madben, ald in den pochers
gehenden Actifel, und weil n eine gange Sahl ift , fo
wird man daraus fchlicken, daf man fih auf die Glies
. der befchranfen fann, toefche nuc pofitive Bogen enthal:
ten, twenn man nur dag” doppeite pon jedem - derfelben
nimmt. Da ngerade ;ﬂ, fo toitd fid Uberdief ein Glied
finden, meId;eé feinen Cofinug hat, und nidt boppelt ges
© nontmen foerden muf; und bwlbm ‘man alles durd a2,
fo toird man haben: ;

3 oy S
| gm- .‘Sm._xﬂ-r- <Lc08«nx - %fgo,s; (n — 2)x
fe o ek Tar
—— ), — b.4
+ TR (n 4) :
> n(n—1) (n—2) s
B 1] — 6 X
"STE. 23 » Qﬁ( kT f\.

mbcm man beoljacﬁtet, -Dag. maﬁ ftille ftebt, wenn man
einen negaqu Dogen , anteift, u'tb hwe. Die Halfre. des
Coeffiz
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@oeﬁuctenten diefed Glicdes nimmt. 2. ,%enn n eine unz
gerade Rahl ift, fo hat man ' e
(v =yt = = (u— vl
foIind) ' : :
sin, X0 = ~— SR Sl (v — u)n,

2V = 1"

. pber durdh die @ntm%d’(ung

o I
NXD 55— — yn-X
e (2\/'—-1)" v+1‘ -
ngn -1 yaednte n(n—-l)(n —2)
1.2 | 1.2.3
Wenu man diefen Werth von x2 mit dem Seite 117 jus
fammenadditt und die nbthigen Reductionen madt, fo

toird: man finden

yo=3 +...7>
B

T r' wy

211:_!_2 u v’ (un-4 — vn—4)
_nn=D) (r—2) T AP
1.2.3 g R )+"'f,

aber durdy Stv. 40, G Sk 1 :

2sin,xn =

sin nx == ——— < (co X \f'—l si.ﬂ.x)ll_

2\('
— (cos.x— Y —I sm.x)“1> = —l—-— (unt—vyn),
siei Bl ;
mas audh n immer fep; maé dag Product uv anbelangt,
fo ift diefes immer dev Ginbeit gleich, man . wicd alfo.
allgemein fHaben
UM e yA-m oz gy = I sin (0 — m)x;

folglich

$ 4 5 sin x#=
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Slu.x = -
+ "-"‘—— Sln (n — 4)x

- _______n(n—ll)“(n— 2) sin,(n" — 6)x . . }
Diefe Formel ift nidt mefhr, ‘wie die ?Botbergebenben,
mit der - eingebilleten Grdfie behaftet, denn da n eine
ungerade 3abl ift, fo ift ‘
: AV —I)8 =t gpy g,
o Dag obere eihen flatt findet, wenn o von der Form
4k + 1, das heift, ein Vielfacdhes von 4, um die Cins
beit vermehet ift; und das untere Beidhen, wenn man
blof n = 2k <4 1 hat.

Audh hier Fann man fih auf die ju pofitiven Bogen
gehorigen Olieder befchranfen, indem man von jedem
‘Derfeiben dag doppelte nimmt,  Denn e8 ift fogleich durdh
die nemlichen Grinde al8 vorhin aufer Smeifel, daf die
gleich tueit von der duferflen abftehende Gfieder, den
nemlichen Goefficienten Haber', und daf das ecine mit ¢is
nem pofitiven, und das andere mit einem negativen Bos'
gen behaftet ift, Sn Wabeheit, da die Anjaht der Glie: -
Der der Formel gevave ift, und -abwedhfelnd pofitiv und
- negativ find, fo roerden die entfprechenden Glieder ents

gegengefege Sefdyen haben; aber aud; der Sinug D28 ne;
gativen Bogeng ift felbft negetiv , wie man fih davon
perfihern fann, wenn man im
FE L B
; s 3
= x ftatt < x feet; biefe Verfhicdenheit des8 Jeichens
findet fich alfo verbeffert, und die Glieder pon denen ble
Rede ift, veveinigen fich in cmem ¢ingigen. e :

1
sin,nx — % sim(n — 2)x
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RNady diefen Betrachtungen tird, wenn man durd
" 2 bdividite, herausfommen;
fit ; :
2n=Isin,x8 == <Lsin.nx—----l;l sin, (n — 2)x

& n(n—r1)

sin.(n—4)x '

n(n—1) (n=
' -.-——1—-—2--8--—-—- sm(n-——-6)x+..j
Qluﬁ Den Deépden Formeln, die wiv fo eben gefunden: has
ben, witd man die in der folgenden iafe( enthaltenen
Werthe feicht ableiten:
sin. X == Sln. X
asin,x*=—cos.ax 41
4sin;x’.=-— sin. 3x+-3sin.x

o gsint= cds.4x4~4cos.2x+3 ) y

16sin,x'==2  sin.§x—5sin 3x-+10sin.x

+328in,x°5= =08, 6x 4 6c0S 4 x~~15C08.2X 4 10

64sin,x"=~—sin,7x4-7sin, §x ~218in,3x4358in.X

“u f. 1o, &

Diefes ift fiir ven Fall, tvo n eine gange Jahl warve, wenn
n eine gebrocdhene 3ahl ware, fo mifite man ju der ers
ften Formel der vorhergehenden N, feine Suﬂud)t nely=
men,  Man wirde x = 9o° — 7z madpen , weldyes geben
wirde cos.x & sinvz, und folalich tware der NAusdrud
pon ecs.xm durcd) die Gofinus der Vielfachen von x, dev
Ausdruck von sin.zn durch die Cofinus der Bielfachen von
90" — z, ober von dem Complement ded Vogens z

. - 44.

Die. Cutwictfung von 1u, telde .29 gefunden
wurde, WILd upg ju jener eines. Kreigbogens feiten, wels
cher in Degichung dey Sinug feiner Bielfachen geordnet

s it
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ift. Qn bér Ppat, tenn man in

mu~u-:_(“'““' ) (“ —u- *) (u o 4)

ne= ¢V I madt, fo toitd man Haben
; lezf—l_ez\/'—-l e-z\f-

elzf—T o S
e - 2 - - 4
32/ =1 —3 ]
) Bk 1
v Fa@df e b o oaey 1] '
B e prisema-nl 5 LT

aber 162V = 2/ —1 folgfich

=Y _ e_ zf--l [ Bl =1 _ g0 -I] ‘.
= e —7 |

3\/' —zf—l
i

._[643.\/' ~ _e—-,4zf;—1
Bmiy e ] s

toenn man die toen ‘Halften diefer Sleichung burcb 2 b;,
: b;birt fo toird man ﬁnbeu : _
Z\r 7 ‘—'Zf i

[ 3
'2f'"'l

: SoaY - z,_e—zz\/’--1>
.. *%( SR A ;

e33\r— I —32\/:—;[

4zf' o —4,2\/'
3 2y —I I +
' Cunb

2% =7
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/ ®
£ 2V 78 gm2ifiml :
- == sinz
; 2y —1
-und wegen 4 2 — 1~ 1
) “ =sin,2z
el S

wird fich daraus ergeben

;z = sin.z — Zsin.oz + 1sin 3 z— %sin.4z 4.
Dicfer merfirdige Ausdrud dev Eutwictlung eines Bos:
gens durdh -bie Sinus feiner Bielfacben ift von Sulet, fo.
- toie alles Vothergehende, STy ,

Wenn man 1 = 90" madt, alddann find sin. 22,
sinigz, und fiberhaupt afle Sinug der- der geraden Biels
fadben Bogen gleidy Null; nue die ungerabden bleiben s
man muf abet in Ruckficht auf diefe beobachten, daf fie
oechfeldroeife pofitiv und negativ find. Wenn affo sin.go®
pofitiv ift , fo ift sin. 3 . 90° negatip , sin.’§ . go® pos
fitiv, sin.7,90" negativ; und fo fort, Diefen Betvad)-
tungen-jufolge wird man finden, -baf der Bogen

bon45°=1—§+§-——-’,~-‘|—,..;
fep, einRefultat, toeldes jenem von N, 38 gleichlautend ift.

. A5

$Wenn man den Nugdruck émcr Grofie dusch eine
,nacb don Potenzen einer anbetn edhe geordneten Reibe
ecba[ten hat, fo fann man die Krage unifehren, indem
man die jwepte al§ eine Funftion der erfien betradytet,
und ihre Entwictlung fuchen. Auf folche Weife fann
man’, nadhdem der Werth deg Cofinug und Sinug vers
mittelft ec. Potengen des Bogens gefunden ift, jenen des
Bogens feldt verlangen. Die Prodleme diefer Battung'
find der Gegenjtaud . der Wiedevfehr der Reihen.
.sd> werde Das %etfabren vot‘Yugen legen, welded uns
MNetyz
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Detwton, - der ed juerft aufldffe, in cinem feiner Briefe
an Olvenburg hinterfaffen Hat, weil miv diefed Ddas eles
gantefte und das natislichfte fcheinet. '

®8 fep x ein Kreisbogen und y fein Sinusd, fo roied
wan Haben (Nr. 35)

3 ] L3
X X b3
Vo X — —_— e e e
y 6 + 120 5040 +.

Spenn man alle Potengen von x, die etfte"ausgenommer’t,
eliminiven fonnte, fo_ wirde man den Werth) von x in
y baben; man wicd auf folgende At feiht bhiesu ges
fangen. :
‘ TMan berechne juerft die 3te Poteng von y enttweder
geradeu, ober durdh DHilfe der Formeln Nv. 20, und
man ird nad) gemadpren Reductionen finden

P B e - e

y =X ‘-"—2' EB b S T )
- wenn man jwifden diefer Sleichung und der vorgegebes
,men x* ‘al8 eine befondere unbefannte @réﬁe eliminict,

- fo wird DHeransfommen:

b4 + 'g—-X""[E I”O] %—'5'3';(', —.00.'
weldhe, indem man veducivt, giebt, '
t 3 3){‘ X’

LEP e iz

Lg% 40 e 56’
Macht man ferner die fanfre Poteny von y,  fo toird
" man fhaben | f
2 1 5x'
s = X5 - . 0
¥ 3 sh
und. bringt man x* aug dem [eBfen é)tefultat roeg, fo

_mw man fmbm

?"" + —-x—[—-—-— b IR
odet
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oder
5%
y+ +-z—=x-‘l—l—;-‘l-...
© Moan bat aber y = x" = ... folglih
5 1
y+ L +3y L TR
112
Hier fmb‘mw nun 3u der Entwictiung von x iny ge,
fangt, und jwar big juv ten Poteni von y, getriebens
uhb et IBeg den wir dahin ju fommen gefolgt Haben,
11‘! em[eucbtenb genug, daf man ihn fo weit man nue
will fortfegen fann, Wenn waen noh ey Slieder mehe
berechnet, fo tird man Haben
Y55 Ay’ by’ by’ sk . =x
Ob man gleich nidt auf der ®telle vag Gefe der
perfchiebenen: Glieder der vorgeherden Reihe einfieht, fo
witd man e8 doch finden, wenn man die Coefficienten
und die numerifhen Diviforen in den Factoven m[egt

fold)ergefta(t wird man Haben

5 b N 8 e B0 Ty g
2
i 3 24.5  2.4.6.7 bt 4.6.89
' 3:5.7.9.y"
2.4.6.8 .10.11 + St

Diefes {ft det Ausdrucd des BVoaens x nach den Potenjen
feines Sinud y entwickelt.

Bicfes Bepfpiel twhcde auf gewiffe Act Hinlanglid
fepn, um den Geift der Methode eimgufehew. Wir wees |
den indeffen bemerfen, daf wenn man '

ye2a o bx o ex® o dx® 4 44
Patte, man ju mehrever Bequemlidhfeit die beftimmt,
®rdfe a in dev andern Halfte verfegen, und a —y =1z
‘maden mifite, weldhes “REE
35 bx o oex® 4 dx® 4.
geben
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geben tourde und das Refultat wirde alddann nad den
Potenzen vort 2 fortgehn: ohne diefe BVorficht wirde jede
Poten von y. neue Glieder Dervorbringen die von x uns
abhangig tdren, und es murde darvaus fir das erfic

Glied der gefudhten @ntmxcf[ung eine unbeguna ¢ Reihe
.,,.4’/1»—/1
QBcnn die vorgegebene Reihe die erfie %oteng voI

x night enthielte,  fo rourde man nur den Werth der am
aenigften  echohten Poteny Haben, und folalich mifte
wan aus dem Refultate eine Wursel des durch den. Eyps
ponentein - diefer - Poteny angeseigten Grades jichen, welz
hes bemuttel& der Jormeln von Nr. zo. [leidht fet)n
- wutbe.

Ginet det merfwicdigfien éBottf}et[e Des %erfaf)tené
welcdhed uns befchaftiget, ift, Daf e gerade ju der Fovm
ver gefuchten Reihe fihret. €3 fep jum Bepipiel *

z &= ax® 4 bx’ +cx AR e

. guerft muf man x* climiniven; dicfermegen muf man z
au ciner foldyen Poteny erheben, daf das erfie Slied mit
x* behaftet fep,  Wir wollen fegen, daf diefe Bedingung
durdh die Gurmicflung von 27 ecfillt fep, fo wird man
. tiothwenbigermweife haben :
g = gmx2m L
; fo(ghcf) muf am == 3 ober m == 3 fepn. Man wird dffo
die Reihe, welde z ausdrindt, su der Potens i erfeben,
weldhed mman feicht bewerkftelligen wird, wenn man ihe
folgmbe Form giebt: ;

z = x°(a 4 bx o cx? +»..],'
und man wied finden

i53 3

z”::ax’—i—’a"x 4 ... :
SMan bringe x* aus diefer Gleidung weg, fo merben e

x% %% und Hohern Potengen biciben, Wenn ‘man z jum
g ’ Nuaz



GinlTeittunag 127

Ouabdrat erhebt, wicd man ein Refultat erhalten, toels
thes 5ut' Gliminivung ven x* dient. Diefe Dperas
tion fann nun ofne Schwierigheit fortgefelt werden, felbft
wenn e8 aucd) nodh nothig ware, den Werth von z zu
gebrochenen Potengen ju-erfheben. :

Die ourd) z vorgefiellte Srdfie, - Fonnte fc(bff eine
Reihe nad) den Potengen von y geordnet fewn, of)né daB.
padue) dag Berfahren ‘eine Yenderung eclitte; e8 tourde
biof nothig feyn, die Cntwictlungen der verfdhicden fi}o:
tengen’ von z, in Vejug auf y ju - otdnen; indem man
von der etftenn diefer Grdfien Jur swepten juriicfgeht.

Wenn man endlich gwey Redyen wie folget Hatte

(z = ax =} bx® 4 cx® 4, .,

It = a’zs+ b’x’+c"},’+ o
fo fonnte man ducch die nemitdhe Methode die Entiwics
‘ fung vom z in ¢ und umgefehrt finden,

Um jum Bepfpiel z gu haben, wird man den Werth
pon x und t in der jweyten Reihe nehmen, und fo in
ber evften fubftituiven, Das Refultat biefer Operation
tird nur das Quadrat und die Hidhern Potestzen von x
enthalten, ‘Man witd hernady die pwepte Reihe jum
Ouadrat evheben, und darous einen Werth von x* in 7,
%, x* . {. 1. giehen, weldsed ein Mittel geben tird x*
. aus dem vorhergehenden Refultate wegsubringen;. wenn
man auf folche vt weiter fortfabet, fo wicd man nach
und nach verfebiedene Potenen von x wegbringen,  Dag
Berfahren, elthes ich fo eben angeeigt habe, Fommt
mit dem gewdhulich fie die Eliminivung berein, jedody
mit dem Unterfchiede, daf anftatt mit S’Begbungung je?
ner Glieder angufangen die den Hochfien Sgponenten Has

ben, manguerft auf jene operwt, o der Erponent am
* fleinften ift 3

\=

%m
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J;ﬁer folgt nun eine allgemeine Formel, meldhe alle

Falle enthalt, in weydher die Potengen von x in arithmes

tifder Progreflion wadfen. €8 fey
. y =3 k o ax 4 bx® o4 ex* o dx* - €&’ 4 ., .
IBenn man k' perfest. und jur YdFarjung y — k= z
madht, fo wird man Haben
z == ax 4 bx® 4 cx? 4 dx” 4 ex® 4 ... (1) .
Wenn man die Werthe von 2%, 27, 3* .. berecdhnet, fo
wird man nacdh und nad x% x*, x* . . . eliminiven Fon*

“nen, wie e foldes in den vorhergehenden Benfpielen

gemtacht f)aben und man wicd finden
1 oy f2D°—a¢ sbh* — sabc +a’dy
}s—-—";l """—Z +( ) ( ) 4

% (14’0 ——2mb (,+[:;) bd=-12%c*-- a_e) 2 e n

Man fann aud 3 dem nemlidhen Refultate  durd
di¢e Methoden der unbeftimmten Coefficienten gelangen, inz
dem man annimmt

x = Az 4 Bz® 4 Cz* + Dz*  Ez* 4+ ...
und die Weethe von x°, x5 x% x° . .. formive, um fie
in der Gleichung (1) ju fudftituiven, Nachdem dicfe Opes
;atioﬁcn ausgefihret find, mird man den evften Pheil
in' den . joepten verfefen und alle ju eingrlen Poteny von
z gehdrigen ©lieder gleich. Nuil madgen, toeldyed die nd?
thigen Gleichungen geben witd, und die Coefficenten
A B s 30 befzimmm. MWir werden nidt in. dag
Detail blefer Recdynungen eingehen , von denen man fcbon

\

“eine’ hinveidhende Anjap! Benfpicle gefehen hat,

46C.
Wit werben’ dicfe Ginleitung mit -einem’ Yusdrude

beé Keeisbogens be[d)ltcﬁen, der pon der Form Desjenigen
bte
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die toir big jest DePannt gemacht Haben, o¥fhieden ift,
und momit Guler, audh die Analfid bereichert Hat.
Weil man
sin, (x 4 Z) == Sif. X.C0S.Z = COS. X.CO0S.%,
bat, fo mxrb man, indem man z == x madt, finden
sm 2X == QSﬂlx €0S. X
cham man 3x fae x fubftituict, fo twd Herousfommen:.
sifl, X == 2 sih. 21X, €08, 3x.
Snbdemt man von neuem die nemliche Subftitution madt,
fo mnb man erhalten . ‘
sin; 3% == 2sm.,rx €48, 1%,
wenn man diefen Werth von sin.jx in jehen von sm.:
fest, fo wird fich davaus. ergeben :
sin.% == 4sin, Zx, cos. % cos. %,
Man wird, wenn man ferner o operict, haben
sin, X == 2 SiNi §X . €OS. §X

_fo(g(id)

sini ¥ == § sin, $x . cos.2x . eos, ix . cos. Ix

Durd Hilfe der Bleichung
sin, 3% == 2 sin, %% . €68, FX;
fann man 3x I)etauéfd)aﬁen, ¢8 wird alfo hetausfominen
sin, x == 16si0.:5X% . €08, 3% i COS. 5X s €OS, 3% « CO5:s 7o Xy
Man fieht, dag, wenn man auf dhnlide Weife forts
faphrt, man jedesmal cinen neuen Cofinus emfut)un und
daf man fibechaupt haben wird ,

Y . o AT X 0 §
sm.x:nnsm.;- X.COS\ 2K, 608 E%,008.T%,, 008, 25X oo\ cos. %o

’

9ber je gedfer n ift, defro Fleiner rird det %ogenx—- x "

fepny und folglich wird fein Sinug um fo weniges von
ibm und fein Cofinus von dem Radius oder der Finfeit

“untecfchieden fepn.  Die Srenge des vorfehenden Yuss

L Theik, : 5 o pruces
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druckes wird alfo fepn

Si. X == X'€0S.ZX COS.ZX COS:ZX ¢ ¢

und hieraus wird man giehen
sin. x

X =

COS. 52X COS. %X COS. 35X o o o

aber man: toeif, daf
—— == sec.z) alfo x == sin.x sec.IX sec.ix sec.EX's.«

C0s.z
Diefes Peoduct nahert fich immey einen endlidhen IWerth,
denn fo wie der Bogen geringer twird, nahert fich die
Sefante dem Radius oder ober der Cinheit, die Facto-
ten gebnt alfo immer abnehmend fout.

- enn man die Logatithmen nimmt, fo twoicde man
diefes SRefultat ju der Fovm einer getwdhnlichen Reife
bringen, denn man tolrde finden

Ix' = lsin,x 4= lsec.fx 4 Isec.ix -~ Isec Zx , . .

Sn dem Capitel diefes Werfs, wo von Entwicklung
der Gunctionen in Reihen - gehandelt witd, werden wir
die vorftehenden Unterfuchungen dureh einfachere und
frudytbavere Methoden erganzen. — §n Viefer Einleitung
mar unfer el blof Ven Lefer mit den Betrachtungen
der Reihen beFannt ju madhen, und ihn dadurdh ju dem
folgenden Kapitel vorgubereiten, wo die Theotic des Difs
ferentialcalculs aus der Cnttvicflung’ der Functionen in
Reihen Dhergeleitet wird, ein Weg der jugleich der ein:
leudbtendfte und divectefte ift, und mwelden der Birrger
fagrange awin erfrenmafl in den Ubhandlungen der Afa:
bemie ju Beelin 1772 befannt gemadht hat, ;

Abhand:



Abbandlung

bes Differentiokund Sntegralcaleuls.

Grfter. Theil

Born dvem Differentialcaleuls

Evftes Rapitel

Analptifde Darfteliung der ‘Principien bed
Differentialealeils

@s toficde feht fdhtver feyn, die Natue des Differens
tialcalculs jenen Deutlih ju evflaven, die die erften
Begriffe davon nicht Haben, RNicht daf man diefen Cals
cul nicht fivenge definiven fonnte; fondern toeil man e8
" nicht berverfftelligen Tann, ohne foldhe Fdeen ju entlehs
nen die fich in deri genieinen feben nicht finden, audh in
den Theilen der Wkatbemaqf nicht vorfommen, toeldye
ver Gegenftand der vorhergeheniden Seudien find, Glad:
licherroeife perbindet uns md?té, eine Abhandlung mit

s 2 » ﬁ)efu
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Definitionen  anjufangen, weldbe, toie Pafeal feat, nue
darin beftehen, denen Saden, die man in vollfommen
Befannten Yusdricen angejeigt hat, ¢inen RNahmen bey:
gulegen. Wiv werden alfo fogleich die vorldufigen Be:
griffe darftellen, welde dem Differentialcalcul dag Dafein
geben , und dadurd) werden tir feirie BVerbindung wie
der Cntidflung der Functionen jeigen, mit denen wip
uné in der Einleitung befchaftiget haben.,

I.
Bon e Berdnderungrn, welde eine Function von x erleidet,
wenn x, x+K giebt, ‘

Die Algebra im eigenthihen Sinne hat die Grdfe
in {ih felbft betvachtet sum Gegenftande, die auf einen
figen und beftimmten Suftand der Grpfe gedracht ift; die
Begiehnngen, welde gewiffen gegeberen Bedingungen unz
tervoorfene Grofen unter fich haben muffen, find der Ges
genftand der Fragen, die man darin abhandelt. ;

S dem Sheile der Analpfis der uns nun befehaftiz
gen wird, fest man im Gegentheile voraus, daf |die
©rdfie durc) verfchiedene Juftande der Grofe geht, und

man betrachtet die Weranderungen die dadurd) in ihren

© Gunctionen entftehm.

Sn fo weit dieGrofen alg ifhren Buftanb veranbernb,
oder verandern fonnend betradytet twerden, nennt man
fie, verandecliche, und man giebt den RNahmén BVeftandige
jenen, toefche in dev Folge der Rechnung immer den nems
lichen TWerth beibehalten. Hierdurch fieht man, dag die
Natur der vorgefepten Frage beftimmt, twelhe Grdfen
al$ beranderlihe und weldye als beftandige angefehen
werden mafen,

, Wenn
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Benn eine vevdnderliche Brofe x einen durdh k pars

aeftelifen Suwadys erhalt, muf man um 3w finden, twas

hernach die Functionen diefer Grofe werden, x + k
ftatt x n if)vem %lusbrud’e fdyreiben; wenn man 3. B,
X%y %0, und —— ,+ - nimmt , witd HerausPommen
(x+k) = x* + 2x % + k*
(x -+ k)’:‘ xViskantk shigxk? K
di(e =) ax -+ ak
a® (x4 kY’ =a+ x* = oxk+k?
Su dem -Falfe wo x eine Perminderung fratt cines
Bumwadfes etlitten haben wiede, mifte man fatt x, oo
fen x — k, oder k dag Jeidhen — geben,

2.

Die ;fe:ige interfuchung toird , twie man fieht Feiner
Schwievigfeit ausgefent fepn , wenn es um eine Function
3u tbun xft deren Jufammenfetung befannt ift, dad heifit
einer zgphute Function; e8 fcbeint felbft auf den erften
Unblick, dof fie ju Feinen fehy inteveffanten Refultaten
flihren muffe; wenn man indefen den Ausdruc des
neuen Werthes der vorgefepten Function in ciner nach den
Potengen von k geordneten Reihe entwidelt, fo witd fie
fih in einer Form Darftellen, die eine befondere Auf-
merffamPeit verdienet. Man Fonnte diefe Form auf alls
gemeinen Betvacdhtungen grinoen, abex in einem IWerke,
vont ber RNatur ded unfrigen fcheint '8 guteaglicher fie
von dev Unterfuchung befonderer Falfe abpuleiten; defiroes
gen werden tir, toie fo eben gefagt rourde, die verfdies
denen Gattungen pon Functionen nad und nady abhans
beln, mit denen wir ung in der Ginleitung befd)aftzget
haben.

% 2 1. Wentn
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L. Wenn man in der Funftion xn, (x + k) ftatt x
fegt, wird herausfommen

‘ (X+B“=X“+nxﬂ" M k®

(n—1)
2

wiieg) a2
2
Man muf bemetrfen, baf diefe Cutwiclung jum er:
ften Gliede die vorgefegte Function x» Hat, und daf fie
eine Reihe von Functionen bervorbringt
nzj‘n—-]? G p(’n —'i) (q v 2) Y
3 zi g
meldhe die perfchiedenen Potenen von k multipliciven,
Diefe Fuactionen miflen als von der erften abgefeitet, bes
tradhtet toerden, Odurd) dig Umformung unter die man
felbe gebracht Hat, und ihre Betradhtung ift von dem
SBerthe pon k gang unabhangig.
~ Gede rationale und genge Function von x, welde nur
pon bzefer Jorm
Axa+Bxb+CxC+...
fet)n fann, fihret ju ecinem abnfidhen Refultate, denn
wenn x + k fie x feget, {o finbet man
Ax T kRt BxtHbt CE Tkt ...
und durdy die Entwictlung

%

sy 1
X3k L.,

nxn-x :

ala— )

Axd 1 +an%‘1] + 2 Axava
=Bxb H4-bBxb-1 = ]) . Bxb=2 T k* o e
-}-Cxc J[-I-CCXC‘%I +c(c I) Cx°'3 Jl \

S e T . . q .

SDer in bxefem Nusdrucke unabf)angtge ﬁbed pon k-
ift mnebec die vorgegebene Sunction ; wenyman ihn durd

u vmﬁeﬂt, und die ({qeﬁtcuenten der aufeinander folgens
y den
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den Potengen von k durd p, q, r+ .. begeihnet, witd
Herausfommen
u+pk+qk’+rk'+..
Man toird dad Refultat '
K + Bxb + Cxe + . L 0)
welches die Potengides 3 Polynoms ygtebt, twenn fich x in
-+ k verindert, leicht ju Ddiefer Fovm guvicfibhren; Jn
per That, da biefes Polynem duvdh u vitftelt ift, fo
wird 8 felbft nach dem BVorhergehenden
n +pk + gk® + ik
man fHat folglich
(u+pk+qk’+rk’+...)"
nach den Potenzen pon k zu entwicfeln; was aber n im:
mer fey, fo terden dic Formeln von JRr. 2o 30 einem
Yusdruct fiihren von folgender Form
- p? o+ Pk +Qk* + Rk* .,
wo P, Q, R ... Functionen von x unabfhangig bon k
find.
Die gebrodhene %unction
DA ok BXP AR CixE L L
Ax®  Bxb 4+ Gx¢ + ...
fann auf folgende Art gefchrieben roerden
(A/xd +Bixd +C/x¢' +.,.) (Axa =+ Bxb 4 Cxe+,.0-1
Wenn man aber x + k for x feget, wird der jvepte
Factor

S U o e ] SR S PR
und feine Entwictlung nimmt die Form
u-I + Pk 4 Qk* 4+ RE® + .

as den etrften anbelangt, wird man ihn in femem neuen
Ruftande durdy ¥ )

R s el + gk o e R <
verficlien, o wf, p/, g, . . . analoge Functionen
S 4 pon

\
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gon denen find, welde durdy die Budfaben p, q, r ..,
begeichnet find; die vorgegebene’ Function witd alfo
(' tpktgkF ok . ) (2P + Qk* Rk +...)
Wenn man die angezeigte Multiplication madt, fo twird
man finden '
wu=¥ < u P k +uf Q'\' T
Fu-Fp'd ebopl R
+ouigj
7

aber w/u=* ift dag nemliche mie% oder die vovgegebene

Sunction, folglich tied dag Refultat dasd man fo eben’
erhalten bat gur vorigen Form suciicgebradht,

2. Die epponential, die logarithmifchen und die Kucids
_Ifunctioneu fithren auch ju abhniichen /@ntmid’[_ungen; wen,
man dort x in x -+ k perwandelt,

ax! mit‘b in biefﬂ-ﬂ‘ Saﬂe axtk [~ 4 X ak’ nun “QQ'
ber Formel Ne, 22 (€inl)
1'a l‘a) (l’a)’
k... 5y s R
a1+k12k+123k+°
man I)at alfe ;
I f
a"“‘ a¥-a¥ (Va)k+ : (:> s & :-% K" 400
¥(x) verdndect fih in
Ix + k) =V 4+ 1 + —i—j

und ufolge von MNr.26. (Einl.)
k* k*
2x? + 3%

' k K
¥+ ';)F'; -
folgtich
I / I I Y I 3
Vx + k) = I'x + ?k-—;;;k +-§ K .,
Ses‘t
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Sept man x + k fir x in sin.x, fo findet man durd
bie befannten Formeln :
sin, (x + k) == sin.x cos.k + cof.x sin.k,

" k I k! + k4_

COS Ke=] == wmrr —e 9 #
I.,2

aber J A

2 ks
N kzmk = ——n e ey -
| |_S1 1.2,3 h 1.2.3.4.5
bievaus folgt, dof ‘

cOS.X Slﬂ X COS8.X
Sin (X 4 k) ==SinX o ——r Kk = e k* -k’ 4,
¥ I 142 1.2,3 + 5

 Endlidh) cos. (x *+ k) wird

€08, X €os, =~ sin.x sin. k,
unb indem man fitr cos.k und sink ihre Werthe in einer
Reihe ausgedracdt fept, fo erhalt man
sin. X €OS.X coS X

co0s. (x T k) = €085.X — = K == s P k7 +.
1 1.2 123

Wegen der Analogie Fonnen wiv aus den vorhergehenden
fchliefen, Dof, wenn u {vgend eine Function von x vors
ftellt, und wenn man in diefer Function x + k ftatt x
febreibt, ihre Cntwicklung diefe Form
u+Pk+QL’+Rk‘+...

annehmen muf.  Wie werden in der Folge feben, dag
diefer Sag in der That gany allgemein ift.  IWas den
abfofuten $evth der BVevanderung anbetrift, tvelden die
urfpriingliche Function u vermdge des Jumwadfes der peys
anderlichen Grdfe x erhalt, von welder fie abhangt, fo
wollen wiv dicje bey Seite fegen, und uné blof mit den
Junctionen P, Q, R.., befbaftigen, tweldbe fie erjeugs,
wenn. man jie in ihren neuen Juftand entwictelt,

, 33 3
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Wie twerden und juerit bemiben, die Bejichungen
au befrimmen , weldbe die Junctionen P, Q, R .. . mit
pen porgegebenen haben, und um hievsu auf eine leichte
Aet ju gelangen, fo rooffen toiv damit anfangen, einen
befondern Fall ju betvadhten, nemlich den Der Function x»,
welde, wenn fih x in x -4 k perandert

> nxo~% n(n—1)xr-2
(x4-k)n=x8 4~ g Ko
W ! 1.2
B n(n—1) (n—z)x?"3 i

3  SERT T T A §
giebt, \ . '

Wenn man mit YufmerFlamPeit die Soefficienten der
perfchicdenen Potengen pon k unterfucht, und von ihren
. RNenneen abftrahict, fo witd man bald bemerfen, daf o8
leicht ift, diefelbe alfe qus x» durdy eine Folge ahnlicher
Operationen abjuleiten.’ Jn der That, da der Cocfficient
poit k in der Entwicflung pon (x 4 k)P, nxn~T ift, fo
wted der nemliche Coefficient in Der Entwicklung von

LS L ot n(n~p)xe-2
n(n—1) (x4k)p=2 & n(n—1)(n—2)xn-3
n(n—1) (n=2) (3+k)*-3 ) (n(n=1)(n—=2j(n-3)x"-4.

*
L]

S e -
@3 folat Hievaus, daf man jede der Functionen
. ¥, n¥t=I, n(n—I)x?72, n n—1)(n—2)x0=3, .,

(die erfte ausgenommen, weldes die vorgegebene Function
ifty findet, twenn mgn in der, welde ihr vorhergeht,
x o k ftatt x fubftituict,  und davon Ddenjenigen Eoeffi-
cienten nimmt, toeldey in dev Cntwicklung dic aus dies

fer
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fer- Gubftitution entfiehen twitd, Ddie erfie Poteny von k
multiplicict.
. 98enn die Function
"CAxd 4 Bxb o O 4,
Alx ' )% + Bx + k)P 4 Clx +K)e +. .
twird, fo fann man bey der Enttoicklung der verfdhiedenen
Glicder auig welchen fie befteht, die Bemerfung anmens
den, weldhe o _eben fiber die Entwicklung von (x + ko
gemacht wurbe, und ¢ wird fidh babev jede diefer guna
tionen
Ax2 a Axa-T ] a(a=1)Axt~2 9
+ BxP &, ~+bBxb-1 ‘?, =+ b(b—1)Bxb-2 >,
.+ Cx¢ Jl FcCxe~IJ  Ac(¢—1)Cxe-2 J
* i ) . * .
- ® ] %
* ' ' 54
aa—1) (a—z)Axﬂ-S'll ;
+ bb—1) (b—2)Bxh-3 |>. ¥
o c(c—1) (¢—2)Cxc=3 )

1

aus den betbemebenben abte;ten Iaﬂ'en, toenn man_ darin
xinx + k be"anbert ‘und qus der @ntmtd(ung Des Res
fultaté den Locﬁxclenten der erften Poteny von k nimme;
wenn man aber diefe Goefficienten vefpective durch 1
1.2y 1.2,3, W f.w. Dividict, und mit Diefer ',Dtmfwu
. Deym swepten Coefficienten anfangt, fo ethalt man die
" Goefficienten der Potensen von k in

A(x =+ K)f 4 B(x + Kb ofp C(x 4 K)e + . ..
diefe Goefficienten werden alfo noch in dem jepigen Falle
auf Ddiefelbe At auseinander entfiefen, alé fn . Dem voriz
gen Falle,

€8
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@3 ift leidht cinjufehen, Daf das nemliche, bep alfen,
Sunctionen, weldhe twir in der Einleitung betradbtet haben,
ftatt Haben mufy, weil jede von ihnen unter der Form

; Ax8 4 Bxh +4 Cx¢ 4+ . .. '
gebracht roerden fann, wenn man fie in einer RNeibhe ents
wicelt. Weil aber hieraud neue Neiben fie die Coeffis
cienten der Potenjen von k entftehen, fefbft denn nod,
wenn fie duvch cine begrenjte Anzahl von Gfiedern aquds
gedracht werden fonnen; fo terden wir und nicht meiter
bep [diefem Beweife aufhalten; und dberhaupt, da ed
jet leicht fepn wicd, ben borhergehenden Betradhtungen
in ihrer grofern Algemeinfeit su folgen, fo twollen wir
bie Unterfuchung ber Defondern Falle nicht teiter teeiben,

4
Um eine Function vorzuftellen, ohne auf irgend eine :
Art anguje’gen wie fie jufammengefest fepu Fann, fo
toerde ich mich des Seichend £ bediewen; und man muf
unter ben Hugdbruk £(x), frgend eine Function von x pers
ftehen , indem man unter diefer Penennung alfes das bes |
greift, weldes die Definition ded Wortd Function
(Cinfeit, RNe, 1) mit fidy bringt: man muf fich daher wohl
in Acht nehmen diefen Budpftaben £ far cinen Eoefficiens
ten von x ju halten. [ mwerde die Gubftitution von
x 4 k ftatt x in f(x), wie folgt andeuten, indem i
fdreibe F(x -+ k), und dies will fagen, daf das Refuls
tat eben fo aus x + k jufemmengefest ift, wie e8 die
Uefpriangliche ausd x ift.  Wir wollen jesit annehmen, daf
fox + k) in Degichung auf die Potensen von k ent:
wiceft, :
fGx+ 0 =X, + Xk XK+ XK =X+,
gicht, o X, X, X..ou Functionen pon = begeichnen die
g unab:
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unabhangig ven k find; macht man k = o, fo reducirt
fih diefe Gleichung auf ;ﬁx) = X,; toelches jeigt, Dafd
man Daruntet verfiehen muf, dafp das erfie Glied bder
€ntwidlung immer e vorgegebene Function felbft ifty
und daf man gang aﬁgcmein

Sk =) 4 Xk + XK 4 XK' o Xk o,
Hat, '

@8 ift feicht 3u fehen, Daf man nicht annehmen darf,
die Cntwidlung von f(x + k) ¢nthalte negative Potens

: : : : B
gen von k3 dehn wenn fie Glieder von der Form L—: ente

hielte, fo itd fie unendlid tberden, twenn man k = o
fepte, und fie wirde folglich in diefen Fall mit der urs
foviinalichen Function nicht Gbdeveinfrimmen, welhes doch
bie atur der Subftitution {eibft aus welder fie entfians
den ift evfordert. e :

5. ,
©ies fefhgefent, fo will ich beroeifen, daf die Funes
tionen X,, X., Xs3++ . fich von einandtr und
von der urfpringlidhen Function durd ein
gleichformiges Verfahren Herleiten laffen, fo
dafi, wenn nman X,au8 £(x) ju beftimmen wafte,
man dutd eine Reibe ahulidher Operationen,
Xes X, X454 44 finden fonnte. : _
3u diefem Cnditwed werde i) annehmen, bdag in
F(x 4 k) die verdnderlithe Gudfie x efnen neuen SJuwads
erhalte, welhen ich durch k' vorfiellen will, und folgtich
x 4 K fratt x in £x 4 k) und in fefnet Sn*wicfiung
fhreiben. . Um aber diefe Subfiitution in den Funciionen
S(x), Xis Xas X500 s '
% madien, fo bemerfe ich juerft Daf ous £ (x)

Sk
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[+ K) = f(x) + LK+ Xk o Gk
wird, weil dies die nemhd;e Kunction ald f(x 4 k) ufr,
und man blof k ad k/ verandbétt bat: tas die Coeffiz
cienten X,, X., X,, . . alg8 Gunctionen von’ X anbes
trift, fo miflen fie, enn man darin x -+ k’ ftatt x. fubs
flituirt, eine Form annehmen, weldhe der fur £(x + k)
angenommen analogifd iff, man wird alfo ftatt

X, oie Reihen X, X KX k...

X3 X Xk Xk | »
X |> X X ki X k2 ;>
X7 X4+X,'k'+ i L
fdreiben Edunen, in welden '
‘  H T o
X, X L%
S, J’
neue Functionen von x borfrelren, di¢ eben fo von
X,
dx - |
Lig '

abge (eitet find, alg Dief¢ legtern ef ausd der borgegebe-
nen Function f(x) find. @et man an die Stelle.von
‘ f(X), X:) Xza X?

' die ¢ben gebildeten Yusdeiicfe, und ordnet das Refultat

fo, da alle mit einerlen Poien; von k' behafteten Glies
der in einer peetical Columne 5u ftehen Fommen, fo ev;

halt man
o1 + x5 1 +X,
£xk | x| orae

o Xk* P b XK S XK B
+x6 | +xae | x|
Lo S B T I L R

_ e = B .

|

" s +

. : : R1IG
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Xnbem man - aber in £(x + k), x + & fratt % fdhreibt
fo entfteht darald F(x+ k + k): da man nur. von
* diefer Function eine andeve Gatwidlung finden Ffann

alg die votige, wenn tan bemerft, daf man audh an:
nehmen fann, k Hebe durch. die Grdfe k’ einen Juwadys
erhalten, und daf man dadurd f(x + k + k) erhalt.
Ulm biefe Beranderung in Recdhnung u bringen, fo braudyt
man nut k + k' an die Stelle von k in der Reife

f(X)+Xk+Xk’+Xk’+...

3u fesen, toelche algdenn

FOFX, (ktk )X o (ktk ) X (kK ’+ Xa(k+k)* -,
icd.

Gntvicfelt man die angeseigte Potenjen des Bino:

miums (k = kO, und ordret fie wie oben, fo toird man

findet
ool S SERIE R i &
+ X,k |?+2X-2k | + 53Xk ’
+3kr p Xkt bk exgke Lk 0,
?n
+ Xk l +4X,k* l +10X,k* f
s &R B TS VRN R T U

. 4 .

LBergleicht man dies Refultat mit dem povigen, fo mwb
man finben, daf die erfie Columne ded cinen mit dex evs
ften Golumne des andern identifch ift; geht man endlith
gur gwepten Columne, fo fann man daraus ableiten



144 . - Erftes Séapiter.
X‘ E—} X‘ 5 | 2 r Xx

= X,
. : ¥
Al =2X, D &.
- &
X.¢
== 3X3 X, 2= —
rwotausfolgts X3 :
X’I = 4X4 : X4. == --41-
: X'n-t
X%h-x = nX ! O T
n-x n J L n ~

>
-

. ic werden nidt fibet Ddiefer jtvepten Columne Hin:
" aus geben, weil diefe Gleihungen hinreichen um X,, X.o
Xis o o oopu Deftimmen, tie man fogleidh fehen mwird,
Fach der Uebeteinfunft ift demnach X, der Coefficient
cpen kin der Entwicflung von flx4-k); X/ iff von X, eben
fo abgeleitet, afg X, von f(x): ;
Stelft man alfo X, durd) f(x) vor, o toird X,’ der
Coefficient von k in f(x 4+ k) fepn. RNennt man diefen
~ leten Goefficienten £/(x) fo echalt man X,/= £%(x); und
indem man in der Gleidhung ' &

3 ] : 3 2
fubftituict, fo. wird man .

vi

X, —f;-(i(—) finben.

2

X,/ ift von X; abgeleitet, wie e8 X, von f(x) ift: folgs
(£

lich wird X./ der @oeffment voft k in Fdalt + Ko fipn.

RNennt
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Jtennt man £+/(x) den Coefficienten vonk in f#(x+k),
fo t)gt -man

(g
Diefer Werth in
X!
' X, — —3-
fubftituivt, giebt
'
(R L)
i e 2, :
X, ift von X, eben fo abgeleitet al8 X, von f(x) folgs
lid wwb X,’ ber Coefficient pon k in 3
Fx + 0
2.3
fepn.

Mennt man Fv(x) den (‘.oeﬁtclenten von k in f“(x+k),
fo wird man baben

f"'(X)
3 S E——
2.3’
’ wicd
*) Sy laubte nidht ben Beweis verldngern ju diicfen, un i
beweifen, bdaf dev €oefficient vou k in der Entwicklung
f:l(x + k) ftll(x)
3 2
fey. TBenw man aber in diefer Hinficht eintgen Srweifel bmu
wollte, fo wird man leicht feben , dag wenn f(x)
[(xtk) = £(x) + 10k 4 oo .

wﬂ'b, fich aucbf( )

R f(x) +f’(x) b
m m m

werdnderw wisd,  €ben fo verbalt o6 fish auch mit
1) 1) 0 v
1 Theil, f
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(wird Diefer Werth in

Man fonnte dies éBerfaI)rgn unbegtenot fortfegen; toenn
man abee die fdhon gefundenen Refultate jufammeniteft,
um ihe @efetz au entbedfen, fo werbcn mir fef)en , daf

fi(x + kg | 'f//(x)

A S e ffll(k) >
fﬂl(x = ) |> buub < Fiv(x)
<"~r)'x s . lL'fc’)Cx)"

+ .

be;eu{met fi nb man betmége Der @thf)efe haben toird
¥ iy f'(x)

. '. 4 13> 1
toraus man jieht ‘
; e s =f1(x_2

3 I

‘und

denn
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+
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gies

s

*

F1(x) 1

e
=

L
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Faie
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Lo =1
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@ubftituict man nun fratt X, X., X5 u. f. . ihre
erthe in der Cntwicklung von

fox 4 1) = £y + L2 L

\

SV
1.2.3:4

R 2

X) £ 34 ’f"/(x) é
2 k+ly2’03k

. 0

Dies
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Dies ift vet algemeine Husdrud der Entrvicflung von
bem PWerthe, den eine belicbige Function von x annimmt,
tenn die ®rdfe x einen Juwadhd k erhalten Hat; und
man fieht, daf man, um diefe Entwidflnng von verfchics
dencir befondern Fallen, weldhe fich darbieten Fonnen ans’
guwender, blof die Fuactionen FU(x), F4(x), Frx) ooy

. pon Bec porgegebenen abjuleiten wifien muf,

6.

. $Bir wolfen jum 'Bepfpiel annehmen, man Hatte
J(x) = x», o erhalt man nach Nr. 3
[ fi(x) = mx8-T%
_!f“(_x) = n(n—1)xn-2
| fXx) = n(n—1) (n—2)x2-3
L (=) = n(n—1) (n—2) (n—3)xu-4
wenn man diefe Werthe in dem Husdeud ven F(x 4+ k)

fubftituict, fo wird may Haben: ‘
nxu- X K n(r—1)xn-2

(x+k)=xﬂ+ + ey K2
n(n—1i) (n—2)xe-3 ;
1 2 ﬂ 3 k +¢'a

Die Fornel oon Newton ift alfo nodh auf eine von der
Natur ded Erponentenn, unabhangige et bewiefen ; denn
wiv Haben in den vorhergehenden Unierfuchungen, blof
bie bepben erfien Slieder diefer Fovmel gebraudt, weldhe -
"man wie wie in dee @inleitung (Nr.16) gefehen Haben,
@ prieci finden fann,

: , 7. :
‘ Run ift e8 moglich darguthun, daf die Fndentitr
der bepven Entwidlungen von F(x + k + k) die N5

gebilbet find, wvolftandig ift, obgleich diefe Indentitat
i nue
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nue bey den Glicdern, welde mit der erfren Poteny von
k' behaftet find Deévichtigt ift. Demnady, wenn man
x + k¢ ftatt x in f(x 4 k) umd in_feiner Entwidiung
' {egt,‘ fo echalt man

A Y é /] K’
pepipky o= flap) +EEED o (G4, Kog,

Eo 2
\ ot +fM') LI S
\ Lsoo 2w
und dann feener
Ve
f("l“k) '—f(X) +f ) f (x) k’® _i_ oA
f( )(*z) ki +.~“(=k)

Toos
Iber die €ntmid’[nng pon Fo)(x < k) rebumt fich anf
die von fi(x <+ k), wenn maen f’(x) FUx)s X)) o o
dburd die Junctionen '
JS@rI(x), f@t2)ix), f(““)(x) ¥ e
erfegt, welde von F(x) eben fo abftammen als bie
etften von /(x), mau wwb aifo haben
)(x) f ™2 x)

O x4k e ) (x )—L e L S
f(“-}'m)(x) klm .!_ LT
¥ oMt -

Da nun k» durd Enver
} f(“>(x+k’)
Le2ooe $
.ST gl multiz

%) MRan mup nicht ‘vergeffen , daf die Exponenten des Budhs
flaben £ die ngabl bey Accente begeidhues, meldhe diefer -
Dudfabe baben mifte, um fie vaber von dew Erpencnten
“ber Potengen gu unterfcheides, fo Hat man fie in eciner mas
Tenthefe etnsefd)loﬁ'm.
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maftiplicict ift, fo folgt daraus, dafi das Product ko k/m
sum Coefficienten in der feten Entwiclung,
fEim x)
) SRS e Sy B R

pat.
Aber die Subftitution von k + k’ an die Stelle von k
giebt

Fotkk)=f 0+ 79

LD ey +52 opur

fll/( )

il 3(k+k’) g S

und das Product kn k/m, melcbeé ju der Entwiclung von
(k 4 x)rt™ gehbrt, wied jum Coefficienten in Ddiefer
Cntwoicflung,
: (n4m) (n4nmi—71) . . . (041)
' B e R S T
haben, ferner witd e durdh
: fErm(x)
T.2... (0l
‘multipliciet fez)n, ein Goefficient, weldher ju (k + k’)“’r"’
gehdrt; man wird alfo finden
(n+4-m) (n+m—l) .(n+41) J@Em (%)
X 3
S Y S G I.2.,.(0 4 m)
odet twenn man teducict ;
: Fogmy(x)
1,20, X T a5 m
das heift, das nemliche wie vorhin.
Wi Fonnen alfo aus dem Worhergehenden fchliefen,
baf man f(x+ k) immer ouf einek Reihe von der Form
: X, + Xk 4 XK + ...
;ebuclren fann, wenn men nue den Coefficienten von Dder
erften Poteny vort k ju finben - teif, welde %unctton 8
auch fey.

8
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8. »
Diefe Avt die Cocfficienten den Potengen von k
u finden, indem man fie fuccefiive von einander ableitet,
ift an fih felbfe einfacher-alé fie e8 bepm  erften Anblick
fcheint; denw wenn fie auf der einen Seite exfordert, da§
man eine Menge verfchiedener Junctionen ju entwideln
wiffe, fo fdhrantt fie auf der andern Seite, diefe Operas
tion toieder davauf ein, nur' das jwepte Glied von jeder
unter ifnen ju finden; fie fitbrt dberdem ju einen Calcul,
welche jur Aufidfung foldher Anfaaben dient, die die RKraft
der gerodhnlichen Algebra nberfieigen, - OO wir gleich jest
bie Matur diefer ufgaben nidht angeben Fonnen, fo ift
e8 ‘Doch lfeicht gu feben, Ddaf der Calenl von dem toit
fprechen, gefchictt fepn muf die RNelation einer neuen Art
gwifchen den Functiomen und den Grofen von welden fie
abhingen ausjudricen; denn wer aud) nur wenig dber
bas analptifhe Verfahren nadaedadt hat, wird doch bes
metft haven, daf jede #m Ealeul eingefiihrte Operation,
ju neuen ihm eignen Nelationen Anlaf giebt: fo giebt
die Aedition Anlaf ju Summen und Differenzen;  Mule
tiplication zu Producte und Duotxenten, Potengen und
Burgeln; endlich fithre die Betvachtung ber %lbbanglgfe!f
welche awifchen  Den Potenzen von einecley Srofie mit
“thren Gpponenten ftc«tt findet, su den ﬁogamtf)men. e
! 4. Die

*) Diefe Jujammenfielungen fud in einem Kavitel von Eulers
Ulgebra entwickelt, fhigender Augjug foll filv dicienigen fenn,
welche (‘iulers Ylgebra nidyt Fennen.

gBenn man die %eatebung, weldhe grvifdhen den vexfdhiedes
wen Gliedern ciner Operation fatt finden, durch eine Gleis
L dhung,
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Die fucceffive Ableitung Dder Functionen f1(x),
F9%, f(x)... die fidh von der vorgegebenen Function
(=)

dhung auddriickt, fo entfichen aus bdiefen Gliedern fucceffive
afie Operationen der gemeinen Algebra.

€2 feyn a und b ywey Srifen, die jufamnrenaddirt werden
follen , und c fey ihre Summe, fo Hhat man a 4 b = ¢;
wenn nan aud diefer Gleichung dehr Werth von a pder b giez
ben wifi, fo findet man
d=c¢c=—>b
= C —. 3
Wertn cine von den Grdfen a oder b die Grdfe c fibertrift, fo
_ irh dad ‘Nefultat alsdenn cime negative Grdfe,  Aud der
o - wiederholten Abdition einer Grige su fich felbfi, entfieht die
' sultiplication: a bedeute den Multiplicator, b den Multis
| plicandns, und'c Das Product, fo hat man ab = c worgus
man gieht

a

]

8o o] o

11 hieraus entfiehen die Briidhe,

‘1 Die wiederholte Multiplication, einer Grdfe su fich felbf,
| bringt die Potensen diefer Grdfe hervor;  dricfe man durd) b
. bie Bayl aus, mie oft 2 in der Potens, welde man betrach:
tet al8 Gactor vorFdmme, fo hat man abe=e. Diefe Bleiz
dung ift von der vorhergehenden mefentlich darin unterjchieden,
Daf a und b nidit beyde auf die nemliche Art in der Gleichung
Dineinformmen ; woraus folat, dag die Frage in Beichung auf
‘ ber einen nidht in Begichung anf der andern umgefehrt werden
i . Tant. S der That, wenn maw a fucht, fo reict eine blofe
Syt Wurgelaudgiehung hin um a yu beftimmen, und die Operatisn
b veranlafit eine newe Art von Gunctionen, nemlidy die irratios

| nalen; aber die Deftimmung von b hingt yon Den zogamb—
1  then ab. , :
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S(x) durd eine Neihe Opevationen Herleiten laffen, die
pon der, von welder wir cben gefproden haben durdhaug
verfhieden find, Fann alfo al8 ein neuer Sweig der Mnas
Ipfis angefehen mwerden, und fie bictet folgende jroep all-
gemeine Aufgaben dar.

1) Bon dev ervjeugenden Function ju den
abge(eittt%n ibecgehen. s
.~ 2) Bow einer beliebigeln abgeleiteten Funce
tion, mieder ju dev erjeugenden juridgehen;
die erfte ift dev Gegenfrand ded Differentialcalouls,
und die gwente gehdet gum Fntegealcaleul.

- Bon jest an, Fannman fid) von den bepden Ealenls eine
$lave und von den unbeffimmten und paradopen Begriffe
des Unendlichent, unabhangige Sdee madpen, Ailes redus
civt dacauf, eine Function, die nadh den Potengen des
Fuadfes der perdanderlichen Brdfic von welder fie abs
hangt, in einet Reihe entwideit ift, ju denfen, und die
Cocfficientes vou diefen Potenjen gu betradten, tvelde
felbft neue twichtige Functionen und fo ju fagen, det Auss
drud der ecften find, Died ift der analytifche Urfprung,
. melden Lagrange dem Differentialcalcul giebt: ob tviv
gleich big jeht Blof Functionen von einer veranderlichen
Sedfie betvachtet haben, fofihit man twohl, dafes eine Drd-
nung pen analogen Dingen fir diejenige Functivnen ges
ben muf, telcdhe von einer beliebigen Anzahl von . veran:
declihen Grdfen abhangen, und wic werden bdiefe erfla:
ren, wenn iv erft die [eidyen, weldhe man im Diffes
rentialcafcul antwendet, BHaben fennen gelehrt; Jeidhen,
woraus man den Gefidtspunct ecfennen Fann, unter
weldpem diefer Galeul von feinen Grfinber Betradhtet tourde,
und woher derfelbe feine Benennung erhalten Hat,

RS Bon
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9. :
Bon  der Differentiivung der Functionen von emer

peranvctlicdhen Grofe.
Benn man von F(x-k), f£(x) abjieht, fo erhalt man :

FEHY— f(‘i)“f'(x)k+f (’” +L "%)

Da nun f(x4+k) — £(x) offmbar Der Untecfchied swifchen
dem utfpranglichen Suftand der Function #(x) und demjes
nigen ift, welcher aug der mit x vorgenomnienen Verdnz
derung entftebt: fo iff die gwente Hilfte der vorftehenden
Gleichung die Entwicklung dicfes Unterfchiedes nach den
Potensen von k ‘_geoi'bn‘ct, und man Hemerft, dag e8 hin:
reicht davon dag erfre Slied ju fennen, um F/(x) ju fins
den. Died erfre Glied, weldyes nur einkh Theil des Une
tesfehiedes ift, wollen wiv Diffevential nennen, und es
durd) dfix) beseidhnen; wir haben alfo df(x) = fF(x)ks
und gugleich : .

k¥ - u.f 1.

i df(X)
ein Nefultat, welcbes uns getgt, wie F/(x) nod auf eine
neue Avt ausgedriicht werden Fann, man Ddividict nemlich .
bag Diffevential ter gegebenen Junction, oder weldes
bag nemfiche ift, dag ervfte Glied von bder Differeny ivis
feben den aufeinander folgenden IWerthen diefer Functions .
“durdh den Suwadé.
@8 ft leicht ju feben, Daf durdh diefe Divifion k in
dem Weethe von f1(x) berfc{;wmbet, in_toclhem ¢8 md)t
‘mlt pineinfommen darf, fo daf man diefen Sumacbs pors
fellen fann, wie man will. . Um Gleighformigfeit in den
Jeicdhen eméufubten unb von Ddem ﬁu@brucf
df(X)..

einen
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cinen aligemeinen Typus ju maden, mweidher bey jeden
belicbigen Dudbftaben gebdrandt werden fonn, twodurd
man die veranderliche Grofe dorftellt von dev die vorgege:
bene Funetion abhangt, fo twollen wiv dx ftatt k fdreir
ben;  dag heifit, twenn angenommen mwitd x verdndere
fich inx o+ dx, daf man daraus evhalten wird

ro =29,

Sndem man der beténberucben Brofe x den Budbftaben -
"d bepfiiat, zeigt man dadurd) ihren é!Bad)stbum durd)
ein Beichen an, weldes den urfpwng Des SBadsthums
evfennen aft, und daher tweniger willfahelich ift als k.

Wenn man
d F"y)

dx
- batte, fo wurde man fogleicdh “erfennen, baﬁ diefer Aus:
vruc in BVezichung auf die Function F(y) das nemliche

ift a(é
47

' dx
in Besichung auf £(x), und daf dy dev Hypothetifche Ju:
wachs pon y ift.

@8 folgt aug diefer Uebereinfunft, daf man, um
pasg Diffevential df(x) 3u finden, x 4 dx ftatt x
in f(x) {dhreiben, und alsdann f(x + dx) entwiz
deln muf, indem man fih auf die Slieder eins
fdrantt, welde mit dev evften Poteng von dx
behaftet fmb, und endlidh f(x) vom Refultat
absieht.

Man wird bemerfen, daff dx eigcutlitb nichts anderd als
¢in Reichen, welches den Weg vorsuzeichnen dient; den man
‘befolgt hat, um ju dem Husdrud von f4(x) gu gelangen,
und um ju evinnern, daf man nidts als das evfte Glied

eon
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von Der Cntividlung der angegeigten Differeny betracbtet
Hat; Denn ubrigens abftrahit man immer von bem
Werth ded Juwadfes den es vorfefft, '

Dieg vorausgefent, fo beift eine Grofe differens
tiiven, fo viel al8 ihr Differential fuchen und die Opes
ration durdd weldpe man died bewerfftelligt, toitd Diffes
ventiisung genannt.

; to. ‘
. Die Begeichnung, toeldhe twir oben gebraucht Haben,
um- £/(x) vorjuftelien, fann aud) auf eine analptifdhe Art
auf die Functionen (), FU(x), £1¥(x) « . . angemwendet
Cwerden.  Su der That, 8 folgt aus der Erjeugung dies
fer Gunctionen (Nr.5) daf '
Flx k) &= f4x) 4 f/0k + .. '1
Sfilx =+ k) = f“(x) + ")k ...,
(x4 k) = f(x) 4+ F/v(x)k G eerd
goraus man ieht
[ fi(x 4k —f’CX) & UK ...
FUxAk) — [ = k4.,
LA+ 1) — FU) = 9k o aae
fubftitutict man dx fir k, fo echalt man
Fix 4= dx) = F/(x) = f/(x)dx i
SUx = dx) = £UZ) = L)+l
FUR + dx) = ) = fx)dx ey
_ba man nun, nad) der Definition, welde wir vorhin
pom Diffevential einer %unctwn gegeben Daben, Ileicht
fehen titd, dap
F(x)dx &= dA (x)'l
ez = afa) R
Fir)ds = dfui(x))
3 : %

-
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{o toird man t)abm

'f”( x) 0= —t f’:x)
' "
-ifm(x) = fd (x)
¥ df'”(}()
lf () = —¢=

»

woraus folat, Daf man jede der Functionen

sl K, s ) ) :
ton Dens Diffevential dev ify %or{)c:gebenben ableltm
fann.

Benn man fraft S(x) feinen Werth
a(/%)
dx
in bem pon S/(x) fubftituirt, fo roird man finden

d [df(X)

Vo

£14(x) =

$ahet man auf diefe Art @c{mtt por Scritt fort, fo wird
man dadurch unmittelbar alle abgeleitete Junctionen, auf
der urfprianglidhen Function beziehen fonnen; man fiehe
aber wohl, wie jufammengefent die Vejeichnung wird,
ob wir gleich evft Dep Der swepten diefer Functionen find,

 Um diefe Begeichnung ju vereinfachen, fo beobachten
toir, daf da der Sumwads dx ald unveranderlihy angefes
hen wirh, fih/(x)dx ip f/(x 4 dx)dx verdndert, wenn

%, x 4 dx witd, und daf man Hhot
&+ de)dx — f(@) dx= [/ (x4dx) = ()] dx==
5 : : “(x)
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FUx)ds® 4= o (M)
man wicd aud finben, daf bey den nemlichen llmptanben
: LA dac)
f”’(x)ex’J

®
L3

geben ,
| /(x4 dx) = F(0NdR" = frigsyd’ .,
L/ (x4 dx) = f “(x)]dx’ = f(x)dx* 4 .40

©3 folgt Bieraus daf
SA(x)dx® = d p(x)dx
FH(x)dx’ = df(x)dx*
FREdr = d N R)PE

4

toenn mati abe in der erjten @leid)‘ung fiie Fx)dx feiz
nen Werth 4/ (x), fo wird man finden :
Flx)dx® = ddf(x)
oder um abjuflivien, = d°/(x), und eben fo werden die
folgenden
Ll dxt 2= d dd f(x) = &’ f(x)
f(0dx* e= dddd f(x) = d7A(x)

. .

Dicfe leptern égbén‘ febt cinface Fusdricte far die ab:
geleitete Functionen 5 denn man 3ief)t’ daraus
' £142)

*) Wenn fian bie Husdencke dx*, dx?, dx* ., . anfrife,
fo imuf man fich erinnern, daf fie das Quadrat, den Cus
bus, und dberhaupf die Pofenjern bes Juwadhjes dx bes
eichned,
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1 E P oo g d'f’(x)
‘ i e ¢
0 dx?
L@ AX)
dx’
d*f(x)

dx*

f(x) =

£(x) =
o fE e
SO@E) s =

Wenn man den gegentwdrtigen Husdrud von x) mit
der vorhin gefundenen vergleidt, fo fudht man daf die
Formeln |

: [df(X)

d’f‘(x)

'dxg :
al8 gleichbedetend angefef)en oerdent fonnen; und eben
fo betf)&lt ¢s fidh mit :

d’f (x ]
d’f(x)
dX’ ]
sud dbechoupt mzt
(d"f(X)
dxn dm-}nf‘ x)
- dxmin
II.

et folgen die Benennungen, meId;e aug bem Bors
hergehenden entfpringen:
df(x) ift das erfte Diffeventiol, oder blof fbnﬁ'cventta[
von £(x);
d2f(x)
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d° 7 (x) toelched dasg Differential von diefem Diffevential
ift, Heifit jroentes Diffevential ;
& F{x) heift Das pritte Differential
a*f(x) bas vierte Differential
Wi f. 10
~ Die Functionen .
S

fll(x)”>

ober die gleidhbedentende Husdride
a7y
dx
] d*f(x)
a’f(=)
i35

* .

o

follen mit dem Nabhmen Differentials Coefficieriten begeichs

net werden, und toir wollen fie von einander durcd) die Jah(

der Diffeventiivungen untevfcheiden, telde fie erfordern:
& f(x)

dx’ .

jum Beyfoiel, oeldes vom dritten Differential HerFdmme,

witd Dder Diffevential s Coefficient von der Ddritten Ords

nung fepn,

I,'

]
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SR R NN s

Wenn man, in der Cntwicflung von Fx 4 k) fatt

frx), fUx), f7x), ... ihre Ausdriucfe vermdge der
, eben erflavten Begeichnung, fest, fo wicd man finden
f\x+k)—f\ )-i-—{%) S fg"l e et i’; (.xzx-, K’

o s o I B

* T.2.3.4.d% R

Man ftelle der Kirze wegen, die Function £(x) durdh den

eingigen Buchftaben u vor, fo rerden ihre fucceffiven Difz

ferentiale burdh du, d?a, d’u, . . . und die corvefpondis

renden. Diffevential - Coefficienten durd

du -d’u *d’u d*u

dx’ dx®) dxt i dg

auggedriicft feyn, und wenn aus x, x =+ k twicd, fo

foird fwt) u in

* o+

{

. , d%u L2 @i
u k:! s 3
> 1.dx- +1.2.dx2 +-1.2.3.dx’
d4
el e k4 + s o e
EaR 3y gn OX°
vevandern.,’

Diefe Fovmel, weldhe in gewiffer Ruckficht jum Fun:z
dament deg Diffeventfalcalcuis dient, und auf welder
Depnafhe gang ‘die Theorie ber Reihen berubht, ift unter
dem Jabmen des Taplovifhen Cehrfages - befannt , weil
-man diefem eagidndifden Geometer dre Entdectung davon
pesvantt, :

; IMan nehme fidy in Acht den Juwads k mit dx ju
veewedfeln; der evfiere deackt tic BVermehrung aus, die
man x jufchretdbt und weldher man einen beflimmten Werth
beplegt; Der gwepte abev, mxr wiederholen e8 nod) einmal,

L Theil, ¢ . fommt,
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tbmmt nne in den vorhergehenden Husdedcen ald ein ins
blcatwes Seichen der Qpevation vor, durch welde man
Die %unctxomn

du d%u

dx’ dx?
pon der urfpringliden Function ableitet, und twenn diefe
Opevationen pecvichtet ift, fo verfhwindet e8 gan; aug
dem RNefultat.

Die folgenden RNegeln und Vepfpicle dev bxﬁerentu
fung toerden vas vorhin gefagte nech melr auféldven,
und man witd auf das augenfdeinlichfte einfehen, Daf
man fid in den Diffevential - Caleul niemald mit wiefs
fihen Sunahmen befhaftigt, fondern blof mit Functios
sien die aug der Entwicdlung der Differen; jwifdben jwep
fucceffiven Suftanden ciner vorgegebenen Function ents

fiehen.

X2
Sdreibt man x + dx fiatt x in der Function x»,
fo fdbmmt Heraus :
X0 o axA=Idx = ..,
oo man, twenn x» abgejogen wird, nxo-Tdx jum Diffe:
vential diefer Function findet; man twicd alfo haben
d.x8 = nxn-Idx:
dev Punct, welder den Vuchftaben d von der vorges
gebenen Function x® trennt, verhitet, Daf man den
usdruct d.x» mit dxn verroechfelt, Das [ektere zeigt die
nte Potens von dx vor, iie ¢ die C°5e|te /28 frefende Un-
merfung erfnrbett : :

 Der durd —dx- porgefteliten Differential s @oefficient
dee erften Ordnung, witd nxv-x

\

Da
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Da 8 fehr oft ndthig ift, fid das vorfehenden Hes
Refultat ju evinnern, fo Habe idh ed in folgender Regel
" fiberfests

Um cine beliebige ‘Dotena einer veranders
lihen Grdfe ju differentiven, fo muf man fie
duvc ihren Grponenten multipliciven; dann
diefedCrponenten um eine Ginheit vermtn:
detn, und das Refultat durdh dasd Differential
ber verandervlidhen Grofe multiplicivem

Man fieht, daf wenn man die lepte Multiplrcation
unteclafit, fo wird man unmittelbar den Sbafferentialsﬁoefs
ficienten bifden.

Wenn die vorgegebene %unctwn axn ware, fo t'outbe
man, nady der nemlichen Operation twie juvor, finden

d,ax? == naxn-1 dx'l \
d,axn
Tdx .

@8 folgt hievaus, daf, twenn die Factoren n und dx
fm erften Differential nxn-Idx als. beftndig angefehen
“werden, e hinlanglich ift ‘vm das wepte Differential ju
echalten, daf man xn=T differentiivt unb Dag Refultat
mit nd , x multiplicivt; aber ,

d.x"=T g= (n—1)x"-2dx;
man toird alfo Haben
d’x = n(n—;)xo-2dx°
9)2an findet auf cine abnliche et
d’x2 = n(n —-1) (n~2)x8-3 dx*
d'xn = n(n—1) (n—2) (a—3)x"-4 dx"
5 u. f. to, ;
und die Coefficienten wevden folgende Weithe Haben

?
= nax®"-% |

¢a d.xn

——
dx
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‘].X" § = 2 '
; 3 &= nxo~I y
% ;
d*xn
dx*
d’xn ' >
.d—’- —— n(n—I) (H—S)Xﬂ"i g
X

2 Lt t) (i) (e |
dx 8 F

man Hatte fie auch fucceffive von einander durch die ties
decholte Subftitution von x -+ dx an ber Stelle von x
Herleiten fdonnen, fo wie man e$ mit derSubftitution von

x 4 k (RNr.3) gemacht Hat.

= n/n—I)x"-2

Man wird ohne Miuhe bemerfen, Daf in den Fall,
o der Cyponent n eine gange pofitive Jahl ift, die Func:
tion witflid cine begremzte Anzahl von Differentialen Hat
toobon dag hochfte
dn,xn = n(n—I) (n~2) ... 2. 1.dx8
ift;, ein Yusdeuct , welder feiner Diffeventivung mebr fa-
big ift, teil ev feine veranderliche Geofen enthialt: man
wicd alfo fir den lepten Differential ~Coefficienten
; w e - = ’,)
. dxn....n(n D'@-2).,..r1
‘Haben das heift eine befrandige Grdfe.
Das ‘,Differen"tia[ von
Axd 4 BxP 4 Cx¢ 4 .. .
echalt man, toenn man das Differential von jédem  einz
selnen Gliede nimmt, woraud dieje Junction befteht, man
ethalt alédenn jum Refultat :
aAa~Idx -} bBb-Xdx - eCO-Tdx 4 , ..

"
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14.
®any allgemein, twenn man mehrere 'gunctionen pon
x bat, die buech Addition odcr Subtraction verbunden
find, foie die folgendéh u + v — w, fo wird dag Diffes
rential vom Fataflaucdbruc du 4 dv — dw fepn; das
heifit, man erhalt dad Differcnrial,  wenn/ man e von
jevem eingelnen Gliede nimmt, mit dem Jeicher, womit
bied @lied behaftet ift. Sn der Ehat, vermdge dem was:
wic bi§ jept gefehen haben, muf die Subftitution von
x 4 dx ftatt k
2 u'}in u-{'—pldx-}-...'g
vf' v 4 qdx 4 . o l}
W w-}-rdx-}-...J
‘bemanbetn, und folglich mi-d aus
U4 v — W, U v — w +pdx+qu—-rdx+...
tworaus man, toenn man die borgegebene Sunction abjieht,
pdx+qu——rdx+... .
pieht, Aber pdx, qdx, rdx find bie eigentticheDifferentiale
won jedes Der Gunctionen u, v, w, folglidy ift oblge Regel
bewiefen. \

15

Ob ¢ gleich beynalye auqenf’d)em[:d) u't daf jroey
aleiche Junctionen gleiche ?Jffweutm[eu I)aben mufien,
fo glaube ich doch vorher in diefer NRicfficht etwas in
finigen Detail gehen ju mifen damit Fein Srveifel,fibet
ein Princip, weldhes in der, %olge oft  porfommen
witd, ubrig bleibe, ;
gWenn groey Functionen unter fidy gleich find, wels
hed auch der Werth der veranderlihen Grdfen von tvels
et fie abhangen fepn mag, fo mifien audh ihre Entrwids
luﬂgen i in Beziehung auf die Potengen Ddiefer veran:
£ 3 bet:
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derlichen Grofe oder ifhred Sumachfes geordnet find, iden:
tifh fepn, damit nicht, wenn man fie gleich fest, irgend
eine Gleidung entiteht, welhe eine oder die andere der
in tedeftehenden Srdfen beftimmen Fénnen; wenn man
alfe v = v haty fo muf man, nach der Subfiitution von
% 4 dx ftatt x und nadhy der Cntwidiung baben

; u+pdx+...‘=v+qu+.,,

toad aud dx fep: folalich ift
i pdx = qdx
dasg beift du = dv. 2

'Das tmgeFehrte diefed Sapes ift nidt allgemein
waht, und man wurde Unvecdht haben, wenn man be:
haupten wollte, dak ey gleiche Differenciale ju gleichen
Funciionen. gehoven miften, Jn der Fhat, twenn man
batte a -+~ bx, und man fubfrituivte x 4~ dx, fo marde
man a =+ bx -+ bdx erhaiten, hievon a 4 bx abgejogen,
giebtbdx; einRefultat in weldem Feine Spur von der bes
* ftndigen Grdfe a jurdd bleibt. Das Differential bdx
gebdrt baher eben fo twobl ju a 4 bx al8 ju bx, und
¢ Fommt gany allgemein allen verfhiedenen Fallen ju, wel:
che Die Function a 4 bx vorftellt, wenn man a alle mog:
lidhe' Merehe giebt. Man ficht bicraus leicht, daf bey
der Differentiivung einer beliebigen Junction, alle beftans
dige Srdfen die nur durdy Addition ober Subtraction
mit einander verbunden find, verfhwinden: wad aber
dicjenige beftandige Srdfen betrifft, welde durdy Multis
plication oder Divifion verbunden find, fo bleiben sfic
" immer al8 Coefficienten oder alg Divifores, )

16,

Wit gehen jest ju dem Product mwener Functionen
uund v fiber; weil fid u inu 4 pdx 4 ... und v
in
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it v 4 qdx 4 . .. vevandert, fo wicd das Probuct ue

< fetben

uv 4 ugdx 4 .. .10
+ vpdx 4 (. .J
fubtrabiet man die urfpringliche gunttwn uv, {o bIeth

~ jum ‘Differential

ngdx < updx
1brig; aber qdx und pdx find gleidbedeutend mit dv
und mit du folgiich ift
d.uv == udv -+ vdu.
Sy habe nur die bepden erfien Glieder der @\mmdn
fungen von u und von v genommen, toeil die folgenden,

biofg-ﬁebbbcre* ‘Dotenaen vor dx enthalten, alg die et&e,

ahnliche Poteny im Product toiirder gegeben haben, 4md-
weldhe man:in-dem Diffevential vermbdge feiner Definition
nidgt Hatte gulaffen €onnen. G8 ift ndthig, diefe Bemers
fung wobl 3u faffen; denn in affen folgenden serden wir
augé dem nemiichen runde, nur auf die bepden ‘erften

‘Glieder u 4+ pdx Rickjicht nehmen.

Die Formel
d . uv = udv 4 ydu
fehrt ung, daf man, um das Diffevential vonm
Product jweper Functionen ju haben, jede von
ibnen wit dem Diffevential der andern multir
plicteen, und dic bepden Refultate addiven

S mug.

Wenn man die bez)bcn Zheile der Sleidung
: d.uv == udv -+ vdu
purcdh die urfpringliche. Junction uv Ddividivt, fo foivd

nian finben j

s . foel:
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telches ung leicht ju dem Ausdruck des Differentiald von
einem Product fihren wisd, das aus fo viel Factoven jus
fammengefest ift, alé man will.  Wir, wollen 3u diefem
@nbawed‘ anhehmen, ¢d, fey v = ts, fo erhalt man

dv __d.ts dt s ;

i — T m——— —

v {1 t s
und folglich '
& dnts =, du dt
uts
man wird witd auf die ncmlld)e %!v.t ymben, daf
s WEST e e du dt ds dr
s s e D sty Ul R B a8
utsr - u t S 1 i

Diefe Neael giebt unmittelbar dasd Differential von xa,

Dbenn man bhat
d.xn ‘d.xxxx..'.' dx dx dx dx
TSR N s —+——+ + +"
“da nun, die Angahl der Factoven in Dder ettten {)autc,
n tft, fo wird bdie gwente Dilfte aus einer eben fo grofien

Angahl von g[exd)en @ltebern 3ufammmgefc5t fepn, und

¢ twird fwb folglich auf — rebuctren, man echalt alfo

d.xn ndx
xn - T"
©und mbt daraus leicht :
. d.xt=n, x~Tdx .
‘Wenn man in der Sleihung
d.uts . du dt ds
0 Pt i
ble ﬂtennec fortbringt, fo titd man finden
d.uts = tsdu == usdt <= utds,
unb man ﬁebt leicht, daff, bey jeder beliebigen Ans
gabt pon %actoren, vas @xffeteutxal ihres

Pros
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ducts bex_:‘@umme der Producte aus dem Difs
ferential jebes Factoren durd alle ubrige
muitiplicive, gleid fepn wivd,

17.

&8 fey der Bruch “7; fdreibt man fo uv-T, fo

T nimmt er die Form eined Productd an, und man hat
auf der Stelle » '
d.uv-T = udv-¥ 4 v-Idu,
SMan leitet alédenn den IWerth von d,v=T von dem alle
gemeinen Fell £
= dvit == nv-Idv
ab, welches gicht !
1 dv-¥ = — v-2dv .,
und indem man ‘diefen MWerth in dem Ausdrud von
d.uv-X fubfiituirt, findet man
d.uy-1 == — uy-2dv 4 v-Tdu;
o ein RNefultat, welhed aud auf folgenbe At gefcbttebm
toerden fanny ¢ ; !

u du udv vdu — udyv /
d.—_‘,:: i E e = =

Geine Ueberfepung fehrt unsd, daf man, um das Dif:
fevential eines Bruchs ju finden, den Nenner dnrd
pas Diffevential ded Sahlers multipliciven,
pon diefem das Product aug dem Jahler in
dem Differential ded Nennerd abjiehen, und
bag Gange durd: das Quabtat ves Stennccﬁ Dis
vidiven mufys

Man fann aud divecte das Differential von 2 fins
v N
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i

~ben, tvenn mau ~ == t madt, denn algdapn bat man

B S unb nad; dem BorbhergHhenden
. = du = vdt 4 tdv;
nimmt man den Werth von dr und {ubfeituict ftatt ¢ dew

Brud —uv-, fo toicd man rie vorhin
: du udy

dt=—-"——z-

WV v

: haben.

% gebe nody folgenbden eweis
‘u perdndere fich in u 4 pdx 4 .
v serdudere fih in v 4 qu + ..

i mub — fich in

{

perandern; folghd)

R £
Paes B s
Y v Y

fest man wie (Nr. 16) fir pdx feinen Werth du und -fhe
qdx feinen Werth dv fo ift

u du udv vdu — udy
By e S B 7

© @8 fey gang allgemein ¢in Brud

rstua &

—

risithaliT
beﬁ'en Bdbler und Nenner jeder eine beliebige Anjahl Fac:
toven entholte; fo wird man; wenn o durh v vorgefellt
witd, SREM
; rStiees
tig't/a’ s
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rstu -
S -V
pésltinl 50 I
haben, und indem man den Stennet fottbrmgt, mrb
man finden ey
et oo == Vrislthul=si o
~aber vermoge det vorbecgebenben Nummer, hat man
d-rsth 5y dr pead du_
— =5 4 4 S g
rstves X u
d.Vrls'tn! .. AV ady! ds' dt’ du’ :
— i -—+-'+—§7‘+7+';7 o+ el

ps tigdl A v BV o

alfo )
£+§_s‘+is+-—+...=

r s

aVv dr’ ds’ at’ du’ '

"‘7'+:,: i Eerri s t';'+-7--i\—...
und folglich

dv-V{i”+5‘-5+—-+ s

— e m— | m— —— —— —

“Seht toird 8 feidt feon aug diefem Refultat das Diffes
rential bcé»borgegebencn Bruds ju iehen.

18.

,jS)ie eben gegebenen Regeln find Hinreihend das Difs
fevential jeder Deliebigen algebraifeben Function zu finden.
Um fie feichter in dem Gedachtnif cinguprdgen, fo ift eg
gut, su beobachten, daf fie fih auf drey rveduciven, wel:
e in den f)iec bepgefiigten Gormeln enthalten find,

d ., x® == nx"-¥dx (Nt.13)
d(u! +v-——v~j = du -4 dv — dw (Jir. 14)
d’uy) == udv - vdu (Nr.16)
: Da
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Da ¢8 nothig ift fid mit der Anwendung diefer Regeln
pertralic ju macbern, fo will ih hice einige %eofpte[e gez
ben bey welden fich dev Lefer uben fann. 3

‘19,
@3 fep 1)
B o P e ot
T

nimmt man dag Differential von jedem befondern Gliede
diefer Function, fo verfdwindet dag erfte teil e8 befians

dig ift; Das joepte giebt, tenn e unter der Form bx*
gefest: toicd , nach Unwendung der evfren Regel der voris
gen Slummev, .

oder

dasg dritte Blied — -; ift ebent fo viel ald — ex~T, ynd

man jieht folglich hievavs)
— ¢ X x-¥~xdx pder ‘ex-2dx

ober endlid

cdx=:
X
Bereinigt man die Pavtials Refultate, fo witd man finden
5 b
=t ) &,
_ 2V x
und den Difeiential: Coefficienten
du __‘ b__ c

dx aVx
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) ’ c . eI
n)u::a-{--;—-—-—-—-ﬁ———‘-l-;:‘
VX X xv' x

* fcbreibt man diefe Function wie folgt:
: u=—a 4 e Jp + ex~2
fo wivd die Anmwendung der erfren Negel geben
du=—2bx 3 " dx(14Dex 3 dx — 2e£-3 dx,
Reducirt man die Nummerifdhen Coefficienten und

bringt die ‘mit negativen Gpponenten behafteten Glieder
im Nenner, fo fommt Hheraus

bdx cdx
du = — r——;~+»§—-; - 28X~ 3dx
Y x3 x3

und twenn man die gebvbd)nen Ggponenten durd) Wurzels
3eichen erfest ]
—2bdx 4cdx zedx

dy = ———mo et

3% \/'x 3xxy x
~ Diefe Bepfpiele enthalten nur Monomen und man fann
auf jedes ihrer Glieder urmittelbar die vorhin feftgefens
ten Regeln anwenden; wenn aber diefer Umftand nidy
ftatt findet, fo transtormivt man die vorgegebene Function
dergeftallt, daf in ihr nidhts als Monomen. ju diferentiis
ven find. | '

0
x?

3) u = (a -+ bxm)n;
man madt a -+ bx™ == z; fo dndert fich Vie vovgeges
bene Function-in zn, deren Diffevential

nan~Idz;
aber indem man
l a4 bxm =z
differentitt, wixd man aud) haben
: mbxm=I dx == dz; -

fest man fiiv z und fir, dz ihre Weethe in x und in dx,

fo fommt Heraus i
po du
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- du = nmbxm-I(a - bxmu-X {3,
4) u= Va -+ bxi 4 cx’;

a 4 bx - cx®
fo entftebt daraus
bdx 4 2cxdx = dz und Va+bx +cx*=Vz

aber

man madt

dz
_d.w/'z = 2—‘7_—1, alfo

bdx <+ 2cxdx

du= )
2V a+bx 4 cx*

A :
R / b s
5)>u = v‘ [a_‘ — ﬁ + 'V(Cz ot x!)?]!
man madt

o 71!
3 |
' V(c —/x%) ==z J
teldhes fiir die vorgegebene Function geben wird
4 = ; 3
'V(a—-y+z, = (a—y 4 2)*; aber
4, (ﬂ-7+2')*== i@ —y + 0 (—dy+ )=

— 3d dz
_.3..!_1 st , ferner

dr=d.(c®—x) = 3(c?— x’)%“ X = 2xdx ==
v e— gxdx
B e e

- 3 bl
® \ 3 Vc’ — X’
fubftituict man fotoofhl diefe Wecthe jald auch bie ven y

und 3, fo findet man
5. p=n'
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¢ gbdx ~ 4xdx

2%y x 3
Vi —x*
& ()

FRE N
o T e e

6) u = x(a" + x7) Va — x:
wenn man bey diefem Bepfpiel die Regel von RNr.16
anwendet, fo findet man

duss [(@° 4 x) V@ — x1dx + [x}/a—x")d (a? +\ )
o [x(@7 +X)]d-Va — %%
die angegeigte Differentiationen vervichtet, geben
&u:dx(a’-{-x’)l/a‘ e iy ax?dx ]/;’_—-. X*
x*dx(a® 4 x?)
Vi—w
and indem man veducict -
(a* 4 a°x* — 4x")dx
'l/aa e :

2

du =

du —

o

3% — x°

)u-—;ﬁ + a%x? el

Die (éRr. 17) gegebene Regel die Brudhe ju diffeventiiven,

fabrt fegleich “auf «

(a“+a’x’+x")d /(a® ——x‘)-—.(a —x)d. (attarc+x®y
T @t xR A x)

u=

tworaus man jieht
- axdx(2a* 4 2a%x? — x%)

e e Py

Sn den vorhin gegebenen %cpfpielen haben wirc blof
das erfte Diffecential gefucht; man fieht aber, daf; twenn
man auf den vevfchiebenen Refultaten die Regeln der

Dif-
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Diffeventiivung antvendet, welde ihrer Form jufommen,
man dad jwepte Diffevential und fucceflive alle Diffecen:
tiale von hohern Ordnungen finden wird. Man Fann
aud) aus dem BVorhergehenden fhlieffen, daf alle Differ
rentiale einer algebraifchen Function an fich felbft wieder
algebraifche 5uncti6nen find; denn man braudt um ju
denfelben 3u  gelangen, nur eine begrenjte Anzahl a[gc.
braifche bpemtwnen porjunchmen, ,

} 20.

Nady den algebraifdhen Functionen Fommen die tranf:
cendenten Junctionen; wir twerden ungd hier blof mit den-
jenigen ‘befdaftigen , welche in der Einleitung abgeb’anbeli
find, und toerden bey den logarithmifdhen Functionen an:
fangen, toeil fie Fectigleit in der Diffecentiation der G+
ponential - Functionen verfchaffen. ;

@8 fep 1) u = lx,'_
fubftituirt man x - dx, fo findet man

d .
I(xdx)=Ix 4-1(1 +5‘—}'{)=lx +M<’. —f— vi }

(Cinleitung - Nr. 26) man tird alfo baben
i
I(x 4 dx) — Ix = M{——— e

J
und foig(tcb
Mdx :

X
bag heift, das Differential ded Logarithmen ift
gleidh bem Producce aug dem Model indas
Diffevential bder (Snge, dividirt durd Die
@codfe felbift.
Bey den Neperfchen Logavithmen deren Madel 1 Ift,
hat man ;

d./Ixs=

0 ]
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R E g
: X
Wenn toiv Finftig die Logarithmen gebranchen twees -

ber, fo follen e8 immrer diejenigen aug dem Neperfchert
Softem fepn, wenn toir nicht vorher ausdridiich Das
Gegentheil fagens; deshalb yoll Flinftig der Accent bey
der Chavackterftif wegbleiben, und wenn wir das Diffes
rential eines fogarithmen nehmen, fo dividiren mwir blof
bad Differential der Grdfe, ju welder er gehort, ducch
diefe nemlidhe Grofe. €8 iff gut vorher ansumerfen, daf
vas Differential vom Logarithmusd einer Grofe, aud vas
logavithmifche fbuffetentual btefec Grofe gei

"nannt wird
9Y A == 1(———"————)
NVa + x*

_ an made
. ¥ ,
ooty e e e e — Y 1|
aTe Va + x*
fo hat man ‘
di = d—?
z
abet ’
' W e x?dg
; dxa+x~V«1 +x 9%dyx
Kndl 20 Ty
alfe ‘ : :
a?d x

: S x(a® PR :

Pu sl d 0@+ o0r @ 0]y
fan Hat wegen et élsefu)affenbeut der MNatur der Yogas
vithnien:

L, Theil, | Wt o=
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u =2 nl(a + x) + nl@'+x), + n“l(a” 4 x)
und gieht Hievaus
dLi ik ndx P’d’x + n”dx.
; a4x a'=x a’+4zx
SBenn man diefe Bride auf einerlep RNenner rebucm,
fo witd man. finden
f(n+n’+n”)x’+[n(a’+a”)+ n‘(ata’’)]
L5 “Fn'/(ata)]xdma‘aFnaa’ tovaal|
| X' 4-(atata)x*+(aataa “Fha)x r %
+ aa’a’’)

ein Ausdvuck, weldber die Form
[ Ax> 4 Bx 1€ 21

Lx* + A%® + B'x + T
at, too a, a/, a’/, die Wurgeln der Gleichung
%’ 4 A%* 4 B'x 4 C/ = o

find.
Man fieht leidt, daf twenn man eine gnége,,am;am
von Factoren genonmmen hatte, fo wirde man eb auf
einen analogen Yusdrud geftofen fepn, aber von einem
hohern Grade; fo daf jede Function von der Art wie die
- Borgegebene jum Diffevential: Coefficienten emen rationa:
fen Brud hat.

gBenn die Grdfen a, a’, a”, unter fid gleich waren,
fo witrde man =
; u == 1(a 4 x)ntala”
Haben , und e8 witrde daraud Hervorgehen, dag

: (bt D%)dx

a +x ¢

Diefe %emerfungen erden dienen, in  der Folge einen-
widtigen Punft im Fntegralcaleul aufguﬂéren.

r o
2 “=1<V1+x+V1 x.

{Vitx — Vx-—xJ

du

man
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man made
VTE?V I-\—x
mzld)eé aeben wird

u=1(— =:ly—-1z4
6

i
N

und :
dus f‘l —_ ii-E;
: Y =
" man hat aber
' dx dx ' g
dy = * 1
2V 1+ 1+x 2V 1—x
23 _—dx e —zdx
‘ TN A s e S (P, 2 V1-x2
d ’ d 3 9
dz = .x ap = ,
2V itx 2V i~
A Vo +]/ ydx :
D S—— + b — ——h-—
: a2V -x* kot 1= 2 Vi-xj
foraus man ieht
dy dz ~z2dx ydx

b 4 2y Viex? 22V 1--x* ;
o byE Heetida
2)’21/1-;:(2
toenn man Geobachtes daf
yid =g 'I>

yz =2 2xj
fo roitd man finden,
du T A-ﬁhn—&—x—-———-d’
V1 — x*

Ma Dies
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Diefes %et)fbiel ift merfroficdig megen Der Reductio,
nen. welcbe mit dem Diffevential eorgeoommen twerden
and twegen feiner Ginfadheit in -%Enfdng ber Kunction
oon me[d)er ¢$ abftammt: nunmehr wird ed feidht fepn,
fo[genbe% su verridyten, von toelder tiv Hier blof
Die Refultate geben rollen.

" dx
1+ %2

Hu=ix+YVi+ xx]; du=

6) u= l[XV—1+V[ — x]:

3
dx

I —xx
ﬁ/l “+ xx -4 x']
—_—

LVI + xx — xJ 7.
3 dx ‘

b I 0 Sl

du==

N ou=12

du =

8) Wenn man v == (1= hatte, fo witd man Ix=2
fegen und finden
, (Ix)n = 28,
und toegen
d.,z0 =2 nzn-1 dz,
beFdmme man ‘ ’

d.(Ix)2 &= n(lx)r~z dx
x

9) G2 fep endlidh u = 1. 1z, dad heift der fogas
vithme des Logarithmen von x: fest man twie oben
Ix =3, fo l)at man fogleih n = lz und folglich

dz
du = —;
F 4

fegt
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fest man nun ftatt z und dz ihre Werthe in x und in
dx, fo witd man finben /

Wir weeden diefe Redynungen nicht teiter treiben
und jest ju den Epponential- Functionen ubergehen.

21.

@¢ ift 1) u = ax: nimmt man die Logarithmen von
bepden 6extm fo pat man lu = xla und folgli

du
— = dxla,
u

woraud man 3icht ,
‘du = udxla
ober indem man ftatt u feinen Werth
d,a¥ = axdxla,
yid bct Qlﬁuentlal @oeﬁ{mnt,

d,

mwb axla.

\ Man Fann unmittelbar 3u diefem Refultat gefangen,
ohne die Pogarithmen anzutvenden, indem man von der,
in der Ginleitung (Nr.22) gegebenen Cniwicluag det
Function ax Gebraudy madht. Jn der That, man Hat
a¥pdx == ax, adx
aber aus der angefifhrten Nummer hat man
adx = 1 -+ (la)dx + . . .,
alfo >
axhdx o= ax -+ ax(la)dx
toelches giebt A
aXtdx e 2% == aXdxla 1 . o
und ! :

d,a¥ = axdxla,
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@ucbt man die fucceffiven Differentiale, fo findet man
d.ax = axdx(la)
- d? a¥ = a*dx%las’
d* ax = axdx’Ja’j

Und toenn man ftatt a die Sahl e fubftituict, deren Sos
gatithme = 1 ift, fo hat man

= ‘ex.]
3 du =
y — = ¢
dx
d*u
é——z = eX »
X
d’u I
P == 0X
dx?
. o

.

woraus folgt, daff die Function ex die merfrotirdige Cis
- genfdbaft Hat, fih von felbft in jedem feiner Differentials
Coefficienten, toieder Herzujtellen,

2) u= 2y, w0z und y jmwey beliebige %unctwnm
pon x find; toenn man von bepden Seiten die Logariths
men nimme, fo hat man

1\1 == yll
uab wenn man differentiict, fo Fommt eraus
du ydz gy
. ; v
oder audh /

: du = u(-— + dyl 2)
unb fest man fir u feinen %ettb

d.av= zY(—;' + dylz),
Man
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Man fonnte zu diefem Differential gefangen, ohne
fogarithmen anjutenden, indem man

u+p1\<{ s r‘u.v‘_
paboginy ftatt <v
z 4 ydx) l.z

?

freibt. @8 wirde alsdenn hHerausfommen
u - pdx = (z + rdx)y¥adx,
indbem man Deobachtet, daf man bep der Entwiclung der
jwenten’ Halfte bep den mit ber crften Poteny von dx bes
hafteten Gliedern frehen bLleiben muf; man wird aber fo:
gleih wach b%r PBinomial > Formel findew)
_zY'Mx + (y + qu)zﬂ’dx*lrdx O
ein Refultat, weldem man die folgende Form geben Fann
2¥[290% 4= (y 4~ qu)z*ldx-‘l rdx 4 . 4]
200 = 1 4 (lz)qdx . ]1
2qdx=1 —-? = — [I-l—-\lz)qu-}- ...]J it S 22)
Subftituivt man btefe TWerthe, und [aft alle Potenjen
pon dx bdie hoyer find alg die exfte Poteny aus, roeil diefe
nidt mit huein fommen miffen, fo wird man finden
: grdx y
u + pdx == 2Y (1 + qdxlz -—z-)

-

Bieht man von Lepden Seiten 2¥ ober u ab, fo fommt
pdx = z¥(qdxlz 4 ~ rdx),
 das beift
du = zy(dylz +- % dz),
z )
toie verhin.
3) u = ab :man made bx =y fo hat man
U = ay, du == aVdyla; abet
y = bxdslb
M 4 folg:
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folgfep 0

du =" ab* bxdxlalb,
man witd leidy bwren La[cul in vez‘mde[teren Jafen
uérubtm :

$ . 5
4) ue=z2": man mad)e s =y fo Fommt uzay,

A= z7- (-——— o dylz);

fe‘st man ﬂatt y ynd dy ihre LWerthe in t und m s, fo.
ethalt man

§ ¥

i) i
du=z'~’st5(+7- -+
Z

sdltz

+ dsltlz) -

it Hilfe dicfer Formeln findet man Teicht bbé Differens

tial einer jeben Gpponentials Gunction,  Test wollen toiy

uns mit dben Kreisfunctionen befhaftigen,

23

@8 ift 1) u = sin.x: fubftituict mon x 4 dx frast

© %, fo dndert fih die vorgegebene Function in

sin.'(x + ds) = sin. x cos,dx 4+ cos,x sin.dx
man hat aber ‘

(71 b e

sindx =dzs— ,, .} (@inl.mﬁfss.,)
alfo
sin, (% . dx) = sinx = dxcos.x 4 ., ,
und folglich
d.sin.x == dxcos.x,

@s folgt lhieraus, daf das Diffevential des

" @inug gleid ift dem Diffevential des Bogens

multiplicivt durc den Cofinus,
2) u == cos. x: man hat

008, (x = dx) = c¢os,;x cos.dx — sin,x sip, dx,
: und



Principien des Differentialcaleuls. 185

und wenn man fir cosdx und sin.dx ifre MWerthe fest,
cos.(x - dx) ==-cos.x = dxsin,x ..,
alfo
'd.cosx = ~— dxsin.x:
bas feift, dad Diffevential des Cofinug ift gleid
pbem Differential-des Bogens mit cinem negas
tiven Jeidhen genommen, und butcb"bcn Sinus
multipicict,
Was den Sinud Verfus anbetuft fo ift bis auf das
Bétd)en fein Diffevential dasd nemliche ; denn man fhat
: LV ex =i —ve0scx 2 i
alfo . : 4
Ay o3 58,5 drsingg
3) u = tang. x: toeil aber

3 “sin.x
angx =
4 & COS.X’
fo hat man ;
cos x.d.fx — sin.x d.cos.x
tang, X = o
d, tang Tk
(cos x* = sin, x’)db
s *— 4
cos.5*
abee ;
cos.x® + sinx® = 13
alfe
dx
d. tang x = ——r,
cos.x
q) w == cot,x: teil
T
CotX B —=vy
tanf'.x
fo hat mar
AR e ] ¥ d e dx
d,eot. X = tangd_(a tang. X €08, &° sm e

M3 5 w3
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- 5) u == fec x: tegen
gl
(SEC: X &= e

b4
COS.X
bat man '
d.cos.x dxsin.x
d.5ec.x 52— ——— = o* = dxtang x sec.x:
COSIE v - CO% X

~6) u = gosec.x: toegen
$ H 4 3 i

€OS) X B ———,
2 ‘ ‘ sin. X
pat man : ; i
’ desin,x - - dx eos.x
d.cofec. x = = e e
' . sin, x sin.x

- dx cot. X cosec. x.*
Bermpge diefer Formel fann man das Differential eines
Augdrudfs finden, ver anf eine beliebige Art, * Sinug,
Cofinug , Tangente y. f. w. enthdlt, man braucht nur ju
diefem Gndwedt ju differentiiven, indem man die letern
alg befondern Functionen anfieht, und fratt ihre Differens
tiafe die vorhin gefundenen Refultate fegens Wic wollew
nur ein Bepfpicl davon geben, nemlich
1 == cos, xSinX,

Man Vmad)e-

cos % = z']
smx:u '
fo hat man u = z¥ und

ydz
dus d,2y = zY(dylz + —) =
z
sinx?*
dx cos. xSin *(cos 1,608 x == w—n
i Cos. x

23.

Wir haben bisher bi‘e 6inu6} Cofinug  u. f, v, als
Bunctionen des Bogens bLehandelt; jest tvoffen wir dem
' Hos
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Bogen fuccefiive als8  eine Function feined Sinug,
feines. Gofinus u. f. to. anfehen, unb Ddavon das
Diffevential unter feinen verfchiedenen Gefidhtapuncten fus
den. IWir wollen bes‘weqen annehmen, x fey bie vorges
gebene Sunctwn, und u die beranbetlldye @tof;e, bon mel‘

‘ther diefe Funetion abb«mgt, gl '

1) Die Gleidung

e S 'dxcos.x
gicht, wegen §
: sinix = U 1
ey e e 2
cosix =/ Fj
. d_x]_/l SRty
und folglid ®
e du
dx = =3
1 -~ u®

Dics n't ber Werth vom Differential beé %ngens durdh
das Diffevential ded Sinud und durd) den Sinug felbft,
ausgedruct,” :

Man fann ju diefem Ausdrud gelangen, wenn man
den in Nr. 38 der Ginleitung, gegebenen Ausdrud des
Dogensg anwendet, welder, wenn man darin sinx = y
und , :

cosx = Vi—u,
fegt, wicd
V=1= l(uV— 1+ VI — juid)y

wotaus man ieht

X &= ‘-7-11 1) — 1-|-V L — u?),

Sn der That, wenn maen x in u verandert und umges
fehur, fo witd man im 6ten Beyfpiel von ERr. 20 finden
d.
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'du
Vl —_—u?

iﬁenn man bas '.Duﬁetentua[ des %ogcné durch feis
nen @ofmus ausdriicfen moﬂte fo. mug*e mar pon bee
Sleidhung

.

| ..A"l_'\;—x““V" IR &)

d.cos.x = ~— dx'sin.x
ausgehen, teldhe, twenn man cos.x = u macht, giebt
du = — dx)/ T *
oder y
d
dx = - e et ;
Pooss \l 1
Um von Dieraus 5um @nuébecfus ubetgugeben, fo
made man v = 1 — y, tweil
sm.ver.x = I - CO0S. X

man (;at folglich

du = — dy und dx = o .
¢ V:y s 8
. 2) @8 fep tang.x == uj die Gleichung
x ldd. L
/ gl.tang,x AT
gicht \
\ dx
o dn = —— unb dx = ducos, x*%
: ; cos. x
#Begen-
sin.x i bt 8
cos. X
findet man

sin X = cos.x tang.x
sin, x* = cos.x* tang, x*

#od I == gos,x* fir sin.x? fubftituizt, giebt
' 1=
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T == cos.x? + tang, x> cosx = cos.x’(1 tangx)

man hat alfo
il § I

o _YI+tangx ; I+u
@egt man diefen %ettb in den von dx, fo entfieht bavaué
du .
+ u?
woraud man fhliefen fann; daf das ‘,Dxfferenttal
. deg Bogens ‘gleidh lft dem Differential dex
fangente, dividirt durd das Ouadrat der
Gecante; denn /TS pefift die Secante aus,
toenn die Tangente durch u vorgefretit ift.
Wiv wollen diefen Actifel mit dem folgenden Veys

SRR

fpiel befd)lxeﬁen ; At
@s-fep x ein Bogen ; Her @nwé bte %unmon
g oauli1 ~ u

ift, man made

e —

2uV1 — u® =z
fo murb man f)abm

dx. = gooit
Vi — ?"
aber '
: 2du(s — a2u®l
dz = = =
Vl - y? !
. crmry O ———— 2
VI —_ 2= I - 2u"
J
alfo '
: dx‘= Qdu +
oy = B®

Wou: dey :szfemtmunu der {*;nmtwm oon §tved nqr&nberhcbea
®rdfien, .

24.
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Wit toolfen ung jent mit folden Junctionen befchaf.
tigen, weldbe von jwep verdnderlichen Grdfen abhangen,
und fogleidy ein’ Bepfpiel vernehmen. E3 fey u — xmyu;
da die Grofen x und y Feine Bejiehung unter einander
baben, fo fann bdie jwepte die néni(id)e bleiben, ob fich
gleih die erfte verandert, -um eben fo audy umgefehre.
@3 folat hicraus, daf der TWerth der borgegebenen Funes
tion fid) auf mefrere Art verandern fann; 1) durcdh die
Weranderung, twelche mit x allein oder mit y allein pors
aeht; oder 2) dburdh bas Sufammentreffen Ddiejer bepden
Umftanbde.

SBenn man blos auf die Veranderung von x Nicd:
fiht nimmt, und m der vorgegebenen Function x + h
ftatt diefer vecanderlichen Srofe fubftltutrt, fo witd man

finden )
m—l)

(x+h)myn = xmyu+ 1-le“"1)"'1'1 +m xm=-2ynh?

m(nj—r) (mﬁ_z} xm-3ynh? 4
; O Sy
14t man y fih allein verandern. und f{hreibt y =+ k frart

y» fo erhalt man

+v

xm(y+k)"'—X‘“y“+ i yu-r xmk = m(m— )y"-mek*‘
e + m(h'l““‘)_(_n:l—_z y"'3\:mk’ + = -
: (s PR R

@nblich, wenn man annimt, daf die bepden vorhers
gebenben Leranderungen ju gleicher Jeit ftatt fanden;, fo
mrb die vorgegebene Function

(2 + hym (y + kyng
und
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und man twirde daraus die Entwicklung erba[ten, ‘foenn
man bepde Entwicflusgen von ,
‘ (z + b upd (y + k)»

“mit einander multiplicivte. Man fann aber zu Ddiefem
Bweck , auf eine weit einfadhere Art gelangen, wenn man
y + k ftatt y in der porhin gefundenen Entwicflung von
(x + h)myn, gder x <+ h fitr x in der Cntwicklung von
am(x = k)p fubftituive, Berridhtet man die erfie Oper:
tation, fo fommt

(x + W= ¢+ ke

xm yll ‘ + .nll xm-I yl’)h
m{m—1)
I o2

xm=2 Yl’lk2

“ -nxn‘}"“lk -+ -n-:— %xm‘lyn'lhk
(m™®1)
7l + mim

R Tieid

e n(n—7) : m n(n—1)

xinyn=2k? - —
i =y B

! Lis 2
* m.m—t n(n—1x)
X .2 e
+ o
Sbtefe @ntmxd[ung giebt nun die urfpringlidhe Funcs
tion xmyn wieder, und Ddann nach eine Folge bon Func:
tionen pon x und y, welde die vevfchiedene Potengen dev
Sunahmen h und k, als auch die Producte diefer Potenzen
multiplicieen.  Man wirde analogifhe Crtwidflungen fur
jede andere Junction finden, wie grof auch immer die
die Unzahl der verdnderlichen Grdfen die fich in ihrer
Sufemmenfegung befinden, fepn mag. Wie toollen jest
ganj

.r_l. xm-z,n-lh’k
1

xn=Iyn-1I hk?

xm'zyﬂ“ih’k*
\
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gany allgemein jeigen, daf diefe Entroidlungen ju neuen
unctionen Anlaf geben, bie man von der vorgegebenen
eben fo durd fucceflive Differentiivungen ableiten fanm,
alg dicjenigen, mweldhe man im Fall einer einzigen verans '
derlichen Grofe crbalt. :

2§,

MWir wollen dutd f(x, y) ivgend eine Funetion von
= und y vorftellen; und juerft annnehmen, daf bdie
perandeclihe ©rdfe x fich allein verdndere und x + h
tirde; fo mifte man y al8 eine beftdndige Grofe anfes
Hen und die vovgegebene .Function ¢ben fo wie eine Funes
tion pon x behanden; man wurde alfo nadh) dem Lehyrs
fage von Rrexz, twenn mon der Kirze wegen f(x, y)=u
macht, hHaben

deh d*uh? d'uh?
fG&thy) =t '_l o T ra -, m—z—-;'i'.

Wenn man finden wollte was die vorgegebene Funcs
tion twitd , wenn blof y eimen Juwachs erhalt, fo wird
man x al8 eine beftandige Grdfe anfehen und fix, y+K)
oder u al8 eine Junction von y; Bhierdurd) wirde man
erfalten Y

du k du* | k? d’u  k?
f(,k,)"‘i"‘k?—-ll'i'-—- -;- +a—;; i =t 5; 72—3+‘”

Sebtetvoflen tvw vorausfepen, die Grofen x und y
peranderten fidh ju gleicher Reit, tund wirden x + h und
y 4 k3 da man aber der Junction f(xy) nodh Feine bes
fondere Fornt gegebeny Hat, fo ift e8 nidt moglich davin
- anf einmal die bepden angejeigten Subftitutionen ju ma:

" chen, aber ¢s i leicht ju begreifen, daff man ju dDemfels
. ben mefultat gelangen toticde, toenn. mian guerft x in
x+h
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x 4+ k beranbcrte, und dann y 4k in der @ntmxdﬂung
ble durch die erfre Operation entfteht, fegte
Man hat fd;on
h d?u. h® daprrch?
f{x+h,y)=u+ a—; ;_I— o FBLY = + P -l~2-§+.u
o u, f(x, y) vorfiellt. Um die Coefficienten der verfchiez
denen Glieder diefer Reihe, in Rickiicht auf die Verdn:
derung von y, ju entwiceln, fo beobade ich juerit, daf
in jedem Glicde x als eine befidndige Grofe angefehen
toerden fann, und daf man fie folglih al8 Functidnien
von det eingigen verandetlidhen Grofe y behandeln mug,
Hievauf wicd f(x,y) oder u
ad k £x b s (g d’u s

ut = — — tis —

dy T dyic- T2, dyoals 00 3

35X

LR

s : d !
gBenn man in diefer Entwicdlung EL:_ fatt u fhreidt, fo

) : o i
hat man jum Refultat wasg aus der Junction 5-2 wicd,

wenn fih y in y + k bev&nbe’tft' vag heift

: rdu
Oy E?) k ) &F
i TARB ! ek’ R
y 1 dy 1.2

ro b e e
dx o

o dy‘_-- 52 3’
@¢s xﬂ aber Iexd)t em5ufef)en, daf der Ausdruck -

(dx)

Koy ¥
3toey Qlﬁ'erentntungen angeigt, die fuccefiive bep der vors
gegebenen- Function gemadyt find, die erfre in RNadk(idht
auf die Vevrdnderung von x allein, und die gvepte ins
L Theil, e i bem
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dem biof y al8 veranderlich angefehen ticd; tvir teollen
diefen Husdrudt unter eine einfadere Form Bringen, und
toie folgt fdreiben:
: ‘ dfu
dy dx
Gben fo tvollen thic
: Lf du
(%)

d’_;__

durd
d’u
dy*dx
vorftellens und gany aligemein, muf man durds
dotmy
~dyndxm -

den Differential - Coefficienten von der Ordnung n in Bed

i

sichung auf die Function
dmy
‘ dxm

~verfiehen, inder man davin blof y alg vevanderlicy anz

fieht; in fo fern, daf Diefe Junction felbfe der Differen:
tial - Goefficient von der Ordnung m von der vorgegebenen
Gunction ift, in welder blof x al8 verdndetlich angenoms
men wicd. ' ,

Dies vovausgefesst) fo wird die Subftitution [von
x '_i' k fta“ X,

da
dx
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da , du d’a k d’u k?

:i_x_m?x— E}_dx I dy*d= 1.2 .

d*u k3
s 1.m, )
d2u , o d*u dfu K 4l et S
dx‘ dx® dydx I dy%dx® 1.2
d’u S
3B + (A S

dy?dxt B.2.3 0
A, Ag k+ du K
ds  dx’  dyds’ 1 dy*dx’ 1.3

&% K
dy'dx’ 1.2.3
peranderit.

Subftituitt man diefe fmertbe in der Entwicflung von
F(x + h, y) und ordnet fo, daf alle Glieder in welden
die Egponenten von h und von k einerley Summe mas
den, audy in einer BVertical- Columne ftehen, fo Fommt

a 2 3 3
Flaths y+k)_u+‘i‘i‘f+ ‘;—y"?'fz + 37“7"73.-*- A
duh d*u k h du ko
b e e vl el
‘ d*u h? du <k h? |

Sl 4SS
dx* 1,2 dydx® g 1.2+

400

a6. |
Wik haben bdie vorfehenden Entrwiclungen dadurdy
gefunden, Daf wir erft x + b ftats %, wnd dann y + &
RNz : ftass
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ftatt y festen, man Datte aber audh umgefelhrt verfahren
und bey der Subftitution in Degichung auf y anfangen
Fbnnen: algbann wiicde f(x, s
S R il ok

f(x,y+k)obetu+—-—-+ — % ____+,,“

dy*1.2  dy’i.2.3
getorden fepn. Die Cubftxtutwn vont x - h ftatt x in
btefet Reihe, wirde u in .
“ duh d’u h? diw ks
T S ohgnate, LT 1.2.3 B seih
vecandert haben, und dann

du, du d*nu h i A

e e —_— - e
dy d)T +dxdyl‘ dx* dyr.2
; d*u h'
T et e
‘ : dx* dyi.a.3 ¢
d"'u '!'l d®u 4 d’u h d%a " h?
e T e tE dy*1.2
d&n K’ ¢
T3 ra '—_]— + v .
dx*dy*1.2.3"
d‘“‘. d’u ‘ u h d;u h?

. dy R dy’ + dxdy’ I dx’dy’ 1.2

.
'

du h*
. dx’ dy’ §.2.3

LA B

man wicde follidy Haben

f(x+hs Y+h)
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deb ) -d*u. h* d'u h bt
h h ': - e e —_— +."
fckh, Y+.) u}dx I.+ dx® 1 .2,+ dx’ 1 2.3 -

duk d’u h k d’u h® k

]
— s et e

dy 1 ‘dxdy 1 L. dx’dyr21I;

d?u 'k* d’u b k’ P
EZ—’T—Q dgdy* 1 12
d’u K*
Ll A
: dy’ 123
R !

\ o

€3 ift auqenfcbemhd), dafi b(efe ;wet)te Entwiclung
mit dep etftm ibentifeh fepn muf 5 denn e ift  gleichgnls
‘tig 0b man erft x in x + h uud dann y in y + k vers
andert, oder ob man' diefe Subftitution blof in umgefehrs
ter Ordaung verrichret,, weil .man_ auf bepde Yrten
fx = by + k) eghatt, /

Wenn man in diefen bepden (!nthd’lnngcu die mit
eineclen Poten; von h und von k behafteten Glieder mit
einander berg[eud)t, fo wird man folgenbe @lctd)ungen‘
finden,

diies Neadin A
?;.dx T dx dy
d*u d’u
=
dy dx* “dx* dy
oo 72 Pu i

= —

4 ——— : ——— -
dy? dx dx dy*

d"w dminy

——
=

dy"dx"‘ dx"’dﬁ

. *

Die erfte febet ung, daf der Diffeventials Coeficient
»on der jwepten Ordnung. einer Junction mit jwey verdns
N3 : dets
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pevlichen @réﬁen, fo gen‘om;_men, baff man fn Bejichung
auf ciner von ihnen und dann in Begiechung auf die ans
deren Differentiivt, immev Der  memliche bleibt, toefche
Ordnung man auch bep den Differentiivungen befolgt has
pen mag. &8s fey gum Beyfpicl u = xmyn; wenn man
suerft x aflein alg peranderlih) anfieht und diffeventiive,
{o hat man :
u
Lo PR
differentiivt ynan nun diefes Refultat, und 13t y fih nyy
pecdndeen, o erhdlt man
d’u
’ T iy

opetitt man in umgefehrter Ordnung, fo fndet mon

G = nxmyﬂtl
ond

g

— M~ % n*!’

El_}'rd)’ mnx y
und man fieht dag das Enbdrefultat in Depden Faflen eis
weeley, ifts

‘24,
Die dbrigen vorhin gefundenen Gleidungen , find
nut Fofgerungen aus dev etften: in der That, nadh der
angenommenen Begidnung ift
; d’u
ag nemliche al8 '
"du
d? s
dy dx

und
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und da man die Ordnung bdiefer aufeinander fbrgepbm
Diffeventiivuwgen umfehren fann,

, é*_l)
dx d’u
dx dy Sy dy dx”
Man Hat aud
d“u
g S S - dxdy)

d-x?_d—); yion dx ? .
und indem man die Ordnung der beyden erften anaeeias
ten Diffeventiivungen umfehrt, fo fommt o, %Y,

d*u ) :
dydx d’u
Ca 0 s dy dx

ein mit bem bongen cinftimmenbes :Refulmt.'
Man wictd auf ahnliche vt finden:

d* d’
A ¢ dydx) s dxdy d’u
dy® dx & BTyt Dk drdn Ay
d’( du pe , du
d*u dy ) o, ( dy ) d*u

dx dy* = dxdy “dydx e ,dydxdy'

~ Wenn man audy die ubrigen Gleidhungen auf diefe
et befandelt, fo witd man alle gleichbedeutende Auss
bracde der Diffevential Coefficienten von hdheren Ord,
nungen finden ; die hiev bepgefigte Tabelle giebt die ver?
fchicdenen Yusdricke det Differential-Coefficienten von der
goepten, Dritten und vierten Ordnung: alle in einer
Bevticals Columne frehenden find identifch.
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4o | dl d'n | d'w d*u d*u
dy dx dy’dx Tdydx® ; dy’dx dy*dx* | dydx’ z
*u d’u d*u d*u d*u d*u
dxdy |dy dxdv|dxdydx|dy*dxdy|dydxdydx|dxdydx?
&5 e’u d'u d*u. d*u d*u
dxdy? |"dx*dy [dydxdy?|dydxd; |dx*dydx
d*u d*u d"u
dxdy’ | dxdy’dx| dx’dy
. d™o
b I 3 dx'zdyz '

{

Gang allgemein, man fann die Drdnung

o der angedeuteten Differentiivungen umfel:

ren wie man will; wenn fie nur die nemlichen

bleiben und die Anjzabh( der Diffeventiivrungen

gleich blcibt fo wird ﬁd) Das E){efultat nidt
perdndetn, j
W jich davon u uberaeugen, fo fep
'dmfnu : 4

ed ift leicht nady der in Sw o unbd 25 gemadten Formet,

gu_fehen, daf man diefen Uusdrudt, auf folgende vt

; "*IU)
o dlﬁ- ( d 80 . )
. dx dy

s dxm-1I
foenn man aber die Ordnung der bez)ben ifolivten Diffes
tentiivungen wieder umfet)tt twelches eclaubt ift, fo hat man
; diet u)

: 3 dy“'
: : dy dx
dxm-1 ?

~und twenn man alle angedeuteten Dperationen unter eis

nerley
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nerfen Seichen beingt, fo entfieht fratt Der vorgegebeien
%orme[ der gleichbedeutende Augdreuc
dmtoy
© dxw-Tdydxdyn-I

Senn man diefen fegten Yusdeud jerlegt, fo fénnte
man datin ‘neue Permutationen in der Stellung von dy
und dx vernchmen; ‘wic fonnen alfo den obigen Saf
al8 Dewiefen, annehmen, ' '

28.

_Rieht man £(x y). ober u. Hon f(x-i-h y+k) ab, n’of ;
findet man ~

h - o d?us la’ ']
f(X+h,y+k) —f\x,y)== E—-—- + l
1 dx’ 1.2
du k d%un k h 1
'+E;Y+dydxll' s
¢ d*u k2 I
dy 1. 2 l

s 00

$Bennt man auf die Functionen von  jtoey betanber,

lichen Grofien die Definition augdehnt, welde wir (MNr.9)
von dem Diffevential einer Function gegeben haben, fo

witd man fehen, daf dag Differential von F(x, y) oder

vorn u in den bepden Gliedern entf)aitm ift,- weldye die

erfie Cofumne. dev porhergehenten Entwictlung bifden,

und. wenn.man, b in dx und k in dy berwanbelt, fo has

ben. toip.

. du
df(x, y) = du'- a—'d + e dy

&8 folgt bmraué dafi das ‘,bxffmuna[ einer %unctmn
00N jtwen bcranbetud)gn Gedfen wep Iheile in fich Des
~gweift, nemlidy

i

Ns da
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du
oder dag Diffevential o x allein alg eine weranderliche

Grdfe angefehen ift, und

wo y alfein’ al8 verdndetlich angefehen {ft.
Man Eann daher auf die Functionen pon ey vers
dnderlichen Grofien-die (Mr.13 und folg.) gegebene Re:

A gefn fie die Differentiirungen foldher Functionen antens

pen die nuc von einecr veranderliden Hrofe abhangen,
und desmwegen differentiivt man die porgegebene
Sunction guerft in Bejiehung auf eine dev ver:
dundervlichen Grofen, und dannin Deiehung auf
dieandece, dieSumme dieferbepyden ‘.Refultate
wivd dDad gefudhte Differential feyn,
Man fieht auf der Stelle nady diefer Regely daf
d(x+y) = dx + dy 1
d . xy = ydx -+ xdy L
x  ydx — xdy

d,—-.——ﬂ-\—w

|
e A

29.

Miv glauben nidt, daff ed nothivendig fey) viel Beys
fpiele 'in Veziehung auf die Differentiivungen der Funes
tionen von jwep verdndetlichen Grofen ju geben, welde
¢hen fo ausgedrdct wird ald die Diffeventiivung dev Funes
~ tionen die nur eine vevanderliche Brofe enthalten. IMWie

- toecden ung daber auf dag Folgende einfhranfens

Nu=s
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1) u == xmyng

nran hat
o dx == man-Tyndx 1
% lx == mam-1y |
fo dy ==n$cm n-1 dy i'
: dy g
-dus= mxm-Yyadx 4 nxo~ 1dy sz xW-Xye-¥ (inydx + nxdy)
a
2) us=m L,
x2 + yz
man Hat
?_\ i e 'ayxdg
ax , (xz_i_ya)a
e e K
X y sz _t_ y: (xz.+ y2)§
alfo
e ayxdx 9 ady fay?dy

3

@ VETY i

oder wwenn man veducivt

__ —ayxdx-4-ax’dy

2 2 JTELS
="+ y)?
X
3) u =,A(tang. = ;);
Dies ift der Ausdruct cines Kreigbogens deffen Hatbmey:

fer 1 und Ddeffen Tangente %i(t; ww ibn gu Ddiffeventiiz

ven, macde man -3—:: 3, und fude nadh RNr. 23 dag

Diffevential ded Bogens deffen Sqngente/ durd z auéges
dridt ift; e3 fommt jum S;R_,efutegt

dz
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: ‘dz
‘ 12"
man hat alfo
T SN0 dz
i+

@’egt man fun: z. und dz.ihren SWerth, fo findet man

ydx ‘= xdy
B s y* = ydx — xdy.
o 3 4 l+‘£ »—‘yz_’_xi
S 5
30.

Die et wic man die Diferentiale der Functionen
fchreibt, die von mehreven verdndetlichen Grofen abhans
gen, giebt 5u wzd)tlgen %emerfungen Uniaff. Man darf

1e15t mcbt — dx -mit du_perwedfeln, wie es ges

fdbehen: fonnte, wenn u nue bdie verdnderlihe Grdfie x
enthielte. §n der That, da im legtern Falle du nur dag
erfte Glied. von der @ntwoicflung des Unterfdicdes iz
fdben dem Depden aufeinander folgenden Juftanden |der
vorgegebenen Gunction it fo Hat man durd) die Divifion
diefer Grofe mit den Juwadgd dx den Differential s Ecefs
ficienten; enthalt aber u ywey veranderlie Grdfen, fo ift
das Differential ausd jwen Gliedern jufammengefest, und

du '
i biefem ’§al[ hat der zluébrud? T, cinen befondern Sing ;

er bcwd)net den Differential- @oeﬁ:cnenten in der Hypos
tbefe x alg allein peranderlich angefebem oder den Goef:
ficienten p_eé crften @hebes‘ pon Dder @ntmtcﬂung bed in
diefer Hopothefe genommenen Unterfhicdes, durd) den
Ruwadhs dx dividict: eben fo verhalt e fih mit g;

Die
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Die @réfjen —3—:, g—; werden  gemeiniglid Pars
tial: Differengen der erfren Ocdnung von der Finc:
twn u genannt, und allgemein frellt
d‘“+“u

i dx'“dyﬂ ’
¢ine Partial- @tffereng vor det Ordnung m <4 n° vor,
fweldhe man erhalt, wenn mmal in ?Begtebung auf x und
nmal in i’}eatebung auf Y vifferentiirt twird. :

S glaube bemert’en i muffen, daf die Venennung
Pavtial - Differeny nidht genau ift; denn die Jorz:
meln, welche man fo begeichnet dricfen nidt die Diffes,
Leng 5mxfd)en swep GSrofen aus. Die mnbten Pactials
Differenzen von u find

fGa+h, y) — fx 9 :

S FG& y+0) = fmps’ ‘-
die erfte ift genommen, indem man blof Riucfidht auf»
die Verdnderung von x nahm und die jwepte indemy
man blof die éBev&nbewng von y vovausfeste, . Die
Nusdricfe ;

du

odber

mtcbeé die erfien Glieder vom den @ntmd?{ungen diefer
Unterfchiede find, ‘follten %‘atttai @tfferengen aes
nannt weeden , und

du
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du'}

dxg

du l

dyJ
follten immer Differentials Coefficienten dber ets
ften Ordrung von et vorgegebenen Function bleiben.
" Man muf aber bemerfen, daf eine Fnnetion von eines
eingigen verandetlichen Grdfe in jeder Ordnung nuy eis
nen’ Diffevential - Coefficienten hat , da hingegen eine
Sunction von gwey vevanderlidhen Srofen flie die erfte
Ordnung jwey Differential - Coefficienten, firr die gwente
Ocdnung drep, fie die dritte Ovdnung vier w. i 1
bat.

i

31

Nachftehendes jeigt , wie man diefe ver{diedenen
Goefficienten finden Faun, indem man von den bepden
¢rften ausgebt.

Man phat erft

dn = (—1-9 dx 4 Lif dy
dx dy
nimmt man hierauf dag Differential det Functionen
du

= und —, mé[dpe alg Junctiorien von jtoen veednderliz
X dy

den Grdfen bebaube!t werbm mﬁﬁ'cn,‘ fo Eomme
d?u

! (d ) dx adl: ayt;‘lx dy
L) o
\dy dxdy it 8 dy’ d’

und weil das jwepte Diffevential nidhts anders als das
Diffevential vom evften Diffevential ife, fo. hat man
, d3y

-
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2 \ 2 2
4% = g;-‘: dx? 42 a—% dxdy -+ gy—: dy?
indem man dx und dy af8 beftandige Grdfen anfieht
und beobachtet, vaf die DiffeventialzCoefficienten deven
Senner blof Ddie ver{dhiednen Ynerdnungen eines und
eben beffelben Products aug dx und dy vorftcue, dens

tifdy find.

@iﬁcvcntiirt man bdie Coefficienten , welhe fih in
bem vovfehenden Refultat befinden, fo Fommt
; d*a _ d'u b o &
A dx? dydx® ¥

ain a2 o dn
dxdy — &dy" | dydsdy

) 3 3

s j—~—dx‘+‘dl; dy

" dy2 dxdy? ay
nd folglich

du g 3 Tydh
du:d’d © dxidy "+dxdy’ o
d*u
+ dyi dy »

Man wicd diefe Bildung feicht fortfesen Fdnnen, ind
ohne Sreifel die Analogie bemerfen, die fich shwifhen der
Refultaten 3u toelchen it gelangt find, und jwifdern -
der Gntwicklung der Potenjen des Bindmiums befindet,
Mm fid ju veifichern, daf diefe Unalogic ftatt Hat, big
ju mwelher Ocrdnung man aud imnier die Diffeventiis
tung teeiben mag, fo ift e8 Hinveichend das Gefes aufs
gufuchen, toelches gwifchent jroen aufeinander fotginben
Differentialen Herefdt.

Wi wollen alfo annehmen mah Hatte

dmg
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dny "-/d dxm - A s
T dxn dxn-Idy

dhu
thb dxn-2 dy? dxn-3 dy’
wo'A, B, C. .. numerifde ton x und y unabhangige
Goefficienten find; tenn man jedes Glied in der jwepten
Halfte diefer Gleidhung fuccefiive in Besiehung auf x und
y diffeventiict, und dann die abhnlidhen Refultate gufam:
'menabbirt, o toird man- finden

dxn=-Idy

dxn-3dy® .

dxn=2dy?-C

dn$ T & 1
dskry = e dxn+r+(A+x) ey [
(5 ~ ’L‘dn-ldzi
+(BTA) d—;—;d—ya B-Xdy? p
+I u l
dxa-2dy’ j
oy S %
Hun. fey
(x+y)m = xn +A’x““y +B’X""y +C‘xn 373 riiln
fo hat man

(x + y)mtT = (x4 )P Fy) = 10T 4 (A4 x,xﬁy

+ (B + A)xn-1y2(C/ +B)xn2y’ ...

tooraus man fteht, Daf bep Dem Uebergang von In ju

n 4 1, mit den Coefficienten der Entwiclung (x ~+ y)n

die nemfichen BVeranderungen vorgehen al$ mit denen oy

diu, und da die evfte Coefficienten refpective denen jwenten

gleid) find, wenn n = 1 ift, fo muf dre Gleichheir auch

noch fir jeden andetn ganjen erth von n fratt Haben:

man fann alfo gang aligemein fchreiben :
dog n dea

diy = —— dxn 4 -i-d--——-—xn T3y dxn= Idy‘

n (n—1) . dou

i1 ' a  dxn-2dy3

dxn=2dy? 4- |, 3

€3
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- @8 folgt Bicraus, daf man das Differentigl dou bildet,
wenn man 298 Binominm

‘ (dx < dy)n
entroicBelt, und die verfhiedenen Glicder des Nefultats,
dureh die analogifdhen Differentials Coefficienten multiplis
c;rt, fo baf; baé;emge Blied , welches mit

dxn- mdym
behaftet ift, jum %)?u[tlpucato:
dnu

Habe.

32

 Die Entwicklung von Flc+h, y-+k fantt aud pon
der Gutwicflung Dder verfhiedencn Potensen des Biros
miums hergelettet toerden; Denn wenn man die Gliedet
in welcher die Gpponenten vop h und von k efnetley
Summe machen , auf einerley RNemier reducivt, fo wird
fie folgende ‘,S'orni annehmen.

r Hodg e

1
ad ez
+ 2 <dx o % J?'
1 ld% d? 2 1
ik ’+2~—“—hk 5
B ey dy®  J
T fd'n d’u d*u ‘
+""‘"“‘<_ h? — - hk?
1.2.3Wd%° +3 +3dxdy‘h
1 B |
+ a}‘,'; K?
1 ('d*y d*a d*u
i < — el h? i e il
1,2.3.4 Ldx* * 4 dx’dy e dx*dy e
¢ *u dty .9
& B s 3 AT s
+ 4 dxdy’ + d)’4 k J’

L Theit, o und
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und dann fieht man augenfdeintich, daf fie fich eben fo
von Det Reibe

1 T p 2 I s
Wk G 4 = (407 + i )

: -

1 14.2237¢
ableitet, al8 die Diffeventiale du, d*u, d’u . . . fidh vort
den Potengen '

(dx 4 dy), (dx + dp)% (dx 4 dy)* .. .
ableiten,

Wir werden ung nidt auf die Fnduction einfdran:
fen, weldhe man aus der BVergleichung. der eviten Glieder
Ver votftehenden Formeln giehen fann, und es twird ung
nicdht fhwer fallen ju beweifen, daf die Analogie, welde
tiv haben bemerfen laflen, im. gangen Umfange diefie
Kormeln ftatt Hat. Wiv wollen ju dem Gnde das allges
meine Gfied von

f(x + h y 4 k) :
betracten; ed ift augenfdeinlid, vaf es fid von dem '
allgemeinen Gfiede von f(x + h, y) muf ableiten laffen,
wenn man darin y 4+ k fatt y fubftituict, aber wegen

du du* h? du R B
S 4+ hy)=u +d_xh+c—1;;.—; + .
witd dies lefite Glied ' :
\ dmyg hm
dxm * 1.2,.,.m
madht man in der Function '
dmy
i dxm
bie in Begiehung auf y angejeigte BVeranderung, fo wird
man jum Refultat eine Reihe von Slicdern

(h+k)* + ooy

dmg
dxm
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dmy  dmgryg o,k dm¥ay k2

St s e e s

dxm ° dxmdy Py = dxm dy*i.2

LI

dm+ﬂ kn
dm dyn AT
faben, und folglich toird das perfangte allgemeine Glicd
durdy
dimin hmja
dxmdyﬁ f...m.1.2...n
audgedeiicft fegn, Aber dad Product hmku ift mit hmin
und mit kmtn L)onuogen , tooben jedes
: i
1.2,, ,(m + n) '
sum mtmmenfd)en Coefficienten Haben toitd, Bringt man
nun die Beide
I
1.2% e (i 4 1) e l.ﬁ....xn.l.2..n
auf einetlep RNenner, fo findet man fir den jrveptent
I I.2. ssed 4 !‘2 ﬂ
(m <+ n) X 1‘2...(m -+ n)
tmb toenn man

£
- (m + )
wm qemcmfc{)aftlxd)en %actoc aller mif hnkm fmmogenen
@uebec nimmt, fo bleibt .

X. 2¢.>‘(m+_ri).
AR Rk 1 16 O M ) ) SR 4
fir den gemeini’d)aftucben Coefficienten diefes Gfieded:
0. b, der nemliche, ald mit dem diefes Glied in per Snts
wictlung oon (h < kymtn befhaftet fegn wiede

/

I 33
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133

Wenn man in der Entwidlung von flx+h, y+k).
welhe wiv fo eben betrachtet haben h in dx und k in dy
perdndert, fo irde man, indem man von denm Nenner
abfteahict , davin alédann  die Differentiale ven allefr
Ordnungen; von der Funetion u wieder finden: nemlich
Das erfte Diffevential in den Gliedern, wo die Sunals
men nur bis gum evften Grade freigen; dag grofte Difs
ferential in Demjenigen, wo fie nur bi8 jum Fwepten
Grade fleigen; das dritte Diffevential in den Gliedern wo
“bie Sunafhmien nur big jum dritten Grade ficigen u, f. w,
man witd alfo Habens

d’u

: , do A% _
f(x'l"dx’}"i‘d)’):“'i'l— =5 T + %3

+ d*u oo
" 1.3.3.4 + P

Das nemliche Refultat erflt man fiir die Functior
nen ven einer einjigen wveranderlichen Strdfe, wenn man
in bder Fotmel von N. 12 dx ftatt k fubftituict. Die
vorftehende Reihe Fommt alfo eben forvohl den Functio:
nen von einet al$ denen von jwey verdnderlicher Grofen
au, wenn man pun die Differentiale in jedem diefer Falle
auf eine febicklicdhe Art nimmt.  Wiv twerden bald jeigen,
daf diefe Reihe fir jede Anjahl von verdandetlihen Groa
fien Die fid in Der vorgegebenen Function befinden frate
bat.  Sie verbindet mit diefe Allgemeinheit den Borjug,
bap fie leicht su bealten ift-

34-

Die fucceflioen Differentiale Haben uns die Mister
an die Hand gegeben, die Eniwidlung einer Function in
: D
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Beysiehung auf die Sunahmen der veranderlichen Grofen
pon denen fie abhangt augjudeucferr.  Man Fann audh
von diefer Enttoicflung, tenn e etroa fhon beFannt iff,
die Diffeventiale felbf Herleiten. Man braudt 3u Ddiefem
Gnde nur alle in Begichung auf den Sutvadyd gleichartis
gen Slieder jufammenftellen, die vom eeftenn ®vade wets
pen’ bie erften Diffeventiale durch 1 dividizt, geben; die
®flicder vom jwepten. Grade, das jwepte Differential
dividict duech 1.2; die vom Ddritten Grade, das Diffes
‘wential dipidirt durd 1.2.3 und fo teiter: dergeftallt,
daf wenn man
w -4 Pdx 4 Qdy 1

+ Rax* 4 Sdxdy + Téy* J

et 4 :
Hatte, man baraus

é& = Pdx - Qdy

Ba
=3

& Rdx* + Sdxdy + Tdy*

V]

R e

o e

jichen wihrde.
Man fieht, daf dies davauf bmauéfnmmt, die ge:
aebene Enitoicflung mit der Reihe .

du d%u d’u
R ey il W +.°o
I o )

au vergleihen, indem man die @)Itebet der (Qntmnd‘[ung
in welden die Summe der Cyponenten der Juwadhfe dx,
dy cinetley ift, alg gleichartig mit den Gliedern dev Reis
be anfieht, in welchen der Cyponent des %ucbﬁaben d
diefer Summe gleid iff,

D3 53.



214 S Crftes Rapitel,

854
Um nicdht in ju fehr verwideite Rechnungen 3u geras
then, fo twollen wir dies BVecfahren blo§ auf die Func:
tion :
u== (a4 bx 4 cx?)r
antvenden, Subftituirt man_ darin x 4 dx fir x, fo
fomm¢
[a 4 bx =4 cx® 4 bdx = 2cxdx 4 cdx®]*
madht man der Rirze tvegen '
a 4 bx 4 cx® = p]
b o4 2¢x = q
fo hat man _
o (p  qdx o edx?)r
entroicfelt man diefen Yusdeud wie cin Binomium deffen
erftes Glied p 4+ qdx ift, fo wird man finden

 (ptqds)s +-f-(p+\qu)"’ ¥ cdx? o

t(r—1) (r—2)

— dx)r-3c’dx°® s
i o e (p+qd=) X+ .

Nun braucht man nur nodh blof die verfdiedenen
Potengen pon p + qdx gu entwideln, Um aber dag Difs .
ferential von der Otdriung n don der porgegebenen Funcs
tion ju crhalten, fo ift es hinveichend diejenigen Glieder,
relche im Endrefultat mit dx» behaftet find, ju veveinis
gen, nemlid) dasjenige, weldes in dev Entiwictlung

1, von (p -+ gqdx)r mit dx»

2, ¢ (p + qdo)r-T mit dxn=x

3 5 (p 4 qdx)r-¥ mit dxa-af
g ¢ (p 4 qdx)=3 mit dxae3

*
L 4

(r---1) ‘
==, dx r~2c2dx*
=~ (gigds.r~3cdx

multipliciet ift,
Nennt



[
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Mennt man die vefpectiven Coefficienten  diefer Potens

pon dx,
Ao Be Gy B T

fo fommt
R ot ~1) r(r—1) (r-2) o a0
A "—BC : C 3 D 2 ses
<L+I +1.2C 1.2.3‘c+ J>
dxt = g
I1.2,..n
Man fieht leidt, daf :
ri—1).,. (r—n41)
il e s Sl P
[ @=—1)(r—2).... (r—n<+2) 2t i .
I?: 1.2,...:. (n—2) griint: el
; Py n‘n-I_)__ i P
; r(r—~n-41) ¢°
(r—-—-2) (r=3).. e (r—n4-3) prontayqu-4
I 2eiivenN—4) . ;
' n(n—I1) (n—2)n - 3) T

A r(l—l)(rln’i_ I)kr‘—n-*-z) : ~q—;
ek (r—;)'(r-—4)‘,- “a (r—-n+_4_)_ pr=nt3 gn-6
e e (n—6)

n(n—:)(n—2)m—3) (n-——4) (n—‘i) p
r(r -1)(—2) (r~n+1) (=n+2) (r-n43) * ¢°

3

. f. 1.
fubftituict man nun ftatt A, B, C,'D . . . ibren TWerth,
fo wied fih nad) den Reductionen, ergebew

n(n—1) “cp
dru=r(r—~1). v, (t—=n+1) e "dxﬂ< It ——l
3 4 1(r=-n+4y1)q*

3 n(n—1) (n—2) (n-—g) .c_p_
L.2(r=n+1) (t—n+2) ' ¢
n(n—0(@—2) (n—H—4) (n~5) c’p’ 1

; X142.3(r—n+41)(r =n42) (t~—n-43) _q“— e 'J>

04 Sept
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Setit bleibt nichts tweiter fbrig, als an der Gtelle von p
. URD g wiedey die Ordfen ju fepen, weldhe fie ausdeiden,
, 36.

Die Form ded verftehenden Nefuftatd, ift nicht die
einfadfte, unter welcyen fidh) dou darfrellt; denn man fann
flie dies Differenttal cinen Augdruef echalten der blof q
als ein allen Stiedernt gemeinfdyafelihen Factor enthatt.

Man transformive
4?

- dx?)s,

(P + gx 4 cdx?)r it p u+

und indem manp dag Product gpc enalum, fo witd man
1 4ac 4 4bcx -4~ 4e’x
ﬁnben, wicd von diefer Grofe, q° oder (b -+ 20x)? abs
gegogent, fo fommt
s 4pe — q° = gac — b*;,
gin don P unabbanguges Refultat.  Sest man affo dey
Sieze wegen
4ac — b* = ¢,
fo Bat man '
4pc = e + q°;
foeldes die porgegebene Function in

P+ qu-t-q :' e
T

'-1[ — dx)? -——dx’

¥ L.( +2p,x) +4P’ f

perandert , und indenr man

fet, fo wir} fie .
’ P\'
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prl(r + q’dﬁ' + efdx*],
¢in Ausdruct, welher fogleid durch die erfie Cutwidlung

¢
. Pri([.;.q'.ix)zr—}-—:— (14-q/dx)2r~2e'dx*

' ’—E’-’-‘D— (14 p/dx) 27~ 4o dx*

+L(’:_i§f__) Cl+q’d'x)3"*5e”d‘xj‘ o 1
1.253 » J
aiebt
wimmt man endlich in jeder der Potenzen von 1 + q'dx
~ dagjenige Glied, weldes in der fepten @ntmz&(ung durch
dxn multiplicivt lft; fo toitd man finden

<r‘g, (gr-—ﬂ (2r—n+1)

LI - o N SIS B R 1’1
_r?_(':r‘ ~~2)(2’r-——3) .(2r—n+41) glora ol
1 18 (IR S S A A U {n ~ 2
r r—!) ar-—4)(2r—58). -n-=1) 9
A )\ ( + ; q/n—.4elz+“'>‘
3 I PV e IR O (n g 4) J
Aber »
n
ge = Tops
q/§-3¢1= n"lz - X e . — (lﬂ::ﬁ
‘ gn-lpn—.z zzp nnpn
. n
{ PR R Y
! : T AR
-4 n-4
qlnﬂle”::—i-——.- X :.-—-3 = 9—-—8—
gn—4pn-4 2"8 gnpn
; ; Wiz ot Shed
it TEp g

fubftituirt Man diefe Werthe im vorhergehenden Ausdeudf,
und nimmt mit per Korm der Coefficienten BVeranderuns
den vor, twelche mit Den vorhin entwickelten (vorherg,
Ceite) analogifd find, fo findet man

D3 - dng -
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¢ drgzmarer—I).. 40 (2r-—n+'1)(.§_>u pr-ndxn { I

r n(n—1) e  r(1—1) n(n -1 (n—2) (n-3 e*
_l—:zr‘zr:l—)? .2 2r(ar—I)(2r—az, (ar—3)'p*
f(r=1)(r—2) n(n—1)..... (n-§) e’ 1
1.6 03 er(ar—Tesat—5)-. g @ o
Uls einen bejondern Fall wollen wic
: 2 .

g = ——
i 572, VI — x°
nehmen; fo Haben toie
r =« }lworaud p = 1 — x"
a = ll> q = — 2X L
b = o, , e = — 4 '\
C = = lJ J
und e Fommt :
an, A 3.5 0 =
Vi — §°
I.2......nx"dx"1f' s Bn—1)
0 — =) [ La2.w

1.3 : n(n—r)(n~?)(n—l)+‘.‘1
2.4 1.2.3.4.x" f
Dies ift das NRefultat ju welchem Guler i feiner Abhand:
lung vom Diffeventialcalenl, durdy Snduction gelangt ift,
und weldesd Lagrange directe nach dem vorhin auseinans
pergefesten Berfahren gefunden Hat.
@8 folgt aus Nv,2, daf, twenn x den Sinug eines
- durdd y vorgeftellten Bogens beseichnet, man Haben wird
dy 1

e el

mm folglich
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4 T x’) d"’rly

dxn T dxoix
© Die vorfiehende Reihe durdh dxn dividivt, gieht alfo den
Werth von

dn*ly
dx"-ﬂ

537

Bon der Differentiitung fold)et Gunctionen die eine beliebige Ans
sabl verdnderlicher Grdfen enthalten,

SWBiv werden ung nicht viel mit foldhen Functionen

befdhaftigen, toelche von drey oder von einer grofern
Angahl veranderlihen Srdfen abhangen, weil e leidht
ift, baf in den vothergehenden Rummern Gefagte ju
verallgemeineen,  Man fieht audh ‘wicklich, daf man in

dem Falle, wo u cine Function von bdrep verdnderlichen -

Grdfen x, y und z vorftellt, juerft die Nr.2o gegebene
Gntwictlung erhalten wutde, indem man blof auf die
Yenderungen von x und y Rodficht nimmt; um endlich
su finden tasg entfteht, tenn z einen durd) I porgeftellz
ten Suwachd erhalt, fo braudt man nur die Srofen

du da d%u

py’ dx’ dy?

- al8 Functionen pon z allein ju betradbten und an ihree
Gtelle: die Neihen 3u fegen, welhe man erhalt, indem
man vom ZTaplorfchen Lehrfats Nv. 12 Gcebraud madt.
Dicjenige Reihe, welde man far den Differential 2 Coefs
ficienten ‘

u,

dnfmy
dy‘;hh"’l
fubfutuwen mifte, wicde gum augemgmen Bligde

drivginy
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: dpdntm'y Ip
dzpdyrdxm * 12.,. p

~ Baben und teil

dn=my
‘  dyodxm
mit dem Product .
‘ koh®
: 1.2..0X14,..m
beBaftet ift, fo findet man, daf dag alidemeine Glicd
pont ber Gntwicthing der Function u (in dem Fall wo
dbie drey veranderlichen Grdfen von denen fie abhangt

~ Afidh 3u gleicher Jeit verdndern) duvd)

dp#ntmy _1pkohm :
depdyndxm | .2 pXLra.aXI.2...m

ausgedriieft ift. - IMWicd diefeg Nefultat dutch dag Proz
duct x.2...(p + n <+ m) Mmultiplicict, und dividivt, fo
gonnte man ihnt folgende Form geben /

i ;T detstmg 1.2 ... ptntm)ipkohm

1.2... (ptn+m)'derdys dym’y,2..p X120 X 1.3..m”
Da nun dev Tegte Theil diefes Ausdtuds dag allgeneine
Glied dev Entwidlung von

(ItkFh)rintm (Einl, Re. 19)

" _ift. fo Pann man die Gntwictlung des neuen Suftandes

von u bilden, wenn man jedes Glied
. (l+kl+h) ¥ (I+'k+l'1_)’. + (lfk-j-hS’
P 1.8 1.2.3
durd den Differential - Coefficienten multiplicivt twelcher
den Potengen des Suwacbfes, roomit diefe Glieder behats
tet find, analogifch ift.

CREE ]
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38.

an fieht jekt ein, tenn u eine Function von einet
belicbigen 2nzabl verdnderlicher Grdfen x, v,z t ..,
vorftelit, und wenn davin x + hoy + k z + I, t+hgi.,
an die Stelle diefes veranperlichen Gvdfen fubftituivt
voird, baf fie in einer Reihe von Glicdern entwickelt
erden Fann, telcdhe aligemein dDurch

dmingpiapery - kmpogp

dxidyedzpdtd ., 1. Lo X 1200 XK 1200 X 1200 XK e
vorgeftellt find , oder twelded auf eing Hevgustomme,
durdhs

ﬂ‘?*‘.’f?mlf"'“ Mhmkrlpga, .. 5
dxmdyndzPdtd. , . L.2,..(mtotpt gt s
top M Den Coefficienten von hmknlpga in dem jur Potews
im0t pqgt...ehobenen ‘Do(x)nom hid R-H
+ g+, .. begeichnet (Einl. RNv. 19),
Man witd noch von der Entwictlung der Reilie
= +l(l\*!?k+l+z+... )t (h+k*{;l+g+...)“ g
. 2
a der NMeihe Des neuen Juftanded der vorgegebenen
Sunction Bbergehen, indem die Glicder der erfren Reife
ducd Die Diffevential - Coefficienten multiplicivt werden,
toefche ihnen vefpective analegifd find.
€ ift widtig 3y bemerfen, daf der Werth des
Coefficienten

L dmi=ppiditey
dxn-dyndzPdid. ..
fih nidt dndert, in welcher Ordnung auch die angeeigs
ten @tﬁetentmungen aufeinander folgen ; 3 %. dev
Yusdend .

1

‘n._pm-}p}q{m
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dogntiptardeey

~ tommt  mit dem vorfergehenden  nberein.  Um  fich
“davon ju dberseugen, fo ift es hinreichend, ju beobachs
ten, daf man von
Cf gzt ) 48 fGeoth, yk b g L L)
fibergefen Fann, indem man fuccefiive die Grifen x,y, 2
in beliebigee Ordnung fidh vevandern 14t wenn man nue
Radficht auf die Beranderung nimmt, twelche jede unter
ihnen fur fid erhalten Hat: dies ift ned) dem Nr.26 ge-
gebenen Bepfpiel Aber die Function mit jwen verdndevli:
Grdfen evident genug.

“Das nemliche Fann aud) noch bHewwiefen werden, wenn

man von der Gleichung
d%u d*ua

[ - S

. dydz dxdy .
ausgeht; denn twenn man die Formel

dmtngpigieey

dx“’dy"dz?dﬁ..—... ]
Ctie in M. 27 entwidelt , devgeftalt’, Ddaf man jwep
nadft auf einanderfolgende Differentiitungen unter den
angejeigten ifolict, fo fonnte man fie unter einander vers
fegeny und tenn man diefe Operation tiederholt, fo
fann dadurdh) die Ordnung der Diffeventiicungen in' den
votgegebenen Eoefficienten belichig vevandert werden *),

39.

£y Man hat in mebreren Elementarbiichern bewiefen, daf die
Produete ab und ba tdentifch find . und hat hierauf ange:
nomnten , man Eonde efwe jede’ befiebige YUngapl von Grds
fen in ciner willtahrlichen Ordnung durch einander multiz
pliciven, obne ba fich ihe Product verdudere, D’ Alem,

bert at bemests dag Dicfer San, den man mit Unrecht
alg
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®iebt man m, n, p, g, .. . alle mdgliche Werthe
in ‘ganjen Rabhlenr, fo wird man darvaus die verfchiedes
nen Glieder von der Entricflung der vorgegebenen Funcs
tion Dildben, und indem man fich auf diejenigen Giieder
einfdranft, wo die Suwachfe nidht den erften Srad dbers
fteigen, fo hat man

du du du
u+a;h+—k+ +_Eg+..'
witd h, k, 1, g .. - in dx, dy, dz dt peranbdert, und
die urfprimgliche Junction abgezogen, fo wird dag Reful:
tat das erfre Differential von diefer Function fepn: man
Hat alfo
: du du

du-—-a—dx‘i'—-dy"l‘—*—dz'f'-—-dt'l'..,,

wotaus folgt, daf das Differential teiner %unc,
tion von einer beliebigen Ungahl vevandeclic
: der

als durcdh ficdh felbf evident anfdbe, fdh durch ein Naifon:
nement, teldhes dem vorhin Angetwendeten analogifdh ift,
erweifen laffe.  Sn ber That, wenn man dag Product
abcdef. .. wie folgt fdhreibt abcd{deXf. .. und bie beys
den aufeinanderfolgenden Factoven- de - unter fich. verfest,
fo Fommt abcedf,,, . €3 ift Teicht su fehen, daf whan
durch neue Berlegungen eine beliebige WerdAnderung m der
Ordnung de¢ Factoren vornehmen  Ednme,

Die beutfdien Mathematifer namentlich der Hr. Hofe,
Khiner bat Ddiefes in feinen befannten Unfangsgr, der
SRath. firenge ermiefen, auch diefes, daf
a c ¢ a0

T R R
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ther Grdfen gleidh ift der Summe der Partias
Ten: Diffeventiale die in Bejziehung auf jeder
diefer perdndeviichen Gedfen genommen find.

WBag die Differentiale der Hoferen Qrdnungen bes

trifit, fo fann man fie fuccefiive pon einander und von

Devierfen ableiten, und man toitd jwifden ihnen und
awifchen den Potenjen ded Polynoms ‘d>\+d +dztdit ..
di¢ nemliche Unalogie finden, weldpe man (Rr.31) jois
fdhen den Differentialen der Functionen von jwen verdnz
detlichen Grofen und den Potenjen des Binomiyme dxdy
bemerft Hat. €8 gebt aus dicfer Unalogie hervor, bdaf
alfe Glicder in dx, dy, dz, dt . . . gleichartig, und von
“einen durd) den Gpponenten ifhrer Otdnung angejeigten
Grad fepn werden; und endlich dafi, wenn man dx, dy,
dz, dt . . . flr by k1, g . . . fubftituict, man noch fue
die Gntwiclung vou u in dicfer Hypethefe,
du d°u d*n
+ o s

v 2 1.2

Haben toird, weldes zeigt, daf dxe in 9. 34 gemacbtm
- Bemerfungen auf alle Junctionen von jeder beliebigen
9nzahl von verdnderlihen Grdfen, ausgebef)nt meweu
- miffen,.

Wir werden hiet das, was die eppliciten Junetionen
betvifft, befcbliefen; um gur Unterfuchung der Difecentia-
Ten pec tmpliciten ober der nur duvh Gleidungen ges
gebenen Gunctionen dberzugehen.

;51 40:
Bon der Differentiivung de¢ Sleidhitnoen.

Wenn man gwifden den bevden unbel’anntm-@ﬁbﬁm
=z und y die: Gleidhung #(x, y) = o Dat, ifo ift augens
, fcbemhd), Daf fobalb dev IWerth von ciner derfelben ges
gebes

K
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‘gebent ober willtihrlidh angenommen ife, der Werth bder
andern beFannt fepn wird. Die jwepte ift alfo eine Juncs
tion von der evften, und eben fo audy umgefehrt. E8
folgt hieraus, daf wenn x j B. einen durd) b vorge:
ftellten Sumwachs erhalt, y audy eine Werdnderung erleiden
muf die der Verdnderung von x untergeordnet ift.  Bes
seichnét man diefe Beranderung durdh k, die nihtd an:
ders al8 eine Vermehrung oder Verminderung fepn Fanny,
fo fommt y <4 k an der Stelle von y: da aber der al»
cul allemal die in dem Jeidhen gemadhten fal(dhen An-
nahmen verbefiert, fo tollen wiv blof y 4+ k fdhreiben,
foeil man in dem Falle wo der Wetth von y fih verminz
dert, wenn der Werth von x wmmmt, Walgbann h negas
tip. finden mwirde. - ‘

Dies vorausgefest, wenn bté ‘Brdfen x - h, y +k
neue mit dx nnd mit dy correfpondivende %eltbe find,
fo muflen fie aud) der vorgegebenen Gleichung Gentige
Leiftenn; d. h. man muf nodh fix + h, y 4+ k) = o ha:
ben. Aber vermdge der Hopothefe leiffen x und y der
Aavfpringliden Gleichung f(x, y) = o Genifige; folglich
enthatt die vorhergehende Gleichung nuv jroey unbefannte
Grofen b und k, wovon Ddie eine befimmt fepn wird,
wenn man der andern cinen Werth bepgelegt hat.

Betrachten wir nun y alé eine Function von &, {0
haben twir nach dem Theorem von Nr. 12,

dy h g Ry d’y h?

P R T T ?TZ""dx’ iy s
ftatt y, wenn x, x < h twitd; und roenn man die Diffes
vential- Coefficienten

dy d*y d’y
dx c-i_x_“’ dx’
durdy y' yis '

I, Cheile P yet

e 5 @
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vorftellt, fo tird die in den Werth von y vorgegangens
LBerdnderung
y’h y”h" y'th
1 .2 L)
btefe Reihe ftatt k in der Gleichung
f&+hy+k=o
fubftituict, tourde diefelbe unabhiangig vor jeden befons
dern Weeth von h identifh maden, wenn die Goeffis
cienten y’ y y/’ .. . ber RNatur der Function y gemaf
ausgedricft waren. Wenn man aber Gebtauch von dec
Kormel Nr. 25. madt, fo fann man, wasd aud immer
die Sufammenfesung der durch den Budftaben f begexc(;;
neten Function feyn mag, f(x + h, y + k) nad den
gangen und pofitioen Potenjen von h und k entwiceln;
fegt man endlidy am die Stelle der Potengen von k, dies
jenigen der Reife
.7_’2 ¥ iy -+ .0
: i ) gy 1,2.3
fo Bat man nothwendig gum Nefultat einen usdruct pon
ber Form ' ' ;
fay) + P+ P+ PR L =0
tvo P,, P., P;, befannte Junctionen von x, y, y/, y?..
ind.  Yber nad) dem wasd vorhin gefagt ift, muf der gus
wadd h unbeftimmt Dbleiben, teil er willfahrlih anges
, nommen toerden fan_n,'man‘ muf alfo ju alcicher Jeit
Haben

f(xxy)

o
oo
2

Da
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Da die etfie diefer Gleichungen die BVorgegedbene felbft iff,
fo fehrt fie ung nichtd newes; nuv die folgenden -vefitms
men die Goefficienten y% y” y*/ ... und wir wollen
jest seigen, toie man fie 'von einander ableiten fann, of:
ne dafi e8 ndthig ift £(x +hy y-+k) unmittelbar ju ents
wideln, 3

4t |

Bie Aet toie man in Nv. § bemefen hat, dag jeber .
ber Goefficienten Xo; Xoy X, der verfdhiedenen Potenjen
von k, in dev @nttoicflung von F(x4k) fich von det ifje
Borhergehenden , dutch ein gleichidrmiges Betfdhren abs
leitet, ift auf Den gegenwartigen Fall apwendbar.

Sn ber That-man muf aud hier wic im angefihes
ten Zvtifel, das nemliche NRefultat finden, ¢8 mag h4h/
ftatt-h in der Reike

SRy Pih 4 P 4 Ph. .
gefchrieben, oder angenommien twerden, daf fich x in den
Kunetionen

F&v)y Bes Pas Pasv s
in x <4 h/ perdndern; denn die eine Subftitution fowshi
al$ die anbern verandert x in x 4 h 4 h'; in y wnd

in f(X, y)a
Benn abee x, % ~+ h' wirh, o witd:

ylh )’”h’*
y al$ Function von x betradret y o =— +——-+ i
Cand

//hl ///l,z
}" [ A S RSB AT Tl A A S y'+L+——_}__+.'
ll hl 'Vl 2 ;
L R N S "+‘ +—l]+...

P a ; o
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und es ift leidht su feben, daf, wenn man diefe neden
» PWerthe in einer beliebigen Function der Gedfen x, y,
¥, ¥ . w f. o fegt, fie die Form ciner nach den
gangen und pofitiven Potengen bon h' gecrdneten Reife
annehmen toitd. Wenn man nod) davan jweifelte, fo
braucdht man nur um fich davon ju dberjeugen, beobachs
ten, dafi, tenn man annimmt x, y, y/, y* werde vefpecs
tive x +h y+k y 4k y?4 k%,.. man
immer (. 38) diefe Function nach den gangen und pofi-
tiven Potengen der Gudfen he, k, k, k. . . entwideln
fonnte; aber in den vorhergehenden Hypothefen frellten
k, K, K . .. nach den ganzen und pofitiven Potenzen
von h’ geordneten Reihen vor; man wicd alfo nadh diefen
Betradptungen haben

Fep P = Pahinfini o) £ fixy)
P, + P/h) P b L. b ftatt o P,
P. o P b P o . L P,

. 4

madht man bep diefen Entvictlungen die nemlichen Ope:-
rationen und diefelben Naifonncnients, die man uber ifre
“analogen in den vorhin angefiihreen Urtifel gemacht bat,
fo wicd man finden, daf bdie fucceffive Ableitung der
Goefficienten, Py, P,, P,, die nemlice ift al8 die dev
Qoefficienten X,, X., X; . . «; D. b wenn man die Funcr
tion £(x,y) durch u begeichnet und den Cocfficienten der
erften Poteny von h in der Gntwiclung von u, welder

durch die: Subftitution von x 4+ h fatt x entfteht, u’

nennt, eben fo den nemlidhen Gocflicienten in Rackficht
auf v/, v nennt; und den nemlichen Soefficienten in Abs
fidt auf uwu” nennt, und fo weiter, fo witd man haben

»

P, =

x
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[ ] u, '] r
st e | l
P, = l-‘% Lmoraus man jiehts v’ = o
P, == ___1_1”1 | | l V=
Lo .‘2-—3_) } [,u i
. f. . u . to,

42.

MNichts ift leihter ald die Grdfen uf, v/, v, . .

u bilden, denn twenn man durdh die Buchftaben h und k
bie Beranderungen angeigt, weldhe x und y in der Fune®
tion £(x,y) ober u erlitten baben, fo erbalt man (Ne.32)

FGth y ) = u _,h+_ |

3 (d~h=+..)J
s U

Il)

y’h
da aber k toieder die Neife i -+ -—2 « oo perftelt,

und da man nur den @vefftctenten Des Gliedes fudt,
welcher duvch die erfte Poteny pon h multiplicict ift, fo
mu§ man fich, in der vorhin Ddargefiellten Entwictlung
auf diejenigen Glieder einfdhranfen, wo die Jutwadife h
nnd k nue big jum erften Grade fleigen und fich nicht
miteinander multipliciven, und aud) ju gleidher Seit nue
bas erfte Glied ded Werthes von k in Nedhnung brin:
gen: mit diefer Yufmerffamfeit wird man finden

du . du
: et
and folglich

Ve — 4 —yli=o0
Y

B3 Da
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Dy ter @oeﬁi‘éient,y' in diefer Gleichung nur pom crften
Grade ift, fo wird ed8 moglih fepn davaus den Werth in

¥ ; : - : dt d
x und in y ju finden; -wenn mar dic Gedfen d—f und ’ d—«u
dx y

purdh die Differentiivung der Function u in Vegiehung
asf jede Der werdnderlichen Grdfen x und y die alg
poneinander unabhangig betvacdtet find , gebildet Dat.
Aoer das Differential pon uw unter diefen Gejichtspunct
genoamen, ift
%E dx + s dy (N 2%),
dividict man daficlbe burd> dz und bringt das mefu(tqt
auf Null, fo fommt :
' du dudy -
Benn dicfe @j[eiqbung mit
| iy + ‘12 Y =a
dy
perglichen wird, fo fub_t man, daf
dy
: dx
das nemliche ift ald y’
®¢ folgt Dicraus, daf man, um den Differens

. tials@oefficienten dev evfien Ordnung von eiz

pee impliciten Junction die durd eine Gleis
dung gwifden jwey peranderficdhen Grofen x
und-y gegeben ift, ju finden, diefe Gleicdhung
diffetentiiren muf, afs wenn die peranderlis
den Grofen voneinander unabhangig warven,
nadyher dad erbaltene Refultat gloidhy Null

d
fegenund Dea Werth pon g;i nehmen mug,
of: : : : Man
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Man wird audh bemerfen, daf man, wenn y algd
eine Junction spon x Dbetrachtet twird , babem muf
dy = y'dx, und daf folglidh dy jetst uidbt mehr den hy:
pothetifchen Suwachs der verdnderfichen Grofe y vorfrellts
fondern vas Differential der durdh diefe vevanderlide
Guofie begeidbneten impliciten Function, Uebrigens vereis
nigen fich viefe bepden Uunahmen in eine, wenn y unabz

pangig von x ift; dean in diefem Fall ift die Differen;
awifden zoep von ihren aufeinander folgenden Werthen
feiner Entwicdlung fahig, und fie enthalt nur ein Glied,
toelches ju gléicher eit die Differen und das Diffevens
tial augdruct,

: 43-

Um u 3u bilden,: fo muf man beobachten, daf u
aufier den bepden verdnderlichen Grdfen x und y, nod
den Diffevential Coefficienten der erften Drdnung y ent:
halt, melder fidh, twenn x, x + h witd, in

Ilh

7'+“""+-~¢ 3

perdndert, betrachtet man aber u’ alg wenn e8 drey vers

anderliche Grofen x, y und y’ entbiefte, und fubftituivt
x+hy+ky +k
flate diefer ber&nbevticben Grdfen, fo wird man Haben
+ S -+ _d.._ k + (iu_ 41}
dy dyt o
i O :
fest man endlich fir k und k¢ ifhren Werth in det Hys

- pothefe, o y und y’ al8 ‘Functionen ‘von x betradtet -

find, und fdhranft fid, wie in det vorigen Nummer,
auf bdie erften ®licder y/h und y“h ¢in, fo witd man
Fum @eefficieutgn der erften Poteny vonh

' N 4 ; ull =
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finden.
Wenn man dad Diffevential pen u’ genommcn, und

dfe drep perandeclichen Srdfen x, y und y’ alé von ein?
anber unabhaugia angefehen hatte, fo wicde man Haben

du’ du’ du’
du‘:rdx +a7dx+é—~‘dy’,

“bibidirt man durd) dx, und bringt dic Gleichung auf Null,

fo fommt
du’ dy du’ dy’
, E}' dy dx 42 S L
eine Gfeichung, welche der vovigen g[eld) wird, ftoenn
man anpimt, daf
dy .._y’dx'l
Haylie ”de :
ober twenn marn y alg eine Function pon x anfieht.
PMan echalt alfo die Bleichung, welde die
Begiehung swifdhen den Differentials Coeffis
cientendererfien Ordnungund dender jwepten
Dednungausdridt, wennmandenjenigenBoefs
ficienten, melde den erften Coefficienten bes
ftimmt, differentiive, und diefen Coefficienten
feldbft alg eine neue veranderlidhe Grife
anfieht.

: 44-

U enthafte gang allgemein x, y» ¥ v/, y“ 4.
um den Coefficienten der ¢tften Poteny von h gu finden,
wend mian diefe Function entwidelt, nachdem

x+h
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x+ h 7 sftatt x1
v'h
o et sl L yis
] ’ e
,l -+-y//}1 & [ y, {
J J
I 00 ¢ Jama u. f.w.

fubftituict ift, fo nehme man'juerfe an, daf die perans
derlichen Grdfen x, y, 95y y'“ .+ . pon einander ung
abhangig find. Begeichnet man die refpectiven Verandes
rungen die fie erlitten Haben und f{dranft fidy wip e
feon mufy auf die Gfieder ¢in, in twelchen die Grdfen
h, k, k/, k# , .. nicdht die erfte Poteny nbe:fteigen, fo
witd U

U4+ h o+ -~k+——k’+ U'u+-59~ Ko

dy dy’ dy*/

svimmt man aber nur auf die erfte fj}otena bon h Ridf-
ficht, fo muf man

: y'h 7 fatt k
y ‘h l> i
" }l \ !L/’
’Vh ¥ k'v
. f. o, u.f. to.

fetens fo toird det Coefficient von h nad diefen Subftis
tutionen -
au | du du . dU du
- 85,55 I ESaianere! V) I b
By b g s g
feons

@s folgt Bieraud, dafi tvenn U = o die Gleidung ift,
weldhe die Beiehung swifhen x, y und den Coefficienten
o N L auébrfxcft, fo witd
dUu A dU (o3 Fl e
4/ s
dxtd}'y 'y + "Y NCZR

P 5 Die

/v+..‘

« @ o W= Q
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die Gleichung feyn, telde darausd fir bdie nadbfthahere
Ordunng, entm()t, und einen Dxﬁwentmb({o»mc:cnrm
meht ent)alt. WMan fieht audy wirflih, daf wenn y
ber Coefficient dev bodften Drdbnung ift, welde fidh in
U = o befindet, fo tird die eben erhaltene Gleichung
y‘v enthaiten. €3 ift ndthig ju bemerfen, daf dev fegte
eingefihrte Diffevential Coefficient nur Glof in der er
ften Poteny erfeheint, und daf man ihn folglich immer
durd «,y, vy, y“ . .. beftimmen Fann, ofne auf
unmogliche @rbﬁeu in den Ausdeud feines Werthes ju
ftofen,

Die Diffeventiivung der gunctmn U die verrichtet
witd indem man xyy, y/, y” ... al8 fo viel pon cins
anbder unabhangige GSrofen' anfieht, gichr nadhtem man
butch dx Dividirt und dad NRefultat auf Null gebradts
_baf =

U d’de+dUdy +iu_§y_~ -y dyi

dx dy dx dy'dx ' dy”dx dy/ dk
oder wegen der Vejichungen, twelche jwifchen den Grds
fen v, .y y7, iy fratt finden (JAr. 11) die nemliche
Gleichung ald Fury juvor. .

Man fann alfo aus dem Vorhergehenden fchlichen,
“bafdie Gleidhungen, welde die Begichungen
ber Differential - Coefficienten einer implis
citen Junction diedurd eine Gleidhung Fwiz
fden smwep verdnderlidhe Srofen gegeben ift,
augdricden, fid voneinander durd fucceffive
Differentiivungen ableiten, indem man jeden
Diefer Coefficienten alg eing nene veranderlis
e Orpfie behandelt

= 03

45.




.
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45 :
Da bcc :?Dnﬁetmtml Qfoeﬁtcxmt bw erften Ordnupg

fie gewdhnlich burd) voraefteﬁt nt, fo 1ird fem

2

S ; ey
SDiﬁermn’aI —Y fepn, tocil dx roeldhes hier die Stelle des

wl['fuf)z!m)en Suwadfes von h vertritt, alg unvcr&nbcv .
lih angefefen metbcu fann. Yug dem nenifichen Grunde
woitd das S.Dtﬁucntwl e Gocfficienten det iwepten Qxb'
uung

d’y diy

dx*’ dx®
fwn' und fo mtt den ubrigen. Man muf alfo die @ros '
fen x, y, dy, d’y, d'y . . . a'8 cben fo vicl befondere
pevandertidhen Gedfie anfeben, die Gleichung, weldye diee
fetben enthalt in. Begichung auf jede von ihnen Ddifferens
tiiven, und. die Summe der Partial- Refultate nehmen.
(Nr. 39).  Die folgenden Bepfpiele werden diefe Regeln
noh mehe aufflaven, und die Natur dev Differen:
tial- Gleichungen ecfennen laffen: fo nennt man jes
be Gleiung welde Differentiale oder Differentialz Coef:
ficienten in fich. bequt, unbd ich werde urfpringfide
Gleidungen bmemgen nennen, welde deren feing
¢nthalten. 3

46,
@5 fey die Gleichung -
y: — 2mxy + x* — a* =04

bxffeventurt man die erfte Halfte in %eatebung auf v und
% fo findet man

/
2ydy = 2mxdy —= f.myf;lx 3 2xdxn = o

el
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ober

. (y — mx)dy — (my — x)dx = o

wo der gemeinfdaftliche Factor 2 audgelaffen toird,
Wenn man y als eine Function von x betracdhtet, fo hat
man far den Ausdruct ihres Diffeventials

(my — x)dx

dY vic Y mx

und der Diffeventials Coefficient rird
b i Ml
(T;; F b i l’ﬂ.‘('

Man fann y aud bepden Refultaten mit Hilfe
ber vorgegebenen Gleichung fortbringen; denn wenn
man fie aufioft, fo hat man

y=mx""Va = x* - m’x7;
fubftltuu,t man Diefen Weeth in den Ausdeud von dy, fo
fommt

foxtm’xtVa® - x> +mx°]

dy = 4 — > dx ==
L * Va*=x+m’x* J
£k mx )
mdx * < e AN sdxe

Ll/az — x? + mzsz
Man fieht leicht, daf die bepden IWerthe von dy die
man hievaus jichen toiirde, die refpectiven Differentiale
der Werthe pon y find, die in
y = mx il AT IR R e
enthalten find.

Wenn man ftatt die vorgegebene Sleichung aufyulds
fen, um daraug die Werthe von y ju ziehen, diefe verans
derlihe Grdfe gwifchen den hepden Gleichungen

y? = smxy + x* = a? = o]
(y = mx)dy — (my = 3)dx = of:‘

[#imiz
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eliminict Batte, fo wiicde man fogleich ufolae der jwey-
ten haben,
; x(mdy — dx)

bl

:}' 5, dy — mdx

fubftituirt man diefen Wewth in Der crften, fo fommt
nadh den Reductionen;

(x*»a?—m*x*)dy*—(2mx*—2ma’—am’x?;dxdy

+(x* - m?*x*—a’m?)dx? = o

Dlefe leste @Iexd)ung wiede, nadhdem fie in Vegichung
auf dy aufgeldft warve, die vorpin gefundenen Werthe ge-
ben. Man fonute aud) daraus unmittelbar den Diffes
rential- Goefficienten finden, man braudyte ju dem End:
stoeck die Gleichung nue durd) dx® ju dividiven, und
wiirde alsdann erhalten haben,

(x?—a*—~m?x?) %;); —(2mx*—2ma’*—zm’x?) g:—:

p
+ x*—m’x*—a’m? = o

befrent man die joepte Poteny des Drffevential - Coeffiz
: dy*? E 7 ; ;
cienten, die durdy an? audgedenctt ift, von ihren Coeffis

cienten, fo fommt
d 2 Qm& x?_rnlx'.‘___aemc
Y Andy =

dx? dx 2% a?—m?*x*?

47

)

@8 ift leiht das Vorhergehende auf jufammengefes:
teve Falle anzuwenden, oder in welche die veranderlide
Grofe gu einen Hdhern GSrad freigen. Wir wollen ans
nehmen man hatte
‘ ©y’ = 3axy Tx’= o3
die Differentiivung- giebt

', 3vdy



\
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3ytdy — 3axdy = 3aydx + 3x3dx = o

und folglich
) S| AT i
é: P it ax‘
Da in diefem Vepfpiele die Function y durch cine
Gleichung vom Dritten Grvade gegeben ift, fo muf fie
drey TWerthe paben, und indem mnn Diefelben fucceffive

A d o .
in den Yusdrucf von é% fubftituirt, fo wird man cine

gleihe Anjahl von Werthe fir Dden Differential - Coeffiz
cienten erhalten. Man fieht gany allgenein, daf diefer
Goefficient immer eine folcbe Anzahl von Werthen haben
witd, alg deren die Function y in Dder vorgegebenen
Gleidhyung fabig ift: eben fo wird es fich in Ubficht des
Differentialg verhalten
§2ch111 man y mtfd)en den Bepden Gleicbungen
y' — 3axy *F x’ = o)
y3dy — axdy — aydzx + x%dx &= oj
c[tmmute, fo wirde man jum Refultar eine Sleichung
vodh dritten Grade in Bezichung auf dy haben, telde
die dren Werthe Die Ddiefes @tﬁetcnnal haben fanm,.

m.tb elte,
48.
, d
Hitte man den Augdiuct von dy obdet bon 21-_: gefun:

den, fo wirde man nach efner dewen Diffeventiivung u

2

d 3 :
< bem ugdruct von dy oder non,d—xf gelangt fepn.

Wir eeden ung nod der Gleichung
y: d-321:()"'*"2( —-o;..(u)

bebwmn, um daf wber dicfen Gﬁegenftanb Gefagte vews
ftand:
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fiandlich s macdben.  Da dag erfle Differential bxe}er
Bleichung, wie toir vorhin gefehen f)aben,
yidy — axdy — aydx + x%dx =0 ... (du)

ifty fo muf man um das jwepte SD.,fezentiaI ju fHaben
nach der Mr. 43 agegebenen NRegel in Dejichung auf dy;
auf y und auf x diffeventiiven. Zhut man died, fo wird
formmen

y*d?y—axd?y—aydydy \adydx+1dxdy+2xdx’—o
und nad) der Reduction Hat man

(y*—ax d%y4:ydy*==cadxdy4-2xdx?=0 , . . (d%u)

Dieg ift dag/ gwepre Diffevential der vporgegebenen
®leichung; roenn man ¢8 mit dem evften Diffevential vers
bindet, fo Fann man dy eliminiven, nnd das Refultat
ird den Yusprud von d?y in x, dx und y geben,
Benn man will, fo fann man aud die Function y vers

mittelft der vorgegebenen Gleichung fortfchaffen.

Dividirt man die Gleihung (d%uw) durd dz2, fo
nimmt ﬁe die %orm

dy? dy
(y? —ax)——+ y———-—2u—*—-+2x=10,

an, und entbalt nur allein die @tﬁeuntm[:@oeﬁxczentcn

d*y dy
Lo ey 6 14 —
i : dx

Wied ﬂatt% fein aug (du) geavgcnerv Werth

ay = x*
y? — ax

gefest, fo l'ommt .
. o e
(y’—-ax) s + (EZ-—E- == a2y ay - >+2x"'0

»

und wenn man a(le_c! auf einerlen é)teunec tcbuctrt,

Gi—ax)
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2 \
(y2—ax)’ ( &%)+zxy*—eax=y= + 2x'y + 2a'xy = o;
aber die Grodfe
2xy’ — 6ax3y* + 2xy
ift nidhts anders als
(y* = 3axy + x’).zxy,
fie ift alfo fraft der vorgegebenen Gleihung RNull, und
- man hat folglidh
2

(y2 — ax)’ d— +2axy—o

obet
d’y 22°xy
& T
Differentiict man (d*a) in Begiehung auf d%y, dy,
~ y und x, fo bildet man dadurch dag dritte Differential
(@), und gieht daraus den Werth von d’y, mwénn d2y’
und dy mit Hulfe der Gleidungen (du) uud (d%u) elis
minict find; das Refultat durch dx’ dividirt giebt den-
ugdrud ded Coefficienten :’:

Sefit man dies fort, fo befommt man die I)éf')ctn- Diffes
rentiale.

~

l

Bl

49
Was auc immer die Gleihung u = o fep, fo wird
doch ihr erftes Diffevential )
du

du
._dx+.._dy=o
dx dy

fepn, und fo[ghcb die’ Form
Mdx + Ndy == o
[)aben, |I)|: jweptes liffecenttal in Bejichung auf x, y

und dy genommen, mlrb, toenn man beobadtet, aﬁ
du




Principien bes Differentialcalenls, 241

nidt mehe dy enthalten,
d*u od’u
% -t -l-'*—“‘d'd“’)'-l-d 2y + —-d’7=o
odet von der Form
Pdx* 4 Qdxdy + Rdy® + Nd’y = o;
bas dritte Differential woben in Besichung auf =, y, dy
und d’y diffeventiirt ift, witd

3d%
a 3d‘ = 3d’u dxd
P Ll N0 sdxdy 2
e T P sy +dy’dy st of 2
o,

, ot - d'y 2203
E dy
ober oot der Forim
i X4
Sdx’ 4 Tdx*dy 4 Vdxdy® + Wdy’+1dy
und fo fort.

Atle diefe Gleidungen find in Ubfidht dee @aﬁerem
tiale pon dy und ber Potenjen pon dx, Homegen, menn
‘man dy mit dx, d°y mit dx*, dy’ mit dx° ... vepgreid)_t;
bividivt man alfo diefelben refpective vurdh) dx, d=2, dx’. .,
© fo wird man die %egiebuﬂgeﬁ' ¢rppalten, ielche zroifhen
denen Diffevential - Cocfficienten ftatt finden, und e3 twird
algdbann fominen

X

d
M+N~Z =6
d
P+ Q-Y--i-Ray -i-Nd =0
dy du  d?% d? :
g +V Wosbr (XY i .....Z : .._!t-u—
+ ket &..‘ de;f'( +de) dx*+Nd b _
. f .

1 Theil, e B
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50:

Die Bemerfung tweldbe wir (Nr.15) dber die beftine
digen Grofien gemadt haben ; die durd) die Diffeventiis
tung der Functionen verfchmwinden, fann ebenfalls auf
Gleidhungen angewendet werden. Wenn man 3 B,

y2=ax 4 b
 batte, fo mu:b dag Differential 2y dy = adx da ¢ un:
- abhdngig von b ift, jeder ver DLefor dern Gleichungen 3uz
fommen, welche aus Dder vorgegedenen entfiehen, twenn
man b alle mogliche Werthe gieht.

- Man fann aber aud) im gegentwartigen Jalle ju eis
ner von h unabhingigen Gleidhung gelangen, obgleich
die Differentiivung diefe beftandige Srdfe nidht verfchwinz
dend madbte; man brauddt nur deshald a jwifen den
bepden Gleicdhungen ‘

y2 = ax - bl

2ydy = adx, ]

au eliminiven, und findet alsdann

y2dx == 2xydy -+ bdx
Obgleich diefe legte Gleihung niht dad unmittelbare
Differential der vorgegebenen Gleidhung ift, fo frammt
fie Doch davon ab, fo Daf diefelbe, nachdem fie durd) dx
dividict wird, die Dejichung ausdradt, welde jwifden
der vevanderlichen Grdfe x, der Function y und dem

|

i3 d
Coefficienten (—i:’: ftatt finbet, wasd audy a fey,

Wenn die beftandige Grofe die man eliminirt, in der
povgegebenen Gleidhung nicht vom erften Grade ift, fo
witd das dadurd) enrftehende Refultat noch Hdhern Pos
tengen von dy und dx enthalten alﬁ die evite, Wiy

wollen 3. B,

o
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y2? — 2ay 4 x? = a?
nehmen; nach ver Differentiivung findet man

ydy — ady ~ xdx = o
‘woraus ‘

ydy -+ xdx
T ]
Diefer MWerth in der vorgegebenen Gleichung fubfituirt,
giebt wenn juvor nach dy geordmet und durd) dx? divi:
birt wird
,(x2_2y2)(}_y:..._4y%_,x2-—-o :
Dies ift die Besichung, welde gwifdhen der verdnbderliz
den Grdfe x, der Function y und ihrem Differentials
Gocficienten g}-):unabb(‘x_ngig pon fedem befondern Wer:
the der beftandigen Grdfe a, fiatt finden muf.
SBied bie Gleicdhung
y? — 2ay + x* = a
in Dejichung auf a aufgeldft, fo hatte man
{iaski aysmnging

und toeil a von den verdnderlichen Grdfen x und y bez
frept ift, fo wirde a durch eine eingige Differentiivung
verfchwunden feyn; man batte gefunden :

e dy i oydy + xdx o

Sddafft man dag Wurselzeichen fort, fo wird man fich
dadurch fiberjeugen, daf diefe Gleichung die nemliche it
al$ dicjenige, weldhe wir durd) die Sliminivung erhalten
haben,
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an fann fo viel beflandige Grofen fortidhafen, als
man will, wenn man fo oft diffeventiivt ald beftandige
Grdfen vorhanden find. €3 fep ,

’ },a. = m(a2 _sz):
 man bat guerfe ,
ydy == — mxdx;
btﬁetenturt man von neuen, fo findet man
. yd?y + dy? + mdx? = (o:
wird fir m, fem aus der botbergebenben Bleidung ges
gogenen TWerth
» == ydy
}.dx

gefest, und burcb dx2 dividict, fo Fommt
dy - dy2 dz
yﬁ-—x#—-x;r%:d;
ein, von den beftandigen Grdfen m und a, unabhangiges
Refultat.

- Bep der fucceffi pen Differentiivung gefchieht es gu
metlen, daf die veranderlide @rbﬁe, die man alg uns
abhangig betrachtet, gang aus Der vorgegebenen Gfeis
dung verfdmwindet, QBenn 3 B, die Gleidung von der

%orm :
) ’ Y=3X+b

w&te,f"mo' ¥ eine Kunction von y aflein ift, fo Hatte man
dY = adx, und teil dy unverandeclich ift, fo wird. fidy

vas 3twepte Diffevential auf
sz =10

tebucwen. Kerner die: @Iezd;ung
Y &= ax2 + bx + (4

drepmal nac einander diffeventiivt, giebt

aY
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dY = saxdx - bdx'l

a4’y == 2adx? : ?

4 ¥ o : dime
Man fann diefe Betracbtungen auf Gleidhungen von det
sbigen Fowm, fo weit treiben als man will. '

53

Durd) wiederholte Diffeventifrungen Fdnnen aud die
in den Gfeidhungen enthaitene irvationale ynd tranfcens
dente Junctionen, foetgebradht werden,

MMan habe suctft die Gleidung

1
: v = (a7 + x5
wenn mon davon das Differential nimmt-, fo findet maty

m it - n (a +x°)n
dy: — (a._,’ +x")» 2xdg == — o e axdx,
~und fae @ 4 x’)n feinen $Berth gefent, gtebt
e amyxdx
y u(a -+ x?)°

gin ?)\efu[tat in weldem die wratwna[e @téﬁe

, @ X)n
fich nicht mehr befindet.

@nthielte die vorgegebene Bleidhung eine grdfere Mna
gabl von freationalen Functionen , fo fonnte man fie
ebenfalls durdh toiederholte Diffeventiivungen fortfchaffern.
Dag BVerfahren grindet fid davanf, daf die in einer
Gleichung befindlichen ivrationalen Grofen jwar in Dden
Differentialen der Gleibung toieder ovorfommen, aber
auf Potengen erhoben die um cine, jtwey, dren w. f. to.
@inheiten gevinger find, und daf men fie folglidh als

| 23 ‘ pars
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particufaive unbefannte GSrofen behandeln, und diefelbe,
mennt nian eine® hinfangliche Anzahl von SBlcichungen ers
halten Dat, eliminiven fann: tenn mian AT
g . Pm 4 aQn = b
hatte, und P und Q waren rationafe Sunctionen von x
und y, fo wirdbe man racdh 3wey Differentiivungen finden
© mpm-1dp = naQe-¥dQ = o

m(m ~ 1)Pm=24p? 4 mPm-1d°P 4-n(n —1)aQu-24Q"

‘ + nQr-1d?P =g *)
gi iebt man b1 efeu Gleichungen folgende Form

mPm ﬁ-{-naQ“ B:O

R Q

2

N d*P d
m(m—1)Pm dFP; -+ mP‘nT)-' ot H(n—l)aQ"«aC-l;-
d*pP
-+ nQ ——‘ =
und verbindet fie mit ber Borgegebenen, fo mwb 8
Teidht m)n Pm ynd Qm su eliminiven,

40.

Mag die tranfeendente Functionen anbetrifit , fo

giebt o8 einige bep demen die Differentiivung das Srangs.

cendente unmittelbat ‘verfbmwinden (Zu‘st; die Gleihung
alP — A(rg = Q) =

3 B, giebt, wenn fie diffesentiivt wird , auf der @tcﬂe

’

d P '
: 31; o2 I_bi_,i_P; = o (Jir, 20 und 29)

und

*) €3 ift angenicheiulich , daf gans allgemein dP und dQ, x, y,
dx uud dy enthalten maffen; man muf fie alfo, als newe
Gunctionen diefer Gudfen behandeln, und fie folglidh wadh
threr Tur Differentiiven,

‘
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und; ift - folglid von Dden tranfeendenten Srdfen be.l;
frept. :

Uebechaupt (6Bt jede Diffeventiivung eine tranfeens
dente Grofie verfchwinden, ed fep nun unmittelbar oder
durdh Hulfe der Eliminivung.

MWie wollen annehmen man Hatte

RifinaPastsiaof P - ==a% 3
pifferentiict man, fo fommt

" RdPcof.P+dRsin,P+4-e2 dQeos.P—e2 dPsin. P = o3
man fann aber cos. P vermittelit feines Werthes

‘ V I — s\’m. [k :
fortfhaffen , und dann P ctimiiven. Das dadurch ents
ftehende Refultat wird nur nod) die tranfeendente Grds

feeQ enthaften; und durd) eine neue @iﬁerentiiiung
fann man aud) diefe fo wic die andern, " verfdwinden
laffen.

54

MWir' haben aus dem Worhergehenden gefehen, tie
eine Differential - Gieichung einet unendlichen Menge von .
uripringliden Gleihungen entfprechen fann; das limge:
fehrte findet ebenfalls ftatt, und ¢ giebt audy eine un:
endleéhe Menge von Differential : Gleichungen, denen alle,
eine eingige urfpringliche Gleidung Seniige leiften fann.
Sn der Zhat, wenn man annimmt, irgend eine Gleis
dung u = o fep in Vejichung ouf y aufgeloft, und
ver Werth ven dx und das Diffevential diefes Werthed
waren bepde in du = o fubftituivt, fo wicd Ddiefe lefte
Gleihung identifd fepn; dag Product Mdu wird alfo,
bep jedem, beheb:gen Werthe ded Factorg M, gleidh o

Q4 fegm,.
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fcon,. unb man tird die neue Bleidung Mdu = o fas
ben, %D?an fiecht audd nodh hieraug, dag die Gleihung
Mdu +4 M = o

nug b(eﬁ‘ einte Folae von der Borgegebenen feyn mife;
und daf man aitch habe

Md*u 4 M‘da 4 M == g,
und fo toeiter, was auch immer die Factoren M, M/, MY,
fepn mogen. b becbadyte jedech bicrbey, daf man xm
Diffeventialcalcut Glof auf Ausdedcke fEdft, die mit dx, dy,
ds?, dy* . . . homogen find (M. 49), woraus folgt, daf,
wenn der Factor M Feine Diffeventiate mehe enthalt, dev
Factor M’ nothvendigerteife von der erften Otdnung,
der Factoy MY von dey groenien éacbnuug % f . fezm
‘mfie.

¥

35-

K. eine Gfeichung von jroew verandeclichen Srofen
x und y, fann man jede von ihnen al8 Function dew ans
dern betradbten.  Bisher baben wir blof y als eine
Eauction von x angefehen; mir wollew jegt die Grage
umfehren, und x ald cine Fuuction pon y betrachten.
MWen dad Differential der Gleidhung u = o ehen o toie
in 949, durdy ,

Mdx 4 Mdy == o

porgeftellt ift, fo toitd man daraus, wens durch dy bis
widirt witd,

dx
M;; 4+ N==o
@teljen'% toitd den @iﬁebentiat?@oeﬁieienten pon Des

&mctxm % awsbricfen, und fein Werth witd genan dag -
nmz
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/ i d
UngePebete von dem Werthe bes Coeficienten -l' febr,

“in Degiehung auf die {mpotbefe bag y ¢ine Sunctwn pon
x ifte

56,

Die Bleidung
Mdx + Ndy =o'
ift ebenfalls dasd Differential von dey %orgegebenem man
mag y alg eine Function von x, oder x als eine Funes
tion von y betrachten, toeil man, nm died Diffevential
au erhalten, auf einerlen vt in Vejiehung auf jede dies
fer Gubfen differentiict hat; abev in Ridfidt auf dag
gwepte Diffevential, verhalt s fidh nidt fo. Betvadtet
man x al$ abhangig von y, fo muf man
Mdx + Ndy &= o]
in Bejichung auf y, x und dx Ddifferentiiven, und man
fann dy al8 ecinen twillfibelichen und befrandigen -
toadys befandeln, tveil e8 einer unabhangigen veranbders
lichen Grifie sufommt,  Operivt man ‘auf dieje Uit, fo
gommt ein Refultat von der Form :
© Md’x + Pdx® 4 Qdxdy < Rdy*s= o

oder tvenn man durd dy dividict

Md’x Pdx? dx

T, -+ &y + .E?fi- R = o} ‘
sine Gleihung, wel'cbe bie Bejichung der Diffeventiats

a

B d°x
Goefficiensen K und —; von der Function x auébmctt.

Bergleicht man diefelbe mit der ihr correfpondirenden in
- Mr, 497 fo wird man fehen, daf die drey lesten Sliedew
der einen mit den drep erfien Glicbern der andern einer,
fey find, und Daff dew Unterfchied dlof in don Slicdern

D3 RBd’z
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Mdx Nd*y
: 3y und T
Befeht, toovon ‘Das exfte der Hppothefe, daf x eine Funes
tion von y ift, und dad jwente der Hypothefe daf y eine
Kunction von x iff, jugehort. Die Grdfen M und N
befinden fich nur bepde im erfien Differential jugleich
und wenn man folglidy diefes Differential nicht fennte,
und blo§ eing der jwenten Differentiale vor Augen hatte,
3 B. dasjenige, welhes auf y Bejug hHat, fo fdeint e
alé wenn man daraus niht dag andere ableiten fonnte,
weil nidits das Glied anjeigen wirde, weldes die Stelle
bon : ‘

A s + " Ndy
oy FPe }
einnehmen fofl. Man Fann aber feicht diefe Schiwierigs
feit Heben, mgﬁn man von der Relation Sebraud madt,
welde jwifdyen denen  Differential - Cocfficienten die in
der einen Ddiefer Hopothefen und sifchen ihren corvefpons
divenden in der andern Hopothefe ftatt findet.

Rennt man'y’, y4 v .. die Differentials Coeffiz
cienten der Function y, und x4 x“, x' diejepigen der
Sunction x, fo baber wir (Rr.9 und 10)

dy = y‘dx '} ‘ {' dx = x‘dy
dy' =y dx d und < dx/ = x4dy
s {_dx” = xdy

3 d)’” = ylll
. .
*

Fae die cfte Ordnung Haben wit fdhon gefunden

Nd | :
M+__Z=:o'} -IM-]-NY':O
; dx
s iat » odet §
M-&;+N=ol 1|-Mx’+'N = o 1
Z o3
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&8 folat hieraus, daf

I
x = —oberx'y =L
4

Mper meif y/ implicite eine Function von x ift, fo
wird x* auch eine Junction von x fepn, man wird alfo
haben BERS: :

/
: dxiy = = s ;‘= iz’z
- fet man far dx’ und dy¢ ihren in den borbergebenben
Gleichungen gefundenen Werth, fo Fommt

/
x'dy =— L lix
y
tworaus man 3ieht
' TR s L RS
y'“dy ¥
wegen
dx I
— o
dy i y’

ibtefe Gleichung wird den Ausdruct von x’ geben, twenn
die Yusgdricke von y/ und y* befannt find, und es wird
aud) daraus pesvorgehen, daf
yt/ = — xll),ﬂ;
fubftituict man diefen Werth in ‘
P + QY’ + Ry12 + Ny” =0

fo fommt ‘

P+ Qf + Ry® — Nx'y® =0
fest man wicder '

dy d*x
—— { R "
| 4 ftate y/ und e ftatf %
fo toird man finden

dy dy? dy’dx*
S de. D dx* dx'dy?

" ‘ ; : Cound

= Q
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und foenn man burd; dx? mulnplxcwt, fo wird man ers
Halten -

Pdx? 4= dedy + Rdy? - -—d’x = o:

4

bnefe Gleidsung ift mit
Md*x + Pdx* 4 Qdxdy + Rdy* = o
gleichbedentéud , wie man fih davon dberjeugen fanm,
roenn man Ndy mit Hilfe von :
Mdx 4+ Ndy == o

fortfchaft.
57
]
Die Gleidung x“ = — ;—‘, giebt uns

7
dxu - QY_

L)

weil y' y/ und folglich audh x/ implicite Functionen ven
x find. Werridhtet man die angejcigte Differentiirung in
" bev gwepten Halfte und feht ftatt dx, dy’, dy’* ihjre Wers
the x“dy, y'/dx, yHdx, fo finbet man
%/ = .._____.-_ylym j—i&”—t,
v
, Diefer Gang fann leicht fir die Hoheren Drdnungen
fortgefent terden, und man wicd vieeicht mit BVergniis
gen fehen, wie man ju den nemlichen Refultaten gelans
gen fann, wenn man von den Entwicflungen ausgeht,
¥/, x . .. ihren Urfprung giehen,

{

tooraus y4i ¥’ . . -

@8 folgt aus bér.%.esbinbung, teldhe jtifdben den
fMecthen von x und bon y ftatt findet, daff wenn x um .
h gunimt; fo feidet y eine %emnberung k die ‘durd) die

iReK()e L
ik y'h
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ylh y/lh'z }'"’h;
I ’+1.2+ 1.2.2‘+'°'
porgeftellt ift; aus dem nemlichen Srunde witd, wenn y,

¥y + k witd, x eine durd

x/k ' X’l_ kz xlll k?
T 1.2 + T 3 + e 4 9
vorgeftellte %ecanbetung erba(ten; man witd alfo haben
v h? ymhx ) 1
} + + . + PR ) l
) e e A
tk xi! LZ 1,(l/l k’
4 h = St e o o l
e T 2+1.2.3+ 85 n

je nachdem man_ in %ealebung auf k oder in Bejichung
auf b entwjcfeln will. Macht man_ aber von der Me-
thode der FWieberfehr der Reiben Sebraud (Cinl. Rr 45),
fo wird man von Dder ecfien Reihe einen Werth von h,
nadh den Potengen von k geordnet, ableiten, und es wicd
fommen

y'l o cgy//'{___y/ym) K3

v iy de23 el
vergleicht man Dies %%efp:tat mit det jwepten Neibe, fo
hat man

‘ll- f‘. m‘

Bermittelfe diefer, MWerthe findet man leiht alfe Difs
ferentials Coefficienten in Begichung auf x, wenn man
- Die pon y fennt, und man Fann, eine Diffeventials Gleis
cbung fo genommen, dafi man y a8 ¢ine gumtmn poh x

anjief)r,
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anfieht , Jdn eine andere tranéformiven, wo x al8 eine
Sunction von y angefehen ift, und fo audh umgefehrt,

58.

AUm ivon der erfren Ordnung jur joepten, in der
* Hypothefe, daf y eine Function von x fep, fberjuzehen
hat man Ddifferentiirt, indem man x al§ eine befrandige
®rdfie Detrachtete; wenn man ju gleicher 3ent dx und dy
fik hatte verandern laffen, fo witd dadurd) die Syme:
teie gwifchen Ddiefen Srdfen wieder hergeftellt feyn, aber
algdann wied der Differentialz Eoefficient y** der jwepten
Ordnung nicht mehr durdh

d’y

d\c
botgeﬁeﬂt fepn. Jady feiner Entfiehung Hat man

dy)
dY' (dx

dx

W

o e ;
und foenn man E wie einen %vud) differentiivt, deffen,

Sahler uub Renner fid gleichzeiti verandern, fo fommt
dx dy? ~dy d*x

"
4 dx’
fnbftttmrt man btefen Werth in ber Gf)le:dpung
dy*® d*
P+Q——+R L+ NL=o
dx
fo findet man '
dv dyz (dx dzy~dyd2x) .
P 4 Q— L N ————— e — =
# de o dx2z + dx? -

oder wenn m‘an burd)vdx’ multiplicict,
Pdx’ + Qdydx2 - Rdy2dx + N(dx,dzy—;dydﬂx) =0
; Seit
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¢+ @egt man in dem Gliede Ndyd2x ftatt Ndy deffen
Werth —Mdx, und dividirt durdh dx, fo findet man.
Pdx2 4 Qdxdy + Rdy2 + Md2x +_Nd3y = 0}
efu Refultat, welches man unmittelbar von der Gieichung
Mdx +4- Ndy = o -
ableiten fann, wenn man Ddiefelbe in Veichung auf x,
dx, y und dy Differentiivt, und welcbes fich in dem einen
ober in dem andern der gwepten Diffeventiale in
Pdx2 + Qdxdy -+ Rdy2 4 Nd2y = ¢}
Pdx2 + Qdxdy 4 Rdy2 4 Nd2x = o
serdndeit,” je, wnachdem man d2x oder d2y = o ges
madt hat,

59-

ug dem Vorhergehenden folgt 1)ba§ man ein e®leiz
d)ung pou der erften Ordnung auf eme fomeirifche At
in Beyiehung auf ey vecanderliche Srofen und auf ihre
Differentiale diffeventiiven fonn, und daff das herausges
fommene NRefultat, wenn e$ gleich Jull gefent rird,
den Yusdbrud bder Diffevential-Coefficien der jtoepten
Orduung  giebt;  e8 wird ferner diefen BVorjug haben,
vaf man darin nad) Belieben y - ald eine Function von
& oder x alg eine Funetion von y anfehen fann.  Wan
mu§ -nur beobachten, Ddaf im erften Fall der Cocfficient
ber jtoepten Ordnung durd

dy) i ‘
dx/ ~ dxd2y — dyd2x

dx dx’
and im gwepten Fall durd

(E) dyd’x — dxd2y
= pre

worgeftellt ift,
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2) Dof toenn man den erfien der obigen Werthe
fatt .
dzy
dxz
in einer Diffevential: Gleihung der swenten thmmg
fubftituirt, wo dx al8 beftindig vovausgefest ift, das Re,
fultat mit demjenigen gleichbedentend foypn wicd, weldes
man echdlt, wenn man ju gleicher Jeit x, y, dx tnd dy
fih vetandern (3t Wenn man will, daf dy in ber
neuen Gleihung beftandig feon foll, fo btaud)t man nue

in ey borgegebenen @iexd)ung
dyd’x
‘ b o Ty
u evfesen.
SRan ird eben fo eine Diffevential - Bleidung dee
goepten Ordnung, wo dy beftandig ift, in eine anbere
setwandeln, o dy aufhidren wird, befrdndig zu feyn,

tndem man
dyd‘-‘?{ — dxzd2y

dy”
an di¢ Stelle von
: d2x
‘ dys
ffgt, Aober nug o
‘ o _d,—*

toenn éx beft&nbtg fepm folls

69;

@8 ift teicht a{u prifen, dag bie @n‘:i}éu
dxd2y — dyd2x dyd2x = dxd2y
dxi unb dyi\

weldes
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teldhed die refpectiven %euf)e pon y/ und x fnb, der
Gleithung
yll 4 x” }'" foo O (mr. 56_)
- @entige feiften; denn wegen

y' = d?
dx
hat man
dxd2y = dyd2x dy (&vdix — dxd2y
dx’ dy’ ) el

tine ibentifche @(elcbung ,
SMan muf auch bemerfen; daf wenn madn dx fich vers
andern 1aft, die Gleidhung
sz o -ylldxz
nicdht mehe fratt findet) toie in MNe.10.  Sn der That
mian Detrachtet alsdann dy al8 eune Function von ey
unabhdngigen Grofen y/ und dx, und hat
‘d2y e= dyfdx 4 y'd2x!
abet

d2y’ e= yildx

alfo ’

d2y = y"ds2 + y'dix;
man Hat gleidfalls !

d2x = x”dy’ 4 xld2y,

Qxefe bepde Gleichungen geben

H 2 A
dZ)':: dx +)’>xdy2«i
e L
/
d2x = b s i |
I == X'y o

© fporaus man ner)t
a &2}, Y” + y,axu

dxz 1 -x—.‘xly"
d2x x4 4 xx!
— == 4 S
. dy&" r 1_‘}("}” .

L Theil, ) R abeg
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aber vermodge der (MNr. 56) gefundenen Nelationen jwi:
fpen x, y* und y“, hat man

I ~— lel 4. )

yl/ +yl?xll= o

x! xiyl = o

alfo
d2y o
dx2 ~ o’
d2x o
a2~ o’

9. h. diefe bepden Srofen find unbefimmt.

@8 war leidht, diefe Refultate vorher ju wifiens denn
y'dx in Begichung auf y* und auf dx differentiiren, Heifit
foviel al8 porausfegen y’ und dx follen vefpective

y' + dy’,
. dg = d2x
werden, und dann die bepden erften Glieder der Werdn:
derung nehmen, welhe diefe Function leidet; wenn man
aber y alg eine Functiow von x anfieht, fo ift dx will:
Eipelich, mithin witd e8 oud) d2x feyn, und foiglidh hat
d2 d2x
&_g =y + yf —
feinen beftimmicn Werth , fo lange das Berhaltnify will,
fuhelich bleibt. '

Stellt man abet foldhe Betradbtungen in der Hypos
thefe an, too x ¢ine Function von y iff, weldes dy und
d2y roillfapelich madht, fo findet man daf

d2x dzy

—1 i ' R

- -—-—de b AL dys
¢benfallg unbeftimmt ift. - : J

Das folgende Bepfpiel twird jeigen tvie man den

Yusorud des Differential; @oeﬁmenten g finden fann,

o g in
i
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giner Gleichung, o man gleidheitig dy nnd dx fih hat
pecandern laffen. o

61,
@3 fen die Gleihung X

x2 4 y2 = a2
ihe ecfies Diffevential it
xdx 4+ ydy = o
ihe jtoentes Differential, wennman alfes fich vevandern Iafe
dx2 -+ dy2 -+ xd2x + yd2y = o;
‘man 3ieht aus diefer lehten Gleidhung
—dx2 —dy2 —zxd2x
dzy = - :
Y

twird diefer MWerth in
; yll o

fubftituivt, fo findet mon
——-d\ —dxdy? — xdxd2x —ydyd2x

®

dxd2y — dyd2x
dx’

It
y iydx’

Man muﬁ dy vermittelft des erfren Diffeventiald forts
fdhaffen; diefe Operation madt, daf d2x verfdwindet,
toelched alé -eine Deftandige Grofe, nicht in den Werth
pon y” bineinfommen fann; in der That, man fieht,
daf da der Coefficient von d2x, — xdx =~ ydy ift," er
fich vermbdge der Gleidung xdx + ydy = o vernidhtet,

62,

Bang dﬂgemem, jede Differential: Gleichung von des
jreyten «)tbnung swifden jtoey vevanderliche Grdfen x
und y, in weldher man auf ¢inmal dx und dy fich verdn:
bern 1aft, Mmuf davauf reducict toerden Edniten, daf fie
blof ‘ ;

Wt e %, v,
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dy dxd2y — dyd2x
X, 7, '—‘ nb d}:;——-—w-—

enthalt, meil fie reiter nidtd al8 die Begiehung, me!cbe
awifchen denen verdnderlihen x und y und jwifdhen ihren
Diffevential s Coefficienten der evfren und joepten Ords
‘nung ftatt findet, vorftellen foll. Wi wollen alfo vors
ausfegen , man fey auf irgend eine Act ju der Sleicdhung
Mdz2x + Nd2y 4 Pdx2 + Qdxdy + Rdyz = 0
gelangt'; fest man darin
. y'dx ftatt dy
y“dx2 + y/dzx fratt d2y fo Edmms
Mdzx+Ny”dx=+Ny’d2x+de 2+Qy‘dx2+Ry‘2dx2=0
ober audh
M+ Ny’ d2x+ (Ny/ + P+ Qy/+Ry/2)dx2 =o0:
Ramit nun dx und d2x bepbe atig diefer Gleihung vevs
fbwinden, fo muf man
M+ Ny’ e= 0 baben d.5.
Mdx + Ndy = o
i)lefe %ebmgung Fann auf mebreve Yrten erfallt werden:
1) Wenn die GSleidhung Mdx 4 Ndy = o
durdy fih felbft identifdy ift; Oiefer Fall wird fir die
- Gleidhung
xydyd2x — xydxd3y + ydydx2 — xdxdy2 = o
fiatt finden; denn fie giebt
M = xydy,
= —xydx,
und forglub
Mdx + Ndy = xydydx — xydydx == o
2) MWenn die Vorgegebene baé\ﬁb;ﬁetemml von
. Mdx + Ndy = © :
aﬁ, bies toird die befondere Glechung
- xd3x + yday 1" dx2 + dya =0 ;
< . feyn,.

v
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fepn, toelche : ,
Mdx + Ndy = xdy + ydy
giebt, unb die aud der Differentiitung von
*dx "l' ydy = o
entfpcmgt
3) %enn Dic Vorgegebene , obg(etd) tem Sdieine
nach von der @(elcbuug, die aug der Differentiivung von
‘ Mdx + Ndy = o
entfteht, verfchicden ift, dodh mit diefer festen fibeveins
ftimmt, Vm ein BVepfpiet von diefem Fall 3u geben, fo
wollen wir die Bleidung
x'd2x + x2yd2y + (a2 — y2)dx2 = x2dy2 = o
nehmen, wit werden afsdann habden
Mdx + Ndy = x’dx -+ y2ydy = o

oder £,

'xdy t+ ydy = o.
SBenn man diefe lette Gleidhung differentiict indem man
alles fich verandern aft, fo fommt ;

xd2x -+ yd2x -+ dx2 & dy2 = o;

AmuItipIicirt man endlich duech x2, damit die bepden ers -

flen Glicder mit denen in dev Borgegebenen einerley find,
und jieht die cine von der andern ab, fo hat man

(a3 — y2)dx2 + 5(’{:1)12 -— x2dx2 — x2dy2 =0
,pber inbem man reducict, und durd) dx2 dividict,
a2 — y2* — x2 = 0,

eine ®leichung deren Differential
xdx + ydy = o
genau das pothin gefundene ift. Madt man der Kirje
toegen | :
az — y? — X2 = u;
fo Fann man leicht die porgegebene @Sletd)ung in
iz2dzy — udx3 &= 0

N3 trang:
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tfanéfotmiccn, und feben dak ihy durdh die Subftitution
von u = o Geniige gefdbelen ift, tvelche audh.gicbt
¢ da =uQ
: du =0, :
Wir bemerfen Bier, da um die At audjudriden
toie die Gleichungen
v 3x’d%u — udx® und u== o
untevemanber verbunden find, die Unalyften fagen, dofi
die erfte miit Dev gmwepten ju gleicher Jeit fratt
findet: man fieht hieraug, daf ywep Gleidungen, wels
e gu gleiber Seit fratt Haben, Folgerungew vom einanz
ber find; aber dicfe Phrafe ift nicht immer umgefehre
wahr, fo fann man nidt in den obigen Bepfpiel ifagen,
vaf Dic Gleihung v = o ju gleidher Jeit fratt findet alg
Ix’d*u — udx*' =0, ' i
denn man wird in"der Folge fehen, daf diefe lestere,
toenn blof die veranderlichen Grofen v und x betrachtet
foerden , mebhr aligenmein ift, und Daf ihr durh eine Ve:
siehung jtoifchen u und x Genige gefd)eben fann: man
fann fid fdon als eine %Iuénabme pon diefer Gattung,
dutdh die @Ie;d}unq .
by d*n — udx? == 0
Sberjeugen, welde burd) die Subftitution von u = o,
identifh gemacht witd, aber welde ¢¢ aud wird, wenn
man :
u == aeX - be-X
Bat, tad aud wbrigens die befiandigen Gedfen a und h
fepnt mogen.
' Man muf in dem eben gefagten, die Gleichung
ix°d®u — udx® = 0O :
nicht mit _
2d’x 4 xpd’y 4 (@ -+ 7ds% 4 x4y =0
perz
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verwedfeln, obgleid die ecine nur eine Transformation
der andern ift. Die urfpringlide Glidung, von tels
cher die erfte abftammt, wird, tenn man fie in iHree
gangen Allgemeinheit nimmt, tveldhe fie mitbeingt, nidt
ber 3wepten Gentige leiften. Die drey Falle in welden
dic Bedingung
Mdx 4 Ndy = o
eefillt werden Fann, und wo fir jede berfelben eine ue:
foriingliche Gleidhung in x und y ftatt findet, Ddie der
-Borgegebenen Gentige leiftet, find in Abficht auf die Allz
gemeinbeit diefer Gleichung von einander unterfchicdeny
da aber diefer Gegenftand twefentlich zum Jntegralcalent
gehort, fo wollen tir ung hier nicht damit aufhalten,
und diefen Urvtifel durch ein Benfpiel Heendigen, wo dig
Dedinguna :
Mdx -+ Ndy = @
nicht ecfullt ift.
E3 fep die Gleidhung
x'd*x + y’d’y 4 bxydxdy = 0}
fie wird geben
= x*
N=y
unb folglich zieht man davaug
x’dx + y’dx = o3
Differentiivt man, und 3icht died Differential bon bet;
vorgegebenen Gleichung ab, fo hat man
6xy'dxdy —3x7dx®> — 3y*dy® = o
odet v
x?dx? =~ 2zydxdy 4 y’dy® =o
obet endlich ;
xdx — ydy = o,
et muff man fehen, in welhem Fall die Gleihungen

H ‘ x’dx
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x'dx 4 yidy = o)
. xdx — ydy = o _
mit einander dbereinflimmen Fonnen, Die wente gicbt
. dy =:.-x—c£)I
bles in dev erften fubftituive, giebt
: xydt-}—yxd‘{._o,,
blmb;rt man durdh xydx, fo Fommt
: x°dx 4 ydy = o’
und fie dy feinen TWecth gefent, giebt xy = o cine
 BGleichung, welde in der Verbindung mit
x* 4y =a
nidht ftatt haben fanu, wenn nidt
: X =0
ift: e8 ift .alfo unmdalich, daff die vorgegebene Gleichung
aud der Diffeventiivung einer Gleichung swifchen sven
perandeclichen Gudfen x und y entfiehen fann,

63.

Wenn nran pom jtoepten Srade jum dritten Grade
fibergeht, fo fahrt man d'y oder d’x ein, je inadbdem y
alg eine Function von x, oder x alg eine Function von
y betracbtet wicd; der Differential- Coefficient dev dritten -
“Drdnung ife in der evften Hopothefe durch '

d’y
o
und in der gwenten durd)
L d’x
E}','x !
audgedeicft, Laft man aber ju gleider Reit alle Diffe-
rentiale dx, dy, d’x, &%y fich perdndern, fo hat man ein
Rez



Principien des Differentialcalenls. 265 -

Refultat, twelches eben forvohl der cinen ald der andern

Hypothefe jufdmmt. Man beobadhte nur, daf der Auge

pruct der Differential - Coefficienten gebildet fepn mug,

inbem man alle diefe Grofen variiven [a%t.  Man mug

alfo fir y den RNr, 58 gefundenen Werth fegen, und da
dylt )

y = = ‘ .
fo witd man diefen fegten Cpefficienten erhalten, indem
man y't in Dejiehung auf dx, dy, d’x, d’y differentiitt,
und dag Refultat durdh dx bividirt, man t)at alfo

R
I = dx i
dxd’y — dyd®x
i BT = By sy = e
g dx?® <

man twitd ouf die nemliche st die anafegifchen Coeffis
c:enten in ber éBorausfegung, ‘Daf y cine gunctwn von
= fen, findew:

MWenn man: die porftehende Werthe an die Stelle
von y4 vy’ yt in einer Diffevential: Gleichung der drits
ten Orbnung, bey deren Bildurg man dx ald beftindig
annahm, fubfituitte, fo wird eine Gleihung fommen,
weldhe mit derjenigen gleichbedeutend ift die man gefun:
den hatte indem man alled variiven lief; und twenn man
in diefer fepten d2y und d'y = o macht, fo witd dag
entflehende Refultat fih auf die Hypothefe , wo x alg
gme Sunmon von y betvadtet ift, begiehen,

64..
\
Da jede Diffevential- Gleidung weiter nichtd ift, ald
eine BVegiehung swifchen den vevinderlichen Geofen x, p
R 5 und
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und jwifden Ddeven Differential- Coefficienten, fo maifien
- wenn man fiur dy, d’, d'y ihre Werthe in einer Diffes
vential - Gleiung bgr\britten Ordnung fesit, dx, dx
und d’x aug den Refultaten verfhroinden; hHat viefe Ves
dingung nicht ftatt, fo fann man' darvous fdfiefen, daf
die Borgegebene nicht von ciner Gleichung jroifchen x und
y alletn abftammt, und daf man nidht darin y al8 eine
Junction von x und umgefehrt, annehmen fann, Nahs
me man cine afigemeine Form, und madte die angejeigte
Gubftitutionen, fo wirde man Beédingungen finden, die
mit denen in RNr. 62 analogifch find. €8 ift augenfdeins
lich, dbaf diefe verallgemeinert werden fdnnen, nud
daf jeve Gleicdung die Differentiale von jwen
perandeviichen Grofen von Deliebigen Dud-
nungen enthdlty fidh immer in cine andere
transformiven laffen muf dienur x, y, y', vy’
g . .. in fid begreift, indem man diefe Coefs
ficienten Der fiber die Warviabilitdt der Groda
fen dx, dy, d%, d?x .., gemadten Hypothefe ges

mag ausdridt, v

e 65.
: ﬁ)ié nemliche Bedingung findet auch fir die Diffes
rentialsFovmeln fratt) die nicht gleih RNull find, in el
den man aber ftillfchoeigend annimmt, daf y eine Funca
tion ton x, oder x eine Fuuction von y fey. '
Wenn man den Yusdruck
y(dx* 4 dh?%)
S
hatte und darin L5
: : y! dx 1 fiue dy
ety dy :
fubfituivte, fo wirde fommen e
y(13")
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¥+ ¥
X Xy’ 5 |
ein méfurtk:t, toelches nicht mehr die peranderlichen Grds
fen x und y und die Differential » Coefficienten y* und
y't e thalt. : . '
Gany ollgemein, 1ebe Gormel in twelcher eine von den
Grdfen dx oder dy als eine beftdndige Grofe behanbdelt
ift, deven 3ahler und Nenner aber homogen und von den
nemiiben Srade, in Bejiehung auf die Differentiaie find,
toird fich immer dued die vorhergehende Trandformation,
auf cine Gunction von den veranderlihen Grdfien x und
y upd denen Diffevential: Coeff cienten, reduciven. Um
fio davon gu fberjeugen, fo ift e8 hinveichend ju bemer?
fen, daf ein Gfied von der Form
demdyndiypd'yq (‘*’)’ pyln);upyulq i dxm-}n.fzpfg 9k 4
wird, wenn man datin
‘ y! dx TI ftatt dy
y”dx"' 5 dzy
yil! dxqj d?y
fegt) da nun in einer Reife von gleidartigen Gliedern,
in Bepichung auf die Differentiale, die Summe m + n
+2p

a) d2yp, d’ya... bejeichnen bas wemlidhe als (d2y)r,
(d’y>a...; und weil d?y mif dx® YHomogen iff, fo wird
aud) d2yp it dx2p bomogew feyn, eben fo d'yp mit
dx3% u, f. w, Es folgt hieraus daf man, um dew ®Srad
¢ines ®liedes, in Bysiehung auf die Differentiale mit Doz
nen o8 bebaftet ifi, su finden, Das gwepte Differential alg
gotm gweyten Grade anfehen muf, das driffe thferenttalp
alg wire e8 vem dritten Grade, und allgemein muf man
den Eppouenten pen Der DOrdnung  der @umtenturung i
den bcr Poteng verbinden,
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+ 2p 4 29 + . .. flie alle einerley ift (Ne. 49), fo
wird det Jahler ded vorgegebenen Nusdruds jum gemeins
* fdaftlihen Factor,
, dxmgntzpt3qhese
baben: der Nenner, tweldher von der nemliden Ordnung
ift, wird denfeiben Factor Haben, es bleibt alfo im Enpds
tefultat weiter nidhts als x, y, y% y% y* . f. to.

66,

Wit toerden bey diefer Gelegenheit cine merfrofedige
Gigenfhaft der homogenen Function eigen; fie iff, bdaf
toenn man eine algebraifcdhe Function der Grdfen x, y, 2
u. f. w. hat, in welder dte Summe der Erponenten von
jedent diefer Bucbftaben fir alle Cifieder einerlen und
gleih m ift, wnd man fubftituict Px fir y, Qx fir =z
u. f w., fo wird dag Refultat durch xm theilbar fepn.
Sn der That, ivgend ein Slied diefer Function von der
Korm Axvyrza, .. witd durdy Ddie angegeigte Subftitution

APPQI .., . xB0FPIqH -
aber nach ber Hypothefe bat man in a(len @hebcrn
n4+ptqgt...=m
folglich tivd xm ecin gemeinfhaftliher Jactor fepn. G2
folgt bievaus, dafi wenn die vorgegebene Function gleidhy
Null gemadht ware, oder auch wenn fie ein BVrud) ware,
der pum ahler und Nenner twey homogen Polynome
von einetfep Grad DHatte, fo mirde die Grofe x gang
aug den Refultat verfdhmwinden.
.

67,‘\ - Bl

P

{im den Ausgdrud T
(@2 + )t

dxd?y —dyd3x :
m
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in reldem dx und d%y mis emanbet verfchwinden, fo
muf man
: y'dx 1 fut dy
//dx;z +Y’deJ d:,
fegen, ¢8 wictd alsdann
(l &5 y/z)s
yll
Fommen,
Die nemlichen Subfritutionen in der Formel
. xd?y + yd®x :
; dxdy—__‘ 5
gemadit toerden ;
k xy‘dy? 4 (xy’ 4 y)d*x
y‘dx? i
geben; ein Refultat in wejhemt dZx anf Leine anbeze At
berfcbmmben fann, ¢l foenn

_ x4+ y=o0 .

oder 53
l""‘-—-—
25 b

ift; telhed ein befonderer Fall ift. Man Fann alfo. in
diefer Formel nicdht allgemein y ald eine Fuuction von . x,
eder x alg eine Function von.y betrachten.

@3 findet folgender Unterfchied gifcen den Fovimeln ﬁatt,
foelche jtvifdhen ben/en, welche dDie Transformationen erfeiden
und dergleidhen nidt julaffen, daf die erften dennemlidhen
Berth bepbehalten, man mag darin dx odet dy als bes
ftandig annehmen, babingegen Die andern fih vets
andecn. . Der erfie von den ebigen Husdricfen siebt,
wenn man d?x = o mad)t

(dx24dy?)? (l g
dxd’y FAHTES bk

2
2

und
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und wenn man d2y == o madt

(dx* + dy)F (22 + 1)F
— dyd?x T e gt ‘
fest man in diefen legten Refultat

— I \'tatt X!
TS
AR i J < (e, 56)

-~

VE]

{0 ﬁnbet man noch

( + v
¥ yl’ ;
Det jioepte Ausdruct

‘ dxdy
wird

xd%y - i
dxdy —;—’

tyenn d%x = o, und

}'d : yx”
A dxdy x‘
- foenn :

; d?y = o}’ .
fdaft man =’ und x” aus dem lepten NRefultat fort, fo

erhalt man
A Yv”
— ;‘—:-5
mtefer ﬁBet‘tt) fodrde nicht mit

xy'l
——
yl
fibeveinftimmen, al8 in dem befondern Fall, o man

i \
- =3
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s 5% = x vdet
o
hat. :
@8 fep sum Beyfpiel
ol oy st
fo Fommt
dy == axdx

und wenn man dx beftandig madt, fo findet man
diy == adx2:
die aud biefen Gleichungen gejogenen Werthe von y und
d*y wevden
xd“y
dhdy
- geben.  SWenn fan aber
dy &= 2xdg
bsffetentmt, indbem man dy beftandig macht, fo hat man
% 0 == 2dx* <4 2xd*x,
und die Werthe von dx und d*x, bie man in diefer Hos
pothefefinbet toerden

<

Pl e

dxdy 2x*
geben; e Nefultat, weldbes fehr vom erfren verfehies
den ift.

Bl

@8 ift [eicht 3u fehen, Deh die N 59 tnd RNe.63 anz
gejeigten Mittel, um von den Gleithungen in welden
eing der Differentiale als eine beftdndige Grofe angefes
ben x[t, $u Denjenigen fiberjugeben die man wurde er[)a(v
ten baben, wenn man alles hatte variiven laffen, obet
ndem man ein andres Diffevential als dag evfie fir be:

: ftandig
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ftandig angenommen hatte i audy auf folde Differen:
- tial = Formeln erfiveden, die nidt gleih Null gefest
ﬁnbo :

68.

Wenn man eine Menge von Gleihungen Har, deren
ngahl nm eine Ginheit gevinger ift als8 die der darin
enthaltenen vevanderlichen Srofen , fo giebt 8 immer
eine Diefer veranderlichen Grdfen die man alg unabhan:
gig betrachten fann, und wovon alle andeve implicite
Sunctionen find. s fepen

0 |
” i

: v 0
joen Gleihungen, jifden drey verdnderlichen Grdfen
t, x und y; man fonnte vermitte(ft ihrer den Werth von
jtoey Deliebigen diefer verandetlichen @réfen beftrimnen,
toenn ntan den Werth der Ddeitten twillfibrlichern anndf:
me.  Wenn man alfo annimmt, daf die unabhangige
vecdnderlihe Grdfe durdy t vorgefrelle fey und t + ¢
toerde, fo toiitden die bepden andern x und y foldhe Ver=
dnberungen ecleiden, die fo befdhaffen tvaren, daf, wenn
‘man fie durch b und durd) k vovfrellte, jwifdhen den
drep Grdfen t + g, x 4+ h und y + k nadh die nem:
lidhen Relationen ftatt fande alé wifden ¢ x und y.
Gubftituict man in den porgegebenen Gleichungen t 4 g,
X+ b,y 4 k ftatt t, xund y, o twetden daraus jroep
neue Gleichungen entftehen die dagu dienen h und k ju
beftimmen, wennn man g e¢inen pacticulaven Weeeh bey’
geleat bhat,

Da aber x und y Functionen von ¢ find, fo Emmen
die Werthe x + h und y 4 k weldhe mit ¢ 4+ g covves
fpondiven, in folgende Reihen entwickelt werden:

t S
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; ds g /d’x'g’\ digs g =

S dt’1.2+dt’1.2.3’+"'|
2 2 2 3 >(mc-12)

§l’§_+d_?_’_£__+§l_§__+ :

drig 12 A a T At s g "J

Sendet man hier dad Naifonnement wie in Nr. 40 any .
fo wwd man leidht fehen, daf die Gleihungen
U =0
md v=o :
nach den angeseigten Subftitutionen, durd die Enttwick:
fung folgende Form annchmen werden ;
u4 Pgt P’ + P +...=0
ve Qe+ Qg +Qg+...=o0
da det 3umad)6‘g unbeftimmt bleiben muf, fo hat man
nothwendig

\

1 ="00 v=o1
P\ Qx=o£
P.ie="0, Q2=ol‘ 2
Prremiess Q=100
thl fo0s

- Diefe @Steid)ungén werden die Nelationen dev Coefficienten

dx' dy”. @iz dly :

dv’ dr’, de’ de

geben, weldhe wiv durd x, y/, X”,y”l. « o bovftellen ool
len, und die felbft neue implicite Function von ¢ find,

e @

Die Bildung der Functionen P,, P., P, u. f, mw,
e Qz, Q, u. f. tv. wird die nemliche fepn ald die von
ihren anafogen in Nr. 415 ferner da v uad v nichts als ¢
und implicite Gunctionen diefer vevanderlichen Grdfe ent
halten, fo fonnen fie eben fo behandelt werden al$ U in
Ne. 44 Man’ wicd alsdann fir ten Coefficienten der
erften Poten; von g in Beyichung auf u

1, Thil, & TP, o
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d
P; = "2 + ot ¥ + = Y
finden, und fir ben @ocﬁxczenten bcr bon v abftamme
: dv ;
Q = — + ek + o y
‘§o[g[1d) ferden. bxe Slefetentml Qvefﬁctentcn ' und y*
durh die Gleichungen 4
du du CL B o"l
dt-’_c:h:x +de e L
S Segher i Biuientd
e SR ACE 0

ober
[ du dudx du dy

' -d; d}\dt dy dt

'i dvdx + :i:d_y

X Ldt dxdt dydt

gegeben fepn, bie legtern find nichtd anderg, ald die

Diffeventiale der Functionen u und v, gleid)'stul( gefest
und durcy de dividict,

Um ju den Gleihungen ju gelangen, bon mwelden

- Die niedrigeven Goefficienten abhangen, fo. diffeventiive

=0

i Y d
man die BVorftehenden, indem man x/ und y/ oder ‘—E

und a—’é al8 neue implicite Functionen von t anfieht: die

davaud entftehenden Refultate toerden, toenn fie iHrer

Four nadhy diffeventiirt find, indem man gleichzeitig  die

Coefficienten der erften und gepten Ordnung variiven

- Lafit, die G)Ielcbungen ber dritten Ordnung und fo mweiter,
geben,

/

69.
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69. :

%ttb g in Ne. 41 Sefagte bemﬂgememert, fo: ﬁn:
Det man, daf wenn u eine %uncnon von einer beliehigen
nzahl veranderlicher Grdfen t, %, y, z u. . v, vorftelt,
in welder x, y,'z u. f. w. implicite Functionen Dder wvers
anderlichen @lbf;‘e t find, und man verandert davin t in
o b g, fo Fann fie in einer Reihe

ug 11”2 ut//g1
u iy —— R
4 E L.2 8 1.2.3

entticfelt werden, too die Coefficienten u’, w’, u?’ . . o
Sunctionen find die fucceflive von einander auf bdie nems
liche vt abgeleitet {ind al8 u’/ von u, fim aber u' ju has
ben, fo muf man den Coefficienten der erfien Potens vom,
- g finden: aber nach Nr. 44 wenn man der Kirze wegen

dx_ ,
T
A £
Ry
dz
= e
a5 %
G '“.f.w.
madht, hai man
du du
i’ —a - e ’ T ""zl « o 0
R + y + +

man fieht alfo Hreraus, bai‘; uf auget den urfpringliden
perdnderficdhen Grdfen t, % v, z 1. . . noch die Coeffiz
cienten x/, y/, 2! . f.i. enthalt, toelches auch implicite
Functionen pon t fmb. Man wicd alfo auf ‘Diefefbe Avk

baben ‘
d

o At gl i B e a :
“ By i ke
e g Py by Tt i

€ A 19
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dx dy dy*
vl g, 1. 1. .___bb X c 2wt
wo x/, y u. { T g e - wfw

_vorftellen,  Man. wide eben fo u’’ und die folgenden
Goefficienten echalten.
0.
. Dbige Betradhtungen ndthigen ung eine neue Bejeich-
nung einjufifren. Wenn man x, y, z w. f. w. ald implis:
cite Junctionen der peranderfichen ¢ betrachtet, fo muf u
felbft al8 eine implicite Function diefer verdnderliden
Grofe angefehen toerden; folglich dricft u’ alsdann den
- Diffevential s Coefficienten von u qud, denn er ift dem
Differential von u gleih, das genommen iff, indem mon
t ¢ben fo toie die Ddavon abhangenden Grdfen variiven
136t und durch de Dividict. Viv fonnen ung aber dies

: e . d R
_ fen Goefficienten nidht durch E% porftellen; denn . Diefer
G

Ausdruck bezeichnet fpeciel den Diffeventials Soefficienten
von u, dergenommeniftindem man blofidie tenvaviiven [aft,
welde darin egplicite enthalten  find (Nr.30).: Um alfo
den erften vom jtwepten’ ju unterfdeiden, fo toollen wip

U d 3
ibn mie folgt fhreiben £12; o Die Sparentf)cfe' begeidy

net, dag man in u aﬂee as fu‘b auf t bearebt bat ba,

" giiven laffen.
- Man hat nach diefer lleberemfunft

j d(v)
[ e
e dt
e J0D _ 8@
dt dt2
. f. t,

uab man wird davaus fdliefen, daf, wenn man ¢+ g
an
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an die ®'t§[[e von t in der Function u fubftituivt, und
die veranderlidhen Gedfen x, y, z u, f. v, ald abbangtg
von t betrachtet, Fommen wird
‘ 2 3 s
i ) AL e

dt 15" dt? 1,2 de? 7—3-’-“".&
within jieht man daraus, wenn u = o iffy
d(u) "I

l
d’(u) '
) drz J
ufow, o

1. ;

Wir wollen jest ein %epfp;el aeben : €8 fepn die
Sleidhungen

Y 4+ 3atx = be2 ]

x’ 4 3ety = a%b J>’

wenn man fie diffeventiivt, fo- erhalt man

y2dy < atdx - axdt = o'l>

“x%3dx 4 ctdy - cydt = oJ

Bieraus
d dx '
I y? d it at —— + ax- = o
| x2 X L e g -
le dt+Ctdt+cy=°
s s ‘ dy dx
diefe lestern terden die Wetthe von E— und T und - -d-t

in t, x und y geben; man Fonnte endlich x und y vers
mittelft der Worgegebenen fortfhaffen.

Differentiict, man von neuem, um die Nelationen 3iwiz
fcben denen Coefficienten der jwepten Otdnung au finden,
fo fommt, wenn man dt al8 beftdndig anfieht, roeldes -

S3 2 Lgs
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etfaubt ift weil t die unabhangige beranbethd)e Grofe
porftellt,
y2d?y -+ 2ydy® + atd’x 4+ 2adtdx = 0}
x2d2x -+ 2xdx2+ ctd2y + 2cdtdy = of
und wenn man purch dt dividirt, fo hHat man

dzy dyz | d2x dx ¥
2.~ A2y — t e
iy S pld dt2+23d: o.|>'

dz2x dx2 dzy dy e
20 P 2x -—-—- 2¢ — =
T gl prlipe L0

Gileichungen , welde blencn
d2x d2y

) 'El—t—; ie dt2
s Deftimmen.

.
~ Die YAt von Differential » Gleichungen ,* tweldhe ung
jet Defchaftigt, ift analogen Demerfungen fahig wie

in RNr.q46 — 54. Man fieht 5uec|’t, dafi, mwenn man die
, @Ield)ungeu

- u=o01
. V=0 J>
mit ifhren Diffeventialen
: du =
dv = o

perbindet, man allgemein drep von den datin enthaltencn
®edfen eliminiven fann, ¢8 mdgen beftandige oder verdns
derliche feyn. So hatte man im obigen BVepfpiel, die bes
ftandige Grofen a, b, ¢ fortbringen und eine einjige Res
lation gwifchen t, x, y und denen Coefficienten
dx d/
: at’ dt’
unabbangxg pon den eltmmwten Grofen erhalten Fonnen,
: Begd
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Bereinigt man die bepden jmwepten Diffeventiale
d2u = o"l
| Td2v = OJ
mtt den vorhergehenden Gleichungen, fo bat man fedhs
Gleichungen jwifden toeldhen man folglich fanf darin
enthaltene @réﬁ'en eliminiven fann, und fo toeiter.

73:

Wir haben t ald unabbhangige verdnderlihe Srofie
getodhit, hatte man aber x oder y al$ folche angefehen,
fo wiirde man dx oder dy beftandig gemadyt Haben Edns
nen. Man geht unmittelbar von den in der erfren Hy:z
pothefe enthalterten Refultaten, ju ihren covrefpondivens
den in der amepten opder in bder bu’tten ﬁber, enn man

dt ) ftatt dt2 l

L a(d‘) fratt :t:Jl

fdeeibt , und inbem man dad Differential det veranders
liden Grofe die man ald unabhangig betradhten Fann,
alg befrandig nimmt; foave dies jum %ex)fpiel x, fo hatte
man )
dy dtd2y — dyd%'\
t dt dt3
— dxdat
d( ) dt3
~ Macbt man diefe Subftitutionen, fo ge[angt man ju f
®leichungen, welche die Werthe von

d2y d2t
s und °°"d_z

oder die Werthe der Differential 2 Coefficienten von det
' : S 4 §ens

-_—

d

e
b
|
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swepten Ordnung der veranderlichen Gréfen y wnd o
alg Functionen von x betrachtet.

Wenn man ju gleicdher Seit dt, dx und dy batte paz.
viiven laffen, fo toarden die 3‘efuttate in Bejichung auf
jede Der verandertichen Grofen fymetrifh gemwefen fepn,
und die Diffevential - Coefficienten der jwepten Orbdnung
pon den perdnderlichen Grdfien x und y ald Functionen

- pon ¢ betrad;tet ‘wirden jum Husdeud

(d) dtdzy - dy d2tq
pde o \ded T dt3 ! ;

I dx dtdzx - dxdﬁtl
dt o dt3
gehabt Haben,
Nimmt man x ald unabhangige betanbex(tcbe @téﬁe

an, fo wutbe

d dxdzy — dyd2x
( dx?

dt dxd2t — dtd2x
e =

dx dx?

’.!J!an muvbc ehen fo die Differential: @oeffuwntcn,bcrbpn
pothefe von x und ¢ ald Functionen von y gugehdrig, finden,
und Ddiejenigen der hohern Ordnungen, bey tweldher Anz
nahme ¢8 auch fey. . Man muf bier wie in Nr. 63 be:
meuvfen, dafy, jede, Gleichung vom jwepten Grade bie/breg
pevanderlichen Grofien’ in fich begreift, wovon jwen bes
lighige Fusnctionen Dder dritten find, wenn man darin

dx/ = x‘dt, d2x = x/dt2 + x‘d2t"

' dy = y/dt, d2y = y~dtz -+ y.’dztf
madyt, ein Refultat geben muf, toeldhes blof die GBros
fien x, v, x4 v, x y enthalt. G8 ift leicht Diefe Ves
. tradptungen ju tevalgemeinern, und fie auf jede belie:
bige
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bige Ordnung und auf jede beliebige Anzahl von abhans
gigen vevanderliyen Srdfen anjuwenden.
, 74

Die DifferentialFormeln muffen audh einer algebrais
fdhen Transformation. untevwotfen fepn, ofne mwelde man
nicht davin ey verandetliche Grdfen al$ Functionen der
dritten anfehen fonnte. ' ‘

€8 fep jum Vepfpiel die gormet

C(dt* + dx? 4~ dy2)? |

. (dtd?*x—dxd?t;? 4 (dtd?y—dyd?t)* 4 (dxd*y ~dydix)
fo wird, wenn man davin die angejeigten Subftitutionen
macht

(1 %2 4 ¥
b R el S i A o 5
die Differentiale find gang berfd;rounben weil det 3a{)tec
und D?enncg socp Diffevential - Ausdriacfe von vinerlen
Grad, waven (Jote Pag. 267); aber aligemein hatte ein
gusdruct bom mten Gtade in Beziehung auf die Diffes
“yentiale, die Form Pdem annchmen muffen, o P eine
~ gegebene Function von & X, y, x4y xY v ift
| 75 :

Menn man Gleichungen von der Form

a =+ bt 4 U = 0]

n +b’t+V=‘OJ>
in welden U und v Functionen pon x und von y ohne ¢
bedeuten, jvepmal diffeventiict, indem mande alg beftandig
anfieht, fo werden t unb dt bufcbmmben und man wird

: Ll Ry |

s e
wo d°U und 'V blof x und y und ifhre Diffeventiale
ASs too
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enthalten. @3 folgt hieraus, daf die Gleihungen in tels
de nur jtoey vetdnderliche GSuofen ju fepn fdeinen wos
pon fein Differential beftandig ift, von urfpringliden
Gleidyungen mit drey veranderlichen Grofen, abfiammen
Fonnemn. &Benn man wifden
U =01
o Vis= O_J>
eine be{tanbtge oder eine andere Grofe eliminivt hatte,
for wirde davaus eine eingige Gleidung von x, y, dx, dy,
d%x, d?y entftanden fepn, welde ihren Urfprung aus den
bepden vorgegebenen Gleidhungen erhalten hatte,
Die Gleidhung ool 188
; Md?x -+ Nd?y -+ Pdx*® 4 Qdxdy - Rdy* = o,
toelde nicht von einer eingigen Gleidung jwifhen x und
¥ abftammen fann, wenn {ie nicht der dureh
Mdx 4+ Ndy = o
ausgedricfren Bedingung Geniige [leiftet, Ffann immer
aufden Fall suricf gebradht werden in welden x und y ims
plicite Functionen bder nemlicdhen vevanderlichen Grife ¢
find, indem man dx, d’%, dy, d’y al$ die Differentiale
- vont x ' und_ von y in Begichung auf ¢ genommen, ez
trachtet 5 denn roeun man darin
s dx o= x/de, dy::y’di .
d x = x/dt?, d%y =y“dt?]
mad)t, fo bleibt dt md)tmef)r darin, und ed Fommt alsbanu
Mz 4+ Ny’ + Px® 4 Qx'y’ 4 Ry"* = o}

éin@on den Diffeventialen wnabhangiges Nefultat, E8
wirde fich eben fo mit jeder andern Gleihung vom roey:
ten Grade mit jwep veranderlichen Srofen, und mit dez
nen Gleidungen von hdhern Ordnungen verhaltens ifre
SHomogenitat in Bejiehung auf die Differentiale toird
immer vecfatten, fie vermittelft einer newen verGnbderlis

; hen
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den Srofie in andeve Sleichungen zu teandformiven,
weldhe nur Diffeventialz Cocfficienten enthalten.

Man 3ieht aus diefemfolgende merfrourdige Folgerungs
e8 giebt nemlich Feine Diffevential:Gleichung die man nicht alg
reel abfurd obder unbedeutend anfehen Eonnte; man muf
nur wiffen, daf eine Differential: Gleidung fich nidht ims
mer auf eine eingige urfpriingliche Gleichung besieht, und
daf man, umihr GSnige juthun, deren mefrever annehmen
mufi die juweilen neue verdnderlihe Grdfen entholien.

: 76,

Wir haden bey der Bildung der Differential:Bleichuns’
gen mit ey veranderlichen Grodfen; (Nr. 46) angenommen
daf, indem eine von e, verdndetlichen Grdfen cinen twills
Fabrlichen Suwachs erhalten hatte, die andere in einer Reifje
sad) den Potensen Diefed Suwachfes geordnet war; man
fann fich aber auch denfen, daf eine gegebene Function
pon jroey verdnderlichen Grogen einen willfihrelichen SJus -
wads erhalten DHabe, alsdann werden die durd) jede
decfelben ingbefondeve erfittenen Sunafhmen diefem [us
wads untergeordnet fepn.  Wenn 3. B. dad Product xy
aus jtoey veranderlichen durd) die Gleidung V = o vers
bunbenen Grbfen, einen beliebigen Juwads g erhalten
hatte, fototirden dieVerdnderungen h und k; Oie ‘vefpective
purdy x und durch y geprdft find, beyde befrimme fepn.

U fich davon ju Gberjeugen, fo braudt man nue
© xye=t ju maden, man muf alsdann fraft der bepden
Glerchungen

xy =t 1

\ ' V. = o0 ‘

* und y aléFunctionen von t anfehen, und nacdy dem was

in M. 68 gefagt ift, Eonnen x -+ h und y + k fih nag
den Potengen von g entrideln. ;

e » ‘ Diffes
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Slefeventurt man sbige Gleidhungen, fo hat man
xdy 4 ydx = dt 1
dV =o : :
urd man jieht davaus dic Differential: Coefficienten der
pevanderlichen Guedfen x und y als Functionen von t bez
teacdbtet, Wird von neuen Diffeventiivt und dt al8 beftans
i bxg angenomaen, fo Fommt
¥ xd%y +-2xdydx + yd%x = 01
ke d’veso )
die erfte Gleihung giebt das Mittel ausd der Jwenten eined
ber jwepten Differentiale 3 B, d'x fortjufhaffen; das
Refultat ied nue dx, dy, d*y enthalten, und toenn man
¢8 durch de® dividirt, fo twird e8 eine Relation 3mifd;m
x und y und jwijden den GCeefficienten
dx dy d%

. Ar dt de .
ausdricen.  Wenn man’ feiner Four nach differentiirt,
fo fann man nod) daraus d’x eliminiven, toelches davin
pon neuem eingefiihrt fepn twirde. Man fxebt, daf man
auf diefe Art immer Gleidhungen erhalten Fann, in weldyen
fein  Hdheres. Slffecenttat‘ bon -dx vorfommt als das
erfte,

Dag eben @Sefagte ift allgemein, und wenn man in
ciner Gleidhung Vve=o swifden x und y eine bes
liebige Function U von x und von y, ald unab:
hangige veranderlidhe Grdofie nehmen will, fo
differentiive man wie gerwdhnlid) die vorgeges
bene Gleiddung V= o, {daffe daraug dx oder
dy mit Hilfe ber Gleidung dU = dt fort, und
bann d°x oder d’y vermittelft dev Gleidhung
d*U =0, odet weldes auf eing herausfommt,

dadurchdbafman dU beftandig madt.
o : €3
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Gs tragt fich febr oft ju, daf man nidht den urs
fmunghd;en Husdrud von U, fonbctn nur beﬂeu ‘Diffes
vential fennt, fo daf man aur die Gleidung

dUJ = dt ;
bat; diefer Umftand vecindert nichts an der vorftehenden
Regel, welche fich eben forohl auf Diffevential: Formeln
al$ auf Gleidhunaen evftrectt. Wic roolien dies durdh eis
nige Bevfpiele deutlider machen.

7

@Sefegt man babe
; dt = ydx;
nad) der Zlefetentnrung ‘hat man
yd’x < dxdy = 03
folglich :
: dxdy
¥ :
Mit diefem Werthe bringe man d’x_aug den Gleis
dhungen oder aud den Formeln die e8 enthalten fort, fo
poerden Die Refultate fich auf die Hypothefe besiehen, in
welder ydx dag erfte Differential dev unabhangigen ver,
andetlichen @réf;g augdridft, Obgleidy ydx nidht das
unmittelbare E)iﬁ’et,cntial weder von der Junction x nod
von der Function y ift, fo muf man doch, wel dieje
-perandesliche Grofen alg voneinander abhingiq betrachtet
find, ydx al8 Dag z)uffecenttal einer. impliciten Function
von x anfeben,
Dies vorausgefetst, fo wirde man, wean man
dxd’y — dyd’x - adx’ + bdy’ = o
Hatte, und davin den fiir d2x vorhin gefundenen Yus:
druck fubftituivte, davaus jichen
ydxday + dxdy3 + ayd<’ 4 bydy’ = o,

d’x = —

Der
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Der Diffevential 2 Coefficient der jtvepten Ordnung

I dy
Frie E)

toelcher, wenn mon Feinen Differential a8 beftandig am,
nimmt, durch : .
dxd?*y — dyd X
dx?
ausgebtucft ift, wird in der vorf)ergebenben {)ppotbefe
' yd?y + dy*
ydse® A%
Gollten fcb in der gegebenen Gleichung oder Formet
Differentiale ven x von einer bobem_Danung als des
stoepten Definden, fo elimmite man fie ebenfalds weil, ins
dem man die Gleicdhung
yd*’x 4 dxdy = o
mebrerema[e nady emander differentiirt, daraud neue
Gleidhungen entftehen, tworaud man fucceffive die Werthe
von d’x, d*%,u. f. w. jiehen Fann,
Wir wollen als jweptes Benfpiel annehmen
| &t = V& T i
man Hat in diefen Fall
dxd®x + dyd?y = o
tooraus folgt
‘ 5 dyd?y
Tdx
S diefer neuen Hopothefe wird die Gleidung
dxd’y — dyd®x - adx’ 4+ bdy’ =0,
(dx* o dy®)d%y + adx® < bdxdy =0
und die Jormel

dxd®y -~ dyd’x
dx’

dndect fich in <
(dx .
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(@x* + dy9)d’y
dx* 4
Die fuccefiiven Differentiale der @Ieid;ung
dxd’x - dyd?y :
twerden die Mittel davbieten, d'x, d“x wof.to. 3u ehxm/
niven.

Diefe Qranéfocmatmnen hangen in gewiffem Betradbt
pon dem Mechanismus des Cafculd ab, e8 {ind blof Atz
ten, einerfep Refultat unter vetfchiedene Formen darjus
frellen, unter roelhen man dicjenigen tdhlen fann, bdic
am genauften und furtten ju fepn fcdeint.

Gie- reduciren fich alle auf folgendes allgemeines
Problem: ed ift cine Sleichung oder cine Diffe:
rential:%ormei gegeben in welder man ein
gewiffes erfies Differential als beftandig an:
gefehen hat, man foll ein ondeed RNefultat
darfellen, in weldhem ein andres Differential
alg beftandig angenemmen ift.

Um 8 aufjuldfen, fo muB man den Diffeventialz
Goefficienten von Ddet einen Dder verinderlihen (Grofen,
y obet x, evident da:fiellen, fie als. eine Function bder
andern  betvachten, und davin ihren Ausdrud in der
neuen Hypothefe fubfituivens

Um alfo von der GSleidung

ydxd®y = dxdy? + aydx’ + bydy’ e= o,
in welder -das Diffevential ydx atg beftandig angenom,
men ift, ju einer anbdern diberjugehen, wo vies dev Fall
mit
de e dy
ift) fo beobadbte ih, daff der Diffevential: @Dtﬁ'lctém der
depten Ordnung
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: dx Sdx/
ift, in der erften Hopothefe durd
yd'y + dy*
ydx*®
ausgedrlicft; idy habe alfo l
dy yd’y + dv*
5 (dx) yd\ o

ydxd(—-—-) + dy

fubftituivt man Ddiefen éIBertf) m Der borgcgebenen @Ieu
dung, fo entfteht daraus

: o = dy’ ==
dxd.(dx)-{-adx +by o

eine Gleichbung, tworin man jedes beficbige Refultat als
beftandig annehmen fann, indem man fratt

dr
d —")
" dx )
feinen Yusdruck in der neuen Hypothefe fest. . Wenn
man |

und folglich

dly =

dt = Vax* + dy®
madt, fo [)at man
9 ] + dy )d’

dy >
d[d:
mit Hilfe diefes Werthes fort, fo toird die vorgenoms
mene Zransformation vercichter feyn. Yllgemein, um jes

den behebxgen Sbtﬁ'erentml Husdiud ju  transformiven,
{0

, Bti‘ngt man
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fo veducivt fich alleg-davauf ihn fo vovzubereciten, daf er
blof Diffeventinls Coefficienten und: Diffeventiafe:von dee
evften Ordnung enthalt: yhylsy™s . mbgen toie:gerodhnz
fich diefe Loeﬂ‘tcsenten begeichnen, fo I)at man xmd) |K)t¢r
@utftel)ung

o~

l‘ =d‘f
¥ dx

T i Hy]»
T o 2 hat 8 !
Y= dx d[;h
p -4 _d/d}’\
dx dx dx)

"’V=~ d(dtx d(dxd( D)

W, foa 0,

Man [affe dy und dx in den bm: beoqefu”ten Korz
meln gleichseitig vaviiren, und fubftituive fir d2x odee
file d2y den $evth, woelcher aus der Hopothefe die man
fich ju madben vornimmt, entfteht.

Man fieht Hievaus, daf, menn man auf eine :Dxffe'
ential: Gleidung ftoft, und man will deren Bedeutung
wiffen, e befanut fepn muf, bey welder Hypothefe fie ges
bildet ift, oder welcheé auf eines herausfomms, weldes
die betﬁnbgclicbe Grdfe ift die man ald unabhangig anz
gefehen Bat: denn vics ift eine von den Uebereinfinften,
dic man immer beym Unfang einer Untevfuchung aus:
oritcft.  G8 ift leicht obige Detrachtungen auf Falle aus:
gudehnen, wo man drep Slerchungen gwifhen vier verans .
deriichen @tégen oder augnmem eine Angahl von m —x
@lelcbungcn awifchen m pevanderlichen Srdfen hat,

’III —

1, Theil, & 78.
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Wenn:man mesrere (glg{cbungeu awifchen einer Yn-
gabl von:veranderlichen Grofen und ihren Differentialin
Haty forfann man immer dureh eine Gliminiting darans
ein einjiges Nefultat jiehen, in welchen bdie Anzahli der
pecanderlichen GSrdfen um fo viel Ginheiten vermindert
ift al8 man Gleidhungen Hat weniger eine, weldhes w'y
bep jroen Gleihungen swifdhen drep veranderlichen Grod-
fien auseinanderfesen wollen, und weldes dann leidt fo
toeit man will ausgedehnt werden. Fann,

€s fu)en

=, 0.

Y=0 J>
stwep Gleidbungen swifden den verdnderfichen Grofien ¢,
x, y und ifren Differentialen von der erften Ocdnung an
big mit jur Ordoung m. Um daraus eine Gleichung abs
3uleiten, welche toeder die veranderliche Groge t noch ivs
gend eine ihrec Diffeventiale enthalt, fo muf man eine

. Angahl von Gleidungen verfchaffen die fo grof ifi, daf

man t, dt, d%t . ., . dme al8 particuldre unbefannte Grds
fen elinniren Fannj in der That, wenn man weder die
urfpriinglidhen Gleidhungen noch alle wifdendiferentiale
swifcdhen ihnen und der vorgegebenen hat, fo fann man
aus_diefen blof den Werth vou dwe finden, durd ¢, de,
d® .. . dm-Tt und durch die verdanderliche Grdfen x, y
und ihre Differentiale ausgedrickt. Wire de beftanblg, fo
fbeint e8, wenn man ein eingigesmal eine der bmgegebenen

" Gleichungen diffeventiivte, als wenn mant und de eliminiz

ven fonnte, el drep Sleichungen da find, man muf
aber beobachten, Daf die Differentiale d*y und d%x, dt
implicite enthalten, teil fie genommen find indem man
in Bejichung auf die Potenjen des Juwachies der veran”
. devz
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Derlichen Grofe t entwicfelt hat (N, 68); man mug alfo -
bag Diffcrential von der einen der verdnderlihen Grdfen
bie beybehalten werden  foll,  al$ beftandig annehmen,
%u wollen folglich annehmen dx fep befiandigs fo etbatt
man, wenn guetft dme sioifdben den bepden bvrgegebe,
nen climinitt ift, eine Bleidung weldhes blog nodh t,de...
- dw=T¢ enthalt, man bifferentiive fie, fo wicd ein Refultat
Fommen in toelchem dmt hineingefommen tft. Wird dies
Refultat mit der einen ober det andern der Borgegebe:
nen combinict, fo wird es durd) die Gliminirung von
dm-1t eing jwepte Gleichung geben, die biof dm=Tt und
die Diffeventiale der niederen Ordnung enthalt. Macht
man mit den bepden gefundenen Gleidhungen die nemu,
dhen Operationen ald mit der Vorgegebenen, fo eliminict
man d-Ir, und gelangt su roep neuen Gleichungen in
weldhen dm=-2c dag Differential von t von der Hichften
Ordnung ift. 68 it leitht dies Bevfahren fortyufesen
und man fieht allgemein, bdef man mmal diffeventiiven
muf um die Differentiale von t fortufchaffen’; bdas Enbd:
- refultat witd alfo von der Otbnung 2m in Bejiehung
aui die Ocdnungen der Hbrigbleibenden betanbet‘lv‘bm
Grofien x und ¥ fepm.
gDir toollen jegt annehmest 'die @S(eicbunq U =
fep von det Orbnung m, und die @Ield)ung V = 0 pon
ber Ordnung n.  Sndem man nmal die Gleidhung U = ©
und mmal die Gleichung V == o differentiirt, fo pers
fcbaft man fih n 4+ m Diffevential: Gleidungeny man
mwiede alfo davon eine Angahl m—+n-+2, habén, indem man
die jwey Vorgegebenen-mitrechnet; da aber die ju elimi
renden unbefannten Gidfen, nemlid: ¢, dt, d%t,, ., dwdng
nue an det 3ablm 4 n 4 T da find, fo entjteher aus
tbxe Q?Imumwng eine @ndgleichung von dee Dlt‘nmlg
Q2 Man
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Man Hmnte mefyrere micbuge Bemerfingen ubet
diefe @lxmlmwngé Methode maden, da fie abet wegen
~Der damit verbundenen teitlduftigen Caleuld felten ans
getvenbdet witd,, und weil wenn ein Refultat von einer
Hohern Dtbnung “alg die Borgegebene, gegeben ift, fidh
Die Schwierigfeiten die wman faft immer antrift um von
den Diffevential s Gleichungen u den urfpeinglichen Gleiz
" chungen juriict ju gefhen, haufen, fo glauben wic nidit
uns dabep fauger aufhalten ju miflen; fberdem tvird
man im Sntegrafcalcul ein Berfahren finden, das gleich:
fam Dag Umgefehree Des vorflehenden ift, fund defien fidh
Die Analpften bep den Fragen Viefer At die fie abjuhans
deln Hatten, bedient Haben,

79.

Wenn man nur eine eingige Gleichung swijchen drep
wevandetlidhen Grofen hat, fo Fann ‘man immer, indem
man jwen willEabrlich nimmt, die dritte befiimmen. @
fep u = o tine z Gleihung die x, y und z enthalt; fo
tird, twenn man-x und y ald jwey unabdfangige verdns
delihe Grofen anfieht, z eine Function von bepden fepn,
und twenn x einen beliebigen Suwads erhalt, und y als
beftandig angenommen rird, fo witd z eine Verdnderuug
erleiden, die Der von x untergeotdnet ift. In diejer Hys
pothefe muf die Gleidung u = o afs eine Gleichung
atifchen qwep veranderlidhen Grdfen x und z angefehen
wecben, man Hat alfo

du du’'dz
: ds dz dx v
~und 3ieht Hieraus den Differential - Coefficienten von z
in Besichung auf die Bariabilitdt von x, Man muf
- fich hier, uacb ber RNr.30 gemadten untleCbetbunq, erz
innern
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- » 5 d > ” 2 =Lty
innern, daff in -d—'-, dz nur das partielle. Differential von

2 ift, in Dejiehung auf Die %evanbewng pon x auem ge:
no.umen.

Gs ift augenfd)emhd), baf twenn man y.-;bét—te
saviiven laffen, und Ddie vorgegebene Gfeichung fo diffes
ventiivt wirde, ald tvenn fie nur die veranderfiden SHudz
en y und z enthielte, folgendes entfranden wave

du dudz ‘
§taa=
MWenn man die etfte det vorhin gefundenen Gleidhuns
gen durd) dx und die atoepte durd) dy multipticitt,'unb
fie alddann gufammenaddict, fo Fommt :

du du du[’dz dz ..
v R T Lo st e
dx dx+dy y+dz 'dxdx+dyc~ly] -

dx” A g e ;

%“f{z dx + é'; dy ift nidht8 anders als das polls

fandige Diferential von z(Ne. 28) man Hat alfo
:;de +d—ud)’+(i':‘1dz=o,
_bas Heift, man €ann dad ctfte Differential der Gleidung
u = o, in Dejichung auf die drey verdnderliche Grofen
x, y und z genommen, aleich Null fegen. MWan muff
richt vergefien, daf dies Differential als gleidhbedeutend
mit gwey Gleichungen angefehen werden Fann, denn wenn
man davin dz felnen giBertl)
-(-l-z dx + — dy

fubftituict, fo muﬁcn, megen dee Unabhangigfeit der Suz
nahmen von dx und dy, dic Srofen, welde jede unter
ibnen multipliciven, fiic fich gleich Null gefetst roerden.

23 80,
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Man aelangt ju den Gleichungsn, tweldhe die Coeffis
cienten der Hdhern Ordnungep geben, wenn man die
@!exwungen

dudz 3. 4l 'l
£ ot \dx : dz dx l
du du dz AR S {
: d}' dz %5 o5
Differentiivt,
Wiy - qoollen. die  evfre  durch (—;X—> und  die

4ads’ ] ¢ . . P : b @i
stoepte durdh .-%u—), ubereinftimmend mit det Nr. 7o ein:
¥y G

gefuhrten. Begeidnung, vorfiellen, Diefe Gleichungen ents
Balten nod die:dren veranderlichen Grdfen x, y und z,
und fbnnen tvie Ddie Borgegebene! behandelt  twerden.
Benn man juecft blof auf dic Beranderung von x Rucficht
nimmt, fo toitd nidht alfein z vaviiven, fondern der: Cocfs

\ 4 d | 4 5

ficient der “erften D,rbl_wng-ai, wird audh u gleicher
nsie ' j£:% dz " 3}.-3
3ert den Qoeffnctgnten der proepten Q_tbmmg K: enffrgt)cn-

‘ Lot d(u\ x Ji ¢4 ’
laffen, @;ﬁeveuturt man affo —— in Begiehung auf x,

o hat many  wic fhv die (S)Iewbungen mit jivep verans

detlihen Grofen,

d (u d’u dzu dz d2u dz2 du d?z
(;lxq dx dzdx ' dz? dx2 ' dz d

=c (Nr.49)

d(u
S{Beun man -—-2 in ﬁeatebuﬂg auf y unb z Diffe

rtnthm ebec d(— in %eatehung auf x und z, unb beobs
: adtet,
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t, daff i t aﬂdzﬂ g 2 und iml toepten
adtet; v im wefew Golliar e toey

Falle $r1d ! ¥
dz d*z s d*z iy Bla
dy’ dxdy  dydx

giebt, fo Hat man ein cingiged Refultat, weldes

d%(u) d*u dudz du dz du dz*
ooer . — e e e ——
dudy. . .dxdy - dzdydx * dzdx dy ‘'dzdady

9 o AL L ¢ d 3 : 12 33 '_"j,: ]
ift. Codlich die Gleichung a—(;’-)_b:ﬁerenmrt, indem mim

y und z auein a(é peranderfiche Grdfen anfiehty bringt
d* u) e d*u dz = d*udz? du d2z
Feb s iy R — — e,
dy OM d,y + dy dzdy+dz dy*® dz dy=>
hervpor.
Da aber z eine Function von x und von y tﬁ, fo
~muf man u afg eine implicite Kunction Ddiefer” »eranbet:
[ihen Srofen anfehen, nian hat folglich
d d u
dz(u) = _E_SE‘.? dx2 -} 2__@ d = ——-(~-—dy’
und in der That, wenn man fut
d2 (w) d2 (u) dz (u)
dxz ’ dxdy dy2
die vorhin gefundenen Refultate fubfrituivt, und

d
“’—de-i-—dy R

dx
butd; das erfte bouﬂanblge Qlﬁecentta[ dz, und
S S e e 2 dy3
dx2 ! +d ' + *—— Y

durch das bouft&nbxge met)te ‘bxﬁerentta( d2z evganyt, fe
hat man die nemliche Gnd - Gleichung, alé diejenige, welz
e man erhalten Haben wirde, twenn man

du

-—d
ax
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| 4
udx+-—-dy+-— dz= o

differentiivt, und “abto dx und dy a8 beftdndig, = aber
al$ ecine Funition von x uad von y betvachtet Hitte.

8r.

al?an famt diefe %ettad)tungm ot)ne Mithe
auf jebe beliebige Oednung der Differentiivung, und
auf ;cbe beliebige Anzahf von verdnderlichen Bedfen aus:
dehnens denn alles reducivt fidy davauf, dicjemigen ju beo
ftimmen ; toelche unabhingig find, toelches man. nur durch
die RNatur derjenigen Frage thun fann, welde 3u der
Gleichung ober ju den vorgegebencn Gleichungen gefithre
Bat; und endlich diffeventiict man, in Bejichung auf jede
biefer veranderlidhen Srdfen insbefondere, indem man die
~ untergeordneten verdnderlidhen Grofen af implicite Funes
tionen der ‘unabhingigen verdndeliden Grdfien  bes
hanbdelt.

-Q&tte man 3um Beyfpiet die Gleihungen
W= o i
ves oy

“ywifdben den fiinf verdnderlichen Grofen s, . x, y und z,
fo toarde man fehen, daf drey von diefe verdnderlichen
®rofen unabhangig find.. Wi roollen annehmen y und
. 1 fepen die bepde umtergeordneten veranderfichen Grofen,
oder die Durch die porgegebene Gleihungen gegebene ims
plicite Bunctionen von s, t, x; man differentiive fucceffive
Cw und v in Begichung auf s, in Dejichung auf & und m
Bejichung auf x, fo wird man Haben

I

du
ds
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du . da dy du dz. 1
ol S O
du du dy du dz

PR s T

du du dy- . dq;;; d;z
dx+_ydx"+ dz dx it
MWenn man btefe Gleichunacn rei‘pectme butrd) ds dt, dx

mulanmrt, fie sufammenabddirt’ uind dy fatt

e e~

é-ds+dydt+—~d

dzftatt—-ds+ dt +d— dx
fctgt fo f'ommt
ds+ d + d + dy-{-d—u-dz = du = o}

“gin Zzl)nlnd)eé fRefultat mrb man audh aug der Gleidung
v == 0 3i:hen; toovaus folgt, daf, twenn man die Gleiz
chungen u = o uNd v = o in %beatcbung auf afle die
veranderfichen ©Grdfient s, t, x, y und =z diffeventiict,
und darin fiatt dy und flatt dz die Ausdrace diefer Difs
feventiale, fo angefehen, al8 wenn fie ju %uncnonen von
drey vevandertichen Grdfen gehdvten (Nr.39) fubftituirt,
man den Coefficienten von dem Diffevential jeder unabs
angigen verdhdetihen Sedge fiv fzd) gleich Jull fepen
muf.

%etrad)tet man die Diffeventiatz Coefficienten felbft ald
neue implicite unctionen det verdnderlichen unabhingigen
®rofen, fo witd man bey der Unterfuhung der niederen
Differentiale nicht aufgehalten werden; alfo wollen wivnad
cinigen Bemerfungen fiber die Eliminivung der Dbefrandis
‘gen Grdfien und der Functionen, dag was die Entftehung
der Differential: Gleidungen betrift, befdlieen,

25 82,
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Da die Gleidung u = a jwifden x, y und 2, jtwey
erfte Diffecentiale '
d(u) du)
do = ok yah —&; i
bat, fo ift augenfieinlich, Qgﬁ man jwifchen Ddiefen drey
Gleichungen jtoen beftaadige Grofien eliminiven fann, das
Refultat roird afddann die Relaton bder verdnderl:chen
Grdfen x, y> z und der Coefficienten 3;: und g;z, unabs
Bangig von den eliminicten Grdfen ausdricen.
gBenn man mit obigen @jlucbungen die drey bee
gtepten Ordnung
d_:(_u_ d’(u) o’ d’ (u)
dx* * didy 2 A
betbmbet, fo hat man fed;é Gleichungen, ;mn‘dym toele
den flinf @wﬁen eliminict werden fonnen; . f. 1o~

83 |

Dies fihrt ung gu einer widtigen Bemerfung; daof

man nemlidh) aus ciner © eidhung mit drey oder mit eis

fer gudfern - Angahl peranderfidhen Grofen, Functionen

eliminiten Fann deven Form durdaus unbefannt ift,
Man Habe jum Bepfpiel die Gleidyung :

Z = flax 4 by),
in toeldher der Vudftabe £ ei ¢ Function begeichnet, bdes
Cogen &orm ouf feine Yet befiimmt ift; mw wollen jept

dz
baraue einie @i!excbnng 3t'oxfcben o unb —y ab[exten, die

unabbangtg oon diefer &mctwn uﬁ, unb mld)e chen
fowobl g ‘ ' :
: ' g =
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%= 4% + by, alg 2 ="Vax + by, und
z == sin. (ax 4 by) :
und uberf)aupt allen Functionen der Grdfe ax + by jus
Fommt, von weidber Form fie aucb fex)n mogen. ima:t
mache Ddiefertoegen ! -9
ag + by = t :
fo wird die vorgegebene Gleidung z = £t uwnd man
hai folglicb x
dz = f(dt;
abip :

d dz
dz = E}dx +.d—>"d7
d

t S 4 dy :
dt’ . dx. = == dy -
A e T

affo
PR
& 0%!
dz s dt
5 =10 dyJ

3 gt ditis :

Set man fur - und o ihre TWerthe a und b, und

‘eliminivt £(t); fo fommt

SDtefe Gleihung drickt ¢in Mevfnral v, vermzttelft
meldhes man erfennen fann, b eine vorgegebene Gleis
dung eine Function von ax o by auddricdt oder nidyt:
denn nach tbrec @ntftebung muf fie alfemal, wenn man

datin ftatt - unb‘ 5 “ die Werthe fest, welde gus dee

@iﬂ'-erenturung eirer Junctiop von ax < by entfreht,
ihr Geniige gefbehen oder fie muf identifdy toerden.
~ Wit
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Wiv toollen. annchmen;, man toifte den Ucfprung Ddes
%o[t)noms -y

L + 2abxy + b%*p?,
picbt feg,t mqn bucs Sl}o!pnom gleicd z, und btﬁcrentum
® w.cb man finden ‘t

dz 1
cﬁ'—aax +2ﬂb)'l

i’f = gabx - 2b% I
| dy
diefe Werthe in der Gleidung

gefept, machen bxefeibe identifdh: man fann alfo daraus
fchlicfien, dafi das Durch 2 vorgeftelite Polynom cine Funes
tion vou ax < bx iff; meIdpcs auch af)nebzed evident ift,
toeil
a’x? + 2abxy + Wy = (ax ~+ by,

Man qieht gans allgemein, bdaf tenn u == o eina
Gleidhung gwifchen x, y, z und [jwifden eine Delicbige
unbeflimmte durch £it) vergefeite Function ift, in toels
dec man blof die Sufammenfesung von ¢ aus x, y und
z fennt, fo fann man immer f(t) und F/(t) mit Hilfe

ter Gleihungen ‘

: d(u) KL ard(B)
Bittictoss Goo bamieane s G
eliminiver. g

Geht man gur jroepten Ordnung aber, fo mwird die
Angahl der Gleichungen gudper, und  e8 . ift in vielen
Fallen moglich, gwey unbeftimmte Sunctionen ju eliminis
ten; idy toerde died nicht weiter audeinander fepen, diels
weniger Dad was Ddicjenigen Gleidhungen betrift die mehe
alg drep veranderliche Seofen. enthalten: ich bebalte diefe

Se»
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Gegenfranbe dem Fntegralealenl vor, mit weiden fie in
cinem weit unmittelbaven Berhaltnif frehn,

. 84. .
Bon den Bevingungdgleichungen, welche fiatt Habey mifen, das
mit eine Formel das gengue Differential einer andesn Forz
mel fins

MWir haben in Nu. 26 gefehen, dafi, toenn u eine
Function von ey perdndettichen x@rcﬁcn ift, * die Gleis

d)ung
@t &

foentifdy fep, iman lcuct bmauﬁ, ;m;{cbcn den Diffes
rential @otﬁrcrentm ber Functionen ton ' jmweh oder von
einer gudfern Unzabhl unabhangiges verdnderlicher Sed:
fien, eine Folge von Relationen ab, weldhe die Mittel
darbieten, woran man crfennen fannt, o0 ein gegebeney
Differential Yusdruck von der Diffeventiivung einer ups
foritnglichen Function ober Hbechaupt bon einer Diffesen:
" tial-Function von einer nicderen Stbmmg alg fxe, ents
fiehen Fann oder nidyt.’

Man Habe firg erfre einen. Ausdruc von der erftén
Ordnung
' : Mdx 4 Ndy3 '
frellt u' die urfpringlide Function von x vor,; von welder
fie das Differential ift, fo hat man :

5 2!
.%
wnd folalich ,
daM
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dM d*u 1
‘ d_y. dy dx ' s
dN aa
dx dxdy
es folgt alfo pieraus, daf die Gleichung
: dM _ dN
identifeh fey. MWare diefe Bedingung nicht ecfallt, fo
fonnte der Ausdruck
‘Mdx 4 Ndy
3 md;t bag Differential von irgend einet urfprimglichen
Sunction von ruen unabbanglgen vecanderlichen Grd-

fent fepn,

I

Die Bedingungen. weldhe, nothig find, . damit der

Nusdruck
Mdx 4 Ndy <4+ Pdz
bas Diffevential einer urfpringlidhen Function u pon
brep unabhdngigen veranderliden @Lof;en fey, fmb eine
unmittelbave  Folge von dem was wic vorhin in Udficht
auf vie Functionen von jwen verandecliche Stofen gefuns
den haben. Sn der That, wenn man z als beflandig be-
trad)tete, {o tirde mdn haben dz = H der Ausdruck
Mdx =+ Ndy

wirde dad Diffevential von u fepnt, fo genommen mbem
man blof x und y vaviicen (aft, und muﬁte auch der

‘ @Ieudpung

dM dN

. I T dx

Geniige feiften.  Macht man hievauf dy = o, fo Fommt
Mdx <+ Pdz

ein particlles Diffevential, welhes fo genommen ift 4, ins
dem
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dem man AuE x und z batilten Iaﬁt, uub aus welcbem
man jieht i e ,
M " dp-

4 i3h i { -‘dZ d)’ T : ’
Da endlih die Annahme, daff x beftandig fey, dx==.0"
giebt, und Da Ndy < Pdz dag- partielle Diffevential in
Begiehung auf y und auf z genohtmen iff, o entfeehe
daraus cine dritte Bedingungs : Gleidung

dN©_ dP

dz dy :
Ylgemein, wenn die Angahl-dev verdnderlichen Srdfen
in der Diffeventialz Function

Mdx + Ndy =+ Pdz 4 . ,
n ware, und man combinivte fie ju jwey Und Ftoép, fo
30ge man davaus
> ‘ n(n —1)
; : A ! _
pactielle Diffetentiale mit-swey veranderlihen Grofen,
wovon jedes devfelhen eine Bedingungs = Gleichung geben
wiede, 8 wirde alfo in alien
ffiasg) 3
2

von Dicfen Gleichungen fepn, welde identifdy fepnt maif:
fen damit bdie Voraegebene bdas Diffevential einer uv,
foringlidhen n unabhangige veranderliche Srdfe enthalz
tenden Function fep,

85

%are die vorgegebene Fovmel on der mepten Ord:
nung, daf man jum Beyipiel

de + Rd}idy + dezx

' ’ hatte,
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l)atte, o dx und dy als. beftindig angefehen, find, fo.
milfite man fie unter die Form %
Mdx, + Ndy
bringen, und deshalb R = R‘+ R” macb:n, ¢8 toitd
algdann Fommen
(Qdx - Ridg)dx. + (R”dx e de)dy«
- Nach dev: Bedingung, .

aM dN
—_—
dy» dx
hat man
. d[Qdx + R’dy] d[R”dx + Sdy]
dy 2 dx
© ober nach der @ntmid[ung 8
dQ dR” db

(—i—y-dx"l* ——»dy _—---d'{ +-—- dys.

da aber dx und dy wx(lfuf)rlxcb und von emanbcr unabs
Bangia find, fo muf man befonders Haben

dQ _ dr“1
dy T '
dr/  dS J
— TR —
dy dx

woraus nur nodh R/ und R gu eliminiren {ft,
_ Man Hat fogleicd

R¥ = R — R
we.td)es

giebt, fubftituict man Ddied in den vovhergehenden @Iexs
~ dhungen, fo Fommt

diffes
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differentiict man bdie erften Diefer Gleichungen in Bejies
hung auf y, die gwepte in Begichung auf x und elis
minict : ;
- d2R/
dxdy
toelches fich in DBepden befinder, fo erhalt man
d2Q- d3s filh d2R
dyz ' dxz . dxdy
Dies ift die BVedingungs - Gleidhung, welde fatt Haben
mufi, wenn ‘
Qdx* 4 Rdxdy + Sdy?
das Differential einer Function von der erften Ordnung
feon foll; man wirde auf eine ahnlihe Avt ju den Vez
dingungs s Gleichungen gelangen, die der Function von
hohern Ovdnungen jugehdrig find, in welden dx und dy
al$ beftandige Grofen angefehen worden find,

Obige Vetracdbtungen Fonnen ebenfalld auf Functios
nen angewendet werden, in weldhes man dz und dy hat
variiven faffen, alddann mufy man aber die uripranglide
Gunction von weldyer die Borgegebene abftammt ald vier
veranderliche Grofen enthaltend anfehen, nemlid x, y,
dx und dy: o werden demungeachtet died Berfahren hier
nicht befolgen, weil man ein roeit aligemeineres hat, deffen
Nefultat fih auf jede beliebige Unzahl von verdanderlichen
Grdfen und auf jede beliebige Ordnung evfivectt,

Wir bemerfen, daf man hicr die Differential - Func:
tionen von den Differential s Gleihungen unterfheiden
mufi.  Diefe lestern find, wie wiv in den vorhergelenden
Nummern gefehen haben , nicht immer das unmittelbare.
Refultat der Diffeventiivung; ihre Form hangt von den
Gliminivungen ab, welde gemadt find, um fie ju eehals
fen.  WWiv werden uns fie jegt nur mit foldhen Functios

1, Theil, u nen
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nen befdaftigen, in welden alle veandeclichen Grifen
al8 pon einander unabhangig angenommen find, und das
dic Gleidungen betreffende, dem Sntegralcalcul ~Gibers
Laffen.

86.

@3 fep U cine beliebige Function von der veranders
liden Grdfen x, y und ihre Diffeventiale
dx,qdyyd?x, 1d2yinf, L denls, d“‘l'y

macht man

dx = x,, d°x = x,, dx = x; . . .]

Uil oidpr=ipaandie asns L0 ‘_)>
fo titd U eine Funcrion von den perdnderlichen Srdfen
X ¥ Xes Yy oo« Znex, Ya-x, und deflen vollftandiges
- Diffevential wird

au. du du
Ir q dx + dx + dx2+... +-;—dxn-,
du = dé o
—d d d ) : -———d
L+ 7+ Yx+ Jaeeo + Ty

' ﬂbel‘ dx, dqucuan-I dy, dY: 04 d)’n-I, flnb lepE(ﬁbt

p S T Yis Yaeo oo yn; macht man ferner

dU =i,
fo fommt
r dU dU dU
J ;"I" Xz"}"“ 34t —— X
U an-
3 |+du + +dU g au
L dy dyty’ sk dpaay 72

~ Wenn man fucceflive U, in Begiehung auf jede :dev

veranderlichen Srdfen x, y . . + X, ya Differentiivt, fo

hat man juerft, indem man bio Ructficht auf die BVavias
bilitdt pon x nimmt,

du,

Tax
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(d*u @y U 4
Pl o e R e A R e el
PPt L AN ) d*u &'u

G dyrx+ ix dny§+ =y, Vst R

Rehrt man die Ordnung der bepden anaejeigren Diffes
rentiivungen in jedem Gliede der gwepten Halfte der vors
ftehenden Gleidung um, fo wird man [eidt fehen, daf
biefe joepte Halfte nidhtd anders ald bdas voliftdndige

% } - dU
Differential von 3 fey s man hat alfo

au, duU
= d.—.
dx dx

Wiy wollen jest in Begichung “auf x, bxﬁeventuten, ‘
fo fommt  * i 56

fdu  d'u d*U da*u
ds dxldkx‘-’- d.\:,dxtx’-i-dxidx2 22 ot ¢
e | ' AR
du, . . T dx, dxn-x s
ax, g &y &u &y -
+d2udy‘_ldxdy,y +d>.dy T
e
AP e

fehet man die Ovdnung der Differentiitungen in allen
Gfiedern um, wo fich U jwepmal diffeventiivt befindet,
fo hat man

i,
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qU, "' N4l dU
dx, = dx > '—E_T
dU, dUu P dUu
dx, dx, *Tds,
dU

T S g
dx; A2 Xz
du, dU dU

—— e — d.——=

dXn-x dxn-2 Xn-x

foenn man aber ju x, gefommen ift, fo Hat man, bda
viefer BDuchftabe dag Differential dox poufrellt, weldhes fich
nidbt in U befinden dacrf, reil diefe Function nidyt von
der Ordnung n — = ift, blof

dU, dU
= —,
dxs din-1

. Gtellt man die Berausfommende Refultate jufam:
men, wnd beobachtet Dabep, Daf man ahnliche Neful:
tate in Bejiehung auf die anderve veranderliche Grdfe
y und auf ihre Differentiale y., yo o o H o0 oL Yas
finden toiiede, fo fann man folgende Tabelle bilden:

dU,
ax



J
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qnr; dU dUu, dU
——z=d, — —_——=d. ——
dx dx dy dy
dU, dU dU dU, du du
Ll — d'-““ P i e iy d g
dx, - loe dx, dy, dy dy,
dau, dU dUu{ dU dU dU
—rl=m— e d, —|—= = —— d, —
dx, dx, dx.| dy. dy, dy.
du, dUu dU| dU, dU dU
—_—— +d, —|——=— 4 d. —
dx; dx, dx,;i dy, dy., dy,
du, dU dU | dU, dU dU
e e i d——|— =5 —— s
dxp-x dxp-2 dxn-x d)’n-l dyn-2 dyn-x
dau, du o . :
dxn  dfn-x dyn e dyn-x -

us diefen Gleihungen Fann U eliminist toerden. Wi
poofl:n ung guerft mit den in der erften Columne enthaltes
nen befdhaftigen ; diffeventitrt man die jweyte Diefer Gleiz
dungen und zieht fie von der erften ab, fo Fommt
1 du, , dU
: -&;—‘—d.d—x‘=—d -&:
witd ju diefer neuen Gleichung das Diffevential dew drit.
ten Binjugefiigt, fo findet man
du, dU, A i d G
—g;--—d.a——x—x-i-d dxg_d T |
Warve die FJunction U, nue von Dder jwepten Ordnungs
fo wirde U blof von Dder erften Ordnung fepn und
witede folglich nicht x, und d’x enthalten; man hatte
alsdbann '

du, du, , dU,

Wenn U von der dritten Ordnung ware, fo toiiwrde man
finden } |
du,

as
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dU du, dtr, dU
e et < d¥ s g E ®
dx gl "5 g foto. =

und aberhaupt
dU, d.g* dU; dur au, ¢
——di ——pd’ == —d7, — I 3 . f =0
dx & ’2 dh, X4

bleibt man bep dent @ﬁet‘entm( der hidchften in U, ‘ents
Daltenen Ordnung fiehen; fo wicde man auf die nems
liche Art ;

du, . dU. du, au, au,
——=d . dt T &’ e At ——— U fi 0. =0,
dy dy, dy, 'dy® dys

87.

OF it gleih nur joey vecdndetfihe Grdfen in U
angenommen haben, fo ficht man doch leidht, daf man
allgemein fo vicl devgleichen Gleichungen ald verdnders
libe Brofen Habe.  Diefe Sleichungen werden allemat
©identifd) fepn, twenn U, dad Diffevential eirer beliebigen
Sunction U von einer unmittelbar niederen Ordnung, auss
deacdt,  RNimmt man fid alfo vor, ecine Differentiats
Sunction der Ocdoung n ju unterfucdien, fo. mache man
Datin

dx:x,‘,d’x?‘—"x;.....dy Vs

z

i

z3

d’y=y3 ¢+ ¢+, dz

(i — & A R St

und flefle fie durdh U, vor, fo Fann man . die Grifen
dU, ~du s dg LU £ 4, " dU,

B o e L
entfechen faffen um fie in obiger Gleichung ju fubftituis
ven. Grhalt man Feine folhe Refultate, die fih' felbfe
cevmc@ten, fo Eann .man daraus fdliefen, dag die Func:
fon

‘e e



Principien des Differentialcaleuls. * 311

fion U, nidt dag Differential reiner Function won einee
unmittelbar niedeven Ordnung fey. o
Wie wolien gum Bepfpiet die Function
: xd%y = yd3x
mme[)men, ﬁvveranbert f & in
XYy — yx; = U,

unb man hat 199
du; 1Al fieody, 3
B TolAweRpine’t @, ST
~‘dU 3 Jau, vt dU, Bivip |

w6 ayprdy 2 e "a’ s ,—-‘°=',;1-y‘2.-,.-(x 3 "

m(d;es ;bent:febe Sleichungen
{ Yo — d?y ::ol

— x; 4 d?y = o} . 0
giebt. Sle porgegebene 8unctmn tff mwt‘hcb baé Diffe:
vential pon xdy ~— ydx.- 750 +

Die vorhin gefundenen @Iexd;ungen/ fcblte@en impliz
cite die in RNr.g4. firr dieFunctionen von Bev evfien Ords
nung gegebenen mit ein. Sn'der ThHat, wenn man

“ " Mdx + Ndy = Pdzj
hat, fo 3ieht man daraus :

' Mx, +4 Ny, =+ Pz, = U,
und da U, nur von der esften thuung zﬂ, fo bat may
blof bie @Ierdmngen

By

du, 4. dU, T
dx Foddx \
dU .

s T, O
dy dy, v
dU, ; u

3y et |
dz dz,

toelhe, toenn man Ddavin X, fiir dx,y, fie dy; und ¢ |
fie dz fetit ( ,
U4 dN
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dN dP dM: v o dM .13
a;— Y! dx 25y == E—y— Vs - E’; Z; = O
dM AP dN dN
&—;x,-i--é-)]-z,— d—;tx, = z"=o 2
dM dN dPi t1indPia
Ez—x:""d_z"}'x—'&;xxw-'a; Yt__':oJ

geben, GSn diefen Gleichungen abér miiffen die Diffevens
tiale x,, y,, z, unbeftimmt bleiben, weil die ‘veranders
liden Grdfen x, y und z unabhangig’ find. -Sesit man
das fae fidh gleich Null, was jeded diefer Diffecentiale
multiplicict, fo werden daraus die Drey @Ielcbungen der
angefibrten Nummer entfeehen.
Wir wollen jest als legtes Beyfpiel die gunctmn

Pdx? + Qdxdy 4 Rdy? 4 Sd2x - Td?y

aufgeben, fiemimme die Form
> 4+ Qx,y, + Ry,* + 8x; + Ty, = U,

afs twenn man; U, . diffeventiivt, und- beobadbtet, daf U,
edet x; nody y, enthalt, fo hat man die Gleihungen
1 S8, St AV, 4y, 1

2 e
Ex_ ¢ vidxy * 5 dxz ¥ !.
dUu, dU, pdWnas
g s S do P d — =0 J
dy dy, dya
wefdbe 7 o) L #E on
dP dQ drR ds '1
'd';"xi’—l'a-;’xy;-"d Yv+—' 2+
— d(2Px, + Qy,) + d°S = o
AR gl R , dS : dT s
dy Xy +'a; XYz +dY Vs + X,.,-'- y3
. — &(Qx, =+ 2Ry,) + d*T = o

lmerben. Sind die angejeigten @lﬁetentnrungen bemd)

‘tet, fo fege man die Gudfen, welde =2, %y, 7,"

Xy ey multtphcucn 1cbe fae fid gleid Null, und o8
vz -

7
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wetden davaus jehn Gleidhungen entftehen, diefich auf drey
wefentlich von einander unterfchicdene reduciven, nemlich:

ds
Pe="— 'y

dx=° <
R — ii 220,

dy

dT ~dS
—————— O,
< dxqstsidy

88.

@8 fen U, dasd erfte ‘E)iﬁ'ctcﬁtial der Junction U, , fo
* Dhat man die @leid)ung : : '
IR dUn du, du,

i o8 ) Ve e )
men fhat aber aud
i Ly B Y Sl e R
'dx dx, dx, dxy

denn da U, von eirer niederen Ordnung ift al8 U,, fo
muf U, cin Diffevential in %eaiebung auf jede veranders
lihe Grofie roeniger Haben.

Da die ﬁ\elatwn von U, ju U, die nemhd)e ald die von
U, ju Uift, fo-hat man nady der Tadelle von Seite 309,

0L A,
dx . dx
dU, | dUy dug
E e —E; dxx
du; _ dUg dUy

W,y T

1o Die
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Die jtwepte von diefen Gleihungen giebt

dUx dU, dUy !
Poodx dxg " E :
die dritte
U W A
d.d—1==d. -«-—'-—-d.fIHf
dxz 1dx. dx,

u-f-m- R u. r-‘mo .gpf. . . . +
man wird leiht bHievaus _3iet)m

dUx d‘T-Iz ; d Uz d U2 dU
—_—= —— —d a*s — -~ d's —u.f.
dx daeg 5l + dx? dx, )

Gieht man fucceflive von dev dritten Gloichung, von det
picrten Gleichung . foi qus, fo wird man auf die nemz
fiche At finden

dUI dUa dUz dle ’
| — S — — d..'_' d’ T T + om
" dxg 5 7 dx, » dxg + u. o,
dUx dU, dU, ;
S T s S do —— - uv 0 -
T SR AL B
dUg du,
- ppal . Se— 30D .w.
dax; ¥ dxy w f
¥o Mo s ! 3
Subftituivt man diefe Werthe in die Bleidung -
dUz dUx dUzx dUx
— e ], — d?y —— - P, —- A0, ¥
dx dxg dx, r dx,+ufm bl
fo fommt
du, du. dU, du,
—2d, — d?, — — 4d°, —.f.o.=0(2).
dxt dxs +3 dx, 4d' dx,,-l-u fo (@)

Die Bleichungen (1) und (2) muflen 3 [gleidher Seit
identifd feyn, wenn die Function U, dag Differential
pon Uz und Ur das Differential von U ift; das heift
wenn U, das goepte Differential einer Function von eis
net um aroey Einfeiten niederen Oronung ifte

89.

BT wves
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@3 ey U, basd Sbtﬁeteutml ben U,, fo bat man
suerft : :

)

au, 1dU; U 3s aU, du,
— '——-—- d,n“—‘;-’d?n""_"' d-_'“""- YLy
dx: dd:‘cx+ dx, » gy + dxy UefitPur (1)
und Fraft der vorigen B?umm‘et
au,’ dU‘ £ j#40, au, i
dx E + dx, “dx, LR R
du,’ dUz dU
——ad, ——-+3 —- +uftv.-o
axg dx :
. dUu, dU, '
man fann aber die S.ISertbe pon ——5 —— u, f. . von
‘ dx dxx
, dur duU
den vothin gegebenen Werthen von -&-I s L y. f. t0.
Xx

ableiten, mbem man die untern Jnbeye des Buchftaben
U um eine Sinfheit vermehet; fubftituivt man die Refuls
tate in den Depden vorigen @lcid}ungen, fo hat man

dU, au, dU,

g B 2k it ’,_.._... ==
i 2 dx2+3d dx 4d + uftw. =0 (2)
au, du

— —3d, d* i "

i +6 15 wf o, = o (3)

Gleichungen’, roeld)e mit bdee @(dd)ung (1) u gleidber
Seit identifeh werden, twenn die Function U, das dritte
Diffevential einer bHeliebigen Function U ift.

~ 9Bit haben blof auf die vevandesliche Grofe x Niicke
fibt genommen, aber e8 ift feidht su’ fehen, daf man
abnlicdhe Refultate in Vegiehung auf jede der andern vers
anverliden Gurdfen haben wirde, und dof man férner
durch das nemliche Verfahren Gloichungen erhalten wies
de, welche identifd fepn miiffen, wenn die vorgegebene
Sunction cin vievtes, fanftes wo . o, Diffevential ifr.

- 90
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90.

Um: den vorhin gefundenen Bedingungs : Gleichungen
eine einfachere Form ju geben, fo twollen wir annehmen,
baf nadhdem man in der vergegebenen Function x,, x.
w0y, Y., M. f. . ftatt dx, d’x,.., dy, d’y..., ges
fest hatte, ihe voliftandiges Differential fey

Xdx4-X,dx, X, dx, 4+ X,dx, 4 X, dx,u.{.10.])

Y4+, dy, FEady, F Yy dyet g T

i, f. v,
man mwirde daraus jichen
du, du, au,
RS X S 3 s dh "
33 - i — B N iz =X, f(w
du, | du, au

W 5 =Y, —d-;: = Y, u.f.w.
und die Bedingungs: Gleidungen in Besiehung auf die
verdndetliche Grofe x werden : i
Xo— dX,;+ X, — X, +d°K,— o, f. 0. = o'}
X, —2dX,+3d'X;—43’X,— u. {. v, =0 b
X, —3dX, +6d2X,— u. f. 0, =0 J
fepn : man witde aud) die erhalten, weldhe fih auf y bes
sichen, tenn man darin den Budftaben X in Y pers
dnderte, i
Man muf beobachten, daf da die porgegebene Func:
tion pon der Ovdnung n ift, ihr Differential von dep
Ordbnung n + 1 fepn, und daf folglich X und ¥ in Bes
_sichung auf die davin enthaltenen Differentiale von den
®rad n fepn fecdeny X, und Yy werden bloff vom
n—I1ten Grade; X, und Y, pom n—2ten Grade u. f, w.
fepn (RNote ju Seite 267). o
Wit haben der mehreven Allgemeinheit wegen an:

genommeny def fein Differential befiandig werde; Hatte
¢ bad
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das Gegentbeil flatt, fo mifte man die Gleidungen in
Bejiehung auf die veranderlichen Grofen deven erfte Difs
ferentiale alv Deftandige Grofen angefehen find, teg:
laffen. Dies ift leicht einjufehen; denn wenn man jum
Bepfpiel annimmt, dx fep beftandig, fo wirde von den,
in der erfren Golumne der Seite 309 ftehende Fabelle,
enthaltenen Gleichungen, nur die folgende btig bleiben:
dU. dU
dx el ax’
von welder man nichts fhlicfen fann, weil U Durcbaus
unbefannt ift.

9r.

@8 befinden fich awifcdhen einer Homogenen %imction
~und jwifcben 1hren Differentialz Coefficienten- particulare
Relationen, deven Kenntniffe uns widtig find.

Wenn V eine homogene Tunction von x, y u. f. 1.
ift, und man fubftituirt darin tx, ty w. fiw. fatt x, y
S fow., fo witd fie nothroendig Die Form tmV annefhs
men, wo m die GSumme der Epponenten in jedem Glicde
ift (Nr.66). Nun tollen wir annehmen, t werde t + g,
fo that man (t + gV ftatt vV, cder (r -+ g)mv, wenn
man t == 1 madht. Jn der nemlichen Hypothefe werden
fih x, y u. f. w. refpective in x4 gx, y + gy, u. f. .
perandern;  wenn abee x, y . fiw. x +h und y + k
weeden, fo bat man allgsmein

av 1
V'l"-a;h'l" d—y'.k +u.f.w.. L
; (‘2 3 dz
+ """-h' +uo
7 +2dd w,ul
ﬂ.f‘w.- . . L

fub,
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fubftituivt man fur hy k wf, . ihre %IBert[)e, fo erhalt
man folgeube @lelcbung

: , 1
.V+E". g x + -d—~ gy +u.fw. ,
-

u fo to. =(1tg)mv
Entwickelt man die 3wex)te &a(fte, und seraleicht die mit
cinerfey Poteny der unbefiimmecn Srdfe g behafteten
®fieder miteinander, o hat man

av dv 1
—_x + , = mV
d)’x e ytufw m !
azv da2 v d

e X2 Gy oy 2=m(m—1) V
P o M o e e J'
U fo 104

Die erfre diefer Gleichungen enthalt das Theotem dey
Homogenen Functionen, von denen man im Fntegraleals
cul oft Gebrandh madt, und Die andere Gleidhungen
find. Jolgerungen daraus. ; ‘

92,
Bon det Methode et Grensett,

{im die im vorhergehenden auseinardergefenten Wes
griffe des Differentialcalculd ju jeradnjen, fo bleibt ung
nody ubrig Die Fdentitat, dev Differential - Coefficienten
mit den Grenzen der Verhaltnife ju geigen; welde die
Sunahmen der verdndetlihen Grdfen unter fich Habens
aug Ddiefem Gefichtdpunct pettachtete O'Alembert diefen
Galcuf und feine Antwendung auf Dle Qbeone det €urven,

. Da die Function w7 ok

u 4 ph + ghz + h* + u f, o (,'Rt.z)
witd,
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witd, tenn fih x in x + h verandert, fo hat man,
wenn man den jvifchen diefen bepden aufeinander folgens
den Buftanden befindlichen Unterfchied mit k begeichnet,

, k = ph + qh2 + rh* + u. {1,

und folglich

k
-h—=p+qh =+ rh2 + . . .

Wenn k und  h verfdwinden, fo toird die jmwepte
Halfte diefer Gleihung nicht verfchrinden, fondern fie res
duciet fich nut auf p, eine Grdfe welhe die Grenge ded
Berhaltniffes; der bepden 8unéfpmcn kund hift (Cinl. Nr.4),
und welde audh den ecficn Diffeventials Coefficienten ber
Kunetion u ausdrdidt (N, 11),

Betrachtet man p {elbff ald eine neue Function von =,
o ird fie, wenn fich x in x+h verdndert
p T+ p'h =+ ghz =+ oh® 4+ o fo,
nennt man nup die 2 1fferen5 diefer bepden Buftanden ks
fo findet man

U
= S ol o o R

; e lael { ' %
die Grenge des BVerhaltnif ~ toitd aljo p/, oder der
Qiﬁétenﬁalz@oeﬁitiexlt per jwepten Ordnung fepn.

RNimmt man auf diefe et die Grenze des BVerhalts
niffed vom Suwads jedes Diffeventialz Coefficienten ju
dem der verandetlichen Srofie x, fo Fann man afle diefe
Goefficienten von einander ableiten, und ihre Formirung
witd auf diefe Avt durchaus die nemliche fepn als in den
Nummero 9 und 10, €8 folgt hicvaus daf das BVerfahs
seny durh welche man die Gvengen des Verhdltniffes der

Ruz
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Sunahmen finden fann, die Ausdride der Differential:

Goefficienten

du d2zu d’u
Ja’  dk2’ ) u, f. .

aeben wird,

93

Nidbts ift in Nicffiht der algebraifchen Function
feichter) und die Nr.1g gegebenen Negeln’, finden eben
fo auf Falle ihre Anwendung, wo man Ddiefe Coefficiens
ten fudht, indem man fic af8 die Gvenjen der Verhalt:
niffe dev Junahme betrachtet, weil man aud) ausg diefen
Gefichtépunct die Potenjen von k oder von dx welde fHo:
hee find alg die evfie, auslaffen mug.

Man fann auch ubechoben feyn, die logarithmifdhe
Sunctionen und Kreidfunctionen auf Reihen ju veduciven
Sn der Rhat, e8 fey u = Ix, nimmt man an x werde
x = h, fo perandert fich u fn u+k; nad der RNaiur dee
fogarithmen, mifflen die bepden Jahlen u und u 4 h
®lieder einer atithmetifhen Progreffion fepn, indef x und
x + h ihre corvefpondivende in einer geometrifchen Pro:
arefiion find, €8 fep r der Verhaltnifnahme diefer leg:
tern, fo Hat man

x4 h
e

=TI
obet
b= (r = 1)x}

und folglich
k

.
(r=1Ix

e
s ,
Ke
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e mebr aber bdie Fntervalien jwifdhen den Gliebern
bepder Progreffionen fich vevengen, defto. weniger wei
chen die Progreffionen von einem [ogarithmifden Spitem
ab, unb defto mebr ndhert fih su gleicher Seit ber Ver:
haltnifnahme der geometvifchen Progreffion dic Einheit;
madht man alfo ¥ = 1 4 mk {o Fommt

k | v, Aaay i)

e e g — 0, 0

h nx L e
mithin wird die Srenge

R P 15 e M

m—y o= = DDER ==
: dx m X x
fean, penn man
1 :
— = M
m
macht: efn mit dem in Nv. 20 gefundenén, Bbeveinftimz
mended NRefultats : v
Date man v == a%, fo wirde man daraus iehen

: : du
lu = xla und —u- ==ndxlay

woraus folgt,
du = udxla = axdxla,
&3 fey b
i U222 sin; X
fo ticd nan Haben
u + k = sin, (x 4 h) = sin.x cos.;h F cos.x sin. h,
alfo | ‘ ' Yrh
k==sin.xeos,h+cos,xsin h—u==sit.xcos h4-cos.xsin.h-~sin x
=sin, x(eos;h—1)~4-¢cos.xsin b,
Da abet ;
' h® 4 cosh® = i
fo hat man :
sin,h? == 1 =s¢osh* == (1 = cos h) (1 ==cos.h) {
1. Theil, x folgs
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folglich

s ¢ sin. h?
1 - 00S, h = ———
o t o~ cos b
und - wenn-man dies in den Yusdrud von kfcgt, f®
fommt
k = —%h'z L -+ eos,x sin h

: . 1 = cos.h ; :
Vividict man endlich dureh sin,h, §o findet man

k ? sin h- .

sin'h "o smfx 14 cos. h R

Da nun der Bogen defio weniger von feinem Sinng

unterfchicden ift, je Fleiner cv ift; fo nabert fich das

i k ok ) ; ¥
Vechaltnip —- gegen \K’ und ju gleidher Reit nds -

hert fid Ddie jwente Haifte der vorfichenden Gleichung
cos. 3 man hat aifo
da

i el

¢

*) Ran ‘wird es vielleicht fouderbar finden, daf idh nidht wie
mehreve Autoven, fogleid) fo gefehloffen haber wenn h veps
fhwindet, fo wird cos.h ber Ginbeit gleich, cos.h — 1
verfehwindet auch, und s

k : cos. h — 1
— O Sill, X e o= COS,X
* simh o sin h

tedueivt fich alsbamn auf
'B’ - CO0S8. X.

. Dies Raifonnentent iff abey nichf fivenge; denn sinh und
h werden gu gleicher Beit. mit cos,h — 130 Nul, und
man - lm.te alfo :

—k— — 3 sin, X -~ cos.x,

h 0] . ;
Da
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@38 fep u =2 cos.x; fo hat man
@ + k == cos.(x 4 h) = cos.x eos.h = sinxsinh
und ‘ _
k == cos,(¢os. b = 1) == sih.x sin.h

sin, h® : .
5 om gal, deiiis - S sin,h ;
Ty I -~ cos. hi
tooraus folgt
k sin, b s,
e ) == 805 X - - - S, X
siu,h I = cos.h SoLe
X2 die

N R SR I SRS e SR I i i

Da tit det Ausbiuc —0- ielcher sin.x belaftetr , unbez
fiimmt iff; fo Fann man ber Gtreuge nach nichts aud diez
fer Gleihung gieherrs  FTéy neliiem BWerfabren sverhdlt o8

fich. nber nicht fo, weil in deb zwehten Halffe der @letcf)ung

=i sin. h
= S = R sin, X cos, ®

P
LI

sinh | 1 4~ cés.

£t Glied % witd;

Seemn than die Beteadbeuug ber unendlich Fleinen Grds
fien .antveudet, wyvon wit weiter uinten fpreden werden, fy
gilt and) doch bie eben gemachic VemetFung; i der Thaty
wenn man fich begnigte gu fagen; daf der unendlich Efeine
Bogen by unendlich wenig oo RNadius unitetfehicdens fey, uud
daf folglich cosih — 1 == o e, fo ift Dies nicht hin-
teiciend, toell, wenn sin, b felbf uuendlich Elein, a3 Glied
cos.xsinh mif cos.x burd) Di¢ uncudlich Fleine @tﬁeren;
cos. B — 1 multiplicict, vergleichBar fegn Ednnte.  9ifo
nur dann, wenn susok geseigt wird, daf cos.h — i van
sin.h aBhdnge, o, I oo einer unendlich Elelnen @roﬁe dor
swepien Ovdoung, darf man sin x(cas b= 1) por cosix
sin, b meglaffeus
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die Grenge wird alfo
3 du :
i o | SV B I
dx

: 94
Die Betrachtung der Sreigen, Fann ebenfalid auf
Sunctionen mit mehrern veranderiichen Grdfen angetwandt
toerden ; denn man Hat alédann far einecley Function fo
viel verfhicdene Grenzen, af unabhingige veranderfiche
@edfen da find ;. fo ift, wenn u eine Funcion von x und

: d ’ . ; € rom o

pon y ift, a—g pie Grenge ded Verhaltniffed vom Buwadhs

der Function u ju dem der perc’mberiicﬁen Grdfe x, wenn
Zik : " L S

fich diefe lepte allein verantert; und %;—( it die analoge

Grenge in Bejichung auf y.

95,
Die Theorie der Differential Gleidhungen fiimmt audp
mit der Unterfuchung der Grengen uberein; denn wenn
man in der Gleidung f(x, y) = 0, x 4 h fatt x und
y + k fatt y fegt, fo micd fie
 Jf& 4 h,y + k)= o0,
sieht man die Vovgegebene ab, fo hat man
LS Ay 4 k) = f(xy) = 0
ein Refultat, welches immer von der Form
Mh 4 Nk - Ph® ++ Qhk -+ Rk* 4 u. fiw, = o iff.
Dividirt man durdh h, fo findet man

2

R :
‘M +»”-l-;.+Ph+Qk+R-l:+u.f.w.=°

toeldyes s
’ - I

=
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k il = Ph o+ QK

BT NG R 1,
gicbt, wenn aber k und I verfhwinben, fo itd die

€ (e 2 k
Grenge tes BVeehaltnifies 'ﬂ’
dy M

ax e 9Ny
woraus folgt
: Ndy = Mdx = o.
Man fatin dicfe BVetvadtungen leidht auf [‘,of)ﬂe Ord;

nungen als bdie evfic, ausdefmen.

96.
IMan ird nid)t verfelyien g1 Geobachten, daf, tweil

. ; k
der Nusdruct %unbcfttmmt ift, ag Beehilenif — ebens

falls unbeftimmt feyn mufy, wenn man k=0 und h=o
annimmt,  Died ift der Einwurf den nran gegen die Me:
thode der Grenjen miadht; e8 {heint miv aber [feicht dies
fen Ginwurf ju begegnen; denn idy fele nidht ab, twie
man ndthig habe, das ‘Bu) {tniff der gunabme hund k
ju o betvacbten, tenn  fie verfhroinden, nod rie man
gu  begreifen fusht, daf die Gredfen ein BVerhaltnif
bepbehalten fonnen, tvenn fic cuffidren ju feon, Die
®renge ecines Veohaltnif ift Peinesweges Das BVerhaltnis
felbft; aber cine Grofe der e8 fich fo weit man twill ns
pern fann.  Da nun died gevan in AUbficht des Berhalt-

k
niffes o twahe iff, ohne daf h und k Rull fepn, fo trift

ver Ginouef nidt im mindefien dem Calcul der Grengen
an fid felbft. Man tird in der Felge fehen, daf dies
fer Gintourf eben fo wenig Gewidt gegen ihre mpendun:

Xz : gen
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dungen der Methode der Grengen bat, tweil dicfe Me-
thode nur dad Bergleichen folder BVerhaltniffe von Linien
jum Gegenfrande hat, die fo wenig ald man will von
den Gefucbten diffeviven Fonnen, und daf die alften Goos
meter, aber deven Genauigheit man fein Brocifel erhebt,
immer ey Grdfien ald gleih anaefehen haben, deren
Unterfcpied Fleiner alg jede gegebene Grdfe war.

Tan fonnte alfo. den Differentialcalcul anfehen afs
“wenn e jum  Gegenfrande d ie Haterfudung der
Srengen der BVevhaltniffe Hatte, twelcdhe die
Bunabhmen der veranderlichen Grofen unter
fich haben, wenn man die Relationen diefcr
Sceofen Fennt, und unter diefem Sefichtspuncte wa-
- wen ihre Refultate auch nody von Dden befondern Weethe
er Junahmen unabhangig,

97

ﬁeibtiitg,, einer der Crfinder ded Differentialcalcnls,

hat diefen Calcul auf cine weniger ftrenge Yt ald die
" povhergehenden Methoden find, vovgefiellt, aber dem:
obrgeachtet bequemer in der Hnwendung, und aus dies
fer Urfache ift es gut diefe Borfrellungdart ju Fennen,
Gr nimmt an, doff die vevanderkichen Gedfen unendlich
fleine Sutwadhfe echalten, und von foldher Befchaffenheity
dag man fie der endlihen GSrofen gegenuber vernadhlafs
figen muf, dergeftait, daf diefe Bumwadfe niemald ans
derd al8 untey fich verglichen werden Fonnen; .er macht
feener folgende Forderung, dof man nad Belicben,
jmwen Gedfien die unter fich nur um e¢ine unend:
Lich Elcine Brdfeverfdieden find, cine fur die
andere nehmen fann Hieraus folgt, daf man in
ber Cntwicflung der 3unafhmen der Junctionen, alle Po

b tenjen
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tengen von dx, dy . .. Hoher ald die erfie weglaffen muf.
Um alfo da¢ Differential von xy ju erHalten, fo entioiz
delt er Dag Product (x 4 dx)(y -+ dx) = xy + xdy.
+ ydx + dxdy, 3ieht hieroon die urfpringlidhe Funetion
xy ab, und (aft dag Glied dxdy teq, indem folches unz
endblich flein in %Betmc!;t der Depden anbem ifty Daber
ift doxy = xdy + ydx.

Gn der That, fann dxdy als  das vierte Glied

diefer. Proportion
‘ I;dxcdy:&x"dy

angefehen werden; toenn alfo dx in Vetradyt der endlihen
Grofen, von derfelben Urt alg die Cinleit unendlich flein ift
0. b, wenn e in der Einfeit unendlihmal enthalten if,
fo witd dy d= qudh unendlichmal in dx, oder in dy ents
Halten feyn.

Die Negel der Differentiirung vow xy fihrt, toie
man folhes e 16 und 17 gefehen hat gu den Diffevens
tialen von alfen algebraifden Functionen; und toad die
tranfeendenten. Functionen betrift, fo Hebt die Unnahme,
von unendlich Cleinen Sunahmen, viele Schwierigeiten.

Sn den gaﬂ der Sreisfunctionen, 3 B. erlaubt fie
dén Bogen fo anzufehen, als wenn folder nicht von feis
nem Ginusg unterfchicden rave, und der Cofinud ald dem
Radiug gleich.

>3

Die Homogenitat der Diferentialausdeide, ift cine
nothoendige Folge der Leibnigichen Methode; denn nadh
per oben in Betveff von dxdy gemadbten Bemerfung, fo
gonnen nue Glieder vom getingften Grade Dbleiben; -alle
anbere mufien diefen gegeniber tweggelaffen werden.

X'g . @b
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» Gebt man guy goepten Ordnung ber, fo ficht Leibs
- nify die Difeventiale dev jwepten Ordnungs ald unendlich
flein, in Betreff dev Differentiale der crjten Didnung an,
und folgfich alg Homogen oder vergleibbar mit dem Duas
Draten pon iefen bier. G ift: Leidht zu fehene daft diefe
nnabme eine nothwendige Folge von devjenigen ift, die
in Wetradht der Differentiale der erften Ordnung gemadht
iff ; bdenit wenn man 3 B. in Mdx - Ndy, gugfeicher
Beit mit dx und dy, die in M ‘und in N enthaltene xen
und y’8 variiven aft, fo ethalt man ein NRefultat von
‘ der Form
Md*x < Nd’y =+ Pdx* 4 Qdxdy 4 Rdy*;

aber dx*, dxdy wad dy* find in Anfehung von dx und
dy'uneubl'd) flein, ¢3 muf Daher der Homogenitdt wes
gen d*x und d°y in Beichung auf dx und dy- unenbizcb
Elein fenn.

@s folgt Hieraus, daffy um die swepten, .bt‘ita
ten u, f, to. Differentiale ju finden, man die
Diferenttale al$ neue vetdnderliche Grds
fien anfefyen muf, die felbftifhve, indevhohern
Oednung gefesten Differentiate haben, und
aug dem Refultate alle Glieder pon einer o
hern Ordnung, afs diefes meglaffen.

- Yud diefen wenigen Regeln laffen fich alle verfdies
bc@e PBerfahrungsdarten der @iﬁeréntiiuung ableiten, und
man ficht dafi fie alle diejenigen enthalt, welde wiv be:
reitd gegeben haden, Die Betvachtungen die und fo chen
baa}i hingefithet haden,, verdienen bemerft ju terden,
meif fie in den Yuwendunaen fehr bequem fepn Fonnens;
fie wesben Abrigend, nachdem in den Lauf Ddiefes Capiz
teld entwicelten Principien , Eeine Dunfelheit weiter

haben,
' , 3%
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Ych werde hier nicht von derjenigen Theorie veden,
weldbe Jietoton von diefen Cafeuld gab, der mit Leibni
den Ruhm, den Differentials und JIntegral-Calcul entbecdt
su babeny theilt, weil fie auf die Betradtung der. Bewes
gung beruhet, welde der Unalpfis und der Geometrie
fremd ift. :

% Fann hier Herrn Lacroir nidht Geyofickien, denn
blofie Bewegung ohue daf man Dabey an' frdffe denft, ges
Bdrt in bie Geometrie, wie felbft das geigt, mwas in derfels
Ben Anfangsgrinden von Cnifehung ded Kreifes, der Kus
gel und Des. Kegels gefagt wird,

Gelsft nach dem. Begriffe der Griechen gcbérte die Bes
mwegung gur ®eometrie, deny in dem Budie von den Schnes
tFentinien) la6t Ardyimed cine gerade Linie fich im Kreife
vreben, und auf ihr indeffen einen Punct fortgehn, Sur

- Duadratrix, erfodert Dinofiratus daf fich eines Kreifes
Halbmeffer gleichformig drebt, und eine gerade inie imz
mer einer Tangente ded Kreifes parallel gleidhfBruig fores
i, MMan f, Kdfiners geouetrifdien Abhandlungen IL
©ammiung 23 Abh, 33 Paragraph.

@.

£5 Swen
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Sweptes Capitel

¢

SBon e vornehmiten analytifben Gebraudy bes
Differentialcalculs.

» 98.
Bow ber Cutwidlung der. Fuuctionen in Reihen,

3 @aé Berfahren von welden wiv in der Cinleitung
(Rum. 20) Bebdraudh gemadht Haben, um die nte Voteny
¢ines Polpnomiums ju enttwicdeln, [aft fih bequem durd
die Regen-des Diffecentialcalculs ableiten; denn, weny

“man diefed Polynomium durd ;

@ 4 B 4 ¥x* 4 3 ot L,
votftellt, und man - '
(et Bxtyx* 408" Fexa .o )0=A+Bx4-Cx - Dx’ HEx*
; < s .
macdht, und von bepden Seiten diefer Gleichung dag los
garithmifche Diffevential nimmt, (Rv.20) fo findet man,
nadgdem durd) dx Ddividict ift,
a8 +
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2(8 4 2v% + 0x* 4 gex’ L 1))
a - fx x40 et L.
: B o4 2C0x = 3Dx?® = 4Ex’ 4+ ..
RS By p G WDE F EXC 4 .

Lakt man die Nenner verfchwinden , und fefit diejeniz
gen Gficder die einerlep Poteny von x in jeder Seite
multipliciven, jufammen einander gleich, fo wicd man
diefelben Gleidhungen wie Seite 50 exf)aiten, mbem man
jedesmal w fn a, ginb, ¥ ine Sind, ¢ ineu f 1w,
verandert, Der crfte Cocfficient bleidt in diefen Cafculd
unbefiimmt; 8 ift abev leicht u fehen, Daf, wenn man
x = o madht, man «n = A haben wird.

@3 fep die Function allgemeiner

(0 4 Bx oyxdid St e ips , Im
(@ 4 B'x v 087 x4 L e
== A 4 Bx 4+ Cx* + Dx* 4 Ex* 4 ..,
RNimmt, maon von jeder Seite diefer Sleidhung die Logar
rithmen, fo fommt
mlg.(e 4 Ax < yx® o 3 4 x4 L L)
— nlg.(@ + 8% + ¥x* + ¥ + X' + .. )
= lg (A 4+ Bx 4 Cx* 4+ Dx* 4 Ex*+ ., .).
RNun findet man ferner durd) die Diffeventiivung,
m(8 + 29x + 30x* 4 4ex* F . L) 5
a 1 Bx+ ¥x’ ol G D e U
S Nl e P el ey
B R T BT R e i
Bo# aQk-mbagDix? = 4Ex’ +.. .
A -+ Bx 4 Ck? 4 Dz’ 4 Ex® 4., )
Bringt man die Vride auf eincrley Reaner, nerfegt
alle Glicder auf einer Seite, und fest den Coefficient
unev jeden ‘;.‘otena von X, jeden ey’qubcréglgi@ RNull, fo
wiry
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wird man folgende Gleidungen erhalten, deren Gefet;
feicht 3u fafien ift. . » "
; ax'B + nes

~— mgalj oot
222/C + (n =+ 1)es % + 2nwy’"} ;
—(m — 2)Be’) T (n— m),s,ﬁ’r A28
i _ 2m ya'l

< geeltmt2)287  + o (ent1) w"‘l
—(m=2)8a’)  +(n—mti1)BF B
. (em—1)y2'j
+ 3n «d)
+(en—m)sy/ L
“+ (n—amy &’
— iy 3mda))
Diefe Gleichungen beftimmen den evfien Cocfficient A nicht,

madht man aber x = o, fo hat man

P}

—— = A

w'n !

AL
Die Methode, weldhe tiv in den porherachenden Bey:
fpicten angewendet haben, beftehet darin die angejeigten
Potengen perfdmwinden ju faffen, und war vermittelft der
fogarithmen, denen man fich nachgehends durdh die Difs
ferentiivung entlediget*); weil man aber aud) dic tranfs
cendens

*) Obue bier Logarithmen anguwenden, Fanu man aud fo
verfalren, €8 fepen Y und Z jwey beliebige Fuuctionen
von x, uud ed foy,

e g | =z
foa e TR

nya=T¥
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“cendentten Grdfen einer Gleichung verfdhwinden laffen
Fonn, indem man fie mit ifren Diffeventialen combinivt
(Pum.s3), fo bindert nichts, auch bey ihnen dicfe Vies
thode angutoenben.

Gine der einfachften diefer Functionen ift
loi(e Fagrigs ax® ot se 0 s 0
wenn man ifre Entwictlung durdh
A+ Bx 4+ Cx* Ds* + Ex*+ ...
vovftellt, und man das Differential der Gleichung
I (apxtyx?40%’Tex ™, ) =A+Bx+Cx3+Dx’+Ex ... -
pimmt, fo findec man ' :

.‘ Vo5 od
: ny?~Xdy == dz
vher )
; nytrdy = ydz
foiglich '
: nzdy = ydz.
€3 fey ferner audy u eime Function von x und ed fey
m
PSR 2
yn
fo ift
mum=T dy nuMdy d
B
Ja1 b4
m.—,dg —n, — |, —du = udz
I
ober
u
m , zdy == n.z.—y—-'du &= ndz
folglich

- z(mydus — nudu) == yudz
Subeffen twilrde ich Hier bie Logarvithmen gebrauchen, mweil
fie die Nechuung werkhvgen,

®,

3
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4 bayxaux .., auds . ppnd
: b TR T + aCx  gDx? ...
and man wied de Coefficienten A, B, G, D, . . . tvie ges
wihnlih befiimmen, .
@ir wellen nod) af8 Bepfpiel nehmen
sin. (e Paxttyxt 35’4, o) == ABatCa s D’ HEx-, ..
und wollen um abjufiarien et
w1 Bx + yx® 4+ 3 Foo= 0
A *F Bx <+ Gx2 4+ bz’ +.0 =y
 maden, davaus geht y == simu fervor; und wenm man
diffeventiive, fo fommt
: 1 dy == du.cos.m
Man Edunte ‘cos. u vermitielft der Gleihung

cos.u == VI powe sin, u®

eliminiven, toelche -

cos. = Vi — v
gicht; und man hatte afddann

dy = dul/:“:.;;;
man mifte aber in diefer Glidurg nodh das Wurselr
scichen hevausfibaffens Um Diefe Unbequembichfeiten ju
vermeiden, fo wird man diefe Gicidhung dy = du cos.u
sunt gweptenmale diffeventiiven, und ¢ wird fommen

d?y = d*i cos.u = du?isin. u;

. v d
fett man fie sin.u und cos.u ihre TWerthe v und é{’ fo
wird man fHaben

d2y = g__y d2y — ydu2, odet

u

dud2y — dydzu + ydo’ = o.
Sept toitd nue noch erfordect fratt y, dy, du, d2u, &%,
ihre SDevthe u fubftituiven; aber

’:
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-

- y=2 A+ Bx % Ce2 D2t e,
aiebt
dy = (B -+ 2Cx =+ 3Dx2 + .. )dx
dz yi= @it o ghx i I Ddx2
und am mich nicht in gn weitlanftige Caleuld eingulafon,
fo werbe ich die vorgegebene Function quf
sin. (@ =+ gx 4 ¥x2)
ceduciven, indemt ih 5, . .« = o mache.
In Ddiefem befoudern Falle ift
du = (8 - arx)dx
dzn == 2/&3-:-
. du? == (g*+4-1 ,327\:+125/-x-+8/’x’)dx
vermittelft diefer Werthe wird die Gleidhung
dud2y -~ dyd2u = ydv’ =0
durdh dx theilbar, und man fie nech x ordnet, fo nimme
fie folgende Form an '
23C ~ 68Dx ~ 128Ex2 &= .,
4 4vCx = 129Dx2 <, .,
EA ;62 yAx~-+128Y2AK = . ..
~+ ' Bx - 682xBx3-4 ., ..
“+ #Cx2 ...
—2yB = 4yCx — 6yDx2 ==.,.
Weun man die Cocfficienten einer jeden Poten; von x
gleich Null fest, fo wird man Gleihungen erhalten die
C, D, E,, . . befiimmen; twas A und B anbetrtft, fo mug
man ju den Gleidhungen

1
N
b
rie="0
I
I

dy
= sin, u #nd — = cos.u '
7 } du

Juflucht nehmen. Wean man x == o annimmt, fo giebt
. die” erfle Ofeichung A = sin. «, - und die septe gieht
B == cos.a, weil fih alsdann y ouf A, u auf w, dy anf
Bdx, und du auf Adx redusitt.

108,
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160,

Das Zaplovifdhe Theovem bietet ein “eben. fo einfa:
- ¢hes ald clegantes Mittel dav bie Functionen in §)§eil}en
w0 vebuciren, und Fwar wie folget:

Wenn man eine beliebige Function F(x) durd) y vors

ftellt, fo hat man (Run. 12)
h d2y  h2

dy
St ety 4o i v e o i
d'y B 4 OF o B
A 1923k A2 15 2.3, 4
S\J‘acbt man x = o,'fo veranbert fih y(x + h) in f(h),
und, wenn maf burd Y, Y5 X4 Y, "Dasjenige bc,

+oa¢

dy <. d2p. "dly
geichnet, was y, BT Sanat Ik Ton mub, \ovl')at maxz

in bicfer Hopethefe, ~
3 h2 h?

h 1 :
fb) =Y +4 Y/ ‘*+Y” r"‘;'i'l"' 1—‘2—" g L

Da digfe @{ud)ung ftatt Bat, was aud) immer der Werth
pon h fu)n mag, fo fonnte man x fratt b, fbreiben, teidyes
bey ben Grofen Y, Y4, .- die divien Budbftaben nidyt

enthalten, andert, und man mizrbe al$dann: haben
.3

e Y /____ y s, 11// Socaite o
FAEI B BN + ”3-*;_

die Operationen weldhe wir uber ble Reife
dy h dzy  hz
O a3 3% ¢
Tte dx i dz% T2
gemad)t Haben, um gu der vorjtehenden ju gefangen, ves
dy . d2y
buciven fih davauf, in den Grdfen vy, il
x = O anjunehmen, und nacdhgehends x fiatt b gu fesen;

. it Eénnenlalfo fanfrig fdreiben

s ey

&

]
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dy x+d=y x2’+d_’¥ x* i
Hamb b= v T e St

indem toir und erinnern, daf man,in die Function
yund in jeden ifjrec Differential: Coefficions
ten, x == o madben muf Cinige Veyiprele werden
Diefes evlautern, i

_ . 1oL

@8 fep, 1°, 'y = ax die ju entwifelnde Functioi ;
e man x = o madt, fo hat man
TilaX =% e g

daraus folgt|

Y° = 13
Serner
c_i_): = axla 1 lr Ny
dx o { ? I
d2 '
Y = ax(la)z ¢ geben < Yo = (la)*
dx2 | I
97— axgas | | v = ay
dx3 : J L
S Eat ‘U f. . u f. 1o,
folglidy Cx e A
: X2 e :
s = Ly l' "_- ' ;‘-' A ‘00
ax=1 4 la ;I+(d)l.2+\la) 1'2.31—
102

€3 ift leicht durdh diefes BVecfahren *wahryunehmen,
Dag man nidht im Stande iff, nadhy ganjen und pofitiven’
Potenzen von' x eine FJunction ju entwicfeln, die fo be:
fdaffen ware, dag die Grbfen Y, Y4, Y, Y4, .., s
endlich woiirden.  Wenp man 3. B, y = Ix hatte, fo ift
in diefem Jalle
L Theil, P dy
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dy I yddy x &y 3l
$ e o bx AT ks XD K YR
und die annat)me voit x = o, mawdt diefe Srofen esens
“forvohl al8 y unendlich. Wi bemerfen im BVorbeygehen,
Daf eé nidht nothwendig ift, vaf alle die Grdfen, Y,
Y, Y .. . auf einmal unendlich werden,  tamit die
SReduction in einer Reihe in Ddev angenommenen Form
nidt featt fande; wiv rocrden wieder auf diefen @sgm‘
ftand gurictfommen, und werden elédann jeigen movan
diefe Schwierigteit haftet. : '
_$atte man fih y = Ka <+ x) vorgegeben, fo t)&tte
man

I
-

I : I 2
=y Y =-;, Y ——, Y = o . f, 1o,
a. NIy

and ‘
£ 3&3

X
I(a+x)=la+;——;;;+3:;—...
gehabt.

103.

Man twird ohne dicfe Mihe, das fo eben vorgetras
gene Berfahren auf die Functionen sinx und cos.x anz
toenden; man witd fir die erfre finden

B T I W Ll — T o7 ) | o gl S L e (O
. totaus folgt
] x! x§
CoosSingX B X - — 3 e
151 1.2.3 1:2:3.4.5
und fir die jwepte finder man
Y=1, Y =0, Y =—LY"=m0,..,.

moraus folgt

a 0
ggs'xal_._._ Mtiamanas = g o 4

1.2+l.2.3.4 i
2 Re
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Refultate, toelche mit denen m der Finleitung Rum. 25
ftimmen,
€8 fen auch ju entroicteln
‘ sin, (¢ o+ Bx o 9x%);
fo ird man Haben
y = sin(e 4 gx + yx32)

gl
;}l{' = (8 4 2rx)cos, (& 4 Bz + ¥x3) ;
!

2

;—, =m0yc0s. (wtgxtyx®)—(8tayx)2sin, (;+Fx+7x’)

u. f. w.
und refin man x = o madt, fo ift
Y = sin.#
Y’.%.. coS. &
Y= 2ycos @ = B2sin, .
Feyls 1D,

- 104

~ 9Benn man durch y den Bogen eined Keeifed vorfelle
Defien sinusx fey, fo witd man dic Diffeventialaleihung
gt - 5

dy =

! I — x2
haben, die ung gu der Entwidelung des Bogens nad
den Potenzen ded sinus fui)ren wird,  Wirflich, zleht
man davaus
arns o S 3

‘ d"—‘}/x—-—"x;

Pa
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dzy = b+
dx2 T (yox2)t ,
d'y 1 Ix2
& = g
(=537 = (Ie=x3)7
d* [ 3.5%2
e
% (@ e £) LI ¢ b
d’ " 2.6.,9 X2 5.~ x*
é_¥= 33?+2f9x’+35 Xq’-.
Lot w S -—x2)% (r— x2>3 (1=x2)*
. f. 1.

Macht man x = o, fo ftnbet man
Y=o, =1, Y=o, Y/=1, Yv=0, Y¥=3.3,...
und folglidh

A X 3.3x°

15 B 1.2.3 * 1.2.3. 4.5 s

Miv fonnen aber das allgemeine Glied diefer Reihe un:
" mittelbar erhalten, wenn wir bemerfen, dag

d“‘l'ty 3 Ie

i = — dt, —
dx"'i-l dxn Vl =) x’-

den der aﬂgememe Yusdeudt von
- o 1

s Ty

'mttbev Seite 218 gegeben ift, vernichtet fich, twenn man

x = o annimmt allemal, wenn die Sahl n ungerade

ifty und toenn fie gerade ift, fo reducict fie fich auf ihyv legs

teg Glied, welthes, wenn man die gemeinfdaftlichen Jacs

toren im Sahler und RNenner audftreicht
1.3.5:7:0s(n=1)
2.4.6.8......1

witd, Das allgemeine Slicd

. n(a=1)...1

deity
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dntIy x4 T
dxntt ' 123 (a4 1)’
der gel’ucbten Reihe, wird alfo, indem man 4ie
d“'i!y
dnfix . .

den Werth von
Yoy
e e S
fett, toelchen man fo ebenm 4
1.3.5.7. .(n—)xnt1
2.4.6.8 Jhnn+41)
gefunden hat,, man fieht ubmgcné Daff n4-1 nott)mn.
dig cine ungerade Sabhl ift. .

@dreibt man siny fratt x, und giebt n die fuecefs
fiven Werthe o,2,4,6,--» fo wird man folgende Reihe
bilben: ' i

ye=sin y+ siny’ gsiny® | 3.5siny’ . 3.5.7siny’
2.3 2.4¢5 12.4.0.7  2.4.6.8.9
+ e
Die Art auf reldher it daju gelangt find, hat den Vot
jug das Gefety, weldyes diefe Glieder folgen, Fennen u
fehren und roeldhes man nach dem Vetfahren von N, 45.
in der Ginfeitung, nidt fogleid wahrnimmt,

Durch diefe Neihe bevechnete Netoton die. Lange des
Uimfangs eines Kreifed, Wenn man siny = 1 macbt'
fo giebt fie den %ogen von

iy 2 3.5 gE ol ® 50T
e e 3+2.4.5+2.4.0.7+2.4.6.8.9 p AR
Nahme man sin,y =% an, fo hatte: man  alsdann den
DBogen pon 30° durd) eine nodh convergivende Reihe als -

die vorfhergehende, denn man finde den Vogen von:
30"
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I e

g | s S S5 ST T v W e
0" = % o e e % % T
= +2*,3+2.4.5+2“.4:0.7+2’<4.6.89

man echalt die gahje fange des Uimfangs, wenn man
bag Refultat dév erften Reibe mit 4, oder dasg der jwens
ten Reihe mit 12 multiplicict,

10§y

Wir wolfen jur Unterfuchung des Bogens durch feine
Sangente gbergehen; twenn man den Dogen y und feme
Zangente x nennt, fo Hat man

! dx
: d}' =t ;—-—_l:"‘;(;:
- woraus folgt '
dy - .1 aty 2x
& Tadx &2 (0 4w
d’y 2 gx* .
& G T a e
i‘)’ N 24x 48){’.
Gty L ates g
d'y 24 288x* 384x*

AT TaEer b GE Y b

gnd menn man x = o madt, fo findet man
Y=0, ¥Y'=1, Y/m=0, Y= —a, Yiv=0, YV=22.,3.4,

. ao f- m0$
man Hat affo
b = %°
=X —— TS Sy
¥ 3 . S

Das Gefety fpringt gleich bey den erfien Gliedern .in die
Augen; um fich aber ju fberseugen daf das Gefely ebens
fall3 bey ben: folgenden. Glicdern beobadhtet wird, fo muf
man, wenn man will, feine Bufludht jue Formel von
Rum. 35 nehmen, welde dad nte Diffevential Dev Fune:

tieny
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tiou' (2 + bx + cx2)r ausbehdt. Nimmt man darin
r"l,a—lx b=o,c==1 an, .fo gicbt fic den

B :
Bt oo 8- i) |
vy ot ¢} 94 106,

#) b glaube ‘verpflichtet su fepw, benserfen §u Taffen, baf,
foenn man in der ®leichung
dy I 1

3

dx Vl-— x* P — «*

in einet mcﬂ;e vebcivte ) fo hitte man

x 2 1»3\4 T 3 X,

2y~ S @ a5’
8 gne (7% =—- L S
2 ks R +1 2.3+ A
;.%-00(3——-12.xn
2
°'0+ +.4
n
142104""
2

+ LR 2 *
2.4 R
Wenn nian burcb APB, C,.. o INH0 bie €oeﬁcczenm
Diefer Reibe vorftellt, fo wird man haben

d : ;
a—% = Ax® 4 px® 4 Cx° k. cE Nz,
unb wenw man differentiive, {o Edmme
d!
: &- == 2Ax T ¢Bx’ + 6Cx° + ot Nao-¥ +
3 ¢
E ;l—;{ = 2A $3.4Bx’+56Cx"4 ...
+ (n—l)de“‘x +oaa
dnuy
ﬁ;@ﬁ" v o142 o 0o ON+2. 3. (0+1)0x 4, .,

LWeny
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105.¢

@3 ift nicht eben fo leicht dag allgemeine Glied derjeniz -
gen Reihe ju finden, die die Entrwictelung des Bogens nadh
den Potenzen feiner Tangente, vorftelit; denn, wenn man
die Benennungen umfehrt, d. §. indem man den Bogen
x uad feine angente y nennt, fo hat man

: vody e

dx =
i

und fo(gtiﬁb L
dy i 2.
dx Sl TR D (T :
Der Ausdruct bén“g;l)&'ngt }:rro alédann von der Func:

tion y felbft ab.
" WBenn

Wenn .x == o, fo vetfdhvinden alle Coefficienten von eina
3 dllA b 4 y !
gngeraden Ordnung, uud s reducirt fidh anf 1.2.., .

n.N: alfs
dn*!y xnir
Cldxebr Tl (nn)
I.3.5...(n~— [)xn42
2.446..0.0(n + D
flir N fein Berth fent.

P A : O, g KD :
Reducict man in -Der Gfeichung ST e bas Binos

tium (14-x2)~T in einer Reihe, fo hat man N = _*1,

. thenn. man

. Nxngr
tyirh —ii—, phet
n-1

je nadidem daf -2- cinte ‘gevabe ober ungerabe [ahl feyn

xn=-1

n+-1

LA

2 : " an*l g 5 3
‘ mrb.,- und das allgemeine ®lie n—_}_——; witd £
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Wenn man x 4 o madt, fo hat man y = o ynd.
dy 4 :
e a
-mit ilfe diefer Weethe, und indem. man mehreremale
hinteveinander die Gleidung

)

dy 2
—_—— =1 )
= ey
bifferentiict, fo toitd man finden
d?y d'y d*y
—_— = ——— =2, -— =
Pl 0 T T Sl
d’y d°y dy’
—_— =16, —; =0, -—— =272, U
st 2 A o Aty i S
daler
X, 2%’ 16 x* 272.x’
Ye=—+ T i Al
1 £.2.3 L2345 | 1.2:3:4.3:07 + :

tlm das allgemeine Glied diejer Reihe su finden, mifte
man den Ausdrut von do. (14 y2) fennen, roenigftens
in dem Fall pon x == o; man fieht aber, daf da fein
Diffevential von y ald beftandig genommen werden fann,
fo muf dev gefuchte Ausdruct fie alle bi mit ju der von
der Ordnung n; man fann alfo auf diefe Art den Coefs
ficient gg‘% nicht anders alg vermittelft alle die ihm vor:
_berachenden, ausdricfen.

Scb werde mich nur destwegen einen Augenblidy *bey
diefer Unterfuhung aufbalten, tweil fie mich Gelegenbeit
giebt, swen durd) thre Form Bemerfungswerihe Differena
tial: Nefultate fennen zu (ehren,

107.
S bemerfe guerft daf man

d“\l-}»y‘) SO e T d"(y y)
25 Hat,
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hat, und dak bie Reduction Vet ahnfichen Glieder pers
hindect, dag Gefes der Bifdung der fucceffiven Diffevens
tiation von y2, wieder 3u ecfennen. Um diefe Reduction
3t bermeiden, fo nehme id an man Haite yz anfatt y=;
alédann, indem man mehrevemal Hinterginander differens
tiivt ) fénde ich
d .yz=ydz -zdy
daz, yz_yd1z+”dydz Hzdry
&' yz=yddz4-3dydzf3dad2y +2d’y
d*. yz=yd4z-4-4dxd2z46d2yd2z-; —4dzd’/+zd“
o8 fow :
Die Analogie diefer Formeln mit bencn Tyotemcn des Bi:
nomiums ift in die Augen fallend, und fie wird vollfoms
mend gvident durd ein bem in. Ruar, 31 ahnlidhen BVevs
fabren.;
Sn der That, e ey
d".yz::yd“?-i- Adydn-XIz 4 Bd’ydn-2z 4 Cd'ydn=3z4-.,,,
o A, B, C,'. .. beftandige Coefficienten find ; < wenn
man diefe Gleichung differentiict, fo Fommt
dofr. yz=ydot ¥z A7) dydoz4-B d*ydn=2z4C d’ydn-35
LT Lk LBy
und man. fieht Hierdurdy, wie in der angefihrten Rum.,
dag die Coefficienten A, B, C, . .. fid) ebeft fo tvie die
det cotrefpondivenden Glicdern der Potengen dag Binos
‘mium biften; man wird affo haben * :

( b AoAD Seyes.

dl yz==ydR X3 = dyd'l'zz -+

Die Qixtwtde(ung pon (dz+dy)“-, mmb affo die Entwicfes
fung von do.yz geben, mwenn man an die Garvacteriftif
@ die Gyponenten anbringt, twelde die dz und dy bhaben,
und fudem man beobaftet, daff &y == y und 4"z = 2.

Den
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Dot Huddrue pon do, yeu jicht man aug den von
“dn,yz, ‘wenn man fu an die Stelle von z, und q’ /tuy,
A tw il Jan die Grclle ven dz, dz, &%z . S fubfli:
tuict; man witd alfo einoolifommen analoged Refultat
fir die Cntwidlung ded Teinomiums (y <+ t' 4 u)e
finden. :

Diefes vorausgefest, wwenn man in dv.yz, z=y
madte, fo hatte man den Husdrud von dn.y’;v und e
ift fercht su fehen, daf alle in Per Formel von den &uf:
fern gfeich tocit apftehende Gtieder, cinander gleidh find:
da nun die ganje Aabhl diefor Glicder n 4 1 ift, fo
ift e8 coident, Daff e Gnngte, gvepmal die Summe der

erften —-:l:—- @Iwbes u nef)men, um bden %cxtb det

ganjen Formel ju- Haben; wenn n ungcrabe ift. Wenn
aber n gerade tft, fo ent[)att bie Rovmel eiiv mittleres

®licd , welches -die burdy <~k I angejeigte Stelle Hat,
and mcld)eg mcbt mlcberi)olt ift, man muf qlsdonn das
boppelte der, -2— erfien Glicder né[)mgn und bagu Diefes
mittfere @ue,b.'abbiun. ; '

108.

Mt Hiffe diefer Betradtungen, md dev Ghidung

s

% =1-hy sufg&ge, die
dn-l-l}, —-- d“(’(-Hi") # i‘_y:
dxnb3 T dxn 0T dan T
giebt, toitd man fucceffive '
‘ b i (R it S
’d';jp_ a}?,, ‘d—m}‘;},l 'd;g ¢ 8w

maden,
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maden. Seit man aber x = o, fo vernichten fich alle
Erbs'ﬁerentials@:oefficientm bon -einer geraden Ordnung;
und e Dleiben nur die pon eimer ungevaden Ordnung;
wennman alfo die Budftaben Y, Y4, Y an die Stelle
pon jeder Dev legteen fubftituict, fo, findet mag: -

X pmey

YA LYY

Yve= a4 Va4

™ 2,61/, 17 + —‘——‘f s ok
b G e Yviits _____.._ YHI Yv
. > 1 .3 ;'
bl O,
YX/ == 2.10Y/.Y'*x 2, ——Q—SY’”Y “+ s 4 Xv.Tv
Ry st SRR .3 1.243:4. 5 :

Man wied -allgemein Haben
nin—1(n-2)
e —— s e
23
+.n(n-——1)(n*-2)(n—3)(n-’4) R 'g_
1.2.3.4.5 J
Man muﬁ die Hufmerffambeit Haben diefe Reibe nidht
toeiter als Hig ju dem_ Gliede ju treiben, deffen Angeiz

¢
Y("'*'I)'-'-'z(LnY’ Y(o- Iy 2Y4 X (0= %)

0 /8 # n ¥
get = 1 ift, tenn v eine gevabe 3ahl ift; und in

dem Falle, two % eine ungerade Iahl ware, mifte man

nut, da man auf dag mittlere Slied Fommt wovon rie
oben gefptochen haben, nue die Halfte feines Coefficiens
ten nehmen. - Alled diefed ift analog bdem mas in Beyies
bung auf die Reifjen der Sinud dev viclfachen Bogen in
Num. 42 der Ginleitung gefagt ift, und wicd feidt von
denjenigen verftanden toeeden, die fich die Mithe nehmen

» - Die
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die Tormeln ju entwicfeln, mc[cbe man megen ihre Linge
weggelaﬂen hat.

109.

Man Hat in Num, g2 gefelien, daf die Beétrachtung
der Grengen ju der Fheotie ded Diffeventialcalenis fihre.
Sit diefe Theorie einmal feftgefielit, fo leiter man davon
leicht die Verfahrungsarten ab. die daju dienen die Funes
tionen in ;}%e;beu und daqé Slax)!orxfdye Qbeorcm 5u ents
wideln,

&8 fen -
e g N 5 S e o R ) Sl LT i B B
toenn man diefen %{u@btud biffeventiict, fo findet man

a:

d: B+2Ck+3D“+4Ex + .

d2y } ;

ax3 +3.4Ex’+...

oA D E

FPE =1.2.3D4+2.3.4Ex ..,
W fi o,

Wenn ibrigens die Form Der Kunction y befannt ift, fo
itd man tu x den usdruck der Grdfen
dy d¥y dy°
Y E)‘( E; (E;, voee e

Haben; bejeidhnet man durdh Y, Y/, Y4, Y4, . .. wad
diefe Grofen werden, wenn man x = o madt, fo wird
man aug_ den obigen Gleihungen, twenn man darin
X e= o annimmt, : ;

,A"= Y y

. r‘ “
Be=—, Y
L
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Cae v
1.2

. X

P

1.2..3
u.f 10,

uzaben 7, 0oPAUS:
3

y Y+Y1‘_+Y//;_.ﬁ_+il(l;_{“+

tie in Num, 1co folgt.
, MWenn man die -beliebige. 5unmon & 4+ h) nacb
%otcnoen von h entwicdteln wollte, fo madte man
f(x 4 h) = A -+ Bh 4 Ch? = Dh’ +4~ Eh* 4, , |
und wenn man in Wegiehung  auf b differentiivte, fo
toirde man finden : ,
. 2 l : +
S (\:: 4 == B 4 aCh 4 3Dh? -4 4Eh" ', ;
dz b f(x“{' h)
dh="?
g f‘;:;‘*.h) &= I"-2'30,+ 9‘3'4Eh L oS
Madht man aber

= 2C 4+ 2.3Dh + 3.4Eh* =4 |,

o x 4 h = x/
fo entfiehet daraus :
(fGx 4 h) = f(x),
und man hatte
d. f(x') e= f’(X)dx’

anf weldye Avt audh x/ vaviicte; woraus fofgt, dag fentt
man auf einmal x und h batw:en [aft, dx’ = dx + dh
entftehet, wnd daf folglich Das voﬂfténbtge fbmccenttal
vou

f& 4 h) fepa wird £(x) (dx + dhy
odes San 3
=
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f{(x 3 h)dx - (x4 b)dh, ,
ein Yuedruk in welhen: der Differential: Coeficient “in
Beyiehung auf x deefeide ald der in Begichung auf b dfts
Man wicd alfo haben
Ll G o h) d.fx h)
dh dx
ehen fo findet man Sy
Qfxp ) AfD L dfGED) | Efixkh)
-l dhu dx R g e
und alfgemein : :
dof(x.~4 . b) dofix o h)
) dhn dxn >
Man Fonnte alfo : &
df(x 4 h)  d*fleth)
TR - vk B
an die Stelle von
df(x+h)  d2f(xth)
dh 3 dh:’L
 fubftitiicen: machs man nadpgehends h =6 fo wicd man

finden

Y+h) 3

PAst b

A=
Wt M
e
L d? f(x)

L=
=

y BV} dx?
D= - L ooadifln)
55243 dx’
. i 10,

und twennt man F(x) durch y vorftellt, fo twird bne Ends
wicklung, toclhe der Werth von y annimmt, wenn x fi vb
in = + h vevandert, fepn

y +
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+ h , &y h=+d-'y k3
Y dx" cp 0 dx? Tyedxd 1.2.3

wie folyes aus dem Taplovifdhen Theovem fervorgeht.

+..0

110.

Jegt wollen wic ung folaendes alfgemeine Problem
potlegen: €ine Gleidung von jwey verander!is
den Grofen, f(x, y) = o ift gegeben, man foll
eine beliebige Function F(x, y) nad den oz
tenjen von xin einer Reife entwideln,

@8 fev F(x, y) = u; fo wird u augenfdeinlich cing
implicite Function vow x fepn; denn, ‘wenn mon aus
der Gleibung F(x, y) = o, den Werth von y 3dae um
foldhen in Fi(x, y) ju fubjtituiven, fo wiivde das RNefultat
nut nodh Die eingige veranderliche Gtdge x entialten.
Man wirde alfo haben (Num. 100)

3

w=U+ U, —+Uf'——+Uff:;_+
. LV 83

o man durch U, d', U”, U, o, . Das bejeichnet was
die Grogen :
d(u) d3r) d’(u)
dx ' dxr’ Tax
terden, wenn man x = o fégt.

lm U 3u finden, bemerfe ich, daf twenn man x==o
madyt, die Junction F(x, y) oder u, nur nodh die einz ‘
sige vevanderliche Grdfe y entbdlt, und daf folglidh ihr
QBerth beftimmt fepn wird, pvenn man diefe unbefonnte
Grdse roegfbaft, weldhes man vermiteelit der Gileadbing
f(x, y) = o verridten fonnte, die ‘in derfelden Hopos
thefe, nur cine Sleihung jwifchen y und befmnb'gea Grd:
fien rou:b

* e

u,

Wan
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Man Hat
d(u) “du v du dy
dx dx ody i PR nisgl Bup Gnu
d
man entlebxgetﬁd; ed @oeﬁncnemen-—’-’, wenn man die @Stem :
dung fx y) = o bdifferentiict, toelche nothivendig ein-
Refultat von der Form
yar T "Mdx 4 Ndy' = o
geben witd, roraus man jieht
: ) o )
€8 Edmmt folglich » ' T
df) _dn’ da MO -
dxt T dx dy N’
Wenn man jett in Ddiefer Gleihung x = o :machty und
man dann den TWerth von y in Begiehung diefer @npos
thefe fubftituict, fo witd man haben - sageheh g
oo ok
Um U” 3u ethalten, fo. fucht man erfttwb --(--
Wenn man die Gleidhung e
G d(w) du du dy
& dx H dy " dx
: biﬁerentmt und nachdem man um abanfuvgen E—-—* y!

gemacht hat, fo toicd man- finben

d*(w) d*u d*u d*u du dy’
A SR e i 3 R A
axten @ uT Pt gaitat s

biffecentiivt man aud die Gleihung
: Mdx = Ndy = o,
fo fdmmt man ju einem Refultate von der Form
Pdx® 4 2Qdxdy -+ Rdy® 4 Nd’y =
odet, toelched auf eing Hinausiduft, -
1. Theil, 3 P 4
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Ndy! .
P+ zay' =5 Ry” .3 _d_y-‘ =4
X

und aue welden man ben %ectb von (-]« jiehen’ toird,

i ihm foroB( Tals” ben ‘bt y” "in ben Misdruct von
d’
( 7] —— g1 fubftituiven: man muf nid;t bum"m nacb ‘ben.
Slefcunturungen X = 0 U _magbcn, unb den coucfponf
divenden Werth von y ju fubfitniren.  Fahrt man eben
fo. fir die dritte Ordnung und folgende fort, fo fande
man U“ unb bdie fernern Coefficienten,
Wenn ftatt einer urfpringlidhen Gleichung  wifchen
x und y, man nur cine Differential - Gleichurg von der
erften Ocdnung Hatte, - fo Eonnte man dodh immer die

“dap> 1-d? e . .
Q‘uébrude Mn <k = Z, SJosinxand oy ﬁnbcn; ba

dx
aber md)ts ben Werth pon y fennen lehrt, wenmz =< o
ift, fo mifte man diefen MWerth als eine unbefrimmie bes
fiandige ‘Grdfie anfehen, ‘von der nachgchends der Werth
der’ Grdfen U, UY, U%, . . . abBangen mitd.

Wenn man von  einer Diferential - Gieidhung der
jwepten Ordnung ausdaeht, fo wird man weder y, nod
gi'feynnén, und man fonnte nur den Yusdruc® von g—g

2

und det fernern Differential:Coefficienten in x und yfinden;
die Werthe von U, U’ UY, . .. werden alédann von
den bepden unbefummten beftandigen Grdfen abhangen.

Man- fieht leicht cin, wasd fir die Sleidhungen vofi
hoherer Ordnung gefdhehen muf. Wenn man nur dig
@utwictlung von y forderte, fo gnigte e8 die Werthe
dy d'y

bon -

ot W . qu finden, in dem Fall von x = o

oder
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ober; toeldyed auf eing hinansfomme, die Grofen ¥, Y/,
X4, . . pu bilden (Num, 100).

Jeh werde hier niht den Fall unterfuchen in roeichen
die Guiiction, welde man ju entwiceln fich borgenoms
men Bat, felbft nur durcd eine Difevential: Gleichung
gegeben ware; er fann wie der vorhergehende behandelt,
und fie haben bepde, eine upmittelbarere Bejiehung mit
bem Qutegralcalcul, af8 mit dem Diffeventialcalen!: idh
‘erde mich Degnitgen bemetfen ju laffen, daf die unbes
fiimmten Grofen; welde in den Goefficienten der Gntroiz
detung einfdpleichen, die Stelle dex beftandigen Brofen
pertreten, toeldhe Die urfpringliche Gfeidhung die man
nicht Fennt enthalten Ednnte, und die durch die Diffes"
rentiivung betfdpwunbcn' waren (Nuw. 15, 50 U, f. f.)

111, o
Untet Dent verfchiedencn Formen toglhe man fir die
. Glidung F(x, y) = o annehmen Fonnte, wahlen toir
die folgende; '
a — y + x¢(y) = 0

o ¢(y) eine Function von y und von beftandigen Grd-
fen bejeichriet; soeil, wenn man x == o madt, fie den
$Becth von y giebt, ofne Daf es ndthig fey die Aufid:
fung der. Gleichungen von hHohern GSraden anjumwenden,
und daf ferner, dic daraus gejogene NReifie durch ihre
Eorm und durdy vie Untwendungen deven fie fahig ift bes
merfendtoerth ift. i

gpiv wollen auch annchmen, bdaf die Function v,
‘welche man enewicfeln will 5 nur die eimige vevanderliche
Grofe y enthielte; fo fonnte man fie durdy Y(y) omfte[
fen, und da im Foll von s = o, dic vorgegebene Gleis

Ra dung
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dung y = a gieht, fo verdndeet fih alsbany (y). in
J(a): Man Hatte alfo bann U = J(a). ¢

Weil u oder Y(y) nidt x enthalt, fo_toird man bloﬁ
Haben y

D =y 2

inbem man aber bue ®leichung )
a—y+4 x0(y) =0
diffeventiict, fo fommt
— dy + x¢'(7dy + =0, .. (),

wotaus man jieht
8Y ofy) .

e e

dx 1 — xo'(y) °
mact man x = o, und verdndert y i a, fo reducivt’
fich Diefer Wert) auf @(a) in deefelben Beit als Y'G) ju
$(a) wicd, mithin U’ = J/(a) ¢(a).

d(w) -, , P
Wenn man -;—) differentiict, fo findet man

d’(u) 7 /
e e= V(y) A~+~I«(y)d,,

biffecentiivt man auch die Sleidung (1), fo qeht darayg
hervor
i dt‘y + X(P’(y)d’)' + x¢//(y)dy2
4= 2¢/(y)dxdy =0 ... (2),
maht man x == o, und verdndert y in a, fo wird der

e o 8
Werth von dv-f: in diefer Hypothefe feyn

dy-
, e
3_¢ (-a) gxon
eder

2¢'(a) ¢(a); :
aber
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abet »
d o) (*
2¢'(a) ¢(a) = ——-g?-( ) -
folglich
" / 2 ¢( )2
Ul = i@ ¢(a) + (@) = S

__d.!0a) o)’
= e,

Man roicd enb[icb baben
a’(
% R OF SRy 3-’
d!

ben qsmr; bon E‘Z
BGleichung (2) differentiivt, und naddem man x = © [ 2]
macht und y in a veréudevt Hat, wird das Refultat
gebett,

d y

ird man et[yalten, toentt man die

—3¢’(a) P ,+3‘P”(a) s ,' = 6¢(a) #'(2)°

a2 ( ¥
30 9 = s

fubftituitt man Yiefen Werth, fo tme auch jene von ;Z

nubtbon :xf in den Yusbruct von 3 - fo toitd man
finden ' ; !
A d! ¥
By e v 4w gy S
d’«!r’(a) 4(a)’
da®
@bcn

» Durd o(a)* verfiehe ich dad Quadrat vow @(a), uud ollz
genein @(a) = («P(a))“
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Ghert fo toicd man ju den folgenden Cocfficienten gelanz
gen, und bas Eudrefultat.wird fepn
d. 4/ (a)dta)® £
Y= padp(a) 2 4 LI X

d? Aa)e(a)? X
R

dds; 12.3
d‘,\!//(a\@(a 3 x*
< o R . ;'—2‘.;1+.:.

112.

. Mean Fonnte befirchten, daf das in den erfren Glies

_ dern der oben gefundene Reifie, fich offenbarende Gefess,
fi) nicht auf alle die ihnen folgen evficécfre.  Sier ift

efn fehr einfaches Mittel fidh von der Wabhrheit dev Fns

duction ju. perfichern und twelhed ju gleicher Beit - seigt,

weldhen Rusen man von den Gleidhungen jwifchen den

Diffevential 5 Coefficienten einer Function iehen Pann,

um diefe Function in ciner Reifje ju reduciven.

“Man -muf bemerft haben, Daf bdie angejeigten Diffes
ventiivungen in der ung befdaftigen Reifhe in ﬂ)eaxebung
auf a fmb, aber der Gleibung

a =y + xely) =0
jufolge, fann darvin die Grdfe y als eine Function bon
x und von a angefef)en werden, tvoraus folgt (Rum, 83

baﬁ amfd)en unb = cine von { der Natur Ddiefer

Function ‘qbbangen_ben Relation epiftirt,  und weldhe
man durch Diffeventiivung der Sleichung
a—7y+ x¢(y) = o
ftudet, obet weldes auf eind Hinausfommt,
y=a+ ’*¢(Y):
in Begiehung anf x und in Dejichung ouf 2.
Statt
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@&tatt uns bep diefer aufjubalten, fo nehmen wiv
diefe andeve allgemeinere .
. y = F(a 4+ x¢7y)),
wo 7 eine Deliebige gegebene Function begeichnet, und
enn man fie i8 BDejiehung auf x und in Begiehung anf
a differentiivt, fo fommt,

‘J=F'(a+x¢(y)),f #) 4500 g
d dXJ

dy dy1
L g -+ -
e Ler (a + x¢(7)) I+x0ly) =+

elumnut mau nacbgebenbé
o Fia A 5o,
fo findet man nach den Reductionen
- dY
dx
geil abep u, oDer J(y), nur Hou y abhangt, fo hat
man nue :

dY
- gty) = =0

du dy
' e e
Pk ¢ dxl>
du dy I
e T Y
Fr \N) 14

mmus man gieht :
du dy du dy

: o dy ; d
febt man fir EJ); feinen TBerth cp(y)ai und madst man,
um abgufiren ¢(y) == z, fo fommt
du du du du

— 7 — = O D —_— = Z
€x zda 4 berd da

Man Eonnte alfo fratt 3—; die Grofie z 5 fubftituiven:

B4 Wenn
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Wenn man die vorfehende Gleidung in Bezichung ouf
x Diffeventiivt, fo Edmme

Uber da die Grofez d—: nidts anbders ift ale
v
D, B, eine Function von y in d—z multiplicivt: fo fonnte

man fie al8 den Diffetential: Coefficienten einer neuen

Sunction von y anfehen, welde toir burcb u/ bmfteuen
» mouen, und wic Haben alsdann

du’ du aind d‘zcg d*u’
\ [~ s | T et
da da dx dxda

Kehrt man die mbnung ber Diffeventiivung um, fo enti
ftef)et
3 du’
d*u d*n’ :i-x—
B e T e
Man muf; aber beobaébtcn baf, bdie Bejichung die mi’

fchen E' unb - epftwt, gleidbfalld - gtoifchen ——: und

e ftatt bat, und daf folglich
du/ du’

: FE L uatets s
Diefes ift feicht gu betweifen, toeil u’ eine Function von y
vorfiellt, und aus diefer Urfache muf man mwie oben,
haben,

du’
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do/ dy duf dy
dzpl cLa da dx

d*u du’

Geft man alfo in den Ausdruct bon —, fiie o fein
X

ll . Ll F “ u
erth z — und ML SI% ¥
Werth z Pl nacher fur 5 Die Grofe z = goetd)e

er porfeellt, fo findet man

du’ da
i & Ly
420 dl.z o d.z i
— D —— T e s,
dx? *da da

Diffeventiive man diefe fetteve Sleihung in Begiehuug :
auf x, fo wird man evhalten
du

L d2,z2 —
5 d'u, da_
dx* = dxda
macht man
: du du”
22 =
da da .

unb fehrt man  die Ordnung” der Differentiivungay uity
fo hat man
, d"u din¥ o = dx
trees == = Y
: da®dx da*:
Man hat abet aud>
du/’  dun
dg  .da

und folglich

du’ 5 du
dx da’
daher o du
: d2.,z" —
. 3 .
. - 9—2 - -'“dd. g
N T T 'ddd 4

35 . Ulls
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Allgemein, tvenn

. dy
di~2  a6-%" .

din-1qy - da
L

o dxn=1 dan-2

- und man

da  du’.. . m-X
ghex , “=vas
da da

madt; fo findet man.

dny dng//4e e tn=1 dnn///*ecn=%x,
dxd . dxdan-T . dan-?dx
uhd foegen

dulll R T o dul_ll voefieY JLI
—_— =z ,— ; N~
dx da da
fommt ' ' >
da-Y 78, é}
dnyg ] da

.

dzxn T dan~u

- ey die MWerthe der Differentials Coefficienten
du d2%u dng
dx’ dxi'" dxn
in dee Hypothefe x = o genommen, ~find audy die dev
Goefficienten U’ U7, U ., ., Un der Gntwicfelung dee
Kunction u (Rum. 130)5 man wird alfo haben

Jdu "
dn ook i ceda X9
u:U-i—z.a.T ’T"a;-‘.-l—.—;... i
: d“'x,.zﬂd_.u
) da~ xn :
Faurk da .’ 1.2.3-..n+""";l p

obey man jedevseit beobadbtet-in z oder ¢(y) und in d-?l’
: die
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dy , ; e
die Serthe von y und Hon (-{Z in BVegiehung auf die Un:s

nahme von x = C, .5ui fubfrituiven, - und  teide bet
Gleichung
. y = F(a + o(y)) sufolge, F(a) und Fi(a) fmb
Jn den durdy di e Gleidung
y = a4+ xe(y)
vorgefteliten befondern _Fall, wird man blof y = a und
j_l'__ I baben, Upiz uub ——; werden  tefpective  P(a),
@
'¢(a) unb ¢(a), unb { oIghcb tird. die Entwidelung von
1 nacy den Potengen 1 von x geotdnet, fepn

x: - d.d@)e()?  x? ’
W= H V@ o) 2 I

d: Wiave(a)’ | x*
+ e st e

da* 2% . il
dre -2 .\V(a‘@-’a)“ xn
s A dan-1 1.2.3...n+'"

o

toie man foldhed aus der § Inficht dev in der vorhergehen:
den Numiner gefunbeneu 'R vf en Glicdern - gefchloffen Has
ben wucde

; 81
Diefe Reifje, gu tweldhe {tagrange durd Fnduction
gefommen ift, indem ev die Wurjeln der algebraifdhen
Buchitaben - Gleihungen entre ickelte, ift nacdhher durdh
faplace auf cine Avt demony trivt worden, von welder
die vothergehende nur in einig e leihten BVerdnderungen,
melcbe Die Ovdnung diefes Wwfs nothig madten, abs
weidht. Dad Detail. der Ynw eadungen deven fie fahig
ift, wirde uns ju_weit fihrens  wie befehranten ung. auf
eive, Fleine Antahl pon Bepfpiclen, und alg evfres nehs
men
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men toiv die Gleidhung
2 =8y + =0,
Gent man fie unter die Foran

- &= E b AR t
y p ﬁ "’ . b I
fo fonnte man fie mit y=a 4+ x¢( betgreid)cn, und

man wﬁrbe fehen, daf

‘ 8 :
Wenn man die Eatwidlung vo n ym vetlangt, fo Hat
man 4(y) = ym, und &t man ura abjufivién a an die

¥ i
a=—, S i o(y) = y».

Stelle von, %, fo witd man finden

J(@) = am 4/(2) p(a) == mamjn-x
L D) = mamiseex, - fi(a)a)’ = mamisa-x;
’ ., f. to.
und folalich -
m( ‘m-+-2n—1) 2

}’m“am-l' __.am-lm-l —-+__ T 2.__. amizn-2

b 3
|
m(m+3n-l)€m+3 n=-2) y j'

"‘.,!"’

m«{-;u-; -—— Ve
3 T.2.3 +0

osber, tenn man 1;- anflat £ a feit

m= 14 (i my ettty Umimons1)ean- 203
J any T An X @0, gan g’
m(m-3n—1) (m -3n—2) «3I1-3,7 l

14273 pin

@3 miffen uberhaupt Bievin fo viel verfdiedene .QB“’
the von y™ feyn ald die vorgegebene Gleidhung Wurzelnt
Bat, und man Fonnte dic Entwidelung einer jeden von
ihnen ingbefondere finderr, fo wie tiv eben das votherges
hende aefunden haben, twemn man nue die Form diefer

Blei=
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@Leidbung  oeranderte:;  tiv oermexfen aber Diefe Details
in den folgenben Gapitel, mweldyes gans ingbefondeve der
© Iheovie der Gleichungen gerwidmet . ift.

X4,
Al gwented Benfpie! fep die Gleichung
o — 6y o 7yE = 3y Aoyt =0
man- gieht. hieraus
Y—-;'"+ (7—3y+sy-_,“)

und fwenn man blefe mit

' y=a-+ xm’)
bcrgtexcbt, fo tird man finden

o(y) =7y — 3y + 2 ..
Wir tollen. fefner nody annehmen, daf man die Entwvis

delung von ym fudhte, wund wolen immer a anﬁatt%°

fbreiben, fo twerden wir haben
Y(a) = am, Jf(a) == man-1;
0(a) == a3(y — 2 4 @* — ., )
foorats folgt

. m v
yP a4 Aty — ot - L)

&
m  d.ami3(y—Jatat—-..)? ¥
A da i NS
- m d%am}S(y -dadsa®—...) 1
*+iE3 da® B g

St die Bahl der Gficder der vorgegebenen Gleis
dung begrenst, fo toitd Ddie eben gefundene Reihe die
Gntwicdelung der Potens m von eines ihrer Wurzeln ge:

ben
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ben; im entgegcngefﬂéten Saﬁ, toerden’ wxc bm aué’bér“’
%lebert'ebr Der Reihe !
: «= By — '¥y? +b‘y-—sy+
abgeleiteten Yusdrud ven y™ halyen. iﬂzan fur)t baﬁ
dicfe Methode viel auoemeincc ift , aié bu, mc!cbe fiie
Die Reihe - RESHE 81T
= Ak g hx® 4 dx? R 4 ¥y —

in Nu. 45 der Cinleitung angegeben ift; Venn' fie wereiniz
get neben den Vorjug, daf fie jede beliebige Poten; der
gefuchten @rdie gicdt, nody diefen, bdaf fie das Gefes
feonen fehrt, nady weldhern fich die verfcdhiedenen Gliedev
bifden. Madt man "brigens m = 1; vervidhtet die Dif:

2l iy
i L

. ; UYICE. Moo o SR
feventiivungen und verandert y in x, a obder = in z,

Bina —vinb,din ¢, ..., fo witd man auf das
Refultat der angezeigen Tunjurhdiallens Fb werde mich
Cnicht davep aufbaite die MNedmunfan jueentwideln die
dem Sefer eine Gelegenheit fih ju'liden barbicten.

115.

Wir twollen ald Iegtes Dey fpiel  die ttanécenwnte

Gleichung
y = a <. x.Siny
nehmen, fi¢ wicd duedy ihre Bergleichung ‘mit
= a 4+ x¢ly) .

gebeny @(y) = siniy, und wenn wan die Eniwidlung
des Logarithmen von y haben will, fo hat man ¢ a)=la,
¢(a) = sin.a und '
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sin. a'
d. 4
Sln a o a X
ly=la —_— e ——
Y Lt X + da 1.2
; a4z - m-2
A.‘ a2 3 xs: f )
B PNGEE  Had g
o
116.

Wenn man in der Gleidung
a—x + xo(y) == o,
X =T mae{)t fo reducitt fie fich auf
a —y + ¢y) = o
bl¢f€§ ift die Form unter welder fie Lagrange borgefteut
hat, und man Hhat alédann

; v d et
¢(y)_¢(a)+;¢(a)¢<a>+l'2--_ da L HRanngH
1 d*. 4'fa) o(a)’
+ K23 ¥ &ar e

mlmmt man ¥(y) = ¢(y) an, fo fommt
d.gl(a) 67a'®
