








dF.

LS
S.F. Lacroix

Lebrbegriffdes |

:AE

Differentiali
/ R

|

und BR Prariner ME

Je Qral calculs,
PET

x R

Aus dem Franzö�i�chen übekt�eut
|

“und

_miteinigenZuſábenundAnmerkungenbiegleitet

vo ! e
¿

,

JohanuPhilippGüſen“

Kbuigl.Profeſſorder Mathematikund ordetitklichemMitgliededer
Königl.Preuß,AkademiederEEE

:

EG Sheet

TN ee
RL EL

E88 Beri
—

Vey TF. TT, Lasarde
1799,

“dt





Wenndie Elementeeiner Wiſſenſchäftnochunvoll-

 ſiándigſind,werdèn diejenigen,dieſieſtudieren
©

durchdieMengevon Búchera,welcheſiezu Rathezie-
henmüſſen,um-ſih dieihnenfehlendenKenntniſſe

- zuverſchaffen,muthldsgemachty undwagen ſichnur
mit Schüchternheitin einetaufbahnderen Ende ſie

“

‘nichtabſehn,UnterällènWiſſenſchafteniſtdieMa- .

thematikvielleichtdiejenige,;deren Umfangund Fort:
- ſchritteſih aus denÉlementarwerkenam wènigſten
beurtheilenlaſſen.

„DurchdieErweiterungderGrenzendpAna-
lofiis habendiegroßenGéeométerunſersJahrhunderts
dem ScyledieſerSpracheeine Vollkommenheit-gê-

gebendie, nothwendigaufdie DarſtellungderWahr-
heicenEinfluß‘habeninuß,welchevor ihnenbetanne

_- waren.Man triſtin der GeſchichtederMathematik
E

aufEpochèn,10,ohnedaßdie'Wahrheitendereinzelnen
28 2 aS GE
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Vorrede.

_SáßeeinenStoß gelittenhabetidoch ihrefyſtenatiſché
VerkettungdurchdieZuſammeuſtellungen,wozudié
neuen EntdeungenAnlaßgegeben,verändertiſt.Die
Principienwurdenfruchtbarer,dieAnwendungdet-

ſelbenaufeinzelneFällewenigernothweadig,und die

Allgemeinheitder MethodenerlaubtedasganzeGe-
bietder Wiſſenſchaftzu PUAND,ungeachtetdex
Fortſchritte,dieſiegemacht,— Wirbefindenuns,

“

glaubeich,in einerdieſerEpochen.DieZuſammén-
fiellungder aufdieDifferentialund Integralrechnung
fi< beziehendenzahlreichenMaterialien,die ‘inden

: academiſchenSammlungetzerſtreutſiſind,iſtallein
__ hinreichénddenganzenReichthuindieſeswichtigenZwei-
ges der Analyſiskennenzu lehreñ,und, eíneMenge
einzelnerVerfahrungsartenelchenoh in dieKindheit
dieſerRechnunggehdrenaufeinefeineAnzahlâllo
gemeiner*

Methoden zurü>zufüßren.Aber ‘man
wird dieſenZwenichtdur einebloßeCompilación
erreichen— da ſi<nemlihdieſelbenEntdecfungeit
mehrerernGeometernunter ſehrverſchiedenenGeſi<ts-
punktetdergeſtalthaben,ſohabenſi hierausmeh:

“MAGRAe zuE welcherfeinenUn-

‘fer-
My

pere Methodenergeben,ziviſchenwelchenman eine

Wahl ire�en,oder welcheman in einerſolchenOtd-
nungdaëſiellenmuß, daß dieBeziehüngetwelche
ſieuntereinanderverknüpfen,ſichtbärwerden. - Ende

lichiſ es auhnothwendig,allenſo zu ſagen,einen
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terſchieddibadeinwahtnehmenläßt,woas man
einem Schrifeſtellérvèrdanft,und was man von einem

andertentlehnthat,und welcherúberdasGanzeKlar-

heitund BeſtimmtheitingleichemGradeverbreitet.

__Diesiſt‘das Geſchäft, ‘dasi< mir auferlegt.

habe;ih habealledieSchwierigkeitengefühlt,die

“ih úberwiridenmuß, um es mit Erfolgeauszufühs
‘ven,aberdiéWichcigkeitdesGegenſtandes,und das

Beſtrebeunúblichzu werden,habenmih aufdieſe

nüúßſamenLaufbahnaufrechterhalten,vornemlichaber
dieUecberzeugung,daßeinVerſuchdieſer-Art,ſo ent:

fernter auchvon derVollkommenheitſeynmag,doch
dazu beytragenmaß,dieWiſſenſchaftweiterzu brin-
"gen: Ehe ih von dem Plan Rechenſchaftablege,
den‘ichbefolgthabe,glaubei<dem (eſerdenUr-
ſprungundFortgangdes Diffetential-und Integral:
“calculsvor Augenlegenzu muúſſen,damiter deſta
beſſerdieGründeeinſieht,"welchemichin devvon
mirgewähltenAnordnungbeſtimmthaben.

Die Erfindungdes:Differential- undIntegral:
calculsfalltnihtfrüher,als in das leßt[vergan-
geneJahrhundertaberaufdieFragen„ welcheda:

hingeführty war man {on indenerſtenZeitender
Geometriegekommen,— Wenn die altenGeometer
die frumlinigenFiguren, unter einander, und.mit

_

dengeradlinigenvergleichenwollten, "waren ſiege-
_nôthigt; ihrenBeweiſeneineneue Wendung zu ge,

: a e | bem
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“<0 12te Saß im raten Bucheder Elemente
__, Euklid’s enthältden erſtenVer‘uchdieſerArt,der
auf uns gekommeniſt,Er harden Beweis zur Abz
ſicht,daß die Cirkelflächenſich"verhaltenwie die

QuadrateihrérDiameter.Hier iſtein Uebergang
*

vom Endlichenzum Unendlichen;denn in demvor-
“hergehendenSagtebeweiſtEuklides, daßdieſes-Ver=
haltniß-demVerhältniſſeähnlicher-in:zweyverſchiede=
nen KreiſenbeſchriebenenPolygonegleichſey,und es

“

ſcheintmir einleuchtend,daß der Geometer,wer es
auchſey,-derdieſeWahrheitzuerſt,entdefte,einge-

ſehn,daßſieunabhängigvon der Anzahl“der Seiten

desPolygonswäre,und daßdiePolſygoneſidem Kreis

deſiomehrnäherten,jemehrSeitenſiehtten,woraus
‘ernachdem GeſchederStetigkeitnothwendigſchlie:
ßenmußte,daßdiepibederErſtenauchdenZweytenzutäme.

Heut-zuTageEREman dendurchdieſeSchluß:
reihenherausgebrachtenSaß-alshinlänglich‘erwieſen
anſehen,unddiemeiſtenBücherúberdie Anfangsgrún-
degebennichteinmalſovollſtändigeBeweiſe,DieAlz
ten ‘aberwaren indieſerRückſichtſchwieriger,als
wir,uunderlaubtenſihniezwey Größenmit'einan-

der zu-verwechſelnzwiſchenwelcheneinauh nochſo

fleinerUnterſchiedwáre.— Um denSab, deſſen

WahrheitſiedurchdieangezeigtenBetrachtungenſo

zuſagengeahndethatten,außerZweifelzu ſeben,

Ms#
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“�uchtèn ſiezu ‘erweiſen,daßdasVerhältnißder

Kreiſezu einandernichtgrößerundnichtkleínerſeyn
A

_fönntealsdas VerhältnißderQuadrateihrerDia-
meter, und um dahinzu”gelangen, fingenſiedamit

an, daßſiebewieſen,esließefihim KreiſeeinPos
lygonbeſchreiben,zwiſchenwelchemund dem ihmcor-

reſpondirendenum denKreisbeſchrietenenPolygone,
und:a{ſo‘no<weitmehr zwiſchenwelchenund dem

KreiſederUnterſchiedkleinerwäre,als irgendeine
gegebeneGröße.— Archimedeserhobſichdurchbey:

UEähnlicheMittel zu vielſ{hwerernSäßenwie
3,B, ‘dieVerhältniſſe‘derOberfläche"undderfôrper-
E JuhaltedesCylindersund der Kugel,dieQua-
draturder Parabel,unddie EigenſchaftenderSpi-

|

rallinien,aberesiſnichtglaublih,daß er ſieſo
entdethat. wie ſieuns überliefertſind.

DieſeWahrheitenvoneinerArt, mit welchen
“dieKöpfederMarchematikernochnihtvertrautwa-

ren,mußtennothwendigvielen.Widerſpruchfinden,
und dexMañn von Genie,der ſiezuerſtaus der

Duxrkelheit, welchéſieverbarg, hervorzog,ſahewohl
ein,daßdieEntwickelungderIdeen,welcheihmin
ſeinenUnterſuchungengeleitet, nichthinreichendſeyn

würdediejenigenzuúberzeugen,welche.fichaus Unwiſ-

ſenheit,wozu ſi<oftNeid geſellt,gégenalles
auflehenwas ihnenüberlegen‘iſt.Dies iſ nichteic
neSasBermuthung;Archimedes„in demSchrei-

a4
;

ben,

PA



VIL Sr

—

Wuden retbn

E woriner ſeinWerk über dieQuadraturder

*, ParabelſeinemFreundeDoſitheeswidmet,antwortet
‘donen, welcheetroa Zweifelgegen“ſeineBeweiſeerz

habenmnôgtenzum voraus, indemer ſichaufdas
BeoyſpielſeinerVorgängerberufe.*)

AlsnachfunfzehnfinſternJahrhunderten‘die
a Faelder Wiſſenſchaftenvon neuen angezúndet, als

dieSchriftendes:Euklives¡und Archimedesüberſeßt
undexláutertwurden} ſuchteman denFadenwieder
aufzufinden„.dr ſiemuthmaßli< in ihrenEntdecfun-

gengeleitethatte,aber man merftebald,daß ihnen
mehrdaran gelegengeweſen,ihreZeitgenoſſenzur

überzeugen,alszu unterrichten,man ſahſichalſo
__genöthigt,ihreSpurenzu verlaſſen,und ſuchteſih
neueBahnenzubrechen.OhneZweifel.bewogendieſe
UrſachendeniCavalleri,ſichvon der bisdahinbli:

cenäußerſtenStrengezuentfernen,und führtenihnauf
‘dieMethodederuntheilbarenGrößen,Die
femzufolgebetrachteter dielinienalsbeſtehendauslau-

terPunctendieFlächenalsbeſtehendaus liniendieKör-
i

es per

*)Usigzedurasunt eodem lemmateetiam Geometrage,

-

qui

„ants Hos,Roterutit

»

a EEE: A AN

contigitautem, ut ugicuiquehorum,‘quaediximus?
“theorematumnon minor quam,iS, quaesinehoclem-
mate domansträtásunt, fides adhibitasìtz parifide

nuper is,quaeà nobiseditasunt conciliatà(Archinmied,y

operOxoniae,1792,DenD)
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| perui béftehendis Fléchen.DieſeMethodeenipfahl
ſichdurchdieKürzedie:ſiedenBeweiſengab. Er ſuchte

“dieBándigkeitderſelbendadurchdarzuthun,daß er

dieReſultate,woraufſieführtemitden Reſultaten
‘verglich,welchevieAltennah ihrerMethodégege-
ben‘hatten,Dics gabihmMuth ſi in einunbe-
fanntesland zu wagen. Er wurdeſeinerPrincipien

|

wegenangegriffen,aberer. vertheidigteſih,indemer
« geigte,daßſieinArchiniediſcheüberſeßtwerdenkdnn-
ten. „Die Flächenund linien,deren Verhältniſſe
„CadövalleriunterſuchtſagtMontucla,ſindnichts
„andèrsals die nah ArchimedesMethodein ſogro-
„FerMenze eingeſchriebeneund umſchriebenefleiné

Korper over Triangel,daß der Unterſchiedzwiſchen
ihnenund derFigurdiefieumgeben, kleinerwird,

„alsjedegegebeneGröße,aberſtattdaßArchimedes,
“20oſeer die VerhältniſſeeinerfrummlinigenFigur

»zueinerbekanntenzeigenwill,einenſangenUm.
i

„Gtweif‘von Bortengebraucht, und eine*indirecte
a
»Beweiſesart

i

anwendety ſchwingeſih der neuere

„Geometergetviſſermaßenins Uneudliche,und faßt

„inGedanfendie GrenzedieſerbeſtändigenTheilun-
„gen auf,welcheendlichdenUnterſchiedzwiſchen.den

:

ugeradlinigenund frummlinigenFigurenum oderin-

enteKesRa ſindaufhebenmüſſen.“Das
i

#5 Wort
*)Odergenauery ‘aufzuhebenſtreben,

4
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„Wort untheilbar, iſtwenn man will,Midis
„gentlich,dochkannſúr‘dieGeometerdarausfein
tachcheilentſiehn— Jchſebehinzuwenn man es

“in ſeinerrichtigenBedeutungnimmt,undnie verz

‘giße,daß es nur- ein abgekúrzterAusdruckiſt.

NobervalbetratinFranfreichdieſelbe(auf-
‘bahn,welcheſichCavalleriin Jrealien| erôfnet
hatte.*Jndemer fichdur dasStudiumderWerke

:

:
besArchimedeseineMethodezurAuflôſung:derPro-
blemeüber frummlinigeFigurenſuchte,fand.er die,

“

welcheér inſeinerAbhandlungvon den unthéilbaren
Größenhinterlaſſenhat,und dieſichvon Cavalleri's
Methodenur’inden Ausdrúcfenunterſcheidet.Aus

Begierde,ſichúberſeineRivaleTriumphevorzube-
halten,verbargerſeineEntde>ungen.Die Erſchei-:

“nungdes Werks vonCavalleribrachteihnum alle

_ Vortheilederſelben,undſtrafteihndafürwie er

es verdiente,dáß-eraufdieEingebungeneiner-übel-

verſtandenenEigenliebegehörthatte,Robervaler:

fand-aucheineMethodeum dieTangentenan die

Curvenzuziehn.Dieſeiſtin ihrenPrincipienaller-
dingsſehrſinnrei,ſehtaberdochderMethodedes

*

Descartes,mitdèr ſie’mehrere‘habenparallelſtellen

wollen,um vielesnah,weil ſiein den meiſtenFäl:
lennichtsthut,âlsdieSchwierigkeitdes Problems

_“

hinäusſchiehen.-Des DestartesMethodehingegen

ebsfürallealgebraiſcheCurveneineBerfahrungs-
i

arí
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art an, deren Geiſtleichtzu faſſeiſt,und ‘deren
“

Auwendungimmerzum vorgeſtectenZieleführt.

Es ſcheinemir,daßſiedamalsalsſieerſchien,
nihtnah ißremganzen Werthegeſ<äßtwurde.
OhneZweifelenthaltendie SchriftenderAltenUn-
terſuchungen,dieeineweitgrößereAnſtrengungdes

Kopfeserfordern,

-

und deswegen mehrbewundert

“werdenz aber ſollteman nichtvor der úberwundenen
SchwierigkeitſolchenMethodenden Vorzuggeben,
welchedurchihreFruchtba:keitdieArbeitvermindern,
und allenzugänglich.machen,was ſonſtnur der An-

theilausgezeichneter-Köpfewar2 ;

;
:

WievieldiePhiloſophieund Mathematikdem |

Descartes-zu verdanfenhat,iſ zu-bekannt,alsdaß
man zu dèm bereitsgeſagtennochetwas hinzuſeben
kônnte. Abexvielleichthatman acndsúberſehn,was

: dieſemgroßenMannevor-deù GeometernſeinerZeit
einenausgezeichnetenVorzuggiebt.So ſehrerauh
aufſeinenRuhm -bedachtwar, ſoſcheintihmdoh
dieFortpflanzungderWiſſenſchaftenne< mehram
Herzengelegen-habenzdenn ſeineWerkeſtellenim:
mer dieGeſchichte‘ſeinerMeditationdar,-undbrin:
gen -die, welchedie von ihm:angefangenenUnterſu::

cungen-weitertreibenwollen, aufden rechtenWeg,
Man +#annſagen,daß:er damalsder‘einzigewar,

welchermic derZierlichkeitund Einfachheitſchrieb,

welcheder
Se in wiſſenſchaft!ichenW erfene

| mer
t
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mer habenſoll.Er fonntedieallgemeinenMethoden
dieer innehatte,zur.Auflöſungder ſchwerſtenAufga-
ben benußen,und nachArtder Altennur“dieReſultate
davon bekanntmachen,er hâtteſichdochunter den dä:

maligenMathematikerneinengroßenNamen gemachtz

aber arf.dieDankbarkeitder Nachweltwürdeer weit

: wenigerAnſpruchhaben,
Fermatwar ſchonvor dernDades:im Biſs

einerMethodeder Tangenten, abermachteſieerſtbe:

fannt,nachdemDescartesdie ſeiniger?mitgetheilt;er
“

fágteauch?eineMethodedesMaximum und Mini-

mum hinzu,DieſeMethodenſindeinfacheralsdiedes

_ Descartes,ſiewurdenaber von Fermatnur angedeu-

tet welcherweitentferntdieedleFreymüthigfeitdes
“

Deseartesnachzuahmen,es im Dunkeln ließ(wenig-

ſiensgiltdiesvon ſeinerlehrevom Maximum und

Minimum,) welcherWeg ihndahingeführt,und auf

welcheArtmanfie erweiſenkönnte.Descartesglaubte
anfangs, daßdieſebeydenMethodenfalſ<hwären;in
derAnwendung,bieervon der MethodederTangenten

machenwollte,verallgemeinêrteer wenigerWeiſedie

Betrachtungen,dieſichaufdenbeſondernFallbezogen,
deſſenFermatſichzum¡Bepſpielebedient,und eswar un-

“möglich,ihnaufdiefeRegelzurzuleiten,vieer nachſeie

ner Art verbeſſerte.Er bliebauchimmer der Mey-

nung,daßFermaterſtnach"ihmdas Aangeaftedeve,
“ſdbeneingeſehn, Durch
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Durch einé Menge vonEntdefungen , derenmeh-

rere ſichaufdieZahlenbeziehn,und welchediebeyden

berühmteſtenAnalyſtenunſersJahrhundertsbeſchäftigt
habeny hâtFermatBeweiſeeinesgroßenGeniesge-
geben.

Man hata daßer Descrateserſebtáttè,
wenn dieſernichtgelebthâcte,ihgebees zu, wenn mán

ihnnachderWichtigkeitſeinerArbeiten,undvenSchwie-:

rigkeitendiéerúberwundenhatbeurcheilr.Aberichden-
fe, daß es zu zweifeln erlaubtſey,ober zurFort:
pflanzungder Wiſſenſchaftſovielbengetragenhaben

_

wúrde,alsſeinNebenbuhler,durchſeinemittheilens-
denKarakter,und dieeinfächeArt,womiter dasRe-

ſultatſeinerUnterſuchungdarſtellt, that.

Fertnathattevor dem Deskartes, welcherimmer-
währendin eineMengeStreitigkeitenverwicfeltwar,
die ihmderNeidzuzog,undderſichúberdießmit einer

Menge verſchiedenerGegenſtändebeſchäftigenmußte,
den VorzugſichderGeometrie,ohneandereZerſireuun-
gen, dlsdieihmdiePflichtenſeinesAmtesauflegtèn,
ganz widmenzu können. DieſesanhaltendeNachden:
fenúbereineneinzigenGegenſtand,mußtenothwendi--

:

ger WeiſeſeinGenieunterſtúbendie größtenSchwie-
:

‘rigkeitenzu überſteigen, und ay< zur Vervolikomm-
nung derMethodenbeitragen,¿‘dieérerfundenhatte:
denn beyder Schäßung‘derWerke geiſtigerKräfte

fommtMEZeitcnESELin Betrachtung,alsbeyder.
:

SL Schä:
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Schäßungder Wirkung phyſiſcherKräfte.Lerbnißund
Newton werden uns baldGelegenheirEEEdiéſeBe:

merfungzuwiederholen.
:

Huygenswarder erſte,der dieida:Regelndes
Fermatbewies,Sluze ſtelltehernacheine ſehrein:

facheMethodeauf,dieTangentenzu ziehn7 welcheim
_GrundènichesandersiſtalsFerinatsCaleulin Wor-

“ten ausgedrúft,undvon allemüberflüſſigenbefreyt.
EndlicherſchienBarrowmit ſeinemkaraktériſti-

“ ſchenTriangel, we chernichtsandersas der Differen:
tialTriangeliſt,Und erreichtfaden höchſténGrad:der

-
-

Einfachheit,deren dieMethödeder Tanganten,inBe-

ziehungaufdiealgebraiſchenCurvenfähigiſt.Um die
|

Geſchichtevon derAufgabederTangentennichtzuun-
_ terbuechen, habeichdieFortſchritte,welchein deralle

gemeinen AuflöſungderQuadraturenſeitCavallerigez

‘mache‘wurden,beiSeitegelaſſen,Gregorvon St.
_ Vinzent, Robervalund ‘Pascalmachtenin‘dieſerMas

teriewichtigeFortſchritte; derenAufzöhlungaber

"nichthiehergehört, weilſiedieſelbennur der Anwen-

dungderMethodenderAlten,oder derMerthode-desUn:

‘theilbáren, zu verdankenhatten.Do muß man.

hievondieMethodeausnehmenaufwelcheSt. Vín-

centdurchBetrachtungderReihein und um dieſelben.

CurvenbeſchriebenerRectangelgeführtwurde,
“

Dieſes:
fonntedieIdeeveranlaſſen,den JntegralcalculAEdie!

* Quiabräturen“ERTE
¿riet

: Si
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Fn der Arithmetikdes Unendlichenvon

Wallis, ſiehtman dieerſtenSpuren vonderAnwen- -

E

dungdes algebraiſchenCalculsaufdieQuadraturder.

Ráume, eineAnwendungdieſichaufdieMethodedes
Uncheilbarengründet,WallisziehtdieReihenin

“_Vetracht, undſuchtdieSumniederſelbendurchihreer-
ſtenundleßtenGliederauszudrücfenzer gelangtauf
dieſeArtzurKenntnißdieſerSumme, odervielmehr

“ihrerGrenzen,indemFalle,wo dieAnzab[dérzu ſum-_

imirendenGliederunendlich,das leßteGliedes aber

nichtiſt,Indemer nunfernerdieFlächenalsaustinien
beſtéhendanſieht, derenlängennacheinembeſtimm-

ten Geſeßezu oder abnehmen,ſo findeter fürdieſe

Flächendèn Ausdru>,indetnet dieReihender {inien,
wöòràus ſiezuſammengeſeßtſind,“ſummirt.Dieſer

| MethodezufolgehängtdieBerechnungdes Flächenin-
“haltseinesTriangelsvon der Summirungder OEriſchenProgreſſionab.

WalliserwiesdurchſeineMethodedieHauptregel
fürdieQuadraturderjenigenCurven, derenOrdinate—

irgendeinerPotenzder Abſciſſeproportionaliſt;und
befamdadurchdieRegelauchfürdiejenigenCurvende:
xenOrdinatedurcheineReiheder Monomenausge-
drücktiſt, Die“ Interpolations- Methodeoie er

ebenfällserfand,um gewiſſeCurven zu quadri:

ds

y

:

| x errei-

xen, derenGleichunggewiſſermaaßenzwiſchenzwey
andern.begriffenwar „wélcheſeineerſteMethode
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irréihénfaite1 verdient vornehmli<hdie Aufmerkſam:|

keicſeinerLeſer; deinſieenthältdenKeimderſchönſten
Entdeckungendes Newton, und machtnoch‘heutiges
TagesdenwichtigſtenTheilderTheoriederReihenaus,
DieſeMethodeführteden Wallis zuſehrM zigsi
Ausdrü>enfürdie.Kreisfläche.

Wallismuß indieCláſſedetGeometergeſehtdte
den,welcheaufdieFortſchritteder Analyſisden größ-
ten Einflußgehabthaben,denn außerden ihmeigenthúm-

“lichenEntdefungenkann"er nochAnſpruchaufden
größtenTheilderjenigenmachen, aufwelchediemeiſten
der mitihmgleichzeitigenGeometerdurchBetrachtung

der von ihmerfundenenReihengeleitetwurden.
i

NeilundVan-Heuraetgabenineinerdercubiſchen
| Parabeln, ‘daserſteBeyſpieleiner‘rectificirtenCurve

“und-dasMitteldasVan -Heuraetgebraucht,führtdas

ProblemderRektificationaufdas ProblemderQuadra-

turenzurúü>.Brownker und Mercator triebendie

Entdeeungendes Wallisweiter, undgelangtenfr die

‘Quadraturdes Krieſesund derHyperbelzu den-erſten.
befanntgewordenenReihen;der erſteentdete in den

_Kettenbrücheneineneue ArtunendlicherReihen.Man:

muß bemerken,daßderFundamental-Grundſaßvon
derRectificirungder Curven, deſſenſichNeilbediente,

:

undderFundamental- Grundſa$der Reductionaus

‘unend!ichenReihenbeſtechenderBrüche,- wodurchï<h--

MercatorindenBeſibderQuadraturderHyperbel

NEE
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file,dieſebeydenPrincipienbefindenſi< ſhonin
WallisWerken.

:

Dieß war ungefährderbekannteZuſtand‘dex
Wiſſenſchaft,alsim Jahr1669.aufBarrowsVer-
anlaſſungzwiſchenNewton und CollinseinBrief-
wechſelzu Stände kam: Barrow theiltevem Collins
im Monath July dieſesJahresNewtonsSchrifc
mit,welcheden Titelführt:De analylſiperaequatio-
nes numero terminorum ‘infinitas;und bezeichnet
ſelbſtin einem ſeinerBriefe,den Caracterder New-

tonſchenMethode,er betrachtetſieals eineErweice-
xung von MercatorsMethode,als‘eineErweiterung,
welchemic dem Stempeldes Geniesbezeichnet,und

_in ſeinerArt nichtszu wúnſchenÜbrigläße.Am
Ende jenerSchriftbemerktNewton,daß er im
Stande ſey,dieTangentenan diemechaniſchenCur-
ven zu ziehnz jedochgiebter hiervonfein Beyſpiel,

und ſeßtweiteruntenhinzu:Sedistanarrandinon
est locus.

j

Barrow,Collinsund Oldemburgverbreiteten
durchihrenBriefwechſeldieanalytiſhenEntdecfun-

gen des Newtonzſiemachtenden Gegenſtandderſel-
ben mehrerenGeometerndesfeſten(andes bekannt,
wie z.B.-demSluzeund Borelli,

Im Jahr1672 erſcheint(eibnißzum étſtens
male aufder Bahne« Er war damalsin fondon
‘und theiltemehrerenMitgliedernder.Königl,Gefell:

6
:

: ſchafe



XVII E Vorrede.
: haſteinigeüUndééfüßungesúberdiëheoriederDif»
ferenzender Zahlenmit;man zeidtéihm, daßer
mic Mouctón,einemGéöômeterâus ſon hierin zu-
ſammengetroffenſeh»Bald verließer dieſeArt Be-
ſchäftigung,um ſichinder lehrevonden Réihenzu
unterrichten,welchedie‘AufmerkſamkeitallerGeome?

ter aufſih‘zog. Jm Jahr 1674 kündigteer.dem
_— Öldemburd,den er aufſeinerReiſénah England-

=

ungmanihmſooftſtreitiggemachthat

fênnengelernthattè,àn, daß er ſehrwichtigelehr-
ſábein Beziehungaüfdie Quadratukdes Kreiſes

dürchdieReihen,„ und außerdemſehrallgemeineana:

lytiſcheMethodenbeſiße.Oldembürgäntworteteauf
_ſeinèBrièfè;er glaubeihnbenachrichtigènzu múſ=z

ſen, daß Gregoryund NewtonauchMethodende-
fundenhätten,wèlhèdie Quadratur ſowohlgeome-
triſcheralsmechaniſhèrCurvengäbenundſichaufden
Kreiserſtre>ten.Ich úbergêhealleBriefe,welche
inBezugauf dieReihengeſchriebenwurdén, weil

feinZweifeliſ daßdie engliſchenGeömetervon

dieſerSeitevor eibnißdenVorſprunghattenzaber
allen die einigeUapartheilichkeithaben, wird eseinz
*
leuchten,daßer dieſen,welcheihm zuvorkommen,
nur dieNacheiferungſchuldigſey,welcheinMännern
vonGenie— dieausgezeichnetenArbeitenihrerZeite

fgenoſſenimmer.erween,und daßer ſeinekſeitsdurch
e ſelbſtgeſchäffeneMitteldieReihenfand,derenEntdes

“Die
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DieerſteunmittelbareMittheilungzwiſchenNew-

ton undleibnib,findetſichineinemBriefeden er am 13:
Juny 1676 an Oldemburgſchrieb.- Die ehrvollen
Ausdrúfe,in welchen‘er von (eibnißimAnfangdie-
ſesSchreibensſpricht,beweiſen,daß erihnzu ſchá-
genwußte, Jn dieſemSchreiben, das' er verfaſt.
hatte,um Leibnißenzu Geſichtzu kommen,handelt
nur von Reihezund ebenſoiſtes in derAntwort,
dieLeibnizan Newton durch-Oldemburgúbermachte.

Jch komme zum. zweitenBriefedes Newtonan
Oldemburgzder Anfangdeſſelbenzeigtvon Newtons

_

Seite Merkmale einerächtenund wohlverdienten
Hochachtunggegen leibnißzman findethieraufdie

“Anzeigedes Weges, der Newton.zu.: ſeinem
“lehrſaßevon ErhebungeinesBinomiumszu einerbe-

, liebigenPotenzführte.Jn dieſemBriefeiſtes,wo
er die Eigenſchaftender Methodeder Fluxionenbe-
ſchreibt,ſowohlzur UnterſuchungderTangenten,als:
auhfürdieQuadraturen;-abererverbirgtſieinei-
nem Anagrammevon verſèbtenBuchſtaben.Man
muß wohlbemerken, daß alles übrigeſichbloßauf
dieReihenbezieht;daßdie Beſchreibungder Vorzd-

ge derNewtonſchenMethode,nur dieAnfzählungdeſ
ſenzeigte,was diejenigennatúrlicherweiſewünſchen
müßten,welchediebisdahinbekanntgewordenenMe-
thodenderTangentenund Quadraturenkannten,und

dieFallebemerkchatten,wo“ſieunzureichendwur-

22S ba den
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den, und daß man darausfeinenpoſitivenBegriff
ziehenkönnte.

:

Den 2x1. Juny rt übérmachteLeibnißdem
|

Hlbernburgeinen Brief,um ihn Newton mitzu-

theilen,welcherdie erſtenVerſucheeiner Methode
enthielt, dieſihaufalleserſtre>te;was Newton's

Methodebegriff;es war der DifferentialcalculiOl:-
demburgsTod , der.kurzhierauferfolgte,machtedie-

ſemBriefwechſelein Ende, und leibnißwartetebis

1684,'um der Welt ſeinéEntde>ungmitzutheilen,
“dieer damalsindieLeipzigeractaeruditorum ein-

rúte,
|

E

Die getreueDarlegungdieihſoeben nahdem
Comercium epiſtolicumzufölgé,welchesauf Be-

|

Fehlder Königl.Geſellſchaftin “fondongedrucktiſt

von der Entſtehungdes Differential- calculsgemacht

habe,fann über dieunſtreitigenRechtekeinenZwei-
fellaſſen,welcheleibnißauf dieEntdecfungdieſes
Calculshac;und daer der erſteiſt,dér ihmdffent-

lich befannt machte,während'Newrton,der ſeineRuhe
“ feinerEhreunddem MußenſeinerZeitgenoſſenvor-

zog,ſeineMethodevergeſſenzuhabenſchien,iſter

nicheauchderjenigeden man in dieſerEntde>ungzu-_
i

erſtnennenmuß?
(eibnißrntece bis zumJahre 1699

ohne Widerſpruh-die Ehrenbezeugungenein,
:

; eE
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welche die Schönheit‘und FruchtbarkeitſeinerEr-
findungverdiente.Newton ſelbſtgab in!ſeinem
Werke von den Principien,welches1688 erſchien

eineProdederFluxions-Methodeund liesdabeydem
_

Kibnißalle ihm gebührendeGerechtigkeitwiderfah-
ren. DieSachenwürdenſogeblicbenſeynohneden

“

grobenAusfalldesFatio von Duillier,welcherzuerſt
das Rechtin Zweifelzog, welchesteibnißaufdie

Differenrialrehnunghatte,und wenn die leipziger

JournaliſteneinwenigmehrFeinheitund Anſtand
beobachtethätten, in demAuszugeden ſievoneinem
Werke MNetwotonsmachten;denn man muß geſtehen,
vaz ſienichtsalsdieWahrheitgeſagthatten,und

‘das Newton ſihnichtwürde habenbeklagenkönnen,
„hättenicheKeilaus übertriebenerNational:Eifer-

ſucht,den Sinn ihrerAusdrückeeniſtelle.Aber das

wahre VergehendieſerJournaliſtenbeſtanddarin,
daß ſienichtin das Concertder (obeserhebungenein-

geſtimmthatten,welchesdieEngländermit Rechtvon

ihremhochberühmtentandsmannmachten;daraus"ent<

ſtandeineStreitigkeit,welchedieAufmerkſamkeitdes
gelehrtenEuropaaufſi<zog. Newton. ſelbſtnahm

AnfangshierankeinenAntheil,Keil griffden Leib-

nißlebhaftan, dieſerbeklagteſichdarüberbeyder .

Königl,Geſellſchaftin Londonmit vielerMäßigung,
jener, ‘beſchuldigteihn laut des Plagiats,dies ver-

anlaßtedie Geſellſchaft,Commiſſarienzu “ernennen
i

DL ‘um
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um Collin!s- und Oldemburgs“Papiere| zu prú-

“fen und- zu unterſuche,welcheFingerzeigeteibi;iß
_

wohlvon ihnenhättebekommen fönnen.

Die Commiſſarienbegnügtenſichzu entſcheiden,
daßNetvt on die Fluxionsmechodefrühererfunden,
welcheim Grunde mitder Differentialrechnungeiner-

leyiſt,Aber da ſieden (eibuibnihtfúreinenPla-
|

giariuserklärten,wie Keil es wünſchte,ſoſuchte
“

dieſereszu erſehen,indem er dieSammlung von

Schriften,welchezur Entſcheidungdes Rechtshan-
delsgedienthattenund welchèdie Geſellſchaftunter

dem TitelCommerciumepiſtolicumdruenlies,
mit Anmerkungenbeglèitet, welcheeben ſopartheiiſhalsbeleidigendLAtcibnisy

waren.2)
i Die

*)Esmuß¿Lalenzuſehen,wieBuffonder da-

mals nochniht’bekannt war ]in.der Vorredezur
franzöſiſchenUeberſezungzur Fluxionsmethode-i<
man weißnichtwarumzum Echo allerVerläumdungen
Keilsmachte,und von einem Manne wie Leibnizmit

einer wirkliunverzeihlichenÜnbedachtſamkeitſpráach.

Um ein Beyſpielvon derPartheylichkeit‘zu geben,
“diein dieſerSchriftherrſcht,welcheaußerdem
mit Unrichtigkeitangefüllt.iſt,willih neben den Text
der Anmerkungdie Newton in der erſtenAusgabe

der]Principiengemachthat, BüffonsUeberſ:ung
ſtellen.
In Kitterisqúaemihi cum Geometrá peritissimoG. 6.

_Leibnitio annis ab hinc décem intercedebant,eum

signi-
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Die Thatſachenſprechenhinlänglich,und icenthalte

michin dasDetáildieſerStreitigkeiteneinzugehen,die
wie alle‘litterariſcheStreitigfeiten,weitweniger‘das

_Jnecerreſſeder Wahrheitzum Gegenſtandehatten,als

dieleidenſchaftenund Eigenliebeeinigermittelmäßi-

gerMenſchen,derenExiſtenzohnedisZwiſte,wel--
cheſieerregten,ganz.im Dunkelngebliebenwäre,

Dennochmuß ichbemerken, daßes” falſchiſt,was

Fontenelleſagt,daß Newtonhey derganzen Sache

oleichadkeiggebliebenwáre; ex betrai‘denKampfplaß,
<4 : und

-significaremme compotem esce methodideterminandi
_maximasotminimas, ducendìtangentes,et sìmiliape-

ragendisquaein,terminissurdisaeque ‘ac in rationa-
;

libusprocederet,et litteristranSposîtishancsententiam

involventibus[Datà aequatione quetcuÿúque
“

fluentesquantitat@esinvolventefiuxiónes
invenir.e, et vice versà] eamdenìCELAREM:rer

*

SCripgit:Vir.Clarissimusse quoqueinejusmodimethadum
incidisse,et methodum suam communicavità meávix

_abladentem‘ praeterguam in verborumet notärum for=

mulis,etideagenerationisquantitatum,Utrisque.fune

damentum.continetur.in hocLemmäte.Ph.nat,princ,
x mat,Cantabrid,1713, vel Aniſtel,1714, Pe 226,

„J’aiautrefoiscommuniqué. parlettrês,au.três-
„habile‘Géoméèêtre.M, Léibnitz,ma, Méthode;il ma, ré.
»Pondu qu’ilavoit une Méthedesemblable,etquing
»diflèrepresquepointdutout delamienne,etc,“La.
Méthodedes Fluxions,:

|

PréfgcesPags26,
f
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und die Bemühungendes Chamberlayne und des
Abt von Conti die beydenberúhmtenNebenbuhler
zu verſöhnenbliebenunnúß.Newton bliebdabey,

“demLeibnißſelbſtnachdeſſenTode,die Gerechtigkeit
zu verſagendie er ihmehemalswiederfahrenlies;er

ſtellteſichLeiönißbensMethodemir Barow Tangen-
ten - Methodefúreinerleyzu halten,undſaheaùûf
ſichdasDilemma anwenden,welchesman Keilen

vorlegte,entwederunterſcheidetſichdieFluxionsmes

thode,welcheihrmit dem Differentialcalculfür eis
nerleyhaltet,in Nichtsvon Barrows Methode,
oder- dieſelebteiſ niht der Differentialcalcul,‘Ja

inder drittenAusgabeſeinerPrincipienlieser eng

wederaus eigenem‘oderaus fremdenAntriebedie

Anmerkung1eg,in welcherer LeibnißensRechtean-

erkannte( Man ſehedieAnmerkungder vorigen

Seite).
Die Umſtändegabendem Mewtonvor leibniß

mehrBortheilevoráusals Fermatvordem De 8-

cartesvoraus hatte.Von ſeinerfrüheſten"Jugend

an unterbrachnihtsden Faden ſeinerNachforſchun-

gen, welcheer aufdieGeometrierihtetezdas‘land

wo er das lebenerhieltwar damals dieWiege dev

glänzendſienEnthefungen, fernerhatte¡erzum Leh-

rereinenMann der ſihunterden Erfindernausge-
, zeichnethatte(Barow).Freylihvermögenſolche

UmſtändenichesohnedasGenie,gleichwohlmußman
| : ein-
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eingeſtehen,‘baſſiedieEntiviefelungendeſſelbenmäch-
tigbefördern.

-

Die Studien,welche(eibnisAnfangs, eégriffen
“

‘hatte,die wenigeUnterſiúßung,welcheDeutſchland,
ſeinBáterland,ihm in der Mathematikgewähren
tonnte,alleschienihnvon dem Anbau einerWiſ,
“ſenſchaftzu entfernen,welcherer jeßtden ächteſten
TheilſeinesRuhmsverdanft3 auchſieht.man ihn
erſtnachſeinerReiſenah Englandauf der Bahn
der Entdee>ungenzhierlernteer aus dern was andere

geleiſtethatten,was no<zu leiſtenúbrigwäre. Er

ſelbſterzählein.mehrerenſeinerBriefe,mit ebenſo
viel Unbefangenheitals Beſcheidenheit, den Anfang
ſeinerFortſchritte,unddieUnterſtäßungdie er von

Huygensempfing,und dieſerberühmteGeometer,
welcherLeibnißenseigentlicherReewar, wurde ‘eis
ner ſeinerBewunderer.

Manbeſchuldigemichnit, daßih velMán-
‘nern, welchedenRuhmihresJahrhundertsausge-

machthaben,ihrenNang anweiſenwolltezNewton

hatſichin ſeinemunſterblichenWerke von den Prin-

_cipienein Denkmal geſebt,welchesihmaufimmer

dieBewunderungder Nachweltverſichert;Abexdey

GlanzſeinerAnſprüchegebietetdie ſtrengſteBillig-

Feitgegen ſeinenNebenbuhler, welcherunaufhörlich.
von einemGegenſtandzum“ andern {nellüberging,
einenſehrausgebreitetenBriefwechſelunterhieltund

bs5 ohns
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“ohnezur Ausführungeines großen WerkesMuſſezu
haben,die EhreeinerEntdecfungtheilte,welchedie
GeſtaltderMathematikveränderthat,und.der“ in
“einerfleinenAnzahlvon Briefenund Schriſteneine
MengeſinnreicherGedankenausfireuete,welche,den

/ Keim zudenſchönſtenTheorienin ſichſ{loſſen.
:

i

_

Die Entdecfungdes Differentialcalculsblieb
‘einigeZeitunfruchtbar; und teibniß,um dieAuf-
merkſamkeitderGeometerwiederaufzuwecken,legte

ihnenim Jahre1687die Aufgabevor,dieBeſchaf-

“fenheitderCurvezu’beſtimmen,dieein{wererKör-
per durchlaufenmúßte,um-in gleichenZeitengleich-
förmigſichzu ſenken.Huygenswar der erſteder

dieAuflóſungdes Problemsgab,ohneaber dieMec

fhodeanzuzeigen, derener ſichbedienthatte. :

Jakob Bernoulli lôſtees ebenfalls- durch

„denDifferentialcalculauf, und machteſeineAnaly-
ſisin,den ActisEruditorum1690befannt.

es JohannBernoulli,jungererBruderdes
“vorhergehenden,und.deſſenehemaligerSchüler,betrat
faſtzu gleicherZeitmitihm‘dielaufvahn, und er-

richtetemitLeibnißeinenBriefwechſel,derbiszum
Todedesleßtendauerte.ErmachteauchinFrank:
reichdenDifferentialcaleulbekannt,worin erden
Marquisde l'Hopitalunterrichtete,Leibnißunddie
Bernoullilôften‘einegroßeAnzahlebenſoneuer als

ſchwererAie auf, welcheſiehernachallenGeù-
IeLErn
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iaetèrnvorlegten.Sie nahmenauch die Probleme

der Kettenlinieund der Curveldes ſchnellſten.Falles,

| welchenos Gätilàii nichtgewachſenwar wiedec

VO : E

?

JakobSen unaufhörlichvonſeinemBru-

der,deſſen{chrerer ehemalsgeweſenwar, gene>t,
legteihm,als eineHerausfoderungdas_Jſoperimetri-
ſheProblemvor, _ ein‘Problem

-

von einerhdhern
Ordnung,als allemitdenen man ſichbisdahinbe-
iſchäftigethatte.Gleichwohlmuß maneingeſtehn,daß

ſchonvor ihmNewtoneinesder Art aufgeldſhatte
wéäiler in-ſeinemBuche von den Principien,das

1687 herausfam, die Form des feſtenKörpersan:
gab,welchervon SeiteneinesFluidumsinwelchem“|

er ſichbewegtdem mindeſtenWiederſtandeerleidet.
Aber“er hatnichtbekanntgemacht, aufwelchenWe-
ge er dahingekommen,und. hatnirgendangezeigt,
daßer eineallgemeineMethodehabe, um dieſeArt

Probleméaufzulöſen;da dochdie MethodedieJakob
Bernoullierfand,eineAnalyſisdarbietet,herrlichdurch
ihreZierlichkeit-und weiterhabenúber.alleswas bis

dahingeleiſtetwar. |
Der DifferentialcalculerhieltjedenDegneue

Erweiterungenz

_

man hatteihnaufdieTheorieder
Evolutenangewandt,eineder“merkwürdigſtenEnt-
de>ungen,die man Huygensverdankt.Aber.noch

ar feinWerkvorhanden,worinman ſichdvarúber
unter-
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unterrichten konnte; als im Jahre 1699 l'Hopital,
einer der wenigenGeometer , welche mit dem Diffe-
rentialcalculfortgeſchrittenwaren und ſelbſt"Antheil

_daxangenommen hatten, ſeineAnalyſisdesUnend-

lih fleinen herausgab.DieſesBuch war lange
Zeit - das Beſte,wel<hesman úber dieſeMaterie

hatte,aber es licßno< immer eineAbhandlungvom

_Jneegral:Calculzu wünſchenúbrig,worin ſichl'Ho-

piralnit einlaſſenwolltez‘weiler wußte,daßLeib-

nißein großesWerk unter Händenhatte,welches
er unterdem Titel:de lcientiàinfiniti,bekanntma-

<en wollte;das er aber nichtvollendethat,Der

JIntegralealculſtelltevielmehrSchwiérigkeitendar,

als der Differentialcalul.Die erſteallgemeine

Merhode,die man in dieſemCalculfand, war die

Methodeder Integrationder rationalenBrüchezwel:

_
<he‘JohannBernoulliim Jahre1702 herausgab;

__ abervon 1694an hatteer das Mittelangezeigt,die
Differential.Gleichungendurh Abſonderungderver»

änderlichenGrößenzu integriren.Gabriel Man-

fredi,einitalieniſherGeometergab1707 eineganze
:

-Abhandlungúber dieGleichungenheraus,worinen:
mitdemGeometer von Baſelzuſammentraf.-

Man muß bemerken,daßwährend,derDiffe:
rential-undJutegral-CalealgroßeFortſchritteunter

‘denHändenderGeometerdes feſten{andesmachten,
NewronſeineEn{de>ungenzu vergeſſenſchien.Erſk

1m



Vorrede XNIX

‘im Jahr 1706 erſchiènſeineAbhandlungvan der

Quadraturder Curven;und ſeineAbhandlungder

Fluxionenfam erſt:1736alſolangenachſeinemTo-
de,anscht. Das mathematiſcheGenie ſchienin“

derFamiliederBernoulli'serblihzu ſeyn.Nifo-
Las und Daniel,SôdhneJohannswurden bald

eben ſogeſchi>t,als ihrVaterzHermannund
Euler warenihreMitſchüler;leßtererſäumtenicht

dem Jntegralcaleul{nellZuwachszu verſchaffen.
Die Geometerdes feſtenLandesvernachläßigten

dieTheorieder Reihenniht;aberſiehúteten‘ſich
wohlſiezu mißbrauchen» wie dieengliſchenGeome-

‘texvom zweytenRange thaten,welchedie Reihen
oftzu Problemenanwandten,dèrenAuflöſungman |

durchendlicheGieichungenhabenkonnte,wie es ih- -

nen Johann:Bernoullizeigtezerhatteſelbin die:

ſemBetrachteNewtoneinengegrúndetenVorwurf
zu machen,welcheres zu verkennenſchien,worin die

wahreSchwierigkeiteinesProblemsläge,welches
“_““LcibnißdenengliſchenGeometernvorgelegthatte,nach:

dem ſieihmſeineRechkeaufdieEntdecfungdesDiffe-
rentialcalculsſtreitiggemachthatten Nicht!in dev

AufſuchungderDifferential-Gleichung, vonwelches
dieſesProblemabhing,beſtanddas VerdienſtderAuf:
lôſungſondernin der:allgemeinenJntegration;Mew-
ton derMethodenbeſaß,durchdieReihenſowohlal:

gebraiſcheGleichungenalsauchſolchedieSluxionenent:

hiel:3



XXX
aS Vorrede

‘hielten,d. i Differential è Gleichungen, aufzuldſen,
und er glaubtegenug gethanzu haben, indem er dieArt

und Weiſeangab,diejenigezu findenaufwelcheleibni-
bensProblemführte,und dârúbererhobJohannBers

noulliivelchendieUngerechtigkeitderEngelländerge-

gen leibnib,tief{merzte,einlautesGeſchrey.

eibniß’sSchulehatteüberNewtons Schuleeinen

entſchiedenenVorzugdervielleichtebenſoſehrderein:
fachenMethodedes erſien,als dem Geniè der Ber-
noulliſeinerSchülerzugeſchriebenwerdenmuß, gleiche
wohlſeherwir zudieſerZeitin Engelland,den C o-

tes der ſehrjungſtarb,wieer durchdieEntdeeung
ſeinesTheoremsdieGrenzenderMethodederQuadra-
‘kuren erweiterte;den Moivres,(welchenFrankreich

“

das Rechthatſichanzumeſſen)wie erúbexdenſelben
Gegènſtandzu einigenwichtigenReſultatengelangte,

|

und den Taylor,wie er dieMethodederJnkremente
wozu Newton in ſeinemWerke Methodus difteren-

tialis,den Grund gelegthatte,entwicfeltund durchdas

Theorem, welchesſeinenNahmen'führet, dem Diffe»
‘rentialcalculſozu ſagen,dasComplementgiebt.

Dadie GrenzendieſerVorredemir nichterlaubt

haben,dieEntdeckungenderGeometer,welchediever-

gangenenJahrhunderteverherrlihtenim Einzelndurch-'
zugehn,ſo erlaubenſiemir noh weniger, miteiniger

AusführlichkeitdiezahlreichenArbeitenderjenigenvor

Augenzulegen,welchedenRuhmdes unſrigenausge-
macht
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macht haben‘odernoh ausmachètzaber dieſesWerk

ſelbſt,welchesih darbiète,wirdhinreichendweigen,
wasmanO allesVONI

; lsfihdieSthriftèn.Newtonsáuf dem feſten
landeverbreiteten,ſahmän,- daßerlangevorherehe
teibniß‘denDifferentialcalculeùtde>thatim Beſiße-der

Fluxionsmethodegetdeſen(var,aberobgleiches demGe-

nieNewtons möglichwar, aus ſeinerMethodealles
herzuleiten,wasLeibnißaus derſeinigenableitenfonnte,
ſowardie eniedohvoneinervielwenigerleichtenAn-

‘wendungals dieanderezund ſieberuhtenaufſehrver-
ſchiedenenGründen.Leibniß-betrachtetedieGrößen

als ſolche,welchedurchaufeinanderfolgendeDifferenzen
oderdurchSprüngeſichverándetn; dieſesbrachteihn
daraufan dieStellederCurven,Polygonezu ſeben,
und daherwürdenalleUnterſuchungendie man überſie

.
anſtellenkonnteaufdieBerechnunggeradlinigterTrian:

gelzurúfgeführtz- damit abex das Polygonund die

Curveaufeinanderfielen,nahmer dieDifferenzenals

unendlichfleinan. EinigemittelmäßigeGeometerje-
ner Zeiten, um ſichzu tröſtenüberihreUnfähigkeitdie

neuen Rechnungenzuverſtehenundanzuwenden,deklà-

“

mirtenvergebensgegenihreGenauigkeit.DieUeber-
“einſtimmungder Reſultate,mit denen,welchevorher
befanntwaren, unddieſynthetiſchenBeweiſe,die
man von den neuenperafonnte,(machten, daßaufdie

:

Gegner
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Gegner des Differential e calculsdie Andriffezurücfielen
welcheſieaufdieſelberichteten:

:

Leibnißglaubtewahrſcheinlich,daßviefenial
“ welcheim Standewären,von dem Differencialcalcul
_ Gebrauchzu machen,den Geiſtdeſſelbenleichtfaſſen

würden,wennſieihnmitderMethodederAltenzuſam:
menhjielten3z ‘denner vermieddieſenPunctſichgenauer
zu erklärenund ſeinStillſchweigenwurde von den Ber-

noulliund l'Hopical-nachgeahmtzalser aber deswegen

“angegriffenwurde, bewieser dur ſeineAntworten,
daß er darúberreifli<hnachgedachthatte.Bey allen

Gelegenheitenvergleichter ſeineMethodemit der Mez

thodedesArchimedes,und zeigt, daßſiegewiſſer-

maßeñnureine den UnterſuchungenangeeigneteAbkúr-
|

zungderſelbeniſ;daßſieaberim Grunde aufdaſſelbe

hinausläuft;/denn,ſtattdieDifferential-Größealswirf:

‘lichunendlichkleinanzunehmen,iſtes hinlänglicheinzuſe-

hen,daßman ſieimmer ſotleinannehmenfann,daßder

Srrthumwelcherausdem was man inderRechnungweg-,

gelaſſenhatentſtehet,Éleineriſt,alsirgendeinegegebene

Gröôßezund um derEinbildungsfraftſeinerleſerzuHúlfe

zufommen,führter einigeagſauliheBeyſpielean *),

Dieſe

*)Siehedie Note indieſémWerkeNui. 248 ‘und den

fl, Theilvon LeibaizWerken, Seite 369,370; 500.
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DieArtzu iálonnlèéader man, wie mir ſcheint,
nichtsvorwerfenfann,betrachteteFontenellealsein

Geſtändniß,welchesleibnißvon der Unzulänglichkeit

ſeinerPrincipienablegte,und ſaheſodas ganzeGe-
bäude,welcheseraufden Unendlichenerrichtethatte

zuſammenſtürzen.Die Klagendie er darüberinder
Vorredezu ſeinerGeometrieerhebt,und dieinmeh:
reren Werken wiederholtſind,gebenein Beyſpielab,
mit welcherleichtigkeitdieJrrthúmervon Buchzu|
Buchúbergehn, und zeigenwie wenia leutedarauf
denfen,ſicheineeigenevon fremderAuctoritatunab-

hângigèMeinung zu bilden. :

“Newtonnahm an, daßdiefiniendutchBewe-
gungeinesPunktesunddieFlächendurchdieBe-
wegung einerlinieentſtäánden,und er nannte die

ts Geſchwindigkeit, wodurchdieſeBewegungenbeſtimmt
würden, Fluxionen.Dieſezwar ſehr“ſtrengenBe-

griffe,ſindder Geometriefremd,und ihreAnwen-

dung fann {wer werden. Es iſ ſehrwähr,daß
“

wenn man ſieinen Punetdenkt,welcherſichmit

gleichförmigerGeſchwindigkeitauf‘einerliniebewegt,
__

tvâhrenddieſeparallelmit ſichſelbfortgeführtwird

ſo fann man ‘jedebeliebigeCurve darſtellen4 ‘aberda
die Geſchwindigkeitdes beſchreibendenPunktesin je-

N dem Augenblicfeveränderlichiſt,ſokann man ſienur

beſtimmen;wennman entwederzur MethodederAl-
ten d.i, der Exhauſtionsmethode,óder zu der Me-

- é |
i thode
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‘thode der erſtenund leßtenVerhältniſſenſeineZu-|

fluchtnimmt;unddieſelebtereiſtes immer, deren
Newton ſichbedienthat,ſo,daß die Fluxionenei-

“

gentlichzu „redenfúrihnnichtswarenals ein Mit-

tel'denen Größen,welcheer behandelte,einin die

_ SinnefallendesObjektzu geben:Er verſtandunter

"der Methode der erſtenund leßtenVerhältniſſen,die

“Aufſuchungdes Verhältniſſes, welchesGrößen,
“die mit einanderentſtehenund mit einander ver-

ſchwinden,im erſtenoderleßtenAugenblickeihrer|

Exiſtenzuntereinanderhaben;und et fandim erſtén
Verhältniſſeder Räume,welchedie Ördinateauf
derAbſciſſenlinieundwelcherder beſchreibendePunke
auf der Ordinatedurchlaufenhatte,in dem erſten
VerhältniſſedieſerRäume dieer Momente nannte,

das Verhältnißder Fluxionender Abſciſſezu der
Si

'Fluxionder Ordinate;worouser die Richtungder

Tangentenableitete.Der Calculwar der nemliche,
wovon Barrowfür ſeineMethodeder Tangenten

Gébrauchmachte:die aber Newton vermictelſtſeiner

binomiſchenFormelund der Reduction in Reihen,
auf die irrationalenAusdrúce'ausgedehnthatte,
Der Vorzugder Fluxionsmethodevor dem Diffe:

““xéentialcalcul,von Seitender Metaphyſik, beſteht
darin,daß‘da dieFluxionenendlicheGröfen ſind,
ihreMomentenichtsſindals unendlichkleineGrô-

‘fénvon dererſtenOrdnung,undihreFluxionenſind

noh

Is
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no< endlich; auf dieſeArt ‘vermeidetmandieut:
endlichfleinenGrößenhdôhererOrdnungen.

D’ Alembertund Euler ſuchtenden Diffe-
“rentialcalculeineBaſiszu geben,die ihneniche-
rer und feſterſchien,als die Subordinationder un-

endlichkleinenGrößen;jenerbedientéſichder Mé:

thodeder Grenzen;und dieſerbeträchtetedie.ünend-
lichfleinenGrößenals abſoluteNullen,die‘aber‘ein

Verhältnißbeybehieltenabgeleitet

*

von demfenigen,

welchesdieverſhwundenenGrößenunter ih hatten
an deren "Stellejenetraten. Ohne Zweifel

“

wird

man ſi<fragèn,was man verſtehenkann utterdent°
Verhältnißvon Größen, dieaufgehörthaben,vor-

handenzu ſeyn,und dieſerEinwurf,den man wi:

der EulersMetaphyſikmacht,läßtſichebenſowohl
aufdieMecthaphyſikder Methodedererſtenund leß-
‘ten Verhältniſſe‘anwendenzdenn ‘zwiſchenSey
und“Nichtſeynliegtnichtsin der Mitte,und von

dem Augenbli>ean,wo dieZuwächſeetwväswerden,
iſtihrVerhältnißweder das Verhältnißder Fluxiön,

noh das Verhältnißver Grêènzen,Carnot, in

einerAbhandlung,wo er mit vielerGenauigkeitdie

Grundſäßedes Differentialcaleulunterſucht,und
den er mir mitzutheilènoieGütehatte,bemerkt,es ſey
dasGeſeßderStätigkeit,welchemzufolgedièverſchwin,
dendenGrößendas Verhältnißbeybehalten,welchenſiè

=

ſichſlufenweiſe.nâberteneheſieverſchwinden.
CS Diéeſe
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DieſeAbhandlungvon- welcherzu talar
wáre,daß derVerfaſſerſie:befanntmachte*),beweis

ſet, daß,hâtteman Worte geſchaffenals man ihrer
“ ndchighatte,man klarereBegriffewürdebefommenha-

ben, Indem Carnot dieDifferentialgleichungen
unvollkommeneGleichungennennt, wirfter eingro-

ſestihtauf ihreTheorie.In derThat, wenn

man die Differentialen,welcheſieenthalten,als

Größenbetrachtet,welchedieZuwächſeder veränders

lichenGrößénrepräſentiren, ſofindenſienur auf
eineantläherndeArt ſtatt;aberihrGrad von Ge-

nauigkeitiſtauf gewiſſeAre unbeſtimmt;denn er

hângtvon derKleinheitab die man bcyden Ver-

änderungender veränderlichenGrößenvorausſeßtz
undweil nichtsdieſeKleinheitbegrenzt,ſo können
die,Differentialgleichungen. der Wahrkteitſo nahe
ſeynals man willzdiesſindleibnißensJdeenin -

Analyſisüberſeße.Carnot zeigthernach, ‘wie die

unvollélommenenGleichungenam Ende des Calculs

„ſtrenggenauwerden, und an welchemZeichenman

ihreRechtmäßigkeiterkennt;- dieſesZeichen“iſtdie>

gänzlicheVerſchwindungder Differentia!lgrdßen,von

welchender Jrrthumaufgehenkönnte,wenn esde-

xen gebe.Man mußCarnots Arbeitnichtnah dem

wenigen
9 6 géſchéhenunter dem TitelRéflexionsſur laméta-
LEN du Calculinfinitélimäl,

Y

;

Á

E
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wenigenbeurtheilen,woas i< davon geſagthabe;und

nichtbloßinder ihmeigenthumlichenArt denDif-
ferentialcalculzu betrachten,beſtehetdas Verdienſt
ſeinèrAbhandlung,ſondernauh inder Vergleichung
die er zwiſchènden verſchiedenenGeſichtépunktenan-

ftellt,unter denen man dieſenCalculbetrachtethat.
:

EineMethode,welchelanden im Jahre1758
- angab, um der Betrachtungdes Unendlichen,und
derFluxionenüberhobenzu ſeyn,kannichhiernur

“anzeigen;weilſieaufeinenſehrzierlichenalgebrai-

ſchenlehrſaßberuht,- welchenihîn einerSchrift

wie dieſenichtvortragenkann. Die Freimüthigkeit,
_ womit ſichLanden von den Nationalvorurtheilenlos:

macht,drú>r ſeinemWerke einen ausgezeichneten
Karakter“âuf;er iſ vielleichtder einzigevon den
engliſchenGeometern, welcherdieUnbequemlichkeiten
der Fluxionsmethodeeingeſtandenhat. :

Die ‘Anwendungdes Differentialcaleulsaufdie
Geometrieifes,dieihmcinenvon dergemeinenAlgebra

verſchiedenenKarakter gegebenhatzdenn tagrange

zeigtein den Abhand!ungen der AkademiezuBerlin

1772; daßer aufeine von denBetrachtungendes

UnendlichenunabhängigeArt , analytiſch‘behandelt
werden fônne.Der Ausdru> der Veränderungendie.
in einerFunctionvorkommen,wenn man eine odermeh-

rereGrößendieſieausmachen,vergrößertoderverkleinert,
fannimmerzu einerReihegebrachtwerden,dienachden
Potenzen dex DifferenzendieſerGrößengeordnet

e Qe
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iſt;dievon dieſenDifferenzenunabhängigenCoefficien-
ten,bietenneue Functionendar, welchevon der gegebe-

nen nacheinenregelmäßigenGeſeßeabgeleitetſind.

In der AufſuchungdieſerToefficientenundih:
rer Eigenſchafteniſes, worinnderDifferentialcalcul
beſteht.Die Functioneneinereinzigenveränderlichen

|

e Größe,gebennar einenCoefficientenſúr.jedePotenzdes

Zuwachſes,Die Functionenvon zwey-oder mehreren
veränderlichenGrößen,da ſieeineDifferenzhaben,

welchemanzufo!geder- gleichartigenProductenderZu-
wachſewieeinPolynomordnen kann, habenmèhrere
fúrjedeOrdnung. Man kann entweder“jedenCoeffi-

cientenbeſondersſuchen,oderdieRelationdieſieunrer
ſichhaben,und mitder Function,wovon ſieherſtam-

men; das iſderDifferentialcalcul,Er hates mit.ge-
wöhnlichenDifferenzenzuthun,wenn es nur um. die

_

FunctioneinereinzigenveränderlichenGrößezu thun
iſt;oderhatmitden partiellenDifferenzenzu thun,

“

wenn esaufdieFunctionvoneiner von zwey oderno<|

__ mehrerenveränderlichenGrößenanfömmt..
A

i

Der JIntegralcalculhatzum Gegenſtande,voy
“denCoefficientenzu den Functionengurüefzuſteigenz
/dehydieumgekehrtenFragenaufzulöſen. L

:

i Esiſtzum Erſtaunenwie dieſeſoeinſacheArt
dem DifferentialcalculeinenanalytiſchenUrſprungzu

-geben,ſolangenichtgefundenwurde,es ſcheint, daß
erſichEulernháttedarbietenmüſſen, welcherdererſte

War7
derDERECEalcuívonſcinerAnwendungaufdie

Eur-
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Curvenabſonderte,und indemerdieVerhältniſſeder
DifferencialieninVuchſtabenausdrúcte, dieGleichun-

gen, welcheunendlichkleineGrößenE
davon

befreyte, i

Mewtonelb{war ſchonaufdemWegeden Dif-
ferentialealculaufdieſeArt zubetrachten,denn er hat

ebenfallsvieſucceſſivenachden PotenzenderDifferenz
derAbſciſſein NeihenentwifeltenOrdinatenbetrach:

tet,und dievornehmſtenEigenſchaftendieſerCoefficien-

ten in Bezugauf“die geometriſcheAnwendungange-

zeigtzes fehlteihmnux eineMethodeſiegegenſeitig
pon einanderabzuleiten;undes ſcheint,daßTaylor
dererſiewar, welcheihreſucceſſiveVildungdurchdie

Fluxionenzeigte,eineBildungdienichtsanders als

ſeintehrſaßif.
: Dieleſungvonlagrange’nsAbhandlungfine
in mir den Wunſch,an einemWerkeüberden Dif-

Ferential-undJntegralcalculzuarbeiten,welchesdie

TichevollenBegriffe,welcheer andieStellederBe-
“

griffevem unendlichKleinen, geſeßthattezur Grund-

lagehabenſollte;und, um dieſesWerk fürjedenleſer

zugänglichzu machen,derdieAnfangsgründeder Al-

“ gebrabeſiber, wieſieimBezout, oderBoſſütsLehrbü-
ern abgehandeltſindz laſſeih eine Einleitung

vorangehn,welchezum Gegenſtandhat,diealgebrai-
ſchen,exponentialen, logarithmiſchen,und Kreisfunc-
tioneninMillenzu entwickeln.DieMethode,dieih

F420 _ge:
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gebrauche roird vielleichtneu ſcheinen,und i<hoe
wenigſtens,daßdieAnfängerfürmeine Sorgfaltmir
Dank wiſſenwerden ſie von den Begriffendes Un-

endlichenunabhängigzu machen.*)
| RL Nath

*)Fndem ic den Ur‘prungdieſesWerkes bekanntma-
ce nöthigenmich die Umſtändeunter denen es ers

“ſcheint,die Zeitanzuzeigen,wo ih angefangenhabe
mich damit zu beſchäftigen.Seit 1787 ſammeltei<

die Materialien,und theilteeinigenPerſonendie ers

ſtenEntwürfemeiner Arbeit rr" ih ſ<riebdavon
an mehrereberúühmteGeometer, damit ſiemir die

/

_

Quellen aus denen *i<  ſ<ópfen-fónnte,. anzuzeigen
und mich mit ihrenRath zu unterſtützendie Güte

_ Hôtten. Hieriſt, was mir’ Laplace im Januar
1792 antwortete. „Fc ſehemit viclem Vergnúgen,
„daß ſie an einem großenWerke über den Jnté-
»ralcalcularbeiten. Die Zuſammenſtéllungder
»»Methoden,die ſiezu machen gedenken,dient ſie
„wechſelsiveiſezu erläutern,und das was ſiemiteinan-
„der gemein haben, enthäſtam öftexſtenihrewahre

- „Metaphyſiëund dies iſ die Urſah,warum dieſe
„Metaphyſikfaſtimmer das legteiſt,was man ent-

»„de>t.Das Geniegelangtgleichſamdur Jnſtinkt
»zu den Relaticnen;und nur indem es überden Weg
„nachdenktdem es nebſt andern betretenhat, gez
„langtman dahin dieMethoden zu verallgemeinern,
»„UndihrerMetaphyſikzu entde>en“ |

Tt

Fch habe dieſeStelleangeführtmehr wegen den
Bemerkungendieſie enthält,“als um zu beweiſen,
daß i< {hon vor fánfFahren den Planentworfen-
habe dem ih gefolatbin. Dex Dru> von meinem
Buchewürde im Nov. 1795 angefangenund wegen
‘beſondernUrſachéneinigeMonathe aufgeſchoben; ſeit

dieſer Zeittſ�Lagrange bey ſeinemin der polytechni-
ſchenSchulegehaltenenVorleſungenwieder auf feina

erſten Jdeenzurú>gekommen,SeinenUnterrichtha-
_ be i< mit allemYutereſſeden er einflößenmuß gefolgt;
"aberder fortgehendeDruck meines Werks, erlaubte
-nux eineÉleineAnzah[ſeinerBemerkungenzu benuz

yen,diei jedesmalangezeigthabe," :
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N=<<EulersBeyſpiele,aus welchemihmehrere

Stellenüberſeßthabe,gebeichbiereineanalytiſcheund

vollſtändigeEntwicklungder Principiendes Differenz
tialcalcuís,inderjenigenAllgemeinheit,welche.ſieha-
ben múſſcn,um den verſchiedenenZweigendes Intez
gralcalculszu correſpondiren,

Ichgehehieraufzuden analytiſchenAnrénbungen
úber, Die vorzüglichſteiſtdieEntwicklungder Func-
tionenin Reihen;ichzeigebeydieſerGelegenheitdie

Verfahrungsart,welche{agrangean dieStelledesana-

lytiſchenTriangelsgeſeßthat,um diegrößtenodep
fleinſtenGrenzeneinerGleichungzu entde>eny und

welchedazudientdurchſucceſſiveSubſtitucionendie
 convergirendeReihenzu finden, die eineGleichung
_auflôſen,was derDifferentialcalculnichtimmerleiſtet,
wenn man nichtTransformationenanwendenwill.

Dieſe Unterſuchungenleideneine unnittelbare
‘Anwendungindem beſondernFalle,wo dieCoefficienten

der Entwicklungder gegebenenFunction, nachderPo-
tenzdesZuwachſesder veränderlichenGrößegeordnet,-

unendlichwerden; und wenn es darum zuthuniſ,den

währenWerthderBrüchezu finden,derenZählerund
Nennerzu gleicher‘Zeitverſchwinden.* Jchbeſchäftige
"mic

i

in dieſemCapitelnochmitderneiaungdes“Maximaund Minima.
:

Die‘UnvollkommenheitderGiants:derAlgebra
hätmichgendthigt,eineDigreſſionúberdieTheories
dexalgebraiſchenGleichungeyzu machen,um einigs

ES {hre
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‘ihrer Eigenſchaften,wovon man im Jutegralcalcul
Gebrauchmachenmuß, zu zeigen,und ichhabeei-
nen Theilder Vorträge,dieLaplace inder Nor:

malſchulegehalten,
- den gewöhnlichenLeſerafaßlih.

gemacht;'auh hab?ih’einigeAnwendungendes Dif-
ferentialcalculsauf die Theorieder Gleichungenge-
zeigt.Die beydenfolgendenKapitel,welcheden
erſtenTheilk-<hließen, enthaltendie Anwendung
desDifferentialcalculsaufdie frummen linien,und

krummenFlachenz dieſeAnwendung aber ſtehtnicht

wie es gewöhnlichderFall if,iſolirtda, ſondern
als ein TheileinervollſtändigenTheorieder frum-

men linien,und krummen Flächen,und. diesſeht
den leſerin den Stand dasGanzeallerdieſetVes
genſtändezu umfaſſen. :

SorgfältighabeihallegeometriſchenConſtruc

tionenentfernt,um den leſerzu überzeugen,daßſich
dieGeometrieaufeineArtbetrachtenlaſſe,dieman

analytiſheGeometrie nennen könnte,und welche
darinbeſtehnwürde,auseinermöglikleinen -An-

_ zahlPrincipienalleEigenſchaftender Ausdehnung

durchreinanalytiſcheMetlodenherzuleiten, ſowie
es Ltagraugein ſeinerMechanikin Abſichtdes

Gleichgewichtsund derBewegunggethanhat.
- In den Anmerkungenzute Gendre? sGeome-

triefindetman einMittelangezeigt“[dieTheorieder

ähnlichenTriangelunmitcelbaraus den Folgerungendie

irie vre!
tab

2) ſich
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Eh /

ſich,ausderAufeinanderlegungergeben,herzuleiten;dies

ſettcinenin den Stand dieGleichungjederbéliebigen

geradentiniezu machenE undwenn man dieſeGlei-
chung mit derGleichungdes Kreiſes,und der an-

dern Curvenverbindet, ſo ann man aufalleúber

dietinienbefgnntenlehrſäßekommen,und zwar

auf einemchr oder wenigerzierlicheund geſchmeidige
Art jenachdemdie analytiſchenKunſtgriſſebeſchaffen

ſind,
:

welcheman wählt,Lagrange hatin den

Memoirender Akademie zuBerlinim Jahre1773

«eine Theorieder Pyramidengegeben,die ein Mei-

_ſterſtúe>in ihrerAxtiſt;abermeiner.Meynung nach

{ſt Monge dererſtederdaraufdachte,dieAnwen-
dungder A!gebraaufdieGeometrieunter dieſerGe-

ſtalkzu zeigen.
Monglaube nicht,daßichA Auiailinader

Yortheileter q!gebraichenAnalyſis,der Syntheſis,
und geometriſcheaAnalyſisdenProzeßmachenwill,

“Im Gegentheilglaubeih, daß man dasStudium

derAltenheurzu Tage zu ſchrvernachläßigtaber'

‘ichmôgtenur nicht,wie es faſt,in allenWerken

geſchehendie geometriſchenBetrachtungenmitden

algebraiſchenRechnungenvermiſchtſehn;ichhaltees
für beſſer,jededieſerMethodenin beſondernWerken,
ſo weitzutreibenalsſiegehn,ſodaßdieReſultateſich

weſelſejrigauftlären,indemſiegleichſamwieOriginal
und UeberſchungeinesWerkeseinandercorreſpondirten.

Die Anwendungdes Differentialcalculsaufdis
i AE:
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Theorieder: Curven und Flächenhabe ih unter meh-
rern Geſichtspunktendargeſtellt;der eine,welcherex-

pliciteden Begriffdes Unendlichennichtentlehnt,gez

_hôrcdem lagrangezu. Abrogaſtwar aufſei«
z nem Wege ebenfallsdahingefommen,auh Newton

warin ſeinemWerke von den Principiendemſelben
*

ganznahez nochmehrnäherteſih ihm Maclaurin

indem zieytenTheileſeinesWerkes von den Flu-
xionen,wo er von den Maxima und Mínima und

Jnflexionspunetenhandelt.)Fh habe hieraufdie

Methodeder Grenzengegeben,aberaufeine wiemit
ſcheintneue Art ‘angewendetdur< TaylorsTheorem
“endlichhabei<hGebrauchgemacht¡von den Betrach-
tungen des unendlichKleinen.DieZuſammenſtellung
dieſer.dreyMethodenwirdſicherlihdie aufmerkſamen

(eſerúberzeugen,daßſienur indenAusdrúcfen ver-

ſchiedenſindzund vielleichtwerden ſiemit mir der

 Meynungſeyn, daß die lebte,richtigerklärt,einen
vorzüglichenWerthhat,"wegender teichtigkeirdie ſie

gewährt, neue Problemeaufzulöſen,eineleichtigkeit,
wovon Monge'sTheorieder Curven ‘von doppelter

Krúmmung(dieih vorgetragen.haben)einmérf|
“würdigesBeyſpielgiebt,

Sobald diePrincipiendes Differentialcalculsfeſt,

“geſtelltſind,bietetderJntegralealcul,welcherdas

hrSs deſſelbeniſt,nichesdar,alseineSamm-.
ARM lung

>

©)SteheMaclaurtn.LT.1. ‘art.858 und 866.
Y
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ſungiia Verfahrungsarten,welcheman nur

ſo zu ordnen hat,daßihreBeziehungen(ichtbarwer-
“

den. DerPlandes Werkes,welchenEuler überdie-

ſenCalculgelieferthat, ſien mir‘unterallender

beſte,den man .befolgen{fônntezihhabemichdar-.
nachgerichtet;aberichhabealldas neue hinzugefúgt,;

welcheser nichtenthielt,-und mehrerevonEulersMes
thodehabeichdurchandereerſeßt, diewirdenn ta-

grange, dem laplaceund dem tegendrevérdanfen.-

Die Entwiflungder Functionenin Reihenführt

auf den Differentialcalculz;derJntegralcalcullehrt
neue Functionenkennen,we ſcheman nur durchRei:
hen ausdrúckenkann;und dieBetrachtungdieſerleß_
ten giebtdemjenigenCalculſeineEntſtehung,deres mit

endlichenDifferenzenzuthunharzichnenne ihnſchlecht-
weg den Differenzencalcul.Dies ſinddie

Gründe,welchemichbeſtimmthabendieſenCalculvom
“

Differentialcalculzu trennen, den er indeßimplicite
alsbeſondernFallin ſichſ{ließt.— MeinerMeinung
nachgewährtdieſeAtiordnungeinenſehrerheblichen

|

Vortheil, den nemlih,daß ſiedie ganzeTheoriedet
Reihen,welcheſichinfäſtallèndavonhandelndenWer-

ken zerſticfeltbefindet,in einem einzigen{ehrbegriſfe
vereinigt,Dies iſtfeitJakobBernoulliund: Stier-
lingnihtgeſchehn,ungeachtetdie dur<hEulers,a-

_grange'sund laplace’sArbeiten,zu welchenſo eben

nochBEO in feinerAbhandlungvon der Differen:
tial--
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tialméethbdemehrere zierliche’Formeln hinzugefügt hat,
die MaterialienaußerordentlichAtigewachſennd

1

HiedurchnáhereichdieTheorieder wiederkeh-
renden Reihen,welcheausder Entwicfelungder Brú-

chehergeleitetwird,derjenigen,welcheaus der In-:

“

tegrirungder lineairiſchenGleichutigenzuenentſteht.-
s

:

Der.Anhang,in welchemih alleswas dieReis
hen-bètrift,abhandle,entháltaußerdemnoch.dieje:
‘nigenMethoden,welchezwar ſehrnüßlichund von

ſehrweitenUmfangeſind,gleichwdglſchweritdem tehr,
" begriffdes Jutegrälcalculsaufgenommenwerdenfd1n-

|

nen, weil ſievon Principienabhangendie von den

Principiender Integrirungim eigentlichenVerſtande,

zu ſehrabweichen,dahingehörtdieJnterpollatione-
methode,dahindieNeihen,welchevermittelſteiner

|

gewiſſenAnzahlvon Ordinaten dcr Curven, die Flä:

“hen derſelbengeben,dahinendlichdieſinnreichen
Methöden, wodurchEulerdieGleichungdes

-

Riccatti

und Laplaceín einem ganz eignenFalledielineairiſche

GleichungdiezupartiellenDifferenzengehörtintegrirti

Alle!dieſemgen,welcheMathematikſtudiren

müſſenden zurúgelegtenLeg von neuemdurchläit-
“Fen,um dieerworbnenKenntniſſezuordnen, aber
man erſpartihnenvieleMühe,und ihreBegriffeord:

nen ſichleichter,wenn man ihnengroßeAbtheilun-
LA gen
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_gen an die Hand giebt, an welche ſi< dieverſchie-
denen Methodenwiederanknüpfen.

=

¿Ih habedieſenZweckbey derEinleitungmei:
nes Werkes vorzüglichvor Augengehabt,und -ich

‘habees o eingerichtet,daß.jedesKapitelein vollſtän:
digesGanze ausmachend,mit den vorhergehenden
nut dutchdieNatuxdes Gegenſtandes,im allgemei:
néèn abernichtdur das Déetail-derBehandlungver-

bundeniſ;1nd umdie fúralleElementarbücherſo.
wünſchenswürdigeKlarheitzu erreichen, habeihes

mir zum Geſeßgemacht, dem LeſerkeinenCalcul

vor Augen zulegen,ohne deſſenZweekund Geiſt
fennenzu lehrenzendlichhabe ichalle Sorgfaltan-

gewandt,benFormelndiejenigeSymmetriezigeben,
welcheſiébeynaheim vorausahndenläßt,undwo-
von lagrange’sSchriftenſovieleBeyſpieleliefern,

: Einzigund alleinvon dem Wunſchebelebt,ein,
jungenLeutennüßlichesWerk zu ſchreiben, habeih
alleAnſprücheder Eigenliebeabgewieſen,Untervie-
len aus den Werkender großenGeometerUnſrer
ZeitausgezogeneySachen,findetſichviell-ichtman-
cheseinzelne,das mir angehört;aber ih willdärüber
‘nihtſtreiten, ſondernmichmit dein begnügenwas :
man mirlaſſenwill.

/

Da’ichSorgegetragen, die vérſitenegeut-

lehntenMaterialiengewiſſermaaßenumzuſchmelzen,
und inneueFormenzu gießen:ſo würde die be:

A : _ſáan
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_ſtándigeWiederholungderſelbenCitationenfúrden

Leſerlangweiliggewordenſeyn.Gleichwohlum die Vi-

bſisgraphieder‘gutenmäthematiſchenWerke kennen zu

lehren,habeihbeſchloſſen,indem Conſpeetusbeyder

InhaltsanzeigejedesArtikelsden Titelder Werke anzu-

Führenzwelchebehder RedactionzuRachegezogenſind,
oderdamitin Verbindungſtehn.. So leiſteihwasdie

Billigkeitfodert,und’'diemethodiſchgeordnetenCitatio-

_nen werdenfurdieZöglingenüßlicherſeyn.

r

MitdieſerUeberſeßungvon welcherdasOriginal
“denTitelfúhrt:Traitédu calculdifférentieler du cal-

culintégralpar S. F. Lacroix,a Parischez J.B.M.
Duprat,anV=1797 inquarto,habeichzugleichdasVer-

_ ſprechenerfülltzu'Lagranges Theorieder Func:|
tionenErläuterungenherauszugeben— dent!nachdem
mandieſenlehrbegriſtudirthat; fannman. ſicherta-

grange'sgenanntesWerk und auchdeſſenanalytiſche
Mechanik ohneAnſtoßleſen,Jm zweyten Theil

der zur nächſtenMichaelis- Meſſeerſcheint, werdeich
die etwa. nochentdecftenDruckfehlernachlieferm

-

Berlin, den 2aten Febr.1799: i
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Z

42EinedeuteUeberſegungdieſesMeiſterwerkserſchienvoa

‘

“mir ingr. 8, 1798,EineAnzeigevonaufgefundenenDru- -

fehlern!ytheileih im aten Bande vo Laeroixs Lehrb,

_desA e Baa undIntegralïcalculsmit,
9
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Einleitung.

E. wir zur Materie eingehen , wollenwir hier einige
Sázgeaufſtellen,dieman in den Elementen der Algebra
nichtantrifft,und einigePunkte der Methaphyſikauf-
fiáren,welcheſchwierigſcheinenkönnen,wenn ſieſchlecht
dargeſtelltfind. Hierauswerden mehrereVortheilefür
dieſesWerk entſtehn;die Beweiſewerden einleuchtender
und eiafacherſeyn,und wir werden unſernLeſernder
Máhe überheben,in andern Büchern Hülfsmittelzum

VerſtändnißdieſesWerkszu ſuchen.

L.
:

AllgemeineBegriffeüberFunktionenundNeiheu

Die alten Analyſtenverſtandenim allgemeinenuns-

ter der BenennungFunktionen einerGröße,allePo-
“ tenzendieſerGröße. Jn derFolgehatman die Bedeus

‘tungdieſesWorts erweitert,indem man es auf die Re-
ſultateverſchiedeneralgebraiſcherOperationenanwendete;

ſo hat man auchno< jedenalgebraiſchenAusdrukdex
“aufirgendeine Art, Summen, Produkte,Quotienten,
Potenzenund Wurzeln dieſerGrößenin ſichfaßt,mit
dem Nahmen Funktion bezeichnet.Endlichhaben neue-

Fdeen, welche"dur dieFortſchritteder Analyſisverar.z

IL.Theil A loft



LS Einleitung,
laßt {worden ſind,zu folgenderErklärungder Funktionen.
Gelegenheitgegeben, 2

Jede Größe derenWerthvon einer over
mehreren andern Größen abhängt, wird eins

Funktiondieſes legterngenanut, ſey es bes

kannt oder unbekannt, dur wel<e Operatio-
nen man von dieſenzu der

ES linaufſtei: L

gen mäſſe.
____Z.B. Die Wurzel einer Gleicbungvom fünften

Gradefürwelcheman bey dem jeßzigenZuſtandederAl-

gebraden Ausdrurk niht geben fann, iſ nies) deſto
“wenigereine Funktiondex Coefficientender ‘Gleicgung,
weilihrWetthvon dem WE dieſerCoefficientenaabe

hängt.
Man unterſcheidetdie Funktionen, nah der Zahl -

der Größen,von-denenſieabhängen,alſoiſtjedebelie-
bigeaberbeſtimmtePotenz,von cinèrGröße, nur

eineFunktionvon dieſerGrößeallein. Faßtman die

Sache unter einenallgemeinernGeſchicztspunft,ſodaß

man aufeinmalallemöglichePotenzeneinerGrößedie
jedenbeliebigenWerth haben kannbetrachtet- áisdann

wirdderallgemeineAusdruckdieſerPotenzen,eine Funfs
-

tionder urſprunglichenGrößeund des Exponentenſeyn,
- weilder beſondereWerth einer jeden©Lon-ihnea,von

dieſen beydenDingenabhängt.

2.
:

DieBetrachtungAckunbeſtimmtenGleichungenſei-

tetedahin denBegriffvon den Funktionenallgemeiner
i zumachen,¡Wenn man auódrúden.wollte,daß

-

eine

_ Größenichtfónneangegebenwerden- ohnevorläufigan-

deenGrößenbeſondereWerthegegebenzu Grrr
:

‘davon
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dávon eine iréaethatAnzahl in derſelbenR ‘ent-
haltenfonntcn, fobedienteman ſichdesWorts

- Funf-

tion, uw dieſeAbhängigkeitanzuzeigen.“Hieraus-folgt,

daß wean man zum Beyſpieleine oderdie anderevon
folgeadeaGleichungenHätte. reh vr hs

[y = as ibx-+ c

LER R bx 4 02°

"man ſagenwúrde, y ſeyinder erſteneineFunktionvon
x, oder inderzweytenvon x undz. Man muß bemer-.

fen,daßman von den Größen-az bz 6s abſtrahirt- weil

ſiebeſtimmtſind,“das iſ,weilman ſieſoanſieht,als

ob ſie den nemſlichenWerth ín allenAuflöſungenderen

jededer MEAN Gleidungenagisiſt, EE: |

ten múſſea. /

Statt dieſerGleichungenkönnteman auch E ais.
odereſtoßen,in welchen die unbefanntenGrößen ſicbſo
verbunden befänden,daß es niht mögli<wäre, ohne
einigevorläufigeOperationen, den Werth einerderſelben
zu tapa E Gleichungenwärden folgendeBnR SE ORN

LL eps + 2° = axz + byz 4 cxy

indieſemFalleiſtdas unbekannte y immer eineFunks:

tionvon x, in der erſten,und eineFunktionvon x und

z in der zweyten“Gleichung

z

weil dieſeunbekannteGröße
nihtbeſtimmtwerden kann,- ohne dáß man x in der

einen oder x und z inderandernbeſondereWerthegee
Beden habe.

: :

- Wenn man in denSlelbundendieſesBepſpiels.ſich
vorſeßte,x nachden beſondernWerthendieman y oder

y Und2gegebenen hatzu beſtimmen,ſowürde man ſa-

gen,daß x eine’Funftionvon y inder erſten,oder -in

derzweytenvony undvon 2 ſey.Man ſiehtdaraus,
j Na Daß

Y

/
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daß in einer Gleichung, welche m<rere uabekannteGrd-z

ßen enthält, irgend eine von ihnen, was für eine es
auch immer ‘�eyn mag, immer die Funftion âlex andern
iſt,und daßin dexFrageGegebenezeigtdiejenigeGröße
an welcheman alseine ſolchebetra<htenmuß. Venn

- man eine Gleichungzwiſchenzwey Größen hat,(e ſindje

wechſelsweiſeFunktioneneinevon der andern.

Wir haben dem Leſerſo eben zweyerleyBeyſp'ele

vor Augengelegt, welchezu einem wichtigenUnterſchiede

Anlaß geben. Jundenerſtenſichtman ‘ſogleih,wie,
durchden Werth von x, oder von =« und 2 der Werth
von y ausgedrüt«werdenkönne; im Gegentheilemüßte
man beydenzweytenerſteine algebraiſcheGleihungfür

y auflôſen,um dieſeGrôßezu finden,in der Vorausſe-

ung, daß man die Werthe von x odervon x und 2
Fennt. Wir werden alſoſagen,daß y im erſtenFalleeine

entwi>elte(explicite)Funktionvon x oder von x und

2, und im’zweytenFalleeine unentwi>elte (implicited
dex nemlichenGrößenſey.

Es iſtnichtnôthig,daßman eineGleichungzwiſchen

mehrerenGrößen habe,”damit einevon ihneneineim-

plicirteFunktionder'andern ſey.Es iſthinlänglichzu

wiſſen,daßihr Werth von den beſondernWerthen jener

 ábhângt;alſoiſtin einem Kreiſeder Sinus eineimpli-

 cirteFunktiondes Bogens,obwohldiealgebraiſcheAna-

lyſisfeinMitteldarbietet,das Verhältnißdieſerbeyden
iG

Größenauszudrücfen:weil wirklichdie eine von ihnen
beſtimmtiſt,ſobaldes die andreiſt,und umgekehrt.

Es iftnützlichzu bemerken,daßwir hiervon dem Halb-

meſſerabſtrahitthaben, obwohldie Größedes Sinus
'au<von dieſemmitabhängt;weilwir nur einenHaze
gesE E SS:

Es

7 3+
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3.

Unter der Benennung algebraiſcheunktionen,vev-
"

ſtehtman alle diejenigen,die aus algebviſchenOpera-
tionentſtehen;oderderen Verhältnißmitde unbeſtimms
tenGrößenvon denenſieabhängen,durcheiealgebraíe{e Gleichungausgedrü>twerdenfann.

:

DiealgebraiſchenFunktionenenthaltenimnernur
eineendlicheAnzahlvon Gliedern,wenn man unter

“der ihneneigenen.Form ausdrüd>t,dieſeEinſchräÏkung
iſtnöthig;denn’ wenn man eineneigentlichenBruch,der
einen zweyoder mehrtheiligenNenner hat, dur ne

VereinigungmehrerereinzelnenGrößenangebenwill,{0
erháltman alsdanneinennenlebeReihe.

i

A

Der Bruch—
——

—
zum Bepſpiel- durchdieDiviſion

oder E andereArtentwiefelta
dieReihe

“+=+ +S ; +1, ſw
olznedaßniânA einen“eliſibaibiacsQuetienten

findet.Eben ſoverhältes ſichmit den WurzelnderPo-
lynomen, diefeine vollkommenePotenzenſind,wenn
man ſieauf einerationaleArt,oderPEAeinèReihe
Monomen ausdrückenmill.

:

Man weiß,daß dieFormelvon NetvtonfürdiePotenz
_zendesVinomiums ſichnichtendiget,wenn der Exponent
einenegativeZahloder ‘einegebrocheneZahl iſt.

Es giebtaber Funktionendieman durcheineend-
licheZahl ſolcherGlieder, welchealgebraiſcheGed-

fenausmachennichtausdrúenkannz dergleichenſind
zum Beyſpiel,dieLogarithmen,dieman nur dur< Nähe-

rung,O und dievonderWurzelausziehungeinerunbe-
UA 2 : grenzs|
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grenztenAnzahln Wurzeln abhängen; die Sinus und Co-

ſinus,dieman aittelſtihrerBogen nichtangebenkann,ohs
“neeîñeunbepenzteAnzahlalgebraiſcherQperationenvorzuz
“

nehmen.NanhatdieſeFunktionenTranscendentegenannt,

diejénigen-ondenentvir ſoeben!geſprocenhaben,ſindnicht
dié‘einziendieſerArt;beyden Foriſchritten,welchedie

“Analyſsgemachthat,hat man uochviele anderedie zu
“

dieſerArtgehöreneingeführt,und önnennochunzählig
vieldergleichengeben.

DieſesiſtderUrſpeungder Reihen„ ob ſiegleich

den WerthderFunktionen,zu welchenſie‘gefóren> nur

_Janngenaugeben fönnen,wenn ſie ſichendigenoder wenn

“man dieSummeallerihrerGliedererhaltentarn,wiedieſes

-índenabnehmendengeometriſchenProgreſſioneder Fall

“iſto fkônneaſiedoc alle,(na< Art derjenigendie

man aus denalgebraiſchenFunktionenherleitet),als die

Entwicklungder unbekannten Funktionenwovon ſieher:
ſtammen,angeſehenwerden, es : S

:

j | 4.

Es iſ hierderOrt auf das Wort Entwicklung,
“das man hierſtattdes Wortes Werth gebraucht, aufs

merkſamzu machen;denn eine Reiheglebtnichtimmer

“den Werth‘derFunktionzuder ſiegehört;zuweilenſelbſt
ſtattſichmehr und mehr zu nähern,entferntſiefiſichum

N mehbévon’ ihr jemehrereGlieder man davon nimmt.

Die Entwi>lungdesBruches
—-

E

—
wird uns zum

Beyſpieldieneh;und die Folgeninwir daraus zichein
wollen,werden ‘aufdie,von allenArten möglicherFunkz

‘tionen abſtammendenReihenanwendbar ſeyn, :

5

S
:

Wenn



Erne o)

Wenn man die Diviſionvon a dur<a —x auf die ges

wöhnlicheWeiſe macht,ſoerhältnan zum Quotienten1,

und zum Reſtx, dieſen-Reſtdividit giebtden zweyten
2

PA
X

;
Ä

X ,

Quotienten
——

—
und einenReſt

— : nenn man mit der

OperationE ſo toirdman,
(x

9»

/

FE>
>

C
biee QuotientenAs usdieRejeLa ESSA

eer =

E D F
U,f lv.

E

y

u. . ww.
| o

erhalten.

Hiexausziehtman folgendeAusdrúckederGröße
¿2e

A
â — XK

F -+ IL SS
Z

i

4
Gg R

y

y

x A
+ = ——

15 a(a — *)

ab MhaaeI++ ————

a a a° (a RE
n.

L ER SE
E

ih

mk AC E a aa — RI

Es knnenſichzwey.Fältedarbieten:
x << 9,oder x > #&

EM
BS

ES
:

Im erſtengehn die Reſtex, go Alteſ.tv.

2
-

:

;

S

SÉ ce
X

Immer abnehmendfort,und die BrüchèR TA
u. ſw. folgeneinernoh ſc{nellernAbnahme, ſodaß,

jemehrGliederman nimmt,wie:
“

“A 4 SES
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i

x?
I + + + +>Us f. ww.

1

man ſi<dem wahresE deſtomehrnähert; esiſt
möglichdieſesſoneit zu treiben,daß man von dem
wahrenWerthenr um eineGröße die geringer0 als

jedegegebene,uterſchiedenfey.

Um dieſes/ühlbarzu machen,wollen wir vorausſe-

ßen, daßma x = - habe;ſo‘wirddievorhergehende

Reihe
:

: I++ +5 PEA Hui
dieSummevomerſtenGliedewird ſeyn:

s

i -L
/vondenzweyeſteni +S

7 den dreyerſten1 + 5 + ?
- denvier erſten+ ++ ie

7 den fünferſten1 + {+ {+5 +S = Zz %)

Manſieht,daß dicſeGrößen,2, immer
E fommen,

0
8

welchesder wahreWerth des Bruches
—

——

-
iſt:Die

Unterſchiede¡wiſchendieſemWerthe,LSesLEREoben
gefundenen Summen bildendieProgreſſionrx,2,5,$,u.ſ.w.

deren GliederaufſolcheArt abnehmendfortlaufen,ſodaß
“man immer einesangebenfan,welchesfleineriſt,als

jedegegebeneGröße.

Man kanndieſes-Reſultataus derNaturder Ope-
tation.[ſelbſtEE denn es iſtleichtzu ſehen/ daßnach :

: einer

_*) Jm Originalſind hiereinigeDruekfehlerdiei< in der

:

UPeberſezungſoglei<hverbeſſerthabe ,

-

und' au< künftig

werdeichſolcheſtillſchweigendändern, :



Einleitung. 9

einer Zahl von n Diviſionen,der Reſt— ſeynwird,

und folglichiſderis
den man derFúthe

x?

1+ Ms „+t... +

;

Se TL

at-

beyfügenA um dengenauenWerthvon— zu

x
:

i

i

m

EA

EEE

EE Ô
5

X
?

4haben
EL RE

macht man x = a, ſo fommt

heraus

LLE
2n an-I5

DieſerletzteBruchkann ſi<h_níe"vernichten,aber er kann
ſoÉleinwerden, als man wiil, wenn man dieZahl n

_ſchi>lihnimmt,welchedie Zahlder in der Reihevor-
, Fommenden Glieder bezeichnet;fiefann demnachzu ei-

nem ſich—— ſoſehrnäherndenWerthefähren,aia

mantill,E foweitman dieſeReihefortſet,fann_-
man doch niemalsgenauaufdie Zahl2 tommen/,welche

dieſenWerth vorſtellt.
Von nun an werden wir Grenze, jede Größe

nennen, welche eine Größe én ihrem Wacs-
thum, ódeë in ihrer Abnahme nicht überſchreis

ten, oder ſelbſtnichterreichéèn,der ſieſichaber
do ch ſo viel man will náhernfann.

Im vorhergehendenSPE iſt2 die Grenzevon

:

: I++ + u. ſw,
undwirwerdendie Gleichungſegen

2=1 +++ +u. ſw. e

indem-man darunterverſteht, daß die zweyteHälfteder

A5
' Gleſs

/
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i Gleichungunbegrenztverlängertwerdenmuß, oderwelches

auf eins hinauésfòómmt, daß die erſteHâlftenur die

Grenzedavoniſt.

e
Ju dem zweytenFallebeywelchemman x >a hat,

entfernt.ſichdie“Ahe x

E += +-= et - + u.� w.

immer mehr E E von dem wahren Werthe

E denn die Reſte
i

E)56
X53

LE R Uu.fyw.
d a?

giiimmer zunehmendy ebenſowiedie Größen
Í 2 x?

2 e
Uu. 4 ww.

aA] (Aa = x)
ſ

die man zu den Quotienten
|

X
z

CEE
RS :

acs
i -

1 h

x Re
EE 2

GS E SS
a a

AX

hinzuthunui umas iE WerthH
erhalten,

DievorgeſeßzteReihehatdann den Bruch—— nict

mehr zur Grenze,ſieiſ nur das Reſultatder Diviſion
‘von a dur a —

x, unbegrenztfoktgeſeßt,oderin andern
EA di is

2

A

Ausdrü>endie Entwicklungvon LS

Wenn



E

Va

E i nlei tung. EH

Wenneine Frageuns aufſolcheReihefúhren
“würde,

;

2 es ¡3 E

I++ + + ſw.
L A ane : ‘

ſohättentvirRechtdaraus zuſchließen,daß die geſuchte

Funktionfeineanderefey “alsSRE oder wenn tir el
SERNA:

nigeEigenſchaften,dieBeziehungaufeineReihevon
n

Glie
dernwiefolgendeRESSa

i0p A

1+—+>
;

+ u,ſw.
ſokönntenwir behaupten,daßſiezurFunktionSEESgee
hôre,So oftes aber ‘um den ‘abſoluten-Werthdiefer
Größezu thun iſt,wird man die aus ihrerEntwi>klung

:

gefundeneReihenichtdazuanwenden können , oheaufdieReſtedavon Rúekſichtzu nehmen.
|

AlsBeyſpielſey«= 2a, #0hatman’ folgendeReibe
142 +4+8+16 + u. ſw.

das niemals/ glei — 1 ſeyn fann, welches“ nemlich

der Werthdes Bruches—— in dieſemFalleiſt;weil

die Reſtena<* und nah 2a, 4a, $a, ſind,u.ſw. und
weildie korrektivenGlieder—2 — 4 — gu. ſw. wer-

den; wenn man ſie an ihremgehörigenOrteanwendet,ſo

‘findetman dasReſultat—1 beyEe Gliedeman auch
immer ſtehenbleibenmag.

:

Hâtte män x = a, ſo würdeſichder Brucb
———=— in —— = — verändern:dieſerAusdruckR
a —x = LL o

:

i 0
den man unendli< nennt, iſ nux eine Art aussz

i ſ{licßenderGrenze( n'eſt qu’ute‘eſpècede limita
exclu
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mite excluſive).Jn derThat,wenn man ſichdieEin-
heitdurcheinenBruchdividirtdenfet,ſo wird derQuo-
tientum ſogrößerſeyn,jekleinerder Bruchiſt,und da

man ſi immer’ einen Bruch vorſtellenkann, derkleiner
iſt,als jedegegebeneGrößeſo wird fi< fúrden Quo-

tienten eine,Zahl ergeben,welchejedegegebeneüber-
ſchreitenkann, ohne daß es jedo<jemalsmögli ſey,
auf * zu fommen. Dies iſtder Begriffden man ſi von

dem Unendlichender Geometer machenmuß,worauf wir
nun bald fommen werden. Dies vorausgeſett,giebtdie -

Reihe |
LS

HS
T E —+>Dot >7 + Uu.ſ.tw.

‘indemman x = aRS
z

| r+1+1+1+u..w.
_ zum Reſultate,welcheswie der Ausdru> 2erfordert,
größerwerden kann,alsjedegegebeneGröße.Jndeſſen,
da der Diviſordur< den Quotientenmultiplizirtden Di-

. videndus wiedergebenmuß, ſo würde
Mee MONE

folgen,da
!

SSE >1 +x 1 ivi
“nun aber vernichtetſichdiezweyteHälftegänzlih,man
würde alſo1 = 0 häben.Es ‘iſtaber leichtzu ſehen,

. daß es nur eineanſcheinendeSchwierigkeitſey; denn, da

dieimmerwährendenReſteder Einheitimmer gleiſind,
-o iſtdie Gleichungdie man an dérxStelleder vorigen

habenmuß genau

SG e E Enf dat
:

“&

DieUnterſuchungderEntwicklungdesBruches— wecche

IJ —



Einleitung. 13

uE
a

L

2

i

|

es
X x?

zl

LTL 7E Uf Wi

iſt,würde uns auf ähnlicheFolgerüngenwie dievorher-
gehendenführen,dochmit dem Unterſchiede,daßdieRe-

ſultateirgendeinerZahl von zuſammengefügtenGlie-

dern, wechſelsweiſeaufder einenund auf der andern

“Seiteden“wahren Werth vetfehlen.Wenn die Reihe
convergirendiſty “welches.ſtattſindet,wenú x < a, #0

findetman Summen die wechſelsweiſekleinerund grô-
ßerfinda's der genaue Werth,"diè ſi aberimmer
mehrdieſemWerthenähern, und dieihm ſo nahefom-
men können, als man will. Wenn man wie hieroben

a zZ

“i

x=
F macht,wird man

OS
befommen,eineReihederenSummen 1, :,D #,u, �, tv.

toechſelsweiſegrößerund fleiaera:als Z, welchesder

wahreWerth von —— iſt,

Wenú dieReihedivergirendiſt,fo ſinddieReſul
tate der AdditioneinergegebenenAnzahlGlieder ‘aus

welchenſiebeſtehetwechſelweiſepoſitivoder negatio,und

entfernenſichdahermehrund mehr in einem und dem

andermSinnevon dem wahrenWerthe,welcher-po-
ſitio.iſt.| ‘

j

Endlichhatder Fallx
=

= À dasmerkwürdige, daß
ſeineEntwicklung ULSA

CLS PL Su VP fa Ct EO) s

baldx bald 0 wird, Reſultate‘dieſih auf gleicheArt
von dem wahrenWertheentfernen;aber die Betrachtung

der Reſteoderdex forreftivenGliederergänztdies alles
„wieder. ;

Die
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Einleitung:

Die Reihen die man bey Entwilung der gebroche-
nen Potenzen von den Größen, dür< Ausziehender
Wurzeln ſindet,ſindvonaufeinanderfolgendenReſtenbe-

_ gleitet,aufwelcheman dasVorhergehendeanludenfann. :
/

$

 Veberhaupt,wenn eine Reihe die eineEnt-
wi>lung eines endlichenBruches iſt,dem wahz i

ren Werthe ſi< unaufhörlih nähern ſoll,ſo
múſſen die Gliederaus denenſieRh det
gehend-abnehmen. i

Da man nun dadur<,daß man dieReiheſotveit
fortführtals es nôthigiſt,jeinReſultatfindenſoll; deſ-.
fenUnterſchiedvon dem wahrenWecthe kleinerſeyals

jede gegebèneGröße,ſomüſſennunauch wirklidieUn?
erſchiedezwiſchenden -aufeinauderfolgenden. Reſultaten
immerfleiner und fleinexwerden , welchesnichtgeſchehen
Fónnte,wenn dieGliederdieſerReihennichtinimer mehr
gegen das Ende zu abnähmen, i

Esiſchierzu bemerfeù, daßes Reihengiebt,deren
Summe ohneEndewachſenkann,obwohlihreGlieder
immer beſtändigabnehmen;aber dann ſindſiedie-Ent:
“wicklungunendlicheroder ſolcherFunktionen¡diegrößer

Md als jedegegebeneGröße. Die Reihe
I++ +5+ 25,u. ſei.

gehörtdahin, wie wir bey den FOgAriaeAzeigen
- twerden.

Die zweyien
2

von Reihendiewir betrachtetha-
ven,liefernuns zwey Arten von Größen;wovon einigect

ner endlichenodex beſtimmtenGrenzefähigſind,die ax

dern aber ohneEnde ‘wachſenkanaen--Wir werden

hierausGelegenheitnehmen, die wahre Methaphyſik
zu zeigenwelhe man an die e des dnendfio

:

then
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en ſetzenimuß,4welcheoftin der Mathematikvor

Fföômmt.SE ts |

”,

Das Unendliche,als das letteGliedder Groſe be-

trachtet, iſtſelbnur eine Grenze,wels die Größen
uie erreichenkönnens;der Begriffden man damitverz
knüpfenmuß, iſtnurein negativerBegriff;denn jede
“Größedie i< mirwirklichvorſtelleund dieih in mei-

nem Calculgebraucheiſteben deswegennichtunendlich.
Die ErklärungderGrößeſixeitetſelbſtmit einemjeden

beliebigenBegriſfvom Unendlichen,Da aber jode

Größe,ihremWeſennach ebenſowohleinerBermeßzrung
“als Berminderungfähigfeyn ſoll,ſowürdees ſcheinen,
daß man befugt.ſey, darauszu ſchließen, daß dieGröße

- aufhörtzu exiſtiren,odereine Größe zu ſcyn,ſopald
man vorausſeßt,daß ſiedas Unendlicheerreiche,und

wenn man dieſeErörterung.etwas weit treiben wollte,
“wúrde man inSchwierigkeitenverfallen,welcheglückli-
<erweiſedie mathematiſchenWahrheircen.nichtzu beſor-
gen haben,wenn man dieBegriffeaufdenen ſieberuf
hen,deutlichaufſtellt. |

Alleswas man mit-Hülfe.der VetrachtungdesUn-
' endlichenbeweiſet,kann man vondem Begriffe,den wir
weiteroben von dem Wort Grenza gegebenhaben,und
_von den beydenfolgendenSäbßenableiten,dieebenſo deut-
lials unwiderſprechlichſind’

Ls Jedenoch #9 ¿raleGröße läßt ſichvon
einerandern um ‘ſoSelalsman will,überstreffen,

:

2, Jed
i



WE  Ætwlercung
2. Sebdè ſo fleine GrößeiftiE ſo

Flein daß man ſi nichteine nochkleinere den-
ken éónnte.

DererſteSat findetſi<unter den Forderungen,die

Eufklidesim Anfangedes ſiebentenBichesſeinerElemente

gemachthat,und dienaturlicheFolgeder Zahlen
2 E OE Ue foWs

bieteteinenſehreinfachenFalldavon dar, ſo wie die

unbegrenzteVerlängerungeinergeradenLinie;der zweyte

leitetſi ‘natúrli<von dem erſten‘ab,denn was z. B,

‘dieZahiender folgendenReiheoon Brüche>, 5, #»

u. . w. anbetrifft,ſo verhindertnichts,in dieſerReihe
nichtGrößen zu fiaden,dieſo kleinſindals. man nur

will, indem man dem Nenner einen gemäſſenWerth
beylegt;und da man dadurch,daß man einen beliebigen
TheileinerlineariſchenAusdehnung;-zur Einheitnimmt,
davon auch einen ſol<�2nBruch als man* will nehmen
kann, ſofolgtdaraus,daß der Saß nichtbloßfürZah-
len gelte.Wir werden uns aber demungeachtetimmer

desWortes unendlich bedienen,um die Grenzedes

Wachsthumsder Größenzu bezeichnen,weil dieBedeutung
dieſesWortes durchdas was ſo ebengeſagtwurde, ge-

hörigbeſtimmtiſt,alſofeinDoppelſinnoder keine Dun-

 felheitdarübermehr-zubeſorgeniſt.

8.

Die erſteFolgedie wir aus dem Vorhergehenden
|

ziehen,iſt,daß wenn man eine ReiheGlieder wie
:

“Ax + Bxb + Cx© + u. f mw,

hatdieinBezuggufdiePotenzenvon « geordnetiſtund bey
der höchſtenangefangenhat,ſogiebtes immer no< eine

Zahlm, welchean dieStellevon x' geſegt,das erſte
i Glied
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‘Glied dieſerFormelin einem beliebigenVerhältniſſegrößer
machty als allesÜbrige.

Jander That,wenn man dievorgegebene.Formelwie
folgetbut CUE pus » lO L ae m

oE
1049

(A + —— + a AES,

ſo ergiebtſich,daß man x ſonehmenkann,daßdie
Brüche

00. Fleinwerdenals man verlangt,vid:ſo daßgre
“Summe mit ‘Ain ‘einem beliebigenVerhältniß

-

ſey.
Wenn m denWerth von > in

SE FalleAs ſo

wirdman weil
:

:

y

1B i;

&

EA EEn er SA ;ma-b

ét

hierausfolgern,daß
i

B :

:

mA BE Es de
oder

y

Bmb +4 Cmc A RES < Ama,
“

Wenndie Differenzzwiſchendem erſtenGliedeAma

und den

RS
uñter dieſeR gebrachtE

4 A A (<=+ ma--b vs H A :

fofiehtman, its‘dieſerAusdru> deſtomehr zunimmtz
_ jegröóßerm wird; es kann alſo nichtshindecn,„ daß ex

nichtendlicheine gegebeneGröße úberſchreitet,
Dadieſe Art zu ſchließendurch dieZahl der.Gliez

der niht begrenztiſt,ſo fann man ſieaufjedeaAus-
 dru> von der.Form
A : Axa + Bxb + u. ſw. ‘

I,Theil :

BV auês-4

ETS
: 4 ba A

RE ts EA
d

j veia LRA X

Va
3 If A6

i A) g 4 7 = j

a
e

Ï

¡
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áusdehnen, die aus ſvvielGliedernals man willbe:
ſtehnkann, undbehaupten; daßman x immer großgez:
nug nehmenkönne,‘damitdas érſteGlied fúr ſ< allein

den beträchtlihſtenTheildes Werthes von dieſemAus-
dru> ausmache,wenn nur jederder CoffizientenA, 6,

C,D, etc.eineéndlicheGrößeiſt,

TheildesWerthesdieſerFunktionausmache.

DiéaciiléGenBetrachtungeny tverdenuns in 22
Stand ſeßenzu deweiſen, daßimmer eineGrbßeda ſey

diekleingenugiſt,damit,wennſiein der vorhergehen-
‘den Formeln diéStellevon x geſettwird, dasjjenige,
Glied,wö dieſeGrößeden kleinſtenExponentenhat,“
größer”ſe),als der Neſtdès Ausdruckes. Zu dieſem
“Endewerden wir fiein Bezugaufx geörduet,vorausſe-
pen,indem wir beyden-kleinſtenExponentendieſerGröße
anfangen, und ſieauffolgendeArt ſchreiben:

° xû (A+ Bxb-A «+ Cxc-a 4 ¿,).

Wennwirſtattx einenBruchſetzen, LäfenZählerx iſt

und dex Nenner= E
ſowird herauskommen:

C

— (ASA “2
dieZahlwa,fann aberimmer ſogenommenwerden,daß
dieBrüche |

mE

TEE cé è

-_mb-a’ mec-a

ſo wieihreSummén kleinerals A werden. Schließtman

“aufdieſeWeiſewie ſo ébengeſchehen,ſo behauptenwir,
‘daßman injedemAusdru>von derForm

 Axú + Byb + Cx +
“immeran dieStellevon «x eine Größeſeßenkann, die
kleingenugiſt,daß das erſteGliedden beträchtlichſten

9. Man
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Man könnte glauben , daß die Zahl m hier nichts

anders als'das Unendliche ſey,welcheshiernux durchein
anderesZeichendargeſtelltiſt,als daëjenigéiſt,womit
es gewdhnlichinder Algebrabezeichnetwird; um aber

das Gegentheilzu béweiſen,werden wir zeigèn,wie
man ‘im allgemeinendieſeZahlbeſtinimenkann.

‘ZudiefemEnde benierkenwir zuerſt,daßin der

g

eds

metriſchenProgreſſion
;

|

+++ :

welchedieZahl2 zurGrenzehat,(Nr.4.)ein jedesbés
liebigeGliedder Summe állerfolgendenglei iſt;folgz
lichwird in einerReihe,in welche das Abnehmender
Glieder ſchnellerfortläuft,jedesdie Suwnie derjenige
die na< ihm kommen, wie großihrèAnzählau ſey,
überſteigen.Hierausfolgt,daß,0 oftman fürm einen
Werth ſindenfann,der jedesGlieddesAusdru>es

SAS

d
n ba +T mec-a

:

Fleinermat, als dieHälfte.des Borhergehenden, fò
wird das erſteGlied âlleandernüberſteigen;diesaber

 findekallgemeinſtatt,Wir wollenuns hier nur auf
einen beſondernFalleinſchränken, dereinzigedenwie
in der Folgenôthighaben.

Es ſey
:

e. è

y

nD m2 in? 42S Es
1

“Der ungünſtigſteFallfürunfereUnterſuchungiſtdêrjeni-
ge,wo die CoefficientenA,B, C, D, wachſendfortlaufenz
wir wollen ihn einmal annehmenund ſegen,daß ſi<.
das geometriſcheVerhältnißjederdieſerCoefficientenzu

P 2 ;

dez



E O

dem Vorhergehendenimmer ändere; wir wollen dür
„Þ Q R
LE

und
E

die zwey‘auf einander igſgendegSieber
vorſtellen, zwiſchendenen dieſesVerhältnißam“ größten

‘iſt.Man wird m ſonehmenmüſſen,daß man -

/ /

Le LE < E
5

habe.Indem man die zwey E durch
E

ratio

plizirt,wird man findenQ < LE,‘unddurch- divi-

3
24S EQ ES

dirt, wird herauskommen—-<m;manwirdalſomgrößer

als = nehmenmüſſen.Hierausſiehtmán, daß man iù

den Reihenvon der angenommenen Form den Werth der

Zahlm immer erhaltenkann, ſooftdas Berhältnißvon

zweyaufeinanderfolgendenCoefficientendicſer¡Reihen,
“wo man auchimmer will,nichtunangeblich,dasheißts
größerals jedegegebeneGröße iſt. -

“

Um dieſeszu erläutern,wollen wir einigeVeyſpiele-
‘in Zahlennehmen, und zuvörderſtdieReihe

2(109)?
:

4(10)*6(10)°LL¿
Sea

m
i

ae

nO

EE ES
R

EES + 4.

betrachten,derenGeſetzdieſesiſt,daßM aufeinander

folgendeGliederallgemeindurch
:

|

AIRE 2(p+?) (0)20F2
mP mP+ X

7

ausgedrücftwerden. Manhatalſo
P == 2p (10)2P 7

Q = 2(p+1)(10)2P}2IE
dasE dieſerbeyden FEEN iſt



EEE gx

E) (10)*:
nun iſt es leichtzu ſehen,daß, wenn man fürp.ganze
poſitiveZahlennimmt,indem man nah und nah p=1,y

= 2, =3/, uU. ſyw. mat, dieGröße5

pi
4 ds eas E == Dy etc.

wird,und!isfolglichihrgèößterWerth2 iſt*),Hieraus
ergiebtſi, daß 200 das größteBerhäſltnißiſt,welches

zwiſchenzwcy auf einander folgendenGliedernder ange.

nommenen Reihemöglich iſt;und daß, wenn man

m > 400) macht, das erſteGlied größerſeynwird,
alsalle ‘anderc'zuſammengenommen.-

i

Wennman

2 Reihe

= Fia 263 e

<>T De 2EE
D? + EELS

ES; +. E

, werdendieGlieder
—

und
——=

dhat,erdendie Glieder
— un PEE

R
i

B- 3
;

L.2

©)Esig20— = t + E offenbariſtaber,ten pnureine

ganzei 2aſeyndarf,Sfür= 1 am größten,folgs

lihau< x M — = 2 dergrößteWerth,
A9)ZnaS ie 200,

EsiſtZr + —— 2 ¿10°

¿a s

P

oderD EPO 1.0
(22

: alſom > 4007

G.

Ì
nz

,
m >

__G.

Pp -
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E 2.Bt R E lp + Sf +
mP

ig — my+t i

ausgedrü>to man wird alſohaben,
2Q,
= 210 2)

und m > 2(p+ 2),nchmen múſſen,das heiſt,
immer größer„je weiterdié Glieder,welche man

__ betrachtet, von dem erſtenentferntſind;man ſiehtalſo,
_daßes niht möglichſeyà einenendlichenWerthiu
geben,derderFragegnúgeleiſtet.

1

eN man. m =

S
matt; fowird aus

a +>+ +2E.
dieſeReiheA + + Cx? + Dx ZTE |

werden; in welcherman das erſteGlied immer

größer machen kann, als die Summe allerfol-
E eos, wénn man

:

e 20
—

Es 2A oder

x > -79

|

i

_ nimmtz weitP fsQdie zwey aufeinander
“

folgendeGlieder ſind, deren geometriſces

Verhältnißdas größte,aber doh angeblichiſt:
“eineEinſchränkung, welchefür dem Gebrauchden wir

von dem gegenwärtigenSatzein derFolgemachen twoer-
den, niht nachtheiligiſt.DieReihe, die wir be-
trachten, hatlauterpoſitiveGlieder,aberesiſtleihtzu

FHsdaßdex Werthvonm, welterihrerſtesGlied
/ : größer

25ImOriginalfiehet«+ undfétnetm>>2(p-+1).
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aróßer als alle andere macht, mit no< mehreren Grunde

die nemlicheWirkunghervorbringen müßte, wennſieauh
negativeGliederhâtrte.

k

IO.

Auf dieſeArt iſ es leichtzubetyeiſeny daßeine
“

Gleicung von einem ungeraden Grade, im
mer wenigſtenseine reelle Wurzel habe. In
der Thatſichtman durchdas was ſoeben geſagtwurde,

daß es immer möglichſey,für die unbekannteGröße

eine ſoſcheZahl“zu ſubſtituirendaß das erſteGlied
dex beträctlichſteTheil der. Gleichungwird ; das

LeichendesReſultatswird ‘alſoalleinvon dem Zeichen
des erſtenGliedesabhängen.Wenn nun dieGleichung

von einem ungeradenGrade iſ,wird es negativwerden
*

indem man —

m, an dieStelledex unbekanntenGröße

ſctt,und es wird poſitivbleiben,wenn man + m, da-

für ſeßt,woraus fo!gt,daß dieGleichungeinereelle

Wurzelhabenwird,die zwiſchen+ m und — m, fällt,
weil d'eReſultatedie ſiedur dieſezwey,Subſtitutionen

giebt, dasentgegengeſeßteZeichenhaben; Weil ſihaber

jedeGleichungauf ihrtetesGliedreducirt,wenn man

oan die Stelledex unbekanntenGröße ſett,ſo wird

dieſeSubſtitutionein Reſultatgeben, ivelchesdas:Zeis
chendieſesleztenGliedeshat;folglichwenn es.dasZei-
hen + hat, wird dieWurzelzwiſchen— m, und 0, und

beydemZeichen— zwiſchen+ m und 6fallen.

Wenn dieGleihungvon einemgeradenGrade iſt,
ſo verändertihrerſtesGlied das Zeichennicht,wenn
+ moder — m ſtattx geſeßtwird; wenn aberihr.let
Glied negativiſt,und da es ſelbſt,das Reſultatder

Subſtitution.von ſtattx it,ſohatman PsAEtate,nene i

B 4 Das

A)
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i

Das’ite mit dem Zeichen4 , m entſprechend
Das ate mit dem Zeichen— , 0 entſprechend.
Das zte mitdem Zeichen+ , —. m entſprechend

worausfolgt,daßjede Bleichung von einem gers
dem Gypade,deren legtesGlied negativiſt,we-

nigſtens-zwey reelle Wurzeln, nemlich: eine

poſitiveund eine negative.habe.

IE
|

II.

Obgleichdie Größe án ſi. ſelbſtbetrachtet, ohne
Ende wachſenoder abnehmenkann, ſo iſtdoh nichtjede
Funêtionwegen de “Größen„ woraus ſiebeſtehet,fá-
hig, zu einem beliebigenGrad von Größe zu gelangen.

DiéſehreinfacheFunktion
AX

/ x +a
iſteineſolche;die,was fúreinenpoſitivenWerth-man
auchx gebenmag, doch nichtgleiha werden aber

ſichdieſerGröße ſovielman will,nähernkann.Um
eszu beweiſen,werden wir die Diviſionin Bezugaufx
machen,und wir befommenden Quotienten

BSC ditte ars
Ee)

E
der BruchST,wird um ſovielkleiner,je grô:

ßertxwird,ohnejedochjemals0 verdenzu fónnen; a iſ
alſodieGrenzedes Bruchs

ax

O (Nr.4).
j

DieFunktion,die wir zumBeyſpielgenommenhas

ben,ataur in¿Dews:
des Wachsthumsvon x eine

Grenze
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Grenze; denn, wenn man annimmt, daß dieſeGrößeab-

nimmt, bisſieverſchwindet,#0würde EURES glei:
|

R

"X + ©
:

cherZeit0 werden,und weil Null die allgemeineGrenze
‘derAbnahmeiſt,ſo abſtrahirtman davon. - Dex,Beuch
x b

i

i

:

Ts Gegentheile,hat inBezugaufdenWachs:
thum von x feineGrenze; weil er ohne Ende wächſt,
wenn diéſeGröße zunimmt;aberſo langex Poſitivſcyñ

wird,kann dex vorgegebeneBoùch,fokleinauc ſein
: BN ; Ci

Werth ſeynmag, nichtglei=werden , indeſſennähert
er ſichdieſerGröße, ſovielman willzdieſesiſt‘alſoin

Bezugaufdielues
eine andere Grenze als Null.

h

DieFunftion— _vereinigetbeydeArtenax Ur

+bi

von Grenzeny diewirPHebenbetrachtethaben.Ja der

That, wenn man den Zählerund den Nennerdieſes

Ze E
x dividirt, ſowirdman haben,

b

a+—

E

rmenren

mnIE

ROERO

45S

ze —7
ES

1

“einAusdru>welcherſichdeſtomehr nähert,als > in

Bezugaufb und b‘größerſeynwird;alſoiſt= ‘die

Grenzevonder vorgegebenenFunktioninivi auf
denWachsthumden x habenkann.

Wenn man ferner annimmt daßx immer abnehmend

fortläuft,unddaſiman—dafárſubſtituirt,ſoerhältman
DB 5 E <=8
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ER 2d

— + b ZA

m :

,
2

is = b‘
m

y

eine Funktionwovon die Grenze unſtreitigSiſt.

NíchtalleFunktionenhaben wie die Borhergehende
beſtimmte:Grenzen. Es fannzuweilenſehrnúzlichfeyn,
diejenigenzu kennen, dieeineGrenzehaben oder nicht;

wir werden dieſesdurcheinefleineAnzahlFálleanſchaus
lih machen. :

2

Es iſt‘ſogleihvollkommeneinleuchtend,daß jede"
aus eineReihevon GliederzuſammengeſezteFunktionwie

1

AXA dþiBxE 4iCx5: +e e

ſichohneEnde vermehrenfann, wenn díè GrôßexX fi
aufſolcheArt vermehrt;ſiefann auch 0- werden und

hernachzum negativenübergehn.Wir wollen,alſoden
Ausdruckbetrachten:

Axa 4 BD + Cx + ¿i

Ma FEE E
tveſcherin geiviſſenFällenbeſtimmteGrenzenhabenkann.
Man wirdſieentde>en,wenn mandieſem Bruchebes
gendeFormgiebt: B C

:

VA + +- xa C tu:):

E E E,
gsA EL

Zz! E Spes
N 6e)

“Um dieGeenzeninBezugauf den Zuwachsvonx zu

“finden,werdenwirvorxausſezen,daß dieReihedes Zäh-
fers

ange
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ſersund des Nennersmit tdahöchſtenExponentenvon

x anfangen,undwirwerden dreyFalleunterſcheiden
R ER

a << al
A a =a

die entſprechendenFormelnſind:
/ B CE

A (App i >> -+—...)
BNC ATQA ß e '

—

E ei
furden ten Fallz

/ FA Dacidità

i

A 1 ah
+

xa'-b'
+ 4, E

Í _B C
A + E + - +

è

KX xA
= C

è

Y

— BREE: e
fürden 2ten Fall,

n ats

a

6,

n

xf 2 (A +
e

--
Jae

-- o. 9)

A

“E B EAD
i

AS
ifs

E
xa—- Cc

E A Ï

S
«

ES
fürdenR Fall.

“Al+ Ds --- + Lia
;

xa

LO
die dritteiſt‘einerbeſtimmtenGrenzefidi,welche

> gleichiſ;dieerſtefann ohneEnde wachſen,und

diezweyteſoÉleinwerdenalsman will;dieſesiſtaußer
allenZweifeldur< AnſichtdieſerFormeln,und durch
das was oben geſagtE

i

e

Bey Unterſuchungder Grenzenin Being:auf die

Abnahmevon x, ſezenwirvoraus,daßder Zählerund
derNennerſogeordnetſind,daß die.Exponentenwach-
ſendfortlaufen;daalsdanna und a‘ die”fleinſtenſind,ſowird die vorgegebeneFunktion

|

»A
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SafA 4 Bub-a “+ E)
A + v'xb'-a' + C‘xce-æ E e)

Wenhñman hier-no< , wie oben die Falleunterſcheidet,
2

a > a!

A A
i Zz

a= Zu

hat,ſo wird manſehen,daß der ſeftedereinzigeiſt,
welchereinerbeſtimmtenGrenzefähigiſt;weil,da diepoſi-
tivenPotenzenxb=2,xe=a eté,undihreentſprechendenim

Nenner, na< Maßgabe, daßx ſichvermindert,immer
Fleinerwerden, ſo reducirenſichdieinder Parentheſe

einggeſchloſſenenGrößenimmer mehr auferſtes.Glied
in telchemgalle,wenn a = a“ vorausgeſeztwird , man

A

Ti- zur GrenzeHat,
Fn Boibeyden andernFallenbleibteinevoftivePo-

nzvon x im Zôhlerund Nenner, als gemeinſchaftlicer

Factory welchesmacht, daß eins oder das andere diéſer
Gliederſih-immer zugleichmit x vermindert, und ſich

endlichganz vernichtenfann; woraus fúrden vorgegebe-

nenBruch ein Werthvon Nulloder größerals jedege-
gebeneGeöße entſtehnwürde (Rr. 5).
_ Vebrigenswerden wir bemerken laſſen,daßman die

Grenzeſowohlfúëdas Wachſen als Abnehmen von x

“findenfann, wenn man ſogleihdenZählerund Nennex
des Bruches, jeden auf ſeinerſtesGlied reducirt,

-

welchesnah dem was man.(Nr.H geſehenhat, in ei
nem uñd dew andernFalleden beträchtliſtenTheildes

WerthesdieſerFunktionen“ausmact; und aufdieſeFe
: werdenwir"fünftigdamitbas
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14.

DiePrincipiendie wir ſoeben gefundenhaben,ſind
hinlänglih,die GrenzenderjenigenGrößen zu finden,
die derenfähigſind,und wir wollen-dieſedurc die

‘zwey- folgendenSägeſchließen, dieuns ſehrnúglich
ſeynwerden.

1. Zwey Größen, welche er preneiner nem:

lichenFunktionſind, ſinduntereinanderglei,
Denn,tvenndieſesnichtwáre,ſo würdendieſebey-

den GrößeneinenUnterſchiedhabenz folglichwürde als-

dann diegegebeneFunktioaſichnichteinerund der andern

dieſerGrößenmehr als eine gegebeneGrößenähernróns
nen’,welcheswieder die Erklärungder Grenzeniſt.

2. Wenn zwey Größen unter einander ein

unveränderlichesBerhôltniß beybehalten,fo

“iſtdieſes das Verhältnißihrer Grenzen;dies
iſtdurchſichſelb ſchonklax.

Lg:

Entwi>lungderFunktionenin Reihen,
1, Von den algebraiſchenFunëtiouen.

Wir wollennun zu der Entwicklung.der Funktionen
inReihen übergehnund mit dieſer(p + x)" den An-

fang‘machen.Obwohlſieih faſtin allenElementar-

Büchernfindet,ſoglaubenwir doc, daß, da die Art,
wodur<man dazugelangt,ſi im ſtrengenVerſtande
nur aufden Fallanwenden läßt,wo n eineganzepoſiti.
ve Zahliſr,wir hierdaſſelbeaufs neuedur<ein Ver-
fahrenertoeiſenmüſſen,welchesdieſerEinſchränkung
nichtunterworfen“iſt,Ueberdies,darfman nur wenig

ELIE, in
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“in der Analyſisbewandertſeyn, um zu wiſſen,daß der

Ausdruck(p + x)",welchenman gewöhnlichNewton zu-
_ ſchreibtzur Entwicklungaller Funktionendienet;daher
‘iſtes ſci>lih,bey AbhandlungdieſesGegenſtandesmit
dieſemanzufangen.

Die Anſichtder erſtenPotenzenvon (1 + x);nem-

lich: |

|

+) =14+ «x

a+ =1+2x+s8

u+=i +3 +3 +s

C+) =1+4 +6 +4 + À

etc,
LA

leitetim állgemeinen®vorauszuſezen
:

(+= 1 + Ax + Bx + C 4+ Dx = etc.

wo ‘dieCoefficientenA, ß, €, D, etc. von x unabhängige
Zahlenſiad,ſo,daß fie,welhen Werth man auchdieſer

SOEgiebt,immer
dienemlichenbleiben.

“Aberman hat

(CP+ x6=
=>

(2 =<RL
wennmannun

in dievorgegebéneReiheZSſtattx

Venet,
#0wirdmanhaben: |

:

(px pa+A 207>Pp EE Ce+ vz+...)
und indemman‘dieMultiplicationdurchpoLollfähret,fômtheraus(1) « «z

:

(PEI pv + Apri 4+Bprr2x?+ Cpr-3x*
Tt Dp e

éáneGleichung,die unabhängigvon einemjedenbeſondern

Werthe,welchenman p oder xgiebt,richtigſeynmuß, wenn

:

:

:

die



Einleituúns, ZT

'

die“ CoefficientenA, B, C, D, etc, ſci>li<beſtimmt
erden *)

Wir wollen‘nun-oirküieRdaßx fidin x flu
verändert,ſomüßtenanalsdannhaben:(2) :

(p-+x-+u)a

*) Weun wan ſagt,daßdieſeGleichungunabhängigvon éi-

pein beſondernWerthe von p oder x beſtechenmuß, ſvverz

ſteht.maù dadurch, daß alleihreGliedèrfichuntereinan-
dex vernichtenmüſſen,ſodaßfür dieſeGrößen keineBe-

ſtimmungdaraus erfolgt,Wenn man zum Beyſpiel
A (Þ +) =p + 2px + x

„hâttezſo iſtlar, daß wenu man den erſtenTheilder Glei-

cuúgeutwi>elt,ſd wúrdeman findet,daß er aus den
'

pemlichenGliedern)wie der zweytebeſehct,und die

Gleichungwürde folglichfürjedenWerthven þ und x

richtigſeyn.- Mit der Gleichungþp*°+ x = 2px
würde és.ſichfchonandersverhalten,Dieſekaunnicht.für
alleArten voyWerthenfürp und x beſtehn; es ifdurchaus

nôthig, daßeinedieſerGrößen Lurch,die andere bettinimt

ſey.Die erſteGleichungiſ von derjenigenArt de man.

‘identiſchenennt. Man ſiehtâlſo,daß jedeidentiſche
GleichungkeinVerhältnißzwiſchenden Größenauſſtelit,die

ſieenthlt;ſiebeweiſetnur, daß ine gewiſſeBedingunger-
fülltiſt,ovdèrdaß cine Wahrheitſtattfindét.Wenn wan

ſichvorſeßty éineAufgäbeäufzulôſen,und man die Gleie
"<ung gefundenhat, welchedieAuflöſungdavon gebenniufß,
ſo iſtdieſeGleichungnichtidentiſch;wenu man aber durch
ein beſonderesVorgefühlvder durchfremdartigeBeträchtun«

gen,den Ausdru> der unbekanutenGrößenerrathenhätte,
und mándieſen in der vorgegebenenGleichungſtattjeneran
die Stellecute, dann würdeſie identiſchwerden; woraus

folgt, “daßwenn man einen.Lehrſasausſagt, und

ihnhernachdurchdenCálculbeweiſet, j0 wendet man im-

plicitenuridentiſcheGleichungenanz nanfannalſoau.Syn-theſisin derAlgebrahaben, è



32. 2 EL Lees

EE = pn + Apr-E (xu), + Bp-2 +80)
“t Cpe3s u) + Dpr (x + u) ider

Man kann aber dieſeGleihungauch unter einerandern

Form darſtellen,wenn man. p + x=9g ſeßt:dann

wird(p + x + u)»,(q + u)"werden,und indem man

g an dieStelle von p, und ù an dieStelle von x in
der

iets“E C1)ſowird ſichagasfolgendesergebenC)
(9+ ES gs+ Ag-Iu -+ Borsu°+ Caru° “f=

Dqn-40° Fe

Die zweyten Hälftender Gleichungen(2)und (3) find
nur Ausdrücke ciner und derſelbenGröße, unter zwey

verſchiedeneFormen gebracht; man kannſie alſogleich
ſegen,welchesgebenwird:

|

|

j

prApn-(xu) + Bp-2 (x+u)] fgr-+Aqn-Tu+Bgn-2u?
Cp fa Faas xu) Ea LE N a 4u"

ML
:

+...
:

‘um aber diezweyHálftendieſerlegtenGleichungmit
einanderzuvergleichen,muß man in der erſtendie Po-

“ tenzen(x + u) die ſi da finden,zuerſt.entwickeln;
wenn man nun die Gleichung(1)nachahmt,ſowird man

ſehen,daß manannehmenfann :

AS SU

EEE LE n

a

vi 8: ugs
(«4 u) = + at xu + bxu?+ cu!

|

(x + u) =>! + avxu + b‘vx%u?+ c‘vxu?+ dvi

etc, x a
;

wo die Buchſtabena, b, c, d, eté, die ven x und ú- un-

abhängigenZahlenbezeichnenund derAccentden ſie.ha-
ben andeutet,zuwelcherPotenzſiegehören.Fndem wir

dieſeWerthe an ihreStelleſezen,und ſieſoordnen,
daß
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daß alle Glieder von derſelbenPotenzu ſi<in einexvers
tifalenColumne befinden;ſohatman (4.

po
°

+ Apt-T al
-

-+Bpn= 21‘
Î

+ Cpi-3c‘/
“Apts + Bp-2a‘/s pn 3b PUPIACIS /

+ Bp 2x [+Cp-3ax Tu Dps-4bvFut To?
Cp Ix “Dpr Aglvx Ee

cf

e |AS

ES D
|

“|
I BS

te y

u +. +4 P=qn+Aqntu4Pqn-2u°4Cg.Iu?Ce

J
'

-

: /

e Dqr-4EE Ts

Weilder Werth von x in derGleichung(1)ziibea
“

ſtimmtbleibenmuß, ſo iſtleichtzu ſehen,daß in der

Gleichung(4)von x undu eben das geltenmuß, da ſie
nur’ eineFolgeder erſteniſt;‘nunkann eine ſolcheBe-

“ dingungnichterfülltwerden,es ſeydenn, dasdie Gleiz
“<ung (H unabhängigvon uidentiſwird.,das heißt,
daßdie Größen,welcheeineund eben dieſelbePotenzvon u

in der einen und ín der andern HâlftederGleichung
multipliciren, ficheinanderwe<ſelsweiſeaufheben,:

Wenn man zuvödrderſtdie erſteColumneedesHälfte
vergleichet,ſofindetman

p'-+ Ap-Tx + tpe 2x?js Cpu8x Pope. =9qs
welchesſelbſtzufolgeder HypotheſeeinidentiſchesReſule
tatiſtweil qu = (p + x)".

Wenn man zu udeon Columne übergeht,ſo
findetman

: Apta‘ + Bpr-puttsCHIBat 4 DaA-Aatex)dts
= Aqn- x

eine GleichungwelcheCalboolidiſt,die Coefficienten
1, Theil

|

C Bee,
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A, B, C,D,,. . zu beſtimmen.In der That,

|

e LHS
A P + x

wenn man ſtatt(p + x)" ſeinenAusdru> ſetztund den -

Nenner wegbringt,ſo wird nian haben

(Apn-Ta/+Bpn-2a‘‘x+Cp 3a///x4Dpn-4amvx?+, ) (px)
= Apr A° pI Ix ABpn-2x+ ACpr3x?+ ADpr4ax

und wenn man die
AugcarigheMultiplicationwirklichvorz--

nimmt.ES i

Apra!+ Bpo-Ta/]+ Cp] Dpa
+ apn ta! +Bpr-2a/ j +Ccpr3aj

mApo + A°po-Ix+  ÁBpt“2x?+ACpn-3 x.

Bey allendieſen e muß man nichtver,
geſſen,daß A, B, C, D, . Zahlenſiſind,ínwelchen
tvederPp,noh x” no<.u ſeynfönnén;-man mußalſodieſe
Gleichungwie die Vorhergehendebehandeln,undwenn
man die.Coefficienten“jederHotenzvon x, in Bpnea5
Hälftenvergleicht,ſowird man finden|

A='Aa <A ſA = Aa‘

ACA — 2!)M i

__

BN

A =Ba/A EB
EEEREA

=

worausmanziehettcUN
— a)

i EK ES al) :

Ss

i AC=DaYCalE loA=
i ZZ L a‘v

etc. CLE

DieArtwie fi<dieſeGleichungenbildén,iftein-
“ leuchtendgenug, um dieſelbenſo weitfortzuführenals

man will,und man ſiehtleichtein,daß,wenn Ppn-mxm

und-Qpn-m-xxm+L  zvey gufeinanderfolgendeGliederder.
“

Entwicklungvon (p+ x)®vorſtellen,man habenwird
i

AP = ES juPa‘ ++(m-3),
; welches
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welchesgiebt
)

:
Í

Ss

= A
E a 40) Y

j

ein Auédru>in welchemm feine Potenzvon as ſondern.
die ZahlderAccenteanzeigt, rs dieſerBuchſtabehas
benmuß, OS

Wir werdenbemerken,daßdie CoefficientenB,C,D,
“allebeſtimmtwären,wenn man a/,a‘4,a//u,ſ,w.A fennte;z
aberdieſeleztenſindweiternichtsals dieCoefficientendes
zweytenGliedesindenPotenzendes Binomiums,welche

DIE Zahlen.2, 3 «+ +0 Zu Exponentenhaben.
Hierausfolgt,daß man aus demzweyten Gliede dêr

: Entwicklungvon (p+ x)" alle übrigenableitenfannz-

denyda Ader CoefficiéntdieſeszweytenGliedesiſt,ſo
muß man darausa!s aus beſondernFällendieCoeffi-|

cientender zweytenGliedervon ME7AK),(P4 x)
‘(+ 9°.

-

, folgern.

Man ‘weißſcon,daß die zweytenGliederdieſer
„erſtenPotenzenx; 2px» 3px, « + ſindses iſtnatúxlih.,

_ Hierausanalogiſchzu“ſchließen,"daß derCoefficientdes-
__ ¿weyten“Gliedesvon (p SFA) nps ſeynwird.
Es bleibt unsalſo nur übrigdieſeBehauptungzu bewei-

ſen,um im Standezu ſeyn,alleCoefficientender00ſudetenEntwicklungGna 2

“Zu dieſemEnde bemerkenwir,daß
EM “+ TT = —+ e eEEA

|

undfolglich=

ZE

(1+ 204.fx 4 Ax px?asE »(1E x);
i

E
wird man ableiten a

Bi

:

C2 E



“8. Einleitung.
E _j+ A7 ni E

; AE HEE EA MA

ein Reſultatwelchesuns zeiget,daß wenn der Coeffi-

‘cientdes zweyten Gliedes von (1 + x)",A iſt,der Coef-

ficientdes zweyten Gliedes von (1 + x)"#", a +1

ſey; und daß folglich,wenn der Exponentſi< um
eine Einheitvermehrt,dieſerCoefficientauc um eine

“Einheitwachſezaber ſeinWerth fürdie erſtePotenz
C+ x),iſtIz -er twird-alſo2 fúr das Quadrat z fúr
den Cubus, und überhauptn fürdiente Potenzſeyn,.

:

DievorhergehendeArt zu ſ<ließeniſtnur da an-

wendbar , two n eine ganze Ee Zahliſt;aber geſetzt
wirhätten

ES

LE

+T = +b A LEBE LC :

tvenn man diezwey HälftendieſerGleichungzur Potenz
"_m erhebt,nachdemman derKürzewegen

CEE

Ax + Bx? +... = Mx
gemachthat, ſowird man haben.

(I + x) = (1 + Mx)m,
Sas Daabernur

:

fa zweyteGlied geſuchtwerden ſoll,
‘muß ‘man in der Entwicklung-beydieſem GliedeWE
“bleiben,und weil vorausgeſeztiſt,daß m und. n ganze

- Zahlenſind,‘ſowird man 1 + nx = 1 + mM», haz

ben;wenn man wieder-fürMx ſeinenWerthſet,indem
Baafihauf das in der erſtenPotenzx multiplicirte

| Gliedeinſchränkt,ſokömmt heraus:
;

,

e

: nx = max, folglichA===
Es ſeyendlih Tf AE

E (1+ m ='1+ Ax + Ve ces
“man wkêiß,daß

E:
i

ERE E , (1—x) i
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|

(1 + x)m E EZA

AZ x
“und folglich :

Ws
TL

(1 E x) m GE xm. = 14
ſeßt-man wie oben

11

(1 + Erz I + Ax ZABx? + ae

multiplicirt,und dieſeEntwiélungmitderAE #,

PLU ſo wird man haben
ERE B ]| Lf

LE + AA > +... =0:
N EJ

nunña dieſeGleichungfürjedenWerthvon x ſtattfin:
den, es muß alfo Y f

A AE A e :

B + AA 4B =o
etc, ſeyn,

Da wir aber nur den CoefficientenAA nôthiahaben,

fowerdenwlr_uns nur mit der erſtendieſerGleichungen

beſchäftigen,und daraus ziehen:A‘ = — A oder in-

Ï e

7

; ;

È N

dem wirx fürA ſeinenWerth ze ſeen

A! —— —,.
2

m

Wenn man dieReſultate¡üfänimnêaſielltleswu man
ſehen,daßdie zweyerſtenGlieder :

FAF xn SPIE DE
d

n
h

von 4 (1+ ns find¿
les+ KK

{I + xm
i

VALE
ES

Mon
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Man kann alſobehaupten,daß,welcheZahl n auh
immer“vorſtelle, wenn ſienur rational ift,die

zweyerſtenGliedervon {1+x), 14nx ſeyn wer

den.Wir werdenin derFolgezeigen,daß der vorherge?
f hendeSat, immerwahr iſt,wenn auchn eineirrationale

'oderſelbſteineeingebildeteGrößewäre6
L7,

Wir wollen die Gleichungen
A = Aal :

ÄR =
——-

vy

Beaten
GSA as

E E a

ait.

C (A — a)
=

O [

D=
l

8

EN
Ê-

4M D407 E ME

; P (A —. am)

; a(mn+L) J

ete,
iV

:

E

Da iobatisaale:Größen Grenzenfiud, welchenſi" ratig-
nale Größenvon beydenSeitfeuohne Ende nähern,ſogilt
‘auchalleswas von dieſenlegternwahr iſ, auc 003 ihrer

Grenzey unddaher.giltder von Lacroixhiergeſührte
- Beweis, ‘auh fürirrationale Exponenten. Even
ſo ſiehtmanu leichtein,daßwenn der Exponentals eine -

veränderlicheGröße betrachtetwird,dieſesaufder

“
Formder entwickeltenPotenzfeinenEinflußhat,da die

Form von derGrößeder Beſtandtheileunabhängigiſt,Die
Potenzals eineFunktiondes Exponentenangeſehen, iſtein
Glied einergeometriſchenReihe,deſſenStelledur< den

Exponentenangegebenwird, E
|

: Unmsg-
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wieder vornehmen,indem wir e =, laz#2; all=S

atv =

4.
A ==n machen, werden ſieA = n geben-

-

Cus 2
Sa 2

0 (o2)
/ D

N

2 -

R tr== 4 (n-—*2)-
RTE

Lt

E

RIO
qe

REEE

i

# 3 E

D zes EE = A
Le

aL ES

4 E D 4

i ler LSEE ELAQ
mE

etc,

Der-Auédru>
|o enthältdas allgemeineGeſetzder

Coeſficientenund zeigt,wie ſi jedervon ihnenausſei:
nem Vorhergehendenableitet. /

Wenn mañ dieeben gefundenenWerthéſubſtituirt,ſowirdman haben

E

R | USH [

SE RES2) E 2),
(14x) = / : ES O

| E
(n= TN)ES @—— 3)

E
PERE E CIO

und wenn dieſeFormelbis zu dem Gliede wo der Expo

nentvon x, m iſ,fortgeſetztwäreywürdeman fürdie?

ſesGliedfiaden.
:

DMD. —m +9)
Atlas 3 PES m

1 E C 4
=

DA

UnmöglicheGrößenwéerden-bekanntlihwie wirkliche

behandelt,und daherfaunauchderExponent ſogarun-
mögli ſeyn,

Alles Geſagtegiltauhvon demgleichfolgendenpoly:nomiſcheuLehrſas. :
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Da dieſerAusdru>für ſi< ſelbſtkeinen
: beſondern

Werth hat,wenn man“ nichtan die Stellevon m eine'
gewiſſeZahlſezet,ſs dient er jedesBlied der For-
mel vorzuſtellen,indem man m gehörigeWerthe bei-

legt;dieſerUrſachewegen bezeichnetman ihnunter den
- Nahmen des allgemeinenE von der A

A
n

des Binomiums.

Die Reihedie wir ſoeben für dieEntwicklungdieſer

Potenzgefunden haben, endigetſi niht,wenn n nicht
eineganzepoſitiveZahl iſt;denn damitdieſesgeſchehe,

:

“muß inderFolgeder Factoren
14 O TE E DLO,

ficheinerfinden,welcher'gleih0 ſey,und dieſesfindet
niht ſtatt,wenn n negativoder gebrocheniſt.

i

/

TR

:

Wirhaben, um die CoefficientenA,B,C, D, zu fins
den, nurdie durchdie erſtePotenzw inderGleichung
(4 multiplicirtenGlieder‘angewendet;indeſſenhättenwir

doh Rechtzu ſchließen,daß die andern in jedemGliedso

identiſchſind;dennwenn dieſesnihtwäre, ſowúrden

. darausneue Gleichungenentſtehn,denen'man unmöglich

— genugthunkönnte,weil die Größen A,B, C, D, «.

ſchonbeſtimmtſind,und es folgli<nichtwahr ſeyn

würde,wenn man ſagt,daßdieEntwi>lungvon SAE
:

durcheineReihe
I +x + Ax 4 Bx? + ext e E €

"

die allenWerthenvon x zukäme,dargeſtelltwerden

könnte. f :
|

Obgleichdieſe-Schlüſſeauf eine zureichendeArt, die
_

Rechtmäßigkeitder Entwicklungdiewir erhaltenhaben,

'zu ‘beweiſenſcheinen,ſowerde ih do< um nichtszu
wán-
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wün�cen übrig zu laſſen,no< darthun, daß die andern

Glieder der Gleichung(4)ſi gegenſeitsvernichten,
“Zu dieſemEnde werde i denAusdru>-wiedervor-

nehmen

E Apn-I(x+u)+opus(x6 + Cpm (x+u)
x Dpn>4 (x + u)?

wovon dieEntwieklungdas erſteGlied dieſerES
_ausmacht,und i< werdè wahrnehmen, daßmandieſe
Entwiclungdur<HülfedesVorhergehendenbewerfſtel-
ligenfann, weil.dieCoefficientenA, B, C, D; ¿bes

ſtimmtſind. Je ſuchealſo,dur< welcheGrößeeine

beliebigePotenzvon u,zum Beyſpielun multiplicirtift,
“Es iſtleichtzu ſehendaß man zu uw nicteherkommen
kann, als bey dem mit (x + u)" behaftetenGliede, -

* aber wern man von dieſemGiiede ausgeht,ſoſindetman

vn in alleniA Gliedern
;

: ſo,daßwennman die

“Potenzen
:

(x + a a,+ GaisWA
entwielt,und anſtattvonx anzufangen,vonuanfängt,
welchesgleichgültigiſt,ſo wird um im erſtenGliededer
erſtenEntwickelung,im zweytenveszweptenEntw:ang
und ſo weiterſeyn. i

Wir wollenalſovorausſeßen, daß manindervor-

 geſeztenReihefolgendeGlieder habe:
:

Ppn-m(x+u)m+Qpr-m X

(x08,m+x +Rpn-m-22 (x-+nvta
|

/ E SPEC PDP
Hieraus wirdfürdesAE von uy folgendesenteſpringen

: /

ParcfGinREESELE
GENSSIA

“,

K
i

f

E EES aber



E CLE
“_ aber nah dem Geſes_das wir in Beziehungauf die-

Coefficientender EntwieklungvonSE E A gefundenha:
ben,muß man haben

Bi bat p Ce iS
D

i

S

:

m -{-I
:

TSE _—_
G—m) (==

|

mt 2
i (m+ 1) (m+2)_

H

E
“(n—m* _2)___(a—-m)(—Mm—D (n—m—2),

i:
2

m T3Ne Bi«+t 1) (m2) RD
êtc. A

“wennman, dieſeGrößenfubſtituirt,und dieReductionen
E

die ſicvon ſelbeergeben,ſo wird man finden
(n—m)(n—m—1)

P fartOm)pe--m- Txt

Cd

Edit

BEA
A
PA

PIES
EN E m -

1) (n—m—2)
SS SS

Esifleichtzu ‘erkenneny, daßdie in der-Parentheſe
eingeſchloſſeneGröße-nichtsanders als die Entwicklung
von (p+ 599-9ſey,Der Coefficientvon.uú twpird'aſſo
‘indererſtenHälfteder GleichungP(p+x)o-mfeyn;aber

im zweytenTheileiſter unſtreitigPprm=SP x)u-m
die Jtenditätiſtalſobewieſen.

Solang auchdievorſtelendenRechnungenſcheinen,ſo

verdienenſienichtsdeſtowenigereine beſondereAufmerk-
ſamkeit,teilſienur auf die ſtrengſtenPrincipiengegrün-
det ſind,und weilſie,wie man baldſehenwird, zu els

ner aréßenMengeebenfoiriaan: alseleganterRas
tate leiten, i

p= I e E D +

7 EE
y D A

A

ta
;

y

5

e
i

2

e
Eziſtleicht.ausder EntwilungderPotenzn desBino-

miuns,dieEntwicélungder nemlichenPotenzfaseinbeliebiz1
E ges
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„ges“Polynomium(abe Fd Fe E abzufeiten.
"Umauf eine bequeme Art dahin zuicléndértverden wir

_der Kürze wegen die Entwicklung.von ‘a + b1» dur<

an FA au-Ib + Ban-2 b!
tt

Can+- 3b? Pa y

vorſtellen.
¿

Weinman jetztvorausſetßt,daſfibin b fs
verändert,ſo wird das Bineiiius(a Tb) das Tries.
“_nomiumGE b + c) werdenzund ma müßtein dex

vorhergeheadenEntwicklung
:

_b+ c),(b+ c),+.
ſtatt.BS D E ETOP durchdieſeSubſtitution

t

wird maa finden: de
LE

: BA, HLA Fe Rs 7

E Lei
“an-- Agu-I panaEf LB EE

22

j [ E IFE
LeEES re S te

einReſultat,bis man leichtſoweitman willfort-
ſeßenfann.-Es ſeyalſoNan-n'þ»'dasallgemeineGlied
von (a+ by";fo wirdes ſi in

E (b +T e umán-
dern,und wenn man :

E n=br“+ Abu
x eB/ba’-Zet + Cbni- 36?+.

CNE tsiAA

4

aS: ſoSs es.

E hne ; St
: = Al bot-I cf

AER! fen ÀBp 2 cf |
Nan-n?:CSS

e
:

[fiin[
: («Clo alis

Wenn man dieſeEntwicklungmitAufmerkſamkeitbe-

“trachtet,#0bemerktman bald
y daß

in eE, Gliede
aus

Ï
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aus welchenſiebeſteht,dieSummeder Exponentenvon den

Buchſtabena, b,c, u. �,w, immer gleichn iſt,welcheaber
“

übrigens,jederbeſonders,alleWerthehaben, die dieſer
es

BedingungGenüge thun können ; man ſiehtüberdies,

daßdas allgemeineGlied, das iſt,jenes,welchesnur

unbeſtimmteExponentenenthält, zu ſeinem neneN N/an-n'þbr'-n"ca”abe,
Wir wollennochſchen,daßſid.cin (ce+ 4) ver«

“

ndert und daß man/habe
:

(c+ du =" Aien"-1d+ BR“2 dicen 3 Pers
:

+ N“en-nent

“wenn man dieſeEntwicklung-an die Stelle vow cus im

vorhergehendenReſultateſctt,ſowird man finden,daß das

allgemeineGlieddesQuadrinomiums BSA
ſeynwird>.

Geh nene bn/-ndcnn and

Es iſtleichtdieſesVerfahrenfortzuſeßen,undmán

ſichtſchon,daß, daN“ dnn cu das allgemeine

Glieddes Binomiumé(à + eu! iſt,jenesvom Quin-

tinomium (a +b+c +'d + en folgendesſeyn
müſſe:

p

NN“NN“ an-n/bn/-n!!c PUPS da nu aul

UmjedesallgemeinenGliedzu haben, ſoiſtwei

tér nichtszu thun übrig,als an dieStellederCoeffis

cientenNN/N“N“.. „threWerthezu ſetzen.

Weil N derCoefficientdes Gliedesan-2/ by! in dex
_ Entwicflungvon (a+ b)»iſ , ſo hatman

:

/ GEE)
Epl e Pi SE pe

n

Wenn man în dem Zählerund Nennerallezwiſchenx und

n-— n“ incluſiveenthalteneFaftorenaddirt,ſo toird

ſichderMesdieſesAusdruckesnichtverändern, und
|

fan



Einleitung. 1
mán wird -dann haben E

, LS R ALM

E I . 2 : è. n SÉ L . 2 . FENNn — nl

Man kann N“ von N ableiten, indem man n in n‘ und

Win n“ verändert, ſowird herausfommen
I By 2 * .

Rues,
. 4 „. . n

ees E A Be
eben fawird man haben

i
j

NCA LS a A eds LDS
Iii E GBC LD a NEN 4

ot ES DE A
N‘ =

à

Í

vih

z 1

——,

La a AL

N=

Wenn maridas ProduktN NNN“ macht und alle

dem Nenner und Zähler -gemeinſchaftiichenFactoren
ausgelöóſchtwerden, ſo wird man finden

LNZ baaa bbb bond bus

Iii (An) XI. 2. n TEIN Ts Bes

/

E RLS LE E TE RM

< NN/N“N =

(n—n XL 2. (N/—n X L.2.6 ‘nr /

ſ n —n/ =p

| n — n = q

es ſeyzur Abkürzung4 n — n= rr

| n — nV = 6s

-

L n =t

indemman dieſeGleichungenaddirt, wird heraus-
Tommen p + q+r+s+t=n, und man wird zum

allgemeinenGlieddes Quintinomiums
Ga ba CE ÆH O

:

haben
ze

es

E ES :

—aPbIerdfet:1.2. PX1, 2 UKE; TCL RR
woraus

t
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46 Einleitung.
tooraus es leichtiſtdaſſelbefürjedesbeliébigePolynom:

“abzuleiten. fs

Durchdas Mrs Gliedwird die geſuchteEnts

twicfiungzebildet, indem man beobachtet,daß"es- alle
i PotenzenjedesdieſerBuchſtabenD e eL LPO:

TL

o bis mit n énthaltenmuß,und daß die Summe der

Exponenten,in welchemGliedees ſcyimmer mit n glei

ſeyninúſſe.Was ‘denNummeriſchenCoefficientenanbe-
langt,ſozeigtdie vorhergehendeFormel,wieman ihn
von den ExponentenderGliederzudenener gehörtab-
leitet.
i “Um einBeyſpielzu:‘geben,werdenwir (a-+b+e+)s
nehmen:indem wirdieEntwieklungdieſerPotenzinBe?
zugaufeinénund ebendenſelbenBuchſtabenordnen,geſeßt,
daß dieſesa ſeh,ſowird man nur noch alleGlieder die

jedePotenzvon a enthaltenmüſſen,ſuchendurfen;ynd
dieArtwiewir jenediezu a°gehören,bilden,wird zei-
gen, wie manſichdabeyfürjedeanderePotenzzu vers
‘haltenhabe.

Wirſchreiben
e n

:

ae | C

abc :

:

*

2 45

E ed E
E

abe i

edt :

i

Lts

a2?bd
“ Miewerdenuns nichtaufhaltendieCoefficientenzu

biſden,weilgar feine Schwierigkeitdabeyiſt,
'

wenn
Í

manſicherinnert,daßman ſichbeyjedenBuchſtabenderfei-
[nen Exponentenhat,dieEinheitals Exponentdenkt.

Wenn n ‘ein Bruchoder eine negativeZahlwäre»,
ſo fönnte diedur dieGleichung :

:

:

p+g+r+g+Þt,=n
-

1

aus

:



Einleitung AT

vati Bedingung{wer zu erfüllenſcheinen;abèe“
man ‘wirddieſeUnbequemlichkeitvermeiden,wenn man

i

dem Polynomiuma+b+c+d+t e... bie Form

einesBinomiums(a + )" ‘giebt,indeſſenEntwieklung
man an dieStelleder Potenzenvon x, die nothwendig
poſitiound ganzfeynmüſſen, jenedes Polynomiums

ab ede
i

ſehet.
=

O
x

Man fónntevon den vorſtehendenSeranGedraus
machen, UM /

(à + bx+cx?SlTesta
nachdenPotenzenvon x zu Ett man kann Aber;

aufeinéeinfachereArt dahin-gelangen,
'

wie man ſogleich
ſehenwird,“ Es, iſtausgemacht,daß man vorausſegzen
kann

'

(E 4br + bp dx je
u: Si: DE + cx + DP EXP M,

denn, wenn man denerſtenTheildieſerGleichungunter
der Form eines.Binomiums (a+k)nſezet,und entwielt,-

ſowirddas Reſultat,was auchn immer cy, nur ganze.

undpoſitivePotenzen,vonk, von dererſtenincluſivean,

enthalten;und wenn man folglichan die Stelledieſes
legtenBuchſtabensſeinenWerthſecte,ſo würde dieſe

__ Subſtitutionnur ganze und poſitivePotenzenvonx ver:
__ ſ<affen.Dieß feſtgeſetzt,#0würdeman,wennſix in

X + u verändert,folgendeshaben...(H «
A

[a+ib(x+u)+ c(x+Pu)!+ a(x+u)’+...]n
= A + B(x+u)+ E BSZEE id E(x+u)°

AAE

Da dieſeGleichungunabhängigvon ‘einembeſondern
Werthe

|



42 Einleitung.

Werthevon x und von ‘n ſtattfindenmuß, fomüſſendie
__

Glieder, ‘welchein derEntwicklungder einen und der

andernHälfteder GleichungjedePotenzvon x und w

multipliciren,identiſ<ſeyn.Wir toollendamit anfangen,

inBezugauf u zu entwi>eln,- indem wir uns auf die

Glieder einſchränken,welchedie erſtePotenzdieſerGröße

_multipliciren,und uns ſoglei<mit mserſtenHâlfteder

Gleichungad E
:

DieFunction
Â fl x + D) +e + + dx + be ¿

wird -

i

thE dr T4

1 bu PAecxu F3dxtu I
Pes +3dxu?

0

ES
Man ‘mache-um abzukúrçen

a+ bx + cx + de pP

(Dt Sex + 3d DL,

al (en+ 3dxu+ SRLSS
| etc,

ſowird man pavesz
|

pn-2qu?‘..

n(n — T1)
PAE PE EQ E

da wir aber nichtüberdie erſtePotenzvon u hinaus-

achnwollen, ſo werden wir “nur die zwey Glieder.

pn + nP2-19ubetraten, Jndem wir für qu ſeinen
Werth ſeßen,wird man ſehen,daß man die zwéyteLi-
nieunddie folgendendavon ausſeließenmuß, weil-ſie

zu,u* und zu höherePotenzengehörigeGlieder geben

wourden;es wird alſozum Endreſultatherauskommen
pl «þ npu“t(b + 2cx + 3dx?+ Ju

| 2E

j Vir
-
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Vir” wollen nun zur zweytenHälfte der Gleichung
(1) übergehen; ſiegiebtſogleich

à + Bx + C+ Dx? + Ex*

+ (6B+ 20x + 3Dx?

e

SE ett.

+ 4Ex?+ etc.)u: SeerſteLinieiſtni<tsanders,als der füc
(a + bx + cx? + D:

oder p" vorausgeſezteWerth ; man wird alſodurchVer:
gleichungder

ES
von u, haben

Fs 18S *4-4Ex?+etenpn-I(b42cx+3dx*-+

aber p'-1=
e
mt

X

ſettman ſtattp" und p ihreWerthe‘undbringtdie
Nenner weg, ſowirdman finden

n(A-+Bx+Cx°Dx +Ex*+etc.).(b-+2cx+3dx*4-4ex+...)
=(B-+2Cx+3Dx?4-4Ex?etc.)(a4bx-+cx+dx*f+ex*etc»

vollführtman die angezeigtenMELON ſowird
man erhalten

nbA+nbB [x +4 nbc

=+2ncA +2ncB
-+3ndA

_l’aB4+ 2aCtx +3aD

-+ bB | +2bC

= +e

E]

x + nbD

-+-2ncu

4 nd!

+4ned

x? + 42aE

+ 3bD

-+2cCc

+ dB

x?+ nbE[x* etc.

-+2ncD
;

-+-3ndC

_+4neB
+ snfAl-

x?-+-Zar Ff
etc,

+4bE

-+3eD
-2dC

+ eB

|
|

Wenn man dieCoefficientender gleihnahmigenPotenzen
von * vergleicht,ſowird man finden,

/

I,Theil  aB=A



ELS Einleitung.

aB=nbA
HAU (SHREK
Z3aD={n—2)bC+(2n—1)cB+3ndA

44aE= (n—3)bD-+(2n—2)cC+(3i—1)}dB+4neA'
_SaF =(n-—-4 JbE+(an—3)eD-+Cn—2dG-+(4n-—1)eB

++5nfA eté,
“DasGeſeßdieſerWertheiſtleihtzu faſſcnz;allie

CoefficientenB, C, D, etc.werdenbeſtimmtſeyn,ſobald-

|

A befannt..iſt;man ſiehtaber,daß es den Werth der

Entwicklungausdrü>t,wenn x=o0, und in dieſemFalle
reducirtſichdievorgeſeßzteFunctión

(a +b + + dx +

aufan,manhat alſoA = a». :

Wenn man nach dieſem:Werthe,jeneE Buchſta-
ben B, C, D,etc, bere<ñnet,wird man leihtfinden,
daßdiePotenzn das Polynomiúms

a+ bx + + dx + à e

den Ausdru>hat :

R
LE

an-2 hb?
0, -+ nav-% bx + 7

3

++ na-Ie j
n(n—1)E an- 3-2 7]e

Me SS
:

n. (0E
E

+  Dan-Id 9

SFan-2 bc

|

4 n(n —-1)



Einleitung,
: GT

n{n—1) Cas (n—3) Aie Ti
AE REZA |

ïü (n—1) (u=2)
Z

;

Tad ET

ñ (n — D

û(n— 1) és
IS

an=3 bc

an 2 bd

_na-Îe 4

a‘A—i).(ûü—2) 3) (i=) _

EE 1
R EBL 4 EE

|

i(0—) (i—2) (1—3)
an-4b?e

AA
| ü(n—L) (1 —2)

E A

22 as
Ts e

n (û—1)
LL

pn 1)
Le LL

«n= 3 bd

c+ eté;

an=2 bé4E
E0
E

än=2Ed

M ñan-Êf.

Moivre, welchêr zuerſtdiefevorſtehendeFormelgab,
“

ließau das Geſetzbemerke, nach welchem man alle

Gliederbilden.fann , dié ſieeuthált;da wir aber keine
Gelegenheithaben werden ſieoftanzuwenden,ſowerden
wir uns bey dieſemGegenſtandenichtlängerverweilen,

-

Wir werdennur änmerkèn,daß es keinealgebraiſche
Functionengieot, die man dur< das Vorhergehendé
nichtentwickeln“fönnte;-denn die allgemeinſtenkönnen

nichtsanders als eineCombinatiion von'Monomen oder

D 2 Polgs



52 Einleitung.

Polynomen ſedn,zu poſitivenodernegativenganzen oder

gebrochenenPotenzenerhoben.

at

Von den tranſcendentenFunctionen.

Wir wollenuns nun mit den tranſcendentenFunc-
tionenbeſchäftigen.

:

Dieeinfachſteunter allendieſenFunctioneniſtdieſe,bie
unter dem Nahmender exponentialen bekannt iſt,

und.zuwelcherman auffolgendeArt kommen kann.

_Exponentialeund logarithmiſcheFunctionen.
Wenn man die Relationbetrachtet,welcheſi<zwi-

ſcheneinem beliebigenGliede einer gegebenengeome-
triſchenProgreſſion,und der Stelledie-es einnimmt,
befindet,und das erſteGlied «. den Exponentder Reihe

a, das geſuchteGliedy, und dieZahlderGliederdieihm
vorangehnx nennt,ſowird man, wie bekannt iſt,ha-
ben y = «ax, Jn dieſerGleichungwo « und a als-un-

veränderlicheGrößenbetrachtetfind,weil man nureine

beſondereProgreſſionzum Gegenſtandehat, iſ‘y eine

‘Functionvon x und umgekehrtx von y; aberdiéſeFunc-
tionenſindeinewie die anderevon einerhöhernOrd-

nung als diealgebraiſchenFunktionen; denn manſieht,
daß man, um y zu erhalten,eine unbeſtimmteAnzahl
Multiplicatíonen, dieſelb in Ausziehuugenvon Wurzeln
übergehnFönnen,verrichtenmüſſe,wenn man x gebro-
cheneWerthebeylegt.Die Gleichungy = we<{ſelt

__- ihrenGrad beyjedemWertheden x annimmt,weshalb
auchJakobBernouilli,der ſichdamit zuerſtbeſchäftigte,

ſie diedurchlaufendeGleichung ((équationparcou-
rante)nannte.

| Die Veſtimmungvon x dur xy anlan-
e

-

“gend



Einleitung. Es 3

gend, ſo fannſieohneAaenditsder Logarithmennicht

ftatt_finden.
Wir werden dieMittelgebendieFunctiony zu ents

wicéeln, und zu mehrererBereinfachung« = 1 annehs
men, woraus y = ax folgt,Wir werden vorausſétzen,
daß a* durchdieReihe

E

As + Arx +A, x°

u

pO A, x? + o.
y

vorgeſtelltſey;A, Ax, Az « + « ſindvon x unabhängige
Coefficienten,und die unterenZiffèrn0,1, 2, « „. zeigen?
denEpponentenderPotenzvon x an,worin der Buchs
ſtabezu welcherſiegehörenmultiplicirtiſt;alſowird
Am der Coefficientvon xn ſeyn. Was mich beſtimmt

hat,dieſeBezeichnungzu gebrauchen,ob ſiegleichein

wenig verwickeltſcheinenmag, iſt,weil es! vermitelſt
ihrerleihtſeynwird,das Geſeßder Wertheder Coeffis
cientenzu entde>en.

Man wirdvielleichtfragen,welcheBetrachtung.die
Wahl der Reihebeſtimmthabe,und warum ſienachden

ſteigendenPotenzenvon x fortgeht.Es wirdleichtſeyn
auf dieſeFragen zu anttyorten. DieFunctionax. wird

wirklichder Einheitgleih,wenn man x = 0 matht;
und wenu man der’ReihefolgendeForm gegebenhätte:-

D +++
ſo ſichtman, daßfúr x = 0 alleGliederdieſerReihe
unendlichgewordenwären,unddaß ſiedaherdievorgege-
bene Functionnichthättevorſtellenkönnen. Ueberhaupt,

wenn die Form der Reihe der geſuchtenEntwi>lung
nichtzukömmt, ſoführtderCalculaufiiederſprechende
Relationen zwiſchendea Coefficienten.Hierausfolgt,
daßman, um auf die ReſultatederMethodeder unbe- .

ſtimmten Coefficienten,die "wir hieranwenden,
GW 5 ſicher
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: 54 Einleitung.
ſicherrechnenzukönnen,ſicherſtverſicherthabenmuß,
daß man keine

-

widerſpre<hendeRelationenantreſe,ſo
weit man au< den Calcul treibt; dafürwürde man

für den Fall,wenn dieReihe unendlichiſt,nur dann ſtez

/ henfönnen,wenn man dasGeſet anzeigenfanny¿wel
themihreGliederfolgen.

Dieſesvorausgeſeßtwenn x, x+ u wiedaſo verán-
dertfi dieFunctionax in ax*+2, weil‘aber die Coeffi-
cienténA. AgsN EN e unabhängigvon’ jedem

-

beſon«
dern E

von x find,ſomußman ebenfalishaben:.
ax = A, + Ax + AX + AS +.

= SS À A E
_endlih

ax = A,+A,(x + u) +A,EK, HE ee

und wegenax ELE axth,muß das Produktdex erſten
beyden Reihen der lezteng ei<ſeyn. Um dieverſchie-

‘denen'partiellenProductezuordnen, iſt‘es hinlänglich,
um eine Stellehereiazurückenna< Maaßgabe als man

den Multiplicatorin der zweyten Reiheändert und alle

“die von einerleyPotenzvon (x—+u) in der drittenReihe
entſtehendenGliederin einerverticalenCelumne aufzu-
ſtellen;man wirdalſohaben:

de + AA, x fp AAx? 4+ AA, A A TA

+ A¿Aju+ A¿Aux + Â,Agus? LIN
+ AAU? + Á,A,ux +AAux +...6

“uf ANU «PAA,

“i+ AWF

ſA, +A,x + A,x? + Arx? + Ax C
+ Au ++2A, ux+ ZAzux? + 4A4ux?+ «+L |

+A u 4 ZAzu?x + 6Aux +,

E Fai iE
+ Azu? E
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Da’ dieſeGleichungſtattfindet,was au< x und u

immer ſeynmögen,ſofolgtdaraus nothwendigerweiſee

daß dieſeGrößen in die Beſtimmung‘derCoefficienten
feinenEinflußhabenmüſſen, und folglichdieGliederin
der einenHälftederGleichung,durchjenewelcheihnen
inder andern Hälfteentſprechen,vernichtetwerden;
man wird alſohabenA? = A,, welchesA,= x giebt,
ein Werthden man úberallſtattA,ſeen,und wodur<

man dieſenBuchſtabenin denGliedernzu ſchreiben,wo

er voréómmterſpart.DurchdieſeAuslaſſungergiebtſich

daß dieerſteLinieder zweytenHälfteder Gleichungmit

der erſtenLinie der zweytenHälfteidentiſchiſt;wir wers

den alſoin der'zweytenLiniedieGleichungenfürdie

Coefficientenſuchen,und erhalten
En D

o

A

A
: = A= —

:

e
; A;A,;= 2A,

:

. A, —

Lin:
É

e

Es A,°
A,A, = 3A,

woraus manzieht?»_ —

Z-
:

:

:

5 |

A;Az — 4A4 E A, mL

BZA
á

.. è J
«

-

N “US EES

}

und überhaupt: | /

AE
A Am-1s=“mAm

:

An =

—

O

N
;

ä 1)
e

2
1.2.32

: |

Da mit Ausnahmedes zweytenA,alleCoefficienten
dur dieſeGleichungenbeſtimmtſind,ſo folgtdaraus,.

daß, wenn die Formdie wir bey Entwicklungvon ‘ax

vorausgeſesthaben,rechtmäßigiſt,diedritteLinieund die

folgendender erſtenHälftevon ſichſelbſtmit ‘jenendier
a

ERO
:

ihnen

[N
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Einleitung.
: ihnenin der zweytenHälfte ERE identiſchwer-

denmúſſen*).
Um dieſeBedingungzu beweiſen,werden wirin

dex erſtenHälfteein beliebigesGlied um xo nehmen;
feinCoefficientiſtunſtreitig

A n A,VynA_m Zz L

E 1.2.3. MmM I.2,34 H DEN ANI «

Das nemlicheGlied un x9, welches einenTheilder Po-
teng m + n von x + u in der zweytenHälfteaus-

"macht,hat zum Coefficienten

A En CO +0 = Dem + Am bu
E E cer ASE

aber

% I< hättemi derMühe überhebenkönnen,den angezeigten
Beweiszu machen; denn nachdemichaufjederSeite derers

fienGleichungdieidentiſchenGliederausgelöſ<ht, und hernach
diebeydenHälftèndurchu dividirthätte,würde ic gefuns

den haben:
s

A,+-A,x+A, Ax! + A,A, Be,
+ A, u + A,Ajux + AAU LP
ſA, + 2A,x + 3Az3x? + GAxf 4

N + A,.u + ZAzUx + Aux,

da aberdieſeGleichungſtattfindenmuß ; was auh u immer

ſey, ſofannmau u=0 machen, jededieſerHälftenreducirt
ſich-dannaufdieerſteLinie,und man hat nichtsmeſr, als
dieweiteroben.gefundenenGleichungen.ObgleichdieſerWeg
kürzeriſtalsjenerdem ichgefolgthabe. fo glaubteih doc
den leztenvorziehenzu müſſen,weil er fürdieGenauigkeit
derEntwicklungnichtszu wünſchenübrigläßt, Und daherje-
nen vollkommenerGenügeleiſtenwird,welchein dexAnaly-
vsnochkeinegroßeFertigkeitbeſizen,

Was ichſoeben ſagte, beziehtſi<ebenfallsaufdiePara-
graphen33 und34, und ichwerdees dahernichtwizdèrhoſen.
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:

arfmFn

aber Am4n =

ELA
wenn man,dieſenWerthſubſtituirt,und die dém Zähler

“und Nenner gemeinſchaftlicheFactoren,nemlichalleZah
len von m + n bis mitm + 1 auslöſcht,ſohatman
zum Reſultate ;

:

Amn

; M E A *

dasheißt,das nemlichewie vorher. DieFdentitätiſt

alſoHane,und,
wiv könnendaraus ſ<ließeny,daß

;

R AIE Ax?
a=1+ += EL E

22.

Es iſtno übrig A, zu beſtimmen;zu dieſemEnde
werdenwit « =

IE
und demnachhaben
4s

f

A.
3

a= I A is + ge ———— -+ A
12 TA

‘èineGleiHung57eine unbegrenzteAnzahiGliederent:
hâit,und von welcherman nichtſoleichtſicht,wie man

den Werth von A, daraus ziehenkönnte;wenn man

aberA= 1

E Lswird ſie
:

j
T

e a=1+7aS
und a wirdA eine beliebigeGröße zu ſeyn:wir

tvollenden beſondernWerth, den a in dieſerHypotheſe
hat,dure vorſtellen,deſſenNâherungéausdru>

2,7182818iſt,
ſowerdentir:ES

60

N xt
eX = I

paa

fte)
Awa

<s

VRAIES PUITS

e

n

1

AR,
qu

D:5 Da

uf
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DadieſeGteichungſtatthabenmuß, was au< * immèr
ſey ;ſ0wid wenn man x = A, ſcßt,herausfommen

ES + ar Eh PURE

1 E BE
idoranéman ſieht,daß a = eds;wenn mandieLogas
rithmennimmt,hatman

1a
A,le= 1a;-undfolglichA; =

e!
i Menn nian abernach dexErklärungder Logarithe
men dieZahle als dijeBaſisdes Syſtems betrachtets

wirdman Fe = 1 undÀ,=l'a haben;ichhabe den

Buchſtaben1accentuirtum anzuzeigen,daßhiervon eiz

ner beſondernArt von LogarithmendieRede ſey,von

welchere die Baſisiſt.Wir tyollendieſeBeſtimmung

zu der Entwicflungvon ax anwéndenundes wirdſi<
“darauseTSeDAN

l‘a Las Lay i

a= += Ere Ss
‘EinewichtigeBemerkung„die man Édeüberſehenmuß,
“ift,daß:die Reihe,zu „welcherwir getommenſind,ims
merconvergent iſt,ſo großauchder Werthvon x ſeyn
mag

i

SEA

RS
/

:

:

Es iſtnemlichleichtzuſehen,daß,man das allge
' tnzin:2GlieddieſerReihedurchES ausd¿ûfenann
“dag unmittelbardarauffolgende--wirdalſoſeyn

:

|Kn+x {

Lie FE j

E wenn das geometriſcheVerhältnißdeseinenzu dem
K

andern,nimmt,wird man E “finden.Wenn man
pe

nun dieReiheweiterFontfcareſo muß man nothwendi!
È

ger-
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__gerweiſeein Gliedantreffen,in welchem n + x größer

iſtals K, und welchesdaherwenigerſeynwird als jes

nes, das ihmvorhergeht;und es iftflar,daß das Ab-

nehmenindieſem gefundenenGliedebeyden Pasgene
dern immer fortgehenwird. '

Man wird dieſeBetrachtungenleichtauf die Re'hen
“anwenden,wodie Zählerdex aufeinanderfolgendenGiiez
der ein beſtändigesVerhältniß‘haben,oder in cine ahne2
lihenVerhältnißfortſchreiten,währendjenesder Nen-
ner immerwachſendfortgeht,

A ans

E
A la e

e

|

p

Weil man A, = E hat,ſo.würdeman dadur<

die Entwicklungder logarithmiſchenFunctionfinden,
wenn man einen Ausdru> von A, nac dei Potenzen
von a geordnet,findenfönnte.Wenn man aber a=1+b

macht,ſowirddieFunctionax zu(1 + b)»*,und faun

vermittelſtder Formeldas Binomiumentwielnwerdcn ;

“man hat ſodann:

a+bK=1+7EA
xx D(x 2)ED

LX 3

ETN feX2) 3. E.
:

e MaB 54 :

nx Uni dieſeEntwicklungmit jenerdie wir Nr. 2x1 ges

fundenhaben; zu vergleichen,muß man ſienach deñ Bos
tenzenvonxE

welchesfolgendeForm gebenwrd:

4 E E 4

x(t

4 2h E — vs E

N 4 ZM RE
,

I
i

S
KES ES

3 3e4 A:

U. ſw,
A

__Das



60 “Einleitung,
Das Geſetzdes Coefficient:nvon x iſtleichtzu faf-

ſen,undweil das das einz'geiſt,welcheswir brauchen-

“um A, zu beſtimmen,ſowerden wir auf der Stellehaben

oder indem man an die Stellevon b ſeinenWertha—2
ſett,

: —_— (a
— 1 — 14

A =2— I —

e 2 EESE 2
E

E
E

RA
2 0 4

und hierauswird man folgern
C (a—D?  (a—- —1)* 7

la=lez (a—D— (AE = (a1)Fe e RE
PS.

SSS A; + I

DieſeReihe iſtnur in dem Falle convergent,wenn
“dieGrößea — 1 ſehrkleiniſt;mna fann ſieaber ims

-

mex durchcinenſehxeinfachenKunſtgriffdahinbringen,
Wenn manE ſtatta ſeßt,ſowird.man haben:

(Va—1)Ga —1Y;

2 3
m ¿ 7

(Va— 1) Ss
#4

2

Sf

F
:

w Seles44a I)—

Carp

:

:

:

m

man weißaberdaß la = m1/az folgendesgiebt
3

m m L

@ 1n
x

ſr N
zs

Ts

z

laz=mle4(ya—I) — H a—1)(Ca— 1)

AE 2 3
m

: ZES
— 1°

AS 7

Wenn man nun fürm eineſehrgroßeZah!nim

+ TS Sanpid
=ty

ſofann man es dahinbringen,daßs ſo wenig von,

dex Einheitabweichtals man will.
:

Ó

;

! üm
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Um dieſeOperationenleichterzu machen,müßteman
die Zahlm unter denZahlender geometriſchenProgreſſion

“

2, 4, 8, 16, 32. «. wählen;dur< dieſesMittel würde
|

man bloß

ES E
haben; denn

5 :

8s 16

Vi = vz LS PERE PRS
Es ſeyalſom = 2"; ſowird man durchù Quadratwure

n. Z 1

zel- Ausziehungen,Vsa enthalten.Es iſ zu bemerken,

daß man es immer ſomachenkann, damit es hinreiche,
das erſteGlied der vorgeſeßtenNeihezu bere<hnenum

den hinlänglihnahenWerthdes Logaritl;menvon a zu

erhalten.Wenn man {i nemli<der Decimalenbedient,
und denExponentenbeträchtlichgenung nimmt,daßzwi-
ſchender Einheitund der erſtenbedeutendenZi�erder
ausgezogenenWurzel,ſichtoenigſtensſo vielNullen be-

finden,als man in dem EndreſultatDecimalziſfernhaben

will,ſo iſtleichtzuſehen,daßdas Quadrat,roelcheseine

doppeltſogroßeAnzahlDecimalenals ſeineWurzelent.
_hâlt,außerdenſichvorgeſchriebenenGrenzenfallen,wird|

:

Es ſeyzum Beyſpiel2 = 10: Briggshat,nachdem
er 54malhintereinanderdie Quadratwurzelaus dieſer
Zahlzog,zum Reſultatgefunden,

'

I, 00000. ovoc0 0c000 12781 91493 20032 .35:

wenn man dieEinheitweglèßt,ſo wird ein Bruchher-

ausfommen,wo die erſtebedeutendeZifferfeinesQua-

drates,31 Nullenvor ſi hat,und folglichkeinen Ein-

flußauf die Decimalen der dreißigſtenOrdnunghaden
kann;man fönnte alſodieſesQuadrat auferAchtlaſſen,
und mit noh mehreremRechtedie hdhernPotenzen;

24



E
“

Etam leite

24.

Damit la beſtimmtſey,mußian für1e eineHy-
_potheſe.mâchen; dieeinfachſteiſtohneZweifel,le ='1

zu néhmen, in welchem Falleman uf eine beſondere

Urt Logarithmenverfällt,die genau jeneſind,welcheNe-
per in Berrachtuuggezogen hat; man“ hat ſieſeitdem
hypérboliſcè Lógáârithmengenannt,weilman ſie

-

von ‘derQuadratur der Râume,diezwiſchender gleich-

ſeitigenHyperbelund ißrenAymptoten enthaltenſind,
ableitenann; abeldieſeBenennungiſtfehlerhaft»denn

man fann ébenfallsaus der Quadraturdér Hyperbel
überhaupt,alleSyſtemedeb Logarithmenziéhen.Es
tvúrdedaherangemeſſenerſey, dein erſtenden Nahmen
ihresErfindersbeyzulegen,und ſo das Gedächtnißdes:

jenigenzu véréhren,welcherdet Mäthematikeinen ſo

großenDienſtgeleiſtethat: man könnte ſieLogarithmen
vön Neper oderNep eriſ<è Logarithmênheißen*).

Vriggsändertédas von Neper angenommene Syſtem

der Logarithménund um fichnächjenenvon der Nume-
rátion zu rcten, hater zur Baſis die Zähl10 feſt-

geſegt;erhattealédannl’io = i. Wenn man ſi<
‘aberaufdas erſtéGliedderReihebeſchränkt,wirdinan
finden:;

PS

le=

% Etrendegenottitten, ſindwohldieH yy— oliſcenLo-
garithmenmit dém Neperſchen niht ganz volle

_fommeneinerley, denn NeperſettedeitLogarithmusvon

10000000gleichound den Logarithinusvon 9999999 gleichx.

Üedrigenslaſenfichdie Nepétſ<eliLogarithmenaus
deu HyperboliſchenunmitrelbardurcheinbloßésAbziehen
zweyerZahlenvon einandetherleitett.Briggswählteauf
NeperóAnratheneinanderesSyſiem Sn

E
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Einleitun'g. GEA

Sl
0

le =

mi Gr er E a

14:1 nan án die Stellevou à die Zahl 10 ſokömmt.
heraus -

lere
— — raes(M

“m (Va — 1)
Man hat im Vorhergehendengeſehen,daß Briggs"vier
und funfzigmalhintereinanderdie Quadkatwurzelaus

‘derZahl10gezogenhat,E hätteer m = 29 == E
und um den Quötienteu== gu finden,dividirteer die

EinheitvierundfunfzigmalhinterCGRDSEdurdD, tvel-
|

chesihm -
-

0, 00000 bobo odv00 OS5Si 1151221275‘627
i

gab.
:

i

Wenntnan dieſenWerthän dieStellevon— ſegt,

fowiejenen-vonEN den wir weiter obenbeygebracht-

haben,ſowirdmán,tvenn indeniZählerundd Nenner
fünfzehnNullenweggelaſſenwerden,E i

i

__
O/S5Ó1TS 7 E,

1,278191493 20038
e

359484944819033518.
Dies iſtdiejenigeZahldurchwelcheman die in der Hys.
potheſevon Île= 1 bere<netenLogarithmenmultiplici-

ren muß, um jenevonBriggsoder dergemeinenTajenzu habcn. Á

Wen man im Gegentheilevon bietcmzujenemvon =
-

Neperübergehnwollte,ſomüßteman ſiedurchdie Zaßl
diewirſo eben gefundenhaben, dividiren, oder BOEaufeinsE durch l |
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Einleicuns,
LT

S5 2,30258 50929 94045.

multipliciren.Es iſtgutzu bemerken,daß dieſeslette
Reſultatnichtsanders iſt,als der Logarithmusvon 10
in demSyſtemvou Neper; denn wenn man le-= 1

macht, findetmánl‘10 = mA — 1), welchesgenau
das umgekehrtevon dem Wertheiſt,denman vorhin
füre gefundenhat.

&nwelchenSyſtemes immer ſey,iſtdas e dur

den Nahmen desModuls bezeichnetzwir werden es

“überhauptdurh A4 vorſtellen,und weil man in dem

Syſtem von Neper M = 1

R
werden wirdaraus

ſchließen,Fae= M laaderM = . Hierausfolgt,daß

úm denModul eines beliebigenatadaei Syſtems

zu finden,mau dasVerhältnißberechnenmuß,welchesdie
Logarithmender nemlichenZahlunterſihhaben,wovon
der einein dieſemSyſtem,und der anderein jenemvon

:

SSEPeRberechnetiſt.

Um den Logarithmenvon 2 zu bere<hnenſuchteBriggs
jenenvon 1,024, eine Zahldie der zehntenPotenzvon

2, dividirtdurch10c0 gleichiſty weil

.

dieWurzelauszie-
hung der einen Zahlihm leichterſchien,als jeneder

andern, Nachdem er die'Quadrat von1/024,47mal
-

ausgezogenhatte,verfuhrer mit dem Reſultateeben ſo
wie mit jenem7das er von derZahl 10 abgeleitethatte,
und gelangteſo zu den NeperiſchenLogarithmenvon

1,024,den er hernah mit dem Modulmultiplicirte,und

worauser leichtden Logarithmenvon 2 zog,-indem er

beobachtete, daß È

1,024
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LIE
1/024 =

E
E)

Wirwerdendie Darlegung des Calculs”von Briggs wo-

von wir nue eine leichteJdee zu geben-willenswaren,
nichtmchrweiter verfolgen. |

25.

Wenn man in dé Reihe, telche den Werth von
ax (Nr. 22) ausdrücft, an die Stelle vonVaſeinenWerth
H

=

ſest,ſowird fie e ETES

Ge R GD7E
einReſultat,elsfichaufeinrs HS von

Logarithmenerſtredt7 :

Wennman x =1 agsſofindetman

e e 42

IL las?

L' lax
LS E

SEES

:

: 1.2. 3.4 M. e AT :

DieſeReihegiebtdieZahlá; wenn" man ihrenvogarith-.
men und'den ModuldesSyſtemskennt,zuGRA

er

gehört.
Sie bietet- einemerkwürdigeEigenſchafteS

diewirſogleichzu erkennen gebenwerden, weil ſieuns
in der

FolgedieſesWerks Dienſteleiſtenwird. Weil

uE RA (anahat,muß man, indemnianzux Ahs

FürzungZ = A macht,auchhaben |

I.Theil
:

> LM
À
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Anx A?n?x? An x

EE ES
fas tex At CS2s qu

rau I,2 A2
und da dieſeE vonjedembeſondernWerthevon
x unabhängigſeynmuß, ſoiſtes augenſcheinlich,daß

- wenn man in der erſtenHälfteein beliebiges’Slied
Am nm xm

Ta SEEM

“nimmt,es mit jenem,welches‘zurnemlihenPotenzvon x

in der Entwicklungdes zweytenTheilsgehört,identiſch
ſeynmüſſe.

Es folgthieraus, daß
Ant

1,243... mM

„der,EA desCoefficientenvon xD in derEntviditüng
von -

y

1 @

C As SL At et qn

as TF A ap
26.

Es dasa=1 YS
ſoverdena überhauptE

: 7

DCS Min HE biet
L 4 /5

dies:iſtdie Entwicklungder logarithmiſchenZunction,
DieſeReihe,wie wir ſchonbemerkthaben,fónntenicht

©

convergentſeyn,wenn u > 1, und na< dem was. in

(Nr. 6)“geſagtwurde,kann ſiein dieſemFalleden wah-

ren Werth der Functionnichtgeben.Für u = x, iſihr

Gang ſolangſam,daßman eine großeAnzahlGlieder
berechnenmüßte,um zueinemetwas genauenReſultat
zu Faresz denú

:

141SE)

#
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(1 + D= te =MA AES dii 5
und wenn man M = 1 macht, fómmtheraus

1/2 = I Ris È + F LE x ZR .

. Hier folgen einige analytiſcheKunſtgriffe,durchtvelche
man der vorgegêdenenReihe mehr Convergenzgeben
Fann “und die zur Berechnungder Logarithmen‘vielexe
PpeditivexeMitteldarbieten,als dasjenigewelcheswir im

vorhergehendenArtikelvor Augen gelegthaben,

Weil man EE
|

:ut vt
)

LL R) =
=

Mu 4+. SB
3

hat,ſo wird man, wenn — u an die Stellevonuge-
ſeßtwird,finden E

x ut
; 5 4

E O)= RE E
2 E

worausman zieht

la) =1 Lt)ottea+2tèid.)
eineReihe,deren Gang [Gneigealseine:derEs iſt.

Es ſey
iu
I — Uy

E ſowirdnian

EE
u=——lundlz==204UEFe (FEY

|

+t (=)+...}
ſo

wenn man umein Beyſpielzu geben,2 = 2 fegt,fömmt heraus

= ++ EES
eB s SF H

:

4

A8 4, ue



68 Einleitung,
eine Reihe die viel convergenter iſt, als jenedietir
zuerſterhaltenhaben. ;

Wenn man jedender Brücheaus denen ſiebeſteht,
in Decimalenberechnet,wird man, wenn man ſi< auf

ſiebenDecimalzifferneinſchränkt,finden12 = 9,6931472.

Mz und für den Fall,wo M = x, wird herausfommen
1/2 = 0,6931472.Wir habenaber oben geſehen,daß
man den Moduleines beliebigenSyſtemsbeſtimmenkönne,
indem man das.Vekhältniß,ſucht,welchesdieLogarith-
men einerZahl,der eine in dieſemSyſtem,derandere
ínjenemvon Neper,unter fi<hhabe. Nun iſtderLoga-

“xithmusvon 10, in demTafelſyſtem1; wenn man alſo
*

dahingelangtéden LogarithmendieſerZahlin dem Sy-
ſtemvon Neper zu kennen,ſowürde man den’Modul

haben,„ZudieſemEndeEES
wir z= 10 und,M=1,

ſowirdherausfommen
:

vo=22 +H(2e
eineReihediezwar convergentiſ y jedochvielwvtis|

alsdie Vorhergehende.
Wirwerden einen noh ſc{nellernGang anzeigèn,

um zu demLogarithmenvon 10 zu kommen , wenn wie
'

einigee úberdieReihs
S3 4

werdenR ES
JhreConvergenzvermindertſich,ſowie 2 zunimmt,

und man ſieht überhaupt,daß die Grenze der Abnahme
„derGliederdieſerReiheſi in derfolgendenfindet

aM +5+5+5..“])
deren-ganzerWerthunendlichiſt.Dieſesallesiſ leicht

wahrzunehmen,wenn man beobachtet,daß jegrößer=
i

M,
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“i�t, deſtomehe wird ſic<der Bruh —— der

Einheitnähern,und daßfolglichdieGrenzedieſesBruches
die Einheitſelbſtiſt.DieſeGrenzeſtimmtmit dem un-

“begrenztenWachsthumvon = überein,in welchemFalle
der Logarithme,welchermit der Zahl zu der er gehört,
zugleichſihvermehret,ſelbſtunendlichwird.

87.

Die ReiheLET res iſnichtdieein-
zigeabnehmende,wovon dieSumme gar keine„Grenze

hat;diefolgende :

)
:

+++ 5

iſtau in dem nemlichenFalle,HieriſtihrUrſprung,
Ja demAusdrufé

-

E
i(r—)=—M(u+ 7“+Sn+ A+.)

LE

ſcyu = 1 gemacht,ſoia man

a —1N)=lo=— M1 ++ {+5 y A
haben,und wenn man M=1 nimmt,oder wennman zu |
dem durc 1‘angezeigtengam TGenSyſtemübergeht,-

ſo wird man N
y

:

l'o=— [1+ +5 +5 +-+]

E Jettmuß man wiſſen, was 10 ſey.

Um es zu finden,werdenwir beobachten, ¡daßwenn
‘

:

I Z
, rc ,

maù 1 — u = — ſeht,man davon ableiten‘wird
;

Z
%

P

e

AE,

EEESA ETICA
d

7

us

C Su E F++=]
EE

A — Tae}
EW E Aber
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7° SS Einleitung
“Abervon einerandern Seite iſt

/ I(F)= —l2 S0 — lz;

nun iſtdieſerAusdru>kfähigim negativenSinnë:ohne
E

Ende zu wachſen; ‘dennjebeträchtlicherman z nimmt

deſto

-

mehr wird es auch lz; aber auch jefleiner

derBruch=ſeynwird,und jenáherer dêm Berſchwin-
A La RE nE >

den iſtdeſtomehrwird———
mit der Einheitzu-

_ ſammenfallen.Wenn man nun die IS
renzennimmt,ſoſiehtman daßjene.von — i jene

|

cs“von—— eEEinheitiſt;und folglichwirddie Reihe-

e MEE Herm]
iler1—hatgar feineGrenze,daherhatauch dieReihe

E ihnausdrüúctfeineGrenze.Dieß iſtder Sinn
in welchemman den angenommenen Ausdru> vrrſtehn
muß, daß der Logarithmevon Null,das negativeUnend-
licheſey.Man kannno<.dur< Betrachtungder Glei-

<ung ax = y zu dem nemlichenReſultategelangen;

_deúnindemman de Logarithmennimmt,erhôſtman

Iy I
xla = ly,folglichX = Iund L = y

So langeahery poſitivbleibty ſo fièines
- auh

E ſey,wirdy größerals dieEinheitſeyn.“Damityein -

Bruchwerde,mußman
5

C

:E Ty
E = 7 ‘odeeala= y haben,

Wenn

# |
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“ Wénn man nun die Grenzender beydenHälften die:

ſerGleichungſuchty ſoſiehtman leiht,daß jeÉleinerdie

 zweyteHälftewired,um ‘ogrößermuß derNenner der ers

ſtenwepden,damit dieGleichheitbeſtehe,worausfolgt,
daß yda es ſi<Null nähert,1yſi<dem Unends
lichennähern muß,

Th gebrauchedenAusdruck¿thren(iouted5weil
der StrengenachdieTafeln der Logarithmeneigentlich
in der Colunrneder ZahlenkeineNull-enthaltenſollten;

denn’dieſeColumneentháltnur die aus einergeometri-
ſchenProgreſſióngezogeneGl!eder,unter denenman Fei-

nes findenfann, welchesNull wäre , ſoweit man ‘auch

ESdieProgreſſionaufdie Seitedev Abnahmetreibt,

EineinnifteparFolgedie ſichdarbietetiſt,daß

fedeReihederen Gliederſchnellerabnehmen,als jenevon
“T+A Pe

nothwendigerweiſeeineendlicheGrenzehabenwird,denn
da (=),ſolange2 nichtunendlichwird, eine

-

endliche

“Größeiſ , ſomuß man darausOO daßdieReihe
der Brüche ;

:

2z—1 ſz— 1]? iS SS :

mrn G2: E: (EEE X l oan 4‘.

Oz EY FE

‘einepv

Es fähigſey,ſoannäherndEe derES
— derGhei.ſey.

Fg: Cs be: £8

Umzu unſermGegenſtandezuru>zukehren,welcher
war, dieLogarithmenderZahlen,dur< um ſoconver-

gentereReihen, je größerdieſeZahlenſind,zu erhalten,

e WER
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te Toeafa

_ werden wir —_ ==I += machen , wel<es
—

Zz

ÚÙ =

Se
:

tin
2 + Zz

gebenwird, und
Es

|

irs

z 1
us 1 Z A? fz PS

1 Sls È AE E(17 EER lar D n) 44 EREi

wenn man, aberI + ——auf tinerlesNenner reducirt,

wiedman leichtſehen,E

tetonS alſo:: |

2 [::2 ]
E

1 fs Ay Le

EAEE antaſ2 E data FAT ER
i

; e
Z

Es Se
Es ſey2 = 1, ſoSANheraus(

Gs T

H lanzfHi 1
T5

ores

+ ej
eine um #0convergentereReiheje“ardern feyn wird

"und welchemit vielerLeichtigkeitdie Logarithmender
:

auf einanderfolgendenZahlengiebt.Man kann ſievor«

|
Gs theilhaftanwenden, um den Logarithmen“einerZahl

zu finden,welcheaußerhalbden Grenzen der Tafelnfällt.
Wiv wöllenwirklieinmal.vorausſetzen,daßdieſeTafeln

die Zahlenúber 10000 nichtin fi< begriffen,und man

|
verlangedenfogarithmenvon 125283ſomúßteman dieE | Zahl

|

, Í -
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Zahl in ztoey Theilezerlegen,wovon der“ erſteſichin den

Tafelnbefindet.Dieſeswird nun auf folgendeWeiſe
ſtattfinden: 125200 + 83; denn wenn man den Loga-
rithmen1252 hat, fowirdman jenenvon ‘125200 davoñ

ableiten,indemman zu der Kennziffer(Charakteriſtik)
zwey Einheitenhinzuſetet;man wirdalſon = 125209

und z=83 machendieſesſindWerthe,ee dieReihe
ſehrConLegenmachen.

:

Mankann dieſeReihe zu der Aufſuchung“des Mo-

duls anwenden, wenn man' in dem NeperſchenSyſtem.

den Logarithmenvon 5 berechnet,und den von 4 als be-

kanntvorausgeſeßt.Baswird
alsdann haben

5 A Z

i
ee

LT 7
i LG +1) =1 4H+ + E FETTGF Fas y

“+
| vasden Logarithmenah4 anbétrift,ſoiſter dasdop-
peltevon jenemvon 2, welcherin demvorhergehenden
Paragraphenbeſtimmtiſ ;und es iſtgut,zu bemerken,daß

die jezigeReihefúr dieſen:Fallin jenedes gemeldten

Paragraphen¡resdenn wegen !‘1 = o giebtſie
2

LV E TR SL

a +tn=2(=+ TE eS |

Nachdemman 1/5gefundenhat, wird man 1/2 hinzuſez
ßen,und LP dieſesMittel1/10 haben,worausman

Y => EZet
Es würdeeinleichtesſeyn,die vorgegebeneReihe

no<auf verſchiedenemehr oder wenigervortheillzafte
Arten in BezugaufgewiſſeUmſtände,umzuformen,wit

i

werden uns aberES nichtverweilen.

E 5
Es

29
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29.

Fn den verſchiedenenReſultaten- dietir dargeſtellt

haben hat ſichnichteins gefunden,welchesnah den

PotenzenderZazlenfortgeht,wir¿ML alſofeinen
Ausdruc>dieſerArt,

lu = A + Bu + Cu!A E LE

Dieſesfönnteauchin der Thatnichtſtatthaben,- denn

wenn u = 0 iſt,ſo.wirdlu unendlihund negativ,aber

zu ſolchenReſultatenkann“die Reihedie wir ſoeben be
ſchriebenhaben, niegelangen,Wir fónntenebenſowes
nighaben

lu=A +> +S +>SY
teil,wenn u us iſt;dieſeReleendlichſeynwürde.
Jedoch‘iſtes möglicheineEntwiflungzu findon,welche
dieſenbeydenBedingungenGenüge leiſtet;

-

ſiekannin

Wahrheitden Werth von lu in keinemFalleaufciñebez
queimneArt ausdrücken,da fieaber dur< ihreForm

merkwürdigiſt,und uns zu intereſſantenAnalogienztoi
ſchenden logarithmiſchenund Kreisfunctionen(fonctionss-

- eiréulairesführenwird,ſo werden wir ſieniht mit

Stillſchweigenübergehn.Man hat
2 3 SRS

i

10+) =M{a—Z E T2,
l 2

|

_ FS,
ſ T L L L J

I + — dS JUE e eer —

E1G I
I 2u° zu?“au?

E
zu?

. fe
“Wennman die:zweyteReihevon der.erſtenabzieht,

ſo
wird zuanwegen

ALF = SACE. a)E lu,

“finden: :

:

:

f(1+u)
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icrbg-iarDelt u—
2

AE ¿ut JF
za)

(u? ALA th J x

oder = BE u I ai —0=2)+7 E A,
E

EE Ze

Obgleichdie Art dur welchewir zur Entwicklung
von Va(Nr. 23) gelangt ſind,ſehrſtrengeiſt,und. keinen

Wunſchmehr übrigzulaſſenſcheint,ſo.wird man, viel-

leichtdo< mit Vergnügenſehen,wiedie Umformungdie
uns bisherzur Entwicklung‘derFunctionengeführthat,
ſichauf,die logarithmiſcheFunctionanwendenläßt.

Nach dem "was im vorh,rgehendenArtikelgeſagt
wurde,müúſſenwir dey Entwicklungdes Logarithmen
eine Form vorausſezen,welcheſi<auf Null reducirt,
wenn dieZahlzuder er gehörtder Einheitgleichwird.
Nunleiſtetjederationaleund'ganze Funktionvon. z —

1

dieſerBedingungGenüge;man wird alſoſegenkönnen?

L= Ai D) FAY A; 2 — +T.

Um die Reihezu vereinfachenwerden wir 2 —1=«
machen, woraus z = 1 + x, und folglich S2

LC E E CS

folgt.
« Wenn twvoirx„-wiegewöhnl/<vorausſetzen, daßxiin x “+ u verndert,ſokómmt heraus

:

UE x4 = SA x+u)+A(x+u)°PANFU
wenn manaber 1 | x = p' macht,ſowird 1(1ti
dE EZA

06 ts

S

eS)
“hat man

i

E)



¿e

6 5 Einleötwns.

la Fx =1+ >)+1

aberdurch die Hypotheſe
Ó

2 2

E an A A RES EER

:
SUPO

rT

CM AEP p
'

alſo
i

2 2

Ir + x + u) = 1p+A, + As ZtAs
E i,

:

E

Wenn man diezweyWerthe von 1(1+ x + u) welche,
"wasauchu immer ſey,identiſchſeynmüſſen, vergleichet,
ſo wird man, indem man ſi<‘aufbeydenSeiten auf
die Gliedereirſhränkt,welchedieerſtePotenzdieſer
Größemultipliciren, finden: I

>

;

-
i

A, Tet PA e —s
P'

“wenn man an dieStellevon p ſeinenWerthÉEH x)
ſet, ſo wird herausfommen

(Ai QAR JNE CESE E + x) = A.
Wenn man die angezeigteMuſltiplicationverrichtet,und

dieCoefficienten‘vonjederPotenzvon x

ARSE bea

“ſtimmt,ſo‘wirdman haben

La A |
:

; CAS ¿A,

M AA =_=
:

Y >
:

4g
i A

A EbáA 50

LE
A= >

:

; SE

:
4p 3A=o0

L SS js
Et@s; #

i ¿(GTCÌ

Reſultate, welchemit jenen,dieman bereitsgefunden
hat úberèinſtimmendſind,und bey welchenman bemerken

R

muß, daß der erſteCoeffizientA, unbeſtimmt-DIED,
walex die Stelledes Moduls vertritt.
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Es iſt”no< übrigzu beweiſen,daß alleGleichungen,
die man ‘aus dex Vergleichungder zu u? und den höhßern

Potenzengehörigen-Gliederziehenwürde, identiſchſind,

“Hiezuwerdeih die Gleichung

IT TU =A (Tu) FAT. . Tox tus

O
:

|

H Anta(xFu) +.

iviedere Ma,
_Es iſtleichtzu ſehen,„daßdaß derCoefficientvon

un în der Entwi>lungdes zweyten TheilesdieſerGleis
chungſsynwird

Ef

Ant(n+1)Antxx E — Anb2 x?

+
(n43)aua)I A

2A

ee.nahdem vorhingefundenenGeſethatman
nAn

hi

ua (n t° Antz = O01

(8“E“ROE(0 =F 2)Anks= O

LO.

NAhn
Ank =

+

ZE Z

:

' EE
woraus folgt

Í
Ants = ae Í

nAn

a6
Ó

etc,
;

Vennman dieſeWertheſubſtituirty fommtheraus

Anf1—nx
E

R
SurLT nE

SU
2 A 4

TEA 3 I
eineReihedienichtsanders iſt, als die Entwicklungvon
AnC(I+ x)-n,

i

i

"

Aber dexeii von un in‘derGleichung
u

:

+ )=1+ 4,
2

N

E p° “et Aur+ ...

iſt
4
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:

;

:

i, Kü
;

:

A, Ps I Lf,

mr RR

ERS

R =

Lid CHEST
An(1 + x)72,

ein mit dem VorhergehendenidentiſchesReſultat,

: ZT,

Wir können nun, wie wir (Nr.16)‘ausgeſagthaben,
beweiſen,daß wenn ſelbſtder Exponent irratio-

|

nal odér eingebildetwäre, die erſten zwey

Glieder von (x + x)" nichtdeſtowenigerI

+oxſeynwürden.

Jn der That;tir wollenvorausſezen,daß (1 + x)
in der Reihe 1 + Ax + Bx?» « entwieltſey, und

indem wirzurAbkürzungAx + Bx° +... ="px mas-

chen,werden wir haben

4 + x =! + p93
“aber

:

1(r + x)! =

=

nl(t++ x):
man wird alſohaáben:

E a+) = nl +5»)

E oderwenn Mas
entwi>elt

/

Ds
3 nx? x?

:

:

DS ger La vba
PP

0.E

e

y eS. rFE 3 -

undN dieſeGleichungunabhängigvon x ſtattfinden
_ muß,wied man, wenn man fürp ſeinenWerth ſetzet,

undſichauf diezurerſtenPotenzvon x gehörigenGlie-

“dereinſchränkt,A=n haben.-

:

Es iſtleichtzu ſehen,

-

daß dieſerBeweis von der

._Nâturder Zahln ganzunabhängigiſt,undkeinenfeh-
lerhaftenZirkelenthalte,wenn man ſi< erinnert,daß
wir in der Unterſuchungvon 1(1+ x) nur ganzePoten-
zendesBinomiums angetroffenhaben,

32.
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EA

Es wirdnicht unnúß ſeyn,zu zeigen,mit welcher

LeichtigkeitdieBetrachcungder Grenzenzum Reihenaus:-
dru> der Logarithmenführe;dieſeswollen wir nun vors

nehmen.

Die einfachſteArt die Logarithmenzu faſſeniſt,
ſichzwey entſprechendeProgreſſionenvorzuſtellen, eine

geometriſche,welchemitder Einheit,und einearithme-

‘tiſche,welchemit Rull anfängt.Aber, um ſo viel mög

lichalleZahlenin der erſtenmit zu.begreifen,muß man es.

ſoeinrichten,daß jedesihrerGlieder von dem Borge-

hendenund Nachfolgendennur um eine beliebigefleine

Zahlunterſchiedenſeynfönne. Dieſeswird man injeder
beliebigengeometriſchenProgreſſionerlangen, ‘wenn

man eineſehrgroßeAnzahlmittlereProportionalzahlen
zwiſchendie Glieder aus denenſie beſteht,einſchaltet.

_Wenn man "nun einegleicheAnzahlmittlereProportio-

nálzahlenzwiſchenjenederarithmetiſchenProgreſſionein-

ſchaltet,ſo wird jededieſermittlernProportionalzahlen
‘derLogatithmeſeinerentſprechendenin der geometriſchen

Progreſſionſeyn.Aber es iſtleichtzu ſehen,daß inei-
ner geometriſchenProgreſſion,derenGliederſi fehrder

Gleichheitnähern,dasVerhältnißdurh 1 + k ‘ausge-

drücktwerden kann, twok eineſehrkleineGrößeift.
Dadie Wahl der beydenProgreſſionenwillführtichiſt,

ſo ſinddieVerhältnißnahmenſowohlin der einen alsinder
andern,zweyunabhängigeGrößen, welcheaberdie nem-

lichenbleiben,ſo langeman die nemlichenProgreſſionen
betrachtet,unddaherauchunterſicheinORE Ber-
háſtnißhaben. «

-

Es
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Es ſeyalſod der Verhältnißnahmeoder !die Diffe-
renz der arithmetiſchenProgreſſion;weil dieſeGrößeeis
nen deſtofleinernWerth hat,jegrößerdieeingeſchaltete
Anzahlvon mittlernProportionalzahleniſt,ſo wird es

"2 bequemerſeyn,ficmit einerandern zu verglèichen,welche
“

eben ſowieſie,ſo-fleinwerden fann,alsman will.Man
wird -olſoſtattden VerhältnißnahmenoderExponenten
der geometriſchenProgreſſionihrenUeberſhußüberdie

1 ‘d /

i

:

i

“Einheitanwenden,und vorausſezen8 M, wo M eine

beſtändigeZah!iſt.

Dieſesfeſtgeſezt„ſo ſeyà einbeliebigesGlied
der geometriſchenProgreſſion,A ſeinentſprechendesin

der arithmetiſchen,und n die Zahl der Glieder die eis

nem und dem andern vorhergehen;ſowird man wegen
der Natur der erſtenProgreſſionhaben 4 = (1 + ky»,

5

undaus eben dem GrundeinderzweptenA=dn=kn,
: MitHülfedieſerGlèicbnügdnwird man eine der

beydênGrößenA«und Afinden,wenn dieanderebes

‘fanntiſt,Die erſte.giebtk = f = I, und diezweyte
A á

eS
Mn“y

man wird alſohaben
X,

PS
: A = Mn(aa — 1;

"wenn may aber a=1 + u/macht,ſotvirdman (1-+uja

mittelſtdes Binomiumsentwickelnkönnen,und es wird

:
a: | L

ſichdaraus ergeben:(1 + u)» — 1 =
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I E fe

le “D ETA)
==if RN

_— 1:

Fi 2 BUE GRE

:

3
'

I

(N) 4

:

LOE AS
EA

tvoraus
i

:

P: Ï L_

A=zM 4 u — wt -+
TEA.

—

EL 5
L 2 2: ‘ 3

zs

i 42 SE 2% L'

ES
Des + Z 4s 4 28

nun
:

Há derimenteSpeidieſerGleichungzur Grenze
dieReihe

'

E
2 E 4 ¡

A ES
0 4

der er ſichum ſomehr nähertjekleinerder Bruche
oderje größerdieZahlù iſt.

:

Aberin dieſerHypotheſenähernſichdievorgegebe-
nen Progreſſionenindemſiein einer gegebenenIntervalle
mehxGliedererhalten, um ſomehr alleZahlenund ihre
Logarithmeninſichzufaſſenz man ſiehtalſó,daß man

ſiean der Grenzeaſs ein Syſtemder Logarithmenbé-

trachtenfann/undfolglichfann man BL + u) ſtattA

ſchreiben,welchesgiebt: i

G

E It + u) =
=

Mu — 4+.)
einReſultat,dasjenanztéidlaunintif,welcheswie
durcheinenſehrverſchiedenenWeg gefundenhaben.

1Fell
| F Man
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Man wird alfô wie hier folgt die umgekehrte Aufe
gabe auflô�en, in welcher der Logarithme gegeben , und

die Zahl zu der er gehört, unbekannt iſt.Die.Gleichung
E :

A= Mkn giebtk =

=, und wénn man .in

i

à = (1+ kz
:

ſubſtituirt,ó wirdKES(

a ä at [+
Wennmat +sangezeigteN Sietefivdetman

2 F

a=1++2
O
—_—

e

—. e JF <5

tvenn man dieTEAitiBeziehungauf den Zuwachs
von n nimmt„das heißt,in der Borausſeßzung,daß die

Produkten(n — 1)(a — 2) «ſi jedesaufihret»
ſtesGliedn°,n° 4. reduciren,ſówird man haben

a=1+—EL + A1.2.M? 2.3 M aA MN ;

„Man.hataberdurchdasSE
A= i(i+ u) = 1a;

“ wenn män dieſenWerthſubſtituirt,wird man zum Re-

ſultatedieReiheinNr. 25 finden.Es ſeyM=1 ſowird la

ſichin l/averwändeln,und wenn man dieZahl deren

NeperiſcherLogarithme1 iſ mit è bezeichnet,wegen

A=l‘àſowird herausfommenAl‘e= l'a,oder lé =1/a,

und’wenn man zu den Zahlènübergehte4 = ä,woraus
folgt

wie
i

in Nr.Ad :

/

Es wirdgut ſeynzubemerken,aufwelcheArtwir
“von dex GleichungA = l‘a zu der GleichungeÂ =

a

ge-

langte
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langet ſind,
' weil dieſeO an voneinemhäufigen

Gebrauch“iſt.
|

33.
Entwi>luutgdertranſcendeutetFunettonèn.

Kreisfunctionen.
Die Trigonoméètriehat eineGätrüngFunctidnenfen-

nen gelehrt,welchenihtweéniger-nüglichfindals jene
mit denenwir uns ſo eben_beſchuftigthaben;dies ſind

dieSinusund Coſinusder Kreisbogen,Jb werde jezt

geigen,daßman.fienichtnur in Reihen„éntwmieln, ſons)
dern auch ihremerkwürdigſtenEigenſchaftenfindenkann,

indemimanvonden in den meiſtenElementarbücherngegebe-

nen Formelaausgeht,um die“Sinus und Eoſinusder
Summe undder Differenzvon zwey Bogenzu be-

rechnen.

Fchfangemit“detUnterfuchungbeycos. x an, “und
ſeevoraus,daß:ſichx in x + u und in x — u veráns

“

dert; die gemeldtenFormelngeben in dieſenbeyden
Fâllen

- -
E:

|
|

Cos (X +. u) = 0s, #. Cos,ü =— Sin. x , Sinu *)

cos (X — u) = cos,x. cs, u + sin.x, sin,u, i

wenn man dieſeGleichungeuaddirt,ſowird män haben
;

cos. (& + u) ++ cos, (X == u) = 20s. X, COS, Uu,

Es ſeynun
Cos. X == A, + A, x + Ax deihgx? + a4Rte

: aS SE ſó

*)In allemwasettfolgtnehneichdeiHalbmeſſergleichx
an; wollteman ihm einênandern Werth geben,ſowäréê

8 hinlänglichden Buchfiabender ihmvorſtelleſoll,einzu--

führen,dergeſtalt,.daßdienach-dererſtenAunahmeAſisY denenSug dadurchSteini.werden, pei
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ſowird man haben :

cos ü =A, + A,u x + Au? + A;u?
i

PA
cos,(x+ u)=A, +A, (+) +A(x +u)°+A,G+u)"

FAG) +

cosEB) A, -+À,LE BEE BA
i

+A x—u)? JSWennman dieſeReihenin der Gleichung
: cos.(x + u)+ cos. (x — u) = 20s. x cos. u

ſubſtituirt,ſo werdenallezu den ungeradènPotenzen
“von u gehörigenGlieder in der Entwicklungdés erſten

Theilesverſchwinden; es iſtalſounnúzſiein den zweyten
‘

hineinzuſetzen, und daherkann man ohne die Allgemein-

heitder Vorausſeßungenzu vermindern,A,, Az, À,

gleichNull machen, welchesden Ausdru> von cos. x re-

ducirènwird, daß er keineandere,als geradePotenzen
von ‘xenthält.Hierausfolgt, daß cos. x ſi< nichtver-

ändert,|wenn man — =“ ſtattx ſ<hreibt; diefes‘iſt
a priorileihtzu ſehen,1.dur< die Gleichungenvon

denen wir ausgiengen, ‘intvelchemcos. u daſſelbebleibt,

obgleihder Bogen u in der erſtenpoſitivund in der

zweytennegativiſt;2. wenn man bedenket,daß der Co-

ſinuseines Bogensſichnit verändert,man mag dieſen
Bogenoberhalhoder unterhalbdemDurchmeſſernehmen.

Wir werdenalſoE E
ſecos =A +A FAX +A x“ +.

i cos.u =A,+A,u? +A FAW e ii

Î
cos. (x+u)=A,+A.(x+u)*FAO + Ac(xu) +
E (x—u)=A,+A,(x—u)+A(x— u)A(x — u) +.

und dieGleichung
cos. (x + u) + cos, (x — u) = 2c0s.x.cos, u

|

wird, indem man ihrebeydenHälftendurch2dividirt,
geben:

————————
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AAA + A feb Ann 1
I

:

|

+A? + 6Au x 415Aqu?x* as + agu!OREN
:

e Aus A
1 A +. efe EOS iS

CO
GAARET:

TAPA A PAA FAA +e A Anxï

S1 FAMEu?4A Aux? +AAqu?x*+.+A-An-au?xn-2
T AA u FAA, ux aaa e ena an

Ki PEC PE SL

Wenn man die zu einerley Potenzen von x und u

gehörigenGlieder vergleichet, ſowird man ſogleichA"=A,*
oder A, = x haben, einWerth welcherdieerſteZeile

der erſtenHôälftemit jenerdes zweyten identiſch)macht;
wenn manhernachzu den zweytenZeilenübergeht, ſa
findetman /

A= A
LM

i (AERA,
|

2A,5
AA. = 6Ax : :

i

a= —

es
f

3.4.

i 4A?
AA = TESA PS A ———

A= T5E >worausfolgt| 66
S

R
e

2

T
ps 22 A?

:

|RE —_ An
J TE

i

An amm

0A y

s 3+4. JN»_

Alle CoefficientenmitAusnahme von Az, ſindbeſtimmt,

unddieSleichungen, die ſi< aus derVergleichungder.
andernZeilenergebenwürden, ſinddurch"dievorherge-
hendenWertheAeeiedigetJn derThat,man 2 dem

' SZ - __Ause
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Ausdru> desCoefficientenAn folgendeForm geben

; BD:

2? A
Ag= A =

indemman¿rata Zähler undNennerdurch2 multipliz
cirt, ſo wirdes leichtſeyndavon

C mtn '

mtn

=

î |, 02 As
FE:

| mtn =
— TE

abzuleiten¿ :

2, Ze
Z

m

“fhSs m+n
4

AmAn ==

L
SA ret ZT24(34260

Aber dasProductu" xm ‘welchesin dererſtenHälfte,einen
TheilderEntwicklungvon (x + umn Las hat

zum Coefficienten LE

(m + (m+n... (+9)
i E EA n

'

oder , weni man fürAmto ſeinenWerth ſett,und die
EA „demZähler

'

undNennexgemeinſchaftlichenFactorenaus;

-lóſcht,

Te AE :

| L.2N-3++. mXL1.2-Z3e--D
:

“nuniſtdieſesReſultatgenauder nemlicheWerth, den
wir weiter obe "fürAm An als Coefficientvon u? xm jg

‘denzweytenTheilder Gleichunggefundenhaben,

.

9

Es iſalſoſtrengeerwieſen, daß
/ 2A, x? 2?A2x# +"AS

$, R = a —M D A 1,2.E 1,2,3:4 / I,2, Z«4."6
d

«

4
i

y ij

-

;

bees
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34

Auf, ähnliche WeiſewerdenwirdenAusdru>vom Sinus;

finden;denñ tvenn man yvon folgendenE eine

von derandern abzieht

2cos. (x + u) = cos.x ‘cos,y — sin,x,sin.[u
Lcos,(x — u) = cos. x, cos.u + Sin,x. Sin,u

ſowerden tvixhaben
cos. (x + u) — cos (x— u) = — 2sin.x „Sin,Ue

Wenn man ſtattcos.(x +.u) und eos. (x — u) die aus

demvorgehendenArtikelabgeleitetenWertheſett,ſowird

man ſehen,daß allezu den geradenPotenzenvon u ge?

höôrigenGliederfi wechſelsweiſevernichten,
“

Hieraus

folgt,daß ſiein den Ausdru>des Sinusnichtmit_
Hineinkommenmüſſen;und man‘ſichtes ohnediesſchon,
“da er, wenn „man'den ‘nemlichenBogennegativ,das
heißt,von einerandernSeite desDurchmeſſersnimmt,

das Zeichenverändert,eineEigenſchaft,dienur ungera-

Potenzenzukommenkann, = A

Man wird aiſovorausſeten:

E

/
;

ſsin:x = Bjx + B,>»?+ Bx? + Bx? + 6

Lsin.D =,B, u -+ Bgu? + Bu! + Bu +

dur HülfedieſerWerthe und der Reductionendie ſi
natúrlichdarbieten,wirddieGleichung
cos, (x + u) — cos. (x — u) = —28Im.x„Sin,u

«Werden;
- i

z

:

2A Ux-{+-4A„ux?+SES firsn An Uxt-Ieſo1|
—+-4A„u’x-+I10Aux 4 E o EO 9

E+ 6Azu*x + LS

n B,ux-+B,B„ux*-+B.B,UXEE ETS
= :

_

+BBju'x+B;B;u?xPi +B Bn zu?x83 +,

EEE
4 — A LES
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Die ciñeZeilebiserſtenHälfte,Glied vox Gliedmit
JenerdeszweytenTheilesverglichen;giebt

7 [
i

DO
B.B, = — 242 [

|» Pr
>

0

i

»

i

x

BB = — 4A, i Bz =—
+
:

;

|

B,
undfolglich SEA

B.Bs = u 6A.
y

Ï Tg,—— is
Z

x

B.Bn-x= — nAn
E

pL R
| h A A

Die ‘anderenZeilengeben tveiterfeineal identiſcheGlei

chungen; denn das Produktuox® wird.in der erſtenHälfte
|

nachdem vorhergehendenArtikel,zum Coefficientenu
wen m+n

22 A2
FES DEr. FLE

und er wird im zweytenTheiledur

fmaaes: BinBn —_ —

(8 EE

e
Amt xAntx

multiplicirtſeyn;indem man fürAmtx» Anx, und B, ihs.
ren Werth ſeßzt,und wenn man ‘diedem Zähler:und
NennergemeinſchaftliheFactorenauslöſcht, ſofindet
man nochloieoben

2 2 A, 2

I MEL 2 2 SEME
Wirwerdenaſſohaben:

2x dA GA
sîn.x =2

RE SS RS

9 debCoefficient.B, dur diSi ut,Ts OEA,

MEOmtiſl

1

‘0...

Menn
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“Wenn [man ſtatt?A,, Ac, Az» ihreWerthein A,, aus

«dem vorgehendenArtikelgezogen,ſezt,ſowirdman
finden

s 2A,„x
|
GAS a?a?x: h

i B, 1,2.3B8/,I:2.3:4- 5B,

AEN:
Ss

AAI Ir bl
AA

2
y

EN
s

;

i

B, re

und wenn man fürA, ſeinenWerth —

a ſubſtitairte

ſowird nachden Reductionenherausfommen

Bx? BAE ER

I1,2.3
; GE 1,2,3.4-5:6,7

9.2:Sinx=B,x—

©

Hierſchentoir uns nun, tie indem Falleder ex

ponentiellenFunctionen, mitderBeſtimmungder Coeffis

cientenaufgehälten; denn daB, befanntiſt,ſo wird es
den Werth von A, geben, undumgekehrt.Veberdies,
wenn man die fürcosx ‘gefundeneReiheunterſucht,ſo
wird man ſehen,daß ſiedenRadius überſteigt, welches
in dem Kreiſenichtſtatthabenfónnte:;man iſ alſobe-

rechtiget:zu glauben,daß A, einenegativeGrößeſeyn
müſſe,und dießum ſomehr,da der aus derGleichung
B+ 2A, = 0 gezogeneWerth von B, inaginair'ſeyn
wird,ſolange {, poſitiviſt.DieſeSchwierigkeitenwer-

dendurchdieBeſtimmungvon Bb,aufgeklärt,und wir

werdenin dev FolgeGelegenheithaben,zu zeigen,daß
‘ſiedaherrühren,weil dieGleichungenvon denenwir,
um die Entwicklungen,von cos x und sin x abzuleiten,
Gebraucgemachthaben,ſolcheEigenſchaftenausdrücken,
diedem KreiſeundderHyperbelgemeinfind,’

8 SG _Archſs



-

man wird alfo haben

90 Gite tun $

Archimedes hat zuerſtbewieſen,daß der Umfang eines

Kreiſeskleineriſt,alsderUmfangêinesumſchriebenenPos
lygons,undgrößer alsTenetines eingeſchriebenenvon

gleicherSeitenanzahl;“hierausfolgt,daß einBogendes
Kreiſesimmer kleiner‘iſt,‘alsſeinetrigonometriſche

S Tangenteund größeralsſeinSinus ; abèr maù weiß;
VAN 255

ï

ſ SinR

> =

LL SA
|[Sinx E

'DieFormeln von der Gattungder Vorhergehenden,i

dur welcheman eineVergleichungder Ungleichheit
zwiſchenzwey Größenaufſtellt,können eben ſo wie die

“

Gleichyúgenbehandeltwerden; denn alleOperationen
die man machen fann ohne dieGleichheitder beyden

zsTheilévon dieſenzu verlegen,hebenauch dieUngleich-
derbeydenTheile.dex’andernnichtauf;esiſtwahr,daß
dieſeUngleichheitden Werth verändert,ſiebleibtaber
immer inden nemlichenSinne, welchesdas einzigeiſt,
was man inBetrachtungzieht,

-

Me

Um inder erſtender hieroben geſeßztenUngkeichs
|

heitensin.x alleinzu bringenſo wird“ man beyde

Hâtftendur<7/1— sìn,x* muſtiplicirenund es entſtehet
; AE SS Vi — siín,x,

:

:

und wenn man zum Quadrat erhebt: /

SRA (I — sin,x?);
:

ſegtnanaufjederSettex*sín,x°

Musſowird:man

Haben
(14x)
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(1 + x?) sin, >

dur 1 + dividiert, und die Quadratwurzelaus jedem
Theile gezogen,giebt

= --

Sin, X >-
X

_

Vi + XE

Wenn man
X

Vi A ps

‘vepmittel�t der PROMISEentwielt,ſogieman
Haben, I. s TisT-3Ze

2
3

— +. y
x1 — 2x?E |

8
nahdem was vorhergegangeniſt,muß nun, wennman

|

dieſeReihevondemWerthevon sin,xabzieht,dasRezE
Bi

|
:

ies
[en

;

_B,es | Bx?

E E, #43,R
|

SET
einepoſitiveGröße ſeyn. Aberes folgtauh daraus,

pA

2

daßman 2e
x < x hat,daß die

ÉE 2

E
+

e: SZ
E

|

x41— (6 GS EIT S5

A

‘poſitiofismúſſeznun könntendieſebeydenSEE :

|
gen inkeinemFalleerfülltwerden, wenn man nicht, /
B, = 1 hat. Jander That, man fann x immer einen |
hinlänglichfleinenWerthgeben,damit,daë erſteGlied |
jederder Reihen E A |

x 7
N

;

| À
|

TF
Ts ERE +T tete Kt = @ Ie |

24+ > |
i D Xe B ALE

|

‘B,E WER +
T

El

hi

12,3. 1 2. Zo45 7

E
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de Summe aller andern úber�teige, und daß dieſeSume-
me geringerwerdëésals jedegegebeneGröße(Nr.8.9).
Man wird alſo‘dieerſteReihe dur< 1 — 4, und die

zweytedur< B, — -//vorſtellenfönnen;wo 4 und 4/-

“fofleine Größenſindals man will;und zufolgeder hier
obenauêgeſagtenEigenſchaftenmüſſendieWerthevon

BR —-—I+TA— A

À — BT N

beydepoſitioſeyn.
Wir wollennun vorausſezen,man habeB = x + d,

#0 werden dievorigenAusdrückeſeyn:
EFA A

E PS

aher1 und 41/fônnen immer wenigerals d ſeyn;dann
hängena!fodie Unterſchiedediewir betrachten,von dem
ZeichendieſerGrößed ab,und folglich,da die erſte--poſiz
tO E 40 wirddie zweytenegativſeyn,welchesſih mit

derBeſchaffenheitder Fragenichtverträgt.
Auch könnteB, eben ſowenigunter der Einheitſeyn,
dennwenn man B,= 1 =—d hâtte,‘ſowürde din der

“

erſtenFormelnegativ,und in der zweytenpoſiciowerden ;

und wenn man úberdie gegenwärtigeHypotheſewie über

dieVorhergehenderaiſonnirt,ſowürde man wiederzwey
ReſultatevonverſchiedenenZeichenfinden;da nun die-

ſerUmſtandnichtſtatthabenkann, ſomuß man daraus

ſchließen,daß B, weder größer,no< geringerals x1_-ſeyn
fann,und man hatnothwendigB, =

SS Um endlithalleZwäifelzu entfernen,welchedievor-/!

hergehendenSchlüſſeſhwächenfónnten,werdeLS bes
mexfenlaſſenx daßdieReihen

Y

Y
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+ e.
LeS E L2Gd4 S5 Za 6

niht in dem Falle der (Nr. 9) angezeigten Ausnahme,
“find , und daß das geometriſcheVerhältnißzweyer auf
‘einanderfolgendenlieder ineinerodexder anderngenom-
men, keinesunbegrenztenWachsthumesfähigſey.Wirk-
lichſindin der erſten,zwey aufeinanderfolgendeGlie-

der im allgemeinendurch
êb,

&

LT.JuS a0 O) GEM 1):

x20

2.4.6...20
AB 2.46...(20T2)

vorgeſtellt,und ihrVerhältnißnahmeiſtdurch:
*

ame: È
zs

2n +225
audgedrüdt,ivas nun auch n immerſeyn-

1

mag,ſoiſtLW
oNSams

Bruch.——— immer unter derEinheit,und das vor-
20 T2

“gehendeVerhältnißwird daher-immerkleineralsx? ſeyn.
Hierausfolgt,daß man dieſenVerhältnißnahmenſoklein

machenkônne alsman nur will,indemman x einenſchick-
lichenWerthbeylegt 4 ;

Fn der zweytenReiheſindbieAusdrückederbepden“

aufeinanderfolgendenGlieder
B,20ffx2an | B.2043x2042

RA QU FL Ea 25 C3)
und jenerihresVerhältnißnahmensiſt

|
: B.?x2

Ï

: (2n+2)[CET
eineGröße, welchenah dem Maaße abnimmt, als man

ſi weitervon dem erſtenGliedeentfernt.Man ſicht
alſo,daß es immer möglichift,x einenſolchenWerth zu

geben



IE

deûdee Teley erſteGliederhaben, ſo wired

94 S Einleitung

‘geben,daßdie Glieder der einenund der andern Reihe
ſoſchnellabnehmen,alsman es will.

Weil man B, = 1 hat, ſo wird manzufolgeder
Gleichung

pMBB, + 2A,= 0, A,amar: Pers

S.
finden,undfolglichwird man haben

E ES
i

*
Cos X=1I— — E Le

: LP L234 LAZ H:
E

ed E LT i

Sin,M
E R ORE

..

LA SEAN E 5:
—

1.2.3-4:5/6.5
dießſinddie Ausdrückedes Sinus und des Coſinusna<

“den PotenzendesBogensentwickelt,i< werde weiter

unten zeigen,wieman daraus den Werth des Bogens:

ſelbſtziehenkann, LE

S6. :

Die Betrachtungenderenwiruns bedienten,um B,

zu beſtimmen,ſindden Ausdrúcen,womit wir uns im
“

vorhergehendenArtikelbeſchäftigethaben,nichtbeſonders

eigen;man kanndaraus einallgemeinesPrincipziehen,
“ welchesum ſo merkwürdigeriſt,da wir ihn-zur Baſis -

‘derAnwendungen‘des Differentialcalculsauf die Theorie
dex Curvenmachenwerden.

Das Principlautetſo:
Es ſeyen drey Ausdrúcke /

A +Bx+ÞpCcr+D +

PB pi D E
A BADs -{-CQ/x2+ Dix? +

von der Art,daß die Werthe des zweyten im-|

mer zwiſchenjenendes erſtenund drittenent-

haltenſiad:wenn dieſe beyden legtén Aus-

2e
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es nothwendigerweiſejenemdeszweyten gleich
ſéyn; das heißt:wenn man A=A“ hat, ſo kann

“man durchaus{ließen A =A._
Um eszu beweiſen,wollen wir vorausſetzen, daß

man x einen hinlänglichkleinenWerth gegebenHabe,
um die Summe allex Glieder die injederder gegebenen

:

Reihendem erſtenfolgen, geringerzu machen, als jede-

“gegebeneGröße;und Dsmanſiein Us ARREheitdurc!:

A + À7
KE PEP

A‘ + ai)
vorſtelle;wenn. mán die erſtevon der zweytenabzieht,

und.dieſevon der drittenſo wird man haben
:

Al A + 4 — A

AU — NA — dJ
Reſultate,welchezufolgeder Ausſagedes Sages“eins

ſowohlals das andere poſitioſeynmúſſen.Wenn man

AUREAA“ = À ſet,undman nah einander
i EE

:

(ALLL + d
y

A = A— d.

macht/ ſowird mán wie vorhinbeweiſen»dasſolange
d nichtNull ſeynwird,dieWerthe der obigenFormeln
von verſchiedénenZeichenſeyn-

werden;man muß alſo
A‘ =A haben,

Die Begriffedie wir (Nr.i2 13)von den:véimds
gegebenhaben, machen auchdieſenSaß ſehr"evident*
undFürzenden Beweis etwasab; denn wenn man das

Verhältnißzwiſchendererſtenund dritten.Reihenimmt,
ſo wird man finden

A HB + CTD 4,
M + Bx + C + D +,

5

23
:

ein
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u

R

SEZ i

ein Bruch - deſſenGrenze—, iſ, und1 ticd-,wenn
A = A“. Weil aber die zweyteReiheimmer zwiſchen
dieſenhierbegriffeniſt,welcheunaufhdrlihnah der

Gleichheitſtreben,wenn A = A‘, und x abnehmend
fortgeht, ſomuß lieſi einerúnd der andern,ſo wie
ihtergemeiuſchafclichenGrenze,ohneEnde nähernkôn--
nen. Hierausfolgt,daß die,Verhältniſſedieſerdrey
Reihen,zweyund zwey mit einanderverglichen, ſichun-

aufhörlihberEinheitnähernmüſſen,Wenn man die

zweytedurc dieerſtedividirt,ſohat man

eM PB CED +

A + Bx 4 C + D+
3

¿Saiz AL; AI A

wovon die Grenze— iſt;alſo7 =1 oder A! = XK.

Wenn man einigenZweifelüber dieMöglichkeiter-.

Hebenwollte,in der Reihe
:

_A + Bx +4 Cx? wa:Dx? +

dieSumme der Glieder

Bx + Cx° + Dx? +... ;

inBeziehungaufdem erſterGliedeA, ſofleinzumachen
als man will,ſo wird es hinlänglichſeyn,um ſiezu zer-

ſtreuen,wenn man deobachtet.,daß das Nr. 9 angezeigte
Verfahren, um zu machen,daß jedesGlied dieſerReihe
um die Hâlftekleiner¡ſeyals ſeinVorhergehendes,zu

einerſoſchnellenEs führenfann, als ‘man will.

Man hat nur *e <-E

q machen,ſo wird jedesGlied *

geringerſeyn,alse nte Theildesjenigeny das ihm

vorhergeht.Wennman aber ſtatt
/

:

Bx “+ Gx? + Dx 4+ 6

“dieProgreſſionE OTA 1
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: E |

/

a++ +t)
fo wird die Summe , odervielmehr dieGrenzedieſer
Progreſſion :

:

;

(
Fe

;

n 1)EP

ſegn, ein Reſultat,welchesman erhält,wenn mah în
“der FormelNr. 3

;

LL
a= und'x>=-—

nN

macht;nun kann die.Größe
2 ;

Kk T k

n UV Jn L-

2
Tl —  —

n

ſoFleingemachtwerden,als man will,lides:manfür
n êéíneſci>licheZahlannimmt,ſo lange’nur k ‘nicht
unendlichſeynwird; um ſoaa wird esſichdann eben

ſomit der Relhe
:

fs R Bx + Cx + DsR
verhalten,

|

37. 2
/

Es befindetſichzwiſchenden Logarithmenund den

Kreisbogeneine merkwürdigeAnalogie.Ja der That,
wenn man die Reihen,welchee*, sin,xund cas,x aus

dn zuſammenſtellt,ſowird.man ha

 LThell SS =



8 Etnie twns
2 3 4

e

FS

X

Pas SA

X

“ 1,2 EZ

A

20

X X SEI

-+ 3 - s +
1.23.45 TAL T0

ù PU
Mete

E x

cos, X = I — —
:

:

I. 2
;

2 ZE

4

Ls

Y

=

ES X

Sini E LE
E

I

R

T
1.2.3545

und man wird

-

ſehen,däß alle.inden beydenletztenere:
einigten,enthalteneGlieder,bis auf das Zeichendie

nemlichen-ſind,als die welcheihnenin der erſtenentſpre-
“Gen; wenn man abex */"— 1 ſtattx in:A EENfo wird"man ‘haben, Apegea |

:

eV — 18= — x E

| — =—/—1S (XV — D° = + x
|

SS
|

u. �.Oe
i

i VE ff Ii IRE SIE

TE,
i

aleEe fsCr
EW

;

:

‘ "#24 aA rs 2.3045
wenn man auchin dernemlichenReihe— *Y° — 1 für
x ſet,ſokömmt heraus

L 3

RN xV.— Il x ZN ==Æ

:

I ES L253

E ST
--

la E

EY _—_— 0
S

# 1,243.4 1,2,.3:4,5
x

:

CLS E wenn
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wenn- man dieſezweyReſultatezuſammen.addirt,ſo
wird man finden: :

:

CA a —1= {1
x°

+

H

EE }© LS A EAP

E
y = 208. X, woraus cos. x =, TA 3

wennman im Gegentheilevon demerſtem.dasEE Res

ſultatabziehet,ſowird man finden:

E BE
Cx 1

:

TA 1
Ls

ES a

LRA ZES

e
3 XV — T

zs

a As SE
oder E GE

;

R E EL E ES
A

E LE)
und folglich

ax ZO EEE = TL
=

———_—_ 4

2 — i
SI, X =

Es würde einleichtesſeyn)dieähnlichenAusdrûcke
derandern trigonometriſchenLinienzufinden.Man

BUEjenenvontg,xhaben, wenn-maninder Gleichung
ES

 COS.X

denWerth.von sin,x und cos,% ſubſtituirte;eswürdedann herausfommen2i

Ï fet— Ta Li
aa Ta E Lemm

oderindemman den Zählerund NeunerdeszwwehtenTheilesvsed PE:

!muſtiplicirt
GW2 to.t=

tt,X
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AR —

LS
tx = ———(e

;

|

38.

De zwe Gleichungen

E ECA 4

2 ]

| VIV —1
F

SiN, X = EEA
24 —-,1 J

werden uns zu Reſultatenführen,diein der Analyſis
von großemGebraucheſind.Jndem wir ſie,nachdem
diezweytedur<. y" — 1 muſltiplicirtiſt, zuſammenneh-
men ,eN wir ſogleichdaraus ziehen

Cos.x + Y — I. Sin.x =ea GNV7s

Ts
und ivenn man ſie voneinanderſubtrahirt

'

:

cos,x
— Y — 1 .sÏn.x = GIEV:

Nimmt man die Logarithmenvon jederHälfteder leßten
Gleichungen„ſo wird man finden?

:

xv — 1 = l(cos.x+ Y —

1 SnaN—xY = 1 = l(cos.x — YV — 1 sin x)j
?

‘teinman diezweyteGleichungvonder erſtenabzichet,ſo wird man haben
ax —1=(cos,xy — ï Sin,x)— (cosx—V I sinX)

E LO,
LCoS.& — YV — 1 Sinix

wenn man den Zählerund Nenner RE Bruchesdurch
eos, x dividict,und ſtatt

sin.&
TURRE",

COS, X

den Werthts,x ſehetſowirdherauskommen

e:

AV 1
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l + Y — 1 tang x]

ARSS Tte
Wir wollen nun Y — 1 tang,x = u machen y, ſdwér-

den wirzuFolgedey(Ne.18)u Ga)gefundenen
Reihehaben;

.
:

e

2x —_— I 2 E
C 2 E DE »2- }

oder wenn

GAfür
u fietsfiin6 eten!:

f= —TIt

au—1=24—Ltgx—
--

> i —
L_}|

Wennman tigemeinſchaftlichénFactor2.AS I wegs
läßt,ſoerhältman

;

to.& tg.x*t C eQ QT &

|

M lares g.X
= ZE SE

h

‘eineſehrmerkwürdigeReihe,ſowohldur dieEinfach-
:

heitihresGeſetzes,als dur< Natur der Relationdieſie

enthält,weilſiedieEntwicklungeinesKreisbogensver-

mittelſtſeinerTangenteiſ. Wir wollentg.x cevorſtellen, ſo werden wir hahen
:

i LEA UE
:

r M a Lt Me e RE ‘OLE, Î 0 6

: SZ DT :

Wenn man fúrx den:Bogen von 45°nimmt, ſo.wird

man, da ſeineTangentedem RadiusoderderEinheit
gleichiſt,finden: denDogenvon

4 =1 +T —E he

DieſeReiheiſtnichtſehrcouvergent,man kann «bee
anderedavon ableiten, die es mehr ſindund zwar ver-
mittelſtanalytiſcherKinßgrifedie wir jeztvorlegen
werden. :

: Es‘iſtleihtzu ſehen,daßin einemKreiſedeſſen
:

RadiusderEinheitgleichiſt,der- Sinusdes Bogens

A von



E E EWLGLGDU BL

von zo*= #, der Coſinus= 2y3,undfolglichdie-Tanz

“gente= = iſt.Wenn man dieſenWerch fürt ſubſti-

riefo wird man finden:der Bogenvon
20 = Afee e —

e)

|

E E R EY
einReſultat, welchesconvergenteriſt,E i Vorher-
gehende.Daman dieLänge des Bogens.von 30®fenntz
ſowird man jenedesUmfangeshaben, wenn man die
erſtedur< 12 multiplicivt,“Durchdie vorhergehendeReis

“ he hat Lagnydas.Verhältniß.des Umkreiſeszum Durch-
meſſermit 127 Decimalzahlenberechnet,und ee fand,
daßwenn ‘der Durchmeſſer= x“iſt,der Umkreis durch

—

3/1415926535 89793’23846
26433 83279 50288.‘4197169399

37510 5820974944 592390 78764
06286 20899 96280 34825 3421C

7067982148086513272306647
09304 46«© ES

awögedrüdtſey
Hiet“

# In der 5tenAusgabedes erſtenTheilsdex vortrefliche:
KáſtneriſchenAnfaugsgr,der Mathematik,Seite 331 meldet

Hr.Käſtner„ aus einem Briefedes HerrnMajor von Zach,
"

Herzogl.Goth.Aſironomen; Gotha,x. März 1792. daßHr,
Dr. Hornsbyden Herrnvon Zachberichtethat, daßdie
BodleiiſcheBibliothe>zu Oxford,ein Manuſcriptbeſige,
worindieVerhältuißuahmeno< auf:29. Decimalſtellenweis

“ter angegeben

-

iſtals beymLagny. Die niedrigſteZiffer

“béyLagny‘iſ vonder Ordnung— 127, dazukommennun
nochfolgendeZiffern:

‘46095 50582 23172 53594 908128 4802,

Deren.hôchſieZi�ſervonde?_— 128fienOrdnungund dienie
I drigſte



Einleituns 103

Hier inein Mittel,welcheszu einer no<ſdugleren,
Annäherungführt:weil man

:

E SIN.A;
x a

¡

Es

mei cas

und :

i SINSS+ b)
a3 RS b

côs.(a + b)' taaH |

hat,ſo wird man dur dieEntwicklungvon sin.A +b)

Rnd cos.(a+b) finden:
in, à. cus. b + in.b.C08.A = te, b

; Çços ai cos.b— Sin.a « sin.b
(A E Jas

Wenn man aber denZähler.undNenner dererſtenHälfte;
les‘dieſerGle:chungdurchç0s,A cos.b dividirt,ſowird

manfinden M
3 de .

.

7

j

ESS _sín,a sin,h RAE E

D
y

m
a

|

lm,
AER bi

f

COS dr COSE 7A

f gin Sin. b

; tE EEE: 56
e

» _ Çosa Cos d AECE

welhesſidTBE A i

BatE aga+D
s E —

tea «.tS-
bh

‘xeducirenläßt. “

:

__ Wir wollen denBogenAfeb = 45°ia ío

hat man alsdannts-(a + b) = 1, und folglich
I — tga tgb = tg:8+ tg-Þ,

woraus :

Lz LL I E
:

tang. b = = y :

IS
I + tg.a-

:

|

GA Menn

drigſteZi�ervon der— 156fſtenHrbuung-Sugleichiſ be-

_ merkt,daßdieunter den LagnyſchenZiffernunten mit ei-

nem
.
bezeichneteBiſexBO7 ſondern8‘ſeynſollte.

id
é
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Wen man nun te. a=? macht, ſotird ſi<daraus
ergebentg.b= 5, DieBogena und b werden durc
zwey convergentéreReihengegebenſeyn,

-

als jenedie
wix weiteroben gefundenhaben,und mán wird haben

f: ‘I _I ES e
i

ZL i 5.(22 iE
D
6,2"

n *

= LS o,AT A SRA EI

39.

id)DieſeFormelvevdarkenwirEuler¿-derzueïſteitébequeme,
= FoxwnelzurBerechnungdes UmfangeseinèsKreiſesangegebe

“hat, da man vorherſi<derDangontedes Bogens von30°
bedienthatte, dieaberdur< ihréJrratioualitätdieRechnung
ungemeinbeſchwekli<hmaht. — Seitdém habenverſchiedene

“

Geometer ſi<bemühetnochweitconverzenteroReihenzu fina
den. Ichhabevor 2 Jahrenin meinerPinakothekeine

‘Formelbefannt-gemachtdieih vor mehrerenJahrengefundew
habe, und dieunterallenmirbéfanntenden Vorzugzu .ver-

dienenſcheintyund nachwelcheri< mitHülfemeiner Pingo
 Tofhekden ‘Umfangdes KreiſesoderdieZahlx bis auf205.

Decimalſellenberechnet, bekanutmachenwerde, Die Fors
{nelſelbſti folgende? ,

e af 27 ,°
e de MORE: WE

2 e 7
Abies

gio

7
=P ‘ PE

pe
Le 10 3.10 $10 7,10

: E Tr I
Ps

E

ſR arma
mi +t —— R

a

——

E E qb

i 1.239 3.239? 5.239)7.239"
&nderfranzöſiſchenAusgabeuteinerPinakothekTitei nocj-
MiceneFormelgegen:

RE

Lo RA _S d
e re E8ze 8 c

a
100 9 IO: LI LO:13

128.32 R DG Ei y = bh ——— +T...
L410 TA 1s ——tO
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Wirwollendie

E
Gleichungen

a —

H AA* EU [u tt; EaG PO

E
/ Mds EEG Îunñ i

/
sin x =

r= f
wieder vornehmenz wenn “man darin nx ſtattx ſett,
ſowirdman haben

enxV—_— Ipe nxV—1

|EOS. nx = AEREO E

2
D

%

| ex —. x e NL |:

Sin,nx = —
:

S : 2/— 1 ils >
SE

Gs
|

wel:

Ichhabedieſe,lezteFormelvorzüglichbequemgefunden,
„
Venn man etwa x nurbiszur —50 Ordnungberechnenwollte,
indem die einzelnGliederdieſerFormelperiodiſcheDecimal-

brüchegeben, biszu-derenWiederkehrmaa alſonur dieRech-
nung zu uachenbraucht,

So bequemaberauchdiehiervon mir mitgetheiltenFor-
zelnſeynmögen,fowürde dennocheineeiſerneGednld dazu
gehören, dieZahlæ bisauf200 Decimalſtellendarnachzu be-
recnen, und wlreman endlichwohlwegen das Reſultatganz

geſichert? AllesunangeuehmebeydergleichenRechnungenfällt

gänzlichdurch.ſolchevortheilhaftemechaniſcheHülfsmittel
als meine Pinakothekdarbietet¿ weg vermittel|dieſer
kann man dieQuotientenganz mechaniſ<,nichtnurx

| nah der Ordnung,. ſondernaucaugerder Orduung,

-

von

jederbeliebigenZifferaus der Mitteanfangend,uud zwar,
_nachWiliführvox oderrüwärts, ſoweitman will,findan
und hiuſcreiben,Nicmandwird denAnkgufdexPinakothek
bereuen, LS

Z :

‘

G.,
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welches zu den Werthen der Sinus und Coſinusder.viel-

fachenBogen leitet.

UeberhauptgebendieſeFormelndas Mittelan, den

algebraiſchenCalculaufdieFunctionender Sinusund
Coſinusanzuwenden;und durchihreHülfegelangtman
zu den nemlichenReſultaten,als diejenigenſind,die man

durchtrigonometriſcheWége erhaltenwürde,
Da dieſe Materienichtganz zu unſermGegenſtande
«gehört,ſowird man hiernur einigeBeyſpieledavon fin-

den, die aber dochhinlänglichſeynwerden, um den Ge-

brauchzu zeigen, denman von. LieſenE machen
fañn,

Geſetzt,man verlangezu‘wiſſen,wasdas Produkt
‘Sin,X. COS. X bedeute, ſowirdman, wennman.dieMul-

tiplicationverrichtet, finden: è

EV — I

E it
!

Ï

2
SIN.X. CO0S,X =

; ; E
af SE E

2sin;X C08,BS
—

2 FE E As
esiſtaberſeichtzuzehen,daßdie zweyteHälftenichts
andersſey„. alsderWerth von sin,2x, weilman dazu

gelangenwürde,wenn man 2x ſtatt«x in demAusdrucke
von sin:x“ſette;man. wirdalſohaben: ZT

j

|

In X, ‘Cas.x eZ E Sin,2x L

Wenn mansin.x 4COS.2 geſeßthätte,ſowütdemánge:
habthaben

:

;

odeë

; — __ x1
;

Ss COS,Z = ——
)

EE

| (n2 E ES RES
:

SÉESTy Zz +tE E ,

R

i A E
;

‘woraus -
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|

woraus síin.x cos,rea
j

A Bici 1 pt E
EZE

°

aber es iſtévitent,daß +

E

E Et TEAx+2)yff E E
7

E

: EE

EE i ="stm(xte)Pe
e(x—z)V—ILa ESCA 4 -

-

— =sin,(XZBE : 1

folglich
sIn,x. cos,2 = Fai(+2)+ sin.CE— a
DieſeFormelergiebt"‘ſichwirklichſeheeinfachausden

bekanntenWerthenvon
i _sin.(x+2).= sin.X.€082GASin2,Ços.x

sin.(x—2)= SR cos Zs Sin,Zi»,COS. ZE
indem man ſiezuſammenaddirt; aberdasMittel,welches
wir ſoebenangezeigthaben,‘führetleichterzu denallge- Le

meinen Formeln,wie man baldſehenwird,

ES

“Weil
1man

ES

Si

ME LSad tin
eV —1

=cos.x — Y —1inf
_ hat,ſowird man darauszichen:

eDxV—LI = (cos.x +T V:-1sin,x)n
e nx— E:= (cos.x, — i sin,DLE

unddaraus i

l %

enxy”7 T_
n, nK= —

RETE,
—_ I

Ss 1 ï

E
(cos.xt TSin,aos E Sn, xaomm E L>)

gs

2/1 4

LA
E REA Wir



18 Einleitung.
Wie ſindnunaufeineſehreinfacheArtzu dem

Ausdruckedes SinuseinesvielfachenBogens gelanget,
— ud man muß wohlbemerken,daß, ob er gleichmii

eingebildetenZeichenbehaftetiſt,exdoh nichtsdeſtowe-
“

tigerreelliſt;denn dieſeZeichenverſchwindenallein

der EntwieklungE ‘angezeigtenPotenzen,Man hat
_ wirkli, i

7
;

ES —Icos,x2-Tsin,x

n(n — 1) x |

arnes cos, xl-2sin;x «4 è

“

(cos.x—_-“Isin,x)=0s,x0— ny”—Icos,x9 Ysin.x

n(n=— I) -

_— COS.xn-2sin.R Paa—

wein man diejrveyteGleichungvon dec erſtenábzieht
und dur 2/"—x dividirt,ſo wird man finden;

E CREA Sin,X)

4
n(n = T)(n—2) (n--3)(n— 4)

:

:

A 3 E ES

/ Es iſtnichtnôthigzu erinnern,daß dieſeReiheje-
 desmalbegrenztſcyn wird, wenn n eineganzepoſitive

“

Zahlausdrüft;ſiefolgetin dieſemBetrachteden nemli-

_<henGeſegen,wie dieFormeldesBinomiumsos der ſie
‘abgeleitetiſt.

Sin,NX==n cos, x I sin,x'—

¿9s K0-f din—

Wehnmanín derGleichung
enxV—1pen<Z0S.nx ==

2
‘ſtattnx und“anf ihreneu ſett,ſs -

“wirdman finden
, cos, n= ſcosix+ — I Sin x] + 5[cos,x— WV—Isin.x]8,

undindemmanentwickelt,ſokömmt,nachdemman die
Glieder
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Glieder die fi< aufhebenund die alsdann jene mit ein- -

gebildeten Zeichenbehaftetenſind,wegläßt,heraus:
n(n -— 1)

s08,X= cos. D um

MRS
cos, x0—2 Sin.x?

n(n =I)(n—2) (n—
:

E
AL C 3)

COS, xn-45in,x —_—
qe

e 2 ‘ 3 L

:
41

Man kannohneHülfeder Reihenzu den vorherge-
‘hendenReſultatengrangen,wenn man von den Glele

ungen
Sin,(EE) = O Xe Cos COS x Sin,21
TOS, (x2) a= cos. x. C08,Z2 7 Sin,K «SIN.Z >

L= Sx FF Cos j
Gebrauchmacht,

-

welchedie ganze Theorieder Sinus

enthalten,wiefolgt: vermögederleztenGleichunghatman
i = (cos.x + VC — I Sin.x),(cos x — VV — 15in.,x);

Wenn manyaber das Product
(cos.x + Y — 1 sinx) (cos.z + Y — 1 sin,z)

entwielt, ſofindetman
cos. cósz—sin,X«sîn 2+[c0s.*, sin z+sin.x.cos. 21=1

ein Reſultat, welcheszu Folgeder zweyerſtenGleihuw
LA

‘gengiebt: ;

(cos+ —isin.1.x),SE —1sin,¿)=€0s.EHS
' + = IsiÑ,(xz)

Ebenſowirdmanerhalten
Lan

— V — I sin.x).(così— VT — 1 sin.z)

= Cos (Fz) — V1 Sin.(xz)

(eons4 V== I Sinx)«(cos,z— Y — I sin.z)
°

= cos. (x—z) + Y —I sin.(x—2)
(cdx = Y = 1 sin,x).(cos.z + Y — 1 Sinz)

E a= cos, (x2) =_= Y 1 sín.(x2)

Si
:

|

Man
_—
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“Manfánn dieſevierFormelnin den zwey folgendenbe-

greifen: FE E

(cos.x# YV—I sinSs(cos.z+ YV—I-sn „Z)
j

LE

= €0s. (*+z)= _ V— Lein(x +72)
‘(cos.x+4 V—-1 Sin,x).(cos.zZV +1 sin.z)

Baa

— cos. (x—2)VC —lin(x—2)
Wenn man hier in der erſtenna< und nah

:

2 = X, 2x; 2% (n — 1x
macht,#0tvirdſichergeben::

(cos:x — I sinx)?== cos.2x + VV—1 Sin.2x

(0,ts E Sit X)(C68.2x 4 VL Sin,2x)
= €08.ITS Él SIn/Z&

(cosx & V—I Sin,x).(cos.3EA EE sin,Zx)
:

[— cos.dn YEA Sin,4x
(0 . 25# E E Ss . “ u . *

R x ZLy 1ein,23;(fn By sin.(n= 1)x)
L e (cos.nx LY —1 sinnx,

Man ſiehtaber, daß diezweyteHälftejederdieſcr
Gleichungengenau der Factorder erſtenHälfte

' der fol-
gendenGleichungiſt,und wenn man ſtattdieſemFactor
die Größeſett,die ihmgleichiſt,ſo wird man finden

(cos.x+ A Sn X)= cos. 2x 2 YV—Isin.2

(cosx Æ V—Lsin,E = COS 2E: 1 sin,Zx

+ VV—Tsin xl = cos, Ax Æ VC— Tin nx

2 . ° *
i

(c0s.x

Man wird alſohaben “A

—

ſ(cos,xFy —Isin.x)%= cos nxt —Esin.nx

E L(cos.¿iKy vedSix)
= cos,nx—yT-—1 sinn&

Wenn man dieſezweyletztenGleichungenzuſammenad-
dirt,und eine von der ändern’abzieht,ſowird man wie

oben finden: :

|

ps

Cos. 1X =
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cas, nx = Zs Feds SO x]B :

R

+ [cosx—y=1in]

“Sin, 02: = ——SS + V—1sin,x]B
2/ —

:

D LE
9

La a ——

|

COS, E Zi

2 — 4 ] i

I:

ES

Wenn man in dieſenGleichungenx=— malt, und

fieentwi>elt,,ſowerden ſiegeben
cinyn(‘cosN)

E2 Ee cos,C Ey
“N — aan0s =>

<8“(in22

n 0-2
Cos.V =LasY-_— Cos.L (in.D

BnES eosE [*HPEDESl 2E

Die Reihe,ivelcheUreenteTheileacia
- in Rückſichtdes Wachsthumsvon n einerGrenzefähig,
dennwenn agsZahl ſich“vergrößert,ſo.verändertſich

“derBogen—,und näherti< imniermehrſeinemSinus
(Co

: währenddaßſeinSinus ſifi< CARadius
oder der Ein-

a nähert;wennman alfo——fattSiri,Es(Preidel
I ſtattcos, —,und dieProducten, n(À — 1),a

as gs
u. . w. aufihrerſtes.Gliedreducirt,�ówirdmanzur
Grenzehaben

SIN,Vz=0



+

-—

/

E Einleitung,
y A À E

Sin,V=n— —
E

— + er
A

À E20 27445 n

y? : wy”
a y SS _—_— yd

E

2.3 2.34.5

a MANE Be VS
Cos VEL a e je i —

—
_—

e
5

2 N 2.3.

4
f

x E
2

yt
= Y _— 6

2 2 4

Hierſindwir nun auf die Reihenvon Ne. 35 zus

rücfgefommen,und man ſiehtdaraus, wie ſi< die ver-

ſchiedenenWegen elner dur< den andern.beſtättiget,.

welchewic um dahinzu onet befolgten,

42. é

_Ín den vorhergehendenArtikelnhat man dieSinus

aindCoſinusdér vielfachenBogen na den Potenzender

Sinusnnd Coſinusder einfachenBogenentwickelt; hier
folgtnun dieAuflöſungder umgekehrtenFrage,nemlih

jener,wo és daru: zu thaniſt,die Potenzender Sinus

und Coſinusdes einfachenBogens durch dieSinus und

CoſinusſeineevielfachenBogen auszudrücken,
Es ſey

Leos,x “tty — 1 sSinx = u

Lcos,x
— Y —I-sinx = Y.

ſoman wird haben
4j è. E

Í

T ef

cosx = ¿(u+ v),sin,x= A (uv),

“und daraustvirdmanſogleich
T0S,X9= =(a+ y)

herleiten,Wenn maa diein derzweytenHälftedieſerGleis

equngangezeigtePotenzentwickelty49:wird herausfome
men:1

E
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gs

I:
|

: n(n — 1
cos lan —d unf nyn- Ty +

( ?
un-2 y?

¿ AL
j

:
2

A LS n(n—1)i 2)
á

7

$

STERERE

E

iris

un-3 Y”
?

+ ZP
2! «>-Z I

aberin dem Ausdru>e(u + yv)" fann man v und u

vertauſchen,und umgekehrt, welchesgebenwird
n(n — 1)

2

E
cos.x= =|B Tu - yn-2 y?

O

es

+ OP td+e
N t

Le

1

wenn man dieſezweyReſultateiuſommenaddiet,ſowird
man EY

;

|

1 s
IA

‘acs,Vz gus++ vn -+ n(ut-fy + yn-ftu)_

EL
t

,

:

« (is

LS E + yn72u)

n(n—1)——2
| 2) cua3 tn Su) mþ

:

ManfanndieſerGleichungEs Formgeben:/

“undübérhaupt,C

fl :

i

y

aut,cos.0={un+yn -+-n uy(un-aafyn-2) ;

{

E nA
—rh,u?v°(un-4> E

/ —_—_ === 2 L+
n(n1)(n-—2)D 4:SE: + v6)uz‘.

3SL
Fd Zz

aber,Nr,40zufolge.hatmant:
cos Nx=t= È E SiN,We

L&
{ (cos.E —1sin,x)n

zun+ 2Ve

was D & immerepnimag.Man wird darausſchlies
ßenfönnen,daß

‘

8 «+ yh = 20s,n Ks

O O ena
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unn vu-m= 2cos.(n — m)xz

_úberdießiſtleichtzuſehen,daßuv = 1, manwird folg-
dichhaben: ;

E

4utIços,x0=22C0s, nx-Fancds.(n—a)x+eos (n—4)x
°

4k LeS*

: 2n(n= 1)(n— 2)-

R eS
cos(nO) +„3

oderttwennman allesdur 2 dividirt:
:

f H=-T
L

;

20,cosx=sC0s.nx+ —éos.(n—2)x+Ea. —4)«

“6 n(n—=1)(n—2)
:

_14243

Wennman ‘dieſeFormelwie jenèdes Biaomiumsvon
Newtonfortſetzt,ſowird man zu CoſinuſſenegativerBo-

„gen fommen; ſieſindaber genau dieſelbenals dieder

poſitivenBogen, die ihnenentſprechen,wie men ſichhie-
von verſichernkann,wenn man x in der Gleichung

E LEL ——

i

CÓS:(i—6)xn j

MEP,

St

——a
i 2

Y negativmacht,‘derenzweyteHälftedurchdieſeSubſtitu-
tion i< nichtverändert,man wirdalſocos.(m— n)x
anſtatt(n — m)xſcpreiben.

SL Der- Werthdenwir ſoebenfúrcos xn
:

gefundenha»

-

ben, iſtnichtbloßaufdenFallbeſhrántt,wo n eine

ganze‘Zahliſt,er wúcdeebenfallsdenen’zuëommen, wo

N ein'BruchodereinenegativeZahlwäre. Jedochiſt

„e im erſtenFalle einér Vereinfachungfähig,die.wir
_

ſogleichlehrenwerden. E
In der Eutwicklungvon(u + Vv)"AE die von

den äußerſtengleihweit abſtehendenGlieder,wenn n

eine ganzeZahliſt,dennemlichen'CoefficientenE
“

„wird.gusindénAusdru> CO0S,NX
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(n— 1)
j

cos.(n—4)x
:

Cos, nx+—cos, (n —2)x +=
E “+ =)

@

a COS. Si DS: de Sn
i

Le
a

e

fattfinden , und- wir - werden:übetdießzeigen, ‘daß die

von den äußer�ten Enden dieſerFormelgleichweitabſte-
hendenCoſinuſſeauch zu gleichenBogen gehören,*- Fn

_ der That, das in einer Entfernung# von dem erſten

geſtellteGlied,gehörtdem Coſinus(1 — 2m)x, und das

lezteiſtes ſelbſtvom Coſinus(n — 2n)s,oder COS,— NX3
wenn mau gegen das erſteum einé dur< m angezeigte
AnzahlStellenjurückgeht, ſo{ird män nothwendigerz
weiſefindencós(—n-+2m)x,odevcos. = (ni—2m)x Abex

nachdem tas hierobengeſagtwurde,kömmt

5B Coe (A.BU) UO DOS! mr CRd= 2) x
:

auf.eins‘hinaus¿ hierausfolgtalſo,dáß es unnúsfey,
die multiplicirtenGliederdur<CoſinuſſenegativerBoz

gen zu ſuchen,und das es,um ſieinRechnungzubrin-

“gen - hinlänglichſey, das doppelteéínes'jedenvondieje-

“tigenzu nehinen,diedavon poſitive‘enthaîten:

Man fónnte alſo,indem man bey bem Gliedeſtehn

bleibtwo diéBogen -negativAN y ſchreiben:"-

au,cosars
=

{22 CÔS,ÜK1+eos.(n—2)x+= RTE
EA au) L

u Man mußvisbemerken,daßitjdémFalle,’tvo a

einegeradeZahl iſtdieFormelein“Mittèlglied*hat,
welchesvonjedemäußerſtengleichweitentferntilt;und
durch

ia— 1).(îñ —

2A O ZS

ie

iti Aie Et ſN

cos,(n—n)«
E >

i

: 4 Í

A “ Vote

. 1
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E Einleitung.
‘vorge�telltwird; wegenCos, OX = I, reducirt es ſfihauf

St i (>+ D.
.

?n
IQ vo cs

—

2
:

und weil es einzigiſt,muß es niht,wie dieUy
durch2 multiplicirtwerden.

Mas wirdalſozum letztenReſultatehaben;
fiscos. x=

“patsE —eos.(n—2)x

n(n— 1)
|

s ES aa
À D : “n(n—T) es Y -

i

a
N

ST ELO YE,FSA
‘odedrman --Peódlicotetin dieſerFormelſtillezu ſtehn,
wenn man einennegativenBogen antrifft,undwennn

“gerade iſt‘nur die Hälftedes Coefficientenvom Coſinus
des Nullbogens,den man findenwird, zu nehmen. Mit
dieſerAufmerkſámkeitwird es leichtſeyn,die Werthe

_ derhierbeygefügtenTafelzu bilden:
CD SCO R

zt

2c0s, X =c05,2x FI

4cos,x Ecos, Zx 3C0S,X
*

geos,x*=cos4x+4c08.2x4-3
16c0s,K‘=cos;5x+úcos,3x-+10c08,K

 Z2C0S,x“cos 6R#6c0s,4x+1 5cos.2x+10
6460sx’=c0os.7% 7045 RICOSZEH35Cco8,x

“UV feWaro
| :

' |

43
Un sin,x2 zu entwieln, wirdman.von derGlei-

gung
:

SILX=
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ain, x= A (u — v)
i

S8

AV

EE machen,undman “—finden

:

Sin,xn ET ‘(u-__

id

oder
gin, KD=rele? unzuup y unen y

i

n(n — 1) (n — 2) 9
VI —-

“ titi

Ali

m

aGOEEE

-3 04.O Lx. es ſeyn einegeradeZahlzin dieſemFalleWW
6;

(u — vy = ( — u), :

undfolglichwirdman wieoder haben
A = ES gr —)af

i (2/7— 3s
i

|

i

Wenn ‘man’diezweyteHälftedieſ&Gleicbungentwi*

delt.und zur erſtenhinzufügt,nwirdSOE
:

>

I!
y

fecà
'

2 SinZE FIEREUOET pae:(urLegyRTTR

_—— (un-2y?+82n°)e
:__n(ú—1)(n—=D LH BERND:

|

TT et Nrj!
oder : N

25inanaS AIAAvy HG 4 Y LS
LeEe Eh A

— 1)
E

4
erte

mreTAE

rermE

2° n= 4 -4 ,+=
1.2

u (w + vo

E bte LS,
Ti Da 3

Gg

Ei J

ein Réſultat,“welchesdieZeichenausgenommen,das

nemiche:iſt,was"wir,inderVorhergehendenNr.gefunden-
‘ H 3 haben,
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3

n i Einleitung.
haben,tir Fönnenalſoſdgleichſchreiben

E nN

A N
n Sin,x= cos.nx —

=
cos.(n —

2x
1

Kea

É

—_—_# — cos.(n — 4)x

R DE) cos.(n= 6)x + - =
I 27-3 F

die igebildesGrößeverſchwindet,weiln einegerade
-

Zahliſt,undman hat-

i

; == A L-

‘todasobereZeichenſtattfindet, wenn n tinezwiefaH.
geradé,Zahl iſt,das heißteinVielfachesvon 4 iſt,und |,

- dasuntere Zeichen, wenn ſie nux dur 2-theilbariſt.

Man wirdúberdiezweyteHälftedieſerGleichung
dienemlichenRaiſonnemenitsmachen,alsin den vocher-

gehendenArtikel,-und weiln eine‘ganzeZahliſt, ſo -,

“wird man darausſchließen,daßman ſihauf die Glie-

© der beſchränkenkann,welchenur.poſitiveBogenenthal-
ten,wenn man nur das“doppeitevonjedem derſelben
nimmt.Daú geradeiſt,ſdwird ſi Überdießein Glied

:

finden; welchesfeinenCofinushat,undnichtdoppeltge
“ nommentberdénmuß;und dividirt‘man allesdurch2,
ſo wirdman haben:

2
:

-

5 Mee;

LanISinx0=< cos Ax——?cos;(n:_— 2x.
: EEE

:

e: BE

n(n— I
j

/

s
LEN

Z

D
i

+ ba
7
_—: epslnuDE

i

:
EE CAr Cus—2).

RT EE cas— Ox + “taniS E

ed a F En

= CE

einen.
| negativenBogenaMRE.und,gur.die‘Hälfe.des

CaeMi-

¿

z
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:

CoefficientendieſesGliedes“nimmt. 2.Vennneineun-
geradeZahliſt,ſohatman

:

E

C'E cat (u— vL
:

folglich
I

(2V — 1)"
sin,xn =

— (v— ujs,

oder durdieEntwiklung
:

sin.xn= i E e vo-Ty
< EE L

va a 1 n=21nin1) (nD
: 1,2 : TRAS

Wenn man dieſenWerthvon x" mit dem Seite117 zue

ſammenaddirtund dienöthigenReductionsmat,fo

wird)man:finden
7

-

s

ur

n= 3 ?

+ 4.y
=>

Ul 0
SC 1E

i n LA è

Jinxn=o E 2 E ASE
O) Sie

: -

ez LY LL: -4

_— n(n—1)(n—2)uv (un-E—vn-6)+. þT.243 ri

LE:
:

aberdurchNr.49, Aue E
L

L
“sìn.Sa= ee + V1 Sitxe20

_——

-

(cos.X— Y 1 sin,u=
ZS — (un—v®),ea ee

wasaucn irumerſey;wasdasProductuv AAA :

ſoit dieſesimmer der Einheitgleich,man wirdalſo."
allgemeinhaben

:

un-m — yn-m = 2 — I a _— m)x ;

E

e

Folglich

H AC: te gin,x=
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; SIN,XR A SESETL

n‘n —-D+

L=) (n— E28 LES

ETO
DieſeSoratiſtniht mehr,‘wiedie-Vorhergehenden,

mit der - eingebildetenGrößebehaftet,denn da n eine

ungeradeZahliſt,ſo iſt
;

:

: 2(/—1)2= > 20 TL,
z

wo das obereZeichenſtattfindet,wenn rf von der Form
4k'+ 1, das heißt,ein Vielfachesvon 4, um dieEin-

heit‘vermehrt*iſtzund das untereZeichen,wenn man
bloß.n =2k + 1 hät.

_H
sin.nx—

O
sine(n— 2)2

Sin,(n — 0A

n. (n°e > $

gehörigenGlieder béſhränfen,indem man von ‘jedem
derſeibéndas doppelte,nimmt, Denn es‘iſtſogleichdurch
die nemlichenGründe als vorhinaußerZweifel,daß die
‘gleichtoeitvon deräußerſtenabſtehendeGlieder, den

nemlichenCoefficientenhaben,und daß das eine mitei:
nem poſitiven,und das andere mit einem negativenBo-

gen behaftetiſt,Jn Wahrheit,da dieAnzahlderGlie-
-

„derder Formelgeradeiſt,und ‘abwechſelndpoſitivund

negativſind,ſowerdendieentſprechendenGliederents

gegengeſeßzeZeichenhaben; aber au dexSinusdes ne-
“ gativenBogens if ſelbſtnegetiv,wie man ſi<davon

CERAfann,wennman
im

E —I_ RERE
fin.x = — Y

‘

es
|

Ï 2 1
t

ve ſtaîtÈ x ſetzet;dieſeVerſchiedenheitdes Zeichens
findetſichalſoverbeſſert,unddieGliedervon denendie:

Redeiſt- R ſich.ineinemtiazigenSs E

Auchhierkann man ſihaufdie zu ‘poſitivenBogen:
|
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I27

Nach dieſenBetrachtungenwird,wenn.imándur<
“2 dividirt,n .,

n
d

an TES {SIN,nx — =Ssin,(n — 2)x

n(n —

+
i

sin.(n—4x

vas aa A sin,(n — Ox ++. 1
:

142.3 J

AusdenbéydenFormeln,die!wir ſoebengefunden-ha-
ben, wird man die in dér folgendenSREenthaltenen
ES leichtableiten:

.SÍN,x
=
mn “Sin,x

2sin,x*==—cos. 2X41

 4sin,x= sin.3x-3sin.xIs
:

“

gsina= cÓS4Xx—4C0S.2x43 E RE
,

I6siux= Sin,5x—5sinZK I0sin.%-
|

328in,x= cos6x óc0Ss4X ISCoSs2410

64sin,x”=—sin,7x+78im,5K—218in,PSSS x

“u.ſw,
“Dieſesiſtfürden Fall,wo n eineganzeZahlwäre,wenn
n_eine gebrocheneZahlwäre, fo müßteman zu'der er-

ftenFormelder vorhetgehendênMr. ſeineZufluchtneh-

mey. Man würde x = 90®= 7 machen, welchesgebén
_wúrde cos,x = sin.z,Und folglichwäreder Ausdru>

“von ecs.xn durchdieCoſinusder Vielfachenvonx, der
Ausdruekvon sìn,2" durchdieCoſinusder Vielfachenvon

HO — 2, odervon dem ComplementdesBogensz,

Die: Eitipikfungvon1u, welcheNr. 29 gefunden
/

wurde,wirduns zujenereines-Kreisbogensleiten, wel-

cherinBeziehungdexSinusſeinerVielfachengeordnet
; Í H 9 j iſt,
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iſt,Ja déc hat, wenn man in

tuuu ( JsE
=.

)-2
—nSE

a eV —I mat,ſowirdmanhaben
1E Pn T

5s inesEA -]
>

:

E

D Ï ME
:

A
i + Pia

aal A
:

i Z E 3 E

;

: 4

:

;

e4
— TeEESLE

) 4 “

+ es

aberpt 1 = 2/— 1 folglich

nisTAE

LSE ST
1

|

0A AAE Hs pegeT“E:
__tvenn man die zwey"‘HälftendieſerMeichjingA 2 diz
f

“bidirteſowird manfinden- ¡iz s

A HNE SL

L 2 5A :

res

A -rtE V-a SA]
R: GRA

3

AE >

4 ;

y ml tt Sete

(E:

Es 4h
LAA __, R

JeeRN

PSSi La ES Fu
EL

i

y _. “und -
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2 LIL

as = sin.z

ſ VT —e

Z 2 Ll

„Und wegen 4
2 —1 ESL

‘

5 Ê 4 E E _—— = Sin, 22

wirdſichdarausergeben
(Îz= Sin.2 —Z8in.22z'+ tin 3 z= {sin.42+
DieſermerkwürdigeAusdruck der Entwicklungeines‘Bos:
gensdurch-dieSinus ſcinerVielfacheniſtvonEuler,ſo.
wie allesBorhergehende,

:

Wenn man 1 = 90°macht, ES De
sin:42,und úberhauptalleSinus der dergeradenViels-

fachen- Bogen gleichNull; ‘nurdieungeradenbleiben4
“man muß aberin Rückſichtauf.dieſebeobachten, daßſie
wechſelsweiſepoſitivund negativſind.Wenn alſosin.90*

poſitiviſty ſoiſtsin.3 + 90° negativ„ sin.5 + 90° pos

fitiv,sin.7,90"negativ; und ſo fort.DiefenBetkrach-
—

tungen’zufolgewirdman ‘finden,‘daßderBogen
von 3° =1 — 3 + #*EES

ſey,einReſultat,welchesjenenvonNr,38 gleichlautendiſt.

Wenn man den Ausdru>k‘einerGröße.dur eine

nahdon PotenzeneinèrandernGrößegeordneténReihe
|

erhaltenhat,o fannmandie Frageunikehren,indem

man die zweyteals eineFunktionder erſtenbetrachtet,
und ‘ihreEntwiklungſuchen,Auf ſolcheWeiſekann
man,nachdem der Werth des Coſinusund Sinusver-,
mittelſtderPotenzendesBogensgefundeniſtjenendes
Bogensſelb. verlangen.DieProbleme dieſerGattung:
ſind.der Begènſtand-dexWiederkehr der Reihen.

E werde dasUNE vor!AugenegênwelchesunsNew:
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Newton,
- der es zuerſtauflöſte,in einem ſeinerBriefe

an Oldenburghinterlaſſenhat, weil mir dieſesdaseles
ganteſteund dasnatürlichſteſcheinet.

:

__
Es ſeyx einKreisbogenund y ſcinSinus,ſowird

man -haben (Nr.35) i

y=——- + ——— +.

“Wenn man allePotenzenvon x, die erſte”ausgenommen,
eliminirenfönnte,ſo würdeman den Werthvon x in

y haben; man wird auf folgendeArt-leichthiezugez
langen;

:

Man berechneKiógdie ztePotenzvony entwedex

geradezu- oderdur< Hülfeder FormelnNr. 20, und
manwirdna gemachtenReductionenfinden

x° 13EE
pris SDA Aia 4)= 120

wennman zwiſchèndieſerGleichungund der vorgegebe-
nenx° ‘alseinebeſondereunbekannteEEEeliminirtt,ſo wird herausfommen:¿

;
:

S M + =x«—[7E SafPe

„welche,indem man reducirt,giebt,
:

y? J e 7

2
|

R is X

Y+L TF

8
+

57!
Máàchtman fériésdie IEEPotenzvon y,

-

ſowird
“man haben ;

1 gx?4

y =
a NS

E Met
UE ; :

undbringttätx ausdem lebtenReſultatweg, ſo
wirdA finden| i ¿

=
/

2e ;

Æ +7-+
—

ES — fe edi



x

oder ES

=
Z SX h ce

FE + L 65 1E tA
Man hatE Pri H folglich/

y?
IF

— 1
1

y +2Ct E 112

Hier AUwir A zu“ der Entwiflungvon x in y ge-
langty und zwar bis zur 7ten Potenz von y, getrieben-
undder Weg den wir dahin zu fommen gefolgthaben,

)iſteinleuchtendgenug, daß man ihn ſo weit man nur

willfortſezenkann. Wenn wan nochzweyGliedermehr
berechnet, ſo wird man haben

y+fy+ y +fay + rtay, y + =>,

Ob man gleichnichtaufder Stelledas Geſchder

verſchiedenenGliederder vorgehendenReihe einſieht,ſo
wird man es dochfinden,wenn man die Coefficienten

und die numeriſchenDiviſorenin den Factorenzerlegt
be toirdman haben

:

E 5. 8
DRAE

E RI 4 7. Y

23 824,5 ZiudeO7 24 8 9
:

3.57.9. y
2.4.6.8.10.TLLOE

Dieſesiſtde Ausdru>XdesBogensx

bad:denPotenzenſeinesSinus y entwi>elt.
DieſesBeyſpielwürde auf gewiſſeArt hinlänglicd

E ſeyn,um den GeiſtderMethodeeinzuſehen.Wir wers

den indeſſenbemerken„. daßwenn ¿nan
A

y = a + bx + cx? + dx? e
hâtte,man zu mehrererBequemlichkeitdieciflinit:
Größe‘a in derandern Hälfteverſegen,undà —

ES
=Z

MaGamüßte,welches
|

:

E + dx?IE
geben
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geben würdeund das Reſultatwürdealsdannnachden
“

Potenzenvon2 fortgehn:ohnedieſeVorſichtwürde jede
Potenzvony. neue Gliederhervorbringendie von x uns
abhängigwáren, und es wárde daraus fúr das erſte:

“Glied dergeſuchtenEntwi>lungeine unbegrenzteReiheirn bfr -

Wenn die vorgegebeneReihedie erſtePotenzvon

x nichtenthielte,ſo würde man nur den Werth der am

wenigſtènerhöhtenPotenzhaben,und folgli<müßte
wan aus demReſultateeineWurzel des dur den.Ers

ponentedieſerPotenzangezeigtenGrades ziehen, wel-

“hes vermittelſtder Formelnvon Nr. 20. leichtn:wurde. :

Einexder MerfwürdigſtenVortheiledesVerfahrens,
welchesuns beſchäftiget, iſt,daß es geradezu derForm

der‘geſuchtenReiheführet.Es ſcyzum Béyſpiel*
-

E EAR e! bx feCR = y

zuerſtmuß man x? eliminiren;dieſerwegenmuß man z

zu einerſolchenPotenzerheben)daßdas erſteGliedmit
x behaftetſey.Wir wollenſeßen, daß dieſeBedingung
dur die Eatwi>lungvon ‘2° erfülltſey,ſo wird man

- nôthwendigerweiſehaben LNE
:

zmn<= anl ¿2m +

25
“

folglichmuß 2m = 3 oder m = è ſey; Manwird alſo.
:

die Reihe,welchez ausdrückt,zu der Potenz# erheben,
welchesiman leichtbewerkſtelligenwird,wenn man ihr

:

folgendeFormgiedt': :

2 = xfa + bx+ cx?+.)
und man wirdAndes

‘

E 4 tat!jrgiti |

Man bringex? ausdieſerGleichungweg, ſoverdennue
x; Und höhernPotenzenbleiben,Wenn ‘man = zum
«“ L

L
-

Quas-
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Quadrat erhebt,wird"nian ein Reſultaterhalten, toel-

cheszurEliminirungvon x* “dient.Dieſe Opera-
tionfann nun ohneSchwierigkeitfortgeſetztwerden,ſelbſt

wenn es auh no< nôthigwäre,den Werth von z zu

gebrochenenPotenzenzuerheben.
i

Die durch z vorgeſtellteGröße,- könnte ſelbſteine
ReihenachdenPotenzenvon y geordnetſeyn,ohnedaß.
dadurchdas Verfahren‘eineAenderungerlitte;es würde

bloß nôthigſeyn,‘dieCntwi>klungender verſchiedenPos
tenzenvon 2, in Bezug aufy zu“ordnen,indem man

von der erſtendieſerGrößenzur zweytenzurückgeht.
Wenn man endlichzwey “Rehen wie folgethätte
:

SS
Lt = a‘x+ bx? + cx?e

ſofönnte uan durchdie nemlt<heMethodedieEntwick*

lungvon z in t,und umgekehrtfinden. ze

Um zumBeyſpielz zu haben,wirdman den Werth
von x und-t in dèrzweytenReihenehmen,und ſo in

der erſtenſubſtituiren,_Das ReſultatdieſerOperation
wird nur dasQuadrat und“die hdhernPoteuzenvonx
enthalten,‘Man wird herna<die zweyte Reihe“zum
Quadrat erheben,und daraus einen Werthvonx? in t?,°

x, x u, �.w. ziehen,welcheseinMittelgebenwird x?

aus dem vorhergehendenReſultatewegzubringenz.wenn

nan aufſolcheArt weiterfortfäßrt,ſo wird man nah
und nachverſchiedenePotenzenvon x wegbringen,

“

Das
Verfahren, welchesih ſoeben angezeigthabe,kömmt
mitdem gewöhnlichfúrdieEliminirungüberein,jedoch
mitdem Unterſchiede, daß.añſtattmit Wegbringungje
ner Gliederanzufangendie den höchſtenExponentenhas
ben, man zuerſtaufjeneóperirt,wo derExponentam

EES A CIRE
EE A Hier



desKreishogens HeſGYehendervon derForm desjenigen

>2g Einleitung,

Hierfolgtnuneine‘allgemeineFormel,elchealle
‘Fälleenthält, in wezcherdiePotenzenvon x inarithme-

HſderProgreſſionwachſen.Es ſey
= k + âx + bx* + ex? «++dx* + ex?Ee E

Wennman k- verſetund zur Abkürzungy
— k = 2

macht7ſowird man haben|

Zz= ax 4 bx! + cx? + -- ex? n
Wenn mandie Werthevon z°,2°; a. berechnet,ſo
wird man nach und nah *?,x*,* ., „eliminirenfódn-

nen, wie wir ſolchesin denvorhergehendenBeyſpielen
‘gemachte ‘undman wirdfinden

1
pi

(2D BE gh?EES
A

+(—= )z?-
N 4x=

e —a ES
r4b®a EET c-— ae

“+ft EE PE =+>0.

E LW

Maufannau E dem. nemlichenReſultate, durch
dieMethodenderunbeſtimmtenCoefficientengelangen,in-

dem man annimmt

x= A2 + Bez?MBE:+ Di + Ez +.
“und die Werthevon x?, x*,x“,x? . «= formirt,um ſie
inderGleichung(1)ärſubſtituiren.Nachdem dicſeOpe-

rationenausgeführetſind,wird man den erſtenDheil_
in den zweytenverſeßenund alle zu"einerleyPotenzvon

_'z gehörigenGliedergleich.Null machen, welchesdie nd?

__thigenGleichungengeben wird,und die-Coeffic:enten
A, B,.C « 7, gu beſtimmen,

-

Wir werden nichtin das

“DoraildieſerRechnungeneingehen, von dénenman ſchon|

:

‘eine’MINERnEAnzahlBepſpiele-geſehenhat,
Í

‘

4G. e
y

“Vir werdendieſeEinleitungmit„einemAusdru>ke

die



folglich

N
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die wir bis jeßt bekannt gemacht haben, oftſchieden.iſt,
und womit Eulerauchdie Analyſisbereicherthat.

Weil man
i

sin,(x + 2)= sin,x. cos. 2 + TOS. X. COS,È,

hat, ſowirdman, indem man z = x macht,finden
z

Sin.2X = 2sin.x,COS, Zé

Weanman Zx fúrx ſubſtituirt,ſowirdherauskommén2.
vit,x = 2 Sin.fx» COS,Exe

Sndem
n

man von neuem die nemlicheSubſtitutionmacht,
ſowehman erhalten È

Sin Ste S-61f,IX4 [feLESN

wennman dieſenWerth von sin.3x in jenenvonSinK
ſeßt,ſowirdſichdaraus.ergeben : TE

Sin,X = 4Sin,Zx« COS. FX COS, FX

Manwird,wenn man fernerſo operirt,haben
SÍN¿FX == 2 SiNFX + TOS FX

Sin X ==> 4 Sin,Îx » cós, ÉX , COS, ÎX« COS, FX

DurchHülfeder Gleichung
SÍN,5X a= 2 Sin,EK » €08, Z4Xs5

fannman{x herausſchafen,es wird alſoherauskommen
sin,x = 16sin.ZK , Cos, 2x ¿ COS,IK COSI IK « COSER

Manſieht,daß, wenn man auf ähnlicheWeiſeforte

fährt,man jedesmaleinenneuen

-

CoſinusRR und
:

daßman úberhaupthabenwird
LT

Sim=20siri.—Xa COS, ÉXK,COSAX,CÓS,*¿R4 cós,7;* 04 bes“ Ko
an

‘

Aberje igen iſt,deſtotleinerwird derBogenÀE

ſeyn/ undfolgli<hwird ſeinSinus um ſowenigervon
ihm und ſeinCoſinusvon dem Radius oder der Einheit

|

"untèrſchiedenſeyn. Die Grenzedes vorſtehenden"Aus-
[,Theik AA EL drues



10  Eênlebcwn ds:

* „dru>es ivird alſoſeyn
“Sin.x = xcos, Ex COS. Ex COS EX

und hierauswird man ziehen
Es

SK

Sin.X

COS aK COS, 4X COS.ape...

aberman weiß, daß
x

——- == sêc.z5alſo x == sin.x SOX. SECAXSCC FR
COS,Z

DieſesProductnähertſi immereinenendlichenWetth,
denn ſo wie derBogengeringerwird, nähert{< die

Sekantedem Radiusoder oderder Einheit, dieFacto-
“Pen“gehnalſoimmer abnehmendfort. s

Wenn man dieLogarithmennimmt, ſo würde man

dieſesReſultatzu derForm einer gewöhnlichenReihe
“bringen, denn:man würde finden

Ix = Lihn,x + Îsec.2x + Lsec.fx deÎsec Zx. 4

Jun.dem CapiteldieſesWerks, wo von Entwicklung
der Functionenin Reihengehandeltwird, wêrden wir

die vorſtehendenUnterſuchungendurch

-

einfachereund
. fruchtbarereMethodenergänzen.Jn dieſerEinleitung
warunſerZielbloßden Leſermit denBetrachtungen
derReihenbekanntzu machen, und ihndadurchzu dem
folgendenKapitelvorzubereiten,wo die Theoriedes Dif--

Ferentialcalculsaùs dex Entwicklung!derFunctionenin
“

Neihenhergeleitetwird,ein Weg der zugleichder ein-

leuchtendſteund directeſtéiſt,und welchender Bürger
Lagrangezuinerſtenmalin den AbhandlungenderAfka-
demiezu BerlinF8

bekanntgemachthat, ;

,

Abhand-



Abhandlung
des Differential:und Integralcalculs.

Erſter Theil

Von dem Differeuntialcaleul,

“ ErſtesKapitel. |

AnalytiſcheDarſtellungdex Principièndes
Differentiälcälculs:

E,würdeſehrſchwerſeyn,dieNaturdes Differen
tialc'alculs jenendeutlihzu erklären,diedieerſtes
Begriffedávonnichthabéèn.Nichtdaß man diéſenEals
cul nichtſtrengédefinirenéónnte; föndérn- weil man es

>

nichtdewerfkſtelligenkavn; ohnefolcheJdeenzu entlehz
nen dieſichin den gemeinenLebennit finden; auchiù
denTheilender Mathematikniht vorkömmén,welchë
‘der Gegenſtandder vorhergehendenStudiènſind,Glüuk-

licherweiſeverbindetuns

aA
eineAdhandlunginit

E LEA
| Deſs
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Definitionenanzufangen,wel<e, wie Paſcalſagt,nur

darinbeſtehen,denen Sachen, die man in vollkommen

bekanntenAusdrückenangezeigthat, einen Nahmen bey-
zulegen.Wir werden alfoſogleichdie vorläufigenBe-

griffedarſtellen,welchedem Differentialcalculdas Daſein
geben, und -dadur<werden wir ſeineVerbindungwit

der Entwicklungder Functionenzeigen,mit denen wir

uns in derEinleitungbeſchäftigethaben.

E,

Von denVeränderungrn,welcheeineFunctionvon x erleidet,
wenn x, x giebt

“Die Algebraim eigentlichenSinne hatdie Größe

in ſi<ſelbſtbetrachtetzum Gegenſtande,die aufeinen
fixen‘und beſtimmtenZuſtandderGrößegebrachtiſt;die

__Beziehnungen,welchegewiſſengegeberenBedingungenunz
terworfeneGrößenunter ſi<habenmüſſen,ſind'der Ge-

genſtandder Fragen, dieman darin abhandelt.

Fn ‘dem-Theileder Analyſisder uns nun beſchäfti-
gen wird, ſeztman im Gegentheilevoraus, daß¡die

GrößedurchverſchiedeneZuſtändeder Größegeht,und
man betrachtetdieVeränderungendiedadur< in ihren

“ Functionenentſtehn.
Jnſoweit die-GrößenalsihrenZuſtandverändernd-

oder verändern fönnendbetrachietwerden, nennt man'

fieveränderliche,und man giebtden NahméênBeſtändige
jenen,welcheinder FolgederRechnungimmerden nem-

lichenWerth beibehalten.Hierdurchſiehtman, daß die

Natux der vorgeſeßztenFrage beſtimmt,welcheGrößen
gis ‘veränderlicheund “welcheals beſtändigeangeſehen

werdenmüſſen,
, Wenn
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Wenn eine vendere Größe x einen dur< k vors

‘ge�telltenZuwachs erhält, muß man um zu finden, was
hernah die Functionen dieſerGröße:werden, x + k

ſtattx inE
Ausdrucke ſchreiben;wenn man z.B.

Î

Rn und7 nimmt , wird herausk'ommen

Et 3 + 2x%+ k®

(x + kŸ= x + znk Frak? + k?
ae PK) "ax ak

FGF FTR s

Jn dem -Fallewo x eine Verminderungſtatteines

Zuwachſeserlittenhabenwürde,müßte man ſtattx, �ſe-
hen x — &k,oder k dasZeichen— geben,

2.

Die wenigeUnterſuchungwird , wie man ſiehtkeiner
Schwierigkeitausgeſeztſeyn, wenn es um eineFunction

zu thun.iſt,derenZuſammenſetzungbekanntiſt,das heißt
einer"expliciteFunction; es ſcheintſelbſtauf den erſten

Anblick,daßfiezu keinenſehrintereſſantenReſultaten

führenmúſſezwenn man ‘indeſſenden Ausdruk des

neuen Werthesder vorgeſeßtenFunctionin einernah den

Potenzenvon k geordnetenReiheentwi>elt,,ſowird ſie

ſichin einer Formdarſtellen,die einebeſondereAuf-

merkſamkeitverdienet.Man FónntedieſeForm auf alls

gemeinenBetuachtungengründen,aberin einemWerke,
von der Natur des unſrigenſcheint‘eszuträglicherſie
von der UnterſuchungbeſondererFälleabzuleiten; deßwe-
gen werden wir, wie ſo eben geſagtwurde,dieverſchie-
denenGattungenvon Functionenna< und. nachabhan-

uE
mitdenen wiruns in der Einleitungbeſchäftigetaben.

F 3
En

x, Wenn
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x. Wenn man in dévFunktionxn, (x + Kk)FattK

ſest/wird

E
‘

(x+Ro=xn+nx rk + {0-2 R

EEN)(a—2)
TET

E

ManE bemerken; daßdieſeSntivictikngzum er-
ſtenGliededie vörgeſezteFunctionx" hat,und daßfieeineReihevon Functionenhervorbringt

(n) ES Tr) EN2)
5

: ZEE
welchedie verſchiedenenPotenzenvon k wuliniiziien:
DieſeFunctionenmüſſenalsvon dex erſtenabgeleitet,be-

trachtetwerden,durchdieUmformungunter dieman

ſelbegebrachthat, und ihreBetrachtungiſ von dem

Werthevon k ganzunabhängig.
_ JederationaleundganzeFunctionvonX;welchennur

vondieſerForm
Aga ef PubicERE CAA

|

feynfann,führetzu einemähnlichenReſultate,demn
wenn x + kfür x ſeyet,'ſofindetman :

A(x + k)a+ Be Thb + cs + ky +
pee

“und durchdieEntwicklung :

HL

i

+ OEI jf *

x9-3 è H..Nx0—_ I
¿

a(a— 1)|

+aaxa-z _+- tE
biEE:

Axa72LE BRS
]

++BxbL+bBxb-2èk+-  BxheS dK+

EE Cxen2| Í

„esfece)+2
tbein:dieſemAusdructeunabhängigeTheilvon k

iſtwiederdievorgegebeneFunction; wenn-man ihndurch

oP vorſtellt,, unddieFoeficientenderaufeinanderfolgen-
: den
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den Potenzen von k durch PM rie bezeichnety wied

herausfommen
|

;

a+ ph + +, j

Man wird das Reſultat
:

a 2

xa +Bxb + Cx© + 6.
welchesdiePotenzdesPolynomsgiebt, wenn ſichx in

+ k verändert,leichtzu dieſerForm zurückführen; Jn
der That,da dieſesPolynomdurchu vötſtelltiſt,ſo
wirdes ſelbſtnach dem Vorhergehenden

KTP hg Fs «e

man hat folglich
‘

pah Alt ¿JA

nachden Potenzenvon k zu entwi>keln;was aber n im-

merſey, ſo.werden die Formelnvon Nr. 20 aueinem

Ausdrucführenvon folgenderForm
i Vs aS a -

Wo P «QsRds Functionenvon x unabhängigvonk
nd d

DiegebrocheneFunction
A/x8'+ B‘xÞ'7 Cx +...

Ax + Bb + Cx FT
kann auffolgendeArt geſchriebenwerden-

(A‘x9'+BixÞb’+ Cxe +...) (Axt+ Bab + Cx +, 0-7

Wenn man aber x + k fürx ſetet,wirdder-zweyte
Factor

:

(u + px+ gusPE 0

BANſeineEntwicklungnimmt dieForm
:

WI FRP QE RK Te

was den erſtenanbelangt,wivd man ihnin

:

eineinneuen

ARNaNEdurch E

i

u + pk + gtr +...
vorſtellen,wo u",p‘, g',r°.. . analoge&uñctionen

;

E von

i
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pon denenſind,welchedurchdie Buchſtabenp, q, r ¿5

bezeichnetſind;die vorgegebene“Functionwird alſo

(u+pkhak Fr. GPF QR +...)
Wenn mandie angezeigteMultiplicationmacht„”ſowird
man finden

uu u PK Sue Q]k aa Ee

+ u-pJ + pt P >
y

|

Nj u-Xg'j

aber u‘u=* iſtdas nemlichewie— oder die vovgegebene

Function,folglich.wird das Reſultatdas man “ſoeben’
“erhaltenhatzur vorigenForm zurügebracht,

2. Dieexponential,dielogarithmiſchenund dieKreis-
functionenführenauchzu ähniichenEntwicklungen,wenn.

man dortx in x + k verwandelt. /

ax' wirdin dieſemFalleax+k = axX ak,nun na.
derE Me,22 (Einl.

We (l’a)?

=1+=k+— ePTE :

: A hatalſv
i

(/ (1!
3

y

axth=ax aX(l/au S7

a

i ktpe ax(T/a)°ay SS a

2.3
I(5)verändertſichin.

Vs F Kk)= Vx+ br + S
undzufolgevon Nr.26. (Einl.

(Lk
=

Kk

Ls e
i

Ls +b
folglich

(x +Tets+ ELk, + EE

Seht



5 Is cos. (x + k) wird
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Sett man x + k für x in sin. x, ſofindetman durch
die bekanntenFormeln :

sin,(X + k) = sin.x cos.k + coſ.x sin.k,
:

k? k*

[cosk=1— = M3———— —

:
Le

aber 2 : 2
; E

(REA + ——— _—
4:09

ASE
a3 1.2.3.4.5

hierausfolgt,daß M
y

COS. X sin.x Ccos.x
Sin,GeEid = k— —— kk?—

TL I . 2
s

12,3
e EON

‘Ç0S, X COS, — sìn,x Sin,k,

disindemman fúrcos.kundsink ihreWerthein einer
; Reiheausgedrüdtfet,ſoerháltman

“

Sin. x 08.K SSN
€os (X + k) = cos — —— k-—-Eier te k Fips

3

t L . 2
e

L.2.3 R:

Wegen der Analogiekönnenwiraus den vorhergehenden
ſchließen, daß,wenn u irgendeine Functionvon x vor-

ſtellt,undwennman in dieſerFunctionx ++ k ſtattx

ſchreibt, ihreEntwicklungdieſeForm
u + Pk + QU + RE fs q

“annehmenmuß. Wir werden in derFolgeſehen,daß
dieſerSay în der That ganz allgemeiniſt.Was den

abſolutenWerth der Veränderunganbetrift,welchendie
urſprüngliche“Functionu vermögedesZuwachſesder verz

änderlichenGröße x erhält,von welcherſieabhängt,ſo.
wollenwir diejebeySeiteſehen, und uns bloßmit den

FunctionenPÞ,Q, R... beſchäftigen, welcheſieerzeugt,
wenn. mân fieînihrenneuenZuſtandentwickelt.

: NE SE
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Wir tverden uns zuerſtbemühen, die Beziehungen
zu beſtimmen/ welchedieFunctionenP, Q,R .. „mit

den vorgegebenenhaben,und um hierzuauf eine leichte

Artzu gelangen, ſo.wollenwir damitanfangen,einen
beſondernFallzu betrachten,nemlihden derFunctionx",

welche,wennfichx in x + k verändert

(Dy Ixtra,
ants Ka

1.2+= 4k
e

n(n1) (n—a)ue-3
Li A2

2
R Ea 6

giebt,e)

Wennman mitAufmerkſamkeitdieCoefficientender

verſchiedenenPotenzenvon k unterſucht,und von ihren
. Nennern abſtrahirt,ſowirdman bald bemerken,daß es

leichtiſt,djeſe!bealle:aus x? dur< eineFolgeähnlicher
Operationenabzuleiten."JnderThat, da der Coefficient
von k inder Entwicklungvon (x + k)",nxn=x iſ, ſo

wtrd der:nemlicheCoefficientin der Entwicklungvon

HG fa SORS RP
n(n—1)(x+k)n-2 & n(n—1)(n—2/)xo-3

p(n—) (n—2)(x-+k)n-3) Ln(n—D(n—2)(n-3)x0-4-.
|

SK è

i

x
u

î .

ſeyn.
EsfolgtMieidaßman jedederFunctionen-

x0, nx0-T, n(n—I)x072,n n—N (n—2)xn-3,
| dieerſteausgenommen,welchesdievorgegebeneFunction
iſ)findet,wenn mgn in der, welcheihrvorhergeht,
x + k ſtattx ſubſtituirt,, und davon denjenigenCoeffi-

cientennimmt,welcherinder Entwicklungdie aus die-
:

i 55fer
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fer Subſtitutionentſtehentied,dieerſtePotenzvon k

multiplicirt.

Wenn dieFunction

Axa +  Bxb “+ Cx° +.

Als + k)2+ B(x+ k)Þ+ C(x+ke +b.

wird,ſofann man beyder Entwicklungder verſchiedenen
Glieder aus welchen‘ſiebeſteht,dieBemerkunganwen-

“den,welcheſoebenüberdieEntwicklungvon (x + k)

gemachtwurdeundeswird ſic)daherjedeES Funes
:

tionen
Axa J EE a(a—1)Axa-27
+ B&btL:+bBxb-I f

fl: +b 1)BxÞ72e)
A A iCES CEI Cx©-2j

l

BA
. e

&
. a ; pp

n
:

| ES
“

a(a—1) (â—2)Axa-37
+ bib—1)(b—2)Bxb-3è
rHele) E2)Cx-3 J

Be
x ?

ausden verhergehendenableitenſaſſen/wenn man darin

xinx+%k verändert,‘undaus dexEntwicklungdesRe-
ſultatsden CoefficienténdererſtenPotenzvon k nimmt;
wenn man aher dieſeCoefficientenreſpectivedurchLe
LQ TUA 37 WF We dividirt, und mit dieſerDiviſion
beym zweytenCoefficientenanfängt,ſo erhltmandie 2

“

CoefficientenderPotenzenvon k in

A(x + kJ!+ B(x+ KP rf Cx + Ke +RS

dieſeCoefficientenwerden alſonochin demjegigenFalle
auf dieſelbeArtauseinanderentſtehen,als in.demvori:
genFalle,

“Sf
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Es iftleit einzuſehen,daß das nemliche,beyallen,

Functionen,welchewir in der Einleitungbetrachtethaben,
:

ſtatthabenmuß, weil jedevvn ihnenunter der Form
AXA fh Bx + Cx! + 6

‘

gebrachtwerdenfann, wenn man ſie in einerReiheent-

wiclelt.Weilaber hierausneue Reihen--fürdie Cotffiz
cientender Potenzenvon k entſtehen,ſelbſtdennnoc,
wenn fiedurcheine begrenzteAnzahlvon Gliedernauë-

gedrücktwerden fönnen;ſo werden wir uns nichtweiter

bey [dieſemBeweiſeaufhalten;und überhaupt,da es

jetleihtſeynwird, ‘denvorhergehendenBetrachtungen
“în ihrergrößernAllgemeinheitzu folgen,ſo wollen wir

dieUnterſuchungder beſondernFällenichtweitertreiben,

4.

Um eineFunctionvorzuſtellen, ohneaufirgendeine

Artanzuze‘genwie ſiezuſammengeſegtſeyufann, ſo

verdei michdes Zeichensbedienen;und man muß

unterden Ausdru> (x), irgendeineFunctionvon x ver-

ſtehen,indemman untex dieſerBenennungallesdas bes

greift, welchesdie Definitiondes Worts Function
(Einleit.Nr. 1) mit fichbringt:man muß ſi daherwohl
in AchtnehmendieſenBuchſtaben# füreinen Coefficien-

ten von x zu halten.Jc werde die Subſtitutionvon

x + k ſtättx inf(x),wie folgtandeuten, indem ih

“ſchreibe(x + &), und dies willſagen, daß das Reſul-
tat eben ſo aus x + k zuſammengeſeßtiſt,wie es die

Urſprünglicheaus x iſt.Wir wollenjeztannehmen,daß
Fx + k) inBeziehungauf die‘Potenzenvon k ent-

wi>elkt.

fa FO= FNR XK NK +...

giebt,wo Xo,E res Functibnenvon = bezeichnendie

unab:LA
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unabhängigvon k ſind;machtman k =-0, ſo reducirt

fh dieſeGleichungaufFc)= X; tvelches-zeigt,¡daß
man darunterverſtehenmuß, daß das erſteGlied dér

Entwi>lungimmer dievorgegebeneFunctionſelbſtiſt,
und daß mañ ganz allgemein :

FOES IIA kE XK? 4+ X,k?afXAKk®SÁ
hat.

Es iftleichtzu ſéhen,daßmannichttivendarf,
die Entwicklungvon #(x + © enthaltenegativePotén-

zen von kz denn wenn fie Gliedervon der Form _ ents

hielte,ſorvirdſieunendlihtverden,wenn man k=0

ſette,und ſiewrde folglihindieſenFallmit der ur-

“

ſprünglichenFunctionnicht,übereinſtimmen,welchesdo
die Natux der SubſtitutionE aus welcherſieenthaneden iſterfordert.

&,

Diesfeſigeſeßt,ſowillichbeweiſen,daßdie is
tidnen X,,X2», X; ſi< von éinandèr und

von der A/S nit Fünction dur< ein

gleihfóörmigesVerfährenherleitenlaſſen,ſo
daß,wenn man X, aus (x) zu beſtimmén wüßte,
man durch ein€Reihe ähnlicherGP LOERENRl 2, findendute,

Zu dieſemEndzwe>werde ichannehmen,daßin
{(x+ &)dieveránderlicheGrôßex eineù neuen Zuwachs
erhalte,(welchenih durchk' vorſtèllenwill,und folglich
x + k‘ſtatt’«in f(« + &k)und in ſeinerEntwilung
ſchreiben.Um aberdieſeSubſtitutioniù dengunctionen

FC), Nz»da
zu machen, ſobemerkeidzuerſtdaßgus (x)

ES + CLP
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|

fa +) = f(x) + Xl + R EN +,
___ wvird,weildies die

e

nemlicheFunctionals f(x+ k) ift,

(X)

uñdman bloßk Wd k‘ verändêtthat: was dieCoeffi-
cientenX,, X, X,, « . als Functionenvon'X anbes

trift,ſomüſſenſie,wenn man darin x + k‘ ſtattx. ſub-

ſtituirt, eine Formannehmen, welcheder für{f(x+ k)

angenommen analogiſhiſt,man wird alſoſtatt
N, Adie,ReihenXN kN ke.)

A 5

> RE¿+ X,‘kX, UR ll el Ss

2 | N pbX KN KkP,.
A
JXp X,+x AR KO E,

ſchreibenkönnen,in welchen 34

i X Ì D 4
‘ eS |

Red ds with 0

E EE
neue Functionenvon « vorſtellen,die eben ſovon

2N:

#
y i E2

y

e
:

abgeleitetſind,als dieſelegternesaus dervorgegebe-
nen Function{(%)ſind,Seßt man an die Stelle.von

fa), X, X, X, + «

“dieeben gebildetenAusdrúce,und ordnetdas Reſultat

ſo,daßallemit.einerleyPotenzvon k“ behaftetenGlie-

der ineiner verticalColumnezuſtehenfommèn, ſoer-
hältman
_fæ 1 FE 1 +X, —

PNR | E KK | + X,/k |
|

E N EN PFR FEN

La

1 VSRE | + X,
|

+X /2 |
j

M RRA
lé

:

‘ ZE é

“=BE
S

¿ E é
, $N-



PrincipiendesDifferentialcalculs,143

_Fndem man

-

aber in f(x + k), x + k ‘�tatt x {reibt

ſo entſtehtdarausf(x + k + k'): da man nun von
“
dieſerFunctioneine andere Eutwicélungfindenkann

als dievorige,wenn man bemerkt,daß man auchan-

nehmen kann, k habedur. die Größe k‘ einenZuwachs

erhalten,unddaß man dadurh {#@ + k + k')erhält.
Um dieſeVeränderunginRechnungzubringen,fobraucht
man nur k + k‘ an die Stellevon k in der

LEf(x) + Nk + XK + X60 +.
zu ſetzen,welchealsdenn

FET (kN (kh PR (RTK,xd +

wird.

s
Entwickeltman die angezeigtePotenzendes Bino-

| miumsk + E undordnetſietieME,ſo wird man

finden
RO Ea 9 4, Xs

an [osE | + xk |
+X kd + 3X, lk + 6XAk® Ike+
+ X.k? | + 4X,k?Dz+10X;k?

PAC M1 SIR J

Berafeicheman diésReſultatinitdem vorigen, #0ivirdi

man finden,daßdieerſteColumne des einen mit der er-

ftenColumnedes andern identiſchiſt;gehtman endlith
zur zweytenColumne,ſofannman darausableiten

X= X;
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X, = N,

|
i ETP Ne NS

é

9
tl

: LE=2X, Es X, =3 Ee
o

Í

ae

S S

i

E Xe
/

N = 2X3 ML fta biere

__ {worausfolgt e h

E DS T= —
Dr

|

á

- H

;

á SEE +S

X‘a-x= nXù
j [

Xn = =
PE>

Wir werdenThe über dieſerzweytenColumnehin-
“ausgehen,weildieſeGleichungenhinreichenum X,, X,
X, « « «zu beſtimmen,wie man ſogleichſchenwird,

Nach derUebeteinfunftiſtdemnachX,der Coefficient
-

vonkin derEntwicflungvon {(x+k)z X,‘iſtvon X,eben
‘

ſoabgeleltet,als X, von F(x): : ;

“Stellſtman alſoX, durch(x) ‘vor,ſowird X,’ der

Coefficientvon k inF(x + k) ſeyn.Nenntman dieſen
letztenCoefficienten£“(x) ſoecháltman X,==ZB und

indemman inBEEOLO Calce:

4
X

X= —

ſubſtituirtſo-wirdman _

i

/ î

X, = finden.
2

X2/ iſtvon Yzabge wieesX, von #(*)iſt:folg-

O wird X.‘ derARE vonk in
L
—— -

E
ſeyn.

Nennt
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Nennt man (x) den Coefficientenvon k in {“(x+),
ſohatman

[44

|

M plA aidsL(x)2

(+),
DieſerWerthin

FLR,
A

2
XsSe

n
ſubſtituirt, giebt :

4

LsR) e)
2,3

Y

C “SEvon X, ebenſoabgeleitetals X. vonif folg:
lichwirdX, derCoefficientvonk ig Grs

Fx E D
|

|

| (2.3
ſegn.

“

NMenntman {/v(x)denCoefficientenvonk in
SORES,ſowirdman haben

wird

©)IchglaubtenihtdenBeweisverlängernzu dürfen,um zu
beweiſen,daßderCoefficientvon k in derEntwicklung

AN e2

ſey, Wenn man aberindieſerHinſichtéiniaesZweifelhegen
wollte, ſowirdman leichtſehen, daß wenn f(Z}

|

Fk) = (E) + FCK + «e +

wird, ſichau in
:

SS

E) = +
E)

u. , ww,
e

|

m n

verändexuwird,ÉbenſoA es ſichauchmit
j FC), FR) 6

I,Theil, K
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wird,dieſerWerthin

2
/

6a E
EAS N

ſubſtituirt, ſofindetman

EIC)
12:3-4.

Man fönntediesVerfahëenunbegrenztfortſeßzen;wenn.

man aberdieſchongefundenenReſultatezuſammenſtellt,
um ihr-Geſeßzu entde>en,_ſowerdenwir ſehen, daß

nachdemdieCoefficienten‘vonkin der ES von

X4
"p-

E EA ] ita ACS
‘(x

+

k)- us

ZR kk) edurEE
4e 5) [:

R

(4Af)
y

520d

|
Le

SIENSated pale
YN

bezeichnetfab,manvermdgederHöpvithefeFabeswird
Z

:

X= G2,
/

woraus man zieht ¿ASt

:

EE mn AIL |

E

und

Rn
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i

Ant
i f

¿

y

gs

'
;

*

(i
dez von

zieht man >

:

EA fos) | ISS

l

E
N «ML:

ünd
= Luaa

i

<=
eto ie

Su
L

fx) |
Juma} EICER

ERAN

1
è

Subſtituirtinannun“fatt24 E;X, UU,�,wv,thrè
Werthein derEntwicklungvon-

i Ctd {y

f(x+ k)= f(5)SPS Si+L = lé

y deLA
Zl

1:2, 3 4

E Dies
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Dies iſtderallgemeineAusdru> derEntwicklungvon
dem Werthe,deneinebeliebigeFunctionvon x annimmt,
wenn dieGrößex einenZuwachsk, erhaltenhat; und

man ſieht,daßman,um dieſeEntwieklnngvon verſchies
denen beſondern‘Fällen,welcheſichdarbietenkönnenan-

zuwenden,bloßdieFunctionen{‘(5),f(x), Fx) E

- von derFOTOS
taneS abzuleitenwiſſenmuß.

6.

__ Wir wollenzum 'Beyſpiel‘annehmen,man hätte
F(x) = x", ſoerhâltman na< Nr.3

C Fi) = xat

F(x) = n(n—)xn-2
Fx) = n(ñú—1)(a—a2)xn-5

LE(S) = n(a—T)(n—2)(n—3)x-4 0°

wenn man tieWerthein dem Ausdru> von #(x +
©

ſubſtituirt,ſowird may Haben:
nx R n(n—1t)xn-2

BR REZA MZ E

——

—-(x + Ss= x +
4

EE
aerei:LT

n(n=—1) (n—2)x2-35

:

+
AN

AES

DieFormelvonNewton iſtalſono< auf einevon der

Natur desExponentenn, unabhängigeArt bewieſen; denn
wir habeninden vorhergehendenUnterſuchungen,bloß

diebepdenerſienGlieder,dieſerFormelgebraucht,‘welehe
-

:

‘manwie wir in der Einleitung(Nr.26) geſehenhaben,
'

g priorifindenfann. E

* 7. ;

Nun ites möglichdarzuthun,daßFieandentitár
derbeydenEntwielungenvon fs + k + k))die Nr.5

_ gebildetſind,vollſtändigiſt,obgleichdieſeIndentität
1 i

= RT

k?
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“nur bey den Gliedern, welchemit dererſtenPotenzvon
Lk‘ behaftetſind bérichtigtiſt,Demnach,wennman
x + &{‘ſtattx in {(x +) und in.ſeinerEntwilung
_ſezt,ſoerhltman

:

(kat)= Fatt+2a kiaat),Ff,
: LeAnn

und dann ferner

FEH = /( peEE ML Kk+ «eSS
„fenoE kin E ©1

SR

AberdieEntwicklungyon Fx + k) reducirt0) auf
‘die von fœ + k‘),wenn manf'@,FA) 4) eo

durchdieFunctionen Si

FEHINx),ft2s), fm)(X)ee
:

erſezt,welchevon G(x) ebenfo abſtammenalsdie
erſtenvon#9, inanwirdaiſohaben
|

feta R Dee
fu E D nELE

AA L+ + +0 i

|

Da nun k» durch

e n. {et
N

:

:

i

: -T%Dres PELEA Zol

AZe 5 ara ulti

*) Man muß nicht‘vergeſſen, daß dieExponentendesBuch-
ſiaben# dieAnzahldey Accentebezeihuet,welchedieſer-

“Buchſtabehabenmüßte„ uniſiedahervon den Exponenten
“derPotenzenzu unterſcheides7#9hatman fiein inerPas
reutheſeE E ;
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multiplicirtiſt, ‘ſofolgtdaraus,daß das Productko km

zum Coefficienteninder letztenEntwicklung,
a

SS)
:

Len X T2 M

hat.
:

Aber dieSubſtitutionvonk +k“ an die Stellevon k

giebt

FEH = (kk) + —

441;

- E i 9 e

und dasProductki km, welcheszu a Entwicklungvon

CE Kkjotm gehört,wird zum Coefficientenindieſer
Entwicklung,

(n-+m) (n+m—N) .. O+N)
i La LEO CCM

| haben,fernerwirdes dur
farms)

T2 M+M
'mulſtiplicirtfeyn,einCoefficient, welcherzu (k + ut
gehört;man wirdalſofinden

Fn (n+m—1).-(+9
,

(4m)(x)
O UE I:2,.. (n+ m)

oderwenn manreducirt
(

aha
12 X 2e

dasheißt,das nemlichewieRG
Wir könnenalſoaus demVorhergehendenſchließen,

daß man {(x+ E)immer aufeineReihevonderForm

Xx+ Xk +X +.

FP2 ph

E reducirenfann,wenn mrn nur denCoefficientenvon der

erſtenPotenzvon k zu findenweiß,welcheSARGes

audfey. ;

8
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8.
:

Dieſe“Art dieCoefficientenden Potenzenvon k&

zu fiäden,indem man Tieſucceſſivevon einander ableitet,

iſtan ſich{elbſteinfacher-alsſiees beym

*

exſtenAnbli>k

ſcheint; denn wenn fieauf der einen Seite erfordert,‘daß

maneine Menge verſchiedenerFunctionenzu entwickeln
wiſſe„#0 ſchränktſieauf der andern Seite,dieſeOpèra-
tiontoiederdaraufein,nur“daszweyteGlied‘von jeder
unter ihnenzu finden:ſieführtúberdémzu einenCalcul,

welchezur AuflôſungſolcherAufgabendient,die die Kraft
dergewöhnlichenAlgebraüberſieigen,Ob wir gleich.jetzt.

|

die Natur dieſerAufgabennichtangeben föônnen„ fo iſt

es ‘doch’leichtzu ſehen,daß der Calculvon “dem wir

ſprechen;geſchictſeynmußdieRelationeinerneuenArt
zwiſchenden Functionenund den Größenvonwelchenſie
abhängenauszudrü>kenzdenn wer auch ‘nur wenig úber

das analytiſcheVerfaßhzrennachgedachthat,wird dochbe-

merft haben,daß jedeim CalculeingeführteOperation,

zu neuen ihm eignenRelationenAnlaß giebt:(ogiebt
die AdditionAnlaßzu Summen und‘Differenzen;Muls

tiplicationzu ProducteundQuotientèn,Potenzenund
Wurzeln;‘endlichführtdieBetrachtungder Abhängigkeit,
welchezwiſchenden Potenzenyon einerleyGrößemit
‘ihrenExponentenſtättfindet,zu den togarithmen,E

K 4
¿ JADE:

» DieſeZuſammenſtellungenfindin einemKapitel6vonEulers
“Algebraentwickelt, fllgenderAuszug,ſollſûrdiejeuigenſeyn,
welcheEulersAlgebranichtfennen.

Wenn mandie BecchunswelchezwiſchendenvijWiédesy

nenGliederncinerOperationſtattfinden,dureineGlei»
_ dung,
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DieſucceſſiveAbleitungderFunctionen#{!(x),
fs),LE dieE von der vorgegebenenFunction

Fs)

éGungausdrüd>t, fo entſtehenausdieſenGliedernuceeſſive
alleOperationender gemeinenAlgebra.

Es feyna undþ zwey Srößen,diezuſammenaddirtwerden

ſollen, und c ſeyihreSumme, ſo hat man a + b = cz;

wenn man gus dieſerGleichungdenWerth von a oderb zie-
hentifi- ſo,findetma

== b

b=c—a
Wenn einevon denGrößen a oderb dieGrößec üibertrift,ſs

_wwird_das ‘Neſultatalsdeun einenegativeGröße. Aus der

«wiederholtenAdditioneinerGrößezu ſichſelbſt,entſtehtdie

“Multiplication: a bedeuteden Multiplicator, b den Multi-

plicandus, und’cdasTRE, ſohatman ab = c woraus.
man zieht

| 1 [I

ajo
elo

AREA E b ==

hierausentſtehendieBrüche. :

DiewiederholteMultiplication, einerGrößezu f{hſelb,
bringtdiePotenzendieſerGrößehervor;

|

drücktman durchb
dieZahlaus, wieoft:a in derPotenz,welcheman betrach-

tetalsFactorvorfômmt, ſohatman ab=<e. DieſeGlei-

<ungiſ von dervorhergehendenweſentlidarinunterſchieden,
daß a und b nichtbeydeaufdienemlicheArt inderGleichung
hineinkommen; woraus folgt,daßdieFrageinBeziehungauf
der einennichtinBeziehungaufderandernumgekehrtwerden
kan. JuderThat,wenn mau a ſucht,ſoreichteinebloße

_ Wurzelausziehunghinum a zubeſtimmen,und dieOperation
veranlaßteinenene Art von Functionen,nemlichdie irratics
nalenzaberdieBeſtimmungvon bhängtvon denPoagriehmeu gb, ME E i
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F(x) dur< eine Reihe Operationen herleiten laſſeù,-die
von der,von welcherwir eben geſprochenhabendurchaus
verſchiedenſind,fannalſoalsein neuer Zweigder Ana-

lyſisangeſehenwerden ,und ſiebietetandezwey all-

gemeineAufgabendar.
N Von dex erzeugenden Function zu enabgeleitetênübergehen.

2) Voneiner beliebigeinabgeleitetenFunce
tion,wieder zu der erzeugenden zurückgehen;
dieerſteiſtder Gegenſtanddes Differentialcalculs,:

_und die ¡weyzegehört‘zum Integralcalcul.

Vonjeztan, ann man ſi<vón den bendenCalculseïne

flareundvon den unbeſtimmtenund paradoxenBegriffe
des Unendlichen,„unadhängigeFdeemachen, Allesredu-

cirtdarauf,eineFunction,die na< den Potenzendes

Zutoachſesder veränderlichenGröße von welcherſieab-

hängt,in einerReiheentwi>eltiſt, zu denken,und die
Coefficientenvon dieſenPotenzenzu betrachten,welche

ſelbſtneue wichtigeFunctionenund ſozu ſagen,der Aus-

drucder erſtenſind,“Dies iſtder analytiſcheUrſprung-
_ welchenLagrangedem Differentialcalculgiebt:ob wir

gleichbis jeztbloßFunctionenvon einer veränderlichen*

Größebetrachtethaben,fſofühltman wohl,daß!es eineOrd-

“nung von analogenDingenfür diejenigeFunctionenge-
„ben muß, welchevon einerbeliebigenAnzahl!von. verän-
derlichenGrößenabhängen, undwir werden dieſeerklä:2
ren, wenn wirerſtdieZeichen,welhe man im Diffe:

'

rentiaſcalculanwendet,habenfennen gelehrt;Zeichen,
worausman den Geſichtspuncterkennenkann,unter“

“

welchemdieſerCalculvon ſeinenErſindèrbetrachtetwurde,
und woherderſelbeſeineBenennungerhaltenhat.

_K5 Bon

#
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9.

Von der DiífferentiirungderFunctionenvon einer
:

veráncrlichenGröße. :

:

Wenn man von {(x+), {(x) abzieht,ſoerhältiat
ECD fia LZ gs RFET) K+S + +u.ſw.

Da nunf(x+6)BAG) AnederUnterſchiedzwiſchen
dem urſprünglichenZuſtandderFunction/(x)und demjes.
nigeniſ,welcheraus der mit x vorgenommenenBerän-

derungentſteht:ſo iſtdiezweyteHälfteder vorſtehenden
Gleichunadie Entwi>lungdieſesUnterſchiedesnah den

Potenzenvon k geordnet,undman bemerkt,daß eshin-

reichtdavon daserſteGliedzu fennen,um {‘(x)zu fin-

den, Dies erſteGlied, welchesnur einddxTheildes Un-

terſchiedesiſt,wollenwir Differentialnennen, und es

durchd/æ) bezeichnen; wirhabenalſodf(x)= f(x)
und zugleich }

fi afLA
einReſultat,welchesunsSusE 0 5 noh aufeinè
"neueArt ausgedrú>twerdenkann, man dividirt-nemli<
dasDifferentialder gegebenenFunction,oder welches
das nemlicheiſt,daserſteGliedvoa der Differenzzwis

ſchenden aufeinanderfolgendenWerthendieſerFunction?
“dur

|

denZuwach$.
Es iſtleichtzu ſehen,daßdürdieſeDiviſiolon k in.

dem Werthevon fix)verſchwindet,in welchem es nicht
„mithineinkommeadarf,ſodaßmandieſenZuwachsvor-
“ſtellenfann,wie man will.Um UG amiafeis,inden
Zeicheneinzuführen1 undvondemAusdru>-

¿1 M
|

einen
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einen allgemeinen Typus zu machen , weicher bey jeden

beliebigen Buchſtabengebrauchtwerden kann, wodurch

man die veränderlicheGrößedorſtelltvon der die voraege-

bene Functionabhängt,ſo wollen wir dx ſtattk ſchrei:

ben ;-das heißt,wenn angenommenwird x verändere

ſichin x + dx daß man darauserhaltenwird

F() = L=
&Fndemman derats (Bróße,x deu Buchſtaben
d beyfúgt,zeigtman dadurchihrenWachsthumdurch
ein Zeichenan, welchesden UrſprungdesWachsthums
erkennen läßt,und daherwenigerwillküßrlichiſtalsk.
Wenn man
|

:

dFy
# i E deL

- hâtte,ſo wúrde man ſogleich‘erkennen,e dieſerAus-

dru> in Beziehungauf dieFunctionF(y) das nemliche
iftals af)

'

'
j dx

in Beziehungauff(x),und daß dydevHypothetiſcheZu:wachs von y iſt.
Esfolgr‘aus dieſerUebereinkunft, daß man, um

das Differential4/(x)zu finden,x + dx ſtattx

in f(x) ſchreiben,und alsdann f(x + 4) entwi-

>eln muß, indem man ſi auf die Glieder ein-

ſ<ränkt,welchemit der erſtenPotenzvon dx

behaftet ſind,und endlich/(x)vom Reſultat
“_

abzieht.
Man wird bemerken,daßdxejemnichtsandersals

einZeichen,welchesdenWeg.vorzuzeichnendient,den man

‘befolgthat,um zu dem Ausdru> von f(x)zu gelangen,
und um zu erinnern, daß man nichtsalsdas erſteGlied

|

von
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von derEntwicklungder angezeigtenDifferenzbetrachtet
hat; denn úbrigensabſtrahirtman immervon dem
Werth des Zuwachſesden es vorſtellt.

Dies vorausgeſetzt,#0heißteine Größe differens
_tiiren,ſovielalsihrDifferentialſuchenund dieOpe-
rationdur< welcheman diesbewerkſtelligt,wirdDifes
rentiirungaA

go.
Er DieBezeichnung- welchewir oben gebrauchtaben,
um-F(x) vorzuſtellen, kann-auchauf eine ànalytiſcheArt

"

aufdie Funetionen£(%), f(x), F(x). angewendet

werden. Ja der That, es folgtaus der

Sieüginsdies

ſerFunctionen«Nr.5) daß e

fa +=) + (5k +. ‘.]
fils + k)= 5) + Fk + >
Fx +) = fix) + 1()k + «e

worausman. zieht
ſ f(x +%) — fx) i= 45k +...

:xb) — {D = (x) +...
j

L/+ k) E Fd teniFACE +. Ss

ſubſtitutirtman dx fúrk,foerhâltman

Ff+ dx) — f(x) = f(x) Fls i

fR + dx) = (6) = Fd +e),
| fx 4 dx) = f(R) = Fr)ds +)

L

da man nun, nachder Definition,welchewir vorhin
vom DifferentialeinerFunctiongegeheshaben,leicht

ſehenwird,daß i

:

fi(s)dx= dA N
tf'(s)dx=

mts a/15)Þ
fixddx = f(x)

cf

5 E p
*
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ſo wirdmanbabes d 47.

(fa)a
E; 4

i

Rs isa/a
|a)_ar

woraus folgt,daß man jededer Functionen

RR I ERI E LAI e

Son dem DifferentialdexihrVorhergehenden‘ibleiten
Tann.

Wenn naiſtattLx) KienWerth
â(./x) 43

;

ESE 2H

indemvon Fs)aaf ſowird man finden

[e
ff(x)

fi) =

Fährtman aufdieſeArtn vor Schrittfort,ſowird
man dadur< unmitteldaralleabgeleiteteFunctionen,auf
der urſprunglichenFunctionbeziehenfönnenzman ſicht

“aberwohl, wie zuſammengeſeßztdie Bezeichnungwird,
ob wirglei erſtbeyder zweytendieſerFunctionenſind,

“Um dieſeBezeichnungzu vereinfachen, #0 beobachten

wir, daß-daderZuwachsdx als unveränderlichangeſe-
henwird,ſi</(ax in(x + dx)dxverändert,wenn

X» x «+ dx wird,und daß man hat

ES -{-dx)dxE dx=[/Gde)
— “heiSées

e ( LG)
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Gd + O)
man wird au<finden,daßbeyden nemlichenUmſtänden

i CdP TS
e

FU xJex?F

"
geben : |

F(x + dx) — FM]d = fds +

LU/(x + dx) — Fd = F()dx* +

Es folgthierausdaß
|

FA(dx* = d(xd
f(x)dxs?= OA

NRA = dF OPE

wenn mati äber indér erſtenGleichungfürFA(xddxfei:
nen Werth 4./(x),ſo wird man finden

:

fds? = dd)
: oderum abzukürzen,= d*/(%),und eben ſowerdenD
folgenden

f(s)d = ddd (6) = dA)

 fR(x)dx*== dddd/(x)= d*Ax)
FTc2s

i

. -.

DieſeletzterngebenſehreinfacheAusdrükefârdie ab-

geleiteteFunctionen; denn man ziehtdaraus
-

FIAS)

5 WenninatidieAusdtú>edx?,dx?,dx* « . ¿ auntrift,

fo muß mau ſi<erinnern,daß ſiedas Quadrat,den Cus
bus , und überhäuptdie LO

des Zuwachſesdx be-

zeichner,
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EVE its ea dt aud:
y 41 pe

loi

iaa

ami

: /69. y

AR? +2

Fs) :E ta Ha
x

y
:

4 j dx?

af)
dx*fv) =

dn(x)

dx
€. +.

{5Fn) Gs)

Wennman den gegenwärtigenAusdru> von /{x) mit

der vorhin gefundenenvérgleicht, ſoſuchtman daß die
__"

Formeln
:

f

EN dN)
LESE

alsgleichbedeutendnilsverdenkönnen;undeben
ſoverhältes ſihmit

x

EA
ADE SE d/G)

E E AAUND: 3
Fa

QX LES

und überhauptmit

“Cdx i “dmtn(x)Win

—

dxmzn
EES

I, i

:
FeßtfolgendieBenennungen,74 ausdem Vors

hergehendenentſpringen:
d(x) iſtdas erſteDifferentiol, oderbloßDifferential

EonFD;
A(x)
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d°fa)welchesdas Differentialvon dieſemDifferential
iſt,heißtzweytesDifferential;

= fa)heißtdas dritteDifferential

d*/(x)das vierteLARES
u: #.1. E

DieFunctionen.

E
f5)7

FD GL

eno!

4

A

d

oderdiealeichbedeutendeMusdráde
:

d(x)
:

dx

EEO ES z

dx

af)e
E

i ge

® -

'

ſollenmit dem Nahmen Differential Coefficieritenbezeihz
net werden,und wir wollenſievon einanderdur dieZahl
der Differentiirungenunterſcheiden,welcheſieerfordern:

EE
FS

zumBepſpiel,welchesvom drittenSfferéntiatherkèmme,
- wird der Differential-Coefficientvon der drittenOrds

nung ſeyn,
:

‘

È:
-

i

i

¡TEXT,

/
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Wenn man, in der Entwicklungvon /(« + k) ſtatt“
FD, ff, fi), -. ihre-Ausdrückevermögeder
eben erflártenBezeichnung,ſett,ſowirdman finden

ar VL) CAE) isfat T92dx?aS
e A PLS) Z

E a Et
ManſtelledécKürzewegen, dieFunction{(x) dur fen,
einzigenBuchſtabenu vor, ſowerden ihreſucceſſivenDif-:
ferentialedurchdu,du, d’u,¿ „ , und die correſpondis
renden Diffexential- Coefficientendurch

:

du du *d’ud'u
A:

“AxA Qe AE

ausgedrückt.ſeyn,und wenn aus xX;x »þÞk tib‘ſo
wird

E
u in

e ..

S (

Los

du ms du
uU k LIA

x

CEE
3+ E 1,2, dx? E Le

í

4

:

du
EES k? WS

Ae 3, desdx
+T

.

:

verändern."
DieſeFormel,welchein gewiſſerRückſiHtzum Fun-

dament des Differenttalcalcuisdient,und auf welcher
beynaheganz ‘dieTheorieder Reihenberuht,iſtunter
demNahmen des TayloriſchenLehrſayes

- bekannt, weil
man dieſemengiändiſchenGeometerdieAUOREUNsdavon
verdanft,i

Nannehmeſi inAchtden ZuwachsK mitdx zu
Lede: der erſteredrucktdieVermehrungaus, die

man x zuſchreibtund welcherman einen beſtimmtenWerth
béeylegt;derAREEaber,wirwiederholenes noh einmal,

1Theil, EE EEE e AOUAt
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Fômmtnur in den vorhergehendenAusdrüken als ein in-

dicativesZeichen der Operation vor, durchwelche man
die Functionen

:

4

du d?u

von der urſprünglichenFunctionableitet,und wenn dieſe
Operationenverrichtetiſt,ſoERE es ganz aus
dem Reſultat. 4

Die folgendenRegelnund Beyſpieleder Differentis
“eungwerden dasvorhin geſagte‘noh mehr aufklären,

und man wird auf das augenſcheinlichſteeinſehen,daß
man ſi< in den Differential- Calcul niemalsmit würk--

E

lichenZunahmenbeſchäftigt, ſondernbloßmit Functio-"

nen dieaus der Entwi>klungder Differenzzwiſchenzwey

ſucceſſivenZuſtändeneiner vorgegebenenFunctionent-

ftchen.
:

IZ

Schreibtman x + dx ſtatt> in der Functionx»,

__ ſokömmt heraus TE

n Baer ders, /

two man, wenn x» abgezogenwird,nxo-1 dx zum Diffe:
rentialdieſerFunctionfindet;man wird alſohaben

E
i dx = nx0-7 dx:

der Punct,welcherden Buchſtaben4d von der vorges

gebenenFunctionx2 trennt, verhütet,daß man den

 Ausdru>k dx mit dx verwechſelt,das letzterezeigtdie

ntePotenzvon dx vor,wiees dieSeite/$8ſtehendeAn-

merfungtasni :

) fs E
:

Derdin
2

E porgeſtelltenDifferential-Eoefficient

iserſtenSebrinà,wird nxn-x 4

i
:

OA
1
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E 5 j

Da es ſehroftnôthigiſt,ſich/dasvorſtehendenRes

Reſultatzuerinnern,ſo habei es in folgenderRegel

"überſegt:
Um eine beliebigePotenzeiner Ses luder

:

lichenGröße zu differentiren,ſo muß man ſie
durchihren Exponenten multipliciren;.dann

dieſe4Erxrponentenum eine Einheit verm fkn-

dern,und das Reſultatdur< das Differential
der veränderlichenGröße multipliciren.
Man ſieht,daßwennma die legteMultiplrcation
unterläßt,ſo wird man unmittelbardenDifferential-Coef-
ficientenbilden.

:

¿4

Wenn die vorgegebeneFunctionaxn _wâre,ſowárde
man’,nah der nemlichenOperationwiezuvor,finden

2

Qd¿a == Nax AX dx]
d.axn

M au
Es folgthieraus,daß,wenn dieFactorenn und dx

im erſtenDifferentialnx9-5 dx als.beſtändigangeſehen
werden,es hinlänglichiſt‘um daszweyteDifferentialzu

!
erhalten,daß man xn=x differentiirtunddas Reſultat
mit nd, x multiplicirt;aber

i

dw = (n—I)xn-2dx;
:

man wird alſohaben E

dx = n(n—7)x0-2dx?
Manfindetauf eine ähnlicheArt

:

dx = n(n—I) (n —2)x9-3 dx?

dxn = n(n—1)(n—2) (n—3)xn-4dx?®
e u. . w.

“unddieCoefficientenwerdenaS Werthehaben

= naxn-T1

L3
s

“dzu
N

'

In (DW

BR
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d. xn,

SM 5
FI

Z
= nx E

:

LS
%

|

E

___d’xn

dx®
¿25 AKs

dx?

LE esn(n—1) Gs LE
dx

= n(n—IJxn->

= is) (n—a)ao-d

“man hâtte ſieauchſucceſſivevon einañderEA die wies

derholteSubſtitutionvon x + dx an der Stelle von x
:

herleitenkönnen,ſowie man es mit E von

x -+-k (Nr.3)gemachthat.

Man wirdohneMúhe bemerken, daß

|

in denFatt,wo der Exponentn eine ganze poſitiveZahl iſt,dieFunc-.

tionwirklicheine,begrenzteAnzahlvonDifferentialenhat
wovondas höchſte

dn, xn = n(n—I) (n-—2) EA hen

iſt;ein Ausdru> , welcherkeinerDifferentirungmehr fä-

hig iſt,weilec FeineveränderlicheGrößenenthält:man
wird alſofürden-leßtenDifferential-‘Coefficienten

dn xn
— = n(n—1)(2) 5 L
dx8

' Habendasheißteinebeſrándige.Größe.

Das Differentialvon
PCS A

|

‘bitman, wenn man das Differentialvon jédem

|

ein-

“zelnenGliede nimmt,woraus dieſeFunctionbeſteht,man

erhältalédennzum Reſultat

AAa-
1 dx -+ bBb-r dx + eCc-T dx E ES

14:
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14.

Ganz allgemein,tvenn man res Functionen‘von

x hat die dur< Addition odcr Subtract!on verbunden

ſind,toiëdiefolgendénu + Y —

w, ſowird das Diffe-
rent’al vom Tatalausdruckdu+ dv — dw ſeyn;das
heißt,man erhältdas DDifferential,wenn'man es von

jedemeinzzelnenGliedenimmt,mit“dem Zeichey, womit

dies Glied behaftetiſt.In der That,vermögedem was’

wir bis jeztgeſehenhaben,muß die Subſtitutionvon

x + dx’ ftattKk
zZ

UA inu + pde. .7
vbVv Pg + i
WJ w + rdx+-+. J

‘verwandeln,undfolglichwd gus

|

x

= UR Ww + ns Zl

woraus man,wenn mandievorgegebeneFunctionabzieht,
pdx + qdx— rdx +... n

zieht,Aber päx,gdx,rdx ſinddieeigentliche.Differentiale
von jedexdèr Functionenu, v, w, folglichiſtaee
bewieſen.Y i RS

15.
Ob esèts beynaheaugenſcheinlichifedaß ¡ivey

gleicheFünctionengleicheD i�erentialenhabenmüſſen,
ſo glaubeid do< vorherin dieſerRückſichtctwas in

nigenDetailgehenzu müſſendamitkeinZiveifelüber
ein Princip,welchesin der,Folgeoft voplommenwird,übrigbleibe, eS

Wenn zwey Functionenunter ih gleichfind,wel:
_ hes auchderWerthder veränderlichenGrößen von wel:

Ger ſieabhängenſeynmag, ſomüſſen‘auchihreEntwik-

lungen,die in Beziehungaufdie Potenzendieſerverän-
L3 e ‘der:|
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derlichenGröße oder ihres Zuwachſesgèordnetſind,iden-
tiſchſeyn,damit nicht,wenn man ſiegleichſetzt,irgend
eineGleichungentſteht,welcheeine oder dieandere der

inredeſtehendenGrößen beſtimmenkönnen;wenn man

alſou = x hat,ſo muß man, nach der Subſtitutionvon

x ++ dx ſtattx und nach der Eûtwi>lunghaben
u + pdx +. EV fd re

was aubdx ſey:folglichift
2

pdx ==

:

qdx
dasheißtdu = dy.

Es

Ds UmgekehrtedieſesSagesiſtniht allgemein
wahr, undman würdeUnrechthaben,wenn man be-'

hauptenwollte,daß zwey gleicheDifferencialezu gleichen

Functionen.gehôrenmüßten, Jn der That,wenn man

hâttea + bx,«und man ſubſrituirtex + d%, ſo wúrde

man a + bx + bdx erhalten,hievona + bx abgezogen,
giebtbdxz einReſultatin welchemkeineSpur von der be-

“

ſtändigenGröße a zurü>bleibt.¡Das Differentialbax

gehörtdaher eben ſo wohl zu a + bx als zu bx, und

es kómmt ganz allgemeinallenverſchiedenenFällenzu, wel-

_chedieFunctiona + bx vorſtellt,wenn mana allemög-
liche“Werehegiebt.Man ſiehthierausleicht,daß beo

- derDifferentiirungeiner beliebigenFunction,allebeſtäns-
digeGrößen dienur dur< Addition oder Subtraction

_mit einanderverbunden- ſind,verſchwinden:was aber
‘diejenigebeſtändigeGrößenbetrifft,welchedur< Mulki-

plicationoder Diviſionverbunden ſind,ſo bleiben¡ſie

‘immerals‘Coefficientenoder als Diviſores,

T6.
Virgehtn:jeztzudem Productzweyer Functionen

„Lundy über;oeilfidu inu + pdx+. +. ‘undx

in
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in v 4 qdx' +... verändert,ſowirddasProductuv

- werden

uv + ugdx +. A
?

= vpdx e “‘ :J
Y

Ñ

L

ſubtrahirtman die urſpcunglicheFunctionuv,fobleibt

zum ‘Differential

ugdx + updx
übrig;ader gdx-und pdx fiſindgleichbedeutendmitdy
und mit du folgiiif

d.uv = udv + vdu. :

__JFchhabenur die beydenerſtenGliederder Ontwicks
lungenvon u und von x genommen, weil diefolgenden,
bioßdiehóherehPotenzenvon dx enthalten,als dieerſte,
ähnlichePotenz“imProductwürdegegeben haben,dii
welcheman in-dem DifferentialvermögeſeinerDefinition
nicthâttezulaſſenkönnen. Es iſtndthig,dieſeBemer-
fungwohlzu faſſen;denn in allenfolgendenwerden wir

aus dem nemlichenGrunde,nur auf diebeyden"erſten

“Gliederu + pdx Rúſichtnehmen.
n

Die Formel
|

i

d . uv.== udv+ yda

lehrtuns, daß man, um das Differentialvom
Product zweyer Functionen zu haben,jedevon
ihnen wit dem Differentialder andern multi

pliciren,und die beyden ARRE addiren
- muß.

Wennman diebeydenTheileder Gleichung
d.uv = udv + vdu z

dur dieurſprüngliche.Functionuv dividirt; ſowird
níanfinden j

dyL4 Wel:E
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"welchesunsleichtzudem Ausdru>desDifferentialsvon

eiaem Productführenwird,dasaus ſovielFactorenzus
‘ſammengeſetßtiſt,alsman will.Wir wollenzu dieſem

Endzwe>annehmen,es,ſeyv = ts, ſoerháit.man

| LE RE
und folsli< a

|

des > <d0

1:

M 2
|

“"uts
=

R « é
Ls ts

man wieswird aufdienemlicheArt finden,nAE ULEADens du At 2 FE
RER

E

= +42 esuCSr «6s

‘DieſeRegelgiebtunmittelbardasDifferentialvonxD,
dennman at.

:

di.xn dx UO dx dx dx. dx |

=————=-=+Z+Z+=+.
dá nun,dieAnzahlder Factorenin der «erſtenHälfte;
n iſt,ſowirddie zweyteHälfteaus einer eben ſogroßen
AnzahlvongleichenOR zuſammengeſetztſeyn,und

eswird ſichfolglichauf
—EE

-

reduciren; man erhâltalſo

d.xn A
IS

E

——
y

BE i
è

dR

i undziehtdaraus leicht
| |

dx =n, x7? dx,

‘Wenn man in derGleichung
|

d.uts . du dt ds

ELLES
diéNennerfortbringt,ſowirdman finden

d.uts = tsdu-+-usdt ++ utds,

Bae “dndman ſiehtleicht,daß,bey jederbeliebigenAn-

(491
von Factoren,das Differentialihres

Rs

:

Pro-

|

ï
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ducts der Summe derProducte aus dem Dif

ferentialjedesFactoren.durch alle Le
AEN gleih ſeyn-wird.

/

ts:

“Es ſeyder Bruch—as “ſchreibtmanſo uv-5,fo
*

nimmt er die FormRSProductsTúund man hat
auf der Stelle :

:

AES d.uv-I = udv-* + v-Idú, :

Manleitetalsdennden Werthvon dà,v-* von dem älle
‘gemeinenFell 8 E

EN dh = nv-Idv
i

-

ab; welchesgiebt
i

:

<2 US E CMAS
und indem man‘dieſenWerthin dem Ausdru> von

_d,uv-7ſubſituirt,findetman :

d.nvrI =
— uv-2dv + v-Tduz

i

ein Reſultat,welchesauchFutensArt
+
Onſdrfes

werdenkan
1 dn udv vdu — udy

d,— = Gora
SE

R E
R

CEN V i V

Seine Ueberſetzunglehrtuns, daß man, um das Dif-

ferentialeinesBruchs'zu finden,den Nennejednr<
das Differentialdes Zählersmultipliciren,
von dieſem das Product aus dem Zählerin
dem Differentialdes Nenners abziehen, und

das Ganze dur<-d'asStde des Nennersdio
vidiren muß:

Man kann auchdirectedasSGL von — finz
;

: ;
:

et: E8

L5, | den,



|

170
i: ErſtesKapitel, :

-den,wenn man= = t mat, denn alsdagnhat man

uU =S ft; Und nahdem Vorhergehenden
EE du = vdt + tdvz;

nimmt man den Werth-von dt und fubſtituirtſtattt D.
rs i ſo{wirdman twoievorhin,

E ude
dt EE A

V Vv

:

haben.

Ich gebeno<folgendeneweis
u veränderefi<in u + pdx + à - è

v verändereſi in Vv+ a +.

ſowird— ſich‘in

upd+: m d« ugdgP q
i:H SEREua yA R

>

GE folglich :

ú “pds de-
: =

2 |

ES GM Vv

Ssſeßt_manwie (Nr.16)fürpdx ſeinenWerth da und-für

GEſeinenWerth dv o iſt
:

u du udv vdu —udr
d 9

SO a Pe A.-R RE

: 7
LE Fr y? Vv ;

N G,

Ea

ME

EsſevgansallgemeineinBruchrstu.. ME

4 OS
deſſenZählerundNenner jedereinebeliebigeAnzahlFac-

torenenthalte;fowird man, ¿ wenn ex dur Vv vorgeſtellt
wird, ES G

A EO
|

rette

ris!'t'uls
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7E
/

SEEL

6 TRE 2% F

haben , und indem man den Nennerfortbringti ‘wird
man finden :

Z

4

Es, Set rA
_abex vermöge dér Cit HOE

Nummer , hat

1

mant

d.rstu ES
dt. u

TEA

SE

y

=
Z —+ ER

FE

R

6 Ln ° e

Letts e :

AVr/s/t'u AV A

i

Lf “te SS
ZUE EE EA sl-LET TP

alſo
|

-

a Lr e #4

ESE e AA

und folglich :

:

dr “ds :

w=v + +7 E —+»

ALA
: E dt! du“ 7

“Fettwird ésleichtLeosaus dieſemReſultatdasDiffe-
rentialdes-tec.tds BruchsWuEe

:

AES EA

Die eben gegebenenRegelnſindhinreichenddas Dif-
ferentialjederbeliebigenalgebraiſchenFunctionzufinden.
Um fieleichterin dem Gedächtnißeinzuprägen,o iſtes

gut,zu beobachten, daß ſieſichauf drey reduciren, wel-

dein den hierbeygefügtenFormelnenthaltenſind,
i

d= nxw-5 dx (Ne. 13)

â(u'de — w) = du + dv — dw (Nr.T4)

duy)= udv «+ vdu (Mr.16)
'

:

Da
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Da esnôthigiſtſi< mit derAnwendung dieferRegeln
vertrautzu machèn, ſo will ihhiereinigeBeyſpielede
‘bènbeywelchen-ſichder Leſerüben kann. :

i
19.

-

Es ſey1)
:

:

e

u=a+ bx — 2;
Mts

nimmt man das Diſſerentialvon jedembeſondernGliede
‘dieſerFunction,ſoverſchwindetdàs erſteweil es beſtän-

digiſt;das zweytegiebt,wenn es unterder Form bx?
geſezt-wird , nah Anwéndungder

CERRegel
der voris

gen ES
-odev

dasdritteGlied= —
©

ifebenfovielals — cx-*, und

man ziehtFolglichSie:
;

= CC x L-Wdx oderTx72 dx

oderCOPE CAR
t

tf

x? z

“ Vereinigtman diePartial
- Reſultate,ſowird man finden

is 2
E EE

VV

DS +
J

dx,
QX

unddenDi�Ferential-Coefficienten
aS

y

a LE =R: DS
;:

à A)
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ES
N Cc

Vt E
uma + a

E Ka SX

“ ſchreibtman dieſeFunctionwie folgt:

u=a + eE e E + ex-2

ſowird die
O

der erſtenRegelgeben

du=—2b«FeT

dx+(1+Dex2-7 dx — 2e-3 dx,

:

Reducirt man die NummeriſchenEoefficientenund

bringtdie"mit negativenExponentenbehaftetenGlieder
im Nenner,ſokômmt heraus

„
bd dx ï

y

du = —

2—+#t— — 20x73 dx
4 xI RF

und wenn man diegebrochnenPepeneptendurchBurzel»
zeichenerſeßt

BDA a DEAR Beds !

du = —— ————
—

—
X

Zx 28 rs
DieſeBepyſpieleenthaltennur Monomen und man kann

aufjedesihrerGliederunmittelbardie vorhinfeſtgeſeßzs
ten Regelnanwenden; ‘wenn aberdieſerUmſtandnicht

ſtattfindet,fotranstormirtnian dievorgegebeneFunction
dergeſtallt,daß inihrnichtsals Monomen. zu differèntiis

vetiſid: TF
|

2) == (ax02
man machta «+hxm = 2; ſoändert ſi diebiotgeas
bene Faas:in 22, deren Differential

nzu-I dz;

aberindem man
:

(
:

a+b =2|

: di�erentirt,wirdman auchNPs
mbxm-1 dx = dz; i

ſeßtman fürzundfürdz ihreWerthein x undin dx;

ſoföómmtE Î

du
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da = nmbxm-(ab+ bxm0-xdx,
4 u == Yarf bx Gsman ma@t'

y

a + bx + cx?
ſóentſtehtdärans
bdx + 2cxdx = daz undVEE-+ cx?—_y/-

aber :

; dz
i d.Vz TEE alſoE

i bdx + 2cxdx EC |

du = ——
:

E 2Va+bx+ ct

Emanmacht
EEPR

Y
è

/ VE 2A = 2 J

wildesfürdievorgegebeneFunctiongebenwird

EE SG 4s aber

da—-1+9=(a —

y + 1 I(—dy+ a=
— 3d dzet 38e,fernec

; E s

:

:

A

:
bdx

i

e
dz=d(e — = 2(c22 x2YTeNMK a QRdE z

Y

es
3

“

ſubſtituirman ſowohldieſeWerthe(alsauhdievon y

und3)0:findetman p=n'
%
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“

_ZbdxG 4xdx_

:

25K 3
:

:

: Vie —x*
du t=

E
.

|
BEES

4 REREN
QOu= a H) Va 25S

wenn man bey dieſemBeyſpiel.die Regel von Nr.16
anwendet,ſofindetman

= [(a°

e

y:“Ve x*Pdx+ a SEK-x°]dLO pe
+ [x6+x*)]d.PSE

LA

— x3
die angezeigteDifferentiationenverrichtet,geben

:

du=dx(a*+x) a“ e BEA ax?dx Pa? = x y

xdx(a4x)

Va? E a
E

und indemman reducirt
:

|

(at + ax! — 4x)dx

TS Va! x2

R EA
:

A CIM= + a + xt î

die(Nr.15)gegebeneRegeldieBrüchezudifferentiicen,j

führtſogleich*aufi C :

:

ta x+x)d (a*—x)—(a?—xd,i(atta?2 : |
i

i

ERE
: Y

worausman zieht
ES

:

:

|
i

— 2xdx(2a*+ ux] _— x *)
(a*+ ME “j-x2

SRL:

du =

du =

JnHsvorhinaidesBeyſpielenGaben

1

tvirbloß
_daserſteDifferentialgeſucht;man ſiehtaber,daß;wenn 5

man auf den verſchiedenenReſultatendieRegelndee
Dif-
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Differentiirunganwendet,"welcheihrerForm zukommen,
man das zweyteDifferentialund ſucceſſivealleDifferen-
tialevon höhernOrdnungen findenwird. Man kann

auch aus dem Vorhergehendenſchließen,daß alleDiffe-
rentialeeineralgebraiſchenFunctionan fih“ſelbſtwieder

“algebraiſcheFunctionenſind; denn man brauchtum zu

denſelbenzugelangen,nur eine begrenzteAnzahlalges_braiſcheEE vorzunehmen, j

) 20.

__Nach.den algebraiſchenFunctionenkommen dietranſ-
céndeñntenFunctionen;wir werdenuns hierbloßmit den-
“jenigen‘beſchéftigen, welchein der Einleitungabgehandelt
ſind,und werdenbey den logarithmiſchenFunctionenan-
fañgen,weilſieFertigkeitin der Differentiationder Ex-
ponential-Functionenverſchaffen.

:

Í

Es ſey1)u = bs:
ſubſtituirtman x + dx, ſofindetman

‘AX > AE J
I(x-+dx)=ix4-1(1FISSE RL——

4
“(EinleitungNr.26)manwird

WEvés
(x + dx) — lx = u =—..3

:

und folglich
CRATE uded.lx =

: E
:

das heißt,das DifferentialdesLogarithmeniſ
gleih dem Producte aus dem Model in'das

Differentialder MESHELdividirt durch die
Oróße ſelbſt.

Bey denNeperſchentogarithmén,deren Model 1iſsi

hat man
d, 1x =
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R amd
A

: x
n

Wenn wir künftigdie Logarithmen gebrauchenwer? -

dew, ſo-ſollenes immerdiejenigenaus dem Neperſchen
Syſtem ſeyn, wenn wir nichtvorher-avusdrü>lihdas

“
Gegentheilſagenzdeshalbjollfünftigder Accent bey
der Châra>>teriſtikwegbleiben,und wenn wir das Diffe-
rentialeinesvogarithmen‘nehmen,ſo dividirenwir bloß
das DifferentialderGröße,zu welcherer gehört,durch
dieſeneinlicheGröße.Es. if gutvorheranzumerkeù,daß
das Differentialvom Logarithmuseiner Größe,auch das
logarithmiſcheDiſfoeeutialELA Größe ges
feint

s

wird i

' E
5 CV 4 -- x2

“inan máchè i

Satt
i

E 79/2)

LE RS Miata
10DatMan a CU | A

;

M
|

du == LA C 3

#

abet
E e >

A e E
C As:4

riri

hab 238
alſó I

:

:

add
1:10. LORCRIP85) IRO

Du Siſa 4+ D + (a 4);
tian hat wegender.Beſchaffenheitder Natur der Logâ-
rithmen- ;

L,Theil,
R) LA EET
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u = l(a + x) + n‘I(a‘+x);+ n“I(a‘!+ x)
und ziehthieraus

pT
ndx

4.OE E,
iets

a+x a+ a +x

Wenn man dieſeBrúcheauf einerleyNenner RIE
ſowird man finden 4

(nnn) ſn’ +a+ alata’)
-+n‘‘(a+a‘)]x+na‘a‘’+n‘aa‘Fn‘ag!

GES
|

x

+(aFaa‘)x + (aaaa Faf
ze

-+ aaa]

ein Ausdruck,welcherdieForm
C Ax? + Bx + € TC

PS E DR FE
M

hat,tvo a, 2 a‘/,dieWurzelnderGleichung
GN +TAs + Bx + Camo

ſind.
Man ſiehtleiht,daß wenn man einegrößepAnzahl

von Factorengenoatmen hätte,ſo würde man ==# auf
einen analogenAusdru> geſtoßen.ſeyn, aber von. einem

hóhernGradezſodaß jedeFunctionvon der Art wie die

Vorgegebenezum Differential:Coeſſicienteneinen CHOR
:

lenBruchhat. :

Wenn die Größena, a“,a‘,unter ſi glei wären;;

ſowürde man

= ica+ x)otnfn”

haben,undes würdedaraushervorgehen, daß
:

= ZZ
E OAOdx

: eN
y

i

DieſeBemerkungenwerden dienen,in der Folgeeinen- |.

wichtigenPunktim Integralcalculaufzuklären.
FVTFx+VIER]

i

4 u=li ;

EE ;

e

“man
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VEE 2 == rl
Vr+x*“ PV1—x = 2

toplchesgehen toird
:

u =1(7)e —lz

maningé

und _

A
EE

s

d d

:

du= mi
44 =; i

"

man hat aber
:

Z dx dx
i

À
Je

8

En
aV1+tx 2V 1—x ZUE

Ss

— dx

URS =
—2Zdx

:

E

E

E

; i+ EEE E as
tp re

; 2V1-x* A E E x] i TEE
dx d

/

A

dz = —+ a

2Vix 2V1-

E SEE x + Y

1—

21 +x
LE 1=p

2Vs,
y worausman zieht

dj dz
Â

2d ydx

Y Æ-
2y V1 22Vus?

i
ZE N 2d
272

wenn man beobachtet daß
:

r= 4A
|

Pe

dé y = dx)
ſowird man finden. i

ES ‘x1 1 — x?

if BS = M2 Dié
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DieſesBeyſpieliſtmerkwürdigwegender Reductio,

n, welchemit dem Differential„vorgenommenwerdew

und wegen ſeinerEinfachheitinAnfeiprtitgder Function

:von weler_es abſtammt:¡nunmehrwird es leichtſeyn,

folgendeéatentszu verrichten, von welcherwir
A bloß

die Reſultategebenwollen.
“dx

5) u = [xt V1 + xx];dun ——
|

i EEE

6 u= UV 4 +V 1 — x1;
i

dx
du =

ESE
| C EPEHEn RE

7) aL EESE :

V1 +T xx — x E
/

dx /

(°?

du ==2

8) Wenn man u = (15)"hätte,ſowird man lx=z2

ſehenund finden
Z (Ix) = 22,

und wegen
:

i d,z202 nzn-1 dz,
bekômmt man

:

|

d,(1x8Es nuja-zx
2

H Es ſeyendli$u = FStEdas heißtder ad
rithmedes Logarithmenvon x; ſeßtman wie oben

Ix= 5, 0 hatman ſogleichn = lz undfolglich
dz

k

„du = —;
i A

ſekt
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ſeßztman nunſtattz unddz ihreWerthein x und in

dx,ſowird may finden /

ges
:

du =2-
a

(

Wir werdendieſeRechnungennichtweitertreiben
und jeztzu den Exponential- Functionenübergehen.

QE
:

|

Es iſt1)u = ax: nimmt man dieLogarithmenvon

beydenSeiten , ſohatman lu = xla und folglich

duu

P
= dxla,

T2

woraus man zieht |

4

du = udxta

“oderindemman ſtattu ſeinenWerth
d,aY = axdxzla,

und derRentalCoefficient,1

«Qe aX
— wirdáxfa,;

Gs

fs Man fannunmittelbarzu dieſemReſultatgig:
ohnedie Logarithmenanzuwenden, indem man von der,

in der Einleitung(Nr.22) gegebenenEntwicſungdet.

Function:ax Gebrauh macht. Jnder That,man hat,
:

aYpdx = ax, adx»

aber ausderangeführtenNummerhatman
ad = 1 + Ca)dx+, e, :

aſſo
i

axÞfdx= ax 4 ax(la)dx
welchesgiebt E

:

aXtdx == aX a= aXxdxlaFh «

und La ba
4)

d, ax = axdxla,

LMI Sut
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FustmaidieſucceſſivenDifferéntiale,ſo findetman
d.&X = ax dx(la).

»
dax = axdx(la?z
d’.ax = axdx*Ya*)

Und wenn man ſtatta die Zahle ſubſtituirt, deren2os
garithme= À iſt,ſohatman.
é is

m aet

y Z =
x

I

: Ss= Ex E
u |
datD al
C2 28

.

woraus folgt,daß die Functionex die merkwürdigeEi-
“

genſchafthat,ſi von ſelbſtin jedemſeinerDifferentials

Coefficienteny tviederherzuſtellen,
:

:

2) u = 2, wo z und y zwey beliebigeFunctionen'

vonx ſiad;wenn man von beydenSeitendieRg
men nimmt,ſo.hatman

lu = ylz;
‘uadwenn man differentiirt,ſokummt heraus

i

du= > Aé:

oder au< ;

du = u + äy
LE

undſetman für4 ſeinenRRE
d= zyE ++ dylz).

an
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|

rer 83

Man köúnte zu diefêm-Differential gelangen , ohne

is i anzuwenden„ indem man.

u Pda 73

fu.
NEE ſtatt‘1
zZ yas z

; iz“y t

<réibt,Eswürde alédennherauskommen
u -+ pdx = (z + rdx)v+adx,

indem man beobachtet, daß man beyder Entwicklungder
zrweyten"‘Hälftedey den mit der erſtenPotenzvon dx bes

haftetenGliedern ſtehenbleibenmuß; man wird aber #9-

gleichna derBinomial- Formelfinde!
zvtdx+ (7+ qdx)zfix-Irdx

ein Reſultat,welchemman diefolgendeForm gebenkann

zŸ[24dX++ (y + qdx)z1dx-Irdx+. « ]
:

zae = 1

+ Uz)gdk+..]N
|

:

29dx-I —== = ——[r+(lz)qdx+afat as E

7

SubſtituirrmandiefeWerthe, und läßtallePotenzen
von dx die hôyerſindals die erſtePotenzaus, weildieſe
"nit mithineinfommen müſſen,ſoroirdmanfinden

u + pdx = 2 (1 + qdxlzPELA

“Ziehtman von fddeitSeiten2” oder u ab,ſokommt

pdx= zY(qdxlzE —rdx)z

das heißt

du = zY(dylz+ + dz),

toievorhin. |

3)u = ad“: man madebx = y ſohatman
u = av, du = aYïdyla; aber

dy = b*dxlb

M4
:

folg-
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folglih

h

i

dui= ab* bxaxlalb, |

:

man wird leichtdieſenCalculin ‘vetkwielterenFâllen_ausfähren. h

ts
4) == : man

Bae1s
= y. ſo.fómmtu. =2%,.

“du= 27°2 + dylz);

ſcßtnma fattyunddyihreWertheintundin8s,ſo
erhält0

e

E
SLC SUE

-

iltz
x

du = 21yee + 5

Ts

S dsîttz)

75

|

=

OntHülfedieſerForinelnfitmanleichtdasDifferenz
|‘tial einer jedenExponential-Function,Jetztwollenwir
| uns mitdénKreisfunctionenbeſchäftigen,

232

SZ Es iſt1) u = sin,x!ſubſtituirtmon x + dx ſtatt
|

x, ſo“ändertſichdievorgegebeneFunctionin

i:

“

sin.'(x+ dx)= Sin.x cos, dx a cos,x sin.dx
„man hat aber Ce

| 2

C

OO dR Te GA

D, de ULIS Ff(Einl,dias
a MW as

#
:

Sin,(x+.ag sin.x + dx cos. x + «4

und folglich
ies

| :

/ AsSín,Xx== dx cOs, xe
|

&. s

:

Es folgthieraus,daßdas Differentialdes

“ Sinus gleichiſtdemDifferentialdes Bogens
multiplicivrtdur< den Coſinus,

2) u = cos. x2 man hat

005.(x+ dx) = ç0s,x cos, dx — sin,x sin,dx;
:

: und
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und wenn man für cos.dx und sin. dx ihre Werthefett,

cos.(x -+ dx) = -008, X DA dogil, X 65 E y
alſo

2E
/

|

dd. cox = — ASR £5

das heißt,dasDifferentialdes Coſinus iftgleich
dem Differential-desBogens mit einem nega-

tiven Zeichengenommen,undALS
den Sétnus

multipicicot,

Was den SSinus VerſusESicisſoiſtbisaufdas
“

ZeichenſeinDifferentialdas nemliche; denn man hat
ſiv I — 608, X

=
€

alſo;
del E, dEi Es, Ò

”

9u = tang.x: teil’aber/
|

; 7Sinsx: )

ſohatman
COS xX, difsen Sin.xdCas.X

d,nd:
Xx E

—
«C08; R

o (cos,X? + Sin.x) dx
E ——

iz COS,B
4

abeg ;

|
ces x?+ Sinx = I;

alſo
|

ik E

dx
d,tangx= ——

C08?
4)u = cot,x? wei

T-

cot x = ——s

rs tang,
?

ſo hatman E E

|

‘

i &.tx FEA
és

X
C SOGNA

tang. tang.4°€08,R? Sin, 2

M5 5)ua
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_5)'u = fe x: tegen
ITL Pf A Tr:

r

Sec: X = GO
: COS, X

i

hatman
i

ET M
decos. x dx sin.x

: |

dect =——— =

ALIRA dxtang!xSec. x;

EB
: 0s.

x? ‘COS Æ

Vf 7s
E

T-
Pv

SEEx Zz M 9
7

za
/

“

SIL |

2 -6 , Ï
/

hat man : Ss

; | E Wr 6E dx cos.x
i d.cofea,x =_=

—

/
E

A
i SIN, X sin.z?

— dx cot. x cosec. xé“

VermógedieſerFörmelkannman das Differentialeines
Ausdru>sfinden,der auf einebeliebigeArt,Sinus,
Coſinus, Tangentepi.ww. enthält, man brauchtnur zu

dieſemEndzwe>zu differentiiren,indem man dieletztern
als beſondernFunctionenanſieht,und ſtattihre"Differen-
tiale-dievorhingefundenenReſultateſetzen:Wirewollen
nureinBeyſpieldavongeben,nemlih

u = cos.xSi0X,
ManGDE:

COE Se E
SIN.X == y]

f

ſohatman u =? und
>d 5

du = dz = yla + — =

{

sinx?
dscosxSin-x(eas1,Cos X m ),

: COS.K

i EE

Wir haben bisherdie Sinus,Coſinusu. ſ w. als

ACN desBAE behandelt;jeztwollenwir den
LS Bos

1
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Bogen ſucceſſiveals

-

eine Function:ſeines Sinus,
ſeines.Coſinvsu. �. ww. anſehe, unb davondas

DifferentialunterſeinenverſchiedenenGeſichtspunctenſu-
chen. Wir «wollendeswegenannehmen, x ſeydievorge-
gebeneFunction,und u dieveränderlicheGröße,vonwel“
"<erdieſeFunctiohabhängt; hs |

1) Die Gleichung ;
E

_d,sin, x = dxcos, x
giebt, wegen

:

Sin =H a
oS EE

ETT
VL — 059

du =dxV1>— W,
und folgliche

j BT

E N: 5

1 — u?

e E

diesiſtderWerthvom DifferentialdesBogens,dur
das Differentialdes Sinusunddurchden Sinusſelbſt,
ausgedrüt,

—

_—_

|

Man fannzu dieſémAusdruckgelangenwenn man

den in.Nr. 38 der Einleitung- gegebenenAusdru>des

Bogensanwendet, welcher,wenn man LT Sin.A m=Â

und
/

SN = Bi
ſet, wird

|

fi

:

E Le l(uV/—1
L 4 VETEES )worausman zieht

x = ZIV + VEW1 '— u?)

In besThat,wenn man xin ù verändertund umges

kchct,fowirdman im óten Beyſpielvon Rr.20 finden
:

: :

d,
n



?
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du

VUonet

Vennmandas DifferentialdesBogensdurch ſeis
nenCoſinusausdrüc>kenwollteſo,múſiteman von der

Gleichung

.dLgu LA E 1) =

d.cos.x = — I En Ï

ausgehen,welche,wenn man cos.x = u macht,giebt

AE SS ER 2

« Poder : LS
y

Z

i

ARL
dx = _—

:

Cs

I— WW,

:

Um von hierausum SinusverſusÄberzugeheu,I)

machemanu =1 — Jr weil

sin.Ver.x = I — cos, X
f

man “hatfolglich
‘

1

du =—dy unddx== N =.
:

: E
2) ESſeytang.x = uz dieSUYAD PLU

HA

>

vie

MÄRSE
giebt

:

A
LA:

:

dè 354
du = —— und dx = ducos,x*%.

__Wegcn-
E

Sin.x
= tañg,

E

ES

:

€0S.X

findetman
$0 x =*£0s(x. tang.
Sin,X? = cos. xX?tang,x?

und 1 — 00s,x*fúrsin,x* ſubſtituizt,giebt
TE 12m
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1 = cos x? «+ taug.2 COS,X° = cos. x? (I + tang:

Æ 2
man hat alſo E

cos.x°
Fo

1+ tang,x?diLE,
Seßtman dieſenWerth inden von dx,ſoentſiehtPaus

u

ant du,
>

d;

D e uE
woraus man {ließenfann,daß das Diffateatigl

des Bogens gleich:iſt"dem Differential dex

Tangente, dividirtdur das Quadrat dex

Secante;denn 1/7F 2

deú>t die Secante aus,

wenn die Tangentedurchuvorgeſtelltiſt.
:

° Wir wollen dieſenArtikel,mit demfolgendenBey-
ſpielbeſchließen.SG :

:

__Es-ſeyx ‘einBogen ; dex Sinus< dieFunction
f AV 0/20 vad

iſt,man mache

_2uV/1 — u? = 2;

ſowirdman haben -

aber -

“alſo

VonderDiffezegtiſvuusderFunctionenvon zweyagrfudezlies
Größen,

‘ “i

/

:

24
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:

24
Wir wolkenuns jegtmitſolchen.SünéttonenES

tigen,welchevon. zwey veränderlichenGrößenabhängen,
und ‘ſogléi<*ein“Beyſpielvornehméèn.Es ſey u = Xnyn4

da die Größen x und ykeineBeziehungunter einander
haben, ſofanndie zweyte-dienemlichebleiben,ob ſich

gleichdieerſteverändert,um eben fo auch"umgekehrt.
Esfolgthieraus, daß derWerth-dervorgegebenenFunce-

tionſichaufmehrereArtverändern kann;1) durch die

Veränderung,welche mit x “alleinöder mit 7 alleinvor-

geht;oder2)dur das Zuſammentreffendieſerbeyden

Umſtände.Y
pP

Wenn manblos aufdieVeränderungvon x Rú>-

ſichtnimmt, ud in der vorgegebenenFunctionx + h

ſtattdieſerveränderlichenGrößeſubſtituir,i wird man

finden:

|

“GSE
LSxmyu+Zxm-xyuh+

SE 1)
iSi i

m{m—1) (m Ss
As 2

“laßtman y ſi‘alleinverändern.und ſchreibty + kfatt
7» ſoerhältman

ez—yu-2ESxm(y+u=nmpn+2E rth,n
8EA RRE

ES

Endlich,wenn man annimt,daß die beydenvorhers
gehendenVeränderungenzu gleicherZeitſtattdy E
‘wirddievorgegebenè“Function

R E k)nz
und

ERS e Tyüh+ . oa

Schilt

2

n= 3 mk? + G ILE
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undnian würde daraus die Entwi>ſungerhalten, wenn

manbdeydeEntwicklungenvon'

(x + h)v und (y + a
*

m�t einander multiplicirte.Man fann aberzu dieſem
Zweck, ‘aufeine weit einfachereArt gelangen, wenn man

y + k ſtatty in dervorhin- gefundenenEntwicklungvon

(x + h)"yy, oderx + h fürx in der Entwicklungvon

&mn(x+ k)» ſubſtituirr.Verrichtetman die ere Oper-
‘ration,ſofóômmt

(xTFhzm (y+ kn

“

¿zmyo 6, + — xm- T yh
4

m(m-— LT)
_m- 2 oſt

Dier ttt

zt 11

-+ nxmyn-Ik + 2: 8 XML y
n- Ihk

j LL
R)

U:
a m(m'-1) hn

BE + = xm-2yn- Ihk
AION GERS La

;

4
n(n— 1) - m n(n — 1)

xinynt2k +
=

:

EL A

e ELN EE <5

|

“le (D

D

na pumahekz
: We 4:2 Te

s }

fe eN

DieſeEntwieklunggiebtnun dieiforfinglicdéFunc
tionxmyo wieder,und dann nacheineFolgebonFunc-
‘tionenvon x und y,welchedie verſchiedenePotenzender

Zunahmenh und k, als auchdieProductedieſerPotenzen-

multiplicieen.Man würde analogiſcheCntwicklungen‘für
jedeandereFunctionfinden,wie großauh immer die
die Anzahlder veränderlichenGrößen die ſichin ihrer

Zuſammenſezungbefinden,ſeynmag. Wir wollenjetzt
ganz

xm L FE TLhke?

m.m—t n(n
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ganz allgemeinzeigen, daßdieſeEntivi>lungenzy neuen

FunctionenAnlaßgeben,die man von der vorgegebenen
eben ſodur ſucceſſiveDifferentiirungen. ableitenkann,

alsdiejenigen,welcheman im Falleinereinzigenverän-
derlichenGe erhâlt:

/
e

oe À

WirE dur (x, y) irgendeineFunctionvon

x und y vorſtellen;und zuerſtannnehmen,daß die

veränderlicheGröße x ſichalleinverändere und x + h

würde;ſomüßteman y ls eine beſtändigeGröóßéañſe-
henund die vorgegebeneFunctioneben ſowie eine:Func-
tionvon x behandeln;man würde alſonah dem“ Lehr-'
ſatzevon Nr:12, wenn monderKürzewegen {(x,y)=u

POE haben
dh

4
duh? dub?

ZfE +h,y) = u+ e AS 2E
- Wenn man findenwolltewas die vorgegebeneFunc-

tionwird , wenn bloßy einen Zuwachs erhält,ſowird
man x alseine beſtändigeGrößeanſehenund /(x;y+H)
oderu “als eineFunctionvony; hierdur<würde nian

erhalten

‘0.

da K uE E du kk?
N

4 5

i

kJ =

2
RS

tog =F
D. dicerie

..fe + A
1 IS Æ 2

=
22 M!

Jettawollen. vorausſezeû,dieGrößenx M y

verändertenſichzu gleicherZeit, kundwürdèn x + h und

y + kz;da man aber der Function(x,y)noc keinebez”
ſondereForm gegebenhat, ſo iſtes niht mögli“darin

anf einmaldiè beydenangezeigtenSubſtitutionenzu ma-

* chen,aber es iſtleichtzu begreifen,daßman zu demſel-
ben Reſultatgelangenwürde,wenn man zuerſtx in

x+h
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x 4+ k veränderte)und dann y +k în der Entwiélung
diedurchdie erſteOperation'eNMREOEſeßte.

Man hat{on
(42 2 3 I

FP EE Tapref
wo u, {(x,y)vorſtellt,Um. dieCoefficientenderetiè
denenGliederdieſerReihe,in Rúekſichtauf die Verân-

derung von y, zu entivileln„ſo beobachreih zuerſt,daß
injedem Gliedex als eine beſtändigeGrößeangeſehen
werden Fann, und daß man ſiefolglichalsFunctionen
von der einzigenveränderlichenGröße7 béhandelnmuk,

Hieraufwird /{(x,y) oder u

E Be a2 e R LE RS

u + —
2

ze REA + — E ..

dyLÄ dA tl 62 63
:

Et

a A228 A >

ÆWenn man in dieſerEntwicklung— ſtattu. ſchreibt,ſo

hatman zum Reſultatwas aus.der FunctionZ ' wird,
wenn ſichy .y + k verändeït;Lasheißt

tsD D 4du’
Awngoaais, E SN

TRES

aia

wearinted

dx
Y

XG

;

AL APR FE ANE

GN A6 -

M
; Es

n 2 2

__EsiſaberZEMuten,E der Ausdruc?

d(T2)
/ dy E

/

zwey Differentiirungenanzeigt, die ſucceſſivebeyder vor-

gegebenen-Functiongemacht ſind,die erſtein Rückſicht
auf die-Veränderungvon « allein,und die zideytein-

1,Theil, E dem
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dem bloßy alsveränderlichangeſehenwird;wir wollen
dieſenAusdru>unter eineeinfachereForm bringen,und
wie folgtſchreiben:'

dti
: dyds

Eben fowollenwir
:

j

E du

E.
H

-

SEP
|

E a

dur
dua :

:

dy?dx :

vorſtellen:und gánz allgemein, muß man durch
ditmny

i

:

h dyndxms

den Differéntiál- Coefficientenvon dex Ordnung n inBé

ziehungaufdieFunction
|

| du

verſtehen, indém man darin bloßy áls veränderlichanz

ſieht;in ſofern,daß dieſeFunctionſelbſtder Differen-
(tial-Coefficientvon derOrdnungm von der vorgegebenen

Functioniſt,inwelcherbloßx alsverändeelichgngeñoms
men wird.

:

Dies vorausgeſeßzt,ſo wird dieSubſtitution! von
x + k ſtattx,

i

áuy

dx
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du ‘“, du da k RA
dx dx dydx 1 dy’da 1.2

:

d*u ?

|

|
dy dx 12,3

du a
E AA R

dx dx° . dydx® I
‘

dy°dx® I. 2

du k?

:
dy*dx* 1,23

d'u
n

e e E Qd kf

qx dx? dydx? 1 dy*ds? 1,2

S

du k?
' “dy’dx?. 1.2.3

/ verändern;
Subſtituirtmän dieſeWerthein derEntwieklungvon

F(x + h,y)und ordnetſo,daßalleGlieder in welchen

dieExponentenvon h und von k einerleySumme ma-

cen, auchin einer Vertical- Columne ſtehen,ſokömmt
duk du E u 1

h Tk = +T

ESR

EEE

n

m RET IeSSLEB PPA
dy dy°1,2 dy’1.n

|

duh d'ukh du E Mas Z

dxx dydx1.L dy*dáp21
e Qu D

L

dx 12 dde T2
d’u he

LANE
Li aies iy

X L142, 3
Pg

4s.

__ Wix hábendie vorſtehendenEntwicklungendadurch

gefunden,daß wirerſtx + khſtatt«,.und dann y + k

M 2 ie

8 ſatt
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:ſtatty ſezten,man hättèaberau< umgekehrtverfahren
"und deyder Subſtitutionin Beziehung“auf y anfangenE

können:alsdannwürdeFix Ys

“f(x,y+k)oderu + TETTE LA— LS

geworden ſeyn.DieSubitutiosvon * + bTEC in

MeeReihe,würde uin- :

“duh 2u? RE BE
ú + —

veränderthaben,und-dann |

|

:

1 Es Md hb

M US Tr airs5X
e

:

S zi
—— —— wk

:

i

&

i +
ds? dyI, 2. Í:

, . 0%

d?u
i

d?u
Ts du.E

LS
|

E
; H h?

EE
/ <5 Tat

du, du d'u h
E

LEALES n

dy? dy? Tedxdy’1 dxX?dy°x. 2

|

‘u E:

EE
: dx?’dy1.2.3

- man würde folglihhaben
:

{(x+h,y+h)
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dub d‘’u.h* Pa
h hbVana

Wigianiiiziiians BE amidi
"

Midiat

m

——— Pr,FG , y = 6 E dx? E _dx'1,2.3

duk d?u:.h. Kk d’u ,h? k
:

ES CSEs mds ——Fe
‘dy.1laxisLE dx?dy 1.2 I.

PR ud G

E TEER
E

dy a2. dx dy T2

dn KL 4

SA ats
Uy L223

Mers
“

Es iſtaugenſcheinlich,daß dieſezweyteEntwieklung
mitder erſtenidentiſ<hſeynmuß; denn’es iſt gleichgül-
‘tigob man exſtx in x + h und dannyin Ek vers

andert,oder ohman’ dieſeSubſtitutionbloßin umgekehr-
ter Orduungverrichret„ weil „man aufbeydeArtenLr FF) echa /

Wenn manin dieſenbeydenEntwicklungeadiemit
einerleyPotenzvon h und von k behaftetenGliedermit

einandervergleichty ſoLonman1 PolgenabeGleichungen
finden,

E

dee N MU F :

PZ dx EA
du gz

:

du
p—— ———— Ges E TEE

/

:

dy dx? Ax dy
eS

; te Au E _Vu. |
dy?dedx dye

d'y Aman
e
GRI

dyndxm dgxmdyn
* è

Die erſtelehrtuns, daßbes:Differential-Coefficient:

: venderzweytenOrdnung.einer Functionmitzwey verän-
i

N 3 | der-
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derlichenGrößen,ſogenommen,daßman fu Bezichung
aufeinervon ihnenund dann in Beziehungauf díe ans

derendifferentürt,immer der“nemlichebleibt,welche

Ordnungman auchbey denDifferentiirungenbefolgthas

benmag. Es ſeyzum Beyſpielu = xny9; wenn man

zuerſtx alleinals veränderlichanſeheund differentiirt,
Fo hat man

7 |a] mx Ty;
|

di�ferentürtnan nun dieſesReſultat,und läßty ſi nux

verändern, ſoerhältman :

_Wu
} Tr a atti AA

operirtmaninumgekehrterOrdituhgeſofindetman

; Z== ngnyn=T

und
:

eS re mnxm-X yn,
dx dy

“undman ſiehtdaß das Endreſultatin deydenFälteneiz
uerley.iſt.

:

2.

Die übrigenvorhingefundenenGleichungen, ſind
nur Folgerungenaus dererſten:in dexThat,nac der

duigenommenanBezeichnungiſt
du

RGBl
dydxz*

Ln
IRE

n LEs
; “y dx

*

4

“das niemlicheals

und
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- und da man die Ordnung dieſeraufeinanderfolgenden
dA a

umkehrenfann,
du
dx du

E

“dx TEN

dx dydx

Manhatauh E

d‘u
d RS,

du AOUT A

ddr de

and indémman die Ordnungder beydenerſtenangezölge
ten Differentiirungenumkehrt,ſo fommt u A

' 4

-

du

)
|

dydx
2

d’u
‘

E dx dyds?
ein mit demvorigeneinſtimmendesReſultat.

Man wird aufähnlicheArt finden:
du du

‘1

: d TZ) d 4
A dydx

EE
d'u

dy dx e
Gpe

lE SE | TE

Ad dr
|

ol
du

d’u
R

dy )
hs
v(t> du

ded MdE EAT"=

dar
Wenn man auch die‘übrigenGleichungenauf dieſe

Art behandelt,ſo wird man allegleihbedeutendeAus-

drúcteder Differential- Coefficientenvon höherenOrd-
nungen finden; diehierbeygefügteTabellegiebtdie ver*
ſchiedenenAusdrükedex Differential-Coefficientenvon der

zweyten,drittenund viertenOrdnung: allein einer

Vertical- Columneſtehendenfindidentiſch.

S



2C0 Y ErſtesKapitel.

Ju d’u A Ref _d*u du

dsAR dde “dydx®
:
“dyÎdxdydx* | dyrdx

?u d’u (SETS d*u d*u du

dx dy dydxdi dx dydx|dy*dxdy|dydxdydx|dxdyd4x?
Ly eu

|

du ddu du

“dxdy*

|

dx?dy|dydxdy?|dydx*d; |dxdydx
E

deu du

dxdy?*

|

dx dy*dx “axdy
EA “AU ;

“A
‘ A L dx?dy? |

Ganz allgemein, -man--fanndie Ordnung
„der angedeutetenDifferentiirungen{umk.eh-

ren wie man will;wenn ſienur die nemlichen

ett und die Anzahl der Differentiirungen
glei bleibt,ſo wirdfudas Kefultatnicht -

verändern. j

Um ſihdavon:zu:überzeugen,ſoſey
dmn y

i

:

es iſtleichtnachder inNr.IOSb25 gema<tenFormel,
zuſehen, daß inanSNEAusdru>,aufSs

Art

zerlegenkann:
:

i

i
a

le
=

a qu S

x

ZS:
2 “e dû-I (“dyn-1JenCE A

/

j

SG
EE ès

|

è

dxm— I

wennman aber dieOrdnungder beyden iſolirtenDife-
rentiirungen

ES
welcheserlaubtiſt,ſohatman

y
:

ds“ I y

(iEi

dut ——————
A dy dx

:
; dxm-1I

y

“undwenn iman alleangedeutetenÖglenmionasunterei-
( |

: nerley
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nerley Zeichen bringt, ſoentſtehtſtattdervorgegebenen
Mee.

der gleichbedeutendeAusdruck

dm+oy

Axm-Tdydxdyn-I
“Wennman dieſen leztenAusdru> zerlegt,ſo fönnte

man darin‘neue Pérmutationenin der Stellungvon dy

«und dx vornehmenz‘wirkönnenalſoden obigenSaß
alsbewieſen, annehmen.

:

Ï28.
_Ziehtman {(x,y).ober.u-vonthHD ad,o. :

Tverman Sy an

duh2 du BZ

FGF) —fan=E E,
SN

E duk dw kha
j

RT LL RA

dyI dydxIL

1 q...

“ Gennman aufdieFunctionenvon zwey Se
i

lichenGrößen‘dieDefinitionausdehnt,welchewir (Nr.9)
*

von dem DifferentialeinerFunctiongegeben haben,ſo
wird man ſehen,daß das Differentialvon f(x,y)oder

"von u in den beydenGliedern:enthaiteniſt,welchedie
erſteColumnedervorhergehendenEntwicklungbilden,
und.wenn..man,h in dx undk in dyEMa, ſo-ha:

beptoir. ETS Be
äu. /

Af,N= du=Ff +2m>dp
Esfolgt.hierausdaßdas 2 aS einerFunction,

von zwey veränderlichenGrößenA Theilein ſi be-

greift,nemlih :

i

:

M dE
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dy -

i

oder das Differentialwo x alleinals eineveränderlichs

Größeangeſeheniſt, und
z

du
4d

dy y

wo y allein’alsveränderlichangeſeheniſt.
“Man kann daherauf die Functionenvon zwey ver-

änderlichenGrößen-die(Nr.13 und folg.)gegebeneRe-
a gelnfürdieDifferentiirungenſolcherFunctionenanwen-

dendie nur voneinerveränderlichenGröße abhängen,

“unddestoegendifférentiirtman die vorgegebene
Function zuerſtin Beziehung auf eineder verz

ánderlihen Größen,und dann in Beziehungauf
die andere, dieSumme dieſerbey den Reſultats
wird das géſuchteDifferentialſeyn.

Mánſieht auf-der Stellenah dieſerRegel,daß
d(x+y))= dx + dy ] ;

d xy = ydx + xd |

Ax — xdY
2 = TIE

Ey Cams
mazas

RA

29.

_ Wirglaubennicht,daß es nothwendigfey)vielBeys

ſpiele'inBeziehung„aufdie Differentiirungender Func-
tionenvon zweyveränderlichenGrößen zu geben, welche
ebenſoausgedrücftwird als dieDifferentiirungder Func-

tionen die nur eineveränderliche.Größe enthalten.Wir

werden uns daherauf das Folgendeeinſchränken:|

u=
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1) u = x9 yA

:

man hat

i dx = mam-Tyndx
dx !

du
y

— dy = nxm yn-3 dy
dy :

; Cati
a
—

e

|

7

alfo
:

du == mxm-x yrdx+ nx" raym3 ys (inydx+ nxdy)
ay

R
PV/x?*+ y?

man hat

ady ay?dy

A E tr G+yY

alſo ;

:

n
E

DE
“

ady ‘ay24

E R ta

Bod 22 VE+ y e E
oderwennman reducirt

;
;

j

_— Ayxdx+axtdy
Ut E |

Æ

3) u = A(tang,=EE
DiesiſtderAusdruc>kcinesE deſſenHalbnieſ-
ſer1 unddéſſenTangente=—— iſt;um ihn zu Ae
ren, maceman =, 2, und ſuchenachNr.23 das

Differentialdes BogensdeſſenTangentedur 2 ansge
IREiſt; es kömmtzumAE. e

da
|



:

E hi z ErſtesKapitel,
;

“dz

' I7T2°*

man hat alſo :

:

I zs _dz_E

1+
Settman färz- unddz.ihren.Werth,ſoaA

mat

ydx — xdy /

i = d EL as

R E

Se :

Die Art wie[mandie Differentialeder Functionen
ſchreibt,die von“mehrerenveränderlichenGrößen abhän-
gen, giebt

EwichtigenBemerkungenAnlaß.Man darf

jetnicht5— dx mit du„vertvechſeln,wie es ge-

E WegerLS tvenn u nur die‘veränderlicheGrößéx

enthielte.Jn derThat,da im legternFalledu nur das

erſteGlied.von der:Entioiflungdes„Unterſchiedeszii-

ſchenden beydenaufeinanderfolgendenZuſtänden¡der
vorgegebenenFunctioniſt,.ſohatman durchdie Diviſion

“dieſerGröße mit den Zuwachsdx denDifferential- Coefs-
“

ficienten;eúthältaber u zwey veränderlicheGrößen,ſoiſt
das Differentialaus zwey EL

ELzuſammengeſetztund

in dieſemFallhatder Ausdrutt— -einenbeſondernSinn:

j

EP bezeichnetden Differential-Cefilin der Hypo->
theſe« als âlleinveränderlichangeſehen,oderdenCoef-

__

ficientendeserſtenGliedesvon der Entwicklungdes in

“dieſerHypotheſe“genommenenUnterſchiedes„ dur den

Zuwachsdxdividirt; ebenſoverhältes ſichmit>.
Die.
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e du QUA A SELES
Diíe GrößenE tverden gemeiniglichYar-

tial: Differenzen der erſtenOrdnung von derFünc-

tion.uSS undallgemeinſtellt ees

i duifajy
:

y IEE dxmdys :

eine‘PattieDifferenzvon der Ordnung m TEn° vor,

‘tvélheman erhâlſt,wenn mmal in Beziehung"auf x und

n mal inBOs aufy diferentiirtwird.
:

E

Je glaube-innatos:zu müſſen,daßdieBenennung
Partial - Differenznichtgenau iſt;denn die For--

:

meln,welcheman ſo bezeichnetdrückennichtdieDiffez-.
cenz zwiſchenzwey Größenaus. Die wahren.Partial-
Differenzenvon u find 4

i

_f+h, y) — fœ, D AE
MEA

: “fe,yt FSD FS

dieerſteiſtgenommen, indem man bloßRüſichtauf»
dieVeränderungvon = nahm und die zweyte indenv
man bloßdie Veränderungvony vorausſeßte.Dis:
Ausdrüde

s

oder

welchesdie erſtenGliedervonden Entwicklungendieſer
“Unterſchiedeſind,‘ſolltenPartialPAGGENAgesNanuwerden , und

:

¿ u
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:

du 7
dx
du |

dy J
llenimmer SBfferentialCorfticienten der ers

ſtenOrdr.ungvon det vorgegébenenFunctionbleiben.
- Man muß aber bemerken, daß eine Fnnctionvon einex

einzigenveränderlichenGröße in jederOrdnung nur ei-

nen Differential- Coefficientznhat, da hingegeneine

Functionvon zwey veränderlichenGrößen fürdieerſte
Ordnung zwey Differential- Coefficienten,fürdie zweyte

Ordnung drey„ fúrdie dritteOrdnung vieru. �.ws
Z hat.

ERD

Nachſtehendeszeigt, wie man dieſeverſchiedenen
Coefficientenfindenkann, indemman ‘vonden beyden
erſtenausgeht. --

Man hat erſt

Cae E 4 ds
:

zT dy

Lunt
ga

hieraufdas DifferentialdeeFunctionen

L und S„welcheals Functionenvon zwey veränderli-
X b

chenGrößenbehandeltwerden müſſen,ſofómmt
du AU d?u

(e W|EDEa2 0 TE zi

und weildas zweyteDifferentialnichtsanders als das
"

Differentialvom erſtenDifferentialiſt,- ſo:hatman
E

i

E d2i

N
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du = vosdz? 42
ax?

:

indem man d« und dy als beſtändigeGrößenanſieht,
und beobachtet,daß die Differential-Coefficientenderen

Nennex bloßdieverſchiednenAnordnungeneines und

eben deſſelbenProductsaus dx und dyaretesidens
tiſchſind,

du d2u
ä — dy?

dxdy
* Sy "ndy?

/

i

as
|

Differentürtman die Coefficienten> welchêèſid in

dem vorſtehendenReſultatbefinden, ſokömmt
5 dèWw du dü :

eS d
EE Epe E

g. dfués aS a?e 4
E âx dy du*dy_ dyâxdy

ZZ du u
d,

us

FRE, E ——— d
EES dy2 dxdy?

Ft 7 LE
ündfolglich :

E JOE
a E a E RE

du
— dy

E
/ Á

Man wirddieſeBildungleichtfortſeßenkdnnen,und
ohneZweifeldieAnalogiebemerken,die ſi<zwiſchende

Reſultatenzu ‘welchenwirkgelangtſind,und“ zwiſchen-

der Entwi>lungder Potenzendes Binömiums befindet,
Um ſichzu vetſihern,daß dieſeAnalogièſtatthat,bis
zu welcherOrdnungman auch immer die BDiffereûtiiz
rung téeibenmag, ſo iſtes hinreichenddas Geſfegzauf-
Zuſucheny welcheszwiſchenzwey aufeinander

“
TOUgEnDeADiffeventialenherrſcht,

:

Wir wollenalſòännehmenmah hâtte
dog
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:

us

:

‘dau
== = dut Tr

0m

pa '

FE
dæn®FSEdxn-Idy

i

‘ i,
+.B

dxn-2 dy2’ dxn-3 dy?

_wo“A, B, C. « « numeriſ<hevon x und y unabhängige
Coefficientenſind;wenn man jedesGlied in der zweyten

HâlfredieſerGleichungſucceſſivein Beziehungaufx-und

y di�erentirt, und dann die ähnlichenTua zuſam-

“menaddirt,- ſowirdmanfinden

dxn-3dy*.aiirkdy*+Cc

dnfT EI
BETEaas

=

ar tEFADE >dundy |
fsU j

|
+(BFA)—> EE

+8) ——— dxn-2dy?|FSA J
RPEo è.

Nun ſey
Í

(«+= xl == AlanEy+B'xa-2y2+Cwrays+...
;

ſohat man

(x + y) = (x + Fy) = x7 + (A+I)xy
i

+ (B‘+ A‘)Jx0-Ty24(C/+B)xn-2y?+.

worausman ſteht,daß bey dem Vebergangvon {n zu

:

n + 1, mit den Coefficientender.Entwicklung.(x + yo
dienemlichenVeränderungenvorgehenals mit denenvon
“du,und da dieerſteCoefficientenreſpectivedenenzweyten
gleichſind, wennn= 1 iſt,ſomuß (dieGleichheit.auch
noh“‘FürjedenandernganzenWerth von n ſtattAmañ kannalſoganz allgemein(reihen

i doy n du

E e EE D
n (0—DN). du

LI ‘2. „dxn-2dy2
m tipaLAME

E
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Es folgt hierausy daß man dasDifferentialdou bildet,

wenn man das Binomium |

:
(dx + dy)

:

entwi>elt, und die verſchiedenenGliederdes Reſultäts,
durchdie gnalogiſchen-Differential- Coefficienten'multiplis

M ſodaßVENEEGlied, welchesmit
dxn-m dym

behaftetiſt,zum Muſltiplicator
doy ‘

tterrn
: AT dyn,

habe,

32,

Die Entwicklungvon {(x+b,y-+4 kanntauc von
derEntwicklungder verſchiedenenPotenzendes Bind-

miumshergeleitetwerden;denn wenn man die Glieder

in welcherdie Exponentenvon h und von keinerley
Summe machen, auf einerleyNennerebnet,ſowird
ſiefolgendéFormannehmen,

:

u

PTA Ag #4
A HE AE X 7 jg

dy f
C OO US 4]

E

Tia

SEA = UR E IS
L 1 E

+
dx dy

H:
y y

FAO
«A

du d
m—— Düne ees ——— H? E 1.2

1,2 as +3
dx*dy

VD
dx dy?

:
| A1

ES
LT (‘du i

: äa *y
rieti À PESE

#
AZ

5
R

LaS

1,2-3:4dx
EZ ax’ y Ls

2
° n da A

6 4 HS TS aut

-

E
dxäy* + dy*

k
T

1Theil, Wl A
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unddannſiehtman augenſcheinlich,- daß ſièſiheben ſo
von der Reihe

|

a+ =6+ + — +0 +- 7
+6

RA SE ‘
|

_
ts

ableitet,als dieDifferentialdu,ESzl . . . ſi<von

den Potenzen
; (dx + dy),(dx E dys(dx-- ayyLM

ableiten.

Wir werden uns nichtauf dieJnductioneinſhrän-

fen,welcheman aus der Vergleichung.der erſtenGlieder

dervorſtehendenFormelnziehenkann, und es wird uns

nichtſhwer fallenzu beweiſen,daß die Analögie, welche
wir haben bemerkenlaſſen,im. ganzen Umfange dieſie

Formeln,ſtatthat. Wir wollen zu dem Ende das allge-

meine’Gliedvon
|

SS
f�œæ+b, y +)

betrachtenz.es iſtaugenſcheinlib,daß es ſi< von dem
“allgemeinenGliedevon {#@&+ hb,y) muß ableitenlaſſen,

wenn man darin y + k

E y ſubſtituirt, aber wegen
du ANT aa

{ hb, —_ LOE h -+ AE ERR SE D EEE

‘5SS LE +2

C

SR ES 1.2.3
wird dieslezteGlied

:
:

.

dmy 'hm
Senad

D

MIP

ca

dxm 1, 2+ ++ 1
mat man in derFunction

dy

xm

dieinBeziehungaufy angezeigteVerändérung,ſowird
man zum Reſultateine’Reihevon Gliedern

es EEN dm

dx
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dun dw#ty, k dm%2n &k2

dam

*

dumdy
*

I dan dy1.2
i;

/ dn, kn
y

- dinâyn
s

IL
haben, und folglichwird das verlangte ‘allgemeine Glied

dur :

|

dtn
/

hm

dxmdyn Lats Ï. 2D
áusgedrücktfeon, Aber das Product hm kn iſtmit hmta

und mitkm+n homogen,wovon jedes
H

| 1 :

D, oe
E

+935 :

zum wummeriſchenCoefficientenabenwird.Bringtmannun dieBrüche“

ï

|

Es 1
2 7E 4! 1 I. 24 TE n

‘aufeinerleyNenner,ſofindetman fürden zweyteit
R aerial 25

H

RSE (m -+-E I,246(m => >
und wenn man

——(m + 9)
zurnind e allermit hwkw homogenen
Gliedernimmt, � bleibt SO

ct 1.2 Ls n + ñ)
C e A

fürden‘getneinfeaftlichenCoefficienten-dieſesGliedes:
_d. h.dernemliche,als mit dein dieſesGlied in der Ent-

wilung von (h + kma behaftetſeynwürde. ;

/

EEA 32.
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“ Z3-
' Wennman in der Entwielungvon #(x+h,x +6)

' ‘iltivewir ſoebenbetrachtethabenh in dx und k in dy
verändert,ſowürde man, indem man von den Nenner
abſtrahirt, darinalsdanndie Differentialevon alle
Ordnungen, von der Functionu wiederfinden:nemlich
das erſteDifferentialin ‘denGliedern,wo dieZunahs-
men nur biszum erſtenGradeſteigen;das größteDif-
ferentialin demjenigen,wo ſienur bis zum zweyten

Gradeſteigen; das dritteDifferentialín den Gliedernwo
"dieZunahmennur bis zum. drittenGrade ſteigenu, ſ.w.,

manwicdalſohaben?
i 4?

fatduy+ay=u+2= Sorten E — Z
A0

;

D
F% S. 3 4 + ‘“. 4.

Das nemlicheFeriterhältnan Für die Functiós
“nen von einereinzigenveränderlichenGröße,wenn man

in der Formelvon Nr. 12 dx ſtattk ſubſtituirt.Die

vorſtehendeReihekömmtalſo ebenſowohldenFunctio-
nen von einer'alsdenen voû zwey veränderlichenGrößen

zu, wenn man nun dieDifferentiálein jedemdieſerFâlle
_ gufeineſ{i>licheArt nimmt. Wir werden bald zeigen,

_ daßdieſeReihefürjedeAnzahlvon verändetlichenGra

ßen die ſi in.der vorgegebenenFunctionbefindenſtatt
hat. Sie verbindetmit dieſeAllgemeinheitden Vorzug,

daßſieleichtzu behalteniſt.

E 34+

Die ſucceſſivenDifferentialehabenuns dieMittel
an dieHand gegeben,die EntwieklungeinerFunctionin

i __B&
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Beziehungauf die Zunahmender veränderlichenGrößen
von denen ſieabhängtauszudrücken,Man kann auh
von dieſerEntwiklung,wenn esetwa ſhonbekanntiſt,
die Differentialeſelbherleiten.Man brauchtzu dieſem
Ende nur allein Beziehungauf den Zuwachsgleichartis

gen Glieder zuſammenſtellen,die vom erſtenGvade wer-

‘den’die erſtenDifferentialedurch 1 dividirt,geben;die

“_Gliedexvom zweyten.Grade, das zweyteDifferential
dividirtdurch1.2: die ‘vom drittenGrade,das Diffe-

xential dividirtdur< 1.243 undſoweiter:dergeſtallt,
daßwenn man

|

u + Pdx + Qdy e
LS + Rdx? + Sdxdy + Tdy? Î

:

«F+12. ts
i

<

/

hâtte,man daraus
:

du

fe
= Pdx «+ Qdy

AU E

:

;

— = Rdx* + Sdxdy+ Tdy*

* Sd

ehenLBE
Manſieht,daßdiesds hinausfómmt;ydiege:

_gebeneEntwiflungmit der Reihe :

du du
i du

C EL EES A
zuvergleichen,indem man dieGbE derEntwicklung
in welchendie Summe der ExponentenderZuwachſedx,
Ey einerleyiſt, als gleichartigmit den Gliedernder Reis

he anſieht,in welchendexCxponentdes i ga
d

dieſevSumme gleichiſt,

E 53.
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35S

Um nichtin zu ſehrverwi>keiteRechnungenzu gera-

then,ſowollenwix diesVerfahren

-

bloßauf dieFunestion
:

‘

u = (a + LE+ cx?)r

anwenden,Subſtituirtman darin x 4 dx fürx, ſo
Ffömmt- i

[a+ bx + cs? + bdx «++2cxdx + cdx]
macht man dexKürzewegen

:

a+ bx + =p]
b + 2cx= gj

ſohat man 2

_(p + 9dx+ cdx)r

entwickeltman dieſenAusdru>k wie oin Binomium deſſen

E Glied p + gdx iſt, ſowirdman finden

“EES + -+ads)rredu (ptqdx,r-2c?dx*

HEES“ (Pp+ qds)r-3c?dxA

:
Nunbrauchtman nur no< bloßdie verſchiedenen

Potenzenpon p + qdx zu entwickeln,Um aber das Dif-_

ferentialvon derOrdnungn von der vorgegebenenFunc-
tionzu erhalten, ſoiſes.hinreichenddiejenigenGlieder,-

welcheim Endreſultatmit x" behaftetſind,zu vereinis

gen,nemlichdasjenige,welchesin der Entwi>lung

TL, von (p+ qgdx)rmit dx J

2, & (p + qd) mit dxn-r

EP QAS
4

è

{pF qdx)r-3mitdxf-3j“a

“a

¡

5

?

muſltiplicixtiſt,
i

| Nennt
1 '
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Nennt man die reſpectivenCoefficientèndieſerPotenz
von dx, e

z
;

A, B,C, D ee.

ſoROE,
:

eA+ Bec + e aal eV pe;
Le: L,2.3

dx = CE
y

-

;
1,2,

Man ſiehtleiht,daß

R
r1—I)., : (2e) r-n

SL E

Ti EON
P Y

Lr
Fe D(r. (r—n4#2)CEA

aue

38

Seat =0FT qu-2

MS TE DAS REA E tL: G
e

R E A

LN mA 18
/

y

r(r— nè 1 q?

Ca —
fr1 D pr-nt2jqu-4

E Di . ZarriM4) °

ZS
(DSI (2) 2) 7 pr4

N (e— 0+ E-n+2)“ 4.
D=

(3) (r—H--.a -n+4)prens
qu--6E EZ On=G)<e 4

n(n—*)(n—2)“n—3) (n—4)(n—s) Pp
E) n+ (r—-n+2)&- aal q°

u, ſw.
‘

ſubſtituirtman -nunſtattA, B, C,D « « - ihrenWerth,
ſowird fihnachdenReductionAE n(n—1) ep

1(r—n+1)9*
ann) (n—2)=! cp?
L.2(r=n+1)(r—n+2)

*

_g*

A a (n—3)(n—4) (n—5) cp?
142,3(r—n+1)(r—n+2)(—n+3) 4°

O4 Jegt

du=t{r—1).;«C n+ 1)prenquâan4E
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Jettbleibtnichtsweiterübrig,als an der Stellevon þ
und gq wiederdieGrößenzu ſegen,welcheſieausdrü>en,

Die Form des verſtehendenReſultats,iſtnichtdie

“einfachſte,unter welchenſi du: darſtellt;denn man fann
fürdiesDifferentialeinen Ausdruc>kerhaltender bloßq
alsein allenGliederngemeinſchaftlichenFactorenthalMan transformire

(+ 9s + cdxin pi +2 dx + ESdus,
und indemmandasProduct4pe evalitirt, ſo wird man

:

qac + 4bcx + gcîx?

finden,wird“von, dieſerGróße,g°oder(þ + 2cx)?abs

gezogen,ſ0 fommt

ii APS agace mr DEE
einvonP unabhängigesReſultat._Segtman alſodex
Kürzeloeges

:

aac — bî=e
fohatman

ape = e + 9°

welchesdievorgegebeneFunctionin

fu
Jor<1 > WY == ds zP ts ET

verändertE.indemman

q 7
‘q!fürEs

ſraaf/ vormée‘ (fur
TTE)

ſeßt,ſowirdfia :

: Fr
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:

_P+ gtdsy4 e‘dx*],
:

einAE taz:ſogleiHdurch
die erſteEntwi>klung

prs(+9492+—(1-+g/dx)2rr2e/dx®

SZ1). 2

—r) (5—2)

fe (1+p‘dx)21-46dx®

s —————L (1+g/dxjarGed3 ¿ej
: De AX

giebt:
uimmt man endlichin jederder Potenzenvon1+ g/d

dasjenigeGlied,welchesin derleßtenEntwicklungdurch

dx" muſltiplicirtiſt,ſowirdman finden
:

BL(AET) 2 CISE LE
E EE E

E (2vr- 2)ie inAg a E E
“rl: ArCCE KA „¿(2r—n+D

Kes Lider (0
—

4)

n-2 e _q”2e
garage—— X — =

———

}

| ODE 2 P hi 29pn k

Y

y es STR|

ge
x 5

qa e
———_————

|

E RE arte

gAn4p-4
X 2*p°Y 29p9

J

Ææ qu-4e?alae
qn

:

ZE e?
}

Ó

: = Zan7
)

7

U- . ww, 1 P q

ſubſtituirtman dieſeWertheim vorhergehendenAusdru>>,-

und nimmt mit der Form derCoeficientenVeränderun-
den vor, welchemit den vorhinentwi>elten(vorherg,
Seite).analogiſcſind,ſofindetman

EE „E

2

q/n—4ei. à
J
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:

dL
j

+,
/ i

- F
TEE
druz=2r{(2r—1)ode (2xN + (LZ)pf dxn

E LT

r n(n—N) e rf(1—1) n(n -T) (n—2) (n—3 0?
E—_——

“ I2rar—IdP 1.2 ar(ar—I)2r—2;)(2r—3) p°

r(r-I1)(r—2)_n(n—N) (n= 5) LA L
EZ 2r(2r—Les (2r—5)-gi

Als einenbeſondernFallwollenwir -

E

E

u =

EE
: 2 JOL — x?

“nehmen;zſohabenwir i

r= ¿Pworausp= 1— x}

a = 1 q=
— 2x [

D= of Es 4 |
€ — — FJ

:

dJ
- undes fômmt

:

“go, A

in

_—

ML
: 6

EE ES
E — JOE © T2,8

Ls E as aZz Mm 1)(n-2){nE 32.4 2
L232FetR

+

DiesiſtdasReſultatzu welchemEuler iuſeinerSC
lung vom Differentialcaleul,dur< Jnductiongelangtiſt,

“und welchesLagrangedirectenah dem vorhinayseinane
dergeſetztenVerfahrengefundenhat.

Es folgtausNr,2, daß, wenn x den Sinuseines

duesy vorgeſtelltenBogensbezeichnet,man hahenwird.
M EE
EE,

undfolglich
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PE

A

—) antxySK

dx,
—

dxntr
*

Die vorſtehendeReihedur< dx dividirt,giebtalſoden

Be von f

EZE
dxn+tt*
BT

VonderDifferentiirungſolcherFunctionendie einebeliebigeAn-Ls
zahlveränderlicherGrößenenthalten,

Wir
'

werden uns nichtvielmit ſolchenFunctionen
beſchäftigen,welche ‘von drey oder von einer größern
AnzahlveränderlichenGrößen abhangen,weil esleicht

‘iſt,daß in den vorhergehendenNummern Geſagtezu
verallgemeinern.Man ſiehtauch‘wirkli<,daß man’ in

dem Falle,toou eineFunctionvon dreyveränderlichen-

‘Größenx, y und 2 vorſtellt,zuerſtdie Nr. 20 gegebene
“Entwicklungerhaltenwürde, indem man bloßauf die

_ Aenderungenvon x“ und y Rúckſichtnimmt ; um endlich

zu findenwas entſteht,twenn2 einendur 1 vorgeſtell-
ten Zuwachserhält,ſobrauchtman nurdieGrößen

du du 00
e

115

py AES dy?
E CLR

|

- als Functionenvon z alleinzu betrachtenund an ihrer
Stelle:dieReihenzu ſetzen,welcheman erhält,indem
man vom TaylorſchenLehrſatzNr.12 Gebrauhmacht.
DiejenigeReihe,welcheman fürdenDifferentialN' ficienten

dofmg_
i ‘dyndxm5

ſubſtituirenmüßte,würde zum allgemeinenGliede
>

:

dntotmg



mit dem Product
|
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“_dp4n+{m'a 1p

dzRdyndxm
*

12, p

habenund weil

dú-®*y

Drian

koha
12 SCL,m

behaftetiſ,ſo findetman, daß das allgemeineGlied
von dèr Entwieklungder Functionu (indem Fäklwo
diedreyveränderlichenGrößen von denenſieabhängt

__ fichzu gleicherZeitverändern)dut<
PRS Wkthm

Yepdyndam.i-T72-PCE TCT As ¿00

ausgedrütiſt.*

Wird dieſesReſultatdurchdas Pro-
duct x.2...(p+ n+ m) multiplicirt,und dividirt, ſs

OE man ihmfolgendeFormgeben l
:

5 detjag 1. 2.arete i
… (p+n+m)dèPedysdym*z,2.E 2enXt,2..m?”

SSnun der lezteTheildieſesAusdrusdas allgemeine
Gliedder Entwicklungvon

:

_(1+4k+h)ettm(Einl.Re.19)
©

iſt.ſokann man dieEntwicklungdes neuen Zuſtandes
_ von

u

bilden, wenn manjedes Glied
|

i (14k+b)(kt HK+hYGT
—

+ E

E > ns L.23
dur dn Differential- Coefficientenmultiplicirtwelcher

denPotenzendesZuwachſes, womit N GliederbehaF-
“tetſind,análogiſchiſt,

l
E

G

Z SE,
SS 38.
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OSL

38.

Man ſiehtjetein,wenn u eineFunctionvon einer
beliebigenAnzahlveränderlicherGrößen x, y, 2, t...

vorſtellt,und wenn darinx + bh,y + k, 2 +1, thg,
an die Stelle dieſexveränderlichenGrdßen.ſubſtituiert
wird, daß ſiein einerReihevon Gliedernentwickelt“
werdenFann,welchealigemeindurch

dmtagptap‘u KOP E

 dxmdydzPdt4„Ll .mXI12...0XL.2.PeR Aa

vorgeſtelltſind, oder welchesauf eins herausfömmt,

durch:
:

dmfn4þtapn  MhmkelPpga.,
_ dxwmdy"dzPdtI,,le Morelm FoTpT untePP

wo
M den Coefficientenvon hwknlyggin demzur Potenz

,

m+n p+>qTe. erhobenenPolynomhPG
+ g2+,

«

« bezeichnet(Einl.Nr. 19).

Manes nochvon derEntwilung der Reihe

A (hkert.) LA (h+k-+H+Teg+.….)°LS
SI 2

zu der Reihedes neuenZuſtandesder votgegetinéh
Functionübergehen, indem die Gliederder erſtenReihe
durchdie Differential- Coefficientenmultiplicirtwerden,
welcheihnenreſpectiveáänalógiſchſind.

Es iſ wichtigzu bèmexfen,daß der Meethdes

Coefficienten
dm4-ppq4‘0

Da M

dsdyndzPdta

a

Va

ſichniteE inwelcherOrdnungauchdieangezeig-
ten Differentürungenaufeinanderfolgen; 3,BiderAusdru> AN

1
E

:

ánzm+p;ES
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adat EE
..

i

: E E

_köômmtmit demvébkpraebenveitüberein. Um ſich
- davon zu überzeugen,ſo iſtes hinreichend,zubeob:ten,daßman von -

FG Tait Du FCE vt TEES
‘úbergehenfann,indemman ſucceſſivedie Größenx, y, z

inbeliebigerOrdnungſichveränderntäst,wenn man nur

RúüekſichtaufdieVeränderungnimmt, welchejedeunter

ihnenfürſi<erhaltenhat:dies iſtnah -dem Nr. 26 ge-

gebenenBeyſpielúberdie Functionmit zwey MTsGrößenevident genug.
|

o Das nemlichekann au no< bewieſenwerden „ wenn
man von der Gleichung

dA

dydz
E

dxdy.
ausgeht;denn wenn man. dieFormel

GE,
.

i dxmdyndzPdta.. Se
wie in Nr. 27 entwi>elt, dergeſtalt,daß man zwey
nâchſtaufeinanderfolgendeDifferentiirungenunter ‘den

angezeigteniſolirt,ſo könnteman ſieunter einandervers
“ſeßen»und wenn man dieſeOperationwiederholt,ſo
fann dadurchdie‘Ordnungder Differentiirungenin*den

vorgegebenenEoefficientenbeliebigverändertwerden *).
: E

39-

e

YMan hatininehrerenElementarbüchernbewieſen, daß die

- Producteab und ba identiſchſind.und hathieraufange-"
nommen , man könne eine jede'beliebigeAnzahlvon Gröz
ßen in einerwillführlihenOrdnung dur einandermulti
pliciren, ohuedaßſichiheProductveräudere,D’ Alem.
bert hatbemerktdaß dieſerSâàß, den magn mit Unrecht

als

| *
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39.

Giebt man m, n, Pp, 9, -« « alle möglihe Werthe

in ganzen Zahlen , ſowird man daraus die verſchiede-

nen Gliedervon der EntwieklungdervorgegebenenFunc-
tion bilden,und,indem man ſi< auf diejenigenGlieder

einſhránkt,wo dieZuwachſenichtden exſtenGradüber-
ſteigen,ſohatman |

: :

d

etl Set
wird bh,k,1,g, „(+ in dx, dy;dz, de verändert,und
dieurſprunglicheFunctionabgezogen,ſdwird das Reſul:
tatdas erſteDifferentialvon dieſerFunctionſeyn:man

hat alſo
:

i

u=7 de +2dy+ +L a+.
worausfolgt,daßvitDifferentialeinerEune
tion von einer SP Anzahl verändercli-

/ ' cher

alsdur< ſichſelbevidentanſähe, |< dur< ein Raiſon-
nement , welchesdem vorhinAngewendetenanalogiſchiſt,

erweiſenlaſſe,In derThat, wenn man das Product
abcdef... wie folgtſchreibtabe>Xde>Xf..,und die bey-
den aufeinanderfolgendenFactoren-de - unterſih, verſeßt,
ſo kommt dbcedf,,, . Es iſ leichtzu ſehen,daß man
durchneue ZèrlegungeneinebeliebigeVeränderunginder
Ordnung dek Factorenvornehmenkönne,

Die deutſchenMathematikernamentli<der Hr.Hofe.
Käſtner hat dieſesin ſeinenbekanntenAufättyögr,der

Math.firengeerwieſenauchdieſes,daß
? ¡A Cc Cc A N

y

FAA
;

G,
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1

herGrößenAE iſtderSumme der Partiía-
len- Differentiale die in Beziehung auf jeder

dieſer veränderlichenGrößen genommen ſind,

Was die Differentialeder höherenQrduungen be-

trifft,ſokann man fieſucceſſivevon einander und von

dererſtenableiten,und man wird zwiſchen“ihnenund
:

zwiſchenden Potenzendes Polynomsdx+dydeed
dié nemlicheAnalogiefinden,welche man (Nr.31) zwi-

ſchenden DifferèntialenderFunctionenvon zwey verän-

derlichenGrößenund den Potenzendes Binomiums4x-+dy
bemerfthat. Es gehtaus dieſerAnalogiehervor, daß.

alleGliederin dx,dy,dz, dt . gleichartig,und von.

einendur< den “ExponentenigterOrdnung angezeigten
Grad ſeynwerden;und endlichdaß,wenn man dx, dy,
dz, dt „ . « fürh, k, 1,g . . « ſubſtituirt,man nochfür
die

SE
von u in dieſerHypotheſe,

u du
;u+Z+— +- RES

|

habenwird,welcheszeigt,daß die'in Nr.34 gemachten
_

Vemerkungenaufalle Functionenvon jederbeliebigen
Anzahlvon veränderlichenGrößen, auégedehntwerden

- müſſen.
Wirwerden hierdas,wasdie érplicitènFunctionen

betrifft,béſchließen,um zur Unterſuchungder Diferentia-

lenderimpliciten oderder nur durchMeldungenges-

|
gebenenAg überzugehen.:

N: 0
Ron der Differentiirungder Gleichungen.

:

Wenn man zwiſchenden beydenunbekanntenGrößen
x und y die Gleichung#(x;y) = 0 hat,¡ſoiſtaugen-

ſcheinlich,daßſóbaldder E von einer derſelbenge-
gebes-
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gebenoder willkührlichangenommen iſt, derWerthder
andern bekanntſeynwird. Die zweyteiſtalſoeine‘Func-
tionvon der erſten,und eben ſo auh umgekehtt.Es

folgthieraus,daß wenn x z.B. einen dutchh vorge-

ſtelltenZuwachserhält,y auch eine Veränderungerleiden

muß die der Veränderungvon x untergeordnetiſt.Bes

zeichnètman dieſeVeränderungdur k, dienichtsan-

ders als eineVermehrungoder Verminderungſeynkann,
ſo fômmt y + k an der Stellevon y: da aber der Câl-

cul allemal die in dem Zeichengemachtenfalen An-

nahmen verbeſſert, #0 wollenwir bloß y + k ſchreiben,
weil man indem Fallewo derWerthvon y ſichvérmin-
dert,wenn der Werthvon x zunimmt,jalsdannh nega-
tivfindenwürde,

-

j
d

Dies vorausgeſeßt,wenn diêëGrößen x 4- h, y +
neue mit dx nnd mit dy correſpondirendeWertheſind,
ſo múſſenſieauh der vorgegebenen(HleihungGenüge
leiſten,d. h.man muß nochf(x+ hb,y + k) = 0 ha-
ben. Aber vermögeder Hypotheſeleiſtenx und y der

„urſprünglichenGleichung/(x,7) = 0.Genügezfolglich
enthältdie vorhergehendeGleichungnur zwey unbekannte

Größen h und k, wovon die eine beſtimmtſeynwird,

wenn man der anderneinen Werthbeygelegthat.
:

Betrachtenwir nun y als eine Function'von à,

habenwir näch dem Theoremvon Nr:12,
EE E

ie rTAe SE a
ſtatty, wenn x, x + kbwird; und wenn man dieDiffes
rential-Coefficienten

dy dy
|

dy
de dut Quete

durchy, y, y
1,Theile

:

P vor
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vorſtellt,o tdirddieindenWerthvon y vorgegangene
_

Veránderung i

y/hKCN HE
1 E aS 0

dieſeReiheſtattk iù dex Gleichung Bie

;

i fe +h,y +) =0
;

ſubſtituirt,würde dieſelbeunabhängigvor ‘jedenbeſon-
dern Werth von h identiſ<hmachen,wenn die Coeffis
cienteny‘ 7“ y! 2. der Natur der-Functiony gemäß :
ausgedrú>twären. Wenn man ‘aberGebkauchvon dec

FormelNr. 25. mat, ſo kann: man, was auchimmer
dieZuſammenſetzungder dur< den Buchſtaben# bezeichs
neten Functionſéynmag, f(x + hh,y + k) na< den

ganzenund poſitivenPotenzenvon h und k entwickeln;
ſeßtman endlichan. die StellederPotenzenvon k,dies

ES EIS
'

ES LeS EE
“ fohàtman

n

nóôthwendigzum ReſultateinenAusdruc>kvon
der Form

f(x,y)+ Pb +P.h° PD +... =0;

ivo P,, P,, P,befannteFunctionenvon zs,y, y!,y‘...

ſind.Abernach dem was vorhingeſagtiſt,muß der Zu-
wachs h unbeſtimmtbleiben,weil ex willkührlichanges

- nommen werden fansman muß alſozu gleicherZeit
haben

f(x,D = o

Py = of
ß ly

Ps fsP;0

Da
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Da die eſtedieſerGleichungendieVorgegebeneſelbſtiſt,
ſolehrtſieuns nichtsneues;nur die folgenden- beſtims
mendie Coefficienteny, y, y ¿.. und wir wollen

jeztzeigen,wie man ſie'von einanderableitenfann,ohz
ne daßes nôthigiſt{f(x+b, y +) unmittelbarzu ents

_wic>eln,
x

“at,

Die Artwié máñ in Nr.5 detiefenhat,daßjeder
derCoefficientenXz ; Xzs X,» ‘derverſchiedenenPotenzen
‘von k, in der Entwicklungvon /(x+k) ſi von dekihr

“

Vorhergehénden, dur< eingleichförmigesVerfährenaäbz

leitet,iſtauf den gegenwärtigenFallanwendbar.
Fn der That-manmuß auchhierwie im angefſúhr-

ten Artikel,das nemlicheReſultatfindencs mag h.4-h/

ſtatt-hin der Reihe

fy + Ph + Pih* + Ph,
geſchrieben,oder

Spee woerden,daßfich# inJen
Functionen Y

Ei y), PjsPs Pj 2E 24

:

in x + h/ veväándernzdenn dieeineSubſtitutionſöwöhl
als die andexn verändertxz in x LuhiMP h‘; in

Jund
inf(x,y):
Wenn aber *, * + b/wird,ſówird

Hiey
als Functionvon x beträchtety + LEBE— $144

. 2D G

:

7

Ï

: a pe 4

AAE HE LT 2 ARA:
LAHh‘ phAe u AE

A E
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und es iſtleiht zu ſehen,daß, wenn man dieſenetèn
- Werthein einer beliebigenFunctionder Größen x, y-

y‘,yy + + U, �.w., ſet,ſiedie Form einer nach den
ganzenund poſitivenPotenzenvon kh‘ gecrdnetenReihe

“annehmen wird. Wenn man noch daran zweifelte,ſo
brauchtman nur um fichdavon zu úberzeugen, beobach-

ten, daß,wenn man annimmt x, y, y“,y“ roerde reſpec-
tive x + hb, y +k, y + k, PER e man

immer (Nr.38)dieſeFunctionnah den ganzenund poſi-

tivenPotenzender Größenhk, k“, k“ ... entwieln

fönnte; aber in den vorhergehendenHypotheſenſtellten
Kk,ky k“ . . nach den ganzen und poſitiven-‘Potenzen

von h‘ geordnetenReihenvor; man wird alſonachLERBetrachtungenhaben

fy) + Ph e Phat erbt 051 Cfe: |

u)
8

Pide Ph 4 Pe phe ſtatt0,
i

l |
PPh + Pb +.) L “Ts

-

.

©
mat man bey dieſenEntwicklungendiè nemlichenOpe-
rationen‘und dieſelbenRaiſonnements,dieman úberihre

‘analogenin den vorhinangeführtenArtikel.gemachthat,

ſo wird man finden,daß die ſucceſſiveAbleitung der

Coefficienten,P,, P,,P,, dienemlicheiſtals die der

CoefficientenX,, X2, X, . . 3 d. h. wenn man dieFunc-
tion(x, y) durchu bezeichnetund den Cocfficiertender

erſtenPotenzvon h in der Entwicklungvon u, welcher

durchdie-Subſtitutionvon x + h ſtattx entſteht,u“.2
nennt,eben ſoden nemlichen-Coefficientenin Rúckſicht

aufu‘,u‘ nennt;und den nemlichenCoefficientenin Abs

fichtauf‘u‘/,a‘/“nennt,und ſoweiter,ſowirdman haben

P, =
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u‘ E ſ
“j

Pres ZA |u =O
1

;

LT
i

nl e j

: :

P,=

EE
__eworausman ziehtsu = ©

|
Ps EEA ewme>— Centimi

EE.

| u= 5

Ta, L
U- . ly. UV. , wv.

42: ;

Nichtsiſtleichteralsdie Größenut, u, u...

zu bilden,denn wenn man durchdieBuchſtabenlhund k

die Veränderungenanzeigt,welchex undy in der Fun
tion/(x,y) oder u erlittenhaben,ſoerháltman (Nr.32)

d 7
fF(x+4h,y+k) = u + SS k

|

a
i ;»!|

yh?
da aber k tvieder‘dieReiheLas2 — RL véſieltt,
und da man nur den CEa des Gliedesſucht,

welcher durchdie erſtePotenzvon h mulſltiplicirtiſt,ſo
muß man ſi, in dèr vorhindargeſtelltenEntwicklung
aufdiejenigenGlieder einſchränken,wo dieZuwachſeh

nnd k nur biszum erſtenGrade ſteigenund ſichnicht
miteinander multipliciren,und auchzu gleicherZeit-nur
das erſteGlieddes Werthesvon k in Rechnungbrin-
gèn: mit dieſerAE À

wird man finden

L+ar)
/ h

und folglich
:

i
E —

E+Sx
tl= °

Y 3
:

Da
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Dz ter Coefficienty in dieſerGleihungnux vom erſten
- Gradeiſt,ſowirdes möglichſcyndaraus den Werth in

x undin y zu Füdén;:wennman dieGrößenS uund
‘=X

durchdie Differentiirungder Function u in A
“auf.jededer veränderlichenGrößen x und py ‘die als

voneinander unabhängigbetrachtetſind, gebildethat.
Aber dasDifferentialvon u unter dieſenGeſichtspunct
géno.numen, b.

j E âx + A =Ay (Nr.28)3
dividirtman daſſelbeA dx und bringtdas Reſultat

GENull,ſolómmt du dudy —

s de
i

Wenn dieſe.Gleichungmit

du «du
dx dy

peeglichenwird,ſoſichtman, daß
dy
dx

y =9

‘dasnemlicheiſtalsy“.
Es folgehicraus,daß man, um den Differen

tial-Coefficientèn der exſtenOrdnung von ei:

nér implicitenFunctiondie durc eine Glei-

_“<ung zwiſchenzwey veränderlichenGrößen x

und-ygegebeniſt,zu finden, dieſe Gleichung
diffeteutiirenmuß, als wenn die veränderli-

hen Größen voneinander unabhängig wáren,

nacher das erhalteneReſultatgloich Null
dy

ſegenunddenWer¿thoon 7
E
;
nehmenmuß,

al i

|

i
:

i Man
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Man wird auch bemerken, daß man, wenn y als

eine Function von x betrachtet wird , haben muß

dy = y‘dx, und daßfolgli< dy jeßt uit mehr den hy-

pothetiſchenZuwachsder-vèränderlichenGrößey vorſtellt-

ſonderndas Differentialdex durch dieſeveränderliche
GrößebezeichnetenimplicitenFunction.Uebrigensvereis

nigenſichdieſebeydenAnnahmen în eine,wenn y unad-

hängigvon x iſt;dean in dieſemFalliſtdie Differenz

verändert„ betrachtetman ÎKu‘ alswenn esdreyver-

zwiſchenzwey von ihrenaufeinanderfolgendenWerthen

ÉefnerEntwicklung fähig,und ſieenthältnur ein Glied,

welcheszugléicherZeitdieDn und dasDifferene
tialausdrü>t, |

G 43°

“UM u zu bilden,- ſomuß man beobachten,daß u

außer den beydenveränderlichenGrößenx und y, no<G

‘denDifferential-CoefficientendererſtenOrdnungy entz-

hlt,weicherſih,wenn x, x + h wird,in
diEie eh

änderlicheGrößen x, y und y‘enthielte,und ſubſtituirt
x+ by ++

ſtattdieſeraS SREBan ſoe
man haben

au! :

w +2 + 78 E TeKþ
us Se

ſehtman endlichfürk und k/ ihrenWerthin derHy
_—

potheſe,wo y und’y‘ álsFunctionenvonx betrachtét
ſind,und ſchränktih, wie in dex vorigenNummer,
auf die erſtenGlieder y‘hund y‘/hein, ſo wird man

zum EE der erſtenPotenzvonh
DP4

ul
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finden.
)

Wenn man das Differentialvon u‘ genommen„ und
|
die ÈdreyveränderlichenGrößen x, y und y‘ als von ein

andex unabhäugigangeſehenhätte,ſowürde man haben
du‘ du“ du‘

du‘ = — d RE
‘dividirtman dur<dx, und bringtdieGleichungaufNull,
fofommt

Ue du!dy4. du!
dudy!_

dx dydx dy âx
eineGleichung,welchedérvorigenGA “wird, toenn

man annuimt,daß

dy =

:

ydx]
f

dy“_— TAs S

ibaswennman y als eineFunctionvon x anſieht.
_

Man erhält alſo die Gleichung,welche die
Beziehung zwiſchen den Differential: Coeffi-
cientender erſtenOrdnungund den der zweyten

Ordnungausdrückt,wennman denjenigenEoecfo
ficienten,welche den erſten Coefficienten-bez
ſtimmt,differentiirt,und dieſen Coefficienten

ſelbſtals eine neue veränderlihe Größe
anſieht.

:
44

U enthaſteganz allgemeinZe FD a Y E AE
_um denCoefficientender erſtenPotenzvon h zu finden,

wentmandieſeFunctionentwickeltenachdem

x+h
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;

;

:

x + h I'iſtattx]

te Aar
$

Ï

+ —

z
s

;

M AE

Y M : IL

LigE J J

UW u. . wo.

ſubſtituirt"iſt,ſo nehmeman’ zuerſtan, daß die verâns
derlichenGrößenx, y, y, y‘,y. von einanderuns

abhängigfind.Bezeichnetman diereſpectivenVerände-

rungen die ſieer!ittenhaben und ſ{ränktſih-wiees

ſeynmuß auf die Gliederein,in welchen die Größen
h, k, k!, kl, nicht die erſiePotenzúbe:ſteigen,ſo
wird U

U + — UT +2 e Sake
E

—KU +.
dy dy‘

Nimmtman aber nur aufE erſteSS LEh Rúck-
*

fit, ſo muß man

i y'h 7 ſtattk
yh È Ks

A i

y‘h |
: kk‘

y‘vh4 KV

u. ſw. 1, . 1.

ſetzen;ſówirddevE von khnachdieſenGEE :

tutionen
|

dU AUE arr dJ
imiter — rb 41 (

dx Ap E

Es dy
dyt E

ſeyn,
:

Es folgthíeraus,daß wenn U = © dieGleichungiſt,:

welche dieBeziehungzwiſchenx, y und den Coefficienten

y AE ſoBE
:

dU dU
dU dU „d y“ —

td i =O
Eds i +=uV vb m0

P5 die
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dieGleichuitgſeynwelchedatausfür dienäbſthöhere
“Ordnung.entſteßt,und einenDifferential- Coeficienten
mehr enthält.Man ſiehtauch.wirkli, daß wenn Lt
derCocfficientder höchſtenOrdnungiſt, welcheſichin
U = 0 befindet,ſo wird die eben erhalteneGleichung
y‘venthaiten.Es iſtndthigzu bemerken, daß der lette
eingeführteDifferential- Coefficientnur bloßin der erz

“

frenPotenzerſcheint,und daß man ihn folgli<immer

durchx» y, y/,y, y, beſtimmenfann,ohne auf
unmöglicheGrößenin den Ausdru>ſeinesWertheszu
ſtoßen.
_/ Die DifferentiirungderFunctionY die verrichtet
wird indem man x yy, y‘,y. , „ als ſo vielvon eine

„ander unabhängigeGrößen“anſieht,giebtnachdem man

durchdx dividirtund das ReſultataufNull gebrachte
hat

du__Way dudy“ dU dy“ MEI Sai
is dycdsx  dy'ds dos dE dE

oder wegen der Beziehungen,welchezwiſchenden Grös

feny»,7, y, y ſtattfinden(Nr.11)die nemliche
Gleichungals kurzzuvor.

s

Man kann alſoaus demVorhergehendenließen,
daß die Gleichungen,welche dieBeziehungen
‘der Differential - Coefficienteneinerimplis
citén Function die durch eine Gleichung zwi:

ſchenzwey veränderliche.Größen gegeben iſt,
ausdrúcen, ſi< voneinander durch ſucceſſive
Différentiirungenableiten, indem man jeden
dieſer Coefficientenalseine neue veränderlis

“<eGröße behandelt,

ct
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45.

Da deeHlferetalsCoefficientdererſtenArdnuhg
y

wieagewdhnlichdur ZLLvorgeſtelltiſt,ſo wirdfein
2

d

Differential— ſeyn,weildx welchesfesdieStelledes

E: Zuwachſesvon h vertritt,als-‘unverändet--
Tichangeſehenwerdenfann. Aus dem nemlichenGrunde

wird das DifferentialdesCoefficientenderzweytenLe
/

ung dy d’y
ax?3 ds?

ſeyn;und fo mit den übrigen,„Man muß alſodieGrö-

ßenX» Y dy;dy, dy. . + as eben fo vielbeſondere

veränderlichenGrößeanſehen,die Gleichung,welchedie«
ſelbenenthältin Beziehungaufjede‘von ihnendifferenz
tiiren, und. die Summe der Partial:Reſultatenehmen.
(NL:39). Die folgendenBeyſpielewerden dieſeRegeln
noch mehr auffláren, und die Natur der Differen-
tial:Gleichungenerfennenlaſſen:ſonennt man je-
de GleihudgwelcheDifferentialeoder Differential- Coef-

ficienteninfic.begreift,und ichwerde urſprungliche
Gleichungendicjenigennennen, welchederenkeine
enthalten.

EEES

46.

R ſey die Gleichung-

y — 2mxy +x? — a? = 03

differentüirtmandieerſteHâlfteinBeziehung
a

aufy und

X» 0 findetman
: /

2ydy — 2mxdy— cars+ 2xdx= 0°
i

- obey
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oder :
:

(y — mx)dy— (my — x)dx = 0

wo der gemeinſchaftliheFactor2 ausgelaſſenwird.
Wenn man yals eineFunctionvon x betrachtet,ſohat
man fúrdenAusdruckihresDifferentials

(my— x)
dx

dx

E
PE mx

und derDifferentialCoefficientwird

dy my
— x

dy =

Se *
:

D ds M UR

Man fann y aus beyden Reſultatenmit Hülfe
der vorgegebenenGleichungfortbringen;denn wenn

man ſieauflóßt, ſo hat man :

f= mx Pa — R TM e R

fübſtituictman dieſenWerthin den Ausdru> vondy,�

fommt_
E u EE

E X x+m «21a ES 1 A
Ll Vat

| = x FP ms
mds L= R

L/a? — xX + mx

Man ſiehtleicht, daß die beydenWerthe von dy die
'

man hierausziehenwürde,die reſpectivenDifferentiale
der Werthevon y ſind,die in

y=mx <V/& z—- X? Fm
enthaltennd,

Wenn manſtattdie vorgegebeneGleichungaufzul5-

ſen,um daraus die Werthevon y zu ziehen,dieſeverän-
O

derlicheGrößeJſGenden beydenGleichungen
PP — 20xy+ x — 2°

ms
(7 — mx) dy — (my =— dx = oJ,

[Mimi-
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climatshâtte, ſowürde man ſogleichzufölgeder en::

tenhaben,
_

X(mdy— dx):
:

/ EE («VA md

ſubſtituirtman dieſenWertl)in der- erſten,ſo kommt

nachden Reductionen; o

HEK SA

EER: T(F —-m?x?—am dx? = 0

DieſeletteGleichungwürde,nachdemſiein Beziehung
aufdyaufgelößtwäre,die vorhingefundenenWerthege-
“ben. Man föónnteauchdaraus unmittelbarden Diſfe-
rential-Coefficientenfinden,man brauchtezu dem End-

zweckdièéGleichungnur durh „dx?zu dividiren, und
würde alsdannerhaltenhaben,

dy? dy
(A =A

— mx?) E — (2mx?—2ma?—2m?x?)—

dx?
;

' dx

+ X E LE e E =0

befreytman diezweyte Potenzdes Differential-Coeffi-

cienten, von ihrenCoeffi--

cienten,ſofommt :

dy? 2mdy x? — mx —a?m?

dx° dx x2 a2—m?x2

i 47
k

E »

Es iſtleichtdasVorhergehendeauf zuſammengeſetze.

tere Fälleanzuwenden, oder in welchedieveränderliche
|

_Gróßezu einen hóhernGrad ſteizen.Wir wollenan-

‘nehmenman hâtte rt

Zay x= ON,
dieDifferentiirung-giebt

:

-

: :

‘ 3ydy
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y Ay zaxdy,

ams

Bes
+ 4dx =

undfolglich
EEE: Aramis
Âe PEE ax

Dain dieſemBeyſpieledie Functiony dur eine

Gleichungvom dritten Grade gegeben iſt,ſo muß ſie

dreyWekthehaben,und indem mnn dieſelbenſucceſſive
F + d LE i .

in den Ausdru>von = ſubſtituirt,ſo wird man eine

gleicheAnzahlvon Werthe für den Differential: Coefi-
‘cientenerhalten.Man ſiehtganz allgemein,daß dieſer

Coefficientimmer eineſole:Anzahlvon Werthenhaben
wird, als deren dieFunction y in der vorgegebenen

Gleichungfähigiſt:eben ſo wird es ſichin Abſichtdes

Differentialsverhalten

Wennmany zwiſchendenbeodenGleichungen
DS zaxy + x? =. 07

y2dy — axdy — aydx + x?dx = oy

eliminírte,ſo wúrde man zum Reſultareine Gleihung
vochdrittenGrade inBeziehungauf ây häâben,welche
die drey Werthe diediefes

-

EE haben fann,.

entſtellte:
483.

: Z E à

Hâtteman denAusdru>von dy odervon >— gefun-
_

den,ſowürde mannac‘einer üeuen TAE zu

dy
.demAusdruckvondy odervón—

LEL
- gelangtſeyn.

Wir werden uns weibder AGES
y = Zz Px = 0 (u)

bedienen,um daßber dieſenGegenſtandGeſagtevers
:

i ſtánd-
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ſtändlichzumachen.Da daserſteDifferentialdieſer
Gleichung,wie wir vorhingeſehenhaben,

dy — axdyÿ— aydx+T x?dx =o... (do)

iſt,ſo muß man um das zweyteDifferentialzu haben
|

nach“der Nr. 43 gegebenenRegelin Dezichungauf dy
:

auf y und auf x differentiiren.Thut-man dies,ſowird

Fommen Sw |

E O —adydsadxdy+axdx =9.
und nachder Reductionhatman

(G2—ax dy +:ydy*=2adxdy+2xdi?=0, . (d2u)
Dies “iſtdas/zweyreDifferentialder vorgegebenen

Gleichung;wenn man es mitdem erſtenDifferentialver-

bindet,ſo kann man dy eſiminiren,nnd das Reſultat
wird den Ausdru> von d2y in x, dx und y geben.
Wenn man will,ſo kann man auh die Functionp vex-

“mittelſtder vorgegebenenGleichungfortſhafen.

Dioidirtman die Gleichung(d4?u)dur dx2, fo

nimmtſiedieForm
|

2 dy2 dy
(y?8 n 2YTAEÉL dei

an, und E, nur‘alleindieDifferential-Coefficienten
dy dy

de
und

Pa N

Wirdſtatt7
21
= ſeinausO:gezogenerWerth

ay_— 2 Ete

YX

geſezt,ſont LLS :

LA 2 4 2

5) P== + 2 EE —
ga = — Jtex=0

und wennmanSailsafdiérlesGinascaiciu
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(tas)(zt — bax*y?+ 2x*yr+2a°xy= o:

aberdieE
2xy* — bâx2y?+ 2x*y

M nichtsanders als

(y°— 3axy + E 2xy,

ſieiſtalſofraftdervorgegebeneneipungNull, und
man hat folgli< :

d2y
(2 —

ax) - «+ 2a’xy= 0°

oder :

“dy CASE LAA
PE ER

Differentiirtman (dou)in Beziehungauf d?y,dy,

y undx, ſobildetman dadur< das dritteDifferential
_“ (@’u),und ziehtdaraus denWerth von d’y, wéinn deg

und dy mit HülfederGleichungen(du) und (&?u)eli-
minirt ſind;»dasReſultatdur dx* dividirtgiebtden

3
A

Ausdru>des CoefficientenE
Sett man diesfort; ſobekömmt man diehöhernDiffe
rentiale.

49.

WasaubimmerdieGleichungu =o0fſéy,ſowird
dochihrerſtesDifferential

EEdx + Eay= 0

dx dy

Mdx + Ndy=0
" haben;ihrzwentesDifferentialinBeziehung.aufX, Y

_ und dy genommen, wird,wenn man beobachtet,TE
:

da
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“da du

E
und

Es :

nichtCesdy enthalten, i

) Heevon der Form |

Pdx* +- Qdxdy + Rady?+ Nay Ot

das dritte Differentialwobey in Beziehung’n SiNy iyund dy differentiirtiſt,wird

EL d

As
3d?u du“ „dxdy

zi

O

gs? m —— d N ‘ 42+ K rt Ra + y74 y 0
dy

ct,

dy

oder a Form N EE
Xâx

Sáx?4 Tâxdy4- Vádxdy!?+ Wäy°+Ydy
und ſofort.

Alle dieſeGleic{ungenſindinAbſichtderLiften
tialevon dy und der Potenzenvol dx, homogen,wenn
man dy mit dx,d’y mit dx*,dy?mitdx? .…. vergleicht;
dividirtman alſodieſelbenreſpectivevur<dx,4x?,dx*.,,

fo wird mandie Beziehungenéphalten,welchezwiſchen"
denen Differential:Coefficientênſtattfinden,und es wird|
alsdann Lominen

4

dy
M + NZO

p + QZn an =0

“+T LayLe+ wl:Laar SENAA 0dá
:

dx? dx?
h

199u. ſw,
'

:

1,Theil,-

E D E

AU
+ — d'y = 0;

— e O
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50:

Die Bemerkungwelchewir (Nr.15)úberdie beſtän-

digenGrößengemachthaben; die dur< dieDifferenti-

rung der Functionenverſchwinden,fann ebenfallsguf

elDELSAangewendetwerden. Wenn man z.B,

: y = ax + b
2

hâtte,ſowirddas Differential2y dy = ds da es un-

abhängigvon b iſt,jederder beſondernGleichungenzu-
fommen, welche‘ausder vorgegebenenentſtehen,wenn

man b_allemöglicheWerthe giebt.
Man kann aberau< im gegenwärtigenFallezu'ei-

ner von h unabhängigenGleichunggelangen,obgleich

dieDifferentiirungdieſebeſtändigeGröße nichtverſhwin-

‘dendmachte; man brauchtnúr deshalba zwiſchenden

“ beydenGleichungen |

2
:

;

y = ax E BJ

: 2ydy == adx J

u eliminiren,und findetalsdann

; y?dx = 2xydy + bdx
|

“SbuteidsdieſeleßteGleichung-niht das unmittelbare

Differentialder vorgegebenenGleichungiſt,ſo ſtammt

ſiedochdavon ab,ſodaßdieſelbe,nachdemſiedurchdx
dioidirtwird,dieBeziehungausdrú>t,welchezwiſchen
der veränderlichenGrößex, der Functiony und dem

1

24

24 d
.

|

CoefficientenZ ſtattfindet,was aucha ſey.

Wenndie beſtändigeGrößedie man eliminirt, in der
:

“vorgegebenenGleichungnichtvom erſtenGrade iſt,ſo
wird das dadurch enrſtehendeReſultatno< HöhernPo-

“tenzenvon dyund dx einesalsdieerſte,
Wiv

wollen¿.VB.
E

2 —
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: y? — 2uy4 x2 = a2

nehmen; na der Differentürungfindet man

t ydy — àdy + xdx = 0

‘woraus
;

'

SL
ydy 4- xdx

| E
:

dieſerWerth in der vorgegebenenGleichungſubſtituirt,
giebtwenn zuvornachdy gerietund durchda?dipi-
dirtwird:

:

,

dy? dy

Dies iſtdieBeziehung, welchezwiſchender oeränderli-
chenGröße2,20er Functiony undihrem Differentials

te

d
CocfficientenL=unabhängigvon jedèmbeſohderuWer-
theder beſtändigenGrößea, ſtattfindenmuß.

Wird !dieGleichung

L
— 2ay + x= a

in Beziehungquf aufgelößt, ſohätteman

a= VE EE :

und weil a von den veränderlichenGrdßen
3

x Und y bez|

freytiſt,ſo würde a durcheine einzigeDDifferentiirung
;

verſchwundenſeyn;man hättegefunden
:

en

ty =.
:

i (GA
V 2y2+-x3

:

:

Schafftman das Wurzelzeichenfort,ſowirdman ſi
dadurchüberzeugen, daß diefeGleichungdienemliche¡it
als diejenige,welchewix dur dieEliminirungerhalten

haben,
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:

Mankann ſovielbeſtändigeGroßen fortſhaf�en,als

man will,wenn man ſo oftdifferentiirtals beſtändige
Größenvorhandenfind.Es ſey

ESE

i

i y = m(a? — 22);
man hatzuerſt i

i
ydy= — mxd&;

diferentiirtman von neuen,ſo-findetman

„…_ ydy +: dy3+ mdx? = to:

wird_fúrm, ſeinaus der vorhergehendenGleichungges

zogenenWerth |

«= yay
4 xd

Rietiundnigdx dividirt,ſofommt
dy

+

dy day :

Hit Lf “dE E T2
ein, von den beſtändigenGrößenm und a, unabhängiges

:

Reſultat.
. Beyder ſucceſſivenDifferentiirunggeſchiehtes zu-

weilen,daßdieveränderlicheGröße,dieman alsun-
abhängigbetrachtet,ganzaus der vorgegebenenGlei-
<ungverſchwindet,Wenn¿3B. dieGleichungvon der
Form Y

N
:

C eb

wäre,wo Ÿ eineFunctionvon y alleiniſt,ſohâtteman
dY = adx,und weildy unveränderlichiſt; ſowird.ſich

dasTee Differentialauf
d2YO

EEN Fernerdie-Gleichung i

: ä

X i ax2 + bx SL Qe

dregmalnaheinanderdifferentiirt,giebt
i

/
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dY = 2axdx + bdx]

dy = 2adx? f
dV =O

:

J

Man kann dieſeBetrachtungenaufGleichungenvondet
obigenForm,ſoweittreibenalsman ‘will.

52

DurchwiederholteDifferentiirungenkönnenau<die
in den Gleichungenenthálteneirrationaleundtranſcens
dente Functionen, fortgebrachtwerden.

Man 'habe zuerſtdieMAA
y = (a? +x au?

wennmon davon das Differentialnimmt,fofindetmáit
|

(M

—

M : FN m (a°+x
SE (a“R 8 2xdx= —

5
LL

EEE
« AKK,

- undfür G° + xe ſeinenDorthgeſetzt,giebt
_2myxdx
un(a?4+x2)?

ein:Reſultatin.welchemdieirrationalefai:

LN
(a +

fichnichtmehrbefindet.
|

Enthieltedie vorgegebeneGleichungeinearôßeréAna
zahlvon irrationalenFunctionen,ſo fönnte:man fie
ebenfallsdurchviederholteDifferentiirungenfortſchaffen.
Das Verfahrengründeti< darauf,daß die in einer

Gleichung.befindlichenirrationalen.Größenzwar indei
Differentialender Gleichungwieder vorkommen,‘aber
auf.Potenzenêrhobendie um eine,zwey, dreyu. f.tv.

Einheitengeringerſind, und daß man ſiefolglichals
E O:3 pars
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particulaireunbekannte Größenbehandeln,und dieſelbe,
wenn man einShinlänglicheAnzahlvon Gleichungen'ers
EN hat, eiiminirenfann:ivènnnianz.By:

i

Pm + aQn = b

bâtte,undÞ und Q wären rationaleFunctionenvon x

und y, ſowürdeman nach zwey Differentiirungenfinden
 mPm-146 = naQo-IdQ = 0

¿07
_

ESN Fp Ed alfi1)aQ=2dQ?
+ nQn-Id°P=0 *)

giebt‘nman,dîSedGleichungenfolgendeForm

mPw ase ais!aS = 0

P RS
:

ES
ui
N mpu+a(n—1TT

E
und verbindetſiemitder BVorgegebenen, ſo i es

:

IE E pm und_— zu eliminiren.
Î

4a

Was dietranſcendenteFunctionenanbetriſt, ſo
giebteseinigebeydenendieDifferentiirungdas Tranſs.
"eendenteunmittelbarverſchwindenläßt;die Gleichung

alÞ — Ata =O) = a

3:B.giebt,wennfiedifexentiirtwird,aufder Stelle

f

C
RE DIOE 0. (Nr.20 und 29)

|

und

*)C8 iſtaugenſcheiulich, daß ganzallgemeinaP unddQ, x,y,
dx uvd-dyevthaltenmúſſen;man muß ſiealſo,alsneue

FunctionendieſerGrößenbehandeln,und ſiefolglichnach

“_ihréxJurLe
z

tf

4
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und, iſtfolglichvon deñ‘tranſcendentenAal be-
freyt.

UeberhauptläßtjedeDifferentiirung-eine tranſcens
dente Größe verſchwinden, es ſeynun ‘unmittelbar.oder

“_dur<Hülfeder Eliminirung.
:

Wix wollenannehmenmanhätte
R fin.P + coſ,P = a*';

differentiirtman, ſo kommt

“ RäPcoſ.P+dRsin,P4-eQdQcos,ede SinP-afbjias
man fann aber cos. P vermittelſtEs Werthes

fortſhafen, und ‘dann P iittilicen.Das dadurchente

ſtehendeRéſultatwird nur noch die tranſcendenteGrds

_ßeeNQenthaltenzund dur eine neueDifferentiitung-
kann man auch dieſeſowiedie anderny verſchwinden
laſſen.

54

Wirhaben aus dem Vorhergehendengeſehen,wie

eineDifferential-GieichungeinerunendlichenMengevon

urſprünglichenGleichungenentſprechenkann; das Umge-

kehrtefindetebenfallsſtatt,und es giebtauch eine un-

endl:c<eMenge von Differential: Gleichungen,denen alle,
eineeinzigeurſprünglicheGleihungGenüge leiſtenkann.
Jn der That, wenn man annimmt,irgendeine Glei-
chungu = 0 ſeyinBeziehungauf y aufgelößt, ‘und

der Werth ven ax und dasDifferentialdieſesWerthes
wären beydein du = 0 ſubſtituirt,ſo wird dieſelegte
Gleichungidentiſhſeyn;das ProductMdu wird alſo,

bey jedemORE Werthe des FactorsM, gleich©

D #55 ſeyn,
l
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E

: ſeyn,ündmant wirddié neue GleichungMdu = o hâs
bén.Manſichtau< nochhieraus, daß dieMleidengMdu + Ma = o

nur blogeineFolaevon derVBorgegebenenfeynmüſſé;
‘ünd daßman auchhabe i

Mdtu -+ M‘dùu ++ M‘u = o, -

und ſotveitexr,was auchimmerdie FactorenM, M, Md,
ſeynmögen. Jh beobachtejedochhierbey, daß man im

 DifferentialcalculbloßaufAusdrúkeſióßt,diemii dx,dy,
dx?, dy? « homogenſind(Nr.49),worausfolgt,daß,
wenn der FactorM keineDifferentialemehr enthält,der
FactorM‘ nothwendigerweiſevon der erſtenOrdnung,
derFactorM“ vondexgweytenLER

el

uU: Ww. 0müſſe.

&

55.
2

Fn eine Gleichungvon zwey veränderlichenGrößen
x und y,kann man jedevon ihnenalsFunctiondeu ans

dern betrachten.Bisher haben wir bloßy als eine

Fnnuctionvon x äangeſehen+wir wollenjeztdie Frage
umkehren,und x als eineFunctionvon y betrachten.
Weun das DifferentialderGleichungu = 0 ebenſowie
inNr.49, dur :

Mdx + M‘dy= ©

vorgeſtelltiſt,ſowird man daraus,wenn durchap di-
vidirtwird,E

i

ER

Dx + N = 9

jiehen:wird den Differentiakt- Coefficientenvon dev

| FunctionK ausdrúeny
undfeinWerthwirdgenaudas-

um-
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/

rs d :

:

Umgekehrte
von demWerthe des Coefficienten Z ſehn,

“

inBeziehungaufdieHypotheſedaßy cinéés von
xiſt

5s.

DieGleichung::

Mdx + Ndy =. o' i

iſtebenfallsdas Differentialvon derBorgegebenen,man

mag y als‘eineZunctionvon x, oder x als eine Func-

tionvon y betrachten,weil man, nm diesDifferential

zu erhalten, aufeinerleyArt in Beziehungaufjededie-

ſerGrößendifferentiirthat; aber in Rückſichtauf das

zweyteDifferential,verhältes ſichnichtſo.Betrachtet“
:

man x als abhängigvon y, ſomuß man

Mdx ++ Ndy = 0;

in Beziehungaufy, x und dx differentiiven,und man

“Fanndy als einen willführlichenund beſtändigenZü-
_ wachsbehandelù, weil es einerunabhängigenveránder-.
lichenGröße zukömmt,

‘

Operirkman ‘aufdiejeUt,ſo
fômmtnEO

von derForm
x + Pdx? ++ Qdxdy + Rdy* = 0

odexwennman durch.gy dividirt

MAis PA Odx

“i
1

dy*
AES

pine Gleichung/-Er
dievethüngderDifferentialsi

+ R = 02 -

--

X

Cocefficienten— undLZvon dexFunctionx ausdrúct.
Vergleicht

|

mandieſelbemit derihrcorreſpondirendenin

- Nr.49x#0wird man ſehen,daß die drey.legtenGliedev
der einen mit den dreyerſtenGliedernderanderneiner.
leyſind,und daß dex Unterſchiedbloßin den Sliedecn

1B : Bde

1



1
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j
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beſteht,wovon‘daserſteder Hypotheſe,daß x eineFunc-
tion von y iſt,und das zweyteder Hypotheſedaß y cine

Functionvon x iſ, zugehört.‘Die Größen M und N

befindenſich.nur beydeim erſtenDifferentialzugleich,
undwenn man folglichdieſesDifferentialnichtkénnte,
undbloßeinsderzwehtenDifferentialevor Augenhâtte,
z:B. dasjenige,welchesauf y Bezug hat,{o ſcheintes
als wenn man daraus nichtdas andere ableitenkönnte,
weilnichtsdas Gliedanzeigenwürde,welchesdieStelle

von
“M

f. KES Nd=-y
e

e

EH dx /

einnehmenſoſf.Mankann aber leichtdieſeSchwierig
“

Feit heben,weinmán vonder RelationGebrauchmacht,
welchezwiſchendenen“Differential- Coéfficientendie in

_der“einendieſerHypotheſenundzwiſchenihrencorreſponz
“direndenin derandern Hypotheſeſtattfindet.

Nennt many, py . die Differential Coeffiz
 cientender Functiony, und x‘;x7,x diejenigender
Functionx, ſo’haben wir (Nr.9 und 10)

dy = y‘dxY a dx = x‘dy

undzdx! = xd
fl, dx =

ited dy+

“A = yd cp

*+

*

Die
|

dieiſteOrdnungSiben‘tirRengefundenNd 2E
E

y tas: è
oder4 :

|MSgt N=0| E
A

| E
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Es folgt hieraus, daß
|

x! = Ssoder
SE

1

Aberweil y“ Zas eine Funciton:vonx iſt,ſo
wirdx‘ aucheineFunctionvon >5ſeyn,man wirdalſo
haben

|

[M<<
-

dx = d= —

Ck ( 5 »

7

. ſeßtman fürdx und dy“ihren in den vorhergehenden
“

GleichungengefnndenenWerth,ſokömmt

‘2

>A

dy =— Lgs
:

O

woraus man zieht
SE a =

y‘‘ây y

wegen
s

‘dx LT

dy 1 y

DiſeGleichungwird den Ausdruckvon x“ geben,tvenn

die Ausdrückevon y‘und y“ bekanntſind,’ndseswird
auchdaraushervorgehen,daß

y“ =
— gs

ſubſtituirtman dieſenWerthin j

i

RY: + Ry +Ny =0

fofommt
P + Qyl + Ry — Nx“= 0

ſetman dti
=7

ſtatty!und = ſtattaN

, ſowirdmanfadendy?
its dy'dx

A

L

D (SS
Es h

Y und
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und tvenn man durdx?_multiplicirt,ſo wird"man ers

haſten GS SL

Pdx? “+Qdzdyba Rdy? — x == 0:
4

dieſeGleichungiſtmit |

Md?x "+ Pdx* + Qdxdy+ Rdy? = o

glcihbedeutéud,wie man ſihdavon überzeugenfannz
wenn man Ndy mit Hülfevon

ft ____Mdx + Ndy = 0°

fortſchaft,i

AE
rts

1

¿

i:
i

44
O

Die Gleichungx“=—_ 7 giebtuns
1.4

weily‘,y‘und folglich.au «x!impliciteFunctionenven
x ſind.

-

Verrichtetman die angezeigteDifferentiirungin
“

de zweytenHälfteund ſeztſtattdx“, dy‘;dy“ ihreWers
theS29T4Yds yds, ſo:findetman

xl =
E e “au

e!
DieferGang kannleichtfúrdie höherenOrdnungen

‘fortgeſetztwerden,und man wirdvielleichtmit Vergnü-
gen ſehen,wie man zu den nemlichenReſultatengelan-

“gen kann, wenn man von den Entwicklungenausgeht,
“

‘tvorausyy! e. x, X € ihrenUrſprungziehen.

4

Es foſgtaus derBerbindung,welchezwiſchenden
Werthenvonx und vony ſtattfindet,daß wenn x um.
h zunimt,ſoleidety eineVeränderungk diedurcdie
Reihe C: :

:

“

:

pu

yh
/
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y‘h phe .

yh 7%

E E E nes

vorgeſtellt“eausE nemlichenGrunde wird,wenn y,
y +

k wird,x einedur
xk xlSI

/

x11 42
———— + è 0 4

EE n 1.2:.2' e F BR

vorgeſtellteES
man a alfohaben

Ev LE: ym?
)

7
k = I C dm ee |
i

BERET Ziels AA

>in ak2 xi e?
;

|a —-

:

Git

Bi

ETREC
RO

e dd >0oderh 4 La OE, pO ÉS

jenachdemman. in Beziehungauf k oderin Beziehung
aufh entwickelnwill. Macht man abér von der Me-

thodeder WiederkehrderReihenGebrauch(Einl.Nr.45),
ſowird man von der erſtenReihe einen Werth von h,

nach dea Potenzenvon k geordnet, ahleiten,undes wird
Éommen

ee

URL

EEES

Y 1:23

vergleichtman diesReſultatmit der"¿weycenReihe,ſo

hatman

y! IES

(EA
yHy y!) kd:

fe

|

ei
vs

G

As X 7
Fee 4 3

“/ =S —

is
s .

Li l

xl = PL
us |/

R TD

uUn
Bermittelſtdieſer,Werthefindetman leihtalleDif-

ferential-Coefficientenin Beziehungauf.<, wenn man
dievon y kennt,und man kann, eineDifferential:Glei-

ungſogenommen, nasmany alseine.
ias

von x

i

anſieht,
H.
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adi in eineandére tranéformiren,wo alseine
Functionvon y angeſeheniſt,und ſoau umgekehrt.

58.

Um {vonder erſtenOrdnung zur zweyten,

-

in der

Hypotheſe,daß y eine Functionvon x ſeÿ,überzugehen,
hatman differentiirt,indem man x als einebeſtändige
Größe betrachtete;wenn man zu gleicherZeitdx und dy

ſihhâtteverändernlaſſen,ſo“wird dadurchdieEymez-
“triezwiſchendieſenGrößen wieder hergeſtelltſeyn,aber
alsdann wirdder Differential- Coefficienty‘?der zweyten

Ordnungnichtmehr durch

“ây
dx?

vorgeſtellt"ſeyn.Nähſeiner6a hatmán

i ate D.at

dy
und wenn man

—
wie einenSS difetentiirt,deſſen,

|

ZählerundNenner ſi gleichzeitigverándern,ſo louie
dx dy? -dy d°xx

z

ye EA

ſubſtituirtman dieſenaeínderGleichung
Pr+QLZ+R N =0

ſofindetman
'

ZE

P + + R ZZ+as =0

oder wenn mandurchdx?muſltipliciet-
Pds?++ Qdydx2+EME+ N(dxdayimdydax)=eN

Segt
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- Segt man in dem GliedeNäyd2 x ſtatt‘Nâydeſſen
Werth.—Mdx, und-dividirtdurch dx, ſofindetman

Pdx2 4eQdxdy + Rdy2 + Md2x + Nd2y==O

einBal welchesman unmittelbar von derGleichung
| Mds + Ndy = 0-

y

ableitenkann, wenn man dieſelbeinBeziehung.aufE
dx, y und dy di�erentiirtundwelchesſichin demeinen

oderindem andern der zweytenDifferentialein
 Pdx2, + Qdxdy + Rdy2+ xNd2y = o?

Pdx2. + Qdxdy+ Rdy2+ Nd2x = oJ -

verändeèt,7 je,„nachdemman daxoder Pr 0 gee
machthat,

59-
Aus dem Vorhergehendenfólgt1)daßman eineGlei-

' <ungvou der erſtenOrdnung auf eineſymeiriſcheArt
in Beziehungaufzwey veränderlicheGrößenund aufihre

Differentialedifferentiirenkann,und daß das herausge-

Fommene Reſultat,wenn ‘es gleichNull geſeßtwird,
den Ausdru> der Differential-Coefficiender zweyten

Ordnunggiebt;es wird ferner dieſenVorzughaben,
daß man darin nac Beliebeny- als eine Functionvon

& oder x als eineFunctionvon y anſehenkann. Man

muß [nur beobachten,daßimerſtenFallder Coefficient

_derzweytenOrdnungdurch

D
azide

;

du dév= dde
dx?

und imLS Sldurch
a (7FL

= UE — dxd2y
|

dy dp
|

uorgeſtelE Eriee
E

ESi
:

LE
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cs 2)Daß.wenn man den erſten.der obigenWerthe
ſtatt e : :

_d2y

‘ínéinerDifferential-Gleichungder zweyten Ordnung
_ubſtituirt,wo dx als beſtändigvorausgeſezt-iſt,das Re,
ſultatmit demjenigenglei{bedeutendſcynwird, welches

man erhôlt;wenn man zugleicherZeitx, y, äx und dy
ſichverändern läßt.Wenn man will,daß Win der

“neuen Gleichungbeſtändigſyn ſoll,ſobrauchtman nux

inderEDS
Gleichung

S uN
dur< Sax

¿uerſetzen. y

Man wird eben ſoeineDifferential- Gleichungder

zweytenOrdnung, wo dy beſtändigiſt,in eine andere
verwáändeln,wo dy MIEIOSE wird,beſtändigzu ſeyn,
indemnan

|

:

dyd2x — dxd2y
E

e

fais
/ E „Îy
an dieStellevon
N

| das
|

dy2

C =
nur

ied i

SES
wenn dxbeſtändigſegnſoll,

69 y

Es iſtleichtzuprüfen,daßdieGröfen
dxd2yn LS uid

dyd2x-= dxd2y
A BE >

; welches



ß 1

PrincipienesDifferentialcalculs.255

welchesdie reſpectivenWerthe
|

vonyluE
x‘!find,der

Gleiung
:

y! 4+ x y = 0 (Ne.56)
i

BUEleiſten;denn wegen
:

ÿ' = SJ
:

dzt

hatman
Ss

_âxd2y — dyd2x dy? frdyd2x— dud2y
e Qe

; + ax? SS
a3

êineidentiſcheGleichung. ;

Man muß auch:bémerken;daßwen mán asfichvere:

ändernläßt,die Gleichung

dayEat y/áx2 y y

nichtmehr ſtättfindet,wie in Nr.16. Jn dev That-
man betrachtetalsdann dy als éine Functionvon zwey

unabhängigenGrößeny/unddx, Und hat

i “âdty æ= dy‘dx + yd2xt
aber

â2y'= yds
álſo EL

;

dèy =
pis ÿdx2 pe y'dèxi

mán hatglei<fals /

2 = x//dj2“+sd2y,
DieſebehdeGleichungengeben

‘ y‘‘áx2= y xd 2 a
d2y =

|

i= x‘y j

L
al zr è

y

Aza zd A Kp Crs|Tie >
:

worausman zieht &

z

day y + yx

dxze L xy
:

ML iS
e

Í

bs

Ay
aD

1I— xp

4

1.Theil, | R aber
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abervetmógeSes(Nr.56) gefundenenRelationenzwi-
ſchenx“,y‘undy“,hat man

:

I — xy = 0,

y! + yx = o

e
x(t + xy = SS

alſo
:

a O

E
d2x O

|

dy o

d: h.dieſebeydenGrößenſindunbeſtimmt.
Es warleicht,dieſeReſultatevorherzu iſſen;denn

y'dxin Beziehungaufy‘ und auf dx diferentiiren,heißt
ſovielals vorausſezeny“und dx ſollenreſpective

y + dy‘,

2»

dx + d2x

werden, unddann die beydenerſtenGliederder Verän-

derung nehmen, welchedieſeFunctionleidet;wenn man

aber y als eine Functiouvon x anſieht,ſo iſtdx will-

Es mithinwird es au d2x ſeyn,und folglihhat

E i
d2x

les
= y + E

Epe

_ FeinenbeſtimmtenWerth,ſolangedasE will,
führlibleibt.

Stelltman abex ſolcheBetrachtungenin der Hypo-

theſean, wo x eineFunctionvon y iſt,welchesdy und,

d2ywillführlihmat, ſofindetman daß
d2x dey

s yz
== x + x!

BS
ebenfallsunbeſtimmt=> E

Das folgendeBeyſpielird tétewie man den

Ausdru>des Differential-Coefficienteny findenfann,
E

in
att
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êinetr Bts, wo man gleichzeitigdynnddx ſi hat
verändernlaſſen-

: SE -

EsſeydieGleichung
x2 + y2 = a2

ihrerſtesDifferential(Es 222

*xds +Fydy= 0

ihrzweytesDifferential,wenn man alles ſichverändernläßt
dx2 + dy2 +T xd2x +T yd2y = 0;

man ziehtaus dieſerleztenGleichung

d2y L —dx2—dyÿ2—xd2x :
&

{virdE Werthin

y =
H dxd2v

——_ dyd2xSida
dcm

n

e
—_—

fubſtituivt,ſofindetnat
— dx?—dxdy2— xdxd2x—ydyd2x

èTSy
ydx*

Man mußdyvermittelſtdes erſtenDifferentialsfort-
<a�fen,;dieſeOperationmacht,daß42x verſchwindet,

ivelchesals - einebeſtändigeGröße,nichtin den Werth
von y‘ hineinkommenkann;in der That, man ſieht,

- daß da der Coefficientvon d2x, — xdKk
— ydyiſt,er

ſichvermdgeder Gleichungxdx + ydy = 0 vernichtet,

62.
Ganzallgemein,jebeDiffetential-Gleichungvonder

zweytenOrdnungzwiſchenzweyveränderlicheGrößen x

und y, in welcherman auféinmal_dx und Ayſi{<verán-
dern läßt,muß daraufreducirttverdenkönnen,daßſie
bloß

( R 2
;

x

N X;Ys

2%
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dy dxd2y — dyd2x
x, Y,

7
Z und

EE
- ‘entháſt,weil ſieweiternihtéals dieBeziehung,ijeſeve
zwiſchendenenveränderlichenx und y und zwiſchenihren

Differential- Coefficientender

.

erſtenund zweyten Ord-

‘nungſtatt“findet, vorſtellenſoll.Wir wollen alſo vor-
y

ausſezen, man ſeyaufirgendeineArt zu der Gleichung
Md2zx + Nd2y + Pdx2 + Qdxdy+TLS

=90

gelangt;eutman darin

n
E

EA y‘dxſtattdy
z y‘‘dx2+ y'd2xſtattd2y ſo fómmit

Md2x+Ny“‘dx2+Ny‘dax+Pdx2+Qydx2+Ry2du2=0
oder auch E

_(M+TNy/d2x+(Ny!+P+ Qr+Ry2)dx2 =0:

damit nun dx und 42x beyde aus dieſerGleichungvers

<winden , ſomuß man
:

M + Ny = 0 „habend.h.
z

5

i

Mdx + Ndy = 0°

DieſeBedingungfann auf.mehrereArten erfülltSeiden
D) Wenndie GleichungMdx + Ndy = 0

durch ſi ſelbſtidentiſch.iſt;dieſerFallwird ‘fúrdie -

© Gleichung
tg

xydyd2x— xydxd2y+ ip ai — xäxdya=

Pattfinden;denn ſiegiebt
: “M = xydy,

: N =

E.und folglidsf R:
Mdx + Ndy = xydydx— xydydx= 0

2) Wenn dieVorgegebenedasDifferentialvon

Mdx + Ndy= 0 4

it,dieswirddie beſondereGleichung. 7

E ES TBS

s __ ſeyn,
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ſeyn,welcheE

E LE

Mdx+ Ndy = xdy + ydy
giebt, unddieaus der Differentiirungvou

_xdx +Tydyy= 0

eatſgeiat:
:

3)Wenndie Vorgegebene, obgleichdem Scheine
na von dexGleichuug,dieaus der Differentiirungvon

Mds + Ndy = 0

entſteht,verſchiedeniſt,doh mitdieſer-letztenübereinse

ſtimmt.Umein Beyſpielvon dieſemgouzu GUA{otollenwir die Gleichung :

x?'d2x+ x2yd2y +T (a2 — PÔde + x2 Ls zs
nehmen,wir’ werden alsdannhaben

Máx + Ndy == x’dx-+ y2ydy =

oder Ci
ij

‘dy + yy =o.

Wenn mandieſelezteGleichungdifferentiirtindem man

allesſichverändernlßt,ſo.fommt
°

;

|
xd2x + yd2x + dx2 + dy2 = 0;

muſltiplicirtman endlichdurchx2, damit.die beydener-

ſtenGliedermit denen in dêrVorgegebeneneinerleyſind,

und ziehtdie einevon der andern ab, ſohatman

(a2— y2)dx2+ x2dy2— x2dx2 —. x2dy2 = 0s

oderindem man reducirtunddurchdx2 dividirty
a2 — y2 — x2 = 05

‘eineGleichungderenDifferential
xder yd =-0

genau.dasvothingefundeneiſt.Ba man der Kürze

wègen -j
i

4

-

a2 —y2
— x2 =,

ſofannman leichtdie vorgegebeneSleichungin
5 x2dzu = udx2 = o

R3 trans-
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transformirenz;und ſehendas ihrdur< die Subſtitution

von u = 0 Genúgegeſcheheniſt, welcheauch.giebt
da = o

u == Os

Wir bemerken Hier,daß um dieArt ausjudrücken“wiedie Gleichungen ;

:

; Sx du — udx* URD UU =O
:

“untereinanderverbundenſind,die Analyſtenſagen,daſ
dieerſteniit der zweyten zu gleicherZeit ſtatt:

findet:man ſiehthieraus,daß zweyGleichungen,wel-

_c<hezu gleicherZeitſratthaben, Folgerungenvon einan-

derſind;aber diefePhraſeiſtniht immer umgekehrt

wahr,ſofannman nichtinden obigenBeyſpietſagen,
daßdieGleichungu = 0zu gieicherZeitſtattfindetals

dn LU QQ i

dennman toirdin”der Folgeſchen,daß dieſelettere,
‘wennbloß die veränderlichenGrößenu und x betrachtet
werden, mehr“allgemeiniſt,und daß ihrdurtheine Be-

ziehungzwiſchenu und x Genügegeſchehenfann: man

kann’fih ſhonals eine Ausnahmevon dieſerGattung,

VuesdieSleiung
/

du — udx? = 0

diane‘welchedurch die Subſtitutionvon u = 0,

identiſchgemachtRE aberwelchees auchwird, wenn

man
:

: u = aex + be-x

hat,tvasau< übrigensdiebeſtändigenGrößen a und h

ſeynmögen. :

Man muß in dem’eben geſagten,dieGleichung
E da

_ udx?RS °

NO,mit
:

:

N

"ls + fy + (8- rs+ xd =o

ver-
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z

/

verwechſeln,obgleichdie eine nur eineTransformation

der andern iſt,Die urſprünglicheGleichung,von wels
“

<er die erſteabſtammt,wird,wenn man ſieinihrer
ganzen Allgemeinheitnimmt,welcheſiemitbringt,nicht
der zweytenGenügeleiſten.Die dreyFälleinRndie Bedingung

_Mdx + Ndy = 0

erfülltwerden fann, und wo fürjedederſelbeneine ur-

ſprünglicheGleichungin x und y ſtattfindet,dieder
- VorgegebenenGenügeleiſtet, ſindin AbſichtaufdieAll-

gemeinheitdieſerGleichungvon einanderunterſchieden;
da aberdieſerGegenſtandweſentlizum Yutegralcalcul

gehört, ſowollen wir uns hiernichtdamit aufhalten,
und dieſenArtikeldur< ein BeyſpielAgs

wo die

Bedingung
j

Mdx ESNdy = ©

nichterfülltiſt.

_Es ſeydieGleichung
x*d’x + yy + 6xydxdy= 0;

ſiewird geben
N= x

NA = y

undfolglichziehtman daraus
i xdx + y’dx= 0;

"differentiirtman, und ziehtdies Differentialvonder
vorgegebenenGleichungab, ſohat man

i 6xy‘dxdy—3x dx — 3y°dy*= 0

oder
:

;

|

2d 2zydxdyFF LE =O

oderendlich
|

xx — yayES O,

Jettmußmanſehen,inwelchemFalldieGleichungen
:

Rs wd
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x'dx + ydy = o]
;

z
xdx — ydy = 0

mit einanderübereinſtimmenkönnen,Dieztveytegiebt
__xdyC

i

F

diesin‘dererſtenfabſtituitegiebt
:

x yds+ y'xdx= 0,

dioidittman durchxydx,ſoE| x*dx + ydy =

und fúr dy ſeinenWerthgeſeßt,A xy = 0; eine

Gleichung, welchein derVerbindungmit
xs + =90

nichtſtatthabenfann;wenn nicht
:

|

K=0

E
iſt:es iſtiteunmögli<h,daß dievorgegebeneGleichung
aus derDifferentirungeinerGleichungzwiſchenzwey
veränderlichenGrößenx undyentſtehenkann,

63.

Wenn man vom zweytenGrade zum drittenGrade

übergeht, ſoführtman Ay oderdx ein,je¡na<hdemy
"alseineFunction- von x, odex x als eineFunctionvon

y betrachtetwird;der Differential- Coefficientderdritten
a

OrdnungiſtinDererſtenHypotheſedurch
ELE

dy
ç

dee,
A inLexzweytendur

CZ
äs

AE:

ausgedrü>t.Laßtman aber zu gleicherZeitalleDiffe-
rentigledx,dy,d°x»d’yſi<perándern,ſo hatman ein

Z

— Re-
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Reſultat,welchesebenfowohlder einenals der andern

Hypotheſezukömmt. Man beobachtenur, daß der Auss

dru>kder Differential- Coefficientengebildetſeyn-muß,
indem man alle dieſeGroßen variiren-lätt.Man muß

alſofüry“ den Nr, 58 gefundenenWerthRs undda
dys À

ax
:

ſo wird man dieſenleztenCoefficientenerhalten,indem
man yt in Beziehungauf dx, dy,dx, d?ydiferentiirt,
und dasReſultatdur dx dividivt;manLE alſo

H zes

dy :

Y =.
i

i dx '

A
dxd°y— dyde

y rmer
et

avea

H

y!“
ES dxd?y atw dx? + 23dyd?x?— dxdyd’xæ

man wird aufdienemlicheArtdieanalogiſchenCoeffis
cientenin derVorausſezung,‘daß#

eineQUe von

i x ſey,finden:
Wenn man“ die vorſtehendeWerthe an dieStelle

von y“,y‘,y‘1 in einerDifferential:Gleichungdev drits
tenOrdnung, beyderenBildurgman dx als beſtändig
annahm, ſubſtituirte,ſowird eine Gleichungkommen,

welchemit derjenigengleichbedeutendiſ die man gefun-
denhätteindemman alles variirenließ;und wenn man
in dieſerleztend2yund dy = o macht, ſo wird das

“entſtehendeReſultatſihauf die Hypotheſe, wo x als
tineFunctionvon yBHE iſt,beziehen,ds

| 64
“3

Da jedeDifferential- Gleichungweiternichtsiſt,als

‘einoBeziehungzwiſchenden veränderlichenGrößenx; x
:

' R5 und
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und zwiſchenderen Differential:Coefficienten,ſomúſſeñ
“wenn man für dy,dy, d'y ihreWertheineiner Diffe-
rential-Gleicl.ungderdrittenOrdnung ſett,dx,d°x
und da?x àus denReſultatenverſchtoinden;hatdieſeBe-
dingungnichtſtatt,ſokann man’ daraus ſ<ließen, daß
dieVorgegebenenichtvon einerGleichungzwiſchenx und

y alletnabſtammt,und daß man nichtdariny als éine

Functionvon x und umgekehrt,“annehmenkann. Näh-
me man eineallgemeineForm,und machtedie angezeigte
Gubſtitutionen,ſowúrde man Bêdingungenfinden,die
mit denen in Nr. 62 analogiſchſind.Es iſtaugenſchein-
lich,daß dieſeverallgemeinertwerden fönnen, uud

daß jedeGleichung die Differentiale von zwey
veränderlichen Größen von beliebigen Örd-

nungen enthält, ſih immer in eine andere

transformiren laſſen muß die nur x, y, y, y‘,

pl in ſih begreift,indem man dieſe Coefs

ficientender úber die Variabilität der Grd
_ ßen dx, dy,dy, dx „«» gemachten ‘9ypotheſe g es

máßausdrúd>t, |

E as 65. i

DienemlicheBedingungfindetauc für die Diffe

rential-Formelnſtatt,die nichtgleichNullſind,in welz

chenman aber ſtillſchweigendannimmt,daß y eineFunça
tion‘von x, oder x eineGES von y ſey.

Wenn man den Ausdru>

y(dx*+ Pa
hâtteund darin

i
: y‘ dx 7 fütdy

y dx* J dy

ſubſtituirte,ſowúrdekommen EA
i A y(1+y)
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y + y‘2:

xy“ 2

ein Reſultat,welchesnichtmehr die veränderlichenGrö
fen x und'y unddié Hiſierintial.tCoefficientenH und
y‘!e-thélt.

Ganzallgemein,jedeFormelin welchereinevon déû
Größen dx oder dy als eine beſtändigeGröße behandelt

iſt,deren Zählerund Nenneraberhomogen und von den

nemichen Grade,in BeziehungaufdieDifferentiateſind,
wird ſichimmer durchdievorhergehendeTransformation,
auf eineFunctionvon den veränderlichenGrößenx und

y und denén-Differential- Coeffcienten,reduciren. Um

ſichdavonzu überzeugen, ſoiſtes hinreichendzu bemer*

fen,daß ein Glied von der Form

Pdxwdyrd?yrd*y2 E Py‘ny‘py!laes dxmtn42p+39h+4
x

wird,wenn man darin

y! dx 7}ſtattdy
y 0x2 e d2y

dx j d’y :

ſet, da nunin einerReihe von gleichartigenGliedern,

in BeziehungaufdieDifferentialedieSumme m + n

“+28

* ay,NA de “bezeichnendas véiitite?als (dfy)P,-
(d’y)%,..;und weild?y mit dx? homogeniſ, ſo wird

auchd?yy mit dx2P homogen.ſeyn, eben ſo yp mit
dx3% u. . w, Es folgthierausdaß man, um den Grad

einesGliedes,in Beziehungaufdie Difſereutialemit dez

_nen es’behaftetiſt,zu ſinden,das zweyteDifferentialals

yom ¿weyten Grade anſehèênmuß, das dritteDifferential,
i

als,wäre es vom drittenGrade, und allgemeinmuß mau
“den Exponentenvon der Okrduungdex Differentiirungmit
den derPotenzverbinden, !
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+ 2p + 2q + « « . füúralleeinerleyiſ (Nr.49),fo
wird derZählerdesvorgegebenenAusdru>szum gemein-

i

ELEA Factor,
i dxmpnt2p+39F +4

i

haben:der Nenner, welchervon: der nemlihenOrdnung
iſt, wirddenſelbenFactor‘haben, es bleibtalſoim Ende

‘reſultatweiternichtsalsx, y, 7, yh,yu. ſw,

66.
Wir werdenbeydieſerGelegenheiteinemerkwürdige

EigenſchaftderhomogenenFunctionzeigen;ſieiſt,daß
wenn man eine algebraiſcheFunctionder GrößenKs Y,6

u. ſw. hat,in welcherdieSumme derExponentenvon

jedemdieſerBuchſtabenfúr alleGlieder einerleyund

gleichm iſt,und man ſubfſtituirtP«-füry, Qx für z

u. w., ſo wird das Reſultatdur<hxn theilbarſeyn.

Jn der That,irgendein Glied dieſerFunctionvon der

Form Axvyyz1,,, wirddurchdieângezeigteSubſtitution
APPQI «-, « xBFptqh**

aber nachdexHypotheſehatman inalenGliedern
n+p+g9+. =m,

folglihwird x" ein gemeinſchaftliherFactorſeyn.Es
folgthieraus,daß wenn dievorgegebeneFunctiongleich
Nullgemachtwäre, oderauchwenn ſieein Bruch wäre,
derzum Zählerund Nenner zwey homogenPolynome
von einerleyGrad hätte,ſo würde dieGrößex ganz

aus dem Reſultatverſ<winden.
f

N
N

pP

67.
tE

die

Um denAusdru> Re
(dx?+ dys)s

=S dxd?y— dyd2x

/

in.

7

+

LIE
I

AET

TE

DUT

RI
E
ACRI
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_in welchemdx und d?y mir einanderverſchwinden,ſo

,

muß man RE

i

A

y'dx7 fürdy
y‘dx2+y‘d2x) d2y

ſegen, es wirdalsdann
:

|

(1 4 y/258
E G2

fommen.
Die nemlichenSubſtitutionenin dérFormel

: LA) + yde CG

gemachtwerden
Txydy*+ (xy!4+ és

y'dx?
-

‘

C eínReſultätin twezhemZx auffeineandereArt

verſchwindenkann,ls wenn :
|

:

hy =0
|

oder AS

4 “aaa

e
iſt;welcheseinbeſondererFalliſt. Man kann alſo.in

dieſerFormelnichtallgemeiny als eineFunctionvon - x,

oder x als eine Functionvon. y betrachten,
Es findetfolgenderUnterſchiedzwiſchendenFormelnGE

welchezwiſchendenen,welchedieTransformationenerleiden
und dergleichennichtzulaſſen,daßdieerſtendennemlichen

Werth beybehalten,man mag darin dx oder dy als be-

ſtändigannehmen, dahingegendie andern “ſichver-

ändern.

.

Der erſtevon den odigenAuëdrückenglebt,
__tvenn man dx = 0 ME

E

d+ a+
dd E

|
und
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undwennmandy = 0 macht

(âx2+ dy) e +
|

— djd x
fettman in dieſen.LE Reſultat

N
—E ſtattSs
I

þ

_— — | x (Nr.5043

—

Se

ſofindetman noc

(1 A gia
'

ge

Der ziveyteAusdru>
:

xd2y+ yd?x
i

dxdy
wird

O ETAM
dy

wenn dx = o; und

i yd?x ee

C -axdyRE
- Wénn

dy = 0;

oat

zn

man =’undx"aus dem leßtenKefaltatfort,ſo
erháltman

/

yy!
;

mn

HE,

Dieſewerthivürdenichtmit
xyGme
ieA

d

übereinſtimmén,als in dem beſondeènFäll,wo man

1

i ï

:

1

í

,

z

SLA E

e y
/

L
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= x _vderE /

@ y‘

=S
hat. e eN

Es ſey'zumBeyſpiel
ES AL

ſo-fommt
e

ât

y dy = 2xd&

und wenn man dxbeſtandigmácht,ſofindetman

Ayr == QOS

dieaus dieſenGleichungengezogenenWerthevony und

y werden

‘gebèn.Wenn inañ’äber

dy = 2xd&

dferentüirtindem-man dy beſtändigmacht,fofatinan
0 = 2dx* + 2xd?x;

und die Werthevon dx und dx; dieman indieſebHy» -

potheſe*findetwerden
Z

2

ydx x

LL EA
âxdy 2x2

BPEmr

geben; ein Reſultatwelchesſubevom

as verſchie-
den iſt, 1

Es iſtleichtzuſehen,daßdieNr:59 Und Nr.62an-
gezeigtenMittel,um von den Gleichungenin welchen

_éinsderDifferentialeals einebeſtändigeGrößeangeſe-
hen i, zu denjenigenüberzugehendie man wärde erhals
‘tenhaben, wenn man alles hâttevariirenlaſſen,oder
j¡ndemmaneinandresDifferentialalsdaserſtefur ber:

ſtändig
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ſtändigangenommenhätte. ſichau aufſolcheDifferen-
' tial- Formelnerſtre>en, die nichtglei<Null geſeut
ſind.

:

6g.
Wenn man eineMenge vonGleichungènhat, deren

Anzahlnm eine Einheitgeringeriſals die der darin

«enthaltenenveränderlihenGrößen, o giebtés immer

“7 eine dieſerveränderlichenGrößendie man als unabhän-
' gigbetrachtenfann,‘und wovon alleEE implicite

Functionenſind.Es ſeven
:

i= 60 Þ
moi

zweytiuigen,zwiſchendrey veränderlichenGrößen
t, x und yz; man könntevermittelſtihrerden Werth von

zwey beliebigendieſer
* veränderlichenGrößen beſtimmen,

wenn man den Werth der drittenwillkührlihenannäh-
me. Wenn man alſoannimmt, daß dieunabhängige

“veränderlicheGrößedurcht vorgeſtelltſey und t + >

werde,ſowürden diebeydenandern x und y ſolcheBerz

änderungenerleiden,die6 beſchaffenwären,daß, wenn

“man fiedur< bk und durchk vorſtellte,zwiſchenden

dreyGrößent + g, x + h und y + k nach die nem-

lichenRelationenſtattfände als zwiſchent, x undy.
Subſtituirtman in den vorgegebenenGleichungent + o,

|

x + hb,y + k ſtattt, x und y, #0 werden daraus zwey
28

neue Gleichungenentſtehendie dazu dienèn hund k zu

beſtimmen,wennn man s einenA Werthbasgelegthat.
y

Da aber x und y Functionenvon t ſind,fonazi
dieWerthex + h und y + k welchemit t + x“covres

ſpondiren/infolgendeReihenentwideltwerden :

1

1

x
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LS d: gs E

a LS F?

EE
x + age E E «+dt JI drt? dt 1.2.3

ar
¿LE pi 2 Ere +. LE

E AO

dt t-dt1,2 dt 152,3 I

Wendet man hier das Raiſonnementwiein Nr.40 an,

ſo wird man leichtſehen,-daßdie Gleichungen
u=o

md v=o

nachden añùgezeigtenSubſtitutionen, dur dieEntwick-:

lungfolgendeForm annehmenwerden
u + P,g + Pg? + Pg?+. e=0

ve=Qg +68 +e +. =0

dader Zuwachs“£ unbeſtimmtaebisdlgsſo hatman

4

HE

nothwendig LO

=O =O 1

POr a= O l
P, = 0, OE

y
A

P, =o, Qi = 0)

uv. ſw.
:

DieſeGleichungenwerdendieRelationenderCoefficienten
dx Ar Ws y

AE a Be
geben,welchewirdurch x,y“,x“y : + 4 vorſtellenwol,

len,unddie ſelbſt
neue impliciteFunctionvont Un

DiéBildungderFihietiokdaPs,PP, ſww.
«G0, DQ u fw wirs dienemliceſeynalsdievon

ihrenanalogenin Nr. 41 ; fernerda u und yv ni<tsals
und impliciteFunctionendieſerveränderlichenGrößeent-

halten,ſofönnenſieeben ſobehandeltwerden als U'in

Nr.44. Man wird alsdann für den Coefficientender e
erſtenPotenzvon g in Beziehungaufu :

A

IeTheil,
Li

S
i

L

Ï

a

:

P.Ke
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Ne = + . x! +SH
finden,und fúce E A von v abſtammt

2

a= +Zr HEyE

dt dx

Folglichwerden. die Differential-Edéfficiénienx" und y‘'
dux dietas

y

du du E]
—- —

x
+ —

y = of.

E EF E
dv Gs E TEi CALE J

oder :

du dudx du dy
Lar At

-

deat
E dv dx i dvdy
dr dxde arae

gegeben ſeyn,die leßternſindnichtsanders,als die

Differentialeder Functionenu und x, gleich‘Null geſetzt-

und durchdt dividirt,
Um zu den“Gleichungenzu Zine von welchen

_- die niedrigerenCoefficientenabhängen,ſo,differentire
EA “ | dx

man die Vorſtehenden, indem man x! und y/ oder
D

ELLER E Sa : -
und = als neue impliciteFunctionenvon t anſieht:die

daraus entſtehendenReſultatewerden, wenn ſieihrer

‘Tournachdi�erentürtſind,indem man gleichzeitig- die
Coefficientender erſtenund zweytenOrdnungvarüren
läßt,dieengagesderdrittenong und ſoGRgeben, :

,

69.
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69. )

:

7 /
i

“Wirddas in Ne. 4x

1

Geſagteaa 0:ts:
det man, daßwenn u eineFunctionvoneinerbeliebigen
AnzahlveränderlicherGrößent,x, y,z u. �.w. vorſtellt,
in welcherx, y, 2 u. ſw. impliciteFunctionender ver-
änderlichenGrößet ſind,und man verändertdarint in

PT 5)ſofannſieín einerReihe

u + <8+ —
LS

-+ Ee TR E

2 Tea
entwickeltwerden, tvo dleCoefficientenu, u, u‘...
Functionenſinddieſucceſſivevon einanderauf dienems *

licheArtabgeleitetſind als u‘ von u. Um aberu' zu ha-

_ben, ſomuß man- den Coefficientender erſtenPotenzvon,

SS finden: ahernachNr.44 wenn man derKürzewogen
O

ed)
i“

Ae
PA

Midis /
/

AET FLE

dz

A
S ¡U- (.1v4

macht„-hai mán ASES

du du du da
|

fl n as fits
(

czas:
/ dC

ſ
Pte2 R A

man ſiehtalſohieraus,daßu! außerden urſprünglichen
veränderlichenGrößent,x, y, 2 u. �.w. nochdie Coeffi-
cientenx‘,y‘,2!u, ſw, enthält,welchesauch implicite

Functionenvon indeMan wird‘alſoaufdieſelbeArt
haben

E E

2 du 5:
|

4 po -+-4 aetrmemi
(
+ —— x1 + dy

(fe R efe2

EL SS w9
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R

d2x dx“ dy dy“ :

1 4 u.
— vder H fw.wo x! yl u. ſw. Te TA oder

E
u. ſtv

“vorſtellen,Man.würde ebenſo u‘ und die folgenden
- Coefficientenerhalten.

70.
ObigeBetrachtungennöthigenuns eine neue Bezeich»

nungeinzuführen.Wenn man x, y, z ‘u. ſ.w. als impli-
citeFunctionender veränderlichent betrachtet,ſo muß u -

ſelbſtals eine impliciteFunctiondieſerveränderlichen
Größeangeſehenwerden ; folgli<drú>t u‘ alsdann den

- Differential.-Coefficienten‘von u aus, denn er iſtdem

Differentialvon u glei, das genommen .iſt,indemman
€ ebenſo wiediedavon abhängendenGrößen.variiren

lóßt,und durchdt dividirt. Wir können uns aber die-

Pg LS

Ze du Ll
€

_ſenCoefficientenniht dur< LS vorſtellen;denn . dieſer
rz

Ausdru> bezeichnetſpecielden Differential- Coefficienten
von u, dergenommeniſtindemman bloßdieten variren läßt,
welchedarinexpliciteenthaltenſind(Nr.30). Um alſo

den erſtenvomzweyten“zu unterſcheiden,ſo wollenwir

ihnwiefolgtſrrióla=; wo dieParentheſe-bezeich
“net,daßmaninu alles‘wasfiauft

euienehatva-
rxiirenlaſſen.

;

Man hatnachdieſerUebereinkunftR
i d(u)

:

fs
Wn

: du)

_

d(u)e R Zetia

E
aA

dt dt2

d

0. |10,

‘uudmanwirddarausfuen daß,wenn man t + g
i an
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an die Stelle von t in der Functionu ſubſtituirt,und

die vcränderlichenGrößenx, y, z u. �.w. als abhängig
von +t betrachtet,kommenNa e dA) @ EO) E A

dt 1 T3 QE S—
+ 8.w

withinLnmandaraus,wenn u =0 iſt,
:

— =o{
e |i =O
dt? E SS

Uf We

Wir wollenjeteinE68 geben:

¿ Cs ſeyndie

SSS fr

y + Zatx= be2 7

x + 3cty = a?b j
wenn manſie differentiürt, ſo-erhältman

y?dy+ atdx + axdt = o) ES

“x2dx + re -+ cydt= SN SB

hieraus “ais | |

SS
e A ZA =dieſeTeßternwerdendieWerthevon

_—
und

Te

e n E
in t, x und y geben;‘mankönnte endlichx und yverz
mittelſt‘derVorgegebenenfortſha|en.

S

Differentiirt,man von neuem, um dieRelationenzwi-

ſchendenen Coefficientender zweytenOrdnungzu finden,
ſokommt,wennman dt alsbeſtändiganſieht,welches-

y S 3 EE Le»
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erlaubtiſtweilt die unabhängigeveränderlicheGröße;

vorſtellt,
y*d?y+ 2ydy*+ atd?x + 2adtdx = 07

x2d2x + 2xdx2+ ctd2y+T 2cdtdy= of
undwenn man durchdtdividirt,ſohatE

:

Zz

d2y 4 dy2 i;

/

7 A
AE R aL R

R Tes as int2adtSS
dafi Axa

ES M t-
i wicanit PTIER iets 2c
dtz Aes See TE dt23

Gleichungen, welchedienen
d2x d2y

y ) Zirpen: nd

0

mE

:

dt dt2

zubeſtimmen.
4

Die Art von Differential- Gleichungen“ welche uns

jeztbeſchäftigt,iſtanalogenBemerkungenfähigwie

“in Nr.46 —

54 “Manſiehtqueefdaß, wenn man die

s Gleichungen (

uU

E GE
V

mit ihrenDiffecentialen
Z

A ==

‘verbindetman allgemeindreyvonden darin enthaltenen
Größeneiiminirenfann,es mögenbeſtändigeoder veráns-

derliche‘eyn. So hâtteman im obigenBeyſpiel,die bez

… ſtändigeGrößena, bh,c fortbringenund eineeinzigeRe
lationzwiſchent,x, y unddenen Coefficienten

dx dy
HES | dt’ dt”

unabhängigvondeneliminirtenGrößenerhaltenfönnen,
i 8

: Veri

( 4
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_Vereinigtman die beyden zweyten PLE“ d2u = o)
¡

¿

“dav =o f
mitden vorhergehendenGleichungen, ſohat man ſechs
Gleichungenzwiſchenwelchenman folglihfünfdarin

._ enthalteneGrößeneliminirenkann,und ſoweiter.

ce

: Wir haven+t als unabhängige
|

veränderlicheGröße
y gewählty hâtteman aber x oder y alsſolcheangeſehen,

ſowürdeman dx oder dy beſtändiggemachthabenfön-
nen. Man gehtunmittelbarvon den in der erſtenHy-

potheſeenthaltenenReſultaten,zu ihrencorreſpondiren-
den in der

Ca
oder in derdritten

EA
wenn man

ali2)ſtatt
=

|
è

dx

|

—— a(Z=)ſtattES4
f<Hreibt, undie man dasDifferential

-

det veránder--°

lichenGröße die man als unabhängigbetrachtenkann,
|

als beſtändigamts{váre dieszum HES x, ſohâtte
man

_

;

A
4 Y __dtday_— âydat

dt ; dt 3

Ss
— dx d2t |E dt3 J

:

is man dieſeSubſtitutionen,ſogelangtmanzu
‘

Gleichungen, welchedieWerthe von

y Wy und vonD dxZ dxZ2 :

: oder.dieWertheder Differential-

:

Coefficientenvon dor

e S=4 zwey
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I

zwedötenSidnüng‘derveränderlichenGrößeny E t

als Functionenvon x betrachtet.
Wenn man zu gleicherZeitdt,dx und dy gâtievas:

ríürenlaſſen,ſotvúrdendie2teſultatein Beziehungauf
jede-derveränderlichenGrößenſymetriſhgeweſenſeyn,
und die Differential- Coefficientender zweytenOrdnung-
von denveränderlichenGrößenx und y alsFunctionen
„vontELE würdenzum Ausdeuk

I

ANS A = dy d2t7
ens E (2) =

Aanretes f

X: Ï dx __dtdex
—LEdt

“

(dt ET
u
dbI

gehabthaben.
:

Nimmt man x als unabhängigeveränderlicheGröße
an, ſogte LEE

_— dyd2x

ix¿(a
R

AR
:

Aua dtd2xFdfas/ Te /

LA
“ManRE ebenſodieDifferential--Coéfficienten,derHvó

“

potheſevon x undt alsFunctionenvon y zugehörig,finden,
und diejenigender hdhernOrdnungen,bey welcherAn-'
nahme és auch ſey. - Man muß hierwie in.Nr. 63bez
merken,daß, jede,Gleichungvom zweytenGrade diedrey
veränderlichenGrößen“in ſih-begreift,wovon zwey bes

liebigeFunctionender drittenſind,wenn mandarin

dx/ = xd, RS
= x‘/dt2+ x‘d2t7

;
dy = y‘dt,d2y = y‘‘dt2+ y'datÈ :

macht,einReſultataidesmuß, welchesbloßdie Grd
ßenx, Y:xy yh x, y enthält.Es iſtleichtdieſeBe:

 trachtungenzu verallgemeinern,und ſieaufjedebelie-
bige
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bige Ordnungund auf jedebeliebigeAnzahl von abhâne
gigenVepänbgrliehenGrößen.anzuwenden,

C68
"Die Differential«Formeln mü��en aucheiner algebrais.

chen-Transformation,unterworfen ſeyn,ohnewelcheman

nichtdarinzweyveränderlicheEno alsFunctionender
dritten anſehenkönnte.

Es ſeyzum BeyſpieldieForinel:
(dt? + dx2 + dy y

_(ded?x—dxd?t}*+(dtd?y—dyd?)?+ (dxd*y—dydx)
ſowird,wenn man' darin MEangezeigtenSubſtitutionen
macht

/

ee

?

(1+ x2E NE
x y e y — yx

die Differentialeſindganz verſhwunden, weil derZähler
‘Und Nennerzwey Differential- Ausdrückevon einerley
Grad, waren(NotePag.267);aber allgemeinhâtteein

Ausdru>bom mtenGèade‘inBeziehungauf die Diffe-
‘rentialé,dieForm:Pdtn aiwehmtnmüſſen,wo P eine
gegebeneSunetnVhgfsBSE R Lite:

rd
u

Wenn man Gleichungenvonder Form
dde bt + Det o]
al + bt + V = 0)

inwelben VU und Vv.Functionenvon x und vony E E
“

hédéeuten,zweymaldifferentiirt,indem mangdtals beſtändig
anſieht,ſowerdent unddtverſcbwindenundman wird
0

15 MS

2
dU = 1 |

:

O
|

wo dU und dV bloßx und'y undihre Differentiale
S5 _wo

-
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enthalten.Es folgthieraus,daß dieGleichungeninwel-
chenur zweyveränderlicheGrößenzu ſeynſcheinenwos
von fein Differentialbeſtändigiſt,‘von urſprünglichen

Gleichungenmit dreyveränderlichenGrößen,abſtammen
können, DBAman zwiſchen

Í

dU =>a]

DET at
einebeſtändigeodereine

' andere Größeeliminirthätte,
ſo-wúrde darauseine einzige.Gleichungvón=- x, y; dx, dy,

dx, d?y entſtandenſeyn,welcheihrenUrſprungaus den

beydenvorgegebenenGleichungenerhaltenhâtte,
Die Gleichung H .

¡ Md*s -+ Nd?y + Pds? + Qdxdy + Rd7*=S
welchenichtvon einereinzigenGleichungzwiſchenx und
y abſtammenfanny wenn ſienichtderdurch

Mdx + Ndy = 0

“ ausgedrü>tenBedingungGenúge leiſtet,kann immer

aufdenFallzurú>gebrachtwerden in welchenx und y im-

pliciteFunctionender nemlichenveränderlichenGröße t

find,indem man dx, d*&, dy, dy alsdie Differentiale
- von x'und_von y in Beziehungauft genommen, bez

trachtet; denn wenn man darin

' „dx——S E E y'dt ZL

dt = Sat AJp dt 1|

mad,ſobleibtde nichtmehrdarin,und esFommt aloiáns
: Mx“ + Ny“ e Px? + Qu'y!+ Ry = 0;

ein(von“den DifferentialenunabhängigesReſultat.Es
wrdeſicheben ſomit jederandern Gleichungvom zwey-
ten Grade mit zwégveränderlichenGrößen,und mit de-

nen Gleichungenvon hdhernOrdnungen verhalten:'

ihre
omogenitätin Beziehungauf die Diferentialewird

immer verſtatten„ ſievermittelſteinerneuenveränderlis
: chen
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“

<en Größe -in andere Gleichungenzu transformiren,
welche nux Differential - Coefficienten enthalten.

Manzieht aus dieſem.folgendemerkwürdigeFolgerungz
esgiebtnemlichfeineDifferential-Gleichungdieman nichtals
reel abſurdoderunbedeutendanſehenkönnte;man muß
nur wiſſen, daßeineDifferential: Gleichungih nichtim-

mer auf eine einzigeurſprünglicheGleichungbezieht,und
daßman, umihrGnüûgezuthun,derenmehrererannehmen
muß diezuweilenneue veränderlicheGrößenentho!ien.

76,

Wirhabenbeyder BildungderDifferential-Gleichun-'"
|

genmit zwey veränderlichenGrößen;(Nr.46)angenommeu
daß,indem eine von den,veränderlichenGrößeneinenwills

FúhrlichenZuwachserhaltenhätte,die anderein einerReihe

nach den PotenzendieſesZuwachſesgeordnetwar; man

Fann ſichaber auch denken, daß einegegebeneFunction
von ziveyveränderlichenGrößeneinenwillkührlichenZus -

wachs erhaltenhabe, alsdann werden die durch jede

derſelbeninsbeſondereerlittenenZunahmendieſemZu-
wachsuntergeordnetſeyn.Wenn z. B, dasProductxÿ
aus zwey veränderlichendurch die GleichungV = 0 vers

bundenenGrößen, einen beliebigenZutvachsg erhalten

hâtte,ſowürden dieVeränderungenh undk,die‘reſpective

durchx und durchy geprüftſind,beydebeſtimmtſeyn.
“Um fich davon zu úberzeugen, ſo brauchtman nur

xy = t zumachen,man muß alsdann kraftder beyden

Gleichungeny =t
E

a.
| S0)

x undy aisFunctivhénvon t anſehen, und na dem was
:

in Nr.68 geſagtiſt,könnenx + hk undy + k ſi<nac
den Potenzenvon & entwickeln, Diſſes

—
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A man obigeGleichungen, ſohatman
xdy+ ydx = dt7

av = 0

:

und man retdaraus diè Differential- Coefficientendex
“

veränderlichenGrößenx und y als Functionenvon t'be-

trachtet.Wird von neuen differentiirtund dt als HO
ea taie ſdkommt

E
dy +2xdydx + ydx=o]

-
y |

dVv=0j |

bioserſte.Gleichungilébsdas Mittelaus derZweyteneines

der zweytenDifferentialez¿.B, d*x fortzuſchaffen;das
“ Reſultatwird nur dx, dy,4°yenthalten,und wenn man
_es dur dt? dividirt,ſo wird es eine Relationzwiſchen

x und y undzwijchenden Coefficienten
dx A d?dy

s

eget

‘dt’ dt” dé
ausdrú>en.Wenn man’ ſeinerTour na differentiirt,
ſo fannman noch-daraus d°x eliminiren,tvelchesdarin

von neuem eingeführtſeynwürde. Man ſieht,daß man
aufdieſéArtimmer Gleichungenerhaltenkann,inwelchen

fein hdheres-Differentialvon dx vorkommt als das

erſte.
Das ebenGeſagteiſtallgemein,und wenn man in

einer Gleiehung V=o0 zwiſchenx und y eine bes

liebigeFunctionU von x und von y; als unab-

hängige veränderliheGröße nehmen will, ſ.o

‘differentiireman wie gewöhnlichdie vorgege-

bene Gleihung V =0, ſchafe daraus dx oder

dy mitHülfeder Gleichung dU = dt fort, und

dann4°x oder 47 vermittelſtder Gleichung
dU=0, oder welches auf eins herauskómmt,
dadur<hdaßman dU beſtändigmacht.

O
|

: L Es
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I

Es trägt ſich-ſehroftzu, daßmannichtdenur-
ſprünglichenAusdru>® von U, ſondernnur deſſenDiffe-
rentialfennt,ſo daß man nur die Gleichung

e ROE
:

¿ Hat!dieſerUmſtandverändertnichtsan der vorſtehenden
“ Regel,welcheſihebenſowohlaufDifferential- Formeln
alsaufGleichunaonerſtrecft.Wir wollen dies durchei-

nige Beyſpieledeutlichermachen.

i 7T

“Geſetman habé |

? t

i

dt =
ees ydxzu

nach derPiiſieatiiuns‘hatman
x -+ dxdy =

folglih
rs A EAA

e LR

A

SV dd
Nes

Mit dieſemWerthebringeman d°x/ausden Glei-

chungenoderaus deù Formelndiees enthaltenfort,ſo
werdendie Reſultateſichauf die Hypotheſebeziehen,in

welcherydx das erſteDifferentialder unabhängigenver,
ânderlichenGrößeausdrú>t.Obgleichydx nichtdas

uñnittelbareDifferentialweder von der Functionx noch

von- der Functiony iſt,ſo muß man doe, weildieſe
‘veränderlicheGrößen als voneinanderabhängigbetrachtet

|

““

find,ydxals das DSIOE einerimplicitenFunction
von x anſehen.

:

LS

Dies vorausgeſektt,ſowürdeman,wenn man
dxd?y— dyd?x+ adx? psbdy?=O

-

hätte,und darin den für d2x vorhinSenan.Musdruckſubſtituirte,daraus ziehen
_ydxd2y+ dxdy2 -+ aydx?+ bydy*= 9, :

Det
/ E

Z

*
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Der Differential- Coefficientder zweytenOrdnung
E LEE

GD
welcher,wenn man keinenDifferentialalsbeſtändigan,

nimmt, durch
:

?

;

dxd?y — dyd?x
EA TS

N

_ agusgedrü>t'iſt,wird in der vorhergehendenHypotheſe-

i

/

GAA+
dy?

:

“SolltenLsin der gegebenen“Gleichungoder Formel
Differentialevon x von einerhöhernOrdnung als der

zweytenhefinden,ſoeliminitemañ ſieebenfallsweil,ins

F.

E Nenman dieGleichung
 yd2x + dxdy= :

mehreremalenah eimanderSRE daraus neue

“Gleichungenentſtehen,woraus man ſucceſſivedie Werthe
von dx, dU. ſ.w. ziehenann. :

Wir wollenals zweytesBeyſpielannehmen

:

dt = Vdx? + dy;

manhatin dieſenFall
‘

:dxd*x + 2 =O

woraus folgt
|

Be Z ayary
dx = —

FER

_Indieſerneuen Hypothèſewird dieGleichung
dxd?y — dyd‘x+ ads? + bdy? == 0,

(dx? -f dy)d?y+ adx* = bdxdy?=

A dieHounel
Pa  âdxd?y-— dy dx
E

:

A
“ ändertſichin 1

N Y

(dx>
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(dx? + dy
dx*

E

Die ſueceſſivenDifferentialederGleichung
dxd®x + dyd°y= 0

KR

werden die Mittel darbieten, d°x,dx u. �.tv. zuetitls|

l

niren. j :

DieſeEcanti blindeningewiſſemBetracht
“von dem Mechanismusdes Calculsab, es ſindbloßA2

ten,einerleyReſultatunterverſchiedeneFormen darzu-
“ſtellen,unterwelchenman diejenigenwählenkann, die

am genauſtenund kürßtenzu ſeynſcheint.

__ Siereduciren ſialle auffolgendesallgemeines
Problem:es iſteineGleichung oder eine Diffe--
rential- Formelgegeben in welcher man ein

gewiſſeserſtes Differénti'alals beſtändigan-

geſehen-hat, man ſollein ondres Reſultat

darſtellen,in welchem ein andres Differential
als beſtändiga ngenommeniſt.

:

:

Um es aufzulöſen,ſo muß -man den Differential:
Coefficientenvon der einen der veränderlichenGrößen,
y oder x, evidentda:ſtellen,fieals. eineFunctionder
andern betrachten,und darinihrenAusdruck inMEE
neuen Hypotheſeſubſtituiren,

Umalſo von der Gleihung
|

“ydxd?y ++ dxdy*«+ aydx? td == O)

e:

in welcher- das Differentialydxals beſtändigangenom,
|

men iſt,zu einerandern überzugehen,wo diesder Fall
mit

z

VE + ir
iſt,ſo beobachteid,daßderireAE ocficiintder

EN Ordnung
“



2 298
Mog

He

“Er�tesKapitel.
:

:

F

D
; iſt,indererſtenSüoateliedur<

: Ty dys
yd

ausgedrückt;ih habealſo
dy yd’y+ dysa (Z)= ———

:

ydx'
und Folglich

res O)2 ds

ſubſtituirtman díéſenWerthiùdervorgegebenenGleis
chung,�oentſtehtdaraus

|

dx?d. (2)+ + by’= 0

“eineGleichung,worin man jedesbeliebigeReſultatals
beſtändigannehmenfann,indem man ſtatt

7 dy
G d 2)REO : :

;

feinenAusdru> in der neuen Hypotheſeſetzt.‘Wenn
“Man

=

rh E 4 dy?

macht,ſohat manE
LS ZS Ear,
SS

mit HülfedieſesWerthesfort,#0 wird diè voraecnom-

° bringtman

_

mene Transformationverrichtetſeyn.Allgemein,um jes
denbeliebigenDifferential- Luédru> zu transformiren,

È

Ia
} i

ſo
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fo reducirt ſichalles-daraufihnſovorzubereiten,daß er

bloßDifferential4Coefficieutenund: Differentiale:vön der

erſten-Ordnung enthält:yy!y!.,.mögenwie:gewöhn-
lichdieſeCoefficientenbezeichnen„ſoEOmaniE a
pt

j

r= 7EO) N
Lie iDDE

Us

Man laſſedyunddx in denblésbeygefügten.For-
meln gleichzeitigvariiren, . und ſubſtituirefürd2x oder

fürd2yden Werth, welcheraus derHypotheſedieman
ſichzu machenvornimmt, entſteht. |

Manſiehthieraus,daß, wenn man aufeineDiffe:
rential- Gleichungſtößt,undman willderen Bedeutung
wiſſen,es bekanntſeynmuß,beywelcherHypotheſeſiege»
bildetiſty odeëwelchesauf-eines‘herausfommt,welches
dieveränderlicheGrößeiſtdieman als unabhängigans

geſchenhat:denndies iſteine von denUebereinkünften,
die man immerbeym Anfangeiner Unterſuchungaus-
drúckt.Es iſtleichtobigeBetrachtungenaufFälleaus-

_ zudehnen,wo man dreyGleichungenzw!ſchenvierveráns.

derlichenGrößen,oder allgemeineine Anzahlvon m —L

Gleichungenzwiſchenm veränderlichenGröße hat,

TLCheil,
ST

:

SE 78.
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Wenncman -meZrereGleichungenzwiſcheneiner An-

gahlvonveränderlichenGrößenund" ihremDiffercntialin
hat,ſo:Fann man immer’ dur<_eineEliminirung‘daraus
ein einzigesReſultatziehen,in welchendie Añzahl*der
veränderlichenGrößenum fo viel Einheitenvermindert

iſtals man Gleichungenhat wenigereinè,welcheswir

bey zwey Gleichungenzwiſchendrey veränderlichenGrö-

Hen auseinanderſetzenwollen,und wel<es dann
E ſo

‘

weit man willausgedehntwerden.Ln
Esſeyen

[C

Y 5D ih
‘zweyGleichungenzwiſchenden veränderlichenGrößent,
x, y und ihrenDifferentialenvon der erſtenOrdnung an

bis mitzur.Ordnungm, Um daraus eine Gle!<ungabh-
zuleiten,welcheweder die veränderlicheGröße t nochir-
gendeine ihrerDifferentialeenthält,ſo muß man eine

- Anzahlvon Gleichungenverſchaffendie ſogroßiſt,daß

mani t, dt,dt . . . dut als particulâreunbefannteGrô-
Fen eliminirenfan; in der That,wenn man weder die

urſprünglichenGleichungennoch alleZwiſchendifferentiale
zwiſchenihnenund der vorgegebenenhat,ſo kannman
aus dieſenbloßden Werth vou dut finden,durcht, dt,

Wt ,.. dm-It und durchdie veränderlicheGrößenx, y
und ihreDifferentialeausgedrückt.Wäre dt beſtändig,ſo
ſcheintes,wenn man ‘eineinzigesmaleineder vorgegebenen

“

Gleichungendifferentiirte,als wenn mant und dt elimini-
renkönnte,weil dreyGleichungenda ſind,man muß
aber beobachten,daß die Differentialedy und 42x,dt

impliciteenthalten,wei ſiegenommen ſindindem man

in BeziehungaufdieE desZuwachſesder verän“
- der-
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derlichenGrößet entwickelthat (Nr,68); man muß alſo-

dasDifferentialvon dereinenderveränderlichenGrößen

diebeybehaltenwerdenſoll,„als beſtändigannehmen.
Wirwollenfolglichannehmendx ſeybeſtändig;ſoerhält
man,wenn zuerſtdt zwiſchenden beddenvorgegebe-
nen eliminirtiſt,eineBleichungtvelchesbloßnoh t,dt»,

' dm=It enthôlt,man differentiireſie,fowird einReſultat
fommeninwelchemduithineingeëommeniſt.Wirddies
Reſultatmit dex einenoderdeëandernderBorgegebe-
nen combinirt, ſ0 wirdes. durchdieEliminirungvon
amw=-XIteine zweyteGleichunggeben, diebloßamt und Zs

dieDifferentialedek niederenOrdnungenthält.Macht
man mit den beydengefundenenGleichungendienemli:
chenOpevationenalsmit dèrxVorgegebenen,,ſoeliminirt
man d*-2t, und gelangtzu zwey neuen Gleichungenin

welchendm=2c das Differentialvon t von der höchſten
Ordnung iſt.Es if leichtdies Verfahrenfortzufegen
und man fichtallgemein,daß man mmal différentiiren
muß um dieDifferentiälevon t fortzuſchaſfen; das.End-

- reſultatwird alſovon der Ordnung2m inBeziehung
auf die Ordnungen der übrigbleibendenSCIGrößenx und y ſeyn.

Wir wollenjeztannehmen"dieGleichungTE26 ô
ſeyvon detOrdnungi, ‘unddieGleichung“YV= 0 von

derOxdaungn. Indem man umaldieGleichungU = 6

undmmal die GleichungV 20 differenttirt,ſovere
‘ſchaftman ſi{<n + m Differential- Gleißungenzman

würde alſodavon eineAnzahlm+n+2, haben,indemmán
“diezwey Vorgegebenen-mitre<net;da aberdie zu elimi-
renden unbekanntenGrößen, nemlich:t,dt,dt, .., dupa

nur an der Zahlm + n + 1 da ſind,ſoentſtehetaus

ihreEliminirungeine_EndgleichungvonderDtdnung
#4 Män
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Man fduntemehrerewichtigeeditgn ¿bet
dieſeEliminirungs-Methodemachen,da ſieabértvegen

“der damitverbundenenweitläuftigenCalculsſeltenans
gewendetwird,und weil wenn ein Reſultat“von einer
hdhernOrdnung‘alsdieVorgegebene, gegeben‘iſt,ſi<{
die Schwierigkeitendieman faſtimmer antriftum von
den Differential- Gleichungenzu dèa urſprunglichenGlei-
<ungenzurú>zu gehèn,häufen,ſo glaubenwir nict

uns dabey{ängeraufhaltenzu müſſen; überdemwird
man im Jntegralcalculein Berfahrenfinden,dasglei-

“

Fam dasUmgekehrtedes vorſtehendeniſt, und deſſenſich
die AnalyſtenbeydenFragendieferArt dieſieabzuhans
delnhatten,bedienthaben,

e
79.

I
Ä

Wenn man nureine einzigeGleichungzwiſchendrey
veränderlichenGrößenhat,ſofann‘man immer,indem
man zwey willkührlihnimmt,diedrittebeſtimmen.Es.

ſey u = 0. eine2 Gleichungdie x, y und z enthält;fo

wird,wenn man- x und y als zwey unadhängigeverän-
derlicheGrößenanſieht,z eineFunctionvon beydenſeyn,
und wenn x einenbeliebigenZuwachserhält,und y als

beſtändigangenommenwird,ſowird z eineVeränderung

erleiden,diedervon untergeordnetiſt,In dieſerHy-

potheſemuß die Gleichungu = 0 als eine Gleichung
zwiſchen.¿wey veränderlichenGrößenx und z angeſehen

yerensman hatalſo
du du A

— — = 0

ds dz dæ
<5.

“ und ziehthierausdenDifferential-- Coefficieutenvon 2
in BeziehungaufdieVariabilitätvon x, Man muß

- fichhier,nadderNr.30 gemachtenUnterſcheidung,erz

innern
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dr
innern,daß in eL“dz nur das partielle,Differéntialvon

2“iſt,in BeziehungWWdieVeränderung
von x

Aa gez
no nmen: |

Es iſtE daßwenn‘magis‘bâtie
variirenlaſſen, und dievorgegebeneGleichungſo diffe:
rentiüirtwürde,als wenn ſienurdie véränderlihenGrö-
$en y und z enthielte,folgendes"entſtandenwäre

ag:
#4

dudz Ls:

|

dy dzdy :

“_Sénnman dié erſteder“vorhingéfundenenGleichuns
gendurchdx und die zweytedurchdy multiplicirt, und
fiealsdannzuſammenaddirt,ſoEdu

i Us,ESS á a] =

i

“dx
E DeanYT. azkdx

«+ ZS ee

: Aber— dx + SZdy iſtnichtsanders‘alsdasvoll-
fándigeaeshodisads‘Es2E

man hatalſo

Ldx + + =
das,heißt,man fann dasaleDifferentialder Gleichung
u = 0, in Beziehungaufdie dreyveränderlicheGrößen

x, y und z genommen, gleichNull ſegen.Man muß
richtvergeſſen,daß diesDifferentialals gleichbedeutend
mit zwey GleichungenangeſehenwerdenFann,denn wenn

man darindz ſeinenBeri 8 2

Z dx +3
—

ugD d
e

ſubſtituirt, ſomüſſen,LE der Unabhängigkeitder Zu-
nahmen von dx und ‘dy,die Größen, welche'jèdeunter

ihnenmultipliciren, fürfichgleichNullgeſeztwerden,

T 3 80.



$

55
ieS ErſtesFaßitel:

i

go.

Man gelangtzu denGleichungen;welchedie:Coeffi-
cienténder hößernOunae geben

y
wenn man die

GlepungenLE:
ads - Suds:

sé
(o AA16 LE

ALAN , &zdx
SUSA |

47541! Rb duda [
A dz dy

ds

J

Differentiirt.
:

i

j ;

O d(u) R

Wir:

pctdie
erſce_dur<h-== „und die

dx

zweyteducha2
;

úbereinſtimmendmitder Ne.70ein-
geführten.EN 9, vorſtellen,DieſeGleichungenent-

haltenno diedrey veränderlichenGrößen x, y-undz,

und könnenwie die Vorgegebene!dehandcltwerden.
Wenn man zuerſtbloßaufdieVeränderungvon x Rüekſicht
nimmt, ſotoivdnichtalleinz variiren,ſondernder:Cocfa-

: y

erf d :
s

y

ficientder“erſtenOrdnung- wird au< zu gleicher

Zeitden Coefficientender zweytenOrdnung—enkſtehen
laſſen,Hifetentitreman „alſo— in.BeziehungaufSs
o-hatmane wiefúr-dieGleichungenmit zwey verán-
derlichenIE.d2(u)

¿den
du au; dz 42ud22 dud?z

(Nr.49)—— = Cc

AKE E 8 “dx
dz

dz
dx

dx
RT dz?‘dx2

T7
dz dx?E

d(u

Gennmana inBeziehungauf yA 2 Diſffe-

rentlirtoderTEIinBeziehungZnx undZz,e beob
dE

achtet,
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achtet, daß im erſtenFall= SF und im zweyten

Falle 1241 LPL 5. Y

Ì

F

Gide e deE
Zis

d?z
|

rie

dy’dxdy
——

dydx

aie
ſohatman ein einzigesR-ſultat, welches

diu) du d’udz du dz du dz*
—— oder
dx ây-Ddxdp

TE

RERâzdy-dx dz dx dyLuigzdady
“iſt.EndlichdieGleichung_ diferentürt,indemá

yndÀ atalsEEE Größen.anſieht;bringt|

u) dius: dudas «ditdz?¿A du E— (der + 2- En,
iL inimie SES

ay ay Aydnd SAA?
dz dy= /

hervor. GSI

Da aber 2 eineSiamovon x undvon y iſt,ſo
wasman u als eine impliciteFunctiondieſer’veränder-
lichenGrößenanſehen,man hatfolglich

d2 u°

d2(u) = e dx2 + Rdx y + isps
und in der That,wenn man E :

d2 (1) d2et2E dz (u)
“dx2?

*

dxdy
’

dy2
dievorhingefundenenReſultateſubſtituirt,und

dz x

Gde +7dy LE

dx“
; durdas erſteoe DifferentialM

bi
d2z

|

2

DA
2

Ls
dus + dxdy+

E
dy

durchdas‘vollſtändigezweyteLE OEd2zergänzt,fo
hat man die nemlicheEnd-Gleichung,als diejenige,welz

ve man erhaltenhabenwürde,wenn man

du ;

==
ra



196 “Er�tesKapitel

ad. „du

ies
Part ay puo

di�erentiirt, und dabey dx und dy als beſtändig,2 aber
als einéFuuitionvonx undvon y betrachtethâtte.

=
&' bn

E,

4

es
:

?

en as dieſeSerias"hie-Múhs
aufjede.beliebigeOrdnung derDifferentiixrung„- und
aufjedebeliebigeAnzahlvon veränderlichenGrößenaus:

dehnen;denn‘alles’reducirtſidarauf , diejenigenzu bes

ſtimmen¿tvelcheunabhängigſind,welchesman.nur durc
die Naturderjenigen“Fragethun kann, welchezu der

Gleichangoderzu denvorgegebenenGleichungengeführt
hat;¡und‘endlichdiffeventiirtman, in Beziehungaufjede
dieſerveränderlichenGrößeninsbeſondere,indem man die_

“ UnitergeordnetenveränderlichenGrößenals-impliciteFuncs
|

tionender unabhängigenveränderlichenGrößen bez

handelt.
Hättemani BVeyſpiekdieGleichungen

w= 04
è

c= O }

‘ziviſchenden fünfveränderlichenGrößens, t, x, y und e
ſo würdeman ſchen,daß drey von dieſeveränderlichen
Größenunabhängigſind.Wir wollen annehmeny und

x ſeyendie beydeuntergeordnetenveränderkichenGrößen,
oder diedutchdie vorgegebeneGleichungengegebeneims

pliciteFunctionenvon s, t,xz man differentiireſucceſſive
“_wund_v-in-Beziehungaufs,"inBeziehungauf+t,‘undia
Beziehungaufx, ſowird man haben

l

du
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du

7

du dy dd &z 7

ds
+

dr dde Rs

du du dy du dz
——— — —=0
dt dy dt Padz dt

|du «du dy... daz: diz

dx dy a dR F
J

Wennman dieſeGleichungenreſpectivedur<ds,dedx
miultiplicirt,ſiezuſammenaddirt

|

20dyfatt
E

F+ +S?ds,

aL a
+ LaiLa

16d

ſett:ſon :

:

Las+2cdt2Ax+7Wt ds =
:

du = 05 -

‘einihnlicesE n man au auiderGleichung
v =.0 ziZhen;„worausfolgt, daß,wenn mandieGlei-
chungenu = 0 und v=o0 in Beziehungauf alledie
veränderlichenGrößents, t, x, y. und z differentürt,
und darin ſtattdy und ſtattdz dieAusdrüe dieſerDif-
ferentiale,foangeſehen, alswennſiezuFunctionenvon

drey‘veränderlichenGrößengehdvten(Nt.39)fubſtituirt,
man den Coefficientenvon dem Differentialjederunab-

__HângigenverähderlichenGrößefürfichgleichNull ſeen

muß.
Betrachtetman diewifeitaiCoefficientenſelbſtals

neueimpliciteFunctionender veränderlichenunabhängigen
Größen,fowird man bey dèrUnterſuchungdex niederen

Differentialenichtaufgehaltenwerden z alſowollenwirnach
einigenBemerkungenüber dieEliminirungder beſtändi-
‘genGrößenund der Functionen,das was dieEntſtehung
der Differential: Gleichungenbetrift,beſchließen.

?*

TZ 824
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“Dadie idasu = a awiſcenx, y und2, zwey

erſteDifferentiale
d‘u) d(u)
1 = 5 undi

hat,ſo iſtaugenſcheinlich,daßman zwiſchendieſendrey

Gleichungenzweybeſtändige.Größeneliminirenfann,das
Reſultatwird alsdann.dieRelat'onderPEE‘chen

GrößenR E undderCoefficienten=und
Ï

unabs

hängigvon den eliminirtenGrößenausdrúden,
Wenn ‘man mit obigenGleichungendie dreydep

ziweytenOrdnung
o E (u)A FOd°a)ah

âx?
? JedSA 9, a

=

S0

verbindet,ſohat man ſecsGleichungen,i giſchen.wels
chenfünfGrößenéliminirewerdenfónnen;u.ſ wo.

aN 83: |

*

Diesführtuns zueinerwichtigenBemerkung;daß
man nemli< aus einerG eihungmit drey oder miteis
ner größern- AnzahlveränderlichenGrößen,Functionen
eliminirenkann ‘derenFormdurchausunbekanntiſt,

Manhabezum BeyſpieldieGleichung
:

Z = (ax + by),
‘inwelcherderBuchſtabe£ ei e Functiog-bezeichnet,des

‘

ren Formauf keineArt beſtimmtiſt;NEwollenjezt
dz

darauseineGleichungzwiſchen—
— -und Zaableiten,die

unabhängigvondieſerSE:if,undwelchea
ſowohl Vd iT vs

4

E

Lz res]
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1 = Ax+ by,alsz7=Vax + by,und’
z = sin,(ax + by)

und überhauptallenFunctionenderGrößeax + by zu-

fómnt,von wel<erFormſieauchſeynMa “gimachedieſerwegen
i

E

ax + by = t
:

ſowird die vorgegebeneGleichungz = f(t",undman
hatfolglich S

| da= f(Odty cr
abix

ERE 29

¡eris de=) ds 347:

alſo
:

dz
dx “dx

E
10

aig dy
«3

A

00 Qi ée ti

Sett man für
7

= A
E ihreWerthea und b, und

‘eliminirt/‘(1);ſofommt

“DieſeGleichungdrückteinMerkmalaus,“vermittelt®
welchesman erkennen kann,ob eine vorgegebeneGléíis

<unñgeineFunctionvon ax «++by ausdrü>todernicht:
denn nachMEinesmuß ſie‘allemal,wenn man

darinſtattZund
*

dieWertheſetzt,welcheausder

Differentiirungeirer"Suitevonax + by éntſteht,
ihrGenüge geſchehenoder"ſiemuß identiſchwerden.

: Wix
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Wir wollen-annehmenman wúßtedenPeſpeung:dés

Peo ä

E

a
a +2absy+ DEEE

nicht:ſegtinandiesPolynomgleich2,unddifferentiirt:
 °wirdmanfiaden E,

CES ab
beige

Vi

SEIbt:dz
— = aabx+ y|dy

dieſeWerthein derGleichung
„dz dz

E
À _âdxLE dy

‘
H

geſegt,machendieſelbeidentiſch:manfann alſodaraus

ſchließen,daß das Burch2 vdkgeſtelltePolynomcine Funts
tionvon ax «+bxiſt;welchesauchA

evident

-

iſt»
weil

a?x? ¿ibis4bey = Ga+ by’.
Man ¡ehtganz allgemein,daß wenn u = 0 eins

Gleichungzwiſchenx, y, 2 und zwiſcheneinebeliebige
unbeſtimmtedur<f(t)vorgeſtellteFunctioniſc,‘inwels

“<erman bloßdie Zuſammenſezungvon. t aus x, y und

E fennt,ſo-fannman immer
rA und (tt) mit Hüúlfs

der Gleihungen
zs : da)

xf -ard(B)
M aginito:5: ins Hdi SisWii

éliminiren.-- rH

Geht man zur zweytenOrdnung über,ſo wird die

Anzahl:der Gleichungen“größer,und"es.iſt‘in:vielen

Fällenmögli,zwey unbeſtimmteFunctionenzu elimini4

renzi< werdedies nit’beiterauseinanderſegen,viels
wenigerdas was diejenigen,Gleichungenbetrift«diemehr
alsdreyveränderlicheGrößen.enthalten:ichbehaltedieſe

Ge-
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Gegenſtändedem Jntegralclculvor; mit welchenſiein

einemweit unmittelbarenVerhältnißſtehn,

ET |

Von denBedingungêgleichungen, welcheatt habeumüſſen,da-

mit eineFormeldas gengueDifferentialeineraudern For--

Ls A melſy À

:

Wir habetin Nr.26 geſehen,daßwein u "eine

Functionvonzweyveränderlichen(BENE die Glei

bung
| ait

4
A

tas uil fi Li R

identiſhſey,¿man ſeitétSituezwiſhenden Diffes
rèatial’'Coefficientender Functionencon zwey oder von

einer größernAnzahlunabhängigerveränderlicheyGrö-

ßen,eineFolgevon Relationenab, welche dieMittel
_ darbieten,woranman erkennenkann, ob eingegebeiet
Differèntial-- Ausdruc> von der“Differentiirungeiner uL-

ſprünglichenFunctionoderübethäuptboneiner "Diffe?en-
|

“

tial-Functionvon einer niederenSE als MEZ,ents
ſtehenkann odernicht.
Man habe fürserſteeinen.Ausdru>von der erſtén

Orduung.
:

:

7

iid Nag
y

i

ſtelltu’dieurſprünglicheFunctionvon x vor ;vonLSſiedasDifferentialiſt, ſo hatman
:

du}
dxE

j
i Agi

FSS

zs
4

‘ündfolglich
'

dd,



V9

302 ErſtesKapitel.

áM- dw]
*

dy
TE

déduka
dN

_

d% EdE
<6.

dx dyj

& folgtalſo”hieraus/ daßdieGleichung
dM dN

cd,

CE
L

UY fi:E)

identiſ<hſey. WärediedBedingungnichterfullt,ſo

FönntederAusdruck i

Mdx + Ndy
/ nitdasDifferentialvon irgendeinerurſprünglichen
Functionvon zwey unabhängigenveränderlichenGrd-

ßenſeyn,

Die. Bedingungen.welche.nöthigſind,

.

damit der

Ausdru> Mdx+ NdySe RAZ

e Differentialeiner urſprünglichenFunctionu von

dreyunabhängigenveränderlichenGrößenſey,ſindeine
unmittelbareFolge von dem was wirvorhinin Abſicht
aufdie Functionenvon zwey veränderlicheGrößen gefun-
den haben. Jn der That,wenn man zals beſtändigbe-
trachtete,ſo.würdémán haben dz = 03 der Ausdruck

Mdx + Ndy -

würdedas Differentialvon_u ſeyn,- ſogenommenindem
manbloßx und y variüren läßt,unddſt auch der

Ens
aM_ N

9
: dyAE

Genúgeleiſten,Machtman hieraufdy = 0; & fommt

Mdx + Pdz-

einpartiellesDiſſerential,welchesſò genommen iſt„ine
dem
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dem man nur *‘ünd’ 2 vätliven":aes , Ra aus’EEO
man zieht

PII IEE

dM
+

“AP:
|

Pa
A

ay
:

8 #1 z

Ï

Da endlich die Annahme, daß « beſtándigſey,dnde=.6

giebt,und'daNdy + Pdz das“partielleDifferentialin

Beziehungauf y und auf 2 gétönwmeniſ,“ſo entſceht
darauseine dritteBedingungs-Gleichung

Qs: àP

:

dz:dy
;

Allgemein,wenn die Anzahl-der-veränderlichenGrößen
in der Differential:Function
Î Mdx + Nây + Pdi #

n wáre,und-man*combinirteſiezu zwey und zwéy, 6

zógeman daraus
:

ls

n(n— 1)

partielleDifferentialemit—zweyveränderlichenGrößen,

wovonjedesderſelbeneine Bèdingungs#Gleichunggeben

wúcde, es würde alſoin allen

BSN) 2

von dieſenGleichungenſeyn,welcheidentiſchſeynmüſ-
ſen damit die Voraegebenedas Differentialeiner ur,

ſprünglichenu unabhängigeveränderlicheGröße enthal-
tenden Functionſey,

85.

WäredieÉdtacgetbuFormelvonderzweytenOrd-

nung,daß man zum Beyſpiel
Qdx® -+Rdxdy+ 8dy?,

ES

hâtte,
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hâttey wo dx Anddy;als.beſtändigGartbindfind,ſo
müßte man ſieunter die Form

Mdx, + Ndy

bringen,und deshalbK= R+ R“

MRE es wird

“alevanhomm

25CURE

RME gi

(Qdx + R‘dy)dx.+T(RidiSBendnNach der:Bedingung
:

aM dN
dim (E

4
i dx

hat man

 dſQdx+ R'âdy]_ d(R/dx+ Sdy]
dy Li R

V odernachder Entwicklung
i

dQ dR’ dR dS
—d ——

dy = —dsSP
á

d
ws

dx rte dy;

da aber dx und dy willfúhrlihund vonPARCLg unabs

hängigſind,ſomuß man beſondershaben

de dR“7]
dy

E

dx :DP
At dS

|mien ras wii

dy dx

worausnur no< K/und R“ zu eliminireniſt,

Man hat ſogleich
R = R — RP

welches
Df ARS dR ARE

i dx
LS

dx EE.dx
giebt,ſubſtituirtman diesin den vorhergehendenGlei
<ungen,ſokommt

dQ. i. R]

| differ
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diferentiirt man die erſtendieſerGleichungen‘in Bezie

hungauf y, die zieytsin

SS A
x und elis

minirxt a

Z 42R‘

tp ſihin beydenbefindet,ſoerháltman

dds dR ci

dy* dx2
ai

dxdy“ :

Dies iſtdieBedingungs-Gleichäng-welcheſtatthaben

muß, wenn
Qdx* + Rdxdy+4-Sdy?

das DifferentialeinerFunctionvon der erſtenOrdnung
ſeynſoll;man wúrdeaufeine ähnlicheArt zu den Bez

dingungs- Gleichungengelangen, die der Functionvon

höhernOrdnungenzugehörigſind,in welchendx unddy
als beſtändigeGrößenangeſehenworden ſind,

ObigeBetrachtungenkönnen ebenfallsaufFunctio-
nen angewendetwerden,în welchenman dx und dy hat

variirenlaſſcn, alsdann muß man aber dieurſprüngliche
Functionvon welcherdieVorgegebeneabſtammtals vier

veränderlicheGrößenenthaltendanſehen,nemlihx, y».

dx und dy: wir werden demungeachtetdiesVerfahrenhier
nichtbefolgen,weilman einweitallgemeinereshat,deſſen
Reſultatſichauf jedebeliebigeAnzahlvon veränderlichen

Grdßenund aufjedebeliebigeOrdnung erſtre>t.
_ Wir bemerken, daßman hierdieDifferential- Func-

tionen von den Differential- Gleichungenunterſcheiden
muß. Dieſeletzternſind,wie wir in den vorhergehenden
Nummern geſehenhaben„ nichtimmer das unmittelbare.

Reſuſtagtder Differentürungz;ihreForm hängtvon den

“
Eliminirungenab, welchegemachtſind,üm ſiezu exhals
ten. Wirwerden uns fürjegt.nur mit ſolchenFunctio-
1,Theil, : PU nen



nen beſchäftigen,in weléen alleveränderlichenGrößen
als von einanderunabhängigangenommenſind,und das

die Gleichungenbetreffende,dem Fntegralcalculübers
laſſen.

i

86. SS

Es ſeyVeine beliebigeFunctionvon der veränder-

lien Größenx, y-und ihreDifferentiale
dx; dy dx, dy dre dnp;

machtman
2

de = x,, dx = x2, di% =; « «.]

Uiii ed == dx = > C1

ſowirdU eineFunctionvon“ den veränderlihenGrößen

Ku, AN al Zub Lo IFR ER undMagiasRR“

Differentialwird

dU dU ¿AUſ
— dxLf,TESRERE i Ft H TAEu=s

aqu=2 wt

daU dU aU
|

| Party,Faty HE eya
E rt LT a

y
Faut

Yn-s

:

Aber dx,ES deds;4... datasſindreſpective
Xx» X24: Xn» Yz» Ya 24 Yn5 machtman ferner

;

dU eas

fokommt :

|

:

C dU dU dU

| e x 422X32E dae
Xn

é Xi Xn—
Les

| petad „av,ats E
al '

bO Ie
4

ANS
“uf

pitre
#2

_Wenn man ſucceſſiveU, inBeziehungauf jededer

veränderlichenGrößen x, y - - + Xn» Ya ‘differentürt,#0

hat man zuerſt,indemman bloßRückſichtaufdieBarias
bilitätvon x nimmt,

:

dU,
Tás
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Cd dh. WU dU E

o TE vr idsE e E

i PEROT dU dU

ES Yet,E E Ee Ya

Kehrtman dieOrdnung derbepden anzezeigtenDies
rentiirungenin jedemGliede der zweytèenHälfteder vors

ſtehendenGleichungum, ſowikd man leichtſehen,daß
dieſezweyteHälftenichtsanders als das voliſtändige
E SSN

SMU: i

Differentialvon —— ſey;man hatalſo

da ao
e d « haety

dx as

Wirwolleniegtin;-Bizichung
i

auf*,

.

differentiiren,
,

ſofommt |

e

LA

(M 12U atur t
AQ fn pP

dx“xjai A TATZEN Mida
xz; Ff Gt “utt

:

AE
:

a ŒUni
dU,

=
dM H aA E

Ax;ÂKn<E%E
ax, dt att o 7

2

FE.E FER EIE yi + «as

E
dx.E Ya

Kehrt män dieOrdnungderDifferentäirungenin allen

Gliedern um, wo ſichY zweymal differentiirtbefindet,

fohatman

du,
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ars
LS

dU
+

dU

Än

+t

%

ciales “dx,
dU, dU

y
dU

dx, dx, E
dU dU dU

E E A

dx,
ZE

dé
+

dx,

d!

dXn-x Xn=-2 dxn-x

wennman aber zu xa gekommen iſt,ſo hatman, da

dieſerBuchſtabedas Differentiald»x voëſtellt,welchesſich
nichtin U befindendarf, weil dieſeFunctionnicht‘von
der Ordnungn —

1 iſt,bloß

dU, dU
= ——,

d xg d&n-I

__
Stelltman die herauskommendeReſultatezuſam-

men, wund beobachtetdabey, daß man ähnlicheReſul-

tate in Beziehungauf die andere - veränderlicheGröße

 ÿund aufihreDifferentialey, p2 +». +... «Ya;

findentvúrde,ſokann man folgendeTabelleGildZiE

dU,
dx
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dU,
4

dU dU, dU

e
E

ds dy dy
dU dU dU dU, dU dU

ZO, e E e + 4d,—

FA

dw

t

aun Moine ez d —

dx, x x, dy, dy dy,
aU: dU dU dU dU dU

_—_=—— + dd. —— = —— d, —

dx, dx, dx] dys dy, dys
dU, dU dU dU, dU dU

OE

EE R = E

|

EE EEES Gyn" + d
dxz dx, dx; D dys dy, Ys

dU,
2e

dU

d.
dU

|

ar au, n
dU dU

dxn-x “das
;

dXn-x dyn-x dyÿn-2 ‘dyn-x
:

AU aU dU,
E

dU“ »

dxn
—

dxn-x dyn
E

dyn-1
Yus dieſenGleichungenkann UV eliminirtwerden. Wir
wolln uns zuerſtmit den in der erſtenColumne enthaltes

:

nen beſcháftigen;differentiirtman die zweytedieſerGleiz
<ungenund ziehtſievon der erſtenab, ſo kommt

i E 0
y AK

y
Z

dx, dx;
:

wird zu dieſerneuen Gleichungdas Differentialdex drit,

ten Hinzugefügt,ſofindetman

dU, dU, dU, dU
It dt — =
dx

di,
I Xy

+ dx, dx,”
Wäre dieFunctionUV,nur von der zweytenOrdnung-
ſo wúrde U bloß von der erſtenOrdnung ſeynund
würde folglichnihtx, und dx enthalten; man hâtte
alsdann

dU, dU, , dU,

dx SA ES
dx,

Wenn 7 von dex drittenOrdnungwäre,ſowúrde man

“finden

= Os

dU,
ás
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AF dU, a EET
gemme „Cm e eS dt — — dd —

u. fw. =
dx dx,-au dix Us

E ſ . n

undüberhaupt
dU dE dU, dU,

LE

— de ——

+

di — —
dd,

—<

Ser” =

dA AS
É

des
Rt 2E X4

E

bleibtman beyden DifferentialJG:Librisin U, ‘ents

HaſtenenOxdnwng ſtehen;ſo würde man auf die nem-

licheArt
|

al

dU dU. dU, dU; TO
Feminmtm CA 225GIÀ dt. ——

= O

dy drf Ya E dysat dy4
UeſeW po

“haben, :

87.

Ob’ -wirgleichnur zweyveränderlicheGrößenin U

angenommenhaben,ſo’ſichtman dochleiht,daß man

allgemeinſo vieldergleichenGleichungenals véränder-
licheGrößen habe: DieſeGleichungen:werden allemal

“

identiſchſeyn,tvennU, das Differentialeiner beliebigen
FunctionU von einerunmittelbarviederenOrdnung,aus-
drüú>t, Nimmt"man ſi alſovor , eine Differentiaklz

FunctionderOrdaung a zu unterſuchen,ſo mache man

darin
:

dx =x,, dx = x2. dy Y;

Z

[l

EE E

San
A N iS IE E

und ſtelleſiedur< VU,vor , ſokann man dieGrößen
AU AE O OU _dU,

TR a
entſtehenlaſſenum ſiein ‘obigerGleichungzu fubſtitui-
ren. Erhältman keine ſolcheReſultate,die ſih'ſelbſt

vernichten,ſòfann .man darausſ<ließen,;daßdieFunc-
tion

x2

€ SE
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fion UV,niht das DifferentialeinerFunctionvon einer

unmittelbar niederen Ordnungſey.
:

WirwollenzumBepyſpieldieFunction
L

xd2y — yd2x

annehmen1ſis-verändertſi@binbMS

9 IYte— jz, = U,
Ae

n man hat
Ie

BANGT
IA

dU 15a AUE H dU," Tx bló

Se FiO ari 2 Rr M Dd
a

¿inis
RE.

vid
8 SU dU, Gis [

a3 a EA +3?SS.Tin?rr R: 3 L
:

“a weltesBes Gleichungen mu,
autulst

À

ae : jg dy = Ut TE

—— x2 + Wy = o je 4h

giebt. DievorgegebeneFunctionft!wiittigveeDiffe-
rentiaſ:von xdy — yd. = +

Die ‘vorhingefundenenGleſchüngen®ſchließen:impli-z
eite:die in Nr..84.fürdieFunctionenvon bererſteiOrd-

nunggegebenenmit ‘ein.Ju."derThat,„wennman
y;

Mdx + Ndy *+ Pdz}

hat,ſozichtu ‘daraus
:

:

+ Ny, ++ Pz, = Uy

und da U, nur SE.LL erſtenOrdnungif,ſoyemaibloßdieGSlethungen E
E

dU, E daU, Þ

‘ds dx,

dU,
SS dU,
SU A e

y dy, pP

+ TAU U).-
TAU (Ag Wp SEE Üz,

_toelhe,wennman darinx, fürdx,Efür
e

dy:und <

fürdz ſeßt |

n
:

aN



Alz: ineini:man;V,  differentiirt, und- beobachtet , daß2

eder Xz-no< ys; enthält, ſohat man die Gleichungen*

WA

“822 pluniosIniErſläiKapitlusiais:
N. poigpndE

25: M5253 ZM
100

17
E N e ar dy YzA ia ?s

SE

A a dP
7 aN dN j

E x +
& Es

—

dy?
ene

R Ta
o

>

dM dN ni

dP 2754ndP Äs |
/

LE M ES aa dy Fe ES
geben.Jn dieſenGleichungenaber múſſen?dieDifferen-

_tialéx, /y,, z, Unbeſtimmtbleiben,weil dieiveränder-

lichenGrößenx,y und 2 unabhängig!ſind.«Seßtman
das fur.ſih gleihNull,was ‘jedesdiéſerDifferentiale
muſltiplicirt,ſowerden darausdie‘dreyOs der

:

angeführtenNummer entſtehen (7 Ft
5B

Wirwollenjetzt‘als leztesBeyſpieldieFunetièa
Pdx? + Qdxdy+ Rdy? + Sd2x + Td2y

ME ſie;nimmt-die Forn“ ;

?

+ Qu,y: + Ry? + 8x: + Tye =U;,

498,(04AUA NOUE2a
dx

‘x55 dte dx,

AD, dU, uedD n

e

On da
E

Ln =0]
wel9? 6 (M partis

OE
ES

dQ dR ds AT “7

= 8 PiraeMiNa furoree Tr e T1 7a

|— d(2Px,+ Qy,)+ dS =0

tt n HapH ar |
— dâ(Qu,+ 2Ry,)+ WT = 0)

èrden:Sind dieangezeigtenDifferentiirungenverrich-

tet, #0 ſezeman die Grdßen, welchex,, x,y; » 7,
Kis Ns HERON jedefúrfichgleiÞdNull,und es

wer

/
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werden daraus zehnGleichungenentſtelzen,diéſichaufdrey

weſentlichvon einanderunterſchiedenereduciren,nemlich:
ds

P—— = o,

dx
2

<

ES
dy

i

| Te 06
RLn

d'xtisf9idy:

38.

Es feyUY,daserſteDifferentialderFunctionu,ſs“

hat man die Gleichung
dU, Ws AI AIT «LE, :

pr

4

weni

ES +d ‘

Te:
d I E fw.=o(1)/

man hat aber’auch.
dU, dU, At dU,

— d,— ds,— —d?, —

z L

Ae dx,
+T

dx» Zah 0 Lo, 50,0

dennda U, von einerniederenSZ iſtals U,, ſo

mußU, einDifferentialin Beziehungaufjedeveränder-
licheGrößewenigerhaben.

Dadie Relationvon WU,zu U, dienottilicheals diévon
U, zuU iſt,ſo-hatman nachder Tabellevon Seite309.

dU, A

Ted ‘dx
dU, E dUx
dXx ANZ
dU, ts dU
Taie ames E + d F

ELS
dx, d xx dx,

+ . . . . E * *

dU
Rs

dU x

irrTE eb GES

ES Die
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Die zweytevon dieſenGleichungengiebt
Qu

dS dU
H

auen 9

e

y

dag: 20dEg
die dritte

:

dU i

d a
inan = d 4:Ls RE d . Wx
dxx- (dx,

'
“7

AX

U. . w. <= -_ u. �.w, Æ, SE

<=

S +

man wirdleichthieraus“ziehen
dUxs ae Os dU, dU
—=——d— +4 —

— dd,—
dx eT QA

E
dx?

z
dx,

u, ſ.w.

Gehtman ſucceſſivevon der drittenGleichung,von der

viertenGleichung-u;ſ.w¿-aus,ſo wird man aufdienemz

licheArt finden |

|

ds 1. arre
228 aI

— E — — dd — dd? — «Va
“

dxz;s thc dx; 2 dxs
+ 4, ſi

Ur dU dU, E
Agp À A LE

s

* [e +

GE UX; y
ds
dx4

¡E tfH
dU x AU 2

y ES
:

— E — =_=
11, |, lv,

X; dxz
y ſ

HU ſ.ww. -
BLE

á
&

Subſtituirtman dieſeWerthein dieGleichung
*

dU dUsx dUx ASE E
ES EE d, ———

e d? +
———s m

3
—

5

dl 71 dex i ddas n e
HAL 48,

ſoFommt

dU, dU, dU, dU,
— — 2d. — 4 — — E as

SS BS == a
dxxr d Xs

T3
dx; 4 AEO 2)

Die Gleichungen(x)und(2)múſſenzüſgleicherZeit
identiſhſeyn,wenn die FunctionVU, das Differential

von Vx und Ux das Differentialvon U iſtzdas heißt

wenn U, das zweyteDifferentialeinerFunctionvon eis
ner um zwey EinheitenniederenOrdnungiſt»

89.
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89.

Es @ U, das fvemca:vongs 0 e man
(

zuerſt y |

v

dU, AU au, j dU; TeD
|

—
A

QA et

-

Ui we dr —— di —— td...
cac QE eE Sur Weir

2

due
a: (1)

und kraftder vorigeneer
e

dU Eke
“ cAU,—

= (4
: A

E fe 0, =

dx LA TÍA ts 7 R ſt 9

dU, EE
e,Eead L+30°

——

=$ U.ip:=0.
XL

5

i dus dU, 4

man kfähnaberdieWerthevon ——;
—— u,Ewv.

hon2

| dx dx x

i
dUx dU

- den vorhingegebenenWerthenvonSedERE— tu;ſ. ww.

XL

ableitéñi indemman dieunterenIndexedes Buchſtaben
U um eineEinheitvermehrtſubſtituirtman die Réfula
tate in den“béhdenvorigenGleichungen, ſohatman

d 2
4

4

:

RE EEE -+ u.f.tv.=0 (2)
|

au; dU;

ER Ders,Ta u uſw.= 0 (Y)
Gleichungen,EL mit der Gleichung(1) zu gleicher

Zeitidentiſ@werdén,wenn die FunctionVU; das dritte

DURA einer beliebigenFünctioönU iſt.
» Wik habenbîoß auf dieveränderlicheGrößex Rücks

ſichtgënommen,aber es iſtleichtzu"ſehen,‘daßman
ähnlicheReſultatein Beziehungaufjededer andern ver:

änderlichenGrößenhabenwürde, und daß man férner

durchdas nemlicheVerfahren-Gleichungenérhaltenwúts

de, welcheidentiſhſeyn müſſen,wenndie vorgegebene

Sunctioneinviertes,fünftesu, 1.Differentialiſt
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90.

Um den vorhingefundenenBedingungs- Gleichungen
eine einfachereForm zu geben,ſowollenwir annehmen,
daß nachdemman inder vorgegebenenFunctionx,, xs

UN.0. Y, Vani. � 0. talldx, dSee cm Ars N «ces ges
fetthätte,ihrvollſtändigesDifferentialſey

Xdx4+X,dx,+X dx2+X,dx;-+Xdx4+U. ſw JU.
+Ydy+Y, dy,Hadya+ YzdyzFady.ſw.

e

u. ſ.ww.
man wúrde daraus ziehen

du, dU, daU,
— X a

Y

trin N
4, yEs dx = Xu EL

FIRM ſew
a TE, dU, s

dU
m = E YG

— = E ,
—3 ad: Ys U. „WV.

EY AA
5

Gyx
Y

dys
ſ

und die Bedingungs-Gleichungenin Beziehungauf die

veränderlicheGrößex werden
X— dX,+ d°X— FX dX,— u. ſw. = 0]

X —2dX,T3d’X,—48X,—u. ſw. =0

X —3dX,+6dX,— u. ſw. =o

ſeyn; man wúrde auchdieerhalten,welcheſihaufy bes
- ziehen,wenn man darindenBuchſtabenX in Y vers

änderte,

Man muß GAS, daß da dievorgegebeneFunc-
tion von der Ordnung n iſt,ihr Differentialvon det

Ordnung n + 1 ſeyn,und daßfolglihX und Y in Bes
ziehungauf die darin

-

enthaltenenDifferentialevon den
Grad n- ſeyn werdenzX, und Y! werden bloßvom

n—1ten Grade;X, und Yz pom n—zatenGrade u. �,w-

ſeyn(Notezu Seite 267),
i

ide

Wir habender mehrerenAllgemeinheitwegen an-

genommenz daßkein Differentialbeſtändigwerde;hätte
das

e
—
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das Gegentheil ſtatt,ſo müßteman dieGleichungenin

Beziehungauf dieveränderlichenGrößenderenerſteDif-

ferentialeals beſtändigeGrößen“angeſehenfind, weg-
laſſen.Dies iſtleichteinzuſehen;denn wenn man zum

Beyſpielannimint,dx ſeybeſtändig,ſowürde von den,
in der erſtenColumne der Seite 309 ſtehèndeTabelle,

enthaltenenGleichungen,nur diefolgendeübtigbleiben:
dU, dU

|

Te Ta
von welcherman nichtsſchließenkann,weil U durchausunbekanntiſt.

91.

Es befindenſichzwiſcheneinerhomogenenFunction
“und zwiſchen1hrenDifferential- Coefficienten-particuläre
Relationen, deren Kenntniſſeuns wichtigſind.

Wenn V einehomogeneFunctionvon x, y u. �.w._
iſt, und man ſubſtituirtdarin tx, ty u. �.w. ſtattx, y

_ Ve,ſw. , ſo wird ſienothwendigdie Form tmy anneh-
men, wo m die Summe der Exponentenin jedemGliede -

iſt(Nr.66). Nun wollenwir annehmen,t werde t ES
ſo!hatman (t+ g»wVſtattV, ceder(7 + g)my, wenn

män t = 1 macht. Jn der nemlichenHypotheſewerden

ſihx, y u. �.w. reſpectivein x + gx, y + gy, u. f.tv.

verändern;wenn aber x, y u. ſw. x + h und y + k

werden,Shatman allgemein
dV 1LE i

jdt fw. NY dx b + dy
ef Mu, f

4 4
regu CN 5 2y dV If

+2 4— hb +2

AGi min RFLdx _dxá i

LRD dae Stet dede |

ſubd,
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ſubſtituïrtman fúrh, k u. w.-ihreWerthe,foerhâltman folgendeLEESA 49 1
VT "2 +2SF a U. . w.
ERE =87 k zl“75

Ae : “gapi+ Fbi cenc et

is GWS: LE
Entwickeltman diezweyteHälfte, und vergleichtdie mit

einerleyPotenz der unbèéſtimmtenGrößeg.-behafteten
Gliedermiteinander,ſd hatman

dV dV
:

]
pénis Gs “| +

Sane mV
EL E yt u. ſw

'
aS d2 V d2V

i

2+ 2—x y PBI m(m=1) V |
“er dxdy d y

2 af
'

Uz 6 0 w

DiecitdieſerGleichungenenebditdasSBéotühdex

HomogenenFunctionen,von denen man im Jutegralcalz-

cul oftGebrauchmacht, und ‘die andere Gleichungen
ſind.Folgerungendaraus. |

|

2 | a

Von derMethodederGterzet,
Um die im vovlieruebindènauseinaydergefeztenBe-

griffedes Differentialcalculszu ¡ergänzen,- ſo bleibtuns

noh übrig:¿die“Fdentität:;der

-

Differential- Coefſicienten
mit den Grenzen der Verhältniſſezuzeigen;welchedie

Zunahmender veränderlichenGrößenunter ſichhabenz
aus dieſemGeſichtspunctbétrachteted'Alembertdieſen
CalculundſeineAnwendungaufdieTheorie,devCurven,

. Da dieSuñctiónWit
+

Y 26:
u Ff ph + gha+ + u, wi (Né.2)

wird,
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wied,wenn ſih x in x + h véblodenttſo hat man,

wenn man den zwiſchendieſenbeydenaufeinanderfolgen-
den ZuſtändenbefindlichenUnterſchiedmit k bezeichnet,

i k = pl Faqs + rh?+ u.ſw,

undfolglich
k

=P + quer e EF Ue. Ww

__ Wenn k und hiverſchwinden,. ſo wirddie zwente
HälftedieſerGleichungnichtverſchwinden,fondernſie re-

ducirtfinur aufp, eine GrdßewelchedieGrenzedes
Verhältniſſes)der beydenZunaßmenkund hiſt(Einl.Nr.4),
und welcheauch den erſtenDifferential: Coefficientender

Functionu auëdrú>t(Nr. 11),

Betrachtetman p ſelbſtals eîneneue Functionvon 2

ſowird ſie,wenn ſichx inx+h verändert

p Fp'hFhs Eth FP u ſt,
ñennt man nun dieDifferenzdieſerbepdenZuſtändenks»
ſofindetman 280

Kk’ N
:

Y p‘+ gh + r'h°+ u. f,tv.z

À aA Ad
dieGrenzedes Berhältniß— wird alſo p/, oderder

Differential- Coefficientder zweytenOrdnungſeyn.

Nimmt man aufdieſeArt dieGrenze desVerhält-
niſſesvom ZuwachsjedesDifferential-Coefficientenzu

dem der veränderlichenGröße x; ſokann man alledieſe
Coefficientenvon einanderableiten,und ihreFormirung
wird aufdieſeArt durchausdie nemlicheſeynals inden

Nummero 9 und-10, Es folgthierausdaß das Berfahs-
ren, dur welcheman dieEEA desVerhältniſſesder

Qu-
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_ Zunahmenfindenkann, die Ausdrücke der Differential:
Coefficienten-

:

ES

|

du dzu “du

LE da? SEE
u, be409,

gebenwird,

93.

Nichtsiſtin Rúefſichtder algebraiſchenFunction
leichter,und die Nr. 18 gegebenenRegeln",findeneden

ſoaufFâlleihreAnwendung, wo man dieſeCoefficien-
ten ſucht,indem man ſie-alsdie Grenzender Berhält-

niſſeder Zunahmébetrachtet,weilman auchaus dieſen
GeſichtépunctdiePotenzenvon k odèr von dx welchehô-
her ſindals die erſte,auslaſſenmuß.

Man kann au< úberhobenſeyn,die logarithmiſche
Functionen‘und Kreisfunctionenauf Reihen zu reduciren

Jn derThat,es ſeyu = 1x,nimmt man an x werde

x + h,ſoveróndertſi< u in u+k; na< der Natur der

Logarithmen,müſſendiebeydenZahlenu und u + h

GliedereinerarithmetiſchenProgreſſionſeyn,indeßx und

x + h ihrecovreſpondirendein einergeometriſchenPro-

greſſionſind,Es ſeyr der Verhältnißnahmedieſerlez:
tern,ſohatmaù

x + hi

¿Z& =

odér
h'= (rtr— 1x;

und folglich
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beyder Progreſſionenſi verengen,- deſto. wenigerwei-

chendieProgreſſionenvon einem logarithimiſhenSyſtem

ab, und“deſtomehrnähertfichzu gleicherZeittérVer:

háltnißnahmedex geometriſchenPrögreffidndicEinheit;

|
|

|

Je mehr-abérdieFntervallenzwiſchenden Gliedern |
|
|

|

|
|

|

macht man alſoè = i =+ mk ſòkomnit_
k os. Ff

— EE A —— i
bi eZ R

mithiàwirddie Grenze eS

du TA 7 _M i

Ss Ste DW j

Î dx mL K MR

ſen, wenn man

Gis M
LL

macht; einmit ‘dem in Nr. 26 gefündeüèzAvaſt
mendès Reſultat:>

Hatteman u = aK,<würdeinandarausziehen

:

lu = xlaundES= dala,
woraus folgt

:

:

du = udxia= aïdxla,

Es fey CAE” EAN
LEE ü = sinx

ſo wirdman haben
u + k = ésin,(x + hb)= vin,% cos.li4+ Côs,XsiD,hi,

alſo
$ E

:

Re
¡zine

k==sin,€08,h+c0s,xsinh—u=sin.xc0sti+cosxsin.h-=sinx

==5in (C08,h—1)+€0s,Sinh,

Da abeë
E

|

E

R A

e bh!+ cos.bh!= Ï; TS

ſohat mán
>

Sinh!= 1=ecosh = (t+ cs h)(1cos.)
IFTheil, X folg-
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folglich
Sin.DI ona

i
AW

1 jr cos.

und-wennmandiesin den Ausdru>von«kſeht,o
Tommt

i —côs.h=

k = — sh. x

Lt

le

aeE

eos, x Sin.h
rf ¿ LT -j- cos. À

dividirt-man endlichdurc siín,h,ſo findetman
.

Kk
Í

gin h- ¿

E

R
A

ERE ER
Da nun der Bogendeſtowenigervon ſeinem‘Sinus

unterſchiedeniſt,"je klcinerer iſt;ſo nâhert_ſichdas
e ARS

Kk AS
: E ee

Verhältniß—— gegen a und zu gleicherZeit nä»

hertſidie zweyteHälfteder vorſtchendenGleichung
cos,xz man hatalſo

0
— ve Z

e (k

Te COSX ( ZI
i

Es

® Mau “wirdes vielleichtſonderbarfinden,daßi nicbtwie

mehrereAutoren,ſogleichſogeſchloſſenhabe: wenn h_ ver-

hwindet,ſo wird cos.hdex Südensgleich,cos.b— 1

verſchwindetauch,und
E

s
cos. hl = I

= {SIN X ——
è: SINA ST sin H

reducirtſichalsdaun auf
Kk
—- = COS, X.

h

== COS,X

.…_ Dies Raifonneutentiſabex nichtfirenze:deun sin,hund
h werdenzu gleicherZeitmit cos, h — 1'zu Null,und
man -hâcéealfo :

= = S Sin,X {+ 0s. x,

¡h O
IAE

;

Da
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Es ſeyu = éos. xz ſohatman
ü + k = cos.(x+ h) = cos,xcos.= sinxsinh

und
|

i

k = cos, (cos.h — N)= ih. % sin.h

E ‘ eO 5 SE

= — (OS, —
2

n

m S11N,KSin,h ;
AE e I “j- cos, h

woraus folgt
i

|

a R Sinh “ef.

—— N == OSK
“a

= SLUAS
ia, h IeE cos. Lt

X 2 diè

Dàzulder Ausdiu>t
L
—

= wélchèrgin,x behaftet,‘“ünbé-
__ſßimmtiſt, ſo.kanntuat léStréngenachnichtsausdiez’
ſexGleichungzièheu.Vêy meinem Verfahrenverhältes
fichabernichtſo,iveilitizn¿eytenHälftederGleichungK

i gin,
= SS CEL sìn,x cos, X
sinh I {+ cós hi

éiu GliedMiwird.

WenninàándieBeträchtungdéëunendlichfleinenÖrd:
ßenanwendet,wovon wir weiteruitenſprechenwêrden, ſo
giltauh nohbie êbengena<teBeinerkungz;in derThat;
wenn tnänſichbegiügtézu ſagên,daß derunendlichkleine

Bogenhzunendlichweuigvotn Radius untetſchiedenſey,und
daßfolglichcos. h — 1 = 0 ſey,o iſt«diesüichthin-

i reichendy weil,wegn sin,hiſelbſtunendlichklein,dasGlied
_Cús.z8inhmit cos,x durdie uncudlichFleineDiffereuz
cos. li — i multiblicièt,vergleichbarſeynkönnté:Alſo
nur dann,wenu zuvorgezeigtwird,daß cos.h — i von
sin,habhángt,d.;h. von einerunendlichkleinenGrößedet
aweytenÖrduung,dárfman sîn.

GRAlh== 1)vor cos;x

sì,h weglaſſen,
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die rene wird alſo
ón

E

dx

9e

Die‘Betrachtungder Steigen,fann ebenfallsauf

Functionenmit mehrernveränderlichenGrößenangewandt

werden; denn man hat alösdannfüreinerleyFunctionſo
vielverſchiedeneGrenzen,als unabhängigeveränderlichei

GrößendaWI
+ ſoiſtswenn u. eine Functionvonx und

i

vony iſt,
— -die Grenzedes Verhältniſſesvom Zuwachs

dexi zu dem dex veränderlichenGrößex, wenn

ſi dieſeleitealleinverändert;und Eiſtdie analoge

“Grenzein Beziehungaufx.
E

| 1 29S

Die Theorieder Differential-Gleichungenſtimmtauch

“mit der Unterſuchungder Grenzenüberein;denn wenn
man in der Gleiccung#(%,y)= 0, x ++ h ſtattx und

y +K fatty ſett,ſo wird ſie

vd fe + by + X)= 0,

zichtmandieVorgegebeneab ¿ſo hat man

fe +b += =o;
einRefiltatwel<es immer von der Form

Mb’ + NK -+ Ph° + Qhk + RK + u. ſw. =o iſ.

DividirtuNdurh, ſofindetmañ
:

2
k

Ub Em +B4R 7 +8 ſw. =

 twelches
y

=>
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K
Li a

— Ph QkK

i h N RK FEul fw.
giebt,wenn aber k und liverſchwinden,fowird die

GrenzedesVerhältniſſes2 ES

Af
oie

IE
BE Tr

43h

:

aX
r=

NG

worausfolgt LS

Ndy + nds=O,

Man kaún dieſeBekrachtungenleichtauf 6bhereOrd-

nungen als dieerſte,ausdcizuen.

96. |

Man wirdnichtverfehlenzu beobachten,daß, weil

A k |

der Ausdruc?—unbeſtimmtiſt,das Verhältniß2
eben-

fallsunbeſtimmtſeynmuß, wenn man k=o und h=o0

annimmt. Dies iſtder Einwurf den man gegen die Me-

thodeder Grenze macht;es!ſcheintmir aber ‘leichtdie-

ſenEinwurfzu begegnen;dein ichfeßenihtab, wie

man nôthighabe,das Bérhältnißder Zunahmehund k

zu ‘betrachten,wenn fieverſchwiiden,noc wieman

zu begreifenſucht,"daß die Größenein
‘

Verhältniß

beybechaltenkönnen,wenn ſieaufhbrenzu ſeon, Die

Grenze eines Verhältnißiſtkeineswegesdas Verhältniß
ſelbſt;aber eineGröße der es ſic ſo weit man willns

hernfann. Da nun diesgerau in Abſichtdes Verhält-
:

k y

:

niſſes— wahr i, ohnedaßh und k Nallſeyn,ſotrrift

der Einwurfnichtim mindeſtendem Calcul der Grenzen
_an ſichſelbſt.Man toird in der Folgeſehen,daß die-

ſerEinwurfeben ſowenigGewichtgegenihreAnwendun-
E

f

geir
4
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dungender Methode der Grenzenhat, weil dicſeMe-
thodenur das VergleichenſolcherVerhältniſſevon Linien

zum Gegenſtandehat, die ſo wenig als man willvon
den Geſuchtendifferirenfönnen,und daß diealtenG:o-

«meter,úberderen Genauigkeitman feinZweifelerhebt,
immer zwey Größen als gleichangeſehenhaben,deren

UnterſchiedkleineralsjedegegebeneGrößewar.
"Man könntealſoden Differentialcalculanſehenals

“wenner zum - Gegenſtandedie Unterſuchung der

Grenzen dex Verhältniſſehätte, welche die

Zunahmen der veränderlichenGrößen unter
ſichhaben, wenn man die Relationen dieſer
Größen kennt, und unter dieſemGefichtspunctewä-

xen ihreReſultateauh no von den beſondernWerthe
derZunahmenunabhängig.

97 :

Leibnit,einerder Erfinderdes Differentialcalculs,
hat dieſenCalcul auf eine wenigerſtrengeArt-als die

“

vorhergehendenMethoden ſind,vorgeſtellt,aber dem-

ohngeachtetbequemerin der Anwendung,und aus die-

ſerUrſacheiſtes gutdieſeBorſtellungsartzu kennen.
Er nimmt an,daß die veränderltichenGrößen- unendlich
leineZuwachſeerhalten,und. von ſolcherBeſchaffenheite
daß man ſiedex.endlichenGrößen gegenübervernachläſ-

+ figenmuß, dergeſtalt,daß dieſeZuwachſeniemals an-

dersalsuntex ſichverglichenwerden können;„er macht
ferner.folgendeForderung,daß man nach Belieben,

zwey Größen die unterſiv nur um eine unend-

li kleine Größe verſchiedenſind,eine fúr die

‘andere nehmen kann. Hierausfolgt,daß man in

derEntwicklungderZunahmenderFunctionen,allePo-
:

/ tenzenM
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tenzenvon dx, dy « . Höher als die erſteweglaſſenmuß,
“ Um alſodas Differentialvon xy zu erhalten, ſoenttoi-

“delt‘er das Product+ dy + dx)=

= xy + xây

+ ydx+ dxdy,zieht’hiervondie urſprünglicheZunction
xy ab,und“läßtdas Gliedaxdy weg, indem ſolchesun-

endlichFleinin Betrachtdexbeydenanderniſt,daher
iſtd.xy = xdy + ydx.
Ju dex That, fanndxdy als

_ dasvierteGlied
dieſer-Proportion

À Ts; dx = dy : dxdy
angeſehenwerden;wennalſoäx in Betrachtder endlichen
Größen,von derſelbenArt alsdieEinheitunendlichkleiniſt
d. h.wenn es in derEinheitunendlihmalenthalteniſt,
ſowirddy dz auh unendlihmalin dx, oder in dy ent-

haltenſeyn.

DieRegelderDifferentiirungvon xy führt,wie
man ſolchesNr. 16 und.17 geſchenhat zu den Differen-
tialenvon: allen algebraiſchenFunctionen;und was die
tranſcendenten.Functionenbetriſt,ſohebtdie Annahme,
von unendlichkleinenZunahmen,vieleSchwierigkeiten.

In deù FallderKreisfunctionen,¿.B. erlaubtſie

dên Bogenfoanzuſehen, als wenn ſolcherniht von ſei-
nem Sinus unterſchiedenwäre,unederCoſinusalsdem
Radiusgleich.

Die SEULekidder Differentialausdráe,iſteine

nothwendigeFolgeder LeibnitſchenMethode;denn nach

der oben in Betreffvon äxäy gemachtenBemerkung,ſo
fónnen nur Gliedervom geringſtenGrade bleiben;alle

anderemüſſendieſengegenüberweggelaſſenwerden,

X 4 WOR
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1 Gehtman zurzweytenOrdnungüber,ſo ſichtLeibs

: nisdie Differentialeder zweytenOrdnungzals unendlich
Flein,inBetreffder DifferentialedercrſtenOrdnung an,

undfolglichalshomogenoder vergleichbarmit dem Qua-
dratenvon dieſenhier.Es -iſt--leicht-zu ſehen«- daß:dieſe
Annahme einenothwendigeFolgevon:derjenigeniſt,die
“inBetrachtder Differentialeder erſtenOrdnung gemacht
iſt; denn wenn man z. B.-in Mdx + Nady,zugkeicher
Zeitmitdx und dy,die in M ‘undin N enthaltenexen

undys variirents ſoerhâltman ein Reſultatvon

‘derForm
Md?x -+ Nd°y+ Pdx* + Qdxdy+ Rdy?;

aberdx?, dxdyund dy* ſindin Anſchung.von dx und

dyunendlichflein,es muß daherderHomogenitätwe-
gen dx und dy inBezichungaufdx unddy nnenfleinſeyn.

Es folgthieraus,daß, um die¡weytén,drit:
ten u. �,to. Differentialezu finden,man die

- Di ferentialeals neue veränderli<heGrô-
“henanſehen muß, die ſelbſtihre,inderhöhßern
Ordnung geſetztenDifferéntiale haben, und
aus dem Reſultate alleGlieder von einer hó-
hern Ordnung, als dieſesweglaſſen.

Ausdieſen wenigenRegelnlaſſenſichalleverſchie-
deneVerfahrunasartender Differentiirungableiteny und
man ſiehtdaß ſieallediejenigenenthältwelchewir he-

reitsgegebenhaben.DieBetrachtungendieuns ſoeben
dázuhingeführthaben,, verdienenbemerktzu werden,
weilfiein den Anwendungenſehrbequemſeynkönnens
ſiewerden übrigens,nachdemin den Lauf dieſes-Capi-

tels entwickeltenPrincipieny ÉeineDunfelheitwéêiter

Jabel :
;

; “A J<
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Jch' werde hiev niht von derjenigen Theorie rèden,

welche ÎJcewton von dieſenCalculsgab, dermit Leibnißz

den Ruhm, den Differential-und Jntegral-Calculentde>t

zu haben,theilt,weilſieaufdie Betrachtungder.Bewes
|

- gung beruhet,welchederAnalyſisund der Geometrie

fremdiſt.
t

Ichkann hierHerrnLacroix nichtbeyyfliten, denn

bloßeBewegungohne daß man dabey an Kräftedenkt,ges
hôrtin die Geometrie,wie ſelbſtdas zeigt,was in derſel-
ben Anfangsgründen

“

von Entſtehungdes Kreiſes,der Kuz

gelund desKegelsgeſagtwird,

Selbſtnachdem Begriffeder Griechengebdrtédie Bes

wegung zurGeometrie.denn in dem Buche von den Schne=

>enlinien,láßtArchime deinegeradeLinieſh im Kreiſe

drehen, und aufihrindeſſeneinen Punctförtgehn.Zur
- Quadratrix, erfodertDinoftratus daß ſi<einesKreiſes
Halbmeſſergleichförmigdreht, und einegeradeLinieim-
mer einerTangentedes Kreiſesparallelgleichſörmigfort-
rú>t.Man #.KäſtnersgeouetriſchenAbhandlungenIL

Saniano23 Abh, 33Paragraph.
G,

Xs Zwey-
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: QweytesKapitel.

Ss

Sweytes Capittel.
4

Bon den. E analytiſchenGebrauch‘des

Differentialcalculs,

‘04 e
u

93.
2

_ Vonder EntwilungderFunctionenin Reihen,

Ds Verfahrenvon welchenwir in der Einleitung

Num. 20)Gebrauchgemachthaben, um die nte Potenz

+ einesPolynomiumszuentwickeln,läßtſichbequem durch

dieRegeln-desDifferentialcalculsableiten; denn,wenn
man dieſesPolynomiumdurch

« + x +/+

vorſtellt,und man”

LEES +x ++ eesmA BaCx°4-Dx?+ Ex*

: +...

mat.und von beydenSeitendieſerGleichungdas lo-

garithmiſcheDifferentialnimmt , (Nr.20) ſofindetman,

nachdemdurchdx dividietif
: _u(ê+
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(6 + 2x + 0x + gex 4.)

di

JAK

je

R + dx +x e

“Bf 2Cx 4+ 3D aja Ex) +

= Bx+ C + Dx? + Ex +

Läßt man die Nenner verſchwinden, und ſettdiejeni-

gen Glieder die einerleyPotenzvon x injeder Seite

multipliciren, zuſammen‘einanderabe ſowird-man
dieſeldenGleichungenwie Seite50 erhalten,indemman
jedesmal& in a, s in b, y inc, Fin d, e in e u. �.w.)

verändert,Der erſteCocfficientblcibdtin dieſenCEatculs

unbeſtimmt;es iſtaberleichtzu ſehen,daß, wenn man

x = o madt, man «n = A habenwird.

Es ſeydieZunction-algungiger
(« 4+ 6x + yx?dx tres Ms e „Jm

(e + px + yx? + 01x80E
+ «D

= A + Bx + > + Dx?+ Ex*e
Nimint,man von jederEREdieſetBleichungdie Loga

rithmen,ſokommt:

mlg.(æ+ ax 8h ++.)

— nlg.(a + 2x ++ px +)

= lg(A + Bx + C + DF + ES +.)

Nun findetman fernerdur die Differentiirung,
MiA yx TOX AER Pia e)

E

n R E tx PS

e E: ral LE fleo BE SS E E
E MCA ELL Mata

zs
Bt 2Ck +i3Dx + 4Ex? Fas

À + Bx Ck + DA + EP
Bringtman dieBrücheaufeinerſeyNennery ‘Vévſete
alleGliederaufeiner Seite, und fegtdenCoefficient
einerjedenPotenzvon x, jedenbeſondersgleichNull,ſo

|

wird»
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AS
man folgendeGleichungen erhalten, deren Geſet

:

<t zu faſſeniſt..
:

æu!B et 4
—- m g «!j EA

e TP 1e B
+ 2nay‘7 ES

— (m — 2)8«“Í+ (n — m)8 82>A zi!6

1

*

taré 2m ya‘

Zau be 4e ar Gn) #1
—(m—2)0) T(n— mtg 4%: B

Ó

_— eb u
# Znæd‘]
+t(en—m)8y
a2 my 2

= mda]
DieſeGleichungen>

den erſtenCocfficient-Anicht,
naht man aver x =

0, ſohat man

— = A.
en

‘

99.

Die Méthode,welchewir in den vorhergehendenBey-

ſpielenangewendethabenbeſtehetdarin die angezeigten

Potenzenverſchwindenzu laſſen,und zwar vermittelſtder

Logarithmen,denen man ſichna<gehendsdur< dieDif-
ferentiirungentlediget*);weilman aber auch die tranſ

cendenz

+)ShnehierLogarithmen.anzuivenden,fanti“man auch fo
verfahren,‘es ſeyenY undZ ¿wey beliebigeFunctionen

vonx undesehi:=ſoi
ny IF
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*cendenten Größen einer Gleichung verſchwindenlaſſen

el
indem man ſie mit ihrenDifferentialencombinirt

Num.53),ſo hindertinihts,auchbey ihnendieſeMe-
Lasanzuwenden.

Eine dereinfachſtendieſerFunctioneniſt
le.(e +1.8x +T yx2+ ++. );

wenn man ihreEntwicklungdurch
A+ Bx + C2 + D FES +t,

vorſtellt,und man das Differentialder Gleichung

Is.(«+x tyxtOx Tex, ES TE:

nimmt, ſofindeman
2 g+

j
DyR-X

dytt Zz

oder
E + nydy= yde

foiglich
i

ß

nzdy = ydzi 1

-

;

Es ſeyfernerauh u eineFunctionvon x und es ſey
n

e Ue 2s

LL

ſoift /

mum-T da HU dy 4

pp
1m 1m u

m. — du —n. — — du = udz
J I

oder
u

m, zdu = nz — du. = udz
:

fic pa

folglich
: z(mydu — nudu) == gudz
Indeſſenwürde ichhierdieLogarithmengebrauchen, weil
liedieNechnungverkürzen,

Y

G,
4
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pui ex Puy 5 ;

ES
und man wird die EoefficieutenA, B, C, D, » » » wie ge-

wöhnlich beſtimmen,
Wir wollen no< als Beyſpielnehmen

Sin.(æPêxiyxADs Pv) ATB TCz HD FEx+...
und wollen um- abzukürzen

+ Bx + 4x2 + de!+. A
À +Bx Fox + Ds F= y :

_ maßen, daraus gehty == sim.u hervor;und wenn man

di�ferentiiet,ſofommt
dr == du. tos,u

Man könnte‘cos. ù vermitielſtder Gleichung
REET

A

ER

NEMER

2p

cos.u= V1 _— Sin,UZ

eliminiren, welche
-

:

TOS, Ü = Viy
gicbt; uad man háttealèdanñ

E daA — yz;

man müßte aber‘in dieſexGleichung“no< das Burzel-
zeichenherausſ<ha�femUm dieſeUnbeguemlichkeitenzu

vermeiden,ſowird man dieſeGleichungdy = du cos. u

zum zwehtenmaledifferentiiren,und es wird fommen
:

dy = dR cœur du? ¡inu
RE A eni d

ſeßtman für sin,u Und cos. u ihre Werthéy und Z „ fo

wird man haben

d2 y = Zd2y — ydu2,oder
du

à
dud2y — dyd2u+ ydu*=o.

Fet wird nur nocherfordertſtatty, dy, du, dau,d'a.
ihreFretihezu ſubſtituiren; aber

A

mE

A

. y =

.
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R AR ET Sc >

giebt

dee acs 07 3Dx2Pais 1d 6

dE OLD E J dx2

und um mi< nicht in zu weitläuftige Ealculs einzulaſſen,
ſowerdeichdie vorgegebeneFunctionauf

Sin,(æ + 8x + yx2)

reduciren,indem ih, e, =0 mache,
In dieſembeſondernFalleiſt

du = (8 + 27x)dx
dzu = 2yâx2,

/

:

i

du? = (2*4-682y/x41287/2x2+87as
vermittelſtdieſerWerthewird die Gleichung

„du d2y —

'

dyd2u+ ydu'=

dur< dx theilbar,und man ſienachx ordnet,ſonimmt

ſiefolgendeForm an

22C =| 68Dx -jpI2gEx2 f=

= 4yCx -f 12/Dx2 +.

A O82 Ax-+128/22Ax ja 6%

+ 6 Bx 4-6824Bx2+«

+ &Cx2 1. i

—2yB— 4yCx — 6yDzE —.

Wenn man dieCoefficienteneiner jedenPotenzvon x

gleichMull ſet, ſowird man Gleichungenerhaltendie

GO Ec . beſtimmen;was A und ß Antheilſomuß
man zu den Gleichungen

7

|
e
O

i
|

is

= sin,u und 2 =

ECOS
du

Zufluchtnehmen. Wenn man x = 6 annimmt,ſoed
die” erſteGleichungA = sîin,«, - und die zweyte gießt"
B = cos. «, Weilfi< alsdanny auf A, u au a, dy auf
Bdx, und du auf #dx reducirt,

1ed.

%
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Et

IVO,

Das TagloriſcheTheorem bietetein “eben.foeinfa:
_<es als elegantesMitteldar die Functionenin Reihen
zu reducíren,und zwar wie.folget:

Wenn man eine beliebigeFunctionEG) dury vor-

ſtellt,ſohatman ga
12)

bh
h day h2

Ant SA y+J 1 Meia A
zd 2

SÉ, s

dye M Mr :

EE e N

ds rg tde2h 252.4

Macht man x = ©55z*ſoverändertſi<(x + kh)in #(h),

und, wenn mas durchX, XV, V, , „dasjenigebe-
dy 2p: a?e

zeichnet,wasY, Y iat âxTed 2:
E wird,ſohatman

in dicſerHypetheſe,-

EE ri.ri
=

rd,
hh?

HFh. eme rh y

dS
EE

E 4

DadieſeGleichungſtatthat,was auch immer S:Werth
von hiſeynmag, ſofonnteman x ſtaith,ſchreiben,weiches

bey den Größen LL,Y, 7. die dieſenBuchſtaben

-

nicht

entaten,andert
und man Lasalsdann/haben

„ZB

{()= Y +R E A E SE FE n 5i i. 2

dieOperationenwelchewit úber dieReihe
:

dy h dZzy ME
|

Pude LL agsTia

gemachtßaben,um zu dervorſtehendenzugelangen, re-

 ducirenſichdarauf,in denGrößen y,Z,m
x= 0 anzunehmen,und nacgehendsx ſtatth-zu ſeßen;

. wie könnenalſofünftigſchreiben
|

«“ e. +

tz

Z(x)+
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By &X> df x2 d°y x:

MURE D Ts E Sri LLE
indem wir uns exinnern, daß man; in die Function
x und in jeden ihrer Differential-Cotfficien-
ten, x =0/ machen: uM EinigeBeyſpielewerdèn

:

dieſeserläutern,
TH

:

101.
EsGoi1, y = aX die zu entwielndeFunction;

ten: man x = 0 mat, ſo hatman
y

TataYia-a® at

dSdafolgt;
Y°= I;

Ferner i

dy puntaaxla ] ffTRdx
A | |dz

= E ax(la)2© gebenaas(la)?

|
d3y
R E 3 Y! == (la)?
T= a) | |: (la)

f ‘U. ſ wv.
7

U- ſ iv,
folglichX

ie
ta

SHUS
:

:

a*=[1 +. ZLdp i PLE—+.
TO2z=

Es iſtleichtdur< dieſesVerfahrenwahrzunehmen,
daß man nichtim Stande iſt,nah gáñzenund poſitiven
Potenzenvon' * eine Functionzu“entwickeln,die ſo be-

{hafenwäre,daßdie GrößenY, LX,Y, Y, ün:
endlichwúrden. Wenn man z.B.y =1x hätte,ſo iſt
in dieſemFalle

E

n

ILTheil, E
:

dy



338 Zweytes
*

Kapitels
dy «=

1-% 637 d°y 2
(lâ das E AES

/ und die Annahme von x= 0,macht’ dieſeGrößen€3ens

‘ſowohlalsy unendlich.Wir“bemerken ‘im“Borbeygehenz

daß es nichtnothwendigiſt,daß alle,die-Größen„"Y,

Y‘, Y/t,.. . auf‘einmal unendli< werdew,,tamit diëé

Reduction in einer Reihe in der angenommenen Form
nichtſtattfände;wir werdenwieder auf dieſenGegens
ſtandzurú>kommen, und werdenalsdannzeigenworan
dieſeSchwierigkeithaftet.| ¡a

!

_Hâtteman ſichy =-(a +x) SdinegtdnE:ſohätte
man

T
D . guarnn a.

E

amt
+

3

A

LT E L 2

2 1 a a ZT: cs

and
>

'

Á x?
(a KL): es tA — _—_——— — — 06(a ? i

+
a u

+T
Za?

gehabt.
:

103,
Man wird-ohnedieſeMúhe , das:ſoebenvorgetra-

geneVerfahrenauf die Functionensinx und cos, ‘añ

wenden;man wird fürdieerſtefinden
TL =co4 V aT, VEL

 tvoraus folgt
|

S
x?

: x
SIN, Xx — X _—

E

e dS

1.2.3 1:2:3-4.5 ;

undfúr die zweytefindetman

= Vom mo,

voraus folgt j

x2 x®
cos,X === LT IDES. RED fi —_— 5 >. (3

I, >
E

1,2-3,4
ö

WP

:

+

è “Re
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Reſultate,welchemit denen1n iedEinleitungNum,a5
ſtimmen.

Es ſeyauchzu enttoickeln
sin,(« + Bx +x)

ſowirdman haben

y = sin.(e + px + 0x2)
dy

,

E.
= (6 + 2yx)cos,(e + x + yx2) E

TS)

a
? 2ycos. Cta (tay) ain,(têetyx|

u. �.ww.

und.wennman.
x= 0 macht,ſoiſ
À == Sin,æ

Tes cos.&

Tun 2ycota — 2 Sin,m

uf. w.

104,

Wenn inan dur y den BogeneinesKreiſesvorſtellt

deſſensinusx ſey,ſo wird man die Differentialgleichung
dx

dy = ———
; I — #2

haben, die uns zu der Entwickelungdes Bogensna<
den Poténzèndessiñus führenwird, Wirklich,zieht
man daraus

1 A 7

(0R SV Aa

LL.
eze:SRO

aiii
ttt
Íg

iA
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d2y *
=

3

REES
E

d’y L 9x2
SER REP

(TS LIGAR
dt‘ R C ENNE 2

: 7 cian 2 N
+

2

ci
(I1=—x2)2? (I— x2 /#

d'y 5.3 2,6: 90S

o

SFERE <

EY z
CTE (E22) C (8J? (1— x2J®

T UU, . rw.

_Maehtman x = 0, fo findetman

OS
Y

==1, Y =0,; TOS CEQ;
,

Ú=3, en
und folgli

|

E
E FE

y =x BPE EE 2
E

gir können aber das allgemeineGlied dieſerReiheun-

"mittelbarerhalten,wenn wir bemerken , daß

do+fy IL Is
arb a ÄH:

REEE

EFA

“dx+r dxn Vi #3 XE,
denderallgemeineAusdendvon

Ñ

“. «
id

: V1—
‘welcherSeite218 gegebeniſt,vernichtetſi{<,wenn man

x=0 annimmt allemal,wenn die Zahl n ungerade

iſt,und wenn ſiegeradeiſt,ſoreducirtſieſichaufihrlet-
tesGlied,welches,wenn man die gemeinſchaftlichenFac-
toren imZählerund

EE asLAc Te .. (n—1?
Qe O D aanen n

wird. Das allgemeineGlied

)
« n(n=1)...I

“S

duty
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dnÞTy X04T

H gun ATE ME
der

AudenReihe, wird alſo,indemantür
la duty

: antIx_9
den Werth von

A git Z
E

ſetzt,welchenman ſoeben
TS R Ma efire

ad di e

2.4.6.8. n(n+)

gefundenhat,, man ſiehtÉbazensdaßÿn +1 ens LS
digeine ungeradeZahliſt. “À

Schreibtman sin.yſtattx, und giebtn “dieſucceſs
ſivenWerthe0,2,4,6,.-.ſo wird man folgendeReihe
bilden:

|

i

: +b

sin.y* 38m ye 3.5Sin.y2.0-3.5,75inSE
LE RS 2.4.5 12.4.6.7 2.4-.6.859

/

: o e e

Die Art aufCIEtts dazugelangtſind,hatden Vor-

zug das Geſet,welchesdieſeGlieder folgen,kennenzu
lehrenund- welchesman nah dem Vetfahrenvon-Ne.45.
in der Einleitung,nichtſogleichwahrnimmt.

Durch dieſeReiheberechneteNewton die.Längedes
Umfangs’einesKreiſes.Wenn man sin.y= 1 macht»
ſogiebtſiedenBogenvon

E
SiB 299% PPB deL

TURE 2065Te4:0.7 *L468 Boule’

Nähme man sin.y=: an, #o‘hátte:man-alsdann den
-

Bogen von 30°durcheine no<convergirendeReiheals -

dievorhergehende,denn-man fändeden Bogen von“

30"
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EE 3.5.7o”=t L+ +> EN3° TES3 Fa eo RTTagg
manerhäâlt die gahzeLänge des"atis wenn man

das Reſultatdér erſtenReihemit 4, oderdas derzwey-

ten Reihemit 12 multiplicirt.

È TOF.

Wir wollen zurUnterſuchungdes Bogens durchſeins

Xaángénteübergehen;wenn man den Vogen y ‘und.ſeine

Tangentex nennt, ſohatman
u des Bu

ARENA deinYA + Ks
-
toorausfolgt ñ

e EE 2x

dR
7

R de TRR
Á d’y : 2 See®

e:

Et)
Wy 7 24x 48x"

Ei TCE
z

Vyp 24 2 ZRR
ax

Fi

ET te Tn E

ET
u, ſws

und wenn man «=0 macht,ſofindetman

«Y=0;Y'=1 Yx=0, YUU 2, E Va=0, DOSS4 3.45

SA

i ú.ſ.ww.2
man

i
hatalſo E

DB PS
—_— x —— SE E

C RLY
iZ

E
5

DasGeſetzſpringtgleichbey den erſtenGliedern.indie
Augen;um ſi aber zu:überzeugendaßdas Geſez eben-

falls beyiden:folgéndén.Gliedernbeobachtetwird, #0muß
‘man; wenn“ man“ willyſeineZufluchtzurFormelvon

Num,35As welchedas nts Differentialder Fune-
tion



Gebrauch: desDifferentialcalculs.342

tion(a + bx + cx?) ausdrúd>t. Nimmt man darin

r=1, 2 I, b=0,q=1 an, ſogiebtſieden

Derthvondn, UVE72) |

#) Ih glaubeverpflichtet“zu ſeyn,bemerken‘¿ulaſſen,daf,
wenn man inder Gleichung

dye

Le
A

r

,

CE Vi = H Vi — x

in einerRekhereduciite7ſshätteman
MOLAeE

E TTC M

Ps, 76 ZEN :

ve Gr ialFRS 7EL= +taab ‘3.4
y

2 L172. 3

Tias Cav
ZA

;

#° EE
2E -

2
TE x dh Wi

z n

Tein
2 4

Tn T ¿245 E

v4

FTEzit A US LP
2.4 2.4.6 :

:

... n—-1 E

EE

4 +Z056-.
0

—

1

Ixn EEEES

2.4. DisrA N
#

Weun nan End KB, C, MESSO dieCoefficiente
dieſerNeihevorſtellt,ſo wirdman haben

d a
: QUESA Aa -+ Ax? + Bx? = Gx +...ENZO ¿»y
_d&

:

undwenn manu differentiirt,ſokömmt
d°

A= -2Ax “ir46x)+ 6c Tb Nzm-r +s

3

= = 2AVis +5.6Cx*+

+ (n=—1)nNx-%fe 0

:

“ántYy
“4GA ou e TS 000 nN-+2.Li A

Wenn



344.
|

Zweytes“Kapitel.

10S!

Es iſtnichteben ſoleichtdasallgemeineGliedderjeni--

gen Reihezu finden,diedieEntwickelungdesBögensnath
„denPotenzenſeinerTangente,vorſtellt; denn,wenn man

die Benennungenumê?ehrt,d. h. indem man den Bogenx und
uneTRE y nennt, ſohatman

i

¿ | dy
ds = ——

' LEAund folglich

dy > ia N
|

‘dxTENwi:TRO:
Der Ausdru>vôn2:hängtalfoälêdann’von derFunc-
tiony felbſtab,-

: Wenn

Wenn.x Eto, ſoveſſGäindealleCoefficientenvon ein

fy
ungeradenOrdnung; und == reducirtfichauf 1.2...

: alſo j

dtr y xn+{LT

1k PE
y

TED LZ

e NRE, 1.3.5... (n— ODxr+r
wird“———, oder

:

/ n+ 1 2 2.40.6 0(n + D

fürN ſeinWerth ſezt.
as y HS ;

|

Neducirtman in-derGleichung= =" LS
dasBinos

__wium(1-+x?)-xin einerReihe,ſshat man N = +1,

»_ wenn.mar

je19bdeutdaß— eine‘geradeoder ungeradeZahlſeyn

Nxntr xn-L
Z

; wird,und das allgemeineGliedE wird V

DE A.
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Wenn-man- x + 0 macht- ſoRsmany =0. und
ds

y

t Agidx
id

mitHülfedieſerWerthe„ und indem.man mehreremále
hintereinanderdie Gleichung

:

dy
è

i I
“972

dx
MNS

differentiirt,ſowird man finden
a2 d° a”
LL Ss O, LE en

i

AS Bas

Pran

mf O,
AXE ed ds : dx

d'y AF dy?— =16, —=0,  — = 272, uf

iin. BOREaK x: den
LE nflare

daher
: Ds 2x? 16x: 272. x?

= — + PESTE CHUY
I 12,3 L244  1,2-3-4490.7

/

Um dasallgemeineGlieddieſerReihezu finden,wüßte
man denAusdrue>von; dn. (1+ y*) kennen,wenigſtens
in dem Fallvon x = 0; man. ſiehtaber, daß da fein
Differentialvon y als beſtändig-genommenwerden kann,
ſo-muß-der geſuchteAusdru>kſieallebis mit zu der von

derOrdnungn; man kann alſoauf dieſeArtden Coefs-

ficient7 nihtanders alsvermittelſtalledieihm vor-

„ hergehenden,aus?rúcen.
Jchwerde-mic nur deswegeneinenAugenblich"bey

dieſerUnterſuchungaufhalten,weil fiemid Gelegenheit

giebt, zwey durch1hreForm BemerkungswertheDifferenz

tial:Reſultatekennenzu lehren,
:

107.
“Jebemerkezuerſtdaß man

dr(1+y*)= dn .y? = do(y.7)
Ps hat,
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“

hát und dáß ‘die Reduction dec ähnlichenGlieder vers

hindert, das Geſeßder Bildungder“fucceſſivenDifferens
tiatiónvon y2, wieder zu ecfennen. “Um dieſeReduction

Zuvermeiden;ſonehmeih an man hâtteyz anſtatty;
alôdann,indem man mehreremalEE differenz
tärtféndeih
À yizzy dz -+zdy

dz, yz=yd2z-+2dydz+zd2y3

:

d'yz=yd3z43dyd2z-+3dzd2y +2d’y
d* yz=yd4z4-4dxd2z+46d2yd2z-i-4dzdy+zdy

| a fb Wei

Die AnalogiedieſerFormelnmít
+

dalenPotenzendes Bi-

nomíums iſtin dieAugenfallend,und ſiewird vollkoms

mendevidentdur einUs in.Num, 31 ähnlichenVer-

fáhren.:
29a

n VeeTYut esſey
Ao yr==ydnz4Adyd-1z+ Bd°ydn-2z-+Cd'ydn-32+,

wo tc ‘beſtändigeCoefficientenſind; - tvenn

man deſeGleichungdifferentiict, ſo kömmt

ds y2=y dot eH raahaatPIESECISydî-2s
12 APE PD] jap

und man. ſiehthierdur<,wie in der angeführtenNum.,

daß die CoefficientenA, B, C, « « « ſi< ebeñ ſo wie die

der correſpondirendenGliedern der Potenzendas Bino-

miumbilden;man wirdâlſohaben
*

|

_——a ydn-2z>dn,Yaydn Et
—mdyda2z+-

Die EntwickelungbAM: cióalſodieEntwickes
lung voû d°.yz geben,wenn man an dieCaracteriſtik

_& dieExponentenanbringt,welchediedz und dy haben,
und indem man beobagtet,daßd’y= y und d°z = z,

Den
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Den Aüsdrue>kvon 424 ytu zicht man aus den von

‘di, ye, tein imán écu’an ‘die Stelle von 2; und @ tu,

a, tii, än! Die Stelle von Az, 42, 4a. ſubſti:

tuict;man’ wivd alſoein‘véllfohimen‘analógésReſultat

fur die- EntwiElungdesTrinomiüums {7+t 4 uo

finden.
Dieſes voräusgeſetzt, wenn man in wirs,== y

machte,ſohâtteman den Ausdru> von A". y’;und es

iſtleichtzu ſchen,daß allein der Formelvon den duſ-

fernglei weit abſtehendeGtieder,einandergleich.find:
da nun die ganze Zahl dieſ@æGliedern + 1iſt,ſo
iſtes evident,daßesGnügte,zweymaldieSummeder

erſtenTEAGligdexzu nehmen,um denWerthder
ganzenFormelzu haben;wennn ungetadeift.Wenn
aber n geradeiſt,ſo enthältdieFormel’ein mittléres

Glied; wel<hés-diedurch=+ x angezeigteStellehat,

und welchesE iviedéttpitiſt¿man muß‘alsdanndas

doppelteder D
+

erſtenGliederyehmenund dazudieſes
:

mittlereGliedDA )

108.
‘

Mit Hülfe,dieſerBetrachtungens und dexGleichung
ue

dy
D =1+ 7°zufolge„diedx it

dnkIy_ do(T4+y")LEYES
|

Ce fdacti)
251 dun, nt

gieht,wird man ſucceſſive
N

= Mh) AEPESEEel
E A AS

machen,
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machen: Sett man aber x = 0;-fo ‘vernichten_�ich alle

Differential- Coefficienten von einer geraden. Ordnung ;

undes bleiben nur die von einer ungeraden Ordnung;
wènn:man alſodie BuchſtabenY‘,Y‘,Xan dieStelle
von jederder lezternſubſtituirt, ſo:findet-may: -

> E

LAL. E

VTvraii2i4 aid

vr =2. GYDiE e¿è *

2,3:

af 87.6 18) ?
Y =2.

LEK
Y vs ——— VH, Le

| 184 ¿3-F
:

.

7 y

C1186 g ILe 6
YX! = 2.TOY.Ys«paupeevitEBT Fu

z

T0237
2

Ï

Le 23e “d+5 N

Man wird-allgemeinhaben
f LA

FOIS: Zy Vo) E————.Vf (0=59)
26

+
n(n—1) (n=—2)(n—3)(n—4)tr füt. i,

1.2.3-4.5

‘Mangi die Aufmerkſamkeithabendiſe:Reihe nicht

weiterals biszu dem.Gliedezu treiben,deſſenAnzei-
j

N°*
G

Irs
2

geek iſt, wenn mine geradeZahliſt;und in

.

n iR i tf

dem Falle,wo —
eine ungeradeZahlwäre, müßteman

nur,da man aufdas mittlereGlied kömmt wovon wir

oben geſprochenhaben,nur dieHälfte.ſeinesCoefficien-
“tennehmen.- Alles dieſesiſtanalogdem tvas in Bezie-

hung auf die Reihender Sinus’dex vielfachenBogen in
Num. 42 der Einleitunggeſagtiſt,und wird leihtvon

denjenigenverſtandenwerden,die_ſichdieMühe nehmen
cf

- die
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die Formeln zu entwickeln,welchemanWegenihre Range
woggeiafenhat.

;

:

109.

Man hat in Num. 92 geſehen,daß diéBêttachküng
der Grenzen zu der TheoriedesDifferentialcalculsführt.
FſtdieſeTheorieeinmalfeſtgeſtellt,ſo leitetman davon

leichtdieVerfahrungsartenab. die dazudienèndieFunc-
tionen in Reihenund dasTayloriſcheTheoremzuent-
wickeln,

iS

:

TIGT

“Es ſey
|

e

PA Px M CAE OSS HE 044
wenn man dieſenAusdru>diferentiict, ſoE man

vd?

TS= B+ 2x + 3D?+ 4Bx’M

Fd Z

SS
=2C + 2 3Dx +34 +T.

dy : SEA
2 APC VNRE

u. . to.
,

Wennübrigensdie Form der Functiony bekannt iſt,ſo

wirdman inx den Ausdruckder Größen
dyE dy*
dx? dx? dx?

LE AIN

habenzbezeichnetman dur<hY, Y, Y, Ya, was

dieſeGrößen“werden, wennman x =0 mácht, fo wird

"manaus denobigenGleiWungen,wenn man darinx=0 añnimmt.Si

Y»

4 Cif
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üisheny,woraus: =

E

x2
4

ga ipo gt 4, BAvAULLEvn

tz

> 4‘ 1¿2»3Z-,

wiein -_Num,100 A i

; Wenn man die -beliebige Function{GE + bh) nay
Potenzenvon khentwi>eln wollte,� maté man

:

f(x + hb)= A -+ Bh + Ch? + Dh! + Eh* + ..,

und wenn man -in-Veziehungauf h differentürtey ſo
würdeman finden S

A

i
<4

ZeCT = B+ 2Ch +  Dh2+ 4Eh 4 5

Ws
d*. f(x4-h)-h)
Tan”

LAER= 1.2.3D+ 2.3,4El +,

Machtman aber

=2C + 2.3Dh + 3.4 +

;

x je h = xl,

ſoentſtehetdaraus |

i

ff + )= f(x),
und man háâtte-

-

df) f(x)âxt,
autwelcheArtauchx' variirte;worausfolgt,daßwenn
manauf einmalx undhivariirenläßt,dx! = dx +4-dk

entſtehet- undFaßfolglichdás vollſtändigeDifferential
von

f(& + bh)ſevawird{(x’)(dx+di)
oder

hs Vie
es
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f(x hyde +e (ede Db, fs,

ein Auëdruek in welchen: der Diſſerential-Coefficient“in

Beziehung:aufx derſelde-alsder in Beziehungauf-hiſtz

Man wird alfohaben
/

aft df + D)
dn

j

I

eben ſsfindet..man

dif(x+h) dA +b)_dfb) fix+b)

Fh);

âh? a Rn. _dx E

und:allgemein i SALE

|

h

dof(x b)
__ dofix+ b)

aah, :

_dh2 eis:

Man könntealſo BE
dfx + D) dfb)

et

ga RS eE > E

an dieStellevon

aft) d°{(x+h)
A

2

zae:

 ſubſtitüiren:machtman nachgehendsh = 5 ſowird man

finden
-

|

5s

A 25 fR

2 O
J JE

6 = ale HS
12 dx?

R fl
1,2,3 â
UW, fds,

und wenn man #(x)durchy ‘vorſtellt,#0wirddièEnd:
wilung , toclcheder Werthvon y anuimmt,wenn x ſicb
in x Enshkverändert,ſeyn

Meera

e
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dy li rb yhPt LATE n dh

de

——

aETON 1:2 54%2 RISA TPE
wie ſolhèsaus dem TayloriſchenTheoremhervorgeht.

ITO.

Jetztwollenwir uns folgendesallgéméineProblem
votlegen:Eine Gléichungvon zwey veränderli-

chen Größen, (x, ) =0 iſ gegeben, man ſoll

einebeliebigeFunction E(x, y) nac den Pos
tenzen von=x in einer Reihe entwickeln.

Es ſeyF(x, y) = ù; ſowird u augenſcheinlichcine

impliciteFunctionvon x ſeyn;denn, “wenn mau “aus
der Gleichung(x, y) = 0, den Werthvon y zóaeum

ſolchenin F(x, y) zu ſubſtituiren,ſowürde das Reſultat
nur noh die einzigeveränderlicheGrödex entizalten.
Man würde alſohabenEMR,Ico)

x?
=U+LU. Zrt ua —— +.

Í Ces
2

wo man durchU, E UU, D, das bezeichnetwas

die Größen i

:

d(u) dA) d’(u)

werden,wenn man «x= 0 ſêgt.
Um U zu finden,bemerke ich,daß wenn mau x=9

macht, die FunctionF(x,y) oder u, nur no< die“ein-

zigeveränderlicheGröße y enthält,und daß folgl:&ihr

Werthbeſtimmtſcynwird,wenn man dieſeunbetonnte
Gèdge wegſchaft,welchesman vermittelſt“der Gieibüng

FG, y) = 0 verrichten:fönnte/die‘in derſelbenHypo-

theſe,nur eine Gleichungzwiſcheny und beſtändigenGröd-

ßenwird.

+S

Man
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Man hat 7

dD _

“du
e

du dy :

ET due Wg Air! naPl5oi 2up dau

dy
manentledigetſichdesCoefficientenZwenn.man die.Mein|
hungfs, y) =.0 differentürt„ welche.nothwendigein-
Reſultatvon dezForm
HARPE 54

mds+ Nap=o
Menwird,worausmän zieht

awer

dy EN 2 :

i

e!
NT

0) m0: dgurnam
Es kömmtfolglich BT SNR R E

d(u) a MEN _—EEs 2
“ax ae dy “N°

Wenn man jetztin dieſerGleihung x = 0 ma<t und
man danndenWerth von y in BeziehungdieſerHypos
theſeſubſtituirt,ſowird manhabenSi

:

; M

lags
„Um UU“ zu erhalten,ſo> ſuchtman‘eſticE

Wennman dieGleichung
ASI I

E

Ade
dT AA N dy"As

tl 2
: differentürt,undnachdeminan ‘uraabzukürzenZS y

X

gemachthat,ſowird manfinden
(u) d°u d?u du du gtC

= —- maria 4
E nts

Li
A

;
A PE

;

dx? a?
=> ER : dy

=
dy?

7 Ti; de
di�erentürtman auchdie Gleichungia)

2051,
AOW

Mdx‘-+ Ndy = 0,

ſofömmtman zu einemReſultatevon derForm
„Pdx? -+ 2Qdxdy-+ Rdy*+ Ñdy= N

oder, welchesaufeinshinausläuft,BR
E

I;Theil,‘ Z PSE
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E eP--f Las+ Ry‘Af oit == 59,

und. auswelchenman denWerthvou1 ziehen wird,
um !ihm' ſowshl/ale"den'voi vin giAtédru>von
a?

:

2— zuſubſtituiren?man: muß!nlvèrgeſſennachden
EE iS giratnizaid.denie
direndenWerth von y zu ſubſtituiren.Fährtmam: eben

i ſofür diedritteOrdnung:und folgendefort,ſo-fände
man UV‘ und die fernern-Coefficienten,

Wenn ſtatteinerurſpränglichenGleichungzwiſchen
_x-und_y, man nur „eineDifferential- Gleihurg von der

exſtenOrdnung hätte, ſofönnte man do< immer die

d a? cit

Ausdrüekè:vonE “>=, NU UND r finden;da
abernits# Werth.vn yFennenlehrt,wennæ=@a
iſt,ſomüßtemen dieſenWerth als eineunbeſtimmtebe-

ſtändige“Größeanſehen,"von der nachgehendsder Werth
der’GrößenU, U‘, U“, ... abhangenwird.

Wenn man von

-

einer Differential-Gfeichungder

zweytenOrdnung ausaeht,ſo wird man weder y, noch
G i

2
CE 8 e

d

Z kennen,und man könnte nur den Ausdruc®von:i

X

und der fernernDifferential-Coefficientenin «und y findenz
die Werthe von UV,UV‘,VU“, werden ‘alsdann von

den beydenunbeſtimnitenbeſtändigenGrößen abhangen.
Man- ſiehtleichtein,was fürdie Gleichungenvol

höhererOrdnung geſchehen.muß..Wenn man nur die

Entwicklungvon y forderte,ſognügtees die Werthe
dy dy ELE

|

y

a . ¿ zufiaden,in demFallvon x = 9,

oder
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oder ; wélchesaufeinshinauéfömmt,dieGrößenES
Yl, ¿7 zu bilden (Num, 100).

__Jchwerde hier nichtden Fall unterſuchenîn weichen

dieFunction,welcheman zu entwi>elnſi<vorgenom-
men hat, ſelbſtnur dur eineDifferential- Gleichung
gegebenwäre;er kann wieder vorhergehendebehandelt,

_und ſiehabenbeyde,eineunmittelbarereBeziehungmit
|

dem Jutegralcalcul, alsmit dem‘Differentialcalcul: ih
‘werdemichbegnúgenbemerkenzu laſſen„. daßdieunbe-
ſcimmtenGrößen7 welchein den CoefficientenderEntwi-
>elungeinſchleichen,dieStelleder beſtändigenGrößen
vertreten,welchedieurſprüngliheGſeichungdie man

nichtkennt enthalten

-

fönnte,und die durchdie Diffe-"

rentiirungverſhwündenwären(Num. 15, 50 u, �.f.)
:

I11,

Unterden verſchiedenenFormenwelcheman fúrdie
. GleichungF(x»y)= 0 annehmenkönnte,wählenwir

diefolgende;
« — y + xo(y)= 0,

:

wo 3 eineFunctionvon y und von beſtändigenGrd
Fenbeze!ichnet; ioeil,wenn man x = 0 macht, ſieden.
Werth von y giebt,ohne daß-es nôthigſey dieAuflô-
ſung:der„Gleichungenvon höhernGraden anzuwenden,
und daß ferner,die-daraus gezogene Reihedurchihre

Form und durchdieAnwendungenderen ſiefähig“iſtbe-
merfkenêwerthiſt,

:

SEN

Wir wollenauch annehmen, daßdieFunctionu,
‘welcheman entwickelnwill;nur die„einzigeveränderliche

Größe y enthielte;ſokönnte man ſiedurch4(y)vorſtel-
len,und da im Fallvon x= 9, die vorgegebeneGiei-

Z2 ung
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<ung y = a giebt,ſo verändertſi<¿lais$). in.
(a): Man hâttealſodannVU= (a). E

-

Weil u oderUN nihtx enthält,fotoirdman
n

bloß.
Haben

: E i
d(u

— = 2
indemman abergeGleichung

a=—y+x( =o

differentiirt, ſofommt L

— dy+ x&(N)dy+oax=o... ()_
woraus. man zieht
|

Se

RE 0E

ER
macht man x ='0, und veränderty ina, ſo reducirt

“fichdieſerWert) auf0(a)in derſelbenZeitals 4‘(xy)zu
+4‘(a)wird,mithinU/ = $‘(a)ola).

d(u), 5

Wenn man 1 differentiirt,ſofindetman
41

: = vL 8 vo 2
differentiirtman auchdiecadiSAHſoachtdaxaus
hervor L

: Ey + GAIL y EE+ 29(Ndxdy=o ... (2);

machtnan = = 0,Gudveränderty ‘ina, ſo wirdder :

d?y
__

Werth.von= in dieſerHypotheſeſeyn

LAOEA
oder |

s

: 29‘(a)(a); |

‘aber
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aber
|

:

|

|

d oY)
20‘(a) 0(a) = SH ?

‘|
val

e

:

R
E

“folglich
rat

LAIE) a) + Ji(a) -A :

d. La) o(a)?

da
S

X
fiopüneaasd

“Man toircd

E Sen

ATEVD) L+ LZA LOB35
i

22
: is, #

dit: Es

denWerthvon
FF wird man erhalten , wenn _mándie

Gleichung(2) di�erentiirt,und nachdem man x =0 ges

inacht und“y in a verndert‘hat, wird das Reſultát
geben,

T= ZA E M = 69a) 4)
dx USINO AN RA aL

SN
His del(a)"

rh,B00),oCa)%= —_—;
i

:

L>

-

0

ſubſtituirtmandieſenWerth,ſowieauchjenevon Î
2

d ay
undvonSÁ inden:Ausdru>von —, ſowirdmandx° dx

Anden a4
4

|
s

E A;
E

D= OY 3) ata6) eyIra] tensQI :

:
OO (a)ey

RUS
;

; «a

itari zum Een
5)Durch0(a)?verſtehei dasQuadratvou 9(2),¡updall-

gewein@(a)"= (2(a))o,
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Ehen ſo wird man zu denfolgendenCoefficientengelangeñ, und das Endreſultat.wirdſeyn

5 ®

M=HKO+anG)T
« LA, E

dsb(a)o(a)’x
Be

"F+ y

CBI HS E

—=1 6 3

> d’b'cado(a* M EEE

Pi at
—— FF .1

da 1,234 ?

112; irene
, Man könntebefúrchten’,daß”das in den erſtenGlie-

dern der oben gefundeneReihe, ſichoffenbarendeGeſet,
ſich‘nicht“ufalle’dieihren“folgenerſtrécte.Hier“iſt
einſehreinfachesMittelſich.von der Wahrheit-derFn-
ductionzu=verſichernund welcheszu-gleicherZeit

-

zeigt,
welchenNuzenman von den Gleichungenzwiſchen-den
Differential- Coefficienten-einerFunctionziehenann,

um dieſeFunctionin einer Reihezu redüciren.
|

Man muß bemerkthaben,daß dieangezeigtenDiffe-
rentiiruñngeiin deëuns beſchäftigenReihein Beziehung
aufa ſindsaberderGleichung

a —y + xy) =0

zufolge,fann darin die Größey als eine:Functionvon
x und von à

R O:
woraus folgt(Num,8)

daßzwiſchen2und2 eine von ider Naturdieſer

Functionabhangendén“Relationexiſtirt,undwelche
man durchDifferentiirungder Gleichung

a—y+xg)=0
finds,oder‘welchesaufeinshinauskómmt, :

: y = a. + x03), c-56 Hu

inBeziehungaufx und inYe:¡iehäpgay 2.
|

Statt
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“Statt uns bey dieſeraufzuhalten,ſo nehmenwir

dieſeandereallgemeinere «

| y = ra + x0),
wo 7 eine beliebigegegebeneFunctionbezeichnet,und
wenn man ſieis Beziehungaufx und inBezichungauf
a differentiirt, ſo-fömmt.

dj dN

D= ‘(a+x. en)+ x67) Zf
: xS

dy dy]

E + x07) iA P07) S?

eliminirtmannacgehend
)

i f(a + xO(7)),

fo findetman nachbnReductionen

Seil aberu, oder(y), nurvon Ï abhängt,ſohat

man nux

i vorausman zieht :

|

“du esdu “dy

BE
‘da da ‘de

7

ſektman für2©ſeinenWerthnz undmat mat,

um.ias 5 = 2,#0 fommt__
ve

dut du du du
= — 2— = 0, oder — == 2

Rs âa
/ der a

i

| die A At E

Man könntealſoſtattN dieGrößez Zſubſtituiren-

34 Wenn
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Wennman die vorſtehendeGleichung-inBeziehungauf
x di�erentiirtfoformmt

du
d’a

e

Z i;

“da
tr

en

are

—
R —s

ZA
«dx

5

AberdadieGrèßes7— ;nichtsanders iſ als i

SOOSZ
d. h.,,eine Functíonvony in — multiplicirteſokönnte

man ſieals den Differential: Coefficienteneiner neuen

_Zunctionvon y anſehen,welchewir PULS.u/ hoxftelion
wolleny und wirhabenalsdann

du
4 SA

du’ du
und

> Ge
ASE tubi te / DRES iat i att
‘da da dx dx da

Kehrtman dieOrdnungderDifferentiirungum,

,

ſo éntá

OE
|

e
du“

du au
*

ds
+ ifrs «dfb dite: a >
dx? dadx da

Man muß BEiA daß, dieBeziehungMeziwisà u‘
|

ſchenE Undaexiſtiert,50D zwiſchenD7 und.

re=‘ſtatthat,und MOfolli
du! du’

i

dx
rit Ue

:

Dieſesiſtleichtzu beweiſen,weil u‘ eineFunctionvon y

“vorſtellt;und aus dieſerUrſachemuß man wie oben,
haben;

du‘
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du!
l / Hau dy du

i
dy zie*

da da dx
:

u:
>

Sett man alſoindenAusdruc>kvon —

Es Ie= ſein

du! Es du‘ “ ¿ da
erth

2

— und na ir
— 3rd 2Werth2

77. und

n <herfürZI die GrößeÍZe welche
er vorſtellt,ſofindetman

i
_-

dut du
d EE

q
Zs

Au
a

da %
s M

da C

= ———= ——,

dx3 da
<

#ät

Differentiirtman dieſeſeßtereGleichunginBiglehung
j

aufx, ſowirdman erhalten i

“Ag
2

t 4222
ta du,

N

da
ax!

e
VOI

dx da,
L

machtman raid
: da diu“

2— = —

:

da da -

ailkehrtman dieOrdnung”derBEEG ums
“ſo hatman

E Wiesdal -

E
Bades

; dx Sudade zd da?

Mangatit LE:
du‘ dus

EE Gde _ Shola
OS

und folglich D
E

e

:

dui „du,
=: dx

dts

“da
L

initSs LEA

n

des REO “e di
dr tè 3 LS

Î
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Allgemeit, wenn

di-2, zn-t du
” ‘ “4

di-Ty da
M E na

d&-I E dafi-2
E

“und man SAE

TLR

dib QU MeL
gut, — =

da da

macht; fo findet man

dou gage ner dnu'‘/* n=,

und wegen LIO

-

gTO8A

du‘ 0 n L dull 0074 f= x Tt
;

du
a _— ZZ —

?

zn «72
A da

fommt EE
ü

da- D zn 5
da

dy
z

da
—

a

PECEPtPL

En

MREEEA,

dx dana
*

Aber die Werthe der. Differential : Coefficienten
di MUÛ dug

dx’ dx?“ *dxn

in der Hypotheſex = 0 genommen,
- ‘ſindauh viedev

CoefficientenU‘, VU, UM. . ¿Un der Entwickelungdee
Functionu (Num,110);man wird alſohaben

„du
28

U
da x

¿
da x2 ]

u= PT x as RS dE:ad
i

du
- dqh-1.20 —-

ds feSs jr ———— . REA E

as € L.SE «1

Cas
wobeyman jederzeitbeobachtet-inz- oderD ‘undin

7>
|

: de
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dy

dieth von y ms von
—

—

“in Beziehung auf: die An-

nähme von x =, zuGtia und weicheder

Gleichung
:

2
F(a + o(y)) zufolge,FD und7“(a) E

:

In den durch dij e Gleichung ;

: y =a+ xo(y)
vorgeſtelltenbeſondernGE:

tvirdman bloßy =a

:

und
d du

= =1 haben;U,zzZ ‘undLT
wêrdenreſpectivéVla),

da
/

M iler

SEantYG undi‘olglichwird.dieEntwickelungvon

u nachdenPotenzen:vonx.
e

Sg et, ſepn

dL oD x 71

u=4G)+4/G)0)2
SE

ULA
d: W(avola) x? :Ee |a 1.223

SA

dan-1I LAZ n)
wieman ſolchesaus dex© luſichtderin der vorhergehen-
den Nummer gefundenenerſcen-Gliedern¡geſchloſſenhas
ben würdSABE

D

i 81.

DieſeReihe,zu welche('agrangedurJnduction
gekoinmen_iſt,indem er die Wurzelnderalgebraiſchen
Buchſtaben- Gleichungenentwi>elte,iſnachher durch

Laplaceauf eineArt demon)trirtworden, von welchex

die-vorhergehendenur in einig:en leichtenVeränderungen,

welchedieOrdnungdieſesWerks.nöthigmachten,abe
eicht.Das DetailderAnw endungenderenſiefähig
iſt,würdeunszu weitführen;wir beſchrántenuns auf
eiue,kleineAnzahlvon Beyſpielen, und als erſtes-neha

nec
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men. tir die Gleichung y

dt e Sr es y USES EN
Sehtmanſieunter dièForm

A e “
:

= 7 ime

)6

+

A

ſokönnteman ſiemit y=a +4 () vergleichen,und
man würdeſehen,E

6

Aa PesTiAER. — » oN= i

WennmandieEatwicklungvd n ym verlangt,ſohat
mán 4(y)= $»,und läßtmán ur a abzukürzena an die

Stelle.von,Teſowirdman fiude.n

Va) =an JL(a)oa)= mamtn-r

(a) Ca) = mamt20-x,« [i(a)p(a)*= mamt3n-x;
tt

x

u,ſ.ww.
und folglich

ml“m-+2n—T) adm

LRO À

M mpa-xLLE Y ATTE
am+2n0-2

#
PF

|
m(m+3n—1)Gt;nB) y

ſa.s am+30-3
=
_—

¿| was
1.2.3 gio

oder, wenn man —anftatt a ſeht

am f
E EE m(m-4-2n=—1)«2n-24n

y= =< L —

|
+

AA

1
ani IL: ¿gn 5 E23. 62

Ro E
| LT.2.3Z ain

i

EsEstirésüberhaupthierínfovielverſchiedene20 °

thevon y® ſeynals dievorgegebeneGleichungWurzeln
hát,und man könnte“die Entwi>elungeiner jedenvon

ihneninsbeſonderéfinder1, ſo wie wir eben dasvorherges

héndegefundenhaben,wenn man nux dieForm dieſer
Gleis
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Gleichung,veränderte!zwir verweiſenaberdieſeDetails
in denfolgendenCapitel, welchesganz -insbeſondereder

:

TheoriederGleichungengewidmet.iſt.
|

: 114,
“AlszweytesBeyſpielſeydieGleichung

Er BL hh 2 BE Sea 03
man zieht:Higvaus:

fi

y=> E 7& ts êsyA sys—..
undwennman dieſe.mit

d 191 TeMiei pde
vergleicht, ſowirdman finden

« L

:

a = 2?
X =

Fs?

D= — y +)
Wir wollen.feénerno< annehmen, daß man dieEntwis-

>elungvon yn ſuchte,und wollen immer a anſtatt
ſ<reiben,ſo werden wir haben

Va) = an,y(a) = man

| Oa) = a(y — da E.
ia? — i

woraus folgt

yn = amE — amtr{y pa+ ras
_—

2

nA
md, am(Fata AE

E
m d2.av4s(yE el

x

1.2.3 da? 9
JFſ�die Zahlder GliederdervorgegebenenGleis

<ung begrenzt,ſo wirddie eben-gefundeneReihedie
‘

EntwickelungderPotenzm von einerihrerWurzelnge-
ben

'
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benz im entgegengeſchtei"Fall,wertcnvie”‘tnen“äüsbée
WiedébkehrderReihe“

-

ls
3

|

Gtamip DjaPe GIO 220
UNE

abgeleitetenAusdru> von y" hal)en. Man ſiehtdaß
dieſeMethodevielveaia aAalsMesde für
dieReihe

©

ÿ

tas 28

—2,= ax 4b? 4 x Se LH —

“in Nr. 45 der Einleitungangegebeniſt;dénñ'Fie'bêreini:-

getnebenden Vorzug,dce1ßſiejedebeliebigePotenzder

geſuchtenGröße giebt,noch dieſen,daß ſiedas Geſetz
Fennen lehrt,nah welchenſichdieverſciedênenGlieder
bilden.Machtman úbrigens-m= 1; verrichtetdieDif

œ
.

:

Q

ferentiirungenund verändert 7 0 X À SDer
=

in E.

¿in a,— y in b, din ec,. ..,/ſowirdman auf das

ReſultatderangezeigfkenR'unmzurü>faällen-F< werde aich

nit dadeyaufhaîtez4die*Rechnun{2a zuéitwitelndie
dem LeſereineGelegenheitſi zu/üdendarbieten.

ITS.

Wir wollenalsſehtesBeyſpieldie ttanêceidente
Gleichung

é 2

i

Y =. A + NSU y

nehmen,ſiéwird durchihreBerglechung ‘mit

y =a + Xxe2ly)
:

- ;

geben,oy) = sin:y,und wenn man diè Entwicflung
des Logarithmenvon y habenwill,ſohasman 4 a)=la,
Q(a)== sin,a und
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Sin. a°

E16.

Wennman in der Gleichung
a —*x + xo) ="6,

RUSSA nt y ſoreducirtſie‘ſi‘auf
a —y + y) = 0;

dieſesiſtdieForm unter welcherſieLagrange vorgeſtelhat,und’man a
alédann es

N= HAE Vae +—
1 ifVia)o)" es

+T1.2.3"
i

das
RS

Nimmtman(y) = o(y)an, fofômmt
d. (a) Sat

dd.tas ¡of

a TO!

t

L

oN=9)+—0a) + Ts
5

GL

Bu
L da a)ota)

/ 1 205 “das ELN

Man könntedieſerReihefolgendeSEAgeben,diebe:
merktzu werden verdient,

| 1 dz o()* T dd, ay
C) ERA +

—

da LD Ada?

I AOE
E

E

bai

atE

e TE

y
| Le BZ d da?

. Endlich,wenn man (y) = y nimmt, ſohatman

vy

ES
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EA Bae) =,

-

Bar E O e da Y

TL
;

:d?, (a)?

0/243: 209
“20

: bſeinig:manin der Gleichung
Aa aly + (y)= 0,

:

TEdieStellevon y und von 0(x),die oben Fefandencà
Entwielungen, ſowird ſieidentiſ(iPawieman es ‘ertvar»

ten mußte. ÄL

117.
Wir haben firhiiin Num. 102,gezeigty ibadie

Functionvon 1x ſichniht în einerFunctionvon folgen-
der.Form

:

its
<

A. de Bai Cx? D e artit Þ

entwieln-läßt;es verhältfi eben ſo mít’-einer-großen|

Anzahl ſowoh!algebraiſcherals au< transcendente

Functionen;und dérDiffor-ntialcalcul, wie wir geſagt

haben, zeigt,- daß dieſe Form ihnenniht zukommen
2N

e
d Cc .

kann , tvenn man für=,— ¿+ Ausdrücdlegiebt,
X XT Í

z

diefürden Fall.x = 0: unendli<werden.

Esſeydie Functiony durchdie Gleichung
| (y — a) + bxyy= 0

gegebenzdifferentiirtman ,ſo findetſich
dy 167 Gmd,
dx20 —e) bx

aber aus dex Vorausſczungvon x = 0, gehety = 2
2

i |

;
ä E

4

hecvor,ugd folgli<wird= alsdani — oder Uns
L

:

endlich.Suchtman dieDifferential- Coefficientènder
HöhernOrdnungen; ſowirdman gleichfallsfürjedenvon

heys
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beyden, in dem Fall x = 0 unendliche Werthe finden,
und man wird dáraus ſ<ließen,daß man dieFunction
y nichtnv den ganzenundpöſſionnPotenzenvon“x

entwidelnfann,

Um nohganzbeſondèrs:die Naturder Function;y
zuunterſuchen, ſowollenwir dievorgegebensGleichung
auflóſenwir werdenfinden

'

REM
|

i

7 = a = + 3 Vb?x?—4abx,

|

oderaus
y

| SETAS Y

x tpi SANZ ie

RES CEE
entwickelwiedie’Größe- -

y E ;

44 £
/

&

na der FormeldesBinomiums,E
Fommt is tis

ya Aan > 4ä1.1 LE
al bx 274

4e

1001 MUS: e 1.1.3
S.

PT:

OEP

4°
*

Di DE

4 AT

Pt]Nimmtmändaswic:gries,ſowird man“ MES
as

i 40
_ 1.3 OS ELET

TC SAIT Dp,4,641BE,x5

und‘dasúntereZeichenwird-geben?
72

ImabxtatR
R EE

a4 bx 4,46 Stan
Reihen,diebeydeE denOEA Pokénzénvon:X

förtgehem C6 118 fi laa

Man hôâttederédirzeliirbgE:305! SHA

S_Vb?x?— 4abx
dieſeandereForm

L Cheil, fla (— a
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5

:

A CaiBENEdigasabs)”iti nj

geben können,undwennBAP
y

iguíasE

(
bx

E E,

L a

4a

entivi>elt,ſohâtteAS
gehabt:- )

Ôo

“bx
: cheÏ hh?bxa b(— bx) JI —y=2 E

O y Gi MEE CTE IA

LOGO e. Ma 1.I DS 1«

,

2.4.6.ara aA
DieReihewird, ſo langex einenpoſitivenWerth hat,

aunmögliſeynz-aberfürx = 9, giebtſie y = a, und
macht E

0
X Regardeſofindetman

bx) LE D. Ki
= 2—

Z

+ (ab)?x “drs:LE lS

4 24 4.

Dieſesaceitäienthlt+ Bruchpotenzenvon x, und.
Ss

gehtalſoebenſo weyigin:derForm
:

Es

:

Ab + + DX +
__ Wenn man* alſounendliheWerth®fútdie-Coeffitienten

Y NT lgTl, + + (Num. 100) oder

WD“, Ur, UT, (Num, 110)

findet,ſo-múüßteman dieForm.der-Eútwi>kelung.der vor-

gegebenenFunctiona prioriſuchen.Wir ſindin'den

‘votſtehendenBeyſpieledur< dieAufldſung“der“gégebe-
“

nenGleichungdazugelangt.aber dieſesMittelwürde,
{ſobaldfieden viertenGrad

-

überſteigt,nihtmehr aus-

führbarſeyn,
'

und wird ſchonwenig bequemfürden

“

drittenGrad,wegen der Anhäufungder - Formeln;
welcheindieſemFalledie Wurzeln ausdrücken,Laßt
uns alſoſehenauf wd A

yokwir.dieſeSchwierigkeit

BO heben,

4
JS

118.
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|

9
| TI18.

Welcheaub immerdie Form der geſuchtenEntwiz
>elungſeynmag, ſokönntedoch,ſobald man ſieals
aus einerFolgevon Monomen‘annimmt,ein beliebigés

von ihrenGliederndur Ax® vorgeſtelltwerden,_derge-
ſtallt,daß man allgemeinhat

|

E E A + 88 + cx? +...
“

wo die Exponenten«, 8, y « - « beliebigeZahlenſeyn
können. Allein,wenn man eineFunctionentwickelt,ſo
hatman faſtimmer zum Zive>,davon ein Näherungss
iverth“zu‘findén/,wel<beserfordert,daß dieReihezu
welcherman gelangtconvergentſey:aber, dieſelezte
Bedingung“kann man ‘inallgemeinen!nut dann etfúllen,

wenndie Größex entwederſchrkleinoderſehrgroßiſt.

Im erſtenFalle,iſtésevidènt,daßdie Exponenten

“8, V + poſitivund nachder OrdnungihrerTeſpec-
tivenGrdße, geordnetſeynmüſſen,indem man von den
kleinſtenanfängt.Jm Gegentheile,im zweytenFalle,
müſſen“ſienégativſeyn,oder wenigſtensdamit endigen

négativzu werden, und folgliÞ,wenn" darinPoſitive
ſind’,ſomüßte.man ſiezuerſtſchreiben,

indem man von

_dengrößtenanfängt.Alles dieſesgründetſichauf das
was daruber in diiE SOE8 u,

- folg.)ges
ſagtiſt.

____
EineReihe,elsasdenpoſitivenAan der

veränderlichenGröße fortgehet,heißteineſteigende
Neihe,und wenn ſiein RückſichtdexnegativenPoten-

zen geordnetiſt,ſoheißtſieeine fallende Reihe.
Die analytiſchenNäherungsmethodenhabenalledie

größteAnalogiemitder,welcheder Gebrauchder Deci-

Malherbe
in der Arithmetik. eingeführthat,und die

Ua: darn
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darin beſiehetſucceſſivedié ZiffernderELA Art zu

ſuchen,und die der niedrigernArt zu vernachlôſſigen,
DieZahlen.ſind.durchdie AnordnungderZern ſelb
dieſieausdrücken,- nach den.Potenzenvon 10 geords
net*);Man urtheiltvondem,Werthder.Ziffern.die zu
findenübrigbleiben,oder welcheman vernachläßiget,
durchdie Stelle, welcheſieeinnehmen,und die.betrácht-
lichſtenbietenſihzuerſtda: man wird alſoauchdie al-

gebraiſhenAusdrückeſoordnen,damit man ſogleichdie

größtenGlieder und nachher di:, „welche:geringer

ſind,findet.Aberdieſesläßtſichnihtthun,wein man

nichtetwa für„eineder Größen, die in den Ausdru,

welchen-man-‘betrachtet‘hineinkommeneinengd, von
__

_Gróße.beſtimmt.
¡Es „ſcheintnichtleichtzu,CREineinem._Ausdruck,i

welcherzwey impliciteeinedurchdieanderegegebene
“ veränderliche-Größenenthält,die größtenGliederjuunterſcheiden;ſoz.B. in derGleichung-

Axty = BxByf!+ Cx/y7 ca =O

dieGróßenx und y ſindunter ſichaufeineArt verbun:

den, die:obgleichbeſtimnit,dochnichtbey der bloßen
Anſichterlaubtzu urtheiien,wiedie-Veränderungender

einen auf die‘andernEinflußhaben,und -eswird

-

oft
Fommen

,

daß ſiein umgekehrtenSinnen gehen werden,
dergeſtalt,daßwenn dieerſteſchrfleiniſt,die zweyte
ſehr.großſeyn"wird“und umgekehrt;oder auh, indem

die‘eine<nellabnimmt,dieanderewährend‘dieferZeitaurſehrEE:AbñahmeeE E

Sri

VS

Die

_9) DieZahl349,537 4 B, iſthihtsandersals

3.10 +4,19%+> 10° + 5-10-71+ 3,102+ 7,103,
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Die Geometerhaben verſchiedeneMittelerdacht,um

unter

-

den Gliedern

-

einerGleichungdiejenigenzu üns

terſcheiden, die diegrößtenſind. Newto:n erfanddas
| analztiſche-Parallelogram,welchesde Gua nachgehends
aufein Triangelreducirte:Taylor hateine:geometriſche
Gonſtructionapgewandt; aber Lagrange hat ein ſehr'

einfachesund ſehrleichteresanalytiſchesVerfahrengege-
ben; welcheswir ſofortzeigenwerden.

119,

Es ſcyeine beliebigeGleichung
: axmyn4 a/xm/yn4 aligm/ignjealem ly, mo;

durch Axx wird man das erſteGlied der Entwickelung
‘von ydarſtellen, und indem man x ſehrklein“annimmt

ſo iſtes hinlänglichauf dieſesGliedRückſichtzu nehmen,

welchesdengrößtenTheildesWerthesvon y ausmachen
wird. Wenn man dieſesin der vorgegebenenGleichung
an die Stellevon dieſerveränderlichenGröße ſett,o
wird man finden

aA basE a'An/xm’tn/æ-+ a'iAB/lgmi/4nl18
e a‘An///gms = o

Da dieſeGleichungnur Näherungsweiſeſtatthaben

foll,ſo muß man davon die Glieder nah der Ord?

nung ihrerGröße, welchedur< den Exponenten,twwoo-

mit ſiebehaftetſind,angezeigtwird, ordnen,und nur

diejenigenbeybehalten,die von den geringſtenGrade

ſind: dieſeskann aber nichtgeſchehen,ſo langeder Ex»
póneñta unbekannt iſt.Um ihnzu beſtimmenwird man

bemerken,daßdieGleichung,welcheiwirbetrachtennichtbe?
“

friedigetwerdenfann,indem man bloß âäufdieniedernPos

tenzenvon x Rüekſihtnimmt, welcheauchübrigensimmer

dieſeveränderlicheGrößeſeyn-mag, wenn ſichnichtdarin
Aa 3 _zioey
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zwey unter < vergleichbareGlieder befinden, d. bh. von

denſelben"Grade, und deren Exponentkleiner als der

“añdereſey.
Es femmt alſojeztdaraufan fúr «: einenWerth

zu finden, welcherzwey der Zahlen
 m“fn«æ, mm‘+4n‘a;m+n‘, mana, mvinve,
unter ſichgleichgroßund kleinerals alleandern macht.

Fede Gleichung,welcheman bilden würde indem

man’ zwey und zwey dervorgegebenenZahlenglei ſette,
würden ein Werth von « geben, welcherder erſtenBea

dingungGnügeleiſtete,und welchenman in

mafene, m‘ «+ n‘«, m «n’a,

“ſubſtituirenmuß,um ſichzu verſichern,ob er die zweyte
Bedingung erfúllt;aber,tvenn man ſo verfährt,ſowird
man oftvieleunnôthigeCombinationenmachen, welche

man wie man ſofortſehenwird vermeidenkann,
___ Segt man bloß das erſteGlied jedenvon denen,
welcheihm folgen,glei, um verſchiedeneWerthe von

« daraus zu ziehen,die man durh «(e at, 5;

bezeichnet, ſoentſtehetdaraus
m‘ m m! — m m‘! —

m

n— n“ i — nes n—n“/«

UV.. w.
Anſtatt.jedendieſerWertheeinzelnzuverſuchen,wollen
wirin der Reihe :

m = .n«, m‘ + n'e,m/l je ne, m + na, CD
den Ausdru>der Differenzenzwiſchenden erſtenGliede
und jedender aûdernſuchen,und es:wirdalſokorimen
m'—m + (n‘—n)«,m‘—m + (n“-—n)«,m‘‘—m

TA

+ (nl/—n)«; 5
*

Aber vermittelſtder zuvor gefundenenWerthevon«,
wirdman haben

m‘ — M
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“m (m a(n‘=0),mi —m=—a“(n'‘—n),
m —m=—e"(n—D) Ss

und folglichfönnten‘die obenſtehendenDifferenzentroie

folgetausgedrú>twerden:

(n‘—n)(«—«‘),(n!!—n)(æ—æ‘),(n — n)a),
Wenn man úm abzukürzenm + n = « matt,ſowird
dieReihe(1)dieForm annehmen

ds

e, + (n‘—D)(&—«!),g(n/— n)(«4— «),
: a+ (n —D)(«— a) (2);

Zeda man dieGliederdervorgegebenenReiheimmerna<

beliebenordnenkann,ſokann’man ſiedergeſtaltſchreis-

ben daßdieZählenn, n/,n‘, n, .. , eine wachſende

Progreſſionbilden,welchesalleGröôßeon‘ — n, n‘ — n,

n‘ —
n 4,» + poſitivmachen wird.JndieſemZuſtand

derDinge,ſichtman augenſcheinlichdaß, wenn man «

den größtenvon dendurcha‘,«‘!,a, ,, . vorgeſtellten
Wercthegiebt,ſowirddasjenigeGlied,welchesdiéſem
Wertheentſpricht, demerſten:Gliede= glèi und.kleiner
als alleandernwerden.Jn derThat, wenntianunt
die Jdeezu fixiren,annimmt,daßſie«‘““/ſep,ſowird
ſihdasvierteGliedder Reihe(2)auf =» reduciren,und
man wirdzu gleicherZeitſehèn,daß die Größen

(n! — n)(à — «), (n — n)(a — «e
allepoſitivſeynwerden. :

Die

'

größteder Größen«',a‘, al; befriedigte
alſo den beydengefordertenBedingungen.Wenn die

vorgelegteFrageno andere Auflöſungenhat,ſokann
dieſesnur von denkleinernZahlenals die,welcheman
ſo eben gefundenhat,herrühren; denn, wenn .man iù

der Reiheanſiatt« eine größereZahlals «‘‘ ſubſtiz
tuirte,die nah der Hypotheſedieandern Werthe«!,«‘!;
ov, , Ubertriſt,ſowirddas erſteGlied fleinerwers

:

Aa 4 den
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den als die ihmfolgen, und folglichfönnte die ztveyte

“

Bedingung-nichterfüllt werden.
Wir wollen alſo‘annehmen,daß man fúr « eine

fleinereZahlals «‘“ nehme, alsdannwerdendieGlie-
der

;

e + (0/—0)(«—«‘)FEE)
größerſeynals

7 | (n““/— n) (4— «H,
|

denndieDifferenz« — «‘/ wird negativſeynündwird
allénegativenDifferenzenübertreffen,welcheſi<unter
denvorhergehendenfindenkönñten;ſieiſtfernermulti-

plicirtdurchdieGrößen“
—

n die auc die Größen
n‘—n undn_n úbertrift,weil die Zahlenn, n°,n“

einewachſende.Progreſſionbilden.Es folgtbiecaugAdaß
man vonallenGliedernabſtrahirenmuß, die dem in

welchenſichder gróßte
|

von denWerthcae, la ur,

findet,vorhergehen.Tndem man diejenigenbetrachtet,
die ihmFolgen,ſo wird?man ſehen,daßdie kleinſten
unterihnengeringeralsdieerſtenwerdenkönnen, weil,

indenDifferenzen«— «av,« —«".…,,ſic welche
finden‘dienegatioſind,da ſiemultiplicirtſind,dur
ZahlenN = n, nV — n... größerals ihre‘correſpondis
renden in dem andernTheileder Reihe,ſo werden ſie

negativeReſultategeben, tvelchediejenigendie mán in

denen den viertenGliedevorhergehendenGliederngefun-
den hätte,Übertreffen.

Man wird alſohierausliegen,daßum eine

zweyteAuſlöſung‘zuerhalten, ſomußman nuraufdas-
jenige, welchesdengrößtenWerthvon« und aufdiejes

nigenGliederdie na< ihmfommen, Rückſichtnehmen,
Da in derHypotheſe,welchewiraufgeſtellthaben« der

größteWerthiſt,ſoiſtdasGliedwelchesihmgiebtin der
Reihe
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Reihe(1),vorgeſtelltdurchSRS man wirddaher
dieneue Reihe

i

m‘ + n‘, mV + n'a,mV + na...

betrachten,und operirtmitdieſet,wie wir mitder.vors
gegebenengemachthaben.|

Es Tönntegeſchehen, daß einerleyWerthvon ‘a v!ele

Glieder,dem erſtenGliede in der Reihe(2) gleichmah-

te; ‘alsdann múßte man fürdie Unterſuchungeiner
|

neuen Aufloſung,nur von demjenigendieſerGlieder:aus-
|

gehen, welchesſichvon dem erſtenGliedeam entferntes

ſtenbefände,dean es iſtleihtzu ſehen,daß alle ihin

vorhergehendenGlieder,ihm übertreffenwerden,wenn
man fúr« eineÉleinereZahl nimmt als den größtenin

der vorhergehendenOperationgefuüdenenWerth.

Die Detailsder ſo eben vorgetragenenMethode,
ſindin folgenderRegelenthalten:

;

Man ſet das erſteGlied der Reihe jeden
der folgendenGlieder gleih; man nimmt den

größten der Werthe von -, welche aus.den ſo
gebildeten Gleichungen hervorgehen, und die:

ſeswird die erſteAuflöſungder vorgegebenen

Frage ſeyn. Man gehet nahg*hends. von dem

leßten der Gliederaus; welches durch ſcine
Vergleichungmit dem erſten Gliede, jenen
gróßten Werth gegebenhat, um ſolchesjeden
der folgendenGlieder gleichzu ſeßen,welches
neue Werthe von «wird kennen lehren, unter

denen man den größtenwählt,der nochdieFra-
ge auflòſewwird, Man gcht von-neucm- von

dem Gliedeaus das von denen Glidern,„wels
<he dievorhergehende Auflóſung gegeben ha-

Aa 5 RON
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hén am weiteſtenC ErwArtsUt, uid.man vets

gleichtdieſes mit den weiter folgenden Glies

dern,wie ſolchesoben angezeigtiſt.

Shriman ſofortſogelangtdazu,alleMWetthevon

“ “zufinden,die zwey oder eine größereAnzahlvon

Gliederder Reihe(N)unter ſichgleich,und kleinerals

alledE machen.
;

i

|
*.

120.“
gaſtuns alsBeyſpielaNGleichung“

E+a, t-a‘vx2ar =0
x

a + a‘xy+ a

nehmen. Jndem¡midAx® anſtatty ſubſtituirt,fo

wird fie
:

aal nxt patnag IPR ging VAE vA 2P5æ

Ls

4 akAx” 36,
undum davondie grdßtenGlieder in der Voraus‘etzung
daß x ſehrkleiniſt,zu kennen,iſomuß man 4 dergez

ſtaltbeſtimmen,daß dadur< zweyder Zahlen
0, 3+, 1+, —5 +44 2+ 5% —3 +66,

unterſi glei großund kleinerals dieandern werden,

Nach der Regel,ſehtman das erſteGlied mit allen

anderngleich,tvelc;esſucceſſivefúr« dieZahlen—3, 3,

3, _—2, 5 giebt,wovon diegrößte7, die Fragebefrie-

digt.Ju der That,indem man # ſtatt« ſubſtituirt,ſo
werden dievorgegebenenZahlen0, x",$, 0, %, 23,und

diezweygleichenGliederſind_fleinerals dieandern.“
Man nimmtnachgehendsdas Glied —

5 —- 4«, wor-

‘aus man dié vorhergehendeAuflöſungzieht,um es mit

den zwey folgenden2454 und —3+64 zu vergleichen;
es wird hieraushervorgehen«= —

z und «= — 1,

Siehtmanalsden größtendieſerWerthedenjenigenan,
welcher
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welſer H“ ainwenigſtenvon! dem poſitivenentfernt,ſo
wird man «= =—“1cnehmen,‘undwird: nun die 6 Zah-

_lénhaben: 0, 2, —3, —9, —3, —9, unter welchen—9
diekleinſteiſt.Hier iſtdieOperation«geendiget,weil
die’ſoeben erhalténeAuflóſung-aus-der Vergleichungdes,
viertenGliedesmit demleztenabgeleitetiſt.

Wennman die zwey Werthevon« ‘inder vorgege-
vénénGleichungſubſtituirt,ſowirdaszufolgeder

erſten» ;

y

eE 4 alt +aint pat nies+ avAtxt= 0;

und zufolgedev zweyten
ara‘Ax?a‘lAx-3 LalAg 9 fa/‘vAx-3 4-avA‘x-9=o,

Wenn man ineinemund. dem andern Falle,x dur

den Brüh—vorſtellt,wo q einebeliebigeaber ſehrgröße

Zahlſeyn.ſoll,ſowerden diezioeyGliederin welchenſich
x mit-dem kleinſtenExponentenbefindet,diebeträchtlich:

fenſind,
2

é 121. |

|

Um diebeträchtlichſtenGliedereinerGleichung,in
‘derE daß x _ſéhrgroßiſtzu finden,ſoſub-

ſtituirtman ——fürx, und ſuchtunterden Gliedernder

transformirtenTie diejenigendiediegrößtenwer

den, wenn man den Werthvon t ſehe.kleinnimmt,eine

É:PE die den Werth von, x ſehrgroßmacht,

Man wirdgeradezuzu demſelbenZwe gelangen,
wennman beobachtet,daß na der Subſtitutionvon

Axa fürx, in der vorgegebenenGleichung- diegrößten
GliederdiejenigenſeynwerdendieidiehöchſtePotenz,

von
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von/x enthaſten,und daß man ſiefolglichfindetindem
[mañn-« dergéſtaltOE das zwey der Zahlenvon der

Reihe*

i

i

m4 06; at iGabiAm“ n‘.
„unterſi< gleich

‘

werden" und die andern-übertreffen.
DieſeletzteFragewird-aufgelößt*werden indemman
unter den Größena‘, æ‘!,/l;... von Num, 119»die-
jenigenimmt diediekleinſteiſ,undwenn man fort-
fährtin jederneuen Reihen den fleinſtender Werthe
von -« zu.wählen,

Fn dem Beyſpieleder vorhergehendenNummer,iſt
— 3 der klcinſtedieſerWerthe von æ,welchenwir zuerſt
gefundenhäâben,und dieſerWerth giebtdie6 Zahlen
0,0, —7, — 17, — 13, — 10, davon die zwey erſtenwel:

_<eunter:ih gleichſind,als diegrößtenangeſchenwerden

müſſen,tveildieandernnegativſind.Da dieAuflóſung
—3 aus dèrVergleichung‘deszweytenGliedesdervorgege-

|

benenReihe mit dem erſtenGliedeabgeleitetiſt,ſo ſegt
man ganz derRegelgemäß,dieſeszweyteGlied gleich
jedemder ihm folgendenGlieber um eine andereAuf-
lóſungzu erhalten,Der kleinſteWerth von « den man

aus.dieſerOperationziehtiſt$, und es LOS:hieraus
folgende‘Reihe0; Fs —4, #5 5, in welcher
die auferlegtenBedingungenerfüllenwird. Endlich,
wenn man das zte Glied der vorgegebenenReihemit
dem ſechstenvergleicht,ſo wird ‘man « =-5' finden,
woraus fommeniwirdo; 8, 9, 15,27, /27z und 27

wird

nochdie*Fragebefriedigen, '

“Die

-

SubſtitutiondesPSAWerthe‘von«'*inder
areata:ÿ H

i hl: da

¿20 wn 3
x

v

,

a,fiäx?y,ESamn

8 =)ws

dee= 0,us
wer?
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weden ſovielReſultategeben, als fiejeder:zwey“Glie-
der:enthalten,welche:mit denſelbenExponentenbehaftet
und fähig:ſindgrößerals alleanderenzu werden,‘wenn

man > einenſehrgroßenWerthgiebt.

:DasVerfahrenvonwelchenwirſoebentais
gemachthabenum « zu finden,leitetſihzu einfachaus

demwas davoninNum. 119 geſaatiſtab, alsdaßes
nóthigſeynſolltees beſonderszu beweiſen;wir ‘beobach-

teny daß|wenninder Reihe‘dexExponentenm +-næ,

m‘ + ns, .

.

«+ ſi<welchefänden,die daſſelbeBielfa-
_<hevon « Yrialien;ſowürde ihrerefpectiveGrèßenur
von derZahlm abhangen,und daß man folglihnur

dasjenigevon dieſenGliedernbetrachtenmüßtein wel-

chem m am Éleinſteniſt,wenn. man denkleinſtenErpo-
nenten fucht,und im Gegentheiledemjenigen, wo m am

y

größteg:iſt,, wennman den 0G0enExponententug
122.

:

Da der Exponent« des Gliedes Ax*® bekannt iſt,ſo
iſtes leicht.den CoefficientenA zu finden,es iſthierzu
hinlänglichallemit dem - fleinſten-Exponenthehafteten
Glieder:gleihNull zu ſeßen,-wenn-man x ſehrklein-
annimmt,oderalle GliederderhöchſtenPotenz,

:

wenn

man x ſehrgroß-annimmt. Im erſten„Falle

-

giebt.die

Blogg TE

D? 25 5778 ¡ia
a= aA + ax — ax 4 alvAXE

;

e WO :

i

wh

ERA = 0

EE 120),

a— al a= dsdarausA=j

|A

i WV=
5

|

Die-
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“Diejenigen, welche. den Geiſtdes “vorhergehenden
gutgefaßthaben,werden leichtſehen,daßdie:Annahme
x ſehrklein,die in der obigenGleichungmit"dieſerver-

änderlichenGröße behaftetenGlieder,

-

ſo fleinmacht,

daßfeinesvon ihnenmitdenzweyandernGliedera und
: EUN inVergleichungfominenfann,dieſichfolglichun-

ter ih vernichtenmüſſen.Sollteman hiergegennoch

OMAZweifelhegen,ſowirdmanſiezerſtreuenindem
man anſtatt* fubſtituirtzsdelfin:alsdannwird,man ges

q

wahr nehmen,dalman immerdieZählq großgenug
nehmenkanndamitdie Summe der Glieder,wo ſieals
Divoiſorvorkómmt, fokleinwerdenkann, als ‘man will.

Indem man die dur den zweptenWerthvon «

ges
gebenenGleichung

a — a'Ax°+ a/A?x-3 eSa TA KS etav Ax TI i

— avA®x-9°= O

antvendet,Swird man aufdienemlicheArt haben

—_—_—LS_— aAa= 0, darausA= + PE '

dieſerWerthwithſo lángeimaginairſeynalsdie 5eys
“

den Größen a, av einerleyZéichen*haben“werden.

“Man ſiehtdur dieſesBehſpiel,- daßman überhaupt,
ſovielbeſonderéEntwickélungenvon y-erhältals « ver-

ſchiedeneWerthehabenwird. ‘Da man dás ‘erſteGlied

 Ax®“hat, ſoſubſtituirtman um das zweyte zufindên,
Ax® + Bx anſtattyz; oder, weledesauf ins hinaus
fômmt, man verwandeltzuerſtin der vorgegebenen

Gleichungy in Ax“ 4 y; nac den Reductionenſchreibt

man Bx# fúey‘;und beſtimmts und ß wie man « und

E beſtimmthat. Man wirddas dritteGlied “erhalten

indemman x8 -- y“ an dieStellevon.y'in derGlei-

«ung
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<ung, welche die neue veränderliche Grdße enthält, ſett;
nach geſchehener„Reductionen,erſeßtman wieder y“

dur< Cx?” und wird 7 und € findenwie man « und A,

6 und B-gefundenhat: dieſeOperationauf die nemliche
Artfortgeſcztwird diefolgendenGlieder:kennen lehren.

123.

Es ſeyals BeyſpieldieGleichung
|

(y — a)?+ bxy = 0 (Num. 117);
indem man ſieentwickelt, wird ſie |

a 2uy+ bxy + y =0 <

und man findet,indem“man FgtinAx“ anſtatty ſubſti:

tuirt |

a QdAx*up DATE i a2 — ol

Um ‘« in der Vorausſetzung,daß.x ſehrkleinſeyzu bes

ſtimmen,ſomußman nachder Bemerkungdie zu Ends

von Num. 121 ſtehtnur aufdieExponenten0, æ Und 28

ſehen.Manwird alsdann nur eineneinzigenWerthfúr
æ finden,nemlih« = 0, welchesdie Gleichung

a? — 21A + A = ©

geèbenwird;und folglichreducirtſichdas Glied 4x“ dûf
a, Manwird aſſoin der vorgegebenenGleichunga + y“
anſtatty ſubſtikuiren,und eswird kommen

bas «þ bxy!+ y 0 «>, ¿(O;
verändertman nachgehendy‘ in BxAſo wird man

haben
/

i ts + bert + p°x26=0
der Werth von 8 wird 7 ſey, und die Gleichung
ab + B° = o wird B = (— aby®geben.

Machtman tesper
inderGleichungCE

7 =
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= + y

und’ [äßt um ES B'an die Stellevon E bj),Dwird darausYero gehen
|

bpx?ts Bx? y0 + E + y =

LENweilab + B° = 0.

Seht:man Cx” fúr y‘“’ ſowird man

= 1; bB+ 2c = E

finden,ay :

b bx N

C= — —

— undFolglichCxY = — —

Lp)
—

Wir toollenfernernoh “— — + y, odeëauch
Cx “+ yi, anſtatty‘/‘ſubſtituiren,«und._wix werden

LE A AR
O

e

Ind SOUS LICE

14 fte
JO

(bc+C2)x? 4e2BxEy 24(bx 4 yin=o;(3)
“indemman BACI daß bB + BC =

0

iſt. Wir
ſeennahgehendsDx? füry“, undindemman wievor
hinverfährt,werdenwir finden

T= 2,4 26D ——=o: oder’

— R EEC
$ D

8( — ab)? 4A

Manſiehthinlänglichwieman das Verfahrenforte
ſehenmüßte, und wenn man die 4 bereitsgefundenen

Gliederzuſammenvereinigt,ſo wird man haben
i

zr bx x b
y =a + (—-ab — = — Ti N

FE [] |

D 4

oder auchindem man diedurchE AGEirten
Gliederzuſammennimmt
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La E daB +9
“denn (—ab)x: iſteinAusdru>derdasdoppelteZeie
<en = habenfann

Nimmt man x ſehrgroßan, ſomüßtemanalôdann
in derGleichung

:

a2 — 2aAx“+ bAxtt#4 A2 x28 O
dieGliederſuchen, welchedie höchſtePotenzvonx ent-
haltenmüßen, und .nachdem was darüberin Num. 121

geſagtiſt,wirdman für« zwey unterſchiedeneWerthe
i

:

finden,nemlih;« = — L' und « = x.

“Der erſtewirduns geben “

Lee i a2 + bA = 0,

undfölglich

ſeztman nachgehends
SE e a2

E
und ſubſtituirtA für=,ſoeömmtpf

Atea— 24Ax-I + 2ax-Eyguy!(fp =0;
"

indem man 2x8 fúry‘ ſchreibtund dieGliederaufſucht

inwelchender Exponentvon x am gehorenſeynais
“ſo wirdgefunden:

BS —2s
— 2A + Beo

i 2aA 2

i
undB E Pa

Wenn man ſofortfáhrt,ſo wird man dieerſtein

Num. 117gegebeneEntwickelungvon y erhalten.Die
zweyteEntwi>klungwird auchnichtdieſerzweytenMe-

De a Bb E
LI

ODE
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thode entgehen ; denn der zweyte Werth von « giebt uns

die: Gieichung bA + A? = 0, und Hieraus leitet man

A= — a, Ax& = — bx ab. Die Subſtitutionvon.

“— bx + y‘ an die Stellevony, in der vorgegebenen
Gleichunggiebt' :

:

“- 02 + 2abx — 2ay‘E + y = 0

verändertman nun y‘in6xÎ,ſofindetman
=o, 2ab — bB = o und B = 2a,

Treibtman dieſeCalculs weiter,ſo wird man ohne

Mühezu den fernerenGliedernder zweytenEntwickelung
ovn y inderangeführtenNummer,fommen.

:

Ad

Jh werde noh ein Beyſpielgeben,um einige

Schwierigkeitenaufzuklärendie in ‘derAnwendungder
uns beſchäftigenMcthodeeinemaufſtoßenkönnte,und .

dieGleichung
ax + Xy — ay = 0

wird der Gegenſtanddavonſeyn.
Seßt

1

man darinAx® anſtatty, ſowird ſie
ax? ate =o

und indem man # in derVorausſezung,.daß x ſehr
Flein ſey/beſtimmt,ſowird man «= 1, a — af=1t

finden;woraus A = r: das erſteGlied der Entwicke-

_lúngvon y wird alſox ſeyn
Machtman nachgehendsy =x + y‘,ſo E dies

“ſesdietransformirte'Gleichung
xt — 3ax?y!+ xy! — 3axy? — y = 0,

in welcherman y“ in Bxs verändert,
“

Sucht man hier-
von alledie Werthederen ‘8 fähigiſt,ſo witd man

a=2 und 8 ='1 finden,man ſiehtaber leiht,daß,
mañ den‘zweytenWerthverwerfenmuß’; -dennin der

OE
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Hypotheſevon « ſehrkleinmuß‘diegeſuchieR cibcſici|

gend ſeyn, und dieſeVedingungerfordert,daße
übertcift,DererſteWerth vons giebt

x
1 ganas ZaB =

e 0,

woraus man
'

i

:

uE RS :

B = — und Bx8 = — zicht.
3a ZA y

-

N SEA
e 7“

Setztman y‘ =

LES ſoerháltman eine zweyte

transformirteGleichunginwelcherman y‘ in Cx? vers

ändert, und man findety = 4, y = 1. Aus der nem-

lichenUrſachewie oben,muß man ſichan dem erſten
dieſcrWerthehalten, woraus hervorgehenwird

Cis = x Cx? = — E í

gia 81a?
j

DieſeWerthe“können jeztſo weit getriebenwerden‘als
man will,ohne daß ſichneue Schwierigkeitenerheben,
clésmanwird als leßztesReſultathaben

x2- LE x?

SPL Ga 243a®
Die vorgegebeneGleichunggiebtnoch dreyandere

Reihendie aus derAnnahmevon x ſehrgroß entſtehen,
und diefolglichfallendeReihen ſind,

*

Um dazuzu: gé-

AE mußman - in der GleichungN

A 428

A u ate — antxt =o

beſtimmen,dergeſtaltdaßdieExponenten,welche.gleich

werdenalleadern úbertreſen;zdie WerthedieſcrGrô-
ßen werden alsdann0 und # ſeyn, Der erſteWert)
“giebtA = — a2, und indem man die folgendenGlieder
ſubt,ſoführtdieſerWerth zu derReihe
Ia dC 3 = ZA?X76—— I2U* “- 9 — 55a?Re

2 12

i E derts
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Der ztweyte Werth giebt A — aA = 0, woraus man
A= 42 af zieht, Jndem man jeden der zwey Wers

the von A in den folgenden Operationen einzeln anwen:

det, ſowird. taandie zwey folgendenRéihenfinden„- die

nuxdurchdie ZeichenihrerGlieder von einanderunters
ſchiedene
= x + fa — fatxi+ fax,

=
— art xfjaEA ás ¿aix“+ A RER

‘Manmuß in der UnterſuchungdieſerReihen,diefallend
find,díeAufmerkſamkeithaben,unter die Werthe,wel-

_<eman fúrjedender Exponente#, y, è .… . findet,nur

diejenigenzu nehmen diegeringerals der óvrbteieA:
Exponentats

125.

Dieſezwey Beyfpieleſollengnügenzuzeigeny
wie

man die verſchiedeneEntwickelungeneinerimpliciten.
Function, welchedurceine ‘algebraiſcheGleichunggege-
benwird, findenkann. Eswird ſi<öfterszutragen,
daß dieBeſtimmungvon einemoder mehrerenCoeffis

" cientenA, B, C, « « « erfordert,daß man eineGleichuag
von einemhöhernGradealsder erſteauúflôſenmußzaber
dieſesHindernißwird‘die,Methodenichtaufhalten, weil

dieaufzulöſendeGleichungnur beſtändigeGrößenents

haltenwird; man könnte alſoin den beſondernAntven-

. dungenden numeriſchenWerth des geſuchtenCoefficien-
‘tenerhalten,wenigſtensdur< Näherung,und in den

“allgemeinenFallfährtman fortmit dem Buchſtabender

dieſenWerth vorſtellt,als mit einer bekanntenGröße
zu opperiren.“Hätteman dieGleichung

i

/

2a
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/ 2a? Ea q Ea — p3=O;

und nimmtdarin x ſehrkleinan, ſo iſtdexCoefficient
A durcdieGleichung“ ü |

20 — 2A — A =0
;

Kardia. EES

j

Da-‘indieſemBeyſpiel
-die aufzulöſendeGicibing-

von einemungeradenGradeiſt,ſo hat ſiewenigſtens
einereelleWurzel;das erſteGliedder geſuchtenEntwi

>elungwirdſialſo auch unter einerreellenForm dars

ſiellen;wenn man aberzu einer Gleichungvon geraden
Grade gefuhrtwäre, und es ſey zu Vnfangeoder in

dem LaufeeinerEntwickelung,ſo múßteman ſichſo
gleichverſichern,ob dieſeGleichungreelleoder feine

reelleWurzelnhat,um zu erkennenob VenEntwicklung
veel’oderimaginairiſt.

"

DieſeVorſichtiftwichtig,und deGua iſt„ weiler
ſievernachläſſigte,in einen großenFehlergefallen.Sie

zeigtmit weicherBedachtſamkeitman die Reihen behan-
delnmuß, und wievielman auf die Scplußfolgeny wels
<e man daraus ziehetrechnenſoll,wenn das Geſet,

“welchesdie Gliederbefolgennichtevidentiſt;- weil man

immer befürchtenmuß, daßſiein dem nichtberechneten
Theileder ReihedieForm ändern,und daß ſieſygas
ſelbſtdarinimaginairwerden, tE

126,
Die vorhergehendeMethodeſehrtauch dieEntivic

>elungvony ‘unterdevFormeincscontinuirlichenBruchs
kennen; denn nachdemman das erſteGliedAx® gefune

fuhâtte,fônnteman annehmen;

x AKE?
2 Eb i

: dEiE |

tos -
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wo y eine ſehrkleineGrdßewäre, weil dur< Hypotheſe
“das Glied ax® den größtenTheilvon dem Werthe von

“y bildet.Nachdem man in der vorgegcedenenGleichung
dieſenAusdruck

-

anſtatty ſubſituirt,und die Nen-

ner hat verſhwindenlaſſen,ſo wird man eine erſtein
“e undy transformirteGleichungerhalten,in.welcher

[man y‘durchBx8 tviedererſet, und beſiimmtnachge-
_hendss und 3 der überdenGrad der iS von x fèſts

geſeztenHypotheſegleichförmig.
_Man machey in der erſientransformirtenGleichung

x

<p
|

LEN
N

j 1-+y
es

ſo wird daraus. eine.zweytein x und y“ entſtehen,-in

“welcherman Cx? anſtatty ſet.. Hat man xy und @

wie Pcb beſtimmt,ſoſetzeman y

[4
Cx?

‘pes e TT!
_- welcheseinedritte transformirteGleichunggiebt,-

mit wélcherman wie mit den vorhergehendenopperiren
wird. ¡

i

Jademman vonden Werthenyate ILA eE AA

den Werthvon y zurúckſteigt,ſofindetman
;

CS

ds
:

u

1+BA
IES I 4 CxY

S
:

I + Dx

1-4ü, ſw
Man ſiehtdaß hierinzwey Arteá Entwikelungen-

von dieſerForm ſeynmüſſen,die eineArten ſteigend,E

_d.h.in welchendieExponentender Potenzenvon,x wacchz

ſendfortgehen,indem ſiegegen den Werth derFunction

E corvergireny wenn x ſehrfleiniſt;dieandere.Arten
im

X=

4

EA
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imGegentheile, die fallendſind,weildieExponentenvon

x na< dem Fortſchreitendes Bruchsabnehmen, ſind.
nue ín dem Falleconvergent,wo x einenſehrgroßen
:

Werthhat. -

:

F< überlaſſedem mit der Theorieder continuirli-

cen BrúchevertrautenLeſer,dieSorgfaltſichüber ei-

nigeBeyſpielezu úben;.mein gegenwärtigerZwe iſt

nur bloßeineintereſſanteAnwendunganzuzeigen,zu wel-
"

cer i< mit mehrermDetailin den Jategralcaleulzu-

rú>fehrenwerde,weil ſie.ein ſchretegantesMittel dar-

bietetum! dieNäherungswertheund dftersgenauen Wer-
- the„/dex durchDifferentialgleichungen‘gegebenenFunctioc

nen zu finden,einMittelwelchesman ſowie allesVors
hergehendedem Lagrange verdankt,

Es iſthierdex Ort zu bemerken,daß man auc aus

den Differentialgleichungen,EO vonderFora
;

Ax® + Bx8 + Cx? +.

dur das.Verfahren,welchesuns fürdiealdebraiſhen
Gleichungendiente,ziehenkann. Jn der That ändert

man y in Ax* um, ſomuß man aAx®-%an dieStelle

von 2,e(e—I)Ax{-2an dieStellevon —fegenund
“ſoweiter. DieſeSubſtitutionenlaſſen‘dieDifferentialien
der vorgegebenenGleichungverſchwindenund alsdann
wird man - und A toie in çinexalgebraiſchenGleichung
beſtimmen:das Aufſuchender folgendenGliedernwird
"_nicht-mehrereSchwierigkeitenhaben,

Vb 4
:

128,
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128.

___ Vetrachtangen über das was die Entwikelungvon (x + k)
in gewiſſenbeſondernFällenwird.

F< ‘habe(Num. 10) verſprochenzu erklärenwiees
d d?

zugeht,daßdieDifferential-CocficientenLZax
24 4E

unendlichwerden,M warum die Reduction der vorge-
gébenenFunctionin einerReiheſichnichtmehr durch
die aus dem“TeyloriſchenTheoremeabgeleitetenFormeln
verrichtenläßt:Uur diéſesVerſprechen‘zuerfüllen,ſo

werdeih zeigen,daßdieNum. 2 angenommeneForm

E Entwickelung» einer beliebigen.Functionvon x + kz
ob gleichim allgemeinenwahr, bey gewiſſenbeſondernFällendennochnichtanwendbariſt.

Hierfolgteiner der einfachſtenFâlledieſerArt:
|

Es JeyFR) = e
— a); ſo hatman

dff)
:

i

TA;
FI.

EE
= n(n — DG — a)n-2,:s

dR E, : E

.

ündes'fómmtheraus
fath=G-a+n=+2 (ea)a-t

e LSE y

Î

+ TETES CaOL >

DieſeReihefindet.allgemeinſtatt|wasauchimmer der
_ Werth von x ſeynmag, aber demohngeachtet',wenn

x= a, und n eine ganze Zähl vorſtellt,ſo ver-

ſchwindenalleGliederaus die ſiebeſteht,bis auf das-

jenigein welchemder Exponentvon der Größe x —

a

Null NE„vonderobigenEntictelungbleibtalſonur

noch
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no< das Glied k" auf welches ſi “dieFunction
(x — a + 1)" reducirt,wenn man daxina anſtattx

- fegt.
Wenn u einepoſitivegehrocheneZahlE fogiehtdievorhergehendeReihe
;

1 ;

+

e

G=a40=(x—a)s+.
“ E ie

E
1--—

m(x — a) m

1. (M— LK,
—_— è¿

Ce
Y

1

Qe >
1 TEN a) m

1. (m—t)m—-2)Kk*
+ ET LO ats

:

-_—_
e:

j N zm(x n 4
die Annahmevon x = a, würdedas erſteGlied dee
zweytenHälfteNullund’alleanderinaunendlichmachen:

Aber dieſe“nemlicheAnnaklfmeLEGEdievorgegebene
E

EN

T
Function(x— a + kJ»aufkw, ein Reſultatin wels-

„chemk ſi<{aufeinergebrochenen‘Potenzerhobenfindet,
und.“welchesſichfolglichnict mit der allgemeinenHorm:

derEntwickelungvon (x # ‘k)yenträgt
129.

Obgleichdasvon mirgewählteBeyſpielnur dasje-

nigedarſtellt, was ſi ineinem einzelnbeſondernFalle

zuträgt,ſomuß,man demohngeachtetgewahr nehmen,

daß alle-mal,wenú dieFunction,welcheman entwickeln

willim allgemeinenirrationaliſt,und daß.durchdie
SubſtitutioneinesbeſondernWerths'vonx ſieaufhört
es zu ſeyn,alódannnothwendigdieJrrationalitätauf

ES den
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den Zuwachsk fälltund die na< den ganzen Potenzen
von dieſerGröße geordnetenEntwictelung,kann die vor?

- Beyſpielwirddieſeszu erklären,vollenden.

Die Functiony=b4+}/x—
à,

redueirt ſi, wenn man

¡x=a ſeßt,aufy=b, ſieverliertalſoin dieſembeſondern
FalleihreJrrationalität,und diezweyWerthe deren

ſiefähigiſtreducirenſichauf einen;abervon den Au-

genblic®an, wo x ſich“verändert,nimmt ſieihreerſte
Form an,folgli<fokleinauh k feynmag, ſomuß y

doch,wenn x = a + k iſt,auh zwey.Werthehaben,

“und ſiewied inder That b L 1/x. Demohngeach-
“tetFann bey gegenwärtigenUmſtandedie.Reihe

RUE ty k?

E NAZ
nihtzwey Wertheauf einmal geben,teildiein derHypos-

|

theſevonx = a berechneteSróße y, nur einenWerth“ |
i is: Wan : ta de dy

hat,“unddie Differential- Coefficientene adh ns

welcheaus Gleichungenabgeleitetſind,-wo ſienur bis

zum erſtenGradeſteigen‘ebenfallsnur einen Werthfür
jedenbeſondernWerth von y giebt.Man muß jetztauf
eineklareArtſehen,warum die oben ſtehendeReihey

beyderAnnahmevon x=a nichtdarſtellenkann; man fühlt

úbrigens,daß“dieSchwierigkeitin jedemandernFalle-
aufhörtſtattzu haben,weil, wenn y ſeinebeydenWere
thewiederannimmt, jederder Differential: Coefficienten

-

derenau zwey nimmt, den einen Werth in Beziehung-

aufden erſtenWerth von y und den andern Werth in

Beziehung,aufden zweyten Werthvon y, und daß.durch

dieſesMitteldievon uns betrachtetenReihedoppeltwird.

139

N
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130.

“Die Art von Paradoxon, welches wir Culültatn;
weit entfernt die Allgemeinheitdes von uns Num. 2 aus-

geſagtenSgh zu ſchaden,bietetuns im Gegentheiledas

Mittelder den Saß auf weit ſolidernGrunde aufzu-
'

bauen als dieJndúctioniſt,wovon ‘wirihmabgeleitet

haben.Weil dieNatur einerFunction,oder dieGlei-

<ung tvovon ſieabhängt,immer dieZahl es ſeyder

“reellen, oder der imaginaïrenWerthebeſtimmt,welche
ſiefúrjedenbeſondernWerth der veränderlichenGröße

die ſieenthältannehmenmuß, ſoiſtklar,daß dieReihe

welchedie EntwickelungderFunctionausdrü>t,nicht
mehrereWurzelngebendarf:dieſeswürdedemungeach-
tet geſchehen,wenn die Reihe

/

“ereéi ‘u+ Pk QR + ee :

der angeführtenNummer, Bruchpotenzenvon k enthielte:

denn da dieCoefficientenP, Q, R, ‘« « « von jedemder
Werthe von u einenbeſondernWertherhalten,ſogiebt
dieſerUmſtandalleinſoviel

/verſchiedeneReihenalses

‘dieNaturder vougegebenenFunctionverträgtzoon ciner

andern SeitehättenBruchpotenzen, ſowie k?,KÎ, :

ſelbſtfovielWerthealsderenGleichungenvon derSêria
k2—A=09, KE—B=0,. ., geben fönnten,und die

Tour- a- Tour angewendetdieAnzahl‘derdaraushervor:
gehendenReihenweit úber dieAnzahlder Werthe,wel-

chedie vorgegebeneFunctionhabenmuß,treibt*),
:

; aan
5:

S4

6s

Lais

*) Man müß ſi hiererinner, was man iaallenalgebrai-
<en Büchern“überdieVielheitder Quadrat,Eubiewutzelu
u.!.w. ‘aus eínexbeliebigenZahl,und von derNothwendigkeit
ſiealleanzuwenden,wena mau, ggr keineUrſachehatvon

‘dex
/

: x



Ä
396 Zweytes Kapitel,

ganz als Simplicitär, den Knotenvon der vorhergehens
deg Schwierigkeitgezeigthat, die noch nicht mit

i
vies

“�er Klarheitentwifeltwar.

IZI,

‘Steigtman zu ‘der Bildung der Diferential-Coeffiz
cientenzurüd> (Num. 9 und. 19), ſo wird, man ſichins

Lagrangeiſt dererſteder mit ebenſo vielerEle-

Gedächtnißzurücrufen,daß jedervon ihnennichtsan-

“ders iſeals der Coefficientver erſtenPotenzvon k in

derEntwickelungderDifferenzvon dem ihm vorhergehens
‘den,oder,tvelchesauf einshingusläuft,gleichiſtdem
erſtenGliede dieſerEntwickelungdur< den Zuwachsk
dioidirt.Wenn man dieſenleßztenH auf den» be-

‘ſonderndurc dieFunctionb + 1/x— a vorgeſtellten

Fallanwendet, ſo wird man, wenn a + k anſtattæ
E Ss 1s EG

 ſubſtituirtwirdſchen,daß der Coefficient= älsdann

“unendlichwerdenmuß; man wird alſodaraus ſchließen,
“daß das ‘unter denſelbenUmſtändendur den Differenz

tialcalculgegebeneReſultat,einenothwendigeFolgevon
dexdexEntwickelungvon {(x+ k) zugeeignetenForm iſt,

i

und daß dieſesReſultateinigermaßendie Anwendung

ti Fallverbeſſert. In

von dieſerFormauf einem von ihrnichtmitbegriffenen
‘

der ‘einencherals vou den andernGebrauchzu machen.
Man muß guchin a<t nehmen, daß in dieſemArtikelnux

dieRede von ſteigendenNeihenſeynkann, die,wenn k ichr

kleiniſ convergiren,und daherdie vorgegebeneFunction

“um fo genauerdarſtellenals k einemgeringernWerth.hat,
und dieeinzigen:ſinddieesjndieſemFalemachenkôunen.
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R der That, die Annahme von «= a ‘4 k in der

Functionb + V/x

=

a giebt b + k*; die Differenz
ziviſchendieſenWerth und ‘demjenigen,welcher x = 4

entſprichtiſtk®,n
man dieſen+ Werthdurch

k,ſofómmt —, eineGrößewelchemit.E vom gleekE

chemWertheiſt,und dievñendlitvird,ivennman k=0.
*

ady “A
s

;

‘dx G. A y
“Eogofri i Ay

|

WenneinerderENO e Een dirs
dieSubſtitutioneinesbeſondernWerthsvon x unendlich

__ wird,und die vorgegebeneFunctionimmer endlichbleibt,

ſo fanndieſcsnur daßerfommen,,daß ein Nenner, wel-

chendieDifferentiirung-in dem in RedeſtehendenCoeffi-
cienteneingefüßrthat,verſchwindet;und da dieverſchiez
denen PotenzendieſesNenners ſelbſtdie Nenner der fol-

gendenCoefficientenausmacheny ſoiftevident,daßjeder
von dieſenhiermit dem erſtenzugleichunendlichwerden.

Ade

E SRE RRA LO R

Um dieſenBemerkungenalleAusdehnungundKlar-
“heit,welcheihreWichtigkeitvecdienetzu geben,ſo wollen
“wir. no< dieEntwickelungenvon einigenzuſammengeſeg-|

tern Functionenals dievorhergehendenſind,unterſuchen.
Es ſeyy = bx2 + c(x — a)è;y X

dieFunctiony durchdasTheoremvon Taylorentwi>kelt,

pis wenn x ſichinx-+k 4 folgendeForm an

bat

ama)+SLAP è
: 5 RR

= + {a+e Rte 7A + ‘e

n O
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DieAnnahme von x = à reducirtdie zwey fim Glies

der von dieſerReiheaufba? + 2bak,und machtdie:fole
«genden,wegen den negativenPotenzenvon x — a die

fieenthaltenunendli<h.Wenn man in denDifferentials

Coefficientvon der erſtenOrdnung
}

i

2bxSER(| _— a2
a = kan die Stillevon x ſett,ſokommt

2bía+ k) + Î2ckzsund
-

zieht man

nachgehendsden Werth ab, welchener erhâltwenn
PSS ſofindetman'

y

2bk 4+ fckzs
5

dividirtman dieſesNeſultatdurchk, ſo muß man nach

dem was in dervorhergehendenNummer geſagtiſt,

MESES z SR LASV
daraus eineGrößeziehendie gleihgeltenmit SS oder

: E
E

R =

den Coefficientenvon — iſt:Abepder Quotient

<4 a Sa
|

E RE E H,

zuwelchenman gelangt,wird,wenn man k = 0 mat,

“unendlich,welches‘demKeſultatedes Differentialcalculs
gemäß Es ' i

Das TayloviſcheerasaufdieFunction
E

:

y = bx + ex — 24+

angewandt,giebt,indem man annimmt;daß aus kyx+k:

E

wird
——Lf cp tes

“bam-pe(x—8)4 + mbaw-e
+s

_— al EL

è 4 WE

+fatn—nbun-saD (ea‘Be

E:
Tags

2

“und
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und man wird allgemein haben

doy
= m(m — 1). (m — n +# I)bxm-n 5

dxn E
E

e Se.
PO (P—(0—LE Tes

: 5E

ga
N LE

So lange tie n kleiner als FTiſt,werden, tvenndie

áb

“

Potenzenvon (x —

-

a)poſitioſindund man x = a,

macht,ſolcheverſchwinden,und der zu dieſemFallebe-
do

ſondernWerth von

ww
5 wirdſeyn

mn 4), (A = 4 1)bati=n,
Nimmt man an daß m eine ganze poſitiveZahlbezeichs
net,ſowird dieſerAusdru> ſelbſtNull,wenn n, m über-

triſt,aber bis dahinwerdendieobenſtehendenGlieder

“der Entwickelungſeyn
»k

i

LE

bamde taba n mm-=; 1)Jba-a,Fei

‘PederdasGlied
mm 1)...(m—n+ 1)baw-8——,Ö

2e.

“hinaus,wird man, wenn m FieinèralsSiſt,eineFol-

ge von NullCoefficièntenbegegnenbis daß-man eine

Ordnung der Differentiirungerreichthat die einen hd-

hern Exponentenals7hat,

- Man ſiehthierausdaß,in derFolgeder Differential-
__ Coefficienten, ſi< darin wel<hefindenkönnen die ei

[nenendlichenWerthhaben, andere die Null ſind,und
endlichanderedieunendlichſnd,Man wird einBey-

ſpiel
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ſpielvón dieſenverſhiedetenFällenhaben,indem man

m=2 und N = Znimmt;denn man findet

y = bx? #4¿(x — af,
“—d R

:

A =2bx + Zc(xi= a),
d2y

: A

Sres

= + 7-2 (x — a)fs
:

f ,

a? E “

y

L -

i

¿

«

2 = 3.4 ze(x—
LS

CS
:

— R LES (x — 6E,ü. . WW.

UnddieAnnahme von x = a twvirdgeben
; dy

:

j dy
y = -Daî — = 2ba, =

:

Y d I

dx
2ba,

dx2
2b,

: SN PE
A

Me AE GE

P

bw + cx — 1, xa + Kk

mat,Y wird'

b(a+ m + a
| fominén,und unterdieſerForm ſiehtman leicht,daß,

ta ‘wennm ÉfleineralsD iſt,darin eine Luckezwiſchenden
à

*q
1 Ï

leßtènGliedebkmdesentwiceltenAusdru>sb(a+k)m,und
|

N
:

“des Gliedesekaiſt,Wenn man durc r die ganze in
A
enthalteneZahlvorſtellt,ſowird.dieſerBuchſtabeauch

4

die Ordnungdes Gliedes,welchesdaserſte-von denen
Gliedern.
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Glieder vovrangehetdie durchdie Annal;me. von ‘x = a
undendli< werden, und welchèésvon der Form

:

:

y:
N(xGAEL /

|

ſeynwird, wo N eínbeſtändigerFactorbezeichnet.
Nimmt man alſowie mañ es in den vorhergehenden
Nummern gemachthat,den“Unterſchiedvon dieſemAus-
dru>, in dem Fallvon x = a, ſowird man finden

ES
; NEO

|

und indem man durchk dividirt,wird kommen
A

VP, E

E E TE
Um-von dieſemReſultatezu dem Werthe des Diferèn-
tial- Coefficientenvon der Ordnungr +1 überzugehen,
mußniank = 0 machen;aberda 6 — +> dur<Hy-

potheſe,einekleinereZahlals dieEinheitiſ, fo wird

der Exponent2A x negativſeyn,und folglichwird

dieAnnahmex =‘a dieGröße
:

z

E

dt

ERE
E

unendlichmachen.

40%, :

Wirwerdenhierdie Folgerungendie man aus den

‘vorhergehendenBeyſpielenziehenmuß, zufammenſtellen.
Es gehetſogleichhervor,was den Differential- Coeffi-
cienten von derFunctiony = (x — a)"zuſtößt,oder

_‘geſchichet,wennman darin n = a macht(Num.12 28);
daß überhauptalledie CoefficienteneinerFunctionvon

LChed,
/ “Ce det
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der Form y = X(x — ‘an,von der Ciesbis. mit- zur:
-

(a — ten Ordnungin dem Fall von X =-a ver-

ſchwinden,wenn k eine ganze:poſitiveZah!iſt,und daß

diedur X vorgeſtellte:Functionvon x, bey demſelbèn
Umſtandenieht‘unendlichwird. Um ſichdavon zu über

iFuganiſt
es hinlänglich

= (x= a= u

zumachen;daraus fkêmmt

dwy = dm, tu =

m (m—1)

Hat,ätdn*Iu1+ dtd Zü; ¿ ;

£2
*

SS «¿è ¿ + udié (Num.107)
“ undweil u, ſowohlalsſeineDifferentialen,biszur Ord-

nug n -——-1,bey derx-Annahme von x = à;Null find,

fo folgtdaraus daß dvy Null feyn witd, ſolangem
nihtü — 1 übertrift,unddaß man habcnwird, tvenn

i a 1 N

'
dy = tdná= ANdxE

z

N der vorgegebenenFunctiónenthâftalſo
keinePotenzvon k dieniedererals n wäre,

_-Gn dem Falle,wo der Exponent:à einegebrdchene
- Zähliſ,wérden „ indemman x = a machtdie Differens
Ml Coefficientenvon X(x — a)"unendlich,ſobaldals:dex

ExponentihrerOrdnungdieſeZahlübertrift,
Endlich,wenn à eine negativeZahlwäre, ſdwürde

die vorgegebeneFunctiònmit ihrenDifferential-
-

Coeffi-
tientenzugleichunendlich.

-

i 134. :

- Jn deñ bafonderFallen,wo derDifferentialcalcul
denAùsdeu> der Entwickelungvon f(x + Kk)nihtge-
hen-fann,kann man dazugelangenes ſeyſo,wie man

A
AE

z

es -
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ès füröbigeVBeyſpielegema@that, oderes ſeydurch

Anwendungdetin Num. 119 und folgendenvorgetrage-
nen Methodë:das etſtedieſerMittel kann nür ‘inBe-

- trat der explicitenFunctionenEe werden,

Hätteman z:B.
:

y = (à — x)?US — x?
x

undman machtédarinx = ; ſowürdendieDiferen-
tial-Coefficienteñüunendli<werden; aberindem man

ak aus
* ſchreibt,fowúrde man finden,

= VZ E =

=

—SH za®+ (3a+k)KJZ
: undindemman E Hens

fommen

A (3att+ (Za+ D) +. ep—
:

:

DE I 110

(Ga E GO SC e!

Jchhabehierur die zweyerſtenGliederberechnet,|

weil in dem Gebrauchewelchenwir indèr Folgevon
den EntwickelungendieſerÁrtmachenwerdeny ihrerſtes
Glicd am öôftexſtenhinreicht.

_

Waârè voneiner“implicitenFunctionbieRede, ſo
würde man a + k anſtattx ía derGleichungvon wel-

cherſieabhängt,ſubſtituiren; ſiehtman nachgehendsy

und kía derentſtehendenGleichungals alleinvéränder-
|

lico„an,fotvúrdeman nachdenweitet obenangeführ-
tenNummern, den Ausdru>kvonder erſtendurcheine
ſteigendenachden Potenzender zwéytengeordnetenRei-

he,finden.
i

Die Gleichung
y — axty!+ 2x — at =0

E uns als'Beyſpieldienen.Jndem man ſiedifferen.
tiirt,ſoziehtman daraus :

/
:

/

QCA, Wy
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3

dr EA
kt Miri :

- und indem man x = a annimmt, ſo reducirtſietdauf
x:— 20 -_+at = 0,

3

worausy = = a und dy = — folgt.Um die er-

ſtenBliederder Entwickelungvon y. in dieſembeſondern

Fallezu erhalten,verändertman x in a + k, und we-

gen x = a,hat man y = << a, nian ſ<reibta 4 Ak*

anſtatty, indem man voù dem doppeltenZeichen+ ab-

ſtrahirt,welchesman leicht,wenn es nöthigwäre wies

derherſtellt.Man wird daher haben

a*—a(a+k)*+2(a+k)"(a + Ake)— (a+ Aka)!= 0.

Da man in dieſerGleichungnur diemit derkleinſten

Potenzvon k behaftetenGliederbetrachtenmuß, ſognügt

(Num.121)auf
— 4a’k++ garaN — 482 e— 4aAk34 — Ak4%=0

|

Rückſichtzu nehmen,worausman ziehenwird «== und
a + A° =0; man wird alſoals Reſultathaben

y=tati EV += V ak +
Man ſiehthieraus,daß wenn man x >a nimmt, fſo
wird der Werth von y unmògli<ſeyn,und daßſiereel
wird, wenn man knégativannimmt,oder x< a

Die vorgegebeneGleichunginBeziehungauf y nach
:

ArtderGleichungenvom zweytenGradeaufgeldßt, giebt

I A Es
fubſtituirtman a=+k ſtattx und entwickeltdas Reſultat,:

nur in dem erſtenGliede,ſowirdman aufdie obenge-
ſundenenzurückommen,

Wir wetdenbeobachten/ daß man dieGröße
KE V— aals den Ausdru>des Differentialsvon y,

‘als;
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in dem Falle wo x = a iſt,betrachtenkann, weilſie

alsdanndas erſteGliedderEntwickelungvon derDifſſe-
renzzwiſchen den Werthen von y, die x = a und
« = a + & oorreſpondiren,bildet,

WirhabennichtgeſuchtdieAnwendungder im vor-

hergehendenangezeigtenVerfaßrungsartenauf dieFunc-
tion!x zu machen,weilſiein feinemgalle,eineEntwi-
>elungvon der Form

:

Ax®* 4 Bx8 + GA e C4 (Einl,Num.29)
_ ulaſſenFann. E

e
RES

Von den Ausdrû>en,dieia AN beſonderuFällen2 werden.
__Es kann nichrafleingeſchehen, daß dieDifferential

Coefficientenin einigenbeſondernFällenNull oder ün-

endlichſind,fondernſiefónnenſichnoc inandernFâäl-
lenunter einexunbeſtimmtenHormDaren indemfie
2

, werden,Hatteman z.B.

ay= Var
ſowürdemandavonableiten

| dy 2% — 2x88
AE =

] dx Vix N

and.wenn man x= 0 macht,ſokömmt.

E Z

iA “A2 TR

Demungeachtetwirdman mid einwenigAufmerk-
ſamkeit(chenedaß derZählerund derNennerdesBus

:

;

ats 2x°
:

: NS Vaie
—s

— x ¿

/

“nur destvegen!zu gleicerZeitverſwinden-teilſe mie
dem gemeinſ<aftliGenFactorx behaftetfindz_befreyet

an’ nan ſicdavon,fowird man finden
y

: AE ES1
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E A ESSA

dx Vat x2

| (] 3

E
/

‘

2

x Wel =O UEund folglich e aS
j

i

:

dx ALEA
:

Ueberhaupt, wenn man in einem Ausdruke von der
Form :

5

:
i

P(x — an
; Qs — a)?

x= 0 macht, ſo wird er 2: demungeachtetmuß fein

wahrer Werth Null, oder endlich,oderunendlichſtyn,=
jenahdem man m > n, m =n, m < n haben wird;

dèn, wenn man im E
und Nenner:diegemeinſchaft-

lichenFactorenausſtreſcht,ſofindetman im erſten:Falle
E PS Se ben amen :

1

im zweyten
i

RE 5

“und im dritten ;
i

s

QU = aj tri
=

wohlverſtanden,daßdie GrößenP undQ ſo beſchaffen
_ ſind,daßſiedur<die Annahmevon x = a weder Null

asunendlichwerden.
:

SobaldalſoeinbeliebigerAusdru>ſi unter.die

Form 2darſtellt,ſomuß man ihm, um ſeinen wahren
Werthzu kennen,von demden Zählerund Nenner ge-

E SYa k

meinſchaftlichenFactorenbefreyen-Der Bruch

“

SGGRESES )
E es

z.B. welcher3 fürx=a avird,wird,enn man ihm zu ſei-

ner kleinſtenAnzahlvôn Gliederreducirt,verändertin



a? 4 ax + x?

2 atx
KEL

; 3a A

und gicbt 7° wenn man darin x = a macht.

136.

Die Bemerkungen von Num. 133 werden uns Mit-
tel an die Hand geben, um zu dem wahren Werthe ei-

ner Function zu gelangen die 2 wird, ein piel einfacheres
und aligemeineres Mittel als dieAufſuchungdes gemèin-
ſchaftlichenFactors.Man hat geſchen,daß alleD �e-

rentialtenvon einem Ausdruckevon dor Form P(x — an.

bis mit zu dem von der (m — ten Ordnung,bey der

Annahme von x = a verſchwinden,wenn m eiaeganze
Zahliſt,und daß alsdann dasDifferentialvon der¡ten
Ordnungſichauf1.2...mPaxwreducirt:derFactor
(4 — a» verſchwindetalſoin dieſerHypothele ng< m

Differentiirungen.
Es iſtnichtnothwendig,daßman‘denEx¿onent

n

m

kennt,‘nochſelbſt,dag der Factor(x — gm" genay bez
fanntſey,um zu wiſſen,wenn der AusdrucfP(x — a)®

davonbefreyetiſt;es iſthinlänglichſi na< jederDiffe:
rentiirungzu verfihernob das erhalteneReſultat,wenn.

man aan dieStellepon x ſetzt,verſchwindetoder,nichtz
‘im legtenFalllleiſdie,Operationgeendet,und daß tas

“man gefundenhat ſteiltdieGröße1.2,..m? vor. E

ſey¿:B. dieFunction
x — ax? — aix + a

diedurchdieAanahme von x = averſchtoindetzihras
ſtesDifférentialverſhwindetbey dieſerHypotheſeauch,
aberihrzweytesDifferential, welches(6x — 2)d4x?iſt,
nichtp ſieiſtalſonun von dem Factor(x _ a) befreyet,,

E SS und

Gebrauchdes Differentialcalculss407

4
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und teil hierzu zwey Diferentiirungen nöthig waren,

ſo muß man“ daraus ſ{ließen,daß ſievon der Form
P(x — a)?iſt;welchesbbrigens.leichtzu- prúfeniſt,

dennman toird_findea-
ax at fa =>+) (a,

Wenn man das Borhergehendeauf den Bruch
j

,

P(x = gim
/

Qi = aj
‘vendei,ſo tvicdman ſehen,daß,wenn man verſchie-CAEtalhintereinanderſeinenZählerund ſeinenNenner

differentiirt, ſotverdenſie,wenn m = n bryde zu glei-
cherZeitvon dem Factor(x — a) befreyetſeyn. IJ

es der Zählerwelcherzuerſtein nihtverſchwindendes
“

Reſulratgiebt,ſowáre dicſesein Beweis, daß*derFacs
tor (x = a) ſi<darinauf einergeringernPotenzals
im Nennerbefindet,undfolglichwird dervorgegebene
Bruch unendlichſeyn;iſtes im Gegentheilder Nenner,

‘

ſowirddervorgegebeneBruch Null. Man fann daher
folgendeRegelausfagen;
Um den wahrenWerth einer Function zy

erhalten,die.2 wird, wenn man x einen be-

fondern Werth gicht, fomuß man ihren Zä h-
ler und Nenner differentiiren, bis daß man

fúrden einen oder für den andern ein Reſu([-
tat findet,welches niht verſhwindet;dievor-

gegebeneFunctionwird im erſtenFalle unend-
lih ſeyn, Null im zweöteñ,und wenn ſieeinen
cndlihenWerth hat,

-

ſo wird,man zu gleicher

“ASH: zwey nichtverſ<hwindendeReſultatebe:

gegnen./

e Emge BepyſpieleS1 dieſesgenugſam.erläu;
ternx

137’
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% EZT

Si ‘a? E x?
e

Es ſey Y)die Function75
von welcherman

den Werth fürx = a verlangt; indemman ihrenZäh-
lerUn ihrenNennerdifferentiirt,fowird man finden

HA î
¿

EY —3x?dxpo
—— Rd Ef E x :

2 A
j RT é

“woraus = entſtehet,wenn man x in a verändert,eben“

fowieinNum.E : :

2) DieFormel— — -welchedieSummederney:
ſtenGliedereineroud Reihe

-

-—4 X,Xx Ree.

'ausdrúctt,wird 2, wenn x = Iz unterdeſſenGat“dieſe
Summe in der geometriſchenPregreſfion— Is1,T,ris
zu welchermanalsdanngelangt,einen béſtimgitaWerth

DLL gleichniſt,welchedie vorhergehendeKegeluns au<

gebenwird. Jn derThat,LEA
man den-Zähler

— X
und denRetedesAusdrudfsA diferentürthat,

dx
i

:

ſo-änfetſich—=> nd indem manL anſtattX
_

ſchreibt,ſoA n,

3?Derwahre Werth von

A “em2ACcxdappag)
bx?—abex-f-be?

:

:

Cc5 bi -:

D -DhneDifferentivlealeulerhaltman denTait Werth
ſeichter,wenu mgn bedéuft,daßdievorgegebeneSawfienglei

--

;

/
/

i

in

ACRE
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in dem Falle von x = 0 i, kann nux na zwey Dif-

ferentiationen gefundenwerden, denn die erſtegiebt
lden

F

AIG dai C j
É

Y
Í

;

— , ein Reſultat,welchesno< 7 wird; aber,
bx = DC

_wenn man no< einmal diſferentürt,ſofindetſi)E
4) Wir wollene no< den Werth"vonder

Function
E

-

LT

is

x —ax—Â +a’e
j EZEIT“ ts

i ſuchen,wennx =a iſt¿ wir werden finden, nachdem
:

man einmalden Zählerund,den Nennerdiferentiirt_:

hat,daßder erſtealleinnochNullwird,wenn man a

anſtattx feßtzwodurch wir belehrtwerden, daßder

wahreWerth «der vorgegebenenFunctionNullift,N08
‘Gegentheilwürdefürdie

f Gunction
/

29830 IxSe
:

4 :

1

“ſtattfindeù,
R A 5) Ob

Y
Ei s

i

:

 — 2c

+F

e) “esC e LE
Ms EILE GE

% DieſeFunctioniſt-

z

E AS SAN 5, E =)
5

Ó

ETS EEE EEES

ra wirdſiefürx = Bull, 2

Le

E) DieſeFunctionzerlegtnian in.Factorenund erhält:

APN )K
:

(a—x)x«

at xt ax —) (atx) (24+x)-zax(x)
EUA TEE (aA=—xPX“

:

:

x
i :

(aX) a —aax+x) (ax) (a—x)®?
z folgz
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5). Ob man zivar nichtfogleichétattelt,wie es mdg-
aX — bx

lich iſ, dietranſcendenteFunctionTRGBET H für

s : AES
7

P(x _— A JI
e

x= 0, wird,dieForm TE Luo zu geben,fokann
&

man demungeachtetbey ihrdie Regelantvenden, und
nachdem man ihrenZählerund ihrenNenner-diferen-
irt hât-- fofindetmanaxla — hlb:- ſestman o ſtatt

x5 ſohat man ta = 1b fúr den wahren geſuchtenWerth.
DieſesReſultatwird ſogleicherhaltenindem man

ſtatt den FunctionenaaX und hx ihre Entwickelungen
(Einl.Num. 22)

AN denn es fommt
AX a [9X

:

EA LN

——=t-D+4da ac. Es IT Zuin

unddie Annahme von x = 0 reducirtdiezweyteHälfte
von dieſerGleichungauf ihr-erſtesGlied:folgtman die

Operation,#d wirdman bemerken, daßdarinein Fac-
o welcherdurchdieDiviſion-verſchiwindet.

:

6)DieFunction
I—sin.x| C08.19

|

i

cin,x+ cos. fL
R E

'

re-

folglichfürx = a,hat'man denWerthÈ = a,

Ebendieſesfindetman.auchdutchdenDiſſerentiagleaieul.-
|

: S. S

")DieDifferentiationgiebt Es

SOS X— Sin.E
:

re

CoS. X — Sin,X

Und dieſerWerth gehtfürx == 90°in=+1 über.
im Originalſignd—

1, aisDiferentialenlealfindet
Ze A

ES ngi
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| Éibicseſi<auf2, wennder Bogen:x = 90®iſtzaber
indemmandie Regelaufihr,anwendet,ſo findetman

daß ‘ihrwahrerWerthalsdann + 1 iſt
;

7) DerLeſerl'annſi beydenFunctionen
a—x—ala-alx *)o X—x K%)

n LE e

, Öbens,

f

We

¡uan‘diefenWerth,wenn man 2A vorgegebenenBruchver;

wandelt in

VG FAVES— n. x*

Vr — sin x E PÊ — sin,x)*

EA nx + UTE
Ji;+sin,X — YV1—sin. x

der alsdannfürx = 90°,+ 1 giebt,
:

G,
: 7

:

®)Zählerund Nennerdifferentiirtgiebt

. ara I ”

—— FiiegrpwageſinponngnbegeRg ï

AN Fee TA!bn x 2ax —- xf (1

(A) (A X)

YV2ax — Y
,

E

i

:

Toa Vai — x
CS E (BEE Een r Gi

EEE
QE ule

item —:
BN EA :

;

__—_—_—_ KK
i

E RNS

für x = 4 wirddieſerlezteBru<h = —

1,
:

R, E

E,

>) Zählerund Neuuer di�erentiirtgiebt
—

xX([+1]x)—1 (à

BE

RRE

ep
C

= NUE = fUr x= 1
L

: SnesL + —
|

| |

Zähler'
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áben;zdie erſtewird5 fürx = a, unddie zweytefür
x= 1; ihre wahren Wertheſindreſpective=— x uud

LEE

:

E

Es ifleihtzuſchen,daß‘dieRegelvon Num.126
nichtin den Fällen,wo die verſhwindendenFactoren
auf einerBruchpotenzerhobenwären, den dieDifferen-"
tialienvon derFunctionP(x

— ® ſind’Null oder un-
endlich,wennm feineganzeZahliſt(Num.133)Wenn

man z.B.— hâtte,obgleichder wahreWerth
X= A)

dieſesBruchs; 2a fürx =a iſt,ſowird man doch
niemalsdur< DifferentiirungE Sagenman würde
" ſucceſſivefinden

7 s d
E a GR Zx(x?PR
(x —— a)?

:

<2 ESS
C

daserſtevon dieſenReſultatwirdno< 5, “wennman
x=a macht,und dienemlicheVorausſeßzungmacht:die

Zählerund dieNenner von jedender folgendenunend-

lich.Wennman dienegativenExponentenwegſchaft,in-

dem man die,welcheim Zählerſindim Nenner überge-
hei:láßt,et vice versâ,ſo reducirenſichalledarausents
“ſithendenneuenAusdrüenauf2. :

139:
E und Nenner dieſesBruchsnomaldiſferentilrtgiebt ;

ì

xx(141x)?+X E
E)

ET

TBS
>

fürx = 1 wird dieſerBruch= _—

Fd
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139:
Hierfolgtein âllgetteinesvon llen Schwierigkëiten

befüéÿtesVerfahren,welhè die Rege!von Num. 136 in

“in ſihbegreift,und.welchèih nur deétbvegenjuleßtLor-

trage,weiles michdünkte,daßdieBetrachtungenin der;

_ängeführtenNummer éin großesLichtüber den uns bè-

_ ſhäftigendenGegenſtanÎwerfêrfönnte.

Es ſey> eiù BruchdeſſenZähler[undNennet alle

beydefütx= Aaverſchwinden; ſeztman à Fk aûſtatt
| , ſo entiviÆ#èlnſi die FunctiönenX und X in ſtei-
geitdenReihevon deëForm

Ak“ BKA

m

ERRE:«iAlke+ BÉ8/e
weilfleinder Hypotheſevon k = 0 zu ‘Null werden

ſollen, welcheHyvothéſedet von x = a entſpricht;man

wird alſeſtattdesgegebenènBeüchs, haben

Ak®+. BIS+.
SEE

SEGER s

aK a BKS# is

EE

Wen utan {tidieſemRefültatewirkli| = 0 an-

_ hinñimt,ſo-mußmañ_auf den Werth, welchendieFunc-

“

tion
E;

und obgleichdieſesReſultatſi< auf ? zu reduciren

ſcheint,ſo wirdnan docheiúſchenSEA daßes immer
‘einenbeſtimmtenWerthhat.ES man drey

Fälle
i E «t;¿= ál ind à < «',

_fo fönñnténwir in deù beydenerſtenFällenden vorher-

gehendenAusdru> wie folgertſchreiben:
y

'

/

S

Rs AK

= erhált¿ wenn mán x tü à verändert,zurü>fallen,-
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Â
,

i pta fis
TEE

7 E E

Unter’dieſerFotiiſt-esleichtivahtzunehmei,daß;ſo
lange.«, «/ übeztrift;dieAnnahmek = oden Bruch

ZU Nullmadhtj und daßer ſichauf= reducirt;wenn

man 4 = «‘ hat. Jn derdritten Falle,im Gégen-
theilewò & < als‘«/ iſt,wird man haben

E) weisMe
EA pe :

uüddieſesReſultat, wirdfürdieAññhahmevon k =o
unendlich.Jn allen dieſenFállen,hängtderSRE
WerthnuL von demérſteùGliedejederReiheab:

DiefolgendeRegelerſire>tfihauf alleFunetionen,
welcheſihunter det unbeſtiinmtenForm 2 därſtellen
föónren:man ſuché das èrſte Gliéd von jeder
der ſteigendenReihen; welche die Entwieke

lungen des Zählers und Nenners für =
ausdrücen, man reducirë den dürch dieſe
beyöenerſtenGliedergébildetenneuen Bruch
auf ſeineneinfachſtenAusdru>, und mache
nahgehendsC= Oie Reſültatedie man er,

halten wird werden die unterſchiedeneWe t-

the ſeyn, wel<he der vorgegebe Brü fürx= a erhält.
SE

Ss
i

DieſeRegeltdird dftetsFequetefcheiñiérialé das
Verfahrenvon der Diifferentiation,in dem Zakle,wo legs
teres angewendetwerdenkann. Nuk nachdemmañ iB.

'

viermal hintereinanderdenZôhlerund den Nenner des. -

Bruchs
4

4 ez
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PEPE

A

Awer

Km dix rafa — 2a2]V/2ax— a?

2xt 20x —

af 4+ 20 za x2

DifferéntiirctGi:fómmt man endlich dahin den wahren
Werth in dem Fallewo x = á zu finden.

Indem man a+&kanſtattx ſchreibt,vie esdieRes
“gelvorſchreibt, ſofömmt
:

2a
?ak akk 2a2TasFak

— 2424k 2al/aë?— Le
:

y

ivennman die beydenWurzelgrößenin Reihenreducirt,
ſo hat mañ

a

———=/t Tuts LS
HS es =a+tk——+= —= +...

SAS 8a

E ; k2 k+EE SE

2a 8a? ,

„dieSubſtitutiondieſerzwe)Reihenin den vorhergehen-
“den Bruch wirdfür den geſuchtenwährenatt

_— Sa

Eacaig
:

Jn dèm Falle,wö derbeſondere,Werth -voû > ei-
“

nigeWurzelgrößenverſhwindendmacht,und diedadurch

der Regelvon Num. 136entgehen,muß man nothwen-
'

digzu‘derebenSes Zufluchtnehmen.
/

ie hollenWerthman fürx=a

(xBEE OE

duri:dieDifferéntiationnichterhaltenfann(Num. 138),

giebt

Der BruchD

pak K2YE

-

4Sseat (a+ 0!
kT

indem man x in a e k verändert,und machtman

 k =0 foerhâltman den wahrenWerth(2a)?«
i

104,
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140,

|

Eine Functionkann ſichnoc unter verſchiedenenun-

beſtimmtenFormendarſtellen,die dem Scheinenach von

2 unterſchiedenſind,die-aber im Grunde zu der nemli-

lichenFormzurücffommeny und die zu kennen guti:
1) Der Zählerundder Nenner von dem Bruche.

z = könnenzu gleicherZeitunendlichwerden;zwirhaben

dadaseinBeyſpielin Num.138.-beydem Ausdru>
E — as + (8 — a)” Z

al Vi

Fe (N EAN AL
-

gegeben,und wir habenangezeigtwie man daraus ein

Reſultat ziehenkann,SE wird, wenn x = a,

Allgemein,wird der Bruch= alſogeſchrieben
/

Lsſoreducirter ſi<auf22, wenn X und.XE unendlichſinds
dieSubſtitutionvon a + k anſtattx wird auch zu ſei-
nem wahrenWertheführen,ohne daßes nôthigſeyihre

, Formzu ändern.Das oben
EE Beyſpielwird

“

durchdieſeSubſtitution.

CE+ kJ)+ E E RE,
LSE

ZE

= akt2atE+ 4(a + Kk)?(2a + È
und 0PaMman

k = ° macht, E2a
daraus‘hervor

EE /

‘I,Theil, : Dd Wenn



418 : ZweytesKapitel.

Wendman den eety verlangt, welchen die —
tion -- erlángt, wenn x unendlichiſt,oder„. welcheseis

nerleyiſt,die.GrenzevondieſerFunction, ſofönnte
man dazuwegen derUnniöglichkeit1xin einer Reihe zu

reduciren, dur< keineder Verfahrungsartenderen wir

uns bis jetztbedienthaben gelangenzund man. müßte
zu den der Natur der vorgegebenenFunctioneigenen

BetrachtungenZufluchtnehmen.Man hat durchNum,
25 der Einleitung

:

j

> (1x)?
x«=1+2A ers

widuceman ſieht,vatjeardßeedieGrößex ſeynwird,

jemehrwird ſieihrenLogarithmusübertreffen,und je

beträchtlicherwird auh der Werth desAusdru>s—ſeyn;

AUE : Da RA ,

L

|

be

= 1 i 1 acziiae

aber= x0; dieFunction
E

wird alſoohne

.aufhôrenzu nehmen und wird mit x zu gleicherZeit
unendlihwerden.Von dieſerSchlußfolgemuß man je
dochden Fallausnehmenin welchemder Exponentn un-

endlichkleinwäre, dennes folgtdaraus,daß x°= x

iſt, daß was auchx immer ſey,man immer x" ſo wenig
von der Einheitunterſchiedenmachenkann, als man

‘wollte,indem man n von einexſhi>lihenKleinheit,
'

nimmta
E

:

Es

Y Ichhabevorausgefekt, daß hierdieRede von Neperſehe
Logarithmenwäre,wenn aber derModul nichtder Einheit
gleichwäre, ſo wirdnicht„deſtowenigerdieZahlx endlich

“

O LogarithmenübertreffenyEEwirddieſeseheroderſpä.
: tex
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2) Es kann geſchehen,‘daßmanein aus zwey Fac-
‘torenbeſtehendesProductantrifft,wo dereineFactorun-

'

endlichder andere Nulliſt: Es ſeyPQ dieſesProduct,
H D

wenn die Annahmevonx=a, Þ = 0, Qu= — giebt,h

;

o

ſomat man Q = —»und R wird in derſelbenHy-

potheſeglei Null;"es wirdalſo:kommen
:

PO = E D

:

“R

Wir wollenals BeyſpieldenAusdruck
:

E
FX

(I — x/t& —

nehmen, wo = die halbeCreisperipheriebezeichnet;wenn

man x =. 1 ma<t, ſo verſchwindetauf der einenSeite„

die Größe1 — x, und auf der andern wird:dieTan-

genteunendlih,wenn— gleich90°iſt,Um alſozu dem

eo SE Bruchszu gelangen,ſomuß man

fe Ss
— = 7machen,undindemman ſicherinnert,daß

:

TGAEE ſowirdman R==cot,—
=

habenz dievor-
“gegebeneFunctionwirdfolglich

“1 —_— x

>

ME

cot, =

2

‘einBruchwelcherſihauf 2 reducirt,wenn x = 1.
Dd 2

:

=S

ef Man

tergeſchehen,jenachdem,»daßderModul geringer
;

Ve grd-
ßeralsdieEinheitit,aberimmer vorherechemagn x = 1

Vas, :
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- Mantvird dur die Regelvon Num. 136 finden, daß

ſeinwahrerWerth = iſt,
:

ſlndemman beobachtet,

“daß
TX *{xdx |

p

d, cot, — = —

— (Num. 22), und
2 - R

j (SIN, 2)4
e

¿

2

:

.
LA

e ©.

daßder sin, = IS =" Le

3)Vir wollen endlichannehmen , daß man den

Werth von der Differenz? — Q verlangte,wenn die

durch.dieBuchſtaben®P und Q vorgeſtelltenFunctionen
von x unendlichſind.Wenndieſe Functionenalgebraiſch
rationalund ganz ſind o könen ſieniht unendli<

‘werden als indem Fall,wo x es au< wird, und dex

Ausdruck? — Q kann nichteher einen endlichenWerth
Haben, wenn. man niht wenigſtensP =Q + b hat,
wo b einebeſtändigeGrößeiſt,Wenn P und Q Brüche

ſindderen Zählerund Nenner verſchwinden,ſo iſtes

E ad

leihtdie vorgegebeneFunctionin einerandern zu vets

wandeln,welche2 wird;es iſtdazugenung|

Þ undQ
zueinerleyNenner zu reduciren.

#8ſeyzB. ? = Wi und Q = —_estvird
t / I—K I—XK

HierausderAusdru>

:
“Pame LRS

cóiſtehéaLitasjedesGlied für x = I unendli<wird:

“indemman jenen‘Ausdru>zueinerleyNennerreducirt,
ſowirdman ‘finden

‘a1: fo AX y RD
Al x) (1 — x2)
:

:
|

Dieſer



Gebrauchdes Differentialcalculs. 421
n

:

dieſerBruchgiebtfür x=, #2,und ſeïn wahrer
Werth iſtin dieſèmFalle5.

|

;

e

Wir wollennochferùerdieSEP Functionen
X° LT (

x — 1 ;Ie ZE 2x tg.SE
“

Petrachten.Die Erſte,wird,wenn x = I, dieDiffés
renz von zwey unendlichenGrößen, ſeßtman aberx1+k
anſtattx,ſonimmtſie die Form

I + Kk T

4

anz; da nun
k? E

|

— :
:

4k
i

<A
= C++)

E KT +x) _ KI(I+K)
k? R
E == *

23 :

a

GERS1A=S E B+.
DiebeydenGliederdes

z

légtenBruchs:dur<-k2 dividirt,
undnachgehendsk = 0 gemacht,ſo erhältmán5 für

|

denwahrenWerthvon = =

etindemall,wo ,
= Ut

i

LA
N

R i: I
‘

:

:

eS

Die Function—
—

— wird £ ——, wenn
E

Qs 2X te FA D «

MA

man darin x = 0 mat; ſet man aberk an dieStelle

von Xx,

E ſubſtituirtanſtattderts.zk, die Entwike-:

- 2x? Î

E SS+...E welcheausder goes
von Num.105

5

hervorgehttELA man hüben.
a eSE



|

dieſeswollenwirE demaus der

e

H

BR

‘fei;daß,indemman EbeydenGliederder vorgege:

“EEN =

A “QweytesKapitel.

T SE er

2k:Tor dR
I 2A

e

Dieſebeubén:Brächeauf einerleyNennerreducirt,die
; beydenE des

ans
mit k* dividíct,und end-

lichk = 0 geſeßtgiebt
=

Fs F< werdebemerkenlaſ-
Le

benen ainaufeinerleyNenner‘reducirt,man

RE
*

findenwürde;und Preſaman 0°anſtatt

x

Np

ſovide2_fommen.

141.
:

‘

A

Wirhabenbishernur e Functionenvon x

:

be-

trachtet;es bleibtuns zu zeigenübrigwieſichdieRe-
gel-von Num.139 auf impliciteFunctionenantwendet;

ax? + x?y — ay°

gezogenenAusdru>von7,zeigen.
A “SAS 4 3x2

Man ae— ZE Adx Zay?EL

und wenn x = 0, ſo findetman y =o ‘und 2 ES
; dx

Aber wenn , ſtattx glei Nullanzunehmen,man ſieals
‘einekleineGrößebetrachtet,ſo fónnte man ‘an die Stelle
von y dieerſte‘ReiheausNum.124 ſeen,und es wird

__fommen.
Ar MES + 0+

ES aux? + X +

Die
»
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Diebeyden Glieder dieſesBruchs
e

x? dividirt,und
nachgehendsx = 0 gemacht,be

E
— = 2 SL

EE Ñ Za

A EA

_Die Größe 7 hatno< zwey unmöglicheWerthe;

denn indem man zu der angeführtenNummer zurückge
_
het,ſo wird man ſehen,daß dain der Aufſuchungdes

“erſtenGliedesderſteigendenReihevon welcherman Ge-

brauchmacht,der CoefficientA, welchedas erſteGlied

multiplicirt,dur die Gleichunga — aa? = 0, oder

A — I =0 Ÿgegebenif, dieſerCoefficientdrey-Werthe
hat, der erſteglei der Einheit,und. zwey andereun-

möglich;man hätteaſſoeigentlichzu reden dreyſteigende
Reihen in den Ausdru>von ZSan dieStellevou y
zuſeen, |

„ Allgemein,wenn die Annahme loonx == a eine bes

liebigeFunctionvon x und y, 2 macht,too y ſelbſteine

implicitedurcheineGleichunggegebeneFunctioniſt,ſo
muß man a + k fúrx ſubſtituiren,und ſucceſſiveſtatt

y dieverſchiedeneſteigendeReihendie ihreEntwicfekung
nachden Potenzenvon k ausdrücken: nachgehendsſucht
man was das Reſultatwird, wenn man darin k=90 /

macht,und erhltdadurchdem wahrenWerth yonE
AEIeteneNJunction,

:

142.

Ehe dieferGegenſtandverlaſſenwird, beywelchem
man meineVerweilungwegen ſeinerWichtigkeitverzcia
hen wird,werde i<ein Verfahrenfennenlehren,wel-
<esder Differentialca!culdardietet,um den wahren.

E i

E Werth
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Werth der Differential - Cocfficienten eine impliciten Func-
"

tion zu finden, wenn ſie.ſi<unter der Form 2 darſtellen.
Wenn man zu der Erzeugungder Differentialglei-

‘<ungenvon zwey veränderlichenGrößen zurückſteigt,
ſdwird man ſicherinnern,daßM aus der Subſtitution,
von x + hund E

+5
E ESA E N

R

anſtattx und y, ineinerurſprünglichenGleichungu=©

(Num.40) entſtehen,und daßman fiebildetindem man’

ſucceſſiveden Coefficientenvon jederPotenzvon h gleich
Null ſezt.“Wennaber irgendein beſondererWerth von -

x, M und N verſchwindendmacht,ſoas da das erſia
:

Differentiál
J ES

M+NZ=0 iiur,453
dx

iG PARS :

|

dy |

von ſelbſtidentiſchwird,nihtmehr= zu beſtimmen

“dienén;in dieſemFallemuß man zu dem zweyteniA 2

férentialZufluchtfe daßweil N = 0, ſi auf _

d

rP+QL%+ Re:TE
dx?

Cifkieire:hieriſtalſo7!dureineGleichungvom zwenten
Grade gegeben.x ‘dieCeefficientenP, Q, und R

i

auchverſchwinden, ſo macht man von dem drittenDiffe-

réntialeE
welches{IndieſerHypotheſe,wird

“dy? ÜR E8 +TS-+vF+ WS
PF

|

|

: Es SEW
und =,beſtimmt.Wenn dieCoefficientenvon dieſer

“

ſeztenGleichungfi< no< vernichten,o würdeman das
'

ateDiſeréntialteny.f.LA Da
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"000

Le

;

i

À
GÁ Ts 2 RE N

é

/

| A :

> Da die ie u, �, w. behaftetenGlieder
“

perſchwinden,ſoſiehtman, daßes hinlänglichiſt,ver-

ſchiedenemal hintereinanderdie urſprünglicheGleichung
u = 0 zu differentiiren,indem-man dx und dy alsbe-

ſtändiganſieht,bis daß man zueinemReſultategelangt,

welchesdieSubſtitutionvondembeſondernWerthe von

E nichtverſwindenläßt:

Wendetman lieGs auf dieGleichungax? E xy — ay = 0 :

an, fowirdman ſehen, daßdieerſtenund zweytenDif
ferentialienfürdie Annahme von x = o‘ verſchwinden,
und daß:dasdrittedifferentialſich‘auf

:

ES E =0
|

y. 4

reducirt,worausZ —I=0 hervorgehet.Mal Hat

alſoZa 1, ebenſowiein dervorhergehendenNummer.
z

‘Wenn
1

manY
ein

einerbeliebigenFunctionvonx gleich

ſett,und diedarausentſtehendeGleichungfürdasDifferen.
‘tial‘einerurſprünglichenGleichunggenommenwerden
fann,ſo werden wiederholteDifferentiationenwie im.

:

vorhergehendenBeyſpieleden wahrenWerth von dieſer
Functivn-kenon lehren,wennfiefähigiſt5-zu werden.
Dieſesiſtdie Regel,welche:Couſin(Traitéde Cae
différentielet de“Caleul.intégral,1196in 4to Tome 1er

page 117)giebt, um. in allenFällendieBedeutungder-
unbeſtimmtenerſcheinendenFunctionenzu finden;man:

- muß aber beobachten,daß unter dieſerForm dargeſtellt,
ſienichtſoallgèmeiniſtals es der Autorausſagt,und:

daß.fieſi dena
1
Fâllenverfagt,die -der in Num.

Dd 5
: Á

|

836,
E



426 Zweytes Kapitel,j
E

136.geacbenenRegel ſi< entziehen,es feydann, daß
man vorhero.dieWurzelgrößenwegſchaft,eine Bedin-

gung die:auszudrúckenunerlaßlichiſt.

Wennman dieFunction
:

SS (x?
— 4°E

(x — af
vorgebeſozôgeman daraus

E

d iS 2 z
dy _—a?)
dx|

=daraus
i

:
(x— a)!dy — (x? — a?)dx* = a

Nach dreyDifférentiaciom,hâtteman, indem man

x =4a macht :

i

[
i

6dx*dy?_—- a48a?dx*= 0,

welches2 = (2a)®gebe,ejnReſultat,welchesdemvon
Nummero 139 gemáßiſt. Jn einem viel verwi>elteren

Beyſpielehâttedas Wegſchaffender RadicalienvielCal-

eulerheiſchenkönnen, und aus dieſerUrſachekann das

gegenwärtigeVerfahren
i

im
Algemenenichtbequem

feyn.

FS
:

143.

“Um die Aufmerkſamkeitdes Leſersbeſſerúber die-in

_denvorhergehendenArtikelnausgeſagtenSäße und Re-

gelnzufixiren,ſowollenwirdavon ‘dieTEU aa
mnagchen.

_

N JedeFunctiondieſi<unter dieForm2 darſtellt,

wenn man der veränderlichenGrößevon welcherſieabhângt
einen beſondernWerth giebt,hatimmer einen beſtimms
kea Werth, er ſeyNull,er[ſeyendlich,oder unendlich.:

Dem-
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Demungeachtet; giebtes durc 22 ausgedräcteGrô-

ßen, die wirklichunbeſtimmtſind.Hâtteman z,B,die
Gſeichungen

J ZS (ba! — b/c
ax-+by+ c= | ſozôge man SENERi

{

2 dD —
€

:

|
daraus wie

j S 5Eu c‘=o| man twwoei Ay
te =AA 6

E ab!'—ab

DieſeWertheE 2, wenn
-

man darina( =-_aty,

b‘= bm, c! = cm, macht,und in dieſemFallewúrde
|

dieFragewirklichunbeſtimmtſeyn,denn da diezweyte
Gleichungſichin max + bmy + cm=0 verroandelt,ſo

ſagtſienihtmehr als dieerſte.Wir haben ebenfalls
"inNum,.60zwey wahrhaftunbeſtimmteReſultateange-

troffen; ciberin dem cinemund in dem.andernUmſtande
:

werdendie Functionen5

5», weil mehrereGrößenzugleich
beſondereWertheannehinen.(M.#.Num. 147.

2) InallenFällenwo dieFunctionvon welcherman
den wahren Werthſuchtkeine Radicalgróßenenthält,

*

‘oderauch,wenndie unter ſolchenZeichengeſeßtenGrd

ßennichtverſchwinden, dergeſtallt,daß feine-einzigeitz

rationaleGröße Or AE ſo kann man ſih der Res

gelvon Num, 136 bedienen.Jm entgegengeſeßtenFallty
- muß man dievonNum.139 anwenden.

:

Uebrigensglaubenwirdenenvon unſernLeſern,toe!
_<heden Differentialcalculzum erſtenmaleſtudirenvorherſa-
genzu múſſen,daß die in den Num. 128 und 135 vorge-

legten gnalytiſchenWahrheiten, {ich
|

gewiſſermaaßen,
“durchkrummeLinienzeichnenlaſſen,und daß ſieſihauf

geroiſſeUmſtändeihrerForm beziehenlaſſen,DieſeZu-
ſammenſiellung,die eingroßesLichtúbcr allesdas was
biéhergeſagtiſtwerfenwerdenſollenmitSorgfalt;1:CoS
dem viertenCapitelentwickeltwerden, 3

E

144.
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: 144.
Von der Entwidelutgder Functionenvon zwey verdaberlides.

: SE
Wir werdenſehrwenigúber die Art Functionen:

von zwey veränderlicheGrößen- in Reihen zu reduciren

ſagen, weil es am öfterſtenvorkömmt, daß man ſienur
in Rücfſichteinerdervon ihrenthaltenenveränderlichen
Größen entwickelt, indem man fürdie andern einen be-

ſtändigenWerth annimmt,und ſiealsdann eben ſobe-

handeltwerden müſſen,als.die Functionenvon einereine
zigenveränderlichenGröße, Es wirdvielleichtdemunger

achtet mögli< ſeyn,zu zeigen,daß die Formel von

Num.32. ſich.eben ſo anwenden läßtdie Functionenvon -

zwey voränderlichenGrößen zu entwitkeln,wie ſichdie
"

Formelvon Num. 12 beyFunctionenvon einereinzigen
veränderlichenGröße.

Wennman in derFormelvon Num. 32,x= 0 und

y=o0 madht,d. h. in u undin jederihrer Differential-

_Coefficienten,ſo tvird'ſiedieEntwickelungvon /(h,k)-
nachdenPotenzender Größen h und k geordnetgeben;
man fönnte aber x anſtatthi,und- y anſtattk-abviaiis

:

und es.würde6 ‘entſtehen.
Í ‘J

fan=+47 Rf: ySF;Y? 2

1. 2dx?
¿as

xd
+ U, ſeVs.

indemman beobachtet,daßman x und y ſowöhlin a

alsin den Ausdrúcken,welchenman fürjedenDifferential-
_coficientenerhaltenwird zu Nullmacht.Dieſesiſtgänz-

li

EA : GS da.

TAT ES LESLA 2
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úd dem in Num. 100 Geſagtenähnlich,und bietetdie-

ſelbenBemerkungen dar,

Man könntedieEntwickelungvon#.%,y) no< dur
dieDifferentiationerhalten,ebenſowie man in Num. 109
zu der Entwickelungvon /(x) gekommen iſt;denn wenn

man annimmt
: i

uae 4 Bx GS E /

+ Dx + RE eE bs
:

+ ee j
wo dieBuchſtaben.A, B, © » « « von x und: y unabhän:
gigeGrdßenbezeichnen, und "man dieſeGleichungmeh-
reremalhintereinanderín Beziehungauf «x und in Bes

ziehungaufy differentirt,damit man.die Differential-

RS
s

:

i

du du du

Z dy dx dxdy
fo wird man haben’,wenn man nach den Differentiatio:
nen x undy gleichNull ſet;

2

ú. . w., erhält

de dr
â?u e ,

aA

s

. D e . E
de O Trdy

ne

Ñ
d°g

i

= 1-2.Fu, ¿

Je
1.2.F u, w

was À betrifft;ſowirdman ſeinenWerthfinden, indem

“man den Werth von derA
u ſucht,wenn x und

y Nullnd
145.

Wenn die zu êntwi>kelndeFunctionimplicitedur<
eine oder mehrereGleichungengegebeniſt,ſo befolgt
man ein dem in Num, 110 OR Verfahren.Wir

wollea
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y wollenuns 3. B. aufgebeneine belicbige Functlonu, tel:

thè 4 veränderlicheGrößen enthält, zwiſchenwelchen
man diezwey GleichungenPÞ =

0 Q=0 hat,in ei-
ner Reihezu reducirenz

Jn allenFragenvon dieſeraa mußman zuerſt
erkennen, welchesdieveränderlichenGrößen ſind,die
man als unabhängiganſehenſoll;hier,weil zwey Glei-

“

<ungen da ſind,
- könnte man“immer zweyveränderliche

Größenals Functionenvon zwey andern beſtimmen,

Geſetzt.alſo- dieſes.ſeynt und x dieman als unabhänz

giganſieht;ſo wird man leichtſehen,daß in dieſerHy-
potheſeu eine impliciteFunctionvon dieſenleßzterniſt,
weil man daraus y und 2, vermittelſtder gegebenèn

Gleichungenwegſchaffenfann: iſtdieſesgeſchehen,ſohat

man das erſteGlied von ihrerEntwickelung,wenn man
darin t und x Nullannimmt.

Um die dur< * und y multiplicirtenGlieder zu er-

halten,muß, man int und in.x dieAusdrücke.derDifs

ferential- Coefficientene, eS finden;man hat

d(u) du dü «dy ge dz
— =F — _— E
dl Qt dy dt dz Æt

da). du. du dy

-

du dz

dx
—

dx +
dy

*

dx dz
*

dx :

Nach Num. 81 zichtman au dieDGnet P=e

und Q =. 0,

dP dP

L
“dP

E
7

= +7 D
dt dy

‘ dz
*

G
dQ dQ- R de zi : |

Zen
—_— =O

dt
T7

vy
*

dt TS
dz “dt d

aP
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dP dP dP de = 271

E
dx / Ay “de dz dx J

BonE vierGleichungen werden die

E eefiendy ly i

_ geben=
SL

L
und ==» und die zwey leßtern = und 2zin

LL_— o,“ty X, i zz ſubſtituirtmanin = und die’ges
fündenenR machtSe 0x O,

und erſety und2 durchdie beſondernWerthe die ſic

bey dieſemUmſtandeerhalten,ſo werdendieReſultate,
welcheman erhält,dicjenigenGrößen ſeyn, welchedie

erſtePotenzvonx und die von y multiplicirenEWenn manden Ausdru> von
i

:

au) dG) dmtn(u)
“âtz

° dr,dx
R

Hs dimdun?
u, ſ1,

|

ſucht,ſowird man dieCoefficientenvon t?,tx,„. „ tmxn,
u. ſ.w. inder EntwickelungdervorgegebenenFunction

i

erhalten;aber dieRechnungenwerden zu ſehrzuſam-
mengeſest,um uns dadeyaufzuhalten,und bieretübri-
gens teineSchwierigkeitdar, wenn man die Theorie
derDifferentiationderFunctionenvon mehrerenverän-
derlichenGrößeninnehat.

146.
„Laplaceder ſi mitFuhétionenvon einerdeliehi-

gen Anzahl-von veränderlichen.Größen,jenenvon uns -

inNum. 111 beträchtetenanalog,beſchâftigethat,iſtnach
Lagrange in dieſemallgemeinenFallzu einerEnttvi-

_>elungvon ſehreinfacherFormgelangt.Da einWerk
_voneinerNaturwiedieſes,nichtalleDetailsverträgt,

f

wels
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welcheLaplace in ſeinemintereſſantenMemoire einge-
rúckthat, ſo wecden wir uns mit dem beghúgenwas
die Functionenvon zwry veränderlihenGrößenbetrift,

“_*

und indem wir dieſinnreichenKunſtgriffe,welche La-
place in dieſerUnterſuchungangewendethat vorlegen,“
ſo werden wir den uns vorgeſetztenZwde> erfüllen,den-

jenigennemlich;diemerkwürdigſtenanalgtiſchenVerfah-
rungsartenfennen zu lernen.

Es ſeyu eine beliebigeFunctionvon zwey veränder-
:

eE,Größeny und 2, durchdiebeydenGleichungen
Y = (a+ toy, 2)

Î

z= Fi(b+ x0tl(y;,2))
“
beſtimmt,tvo F, Fr,s und 091auch beliebigeFunctionen

bezeichnen; wennniandieſeleßternparticuleriſirthâtte,und
daß:dieFormder obigenGleichungendie Eliminirung
erlaubte,ſo würdeman ‘dazugelangendieWerthe von

y und von z, ina undt, b und. x jedenbeſondern fen-

nen zu lernen. Man muß alſodiezweyerſtenGrößen,
als Functionender 4leßtenGrößen dnſehen, und indem
man ſie untex dieſemGeſichtspunctedifferentiirt,wird
man folgendeDifferential- Cocfficientenbilden. :

L== Fatt).(1+a) |

ds ( do

;

E

,

L= Fa+19) o+t2 e

dy j
de

LC Fa E tt
=

BE F‘(a+ to).eLdxvv

_Umnabzukürzeny hatman nur 0R ely,7) Zaſbpieben:

und ‘man wird eben- einenſolchenGebrauch in Betreff

von @01(y;z)Maesman hat überdembey denDiſſes
ren-
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rxentialien ‘der Functionenu, @ uxd $1 die Parentheſen

weggelaſſen, denn da ſiedie vecäánderlichenGrößent und

x nur impliciteenthalten,ſoiſtfeineVerwirrungzu.idas
ten (Num.79).

Wenn man t undx Nallannimmt, ſo EE
daraus

R A o a
Sa

= Fia)
KB

=o

A Es
Unter

-

den- dz
Ss

ae Wf | ſelbenUm- jar
tänden wir

5 ſtändenwirdja= EAdb man finden

|

db

dy.
;

dz
:

— — O,

|

M

=

</ Jet 2e
dx J dx

E 1, FE

u wiedbloßvonaund vonb Function,weilalsdann

:

y = &(u) und z = F1(b);
:

die in der vorhergehendenNummer gegebensAusdrücke

vonn und eSS reducirenſichalſoauf
du) dü dy J

Ae
Xc

Ay dt E
d(u) da dz S
— = —

.— — F(b).
âx z bs

—

az
1(b).91

—
= F@.9

ſdu - da
__F‘ E

|

Í

LE Zl hat|JF da
und weil è 2

F'(b)=
dz
| man du n

du
:

db Ld
E

db
1

enn x = ond t = 0.
:

Nehmen wirfür einenAugenbli>an, ‘daßman aus
der Gleichungz = FIi(b+ x01)den Werth von 2 ge-
zogen hat,und daß man ihn in der,Functionu, ſubſti-
tuirthat;ſowird alsdanndieſeFunctionnurnoh von

I,Theil, : Ee | „den
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den veriidérli@euGrößen y und x abhangenz Und in

den Differxentiationen in _BVezichung auf t, gnüget es

auf die erſteRüctſichtzu nezmen, weil die zweyte eine
von denunabhängigenveränderhHenGrößeniſt.Wenn
man âber ‘aus der Gleichungy = ta + t9),zu gleicher

Zeitz wegbringt,ſokönntedieFuncran€,wenn man

in Rúkfichtvon t di�erentiirtangeſehenScdenals wenn

ſienur y ehthieltezman wird.alſoNum. x2 zufelge

E
¿is

z e E

Bg duxgull
n

C gam
—

und folglich
E

(aA LE0m5RE
ETT

dm-*
âmtfu 5 = D damI dx

demdxn
—

58
:

Es
E flar,daßdieEntwickelungvon do,queſichaus

der1

von do,= ableitenwirdy indem man darin9m

Füt9,dm fúrde,Le9m füra°9zu, EANn ſezt:man.

fónntealſoanſtattef=,bloßſchreibennet da aber

dieſeſeßtetèGrößeglei=„ tênn t Null iſt,ſoentſtes

_hetdaraus.

2
d=CG

®
dm+01/ dxr dt

atm R
AE

z ges 4 «

Da alles unter den veränderlichenGrößeny und z, €

nud' x, a und b hnlichiſt,ſo wird man auch‘hâben
dm
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dou
= —-

¡ dxn
2

QUOT

êine Gleichung„welche“pioa in
'

oe
du

MaS _dK&
.

/ xn
ti

dbu-E
verwandelrve

indeni maa E anſtattpumſchreibt,

— dS

und oiſtattpr=,ſeinenWerth3 dermFall,ivo

= 0 ſubſtituirt;män“ muß aber dieAufmerkſamkeit
habenim Reſültate91 durch01" zu erſezen:-

eE

:

Wir tvollendên E von = in. den PAAde-
ES ¿A dtmfny

fundeñenvon Sies
| ámpn-2(ZFdg dtdx
dtmdxn

DA Ts, hax
:

indemnian ſihimmererinnert,daß mán'9" fütd,012
für 91, ſubſtituiren,und na< dén- Differentiationen
t = 0, und x = 0 machenmuß. j

Die vorhergehenden

-

Operationenhaben ns den“

AA eswirdfommen

n 1d
VortheilDE denCoefficieitenn nux vôn den

4?u
der iweytenLSedrikaES —

abhängenzu laſſen,und die

DifferentiatióneninSas aufa und aufb, werden
FeineSchwierigkeitverurſachen,tveilſieſichuùter einer

ſehreinfachenForm darſtellen,wennt und > Null ſind,
i Wieman eszu AnfangedieſerArtikelnhatbemerken üſ:

Ee 32 ; ſen.
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:

ſen.Es bleibtalſovox nochdex Ausdru>von H “zu
beſtimmenübrig,welces uichtſeynwird.

; La du d

auf x differentüirt,ſoSiehSeigiitn
i

d?u du du de
y

ts BTE die E Gibse
mañù háâtaber

i

du du
Ss

dx
E

db
A

alſo
du

e: d.di—
2

2 dü LS du dd
dx E *

da da A

Da aber 0, ſowohlals u eine

RE E bon
y undvon'z ausdrü&>,ſobeſtehet¡wiſeà

=

2? und2 diez

ſelbeRelationalszwiſchen= und =:man wirddaher
“noferner haben

eL
: E db”
ivoraus

ais

MEN du äprda do da,ds di0 Gb a E C
und da man 09’‘in$ $1 in $12 verändernmuß,ſowird
kommen:-

;

ddI du
= UM 1 D

IE

vdmianne: =

_fxdiShda g+09m EE ga AU

du

12da.
' wohl

ft SL x ee.
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wohlverſtanden,daß0 und01 fowohlals u, aufFunc-

tionenvon a und von b reducirtſind,indem man an-

ſtatty undz ihreWerthe ſegt,wennt und « Null
ſind,Hatman aufdieſeArt ——— gebildet,tvelcheswir
durchU29) vorſtellenwollen,ſowird man fürdasal
gemeineGlieddevEntwickelungvon der vorgegebenen
Function

gm+n-2U(m+n)
:

tm x9

ESERRLAALLE

A

PEAMELIAHEEDE

EEE

Ed 7 “€

 dam-5dbn=r 2 eM TA cee

man wirdein jedenderGliederindividuelerhalten, in

dem fürm und fürn alleganzeZahlenvon 0, 1, 2,Þu, �.w. nimmt.
;

Es,iſtübrigensſeichtzu ſchen,daß die eben ge-
:

fundeneEntwickelung, ſichaufdenen in Nua,113, 114
und: 115 analogenFragenanwenden läßt,

147.

Die Enttoickelungender Functionenvon mehreren

peränderlihenGrößen,welcheman dur< das Vorherge-
“hendeerhâlt,hängenvon den beſondernWerthenihrer
Differential-Coefficientenab, die in gewiſſenFällen,tie!
die derFunctionenvon einereinzigenveränderlichen
Größe, Null oder unendlichwerden, oder endlichunde-
ſtimmterſcheinenkönnen.Die Unterſuchungvon dieſen

“ verfchiedenenUmſtändenwirddenin Num, 1335 UV,f ges

fundèeneanalogeDetailsdarbieten;wir werdenuns da:
beynichtaufhalten,weilſieuns zu weitführenwürden,
und es übrigensleihtiſc,daß, was in Anſehungdex
Functionenvon einereinzigenveränderlichenGrößege
ſagt iſt,auf Funcionen von mehrerenveränderlichen

__ GrôßenAUSPEN daaber dieFâlle,wo dieleyteraEt 3 # pers
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2 werden,wichtigsBérſchiiedeñnheitenVabhatten/ſodúrfen
wir ſienichtmit Stillſchweigenübergehen.

EineFunctionvon zwey veränderlicheGrößen,z.B.
kannaufunterſchiedeneArt5 werden:1)wenn eineder
veränderlichenGrößenunbeſtimmtbleibt,indemdie ans

dere einen beſondernWerthannimuit; 2)wenn jedevon
ihneneine ihreigeneBeſtimmungerhâlt.

»

SS)
3

1

(

Es ſcyE ee E — E
indem man

==

ES: |

=a macht,ſoE man x haben,was auc y ſeynmag:
wennman aberdie gemeinſchaftlichenFactorengegen
einanderauslöſht,ſoreducirtſichdie Functionz auf

A
c(x + a)

"Ena x— a’
ſehreinfa;ſooftalser ſtatthatsführendieAnwen-

SE O i ,

x ie:
, die 2 = — ‘tvird.-DieſerFalliſti

E

dungder Negeln vonNum. 736,139 in Rúkſichtaufx

zu einem beſtimmtenReſultat,und welchesnur no

von demWerthevon y abhängt.

Es wirdnichtdaſſelbefeyn,wenn man z = E
hätte.DieſeFunctien, welche2

2 wird,wenn man x=a

und y = b mat, iſtwirklichunbeſtimmt; um ſichda-
von zu übétzeugen,mgchtman y

— b = wm(x— a),

welcheserlaubtiſt,weil y und x unbeſtimmtſind;aus

dieſerAnyahmewirdz ===hervorgehen,eineGröße

jwelcheallemögliche-Werthe,den Werthengemäß,welche

man m gebenfann, fähigiſt:man hâîtedieſesReſul-
tat varausſehenfónnen,weildie Functionz nur etnzig>

von dem VerhältnißderGrößen(x —

2)und (y — b)
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zu machen, fo würde ſieim erſtenBalleNull,und im

zweytenunendlich, A
Es fômmt auchófters,daßalledieWerthe, welche

dievorgegebeneFunctionin einem beſondernFallehaben
Fann,obgleichderZahlnah unendlich,dennochzwiſchen

zwey gewiſſeGrenzenenthaltenſind-dieſesſinddieje-
nigenwelchedieFunction

i

|

;

_ce(x — Y y — bb)

is E ASE JAR be |

‘erhält,wenùñ x = a und y = b iſ. Wenn man

y—-b= m(x — a) ma@t, ſo‘wird man haben|
:

Ccm
y

&*Q

1=——
=

LT -+ m Ef _
ON

i

e
A

Z

es iſtleihtzu:bemerken,daß die Annahme von m = L

“dengrößtenWerth ‘gebenwird den z haben fanny und

E
folglich.dieſe:Functionimmer.zwiſchenden Grenzen

— und — Zswelcheman erhält,wenn man-+ 1 ynd
__—. 1 an die Stellevonm ſetzt,eathakten.-ſepniaiats:

Dieſe für ſi< ſelbſtſehrleihtzu faſſéèndeReſultats,

werden in,derFolgeno<durchgeometriſcheAnwendune
genvergewiſſertwerden.

is

Wir wollen.das allgeméinere.Beyſpiel

a
(x.—a)n + c(y — bho

(x— aP + c‘(y— bul :

nehmen+ wenn x = a und. y = b, ſo wird z. = 3, und

“indemman a + h und bE k anſtattx und y EDA
ſo-entſtehetdaraus

|

it CEN
: Er Be

0AAusdru>aus welchenman in Betreffvon 7nichts
A SL {lie2
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{ließen kann , ſo lange die Größen h und k“ von

einander unabhängigbleiben. Macht man k = Al®,'
wo « cinepoſitiveZahliſ, damit daßk und h zugleis
cer Zeitverſ<hwindenkönnen , ſo wird man

'

A

hm fe CA hn
i

=

hm + c/AB(nheri i

finden,und nach den verſchiedenenHypotheſen,welche
‘manúber « machenwird , wird man für2, in dem-Fall
von h = 0 Werthe erhalten, die Null,oder endlich,

|

oderunendlichſind.

WiraleszuleßtnochdieFunction
Ue aF — (2—y)xn+ (a— x)yD

o

EFR EI Cae
|

betrachten; welche die Annahme von x= y =4a,.F

macht;ſubſtituirtman a + hund a + k anſtattx

ynd
y reſpective,ſowerdenwir haben

(h
— han(a + hda

_—

Bgubika
:

R

(li— Khk
j

4 indemman dieangezeigtenPotenzenentwickelt,dieRe-
ductionenmachtund die Diviſiondur (b

— k)hkvers

richtet,

41 =—

D EE EO
E i.2.3

_- Da dieſerAusdru>knur no< von. h und k losgemachte|

Gliederhat, oderdiefähigſindmit ihnenzu gleicher

ZeitNullzu werden,ſowird er'von der vorgegebenenFunc-
tion cinenbeſtimmtenWerth geben, und ‘indem man h

und kk glei<hNull macht, erhältman

ATD)
I¿2

i

F< bemerke, daß man auch"zu dieſemWerthe gelangt,
indemman zuerſtdie vorgegebeneFunctionſobehandelt

als

an=-2.,
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als wenn ſienur dieeinzigeveränderlicdeGróße x ents

hielte,und durchdieRegelcon Num.136 ſuchtewas ſe

wird, wenn man x = y annimmt; racgehendszwey
mal hintereinanderden Zöhlerund Nenner des Reſul-
tats'differentiirt,um ſeinwähren Werth füry = a zu

finden.DieſeverſchiedeneBeyſpielereichenhin um den

Leſerzu den Schwierigkeitenvorzubereiten, welcheer in

der Solgeantreffenfênnte,und um ihm aufden“Weg
ihrerAuſlôóſungzu ſetzen.

148.
UnterſuchungdexMaxim a und MinimaderFunctionenvon

einerodermehrertea peränderlichenGrößen,

Ehe diefesKapfttelgeendigtwird,bleibtuns noh
einewichtigeFrageabzuhandelnübrig; diejenige‘diezum

GegenſtandedieUnterſuchungdergrößtenund kleinſten
WerthedereneinegegebeneFunctionfähigiſt,hat,

; Wir wollenzuerſteineFunctionvon einereinzigen
Größebetrachten,und ‘annehmen,daß dieſeveränderli-

cheGröße ſucceſſivedur< alleGrade von Größe ſteigt;

es fónntekommen,‘daß die Reiheder Werthe,welche
die.vorgegebeneFunctionerhält,und zuerſtwachſendiſt,
nachgehendsabnehmend wird; und alsdannwird einer

dieſerWerthealleandernúbertreffen.Wenn im Gegen:

theiledieReiheder Wertheder vorgegebenenFunction
zuerſtabnehmend iſt,"únd nachgehendsſteigendwird,
ſowird man nothwendigeinenWerthantreffen, welcher

“Fleinerals alleandernſeynwird: dasBlied,wo dex
WachsthumeinerRnegi inne hált,nennt man Ma--

| Ee 5 x is
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cimum, und dasjenigeGlied,wo der Doéibariquis
hórt abzunehmen , Minimum,

Wir wollen die- Function y = b — (x — a)? als

_
Beyſpielnehmen:indem man x-= 0 macht, hat man

y = b— af, und da die Größé (x — a) -abnimmty

wenn x zunimmt, ſonimmt 7 au< zu, bis daß man
x = a hat,woraus fúrdas Maximum. y = b heroor-
gehtzaberdieſesZielüberſchritten, obgleichx- von neuem

Zuwachſenimmt, ſonimmt y dochab, und wird Null,
wenn (x — a) = b. Der. Gang der vorgegebenen
Functioniſtleichtzu folgen,und kan úberdem verge-

wiſſern,daß der größteWerth von y, x = a entſpricht,
indemmanſucceſſivea + d und a — ? anſtattx ſubſti-

tuirt;man wird in einem und dem andern Falleein Res

ſuſtaty = b— 7? finden,pekhesimmer fleinerals
D iſt.

Esſeyno y = b + (x — a)°.Jn dieſemBey-
ſpiele,wenn x Nulliſt/hat man y = b + a?z- na

_ Maaßgabe als nun x zunimmt, nimmt die Größe
{x — ay?ſo wie auh y ab, bisdaß x = a: úberdie-
ſes Zielhinaus,“nimmt(x— 2)?zu, und ebenſoiſes

mit.y deſſen¡NininiumfolglichderAnnahmeRS d-

entſpricht.

JedeFunctionlasohneAufhdrenwächſtÁsab-

nimmt,wenn die veränderlicheGröße von welcherſie
__ abhängtwächſt,iſtweder ein Maximum noc ein Mis
nimum fähig,weilaufeinem beliebigenWerthe.iramer
eingrößeperoderfſeinererdarauffolgt.

Der weſentlicheCaracter des Maximdm dbe-

ſehesdarin, daß die ihm unmittelbarvor:
: her-
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hergehende oder folgende Werthe kleiner als

er ſind; das Minimum. ‘imGêgentheile, wird
von den ihm unmittelbar vorhergéhenden-odee

folgendenWerthen übertroffen.,

Jh habeunmittelbar geſagt,weil esoftgeſchies:

het,daßeineFunetionWerthehat die ihr Maximum
übertreffenoderdiegeringer.alsiheMinimum ſind
oderendlich,daß ſiemehrereunter ſich‘ungleiße.Ma-

cima und Mínima hat; allesdieſes”iſtleicht,zu bes

greifen; dennnachdemſiegewachſen‘undabgenommenhat/
undiz.B.dieſeFunctionvon neuemund.unbegrenzt,ſowird
ſi:damit endigendas zuerſrgehahteMaximum zy

úberſchreiten. | :

Anſtattanzunehmen,daß”ſieunbegrenztwächſt,fôns
nen wirunsgedenken, daß ſienacheinemgewiſſenZiele
abnimmt ,uunddarauswird ein neucsMaximum ents

ſtehen, welchesvondem erſternunterſchiedenſeynfönn- -

te: man wirdohneMühe ſchenwas geſchehenmüßte,
wenn dieſeAenderungenin ihren reſpectivenGrößenſich
wiederhdlenund variiren.

: Wir wollenjetztzu der Me-

thodeübergehenvon welcherman Gebrauch macht, um

dieMaxima und Minima der Functionenvon einer

einzigenveränderlichenGroßezu entde>en.

149.

Esſey.alſóy einebeliebigeFunctionx, und es 3
:

angenommen, daß x denWertherreichthat,welcher.das
Maximum und das Minimum yon dieſerFunction

giebt; ſo folgtaus dem Vorhergehenden,daß, wenn

man die Werthe von y.ſuch,welchex — h und x «+ h

correſpondiren,ſo muß man in einem und in dem andern

EE Reſultate¿erhaltendiegeringeralsdasMarxi-
mum
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mum oder größer als das Minimum find. Indem
man durch „y den Werth von y welcher x = h entſpricht,
und durchy, denjenigenWerthwelcherx + hentſpricht,
ſowird man nach

O TayloriſchenLehrſazehaben,
== df A

e

N Ew Nha
GE FEE Te +2 .

ad . aL
dg be ¿dS h? dy hb +

Y = y Ee aT TE VAS SE1.2.3 e.

Da mannun im

Es.
h fleingenug nehmenanny

damitdas Glied
S

== die‘Summeyonallen ihnfolgen-
den “úbertrift,D‘Febman, daßy größerals der

erſteWerthy ſeynwird,und geringeralsder ztveyte

Y die vorgegebeneFunctionwird folglichwederein
E

ximum' noch ein a ſeyn,ſo langealsZ
|

: |

nichtNulliſt,Aberwenn man LZ
-

=o hâtte,und da

alsdann |

i

“Kg
-

d’y h? d’y hb?

I TE ES ege
E Ep 0 WY “E

L= 1+0 7% “T8 “i SF
würde,ſohâtteman zu gleicherZcity< 7 und y< y,

2d

ELLeine poſitiveGröße wäre; oder

aud y > „yund y > y, wenn eè einenegativeGröße
wäre:der exſte.Fallwürdey Minimuni,undder |

zweyte.y Maximum geben.
“

Wir ſcließendaraus,.

daßym zu finden, wenn eher eine Functiony ihr;

- Maximum oder ihr Minimum errreichen muß, (den

‘daseine und dasandèreſind dur< einerley

Glei

wenn,derQuotient
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Gleichunggegeben), ſómußmañ den. Ausdruc>
des erſtenDifferentiál-Coefficienten— ſus

<en und 42AgleichNnll RNE
Fn dem ébribeygebrachtenBeyſpieleÿ=b—(x—?,

hatmánLe= —

28
— 2), Und gleichNull - geſeßt,

ſo findetman x= äà Um nun zu wiſſenob dieſer
:

WertheinE
um oder ein Minimum entſpticht,

fo ſuchtman was2?wird, und da er ſichauf= 2

einer negativenE reducirt,ſofolgtdaraus,daßdie
Annáhme von x = a ein Maximum giebt.Behandelt

‘

man die Functiony = b + (x — 9)? eben ſo,ſohâtte
QE

man audgefundenx = a; aber
=E würdepoſitiv"ge-

wordenſeyn,und folglichSE in dieſemFalleein

Minimum ſtatt.

150,

Daraus dáßatim Falledes Maximums oder

i

desMinimumsZ =°0 habenmuß,muß man nicht
ſ{ließen,daßdas eine oder dasandere jedesmalnoth-
wendigſtatthat, wenn dieſeBedingungAp iſt,Jn

derThat,wennder Werth von x; der=- Nullmacht,
zu glicherZeitE verſchwindenläßt,findalDdx*
verſchwindet,und da man indieſemlaude

7 =

rd
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dier 1 A) (ay hrs gy
= ARE EEE: “E an 1.2.3754

1

Sr AF h*
L= Bt +

UR 1.2.3 US 5,3 4

dy
I

findenwürde;unddas Glied —

eE
; vermittelſt1.2.3

“einem ſchi>lichenWerthè‘von h, dieSumme von alle

ihm folgendeGliederübertreffenfann,ſo würdezwis
ſchenden dey Größen „y, ÿ, y,» die dem Matimum
‘oder dem Minimum zukommendeSubordinationnid,
mehr ſeyn:diemittlerewürde größerals einerder àâu-

“ bernünd geringerals dieandern-ſeyn.

[2 ts vA AS S d? SELS j

“Háâttemán aber àu< = ©, ſowird kommen

a ES
/

SETA OP Se E LL

dy bh“ y

MA Ge :

dieBedingungendesMaximums odér des Minis
a°

m ums wären kéerfüſſt,und an den Zeichenvon =
würde. man

1

erfennen,welchesvon beydenſtattfinden
‘muß,

:

:

|

Ohnedaß és nôthigſeyùwird dieſeBetrachtungen
weiter zu treiben- wird man ſehen,daß überhauptnue

alédann éinMaximumoder einMinimum ſtattfin?
den kann, wein der erſtêder Differential- Coefficientey
‘dienict verſchwindenvon einergeradenOrdnungit,
und daß dieſerCoefficientfür das Maximuni negativ,
und fürdasMinimum.poſitivſeymuß,

151,
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E

LSL

Nath dieſenBemèrkungentollentvixunterſuchen,
welchesdieMaxima und die Minima von der Func-
tiony = b + (x —

a»ſeyn2 Fndem man ſie

diferentürt,foziehtman daraus 2 = n(x—a)n-t=o,
SR «

wöràaüsx = à folgtzwenn alſojetneineganzèZahl
wäre,ſ würden dur dieſenWerth von x, alleDiffe:

réentiál«Coefficienten¡bisexcluſivezu dem von der Ord-

nung n verſchwinden,und mäán ſiehthieraus,daßin
dém Fallewo n ungeradeiſt,ſie einMaximum has

; OE
ben wird,» tveíl dex CoefficientTT der erſtevon

X
¿

‘denen die nichtverſhwindeù, pofitivſeynwird:er wür-

de nègativgeweſenſehn,wenn many = b — (x= a)»

gehabthätte,und derWerthdon x =a hâtteein M í-

nimun gegében. j :

Wäre n eine gébrocheñne‘Zahl,fotourdenalédann
Differential- Coefficienten;ſeyndie unendlichwürden
(Num.128), und da die Entwickelungenvon y; die x=h

und x + khcorrespondiren,aufhöôren,die- allgemeine
Form zu haben aufwelcherman die Regelvon Num. 149

gegründethat, ſomüßteman a ptzioriſuchen,was die

vorgégébeneFunctionwürde,wenn man darinſucceſſive
à =—-h und a + h anſtattx ſubſtituiete.Gelangteman
zuzweygeringernoder größernReſultatenals der, ivel-
cherdieAnanahnievon x = a giebt,ſo wáre hier-im
erſtenFalleein Maximum, und im zweyten ein Mi-

nium; wenh aber die gefundenénReſultate»eiñsgrd- -

ßerdas andere kleinerwáre,als der x = a cntſprecheñ-
de Werth,ſowürde hierweder einaMaximum no<

:

:

M fni-
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Minimüm ſeÿn.Es ſeÿ n = S wo psund q Prims
zahlenunter ſichſind,ſowirdman haben,weni

] pP
x=áà—b |!y =b + (D

[°
N

Re ate M Y, = b + (+b)}
iſtp géradeund q ungerade, ſo wird,ein Minimum
ſeyn;dena. alsdanñ iſt(—h)? = hé? und és wird

'

C y=b+h, y, = b + hi,
welcheGrößen.beydegrößeralsb ſind,die aus der An-

nahme von x = a éntſtehet:im entgegengefeßtemFalle,

wöp ungeradeund g geradeſehnwird, würdey un-

mögli ſeyn,und man hâtte
|

i

Y.
== DA

und dek Werth= a wird weder eiù Maximum noh
ein Minimum geben,er wird aber einerGrenzeents

“ſprechen,die úberſchrittendie Functiönunmdglihmacht.

Wärenp und g ungerade,ſowürde dievorgegebeneFunc-
|

“tion,
“
obgleichimmer reel,noh' feinMaximum ‘noh

“Minimumhaben. Dá wirkaufdieſenGegenſtandbey

Gelegenheit‘derTheorieder Curven wieder zurückkommen
werden , ſowerdenwir gegenwärtig'nur nocheinigeAn-

wendungengeben.
|

152.

_Ès ſeyzuerſtverlangteine Größe ain zwey

Theiledergeſtalt zu theilen,daß das Product

von der Potenzm des erſten Theils in derPo-
: tenz
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' tenzn des zweytenTheils, größerſey alsalle
ahnlicheProducte, welhe man machen fönnte,

Es ſeyx einer von den Theilenvon a, ‘ſowird er

anderea = x ſeyn,und wenn das P'oductvon wel-

<em man das Maximum ſuchtdu <'y vorgeſtelltwird,

ſowird man habeny = zwa
= KiBsworausman zie

hen wird

ZL= mxm-XI(ASO nxm(a — x)n-x
LS 7

E ax)xm-I(a—

x)0-1;

und indem man jedenderFactorenvondieſemReſultate,
11A,

gleichNullſett,ſowrdman x

SL Sas

x = a finden,Dererſte von dieſenWerthen entſpricht

einemMaximum, denn,wenn man ihm in den allgez

meinen Ausdruc?von
i

:

vw d’y
dx? i

“

fubßtituirt,ſogiebter dienegativeGröße
MT: amtn-2

menen

(m + n 0409-3

diebéydenandern Werthe werden Minima entſprechen,
wenn m und n gerade ſind,wie man ſih davon durch
die Prúfungder Differential-Coefficientenverſichernfann;

oder no< einfacher,indem man
:

:

x=+hundx=a << h
R Hae:Man wirdjederzeitin einem und in demandern
Falle‘einpoſitivesReſultatfinden,was auch immerdas
Zeichenſehnmag, welchesman h giebt,welchèsdarthut,
daß dievorgegebeneFunction,nachdem ſiebis au? Null

abgenommenhat,nichtzum negativenübergehtſondern,
daß ſe zu wachſenanfángt.
Tha E E e 1536

4
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153.

Wirvollen unsSE aufgebendas Maximumund
das Minimum vonder durch die Ml eidongs:*

—3axy +y° =

“gegebenenFañerióaY» ¿u finden.

Sy

inadt man

Da in dieſemBeyſpieley dreyWerthe“in xhat, ſo
muß ſolchesangeſehenwerden,als,wenn es dreyſichun-

“ terſcheidendeFunctionendarſtellte,dennochaber unter ſich
durchven, denn Wurzeln derGleichungenvom dritten

Grade.gemeinſchaftlichenCaracter.verbunden; jedevon

dieſenFunctionenhat‘ihrenbeſondernGang, und fann

__ Maxima und Minima fähigſeyn die ihreigenſind:
dieſesiſtwas uns der Calcul wird kennen lehren.*z

Man hat SEN

dy Ayr R
;

;

= ax

des
— = 05,'
dx

7

“ſowiedman eineneueGleichung
ay —xX* = 0

erhalten,welcheman mit dervorgegebenenverbindenmüß-
te um x und y zu beſtimmen,es es wirddarausent-

ſtehen
x Zou E 3 03

;

‘/ woraus:

»)EulerhatmitRechtdenNahmenvielföôrmigeFun
tionen, denen Functionengegeben»die für jedender

Werthe der veränderlichen,von weljenÆ a meh:

rere Werthefähigfade
y
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woraus‘ E
:

LEES =o, — 29 =0.
|

“

Wenn man x = 0 macht, ſokommt y =o und
;

Wt ES

i

E

dx23
um alſozu wiſſen,ivas die dey.Werthe|von derGlei-
<ung x =0 bedeuten,ſeztmau x einerſehrfeinen
Größe h glei,und ſuchtin der

EShb! — 3aby + y°
das erſteGlied vonder ſteigendenbe welcheyaus:
drückt,ſowird man diedrey Größen

h
; Za

finden,welchedendreyWerthendieyhabenmuß,ént-
ſprehen.Man ſiehtjeßt,man mag i

x= + h odÆ>x= — h ¡

machen,ſo“bleibtder erſteWerthpoſitiv,und daß ſie
folgtichalleKennzeichenvon cinem Minimum hat,wenn

h=0; es iſtnihtebenſo mit den beydenanderndie un-

möglichwerden „
- tbenn man. h* négationimmt, Die -

“Gleichung | [En
ES

/

7s WF 1/3ahund — PV3ah

Ka 2a =O

giebt ;

3
x = a2

A undwenn man dieſenWerth indem allgemeinenAus-
dydruckvonns ſubſtituirt, indemman” beobachtet,daßſiè

dy EEE j d?y 2
AE

—— Null macht ,

ſo wird man — = — — -

Je N VE aes 77s

=

— — maten,wel

chesuns lehrt,daß die Functiony ein dem x = a2:

corréſpondirendenMaximum hat.
:

Sf 2
A: Such
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Sucht man das Maximumvon der Function y=>x 0
wild man findeny daß es ſtatthat, wenn x gleichder
Zahliſt,die zumneperſchen,Logarithmusdie Emheithat,
welcheseine merkwürdigeEigenſchaftdieſerZahl.

dar-

bietet.- |

:

DieſeBeyſptele‘findhinlänglihum zuA wie
man ſi inallenandernFällenverhaltenſoll;dieſerwe-
geh gehenwir,uns mit den Functionenvon mehreren
veränderlichenGrößenzu beſchäftigen.;

e
des

Wenndie Function,we!<e man i�Betrachtungz'eht
von zwey veränderlichenGrößen abhängt,{o kann man

‘dieeine als einebeſtändigeGröße betrachtenund der - -

“

anderneineunendlicheM@nge.Werthe geben,zu einem
jedenderſelbenwerden eine oder mehrereWerthedervor:

ge ebcnén Functioncorreſpondiren.Unter deſenletztern,

__

Fönntenſichwelchefindéndie Maxima oder Minima

__wâären,und nichtsiſtleichterals ſiezu beſtimmen.Weil
man nur aufeineeinzigeveränderlichRückſicht.zu neh-
men braucht,ſo gnügtes- den Differential- Coefficienten

inBeziehungauf dieſerveränderlichenGröße gleichNull“

zu ſetzen;aiſoda u eineFunctionvon x und von y- iſt,
A

: y Í
du

wenn man y beſtändigannimmt, ‘und man SIEDO
macht, ſo wirdman die Werthevon, x erhalten,welche
die größtenoder fieinſtenWerthe von u, untexallen die-

jeniagcndie eincrleyWerth von: y entſprechen,geben,Jns

Venman oermittelſt= LS
»

CE

7 :

—_— = 0

EE E = 7

x aus
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'x-aus der Function u- wegſchaft,ſo wird man ein Re-

ſultat‘erhâlten,welchesih dur (u) vorſtellenwerde,
und daß,da es ne< die veränderlicheGröße y enthält,
ein M agimumoder ein Minimum fähigſeynkönn-
te,ees

dieGleichung
WE

a du)
|

TET
E : Ac Sars QU)
wird kennen lehren.Manfann zu einer mit

E
= 0

bedeutendenGleichunggelangen,ohnedaß es nöthigſey)
“x _zueliminiren;dazu muß man beobachten,daß die

(3leichung : A

:

i

Ns
Qu

is

i

dA

welchedurchdieBedingungdesMaximumsund des
Minimums in Vezichungaufx ‘an die Hand gegeben
iſt,eine Relationzwiſchenden : veränderlichenGrößen <

und y, gründet,dergeſtalt,daß man die erſteals eine

Function dex zweyten anſehenſoll,Indem manu in die-
:

18Hypotheſedifferentiirtſowirdman haben
:

EU) du dx Ale

a ‘dx dx Ar dy’
e 2 E ; Le du A z

ein Reſultatweiches|< auf=o reducirt,teilman
;

:

Crt
:

j
io

ME
:

o i; 2 :

bereitsE
e hat:die größtenoder die ÉleinſtenWers

thevon u, d.h,ihreabſolutenMaxima oder ihreabſo-
lutenMinima, werdenalſodiejenigendurchdieGleis -

<ungen (E
|

i

du du
R

7

4

dx <4
dy

: i

y SeaGU Werthe von x- und von y.entſprechen.Dehnt
Ff:3 Ras man
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man dieſeBetrachtungenauf Functionenvon foviel ver-

änderlichenGrößenals man will aus, ſowird man fin-

den,daß um die abſoluten Maxima und die ah-
“

foluten Minima vo dieſen Functionen zu fin-

den, man einzeln den Differential - Coef-
“ ficientenvon jeden der Werthe von welchen

fieabhängengleichNullſegen muß.

155.
:

Die Unterſcheidungder Maxima mit den Minima,
„enthâltmehr Schwierigkeitin Beträchtder Functionen
vonmehrerenveränderlichenGrößen, als inBetracht
der Functionenvon einereinzigenveränderkichenGröße
obgleichbeydeFälleauf einerleyPrincipienberuhen.

Es ſeyu eine“Function,welcheeine beliebige.Anzahj
:

von veränderli<en Größen x, y, 2, «e enthält;nennt
|

nan a, b, c, .. . die Werthe.welcheihrenMaximum
oder ihrenMinimum entſprechen.und ſtelledur<A,
B, Cs Dre E Ga H, 7 Rs Ls «e DOL,was

‘dú du ‘duo u: a u dU

| aa Cd

dydz’ âz?”
LE,

werden.Wenn man darin‘a anſtattx,‘ b anſtatty,

c anſtattxz ſett,u. � w. ſowirddas Reſultatder Sub-

ſtitutionvon a + h, b + k, ce +1 in u ſeyn(Rum, 38)

A + BhF,
Ck + DI vA

E 4 fh?+26bk+ HKSalhl-FaRK-PLI xf
|

4 uf E
|

ein Ausdruckvon welcherder Werth imFalldasMin i-

mum FleineralsA ſeynmuß, und größerim Falldas
Max i-

RS,
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Mer tE welches auch die Zin von den Buchſta-
benh, k, 1,, , . ſeynmögen,wenn fienur nichtsanders
als fleineAenderungenausdrüken. Da aber die Glie-

der dererſtenOrdnung,Bh,Ck, DI,«- ., welcheman be-

trächtlicherals alleandern machen fann, indem man h,
k, 1,. . . von einerſchi>lichenKleinheitnimmt, ihrZei-

cenzu gleicherZeitmit diefenGrößenverändern,ein

dem in Num. -149 ähnlichemRaiſonnementzeigt,daßie
_„Null.im Falledas Maximum oder das Minimum

feynmüſſen; man- wirdalſohaben

Bre
a =0, € tees =o QS 0, u.‘10,

wiees ‘ausder ‘in der vorhergehendenNum. ausgeſag-

tenRegeihervorgehet.NachdemdieſeBedingungendurch
die der Sachegemäß beſtimmten Werthevon a, b, e,

u. �.w. erfúlltſind,ſo müſſenfernerdie CoefficientenF,

‘G, -.. L, u. ſw. niht zu gleicherZeitverf<winden,/

und dasZeichender Größe von der zweytenOrdnung,

welchevon derobigenEntwickelungdie zwente Zeileaus-
« macht,muß von den Verhältniſſen, welche man Zwiſchen
h, k, 1,„…, aufſtellenkönnte und von VEENZeichenun-

abhângigſeyn.
- Man weiß; durchdieStatderalgebraiſchenGlei-

“ungen,daßjederVuédru>von ißrerFormnicht von

dem poſitivenzumnegativenübergehenkann,ohne in der

“ntervalleNullzu werden, unddaß toenn fiebloßuns

möglicheWurzelnhaben» ſie“nict das Zeichenverändern,
|

was man aucb immer der unbekanntenGröße für einen
Werthgiebt.Es folgtdaraus, daß wenn die Größe

f

FH + 2G6hk+ BR + alhl + 21 + LP +,

gleichNull geſegt,und als eineGleichungin Bezug auf
einederunbeſtimmtenGedßenh, k,!hh aufgelbſt,‘nur

Sf 4 4
Une
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unmóglihe Wurzeln «giebt, man hieraus {ließen - darf,

daß ſiedaſſelbeZeichenbeybehältwas auh immer dieſe4
unbeſtimmtenGrößenſeyn mögen, Nimmt man z.B..

den'Werthvon h, ſofindetſich
:

i

—_ (Gk + Ul+...)
hes

E

+ VEE E E
*

I
iL

2

y
x

:

F
/

einReſultat,woel@zesunmöglichiſt,wenn dieuntèr-dem

 WurzelzeichenenthalteneGröße negativiſt;man Fann
aber dieſeGróße folgendeForm gebén |

4

— (FK?+ 2Qkl + RP +.)
indem man (

“FH GG =P; RF GI = Q, LFP =R, uf.
macht, und damit ſienichtdas Zeichenverändert,ſo
müßteſieno, nachdemfiegleihNull geſegtund in Be-

Zugauf einen der Buchſtabenk, 1, . . . aufgelöſtiſt,ihre

unmöglicheWurzelnhaben.
:

Man wird durchdieſeOperationendarausziehen,

<2 (Ob EVR PECE
Se

E

CURE P :

Da k nichtunmögli&ſeynkann, wenn “nihtdie unter

dem Wurzelzeichenſtehende.Größe negativiſt,ſo ſett
man dieſeneue Größeunterder Form

— (T!°«> ¿«.)

indemmáan R — (L= T macht, um ſieaufdieſelbe,
‘Artalsdie beydenvorhergehendenzu behandeln,und

man twoird ſofortfahren,bis daß man zu der DOLLS
derGrößenhþ,k, 1, «

„.. gelangtiſt.
:

|

Um unſere Jdeenzu fixiren,wollenwirannehmen,
daßnictmehr als drey.veränderlicheGrößen in dec

Functiony oneſowirddieOperationbey
- dem Werth

von
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vonE beſitmmtſeyn;und weil T poſitioſeynfoll,ſo

muß man PR — Q? oder'T>.0 haben.Mit dieſerBes
‘

dingun¡- wird dieErdße Pk?-+ 2Qkl + RF niht das

Zeichenverändernkönn.n,undda ſieſichauf Pk? redu-

cirt,wenn 1 = 0 iſ, ſo müßte,(damitfiepoſitioſeyn
kann,ſowe es die Natur der Frageerfordert,) man

auch ÞP_> 0, oder FA — 6° >0 haben.Man ſieht
hieraus,daß die CoefficientenF und Y zu gleichexZeit
poſitioſcynmüſſen.Jm erſtenFalle,wo dieGröße

Fh? +. «, immerdas negativeZeichen,welches ſie
hat,beybehätt,wenn k,1,

,

,. gleichNul ſind,zeigtſie
ein Maximum an: das Minimui fändeim yoepeen
Falleſtatt,wo ſiepoſitivwâre.

Um ſichá poſteriorizu überführen,daß,wenndieeben |

gefundeneneBedingungen erfülltſind, die Glieder der

zweyten Ordnung von der Reihe À + Bh «+Ek +..°

zuſammengenommenimmer daſſelbeZeichenbehalten,
woasAUM; kyLs . ſeónmögen,ſowird es Gnügenzu

bemerken,dasdieGleichungdeszwepytenGradesderen
Wurzelnt = — «

4
1/77 wären,dieForm

|
+-+ &=0 Gas

-

hâttezdenn, wenn man dur< — Y, — 2° «, die

Größendieunter denen Wurzelzeichen,Werthevon bh,BS 64

find,vorſtellt,ſowicd man die Ausdrücke
:

Fh + 26 + +...
:

PRE 4 SQL pRB e Oder

i AES E
n a+ A+. Pt] f

u, 10

Ï
D)

transformiren,Z

Settman inY, für“2? fein.WerthTE+ u.ſw
und ſubſtituiet,das Reſultatin

“FLO
LY
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MÉ Gt bh EHE,
ſoentſtehet

F(h Hk pla + FP USD fe YE
|

+ PPTE a)
Man.ſiehtjeytMEE,daßdieſerAusdruck váZeicbden

i

nichtmit kA zu gleicherZeitändernkann,‘und
daßda P und Q poſitivſind,ihrZeichen.von o Zei
chenvonF abhângt.

“

Wennu nurzwey veränderlicheGrößenenthielt2,ſo

warendie Coefficienten_D Laie e M,

“unddie Bedingungendes Maximum und des Mini
munireducirtenſihauf FH — G* > 0, Euler ‘inſeiz

ner Differentcalre<nunggab nur dieNothwendigkeitan,

Fund 8 ’“poſitiooder negativzu gleicherZeitzu haben;
s Lagrangehat zuerſtbewieſen,daß ‘dieſeBedingung
nichthinreichendwäre,und ihm.verdankt man dievon
uns ſo eben vorgetragenenTheorie. :

Wenn die Coefficientender zweytenOrdnüngſi<{<zu

gleicherZeit,als dievon der erſtenOrdnung vernichteten,-

ſowürde.feinMaximum oder Minimum ſeyn,ſo lan-

ge als dieCoefficientenvon derdritten Ordnung auchvers

ſchwinden; und dieGliederderviertenOrdnungeine

GrößebildetenderenZeichenfeinestoegénsvon h,k,1,....'

abhinge.Die Betrachtungder unmöóglchenFactoren,wel-

chedieſeGróßgehabenſollte,um der gefordertenBedingung
E zuibefriedigen,wúrde zu dem, den vorhergehendenanalo-

gen Reſultatenführen.Uebrigenswerde ichbemerfen,daß
was auch nachder Subſt:tutionvon a,b, c_.« infuund

in ihrenDifferentialcoefficienten,geſchiehet, ſomüſſenim-
“

Mexdiedurch
dieAnnahmevon x=aLh, y=bbk, z=c +1 L:

u ſ,w. erhalteneReſultate,alleÉleineroderalle gréßer,

edalsdasE. X58)FedsZ=e;u,lijv.entſpricht;
und

daß
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494 :

daß dieverſchiedenengeeignetenMethoden,fennenzu leh-
ren ob dieſesſtatthat,es auh find,um i< von dem
__Dafeyndes MaximumsWE des Minimums zuvers
ſichern.Es

x56, A

Um einBeyſpiel.zugeben,wähleichfolgendeFrage,
dervon Num.152:analog:die Größe a indrey Theis
lex, y, a—x—y zutheilen, ſo daßdasProduct
xmyn(a—x—y)yein Maximumſey.

:

pn

Man hat-alèdann u RE pA
du

i

— —x mI yn(a—x—y)” fiigt—my--px|=0

i ==xmgn-x(a—x—y)D-I[na—nx—ny—py]=01 E
l

2 :
|

:

dieFactoren ma—mx—my— px und

N
“

na—nx—ny— py, gehen
f /

ma
i

“N

X=
eE

LEE

y y = — ,

m,-+1 + P VEU P
| WS pa” ì

TTm+o+P
Um E wiſſenobdieſeWerthein der Thatzu einemMa-
ximum gehören, ſo wird man ſiein den allgemeincn

d?u A u

ſubſtit:TA a dE ituiren,

“

indem

man umabzukürzenm-+n+p=4macht,man wirdfinden
‘

i=(mp) (2N (5O,
|

i “Qe (E
-x

aE (nL5 A e 0DieGrößenF und #8ſiadnegativ,und man wird i{
‘ohneMúheverfichern,daßſiedieBedingungFU—6?>
e:füllen,-man „wirdalſoDosverlangteMaximum ers

2

haltenhaben.E
E

5

Ausdrückènvon

1
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