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Vorrede*

*\^as man in diefem Werke zu erwarten hat, 

geben die Titel vollftändig an. Nicht blofse An
fangsgründe, oder fo genannte Elemente, fondera 
ein ausführliches und , wo möglich , vollßändiges 
Lehrgebäude, und zwar nicht blofs der elementa
ren, fynthetifcheil, fondern der gejammten Geome
trie , mit Einfchlufs der geometrifchen Analyfis 
und der Lehre von den Kegelfchnitten, fo weit 
es fich nemlich für uns noch der Mühe einer 
blofs darftellenden und rein geometrifchen Be
handlung diefer Materie lohnt.

Untere Geometrien, fo viel deren der Ver- 
faffer kennt, find entweder blofse Compendien, 
die urfprünglich zum Leitfaden beym mündlichen 
Vortrage beftimmt, ihrer Natur nach mehr oder 
weniger fkelettartig find , und von denen noch 
keins an innerer Vollkommenheit Euklids Elemen- 
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te übertroffen hat; oder Commentare über Com- 
pendien, die mehrften eben fo facharm als wort
reich; oder weitschweifige Bücher für Praktiker, 
über denen kein wiffenfchaftlicher Geiftfchwebt, 
welche mehr die Hand, als den Kopf üben, und 
wahre Einficht nur wenig befördern. An einem 
ausführlichen Lehrgebäude, welches fich unfrer 
Idee nach zu einem Compendium ungefähr fo, 
wie ein Körper mit Fleifch und Blut zu einem blo- 
fsen Skelett verhalten müSste, fehlt es noch: und 
da es dem VerfafSer Schien, ein folchesWerk müffe 
nicht nur dem Mathematiker, fondera auch dem 
Freunde geometrifcher Untersuchungen , und 
felbft dem Manne von gereiftem Verftande, der 
fich in die Geometrie erft einweiheh will, je
dem von einer andern Seite , wichtig und wün- 
fchenswerth feyn ; fo fchmeichelte er fich, mit 
diefer Arbeit, an der er keine Mühe und Sorgfalt 
gefpärt zu haben fich bewuft ift, einem wahren 
Bedürfnisse entgegen zu kommen.

Dem eigentlichen Mathematiker ift es Eines 
Theils darum zu thun,zu einem vollständigen Ue- 
berblick über das Ganze der Geometrie.zu gelan
gen , ohne deshalb eine Menge weitläufiger, gro
ssen Theils nicht mit Unrecht veralteter Werke 
durchzuftudiren , aus denen er doch erft blofse 
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Materialien erhält , die in ein ausgewähltes Sy- 
ftcm, ohne das keine rechte Ueberficht Statt fin
det, zu verlchmelzen, noch manche Kunft, uni 
mehr Mühe koftet, als Sammler geometrifcher 
Sätze, z. B. Gregorius a St. Pincentio, Krafft, mit 
unter auch Pappus, daran gewandt haben. An
dern Theils kommt es dem Mathematiker auf ein 
Hülfsmittel an, um die geometrifchen Unterfn- 
cbungen, auf die er fich einläfst, an das Syftem 
der Wiffenfchaft mit Leichtigkeit anznknüpfen, 
ohne grade bis zu den erften Elementen hinauf zu 
ßeigen, und den Satz, der für ihn jedesmal als 
Lehrlatz der brauchbare ift, und der den kürze- 
ften Weg der Behandlung beftimmt, fonder Mühe 
unter den übrigen heraus zu finden, ohne doch 
deshalb alle Sätze und erleichternde Methoden 
der Geometrie, ftets im Gedächtniffe gegenwärtig 
zu haben. Denn diefes wäre ohne eine beftändi- 
ge Befchäftigung mit der darftellenden Geome
trie, und folglich uns neueren Mathematikern 
fürwahr unmöglich, indem für uns nicht mehr 
diefer Theil der Mathematik, fondern algebrai- 
fche Analylis, die Hauptwiffenfchaft ift. Beydes 
macht alfo dem Mathematiker ein ausführliches 
Lehrgebäude , worin fich der ganze Schatz der 
Geometrie, und nicht die eilten Elementarfätze 
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in einem leicht überfchaubaren Ganzen beyfam- 
men finden, zum wahren Bedürfnifs. Für ihn 
ift darin vornemlich durch die möglichfte Vollflän- 
digkeit, (die jedoch bin und wieder den nicht we- 
aer wichtigen Rückfichten auf Brauchbarkeit, und 
auf Compofirion nachftehn mufs,) und durch ein 
forgfält<ges fyftematifches Aneinanderketten der 
Materien zu forgen. Der Verfaffer diefes Lehr
gebäudes hat ihm die Ueberficht noch dadurch zu 
erleichtern gefucht,dafs er alles, unter verhältnifs- 
mäfsig wenigen Hauptfätzen, und bey jedem der- 
felben die verwandten Sätze in Folgerungen, Zu- 
fätzen und Anmerkungen zufammen ftellte.

Ein Freund der Geometrie, der, vertraut 
mit dem, was in den Compendien ftebt, fich mit 
Erweiterung und Ausführung deffen, was ihm 
bekannt ift, zu ergötzen wünfcht, kann in einem 
folchen ausführlichen Lehrgebäude ebenfalls die 
hefte Befriedigung finden , und zwar , wie uns 
fcheint, bey weitem eher, als in den Sammlungen 
geometrifcher Sätze, oder in den Schriften man
cher ältern Mathematiker über einzelne geometri- 
fcbe Materien. Denn, abgerechnet, dafs wir aus 
der ermüdenden Art, wie die Alten folche Mate
rien zu behandeln pflegten , herausgewachfen 
find, fo entfpringen häufig, eben aus diefem Ver



VORREDE. IX

einzeln, die Schwierigkeiten der geometrifchen Be
handlung , und gar Vieles erfcheint an feinem 
Platze im Lehrgebäude erft itn rechten Lichte, 
und läfst (ich dort bey weitem leichter , vollftän- 
diger und genügender, als einzeln und abgeriffen 
behandeln» In die Augen fallende Beyfpiele da
von findet man, wie ich mir fchmeichle, in die- 
fem Theile mehrere, befonders unter den Sätzen 
von ebnen Oertern gegen das Ende des dritten 
Buchs. — Wer diefes Werk zur Erweiterung 
feiner geometrifchen Einficht durchfiudirt, dem 
empfehle ich es recht fehr, feine eignen Kräfte 

an den Sätzen zu verfuchen, die den Lehrfätzen 
beygefügt find, und ihren Beweis nicht eher nach- 
zulefen, als bis er die Hoffnung, ihn felbft zu fin
den, aufgibt. Denn da er fchon durch die Stel
lung dieferSätze auf die Gründe geleitet wird, aus- 
denen die Vorbereitung und der Beweis fliefsen, 
fo geben fie ihm ein leichtes Mittel feine Erfin
dungskraft zu üben und zu prüfen. Ein Gleiches 
gilt von den Aufgaben am Ende jedes Buchs, die 
grade in diefer Hinficht von den Lehrfätzen ge
trennt, und befonders zufammengeftellt find. Auch 
ift das der Grund, warum in den Folgerungen 
undZufätzen mancher an fich gerade nicht wichti
ger Satz, der unbefchadet derVollftändigkeit des
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Syftems hätte übergangen werden können, aufge
nommen wurde. Die verfchiedenartigen Anwen
dungen der Häuptfätze, die man in den zugefüg
ten Sätzen kennen lernt, find recht dazu geeignet 
jene Sätze , ihren Gebrauch, und die verfchied- 
nen geometrifchen Methoden fich geläufig zu ma
chen, und zu einer recht gründlichen Kenntnifs 
der Geometrie zu verhelfen. Denn das ift es, 
was man wiffen mufs, indefs man mit den unwich
tigem Folgefätzen das Gedächtnifs nicht zu über
laden braucht.

Männern, denen die Geometrie noch fremd 
ift, und die fich mit ihr, als mit der vollkommen
sten Wiffenfchaft, zu ihrer Geifteserhohlung und 
Verftandesitärkung befchäftigen wollen, pflegen 
Compendien, beymSelbftftudium, gewöhnlich zu 
dürr und zu trocken vorzukommen, und das 
nicht mit Unrecht, da folche Bücher durch den 
mündlichen Unterricht erft recht geniefsbar zu 
werden, beftimmt find. Sie können fich nach ihrer 
Anleitung nicht recht in die Wiffenfchaft hinein 
finden, und wünfchen fich etwas Ausführlicheres; 
ein Wunfch, den ich durch diefes Lehrgebäude zu 
befriedigen hoffe. Für fie ift die wiffenfchaftli- 
che Anficht des Ganzen, und die gröfste Strenge 
in der Methode eine Hauptlache : und beyde an 
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Pich fchon unnachlafsliche Forderungen hat der 
Verfaffer immer im Auge gehabt. Die wiffen- 
fchaftliche Anficht der Geometrie in den Princi- 
pien, hält er für neu, und fo kurz er fich bey 
ihr auch faßen mufste, fo wird fie doch, wie er 
glaubt, hinreichen, das Intreffe des denkenden 
Mannes auf das Wiffenfchaftliche des Lehrgebäu
des zu lenken, und ihn in den rechten Gefichts- 
punkt zu fetzen. Der Verfaßet würde indefs diefes 
alles mehr ausgeführt, und in die Grundlage des 
Syftems noch mehr wiffenfchaftliche Strenge hin
ein gebracht haben, hätte er fich der Feffeln , die 
ihm fein erfter Plan, Le Gendres Elementen als Leit
faden zu folgen, angelegt hatte , früher ent
ledigt.

Als er nemlich diefesWerk unternahm, hoff
te er dem Mangel eines ausführlichen Lehrgebäu
des durch eine deutfche Bearbeitung des vorzüg- 
lichften franzöfifchen Werks über die Elementar
geometrie, welches vor einigen Jahren erfchien*,

♦) Elements de Géométrie, avec des notes. Par Adrien 
Marie Le Gendre. (Si quid novifti rectius iftis, 
Candidus imperti.) A Paris chez Firmin Didot. 
An II. d. 1. Rep. 1794., XII. und 334. S. gr, g. 
und 13. Kupfertafeln, im Format derer, bey diefem 
Werke.
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fo ziemlich abhelfen zu können, befonders‘wenn 
er dabey auf die bellen unter den ähnlichen Wer
ken der Engländer * und Holländer ** beftändi-» 
ge Rückficht nähme: eine Abficht die er unter 
andern in einer Rezenfion von Le Gendres Ele
menten in der Allg. Jenaifchen Litt. Zeitung vom 
Jahre 1797. St. 135. äufserte, wohin er diejenigen 
verweilt, die von dem Werke des franzöfifchen 
Geometers mehr zu wiffen begehren. Noch im 
trßcn Buche erlaubte fich der Verfaßet blofs Zu-

*) Elements of Geometry; with their Application 
to the Menfurstion of Superficies and Solids, to 
the determination of the Maxima and Minima of 
Geometrical Quantities, and to the Conftruction 
of a great Variety of Geometrical Problems. By 
Thomas Simpfon Edit. 2. with large Alterations and 
Additions. London 1760. mit eingedruckten 
Holzfchnitten , XL und 276. S. gr. g. (ganz 
compendiarifch, aber mit vielem Eignen Ausg. 1 
erfchien 1747.)

**) Grondbeginfels der Meetkunde door J. H. van 
Swindell, Hoogleeraar te Amlterdam. Amfterdain 
1790. gr. 80 XLVI, 486, 44- S. und 7 K pferta- 
feln in Quarto. Zwölf Bücher, wovon drey arith- 
metifchen und trigonometrifchen Inhalts find« 
(Von einer deutfchen Ueberfetzung, deren Sprache 
aber herzlich fchlecht ill, erfchien. zu Jena 1797 
der eilte Band.)
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fätze und Anmerkungen, deren Zahl und Ansdeh
nungen er mit Fleifs befchränkte. Im zweiten 
arbeitete er das Ende fchon gänzlich um, und im 
dritten gab er endlich den Plan, länger bey Le Gen
dre zu bleiben gänzlich auf. Da er jedoch einmal 
angefangen hatte, die Rolle des Uebcrfetzers zu fpie- 
len, fo glaubte er, fie fo lange als möglich beybe- 
halten zu muffen. Doch hat er auch diefe im 
dritten Buche verlaffen, um fie in der Folge nicht 
wieder zu übernehmen. Wenn man erwägt dafs 
das erfte Buch, bey Le Gendre bis S. 29, hier 
bis S. 95, das zweyte bey Le Gendre bis S. 56, 
hier bisS. 226 geht,und was vom dritten in diefem 
Theile enthalten ift, dort etwa 40, hier 230 Sei
ten einnimmt; fo wird man fich leicht überzeu
gen dafs derVerfaffer, diefes Werk, ob er gleich 
darin lange nur als Ueberfetzer erfcheint, doch 
mit Recht als eignes Geifteswerk in Anfpruch 
nimmt. Denn fchwerlich hat er dabey dem fran- 
?öfifchen Mathematiker mehr, als diefer einigen 
andern Geometrie, befonders Th. Simpfon, zu 
verdanken.

Die angeführten Werke find alle drey keine 
ausführlichen Lehrgebäude, fondern vollftändigere 
Compendien als die gewöhnlichen , doch ill Le 
Gendre unter ihnen am wenigften aphoriÖifcb, und 
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läfst fich im Ganzen am mehrRen auf weitere Aus
einanderfetzungen ein. Alle drey weichen von 
Euklids Elementen in der Auswahl und der Anord
nung der Materien, und da ab, wo die Sätze über 
Proportionalität von Ausdehnungen, in das ^Arith- 
metifche hineinreichen. Und das, unfererUeber- 
zeugung nach, mit Recht, wie es in der angeführ
ten Rez. in der Allg. Litt. Zeit, weitläufiger aus
einander gefetzt wird. Diefen Geometern folgt der 
Verfaffer im Ganzen , und zwar am genauften Le 
Gendren, weshalb er fie ausdrücklich auf dem Ti
tel nennt. Uebrigens fcheinen Tacquet und Whi*  
(Ion in ihren Bearbeitungen von Euklids Elemen
ten zuerfi: auf diefen Weg hingeleitet zu haben.

*) P. Gregorii a St. Vincentia Opus Geometricum 
Quadraturae Circuli et Sectionum Coni X libris 
comprehenfum. Antwerpiae 1647. 2 Vol. fol.
(Die drey erften Bücher enthalten gröfstentheils 
planimetrifehe Sätze, die fich in Euklids Elemen
ten nicht finden.)

Eben fo viel, und fall noch mehr als ihnen, 
verdankt d. V.dem unermüdlichenFleifse des lefui- 
ten Gregorius a Sancto Vincentia * , aus dem er 
das zweyte und dritte Buch mit vielen interef- 
fanten Sätzen und Aufgaben bereichert hat, und 
.Robert Simfons Wiederherftellung von Apollonius eb
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nen Oertern *, indem es eine neue, und wie er 
hofft, nicht unverdienftliche Seite diefer Arbeit 
ift , die LeAra von den Ebnen Oertern, und überhaupt 
die Geoinetrifche Analyßs , mit in das Lehrgebäude 
der Geometrie verwebt zu haben, von dem fie die 
Alten durch Euklids Data , wie durch eine Schei« 
dewand, wohl nur mit Unrecht trennten. Doch 
davon im folgenden Theile, Hier findet man ani 
Ende des dritten Buchs, befonders imLehrfatz 2O> 
25 > 26> das ganze, nicht wenig fchwierige zwey- 
te Buch von Apollonius ebnen Oertern, ungleich 
kürzer, und, wenn wir nicht irren, lichtvoller als 
von Simfon vorgetragen. Befonders empfiehlt der 
Verfaffer, Lehrfatz 20 und die dazu gehörigen 
Folgerungen und Zufätze der Aufmerkfamkeit des 
Kenners. Fragte diefer überhaupt nach den Ma
terien, worin derVerfaffer etwas Eigentümliches 
und Neues aufgeflellt zu haben glaubt, fo würden 
wir ihm überdies noch nennen : die Principien, und 
die Anficht der wiffenfchaftlichen Seite des Lehr
gebäudes ; ferner die Beurtheilung von Le Gen-

*) Apollonius von^Pergen ebne Oerter. Wiederherge- 
ftellt von Robert Simfon. Aus dem Lateiniichen 
überletzt, mit Berechnungen, Bemerkungen und 
einer Sammlung geometrifcher Aufgaben beglei
tet, von Johann Wilhelm Camerer. Mit 18 Kupfer- 
tafeln» Leipzig 1796. gr. 8*446.8, 
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dres Theorie der Parallellinien (Ï. 22.), und der 
Schwierigkeiten in der Lehre vom Berührungswin
kel (II. 12. A. i.); die Erklärung warum die Thei- 
lung des Winkels in drey gleiche Theile, die 
Kräfte der Elementar-Geometrie überfteigt(ll. 30. 
A. 2,) den Vortrag in Buch. II. Aufgabe 19, 20, und 
çinen grofsen Theil des dritten Buchs.

Dzr zweyte.Theil diefes Werks, der zu Micha
elis erfcheint, wird denBefchlufs der Planimetrie, 
vieles aus der geometrifchen Analyfis, und die geo
metrifchen Unterfuchungen über ifoperimetri- 
fehen Figuren enthalten, und ein dritter Theil, 
der die Stereometrie und höhere Geometrie in lieh 
faßen foil, diefes ausführliche Lehrgebäude der 
reinen oder eigentlichen Geometrie befchliefsen.

Gilbert.
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ELEMENTE
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GEOMETRIE.

ERSTES BUC H.

DIE PRINCIPIER,

[Der Ueberfetzer mufs die, welche dictes Werk ftudiren wol
len, gleich hier darauf aufmerkfam machen, dafs Hr. Le Gendre von 
den Principien der Geometrie, und von der Art, wie das Gebäu
de der Wiffenfchaft durch fie begründet wird, eine unrichtige 
Vorftellung zu haben fcheint. Er fagt in einer der Anmerkungen 
am Ende des Werks: „mein Zweck wird erreicht teyn, wenn 
man findet, dafs alles in dietem Werke ans der einzigen Erklärung 
der geraden Linie, ohne weitere Voraussetzung und ohne irgend 
eine Forderung, ftreng bewiefen ift. ” In der That findet fielt 
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auch unter Hr. Le Gendres Principien keine einzige Forderung, 
obgleich feit Euklid noch kein Geometer Populate entbehren zu 
können glaubte. Allein man wird bald gewahr, dafs der 
franzöfifche Geometer Reh hierin nur täufcht, und dafs auch er, 
wenn gleich nicht ausdrücklich, doch ftillfchweigend vorausfezet 
und fordert, dafs man Punkte , Winkel u. d. in. fich vorftellen» 
gerade Linien und Kreife befchreiben, und dergleichen geometri- 
fche Grundvorftellungen mehr müffe eingehen können. Der Ue- 
berfetzer fügt deshalb hinter den Erklärungen noch die Forderun
gen hinzu, welche man an jemand, der Geometrie ftudieren will, 
gewöhnlich zu machen pflegt. Nicht als wenn er glaubte dafs 
diefes die geometrifchen Forderungen in ihrer wahren Geftalt, 
und jenes ihre gehörige Stellung fey, fondern weil beydeS mit 
dem Herkommen feit Euklids Zeit übereinftimmt. Die Anficht 
der Principien und die Art, wie man das Lehrgebäude durch he 
begründet, fcheint demUeberfetzer der fchwächfte Theil aller bis
herigen Syfteme der Geometrie, und fo auch des unfers Verfaf- 
fers zu feyn, und nach feiner Ueberzeugung einer gänzlichen Um
formung zu bedürfen. Hier war begreiflich nicht der Platz eine 
folche Umbildung zu verfuchen ; höchftens durfte he in zerftreu- 
ten Bemerkungen und Berichtigungen angedeutet werden, indem 
es ganz Zweckwidrig'gewefen feyn würde, wenn der Ueberfctzer 
fich in eine polemifche Materie hätte vertiefen wollen, die gehö
rig ausgeführt, ein eignes Werkchen füllen könnte. Er hat fich 
daher bey den Principien mir den unentbehrlichften Berichtigun
gen, Einfchaltungen und Bemerkungen begnügt, die, wenn er nicht 
irrt, hinreichen, den Lefer auf den Standpunkt aufmerk- 
fam zu machen, welchen derUeberfetzer für den richtigen hält, und 
die überdem dem Anfänger mehr Intrefle für die Principien bey
bringen, und ihn darin belfer orientiren werden, als die kurzen 
Aphorismen Euklids und Le Gendres. Auch glaubt der Ueber- 
fetzer dadurch, dafs er einige fruchtbare bisher unbenutzte Prin
cipien hier nicht blos aufgeftellt , fondern auch dem Syfteme 
felbft eingewebt hat ,(befonders folche, worauf die Beurtheilung des 
Schneidens und Berührens beruht,) in dem Lehrgebäude des Hr. Le
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Gendres eine beträchtliche Lücke ausgefüllt zu haben, von der 
auch kein andres ihm bekanntes Syftem, felbft nicht das Syftem 
Euklids völlig frey zu fprechen ift. In der fyftematifchèn Fol
ge bey unferm Vcrfaffer etwas Wefentliches zu ändern» und Ma
terien ganz zu verletzen, hat der Ueberfetzer fich übrigens faft 
nie erlaubt, fo rathfam ihm diefes auch hin und wieder zur Ver
vollkommnung des Syftems dünkte. Vielmehr hat er alle fein 
Bemühen darauf gewandt diefes Wiflenfchaftliche Gebäude, fo 
wie es nun einmal da ftand , belfer zu ftützen und zu gründen, 
und fich beftrebt ohne im Grofsen viel umzubauen, (lediglich 
dadurch dafs er manches ergänzte, einiges Untaugliche wegliefs, 
und im Ausdruck und der Beweisart oft mehr umarbeitete als 
überfetzte) alles noch mehr in einander zu fügen, und abzurun
den , womit man freylich bei eigner Begründung eines Syftems 
ehr zu ftande kommen kann, als bey einer fremden Arbeit, in 
der man manches nicht billigt. Zu allem was in Zeichen wie die- 
fen [ ] eingefchioflen ill bekennt fich

der U e b c r f e Lz e r. J

Ï. Erklärungen (Definitionen).
i.

Die Geometrie ift eine Wiflenfchaft, welche lieh 
tnit dem Metten des Ausgedehnten befchäftigt, und 
hierin befteht ihr eigenthümlicher Gegenstand. [Oder 
vielmehr, he ift die Wiflenfchaft des Räumlichen ; der 
Raum und alle Vorftellungsarten und Begriffe, die auf 
demfelben beruhen, machen ihr eigenthümliches Ge
biethaus, und ihr Gefchäft befteht darin, die Eigen- 
fchaften, Beziehungen und Verhältniffe des Räumli
chen durch allgemein gültige Schlüffe zu erforfchen.

d. UJ
A ä

• I
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2.
Alles was ausgedehnt irt, hat drey Dimenfionen t [und 

nicht mehr,] nemlich Länge, Breite und Höhe oder Dicke.
[Diele drey Dimenfionen füllen fich nach der gewöhnlichen 

Behauptung von einem Körper nur durch Abßraktion ablondern 
und für fich betrachten lallen. Allein die Abftraktion ift in der 
That weder der einzige noch der an fich crhe und urfprüngliche 
Weg» wie wir zu der Vorftellung der drey Dimenfionen des 
Ausgedehnten gelangen. Um uns einen Körper vorzuftellen, 
müden wir die Körperliche Geftalt erzeugen , den Körper be- 
fchreiben, und diefe Raumbefchreibung ift ein zweyter Weg 
wie wir zu der Vorftellung der einzelnen Dimenfionen gelangen, 
den aber die Geometer bey Aufhellung der Principien gewöhn
lich überfehn. Und zwar geht auf diefem Wege die Vorftellung 
der einzelnen Dimenfionen der Vorftellung des Körpers vorher, 
[indem wir bey der Raumbefchreibung vom Punkte art
fangen, durch Fortbewegung delïelben Linien erzeugen, durch 
Bewegung der Linien Flächen, und durch Bewegung der Flä
chen , Körper. Diefe Unabhängigkeit und Priorität der Varftel- 
lung des Punktes, der Linie und der Fläche fcheint fchon Euklid 
eingefehn zu haben, wie man aus der Stellung feiner Erklärun
gen urtheilen mufs.

Das Vermögen der Raumbefchreibung mufs der Geometer 
von jedem, der lieh mit feiner Widenfchaft befchäftigen will’ 
fordern, mithin auch die Vorftellungsarteti, welche fie begrün
det , und die- Begriffe die fich darauf unmittelbar beziehn. Sol
che Begriffe find die der drey Dimenfionen, und die Vorftellun- 
gen, welche die folgenden Erklärungen ausfagen, über die eben 
deshalb der Geometer fich in keinen Beweis einläfst. d. U.}

3*
Die Linie ift eine Länge ohne Breite»

„Man erhält die Vorftellung dcrfelben , fagt van Swinden, 
wenn man das Ausgedehnte lediglich in Rücklicht feiner Länge
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benschtet, ohne auf defTen Breite und .Dicke zu fehn, alfo von 
liefen beyden Dimenfionen abftrahirt» Andre (teilen fich die Li
nie als durch den fietigen Fortgang eines Punkts erzeugt vor , 
oder als die Spur eines fortbewegten Punktes.” [Diefe Vor- 
ftellungsarten find beyde richtig, und man kann beyde Wege 
einfchlagen, um zur Vorftellung der Linie zu gelangen, nur da(s 
der letzte Weg, durch Raumbefchreibung, wie wir fchon bemer
ket haben, an lieh der erfte und urfprüngliche ift. Er führt 
nicht nur zu einer .ächt geometrifchen , fondern felbft zu der 
ursprünglichen und fundamentalen Vorftellungs- und Erklärungs
art der Linie, indefs man auf dem erftern Wege (durch Abftrac- 
tipn) nur zu einer abgeleiteten Vorftellung der Linie gelangt. 
Wollen wir uns eine Linie vorftellen, fo muffen wir fie ziehn,1 
und das Vermögen dazu fordert der Geometer, daher die letzte 
Erklärung der Linie, die lieh auf den eigentlichen Weg bezieht, 
wie wir zur Vorftellung der Linie gelangen, in der That die vor
züglichere und fruchtbarere ift, wenn gleich viele Geometer zu 
glauben fcheinen, dafs fie höchitens fo mit unter laufen dürfe.

d. U.J

4-
Die Gränzen oder das Aeufserfte einer Linie, das 

worin eine Linie (ich endigt, nennt man Punkte. —- 
Ein Punkt ift alfo nach keiner Dimenfion, folglich gar 
nicht ausgedehnt, und hat keine Theile.

[Der Anfchein von Unbegreiflichkeit welchen der Punkt 
durclvdiefe an fich richtige und fruchtbare Erklärung bekömmt, 
an den fich unter andern mehrere Scholaftiker geftofsen haben, 
fällt fort, fobald man fleh den Punkt als einen Ort im Raume 
vorftellt. Ehr wir eine Linie ziehn können, müffen wir uns ir
gend einen Ort vorftellen, von welchem aus wir fle ziehn ; folg
lich einen Punkt. Und endigen wir die Linie, fo gefchieht das 
wieder in irgend einem Punkte» Man fleht hieraus dafs die Fähig
keit fleh Punkte yorzuftellen, fo gut wie die, Linien zu ziehn, 
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zu dem gehören muffe, was der Geometer von feinem Lehrling 
fordert, bey ihm vorausfetzt.

Man bezeichnet gew hnlich einzelne Punkte durch einzelne 
Buchftabcn, Linien durch die Buchftaben ihrer Endpunkte, oder 
wenn dicfes zur Deutlichkeit nicht hinreicht, durch die Buchftaben 
einiger Punkte in ihnen und der Endpunkte, und Flächen und 
Körper durch die Buchftaben ihrer Eckpunkte, aller oder einiger» 

$ig, I» So fpricht der Geometer von den Punkten A, C, D, von den 
Linien AB , AC, AEB, von der Fläche ACDB u. f. f. oft felbft 
ohne ausdrücklich zu erinnern dafs diefe Buchftaben, Punkte, 
Linien, etc, bezeichnen, welches fich dann von felbft verftehr,

' d, U.]\

5-
Die grade Lime ift der kürzefte Weg von einem 

Punkt zum andern.
Eine Linie , welche keinen graden Theil hat, 

nennt man eine krumme Linie oder eine Curve,
Fig, i» So z. B, ift AB. eine grade , AEB eine krumme * 

dagegen ACDB weder eine grade, noch eine krumme, 
fondern eine fogenannte gebrochne Linie, weil fie aus 
lauter graden Linien zufammengefetzt ift,

[Die Eigenfchaft der graden Linie, dafs fie von allen Linien 
zwifchen zwey Punkten die kürzere ift, hat zuerft Arcbimed als 
Princip geometrifcher Beweife aufgeftellt und gebraucht. Hr. Le 

ör. 6. Gendre vervollftändigt im’folgenden den darauf fich gründen
den Begriff der graden Linie dahin, dafs zwifchen zwey Punk
ten nur eine einzige grade Linie möglich ift, und fucht auf die- 
fen Begriff das Syftem der Geometrie vorzüglich zu gründen. 
Die Einwendung, welche einige (unter ander van Swinden) ge
gen die Archimedeifche Erklärung machen, als fetze fie den Satz 
voraus, dafs zwey Seiten im Dreyeck ftets gröfser als die dritte 
find, ift nichtig, Das würde nur der Fall feyn, wann es darauf 
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ankäme diefe Definition zu bcweifen, welches aber Jemand, der 
fie unter den Principien aufftellt, nicht Willens feyn kann.

Die Erklärung welche Euklid von der graden Linie giebt» 
und die nach der gewöhnlichen Ueberfetzung fo lautet; „eine 
Linie die den auf ihr befindlichen Punkten gleichförmig liegt” 
ift fo dunkel, dafs unfer Verfafler fie als nichtsfagend und ohne 
Bedeutung gänzlich aufgiebt. Verftändlicher wird fie, wenn man 
fie mir van Swinden folgendermafsen ausdrückt: „ eine grade Li
nie ift die , welche überall auf einerley Art oder gleichförmig 
( gelyklyk) zwifchen ihren Punkten liegt, indefs die krumme Li- 
nzezwifchen ihren Punkten ungleichförmig liegt;” oder mitSimp- 
lon ; „ eine Linie welche überall gleichmäfig (evenly) Zwifchenihren. 
Endpunkten liegt, oder welche überall’ einerley Richtung hat (which 
every where tends the fame way).” Durch einige Erörterungen 
liefse fielt das Dunkel wohl noch vermindern, das auf diefen 
Erklärungen ruht, und welches der holländifche Geometer der 
Einfachheit des Begriffs der graden Linie zufchreibt. Eine gra
de Linie ziehn zu können, ift eine Forderung welche der Geome
ter an jeden thut, der fielt mit feiner Wifl’enfchaft befchäfcigen 
will. Er fetzt alfo voraus, dafs jedermann imBefitz des dazu nö- 
thigen Verfahrens ift, mithin auch der Vorftellung, die ftch dar
auf gründet, und es kömmt ihm nur ’ darauf an, ein fruchtbare? 
Merkmal heraus zu heben, wodurch ftch diefe Vorftellung von 
allen ähnlichen unterfcheidet. Ein folches Merkmal ift allerdings 
das, welches unfer Verfafler nach Archimeds Vorbild in feiner 
Erklärung der graden Linie aufftellt. Nur dafs diefes Merkmal 
nichtfo unmittelbar indem urfprünglichen Verfahren beym Ziehn 
einer graden Linie zu liegen fcheint, dafs man ftch nicht nach 
einemBeweife deflelben fehnen füllte, welcher darthäte, dafs jenes. 
Merkmal in diefem urfprünglichen Verfahren gegründet ift, 
und wie es daraus folgt. Unmittelbar aus diefem Verfahren ift 
das zulczt von Simpfon angeführte Merkmal gefchöpft, Einerley. 
Leit der Richtung im Ziehn der graden Linie, und zunächft hier
auf fcheint ftch Euklid; Definition zu beziehn, welcher der Ue- 
berfetzer deshalb den Vorzug geben würde, liefse lie fielt nur 
eben Jo klar, fafsliçh und fruchtbar als jene Archimedeifche
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wachen. Das haben aber die Geometer bisher noch nicht ge- 
leiftet, und wir muffen daher Hr. Le Gendre loben, dafs er die 
Archimedeifche Erklärung der gradcn Linie zum Grunde legt’ 
aus welcher er manche Sätze leichter und kürzer beweift, als es 
bisher gefchehn ift , gründet fich gleich nicht darauf , wie er 
fagt, einzig und allein fein ganzes Syftem. d. U. ]

6.
Eine Flache ift etwas das Lange und Breite, aber 

Leine Höhe oder Dicke hat; oder, nach van Swinden 
„ eine Ausdehnung-, in der man fich lediglich Länge 
und Breite vorftellt, von der dritten Dimenfion, der 
Dicke, aber ganz abftrahirt.”

Die CF Unzen, das Aeufserfte der Fläche, das worin 
die Fläche fich endigt, find Limen, entweder grade 
oder krumme.

„Man ficht auch wohl, bemerkt van Swinden , die Fläche 
als durch ftetige Fortbewegung einer Linie erzeugt, oder als 
Spur einer fich bewegenden Linie an;” und diefes ift wiederum 
nicht nur eine ächt geometrifche, fondera auch die ursprüngliche 
und fundamentale Vorftellung der Ebene, von der daffelbe gilt, 
was wir bey der analogen Vorftellungsart der Linie bemerkt

* £♦ 3* haben * d. U.

7*
Eine Ebene ift eine Fläche, welche in allen ihren 

Theilen vollkommen eben ift, d. h. in welcher jede 
grade Linie, die durch irgend zwey in der Fläche be
findliche Punkte gezogen wird, ganz hineinfällt.

[Kein Theil einer folchen Linie fällt aufserhalb der unbe_ 
* gränztenEbne. Diefes drückt Simplon auf ein uneigentliche, nicht 

zu billigende Art fo aus : die Linie berühre die Ebene in allen
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ihren Theilen; ein Ausdruck der keine Nachahmung verdient, 
obgleich er von mehreren Mathematikern in einem ähnlichen Sinn 
gebraucht worden ift. Euklid und mit ihm van Swinden erklä
ren die Ebne durch „eine Fläche, welche überall gleichförmig 
twifchen ihren Gränzen und zwifchen den auf ihr befindlichen 
Linien liegt. ” Auch hiervon gilt, was mir oben * bemerkt ha- * E. 
ben. d, u.

8.
Flächen, worin kein Theil eben ift, find kritm» 

nie Flächen,

9-
Ein Körper ift nach allen drey Dimenfionen ausge

dehnt, [und jede Ausdehnung-, welche Länge, Brei
te und Dicke.oder Hohe hat, ift ein Körper, ein körper
licher Ratim.

Die Gränzen, das Aeufserfte eines Körpers, das wo
rin der Körper fich endigt, find Flächen, entweder ebene 
oder krumme.]

Der körperliche Raum wird befchricben, und ein Körper 
erzeugt durch ftetige Fortbewegung einer Fläche, fo dafs man fich 
den Körper als die Spur einer bewegten Fläche vorftellen kann. 
Und diefes ift wiederum die urfprüngliche Vorftellungsart des 
Körpers» * * E. a»

Eine Ausdehnung von mehr Dimenfionen als im Körper ver
einigt find , giebt es nicht. d. U,

10.
[Eine grade Linie wird durch jeden Punkt in ihr 

(d. h. der zwifchen ihren Endpunkten liegt) in zwey 
Stücke getheilt, welche zu den entgegengefetzten Seiten 
jenes Punktes liegen und in Rückfieht deftelben eine
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ÿig. 5. entgegengefetzte Ldge haben, z. B. AB durch den Punkt 
C in die Stücke AC, CB, welche zu den entgegenge- 
fezten Seiten des Punktes C liegen, und die grade Li
nie DE durch denfelben Punkt in die entgegengefetzt 
liegenden Stücke DG, CE.

Grade fo wird eine Ebne durch jede grade Linie 
in ihr in zwey Theile getheilt, die zu den entgegen* 
gefetzten Seiten der Linie liegen, und ein Körper durch 
jede Ebne in demselben in zwey Theile, die zu den 
tntgegengefetzt en Seiten der Ebne liegen.]

II.

FZwey Linien, welche einen Punkt gemein ha
ben, treffen einander, und floßen in die fern Punkte zu* 

Fig. 3. famine^ z. B. CA, BA. Genuglam verlängert fchneL 
den oder berühren fie fich. — Sie fchneiden einander

Fig. 2. wenn der einen Linie AB Theile, AC, CB, welche zu 
entgegengefetzten Seiten des gemeinfchaftlichen Punk
tes C liegen, zugleich auch zu den entgegengefetzten 
Selten der andern Linie DE liegen. — Lägen fie auf 
einerley Seite der Linie DE , fo würden beyde Linien 
fich berühren, wie MN und AEB in Fig. 1.

Eine ähnliche Bewandnifs hat es mit dem Zufam- 
mentreffen, Schneiden und Berühren zweyer Flächen, 
oder einer graden Linie und einer Fläche.]

Die unter 10. und 11. aufgeftelken Erklärungen fehlen Gib 
in allen geometrifchen Syftemen, duck bcy Le Gendre, und find 
als die uneijtbehrlichden unter vielen andern mangelnden von 
mir eingclchoben worden. d. U.
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12.

Wenn zwey grade Linien AB, AC (oder EF, ED) FÎS* Ü 
einander treffen, fo nennt man die Gröfse um welche 
fie von einander entfernt findieinen Winkel. Die bey- 
den Linien’AB, AC felbh, heifsen die Schenkel des 
Hinkels, der Punkt A in welchem fie zufammenftofsen 
oder einander fchneiden, dieSprtse oder der Scheitel des 
Winkels, — Man bezeichnet einen Winkel entweder al. 
lein durch den Buchftaben feines Scheitelpunkts, z. B. 
Z-A, 4E, oder, wo das zu Zweydeutigkeiten Anlafs 
gäbe, fetzt man zu beyden Seiten diefes Buchftabens 
noch Buchftaben zweyer Punkte in beyden Schenkeln 
hinzu, z. B. Z.BAC, 4DEF, doch fo dafs der Buch- 
flabe am Scheitel immer in der Mitte flehet. Auch be
zeichnet man einen Winkel durch einen Buchflaben, 
der zwifchen feinen Schenkeln hinein gefchrieben 
wird, z. B. 4a.

[Da man gewöhnt ift Entfernungen durch Linien zu be- 
ftimmen, und bey Entfernungen an Linien zu denken, fo mufs 
man fich durch Le Gendres Erklärung zu keinem falfchen Be
griff vom Winkel verführen laffea. Ein Winkel, oder beftimm- 
ter, ein ebner Winkel, wie man ihn zum Unterfchiede von Elä- 
chenwinkeln und körperlichen Winkeln nennt, ift keine Ausdeh- 
uung, weder eine Linie, noch eine Fläche (wofür ihn wohl eini
ge durch Mifsverftand genommen haben,) fondern die gegenfei-. 
tige Lage zweyer fich durcbfcbneidender grader Linien, oder wie 
man gewöhnlich fagt, die Neigung zweyer folcher Linien ; wie. 
wohl diefer letztere Ausdruck auf rechte, ftumpfe und hineinge
hende Winkel nicht recht zu paffen fcheint.

a, Die Gröfse eines Winkels hängt daher lediglich von der 
Gröfse in der Neigung oder vielmehr in der Lage, der bey- 
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den Schenkel ab, worauf die Länge diefer Linien keines 
Einflufs har.

ß, Die Gleichheit oder Ungleichheit zweyer Winkel kann man 
unmittelbar danach beurthcilen, ob fie einander decken oder 
nicht. Wenn man fich vorftellt der Scheitelund zweylder 
Schenkel beyder Winke! würden auf einander gelegt; fo fal
len die beyden andern Schenkel entweder auch auf einander, 
oder nicht. Im erftern Fall decken fich beyde Winkel und 

♦ Gr. 9. find gleich. * Im zweyten Fall decken fie einander nicht, 
und ßnd deshalb ungleich. Und zwar ill der Winkel der 
gröfsere, deffen Schenkel die Schenkel des andern einfchlie- 
fsen , wie z. B. Z_DEF gröfser ift als Z_GEF. Der ein- 
fchliefsende Winkel DEF ift um den Winkel DEG gröfser 
als der eingefchlofsne GEF, und diefen beyden eingelchlofs- 
nen Winkeln zufammengenommen gleich.

7, Ueberhaupt ift jeder einfchließsende Winkel ACE, alsGan- 
Vio- a ze- ollen von ihm tingefchloßsnen nm feineSpitzeC aneinan- 

der lie - enden Winkeln ACh, BCD, DCE aus feinen Thei- 
* Gr. 5. len »ufammengenommen gleich, * 4. U.

13-
Fig. 3. [Wenn ç:ne grade Linie ÄB, von einer andern. 

DE In einem Punkte z-B. in C durchfchnitten wird, fo 
bildet ein abgefchnittnes Stüçk der “einen Linie, z.B. 
CE mit den entgegengefetzt liegenden Stücken CA>

* E. 2. CB der andern graden Linie * zwey Winkel ACE, 
ECB , welche man Nebenwinkel nennt.

Nebenwinkel find alfo folche Winkel, deren Schei
tel C und einer der Schenkel CE zufammenfallen, 
indefs die beyden andern Schenkel AC, CB in grader 
Linie liegen. d. U,
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I4.
Stellt eine grade Linie GH auf eine andre EF fo jj. 

auf, dafs die beyden Nebenwinkel, welche ße mit EF 
bildet gleich lind, fo wird jeder diefer beyden glei
chen Nebenwinkel 11GE, HGF ein rechter Winkel ge
nannt. Die Linie GH fleht dann auf EF im Punkte G 
fenkrecht\ ift ein Perpendikel auf EF im Punkte G.

Ein rechter (Vinkel ift alfo einer von zwey gleichen 
Nebenwinkeln, und eine fenkrechte Linie eine grade 
Linie, welche auf eine andre unter rechten Winkeln 
auffteht.

Winkel kleiner als ein rechter, z. B. BAC, nennt Fig. 3. 
man fpitze. Winkel gröfser als ein rechter, z. B.DEf, 
ßumpfe Winkel,

[Im elften Lehrfatze wird dargethan werden, dafs alle rechte 
Winkel einander gleich ■ find. Wegen der Winkel welche gfö- 
fser als zwey rechte Winkel zufarnmengenommen find, und die 
man mit unferm Verfaffer/nhiemgeheiide Winkel (angles rentrants)' 
oder mit andern erhabene Winkel im Gegenfatz der bohlen ÄFtM- 
kel nennen kann, vergleiche inan die Anin, zu Erki. 16.]

[Alle bis hierher aufgeftcllten Erklärungen, (diöchftens die 
letzte ausgenommen) gehören zu den nähren PrincipiCH der Geo- 
wetrie, da fie Vorftellungsarten betreffen, welche unmittelbar 
aus derRaumoefchreibung gefchöpft find, und die daher der Geo
meter grade fo, wie wir fie in diefenErklärungen ausfagen, bey 
jedem, der Geometrie treiben will, vorausletzt und fordert. * * E. 3, 
Die folgenden Erklärungen ftellen dagegen Begriffe auf, deren 
Gültigkeit erft zu beweifen ift. Denn fie find nicht wie jene un- 
mittelbajr aus der urfprünglichen Vofftellungsart des Ausgedehnten, 
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aus derRaumbefchreibung, gefchopft, die der Geometer poftulirt, 
fondera verbinden Merkmale mit einander, von denen es die Fra
ge ift, ob fie fleh auch mit, einander verbinden laflen, und ob fie 
nicht in diefer Verbindung einander, oder jener urfprünglichen 
V orftellungsart widerfprechen. Sie gehören zu den abgeleiteten 
Vorftellungcn, deren Möglichkeit nnd Gültigkeit erft dann gegen 
Einfprüche gefichert ift, wenn man fie auf die urfprünglichen 
Vorftellungsar ten zurück geführt oder daraus abgeleitet, d.h. aus 
den wahren Principien bewiefen hat. Sie ftehn daher hier in der 
That an ihrer unrechten Stelle, nnd würden fchicklicher im Fort
gang des Syftems, da, wo man die Möglichkeit der Gegenftände, 
die fie erklären darthut, aufgeftellt werden, wie diefes unfer

75. 19, Verfaffer fclbft bemerkt» * Man hat fie daher hier für blofse 
Wort -Erklärungen zu nehmen,die insgefammt nichts anders aus- 
fagen, als : „ gefetzt ein folcher Gegenftand, als z. B. Parallelli- 
nien, Dreyecke u. f. w) fey. möglich, fo will man ihn mit dem 
angegebnen Namen bezeichnen.” Dagegen gehören aizKreisbe- 
Jchreibung und die darauf fich beziehenden Erklärungen des zwey- 
ten Bucks zu den urfprünglichen Vorftellungsarten des Ausge
dehnten , die der Geometer von jedem fordert, alfo zu den wah
ren Principien der Geometrie, und feilten deshalb hier als anihr- 
rem eigentlichen Platze ftehn, von welchem fie unfer Verfaffer 
seicht ohne Nachtheil für das Syftem fortgehoben hat.

d- U]

I5«
Wenn zwey grade Linien in einer Ebne fo liegen» 

dafs fie nie zufammenftofsen , fo weit man fie auch

^♦31-
verlängert, fo find fie gleichlaufend oder parallel.

Diefe Erklärung der Parallellinien ftimmt mit der Euklids 
überein, gegen die van Swinden, wie uns dünkt mit Unrecht 
den Zweifel erhebt, obwohl darin die Begriffe vom Verlän»errt 
ohne Ende und vom Nie zufammentreffen, deutlich genug 
für ein Princip find. Die Frage, welche von den nunchciky 
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Erldârun'ïen, auf die man die Sätze über parallele Linien zu 
gründen oefucht hat, den Vorzug verdiene, gehört, fo wie die 
ganze Erklärung, nicht hierher , fondera zur Theorie der Paral
lellinien. Man findet einiges darüber in den Anmerkungen am 
Ende diefes Werks. d. U.

16.
[Jeder völlig begranzte Raum wird eine Figur ge

nannt; doch bezeichnet man mit diefein Namen vor- 
lugsweife beglänzte Flächenräume, felbft folche, wel
che nur zum Theil, nicht,ganz, begränzt find.]

Eine Ebne, welche nach allen Seiten zu begränzt 
ift, bildet eine ebne Figur, und zwar, wenn fie nichts 
als grade Linien zu Gränzen hat, eine gradelinige. 
Figur, die man auch vorzugsweife eine vidfeitigeFigur, 
oder ein Vieleck {Polygon') nennt, [wiewohl dieferNa- 
mc manchmal ausfchliefslich gradelinige Figuren vont 
mehr als vier Seiten bezeichnet.]

Jede Gränzlinie macht eine Seite, alle zufammen 
den Umfang der Figur (die Peripherie des Vielecks), und 
der Flächenraum den fie rings um grenzen, den Inhalt 
oder den Flächenraum der Figur aus.

[Eine Diagonale ift eine grade Linie, die quer 
durch die Figur von einem Winkelpubkt zum andern 
geht. Soz.B. ftelltFig. seine ebne gradelinige Figur 
vor, AB, BC, CI.) u. f. find ihre Seiten , die zuïam- 
mengenommen ihren Umfang ausmachen, AC eine 
Diagonale, A, B, C, etc. die Winkelpuukte oder Ecken 
der Figur.]

Anmerkung. Utn Verwirrung zu verhindern betrachtet 
man. in der Geometrie nur Vielecke, welche lauter hoble, heraus-
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gebende Winkel ("angles faillants) und keine erhabne oder hinein
gehende Winkel (angles rentrants) enthalten, obgleich auch die 
letztem Winkel zur Beftimmung der Lage zweyer fich durch- 
fchneidender Linien gefchickt find , und in Figuren vorkom- 

* F. 6. men können» Ein Vieleck mit < lauter herausgehendcn Winkeln 
*F. $♦ 7. ift gänzlich convex, nirgends hohl. Es kann von einer graden 

Linie nur in zwey, nicht in mehr Punkten, gefchnitten werden, 
welches bey Vielecken mit hineingehenden Winkeln nicht der Fall 
ift. (Ueberdem fällt jede Verlängerung der Seiten eines convexen 
Vielecke ganz aufser der Figur , durchfchneidet diefe nirgends 
weiter, indefs die Schenke eines hineingejiendenWinkels, wenn 
fie über ihren Scheitelpunkt hinaus verlängert werden den Um
fang der Figur nochmals durchfchneiden. Beyde Eigenfchaften 
kann man zu Erklärungen des convexen Vielecks nutzen. Viele 
Sätze gelten blos für die convexen Vielecke, würden alfo, ichlöfse 
man die Vielecke mit hineingehenden Winkeln nicht ganz aus , 
unrichtig feyn , wenigftens befondre Modificationem heifchen, 
und dadurch zu fehl' überladen werden. ]

In den vier erften Büchern diefer Elemente haben wir es 
allein mit ebnen Figuren, und überhaupt nur mit Ausdehnungen 
die in einerley Ebne gedacht werden, zu thun. [Sic bilden den 
erften Haupttheil der Geometrie, die Planimetrie, deren Name 
darauf hindeutet. ]

17-
Das dreyfeitige Vieleck, (diejenige von allen Fi- 

Gr,6,f.4 guren, welche die geringfte Zahl .von Seiten hat wird 
ein Dreyeck, das vierfeitige ein Viertle,. das fünffeitige 
ein Fünfeck , das fechsfeitige ein Sechseck u. f. f. ge
nannt, [indem in jeder gradelinigen Figur die Menge 
der Winkel (Ecken) mit des Zahl der Seiten überein-
IHmmt.J

Von
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Von den Seiten diefer Vielecke, welche als Schen
kel w einem Winkel gehören, fagt man dafs fie den 
Winkel einfchliefsen, ihn u^fpannen-, von den Winkeln 
felbft, dafs fie an diefen Seiten anliegen, Im Dreyeck, 
wo an jeder Seite zwey Winkel anliegen, fagt man 
vom dritten nicht anliegenden Winkel dafs er und die 
Seite einander gegenüber ßehn.

So z. B. itehn im Dreyeck ABC die Seite AB und der Win. pjg g 
kel C, ferner BC undA, und AC und B einander gegenüber. Die 
Seiten AB, NC fchliefsen den Winkel A ein, und A und B find ~ 
die an der Seite AB anliegenden Winkel. ]

18.
Ein Dreyeck ift gleichzeitig, wenn es lauter gleiche 

Selten hat , gleichjchenklig (ifofcele) wenn es zwey Fig. j, 
gleiche Seiten, ungleichseitig (fcalene) wenn es lauter Fig. 25.
ungleiche Seiten hat.

Ein rechtwinkliges Dreyeck hat einen rechten "Win
kel. Die Seite deffelben, welche dem rechten Winkel 
gegenüberfteht, nennt man die HypotenuJe, [die bey. 
den an dem rechten "Winkel anliegenden Seiten , wel
che die Schenkel des rechten Winkels ausniachen, die 
Katheten des rechtwinkligen Dreyccks.] So z. B. ift 
DEF ein bey E rechtwinkliges Dreyeck, DF dellen 
Hypotenufe, und ED, EF find delTen Katheten.

Ein Dreyeck worin ein ftumpfer Winkel vor
kömmt , ill fiampfwinklig. Enthält das Dreyeck 
nichts als fpitze Winkel, fo ift es Spitzwinklig,

Man pflegt irgend eine Seite des Dreyecks als Grundlinie 
und den ihr gegenüberltehenden (nicht in ihr liegenden) Win

Fig. 26,

Fig. 30.

Fig. 23.

Fig.-Q.

3. O'C
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kelpunkt, als Spitze des Dreyecks anzufehn. Weichei das ift 
gleichgültig. Nur nimmt man im gleichfchenkligen Dieyeck 
mehrentheils die ungleiche Seite für die Grundlinie.

19.
Unter den Vierecken find folgende zu bemerken : 

Fig. 9. Das Quadrat, welches lauter gleiche Seiten und 
lauter rechte Winkel hat;

Fig. 11. Der Rhombus (lofange, die Raute} deffen. Seiten 
gleich, deffen Winkel aber keine rechte find;

Fig. io. Das Rechteck, deffen Winkel insgefammt rechte, 
deffen Seiten aber nicht gleich find;

Das Parallelogramm * defien gegenüberftehende 
Seiten parallel laufen [und das, wenn es weder glei- 

jjc- 12. ehe Seiten noch rechte Winkel hat , ein Rhomboïdes 
genannt wird. ]

Das Trapezoid, welches zwey gleichlaufende und 
U- xwey nicht parallele Seiten hat; und das Trapezium* 

mit welchem Namen man alle Vierecke mit ungleichen 
Seiten, wovon kein Paar paralleli läuft, belegt; ein 
Sprachgebrauch von dem unfer Verfaffer zwar ab- 
weicht, indem er das jTrapezoid ein Trapezium nennt, 
und für diefes kein Kunftwort aufftellt, den ich aber 
der Bequemlichkeit halber beybehalte.

Anmerkung. Le Cendre bemerkt hierbey, dafs man in 
den Erklärungen des Quadrats und des Rechtecks ftatt vier rechte 
eigentlich vier gleiche Winkel fetzen folke. Denn, fagt er, dais 
die Winkel eines Vierecks insgefammt rechte feyn können, und 
dafs alle rechte Winkel gleich find , ift etwas, dafs man nicht 
vorausfetzen, fondern beweifen müfste. Dielen und ähnlichere 
Mifsftand wurde man vermeiden, wenn man die Erklärungen, 
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nicht, wie es gewöhnlich ift, [und wozu Euklid vielleicht nur 
durch die unbehülfliche Forni der damaligen Bücher veranlafst 
wurde,] an die Spitze jedes Buchs , fondera unter die andern 
Sätze, wo das, was fie vorausfetzen, fchon dargethan ift, 
ftellte.

Auch fchlägt unfer Verfaffer noch vor, die gar zu langen 
Kunftwörter Parallelogramm, und Paralleleplpedum, die ihrer 
Etymologie nach ohnedem jede Figur mit parallelen gegenüber- 
ftehende Seiten oderSeitenflächen, ihre Zahl fey welche fie wedle* 
bezeichnen, mit anderen zu verwechfeln, wozu er Rhombus und 
Rhomboïdes für fchicklich hält. Aber diefer Vorfchlag kann wohl 
nicht ernltlich gemeint feyn, denn zu was für einer Verwirrung 
würde das nicht führen, da diele letztem Kunftwörter fchon ei
ne ganz andre Bedeutung haben. d. u.

20.
a, Ein Vieleck ift gleichzeitig, wenn es lauter gleiche 

Seiten, gleichwinklig, wenn es lauter gleiche Win
kel hat.

ß, Ex>ey Vielecke find dagegen untereinander gleichfei. 
tig (équilatéraux entre eux), wenn die Seiten des 
einen, den Seiten des andern, in derfelben Folge 
gleich find; d. h. fo, dafs wenn man in beyden 
Vielecken die Seiten von zwey die einander gleich 
find an, der Ordnung nach zählt , in bey den auch 
die zweyten, die dritten, die vierten Seiten u. f.w, 
gleich find. — Grade fo find zwey Vielecke unter 
fch gleichwinklig, wenn die Winkel des einen den 
"Winkeln des andern in derfelben Folge gleich 
find. [Diefe abkürzenden Kunftwörter find zwar 
bey uns ungewöhnlich, dein Geift unfrer Sprache

B 3
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aber nicht entgegen, daher ich glaubte fie beybe
halten zu dürfen.]

7, Bey zwey Vielecken von diefer Befchaffenheit 
werden nicht nur im erften Fall die gleichen Sei
ten , fondern auch die von gleichen Seiten Ginge- 
fchlofsnen Winkel, und im zweyten Fall nicht 
nur die gleichen Winkel, fondern auch die an 
gleichen Winkeln in beyden anliegenden Seiten, 
aknlichliegende t gleichnamige oder homologe Stücke 
genannt»

21»

[Wenn alle Punkte in einer Linie einer oder meh
reren gegebnen Bedingungen entfprechen, (und zwar 
nur die Punkte in ihr, kein Punkt aufser ihr,) lb 
nennt man diefe Linie in fo fern den geometrifchen Ort 
für diefe Bedingungen, oder für die Aufgabe in welcher 
diefe Bedingunge vorkommenn ; auch wohl den geome* 
trifchen Ort des Punktes, der den Bedingungen oder der 
Aufgabe entfpricht. So z. B. ift die Kreislinie, ihrem 
Begriff gemäfs , * der geometrifche Ort eines Punkts, 

Fig. 4j. der von einem gegebnen Punkt C um die gegebne gra- 
de Linie CA abfteht, oder der geometrifche Ort für 
die Aufgabe, welche nach einem folchen Punkte fragt. 
Denn jeder Punkt in ihr ift der gefuchte Punkt , und 
kein Punkt aufser ihr thut der aufgefteliten Bedingung 
genüge. Man fleht hieraus leicht in wie fern auch ei
ne Fläche oder ein Körper ein geometrifcher Ort feyn 
kann» Nemiich nur in fo fern alle Punkte in ihnen, 
und kein Punkt aufser ihnen, gegebnen Bedingungen 
enifpfechen.
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Die grade Linie und der Kreifs werden ausfchlie« 
fsungsweife ebne Oerter genannt.

Ueber diefe ebnen Oerter hatte einer der vorzüglichften Geo- 
meter des Alterthums Apollonius von Perga ein befondres Werk 
gefchrieben, wovon aber nur einzelne Sätze auf uns gekommen 
find. Aus diefen hat ein Schottifcher Mathematiker Robert Simfon 
(der mit unferm Thomas Sinipfon nicht zu verwcchfeln ift) die 
Schrift des Griechen wieder hergeftellt. Die deutfche Ueber- 
fetzung diefcr Wiederherftcllung durch Hin. Camerer (Leipzig 
1796.) ift gemeint, fo oft ich Apollonius ebne Oerter erwähne. 
Dafs ich aber diefe Begriftè mit in die Elemente einwebe, wird 
man bey einer kleinen Ueberlegung nicht mifsbilligen, obgleich 
ich fie in keinem der Lehrbücher, die mir vor Augen liegen, mit 
aufgenommen finde. d. U.

22.

Erklärung der abkürzenden aritbmetifchen 7.eichen, 
die im folgenden gebraucht werden.

Das Zeichen der Gleichheit ift = daher A — B be. 
deutet, dafs die Gröfse A der Gröfse B gleich ift.

Durch das Zeichen A<B zeigt man an, dafs A 
kleiner als B, durch A > B, dafs A gröfser als B ift,

Das Additions - oder Summenzeichen ift »
Das Subtractions - oder Differenzzeichen —. So 

z. B. bedeutet A + B — C dafs man A und B zufam- 
mennehmen, und von diefer Summe C abziehn foil.

Ein blofser Punkt . oder ein X ift das Multiplica, 
tions - oder Produktenzeichen. So z. B. bedeutet 
A4-B).(A— C) das Produkt aus der eingeklammer
ten Summe und Differenz, und AB X BC das Produkt aus 
den beyden Linien AB, BC. [Was dies aber fagen 
■will, und in wiefern diefes letztre Zeichen den Inhalt 
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des Rechtecks aus den beyden Linien AB, BC bedeutet, 
wird im dritten Buche auseinander gefetzt werden.] 
Zahlen als Multiplicatoren fetzt man häufig vor andern 
Zeichen ohne Zwifchenzeichen. Soz. B. beteutet 3 AB dafs 
man die Linie AB drei nal nehmen foil, und I AB oder

, dafs man die Hälfte diefer Linie fetzen mufs.
2

[Ein Produkt von lauter gleichen Faktoren, heifst 
eine Potenz-, die Anzahl der gleichen Faktoren giebt 
den Grad der Potenz. Das Zeichen a2 bedeutet die 
zweyte Potenz oder die Quadratzahl von a; a3 die drit
te Potenz, oder die Kubikzahl von a, u. f. Auf die- 
felbe Art bedeutet AB2 das Produkt aus zwey gleichen 
Linien, nemlich AB\AB oder die zweyte Potenz der 
Linie AB; ABJ das Produkt aus drey gleichen Linien 
ABXABXAB oder die dritte Potenz von Aß u, f. f.

Was diefes aber für einen Sinn hat, und in wie 
fern AB3 den Inhalt des Quadrats und AB3 den Inhalt 
des Kubus über die Linien AB bedeutet , das werden 
wir in der Folge fehn.

Das Zeichen bedeutet eine Quadratwurzel;
die Quadratwurzel aus 2, [d. h. die Zahl die mit fich 
feibft multiplicirt 2 zum Produkt giebt.] Eben fo ift 

A.B die Quadratwurzel aus dem Produkte A.B 
oder die mittlere Proportionalzahl zwilchen A und B 
[und die Kubikwurzel aus A, das heifst eineGrö- 
fse wovon drey in einander multiplicirt, zum Produkt 
A geben.]

[DasZeichen Z_, einem oder mehrerenBuchftaben 
vorgefetzt, bedeutet einen Winkel; ein einzelnes R 
einen rechten Winkel.]
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23«

[ Erinnerung an dic wichtigfien arithmetifchen Sätze 
über Verhältniße und Proportionen.

Der Uebcrfetzer fchaltet diefe Sätze welche Le Gendre als 
bekannt aus der Arithmetik vorausfetzt, hier ein, um das Stu
dium diefes Werks fo viel, wie möglich, zu erleichtern, und 
wird in der Folge ftets durch das Marginal V. auf fie verwiegen 
Sollte ein Lefer, bey der Kürze, womit fre abgeleitet werden 
anftofsen, fo verfpare er diefe Erinnerung bis zu den letzten 
Sätzen des zweyten Buchs, wo zuerft von Verhältniflen gehan
delt wird, und wo man durch den Gebranch derfelben und durch 
das, was dort fteht, fich die Sätze geläufig machen, und fich 
in denGeift der Sache gehörig einweihen wird. Vebr'gens werden 
überall in diefem Werke, wo von Verhältniflen und Proportio
nen die Rede ift, fogenannte geometrifche Verhältnifle und Pro
portionen erftanden. Das Zeichen diefer Verhältniße find zwey 
fenkrecht übereinanderftehendc Punkte :, welche man zwifchen die 
Zeichen des Vorderglides und des Hintergliedes eines Verhält- 
niffes fetzt, z. B. 4:8.

I. Das Perhältniß zweyer Größen a tu b beruht auf 
die Vorftellung wie oft die erftere a (das Vordergiied), 
oder ein beftimmter Theil derfelben, in der zweyten 
b (dem Hintergliede) enthalten ift.

Die Zahl, welche diefes angiebt, wird der Exponent 
des Verkältnijßs genannt. Sie macht das Wefen des 
Verhältniffes aus ; man erhält fie allemal, wenn man 
das Hinterglied durch das Vorderglied dividirt ; (fo 
ift der Exponent des vorigen Verhältniffes ) und fie 

kann fowohl eine ganze Zahl, als ein Bruch , als auch 
eine Irrationalzahl feyn, d. h. eineGröfse die fich durch 
die Einheit und deren Theile nicht genau ausdrücken 
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läfst, in welchem Fall das Verhältnifs ein irrationales 
Ferhältnifs genannt wird.

Bey 4: § mufs man alfo das Verhältnifs der Zahl 4 zur Zahl 
8 fich vorftellen, d, h. fich denken, wie oft das Vorderglied 4 
oder ein beftimmter Theil deflelben, im Hintergliede 8 enthalten 
ift. Die Zahl welche diefes ausfagt, 2 , ift der Exponent diefes 

Verhältnifles» Beym Verhältnifs 6 : 10 ift der Exponent —• = ~ 
6 3

und diefes zeigt an, dafs der dritte Theil des Vorderglieds 5 mal 
gefetzt, das Hinterglied giebt, Beym Verhältnifs 2 : ^3 ift der

Exponent - und zeigt an, dafs die Hälfte des Vorderglicds fo 

gefetzt , wie in yGj die Einheit gefetzt ift, das Hinterglied 
giebt

Grade fo bedeutet AB î BC oder Z_A : Z_B das Verhältvift 
der Linie AB zur Linie BC, oder des Winkels A zum Winkel B, 
und diefes Verhältnifs beruht auf die Vorftellung der Zahl, wel
che angiebt, wie oft die Linie AB, oder der Winkel A, oder 
wie oft ein beftimmter Theil dei leiben, in der Linie BC oder deni 
Winkel B enthalten ift, das heifst auf die Vorftellung des Expo
nenten»

a., Nur zwifchen gleichartigen Gröfsen findet ein Ver
hältnifs ftatt, alfo nur zwifchen Zahl und Zahl, 
Linie und Linie, Winkel und Winkel u. f. f»

ß, der Werth eines Verhältnifles a:b wird nicht ver
ändert, wenn beyde Glieder durch einerley GrÖ- 
fse multiplicirt, oder beyde durch fie dividirt wer
den. Denn der Exponent bleibt nach wie vor der- 

bm b
felhe, da — - T >&•

2. Alle Vergleichung der VerhiïltniQe untereinander 
beruht auf die Vergleichung ihrer Exponenten, indem 
diefe das Wefen der Verhältnifle ausinachen. Zwey 
Verhältnifle a : b und c;d find gleich oder ungleich,
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und das erftere grb'fser oder kleiner als das andre, je 
\ b cnachdem ihre Exponenten — ’ — gleich, oder jener a d

gröfser oder kleiner als diefer find.
Gleichheit der Verhältniffe wird Proportionalität ge

nannt, und durch das Gleichheitszeichen =, welches 
man zwilchen die gleichen Verhältniffe fetzt, bezeich
net. Gröfsen, deren Verhältniffe gleich find, find. 
einander proportional bilden Proportionalgröjsen.

Ift alfo a:b= ctd — c : f, fo find die fechs Gröfsen a bis f 
Proportionalgröfsen, und e, f find den Gröfsen c, d unda, b (oder 
nach Umftänden auch die Hinterglieder b, d, f, den Vorderglie
dern a, c , e ) proportional. Diefe find dann gleich oft in jenen 
enthalten , indem die Exponenten diefer gleichen Verhältniffe

I d f*
-------  = —- , gleich find, oder, fo oft a in b enthalten ift, 

a----- c--------e
ilt c in d und e in f enthalten, und fo wie b aus a durch Multi
plication entfteht, fo entlieht d aus c und f aus e. Auf fo ver- 
fchiedne Art läfst fich diefes eine Zeichen überfetzen*

(Eine unmittelbare Folge hieraus ift, dafs wenn a : b = 
fl : c — a t d, die"Gröfsen b, c, d, gleich feyn müßen, indem 
fie als Hintcrgliedhr gleicher Verhältniffe diefelbe Gröfse gleich 
oft in fich enthalten * ; und dafs eben fo, falls a : b'= ce b — d : b 
ift, die Gröfsen a, c, d, welche in derfelben Gröfse d gleich oft ent
halten find, gleich feyn muffen.)

Grade fo bedeutet AB :BC — Z_A : Z_B, dafs die Linien AB, 
BC und die Winkel A , B, .einerley Verhältnifs unter einander 
haben, oder proportional find, das heifst, dafs der Winkel A oder 
ein bettimmter Theil diefes Winkels eben fo oft imWinkelB ent- 
hälten ift, als die Linie AB oder derfelbe Theil diefer Linie in der 
Linie BC. Gewöhnlich wird ein folches Zeichen fo in Worten 
überfetzt : „die Linie AB verhält fich zur LinieBC , wie der 
Winkel A zum Winkel B.”

Le Gendre bedient fich um die Proportionalität oder die 
Gleichheit der Verhältnifle zu bezeichnen des unter den Englän-
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dem gebräuchlichen Zeichens Allein ich bin bey dem ge
wöhnlichen Gleichheitszeichen = geblieben,'weil diefes den wah
ren Begriff der Proportionalität, Gleichheit der Verhältöiffe , uns 
immer vor Augen liait, und dadurch die richtige Vorffcllung er-, 
leichtert.

3. Zwey gleiche Verhältnifle werden ins befondre 
eine Proportion genannt, wie zum Beyfpiel a :b — c : d» 
In jeder Proportion find alfo die Exponenten beyder 

b d. 1
Verhältnifle gleich oder — ~~— ’ e a c

b
a, Folglich ift auch in jeder Proportion —• 'c 

*Gr.2,y = d *, welches die Regeln angiebt, wie man
■zu drey gegebnen Zahlen a, b, c, die vierte Pro
portionalzahl d finden kann. Sind in zwey Pro
portionen die drey elften Proporiionalgröfsen 
gleich, Po mufs es auch die vierte feyn.

*Gr.5 Y ß, Ferner ift in jeder Proportion b. c = a. d* oder 
das Produkt der iiinem Glieder b, c, dein Produkt der 
äußern Glieder a t d gleich. Auf diefe Art läfst lieh 
alfo aus jeder Proportion eine Gleichung zwifchen 
den proportionalen Grö'fsen ableiten.

7, Sind umgekehrt zwey Produkte, deren jedes aus 
zwey Faktoren befteht, gleich, b.c = a.d, fo 
bilden die vier Faktoren eine richtige Proportion, 
a:b = c:d, wozu das eine Produkt die äufsern, 
das andre die innern Glieder hergiebtd Denn aus

b d *
*Gr.2»7 der Gleichung folgt dafs ~ ~ ’ dafs folg

lich beyder VerhältnifieExponent gleich, alfo die 
Proportion richtig ift.
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d, Ift a> b und c <fd, fo kann nicht'a : b = c : d 
b d *

feyn. Denn dann ift lS>“undl<C— ’ beyde *Gr.z.^ 
Verhà'ltniffe a:b und c:d haben alfo ungleiche 
Exponenten. Führt mithin irgend ein Satz zur 
Behauptung des Gegentheils, fo ift er ungereimt.

e, ïft a: b = c : d fo mufs, wenn a = b gefetzt wird, 
auch c = d feyn. Die beyden erften und die bey- 
den letzten Gröfsen ftehn dann beyde im Verhält* 
nifs der Gleichheit.

*■ ’ ■ ’ ' ' . ; - ., I -»

4. Auf die Eigenfchaft der Proportionen, dafs das 
Produkt der innern Glieder dem Produkt der äufsern 
Glieder gleich ift, beruht die leichtefte Methode die 
Richtigkeit einer Proportion zu prüfen, und fich von 
der Gültigkeit der Ableitung einer Proportion von einer 
oder mehreren richtigen Proportionen zu überzeugen.

a, Aus jeder Proportion laßen fich durch blofse Ver- 
fetzungen, oder auch durch homologe Addition 
und Subtraction der Glieder, andre Proportionen 
ableiten, von denen ich hier nur einige die am 
häufigften vorkommen anführe.

Ift a : b = c : d mithin bc = ad
fo ift auch a : c = b : d indem dann cb — ad;

b : a = d : c indem ad = bc;
etc,

fo dafs es alfo erlaubt ift in jeder Proportion un- 
befchadet der Proportionalität die mittiern Glieder 
mit einander zu vertaufeken t die Verhältnifle umzu« 
kehren etc.
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ß, Ferner ift dann (weil be — ad îft)

a4-b:b = cft-d:d indem bc ft- bd = ad ft- bd 
a—b :b — c — d:d indem be — bd = ad— bd 
a : a ft- b = c : c ft- d indem ac ft- bc — ac 4* ad 
a ; a — b = c : c — d indem ac — be = ac — ad

a : b = a ft c : b ft- d indem ab ft- bc — ab ft- ad 
a : b = a — c:b — d indem ab — be = ab — ad 
a : b = c — a : d — b indem be — ab = ad — ab 

etc.

7, Hat man mehrere gleiche Verhältni/Je

a :b = c : d =e :f etc.* mithin ~ ac$
• bc = af

fo ift das Verhältnis der Summe der Vor derglieder zur 
Summe der Hivterglieder ebenfalls jedem diefer Ver- 
hältnße einzeln genommen gleich, z. B.
aftc + e:bftdft-f=a:b
indem ab 4- cb ft- eb — ab ft- ad ft- af ift.

5, Sind mehrere richtige Proportionen gegeben, 
a : b — c : d mithin bc = ad
e : f = g : h mithin fg = eh 
f : k = k : g mithin kk = fg 
fo folgt durch Zufammenfetzung diefer Proportionen 
(d. h. indem man die Produkte der erften, zwey. 
ten, dritten, vierten Glieder, wie fie untereinan
der ftehn, nimmt, und dabey die Faktoren fortläfst 
die zugleich im erften* und zweyten oder zu
gleich im dritten und vierten Produkte vorkom
men), aufs neue eine richtige Proportion ae:bk = 
ck : dh indem dann bc .fg. kk = ad. eh. fg * alfa 
bk. ck = ae. dh ift *.
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Auch folgt umgekehrt aus der Trennung zweyer 
Proportionen (indem man die elften, zwey ten, drit
ten, vierten Glieder in einander dividirt) aufs neue 
eine richtige Proportion. So folgt aus den bey- 
den elften der gegebnen die richtige Proportion 
a b c d bc ad

— : -7- — — : T~ indem dann •7— = —r ift * *Gr.a.y e f g h tg eh , ‘
t, Eine Proportion bleibt alfo auch richtig, wenn 

man alle Glieder derfelben zu einerley Potenzen er
hebt, oder aus den Gliedern Wurzeln von gleichen 
Graden zieht. JIA:
a : b = c : d mithin bc — ad, fo ift auch
an -, bn = cn : da da bn. en = an . dn * und *Gr,a.y

= n/c: da n/b . n/c =

> Sind die Vorderglieder einer Proportion, den Vor
dergliedern einer andern Proportion gleich, fo find 
die Hinterglieder proportional :

Ift a : b = c : d mithin bc = ad 
und a : e = c : f mithin ec — af 

fo ift b : e = d : f indem ed = bf 
weil ec. ad = bc. af *

auch a : b + e = c : d + f indem bc ~ ec = ad + af.
Grade fo find die Vorderglieder proportional, wenn 
die Hinterglieder untereinander gleich find.

Sind dagegen die äufsern oder die mittlern Glie
der untereinander gleich fo find die nichtgleichen 
Glieder verkehrt proportional :

ift a;b = c: d mithin bc = ad 
und a: e = f:d mithin ef=ad 
foiftb : e=f:c indem bc « çf *

* Gni,
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>3, Endlich find gleiche Vielfache der Vorderglieder 
und irgend andre der Hintcrglieder einer richti
gen Proportion, wiederum proportional; oder 
ift a*, b — c: d mithin bc = ad fo ift auch 
am : bn — cm : dn indem bn. cm = am , dn

5. In einer ßetigen Proportion find die mittlern Glie
der einander gleich a:b —b:c. Das letzte Glied wird 
die dritte , das zw eye die mittlere Proportionalzahl ge- 

* ß nannt. Da ba.= ac*, fo ift die mittlere Proportional"
♦G. 3. ^zahl zwifchen a und c, dafs heifst b = -/ac*

Bey drey gleichen fteiigen Verbal tniflen a:b = 
b : c— c; d lind zwifchen den aufsern Gliedern a und d 
zwey mittlere Proportionalgrüßen •, bey vieren drey u, £ f. 
Von zwey mittleren ProportionalgrÖfsen, ift die elfte 
_ « ?" i b c d „ . b ob = Denn da — = -— = — fo ift — — — •

’ a a b c 3 a
c d _ d *

”b" c ~ a
6. Verhältniße werden zufawmengefetzt y wenn man 

lieh die Produkte ihrer Vorderglieder und ihrer Hin
terglieder im Verhältnifle denkt. Die Zeichen A : B = 
(a:b) -f- (c:d) (e:f) bedeuten das Verhältnifs
A zu B fey zufainmengefetzt aus den drey eingeklam- 
nierten durch 4' verbundnen Verhälniffen , folglich 
A:B = ace :bdf.

Ift umgekehrt ein Verhältnifs A : B dem Verhält* 
nifle zweyer Produkte ace : bdf von gleich viel Fakto
ren gleich, fo läfst jenes Verhältnifs fich aus dem Ver
hältnifs der einzelnen Faktoren zufammen fetzen.

Ein Verhältnifs A:B, welches aus zwey gleichen 
Verhältniflen (a; b) zufammengefetzt ift, ift noch ein- 
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tuai fo hock als diefes Verhältnifs, welches man fo be
zeichnet A:B = 2 (a:b), da denn A:B —aa:bb.

Eben fo fagt man das Verhältnifs A:B fey dreyniaf 
viermal. , . fo hoch als das Verhältnifs a:b , wenn es 
aus drey, vier . . . Lolchen gleichen Verhältniflen zu- 
fammengefetzt ift. Dann ift A : B = 3 ( a : b ) = a3 : b? 
oder A:B = 4 (a : b) = a4 :b4 etc*

7. Wenn fich von drey Gröfsen a, b, c, die elfte 
zur dritten, wie der Unterfchied der beyden erften 
zum Unterfchied der beyden letzten verhält, das heifst 
à : c — b— atc — b, fo fagt man, dafs diefe Gröfsen 
harmonifch - proportional find. Diefe Benennung ftammt 
von den Griechen her, und hat ihren Grund darin, dafs 
die Längen drey gleich dicker und gleich gefpannter 
Seiten, welche in der gröfstenHarmonie, (derOktave, 
Quinte und Quarte) tönen füllen, lieh wie die Zahlen 
3, 4, 6 verhalten müßen. Diefe Zahlen find weder 
in arithmetifcher, noch in geometrifcher Proportion, 
fondern haben die hier erklärte Abhängigkeit, 3:6 = 
4—3:6 — 4; daher man umgekehrt diefes Verhalten 
das harmonifche genannt hat.

Von drey harmonifch proportionalen Gröfsen mufs 
die mittlere b, größer als die eine der äufsern und 
kleiner als die andre feyn.

Da fie fo von einander abhängen, dafsc.(b —a) 
= a (c — b)ift, und diefe Abhängigkeit, auch zwi
lchen den Produkten drey folcher Gröfsen in derfelben 
Zahl d, (oder zwifchen ihren Quotienten durch d ftatt 
findet; fo find auch alle Lolche Producte'oderQuotien-
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ten harmonifch proportionaler Gröfsen , harmonifch 
proportional.

Ift B das Mittel zwifchen A und C ( alfo B — A 
= C — B ) fo find die Produkte A . B, A . C, B » C 
harmonifch - proportional. Und nimmt man zwifchen 
zwey Zahlen m, n das arithmetifche Mittel a, und die 
mittlere harmonifch - proportionale Zahl h , fo bilden 
diele vier Zahlen eine richtige Proportion, oder es ift 
m : a = h : n.

Diefe wenigen Sätze reichen völlig hin, um das 
was in diefem Werke auf die Lehre von den Verhält« 
niflen und Proportionen gebaut wird, ohne Anftofs zu 
verftehn, Die ganze Materie ift arithmetifch und un- 
fer Verfallet verwerft nicht mit Unrecht wegen ihrer 
auf die Lehrbücher der Arithmetik. Bequem ift es in« 
dels die Quinteflenz jener Lehren hier beyfammen zu 
haben } und diefe Einfchaltung wird dem Leier bey 
der Befchäftigung mit dem dritten Buche, von grofsem 
ÎÇutzen feyn. d. U.

II. Grundfätze (Axiome)

i.
Gröfsen die einer dritten gleich find , find 

untereinander felbft gleich. Auch find zwey Verhält, 
nijfe untereinander gleich, wenn beyde einem dritten 
Verhältnifle gleich find, indem ihre Gleichheit von 

♦ V- !• der Gleichheit der Exponenten abhängt. *

' 2«
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2*

te, Wenn zu gleichen Gröfsen gleiche hinzugefügt wer
den , fo lind die Summen gleich, Ift z. B. A =» 
B + C und D = B — C, fo ift A + D = 2 B.

ß, Wenn von gleichen Gröfsen gleiche hinweggenom* 
men werden, fo bleiben dîeRefte gleich. So z. B 
ift im vorigen Fall A — D = 2 C,

7, Gleiche GrÖfsen mit gleichen multiplicirt y oder 
durch gleiche dividirt bleiben gleich. Ift z. B. 
A = B 4- C , fo bleibt auch A . M = B . M -fi- 
C . M

3, AHb find auch Potenzen von gleichem Grade aus 
gleichen GrÖfsen, gleich; und eben Po Wurzeln von 
gleichen Graden aus gleichen GrÖfsen. Ift z. B, 
A = B, fo ift auch A2 = £2 und /A = v^B.

r, Wenn A > B ift, fo ift auch A + C > B -f- C und 
A B

A —C>B —C, auch A.M>B.M und —>-• 
M M

3«
Zwey Gröfsen, welche einerley dritte gleich oft 

enthalten, oder in einer dritten gleich oft enthalten 
lind, find gleich

4-
Das Ganze ift gröfser als fein Theil,

5-
Das Ganze ift der Summe aller feiner zufammen- 

gehörigen Theile gleich.

C
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[Diefes find insgefammt avithmetifche Grundfätze, deren 
Zahl fich noch beträchtlich vermehren liefse. Vonden folgenden 
eigentlichen geometrifchen finden fich bey Le Gendre nur der 
fechfte und neunte, die, wie er behauptet, hinreichen, das fol
gende Syftem zu begründen. Die übrigen, fo wie die unmittel
baren Folgerungen aus dem fruchtbaren fechrten Grundfatze, 
habe ich, weil lie für das Syftem unentbehrlich find, hinzu- 
gefügt ] d, U

6.

Von einem Punkt läfst fich zu einem andern nur 
eine einzige grade Linie ziehn.

[Daraus fliefsen unmittelbar folgende Sätze, die 
bey unferm Verfafler völlig fehlen :

l) Durch zwey Punkte wird die Lage einer graden Li
nie völlig beßimmt^ und eine grade Linie in der zwey 
Punkte bekannt find , ift ihrer Lage nach gegeben. 
Sind ihre Endpunkte bekannt, fo ift fie auch der Große 
nach gegeben.

2. Zwey grade Linien,, welche zwey Punkte gemein 
haben, fallen in einander, haben alle ihre Punkte mit 
einander gemein, und bilden nur eine einzige grade 
Linie. Dafs diefes in ihrer ganzen unbeglänzten Aus
dehnung gefchehen müffe, beweift unfer Verfafler im 
dritten Lehrfatz. — Sind die beyden gemeinfchaftli- 
chen Punkte ihre Endpunkte, fo decken fich beyde 
grade Linien völlig. Daraus folgt:

3. Dafs zwey gleiche grade Linien ftch decken, d. h, 
wenn man fie fo aufeinander legt, dafs zwey ihrer 
Endpunkte zufammen fallen, fo fallen auch die beyden 
andern Endpunkte aufeinander.
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4. Zwey grade Linien die fich fchneiden, kön
nen aufser dem einzigen Punkte, worin fie zufam. 
mentrefien, (ihrem Durchfchnlttspunkte, ) nichts 
weiter mit einander gemein haben.

5. Zwey grade Linien können keinen 'Raum einfchlie» 
fsen, Denn füllten fie einen Raum einfchliefsen, fo 
müfsten lie fich feibft begränzen, alfo zwey Punkte ge
mein haben. Dann aber fallen fie Folg. 2 gemäß zu
fam men, ohne einen Raum einzufchließen. Alfo ift 
kein gradelinigtes Zweyeck möglich , wohl aber ein 
Dreyeck, und die übrigen Vielecke.

6. Zrvey grade Linien^ könnenfich nicht berühren.T)Qnn pjg, 
gefetzt zwey grade Linien wie z. B. AB, DC könnten 
fich berühren , fo müßten beyde Stücke der einen 
Linie, die durch den Berührungspunkt C abgefchnit- 
ten werden, zu einerley Seite der gnaden Linie AB lie
gen. Dann müßen fie aber nothwendig zufammen 
fallen, weil fonft zwilchen je zwey Punkten folcher gra
ben Linie zwey verfchiedne grade Linien DCG, DG, 
vorhanden wären, gegen unfern Grundfatz. Folglich 
können zwey grade Linien fich nicht berühren.

Zwey grade Linien , welche zulammentreffen, 
müßen alfo verlängert einander fchneiden. d. U.

*7 / •

[ct, Es ift möglich jede grade Linie, welche der 
Größe nach gegeben ift, in zwey gleiche Theile zu 
theikn, und es läßt fich in einer folchen Linie 
allemal ein Punkt denken, welcher in ihrer Mitte 
liegt, durch welchen fie halbirt wird,

C 2
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ß. Es ill möglich durch jeden Punkt einer graden 
Linie, eine andre grade Linie auf ihr fenkrecht zu

* E. 12. ziehn. *

7, Auch ift es möglich durch jeden Punkt einer gra
den Linie , eine zweyte grade Linie zu ziehn, 
welche mit der elftem einent gegebnen Winkel 
bildet.]

Wie das, was diefe Grundfötze als möglich ausfagen, zu 
bewerkftelligen fey , lehrt Hr. Le Gendre in den Aufgaben, die 
dem zweyten Buche angehängt find. Doß es gefchehcn könne, 
fetzt er gleich bey dort erften Lehrlätzen voraus, daher diefe 
Grundfätze bey feiner Anordnung des Syftems unentbehrlich 
find. In der That kann man fie als Grundfätze vertheidigen, in
dem die Möglichkeit der Halbirung einer graden Linie von bc- 
ftimmter Gröfse, die Möglichkeit fenkrechter Linien und rechter 
Winkel, und die Möglichkeit der Nachbildung eines Winkels 
unmittelbar darauf beruhen, dafs die grade Linie und der Win
kel fietige Großen find, folglich keine abfoluten, keine kleinften 
Theile haben, und daher Theile von jeder Gröfse und jedem 
Verhältnifs darin denkbar feyn müllen. Die beyden Theile 
■worin eine Linie durch einen Punkt in ihr getheilt wird, können 
alfo gegen einander jedes Verhältnifs, folglich auch das der 
Gleichheit haben ; eben fo zwey Nebenwinkel, und fo auch zwey 
Winkel an verfchiedenen Scheitelpunkten ; und nichts anders La
gen diefe Grundfätze aus. d. u.

8»
[Wenn eine Ebne durch eine grade Linie in zwey 

Stücke getheilt wird, die zu entgegengefetzten Seiten 
jener Linie liegen, und man zieht durch zweyPunkte 
in den entgegengefetzt liegenden Stücken eine ftetig 
zufammenhängende Linie, lb trift diele Linie mit der
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erflern in irgend einem Punkte zufammen, und durch- t j rI 
fcbneidet fie in diefem Punkte. *

Dieter Satz, der gewölmlich nicht unter den Principien auf
geführt wird, ill in Verbindung mit der zehnten und eilften Er
klärung fo evident, wie irgend einer der andern Grundfdtze, 
und es Rutzen fich am Ende auf ihn und auf einen analogen 
Grundfatz beym Kreite fait alle untere Urtheile über das Durch- 
fchneiden der Linien. d. U.

9»
Zwey Ausdehnungen, es mögen Linien, Flachen 

oder Körper feyn, find gleich [und ähnlich, folglich 
innerlich einerley] wenn fie Jich decken, das heifst, 
■wenn fie, indem man die eine auf die andre legt, [in
dem man ihre Ortsverfchiedenheit aufliebt, und eine 
ganz im Ort der anderen denkt} in ihrer Ausdehnung, 
[und deren Begränzung] zufammenfallen.

[Umgekehrt müßen zwey Ausdehnungen einander 
decken, congruiren, wenn fie innerlich einerley, 
d. h. gleich und ähnlich find, indem fie fich dann blos 
in ihrem Ort unterfcheiden.]

Flächen und Körper, welche fich decken, haben nicht blofs 
gleiche Ausdehnung , oder gleichen Inhalt fondern auch alle 
Gränzen (Seiten fowohl als Seitenflächen) und alle Winkel der 
einen find den Gränzen und Winkeln der andern nicht nur in 
einerley Folge * fondern auch nach einerley Richtung hin gleich * 
^worauf die Symmetrie und Aehnlichkeit, folglich die innere Ei- ' 2®‘ 
nerleyheit, die Congruenz folcher Figuren beruht.) Le Gendre 
giebt dieten Flächen und Körpern den Namen figures und folides 
égaux nennt dagegen die, welche Gleichheit ohne Aehnlichkeit 
haben, die fich alfo zwar in der Ausdehnung oder dem Inhalte 
nach gleich find, fich aber nicht decken, figures und folides équi
valentes ur.d fcheint auf diefe Unterteheidung und den fo be-
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fthnmten Sprachgebrauch einen befondern Werth zu legen. Al
lein da Gleichheit (égalité) doch eigentlich nur Einerleyheit der 
Gröfse bedeutet, fo fcheint das erfte Kunftwort, welches Figuren 
bezeichnen foil, die auch einerley Befchaffenheit oder Aehnlich- 
keit haben, nicht recht fchicklich gewählt zu feyn. Ich verdeut- 
fche figures égaux, durch fich deckende Figuren oder Congrnirendt 
Figuren, dagegen Figures équivalentes durch gleiche Figuren, oder, 
wo ein befondres Gewicht tarauf gelegt i wird, durch, dem In
halt nach gleiche Figuren. Gleich geltende Figuren, würde ein 
etwas fremdartiger, auch kein fo paffender Ausdruck feyn ; belfer 
gleichhaltige Figuren, ein Ausdruck den ich zum Bürgerrecht in 
unfrer Sprache empfehlen möchte. d. U.

ß, Bey Körpern und krummen Flächen die gleich find, 
lagt unfer Vcrfafler, giebt cs noch eine dritte Art von Verfchie-
denheit, die man nicht überfchn darf. Sie können einerley, 
Gränzen und Winkel in einerley Folge haben, ohne dafs fie fich
deshalb decken, [wenn ncmlich die gleichen Stücke nicht auch
nach einerley Richtung hin auf einander folgen, wie das z. B.
bey der rechten und der linken Hand der Fall ift, die, wären fie
auch im Einzelnen völlig gleich, fo dafs Finger mit Finger con- 
gruirte, fich doch beyde nicht decken können, man lege lie, wie 
man wolle, oder bey zwey übrigens gleichen Schnekcn, deren 
eine rechts die andre links gewunden ift. Daftelbe kann bey 
fchiefen Prismen, Pyramiden, körperlichen Winkeln, fphärifchen
Dreyecken u. f. ftatt finden. Eine folche Verfchiedenheit in der 
Zufammenlctzung aus gleichen Stücken hat zwar auch bey ebnen 

15. Figuren ftatt, wie die Dieyecke ABC, ABD zeigen, in welchen 
die .Winkel C = D, CAB = DBA, CB A — DAB und die Sei
ten CA = DB, CB — DA find. Allein man braucht nur die 
eine diefer Figuren im Gedanken umzukehren, fo deckt fie die 
eritere, daher bey ebnen Figuren durch diefe Verfchiedenheit in 
der Zufammenfctzung keine wefentliche Verfchiedenheit bewirkt 
wird , und man von ihr abftrahirt.J .Aber bey krummen Flächen 
und Körpern, beruht darauf eine wefentliche Verfchiedenheit , 
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welche man , faft in allen Elementen der Geometrie überfehn hat, 
obfchon mehrere Beweife, die lieh auf das Decken, von gewißen j 
Körpern oder krummen Flächen gründen, dadurch, dafs man die- 
fen Fall überfah, mangelhaft und in fo fern fehlerhaft werden.
Dahin gehören unter andern die Sätze über das Decken (phäri- 
fcher Dreyecke, welche mehrere glaubten lediglich unter den Be
dingungen und grade auf die Art, wie bey den ebnenDreyecke» 
beweifen zu können. Ja, um noch ein auffallenderes Beyfpiel zu 
erwähnen Robert Simfon , der in feiner Ausgabe Euklids den Be
weis des agften Satzes im nten Buche unzuläffig findet, fällt 
felbft in den Fehler, dafs er feinen Beweifs auf eine.Congruent 
ftützt, die nicht allgemein ftatt findet.

7) Ich habe daher, fährt unfer Verfaffer fort, geglaubt 
für diefe dritte eigenthümüche Art von Gleichheit in Flächen und 
körperlichen Räumen ein neues Kunftw^rt bilden zu müllen, 
nehmlich Gleichheit durch Symmetrie (égalité par fymmetriej, und 
nenne hinfüro Figuren denen diefe Art von Gleichheit zukömmt, 
fypwetrifche~Figuren (figures fymmétriques).

Auf diefen Unterschied zwilchen gleiche Figuren die es blofs 
dem Inhalt nach find, fymmetrifche Figuren, und congruirende oder 
fich deckende Figuren, mufs man aufmerkfam feyn, da durch die
fe. Kunftworte Begriffe bezeichnet werden, die wefenthch ver- 
fohieden find.

* ■ IQ,

[Gleiche Winkel decken einander; d. h. wenn 
man die Spitze und einen der Schenkel des einen Win' 
kcls, auf die Spitze und einen der Schenkel des andern 
Winkels legt, und die beyden anderen Schenkel in der 
Ebne auf einerley Seite des elftem fich denkt, fo fal
len auch diefe Schenkel zulammen.

Dafs umgekehrt Winkel, ' die einander decken, 
gleich find , ift fchon oben bemerkt worden, * *E. 12.



4© BUCH I.

[HI. Forderungen (Poftulate)]

Man fetzt die Möglichkeit folgender drey Dinge 
voraus, oder fordert vielmehr, dafs jedermann, der 
{ich mit der Geometrie befchaftigen will, folgende ur- 
fprüngliche Vorftellungsarten müfle eingehn können.

I.

Von jedem gegebnen Punkte aus, eine grade Li
nie zuiziehn, die durch irgend einen zweyten gegeb
nen Punkt geht, und zwar fowohl bis an dielen Punkt, 
als über ihn hinaus.

2.

Jede grade Linie fo weit man will zu verlängern, 
nach einer oder nach beyden entgegengefetzten Seiten 
eines Punktes in ihr, und fie fich endlich gröfser als 
jede gegebne Linie vorzuftellen.

Wem fällt hierbey nicht ein, dafs der Geometer etwas ähnli
ches auch für das Verkleinern der gradcn Linie vorausfetzt, und 
dafs er alles diefes nicht blofs bey graden Linien, fondern bey 
Linien überhaupt auch etwas Analoges bey Flächen und bey 
körperlichen Räumen fördert. Schon hieraus kann man fich über
zeugen, wie mangelhaft das ift, was Euklid und die mehrften 
Geometer als Forderungen ihrer Wiflenfchaft aufführen, und wie 
es mit diefen Forderungen und mit der ganzen Grundlage der 
Geometrie wohl eine andre Bewandtnifs habeh mütTe, als man das 
gewöhnlich vorftellt. Vielleicht hat grade diefes unfern Verfaf- 
fer beftimmt, die Forderungen gänzlich zu übergehn. Doch ift 
es wohl auf jeden Fall beßer, die wichtigften mangelhaft, wie 
es hier gefchehn ift, als fie gar nicht aufzuftellen.
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3-
Um jeden gegebnen Punkt, mit 'jeder gegebnen 

graden Linie, als Halbmeflcr, einen Kreis zu be- x 
fchreiben.

Diefe Fordrung fcheint zwar erft zum zweyten Buch zu ge
hören , an deflen Spitze Le Gendre die Erklärungen, welche 
den Kreis betreffen, aufftellt, und wohin ich die verweifen mufs, 
die mit dem Namen Kreis undHalbmeflcr noch keinen deutlichen 
Begriff verbinden. Allein man kann in der That die Conftruction 
des Kreifes bey den Sätzen des erften Buches nicht entbehren, 
ohne in logifche Kreife zu gerathen, da das, was wir hier als 
unmittelbare Folgerungen diefes Poßulats aufführen , zum Bewei- 
fe vieler jener Sätze gebraucht wird. Auch ftellen Euklid, 
Simpfon und van Swinden, die fo gut wie linier Verfaßet die 
Sätze über den Kreis in einem'befondern Buche vortragen, die 
Conftruction des Kreifes mit an die Spitze der Geometrie.

Diefe drftte Forderung begründet zugleich die Möglichkeit 
folgender drey Conftructionen, welche weiter nichts vorausfetzen, 
als die Befchreibung des Kreifes, und die 'erften Begriffe über 
das Schneiden der Kreislinien, welche B. II, Erki. n. unabhän
gig von allen Lehtfätzen des erften Büchs aufgeftellt werden , in-> 
dem fich die Erklärungen des zweyten Buchs unmittelbar an die 
des erften anfch’iefsen.

a, Auf einer gegebnen graden Linie AB, (und» 
wenn es nöthig ift, auf deren Verlängerung), von Fig, 14. 
dem Punkte A ein Stück zu nehmen, welches ei
ner gegebnen graden Linie CD gleich ilt. Zu 
dem Ende befchreibe man mit CD als Halbmefler um 
den Punkt A einen Kreis. Diefer trifft entweder 
mit der Linie AB felbft, oder ’mit ihrer Verlänge
rung in h-geild einem Punkte E zuiammen,* und *11. E. 
fchneidet denn in beyden Fällen auf ihrAE= CD u* 
ab.* - < ■ *H.E.af
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ß, Aus einem gegebnen Punkte A eine grade Linie 
von gegebner Länge CD fo zu ziehn, dafs ße oder 
ihre Verlängerung clurch einen zweyten gegebnen 

For.i. Punkt B geht. Zu dem Ende ziehe AB *, und 
fchneide (nach a) aus A davon ein Stück gleich 
CD ab.

7, Dreyecke , gleichfeitige, gleichfchenklige und 
ungleichfeitige zu belchreiben , wie das B. IL 
'Erki. 11. Zuf. gelehrt wird. .>

Eben fo giebt die Befchreibung des Kreifes Mittel an die 
Hand, vermöge der Eigenfchaften der fenkrechten Linien, der 
Dreyecke u. f. f., die im erftenBuch dargethan werden, Per^ett- 
dikel gegebne Linien durch gegebne Punkte zu ziehn, grade 
Linien und Winkel-zu halbiren , gleiche Winkel zu bilden u. d. m* 
Diefe Conflructioneti müden billig bey den Sätzen gelehrt wer
den, auf welche fie fich gründen, und vor denen, deren Beweis, 
die Möglichkeit folger Conflructionen vorausfetzt ; fo thut das 
Euklid. Unfcr Verfaßet, Simpfon und van Swieden, reifsen ne 
dagegen aus dem Syftcm hinaus, und Hellen fie, die letztem Geo
meter am Ende der Planimetrie, unfer Vcrfaßer am Ende einzel
ner Bücher, beyfammen. Ihr Zweck fcheint zu feyn, durch die 
bey einander flehenden /Aufgaben den Erfindungsgeift derer, die 
das Werk ftudiren, anzuregen; und’in der That möchte diefer 
Vortheil wohl die Unbequemlichkeit aufwiegen, die daraus in dem 
Syrern entfteht, und die ich durch das Hinwcifen auf die Pro
bleme im Lauf des Syttems zu vermindern hoffe. d. U.

[Auch das wird von dem Lefer noch gefordert, 
g I7 dafs er.ßch bey den pl^imetrifcrienBüchern^ alle Con- 

firuction.en in einerley Ebne vollführt denkt, wenn das 
gleich der Kürze halber nicht ausdrücklich bey 
jedem Satze wieder erinnert wird. Er darf alfo bey
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keinem Satze diefer Bücher in der Vbrftèilung aus der 
Ebne heraustreten. Alle Punkte die man: denkt, alle 
Linien die gezogen, alle Kreile die befchrieBen wer
den,mufs man fo denken und zichn, dafs alles in ei- 
ncrley Ebne bleibt , und das wird feiten bey einem 
Satze ausdrücklich gefagt, auch wenn er nur unter 
diefer Bedingung wahr ift.

der Ueberfetzer.

,i ■im-’, luminiKiiiiii

DÏE GRADE LINIE, DAS DREYECK 
UND DAS VIERECK,

LEHRSATZ I.

A& rechte Winkel ßnd einander gleich»
Die grade Linie DC flehe fenkrecht auf AB, und lig.

GH fen|<recht auf EF, (1b dafs die Winkel ACD, DCB?
eben fo EGH, HGF gleiche Nebenwinkel find*) fo l4‘ 
behaupte ich, mufs der Winkel ACD dem Winkel EGH 
gleich feyn.

Man mache CA, CB, GE, GF einander-gleich *; *Fo.j.a, 
fo ift auch AB gleich EF, und diefe beyden Linien 
decken einander, wenn man EF fo auf AB legt, dafs 
E auf A und F auf B fällt. * Dann muffen auch die *Gr.6.f. 
beyden Punkte G, C, welche in der Mitte diefer Li- r* 
nien liegen, zufammenfalien, Gefetzt nun, die in die-
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feh Punkten fenkrecht aufftehenden Linien ÇH, CD 
decken fich einander nicht, fo würde GH auf eine von 
der CD verfchiednen graden Linie z. B. auf CK fallen. 
Pa nach der Vorausfetzung der Winkel EGH — HGF 
ift, fo müfste dann auch ACK = KCB feyn. Nun aber 
ift der Winkel ACK grofser ,als ACD, der Winkel KCB 

E.mß kleiner als DCB*, und der Vorausfetzung nach ACD 
gleich DCB: folglich mufs der Winkel ACK, wel
cher grö'fser als ACD, mithin auch als DCB ift, noch 
vielmehr grofser als der Winkel KCB feyn. Es ift alfo 
unmöglich dafs diefe beyden Winkel ACK und KCB 
gleich feyn können, folglich unmöglich dafs das Per
pendikel GH auf CK, d. h. auf irgend eine von CD 
verfchiedene grade Linie falle; alfo nothwendig dafs 
es auf das Perpendikel CD liege, da denn der Winkel 
ACD lieh mit EGH und der Winkel DCB mit HGF 

•E.n.ß deckt. * Alfo find nothwendig alle rechte Winkel ein- 
*Gr.io. ander gleich.*

[Znfatz I. Well alle rechte Winkel gleich find, 
fo haben fie eine völlig beftimmte , unveränderliche 
GrÖfse. Deshalb machen fie das natürliche und be
ftimmte Maaß aller WiMgrößen aus, und der Geome
ter bezieht diefe insgefammt auf den rechten Winkel» 
und drückt fie in Theilen deftelben .aus.

Z u f a t z II. Durch jeden Punkt einer graden Linie 
iß nur eine einzige auf ihr finkrechte grade Linie möglich* 
Denn gefetzt*, durch den Punkt C der graden Linie AB, 
wären auf ihr zwey verfchiedne fenkrechte Linien CD» 
CK möglich, fo müfsten die Winkel ACD, ACK als



DIE SHADE LINIE etc. 45

rechte, * dem Lehrfatz zu Folge einander gleich, folg- * E. 14« 
lieh der Theil dem Ganzen gleich feyn , welches un* 
gereimt ift. * Daher ift es unmöglich dafs durch ir- * Gr. 4. 
gend einenPunkt auf einer graden Linie mehr als eine 
grade Linie fenkrecht flehe.]

Anmerkung. Euklid nimmt den Lehrfatz als Grundlatz 
an. Wir haben ihn hier bewiefen, weil er fich aus dem achten 
Grundfatz ftreng beweifen lüfst, und man die Grundfätze nicht 
ohne Noth vervielfältigen mufs. [Dafs er bewiefen werden könne 
und müße, bemerkt fchon Prckhu in feinem Commentar fiber das 
erfte Buch Euklids. Den zweyten Zufatz hat unfer Verfaßet ganz 
Überfehn , obgleich er ihn häufig braucht,]

LEHRSATZ 2.

Jede grade Linie CD, welche mit einer andern 
AB zufamnientrijft, bildet mit diefer Linie zwey Ne- Fig. 17. 

benwinkel A CD, BCD, * deren Summe zwey rechten »e, 11.13« 
Winkeln gleich ift.

Sind die beyden Nebenwinkel gleich, fo find fie 
rechte Winkel, alfo der Lehrfatz wahr. Sind fie un
gleich, fo flehe CG auf AB im Punkte C fenkrecht. * * ^r’ 7' 
Durch diefes Perpendikel wird, der gröTsere der beyden 
Nebenwinkel ACD in zwey Theile ACG, GCD ge* 
theilt, fo dafs die Summe der beyden Nebenwinkel 
ACD und DCB, den drey Winkeln ACG, GCD, DCB 
zufammengenommen gleich ift. * Der Erfte diefer ’Eas y. 
Winkel ift ein rechter *, und die beyden andern zu- *e. 14. 
fammengenommen bildtn den rechten Winkel BCG: 
folglich ift die Summe der beyden Nebenwinkel ACD» 
DCB zwey rechten Winkeln gleich.
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Folgerung r, Ift einer von zweyNebenwinkeln 
ein rechter Winkel, fo ift es auch der andre. — Ein 
ßtnnpfer Winkel ACD hat dagegen einen fpitzev, ein 
fpitzer BCD einen flumpfen Nebenwinkel.

Folge rung 2. Wenn die Linie DE fenkrecht auf 
AB ßekt, fo fieht umgekehrt auch AB fenkrecht auf DE. 
Denn ift DE ein Perpendikel auf AB, fo ift ACD ein 
rechter Winkel; folglich auch der Nebenwinkel ACE 

•Folg.i. diefes Winkels ein rechter*; folglich, ACD gleich 
ACE, folglich AC fenkrecht auf DE.

Folgerung 3. Die Summe aller Winkel, die um 
einen Punkt einer graden Linie, an einerley Seite diefer 

Fig. I?« graden Linie, von noch fo viel graden Linien gebildet 
werden, (welche lieh in einerley Ebne befinden) und 
insgefammt in diefem Punkte C fchneiden, (z. B. der 
Winkel ACG, GCD DCB) ifi zwey rechten Winkeln

•È.i2.Y, gleich. ♦]

LEHRSATZ 3.

Fig-17 Zwey'grade Linien, welche zwey Punkte A, F 
mit einander gemein haben, fallen in ihrer ganzen 
Ausdehnung zufammen, und bilden nur eine einzige 
grade Linie. o

Dafs lie zwifchen den; beyden gemeinfchaftlichen 
Punkten A, F zufammenfallen, erhellet aus Grund- 
fatz 6. Folg. i. Fielen fie in ihrer Verlängerung über 
diefe Punkte hinaus nicht auch zufammen, fo würde es 
irgendwo einen Punkt C geben, wo fie fich von einan
der^ trennten, fo dafs die eine Linie CB, die andre CD 
würde. Nun fey CG eine in C auf BC fenkrecht fte-
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hende grade Linie*; fo ift fowohl GCB als GCD em "Gr,7^ 
rechter Winkel, indem fowohl ACB als ACD eine 
grade Linie ift, folglich GCD — GCD*, d. i. das Gan- * 1, 
ze dem Theile gleich, welches unmöglich ift. Folg
lich ift es unmöglich dafs die beyden graden Linien, 
welche zwey Punkte A , F gemein haben, lieh in ih^ 
rer Verlängerung irgendwo trennen können. Sie bil
den alfo nur eine einzige grade Linie.

LEHRSATZ 4.

Wenn eine grade Linie CD auf denDurchfchitts- 
punkt zweyer andrer graden Linien AC, CB Jo auf- 
fleht, dafi ße mit ihnen zwey Winkel bildet, deren 
Summe zwey rechte Winkel ' beträgt, fo liegen AC, 
CB in einer graden Linie. '

Denn gefetzt fie lagen nicht in einer graden Linie, 
fo fey CE die gradelînigte Verlängerung von AC. * • p0 , 
Dann wäre die Summe der beyden NebenwinkelACD, 
DCE zwey rechten Winkeln gleich; folglich, da nach 
der Voraussetzung auch die Summe von ACD, DCB 
awey rechten Winkeln gleich ift, ACD + DCB — 
ACD + DCE *, folglich DCB = DCE *, folglich der * Gr. 1. 
Theil dem Ganzen gleich, welches unmöglich ift * *Gr*2 ß 
Alfo ift CB felbft die Verlängerung von AC,' und liegt *’ 
mit AC in grader Linie.

Lehrsatz 5.

Wenn zwey grade Linien AB , DE einander Fig, 
fchneiden , fo find die Winkel, welche am Durch- 
ßhnittspunkt einander gegenüberflehen, und die man 
Scheitelwinkel nennt, einander gleich,
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Denn weil erftens DE eine grade Linie ift, fo find 
die beyden Winkel ACD, ACE zufammengenommen 
zwey rechten gleich. Weib zweytens AB eine grade 
Linie ift, find die Winkel ACE, BCE zufammenge* 
nommen zwey rechten gleich. Folglich ift ACD -f- 

ZgeI' ACE = ACE 4- BCE *, folglich ACD = BCE. *

Grade fo beweift man die Gleichheit der beyden 
andern Scheitelwinkel ACE, DCB.

Zufatz I. Die vier 'Winkel, welche zwey gra
de fich durchfchneidende Linien um ihren Durch- 
fchnittspunkt bilden , find zufammengenommen vier 
rechten Winkeln gleich. Denn die Summe der bey
den Nebenwinkel ACE, BCE beträgt zwey rechte Win
kel, und eben fo viel die Summe der beyden andern 
Nebenwinkel ACD, BCD.

Zufatz II. Ueberhaupt mögen noch fo viel in 
Fig. 4. einer Ebne befindliche grade Linien CA , CB, CD etc. 

fammtlich in einem Punkte C zufammen treffen, fo 
beträgt die Summe aller Winkel, welche je zwey zu- 
nächftliegende Schenkel bilden, (ACB, BCD, DCE, 
ECF, FCG, GCA) vier rechte Winkel* Denn wenn 
man durch den Punkt C zwey grade Linien zöge, fo 
cntftünden um C vier Winkel, welche vier rechten 
Winkel, und dabey allen jenen Winkeln zufammenge-

•E.11.7 nommen gleich wären *.
3 Zufatz III. Wenn von einem PunkteC vier 

grade Linien ausgehn, und je zwey der einander ge- 
genüberftehenden Winkel, find gleich, fo liegen die 
Schenkel CA, CB, und CD, CE in grader Linie.

Denn
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Denn da alle vier Winkel zufammengenommen vier 
rechten, und je zwey aneinander liegende Winkel den 
beyden andern, mithin zwey rechten Winkeln gleich 
find, fo find he Nebenwinkel *, und zwey ihrer Sehen- • 
kel liegen in grader Linie.

LEHRSATZ 6.

Zwey Dreyecke decken fich, wenn ein Winkel und 
die beyden ihn einfchliefsenden Seiten in beyden Drey- 
ecken gleich find.

Es fey der Winkel A dem Winkel D, die Seite Fig, 19. 
AB ,dcv DE und. die Seite AC der DF gleich; fo be
haupte ich, dafs das Dreyeck DEF lieh mit dem Drey
eck ABC deckt.

Denn zwey folche Dreyecke laden fich fo über 
einander legen, dafs fie völlig zufammenfallen. Und 
zwar erft die Seite DE auf die ihr gleiche AB, fo dafs 
D auf A undE auf Befällt. * Dann müften, weilDund *Gr. 6. 
A gleiche Winkel find, und gleiche'Winkel einander f* 3’ 
decken, auch die Seiten DF und AC*, und weil über- +Gr 
dem DF gleich AC ift, auch die Punkte F und C auf 
einander fallen. Folglich müllen auch die dritten Sei
ten zufammen fallen * , alfo beyde Dreyecke einander • Gr, 6. 
decken.

Folgerung 1. Folglich find in folchen Drey- 
ecken auch die Winkel B, E , die Winkel C, F, und 
die Seiten BC, EF ( d. h. die Winkel welche gleichen 
Seiten, und die Seiten welche gleichen Winkeln ge
genüber ftehn) fo wie die Flächenräume beyder Drey-

D
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ecke , einander gleich. Und diefe Gleichheit wird 
durch die Gleichheit dreyèr Stücke, nemlich eines 
Winkels und der. beyden einfchliefsen'den Seiten be- 
ftimmt.

Folgerun g 2. Zwey rechtwinklige Dreyecke'Ae- 
•.E.17, cken fich, wenn dieKatheten in beyden gleich find.* 

Folgerung 3. Durch zwey Seiten mit dem ein- 
gefchlofsnen Winkel wird jedes Dreyeck characterifiit 
und völlig beftimmt. Wie aus zwey gegebnen Linien 
und dernWinkel den fie einfchliefsen füllen, fich ein 
Dreyeck wirklich conftruiren läfst, lehrt Aufg. 8. am 
Ende des zweyten Buchs.

Anmerkung. Wenn in zwey Dreyecken zwey Seiten 
und einer.der Winkel, welche iie nicht einfchliefsen , gleich find? 
fo läfst fich daraus nur bey rechtwinkligen Dreyecken allgemein 

v -auf ihre Congruenz fchliefsen *; bey fchiefwinkligen lediglich 
unter den. Bedingungen welche Lehrfatz 20. ausfagt.

LEHRSATZ 7.

Zwey Dreyecke decken fich, wenn eine Seite und 
die beyden Winkel, welche an ihr liegen, in beyden 
Dreyecken gleich find.

Es fey die Seite BC der Seite EF, der Winkel B 
dem Winkel E, und der Winkel C dem Winkel F 
gleich, fo behaupte ich, dafs das Dreyeck DEF fich 
mit dem Dreyeck ABC deckt.

Um die Deckung zu bewerkftelligen, lege man 
EF auf die ihr gleiche Seite BC, fo dafs die Endpunkte 

*Gr 6. E auf B und F aufC fallen * der Winkel E dem 
f- 3* Winkel B gleich ift, und gleiche Winkel fich decken, 

fo fallt dann auch die Seite ED auf BA, und folglich
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der Punkt D auf irgend einen Punkt in der Linie BA, 
Eben fo, weil der Winkel F dein Winkel C gleich 
ift, fallt FD auf CA, und. der Punkt D auf irgend ei
nen Punkt der Linie CA. Da folglich D Sowohl in 
der Linie BA, als in der Linie CA liegt, fo mufs es 
auf den Durchfchnittspunkt A diefer beyden Linien 
liegen, als den einzigen Punkt, den diele Linien mit 
einander gemein haben *. Folglich fallen alle drey 
Winkelpunkte, und alfo auch die Seiten des einen 
Dreyecks mit denen des andern zufammen, und alfo 
decken lieh beyde Dreyecke.

Fo Ig e r u n g. Folglich find ’ in folchen Dreyeckeu 
auch die Winkel A, D und die Seiten AB, DE und 
AC, DF (d. i. die Winkel die den gleichen Seiten, und 
die Seiten die den gleichen Winkeln gegenüberftehn) 
fo wie die Fiachenräume einander gleich. Und diefe 
Gleichheit wird durch die Gleichheit dreyer Stücke, 
einer Seite und zweyer anliegender Winkel beftimmt,

[Anmerkung. Auch wenn zwey Winkel und eine Seite, 
die nicht zwifchen ihnen liegt, in zwey Dreyecken gleich find, 
fo decken fich diefe Dreyecke. Doch ift das ein Satz der fich 
eilt weiterhin * darthun lafst. Hierher gehört Aufg. %]

L E "H R S A T Z g.

hi einem Dreyecke iß jede Seite kleiner als die 
Summe der beyden andern Seiten.

Denn jede Seite, z. B. BC, ift als grade Linie der 
kürzefté Weg zwifchen den beyden Winkelpunkten 
B, C> alfo nothwendig kleiner als die Summe der ge* 
brochnen Linien BA AC»

D 5

Gr 6
1 3-

■ i«.

* r. s>
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Folgerung» Daraus folgt dafs im Dreyecke jede 
Seite AC gröfser als der Unterfchied zweyer Seiten 

•Gr.a.y pc — ßA ift*. Wegen beyder Sätze Sehe man B. II.
Erki. il. Zuf.

LEHRSATZ 9.

Fig. 2°. Nimmt man innerhalb eines Dreiecks ABC ir
gend einen Punkt 0 y und zieht von dewfelben nach 
den Endpunkten einer der Seiten z. B. derBC, grade 
Linien OB, OC, fo ift die Summe diefer beyden Li
nien kleiner als die Summe der beyden andern Seiten 
des Dreyecks, d. h. als AB 4- AC.

Man verlängere die Linie BO bis wo lie die Seite 
AC im Punkte D trift; fo ift im Dreyecke ODC die 

* £ Seite OC < OD -ft DC *, folglich wenn man beyder-
feits BO hinzufügr BO 4 °C < BO -j~ OD ft- DC 
d, i. BO 4 OC < BD + DC-

Nun aber ift auch im Dreyecke ABD die Seite BD 
< BA 4- AD,folglich wenn man beyderfeitsDChinzu- 
iügt, BD4DC 4 BA 4 AC. folglich ift noch vielmehr 
BO 4 OC 4 BA 4" AC.

Anmerkung. Dagegen ift der Winkel O den die bey
den Linien im Dreyecke umfchliefsen, grötser als der Winkel 
A an der Spitze des Dreyecks. Der Beweis diefes Satzes beruht 
darauf, dafs der äufsere Winkel am Dreyecke grölser ift, als je
der der gegenüberftehendeninnern Winkel. Folglich Oj>D 4 A. 
Diefe unmittelbare Folge aus Lehrfatz 30 beweift Euklid be- 
fonders, ehe er an den gegenwärtigen Satz kömmt. Bey, unferm 
Verlader müfte er ein Zufatz zu Lehrfatz 30. werden,

Lehrsatz 10.

Wenn zivey Seiten AB, AC einesDreyecks ABC 
Ug, 21 zweyen Seiten DE, DF eines andern Dreyecks DEF
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gleich find, und der Winkel BAC den die erßem ein- 
fehließen, iß großer als der Winkel EDF, den die 
andern einfchliefsen, fo muß die dritte Seite BC, im 
erßen Drcycck, großer feyn als die dritte Seite EF im 
andern Dreyeck, [und iß umgekehrt BC > EF, l'a 
miß auch der Winkel BAC > EDFfeyn. ]

Man denke lieh die Linie AG durch A To gezogen, 
dafs der Winkel CAG dem Winkel D gleich fey *» *Gr. 7. 
mache AG gleich DE * und ziehe GC, fo decken in h »Fo.j.« 
die Dreyecke GAC und EDF, weil in ihnen der Con- 
ßruction gemäfs zwey Seiten mit dem eingefchloise- 
nen Winkel gleich lind *. Folglich lind die dritten 
Seiten GC, EF einander gleich. Nun aber find in Ab
licht der Lage des Punktes G drey Fälle möglich, in
dem diefer Punkt entweder aufserhalb des Dreyecks 
ABC, oder auf die Linie BC, oder innerhalb des Drey
ecks liegen kann.

Fall I. Wenn G aufserhalb des Dreyecks ABC 
lieot. Als dritte Seite im Dreyeck ift GC < Gl -f- 
IC * ; eben fo AB < IA -f- IB 1 folglich auch GC * 8- 
4. AB < Gl + IC + IA + IB , d. h. < GA + BC. 
Nun aber ift der Conftruction gemäfs AB= GA. Alfo 
ÇC < BC *, und da GC gleich EF ift, EF < BC. *G. 27 

/ *
Fall 2. Wenn G aufBC liegt. Dann ift GC einzig. 22. 

Theil der BC, folglich die der GC gleiche EF, < BQ

Fall 3. Wenn G innerhalb des Dreyecks ABC Fig« «1 
liegt. Dann ift nach dem vorigen Lehrf.tz GA -f- GC 
< BA 4- BC, folglich, daGA = BA gemacht ift, GC 
< BC, alfo auch die der GC gleiche EF < BC.
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- Der Satz gilt alfo für jeden möglichen Fall,' d. L 
allgemein.

Wollte man den umgekehrten Satz leugnen , fo 
müfte man behaupten, dafs, wenn BC > EF ift, der 
WinkelBAC kleiner oder gleichD feyn könnte. Im er- 
ftenFall müfte, nach dem eben bewiefenen, BC < EF> 
im zweyten FalJ, dem folgenden Lehrfatz gemäfs, BC 
= EF feyn, welches beydes der Vora.usfet7.ung wider- 
fpricht. Alfo mufs der Winkel BAC gröfser alsD leyn»

Anmerkung’. In Simpfons Elementen folgt auf (liefen 
Satz ein ähnlicher Lehrfatz, deifen Beweis die Theorie der Pa
rallellinien vorausfetzt, und den Le Gendre übergeht, der aber 
doch gekannt zu werden verdient* Denn obgleich er auch bey 
Euklid fehlt, fo ift er doch, wie Simpfon bemerkt, zur geome- 
trifchen Bcltimmung gröfter und kleinfter Werthe, von grofseni 
Nutzen. Diefer Satz lautet wie folgt?: Wenn in zwey Dreyecken 

Fig. 24' tin Winkel fammt der gegenüberftehenden Seite gleich, ein wwey- 
ter Winkel aber in bey den ungleich iß, fo fleht dem, unter diefen 
Winkeln, welcher dem rechten am nächsten kömmt, eine größere 

* Cf. II. Seite gegenüber *.
Z. 24.2.

Wenn z. B. zwey Dreyccke (man nehme in unfrei- Figur die 
beyden fpitzwinkligen ABC und DEF, oder die bcyden ftumpf- 
winkligen ABC' und DEF' , oder ein fpiczwinkliges und ein 
ftumpfwinkligcs.) wenn in diefen Dreyecken tier Winkel A — D, 
die gegenüberftehende Seite BC = EF ift, und dabey der Win
kel C einem rechten Winkel näher kömmt, als der Winkel F; 
fo mufs die Seite AB > DE feyn.

Ich theile hier nur Simpfons Vorbereitung zumBcweife mit, 
da fie für den geübtem den Beweis zu führen hinreicht, der Be
weis felbft aber hier nicht an feinem Ort ftehen würde. Aus 
den Winkelpunkten B, E fälle man auf die gegenüberftehenden 
Seiten Perpendikel, nehme auf die Verlängerung diefer Perpen
dikel Punkte 1 und K welche von den Seiten eben fo weit als 
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die Punkte B, E abftehn, und ziehe IC, KF, fo wird mittelft 
lehrfatz 6 und 10 bewiefen , dafs IB > KE,folglich das Perpen
dikel BG im erftern Dreyeck gröfser als das im zweyten EH ift* 
Vom gröfsern fchneide man ein Stück BM, dem kleinern gleich, 
ab, und ziehe durch den Endpunkt diefesStücks eine Parallelli
nie mit AC, fo fchneidet diefe von der Seite AB ein Stück BN 
ab, welches gleich DE ift, woraus erhellet, dafs DE kleiner 
als AB ift,

Haben alfo zwey rechtwinklige Dveyecke gleiche Hypotennfe» 
fo fleht dem Winkel, welcher inbeyden der gröfsere ifi 3 auch eine 
gröfsere Seite gegenüber,

LEHRSATZ II.

Zwey Dreyecke die untereinander gleichjeitig^*^ 
find, find auch untereinander gleichwinklig,* und*^,^. 
decken fich.

Es fey AB = DE, AC = DF, BC = EF, fo be
haupte ich, dafs auch die den gleichen Seiten gegen- 
überftehenden Winkel gleich find, A = D, B=E, 
C — F, und dafs fich beyde Dreyecke EDF, ABC 
einander decken.

Denn gefetzt der Winkel A fey dem Win«, 
kel D nicht gleich , fo mufs er entweder grö. 
fscr oder kleiner als der] Winkel D feyn. Da die 
Seiten welche diefe Winkel einfchlielsen der Voraus- 
fetzung nach in beyden Dreyecken gleich find; lo 
mülle, wäre A > D, dem vorigen Lehrfatz gemäfs, 
auch die dritte Seite BC > EF, wäre dagegen A< D, 
auch BC < EF feyn, welches der Bedingung dafs BC 
= EF ift, widerfpricht. Alfo kann der W’inkel A we
der gröfser noch kleiner als D feyn, mufs folglich
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dem Winkel D gleich feyn. — Eben fo kann man die 
Gleichheit der beyden andern Winkel beweifen, die 
indefs noch kürzer daraus folgt, dafs, weil dann zwey 
Seiten mit dem eingefchlofsnen Winkel A, D in bey
den Dreyecken gleich lind, diefe Dreyecke einander 
decken *, folglich die den gleichen Seiten gegenüber- 
flehenden Winkel B, E und C,F fo wie dieFlächenräu- 
me beyder Dreyecke gleich feyn muffen. Und idiefe 
Gleicheit folgt wiederum aus der Gleichheit dreyer 
Stücke , nemlich der drey Seiten in beyden Drey
ecken.

[Aus drey gegebnen Linien ein Dreyeck zu bil
den, lehrt Buch II. Erklärung n.Zufatz.]

LEHRSATZ 12.

Fig- 35. In jedem gleichfchenkligen Dreyeck find die Win- 
• kel cm der Grundlinie*, welche den gleichen Seiten 

gegenüberßehn, gleich.

Wenn AB = AC ift, fo behaupte ich mufsB= C 
feyn.

Es fey B der Punkt, welcher auf der Grundlinie in 
der Mitte zwilchen den beyden Endpunkten B und C

* Gr. 7. liegt. * Ziehe AD, fo entftehn dadurch zwey Drey
ecke ABD, ACD, welche untereinander gleich!eilind, 
indem AD beyden gemein, ferner nach der Vorausfetz- 
ung AB — AC, und der Conftruction gemäfs AB = 
DC ift. Folglich lind die der gemeinfchaftlichen Seite 

n. AD gegenüberftehenden ( Winkel einander gleich *, 
B — C.
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Folgerung. Das gleichzeitige Dreyeck ift für jede ^’S- 8- 
Seite als Grundlinie gleichfchenklig, und hat deshalb 
lauter gleiche Winkel, ift gleichwinklig.

Zufatz. Daraus dafs die beyden Dreyecke ABD, Fig.25. 
ACD fich decken , folgt auch noch die Gleichheit der 
übrigen Winkel BAD = DAC und BDA = ADC. 
Letztere find, daBCeine grade Linie ift,Nebenwinkel, 
und folglich, als gleiche Nebenwinkel, rechte Winkel* : * E. 14. 
folglich, t heilt in jedem gleichfchenkligen Dreyeck eine von 
der Spitze nach dem Punkte in der Mitte der Grundlinie 
gezogne grade Linie den Winkel an der Spitze in zvoey glei- 
ehe Theile y und ßeht zugleich auf der Grundlinie fenkrecht.

[Eben fo thei.lt eine grade Linie welche den Win
kel an der Spitze im gleichfchenkligen Dreyeck hs>~ 
birt, das Dreyeck in zwey fich deckende Dreyecke*: • 6. 
folglich fteht auch diefe Linie fenkrecht auf der Grund
linie und halbirt fie.

Dafs endlich auch des aus der Spitze des gleich- 
fchenkligen Dreyecks auf die Grundlinie gefällte Per
pendikel die Grundlinie und den Winkel an der Spitze 
halbirt, erhellt aus Lehrfatz 18. Folg. 2.

Stets find alfo diefe drey Eigenfchaftcn in derfel
ben Linie im gleichfchcnkligcn Dreyeck verbunden.

Findet folglich eine derfelben in einem Dreyecke 
ABC ohne die andre ftatt, fo find die beydenSchenkel des 
Winkels ungleich durch deffen Spitze die halbirende 
Linie oder das Perpendikel auf die gegenüberftehende 
Seite gezogen ift.]

[A n m e r k u n g. Hierher gehören die fünf erften Aufgaben 
am Ende des zweyten Buchs, und Aufg, 8 bis 11. über dieCon- 
ftruction der Dreyecke. ]

thei.lt
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LEHRSATZ Iß.

J/hf umgekehrt ein. Dreyeck zwey gleiche Win
kel, fo find auch die Seiten welche den gleichen Win
keln gegemtberßehen gleich , und das Dreyeck ift 
.gleichfchenklig.

Fig. 26. Es'fey ABC = ACB , fo behaupte ich mufs AC — 
AB feyn.

Denn wären diefe beyden Seiten nicht gleich; fo 
müfste eine derfelben, z. B. AB, die gröfsere feyn : 
folglich liefse lieh auf ihr ein Stück BD — AC nehmen. 
Zieht man dann DC, fo erhält man einDreyeck BDC, 
welches fich mit dem Dreyeck BAC decken müfste, 
weil in beyden die Seite BC gemeinfchaftüch,’ ferner 
der Anna^tpe gemäfs AD — AC, und nach der Voraus- 

• z fetzuno- der Winkel B — ACB ift * : folglich wäre der o. °
Theil dem Ganzen gleich, welches ungereimt ift. Alfo 
können die Seiten AC, AB nicht ungleich feyn, da
her das Dreyeck ABC gleichfchenklig feyn mufs»

Folgerung. Ein Dreyeck welches lauter gleiche 
Winkel hat, ift auch gleichfeitig.

Ein Dreyeck deflen Seiten alle ungleich find, hat 
lauter ungleiche Winkel»

LEHRSATZ I4,

rig. 27; Won zwey Seiten eines Dreyecks ift ftets die die 
größere, welche einem größern Winkel gegenüber- 
fieht. — Umgekehrt iß von zwey Winkeln eines 
Dreyecks ftets der der gröfsere, welcher einer grofsern 
Seite gegenüber ßeht.
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I. Es fey der Winkel C > B, fo behaupte ich, 
dafs die dem Winkel C gegenüberuehendeSeite AB J> 
AC ift, welche dem Winkel ß gegenüberfteht.

Denn man denke lieh durch den Winkelpunkt des 
gröfsern Winkels eine grade Linie CD fo gezogen, dafs 
der Winkel BCD = B fey *, fo ift dafs Dreyeck BDC * Gr. 7. 
gleichfchenklig und BD = DC *. Da nun AC < * G» 
AD 4- DC *, fo ift auch AC < AD -ft BD, d. h. • 8- 
< AB, folglich AB gröfser als AC.

2. Es fey die Seite AB > AC, fo behaupte ich 
dafs der Winkel C, welcher der Seite AB gegenüber
fteht, gröfser als der Winkel B ift, welcher der Seite 
AC gegenüberfteht.

Denn wäre C nicht gröfser als B, fo müftc jener 
Winkel entweder kleiner als B, oder gleich B feyn. 
Ware C < B fo mufste, wie eben bewiefen werden > 
AB < AC gegen die Vorausfetzung , feyn. Ware 
C = B fü müfste AB = AC gleichfalls gegen die-Vor. * 12. 
ausfetzung feyn. Alfo ift nothwendig C > B.

LEHRSATZ I5.

Von einem Punkte A außerhalb einer graden 
Linie DE, laßt fich nach differ Linie mir eine einzige 
jenkrechte Linie Ziehn.

Geletzt man konnte ihrer zwey AB und AC ziehn;
fo verlängere man die eine AB, nehme auf diefer Ver
längerung BE = AB und ziehe EC.

Dann deckten fich die beyden bey B rechtwinkli
gen Dreyecke ABC und FBC , weil die eine rvsuhete 
CB , beyden Dreyecken gemein ift, und die zweyteil
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Katheten AB , BF der Conftruction gemäfs gleich
*6 ïclg. find * ; folglich wäre der Winkel BCF gleich dem Win

kel BCA , welcher der Annahme nach ein rechter ift. 
Alfo müfste auch der Winkel BCF ein rechter feyn : 
folglich, weil die Summe der beyden aneinander lie
genden Winkel BCA 4" BCF zwey rechte Winkel be- 

v 4. trüge, müfsten CA, CF in einer graden Linie liegen*, 
folglich wären zwifchen den beyden Punkten A, F 
zwey verfchiedne grade Linien ABF , ACF möglich, 
welches Grundfatz 6 widerspricht. Allo find zwey ver
fchiedne fenkrechte Linien von einem Punkte aufser- 
halb einer graden Linie, auf diefe Linie unmöglich.

[Folgerung. Alfo ift kein Dreyeck mit zwey 
rechten Winkeln möglich.]

[Anmerkung. Dafs auf eine grade Linie durch einen 
Punkt in ihr nur ein einziges Perpendikel möglich ift, haben 
wir fchon Lehrfatz J. Zufatz 2. bewiefen. Wie diefe Perpendi
kel zu conftruiren find, lehrt Aufg. a, 3.]

LEHRSATZ 16.

Müh denke [ich von einem Punkte A nach einer
Fig. 28* ....

graden Linie DE die Jenkrechte Linie AB, und meh
rere Jchiefwffieheude grade Linien AE, AC, AD etc. 
gezogen, fo ift:

1 ) die jenkrechte AB unter allen diefen Linien 
die kürzefte.

2 ) Unter den fchiefftehenden Linien find je 
zwey, z.B.AC, AE, welche auf ent gegen gefetzt en 
Seiten der fenkrechten Linie AB gleich weit von B 
( d, h.Jo dafs BC = BE ift) aufftehn, gleich.
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3) Von allen andern fchiefßehenden Linien (z.B. 
AC, AD oder AC, AE ) iß fiets die die größere, 
welche weiter von der fenkrecht en aufßeht*

Man verlängere die fenkrechte Unie AB um BF 
= AB, und ziehe FC, FD.

I. Da nach der Conftruction die Winkel ABC, CBF 
rechte, folglich gleich, und auch die Seiten AB, BF 
gleich find, fo decken fich die beyden über die ge« 
meinfchaftliche Seite BC befchriebnen Dreyecke ABC 
und FBC *. Folglich find die dritten Seiten AC, CF *6. 
einander gleich. Nun aber ift die grade Linie ABF 
kürzer als die gebrochne Linie ACF *, folglich auch • 
AB die Hälfte der ABF kürzer als AC die Hälfte der 
ACF. Alfo ift die fenkrechte Linie kürzer als jede 
fchiefaufftehende.

2. Wenn BE = BC ift, fo decken fich die bey
den über AB befchrieben bey B rechtwinkligen Drey
ecke ABE, ABC*:, folglich find die dritten Seiten AC, % Folg. 
AE, und folglich je zwey thiefftehende Linien, wel
che gleich weit von B aufftehn, gleich. — Diefe Li
nien müflen aber zu entgegengeletzten Seiten des Per
pendikels AB aufftehn, weil fie ionft zwey Punkte A 
und B gemein hätten, folglich zufammenfielen, und 
nur Eine , nicht zwey verfchiedne grade Linien aus
machten *.

3. Im Dreyeck ADF ift die Summe der beyden Sei- *•
ten AD und DF grofser als die Summe der beyden Li
nien CA und CF, die von einem Punkte innerhalb des 
Dreyecks nach den Endpunkten der dritten Seite gezo
gen find *. Alfo. ift auch AD, die Hälfte von AD -j- * ç.
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DF grofser'als AC, die Hälfte von AC4“CF: folglich 
find die fchiefftehenden Linien langer, die weiter vom 
Perpendikel ab aufftebn.

Folgerung ï. Die fenkrechte Linie ift das wahre 
Maafs des Ab fiards eines Punkts von einer graden Linie t 
weil fie nur auf eine .einzige Art vorhanden (2), und 
zugleich die kürzefte unter allen möglichen Linien ift, 
die fich vom Punkte' zur graden Linie ziebn lallen. 
[Daher werden wir hinfüro den Abfiand eines Punkts von 
einer graden Linie, und umgekehrt den Abßand einer 
graden Linie von einem Punkte ftets durch das Perpendi
kel, welches vom Punkte auf die Linie gefällt wird, 
beftimmen. Wenn wir von der Große eines foleiten Ab* 
glands reden, mufs man darunter die Gröfse dicfes Per
pendikels zwilchen Punkt undLinie verftehn.]

Fig, 36. [Der Abßand zweyer Linien AB, CD von einander 
hängt vom Abftande der Punkte in der einen, von der 
andern Linie, ab. Folglich mufs diefer Abftand durch 
die Gröfse der Perpendikel BA, FE, DC, die man 

. von den Punkten in der einen BD, auf die andere AC 
zieht, beffimmt werden. Sind diefe Perpendikel ins- 
gefammt gleich , fo find die beyden Linien gleich weiß 
abßehend (lineae aequidiftantes), wo nicht, fo find,fie 
ungleich weit abßeheud,^

Folgerung 2. Fen einem Punkte laßen fich nach 
einer und .derJe Iben graden Linie nickt drey gleiche grade 
Linien ziehn. Denn fonft mülle es auf einerley Seite 
des Perpendikels zwey gleiche (nicht zufammenfallen- 
de) fchief aufftehende grade Linien geben, welches 
nach 2 unmöglich ift.
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[Zufatz I. Aus der Deckung der beÿdenDrey- 1 
ecke ABC, ABE in (2) folgt die Gleichheit der Win
kele ~E und der Winkel CAB — BAE ; fo wie umge<. 
kehrt aus der Gleicheit diefer Winkel und der Seiten 
AC = AE, oder der Seiten BC = BE die Deckung 
der beyden Dreyecke. Daraus ergeben fich folgende 
Sätze :

cc, Die fchiefen Linien AC , AE welche gleich weit 
von der fenkrechten Linie AB abßehn (d. h. fo dafs 
CB = BE ift) find fowohl gegen die Linie DE> 
als auch gegen die fenkrechte AE beyde unter glei
chen Winkeln geneigt.

ß, Zwey fchiefe Linien AC, AE. die ünter gleichen 
Winkeln C = E auf die grade Linie DE aufftehn, 
find gleich ; und überdem gleich weit vom Per
pendikel AB entfernt, d.ih. fo, dafs fowohl BC 
= CE, als auch der Winkel CAB = BAE ift, 
fallen folglich, wenn fie auf einerley Seite des Per
pendikels liegen zufammen (2).

7, Zwey fc bref - aufftehende Linien AC, AE die 
gleiche Winkel mit dem Perpendikel AH.machen w 
find gleich , und ftehn von demfelben gleich 
weitab.]
[Zufatz. IL Jede der fchiefflehenden Linien 

AE, AC , AD etc. fteht auf DE unter ungleichen Ne
benwinkeln *, einem fpitzen und einem Rümpfen auf. *E. U, 
Und zwar liegt der fpitze Winkel mit dem Perpendikel 
ßets auf einerley, der ßumpfe Winkel hingegen mit dem 
Perpendikel auf entgegengefetzter Seite der fcbiefßehendeH 
Linie, Denn jede fchiefftehende Linie z. B, AC bildet
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mit dem Perpendikel AB und dem zwifchen bevden 
liegenden Stück der graden Linie DE ein rechtwink
liges Dreyeck, worin der Winkel der fchiefftehen. 
den Linie vorkömmt, der mit dem Perpendikel auf ei- 
nerley Seite der fchiefftehenden Linie liegt. Nun ift 
das Perpendikel AB ftets kleiner als AC (ï), folglich 
auch der Winkel C kleiner als der rechte Winkel B *, 
folglich jener Winkel ein fpitzer, dagegen fein Ne
benwinkel ACD, der mit dem Perpendikel auf entge
gengefetzter Seite der ichiefftehenden Linie AC liegt, 
ein ftumpfer. ]

[Folgerung 1. Wenn zwey er fchiefftehender Li
nien AC, AD fpitze Winkel (oder auch ihre ftumpfe 
Winkel) beyde nach einerley Seite jener Linien zu lie
gen, fo liegen diele Linien felbft beyde auf einer
ley Seite des Perpendikels AB. Wenn dagegen, wie 
bey AC, AE die fpitzen (oder auch die dumpfen Win- 
kel auf entgegengefetzten Seiten jener Linien, (folg
lich gegeneinander gekehrt) liegen, fo liegen diefe 
Linien beyde auf entgegengefetzter Seite des Perpen
dikels AB.]

[Folgerung 2. Folglich fallt das Perpendikel, 
welches aus der Spitze eines Dreyecks auf die gegen- 
überftehende Grundlinie gefällt wird, wenn beyde Win
kel an der Grundlinie fpitz find, innerhalb^ wenn ei
ner diefer Winkel fpitz der andre ftumpfift, aufserhalb 
des Dreyecks. — Ift keiner der Winel an der Grund
linie ein rechter, fo fallt das Perpendikel in die eine

Kathete
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Kathete des rechtwinkligen Dreyecks, weil aus einem 
Punkt auf eine grade Linie nur ein einziges Perpendi
kel möglich ift. d. U.

LEHRSATZ 17.

Es ßy EF eine auf der graden Linie AB Jn derenTif, -9, 
Mitte C, aufßehendes Perpendikel ,fo iß j) jeder 
Punkt in diefem Perpendikel von den beyden Endpunk* 
ten der graden Linie AB gleich weit entfernt; 2)jeder 
Punkt aufserhalb des Perpendikels hingegen von diejen 
Endpunkten ungleich weit entfernt.

1. Da der Vorausfetzung gemäß AC = CB ift, 
fo ftehn zwey aus irgend einem Punkte D des Perpen
dikels nach A und B gezogene grade Linien DA, DB, 
vom Perpendikel gleich weitab, find alfo gleich. ♦♦ „
Und folglich fleht jeder Punkt im Perpendikel von den 
beydenEndpunkten A, B gleich weit ab.

2. Es fey I ein Punkt aufserhalb des Perpendikels. 
Zieht manIA, 1B, fo mufs eine diefer beyden Linien 
2. B IA das Perpendikel in irgend einem Punkte D 
durchfchneiden, Man ziehe DB. Nun ift IB < ID 

DB *, und, da D ein Punkt im Perpendikel ift, * 
nach (1) DB = DA; folglich IB < ID + DA d. i. 
< IA, folglich jeder Punkt, aufserhalb des Perpendikels 
von den Endpunkten A, B ungleich weit entfernt.

Folgerung 1. Umgekehrt mufs jeder Punkt, 
welcher von zwey Punkten A, B gleich weit abfteht, 
in dem Perpendikel auf AB liegen, ।welches in der 
Mitte zwilchen dielen Punkten auffteht. Denn auiser-

E
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halb diefes Perpendikels kann ein Polcher Punkt nach 
(2)-nicht liegen. Eine grade Linie, welche durch zw.y 
von A and B gleich weit abßehende Punkte D, F gezogen 
iß, mufs alfo diefes Perpendikel feyn.

Folgerung 2. Das Perpendikel durch die Spitze 
eines gleichfchenkligen Dreyecks saufs die Grundlinie, und 
folglich auch den Winkel an det' Spitze halbiren. Denn 
die Spitze ift von den beyden Endpunkten gleichweit 
entfernt, und durch jeden Punkt ift pur ein Perpen- 
dikel auf eine grade Linie möglich *.

Fig« 28- Folgerung 3. Wenn man von zwey gegebnen 
Punkten C, E noch fo viel Paare fich durchfchneiden- 
der Linien CA, EA fo zieht, dafs je zwey, welche 
lieh fchneiden, gleich find, (mithin im Verhältnis der 
Gleichheit ftehn) fo muffen die Durchfchnittspunkte 
diefer Linien insgefarnmt in einem Perpendikel auf 
CE, das in der Mitte zwifchen C und E auffteht, liegen. 
Diefes Perpendikel ift daher der geosnetrifche Ort des 
Durchfchnittspunkts oder der Spitzen gleichfchenkli- 
ger Dreyecke, welche über diefelbe Grundlinie be- 

»Et 21. fchrieben werden *.

[LEHRSATZ iß.]

Zwey Dreyecke DEFt NBL decken ßchi wenn 
* in ihnen zwey Winkel und irgend eine Seite gleich find* 

Liegen die gleichen Winkel beyde an der glei
chen Seite an, fo ift diefer Satz kein andrer, als der 
fchon bewiefene ?te Lehrfatz. Wo nicht, fo fey die 
Seite NB = DE, der Winkel N = D und der Winkel 
L = F.
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Aus der Spitze des dritten Winkels B, E, fey 
auf die gegenüberftehende Seite NL, DF, das Perpen
dikel BM, EH gefällt. Weil DE = NB ift, decken 
lieh diefe beyde Linien, fo dafs die Endpunkte E, B 
undD, N zufammenfallen. Weil ferner die Winkel

• D, N gleich End, fo fällt auch die Seite DF auf NL*. *Gr.io. 
Nun ift von Einem Punkte (den zufammenfallenden 
E, B) nach Einer graden Linie (den zufammenfallenden 
DF, NL) nur ein einziges Perpendikel möglich *; * ij. 
folglich muffen auch die Perpendikel EH, BM einan
der decken. In dieferLage gehn die dritten SeitenEF» 
BC beyde durch denselben Punkt (E, B), und ftehn 
auf diefelbe grade Linie DF, NL, zu einerley Seite des . 
Perpendikels EH, BM, und zwar der Vorausfetzung 
nach unter gleichen Winkeln L = F auf. Folglich 
müßen He zufammenfallen *, alfo die beyden Drey- 
ecke einander decken. ' ß> ■

Folgerung i. Aus der Gleichheit zweyer Win
kel und einer Seite in zwey Dreyecken, folgt alfo die 
Gleichheit des Flächenraüms beyder Dreyeçke, der drit
ten Winkel B, E und der beyden andern , den gleichen 
Winkeln gegenüberftehenden Seiten , NL = DF und 
BL = EF.

Folgerung 2. f Zwey rechtwinklige Dreyecke 
decken einander, wenn in ihnen aufser dem rechten 
noch ein andrer Winkel, und irgend eine der Seiten 
gleich fmd.

Anmerkung. Diefer Satz fehît bey Le Gendre. Bey Es- 
kliä ift er der s6fte Satz des erften Buchs, wird dort aber anders 
bewiefen als hier, wo ich den Beweis gewählt habe, den man in 
Kaßners Geometrie findet, d, U«

E 2
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LEHRSATZ T9.

Zwey rechtwinklige Dreyecke decken fich, wenn 
die Hypotenufe und eine der Katheten in beyden gleich 

~ iß-
ri *30« Es fey die Hypotenufe AC = DF und die Kathe

te AB =s DE, fo wird die Deckung- der beyden recht
winkligen Dreyecke ABC, DEF dargethan feyn, wenn 
bewiefen wird, dafs die beyden andern Katheten BC, 
EF gleich feyn muffen. Gefetzt fie könnten ungleich, 
und BC gröfser alsEF feyn, fo nehme man aufBC ein 
Stück BG = EF und ziehe AG. Dann hätten die bey
den rechtwinkligen Dreyecke ABG, DEF gleiche Ka
theten , AB = DE und BG = EF; fie müften fich al-

*6. ft2, fo decken*, und auch ihre dritten Seiten AG, DF 
gleich feyn. Es ift aber nach der Vorausfetzung DF 
— AC. Alfo wäre AG — AC, und wir hätten hier 
awey gleiche, durch den Punkt A gezogne, auf BC 
fchiefaufftehende grade Linien, in ungleichem Abftand 

? 16.3. vom Perpendikel, welches unmöglich ift *. Alfo ift 
es unmöglich dals BC und EF ungleich wären, alfo

* ii. nothwendig, dafs beyde Dreyecke fich decken ♦.

[Anmerkung. Auch hieraus folgt, dafs das Perpendikel 
aus der Spitze des gleichfchenkligenDreyecks auf die Grundlinie, 
die Grundlinie und den Winkel an der Spitze halbirr. ]

[LEHRSATZ 20«]

Zwey /chiefwinklige Dreyecke decken fich, wenn 
in ihnen zwey Seiten und einer der Winkel, welcher 
diefen Seiten gegenüberficht, gleich find, und dabey
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die zweyten gegeniîbèrfiehenden Winkel beyde fpitz, 
oder beyde ßumpf ßnd.

Es fey NB = DE, BL = EF und der Winkel Fig, 24. 
N = D, fo werden die beyden Dreyecke NBL, DEF fich 
unter der Bedingung decken, dafs die beyden andern, 
den gleichen Seiten gegenüberftehenden Winkel, bey
de fpitz, oder beyde ftumpf find, welche Falle die 
Figur beyde darftellt.

Man ziehe aus der Spitze der von den gleichen 
Seiten eingefchlofsnen Winkel B, E auf die gegen- 
überftehende Grundlinie oder deren Verlängerung die 
fenkrechten Linien BM , EH *, fo decken fich die *Aufg.J 
rechtwinkligen Dreyecke NMB, DHE weil in ihnen 
einer der fpitzen Winkel N, D und eine Seite NB, DE 
gleich find *. Alfo fallen die Seiten NM, DH, die *15.£3. 
Punkte B, E, und zugleich die Perpendikel BM, EH 
zufammem Folglich find dann BL, EF.zwey von Ei
nem Punkte eines Perpendikels, nach Einer graden Li
nie , (den zufammenfallenden NL , DF) gezogne 
fchiefaufftehendc Linien. Da nun, der Voraussetzung 
gemafs, erftens die Winkel L, F, welche den zufam- 
menfallenden Linien NB, DE gegenüberftehn und da
her auf einerley Seite der fchiefaufftehenden Linie BL, 
FF liegen, entweder beyde fpitz, oder beyde ftumpf 
find, fo muffen diefe fchiefftehenden Linien BL, EF 
fich auf einerley Seite des Perpendikels befinden *, und 
und da fie zweytens der Voraussetzung nach gleich 
find, fo muffen fie zufammenfallen *. — Folglich fal- * 
len alle drey Seiten der Dreyecke NBL, DEF zufam- 
men, und beyde Dreyecke decken fich.
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Anmerkung. Diefen Satz der bey Euklid und Le Gen
dre fehlt, habe ich aus Simpfcn entlehnt, den Beweis aber felbft 
geführt, da Simplon die Hauptfache, dafs BC, EF auf einerley 
Seite des Perpendikels fallen muffen, nicht darthut, wozu ihm 
Sätze, wie, die beym röten Lehrfatz nachgetragnen, fehlten. Dafs 
differ Satz übrigens allein unter der beygefügten Bedingung gilt, 
erhellt aus dem Beweife. Denn nur unter diefer Bedingung ift es 
nöthwendig dafs die Ichiefftehenden Linien EL, EF, beyde auf 
einerley Seite des Perpendikels liegen und fich decken« Ohnedem 
könnten fic wie BL, E'F auf entgegengesetzten Seiten des Per* 
pendikels liegen, und dann würden fie ihrer Gleichheit ungeach
tet nicht zufammcnfallcn. Die Deckung bliebe alfo ohne jene 
Bedingung Zweifelhaft. —- Wie, wenn zwey Linien als Seiten, 
eines Dreyecks, und ein ihnen gegenüberftehender Winkel gege* 

, ben find, dasDreycck zu ffndcnift, lehrt Aufg. xo.
<1. U,

LEHRSATZ 21.

Fig. 31. Zwey grade Linien AC, BD, welche 'auf einer 
•E. 14 dritten AB fenkreclit ßehn*, find parallel, d. h. tref- 
*e 15 zuJammeil> ß fie weh verlängert*.

Denn gefetzt ße träfen in irgend einem Punkte O 
*E«io. oberhalb oder unterhalb der Linie AB zufammen * ; fo 

hätte man einen PunktO, von welchem zwey ver- 
fchiedne Perpendikel OA, OB noch derfelben graden 

« j5 Linie AB giengen, welches unmöglich ift *.
[Hieraus erhellt die Möglichkeit parallaler Li

nien, — Die 151e Erklärung gehörte alfo hierher.]

Lehrsatz 22.

Fig. 32. Wenn auf der graden Linie AB, eine andere BD 
fenkrecht und eine zweyte A C/chief aufßehty fo daß
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der fpitze Winkel BAC nach der Seite jenes Perpendi
kels zu liegt, fo müßen BD> AC genug jam verlängert 
[an der Seite der AB, auf welcher der fpitZe Winkel 
liegt'] zufammen treffen.

Aus verfchiednen Punkten F, C, P, der fçhief- 
ftehenden Linie AC feyen auf AB die Linien FG, CM,. 
PN fenkrecht gezogen.

Diefe Perpendikel fallen insgefammt auf die Seite 
der AC, auf welcher der fpitze Winkel liegt*, d. i. *æ^.Z.2. 
der Vorausletzung nach insgefammt nach der Seite 
des Perpendikels BD. Die Punkte G, M, N in welchen 
Ile auf die AB aufftehn, können nicht mit dem Punkte 
A wlammenfallen , weil BAC kein rechter Winkel ift. 
Eben io wenig können fie in der entgegengefetzten 
Verlängerung AL der Linie AB liegen.. Denn fonft 
müfste das imPunkte A auf AB errichtete Perpendikel 
AE von diefen Perpendikeln durchfchnitten werden, 
(wie z. B. von FH in K)*, und dann waren von dem ’Gr.?. 
Durchfchnittspunkte (K) zwey verfchiedne Perpendi
kel auf AL vorhanden (KA, KH) welches unmöglich 
jft *: folglich müden die Punkte G, M, N in der Li
nie AB von A nach B zu liegen.

* G

Grade aus denfelben Gründen mufs, wenn AC 
gröfser als AF ift, auch der Punkt M von G nachB zu 
in der Linie AB liegen. Sollte er mit G zufammen- 
fallen, fo ftünden in G auf AB zwey verfchiedne gra
de Linien GF, GC fenkrecht, welches unmöglich ift*. *j. 
Sollte er in die entgegengefetzte Seite der AB fallen, 
fo würde das Perpendikel aus C das Perpendikel FG 
durchfchneiden, undaus einem Punkte aufserhalb der
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AB auf ihr zwey verfchiedne Perpendikel vorhanden, 
feyn, welches eben fo wenig möglich ift. Folglich 
mufs der Punkt M von G nach B zu fallen, io dafs 
AM gröfser als AG ift.

Wenn man alfo auf AC ftefs in gröfsern Entfernun
gen Punkte nimmt, und aus ihnen fenkrechte Linien 
auf AB zieht, fo fällt der Punkt wo lie aufAB aufftehn, 
immer weiter und weiter von A ab. In diefein Wachs
thum der Entfernungen AG, AM, AN Gränzen an
nehmen zu wollen, würde ungereimt feyn. Denn 
gefetzt man wollte behaupten irgend eine der fenkrech- 
ten Linien z.B. CM fey die letzte, folglich die, deren 
Fufspunkt M am weiteften von A abftünde, fo liefse 
lieh allemal, auf die Art, wie es hier gefchehn ift, dar- 

*Fo. a, thun, dafs wenn man die AB verlängert *, ein aus ir
gend einem Punkte P der Verlängerung aufAB gefäll
tes Perpendikel PN in einer Entfernung AN, die gro? 
fseralsAMift, aufftehn müfste ; èinRelultat, welches 
der Annahme, dafs CM die letzte am weiteften von A 
entfernte fenkrechte Linie fey, widerfprichh

Folglich ftehn auf AB in jeder beliebigen, noch 
fo gröfsen Entfernung von Punkte A Perpendikel, die 
aus einem Punkte der AC gefällt find, auf: folglich 
auch in der Entfernung AB , und hier mufs das Perpen
dikel mit der fenkrechten Linie BD zufaminenfallen, 
da in einem Punkte B einer graden Linie nur ein ein- 

• i. Z,2[ ziges Perpendikel auf diefe Linie möglich ift*; folg
lich müflen die Linen AC, BD genugfam verlängert, 
in irgend einem Punkte zufammentreffen, und zwar
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an der Seite der AB, auf welcher der Ipitze Winkel 
BAC liegt.

[Anmerkung. Diefes ift derFundamentalfatz in dèrLehre 
von den Parallellinien, delfen Beweis, wie ihn Le Gendre führt, ich 
nufdas Vortheilhaftefte darzuftellen, und, (wie inan aus den Citaten 
fehn kann) durch Einfchaltung früherer von Le Gendre übergange
ner Satze in das Syftem, ich noch befler zu begründen gefacht habe» 
Aus diefem Satze folgt der s^fte Lehrfatz, deflen Beweis, wie 
es fcheint, Euklid für unmöglich hielt, und den in der That noch nie
mand, fo viele Wege man auch eingefchlagen hat, elementarifch und 
völlig bindend dargethan hat. Hr. Le Gendre würde fich daher 
ein bleibendes Verdienft um die Geometrie erworben haben, wenn, 
der hier mitgetheilte Beweis biedend und ohne Lücke ware, und 
fich dagegen nichts anders einwenden liefse, als was Le Gendre 
felbft in einer Anmerkung erinnert, dafs die Idee des Unendli
chen dabey mit ins Spiel komme ( welches , wenn es nur auf ge
hörige geometrifche Art gefchieht, nicht tadelnswürdig feyn 
könnte). Ich glaube aber an Hr. Le Gendres Beweis zwcyerley 
ausfetzen zu müflen.

Erfiens wird im indirecten Beweife im Erften Abfatz unbe- 
wiefen behauptet, dafs die als fcnkrecht angenommene EH das 
Perpendikel AE durchfchneiden muffe ; eine Lücke die jedoch 
leicht auszufüllen ift, wenn man nur die von unferm Verfafler 
übergangnen Sätze vom Schneiden der Linien den Principien der 
Geometrie zufügt, wie ich das zu than verfucht, und deshalb 
auf Grundfatz 8 verwiefen habe,

Zweytens, und das ift die Hauptfache, thut diefer Beweis 
zwar überzeugend dar, dafs, falls es in der Verlängerung einer 
graden Linie keine Gränzen giebt, (und dafs es die nicht gebe 
liegt in Forderung 2J es auch kein letztes Perpendikel aus Punk
ten der AC auf AB geben könne. Allein daraus folgt keineswegs, 
wie im dritten Abfatz ftillfchweigend angenommen wird, dafs es 
in der Entfernung jener Perpendikel vom Punkte A keine Grunze 
geben könne. Denn es wäie vielleicht doch denkbar, daß bey
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gleich weit entfernten Punkten auf der AC, die Perpendikel auf AB 
immer weniger von einander abftünden, und ihre Entfernungen, 
vielleichtin diner geometrifchen oder andern unendlichen Reihe die 
eine endliche Summe hat, abnehmen könnten, da denn für gewiße 
Entfernungen derBD, die AC lieh ihr affymptotifeh nähern würde, 
ohne nc je zu erreichen. In diefem Fall wäre zwar eine Gränze 
in der.. Entfernung jener Perpendikel vom Punkte A auf der Linie s 
AB verbanden, über die heraus für jede Entfernung von A kein 
Perpendikel aus einem Punkte in der AC die AB mehr duchfchnit- 
te, allein dem ungeachtet gäbe es kein letzter Perpendikel, weil es 
bey allen Annäherungen ohne Ende keinen letzten Zuftand giebt. 
Es fcheint daher etwas übereilt zu feyn , wenn Hr. Le Gendre 
im vierten Abfatz aus dem was dargethan ift (d. h. daraus dafs 
es kein letztes Perpendikel giebt ) unmittelbar folgert, dafs in. 
jeder noch fo grofsen Entfernung von A ein Perpendikel aufftehc; 
eine Folgerung die nur dann gültig wäre, wenn er dargethan 
hätte, dafs es in der Entfernung der Durchfchnittspunkte der Per
pendikel auf der Linie;AB, vom Punkte A an gerechnet, keine 
Gränze giebt. So lange er uns diefes nicht beweift (und das 
mochte auf dem Wege, den er einfehlägt, kaum möglich feyn) 
können wir feinen Beweis nicht als' bindend erkennen, fondera, 
muffen ihn, fo viel Scharffinn er übrigens verräth, den nicht 
ganz geglückten Verfuchen die Schwierigkeit in der Theorie der 
Parallellinien zu heben, beyzählcn. Unferm Lefer wird er we- 
nigftens dazu dienen, dafs er cinfieht, worauf die Schwierigkeit 
bey diefem Satze beruht, welches mehreren , die fich mit diefer 
Theorie befchäfcigt haben, nicht fcheint recht deutlich gewefen 
au feyn, — Ueber die Verfuchc die Theorie der Parallellinicn 
auf einem andern Wege zu begründen , fehe man die erfte unter 
den Bemerkungen, welche dielen Elementen angehängt find.

d. U,

LEHRSATZ 2^. '

•Fig.32. zwey grade Linien AC, BD mit einer
*25. An. hi™™ i nn *rß inkel* CAB, ABD
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bilden, deren 'Summe zwey rechten Winkeln gleich iß, 
fo ßnd ße parallel.

Aus'dem Punkt G in der Mitte zwifchen AundB 
fey fenkrecht auf AC die grade Linie EGF gezogen *. 
Der Vorausfetzung nach find GBD -4- GAÉ zwey rech
ten Winkeln gleich. Nun find auch, als Nebenwin
kel, GBD -f- GBF zwey rechten Winkeln, alfo der 
Summe jener beyden Winkel gleich*. Folglich GAE * Gr. r. 
= GBF.* Ueberdcm find als Scheitelwinkel AGE, * Gr. a, 
EGF, und der Conftruction gemäfs die Seiten GA, GB 
gleich. Folglich decken fich die beyden Dreyecke 
AEG , BFG *, und auch die Winkei GEB , GEA * 
find gleich. Nun iff GEA der Conftruction gemäls 
ein rechter Winkel, alfo auch GFB. Folglich fiehn 
die beyden Linien AC, ED auf einer dritten- fenkrecht, 
find alfo parallel*. * 21»

[Folgerung. Sollen alfo zwey grade Linien zu- 
fammentreffen, fo müßen fie mit jeder, dritten, wel
che fie durchfçhneiden , zwey innere Winkel bil
den, die zufammen genommen gröfser oder kleiner 
als zwey rechte find.]

LEHRSATZ 24.
Wenn zwey grade Linien AI, BD, mit einer 

dritten AB zwey innere Winkel BAI, ABD bilden , 
■ deren Summe kleiner als zwey rechte Winkel iß, fo 
treffenße genugfam verlängert zufammen, und zwar 
an der Seite der AB, an welcher die beyden innern Win
kel, die kleiner als zwey rechte ßnd, liegen. ]

Man ziehe durch A die grade Linie AC, [unter 
einem Winkel, welcher dem Nebenwinkel von ABD
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• Aufg.4 gleich ift *] To dafs die beyden innern Winkel CAB, 
ABD zufammengenommen zwey rechten Winkeln 
gleich werden, und nehme dann diefelbe Conftruction 
als beym vorigen Satze vor. — Da dann AE das Per
pendikel und AK eine fchiefftehende Linie auf EG ift, 
die beyde durch denfelben Punkt A gehn , fo ift der 
Winkel AKE, welcher mit dem Perpendikel auf einer-

• 16 Z.2. ley Seite der fchicfftehenden AK liegt, fpitz *, folg- 
* lieh auch fein Scheitelwinkel FKI *. Daher müßen

KI, FD genugfam verlängertoberhalb EFzufämmentref- 
* 22. fen *. [Nun aber können fie nicht in dem Stück BF 

zufammentreffen; weil fonft die Winkel BAI, ABD, 
gegen die Vorausfetzung nicht auf einerley Seite der 
AB liegen würden. Folglich müifen fie in dem Stück 
BD, alfo oberhalb AB zufammentreffen, d. i. an der 
Seite der Aß, an welcher die beyden innern Winkel, 
die kleiner als zwey rechte find, liegen.]

Zufatz I. Daffelbe findet auch ftatt, wenn zwey 
Linien AM, BD mit der dritten AB zwey innere Win
kel BAM, ABD bilden, deren Summe größer als zwey 
rechte Winkel iß. Denn da die Summe derNebenwin- 
kel BAM, BAN und ABD, ABF vier rechten Winkeln

* 5 Z i. ift *> und ^er Vorausfetzung nach BAM -f- 
ABD grofser als zwey rechte Winkel ift ; fo mufs die 
Summe der beyden andern Winkel BAN-ft- ABF klei
ner als zwey rechte Winkel feyn , alfo AN dem vo
rigen Beweife zu folge mit BF zufammentreffen, [jetzt 
aber unterhalb AB, da in diefem Fall die innernWin- 
kelr die kleiner als zwey rechte find, unterhalb Aß 
liegen.] 

/
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Zufatz II. Durch jeden Punkt A iß mit einer 
graden Linie BD nur eine einzige Parallellinie AC mög
lich. Denn jede von AC verfchîedne grade Linie 
AI oder AM, bildet mit AB einen kleinern oder einen 
gröfsern Winkel alsAC, folglich zwey innere Winkel, 
deren Summe kleiner oder gröfser als zwey rechte ift> 
durchfchneidet alfo BD.

[Anmerkupg. Die Beftimmung zu welcher Seite der AB, 
die beydcn graden Linien zufammentreffen, fehlte bey ùnferm 
Verfafler mit Unrecht, da fie von vielem Gebrauch ift. — Der 
Lehrfatz felbft ift Euklids eilfer Grundfatz, über den man einige 
Bemerkungen am Ende diefes Werks findet, wo auch unfer 
Verfaffer eine überrafchende analytifche Methode angiebt, wie 
fich die Hauptfätze der Geometrie unabhängig von der Theorie 
der Parallellinien darthun laften.]

Lehrsatz 25.

Wenn zwey Parallellinien AB, CD von einer gra* Fig. 34, 
den Linie EF gefchnitten werden, Jo iß die Summe 
der beyden innern Winkel AGO, GOC zwey rechten 
Winkeln gleich.

Denn gefetzt fie fey kleiner oder gröfser als zwey 
rechte Winkel, fo müften, dem vorigen Lehrfatz zu 
folge,beyde Linien zufammentreffen, wären alfo nicht 
parallel.

Folgerung i. Wenn AGO ein rechter Winkel 
ift, fo mufs es auch der zweyte innere Winkel GOC 
feyn. Folglich fleht jede grade Linie, die auf einer von 
zwey Parallellinien fevkrecht fleht, auch auf der andern 
Cenkrecht,
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Folgerung 2. Da AGO 4* GOC zwey rechten 
Winkeln gleich ift, überdem auch die Summe der Ne
benwinkel GOD 4- GOC zwey rechte Winkel betragt, 
fo ift AGO gleich GOD, alfo auch gleich dem Scheitel
winkel des letzternCOF. Alfo find fowohl die vier fpitzen 
WinkelEGS, AGO, GOD, COF einander gleich, als 
auch die vier Rümpfen Winkel EGA , BGO, GÖC, 
DOF ; und jeder der fpitzen macht mit jedem der 
Rümpfen Winkel zufammengenommen zwey rechte 
Winkel aus. — Umgekehrt ift , wenn AGO gleich 
COD oder COF ift, auch AGO 4- GOC gleich GOD 
4- GOC d. h, zwey rechten Winkeln gleich'.

Anmerkung. Diefe Winkel liegen um zwey vcrfchiedne 
DurchfchnittspunkteG, O. Ein Winkel an einem Durchfchnitts- 
punkt in Verbindung mit einem Winkel am andern Durchfchnitts- 
punkt betrachtet, geben Paare von Winkeln, denen man eigne 
Namen gegeben hat. Die Winkel zwifchen beyden Parallelli
nien, welche zu einerley Seite der durchfchneidendenLinie liegen, 
nennt man vorzugsweife innere Winkel (angles internes) z. B. 
AGO , GOC auch BGO, GOD ; die Winkel zwilchen beyden 
Parallellinien, welche auf entgegengefetzter Seite der durchfchnei
denden Linie liegen, Wecbfelswinkel (angles alternes oder alternes 
internes) z. B. AGO, GOD auch BGO, GOC; endlich ein Paap 
Winkel auf einerley Seite der durchfchneidenden Linie, wovon, 
einer zwifchen , der andere aufserhalb der beyden Parallellinien 
liegt, iiufseve Winkel ;(angles internes - externes), dergleichen 
EOD, EGB, auch EGA, EOG; FGB, FOD, und EGA, FOC 
find. (Die Winkel aufserhalb beyder^Parallellinien, auf entge
gengefetzter Seite der durchfchneidenden Linie , z. B. EGB, 
COF nennt Le Gendre 'alternes - externes; im Deutfchen wür
den wir fie am fchicklichften äufsere Wechfelswinkel nennen.) _. 
In diefe Benennungen übertragen, fagtyufer Lehrfoa und die 
vorhergeheodeo felgendes au?,
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I, Wenn zwey Parallellinien von einer dritten graden Linie 
durchfchnitten werden, fo find «) die inner» Winkel zufqwiHt:» 
genommen z wey rechten Winkeln gleich ; die Wechfelswinkel und 
7) auch die änfsern Winkel untereinander gleich.

2. Wenn umgekehrt zwey grade Linien fo von einer dritten 
durchfchnitten werden, dafs die Summe der Innern Winkel zwey 
rechte beträgt, oder dafs die Wechfelswinkel, oder dafs die 
Aeufsern-Winkel gleich find; fo find die Linien parallel *. Eins 2a» 
diefer Merkmale zieht ftets die beyden andern nach fich, wie aus 
Folgerung a erhellt.

[5 . Werden dagegen zwey grade Linien von einer dritten fo 
durchfchnitten, dafs die inncrn Winkel nicht zwey rechten, und’Fig, 31* 
die Wechfelswinkel, fo wie die äufsern Winkel, nicht untereinan
der oleith find, fo treffen diefe.Linien znfammen, und zwar am 
der Seite der durchfchneidenden Linie, an welcher die Innern
Winkel 1AB + ABD < 2 X lind *; folglich an der Seite, wo • 24; 
der kleinere der Wechfelswinkel liegt IAB <f ABF oder ABD <C 
BAL, oder an der Seite an welcher der kleinere von zwey äu
fsern Winkeln zwifchen den Parallellinien liegt,}

[4 . Auf die Sätze unter 2 beruht die Conßructlcn der Parai- 
lellinien, in Aufgabe 6, und daher auch die Möglichkeit des Pa
rallelogramms *, welches entflieht, wenn man von zwey Punkten * r 

ï 9» 
einer Parallellinie nach der andern gleichlaufende Linien zieht, fjg.
folglich Parallelen zwifchen Parallelen bildet. ]

LEHRSATZ %6.

Zwey grade Linien AB, CD, welche mit einer 
dritten EF parallel find, find untereinander felbß pa
rallel.

Es fey RP ein Perpendikel auf EF. Weil nun AB 
mit EF parallel ift, fo ftehtRPauch auf AB lenkrecht *.*a5.f^ • 
Weil -zweytens CD mit EF parallel ift, fo Hebt Rp 
auch auf CD fenkrecht Alfo ftehn AB? CD beyde
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auf einer graden Linie RP fenkrecht ; folglich find fie 
? si. untereinander parallel *.

LEHRSATZ 27.

Fia-. 36. Zwey Parallellinien fiehn überall gleich weit von 
einander ab, d. In Perpendikel, die von Punkten in der 
einen auf die andre gefällt werden,find überall gleich.

Es mögen BA, DC zwey Perpendikel feyn, wel
che aus Punkten in der einen Parallellinie BD auf 
die andre Parallellinie AC gefällt find. Ferner 
fey F ein Punkt in der Mitte vonj BD, und FE 
das Perpendikel aus diefem Punkt auf AC. Alle drey 
Perpendikel ftehn auf beyden Parallellinien zugleich 

*35. Li. fenkrecht*, daher die Winkel um A, E, C, D, F, B 
insgefammt rechte find. Diefes vorausgefetzt behaupte 
ich , dafs das Viereck AEFß fich mit dem Viereck 
CEFD deckt. Beyden ift die Seite FE gemein. Da ferner 
die Winkel bey beyden rechte find, folglich einander 
decken, und der Conftruction gemäfs BF ~ FD ift, 
fo fällt der Punkt B aufD, und da die Winkel bey 
B und D beyde rechte, alfo ebenfalls gleich find, fallt 
auch BA auf DC. Ueberdem fällt, weil bey £ rechte 
Winkel find, EA auf EC, folglich auch A auf c, als 
Darchfchnittspunktc zweyer zufammenfallender £j, 
nien. Alfo decken fich die beyden Vierecke, und 
die Perpendikel AB, CD find gleich. [Da diefer Be
weis für alle Perpendikel gilt, lo ftehrr folglich zwey 
Parallellinien durchgängig gleich weit von einander

•1 6 f 1 *> find lineae aequidi ft antes; eine Eigen-
fchaft, woraus mehrere die Definition und die ganze

Theorie
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Theorie der Parallellinien zu gründen gefucht habefl* 
wozu diefe Eigenfchäft jedoch erft vermöge des folgen* 
den Lehrfatzes tüchtig wird. Siehe Bemerkung i* anl 
Ende diefes Bandes,]

Xufatz. Grade auf diefelbe Art wird der tnnge» 
kehrte Saiz bewielen * dafs eine Linie * welche Von ei
ner graden Linie in allen ihren Punkten gleich weit 
abfteht, auch eine grade Linie } und zwar eine Paral- 
lellinie mit der erltern feyn mufs» Dâràus folgt dafs 
eine Linie die mit einer gegebnen Linie parallel läuft, 
der geometrifche Ort aller Punkte iftj welche von der 
gegebnen graden Linie gleich weit abftehil, öder der 
geometrilche Ort für die Aufgabe einen Punkt anzuge- 1 
Een, der von einer gegebnen graderi Linie um eine 
gegebne Linie abïteht. Aile Punkte in der Pàrallelli* 
nie und keiner aufser ihr* thun diefer Aufgabe ge
nüge *4 ' ’ * Ê. an[LEHRSATZ

Zwéy grade Linien in einer Ebnei weiche nicht Fig. 3?, 
parallel findi ßehn überall Ungleich weit ton einander 
ab, und zwar Wird ihr Abjiand nach der Seite zut 
Wo fie einander durchfchneideili immer kleiner} nach 
der ent gegen gefetzt en immer großer.

Es mögen AC* BH, zWey grade Linien feyn, 
welche nach.der Seite VonC und H hin ZUfammentref- 
fen Von zwey PunktenB undH der einen j falle mart 
auf die andere die Perpendikel BA, Und HC j fo muft 
HC < BA feym

F
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Denn man errichte auf der Mitte von AC eine 
dritte Dnkrechte Linie EG; fo mufs, weil beyde Li
nien lieh nach C und H zu, durchfchneiden füllen, 

* 23. f. diefer Vorausfetzung gemäfs EGH 4~ GEC < iR *, 
folglich EGH < R alfo fpitz feyn. Nun aber läfst 
das Viereck GECH fich wie im vorigen Beweife lo auf 
das Viereck GEAB legen, dafs GE, EC, CH, auf GE, 
EA, AB, fallen. Gefetzt nun erftens CH fey gleich 
AB, fo würden beyde Vierecke völlig einander de. 
eken', alfo EGH ein rechter Winkel feyn, welches der 
Vorausfetzung widerfpricht Gefetzt zweytens CH 7 
fey gröfser als AB, fo würde, indem CH auf AB liegt 
der Punkt H in der Verlängerung von AB , über B 
hinaus fallen; folglich müllen die Schenkel EG, GH> 

»E.n.ß den Winkel EGB einfchliefsen, alfo EGH > EGB *, 
d. i. der fpitze Winkel gröfser als der ftumpfe feyn, 
welches ungereimt wäre. Alfo mufs nothwendig HC, 
kleiner als BA feyn, alfo der Abftand zweyer folcher 
Linien nach | der Seite des Durchfchnittspunktes hin 
immer kleiner, nach der entgegengefetzten ftets grö
fser werden.

Die beyden Linien alfo nähern fich einander immer 
mehr auf der Seite des Perpendikels, auf welcher der 
Durchfchnittspunkt liegt, oder convergiren nach dem 
Durchfchnittspunkte zu, entfernen fielt dagegen von ein
ander immer weiter oder divergiren auf der entgegenge
letzten Seite des Perpendikels, Und zwar nimmt hier 
ihr Ablband ohne Glänzen zu , und kann deshalb 
gröfser als jede angebliche Gröfse werden»

d. U.
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LEHRSATZ 29.

Zwey Winkel BAC, DEF find gleich, wenn ihre^S’ 38' 
Schenkel nach einerley Seite zu untereinander parallel 
laufen, djujo, daß je zwey der parallelen auf ei- 
nerley Seite der andern Schenkel liegen»

Man verlängere, falls es nothigift, den Schenkel 
DE des einen Winkels, bis er einen Schenkel des an
dern Winkels in einem Punkte G durchfchneidet. 
Dann werden die beyden Parallellinien EF, AC von ei
ner graden Linie DG' durchfchnitten, folglich find, 
sis äufsere Winkel, DEF, DGC gleich *. Ueberdem * 25,A, 
lind auch DGC , BAC , als äufsere Winkel an den 
Parallellinien GD, AB gleich; folglich auch die Win
kel DEF, BAC.

Anmerkung. Daraus, dafs die Schenkel zweyer Winkel 
untereinander parallel find , läßt fich auf die Gleichheit beyder 
Winkel nur unter der Bedingung fchlicfsen, dafs die parallelen 
Schenkel EP , AC nach einerley Seite der andern parallelen Schen
kels ED, AB, und diefe nach, einerley Seite von jenen zu liegen, 
[uu’ils foyent dirigés dans le même lens; ein Wort dem im 
Deutfchen keins entfpricht.J Auch find die Winkel gleich, wenn 
die parallelen Schenkel beyde auf entgegengefetzten Seiten der 
andern liegen, Zwey Winkel wie DE'H, BAC, in welchen zwey 
der parallelen Schenkel E'D, AB diefe Lage haben, die beyden 
andern E*H, AC aber auf entgegengefetzten Seiten der andern 
Schenkel liegen, find nicht gleich, fondern ergänzen einander 
ZU zwey rechten Winkeln,

LEHRSATZ SO»'

Wenn man die Seite CA eines Dreyecks verlän
gert) Jo, iß der von der Verlängerung AD und dertig.

F ä
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andern nicht verlängerten Seite AB eingefchlofsne äu
ssere Winkel am Dreyeck BAD der Summe der beyden 
iimernjhm entgegenßehenden Winkel B und C gleich' 

Ziehe durch den Winkelpunkt A parallel mit der 
*Aufg,6 gegenüberftehenden Seite EC die Linie AE *. An der 

die Parallelen durchfchneidenden graden Linie AB find 
die Wechfelswinkel B, BAE, an der andern fie durch
fchneidenden graden Linie CD die äufseren Winkel C, 
EAD gleich. Folglich ift B + C gleich BAE -j- EAD 
d. h. gleich dem aufsern Winkel BAD.

[Fo Iger ung. Der äufsere Winkel ift alfo gröfser 
als jeder der beyden Innern die ihm gegenüberftehn.]

LEHRSATZ 3 t.

Die drey Winkel eines Dreyecks find zujammen- 
genommen zwey rechten Winkeln gleich.

Denn da nach dem vorigen Lehrfatz B ft- C = BAD 
ift, fo wird wenn man beyderfeits den dritten Winkel 
A hinzufügt, A -f- B + C — A4- BAD = zwey rech- 

* 3. ten Winkeln. *
Folgerung r. Wenn zwey Winkel eines Dreyecks, 

oder ihre Summe gegeben wird, fo iß auch der dritte Win
kel (als der Unterfchied zwifchen zwey rechten Win
keln und diefer Summe) bekannt. Ihn zu finden lehrt 
Aufgabe 7.

Sind folglich in zwey Dreyecken zwey Winkel gleich, 
fo find es auch die dritten Winkel, und beyde Dreyecke 
gleichwinklig.

Folgerung 2. Kein Dreyeck kann mehr als Einen 
rechten oder Einen ßumpjen Winkel haben. Denn hätte 
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es deren zwey, fo müften die drey Winkel zufammen
genommen gröfser als zwey rechte feyn.

In jedem rechtwinkligen oder ftumpfwinkligen 
Dreyeck ßod zwey Winkel fpitz. Im rechtwinkligen 
beträgt die Summe der fpitzen Winkel einen rechten 
Winkel, und im rechtwinkligen gl ei c life hen kligen Dreyeck 
ift jeder der fpitzen Winkel einem halben rechten 
gleich *. Die W’inkel an der Grundlinie .eines gleich- *12. 
fchenkligen Dreyecks find allemal fpitz.

Folger tin g 3. Im gleichfeitigen Dreyeck beträgt
jeder Winkel zwey Drittel eines rechten *. * î3. f.

[Folgerung 4. Nimmt man folglich auf dem ei- Fig« 17- 
nenSchehkel eines rechten Winkels GCB ein beliebiges 
Stück CG und befchreibt darüber ein gleichfeitiges 
Dreyeck * , fo wird dadurch der rechte Winkel in 
zwey Stücke gefchnitten, welche | R und jRbetragen 
und halbirt man den Winkel im gleichfeitigen Dreyeck 
GCD *, fo wird der rechte Winkel in drey gleiche Theile *Aufg.$ 
getheilth}

LEHRSATZ 32.

Die Summe aller innern Winkel eines gradelinig* 
ten Vielecks betragt fa vielmal zwey rechte Winkel, 
als das Vieleck Seiten, weniger zwey, hat.

Es fey Fig. 5. ein Vieleck von beliebig viel Sei
ten. Zieht man die Diagonale AC fo, dafs fie ein Drey
eck ABC abfehneidet, fo bleibt ein Vieleck ACDEFG 
übrig, welches eine Seite weniger als das erfte Vieleck 
hat, und defien Winkel zufammengenommen, ver
mehrt um die Summe der Winkel des Dreyecks ABC,
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d. h. um zwey rechte Winkel der Summe'der Winkel des 
erften Vielecks gleich find.— Folglich ift die Summe al
ler Winkel eines Vierecks der Summe der Winkel eines 
Dreyecks und zwey rechten Winkeln, d. h. vier rechten 
Winkeln gleich ; die Summe aller Winkeleines Fünfecks* 
der eines Vierecks und zwey rechten Winkeln, d. h. fechs 
rechten Winkeln, und fo ferner, indem die Summe 
aller Winkel für jede hinzukommende Seite um zwey 
rechte Winkel gröfser wird. Da nun unfer Satz vom 
Dreyeck, Viereck, Fünfeck gilt, fo^gilt er auch vom 
Sechseck U. f, w. Folglich betragt in jedem Viereck die 
Summe aller Winkel fo vielmal zwey rechte Winkel, 
als das Vieleck Seiten , weniger zwey, hat. [Gefetzt 
alfo es habe nSeiten, fo ift die Summe aller Winkel 
diefes n Ecks gleich ( n— 2) X 2R. ]

Folger ting 1. In 1 einem gleichwink ligen Vieleck 
erhält man die Gröfsc jedes Winkels, wenn man die 
Summe aller , durch die Zahl der Winkel dividirt. 
Daher ift jeder Winkel im gleichwinkligen Viereck ein rech
ter, im gleichwinkligen Fünfeck j R; im gleichwinkligen 
Sechseck | R oder jRu. f. f; [überhaupt im gleichwin
kligen n Eca, (n—2) X 2 #.]

n
Will man alfo lauter gleichwinklige Figuren von 

einer, gleichen Anzahl von Seiten fo um einen Punkt 
in einer Ebne zufammen legen, dafs fie ringsumher ian- 
einander fchliefsen, und keine Lücke laden, fo läft fich 
das nur mit 6 gleichwinkligen Dreyecken-, oder mit 
4 gleichwinkligen Vierecken, oder mit 3 Sechsecken, 
und mit keiner andern gleichwinkligen Figur bewerk
stelligen.]
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[Folgerung 2. Verlängert man eine Seite des 
Vielecks, fo entlieht ein äufserer Winkel, der als Ne
benwinkel des innern, diefen zu zwey rechten Win
keln ergänzt. Verlängert man daher an jedem der 
Winkelpunkte eines n Ecks eine der Seiten, fo find 
die n aufsern Winkel des Vielecks, die dadurch entftehn, 
zufamwengenoimjien gleich dem, was der Summe aller 
innern Winkel des Vielecks an n rechten Winkeln 
fehlt, mithin allemal gleich zwey rechten Winkeln,

Doch gilt dieses nicht b'ey Vielecken mit erhabne» 
Winkeln*, wiewohl fiir diele die Ausfage desLehrfatz.es • e. 
•wahr bleibt. Bey ihnen nimmt für jeden erhabnen 
Winkel die Summe der äußern Winkel mit zwey 
rechten Winkeln zu.J

[Anmerkung. Der hier geführte Beweis des Lehrfatzes 
ift unferm Verfallet' eigen. Zieht man aus einem» willkühilkh im 
Vieleck angenommenen Punkte C nach den Eckpunkten grade 
Linien, fo entftehn fo viel Dreyecke als die Figur Seiten hat, 
im n Eck alfo n Dreyecke, deren Winkel zufammengenommen 
n X 2 R betragen. Die Summe diefer Winkel übertrifft d’ie 
Summe aller Winkel des n Ecks um die Winkcßwelche am Punk
te C liegen, d. h* um vier Rechte *, oder 2 X 2 R, daher alle *5. Z 2, 
Winkel des nEcks zufammßngenommen (n — 2) X 2 Rbetragen. 
Das ift der gewöhnliche Weg diefen Satz zu beweifen,]

[LEHRSATZ 33’]

Wenn man auf den Schenkeln eines Winkels A 
zwey Perpendikel BD, CE, errichtet, fo dwehfehnei- 
denßch dieje unter einen Winkel G, welchem temWin- 
bel A gleich iß«

desLehrfatz.es
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Dafs beyde Perpendikel fich in irgend einem Punk
te G durchfcbneiden müflen , folgt daraus, weil fie 
fonft parallel feyn , alfo beyde fowohl auf dem einen 
als dem andern Schenkel des Winkels A fenkrecht ftehn 

f. Mnüften *, da denn diefe Schenkel felbft, gegen die 
Vorausfetzung, parallel wären, Hierbey giebt es nun 
zwey Fälle, ^e naçhdein der Durchlchnittspunkt G au- 
fserhalb der beyden Sçfienkel de$ Winkels A, oder 
zwilchen ihnen fällt.

Liegt G atffserhalb der beyden Schenkel, fo ent- 
ftehn zwey Dreyecke GFB, ACF, worin B und C als 
rechte Winkel, und überdem die Scheitelwinkel bey 
F gleich find. Folglich find auch ihre dritten Winkel 
A und G gleich, welches zu erweifen war.

Liegt der Durchfçhnittspunkt g der Perpendikel 
Bg, cg zwischen den Schenkeln des Winkels A, fo 
entlieht ein Viereck ABgc, worin die Winkel bey 
B und ç rechte lind. Da nun die Summe aller vier 
Winkel des Vierecks nach dem vorigen Lehrfatz vier 
rechte beträgt, fo ift A 4- Egc = 2 R. Es find aber auch 
als Nebenwinkel Bge 4- Bgc = 2 K, folglich ift A 
= BgC? welches zu erweifen war,

Anmerkung, fin erften Fall ift alfo der Winkel den die 
beyden Perpendikel BG, CG felbft einfçhliefsen , dem Winkel A 
gleich, Im zweyten ift es hingegen der Nebenwinkel des Winkelt 
Bgc, den die beyden Perpendikel felbft einfçhliefsen, oder der 
Winkel den eins der Perpendikel und die Verlängerung des an
dern umfpannr. Auf diefe Beftimmung mufs man bey der Anwen
dung diefes Satzes, den ich in keinem Syftem der Geometrie 
finde, forgfältig fehn, d, U.
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LEHRSATZ 34.

Jedes Parallelogramm wird i ) durch eine Dia
gonale in -zwey ßch deckende Dreyecke getheilt; und 
2 ) ßnd die gegenüberftehenden Seiten und Winkel Fig» 4t 
deftelben einander gleich.

Es fey ABCD ^in Parallelogramm*» und AC eine 
Diagonale deffelben. Diefe bildet mit den beyden Paa
ren gegenüberftebender paralleler Seiten gleiche Wech- 
felswinkel DAC == BCA undDCA — BAC ♦, folglich * aÿ. 
zwey Dreyecke ADC, xABC, die, da fie über die ge- 
meinfchaftliche Linie AC befchrieben lind, einander 
decken *, * 7*

Deshalb lind zweytens die fich deckenden Seiten 
AD, BQ» und AB, DC welche im Parallelogramm ein
ander gegenüberftehn , gleich j ferner die gegenüber
ftehenden Winkel B — D und endlich auch, als Sum
men der gleichen Winkel DAC -f- BxAC und BCA 
DCA, die gegenüberftehenden Winkel A — C,

[Folgerung i, Folglich/W überhaupt Paralie. 
len zwifchçn Parallelen (nicht blos rechtwinklige *) ein- * 27. 
ander gleich^ Wenn B AB, CD, und zugleich EF,Fig, 34, 
Hl, parallel find, fo ift GH = 01 und GO = Hl,

Daraus folgt dafs der geometrifçbe Ort des End
punkts G einer gegebnen graden Linie OG, welche 
auf einer zweyten CD unter einer gegebnen Lage, 
z. B. parallel mit Hl auffteht, eine Parallellinie AB mit 
der erftern ift. (Apoll, eb. Oert. I. 20) teht fie auf ei-, 
nein Kreife unter einer gegebnen Lage auf, fo ift ihç
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Ort ein Kreis , wie aus dem folgenden Buche erhellen 
wird. • -

?ig. 37’ Folgerung. 2* Werden umgekehrt Parallelen von 
zwey andern Linien fo dnrcbfcbnitten dafs der Abfchnitt auf 
der einen kleiner als auf der andern iß, fo convergiren die 
durchfchneidenden Linien nach der Seite des kleinern Ab- 
fchnitts zu einander, und treffen hier, gehörig verlän
gert, zufammen.]

Fig*4’« [Zufatz Ï. Ein Parallelogramm wird alfo durch drey 
Stucke völlig beßimmt, nemlich durch zwey aneinander 
liegenden Seite«, AB, AD, denen die gegenüberflehen
den gleich feyn müffen, und durch einen Winkel z. B. 
den von AB, AD, eing'efchlofsnen Winkel A. Denn 
der Winkel C, der diefem gegenüberfleht, ift ihm 
gleich, und die beyden Winkel, welche mit ihm an 
derfeiben Seite anliegen, ergänzen ihn wegen des Pa- 
rallelismus der gegenüberftehenden Seiten zu. zwey

* s5< rechten Winkeln *,

Hat folglich ein Parallelogramm einen rechten Winkel 
fo fnd ße alle recht und die Figur ift ein Rechteck.

Das Parallelogramm aus drey gegebnen Stücken 
wirklich zu befchreiben, lehrt mit Hülfe des folgenden 
Satzes Aufg. II, wo überdem die Möglichkeit der 
in Erki. 19 erwähnten Arten der Parallelogramme 4 dar- 
gethan wird.

Zufatz II. Unter allen Parallelogrammen ift 
das Rechteck das einzige das völlig beftimmt ift, wenn 
zwey Seiten gegeben werden; bey den übrigen kommt 
es noch auf.den Winkel an, unter welchem diele Sei-
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ten gegen einander geneigt find. Hierauf gründet fich
der Sprachgebrauch ABCD ein Rechteck aus den beydyi Fig. 4J 
Linien Aß, DC, oder ein Rechteck unter diefen Limen zu 
nennen, undes lediglich durch diefe beyden Linien \ 
zu bezeichnen, z, B. durch ABBC oder ABC» So be
deutet alfo das Rechteck AßE ein Rechteck, weiches 
aus den beyden Lmien AB und BE befchrieben ift* 
Die Alten dehnten diefen Sprachgebrauch lelbft io weit 
aus, dafs fie ein folches Rechteck durch den Ausdruck: 
das was zwischen den beyden Linien Ali und RE eingejchlos* 
fen iß, bezeichneten.

Ein^h^^ wird durch eine Seite völlig beftimmt, 
daher man die Quadrate durch ihre Seiten characreri- 
{irt. So ift .Fig. 44. ein Quadrat aus AD beichïîèben, odee 
das Quadrat der Linie AL»

Z u f a t z 11L Zwey Rechtecke aus gleichen Seiten 
decken ßcb, denn fie find, nach dem was hier getagt 
ift, innerlich einerley, nur in ihrem Ort verfchiedcnJ 
und muffen deshalb congruiren *. Sie haben allo auch *Gr. g, 
ftets einen gleichen Havhetirdum» 

- s'
Grade fo decken ßcb zwey Quadrate welche über ,gleL • 

chen Seiten befchrieben find.

Die Sätze in diefen Zufätzen werden uns im dritten 
Buche von großem Nutzen feyn, d, U.]

LEHRSATZ 35.

iß jedes Viereck, worin die gegeti-
ilberßehenden Seiten [oder die gegenüberflehenden With 
üeQ einander gleich find, ein Parallelograwn»

Umgekehrt Fig. 4L
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I. Ift im Viereck ABCD, AB = CD, und AD = 
BC; fo theilt die Diagonale AC das Viereck in zwey 
Dreyecke, welche gleiche Seiten haben , folglich ein- 

• ander decken *, worin alfo die Winkel ACD, CAB 
und ACB, CAD, die gleichen Seiten gegenüberfte- 
hen, gleich find. Sind aber diefe Winkel gleich , fo 
'müflen die einander gegenüberftehenden Seiten des 
Vierecks parallel feyn, Folglich ift das Viereck ABCD 
ein Parallelogramm,

[2. Sind im Viereck ABCD die Winkel A = C, 
und B — D, fo und auch A -J- B — C 4- D. Alle 
Winkel des Vierecks find aber zufammengenommen 

*32. vier rechten gleich*. Mithin müßen A4-B, folg
lich auch A 4- D, zwey rechten Winkeln gleich feyn, 
und daher die Seiten AD, BC, und AB, DG, paral- 

• 2^ lei laufen * Alfo ift das Viereck ABCD ein Paralle
logramm. ]

[Folgerung. Jedes Viereck mit vier rechten Win
keln ift alfo çin-Parallelogramm, folglich nothwendig 
ein Rechteck

Auch ift jeder Rhombus und jedes Quadrat noth
wendig ein Parallelogramm.]

[Anperkung. Sind in einem Viereck zwey der gegen- 
überftchcnden Winkel gleich, die beyden andern ungleich, lo 
könum nicht 1 eyde Paar der gegenüberftehenden Seiten parallel 
laufen; das Viereck ift alfo ein Trapezium. Und doch wird 
es durch eine der Diagonalen halbirx. Diefes Merkmal reicht 
alfo bey einem Viereck nicht bin es zu einem Parallelogramm zu 
machen. Dazu wird das Merkmal erfordert, welches Lehrfatz 
37 ausfagt, ]



DIE SKADÏ LINIE etC. 93

LEHRSATZ jC

Wenn zwey Seiten AB CD eines Vierecks, wet* 
ehe 'einander gegenilberßehn, gleich und parallel find ; 
fo find auch die beyden andern Seiten AD , BC 
gleich und parallel ) und das Viereck iß ein Paralle
logramm»

Ziehe die Diagonale AC. Diele bildet mit den Pa
rallelen AB , CD gleiche Wechfelswinkel BAC, DCA*. 3^* 
Pa überdem der Voraussetzung nach die Seiten AB, 
DC gleich find und den Dreyecken ABC, DAC die 
Diagonale AC gemeinfchaftlich ift, fo decken fich 
diefe beyden Dreyecke. * Alfo find auch die Seiten * 
AD, BC gleich, folglich ift das Viereck ABCD ein.Pa- 
rallelogramm. *

*34, 
[Zu Satz. Dagegen iß ein Viereck kein Parallelo-

gramm wenn zwar zwey gegenüberßebende Seiten gleich, 
aber nicht zugleich parallel *, oder wenn fie parallel aber 
nicht gleich find* Denn gefetzt ein Solches Viereck 
•wäre ein Parallelogramm, fo wären beyde Paar der ge-^ 
genüberftehenden Seiten gleich und parallel ♦, gegen 
die Voraussetzung.] * 34*

LEHRSATZ 37*

Die beyden Diagonalen AC, BD eines Paraile* Fig. 44 
logramms theilen einander wechfelfeitig in zwey glei
che Theile.

[Umgekehrt iß jedes Viereck) defjen Diagonalen 
fich wechfelfeitig in gleiche Theile zerfchneiden) ein 
Parallelogramm. ]
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Tn den beyden Dreyecken ADO, CBO find die 
Seiten AD, EC, nicht nur gleich, fondern auch pa
rallel, folglich ebenfalls die Wecbfelswinkel A, C und 
D, B gleich, Alfo decken fich beyde Dreyecke, und 
die den gleichen Winkeln A , C und D, B gegen- 
überftehenden Seiten find gleich BO = OD , AO 

r’ = OC *. Es halbiren fich alfo beyde Diagonalen wech- 
felieitig.

[Halbiren fich umgekehrt die beyden Diagonalen 
eines Vierecks im Punkte O, fo decken fich die Dreyecke 
welche an ihrem Durchfchnittspunkt einander gegen-. 
über liegen*, alfo auch die gegenüberftehenden Sei
ten, daher das Viereck ein Parallelogramm ift.

Folgerung. Ein Punkt 0 welcher in der Mitte der 
einen Diagonale eines Parallelogramms liegt, mufs folglich 
auch in der andern Diagonale, und zwar in deren Mitte 
liegen. Man kann ihn den Mittelpunkt des Parallelo
gramms nennen, jede grade Linien, welche durch 
ihn gezogen wird, tbeilt das Parallelogramm in zwey 
fich deckende Figuren, und zwar, wenn es keine Dia
gonale ift, in zwey fich deckende Vierecke, wie fich 
ohne Schwierigkeit, aus den fich deckenden Drey- 
«cken, die dann gebildet werden, zeigt, j

[Zufatz, Da im Parallelogramm ije zwey Win
kel von Seiten, die untereinander gleich find, einge- 

* fchloflen werden, fo mufs im fchiefwinkligen Paralie. 
logramm die Diagonale BD , welche den kleinern 
^Vi.nkeln gegenüberfteht, kleiner als die Diagonale
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AC feyn, welche den gröfsern Winkeln gegenüber- 
lleht ♦. Im Rechttck find dagegen die beyden Dingo- * i®. 
nalen gleich *, folglich auch die Theile die fie 
einander abfchpeiden, daher das g leichfeitige Rechteck, 
d. h. das Quadrat durch feine beyden; Diagonalen in Fig, 
vier untereinander gleichfeitige, folglich fich decken
de, gleichfchenklige Dreyeck.e getheilt wird.]
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ZWEITES BUCH.

DER KREIS.

Erklärungen.
[Die Vorftellung und die Befchreibung des Kreifes gehört 

2U dem , was der Geometer bey jedem } der fich mir feiner Wif- 
fenfchaft befchäftigen will, votausfetzt. Sie ift eine eigenthüm- 
liche, nicht von andern abgeleitete, und alfo ürfprünghche Art 
von Raumbefchreibung, die, fainmt den Vorfteilungsarten und 
Begriffen , welche unmittelbar darin liegen , zu den wahren Prin- 
cipien der Geometrie gehört, und fchon Von Euklid unter den 
Forderungen der Geometrie an der Spitze des Syftems aufgeführt 
•wird. Jeder, wer Geometrie treiben will, intifs fich einen Kreis 
vorftellen, tim einen gegebnen Mittelpunkt, mit gegebnem Halb- 
meffer, einen Kreis erzeugen oder befchreiben können; das war 
unfre dritte Forderung Unter den Principiet!. Die folgenden Er
klärungen dienen gröfsteütheils nur das zu verdeutlichen, was in 
diefer geforderten Vorftellungsart liegt, Und einiges, Was unmit
telbar daraus fliefst, heraüszuheben, d. U.j

t.

Der Umfang des Kreifes öder die Kreislinie ift eine 
krümme Linie [welche ganz in einer Ebne liegt] und 
deren Punkte von einem einzigen Punkte, dem Mit
telpunkte {centrum h insgefammt gleich weit entfernt 
find«

Diefe
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Diefe krumme Linie läuft in fich felbft zurück, 
und fchlieft einen Theil der Ebne , in welchem der 
Mittelpunkt liegt, völlig und nach allen Seiten zu ein. 
Die Kreisfeheibe ift der von der Kreislinie ringsum be- 
gränzte ebne Flächenraum , folglich eine krummlinige 
ebne Figur *. [Unter Kreis pflegt man Kreislinie und*1'^’1^ 
Kreisfeheibe beyde zufammengenommen zu verftehn. 
Auch deutet man gewöhnlich den Mittelpunkt des 
Kreifes dadurch an, dafs man fagt, der Kreis ley uns 
ihn befchrieben.]

[Alle Theile der Kreisfeheibe, und mithin alle 
Punkte und alle Linien in ihr, liegen innerhalb der 
Kreislinie, oder imKreiJé, alle übrigen Theile der Ebe
ne und alle Linien und Punkte in ihnen, außerhalb 
der Kreislinie. lene und diefe liegen alfo auf entge- 
^»gefetzten Seiten der Kreislinie*, und haben in Rück- *LE.io. 
ficht der Kreislinie eine entgegengefetzte Lage.]

2.

Jede grade Linie zwifchen dem Mittelpunkte C 
und einem Punkt im Umfange / wird ein Radius oder 
ein Halbmeßer des Kreifes genannt; fo CA, CE, CD, 
CB. — Jede grade Linie, welche wie AB durch den 
Mittelpunkt geht, und von zwey Punkten im Um
fange begränzt wird, ift ein Durchmeßer des Kreifes. 
Daraus folgt :

a) Alle Halbrneffer eines Kreifes find einander 
gleich *. So auch alle Durchmeßet, deren jeder zwey ♦ E, i. 
HalbmefTern gleich ift

g
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[ß) Jeder Durchmefler wird vom Mittelpunkte in 
zwey gleiche entgegengeletzt liegende Theile ge.

•I.E.io. theüt *.
7) Jeder Punkt in der Ebne des Kreifes fteht vom 

Mittelpunkt um eine grade Linie ab, welche entweder 
dem Haibmefler gleich y oder kleiner oder gröfser als 
der Haibmefler ift. Im erften Fall liegt der Punkt in 
der Kreislinie felbft 5 im zweyten innerhalb) im dritten 
aufserhalb der Kreislinie und des Kreifes.

Folglich liegt jeder Haibmefler und jeder Durch, 
meffer ganz innerhalb, jede Verlängerung eines Durch- 
meflers aufserhalb, und nur die beyden Endpunkte del- 
felben auf der Kreislinie, und diefe Linie ift der geo- 
tnctrifche Ort eines Punktes, welcher von einem gegeb- 

»I.E21. nen Punkte um eine gegebne Linie abfteht *♦ (Apol
lonius Li.)]

3-
Jeder Theil der Kreislinie z. B. FUG ift ein Kreis

bogen \ [die Hälfte der Kreislinie insbesondere ein 
Halbkreis t und der vierte Theil der Kreislinie ein Qua- 
cirant. Manchmal verfteht man unter diefen Benennun
gen auch die Hälfte oder den vierten Theil der Kreis-

*a fcheibe. ♦
Alle Halbkreife, fo auch alle Quadranten eines 

Kreifes find gleich,

4»
Jede grade Linie, welche von zwey Punkten in 

der Kreislinie begränzt wird, nennt man überhaupt 
eine Sehne oder Chorde des KreijeS) und ins belondere
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eine Sehne des Bogens, 'der fich in den beyden Gränz
punkten der Sehne endigt So ift FG die Sehne des 
Bogens FHG.

(Folglich ift jeder Durchmeffer eine Sehne, und 
zwar eine Sehne die durch den Mittelpunkt geht *. *

’ 5’
Ein Kreis - Abßbnitt (Segment') ift der Theil der 

Kreisfeheibe, der zwifchen einem Bogen und deflen 
Sehne liegt.

Zu jeder Sehne FG gehören zwey verfchiedene 
Kreisbogen FHG, FEG, welche einander zur ganzen 
Kreislinie ergänzen , mithin auch zwey verfchiedne 
Kreisabfchnitte, welche zufammen die. Kreisfeheibe 
ausmachen. Häufig fprieht man indefs nur von einem 
Bogen oder Kreisabschnitt der zu einer Sehne gehört; 
und dann verlieht nian darunter den kleinern der bey
den Bogen oder Abfchnitte , es fey denn, dafs aus
drücklich das Gegentheil erinnert werde.

Was man unter ähnlichen Bogen und unter ähnli. 
dien Kreisabschnitten verlieht, findet man Lehrfatz 391 
Zufatz 3, und im vierten Buche erklärt,

6. ‘ c

Ein Kreis- Ausfchnitt (Sector) ift der Theil der 
Kreisfeheibe, der zwifchen einem Bogen DE und den 
beyden Halbmefiern CD, CE, welche nach den End
punkten des Bogens gezogen werden, liegt»

G. 2» —* . * * ■: f: i j
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7-
îig. 4$. [Einen Winkel in einem Kreis - Abfcbnitt BMND 

nennt man jeden Winkel wie A, deffen Scheitel itn 
Bogen diefes Abfchnitts liegt, und deffen Schenkel 
durch die Endpunkte B, D des Bogens und der Sehne 
gehn. Der Kreisabfchnitt BMND fafst den Winkel A, 
und der Winkel iß in dießem Kreis - Abfcbnitt einge- 
fcluieben,

Hieraus erhellt, was ein Winkel im Halbkreife oder 
ein Winkel der im Halbkreife eingefchrieben iff, fa- 
gen will.]

8.
[Von einem Winkel deflen Schenkel eine Kreisli

nie fchneiden, fagt man ex ßehe auf dem Bogen, den 
feine Schenkel umfaßen oder einfchlieisen, fo x. B 
der Winkel A auf dem Bogen BED.

Liegt der Scheitelpunkt eines folchen Winkels in 
der Kreislinie, fo wird er ein Winkel am Umfange ge
nannt, wie x. B. BAD. Liegt der Scheitelpunkt im 
Mittelpunkte desKreifes, fo iff es ein Winkel am Mitt el-

Big. 45. ?«»***» wie x‘ B’ der Winkci kCD.]

9-
Man fagt eine grade Linie iß in einem Kreiße einge- 

fcbrieben, wenn he fich in xwey Punkte des Umfangs 
endigt, (folglich eine Sehne des Kreifes iff) wie x. ß 
FG.

Ein Winkel iß im Kreiße eingefchrieben, wenn deffen 
Fig. 46. Scheitelpunkt im Umfange liegt wie x. B. / BAD.
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Ein Drcyeck ifl im Kreiße eingeßebrieben, wenn die 
drey Winkelpunkte insgefammt im Umfange liegen, 
wie z. B. BAD, da denn die Seiten des Dreyecks ins
gefammt Sehnen des Kreifes find;

und überhaupt nennt man eine Figur im Kreiße ein
geschrieben, (oder dem Kreije eingeßchrieben,) wenn alle 
Winkelpunkte der Figur in der Kreislinie liegen, (folg
lich ihre Seiten insgefammt Sehnen des Kreifes find.) 
Vom Kreife fagt man dagegen er fey um dieße Figur 
beßchrleben (oder der Figur umßchrieben.')

Diefe Benennungen behalten diclelbe Bedeutung * 
wenn man von Linien , Winkeln oder Figuren fpricht, 
die in Vielecken eingeßchrieben find, oder von einem Kiel- 
ec^ das um ein anderes bßchrieben iß.

IO.

Ein Vieleck ift um einen Kreis beßchrieben, (oder dem 
Kreife tim Schrieben,) wenn alle Seiten des Vielecks die 
Kreislinie berühren *. Der Kreis ift dann in das Viel. E' 11 
eck eingeßchrteben, {oder, dem Vieleck eingeßchriebenl)

[Anmerkung. Noch vor diefer letzten Erklärung tteHt 
£e Gendre folgende auf : ,, Eine den Kreis Schneidende Linie ift 
die welche die Kreislinie in zwey Punkten trifft; eine ■berühren
de , die mit dem Kreife nur einen Punkt gemein hat. Eben fo 
haben Kreislinien die ßcb berühren nur einen einzigen Punkt ge
mein.” Allein diefes find offenbar abgeleitete Sätze, für die man 
einen Beweis erwartet, und die deshalb keineswegs zu Erklärun
gen taugen. Statt ihrer fchiebe ich die folgenden beyden Erklä
rungen ein, welche die Fundamentalbegriffe über das Schneiden 
und Berühren der Kreislinien ausfagen, die von Le Gendre an
gegebenen Merkmale begründen, und eine beträchtliche Lücke 
în dem Sytiem unfers Verfalfers ausfüllen. d. U.
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II.

[Weil die Thcîlc der Kreisfeheibe und die übri
gen Theile der Ebne auf entgegengefetzten Seiten der 
Kreislinie liegen, und die Kreisfeheibe ringsum nach

• E. i. allen Seiten zu von der Kreislinie begrenzt wird *; fo 
mufs jede ftetig zufammenhängende Linie , welche 
durch einen Punkt zw Kreife und zugleich durch einen 
Punkt aufser dem Kreife geht, fich mit der Kreislinie in 

Gi« 8. irgend £lnem pinkte darchfchneideit ♦. Denn wäre das 
nicht der Fall, fo würde der Kreis mach irgend einer 
Seite zu nicht völlig begränzt feyn.

yj 47« a müßen fich ins befondere ein Kreis EFD 
und eine grade Linie AB in irgend einem Punkte E durchs 
fchneiden, wenn die grade Linie durch einen Punkt 
inneinalb und einen Punkt aufserhalb der Kreis
linie geht. — Grade Linien laßen fich aber zu 
den beyden entgegengefetzten Seiten jedes Punktes 
in ihnen lo weit verlängern, dafs fic grofser als jede

• Fo. 2. gegebne Linie werden *; folglich müßen alle grade 
Limen, ivelche in der Ebne des Kreifes durch einen 
Punkt im Kreife gehn, gehörig verlängert, auch auf bey- 

^'E.,2^tden Seiten diefes Punkts durch Punkte aufserhalb * der 
Kreislinie gehn, alfo die Kreislinie durchfchneiden. Das 
geschieht allo in zwey Punkten, welche in der graden 
Linie zu entgegengefetzten Seiten des Punkts im Krei- 
fe liegen, .

Fig« 48 Eben fo durchfchneiden fich zwey Kreife wenn
der eine HEG durch einen Punkt im andern Kreife und 
zugleich durch einen Punkt aufserhalb deflelben, z. B. 
durch I und H geht. — Das ift aber allemal der Fall, 
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wenn die Stimme ihrer Halbmefler AF, BI gröfser und 
zugleich der Unterfchied derlelben kleiner als die gra
de Linie zwilchen ihren Mittelpunkten AB ift. Denn 
wenn AF -p BI > AB und AF — BI oder was auf eins s a* 
herauskommt * AF — BH < AB ift 5 fo mufs er * Gr. a» 
ftens AF > AB — BI d. h. > AI, zweytens AF < 
AB -f- BH*, d. h. < AH feyn. Folglich ift I ein*E. a.y, 
Punkt innerhalb und H ein Punkt aufserhalb der Kreis
linie DEF, die mit dem Halbmefler AF um A befchrie- 
ben ift *, daher der Kreis HEIG die Kreislinie DEFG 
durchlchneiden mufs. Und zwar in einem Punkte E, 
der aufserhalb der graden Linie AB und ihrer Ver
längerung liegt, weil fonft dieHalbmefler BE, Bi, BH 
nicht gleich feyn könnten * '

Sind beydeKreife mit gleichem Halbmefler befchrie- 
ben, fo werden he fich folglich allemal fchneiden, 
wenn ihr Halbmefler gröfser als die Hälfte von AB ift.

Auch mufs jeder Kreis deflen Mittelpunkt auf ei
ner andern Kreislinie liegt, diefe durchfchneiden.

Zufatz. So oft zweyKreife fich in einem Punk
te wie E durchfchneiden, entfteht, wenn man die 
Halbmefler AE, BE zieht, zwifchen den beyden Mit
telpunkten A, B und dem Durchlchnittspunkte E ein 
Dreyeck ABE, welches gleichfertig ift*, wenn ihan bey-’^g rÿ, 
deKreife mit AB als Halbmefler befchrieben hat; blos 
gleichfchenklig, wenn die Länge der Halbmefler zwar 
gleich, aber von AB verfchieden ift; uvgleichfeitig, wenn 
die Halbmefler weder untereinander noch mit AB 
gleich lang find. Zwey Kreife durchfchneiden fich 
aber gcwifs in einem Punkte der aufserhalb der graden
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Linie zwifchen ihren Mittelpunkten liegt, wenn die 
Gröfse ihrer Halbmefler und die Entfernung ihrer Mit
telpunkte dert beyden unter ß) aufgeftellten Bedingun
gen entfprechen.

So ift aifo die Möglicbktit diefer drey verfchiednen 
Arten von Dreyecken, unabhängig von allen Lehr- 
fatzen des elften Buchs dargethan, und zugleich die 
Conßructiou des Dreyecks aus drey gegebnen Linien A, C 
feftgeftellt, als unmittelbare Folge der Kreisbefchrei- 
bung, durch die fie unter den angeführten Bedingun
gen, vor allen Lehrfätzen und Aufgaben diefes Syftems, 
begründet wird. Man befchreibe um die Endpunkte 
der einen diefer Linien A, mit den beyden andern, als 

» Fo. 3 Halbineffern, Kreife *. Wenn die gegebnen Linien den 
Bedingungen unter ß) entfprechen, (d. h. wenn A < 
B 4- C und > B — C ift) fo durchfchneiden fich die
fe Kreife in irgend einem Punkte aufserhalb der Linie 

* Fo. i« A, und die Halbmefler nach diefem Punkte gezogen ♦ 
bilden ein Dreyeck, welches, da alle Halbmefler ein- 

*E,2,K» ander gleich find*, aus den drey gegebnen Linien 
befteht. Dafs diefe Conftruction unmöglich wird, fo 
oft auch hur einer der beyden erwähnten Bedingungen 
nicht genüge gefchieht, .wird in Lehrfatz 17 bewie
sen werden.

Anmerkung. So wie die Conftruction des Dreyecks von 
den Sätzen über das Schneiden zweyer Kreife abhängt, fo fliefsen 
umgekehrt diefe Sätze aus jener Conftruction, und in diefer 
Abhängigkeit trägt fie unfer Verfaifer im zwölften Lehrfatz die
fes Buches vor. Allein mir fcheint cs nothwendig zu feyn, dafs 
fnan fie, fo weit es hier gefchehn ift, im Syftem vor der Con
ftruction der Dreyecke. aufftelle, da fie diefe Conftruction erft 
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begründen, und ich glaube hierin zum Vortheil des Syftems von 
unferm Verfafler abgewichen zu feyn. Schon ^au Swindon fand 
fich bewogen die angeführten Bedingungen, unter welche zwey 
Kreife fich fchneiden, unter den Grundfatzen der Geometrie auf- 
zuftellen (wiewohl die Ausfage feines fechften Grundfatzes man
gelhaft ift) und er bemerkt dabey, dafs wenn gleich Euklid die- 
fcn Satz nicht ausdrücklich als Axiom aufführt, er fich defleri 
doch bey feinen drey erftcn Sätzen ftillfchweigend bedient. Wolf, 
fagter, habe ihn bewiefen, allein der Satz fey Sonnenklar und 
deshalb ein-Axiom. Allein Sonnenklar ift er doch wahrlich nicht, 
und wird es höchftens erft dann, wenn man ihn, wie ich es hier 
verfocht habe, aus dem Merkmale des Schneidens der Linien 
ableitet, die man bisher mit Unrecht aufser Augen gelaßen hat.

Le Gendre übergeht den Beweis der Möglichkeit der Drcy- 
ecke ganz und gar, und lehrt die Conftrucrion derfelben aus 
drey gegebnen Linien erft in der gten Aufgabe, nachdem er 
fchon viele Eigenfchaften des Dreyecks dargethan hat. Ueberdem 
gründen fich feine Bewcife der erften Aufgaben allefammt darauf, 
dafs zwey Kreife unter den angeführten Bedingungen einander 
fchneiden. Diefe Behauptung fagt er aber nirgends ausdrücklich 
aus, weder als Grundfatz noch als Lehrfatz, fondern nimmt fie 
immer nur ftillfchweigend an. Sein Syftem ift folglich in die- 
fen beyden Rückfichten mangelhaft. Doch glaube ich durch die 
Einfchaltung diefer eilften Erklärung und der Sätze über das 
Schneiden, von welchen fie abhängt, und die fie begründet, in 
die Prinzipien der Geometrie, diefe Lücke ausgefüllt zu haben.

d. U,]

12.

Kreislinien berühren einander, wenn fie einen 49' 
Punkt I fo miteinander gemein haben, dafs die Thei
le, welche in der einen Kreislinie durch diefen Punkt 
abgefchnitten werden, beyde auf einerley Seite der 
andern Kreislinie liegen *; wenn mithin der eine "^E.n‘
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Kreis fich entweder ganz innerhalb, oder ganz, aufier- 
* *• halb des andern befindet *. Im erften Fall fagt man.

dafs fie fich innerlich, im zweyten dafs fie fich äußer» 
lieh berühren.

Eben fo berühren fich eine grade Linie und ein Kreis, 
wenn fie einen Punkt fo miteinander gemein haben, 
dafs die beyden durch dielen Punkt abgefchnittnen 
Stücke der graden Linie, zu einerley Seite der Kreis
linie , und zwar beyde aufserhalb derfelbcn liegen. 
Denn Linien innerhalb des Kreifes durchfchneiden die 

*E. ii.a Kreislinie *, können fie alfo nichts berühren. — Eine 
Fig. 47» grade den Kreis im Punkte F berührende Linie, z. B. 

LM .nennt man auch exneTangente des Kreifes im Punk
te F.]

[LEHRSATZ I.]

I ) Zwey Kreislinien, welche mit gleichem Halb- 
weßer bejchrieben find, decken fich, und ßhließen 
Kreisfeheiben von gleicher Große ein.

aj Sind umgekehrt zwey Kreisfeheiben gleich, 
fo decken fie fich, und haben gleiche Kreislinien und 
gleiche Halbineßer.

I. Sind die beyden Kreile ADBK und EGFL mit Fig. ji.
gleichen Halbmeflern befchrieben, und man legt den 
Mittelpunkt des einen auf den Mittelpunkt des andern, 
fo dafs die Krcife in einer Ebne bleiben, fo find alle 
Punkte in beyden Kreislinien gleich weit von den zil- 
fammenfallenden Mittelpunkten entfernt. Alfo ift dana
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kein Punkt in der einen Kreislinie aufserhalb der an
dern , beyde Kreislinien fallen folglich zulammen, 
und decken fich, mithinfind auch die Kreisfeheiben 
gleich»

2. Sind die beyden Kreisfeheiben gleich, fo lege 
man fie wiederum fo auf einander, dafs ihre Mittel
punkte zufammen fallen. Gefetzt nun die Kreislinien 
deckten fich nicht, fo müfsten fie , nach dem oben 
bewiefenen , einen verfchiedenen Halbmefler haben. 
Es fey alfo EO > AC. Dann liegen alle Punkte in der 
um O befchriebnen Kreislinie aufserhalb der Kreislinie 
ADBK *, diefe wird folglich von jener eingefchloflen, *E. 2.7. 
da denn die Kreisfeheibe ADBK nur ein Theil der 
Kreisfeheibe EGEL ift, ihr alfo nicht gleich feyn kann 
gegen die Vorausfetzung. Wenn alfo die Kreisfehei
ben gleich find, fo decken fie fich; und dann find auch 
die Kreislinien gleich, und mit gleichem Halbmefler 
befchrieben.

Folgerung 1. Nicht nur Gleichest und Ungleich* 
fajt zweyer Kreife, fondern auch die'Cowgrwewa derfelben 
hängt folglich lediglich von der Gleichheit oder Un
gleichheit ihrer Halbmefler ab. Euklid (B. HI. Erki. 1.) 
nimmt diefes als evident an.

Folgerung 2. Von zwey concentrifchen Kreislinien, » 
d. h. von Kreislinien die einerley Mittelpunkt C haben, Fig. 47.. 
fchliefst die, welche mit gröfserm Halbmefler CD > 
CG befchrieben ift, die kleinere völlig ein. Beyde 
haben keinen Punkt gemein, und alle Punkte in bey
den , die auf demfefben Halbmefler des groisern lie-
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gen, ftehn gleich weit (um den Unterfchied GD der 
Halbmefler) von einander ab.

Folgerung 3. Zwey Kreife, welche fich fchneiden 
oder berühren, können nicht einerley Mittelpunkt haben, 
( Euklid H. 5 und 6.) Denn in diefem Fall hätten fie 
nicht nur einerley Mittelpunkt, fondern auch einer
ley Halbmeffer, fielen alfo zusammen, und könnten 
fich weder fchneiden, n©ch berühren.

Anmerkung. Diefe für die Lehre vom Kreife fo wich- 
tio-en Lehrfatze fehlen hey Le Gendre und ich habe fie ungeach
tet ihres grofsen Nutzens noch in keinem Syftem der Geometrie 
bewiefen gefunden. d. U.

LEHRSATZ 2.

Fig. $2. Jeder Durchmejfer, z. B. AB, theilt die Kreis
feheibe und die Kreislinie in zwey fich deckende 
Theile.

Denn wenn man den einen der Kreistheile, wel
che der Durchmeffer AB abfehneidet, z. B, AEB auf 
den andern ADB liegt, fo dafs AB in beyden nach wie 
vor zufammenfallt ; fo mufs auch die krumme Linie 
AEB mit der krummen Linie ADB zufammenfallen, 
weil fonft in beyden Punkte vorhanden feyn würden, 
die ungleich weit vom Mittelpunkte C abhanden* re- _ * 5 o*

E’ *• gen den Begriff der Kreislinie *.

Folgerung. Alfo halbirt jeder Durhmeffer AB 
die Kreisfeheibe und die Kreislinie, oder theilt beyde 
in Hälften, IHalbkreifezu denen dieferDurchmeffer 

*EJ.U4 als Sehne gehört *. Eines folchen Halbkreifes Flächen
raum ift der Hälfte des Kreifes, und fein krummli-
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nigerUmfang der Hälfte der Kreislinie gleich» In fç> 
fern der Durchmefler eine Sehne ift, gehört er zu den 
Kreisabfchnitten; info fern aber der Durchmefler aus 
xwey Halbmefl’ern * befteht, zu den Kreisausichnitten. E3.U.4»

[LEHRSATZ 3.]
Wenn eine Kreislinie durch zwey Punkte A, B Fig» 

in zwey gleiche Bogen A DB, AEB, getheilt wird, 
fo iß die grade Linie AB, welche von einem diefer 
Punkte nach dein andern gezogen wird, ein Durch- 
mefer des Kreifes.

Denn gefetzt AB fey kein Durchmefler, fo ift ir
gend eine andere grade Linie z. B. AF der DmchmeC- 
fer, der durch den Punkt A geht. Dann find ADF? 
AEF vermöge des vorigen Lehrlatzes gleich. Aber 
ADF ift < ADB und AEF > AEB. Folglich müfste 
noch mehr ADB > AEB feyn , welches der Voraus- 
fetzung dafs ADB = AEB ift, widerfpricht. Allo ift 
es unmöglich dafs eine von AB verfchiedne grade Linie 
AF, mithin nothwendig dafs AB ein Durchmefler 
des Kreifes ift»

Amtterkung. Diefer Satz, der umgekehrte des vorigen, 
fehlt bey Le Gendre und in den übrigen Syftemen der Geometrie, 
obgleich er häufig gebraucht wird» d, U»

[LEHRSATZ 4.]
Jede Sehne ED liegt ganz innerhalb, ihre Per- Fig 47. 

tängerung ganz aufserhalb des Kreifes,
Denn zieht man nach den Endpunkten der Sehne 

die beyden Halbmefler CE, CD, fo müßen diele, weil
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fie gleich find, auf die Sehne ED fchief, und zwar in 
*1.16.2. g’12:c}ler Entfernung vom Perpendikel aufftehn *. Folg

lich ift jede grade Linie durch den Punkt C, die auf 
die Sehne zwilchen E und D aufftehet, B. CH klei
ner als CE, d. h kleiner als der Halbmefler ; hingegen, 
jede auf die Verlängerung der Sehne fchief aufftehende 

• grade Linie, wie CI grofser als CF, d. h. grofser als 
1 ^^’’’der Halbmefler *. Mithin ift jeder Punkt der Sehne

ED weniger, jeder Punkt in ihrer Verlängerung wei
ter, als um den Halbmeffer, vom Mittelpunkte ent
fernt, daher die Sehne ganz innerhalb, ihre Verlän- 

•E,2, 7gerung ganz aufserhalb der Kreislinie liegt *.
Folgerung. 1, Alfo durchfchneidet jede Sehne 

verlängert den Kreis.
Folgerung 2. Die beyden Kreisbogen, fo wie 

die beyden Kreisabfchnitte, die zu jeder Sehne gehö- 
^Gr, 8. ren, liefen zu entgegengefetzten Seiten .ihrer Sehne ♦.

So alfo auch zwey Halbkreife zu entgegengefetztçn. 
Seiten ihres Durchmeflers.

Anmerkung. Unter Verteilter übergeht diefen Lehrfatz 
mit Unrecht, den fchon Euklid, doch auf eine andere Art be
wies, d, U.

LEHRSATZ 5.

p. Jede Sehne die nicht durch den Mittelpunkt geht, 
iß kleiner als der Durchmejßr.

Denn wenn man aus den Endpunkten der Sehne 
AF die Halbmefler AC, FC zieht, fo entfteht ein 
Dreyeck, worin AF <C AC -j- CF, folglich kleiner

* E, s. als der Durchmeßet des Kreifes ift *.
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Folgerung. Alfo ift derDurchmeffer unter allen 
Sehnen und unter allen graden Linien, die fich in ei- -j, * 
nen Kreis einfehreiben lallen, die gröfste.

[Jede begränzte grade Linie , die durch einen 
Punkt im Kreife geht, und größer als der Durchmef- 
fer ift, mufs folglich die Kreislinie fchneiden.J

LEHRSATZ 6.

Eine grade Linie kann nicht mehr als zwey, 
Punkte mit einem Kreife gemein haben.

Denn gefetzt fie könnte mit dem Kreife dre/ 
Punkte gemein haben, fo müßten „diele drey Punkte 
vom Mittelpunkte des Kreifes gleich weit entfernt, 
feyn. Folglich gäbe es einen Punkt, von welchem 
fich nach einer graden Linie drey gleiche grade Linien 
ziehen liefen, welches unmöglich ift*; daher'kein 
Kreis mit einer graden Linie mehr als zwey Punkte 
gemein haben kann.

LEHRSATZ 7.

In einerley Kreife, oder in zwey gleichen Krei- 
fen, gehören zu gleichen Bogen , gleiche Sehnen, und ^Z' 
umgekehrt zu gleichen Sehnen, gleiche Bogen.

I. Denn wenn die Halbmefler AC, EO, folglich 
die mit ihnen befchriebnen Kreife AHBK, EGEL 
gleich find, fo decken fich die beyden Kreislinien *. r* 
Sind alfo AD, EG gleiche Bogen, io laffen fie fich fo 
aufeinander legen, dafs ihre Endpunkte E, A und 
G, D zufammenfallen, da denn die Sehnen EG, AD.



' 112 BUCH IL

als grade Linien zwifchen denfelben Endpunkten, 
• Gr. 6. gleichfalls zufammenfallen müffen *, alfo} gleich find.

2. Sind dagegen die Sehnen AD, EG gleich, und 
man zieht die Halbmeffer AC, DC, EO, GO, welche 
der Vorausfetzung nach insgefammt gleich find, fo 
muffen die Dreyecke ADC, EGO fich decken, folglich 
die Winkel C, O gleich feyn. Legt man alfo die fich 
deckenden Halbkreife AHB, EGF fo auf einander, dafs 
die Mittelpunkte, und die Punkte E und A, folglich 
die Halbmeffer AC , EO, mithin auch jene Dreyecke, 
und ihre Eckpunkte G und D zufammenfallen , fo 
decken fich die Bogen AD , EG, find alfo gleich.

Derfelbe Beweis gilt für verfchiedne Bogen und 
Sehnen eines Kreifes.

[Zufatz. Aus diefem Beweîfe erhellt zugleich:
I. Dafs in einerley Kreiße oder in zwey gleichen Krei- 

•E/faßen, zu gleichen Bogen gleiche Kreisausßchnitte ACD, 
EOG , gehören * und umgekehrt.

2. Dafs in ihnen zu gleichen Sehnen AD, EG (folg., 
lieh auch zu gleichen Bogen) gleiche Winkel am Mittel- 
f unkte O,C, und umgekehrt zu gleichen Winkeln am 
Mittelpunkte gleiche Sehnen und gleiche Bogen gehö. 
ren indem wegen Gleichheit der Halbmeffer, fo bald 
eins jener Stücke gleich ift, die Dreyecke ADC, EGO, 
einander decken.

2. Dafs zwey Durchmeffer wie AB, DE, welche fige J2» e
auf einander fenkrecht ftehn, die Kreislinie fowohi 
als die Kreisfeheibe in vier gleiche Theile, folglich in

• E. 3. Quadranten* zerfchneiden. Denn fie bilden vier rechte, 
folg-
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folglich gleiche Winkel am Mittelpunkte. — Jeder 
Winkel am Mittelpunkte ACD , der ein rechter 
■Winkel ift, umfpannt folglich einen Quadranten des 
Kreifes. J

LEHRSATZ g.

So lange von Bogen die insgefammt kleiner als Fig- 5* 
der Halbkreis find die Rede ift, gehört in einerley 
Kreis oder in gleichen Kreifen, zum grojsern Bogen 
eine grofsere Sehne, [ehi grofserer Winkel am Mittel, 
punkte und ein grofserer Kreisabfchnitt und wwj- 
gekehrt.

Denn ift der Bogen AIH > AID, fo fchliefst der 
Winkel am Mittelpunkte ACH den Winkel am Mittel
punkte ACD ein , ift alfo gröfser als diefer ♦. Da *LE120 
nun diefe Winkel beyde von Halbmeflern , alfo von 
gleichen Schenkeln eingefchlofTen werden, fo ift in den 
Dreyecken ACH, ACD die dritte Seite AH > AD.**i. 
Folglich gehört zum gröfsern Bogen, der grofsere Win
kel am Mittelpunkte , und die grofsere Sehne.

Ift umgekehrt die Sehne AH > AD fo folgt eben 
fo dafs der Winkel ACH den Winkel ACD einfchliefst, 
alfo der Bogen AIH > AID ift. Und ift der Win> 
kel ACH gröfser .als ACD fo muls, -weil beyde von 
gleichen Seiten eingefchloflen werden, der grofsere 
eine grölsere Sehne, mithin auch einen gröfsern Bogen 
umfpannen,

Anmerkung. Da den gröfsern unter zwey Bogen AID, 
AIH zum ganzen Kreife ein kleinerer Bogen AKBH <; AKBD er» 
gänzt; fo gilt für die ^fser nh der HAitkrÿi Jind, gNde

H
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das Gegentheil. Gröfsere Bogen haben kleinere Sehnen und 
umgekehrt, [Was aber die Winkel betrifft, fo gilt für fie der 
Satz allgemein, wenn man hineingehende Winkel (angles ren- 

*1, E.16. trants) * mit in die geometrifche Betrachtung aufnimmt, da denn 
zu Bogen gröfser als der Halbkreis, Winkel grösser als zvcey 
Rechte gehören. Von folchen Winkeln haben die gröfsern klei
nere Ergänzungen zu vier Rechten ]

LEHRSATZ 9.

Tm. 53. E™ HalbmeJJer, welcher fenkrecht au/ eine Seh
ne fleht, theilt die Sehne und ihren Bogen beyde in 
zwey gleiche Theile.

Es fey CD fenkrecht auf die Sehne AB, fo Behn 
die Halbmeffer CA, CB, welche man nach den End
punkten der Sehne zieht, auf die Sehne fchief auf, 
müffen fie alfo, da fie gleich find, in gleicher Entfer- 

*1.16.2. nung vom Perpendikel durchfchneiden *, fo dafs AD 
= DB ift.

Ift nun der Halbmeffer CG ein Perpendikel, wel
ches in der Mitte der Sehne AB auffteht ; fo find alle 
Punkte defielben von den Endpunkten A, B der Seh- 

* I. 17. ne gleich weit entfeint *, alfo auch die Punkte G uqd 
H, fo dafs AG — GB, AH = HB ift, Zu diefen Li
nien, als gleichen Sehnen, gehören gleiche Bogen 

• AG, GB und AH, HB *; mithin werden auch die zur 
Sehne AB gehörige Bogen AGB undAHB, beyde vom 

*Au.ç,i. Halbmeffer CD halbirt *.
Folgerung 1. Der Mittelpunkt C des Kneifes, und 

die beyden Punkte D in der Mitte einer Sehne und G in der 
Mitte des dazu gehörigen Kreisbogens , liegen alfo immer 
in grader Linie, und zwar in einem Perpendikel auf die 
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Sehne. Fine grade Linie die durch zwey diefer Punkte 
geht, mufs alfo nothwendig auch durch den dritten 
gehn , und ein Perpendikel auf die Sehne feyn *. *

Folgerung 2. Umgekehrt mufs ein Perpendikel 
welches auf die Sehne in ihrer \ Mitte errichtet iß, durch 
den Mittelpunkt gehn, indem durch einen Punkt nur 
ein einziges Perpendikel auf eine grade Linie mög
lich ift *. * I« if.

[Fp Ige r ung 3, Zwey'ßehnen AB, DE deren kei- 79. 
ne ein DurckmefJ'er iß, durchfchneiden ßcb nicht unter rech
te Winkel, and balbiren ßcb nicht.

Denn ift keine von beyden ein DurchmefTer, fo 
liegt der Mittelpunkt C des Kreiies außerhalb beyderî 
folglich auch die grade Linie CO vom Mittelpunkte 
nac|i dem Durchfchnittspunkte O beyderSehnen. Ge
fetzt nun lie durchfchnitten fich im Punkte O recht
winklig, fo ftünden in diefem Punkte zwey verfchiede- 
ne grade Linien DO, CO auf die dritte AB fenkrecht, 
welches unmöglich jft. Gefetzt beyde Sehnen halbir- 
ten fich im Punkte JO , fo ftünde CO auf beyden in ih
rer Mtite, alfo fenkrecht, auf, folglich AO, DO bey
de im Punkte O auf CO fenkrecht, welches gleichfalls 
unmöglich ift. ]

folger a n g 4. Auf jeder graden Linie PQ^, weL 
cbe zweyj concentrifche Kreiße durchfchneidet, werden zwi
schen den Kreislinien zwey gleiche Stücke PR, OS abge- 
fcbnitten.

Für DurchmefTer ift dielerSatz fchon oben bewie- 
fen *. Geht die Linie PQ nicht durch den Mittel-*1'^3’

H 2

À
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punkt, fo falle man aus diefem auf ihr ein Perpendi
kel CV. Diefes halbirt fowohl die ganze Linie PQ, 
als auch das Stück RS, welches im kleinern Kreife 
liegt, als Sehnen beyder Kreife, daher VP — VR = 
VQ_ VS, folglich PR, QS gleich feyn müßen.]

LEHRSA TZ IO.

Fig. 54’ Durch drey gegebne Punkte A, B, C, welche 
nicht in grader Linie liegen, lafst fichftets eine Kreis
linie, und zwar nur eine ‘einzige Kreislinie ziehn.

Verbinde die gegebnen Punkte durch die graden 
Linien AB, BC, halbire diefe, und errichte auf ih- 
'rer Mitte die fenkrechten Linien DH, FG, fo müßen

•I.E.ij.

diefe fich in irgend einem Punkte O durchfchneiden* 
Denn gefetzt fie durchfchnitten fich nicht, fo wären 
fie parallel *, folglich Runde die Linie AD, welche 
auf DO fenkrecht ift, gehörig verlängert auf beyde 

. fenkrecht*. Nun aber fällt die Verlängerung der Li
nie AB mit BC nicht zufammen, weil die drey Punk
te A , B » C nach der Vorausfetzung .nicht in grader
Linie liegen. Alfo gäbe es vorn Punkte B zwey ver- 
fchiedne Perpendikel BE, BF auf diefelbe grade Linie 

* L 15. OF, welches unmöglich ift *. Die Perpendikel DH, 
FG müßen fich alfo nothwendig in irgend einem Punk- 
té Ö durchfchneiden.

Diefer Punkt fteht gleich weit von den Endpunk' 
ten fowohl der Sehne AB, als auch der Sehne BC ab, 
weil er in den Perpendikeln liegt, die auf der Mitte 
dieferSehnen errichtet find. Allo find-OA, OB, OC 
gleich, und eine mit dem Halbmefter OB um den
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Punkt O befchriebne Kreislinie, mufs durch die dreÿ - . 
gegebnen Punkte A, B, C gehn*. Es ift alfo alle. *E’2'7 
mal möglich durch drey Punkte, welche nicht in gra
der Linie liegen , einen Kreis zu befchreiben *, *Au. 13.

Durch drey Punkte läfst lieh aber auch nur eine ein.
ZfSe Kreislinie befchreiben. Denn gefetzt es wäre durch 
die drey Punkte A, B, C noch eine zweyte, von der 
elften verfchiedne Kreislinie möglich, fo müße auch 
der Mittelpunkt diefer fowohl im Perpendikel DH als 
auch im Perpendikel FG, die in der Mitte der Sehnen 
aufftehn, liegen *, beyde Perpendikel würden fich al- • 9.f. 2. 
fo in zwey verfchiednen Punkten durchfchneiden *,\lf 
welches unmöglich ift \ *Gr6f*

Folgerung r. Alfo können zivey verfchiedne Kreis
linien nicht mehr als zwey Punkte mit einander gemein ha
ken. Denn waren ihnen drey Punkte gemein, fo hät
ten fie einerley Mittelpunkt , waren alfo einerley 
Kreis, nicht zwey verfchiedne Kreife *. • 1. f 1

[Folgerung 2. Durch die drey Winkelpunkte je
des Dreyecks läfs“ fich ein Kreis befchreiben, worin 
jede der Seiten eine Sehnen wird. Da nun die Perpen
dikel, auf die Mitte diefer Sehne, alle drey durch den 
Mittelpunkt gehn, fo erhellt hieraus eine artigeEigen- 
fchaft der Dreyecke, dafs nemlicb Perpendikel auf die 
Mitte der Seiten eines Dreyecks errichtet, fich fiets alle 
drey in einem Punkte durchfchneiden , und zwar im Mit
telpunkte eines Kreifes, welcher dem Dreyeck um
fehrieben ift.]
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LEHRSATZ IT»

Tig» 55- I ) Gleiche Sehnen find vom Mittelpunkte gleich 
weit entfernt, [und umgekehrt find alle Sehnen, die 
gleich weit vom Mitttelpunkte abftehn, gleich^

2) Von zwey ungleichen Sehnen iß die Kleinere 
weiter als die Größere vom Mittelpunkte entfernt.

I. Es mögen die Seimen AB, DE gleich feyn, fo 
ziehe man auf fie aus dem Mittelpunkt die fenkrechten 
Linien CF, CG und die Halbmefier CA, CD. Die 
fo entfliehenden rechtwinkligen Dreyecke ACF, DCG 
decken einander, weil ihre Hypotenufen CA, CD als 
Halbmefier, und eine ihrer Katheten AF, DG als die 

* !• 19- Hälften gleicher Sehnen gleich find ♦. Alfo find auch 
die dritten Seiten CF, CG, d. h. die Entfernung der 

 Zehnen vom Mittelpunkte * gleich. Ift umgekehrt diefe 
Entfernung für zwey Sehnen AB, DE gleich, fo muf
fen aus denfelben Gründen die halben Sehnen AF, DG, 
mithin auch die Sehnen felbft gleich feyn.

I.16.fr

2. Ift hingegen die Sehne AH >DE , fo ift auch 
* 3. der Bogen ANH S> DME ♦, daher es auf ihm einen 

Punkt B geben mufs, für welchen ANB — DME ift 
Zieht man die Sehne AB , und fällt auf fie das Perpen
dikel CF, Io wie auf AH das Perpendikel CI, fo ift 
offenbar CF > CO [indem AH mithin auch O zwilchen 
den Punkten C, F liegt] und wiederum CO > CI als 
Hypotenufe im rechtwinkligen Dreyeck COI ; alfo 
noch viel mehr CF > CI. Nun aber gehören die Seh
nen AB, DE der Conftruction nach zu gleichen Bo- 

« 7. gen, find alfo gleich*, und ftehn folglich gleich weit 

I.16.fr
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vom Mittelpunkte ab, fo dafs CF = CG ift. Folglich 
mufs auch CG > CI feyn, alfo die kleinere Sehne 
DE weiter als die gröfsere AH vom Mittelpunkte' 
abftehn.

Zufatz. Alfo mufs auch von ZweySehnen, wel
che ungleich weit vom Mittelpunkte entfernt lind, die
jenige die kleinere feyn, welche weiter vom Mittel
punkte abfteht.

Lehrsatz 12.

Jede grade Linie welche auf einem Ilalbmejjtr 56 

in defjen Endpunkte fenkrecht ficht berührt den 
Kreis ;

und durch jeden Punkt der Kreislinie iß mir 
eine einzige Tangente möglich.

I. Ift die grade Linie BD auf den Halbmefler CA 
in deffen Endpunkte A fenkrecht, fo fteht jede andre 
grade Linie z. B. CK. die durch den Mittelpunkt geht, 
auf BD fchief auf*, mufs alfo gröfser als das Perpen- » 1, 
dikel CA feyn *. Folglich liegt der Durchfchnitts- *1.16.3. 
punkt derfelben mit BD weiter als um den Halbmefler 
vom Mittelpunkte ab , d h. aufserhalb des Kreifes *. » p. 2> 
Und allo liegt auch die ganze Linie BD aufserhalb des 
Kreifes. Sie berührt mithin die Kreislinie im Punkte 
A, welchen lie mit ihr gemein hat *, und ift eine 
Tangente des Kreifes im Punkte A.

2. Gefetzt nun es gäbe aufser diefer Tangente BD 
noch eine zweyte grade Linie, EF, welche die Kreis
linie im Punkte A berührte , fo könnte diefe nicht 
fenkrecht auf dem Halbmefler CA feyn *. Der Halb- * 1,
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mefler BA würde alfo auf ihr fchief aufftehn , und 
folglich mülle das Perpendikel aus dem Mittelpunkte 

I.iß.i. au£ diefe Linie, kleiner als CA feyn *. Diefe zweyte
• E. 2. Linie EF glenge alfo durch einen Punkt iw Kreife 
w,E. ii, mufs alfo nothwendig den Kreis durchfchnciden *, und

‘kann ihn nicht berühren. Daher ift aufser der Linie 
BD, welche fenkrecht auf dem HalbmelTer in feinem 
Endpunkte auffteht, keine andre grade den Kreis berüh
rende Linie durch den Punkt A möglich.

[Folgerung .1 Folglich muß 1) eine grade Linie 
Cz4, welche durch den Mittelpunkt des Kreifes nach dent 
Berührungspunkte A gezogen wird^flets fenkrecht auf die Tan
gente ßehn; und2)«we grade Linie welche fenkrecht auf die 
Tangente im Berührungspunkte errichtet wird , fett 
durch den Mittelpunk des Kreifes gehn. Denn keine andre 
grade Linie beruht den Kreis, als die, welche auf 
dem Radius in deffen Endpunkte fenkrecht fleht» 
und durch einen Punkt einer graden Linie ift nur 
ein einziges Perpendikel möglich.]

[Folgerung 2. Zwey Tangenten, welche durch die 
Endpunkte eines Darchmeßers gezogen werden, laufen paraK 
lei \ denn fie ftehn beyde auf dem Durchmefier fenk-

• I sr. *ecl1(: *»
Sind umgekehrt zwey Tangenten eines Kreifes parallel, 

fo iß die grade Linie durch die Berührungspunkte ßets ein 
Durchmefer. Denn ein Durchmefier nach dem einen 
Berührungspunkte gezogen, fleht auf der einen Tan
gente, folglich auch auf der mit ihr parallelen Tan. 
gente fenkrecht *, mufs alfo auch durch den zweyten 
Berührungspunkt gehn.
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Mit einer Sehnet welche kein Durcbmefier iß, machen 
die Tangenten durch ihre Endpunkte fpitze objeben gleiche 
Winkeln und zwar mit den kleinern Sehnen fpitzere ; 
Winkel. Denn die Haibmefler durch ihre Endpunkte 
ftehn unter gleichen, und zwar auf den kleineren Seh. 
nen unter grösseren Winkeln auf.

Durchfehneiden fich umgekehrt zwey Tangenten fo ift 
die grade Linie durch ihre Berührungspunkte eine Seh
ne, die kleiner als der Durchmefler ift.J T UÏ

[Folgerung 3. Eine grade LinieIK,-welche den pjg. 
Innern zweyer concentrifcben Kreife berührt, wird durch 
den Berührungspunkt II halbirt. Denn he ift Sehne 
des grössern Kreifes und CH fteht auf ihr als einer 
Tangente am kleinern fenkrecht *.] *

[Fo Ige rung. 4» Jede grade Linie welche einen Kreis 
durchfebneidet, mufs ihn in zwey Punkten durchfchneiden^ 
Denn durchfchneidet EF den Kreis im Punkte A, und 
man zieht den Haibmefler CA, fo fteht diefer auf he 
fchief auf, nicht fenkrecht, (denn fonft würde EF die 
Kreislinie nach dem eben geführten Beweife nicht 
durchfchneiden) . Folglich»giebt es eine zweyte auf 
EF fchiefaufftehende Linie CG welche der CA, das ift dem 
Ilalbmeffer, gleich ift, alfo einen zweyten Punkt G, 
welcher der graden Linie EF und der Kreislinie gemein 
ift , das heifst, einen zweyten Durchfchnittspunkt» 
Dafs es keinen dritten geben könne (lagt Lehrfatz 6.]

[Zufatz. So oft alfo eine grade Linie EF einen Fig, 58, 
Kreis durchfchneidet, wird ein Stück ven ihr AG ei-
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ne Sehne des Kreifes, und diefes liegt ganz innerhalb 
* 4» der Kreislinie ♦. Dagegen liegt die Tangente AD 

ganz anfserbalb der Kreislinie. Folglich mufs ftets 
zwilchen beyden ein Bogen AHG liegen, fo dafs er von 
AD und AG eingefchloffen wird. Gefetzt alfo man 
wollte lieh nach Analogie gradeliniger Winkel hier ei
nen krummlinigen Winkel GHAD vorftellen, fo würde 
diefer ftets von dem gradelinigen GAD eingefchloffen, 

*I.P. 12. müfte aifo kleiner als diefer feyn *. Nun aber kann der 
gradélinige GAD kleiner gedacht werden, als jeder an
gebliche Winkel ; und fo klein er auch gedacht wird, 
fo durchfchneidet AF, weil es nur eine Tangente (AD) 
giebt, allemal den Kreis, wäre alfo immer der krumm
linige noch kleinere Winkel GHAD vorhanden. 
Folglich müfte diefer Winkel kleiner als jeder angeb
liche feyn, könnte alfo gar keine Grofse haben, müfte 
alfo gleich o feyn.

Folglich machen im Berührungspunkte der Kreis und 
die Tangente gar keinen Winkel, beyde fallen zufammen, 
und will man hier doch von einem fogenannten Berüh- 
rungswinkel GHAD fprechen , fo ift diefer gleich o» 
d. h. er hat gar keine Gröfse, ift gar nicht vorhanden»

Fig- 57- Hierauf beruht die Vorftellung krummliniger Win
kel. Denn da im Berührungspunkte Tangente und 
Kreis zufammenfallen, keinen W’inkel mit einander 
machen, fo mufs auch .ein Kreisbogen AH mit irgend 
einer graden Linie AB denfelben Winkel als feine Tan
gente IAK machen, und eben fo zwey Kreisbogen AH, 
AL mit einander denfelben Winkel als ihre Tangen- 
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ten im Punkte A, AI, AB. Und diefe Begriffe laßen 
fich in der hohem Geometrie auch auf alle andere 
krumme Linien übertragen»

Mithin fleht insbefondere jeder Halbmefler auf der 
Kreislinie feniuecht ; denn er macht mit der Tangente 
im Berührungspunkte rechte Winkel. — Jede Sehne, 
■welche kein Durchmeffer ift, macht dagegen in ihrem 
Endpunkte mit der Kreislinie ungleiche Winkel. — End-. 
lich flehn zwey cowentrifche Kreife überall gleich weit von 
einander ab. Denn da die Halbmeffer auf beyden fenk. 
recht ftehn, fo geben die abgefchnittnen Stücke der 
Halbmefler den Abftand beyder von einander an *> Iiö.f® 
und diefe Stücke find überall gleich *J *i. f. 2.

[Anmerkung 1. Ein Winkel ift die Lage zweyer grader
Linien gegen einander *. K. r u m m 1 i n i g e Winkel denken zu *I'E. 12. 
wollen, wäre alfo ungereimt, wenn nicht im Berührungspunkte 
die Tangente und die krumme Linie zufammenfielen, alfo krumm
linige Winkel fich durch den Winkel der Tangenten im Berüh
rungspunkte denken liefsen» So mufs man daher, dielen Begriff 
erklären.

Nur eine grade Linie hat in allen ihren Theilen gegen eine Fig# 
andre einerley Lage, und alfo läfst fich nur bey ihr aus der Lage 
eines Stücks GF auf die Lage .der Linie bey A fehiiefsen. Eine 
krumme Linie hat in allen nochfo kleinen Theilen eine verfchiede- 
ne Lage gegen eine grade Linie AB. Man kann alfo aus der 
Lage der Theile FI, I nicht wie bey graden Linien auf die Lage 
der Theile im Punkte A fehiiefsen. Man fleht daher auf welchen 
Mifsverftand folgende Einwendung gegen das hier Vorgetragne 
beruht. „Gefetzt HA , LA wären zwey Bogen die beyde die gra
de Linie AD im Punkte A berührten * , fo müften die Winkel ♦ I2a 
HAD, IAD beyde o, alfo beyde gleich feyn.< Nun aber fchlieft 
der Winkel IAD den Winkel HAD ein; alfo mufs er gröfser 
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als HAD feyn, welches dem vorigen widerfpricht. Alfo kann 
der Berührungswinkel nicht gleich null feyn.” Aber dieSchlufs“ 
folge, alfo mufs er gröfser als HAD feyn, ift falfch. Sie gilt dem 
angeführten nach nur für gradelinige Winkel, keinesweges für 
die Lage krummer Linien , auf deren Lage im Punkte A wir hus 
der Lage in H und I nicht io unmittelbar fchliefsen können. Da
raus dafs der Bogen AI den Bogen AH einfchlieft läfst fich ein
zig und allein das folgern, dafs der einfchliefsende Bogen fchnèl- 
1er von der Tangente, als der eingefch’ofsne abweicht, dafs er 
mithin krummer oder convexer, der Bogen AH dagegen flacher 
oder weniger gebogen ift, und mehr nichts.

Und doch haben gefchickte Mathematiker fich jenen Trug- 
fchlufs nicht nur zu Schulden kommen laflen, fondera fogar mit 
Hitze als Wahrheit vertheidigt. (Man fehe Clavius und Taquet* 
Ausgaben Euklids B. S. 16 befonders die elftere, wo diefe 
Materie auf 20 klein gedrukten Octavfeiten mit den Gründen 
dafür und dawider ausgeführt wird ; auch Clavius Werk de tri
angulis planis et fphaericis und in Wallis Opera Mathematica Tom. 
II, p. 6oj die Abhandlung de angulo contactus et femicirculi. ) 
Ueberhaupt gehört diefe an fich nicht fehr fchwierige Materie 
zu den am mehrften mifsyerftandnen in der reinen Mathematik. 
Selblt van Swinden geräth hier in die irrige Meynung: „wenn 
man behaupte der krummlinige Winkel GHAD fey kleiner als 
der gradelinige GAD, fo ftclle man keine Vergleichung zwifchen 
den blofsen Neigungen (Lagen) diefer Linien an , fondent zwi
fchen dem Raume den diefe Winkel einfchliefsen , und verweilt 
deshalb auf Vietae Opera p. 352. Das wäre aber doch fürwahr 
eine Sonderbarkeit der erften Gröfse, wenn man an Flächenräu- 
me dächte und von Winkeln fpräche, und etwas das mit der ge
rühmten Genauigkeit der Geometer gar fehr im Widerfpruch 
ftände.

Man fieht hier abermals eine Probe, wie es in der Geometrie, 
da wo es auf Lage ankömmt, noch manches aus einer forgfältiger 
entwickelten Theorie der Lage, zu berichtigen und zu ergänzen 
giebt. Le Gendre hat diele Materie vom Berührungswinkel, die 
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fchon Euklid richtig vorträgt, fehr mit Unrecht ausg'elaffen ; fo 
auch Thomas Simpfon. Hielten fie fie etwa noch für ftreitig,oder 
für zu fchwierig, Für beydes erkennt fie nicht

d. U.

Anmerkung 2« Die berührende Linie ift die Grünte 
für alle fchneidende Linien, welche auf dem Durchmefler, der 
durch den Bcrührnngspnnkt geht, fenkrécht ftehn, Denn die Ley
den Dnrchfchnittspunkte diefer Linien mit dem Kreife, ftehn 
gleich weit vom Durchmefler ab, und nähern fich immer mehr, 
wenn die durchfchneidende Linie fich weiter vom Mittelpunkte 
entfernt. Rückt fie endlich um denHalbmefler vom Mittelpunkte 
ab, fo fallen beyde dnrchfchnittspunkte in den einen Berüh
rungspunkt zufammen , und zwar in dem Durchmefler > 
daher die Tangente mit in die Reihe diefer fchneidenden Linien 
als letzte aufzunehmen ift ; als Gränze der diefe fich ohne Ende; 
fort näheren, ohne fie doch je zu erreichen, fo lange fie fchnei
dende Linien bleiben. Mann kann fich daher die berührende 
nie als eine fchneidende denken, für welche die beyden Durch- 
febnittspunkte mit einander und mit dem Durchmejfer zufammen- 
fallen, und unter diefer Fiction, in der ein Widerfpruch liegt, 
der fich jedoch felbft aufhebt, gelten von ihr alle Sätze der fchnei
denden Linien, in fo fern fie mitteift dieferFiction gehörig mo
difient werden. Auch gründen fich auf diefe Fiction die elften 
Methoden an allen krummen Linien Tangenten zu ziehn, derglei
chen Fermat, Hadden u, a. erdacht haben. — An einem gegeb
nen Kreife Tangenten verfchiednen Bedingungen gemäls, oder 
umgekehrt zu einer gegebnen Tangente einen Kreis zu befchrei- 
ben, lehren Aufg. 14 und 13, d, U.

LEHRSATZ 13.

Wenn zwey Parallellinien NB, DE, beyde den Mg. S9*
Kreis durchjchneiden, fo find die Kreisbogen MN, PQ 
welche zwifchen ihnen liegen gleich.
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[Die Stücke MP, NQ der beyden Parallellinien * 
welche innerhalb der Kreislinie fallen, findSehnen des 
Kreifes]. Ein Perpendikel CH aus dem Mittelpunkt 
auf die eine diefer Sehnen gefällt, fleht auch auf die 
an^re parallel Sehne lenkrecht * , halbirt allo

• beyde Sehnen , und beyde zu dielen Sehnen gehörige 
* 9- Bogen MHP, NHQ *. Folglich ift MH = HP und 

*Gr' 2- NH = HQ, allo auch MH — NH = HP — HQ ♦, 
das heilt MN = PQ.

Fig. 60. Zu Fatz I. Auch wenn eine Tangente DE mit einer 
Sehne MP parallel läuft, find die Bogen zwifchen der Sehne 
und dem Berührungspunkte H gleich. Denn alsdann fleht 

•i2.f. i. der Halbmeffer CH auf die berührende Linie lenkrecht*'» 
•1.2$ Ei- folglich'auch auf die ihr parallellaufende Sehne MP*j 

halbirt alfo diefe Sehne, mithin auch ihren Bogen, fo 
* 9. dais MH — HP wird *

fig, ji. ’ [Zufatz II. Auch in gleichen Greifen fchncidet 
eine Linie M0_, welche mit der graden Linie durch die Mit
telpunkte CO parallel läuft t mit diefer Linie gleiche Bo
gen ah.

Denn wegen des Parallelismus mit CO fleht die 
Linie MQ von allen Punkten in CO, alfo auch von 
beyden Mittelpunkten gleich weit ab. Die Sehnen 
MN, PQ, welche beydeKreislinien von MQ abfehnei- 

• IU den hnd alfo gleich *, mithin find erfens die zu die
fen Sehnen gehörige Bogen MKN, PLQ gleich, fo 
wie ihre Unterschiede von den gleichen Halbkreifen, 
d. h. die Bogen AM + BN — EP4- FQ, und folglich 
auch AM = BN = EP = FQ, indem die Crflern und 
die letztem, als Bogen zwifchen parallelen Sehnen ei' 

» 15> nes Kreifes, gleich find *.
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Zweitens find auch die Hälften der gleichen Seh
nen MN, PQ, welche die Perpendikel aus den Mit
telpunkten CK, CS auf ihnen abfchneiden, gleich, MR 
= RN = PS = SQ. Nun aber ift RS = CO *, folg- * L 
lieh find auch MP und NQ beyde gleich CO. Mithin 
fchneiden die ähnlich liegenden Theile beyder Kreislinien, von 
allen vraden Linien, die mit der Litiie durch ihre. Mittet- 
punkte parallel laufen y gleiche (Theile ab. Umgekehrt ift 
alfo der geometrifche Ort des Endpunkts P einer gegeb
nen graden Linie MP , welche in gegebner Lage, 
(t. B. parallel mit AF) mit ihrem andern Endpunkt M 
auf einer gegebnen Kreislinie ADBK auffteht, eine 
gleiche Kreislinie EGEL, deren Mittelpunkt O, von 
C um gegebne Linien MP, in der gegebnen Lage, 
abfteht*. *00,34

Anmerkung, Diefer Zufetz ift im wefendichen Satz 21. I’ 
im erften Buch von Apoll, ebnen Oertern, wird dort aber anders 
ausgedrückt und bewiefen. Der berühmte Fermat foil der Ur
heber deffelben feyn, ]

v 
[LEHRSATZ T^.]

Sind umgekehrt zwey Bogen MN, PQ eines Fig. 59. 
Kreifes gleich, foßnd 1 ) die Sehnen, [welche durch 
die übereinßimmenden Endpunkte beyder gehn, MP, 
NQ, parallel. — 2) Die Sehnen welche durch die 
verkehrt liegenden Endpunkte beyder gezogen' find, 
MQ, NP, durchfchneiden ßch fo, dafs die ähnlich lie
genden Theile in beyden gleich ßnd. — 3 ) Auch 
wenn die Sehnen der beyden gleichen Bogen MN, PQ 
Jelbß, ßch aufserhalb des Kreifes fchneiden, fo ßnd die
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abgefchnittnen Stücke in der Verlängerung beyder 
gleich.

I. Halbire den Bogen NQ durch den Halbmefler 
CH; fo wird durch diefen Halbmefler auch die Sehne 

* 9« NQ *, ferner, weilMN, PQ gleiche Bogen find, auch 
der Bogen MHP und die Sehne MP diefes Bogens hal- 
birt. Folglich flehn die Sehnen MP, NQ, welche 
durch die übereinftimmenden ^Endpunkte der beyden 
gleichen Bogen gehn, beyde auf die grade Linie CH 

* I. ar. fenkrecht; fie find alfo parallel *.
2. Die Sehnen MQ, NP, müffen, weil fie die 

verkehrt Hegenden Endpunkte der beyden gleichen 
Bogen verbinden, fich nothwendig in irgend einem 

»Gr. S. PunkteIdurchfchneiden *. Ueberdem find fie gleich, 
• ç weil fie zu gleichen Bogen MHQ, NHP gehören*. Da 

nun auch die Sehnen MN, PQ gleich find,fo decken fich 
• I. ii. die Dreyecke MPQ, PMN *, und die Winkel bey M 

und P find gleich. Das Dreyeck IMP ift daher gleich
fchenklig *, und IM — IP, folglich auch, da die 

’ L ganzen Sehnen MQ, NP gleich find, IN =IQ.
Durchfehneiden fich die beyden Sehnen der 

Gleichen Bogen MN, PQ in irgend einem Punkte O 
aufserhalb ! des Kreifes, fo ift das dadurch entftehende 
Dreyeck NOQ gleichfchenklig , mithin NO = QO. 
Denn aus dem, was unter 2 bewiefen ift, folgt, dafs 
die Winkel IMN, IPQ, folglich auch, wegen des 
parallelismus der Sehnen PM und QN , die Winkel 

, QNO und NQO gleich find ♦.
Folgerung Weil in dem unter 2 betrachte

ten Fall, das Dreyeck MIP gleichfchenklig ift, fo liegt 
die
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die Spitze deflelben in dem Halbmefler CH, welcher 
auf der Grundlinie MP in ihrer Mitte fenkrecht fleht*. 
Folglich liegt der Durehfchnittspunkt I der beyden Sehnen 
M()~NP flets in dem Halbmefler, der die Bogen MHPy 
NHÇf halbirt. — Umgekehrt geht die grade Linie, 
welche durch die Punkte H und I gezogen wird, flets 
durch den Mittelpunkt des Kreifes *. — Endlich * Gr. 6. 
fchneiden zwey Sehnen, welche durch einen Punkt I 
eines .Halbmeflers unter gleichen Winkeln gegen den- 
felbcn gezogen werden, gleiche Kreisbogen ab.

Folgerung 2. Weil eben fo in dem unter 3 
betrachteten Fall das Dreyeck MPO ghichfchenklig 
ift, fo liegt die Spitze deflelben O, in der Verlänge
rung des Halbmeflers CH, welcher auf der Grundlinie 
in der Mitte auffteht. — Umgekehrt mufs alfo eine 
grade Linie welche den Winkel C am Durchfchnïtts. 
punkte halbirt, durch die Mitte der Sehnen MP und 
NQ und durch den Mittelpunkt des Kreifes gehn; 
und grade Linien, welche unter gleichen Winkeln ge
gen die Verlängerung eines Halbmeflers durch einen 
Punkt deflelben gezogen werden, und den Kreis durch- 
fchneiden, fchneiden in ihm gleiche Bogen ab.

Zufatz I. Diefe Sätze laflen fich auch auf Tan- Fio. 
genten übertragen. Nimmt man auf beyden Seiten des 
Berührungspunktes H gleiche Bogen HM, HP, fo läuft 
die Sehne durch ihre Endpunkte, MP, mit der Tangente DE 
parallel. Denn zieht man nach dem Berührungspunkte 
den Halbmefler CH, fb halbirt diefer den Bogen MHP, 
mithin auch die Sehne MP *, fleht alfo auf ihr, fo wie ,

I
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auf der Tangente fenkrecht *, undSeline undTangen^ 
te laufen alfo parallel.

Tangenten durch die beyden Punkte M und P gezogen { 
*12X2. machen mit der Sehne MP gleiche Winkel *, bilden 

alfo, wenn lie lieh iir einem Punkte O durchfchnei- 
den, ein gleichfchenkliges Dreyeck. Daher find die 
abgejchnittnen Stücke derfelben MO, 00 gleich, und ihr 
Durchfchnittspunkt fallt in dem Halbmelfer CH, der 

*1.17X3 durch den Berührungspunkt geht *. Umgekehrt mufs 
eine grade Linie durch O und H auch durch den Mit
telpunkt, und eine grade Linie, welche den Winkel 
bey O halbirt, fowohl durch den Berührungspunkt, 
als auch durch den Mittelpunkt ^gehn.

Tangenten, welche von einem Punkte 0 außer halb des 
° Krcifes nach dem Kreife gehn, find überhaupt insgejammt 

gleich. Denn zieht man CO und die Halbmelfer nach 
den Berührungspunkten CF, CG, fo entftehn recht
winklige Dreyecke, worin die Hypothenule CO und 
eine der Katheten gleich find, die fich deshalb de- 

• I 19 cken *, und worin OG = OF ift.
_. z Zufatz II. Ift ein Halbkreis ABC in eine grade Fig. 6i« e . °

'Zahl von gleichen Theilen , z. B. in 6 get heilt, und man 
verbindet die übereinftimmenden Theilpunkte von den End
punkten des Durchmejfer an gerechnet durch grade Linien 
AC, Hb, IG, fo ift die Summe aller diefer parallelen Seh
nen gleich dem Stück AK, welches eine grade Linie durch 
B und den näcbften Theilpunkt G gezogen, auf dem ver
längerten Durchmejfer abfehneidet.

Denn wegen der Gleichheit der Theile AH , Cf 
*14. i. und HI> FG Fnd Sehnen AC, HF, IG parallel *
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Eben fo find wegen Gleichheit der Bogen HI, CF und
IB, FG die Sehnen HC, IFL , BGK parallel, Folg
lich lind HFLC, IGKL Parallelogramme, alfo HF = 
CL, IG = LR * und AC HF + IG = AK. *L34.a<

Zufatz III. Ifi ein Halbkreis ADB in eine ungrade^^AXÏ.
62$

Zahi von gleichen Theilen > z. B. in 5, getheilt find man 
verbindet die übereinftimmenden Theilpunkte durch grade
Linien AB, DG, EF, und zieht nach den EndpunktenEy F 
der letztem diefer Linien die Halbmejfer CE, CF; fo find 
alle Abjcbnitte jener Linien zwifchen diefin Halbmejfern 
EF^ MN etc. ztifamniengcnoniiMn dem Halbmejfer da Krei»
Jes gleich.

' Denn theilt man auch den andern Halbkreis’AHß 
auf diefelbe Art ein, in den Punkten H, I, K etc., fo 
gehn erftens EC und FC verlängert als Durchmefler
durch zwey Theilpunkte K, I *. Verbindet manzwey- 
tens die verkehrt liegenden Endpunkte der beyden 

* 2. u. 3,

gleichen Theile DE, HI, durch die Sehnen EH, DI, 
fo durchfchneiden fich diele, nach Folgerung i, in ei
nem Punkte L des Halbmefl’ers CA, fo dais CA = CL

LA ift. Nun find aber wegen Gleichheit der Thei- 
die Sehnen FI, EH, DA'welche gleiche Bogen ab.

fchneiden, parallel *. Eben fo die Sehnen AB, DG,» I4, 
EF und die Sehnen EK, DI, etc. Mithin find als Pa
rallelen zwifchen Parallelen, erftens DN = AC, und 
zweytens EF = LC = DM *, alfo auch DN —• DM »1.34.1, 
= AC — LC, d, h. MN = AL und folglich EF-f-MN 
= LC 4- AL = AC.

I 3



132 * U C H II.

Grade fo führt man den Beweis, wenn der Halb
kreis in eine gröfsere Zahl von ungleichen Theilen 
getheilt ift.

Taf III Zufatz IV. Iß ein Kreis in fechs gleiche Theile 
F- 63» getheilt, und man verbindet einen der Theilpunkte, A, mit 

denen, welche um zwey Theile von demjelben abßchn durch 
grade Linien AC, AE\ fo theilen diefe Linien die Sehne 
BF zivifeben den übergangnen Theilpunkten, welche zunächß 
bey A liegen, in drey gleiche Theile.

Demi erftens find AC, BF, und zweytens auch 
AE, FB, zwey Sehnen, welche die verkehrt liegen
den Endpunkte zwey gleicher Bogen AF, CB und Aß, 
EF mit einander verbinden. Folglich durchfchneiden 

14. 3. fich diefe Sehnen fo, dafs BH = AH und FI = AI ift *• 
Nun aber find, wenn man CE zieht, die Bogen AC 
CE, EA, folglich auch die Sehnen diefer Bogen 

» 7 gleich *. Alfo ift das Dreyeck ACE gleichfeitig. Da 
überdem CE parallel mit BF läuft, fo ift das Dreyeck 

♦I.25.A. AHI, mit jenem Dreyeck gleichwinklig *, alfo eben- 
falls gleichfeitig, oder AH = HI = AI *. Mithin ift 
auch BH = HI — 1F, folglich die Sehne BF auf diefe 
Art in drey gleiche Theile getheilt.

Anmerkung, Diefer fehr brauchbare Lehrfatz und die 
Zufätze fehlen bey Le Gendre. Zufatz 3 entlehne ich msClavius 
Euklid, Zufatz 3 u 4 aus Kraffts’ Inftitut. Geometr. fublim., wo 
als Urheber des erltern La Hire in den Mémoires de Mathemati 
que. Paris 1692. p. 92, und des letztem Gregor vonSt^ Vincenz 
in feinem Opus geometricum prop. 196 de Circulo genannt wird. 
In den Beweifen bin ich indefs von ihnen abgewichen. In den 
folgenden Büchern werden wir ähnliche intereflante Sätze finden.

d. U»
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[LEHRSATZ 15* J

Nimmt man aufs er halb oder innerhalb eines Fig. 64. 
Kreifes einen Punkt A und zieht durch ihn und den 
Mittelpunkt B eine grade Linie, welche die Kreislinie 
in den Punkten I und H durchjchneidet ; fo hat

i ) unter allen Punkten der Kreislinie der Punkt 
I, der in der Linie AH mit dem Punkte A zu einer
ley Seite des Mittelpunkts B liegt, den kl ei oft en ; da
gegen der Punkt H, der mit A auf entgegengefetzter 
Seite des Mittelpunktes B liegt, den grofsten Abfiand 
vom Punkte A ;

2) haben unter mehreren Punkten E, K, G in 
der Kreislinie, diejenigen den kleinern Abfiand vom 
Punkte A, welche naher beym Punkte I liegen; und

3) fiehn je zwey Punkte, die zu entgegengc- 
fetzten Seiten der Linie AH liegen und gleich weit 
von I entfernt find, z. B. E, F, auch vom Punkte 
A Heich uceit ab.

I. Denn zieht man nach den Punkten E, K, F, 
G in der Kreislinie die Halbmefler BE, BK, BF, BG 
und aus dem Punkte A die graden Linien AE, AK 
AF, AG, fo bilden diefe mit AB Dreyecke, in deren 
jedem , z. B. in ABE , der Unterfchied je zweyer Seiten 
kleiner und zugleich ihre Summe grofser als die dritte 
Seite *, folglich AB — BE oder AB —BI, d. h. AI< * 1. g. 
AE und zugleich AB -j- BE oder AB 4~ BH d. h. AH 
> AE ift. Folglich ift der Punkt I weniger, der Punkt 
H weher als jeder andre Punkt E in der Kreislinie vom 
Punkte A entfernt; welches das erfte ift.
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2» Alle jene Dreyecke ABE, AEK, ABF, AEG 
haben unter einander zwey Seiten gemein,^ nemlich 
AB und die gleichen Halbmeffer BE, BK,; BF, BG« 
Folglich wird die Gröfse ihrer dritten Seiten AE, AK, 
AF, AG von der Gröfse der gegenüberftehenden Win
kel ABE, ABK, ABF, ABG durch Lehrfatz io. des 
erften Buchs beftimmt. Alle diefe Winkel lind aber 
■zugleich Winkelam Mittelpunktedes Kreifes um B, 

* 7; 8- daher ihre Gröfse von der Gröfse ihrer Sehnen abhängt*,  
folglich von der gegenfeitigen Entfernung der beyden 
Endpunkte diefer Sehnen, d. h. der Punkte E, K, F, 
G vom Punkte I, Ift der Punkt E weiter als K aber 
nicht fo weit als. G vom Punkte I entfernt , fo ift 

* I. 10. aE > AK und AE < AG *;  welches das zweyte ift.

• ' Zufatz. Diefe Sätze über die .Entfernung eines 
Punktes von den Punkten in einer Kreislinie.gelten 
gleichmäfsig, jener Punkt liege außerhalb oder innerhalb 
der Kreislinie, und der Beweis ift für beyde Fälle der- 
felbe , nur die Lage der Linien etwas verfchieden, wie 
diefes die beyden grofsen Kreifen unfrer Figur darftel- 
len, daher es unnöthig ift mit Euklid (III. 8, 9.) 
beyde Fälle befonders zu behandeln. Auch gelten fie

3. Sind endlich die Punkte E, F gleich weit von 
# i, 6.1 entfernt; fo ift auch AE = AF ,  da denn die 

beyden Punkte E, F zu entgegengefetzten Seiten der 
Linie AB liegen müflen , weil he fonft (da die beyden 
Dreyecke AEB , AFB fich decken) zufammenfielen, 
und nicht zwey, fondern nur ein Punkt wären ; wel
ches das dritte ift.

*
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für jeden Punkt im Umfange , für welche nur Ï und 
A zufammenfallen,. wie im dritten kleinern Kreife un' 
fier Figur.

Folgerung, i. 'Von jedem Punkte A, welcher 
nicht der Mittelpunkt iß, laßen ßch nach einer Kreislinie 
ßets zwey gleiche grade Linien ziehn , welche zu entgegen
gefetzter Seite der Linie durch den Mittelpunkt liegen ♦ ; * C3Ï 
aber auch nicht mehr als zwey, indem es in der Kreisli
nie nicht mehr als zwey Punkte giebt, welche vonEi-

. ■¥ 7 1nem.Punkte in dericlben gleich weit abnehn *.

Folgerung 2. Kann man alfo von einem Punkte 
nach der Kreislinie mehr als zwey grade Linien ziehn, fo 
iß diefe? Punkt nothwendig der Mittelpunkt des Kreifes.

Folgerung 3. Grade* Linien, welche von einem 
Punkte aufserhalb des Kreifes fo gezogen find, dafs 
fie von der Kreislinie gleiche Dogen abjehneiden, find 
gleich*. Deshalb find von jedem Punkte außerhalb 
des Kreifes nur zwey und nicht mehr folche grade Li
nien möglich. Umgekehrt fchneiden alle gleiche grade 
Linien, welche von einem Punkte aufserhalb des Krei- 
fes an die Kreislinie gezogen find, von ihr gleiche 
Bogen ab. Solche Linien fo zu ziehn, dafs fie im 
Kreile Sehnen von gegebner Größe bilden, oder daß 
zwey derfelben Bogen von gegebner Größe umfpan- 
nen, lehrt Aufg. 15.

Folgerung 4. Auch alle Tangenten, welche Fig. 79. 
von einem Punkte nach einer Kreislinie gehn find 
gleich*. Folglich find von einem Punkte 0 außerhalb *14. Zx
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eines Kreifes nach dein Kreife ßets zwey verfchiedne, 
aber nicht mehr, Tangenten möglich. — Ift eine gra
de Linie OF , welche von einem Punkte O au- 
fserhalb eines Kreifes nach der Kreislinie geht, einer 
Tangente OG aus diefpm Punkte gleich, fo ift ße 
felbft eine Tangente des Kreifes. — Endlich geht eine 
grade Linie, weiche den Winkel O haibirt, den die 
beyden Tangenten aus dem Punkte O nach der Kreis
linie bilden , durch den Mittelpunkt des Kreifes und 
fteht auf der Sehne durch die Berührungspunkte, in 
deren Mitte fenkrecht auf *.

A n m e r ku n g. Der Lehrfara. und die Folgerun
gen , find den Sätzen des elften Buchs über die Entfer- 

*L 16. ntlng eines Punktes von den Punkten einer graden Linie * 
analog, und zeigen fich für die Lehre des Kreifes nicht weniger 
fruchtbar, als jene für die gradelinigcn Figuren. Ich fehe daher 
den Grund nicht ab , warum fie Le Gendre übergehr, da er doch 
von jenen Sätzen des elften Buchs einen fo häufigen Gebrauch 
macht, und die fernem Sätze über das Schneiden und Berühren 
der Kreite blofse Folgerungen aus dicfem Lehrfatz find.

d. U.

[LEHRSATZ I 6. ]

Fig. 49. i) Zwey Kreife deren Mittelpunkte A, B um 
u* 5°‘ die.Summe oder um den Unterfchied ihrer Halbmejfer

a, ß von einander entfernt find, berühren fich 
und zwar im crßen Fall aufs erlich im zweyten 
innerlich.

2) Iß die Summe ihrer Halbme/fer großer oder 
der Unterfchied derfelben kleiner, fo haben fie keinen 
Punkt mit einander gemein, und liegen im erßen Fall
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der eine ganz außerhalb, im zweyten der eine 
ganz innerhalb des andern. io

Die grade Linie durch beyde Mittelpunkte durch« 
fchneide den um B befchriebnen Kreis in den Punkten 
I undH, nnd zwar fey l derDurchfchnittspunkt wel
cher mit A auf einerley Seite von’B liegt; fo find dem 
vorigen Lehrfatz gemäfs alle Punkte in der Kreislinie 
um B writer als der Punkt I, aber nicht fo weit als der 
Punkt H vom Mittelpunkte A der zweyten Kreislinie 
entfernt *. r»

I. Ift daher AI gleich dem Halbmefier a diefer zwey- Fig. 49. 
ten Kreislinie, fo ift zwar I ein Punkt in derfelben, 
aber alle Jandern Punkte der Kreislinie um B ftehn 
weiter von A als um den Halbmefier oc ab, liegen al
fo aufserhalb der Kreislinie um A. Mithin berühren 
fich beyde Kreislinien in diefern Fall äußerlich *. Wenn * E. 12. 
aber a ft- ß = AB ift, fo mufs auch oc = AB — ß *, *Gr' 2* 
oder a. = AB — BI = AI feyn. Folglich ift AI un
ter diefer Bedingung dem Halbmefier a gleich, und 
unter ihr müßen,fich daher beyde Kreife äußerlich be
rühren.

Ift AH gleich dem Halbmefier a, fo ift zwar H ein Fig. 50. 
punkt in der Kreislinie um A, aber alle andere Punk
te der Kreislinie um B find von A weniger als um den 
Halbmefier a entfernt , liegen alfo innerhalb jener 
Kreislinie. Beyde Kreislinien berühren fich alfo in 
diefem Fall innerlich *. Wenn aber a — ß ~ AB ift, * E-12, 
fo mufs auch « = AB ft- ß oder <x = AB ft- BH = 
AH feyn. Folglich ift unter diefer Bedingung AH
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dem Halbmeffer a gleich, und unter ihr muffen fich 
daher beyde Kreife innerlich berühren.

2) Iff dagegen AI größer als der Halbmeffer a fo 
fällt der Punkt I, der unter allen in der Kreislinie 
um Bam nächften bey A liegt, mithin dlefe ganze Kreis
linie, aufserhalb der Kreislinie um A und beyde haben 
keinen Punkt gemein. Das iff aber der Fall, wenn 
a 4" ß > A® ift> da denn auch oc > AB — ß oder > 
AB — BI, d. h. > AI ift.

Iff endlich AFI kleiner als der Halbmeffer a , fo 
fällt der Punkt in der um B befchriebnen Kreislinie, 
•welcher am weiteften von A entfernt ift, mithin diefe 
ganze Kreislinie, innerhalb der Kreislinie um A, und 
beyde Kreislinien haben wiederum keinen Punkt ge
mein. Das ift aber der Fall, wenn oc — ß < AB iff, 
da denn a. AB 4" ß oder AB -ff- BH d. h. < AFI 
ift.

Folgerung 1. Wenn zwey Kreife einander berüh
ren z[o liegt folglich ßets der Berührungspunkt mit den bey
den Mittelpunkten in einer graden Linie, und zwar zwi- 

Fig. 49. fcben beyden Mittelpunkten wenn die Kreife äußerlichy 
Fig. 50. nicht zwifchen ihnen, wenn fie fich innerlich berühren» 

Denn nur unter diefenBedingungen kann derAbftand 
ihrer Mittelpunkte der Summe oder dem Unterfchiede 
ihrer Halbmeffer gleich feyn. Die grade Linie , wel
che durch zwey jener Punkte gezogen wird, mufs alfo 
immer auch durch den dritten gehn.

Folgerung 2. Wenn umgekehrt zrvey Kreislinien 
in einem Punkte 1 oder Id, welcher in der graden Linie 
durch ihre Mittelpunkte liegt, zufammentreffen, fi beruh-
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ren fie fich. Denn dann ift allemal die Entfernung ih
rer Mittelpunkte entweder der Summe oder dem Un- 
terfchiede ihrer Halbmefler gleich; ein fehr einfaches 
Kennzeichen von Kreifen die fich berühren, welches 
in der Lehre von den Berührungen von vielem Ge
brauch ift.

Folgern n g 3, Zwey fich berührende Kreife haben 
im Berührungspunkte eine gemeinfchaffliehe Tangente. 
Denn da ihre Halbmefler AI, BI, welche nach dem 
Berührungspunkte gezogen werden , in grader Linie 
liegen *, fo fallen die Perpendikel, welche auf beyde ’ f. 1. 
im Berührungspunktei errichtet find, mithin die Tan
genten zufammen *. Ein Perpendikel auf die gemein- * I2 u< 
fchaftliche Tangente im Berührungspunkte errichtet^'1'2“2' 
geht alfo gewifs durch beyder Kreile Mittelpunkt.

Fo Ig e r u ng 4. Haben umgekehrt zwey Kreife in ei» 
rem Punkte I den fie gemein haben, eine gemeinfchaftliche 
Tangente, fo berühren fie fich, und zwar innerlich, wenn 
ihre Mittelpunkte auf einerley, Üùfserlich wenn fie auf 
entgegengefetzter Seite der Tangente liegen. Denn 
ihre Mittelpunkte liegen dann beyde in dem Perpen
dikel, welches auf die gemeinfchaftliche Tangente im 
Berührungspunkt I errichtet wird *, find alfo im er- * p 
ften Fall um den Unterfchied der Halbmefler beyder 
Kreife, im zweyten um ihre Summe von einander ent
fernt. Die Kreife müflen fich alfo unferm Lehrfatz 
2,u folge berühren, im elften Fall innerlich, im zwey- 
ten äufserlich*

F olgerung 5. Alle Kreife , die durch einen 
• Ä unkt I ein .Kreislinie ebn, und um einen Punkt
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indem Halbmcfier IA, oder deffen Verlängerung, aïs 
Mittelpunkt befchrieben find, berühren fich im Punk
te I, weil fie in ihm eine gemeinfchaftlîche Tangente 

* haben *, und liegen ganz zu einerley oder entgegen
gefetzter Seite diefer Tangente, d. h. des Perpendikels 
welches auf AI im Tunkte I errichtet wirdr

Anmerkung. Der erfte Theil diefes Lehrfarzes fteht zwar 
hey Le Gendre , und macht bey ihm fogar zwey Lehrfätze aus, 
•allein feine Beweile find fehr mangelhaft, da er fich nicht auf 
den vorhergehenden Lehrfatz berufen konnte. Die fruchtbaren 
Loigerungen fehlen bey ihm alle bis auf die erfte.

d» U.

[LEHRSATZ L7.]

T. in.F. Wenn zwey um die Mittelpunkte C und 0 be- 
65.11.66. £reiß ßch innerlich oder äußerlich berühren*

fo liegen, im eßen Fall die beyden ubereinßimmen- 
den Endpunkte E, G, im zweiten die verkehrt liegen
den Endpunkte E, G zweyer paralleler Durchmeßer 
DE, EG, mit dem Berührungspunkte I in grader 
Linie,

Denn verbindet man die Mittelpunkte durch die gra
de Linie CO, fo geht diefe auch durch den Berührungs- 

’16 f i Pun^ Zieht man daher von dem Berührungspunkte 
nach den genannten Endpunktender parallelen Durch- 
meffer die graden Linien IE, IG fo entfiehn zwey 
gleichfchenklige Dreyecke ICE, IOG, worin wegen des 
Parallelismus der Durchmeffer die Winkel an der
Spitze , mithin auch die Winkel an der Grundlinie
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gleich lind *. Es find allo auch die dritten Winkel »-2)»,a 
CIE, OIG gleich *, und folglich bilden, da CI und ’l.ji.f«! 
IO in grader Linie liegen , auch AI und IO eine 
grade Linie *♦ Der Berührungspunkt liegt folglich * 5*
mit den Endpunkten E und G der beyden parallelen 
DurchmefTer in grader Linie,

Zufatz. Wenn umgekehrt zwey Kreiß eineu Punkt I 
gemein haben, und die Halbmejfer OG, CE, welche man 
nach den Endpunkten einer graden Linie GE zieht, die 
durch den Punkt 1 gebt, und beyde Kreiß jchneidet, find 
untereinander parallel, fo berühren ßcb beyde Kreiß im 
Punkte I.

Denn man ziehe die Halbmeder OI, CI, fo find 
die Dreyecke IOG, ICE gleichfchenklig, mithin die 
Winkel E und EIC, G und GIO gleich. Nun aber 
find wegen des Parallelismus der Halbmefl'er, und weil 
EG eine grade Linie ift, die Wzinkel E und G gleich*. ’kajA* 
Alfo find auch die Winkel EIC, GIO gleich *, mit- * I. 
hin OI und IC in grader Linie *, und es liegt der 
gemeinfchaftliche Punkt I beyder Kreislinien in der 
graden Linie durch beydeMittelpunkte, Folglich be
rühren fich in ihm beyde Kreife *. 2.'

Anmerkung. Diefe Sätze entlehne ich aus Pappus mathe- 
matifchen Sammlungen B. 7., -wo fie als <5tes und i6tes Lemina 
aus Apollonius Werk von den Berührungen aufgeführt, aber auf 
eine fchwicrigere Art bewiefen werden. Auch ift der Lehrfatz 
Archimedes erftes Lemma im Buche von der Kugel und dem Cylin
der. Noch ein paar ähnliche Sätze findet man Lehrfatz 25. Zuf. 
2. und folgende.

d. V.
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[LEHRSATZ ig.]

48’ Zwey Kreije können ßch mir dann durchfchneiden^ 
wenn Jawohl die Summe ihrer Halbmejfer x, /3 gra- 
fsery als auch der Unterfchied derfelben kleiner als der 
Abßand ihrer Mittelpunkte A, B iß.

Denn gefetzt die erfte diefer Bedingungen fande 
bey zwey Kreifen nicht ftatt , und es wäre a 4' ß 
nicht größer als AB ; fo müße diefe Summe entweder 
gleich AB, oder kleiner als AB feyn» Im erften Fall 
würden fie beyde Kreife berühren, im zweyten kei' 

* 16‘ nen Punkt gemein haben *, könnten fich alfo nicht 
durchfchneiden.

Fände die zweyre .diefer Bedingungen nicht fiatt, 
und wäre x — ß nicht kleiner als AB; fo müße diefer 
Unterfchied entweder gleich AB, oder größer als Aß 
feyn. Im erften Fall würden fich wiederum beyde 
Kreife berühren, und im zweyten keinen Punkt ge- 

v jg. mein haben ♦, könnten fich alfo nicht durcfchneiden. 
\ '

Zufatz. Dafswenn beydeBedingungen fiatt fin
den, die Kreife fich nothwendig durchfchneiden muf
fen, haben wir fchon als unmittelbare Folgen aus den 

•E.nßf pfmeipien gefehn ♦. Der dortige Satz wird alfo durch 
diefe vervollftändigt, und wir dürfen nun erfi diefe 
Bedingungen als Bcjiinimung der Möglichkeit des Durch- 
febneidens zweyer Kreife aufftellen , ohne welche kein 
Schneiden fiatt findet, und unter der allein die Con- 
ftruction des Dreyecks aus drey gegebnen Linien mög-

•E.ii.A lieh ift *.
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[LEHRSATZ I ÿ. ]

Zwey Kreife die fich durchfchneiden treffen fich " ’S- 48» 

fiets inrzwey Punkten, welche zu den entgegengefetz- 
ten Seiten der graden Lime durch beyde Mittelpunk
te liegen.

Umgekehrt durchfchneiden ßch'alle Kreije, wel
che zwey Punkte gemein haben, oder die in einem 
Punkte aufserhalb der Linie durch ihre Mittelpunkte 
zujainmen treffen.

I. Wenn zwey Kreife lieh in einem Punkte E 
fchneiden, fo kann ihr Durchfchni'ttspunkt nicht in 
der graden Linie DH liegen, weiche durch die Mittel- 
punkte beyder Kreife geht *, liegt folglich zur einen jg 
Seite dieler Linie ; daher zur andern Seite derieiben 
in der einen Kreislinie ein zweyter Punkt F liegen 
muis, welcher eben fo weit als jener vom Mittelpunk
te A ues andern Kreifes entfernt ift *. folglich auf fei-* jj.f.L 
nein Umfang liegt, allo ein zweyter Durchfchnitts- 
punkt beyder Kreife ift. Und mehr als diefe beyden 
Durchichnittspunkte lind nicht möglich *. f

2. Haben zwey Kreife zwey Punkte E, F, ge
mein, fo liegen diefe aufserhalb der graden Linie DH 
zwilchen ihren Mittelpunkten, und es mufs AI< AE 
und AH > AE feyn *. Folglich ift 1 ein Punkt in * 
dem um A beidniebnen Kreife, H ein Punkt aufser
halb deitelben * , und folglich durchfchneiden ßch *E. 2.7 
beyde Kreife.

3. Liegt endlich derPunktE, worin zwey Kreife zu- 
fammentreifen, aufserhalb der Lmie durch die Mittel-
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punkte, fo ift die Summe der beyden Halbm^fler grö- 
* I. 8. ßer a]s der Abftand der Mittelpunkte *; alfo durch- 

fchneiden lieh beyde Kreislinien.

Anmerkung, Zwey fich durchfchneidende Kreife, und 
zwey Kreife die zwey Punkte gemein haben, find alfo einerley 
Gcgcnftand. Le Gendre braucht diefen letztem Begrif! zur Er
klärung des erftern, d. h. des Schneidens zweyer Kreislinien, 

„ . doch, wie wir fchon bemeikt haben, in fo fern mit Unrecht*,»E.io.A* ’
als diè Uebereinftimmung beyder Begriffe erft bewiefen werden 
mufs. Es erhellt hieraus zugleich dafs zwey Kreife die fich berüh
ren nur einen Punkt gemein haben können, und dafs umgekehrt 
alle Kreife die nur einen Punkt mit einander gemein haben, fich 
berühren , worauf Le Gendres Définition des Berührens zweyer 
Kreife fich gründet. d. U.

LEHRSATZ 20.

Wenn zwey Kreife ßch fchneiden, fo wird ihre 
gemeinfchdftliche Sehne von der graden Linie, die 
durch die beyden Mittelpunkte 0, B geht, Jenkrecht 
durchfchnitten und halbirt.

Denn da zwey Kreife, die fich durchfchneiden, 
* 19. zwey Punkte E, G gemein haben*, fo gehört die gra

de Linie EG zwifchen diefen Punkten als Sehne zu 
beyden Kreifen. Ein Perpendikel , welches auf 
diefe Sehne in ihrer Mitte errichtet wird, mufs folg
lich fowohl durch den einen, als durch den andern

* 9.E2.
* Gr. 6.

Mittelpunkt gehn *. Alfo (da zwifchen zwey Punk
ten nur eine einzige grade Linie möglich ift *) mufs 
auch umgekehrt eine grade Linie DH, welche durch
die Mittelpunkte beyder Kreife A, B geht, die ge

mein- 
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ineinfchaftliche Sehne EG fenkrecht durchfchneiden 
und halbiren.

[Anmerkung. Die Tangente zweyer fich berührender 
Kreife ftimmt allo in dtr Eigenfchaft mit der Sehne zweyer fich 
fchneidender Kreife überein, dafs die grade Linie durch die 
Mittelpunkte beyder Kreife auf fie fenkrecht fteht, und wir kön
nen fie alfo auch hier wieder als eine Sehne betrachten, bey wel
cher die beyden Durchfchnittspunkte mit dem Kreife in einen 
zufammengefallen find. In fo fern kann man alfo den Berüh
rungspunkt für einen doppelten Durchfchnittspunkt nehmen.

d, U.]

LEHRSATZ 21»
Wenn in ein er ley Kreis oder in zwey gleichen^. 67» 

Kreißen, zwey Winkel am Mittelpunkte ACB, DCE 
ßch zu einander wie zwey ganze Zahlen verhalten;
Jb müßen auch die beyden Bogen welche vor ihnen wn~ 
jpannt werden AB, DE ßch wie diefelben Zahlen, und 
folglich wie jene Winkel verhalten.

Man fetze, z. B. die beyden Winkel ACB, DCE 
verhielten fich zu einander wie die beyden Zahlen 7 
und 4; fo heilst das, jene Winkel follen fo gedacht 
werden, dafs fie von einem kleinern Winkel M grade 
fo gemeßen werden, wie die gegebnen ganzen Zahlen 
von der Einheit, dafs folglich der Winkel M als ge- 
meinfchaftliches Maufs im erften Winkel ACB genau, 
fiebenmal, im letztem DCE genau 4 mal enthalten 
fey*. Dann laßen fich alfo in jenem genau 7, in » y*2. 
diefem genau 4 Winkeltheile (angles partiels) ACni, 
mCn, nCo . ♦ , DCx, xCy . .. denken, welche insge-

K
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fammt dem Winkel M, alfo auch unter fich gleich 
find. Nun aber müflen zu diefen Winkeltheilen , als 
gleichen Winkeln am Mittelpunkte C in einerley oder 

* 7. Z, 2. in gleichen Kreifen , auch gleiche Bogen gehören r, 
folglich auch die Bogentheile (arcs partiels) Am, mn, 
no . . . Dx, xy . . . welche von jenen Winkeltheilen 
umfpannt werden , unter fich gleich feyn. Jedem 
Winkeltheil entfpricht aber ein Bogentheil. Folglich 
müßen auch die ganzen Bogen AB und DE fich wie 
die Zahlen 7 und 4 verhalten ; alfo wie die Winkel. 
Die Ibe Schlufsfolge'findet bey jedem andern Zahlver- 
haltnilfe ftatt. So oft fich allo das Verhältnifs zweyer 
Winkel ACB, DCE in ganzen Zahlen ausdrücken läist, 
verhalten fich die Bogen AB, DE, welche aus ihrem 
Scheitel mit gleichem Halbmefler befchrieben und von 
ihren Schenkeln umfpannt werden, wie die Winkel, 
oder es ift

L ACB : L DCE = bog. AB : bog. DE

[d. h. wenn der Winkel ACB oder der n te Theil def
lelben im Winkel DCE m mal enthalten ift, fo mufs 
in diefem Fall auch der Bogen AB oder defied n ter 
Theil in dem Bogen DE genau m mal enthalten feyn.]

Zufatz. Grade auf diefelbe Art erhellt umge
kehrt, dafs wenn in einerley Kreis oder in zwey gleichen 
Kreifen zwey Bogen AB, DE ßch zu einander, wie ganze 
Taillen verbalten, auch die Winkel am Mittelpunkte, die 
auf ihnenßehn ACB, Di Eßich wie diefe Zahlen, und mit
hin wie die Bogen verhalten müßen, fo dafs 
AB; DE = L. ACB ; L. DCE.
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[Unter der Vorausfetzung eines Verhaltens wie 

zwey ganze Zahlen zu einander, ift alfo ftets das Ver- 
hältnifs folcher Bogen und folcher Winkel gleich, find 
folglich Bogen und Winkel proportional *.] * 3*

LEH R S A T Z 22.

Wie auch zwey Winkel A CB, ACD fich zu ein- 
ander verhalten mögen, immer verhalten fich auf die- 
ßelbe Art zwey Kreisbogen AB, AD t welche um ih
ren Scheitelpunkt mit gleichem Halbmejßer beßchrieben 
und von ihren Schenkeln umßpannt werden.

Man lege den kleinern Winkel ACD fo auf den 
gröfsern , dafs ihre Scheitel, der Schenkel CA, und 
ihre Kreisbogen zufammenfallen *. Wenn nun die * r» 
im Lehrfatz ausgefagte Proportion, . d. h. Gleichheit 
der Verhältnifle, in irgend einem Fall nicht ftatt fan
de, fo müße dann der Winkel ACB zum Winkel ACD 
{ich wie der Bogen AB zu einem Bogen AO, der größter 
oder kleiner als AD ift, verhalten *, alfo folgende Wj, 
Proportion richtig feyn

Ä.ACB : Z_ ACD = bog. AB : bog. AO
Der Bogen AO fey erfiens größter als AD, fo kann 

man fich AD in lauter gleiche Theile getheilt denken, 
■welche kleiner als der Unterfchied beyder Bogen, DO, 
find *, [z.B. in n,] da denn, wenn man diefe Theile *Aufg,j 
weiter nach O zu aufträgt, zwilchen D und O wenig- Z’ a* 
ftens ein Theilpunkt 1 fallen mufs. Zieht man nun 
den Halbmefler CI, fo find ACD, ACI zwey Winkel 
am Mittelpunkte, deren Bogen AD, Al fich wie zwey

K 2
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ganze Zahlen [n und n -]-JJ 7U einander verhalten; 
folglich ift dann kraft des vorhergehenden Zufatzes

L ACE : L ACI = bog. AE : bog AI
Die Vorderglieder in den Verhältniflen diefer Propor
tion find mit den Vordergliedern in der elften Propor
tion einerley; folglich müßen die Hinterglieder pro
portional feyn , alfo

L ACD ; L ACI = bog. AO : bog AI 
[indem , wenn der Winkel ACB die Winkel ACD, 

yACl grade fo mifst, wie der Bogen AB die Logen AO, 
Al, auch zwilchen dielen Winkeln, und Bogen einer- 

W.3. f. ley Zahlverhältnifs Ratt finden mufs *.]

Nun aber ift der Bogen AO grofser als AI, folg, 
lieh müfste auch kraft der letztem Proportion der 
Winkel ACD grofser als der Winkel ACI feyn , allo 
der Theil grofser als das Ganze, weiches ungereimt 

*V.3.o ift*» ift es unmügftch ^als der WinkelACBlieh 
’zum Winkel ACD, wie der Bogen AB zu einem Bo
gen, der grölser als AD wäre, verhalten könne.

Aus einer ähnlichen Schlnßfolge erhellt , dafs 
zueytew auch kein Bogen der kleiner als AD ift, mit 
den Winkel ACB, ACD und dem Bogen AB eine 
gültige Proportion bilden kann,

[Folglich mufs die im Lehrfatz ausgelagte Propor
tion unter allen Umftänden beftehn, da, behände 
fie nicht, man in Ungereimtheiten verwickelt würde j 
und es ift alfo immer

/ ACß : L. ACD = bog AB : bOg. AD,
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[Zufatz I. Grade fo beweift man den umge
kehrten Satz, dafs, nd? auch, zwey Bogen aus gleichen 
Kreifen fich verhalten mögen, die Winkel an ihren Mittel
punkten , von deren Schenkel fie umfpannt werden^ fich gra
de auf diefelhe Art verhalten.

So ift àlfo die Proportionalität zwifchen Winkel und 
Bogen allgemein dargethan, die beyden Bogen oder 
die beyden Winkel mögen durch einerley Bogen oder 
Winkel fich meflen laflen oder nicht, d. h. commenfu- 
raoel oder inconinienfurabel feyn , und folglich fich wie 
Zahlen verhalten oder nicht, d. h. ein rationales oder ein 
irrationales Verhältnifs haben *. * V.

Der hier geführte fehr deutliche und evidente 
weis für diefen incomnienfurablen Falh den ich durch die 
zweyte Anmerkung zur fünften Aufgabe noch vervoll
kommnet zu haben glaube, fcheint, fowie der analoge 
Beweis Buch 3 Lehrfatz 4, von Le Gendre aus Simplons 
Elementen entlehnt zu feyn, wo man ihn imWefent- 
lichen in der Anmerkung zum dritten Satze des fünf
ten Buches findet. Simpfon bemerkt dabey dafs Ichon 
Euklid im zwölften Buch feiner Elemente lieh diefer 
Beweisart bedient, und dafs fich mittelt! derfelben in 
jedem Falle die Schwierigkeiten, die aus der Incommen- 
furabilitat von Linien oder andern Ausdehnungen her
rühren, leicht und befriedigend heben laflen.]

Zufatz IL Was in diefem und dem vorigen 
Lehrfatz über die Proportionalität zwifchen Winkeln 
und Bogen bewiefen worden ift , gilt ebenfalls für 
Kreisaasfchnitte und ihre Bogen, welche grade lo wie 
Winkel und Bogen von einander abhängen, und auf
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die der hier geführte Beweis fich ganz übertragen lälst. 
Es verhalten fich alfo auch flets Kreis ausfchnitte in demsel
ben Kreife oder in zwey gleichen Kreifen , wie ihr“ Bogen.

Zufatz III. Weil die Winkel am Mittelpunkte 
eines Kreifes, (und fo auch die Kreisausschnitte > ) mit 
den Bogen worauf fie flehn (die fie umfpannen) pro
portional find, d. h. mit ihnen fo zufaminenhängen, 
dafs beyde fich nach einerley Verhältnifs ändern, und 
wenn die eine diefer Greifsenarten zu oder abnimmt, 
die andre nach gleichem Verhältniffe zu oder ab. 
nimmt; fo find wir berechtigt die eine zum Maafs 
der andern "zu brauchen. Wir wollen deshalb hinfü- 
ro den Bogen AB, worauf ein Winkel am Mittelpunk, 
te ACB (oder ein Kreisausfchnitt) fleht, für das Maafs 
diefes Winkels ACB (oder des Ausfchnirts) nehmen; wo- 
bey man fich aber wohl merken mufs, dafs, wenn 
man verfchiedne Winkel (oder verfchiedne Ausfchnitte) 
durch folche Bogen, als ihr Maafs, vergleichen will, 
die Bogen wie es derLehrfatz vorausletzt, mit gleichem 
Halbmeffer befchrieben ; feyn muffen.

[Dafs hierbey von keinem unmittelbaren MelTen, 
oder wie unfer Verfaffer fich nicht ganz richtig aus
drückt, von keinem abfoluten Maafs, die Rede feyn 
kann, verlieht fich von felbft. Das unmittelbareMaafs 
einer Gröfse mufs mit ihr völlig gleichartig feyn, fich 
von ihr in nichts als in der Gröfse, und höchltens noch 
in der Form unterfcheiden , daher Bogen fich nur 
durch Linien , und W’inkel nur durch "Winkel unmit 
telbar melfen laffen. Wir muffen alfo zum unmittel
baren MelTen für1 die Winkel einen Winkel zur Einheit 
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annehmen , und dazu haben wir fchon den rechten 
Winkel erwählt, auf den wir alle übrige Winkel als 
auf ihr gemeinfchaftliches Maafs , ihre Einheit, be- 
ziehn *. Da aber diefer Lehrfatz zeigt, dafs Winkel 
untereinander flets daflelbe Verhältnifs als die dazu 
gehörigen Bogen haben, fo läfst lieh aus dem Ver
hältnifs der Bogen auf das der Winkel fchliefsen, folg
lich mittelft der Bogen erfahren, wie oft ein Winkel 
oder ein beftimmter Theil deffelben in dem andern 
Winkellenthalten ift, daher man mittelft der Bogen einen 
Winkel mit dem rechten, als dem Maafse aller Winkel, 
vergleichen, folglich mittelbar meßen kann*. Und ’A20.A 
von folchem mittelbaren MaaJ's ift hier nur die Kede.J

Nehmen wir den rechten Winkel zur Einheit, fo 
mufs jeder fpitze Winkel durch eine Zahl die zwifchen 
O und I fallt, alfo durch einen ächten Bruch, ein 
ftumpfer Winkel durch einen Bruçh der zwifchen 1 
und 2 fallt, ausgedrückt werden, x^fclches etwas unbe
quem feyn würde. [Um die Brüche zu vermeiden 
nimmt man daher in der Ausübung nicht den rechten 
Winkel felbft, fondern den neujjzigften Theil deflel- 
ben,den man einen Grad nennt, und deflen Sexagehmal- 
Theile (die man nach der Ordnung durch Minuten, Secuit, 
den, Lertien bezeichnet) zum unmittelbaren Maafs aller 
Winkel oder zur Winkeleinheit, und vergleicht, um die 
Grofse eines Winkels in Graden, Minuten undSecun- 
den zu erfahren, den Bogen, den ein Winkel umfpannt, 
mit àzm. neunzig ft en Theil des Quadranten und deflen Sexa- 
gefimaltheilen. Der neunzigfte Theil des Quadranten (folg
lich der 3Öofte Theil der Kreislinie) wird gleichfalls
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ein Grad genannt, und dient, fammt feinen Sexage- 
fimaltheilen (Minuten , Secunden, Tertien), allen 
Kreisbogen zum gemeinfchaftlichep Maafs oder zur 
Einheit, da denn jeder Winkel fo viel Grad, Minuten 
undSecunden als fein Bogen enthält, jener Whike?gradet 
diefer Bogengrade u.f., welches man gehörig unterfchei. 
den mufs. Hierauf beruht der Gebrauch aller Win- 
kelmeffer in der Ausübung.]

[Anmerkung r. Den neunzigften Theil des Quadranten 
oder einen Grad findet mau durch Probiren ohne Schwierigkeit 
indem man z. B. erft die Gröfse der Sehne, die fich genau drey- 
mal im Quadranten herumtragen läfst, dann die Sehne die fich 
im Drittel fcchsmal, und endlich die, die fich im Sechstel des 
Drittels genau fünfmal umhertragen läfst, durch fortgefetztesPro
biren auffucht. Denn da zu gleichen Sehnen gleiche Bogen 
gehören, erhält man auf diefe Art einen Bogen der 6. $ d. h. 
90 malim Quadranten enthalten ifl, ftcllt alfo den neunzigften 
Theil des Quadranten dar. Auf ähnliche Art läfst fich jeder 
andre willkühlliehe Theil der Kreislinie finden , der Kreis alfo 
nach Belieben eintheilen. Allein diefes Probiren ift ein mechanic 
fches Verfahren, welches blos für den vorgelegten einzelnen Fall 
den gefuchten Theil giclât; kein Wißenfihaftlichcs welches aus 
allgemein gültigen Gründen abgeleitet, auf allgemeine Gültig
keit Anfpruch machen könnte. Ein folches vermag, wie wir in 

•jo. A» der Folge fehn werden *, die Elementargeometrie nicht aufzuftel- 
len. Für die Eintheilung der Winkclmeifer ift indefs jenes me- 
chanifche Verfahren völlig hinreichend , befonders feitdem 
neuere Künftler, (der Herzog von Chaulner , Bird und Kams, 
den) diefe Eintheilungsmethode durch fcharfnnnige Erfindungen 
aufserordentlich verfeinert und erleichtert haben.

Anmerkung 2» Ein Winke line fier ift ein in Grade und 
kleinere Theile eingetheilter Kreis oder Kreisbogen. Bey denen 
die zum Meßen und Aufträgen der Winkel in Zeichnungen oder 
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auf dem Papier beftimmt find (Transporteurs') ift'der- Mittelpunkt 
der Theilung durch eine Oefnung oder eine Spitze genau be- 
ftimmt. Jeden Winkel den inan meßen, oder an einer Linie 
auftragen will, legt man fo , dafs deften Spitze im Mittelpunkt 
fallu Dann ift er ein Winkel am Mittelpunkte des eingetheilten 
Krcifes, fafst alfo fo viel Winkelgrade, als auf demlnftrumente 
ïbgengrade zwifchcn feinen Schenkeln liegen.

Bey den Winkelmeflern die zum Meilen auf dem Felde oder 
am Himmel beftimmt find, (Theodolite, Scbeibeninftrwmente, gan
ze Kreife, Quadranten été.), drehen fich genau im Mittelpunkt 
der Theilung ein oder zwey Lineale (A/bidaden) mit Dioptern oder 
mit Fernröhren. Die Winkel der Gefichtslinien nach zwey Ge- 

- genftänden, auf die man die Fernröhre richtet, werden folglich 
Winkel am Mittelpunkte diefer eingetheilten Kreife, und alfo 
durch die abgefchnittnen Bogen gemeßen. Hierbey kömmt; alfo 
alles, nächft der Güte der Eintheilung, darauf an, dafs die Alhi- 
dade oder das Fernrohr fich genau um den Mittelpunkt der 
Theilung (oder mit der Theilung concentrifcb) drehn. Sonft find 
die abgefchnittnen Bogen nicht das Maafs der Winkel, die dann 
excentrifch wären *. ■ * , »\ - d. u.j ^-A-

[Zufatz IV. In zwey verfchleditenKreißen y s. B. Fig. 47. 
den concentrißcben EID and KRG umfpannen gleiche Win
kel am Mittelpunkte ECD ähnliche Kreisbogen*, d. h. Bo- *IVX.4 
gen ED, KG , die ßcb auf einerley-Ars zum ganzen Um
fange verhalten, nemlich wie dérVVinkel der lie um. 
fpannt zu vier rechten, und die daher eine gleiche Menge 
von Graden enthalten. Hierauf beruht die Meßung der 
Kreisbogen durchWinkelmeßal, Zieht man nemlich nach 
den Endpunkten eines Bogens DE, die Halbmcffer, 
und legt einen Winkelmefler in der Ebne des Bogens 
fb dafs fein Mittelpunkt in.den Mittelpunkt C fallt, 
fo werden beyde Bogen ebheentrifeh und die Sehen»



J54 e u c h IL

kel CE, CD fchneiden rauf beyden gleich viel Grade 
ab; daher man die Gradmenge von DE, aus der in 
G’K un mittelbar erhebt.

Zufatz V. Ein Winkelaw Mittelpunkte iß recht, 
fitiwpf oder fpitz je nachdem er auf einem Bogen fteht, 
der dem Quadranten gleich, oder grofser oder kleiner 
als der Quadrant ift.

Ewey Halbmefler welche einen Halbkreis umfpannen 
liegen in grader Linie, und die Schenkel eines erhab-

*I.E.\6.»en Winkels ACD * umlpannen einen Kreisbogen EFD, 
welcher grofser als der Halbkreis ift. — Ueberhaupt 
find ein Winkel oder mehrere Winkel zufammen ge
nommen , einem, zwey oder mehreren rechten Win
keln, oder einem ftumpfen oder einen ipitzen Winkel 
gleich, je nachdem fie zu ihrem Maafs einen Quadran- 
ten, einen Halbkreis, oder einen Bogen haben, der 
kleiner als ein Halbkreis aber grofser als ein Quadrant, 
oder der kleiner als ein Quadrant ift. d. U.]

LEHRSATZ 2$.

feder einem Kreiße eingßchriebne Winkel (d. h» 
jeder Winkel am Umfange ') hat zu feinem Maajse den 
halben Bogen worauf er-fleht.

Fig. 69. [Wenn der eine Schenkel eines eingefchriebnen - 
Winkels, AE, durch den Mittelpunkt des Kreifes C 
geht, fo ziehe man den Halbmefler CB. Denn ent- 
fteht ein gleichlchenkliges Dreyeck ACB, worin die 
Winkel A und B gleich find, und der äufsere Winkel 
BCE = B -fiA * = 2 A, folglich A = J BCE ift. 
Nun ift aber BCE ein Winkel am Mittelpunkte, der
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mit dem eingefchriebencn Winkel BAE über demfelben 
Bogen BE fteht, hat folglich diefen Bogen zu feinem. 
Maafse. Alfo hat der Winkel A nm Umfange, wovon 
ein Schenkel durch den Mittelpunkt geht, den halben, 
Bogen BE, worauf er fteht, zu feinem Maafse *.

Geht kein Schenkel eines eingefchriebnen Win
kels BAD durch den Mittelpunkt, fo ziehe man durch 
die Spitze des Winkels den Durchmefler AE, welcher 
mit den Schenkeln des eingefchriebnen Winkels, AR, 
AD, zwey Winkel am Umfange BAE, DAE bildet, 
Welche der Bedingung des erden Falls entfprechen , 
folglich zu ihrem Maats den halben Bogen haben, auf 
dem lie ftehn.]

Liegt nun der Mittelpunkt, folglich AE, zwi- 
fchen beyden Schenkeln des gegebnen Winkels BAD, 
fo ift diefer Winkel der Summe jener beyden Winkel 
BAE, DAE, gleich, hat folglich zu feinem Maafse die 
Hälfte der Bogen BE -4- ED , d. h. die Hälfte des Bo
gens BD worauf er fteht. — Liegt dagegen der Mit
telpunkt, folglich auch AE, aufserhalb des Theils der 
Ebne den die beyden Schenkel AB, AD' umfpannen, 
fo ift der gegebne Winkel am Umfange BAD' dem Un- 
terfchiede jener Winkel BAE, D'AE gleich*, hat folg- *I E.i2V 
lieh zu feinem Maafs die Hälfte des Bogen D'E — BE, 
d. h. die Hälfte des Bogens BD' auf welchem er fteht.

Alfo bat jeder in dem Kreis eingefchriebne Win
kel, oder jeder Winkel am Umfang, zu feinem Maa
fse den halben Bogen, den er umfpannL

Z u fa tz L Alle Winkel in demfelben Kreis abjehmtt * pjg, 7O. 
find gleich, z. B. BACt BDC, BEC etc. Denn fie ftehn * E> 7’
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auf demfelben Kreisbogen BOC, deffen Hälfte fie tu 
ihrem Maafse haben» [Eben fo find Winkel in Ab* 
fchnittcn gleicher Kreife, welche in beyden über glei
che Bogen oder Sehnen ftehn, gleich. —- Sind umge
kehrt in einem Kreife, oder in zwey gleichen Krei
fen zwey Winkelam Umfange gleich, fo umfpanncn 
fie gleiche Bogen , und ftehn in gleichen Kreis» 
abfchnitten.

T. III. Daffelbe ift bey allen ähnlichen Abschnitten verfcbied- 
‘ ner Kreiß, wie AEB, ADC der Pall, d. h. bey Ab- 

*IV.E.2 fcyinitten, deren Bogen gleich viel Grade enthalten *.
Denn die Ergänzungen ihrer Bogen zum ganzen Um
fange ANB, ANC enthalten alsdann auch gleich >iel 
Grade, folglich auch die Winkel in den Abfchnitten, 
E, D, welche durch die Hälfte diefer Bogen, auf die 
fie ftehn, gemeßen werden. Die Winkel in ähnli
chen Abichnitten find alfo immer gleich. Und find 
tun^ckebrt in verfchiednen Kreißen zwey Winkel am Um fan* 
gc gleich, fo find die Bogen welche fie umßpannen und die 
Abfchnitte in welchen fie ftehn ähnlich, (d. h. enthalten 
gleich viel Grade.)

„r_ Zufatz II. Jeder Winkel im Halbkreife iß ein 
Rechter, z, B. der Winkel BAD. Denn zieht man den 
Halbmeßxr CA, fo erhält man zwey gleichfchenklige 
Dreyecke BCA, ACD, worin die Winkel bey A den 
Winkeln B, D gleich und, alfo auch ihre Summe BAD 
;= B + D ift. Nun find die drey Winkel B, D, BAD, 
als Winkel in einem Dreyecke, zufammengenommen

* I. 31. zwey rechten Winkeln gleich ♦; alfo ift ihre Hälfte 
BAD einem rechten W’inkel gleich. —- Auch erhellt
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der Satz unmittelbar daraus, dafs BAD als Winkel im 
Umfang, der auf den Halbkreis fteht, die Hälfte des 
Halbkreifes, d. h. einen Quadranten zum Maals hat;
daher er nothwendig ein rechter ill *. *22 Z.5.

[Folgerung. Sind folglich drey grade Linien 3’
JC, AD, welche in einem Punkte A zufammenßvßen 
gleich, und liegen zwey derjelben, Aß und AD, in gra
der Linie, fb iß, wenn man BC, CD zieht, der Winkel 
BCD ein rechter. Denn dann iäfst lieh um A mit dem 
Halbmefier AB ein Kreis befchreiben, der durch die 
Punkte B, C, D geht *, worin BD DurchmeHer, allo *£. 
BCD ein Winkel im Halbkreife ift.

Halbirt man dieHypotenufe eines rechtwinkligen Drey- 
ecks BCD im Punkte A, und zieht AC, (oder zieht man 
diefe Linie lb, dafs die Winkel B, BCA oderD, DCA 
gleich werden ) fo ill: AC == AB = AD.

Errichtet man endlich auf der Grundlinie eines gleich- 
fchenkligen Dreyecks ABD, in ihrem Endpunkte ein Per
pendikel CD, fo dwehfebneidet diefe den zweyten verlän
gerten Schenkel BA fo, dafs AD den Schenkeln AB, AC^ 
und der Winkel beyDdem Winkel beyO gleich wird, Denn 
dann ift A der Mittelpunkt eines Halbkreifes durch 
B, C, D.]

Zufat z III. Jeder Winkel BAC, der in einem Kreis- Fig. 70» 
abfehnitt, gröfser als der Halbkreis eingefebrieben iß « 
iß ein fpitzer Winkel; denn er fteht auf einem Bogen 
der kleiner als der Halbkreis ift, hat alfo zu feinem 
Maafs einen kleinern Bogen als den Quadranten *. — 
Jeder Winkel BOC, in einem Kreisabfcbnitt der kleiner als 
der Halbkreis iß, iß dagegen ein ßumpfer Winkel. Denn
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ihn nnfst die Hälfte eines Bogens, welcher grö'fser als 
der Halbkreis ift.

A n m e r k u n g, Diefe Sätze über die Vergleichung der Win
kel, welche in Kreifen eingefchrieben find, mittelft der Bogen 
die fie umfpannen, (und die folgenden Sätze welche fie vervoll- 
ftändigenj gehören zu den fruchtbaren in der Geometrie. Un
mittelbar auf den hier bewiefenen beruhen einige nette Eigenfchaften 
ßch dnrebfehneidender Kreife , wovon ich die entere aus Clavins 
Euklid, die übrigen aus Gregor voji St. Opus Geome
tricum entlehne.

FiS« 7“' !• Wenn ein Kreis ABC durch den Mittelpunkt C eines andern
Kreifes geht, und man zieht in ihm den Durchmejfer der durch 
C geht, CA, fo febneidet der zweyte Kreis, und der Bogen in ihm, 
von allen graden Linien, die durch den Punkt A gehn, gleiche 
Stilcke LM, MIA ab. Denn zieht man CM, fo Ht AMC ein Win- 

• Z. 3. kelim Halbkreis , mithin CM fenkrecht auf AN *, und folglich
* 9. wird die Sehne LN des zweyten Kreifes im Punkte M halbirt *.

ÎIf_ 2, Auch wenn zwey gleiche Kreije fick'-fchneiden, und man 
Fig. 78. hefchreibt um ihre gemeinfchaftliche Sehne * BC als Durchmejfer

3°‘ einen Kreis, Jo wird jede grade Linie welche durch die Punkte B 
oder C geht, worin die Kreife ßch fchneiden, z. B, CM, [von den 
drey Kreislinien halbirt. Denn jede folche Linie bildet mit der 
Sehne BC einen Winkel BCM, welcher in beyden gleichen Krei
fen ein Winkel am Umfange ift, und daher gleiche Bogen BF, 

• Z i. BM umfpannt *. Alfo find auch die Sehnen BF, BM gleich ", 
* 7’ und FBM ein gleichfchenklig Dreyeck. Zugleich ift BLC als 

• Z. 2. Winkel im Halbkreife ein rechter folglich BL ein Perpendikel 
auf die Grundlinie diefes gleichfchenkligen Dreyecks, und des- 

^Liy.f.a halb FL LM *.

T. III 3- Durehfchnciden fich zwey Kreife in den Punkten I L 
Fig. 76. und man befchrcibt um Leinen dritten Kreis, der beyde durch.

fchncidet, fo liegen zwey der Durchfchnittspunkte mit dem Punkte 
I in grader Linie. Denn zieht man HI, HK und LH, LK wel
che als Halbmeffer des dritten Kreifes gleich find, fo find auch
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die Winkel LKH LHK, gleich, Jenei- fleht, als Winkel am Um
fang, auf dein Bogen INL = IHL *, daher beyde: Winkel die 7»
Hälfte dielet Bogen zu ihrem Maafs haben. Der Winkel am Um
fang IHL umfpannt den übrigen Theil des Umfangs. Beyde, 
LHK, LH1 haben alfo den halben Umfang zu ihrem Maafs, find 
alfo rechte Winkel * , und mithin liegen KH , IH in grader *22.Z.j, 
Linie *. * I. 4.

4, Wemr man über die Grundlinie BC eines Dreyecks AEC T. I I 
einen Kreis befchreibt, und diefer durch/chneidet die Schenkel des ^ig 77»
Dreyecks, oder ihre Verlängerungen in den Punkten D, E, und 
inan befchreibt ferner durch die Endpunkte eines der Schenkel, AB, 
und den Durchjchnittffnvkt des andern Schenkels mit der Kreis
linie, E, einen zweyten Kreis, und eben fo durch A, C, D, einen 
dritten Kreis ; fo entßehn dadurch ähnliche Kreisabfchnitte über die
Seiten des Dreyecks.

Denn zieht man BE, CD, fo find die Winkel BDC, BEC 
als Winkel am Umfange die über dcmfelben Bogen BMC ftehn 
gleich. Liegt folglich A innerhalb des Kreifes über EC, 1b find Fig. 77. 
die Abfchnitte diefer Winkel in allen drey Kreifen ähnlich, folg
lich BEC, BEA, ADC ähnliche Kreisabfchnitte. —- Liegt A 
außerhalb des Kreifes über BC, fo find auch die Nebenwinkel pig 77» 
jener, d. h. die Winkel ADC, AEB gleich, umfpannen folglich 
in beyden Kreifen Bogen AB, AC welche unter fich und mir 
der Ergänzung des Bogens BMC zum ganzen Kreife, d. h, mit 
dem Bogen BDEC ähnlich find; daher auch in diefem Fall die 
Ablchnitte über den drey Seiten des Dreyecks ähnlich find.

Liegt A auf der Kreislinie überBC,fo fallen die beyden 
Durchfchnittspunkte D , E in einen Berührungspunkt zufam- 
men ♦, und man mufs dann über jedem Schenkel des Dreyecks 
Kreife, welche den andern Schenkel berühren, befchreiben , um 
den folgenden Lehrfatz gemäfs ähnliche Kreisabfchnitte über alle 
drey Seiten des Dreyecks zu erhalten.

5. Aus diefen Sätzen folgt umgekehrt, dafs wenn man über 
die drey Seiten eines Dreyecks ähnliche Kreisbogen bejchreibt, je 

20. A,

wtvey derfelben fich in einem der Schenkel der Dreyecks oder in deren-
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Verlängerung durchjchneiden wüjfen, Mitteift deflelben und des 
folgenden Lehrfatzes beweift Gregor von St. Vincenz in feinem 
grofsen Geometrifchen Werke (Prop. 11. bis 165 und jg bis 64 
de Circulo J eine Menge netter Eigenfchaften vom Durchfchnitt 
grader Linien, die durch die Spitze des Dreyecks A gehn, mit 
den Bogen der drey ähnlichen Kreisabfchnitte, von deaen ich 
hier nur ein Paar anführe, deren Beweis keine Schwierigkeit hat, 
uns hier aber doch zu weit'abführen würde.

6. Zieht man von dem Mittelpunkte des einen Kreis abfehnitts 
BDC durch die Mittelpunkte der beyden andern grade Linien, Jo 
liegen die Durch Je bnitte diefer Linien mit den letztem Kreisbogen 
und die Spitze A des Dreyecks in grader Linie ; und daflelbe ift der 
ïall mit den beyden Punkten worin die Tangente, die am Eogeti 
des Kreisabschnitts BEC in den Punkten B und C gezogen wer
den, die beyden andern Kreisbogen durchfchnciden.

7. Zieht man durch die Spitze A eine grade Linie., fo find, 
die Stücke derfelben, welche zwifchen der Kreislinie BECM und 
den beyden andern Kreislinien liegen, allemal gleich,

g. Wenn ein Kreis, der um den Mittelpunkt des Abfehnitts 
BEC bejchrieben wird, den einen der beyden andern Kreife berührt 
oder fchneidet, fo berührt oder fchneidet er auch den z wey ten 
sind zwar fchneidet er im letztem Fall von beyden ähnliche Barett 
ab. Und noch ein Paar Solche Sätze , “die ich übergehn mufs.

d. U.

LEHRSATZ 24.

^0-74' i. Der Winkel BIE, den eine Tangente IB 
mit einer Sehne IE macht, welche die Tangente im 
Berührungspunkte durchfchneidet, hat zu feinem Maa- 
/se die Hafte des Bogens INE der von beyden Linien 
eingefchlofsen wird.

[2. Umgekehrt mufs jede grade Linie IB, wel
che durch den Endpunkt einer Sehne IE gegen diefe 

' Sehne
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Sehne unter einem Winkel gezogen wird den die 
Hälfte, des von ihnen eingefchlofsnen Bogens INSmifst, 
den Kreis int Punkte I berühren^

1. Zieht man nach dem Berührungspunkte Ï den 
Durchmefler DI, fo ift erftens DIB ein rechter Win* 
kei *, hat alfo als folcher zu feinem Maafs die Hälfte f i, 
eines Halbkreifes *, alfo auch die Hälfte des Bogens *22.Z 
DEI. Zweytens hat der Winkel DIE als ein Winkel 
am Umfang die Hälfte des Bogens DE zu feinem Maa-

x fse ♦♦ Folglich hat der Unterfchied beyder Winkel * 23. 
DIB und DIE, d. h4 der Winkel DIE, zu feinem Maa» 
fse die Hälfte des Bogens INE, welchen die Tangente 
IB und die Sehne .IE umfpannen. — Auch der Neben
winkel defielben AIE hat daher zu feinem Maalse die 
Hälfte des Bogens IME, welcher jenen Bogen zum 
ganzen Kreife ergänzt

[2. Ift dagegen IB fo gezogen, dafs der Win* 
kel E1B die Hälfte des von beyden eingefchlofsnen 
Bogens IE zu feinem Maalse hat , fo fey ID der 
Durchmefler der durch den Punkt I geht. Zieht 
man die Senne ED, fo umfpannen die Winkel D und 
DIE zufammengenommen den Halbkreis IED, haben 
glfo als Winkel am Umfange einen Quadranten zu ih
rem Maafse *, und lind daher zufammengenommen * 2^ 
einem rechten Winkel gleich. Werden aber, nach 
der Vorausletzung, die Winkel EIB und D von dem- 
felben Bogen ID gemeßen, fo lind lie gleich, Und 
alfo lind auch die Winkel BIE , DIE zufammeng«. 
nommen einem rechten Winkel gleich. Folglich ift

L
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AB ein Perpendikel durch den Endpunkt des Durch- 
meffers, alfo eine Tangente des KrciEs im Punk- 

* 121 te 1 ♦.]
[Folgerung. Der Winkel B1E zwifchen einer be

rührenden Linie und einer Sehne die durch den Berührungs
punkt geht, iß gleich den Winkeln am Umfang, welche 
mit ihnen deafelben Bogen iE ujnfpannc» ‘folglich den 
Winkeln in dem Kreisabfchnitt, der mit der 'Tangente 
auf entgegengefetzter Seite der Sehne liegt. Denn al
le diefe Winkel werden von demfeiben Bogen gemeßen. 
(Es gilt alfo auch hier von der Tangenie, was von den 
Sehnen bewiefen ift.) Umgekehrt mufs jede Linie IB, 
welche mit einer Sehne IE an ihrem Endpunkte ei
nen Winkel macht, der den Winkeln im entgegenge- 
fetzt liegenden Kreisabfchnitt IME gleich ift , den. 
Kreis im Punkte I berühren.]

Taf. III. [Zufatz I. Eine grade Linie EG t welche durch 
F' den Punkt I gebt, worin zwey Kreifeßcb berühren, fchnei- 

da von beyden Kreißen ähnliche Bogen und ähnli
ebe Kreisabfchnitte ab.

Denn da beyde Kreife im Berührungspunkt eine 
gemeinfchaftliche Tangente AB haben * , fo bildet 
die grade Linie EG in beyden Kreifen mit der Tangen
te einen gleichen Winkel. Folglich muffen die Bo
gen IE, IG, deren Hälften diefe Winkel unlerm Lehr, 
fatz zu folge meßen , gleich viel Grade enthalten, oder 
gleiches Verhältnifs zum ganzen Umfang haben, mit- 

*1V.E.2. hin ähnlich feyn *, und daher auch ähnliche Kreisab- 
fchnitte umfpannen. Berühren die beyden Kreife 
fich innerlich, fo ift Gl ein Theil der Sehne IE, und 
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die ähnlichen Kreisbogen liegen auf einerley Seite der 
Linie EGI. Berühren fie fich dagegen äußerlich, fo 
liegen Gl, IE auf entgegengefetzten Seiten des Berüh
rungspunktes , und eben fo die ähnlichen Kreisbogen 
zu entgegengefetzten Seiten der durchfchneidendenLi' 
nie GE.

In gleichen Kreißen welche fich berühren, werden 
von jeder graden Linie durch den Berührungspunkt, 
gleiche Stücke abgelchnitten *. * 7'

Zufatz II, Zieht man durch den Punkt /, worin 
zwey Kreiße fich berühren grade Linien, and durch die bey
den Punkte, zvorin fie einen jeden diefer Kreiße nochmals 
durchfehneiden 9 die Sehnen DE, EG ; fo find dieße Sehnen 
parallel, Denn da beydeLipien in dielen Kreifen, nach 
Zufatz I. ähnliche Bogen IE, IG und ID, IF ab- 
fchneiden , fo find die Winkel am Umfange, welche 
auf dielen Bogen ftehn, D und F, auch E und G 
gleich *, mithin die Sehnen DE, PG parallel*, und *2yZ,r. 
die Dreyecke IDE, IFG gleichwinklig. L-5-A.

In gleichen Kreißen decken fich diefe beyden Drey
ecke *. In ihnen find alfo die Sehnen DE, FG über- * 2. 
dem noch gleich. Zieht man daher, wenn fich dîeKrei- 
fe äufserlich berühren, EF, DG, fo find auch diefe Li
nien gleich, und DFG ift ein Parallelogramm. In anglet, 
eben Kreißen ift, wenn IG kleiner als 1E ift, auch FG 
kleiner als DE, und dann durchfchneiden fich EF und 
DG.

Zufatz III. Halen umgekehrt zwey Kreiße einen 
Punkt l gemein, und zwey grade Linien EG , DE durch-

* La
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fchneiden bey de im Punkte I fo, dafs die Sehnen DF, FG durch 
die Dure hfc Unitt spunkte parallel find ; fo berühren fich beyde 
Kreife im Punkte I. Denn man ziehe durch I am Kreife 
IDE die Tangente AB, fo ift der Winkel DIA., dem 

* 34. £ Winkel am Umfange E *, mithin auch, wegen des Pa 
rallelismus der Sehnen DE und FG, dem Winkel G 

*I.3$.A. gleich *. Ift daher, wie in Figur 75, IF ein Theil 
der Linie ID, fo ift der Winkel FGI dem Winkel G 
gleich, d. h. dem Winkel in dem Kreisabfeh nitte, wel
cher mit IA auf entgegengefetzter Seite der Sehne 1F 

• 34, £ liegt, und daher berührtIA den Kreis IFG*. — Liegt
1F in der Verlängerung von ID, wie in Fig. 75 *, fo 
lind FIB , DIA Scheitelwinkel , folglich ift auch FIB 
gleich G, und allo auch in diefem Fall IB eine Tan
gente am Kreife IGF. — In beyden Fällen haben alfo 
die Kreife eine gcmeinfchaftliche Tangente AIB, daher 

*16. £4. *n beyden Fällen im Punkte I berühren *.
m Zufatz IV. Wenn zwey gleiche Kreife lieh im 

F«76» Punkte I durchfchneiden, fo ift ihr krummliniger Winkel 
MlHd. h. der Winkel ihrer Tangenten im Berührungs- 

* J2 ,Z. punkte I *, dem Winkel gleiçh, welchen die Tangente 
Iß, mit einer ihr gleichen SehnelDdes zweyten Krei- 
fes macht. Denn das Maafs des Winkels der beyden 
Tangenten IA, IB ift, weil IB zugleich eine Sehne 
des erften Kreifes ift, der halbe Bogen IMB. Das 
Maafs des Winkels BID ift eben fo der halbe Bogen 
1HD. Die Bogen IMB, IHD lind aber als Bogen glei
cher Kreife, die zu gleichen Sehnen IB, ID gehören, 

* gleich *, alfo auch die Winkel DIB, BIA.J
Anmerkung. Den erften diefer Zulatze entlehne ich au 

Pappus B, 4. S. 9, wo er mit unnöthiger Weitläufigkeit bewie- 
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fcn wird; die beyden folgenden aus Pappus B. 7., wo'fie das 7te 
çte und i ite Lemma aus Apollonius Werk von den Berührungen 
ausmachen, und den letzten Zufatz aus Krafft und Vietas Opp« 
p. 383. d. U.

[LEHRSATZ 2 5. ]

I. Der Winkel AOD, unter welchem zwey Seh-*l&79i 
neu AB, DE eines Kreifes ßch durchfchneiden, hat 
zu feinem Maafs die halbe Summe der Bogen, welche 
fine Schenkel umfpannen AD 4- BE.

2

2. Der Winkel, unter welchem zwey verlängerte 
Sehnen AÖ , BO', oder eine verlängerte Sehne AO’ 
und eine Tangente GOßch durchfchneiden, haben zu \ 
ihrem Maafse den halben Unterfchied der Bogen, wel
che ihre Schenkel umfpannen AD’ — BE' oder 
AG — GB. * ‘

3. Der Winkel FO' G unter welchem zwéy Tan
genten eines Kreifes FO' GÖ ßch durchfchneiden, hat 
zu feinem Maafse die Ergänzung des Bogens, welchen 
beyde Tangenten umfpannen, zum Halbkreife, oder 
Halbkr. — FG.

I. Durchfchneiden fiçh die beyden Sehnen AB,, 
DE felbft in einen Punkte O, fo entlieht, wenn man 
BD zieht, ein Dreyeck OBD, worin der Winkel am 
Durchfchnitt AOD der äufsere Winkel, mithin AOD 
__ B + D ift *♦ Diefer Winkel hat alfo zu feinem» j, 
Maafse die Summe des Maafses der Winkel B und D, 
folglich die Bogen AD -f-BE *. - 2F

3
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2. Durchfchneiden fich dagegen die Verlängerun
gen zweyer Sehnen, und man;zieht BD, fo entfteht 
Dreyeck D'O'B, worin der Winkel am Durchfchnitts- 
punktO' ein innerer, und ^mithin D'O'B = D'BA — D'ift. 
Diefer Winkel hatalfo zu feinem Maalse den halben Un- 
terfchied derBogen AD', BE' oder AD' — BE'.

Daffelbe ift der Fall wenn die Tangente GO' und 
eine Sehne AB lieh in einem andern Punkte als im Be
rührungspunkte durchfchneiden. Denn auch dann- 
entfteht, wenn manBGzieht, ein DreyeckBGO', wo
rin der Winkel am Durchfchnitt ein innerer, und O' 
= AEG — G ift, folglich zu feinem Maafse die Bo
gen AG — GB hat.

3, Durchfchneiden fich endlich zwey Tangenten 
GO', FO', und man zieht nach den Berührungspunk
ten die Halbmefler CG , CF, fo entfteht ein Viereck 
CFO’G, welches zwey rechte .Winkel F, G hat, und 
worin der dritte Winkel C als ein Winkel am Mittel
punkte durch den Bogen FG, welchen beydeTangen
ten umfpannen, gemeflen wird. Der vierte Winkel 
FO'G hat folglich zu feinem Maafs den Halbkreis we
niger diefen Bogen, den die Tangenten, als Schen- 

I. 3«. kel, umfpannen *.
Folgerung i. Unter Winkeln, zvelche auf dem- 

felben Kreisbogen nach der bohlen Seite des Bogens zu fiehn, 
iß der Winkel, deßen Spitze im Umfange liegt, gröfser 
als jeder deßen Spitze aufserhalb der Kreislinie fallt, dage. 
gen kleiner als jeder Winkel deßen Spitze innerhalb der 
Kreislinie liegt*
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Folgerung 2. Grade, Linien welche von den'End- T, HI. 
punkten gleicher Bogen eines Kreifes AB, EF etc, durch die 10*’ 
Endpunkte eines andern Bogens CD gezogen find, und ent
weder alle int Kreife oder alle aufser dem Kreife zufam- 
mentreffen, durchfchneiden fich unter gleichen Winkeln 0, 
etc. Denn fie haben alle zu ihrem Maafse im erften Fall 
die Summe, im letztem den Unterfchied gleicher Bo- 
gen, AB, EF etc. und des Bogens CD.

Folgerung 2. Der Winkel 0 unter welchem zwey T.ITT» 
5 63 F.78.**

Tangenten fich durchfchneiden, ift das Doppelte des Win.
Kels GKH, welchen die Linie zwifchen den Berührungspunkten 
mit dem Durchmefer durch den Berührungspunkt K bildet. 
Denn GKH hat als Winkel am Umfange zu feinem 
Maalse die Hälfte des Bogens HG, welcher (nach 3) 
den Winkel O mifst.

Z u fa t z I. Zieht man durch den zweyten Endpunkt 
diefes Durchmejfers und durch den zweyten Berührungspunkt 
eine grade Linie HG, fo dtirchfchneidet diefe die Tangente 
KO in ihrer Verlängerung fo dafs die Winkel 1 uud GKH, 
und die Linien 01, OG, OK, gleich find. Denn KGH 
ift als Winkel im Haibkreife ein rechter *; alfo ftehtZ.jl 
Gl auf der Grundlinie eines gleichfchenkligen Drey
ecks KGO in deren Endpunkt fenkrecht, und durch- 
fchneidet daher den gegenüberliegenden Schenkel im 
Punkt I, fo dafs 01 = OG = OK und I = G ift *. S3.Z.2. 

f. i.
Zufatz II. Befchreibt inan um ein gegebenes^, 

Dreyeck ABC einen Kreis, ferner um eine der Seiten u* 78** 
z. B. um BC mit gleichem Halbmefier einen zweyten 
Kreis , und fällt dann von dem gegenüberftehenden 
Winkelpunkte A ein Perpendikel aufBC, welches die
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Kreife und diefe Linie in den Punkten D, E, F 
durchfchneidet ; fo flehn die graden Linien welche man aus 
den, beyden andern Winkelpunkten B , C durch den Punkt D 
zieht, ebenfalls auf die gegenüber (leben den Seiten des Drey
ecks fenkrecht.

Denn weil die Kreife gleich find, fo gehören er- 
flens au der gemeinfchaftlichen Sehne gleiche Bogen 

* 7’ EDC, BFC*, Und diefe halbirt beyde die grade Linie 
durch die Mittelpunkte der Kreife , welche zugleich 

* so. auf'EC fenkrecht fteht*. Mit diefer Linie läuft das 
* L 5i. Perpendikel. DF parallel*, daher die Bogen zwilchen 
*13.2,3-beyden *,und alfo auch die Bogen BD, BF, und DC, 

CF gleich find, Zweytens ift der Winkel ECU, deflen 
Spitze im Durchfchnittspunkte beyder Kreife liegt, 
in beyden ein Winkel am Umfange, mufs alfo in bey- 

*33.2.1.den gleiche Bogen BD, BH umfpannen *, fo das alfo 
Bog. BD = Bog. BF = Bog. BH.

Nun hat der rechte Winkel bey E zu feinem 
Maafse die Hälfte der Bogen AC BF, und derW’in- 

* fi) kei bey G die Hälfte der Bogen AC-f-BH *, (in F.78* VC 
•+-BD = AC + BH), Beyde Winkel find alfo gleich, da 
die Bogen BF, BH und mithin die Bogen, welche beyde 
Winkel meßen gleich find. Alfo iftGfogut wieE, und 
aus denfelben Gründen auch 1 ein rechter Winkel.

Da aus einem Punkte auf eine grade Linie nur ein 
einziges Perpendikel möglich ift, fo durchfchneiden 
fich folglich die Perpendikel, welche aus den Mittelpunkten 
eines Dreyecks ABG auf die gegenüberflehenden Seiten ge
fällt werden , allemal in Einem Punkte D, Und zwar 
fteht diefer Punkt D mit jedem der Punkte F, H, K,
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(worin die Perpendikel, die aus den Winkelpunkten 
auf die gegenüberftehenden Seiten gefällt werden, ei
nen Kreis der um das Dreyeck befchrieben kl durch- 
fclmeiden) von den Seiten des Dreyecks gleich weit ab, 
fo dafs DE — EF, DG = GH und Di = IK ift; (wie 
daraus erhellt, weil die Dreyecke DBF, DBH, DCK 
gleichfchenklig* und BE, BG, CI Perpendikel auf ihre 
Grundlinien lind *, Eine artige Eigenfchaft des Drey- ' 
ccks, welche man mit der in Lehrfatz 10 Folgerung 
2 vergleiche.

Anmerkung. Auf den elften Theil diefes Lehrfatzes 
gründet Geh eine Methode Scheibeuinftrnmente oder ganze Kreife 
zu prüfen, ob fie auch nicht an dem Pebler der Excentricität lei
den *, und, gefetzt dies wäre der Fall, doch mit lolchen fehlei’ 
haften Inftrumenten richtig zu mefl’en. Dreht fich nemlich die 
Äjhidade oder das Fernrohr nicht um den Mittelpunkt der Thei- 
lune, fo find die Winkel, welche abgefchnitten werden, keine 
Winkel am Mittelpunkte, fondera excentrifcbc , wie O in Fig. 79. 
Folglich werden in folchcn Inftrumenten von den entgegengefetzc 
liegenden Endpunkten der Alhidade ungleiche Bogen abge
fchnitten; und fo oft das der Fall if:, leidet das Infiniment am 
Fehler der Excentricität. Und dann werden, dem erften Theil 
diefes Lehrfatzes zu folge, die Winkel durch die halbe Summe 
der beyden abgefchni^tencn Bogen, die einander gegenüber liegen, 
gemeßen, ’

Dis'- beyden letzten Folgerungen und die beyden Zufätze 
entlehne ich aus Gregor von St. Vincenz Satz 7, 50, 51 und 53 
de Circulo, wo fie aber aus andern Gründen, und nicht fo kurz 
bewiefen werden. d. U.

[LEHRSATZ 26.]

Die Spitzen aller gleichen Winkel, welche ft 6er Fig, ?o« 
derfelbe gradin' Linie BCßehn, liegen iüsgefawint in
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einer, Kreislinie die durch die Endpunkte diefir gra- 
den Linie B, C geht.

Man ziehe durch B, C und die Spitze A eines 
I0, diefer Winkel eine Kreislinie *. Gefetzt nun, es fielen 

nicht alle Spitzen der andern Winkel in diele Kreisli
nie, fondera wie a oder ß, fo konntet! der Winkel 

* Folg, a, ß nach dem vorigen Lehrfatz * nicht dem Winkel 
A gleich feyn, Condern ß wäre gröfser, kleiner als 
A, gegen die Vorausfetzung. Folglich find alle Col
che Winkel in demfelben Kreisabschnitt über der ge- 

* E’ 7'gebenen Linie befindlich*, weichen zu bilden 
Aufg. 16 lehrt. 1

Folgerung I. Veber derfelben graden Linie find aL 
fo auf einerley Seite nicht zwey verfchicdene Kreisabfchnitte 
möglich, welche denfelben Winkel faßten r folglich nicht 

*1V.E.3. zwey verfchiedene ähnliche Kreisabfchnitte^\ und ähnli
che Abfchnitte über gleichen Linien decken fich und 
find gleich (Euklid III. 23. 24.)

Folger u n g 2. Der Bogen des Kreisahfchnitts über 
BC, welcher den Winkel A fafst, ift der géometrifehe Ort 

„ für die Spitze aller Dreyecke, die über derfelben Grund
linie BC ffehn , und in welchen diefer Grundlinie 

*LE.si. ein gleicher Winkel A gegenüberfteht *. Oder 
er ift der geometri ficke Ort tür die Aufgabe, aus zwey 
gegebenen Punkten B C zwey grade Linien zu zichn, die 
fich unter einem gegebnen Winkel A durchjchneiden. Jeder 
Punkt im Kreisbogen BAC thut diefer Aufgabe genü
ge , und keiner der Punkte die aufserhalb deffelben 

* £ liegen *.
Anmerkung. Diefe lezte Folgerung ift im erften Buch 

von Apollonis ebnen Oertern der zweyte Satz, und wird dort
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nach der deùtfchen Ueberfetzung folgendermafsen ausgedrücktt 
„Wenn zwey grade Linien, die einen Winkel von gegebner 
Große einfchliefsen, durch zwey gegebne Punkte gehn, fo liegt 
der Durchfchnittspunkt diefer Linien auf einem der Lage nach 
gegebnen Kreisumfang, oder auch: fo berührt ihr Durchfchnitts
punkt die hohle Seite eines der Lage nach gegebnen Kreifes”5 
in welchem letztren Ausdruck der Begriff des Berührens unrich
tig gebraucht wird. Uebrigens fehlt auch diefer wichtige Lehr« 
fatz famine den folgenden Zulätzen bey Le Gendre.

Zu fa tz I. Wenn ein rechtwinkliges Dreyeck ABD Fig, 71. 
mit einem andern rechtwinkligen EBD eine gleiche Hypo-

hat, die eine Kathete AB aber kleiner als die Kathete 
EB des andern Dreyecks ift, fo ift dagegen die zweyte Ka
thete AD des erftern gröfser als die Kathete ED des zweyten 
Dreyecks; und umgekehrt. Denn legt man die Hypote- 
nufen aufeinander, fo fallen die Spitzen, unferm Lehr- 
fatz zu folge, in einen Halbkreis *, und die Kathe- 
ten jedes diefer rechtwinkligen Dreyecke werden Seh
nen, deren Bogen fich zum Halbkreife ergänzen. Nun 
gehört zur kleinern Sehne der kleinere Bogen *, mit- * 
hin die gröfsere Ergänzung zum Halbkreife, und allo 
auch eine gröfsere Sehne der Ergänzung, d. i. eine 
gröfsere zweyte Kathete; und ift AB < EBfo ill noth- 
wendig AD ED.

Zufatz II. Daffelbe gilt aus den nenälichen 
Gründen, für alle Dreyecke , welche gleiche Grundlinie 
und gleiche Winkel an der Spitze haben, und man kann 
daher diefen Satz allgemein fo ausdrücken : find in 
zwey Drey ecken ABC, DBC, eine Seite BC und der ihr ge- 
genüberftehendè Winkel A, D in beyden gleich, hingegen 
ein Schenkel ungleich AB < DB} ß iß der zweyteSchenkel 
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in dem Dreyecke grofser, in welchem der eifere Schenkel 
der kleinere war, AC 3> DC; ein Satz, dem in der An
merkung zu Lehrfatz 10 des erften Buchs analog» 
flatt deffen man fich gewöhnlich mit dem vorigen 
Satz, als Folgerung aus dem Pythagoreischen Lehrfatz 
begnügt. Auch der folgende intreftante Satz fehlt in 
imiern Lehrbegriffen, obgleich er fchon in einem Wer
ke eines alten Griechen Serenus de fectione cylindri, 
5 atz 46 und47, vorkömmt.

T. III. Zufatz III. iß AD Eß ein beliebiger Kreisab- 
febnitt, und D ein Punkt in der Mitte des Kreisbogens, fo 
iß die Summe der beyden Schenkel jedes Winkels im Kreisab- 
Jcbnitt, z. B. des Winkels A EB, gleich der Sehne AG, wel
che durch Verlängerung des einen feiner Schenkel in dem 
Kreife entfieht, der um D als Mittelpunkt, mit dem Halb- 
meß er DA, befebrieben iß. Denn man verlängere AD 
bis F, und ziehe FB, GB, fo entiiehn dadurch zwey 
Dreyecke FDB, GEB, wovon das elftere gleichfchenk- 

*E,2. a lig ift*. Nun find erftens die Winkel ADB , AEB 
als Winkel in demfelben Kreisabfchnitt *, folglich 
auch ihre Nebenwinkel FDB, GEB gleich. Zweytens 
find die Winkel F und G gleich, als Winkel am Um
fange des gröfsern Kreifes, welche beyde über dem 
Bogen AB ftehn. Mithin find in denDreyecken zwey 
Winkel des einen, denen des andern, alfo auch die 
dritten Winkel DBF , EBG untereinander gleich *, 
Nun aber find in dem gleichfchenkligen Dreyeck FDB 
die Winkel bey FundBgleich ; folglich find auch im 
Dreyeck GEB die Winkel bey G und B , mithin auch 
die Schenkel EG, EB gleich. Es ift alfo AE -f- EB 

AE + EG = AG.
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Folgerung T. Unter allen Sehnen des gröfsern 
Kreifes, ift die. welche durch den Mittelpunkt D geht, 
d .h. der Durchmefler, die grofste *. Die übrigen wer- * S 
den immer kleiner , je weiter fie vom Mittelpunkte 
abftehn, oder je grofser der Bogen FG, (mithin auch 
DE oder der Winkel DAE) wird *. Folglich ift die * g, 
Summe der beyden Schenkel eines Winkels in einem 
Kreisabschnitt, bey dem Winkel, deflen Spitze in D 
liegt, die grofte, und wird immer kleiner, je weiter 
die Spitze vom Punkte D ab, und je näher fie bey der 
Sehne AB liegt.

Unter allen Dreyecken über derfelben Grundlinie und mit 
demfelben Winkel an der Spitze, iß folglich im gleicbfckenk- 
Ugen die Summe der beyden andern Seiten am größten. 
Auch ift das gleichfchenklige Dreyeck auf einerley 
Seite der Linie AB nur auf eine Art, jedes der andern 
doppelt vorhanden.

Folgerun g 2. Aus denfelben Giünden, woraus 
wir bewiefen haben, dafs AG — AE EB ift, folgt 
dafs auch BH — BE -f- EA, folglich AG = BH und 
AE = EH ift. Mithin umfpannen zwey folche verlän
gerte Schenkel einen Bogen und eine Sehne GH, wel
che dem Bogen und der Sehne AB gleich find; je zwey 
folglich gleiche Bogen und gleiche Sehnen,

LEHRSATZ 27.

I. In jedem Viereck, welches in einem Kreiße. 
eingefchrieben iß, find die gegenüberßehenden Winkel 
zujaminengenommen zwey rechten Winkeln gleich.



1^4 ■ EUCH II.

[2. Umgekehrt laßt fich um ein Viereck, worin 
die Summe der gegeniiberßehenden Winkel zwey 
rechten gleich iß, allemal ein Kreis umfehreiben. ]

i» Ift das Viereck ABCD in einem Kreife einge- 
fchrieben , fo umfpannen je zwey der gegenüberfte- 
henden Winkel die ganze Kreislinie, haben alfo, als 
Winkel am Umfange , zufammengenommen die halbe 

* 2U Kreislinie zu ihrem Maafs *, und betragen alfo zwey 
rechte Winkel *.

[2. Liefse lieh umgekehrt um ein Viereck, deflen 
gegenüberftehende Winkel A -ft- C zulammengenom- 
men zwey rechten ;W’inkeln gleich lind, kein Kreis 
befchreiben, fo würde der duich die Eckpunkte A, 

* 10. B, D befchriebene Kreis * nicht durch den vierten Eck
punkt C gehn , fondem diefer müfste innerhalb oder 
aufserhalb der Kreislinie fallen. Dann würde aber der 
Winkel C gröfser oder kleiner feyn, als ein Winkel 
G am Umfange, der mit ihm über dem Bogen DAS 

• aj.f.i. fteht *, und da. dann diefer letztere Winkel mit dem 
Winkel A zwey rechten gleich wäre , fo müfste 
A -|~ C gröfser oder kleiner als zwey rechte Winkel 
feyn, welches der Vorausfetzung widerlpricht, ]

[Folgerung 1. Hier hat man alfo die Bedingung 
unter der fich durch vier gegebne Punkte ein Kreis befchrei- 
benjäfst, Diefe Bedingung wird hier durch die Win
kel gegeben. In B. 3. Lehrfatz 18 wird fie durch Li- 
neargröfsen angedeutet.

Auch fleht man hieraus dafs fleh kein fithiefwinkliges 
Parallelogramm in einen Kreis einfekreiben, oder ein Kreis
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fich demfelben wnfchreiben läßt. Diefes ift nur bey Recht
ecken, oder bey einem Trapez oder Trapezoid mög
lich. Um jedes Rechteck läßt ßch aber ein Kreis be^ 
fchreiben.

Folgerung 2. Verlängert man eine der Seiten 
eines Vierecks, welches einem Kreife eingefchrieben 
ift, fo ift der äufsere Winkel EAD ftets dem innem 
gegeniiberftehenden C gleich.

Anmerkung, Laufen zwey Seiten eines Vierecks, welches 
dein Kreife eingefchrieben ift, parallel, fo fchneiden fie zwar 
gleiche Bogen ab *, daher auch die beyden andern Seiten, als ♦ 
Sehnen gleicher Bogen, gleich find -, deshalb braucht aber das 
Viereck kein Parallelogramm zu feyn. Denn aus dem Parallelis- 
mus zweyer, und die Gleichheit der beyden andern Seiten folgt 
nicht, dafs die parallelen Seiten auch gleich, und die gleichen 
auch parallel feyn müßten. — Die Art ein Dreyeck einem gege
benen Kreife einzufchreiben oder zu umfehreiben , und umgekehrt 
einen Kreis in ein gegebnes Dreyeck einzufchreiben, lehrt Aufg. 
17 und j8. Von der Einfehreibung der ordentlichen Vielecke 
in den Kreis, werden wir im fünften Buche handeln, auch in 
den beyden folgenden Büchern die Lehre vom Kreife noch be
trächtlich erweitern,

[le ERSATZ 2g.]

Wenn man auf der Sehne eines Kreisabfchnitts t. hi. 
AEB ein Perpendikel ED errichtet, und nimmt auf F12‘ 
der andern Seite des Perpendikels im Bogen einen 
Punkt G, und in der Sehne oder deren Verlängerung 
einen Punkt F, wovon jener vonE, diefer von D} eben, 
fo weit als dieje letztem Punkte Jelbft vom Punkte B 
abßehn; fo ßnd G und F vom andern Endpunkte 4' 
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der Sehne gleich weit entfernt ; oder wenn EG = EB 
und DF = DB ifi jo ift immer AG = AF.

Ift das Perpendikel weniger als um denHalbmefler 
vom Punkte B entfernt, fo liegt F in der Sehne, und 
G im Bogen des Kreisabfchnitts. Ziehe EB, EF, GF, 
fo ift, weil nach der Conftruction ED in der Mitte von 
FB fenkrecht auffteht, und die Bogen EB und EG gleich 

*7; 1.13. find, EB = EF — EG *, mithin der Winkel B = 
* I. 12. EFB und EFG = EG F *

Nun aber ift ABEG ein im Kreife eingefchriebnes 
• 27. Viereck, folglich find die Winkel B EGA = 2 R*, 

allo auch EFB 4' EGA — a R. Als Nebenwinkel find 
auch EFB -F EFA = 2 R, folglich ift EGA = EFA, 
und zieht man von dielen gleichen Winkeln die glei
chen FGF = EFG ab, auch AGF = AFG- Folglich 
ift das Dreyeck AGF gleichfchenklig, und AG — AF. 

îig.&z*. 2. IftBD grofser als der Halbmefler, fo fallt F' in 
die Verlängerung der Sehne über A hinaus, und G' in 
dem Bogen, * welcher den Bogen des Kreisabfchnitts 
2um ganzen Kreife ergänzt. Zieht man EB, EF' und 
EG' fo find aus den nemlichen Gründen wie vorhin 
BEF'und F'EG'gleichfchenklige Dreyecke, mithin die 
Winkel an ihren Grundlinien gleich, EF'G' = EG'F' 
Und EFB — EßFb Ueberdem find, als Winkel am 
Umfange, welche auf gleichen Bogen ftehn, EG-'A == 
EBF' mithin auch EF'B » EG'A, und zieht man diefe 
gleichen Winkel von den erftern gleichen ab, EF'G' 
.__ EF'B' = EG'F' — EG'A das heilst AF'G' = AG'F'. 
Das Dreyeck AG'F’ ill alfo auch in diefem Fall gleich- 
fchenklig, und AG' ~ AF'<

Aniwk.
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Anmerkung. Der erfte Fall diefes eleganten Satzes ift das 
dritte Lemma in Arcbimtds Werk über die Kugel und den Cylin
der. Auch war der Fall deflelben , wenn ABC ein Halbkreis ift, 
dem Aftronomen Ptolemäus zur Berechnung des Canons der Seh
nen unentbehrlich. Den zweyten Fall füge ich hinzu. Auch 
folgenden nicht unbrauchbaren Lehrfatz , den ich eben fo wenig 
in einem der benutzten Werke finde.

d. V

[LEHRSATZ 29.]

Wen n eine grade Linie DE die Sehne eines Kreis-III. 
abßhnitts ABD unter einem Winkel AFD, welcher den^' 
Winkeln im Abfchmtt gleich iß, durchfchneidet, fo 

ßeht der Durchmejfer welcher durch den Punkt A 
geht, auf der durchfchneidenden Linie DE finkrecht t 
und die Durchfchnittspunkte D, E find vom Punkte 
A gleich weit entfernt.

Denn zieht man AD, DB, AE, EB, fo ift der 
Vorausfetzung gemäfs der Winkel AÏD gleich dam 
Winkel ADB, und zweytens auch, als äufserer Winkel 
im Dreyeck AEF, den Winkeln AEF 4“ FAE. Folg
lich ift der Winkel ADB, d. h. ADF -j- FDB gleich 
AEF FAE, Und da FDB und FAE gleich find, in
dem beyde auf dem Bogen EB ftehn, fo find auch 
ADF, AEF gleich, allo auch die Sehnen und die Bo
gen AE, AD; weshalb der Durchmeffer AG die Linie 
DE halbirt und auf ihr fenkrecht fteht*. *1,17X2

Folge run g. Der Durchmeffer der durch den Punkt 
A gebt, fieht auch auf allen graden Linient HG, El fenk
recht l welche die Verlängerung der Sehne unter einem Win-

M
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der dem Winkel des Abßcbnitts gleich iß, dnrcbfchtiei- 
den. Denn alle diefe Linien laufen mit der Sehne DE

*1.25X2 parallel *. Nur durchfchneiden lie weiterhin nicht 
mehr den Kreis.

[lehr SATZ 30.]

T. in. Tragt man auf die. Verlängerung einer Sehnt 
AB, den Halbmeffer des Kreijes von B nach 0 auf, 
fo fchneiden die Sehne und der Durchmeffer des Krei
jes , der verlängert durch 0 geht, von der Kreislinie 
zwey [Bogen AD, BE' ab, wovon jener das Dreifa
che diefes iß, oder Bog. AD — 3. Bog. BE'.

Denn zieht man die Halbmeffer CB, CA, fo find 
die Dreyecke OBC und BCA gleichfchenklig, folglich 

• Î. 12. find die Winkel O, OCB, fo auch A, B gleich *. 
Alfo find als äufsere Winkel B = 2 O und DCA = 
B 4- 0=30. Mithin ift auch DCA = 3 E'CB , und 

* 22. alfo Bog. AD = 3. Bog» BE' *.

Zufatz I. Verlängert man die Schenkel des 
Winkels O, und fchneidet auf diefelbe Art auf beyden 
Schenkeln mit dem Halbmeffer OB abwechfelnd Punk
te E', F, G etc. ab, und zieht die Linien AE> EF, 
FG; fo bilden je zwey derfelben, die in demfelben 
Punkte zufammenftofsen, ein gleichschenkliges Drey
eck, worin die Winkel an der Grundlinie gleich find 
DCA = DEA , EAF = EFA, FEG = EGE etc. Mit* 
hin find, als äufsere Winkel, EAF = DEA + O = 
DCA t O ~ 4 O; FEG = EFA -[ O - EAF 4- O 
— 5 O etc.} fö dafs die gleichen Linien, welche zwifcken
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den Schenkeln des Winkels 0 eingefcbrieben find, die Sehen» 
kd abivechfelnd unter Winkeln durchfehneiden, welche der 
Ordnung nach edle ganze Vielfache des Winkels 0 darßeilen *9 
ein elegantes Theorem , worauf Newton die Formel für 
die Sinus und Cofinus vielfacher Winkel gründet.

Anmerkung i. Der Lchrfatz rührt von'Arcbimed her,' 
und iß fein gtes Lemma von der Kugel und dem Cylinder ; der 
ihn erweiternde Zufatz von Nèwtow. Mittel!! defielben könnt« 
man einen jeden gegebnen Winkel oder Kreisbogen in drey gleiche 
Theile theilen, wäre cs nur möglich eine Sehne und einen Durch- 
meßer fo zu ziehn, dafs fie der Bedingung des Lehrfatzes genü
ge tbun, d. h. daß fie fich verlängert fo durchfchneiden, dafs die 
Verlängerung der Sehne dem Halbmejfer gleich ift. Allein blofs 
durch Hülfe der graden Linie und des Kreifes läfst diefes fich 
nicht -wifieufcbaftlich, fondern nur mechanifch , durch Probiren 
oder durch Inftrumenre bewerkfieHigen *. Wie man auch die *22. 
Sache angreift, fo wird inan durch jenes Problem wieder -auf *• 
das zurückgeworfen, einen Winkel oder Bogen in drey gleiche 
Theile zu theilen.

Auf jene für die Elementargeometrie gleich unauflösliche 
Aufgabe, führen Vieta in feinem Supplementum Geometriae Satz 
9 , und Newton in feiner Arithmetica Vniverfali die Frage nach 
der Theilung eines Winkels in drey gleiche Theile zurück, und 
«in Jefuit Thomas Ceva gründet darauf folgendes infiniment., 
■welches diefes bewerkfteliigen foil. Zwey Lineale, welche fich 
um den Punkt O drehen, find durch vier andre Lineale AC, Fig, 
CD, CE, CB, welche fich insgefammt um ihre beyden End
punktedrehen, und mit den Stücken OE, OB gleiche länge 
haben, verbunden. Man öfnet das Inftrument fo dafsACD dem 
gegebnen Winkel gleich ift, fo wird O der dritte Theil diefes 
Winkels feyn. (Acta Erudit. A. 1695. p. 291). Verbindet man mit 
diefen noch mehrere gleiche Lineale auf jdiefelbe Art, fo erhält 
man ein Infiniment, womit fich auch der vierte, der fünfte Theil

M 2
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v. f. f. eines Winkels, Newtons Satz zu folge, finden läfst, der
gleichen der Marquis von Hospital in {einem Tractatus de fictioni» 
bus concis I. 20. fr. 6. befchreibt. Diefe Inftrumcnte find aber 
mehr ein Spielwerk als von wahrem Nutzen, indem man einen 
beftimmtcn Theil eines Winkels oder Bogens mit viel grofserer 
Genauigkeit mittelft der Sehnen, entweder durch Probiren, oder 
aus den Sehnentafeln findet.

Zufatz II. Wenn durch den einen Endpunkt eines 
gegebnen Kreisbogens AU ein Durchmeffer Blrund auf die» 
feu fenkrecht der Halbmefler CD gezogen iß, und diefer 
fchneidet von einer Sehne AF) die durch den andern End» 
punkt des Bogens geht, ein Stück EI' dem Halbnieffer des 

Fig. 8$ Kreifes gleich ab; fo iß der Bogen FI der dritte lheil des 
gegebnen Bogens AB, oder Bog. AB = 3, Bög. Fl.

Man ziehe den Durchmefler GH parallel mit der 
* Sehne AF, fo find erftens dießogen AG, FH gleich*; 

und ztveytens find auch die Stücke diefer Parallelen CH 
EF gleich, indem EF nach der Vorausfetzung deni 
Halbmefler gleich feyn foil. Zieht man daher HF, fo 

* I. 36. ift CEFH ein Parallelogramm *, und die Sehne HF 
läuft mit CE parallel, wird folglich, da Cl auf CD 
fenkrecht fteht, gleichfalls vom Halbmefler CI fenk- 

♦I.aj.f.i recht durchfchnitten */und daher der Bogen HF im 
* 9. Punkte I halbirt *. Nun aber find die Bogen Hl, BG 

als Maafs gleicher Winkel gleich, und der Bogen G A 
= HF = 2 HL Folglich ift BG = f- BA und alfo 
auch Bog. AB = 3 Bog. FI. Halbirt man daher noch 

•Aufg.j den Bogen G A im Punkte K *, fo ift der Bogen AB, 
und mithin auch der Winkel der ihn umfpannt, in 
drey gleiche Theile gethei.lt.

gethei.lt
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Anmerkung 2. Alfo auch auf diefe Art liefst ficb eût 5 e- 
gebner Bogen AB oder ein gegebner Winkel ACB in drey gleiche 
Theile theilen, wäre es nur möglich auf eine wiflenfchaftlichc Art 
die Sehne AF fo zu ziehn, dafs das abgefchnittne Stück derfel- 
ben EF dem Halbmefler gleich fey ; ein Problem worauf fchon 
Campanus -von Novara, der erftc Commentator Euklids zurZeit 
der Wiederherfteilung der Wißenfchaften, in einer Scholie zum 
vierten Buch Euklids, die Frage nach derTheilung eines Winkels 
in drey gleiche Theile zurückführt. Allein auch diefe Aufgabe 
wirft uns , wir mögen fie in der Elementargeometrie angreifen, 
wie wir wollen, wieder anf die Theilung eines Winkels in drey 
gleiche Theile zurück. Denn gefetzt das Gefuchte fey bewerk- 
ftelligt, und vom gegebnen Punkte A aus, ifey eine Sehne AF 
durch einen gegebnen Halbmefler CD fo gezogen , dafs EF dem 
Halbmefler gleich werde, fo find, wenn man CA und CF zieht, 
die Dreyecke ACF und CFE gleichfchenklig, mithin A ~ F, 
und L. FCE = FEC = R — | F * und zugleich FEC = A * I, 31,
+ ACD •. Folglich ift R — I A = A 4. ACD oder R — * I. 30.
ACD d. h« ACB = 1 A, oder A = 5 ACB. Um alfo AF ge-
gen den Halbmefler CA unter dem gehörigen Winkel A zu ziehn,
bey welchem AF von CD auf die verlangte Art gefchnitten wird, 
müflen wir den Winkel ACB in drey gleiche Theile theilen 
können.

Anmerkung 3. Der Grund -warum die Theilung des Win
kels in drey gleiche Theile die Kräfte der Elementar geometric über- 
fteigt, liegt darin, weil mittelft des Kreifes und der graden Linie, 
die fich nur in zwey Punkten durchfchneiden, keine Fragç, in 
der es auf drey oder mehrere Durchfchnittspunkte ankömmt, 
beantwortet werden kann, und dafs es bey der allgemeinen 
Aufgabe irgend einen Kreisbogen , oder irgend einen Winkel in 
drey gleiche Theile zu theilen, allemal auf drey oder mehrere 
Durchfchnittspunkte ankömmt. Warum, das finde ich bey an
dern Geometern nur angedeutet, und noch nicht fo ganz befrie
digend ins Klare gefetzt, wie dieles vielleicht durch folgende 
Betrachtungen gefchieht.
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Gefetzt wir balbiren den Bogen 3HF und den Winkel HCF 
durch die grade Linie CI, fo fcheint es zwar auf dem el ften An
blick als werde nur der Bogen FH iund der Winkel HCF durch 
jene Linie und ihrenlDurchfchnitt I mit dem Kreife halbirt. Al
lein was den Kreisbogen betrifft, fo liegt zwifchen den beyden 
Punkten H und F, als Endpunkten, nicht blofs der kleine Bogen 
HF , fondern es ift zwifchen ihnen auch ein Bogen enthalten, der 
aus der ganzen Kreislinie P und dem Bogen HF zufanunenge
fetzt ift, ferner der Bogen 3P + HF , 3P b HF u, f. f. In» 
dem wir alfo die Hälfte des Bogens fachen, der fich in den 
Punkten H und F endigt, und beym wiffenfchaftlichen Verfah
ren’von dem, was uns gegeben ift, ausgehn, d, h. davon, dafs 
H und F Endpunkte des Bogens find, fragen wir nach fehr viel 
mehr, als es auf dem erften Anblick fcheint, und als der Frager 
fich mehrcntheils felbft bewuft ift; nemlich nach der Hälfte aller 
jener Bogen, die fich in H und F endigen, d. h. HF, P 4* HE, 
2 P + HF , 3 P f HF etc. Diefe Hälften find Z HF, X Pf I 
HF , tP + I HF, J P f I HF etc., oder da | HF = HI — GR 
ift, HI, j P f GB, P + HI, 1 P f GB etc. Alle diefe hal
ben Bogen liegen’zwifchen den Punkten H, I und H, B; zwi
fchen jenenPunkten der elfte, dritte, fünfte, etc., zwifchen die
fen der zweyte, vierte etc. Daher lind die beyden Punkte I und 
B die halbirenden Punkte, welche jene ganze Reibe -von Rogen ins- 
gefammt in zwey gleiche Theile theilen; und beyde Punkte finden 
fich zugleich , auch wenn wir. nur nach dem einen 1 fragen 
wollten, als Durchfchnitt der halbirenden graden Linie CI mit 
der Kreislinie. Uns felbft unbewuft erhalten wir alfo hier eine 
vollftändige Antwort, welche in den zufammengefetztern Fällen» 
die Mathematiker der vorigen lahrhunderte nicht wenig befrem
det und überrafcht hat.

Eben das ift bey. der Theilung eines unbeftimmten Bogens 
HF in mehrere gleiche Theile der Fall ; d. h. bey der Theilung 
eines Bogens, den wir blos dadurch denken, dafs er zwifchen 
den Punkten H und.F liegt, und nicht etwa als einen beftimmten 
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Theil des Umfangs. Denn dann theilen wir durch ein wifien- 
fchäfiliches Verfahren nie den kleinen Bogen HF allein, fondera 
immer zugleich alle Bogen, die zwifchen d'en Punkten H und. 
F liegen« Da wir davon ausgehn müften, dafs der zu theilende 
Bogen zwifchen den Punkten H und Fliegt, fo pafst dieSchlufs- 
folge, vermittelt: der wir ein fölches wiffenfchaftliches Verfahren 
begründen, immer zugleich auf alle Bogen, die fich in diefen 
Punkten endigen, mufs allo immer eine Zahl von theilenden 
Punkten geben , durch welche die Theile aller der Bogen, die 
fich in den Punkten H und F endigen, zugleich beftimmt werden. 
Dafs diefe ftets mit der Anzahl der gefuchten Theile überein- 
ftimmt, nimmt man leicht wahr. So finden wir bey der wiflen- 
fchaftlichen Halbirung eines unbeftimmten Bogens zwey, und. 
bey der Trifection drey verfchiedene Punkte , zwifchen welchen 
die Drittel jener ganzen Reihe von Bogen, die zwifchen den 
Funkten H und F liegen, enthalten find«

Nun aber finden drey, und noch viel weniger mehrere Durch- 
fchnittspunkte zwifchen zwey Kreifen oder zwifchen einem Krei
fe und einer graden Linie nicht fiatt. Deshalb üb.erfteigt die Theilung 
unbeftimmter Kreisbogen in drey, fünf und mehrere folche gleiche 
Theile die Kräfte der Elementargeometrie, und fie läfst fich geo- 
metrifch nur durch Hülfe anderer krummer Linien bewerkftelli- 
gen. So zum Beyfpiei werden wir mittelft der Kegelfchnittc in 
den folgenden Büchern einen Bogen in drey gleiche Theile 
theilen.

Was die Winkel betrifft, fo hat es mit ihnen völlig diefelbe 
Bewandnifs. So gut wir erhabne oder hineingehende Winkel, 
welche gröfser als zwey rechte find annehmen mufsten *, kön
nen wir uns auch Winkel denken, die gröfser als vier rechte, 
gröfser als acht rechte, und fo ferner find. Denn aber liegen zwi- 
fchen zwey Schenkeln HC, CF eine ganze Reihe von Winkeln, 
HCF, 4 R h HCF , g R 4. HCF etc, und diefe werden insge- 
fammt durch wiffenfchaftlichc Theilung zugleich getheilt, daher 
von der Theilung der unbeftimmten Winkel dafielbe gilt, was 
wir hier von der Theilung der Kreisbogen bemerkt haben.
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Ich rede hierbey mit Fleifs von der Theilung unbefiimmttr 
Bogen und Winkel, d. h. folcher Bogen die wir in Abficht ihres 
Verhältnifies zum ganzen Umfange , oder folcher Winkel die wir 
in ihrem Verhältnifs zu vier rechten ganz unbeltimmt, und nur 
durch das Merkmal denken, das H und F ihre Endpunkte feyn 
füllen. Denn nur von diefen gelten unfere Gründe ; nicht von 
einzelnen Bogen oder Winkeln , die wir als beftimmte Theile der 
Kreislinie oder des rechten Winkels, alfo durch ein anderes Merk
mal denken. Bey diefen kann es allerdings Methoden geben, fia 
in drey, oder fünf gleiche Theile etc. zu theilen , die aus ihrem 
Verhältnifs zum rechten Winkel oder zum Umfang abgeleitet wer
den, dergleichen wir beym rechten Winkel fchon haben kennen 
gelernt *, der fich ohne Schwierigkeit geometrifch in drey glei
che Theile theilen läfst.

der Ueberfetzer*
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ANHANG,

Aufgaben 
welche zu den beyden erften Büchern 

gehören.

[Bey jeder der folgenden Aufgaben wird zuerft die Conltruc- 
tion angegeben, vermöge der das geforderte geleiftet, und alfo 
die Aufgabe aufgelöft wird ; und darauf bewiefen dafs die Con- 
Üruction möglich ift, und dafs man durch fie grade das findet, 
was man iücht. Bcydes gefchieht mehrentheils in befondern Ab- 
fätzen, denen die Wörter Auflöfung ; Beweis vorzufetzen überflü- 
fsig gewefen wäre. Da diefe Aufgaben in dasSyftem derGeome-' 
trie' gehören, aus dem fie blos herausgehoben find , fo muften 
fie fynthetifch vorgetragen werden, und es würde Zweckwidrig 
gewefen feyn, der Auflöfung eine Analyfis vorauszufchickcn, 
obgleich dazu meitt ein paar Worte hingereicht hätten. Le Gen
dre übergeht die einfachften, unmittelbar in den Principien ge- 
grüdeten Conftructionen theils ganz, (wie z. B. das Bilden un^ 
Uebertragen gleicher grader Linien) *, theils trägt er fie zu fpäth • 
vor (z.B. die Conftruction der Dreyecke aus drey gegebnen 
Linien) ; und macht überdem den Beweis der erften Aufgaben 
von Sätzen abhängig, die es gar nicht nothig gewefen Ware, da- 
bey mit ins Spiel zu bringen, und die uns in logifche Kreife 
verwickeln würden , wenn wir nicht diefer Unbequemlichkeit 
durch die Anmerkung zur erften Aufgabe abgeholfen hatten. Aus 
beydem entftehn wahre Mängel in feinem Syftem, die wir hier fo 
^iel als möglich zu verwiichan gefucht haben.

Fo, 3. 
ß.

d. U,
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AUFGABE I»’

Fig. $6, Eine, gegebne grade Linie AB in zwey gleiche 
Theile zu theilen.

Um jeden der beyden'Endpunkte A und B der 
gegebenen Linie, befchreibe man mit5 gleichen Halb- 
meffern, von willkührlicher Länge (nur muffen fie 
gröfser als die Hälfte von AB feyn) zwey Kreisbogen, 

•IX /3» die fich in einem Punkte D fchneiden *, und eben fo, 
entweder mit demfeiben oder mit einem andern Halb» 
meffer, um diefelben Endpunkte , zwey Kreisbogen, 
die fich in einem andern Punkte E fchneiden. Zieht 
man durch beyde Durcfchnittspunkte D, E eine grade 

Iot i. L*nje f0 behaupte ich, wird diefe die gegebne gra
de Linie AB in zwey gleiche Theile AC , CB zer
schneiden.

Denn die Punkte D und E liegen jeder in zwey 
Kreislinien, welche um die Mittelpunkte A, B be- 
fchrieben find, ftehn alfo beyde gleich weit von dem 

*E■2*K• Endpunkten der gegebnen Linie AB ab *. Mithin 
müden fie in einer graden Linie liegen, welche auf 

in ihrer Mitte fenkrecht fleht*. Da nun durch 
2.wey Punkte nur eine einzige grade Linie möglich ift, 
fo mufs DE felbft diefes Perpendikel feyn, alfo die 
gegebne Linie AB durch DE im Punkte C halbirt 
werden*

Anmerkung. Die Contraction, mittelft welcher Le Gen
dre diefe Aufgabe auflöfst, dient eigentlich unmittelbar und zu- 
nächit über der gegebnen grAden Linie AB zwey yerfchiedne gleich
schenklige Dreyecke ABD, ABE zu bilden, wie wir das fchon 

*E.u.Z' oben gelehrt haben % Man könnte die Auflöfung daher auch



AUFGABEN. Ig?fo Ausdrücken. Befchrcibc über AB als Grundlinie zwey gleich- 
fchenklige Dreyecke. und verbinde ihre Spitzen durch die grade 
Linie DE, fo mufs diefe die gegebne AB halbiren. Denn es ent- 
ftehn alsdann zweyDreyecke ADE, BDE, die fich decken, weil 
fie untereinander gleichfeitig find *. Mithin find die Winkel bey » I. u, D gleich /daher auch die Dreyecke ACD , DCB fich'decken, und , CD fenkrecht auf AB, in der Mitte zwilchen den EndpunktenA und B auffteht. Diefe Linie halbirt alfo den Winkel D, und

.die Linie AB, und ift zugleich ein Perpendikel auf die Linie AB, 
■welches durch die beftimmten Punkte C in der Linie, P aufser
halb der Linie AB geht. Und zwar ift das der Fall, die Drey
ecke mögen beyde auf einer oder auf entgegengefetzter Seite der 
Linie AB liegen. Diefes Perpendikel thut alfo den Aufgaben i, 2, 3 und. 5 (ß) zugleich genüge, daher diefe Aufgaben in das 
5yftem nach I. 12 gehören. d, U.

AUFGABE 2.

Auf eine grade Linie, durch einen in ihr gegeb
nen Punkt A, eine grade Linie fenkrecht zu ziehn ;

t oder an einem gegebnen Punkt A einer graden 87. 
Linie BC einen rechten Winkel..zu bilden,

Man nehme auf der gegebnen Linie zwey Punkte
B und C, welçhe vom gegebnen Punkte A gleich weit 
entfernt find *, und befchreibe um diele Punkte mit *f0^4ö£ 
gleichen Halbmeflern , gröfser als AB, zwey Kreisbo
gen, die fich in irgend einem Punkte D fchneiden 
fo ift, wenn man AD zieht, diefes die gejuchte fenk- 
rechte Linie, und DAB ein rechter Winkel»

Denn da der Punkt D gleich weit von B und von 
C abfteht, fo liegt er in einer graden Linie, welche
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auf BC in der Mitte zwilchen B und C, folglich im 
*1.17 f.i punkte a fenkrecht aufftehet *. Die Linie AD ift daher

das gefuchte Perpendikel, undDABder verlangte rech
te Winkel.

Andere Auflöftingen. Man nehme aufserhalb 
der gegebnen Linie einen beliebigen Punkt C, und 
befchreibe mit CA als Halbmefier um C einen Kreis; 
fo durchfchneidet diefer die gegebne Linie in A und

*E.n.a. einem zweyten Punkte B *. Zieht man von Baus den 
Durchmefier BE, und dann EA, fo ift EAB ein Win-

*-3-z-2 kel im Halbkreife, alfo ein rechter *, alfo E.A das ge
fuchte Perpendikel.

Oder man befchreibe über einen beliebigen Theit 
AB, der gegebnen Linie, ein gleichfchenkligesDrey- 
eck ACB, und nehme auf der Verlängerung von BC, 
CE = CB = CA. Zieht man EA, fo ift EAB ein

*23 Z.2. rechter Winkel * und EA das gefuchte Perpendikel.
Diefe letztem Auflegungen find befonders bequem, 

wenn das Perpendikel auf dem Endpunkt einer Linie, 
die fich nicht verlängern läfst, errichtet werden foil.

d. U.

AUFGABE ß.

lig 88 ^on e™em außerhalb einer graden Linie gegeb
nen Punkte Ay ein Perpendikel auf diefe Linie zu 
fällen.

Aus A als Mittelpunkt befchreibe man einen 
Kreisbogen, der die gegebne Linie in. zwey Punkten 
B und D durchfchneide, [welches allemal gefchehn 
mufs, wenn man auf der andern Seite der graden Li’ 
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nie BD einen Punkt E nimmt *, und den Kreisbogen *Gr. 8. 
mit AE als Halbmeffer befchreibt *.] Sucht man dann *E.n.a, 
den Punkte, der zwifchen B und D in der Mitte liegt*, * A, i. 
und zieht AC, fo iff diefes das gefuchte Perpendikel.

Denn da fowohl A als auch C gleich weit von den 
Punkten B, D entfernt find, fo fleht AC fenkrecht 
auf BD, und zwar in der Mitte zwifchen B und D *.

[Eine andere Auflüfung, Um irgend einen 
Punkt B in der gegebnen Linie, befchreibe man mit 
dem Halbmeffer BA einen Kreis, der jene Linie in 
F durchfchneide, und um F mit FA als Halbmeffer 
gleichfalls einen Kreis. Die grade Linie AE durch die 
Durchfchnittspunkte beyder Kreife gezogen , ift das 
gefuchte Perpendikel *. • a0.

Zufatz. Auf eine ähnliche Art läfst fich ein Punkt pj», 
finden, der in der Verlängerung einer graden Linie AB liegt 
die zu kurz ift , als dafs man fie mittelft eines Lineals 
mit Sicherheit verlängern könnte. Man befchreibe um 
A und B mit gleichen Halbmeffern Kieisbogen, die 
fich in C, D fchneiden, und aus diefen Punkten mit 
einem hinlänglich grofsen Halbmeffer Kreisbogen, 
die fich in einem PunkteE fchneiden, fo iff E der ge
fuchte Punkt. Denn da fich alsdann fowohl die Dreyecke 
ABC, ABD, als auch Z_BEC, BED decken, fo find die 
Winkel CBA, CBE beyde Hälften des Winkels CBD» 
mithin gleich. Es fallen daher BA, BE in eine grade Linie 
'zulammen, und E liegt in der Verlängerung von BA.

4. U.
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Aufgabe

»g. 93» i. An einem Punkte A der graden Linie AB 
einen Winkel zu bilden, welcher einem gegebnen Win
kel K gleich iß.

[2. Durch einen Punkt R außerhalb AB, nach 
diefer Linie eine grade Linie fo zu ziehn, daß ße die 
AB unter. einem gegebnen Winkel K durchßhneide.]

i. Befchreibe um den Scheitelpunkt K mit einem 
willkührlichen Halbmeffer einen Kreisbogen, der die 
beyden Schenkel des Winkels in I und L durchfchnei- 
de. Mit demfclben Halbmeffer befchreibe um A als 
Mittelpunkt einen Kreisbogen BO ; und dann auch mit 
der Sehne IL, als Halbmeffer, um B einen Kreisbogen, 
der jenen in irgend einem îPunkte D durchfchneiden 

E.n-ß. mufs * Zieht man AD, fo ift DAB der gefuchtc Win
kel, dem gegebnen Winkel K gleich.

Denn da die beyden Kreisbogen IL, BD zu glei
chen Halbmeffern und gleichen Sehnen gehören, fo 

* 7. find fie gleich *, alfo auch die Winkel BAD, IKL *. 
[Diefes erhellt auch unabhängig von dem angeführten 
Satze des zweyten Buchs. Durch die Conftruction 
entftehn nemlich zwey gleichschenklige Dreyecke 
ABD, KIL, welche untereinander gleichfeitig find, 

I. ii. folglich fich decken *, daher der Winkel A dem ge" 
gebnen Winkel K gleich wird.]

[Eine andere Auflöfang, Nimm auf dem einen 
Schenkel des gegebnen Winkels K einenPunkt M, und 
mache AP gleich KM, errichte inPund MPerpendikel
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auf diefe Linien*, nimm MN = PQ und ziehe AQ, ”Aufg.s 
fo ift PAQder gefuchte Winkel *.] *1.6. £1.

[2. Um durch einen gegebnen Punkt R, aufser- 
halb der Linie AB, eine grade Linie nach AB unter ei
nem gegebnen Winkel K zu ziehn , bilde man an ei
nem beliebigen Punkt A diefer Linie, einen Winkel 
BAD = K und ziehe mit AD, durch den gegebnen 
funkt R, parallel RS, fo ift der Winkel RSA = DAB 
= K * und RS die gefuchte Linie.] ♦Li$.A»

AUFGABE 5.

Einen gegebnen Kreisbogen oder einen gegebnen Fig. 
ÎVinkel in Zwey gleiche Theile zu theilen,

I. Um den gegebnen Kreisbogen AB in zwey glei
che Theile zu theilen, befchreibe man mit gleichen 
Halbmeflern um A und um B Kreisbogen, welche fich 
in einem Punkte D durchfchneiden *. Zieht man durch *E,n.@ 
dielen Punkt und den Mittelpunkt C des Kreifes, wo
zu der gegebne Bogen gehört, die grade Linie CD, 
fo zerfchneidet diefe den Bogen in zwey gleiche 
Theile.

Denn da die Punkte C und D beyde gleich weit 
von den Endpunkten der Sehne AB entfernt lind, fo 
fteht die grade Linie CD auf der Sehne im ihrer Mitte 
fenkrecht *, und theilt fallo den Bogen AB in zwey^ 
gleiche Theile *. ' *

2. Soll ein gegebner Winkel ACB in zwey gleiche 
Theile getheilt werden, fo befchreibe man um feinen 
Scheitelpunkt einen Kreisbogen AB und halbire ihn 
auf die webe$ gezeigte Art, fo wird CD auch jenen

17.fi
9-
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* 9. Winkel halbiren *. [Eine andre Auflegung ift in der 
Anmerkung zur erften Aufgabe enthalten.]

Zufatz I. Um einen Kreisbogen oder einen 
Winkel in vier, in acht, in fechzehn gleiche Theile 
u. f. f. zu theiien. braucht man mit diefem Halbiren 
nur fortzufahren. [ Ueber die Theilung eines Winkels 
oder eines Bogens in irgend eine andere ? Anzahl von 
gleichen Theilen, z.B. in 3 oder 5 gleiche Theile, flehe 
Lehrfatz 30. Anmerkung.]

[Zufatz II. Da uns nichts hindert diefes Halbi
ren, wenigftens im Gedanken, fo weit fortzufetzen als 
man will , fo kann man durch daffelbe allemal auf 
einen Theil kommen, welcher in einer gegebnen Li
nie A nach einer ganzen Zahl enthalten, und dabey 
kleiner als eine jede gegebne Linie B ift; und eben fo 
auf einen Bogentheil, welcher in einem gegebnen Kreis
bogen nach einer ganzen Zahl enthalten , und dabey 
kleiner als ein jeder gegebner Bogen ift.

d. U.

AUFGABE 6.
Fig. 92. Durch einen Punkt A, der außerhalb einer gra

den Linie BC gegeben ift, mit diefer graden Linie eine 
Parallellinie zu ziehn.

Man befchreibe um A mit einem hinlänglich gro- 
fsen Halbmeffer einen Kreisbogen ED, welcher die ge
gebne Linie in E durchfchneide. Mit demfelben Halb- 
meffer befchreibe man um E als Mittelpunkt den Kreis

bogen 
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bogen AF, nehme ED gleich AF, und ziehe AD, fo 
ift diefes die gefuchte Parallellinie.

Denn wenn man die grade Linie !AE zieht, fo 
lieht man , dais vermöge der Conftruction in der vori
gen Aufgabe die Wechfelswinkel AEF, EAD gleich, 
folglich die Linien EC, AD parallel find *. ♦I.ej.A.

[Ziveyte Auf lofting. Man ziehe durch den ge
gebnen Punkt A und irgend einen PunktE der gegeb
nen Linie eine grade Linie EA, und bilde amPunkte A 
diefer Linie eine WinkelHAE, welcher dem äufsern Win
kel bey E, gleich ift *, fo. find GH, BC, wegen der * A. 4, 
Gleichheit der äufsern Winkel parallel *. Um auf die ’Laj.A, 
leichtefte mechanifche Art diefe Gleichheit äufserer 
Winkel zu bewerkftelligen, dient das deutfche Parallel.
lineal mif feinem materiellen unveränderlichen Winkel 
den man längs der Linie AE verfchiebt.

. . Dritte Auflofung, Nimm in BC einen belie
bigen Punkt F, und von diefem aus’ein Stück FC 
gleich FA, befchreibe um C und A mit diefer Linie 
als Halbmefler Kreisbogen , die fich in einem Punkt 
D. durchfchneiden, und ziehe AD , fo ift diefes die 
gefuchte Parallellinie. Denn in den fich deckenden 
gleichfchenkligen Dreyecken AFC , ADC find;.alle 
Winkel an der Grundlinie, mithin die Wechfelswinkel 
für FC , AD gleich.

VierteAuflöfung. Befchreibe um einen will. t. in. 
kührlichen Mittelpunkt eine Kreisliniedie durch den 
gegebnen Punkt A gehe und die gegebne Linie in den

N
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Punkten Gund Hfchneide; nimm denBogen HF gleich 
GA und ziehe die Sehne AF, fo ift AF mit der gegebj 

? iS* nen Linie GH parallel *♦]

Aufgabe 7»
Xg. 93. Aus zwey gegebnen Winkeln A und B eines 

Dreyecks, den dritten Winkel zu finden.
Man ziehe eine grade Linie DF in unbeftimmter 

Lange , und bilde an einem Punkte E diefer Linie er- 
* A. 4. nen Winkel DEG = A und FEH = B *, fo ift GEH 

der gefachte Winkel, weil er mit den beyden übrigen 
’ *1. 31, xufammengenommen zwey rechte Winkel bildet *, [So 
" ‘ findet man alfo geometrifch, d. i. durch Conftruction, 

die Ergänzung zweyer Winkel zu zwey rechten, mit
hin zu zwey gegebnen Winkeln des Dreyecks den 
dritten.]

AUFGABE g.
Fig<94‘ Wenn zwey Seiten A, B eines Dreyecks und der 

von ihnen eingefchlofsne Winkel C gegeben find, das 
Dreyeck zu befchreiben.

An irgend einem Punkte D einer unbeftimmt ge
zognen graden Linie DE , bilde man einen. Winkel

* A. 4, EDH, der dem gegebnen Winkel C gleich ift *» Auf 
W0.3. k deflen Schenkel nimmDG — A , DH = B* und ziehe 
* I. 6. GH, fo ift DGH das gefuchte Dreyeck *.

♦x 1 c J t • L J L

-AUFGABE 9.
Xg. 95» Wenn eint Seite B und zwey Winkeln C und C 

eines Dreyecks gegeben find, das Dreyeck zutbi* 
fehr eiben.
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Liegen die gegebnen Winkel nicht beyde an der 
gegebnen Seite an , fo fuebe man nach Aufgabe 7. den 
zweyten anliegenden Winkel. Dann nehme man auf 
einer unbehimmt gezognen graden Linie ein Stück DE 
der gegebnen Seite gleich, und bilde an den Punkten 
D, E zwey Winkel, den anliegenden Winkeln gleich *, 
fo ift, wenn ihre Schenkel fich in einem Punkte IÏ 
durchfchneiden , DEH das gefuchte Dreyeck.

[Die Schenkel durchfchneiden fich aber nur dann, 
wenn die Summe der beyden gegebnen Winkel weni
ger als zwey rechte Winkel beträgt *; daher diefes die *1.25.34 
Bedingung der Möglichkeit der Aufgabe ift. Ware die 
Summe grofser als zwey rechte Winkel, fo duich- 
fchneidet fich die entgegengefetzt liegende Verlänge
rung der beyden Schenkel *, und dann entftünde cin\I. 24, 
Dreyeck, worin die beyden Nebenwinkel der gegeb.
nen Winkel, an der gegebnen Seite anliegen.]

Anmerkung. Hier folgt bey Le Gendre die Aufgabe, 
aus drey gegebnen graden Linien A ,8, C ein Dreyeck zu befebrei- 
ben^wn welcher wir an einer fthiklichern Stelle*fchon umltünd-ttg 
lieh gehandelt haben.

• * ( ' • ■ “ • • • ■ * * * 5 . r «
AUFGABE IO»

Wenn Zwey Seiten A und B und der der Seite Fig. 9$» 
B gegenübeißehende Winkel C eines Drèyecks gegeben 
ßnd, das Dreyeck zu befchreiben» .

Man nehme auf dem einen Schenkel des gegeben 
nen Winkels C, oder eines Winkels D welcher ihm 
gleich ift > DE = A, und befchreibe mit B Halb-

N a
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mefler um den Punkt E einen Kreisbogen. Wenn die
fer den andern Schenkel in einem Punkte F fchneidet, 
fo ift DEF das gefuchte Dreyeck.

Diefes Schneiden kann nur dann erfolgen, wenn 
die Linie B gröfser als der fenkrechte Abftand des 

•I. 16. i. Punkts E von dem andern Schenkel DF ift*, welches 
mithin die allgemeine Bedingung der Möglichkeit für 
diefe Aufgabe abgiebt, die ohnedem unmöglich wird. 
Gefchihet indefs auch diefer Bedingung genüge , fo 
mufs, im Fall C, folglich auch D, ein rechter oder ein 

^\.iG.^.ßumpfer Winkel ift, überdem B > A feyn*, wie es 
• I. 14. auch die Natur des Dreyecks mit fich bringt * ; fonft 

findet auch unter der erftern Bedingung kein Schnei
den des Schenkels DF ftaft.

Fig. 97. Ift hingegen C, folglich auch D ein fpitzer Win» 
kely fo mag die Seite B, welche liefern Winkel gegen- 
überfteht, gröfser oder kleiner als A feyn, immer wird, 
wenn der erftern Bedingung genüge gefchieht , der 
Schenkel DF vom Kreisbogen, der mit B als Halb, 
mefler um den Punkt E befchrieben wird, durchfchnit- 
ten,'nur dafs, wenn die gegenilberßehende Seite B kleiner als 1.16 ♦ 2*

u. Z. z-die anliegende A oder ED iß, der um Ebefchriebene Kreis- 
^’bogen diefen Schenkel in; zwey Punkten F und G, die 

2,ïu einerley Seite des Scheitels D Hegen *, durchfchnei- 
det, in welchem Fall wir zwey Drcyecke DEF, DEG 
bekommen, welche beyde gleichmäfsig der Aufgabe 
genüge thun.

[Wenn alfo ein Dreyeck durch zwey Seiten und 
einen der gegenüberftehenden Winkel beftimmt wird, 
fo ift diefe Beftimmung im letzten Fall zweydeutig.
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Diefe Zweydeutigkeit aber wird gehoben, wenn man , 
zugleich anzeigt, ob das fpitzwinklige oder das ftumpf- 
winklige Dreyeck gemeint ift ♦.] * e9‘

AUFGABE II.

Wenn ein Winkel C und zwey ihn einfchliefsen- Fig. 99. 
de Seiten A und B eines Parallelogramms gegeben 
find y das Parallelogramm zu befchreiben.

Man nehme eine grade Linie DE gleich A, bilde 
am Punkte D einen Winkel EDF gleich dem gegebe
nen Winkel C, nehme auf deflen zweytem Schenkel 
das Stück DF gleich B, und befchreibe um den Punkt 
E mit dem Halbmefler DF = B, und um den Punkt 
F mit dem Halbmefler DE = Azwey Kreisbogen, die 
{ich in einem Punkte G durchfchneiden werden, weil 
die Summe ihrer Halbmefler grofser, und der Unter- 
fchied ihrer Halbmefler kleiner als der Abftand ihrer 
Mittelpunkte EF ift *, Zieht man dann FG, EG, fo#I $ u 
ift DEGF das gefuchte Parallelogramm. II.E.n.

Denn vermöge der Conftruction lind die gegen- 
überftehenden Seiten einander gleich, daher die vier- 
feitige Figur ein Parallelogramm ift *; und zugleich , j 
ift es 'aus den gegebenen Stücken befchrieben.

Zufatz. Ift der gegebene Winkel fpitz oder 
ftumpf, fo wird die Figur , wenn die gegebnen Seiten 
gleich find, tin Robmbus*, wenn fie ungleich find, ein*j 
Rhomboïdes, Ift dagegen der gegebene Winkel ein rech
ter, fo wird die Figur ein Rechteck, das, im Fall auch
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die Seiten gleich find, ein Quadrat wird; woraus alfo 
die Conftruction und die Möglichkeit diefer Arten von 
Vierecken erhellt.

A U F G A E S 12.

Den Mittelpunkt eines gegebenen Kreifes, oder 
eines gegebenen Kreisbogens zu finden.

Man nehme in der Kreislinie oder im Kreisbogen 
wiUkührlich dtey Punkte A, B, C, verbinde fie 
durch die graden Linien AB, BC, welche folglich Seh
nen des gegebenen Kreifes oder Bogens feyn ’müßen, 
halbire diefe Sehnen, und errichte’auf ihrer Mitte die 

’A. 1.2« pçrpendikçl DE, FG *, welche fich in einem Punkte 
O Schneiden müßen. Diefer Punkt O ift der gefuchte 

* io. Mittelpunkt *,

Zufatz I. Mittelft derfelben Conftruction läfst 
fich

l) ein Kreis bilden, der durch drey gegebene Punkte 
ZI, B, C, oder durch zwey gegebene Punkte A, B'gebt, 
[welches letztere eine unbeftimmte Aufgabe ift, idle 
unendlich viel Auflofungen zuläfst, indem jeder Punkt 
im Perpendikel DE der Mittelpunkt eines folchen 
Kreifes, der durch die Punkte A und B geht , feyn 
Latin *j

2) Wenn ein Kreisbogen gegeben iß , der game Kreis, 
wozu er gehört, vollenden ; und

3) ein Kreis einem gegebenen Dreyeck ABC amßhrei* 
te», d. h. fo bilden , dafs die Kreislinie durch die drey 
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Wïnkclpunkte des gegebenenDreyecks geht *. [Ift in * E< 
diefer letztem Aufgabe das gegebne Dreyeck bey B 
rechtwinklige fo ift ARC ein Halbkreis *, und folglich *23.2.3. 
liegt dann der Mittelpunkt O des umfchriebenenKrei- 
fes in der Hypotenaf AC. Ift das Dreyeck bey B fltd/ipf- 
winklige io fteht es in einem Kreisabfchnitt, der klei
ner als der Halbkreis ift *, und fo fällt alsdann der *23.2.3. 
Mittelpunkt O aufserhalb des Dreyecks. Hat endlich 
das Dreyeck lauter fpitze Winkel, fo fteht jeder die- F. 157. 
fer Winkel in einem Kreisabfchnitt, der gröfser als der 
Halbkreis ift *, und der folglich den Mittelpunkt um- *23.2.3. 
fchliefst. Der Mittelpunkt liegt dann alfo in dem 
Theil, der allen drey Kreisabfehnitten gemein ift, 
d. i. im Dreyeck ABC. ]

[Zufatz II. Liegen die drey gegebnen Punkte F. iei. 
A, B, C, durch die ein Kreis gehn foil, fo, dafs die 
Perpendikel DE, EG fich in einer zu weiten Entfernung 
fchneiden, als dafs man den Halbmefler bequem faßen 
könnte, fo kann man durch folgende Methoden noch 
mehrere Punkte in der Kreislinie y welche durch /1, ih 
und C geht e einzeln finden. Verbinde die drey gegebe
nen Punkte durch grade Linien, ziehe durch einen 
derfelben C, unter beliebigen Winkeln mit CB, grade 
Linien CD, CE etc., und unter dcnfelben Winkeln 
mit AB, nach derfelben Seite zu, grade Linien durch 
den Punkt A *, fo liegen die Durchfchnittspunkte D, * A» 4. 
E etc. in der Kreislinie durch A, B, C. Denn die 
Winkel B, D, E;find insgefammtgleich, undlfie um- 
fpannen alle die,Sehne AC, daher, ihre Spitzen in dem 
Kreisbogen durch A, B,C Kegen ♦. * Oder man • s6.
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liehe durch C , unter Winkeln gleich BÄC , dem 
kleinften der beyden die an AB anliegen , mehrere 
grade Linien, CG, CH u. f., und fchneide mit CB als 
Halbmefler, von A, G etc. aus, Punkte G, H etc. 
unter fpitzen Winkeln ab, fo liegen diefe Punkte in 
der Kreislinie, die durch A, B, C geht. Denn da 
die Winkel BAC, ACG, GCH etc. in dem gefuchten 
Kreife gleiche Winkel am Umfange find; fo umfaßen

• 7. fie gleiche Sehnen CB, AG, GH *, und da überdem 
die Sehnen CG, CH näher nach dem Mittelpunkte zu

* 8- liegen, muffen fie zunehmen *, folglich AGC, GHC 
* I. 14’ kleine ftumpfe Winkel feyn *, daher G, H etc. noth

wendig in der Kreislinie durch A, B, C liegen.]

[AUFGABE I3.]

Um einen gegebenen Mittelpunkt einen Kreis zu 
befchreiben, der eine gegebene grade Linie oder einen 
gegebenen Kreis' berührt.

F» 102. i. Fälle vom Mittelpunkt C ein Perpendikel auf 
die gegebene .Linie HI, fo berührt der Kreis, welcher 
mit diefem Perpendikel befchrieben ift, jdie gegebe-

* 12. ne Linie ♦.

Taf. II. 2. Ziehe durch beyde Mittelpunkte eine grade 
F’g- 49* Linie AB, fo durchfchneidet diefe den gegebenen Kreis 

in zwey Punkten I, H und Kreife mit AI oder AH
• I($. als Halbmefler befchrieben, berühren den erftern *.

f. loi. Zufatz T. Ift blos der Mittelpunkt C des Kreifts 
gegeben, der die Linie AB berührt, und man facht defen 
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Haibmeßer und den Berührungspunkt, fo ■ziehe man nach 
einem beliebigen Punkt A in der gegebenen Linie 
die grade Linie CA, halbire fie in O, und befchreibe 
mit OA um Q einen Bogen. Wo diefer die AB durch- 
pchneidet, da ift der gefuchte Berührungspunkt B, und 
zieht man CB, fo ift diefes der gefuchte HalbmefTer. 
Denn;ABC ift als Winkel im Halbkreis ein rechter *, 
mithin BA ein Perpendikel auf dem Halbmeffer CB 
in deflen Endpunkte, alfo eine Tangente *. ’ is»

Zufatz II. Sucht man einen Kreis der die grade 
Linie AD imPunkte D berühret, und zugleich durch einen 
gegebenen Punkt E geht, fo ziehe man DE, halbire diefe 
Linie im Punkte F, und errichte auf ihr in diefein 
Punkte, fo auch auf AD im Punkte D, Perpendikel. 
Wo beyde Perpendikel fich durchfchneiden , ift der 
Mittelpunkt des gefuchten Kreifes *. * nj.

Grade fo findet man den Mittelpunkt eines Krei
fes, der durch einen gegebenen Punkt geht, und ei
nen andern Kreis in einem gegebnen Punkte berührt.

Zufa t z HL Um einen Kreis zu finden der zwey ge- Taf. II. 
gelene Kreiße berührt, befchreibe man mit einem will- 
kührlichen Halbmeffer um den Mittelpunkt A des ei
nen Kreifes einen Kreisbogen, und um den Mittel
punkt B des zweyten der gegebnen Kreife ebenfalls 
einen Bogen, mit einem Halbmeffer, der vom erftern 
um den Unterfchied der Halbmeffer der beyden gegeb
nen Kreife verfchieden ift. Wo beyde Bogen fich 
fchneiden, ift der Mittelpunkt des gefuchten berüh
renden Kreifes. Denn die graden Linien welche von
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diefem Durchfchnittspunkte, die eine durch A, die an
dre durch B bisan die Kreislinien*gezogen werden, 
lind alsdann gleich lang, und ein Kreis mit diefen Li
nien als Halbmefler um den gefundncn Durchfchnitts- 
punkt befchrieben, berührt fowohl den einen als den 
andern Kreis, weil die Punkte, worin er mit ihnen 
zufammen trifft, in der graden Linie durch dieMittei-

*16X3. punkte liegen *♦
Soll der Mittelpunkt des berührenden Kreifes mit den 

Mittelpunkten A^ der beyden andern in grader Linie 
liegen^ fo ziehe man durch die Mittelpunkte A,B der ge
gebnen Kreife eine grade Linie, welche die Kreife in 
den Punkten Df, I, F, H fchneide. In je zwey die
fer Punkte aus verfchicdenen Kreislinien kann die Be
rührung gefchehn. Den Abftand diefer beyden Punk
te halbire man, fo erhält man den Mittelpunkt des 
dritten Kreifes, der die gegebnen.in diefen Punkten 

• berührt *,

Soll der dritte Kreis den Kreis um A in einem andern 
gegebnen Punkte berühren fo ziehe durch diefen Punkt 
einen Durchmefier, und befchreibe um B, mit einem 
Halbmefler der vom Halbmefler des Kreifes am A, um 
den Unterfchied der Halbmefler der beyden’gegebnen 
Kreife verfchieden ift, einen Kreisbogen; fo iftj(der 
Durchfchnitt diefes Bogens mit jenem Durchmeßender 
Mittelpunkt des gefuchten berührenden Kreifes.

AUFGABE I4.

T> hi. Durch einen 'gegebnen Punkt A eine Tangente 
F. iw- nw einen gegebnen Kreis zu ziehn.
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T» Liegt der gegebne Punkt A' auf der Kreislinif^ 
fo ziehe den Halbmeffer CA', und errichte auf ihn 
in feinem Endpunkte die fenkrechte Linie IH, fo ift 
IH die gefachte Tangente *. * I2‘

2. Liegt der gegebne Punkt A ausserhalb des krei' 
fis, fo ziehe nach ihm aus dem Mittelpunkte eine gra
de Linie CA, theile diefe in zwey gleiche* Theile im 
Punkte O, und bcfchreibe um dielen mit dem Halb
meffer OC einen Kreis, der, weil er durch den Mit
telpunkt und einen Punkt aufserhalb des um C be- 
fchriebnen Kreifes geht, diefen durchfchneiden]mufs*, 
und zwar in zwey Punkten B, D, welche zu entgegen
gefetzten Seiten der Linie CA liegen, und von dem 
Durchfchnittspunkte £ derfelben mit der Kreislinie, fo 
auch vom Punkte A, gleichweit abftehn *. Zieht man * 19. 

AB, AD, fo ift jede beyder Linien die gefuchte Tan. 
gente. — Denn zieht man die 'Halbmeffer CB, CD', 
fo .find die Winkel ABC, ADC , Winkel im Halb» 
kreife, alfo rechte-, folglich ftehn AB , AD auf den 
Halbmeffçrn CB, CD in ihren Endpunkten fenkrecht, 
find alfo Tangenten am gegebnen Kreife *. *i5.f 4.

Zufatz, Um an einem Kreifi mit einer gegebnen 
Sehr# parallel eine Tangente zu ziehn, fälle man vom 
Mittelpunkte auf die Sehne ein Perpendikel, und zie
he an dem Punkte, wo diefes den Kreis durchfchnei- 
det eine Tangente, fo läuft diefe mit der gegebnen 
Sehne parallel *, # ?

[AUFGABE I5.]

In einem gegebnen Kreife eine Sehne einzutra- F 
gen\ welche einer gegebnen Linie MN {kleiner als der
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Durchmejßr) gleich iß, und i) durch einen gegebnen 
Punkt P geht, oder 2) einer gegebnen graden Linie 
Q parallel lauft.

Man befchreibe aus einem beliebigen Punkte A in 
der Kreislinie , mit der gegebnen Linie MN als Halb- 
meffer einen Kreisbogen, welcher den erftern Kreis 
in B durchfchneide, und ziehe AB, fo ift AB eine 
Sehne des gegebnen Kreifes, von der verlangten Gröfse 
MN. Zieht man auf die Mitte diefer Sehne, aus dem 
Mittelpunkte, die grade Linie CD, und befchreibt mit 
ihr als Halbmelfer um C einen Kreis, fo berührt die
fer die grade Linie AB, welche auf dem Halbmefler in 

•ÿf.ijta. deffen Endpunkte fenkrech fleht *.

I. An diefem Kreife ziehe man vom gegebnen 
• A, 14. Punkte P aus eine Tangente PE *, fo ift das Stück die

fer berührenden Linie, welches innerhalb des erftern 
Kreifesliegt, d. h. FG, dietverlangte Sehne.

2. Vom Mittelpunkte falle man auf die gegebne 
Linie Q ein Perpendikel, und ziehe durch den Punkt 
H, wo diefes den zweyten Kreis berührt, an diefem 

• A. 14. Kreife eine Tangente *, fo ift das,Stück IK diefer 
Tangente, welches innerhalb jenes Kreifes liegt, die 
verlangte Sehne.

Denn als Tangenten an dem Innern Kreife, ftehn 
beyde Sehnen FG, IK auf den Halbmeflern CE, CH 

« Ia> fenkrecht*, find alfo beyde vom Mittelpunkte um den 
^Halbmefler CD, folglich eben fo weit als die Sehne AB 
entfernt, mithin diefer Sehne, und der gegebnen Li- 

* 9 nie MN, gleich * Die elftere geht aber durch den
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Punkt P, die letztere ift zugleich mit Q auf CH fenk
recht, alfo mit Q parallel *. * I, 2r.

Sowohl für die erfte als für die andre Aufgabe * 
giebt es in jedem Kreife zwey Sehnen, auf entgegen
gefetzten Seiten des Mittelpunkts, welche ihr genüge 
thun.

( -V _

Zufatz, Mittelft diefer Auflöfung ift man auch 
im Stande folgendes'zu bewerkfteliigen : i. Fo» einem^» io4» 
gegebnen Punkte P außerhalb eines Kreifes, nach dem Krei
fe zwey grade Linien fo zu ziehn, dafs fie zwifchen fich 
Bogen EFy GH abfehneiden, welche zufammengenommen 
den Rogen zwifchen den Schenkeln eines andern Winkels, 
dejfen Spitze 0 aufs er dem Kreife liegt, gleich find.

Man ziehe nemlich<nach dem eben gelehrten Ver
fahren , vom Punkte P aus die graden Linien PE, PF 
fo, dafs die Sehnen FH, EG, welche die Kreisli
nie auf ihnen abfehneidet, den Sehnen AC, BD auf 
den Schenkeln des Winkels O gleich find. Es 
gehören alsdann zu jenen und zu diefen Sehnen glei
che Bogen, deren Unterfchiede, d. h. die Bogen AB 
4- CD, und EF 4- GH auch gleich feyn muffen.

2. Von einem gegebnen Punkte Oin der Verlängerung 
einer Sehne AC an, eine grade Linie fo zu ziehn, dafs 
die Bogen zwifchen ihm und diefer Sehne, einem ge
gebnen Bogen AE gleich find. Ziehe zwifchen den 
gegebnen Punkten C und E die Sehne CE, und eine 
iwcyte Sehne BD fo, dafs fie verlängert durch den 
gegebnen Punkt O, gehe, und der erftern CE gleich 
fey *; fo ift diefes die gefuchte grade Linie, Denn 
wegen Gleichheit der Sehnen find die Bogen CA 4- AE,
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und DC -r CA + AB gleich, mithin'die Bögen AE 
♦Gr.e.ß - ßC4- BA *

Anmerkung. Aufgabe und Zufatz entlehne ich, doch 
mit verkürzten Beweifen .aus Gregor von St» Vincenz.

' d. U.

AUFGABE 16.
.i'. ic$4 Ueber eine gegebne grade Linie A.B einen Kreis- 

abfehnitt zu befchreiben welcher einen gegebnen Win* 
■ Kel C faßt, (d. h wo jeder in diefem Kreisabschnitt

• E. 7'eingeschriebne Winkel, dem Winkel C gleich iß*.)
Man verlängere die gegebne Linie AB, und bil- 

de am 1 Punkte B und der Verlängerung BD , einen 
Winkel DBE, dem gegebnen Winkel C gleich. Auf 
dem Schenkel BE errichte man im Punkte B ein Per
pendikel, fo auch auf der gegebenen Linie AB in deren 
Mitte , und befchreibe aus dem Durchfchnittspunkt 
O beyder Perpendikel als Mittelpunkt, mit OB als 
Halbmefier einen Kreis, fo erhält man den gefachten 
Kreisabfchnitt AMB.

Denn BE ift, als ein Perpendikel/ auf dem Halb
mefier OB in deflen Endpunkt B, eine Tangente des 

• n Kreifes im Punkte B *, Und wird im Berührungpunk. 
te von der Sehne AB durebfehnitten» Folglich hat der 
Winkel AEF, mithin auch deflen Scheitelwinkel DBE, 

• zu feinem Mäafse den halben Bogen BKA *, und ift 5 J.
jedem Winkel im Kreisabfchnitte AMB, der zur ent- 

• s; f. gegengefetztèh Seite der Sehne liegt, gleich» Nun ift 
aber DBÊ der Conftruction gemäfs dem gegebnen Win
kel C gleich > alfo der Kreisabfchnitt AMD derGefuch-
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hei C fafst.

[Anmerkung. Wäre der gegebne Winke’ C ein rechter, 
fo Hele das Perpendikel BO mit der S'ehne AB zufammen, und , es gäbe keinen PurchfchnittspunktJO. Dann aber wißen wir 
ohnedem dafs der gefuchte Kreisabfchnitt, der über AB befchrig- 
bene Halbkreis ift, Mehrere;Aüfgaben, welche diefe begründet, 
erwähnt LeBrfarz 26. Folg. Uift in einem gegebnen Kreife 
einen Abfclmitt zu bilden welcher einen gegebnen Winkel fälst, 
verfährt man grade.auf dkfelb^

[Eine andere Aufrufung. Errichte auf dem 
einen Schenkel CG des gegebnen Winkels C, im Schei
telpunkte» fein Perpendikel CI, und ziehe an den End. 
punkten A, B der gegebnen Linie, unter dem Win- 

1 kellCtf, zwey Linien AO, BO, und zwar, wenn 
der gegebne Winkel ftumpf ift, unterhalb, wenn er 
fpitzift, oberhalb der Linie AB., Ein Kreisbogen, um 
ihren Durchfchnittspunkt O befchrieben, bildet den 

"Verlangten Kreisabfchnitt AMD.
Denn der Winkel O amMittelpunkte ift nach der 

Conftruction gleich 2R —. 2ICH *. Folglich ift im* I. jr, 
zweyten Fall jeder Winkel im Kreisabfchnitt AMB halb 
fo grofs *, d» h, gleich R*— ICH, und alfo dem ge- * 23* 
gebnen Winkel C gleich. Im erftenFall ift jeder Win
kel im Kreisabfchnitt AMB der halben Ergänzung die
fes Winkels zu vier rechten, d. h. R-f-ICH, alfo auch 
dem gegebnen Winkel C gleich,]

[Zufatz. Es find drey Punkte A, B, C gegeben, dic^^ 106» 
Jo liegen, dafs der Mittelpunkt des Kreifes der durch fie 
geht, au weit abliegt t als dafs man ibn nach Aufgabe 12
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dar fl eilen könnte ; aus einem derselben A, eine grade Linie 
zu zieht!, welche nach dem Mittelpunkte diefes Kreifes zu 
läuft„

Verbinde die drey Punkte durch grade Linien, 
und ziehe durch A die grade Linie AD, unter einem 
Winkel BAD, welcher dem Winkel an dem gegenüber
liegenden Punkte C gleich ift; fo ift ein Perpendikel 
äuf AB im Punkte A, die gefuchte Linie» — Denn 
der Winkel C ift in dem erwähnten Kreife ein Winkel 
am Umfange, der den halben Bogen AB zumMaafs hat. 
Diefer ift folglich auch das Maafs des Winkels BAD, 
mithin mufs, da BA eine Sehne ift, AD eine Tangen- 

* 24. Z. te’des Kreifes im Punkte A feyn * , alfo das Per
pendikel AM nach dem Mittelpunkte des Kreifes 

* !*• laufen*.]

[aufgabe 17.]

Ein Drey eck^&elches mit einem gegebnen Dreyeck 
T. 107.PQR gleichwinklig ift, l) in einen gegebenen Kreis 

einzufchreiben, und 2) um einen gegebenen .Kreis zu 
umfehreiben»

I. Nach dem Punkte A der Kreislinie, welcher 
einer der Winkelpunkte des einzufchreibenden Drey
ecks werden foil, ziehe den Halbmefler OA, und tra
ge den Winkel Q zweymal neben einander am Punkte 

’Aufg.4 O diefer Linie *. Durchfchneidet der dritte Schenkel 
den Kreis in B, fo ziehe AB und mache den Winkel 
ABC gleich P, fo ift, wenn man AC zieht, ABC das 
verlangte Dreyeck, welches mit dem gegebenen PQK 

gleich
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gleichwinklig ift. Denn der Winkel C ift gleich der 
Hälfte des Winkels AOB * , .folglich gleich Q. Da * aj. 
auch B gleich I’ ift, fo müßen die dritten Winkel R, 
A ebenfalls gleich *, alfo beyde Dreyécke unter ein- 'I.ji fo 
ander gleichwinklig feyn.

Eine andere A uflöfung. Ziehe durch A eine 
Tangente; GH an dem gegebnen Kreife *, und mache a. 
am'Punkte A den Winkel GAC gleich P, den Win
kel HAB gleich Q, und ziehe IjC, fo ift ABC das ge
fachte Dreyeck. Denn die Winkel, welche die Tan
gente mit den beyden Sehnen, die durch den Berüh
rungspunkt gehn, bildet, find den Winkeln in den 
entgegengefetzt liegenden Abichnitten gleich *, allo * 
B = GAC = P und C— HAB = Q, und folglich ift 
das eingefchriebene Dreyeck ABC mit dem gegebenen 
PQR gleichwinklig,

2. Verlängere eine Seite PQ des gegebenen Drey
ecks , und mache DOE = RQS und'DOF = RPT. 
Durch D, E und F ziehe man Tangenten an dem ge
gebnen Kreife, io bilden diefe das gefuchte Dreyeck 
ABC , welches dem Kreife tinifcTriebenund mit dem 
gegebenen PQR gleichwinklig ift. — Denn da bey 
D, E, F rechte Winkel find, fo find die einander 
gegenüberftebenden Winkel in den Vierecken EDOE 
und ADOF in jedem zufammengenommen zwey rech
ten Winkel-gleich *. Folglich B gleich dem Neben- * j 
winkeln, von RQS, d. h. gleich Q, und A gleich dem 
Nebenwinkel von RpT, d. h. gleich P. Mithin ift

O
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das umfchriebene mit dem gegebenen Dreyeck gleich
winklig.

AUFGABE ig.

Einen Kreis, l ) in ein gegebnes Dreyeck ABC 
einzufchrciben ; 2 J um ein gegebnes Dreyeck zn um- 
fchreibem

F. 108. It Theile zwey der Winkel desDreyecks, A, Bt 
durch die graden Linien AO, BO, welche fich in ei- 

* I. 24. nein Punkte O fchneiden müflen *, in zwey gleiche 
Theile; fälle vom Punkte O auf eine der Seiten des 
Dreyecks ein Perpendikel OD, und befcbreibe mitOD 
als Halbmefler, um O als Mittelpunk, einen Kreis; 
fo ift diefer der gefuchte, in dem Dreyeck ABC ein- 
gefcbriebene Kreis.

Der fo gefundene Punkt Ofteht nemlich von allen. 
Seiten des gegebnen Dreyecks gleich weit ab, .indem 
die Perpendikel auf die Seiten des Dreyecks, OD, OE 
und io auch OD, OF, gleich find. Denn fie findKa* 
theten in rechtwinkligen Dreyecken ODB, OEB und 
ODA, OFA, wovon die erften, fo wie die letzten, 
fich wegen Gleichheit der Hypothenufen und eines der 
fpitzen Winkel.decken *. Die drey Fulspunkte der 
Perpendikel, D, E, F Hegen alfo im Umfange der 
Kreislinie, welche um O mit dem Halbmefler OD be- 

*E.2.y, Khrieben ift *. Diefe. Kreislinie berührt folglich die 
* I2. drey Seiten des Dreyecks ABC *, und ift daher ia

* E. 10. dem gegebenenDreyeck eingeichrieben*

2. Die Methode einen Kreis um ein gegebenes 
Dreyeck zu befchreiben, lieht in Aufgabe ia»
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[Zufatz I. Zieht man noch CO, fo decken fich 
such die beyden rechtwinkligen Dreyecke COE, COF, 
daher die Linie CO den Winkel C ebenfalls halbirt* 
Folglich durchfckneiden fich die graden Linien , welche die 
Winkel eines Dreyecks halbiren alle drey in einem Punkte* 
Und zwar in dem Punkte, welcher von allen drey Sei
ten gleich weit entfernt ill, und deshalb einem Kreiß 
der dem Dyeyeck eingejchrieben wirdy zum Mittelpunkte 
dient. Diefe Linien zertheiien das ganze Dreyeck in 
drey kleinere Dreyecke, wovon ein jedes über eine 
Seite des Grössern als Grundlinie fleht. Und worin die 
Perpendikel aus den Spitzen auf die Grundlinien gleich 
find.}

[Zufatz li. Die Seiten des Dreyecks werden 
durch diele Perpendikel fo zetfehnitten, dafs 1) an je
dem Winkelpunkte gleiche Stücke anliegen s und 2) jedes 
abgefchnittene Stück fammt der gegenüberliegenden Seite i 
dem halben Umfang dés Dreyecks gleich i/K Das elftere 
folgt aus der bewiefenen Deckung der kleinen recht
winkligen Dreyecke, und hieraus wiederum die zweyte 
Behauptung» Denn bezeichnet man den halben Umfing 
des Dreyecks mit S, fo ift S = AD 4s- 4~ CF, und
fetzt man in diefem Ausdruck der Folge nach, ftatt 
der darin verkommenden Linien, das Stück an dem- 
felben Durchfchn;ttspuhkt , welches ihr gleich ift* 
fo erhält man für den halben Umfang S eines Dreyecks^ 
folgende Ausdrücke t

© Ä
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S = AD 4- BE 4- EC = AD 4 BC = AF 4 BC
g _ aF 4- BE 4 CF = BE 4 AC = BD 4 AC
S AD 4 BD 4 CF = CF 4 AB = CE 4- AB

Und daraus lallen fich umgekehrt wieder Ausdrücke 
für die Gröfse der abgelchnittènen Stücke ableiten, 
welche uns in der Folge von Nutzen feyn werden.

AD = AF = S — BC 
BE = BD = S — AC 
CF = CE = S — AB.

rig.yg*

♦ IO.’

*24 Z.2.

, pufatz III. Vergleicht man die Lage des hier 
betrachteten Durchfchnittspunkts (O) dreyer grader Li
nien , welche die Kinkel eines Dreyecks halbiren^ mit der 
Lage des gemeinfchaftlichen Durchfchnittspunkts (C) 
dreyer Perpendikel, welche auf der Mitte jeder der drey 
Seiten eines Dreyecks errichtet find*, oder was das- 
felbe fast, die Lage der Mittelpunkte des dem Dreyeck 
eingefchriebenen, und des umfebriebnen Kreifes \ und mit 
dielen drittens den Punkt (P), worin die Perpendikel 
welche aus den Wirekelpunkten eines Dreyecks auf die 
gegenüberftehende Seiten gefällt find, alle drey fich 
durchlchneiden *, und viertens den Punkt (S), worin, 
wie wir in den folgenden Büchern lehn werden, die drey 
graden Linien, die aus den Winkelpunkten nach den 
Punkten in der Mitte der gegenüberlrehenden Seiten
gezogen werden, fich durchlchneiden, (den Schwer, 
punkt des Dreyecks); fo erhält man folgende interes- 
fanten Sätze. 1) Im gleichfcbenkligen Dreyeck liegen diefe 
vier Punkte in einer graden Linie, und zwar im Perpcn. 
dikel, welches aus der Spitze des Dreyecks auf die Grund. 
Unie gefüllt wird. Denn dieles Perpendikel halbirt zu-



AUFGABEN. 213

gleich den Winkel an der Spitze und die gegenüber
flehende Grundlinie *. 2) Im gl ei c hfeit igen Drey- *kl7.f.2 
eck fallen diefe Punkte alle vier in einem Punkt zufammen. 
Denn jedes Perpendikel, welches aus einem Winkel
punkte auf die gegenüberftehende Seite gefällt wird, 
halbirt im gleichfeitigen Dreyeck diefe Seite und den • 
Winkel an der Spitze *. *1,17 f.i

3) In keinem tingleichfeitigen Dreyeck liegen diefe Punk
te alle vier in grader Linie. Denn fonft müfste eins der 
Perpendikel, welche aus den Winkelpunkten auf die 
gegenüberftehenden Seiten gefällt werden , zugleich 
diefe Seite und den Winkel an der Spitze halbiren, 
da das Dreyeck denn nothwendig gleichfchen.klig wäre. -

4) Der erfle 0, und der vierte S, diefer Durch- 
febnittspunkte (der Mittelpunkt des eingeschriebnen 
Kreifes, und der Schwerpunkt) liegen hey jedem Drey. 
ecke innerhalb dejfelben ; der zweyte, C' , und dritte , P » 
aber (der Mittelpunkt des umlchriebenen Kreiles, und 
der Durchfchnittspunkt der Perpendikel aus den Spi
tzen) liegen in fpitzyeinkligen Dreyecken innerhalb , in • 
ßunipfwinkligen aufserhalb des Dreyeck^ und in rechtwink- M.12.Z 
hgen^ jener auf der Hypotenufe, diefer in der’Spitze

\ des rechten Winkels. ]

An’merkung. Ueber die Lage diefer vier werkwürdigen 
Punkte bey jedem Dreyeck, hatL. Enter eine intereffante algebrai- 
fche Unterfuchung angeftellt, (Solutio facilis problematum quo- 
rundam geometricorum difficillimorum in den Nov. Comment 
Ac. Sc. Petropol. ad. A. 1765) in welcher er den fehr netten 
Satz darthut, dafs in jedem Dreyeck drey diefer Punkte, nemlich 
C', P und S in grader Linie liegen, und zwar fo, dafs immer S 
zwifchen C'und P liegt, und PS das Doppelte von C'S, oder
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PS ss 2. C'S ift, wie man diefes auch in unterer Figur ’wahr- 
nimmt. Hat man alfo zwey diefer Punkte, fo findet man den drit
ten durch eine fehr leichte Conftruction. Auch lehrt Euler in 
diefer Abhandlung, wie man, wenn die drey Punkte ü, P, S 
gegeben find, aus der Lage diefer drey Punkte das Dreyeck 
ABC finden kann, welches von der Auflölung einer. Cubifchen 
Gleichung abhängt, deren drey Wurzeln die Zahlausdrücke für 
die Seiten diefes Dreyecks find»

d. U .
AUFGABE T9.

P» 109, Das Terhältnifs zwey er grader Linien AB} CD, 
welche gegeben find t in Zahlen auszudriicken, oder 
das Zahlverhältnifs diefer Linien zu finden.

Trage auf die gföfsere Linie AB, die kleinere CD 
o«3-a fo oft ftetig nebeneinander, als es angeht *, wir wol

len fetzen zweymal. Wird jene durch diefe nicht ge
nau gemeßen, fo bleibt ein Stück BK, kleiner als CD, 
Übrig.

Trage ferner auf CD diefen Reft BE wieder fo oft 
ftetig nebeneinander, als es angeht, in unferm Fall 
einmal, da denn aufs neue ein Reft DF bleibt, der 
kleiner als EL ift«

Trage diefen zweyten Reft DF wieder auf den er- 
ften BK fo oft es angeht nebeneinander , in unferm 
Fall einmal, wobey der Reft BG bleibt.

Trage diefen dritten Reft BG wieder auf den zwey
ten DF fo oft es angeht nebeneinander, und fo fahre 
fort.

[Bey diefem Verfahren kömmt man nun entweder 
zuletzt auf einen Reft, der dën vorhergehenden genau 
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wißt oder man erreicht nie einen fliehen Reß, fo lange 
man auch fortfährt , welches letztere, wie wir im 
folgenden Buche fehn werden, allerdings bey gewißen 
Linien der Fall ift.

Er fier Fall. Kömmt man endlich auf einen Reß 
der den vorhergehenden genau mißt, und folglich in ihm 
nach irgend einer ganzen Zahl enthalten ift, fo iß die- 
Jet- letzte Reß das gemeinfchaftliche Maaß der beyden ge
gebnen Linien dB, CD, Sieht man ihn als Einheit 
an, fo laßen fich alle vorhergehenden Kefte, mithin 
AB, CD feibft, in Beziehung auf ihn als Zahlen aus
drücken, woraus fich denn. àasZahlverhaltmfj der bey
den gegebnen Linien AB, CD findet. Und zwar ift 
diefer letzte Reft das gröfste gemeinfcbaftliche Maaß der 
beyden gegebnen Linien, und daher ihr fo gefundnes 
Zahlverhaltnifs fogleich in kleinßcn Zahlen (in Primzah
len unter fich) ausgedrückt.]

Denn gefetzt in unferm Beyfpiele fey BG jener 
letzte Reft, welcher den vorhergehenden DF genau 
mißt, und zwar fey BG genau zweymal in FD enthal- 
ren, fo ift, wenn man BG zur Einheit nimmt, allo 
BG = 1 fetzt, FD = 2; ferner, da FD und BG zufam
mengenommen gleich EB find, ift EB = 1.2 + 1 = 3; 
und da wieder EBund FD zufammengenommen gleich 
CD find, ift CD = i. 3 + 2 = 5, und da endlich 
zwey CD und BE zufammengenommen gleich AB 
find, fo ift AB = 2 . 5 + 3 = 13. Folglich laßen 
fich alsdann die beyden gegebnen Linien AB, CD, in 
Beziehung auf BG als Einheit , durch die Zahlen 13 
und 5 ausdrücken ; in beyden ift BG nach ganzen Zah
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len enthalten, in AB 13 mal, in CD 5 mal, und die- 
ier letzte Rett ift mithin für beyde gegebne Linien ein 
gemeinfchaft lich es M s als.

Er ift aber auch ihr größtes gemeinfhaftliches Maafs. ■ 
Denn wer diefes leugnen wollte , müfte behaupten, 
irgend eine grade Linie M > BG könnte ein gemein- 
fchaftliches Maafs der beyden gegebnen Linien AB und 
CD feyn. Nun aber wird ein Theil der Linie AB» 
peinlich AE, von CD gemeßen ( AE — 2.CD), folg
lich müfte auch der Unterfchied von AB und AE, d. h. 
EB, und da EB = CF ift, auch CF von der Linie M 
gemeßen werden. Wird aber CD und zugleich das 
Stück derfelben CF von M gemeßen, fo mufs noth- 
wendig auch das zweyte Stück FD = EG von M tre- 
meften werden , und da das wieder eben fo bey 
EB und dem Stück EG der Fall ift, fo mufs auch ihr 
Unterfchied GB von M genau gemeßen werden, folg
lich M entweder gleich oder kleiner alsBG feyn, welches 
der Voraussetzung dafs M > BG fey widerfpricht. Es 
ift alfo kein grofseres gemeinfchaftliches Maafs bey- 
der Linien AB, CD möglich, als der fo gefundene 
letzte Reft BG, diefer mithin ihr gröfstes gemeinfchaft
liches Maafs.

Aus diefem Beweife erhellet zugleich , 1) dafs jede 
Linie Aß welche zwey gegebne grade Linien Aff CD genau 
mißt, auch ihr größtes gemeinfchaftliches Maafs Gl» ve
nait meßen müße, — 2) Dafs die beyden Zablausdrücke 
der gegebnen Linien AB, CD, welche auf diefe Art 
gefunden werden (13 und 5) keinen gemeinfchaftli- 
chen Factor haben können, alfo Primzahlen unter fich
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find, und das Verhähnifs beyder Linien in kkihßen Zahlen 
: 5 ausdrücken.]

Diefes Zahlverhältnifs Tagt aus, dafs die beyden 
Linien grade fo wie diefe beyden Zahlen aus einander 
entdehn, und dafs folglich, wenn AB in 13 gleiche 
Theile getheilt wird, gleicher Theile die Linie CD 
ausmachen. Nähme man daher nicht BG fondern AB 
zur Lineareinheit, fexte alfo AB = 1, fo mülle CD 
durch den Bruch yh ausgedrückt werden, indem dann 
CD 5 folchen Theilen, wovon in der Lineareinheit 
13 gleiche enthalten find, gleich feyn würde. Und 
fexte man umgekehrt CD = 1 fo wäre,AB durch die 
Zahl V ausxudrücken.

[Zwey ter F all. Kömmt inan auf keinen Reß der 
den nächß vorhergehenden genau mißt, man mag das 
angegebne Verfahren fo weit fortfetzen als man nur 
immer will, fo giebt es für die beyden gegebnen Linien 
AR , CD kein gemeinfcha^rliches Maaß} d. h. keine Linie 
die felbft, oder deren noch fo kleine Theile, in bey
den Linien zugleich genau enthalten wären, und beyde 
find alfo incommenftrabe!\ wovon wir im folgenden 
Buche ein Beyfpiel an dem Verhältniffe zwifchen der 
Seite und der Diagonale eines Quadrats werden kennen 
lernen. Da alsdann beyde Linien fich nicht auf einer- 
ley Einheit beziehn, nicht durchcinerley Einheit, oder 
noch fo kleine Theile derfelben, fich ausdrücken laf- 
fen ; fo giebt es kein Zahlverhältnifs, wodurch ein folch.es 
incommeiifurables Verhältnifs fich völlig avsdrückeu ließen 
Vernachläffigt man aber den letzten Reft und nimmt 
z, B., wenn BG in dem vorhergehenden Reft FD zwar 

folch.es
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nicht genau, aber doch beynahe zweymal enthalten 
ift, an, es fey genau FD = 2 BG; fo findet man ein 
Zahlverhaltnifs, welches von dem incommenfurablen 
nur um wenig abweicht, und das fich demfelben uni 
fo mehr nähert, je weiter man auf dem angegebnen 
Wege fortgefchritten ift, und je weiter der vemach-s 
läfligte Reft hinaus fällt; fo dafs man in dicfem Fall 
wenigftens ein Zahlverhaltnifs findet , welches dem 
Verhältnifs der incommenfurablen Linien fo nahe 
kommt als man nur immer will, und das fich demfei- 
ben ohne alles Ende nähern lälst, wiewohl es daftelbe 
nie erreichen, nie völlig erfchöpfen kann.]

[Zufatz I. Diefer Satz begründet die Methoden 
grade Linien unmittelbar zu meßen, und fich über das 
VerhälwlJ's zweyer grader Linien völlig ins Klare zu brin- 
gen. Dieles ift man nur dann, wenn man weifs, wie 
oft die eine Linie die andere, oder einen beftimmten 
Theil derfelben, in fich enthält, wenn man alfo das 
Zahlverhäknifs beyder kennt, und um diefes zu erfor- 
fchen mufs man die eine Linie mit der andern, oder 
mit einem Theil derfelben, als Einheit vergleichen; 
grade darin befteht aber das Meßen. Diefes kann man 
entweder auf die Art, Welche hier gelehrt ift, bewerk- 
ftelligeti, indem man Reft auf Reft nebeneinander 
trägt;’ oder man hat einen Maaßßab d.h. eine grade Li
nie, welche nach irgend einer Lineareinheit und deren 
Theilen, fo klein als man fie zur jedesmaligen Ab
ficht nöthig hat, eingetheilt ift (z. B. nach Zöllen und 
Decimal' und Centefimaltheilen des Zolls,) Trägt man 
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die gegebne zu meßende Linie auf den Maafsftab auf, 
fo fieht man fogleich wie viel diefer Lineareinheiten 
und deren Theile fie enthält, z. B. 8, 25 , erhält alfo 
auf diefe Art mit grülster Leichtigkeit tenZablatisdrtfck 
der gegebnen Linie in Beziehung auf die angenommne 
Lineareinheit des Maafsftabs. Verfährt man eben fo 
mit der zweyten Linie, fo findet man auch ihren Zahl
ausdruck. in Beziehung 'auf diefelbe Lineareinheit, 
x» B. 14,7> und dann iftjdas Zaherldlltnifs der beyden 
gegebnen Linien 8,25 : 14,75 oder 33 : 59.] 

• -

[Zufatz IL Gefetzt wir fehn die gröfsere der 
beyden gegebnen Linien AB, CD als Lineareinheit 
an, fetzen alfo AB = 1, fo ift der Zahlausdruck von 

CDCD, d.h.r_Y, ein achter Bruch, der in unferm Fall, wo 
AB

AB die Linie CD zweymal und noch das Stück EE in 
, , , . , -n CD I . ,fich enthält, gieren ift, ——— .----- —- ’ indem

2CD4-EB js-fEB
CD

der Bruchwerth unverändert bleibt, wenn Zähler und 
Nenner durch einerley Größe dividirt werden. Nun 
aber war CD ~ EB -f- FD, EB — FD GB .und’ FD 

_ EB EB » i FD - 
Œ 2 GB, alfo ift — =------------- ---------- ; — =

CD >£B-}-FD i-F FD Eß
EB

FD I , GB -j f-----------.» —------ untl — = 1. Diele Wer the der 
ID 4- GB 14-GB FD-".

FD
Folge nach in den erftern Ausdruck gefetzt, geben
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î I -
CD =----- AB (oder CD = —-------  • AB

2+1 m+i
I -J- I n 4* 1

1 + i p 4- r
2 q

wenn überhaupt AB = m . CD 4~ EH, CD = n . EB 
+ FD, EB =? p . FD 4- GB und FD = q t GB ift Q 
Fo dafs alfo auf diefem We.ge die eine Linie in Bczie. 
hung auf die andre als Einheit , durch einen Staffen, 
brach ausgedrückt wird, dellen Werth fich entweder 
aus der Lehre von der Addition und Divifion der Brü
che in jedem Fall finden , oder durch eine allgemeine 
algebraifche Formel darfteilen, und nach ihr berech
nen läfst. Und zwar ift diefe Formel folgende CD = 
(14-pq).n4*q , . 1 • i i--------- ------- -------------- wie man leicht findet, wenn 
( » -t~pqX H-mn-f-mq) ’
man den Werth des Bruchs Stuften weife vom unterften 
an, den Regeln der Bruchrechnung gemäfs entwickelt,

z. B. p 4------------------- -  —;-----------7- = ——
q q p+_L p2±L 

q q
u. f. f. So berechnet ift der Werth unfers Stuffenbruchs, 
CD = ij.AB, wie oben. Wenn bey zwey Linien 
fich daithun liefse, dafs diefer Stuffenbruch, der die ei
ne in Beziehung auf die andre als Lineareinheit aus
drückt, ins Unendliche for [liefe ; fo wäre dadurch, 
dem zweyten Fall gemäfs, die Incommenfurabilität der 
beyden gegebnen Linien dargethan. Beyfpiele davon, 
werden wir im folgenden finden.]
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Anmerkung. Schon Euklid lehrt durch die Methode des 
erfien Falls das große gemeinfcbaftlicbt Maaß zweyer grader Li
nien oder auch zweyer Zahlen finden, elfteres gleich zu Anfang 
des zehnten Buchs, welches von der Incommenfurabilität ausge
dehnter Gröfsen handelt, (Satz 3) letzteres an der.Spitze des elften 
feiner drey arithmetifchen Bücher ^Buch VII. Satz 2), wo über
haupt die jerften Satze, den erften Sätzen des zehnten Buchs parallel 
laufen, (und von denen Clavius meint, Euklid habe-diefe B eher 
blos zum Behuf des zehnten Buchs feinen Elementen einverleibt.) 
Ferner zeigt er, dafs um dreyer Linien (X. 4.) oder dreyer Zah* 
len (VII. 3 Y grofs/ei gemeinfchaftlichesMaaß zu finden, man die- 
fes zuerft für zwey derfelben, und dann aufs neue für ihr gefun
denes Muais und für die dritte Linie oder Zahl fuchen mülfe« 
Endlich beweift er auch, dafs wenn unter zwey ter Fall eintritt, 
beyde Linien incommenfurabel feyn müßen (X.s), und dafs, 
wenn man die Methode auf zwey gegebne Zahlen überträgt, und 
man kömmt, bey ihnen auf keinen Reft, gröfser als die Einheit, 
der in dem näcbft vorhergehenden Refte genau aufgeht, bey 
fokhen Zahlen etwas Aehnliches ftatt findet; indem fie dann, 
Primzahlen unter fich find, und keinen gröfsern gemeinfchaftli- 
chen Factor als die Einheit felbft haben (VII. 1.)

Die fernem Sätze Euklids, dafs comvienfurabie Größen fich 
wie Zahlen , incoMmeyfurabß Grpfsqn hingegen nicht wie Zahlen 
verhalten , und dafs umgekehrt alle Gröfsen für die fich ein ge
naues Zahlverhältqifs finden läfst, jncowmen/urabel feyn müßen 
(X. 5-8. und VII. a) find unmitrelbate Folgerungen aus unfenn 
Beweife. Und aus diefen Sätzen (liefst wiederum, das zwey incom- 
nïenfurable Gröfsen mit jeder dritten beyde zugleich eommenfura- 
bel oder incommenfurabel find, und eine mit ihnen commenfu- 
rable Summe haben, und umgekehrt; dafs hingegen, wenn von 
zwey commenfurablen Gröfsen die eine mit einer dritten com- 
menfurabel ift, die andre mit ihr incommenfurabel feyn mufs, 
und dafs beyde mit ihrer Summe incommenfurabel find, und uia- 
gekehrt ( X. ta - 17)
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Diefe Sätze dienen Euklid jedoch nut- zu einet Art voll Ein
leitung in die Materie, welche den eigentlichen Gegenhand des 
zehnten Buebs ausmacht, nemüch in die Vnterfncbuitg Uber die 
Abhängigkeit, welche zwischen der Commwfurabilität und htcoin- 
inenfirabiliidt von Rechtecken oder Quadraten und deren Seiten 
ftatt findet, Diefe Unterfuchung, die Euklid zur Theorie der 
regulären Körper braucht, ftellt er zwar mit grcfsem.Scharfünn, 
aber auf einem ganz geometrifchcn Wege an, auf Welchem fie fo 
Weitläufig und fchwierig wird, dafs man diefes Buch mit Recht 
für das fchwerfte in den Elementen hält , und da(s Wolf be
hauptet ,,es fey fo dunkel, dafs ein Anfänger unmöglich das ge- 
ringfte davon verftehn könne’*. Seitdem man in der neuern Ma
thematik in den Wurzelgröfsen ein Mittel gefunden har, incom- 
inenfurable Gröfsen arithmetifeh darzuftellen, und fie als foge- 
nannte Irrationalzahlen mit unter die Zahlbegrifie aufzunehmen, 
ftchnuns weit einfachere und leichtere Methoden zu Geboth, das, 
was wir von diefer Unterfuchung brauchen können , arithmetifch 
zu entwickeln und zu erörtern, ohne dafs wir der grofsen Menge 
von Diftinctionen zwilchen irrationalen Linien verfchiedner Art, 
des Heers, von Kunftwörtern welche diefe Materie bey Euklid 
befonders erfchweren, und des zehnten Theils der Satze die bey 
Euklid vorkommen, von Nöthen hätten ; eine Erleichterung die 
befonders daher rührt, dafs wir, Hart Rechtecke und Quadrate 
aus commenfurablen und inconimenfurabJen Linien, die Producte

* UI.4. aus rationalen und irrationalen Zahlet! betrachten *.
An. i, Euklid lehrtWic mail zu jeder gegebnen Linie 13 verfchiedne'Ar

ten von Irrationalen Linien däritellen kann, die er insgêfammt genau
er unterfucht, und mitbefondein abfehreckenden Kunftwörtern be
zeichnet, (z. B. nach Lorenz Uebérfetzung t Mediale, Binomiale 
er (le und zweite Bimediale größere und kleinere Irrationale, Apo* 
towe er (le und zweyte Medialapotome, des Rationalen und Me* 
dialeu Quadratfeite, die zwey Mediale Gebende etc. (X.lts ), uild 
Zeigt, wie aüfser diefen 13, (die fich nach üiifrerAft insgefammt 
aus Rationaîzahlen, Quadrat- und BiquädtatWürzeln aüsdtücken 
und züfamminfetzeö lalTen) „noch unzählige ähdte Itratio^allu 



AUFGABBH. 52}

nien entftehn , die mit keiner unter jenen einerley find” (X. n6.) 
(die ncmlich auf Wurzeln vom gten, löten und fernem Graden 
beruhen. Der letzte Satz in diefem Buche thut dies Incommenfu- 
rabilität Zwifchen der Seite und dem Durchmefler eines Quadrats 
dar. Irrationallinien (ein Ausdruck., den fchon Euklid hat) wel
che fich auf Wurzeln von andern Graden als dem -ten, 4ten, 
Jjten u« f. £ beziehn, (die man alfo Weder durch einmaliger noch 
durch wiederholter Darftellung einer mittleren Proportionallinie* 
fondern nur durch Auffindung zweyer mittlerer Proponionallinien* ' 
u. f. £, alfo nur auf Wegen, welche der Elementargeomctrie 
unzugänglich find *, findet,/ erwähnt Euklid mit keinem Wort* 
Seine Unterfuchung ift alfo fehr eingefchiähkt, Rate dafs wir 
durch die arithmetifchen Begriffe fie fogleich ganz allgemein füh
ren können. Ueberdem hat Euklids Vorträg noch das Unange
nehme, dafs er, wie überhaupt die Alten, nur ganze Zahlen 
kennt, und unter feinen Zahlbegriffen keinen für Brüche auf
nimmt, fo dafs wir feine Worte nicht in den uns geläufigem Sinn 
nähmen dürfen (denn nach diefem fagten manche Sätze offenbaret 
Falfchheiten au*), fondern erft in feine Begriffe von Zahlen über
fetzen müßen. Alles das trägt dazu bey, diefes Buch für Uns 
überflüffig und ungeniefsbar zu machen. Uebcrhaupt ift die Ma
terie in der Geometrie nur für die Art, wie Euklid die Theorie 
der regelmäfsigen Körper behandelt, von Wichtigkeit; was uns 
davon unentbehrlich ift, findet man theils hier, theils in der 
Folge diefes Werks. Dem allen ungeachtet, ift folgendes Urtheil 
fehr ungerecht, welches der bekannte Peter Ramus in feinen 
Scholiis Mathematicis (lib. 21. p. 252.) über diefe Arbeit Euklid» 
fällt: „Materies decimo libro propof ta, eo modo eft tradi* 
ta , ut in humanis literis atque artibus fimilem ob four it at eut 
nusquam deprehenderim, obfcuritatem dico i non &il intelli* 
gendum , quid praecipiat EuklideS , — — fed ad perfpùïeli» 
dum penitus et explorandum i quis finis et Ufus fit operi propofi* 
tus, (die Theorie det regulären Körper quae genera, fpeciu , 
differentiae fint rerum Jubjectarunt , ( Euklid verweilt fich um« 
ftkndhch dabey dje Verfchûdiiihçit aller jen«r#InatwnaUinK»
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Klare zu fetzen ) nihii enim unquam tam confufum vel involutum 
legi vel audivi. Andere preifen es dagegen als ein Meifterftiick 
beharrlichen T-ieflums, und das mit Recht, gehörtes auch für 
uns nur. zu den blufsen Schauftücken, und zu den veralteten küft- 
zeugen i'm' Zeughaufe der Wiflenfchaft. d. U ]AUFGABE 20.

T jig. Wenn zwey Winkel A, B gegeben find, ihr ge- 
Vieinfchaftliches Maajs y und daraus ihr Zahlverhält- 
nifi zu finden.

Man befchreibe mit gleichem Halbmefler um die 
Scheitelpunkte beyder Winkel Kreisbogen CD, EF, fo 

*C3. Z. flnd diele das Maafs beyder Winkel ♦. Mit dielen 
beyden Kreisbogen verfahre man lo, wie in der vori
gen Aufgabe mit den beyden graden Linien ; und das 
ill immer möglich, da Kreisbogen, die mit gleichem 
Halbmefler befchrleben find, gehörig gelegt lieh de- 

* ! ckenT alfo ineinander fallen *, und lieh mittelR ihrer 
Sehnen einer auf dem andern ftetig nebeneinander legen 

* 7. 1 äffen * Auf diele Art Endet man fogleich das größte 
t'emeinfchaftnche Maaß OD beyderBogen, trenn es eins 
fielt , und ihr Verhältnifs in den kleinften Zahlen 

’ A. 14. ausgedrückt *. Diefes ift/zugleich das Verhältnifs der 
IaIi besden gegebenen Winkel A, B, die fich ftets wie 
* aï. jene Bogen verhalten *. Der Winkel OAD, deflen 

Schenkel das gemeinfchaftlicbe Maafs beyder Bogen 
umfpannen, ift zugleich das gröfste gemeinfehaftiiche 
Maafs diefer beyden Winkel.

Haben die beyden Bogen CD, EF, die man auf 
K diefe Art mit einander vergleicht, kein gemeinschaftli

ches , 
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ches Maafs*, fo find fie, und die Winkel A, B de- * A. 19. 
ren Schenkel dielê Bogen umfpannen, incommenfura-2* 
bei, und dann giebt es kein Lahlverhältnifs , welches 
dein Verhältnifs diefer Bogen, und diefer Winkel völ
lig entfpräche. Allein inan findet dann, wie in der 
vorigen Aufgabe, Zahlverhältniffe, die fich ihrem wah
ren (irrationalen) Verhältnifle immer mehr und ohne 
Granze nähern, je weiter man das angegebene Verfah
ren fortgefetzt hat ; folglich Zahlverhältniffe, die man 
zum Gebrauch flatt des irrationalen Verhältnifles fetzen 
kann.

[Zufatz. Um den unmittelbaren Zahlattsdruck eines 
gegebenen Winkels in Theilen des rechten Winkels, als dem 
fefigefetzten Maafse alle Winkel za finden, braucht 
man nur au£ diele Art das gemeinfamme Maafs und 
das Zahiverhältnifs zwilchen dem Bogen, der den ge
gebenen Winkel mifst, und der Kreislinie, oder dem 
Quadranten, aufzufuchen. Gefetzt man findet fo das 
Zahiverhältnifs des Bogens und der Kreislinie 3 :25, 
alfo des Bogens und des Quadranten 3; , fo ift der
Winkel von vier rechten , oder yf eines rechten 
Winkels, läfst fich alfo durch den Bruch ff ausdrü
cken, in fo fern wir den rechten Winkel zum allge
meinen Maafs, zur Einheit der Winkelgröfsen, ma
chen. Oder nimmt man den neunzigften Theil des 
rechten Winkels, d. h. einen Grad, und dellen Sexage- 
fimaltheile zum allgemeinen Maafs, oder zur Einheit 
der Winkel *, fo läfst fich jener Bogen durch die Zahl *S2.Z.j. 
ff« 90 Grade = 187 4- 5 Grad = ig7° 30' ausdrü.

P
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cken. Eben fo der Bogen den er umfpannt in Bogen
graden. Dabey mufs man fich denken, der Winkel ent
hält 187 Winkeleinheiten und 30 Sechzigtheile derfel- 
ben, der Bogen igyîBogeneinheiten und 30 Sechzig, 
theile derfelben ; ein Ausdruck welchem alfo immer 
das Zahlverhaltnifs des Winkels zum rechten, und des 
Bogens zu Kreislinie, zum Grunde liegt, wie wir das 

42.2,3, umftandlich erläutert haben *.
Gefetzt der gegebene Bogen B fey in dem Halb* 

kreife m (4) mal enthalten, meße ihn aber nicht ge
nau, fondern cs bleibe ein Stück übrig, welches in 
dem Bogen B ielbft »(2) mal enthalten fey, und ei
nen Rett lafle, der in dem vorigen Refte, p (3) mal 
enthalten fey, fammt einem Bogenftück, welches 
wiederum von diefem Refte der qte (3te) Theil fey; 
fo ift nach dem Zufatz der vorigen Aufgabe, B = 
1______ Halbkr. = O + np-.n-jq 
m4-i______________(14- pq) (1 4-mn4-mq)

n 4~ i
p-H _ 

q
= ^±2 . i8oo=£^=4£12=iä8 . s, 

10.25 250 25 J •
Diefes artige Verfahren, Winkel lediglich mit Hülfe des 
Zirkels zu meßen, trägt fchon Lagny in den Mémoires 
tie P Acad, des Sc. de Paris /4.1724, p, 350 vor, -
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DRITTES EUCH.

DER INHALT GRADELINIGER
FIGUREN.

' [Diefes Buch befchäfrigt fich mit Unterfuchungen über den 
Inhalt der gradelinigen Figuren, worauf fich alles Ausmeflen und 
Ausrechnen diefer Figuren gründet, und mit Vergleichungen de5 
Inhalts von Figuren , befonders von Rechtecken und Quadraten, 
■welche über Linien von einer gewißen Eintheilung, oder über 
Seiten beftimmter Figuren, oder über Linien im Kreife befchrie- 
ben find ; Vergleichungen aus denen fich nicht nur manche in- 
tereifante Eigenlchaft diefer Figuren und des Kreifes ergiebt, 
fondera die auch für die folgenden Materien von großer Wich
tigkeit find. Le Gendre trägt überdem im dritten Euch 
die Lehre von der Aehnlichkeit der Flächenräume vor ; allein da 
beyde Materien durch meine Bearbeitung noch mehr als die in 
den vorigen Büchern (bis zum Dreyfachen und Vierfachen) an« 
gefchwollen find ; fo verweife ich die letzte Materie ganz in das 
vierte Buch. Im Ganzen konnte ich zwar hier die Ordnung 
Le Gendres beybehalten, (nur dafs er die Sätze über den Kreis 
welche am Ende diefes Buchs ftehn, und von denen bey ihm 
nur ein Paar vorkommen) aus der Lehre von der Aehnlichkeit 
ableitet ; allein fein Vortrag ift fo mangelhaft, fo voller Lücken 
und übergeht fo viele wichtige und zur feinem Kenntnifs der 
Geometrie unentbehrliche Sätze, die zwar in Compendien, aber 
in keinem vollftändigen Lehrbegriff der Willenfchaft fehlen dür- 
fen, dals ich diefesBuch gröfstentheilshabeumfchmelzcn müßen. 
Um iodefs dicht die Gleichförmigkeit der Behandlung zu ftöiea

r a
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werde ich die Rolle des Ueberfetzers beybehalten, und was mir 
allein gehört, wiç in den vorigen Büchern noch ferner mit diefem 
Zeichen [ ] umklammern (

Gilbert.

Erklärungen.

i.

Taf.HL fDie Höhe einer Figur wird durch den Ab- 
ftand zweyer Parallellinien bellimmt, wovon die eine 
durch irgend eine Seite der Figur (ihre Grundlinie} 
die andere durch den Punkt, oder durch die Punkte, 
der Figur geht, die am weiteren von diefer Linie eÿt- 
fernt find. Die Höbe einer Figur wird mithin durch das 
Perpendikel gegeben, welches man aus einem jener Punkte

•Li6.f.i auf die Grundlinie oder deren Verlängerung fällt *.
u. 37.

oc) Sind alfo zwey Figuren fo befchaffen , dafs , 
wenn mandhre Grundlinien in grader Linie ftellt, ih
re Spitzen, oder ihre der Grundlinie gegenüberlte- 
hende Seiten, in derfelben ParellelÜnie fallen, fo haben 
fie gleiche Höhe..

ß) Umgekehrt laßen Figuren von gleicher Höhe 
fich immer zwifchen einerley Parallellinien fo legen, 
dafs ihre Grundlinien in die eine, ihre Spitzen oder 
höchften Seiten in die andre fallen.

Wendet man diefe Sätze insbefondere auf da« 
Dreyeck und auf das Parallelogramm an, fo ergeben 
fich daraus die folgenden Erklärungen.]
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2.
Nimmt man irgend eine Seite AB eines Dreyecks I* 

ABC zur Grundlinie an ♦, fo ift das Perpendikel CD, *I.E.x8. 
welches aus der Spitze, das heifst aus dem gcgenü- 
berftehenden Winkelpunkt C, auf die Grundlinie 
oder deren Verlängerung gefällt wird , die Höhe des 
Dreyecks,

[«) Legt man die Grundlinien zweyer Dreyecke 
in grader Linie, und zieht durch ihre Spitzen eine 
grade Linie, fo find beyde Dreyecke von gleicher oder 
ungleicher Höbe, je nachdem diefe Linie mit der Grundlinie 
parallel läuft, oder nicht *. r<

pi) Ift im rechtwinkligen Dreyeck die eine Kathete 
Grundlinie, fo (teilt die andere die Höhe dar.]

3-
Nimmt man eine Seite eines Parallelogramms 

ABEC, z. B. AB zur Grundlinie *, fo wird der Abftand • p, Ia 
der gegenüberftehenden Seite CE von diefer Grundli
nie, (mithin das Perpendikel CD oder EF zwifchen. 
diefen beyden parallelen, Seiten oder deren Verlänge
rung) die Höbe des Parallelogramms genannt. Eben 
fo ift die Höbe eines Trapezoid* das Perpen- E 
dikel EF zwifchen den beyden ■ parallelen Seiten def pig. 14, 
felben, deren eine man ftets für die Grundlinie an
nimmt.

[Legt man die Grundlinien zweyer Parallelogramme 6 
in grader Linie, fo liegen, ift die Höhe diefer Paral
lelogramme gleich , die gegenüberftehenden Seiten
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auch in grader Linie, und zwar in einer graden Linie, 
welche mit der erftern parallel läuft; und ißr umge
kehrt diefes bey zwey Parallelogrammen der Fall, 
fo haben fie gleiche Höhe. Wo nicht fo ift ihre Höhe 
ungleich.]

4*

a. [In jedem Rechteck ABCD ftellen zwey'an ein
ander liegende Seiten z.B. AB , BC die Grundlinie und 
die Höbe dar; denn je zwey Seiten defielben ftehn 

*Iæ.i9 aufeinander fenkrecht *. Im gleichfeitigen Rechteck, 
d. h. im Quadrat ftellt alfo jede Seite zugleich 

* I. 34. Grundlinie und Höhe dar. — Dem im erften Buch * 
A. 2* erklärten Kunftausdruck zu folge, ift alfo jedes Recht

eck aus feiner Grundlinie und Flöhe befchrieben , unter fei
ner Grundlinie und Hohe enthalten.

a) Rechtecke aus gleicher Grundlinie und gleicher 
Hohe befchrieben decken fich , und haben gleichen In- 

* I- 34 halt *. Sind alfo die Gwndlinien AB, EFwid die Höben
BC, FG zweyer Rechtecke gleich, fo iß es auch der In
halt, und fie decken fich.

Fig. 3- Eben fo haben Quadrate über gleiche Linien AB, 
EF befchrieben, gleichen Inhalt.

f) Haben umgekehrt zwey Quadrate gleichen Inhalt, 
fo haben fie auch gleiche Seiten und decken fich. Denn da 
fie beyde rechtwinklig find, fo kann man fie fo auf
einander legen, dafs zwey Seilen auf einander fallen. 
Wären nun die Seiten ungleich, wie z. B. AB, AK fo 
.Wäre das eine Quadrat t über AK = EFGH, nur ein
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Theil des andern ACDE, und alfo wären beyde nicht 
gleich, gegen die Voraussetzung.

N- UJ

5-

fa) Rechtecke von gleicher Höhe haben zufatnmenge-T\%, *♦ 
nommen gleichen Inhalt mit einem Rechteck AG von der» 
felben Höhe AR, defien Grundlinie AH allen ihren Grand» 
Unien zufammengenommen gleich iß,

Denn jene Rechtecke decken fich zufammenge* 
nommen mit diefem einen Rechteck, weil fich dellen 
Grundlinie AH aus den Grundlinien jener Rechtecke, 
z. B. aus AD, DE, EH, der Vorausfetzung gemäß 
zufammenfetzen läfst. Errichtet man nemlich Perpen
dikel auf AH durch D und E, fo theilen diele das 
Rechteck AG, in kleinere AC, DF, EG *, welche mir*H.Alt 
den gegebnen gleiche Grundlinien und Höhen haben, 
fich alfo mit ihnen decken * , daher auch das ganze * 4., 6t 
Rechteck AG fich mit ihnen zufammengenommen 
deckt, und folglich mit ihnen gleichen Inhalt hat.

ß) Befteht überdem die zweyte Seite eines Recht
ecks aus mehreren Abfchnitten AI, IB etc, und man 
errichtet auch auf ihr in den Theilpunkten Perpendi, 
kel 1M etc., fo laufen auch diefe mit dem Seiten AH, 
BG, parallel*, durchfchneiden die parallelen Linien* Lu, 
DC, EF, HG insgefammt rechtwinklig * und zerthei- 
jen deshalb jedes der vorigen Rechtecke AC, DF, EG . 
in kleinere Rechtecke *, welche die Abfchnitte der Sei- *1,2,19. 
te AB zur Grundlinie, und die erftern AD, die zwey-
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* L 34 ten DE etc. zur gemeinfchaftliehen Höhe haben*; daher 
das Rechteck aus zwey graden Linien AB, AH, die beyde 
aus mehreren Abfchnitten beßchn, gleichen Inhalt hat mit 
allen den Rechtecken zufammengenommen, welche aus je 
zwey Abfchnitten der einen und der andern befchrieben 
ßud.

7) Aus denfelben Gründen ift der Unterfchied 
zweyer Rechtecke von gleicher Höhe AF, AC einem Recht
eck DF von derfelben Höhe gleich, deften Grundlinie 
ED dem Unterfchiede ihrer Grundlinien AC, AD 
gleich ift.

Fi£. 4. $) Und heftete eine grade Lidie A3 aus zwey Thei
len AC, CD, fo find die Rechtecke aus der ganzen Linie 
und jedem der beyden Theile, d. h. Rechteck aus AB'» 
AC und Rechteck aus AB', CB, mit dem Rechteck 
aus AB', und (AC-HCB') d. h. mit dem Rechteck 
aus AB' und AS, alfo mit dem Quadrat aus der ganzen 
Linie AB, von gleichem Inhalt.

Vig. 5. hingegen Achteck aus einer Linie AB, 
die aus den beyden Theilen AC, CB befteht, und aus ei
nem der beyden Theile, z. B aus AC, gleich dem Recht
eck aus AC', Cß und dem Rechteck aus AC’, AC 
d. h. gleich dem Rechteck aus den beyden Theilen AC, CB, 
Jammt dem Quadrat des Theiles AC.

Ift umgekehrt die Ergänzung eines Rechtecks CC' 
welches über einem Abfchnitt AC einer graden Linie 
fteht, zum (gleich hohen) Rechteck über der ganzen 
Linie, ein Quadrat ; fo ift das erftere Rechteck aus 
den beyden Abfchnitten AC, CB der gegebnen Linie 
befchrieben. (Euklid Lemma zu X. ly.)
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Anmerku'ng. Die Sätze unter «, £ machen diedrey
erften Lchrfätze in Euklids zweytemBuch aus, wo fie mit um- 
ftändlichern Beweifen, als es nöthig war, verfehen find. Le 
Ge» dre übergeht fie und die Sätze unter 4 ganz und gar, und 
das fehr mit Unrecht, da fie dic Fundamentalfätze über die Ver
gleichung des Inhalts gradeliniger Figuren enthalten. Ihrer gro- 
fsen Einfachheit wegen, habe ich fie hierher, und nicht unter 
die Lchrfätze geteilt. Dafs man fie mit einer kleinen Modifica
tion auf alle Parallelogramme übertragen könne, fieht jeder. Sie 
find den einfachften Sätzen der Buchftabenrechnung analog, und 
wir werden in den Zufätzcn zum vierten Lchrfätze zeigen, in 
wie fern fie auf diefe hinauslaufen; nemlich die in Erklärung 4» 
auf die Sätze, dafs , falls a ~ c und b — d ift, ab = cd und 
ai = c-, und umgekehrt, wenn as — c-, auch a — c feyn 
mufs. Die in Erklärung 5 hingegen auf die Sätze, dafs ab + 
ac + ad . . . = a (b + c + d . . .); ferner ab — ac — a 
(b — c>; und falls a = b t c ift, a 2 = ab + ac und ac — 
bc c2 ; und dafs endlich (a + b + c . . .) (e f. .) = ae -f 
be -J- ce ft af ft bf + cf . . ift, d. U,]

6.
[Erklärung über die Verhältniße und Proportionen zwi- 

Jchen ausgedehnten Gröfsen, und über dem wahren Sinn 
eines Produkts aus Linien.

Wir haben in den beyden letzten Aufgaben des 
zweyten Buchs Methoden kennen geleint, wie ßch je
des Verkältnifs zwifeben zwey Linien, zwey Kreisbogen, oder 
zwifeben zwey Winkeln, auf ein gleichgeltendes Zahlver- 
hältnifs bringen ïàfst. Da nun ein Verhältnifs , z. B. 
-zwilchen zwey Linien A , B, auf der Vorftellung be
ruht, wie oft die eine A,oder ein beftimniter Theil 
derfelben, in der andern B enthalten ift *, alfo t auf V. 1.
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Vorftellung durch einen Zahlausdruck, (der’nach 
*11 A.16 Umftänden felbft irrational feyn kann*'); fo lieht man 
Fall a. . Jleicht dafs es jenes Zahlverhähnifs ift, an dafs man fich 

halten mufs, wenn man über Verhältnijfe und Proportionen 
zwifchen ausgedehnten Gröfsen * fich richtige Begriffe ma
chen will.

Darauf macht auch Le Gendre aufmerkfam, als auf 
etwas, das zur Einficlit in den wahren Sinn der fol
genden Sätze fehr wichtig ift. „Bey allen Verän- 
drungen, fagt er, die man in diefem und dem folgen
den Buche mit Proportionen zwifchen ausgedehnten 
Gröfsen vornimmt, mufs man ftets die Glieder diefer 
Proportionen als Zahlen betrachten, deren jede fich 
auf ihre eigentümliche Einheit bezieht. Thut man 
das, fo wird man bey keinem diefer Verfahren, und 
bey keiner Folgerung die wir daraus ziehn, anftofsen.”

Bey jeder richtigen Proportion A : B = C : I) ift, 
wie bekannt, das Produkt der äufsern Glieder A . D 
dem Produkt der innern Glieder B . C gleich. Das 
mufs alfo auchjder Fall feyn, wenn diefe proportiona
len Grofsen alle vier Linien oder A und B Linien, C und 
DFlächen, oder andre Ausdehnungen find, vorausge- 
fetzt dafs man fich beyde Verhältniffe in gleichgelten- 
de Zahlverhaltniffe verwandelt denkt. So kommt man 
dann auf Produkte aus Linien oder auf Produkte aus Li
nien in Flächen u. d. m., doch immer nur unter der Vor- 
ausfetzung, dafs die Linien, Flächen n. f durch Zahlen aas
gedrückt find, indem man fie auf ein beftimmtes Maafs 
als Einheit bezieht. Aufser diefer Rückficht hätten 
jene Begriffe keinen Sinn. Das Produkt aus zwey Li-
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»len A und D ift alfo nichts anders als ein ZahJprodukt* 
und war das Produkt aus den Zahlen, welche angeben, 
wie viel Lineareinheiten in A und wie viel deren in B 
enthalten find.

Eben fo ift das Produkt aus einer Linie A in eine 
Flliche B nichts anders als das Produkt der Zahlen, 
welche angeben, wie viel Lineareinheiten in A und 
wie viel Flächeneinheiten in B enthalten find', u. f. f.]

Annie rk u n g. Die wichtigften arithmetifchen Sätze über 
VerhältnifFe und Proportionen, find Bueb I. Erki, ij beyfammenge» 
(teilt , und man wird fich mittehl ihrer leicht helfen können, 
wenn man bey einer arithmetifchen Vorftellung über die Ver- 
hältnilTe in den folgenden Sätzen anftofsen füllte. Ich verweife 
auf fie auch hier durch das Marginal V, z. B. V. 4. Ä, worun
ter man einen der Sätze über die Verhält ni fie zu vergehn hat} 
die B. I. Erki. 55. unter 4, « aufgeftellt find. Welchen? das 
wird jeder leicht herausfinden. d. U,

7«

[Die Seiten zwey er Figuren, z. B.'die Seiten AB, Fig, 10. 
AD und AF, AE der beyden Rechtecke von gleichem 
Inhalt ABCD, AFGE,/W verkehrt proportional, wenn 
Lie in einer folchen Abhängigkeit von einander ftehn, 
dafs in eben dem Verhältnifs als die eine Seite der ei
nen Figur gegen die eine Seite der andern grö’fser ift, 
%. B. AB gegen AF, die zweyte Seite der erften Figur, 
AD, gegen die zweyte Seite AE der andern kleiner ift, 
oder dafs, wenn AB =. m . AF ift, AD — — • AE

m
feyn mufs.
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Dann verhält fich aber allemal AB : AF = AEtAD 
(indem die fo geiteilten Verhältnifle alsdann beyde 

* v« 2> gleiche Exponenten m haben *) und mithin gehö
ren dann die Vorderglieder, fo wie die Hinterglie
der der beyden gleichen Verhältnifle, als Seiten zu 
verfchiednen Figuren.

Grade fo können die beyden Abfchnitte zwey er zwey- 
theiligen Linien verkehrt Proportional feyn.

Anmerkung. Diefer Begriffid in der Arithmetik current» 
und wird in der hier erklärten Bedeutung auch fchon von Euklid 
gebraucht, wiewohl von ihm fo wenig als von Le Gendre und 
den übrigen Geometern belonders erklärt. Eben fo mangeln bey 
ihnen die fruchtbaren Begriffe der folgenden Erklärung, die 
gleichfalls aus arithmerifchem Boden herftammen. d. U. ]

8.
[Zwey grade Linien find proportional get heilt, wenn 

in der einen die Theile nach demfelben Verhältnifs und 
in derfelben Anzahl und Folge wie in der andern vor- 

Fig. 15. banden find. So z. B. die beyden zweytheiligen Linien 
AB, AC, in deren jeder die beyden Theile in gleichem 
Verhältnifs unter fich und zur ganzen Linie ftehn, 
(AD : DB : AB — AE : EC : AC); oder die beyden 

Fig. 16. dreytheiligen Linien AB, AC, in deren jeder die drey 
Theile in gleichem Verhältnifs unter fich und zur gan- 
zen Linie, und zwar in beyden in derfelben Folge, 
gedacht werden (Ab : bD : DB : AB = Ac : cE : EC : 
AC)

a) Ueberhaupt nennt man die erften Theile zweyer 
eingethcilten Linien, und die, welche von den erften
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um gleich viel Stellen abftehn, alfo die zweyten, drit
ten u. f. f. iibereinßimmcnde Theile, und eben fo die 
Glanzpunkte beyder Linien, und die welche von ih
nen um gleich viel Stellen abftehn, übereinßimmendt 
Theilpunkte, ß) Diefe liegen entweder in gleicher Folge, 
oder in verkehrter (entgegengefetzter) Folge wie z.B» wenn 
man in der einen Linie die Theilpunkte von der Lin
ken zur Rechten , in der andern von der Rechten zur 
Linken zählt. 7) Zwey grade Linien lind alfo unferer 
Erklärung zu Folge proportional getheilt , wenn 
die übereinfiimmenden Theile in der einen dalfelbe 
Verhaltnifs untereinander und zur ganzen Linie, als 
in der andern haben, ê) Liegen die übereinftimmenden 
Theile in verkehrter Folge, fo pflegt man auch wohl 
zu fagen, dafs zwey folche Linien in entgegengefetzter 
Folge proportional lind.

Anmerkung. Ein Zeichen wie diefes a : b : c = d:e:f 
fagt aus, dafs je zwey der Gröfsen links vom Gleichheitszeichen 
unter einander dalfelbe Verhaltnifs haben , als die beyden Grö
fsen die rechts vom Gleichheitszeichen in denfelben Stellen ftehn, 
z. B. die elften und zweyten, die elften und dritten und die 
zweyten und dritten. Die obigen eingeklammerten Zeichen 
charakterifiren alfo die proportionalen Eintheilungen zweyer Li
nien fehr gut. In fo fern eine Proportion in der Gleichheit 
zweyer Verhältniffe befteht, find in diefen Zeichen eine Menge 
Proportionen eingewickelt, von denen man die herausheben kann, 
die man zu der jedesmaligen Abficht,braucht.

Da ferner die erften Gröfsen a , d in den zweyten b , e, und 
eben fo in den dritten c, f, u. f. beyde (dem Begriff der Gleich
heit unter,Verhältniflen gemäfsj gleich oft, ganz oder Theilwei
fe, enthalten find , und z. B. wenn b = ma und c = na ift, auch 
c = mdundf=ndfeynmufs; fo ftehn dann auch die erften Glie
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der, die zweyten Glieder, u. f. untereinander in demfelben Ver- 
liältnifs a : d = b : c = e : f etc; und ift das der Fall , fo 
find auch die Summen zweyer, dreyer oder aller übereinftimmen- 
der Glieder links vom Gleichheitszeichen und rechts von diefem 
Zeichen in demfelben Verhältnifs *.

Diefes auf proportionale Linien angewandt, fieht man aHb 
dafs in ihnen je zwey übereinftimniende Theile in gleichem Ver
hältnifs ftehn, und fo auch die Summe je zweyer, dreyer, kurz 
beliebig vieler, und folglich auch die Summe aller, d. h. die 
ganzen Linien ; ein Satz den ich der Anwendung halber gleich 
mit in die Erklärung proportional getheiker Linien aufgenommen 
habe.

ß) Sind umgekehrt zwey Linian AB, AC fo eingetheilt, dafs 
je zwey übereinftimmende Theile in demfelben Verhältnifs ftehn, 
Ab : Ac — bD : cE = DB : EC, fo find fie proportional ge- 
theilt. Denn dann verhalten fich die Vorderglieder aller diefer 
Verhältnifle zu einander, wie die Hinterglieder, und das macht das Wefen einer proportionalen Theilung aus. d. U.J

LEHRSATZ I.

Parallelogramme von gleicher Grundlinie und 
gleicher Hohe haben gleichen Inhalt.

fig, 6. [Man lege beyde Parallelogramme fo aufeinander, 
dafs ihre Grundlinien fich decken. Dann ftehn beyde 
über; der gemeinfchaftlichen Grundlinie AB, und weil 
fie gleiche Hohe haben, fallen die Seiten DC, FE, 
welche der AB gegenüberftehn, in einerley Parallel-

* E, 3. linien mit der Grundlinie AB ♦. Und zwar liegen fie 
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entweder ganz auseinander , oder fallen zum Theil 
aufeinander, welche Fälle die Figur beyde dar/lellt.]

In jedem der beyden Parallelogramme find die 
gegenüberftehenden Seiten gleich; AD = BC, AF = 
BE und DC = AB = FE', und da auch das gleich feyn 
mufs, was übrig bleibt, wenn man die'gleichen Li
nien DC, FE beyde von der Linie DE abzieht, fo 
ift auch CE = DF *. Mithin find die beyden Drey-*^r*2’* 
ecke ADF, BCE untereinander gleichfeitig, müllen 
fich alfo decken *, und haben gleichen Inhalt; daher * I. n« 
auch ihr Unterfchied vom Trapez ABED gleich feyn 
mufs. Zieht man aber von diefem Trapez das Drey
eck ADF ab , fo bleibt das Parallelogramm ABCD, 
und zieht man das Dreyeck BCE ab, fo bleibt das 
Parallelogramm ABED übrig. Folglich haben diefe 
beyden Parallelogramme, weil ihre Grundlinien und 
ihre Hohen gleich find, auch gleichen Inhalt.

Folgerung 1. Jedes Parallelogramm ABED, f 
hat alfo insbesondre gleichen Inhalt mit einem Rehieck 
CEFD, welches mit demselben von gleicher Grundlinie und 
gleicher Hobe iß.

Fo lger ung 2, Haben zwey Parallelogramme 
gleiche Höhe, aber ungleiche Grundlinie, fo ift das 
das Gröfsere, welches über der gröfsern Grundlinie 
fteht. Denn ein Theil deftelben , ift dann dem er- 
ftern gleich. i

[Anmerkung. Diefer Lehrfatz läfst fich auch auf Tni- 
pezoide von gleicher Höhe deren parallele Seiten in beyden 
gleich lind, ausdehnen, und für diele grade auf diefelbe Art 
beweifen.]

e. r
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LEH RSATZ 2.

Fig. Der Inhalt eines Dreyecks ABC, iß halb fo grofs 
als der Inhalt eines Parallelogramms, welches mit dem 
Dreyecks gleiche Grundlinie und gleiche Hohe hat.

[Man ziehe durch zwey Winkelpunkte des Drey
ecks B, C Farallellipien mit den gegenüberftehenden 
Seiten, CE parallel mit AB, und BE parallel mit 
AC, fo entlieht ein Parallelogramm ABEC, welches 
mit dem Dreyeck ABC einerley Grundlinie Aß, und 
gleiche Hohe hat, da beyde zwifchen denfelben Pa- 

• E* rallellinien AB, CE liegen *. In diefem Parallelo
gramm ift BC eine Diagonale. Alfo find die Drey- 

• I. 34. ecke ABC, BCE gleich *, und mithin das Dreyeck 
ABC die Hälfte des Parallelogramm AEEC. Da 
aber mit diefem Parallelogramm ein jedes andere von 
gleicher Hohe und gleicher Grundlinie gleichen In
halt hat, fo gilt unfer Satz allgemein.]

p0 lg e r u n g. I. Der Inhalt eines Dreyecks ABC ift 
alfo ins he fondre halb fo grofs als der Inhalt eines Recht, 
ecks CD FE, welches mit Dreyeck gleiche Grundlinie AB 
und gleiche Höhe CD hat.

\Folge r ung 2. Alle Dreyecke von gleicher G und
ine und gleicher Höbe haben gleichen Inhalt. Denn fie 
find die Hälften von Parallelogrammen, die nach Lehrf. 
I. gleichen Inhalt haben muffen.

[Zufatz. Haben umgekehrt zwey Dreyecke ABC, 
DBC gleiche Grundlinie und gleichen Inhalt, fo haben Jie 

und
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auch gleiche Höhe. Denn gefetzt fie hätten ungleiche, 
und zwar ABC die gröfsere Höhe, fo nehme man in 
einem der Schenkel des hohem einen Punkt G, der fo 
weit, als im andern Dreyeck die Spitze, von der 
Grundlinie abfteht , und ziehe von 'demfeiben nach 
dem gegenüberftehenden Endpunkte der Grundlinie 
eine grade Linie GC, fo entzünde dadurch ein Drey
eck GBC , welches mit dem Dreyeck DBC gleiche 
Grundlinie und gleiche Höhe, alfo gleichen Inhalt, 
mithin auch mit dem Dreyeck DBC, wovon es doch 
nur ein Theil ift, gleichen Flächenraum hätte; wel- 
ches ungereimt ift.

Die Spitzen aller Dreyecke von gleichem Inhalt, 
welche über derfelben Grundlinie BC ftehn , liegen 
folglich in einer Parallellinie mit der Grundlinie, und 
eine fol ehe Parallel Unie AE ijl der geometrifche Ort für 
diefe Spitzen oder für die Aufgabe, von zwey gegeb
nen Punkten B, C aus, zwey grade Linien zu ziehn, 
die fich fo durchfchneiden, dafs das Dreyeck zwifchen 
dem Durchfchnittspunkt und den beyden gegebnen 
Punkten, eine . gegebne Gröfse habe. Alle funkte 
der Parallellinie, und keiner der Punkte aufser ihr, 
thun dieler Aufgabe genüge * (Apollonius 1, 3.)']

Lehrsatz 3.

Die F:ächenräume zweyer Rechtecke von glei
cher Hohe, verheilten fich zu einander wie ihre Grund
linien.

Q
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Fig. §. Wenn die Rechtecke AECD, AEFD beyde die Li
nie AD zur Höhe haben, [folglich fich beyde zwifchen 
TAvey Parallellinien AB, DC legen laßen, deren Ab- 

* E. 3. ftand AD ift*,] fp, behaupte ich , verhält fich der In
halt diefer beyden Rechtecke, wie ihre Grundlinien 
ab, ae.

Denn gefetzt erßens die Grundlinien AB, AE find 
coiHWcnfurabel, lo läfst Geh ihr Vcrhältnifs in ein 

•TT a oleicheeltendes Zahlverhältnifs verwandeln ♦. Diefes 
Fall i. p i/B, das Verhältnis 7:4; fo mufs, wenn man 

AB in 7 gleiche Theile theilt , AE genau 4 folcher 
Theile enthalten. Errichtet man in jedem der Thei- 
lungspunkte ein Perpendikel auf der Grundlinie AB, 
fo entftehn dadurch 7 kleine Rechtecke (rectangles par
tiels) die allefammt gleiche Grundlinien und gleiche 

• i. Hohe, folglich auch gleichen Inhalt * haben , und 
wovon 7 im Rechteck ABCD , 4 im Rechteck AEFD 
enthalten find. Folglich verhalten fich diefe beyden 
Rechtecke zu einander wie 7 zu 4, alfo wie die Grund
linien AB zu AE. Da fich dielelbe Schlufsfolge auf 
jedes andreZahlverhältnifs übertragen läfst, fo verhal
ten fich allgemein, wenn die Grundlinien commen- 
lürabel find, die Flächenräume der Rechtecke von glei
cher Hohe, wie ihre Grundlinien, oder

ABCD : AEFD = AB : AE.

Gefetzt zweytens die Grundlinien AB, AE find un* lüg. 9. . ,
ter einander inconimenjtirabel, hätten kein gemeinfammes 

jpA.19 Maafs *, fo mufs demungeachtet diefçlbe Proportiona- 
la‘l a’ lität zwilchen den Flächenräumen und den Grundli

nien ftatt finden. Denn wollte man diefes läugnen,
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fo müfste'man behaupten'nicht AE, föndern irgend 
eine andre;Linie AO, die gröfser oder kleiner alsAE 
ift, fey die richtige vierte Proportionallinie zu den. 
drey andern Linien. Wir wollen alfo fetzen diefesAO 
fey um EO gröfser als AÊ, und es fey dann

ABCD : AEFD = AB : AÖ»
Theilt man nun die grade Linie Aß in gleiche Theilê, 
welche kleiner als EO find*, fo mufs zwifchenE und^^Aj», 

a. 2.
O wenigftens ein Theilpunkt I fallen» Durch dielet! 
ziehe man auf die Grundlinie fenkrecht IK , lo ent- 
fteht ein Rechteck AIKD, welches mit dem Rechteck 
ABCD gleiche Höhe hat, und deflen Grundlinie Al 
mit der Grundlinie AB commenfurabel ift [indem der 
angenommne Theil beyde mifst.J Die Flächenräume 
diefer beyden Rechtecke find alfo, nach dem was 
vorhin bewiefen ift, den Grundlinien proportional, 
alfo

Ab CD : À1KD = Aß : At
Diefe Proportion hat mit der Vorhergehenden, gleiche 
Vorderglieder in beyden Verhältniflen. Alfo müfsten 
die Hinterglieder proportional feyn *, oder „

AEFD : AIKD = AO : AL

Nun aber ilt AI kleiner als AOj alfo müfste auch 
das Rechteck AIKD kleiner als das Rechteck AEFD 
feyn; folglich At kleiner als AÉ, welches der Vorausu 
fetzung widerfpricht. Alfo kann keine Linie AOj 
welche größer als AE ift, die richtige vierte Propor
tionallinie zu den drey Giofisen ABCDj AErDj Aß 
feyn*

Q a
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Durch eine ähnliche Schlufsfolge beweift man 
dafs auch keine Linie welche kleiner als AE ift , die 
richtige vierte Proportionalgrcfse fein kann.

Nothwendig mufs diefes alfo AE felbft feyn.

Wie fich demnach auch in zwey Rechtecken von glei
chen Höben die Grundlinien verhalten, immer find ihre FU- 
chenrätime ABCD, AEFD den Grundlinien AE, AE pro
portional,

Folgerung!, Gleich hohe Rechtecke über incom« 
menfurabele Grundlinien befchreiben , find folglich 
ebenfalls incommenfurabel , indem ihr Verhältnifs

*11. A. gleichfalls irrational ift *.
19. a.

Folgerung 2. "Awey grade Linien AC: CB verhalten 
fich fiets wie das Quadrat der einen, zum Rechteck aus 
beyden, alfo wieQdrat AC: Rechteck aus AC, CB oder 
wie Rechteck aus AC, CB : Qdrat CB, (Eukl. X. 23. 
Lemma ). Auch verhalten fie fich wie Rechteck 
AB, AC : Rechteck AB, CB (Euklid X. 33.)]

[Anmerkung, Der Beweis diefes dritten Lehrfatzes ftimmt 
in allem mit dem Beweis des aalten Lehrfatzes im Zweyten Bu
che überein. Einige Bemerkungen über diefe Beweisart findet 
man dort in Zufatz LJ

LEHRSATZ 4.

Fig. 10. D™ Flächenräume zweier Rechtecke ABCD, 
AEGF verhalten fich zu einander wie die Produkte 
aus der Grundlinie eines jeden in dejfen Hohe, oder 
es iß allgemein

ABCD ; AEGF = AB X AD : AE X AF.
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[Man lege beyde Rechtecke fo an einander, dafs 
fie einen Winkelpunkt A gemein; haben, zugleich 
zwey ihrer Seiten AB, AE eine grade Linie bilden, 
und die beyden Rechtecke lieh auf entgegengefetzten 
Seiten diefer Linie befinden. Da dann AD, AF auf 
demfelben Funkte einer graden Linie fenkrecht ftehn, 
fo liegen auch fie in grader Linie.*] Verlängert man »I.1.Z.2 
die Seiten CD, GE bis zu ihrem Durchfchnittspunkt 
H, io entflieht ein Rechteck AEHD, welches mit je
dem der gegebnen Rechtecke zwifchen denfelben Pa- 
rallellen CH, BE und DF, HG liegt *, mit ihnen *II*A.ix 
alfo einerley Höhe hat*, und deffen Flächenraum* 2. 3. 
fich deshalb zu den Flächenräumen jener Rechtecke, 
wie die Grundlinien EA, AB und DA, AF verhalten*, * 3. 
oder

ABCD : AEHD = AB : AE 
AEHD : AEGF = AD : AF.

Setzt man diefe beyden Proportionen zufammen *, fo *7.4.0, 
erhält man, da aus den beyden erlten Produkten der 
Zahlausdruck des Rechtecks AEHD als gemeinfchaft- 
licherFactor hinausfällt,

ABCD : AEGF = AB x AD : AE x AF * * E-

[Alfo find die Flächenräume je zweyer Rechtecke 
den Produkten aus ihren Grundlinien in ihren Flöhen 
proportional*, oder, was daflelbe fagt, das Verhältnisse E. 
der Flächenräume iß aus dem Verhältnifs der Grundlinien 
und aus dem Verhältnifs der Höhen beyder Rechtecke za- 
fatnmengejetzt ♦.] * V. 4. •

[Folgerung 1. Haben die beyden Rechtecke AB CD, 
AEGF gleichen Inhalt, fo ftehn fie im Verhältnifs der
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Gleichheit. Folglich müflen die Produkte aus den
beyden Seiten , woraus fie befchrieben find, d. h. die

* F. 6, Produkte aus den Zahlausdrücken diefer Seiten'") eben
falls im Verhältnifs der Gleichheit Hehn, oder e-s mufs 
AB X AD = AE X AF feyn, daher zwilchen diefen 
Zahlausdrücken Itets folgende Proportion beheht

* V‘ 3' V AB ; AE = AF : AD *.
Die Seiten zweyer Rechtecke von gleichem Inhalt find

E’ 7- mithin fiefs verkehrt proportional * ♦

Sind umgekehrt zweyer Rechtecke Seiten, verkehrt
* E. 7. proportional * , fo find ihre FHchenräume [gleich. Denn 

verhält fich AB : AE = AF AD, fo find die Produk-
• E. 
V, 3

6. te AB X AD und AE X AF gleich *, daher auch die 
Flächenräume beyder Rechtecke, welche dem Lehrfatz 
zu folge, in demfelben Verhältnifle wie diefe Produkte 
flelm, gleich feyn müflen.

Hat man alfo vier proportionale Linien, fio iß allemal 
das Rechteck aus den Mittlern dem Rechteck aus den litifsern 
gleich. ]

fig. ii- [Folgerung 2. Sind die Linien AB, CD, EF, 
GH, widfo auch die Linien AK, CL, EM, GH, unter
einander proportional, fo find auch die Rechtecke proportio
nal, welche man aus den erfien, zweyten dritten und vier* 
ten diefr Linien hefebreibt, oder

Rechtk. AB, Akf- Rechtk, CD, CL = RçM. 
EF, EM ; Rechtk. GH, GH,

Denn aus der Zufammenfetzung der beyden ge
gebnen Proportionen folgt , dafs dann auch die Pro
dukte aus den erften, zweyfen , dritten, vierten diefer 
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proportionalen Linien *, proportional find, oder dafs * 
fich verhält AB X AK : CD X CL = EF X EM;GH X 
GN *. Nun aber id nach unferm Lehrfatz das elftere 
Verhältnifs diefer Produkte, dem Verhältnifs des In
halts der Rechtecke, die aus den Linien in ihnen bc 
fchrieben lind, gleich, (Rechteck aus AB, AK : Recht
eck aus CD, CL). Eben fo ift das zweyte Verhältnifs 
diefer Produkte dem Verhältnifs der Rechtecke gleich, 
die aus den Linien in ihnen befchtieben find(Rechteck 
aus EF, EM: Rechteck aus GH, GN). Da nun bey
de Verhältnifse jener Produkte gleich find, fo find es 
auch die Verhältniffe diefer Rechtecke, und. diefe vier 
Bechtecke find proportional,

Insbefondere find alfo die Quadrate vier proportions 
1er Linien proportional, z. B. in unferm Fall (q. AK : q 
CL = q. EM : q. GN.) Denn find die Seiten der vier 
Quadrate proportional , fo find es auch immer ihre 
Grundlinien und Hohen ♦. * E. 4.

Die Wahrheit diefer Sätze erhellt unmittelbar 
auch daraus, dafs unferm Lehrfatz zu Folge das Ver- 
hältniis der Flächenräume von Rechtecken aus dem 
Verhältnifs ihrer Grundlinien und ihrer Hohen zufam- 
jnengefetzt ift. Denn ift diefes , fo müfl’en zwey 
Rechtecke untereinander daffelbe Verhältnifs, als zwey 
andere haben, wenn die Grundlinien, fo wie die Hohen 
der Erftern untereinander dafl’elbe Verhältnifs, als die 
Grundlinien und die Höhen der Letztem haben.]

[Folge run g 3. Sind umgekehrt vier Rechtecke, 
find zugleich deren Grundlinien, proportional, fo miijf u 
auch ihre zweyten Seiten proportional feyn f
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und flehn vier Quadrate in gleichen Verbähniflen 
(q . AK: y. CL = q , EM : q . GNf) fo ßehn darin auch 
ihre Seiten.

Denn danach unferm Lehrfatz Rechtecke fich wie 
die Produkte aus ihren Seiten verhalten , fo folgt 

4*durch Trennung * diefer Proportion und der, welche 
die Proportionalität einer Seite in den Rechtecken an- 
giebt, die Proportionalität der zweyten Seiten. — 
Insbefondere folgt aus der gegebenen Proportionali
tät der Quadrate , die Proportionalität der Produkte 
AK x AK : CL x CL = EM x EM : GN x GN, und 
daraus die Proportionalität der Seiten AK : CL =

*V. i.ß. EM ; GN *]

Zufatz I, Die hier’ erwicfene Proportionalität 
zwifcben den Flächenraumen der Rechtecke und den Produkt 
ten aus ihren Seiten, berechtiget uns die Produkte aus 
der Grundlinie in die Hohe eines jedenRechtecks zum 
M a a fs des F1 ä c h e n r a u m s der Rechtecke zu 
nehmen. Es verlieht fich, dafs hierbey von den Zahl- 
ausdrücken der Grundlinie und der Höhe, und von 

* E- 6» deren Produkten die Rede ift *; d. h. von Produk
ten der Zahlen, welche angeben, wie viel Linearein
heiten die Grundlinie, und wie viel deren die Höhe 
enthält.

Bey diefem Maafs ill dalfelbe als bey dem zu be
merken , welches wir in den Zufätzen zu Lehrfatz 22 
des zweyten Buchs für die Winkel aufgelleilt haben. 
Es ult nicht abfolut, fondern nur Beziehungsweife ein 
Maafs [oder vielmehr kein unmittelbares, fondern nur 
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ein mittelbares Maafs]. Es fetzt voraus, dafs man ir
gend eines andern Rechtecks Flächenraum auf diefelbe 
Art beftimmt, indem man die Seiten deflelben mit 
derfelben Lineareinheit mifst, und daslProdukt diefer 
Zahlausdrücke nimmt. Das Verhältnifs beyder Produk
te giebt dann das Verhältnifs der Flächenräume. End
hält z. B. die Grundlinie eines Rechtecks A 7, deflen Höhe 
3 Lineareinheiten , fo wird der Flächenraum diefes 
Rechtecks durch die Zahl 7X3 oder 21 vorgeftellt, 
welche Zahl einzeln und für fich nichts bedeuten wür
de. Hat inan aber ein zweytes Rechteck , deflen 
Grundlinie 12 , und deffen »Hohe 7 Lineareinheiten 
enthält, fo wird der Inhalt deflelben durch die Zah
len 12 X 7 oder 84 vorgeftellt ; woraus man Ichliefsen 
mufs, dafs die Flächenräume beyder Rechtecke A und 
B fich zu einander wie die beyden Zahlen 21 und 84 
verhalten, diefes alfo das Vierfache von j n.-m ift, [da 
dem eben bewiefenen zu Folge die Flächenräume 
zweyer Rechtecke fich wie die Produkte aus den 
Grundlinien in die .Höhen verhalten.] Gefetzt man 
käme darin überein, das Rechteck A allgemein als Ein
heit beym Meßen der Flächenräume zu gebrauchen, 
[alfo die Grofse aller Flächenräume dadurch auszu
drücken , wie vielmal fie das Rechteck A, oder wel
chen Theil deflelben, fie enthalten] fo wäre oder 4 
das abfolute [vielmehr das unmittelbare] Maafs des 
Rechtecks B, und das hiefse dann nichts anders, als, 
diefes Rechteck ift 4 folcher Flächeneinheiten gleich.

Nun ift es allgemein gebräuchlich, und in der 
That am einfachften, ei« Quadrat zur Flächeneinheit zu 
nehmen y und zwar braucht man dazu das Quadrat t des-
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fen Seite die Lineareinheit ift, z. B. den QuachatzoH, don 
Quadratfufs, die Quadratruthe u. f. f. ^Wenn diefes 
einmal feftgefetzt ift, fo geht jenes mittelbare Maafs 
für den Flächenraum eines Rechtecks, durch die Pro
dukte der Grundlinie in die Hohe, in ein unmittelba
res über. Die Zahl 21, welche das Maafs des Recht
ecks A angab, bezeichnet dann 21 Flächeneinheiten, 
d. h. 21 Quadrate, deren Seite die Lineareinheit ift; 
und dafs ein Rechteck deflen Höhe 3 und defïen Grund
linie 7 Lineareinheiten gleich ift, in der That 21 fol- 
cher Quadrate in fich enthalten müffe, fpringt fo- 
gleich aus Erki. 5. e , und auch unmittelbar aus der 

rig< 12. fjgUr in die Augen, indem ein folches Rechteck fich 
mittelft Perpendikel aus den Theilungspunkten in 3 Ban
den , deren jede 7 kleine Quadrate fafst, zçrtheilen 
läfst.— jeder andre völlig begränzte Fläcbenraum ift dem 
Inhalt nach irgend einem Rechteck gleich, [indem uns 
nichts hindert Rechtecke von jeder möglichen Gröfse 
ZU denken,] wird fich alfo ebenfalls, durch ein Produkt 
pus zwey Linien mellen lallen, [womit es denn immer 
die hier entwickelt» Bewandtnifs hat, indem ein fol- 
ches Produkt zunächft den Inhalt eines Rechtecks oiebt.p »
das mit der andern Figur gleichen Flächenraum hat.]

[Zufatz IL Sind wir berechtigt uns den Flä- 
10* chenraum eines jeden Rechtecks ABCD durch ein Pro

dukt aus der Grundlinie AB in die Höhe BC vorzuftel- 
len; fo find wir auch befugt den Fläcbenraum eines 
Rechtecks du-cb diefes Produkt, oder durch AB X BC zu 
iezeic hue»x indem wir die Zeichen für die Grund-
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Unie und die Höhe durch das MultiplicationSzeichen 
X verbinden. Und dieles Zeichens wollen wir uns 
hinluro beftändig bedienen um den Inhalt eines 
Rechtecks, das aus den Linien AB, BC befchribeen 
ift 5 oder dellen Grundlinie AB, deffen Höhe BC ift,. 
au bezeichnen,

Ein lolches Produktenzeichnen zweyer Linien z. B. 
EFxGH kann man alfo hinfüro nach Willkühr entwe
der durch Produkt (ins den beyden Linien EL, GH, oder durch 
Rechteck aus den Linien EF, GH überletzen, Beydes 
kömmt nach dem hier Erklärten auf eins hinaus. Um 
indefs nicht gänzlich in die rechnende Geometrie über
zutreten, wird cs vortheilhafter feyn , wenn man lieh 
im folgenden an die letztere Auslegung hält, und al- 
fo bey einem laichen Zeichen frets an ein. Recbtecjt aus 
den genannten Linien denkt. Hierbey fällt es logleiçh 
in die Augen, dafs diefi Bezeichnung für den blactieti* 
raum eines Rechtecks, (welche aus den Zeichen der Sei
te mittelft einer arithmefifchen Beziehung abgeleitet 
ift), lediglich unter der Bedingung gültig und binnvuli ift, 
unter der es allein erlaubt war, den Flächenraum 
eines Rechtecks als ein Produkt aus feinen. Seiten an- 
zuiehn-, nemiich unter der Vorausfetzung, dafs wir ein 
für allemal den Flächenraum aller Rechtecke mit einem 
Rechtecke (als Flächeneinheit) mellen , mit- deiien einer 
Seite wir alle Grundlinien, mit defl’en andrer wir alle 
Höhen gegebner Rechtecke vergleichen und ausmelfen ; 
und zwar haben wir dazu ein für allemal das Quadrat 
erwählt, welches über dçr Lineareinheit als Seite be- 
fchrieben ift, Und fo ift demnach der.ariflwietifcbp



1 v e h HL252

Sinn diefes Zeichens AB X BC, als Zeichen eines Flä
chenraums, ftets fo zu erklären, wie wir es mit der 
Vorftellung felbft, worauf dafs Zeichen fufst, im vori
gen Zufatz gethan haben.

Mit dem geometri/cben Sinn diefes Zeichens, bey 
dem wir ganz davon abfehn , dafs es eigentlich ein 
Produkt bedeutet, würden wir ohne die Sätze, welche 
die Folgerungen aus unferm Lehrfatze, befonders die er- 
fte, ausfagen, nicht weit reichen. Diefe berechtigen 
uns aber, grade fo, wie wir aus der Proportionalität 
von vier Zahlen auf die Gleichheit der Produkte der 
innern und äufsern Glieder fchliefsen, aus der Pro
portionalität von vier Linien AB : .AE = AF : AD auf 
die Gleichheit des Flächenraums der Rechtecke aus den 
mittlern und aus den äufsern Linien AB x AD = AE 
X AF zu fchliefsen, und umgekehrt, abgefehn von 
aller arithmetifchen Befugnils zu diefem Schlufse. 
Mittelft ihrer wird daher der Geometer in den Stand 
gefetzt , die arithmetifcbe Anficht der Abhängig
keit zwifchen Seiten und Inhalt der Rechtecke, grö’fs- 
tentheils zu umgehn, und die Begriffe von Produkten 
aus Linien ganz zu vermelden. Das thut Euklid, und 
die ihm folgen; daher fie auch das Rechteck nicht auf 
die Art wie unfer Verfaffer, fondern durch ein den 
Eckbuchftaben vorgezeichnetes □ oder Reet, bezeich
nen, z.B. EZJ ABBC oder Reet. AC. Allein da dasWe- 
fen des Verhältniffes und der Proportion am Ende 
doch auf Zahl, alfo auf arithmetifche Vorftellungen be
ruht; fo dünkt es mich auf einen kleinen Mifsverftand 
hinaus zu laufen, wenn man aus der Lehre desVer- 
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haltens und der Proportionalität ausgedehnter Gröfsen, 
alles Arithmetifche verbannen und es darin forgfältig ver
meiden will, HÖchÜens kann man es verftecken, wodurch 
aber diefe Lehre wahrlich nicht erleichtert, fondern nur 
verdunkelt wird. Ueberdem müffen wir da, wo wir durch 
Zulammenfetzen linearer Proportionen oder durch Mul- 
tiplicationen auf Ausdrücke wie z. B. folgende kom
men AB X BC X EF X GH, doch notbwendig zum 
anthmetifchen Sinn unfere Zuflucht nehmen. Ich 
bleibe daher bey Le Gendres Bezeichnung, (welche die
fer aus Tacquets und Whiftons Euklid , oder vielmehr 
aus Simpfons Elementen, die fleh ihrer durchgängig 
bedienen, entlehnt zu haben fcheint), und die eben 
durch den arithmetifchen Sinn, der zugleich in ihr 
liegt, vorzüglich und recht charakteriftifch wird. Hier 
im Lehigebäude der Geometrie überfetzen wir das Zei
chen AB X BC durch Rechteck aus den Linien AB, BC, 
und das ift der geometrifche Sinn deffelben« Dagegen, 
brauchen wir es nur nach feinem arithmetifchen Sinn* 
als Produkt zweyer Linien AB, BC zu nehmen, um 
uns unmittelbar in die rechnende Geometrie zu ver- 
fetzen,] .

[Zufatz III. Produkte von gleichen Faktoren 
nennt der Arithmetiker Potenzen, und zwar nach der 
Anzahl der gleichen Faktoren, die svir in ihnen den
ken, diezweyte, dritte Potenz u. f. Das arithmeti
fche Zeichen der zweyten Potenz aus einer Gröfse a ift 
a2 , der dritten Potenz a3 , u. f. f. * a) Ganz dem,jE 
Geifte unferer Bezeichnung gernäfs, werden wir daher 
den Fliicbenraum eines Quadrats, welches aus der Linie
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4« AB bêfchrieben iß, mit AB2 bezeichnen Denn als 
gleichfeitiges Rechteck wird es durch, ein Produkt aus 

*z. I. 7wey gleichen Faktoren, AB X AB gemeßen *, und 
muis alfo durch das Zeichen der zweyten Potenz von

3-AB, bezeichnet werden*; eine .Bezeichnung, vender 
alles-gilt, was wir über die vorige bemerkt haben, und 
bey der man ßch alfo allemal den blüchenraum des üb ei
der Linie AB befebriebnen Quadrats denk?, welches 
Euklid durch das Zeichen Q AB , andre, z. B Tac- 
Quet, durphABq., wie mich dünkt nicht ganz fo vor- 

* Z. 2. theilhaft bezeichnen *« ß) Mi 1st man ferner die Seite AB 
mit der Lineareinheit , und verwandelt he auf diele 
Art In einen Zahlausdruck, fo enthält f~~] AB Jo viel über 
der Lweareinkeit befchriebcne Quadrate ( d. i Flächenein
heiten) in ßcb , als die zweyte Potenz jener Zahl an- 

« Z. x- giebt *. —4 7) Weiß inan endlich umgekebit den Zahlaus- 
druck eines Quadrats, □ AB, in Beziehung auf die J la. 
cbeneln'idt, fo fehl die Quadratwurzel aus diefer Zahl 
den Zablausdruck für die Seite AB diefes Quadrats in Li- 
veareinheiten. Diefe beyden Sätze fpringen auch durch 
Conllruction , mitteift Erki. 5. ß. fogleich ins Auge*

Le Gendre fügt diefem Zeichen durchgängig noch einet! 

Strich über die beyden Buchftube hinzu, z. B. AB Allein 
da wir hinlänglich daran gewöhnt find, diefe Buchftaben 
frets als Ein Zeichen i nemlich als das Zeichen einer Linie 
»nzufehn, folglich nicht zu fürchten haben, dafs jemand 
ein Zeichen wie AB2 für folgendes A. (B)a nehmen, und 
als (biches überfetzen werde, fo ift diefer den Druck er- 
fchwerende Zufatz , in den mehrften Fällen überflüßig* 
Auch bedient fich Simpfon durchgängig des Porensenm* 
ehens ohne diefen Zularz,



INHALT G R A D È L» F I S U R É N*

Denn enthalt z. B. die Linie AB 2 oder 3 Lineareinheiten 
in fich , fo läfut fich daa Quadrat alis AB (d. h. AB DG 
oder AB' D'C) durch Perpendikel , welche auf den 
Seiten in den Theilungspunkten errichtet werden, in 
2 oder 3 gleiche Banden zerfchneiden, deren jede un 
erften Fall aus 2, im zweyten aus 3 Quadraten befteht> 
welche über der Lineareinheit als Seite befchrieben 
find; enthält mithin im erften Fall 4, im zwey ten 
$ folche Flächeneinheiten in fich. Umfafst es umge
kehrt eine folche Zahl von Flächeneinheiten , fo Ift 
deffen Seite 2 oder 3 Lineareinheiten gleich.]

Anmerkung !♦ Der ZahldusdrHck eines jeden Quadrats 
ift alfo tine Quadratzahl, nemlich die zweyte Potenz aus dem 
Zahlausdruck der Seite; und der Zahlausdruck der Seite uiuge^ 
kehrt eine Quadratwurzel, nemlich aus dem Zahlausdruck der 
Quadratfläche. Die Flächen zweyer Quadrate verhalten fich alfo 
zu einander ftets wie zwey Quadr atzahlen,,nem\\ch wie die zwey- 
ten Potenzen aus dem Zahlausdrück der Seiten, und umgekehrt 
verhalten fich die Seiten zweyet Quadrate wie zwey Quadratwur» 
zehn nemlich wie die Quadratwurzeln aus dem Zahlausdrücken 
der Flächen.

Hieraus folgt èrfleiis, die Reduction verfchiedener Flächen» 
waafse auf einander. Alle unfere Flächenmaafse find nemlich 
Quadrate j verhalten fich alfo wie die zweyten Potenzen der 
Zahlausdrüeke ihrer Seiten* Enthält fo z. B. 1 Ruthe 16 Fufs * 
I Fufs la Zoll, i Zoll 10 Theile in fich ; fo gehn auf 1 Quadrat
ruthe t6a = 20 Quadratfufs, auf 1 Quadratfufs 122 — 144. 
Quadratzoll, und auf 1' Quadratzoli io3 = 100 Quadrattheile J 
und verhalten fich der Pariier und Rheinländifdre Fufs zu ein
ander wie 1440 : 1391, fo ift das Verhältnifs beyder Quadrätflufs« 
wi« 14403 < 1391^ d. i, ungefähr wie 207 ..193*
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Wißen wir zweytens dafs ein Quadrat z. Bf 25 oder 16$ 
Quadrarzoll enthält, fo ift die Seite deflelben \F 25 — 5 oder 

169 = 13 Zoll lang. Ift folglich der Zahiausdruck eines Qua
drats in Beziehung auf ein anderes, als Einheit, keine Quadratzahl, 
z. B. 15, fo ift der Zahlausdruck für die Seite deflelben, in Be
ziehung auf die Seite des andern, eine Irrationalzahl, 15; bey
de Seiten find alfo iucommenfurabel.

Drittens wird vermöge diefer Sätze und der analogen 
im zweyten Zufatze die ganze Theorie von commenfurablen und 
incommenfurableH Flächen, und deren Verhalten, auf die Lehre 
von den Irrationalzahlen zurück geführt, (wovon der eben auf- 
geftellte Satz ein'Beyfpiel giebt, der bey Euklid X. 6, freylich 
anders ausgedrückt vorkömmt,) und mithin der eigentliche Ge- 

' II A gen^and VQn Eu^i^s zehntem Buch * aus der Geometrie in die 
19,’ a. Arithmetik verwiefen.

Anmerkung 2. Sowie unfere Bezeichnung für Rechtecke 
und Quadrate aus der Arithmetik entlehnt ift, fo haben fchon 
die griechifchen Mathematiker (geftützt auf der Analogie des Pro
dukts aus zwey Linien, und der Flache eines Rechtecks welches 
aus dicfen beyden Linien befchrieben ift, fo wie zweyter Poten
zen und der Flächen von Quadraten) theils die Begriffe von Flä
chen , Rechtecken, Quadraten und andre verwandte , aus der 
Geometrie in die Arithmetik, theils umgekehrt die arithmetilchen 
Begriffe des Mulriplicirens auf gecmetrifche Conftructionen über
tragen, Nach diefer Analogie nennen fie z. B in der Arithmetik 
ein jedes Produkt aus zwey Zahlen eine Flächenzahl, die zwey- 
te Potenz einer Zahl ein Quadrat, und die Divifion einer Zahl 
in die andre , Applicatio numeri ad numerum, nach der Aehnlich- 
keit mit dem Verfahren in Aufg. 3. am Ende diefes Buchs.

Umgekehrt deuten fie foder vielmehr die Geometer des Mit
telalters) die Confirncilon eines Rechtecks aus zwey gegebnen Li- 
Bien AB, BC fo an; multiplicire AB in BC ; das Rechteck felbft 

durch
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durch den Ausdruck: quod fit ex duct# alterius Lineae in tilteram, 
und das Quadrat einer Linie durch Patefias lineae > oder blos 
durch poteft. Ausdrücke, die ohne diefe Erläuterung allerdings 
fehr fond,erbat fchienen. So z. B. fragt Clavius nach dem Unter- 
fchiede der Quadrate zweyer Linien folgendermafsen : invenire idt 
quod plus poteft major t quam minor , Und der Pythägorcifche 
Lehrfatz wird Oft fo vorgetragen ; bypotenufa poteft ^athetos i 
d. h. das Quadrat der Hypotenufe ift dem Quadrat der beyden 
Katheten gleich. Selbft Euklid bezeichnet auf diefe Art die 
Gleichheit des Quadrats einer Linie mit einem ändern Rechteck, 
„Wenn eine Linie nach ftetigem Verhältnifs gefchnitten ift, fo 
kann das Quadrat des gröfsern Abfchnitts das Rechteck äus dem 
kleinern Abfchnitt und der Linie

Anmerkung 3. Ans den Eröttmngen 2ti diefei« Lehrf. 
erhellet endlich, in wie fern wir oben behaupten konnten , dafs 
die in Erklärung 4 und 5 aufgeftellten Sätze, auf die Arithme« 
tifchen Sätze, welche dort angeführt Werden, hinaus laufen.

d. ULEHRSATZ 5*
Der Flächenraum eines Parallelogramms wird 

durch das Produkt aus der Grundlinie in die Hohe 
gemejjen ;

der Fldchenraum eines Dreyecks durch das halbe 
Produkt aus der Grundlinie in die Hohe,

Denn ein Parallelogramm APEC hat mît einem Fig, t, 
RechteckCDFE, welches von gleicher Grundlinie AB und 
gleicher Höhe CD mit diefem Parallelogramme ill, 
gleichen Inhalt *, und alfo auch zum Maaise feines» l f j 
Flächenraums ebenfalls das Produkt AB X CD *. *4, Z, t.

R
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Ein Dreyeck ABC ift aber nur halb fo grofs als ein fol- 
*a. €, X. ches Rechteck*, hat folglich zum Maafse feines In

halts das Produkt | CD X AB.

Folgerung. I. Zzvey Parallelogramme und fo 
auch zwey Dreyecke von gleicher Höhe , ^verhalten fich 
folglich dem Inhalt nach, wie ihre Grundlinien; und. 
haben fie gleiche Grundlinien y fo verhalten fie fich wie 
ihre Hohen. Denn aus dem Verhältnifs der Produkte 
wodurch ihr Inhalt beftimmt wird, fallen die gleichen 

*V.hß. Factoren unbefchadct des Verhältnifles hinaus*, daher 
diefes Verhältnifs im erften Fall mit dem Verhältnifs 
der Grundlinien, im zweyten mit dem Verhältnifs der 
Höhen übereinftimmt.

Fig« ij« [Folgerung 2. Da das Verhältnifs zweyer Pro
dukte aus dem Verhältnifs der Faktoren zufammenge- 
fetzt ift, fo ift folglich auchj das Verhältnifs des Inhalts 
zweyer Parallelogramme, fo wie zweyer Dreyecke , zttfam- 
mengefetzt aus dem Verhältnifs der Grundlinien und der 
Hoben, z B.

△ ABC : △ EFG - AD X BC ;EH X FG S. 
* v- = (AD:EH) (BC : FG) *.

Folgerung 3. Sind die Glieder des erftern die
fer beyden gleichen Verhältnifle untereinander gleich, 
fo find es auch die des zweyten , und; umgekehrt. 
Ift aber AD X BC =EH X FG fo ift allemal auch AD : EH 
= FG : BC. Mithin find in Dreyecke» von gleichem 
Inhalt ßets die Höhen und die Grundlinien verkehrt prop or.

* E, ‘7* tional *, und find umgekehrt die Höhen and Grundlinien 
zweyer Dreyecke verkehrt proportional fo haben diefe Drey- 
ecke gleichen Inhalt.
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Daffelbe gilt aus den nemlichen Gründen flir die 
Parallelogramme* Diefe Eigenfchäft kömmt alfo d«n 
Rechteckep nicht ûusfehlielslieh zu *.J 4’ ’•

A ri ni ef k ti h gt Def Kürze hflkt pflegt Wifi ùhferh tcIiN 
falz such wohl fo ausZUdrücken 1 ein PtifalltlfgrMnne iß thrift Ffo» 
linkte ans iLr Grundlinie in die Hohe j Mid tiH DYe^eth der Half-* 
te diefts Produkte/ gleich^ -Kar inan fish hierüber f« Wie wir int 
Vierten Lehrfatze erklärt j fo ficht ihan foglekh, dafs hier bloß 
Von üèn Zähisusdlüeken für den Inhalt Und die Seiten die Éedd 
ift, und dinti fällt alles Anftöfsige iii diefeih Aiisdriick Weg* 
Bcreiclihet man diefe Zahlsusdrücke mit 1, g, h, fo ill für dns

ParAllclogramm 1 — gh uhd umgekehrt g &= ©dsr li ï= “
. v f àî * ßi

und für das Dreye^ i fe j gh, gäfc~,j 11 , ß dafs
li g

ülCö jedd diefer dtôÿ Größen dofeh den Zahlautdruck der Ley
den andern’} nach diefe« leichten Formeln beftnrmt wird. Lin 
parallclograinni von ego Quadratfufs, das über einer Grundlinid 
von 14 Fufs lieht t hält fo xä B. zut Höhe io lü;ß, Und ein 
Dreyeck vor 406 Qnadiatiüß , dclfön Höhe ao Fuß ift, ging 
Grundlinie von 40 Fufs*

d. V.

tèHâSÀTÂ 6.
DéF Inhalt elites Traptèold /1UCÜ wifd durch Fig. t|, 

das Produkt aus der hohe ËP in die halbe Summe 
deF parallelen Grùndlimeii dejjelben, Aß, CD Ÿ * ä. j, 
ine^edi

Kian llfiiblrè eine der hicLt parallelen Seitgfi, P, 
ÊC im Punkte Î, ziehe durch dîèfen Punkt parallel 
mit der, gegenüberftehenden Seite AD die Linie KL 
und wläBgei« DC^ bis wo lié dhfe Dinis trifft

V 2
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In den Dreyecken IBL, ICK , find vermöge der 
\ Conftruction die Seiten IB, IC und die Scheitelwin

kel CIK, LIB gleich. Ueberdem find die WinkellCK, 
IBL vermöge des Parallelismus der Seiten AB , DC 
gleich. Alfo decken fich beyde Dreyecke, daher das 
Trapezoid ABCD mit dem Parallelogramm ADKL glei
chen Inhalt, und folglich, fo wie diefes, das Produkt 
EF X AL zu feinem Maafse hat. — Nun find aber 
auch die dritten Seiten CK, LB jener beyden Dreyecke 
gleich, mithin DC 4- AB — DK AL = 2ALs 
weil in jedem Parallelogramm die gegenüberftehenden 

Seiten gleich find. Es ift alfo AL — } und
2

folglich hat der Flächenraum des Trapezoids ABCD 
zu feinem Maafse das Produkt EF X (P? )•

2
Zufatz I. Zieht man durch den Punkt I, der 

in der Mitte der Seite BC liegt, mit den parallelen 
Grundlinien des Trapezoids eine Parallellinie, IH, fo 
entftehn zwey gleichwinklige Parallelogramme AH1L, 

* I. 35.HDKI*, worin erfiens (weil nach dem eben bewie- 
fenen Kl = IL») auch DH = HA ift, alfo auch die 
zweyte Seite DA halbirt wird; .und zweytens HI = 
AL ift. Folglich läfst fich der [»halt eines Trapezoids 
auch durch das Produkt EF X HI meßen, d. h. durch 
das Produkt aus der Höhe in die grade Linie zwifchen 
den Punkteh, welche in der Mitte der nicht parallelen 
Seiten liegen,

[Zufatz II. Jede gradelinige Figur läßt fich Ja
wohl in lauter Dreyecke t als auch in Dreyecke und Trape- 
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zoide zerlegen, daher man mit Hülfe diefes und des vo- 
rigen Lehrlatzes den Inhalt jeder grudeliiiigen Figur 
ohne Schwierigkeit findet. Um die Figur in Dreyecke 
zu zerfallen, nimmt man irgend einen Punkt in ihr, 
oder in ihrem Umfange, und zieht von demfelben nach 
allen Eckpunkten grade Linien, (läge der Punkt ausfer- 
halb der Figur, fo bekäme man additive und fubtrac- 
tive Dreyecke, welches unbequem wäre), und zwar 
ift es bey unregelmäfsigen Figuren am vortheilhafte- 
ften, wenn man fie durch Diagonalen, die von einem 
Winkelpunkte aus nach den übrigen gezogen werden, 
in Dreyecke zertheilt. Jede diefer Diagonalen giebt 
die Grundlinie für zwey an einanderliegende Dreyecke 
ab. Mifst man fie und die Höhen, fo findet fich der 
Zahlausdruck für den Inhalt jedes der Dreyecke nach 
Lehrfatz 5 , und ihre Summe ift der Zahlausdruck für 
die ganze Figur. Figur und Beyfpiele wird fich jeder 
leicht felbft hierzu bilden«

Um eine gradelinige Figur in Trapezoide zu zer
fallen, nehme man willkührlich eine grade Linie, und 
zwar ift es am vortheilhaftefren, wenn man hierzu die 
längfte Diagonale wählt. Auf diefe fälle man von al
len Eckpunkten der Figur Perpendikel; fo bilden je 
zwey diefer Perpendikel, fammt der Seite der Figur und 
dem Abfchnitt der Diagonale , die zwifchen ihnen 
liegen, ein Trapezoid worin diefe parallelen Perpen
dikel die Grundlinie, und der Abfchnitt der Diagona
le, der auf beyden fenkrecht fteht, die Höhe abgicbt. 
Die äufserften Perpendikel bilden mit den Seiten der 
Figur und dem Abfchnitt der Grundlinie .rechtwinklige
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Preyeekei Diefe ZerfaBung und Ausrechnung grade- 
liniger Figuren ift in vielen Fällen, befonfters, beym 
Eeldmefien, fehr bequein,

Beyde Zç+fâllùngçn, befonders die letztere, kann, 
man felbft auf krummlinige Figuren übertragen, 
JHinm.t man nuy dig Hohen der Trapezoid? fo klein, 
^afg dU krummlinige Seitç fich qhpe merklichen Fehr 
Ter für gradelinig nehmen läfst, oder fubQituirt man 
ftatt der krummen Jmnle eine grade, fo dafs der Inhalt 
dahey nicht merklich verändert wird..]

g h R s a T ? 7.]

ï. Jede grade Linie, welche, wie DE, durch 
dn Dreyeck ABC mit einer Seite deßeiben, z. B. mit 
BC, parallel gezogen iß, iheilt die beyden andern Sei
ten des Dreyecks in proportionale Theile, Ja dafs fich 
perlift 4D : DB : AB = JE : EC : AC,

2, Sind umgekehrt zwey Seiten AB, AC eines 
Dreyieks in den Punkten D und E proportional ge*

* g« iheilt *, fo iß die grade Linie DE , zwifchen den 
beyden Theilpunkten , mit der dritten Sçite BC dés 
Dreyecks parallel.

Ift DE mit der Seite BC parallel, und man zieht 
BE, DC, fo entftehn zwey Dreyecke BDE, CED, 
^e'ichçjüber gleicher Grundlinie DE, und zwifchen 
glçiçben Parallelen DE, BC ftehn, und deshalb glei- 

*4, t i. fhe« Inhalt haben Zugleich find die Dreyecke BDE, 
£DA, EBA von gleicher Höhe , denn ihre Grundlinien 
liegen in eU«t graden Ljniç und ihre.Spitzen fallen
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in einem Punkte E zufammen *; und eben fo End * E. 2. 
auch CDE, EDA, CDA Dreyecke von gleicher Höhe. 
Folglich verhalten fich die Flächenräume diefer Drey
ecke wie ihre Grundlinien *, oder *5.fil»

△ ADE : △ BDE : △ ABE = AD : DB : AB
und △ ADE : △ DEC : △ ACD AE : EC : AC 

Da nun die Dreyecke BDE, DEC, und mithin auch 
die Dreyecke ABE , 1ACD gleichen Inhalt haben, io 
find die Verhältniffe links vom Gleichheitszeichen in 
beydenProportionen gleich; alfo auch die Verhältnifte 
rechts vom Gleichheitszeichen * , * Gr. i

AD : DB : AB = AE : EC : AC, 
und die beyden Linien AB, AC find folglich propor
tional getheilt *. * E* 3.

2. Sind umgekehrt zwey Seiten eines Dreyecks 
AB, AC in D und E proportional getheilt, fo verhält 
fich vermöge der proportionalen Theilung AD : DB 
— AE: EC.* Wäre bey diefer Vorausfetzung die«E#g<aa 
grade Linie DE mit der dritten Seite BC des Dreyecks 
nicht parallel, fo müfste eine ^andere grade Linie DOt 
die Parallellinien mit BC durch den Punkt D feyn. 
Dann verhielte fich aber, vermöge des eben Bewicfe- 
nen, AD : DB ~ AO : OC, und folglich, da dann 
in diefer und der vorigen Proportion die erftern Ver- 
hältnifle gleich find, wäre auch AE :EC = AO : OC*; • Qr, T. 
welches unmöglich ift, da AE > AO, hingegen EC 
< OC ift*. Alfo mufs DE mit BC parallel feyn. *V.j.i

Zufatz L Auch wenn man zwey Schenkel AD, AE 
eines Dreyecks. ADE über die Grundlinie DE oder über^die
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Spitze A hinaus verlängert, Jo werden diefe [Verlängerun
gen durch jede. Parallellinie mit der dritten faite, z. B, 
durch BC oder durch ß 7, den Schenkeln des Dreyecks propor
tional gefchnitten. Denn im erjlern Fall bildet ABC ein 
Dreyeck, deflen Schenkel AB, AC von einer Linie DE 
parallel mit der Grundlinie FG gefchnitten, und folg
lich, unferm Lehrlatz, zu Folge , proportional ge- 
theilt werden, — Im zweyten Fall nehme man auf 
dem Schenkel, auf deffen Verlängerung der Punkt ß 
liegt, Ab gleich Aß, und auf dem zwey ten Ac gleich 
Ay, und ziehe bc; fo decken lieh die beyden Dreyecke 

* L 6. Abc undfAßy *, folglich find die Winkel b, ß, D 
* L 25> gleich, und daher die Linien ßy, bc, DE parallel *.

Mithin werden, unferm Lehrfatz zu Folge, die Schen
kel AD, AE durch die Parallellinie bc proportional ge- 
theilt, fo dafs fich verhält Ab ; AD = Ac : AE, und 
alfo auch Aß ; AD : ßD = Ay ; AE : yE * , daher 
auch in diefem Fall die Linien ßD, yE proportional 
getheilt find,

Grade auf diefelbe Art beweift man (nach 2) dafs 
wenn zwey Linien ßD, yE fich fo in einem Punkte A durch- 
febneiden, dafs diefer Punkt beyde proportional t bei it, die 
graden Linien zwifeben den übereinßimmenden Theilpunkten 
ßy, DE, parallel feyn müjfen,

Zufatz II. Zwey grade Linien, zwifeben welchen 
Parallellinien in beliebiger Zahl und Entfernung gezogen 
find, werden durch diefe proportional getheilt,

Fig, jo, Denn find erfiens diefe beyden Linien lelbft paral
lel, wie AB, CD, fo fchneiden je zwey der Parallellinien
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auf beyden gleiche Theile ab *, daher die überein-*1.33. £, 
dimmenden Theile beyder im Verhältnis der Glelch- 
heit fiehn, und alfo beyde Linien proportional ge- 
theilt find *.

Treffen dagegen zweytem die beyden Linien in ei- Fig 17» 
nem Punkte A zufammeti^ wie z. B. BC, DL; io ent- 
fteht ein Dreyeck AGK, deifen Schenkel, in ihrer Ver
längerung, von Parallellinien mit der Grundlinie GK 
durchfchnitten , folglich, dem vorigen Zufatz gemäfs, 
proportional getheilt werden, fo dafs je zwey überein' 
ftimmende Theile der einen, und deren Summe, un
tereinander daffelbe Verhältnis wie in der andern 
haben *, * E. s.

Sind umgekehrt zwey grade Linien proportional ge- 
t heilt ffo find die graden Linien durch die übereinftimmenden 
Theilpunkte, insgefammt parallel , jene beyden Linien 
mögen parallel feyn oder fich durchfchneiden. Diefes 
folgt aufidiefelbc Art aus dem zweyten Theil des vori« 
gen Z ufatzes.

Anmerkung. Die übrigen fruchtbaren Satze’ über pro
portionale Eintheilungen von Linien, verfpare ich bis zum fol
genden Buche. Der Beweis der hier vorgetragnen ftützt fich un
mittelbar auf dem Vorhergehenden, und ift uns in den gleich 
folgenden Materien von fo vielem Nutzen, dafs fie hier unftrei- 
tig an der fchicklichften Stelle ftehn. Sie begründen nicht nur 
die Lehre von der Aehnlichkeit der Figuren, fondern geben uns 
auch fogleich die einfachfte Methode an die Hand , mi drey gegeb
nen Linien die vierte Proportionallinie vu finden ■ eine Methode, 
welche Aufg. 4 vorträgt, und die uns zur Verwandlung derFigü' 
len in einander unentbehrlich ift.

cl» U4
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Zufatz III. Wenn inan die Seiten eines Dreyecks 
AÜC insgejammt in zwey gleiche Theile theilt und die 
halbir enden Punkte D, Ey F durch grade Linien verbin
det , /0 wird das gegebne Dreyeck dadurch in vier kleinere 
Dreyecke gctheilt welche insgefammt mit dem Gegebnen 
gleichwinklig find, und fich einander decken»

Denn je zwey Seiten des gegebnen Dreyecks find 
halbirt, d. i. nach dem Verhältnifs von I : I, und mit- 

* E« bin proportional getheilt *, daher die Linien DE, 
EF, FD mit den gegenüberftehenden Seiten des Drey
ecks ABC parallel laufen. Folglich End die kleinen 
Dreyecke an den Ecken naeh I. 25, und das Dreyeck 
DEE in der Mitte nach L 31. Anm., mit dem gegeb
nen Dreyeck gleichwinklig. Diefes mittlere bildet mit 
jedem der Dreyecke an den Ecken, wegen des Parai- 
lelismus der gegenüberftehenden Seiten 'ein kleines 
Parallelogramm, wie AFDE, deckt lieh folglich mit 
jedem derfelben, und daher auch diefe untereinander, 
io dafs jedes der vierte Theil des ganzen Dreyecks ilb

Grade Linien AD, BE, CF , welche man von den 
Eckpunkten des gegebnen Dreyecks nach den Punk
ten in der Mitte der gegenüberftehenden Seiten zieht, 
geben für diefe kleinen Parallelogramme die zweyten 
Diagonalen ah, balbiren fich alfo mit den Seiten desDrey- 

« ecks DEF wechfelfiitig *. Verbindet man daher aufs 
neue ihre Durchfchnittspunkte, fo entftehn wiederum 
vier den vorigen gleichwinklige , fiçh deckende 
Dreyecke, die ein Sechzehntel des Gegebnen, und 
deften Seiten ebenfalls halbirt find, und umgekehrt 
die in dem kleinern Dreyeck liegenden Stücke der Li-
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nien AD, BE, CF, halbiren. Verbindet màn'îmmér 
wieder die halbirenden Punkte durch grade Linien, 
fo geht diefes ohne Ende fort; daher AG in Beziehung 

•aut AF ais Einheit , durch eins geometrifche ohne 
Ende fortlaufende Reihe I 4- 5 • 3 + • ï • • • de
ren Summe, wie die Arithmetik lehrt, | ift, gegeben 
wird; ein Satz, den wir im folgenden Buche auf ganz 
geometrifchem Wege darthun werden.

Xufatz IV, Ww man alle Seiten irgend eines Fig- !$♦ 
Vierecks A BCD halbirt und die halbirenden Punkte je

eyer Seiten welche an einander f of sen t dyrçh grade LB 
nien verbindet , fo bilden diefe fets ein Parallelogramm 
EFGFß de fen Seiten mit den Diagonalen AC, BD des 
gegebnen Vierecks parallel find, Denn jede diefer Diago- . 
nalen zçrthçilt das Viereck in zwey Dreyecke, wie 
ADC, ABC, denen die Diagonale zur Grundlinie, und 
zwey der halbirendçn Seiten des Vierecks zu Sehen» 
kein dienen, Diefe Schenkel lind proportional gç< 
theilt, daher HG und EF beyde mit der Diagonale 
AC, alfa auch unteveinaqdeç, und çben Io GF, HE 
mit der Diagonale BD und untereinander parallel lau- 
fen. Mithin ift EFGH ein Parallelogramm von der er- * 7. (?) 
wähnten Befchaftenheit.

Der Inhalt diefes Parallelogramms ift halb fo groß 
cis der Inhalt des gegebnen Vierecks. Denn da CO und 
DO beyde nach demfelben Verhältnifs wie DC durch 
die Parallelen GH und GF eingetheilt *, mithin halbirt*^ ^0 
werden, io hat jedes der vier Dreyecke, in welche das 
gegebne Viereck durçh beyde'Diagonalen gcthçik wir^ 
z.B.AÇD, einç dappeUfo grofsçÇfundUnie rmdHdh^
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als das kleine Parallelogramm OH , mithin auch 
* 5' einen doppelten Inhalt *. Die vier kleinen Paral

lélogramme zufammengenommen find alfo halb fo 
grofs als die vier Dreyecke, d, ,h. als das gegebne 
Viereck.

Die Quadrate der beyden Diagonalen AC, BD find noch 
einmal fo groß, als die Quadrate der vier Seiten des Paral
lelogramms EFGH zufammengetwmmen. Denn jede der 
Diagonalen ift, nach dem eben Bewiefenen, das Doppel
te der Seite des Parallelogramms, welche mit ihr pa- 

%Z.3<3 rallel läuft *.
Endlich find die vier Dreyecke, worin, die Diagona

len das gegebne Viereck theilen , einander proportional. 
Denn je zwey diefer aneinander liegenden Dreyecke, 
z. B. AOD, DOC und fo auchAOB, BOC, ftehn über 
einer graden Linie, und ihre Spitzen fallen zufammen.

* E. 2. Sie haben alfo gleiche Höhe *, und verhalten fich folg
lich, jene l'owohl als diefe, wie ihre Grundlinien AO, 

*2 f. i. QC *, find allQ Proportionalflächen.

[LEHRSATZ

Zwey grade Linien FH, Gl, welche man durch 
einen Punkt E in der Diagonale eines Parallelo- 
grainins ABCD, mit den Seiten parallel zieht, theilen

i ) die Flachen in vier kleinere Parallelogramme, 
welche unter fich , und mit dem Gegebnen , gleich
winklig und proportional find,

und 2) die Seiten in zwey proportionale Abfchnitte.

3) Die parallelen Seiten der Parallelogramme 
um dis DiugQ nale , GF, HI, AC, ftehn in
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gleichem Eerhciltmfs, und die E r g an zunge n die
fer Parallelogramme, EA, EC , haben gleichen In
halt y und find mittlere Proportionalflächen zwifchen 
jenen.

4) JPenn das gegebene Parallelogramm ein Rhombus 
oder ein Quadrat iß, fo find auch die beyden kleinen 
Parallelogramme um die Diagonale Rhomben oder 
Quadrate aus beyden Abfchnitten der gegebnen Sei
te , und die beyden Ergänzungen decken fich; und 
zwar find fie im Fall eines Quadrats Rechtecke, die 
aus den beyden Abfchnitten der gegebnen Seite be- 
fchrieben find,

1) Vermöge der Conftruction find AB, HF, DC 
miteinander parallel , und fo auch AD , Gl , BC. 
Beym Durchfehneiden diefer Linien entftehn alfo lau
ter Parallelen zwifchen Parallelen, folglich lauter Pa- 
rallelograniinei die unter fich und mit dein gegebnen 
gleichwinklig find.

je zwey derfelben, welche an einander liegen, 
1. B. HI, EC, haben gleiche Höhe , verhalten fich 
folglich wie ihre Grundlinien HE, EF *. Dicfen Li- 
nien find die Grundlinien der beyden andern, eben
falls gleich hohen Parallelogramme AE , GF gleich. 
Mithin find diefe vier Parallelogramme Proportionalflii- 
eben, oder es ift p HI : p EC : p HC — p AE : p GF î 
p AF = p Al : p GC : p AC *. *V. 4.^

2) Weil EH mit AB, und El mit BC parallel ift, 
werden in den Dreyecken BDA, BDC die Schenkel 
DA, DC beyde dem gemeinfchaftlichcn Schenkel DB



2’0 SUCH 111

* 7. I. proportional *, folglich auch untereinander felbft pro- 
*Gn 1. portional get heilt *, fo dafs fich verhält DH : HA : DA

«= Dl ; IC : DC,

3) Jedes der Parallelogramms um die Diagonale y 
HI, GF, AC, ift aus zwey Seiten befchrieben, wel
che in diefer]proportionalen Theilung übereinftimmen- 

" de Glieder ausmachen *, das erfte aus den elften Glie
dern DH, DI, das zweyte aus den zweyten HA, IC, 

K das dritte aus den dritten DA, DC. Folglich ftehen 
die parallelen Seiten diefer Parallelogramms in gleichem 
Verhälthifst (Hingegen find die Ergünmtngeri aus den 
nicht-übercinftimmenden Gliedern dielet proportional 
gethcilten Glieder befchrieben).

Da Parallélogramme, die einerley lîô'hs haben, fich 
*<£ ï. yje ihre Grundlinien verhalten *, fo verhält fich ver* 

* (3) möge der obigen Proportionalität * p DE : p, HG =3 
p DE ; p 1F , daher wegen Gleichheit der Vordem 
glieder auch die Hinterglieder, Parallelogramm HG und 
Parallelogramm IF gleich feyn müßen. Die beyden Er* 
giin^ungen haben alfo immer gleichen Inhalt^ und es ver- 

W hält fich mithin * p DE t p HG a» p HG 1 p Eß odef 
p DE 3 pDG— pDG-‘p DB, fo dafs die Ergänzungen 
die mittleren Proportionalfläcben zwilchen dery tarai«* 
lelogrammen um die Diagonal« find-

4) Ift das gegebene Pardlelogrätnm ein Rhombut 
oder ein Quadrat, fo ftehn defGn Seiten, mithin auch 

* (t) dial übereinftimmenden Abffihnitts derfelben *, fiai 
* & 3. Verbaltnifs der Gleichheit folglich find dann die 

beyden hhinen Parallelogramm* fern die, Diagonal*
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HI, GF, auch gleichfeitig *, und überdem mit dem * (p 
Gegebnen gleichwinklig*, mithin Rhomben oder'* (i) 
Quadrate , und zwar jenes aus dem Abfchnitt AG, 
diefes ift aus dem Abfchnitt GB befchrieben, — Die
Seiten der Ergänzungen find dann gleichfalls untereim 
ander gleich*, beyde Ergänzungen decken fich*, und 
im Fall des Quadrats ift jede das Rechteck aus AG, GB.

* (0
*I-34Zt

Zufatz I. Auch wenn man durch mehrere Punkte 
der Diagonale z,B. durch Eund (oder durch Punkt«
in der Verlängerung der Diagonale) ParslleUinien mit 
den Seiten des Parallelogramms AC zieht , wird das 
Parallelogramm in lauter gleichwinklige Parallelogramm^ 
getheilty von denen die Ausfagen des Lehrfatze gelten» 
Denn alsdann find die Parallelogramme HI und MN 
beyde auf die Art, wie es der Lehrfatz Vorausfetzt, 
eingetheilt; folglich haben die Parallelogramme uni 
die Diagonale, LD, EL. ED, BE, BL und BD insge« 
fammt proportionale Seiten, und find, falls das Gege
bene BD ein Rhombus oder Quadrat ift y ällefammt 
Rhomben oder Quadrate, über den Abfchnitten der 
Seite AB befchrieben *, Die Ergänzungen LI und * 
LH, EN und EM, EC und EA und folglich auch NI 
und MH, find von gleichem Inhalt , und falls AC 
ein Rhombus oder ein Quadrat ift, decken fie fich, 
und find aus je zwey tAbfchnitten der gegebnen Seite 
AB befchriebern Endlich find EN, EC, GC mittlere 
Proportionalflächen zwilchen GF, und zwifchen EL, 
ED, BD u. f. L

Zufatz II» Nimmt man auf der einen Seite einet 
Parallelogramms AG sing» Punkt G, und auf der durati
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ft o[senden Seite einen Punkt F, fo dafs B und BF in dem- 
• Ag.4. felben Verbaltnifs als dieSeiteni BA und BC ftehn *, und 

zieht durch G und F mit den Seifest des Parallelogramms 
Parallellinien Gl, FH ; fo durchfcbneiden ßch diefe beyden 
P arallellirden in einem Punkte E^ der in der Diagonale des 
genebnen Parallelogramms liegt.

Denn da durch einen Punkt F nur eine einzige Pa- 
*I14.Z 2 rallellinie EF mit einer graden Linie AB *, fo wie 

zu drey gegebnen Linien nur eine einzige vierte Pro* 
*V. 3.0:. portionallinie möglich ift*, und nach unferm Lehr- 

fatz die Parallellinie EF die Seite BC fo dutch- 
fchneidet, dafs BA : BC lieh verhält wie BG : BF; fo 
mufs, wenn man umgekehrt den Punkt F diefer Pro
portion gemäfs beftimmt, und durch ihn eine Paral
lellinie mit der Seite AB zieht, diefe Parallellinie 
durch den Punkt E gehn, worin die Parallellinie Gl 
die Diagonale durchfchneidet. Folglich gelten von den 
fo gezognen Parallellinien alle Ausfagen unfers Lehrfatzes î 
und alfo auch ins befondere , wenn AC ein Rhombus 
oder ein Quadrat ift, und man BF gleich BG nimmt.

Zufatz HL Daffclbe ift endlich del Fall, Wenn 
man zwey gleichwinklige Parallelogramme , deren Sei
ten in gleichem Verhaltnils ftehn, wie GF, HI, fo an
einander, oder wie GF, AC fo in einander fetzt, dafs 
die proportionalen ‘Seiten in grader Linie liegen, und 
wenn man dann durch Verlängerung der Seiten diefer 
Parallelogramme , das Parallelogramm AC ergänzt.

Anmerk*
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Anmerkung. Die Sätze kommen Theilweife fchotl bey 
Euklid vor I. 43, VL 24 Und 26 * und X. 54 Lemma. Bey Le 
Gendre fehlen fie, obfclwh fie gleich bey den folgenden Sätzen* 
und noch mehr für die Verwandlung der ‘Biguren * Und für die 
Jeometrifche Analyfis von Nutzen find*

d. V. •

tÉttRSATÂ^

Ein Quadrat aus einer zweytheiligen Linh 
iß den Quadraten über den beyden Abfchnitten AB, 
BC, und zwey Rechtecken, welche aus den beyden 
Abfchnitten befchrieben ßnd, zufamutengenomwien 
gleich; oder es iß AC~ d.h. (AB^BC)^ ~ AB1 
BC* 2 AB X BC.

Befchreibe über AC ein Quadrat ACDE** nimm 
AF gleich AB* und ziehe FG mit AB j und BH mit 
AE parallel. Dem vorigen Lehrfatz gemäfs thtilen 
diefe Parällellinien das Quadrat über AC in zwey Qua
drate AI^ ID, welche über den beyden Abfchnitten 
AB, BC der Seite des gegebnen Quadrats *befchrieben* (-)
find* und in zwey fich deckende Rechtecke IE* IC, 
deren jedes aus f diefen beyden Abfchnitten befchrie
ben ift *♦ Folglich ift AC2 — AB2 4- BC® 4- a AB * g, Q) 
X BC.

Dielet Satz läuft auf den arithmetifchen hinaus* Welcher 
die Zufammenfetzung der Zweyten Potenz einet zweytheiligen 
Zahl, aus; deri beyden Theilen derfelben * äusfagt .* (a^ b)® Ä 
a® F 3 ab F h®

[F0 Igtran Fügt man zü den Grofsen* Welche 
der lehrfatz als gleich ängiebt, beyderfeits noch das

S
4
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Quadrat'aus dem einen Abfchnïtt, z. B BC2, hinzu, 
fo wird, weil 2. BC2 +2.ABXBC gleich ift 2.BCx

* E.5,k. ( AB 4- BC) d. h. gleich 2 BC x AC *, auch 
AO 4- BC* = 2.BC x AC + AB-

tine Eigenschaft, die alfo gleichfalls non jeder zweythei* 
ligen Linie gilt, und deren Wahrheit auch in fig. 20 fo- 
gleich in die Augen fallt*]

pig ,3 [Zu f atz I. Befehl eine grade Linie AB ans mehre
ren Abfibnitten, AR, RS, SB etc., fo iß das Quadrat 
dfrfelben \gleich falls den Quadraten aller einzelnen Ab" 
fchnitte und den doppelten Rechtecken aus je zwey Abfehnit- 
ten zufammtngenoinwen gleich, oder A Bz — ARz 4* BS* 
4- SB* 4- 2 AR x RS 4- 2 AR x SB 4- 2 RS x SB (ein 
Ausdruck, in welchem man ftatt der doppelten Recht
ecke auch die Rechtecke s AR X RB 4" 2 RS X SB let-

* 2. ç'a zen kann*). Denn auch hier find wiederum erftens die 
Rechtecke an der Diagonale k, ß, 7, Quadrate, und 
zwar die Quadrate aus den einzelnen Abichnitten der 
gegebnen Linie AB. Zwey tens find unter den Ergän
zungsrechtecken je zwey einander gleich £ und <5, 
c und e, und etc,, und diele Rechtecke find über- 
dein aus je zwey der verfchiednen Abschnitte beschrie
ben , 0 ~ AR x RS , e = AR X SB , — RS X SB
etc. *

* 8. Z. i.
Zufatz II. Diefe drey Rechtecke find zufam-

’E jK menSenommen gleich AR X RB 4- RS X SB *, oder 
'auch AR X RS 4- AS X SB, oder auch RS X (AR 4- SB) 
4-AR X SB, je nachdem man zwey, die einerley 
Hohe haben, in ein Rechteck zufammen nimmt. Dar
aus folgt
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j) dafs bey jeder dreyi heiligen Linie AR x RR 4 
RS X Sß = BS X SA 4 SR x RA iß, und dafs diefe 
Eigenfchaft auf ähnliche Art für jede in noch fo viel 
Abfchnitte getheilte Linien gilt (Gregor von St, Vincenz 
B. I. S. 55.)

2) Dafs eben fo für jede dreytbeiligè Linie AS x RB 
= RS x~ AB 4 AR x SB iß, Denn fügt man zuni 
erften und dritten jener Ausdrücke beyderfeits RS3 hin. 
zu, fo wird AR X KB 4 X SB 4 RSZ = RS3 4 
RS X (AR 4 SB) 4 AR X SB, oder , da AR x RB 4 
RS x RB gleich AS X RB ift, AS X RB == RS x AB 
4 AR X SB -, eine artige Eigenfchaft drèytkeilîger LA 
wen, auf welcher Eider den Beweis eines Satzes baut, 
den man vor ihm noch nicht bewiefen hatte, und den 
man im folgenden Buche findet.

Zufatz HL Da die dreytheîlïge Link AB, er- 
ftens aus den beyden A.bfchnitten AS, SB beliebt, fo 
ift vermöge der Folgerung zu unferm Lehrfatz AB3 4 
BS3 = 2 BS X AB 4 AS3; und da zweytens aüch AS 
aus zwey Theilen AR, RS befteht, ASa 4 RS3 = à 
RS X AS 4 AR3. Folglich ift für jede dreytheih^e LA 
nie auch Jßa 4 BS- 4 BS* — 2 BS"X AB 4 2 RSx AS 
4 AR2,

Anmerkung. Dem erften dieferSätze ift der arithmetifche 
Satz a (b f C) Mc = c (a f b) t ab, dem zweyten der arith* 
metifche Satz (a * b) (b f = b t b + c) t ac anaI°^

' S à
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LEHRSATZ IO»

Fig-23. Ein Quadrat aus einer Linie AC, welche der 
Unterfchied zweyer Linien AB, BC ißt befchrieben, 
iß gleich den Quadraten diefer beyden Linien zufam- 
men genommen, weniger zweymal dem Rechteck aus 
beyden Linien AB, BC; oder es iß AC2 d. h. (AB 
— BCf = AB2 +-BC* — t.ABX BC.

Befchreibe überAC das Quadrat ABÎF, mache AE 
gleich AC, und ziehe CG mit AF, und HE mit IF 
parallel, fo wird das erftere Quadrat durch diefe Pa
rallellinie, wie Lehrfatz 8 Zufatz 2 ausfagt, eingetheilt. 
Befchreibt man folglich noch über EF, welches gleich 
BC ift, das Quadrat EFLK gleich BC1, fo iftjdiefes 
fammt AI , d. i. dem Quadrat über AB , gleich AD 
4, i. dem Quadrat aus AC und den beyden Rechtecken 
CBIG, GLKD. Jedes diefer Rechtecke ift aber aus AB 
= LG und BC belchrieben , und folglich ABa + 
BC1 — 2 AB x BC = AC*.

Diefer Satz läuft auf den arithmetifchen hinaus: (a—. 
= »a — 2 ab + b^»

LEHRSATZ II»

Fig, a4. Ein Rechteck aus der Summe und dem Unter- 
fchiede zweyer Linien AB, BC befchrieben, iß dem 
Unterfchiede der Quadrate aus beyden Linien gleich, 
oder (AB H- BC) X (AB — BC) = AB2 — BC\

Befchreibe über AB und fo auch über AC ein Qua
drat, verlängere AB um BK, gleich BC, und vollen
de das Rechteck KCDL und das Quadrat DHIG.



INHALT GRADEL. FIGUREN. 2?7

Die Grundlinie AK jenes Rechtecks ift der Sum
me, die Höhe deflelben AE dem Unterfchiede der bey« 
den Linien AB, BC gleich , und folglich ift jenes 
Rechteck aus der Summe und dem Unterfchiede der 
beyden Linien AB, BC befchrieben, oder Rechteck 
AKLE = (AB-f-BC) X ( AB — BC.) Nun befteht 
diefes Rechteck aus den beyden Stücken ABHE und 
BKLH, welches letztere dem Rechteck EDGF gleich 
ift , da beyde aus den Linien AC , CB befchrieben 
find* Alfo ift AKLE = ABHE 4- EDGF. Diefe *S«Z.2. 
beyden Stücke find aber gleich dem Quadrat über AB, 
weniger dem Quadrat über DH, d.ih. über BC; alfo 
ift AKLE = AB2 —» BCa, und deshalb (AB -j- BC) 
X (AB — BC) = AB* — BC*,

Diefer Satz läuft auf den arithmetifchen hinaus : (a + b).

(a — b) = a® _ b2,

[Folgerung 1. a) Iß eine grade Linie MN 2$. 
Punkte 0 in zwey gleiche, im Punkte P dagegen in zwey 
ungleiche Theile getheilt, (MO = ON und MP )> PN ;) 
fo ift MP = MO + OP, und NP = ON — OP =* 
MO — OP und folglich ftets

MP X NP = MO«' — OP*
ß) Nimmt man auf der Verlängerung einer folchen 

Linie MN, welche in 0 gleich get heilt iß, einen Punkt p , 
fo ift Mp = Op + MO und Np = Op —■ MO folg
lich ftets

Mp X. Np = Op4 — MO*«
In beyden Fällen iß alfo das Re ht eck aus den beyden un» 

gleichen Stücken MP, NP oder Mp, Np dem Unterfchiede 
der Quadrate aus t der Hälfte der Linie MN und aus dem
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dbßand der beyden Theilpunkte O , P oder 0, p (welche 
die Linie in gleiche und ungleiche Theile zerfchnei- 
den) , von einander gleich. — Der Lehrfatz gehört in 
diefer Form zu den fruchtbarem Sätzen der Geometrie, 
ift in ihr in geornetrifchen Unterfüchungen von nicht 
minderm Gebrauch, als der Analoge arithmetifche in 
der Buchftabenrechnung , und verdient vorzüglich ge
merkt zu werden. Schon in den Zufätzen zu diefem 
Lehrfatze findet man einige intereffante Anwendungen 
deflelben.J

[Folgerung 2» Verbindet man mit diefen Sätzen 
Lehrfatz 9 und iö, fo geben fie noch ein Paar ähnliche. 
Sätze , die gleichfalls Bemerkung verdienen , ob
gleich fie nicht von 1b häufigem Gebrauch als die vori
gen find«,

et) Im erften Fall war nemlich'MP 4-NP = MN 
s=2.M0. Folglich muffen auch die Quadrate diefer

«jg. 4,ß. gleichen Linien gleich feyn*, mithin MPa 4- NP2 4- 
* 9. î MP X NP * = 4 . MO2 *. Da nun in diefem Fall 

»12 5* nach Folgerung 1. a. auch 2 MP x NP = 2. MO2 — 
2 . OP* ift, fo folgt hieraus, wenn .wir Gleiches von 
Gleichem abziehn,

MP2 4- NP2 = 2 . MO2 4- 2 . OP2.
Denn da die GrÖfse die wir abziehn Pollen um 2 . OPZ 
kleiner als 2.MO2 ift, fo ziehn wir, wenn wir2 .MO2 
wegnehmen, um 2. OP2 zu viel ab, müffen-alfo zum 
Refte, der bey jener Wegnahme bleibt, 2 . OP2 hinzu, 
fügen, um den richtigen Unterfchied zu erhalten. r
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£ ) Im zweyten Fall war Mp —- Np = MN = 2. MO.
Folglich lind auch die Quadrate diefer Linien gleich» 
alfo Mp2 4- Np2 — 2 . Mp x Np * = 4 . MO2. Da * 10. 
nun nach Folgerung 1. ß. in diefem Fall, a.Mp x Np 
— 2 . Op2 — 2 • MO2 ift, fo folgt daraus, wenn wir 
Gleiches zu Gleichem hinzufügen

Mp2 4~Np2 = 2 ♦ MO2 4" 2 • OP2.

In beyden Fällen iß alfo die Summe der Quadrate aus 
den ungleichen Stücken MP, NP oder Mp, Np gleich dem 
föppelten Quadrat der halben Linie MN, und des Abfiands 
der beyden Tbeilpunkte O , P oder O , p von einander, 
Diefer Satz läuft auf den arithmethifchen hinaus;
(a+ b)2 + (a—b)2 = 2 . a2 4- 2 .b2.]

[Folgerung 3. I'm zweyten Fall der elften Fol
gerung, d. h. wenn Mp = MN 4- Np = 2. MO 4- Np 
ift, ift auchMp2 = 4 . MO2 4-4 . MO X Np,4-Np2* * 9, 
oder, da MO 4- Np = Op, und folglich MO24-MO 
X Np — MO X Op ift

Mp2 = 4.MO x Op 4- Np2 
jein Satz der .auf den arithmethifchen hinausläuft 
(2 a 4- b)2 = 4’a‘ (a + b) -F b2 J.

Anmerkung. Man fieht leicht , dafs man folche Sätze 
nach Anleitung analoger arithmetifcher ins Unbeftimmte verviel. 
fähigen kann-, und das ift vielleicht der Grund, warum Le Gendre 
und Snnpfo« die fünf Sätze, die in dielen Folgerungen ftehn, 
g,anz weggelaflen haben ; doch fehl mit Unrecht, da durch fie 
manche Beweise fich. abkürzen, und ohne fie die Schriften alter 
Geometer fich nicht ohne Anftofs verftehn. laffen. Bey Euklid 
machen fie im zyeyten Buch’ der Elemente fünf befondre Lehr-.
fätze aus, und werden fehr umftändlich, jeder durch befondere
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Conftructionen bewiefen. Diefe Bewejfe find befonders für die 
beyden Sätze in der zweyten Folgerung, die von Euklid'aus 
dem Pythagoreifchen Lehrfatz abgeleitet werden, ermüdend weit
läufig. Seilte Euklid diefe langen Umwege, nach welchen blos 
di? Beweife diefer beydenSätze zwey enggedruckte Seiten füllen 
flicht bjofs deshalb erwählt haben, weil die arithmetifchen Vor- 
ftellungsarten, mittelft derer wir fie abgeleitet,haben , den altera 
Qeomeçern noch nicht fo recht geläufig waren»

Mit ähnlichen Sätzen ift faft jedes geometrifche Werk, wel
ches tiefer in die Wiflenfchaft hineingeht, reichlich ausgeftattet* 
Nun ift es zwar nicht zu leugnen, dafs Sätze von diefer Art, zur 
gelegnen Zeit gebraucht, geometrifche Unterfuchungen aulseror_ 
dentlich abkürzen können ; allein fie find jedesmal, befonders auf 
arithmetifchem Wege , (durch die einfachfte Buchftabenrech- 
nungj fo leicht zu finden, dafs es in der That unnütz'undi 
fchädlich ift, mit ihnen die geometrifchen Werke zu überfüllen. 
Sie haben in der geometrifchen Analyfis einen ähnlichen Nutzen 
wie die Verwandlung einer Formel in die andre in der Buchfta_ 
benrechnung, und billig nimmt man daher diefe bey jener mit 
zu Hülfe. Clavius, Gregor von St. Vincenz und felbft Tacquet 
ftanden noch in derMeynung, die Regeln derBuchftabenrcçhnung 
Jnülsten aus disfen gepmetrilchen Sätzen abgeleitet, und »durch 
fie bewiefen werden ; ein fonderbarer Wahn, welcher zeigt, wie fehr 
noch vor hundert Jahren die arithmetifchen Wilfenfchaften in ih
rer Kindheit lagen , und der vielleicht nicht wenig dazu mag 
beygetragen haben, die geometrifchen Werke mit Sätzen über 
Rechtecke und Quadrate aus Linien , welche nach einer gewißen 
Art eingetheilt find, fo fehr zu überladen. Von [folchen Sätzen 
führe ich hier nur noch ein Paar an, die den Sätzen jn [der’er- 

Jig, 25 ftern Folgerung ähnlich find; Sind an einer Linie CD zwey glei
che Linien 4C,DB angefetzt, fo iß immer CB2 = AB^ABX CD 
nnd nimmt man in der Linie CD irgend einen beliebigen Punkt Et 
fo ift AE X Eß —T DE X EA “b EC X CA (Gregor von

df V»
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[Zufatz I, Unter allen Rechtecken die fich aus zwey Fig. «j. 
Abfchnitten einer gegebnen graden Linie MN bilden laßen, 
iß das Quadrat über ihre Hiilfte MO das größte , und der 
Inhalt wird immer kleiner , je mehr die Abschnitte MP, 
PN verßhieden find. Denn denkt man fich die Linie 
in O gleich, und in P ungleich getheilt, fo ift, nach 
Folgerung i, a., MP x NP = MO2 — OP2, und die
fer fubtractive Theil OP2 wächft mit dem Unterfchiede 
der beyden ungleichen Theile, und nimmt mit demfel- 
ben ab, und fällt ganz fort, wenn beyde Abfçhnittç 
gleich find,

a) Unter allen Rechtecken von gleichet» Umfang fat 
mithin das Quadrat den größten Inhalt.

ß) Und wenn zwey Rechtecke, welche aus Ab* 
fchnitten gleicher Linien befthrieben find , gleichen 
Inhalt haben, fo find auch die Abfchnitte, welche ih« 
re Seiten bilden, felbft gleich.

Zufatz II, Dagegen wird die Summe der Qua
drate aus den beyden Abschnitten MP, NP kleiner, wenn 
der Unterfchied der beyden Abfchnitte von einander ab- 
stimmt. Denn da die Summe diefer Quadrate MP? 4* 
Np2 — MN? — 2 , MP X PN ift * ; nimmt fie ab, t 
wenn das Rechteck aus den beyden Ablçhnitten MP, 
PN zunimmt, folglich wenn die beyden Abfchnitte 
von einander weniger verfchieden werden, (Eukl, X, 
42. Lemma).]

?•

tïHKSATZ JS«

Das Quadrat der Hypotcnufe EC eines recht- Fig-27, 
wMigeu Dreyecks ABC iß ^eicht den Quadraten
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über dsn beyden Katheten zufammen genommen, oder 
ßC2 = AB2 + AC2.

Es fey ABC ein bey A'rechtwinkliges Dreyeck, 
über deffen Seiten Quadrate bffchrieben lind. Fälle 
vom! Scheitel des rechten Winkels auf die Hypote
nufe ein Perpendikel AD, welches verlängert , die 
gegenüberftehende Seite des Quadrats in E durch- 
fchneide; fo läuft diefes Perpendikel mit den Perpen- 
dike In BF, CG parallel * und theilt alfo das Quadrat 
der Hypotenufe in zwey Rechtecke DF, DG. Jedes 
diefer Rechtecke, behaupte ich, ift dem Quadrat über 
einer Kathete , mit dem es einen Eckpunkt gemein 
liât, gleich.

Der Winkel ABFbefteht aus dem Stücke ABC und 
dem rechten Winkel CBF ; eben fo befteht der Win
kel CBH aus demfelben Stück ABC und. dem rechten 
Winkel ABH. Alfo find die beyden Winkel ABF, 
HBC gleich, Ueberdem find die Schenkel des einen 
den Schenkeln des andern gleich, indem, als Seiten 
eines Quadrats, AB == BH und BF = BC ift. Zieht 
man folglich AF und CH, fo entftehn zwey Dreyecke 
ABF, HBC, welche fich decken, und mithin gleichen 

& Inhalt haben *.
Nun ift aber der Inhalt des Dreyecks ABF halb fo 

grofs als der des Rechtecks BE, welches mit jenem 
Dreyeck über gleicher Grundlinie BF fteht, und zwi- 

* 2, fchen gleichen Parallelen BF, AE liegt *. Eben fo ift 
der Inhalt des Dreyecks HBC halb fo grofs als der des 
Quadrats AH, indem beyde über der Grundlinie HB 
ftehn, und zwilchen den Parallelen HB, LA liegen. 
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von welcher letztem AC eine blofse Verlängerung ift, 
da BAL, BAC beyde rechte Winkel, folglich LA, AC 
in grader Linie find *. Daraus dafs der Inhalt der bey* * 4#
den Dreyecke ABF, HBC gleich ift, folgt alfo, dafs 
das Rechteck BE, als das Doppelte des Dreyecks ABF, 
dem Quadrat AH als demDoppelten des Dreyecks HBC.» 
dem Inhalt nach gleich feyn mufs.

Grade auf diefelbe Art lafs fich darthun, dafs das 
Rechteck DG mit dem Quadrate Al gleichen Flächen- 
raum hat, indem, wenn man AG und BI zieht, eben
falls zwey fich deckende Dreyecke ACG, ICB entftehn, 
welche die Hälften jener Vierecke find.

Folglich find beyde Quadrate AH , AI den bey
den Rechtecken BE DG zufammengenommen , mithin 
dem Quadrat derHypotenufe gleich, oder es ift BO = 
AB2 ft- AO«

[Diefen Satz, einen der Wichtigften in der Geometrie, toll 
»ach der allgemeinen Sage des Alterthums Pythagorea erfunden 
haben, und er wird deshalb gewöhnlich der fythagur'cij'cbe Lchr~ 
fatz genannt,)

Folgerung j. Das Quadrat einer der Katheten ijl 
gleich dem Quadrat der Hypotenufe , weniger dem Quadt at 
der andern Kathete *, z, B, AB2 — BC2 — AC2. Mit- *Gr«a.^ 
hin ift das Quadrat einer der Katheten auch gleich ei- 
jiem Rechtecke, welches aus der Summe und und dem 
Unterfchiede der Hypotenufe und der andern Kathe
te belchrieben ift, oder AB* ~ (BQ ft- AC) x.(BC — 
AC)* * 11.

folgeran g 2. Unferm Bcweife gemäfs hat das 
Rechteck BE mit dem Quadrate AHa und eben fo das
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Rechteck DG mit dem Quadrate ' AI gleichen 
Inhalt

a) Perpendikel AD, welches aus der Spitze eines 
rechtwinkligen Dreyecks auf die Kypotenuje gefällt wird, 
zerfchneidet diefe folglich fo, dafs das Rechteck aus jedem 
der beyden Abfchnitte und der ganzen Hypotenufe, dem Qua
drate derjenigen Kathete, welche an dem Abfchnitte an- 
jjegt, gleich ift, oder dafs BD x BC = Ab? und CD x BC 
AC? iß,

ß) Das rechtwinklige Dreyeck felbß wird durch das 
Perpendikel AD in zwey kleinere rechtwinklige Dreyecke 
ABD, ACD zerfällt, und war find diefe untereinan
der und mit dem Ganzen gleichwinklige indem die Win
kel B + BAD und BAD-J-DAC beyde einem Rechten

*X 31X2 gleich *, mithin B = DAC und C;=DAB find.

y) Von jedem diefer kleinern Dreyecke gilt alfo 
• (Ç i.) auch das Bewiefene, und es ift AD2= AB2— BD2* = 
* ( K ) BD X BC * - BD2 = BD x (BC — BD) *, alfo AD* 
* E»5-7t — bd X DC, Das Quadrat liber dem Perpendikel iß alfo 

dem Rechteck aus den beyden Abfchnitten der Hypotenufe 
gleich-, eine elegante und fruchtbare Eigenfchaft des 
rechtwinkligen Dreyecks,

ê) Verbindet man hiermit den Satz.,’ dafs'die Sei- 
*4 fu. ten gleicher Rechtecke verkehrt proportional find ♦, 

fo folgt aus 7, dafs fich ftets verhält BD ; AD = AD : DC, 
und eben fo folgen aus a, die Proportionen BD : AB 
— AB ; BC und CD ; AC = AC : BC, Abb wird die Hy- 
patenufd durch das Perpendikel AD fo zerßhnitten, dafs 
l) faßt Perpendikel felbß die mittlere Proparftonallinie zwi. 
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fchen den beyden Abfchnitten^z) jede der Katheten die mit* * V. 5. 
lere Proportionalliuie zwifchen dem Abfclwiti unter der 
Kathete und der ganzen Hypotenufe if, Hierauf wer* 
den wir einfache Methoden gründen, um zu zwey ge- 
gegebnen Linien, oder zu einer Linie und einem Ab- 
fchnitt derfelben, mittlere Propoitionaliinien zu finden» 
und gegebne Rechtecke in Quadrate zu verwandeln«

e) Die Quadrate der beyden Katheten und der Hypo* 
tenu je verhalten ficb zu einander^ tvie die beyden Abfchnittc 
der Hypotenufe untereinander und zur ganzen Hypotenufe, 
oder

Ah : A& ‘ BC2 = BD t DC ? ßC>

Denn die Rechtecke BE » DG, BG, denen jene Quadra
te gleich find, haben die Hypotenufe 2Ut gemeinfchaft* 
liehen, Hohe, verhalten fich alfo wie ihre Grundli
nien *- — Durch Bildung eines rechtwinkligen Drey- * 
ecks wird es alfo möglich feyn Linien datzuftellen, die 
fich wie zwey gegebne Quadrate verhalten, und um* 
gekehrt.]

[Folgerung et) Dat Rechteck aut den beyden 
Katheten hat gleichen Inhalt mit dem Rechteck, aus der 
Hypotenufe und aus dem Perpendikel oder AB x AC 
AD X BC, Denn diefe beyden Rechtecke haben mit 
dem rechtwinkligen Dreyeck gleiche Grundlinien und 
Hohe, folglich beyde einen doppelt fo grofsen Inhalt 
als diefes Dreyeck, und mithin beyde einen gleichen 
Flächenraum« (Euklid. X. 34. Lemma)

ß) Der 'Inhalt des rechtwinkligen Dreyecks felbft ift 
gleich f AB X AC oder AD x BC, und verhält ßeh
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zum Quadrat der Hypotenuß wie ^AD : BC; und zum 
Quadrat über einer Kathete, z.B. über AB, wie % AC;AB 
oder wie ~ AD:BDt Denn es iß
△ ABC : BC* - f AD x BC : BC2 = J AD : BC uni 
£ ABC : AB2 = f AB x AC : AE^ = I AC : AB

oder — f AD x BC : BD x BC = ’AD:B ).
7) Da bey zwey gleichen Verhältniflen die Vor* 

derglieder auch dem Doppelten der Hinterglieder pra- 
•V.4 »j. portional find *, fo verhält fich

△ ABC : BC2 4' AB2 + AC2 = J AD;2 BC
= AD : 4 BC.

(Gregor von St. Vincenz I. 23. 24.)
[Folgerung 4. Fälltman ine gleichJchenkliginDrey- 

2j etk ABC , aus der Spitze eines der gleichen Winkel an 
der Grundlinie, z. B. aus B, ein Perpendikel BD auf 
den gegenüberliegenden Schenkel, fo ill die SutnmO der 
Quadrate über alle drey Seiten des Dreyecks gleich CD2 4- 
2 AD2 -f- 3 BD2. Denn es ift BC2 = CD2 4- BD* 
und,AB3 = AC2 = AD® 4-(BD®, folglich BC2 4- AB2

>4~ AC2 — CD3 + -2 AD* 4- 3 BD2. (Gregor von 
Sf Vincenz I. 40.)

Sätze die ich mehr ihrer Nettigkeit als ihrer Brauch-’ 
barkeit halber hier mit aufnehme. J

Fig. Zufatz. Ein 1 Quadrat ABCD wird ' durch die 
Diagonale AC in zwey rechtwinklige Dreyecke ge- 
theilt, wovon jedes, wie z. B. ABC, gleichschenklig 
ift. Alfo find die beyden Quadrate über die Katheten 
diefes Dreyecks einander gleich , folglich AC2 =» 
2 . AB2, in jedem Quadrate iß folglich das Quadrat 
der Diagonale doppelt fo groß als das Quadrat einer der 
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Seiten. — Diefes läfst fich auch fo beweifen, Man 
ziehe durch die gegenüberftehenden Winkelpunkte des 
Quadrats Parallellinien mit der zwifchen ihnen liegen
den Diagonale , fo entfteht dadurch ein Parallelogramm 
EFGH, welches, da beyde Diagonalen gleich und auf 
einander fenkrecht find *, das Quadrat der Diagonale ’ I- 37« 
ift. Diefes Quadrat enthält 3 rechtwinklige Dreyecke 
in fich, die fich decken, und deren 4 das Quadrat ABCD 
ausmachen; daher jenes Quadrat das Doppelte von die
fem ift.

Es verhalten fich alfo in jedem Quadrate ABCD, die 
über eine der Diagonalen und über eine der Seiten be- 
fchriebnen Quadrate AC2 ; AB2 = 2:1, folglich die 
Seiten diefer beyden Quadrate , wie die Quadrat
wurzeln aus 2 und 1 ♦, oder AC : AB = /2:1. Diefe *4,3 
beyden Linien haben alfo ein irrationales Zahlverhält- 
ttifs, und mithin find die Diagonale und die Seite eines je- 
den Quadrats untereinander incommenfurabel \ ein Satz, *n.Auf. 
womit Euklid feine Abhandlung über incommenfu- a’ 
lable Flächen fchliefst (X. 117), und den wir weiter
hin noch auf eine andre Art beweifen werdeß,

[LEHRSATZ I$. ]

In jedem (chief winkligen Dreyeck iß das Quadrat 
einer Seite BC, welche einem fpitzen Winkel A 
gegenüber fleht, kleiner, dagegen das Quadrat 
einer Seite bc, welche einem flumpf en Win
kel a gegenüber fleht, grofser als die Sum
me der Quadrate der beyden andern Seiten, Und
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zwar j wenn man von einem der Endpunkte diefer 
Seite z» B, aus B > auf die gegenüberßchende Seite 
AC, oder deren Verlängerung t ein Perpendikel fallt, 
fo iß das doppelte Rechteck aus AC und demAbfchnit- 
te dieferSeite, welcher am Winkelpunkte A {nicht an 
BC) anliegt, jenem Unterfchiede gleich» Oder es iß

1} wenn der Winkel Afpitz iß,
EC2 Ah2 ^AG* —iACX^D

2) wenn dagegen der Winkel a ßumpf iß, 
bc2 & -P fl? + S at X ad

I» Ift A eine fpitzer Winkel, fo liegt das Perpett» 
dikel BD zwifchen den beyden Schenkeln diefes Win
kels, und folglich mit der Grundlinie des Dreyecks* 

* I. 16. d. h. mit AB auf einerley Seite des Punktes A *. Ift 
Z* 2' überdem auch der Winkel C fpitt* fo fallt das Perpen

dikel BD innerhalb des Dreyecks » und es ift CD == 
AG — AD; ift dagegen der Winkel C ftumpf4 fo 
fallt das Perpendikel BD über den Schenhel 1C hinaus* 

*I.i6.Z» aufserhalb des Dreyecks ♦, und es ift umgekehrt CD 
z' " == AD — AC. In beyden Fällen ift alfo CD demUrt- 

tetfchlede iwlfchen AC und AD gleich * nur dafs im 
etften Fall die Grundlinie AC, im weyten AD gro» 
fser ift; und mithin ift in beyden Fällen gleichmäfsig 

* w« CD2 — AD2 H- AC2 2 AC X AD *. Fügt man nun 
%U diefen gleichen Flächenräumen beyderfeits BD2 hin» 
2u, und fetït ftâtt der Quadrate der beyden .Katheten 

* la. BD* 4-CD3 » das Quadrat der Hypötenule, BC3 ** 
und
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und eben fo ftatt BD2 4~ AD2s AB2, fo erhält man 
BC2 = AB2 4- AC- - 2 AC X AD. ;

2) Ift a ein fiumpfer Winkel, fo liegt das Perpen
dikel bd aufserhalb beyder Schenkel*, (zwilchen den *1 z 
Schenkeln des fpitzen Nebenwinkels) und fteht daher 2- 
nicht auf der Grundlinie ac felbft, fondern auf deren 
Verlängerung auf, die in Ablicht des Punktes a entge
gengeletzt liegt. In diefem Fall ift alfo cd = ad-pac, 
folglich cd2 = ad2 4~ ac2 4~ 2 ac X äd , und wenn 
man beyderfeits bd2 hinzufügt,

bc2 = ab2 4' ac2 4- 2 ac X ad.

Folgerung 1, Der Winkel A mag allo fpitz oder 
ßümpf feyn, fo wird in beyden Fällen das Quadrat der 
gegenüberftehenden Seite BC , durch die Summe der 
Quadrate der anliegenden Seiten AB, AC, und durch 
das doppelte Rechteck 2 AC X AD beftimmt, nur dafs 
diefes für fpitze Winkel abzuziehn, für ftumpfe 
hinzuzufügen ift. Die Ausfage für beyde Fälle laffen 
fich daher bequem in folgende allgemeine zufämmen 
ziehn

BC2 = AB 2 + ACa + 2 AC X AD 
wo, wenn A fpitz ift, für den letzten Theil das obere 
Zeichen, wenn A hingegen ftumpfïù.^ das untere Zei
chen gilt.

Ift & ein rechter Winke f fo mufs diefer Theil fort
fallen, damit wir die Ausfage des Pytbagoreifcben Lehr, 
fatzes erhalten. In der That fällt dann das Perpendikel 
BD mit der Kathete BA zufämmen, daher dann kein

T

*
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Abschnitt AD, mithin auch kein Rechteck AC x AD 
vorhanden ift,

Grade fo liegt der Abfchnitt AD, fo lange der 
Winkel A fpitz ift, mit der Grundlinie AC auf einer
ley Seite des Punktes A, hingegen wenn a ftumpf ift, 
auf der entgegengefetzten Seite , hat alfo in diefem 
■zweyten Fall eine entgegengefetzte Lage als im erftern, 
und von diefemEntgegengefetzten in der Lage des 
Abfchnitts rührt es her, dafs das Rechteck 2 AC X AD 
in beyden Fallen auf entgegengefetzte Art vorkömmt, 
in jenem wegzunehmen, in diefem hinzuzufügen ift,

Anmerkung I, Diefes Entgegengefetzte in Abkcfit der 
Lage, (es fey nun zweyer Linien, oder zweyer Winkel, u. LfJ 
in Fällen, die fich fontt ganz gleich find, pflegt man in der reck- 
•nenden Geometrie durch die Benennungen pofitiv und negativ zu 
charakterifiren, indem man die Linien, Winkel u. f. f., welche 
diefelbe Lage als in dem Fall haben, von dem man ausgeht, pc~ 
fitive Linien, Winkel u. f. f. nennt ; diejenigen hingegen, die 
auf entgegengefetzte Art liegen, negative Linien, Winkel u. f. f. 
In fo fern man fich dannblofs an den arithmetifchen Sinn dergeo- 
metriichen Sätze und Formeln hält, und es lediglich mitZahlaus- 
drücken für ausgedehnte Gröfsen zu thun hat, kann man das, 
was durch diefes Entgegengefetzte in der Lage, in den Sätzen 
und Formeln abgeändert wild, nach den Regeln der Rechnung 
mit entgegengefetzten Zahlgröfsen, wie fm die Arithmetik ent
wickelt, bcurtheilen, wobey uns dieAusfage für einen einzigen 
Fall genügt, hier z, B. für den Fall eines fpitzen Winkels, für 
den BCa = A32 + AC2 •—« a AB X AD ift. Denn mittelft des 
Begriffs negativer Grojsen, und den darauf gebauten Rcchnungs- 
regcln, liegt in diefer Formel zugleich die Ausfage für den Fall 
eines Rümpfen Winkels, für welchen AD auf eine entgegenge- 
letzte Art als für den fpitzen Winkel liegt, folglich einen negtt.
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liven Zahlwerth erhält, daher alsdann das fubtractive Produkt 
2 AB X AD den Regeln der Rechnung gemäfs, in ein Additr.c$ 
übergehn Allein diefes Zufawmevfaffen mehrerer Fälle, die in ah 
lern, bis auf das Entgegengefe^zte in der Lage geeuiffer Linien, 
Winkel u. f. f. übereinßimineu, in einen Einzigen , gehört ei« 
gentlich nicht hierher, fondera in die rechnende Geometrie , wel
che eben dadurch fo manche geometrifche Unterfuchung, dis 
auf dem oftenfiven Wege, durch die Menge folcher Fälle fehl* 
weitläufig und langwierig wird, aufserordentlich abkürzt und 
erleichtert. Auf dem oftenfrven, eigentlich geometrifchen Wege, 
mufs man diefe Fälle einzeln betrachten, und für jeden die Aus* 
fage 'einzeln aüfßellcn und darthua, weil, wie gefügt der 
Kunftgriff, alle Auslagen in Fine durch den Begriff des Negati
ven zufammenzufafen, und aus ihr zu entwickeln, auf ätithine* 
tifchen Gründen beruht, und der rechnenden Geometrie aus» 
fchliefslich eigen ift.

Daraus folgt aber nicht, dafs man im Syftem der. Geome
trie aus folchen einzelnen Fallen auch einzelne Sätze machen müße. 
Dadurch würde die Ueberficht und das Gehalten viel zuj fehr er- 
fchwert. Vielmehr mufs man fie, wenn ich nicht irre, auch hier 
als blofse Modihcationen eines und defielben Hauptfatzes unter 
einer allgemeinen Auslage zufammenftellen., die blos , je nach
dem gewiffe Linien, Winkel u. f. £ eine entgegengeferzte Lage 
haben, nügneirt wird. Euklid, Le Gendre und falt alle ander» 
Geometer pflegen fie zwar durchgängig als einzelne Sätze aufzu
führen, und machen fo z. B. aus den beyden Fällen dieles Lehr- 
fatzes , zwey verfchiedne Sätze. Weil t^er dadurch die Ueber* 
ficht der Wiffenfchaft in der That nicht wenig geftörht uhd er- 
fchwert wird, fo glaube ich diefes für einen Fehler gegen die 
Methode halten zu müßen, den ich zu vermeiden durchgängig Be
dacht göwefen bin. Diefe Zufämmenfteltuhg gewährt überdem 
noch den Nutzen, dafs fie von felbft darauf führt, genau nach» 
aufehn, Worin fich jedesmal die verfchiedne» Fälle unterfchei*

T 2
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den-, und wie fie fich mittelft des Begriffs des Negativen unter 
eine Ausfage zufammenziehn, und aus ihr entwickeln laflen; 
Uebungen , die ich dem Anfänger recht fehr empfehle , und 
durch die er fich in dem rechten Sinne und dem Gebrauch diefes 
für dieAnalyfis und ihre Anwendungen fo wichtigen Begriffs feft_ 
fetzen wird. Und zwar verfuche er das fogleich an Lehrfatz 10 
und bey den Folgerungen zu Lehrfatz n, fo wie bey den fol- 
genden Lehrfatzen, bey denen ich hierauf nicht wieder zurück
kommen werde.

Was unfern Lehrfatz betrifft, fo umfafst er, wie wir gefehn 
haben, zugleich den Pythagoreischen Lehrfatz, als einen von drey 
Hauptfällen, und uehnt ihn mit gehörigen Modificationeu auf 
alle Arten von Dreyecken aus. Und zwar beruhen diefe drey 
Fälle unmittelbar auf der Befchaffenheit und Lage des Abfchnitts 
AD., welcher den Abftand des Perpendikels BD vom Winkel
punkte A beftimmt, und folglich mittelbar auf der Befchaffen- 
heit des Winkels A. Je nachdem diefer Winkel A fpitz, flumpf 
oder recht ift, fällt das Perpendikel ED und zugleich der Ab- 
fchnitt AD, entweder auf die Seite des Punktes A, auf weither 
die Grundlinie AO des Dreyecks liegt, oder auf die entgegengei
fetzte Seite , oder in den Punkt A felbft hinein. Und das macht 
die Verfchiedenheit der drey Fälle aus, und begründet die Ver- 
fchiedenheit in der Ausfage des Satzes. Dafs indefs felbft diefer 
fo verallgemeinerte Satz fich wiederum, nur als einen befondern 
Fall eines noch allgemeinem Satzes über das Dreyeck anfehn 
lafle; davon wird uns Lehrfatz 15 überzeugen.

Folgerung 2, Fällt man aus beyden Endpunk
ten der Seite BC auf die gegenüberftehenden Seiten 
des Dreyecks ABC, oder auf deren Verlängerungen» 
Perpendikel BD, CE; fo ift, unferm Lehrfatz zufol
ge, fowohlBC2 — AB2 4 AC2 + 2 AC X AD als auch 
BC» = AB2 4- AC2 + 2 AB X AE ; wo in beyden Fäi- 
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len das obere oder das untere Zeichen gilt, je nach
dem A fpitz oder ftumpf ift. Mithin mufs in jedem 
Dreyeck , der Winkel A fey fpitz oder ftumpf, 
AC x AD = AB X AE feyn, und folglich auch AC : AB 
= AE; AD* *4* U

Zieht man durch den Durchfchnittspunkt der bey
den Perpendikel BD, CE die grade Linie AF, fo fteht 
auch diefe auf der gegenüberftehenden Seite BC fenk
recht *; daher gleichfalls BC X BF = BA X BE und ' II. 2;. 
CA X CD = CB x CF ift, und fich auch verhält BC ; BA Z’ 2' 

— BE : BF und CA : CB = CF ; CD.

Perpendikel aus den Winkelpunkten eines Dreyecks auf 
die gegmüberflebenden Seiten gefällt. durchfcbneiden diefe 
folglich fo, dafs je zwey Rechtecke, welche aus einer Seite, 
tind demjemjen Abfchnitt derfelben, der an beyder Seiten 
Durchfchnittspunkt anliegt , fett gleich find', oder dafs 
je zweyer Seiten Abfchnitte, die an denifelben Winkelpunk. 1 
te liegen, fich verkehrt wie die Seiten verhalten *. * e. -

Folgerung 3. Für einen fpitzen Winkel'A ift 
das Rechteck 2 AC x AD = AB2 AC2 — BC2 : für 
einen ftumpfen Winkel a hingegen 2 ac X ad = bc2 
— ab2 — ac2. Für beyde wird alfo diefes Rechteck 
dmh die Quadrate der Seiten auf gleiche Art gegeben, 
nur dafs im erftern BC2kleiner, im zweyten bc2 gröfser 
ift, als die Quadrate der beyd“n andern Schenkel zu- 
fammengenommem
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^eder der einzelnen Abßhnitte z. B. AD, wird mit
hin durch die drey Seiten des DreyecksI folgendermafsen 
, A, t a Yx AB2 + AC2 — EC2 beftnnmt, AD = --------------- - ------------ und

2 AC 
be? — al>2 — ac2 1 ..

ad — ------------------ —- ; Ausarucke, welche, je nach«
2 ac

dem man den geometrischen oder den arithmetifchen 
*4>Z, g, Sinn der Zeichen nimmt *, verschieden zu überfetzen 

find. Dem geo met rijeben Sinn gemäß verlangen fie, dafs 
' man erftens ein Quadrat, welches den ^Quadraten von

AB, AC zufarnmengenommen gleich , und zweytens 
ein Quadrat welches dem Unterfchiede zwifchen die« 
fern und dem Quadrat von BC gleich fey, bilde, und 
diefes dritte Quadrat in ein Rechteck,' das 2 AC zur 
Grundlinie hat, verwandle, (wozu man'die Methoden 
Unter den Aufgaben am Ende diefes Buches fndet) um 
den Abfchnitt AD , als die Höhe diefes Rechtecks zu 
finden. Nach dem aritkmetißhen Sinn genommen, er
hält man, wenn man die Zahlwerthe der Seiten auf die 
Art, wie die Formel es ausfagt / zufammen nimmt, 
den Zahlausdruck des Abfchnkts AD , der für die 
Trigonometrie, wenn man aus den Zahlausdrücken der 
drey Seiten des Dreyecks den des Winkels A fucht, 
und fürLehrf. 20. von Wichtigkeit ift.

Aus AD und BC findet fich endlich geometrifch 
« is.f.l, fowohl als arithmetifçh dus Perpendikel AD *, und 

aus dem Zahlwerth deffelben der Inhalt des Dreyecks 
• $ ÀBC*, der alfo auf diefe Art aus dem Zahlwerth der 

drey Seiten gefunden ift. Indefs werden wir im 1 fol, 
^enden Buchs dazu einen bequemem Weg finden.
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Fo Z g er nu g 4. Endlich werden die an dem Win
kel A anliegenden Seiten des Dreyecks ABC durch folgende 
Ausdrücke gegeben. Erßens die Seite AB, auf welcher das 
Perpendikel nicht fleht, durch AB2 = BC2 — AC2 ± 
2 ACx AD. Ztveytcns die Seite AC, auf die das Per
pendikel gefallt ift , durch AC2 T 2 AC X AD = 
BC2 — AB2 , ( folglich der Zahlausdruck derfelben 
durch eine unreine quadratische Gleichung,) wo wie
derum das obere oder das untere Zeichen gilt, je nach
dem A fpitz oder ftumpf ift.

Aus der zweyten Formel folgt, dafs
AC X (AC T 2 AD) = BC2 — AB2 ift *. Theilt man * E‘ $ 
daher die Grundlinie des Dreyecks, AC, im Punkte 
O in zwey gleiche Theile, da denn AC X (AC -4- 2 AD ) 
gleich AC xfaAO T 2 AD) gleich 2 AC X OD wird, 
und zwar fowohl für fpitze als für ftumpfe Winkel; 
fo ift 2 AC X OD — BC2 — AB2; ein fehr brauchba
rer Satz, den wir weiter unten nochmals als befon-» 
dem Lehrfatz aufftellen, und noch auf andre Art her
leiten werden *.

Folgerung 5. Iß das Dreyeck ABC gieichßhenk- Big« 28> 
lig, A die Spitze, BC die Grundlinie, und AF das Perpen
dikel auf die Grundlinie, fo wie BD das Perpendikel 
auf den Schenkel AC (folglich AB = AE, Bk' = f BC * 
und die Winkel an der Grundlinie B, C nothwendig 
fpitz*) io ift, dem hier Bewiefenen gemäfs * I-
a) BC2 = 3 AC2 T 2 AC X AD* = 2 AC X (AC T AD) * (f,

3 AC x CD * , E
A fey fpitz oder ftumpf, da im erftern Fall das obere, 
im zweyten das untere Zeichen gilt. Und das ift aller»
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f. s. dings richtig, Sa CA x CD = CB x CF * und CF ~ * CB 
ift.

f- 3- /3) AD = 2 AC2 — BC2 --------------- und ad =
2 AC

bc2 — 2 . ac2 .*
2. ac

Anmerkung 2. Folgenden eleganten Beweis, welcher bey
de Fälle unfers Lehrfatx.es, ganz nach der Art , wie wir den 
Pythagoreifchen Lehrfatz bewiefen haben, und zwar unabhängig 
von diefem, darthut, halte ich der Mühe werth,hierher aus Gre
gor von St. Vincenz fl. 44. u. 45) zu übertragen, obgleich er fich 
auf einen Satz über die Sehnen ftützt, den wir erft weiterhin be- 

* 22. weifen werden *, indem diefer Hülfsfatz fich auch' leicht unsnif 
lüg. 32, telbar aus Lehrfatz 7 ableiten läfst. Unfre Figur (teilt zwar nur 

den Fall des ftumpfen Winkels dar, reicht aber hin fich daran 
auch den Fall des fpitzen Winkels zn denken, der nur wenig 
verfchieden ift, und für den jeder fich leicht felbft eine Zeich
nung entwerfen wird.

Man befchreibe über die drey Seiten des gegebnen 
Dreyecks ABC Quadrate AH, AI, BG, und über die 
Grundlinie BC, als Durchmefler, einen Halbkreis. Je 
nachdem nun der Winkel A recht, fpitz, oder ftumpf 
ift, fällt der Winkelpunkt A auf die Kreislinie, oder 

♦IT 2S.f. außerhalb, oder innerhalb des Kreifes *. In den bey- 
r,u. .6. den iet2,tern Fällen wird alfo die Kreislinie entweder 

von den Schenkeln , oder von deren Verlängerung, Jn 
den Punkten P, Q durchfchnitten , und zieht man 
durch diefe Durchfchnittspunkte die graden Linien 
CPM, BQN, fo find P , Q als Winkel im Halbkreife, 

*1123X2 Recbte *’ folglich BPMH und CQNI Rechtecke, fo wie 
auch Ai ML, AQNK j und zwar find diefe letztem 
Rechtecke, jenes aus den Linien AP, AB, diefes aus 
AQ, AC befchrieben, alfo (da BP, CQ Sehnen find,

Lehrfatx.es
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die fich in einem Punkte A durchfchneiden, ) vermöge 
der Natur des Kreifes gleich *. Theilt man nun, * sS. 
wie beym Beweife des PythagoreifchenLehrfatz.es, das 
Quadrat über der Grundlinie BC durch das Perpendi
kel AE in zwey Rechtecke, und zieht AG, BI; fo ent» 
ftehn zwey Dreyecke AGC, BIG, welche, jenes mit 
dem Rechteck DG, dieies mit dem Rechteck CN über 
gleicher Grundlinie und zwifchen gleichen Parallelen 
ftehn, folglich halb io grofs als diefe Rechtecke find *. *2, I’ 
Beyde Dreyecke decken fich aber, find alfo gleich, und 
folglich haben auch die Rechtecke DG und CN glei
chen Inhalt. Grade fo thut man dar, dafs auch die 
Rechtecke DF und BM gleichen Inhalt haben. Folg
lich ift BC2 = Rechtk. CN + Kechtk. BM oder BC2 
= AC2 + AC x AQ + AB2 + AB x AP ; und da die 
beyden Rechtecke gleich find,

BC2 = AC2 4- AB2 + 2 AC x AQ
wo das untere Zeichen gilt, wenn A ftumpf, das obe
re wenn A fpitz ift, und wo man ftatt des letztem 
Rechtecks auch das Rechteck + 2 . AB x AP fetzen 
kann, d. U,

[LEHRSATZ I4.]

Ein Dreyeck ABC ift bey A rechtwinklig, fpitz- 
winklig oder ftumpfwinkdg, je nachdem das Quadrat

Fig. 30.

der Seite BC, welche diefem Winkel gegenüberßeht, 
den Quadraten der beyden Seiten AB, AC, welche
den Winkel A einfchliefsen, zufammen  genommen 
gleich ift, oder kleiner, oder grofser iß, als diefe bey
den Quadrate,

PythagoreifchenLehrfatz.es
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Denn gefetzt es ift BC2 = AB2 4 AC2, und doch 
wäre A kein rechter , fondern ein fpitzer oder ein 
ftumpfer Winkel , fo mufste zugleich auch BC2 = 

* 23« AB2 4 AC"2 4 2 AC x AD feyn *, welches' der Vor« 
ausfetzung widerfpricht.

Eben fo müiTen , wenn BC2 — AB2 4* AC2 7 
2 ACx AD ift, und der Winkel A wäre nicht im Fall 
des Zeichens J'pit*, fondern recht oder ftumpf, und 
nicht im Fall des untern Zeichens ßuwpf^ fondern recht 
oder fpitz , vermöge der beyden vorigen Lehrlatze zu
gleich BC2 ~ AB2 -4- AC2 oder BC2 «= AB2 4- AC2 ± 
2 AC x AD feyn, welches ebenfalls derVorausfetzung 
widerfpricht.

Xufatz. Achnliche Kriterien um aus der GröTse 
der drey Seilen eines Dreyecks ABC, und eines der 
Stücke, welche durch die Bçrpendikel aus den Spitzen 
auf den gegenüberftehenden Seiten abgefchnittcn wer
den, z» bcurthClen, ob ein beßimmter Winkel A des Drey
ecks, recht, oder ßumpf iß^ geben die Formeln in 
Lehrfatz 13 Folgerung 3 und 4 an die Hand, fo wie 
Folgerung 5 Merkmale , wonach fich aus der Grö'fse 
der Seiten beurtheiien lälst, ob ein Dreyeck gleich* 
fchenkiig ift, oder nicht,

k
[le h r s a t z 15.]

pig. 3E Wenn man über zwey Seiten AB, AC eines Drey
ecks ABC zwey Parallelogramme ABDE , ACFG, 
unter beliebigen Winkeln, und von beliebiger Grojse 
und Lage bejciireibt , die Seiten dcrfelben, welche den
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Seiten des’ Dreyecks gegenUbevftehn bis zu ihrem 
DvrchfchniftspMikte H verlängert, und durch diefen 
und die Spitze des Dreyecks die grade Linie HAK. 
zieht r

fo iß, wenn dieje Linien die Grundlinie BCfclbß 
fchneidet, die Summe; wenn fie hingegen die Ver
längerung der Grundlinie fchneidet, der Unterfchied 
der beyden Parallelogramme über AB und AC, einem 
Parabelo gramme BCSdL gleich, welches über die drit
te Seite BC des Dreyecks fo befchrieben wird, dafs 
deßen zweytç Seite der Linie HA gleich und paral
lel iß,

Zieht man durch die Endpunkte der Grundlinie 
BC, .’parallel mit KH, zwey grade Linien, welche 
die Linien DE, FG, in den PunktenL und M, durch- 
fchneiden, fo find die Vierecke ABLH, ACMH, Pa
rallelogramme, da fie der Conftruction gemäfs, durch 
Parallelen zwilchen Parallelen gebildet werden*. Und* 34- 
zwar ftehn diefe Parallelogramme mit denen’, welche 
über die Seiten AB, AC befchrieben find, auf gleicher 
Grundlinie und zwifchen gleichen Parallelen, haben 
alfo mit ihnen gleichen Inhalt *. * T,

In ihnen find die gegenüherftehenden Seiten BL, 
AH, und CM, AH, mithin auch BL und CM, gleich. 
Da diefe Linien überdem der Conftruction gemäfs pa
rallel laufen, fo ift CBLM ein Parallelogramm *, und * I, 
$war einTarallelogramm, welches aus den Linien BC 
und AH, letzterer in paralleler Lage mit KH , be
fchrieben iß.
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Ueberdem bildet die Linie HK mit denSeiten die
fes Parallelogramms, oder deren Verlängerungen, eben
falls zwey Parallelogramme LK, KM, welche mit den 
Parallelogrammen BLHA, CMHA , über gleichen 
Grundlinien BL, CM, und zwilchen gleichen Paralle- 

* i, len ftehn , folglich gleichen Inhalt haben *.

Diefe letztem hatten aber mit den Parallelogram
men ABDE und ACfG gleichen Inhalt. Alfo ift das 
Prlgr. ABDE = Prlgr. LK und Prlgr ACFG = Prlgr. 
MK.

Dtircbfcbneidet nun die Linie AK die Grundlinie des 
Dreyecks BC felbß, fo ift das Parallelogramm über BC 
die Summe der beyden Parallelogramme MK, LK, 
folglich.

Prlgr. AÇFC -f- Prlgr. ABDE = Prlgr. BCML;
nd dam. ift diefes letztere Parallelogramm unter Win

keln LBC = B + BAK und MCB — C 4- CAK be- 
Schrieben.

Durchfdmeidet dagegen die Linie AH die Verlängerung 
der Grundlinie in einem Punkte K, fo ift das Parallelo
gramm über BC der Unterschied der beyden Parallelo- 
grammeMK, LK, folglich

Prlgr. ACFG — Prlgr. ABDE = Prlgr. BCML; 
lind dann lind die Winkel, worunter das letztere Pa
rallelogramm befchrieben ift, LBC = B—BAK und 
MCB = C — CAK.

Z u f a t z. Im Fall die beyden Parallelogramme, wel
che man über die Seiten AB-, AC des Dreyecks, ABC 
befclueibt, Quadrate lind, geht die Auslage dieScsSat-
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zes, für rechtwinklige Dreyecke in den Pythagoreifcken 
Lehrfatz *, und für fchiefwinklige in die allgemeinere * 12. 
Auslage des lÿen Lehrfatzes über. In dielem Fall ift 
nemlich das dritte Parallelogramm über BC, welches 
jenen beyden gleich ift, beym rechtwinkligen Drey
eck auch ein Quadrat, bey fchiefwinkligen hingegen 
ein Parallelogramm, das um zwey Rechtecke, wie fie 
Lehrfatz 13 angiebt, grofser oder kleiner als das Qua
drat über BC ift. Diefes läfst fich leicht mittelft fol
gendes Leminas zeigen.

Hülf s fatz. Befchreibt man über eine der Katheten F A Uf 
eines bey A rechtwinkligen Dreyecks ABC, z. B, über AC, 
ein Quadrat, verlängert die Seite de ff eiben, welche der 
Kathete gegenüberßeht, und zieht durch die Spitzen des 
rechten Winkels und des Winkels C, fenkrecht auf der Hy- 
potenufe, bis an jene Seite oder deren Verlängerung, die 
graden Linien KAU und CM ; fo find AH und CM beyde der 
Hypotenufe des gegebnen rechtwinkligen Dreyecks gleich.

Denn vermöge diefer Conftruction find erftens 
CMAHParallelen zwifchen Parallelen, alfo CM — AH*. » r , 

5t 
Zweytens find BAC und F rechte Winkel; eben lo 
BCM und ACF , weshalb der Unterfchied derfelben 
vom Winkel ACM, d. h. die Winkel BCA und MCE 
gleich feyn müßen. Endlich find, als Seiten eines 
Quadrats, AC und CF gleich. Folglich decken fich 
die beydenDreyecke ABC, FMC *, und es ift allemal * I. 7, 
FM = AB und CM = BC , oder AH und CM find 
der Hypotenufe des rechtwinkligen Dreyecks gleich.
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Folgerung !. Werden folglich in einem recht
winkligen Dreyeck über beyde ^Katheten Quadrate AF> 
AD befchneben, und auf den Endpunkten der Hypo- 
tenufe Perpendikel BL, CM errichtet, welche die den 
Katheten gegenüberftehendcn Seiten der Quadrate, oder 
deren Verlängerungen, in LundM durchfchneiden, fo 
find diefe Perpendikel beyde der Hypotenufe BG 
gleich, und folglich ift ECML ein über der Hypote- 
nufe befchriebnes Quadrat. Ueberdem durchfchnei- 
det das Perpendikel KA jede diefer beyden Verlänge
rungen in einem Punkte H fo, dafs für die eine AH 
gleich CM, für die andre AH gleich BL, mithin für 
beyde gleich ift, folglich in dem gemeinfchaftlichen 
Durchfchnittspunkte beyder Verlängerungen. Da nun 

* !?• überdem AH mit BL und CM parallel läuft, fo ift * 
das Quadrat über der Hypotenufe BC, den Quadraten 
über den beyden Katheten zufammengenommen gleich , wie 
diefes der Pythagoreifche Lehrfatz ausfagt,

Fig-35» Fe Ig er tin g 2. Werden in einem Schiefwinkligen 
Dreyeck ABD, über zwey Seiten Aß, AC Quadrate AD# 
AF befchricben, und man fällt aus den Endpunkten 
der dritten Seite BÇ auf die gegenüberftehenden Seiten 
Perpendikel CP, BQ, und befchreibt über die Seiten 
EP, CQ Quadrate, BPed, und CQgf, fo gilt auch 
für diefe Quadrate unter Lehnfatz, indem vermöge die
fer Conftruction BCP undBCQ rechtwinklige Dreyecks 
find, welche BC gemeinfehaftÜch zur Hypotenufe haben. 
Errichtet man folglich aufB undC die Perpendikel Bf 
Cm, welche bis an die Seiten diefer letztem Quadrate^ 
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oder ihre Verlängerungen reichen, fo ift jedes diefer 
Perpendikel der Hypotenufe BC gleich , alfo auch in 
diefem Fall BCml das Quadrat über der dritten Seite BC» 
Zugleich mufs auch in diefem Fall; das Perpendikel KA 
fich mit den Seiten, welche den beyden Katheten ge
genüber ftehn, in demfelben Punkte h fchneiden, weil 
diefes Perpendikel, fowohl mit AB, Bl, lh, als auch 
mit AC, Cm, mh, Parallelen zwifchen Parallelen bildet, 
folglich für beyde Seiten gleiche Länge Bl = Cm hat. 
Mithin ift nach Lehrfatz 15 BCq = Rechtk. Ad 4“ 
Rechtk. Af. Nun aber ift Rechtk. Ad — AB2 + AB 
X AP * und Rechtk. Af = AC2 + AC X AQ, wo das *8.Z.3. 
untere Zeichen gilt, wenn A (wie in unfrer Figur) 
ftumpf, das obere wenn A fpitz ift, (für welchen Pal/ 
man fich die Figur leicht felbft zeichnen wird). Ueber-
dem findBQPC Punkte in einem Halbkreife *, und *25,2.3. 
folglich AB X AP = AC X AQ der Natur der Sehnen 
gemäfs *. Mithin ift BÇ2 = AB2-f~ AC2 + aABx AP, * 92t 
wie diejis Lehrfatz 13 ausfa^t»

Anmerkung. Der intreflante Lehrfatz, von dem, wie 
Wir fehn, die Sätze von den Quadraten, welche über Seiten ei
nes preyecks befchrieben find , nur einen belbndern Fall aus. 
fagen, kömmt im Wefentlichen fchon bey Pappus, an der Spitze 
des vierten Buchs feiner mathematifchen Sammlungen vor (Col
lectiones mathematicae lib. 4. pr. i> ) und wird vom altern Gi- 
ftillon in den Schriften der Berliner Akademie der Wiflenfchaf- 
ten (Proportions de Géométrie er de Trigonométrie élémentaire, 
démontrées d’une maniéré nouvelle. Mém. de Berlin An. 1766, 
p. 354,) auf cine ähnliche Art wie hier behandelt,

d» V,
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[LEHRSATZ I 6.]

I. Ein Perpendikel, welches aus einem der Eck. 
punkte eines Dreyecks, z. B. aus A, auf die gegen’ 
überßehende SeiteBC, oder deren Verlängerung gefällt 
wird , fchneidet dieje fo, dafs der Unterfchied der 
Quadrate aus beyden Abjchnitten BD, DC, dem Un- 
terfchiede der Quadrate aus den beyden andern Seiten 
des Dreyecks, AB, AC, gleich iß ( BD2— DC2 
= AB2 — AC2 f und zwar liegt ßets der größere 
Abfthnitt BD an dem grojsern beyder Schenkel AB 
an.

2. Und theilt man die GrundlinieBC im Punk
te 0 in zwey gleiche Theile, fo iß der Unterfchied der 
Quadrate aus beyden Schenkeln AB, AC gleich dem 
doppelten Rechteck aus der Grundlinie und aus dem 
Abßande des Perpendikels AD von der Mitte der 
Grundlinie; oder AB2 — AG2 — 2 <BCX DO.

I» Da nach dem Pythagoreifchen Lehrfatze AB2 
= AD2 4- BD2 und AC2 = AD2 CD2 ift , fo mufg 
auch, wenn man Gleiches von Gleichem abzieht, AB2 
— AC2 = BD2 — CD2 feyn, wie diefes der erfte Theil 
des; Lehrfatzes ausfagt; und dabey kömmt es auf die 
Befchaffenheit der Winkel weiter nicht an. Ift der Schen
kel AB grofser als AC, fo mufs folglich auch der an 
diefem Schenkel anliegende Abfchnitt BD der Grund
linie, der;gröfsere feyn.

2. Da der Unterfchied zweyer Quadrate dem Recht
eck aus der Summe und dem Unterfchiede ihrer Seiten 

gleich
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gleich ift*, fo folgt aus dem eben Bewiesenen, dafs * n» 
AB2 — AC2 = (BD^ CD) X (BD — CD) ift. Nun 
ift im fpitzvoinkügen Dreyeck die Summe, im fiumpf- 
winkligen der Unterfchied der beyden Theile BD, CD 
der Grundlinie BC des Dreyecks gleich. Halbirt man 
überdem die Grundlinie im Punkte O, und trägt OE 
gleich OD auf, fo ift auch BE gleich DC *, folglich ’Gr-2 ß 
im jpitzwinkligen Dreyeck der Unterfchied der Linien 
BD, DC gleich BD — BE = DE = 2 DO, imßumpf* 
ip/«£Zigen Dreyeck dagegen die Summe der Linien BD, 
DC gleich BD 4*BE — OE = 2. DO. Mithin ift im 
Spitzwinkligen Dreyeck fowohl als ;im ftumpfwink- 
ligen

AE2 _ AC2 = 2 . BC x DO.
Und diefe Ausfage gilt auch für das bey C rechtwink, 
lige Dreyeck, für welches C und D zufamnenfallen 
und 2 DO X BC = BC2 ift ; mithin für jed^s Dreyeck. 
Eine Allgemeinheit, in der wir diefenSa^ fchon wei
ter oben unter den Folgerungen aus Lnlrfatz 13 ken
nen gelernt haben *.

Folgerung. ï. Da nach rhni erften Theil des 
Lehrfatzes, für jedes Dreyeck AB7 — AC2 = BD2 —DC2 
ift, fo mufs auch, wenn man beyderfeits AC4.4- DC2 
hinzufügt, AB2,4- CD2 = AC2 BD2 feyn. In jedem 
Dreyeck find alfo die Quadrate der beyden Schenkel, fammt 
den Quadraten der ihnen gegemiberßehenden Abfchnitte der 
Grundlinie, die durch ein Perpendikel aus der Spitze ge. 
bildet werden, untereinander gleich.

U
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Fig. 37« Folgerung 2. Eine grade Linie CG, welche man 
aus dem Scheitelpunkte C eines der fpitzen Winkel 
des bey A rechtwinkligen Dreyecks ABC, nach der ge- 
genüberftehenden Kathete, oder nach deren Verlängerung 
willkührlich zieht, theilt diefe folglich fo, dafs CB2-f- 
AG* = CG2 -h- AB2 oder CB2 f- Ag2 = Cg2—|"AB2 ift» 
(Gregor von St. Vincenz I. 41.)

Fig. 36. Folgerung 3. Danach dem zweyten Theil des 
Lehrfatzes in jedem Dreyeck der Unterschied der Qua
drate zweyer Seiten , AB2 — AC2 , dem Rechtecke 
2 BC X DO gleich ift ; fo mufs in allen Dreyecken, zvel- 
ehe über derfelben Grundlinie BC ßehn , und für welche 
der Ibiterfchied der Quadrate aus beydenSchenkeln AB, 
AC derflbe, folglich einem gegebnen Flächenraume 
F gleich ift (AB2 — AC2 = F,) auch DO von einerley Grö-

Ffie feyn, (DO = —— diefen Dreyecken

fleht folglich o>s Perpendikel, welches aus der Spitze 
auf die Grundlinie gefallt wird, vom Mittelpunkte der 
Grundlinie O gleich weit ab, und da für alle diefe 
Dreyecke der Punkt C derfelbe ift, fo müßen ihre Spit
zen insgefammt in dafelbe Perpendikel auf BC fallen,

. . . . . Fwelches um die beftimmh Linie OD = —— von der 
2 BC

Mitte der Grundlinie abfteht. Diejes Perpendikel ifl mit
hin der gcometrifche Ort des Dra-cbfchnittspunktes zweyer 
grader Linien, welche von den gegebnen Punkt en B und C 
aus gezogen , fielt fo durchfcbneiden, daß der Unterfchied

•LE. 51. ihrer Quadrate einem gegebnen Flachcnvaum F gleich iß * 
Oder es ift der geometrifche Ort für die Spitzen eines 
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Dreyecks von welchem die Grundlinie BC und der Un
terfchied der Quadrate aus den beyden Schenkeln, d. i. 
F, gegeben ift. Verwandelt man diefen Flä.henraum 
F in ein Rechteck, welches über 2 BC als Grundlinie 
fteht *, fo giebt die Hohe diefes Rechte'cks den Ab- 
ftand DO; und jeder Punkt A in dem Perpendikel, wel
ches auf BC in der Entfernung DO von der Mitte der 
Grundlinie errichtet wird, giebt als Durchfchnittspunkt 
zwey grade LinienBA, CA, oder als dritter Eckpunkt 
ein Dreyeck ABC, deflen Schenkel die verlangte Befchaf- 
fenheit haben. Dieles Perpendikel fällt innerhalb oder 
aufserhalb des Dreyecks, oder auf dem Schenkel CB, je 
nachdem der gegebne Flächenraum F kleiner, oder grö
fser alsAB2, oder diefem Quadrate gleich ift.

Anmerkung;. Unfer Lehrfatz , der bey Euklid fehlt, ift 
das elfte Lemma, und die Ausfage der dritten Folgerung der erfte 
Satz im Zweyten Buche von Apollonius ebnen Oertern ; auch eben 
dafelbft der erfte Fall des vierten Satzes. d. U.

[Lehrsatz 17.]

i. Wenn man in einem Dreyeck ABC von einem 3$ 
.der Winkelpunkte t z. B. von A, eine grade Linie AO 
nach dem Punkte 0 in der Mitte der gegenüber- 
flehenden Seite BC zieht, Jo iß allemal AB2 -h AC* 
= 2 AO2 + 2 OC2.

Fälle von A auf die gegenüberftehende Seite das 
Perpendikel AD- Wie diefes auch liegen möge, fo 
theilt allemal die Linie AO das gegebne Dreyeck in 
zwey Dreyecke AOB, AOC, welche, je nachdem die«

U 2
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fe halbircnde Linie auf BC fenkrecht oder fchief auf- 
fteht, entweder beyde bey 0 rechtwinklig, oder das eine 
bey O ftumpfwinklig , das andre fpitzwinklig ift. 
Im erften Fall (der ein gleichfchenkliges Dreyeck, def- 

*1.12.7. fen Spitze A ift, vorausfetzt *,) fallen die Punkte O 
und D zufämmen, und es ift Ak2 -f~ AC2 = 2 AC2 = 

* l2' 2 AO2 -f- 2 OC2 * , wie derLehrfatz ausfagt. Ift im
zweyten Fall AOB der ftumpfe, AOC der fpitze Winkel» 
fo fteht in dem bey O Spitzwinkligen Dreyeck, dem Win
kel O die Seite AC gegenüber, und aus A ift auf OC 
das Perpendikel AD gefällt, folglich,

(D AC2 = A°2 + 0C2 — 2 OC x OD ♦;
(eine Ausfage, die für den Fall, dafs C ein rechter 
Winkel ift, folglich AD mit AC zufammenfällt, und 
OD in OC übergeht, fich in diefe, AC2= AO2— OC2 
verwandelt.) In dem bey O ft umpfwinkligen Dreyeck 
AOB, wo der Schenkel AB dem Winkel beyOgegen- 

* B- (2) dberfteht, ift AB2 — AO2 -f OB2 4- 2 OB x OD *, oder, 
weil nach der Vorausfetzung OB gleich OC ift,

AB2 = AO2 4- OC2 4- 2 OC X OD
(eine Ausfage, die falls bey C ein rechter Winkel, und 
OD gleich OC ift, in diefe übergeht, AB2 = AO2 4- 
3 OC2). Es ift daher auch in diefem zweyten Fall 

AB2 4 AC2= 2 AC2 4- 2 OC2
es fey bey C ein fchiefer oder ein rechter Winkel. Die 
Ausfage des Lehrfatzes gilt alfo für jeden möglichen 
Fall.

Ein andrer viel kürzerer Beweis diefes Satzes läfst 
fich unmittelbar aus Lehrfatz 11. Folgerung 2. ableiten. 
Denn da vermöge der Conftruction, die Grundlinie 
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BC des Dreyecks, in O gleich, und in D ungleich ge
theilt ift, io ift BD2 4- DC2 = 2 CO2 4- 2 OD2, folglich, 
wenn man beyderfeits 2 AD hinzufügt, dem Pytha- 
goreifchenLehrfatz gemäfs, AB2 4~ AC2 = 2 AO2 4~ 
2 OC2. — Umgekehrt kann man aus dem letztem 
Satze den erftern ableiten , wenn man für ihn noch 
einen andern Beweis, als den oben * mitgetheiltcn "u,f.3f 
wünfcht.

Folgerung j. Für alle Dreyecke, wie ABC, wel
che über derfelben Grundlinie BCftehn, ift die Hälfte die
fer Grundlinie, OC, alfo auch 2. OC2 von gleicher 
Gröfse *. Diejenigen unter diefen Dreyecken, für wel- * E. 5, « 
ehe überdem noch die Quadrate der beyden Schenkel AB, 
AC einerley Gröfse haben, alfo AB2 4' AC2 = F, d. h. ir
gend einem gegebnen Flächenraum gleich find, müf- 
fen folglich allefammtjfo befejiaffen feyn , dafs ihre 
Spitze A von dem Mittelpunkte der Grundlinie 0 gleich weit 
abjlebn. Denn da unferm Lehrfatz gemäfs für fie alle 
AB2 4" “ 2 AO2 4- 2 OC2 ift , fo ift in jedem
diefer Dreyecke 2 AO2 = F — 2OC2, mithin 
AO =/(|F—OC2), alfo AO für alle von gleicher 
Gröfse. Folglich ift eine um den Mittelpunkt der 
Grundlinie BC, mit einem Halbnieficr, deffen Zahl
ausdruck f ( 5 F — OC2) ift, befchriehne Kreislinie, der 
geametrifche Ort für die Spitzen aller Dreyecke, welche über 
derfelben Grundlinie BCftehn, und für welche die Summe der 
Quadrate aus den beyden Schenkeln gleiche Gröfse hat. 
Oder fie ift der geometrifche Ort für die Aufgabe, welche 
verlangt, von zwey gegebnen Punkten Caus, zwey grade 
Linien s« zieh», die feb in einem Punkte A fo durchfcbnù*
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den, dafs ihre Quadrate zufammengenommen einem gegeb- 
f. j. *nen Pl'dcbenraum gleich find *. Den Halbmeffer diefer 

Kreislinie findet man aus den gegebnen Gröfsen F und 
BC geometrifch , wenn man nach Anleitung der 
Aufgaben zu Ende diefes Buchs , die Figur F in 
ein gleichgeltendes Rechteck , und die Hälfte 
deflelben in ein Quadrat verwandelt, und dann die 
Seite des Quadrats fucht, welches dem Unterfchiede 
des elftem Quadrats von ( — gleich ift.

__  2
^•39’ Folgerung 2. Nimmt man umgekehrt auf dem 

Durchme/fer eines gegebnen Kneifes, oder auf de J]en Verlän
gerung , zu entgegengefetzten Seiten des Mittelpunkts , in 
gleicher Entfernung von demfelben , zwey Punkte B, C; fo 
iß die Summe der Quadrate je zweyer Linien BM, CM, 
die man von diefen Punkten nach einem Punkte M in der 
Kreislinie zieht, für jeden folcben Punkt von gleicher Gro
ße, Eine artige Eigenfchaft der Kreislinie, welche 
wenn man MO zieht, unmittelbar aus unferm Lehr- 
fatz folgt.

Sie ftellt uns jedoch nur den einfachftenFall einer 
viel allgemeinem und weiter greifenden Eigenfchaft der 
Kreislinie dar, die grade fo aus der Verallgemeinerung

* 2®. unfers Lehrfatzes *, wie die hier entwickelte aus die- 
fem Lehrfatze felbft fliefst, und von der man gleich 
nach den Anwendungen des gegenwärtigen Lehriatzes 

*j8-u.i9 auf das Parallelogramm und Trapez ♦, nach demBeweife 
jenes verallgemeinerten Satzes, einiges finden wird.

FAG Zufatz I. Werden alle Seiten eines Dreyecks ABC 
durch grade Linien aus den gegenüberßebenden Winkelpunk- 
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ten, AD , BE, CF halbirt, fo ift die Summe der Quadra» 
te über diefe Linien, gleich 3 von der Summe der Quadrate 
aus den Seiten des Dreyecks. Denn da das doppelte Qua
drat aus der Hälfte einer Linie, z.B. 2BD2, der Hälfte 
des Quadrats aus der ganzen Linie? j BC2, gleich ift, 
fo ift unferm Lehrfatz gemäfs

AB2+ AC2 — |BC2 = sAD2 
AB2 4- BC2 — |AC2=2BE2 
AC2 4- BC2 — 1 AB2 = 2 CF2 

folglich I (AB2 -J- AC2 4- BC2 ) = (AD2 4- BE2 + CF2)

Zufatz II, Ift ABC ein fchiefwinkliges Drey-Eig' 
eck, fo ift das Quadrat der Seite AB, kleiner oder grö- 
fser als die Summe der Quadrate der beyden andern 
Seiten AC, BC*. Dann mufs es folglich auf der Seite • 13, 
AB, oder auf deren Verlängerung, einen Punkt O ge
ben, der auf ihr zwey Stücke AO, BO abfchneidet, 
deren Quadrate zufammengenommen den Quadraten 
der beyden andern Seiten AC, BC gleich find. Die- 
fen PunktOfindet man allemal, wenn man AB über B 
hinaus , und die Seite AC über C hinaus verlängert, 
auf diefer Verlängerung CF = CA nimmt, FB zieht, 
auf der erftern Verlängerung BG = FB anfträgt, und 
dann AG halbirt. Der halbirende Punkt ift der gefuchte 
Punkt 0.

Denn weil dann AG in O gleich und inB ungleich 
getheilt ift ., fo ift erftens AB2 4“ -BG2 = 2 AG2 4. 
2 BO2 *; und weil zweitens auch im Dreyeck 
ABF, die'Seite AF halbirt ift, ift AB2 4-Bl2 = 2 BC2 
4- 2 AC2. Nun aber ift der Conftruction gemäfs EF 
gleich BG, folglich AO2 4- BO2 — BC24“ AC2,m^’
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hin O der gefuchte Punkt, der auf der Seite AB oder 
deren Verlängerung, zwey Stücke abfchneidet, deren 
Quadrate den Quadraten der beyden Seiten AC, CB 
zufammengenommen gleich find.

Da in denDreyecken BCA, BCF, die Schenkel, 
welche die Winkel bey C einfchliefsen, untereinander 
gleich find, fo ift, falls AB einem fpitzen Winkel ge- 
genüberfteht, AB < FB, alfo < BG, und mithin fallt 
alsdann der Punkt O allemal in die Verlängerung der 
Seite AB. Steht hingegen AB einem ßttmpfen Win
kel gegenüber, fo ift AB>FB, alfo > BG und der 
Punkt 0 liegt dann ftets in der Seite AB , wie diefes' 
auch Lehrfatz 13 gemäfs feyn mufs.

’2' 42. Zufatz III. Wenn man von irgend einem Punkte 
F nach, den vier Eckpunkten eines Rechtecks ABCD grade 
Linien zieht fo ifi die Summe der Quadrate je zweyer die
fer Linien , die nach, den gegenüberflehenden Winkelpunkten 
gezogen find , einander gleich, oder FA2 FC2 = FF2 
+ ^2-

Denn zieht rnan die beydenDiagonalen AC, BD,fo 
halbiren fich diefe wechfelfeitig, 1b dafs AO=OC — OB

*1^.Z. „ Qp jß. ** Zieht man FO, fo ift im Dreyeck AFC 
vermöge unfers Lehrfatzes FA2 -|~ FC2 = 2 FO2 4- 2 AO2, 
und im Dreyeck BFD eben fo FB2-j-FD2 = aFO2-{-

* Gr. 1.2 DO2, folglich FA2 4“ FC2= Fb2FD2*.

Anmerkung. Bey Le Cendre finder fich zwar der Lehr
fatz , aber fein Beweis ift mangelhaft. Folgerung 2 und Zufatz 3 

kommen in Simpfons Elementen vor; Zufatz 1 und 2 entlehne 
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ich aus Gregor -von St. Vincenz 1.42 und 49. und Folgerung 1 macht 
in Apollonius ebnen Oertern II, $. den elften Theil des elften 
Falls aus.

d. U.

LEHRSATZ 1g.

In jedem P arallelo gramm AB CD iß die Fig. 4$. 

Summe der Quadrate aus allen Seiten, den Quadra
ten der beyden Diagonalen AC, BD zufainmengenom- 
tuen gleich.

Da jedes Parallelogramm durch eine der Diagonä- 
len, z. B. durch AC, in zwey Dreyecke ABC, ADC 
getheilt wird, welche über der Diagonale als Grund
linie ftehn, und überdem die beyden Diagonalen fich 
in ihrem Durchfchnittspunkte O’wechfelfeitig halbiren, 
fo dafs AO = OC und BO = OD wird , fo ift, erftens 
im Dreyeck ABC

AB2 4- BC2 = 2 AO2 4- 2 BO2
und zweytens im Dreyeck ADC

AD2 4-.- DC2 = 2 AO2 + 2 OD2 
folglich, wenn man Gleiches zu Gleichem hinzufügt, 
und ftatt des vierfachen Quadrats der halben Diagona
len (4 AO2, 4 BO2) die Quadrate derGanzen fetzt *, *4,Z.^.

AB2 4- AD2 4- DC2 4- BC2 = AC2 + BD2

Folgerung. Da imjParallelogramm die gegen- 
überftehenden Seiten , folglich auch die Quadrate der- 
felben, gleich find, fo läfst fich diefer Satz auch fo 
ausdrücken : In jedem Parallelogramm find die Quadrate 
der beyden Diagonalen, das Doppelte von den Quadraten aus
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zwey an einander liegenden Seiten, oder AC2 '}- BD2 = 
2 AB2 4- 2 AD2 ; ein Satz, der für das Parallelogramm 
etwas Aehnliches, als Lehrfatz 17 für das Dreyeck aus- 
ügt. ]

[LEHRSATZ

In jedem Trapez ABCD übertrifft die Sum
me der Quadrate aller Seiten, die beyden Quadrate der 
Diagonalen A C, BD zufammen genommen ; und zwar 
um ein Quadrat, welches man erhellt, wenn man über 
zwey aneinander liegende Seiten des Trapezes ein Pa
rallelogramm ABCE errichtet, den Abßand der bey
den Eckpunkte D des Trapezes und E des Parallelo
gramms , die beyden nicht gemein ßnd, nimmt, und 
ilbir dieJen Abftand DE als Seite, ein Quadrat be- 
fchreibt. Oder es iß AB- 4- ADZ 4- DC2 4- BCZ 

Ac2 4- BD2 4- DE2.

Ein Parallelogramm, weches'man über zwey an 
einander liegende Seiten eines Trapezes, z. B. über AB, 
BC belchreibt, hat mit dem Trapez die drey Eckpunkte 
A, B, C und die Diagonale AC gemein, hingegen ift 
der vierte Eckpunkt, D, E, und daher auch die zwey- 
te Diagonale BD, BE in beyden verfchieden, weil 
fonft das erftere Viereck, gegen die Vorausfetzung, ein 
Parallelogramm feyn würde.

Ziehe vom Winkelpunkte C eine Parallellinie mit 
der gegenüberftehenden Seite DA des Trapezes, und von 
B aus eine Parallellinie mit DE, fo durchfchneiden fich 
diefe Parallellinien in einem Punkte F fo, dafs fich die 
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Dreyecke CFB, ADE decken. Denn die Linien AE, 
EC *, und die Winkel an den Punkten C, A fo wie an * 
B, E find einander gleich *. Folglich ift auch iCF = * L 34 
AD und BF = DE. Zieht man alfo noch die-Linien 
FA, FE, fo entftehn zwey Parallelogramme A0CF und 
BDEF *, von deren Seiten und Diagonalen folglich * 3$
der fo eben bewiefene Satz* gilt, Es ift alfo im Parai- * 
lelogramm ADCF

2. AD2 4-2. CD2 = AC2 4 DF2.
Eben fo ift im Parallelogramm BDEF

2 . BD2 4 2. DE2 = BE2 4 DF2.
Zieht man folglich Gleiches von Gleichem ab, fo' er
hält man

2. AD2 4 2.CD2—2BD2 —2.DE2 = AC2—BE2. 
Und wenn man beyderfeits wieder hinzufügt 2.BD24" 
2. DE2,

2. AD242. CD2 = 2.BD24-2.DE2 4 AC2-BE2 
Nun ift endlich auch im Parallelogramm ABCE

2. AB2 4 2 . BC- = AC2 4- BE2.
Verbindet man wieder diele Gleichung mit der vorigen, 
fo wird

2. AB2 4 2. AD2 4 2.BC24- 2.CD2=2.AC24- 
2.BD24 2DE2; mithin auch, wenn 

man von beyden gleichen Gröfsen die Hälfte nimmt,
Aß2 -f- AD2 4- BC2 4- CDZ = AC* 4- BD2 + DE2*

Folgerung 1. Alfo ift kein Viereck möglich 
worin die beyden Quadrate der Diagonalen gröfser als 
die Quadrate aus allen Seiten zufammengenommen 
wären. Weicht ein Trapez vom Parallelogramm mehr
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ab, wird folglich DE gröfser, fo wird auch die Summe 
aus den Quadraten der Diagonale, gegen die Summe 
aus den Quadraten aller Seiten immer kleiner.

Folgerung 2. Halbirt man beyde Diagonalen 
des Trapeies in den Punkten P, Q, fo wird durch den 
Punkt P zugleich die Diagonale AC des Parallelo
gramms ABCE, welche diefem mit dem Trapez gemein 

37 ift) mithin auch die andre Diagonale BE halbirt*. Zieht 
man daher PQ, fo theilt diele Linie fowohl BD als BE 
in zwey gleiche Theile, daher auch PQ die Hälfte von 

• 7. DE, und mit diefer Linie parallel ift *. Ift aber DE 
= 2.PQ, fo wird DE2 = 4.PQ2. Setzt man diefe 
Gröfse ftatt der erftern , fo ift alfo auch in jedem 
Viereck

AB2 + AD2 + BC2 4- CD2 = AC2 4- BD2 4- 4. PQ2.

Anmerkung, Dielen Lehrfatz entlehne ich von Euler, der 
4hn zuerft gefunden, und auf die hier mitgetheilte Art bewiefen 
hat , in feinen Variis Demonfirationibus Geometrids, in den 
Novix Comm. Acad, Imp. Petrop. T. 1. p. 409. feq.

d. V.

[LEHRSATZ 20 f.J

Fiœ 4; Wenn inan aus einem der Winkelpunkte eines 
Dreyecks ABC, z. B. aus A , nach irgend einem

Wer mit den bisherigen Sätzen noch nicht ganz im Deut
lichen ift, und fich noch nicht (tark genug fühlt, um fich 
in das Feinere der Geometrie zu vertiefen, übcrfchlage 
fürs erfte diefen Lehrfatz fammt allen feinen Folgerungen, 
und Zufätzen, und wende fich fogleich zu Lehrfatz 21, wo
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Punkte G in der gegenüberßehenden Seite BC, oder 
in deren Verlängerung, eine grade Linie AG zieht, 

fo iß allemal
AB2 — AG2 , AC2 — AG2

«) BC = --------------  ± ----------------7 BG CG
oder, was auf eins hinauskommt,

RC BC
0) AE2± AC2X — = BCxBG± AG2X —

CG CG
BG FC

— BG2 ± CG2 x — ± AG2 x__
CG CG

oder t ) AB2 x CG ± AC2 X BG
= BG2 x CG ± CG2 x BG ± A( - x BC 

oder, wenn GE irgend eine beliebige Linie iß.

AB2 x— + AC2 X — = DG2X~±CG2X ™ 
GE GE GEGE

± AG2 X = 2? X (BG x CG ± AG2)
GE GE

oder endlich
5) AB2X ~ ± AC2 x ™ = BG X CG + AG2 

BC BC
wo, je nachdem der Punkt G in der Seite BC felbßt 
oder in deren Verlängerung liegt, die obern oder die 
untern Zeichen gelten, und zugleich angenommen 
wird{, dafs im zweyten Fall Bg > Cg iß.

er ohne Anftos fortfahren kann. Der gegenwärtige Lehr
fatz , und die hinzugefügten Sätze, enthalten vom zwey

ten Buche der ebnen Oerter des Apollonius , fo viel als es 
nur immer der Zweck diefesWerks erlaubte, auf eine, wie 
mir fcheint, leichtere Art als’von andern vorgetragen, und 
wird hinreichen einen deutlichen Begriff von jenem interef-
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Jig. 48. AG auf der Grundlinie BC felbf, oder 2} auf
deren Verlängerung fenkrecht fo bildet diefe Linie mit 
den Schenkeln des Dreyecks zwey rechtwinklige Drey
ecke , worin BG2 = AB2 — AG2 und SG2 = AC2 —

AG2 , mithin auch BG = und CG2
BG

_ ^cz-^AG2
-- -------------- - ift. Nun ift im erften Fall die Grund

CG
Knien BC = BG ft- CG, im zweyten Fall BC = BG — 
CG, vorausgefetzt dafs BG > CG ift. Daraus folgt 
für diefen Fall die Ausfage a, und mithin die Wahr
heit der andern Ausfagen, die , wie wir gleich fehn 
werden, unmittelbar aus ihr abgeleitet lind.

Jig, 45, Steht dagegen AG fcbief auf, und zwar 1) auf der 
Grundlinie BC felbfl , fo dafs AGB ein fpitzer , AGG 
aber ein ftumpfer Winkel ift, fo theilt diefe Linie das 
gegebne Dreyeck in zwey kleinere Dreyecke , ein 
fpitzwinkliges AGB, und ein ftumpfwinkliges AGC, 
denen die Spitze A und das Perpendikel AD auf die ge- 
genüberftehende Seite gemein ift, und in denen bey
den das Perpendikel, von diefer Seite oder deren Ver
längerung, ein gleiches Stück GD abfchneidet. Die 
Grofse diefes Abfchnitts wird in jedem Dreyeck durch 

*13,6 T die Gröfse der drey Seiten beftimmt*, und zwar ift 
al
fanten Theile der Geometrie zu geben, und eine Menge 

netter und allgemeiner Sätze, befonders über den Kreis, dem 
Lefer, der die kleine Mühe des Durchftudirens nicht fcheut, 
bekannt zu machen.

Gilbert.
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in dem bey G fpitzwinkligen Dreyeck AGB , GD
BG2-4- AG2 — AB2 . , . ra f= -- - ------ ------------- , hingegen in dem beyG ftumpt-

2 BG
• 1 r n 1 a<^ AC2 —CG2 —AG2;winkligen Dreyeck AGC, GD =________________ -

2 CG
Ausdrücke , die wir ihrem geometrifchen und ihrem 
arithmetifchen Sinne nach, am angeführten Orte er
klärt haben. Folglich lind, da für beydeDreyecke der 
Abfchnitt GD derfelbe ift, diefe Ausdrücke gleich; 
mithin auch ihr Zweyfaches, und da überdem 
BG* , CG2 _ , AG2 — AB* . = BG und   — CG ift, BG 4---------------- 
BG--------------------CG BG 

AC2 — AG2
CG

AB2 — AG2

— CG. Fügt man beyderfeits CG und

hinzu , fo bleiben auch diefe Gröfsen.
BG

gleich, und folglich ift
AR2

BG + CG d. h. BC = — BG2 v AC2 — AG2
BG CG

welches in der Ausfage«, der erfte Fall ift. Und da 
hier AB, AC undBG, CG völlig auf einerley Art vor
kommen, fo hat es auf den Ausdruck von BC weiter 
keinen Einflufs, welcher von den beyden Schenkeln 
AP», oder ob AC dem ftumpfen Winkel bey G gegen- 
überfteht. Diefer Ausdruck gilt daher unbedingt für 
jeden Punkt G in der Grundlinie (lelbft dann, wenn G mit 
B.oder C zufammenfällt).

Steht 2) Ag auf der Verlängerung der Grundlinie 
fchief auf und zwar zuerß auf der Verlängerung derjelbeu
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über C hinaus y fo dafs Bg > Cg iß , fo unterfcheidet 
fich diefer Fall von dem vorigen darin, dafs nun die 
Schenkel AB, AC entweder beyde dem fpitzen, oder 
beyde dem ftumpfen Winkel bey4g gegenüberftehn. Ift 
das erfiere der Fall, und die Dreyecke AgB, AgC find 
beyde bey g fpitzwinklig, fo ift

Bg2_j-Ag2 — AB2 , , . t
cD= —— -------------- und zugleich

2 Bg
Cg2+Aga —AC2 . „ Ag2 — AB?«D = —------ ----------- , mithin Bg 4- —X—— ■ ■

2 Cg bg
An-J_ AC 2

_ Cg .x. _É---------- .. Ift hingegen das zweyte der 
Cg

jjg. 47. Fall, und ftehn beyde Schenkel AB, AC dem ftum
pfen Winkel bey g gegenüber, fo ift in diefen ftumpf- 

AB2—Bg2 — Aga ,winkligen Dreyecken gD = ------ —b^~-----2. und zu-

AC2-*-Cg2—Ag2 AB2— Ag2
gleich gD = ■. 1 ■— ' 1 , folglich—.... ......... .
* 2 Cg Bg

AC2 — Ag2
— Bg = --------------- — Cg. In beyden Fällen ift der

Cg
Vorausfetzung gemäfs Bg — Cg = BC. Zieht man da
her im erftern Fall beyderfeits Cgab, und fügt zugleich

beyderfeits hinzu, und verfährt dagegen 
Bg

im zweyten Fall grade umgekehrt, fo erhält man in 
beyden Fällen gleickmäfsig

a) Bg — Cg d. h. BC = AB2 — Ao2 Aq2 — AC2
Bg + Cg

oder, da es einerley ift , ob man den Unterfchied
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Ag2 AQ2 hinzufügt, oder umgekehrt den Unter
fchied AC2 —Ag2 abzieht,
b) Bg — Cg d. h. BC = — Ag2 2

Eg Cg
welches oben in der Auslage oc der zweyte Fall ift, bey 
welchem es alfo wiederum nicht weiter auf dieBefchaf- 
fenbeit des Winkels bey g ankömmt, wenn nur g ein 
Punkt in der Verlängerung der Grundlinie über C hin
aus ift.

Liegt dagegen g in der entgegengefetzten Verlan-4$, 
gerung, und fteht, Ag nicht wie wir hierbey voraus- „ 
fetzten, auf der Verlängerung der Grundlinie über den 
Punkt C, fondern auf der entgegengefetzt Hegenden Ver
längerung über den Punkt B hinaus auf ; fo ift Bg < Cg, und 
folglich Cg — Bg — BC, daher wir unter diefen Umftän- 
den nicht den Werth Bg—• Cg, fondern den umgekehr
ten, Cg — Bg, hätten herleiten müllen, für welchen fich

EC = , alfo BC ebenfalls als
Cg Eg

der Unterfchied der beyden Theile in b) findet nur dafs 
in jenem Fall der elftere, in diefem der letztere diefer 
Theile gröfser ift. Will man daher die Formin b) 
auch auf diefen Fall übertragen, . fo giebt fie in ihm 
für BC einen fubtractiven Zahlwerth, oder etwas Nega
tives *, welches alfo allemal ein Zeichen,..ift, dafs’BaI» 
die Linie Ag eine entgegengefetzte Lage hat, als die, 
für welche die ’Formel unmittelbar gebildet ift , und 
welche wir im Lehrfatz ausdrücklich bemerkt haben • 
d. h. dafs fie fo auffteht, dafs nicht, wie die Formel 
vorausfetzt, Bg>Cg, fondern umgekehrt Bg < Cg

X
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ift. Unter diefer Bedingung gilt auch die Formel 5 allge
mein für jeden beliebigen Punkt g in der .Veilänge- 
rung der Grundlinie. (Durch die Vorliellung des Ne
gativen läfst lieh diele Formel ielbft mit unter die Aus
lage für den elften Fall ziehn, wenn der Punkt Gin 
der Grundlinie liegt, indem beyde Fälle fich ledig
lich durch das Entgegengefetzte in der Lage des Ab- 
fchnittsCG unterfcheiden, und daher die erftere, wenn 
man in ihr CG negativ fetzt, in die zweyte übergeht» 
Doch haben wir es nicht nöthig uns hier bis zu diefer 
gänzlichen*Verallgemeinerung zu erheben.)

Die Ausfage unter «. läfst fich noch auf eine andre 
Art fehr leidet beweifen, die ich hier wenigftens andeu
ten will. Man fälle im gegebnen Dreyeck ABC 
auf die Grundlinie das Perpendikel AD, und cs fey D 

* fowohl als G ein Punkt,in der Grundlinie felbft, fo 
ift die Grundlinie BC = BD -f GD -{- CD — GD’ 
Nun ift das Rechteck aus der Summe und dem Unter- 
fchiede zweyer Linien, dem Unterfchiede ihrer Qua.

. * ii. drate gleich *, folglich BD GD = und
BD — GD

CD2 — GD2
CD — GD = ,—gF , und da überdem im Drey-

t eck ABG, BD2 — GD2 = AB2 — AG2 *, und im Drey- 
’ eck AGC, CD2 — GD2 = AC2 — AG2 ift, fo mufs

. AB2 —AG2 AC2 —AG2in dielemfall Bc. =----------------- J-_____ ____o,., „
BG CG yn’

welches der erfte Fall in der Ausfage a ift. Eben fo 
leicht laßen fich die übrigen Fälle, je nachdem G und 
D verfchieden liegen, auf diefe Art herleiten.
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Ans diefen Sätzen dafs für Punkte G in der Grund-

to, BP _AEa—AG* , AÇ2 - AG* , hingegenBG CG

für Punkte g in ihrer Verlängerung y BC —
Bgy\ o * C .

“b —° ill, (wobey Eg > Cg angenommen
Cg

wird,) laßen fich die übrigen Ausfagen des Lebrfatzes 
folgendermafsen herleiten. Man füge zu den gleichen 1 
r-1 "r • cl ,i t i r ’ AG2 AlG~ Grotsen im erften Fall beyderfeits —------ , unü

BG CG
Ag2 Ag2

im zweyten Fall —5- -----— hinzu, d. i. Linien, de-
Bg Cg

ren Zahlausdruck auf gleiche Benennungen, nach den 
Regeln der Bruchrechnung, gebracht, im erften Fall 
AG2X(CG4-BG) , . AG2xBC .---------- ------------, das 11t--------, im zweyten Fall

BG x CG BG X CG J
Ag2x(Cg —BG) , .A AG2 x BC .A Z1 .——---------——- das ift —------------ ift (da untrer

BgxCg BgxCg
Vorausfetzung gemäfs Eg > Cg ift); fo verwandeln 
fich durch diefe Hinzufetzung jene Ausfagen für beyde 
_• r 1 j AG2 * BC AB2 AC2Fälle in folgende: BC ±------------- — . — ±____  ,

BG x CG BG CG
wo die oberen Zeichen für den erfternFall gelten, wenn G 
in der Grundlinie BC felbft liegt, die unteren Zeichen 
für den zweyten Fall, wenn g in der Verlängerung der 
Grundlinie liegt, (wobey zugleich Bg>Cg angenom
men wird). Und das ift ein für allemal, auch bey allen 
folgenden Ausdrücken zu merken.

X 2



3 24 BUCH HI.

Ferner find auch die Producte dreier 'Zahlausdrücke 
in den Zahlwerth der Linie EG gleich , oder

AE2 ± AC2 x ~ = EC X BG ± AG2 x
CG BG

und hier lä&t fich wieder ftatt BC X BG fetzen
PC*

(BG ± CG) X BG ©der, BG2- ± CG2 X —-> welches die 
CG

Formen des Satzes unter ß find.

Nimmt man aufs neue die Produkte diefer Aus
drücke in den Zahlausdruck von CG, fo erhält man 
die erfte Form unter 7,

AB2 X CG ± AC2 x BG
= BG2 x CG ± CG2 x BG ± AG2 x BC 

und diefe Gleichheit bleibt, wenn man alle Glieder, 
zum Behuf der geometrifchen Auslegung derselben, 
durch den Zahlausdruck irgend einer willkürlichen 
Linie GE dividirt, wie in der zweytenForm unter 7. — 
Da endlich die beyden Theile BG2 X CG ± CG2 x BG 
fich in das Produkt BG X CG x (BG ± CG), ' das ift BG 
X CG X BC zufammen ziehn lallen, fo ift auch, wie 
die dritte Formel unter 7 ausfagt

CG BG BCAE2 X — ± AC2 X — = — x (BG x CG ± AG2) 
GE GE GL

und diefe Gleichheit bleibt wiederum, wenn man alle 
BCGlieder durch den Zahlausdruck — dividirt, da denn. 
GE

wie à ausfagt , ift
CCt BG

AB2 x — ± AC2 X — = BG X CG ± AG2 
BC BC
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Auslegung. Die geometrifchen Sätze , welche 
diefen verfchiednen Formen, wenn man die Zeichen 
in ihrem geometrifchen Sinne nimmt *, entsprechen, *4-Z,3. 
lauten folgendermafsen»

a) Wenn man von der Spitze A eines Dreyecke ABC 
nach der gegenüberftehenden Grundlinie BC, oder nach de
ren Verlängerung eine grade Linie AG zieht, find den Un. 
terjchad der Quadrate über AB und AG in ein Rechteck, 
welches über der Grundlinie BG fleht *, und eben Jo den Auf 4. 
Unterfchied der Quadrate über AC und'AG in ein Rechteck 
über CG verwandelt ; fo ift die Grundlinie BC des gegeb
nen Dreyecks, gleich den Höhen diefer beyden Rechtecke zu
flammen genommen oder von einander abgezogen, je nach
dem G in der Grundlinie felbft, oder in deren Verlän
gerung über C, oder überB hinaus liegt, und je nach- 
dem z\G grö’fser oder kleiner als AB oder als AC ift. 
welches denn jedesmal durch die Formel a diefen Um- 
ftänden gemafs beftimmt wird. Diele Formel Ich liefst . 
daher in der That fo viel verfchiedne Sätze, als Unter- 
falle des Flauptfatzes, in fich, als hierin Modificatio- 
nen möglich find; und fie alle müfste der Geometer 
einzeln aufführen , der (wie wohl vor Zeiten gefchah) 
die Vortheile unfrei Bezeichnung verfchmähte.

Bey der Auslegung der andern Formen, mufs man
1' (31

bejnerken , dafs ein Ausdruck wie diefer, AC2 X
CG

(den wir der Kürze wegen mit a bezeichnen wollen) 
in feinem geometrifchen Sinne genommen *, einen * 7.2 
Flächenraum bedeutet, welcher vom Quadrate über AC
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BGein beftimniter Theil —- , d. h. der nemliche Theil, als 
CG

* BG von CG ift; oder was auf eins heraus kömmt, einen 
Raum deceit Verhältnifs zum Quadrate über AB beflimmt, 
nemlich BG : CG, ift’, oder einen Raum, zu dem Al^ßch 
wie CG ’.BG verhält (denn diefer Ausdruck läfst fich 
ftets als vierte Proportionalgröfse zu folgenden drey 

*V.2. a CG : BG = AB2: a betrachten *; ) oder endlich eine 
* (f 3-)^er Gattung nach gegebne und über AC befebriebne Figur*, 

deren Verhältnifs zum Quadrate über AC eben deshalb ge
geben} nemlich BG : CG , ift. Je nachdem man in 
unfern Formen ß, 7 , £ , eine diefer Bedeutungen 
für folche Ausdrücke fetzt, verwandelt fich eine jede 
in mannigfaltig ausgedrückte geometrifche Sätze, an 
deren Ausdruck man fich jedoch nicht ftolsen wird, 
wenn man das hier bemerkte feft hält. — 2) Mufs 
man fich dabey aus der Lehre von den Verhältniflen 
des Satzes erinnern, worauf unter andern in der Arith
metik die Gefellkhaftsrechnung beruht, dafs, nemlich, 
wenn eine Gröfse A aus mehreren Theilen a, ß, 7, 
befteht, und entweder diele Gröfse A felbft, oder ei
ner ihrer Theile <z bekannt, und überdem das Verhält- 
nifs diefer Theile untereinander ( m : n : p ) oder zum 
Ganzen gegeben wird, dadurch zugleich die Gröfse aller 
Tbeile einzeln beßimmt ift, weil wir nemlich dann auch 
das Verhältnifs des Ganzen zu jedem der Theile 
(mj-nj-p :m , und:n , und:p) kennen. Ift alfo 
z. B. die Linie BC und das Verhältnifs BG:CG gege
ben, fo ift auch die Gröfse der Linien BG, CG be
kannt, und mithin auch das Rechteck BG X CG, wel- 
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dies alfo in diefem Fall auch ein gegebner Raum 
iß. — Diefes vorausgefetzt, laßen fich alfo z. B. die 
andern Formen folgendermafscn überfetzen:

ß) Fall i : „ Zieht man nach einem Punkt G in der 
Grundlinie BC eine grade Linie AG, fo ift die Summe des 
Quadrats über AB, und eines Raums zu zvelchem das Qua- 
drat über AC ein gegebnes Verhältnifs (CG : BG) bat, gleich 
der Summe des Rechtecks BC x BG and eines Raums zu 
welchem das Quadrat über AG ein gegebnes Verhältnifs 
[CGtBC) hat. — Oder: „Zieht man von zwey gegeb
nen Punkten B, C aus zwey grade Linien , welche fich 
fo in einem Punkte A durchfchneiden , dafs das Qua
drat über AB und ein Raum, deflen Verhältnifs zum 
Quadrat über AC gegeben iß, zufammengenommen 
einem gegebnen Flächenraum gleich find, fo iß auch 
die Summe eines gegebnen Raums (BC X BG) und ei
nes Raums , deffen Verhältnifs zu AG2 gegeben iß

13 C*( AG2 X — ) bekannt.
BG

7) Fall I : „Unter denfelben Umßänden iß die
Summe einer Figur gegebner Gattung über AB

(AB2
CG
GE

) und einer Figur gegebner Gattung über AC

BG(AC2 XL-), gleich der Summe’ eines gegebnen 
GE

CG BGRaums (BG2X — 4- CG2 X —) und einer über AG
GE GE

BC 
befchriebnen Figur gegebner Gattung (AG2 X —-) u. f. f.;

GE
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Auslegungen die Folgerung i noch verdeutlichen 
v?i rd.

Anmerkung. MeinBeweis dieferweitreichenden,für geo- 
metiifche Unterfuchungen aufserordentlich brauchbaren Sätze, 
von welchen Lehrfatz 17 , und eine Menge anderer bekannter 
Theoreme blos einzelne Fälle ausfagen, tritt zwar aus dem ei
gentlich Conftructiven hinaus, und in die arithmetifchen Vor- 
ftellungen der rechnenden Geometrie über; allein bey geomerri- 
fchen Sätzen von diefer Art, welche eine fo grofse Menge ver- 
fchieden modificirter Fälle in fich fatTen , möchte das eher ein 
Vorzug als ein Mangel feyn. Ueberdcm wäre es nicht fchwie- 
rig gewefen den zweyten Beweis der Formel *, und die Herlei
tung der übrigen Formeln aus diefer, ganz in ein geometrifches 
Gewand zu kleiden , welches aber durch die Befchreibung der 
geometrifchen Conffructionen , welche der Divifion und Multipli
cation, fo wie der geometrifchen Begriffe, die den Producren 
u. f. f. entfprechen, zu weitfehweifig geworden wäre. Solche 
ganz geometrifche Beweife für den erften Fall der Formen ß und 
7 (wenn G in der Grundlinie liegt,) giebt Robert Simfon in 
feiner Wieder herfielluv  g von Apollonius ebnen Oertern Euch II 
Lemma 10, und Anhang Lemma 3, und diefe Beweife, welche 
doch nur Einen Fall betreffen, find beynahe eben fo weitläufig, 
als mein Beweis für alle Formen in ihrer Allgemeinheit, Einen 
andern Beweis für die Form ß giebt, wie Simfon anführt» 
Matthias Steward ; in feinem Buche de quibusdam Theorematibus 
generalibus etc. Edinb. 1746, und zeigt den Gebrauch derfelben 
beym Beweife mehrerer Theoreme. DieHauptfätze im zweyten 
Buche von Apollonius ebnen Oertern (und fie gehören zu den 
netteften und allgemeinften, aber auch zu den fchwierigften in 
der Geometrie,) gründen fich am Ende auf unferm Haupt- 
fatz, und können durch eine ähnliche Behandlung erleichtert 
werden.

Die Formen unter « und $ finde ich bey Simfon nicht. 
Die beyden andern eignet fich Simfon (S. 351) als feine Er
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findung zu, beweift fie aber mittelft eines Lehnfatzes über drey 
theilige Linien, deffen nach Pappus Bericht, fchon Apollonius 
fich in feinem Werke bedient hat, und aus dem fie nicht fchwer 
abzuleiten waren, wie denn diefer Lebn(atz rückwärts unmit
telbar aus unferm Ha'iptfatze fich ohne die geringfte Schwierig
keit ableiten läfst Werden nernlich in einer graden Linie vier Fig- 49« 
Punkte B, C, D, G willkubrlicb angenommen, und man errich-‘ 
tet über D ein Perpendikel, und zieht aus irgend einem Punk
te A des Perpendikels, nach den übrigen Punkten B, C, G grade Li
nien, fo entfteht ein Dreyeck ABC, worin aus der Spitze nach einem 
Punkte G in der Grundlinie, oder in deren Verlängerung, eine grade 
Linie gezogen ift. Für diefe Dreyecke ift nach unfrerForm ec un-

, / AB2 — AG2
ter den oben angegebnen Vorausfetzungen BC — ——----------

BG
AC* - AG2+ -------------- ; und da zugleich das Perpendikel AÇ) die

' CG
Grundlinie fo zerfchneidet, dafsAB2 — AG2 — BD2 — DG2 und
AC« — AG2 = CD2 — DG2 ift *, * 16. t.

. BC ~ W “ DG2 + CD’~DG2
* .BG CG

Diefe Formel ftimmt in ihrer ganzen Zufammenfetzung mit der 
vorigen überein , und ift an denfelben Vorausfetzungen gebun
den, daher fich aus ihr, grade auf diefelbe Art, wie es in un- 
ferm Lehrfatz gefchehn ift, drey andre Formen für jede dreytbeilige 
Linie BC herleiten laffen, in welchen die obern oder die untern 
Zeichen zu nehmen find, je nachdem G in oder aufserhalb BC 
liegt, auch im letztem Fall, Bg > Cg gefetzt ift, die Vor 
fchiedenheit in der Lage von D aber nichts ändert;,BC PC

6) BD2 ± CD2 x — = BC x BG ± DG2 x —-
• 1 J CG CG

(In dieferForm kömmt der Satz bey Pappus Buch 7. Satz 12$, und 
als 7tes Lemma zum zweyten Buche von Apollonius ebnen Oer
tern, doch nur, wenn G ein Punkt in der Grundlinie ift, vor.
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Befchreibt msn über BC einen Halbkreis, und errichtet'auf C und 
G Perpendikel, fo läfst fich der Satz leicht unmittelbar mittelft 

* I2.f. 2. unfrer Folgerungen zum Pythagoreifchen Lehrfatze * beweifen.)
Ift die Grundlinie BC, der Punkt D und das Verhältnifs des

Flächenraums CD2. X —— zum Quadrat über CD , mithin 
CG

CG : BG gegeben, fo ift es auch der Punkt G, und mithin auch
BC

*(AI. 2.) bc x bg ± DG2 X GG segeoen • (Apollonius II Lemma 8,

bey Pappus Buch 7. Satz 126.)

7) BD2 GE GE

= BG2 X — ± CG2 X — ± DG2 x —
GE GE GE

(Diefe Form beweift Siwfon als Lehnfatz 1 im Anhänge. ) Sind 
hier wiederum BC , der Punkt D, und die Verhältnilfe GEjCG 
und GE : BG gegeben, fo find auch der Punkt G und die glei
chen Flächenräume beftimmt. (Anhang Lemma 2). Wenn über
haupt auf einer graden Linie mehrere Punkte B, G, H, C etc. 
gegeben find , fo ift allemal auch ein Punkt D gegeben, der auf 
diefer Linie fo liegt, dafs der Inhalt von Figuren gegebner Gat
tung, die über DB, DC, DG etc. befchriebcn find/ einen ge
gebnen Inhalt haben, (Anh. Lemma 4.)

Folgerung 1. Figuren y welche der Gattung nach 
gegeben fndy und Figuren y welche unter einander ähnlich 
finds bedeutet nach dem geometriichen Sprachgebrauch 
daflelbe. Mit dielen Figuren werden wir uns im näch- 
ften Buche befchäftigen, und ich verfpare es bis dort
hin 5 diefen Begriff genauer auseinander zu fetzen. 
Hier kommt es nur auf die Eigenfchaft ähnlicher Fi
guren an, dafs ihr Inhalt lieh zum Inhalte des Qua« 
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drats über eine ihrer homologen Seiten , in allen auf 
einerley Art verhält, und dafs folglich , fo wie eine 
Figur, welche über eine Linie AC beßhrieben ift, der 
Gattung nach gegeben wird, das Verhältnifs diefer Fi
gur zum Quadrate über Aß völlig beftiniint, unveränderlich 
und bekannt iß ; ein Lehnfatz aus dem folgenden Buche» 
den wir dort ftreng beweifen werden. Mittelft diefes 
Satzes laßen fich unmittelbar aus der Auslegung un- 
fers Hauptfatzes in feinen verfchiedenen Formen, fol
gende intereffante Sätze über das Dreyeck und den 
Kreis folgern :

A) Für alle Dreyecks , welche über derf Iben Grund- Fl 
Unie BC ßchn, und in welchen entweder die Summe oder 
der Unt er febi ed des Quadrats über den einen Schenket 
Aß, sind einer über den andern Schenkel AC bejchriebnen 
Figur (d) von gegebner Gattung t einem gegebnen Flächen-

raum F gleich iß (AB2 + AC- x —— Ff iß der geo- 
q

tuet rife he Ort der Spitze A cine K r ei slinie 
von gegebner Lage und Große.

Denn ift die Gattung der über AC befchriebnen 
Figur a gegeben, fo ift auch, unferm Lehnfatz zu Fol
ge, ihr Verhältnifs zum Quadrat über AC gegeben, 
und zwar ift diefes Verhältnifs, welches m :q feyn mag, 
für alle folche Figuren einerley und unveränderlich. 
Nimmt man daher im Fall der Summe auf der gegebnen 
Grundlinie BC felbft, hingegen im Fall des Unterfchieds 
auf der Verlängerung der Grundlinie einen Punkt G fo,

dafs ßch verhält BG ;CG = m :qj fo ift erßens,
CG q

g. 5Q
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folglich, unfern Vorausfetzungen gemäfs, F = AB2 
? BG

i AC2 x ~ , das ift, der Form ß'gemäfs ,= BC X CG 
CG
BC

± AG2 X —, und mithin 
CG

_ BC f — F — EC x CG im Fall der Summe Afr* _ <
' CG\~ BCx Cg —Firn Fall des Unterfch.

Ziwytenj find dann, weil BC gegeben ift, auch die 
bteyden Linien’BG, CG, fo wie der Punkt G, dasRecht- 

*(A1.2«) ec^ BQ x QQ un(j jer £XpOnent BC gegeben * ; und 
CG

daher ift dann in beyden Fallen eine Figur gegebner Gat
tung, welche über AG befchrieben wird t (nemlichtf = 

BCAG2 X —auch der Gröfse nach gegeben, indem fie 
CG

dem Unterfchiede gegebner Flächenräume ( F und 
BC X CG) gleich ift. Zu diefer Figur fteht das Qua
drat über AG, weil lie der Gattung nach gegeben ift, 
in einem gegebnen Verhältniffe (CG : BC oder q : m ± q) 
daher auch das Quadrat über AG, und mithin AGfelbfi, 
der Gröfse nach gegeben und unveränderlich ift. Da 
nun zugleich der eine Endpunkt G. diefer Linie gege
ben und unveränderlich ift; fo mufs der geometrifche 
Ort des zweyten Endpunkts A eme Kreislinie feyn, welche 
um G als Mittelpunkt, mit AG als Halbmeffer befchrie* 

♦II,E. i. gen wird *. Und zwar findet man diefen Halbmeffer 
durch Conftruction, wennman, nach den Methoden 
in den Aufgaben zu diefem Buche , den Unterfchied 
des gegebnen Raums F und des Rechtecks BC X CG 
in ein Quadrat verwandelt , und darauf ein Quadrat
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bildet, zu welchem fich das gefundene wie BC: CG 
verhält*. Die Seite diefes. Quadrats ift der Halbmel- ‘12 f.a * 
fer AG.

Apollonius ebne Oerter II. j. Fall 1 Ausjage 2, auch 77. j. A , 
doch fehlt an beyden Stellen der Fall, wenn der Unterfchied ge
geben ift.— Aus der Beftimmung des Punktes G und der Li
nie AG, fieht man, dafs für den Fall der Summe der Mittel
punkt G in der Grundlinie, für den Fall des Unterfchieds alk- 
m al auf ihrer Verlängerung liegt, und dafs im erften Fall der 
gegebne Raum F nothwendig gröfser, im zweyten kleiner als das 
Rechteck BG x CG feyn mufs. Sonft würde AG negativ , und 
der erde Fall gienge in den zweyten, und umgekehrt über.

B ) Auch für alle Dreyecke , welche über derfelben 
Grundlinie FC fiehn, und in welchen % entweder die S a m m ey 
oder der (Jute rfchied einer Figur gegebner Gattung (df 
it'eiche über den einen Schenkel AS, und einer andern Hgur 
gegebner Gattung (b}, welche über den andern Schenkel AC 
fieht, einem gegebnen Fldcbenraum F. gleich ifi Ça ±b = f ) ; 
muß der geometri fche Ort der Spitze A eine 
Kreislinie von gegebner Lage und Giojse Jeyn.

Denn da a und b der Gattung nach gegeben find, 
fo ift das. Verhältnifs der erftern Figur zum Quadrat 
über AB, welches in : q feyn mag, und das Verhält
nifs der letztem zum Quadrat über AC, welches n: q 
feyn mag, mithin auch das Verhältnifs m:n gegeben, 
und diefes ift das Verhältnifs, worin die beyden der 
Gattung nach gegebnen Figuren , wenn man fie über 
diefelbe willkührliche Linie befchreibt, zu einander 
ftehn. Nimmt man im Fall der Summe in der Grundlinie 
im Fall des Unterfchieds auf ihrer Verlängerung einen Funkt
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G, und zugleich eine grade Linie GE, fo dafs fich ver
hält , BG ; CG : GE = in : n : q, fo find, da BC ge
geben ift, diele Linien, folglich auch das Rechteck 
BG X CG = R gegeben. Da nun nach 7,

a = AB2 X — und b = AC2 X —- ift, a ± b das ift 
GE GE

BCF = —. X (R ± 2XG2) feyn mufs; fo ift, falls a und b 
GE

Figuren gegebner Gattung, folglich’—gegeben 
q q

find, und der Raum F = a ± b gegeben wird, auch eine 
Figur gegebner Gattung über AG gegeben, und zwar ift

AG2 X —:— =F-----—-----  X R im Fall der Summe
q q

m — n „ m — n
AG2 X------- = R X -- ---------- F un Fall des Unterfchf 

q q
In beyden Fällen ift allo, auch unter diefer Voraus- 
fetzung, nicht nur der Punkt G, fondera auch das 
Quadratüber AG, und alfo auch AG felbft, als Seite 
diefes Quadrats, gegeben und unveränderlich, daher 
eine um den Mittelpunkt G, mit AG als Halbmefler 
befchriebene Kreislinie der geometrifebe Ort der Spitze A 
feyn mufs.

Apollonius II. p. Fall z. Ausfage 3. Wo doch wiederum der 
Fall, wenn der Untcrfchied der Figuren gegeben ift, fehlt. __ 
Aus der Beftimmung von AG fällt übrigens in die Augen, dafs 

m-f-n
hier für den Fall der Summe F > ——- ä BG X CG und für 

q
m — n

denTPA des UnterfclAcds'S —— X Bg X Cg, folglich ein
q

Raum , dar fich zum Raum F im eilten Fall wie die Summe, im 
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zweyten wie der Unterfchied der beyden Figuren gegebner Gat
tung, wenn fie über derfelben Linie ftehn, zum Quadrat diefer 
Linie, verhält, im erften Fall nothwendigj gröfser, im zweyten 
nothwendig kleiner als das Rechteck aus den beyden Abfchnitten 
auf der Grundlinie feyn mufs; und das ift die Befiimniung die
fer Ausfage.

Für den zwey ten Fall (wenn der Unterfchied der Figuren ge
gebner Gattung a und b gegeben wird) ift die Auslage* unter R 
noch befonders dahin einzufchranken, dafs a und b nicht ähnli
che Figuren feyn dürfen» Denn dann würden fich a und b zu 
den Quadraten über AB und AG auf gleiche Art verhalten, folg
lich m und n, mithin auch Bg und Cg gleich feyn müßen ; wel
ches unmöglich ift, da in diefem Fall der Punkt g in der Verlän
gerung der Grundlinie liegt, und für jeden folchen Punkt die 
L'nien Bg und Cg um EC verfchieden find. In der That ift dann

m m
auch a — b = F = AB2 X------ AC2 X — , folglich AB2 — AC2 

q---------------- <1
= F X S, mithin der Unterfchied der Quadrate aus den bey- 

tn
den Schenkeln gegeben und unveränderlich, daher in diefeia 
Fall der Ort des Punktes A keine Kreislinie, fondera, nach Lehr
fatz 16 Folgerung 3 eine grade Linie feyn mufs, und zwar .ein 
Perpendikel auf der Grundlinie BC, deßen Abftand vom Mittel
punkt der Grundlinie gegeben ift *• *16. f.

c ) Audi für alle Dreyecke , welche über derfelben 
Grundlinie BC ßehn y und in welchen das Quadrat, oder 
'eine andere der Gattung nach gegebne Figur a über dem ei
nen Schenkel AB, gleich ift, der Summe oder dem Unter- 
febiede eines gegebenen Raumes S und des Quadrats, oder 
einer andern der Gattung nach gegebner Figur b, über dem 
zwey ten Schenkel AC ; mttfs der geometri/che Ort der Spitze 
A eine Kreislinie von gegebener Lage und Gröfse feyn.
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Denn , ift erßens a = b ± S, fo ift im Fall der Sum
me a — b = S , im Fall des Unterfchieds b — a = S, in 
beyden Fällen alfo der Unterfchied zweyer derGattung 
nach gegebenen Figuren, , die über AB und AC be
fchrieben find , einem gegebnen Raume S gleich. 
Folglich tritt hier der zweyte Fall der Ausfuge B ein. 
Verhalten fich daher die beyden Figuren gegebner Gat
tung a und b, zu den Quadraten über AB und AC, 
wie m : q und n : q , und man nimmt auf der Verlän
gerung der Grundlinie BC einen Punkt g, fo dafs fich 
verhält m:n = Bg : Cg, fo ift eine Kreislinie, welche 
um g als Mittelpunkt, und mit der Seite des Qua

drats Ag2 — Eg X Cg X —---- - — S als Halbmeffer be- 
q

• (B) fchrieben wird, der Ort der Spitze A *; es fey denn, dafs m 
und n im Verhältnifs derGleichheit ftehn, alfo a und b ähn
liche Figuren find, indem alsdann der Ort der Spitze A

3. eine grade Linie wird *. — Ift zweytens a = S — b, 
mithin a b = S , oder die Summe der beyden Figu
ren a und b einem gegebnen RaumeS gleich, fo mufs, 
nachBFh/Z 1 , der Ort der Spitze A ebenfalls eine Kreis
linie feyn, deren Mittelpunkt nun aber in der Grund- 
line BC felbft liegt, und zwar der Punkt G in der 
Grundlinie ift, für welchen fich verhält, BG : CG = 
m : n, und deren Halbmeffer AG nun als Seite eines

Quadrats AG2 = S — —— x BG X CG, gefunden 
q

■wird.
Bey diefer Ausfage C) wird vorausgefetzt, dafs 

a und b Figuren gegebner Gattung find, und zwar dafs 
a glei-
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a gleich AB2 x — , und zugleich diefe Figur AB2 X — 
«i q

= b±S, oder umgekehrt = S — b fey; eineVoraus
fetzung, die mit der auf eins hinausläuft, dafs fich 
verhalte b ± S (oderS — b): AB2 = m:q*, dafs folg-W.J.ÿ, 
lieh das Verhältnifs der Summe oder des Unterfchieds 
der Figur b und eines gegebenen Raums S, zum Qua
drat über AB, gegeben und unveränderlich fey, Der Satz.
C) läfst fich daher auch folgendermafsen ausdrücken: 
Für Dreyecke über > derfelben Grundlinie BC, für die das 
Verhaltniß der Summe oder des Unterfchieds einer der 
Gattung nach gegebnen Figur, welche über dem einen Schen
kel AC fleht, und eines gegebnen Raums S, zum Quadrat 
über dem andern Schenkel AB gegeben ift $ ift der geometri- 
fche Ort der Spitze A eine Kreislinie von gegebner Lage und 
Gr'öfse, den Fall ausgenommen, wenn beyde Figuren 
ähnlich find, für welchen dieferOrt eine derLage nach 
gegebne grade Linie wird.

Auf diefe Art wird der Satz in Apollonius ebnen Oertern IT, 4 
vorgetragen , wiewohl er dort weder in feiner Allgemeinheit 
(nur für den Fall, wenn b ein Quadratift) dargechan, noch auf 
den vorigen Ort B zurückgeführt wird. (Vielmehr ftelit ihn Apol
lonius vor den Ort B, und fcheint daher umgekehrt diefen aus 
unferm Satze C abgeleitet zu hahen, find anders nicht, wieSim- 
fon vermuthet, diefe Sätze von fpätern Abfehreibern ßdfehlich ver- x 
fetzt worden. Simfon beweift ihn dagegen, Satz 2 und 3 des An
hangs , allgemein, mit Hülfe unters Lehrfatzcs 20.

D) Ift dus Quadrat über dem einen Schenkel AB, einer Figur 
gegebner Gattung, welche über den andern Schenkel AC bejcbhie- 

ken wird, felbft gleich, AEz X —, mithin das Varhält*
Y 2 •
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nifs der beyden Quadrate der Schenkel AE2 ♦ AC2 = in j q, und 
folglich auch das Verhältnifs der beyden Schenkel filbf zu ein
ander gegeben und unveränderlich ; fo ift diefe Vorausfetzung 
zwar algebraifch unter der Bedingung unferer Ausfage C enthal
ten , als der Fall derfelben, da der gegebne Raum S = o ift> 

h. gar kein folcher Raum gefetzt wird, indem die Arithme
tik lehrt, dafs man o mit unter die Reihe aller möglichen Wei- 
the einer Gröfse nicht nur aufnehmen darf, fondern auch aufneh- 
rnen mufs. Allein hier ift die Gültigkeit, unferer Ausfage für 
diefen Fall noch befonders darzuthun, und ausdrücklich zu be~ 
weifen, dafs auch unter diefen Umftänden der Ort des Durch- 
chnittspunktes A eine Kreislinie von gegebner Lage und Gröfse 
fey, wie diefes in Zulatz VI und VII gefchehn foil.

Folgerung 2. Alle diefe Satze find nicht blofs 
auf die Schenkel von Dreyecken, welche über einer 
gegebnen Grundlinie BC ftehn eingefchrankt, oder, 
was daffelbe fagt, gelten nicht blofs von graden Li
nien, welche von zwey gegebnen Punkten B, C aus 
gezogen, fich fo durchfchneiden, wie die Bedingun
gen der Satze/1) , B), C) ausfagen; fondern fie gelten 
auch für grade Linien, welche von 3, von 4, von 5 gegeb
nen Punkten , u, f. f., kurz von jeder beliebigen Zahl ge
gebner Punkte aus gezogen, fich insgefammt in einem Punk
te A fo durchfchneidendafs die Figuren gegebner 
Gattung, welche man über fie befchreibt, fie mögen Qua
drate feyn oder nicht,

a) entweder {alle zufammengenommen einem 
gegebnen Raume F gleich ;

0) oder fo befcbaffen find, dafs der V nterfebied 
zwifchen der Stimme einiger diefer Figuren und der Summe 
andrer einem gegebnen Raume F gleich iß ;
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C) oder endlich fo, dafs die Summe einiger, gleich 
iß der Summe der andern, vermehrt oder vermindert um 
einen gegebnen Raum S :

Immer iß unter diejen Bedingungen der 'geometri» 
fcke Ort des gemeinfibaftlicben Durihfchnittspunktes A 
aller folcher Linien, eine Kreislinie von gegebner Lage 
und Größe, ausgenommen in] dem Fall, wenn in 6, 
alle diefe Figuren einander ähnlich find, oder wenn 
in C, der Raum S dem Unterfchiede ähnlicher Figuren 
gleich ift, in welchen Fällen der Ort des Durchfchnitts- 
Punktes eine grade Linie von gegebner Lage wird.

d) Wenn zwey Punkte B und C gegeben find, von 
denen grade Linien fo gezogen werden, dafs fie fich 
zwey und zwey in Punkten A durchfchneiden, und es 
werden beliebige Figuren gegebner Gattungen *’(* Q

a = — X MNJ über dje elften BA, und b = - x MN?
q q

über die zweytenAC befchriebn, (wo MN irgend eine 
willkührlicheLinie bedeutet,') und man nimmt auf der 
Linie BC, oder auf deren Verlängerung, einen Punkt 
G, und überdem eine Linie GE, fo, dafs fich verhält 
BC: BG : CG: GE = m + n : m :n :q, und zieht AG ; Jo 
iß allemal, wo (auch“ die Spitze A des Dreyecks BAC 
liegen möge } der Natur des Dreyecks gemäfs,

' TlC RO

AB2 X — ± AC2 x — = — X (BG X CG ± AG2) », » ,9< 
(jh, bù 'Jt ’

mithin ftets a ± b — ——. X ( R ± AG2 ) 3 wie ü»
q

Y a
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Folg. i. B., die beyden Figuren gegebner Gattung a und 
b mögen zur Summe oder iura Uterfchied einen beftän- 
digen, oder einen veränderlichen Flächenraum F ha
ben, worauf es hierbey weiter nicht ankömmt. Nur 
hat im erftern Fall AG2 einen beftändigen und immer 
einerley, im letztem hingegen einen veränderlichen 
und ungleichen Werth, weshalb zwar im erftern, 
nicht aber im letztem Fall , der Ort der Durch- 
fchnittspunkte A eine mit dem Haibmefler GA, um

*f. i.B, denMittelpunkt G, befchriebne Kreislinie ift *.

Fig- 52. Wird alfo noch ein dritter Punkt D gegeben, und der 
pGattung nach noch eine dritte Figur c = — x MNf und 
-7

durchlchneiden lieh nun drey von den Punkten B, C, D 
aus gezogne grade Linien in Einem Punkte A fo, dafs 
die Summe oder der Unterfchied der drey Figuren gegebner 
Gattungen a, b, c, über diefe Linie» befchrieben, einem 
gegebnen , unverän derlichen Flächenraum F' gleich find, 
(a ± b ± c = F', ) fo muls, wenn man ftatt a ± b, fetzt 

r>1 ~22 x (K±AG2), welches für jede Bedingung er- 
q

laubt ift, allemal auch x (R ± AG2) + c — F', 
q

folglich

AG2 X m n ± c — F' — R X —— im Fall von af-b 
q q

AG2 X n ± c = R X -T-1? — F' im Fall von a — b 
q q

feyn. Mithin müßen dann in beyden Fällen die Li-
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nien BA, CA, DA fich drey und drey fo in Punkten 
A durchfchneiden, dafs wenn man von dem Punkte 
G aus, (der auf die angezeigte Art, durch die Gattung 
der Figuren a und b beftimmt, und alfo gegeben ift,) 
GA zieht, entweder die Summe, oder der Unterfchied 
zweyer Figuren gegebner Gattungen über GA und DA 
befchrieben, einem gegebnen Flächenraume gleich ift, 
nemlich dem Unterfchiede der gegebnen Räume F'und

R X---------  Es tritt dann alfo allemal für die Linien 
q

GA, DA der Fall A, der vorigen Folgerung ein, und ver
möge des dort Pewiefenen mufs der geowetrfche Ort 
der Durcbfcbnittspunkte A jener drey Linien, wiederum ei
ne Kreislinie von gegebner Lage und Gröfse feyn. 
Und zwar, wenn man erß, im Fall der Summe a b 
auf BC felbft, im Fall des Unterfchieds a — b hinge
gen auf ihrer Verlängerung einen PunktGfo beftimmt, 
dafs fich verhält BG : CG = m : n, und dann auf ähnliche 
Art, je nachdem c additiv oder fubtractiv ift, aufGD 
oder auf deren Verlängerung einen ?unkt G'fo nimmt, 
dafs fich verhält GG' :DG = m ± n :p, (da denn 
die Punkte G, G', die Abfchnitte BG, CG und 
GG', DG', und die Rechtecke aus den erftern R, 
und aus den letztem R' gegeben find); fo iß G' 
jer Mittelpunkt diefer Kreislinie , und auf diefe Be- 
ftimmung des Mittelpunkts hat lediglich die Gattung, 
nicht aber dieGröfse der Figuren a, b, cEinflufs. Der 
Halbmeffer der Kreislinie beftimmt fich hingegen da
raus , dafs dann, im Fall die Summe aller drey Figuren
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gegebner Gattung dem Raume F' gleich ift, nach Folg. 
I» B. feyn mufs

CA3 x ^±1±P = F-Kx !1±2—R'x 
q q q

(und auf eine ähnliche Art, im Fall der Unterfchied ei
niger der Figuren gegebner Gattung von den andern, 
dem Raume F'gleich ift, nur dafs(dann einige derfub- 
tractiven Theile diefer Formel additiv, und umgekehrt 
einige der additiven fubtractiv werden, wie man fich 
das leicht aus Folgerung i.B. entwickeln wird.) Folg
lich ift dann fowohl die Gattung, als die Gröfse einer 
über G’A befchriebnen Figur, mithin G'A felbft, zu
gleich mit F' gegeben und unveränderlich, und die
fer Halbmefler des Ortes läfst fich nach den Aufgaben 
zu Ende diefes Buchs ohne Schwierigkeit durch geome- 
trilche Conftruction. fo wiedeflen Zahlwerth durchRech- 
nung finden. Ift aberF' kein unveränderlicher Raum, 
fo ift auch die Figur gegebner Gattung über G'A, und 
diefe Linie Felbft 4 von veränderlicher Gröfse, und dann 
alfo der Ort der Punkte A keine um G' befchriebne 
Kreislinie.

Iß dann aber noch ein vierter Punkt E gegeben, und 
r

der Gattung nach eine vierte Figur d = — x MA2, und 
Î

durchfchneiden fich die aus den vier Punkten B, C,D, E 
gezogne grade Linien, je vier in Einem Punkte A, fo, 
dafs die Summe der vier Figuren gegebner Gattungen 
1, b, c, d, über diefe Linien befchrieben, einem ge
gebnen unveränderlichen Flächenraum F" gleich ßndt 
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(a 4" b 4“ c 4“ = F"); fo mufs , (wenn man aus der 
Gattung von drey diefer Figuren, z. B, aus a, b, c, 
und aus der Lage der Punkte B, C, D, wie im vori* 
gen Fall , den Punkt G' beftimmt , und nach den 
Durchfchnittspunkten A die grade Linie G'A zieht, ) 
wiederum die vorige Gleichung beftehn. Fügt man 
folglich, beyderfeits die vierte Figur gegebner Gat
tung d hinzu, und fetzt ftatt F' 4~ den Raum F", f° 
erhält man für jeden Durchfchnittspunkt A die Glei

chung G'A2x æ 4- d 
q

= f--rx1±2-r-x 1t "+p- 
q q

Die Dnrchfchnittspunkte A je vier folcher Linien, 
find folglich wiederum fo befchaffen, dafs wenn man 
von den beyden gegebnen Punkten G'und E aus, nach 
ihnen die graden Linien G'A und EA zieht, Figuren 
gegebner Gattungen über diefe Linien befchrieben, zu- 
fammengenommen einem gegebnen und unveränder
lichen Flächenraume gleich find. Der Ort diefer Durch* 
fchnittspimkte iß alfo wiederum eine Kreislinie von ge
gebner Lage »und Gröfse,* deren Mittelpunkt und*^x*®* 
Halbmefler man wieder grade fo, wie im vorigen Fall, 
nach Folg. i. B. findet. Man theile nemlich, nachdem 
man den Punkt G' beftimmt hat, die Linie G'E im 
punkte G" nach dem Verhältnifle von m 4* n 4”P : r ein, 
(d, h. nach dem Verhältnifle der beyden Figuren ge
gebner Gattung^ über G'A und EA, wenn fie auf der' 
felben Grundlinie ftehn) ; fo erhält man den Mittelpunkt ’
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und der Halbmeffer G"A wird wider durch eine ähnli
che Formel wie vorhin bcftimmt,

G"A=x + = F" -R x
q q

— R' x Tjt-2—tï — R" X m + n + p-H. 
q q

Wird noch ein fünfter, und dann noch emfechftcj^ 
ein fiebenter Punkt u, f. f. unter ähnlichen Bedingun. 
gen gegeben , fo geht , wie man leicht fieht , die 
Schlufsfolge grade fo, wie hier für drey und vier Punk
te fort, daher unfere Behauptung auch für 5, für 6, 
für 7, kurz für jede Zahl von Punkten gilt.

Wenn man folglich aus einer beliebigen Anzahl gegeb
ner Punkte grade Linien fo zieht, dafs fie fich insgefammt 
in Einem Punkte, and zwar fo dürcbfcbneiden, dafs Figu
ren von gegebner Gattung, I welche man über diefe Linien 
befchreibt, zufammengenommen einem gegebnen FHichenräum 
gleich find ; fo ift allemal der geometrifcbe Ort ihres Durch- 
fcbnittspunktes eine der Lage und Gröfse nach gegebne Kreis
linie , fo dafs jeder Punkt einer beftimmten Kreislinie, 
und kein Punkt aufserhalb derfelben , mit den gegeb
nen Punkten grade Linien beftimmt , welche die er
wähnte Eigenfchaft haben. — Verhalten fich die der 
Gattung nach gegebnen, über BA, CA, DA, EA# 
u. f. f. zu befchreibenden Figuren, zu den Quadraten 
diefer Linien, wie m, n, p, r, u.f.f.zuq; und man 
theilt die grade Linie BC, im Punkte G nach demVer- 
hältnifie m : n ein, ferner GD, im Punkte G' nach dem 
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Verhältnifle m-f-nzp, und G'E im Punkte G" nach 
dem Verhältnifle m-j-n-f-ptr u. f. f.; fo findet man 
den Mittelpunkt diefes Kreifes : und der Hulbwiejfer deflel- 
ben wird durch den gegebnen Flächenraum , durch die 
gegebnen Gattungen der Figuren a, b, c etc., und 
durch die Rechtecke aus den Abfchnitten der Linien 
BC, G'D, G"E u. f. f., durch Formeln, deren Gefetz 
leicht zu überfehn ift , beftimmt.

b) Dafs der Satz in diefer Allgemeinheit auch für den 
Fall gilt, da der Unterfchied der Figuren gegeb
ner Gattungen, einem gegebnen unveränderlichen Flächen» 
raum gleich iß, fällt aus unferer Erörterung für 2 und 
3 Punkte In die Augen. Der einzige Unterfchied da- 
bey ift, dafs für jede fubtractive Figur, der durch ihre 
Gattung beftimmte Punkt G in einer Verlängerung zu 
nehmen , und die GrÖfse der Figur gegebner Gattung 
über GA aus F, R, R' etc. auf andre Art zufammenzuk 
fetzen ift.

C ) Iß endlich die Summe einiger der Figuren gegebner 
Gattung, der Summe der übrigen , fammt einem gegebnen 
Raume S gleich \ fo ift der Unterfchied der Figur gegeb
ner Gattungen dein Raume S gleich; alfo auch der 
Satz C, in diefer Allgemeinheit wahr *. \fi-C)

Der erftere von diefen Sätzen, welche zu den allgemeinften 
und eleganteren in der geemeuifcheirAnalyfis gehören, wird in 
Apollonius ebnen Oertern II. Fall 2 und j dargethan, Blofs der 
Beweis für 3 Punkte und den Fall der Summe, nimmt dort 16 
Seiten ein, indem er durch alle Verfchiedenheitën, (wenn alle 
3 Figuren gegebner Gattung Quadrate find, oder wenn ihrer 3, 
oder wenn 1, oder wenn keine ein Quadrate ift,) umftändlich 
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durchgeführt wird , und obgleich Simfon den Fall des Unter
schieds ganz übergeht, fo füllt doch der ganze Satz über 50 Sei
ten. Der deutfche Ueberfetzer, Camerer, hat dort arithmetifche 
und trigonometrifche Formeln zur Beftimmung des Halbmeffers 
hinzugefügt, die aber, wie fich fchon aus unfern Formeln fchlie- 
fsen läfst, aufserordentlich weitläufig werden. — Dafs im Fall 
der Summe der gegebne Raum F nothwendig gröfser feyn mufs 
als die Summe aller fubrractiven Räume, fallt aus der Beftimmung 
des Halbmeffers in die Augen*

Stellt man fich alle gegebene Punkte B , C, D etc. als gleich 
fchwer vor, fo findet man den Lehren der Statik gemäfs, ihren 
Schwerpunkt grade auf diefelbeArt, wie man hier den Mittel
punkt G der Kreislinie findet, welche der gcometrifche Ort des 
Durchfchnittspuuktcs A für den Fall ift, dafs alle Figuren über 
BA, CAu.f.f. Quadrate find. Daher hat umgekehrt jeder Kreis, 
welcher aus dem Schwerpunkte mehrerer in einer Ebne gegeb
ner , und gleich fchwerer Punkte befchricben wird, die Eigen
feh aft, dafs wenn man von allen diefen Punkten, nach irgend 
einem Punkte der Kreislinie, grade Linien zieht, die Quadrate 
über diefe Linien zufammengenommen immer dem nemlichenFlä. 
chenraume gleich find ; ein Satz den Simfon aus Hughens Horo
logium Ofcillatorium prop. 12 entlehnt, und unfermSatz a gemäfs 
noch erweitert.

Folgerung 3. Aus diefen Sätzen fliefsen in 
Verbindung mit unferm Lehrfatz umgekehrt folgende 
intereffante Eigenschaften der Kreislinie, wodurch die Ei- 
genfehaft, welche wir in Lehrfatz 17, Folgerung 2 
kennen gelernt haben , ausnehmend verallgemeinert 
wird.

Fig, 51. Nimmt man nemlich auf einem der Durcbmejfer einer 
Kreislinie^ oder auf deren Verlängerung, willkührlißb zwey 
Punkte Bund C, und zieht von beyden nach einem beliebigen
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Punkte M der Kreislinie grade Linien BM, CM; fo haben 
zwey Figuren gegebner Gattung, welche man über diefe Linien 
befchreibt, (nemlich folche Figuren, die über einerley Li
nie befchrieben, fich wie die Entfernungen CG und BG 
verhalten,) für jeden Punkt der Kreislinie, falls B undf zu 
entgegengefetztenSeiten des Mittelpunktes 
G liegen, immer einerley SuviMi: falls hingegen ButidC 
zu einerley Seife des Mittelpunkts G liegen, immer einer* 
ley Un t e rfc hi e d, Denn ift erfiens M ein Punkt au- 
Jserhalb des Durchmefiers BC, und man zieht MB, MÇ, 
MG, fo entlieht cinDreyeck MBC, von defien Spitze, 
im erften Fall nach der gegenüberftehenden Grundli
nie, im zweyten nach ihrer Verlängerung eine grade 
Linie AG gezogen ift, für weiches folglich nach der

CG BC
Form 7 unfers Lehrfatzes, MB2 x —— ± MC2 x — 

GE GE
pp
fr ± (BGxCG + MG2) ift. Nun find B, G, C 
GE

gegebne Punkte, alfo BG und CG unveränderliche Li
nien, wie auch derHalbmefier des Kreifes MG, und die 
beliebig gegebne Linie GE. Mithin find die Raume 
rechts vom Gleichheitszeichen, für jeden Punkt Min der 
Kreislinie, der aufserhalb BC liegt, von einerley Grü
fte, alfo auch die Räume links vom Gleichheitszeichen 
Folglich haben zwey der Gattung nach gegebne Figu
ren über MB und MC befchrieben, und zwar! zwey 
Figuren , die über diefelbe Linie befchrieben fich 
wie CG:BG verhalten, im erftenFall zufammengenom- 
men, im zweyten von einander abgezogen, immer ei
nerley Große. Dafs diefes zweytens auch 'für die bey«
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den PunkteN der Kreislinie, welche in der Linie BC 
liegen, und für welche keinDreyeck MBC vorhanden 

*S-329-lrt, gilt, folgt aus Prokins Lehnfatz in Anmerk, i *, 
indem nach der Form 7 diefes Lehnfatzes, auch für jene

beyden Punkte, NB2 X ± NC2 X ~ y 
GE GE GE

(BG X CG ± MG2) ift.

rig- 54» Nimmt man in oder aufserhalb der Kreislinie willkühr* 
lieh drey Punkte, B, C, D, und zieht von ihnen nach 
Einem Punkte M. der Kreislinie grade Linien, fo haben 
auf diefelbe Art drey Figuren beftimmter Gattungen über 
diefe Linien befchrieben, für jeden Punkt Meiner ley Summe, 
oder nach Uni fänden einerley Unterfchied. Und zwar, wenn 
man BC, und von D nach dem Mittelp. G,DG zieht, und 
diefe-beyden Linien fich in einem Punkte H durchfchnei
den, fo wird die Gattung der Figuren über BM, CM, 
jjM, durch das Verhältnifs der Abfchnitte CH : BH 
und HG : DG, wie in Folgerung 2. beftimmt. Und 
dajfelbe gilt für 4, für 5, kurz für jede beliebige Zabi 
Tvillkührlicb angenommener Punkte, wofür der Beweis nach 
Anleitung des Beweifes in Folgerung 2. fich ohne 
Schwierigkeit, grade 1b wie für 2 Tunkte führen läfst.

Anmerkung 2. Diefe intereflanten Folgerungen aus un
ferm allgemeinen Lehrfatz » habe ich unmittelbar auf dia Ausle
gung der verfchiednen Formen deffelben folgen laßen, weil fie 
fich lediglich auf diefe gründen. In den folgenden Zufätzen fü
ge ich nun noch die Entwickelung einiger befoudrer Sätze hinzu 

* 20. die in nnferm allgemeinen Lehrfatze* liegen, und aus deren grofser 
Brauchbarkeit in geometrifchen Unterfuchungen, die Wichtigkeit 
diefes Lehrfatzes noch einleuchtender werden wird.
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Zufatz I. 1) Wenn in einem Dreyeck ABC ausVi^^ 
der Spitze nach der Verlängerung der Grundlinie BC eine 
grade Linie Ag fo gezogen iß^ daf^ wenn(S einer* gegeb
nen Raum bedeutet, fich verhält AB2 — 5’ : AC2 = Bg : Cg ; 
fo iß allemal das Rechteck aus der Grundlinie und dem grö
ßern Abfchnitt BG, größter als der gegebne Raum S.

Denn es ill alsdann AB2 — S — AC2 X V.}.«* 
Cg

Bo- BC*
folglich S = AE2— AC2 X = BC x Bg — Ag2 X — » 

Cg Cg
und mithin S > BC X Bg.

f ' •'iV • ** r ' -
2) Wird hingegen AG nach einem Punkte in der Grund- 

Linie felbfl fo gezogen , dafs fich verhält S — AB2 : AC2 
- BG : CG, Jo muß dafs Rechteck BC X BG kleiner als 

der gegebne Raum S feyn. Denn alsdann ift S — AE2 + 
AC2 X - = BC X BG + AG2 x ™ * , alfo * 3®* & 

CG CG
S > BCx BG.

Beyde Sätze kommen in Apollonius ebnen Oertern II Lem
ma 4 und 5 vor, und ihr Beweis wird dort weit hergehohlt.

Zufatz II, Nach der Auslage § unfers Lehr. Fig. 45, 
fatzes, ift, wenn'man in einem Dreyeck ABC, die 
Linie AG willkührlich nach einem Punkte der Grund* 
Unie oder deren Verlängerung zieht, immer

AB2 X ™ ± AC2 x — = BG x CG ± AG®, 
BC BC z

wo die obern Zeichen für den erftern, die untern für 
den letztem Fall gelten.
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fig* 36. 1) Zieht man folglich AG nach, dein Punkte in der
Mitte der Grundlinie, da dannBG = CG — | BC wird, fo 
ift immer F AB2 4" F AC2 = BG24- AG2; unferLehr- 
fiatz 17, welcher alfo der einfachfte Fall diefes allge- 
nieinenSatzes ill. — Zieht man Ag nach einem Punkte 
in der verlängerten Grundlinie, fo dafs BC = Cgwird» 
fo erhält man ebenfalls die Auslage jenes Lehriatzes.

45- 2 ) Zieht man AG fo , dafs BG — 2 CG, und mithin
BC =>3CG iß, fo ift f AB2 -f* | AC2= 2 CG24-AG2 
u. f. f.

3) Iß überhauptBG— m„CG, folglich» im Fall G 
in der Grundlinie liegt BC = (;m 4“ l) CG, falls 
aber G in der verlängerten Grundlinie liegt BC = 
(m — l) CG ; fo ift

n n rr 1 AB2 4" m ’ AC2 ' _ „ , Aun erßenFall »----- K------------ ’ = m . CG2 4~ AG** m 4~ 1
’AB2 — m .’AC2

im zweyten-------------------  = m . CG2 — AG2;m — i
Ausfagen, welche fich beyde in folgende Formel zu- 
fammenziehn laffen,

AG2 = —------ AB2 ± —m . AC2 + m ♦ CG2I ± m I i m
wo die obern Zeichen für den erften, die untern Zei
chen für den zweyten Fall gelten.

Fig. 48 Zufatz III. I) Zieht man AG fenkrecht auf die 
Grundlinie oder deren Verlängerung , fo wird AG2 — 
ABX —BG2, und fetzt man diefen Werth in fo 
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geht die .’allgemeine Ausfage, je nachdem der Winkel 
B fpitz oder ftumpf (d. i. BC = BG 4- CG oder BG 
— CG) ift, in die beyden Ausfagen des dreyzehnten 
Lehrfatzes über; eine Ableitung, die ich dem Lefer 
überlafle. Auch diefer Satz ift alfo nur ein befondrer 
Fall unfers Allgemeinen.

2) Ifi das Dreyeck ABC gleichschenklig, und AG von^'^ 
der Spitze nach der Grundlinie oder deren Verlängerung ge
zogen, fo verwandeln fich in £ die Theile links vom

Gleichheitszeichen in diefe AB2 x ( -Î — ) = ± AE2» 
BC ’

indem, im'èFall G in der Verlängerung der Grundlinie 
liegt, der Voraussetzung bey unfern Formeln gemäfs, 
Bg — Cg — BC ift. Es ift alfo im gleichschenkligen 
Dreyeck ± AB2 = BGxCG + AG2 oder AB2 = AG® 
+ BG X CG; ein fruchtbarer Satz, bey dem ich ipich 
hier weiter nicht verweile, weil ich ihn, zum Behuf 
derer» die unfern allgemeinen Lehrfatz überfchlagen 
haben , bald als einen belondern Lehrfatz aufführen 
und noch auf andre Art beweifen werde *. *

2ufatz IV. 1) Zieht man in einem Dreyeck ABCTiÿ. $9, 
die grade Linie AG fo nach der Grundlinie BC oder nach 
deren Verlängerung, daß fich die beyden Abfchnitte BG> 
CG, wie die Schenkel, an welchen fie anliegen, verhalten, 
BG : CG = AB ; AC; fo ift das Rechteck aus den beyden 
Schenkeln, gleich, im erften Fall der Summe, im Zweyten 
dem Unterfcbiede des Rechtecks aus den beyden Abfchnitten 
BG , CG, und des Quadrats der theilenden Linie , oder 
ABxAC^BGxCG^ AG2,
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Denn aus der vorausgefetzten Proportion fliefst 
auch die Proportionalität folgender Gröfsen

*V.4*ß» BG ± CG : BG : CG = AB ± AC : AB : AC *, d. h. 
da im eriren Fall BG -p CG — BC, im zweyten aber, 
der Bedingung unfers Lehrfatzes gemäfs', BG— CG 
— BC ift, BC : BG: CG — AB .± AC : AB : AC. Folg-

■ BG AB , CG •" AC 
lieh ift — = —‘------ -  «na — =  -----------

BC AB ± AC BC AB+AC
Setzt man diefe Werthe in unfrer Form è, fo wird in 
diefem Fall der Theil links vom Gleichheitszeichen, 

CG BG
das ift AB2 X ± AC* X —- 

BG JbG

2) Es fey AB = m . AC , und folglich , da
BG : CG , dem Verhältnifle AB : AC gleich ift,
BG = m.CG, fo erhält unfere Auslage folgende Ge- 
fiait, m. AC2 = m .CG2± AG2 , fo dafs alfo unter der 
Bedingung diefes Zufatzes für jeden Punkt G in der

BG

_ AB2 x AC ± AC3XAB _ Ag x AC x ÀBiAC 
— Al! ± AC ’ AB + AC AB + AC
_. AB X AC ; und mithin ift in diefem Fall immer

AB x AC = BG X CG ± AG5.

Auch diefer bekannte und brauchbare Satz , der gewöhn
lich aus der Lehre von der Aehnlichkeit der Dreyecke bewiefen 
wird, und der auch bey Le Gendre und van Swinden vorkömmt, 

■ ift alfo ein befonderer Fall unfers allgemeinen Lehrfatzes. Dafs 
er auch für einen Punkt in der Verlängerung der Grundlinie, 
nur mit der Verfchiedenheit gelte,, dafs dann die Summe in 
den Unterfchied übergeht, fchèint man bey dem gewöhnlichen 
Beweife deflelben überfehn zu haben.
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Grundlinie, AG2 = m . (AC2 — CG2) — A , (AB* — BG2), 
m

und für jeden Punkt g in der verlängerten Grundlinie

Ag2 = m (Cg2 — AC») = - (Bg2 — Aß2) ill.
m

Zufatz V. I) Zieht man endlich von der Spitze 
eines Dreyecks ABC, die grade Linie Ag fo nach der Ver
längerung der Grundlinie, dajs die Abfchnitte Bg, Cg fich * 
wie die Quadrate der Schenkel, an welche fie anlie
gen verhalten, Bg : Cg = AB* : AC*; fo iß allemal das 
Rechteck aus den Abjchnitten, dem Quadrat der theilenden 
Linie gleich, Bg X.Cg= Agi, oder diefe Linie ift die mittlere 
Propdrtionallinie zwifchen den beyden Abjchnitten,

Denn aus der angenommnen Proportion folgt,

dafs, AB2 X Cg = AC2 X Bg, folg lieh AB2 x — AC2
JBC

X _£. = o fey. Da nun diefer Unterfchied, nach un- 
BC

frer Form gleich iftBg x Cg —Ag2, f0 muffen auch 
diefe Räume keinen Unterfchied haben, alfo gleich feyn 
oder es ift alsdann immer Bg X Cg = Ag2, und folg
lich Bg : Ag = A g : Cg *. • 4. u

Apollonius ebne Oerter II. Lemma 2, und Pappus VII. 119, 
wo diefer Hülfsfatzaus der Lehre von der Aehnlichkeit der Drey
ecke abgeleitet wird.

2) Für einen Punkt G in der Grundlinie, der diefe 
fo fchneidet, dafs die Abfchnitte fich wie die Quadrate

CG der anliegenden Schenkel verhalten , ift 2 AB2 x -—
BC

Z
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= BG X CG 4’ AG2*, eine Erweiterung diefes Hülfsfa* 
tz.es, die ich nicht erwähnt finde.

Zufatz VI. Wenn man von' zwey 'gegebnen Punk- 
ten B> C aus, grade Linien zieht, die fich in einem Punk* 
te A fo dtircbfcbneiden, dafs je zwey diefer Linien zwar un
gleich find aber ein gegebnes und unveränderliches Ver- 
hältnifs zu ei nande r hab en ft jo ift der g e o me- 
trij ehe Ort ihres D^r c hfc hnittspu n k t es, eine 
Kreislinie von gegebner Lage und Grofsc.

Denn ift das Verhältnifs diefer Linien AB , AC 
gegeben, fo ift auch das Verhältnifs ihrer Quadrate be
kannt. Nimmt man daher'auf der Verlängerung der 
Linie BC einen Punkt g fo, dafs Bg, Cg in diefem 
Verhältnifs der Quadrate über AB, AC ftehn , und 
zieht Ag, fo ift nach Zufatz V, Ag2 = BgxCg. Nun 
find die Punkte B, C, und g gegeben und unveränder
lich; alfo auch Ag2, und die Seite Ag. Mithin ift 
der Ort der Spitze A, eine mit Ag um g befchriebne 
Kreislinie.

Ift das gegebne Verhältnifs der Linien SA : CA, das Verhalt- 
vifs der Gleichheit, fo ill kein Punkt in der Verlängerung der 
Linie BC möglich, für welchen Bg; Cg in dem gegebnen Verhält- 
nilfc Hunden, da Bg immer um BC gröfser oder kleiner als Cg 
ift. — Hingegen giebt es einen folchen Punkt G in der Linie BC 
felbft, für welchen BG — CGi= ~ BC ift, und; für dielen wird, 
laut der zweyten AuSfage in Zufatz V, AB2 = BGz 4- AG2, 
alfo der Ort der Durchfchnittspunkte A für diefen Fall ein Per- 

* 14. pendikel auf der Mitte der Linie BC *.
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Zufatz VII. Umgekehrt hat jede Kreislinie 
die Eigen fcha ft, dafs wenn man innerhalb oder au- 

fierhalb des Kreifes willkübrlicb einen Punkt, z. B. C nimmt, 
und auf dein Durckmejfer durch C, nach derfelben Seite bin, 
einen zweyten Punkt B fo, dafs das Rechteck aus den Ent
fernungen diefer beyden Punkte vom Mittelpunkte g, dem 
Quadrat des Halbmefers gN gleich ift, gC X gB = gN* , 
oder, was auf eins hinaus kömmt, fo dafsgB die dritte 
Proportiouallinie zugC und dem HalbmeffergNift i fo ftehn 
je zwey grade Linien, MB : MC, welche man von diefen 
Punkten C, B aus, nach demfelben Punkte M der Kreislinie 
zieht, insgefammt in gleichem Verhältnifs, und 
zwar im Verhältnifs des fialbsneffers und eines der Ab- 
Jchnitte, gB:gN, oder der beyden Linien NB : NC, oder 
BP : CP.

Denn zieht man nach demfelben Punkte M der 
Kreislinie BM, CM, gM, fo entlieht ein Dreyeck 
BMC, von dellen Spitze nach der verlängerten Grund
linie, Mg fo gezogen ift, dafs Bg x Cg = Ng2 = Mg2 
ift , daher vermöge 8 auch MB2 X Cg = MC2 X Bg 
feyn *, und folglich fich verhalten mufs MB2 : MC2 • 20, § 
~ Bg:Cg. Nun aber ift der Mittelpunkt g, derHalb- 
mefler gN, und einer der Punkte B, C, mithin auch 
der andre, alfo das (Verhältnifs der Linien Bg : Cg, 
folglich das diefen gleiche Verhältnifs der Quadrate 
MB2: MC2 , und alfo auch das Verhältnifs der Seiten 
diefer Quadrate MB : MC gegeben und unveränderlich.

Da nun die Punkte B und C, der Vorausfetzunz 
nach fo beftimmt find, dafs fich verhält gB : gN

Z 2
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— gN:gC, oder, wenn man diefe gleichen und fte-
6. tigen Verhältnifle zufammen fetzt* gB : gC = gB2 : gN2 

oder auch wie gN2 : gC2 ; fo verhalten fich die Qua
drate ME2 : MC2 = gB2 : gN2 , und folglich je zwey Li
nien MB : MC = gB : gN oder voie gN : gC, oder endlich 
wie gB + gN : gN + gC d. i. wie BN : NC oder wie 

*V. 4-ß. BP : CP *• Mithin verhalt fich die gröfsere je zwey folcher 
Linien MB, MC zur kleinern, wie der gröfsere Abfchnitt 
zum Halbmefler, oder wie der Halbmefler zum kleinem 
Abfchnitt, oder wie die beyden an diefen Linien anliegen
den Abfchnitte, in welche BC durch die Kreislinie getheilp 
wird.

Da der Halbmefler die mittlere Proportionallinie zwifchen 
den Entfernungen der beyden Punkte B, C, vom Mittelpunkte 
g ift; fo können die Linien gB, gC, nicht beyde zugleich grö- 
fser, oder beyde zugleich kleiner als der Halbmefler feyn, folg
lich die Punkte B, C nicht beyde zugleich innerhalb oder au
ßerhalb des Kreifes, eben fo wenig als zu entgegengetetzten Seiten 
des Mittelpunktes genommen werden.

Anmerkung. Die Ausfagen in Zufatz 6 und 7, welche 
zu den fchönften Sätzen über den Kreis gehören, machen in 
Apollonius ebnen Oertern den zweyten Ort des zweyten Buchs 
aus, und laflen fich auch aus Sätzen des nächften Buchs folgern, 
yn der That find fie aber nur der einfachfte Fall der Ausfage C 

f in Folgerung 1 *, und laßen fich daher noch fehr verallgemeinern.

Wenn nemlich beliebig viel Punkte ft. B» B, C, D in einer 
Ebne gegeben find, und grade Linien von diefen Punkten aus ge
zogen fich (in diefem Fall je drey) fo in Punkten , A dnrehfehnei- 
den, dafs fie vu einander fiets in demfelben gegebnen Vephältniße 
fiehn, fo ift der Ort der Durcbfchnittspunkte A fiets eine Kreisli
nie von gegebner Lage und Gröfse. Denn da alsdann auch die
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Quadrate über diefe Linien in einem gegebnen, unveränderlichen 
Verhältnifle ftehh , z. B. BA2 : CA2 : DA2 = m : n : p ; fo ift BA2 + 

m ft n 
CA2 : D A2 = m + n : p, und mithin B A2 + CA2 — DA2 * -— •—

P
oder eine Figur gegebner Gattung über DA befchrieben, gleich 
der Summe der Quadrate über die anderen Linien. Es ift dann 
ailo auch der Unterfchied diefer Quadrate und der Figur gegeb
ner Gattung über DA, gleich einem gegebnen Flächenraume, 1 
nemlich dem Flächenraume o, und deshalb der Ort der Punkte 
A eine Kreislinie, deren Mittelpunkt und Halbmefler, wie in 
Folgerung 2., beftimmt wird.

[le h r s a t z 21.]

Zieht man aus cter Spitze A eines gleich-^Z'3  ̂
fc h e n k l i g e n Dreyecks ABC nach irgend einem 
Punkte G in der Grundlinie oder nach einem Punkte g 
in deren Verlängerung, eine grade Linie, fo if flets 
der Unterfchied der Quadrate aus diefer Linie und aus 
einem der gleichen Schenkel, gleich dem Rechteck aus 
den Abfchnitten auf der Grundlinie, BG, CGt oder auf 
der verlängerten Grundlinie^g, Cg.

Da ein Perpendikel AD, aus der Spitze auf die 
Grundlinie gefällt, diefe im Punkte D halbirt *, fo ’Iiz.f;, 
geht für dielen Funkt das Rechteck aus den beyden Ab
fchnitten in das Quadrat der halben Grundlinie, und 
alfo die Ausfage des Lehrfatzes in folgende über, AB2 
_ AD2—BD2, welche vermöge des Pythagoreifchen 
Lehrfatzes wahr ift. * *i2.f. i,

leder andre Punkt G in der Grundlinie theilt diefe 
überdem in zwey ungleiche Abfchnitte, BG, GC, mit-
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ÄLfl’«hin fo , dafs BG x GC = BD2 — DG2 ift *, oder, da 
im Dreyeck BAG der Unterfchied diefer Quadrate, dem 
Unterfchiede der Quadrate aus den Schenkeln AB, AG

♦ 16. i. gleich ift*, fo, dafs ift

BG X GC = AB2 — AG2.
Tür jeden Punkt in der Verlängerung der Grundlinie, 
haben wir eine in D gleich getheilte Linie BC, wel
cher ein Stück Cg angefetzt, für die folglich Bg x gC 
= Dg2 — DCZ ift. Und da wiederum im Dreyeck 
CAg der Unterfchied diefer Quadrate aus denAbfchnit- 
ten der Grundlinie, dem Unterfchiede der Quadrate aus 

* l6. i. den Schenkeln Ag und AC = AB gleich ift *,
Bg X gC = Ag2 — APA

Man nehme alfo den Punkt G in der Grundlinie felbft, 
oder in deren Verlängerung, allemal ift das Rechteck 
aus dem Abßande diefes Punktes von den beyden Endpunk- 
ten /’ , C der Grundlinie, gleich dem Unterfchiede der 
Quadrate aus der Linie AG und einem der gleichen Schenkel, 
nur mit dem Unterfchiede , dafs im erften Fall der 
Schenkel gröfser, im zweyten kleiner als die Linie AG 
ift; welches fich aus der Natur des gleichfchcnkligen 

• I. i6» Dreyecks von felbft verfteht *♦

Folgerung. Das Quadrat einer graden Linie AG, 
welche durch die Spitze des gleichfchenkligen Dreyecks ge
zogen ivrd, ift folglich, je nachdem fie auf der Grund
linie, oder auf deren Verlängerung auffteht,
AG2 = AB2 — BG X GC oder Ag2= AB2-}-Bg x gC; 
Ausfagen, die man bequem in folgende zufammen- 
fafst

AG2 = AB® + BG X GC 
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wo das oder das untere Zeichen gilt, je‘nachdem 
der Punkt G in der Grundlinie BC felbft, oder in deren 
Verlängerung liegt- Grade fo ill

AB2 = AG2 ± BG X GC ;
ein Satz, den wir fchon oben gehabt haben *. ^dZj.t

Z u f a t z. lede Sehne eines Kreifes, welche kein Durch- T^f. yy. 
mefer iß, z. B. AB, bildet mit den beyden Halbmef- 55- 
fern, die nach ihren Endpunkten gezogen werden, 
ein glcicbfchenkliges Dreyeck ABC, welches den Mittel
punkt zur Spitze, die Sehne felbft zur Grundlinie, und 
den Haibmefler zu Schenkeln hat. Ùurch unfern 
Lehrfatz wird mithin folgende artigeEigenfchnft diefer 
Sehnen begründet :

j) lede grade Linie, welche aus dem Mittelpunk
te C eines Kreifes nach irgend einem Punkte O in einer 
Sehne wie AB, gezogen iß, theilt diefe fo in zwey Ab- 
fchnitte AO, OB, dafs AO X OB = CA2 — CO2 ift. 
Und auf diefe Art wird auch der Durchmcßerlll, der durch 
den Punkt 0 geizt, [folglich jede Sehne durch Oj mitteift 
diefes Punktes eingctheilt. Denn giebt cs gleich, da 
der Mittelpunkt C in HI liegt, alsdann kein gleich- 
fchenkliges Dreyeck, wie für die übrigen Sehnen, < 
fo ift doch III im Punkte C gleich, im Punkte O un
gleich getheilt, und deshalb gleichfalls das Rechteck 
HO x 01 = CI2 — CO2 *.

2) Eine grade Linie, welche aus dem Mittelpunk
te nach einem Punkte o in der Verlängerung einer Sehne 
wie AB gezogen ift, fchneidet dagegen auf ihr zwey 
Abfchnitte Ao, Bo, fo ab, dafs Ao x oB = Co2 — CAa
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ift. Und auch der D tir chine fler der durch den Punkt a 
geht y {folglich jede Sehne dutch o) wird mittdft des Punk
tes o auf diefe Art eingetheilt, da dem in C gleich ge- 
theilten Durchmeffer HI, in diefem Fall, ein Stück 

•iif.i.ß Io angefetzt, folglich Ho X ol = Co2 — CI2 ift *.

In beyden Fällen, der Punkt O liege in einer Seh
ne , oder in deren Verlängerung , iß alfo immer das 
Rechteck aus den Abfchnitten, die durch diefen Punkt ge
bildet -werden , {oder noch beßimmter das Rechteck aus dem 
Abßand des Punktes 0 von den beyden Endpunkten A, B der 
Sehne^ gleich dem Unterfchiede der Quadrate aus dem Halb* 
weßer und aus der Linie CO.

3) Diefe Linie CO felbft, und der Halbmeffer CAj 
werden durch folgende Ausdrücke gegeben,

CO2 CA2 + AO x OB
CA2 = CO2 + AO X OB

wo die obern oder die untern Zeichen gelten, je' nach
dem der Punkt O in der Sehne, oder in deren Ver
längerung liegt.

[LEHRSATZ 22.]

Taf. in. l) Wenn mehrere Sehnen ins gejammt durch ei- 
55- wn Punkt 0 im Kreiß gehn , fo find die Rechtecke 

aus den beyden Stücken, welche auf jeder Sehne durch 
diefen Punkt abgefchnitten werden, fowohl unterein
ander, als auch mit dem Quadrate der halben Sehne 
gleich, welche mit dem Punkte 0 gleich weit vom 
Mittelpunkte abfleht z. B. AO X OB = DO X OE 
= OE2.
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2) Wenn dagegen die Verlängerungen 
mehrerer Sehnen insgefammt durch einen Punkt 0 
außerhalb des Kreifes gehn, fo find die Rechtecke aus 
der ganzen fchneidenden Linie und aus der Verlange- 
rung,fo wohl untereinander, als auch mit dem Qua
drate der Tangente gleich , welche vom Punkte 0 
nach dem Kreiß gezogen wird, z. B. Ao X oB = 
Do X oE ~ oG\

Ift O der Mittelpunkt desKreifes, fo find alle Seh
nen , welche durch diefen Punkt gehn , Durchmefler, 
die fich im Punkte O halbiren , mithin die Ausfage 1 
richtig, — Ift O nicht der Mittelpunkt, fo ziehe man 
nach demfelben die grade Linie OC. Für alle Sehnen, . 
welche fich entweder felbft, oder verlängert in demfel- 
ben Punkte O durfchneiden, ift diefe Linie CO, und 
mithin der Unterfchied der Quadrate des Halbmeifers 
und diefer Linie, von gleicher Gröfse. Da nun diefer 
Unterfchied den Rechtecken AO X OB, DO X OE, 
IIO X 01 etc. dem vorigen Zufatz gemäfs* gleich ift, ¥ 2l z 
der Punkt O liege im Kreife oder aufserhalb des Krei
fes, fo find auch in beyden Fällen alle diefe Rechtecke 
unter fich gleich.

Im erflen Fall wird eine Sehne G'F, welche durch 
den Punkt O geht, und vom Mittelpunkte um CO ab- 
fteht, vom Durchmeffer durch O fenkrecht durchlchnit- 
ten und halbirt *, fo dafs GO X OF = OF2 ift. Und * jj 
da diefes Rechteck jedem der übrigen Rechtecke aus 
den beyden Abfciinitten der Sehnen, die durch den
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PunktO gehn, gleich ift, fo mufs auch jedes diefer 
Rechtecke dem Quadrate über OF gleich feyn.

Im zweyten Fall ift, wenn man vom Punkte o aus 
eine Tangente oG am Kreife, und nach dem Berüh
rungspunkte den Halbmefler CG zieht, CG auf oG 

*H. n. fenkrecht *, daher 0G3 — 0C2 —CG2*, und folglich 
I- Quadrat der Tangente oG, gleich dem Rechteck aus 

den beyden Abfchnitten jeder verlängerten Sehne, die durch 
den Punkt 0 geht indem jedes diefer Rechtecke, dem 
Unterfchiede der Quadrate, über Co und über dem Halb

er Z. a meffer CG, gleich ift*.

Folgerung 1. Da in Rechtecken von gleichem 
*4 f. i. Inhalt, dieSeiten verkehrt proportional find*, fo erge

ben fich hieraus unmittelbar folgende Sätze:

oc ) ‘Zwey Sehnen y ivelche einen Punkt 0 innerhalb der 
Kreislinie gemein haben , durchfchneiden fich in diefem 

• E. 7, Punkte verkehrt proportional *, fo dafs fich . verhält 
AO : DO = OE : OB;

ß) und die Hälfte der Sehne FG y welche vom Mittel
punkte um CO abßeht (oder die auf dem Durchmefler im 
Punkte O fenkrecht fleht) iß die mittlere Proportionalli- 
nie zwifchen den beyden Abfchnitten einer jeden flehen Seh
ne , fo dafs fich verhält AO : OF = OF : OB.

7) Eben fo werden zwey Sehnen, die fich verlängert 
in einem Punkte 0 aufserhalb des Kreifes durchfchneiden, 
durch die Kreislinie verkehrt proportional eingetheilt , fo 
dafs fich verhält Ao :Do — oE: oB ;

S) und die Tangente , welche von diefem Punkte 0 
nach dem Kreife geht, iß zwifchen der Verlängerung und
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der ganzen durchfchneidenden Unie die mittlere Proportio
nallinie , fo dafs fich verhält Ao : oG — oG : oB.

Ueberhaupt werden alfo zwey grade Linien, weicht 
von Einem Punkte 0 nach der Kreislinie gehn, von diefer 
ßets fo gefchnitten, dafs die Entfernungen des Punktes 
O von den beyden Durchichnittspunkten einer jeden 
diefer Linien, verkehrt proportional find *, oder dafs die * 7»
Rechtecke aus diefen Entfernungen insgefammt unter 
einander gleich find. Dafs fich auf diefe Eigenfchaften 
der Sehne und der Tangenten Methoden gründen laßen, 
zu drey gegebnen Linien die vierte, oder zu zwey die drit
te Proportionallinie, fo wie zwifchen zwey gegehrten die 
mittlere Proportionallinie zu finden, fällt in die Augen.

Folgerung 2. Ift von einem Punkte einer Sehne 
AB, eine grade Linie OF nach dem Kreife fo gezogen, dafs 
012 =2 OB xOA ifi-, fo iß OF ein Perpendikel auf dem 
Durchmejfer, der durch den Punkt 0 geht. Denn ver
längert man die Linie FO, bis wo fie zum zweyten 
male den Kreis in G durchfehneidet, fo ift OG X OF 
— OB X OA, folglich OF2 = OG X OF und alfo OF 
— OG; d. h. die Sehne GF wird im Punkte O halbirt, 
uud fteht daher auf dem Durchmefler durch O fenk
recht.

Von allen Sehnen die durch den Punkt 0 gehn, iß 
dieje Sehne FG {die auf dem Durchmejfer durch 0 fenkrecht 
fieht} die kürzeße. Denn unter allen Rechtecken, wel
che von gleichem Inhalt find, hat das Quadrat den 
kleinften Umfang *. *n.Z.n
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Folgerung 3. a) Iß von einem Punkte in derVer. 
lävgerung einer Sehne AB, eine grade Linie oG nach dem 
Kreiße fo gezogen, dafs oG^ = oA X oB iß; fo berührt 
^G den Kreis im Punkte G. Denn zieht man von o 
durch den Mittelpunkt des Kreifes oH, fo ift oA X oB 

*22. 2. oH X ol * und alfo 0G2 = oH X ol — 0C2— CG2, 
weil dem in C halbnten DurchmetTer HI, das Stück

-ß Io angefetzt ift *. Folglich mufs das Dreyeck COG 
’4- bey G rechtwinklig * feyn, und daher oG den Kreis 

’ II. 12. Jm Punkte G berühren *.

Diefe berührende Linie iß ßets kleiner als die Hälfte 
der Summe aus den beyden Abfchnitte» Ao, Bo jeder Sehne, 

*n,Z.i. die durch den Punkt 0 gebt *, und je zwey Abfchnitte 
Ao, Bo einer Sehne zufammen genommen, findftets 
kleiner als die beyden Abfchnitte Ho , Io auf dem 
Durchm effer.

6) Sind endlich nach irgend drey Punkten A,B,o einer 
graden Linie, von einem Punkte K grade Linien Jo gezogen, 
dafs Ko2 — AoxBo iß, und man befchreibt durch AKB 
einen Kreis, fo berührt oK diefen Kreis, vermöge «} 
und folglich find dann allemal die Winkel BKo = KAB, 

* II24. UKL — ÄBK*, und als die Nebenwinkel der letztem 
KBo = AKo, mithin die Dreyecke KBo und AKo 
gleichwinklig.

Folgerung 4. a) Liegen vier Punkte A, D, B, E 
fo, dafs, wenn man ße Paarweife durch grade Linie wie 
AB, DE verbindet, diefe Linien ßch entweder felbß in ei
nem Punkte 0, oder verlängert in einem Punkte 0 durch, 

fchneiden, und das Rechteck aus den Abfchnitte» AO, BO 
der eine» , dem Rechteck aus den Abfchnitte» DO, EO
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der andern gleich ifi, oder, was auf eins hinauskömmt, 
fo, dais die Entfernungen des Durchfchnittspunkts O 
von den beyden Punkten, die auf jeder diefer Linien 
gegeben find, in verkehrtem Verhältnifs ftehr; fo läßt 
fich durch diefe vier Punkte fiets eine Kreislinie befchreibei^ 
und ein Kreis der z. B, durch die drey Punkte A, if C 
gezogen wird, mufs nothwendig auch durch den vierten E 
gehn. Denn wer diefes leugnen wollte, müfste behaup
ten dafs ein folcher Kreis die Linie DE nicht in E, fon
dern in einem andern Punkte F durchfchnitte, da denn 
das Rechteck aus DO, FO dem Rechteck aus AO, BO, 
mithin, der Vorausfetzung gemäfs, dem Rechteck aus 
DO) EO gleich feyn müfste, welches nur dann mög
lich ift, wenn FO = EO, und alfo F und E einerley 
Punkt find.

ß ) Umgekehrt Ufst fich durch vier gegebne Punkte nur 
dann ein Kreis ziehn, wenn fie entweder auf diefe Art He. 
gen, oder wenn fie die Eckpunkte eines Rechtecks find. Denn, 
laufen unter den Linien, welche die vier Punkte ver
binden, je zwey ded gegenüberftehenden parallel; fo 
bilden fie ein Parallelogramm, und um kein Parallelo
gramm , das Rechteck ausgenommen, läfst fich ein 
Kreis befchreiben *. Durchfchneiden fich hingegen 
diele Linien, und die vier gegebnen Punkte lägen nicht 
auf die angezeigte Art, und doch, in einem Kreife, fo 
müfste eine grade Linie einem Kreis in drey verfchiede- 
nen Punkten D, E, Ffchneiden können, welches un
möglich ift.

7 ) Gehn überhaupt mehrere grade L inien durch Einen 
Punkt 0, und es liegen entweder auf allen zu einerley, 
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oder auf alle» zu »entgegengefetzten Seiten dejfelben zwey 
Punkte fo, dafs die Rechtecke aus ihren Entfernungen vom 
Punkte 0 gleichßndi fo liegen alle diefe Punkte in ei
ner Kreislinie^ und ein Kreis durch drey derfelben 
befchrieben, geht auch durch alle übrigen. Und zwar 
liegt im elften Fall der PunktO aufserhalb, im zwey- 
ten innerhalb diefes Kreifes. Umgekehrt giebt die
fes eine Bedingung ab, unter der allein ein Kreis durch 
gegebne Punkte gehn kann.

Alle drey Auslagen find?für die Theorie des Kreifes von 
Wi-htigkeir, und befonders wird uns der Satz a, in Verbindung 
mit Lehrfatz 23 und 26 im zweyten Buch, gleich im Folgenden 
fehr nützlich feyn.

Folgerung 5. Jedes Perpendikel, welches auf 
dem Durchmeßen eines KreiJes auf jlèht t und vom Durch*
inejfer bis zur Kreis Unie reicht, iß die mittlere Pr 0- 
portio nallin ie zwifchen den Stücken, welche es auf 
dem Durchmeßer abfehneidet^ z. B-PM zwilchen AP und
pB , und das Quadrat über dem Perpendikel ijt des» Recht
eck aus den Abfchnitten des Durchmejfers gleich^ PM- =
AP X PB; Ausfagen, die fchon in unferm Lehrfatz 
und in Folgerung 1. fliegen, und die auch unmit. 
telbar daraus folgen, dafs wenn man von dem Punk
te M, wo das Perpendikel den Kreis durchfchneidet, 
nach den Endpunkten des Durchmeflers grade Linien 
MA, MB zieht, ftets ein rechtwinkliges Dreyeck ent
geht, worin der Durchmefler Hypotenufe, und MP 
ein Perpendikel aus der Spitze des rechten Winkels auf 

j.f.2. die Hypotenufe ift *♦
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Die Quadrate zwey er Polcher Perpendikel ftehn al
fo auch zu einander in demfelben Verhältnifs, wie die 
Rechtecke aus den Abfchnitten, z. B. PM2:QN2 = AP 
X PB : AQ X QB; eine Eigenfchat, worin der Kreis, 
wie wir in der Folge fehn werden , mit den übrigen 
Kegelfchnitten übereinftimmt, nur dafs für diefe das 
Quadrat jedes Perpendikels grofser oder kleiner ift > als 
das Quadrat der beyden Abfchnitte,

Durch Perpendikel welche man aus Punkten einer Linie auf 
eine grade Linie AB fallt, wird die Lage diefer Punkte, und 
mithin die Lage der ganzen Linie, gegen die grade Linie AB be- 
ftimmt *. Folglich dient diefe Eigenschaft der Perpendikel, welche f» 
auf einem Durchmeffer errichtet werden , die Natur der Kreisli
nie in Beziehung auf ihren Dnrcbwffer völlig zu beftimmen, und 
wir können uns ihrer als eines unterfc beiden den Charakters der 
Kreislinie, wodurch lie fich von allen andern Arten krummer 
Linien auszeichnet, bedienen, wie wir diefes befonders in dem 
Buche von den Kegellchnitten thun werden. — Bezeichnet man 
den Halbmefler der Kreislinie mit r , folglich den Durchmeflec 
mit sr, jedes Perpendikel mit y, und den Abfchnitt des Durch- 
meflers vom Anfangspunkte deflelbenA an, bis zum Perpendikel 
mit x, folglich den zweyten Abfchnitt mit er — x, (da denn 
natürlich die Zeichen y und x keinen feiten unveränderlichen 
Werth haben, fondern einen Werth, der für jedes Perpendikel 
anders ift); fo ift diefer Eigenschaft des Kreifes gemäfs y“ “ 
x.far — x): unddieferGleichung bedient man fich in der analyti- 
fchen Geometrie als Charakter der Kreislinie , fo wie umgekehrt 
mittelft der Natur des Kreifes fich für jede folche Gleichung Linien 
darftellen laßen , welche zu einander das in der algebraischen 
Gleichung ausgedrückte Verhalten haben. Diefe Linien darftel
len, nennt man eine Gleichung conftruiren,

Z u 1 a t z I, jede Sehne AM iß die mittlere Profor- 
ttonallinie zwißhen dem Durckmeßer und dem an ihr Ue*

I
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gcndcn Stücke AP, welches durch ein Perpendikel aus dem 
einen Endpunkt der Sehne au f dem Durckmeßer, der durch 
den andern Endpunkt gebt y abgefchnitten wird, Denn ift 
AB diefer Durchmefler , und man zieht MB , fo ift 
ÂMB ein rechtwinkliges Dreyeck , worin AM , BM 
Katheten, folglich AM2 — AB x AP und EM2 = 

*I2^,2a AB X BP *, diefe Sehnen alfo die mittleren Propor
tionallinien zwilchen dem Durchmefler AB und den 

*4.f. i»Abfchnitten AP, BP lind *. — In einem der folgen
den Lehrfatze wird diefer fruchtbare Satz noch be- 

* 2+’ trachtlich erweitert werden *. Hier einige Folgerun.
gen daraus.

a) Setzt man mit der Proportion 
AM2 : BM2 = AP : BP

*V.4-d. die identifche AM ; BM — AM : BM zufammen *, 
fo ergiebt fich daraus

AMA : BMZ = AM x AP : BM x BP, 
Diefe letztem Rechtecke verhalten fich folglich wie die 
dritten Potenzen aus den Zahlausdrücken der Sehnen 
AM, BM, oder ftchn im dreymal fo hohen Ver- 

♦ V. 6. hältnifs *.
Ä e Grade fo ift AM2 : PM2 = AB : PB * und mithin 

AM3 : PM3 = AB X AM : PB x PM. (Gregor, a. St» 
. Vincentio III. 91. 92.)

Auch verhält fich PM2 : AB X PM — AB X PM : AB2 
indem die elftem und die letztem Rechtecke von glei
cher Höhe find, und fich daher wie ihre Grundlinien 
PM : AB verhalten. Nùn ift PM2 = AP x PB und 

*12. £ 3- AB X PM = AM X BM *. Folglich ift auch AP x PB 
». : AM
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; AMxBM = AMx BM : AC^, oder das Rechteck au$ 
den beyden Abfchnitten, das Rechteck aus den beyden 
Sehnen, und das Quadrat des Durchmeflers find in ftc« 
tigern Verhältnifs (Greg. III. gi.)

ß ) Zieht man von einem Punkt der Kreislinie aus weh* 
rere Sehnen, AM, AN, AR, Ji) verhalten ßch die Qua* 
drate derfelben untereinander und zum Quadrat des Durch* 
sneßers, wie die Abfcbnitte AP, AQ, AS unter einander und 
zum Durchmeßer AD, Denn da AM2 = AB X AP, AN2 
— AB X AQ, AR2 - AB X AS ift, fo verhält fich 
AM2 : AN* : AR2 ; AB2 = AP : AQ : AS ; AB. Sind alfo 
x. B_. die letTtem Abfchnitte ftetig proportional, fo 
find es auch die Quadrate der Sehnen, und mithin diç 
Sehnen felbft (Gregor III. 20).

Folglich verhalten fich auch hier , aus denfelben 
Gründen wie in r-, AM3 ; AN3 : AR3 = AP x AM ;AQ 
XAN;ARxAS, und auch diefe Rechtecke ftehn in 
dreymal io hohem Verhältnifs als die Sehnen AM, AN» 
AR. (Gregor III, 92.)

7) Berühren ßch zwey Kreiße im Punkte A, fo find Fig. jj, 

ihre Durchmefler Stücke derfelbe graden Linie, die 
durch den Punkt A geht *, *H.

Sind daher DF, Gl etc. Perpendikel auf diefem 
Durchmefler, welche den einen Kreis in F, H etc. den 
andern in F, I etc. durchfchneiden, fo verhält fich fowohl 
AE2 : AH2 = AD : AG , als auch AF2 ; AP = AD : AG, 
und mithin find die Quadrate der Sehnen im einen 
Kreife, mit den Quadraten der beyden Sehnen des an-

Aa
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dem Kreifes, und alfo diefeSehnen untereinander pro
portional, oder AE : AH = AF : AI. (Greg. III. 18» )

Auch verhalten lieh die Quadrate je zwey folcher 
Sehnen aus den verfchiednen Kreifen Ab2 : AE2: AD2 
vie die Durchmeffer der Kreife AB : AC : AD, weil AF2 

AD X AB und AE2 = AD X AC ift Ift daher AD 
die dritte Proportionallinie zu den beyden Durchmef- 
fern, fo verhält fich auch AF" : AEa = AE2 : AD2 und. 
AF : AE — AE : AD, daher dann auch AE die mittlere 
proportionallinie zwifchen AD und AF ift. (^reg
ni, 19.)

Zufatz II. Wenn fich mehrere Kreife im Punkte 
A berühren, und man zieht aus einem Punkte B ihrer ge
rn ein fchaftlichen Tangente grade Linien , welche diefe Krei
fe durchjchneiden t fo find die Rechtecke aus den beydenStu 
cken, welche jeder der Kreife auf den durchfchneidenden 
Linien abjebneidet, von gleicher Gröfse , z. B. BD x Bi 
— BL X BH = BFx BG, oder Ifx bg = bd x be. Denn 
jedes diefer Rechtecke ift dem Quadrat der berührenden

, Linie , AB2 oder ab2, gleich *. (Greg. III. 68.)

Befchreibt man daher um irgend einen Punkt B in der 
gewebifckaftlichen Tangente einen Kreis, der die fich berüh
renden Kreife in den Punkten F durchfchneidet, und zieht 
durch diefe Punkte F grade Linien, welche die Kreife zum 
zweyten male in Punkten G efirckfchneiden, fa liegest alle 
dieje Punkte G im Umfange eines mir dem erftem concert, 
trijeben Kreifes. Denn die Rechtecke BF X BG und die 
Linien BF find insgefammt gleich, folglich auch die 
Linien BG. (Greg. III, 56.)
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Zufatz III. Iß die Sehne IG dem Halbmefier des~£^ 55* 
Kreifes gleich y und man zieht durch den einen Endpunkt 
derfelben einen Durchme fier, durch den andern eine Tangen, 
te, die fich beyde in o fcbneiden, fo wirdGCI ein gleich
zeitiges Dreyeck, aus deffen Spitze Go nach der ver
längerten Grundlinie geht. Folglich mufs Go2 = 
CoxIo-j-CG2, und da zugleich Go2 — Ho x Io ift ♦, * 21. 
CG2 = Ho X Io Co x Io= HC x Io, folglich, da HC = 
CG ift, auch Io — CG feyn. Die Tangente durchfchnei. 
det alfo in diefem Tall den verlängerten Durchmefier fo% 
dafs Io demHalbmefier gleich, folglich Co = Hl, und 
da ßch die rechtwinkligen Dreyecke CGI, IGH decken 
auch Go — GH iß, daher GE- — Io X Ho = IG x (IG4- HT) 
= 3. CG2 wird, (Greg. III. 22).

Zufatz IV. a) Sind von einem Punkte 0 aufs er halb 
eines Kreifs zwey jchncidende Linien OB A, OED fio nach 
dem Kreiße gezogen, dafs das Quadrat der einen Verlange, 
rung EO, dem Rechteck aus der andern Sehne AB und ih
rer Verlängerung BO gleich iß , fo iß umgekehrt auch da5 
Quadrat der zweyten Verlängerung BO dem Rechteck aus der 
erßern Sehne DE und ihrer Verlängerung EO gleich, Denn 
ift EC2 = AB x BO, fo ift auch, wenn man beyderleits 
BO2 hinzufügt, EO2 -f BO2 = AB x BO BO2 = 
BO X AO = EO x DO* = EO24-EO X DE , und mit- .

*22. 2.
hin BC2 = EO x DE. Ift alfo EO eine mittlere Propor
tionallinie zwifchen AB, BO, fo ift umgekehrt auch 
BO eine mittlere Proportionallinie zwifchen DE 
und EO.

Aa.2
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ß ) Sind dagegen die beyden Sehnen fo gezogen, dafs 
die Rechtecke aus den Sehnen, den Rechtecken aus ihren Ver
längerungen gleich find, AB x DE = BO x EO fo find die
fe Verlängerungen in verkehrter Ordnung genommen , zwi- 
fchen den beyden Sehnen AB, DE zwey mittlere Pro- 

' V. 5 p optional Uni en*. Denn ift
. , . AB BO , 6Ô AB X DE — BO X EO, mithin — = —1 und 

' EO DE
inan fügt AB X BO zu den gleichen Rechtecken hinw» 
fo wird AB X DO = AO X EO. Nun ill

Ä EO x DO = AO X BO ♦,* 22. 2.
mithin, wenn man Gleiches durch Gleichem dividirt,

AB EO BO— = — = — vermöge a).
EO BO DE

Betrachtet man alfo diefe Brüche als Exponenten von
Verhaltniifen, fo find alle diefe Verhältniffe gleich, 

AB : EO = EO : BO = BO : DE *
* V. 2» und folglich find die Verlängerungen EO , BO zwey 

mittlere Proportionallinien zwifchen den Sehnen AB, 
* V. 5. *.

Auch folgt aus jenen Gleichheiten, dafs

AB* AB EO BO _ AB_ = — X — X — — — iit, dais mithin fidi 
EO* EO BO DE DE
verhält AB ;DE = AB3 :E03.

Anmerkung. Wäre es ialfo nur möglich zwey gegebne 
grade Linien AB, DC fo in einen Kreis als Sehnen zu legen, 
dals die Rechtecke aus denfelben, den Rechtecken aus ihren Ver
längerungen bis zu ihrem Durchfchnittspunkte gleich wären ; fo 
hätte man die Aufgabe, zu zwey gegebnen Linien AB, DE zwey
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mittlere Proportionallinien zu finden, und zugleich ;auch das be
rühmte Delifche Problem von der Verdopplung der Kubus aufgelöft* 
Denn man fände auf diefe Art eine grade Linie EO, deren Kubus 
zum Kubus von AB des Verhältnifs zwey beliebiger Linien DE ; AB 
hätte, indem wir in der Streometrie fehn werden, dafs die Wür
fel zweyer Linien fich wie die dritten Potenzen der Zahlausdrü
cke diefer Linien verhalten, grade fo wie die Quadrate im Ver
hältnifs der zweyten Potenzen diefer Zahlausdrücke ftehn. Auf 
jene Aufgabe hat Vieta (Opera p. 242) diefes berühmte Problem 
zurückgeführt, doch auf einen langwierigeren und weniger ele
ganten Wege, als es hiertgefchehn ift.

Allein zwey grade Linien auf die geforderte Art einem Kreis 
einzufchreiben, ift eine Forderung, welche die Kräfte der Elemen
targeometrie uberfteigt. Diefes läfst fich nicht durch grade Linie 
lind Kreis allein, fondern nur durch Hülfe der Kegelfchnitte oder 
andrer Curven wiflenfchaftlich bewerkftelligen,und zwar aus ähn
lichen Gründen-, aus denen wir die Unmöglichkeit auf diefem 
Wege einen Bogen oder Winkel in drey gleiche Theile j zu thei
len deducirt haben *. Mechanifche Verfahren und Inftrumente 
diefes zu bewerkftelligen, laßen fich indes mehrere erdenken.

Noch einige andre Wege, diefes Problem aufzulölen , findet 
man in den Bemerkungen zu diefem Werke.

Zufatz V. a) Iß in einem Dreyeck ABC, aut der Fig. 59 
Spitze nach, irgend einem Punkte G in der Grundlinie 
die grade Linie AG gezogen, und man nimmt in einem der 
Schenkel, z. B. in Aß, einen Punkt E fo, dafs fich verhält 
BE : AE = BG x CG : AG^, und zieht GE; fo ift allemal 
der Winkel AGE, gleich dem Winkel ACG des gegebnen 
Dreyecks. Denn zieht man durch B eine Parallellinie 
mit EG, welche die verlängerte Linie AG im Punkte 
F durchichneidet, io theilen die beyden Parallellinien
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7' EG, RF die Schenkel des Winkels A proportional^, 
*3’ fodafs fich verhält BE: AE=FG: AG = FG X AG: AG2*.

Die VerhältnifTe der Rechtecke, EG X CG : AG2 und 
FG X AG : AG2 find alfo démfelben Verhältnifs, BE : AE, 
mithin untereinander gleich, daher auch die Rechtecke 

* V. 2. ßG x CG und FG X AG gleich feyn müßen *. Daübcr- 
dem BC und AF grade Linien find, die fich im Punkte 
G fchneiden, fo liegen die vier Punkte A, B, F, G in 

*(f. 4.) einer Kreislinie *, und da in diefer die Winkel F und 
*H2;Zi C über derfelben Sehne AB ftehn, fo find fie gleich *, 
*1.25 ai. alfo Z-F = AGE * = C.

ß) Iß ^g nac^1 einem Punkt in der verlängerten 
Grundlinie gezogen, und man nimmt auf der Verlänge
rung des Schenkels A B einem Punkt e fo, dafs fich verhält 
Be : Ae = Bg x Cg: Ag2, und zieht ge, fo iß, je nachdem 
e auf der Verlängerung über A oder über B hinaus liegt, 
der Winkel Age dem Winkel ACg, oder deßen Nebenwinkel 
ACB gleich, Denn vermöge derfelben Gründe find, 
wenn man die vorige Conftruction wiederholt , die 
Rechtecke Bg X Cg und Ag X fg gleich , mithin A, B, 
C, f Punkte in einer Kreislinie, nur dafs die Winkel 
AÇBundf=Age im elften Fall einander gegenüber, 
im zweyten hingegen auf derfelben Sehne AB ftehn, 
und daher f im erften Fall dem Nebenwinkel von 

• II. 27. ACB *, d. h. ACg, im zweyten aber dem Winkel ACB 
felbft gleich ift. Diefe Lage des Punktes e richtet 
{ich aber danach, ob das ßecbtetk Bg X Cg gröfser oder 
kleiner als Ag2 iß. Im erften Fall mufs der Punkt e in 
der Verlängerung über A , im zweyten in, der Verlän
gerung über B hinaus liegen.
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7)Durch die umgekehrte Schlufsfolge erhellt auch 
der umgekehrte Satz, dafs falls man GE oder ge fo zieht* 
dafs der Winkel AGE = ACG oder Z_ Age im erßen Fall 
= ACg, im [zwey ten — ACE ifi, fich allemal verhält 
BE : AE = BG x CG: AG* oder Be : Ae = Bgx Cg : Ag*.

Diete Ausfagen, eigentlich Zufàtze zu Lehrfatz 20, find in 
Simfons Wiederherlteilung von Apollonius ebnen Oerteln, de 
j-weyten Buchs drittes Lemma.

[LEHRSATZ 23.]

Wenn zwey Sehnen fich unter rechten Winkeln Fig- 
durchfchneiden, fo find fiets die Quadrate aus den 
vier Abfchnitten zufammengenomwen dem Quadrat 
des Durchmejfers gleich»

Durchfehneiden fich beyde Sehnen im'Mittelpunkte, 
fo find fie Durchmefler, mithin die vier Abfchnitte 
Halbmeffer. Durchfchneiden fie fich rechtwinklig in 
einem Punkte des Umfangs, fo bilden fie einen Winkel 
der auf einem Halbkreife fteht*, und folglich mit dem »n.ejfa 
Durchmeffer als Hypotenufe ein rechtwinkliges Drey- 
cck *. In diefen beyden Fällen liegt die Wahrheit 
des Satzes aus Lehrfatz 4. Zufatz 3. und durch den Py- 
thagoreifchen Lehrfatz * am Tage, * i3.

Durchfchneiden fich hingegen die beyden Sehnen 
AB, DE rechtwinklig in einem Punkte F, der entweder 
innerhalb oder aufserhalb des Kreifes liegt, fo verbinde 
man ihre Endpunkte durch grade Linien AE , DB, und 
ziehe durch einen derfelben einen Durchmefler DCG. .
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Im elften Fall, wenn F im Kreife Hegt, hat der 
Winkel DFB zu feinem Maafse die halbe Summe der 

H» 2$. Bogen DB, AE *, welche feine Schenkel umfpannen. 
Da er nun als ein rechter Winkel den vierten Theil der 
Kreislinie zu feinem Maafse hat, fo muffen die Bogen 
DB 4 AE dem Halbkreife, folglich dem Bogen DB 4 
BG gleich feyn. Mithin find die Bogen AE und BG» 
alfo auch ihre Sehnen, untereinander gleich. Ueber- 
dem ift, wenn man BG lieht, DBG ein Dreyeck im 
Halbkreife , folglich rechtwinklig. Es ift alfo vermö
ge des Pythagoreifchen Lehrfatzes in den drey recht
winkligen Dreyecken AFE, DFB, DBG, erftens BG2 
— AE2= AF24 FE2, zweytens DB2 = DF2 4 FB2, und 
drittens DG2 = BG2 4 DB2, folglichDG2 = AF24 FE2 
4- DF2 4 FB2. (Greg. III. 77)

Im zweyten Fall, wenn F außerhalb des Kreifes 
liegt, hat der Rechte Winkel F zu feinem Maafse den 
halben Unterfchied der beyden Bogen BMD—AE, die 

*lf. 2$. feine Schenkel umfpannen *, daher der Unterfchied 
diefer Bogen dem Halbkreife BMD—BG, mithin AE 
— BG feyn mufs. Alles übrige ift wie im vorigen Fall. 
Auch hier haben wir wieder drey rechtwinklige Drey
ecke AFE, BFD, GBD, und aus der Anwendung des 
Pythagoreifchen Lehrfatzes auf fie, folgt eben fo wie 
vorhin,

DG2 = AF2 4 BF2 4 DF2 4 EF2 ;
fo dafs alfo in allen Fällen die Quadrate der abge* 
fchnîttnen Stücke zufammengenommen dem Quadrat 
des Durchmeflers gleich find.
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Zufatz I. Zieht man, falls beyde Sehnen fielt int 
Kreife rechtwinklig durchfchneiden, noch AD und EB, Jo 
find in dem Viereck ABED die Quadrate von je zwey der ge
genüber flehenden Seiten zufammengenommen untereinander, 
und] mit dem Quadrat des Durchmeßers von gleicher Gröfse, 
AD- 4~ Eßl = AE- 4- DB2 — DC^, indem fie Vermöge 
des Pytbagorelfchen Lehrfatzes den Quadraten aus den 
vier Abfchnitten der Sehnen, die fich in F rechtwinklig; 
durchfchneiden, gleich find. Der Inhalt des Vierecks 
AEBD ift gleich ~ AB X DE *, oder wie wir im fol- * 
gendenBuche fehn werden, vermöge des Ptolemäifchen 
Lehrfat2.es gleich J AD X EB 4~ 1 AE X BD. (Greg. 
III. 75. 76.)( — Liegt der Darchjchnittspunkt F aufser- 
halb des Kreifes, fo durchfchneiden fich zwar die Linien 
AD, BE, und bilden mit AE, BD kein Viereck, aber 
dem ungeachtet gilt auch von ihren Quadraten diefer 
Zufatz.

Zufatz II. Eine Sehne FG, welche mehrere parai- Fig.Gi. 
leie Sehnen DE rechtwinklig in den Punkten H, und den mit 
ihnen parallelen Durchmeffer AB im Punkte K durchfchnei- 
det, t heilt jede derfelben fo ein, dafs DH X HE -j- HK^ 
flets von einerley Gröfse, und zwar dem Rechteck AK x KB 
gleich ift.. Denn da der Durchmefier AB die Sehne FG, 
die auf ihn fenkrecht fteht, im Punkte K halbirt *,* $
und diefe von jeder der parallelen Sehnen in einem 
Punkte H ungleich getheilt wird; fo ift ftetsGHxHF _ 
= KF2 — KH2 *, und zugleich GH X HF = DH X HE *, «uf j K 
fo wie KF2 — AK X KB *, folglich DH X HE — AK X * 22. 1. 
KB - KH2 und DH X HE + KH2 = AKx KB. (Greg. ' Çf‘ 

III. 72> .

Lehrfat2.es
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' * [LEHRSATZ 24.]
Fig. 62. R\lin man auf dem Durchmefer AB eines Krei- 

• fes, oder auf deffen Verlängerung, in einem willkiihrli- 
chen Punkte D oder d ein Perpendikel errichtet, und 
zieht von dem einen Endpunkte des Durchmejfers z.B. 
von A aus, grade Linien, welche die Kreislinie in 
Punkten F, das Perpendikel in Punkten G oder g durch- 
fchneiden, fofind die Rechtecke aus je zwey Abfehnit- 
ten AFund AG gleich dem Rechtecke aus dem Durch- 
mefer AB und dem Abßhnitt AD dejfelben, der am 
Punkte A anliegt , zind jene Rechtecke find insge- 
Jamnrt untereinander gleich.

Man ziehe FB , fo ift der Winkel AFB ein Win.« 
kel im Halbkreifc, mithin ein rechter, und fo auch 
fein Nebenwinkel BFg. Ueberdem find die Winkel 
bey D und d, der Vorausfetzung gemäfs rechte.

Für Perpendikel welche auf dem Durchmefer felbfi, 
oder auf deft'en Verlängerung über B hinaus aufftehn* 
find daher die beyden Winkel D und F oder d und F, 
zufammengenommen zwey rechten gleich, daher fich 
um das Viereck BDGF oder BdgF ein Kreis bcfchreiben

*H. 27. ^£st worm FG, BD oder gF, dB Sehnen find, die 
fich verlängert im Punkte A durchfchneiden, daher 
ftets AF X AG = AB X AD, fo wie AF X A g = AB X

’«•^•Ad ift *•

Für Perpendikel, welche auf der Verlängerung des 
Darihmißers über A hinaus errichtet find, ftehn >die 
Schenkel der rechten Winkel bey F' und d' über der- 
felben Grundlinie Bg , daher auch in diefem Fall B>
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F, d', g’ Punkte in einer Kreislinie *, und Fg’, Bd'* 
Sehnen lind , die fich jetzt aber innerhalb des Kreifes 
im Punkte A durchfchneiden , Po dafs auch für dielen 
Fall ftets AF' X Ag' = AB x Ad' ift.

Für ein Perpendikel, welches int Endpunkte des 
Durcbmeffers B aufflehtund daher zugleich eine Tan
gente des Kreifes iß, ift Ay x 7F = yB2*, überdem A;2 * 22. 2, 
= 7B2 4* AB2, folglich auch, wenn man Gleiches von 
Gleichem abzieht, A7 x AF = Ab2 *. * E. 3,

Wo alfo auch auf dem Durchmefier oder auf def- 
fen Verlängerung, das Perpendikel aufftehe, und wie 
man auch aus dem Tunkte A grade Linien nach dem 
Kreife und dem Perpendikel gezogen haben möge, im
mer ift das Rechteck aus den beyden Abfchnitten einer 
folchen Linie AF, oder Ag, oder F'g, dem Rechteck 
AB X AD, oder AB X Ad etc. gleich , daher auch bey 
detnfelben Kreife und für daffelbe Perpendikel (für die 
AB und AD von gegebner und unveränderlicher Grö. 
fse find) jene Rechtecke AF x AG etc. insgefammt unter 
einander gleich feyn muffen.

Folgerung 1. Steht das Perpendikel auf dem 
Durchmeßer felbft auf, fo durchfchneidet es die Kreis
linie in irgend einem Punkte E, und dann ift AE2 = 
AB X AD *. Mithin iß in diefem Fall jedes der Recht- *22^, 
ecke AFx AG = AE2, und folglich die Sehne AE die mitt
lere Proportionallinie zwifchen je zwey Abschnitten AF und 
AG ; welches eine artige Verallgemeinerung der Aus
fage in Lehrfatz 22 Zufatz I ift. Wenn man folglich 
durch den einen Endpunkt irgend einer Sehne AE einen
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Durchmeffer, und durch den andern ein Perpendikel auf 
diefem Durchmeffer zieht, fo ifl die Sehne AE die mittlere 
Proportionallinie zwifchen jeder andern Sehne, die durch 
den Punkt A gebt, und dem an A anliegenden Stück der
felben, das durch den Perpendikel abgefchnitten wird, 
(Hugenii Horol. Ofcillat. p. 49. Edit. 1673 )

Fig. 63. Befchreibt man mit AE um A einen Kreis, 
welcher die Linien AF in Punkten H durchfchneidet ; 
fo find folglich auf ihnen allen von A aus.drey ftetig 
proportionale Stücke AG , AH, AF abgefchnitten, da 
AE2 = AH2 = AG y AF ift. (Greg. III. 39.)

Fig. 62. ß) Zieht man FE, fo entfteht ein Dreyeck FEG, 
aus defl'en Spitze nach der verlängerten Grundlinie, 
eine grade Linie EA fo gezogen ift, dafs EA2 = GA 
X FA ift. Folglich verhält fich ftets GE^:FE2 = GA

*20.Z.$ ; FA *.

Folgerung 2. Verlängert man eine Sehne AF, 
bis fie in 7 die Tangente durchfchneidet, welche den 
Kreis im entgegengefetzten Endpunkte des Durch- 
jneflers durch A berührt; fo ift allemal der Durchmeffer 
die mittlere Proportionallinie zwifchen der Sehne AF und 
der verlängerten Sehne Ag, weil nach unferm Beweife 
AF x Ay — AB2 ift. Fallt man von F auf dielen 
Dgrchmefler das Perpendikel F$, fo ift überdem AF2 =

*22.Z.t. Aß X und es verhält fich daher A^:AF=;AF:AB
AB : Ay, oder AFund AEßnd zwey mittlere Proportio- 

uallinien zwifeben und Ay ; ein Satz worauf fich me- 
chaniiche Vorrichtungen gründen laden, um zu zwey 
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gegebnen Linien zwey mittlere Proportionallinien zu 
finden *. (Greg. III. 17.) *23,Z4*

Folgerung 3. Wenn man durch einen gegebnen 
Punkt A willk'ührüch grade Linien zieht, und auf diefen 
zwey Punkte F und G fo nimmt, dafs ein Rechteck aus den 
Abfchnicten AF, AG ßets einerley Flächenraum, z, B, dem 
gegebnen Raume S gleich iß; fo mttfs 1) falls der geo^ 
metri  fehe Ort des einen diefer Punkte G eine grade 
Linie EG' von gegebner Lage iß, der geometrifche Ort 
des zweyten Punktes F eine Kreislinie von gegebner 
Gröfse und Lage feyn: und 2) falls umgekehrt der Ort des 
Punkts F eine gegebne Kreislinie iß, die durch den 
gegebnen Punkt A geht, der geometrifche Ort des 
zweyten Punktes G eine grade Linie von gegebner Lage 
feyn. Man fälle nemlich in Fall 1 von A auf die ge-. 
gebne Linie EE' ein Perpendikel AD, verwandle den 
gegebnen Raum S in ein Rechteck über AD, und neh
me auf AD oder deflen Verlängerung, AB gleich der 
Hohe diefes Rechtecks, fo dafs AD X AB = S wird, 
und befchreibe dann um AB als Durchmeffer eine Kreis- 
Unie-, fo, behaupte ich, ift diefe der geometrifche Ort 
der Endpunkte F. Denn erftens wird diefe Kreislinie 
von jeder Linie die durch den Punkt A geht, die ein
zige Tangente AK ausgenommen, in A und einem 
zweyten Punkte F durchfchnitten*; die Tangente aber »|ii. 
fleht auf dem DurchmefTer AB fenkrecht*, läuft folg- »TT ii. 1$, 
lieh mit der gegebnen Linie EE' paralleli *, und jede* j 
andre Linie durch A durchfchneidet nothwendig auch 
EE' in irgend einem Punkte G, weil fonft durch einen 
Punkt A mit einer gegebnen Linie EE' verfchiedne
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*I24.Z2 Parallellïnîen möglich wären *. Zweytens ift für jede 
durchfchneidende Linie nach unferm Lehrfatz AF X AG 
= AD X AB = S weshalb alle Punkte F der fo be- 
fchriebncn Kreislinie die verlangte Eigenfchaft haben, 
aber kein Punkt aufserhalb derfelben. — Verwandelt 
man umgekehrt in'Fall 2 den gegebnen Raum S in ein 
Rechteck über dem Durchmefler AB, nimmt AD ;der 
Höhe diefes Rechtecks gleich, und errichtet durch D 
auf AB ein Perpendikel EE' ; fo ift diefes der Ort der 
Punkte G, grade aus denfelben Gründen. In diefem 
Fall darf man jedoch die Beftimmung nicht Iüberfehn , 
dafs der gegebne Punkt A in der gegebnen Kreislinie liegen 
fall. Denn ift diefes nicht der Fall, und liegt er inner
halb des Kreifes, fo werden wir in der Folge fehn, dafs 
derOrtfter Punkte G keine grade Linie, fondern gleich«

Cf^f.r e*ne ^re*s^n*e
Anm.

Diefer intereffante Satz wird in Apollonius ebnen Oertern 
I. 3 und 9 Fall 1. folgendermafsen ausgedrückt: „Wenn aus 
einem gegebnen Punkte A, auf einer graden Linie zwey Stücke 
AF, AG abgefchnitten werden, welche ein gegebnes Rechteck 
enthalten, und der Endpunkt des einen Stücks G eine der Lage 
nach gegebne grade Linie EE' berührt, fo berührt der Endpunkt 
F des andern Stücks einen der Lage nach gegebnen Umkreis”; 
ein Ausdruck der keine Nacachmung verdient. Die Analyfis bey 
Simfon in Fall 1 läuft darauf hinaus, dafs wenn G ein Punkt in 
der gegebnen Linie EE' ift, und es foil AF x AG = S = AD 

*22. £4 x AB feyn, F , G, D, B Punkte in einer Kreislinie*, folglich 
wenn man FB zieht, die Winkel bey F undD gleich, und dap 
ein rechter ift , auch bey F ftets rechte Winkel feyn müllen. Je. 
der fölcher Winkel fteht aber auf der gegebnen Linie AB; folg
lich ift der Ort der Punkte F eine Kreislinie über Aß als Durch’
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mefler befchricben •. Die Analyfis in Fall 2 liegt am Tage. — * H. 36» 
Mehrere analoge Sätze, findet man im nächftcn Buche.

Z u fa t z I. « ) Nimmt man dagegen auf jeder rjS' 6+» 
Sehne AF, die aus einem gegebnen Punkte A im Umfan
ge eines gegebnen Kreifes gezogen wird einen Punkt G Jb t 
dafs das Rechteck atis den beyden Abfchnitten einem gegeb
nen unveränderlichen Raum gleich iß, AG x GF = S ; fo 
iß der.geometrifclie Ort der Punkte G, eine 
Kreislinie^ welche mit der gegebnen concentrifch iß.~ 
Denn ift G ein Punkt von dèr bedungenen BefchatFen- 
heit, und man zieht durch ihn einen Durchmeffer HI> 
fo ift erftens AG X GF = HG x Gl*, und zwey tens, * a3, *♦ 
weil der Durchmeffer in C gleich und in G ungleich 
getheiit ift, HG X Gl = CP — CG2 *. Mithin mufs ’u.f.U 
AG x GF = S = CP — CG2 oder CG2 = Cl2—S feyn. 
Nun aber ift der Kreis, alfo auch das Quadrat über def- 
fen Halbmeffer, CI2, mithin auch CG gegeben und un
veränderlich, und daher der Ort der Punkte G eine 
Kreislinie, die mit der Seite eines Quadrats = CI2— S 
als llalbm efferam den Mittelpunkte befchrieben wird. 
Der Ort ift unmöglich, wenn S < CI2ift; da in der That 
jedes Rechteck aus den beyden Abfchnitten einer Seh
ne kleiner als das Quadrat des iHalbmefters feyn 
mufs *

ß) Nimmt man auf den Verlängerungen der 
Sehnen Ab, welche aus dem Punkte A in einer gegebnen 
Kreislinie gezogen find, Punkte g fo, dafs die Rechtecke 
Ag find' und zieht von g durch den Mittel
punkt gH' ; fo ift; erftens Ag X gF = H'g X gF* = S, ’ 23.
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ÎWeytens H'g X gl' = Cg2 —CI'2 *, folglich Cg2 = 
S-[-Cr2, alfo wiederum der Ort der Punkte g eine mit 
der gegebnen concentrifche Kreislinie, deren Halbmefler 
in diefem Fall die Seite eines Quadrats Cl2 ift, und 
die alfo den gegebnen Kreis einfchliefst.

Diefe brauchbaren Oerter , werden bey Apollonius nicht 
ausdrücklich aufgeführt, Man Geht leicht, dafs der letztere Ort 
auch für den Fall gilt, wenn g auf der Verlängerung der Sehne 
über A hinaus liegt, und Ag* X g' F == S Ht.

Zu fati IL a) Da für jedes Perpendikel auf dem 
Durchmelfer Aß oder auf deflen Verlängerung, erftens 

• i2, nach dem Pythagoreifchen Lehrfatze AGz = AD2-j- 
GD2*, °der AG x AG = AD x AD + GD2 und zwey- 
tens nach unferm jetzigen Lehrfatze AG X AF = AD X 
AB ift,; fo mufs, wenn man Gleiches von Gleichem 
abzieht, auch, falls G im Kreife liegt, alfo AF >AG ift, 
AG x GF=AD X DB x GD? feyn, falls hingegen# außer
halb des Kreifes liegt, alfo AF < Ag ift, Ag x gF = ga^ ± Ad 
xdB,wo das obere Zeichen gilt, wenn d aufserhalb des 
Kreifes liegt, das untere, wenn d noch im Kreife fällt, 
indem in diefem letztem Fall Ad2 um das Rechteck Ad 
X dB kleiner als Ad x AB, folglich dicfes Rechteck 
noch von gd2 abzuziehn ift.

ß) Auf eine ähnliche Art ift im rechtwinkligen 
Dreyeck AFB, AF2 = AB2 — FB2 oder AF X AF s» AB 
X AB — FB2 folglich AFx FG = AB x BD — FB2, und 
AF x F# = FB2 + ABxdBt wo wieder das ehre oder 

untre



INHALT GRADEL, FIGUREN, JgJ 

untre Zeichen gilt, je nachdem d aufserbalb oder inner
halb des Kreiles liegt.

7) Zieht man daher von irgend einem Punkte g au- 
fserhalb des Kreifes ein Perpendikel gd nach einem be
liebigen Durchmefler AB oder nach defl'en Verlänge
rung, und zugleich irgend eine den Kreis in H und I 
durchfchneidende Linie; 1b ift immer, falls das Per
pendikel gd auf dem Durhmefl'er lelbft auffteht, alfo d 
im Kreife liegt, gd2 — Ad X dB = Ag x gF = Hg X 
gl *, falls hingegen das Perpendikel gd auf der Verlän
gerung des Durchmeflers auffteht , gd2 -f- Ad X dB 
— Ag X gF ~ Hg x gl. (Greg. III. 87.) — Ift G ein 
Punkt im Kreife, fo ift AD x DB — GD2 = AG x GF ~ 
Hg x gl. (Apollonius ebne Oerter II. 8-9- Zui.)

[LEHRSATZ 25»]

Wenn man durch einen beliebigen Punkt M einer Fig. 61, 
Sehne API, oder durch irgend einen Punkt m in de
ren IPerlangerung, eine grade Linie MD oder nid pa
rallel mit der Tangente AK, welche durch den einen 
Endpunkt A diefer Sehne geht, zieht, fo werden auf 
jeder andern graden Linie, welche durch den Punkt 
A geht, und daher den Kreis in einem zwey ten Punk
te F, die Linie MD oder md hingegen in Punkten 
G oder g durchfehneidet *, zwey Stücke AF und AG 
oder A g fo abgefchnitten, dafs die Rechtecke AF^AG 
insgefammt dem Rechteck AH\ AM, und daher auch 
untereinander gleich find.

Bb
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Denn ift AB der Durchmeffer, der durch den End
punkt A der gegebnen Sehne AH geht, fo fteht die 
Tangente AK, und alfo auch jede der Linien MD und 
md, welche mit ihr parallel laufen., auf dem Durchmef- 

*11. 12.fer AB, oder deffen Verlängerung lenkrecht *. Die 
graden Linien, welche durch den Punkt A gezogen 

•werden, durchfchiieiden folglich ein Lolches Perpen
dikelMD, wo es auch auf dem Durchmefler, -oder 
dellen Verlängerung auffteht, und durch welchen Punkt 
der Sehne A oder deren Verlängerung es folglich geht, 
ftets fo, dafs die Rechteck AF x AG insgefammt unter
einander, alfo auch insgefammt dem Rechteck AH X 

¥ AM gleich lind*, fo wie die Rechtecke AF X Ag alle 
untereinander und mit dem Rechteck AH X Am gleich© 
Grofse haben»

Diefe Verallgemeinerung' des vorigen Lehrfatzes, läfst fich 
auch leicht durch eine ähnliche Schlulsfolge, wie jener, oder 
aus der Lehre von der Aehnlichkeit der Dreyecke beweifen. Da 
der Winkel, den eine Tangente mit einer Sehne macht, die 
durch den Berührungspunkt geht, den Winkeln in den entgegen
gefetzt liegenden Kreisabfehnitten > z. B. KAm' den Winkeln im 
Abfchnitt /1EII, und KAH den Winkeln im Abfchnitt ABH, gleich 
ift; fo läfst fich die Lage der Linien MD auch dadurch beftim- 
men, dafs fie die Sehne unter Winkeln durchfchneiden, welche 
den Winkeln in den entgegengefetzt liegenden Kreisabfehnitten- 
gleich'find, und fo drückt Greg, a St. Vine» Ill. 73 diefen Satz 
aus»

Folgerung, 1. Werden von einem gegebnen Punk
te A aus, willkührhck grade Linien gezogen , und auf jeder 
derfelbcn von diefem Punkte an zitey Abfchnitte AF sind 
4G, fo genommen, dafs, (wenn man von den Punkten G mit ei
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ner gegebnen Linie 0 Parallellinien zieht, und dieße eine 
der Größe und Lage nach gegebne grade Linie AH entweder 
felbß , oder deren Verlängerung über Hhinauf in Punkten 
M durchfcbneidenÇ) immer das Rechteck AFx AG = AH x 
AMißi Jo iß der geometrifche Ort der Punkte. 
py eine der Lage und Größte nach gegebne Kreis Unie*

Denn zieht man durch ’den gegebnen Punkt A, 
parallel mit der gegebnen Linie Q, die Linie Kk, und 
befchreibt zu diefer Linie als Tangente und über ÄH 
als Sehne einen Kreis ; fo hat, unferm Lehrfatz zu Folge, 
diefe Kreislinie die Eigenfchaft, dafs wenn man aus 
A irgend eine Sehne AF, und aus irgend einem Punk
te G auf ihr, oder auf ihrer Verlängerung, parallel 
mit der Tangente die Linie GM zieht, AF X AG = 
AH X AM ift. Folglich thut jeder Punkt F diefer Kreis
linie unfrer Bedingung genüge. Hingegen kein Punkt 
P, der nicht in ihr, und doch mit ihr zu einerley Seite 
der Tangente Kk liegt, weil fonft lowohl AG X AP 
als auch AG X AF gleich AM X AH , und doch AP 
gröfser oder kleiner als AF feyn müfste, welches un
möglich ift.

Verlängert man AH über A hinaus, auf die entgegen
gefetzte Seite der Tangente Kk, nimmt AH' gleich AH, 
und auch hier auf die durch A gezognen Linien zwey 
Abfchnitte AF, AG fo, dafs Parallellinien GM mit der 
Tangente Kk gezogen, auf AH' Linien AM' io abfehnei. 
den, dafs AF X AG = aH'x AM'ift ; fo muis der Ort 
der Punkte F ebenfalls eine über AH' als.Sehne zu Kk 
als Tangente befchriebneKreislinie feyn; welche folg
lich mit der erftem gleich ift, fich mit ihr im Punkte 

Bb 2
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A berührt, und deren Mittelpunkt mit dem der erftern 
zu entgegengefetzten Seiten der Linie HH' liegt.

Deshalb ift es einerley ob die Abfchnitte AF und 
AG auf einerley, oder zu verfchiedner Seite des Punktes A 
genommen werden. Immer find zwey gleiche im 
Punkte A fich berührende Kreislinien, von der erwähn, 
ten Befchaffenheit, der Ort Punkte F. Auf diefelbe 
Art gilt der Ort in Lehrfatz 24 Folg. 3 auch für den 
Fall, wenn AF und AG Abfchnitte einer gradenLinie 
find, die zu entgegengefetzten Seiten des Punktes A liegen,

Ucbrigens bleibt der Ort der Punkte G unter untrer gegen- 
wärtiven Vorausfetzung gänzlich unbeftimmt, da G jeden Punkt 
in jeder Sehne AF bedeutet. Kömmt aber eine zweyte Bedin
gung hinzu, fo wird dadurch auch der Ort der Punkte G be- 
ftimmt. Noch einen andern Beweis für die Ausfage in diefer 
Folgerung findet man in Zufarz. 1.

Folgerung. 2. Durchfchneidet die Linie MD 
die Kreislinie in irgend einem Punkte E, und man 
zieht AE, fo fallen die Punkte F und G beyde inE zu- 
fammen , und es ift AE2 — AM X AH. — Zieht man 
durch H eine Parallellinie mit der Tangente AK, fo 
fallen die Punkte M und H zufämmen , und es ift AF 
X A7 = AH2. Man findet alfo zu zwey gegebnen Sehnen 
AH, AE, oder AF, AH, die von denfelben Punkte A aus 
gezogen find, die dritte Proportionallinie AM oder Afi, 
wenn man durch den zweyten Endpunkt der Sehne, wel
che die mittlere Proportionallinie feyn foil, eine Parai- 
lellinie mit der Tangente durch den Punkt A zieht.

Fig. 65. Folgerung 3. Zieht man von den beyden End- 
punkten einer Sehne AH nach irgend einem Punkte im 
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Ereile grade Linien AE, HE, und parallel mit den 
Tangenten durch die Endpunkte der Sehne die Linien 
EM, EN, fo ift alfo AE2 = AH X AM und HE2 = AH x 
HN. Daraus folgt

dafs fich verhält AE2.- HE2 — AM : HN und, 
wenn man diele gleichen Verhältnifie beyde mit dem * y 
Verhältnifs AE : HE zufammenfetzt *, AEî : HE3 = 
AM X AE : HN X HE. Diefe Rechtecke ftehn alfo im 
dreyfachen Verhältnifie der Sehnen AE, HE; eine 
Ausfage, denen inLehrfatz 22, Zufatz 1 analog. (Greg. 
HL 93.)

ß) Da im Dreyeck HEM aus der Spitze E nach 
der verlängerten Grundlinie eine grade Linie EA geht, 
deren Quadrat gleich ift dem Rechteck aus den Ab- * 
fchnitten HA, MA auf der verlängerten Grundlinie, 
AE2=HAxMA; fo muffen fich die Quadrate über 
den Schenkeln diefes Dreyecks, wie die Abfchnitte 
verhalten, oder HE2: ME2 = HA : MA *, und aus den-^o.Z.s1. 
felben Gründen AE2:NE2= AHî: NH. Folglich ver
hält fich auch erftens HE2 : ME2 = HA X LN : MA 
X HN ♦. Nun aber ift dem obigen zu Folge HE2 = *3. f. 1, 
HAxHN, alfo mufs auch ME2 = MA x HN feyn *, * ^»6. 
und aus ähnlichen Gründen NE2 = NH X AM, mithin 
ME2 = NE2. Die beyden mit den Tangenten parallel ge
zognen Linien EM, EN find alfo fiets von gleicher Länge, 
und fchneiden von der Sehne zwey Stücke AM, HN fo ab 
daß ME2 = NE1 = AM x HN ift, (ein Satz den Clai. 
raut als zwölfjähriger Knabe gefunden haben foil;
Krafft Inftit. geom. fubl. §. 105.) .

7) Ift zweytens , zu Folge der erften Proportion 
in ß, HEz : ME2 = HA : MA; fo verhält fich auch
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HE2rME2 = HA* :HA x MA * oder, daFolgerung 2 
gemäfs HA X MA = AE2 ift, HE2 : MEZ = HA2 : AE2. 
Folglich End auch die Seiten diefer Quadrate propor- 

*4-f- 3- tional HE:ME — HA: AE*, und mithin ift AE X HE 
— AH X EM, Folglich mufs in jedem Dreyeck, welches 
einem Kreife eingefchrieben iß, wenn man von der Spitze 
nach der Grundlinie eine Parallellinie EM mit einer der Tan^ 
geilten durch die Endpunkte der Grundlinie zieht, das Recht, 
eck aus den beyden Schenkeln AE, HE gleich feyn dem Recht" 
eck aus der Grundlinie AH in diefe Parallellinie EM. 
(Greg. III. 70.)

Fig. 66. £ ) Zieht man hingegen in einem Dreyeck welches
dem Kreiß eingefchrieben iß, aus der Spitze E, durch den 
PunktO, der in der Mitte der Grundlinie API liegt, eine 

* 17. Sehne EOF, fo ift AE2 4- EH2 = 2 AOZ 2 EO2 ♦, oder, 
da AO2 = AO X OH = EO X OF *, und EO X OF 4-EO2 
— EO X EF ift, ßets AEz 4- EH^ = 2E0x EF,

Fig. 67. Folgerung 4. Wenn eine grade Linie AH der Gröfse 
und Lage nach gegeben iß, und grade Linien MN, welche 
auf AH oder auf deren Verlängerung über II hinaus in 
Punkten M aufßebn, und mit einer gegebnen Linie parallel 
laufen, werden jede von einer aus dem Punkte A gezognen 
graden Linie, fo in einem Punkte E durchfihnitten, dafs 
das Quadrat über AE, dem Rechteck aus den Linien AH und 
AM gleich iß, AEz = All X AM ; fo iß der Ort der 
Durchfchnittspunkte E ßets eine Kreislinie 
von gegebner Lage und Gröfse. Und zwar eine Kreisli
nie, die man findet, wenn man mit der gegebnen Li
nie Q, durch den gegebnen Punkt A eineParallellinie 



INHALT GRADEL. FIGUREN. 391

Kk zieht, und dann über der gegebnen Linie AH, als 
Sehne, einen Kreis befchreibt, den Kk im Punkte A 
berührt *. Denn nach Folgerung a5 hat jeder Punkt E in *H.AFg. 
diefer Kreislinie die Eigenfchaft, dafs wenn man AE, Io* 
und parallel mit der Tangente durch A, EM zieht, 
AE2 = AHx AM ift: und kein Punkt F, der nicht in der 
Kreislinie liegt, kann diefe Eigenfchaft haben, weil 
fonft entweder eine grade Linie den Kreis in drey 
Punkten E, F, E durchfchneiden, oder es eine Sehne 
geben müfste, die gröfser als der Durchmefler wäre.

Nimmt man auch auf der Verlängerung der ge
gebnen Linie AH über A hinaus folche Parallellinien, 
fo wird für diefe der Ort der Durchfchnittspunkte E’ 
eine der vorigenr gleiche Kreislinie , welche jene im 
Punkte A fo berührt, dafs die Mittelpunkte und die 
gleichen Abfchnitte zu entgegengefetzten Seiten der 
verlängerten Linie AH liegen.

Apollonius ebne Oerter II, 3, Fall 1. Simions Analyßs führt 
dort den Beweis diefes Orts noch auf andre Sätze zurück. Ge
fetzt nemlich Ez fey einfolcher Punkt, für welchen AEzs — AIU 
X AM' ift, fo muis , wenn man durch die drey Punkte E', Hz, 
Mz einen Kreis befchreibt, AEZ diefen Kreis im PunkteEzberüh
ren *; folglich, wenn man EZHZ zieht, der Winkel AEZHZ , 
dem Winkel AMZEZ, gleich feyn *. Nun find für alle Pàrallel- ’22 Lj.ß
linien MZEZ, die äufsern Winkel AMZEZ zu einerley Seite der Li
nie AHZ, von gleicher gegebner Gröfse, nemlich gleich KAH 
oder kAH, mithin auch der Winkel AiyH' von gegebner, un
veränderlicher Gröfse. leder der Durchfchnittspunkte Ez ift alfo 
die| Spitze eines Dreyecks AEZHZ welches über der gegebnen 
unveränderlichen Grundlinie AHZ fteht, und deffen Winkel an 
der Spitze Ez , gleichfalls von gegebner ,Gröfsej,ift , liegt mithin 
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im Segen, entweder des Krcisabfchnitts über AHZ, welcher den 
gegebnen Winkel KAH fafst, oder des Kreisabschnitts unter AH' 
der den Nebenwinkel kAH fafst, mithin in einem Kreife, den 
man findet, wenn man über AH als Sehne und zu Kk als Tan
gente, einen Kreis befchreibt.

Fig- 68. Zufatz I. Bleibt alles, tote im vorigen Fall, nur 
mit dem Unterfchied , dafs die Linien aus dem Punkte 
A gezogen, die parallelen Linien MN fo in Punkten E durch
fchneiden, dafs entweder 1) das Quadrat über A E um einen ge
gebnen Raum S gröfser oder kleiner als das Rechteck aus den 
Abfchnitteu AH, AM iß, ALS = AH X AM ± oder 
dafs 2) AE-= S — AH X AM iß-, fo iß ebenfalls der 
geometrifche Ort der Dur c hjc hnitt s p unkt e 
E, eine Kreislinie von gegebner Größte und Lage.

l) Gefetzt es find ME und AE zwey Linien, von 
der Befchaffenheit, dafs AE2 = AH X AM± S ift; fo mufs 
für den Fall des obern Zeichens AE^ gröfser, im Fall 
des untern kleiner als das Rechteck AH X AM feyn, und 
daher mufs es in jenem Fall auf AE felbft, in diefem 
auf der Verlängerung von AE über E hinaus, einen 
Punkt von der Befchaffenheit geben , dafs das Recht« 
eckAExAD = AHx AM ift; und zugleich mufs in 
beyden Fälln AE x ED=S feyn. Dann liegen aber er- 
ßens die vier Punkte E, D, H, M auf derfelben Kreis- 

*2*. £4. Unie ♦, und zieht man DH, fo find die WinkelADH 
und AME von gleicher GsÖfse, weil entweder die Ne
benwinkel von beyden, Winkel am Umfange find, die 

* II. 23. auf demfelben Bogen ftehn *, oder weil der Neben
winkel von ADH dem Winkel AmE, in einem Vierecke, 
welches dem Kreife eingefchrieben ift, gegenüberfteht,
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oder umgekehrt^. Nun ift der Vorausfetzung gemäfs * 27*
ME der gegebnen Linie AK parallel, alfo der Winkel 
AME immer von einerley Gröfse ; folglich auch ADH; 
und da’überdem AH von gegebner unveränderlicher 
Gröfse ift, fo ift der geometrifche Ort der Punkte D eine 
Kreislinie y welche über AH als Sehne, und zu AK als • 
Tangente befchrieben wird , die mithin durch den 
Punkt A geht, und deren Halbmejfer CA feyn mag. 
Nun liegen zwey tens auf den Sehnen AD diefer 
Kreislinie , die insgefammt aus dem gegebnen 
Punkte A ausgehn , die Punkte :E fo, dafs im Fall 
des obern Zeichens AE X ED = S, im Fall des untern 
AE X Ed = S ift. Mithin muls vermöge des Orts 
in Lehrfatz 24 Zulatz I , der geometrifche Ort der 
Punkte Ey eine der vorigen concentrifche Kreislinie y und 
zwar ihr Halbmejfer CE die Seite eines Quadrats feyn, 
welches im Fall des obern Zeichens gleich CA2 -f S*, *24Zi.ß 
im Fall des untern CA2—S ift ♦.— Nimmt man auch *242.100 
auf der Verlängerung der gegebnen Linie AH über A 
hinaus Parallellinien M'E', fo find zwey gleiche Kreifey 
die im Fall des obern Zeichens fich duchfchneiden, im , 
Fall des untern aber um den doppelten Unterfchied der 
beyden Halbmeffer von einander abftehn , und in de
nen AH verlängert zwar gleiche, aber entgegengefetzt 
liegende Abi’chnitte bildet, der Ort der Punkte E \ \24«fir,

ä) Soll AE2 = S — AH X AM feyn, fo müflen die 
Parallellinien MN fo von den Linien AE durchfchnitten 
werden, dafs AE2 + AH x AM = S ift, folglich AE2< S 
feyn. In diefem Fall mufs es alfo auf der Verlange, 
rung jeder Linie AE, über A hinaus, einen Punkt
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D' geben, der fo liegt, dafs das Rechteck aas AE und 
ED' dem gegebnen Raume S gleich, oder AE X ED' 
— S id, da denn AE2 4" AH X AM = AE X ED', niit- 
hin, wenn man beyderfeits AE2 fortnirnmt, AH X AM 
= AExAD' feyn mufs. Nimmt man daher auf der 
Verlängerung von AH über A hinaus, AH' gleich AH, 
fo ift auch AH' X AM = AE x AD', und da H'M und 
D'E grade Linien find, die fich im Punkte A fchnei- 
den, fo liegen die vier Punkte H', D', E, M in einer 

* II. 23. Kreislinie , und es ift der Winkel AD'FI = AME ♦, 
mithin, von gegebner, unveränderlicher Gröfse : und da 
er über AH' fteht, fo mufs der Ort der Punkte D', im Per- 
pendikel, welche auf AFI und derenJVerlängerung über 
II hinaus genommen werden, eine Kreislinie feyn, die 
über AH' als Sehne, und zu Kk als Tangente befchrie- 
ben wird. Und da überdem AE x ED'= S ift, fo wird 
zugleich der Ort der Punkte E, eine mit jener concentrijche 
Kreislinie, deren Halbmefler C'E die Seite eines Quadrats 
ift, welches das Quadrat des elftem Halbmeffers C'A 
um den RaumSübertrifft, oder C'Ea = C'A24*S, Die
fes wird auf dielelbe Art wie in Lehrfatz 24. Z. 1.2. be- 
wiefen. — Für alle Parallellinien machen wiederum 
zwey gleiche, fich jchneidende,itm C undC befcbriebne Kreis* 
Knien, den Ort der Punkte E aus.

Apollonius ebne Oerter II. Fall 2, wo jedoch diefer Ort 
etwas anders ausgedrückt wird. Unmittelbar auf ihn laßen fich 
mehrere ebne Oerter, die zu den Zufammengefetzteftcn gehören, mit 
Leichtigkeit zurückführen, welches ich im Folgenden Zufatze 
fden der, werLehrfatz 20 überfchlagCn hat, gleichfalls übergehe) 
wenigftens andeuten will.
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Zufatz II. a) Der Ort der Punkte Eifl auch r^Fig. 69. 
dem Fall eine gegebne Kreistinie, wenn der Anfang 
der parallelen Linien MN auf irgend einer andren, der Gröfse 
und Lage nach gegebnen Linie BL genommen wird, die 
nicht durch den Punkt A geht. Denn man mache AH 
gleich und parallel BL, und ziehe durch B, parallel mit 
AK, die grade Linie BC; fo fchneidet jede der Linien 
MN, welche mit AK parallel laufen, auf beyden Li- 
nitn und deren Verlängerungen, von Bund C an glei
che Stücke ab, fo dafs BL xBM = AHx (AM'±AC) 
= AH X AM'± AH X AC , wird , wo das Rechteck 
AH X AC ein gegebner Flächenraum P ift. Ift daher 
AE2 = BL x BM ± S ; fo wird auch AE2 = AH X AM' 
±S±P, mithin dem vorigen Zufatz gemäß, der Ort des 
Punktes E eine gegebne Kreislinie feyn. -(Apollonius 
II. 3. Fall3.)

ß) Der Ort der Punkte E ifi ferner auch dann eine 
Kreislinie von gegebner Lage and Gröfse, wenn die Li- 
nien AE die Paralleliinien fo durchfchneiden, dajs eine Fi

gur gegebner Gattung über AEbefchrieben,AE’2 X — ent

weder gleich ifi dem Rechtecke aus irgend einet Linie Bi, und 
dem Stück BM derfelbex, welches die Paralleliinien auf 
ihr oder ihrer Verlängerung abfehneiden, Bi x BM : oder 
gleich diefem Rechtecke vermehrt oder vermindert tim einen 
gegebnen Raum, BI x 1 BM ± S : oder endlich einem gegeb
nen P.autn weniger diefem Rechteck, S — Bix BM. Denn 
da die Figur über AE der Gattung nach gegeben ift, 
fo ift ihr Verhältnifs zum Quadrat über AE, m :q, ge
geben» Man nehme auf der gegebnen Linie BH oder
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deren Verlängerung, einen Abfchnitt fo, dafs fich ver

hält BI: BL = m : q, fo ift BL gegeben, undßl = BL X — * 
q

Setzt man diefen Werth ftatt BI, und dividirt dannbey-

derfeits durchfo verwandeln fich iunfere Voraus- 
q

fetzungn in folgende: AE2 = BL X BM ; oderAE2 — 
BLxBMiS; oder AE2 = S‘— BL X BM. Und für 
alle drey ift nach «) der Ort der Punkte Ë ein Kreis 
von gegebner Lage und Gröfse. (ß am er er s Bemerkun
gen zu Apollonius ebnen Oertern.)

7 ) Endlich iß der Ort der Punkte E auch unter der 
Vordusfetzung eine Kreislinie von gegebner Lage und 
Gröfse, dafs, wenn zwey Punkte A, C und die graden Li
nien Q^und BH der Lage, und die letztere auch der Gröfse 
nach, in einer Ebne, gegeben find; grade Linien von den Punk
ten A und C aus gezogen, fich in den Punkten E fo durch* 
fchneiden, daß eine mit durch E parallel gezogne Li
nie,auf BH, oder deren Verlängerung, ein Stück BM fo ab* 
jchneide, dafs die Summe oder der Unterfchied zwey er Fi
guren gegebner Gattung über AE und CE befckrieben , dem 
Rechteck aus den Abfchnitten BH und BM gleich iß, 

AE2* - ± CE2 X — = BH x BM. Denn da die FL 

guren über AE und CE der Gattung nach gegeben find, 
fo ift dafs Verhältnifs m:n:q gegeben. Man nehme im 
Fall der Summe auf AC, im Fall des Unterfchieds auf 
deren Verlängerung zwey Abfchnitte CG, AG, und 
überdem eine Linie Ge fo, dafs ßch verhält m : n ; q —
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CG : AG : Ge, fo ift AE2 X - ± CE2 x - = AE2 x ~ 
q q Ge

BG-f- CE2 X — , und! diele Summe ift nach Lehrfatz 20 
Ge

ACForm, y gleich — X (AG X CG ± EG2), alfo auch 
Ge

diefer Raum der Bedingung unterer* Auffage gemäfs, 
gleich BH xBM. Nun find die Punkte A, C und G, 

. mithin auch AC und das Rechteck AG X CG = R ge
geben , überdem die Linie Ge , alfo auch der Raum 

a p AO
R x ■— = S, und alfo ift EG2 X — = BH x BM — S 

Ge Ge
im Fall der Summe, oder = S — BH X BM im Fall des 
Unterfchieds'. Folglich find dann vom gegebnen 
Punkte G aus, die Linien GE fo gezogen, dafs eine 
Figur gegebner Gattung über GE befcbrieben, gleich 
ift dem Rechteck BH X BM vermindert um den gegeb- 
nenRaumS, oder umgekehrt, und daher vermöge /3, 
der Ort der Punkte E eine Kreislinie von gegebner Lage 
und Gröfse. {ApolloniusII. 6. wo jedoch der Fall des 

i Unterfchieds Überfehn ift, und dieier Ort in allen fei
nen Fällen 10 Seiten einnimmt. Auch ift er dahin ein- 
zufchränken, dafs wenn im Fall des Unterfchieds die 
Figuren gegebner Gattung ähnlich find^ es keinen Punkt G 
giebt, und der Ort der Punkte E keine Kreislinie, fon
dern eine der Lage nach gegebne grade Linie wird,

Ift die Summe oder der Unterfchied der beyden 
Figuren gegebner Gattung, vermehrt oder vermindert 

einen gegebnen Raum P, dem Rechteck BH X BM, 
oder jene Sumnje oder Unterfchied dem Raume P we- 
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niger diefem Rechteck gleich ; fo ändert diefes weiter 
nichts, als dafs ftatt des gegebnen Raums S, ein andrer 
gegebner Raum in die letzte Beftimmung mit eingeht, 
daher auch für diefe Falle der Ort der Punkte E eine 
Kreislinie ift, mit der eben erwähntenEinfchränkung,

Ueberdem läßt diefer Ort fich grade fo, wie der in den 
Folgerungen zu Lehrfatz 20 vorgetragne, auch auf drey, 

und jede beliebige Zahl von Punkten ausdehnen-. „Sind 
nemüch beliebig viel Punkte A, C, D,etc. in einer Eb
ne gegeben , und grade Linien aus ihnen gezogen 
durchfchneiden fich insgefammt in einem Punkte E fo, 
dafs die Summe oder der Unterfchied von Figuren ge
gebner Gattung, über diefe Linien befchrieben, dem 
Rechtecke BH X BM ± S gleich ift ; fo ift der Ort der 
Punkte E eine Kreislinie von gegebner Lage und Gröfse, 
doch mit der erwähnten Einfchränkung. ” (Catnerers 
Bemerkungen zu Apollonius ebnen Oertern).

Anmerkung. Die Sätze in Folgerung 4 und in diefem Zu- 
fatze betreffen den Ort der Durchlchnittspunkte E, worinn grade 
Linien, von einem gegebnen Punkte A aus gezogen’, Paral
lellinien fo durchfchneiden, dafs das Quadrat über AE entweder 
allein , oder in Verbindung mit behändigen Gröfsen, durch ein 
veränderliches Rechteck beftimmt wird, defien Gröfse zuletzt von 
dem veränderlichen Abfiande diefer Parallellinien vom gegebnen 
Punkte A abhängt. — Der folgende Ort betrifft die Durch- 
fchnittspunkte E, worin grade Linien, von einem gegebnen Punk
te A aus gezogen , Sehnen eines gegebnen Kreifes fo durchfchnei
den, dafs das Quadrat über K'S durch das Rechteck aus den beyden 
Abjchnitttn jeder Sehne beftimmt wird. Diefen Ort führe ich iui 
folgenden Lehrfatz auf , um mit demselben nach Simfous Beyfpiel 
fielen Haupttheil aus der Lehre der ebnen Oerter zu befchhefsen.
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[le H R S A T Z 26.]

1) Wenn ein Kreis, mithin auch dejfen Mittel 
punkt C, und irgend ein zweyter Punkt A gegeben 
find, gleich viel ob A innerhalb, oder außerhalb, oder 
auf der Kreislinie Hegt, und wenn grade Linier., vom 
Punkte A aus gezogen, [ich mit den Sehnen BD 
diefes Kreifes je zwey und zwey fo in Punkten ß 
durchfchneiden, l } dafs entweder Ae2 — Be\De, 
oder, wenn S einen gegebnen Flachenraum bedeutet, 
Ae2 ~ Be X De Sj S ift: und irgend, einer diefer 
Punkte e liegt a u fs erhalb des Kreifes, auf der Ver
längerung einer Sehne ; fo iß ftets der geometri- 
fche Ort aller fo ich er P unkt e c eine gr a- 
de Ltnie von geo-ebner Lage. — 2 ) Durch Ichnei- 
den ße fich hingegen, unter übrigens gleichen Lnßän- 
den,Jb, dafs Ae2 = S— Be\De iß; fo iß der Ort 
der Punkte e eine Kreislinie von gegebner Lage 
und Große.

2) Wenn aber von den graden Linien, die vom 
gegebnen Punkte A aus gezogen werden, irgend eine 
fich mit einer der Sehnen BDfelbß, folglich 
innerhalb des Kreifes,in einem PunkteEfodurch- 
jchneidet, 1) dafs entweder AEa. = BE^DE, oder 
AE^ = BE X DE ßj S iß; fo iß umgekehrt fiets 
der geometrifcheOrt aller Punkt e E, eine 
Kreislinie von gegebner Lage und Große : und 
durchfchneiden fie fich 2) fo, daß AEZ = S — BE 
X DE iß; fo iß der Ort aller Punkte E eine gra
de Lini.e von gegebner Lage,
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Da diefen Vorausfetzungen gemäfs der Punkte A 
und der Mittelpunkt des Kreifes, C, gegeben^find * 
fo ift auch die grade Linie AC der Lage und Gröfse 
nach, und überdem der Halbmeffer CG oder CM des 
Kreifes der Gröfse nach gegeben. Man ziehe von dem 
Punkte e oder E, welcher den Bedingungen des Sa
tzes genüge thun möge, durch den Mittelpunkt die 
grade Linie eH , oder EH, von der der Kreis denDurch- 
meffer.FG abfchneide.

I .) Liegt ^eßer Punkt e außerhalb desKreißes^ in der 
Verlängerung einer der Sehnen BD, .fo ift Be X De = 

* 22. 2. Fe X Ge* = Ce2 — CG2, weil in diefem Fall dem 
inCgleich getheilten Durchmeffer CG, das Stück Ge 

’Il f i. angefetzt ift*. Folglich mufs der erßen Voraasfetzung 
P» o emafs, nach welcher Ae2 = Be X De + S feyn foil, Ae2 

— Ce2 — CG2 + S, und alfo Ce* — Ae* = CG* ± S 
feyn, wo das obere oder das untre Zeichen gilt, je nach
dem Ae2 um den gegebnen RaumS kleiner oder größer 
als das Rechteck Be X Dev gefetzt wird. Unter diefer 
Vorausfetzung durchfchneiden folglich die vom Punk
te A aus gezognen Linien, die verlängerten Sehnen 
fo in Punkten e , dafs in den Dreyecken CAe, die ins- 
gefammt über der gegebnen unveränderlichen Linie 
CA ftehn, der Unterfchied der Quadrate aus den beyden 
Schenkeln gegeben und unveränderlich ift , nemlich 
gleich dem Quadrate des gegebnen Haibmeffers, ver- 
mehrt oder vermindert um den gegebnen Raum S. 
Deshalb mufs der Ort der Durchfchnittspunkte e, als Spi
tzen diefer Dryecke , ein Perpendikel auf der 

gegebnen 
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gegebnen Linie CA *, und zwar dasjenige Perpendikel 
jèyn y welches vom Punkte O, der in der Mitte der 
Grundlinie CA liegt, nach der Seite des kleinern 
Schenkels zu , um eine Linie Oh abfteht, deren GrÖfse 
dadurch beftimmt wird, dafs 2 Oh x CA = CG2 ±S 
oder 4 CO x Oh = CG2 ±' S ift. Und daraus findet 
man Oh durch Conftruction grade wie in Lehrfatz 16 
Folgerung 3. {Apollonius ebne Oerter 11. 7. g. 9.) 

w
Ift aber der zweyten Voraussetzung gemäls Ae2 = S

—Be X De, fo mufs Ae2-}- Bc X De = Sund folglich Ac2
Ce2— CG2 = S, oder At2 4- Cr2 = S CG2 feyn. Un

ter diefer Vorausfetzung durchfchneiden fich alfo die 
Schenkel derDreyecke ACe, weiche über der gegebnen 
Linie AC ftehn, fo, dafs die Summe der Quadrate aus 
den beyden Schenkeln einem gegebnen Flächenraum gleich 
ift, weshalb nun der Ort der Durchfchnittspunkte e keine 
grade Linie, fondern eine Kreislinie von gegebner 
Lage und Gröfse wird *. Und zwar, wenn man die Li- »17,f,^ 
nie CA im Punkte O halbirt, fo ift 0 der Mittelpunkt 
diefer Kreislinie, und ihren Halbmejfer Oe findet man da
raus , dafs Oe2 — f (S f - CG2) — CO2 feyn mufs * ’i/.f, x. 
{Apollonius 11. 14.)

2 ) Liegt der Durchfcknittspunkt E in der Sehne BD 
felbft, und alfo innerhalb des Kreifes, fo wird diefe 
Sehne vom Durchmefler FG, der durch den Punkt E 
geht, fo durchfchnitten, dafs BE X DE = FE X GE * ’32, *• 
= CG2 — CF2 ift, indem der Durchmeffer EG in die. 
fern Fall im Punkte C gleich, nnd im Punkte £ un- 
gleich getheilt ift- *, »xiXu

C«
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Ift alfo nach der erfien Voratisfetzung AE2 = BE X 
DE + S, fo mufs in diefem Fall AE2 = CG2— CE2 + S, 
und J/î2-F C£2 = CG2 + S feyn. Alfo ift dann , nicht 
■wie unter i) der Unterfchied , fondern die Summe der 
Quadrate aus den Linien AE, CE, welche von zwey 
gegebnen Punkten aus gezogen , lieh durchfchneiden, 
einem gegebnen Raume gleich, mithin der Ort der Punk
te E jetzo eine Kreislinie, um einen Punkt 0, der 
in der Mitte zwifchen A und C liegt, als Mittelpunkt 
befchrieben, mit einem Halbmeffer OE, für den OE2 = 

Mi7« (CG2* S). — OC2 ift*. (Apollonius II. 11. 12. 13 )

Ift aber nach der zweyten Vorausfetzung, AE2 = S 
— BE X DE, fo mufs in diefem Fall AE -4- BE X DE= S, 
oder AE2 + CG2 — CEa = S, und folglich JE2 — CE2 — 
S—CG2 und umgekehrt CE2 — AE2 — CG2 — 5 feyn. 
Da alfo der Unterfchied der Quadrate über den Schenkeln 
AE,CE einem gegebnen Raume gleich ift, fo wird der 
Ort der Punkte E in diefem Fall e i n P e r p e n d i k e l a uf 
AC, welches, wie in der elften Vorausfetzung unter 1) 
aus Lehrfatz 16. Folgerung 3. dadurch gegeben wird, 
dafs 4 CO X OH = CG2 — S feyn mufs. (Apollonius 
II. 10.)

Befliwrnungi im Fall der Ort eine grade Linie 
iß, und zwar 1) für Punkte e aufserhalb des Kreifes, Da 
der Ort diefer Punkte das Perpendikel eh, und für die- 

* 16. i fes Ce* —Ae2= CGa± S = 4COx Oh=^ Ch2 — Ah2* 
ift, fo mufs, wenn S gleich null ift, und im Fall des 
ehern Zeichens , immer Ce > Ae und Ch > Ah feyn, 
folglich das Perpendikel zu der Seite von O, auf welcher 
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A liegt, aufftehn. Folglich, wenn 0 aufserhalb des 
Kreifes-liegt, oder CA > 2 CM ift, auch der Punkt h 
und das ganze Perpendikel eh nothwendig aufserhalb 
des Kreifes fallen. Daflelbe findet iw Fall des untern 
Zeichens ftatt, wenn CG2 > Sift, da hingegen, wenn 
CG2<Sift, Ce < Ae wird, unddas Perpendikel eh 
nach der Seite von C zufällt.

Da ferner der Halbmefler CG = CM ift, mufs 
auch 4 CO X Oh — CM2 = +S feyn. Ift A ein Punkt 
im Kreife, fo befteht derHalbmefler CM aus zwey glei
chen Theilen CO, OA und einem dritten diefen ange- 
fetzten Stück AM, CM = 2 CO 4-AM , und deshalb 
ift dann CM2 = 4 CO x OM 4 AM2 *, folglich 4 CO x ’n. f. 3. 
(Oh — CM) — AM2 — ± S. Daher mufs, wenn S gleich 
null ift, und im Fall des ober» Zeichens, nothwendig 
Oh > OM, elfo h ein Punkt aufserhalb des Kreifes feyn, 
welches im Fall des untern Zeichens nicht nöthig ift, 
da für diefes, nach Umftänden, Oh kleiner oder gro- 
Iser als OM feyn , und h innerhalb oder aufserhalb des 
Kreifes liegen kann. — Wenn A in der Kreislinie liegt, 
ift CM2 = 4 CO x OA. mithin 4 CO X (Oh — OA) 
= ± S. Ift folglich alsdann S1 gleich null, fo mufs Oh 
gleich OA feyn, alfo h in A fallen, und eh den Kreis im 
Punkte A berühren*. Im Fall des ehern Zeichens liegt « .° * 22. 2, 
dagegen h aujserhalb, im Fall des untern innerhalb des 
Kreifes.— Wenn endlich A aufserhalb des Kreifes liegt, ift 
CM — 2 CO — AM, folglich CMS — 4 CO2 — 4 CC x 
AM 4- AM2 * = 4 CO x (AO — AM) 4- AM2 = ± 4 CO .
X OM 4 AM2, wo das obere oder das untere Zeichen 
gilt, je nachdem M mitAoder mitC auf einerleySeite

Cc 2
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von O liegt, d. h. O ein Punkt innerhalb oder aufser- 
halb des Kreifes , und CA kleiner oder gröfser als 
2 CM ift. Wenn daher S gleich null oder additiv genom
men wird, und O liegt im Kreife, io mufs 4 CO X 
(Oh —OM) — AM2 = o oder S feyn , welches nur 
dann möglich ift, wenn Oh > OM, alfo h ein Punkt 
aufserhalb des Kreifes ift. — Folglich liegt, ivenn 3 
gleich null oder additiv iß, das Perpendikel eh, ah Ort 
der Punkte e, unter allen Umßänden aufserhalb des gegeb- 
mn Kreifes, nur dafs es den Kreis in dem Fall, wenn 
S gleich null und A ein Punkt der Kreislinie ift» 
berührt,

2) Für Punkte E innerhalb des Kreifes, für welche 
der Ort ein Perpendikel EPI auf dem Durchmefier AE 
oder deflen Verlängerung ift, mufs der Fulspunkt H 

116 i. immer innerhalb des Kreifes liegen , weil CH C CE * 
und E ein Punkt im Kreife ift, und es ift für daflelbe 
GE2 — AE2 == CH2 — AH2 = CM2 — S = 4C0 x OH. 

. Ift alfo der gegebne Raum S dem Quadrate über dem 
Halbmefier des gegebnen Kreifes gleich, S = CM2, fo 
ift CA = AH, H fällt in O, und das Perpendikel EH 
fteht im Punkte O lelbfk auf. — Ift £•< QM2, fo 
fallt H mit A auf einerley Seite von O, indem dann CH 
> AH ift, und dann mufs nothwendig O ein Punkt im 
Kreife, alfo CA<_2CMfeyn, und, wie wir eben ge- 
fehn haben, CM2 —4 CO X OM 4~ AM2 oder CM2 
— AM2 = 4 CO X OM feyn. Da nun OM > OH ift 
fo mufs in diefem Fall immer CMJ — ANP >CM2__ S 
Und daher S )> AM2 leyn. Wenn der gegebne Raum 
kleiner als diefes Quadrat ift, fo giebt es keine Punkte
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E welche den Voraasfetzungen, die fich widerfpre- 
chen, genüge than könnten. — Ift endlichS > 
fo ift AH > AC und der Punkt H fällt mit dem Mit
telpunkte C zu einerley Seite des Punktes O; und rn 
dielem Fall können die Punkte A und O auch aufser
halb des Kreifes liegen.

Be ßimmung im Fall der Ort eine Kreislinie iß* 
i ) Für Punkte e aufserhalb des Kreifes, wird der Ort 
eine Kreislinie , wenn Ae2-f-Ce2 = S 4~ CM2 ift ; und 
dann ift O der Mittelpunkt , und für den Haibmefler 
2 Oe2 = SCM2—2 CO2. Ift O ein Punkt im ge
gebnen Kreife; fo mufs immer S > AM2 feyn, lonft 
ift der Ort unmöglich. Ift O ein Punkt aufserhalb des 
gegebnen Kreifes, und S< AM2, fo liegen der Ort 
und der gegebne Kreis ganz aufserhalb einander; ift 
S>AK2, fo fchliefst der Ort den gegebnen Kreis 
ringsum ein, und ift S < AK2 aber > AM2, fo durch- 
fchneidet der Ort den gegebnen Kreis, da denn eini
ge Punkte e aufserhalb, andre innerhalb des gegebnen 
Kreifes liegen ; daher fich daraus, dafs ein Punkt e 
auf der Verlängerung der Sehne BD liegt, keineswegs 
fchliefsen läfst, dafs auch alle andre Punkte e auf Ver
längerungen der Sehnen BD liegen müfleh.

2) Für Punkte E innerhalb der Kreifes, wird der Ort 
eine Kreislinie, wenn AE2 CE2 = CM2 + S ift, und 
dann ift O der Mittelpunkt, und für den Haibmefler 
des Orts 2 OE2 = CM2 — 2 CO2 + S. In diefem Fall 
mufs, wenn S gleich null iß der Ort von dem gegeb
nen Kreife ringsum eingefchloflen werden, int Fall
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des ober» additiven Zeichens durchfchneiden fich der Ort 
und der gegebne Kreis, wennO außerhalb des gegeb
nen Kreifes liegt; ift aber O ein Punkt in diefem Krei' 
fe, fo wird, je nachdem OM grösser, gleich, oder klei
ner als ON ift, der Ort ganz innerhalb des gegebnen 
Kreifes fallen, oder ihn innerlich berühren, oder ihn 
fchneiden» Ins Fall des untern fabtractiven Zeichens 
wird der Ort wiederum vom gegebnen Kreife einge- 
fchloffen»

Anmerkung. Diefe Beftimmungen laßen fich mit Hülfe 
der Ausfagen in Lehrlatz n, Folgerung a und Lehr&tz'i/ auf 
eine ähnliche Art, als für den Fall, wenn der Ort eine grade 
Linie ift, entwickeln, weshalb ich aber auf Simions Wiederher
fteilung von Apollonius ebnen Oertern verweifen mufs, um mich 
hier nicht in zu grofse Weitläufigkeit zu verlieren.

Simfon macht aus den Theilen diefes Orts acht verfchiedne 
Sätze, und feine Entwicklung derfelben nimmt ig Seiten ein. In 
Papp ns Bericht über den Inhalt der Ebnen Oerter des Apollonius, 
findet fich nur ein eingefchränkter Fall der erften Voraussetzung 
unter i ) und felbft diefer ift durch die Abfehreiber entftellt wor
den. Auch ftimmt Lemma 33 aus Euklids Porismen (Pappus VII, 
159) mit dem einfachften Fall von 1) überein, indem diefer Lehn- 
fatz ausfagt, dafs falls eh auf dem verlängerten Dtirchmeflr LM 
fo fenkrecht fteht, dafs Lhx hM = Ch2 ift, auch für jeden Punkt e in diefem Perpendikel, wenn man eL zieht, Fe x eG = Ce2 feyn 
mufs. . ,

Man fieht leicht, dafs man die Ausfage diefes Orts nach Art 
der vorigen Oerter noch erweitern und verallgemeinern kann, 
welches aber, wie es feheint, ichon Simfon für überflüffig gehal
ten hat. Ich endige daher mit diefem Satze nach Simfons Beyfpiel 
diefen Haupttheil der Lehre von den Ebnen Oertern, den ich 
hier ziemlich ausführlich vorgetragen habe, weil theils meine Ab- 
ficht, wo möglich, die Geometrie in ihrem ganzen Umfange , wie 
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fie von Alten und Neuern behandelt worden ift, im Kurzen dar- 
zuftellen , diefes erforderte, theils die Sätze an fich fo nett und 
brauchbar find, theils fehr gute Uebungen in der geometrifchn 
Analyfis, undBeyfpiele von zufammenhängenderen geometri fchen 
Unterfuchungcn an die Hand geben«.

Auf algebraischem Wtge, wo man die Eigenfchaften der Cur- 
ren lediglich aus ihrer Gleichung *, durch algebraifche Mittel, f. 
und nicht wie hier durch Darftellung der Figur und durch geo- 
metrifche Conftructionen erforfcht, läfst fich indefs fchon man
ches von, dem hier Vorgetragnen erleichtern, und überdem der 
Kreis noch auf allgemeinere Arten als Ort eines beftimmta« 
Punktes darftellen, und die Bedingung, unter welcher ein Kreis 
allein der Ort von Punkten feyn kann , allgemein entwickeln, 
daher man die weitre Ausbildung diefer Lehre, billig der algc- 
braifchen Analyfis vorbehält«

Ich wende mich nun zu den Aufgaben, welche zu diefem 
Buche gehören, werde hier aber nicht viel mehr als die unent- 
behrlichften Conftructionsarten, auf die ich mich zum Theil fchon 
berufen habe, vortragen. Andre Aufgaben , und befonders 
den Gebrauch der au fgeftellten Oerter in Auflöfung geometrifcher 
Aufgaben , verfpare ich für das Buch des folgenden Theils, wel
ches der geometrifchen Analyfis beftimmt ift.
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AUFGABEN
welche zum dritten Buche gehören.

AUFGABE I.

Fig. 73* Ein gegebnes Vieleck in ein Dreyeck von gleichem 
Inhalt zu verwandten.

Man ziehe eine Diagonale, z. B. AF, fo , dafs da
durch von dem ganzen Vieleck ein Dreyeck AFG abge- 
fchnitten wird, und duch die Spitze Gdiefes Dreyecks 
eine Parallellinie mit der Diagonale. Darauf verlänge
re man eine von den Seiten der Figur, welche an das 
abgefchnittene Dreyeck anftofsen, z. B. AB, bis zu 
ihrem Durchfchnitt H mit der Parallellinie, und ziehe 
von dem andern Endpunkte der Diagonale die grade 
Linie FH, fo erhält man ein Vieleck mit den Seiten 
FH , HE, welches eine Seite weniger als das Gegebene, 
und doch mit demfeiben gleichen Inhalt hat.

Denn das fo gebildete Dreyeck FH A fteht mit dem 
abgefchnittnen FGA über gleicher Grundlinie FA und 
zwifchen gleichen Parallelen FA , GH, hat alfo mit 

•s. f*2. demfeiben gleichen Innhalt *, daher es fich unbefcha- 
det des Flächenraums ftatt des abgefchnittenen Drey
ecks fetzen läfst. Der Conduction gemäfs liegen aber
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BA und AH in grader Linie, folglich hat das letztere 
Vieleck gleichen Inhalt, aber eine Seite weniger als das 
Gegebne.

Fährt man auf diefe Art fort, und fchneidet z. B. 
durch die Diagonale BD wiederum ein Dreyeck BCD 
ab, für welches, wenn HB bis I verlängert wird, 
inan ein Vieleck FHIDEF erhält, welches zwey Seiten 
weniger und denselben Inhalt als das Gegebne hat.

Da man nun diefes Verfahren fo lange fortfetzen 
kann, bis man endlich auf ein Dreyeck kommt, fo 
läfst fich mirtelft deftelben jede gradelinige Figur von 
beliebig viel Seiten, in ein Dreyeck von gleichem In
halt verwandeln.

Bemerkung r. Oder überhaupt kann man 
mittelft diefer Methode zu jeder gegebnen gradelinigen 
Hgnr, etne gleicht higur von einer beliebigen Seiten- 
zahl, die geringer als die Seitenzahl der gegebnen Figur iff, 
bilden. Mit gehöriger Vorficht läfst fich diefes Verfah
ren felbft auf krummlinige Figuren übertragen *, und *S«Z.2. 
ift beym Ausmeflen von unregelmäfsi^en Flächenräu
men oft von Nutzen.

Bemerkung 2. Hohle Winkel, wie E, ändern bey *1. E. 16 
dielem Verfahren nichts. Sie geben Diagonalen, wie 
DF, welche aufserhalb der Figur fallen, und fchneiden 
Dreyecke wie DEF ab, welche dem Flächenraume der 
Figur an dem Raume mangeln den die Diagonale mit 
den übrigen Seiten umfchliefst. Die Parallele durch 
die Spitze E mit einer folchen Diagonale, durchfchnei- 
det die"Seiten der Figur, z. B, die Seite ID der reducir-
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ten Figur in K. Zieht man FK, fo find dieDreyecke 
DEF, DKF gleich, und mithin hat dann das Vieleck 
HIKF, mit dem Vieleck HIDEF gleichen Inhalt, aber 
eine Anzahl von Seiten, die um eins kleiner ift.

73» Bemerkung 3. <z) Zieht man alle Diagonalen, 
durch welche man Dreyecke Schrittweife abfchneidet, 
von demfelben WinkelpunktD a.us, und fchafft aus je
dem Dreyeck die Seite weg, welche der Spitze D ge
genüber fteht, /0 erhalt das Dreyeck, auf welches man 

Fig. 74* zuletzt kömmt, den Winket D als Winkelpunkt. — ß) Zieht 
man dagegen alle Diagonale von einem Punkt in einer 
Seite der Figur ABCD aus, fo liegt eine Spitze des entfe
ttenden Dreyecks in diefem Punkte der,Seite, — 7) Und
auf diefelbe Art läfst ßcb irgend ein anderer Punkt beßim- 
wen, in welchem die Spitze, und eine Seite der Figur, 
in welche die Grundlinie Ides zu bildenden Dreyecks liegen 
füll, dergleichen in practifchen Büchern mit gröfser 
Umftändlichbeit, und mit weit mehr Wortaufwand als 
die Sache verdient, gelehrt zu werden pflegt.

AUFGABE 2.

Ein Parallelogramm unter einem gegebenen Win
kel zu bilden, welches mit einem gegebenen Parallelo
gramm, oder Trapezoid, oder Dreyeck, gleichen 
Inhalt hat.

Taf. IIL l) Ziehe ven den Endpunkten der Grundlinie 
des gegebenen Parallelogramms, unter dem gegebe
nen Winkel, parallellinien nach der gegenüberftehen- 
den Seite , fo entfteht ein Parallelogramm unter dem
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gegebenen Winkel, welches mit dem erftern gleichen 
Inhalt hat *. * i

2) Theile die eine der’ nicht - parallelen Seiten des Fig. 14.
Trapezoids , r. B. CB , in zwey gleiche Theile im 
Punkte I, ziehe durch diefen Punkt eine Parallellinie 
mit der gegenüberftehenden Seite AD, und nach die. 
fer von den Punkten D, unter dem gegebenen Win
kel, Parallellinien , fo ift das fo entftehende Parallelo
gramm unter dem gegebnen Winkel befchrieben, und 
hat mit dem Trapezoid gleichen Inhalt *. * 6.

3) Im Dreyeck tbeile man eine der Seiten, z. B. Taf. V.
DB, in zwey gleiche Theile imPunkte A. ziehe durch 
de gegenüberftehende Spitze mit LB eine Parallellinie, 
und nach diefer aas Jen Punkten L, B, unter dem gegeb
nen Winkel, Parallellinien, fo ift das fo entgehende 
Parallelogramm das Gefuchte.

Folgerung, Da fich jedes Vieleck, der vorigen 
Aufgabe gemäfs, in ein Dreyeck von gleichem Inhalt 
verwandten lafst , fo kann inan alfo auch jedes Vieleck 
in ein Parallelogramm mit einem gegebnen Winkel ver. 
vandlen. — Alfo auch in ein Parallelogramm mit ei
nem rechten Winkel, d. h. in ein Rechteck.

AUFGABE 3.

Ueber eine gegebne grade Linie MU ein Paraile- Fig, 
logramm zu befthr eiben t welches mit einem gegebnen 
Parallelogramm ABCD gleichen Inhalt hat, und un
ter gleichem Winkel enthalten ift.
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Man verlängere eine der Seiten des gegebnen Pa
rallelogramms, z. B. AB, Ichneide auf der Verlänge
rung BE, gleich der gegebenen Linie MN, ab und ziehe 
durch E und den Eckpunkt C eine grade Linie. Durch- 
fchneidet diele die verlängerte Seite AD des gegebnen 
Parallelogramms in einem Punkte F; fo ift DF die 
zweyte Seite des gefuchte» Parallelogramms. Und verlän
gert man die beyden andern Seiten des Gegebnen über 
C hinaus, und zieht durch E und F mit ihnen ParaL 
lellinien ; fo ift die Ergänzung BGHf welche auf diefe 
Art entfleht, das gefuchte Parallelogramm,

Denn da vermöge der Conftruction die Linien AE, 
DI, FH, und auch die Linien AF, BG, EH, parallel 
laufen, lo find die Vierecke welche auf diele Art ge
bildet weiden , insgefammt gleichwinklige Parallelo- 

*8«fi) gramme *. Ueberdem find die Ergänzungs-Paral- 
*8. (3 ) lelogramme ABCD und CGH1 einander gleich *; fo 

auch die gegenüberftehenden Seiten Db = CH und CI
• I. 34. = BE = MN*. Folglich ift CGHI das gefuchte Pa

rallelogramm, welches über der gegebnen Linie MN 
= CI lieht, und mit dem gegebnen Parallelogramm 
ÄBCD gleichwinklig und gleich groß ift.

Folgerung i. Auf die Art läfst fich alfo auch 
ein gegebnes Rechteck in ein anderes, von gleicher Gr'öfe, 
weiches über einer gegebnen Grundlinie fleht, verwandeln. 
Und zwar, da es mehrentheils nur darauf ankömmt, die 
Höhe diefes zweyten Rechtecks zu finden , und hierzu 
der elfte Theil der Conftruction hinreicht; fo verdient 
diefe einfache Methode felbft vor der den Vorzug, die 
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wir in den folgenden Aufgaben, mittelft Auffindung 
einer vierten Proportionallinie , werden kennen 
lernen.

Folgerung 2. Ferner läfst fich auf diefe Art 
jedes gegebne Dreyeck LMN, oder jedes Trapezoid in ein 
Paralle!og> anim von gleichem Inhalt welches über eine ge
gebne Linie MN, und unter einem gegebnen Winkel W be
schrieben ißund zwar insbefondere, in ein Rechteck über 
gegebner Grundlinie verwandeln. Man verwandle zu dem 
Ende das gegebne Dreyeck oder Trapezoid in ein 
gleich grolses Parallelogramm , unter dem gegebnen 
Winkel *, oder in ein gleich groises Rechteck, und •Afg.3. 
verfahre dann wie unfere Confhuc-tion angiebt. Eine ^3’ 3-) 

andre Methode lehrt Aufgabe g.

Folgerung 3. Endlich läfst fich auch durch die
fes Verfahren jedes gradehnige Vieleck in ein Parallelo, 
gramm unter einem gegebnen Winkely und zwar insbefon
dere in ein Rechteck , welches über eine gegebne Grundlinie 
MN jlehet, verwandeln. Dazu führen verfchiedne Wege, 
a) Entweder man verwandelt das Vieleck in Ein Drey
eck von gleichem Inhalt*, dasDreyeck in ein Recht- *Afg,i. 
eck*, und diefes nach dem eben gelehrten Verfahren *Afg. 2. 
in ein gleich grofses Rechteck, welches über der ge
gebnen Linie MN fteht*. — ß) Oder man zerlchnei- • f. 1. 
det die gegebne vielfeitige Figur, entweder in lauter 
Dreyecke , oder in Trapezoide *, verwandelt jeden z 3 
diefer Theile einzeln in Rechteck *, und diele in *Af’g.» 
gleich gröfse Rechtecke über der gegebnen Seite MN*, * f. 1, 
trägt dann die zweyten Seiten aller diefer Rechtecke in 
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eine grade Linie zufammen, und befchreibt über fie 
als Grundlinie, und mit MN als Hohe, ein Rechteck;

E. 5. fo erhalt man das gefachte Rechteck *.

Auf dlefelbe Art läfst fich über eine gegebne Lime 
ein Rechteck bilden, welches der Summe oder dem Ümer- 
fchiede zweyer Vielecke R , 5 gleich iß, je nachdem man 
die Rechtecke über MN, denen beyde Vielecke ei i- 
zeln gleich find, zu entgegengefetzter oder zu ein.r- 
ley Seite der gemeinfchaftlichen Grundlinie MN, ne
ben oder auf einander legt.

Anmerkung i. Die Geometer des Mittelalters hatten 
für diefe Conftruction ein eignes Kunftwort ; Applicatio. Dvch 
bezeichnet im weitläufigen Sinn applicare figuram ad lineam oder 
fecundum lineam überhaupt das Befchreiben einerFigur über eine 

»Afg-12 beftimmte Linie 
a.

Anmerkung 2. Da der Zahlausdruck eines Rechtecks 
das Produkt aus den Zahlausdrücken der Grundlinie und Höhe ift, 
z. B. Aß x AD , und umgekehrt der Zahlausdruck der H >he 
ans dem des Inhalts und der Grundlinie durch Divifion gefunden

• r a ‘ *°’ ' wud,h = — , fo ift im Fall der erften Folgerung, der Zahlaus

druck der gebuchten Höhe DF des zweyten Rechtecks,
_ AB X A D
— BE

Ein folcher Zablawsdrwck läfst fich daher in Linien darftellen, 
d. h. confiruiren, wenn man das Rechteck, deffen Zahlausdruck 
AB x AD , d. h. welcher aus den Seiten AB und AD befchrieben 
ift *, in ein gleich grolses Rechteck über die Grundlinie BE ver- 
wandelt; und diefes berechtigt uns in geometrifchen Unterfu- 
chungen einen folchen Ausdruck durch : Hobe eines Rechteck:, 
welches über der Grundlinie BE ßcht t und mit dem Rechteck 
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AB x AD gleichen Inhalt hat, zu überfetzen, wie wir das z, B. 
’n der Auslegung des zoften Lehrfatzes gethan haben.

Anmerkung 3. Da das , was bey den Zahlausdrücken 
der Linien und Flächen Di^ißon ift , in der geometrifchen Darftel- 
lung fich durch diefe Conftruction bewerkftelligen läfst ; fo über
trugen die altern Mathematiker das Kunftwort für diefes Verfah
ren auch auf die Divifion, und fagtcn z. B. nnmcrnm applicare 
ad numerum, um das Dividiren einer Zahl durch eine andre an
zuzeigen *. *4. A,

AUFGABE 4.
I ) Eine gegebne grade Linie AB in beliebig viel 

gleiche Theile zu theilen.

2) Eine gegebne grade Linie AB, entweder meh
rerem gegebnen Linien P, O, R, oder einer gegeb
nen eingetheilten Linie MN} proportional einzu- 
theilen.

1) Gefetzt man foil die grade Linie AB in 5 glei-Fig. 
ehe Theile theilen; fo ziehe man durch den Endpunkt 
A diefer Linie, unter einem beliebigen Winkel gegen 
diefelbe, und in gehöriger Länge, eine andre grade 
Linie, trage auf diefe eine beliebige Linie AC fünfmal 
nebeneinander auf, und ziehe'.vom letzten Endpunkt 
G diefer Theile, nach dem Endpunkte B eine grade 
Linie ÇB. Dann fchneidet, .behaupte ich, eine Pa
rallellinie mit GB, die durch den erften Theilpunk C 
gezogen wird, auf der gegebnen Linie AB den fünf
ten Theil AL ab, und trägt man Al fünfmal nebenein. 
ander, oder zieht man durch alle fernem Theilpunk
te D> E, F, mit GB Parailelii.çien, ib wird AB auf 
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die verlangte Art, das heifst in fünf gleiche, Theile 
ein getheilt.

Denn da vermöge diefer Conftruction die Parallel
linien CI, DK etc. die Schenkel AB, AG des Winkels 
A durchfchneiden, fo theilen fie diefe Schenkel einan-

*7.Z. 2. der proportional *. Sind alfo, der Conftruction gemäfs, 
die Stücke AC, CD etc. insgefämmt unter einander 
gleich , und jedes fünfmal in der Linie AG enthalten ; 
fo müßen auch die Stücke AI, IK etc, untereinander 
gleich, und jedes der fünfte Theil der gegebnen Linie 
AB feyn. Mithin ift diefe in fünf gleiche Theile ge. 
theilt.

p. 2) Soll die grade Linie AB den gegebnen Linien
p, Q, R, in diefer angegebnen Folge proportional ge- 

* E. 8. theilt werden*, fo trage man auf eine grade Linie, weL 
ehe durch den einen Endpunkt A^ßer gegebnen, unbe- 
ftimmt gezogen ift, die gegebnen Linien P, Q, R in 
der verlangten Folge nebeneinander, fo dafs AC = P, 
CD = Q, DE = R wird, ziehe durch die beyden End
punkte B, Eder gegebnen Linie, und der letzten aufge
tragenen, eine grade Linie BE, und mit ihr parallel durch 
die Punkte C undD Parallellinien, fo wird durch diefe 
Parallelen die Linie AB auf die verlangte Art, das heifst 
nach dem Verhältnifs der Linien P, Q, R,in der ver
langten Ordnung eingetheilt. Denn wegen des Parai- 
lelismus der Linien CI, DK, EB, verhalten fich die 
Theile AI, IK, KB des einen Schenkels, wie die über- 
einftimmenden Theile AC, CD, DE des andern Schen

kels 
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keis *, und, diele Theile find vermöge der Conftruc- * 7. 
tion den gegebnen Linien P, Q, R gleich.

Soll endlich die grade Linie AB einer gegebnen, 
eingetheilten Linien MN proportional getheilt werden, 
fb verfährt inan mit den Theilen, welche auf diefer 
Linie gegeben find, grade fo, wie hier mit den gegeb
nen Linien P, Q, R.

Noch andre Methoden beyde Aufgaben aufzulöfen , werden 
wir im folgenden Buche kennen lernen.

Bemerkung i. Man ficht leicht dafs diefe Con- 
ftruction fich auch auf den Fall ausdehnen läfst, wenn 
die gegebne Linie nur ein beliimmter Theil der einzu- 
theilenden werden foil, z. B. der erfie, der mit dem 
Theil AC der eingetheilten , gegebnen Linie überein- 
ftimmt *. Denn in diefem Fall ziehe man durch die „ 
übereinftimmenden Punkte B und C eine grade Linie, 
und mit diefer durch die Punkte D und E Parallel
linien ; fo theilen diefe, wegen des Parallelîsmus der Li
nien durch C, D, E,die verlängerte AB, der gegeb
nen Linie proportional ein *. • 7.

Bemerkung 2. Da ferner nicht blos die Sehen- pjg, 78 
kel eines Winkels, fondern je zwey grade Linien, wel. 
ehe Parailellinien durchlchneiden, von diefen propor
tional eingetheilt werden*; fo fieht man leicht, dafsvyz.^ 
man diefe Conßructionen auch dahin abändern kann^ dafs 
man durch die Theilpunkte * der eingetheilten Linie *£.$.«, 
AG oder AE, willkührlich Parallellinien zieht, und 
dann um irgend einen Punkt T in der äußerlten Pa-

Dd
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rallellînîe , mit der einzutheilenden Linie aïsHalbmef
fer, einen Kreisbogen befchreibt, der die andre äufser- 
fte Parallellinie im Punkte V durchfchneide. Zieht 
man TV, fo ift diefe Linie der gegebnen gleich, und. 
auf die verlangte Art (z. B, in 5 gleiche Theile) ein- 
getheilt, und man kann dann ihre Eintheilung durch 
einen Zirkel unmittelbar auf die gegebne Linie über
tragen.

Zu Tbeiltmgen von Linien in gleiche Theile, mittelft 
diefer Conftruction, dient ein befonderes Infiniment, 
worauf eine Menge Parallellinien in gleichen Entfer
nungen von einander eingegraben find, und welches 
uns der Mühe überhebt , jedesmal erft gleiche wiil- 
kührliche Theile aufzutragen, und durch die Theil
punkte Parallellinien zu ziehn.

Auf diefelbe Art findet man auf den Verlängerun
gen einer gegebnen Linie AB die Punkte, welche mit 
ihr eine Linie bilden, die einer gegebnen AE fo pro. 
portional eingetheilt ift, dafs AB mit einem der mitt- 
lern Theile CD übereinftimmt. Man ziehe nemlich 
durch alle Theilpunkte willkührlich Parallellinien, tra 
ge zwifchen die beyden durch C und D die gegebne 
Linie AB ein, und verlängere fie, bis fie von allen je
nen Parallellinien durchfchnitten ift. — Dann hat man 
die verlangte eingetheilte Linie.

Zufatz I. Um ein gegebnes Dreyeck durch Li
nien aus der Spitze in eine beliebige Anzahl gleiche? 
Theile oder in Thcileiwelche zu einander ein gegebnes Ver- 
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hältnifs haben einzutheilen, theile man die Grundlinie 
nach der verlangten Art ein, und ziehe aus der Spitze 
grade Linien nach allen Theilpunkten.

Denn das gegebne Dreyeck wird dadurch in klei
ne Dreyecke getheilt, die insgefammt auf derfelben 
graden Linien ftehn, und deren Spitze in einem Punk
te liegen, folglich in Dreyecke von gleicher Höhe*.* 3» 
Solche Dreyecke verhalten fich aber wie ihre Grundli
nien *; daher| das gegebne Dreyeck dann auf die ver- ’ *•
langte Art eingetheilt ift.

Z u f a t z II. Um ein gegebnes Parallelogramm 
durch Parallellinien mit einer der Seiten in eine beliebige 
Anzahl gleicher Theile, oder in Theile, welche zu ein
ander ein gegebnes Verhältnifs haben, einzutbeilen, theile 
man die zweyte, an jener anftofsende Seite auf die ver
langte Art ein, und ziehe durch die Theilpunkte Pa- 
rallellinien mit der erftern Seite.

Denn die kleinen Parallelogramme , welche auf ' 
diefe Art entftehn*, liegen insgelammt zwifchen zwey
Parallellinien; haben alfo gleiche Höhe *, verhalten 
fich folglich wie ihre Grundlinien*, und das gegebne 
Parallelogramm ift daher auf die verlangte Art einge- 

* E. J.
*5. f. I»

theilt.

A U F G A B X 5.

i ) Eine gegebne grade Linie BC, nach eineyi 
gegebnen Zahlt erhältnijfe m : 11, einzutheilen.

Dd 2
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2) Auf der Verlängerung einer gegebnen gra
den Linie BC fo einen Punkt g zu beftimwen, daß 
die beyden Abfchnitte Bg, Cg, in dem gegebnen Zahl- 
yerhältniße m:nftehn.

Das gegebne Zahlverhaltnifs m:n fey welches es 
wolle, fo läfst es fich jedesmai leicht in ein Linearverhält- 
n'ds verwandeln. Denn man braucht zu dem Ende nur 
aus einer wilikührlichen Linie zwey Linien P, Q, gra
de fo zufammenzufetzen, wie die beyden Zahlen m 
und n aus der Einheit zufammengeletzt find. Alsdann 
verhält fich m:n = P:Qund P und Q find bekannte 
Linien.

1) Nun foil im erften Fall der Aufgabe die gegebne 
Linie BC felbft nach dem Verhältnifl’e m:n, folglich 
den Linien P und Q proportional eingetheilt wer
den ; welches durch das Verfahren der vorigen Aufga- 

*  geleiftet wird *.Afg.4.be
(2).

Fi» 79 2) zweyten Bnll foil auf der Verlängerung der
gegebnen Linie BC ein Punkt g fo gefunden werden, 
dafs fich verhalte Bg : Cg = m : n — P : Q. Die beyden 
Abfchnitte Bg, Cg find in diefem Fall um die gegeb
ne Linie BC von einander verfchieden, können alfo 
nicht im Verhaltnifs der Gleichheit ftehn-, und würde 
diefes gefordert, fo wäre die Aufgabe in diefem Fall 
unmöglich. Ueberdem mufs, je nachdem m gröfser 
oder kleiner als n ift, auch Bggröfser oder kleiner als 
Cg leyn, mithin der gefuchte Punkt'g auf der Verlänge
rung der Linie BC über C oder über B hinaus liegen. 
Alles diefes zeigt auch die folgende Conftruction.

Afg.4.be
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Gefetzt nemlich, es fey in > », fo verhält fich
Bg : Cg : Bg — Cg = m : n : m — n = P : Q : P — Q ♦, oder ' ‘ 4'ß- 
P — Q:P = BC:Bg. Man ziehe daher durch B eine 
grade Linie unter einem willkührlichen Winkel gegen 
BC, trage auf fie von B aus, BE = P, und vom End
punkte E dieferLinie, rückwärts EF = Q auf, (fo dafs 
BF — P— Q wird) und ziehe FC fo fchneidet eine 
Parallellinie mit FC, durch E gezogen, auf der Ver
längerung vonB über Chinaus den gefuchten Punkt g 
ab. Denn wegen des Parallelismus diefer Linien ver
hält fich BC : Bg : Cg = BF : BE :EF* = PQ : P ; Q ,* 7. 2, 
folglich Bg : Cg = m : n.

Ift dagegen m < n, mithin auch P < Q und 
BE< EF', fo fällt der Punkt F' über B hinaus , auf 
dem Stück der wiilkührlich gezognen Linie, welche 
mit dem elftem gegen B auf entgegengefetzte Art 
liegt, und zieht man nun CF', und mit ihr durch E 
eine Parallellinie, fo durchfchneidet auch diefe die Li
nie BC, nur auf der entgegengefetzten Verlängerung, 
über B hinaus.

Sollte endlich m = n, folglich auch P = Q und 
BE—EF feyn, fo müfsten die Punkte Bund F, mithin 
auch die Linien FC und BC zufammen fallen. Eine 
Parallellinie durch E mit FC, wäre alfo in diefem Fall 
auch mit BC parallel, durchfchnitte folglich BC auf 
beyden Seiten verlängert, nie, und es ift dann kein 
Durchfchnittspunkt g möglich.

Wollte man fiel-» indefs vorfteilen, dafs zwey Parallellinien 
fich in einer unendlichen Entfernung (d.h. aber nicht) durch- 
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fchneiden, fo rückt in diefem Fall der Punkt g ins Unendlich« 
fort. Ein Kreis mit einem Halbmefler Ag befchrieben , gienge 
dann in einen Kreis, mit einem unendlich grefsen Halbmefler 
befchrieben, d. h. in eine grade Linie über, und fo würden durch 
diefe blos eingebildete Idee in Lehrfatz 20 die Fälle, wo einOrt, 
der, falls m und n ungleich find ein Kreis Ht, wenn m und n 
gleich find, in eine grade Linie übergeht, auf jenen Hauptfall 
zurückgebracht ; und diefes Verallgemeinern ift überhaupt eine 
der vorzüglichftcn Anwendungen, die der Mathematiker von die
fen blofs eingebildeten Ideen des Unendlichen macht. Doch ge
hört diefes mehr in die algcbraifche Analyfis, als hierher.

Zufatz. Sind in einer graden Linie mehrere 
Punkte, z. B. B, D, C gegeben, und man fucht auf 
ihr oder ihrer Verlängerung einen Punkt G, der fo 
liegt, dafs die Entfernung deflelben von den gegeb
nen Punkten zu einander in gegebnem Verhältnifs ftehn 
follcn,z. B. Bg : Cg :Dg = m:n:p; fo ill diefes nicht 
für jedes Verhalten, fondern nur unter gewißen Bedin
gungen möglich. Denn es mufs dann z. B. fich verhal
ten Bg Cg : Cg — Dg d. h. BC : CD = m — n : n — p, 
welches eine befondre Bedingung für das gegebne Vcr- 
hältnifs ni ; n : p an die Hand giebt.

Anmerkung. Diefes ift die vollftändigc Auflöfung einer 
Aufgabe, auf die wir uns in den Folgerungen und Zulätzen zu 
Lehrfatz 20 durchgehends berufen haben. Das dort Vorgetragene, 
beruht gröfstentheils auf ihr, und befonders wird hieraus die 
Auslegung S. 326. 3, ganz deutlich werden. Apollonius ebne Oer
ter II. Lemma 9.)

Die Aufgabe von einer gegebnen Linie BC einen bestimmten 
Theil, z. Eden fechftcn abzufchneiden, oder Jie um diefen Theil zu 
verlängern, ift nur ein belondrcr Fall, diefer Allgemeinem.
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AUFGABE 6»
Wenn ein Winkel A, unclein Punkt B gegeben^' So* 

find, durch diefen Punkt eine grade Linie fo zu ziehn} 
dafs durch die Schenkel des Winkels auf ihr zwey Stü
cke BC, BD ab geschnitten werden, die in einem ge
gebnen Bcrhaltnifs ßehn, fich nemlich wie die gegeb
nen Linien P : ^verhalten.

Liegt der gegebne Punkt B zwifchen den beyden 
Schenkeln des gegebnen Winkels, fo ziehe man durch ihn 
eine Parallellinie mit dem einen Schenkel AH, welche 
den andern im Punkte E durchfchneide , nehme auf 
diefem ein Stück ED fo , dafsAE, ED, den gegebnen 
Linien P, Q proportional lind, und ziehe DB, io id*-^%’2* 
diefes die verlangte Linie. Denn wegen des Parallelis- 
mus der Linie Eß, AH, durchfehneidet lie auch den 
zweyten Schenkel in irgend einem Punkte C *, und’I.^Zj. 
zwar fo, dafs lieh verhält AE : ED = CB : BD = P : Q*. ’ 7-

Liegt der gegebne Punkt B außerhalb des Winkels, 
fo ziehe man durch ihn und einen beliebigen Punkt 
E des einen Schenkels eine grade Linie, nehme auf 
ihr ein Stück BF, fo da^fs BE, BF den gegebnen Linien 
P, Q, proportional find*, und ziehe durch F eine’Afg.z. 
Parallellinie mit jenem Schenkel, welche den zweyten 
Schenkel in irgend einem PunkteD fchneiden mufs 
fo ift DB die verlangte Linie. Denn wegen des Paial- 
lelismus derLinje FD, AE, durchfehneidet lie den er- 
ften Schenkel AE nothwendig in irgend einem Punk
te C *, und zwar fo , dafs fich verhält BC : ED = 
:BF = P = Q.
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(Gregorius a St. Vine, l. 2$. 2?f Man Geht leicht, dafs fich 
diefe Aufgaben noch auf mannigfaltige Art abändern laffen, z, B. 
wenn eine Parallellinie mit d$m einen Schenkel gegeben ill, die 
Linie durch den Punkt B fo zu ziehn , dafs die Abfchnitte der» 
felben zwifchen den beyden parallelen Linien, und zwifchen B 
und dem andern Schenkel , in dem Verhältnifle von P zu Q_ 
ftehn; eine Aufgabe, die grade fo aufgelöft wird (Greg. I. 25.)

Zulatz. Um durch den Punkt B eine grade Linie fo 
zu ziehn, dafs fie auf den Schenkeln des gegebnen Winkels 
zwey Stucke AC , AD abfehneide^ die fich wie P zu p ver
halten t trage man auf den einen Schenkel AE = P, auf 
den andern AF = Qauf, ziehe EF, und damit paral
lel durch B, CD. Denn dann verhält fich wegen des 

* 7. Parallelismus diefer Linien, AC : AD = AE : AF ♦ «= 
P : Q- (Greg. I. 30.)

AUFGABE 7.

Fig. 82. drey gegebnen Linien P} Q, R, die vier
te Proportionaliinie zu finden

Man bilde einen willkührlichen Winkel K, und 
trage von der Spitze K aus, auf dem einen Schenkel 
deflelben die erile und zweyte .der gegebnen Linien 
P = KA, Q — KB, und auf dem andern Schenkel die 
dritte Linie R == KC auf, verbinde dann die Endpunk
te A, C der erden und dritten durch eine grade Linie, 
und ziehe mit diefer durch denEndpunkt B der zwey
ten eine Parallellinie BX. Das Stück KX, welches die
fe Parallellinie auf dem zweyten Schenkel abfehneidet, 
ift die geiuchte vierte Proportionallinie.
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Denn da die Parallellinien die beyden Schenkel 
einander Proportional eintheiien, fo verhält fich KA: 
KB=KC:KX*, mithin P .Q = R : KX. *7z.r-

Bemerkung i. So wie fich, unbefchadet des 
vierten Glieds, die mittlern Glieder jeder Proportion 
vertaufchen lallen, fo ift es auch für diefe Conftruction 
ganz gleichgültig, ob man die zweyte oder die dritte 
der gegebnen Linien, mit der erften auf demfelben 
Schenkel legt. Nur dafs inan immer durch den End
punkt der erßern Linie, und der, welche auf dem andern 
Schenkel liegt, die grade Linie ziefm muß, durch wel
che die Lage der Parallellinie beftimmt wird.

Zieht man durch die Endpunkte der beyden Linien, 
welche in der Proportion die mittlern Glieder ausmacben, 
eine grade Linie BC, und mit diefer durch den End
punkt der erften eine Parallellinie AY, fo verhält fich 
KA ; KB — KY : KC und man nhalt daher eine vierte Li
nie KY, tvelche mit den drey andern, nicht, wie unfere 
Aufgabe verlangt, diiekt, fondern verkehrt proportio
nal ift : und eine folche Linie läfst fich daher auf diefe 
Art immer ganz leicht finden. Eine andre Methode 
dazu haben wir in Aufgabe 3 kennen gelernt. * »Afgjfi

Bemerkung 2. Ferner ift es nicht noting,dafs 
man die drey gegebnen Linien auf den Schenkeln zu 
einerley Seite des Punktes K, oder überhaupt von die
fem Winkelpunkte an auftrage; vielmehr kann man 
fie ganz willkührlich legen, wenn nur die übereinftim- 
menden Endpunkte der Linien P, R in zwey Parallel 
linien fallen. Denn auch in diefem Fall fchneiden
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zwey durch die Endpunkte der Linie Q'mit jenen pa- 
ä rallel gezogne Linien, vermöge Lehrfatz 7*, vom ge- 

genüberftehenden Schenkel ein Stück ab, welches zu 
den drey gegebnen Linien die vierte Proportionallinie 
ift. Allein die oben angegebne Conftruction ift von 
allen die einfachfre.

Bemerkung 3. Auch Lehrfatz 13.Folgerung2 
führt auf ein ganz bequemes Verfahren, zu drey gegebnen 
Unten die vierte Proportionallinie zu finden , welches ich 
dem Lefer felbft zu entwickeln überlaße. Eben fo 
unfere Sätze üb«r den Kreis, befonders Lehrfatz 24 
und 25 , aus denen leichte und artige Methoden 
folgen.

Bemerkung 4. Diefe Conftruction ift übrigens 
für die geometrifche Darftellung daflelbe, was die f0- 
genannte Regel de Tri für die Arithmetik ift, und für 
he nicht weniger wichtig. In fo fern man einen jeden 

. _ , . AB X AD ,
Ausdruck wie folgenden —-------- als vierte Proportio- 

DE
• V.J.a nalgrofte zu den Linien DE, AB, AD anfehn kann 

dient diefes Verfahren, ähnliche Ausdrücke noch auf ei
ne andre Art in Lineargröfsen anzugeben, d. i. zu coti' 
firuiren, und bey geometrifchen Unterfuchungen noch 
auf eine andre Art zu überfetzen t als wir diefes im Vo-

*Afg-3. rigen gethan haben ♦; nemlich durch vierte Proportio- 
a< 2< iiallinie zu den drey Linien DE^ AB, AD; eine Ausle

gung, die indefs vermöge Lehrfatz 4 Folgerung 1, in 
der That mit der erftern zufammen fällt.
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AUFGABE g.

Ein gegebnes Parallelogramm, oder ein gegeb
nes Dreieck oder cm gegebnes '1 rapezoid, in eine Fi
gur von einer diefer drey Gattungen zu verwandeln, 
welche mit der gegebnen gleichen Inhalt hat, und 
entweder über einer gegebnen Grundlinie MN ficht, 
oder eine gegebne Hohe hat.

Alle einzelnen Aufgaben, welche in diefer allge
meinen enthalten find , laßen fich durch Auffindung ei
ner vierten Proportionaliinie auflöfen, und mithin auf die 
vorige Aufgabe zurückführen, find aber, wie fie hier 
ausgedrückt werden, unbeftimmt. Denn der Inhalt des
Parallelogramms wird durch das Produkt aus der 
Grundlinie in die Höhe beftimmt, der Inhalt des Drey
ecks durch die Hälfte diefes Produkts *, und der In- * 5-. 
halt des Trapezoids durch das Produkt aus der Hohe 
in die halbe Summe beyder Grundlinien *. Sol- • g 
len folglich zwey Figuren diefer Gattungen glei
chen Inhalt haben, fo muffen zwey lolche Produkte 
gleich feyn, wodurch eine Propoitionalitatzwilchen den
Grundlinien und Höhen beyder gegeben wird*, 
aber lind von der gegebnen Figur, die Grundlinie 

Nun^y,^ 
und

die Hohe bekannt, und von der zweyten loll entweder 
die Grundlinie oder die Höhe gegeben feyn. Folglich 
kennt man in diefer Proportion drey Glieder, und 
fucht man aus ihnen, nach der vorigen Aufgabe, die 
vierte Proportionallinie , fo findet man auch der ge- 
fuchten Figur Grundlinie oder Höhe, wodurch jedoch 
diefe Figur nicht völlig beftimmt wird.
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Nach diefem Fingerzeig entwickle und löfe der 
Anfänger felbft die einzelnen Aufgaben auf , die in 
diefer allgemeinen enthalten find. Hier, zum Beylpiel, 
nur ein Paar.

Fig« 7S> ^as ^e^ne Parallelogramm ABCD in ein Parallelo
gramm über die gegebne Grundlinie CI zu verwandeln. 
Man fuche die Hohe DK des gegebnen Parallelo-

* E. 3. gramms*, und zu CI, CB, DK die vierte Proportio- 
nallinie, fo ift diefe die Hohe des gefachten Parallelo-

* j. f.2. gramms * , und errichtet man auf Cl ein Perpendikel, 
trägt darauf IL, diefer Höhe gleich, und zieht durch 
L eine Parallellinie mit Cl, fo fchneiden je zwey Pa
rallellinien durch C und I ein Parallelogramm ab, wel
ches der Aufgabe genüge thut. Diefe Aufgabe ift alfo 
embeßimmt * weshalb unzählige Parallelogramme ihr ge
nüge leiften. Beftimmt wird fie , fo bald noch der 
Winkel gegeben ift, unter dem diefes Parallelogramm 
befchrieben werden foil, wie in Aufgabe 3., und die
fes ift, wenn nach Rechtecken gefragt wird, immer der 
Fall.

Hätte das Parallelogramm ABCD in ein Dreyeck über 
CI verwandelt werden Jollen, fo fey die Höbe des ge- 
fuchten Dreyecks h. Dann wird der Inhalt des Paralle
logramms ausgedrückt durch BC X DK, des Dreyecks 

• durch 5 CI X h *, und da beyde gleich feyn follen, mufs 
BC X DK = f CI X h leyn , folglich fich verhalten

• V 3 7 1 CI : BC — DK ♦ h *• Man iuche allo die vierte Pro
portionallinie zu i CI, BC, DK, fchneide auf dem 
Perpendikel auf CI, diefer Linie gleich IM ab , und zie
he durch M mit CI eine Parallellinie ; fo ift die Pa-
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rallellinie der Ort der Spitze des gefuchten Dreyecks*, * 2. 2. 
und die Aufgabe ebenfalls unbeftimmt. etc.

AUFGABE 9.

Zu zwey gegebnen Linien P , , als äufsere
Glieder einer Proportion, tzwey andre Linien Y, X, 
deren Unterfchied oder deren Summe einer gegebnen 
Linie N gleich ift, als mittlere Glieder der Proportion 
zu finden.

Man ziehe willkührlich zwey Linien, welche fich^’S.^O. 
im Punkte F rechtwinklig durchlchneiden.

Im Fall des Unterfchieds trage man zu entgegenge- 
fetzten Seiten des Punktes F auf die eine diefer Linien 
F A = P und FB — Q, und auf die zweyte Linie FH 
= N. Halbire AB und FH, und errichte auf beyden 
Linien in den halbirenden Punkten Perpendikel. Der 
PunktC, wo diefe Perpendikel fich durchfchneiden, 
ift der Mittelpunkt eines Kreifes , der mit AC als 
Halbmeffer befchrieben, auf der zweyten Linie die bey-. 
den gefuchten Linien FD, FE abfehneidet.

Denn da diefer Kreis vermöge der Conftructïon 
durch die Punkte A und B geht, fo find AB, DE Seh
nen, die fich imPunkte F durchfchneiden, folglich 
FA : FE = FD : FB * : und da das Perpendikel aus dem 
Mittelpunkte C die Sehne DE halbirt, auch EF = HD 
und mithin FD — FE = FH = N.

Im Fall der Summe trage man FA = Pund FB — Q 
zu einerley Seite des Punktes F auf, und verfahre im
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übrigen wie vorhin. Durchfchneidet dann, die Kreis
linie, die durch A und B geht, die zweyte Linie in den 
Punkten D, E, fo lind jetzt AB, DE Sehnen, die ver
längert im Punkte F lieh durchfchneiden, folglich wie- 

’22/. ly derum FA : FE — FD : FB *, jetzt aber FD 4~ FE — FH 
= N.

In diefem Fall wird jedoch der Kreis die zweyte 
Linie nur dann durchfchneiden, wenn die Summe der 
beyden Abfchnitte FE-f-FD =N gröfser ift, als das 
Zweyfache der Tangente, die aus F am Kreife gezo- 

»22f.J.a gen wird *; oder, da das Quadrat diefer Tangente 
* 22. 2. gleich ift dem Rechteck FA X FB *, nur dann, wenn 

N2>4-FAxFB ift. Ift N kleiner, fo wird die Auf
gabe unmöglich.

Bemerkung i. Da das Rechteck aus der mitt- 
lern von vier Proportionallinien, ftets dem Rechteck 
aus den äufsern gleich, mithin in diefem Fall (N —- 
FE) X FE = PxQift; fo läuft diele Aufgabe auf eins 
mit folgender hinaus: „Ein Rechteck von gegebnem In^ 
halt zu befchreiben, wenn entweder der Unterfchied y oder 
die Stimme zweyer anliegenden Seiten dejfelben gegeben iß, 
Nocheine andre Form und Auflöfung derfelben, findet 
fich in Aufgabe ig.

Bemerkung 2. Wo es überhaupt auf Gleich
heit von Rechtecken ankömmt, wird diefe Conftruc. 
tionsart vermittelt! des Kreifes, mehrentheils mit Vor
theil gebraucht werden.

Zufatz. Sind die beyden gegebnen Linien P und 
Q gleich, fo geht die gefuchte Proportion, in diefe 
P : X = Y ; P, und daher unfere Aufgabe ( da es gleich
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gültig ift, ob die gefachten Linien innere oder aufse- 
re Glieder in der Proportion ausmachen, in folgende 
über :

Wenn eine mittlere ProportionaUinie P, und von den 
beyden andern proportionalen Linien, entweder die Summed 
oder der Unterfchied N gegeben find, diefe Linien felbß 
zu finden.

Oder : Ein gegebnes Quadrat P2 in ein Rechteck zu 
verwandeln^ von deßen beyden anliegenden Seiten die Summe 
oder der Unterfchied N gegeben iß.

Oder endlich: Auf einer gegebnen graden Linie N, 
oder auf deren Verlängerung einen Punkt fo zu befiim- 
men, dafs das Rechteck aus den beyden Abfchnitten t einem 
gegebnen Quadrate P2 gleich fey.

Diefe drey Aufgaben fragen, nur unter verfchied- 
ner Geftalt, nach ein und daffelbe, und find ein ein“ 
lelner Fall unferer allgemeinem Aufgabe. Dadurch 
dafs für fie die gegebnen Linien P — FA, undQ = FB 
gleich find, wird die Conftruction in beyden Fällen 
beträchtlich vereinfacht.

Im Fall des Unterfchieds befchreibe über FH = Npjœ gç 
als Durchmefler einen Kreis, welchen FA = P berührt 
und ziehe von A durch den Mittelpunkt eine grade Li
nie, welche den Kreis in D und E durchfchneide, fo 
find AD, AE die gefluchten Linien. Denn es ift AD 
x AE = AF2 = l-2 und AD = AE -f-N.

Im Fall der Summe beflehreibe über FH — N ei« 
nen Halbkreis , ziehe mit FH in einer Entfernung 9
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gleich P , eine Parallellinie, und fälle vom Punkte» 
wo fie den Kreis durchfchneidet, ein Perpendikel IK 
auf den Durchmefler , fo fchneidet diefes auf dem 
Durchmefler die beyden verlangten Abfchnitte FK, KH 
ab. Denn es ift FK X KH = IK2 = P2, und FK 4 KH 
= EH=N.

AUFGABE IO.

Wenn zwey Rechtecke, aus den Linien A , B 
und P, Q, gegeben find, eine Linie zu finden, zu 
welcher fich eine Seite des einen Rechtecks, wie der In
halt beyder Rechtecke zu einander verhalt»

Gefetzt es fey X die Linie, zu welcher die Seite 
A in dein Verhältnifie des Inhalts beyder Rechtecke 
fteht, AxB:PxQ = A:X; fo ift das erfte Verhält- 

*3.f, 2.nifs auch gleich demVerhältnifs A x B :X x B*; folg
lich, da die Vorderglieder gleich find, müflen es auch 

*V. 3.e die Hinterglieder feyn, PxQ = XxB*, oder es mufs 
• V.3.7 fich verhalten B : P = Q : X *.

Man luche allo zu der einen Seite des einen, und 
xu den beyden Seiten des andern Rechtecks die vierte 

*Afg.7« Proportionallinie*, fo verhält fich zu diefer die andre 
Seite des erftern , wie der Inhalt beyder Rechtecke j 
oder A -.X = A x B ; P X Q.

Bemerkung. Auf diefe Art findet man zwey 
Linien, die im zufammengefetzteH Verhältnifs zweyerPaar 

• V. 6. gegebner Linien fiehn, A : X = (A : P) + (B : Q) *• Sind 
die gegebnen Verhältnifie gleich, fo ift A : X — 2 (A ; P) 
= A2; P2 und A ; P = P ;X, da denn diefe Auflöfung 

in 
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in die übergeht, welche wir in Aufgabe 12 für dielen 
Fall haben werden. *. >2.^3.

AUFGABE II.

Zwey Linien darzußellen, deren Verhaitni/s aus 
den gegebnen Zerhältnijftn dreyer Paar Linien A,B C 
und P, Q, R zufanunengefitzt iß oder die ßch wie 
die Produkte dreyer Linien y zu den Produkten dreyer 
andrer Linien * verhalten. E‘ 6’

Geletzt Y und X find die beyden gefuchten Linien, 
fo foil fich verhalten Y : X = A x B X C : P x Q X R oder

E x C Q X R* c x 1 1 • L xz B X C*V.iß.=------- : ---------  . Setzt man folglich Y — —,—
Pa P

j v Q x R r , .r _. .und X = — —Jlo erhalt man gewus zwey Linien in

«fern gefuchten Verhältnifs, und von dielen Linien ift 
dann die Eine die vierte Prcportionallinie zu P, B, 
C, und die Andre die vierte Proportionallinie zu A> 
Q> R*- *^.7.

B- 3.
Zufatz I. Soll, wie in der vorigen Aufgabe, 

eine der gegebnen Linien, z. B. A, das Vorderglied des 
gefuchten Verhältnifles feyn , fich folglich verhalten 
AxBxC:PxQxR = A:X = AxBxC:XxBxC*;*v „ 
fo mufs, wegen Gleichheit der Vorderglieder, P x Q X R 
= X X B X C, mithin B X C:Q x R = P : X feyn. Denkt 
man fich daher eine Linie Z fo , dafs fich verhalte B : Z 
= P : X mithin auch BxC:ZxC = P:X, fo mufs die
fe Linie fo befchaffen feyn , dafs Q xR = ZxC 
folglich C ; Q = R : Z ift. — Sucht man daher zu C>

Ee
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Q, R die vierte Proportionalün'e Z, und dann tu B, 
Z, P abermals die vierte Proportionallinie, fo erhält 
man die gefuchte Linie X, zu welcher A in dem ver
langten Verhältniffe fleht.

Zufatz TL Ueberhaupt mögen noch fo viel 
Verhältniffe gegeben feyn, und man fncht ein Verh'dlt- 
nifs G: X, welches aus allen diefen gegebnen Verhalt»![feti 
zufammengefetzt ift, io findet man diefes durch fortge. 
fetzte Auffindung vierter Proportionallinien a, b> c 
etc., z. B.

A : P = G : a
B : Q = a : b 
C : R = a : X

fo ift, wenn man zufammenfetzt G : X = ( A : P ) 
*V’4^.(B:Q) 4- (C:R) = AxBxC:PxQxR*.

AUFGABE 12.

fig. 82. Zwey gegebnen Linien P, ff die dritte
Proportionallinie zu finden,

Diefe Aufgabe fordert eine ftetige, Proportion 
zu denken, worin die mittlern Glieder beyde der zwey- 

•* V. $• ten gegebnen Linie gleich find *, und zu diefer die 
vierte Proportionallinie zu finden. Man wiederhole 
daher die Conftruction der fiebenten Aufgabe, nur dafs 
man jetzt Q = KB auf beyde Schenkel des Winkels 
K auftrage, und man ziehe AB'und damit parallelBC» 
fo ift KC die gefuchte dritte Proportionallinie. Denn 
es verhält fich K \ : KB = KB : KC.

Tig 83 fetze auf dem Endpunkte von P=AD. die zwei
te Linie Q=DF fenkrecht, ziehe AF, und errichte 
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darauf im Punkte F ein Perpendikel.« Wenn diefes 
die verlängerte AD im Punkte B durcbfchneidet, fo 
ift BD die dritte gefuphte Proportionallinie. Denn es 
ift dann AD:DF = DF: DB *. 'I2U$

Oder befchreibe einen Kreis, trage P und Q von Fig. 6a, 
demfelben Punkte A aus als Sehnen hinein, und ziehe 
vorn Endpunkt der einen eine Parallellinie mit der 
Tangente durch A, fo ift das Stück AM oderA?, wel
ches diefe Parallellinie auf der ande'rn, oder auf deren 
Verlängerung abfchneidet, die dritte Proportionallinie

*24 f*. r au den beyden Sehnen *. ’’

Und folcher Auflöfungen mehrere, die fich ohne 
Schwierigkeit aus unfern Sätzen über den Kreis aushe
ben laßen.

Folgerung t. Dazu den Zahlausdrücken der Pic. 83. 
beyden Linien KA , KB die dritte Frcportionalzahl 
KB2 . '

ift*, fo mufs diefes auch der Zahlausdruek für w s KA v- *.K*
die dritte Proportionallinie KC feyn. Folglich dient 
diefe Conftruction einen folchen Ausdruck in Lineargrö- 
fsen anzugeben, d. i zu \confiruiren :. und man ift um
gekehrt berechtigt bey geometrifchen Unterfuchungen 
einen folchen Ausdruck durch dritte Proportionallinie 
zu den Linien KA und KB zu überfetzen.

Folgerung 2. Setzt man die gleichen Verhält- 
nifie in diefer ftetigen Proportion zufammen*, fo fieht ♦ 
man, dafs fich verhalte KA : KC = 2 (KA : KB ) — KA2 
:KB2, d, h.dafs das Verhdltnifs der erfien zur^dritteti Pro*

Ea 2

V. 9.
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pordonallinie noch einmal fo hoch, als das Verhältnifs der 
erßen zur zweyten, oder dem Verhältnifle der zweyten 
Potenzen aus den Zahlausdrücken diefer Linien, mit
hin dem Verhält™jfe der Quadrate über diefe Linien, gleich

^Z,2.iß *.
a) Um folglich zwey Linien zu bilden, die fich wie 

zwey gegebne Quadrate verhalten, braucht man nur zu 
den Seiten dielet Quadrate die dritte Proportionallinie 
zu finden ;

ß) und umgekehrt findet man die Seiten zweyer Qua» 
drate, diefich wie zwey gegebne Linien verhalten, wenn
man zwifchen diefen beyden Linien die mittlere Pro

*Afg. 13 portionailinie bildet*; wichtige Bemerkungen, 
denen -wir im folgenden Buche häufig Gebrauch

von

ma

chen werden.

Folgerung 3. Fährt man in der angegebnen 
Conftruction fort, trägt ferner KC' auf den zweyten 
Schenkelauf, und zieht C'D parallel mir B'C, fo ift 
wiederum KD die dritte Proportionallinie zu KB und 
KC; tragt man weiter KD' auf den andern Schenkel 
und zieht D'E parallel mit C'D, eben fo KE die dritte 
Proportionallinie zu KC und KD u. f. f.

Auf diefe Art läfst fich folglich eine ganze Reihe 
fietig proportionaler Linien KA, KB, KC, KD etc. bilden, 
wo jede die dritte Proportionallinie zu den beyden vor
hergehenden , und die mittlere Proportionallinie zwi
fchen der nächft vo<hergehenden und folgenden ift. fo 
dafs fich verhält KA : KB = KB ; KC = KC‘: KD = KD : 

• KE etc.
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Setzt man diefe ftetigen Verhältnifle Schrittweife 
zulammen*, fo erhält man * V. 6.

KA : KC = 2 ( K \ : KB) = KA2 : Kß2
KA : KD = 3 ( KA : KB ) = KA3 : Kß3
KA : KE = 4 (KA : KB) = KA* : KB* etc.

Man wird daher ckirch diefe Conftruction im Stande 
gefetzt Linien zu bilden welche Jie wie irgend zwey Poten. 
zen von gleichem Grade aus den Zahlausdrücken zweyer 
gegebner Linien KA , KB verhalten.

Allein wenn zwey Linien, wieKA, KE gegeben 
find, die Linie KB zu finden, fo dafs KA : KE fich 
z. B.wie KA*:KB4 verhielte, dazu erhalten wir durch 
diefe Conftruction kein Mittel.

Anmerkung ï. Andere Mittel eine ganze Reihe folcher 
ftetig proportionaler Linien zu bilden, giebt Lehrfatz 24. Folgerung 
i, und Lehrfatz sj. Folgerung 3 an die Hand, und wer diefe 
Conftruction intereffant; findet, wird fie ohne Schwierigkeit daraus 
entwickeln können. Die leichtefte Methode verfpare ich für das 
folgende Buch.

Anmerkung 2. Um tin gegebnes Quadrat in ein P.eeht- 
eck, oder in ein Dreyeck etc. über gegebner Grundlinie zu 'verwan
deln, mufs man'auf eine ähnliche Art, wie in Aufgabe g, zur 
gegebnen Grundlinie und zur Seite des gegebnen Quadrats eine 
dritte Proportionallinie fuchen. Diefes dr ckt z. B. Tacquet fol- 
gendermafsen aus: ad datam rectam AB, datae rectae M quadra-g, 
tum facile eft applicare, inveniendo rectis AB, Mtertiani pro
portionalem CD et rectangulum ABCD conftruendo. Eft enim dato 
quadrato M2 aequale rectangulum, ad rectam AB applicatum*,*^. $

a. i.
AUFGABE IJ.

1) Zwifchen zwey gegebnen graden Linien PFjo. 
und <2 eine mittlere Proportioncdlinie zu finden, und
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2) zimfchm einer graden Linie AB und einem 
gegebnen Ahjchnitt derfelben AD} eine initiiere Propor
tionallinie darzußellen.

l) Maa trag« die beyden gegebnen Linien aufeine 
willkührlich gezogne grade Linie nebeneinander, 
AD = Pund DB = Q, befchreibe um die Summe bey- 
der AB als Durchmefler einen Halbkreis, und enichÄ 
auf AB im Punkte D ein Perpendikel. Durchfchneidet 
diefes den Kreisbogen im Punkte E, fo ift DE die ge
juchte initiiere Proportionallinie. Denn es verhält fich 
dann vermöge der Natur des Kreifes AD : DE = DE.’;

*22.f.IocDB **

2) Soll zu AB und dem Abfchnitt AD diefer Linie* 
die mittlere Proportionallinie gefunden werden, fo be
fchreibe man wiederum um die ganze Linie AB als 
Durchmefler einen Kreis, errichte in D das Perpendi
kel DE, und ziehe von Punkte E, wo diefes die Kreis
linie durchfchneidet, nach A eine Sehne AE, fo ift die* 
fe Sehne die gepichte mittlere Proportionallinie. Denn ver
möge der Natur des Kreifes verhält fich dann ADjAE

*22,Z.i = AE :AB *.

Oder man'befchreibe um AB irgend einen beliebi
gen Kreisabfchnitt, ziehe durch A eine Tangente an 
demfelben, da mit durch D eine Parallellinie, und nach 
dem Punkte F, wo diefe den Kreisbogen durchfchnei
det AF, fo ift AF4die gefuchte mittlere Proportio-

3. nallinie *♦
Oder man befchreibe um den übrigen Theil DB 

der gegebnen Linie, als Sehne, oder Durchmefler,
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» 
einen Kreis, und ziehe an diefen vom Punkte A aus 
eine Tangente AG fo ift AG die gefachte mittlere Pro
portionallinie *.

Folgerung. Die mittlere Proportionallinie zwifchen 
zwey Linien kann nie großer feyn\ als die Hälfte der 
Summe beyder Linien. Denn kein Perpendikel auf dem 
Durchmefler, das bis an die Kreislinie reicht, kann 
grofser feyn als der Halbmeffer. Und fo folgt auch 
aus der Conftruction, diefer aus der Arithmetik bekann
te Satz.

Bemerkung i. Da zu den Zahlausdrücken 
zwey er Linien P, Q die mittlere Proportionalzahl 
-f (P X Q) ift *» fo mufs diefe auch der Zahlausdruck * V, $« 
für die mittlere Proportionallinie M feyn. Ein Aus
druck , wie f(P X , d. i. eine Quadratwurzel läfst 
fick daher mittelft des Verfahrens in diefer Aufgabe in 
Lineargröfsen darftellen, und folglich durch Verbin
dung derfelben mit den Verfahren der vorigen Aufga
ben, jede reine Quadratische Gleichung conßruiren. Was 
die Conßruction einer unreinen quadratifchen Gleichung be
trifft, fo verfpare ich fie für die Bemerkungen am En
de der Planimetrie.

'B e mer ku n g 2. Ift M die mittlere Proportio- 
nallinie zwilchen P und Q, fo verhält lieh P : M = M ; Q, 
und P : Q = P2 : Mz = M2 : Q2, wie wir fchon in der vo
rigen Aufgabe bemerkt haben *. *AG'.ic

f, 3.
oc) Sind vier Linien proportional, A:B=C:D,und 

inan nimmt zwifchen den er [len A, ß und zwifchen den letz
ten C, D mittlere Proportionallinien M, H, fo ßnd auch
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diefe mit den Vorder gliedern, und eben fo mit den Hint tr 
gliedern der gegebnen Proportion , proportional. Denn 
es verhält fich A : B = A2:M2 — M2 : B2 und C : D = 
C2:N2— N2:D2. Wenn alfo die vordem Verhältnifle 
gleich find , fo find es auch die hintern , A2 : M2 =

* 4. f- 2. C2 ; N2, alfo auch A: M = C : N * ; oder M : B = N : D, 
oder A : M = N : D.

ß ) Grade fo ßnd in gleichen Verhältniffen A : B s=s 
CD die dritten Proportionallinien J^mit den Vorder
gliedern , und folglich auch mit den Hintergliedern pro
portional. Denn es verhält fich A2 : B2 = A :P und 

*Afg. 12 C2 : D2= C : Q * mithin A ; P = C ; Q und A : C = B : D 
= P:Q.

7) Da im Kreife die Tangente die mittlere Propor
tionallinie zwifchen einer verlängerten Sehne und der 

•22X1 £ Verlängerung ift, AE : AG — AG ; AF *, fo verhält fich 
immer AE.Ab = AEz : AG2: und auf diefe Art laflen 
fich andere brauchbare Sätze mittelft diefer Bemerkung 
aus unfern Lehrfätzen ableiten.

Bemerkung 3. Sucht man erft zwifchen zwey 
gegebnen Linien P, Q, die mittlere Proportionalli- 
nie M, und fährt dann fort zwifchen P, M und zwi
fchen M, Q mittlere Proportionallinien zu fuchen , fo 
erhält man zwifchenlP, Q, 2 -J- 1, d. i. drey, und fährt 
man mit diefen wieder eben fo fort, 4 -f- 3 , d. i. fie. 
ben mittlere Proportiönallinien u. f. f. Aber auf zwey, vier 
oder f ünf mittlere Proportionallinien kömmt man durch die. 
fe Contraction nicht. Jene geben Confirtictionen von 
Wurzeln des vierten, achten, fechzehnten Grades u. £ f.
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Diefe würden Conftructionen von Wurzeln des dritten, 
fünften Grads, u. f. f. an die Hand geben; allein zu 
folchen Conftructionen reicht die Elementargeometrie 
nicht hin. Man leie deshalb Lehrfatz 22 Zufatz 4^ 
Lehrfatz 24. Folgerung 2, und die Bemerkungen am 
Ende diefes Werkes nach.

AUFGABE I4.

Eine gegebne gradelinige Figur in ein Qua
drat zu verwandeln.

Diefes gefchieht durch Auffindung mittlerer Pro- 
portionallinien, und alfo durch die Verfahren der vori
gen Aufgabe, durch welche man jedesmal die Seite dej 
gebuchten Quadrats, und zwar auf verfthiednen Wegen, 
finden kann.

Bey einem gegebnen Rechteck ABCD, fuche jq 
zwifchen den beyden anliegenden Seiten AB, BC die 
mittlere Proportionallinie M, fo ift Ma = AB X BC *, 
folglich das gefuchte Quadrat. ’’

ß) Bey einem gegebnen Parallelogramm, fuche 
eben fo zwifchcn der Grundlinie, g, und Höhe, h; — 
bey einem gegebnen Dreyeck zwilchen der Grundlinie, 
g, und halben Hohe, f h; — und bey eine gegeb
nen Trapezoid zwifchen der halben Summe beyder 
Grundlinien, i(G-hg’)» und der Hohe, h, die mitt
lere Proportionallinie M, fo ift diefe die Seite des ge
fuchten Quadrats. Denn cs ift dann M2 im elften Fall 
gleich gh, im zweyten | gh, im dritten f (G-hg)hs
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und diefes find die Zahlausdrücke für den Inhalt der 
*$. u. 6« drey gegebnen Figuren *.

7) Anfere ttnregelmäfsige Vielecke verwandle man 
*Afg,iterft in ein grofses Dreyeck *, fo laßen auch fie fich 

nach ß in ein Quadrat von gleichem Inhalt umbilden. 
Und diefes iß eine von den Confiructionen , auf die 
wir uns in den Folgerungen zu Lehrfatz 20, und bey 
den fernem geometrilchen Oertern j oft bezogen 
haben.

t olgeru Icdes gradelinige Vieleck läßt fich alfo 
Im eigentlichen geometrifch.cn Sinn quadriren,

Anmer'kung. Der Ausdruck eine Figur quadriren oder 
die Quadratur einer Figur finden , läfst fich im gcometrifchen 
©der im aritliwetifchev Sinn nehmen. In jenem, welcher der 
eigentliche und urfprüngliche ift, bedeutet er: ein Quadrat gco. 
wetrifih darfiellen , welcher mit der Figur gleichen Inhalt hat, 
und das können wir bey jedem gradelinigen Vieleck vermittelft 
diefer Conftruction bewcrkftelligen. In diefent, dem arithmetifchen 
Sinn, bedeutet er. „ einen Zahlausdruck für den Inhalt der Figur ¥ 4. Z. in Flächeneinheiten (Quadraten*) finden , wenn man den Zahl- 
ausdruck gewißer Linien , in ihr in Lineareinheiten kennt." Aus 
der gcomctrifchen Quadratur fo’gt daher leicht die arithmetifche, 
nicht aber umgekehrt; denn das bilden eines Quadrats dem ge- 
fundr.cn Zahlausdruck gemäfs, darf man wohl kaum eine geoifie- 
trifche Conftruction nennen. — Man lieht hieraus, was die Qua
dratur des Kreijes, und die Quadratur der Cnrven Tagen will. _ 
Die arithmetifche Quadratur ift ;m Grunde nichts anders als die 
"Berechnung der Figur, d. h. die Beftimmung des Zahlausdrucks 
für ihren Inhalt, aus dem Zahlausdruck der Seiten, und da die
fes für die Anwendung das eigentlich brauchbare und wichtige ift 
fo pflegt man, mit feltnen Ausnahmen, diefe Beftimmung des In
halts, oder die arithmetifche Quadratur zu verftehn, wenn,man 
von Quadratur des Kreifes oder der Çurven fpricht.

geometrifch.cn
fundr.cn
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AUFGABE 15,

Ein Quadrat zu bilden, welches der Summ ßLig-SS« 
Zweyer oder mehrerer gegebner Quadrate gleich ift.

& ) Man befchreibe einen rechten Winkel A, 
trage auf feine Schenkel die Seiten der beyden ge
gebnen Quadrate AB = M und AC = N auf, und 
ziehe IC, fo ift diefe Linie die Seite des Quadrats, wel
ches den beyden Quadraten über M und über N zu- 
fammengenonwaen gleich ift. Denn BAC ift vermöge 
der Conftruction ein rechtwinkliges Dreyeck, folglich 
dem Pythagoreifchen Lehrfatz zu folge BC2 = AL2 -J~ 
AC2 = M2 + N2 * * xs;

ß) Soll das gefachte Quadrat den drey Quadraten 
über M, N, P gleich feyn, fo errichte man aufs neue 
im Punkte C auf AC ein Perpendikel, trage auf diefes 
CD — P auf, und ziehe BD, fo ift BD2 = BC2 4- 
CD2 = M2 4~ N2 + B2j alfo Ek) die Seite des gefuch- 
ten Quadrats.

7 ) Grade fo fahrt man fort, wenn man ein Qua
drat fucht, welches vier, oder fünf oder mehreren ge
gebenen Quadraten zufammengenommen gleich ift, 
indem man Schrittweife die Seiten der Quadrate fucht, 
welchem vier, fünf, fechs u. f. f. der gegebnen Qua
drate zufammengenommen gleich lind.

Zufatz I. Auf diefe Art laßen fich alfo auch 
Schrittvveife Seiten von Quadraten finden, -welche den dop
pelten, dreyfachen, vierfachen Inhalt u.f. f. eines gegebnen 
Quadrats M2 haben, dergleichen die fogenannte Flächen- 

fede des Vißrfiaabs zum Meßen cylindrifcher Gcfdfse, oder 
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von Tonnen angiebt. Zu dem Ende trage man auf 
beyde Schenkel des rechten Winkels , AB und AB 
gleich M, d. i. gleich der Seite des gegebnen Quadrats 
auf; lo wird BB' die Seite des doppelten Quadrats, 
2 M2. Mit diefer fchneide man von A aus, A4 — BB' 
ab, lo ift B2 die Seite des dreyfachen Quadrntr 3 M2. 
Schneidet man mit diefer wieder A3 = B2 ab, und 
lieht B3, fo erhält man die Seite des vierfachen Qua
drats 4 M2, mit der man wieder A4 abfehneide, u. f. f» 
Und fo erhalt man einen Maafsftab AE, vermöge def- 
fen man den Inhalt jedes gegebnen Quadrats foglcich, 
aus deffpu Seite, mit dem Inhalt des bekannten Qua
drats M2, vergleichen kann. Man tafle die Seite mit 
dem Zirkel, und trage fie auf AE von A aus auf. 
Schneidet fie da z. B. die Länge A5 ab, fo ift der 
Inhalt jenes Quadrats das Fünffache vom Inhalt des 
Bekannten. Kleinere Abtheilungen in Hälften , Vier
tel etc., taffen lieh mittelft der folgenden Aufgabe 
finden. <

Zufatz II. Wollte man ein Quadrat haben, 
Welches das Zwanzigfache eines gegebnen ift, fo fuche 
inan erft das doppelte Quadrat, aus diefem das Vier
fache, und aus diefem fammt dem Gegebnen, das Fünf
fache. Aus den Fünffachen findet man das Zehnfache, 
und aus diefem das Zwanzigfache.

AUFGABE l6.

Fig. 87' Ein Quadrat zu bilden, welches dem Unter* 
fchiede zwey er oder mehrerer gegebnen Quadrate 
gleich iß.
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a) Man befchreibe wiederum einen rechten Win
kel A, trage auf den einen Schenkel deflelben die Seite 
des kleinern Quadrats N = AC auf, und befchreibe 
mit der Seite des grö'fsern M, als Halbmefler, um D als 
Mittelpunkt, einen Kreisbogen. Schneidet diefar den 
andern Schenkel in B, fo ift AB die Seite des gefuch- 
ten Quadrats. Denn das fo befchriebne Dreyeck ift 
rechtwinklig, und deshalb AB2 = BC2 — AC2 = * *12. f.i. 
M2 — N2.

ß) Soll das gefuchte Quadrat dem Unterfchiede 
zweyer Quadrate N2 und P2 von M2 gleich feyn, fo 
fuche man wieder auf ditfelbe Art den Unterfchied 
von AB2 und F2 u. f. f., fo dafs man alfo auf diefe Art 
beliebig viel Quadrate, von einem Gegebnen, welches grö» 
fier iß als alle zufammmengenommen, abziehn kann.

Zufatz. Auf diefelbe Art bildet man ein recht» 
winkliges Dreyeck, wenn die Hypotenife M und eine der 
Katheten N gegeben find', welches fich auch folgender- 
maafsen bewerkftelligen läfst: befchreibe über die Hy* 
potenufeM einen Halbkre's, und um ihren Endpunkt, 
mit der gegebnen Kathete N einen Kreisbogen. Wo 
diefer den Halbkreis durchfchneidet, da ift die Spitze 
des gefuchten rechtwinkligen Dreyecks. Denn der
Halbkreis ift der Ort der Spitze *, und der angegebne *H. 26. 

f 2,

Punkt der, welcher durch die gegebne Gröfse der 
Kathete beftimmt wird.

So kann man folglich rechtwinklige Dreyecke be- 
fchreiben, wovon die eine Kathete die Hälfte, oder das 
Drittel, oder das Viertel der Hypotennfe iß etc. ■
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A n m e r k u n g. Da fich jedes Vieleck in ein Quadrat ver- 
*Afg.i4. wandeln läfst *, fo findet man mittelft des Verfahrens in diefer 

und der vorigen Aufgabe ohne Schwierigkeit ein Quadrat, 
welches die Summe oder dein Unterfchiede gegebner gradeliniger 
Figuren gleich ift; Conlhuctionen, auf die wir uns im letzten 
Theil des dritten Buchs mehiercmal bezogen haben.

AUFGABE 17.

W 88. Ein Quadrat zu bejchreiben, zu welchem ein 
gegebnes Quadrat M~, in demt VerhältniJJe zweier 
gegebnen Linien P, Q fleht.

Nimmt zwifchen den gegebnen Linien P, Q die 
mittlere Proportionallinie V, fo verhält fich P : Q = 

'ij.B.s.P2: V2 *. Folglich ftehn die Quadrate über P und V 

in demfelben Verhältnifs als das gegebne und das ge
fachte Quadrat, weshalb auch ihre Seiten proportional 

*4. f.3. find *. Mithin ift die Seite des gefuchten Quadrats die 
vierte Proportionallinie zu P,V und AB.

Diele beyden Operationen laßen fich indefs in
einander ziehn, und auf folche gefchickte Zufammen* 
Ziehungen beruht die Eleganz geometrifcher Auflöfu.n- 
gen , wozu häufig, wie auch hier, geometrifche 
Theoreme den Weg zeigen.

Trage z. B. auf eine beliebige Linie AD = P und
— Q auf, befchreibe über AB einen Halbkreis, 

errichte in D ein Perpendickel, Welches den Kreisbo
gen in F durchfchneide, und ziehe AF, fo verhält fich 
AF2 : AB2 = AD : AB *. Trägt man daher auf AF 

von A aus, die Seite M des gegebnen Quadrats auf, 
AG = M, zieht FB, und damit parallel GH; fo ift GH 
die Seite des gefuchten Quadrats. Denn wegen des 
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Parallelismus diefer Linien verhält fich AF : AB = AG 
: AFI, d. h, — M : AH, mithin auch M2 : AH2 — 
AF2 : AE2 = * P : Q.

Noch andre Conftructionen lallen fich aus Lehrf 12. Folg. 2, 
d, e; und Lehrfatz 22, Zufatz 1 ß, 7 5 und nicht minder ele
gante von ganz andrer Art, aus Lehrfatz 25 Folg. 3, Lehrfatz 20. 
Z fatz 5, und aus dem fchönen Ort am Kreife in Lehrfatz 20, v 
ZAatz 7 he« leiten, welches ich dem Lefer, dem diefes Vergnü
gen machen »vird, felbft überlaße.

AUFGABE I g.

Eine gegebne grade Linie AB fo zu ver' lin gern} Fig. 90. 
daß das Rechteck aus der verlängerten Linie AF, und 
der Verlängerung BF, dem Rechteck aus gwey ge
gebnen Linien P und Q gleich, oder AF\BF=P%Q 
fey-

Nimm zwifchen P und Q die mittlere Proportio
nallinie M, fo foil AFxBF —M2 feyn. Befchreibt 
man folglich über AB einen Halbkreis, fo kömmt es 
darauf an, eine berührende Linie fo zu ziehn, dafs die 
verlängerte AB ein Stück von ihr, gleich M, ab- 
fchneidet. Zu dem Ende ziehe durch B eine Tangente, 
mache BD = M, und fchneide vom Mittelpunkte G 
aus, auf der verlängerten AB, CF = CD ab, fo ift 
BF die gelachte Verlängerung.

Denn zieht man CD, welche Linien den Kreis in E 
durchfchneide, und EF, fo decken fich die beyden 
Dieyecke CBD, CEF, daher Ek auf dem Halbmelfer 
CE in feinem Endpunkte fenkrecht fteht, alfo den 
Kreis berührt *, und überdem gleich BD, d. i gleich * n Ia 
M, folglich M2 = AF x BF* ift. . / 
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Fig« 83, Zufatz. So/Z die gegebne grade Linie AB felbß fo 
eingetheih werden, dafs das Rechteck aus ihren beyden 
Stücken Al) X BD dem gegebnen Rechteck P x Obgleich fey, 
fo befchreibe man wiederum über AB einen Halbkreis, 
ziehe mit AB eine Paralellinie, in einer Entfernung, 
gleich der mittlern Proportionallinie M, und fälle vom 
Durcnfchnittspunkt derfelben mit der Kreislinie, ein 
Perpendikel auf dem Durchmeller, fo theilt diefer die 

*25. i. Linie AB* auf die verlangte Art ein; wobey aber er
fordert wird, dafs M nicht gröfser als f AB fey.

Anmerkung. Beyde Aufgaben werden auf diefe Art 
durch eine leichtere Conllruction als in Aufg. 9, wo wir fie fchon 
einmal, nur unter einer andern Form gehabt haben, aufgelöit.

AUFGABE I9.

Eine gegebne grade Linie BH, fo in zwey Theile 
BF, FH einzutheilen, dafs das Quadrat des einen 
Theils, gleich fey dein Rechteck aus dem andern Theile 
und einer gegeben Linie P, oder BF2 — P\ FH.

Nimm auf die Verlängerung von<HB, BA gleich 
P, fo foil BF2 = AB X FH, und folglich, wenn man 
beyderfeits AB X BF hinzufügt, AF x FB — AB x BH 
feyn. Nun aber find AB, BH gegeben; folglich tritt 
hier der Fall der vorigen Aufgabe ein.

Befchreibe alfo über AFI einen Halbkreis, fo ift 
das Perpendikel BD die mittlere Proportionallinie zwi- 

*Afg.ij. fchen AB, BH *, und befchreibt man um AB einen 
Halbkreis, welcher CD in E durchfchneidet, und er

richtet 
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richtet in E das Perpendikel EF auf diefe Linie, fo wird 
EF2 = AF X FB, und mithin ift F der gefuchte Punkt, 
der BH auf die verlangte Art eintheilt.

Anmerkung. Im Fall die’ gegebne Linie P, gleich der 
einzutheilenden BH ift, wird BF2 = BH M FH, oder das Qua
drat des einen Theils ift dann gleich dem Rechteck aus dem an
dern Theil und der ganzen Linie ; oder die beyden Theile und 
die ganze Linie bilden eine ftetige Proportion. Von diefer Ein- 
theilung einer Linie nach fietigem Verhältniß t w'erden wir itn 
folgenden Buche einige interefiante Eigenfchaften und Anwen
dungen kennen lernen.

AUFGABE 20»

Eine grade Linie AB, in welcher ein Punkt E^.^x, 
gegeben ift, aufs neue fo in einem Punkte D einzu- 
theilen, dafs AD2 = ED X DB fey.

Vermöge diefer Fordrung mufs der Punkt D fo. 
liegen, dafs, wenn durch B und F ein Kreis befchrieben 
wird, die Tangente aus D nach der Kreislinie gelo
gen , gleich AD ift *. • J2.

Man halbire daher EB im Punkte G, errichte in 
G ein Perpendikel, nehme GK gleich GA, und be
fchreibe um CKB einen Kreis *. Vom Punkte H, wo 
AK diefe Kreislinie durchfchneidet, falle man auf AB 
ein Perpendikel HD, fo thçilt diefes die Lini« AB auf 
die verlangte Art ein.

Denn weil AEK vermöge der Conftruction ein 
rechtwinkliges, gleichfchenkliches Dreyeck ift, find 
die Winkel A, K der Hälfte eines rechten Winkels 
gleich *. Eben fo grofs find mithin in den rechtwink- 31* 

Ff
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ligen Dreyecken ADH, KIH die Winkel bey H, 
folglich diefe Dreyecke beyde gleichfchenklig, AD 
= DH, und HI = IG, weshalb das Perpendikel HI 
im Mittelpunkte auf FG aufftehn, und ein Haibmefler 

«II. 12« feyn mufs. Daher ift HD eine Tangente*; folglich 
DH2 = AD2 = DC X DB, folglich AB auf die ver
langte Art eingetheilt. (Greg. I. 73.)

Diefe und die beyden vorigen, fo wie alle ähnli
chen Aufgaben, laffen fich nach Anleitung desZufatzes 
zu Aufgabe 9 noch auf ganz verfchiedene Art ausdrü
cken, welche ich dem Leier überlafle.

AUFGABE 21.

Fig. 92« ^on gegebnen Punkte A aufserhalb eines 
Kreifes eine grade Linie fo zu ziehn, dafs fie von der 
Kreislinie, zweyen gegebnen Linien P, Q proportional 
eingetheilt werde.

Gefetzt es fey AEF die gefuchte Linie, fo foil fich 
verhalten P : Q = AE : EF, folglich auch P ; P Q 
= AE : AF. Zieht man nun von A die Tangente 

*11 Afg AG *, fo ift AS die mittlere Proportionallinie zwifchen 
•22.f.r£ AE und AE *. Man fuche daher zwifchen P und P4~Q 
»Afg. 12. die mittlere Proportionallinie M *, fo mufs fich ver

halten P : M = AE : AG. Nun find P, M und AG ge- 
geben. Man fuche daher zu M, P und AG die vierte 
Proportionallinie, und befchreibe mit ihr um A einen 
Kreisbogen. Wo diefer den gegebnen Kreis durch, 
fchneidet, da ift der Punkt E, durch den AE gezogen, 
die verlangte Linie giebt.
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Denn verhält fich AG : AE = M: P, fo ift auch 
AG2 : AE2 = M2 : P2. Und da AG und M mittlere 
Proportionallinien, erftere zwifehen AF, AE, letztere 
zwilchen P-f-Q und P find; fich mithin verhält AF : AE 
= AG2 : AE2, und P ft- Q : P = M2 : P2; fo verhält 
fich auch AF : AE = P ft- Q : P und FE : AE = Q : P.

B e ft i m m u n g. Geht A^p durch den Mittelpunkt 
des Kreifes, fo ift AB die k!cinfte,-AD die grofste von allen 
Linien, die von A aus nach dem Kreife gezogen werden 
können *, und daher hat von allen ähnlichen Verhält-» II. y$, 
niften, das der Abfchnittc AB:BD den grölsten Expo
nenten*. Folglich darf S nicht grofser als ^^^eyn» 'V. i. 2. 

fonft ift die Aufgabe unmöglich. (Greg. III. 46.)

AUFGABE 22.

Das rerhaltnijs zwifchen der Seite AB und der Fig. 93, 
Diagonale AC eines Quadrats zu finden,

Befchreibe um C mit der Seite BC ak Halbmefler 
einen Kreis, fo berührt die Seite AB diéfé Kreislinie,, 
denn fie fteht auf dem Endpunkte des Halbmeflers CB 
fenkrecht *. Daher verhält fich AD : AB = AB : AE , * II. 12, 
und AD ift derfelbe Theil von AB, als AB von AE ,

AD AB *
oder . Nun aber ift AE gleich 2 CD-f-AD, b3*

folglich auch ------——?------ In dem^fg1?.
AB 2ABA-AD 2 + AD' Z, 2.

AB ' - .
Ff 2
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letzten Ausdruck läfst fich für Û2 diefer Ausdruck 
AB

AD ifelbft wieder fetzen, da denn — = —— wird, und
AB 2+1

2 4- AD 
AB

da fich derStuffenbruch, der fo entlieht,’immer wieder

AD
mit dem Bruch — endigt, fo kann man mit diefer

Subftitution ohne Ende fortfahren, daher der Exponent

durch einen Stufenbruch von der Form
AB

—— , der ohne Ende fortläuft, gegeben wird. Es
2 4-1___

2 4- etc*

läfst fich alfo AD nicht in Theilen von AB ausdrücken,

•Afg.19 und beyde Linien find incommenfurabel *♦ Mithin 

auch die Diagonale und die Seite des Quadrats, da die 

Diagonale AC gleich AB -k AD ift, und alfo, wenn 

man die Seite AB als Einheit annimmt, der Zahlaus

druck der Diagonale AC, I + —-— wird ; ein Aus-
2 4- 1

2 4- etc.

druck, deffen Werth fich nie genau in Zahlen darflellen 

läfst, weil er ohne Ende fortgeht, und dem man fich 

nur nähern kann, ohne ihn je völlig zu erreichen.
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Anmerkung. Auf diefem Wege wird die Incommenfu- 

rabilität zwifchen der Diagonale und der Seite eines "jeden Qua

drats, die wir übrigens fchon oben dargethan haben ”, noch evi- * 12, Z, 

denter» Zugleich ift diefes ein unterrichtendes Bcyfpiel der leich- 

teften Methode, wie fich die Incommenfurabilität von Ausdehnun

gen, in geomctrifchen Unterfu chungen erweifen läfsc.



Erklärungen der Marginalien.

Die romifchen Zahlen bezeichnen das Buch, die arabi* 

[eben* die dahinter ftehn, den gemeinten Satz in diefem 
Buche, und arabische Zieffern vor denen keine römifche 
flehn^ einen Satz in demfelben Buche, worin das Citat 
vorkömmt, z. B.

II. 9. den 9ten Lehrfatz des zweyten Buchs;
18. den igten Lehrfatz des gegenwärtigen Buchs, 
alfo des zweyten Buchs, wenn das Citat im 
zweyten Buche fteht.

E bedeutet eine Erklärung, und diefe ftehn zu An

fang jedes Buchs, z. B., I. E. l6.’, die i6te Erklä
rung an der Spitze des erften Buchs ;

einen Zufat®, z. B., I. 16. Z, 2;



£ eine Folgerung, B., III. 22. f. 1. e., den Satz « 
in der erften Folgerung zum 22ften Lehrfatz des 
dritten Buchs ;

X
a. oder A eine Anmerkung, z. B., III. 4. a, 1 ;

B. eine Bemerkung',

Afg. oder A. eine Aufgabe, die insgefammt am Ende 
des zweyten und dritten Buchs ftehn.

V. bedeutet endlich die aritmetifchen Lehrfätze über 
Verhältniffe und Proportionen, die in der 2sften 
Erklärung des erften Buchs ftehn.

Sind einige Citate nicht ganz genau, fo wird 
der aufmerkfame Lefer fie leicht berichtigen.



Einige Druckfehler.

So viel Sorgfalt man auch angewandt hat, um alle Sinnftöh- 
rendcn Druckfehler zu vermeiden, fo mufs man doch den Lefer 
bitten, folgende vor dem Gebrauch des Werks zu verbeffem,’

b b,
Seite 23. Zeile 4, von unten fteht ftatt — 

a a
S. 64. 7. 2. v. u. keiner der Winel ft. einer der Winkel.
S. 6ç, Z. 5. eine ft. ein Perpendikel
S. 77. fehlt Zufatz III. „Eine grade Linie, welche eine v«n 

zwey Parallellinicn, (mit denen fie in derfclben Ebne liegt? 
durchfchneidet, mufs auch die andre fchneiden,” weil fonæ 
durch einen Punkt, mit einer graden Linie, zwey verfchi®- 
dene grade Parallellinien möglich wären.

S, 277. fehlt im Marginal Taft, IV.
S. 279. z. 7. ft. 0P2 ft. 0^2.
S. 29Ç. ft. das Marginal 17. ft. 16.

g. 307. das Marginal Afg. 6.' ft. AfS- 3' °'
BG BG

S. 317. in der dritten Formel unter y fteht qe ^'ge
S. 9- im Marginal Taf. IV. ft. Taf. V., undg, 36®. Taf. III. ft. Taf. V.
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