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Votre d e4

"Vi^as man in diefem Werke zu erwarten hat, 

geben die Titel vollftändig an. Nicht blofse An
fangsgründe, oder fo genannte Elemente, fondent 
ein ausführliches und , wo möglich , volljländiges 
Lehrgebäude, und zwar nicht blofs der elementa
ren, fynthetifchen, fondern der gejammten Geome
trie , mit Einfchlufs der geometrifchen Analyfis 
und der Lehre von den Kegelfchnitten, fo weit 
es fich nemlich für uns noch der Mühe einer 
blofs darftellenden und rein geometrifchen Be
handlung diefer Materie lohnt

Unfere Geometrien, fo viel deren der Ver- 
faffer kennt, find entweder blofse Compendien, 
die. urfprünglich zum Leitfaden beym mündlichen 
Vortrage beftimmt, ihrer Nafur nach mehr oder 
weniger fkelettartig find , und von denen noch 
keins an innerer Vollkommenheit Euklids Kleinen- 
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te übertroffen hat; oder Commentare über Com- 
pendien, die mehrften eben fo facharm als wort
reich; oder weitfchweifige Bücher für Praktiker, 
über denen kein wiffenfchaftlicher Geiftfchwebt, 
welche mehr die Hand, als den Kopf üben, und 
wahre Einficht nur wenig befördern. An einem 
ausführlichen Lehrgebäude, welches fich unfrer 
Idee nach zu einem Compendium ungefähr fo, 
wie ein Körper mit Fleifch und Blut zu einem blo- 
fsen Skelett verhalten müfste, fehlt es noch: und 
da es dem Verfaffer fchien,ein folchesWerk müffe 
nicht nur dem Mathematiker, fondera auch dem 
Freunde geometrifcher Unterfuchungen , und 
felbft dem Manne von gereiftem Verftande, der 
fich in die Geometrie erft einweiheh will, je
dem von einer andern Seite , wichtig und wün- 
fchenswerth feyn ; fo fchmeichelte er fich, mit 
diefer Arbeit, an der er keine Mühe und Sorgfalt 
gefpärt zu haben fich bewuft ift, einem wahren 
Bedürfnifse entgegen zu kommen.

Dem eigentlichen Mathematiker iff es Eines 
Theils darum zu thun,zu einem vollftändigen Ue- 
berblick über das Ganze der Geometrie.zu gelan
gen , ohne deshalb eine Menge weitläufiger, gro- 
fsen Theils nicht mit Unrecht veralteter Werke 
durchzuftudiren , aus denen er doch erft blofse 
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Materialien erhält, die in ein ausgewähltes Sy- 
ftem, ohne das keine rechte Ueberficht Statt fin
det, xu verfchmelzen, noch manche Kunft, und 
mehr Mühe koftet, als Sammler geometrifcher 
Sätze, z. B. Gregorius a St. Kinceutio, Krafft, mit 
unter auch Pappus, daran gewandt haben. An
dern Theils kommt es dem Mathematiker auf ein 
Hülfsmittel an, um die geometrifchen Unterfa
chungen, auf die er (ich einläfst, an das Syftem 
der Wiffenfchaft mit Leichtigkeit anzuknüpfen, 
ohne grade bis zu den erften Elementen hinauf zu 
Zeigen, und den Satz, der für ihn jedesmal als 
Lehrfatz der brauchbarfte ift, und der den kürze- 
ften Weg der Behandlung beftimmt, fonder Mühe 
unter den übrigen heraus zu finden, ohne doch 
deshalb alle Sätze und erleichternde Methoden 
der Geometrie, ftets im Gedächtniffe gegenwärtig 
zu haben. Denn diefes wäre ohne eine beftändi- 
ge Befchäftigung mit der darftellenden Geome
trie, und folglich uns neueren Mathematikern 
fürwahr unmöglich, indem für uns nicht mehr 
diefer Theil der Mathematik, fondern algebrai- 
fche Analyiis, die Hauptwiffenfchaft ift. Beydes 
macht alfo dem Mathematiker ein ausführliches 
Lehrgebäude , worin (ich der ganze Schatz der 
Geometrie, und nicht die erften Elementarfätze 
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in einem leicht überfchaubaren Ganzen bey fam- 
men finden, zum wahren Bedürfnifs. Für ihn 
ift darin vornemlich durch die möglichfte Vollftän- 
digkeit, (die jedoch hin und wieder den nicht we- 
aer wichtigen Rückfichten auf Brauchbarkeit, und 
auf Competition nacbftehn mufs,) und durch ein 
forgfält<ges fyftematifches Aneinanderketten der 
Materien zu forgen. Der Verfaffer diefes Lehr
gebäudes hat ihm die Ueberficht noch dadurch zu 
erleichtern gefacht, dafs er alles, unter verhältnifs- 
mäfsig wenigen Hauptfätzen, und bey jedem der- 
felben die verwandten Sätze in Folgerungen, Zu- 
fätzen und Anmerkungen zufammen Bellte.

Ein Freund der Geometrie, der, vertraut 
mit dem, was in den Compendien fteht, fich mit 
Erweiterung und Ausführung deffen, was ihm 
bekannt ift, zu ergötzen wünfcht, kann in einem 
folchen ausführlichen Lehrgebäude ebenfalls die 
befte Befriedigung finden , und zwar , wie uns 
fcheint, bey weitem eher, als in den Sammlungen 
geometrifcher Sätze, oder in den Schriften man
cher ältern Mathematiker über einzelne geometri
sche Materien. Denn, abgerechnet, dafs wir aus 
der ermüdenden Art, wie die Alten folche Mate
rien zu behandeln pflegten, herausgewachfen 
find, fo entfpringen häufig, eben aus diefem Ver
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einzeln, die Schwierigkeiten der geometrifchen Be
handlung , und gar Vieles erfcheint an feinem 
Platze im Lehrgebäude erft im rechten Lichte, 
und läfst fich dort bey weitem leichter , vollftän- 
diger und genügender, als einzeln und abgeriffen 
behandeln» In die Augen fallende Beyfpiele da
von findet man, wie ich mir fchmeichle, in die- 
fem Theile mehrere, befonders unter den Sätzen 
von ebnen Oertern gegen das Ende des dritten 
Buchs. — Wer diefes Werk zur Erweiterung 
feiner geometrifchen Einficht durchitudirt, dem 
empfehle ich es recht fehr, feine eignen Kräfte 

an den Sätzen zu verfuchen, die den Lehrfätzen 
beygefügt find, und ihren Beweis nicht eher nach- 
zulefen, als bis er die Hoffnung, ihn felbft zu fin
den, aufgibt. Denn da er fchon durch die Stel
lung dieferSätze auf die Gründe geleitet wird, aus- 
denen die Vorbereitung und der Beweis fliefsen, 
fo geben fie ihm ein leichtes Mittel feine Erfin
dungskraft zu üben und zu prüfen. Ein Gleiches 
gilt von den Aufgaben am Ende jedes Buchs, die 
grade in diefer Hinficht von den Lehrfätzen ge
trennt, und befonders zufammengeftellt find. Auch 
ift das der Grund, warum in den Folgerungen 
undZufätzen mancher an fich gerade nicht wichti
ger Satz, der unbefchadet derVollftändigkeit des
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Syftems hätte übergangen werden können, aufge- 
nommen wurde. Die verfchiedenartigen Anwen
dungen der Häuptfätze, die man in den zugefüg
ten Sätzen kennen lernt, find recht dazu geeignet 
jene Sätze , ihren Gebrauch, und die verfchied- 
nen geometrifchen Methoden fich geläufig zu ma
chen, und zu einer recht gründlichen Kenntnifs 
der Geometrie zu verhelfen. Denn das iff es, 
was man wiffen mufs, indefs man mit den unwich
tigem Folgefätzen das Gedächtnifs nicht zu über
laden braucht.

Männern, denen die Geometrie noch fremd 
ift, und die fich mit ihr, als mit der vollkommen- 
4ten Wihenfchaft, zu ihrer Geifteserhohlung und 
Verftandesftärkung befchäftigen wollen, pflegen 
Compendien, beymSelbftftudium, gewöhnlich zu 
dürr und zu trocken vorzukommen, und das 
nicht mit Unrecht, da folche Bücher durch den 
mündlichen Unterricht erft recht geniefsbar zu 
werden, beftimmt find. Sie können fich nach ihrer 
Anleitung nicht recht in die Wiffenfchaft hinein 
finden, und wünfchen fich etwas Ausführlicheres; 
ein Wunfch, den ich durch diefes Lehrgebäude zu 
befriedigen hoffe. Für fie iff die wiffenfchaftli- 
che Anficht des Ganzen, und die gröfste Strenge 
in der Methode eine Hauptfache : und beyde an 
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fich fchon unnachlafsliche Forderungen hat der 
Verfaffer immer im Auge gehabt. 'Die wiffen
fchaftliche Anficht der Geometrie in den Princi- 
pien, hält er für neu, und fo kurz er fich bey 
ihr auch faffen mufste, fo wird fie doch, wie er 
glaubt, hinreichen, das Intreffe des denkenden 
Mannes auf das Wiffenfchaftliche des Lehrgebäu
des zu lenken, und ihn in den rechten Gefichts- 
punkt zu fetzen. Der Verfaffer würde indefs diefes 
alles mehr ausgeführt, und in die Grundlage des 
Syftems noch mehr wiffenfchaftliche Strenge hin
ein gebracht haben, hätte er fich der Feffeln, die 
ihm fein erfter Plan, Le Gendres Elementen als Leit
faden zu folgen, angelegt hatte , früher ent
ledigt.

Als er nemlich diefesWerk unternahm, hoff
te er dem Mangel eines ausführlichen Lehrgebäu
des durch eine deutfche Bearbeitung des vorzüg- 
lichften franzöfifchen Werks über die Elementar
geometrie, welches vor einigen Jahren erfchien*,

*) Elements de Géométrie, avec des notes. Par Adrien 
Marie Le Gendre. (Si quid novifti rectius i dis, 
Candidus imperti.) A Paris chez Firmin Dicht. 
An II. d. 1. Rep. 1794., XII. und 334. S. gr. g, 
und 13. Kupfertafeln, im Format derer, bey diefein 
Werke.
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fo ziemlich abhelfen zu können, befonders‘wenn 
er dabey auf die beften unter den ähnlichen Wer
ken der Engländer * und Holländer ** beftändb 
ge Rückficht nähme: eine Abficht die er unter 
ändern in einer Rezenfion von Le Gendres Ele
menten in der Allg. Jenaifchen Litt. Zeitung vom 
Jahre 1797. St. 135. äufserte, wohin er diejenigen 
verweilt, die von dem Werke des franzöfifchen 
Geometers mehr zu wiffen begehren. Noch im 
trßen Buche erlaubte fich der Verfaßet blofs Zu-

Elements of Geometry; with their Application 
to the Menfurstion of Superficies and Solids, to 
the determination of the Maxima and Minima of 
Geometrical Quantities, and to the Conftruction 
of a great Variety of Geometrical Problems. By 
Thomas Simpfon Edit. 2. with large Alterations and 
Additions. London 1760. mit eingedruckten 
Holzfchnitten , XL und 276. S. gr. 8. (ganz 
compendiarifch, aber mit vielem Eignen Ausg. 1 
erfchien 1747.)

**) Grondbeginfels der Meetkunde door y. H. van 
Swhukti^ Hoogleeraar te Amlterdam. Amfterdain 
1790. gr. 80 XLV1, 486, 44. S. und 7 Kupfer ta
feln in Quarto. Zwölf Bücher, wovon drey arith- 
metifchen und trigonometrifchen Inhalts find« 
(Von einer deutfchen Ueberfetzung, deren Sprache 
aber herzlich fchlecht ill, erfchien,. zu Jena 1797 
der erlle Band.) 
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fätze und Anmerkungen, deren Zahl und Ausdeh
nungen er mit Fleifs befchränkte. Im zweiten 
arbeitete er das Ende fchon gänzlich um, und im 
dritten gab er endlich den Plan, länger bey Le Gen
dre zu bleiben gänzlich auf. Da er jedoch einmal 
angefangen hatte, die Rolle des Uebcrfetzers zu fpie- 
len, fo glaubte er, fie fo lange als möglich beybe- 
halten zu müffen. Doch hat er auch diefe im 
dritten Buche verlaffen, um fie in der Folge nicht 
wieder zu übernehmen. Wenn man erwägt dafs 
das erfte Buch, bey Le Gendre bis S. 29, hier 
bis S. 95, das zweyte bey Le Gendre bis S. 56, 
hier bis S. 226geht, und was vom dritten in diefem 
Theile enthalten ift, dort etwa 40, hier 230 Sei
ten einnimmt; fo wird man fich leicht überzeu
gen dafs derVerfaffer, diefes Werk, ob er gleich 
darin lange nur als Ueberfetzer erfcheint, doch 
piit Recht als eignes Geifteswerk in Anfpruch 
nimmt. Denn fchwerlich hat er dabey dem fran- 
?öfifchen Mathematiker mehr, als diefer einigen 
andern Geometrie, befonders Th. Simeon, zu 
verdanken.

Die angeführten Werke find alle 'drey keine 
ausführlichen Lehrgebäude, fondern vollftändigere 
Compendien als die gewöhnlichen , doch ift Le 
Gendre unter ihnen am wenigften aphoriftifch, und 
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iäfst fich im Ganzen am mehrften auf weitere Aus
einanderfetzungen ein. Alle drey weichen von 
Euklids Elementen in der Auswahl und der Anord
nung der Materien, und da ab, wo die Sätze über 
Proportionalität von Ausdehnungen, in das 'Arith- 
metifche hineinreichen. Und das, unfererUeber- 
zeugung nach, mit Recht, wie es in der angeführ
ten Rez. in der Allg. Litt. Zeit, weitläufiger aus
einander gefetzt wird. Diefen Geometern folgt der 
Verfaffer im Ganzen , und zwar am genauften Le 
G endreit, weshalb er fie ausdrücklich auf dem Ti
tel nennt. Uebrigens fcheinen Tacquet und Whi- 
(Ion in ihren Bearbeitungen von Euklids Elemen
ten zuerfi: auf diefen Weg hingeleitet zu haben.

Eben fo viel, und faß: noch mehr als ihnen, 
verdankt d. V.dem unermüdlichenFleifse des lefui- 
ten Gregorius a Sancto Vincentia *,  aus dem er 
das zweyte und dritte Buch mit vielen interef- 
fanten Sätzen und Aufgaben bereichert hat, und 
Robert Simfons Wiederherftellung von Apollonius eb

*) P. Gregarii a St. Vincentia Opus Geometricum 
Quadraturae Circuli et Sectionum Coni X libris 
comprehenfum. Antwerpiae 1647. 2 Vol. fol.
(Die drey erften Bücher enthalten gröfstentheils 
planimetrifehe Sätze, die fich in Euklids Elemen
ten nicht finden.)
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nen Oertern *, indem es eine neue, und wie er 
hofft, nicht unverdienßliche Seite diefer Arbeit 
ift, Lehre von den Ebnen Oertern, und überhaupt 
die Geometrifche Analyßs , mit in das Lehrgebäude 
der Geometrie verwebt zu haben, von dem fie die 
Alten durch Euklids Data , wie durch eine Schei
dewand , wohl nur mit Unrecht trennten. Doch 
davon im folgenden Theile. Hier findet man ani 
Ende des dritten Buchs, befonders imLehrfatz 20» 
25? 26> das ganze, nicht wenig fchwierige zwey- 
te Buch von Apollonius ebnen Oertern, ungleich 
kürzer, und, wenn wir nicht irren, lichtvoller als 
von Simfon vorgetragen. Befonders empfiehlt der 
Verfaffer, Lehrfatz 20 und die dazu gehörigen 
Folgerungen und Zufätze der Aufmerkfamkeit des 
Kenners. Fragte diefer überhaupt nach den Ma
terien, worin der Verfaffer etwas Eigenthümliches 
und Neues aufgeffellt zu haben glaubt, fo würden 
wir ihm überdies noch nennen: die Principien, und 
die Anficht der wiffenfchaftlichen Seite des Lehr
gebäudes ; ferner die Beurtheilung von Le Gen-

*) Apollonius von^Pergen ebne Oerter, Wiederherge- 
ftellt von Robert Sinifon. Aus dem Lateiniichen 
überletzt, mit Berechnungen, Bemerkungen und 
einer Sammlung geometriicher Aufgaben beglei
tet, von Johann Wilhelm Camerer. Mit 18 Kupfer
tafeln, Leipzig 1796. gr. 8.446. S\ 
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dres Theorie der Parallellinien (I. 22.), und der 
Schwierigkeiten in der Lehre vom Berührungswin
kel (II. X2. A. i.); die Erklärung warum die Thei- 
lung des Winkels in drey gleiche Theile, die 
Kräfte der Elementar-Geometrie überfteigt (II. 30. 
A. 2,) den Vortrag in Buch. II. Aufgabe 19, 20, und 
çinen grofsen Theil des dritten Buchs.

D ex zweyte Theil diefes Werks, der zu Micha
elis erfçheint, wird denBefchlufs der Planimetrie, 
vieles aus der geometrifchen Analyfis, und die geo- 
metrifchen Unterfuchungen über ifoperimetri- 
fchen Figuren enthalten, und ein dritter Theil, 
der die Stereometrie und höhere Geometrie in lieh 
fallen foil, diefes ausführliche Lehrgebäude der 
reinen oder eigentlichen Geometrie befchliefsen.

Gilbert,
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DIE PRINCIPIER.

[Der Ueberfetzer mufs die, welche dicfes Werk ftudiren wol
len, gleich hier darauf aufmerkfam machen, dafs Hr. Le Gendre von 
den Principien der Geometrie, und von der Art, wie das Gebäu
de der Wiflenfchaft durch fie begründet wird, eine unrichtige 
Vorftellung zu haben fcheint. Er fagt in einer der Anmerkungen 
am Ende des Werks: „mein Zweck wird erreicht feyn, wenn 
man findet, dafs alles in diefem Werke ans der einzigen Erklärung 
dir geraden Linie, ohne weitere Voraussetzung und ohne irgend 
eine Forderung, ftreng bewiefen ift. ” In der That findet fleh 
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auch unter Hr. Le Gendres Principien keine einzige Forderung, 
obgleich feit Euklid noch kein Geometer Populate entbehren zu 
können glaubte. Allein man wird bild gewahr, dafs der 
franzöfifche Geometer fich hierin nur täufcht, und dafs auch er, 
wenn gleich nicht ausdrücklich, doch ftillfchweigcnd vorausfezet 
und fordert, dafs man Punkte , Winkel u. d. in. fich vorftellen» 
gerade Linien und Kreife befchreiben , und dergleichen geoinetri- 
fche Grundvorftellungen mehr mülfe eingehen können. Der Ue- 
berfetzer fügt deshalb hinter den Erklärungen noch die Forderun
gen hinzu, welche man an jemand, der Geometrie ftudieven will, 
gewöhnlich zu machen pflegt. Nicht als wenn er glaubte dafs 
diefes die geometrifchen Forderungen in ihrer wahren Geftalt, 
und jenes ihre gehörige Stellung fey, fondern weil beydes mit 
dem Herkommen feit Euklids Zeit übereinflimmt. Die Anficht 
der Principien und die Art, wie man das Lehrgebäude durch lie 
begründet, fcheint demUeberfetzer der fchwächfte Theil aller bis
herigen Syfteme der Geometrie, und fo auch des unfers Verfaf- 
fers zu feyn, und nach feiner Ueberzeugung einer gänzlichen Um
formung zu bedürfen. Hier war begreiflich nicht der Platz eine 
lolche Umbildung zu verfuchcn ; höchftcns durfte lie in zeritreu
ten Bemerkungen und Berichtigungen angedeutet werden, indem 
es ganz Zweckwidrig-gewofen feyn würde, wenn der Ueberfetzer 
fich in eine polemifche Materie hätte vertief^ wollen, die gehö
rig ausgeführt, ein eignes Werkelten füllen könnte. Er hat fich 
daher bey den Principien mit den unentbehrlicMlen Berichtigun
gen, Einfchaltungen und Bemerkungen begnügt, die, wenn er nicht 
irrt, hinreichen, den Lefer auf den Standpunkt aufmerk- 
fam zu machen, welchen derUeberfetzer für den richtigen hält, und 
die überdem dem Anfänger mehr Intrefle für die Principien bey
bringen, und ihn darin beffer orientiren werden, als die kurzen 
Aphorismen Euklids und Le Gendres. Auch glaubt derUeber
fetzer dadurch, dafs er einige fruchtbare bisher unbenutzte Prin
cipien hier nicht blos aufgeftellt, fondern auch dem Syfteme 
felbft eingewebt hat ,(befondcrs folche, worauf die Beurtheilung des 
Schneidens und Berührens beruht,) in dem Lehrgebäude des Hr. Le
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Gendres eine beträchtliche Lücke ausgefüllt zu haben, von der 
auch kein andres ihm bekanntes Syftem, felbft nicht das Syftem 
Euklids völlig frey zu fprechen ift. In der fyftematifchèn Fol
ge bey unferm VerfafTer etwas Wefentliches zu ändern, und Ma
terien ganz zu verletzen, hat der Ueberfetzer fich übrigens faft 
nie erlaubt, fo rathfam ihm diefes auch hin und wieder zur Ver
vollkommnung des Syftems dünkte. Vielmehr hat er alle fein 
Bemühen darauf gewandt diefes Wiflenfchaftliche Gebäude, f® 
wie es nun einmal da ftand , befler zu ftützen und zu gründen, 
und fich beftrebt ohne im Grofsen viel umzubauen, (lediglich 
dadurch dafs er manches ergänzte, einiges Untaugliche wegliefs, 
und im Ausdruck und der Beweisart oft mehr umarbeitete als 
überfetzte) alles noch mehr in einander zu fügen, und abzurun
den , womit man freylich bei eigner Begründung eines Syftems 
ehr zu ftande kommen kann, als bey einer fremden Arbeit, in 
der man manches nicht billigt. Zu allem was in Zeichen wie die- 
fen [ ] eingcfchiollen ift bekennt fich

der U e b c r f e tjz e r. ]

Ï. Erklärungen (Definitionen).
i.

Die Geometrie ift eine Wiflenfchaft, welche fich 
mit dem Meßen des Ausgedehnten befchäftigt, und 
hierin befteht ihr eigenthümlicher Gegenftand. [Oder 
vielmehr, fie ift die Wiffenfchaft des Räumlichen ; der 
Raum und alle Vorftellungsarten und Begriffe, die auf 
demfelben beruhen, machen ihr eigenthümliches Ge
biethaus, und ihr Gefchäft befteht darin, die Eigen- 
fchaften, Beziehungen und Verhältniffe des Räumli
chen durch allgemein gültige Schlüffe , zu erforfchen.

d. ÜJ
A a

« !
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2,
Alles was ausgedehnt iit, hat dreyDiuienßonen, [und 

nicht mehr,] nemlich Län^e, Breite und Wöäe oder Dtcke.
[Diele drey Dimenfionen feilen fich nach der gewöhnlichen 

Behauptung von einem Körper nur durch Abfiraktion ablondern 
und für fich betrachten laifen. Allein die Abfiraktion ift in der 
'Ihat weder der einzige noch der an fich crlle und urfprüngliche 
Weg, wie wir zu der Vorftellung der drey Dimenfionen des 
Ausgedehnten gelangen. Um uns einen Körper vorzuftellen, 
müllen wir die Körperliche Gellalt erzeugen , den Körper be- 
fchreiben, und diefe Ranwbefchreibung ill ein zweyter Weg 
wie wir zu der Vorftellung der einzelnen Dimenfionen gelangen, 
den aber die Geometer bey Aufteilung der Principien gewöhn
lich überfehn. Und zwar geht auf diefem Wege die Vorftellung 
der einzelnen Dimenfionen der Vorftellung des Körpers vorher, 
[indem wir bey der Raumbefchreibung vom Punkte an
fangen, durch Fortbewegung dellelben Linien erzeugen, durch 
Bewegung der Linien Flächen, und durch Bewegung deç Flä
chen , Körper. Diefe. Unabhängigkeit und Priorität der Vnrttel- 
lung des Punktes, der Linie und der Fläche fcheint fchon Euklid 
eingefehn zu haben, wie man aus der Stellung feiner Erklärun
gen urtheilen mufs.

Das Vermögen der Raumbefchreibung mufs der Geometer 
von jedem, der fich mit feiner Wiflenfchaft befchäftigen will’ 
fordern, mithin auch die Vorftellungsarten, welche lie begrün
det , und die- Begriffe die fich darauf unmittelbar beziehn. Sol
che Begriffe find die der drey Dimenfionen, und die Vorllellun- 
gen, welche die folgenden Erklärungen ausfagen, über die eben 
deshalb der Geometer fich in keinen Beweis einläfst. d. U.J

3*
Die Linie ift eine Länge ohne Breite,

„Man erhält die Vorftellung dcrfelben , fagt van Swinden, 
wenn man das Ausgedehnte lediglich in Rücklicht feiner Länge
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beti achtet, ohne auf dellen Breite und Dicke zu fehn , alfo von 
dielen beyden Dimcnfionen abftrahirt. Andre ftellen fich die Li
nie als durch den fietigen Fortgang eines Punkts erzeugt vor* 
oder als die Spur eines fortbewegten Punktes.” [Diefe Vor- 
ftellungsarten find beyde richtig, und man kann beyde Wege 
einfchlagen, um zur VorlteHung der Linie zu gelangen, nur dafs 
der letzte Weg, durch Raumbefchreibung, wie wir fchon bemer
ket haben, an lieh der erfte und urfprüngliche ift. Er führt 
nicht nur zu einer .ächt geometrifchen , fondern felbft zu der 
urfprünglichen und fundamentalen Vorftellungs-und Erklärungs
art der Linie, indefs man auf dem erftern Wege (durch Abftrac- 
tiçn) nur zu einer abgeleiteten Vorstellung der Linie gelangt. 
Wollen wir uns eine Linie vorftellen, fo muffen wir fie ziehn,' 
und das Vermögen dazu fordert der Geometer, daher die letzte 
Erklärung der Linie, die lieh auf den eigentlichen Weg bezieht, 
wie wir zur Vorftellung der Linie gelangen, in der That die vor
züglichere und fruchtbarere ift, wenn gleich viele Geometer zu 
glauben Scheinen, dafs fre höchitens fo mit unter laufen dürfe.

d, U.]

4*
Die Gränzen oder das Aeufserfte einer Linie, das 

worin eine Linie lieh endigt, nennt man Punkte. —- 
Ein Punkt ift alfo nach keiner Dimenfion, folglich gar 
nicht ausgedehnt, und hat keine Theile.

[Der Anfchein v6n Unbegreiflichkeit welchen der Punkt 
durclvdiefe an fich richtige und fruchtbare Erklärung bekömmt, 
an den fich unter andern mehrere Scholaftiker geftofsen haben, 
fällt fort, fobald man fich den Punkt als einen Ort im Raume 
vorftellt. Ehr wir eine Linie ziehn können, müffen wir uns ir
gend einen Ort vorftellen, von welchem aus wir fie ziehn ; folg
lich einen Punkt. Und endigen wir die Linie, fo gefchieht das 
wieder in irgend einem Punkte. Man fieht hieraus dafs die Fähig
keit fich Punkte vorzultcllen, fo gut wie die, Linien zu ziehn, 
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zu dem gehören müfle, was der Geometer von feinem Lehrling 
fordert, bey ihm vorausfetzt.

Man bezeichnet gew hnlich einzelne Punkte durch einzelne 
Buchftaben, Linien durch die Buchftaben ihrer Endpunkte, oder 
wenn dicfes zur Deutlichkeit nicht hinreicht, durch die Buchftaben 
einiger Punkte in ihnen und der Endpunkte, und Flächen und 
Körper durch die Buchftaben ihrer Eckpunkte, aller oder einiger» 

Fig, X» So fpricht der Geometer von den Punkten A, C, D, von den 
Linien AB , AC, AEB, von der Eläche ACDB u. f. f. oft felbft 
ohne ausdrücklich zu erinnern dafs diefe Buchftaben, Punkte » 
Linien, etc, bezeichnen, welches fich dann von felbft verftehr, 

' d, U.]

Die grade Linie ift der kürzefte Weg von einem 
Punkt zum andern.

Eine Linie , welche keinen graden Theil hat,
• nennt man eine krumme Linie oder eine Curve,

Tig, i« So z. B, ift AB. eine grade , AEB eine krumme * 
dagegen ACDB weder eine grade, noch eine krumme, 
fondern eine fogenannte gebrochne Linie, weil fie aus 
lauter graden Linien zufammengefetzt ift,

[Die Eigenfchaft der gradçn Linie, dafs fie von allen Linien 
zwifchen zwey Punkten die kursefie ift, hat zuerft Arcbimed als 
Princip geometrifcher Eeweife aufgeftellt und gebraucht. Hr. Le

6, Gendre vervollftändigt im*folgenden den darauf fich gründen
den Begriff der graden Linie dahin, dafs zwifchen zwey Punk
ten nur eine einzige grade Linie möglich ift, und fuçht auf die
len Begriff das Syftem der Geometrie vorzüglich zu gründen. 
Die Einwendung, welche einige (unter ander van Swinden) ge
gen die Archimedeifche Erklärung machen, als fetze fie den Satz 
voraus, dafs zwey Seiten im Dreyeck ftets gröfser als die dritte 
find, ift nichtig. Das würde nur der Fall feyn, wann es darauf 
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ankäme diefe Definition zu beweifen, welches aber jemand, der 
fie unter den Principicn aufftellt, nicht Willens feyn kann.

Die Erklärung welche Euklid von der graden Linie giebt» 
und die nach der gewöhnlichen Ueberfetzung fo lautet; „eine 
Linie die den auf ihr befindlichen Punkten gleichförmig liegt” 
ift fo dunkel, dafs unfer Verfafler fie als nichtsfagend und ohne 
Bedeutung gänzlich aufgiebt. Verftandlicher wird fie, wenn man 
fie mir van Swinden folgcndermafsen ausdrückt: „ eine grade Li
nie ift die , welche überall auf einerley Art oder gleichförmig 
( gelyklyk) zwifchen ihren Punkten liegt, indefs die krumme Li
nie zwifchen ihren Punkten ungleichförmig liegt;” oder mitSimp- 
lon ; „ eine Linie welche überall gleichmäfig (evenly) Zwifchen ihren 
Endpunkten liegt, oder welche überall’ einerley Richtung hat (which 
every where tends the fame way).” Durch einige Erörterungen 
liefse fich das Dunkel wohl noch vermindern, das auf diefen 
Erklärungen ruht, und welches der holländifche Geometer der 
Einfachheit des Begriffs der graden Linie zufchreibt. Eine gra
de Linie ziehn zu können, ift eine Forderung welche der Geome
ter an jeden thut, der fich mit feiner Wifi'enfchaft befchaftigen 
will. Er fetzt alfo voraus, dafs jedermann imBefitz des dazu nö- 
thigen Verfahrens ift, mithin auch der Vorftellung, die fich dar
auf gründet, und es kömmt ihm nur ’ darauf an, ein fruchtbares 
Merkmal heraus zu heben, wodurch fich diefe Vorftellung von 
allen ähnlichen unterfcheidet. Ein folches Merkmal ift allerdings 
das, welches unfer Verfaffer nach Archimeds Vorbild in feiner 
Erklärung der graden Linie aufftellt. Nur dafs diefes Merkmal 
nichtfo unmittelbar indem urfprünglichen Verfahren beym Ziehn 
einer graden Linie zu liegen fcheint, dafs man fich nicht nach 
einemBeweife deflelben fehnen füllte, welcher darthäte, dafs jenes. 
Merkmal in diefem urfprünglichen Verfahren gegründet ift, 
und wie es daraus folgt. Unmittelbar aus diefem Verfahren ift 
das zulezt von Simpfon angeführte Merkmal gefchöpft, Einerley. 
Leit der Richtung im Ziehn der graden Linie, und zunächft hier
auf fcheint fich Euklid; Definition zu beziehn, welcher der Ue- 
lerfetzer deshalb den Vorzug geben würde, liefse fie fich nur 
eben Jb klar, fafsliçh und fruchtbares jene Archimedeifche 
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machen. Des haben aber die Geometer bisher noch nicht ge- 
leiftet, und wir muffen daher Hr. Le Gendre loben, dafs er die 
Archimedeifche Erklärung der graden Linie zum Grunde legt’ 
aus welcher er manche Sätze leichter und kürzer beweift, als es 
bisher gefchehn ift , gründet fich gleich nicht darauf , wie er 
fagt, einzig und allein lein ganzes Syftem, d. U. ]

6.
Eine Flache ift etwas das Lange und Breite, aber 

keine Höhe oder Dicke hat; oder, nach van Swindon 
„ eine Ausdehnung, in der man lieh lediglich Länge 
und Breite vorftellt, von der dritten Dimenfion, der 
Dicke, aber ganz abftrahirt.”

Die Gvdnzen^ das Aeufserfte der Fläche^ das worin 
die Fläche fich endigt, find Linien, entweder grade 
oder krumme,

„Man ficht auch wohl, bemerkt van Swinden , die Fläche 
als durch ftetige Fortbewegung einer Linie erzeugt, oder als 
Spur einer fich bewegenden Linie an;” und diefes ift wiederum 
nicht nur eine ächt geometrifche, fondern auch die urfprüngliche 
und fundamentale Vorftellung der Ebene, von der dalfelbe gilt, 
was wir bey der analogen Vorßellungsart der Linie bemerkt

* E» 3’ haben * d. U,

7*
Eine Ebene ift eine Fläche, welche in allen ihren 

Theilen vollkommen eben ift, d. h. in welcher jede 
grade Linie, die durch irgend zwey in der Fläche be
findliche Punkte gezogen wird, ganz hineinfällt.

[Kein Theil einer folchen Linie fällt aufserhalb der unbe_ 
* gränzten Ebne. Diefes drückt Simpfon auf ein uneigentliche, nicht

zu billigende Art fo aus : die Linie berühre die Ebene in allen 
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ihren Theilen; ein Ausdruck der keine Nachahmung verdient, 
obgleich er von mehreren Mathematikern in einem ähnlichen Sinn 
gebraucht worden ift. Euklid und mit ihm van Swinden erklä
ren die Ebne durch „eine Fläche, welche überall gleichförmig 
twifchen ihren Gränzen und zwifchcn den auf ihr befindlichen 
Linien liegt. ” Auch hiervon gilt, was mir oben * bemerkt ha- * E. 
ben. d. U.

8.
Flächen, worin kein Theil eben ift, find krum» 

nie Flächen,

9-
Ein Körper ift nach allen drey Dimenfionen ausge

dehnt, [und jede Ausdehnung-, welche Länge, Brei
te und Dicke.oder Hohe hat, ift einÄo’r/w, ein körper- 
lieber Ranns.

Die Gränzen, das Aeufserfte eines Körpers, das wo
rin der Körper fich endigt, find Flächen, entweder ebene 
oder krumme.]

Der körperliche Raum wird befchrieben, und ein Körper 
erzeugt durch ftetige Fortbewegung einer Fläche, fo dafs man fich 
den Körper als die Spur einer bewegten Fläche vorftellen kann. 
Und diefes ift wiederum die urfprüngliche Vorftellungsart des 
Körpers, * * E.

Eine Ausdehnung von mehr Dimenfionen als im Körper ver
einigt find , giebt es nicht. d. U,

IO.
[Eine grade Linie wird durch jeden Punkt in ihr 

Z (d. h. der zwilchen ihren Endpunkten liegt) in zwey 
Stücke getheilt, welche zu den entgegengefetzten Seiten 
jenes Punktes liegen und in Rückfieht deftelben eine
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^ig. 5. entgegengefetzte Lage haben, z. B. AB durch den Punkt 
C in die Stücke AC, CB, welche zu den entgegenge- 
fezten Seiten des Punktes C liegen, und die grade Li
nie DE durch denfelben Punkt in die entgegengefetzt 
liegenden Stücke DC, CE.

Grade fo wird eine Ebne durch jede grade Linie 
in ihr in zwey Theile getheilt, die zu den entgegen* 
gefetzten Seiten der Linie liegen, und ein Körper durch 
jede Ebne in demfelben in zwey Theile, die zu den 
entgegengefetzten Seiten der Ebne liegen.]

II.

['Zwey Linien, welche einen Punkt gemein ha
ben, treffen einander y und floßen in die fein Punkte zu* 

Fig. 3. famine^ z. B. CA, BA. Genugfam verlängert fchneL 
den oder berühren lie fich. —• Sie fdweiden einander y 

Fig. 2. wenn der einen Linie AB Theile, AC, CB, welche zu 
entgegengesetzten Seiten des gemeinfchaftlichenPunk
tes C liegen, zugleich auch zu den entgegengefetzten 
Selten der andern Linie DE liegen. — Lägen he auf 
einerley Seite der Linie DE , fo würden beyde Linien 
lieh berühren y wie MN und AEB in Fig. 1.

Eine ähnliche Bewandnifs hat es mit dem Zufam- 
mentreffen, Schneiden und Berühren zweyer Flächen, 
oder einer graden Linie und einer Fläche.]

Die unter 10. und 11. aufgeftellten Erklärungen fehlen Gft 
in allen geometrifchen Syftemen, auch bey Le Gendre, und find 
als die uneijtbehrlichtten unter vielen andern mangelnden von 
mir eingcfchoben worden. d. U.
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12.

Wenn zwey grade Linien AB, AC (oder EF, ED) 31 
einander treffen, fo nennt man die Grofse um welche 
fie von einander entfernt findleinen Winkel. Die bey- 
den Linien*AB, AC felbfr, heifsen die Schenkel des 
Winkels., der Punkt A in welchem fie zufammenftofsen 
oder einander fchneiden, die Spzrsff oder der Scheitel des 
Winkels. — Man bezeichnet einen Winkel entweder al
lein durch den Buehllaben feines Scheitelpunkts, z. B. 
Z-A, /_E, oder, wo das zu Zweydeutigkeiten Anlafs 
gäbe, fetzt man zu beyden Seiten diefes Buchftabens 
noch Buchftaben zweyer Punkte in beyden Schenkeln 
hinzu, z. B. Z_BAC, Z_DEF, doch fo dafs der Buch- 
flabe am Scheitel immer in der Mitte ftehet. Auch be
zeichnet man einen Winkel durch einen Buchftaben, 
der zwifchen feinen Schenkeln hinein gefchrieben 
wird, z. B. Z_«.

[Da man gewöhnt ift Entfernungen durch Linien zu be- 
ftimmen, und bey Entfernungen an Linien zu denken, fo mufs 
man fich durch Le Gendres Erklärung zu keinem falfchen Be
griff vom Winkel verführen laffeia. Ein Winkel, oder beftimm- 
ter, ein ebner Winkel, wie man ihn zum Unterfchiede vfan Flä- 
chenwmkçln und körperlichen Winkeln nennt, ift keine Ausdeh
nung,' weder eine Linie, noch eine Fläche (wofür ihn wohl eini. 
ge durch Mifsverftand genommen haben,) fondern die gegenfei. 
tige Lage zweyer fich durcbfchneidender grader Linien, oder wie 
man gewöhnlich fagt, die Neigung zweyer folcher Linien ; wie. 
wohl diefer letztere Ausdruck auf rechte, ftumpfe und hineinge
hende Winkel nicht recht zu paffen fcheint.

a, Die Gröfse eines Winkels hängt daher lediglich von der 
Gröfse in der Neigung oder vielmehr in der Lage, der bey- 
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den Schenkel ab, worauf die Länge diefer Linien keines 
Einflufs hat.

ß, Die Gleichheit oder Ungleichheit zweyer Winkel kann inan 
unmittelbar danach beuithcilen, ob fie einander decken oder 
nicht. Wenn man fich vorkellc der Scheitel und zweyjder 
Schenkel beyder Winkel würden auf einander gelegt; fo fal
len die beyden andern Schenkel entweder auch auf einander, 
oder nicht. Im erftcrn Fall decken ßch beyde Winkel und 

*Gr. 9, find gleich. * Im zwevten Fall decken, fie einander nicht, 
und ßnd deshalb ungleich. Und zwar ift der Winkel der 
gröftere, defien Schenkel die Schenkel des andern einfchlie- 
fsen , wie z. B. Z-DEF gröfser ift als Z_GEF. Der cin- 
fchliefsende Winkel DEF ift um den Winkel DEG gröfser 
als der eingefchlofsne GEF, und diefen beyden eingelchlofs- 
nen Winkeln zufammengenommen gleich.

7, Ueberhaupt ift jeder einfchließende Winkel ACE, alsGan
t'; o- a ze- ullen ven ihm eingefchloßnen um feine SpitzeC aneinan- 

der lié- enden Winkeln ACß, BCD, DCE aus feinen Thei-
* Gr. y. len unfawmengenowmen gleich. * d> U.

13.

Fig. 3. [Wenn une grade Linie AB, von einer andern 
DE in einem Punkte z-B. in C durchfchnitten wird, fo 
bildet ein abgefchnittnes Stüçk der "einen Linie, z.B. 
CE mib den entgegengefetzt liegenden Stücken CA> 

* E. 2, CB der andern graden Linie * zwey Winkel ACE, 
ECB , welche man Nebenwinkel nennt.

Nebenwinkel find alfo fülche Winkel, deren Schei
tel C und einer der Schenkel CE zufammenfallen, 
indefs die beyden andern Schenkel AC, CB in grader 
Linie liegen. d, U.
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I4.
Steht eine grade Linie GH auf eine andre EF fo r;s. 15. 

auf, dafs die beyden Nebenwinkel, welche fie mit EF 
bildet gleich find, fo wird jeder diefer beyden glei
chen Nebenwinkel FÎGE, HGF ein rechter Winkel ge
nannt. Die Linie GH fleht dann auf EF im Funkte G 
fenkrecht:, ift ein Perpendikel auf EF im Punkte G.

Ein rechter Winkel ift alfo einer von zwey gleichen 
Nebenwinkeln, und eine fenkrechte Linie eine grade 
Linie, welche auf eine andre unter rechten Winkeln 
auffteht.

Winkel kleiner als ein rechter, z. B. BAC, nennt Fig. 5. 
man fpitze. Winkel g'rö'iser als ein rechter, z. B.DEF, 
ßutnpfe Winkel,

[Im elften Lehrfatze wird dargethan werden, dafs alle rechte 
Winkel einander gleich ■ find. Wegen der Winkel welche grö
ßer als zwey rechte Winkel zufammengenommen find, und die 
man mit unferm 'Verier, hinein gehende Winkel (angles rentrants)' 
oder mit andern erhabene Winkel im Gegenfatz der hohlen Win
kel nennen kann, vergleiche man die Anni, zu Erki. 16.]

—nmi—1 -----------

[Alle bis hierher aufgeftcllten Erklärungen, (höchftens die 
letzte ausgenommen) gehören zu den n-ahren Principien der Geo
metrie, da fie Vorftellungsarten betreffen, welche unmittelbar 
aus der Raumoefchreibung gefchöpft find, und die daher der Geo
meter grade fo, wie wir fie in diefen Erklärungen ausfagen, bey 
jedem, der Geometrie treiben will, vorausfetzt und fordert. * * E. 3, 
Die folgenden Erklärungen (teilen dagegen Begriffe auf, deren 
Gültigkeit erft zu beweisen ift. Denn fie find nicht wie jene un- 
inittelbax aus der urfprünglichen Vorftellungsart des Ausgedehnten,



E V C H I.14

aus der Raumbefchreibung, gefchöpft, die der Geometer poftulirt, 
fondera verbinden Merkmale mit einander, von denen es die Fra
ge ift, ob fie fich auch miteinander verbinden laßen, und ob fie 
nicht in dieier "Verbindung einander, oder jener urfprünglichen 
Vorftellungsart widerfprechen. Sie gehören zu den abgeleiteten 
Vorftellungcn, deren Möglichkeit nnd Gültigkeit erft dann gegen 
Einfprüche gefichert ift, wenn man fie auf die urfprünglichen 
Vorftellungsarten zurückgeführt oder daraus abgeleitet, d.h. aus 
den wahren Principien bewiefen hat. Sie ftelm daher hier in der 
That an ihrer unrechten Stelle, nnd würden fchicklicher im Fort
gang des Syftems, da, wo man die Möglichkeit der Gegenftände, 
die fie erklären darthut, aufgeftellt werden, wie diefes unfer 

E. 19, Verlaßet felbft bemerkt» * Man hat fie daher hier für blofse
Wort-Erklärungen zu nehmen,die insgefammt nichts anders aus- 
fagen, als : „ gefetzt ein folcher Gegenftand, als z. B. Parallclli- 
nien, Dreyecke u. f. w) fey; möglich, fo will man ihn mit dem 
angegebnen Namen bezeichnen.” Dagegen gehören die Kreisbe- 
jebreibung und die darauf fich beziehenden Erklärungen des zwey- 
ten Bucks zu den urfprünglichen Vorftellungsarten des Ausge
dehnten , die der Geometer von jedem fordert, alfo zu den wall
ten Principien der Geometrie, und follten deshalb hier als anihr- 
rem eigentlichen Platze ftehn, von welchem fie unfer Verfaßet 
flicht ohne Nachtheil für das Syftem fortgehoben hat.

d- U]

i5-
Wenn Twey grade Linien in einer Ebne fo Kegen» 

dafs fie nie zufammenftofsen , fo weit man fie aucli
verlängert, fo find fie gleichlaufend oder parallel*

Diefe Erklärung der Parallellinien ftimmt mit der Euklids 
überein, gegen die vah Swinden, wie uns dünkt mit Unrecht 
den Zweifel erhebt, ob wohl darin die Begriffe vom Verlängern 
ohne Ende und vom Nie zufammentreffen, deutlich genug 
für ein Princip find. Die Frage » welche voö den mancherlei
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Erklärungen, ouf die man die Sätze über parallele Linien zu 
gründen gefacht hat, den Vorzug verdiene, gehört, fo wie die 
ganze Erklärung, nicht hierher , Condern zur Theorie der Paral
lellinien. Man findet einiges darüber in den Anmerkungen am 
Ende diefes Werks. d. U--

iS.
[Jeder völlig begrenzte Raum wird eine Figur ge

nannt; doch bezeichnet man mit diefem Namen vor- 
zugsweife begränzte Flächenräume, felbft folche, wel
che nur zum Theil, nicht.ganz, begränzt find.]

Eine Ebne, welche nach allen Seiten zu begränzt 
ift, bildet eine ebne Figur, und zwar, wenn fie nichts 
als grade Linien zu Gränzen hat, eine gradelinige. 
Figur, die man auch Vorzugsweife eine ddfeitigeFigur, 
oder ein Vieleck (Polygon') nennt, [wiewohl dieferNa
me manchmal ausfchliefslich gradelinige Figuren von 
mehr als vier Seiten bezeichnet.]

Jede Gränzlinie macht eine Seite, alle zufamméïi 
den ÜMifang der Figur (^Peripherie des Vielecks), und 
der Flächenraum den fie rings um grenzen , den Inhalt 
oder den Flächenraum der Figur aus.

[Eine Diagonale ift eine grade Linie, die quer 
durch die Figur von einem Winkelpunkt zum ändern 
geht. Soz.B. ftelltFig. seine ebne gradelinige Figur 
vor, AB, BC, CI) u. f. find ihre Seiten , die zuïam- 
mengenômmen ihren Umfang ausmachen, AC eine 
Diagonale, A, B, C, etc. dieWinkelpunkte oder Ecken 
der Figüf.J

Anmerkung. Um Verwirrung zu verhindern betrachtet 
man in der Geometrie nur Vieleck?, welche lauter kohle, heraus-



l6 BUCH I,

gebende Winkel fangles faillants) und keine erhabne oder hinein
gehende Winkel (angles rentrants) enthalten, obgleich auch die 
letztem Winkel zur Beftimmung der Lage zweyer fich durch- 
fchneidender Linien gcfchickt find , und. in Figuren vorkom- 

* F. 6. men können» Ein Vieleck mit s lauter herausgehenden Winkeln 
*F.$» 7.1ft gänzlich convex, nirgends FoW. Es kann von einer graden

Linie nur in zwey, nicht in mehr Punkten, gefchnitten werden, 
welches bey Vielecken mit hineingchcnden Winkeln nicht der Fall 
ift. (Ueberdem fällt jede Verlängerung der Seiten eines convexen 
Vielecks ganz aufser der Figur , durchfchneidct diefe nirgends 
weiter, indefs die Schenke eines hincingejiendenWinkels, wenn 
fie übet ihren Scheitelpunkt hinaus verlängert werden den Um
fang der Figur nochmals durchfchneiden. Beyde Eigenfchaften 
kann man zu Erklärungen des convexen Vielecks nutzen. Viele 
Sätze gelten blos für die convexen Vielecke, würden alfo, fchlöfse 
man die Vielecke mit hineingehenden Winkeln nicht ganz aus, 
unrichtig feyn , wenigltens befondre Modiiicationen heifchen, 
und dadurch zu fehr überladen werden.]

In den vier erften Büchern diefer Elemente haben wir es 
allein mit ebnen Figuren, und überhaupt nur mit Ausdehnungen 

, die in einerley Ebne gedacht werden, zu thun. [ Sie bilden den 
. erften Flauptthcil der Geometrie, die Planimetrie, deren Name 
darauf hindeutet. ]

17-
Das dreyfeitige Vieleck, (diejenige von allen Fi- 

Cr»6.f.4 guren, welche die geringfte Zahl Lvon Seiten hat wird 
ein Dreyeck, das vielseitige ein Vicrek, das fünffeitige 
ein Fünfeck , das fechsfeitige ein Sechteck u. f. f. ge
nannt, [indem in jeder gradelinigen Figur die Menge 
der Winkel (Ecken) mit des Zahl der Seiten überein-
Himmt]

Von
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Von den Seiten diefer Vielecke, welche als Schen
kel w einem Winkel gehören, Tagt man dafs fie den 
Winkel einfchHefsen ihn uvifpannen\ von den Winkeln 
felbft, dafs fie an diefen Seiten anliegen. Im Dreyeck, 
wo an jeder Seite zwey Winkel anliegen, lagt man 
vom dritten nicht anliegenden Winkel dafs er und die 
Seite einander gegenüber jiehn.

So z. B. Hehn im Dreyeck ABC die Seite AB und der Win. pjg 
kel C, ferner BC undA, und AC und B einander gegenüber. Die 8.

Seiten AB, AC fcbliefsen den Winkel A ein, und A und B find ~ 
die an der Seite AB anliegenden Winkel. ]

iß-
Ein Dreyeck ift gkichfeitig, wenn es lauter gleiche

Se'iten hat , gleichfihenklig (ifofcele) wenn es zwey Fig. g. 
gleiche Seiten, ungleichfeitig (fcalene) wenn es lauter Fig. 25. 
ungleiche Seiten hat. yy

Ein rechtiviMiges Dreyeck hat einen rechten Win
kel, Die Seite defTelben, welche dem rechten Winkel 
gegenüberfteht, nennt man die Hypotennji [die bey. 
den an dem rechten Winkel anliegenden Seiten , wel
che die Schenkel des rechten Winkels ausniachen, die 
Katheten des rechtwinkligen Dreyecks.] So z. B. ift
DEF ein bey E rechtwinkliges Dreyeck, DF dellen 
Hypotenufe, und ED, EF find dellen Katheten.

Ein Dreyeck worin ein ftumpfer Winkel vor- 
kommt, ift ßumpfwinklig. Enthält das Dreyeck 
nichts als fpitze Winkel, fo ift es fpitzwinklig.

Fig. 30.

Fig. 22.

Fig. 20.

Man pflegt irgend eine Seite des Dreyecks als Grundlinie 
und den ihr gegenüberftehenden (nicht in ihr liegenden) Win-
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kelpunkt, als Spitze des Dreyeckt anzufehn. Welche’ das ift 
gleichgültig. Nur nimmt man im gleichfchenkligen Dreyeck 
mehrentheils die ungleiche Seite für die Grundlinie.

I?.
Unter den Vierecken find folgende zu bemerken : 

Fig. 9. Das Quadrat, welches lauter gleiche Selten und 
lauter rechte Winkel hat;

Fig. 11. Der Rhombus (lofange, die Raute} deffen Selten 
gleich, deffien Winkel aber keine rechte find;

Fig. 10. Das Rechteck, deflen Winkel insgefammt rechte, 
deffen Seiten aber nicht gleich find;

Das Parallelogramm , deffen gegenüberftehende 
Seiten parallel laufen [und das, wenn es weder glei- 

Fi<r 12. ehe Seiten noch rechte Winkel hat , ein Rhomboïdes 
genannt wird.]

Das Trapezoid, welches zwey gleichlaufende und 
ï’g- zwey nicht parallele Seiten hat; und das Trapezium* 

mit welchem Namen man alle Vierecke mit ungleichen 
Seiten, wovon kein Paar paralleli läuft, belegt; ein 
Sprachgebrauch von dein unfer Verfaßet zwar ab- 
weicht, indem er das jTrapezoid ein Trapezium nennt, 
und für diefes kein Kunftwort aufftellt, den ich aber 
der Bequemlichkeit halber beybehalte.

Anmerkung. Le Gendre bemerkt hierbey, dafs man in 
den Erklärungen des Quadrats und des Rechtecks ftatt vier rechte 
eigentlich vier gleiche Winkel fetzen follte. Denn, fagt er, dais 
die Winkel eines Vierecks insgefammt rechte feyn können, und 
dafs alle rechte Winkel gleich find , ift etwas, dafs man nicht 
vorausfetzen, fondern beweifen müfste. Diefen und ■ ähnlichere 
Mifsftand würde man vermeiden, wenn man die Erklärungen, 
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nicht, wie es gewöhnlich ift, [und wozu Euklid vielleicht nur 
durch die unbchülfliche Form der damaligen Bücher vcranlafst 
wurde,] an die Spitze jedes Buchs , fondern unter die andern 
Sätze, -wo das, was fie vorausfetzen, fchon dargethan ift, 
ftellte.

Auch fchlägt unfer Verfaffer noch vor, die gar zu langen 
Kunftwörter Parallelogramm, und Parallelepipednm, die ihrer 
Etymologie nach ohnedem jede Figur mit parallelen gegenüber- 
ftehende Seiten oderScitenflächen, ihre Zahl fey welche fie wolle* 
bezeichnen, mit anderen zu verwechfeln, wozu er Rhombus und 
Rhowboides für fchicklich hält. Aber diefer Vorfchlag kann wohl 
nicht crnftlich gemeint feyn, denn zu was für einer Verwirrung 
würde das nicht führen, da diefe letztem Kunftwörter fchon ei
ne ganz andre Bedeutung haben. 4 U.

SO*
k, Ei» Vieleck ift gleichzeitige wenn es lauter gleiche 

Seiten, gleichwinklige wenn es lauter gleiche Win
kel hat.

£, Zwcy Vielecke find dagegen untereinander gleichfei- 
tig (équilatéraux entre eux), wenn die Seiten des 
einen, den Seiten des andern, in derfelben Folge 
gleich find; d. h. fo, dafs wenn man in beyden 
Vielecken die Seiten von zwey die einander gleich 
find an, der Ordnung nach zählt , in beyden auch 
die zweyten, die dritten, die vierten Seiten u. f.w, 
gleich find. — Grade fo find zivey Vielecke unter 
fich gleichwinklig, wenn die Winkel des einen den 
Winkeln des andern in derfelben Folge gleich 
find. [Diefe abkürzenden Kunftwörter find zwar 
bey uns ungewöhnlich , dem Geift unfrer Sprache

B 2
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aber nicht entgegen, daher ich glaubte fie beybe- 
halten zu dürfen.]

7, Bey zwey Vielecken von diefer Befchaffenlieit 
werden nicht nur im erften Fall die gleichen Sei
ten , fondern auch die von gleichen Seiten Ginge- 
fchlofsnen Winkel, und im zweyten Fall nicht 
nur die gleichen Winkel, fondern auch die an 
gleichen Winkeln in beyden anliegenden Seiten, 
ähnlichliegende , gleichnamige oder homohge Stücke 
genannt,

21,

[Wenn alle Punkte in einer Linie einer oder meh
reren gegebnen Bedingungen entsprechen, (und zwar 
nur die Punkte in ihr, kein Punkt aufser ihr,) fo 
nennt man diefe Linie in fo fern den geometrifchen Ort 
für diefe Bedingungen, oder für die Aufgabe in welcher 
diefe Bedingunge vorkommenn ; auch wohl den geome
trifchen Ort des Punktes, der den Bedingungen oder der 
Aufgabe entfpricht. So z. B. ift die Kreislinie, ihrem 
Begriff gemäfs, * der geometrifche Ort eines Punkts, 

Fig. 4j. der von einem gegebnen Punkt C um die gegebne gra- 
de Linie CA abfteht, oder der geometrifche Ort für 
die Aufgabe, welche nach einem folchen Punkte fragt. 
Denn jeder Punkt in ihr ift der gefuchte Punkt , und 
kein Punkt aufser ihr thut der aufgefteliten Bedingung 
genüge. Man lieht hieraus leicht in wie fern auch ei
ne Fläche oder ein Körper ein geometrifcher Ort feyn 
kann, Nemlich nur in fo fern alle Punkte in ihnen, 
und kein Punkt aufser ihnen, gegebnen Bedingungen 
enffpfechen.
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Die grade Linie und der Kreifs werden ausfchlie« 
fsungsweife ebne Oerter genannt.

Ueber diefe ebnen Oerter hatte einer der vorzüglichften Geo
meter des Alterthums Apollonius von Pergä ein befondres Werk 
gefchrieben, wovon aber nur einzelne Sätze auf uns gekommen 
find. Aus diefen hat ein Schottifcher Mathematiker Robert Simfon 
(der mit unferm Thomas SimpJ'on nicht zu verwcchfeln ift) die 
Schrift des Griechen wieder hergcftellt. Die deutfehe Ueber- 
fetzung diefer Wiederherftellung durch Hrn. Camerer (Leipzig 
1796.) ift gemeint, fo oft ich Apollonius ebne Oerter erwähne. 
Dafs ich aber diefe Begriftè mit in die Elemente einwebe, wird 
man bey einer kleinen Ueberlegung nicht mifsbilligen, obgleich 
ich fie in keinem der Lehrbücher, die mir vor Augen liegen, mit 
aufgenommen finde. d. U.

22.
Erklärung der abkiirzenden arithnietifchen Zeichen t 

die im folgenden gebraucht werden.
Das Zeichen der Gleichheit ift = daher A — B be. 

deutet, dafs die Gröfse A der Gröfse B gleich ift.
Durch das Zeichen A < B zeigt man an, dafs A 

kleiner als B, durch A > B, dafs A grofser als B ift.
Das Additions - oder Summenzeichen ift »
Das Subtractions - oder Differenzzeichen —. So 

z, B. bedeutet A + B — C dafs man A und B zufam- 
mennehmen, und von diefer Summe C abziehn foil.

Ein blofser Punkt . oder ein X ift das Multiplica, 
tions - oder Produktenzeichen. So z. B. bedeutet 
A4-B).(A —C) das Produkt aus der eingeklammer
ten Summe und Differenz, und AB X EC das Produkt aus 
den beyden Linien AB, BC. [Was dies aber fagen 
will, und in wiefern diefes letztre Zeichen den Inhalt 
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des Rechtecks aus den beyden Linien AB, BC bedeutet, 
wird im dritten Buche auseinander gefetzt werden.] 
Zahlen als Multiplicatoren fetzt man häufig vor andern 
Zeichen ohne Zwifchenzeichen. Soz. B. beteutet 3 AB dafs 
man dieLinieAB dreimal nehmen foil, und I AB oder 
AB, dafs man die Hälfte diefer Linie fetzen mufs.

a
[Ein Produkt von lauter gleichen Faktoren, heifst 

eine Potenz ; die Anzahl der gleichen Faktoren giebt 
den Grad der Potenz. Das Zeichen aî bedeutet die 
zweyte Potenz oder dieQuadratzahl von a; a3 die drit
te Potenz, oder die Kubikzahl von a, u. f. Auf die- 
felbe Art bedeutet AB® das Produkt aus zwey gleichen 
Linien, nemlich äBXAB oder die zweyte Potenz der 
Linie AB; AB3 das Produkt aus drey gleichen Linien 
ABXABXAB oder die dritte Potenz von AB. u« f. f.

Was diefes aber für einen Sinn hat, und in wie 
fern AB3 den Inhalt des Quadrats und AB3 den Inhalt 
des Kubus über die Linien AB bedeutet , das werden 
wir in der Folge fehn.

Das Zeichen bedeutet eine Quadratwurzel;
die Quadratwurzel aus 2, [m h. die Zahl die mit fich 
feibft multiplicirt 2 zum Produkt giebt.] Eben fo ift 

A.B die Quadratwurzel aus dem Produkte A.B 
oder die mittlere Proportionalzahl zwifchen A und B 
[und y A die Kubikwurzel aus A, das heifst eine Grö- 
fse wovon drey in einander multiplicirt, zum Produkt 
A geben.]

[DasZeichen Z-, einem oder mehreren Buchftaben 
vorgefetzt, bedeutet einen Winkel; ein einzelnes R. 
einen rechten Winkel.]
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23.
[ Erinnerung an die xvichtigflen arithnietifehen Satze 

Hier Verhältnijße und Proportionen.
Der Ueberfetzer fchaltet diele Sätze welche Le Gendre als 

bekannt aus der Arithmetik vorausfetzt, hier ein, um das Stu
dium diefes Werks fo viel, wie möglich , zu erleichtern, und 
wird in der Folge ftets durch das Marginal V. auf fie verwielen 
Sollte ein Lefer, bey der Kürze, womit fie abgeleitet werden 
anftofsen, fo verfpare er diefe Erinnerung bis zu den letzten 
Sätzen des zweyten Buchs, wo zuerft von Verhältniflen gehan
delt wird, und wo man durch den Gebrauch derfelben und durch 
das, was dort fteht, ftch die Sätze geläufig machen, und fich 
in denGeift der Sache gehörig einweihen wird, Uebrigens werden 
überall in diefem Werke, wo von Verhältniflen und Proportio
nen die Rede ift, fogenannte geometrifche Verhältnifle und Pro
portionen erftanden. Das Zeichen diefer l^erhältniße find zwey 
fenkrecht übereinanderfiehendc Punkte :, welche man zwifchen die 
Zeichen des Vorderglides und des Hintergliedet eines Verhält- 
nifles fetzt, z» B. 4 ; 8-

I. Das Perhaltnifs zvoeyer Größen a in b beruht auf 
die Vorftellung wie oft die elftere a (das Vorderglied), 
oder ein beftimmter Theil derfelben, in der zweyten 
b (dem Hinterg Hede) enthalten ift.

Die Zahl, welche diefes angiebt, wird der Exponent 
der VerhältniJJes genannt. Sie macht das Wefen des 
Verhältniffes aus ; man erhält fie allemal, wenn man 
das Hinterglied durch das Vorderglied dividirt ; (fo 
ift der Exponent des vorigen Verhältniffes ] und fie 

kann fowohl eine ganze Zahl, als ein Bruch , als auch 
eine Irrationalzahl feyn, d. h. eineG'röfse die fich durch 
die Einheit und deren Theile nicht genau ausdrücken 
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läfst, in Welchem Fall das Verhältnifs ein irrationales 
Verhältniß genannt wird.

Bey 4: g mufs man alfo das Verhältnifs der Zahl 4 zur Zahl 
8 fich vorftellen, d. h. fich denken, wie oft das Vorderglied 4 
oder ein beftimmter Theil deffelben, im Hintergliede 8 enthalten 
ift. Die Zahl welche diefes ausfagr, 2 , ift der Exponent diefes 

Verhältniffes. Beym Verhältnifs 6 : 10 ift der Exponent —< = -1 
6 3

und diefes zeigt an, dafs der dritte Theil des Vorderglieds 5 mal 
gefetzt, das Hinterglied giebt, Beym Verhältnifs 2 : ^3 ift der

Exponent —- und zeigt an, dafs die Hälfte des Vorderglicds fo 

gefetzt , wie in j die Einheit gefetzt ift, das Hinterglied 
giebt.

Grade fo bedeutet AB î BC oder Z_A : Z_B das Verhältnifs 
der Linie AB zur Linie BC, oder des Winkels A num Winkel B, 
und diefes Verhältnifs beruht auf die Vorftellung der Zahl, wel
che angicbt, wie oft die Linie AB, oder der Winkel A, oder 
wie oft ein beftimmter Theil dei leiben, in der Linie BC oder dem 
Winkel B enthalten ift, das heilst auf die Vorftellung des Expo
nenten.

a, Nur zwifchen gleichartigen Größen findet ein Ver
hältnifs ftatt, alfo nur zwifchen Zahl und Zahl, 
Linie und Linie, Winkel und Winkel u. f. f.

ß, der Werth eines Verhältniffes a : b wird nicht ver
ändert, wenn beyde Glieder durch einerley Gro- 
fse mu’tiplicirt, oder beyde durch lie dividirt wer
den. Denn der Exponent bleibt nach wie vor der- 

bm b
feihe, da — - 7 ift.

2- Alle Vergleichung der Verhaltnijße untereinander 
beruht auf die Vergleichung ihrer Exponenten, indem 
diefe das Wefen der Verhaltniffe ausrnachen. Zwey 
yerhältniffe a : b und c;d find gleich oder ungleich, 
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und das erftere grö'fser oder kleiner als das andre, je 
nachdem ihre Exponenten — gleich, oder jener ad
gröfser oder kleiner als diefer find.

Gleichheit der VevhältnilTe wird Proportionalität ge
nannt, und durch das Gleichheitszeichen =, welches 
man zwifchen die gleichen Verhaltnille fetzt, bezeich
net. Gröfsen, deren Verhältnifie gleich find, find. 
einander proportional, bilden Proportionalgröjsen.

Ift alfo a:b= c:d = e : f, fo find die fechs Gröfsen a bis f 
Proportionalgröfscn, und e, f find den Gröfsen c, d unda, b (oder 
nach Umftänden auch die Hinterglieder b, d, f, den Vorderglie
dern a, c, e) proportional. Diefe fini dann gleich oft in jenen 
enthalten , indem die Exponenten diefer gleichen Verhältnifie 

1 (1. f* = =  , alcich find, oder, fo oft a in b enthalten ift, 
a----- c--------e

ift c in d und e in f enthalten, und fo wie b aus a durch Multi
plication entlieht, fo entlieht d aus c und f aus e. Auf fo ver- 
fchiedne Art lafst fich diefes eine Zeichen überfetzen.

(Eine unmittelbare Folge hieraus ift, dafs wenn a : b ?= . 
fl : c = a t d, die'Gröfsen b, c, d, gleich feyn müßen, indem 
fie als Hintcrgliedbr gleicher Verhältnifie diefelbe Gröfse gleich 
oft in fich enthalten * ; und dafs eben fo, falls a : b'= C4 b = d : b 
ift, die Gröfsen a, c, d, welche in derfelben Gröfse d gleich oft ent
halten find, gleich feyn müßen.)

Grade fo bedeutet AB:BC = Z_A : Z_B, dafs die Linien AB, 
BC und die Winkel A , B, .einerley Verhältnifs unter einander 
haben, oder proportional find, das heifst, dafs der Winkel A oder 
ein beftimmter Theil diefes Winkels eben fo oft im WinkelB ent- 
Ifalten ift, als die Linie AB oder derfelbe Theil diefer Linie in der 
Linie BC. Gewöhnlich wird ein folches Zeichen fo in Worten 
überfetzt : „ die Linie AB verhält fich zur Linie BC , wie der 
Winkel A zum Winkel B.”

Le Gendre bedient fich um die Proportionalität oder die 
Gleichheit der Verhältnifie zu bezeichnen des unter den Englän-
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dem gebräuchlichen Zeichens JJ. Allein ich bin bey dem ge
wöhnlichen Gleichheitszeichen = geblieben/weil diefes den wah
ren Begriff der Proportionalität, Gleichheit der Verhälttiiffe, uns 
immer vor Augen halt, und dadurch die richtige Vorftcllung er-, 
leichtert.

3. Zwey gleiche Verhältnifle werden ins befondre 
eine Proportion genannt, wie zum Beyfpiel a :b = c : d. 
In jeder Proportion find alfo die Exponenten beyder 

b d
Verhältnifle gleich oder — =— ’ ° a c

b 
a, Folglich ifi auch in jeder Proportion ” 

*Gr.2,y = d *, welches die Regeln angiebt, wie man
zu drey gegebnen Zahlen a, b, c, die vierte Pro- 
portio na'zahl d finden kann. Sind in zwey Pro
portionen die drey elften ProporJonalgröfsen 
gleich, fo mufs es auch die vierte leyn.

*Gr,5y ß, Ferner ift in jeder Proportion b.c = a.d* oder 
aas Produkt der i(inem Glieder b, c, dem Produkt der 
äußern Glieder d gleich. Auf diele Art läfst fich 
alfo aus jeder Proportion eine Gleichung zwifchen 
den proportionalen Gröfsen ableiten.

. 7, Sind umgekehrt zwey Produkte, deren jedes aus 
zwey Faktoren befteht, gleich, b.c = a.d, fo 
bilden die vier Faktoren eine richtige Proportion, 
a : b = c : d, wozu das eine Produkt die äufsern , 
das andre die innern Glieder hergiebtd Denn aus 

b d *
*Gr-2»T der Gleichung folgt dafs “ = ~ ’ dafs folg

lich beyder VerhältnifleExponent gleich, alfo die 
Proportion richtig ift.
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S, Ift a> b und c <Cd, fo kann nicht a : b = c : d 
b d *

feyn. Denn dann in: I — und 1<C -g- ’ beyde *Gr.2.^
Verhältniffe a:b und c:d haben alfo ungleiche
Exponenten. Führt mithin irgend ein Satz zur
Behauptung des Gegentheils, fo ift er ungereimt.

e« Ift a: b = c : d fo mufs, wenn a = b gefetzt wird» 
auch c = d feyn. Die beyden elften und die bey- 
den letzten Grofsen ftehn dann beyde im Verhält* 
nifs der Gleichheit.

i

4. Auf die Eigenfcbaft der Proportionen, dafs das 
Produkt der Innern Glieder dem Produkt der äufsern 
Glieder gleich ift, beruht die leichtefte Methode die 
Richtigkeit einer Proportion zu prüfen, und fich von 
der Gültigkeit der Ableitung einer Proportion von einer 
oder mehreren richtigen Proportionen zu überzeugen,

a, Aus jeder Proportion laßen fich durch blofse Ver- 
fetzungen, oder auch durch homologe Addition 
und Subtraction der Glieder, andre Proportionen 
ableiten, von denen ich hier nur einige diè am 
häufigften vorkommen anführe.

Ift a : b = c : d mithin bc = ad
fo ift auch a : c = b : d indem dann cb — ad;

b : a = d : c indem ad = bc;
etc,

fo dafs es alfo erlaubt ift in jeder Proportion un* 
befchadet der Proportionalität die Mittlern Glieder 
mit einander zu vertauschen, die Verhältniffe umm< 
kehren etc.
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ß, Ferner ïft dann (weil be = ad ift)

aft-b:b = cft-d:d indem be ft- bd = ad ft- bd 
a—b:b~c— d:d indem be — bd = ad — bd 
a : a ■+■ b = c ; c d indem ac ft- be — ac ft- ad 
a : a — b = c:c — d indem ae — be = ac — ad

a : b = a c : b ft-d indem ab ft- bc — ab ft- ad 
a :b = a — c:b — d indem ab — be = ab — ad 
a : b — c — a : d — b indem be — ab = ad — ab 

etc.

7, Hat man mehrere gleiche Verhält ni (Je

a :b = c :d = e :f etc.* mithin C = a<l
• bc — af

fo ift das Verhält nifs der Summe der Vor derglieder zur 
Summe der Hiutergheder ebenfalls jedem diefer Ver- 
hältniße einzeln genommen gleich, z. B.
aft-cft-e:bft-dft-f=a:b
indem ab ft- cb ft- eb = ab ft- ad ft- af ift.

ê, Sind mehrere richtige Proportionen gegeben, 
a ; b — c : d mithin bc = ad
e : f = g : h mithin fg = eh 
f ; k = k : g mithin kk = fg 
fo folgt durch Zufammenfetzung diefer Proportionen 
(d. h. indem man die Produkte der erften, zwey. 
ten, dritten, vierten Glieder, wie fie untereinan
der ftehn, nimmt, und dabey die Faktoren fortläfst 
die zugleich im erften und zweyten ,; oder zu
gleich im dritten und vierten Produkte vorkom
men), aufs neue eine richtige Proportion ae:bk = 
ck : dh indem dann bc .fg. kk = ad. eh. fg * alfa 
bk. ck = ae. dh ift *.
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Auch folgt umgekehrt aus der Trennung zweyer 
Proportionen (indem man die erften,zweyten, drit
ten, vierten Glieder in einander dividirt) aufs neue 
eine richtige Proportion. So folgt aus den bey- 
den elften der gegebnen die richtige Proportion 
a b c d bc ed

—• -7- = — : -7— indem dann = —r ift * *Gna.-/e f g h tg eh . *

t, Eine Proportion bleibt alfo auch richtig, wenn 
man alte Glieder derfelben zu einerley Potenzen er
bebt, oder aus den Gliedern Wurzeln von gleichen 
Graden zjeht. lift
a : b = c : d mithin bc = ad, fo ift auch

- an : bn = cn : dn da bn. en = an . dn * und *Gr,2.y
n,/a : n'/~= n^c' . n/c = "/a*

Sind die Vorderglieder einer Proportion, den Vor
dergliedern einer andern Proportion gleich, fo find 
die Hinterglieder proportional :

Ift a : b = c : d mithin bc = ad
und a : e = c : f mithin ec = af 

fo ift b : e = d : f indem ed = bf
weil ec.ad = bc.af *

auch a : b + e = c: d + f indem bc 7 ec = ad + af. G1’3 
Grade fo find die Vorderglieder proportional, wenn 
die Flinterglieder untereinander gleich find.

Sind dagegen die änfsern oder die mittlern Glie
der untereinander gleich fo find die nichtgleichen 
Glieder verkehrt proportional-.

ift a;b = c:d mithin bc = ad 
und a:e = f:d mithin ef = ad 
foiftb:e=f;c indem bc ef*

•Gru.
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>5, Endlich find gleiche Vielfache der Vorderglieder 
und irgend andre der Hintcrglleder einer richti
gen Proportion, wiederum proportional-, oder 
ift a: b = c:d mithin bc = ad ib ift auch
amtbn — cm : dn indem bn. cm = am, dn

5. In einer fletigeii Proportion find die mittlern Glie
der einander gleich a :b — b : c. Das letzte Glied wird 
die dritte , das zw eye die mittlere Proportionalzahl ge-

* /3 nannt. Da b2. = ae*, fo ift die mittlere Proportional' 
*G. 3. ^ahl zwilchen a und c, dafs heifst b = ^ac*

Bey drey gleichen fterigen Verhältniflen a:b = 
b : c — c; d find zwilchen den äufsern Gliedern a und d 
zivey mittlere Proportionalgrößen \ bey vieren drey u. f f. 
Von zwey mittleren ProportionalgrÖfsen, ift die erfte 
< * ?" j b c d c • n b Öb = Yal Denn üa — = -r- = — fo ift — = — •’ a a b c 3 a
c d _ d *
V c a

6. Verhältniße werden zufammengeßtzt^ wenn man 
fich die Produkte ihrer Vorderglieder und ihrer Hin
terglieder im Verhältnifle denkt. Die Zeichen A : B = 
(a:b) + (c:d) 4- (e:f) bedeuten das Verhältnifs 
A zu B fey zufainmengefetzt aus den drey eingeklam- 
inerten durch 4- verbundnen Verhälniffen , folglich 
A: B = ace : bdf.

Ift umgekehrt ein Verhältnifs A : B dem Verhält« 
nifle zweyer Produkte ace : bdf von gleich viel Fakto
ren gleich, fo läfst jenes Verhältnifs fich aus dem Ver
hältnifs der einzelnen Faktoren zufammen fetzen.

Ein Verhältnifs A:B, welches aus zwey gleichen 
Verhältniflen (a; b) zufammengefetzt ift, ift noch ein»
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mal fo hock als diefes Verhältnifs, welches man fo be
zeichnet A : B = 2 ( a : b ), da denn A : B = aa : bb.

Eben fo fa£t man das Verhältnifs A:B fey dreymal* 
viermal. , . fo hoch als das Verhältnifs a:b , wenn es 
aus drey, vier .. . folchen gleichen Verhältniflen zu- 
fammengefetzt ift. Dann ift A : B = 3 ( a : b ) = a3 : b? 
oder A:B = 4 (a :b) = a4 :b4 etc-

7. Wenn fich von drey Grö'fsen a, b, c, die erfte 
zur dritten, wie der Unterfchied der beyden erften 
zum Unterfchied der beyden letzten verhält, das heifst 
a;c = b — atc — b, fo fagt man, dafs diefe Grofsen 
harmonijeh-proportional find. Diefe Benennung ftammt 
von den Griechen her, und hat ihren Grund darin, dafs 
die Langen drey gleich dicker und gleich gefpannter 
Seiten, welche in der gröfsten Harmonie, (derOktave, 
Quinte und Quarte) tönen füllen, fich wie die Zahlen 
3,4,6 verhalten müßen. Diefe Zahlen find weder 
in arithmetifcher, noch in geometrifcher Proportion » 
fondern haben die hier erklärte Abhängigkeit, 3:6 = 
4—3:6 — 4; daher man umgekehrt diefes Verhalten 
das harmonifche genannt hat.

Von drey harmonifch proportionalen Grö’fsenmufs 
die mittlere b, gröfser als die eine der äufsern und 
kleiner als die andre feyn.

Da fie fo von einander abhängen, dafs c. (b — a) 
— a (c— b)ift, und diefe Abhängigkeit, auch zwi
lchen den Produkten drey folcher Gröfsen in derfelben 
Zahl d, (oder zwifchen ihren Quotienten durch d ftätt 
findet; fo find auch alle folche Producte'oderQuotien-
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ten harmonifch proportionaler Gröfsen , harmonifch 
proportional.

Ift B das Mittel zwifchen A und C ( allo B — A 
= C — B ) fo find die Produkte A . B, A . C, B . C 
harmonifch - proportional. Und nimmt man zwifchen 
zwey Zahlen in, n das arithmetifcheMittel a, und die 
mittlere harmonifch - proportionale Zahlh, fo bilden 
diele vier Zahlen eine richtige Proportion, oder es ift 
m : a = h : n.

Diefe wenigen Sätze reichen völlig hin, um das 
*was in diefem Werke auf die Lehre von den Verhält- 
nilfen und Proportionen gebaut wird, ohne Anftofs zu 
yerftehn. Die ganze Materie ift arithmetifch und un> 
&r VerfafTer verweilt nicht mit Unrecht wegen ihrer 
auf die Lehrbücher der Arithmetik. Bequem ill es in- 
defs die QuinteiTenz jener Lehren hier beylämmen zu 
haben , und diefe Einfchaltung wird dem Leier bey 
der Befchäftigung mit dem drittenBuche, von grofsem 
ÎÇutzen feyn. d. U.

II. Grundfätze (Axiome)

i.

Zwey Gröfsen die einer dritten gleich find , find 
untereinander felbft gleich. Auch find zwey Verbale, 
nijfe untereinander gleich, wenn beyde einem dritten 
Verhältnifle gleich find, indem ihre Gleichheit von 

♦ V« i» der Gleichheit der Exponenten abhängt. *

' 2-
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2,
k, Wenn tu gleichen GrÖfsen gleiche lünzugefugtyix» 

den, fo find die Summen gleich. Ift z. B. A =» 
B + C und D = B — C, fo ift A + D = 2 B.

ß, Wenn von gleichen Gröfsen gleiche hinweggenom* 
men werden, fo bleiben dîeRefte gleich. So z,B 
ift im vorigen Fall A — D = 2 C,

7, Gleiche GrÖfsen mit gleichen multiplicirt, oder 
durch gleiche dhidirt bleiben gleich. Ift z, B. 
A » B T C, fo bleibt auch A . M = B . M -f- 
C . M

è, Allo find auch Potenzen von gleichem Grade aus 
gleichen GrÖfsen, gleich; und eben fo Wurzeln von 
gleichen Graden aus gleichen GrÖfsen. Ift z. B, 
A = B, fo ift auch A2 = £2 und A = /B.

r, Wenn A 2> B ift, fo ift auch A 4- C >B -f- C und 
A B

A —C>B—C, auch A.M >B,M und — >—♦
M M

3«
Zwey Gröfsen, welche einerley dritte gleich oft 

enthalten, oder in einer dritten gleich oft enthalten 
lind, find gleich

4*
Das Ganze ift gröfser als fein Theil,

5-
Das Ganze ift der Summe aller feiner zufammen« 

gehörigen Theile gleich,

C
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[Diefes find insgefammt arithmetifche Grundfätze, deren 
Zahl fich noch beträchtlich vermehren liefse. Vonden folgenden 
eigentlichen geometrifchen finden fich bey Le Gendre nur der 
fechrte und neunte,, die, wie er behauptet, hinreichen, das fol
gende Syftem zu begründen. Die übrigen, fo wie die unmittel
baren Folgerungen aus dem fruchtbaren fechften Grundfatze. 
habe ich, weil fie für das Syftem unentbehrlich find, hinzu- 
gefügt] d. U

6.
Von einem Punkt läfst fich zu einem andern nur 

eine einzige grade Linie ziehn.
[Daraus fliefsen unmittelbar folgende Sätze, die 

bey unferm Verfaßet völlig fehlen :
l) Durch zwey Punkte wird die Lage einer grade» Li

nie völlig beßimmty und eine grade Linie in der zwey 
Punkte bekannt find , ift ihrer Lage nach gegeben» 
Sind ihre Endpunkte bekannt, fo ift fie auch der Große 
nach gegeben.

2. 'Zwey grade Linien, welche zwey Punkte gemein 
haben, fallen in einander, haben alle ihre Punkte mit 
einander gemein, und bilden nur eine einzige grade 
Linie. Dafs diefes in ihrer ganzen unbegrenzten Aus
dehnung gefchehen müffe, beweift unfer Verfaffer im 
dritten Lehrfatz. — Sind die beyden gemeinfchaftli- 
chen Punkte ihre Endpunkte, fo decken fiçh beyde 
grade Linien völlig. Daraus folgt:

3. Dafs zwey gleiche grade Linien ßch decken, d. h. 
wenn man fie fo aufeinander legt, dafs zwey ihrer 
Endpunkte zufammen fallen, fo fallen auch die beyden 
andern Endpunkte aufeinander.
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4. Zwey grade Linien die fich fchneiden, kön
nen aufser dem einzigen Punkte, worin fie zufam. 
mentreffen, (ihrem Durchfchnittspunkte, ) nichts 
weiter mit einander gemein haben.

5. Zwey grade Linien können keinen Rannt einfchlie* 
fsen. Denn follten fie einen Raum einfchliefsen, fo 
müfsten fie fich felbft beglänzen, aifo zwey Punkte ge
mein haben. Dann aber fallen fie Folg. 2 gemäfs zu- 
fammen, ohne einen Raum einzufchliefçen. Alfo ift 
kein gradelinigtes ZrvcjwÀ möglich , wohl aber ein 
Dreyeck, und die übrigen Vielecke.

6. Zwey grade Linien^ können fielt nicht berühren A)enn 
gefetzt zwey grade Linien wie z. B. AB, DC könnten 
fich berühren , fo müfsten beyde Stücke der einen 
Linie, die durch den Berührungspunkt C abgefchnit- 
ten werden, zu einerley Seite der graden Linie AB lie
gen. Dann .müßen fie aber nothwendig zufammen 
fallen, weil fonftzwifchen je zwey Punkten folcher gra
den Linie zwey verfchiedne grade Linien DCG, DG, 
vorhanden wären, gegen unfern Grundfatz. Folglich 
können zwey grade Linien fich nicht berühren.

Zwey grade Linien , welche zufämmentreffen, 
muffen alfo verlängert einander fchneiden« d. U.

/ •

Es ift möglich jede grade Linie, welche der 
Gröfse nach gegeben ift, in zwey gleiche Theile zu 
theilen, und es lafst fich in einer folchen Linie 
allemal ein Punkt denken, welcher in ihrer Mitte 
liegt, durch welchen fie halbirt wird,

C 2
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ß. Es ift möglich durch jeden Punkt einer graden. 
Linie, eine andre grade Linie auf ihr fenkreckt au

• R 12. ziehn. *

7, Auch ift es möglich durch jeden Punkt einer gra> 
den Linie , eine zweyte grade Linie au ziehn, 
welche mit der erftern einen \ gegebnen Winkel 
bildet.]

Wie das, was diefe Grundfätze als möglich ausfagen, zu 
bewerkftelligen fey , lehrt Hr. Le Gendre in den Aufgaben, die 
dem zweyten Buche angehängt find. Dafs es gefchehcn könne, 
fetzt er gleich bey den erften Lehrlätzen voraus, daher diefe 
Grundfätze bey feiner Anordnung des Syftems unentbehrlich 
find. In der That kann man fie als Grundfätze vertheidigen, in
dem die Möglichkeit der Halbirung einer graden Linie von be- 
ftimmter Grölse, die Möglichkeit fenkrechter Linien und rechter 
Winkel, und die Möglichkeit der Nachbildung eines Winkels 
unmittelbar darauf beruhen, daf^ die grade Linie und der Win
kel ftetige Griffen find, folglich keine abfoluten, keine kleinften 
Theile haben, und daher Theile von jeder Gröfse und jedem 
Verhältnifs darin denkbar feyn müllen. Die beyden Theile 
■worin eine Linie durch einenPunkt in ihr gethcilt wird, können 
alfo gegen einander jedes Verhältnifs, folglich auch das der 
Gleichheit haben ; eben fo zwey Nebenwinkel, und fo auch zwey 
Winkel an verfchiedenen Scheitelpunkten ; und nichts anders Ta
gen diefe Grundfätze aus. 4, u.

8.
[Wenn eine Ebne durch eine grade Linie in zwey 

Stücke getheilt wird, die zu entgegengefetzten Seiten 
jener Linie liegen, und man zieht durch zweyPunkte 
in den entgegengefetzt liegenden Stücken eine ftetig 
aufammenhängende Linie, fo trift diefe Linie mit der
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elftem in irgend einem Punkte zufammen, und durch- # jr 
fchneidet fie in diefem Punkte. *

Dieter Satz, der gewölmlich nicht unter den Principien auf
geführt wird, ilt in Verbindung mit der zehnten und eilften Er
klärung fo evident, wie irgend einer der andern Grundtetze, 
und es ftützen fich am Ende auf ihn und auf einen analogen 
Grundfatz beym Kreite falt alle untere Urtheile über das Durch- 
fchneiden der Linien. d. U.

9*
Zwey Ausdehnungen, es mögen Linien, Flächen 

oder Körper feyn, find gleich [und ähnlich, folglich 
innerlich einerley] wenn fie jich, decken, das heifst, 
wenn fie, indem man die eine auf die andre legt, [in
dem man ihre Ortsverfchiedenheit aufliebt, und eine 
ganz im Ort der anderen denkt} in ihrer Ausdehnung, 
[und deren Begränzung] zufammenfallen.

[Umgekehrt müfl'en zwey Ausdehnungen einander 
decken, congruiren, wenn fie innerlich einerley, 
d. h. gleich und ähnlich find, indem fie fich dann blos 
in ihrem Ort unterfcheiden.]

Flächen und Körper, welche fich decken, haben nicht blofs 
gleiche Ausdehnung , oder gleichen Inhalt fondern auch alle 
Gränzen (Seiten fowohl als Seitenflächen) und alle Winkel der 
einen find den Gränzen und Winkeln der andern nicht nur in 
einerley Folge * fondern auch nach einerley Richtung hin gleich 
^worauf die Symmetrie und Aehnlichkeit, folglich die innere Ei- 
nerleyheit, die Congruenz folcher Figuren beruht.} Le Gendre 
giebt diefen Flächen und Körpern den Namen figures vinâfolidet 
égaux nennt dagegen die, welche Gleichheit ohne Aehnlichkeit 
haben, die fich alfo zwar in der Ausdehnung oder dem Inhalte 
nach gleich find, fich aber nicht decken, figures und folides équi
valentes und fcheint auf diete Unterscheidung und den fo be-
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ftimmten Sprachgebrauch einen befondern Werth zu legen. Al
lein da Gleichheit (égalité) doch eigentlich nur Einerleyheit der 
Grofse bedeutet, fo fcheint das erfte Kunftwort, welches Figuren 
bezeichnen foil, die auch einerley Befchaffenheit oder Aehnlich- 
keit haben, nicht recht fchicklich gewählt zu feyn. Ich verdeur- 
fche figuret égaux, durch fich deckende Figuren oder con^rnirend^ 
Figuren, dagegen Figures équivalentes durch gleiche Figuren, oder, 
wo ein befondres Gewicht Larauf gelegt!wird, durch, dem In
halt nach gleiche Figuren. Gleich geltende Figuren, würde ein 
etwas fremdartiger, auch kein fo paffender Ausdruck feyn ; belfer 
gieichhaltige Figuren, ein Ausdruck den ich zum Bürgerrecht in 
unfrer Sprache empfehlen möchte. d. U.

ß, Bey Körpern und krummen Flächen die gleich find, 
lagt unfer Verfaffer, giebt cs noch eine dritte Art von Verfehle-
denheit, die man nicht überfchn darf. Sie können einerley, 
Gränzen und Winkel in einerley Folge haben, ohne dafs fie fich
deshalb decken, [wenn ncmlich die gleichen Stücke nicht auch 
nach einerley Richtung hin auf einander folgen, wie das z. B.
bey der rechten und der linken Hand der Fall ift, die, wären fie

lig»

auch im Einzelnen völlig gleich, fo dafs Finger mit Finger con- 
gruirte, fich doch beyde nicht decken können, man lege lie, wie 
man wolle, oder bey zwey übrigens gleichen Schocken, deren 
eine rechts die andre links gewunden ift. Daifelbe kann bey 
fchiefen Prismen, Pyramiden, körperlichen Winkeln, fphärifchen 
Drcyecken u. f. ftatt finden. Eine folche Verfchiedcnheit in der 
Zufammenfetzung aus gleichen Stücken hat zwar auch bey ebnen 

^.Figuren ftatt, wie die Dieyecke ABC, ABD zeigen, in welchen 
die .Winkel C — D, CAB = DBA, CB A — DAB und die Sei
ten CA —• DB, CB = DA find. Allein man braucht nur die 
eine diefer Figuren im Gedanken umzukehren, fo deckt fie die 
erftere, daher bey ebnen Figuren durch diele Vcrfchicdenheit in 
der Zufammenfctzung keine wefentliche Vcrfchicdenheit bewirke 
wird , und man von ihr abftrahirt.J .Aber bey krummen Flächen 
und Körpern, beruht darauf eine wefentliche Vcrfchicdenheit,
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welche man , faff in allen Elementen der Geometrie überfehn har, 
obfehon mehrere Beweife, die lieh auf das Decken, von gewißen 
Körpern oder krummen Flächen gründen, dadurch, dafs man die
fen Fall überfah, mangelhaft und in fo fern fehlerhaft werden. 
Dahin gehören unter andern die Sätze über das Decken fphäri- 
fcher Dreyecke, welche mehrere glaubten lediglich unter den Be
dingungen und grade auf die Art, wie bey den ebnenDreyccken 
beweifen zu können. Ja, um noch ein auffallenderes Beyfpiel zu 
erwähnen Robert Simfon , der in feiner Ausgabe Euklids den Be
weis des agften Satzes im Uten Buche unzuläffig findet, fällt 
felbft in den Fehler, dafs er feinen Beweifs auf eine,Congruent 
ftützt, die nicht allgemein ftatt findet.

7> Ich habe daher, fährt unfer Verfaflcr fort, geglaubt 
für dicfe dritte eigenthümliche Art von Gleichheit in Flächen und 
körperlichen Räumen ein neues Kunftwprt bilden zu müllen, 
nehmlich Gleichheit durch Symmetrie (égalité par fytnmetriej, und 
nenne hihfüro Figuren denen diefe Art von Gleichheit zukömmt, 
fymnietrijcbeFiguren (figures fymmétriques).

Auf diefen Unterfchied zwifchen gleiche Figuren die es blofs 
dem Inhalt nach find, fymmetrifche Figuren, und cougruirende oder 
fich deckende Figuren, mufs man aufmerkfam feyn, da durch die
fe. Kunftworte Begriffe bezeichnet werden, die wefentiich vei> 
fohieden find.

IQ»
[Gleiche Winkel decken einander; d. h. wenn 

man die Spitze und einen der Schenkel des einen Win' 
kcls, auf die Spitze und einen derSchenkel des andern 
Winkels legt, und die beyden anderen Schenkel in der 
Ebne auf einerley Seite des erftern lieh' denkt, fo fal
len auch diefe Schenkel zufanamen.

Dafs umgekehrt Winkel, 'die einander decken, 
gleich find , ift fchon oben bemerkt worden. * *E. is.
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[III. Forderungen (Poftulate)]

Man fetzt die Möglichkeit folgender drey Dinge 
voraus, oder fordert vielmehr, dals jedermann, der 
lieh mit der Geometrie befchäftigen will, folgende ur- 
fprüngliche Vorftellungsarten müfle eingehn können.

I.
Von jedem gegebnen Punkte aus, eine grade Li

nie zuiziehn, die durch irgend einen zwey ten gegeb
nen Punkt geht, und zwar fowuhl bis an dielen Punkt, 
als über ihn hinaus.

2.
Jede grade Linie fo weit man will zu verlängern, 

nach einer oder nach beyden entgegengefetzten Seiten 
eines Punktes in ihr, und fie fich endlich gröfser als 
jede gegebne Linie vorzuftellen.

Wem fällt hierbey nicht ein, dafs der Geometer etwas ähnli
ches auch für das Verkleinern der graden Linie vorausfetzt, und 
dafs er alles diefes nicht blofs bey graden Linien, fondern bey 
Linien überhaupt auch etwas Analoges bey Flächen und bey 
körperlichen Räumen fördert. Schon hieraus kann man fich über
zeugen, wie mangelhaft das ift, was Euklid und die mehrften 
Geometer als Forderungen ihrer Wiffenfchaft aufführen, und wie 
es mit diefen Forderungen und mit der ganzen Grundlage der 
Geometrie wohl eine andre Bewandtnifs habeh müße, als man das 
gewöhnlich vorftellt. Vielleicht hat grade diefes unfern Verfaf- 
fer beftimmt, die Forderungen gänzlich zu übergehn. Doch ift 
es wohl auf jeden Fall befier, die wichtigften mangelhaft, wie 
es hier gefehehn ift, als fie gar nicht aufzuftellen.
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3’
Um jeden gegebnen Punkt, mit !jeder gegebnen 

graden Linie, als Halbmefler, einen Kreis zu be- x 
ich reiben.

Diefe Fordrung fcheint zwar erft zum zweyten Buch zu ge
hören , an deflen Spitze Le Gendre die Erklärungen, welche 
den Kreis betreffen, aufftellt, und wohin ich die verweifen mufs, 
die mit dem Namen Kreis undHalbnießcr noch keinen deutlichen 
Begriff verbinden. Allein man kann in der That dieConftruction 
des Kreifes bey den Sätzen des erften Buches nicht entbehren, 
ohne in logifche Kreife zu gerathen, da das, was wir hier als 
unmittelbare Folgerungen diefes Poffulats aufführen , zum Bewei- 
fe vieler jener Sätze gebrauiht wird. Auch ftellen Euklid,- 
Simpfon und van Swinden, die fo gut wie unter Verfafler die 
Sätze über den Kreis in einemrbcfondern Buche vortragen, die 
Conftruction des Kreifes mit an die Spitze der Geometrie.

Diefe dritte Forderung begründet zugleich die Möglichkeit 
folgender drey Conftructionen, welche weher nichts vorausfetzen, 
als die Befchreibung des Kreifes, und die 'erften Begriffe über 
das Schneiden der Kreislinien, welche B. II, Erki, u, unabhän
gig von allen Lehrfätzen des erften Buchs aufgeftellt werden , in-» 
dem fich die Erklärungen des zweyten Buchs' unmittelbar an die 
des erften anfchliefsen,

a, Auf einer gegebnen graden Linie AB, (und, 
wenn es nöthig ift, auf deren Verlängerung), von Fig, 14. 
dem Punkte. A ein Stück zu nehmen, weiches ei
ner gegebnen graden Linie CD gleich ift. Zu 
dem Ende befchreibe man mit CD als Halbmeffer um 
den Punkt A einen Kreis. Diefer trifft entweder 
mit der Linie AB felbft, oder ’mit ihrer Verlange- 
rung in irgend einem Punkte E zuiammen,* und *11. E. 
fchneidet denn in beyden Fällen auf ihrAE = CD H* 
ab.* - - *h.e.5.



42 Buch I. :

ß, Aus einem gegebnen Punkte A eine ’grade Linie 
von gegebnerl.änge CD fo zu ziehn, dafs fie oder 

.... ihre Verlängerung ^urch einen zweyten gegebnen 
For.i. Punkt B geht. Zu dem Ende ziehe AB *, und 

fchneide (nach a) aus A davon ein Stück gleich 
CD ab.

7, Dreyecke , gleichfeitige, gleichfchenklîge und 
ungleichfeitige zu befchreiben , wie das B. II. 
Erki. II, Zuf. gelehrt wird.

Eben fo gicbt die Befchreibung des Kreifes Mittel an die 
Hand, vermöge der Èigenfchaften der fenkrechten Linien, der 
Dreyecke u. f. f., die im erftenBuch dargethan werden, Per^ew- 
dikel juf gegebne Linien durch gegebne Punkte zu ziehn, grade 
Linien und Winkel -zu halbiren , gleiche Winkel an bilden u. d. uv 
Diefe Conftructioneu müflcn billig bey den Sätzen gelehrt wer
den, auf welche fie fich gründen, und vor denen, deren Beweis, 
die Möglichkeit folgjier Conftructionen vorausfetzt ; fo thut das 
Euklid. Unter VerfafTer, Simpfon und van Swieden, reifsen lie 
dagegen aus dem Syftem hinaus, und (teilen fie, die letztem Geo
meter am Ende der Planimetrie, unter Verfafier am Ende einzel
ner Bücher, beyfammen. Ihr Zweck fcheint zu feyn, dyrch di® 
bey einander (teilenden Aufgaben den Erfindungsgeift derer, die 
da§ Weik ftudiren, anzuregen; und'in der That möchte diefer 
Voitbeil wohl die Unbequemlichkeit aufwiegen, die daraus in dem 
Syftem entfteht, und die ich durch das Hinweifen auf die Pro
bleme im Lauf des Syftems zu vermindern hoffe. d. U.

[Auch das wird von dem Lefer noch gefordert, 
j I7 dafs erjich bey den planbnetrifclum Büchern* alle Con- 

fiructionen in einerley Ebne vollführt denkt> wenn das 
gleich der Kürze halber nicht ausdrücklich bey 

' jedem Satze wieder erinnert wird. Er darf alfo bey 
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keinem Satie diefer Bücher in der Vorftellung aus der 
Ebne heraustreten. Alle Punkte die man. denkt, alle 
Linien die gezogen, alle Kreife die befchrieben wet> 
den ,mufs man fo denken und zichn, dafs alles in ei- 
nerley Ebne bleibt , und das wird feiten bey einem 
Satie ausdrücklich gefagt, auch wenn er nur unter 
diefer Bedingung wahr ill.

der UeberfeUer.

■ i. «g.wn '

DIE GRADE LINIE, DAS DREYECK
UND DAS VIERECK,

LEHRSATZ I.
A«e reckte Winkel ßjid einander gleich*

Die grade Linie DC liehe fenkrecht auf AB, und Fig. 
GH fenjcrecht auf EF, (1b dafs die Winkel ACD, DCB, 
eben fo EGH, HGF gleiche Nebenwinkel find*) fo E‘ l4<l 
behaupte ich, mufs der Winkel ACD dem Winkel EGH 
gleich feyn.

Man mache CA, CB, GE, GF einander-gleich *; *Fo.j.k, 
fo ift auch AB gleich EF, und diele beyden Linien 
decken einander, wenn man EF fo auf AB legt, dafs 
E auf A und F auf B fällt. * Dann muffen auch die *Gr.6.f. 
beyden Punkte G, C, welche in der Mitte diefer Li- r* 
nien liegen, zufammenfallen, Gefetzt nun, die in die-
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feh Punkten fenkrecht aufftehenden Linien ÇH, CD 
decken fich einander nicht, fo würde GH auf eine von 
der CD verfchiednen graden Linie z. B. auf CK fallen. 
Da nach der Vorausfetzung der Winkel EGH = HGF 
ift, fo müfste dann auch ACK = KCB feyn. Nun aber 
ift der Winkel ACK grofser >als ACD, der Winkel KCB 
kleiner als DCB*. und der Vorausfetzung nach ACD 
gleich DCB: folglich mufs der Winkel ACK, wel
cher grö'fser als ACD, mithin auch als DCB ift, noch 
vielmehr grö’fser als der Winkel KCB feyn. Es ift alfo 
unmöglich dafs diefe beyden Winkel ACK und KCB 
gleich feyn können, folglich unmöglich dafs das Per
pendikel GH auf CK, d. h. auf irgend eine von CD 
verfchiedene grade Linie falle; alfo nothwendig dafs 
es auf das Perpendikel CD liege, da denn der Winkel 
ACD fich mit EGH und der Winkel DCB mit HGF 

•E.u.ß deckt. * Alfo find nothwendig alle rechte Winkel ein- 
*Gr,io. ander gleich.*

[Znfatz L Weil alle rechte Winkel gleich find, 
fo haben fie eine völlig beftimmte , unveränderliche 
Gröfse. Deshalb machen fie das natürliche und be
ftimmte Maaß aller WinkelgröJ'sen aus, und der Geome
ter bezieht diefe insgefammt auf den rechten Winkel» 
und drückt fie in Theilen deftelben .aus.

Z u fa t z 11. Durch jeden Punkt einer graden Linie 
iß nur eine einzige auf ihr fenkreebte grade Linie möglich* 
Denn gefetzt', durch den Punkt C der graden Linie AB» 
■wären auf ihr zwey verfchiedne fenkrechte Linien CD» 
CK möglich » fo müfsten die Winkel ACD, ACK als
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rechte, * dem Lehrfatz tu Folge einander gleich, folg- * E. 14« 
lieh der Theil dem Ganzen gleich feyn , welches un" 
gereimt ift. * Daher ift es unmöglich dafs durch ir- * Gr. 4. 
gend einenPunkt auf einer graden Linie mehr als eine 
grade Linie fenkrecht ftehe.J

Anmerkung. Euklid nimmt den Lehrfatz als Grundfatz 
an. Wir haben ihn hier bewiefen, weil er fich aus dem achten 
Grundfatz ftreng beweifen läfst, und man die Grundfätze nicht 
ohne Noth vervielfältigen mufs. [Dafs er bewiefen werden könne 
und müde, bemerkt fchon Prokins in feinem Commentar uber das 
erfte Buch Euklids. Den zweyten Zufatz hat unfer Verfafter ganz 
Überfehn , obgleich er ihn häutig braucht.]

LEHRSATZ 2.

Jede grade Linie CD, welche mit einer andern 
AB zufammentrifft, bildet mit diefer Linie zwey Ne- Fig. 17. 
benwinkel A CD, BCD, * deren Summe zwey rechten ’Emuy 
Winkeln gleich ift.

Sind die beyden Nebenwinkel gleich, fo find fie 
rechte Winkel, alfo der Lehrfatz wahr. Sind fie un
gleich, fo ftehe CG auf AB im Punkte C fenkrecht. * 7*
Durch diefes Perpendikel wird, der grofsere der beyden 
Nebenwinkel ACD in zwey Theile ACG, GCD ge- 
theilt, fo dafs die Summe der beyden Nebenwinkel 
ACD und DCB, den drey Winkeln ACG, GCD, DCB 
Tufammengenommen gleich ift. * Der Erfte diefer ’£.12.7. 
Winkel ift ein rechter *, und die beyden andern zu- *e. 14. 
fammengenommen bildtn den rechten Winkel BCG: 
folglich ift die Summe der beyden Nebenwinkel ACD* 
DCB zwey rechten Winkeln gleich.
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, Folgerung r. Ift einer von zweyNebenwinkeln
ein rechter Winkel, fo ift es auch der andre. — Ein 
ßutnpfer Winkel ACD hat dagegen einen fpitzen-, ein 
fpitzer BCD einen ßuwpfen Nebenwinkel.

Fo Ige rung 2. Wenn die Linie DE fenkrecht auf 
AB fleht, ß) fleht umgekehrt auch Aß fenkrecht auf DE. 
Denn ift DE ein Perpendikel auf AB, fo ift ACD ein 
rechter Winkel; folglich auch der Nebenwinkel ACE 

•Folg.i. diefes Winkels ein rechter *; folglich, ACD gleich 
ACE, folglich AC fenkrecht auf DE.

Folgerung 3. Die Summe aller Winkel, die um 
einen Punkt einer graden Linie, an einerley Seite diefer 

Fig. 17. graden Linie, von noch fo viel graden Linien gebildet 
werden, (welche lieh in einerley Ebne befinden) und 
insgefammt in diefem Punkte C fchneiden, (z. B. der 
Winkel ACG, GCD DCB) iß zwey rechten Winkeln

•È.ï2.y, gleich. *]

LEHRSATZ 3.

Fig. 17 Zwey grade Linien, welehe zwey Punkte A, F 
mit einander gemein haben, fallen in ihrer ganzen 
Ausdehnung zufammen, und bilden nur fine einzige 
grade Linie. o

Dafs fie zwifchen den’ beyden gemeinfchaftlichen 
Punkten A, F zufammenfallen, erhellet aus Grund- 
fatz 6. Folg. I. Fielen fie in ihrer Verlängerung über 
diele Punkte hinaus nicht auch zufammen, fo würde es 
irgendwo einen PunktsC geben, wo fie fich von einan
der^ trennten, fo dafs die eine Linie CB, die andre CD 
würde. Nun fey CG eine in C auf BC fenkrecht fte-
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hende grade Linie*; fo ill fowohl GCB als GCD ein "Gr,7^ 
rechter Winkel, indem fowohl ACB als ACD eine 
grade Linie ift, folglich GCD — GCD*, d. i. das Gan- * j, 
ze dem Theile gleich, welches unmöglich ift. Folg
lich ift es unmöglich dafs die beyden graden Linien, 
welche zwey Punkte A , F gemein haben , lieh in ih^ 
rer Verlängerung irgendwo trennen können. Sie bil
den alfo nur eine einzige grade Linie.

LEHRSATZ 4.

Wenn eine grade Linie CD auf den Durchfchitts- 
punkt zweyer andrer graden Linien AC, CB fo auf- 
fleht, dafs fie mit ihnen zwey Winkel bildet, deren 
Summe zwey rechte Winkel ' beträgt, fo liegen AC, 
CB in einer graden Linie.

Denn gefetzt fie lägen nicht in einer graden Linie, 
fo fey CE die gradeiinigte Verlängerung von AC. * * p0 „ 
Dann wäre die Summe der beyden NebenwinkelACD, 
DCE 7Avey rechten Winkeln gleich; folglich, danach 
der Vorausfetzung auch die Summe von ACD, DCB 
awey rechten Winkeln gleich ift, ACD + DCB — 
ACD 4- DCE*, folglich DCB = DCE *, folglich der * Gr.r. 
Theil dem Ganzen gleich, welches unmöglich ift * *Gr«2ß 
Alfo ift CB fclbft die Verlängerung von AC,' und liegt U ** 
mit AC in grader Linie.

LEHRSATZ 5.

Wenn zwey grade Linien AB , DE einander Fis, 3, 
fchneiden , fo find die Winkel, welche am Durch- 
fchniltspunkt einander gegenüberftehen, und die man 
Scheitelwinkel nennt, einander gleich.
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Denn weil erftens DE eine grade Linie ift, fo find 

die beyden Winkel ACD, ACE zufammengenommen 
zwey rechten gleich. Weil? zweytens AB eine grade 
Linie ift, find die Winkel ACE, BCE zufammenge* 
nommen zwey rechten gleich. Folglich ift ACD + 
ACE = ACE + BCE *, folglich ACD = BCE. *

Grade fo beweift man die Gleichheit der beyden 
andern Scheitelwinkel ACE, DCB.

Zufatz I. Die vier 'Winkel, welche zwey gra
de fich durchfchneidende Linien um ihren Durch- 
fchnittspunkt bilden , find zufammengenommen vier 
rechten Winkeln gleich. Denn die Summe der bey
den Nebenwinkel ACE, BCE beträgt zwey rechte Win
kel, und eben fo viel die Summe der beyden andern 
Nebenwinkel ACD, BCD.

Zufatz II. Ueberhaupt mögen noch fo viel in 
Fig. 4. einer Ebne befindliche grade Linien CA , CB, CD etc. 

fämmtlich in einem Punkte C zufammen treffen, fo 
beträgt die Summe aller Winkel, welche je zwey zu- 
nächftüegende Schenkel bilden, (ACB, BCD, DCE, 
ECF, FCG, GCA) vier rechte Winkel. Denn wenn 
man durch den Punkt C zwey grade Linien zöge, fo 
entftünden um C vier Winkel, welche vier rechten 
■Winkel, und dabey allen jenen Winkeln zufammenge-

•E.n.« nommen gleich wären *♦
Fij. 2. Zufatz III. "Wenn von einem PunkteC vier 

grade Linien ausgehn, und je zwey der einander ge- 
genüberftehenden Winkel, find gleich, fo liegen die 
Schenkel CA, CB, und CD, CE in grader Linie,

Denn
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Denn da alle vier Winkel zufammengenommen vier 
rechten, und je zwey aneinander liegende Winkel den 
beyden andern, mithin zwey rechten Winkeln gleich 
find, fo find he Nebenwinkel *, und zwey ihrer Sehen- • 4, 
kel liegen in grader Linie.

LEHRSATZ 6.

Zwey Dreyecke decken ßchy wenn ein Winkel und 
die beyden ihn ebijchließenden Seiten in beyden Drey- 
ecken gleich ßnd.

Es fey der Winkel A dem Winkel D, die Seite Fig, 19. 
AB ,dev DE und die Seite AC der DF gleich; fo be
haupte ich, dafs das Dreyeck DEF lieh mit dem Drey
eck ABC deckt.

Denn zwey folche Dreyecke laßen fich fo über 
einander legen, dafs fie völlig zufammenfallen. Und 
zwar erft die Seite DE auf die ihr gleiche AB, fo dafs 
D auf A undE auf Befällt. * Dann tnüflen, weil D und *Gr. 6. 
A gleiche Winkel find, und gleiche ^Winkel einander f‘ 
decken, auch dieSeitenDF und AC*, und weil über- +Gr 
dem DF gleich AC iß, auch die Punkte F und C auf 
einander fallen. Folglich müllen auch die dritten Sei
ten zufammen fallen * , alfo beyde Dreyecke einander • Gr, 6. 
decken.

Folg erung 1. Folglich find in folchen Drey- 
ecken auch die Winkel B, E , die Winkel C, F, und 
die Seiten BC, EF ( d. h. die Winkel welche gleichen 
Seiten, und die Seiten welche gleichen Winseln ge- 
o-enüber ftehn) fo wie die Flächenräume beyder Drey-

D
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ecke , einander gleich. Und diefe Gleichheit wird 
durch die Gleichheit dreyèr Stücke, nemlich eines 
Winkels und der, beyden einfchliefsendcn Seiten be- 
ftimmt.

Folgerung 2. Zwey rechtwinklige Dreyecke’àe- 
cken fich, wenn dieKatheten in beyden gleich find.*

Folgerung 3. Durch zwey Seiten mit dem ein- 
gefchlofsnen Winkel wird jedes Dreyeck characterifiit 
und völlig beflimmt. Wie aus zwey gegebnen Linien 
und dem Winkel den fie einfchliefsen Tollen, fich ein 
Dreyeck wirklich conftruiren läfst, lehrt Aufg. 8. am 
Ende des zweyten Buchs.

Anmerkung. Wenn in zwey Dreyecken zwey Seiten 
und einer.der Winkel, welche fie nicht einfchliefsen, gleich ünd? 
fo läfst fich daraus nur bey rechtwinkligen Dreyecken allgemein 

» auf ihre Congruenz fchliefsen *; ,hey fchicfwinkligen lediglich 
*5* unter den Bedingungen welche Lehrfatz 20. ausfagt.

LEHRSATZ 7.

Zwey Dreyecke decken fich, wenn eine Seite und 
die beyden Winkel, welche an ihr liegen, in beyden 
Dreyecken gleich find.

Es fey die Seite BC der Seite EF, der Winkel B 
dem Winkel E, und der Winkel C dem Winkel F 
gleich, fo behaupte ich, dafs das Dreyeck DEF fich 
mit dem Dreyeck ABC deckt.

Um die Deckung zu bewerkstelligen, lege man 
EF auf die ihr gleiche Seite BC, fo dafs die Endpunkte

*Gr 6. E auf B un<* F auæ fallen *• der Winkel E dem 
f- 31 Winkel B gleich ift, und gleiche Winkel fich decken, 

fo fällt dann auch die Seite ED auf BA, und folglich
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der Punkt D auf irgend einen Punkt in der Linie BA, 
Eben 1b, weil der Winkel F dem Winkel C gleich 
ift, fallt FD auf CA, und. der Punkt ,D auf irgend ei
nen Punkt der Linie CA. Da folglich D fowohl in 
der Linie BA, als in der Linie CA liegt, 1b mufs es 
auf den Durchfchnittspunkt A diefer beyden Linien 
liegen, als den einzigen Punkt, den diele Linien mit 
einander gemein haben *. Folglich fallen alle drey 
Winkelpunkte, und alfo auch die Seiten des einen 
Dreyecks mit denen des andern zufammen, und alfo 
decken fich beyde Dreyecke.

Folgerung. Folglich find’in folchen Dreyecken. 
auch die Winkel A, D und die Seiten AB, DE und 
AC, DF (d. i. die Winkel die den gleichen Seiten, und 
die Seiten die den gleichen Winkeln gegenüberftehn) 
lb wie die Flach en räume einander gleich. Und diele 
Gleichheit wird durch die Gleichheit dreyer Stücke, 
einer Seite und zweyer anliegender Winkel beftimmt,

[Anmerkung. Auch wenn zwey Winkel und eine Seite, 
die nicht zwilchen ihnen liegt, in zwey Dreyecken gleich find, 
fo decken fich diele Dreyecke. Doch ift das ein Satz der fich 
eilt weiterhin * darthtm lafst. Hierher gehört Aufg, 9.]

L E H R S A T Z g.

hi einem Dreyecke iß jede Seite kleiner als die 
Summe der beyden andern Seiten.

Denn jede Seite, z. B. BC, ift cis grade Linie der 
kürzefte Weg zwifchen den beyden Winkelpunkten 
BC, alfo nothwendig kleiner als die Summe der ge* 
brochnen Linien BA AC,

D 3

Gr 6 
fi 3-

■ i«.

* r. s.
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Folgerung* Daraus folgt dafs im Dreyecke jede 
Seite AG gröfser als der Unterfchied zweyer Seiten 

•Gr.a.-y BC — BA ift*. Wegen beyder Sätze fehe man B. II.
Erki. ii. Zuf.

LEHRSATZ 9.

Fig. 2°. Nimmt inan innerhalb eines Drey ecks ABC ir
gend einen Punkt 0 und zieht von demselben nach 
den Endpunkten einer der Seiten z. B. derBC, grade 
Linien OB, OC, fo ift die Summe diefer beyden Li
nien kleiner als die Summe der beyden andern Seiten 
des Dreyecks, d. h. als AB 4- AC,

Man verlängere die Linie BO bis wo lie die Seite 
AC im Punkte D trift; fo ift im Dreyecke ODC die 

, £ Seite OC < OD -f- DC *, folglich wenn man beyder-
feits BO hinzufügr BO 4“ DC < BO 4~ OD 4- DC 
d. i. BO + OC < BD 4- DC-

Nun aber ift auch im Dreyecke ABD die Seite BD 
< BA 4- AD, folglich wenn man beyderfeits DChinzu- 
iügt, BD4-DC <C BA 4~ AC. folglich ift noch vielmehr 
BO 4" 00 <C BA 4" AC.

Anmerkung. Dagegen ift der Winkel O den die bey
den Linien itn Dreyecke umfchliefsen, grötser als der Winkel 
A an der Spitze des Dreyecks. Der Beweis diefes Satzes beruht 
darauf, dafs der äufsere Winkel am Dreyecke grölser ift, als je
der der gegenüberftehendeninnern Winkel. Folglich 0>D > A. 
Diefe unmittelbare Folge aus Lehrfatz 30 beweift Euklid be- 
fonders, ehe er an den gegenwärtigen Satz kömmt. Bey, unfenn 
Verfafler müfte er ein Zufatz zu Lehrfatz 30. werden,

LEHRSATZ IO.
Wenn zwey Seiten AB t AC einesDreyecks ABC 

Fig. 21 zweyen Seiten DE t DF eines andern Dreyecks DEF 
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gleich ßnd, und der Winkel BAC den die erßem ein- 
ßhliefsen, iß großer als der Winkel EDF, den die 
andern einfchliefsen, fo muß die dritte Seite BC, im 
erßen Drcyeck, großer feyn als die dritte Seite EF im 
andern Dreyeck, [und iß umgekehrt BC > EF, fo 
muß auch der Winkel BAC > EDFfeyn. ]

Man denke fich die Linie AG durch A fo gezogen, 
dafs der Winkel CAG dem Winkel D gleich fey *, *Gr. 7. 
mache AG gleich DE * und ziehe GC, fo decken fi« h »Foj.x 
die Dreyecke GAC und EDF, weil in ihnen der Con- 
ftruction gemäfs zwey Seiten mit dem eingefchlofse- 
nen Winkel gleich find *. Folglich find die dritten 
Seiten GC, EF einander gleich. Nun aber find in Ab
licht der Lage des Punktes G drey Fälle möglich, in
dem diefer Punkt entweder aufserhalb des Dreyecks 
ABC, oder auf die Linie BC, oder innerhalb desDrey
ecks liegen kann.

Fall I. Wenn G aufserhalb des Dreyecks ABC 
lieot. Als dritte Seite im Dreyeck ift GC < Gl 4” 
IC * ; eben fo AB < IA 4~ 1B ; folglich auch GC * 8- 
4- AB < Gl + IC + IA + IB , d. h. < GA 4- BC. 
Nun aber ift der Conftruction gemäfs AB= GA. Alfo 
GC < BC *, und da GC gleich EF ift, EF < BC. *G. 2 7 

«
F a 11 2. Wenn G auf BC liegt. Dann ift GC ein 32, 

Theil der BC, folglich die der GC gleiche EF, < BQ

Fall 3. Wenn G innerhalb des Dreyecks AECFig-2F 
liegt. Dann ift nach dem vorigen Lehrfjz G A 4- GC 
< BA -f- BC, folglich, daGA = BA gemacht ift, GC 
< BC, alfo auch die der GC gleiche EF < BC.
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Der Satz gilt alfo für jeden möglichen Falld, L 
allgemein.

Wollte man den umgekehrten Satz leugnen , fo 
müfte man behaupten, dafs, wenn BC > EF ift, der 
WinkelBAC kleiner oder gleichD feyn könnte. Im er- 
ftenFall müfte, nach dem eben bewiefenen, BC < EF> 
im zweyten fall, dem folgenden Lehrfatz gemäfs, BC 
= EF feyn, welches beydes der Vorausfetzung wider- 
fpricht. Aifo mufs der Winkel BAC gröfser alsD leyn, 

Anmerkung, In Simpfons Elementen felgt auf dicfen 
Satz ein ähnlicher Lehrfatz, delfen Beweis die Theorie der Pa
rallellinien vorausfetzt, und den Le Gendre übergeht, der aber 
doch gekannt zu werden verdient. Denn obgleich er auch bey 
Euklid fehlt, fo ift er doch, wie Simpfon bemerkt, zur gcome- 
trifchen Beftimmung gröfter und klcinfter Werthe, von grofsem 
Nutzen. Diefer Satz lautet wie folgt?; Wenn in zwey Dreyecken

Fig. 24- tin Winkel fammt der gegenüberftebenden Seite gleich , ein zwey. 
ter Winkel aber in beyden ungleich iß, fo fleht dem, unter diefen 
Winkeln, welcher dem rechten am nachßeu kömmt, eine gröfscre 

* Cf. II. Seite gegenüber *,
Z. 54. 2«

Wenn z. B. zwey Dreyccke (man nehme in unfrer Figur die 
beyden fpitzwinkligen ABC und DEF, oder die beyden llumpf- 
winkligcn ABC' und DEF' , oder ein fpiczwinkligcs und ein 
ftumpfwmkliges,) wenn in diefen Dreyecken Her Winkel A — D, 
di« gegenüberftehende Seite BC EF ift, und dabey der Win
kel C einem rechten Winkel näher kömmt, als der Winkel F; 
fo mufs die Seite AB > DE feyn.

Ich theile hier nur Simpfons Vorbereitung zumBcweife mit, 
da üe für den geübtem den Beweis zu führen hinreicht, der Be
weis felbft aber hier nicht an feinem Ort liehen würde. Aus 
den Winkelpunkten B, E fälle man auf die gegenüberftehenden 
Seiten Perpendikel, nehme auf die Verlängerung diefer Perpen
dikel Punkte I und K welche von den Seiten eben fo weit als 
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die Punkte B, E abftehn, und ziehe IC, KF, fo wird mittelft 
Lchrfatz 6 und io bewiefen , dafs IB i> KE,folglich das Perpen
dikel BG im erftern Drey'eck gröfser als das im zweyten EH ift* 
Vom gröfsern fchneide man ein Stück BM, dem kleinern gleich, 
ab, und ziehe durch den Endpunkt diefes Stücks eine Parallelli- 
nie mit AC, fo fchneidct diefe von der Seite AB ein Stück BN 
ab, welches gleich DE ift, woraus erhellet, dafs DE kleiner 
als AB ift,

Haben alfo zwey rechtwinklige Dreyecke gleiche Hypotenufe« 
fo ßeht dem Winkel, welcher inbeyden der gröfsere iß, auch eine 
gröfsere Seite gegenüber,

LEHRSATZ II.

Zwey Dreyecke die untereinander gleichjeitig^z*^ 
find, find auch untereinander gleichwinklig, *• und*K 
decken fich.

Es fey AB = DE, AC = DF, BC — EF, fo be
haupte ich, dafs auch die den gleichen Seiten gegen- 
iiberftehenden Winkel gleich find, A = D, B = E, 
C = F, und dafs fich beyde Dreyecke EDF, ABC 
einander decken.

Denn gefetzt der Winkel A fey dem Win« 
kel D nicht gleich , fo mufs er entweder grö’. 
fscr oder kleiner als der] Winkel D feyn. Da die 
Seiten welche diefe Winkel einfchlieisen der Voraus- 
fetzung nach in beyden Dreyecken gleich find; lo 
mülle, wäre A > D, dem vorigen Lehrfatz gemä’fs, 
auch die dritte Seite BC > EF, wäre dagegen A< D, 
auch BC < EF feyn, welches der Bedingung dafs BC 
= EF ift, widerfpricht. Alfo kann der Winkel A we
der gröfser noch kleiner als D feyn, mufs folglich
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dem Winkel D gleich feyn. — Eben fo kann man die 
Gleichheit der beyden andern Winkel beweifen, die 
indefs noch kürzer daraus folgt, dafs, weil dann zwey 
Seiten mit dem eingefchlofsnen Winkel A, D in bey
den Dreyecken gleich find, diefe Dreyecke einander 
decken *, folglich die den gleichen Seiten gegenüber- 
ftehenden Winkel B, E und C,F fo wie dieFlächenräu- 
me beyder Dreyecke gleich feyn muffen. Und ;diefe 
Gleicheit folgt wiederum aus der Gleichheit dreyer 
Stücke , nemlich der drey Seiten in beyden Drey
ecken. x-'

[Aus drey gegebnen Linien ein Dreyeck zu bil
den, lehrt Buch II. Erklärung n.Zufatz.J

LEHRSATZ 12.

a;. In jedem gleichfchenkligen Dreyeck find die Win- 
%-17'kel an der Grundlinie *, welche dçn gleichen Seiten 

gegenüberftehn, gleich.

Wenn AB = AC ift, fo behaupte ich mufsB= C 
feyn.

Es fey B der Punkt, welcher auf der Grundlinie in 
der Mitte zwifchen den beyden Endpunkten B und C

* Gr. 7. liegt. * Ziehe AD, fo entftehn dadurch zwey Drey
ecke ABD, ACD, welche untereinander gleich!eitig find, 
indem AD beyden gemein, ferner nach der Vorausfetz- 
ung AB = AC, und der Conftruction geinäfs AB = 
DC ift. Folglich find die der gemeinfchaftlichen Seite 

n. AD gegenüberftehenden , Winkel einander gleich*, 
B = C.
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Folgerung. Das gleichzeitige Dreyeck ift für jede ^ig. 8- 
Seite als Grundlinie gleichfchenklig, und hat deshalb 
lauter gleiche Winkel, ift gleichwinklig.

Zufatz. Daraus dafs die beyden Dreyecke ABD,Fig.25. 
ACD fich decken , folgt auch noch die Gleichheit der 
übrigen Winkel BAD = DAC und BDA — ADC. 
Letztere find, daBC eine grade Linie ift,Nebenwinkel, 
und folglich, als gleiche Nebenwinkel, rechte Winkel* :* E. >4* 
folglich, theilt in jedem gleichfchenkligen Dreyeck ew von 
der Spitze nach dem Punkte in der Mitte der Grundlinie 
gezogne grade Linie den Winkel an der Spitze in zvoey glei
che Theile, und fleht zugleich auf der Grundlinie fenkrecht.

[Eben fo theilt eine grade Linie welche den Win
kel an der Spitze im gleichfchenkligen Dreyeck hsl- 
birt, das Dreyeck in zwey fich deckende Dreyecke*: • 6. 
folglich fteht auch diefe Linie fenkrecht auf der Grund
linie und halbirt fie.

Dafs endlich auch des aus der Spitze des gleich- 
fchenkligen Dreyecks auf die Grundlinie gefällte Per
pendikel die Grundlinie und den Winkel an der Spitze 
halbirt, erhellt aus Lehrfatz ig. Folg. 2.

Stets find alfo diefe drey Eigenl'chaften in derfel- 
ben Linie im gleichfchenkligcn Dreyeck verbunden.

Findet folglich eine derfelben in einem Dreyecke 
ABC ohne die andre ftatt , fo find die beyden Schenkel des 
Winkels ungleich durch deflen Spitze die halbirende 
Linie oder das Perpendikel auf die gegenübeiftehende 
Seite gezogen ift.] ç

[Anmerkung. Hierher gehören die fünf erften Aufgaben 
am Ende des zweyten Buchs, und Aufg. 8 bis II. über dieCon- 
ftruedon der Dreyecke. ]
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LEHRSATZ Iß.

Hat umgekehrt ein Drey eck zwey gleiche Win
kel, fo find auch die Seiten welche den gleichen Win
keln gegemtberßehen gleich , und das Dreyeck iß 
.g’eichfchenklig.

Fig. 26. Es'fey ABC = ACB , fo behaupte ich mufs AC — 
AB feyn.

Denn wären diefe beyden Seiten nicht gleich; fo 
müfste eine derfelben, z. B. AB, die gröfsere feyn : 
folglich liefse fich auf ihr ein Stück BD—AC nehmen. 
Zieht man dann DC, fo erhält man einDreyeck BDC, 
welches fich mit dem Dreyeck BAC decken müfste, 
weil in beyden die Seite BC gemeinfchaftüch ,* ferner 
der Annahme gemäfs AD — AC, und nach der Voraus- 

• z fetzuno- der Winkel B = ACB ift * : folglich wäre der 
Theil dem Ganzen gleich, welches ungereimt ift. Alfo 
können die Seiten AC, AB nicht ungleich feyn, da
her das Dreyeck ABC gleichfchenklig feyn mufs»

Folgerung. Ein Dreyeck welches lauter gleiche 
Winkel hat, ift auch gleichfeîtig.

Ein Dreyeck deflen Seiten alle ungleich find, hat 
lauter ungleiche Winkel»

LEHRSATZ I4.

Fig, Fon zwey Seiten eines Drcyecks iß ßets die die
größere, wiche einem größern Winkel gegeniiber- 
ßeht. — Umgekehrt iß von zwey Winkeln eines 
Dreyecksßets der der größere, welcher einer größern 
Seite gegenüber fleht.
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I. Es fey der Winkel C > B, fo behaupte ich, 
dafs die dem Winkel C gegenüberftehende Seite AB 
AC ift, welche dem Winkel B gegenüberfteht.

Denn man denke fich durch den Winkelpunkt des 
grofsern Winkels eine grade Linie CD fo gezogen, dals 
der Winkel BCD = B fey *, fo ift dafs Dreyeck BDC * Gr. 7* 
gleichfchenklig und BD = DC *. Da nun AC < * ij» 
AD 4- DC *, fo ift auch AC < AD + BD, d. h. • 8- 
<f AB, folglich AB gröfser als AC.

2. Es fey die Seite AB > AC, fo behaupte ich 
dafs der Winkel C, welcher der Seite AB gegenüber
fteht, gröfser ah der Winkel B ift, welcher der Seite 
AC gegenüberfteht.

Denn wäre C nicht gröfser als B, fo müfte jener 
Winkel entweder kleiner als B, oder gleich B feyn. 
Ware C < B fo müfste, wie eben bewiefen worden > 
AB < AC gegen die Vorausfetzung , feyn. Ware 
C = B fo müfste AB = AC gleichfalls gegen die Vor. * 12. 
ausfetzung feyn. Alfo ift nothwendig C > B.

LEHRSATZ! 5.

Von einem Punkte A ewßerhalb einer grctden 33, 
Linie DE, laßt ßch nach diejer Linie nur eine einzige 
fenkrechte Linie ziehn.

Gefetzt man könnte ihrer zweyAB und AC ziehn;
fo verlängere man die eine AB, nehme auf dielcr V er- 
längerung BE = AB und ziehe rC.

Dann deckten fich die beyden bey B rechtwinkli
gen Dreyecke ABC und FBC , weil die eine Ixathete 
CB, beydenDreyecken gemein ift, und die zweyten
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Katheten AB , BF der Conftruction gemäfs gleich 
find * : folglich wäre der Winkel BCF gleich dem Win
kel BCA, welcher der Annahme nach ein rechter ift. 
Alfo müfste auch der Winkel BCF ein rechter feyn : 
folglich, weil die Summe der beyden aneinander lie
genden Winkel BCA -4- BCF zwey rechte Winkel be- 

¥ 4. trüge, müfsten CA, CF in einer graden Linie liegen*, 
folglich wären zwifchen den beyden Punkten A, F 
zwey verfchiedne grade Linien ABF , ACF möglich, 
welches Grundfatz 6 wideripricht. Allo find zwey ver- 
fchiedne Senkrechte Linien von einem Punkte aufser- 
halb einer graden Linie, auf diefe Linie unmöglich.

[Folgerung. Alfo ift kein Dreyeck mit zwey 
rechten Winkeln möglich.]

[Anmerkung. Dafs auf eine grade Linie durch einen 
Punkt in ihr nur ein einziges Perpendikel möglich iß, haben 
wir Ichon Lehrfatz 1. Zufatz 2- bewiefen. Wie diefe Perpendi' 
kel zu conttruiren find, lehrt Aufg. 2, 3.]

LEHRSATZ 16.

Man denke (ich von einem Punkte A nach einer Fig. 28* J
graden Linie DE die Jenkrechte Linie AB, und meh
rere Jchiefwfftehende grade Linien AE, AC, AD etc. 
gezogen , Jb iß:

1 j die jenkrechte AB unter allen diefen Linien 
die kürzeße.

s ) Unter den fchiejßehenden Linien find je 
zwey, z.B.AC, AE, welche auf ent gegen gefetzten 
Seiten der fenkrechten Linie AB gleich weit von B 
(d. h.Jb daß BC = BE iß) aufftehn, gleich.
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3) Von allen andern fehiefßchenden Linien (z.B, 

AC, AD oder AC, AE ) ift fets die die größere, 
welche weiter von der fenkrechten aufßeht»

Man verlängere die fenkrecbte Linie AB um BF 
= AB, und ziehe FC, FD.

I. Da nach der Conftruction die Winkel ABC, CBF 
rechte, folglich gleich, und auch die Seiten AJB, BF 
gleich find, fo decken fich die beydcn über die ge« 
meinfchaftliche Seite BC befchriebnen Dreyecke ABC 
und FBC *. Folglich find die dritten Seiten AC, CF * 6. 
einander gleich. Nun aber ift die grade Linie ABF 
kürzer als die gebrochne Linie ACF *, folglich auch * 
AB die Hälfte der ABF kürzer als AC die Hälfte der 
ACF. Alfo ift die fenkrecbte Linie kürzer als jede 
fchiefaufftehende.

2. Wenn BE = BC ift, fo decken fich die bey- 
den über AB befchrieben bey B rechtwinkligen Drey
ecke ABE, ABC* folglich find die dritten Seiten AC, %Folg. 
AE, und folglich je zwey thiefftehende Linien, wel
che gleich weit von B aufftehn, gleich. — Diefe Li
nien müflen aber zu entgegengefetzten Seiten des Per
pendikels AB aufftehn, weil fie ionft zwey Punkte A 
und B gemein hätten, folglich zufammenfielen, und 
nur Eine, nicht zwey verfchiedne grade Linien aus
machten *. *Gr>

3. Im Dreyeck ADF ift die Summe der beydenSei- *• 
ten AD und DF grofser als die Summe der beyden Li
nien CA und CF, die von einem Punkte innerhalb des 
Dreyecks nach den Endpunkten der dritten Seite gezo
gen find *♦ Alfo.ift auch AD, die Hälfte von AD4- * 9,
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DF gröfser'als AC, die Hälfte von AG-fCF: folglich 
find die ichiefftehenden Linien länger, die weiter vom 
Perpendikel ab aufftehn.

Folgerung i. Die fenkr echte Linie ift das tvahre 
Mauß des Abßtwds eines Punkts von einer graden Linie t 
weil fie nur auf eine .einzige Art vorhanden (2), und 
zugleich die kürzefte unter allen möglichen Linien ift» 
die fich vom Punkte zur graden Linie ziehn lallen. 
[Daher werden wir hinfüro den Abjland eines Punkts von 
einer graden Linie, und umgekehrt den Abftand einer 
graden Linie von einem Punkte ftets durch das Perpendi
kel, welches vom Punkte auf die Linie gefällt wird, 
beftimmen. Wenn wir von derGröfse eines folchen Ab» 
ßands reden, mufs man darunter die Gröfse dicfes Per
pendikels zwilchen Punkt undLinie verftehn.]

pig, 36. [Der Abftand zweyer Linien AB, CD von einander 
hängt vom Abftande der Punkte in der einen, von der 
andern Linie, ab. Folglich mufs diefer Abftand durch 
die Gröfse der Perpendikel BA, FE, DC, die man 

. von den Punkten in der einen BD, auf die andere AC 
zieht, beftimmt werden. Sind diefe Perpendikel ins- 
gefammt gleich , fo find die. beyden Linien gleich weit 
abßeh^nd (lineae aequidiftantes), wo nicht, fo fiad.fie 
ungleich weit abßehend.]

Folgerung 2. Fen einem Punkte laßen fich nach 
einer und-derj'elben graden Linie nicht drey gleiche grade 
Linien ziehn. Denn fonft milite es auf einerley Seite 
des Perpendikels zwey gleiche (nicht zufammenfallen- 
de) fchief aufltehende grade Linien geben, welches 
nach 2 unmöglich ift.
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[ZufatzL Aus der Deckung der beyden Drey- , 
ecke ABC, ABE in (2) folgt die Gleichheit der Win
kele = E und der Winkel CAB — EAE ; fo wie umge<. 
kehrt aus der Gleicheit diefer Winkel und der Seiten 
AC = AE, oder der Seifen BC = BE die Deckung 
der beyden Dreyecke. Daraus ergeben fich folgende 
Sätze :

a, Die fchiefen Linien AC , AE welche gleich weit 
von der fenkrechten Linie AB abßekn (d. h. fo dafs 
CB '= BE ift) find fowohl gegen die Linie DE» 
als auch gegen die fenkrechte AB beyde unter glei
chen Winkeln geneigt.

ß, Zwey fchiefe Linien AC, AE, die dnter gleichen 
Winkeln C = E auf die grade Linie DE äufftehn, 
find gleich ; und überdem gleich weit vom Per
pendikel AB entfernt, d.,h. fo, dafs fowohl BC 
— CE, als auch der Winkel CAB = BAE ift, 
fallen folglich, wenn fie auf einerley Seite des Per
pendikels liegen zufammen (2).

«y, Zwey'fc bref - aufftehende Linien AC, AE die 
gleiche Winkel mit dem Perpendikel AB .machen w 
find gleich , und ftehn von demfelben gleich 
weitab.]
[Zufatz. IL Jede der fchiefftehenden Linien' 

AE, AC , AD etc. fteht auf DE unter ungleichen Ne
benwinkeln *, einem fpitzen und einem ftumpfen auf. *E. 
Und zwar Siegt der fpitze Winkel mit dem Perpendikel 
jlets auf einerley t der ßumpfe Winkel hingegen mit dem 
Perpendikel auf entgegengefetzter Seite der fehiefßehenden- 
Linie, Denn jede fchiefftehende Linie z. B, AC bildet
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mit dem Perpendikel AB und dem zwifchen bevden 
liegenden Stück der graden Linie DE ein rechtwink
liges Dieyeck, worin der Winkel der fchiefftehen- 
den Linie voi kömmt, der mit dem Perpendikel auf ei- 
nerley Seite der fchiefftehenden Linie liegt. Nun ift 
das Perpendikel AB ftets kleiner als AC (i), folglich 
auch der Winkel C kleiner als der rechte Winkel B *, 
folglich jener Winkel ein fpitzer, dagegen fein Ne
benwinkel ACD, der mit dem Perpendikel auf entge
gengefetzter Seite der ichiefftehenden Linie AC liegt, 
ein ftumpfer. ]

[Folgerung i. Wennzweyer fchiefftehenderLi
nien AC, AD fpitze Winkel (oder auch ihre ftumpfe 
Winkel) beyde nach einerley Seite jener Linien zu lie
gen , fo liegen diele Linien felbft beyde auf einer
ley Seite des Perpendikels AB. Wenn dagegen, wie 
bey AC, AE die fpitzen (oder auch die ftumpfenWin- 
kel auf entgegengefetzten Seiten jener Linien, (folg
lich gegeneinander gekehrt) liegen, fo liegen diefe 
Linien beyde auf entgegengefetzter Seite des Perpen
dikels AB.]

[Folgerung 2. Folglich fallt das Perpendikel, 
welches aus der Spitze eines Dreyecks auf die gegen- 
überftehende Grundlinie gefallt wird, wenn beyde Win
kel an der Grundlinie fpitz lind, innerhalb^ wenn ei
ner diefer Winkelfpitz der andre ftumpf ift, aufserhalb 
des Dreyecks. — Ift keiner der Winel an derGrund- 
linie ein rechter, fo fällt das Perpendikel in die eine

Kathete



DIE GRADE LINIE etC. 6$

Kathete des rechtwinkligen Dreyecks, weil aus einem 
Punkt auf eine grade Linie nur ein einziges Perpendi
kel möglich ift. d. U.

LEHRSATZ 17.

EsfeyEF eine auf der graden Linie AB fn derentig. 59. 
Mitte C, aufjlehendes Perpendikel ^fo iß t) jeder 
Punkt in diefem Perpendikel von den beyden Endpunk
ten der graden Linie AB gleich weit entfernt; 2) jeder 
Punkt aufserhalb des Perpendikels hingegen von diefen 
Endpunkten ungleich weit entfernt.

1. Da der Vorausfetzung gemäfs AC = CB ift, 
fo ftehn zwey aus irgend einem Punkte D des Perpen
dikels nach A und B gezogene grade Linien DA, DB, 
vom Perpendikel gleich weitab, lind alfo gleich. s 
Und folglich fleht jeder Punkt im Perpendikel von den 
beydenEndpunkten A, B gleich weit ab.

2. Es fey I ein Punkt aufserhalb des Perpendikels. 
Zieht manIA, IB, fo mufs eine diefer beyden Linien 
2,. B IA das Perpendikel in irgend einem Punkte D 
durchfchneiden. Man ziehe DB. Nun ift Iß < ID 

und, da D ein Punkt im Perpendikel ill, 
nach (1) DB — DA; folglich IB < ID + DA d. i. 
< IA, folglich jeder Punkt, aufserhalb des Perpendikels 
von den Endpunkten A, B ungleich weit entfernt.

Folgerung 1. Umgekehrt mufs jeder Punkt, 
welcher von zwey Punkten A, B gleich weit abfteht, 
in dem Perpendikel auf AB liegen, ( welches in der 
Mitte zwilchen dielen Punkten auffteht. Denn auiser-

E
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halb diefes Perpendikels kann ein folcher Punkt nach 
(2) 'nicht liegen. Eine grade Linie, ivelche durch zw’y 
von A and B gleich weit abßehende Punkte D, F gezogen 
iß} mußt alfo diefes Perpendikel feyn.

Folgerung 2. Das Perpendikel durch die Spitze 
eines gleichschenkligen Dreyecks niufs die Grundlinie, und 
folglich auch den Winkel an der Spitze halbiren. Denn 
die Spitze ift von den beyden Endpunkten gleichweit 
entfernt, und durch jeden Punkt ift pur ein Perpen» 
dikel auf .eine grade Linie möglich *.

Fig« 28« Folgerung 3» Wenn man von zwey gegebnen 
Punkten C, E noch fo viel Paare fich durchfchneiden- 
der Linien CA, EA fo zieht, dafs je zwey, welche 
fich fchneiden, gleich find, ( mithin im Verhaltnifs der 
Gleichheit ftehn) fo muffen die Durchfchnittspunkte 
dreier Linien insgefammt in einem Perpendikel auf 
CE, das in der Mitte zwilchen C und E auffteht, liegen. 
Diefes Perpendikel ift daher der gcometrifche Ort des 
Durchfchnittspunkts oder der Spitzen glelchfchenkli- 
ger Dreyecke, welche über diefelbe Grundlinie be-

♦ Et 21. fchneben werden *.

[LEHRSATZ Iß.]

Zwey Dreyecke DEFt NBL decken ßch^ wenn 
in ihnen zwey Winkel und irgend eine Seite gleich ßnd^

Liegen die gleichen Winkel beyde an der glei
chen Seite an, fo ift diefer Satz kein andrer, als der 
Ich on bewiefene yte Lehrlatz. Wo nicht, fo fey die 
Seite NB = DE, der Winkel N = D und der Winkel 
L = F,



DIE GRADI LINIE etC, 6?

Aus der Spitze des dritten Winkels B, E, fey 
«uf die gegenüberftehende Seite NL, DF, das Perpen
dikel BM, EH gefällt. Weil DE = NB ift, decken 
fich diefe beyde Linien, fo dafs die Endpunkte E, B 
undD, N zufammenfallen. Weil feiner die Winkel

• D, N gleich find, fo fällt auch die Seite DF auf NL*. *Gr.io. 
Nun ift von Einem Punkte (den zufammenfallenden 
E, B) nach Einer graden Linie (den zufammenfallenden 
DF, NL) nur ein einziges Perpendikel möglich *; * W- 
folglich müßen auch die Perpendikel EH, BM einan
der decken. In dieferLage gehn die dritten SeilenEF» 
BC beyde durch denfelben Punkt (E, B), und ftehn 
auf diefelbe grade Linie DF, NL, zu einerley Seite des .
Perpendikels EH, BM, und zwar der Vorausfetzung 
nach unter gleichen Winkeln L = F auf. Folglich 
müßen fie zufammenfallen *, allo die beyden Drey-¥15Zj 
ecke einander decken. ' ß.-

Folgerung i. Aus der Gleichheit zweyer Win
kel und einer Seite in zwey Dreyecken, folgt alfo die 
Gleichheit des Flächenraüms beyder Dreyecke, der drit
ten Winkel B, E und der beyden andern , den gleichen 
Winkeln gegenüberftehenden Seiten , NL = DF und 
BL = EF.

Folgerung 2. r Zwey rechtwinklige Dreyecke 
decken einander, wenn in ihnen aufser dem rechten 
noch ein andrer Winkel, und irgend eine der Seiten 
gleich find.

Anmerkung. Diefer Satz fehlt bey Le Gendre. Bey En- ’ 
klid ift er der c6fteSatz des erftenBuchs, wird dort aber andcrs 
bewiefen als hier, wo ich den Beweis gewählt habe, den man in 
Käßners Geometrie findet, d, U,

E 2
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LEHRSATZ I9,

Zwey rechtwinklige Dreyecke decken fich, wenn 
die Hypotenufe und eine der Katheten in beyden gleich 

■ ift.
’S0» Es fey die Hypotenufe AC = DF und die Kathe

te AB =s DE, fo wird die Deckung- der beyden recht
winkligen Dreyecke ABC, DEF dargethan feyn, wenn 
bewiefen wird, dafs die beyden andern Katheten BC, 
EF gleich feyn müften. Gefetzt fie könnten ungleich, 
und BC gröfser alsEF feyn, fo nehme man aufBC ein 
Stück BG = EF und ziehe AG. Dann hätten die bey
den rechtwinkligen Dreyecke ABG, DEF gleiche Ka
theten 4 AB = DE und BG = EF; fie müften fich al- 

•ö.üaJo decken*, und auch ihre dritten Seiten AG, DF 
gleich feyn. Es ift aber nach der Vorausfetzung DF 
= AC. Alfo wäre AG = AC, und wir hätten hier 
2.wey gleiche, durch den Punkt A gezogne, auf BC 
fchiefaufftehende grade Linien, in ungleichem Abftand 

? 16.3. vom Perpendikel, welches unmöglich ift * Alfo ift 
- es unmöglich dafs BC und EF ungleich wären, alfo 

* ii. nothwendig, dafs beyde Dreyecke fich decken *

[Anmerkung. Auch hieraus folgt, dafs das Perpendikel 
aus der Spitze des gleichfchenkligen Dreyecks auf die Grundlinie, 
die Grundlinie und den Winkel an der Spitze halbirt. ]

[LEHRSATZ 20.]

Zwey /chiefwinklige Dreyecke decken fich, wenn 
in ihnen zwey Seiten und einer der Winkel, welcher 
diesen Seiten gegeniiberficht, gleich find, und dabey
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die zweiten gegemiberßehenden Winkel bey de fpitz, 
oder beyde,ßnmpf ßnd,

Es fey NB = DE, BL = EF und der Winkel Fig. 24. 
N = D, fo werden die beyden Dreyecke NBL, DEF fich 
unter der Bedingung decken, dafs die beyden andern, 
den gleichen Seiten gegenüberftehenden Winkel, bey
de fpitz, oder beyde ftumpf find, welche Fälle die 
Figur beyde darfiellt.

Man ziehe aus der Spitze der von den gleichen 
Seiten eingefchlofsnen Winkel B, E auf die gegen- 
überftehende Grundlinie oder deren Verlängerung die 
fenkrechten Linien BM , EH *, fo decken fich die *Aufg.$ 
rechtwinkligen Dreyecke NMB, DHE weil in ihnen 
einer der fpitzen Winkel N, D und eine Seite NB, DE 
gleich find *. Alfo fallen die Seiten NM, DH, die *13.£3. 
Punkte B, E, und zugleich die Perpendikel BM, EH 
zufammen. Folglich find dann BL, EFjzwey von Ei
nem Punkte eines Perpendikels, nach Einer graden Li
nie , (den zufammenfallenden NL , DF) gezogne 
fchiefaufftehende Linien. Da nun; der Voraussetzung 
gemafs, erftens die Winkel L, F, welche den zufam- 
menfallenden Linien NB, DE gegenüberftehn und da
her auf einerley Seite der fchiefaufftebenden Linie BL, 
EF liegen, entweder beyde fpitz, oder beyde ftumpf 
find, fo müßen diefe fchiefftehenden Linien BL, EF 
fich auf einerley Seite des Perpendikels befinden *, und ♦ig.z.j, 
und da fie zweytens der Vorausfetzung nach gleich 
find, fo muffen fie zufammenfallen *. — Folglich fal- * 
len alle drey Seiten der Dreyecke NBL, DEF zufam» 
men, und beyde Dreyecke decken fich.
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An m’erkung. Diefen Satz der bcy Euklid und Le Gen

dre fehlt, habe ich aus Simpfan entlehnt, den Beweis aber felbft 
geführt, da Simplon die Hauptfaehe, dafs BC, EF auf einerley 
Seite des Perpendikels fallen muffen, nicht darthut, wozu ihm 
Sätze, wie die beym löten Lehrfatz nachgetragnen, fehlten. Dafs 
differ Satz übrigens allein unter der beygefügten Bedingung gilt, 
erhellt aus dem Bc*weife. Denn nur unter diefer Bedingung ift cs 
nöthwendig dafs die Ichiefftehenden Linien BL, EF, beyde auf 
einerley Seite des Perpendikels liegen und fich decken* -OhnedÄn 
könnten fie wie BL, E'F auf entgegengefetzten Seiten des Per
pendikels liegen, und dann würden fie ihrer Gleichheit ungeach
tet nicht zufammenfallen. Die Deckung bliebe alfo ohne jene 
Bedingung Zweifelhaft. — Wie, wenn zwey Linien als Seiten 
eines Dreyecks, und ein ihnen gegenüberftchender Winkel gege* 

j. ben find, das.Dreycck zu findenift, lehrtAufg. io.
<1. U,

LEHRSATZ 21.

Tig. 31. Zwey grade Linien AC, BD, welche'auf einer 
•E. 14 dritten AB fenkrecht ßehn*, find parallel, d. h. tref- 
*E 15 zuJammeii, fo weit man fie auch verlängert*.

Denn gefetzt fie träfen in irgend einem Punkte O 
*E»io. oberhalb oder unterhalb der Linie AB zufammen* ; fo 

hätte man einen PunktO, von welchem zwey ver- 
fchiedne Perpendikel OA, OB noch derfelben graden 

« Linie AB giengen, welches unmöglich ift *.
[Hieraus erhellt die Möglichkeit parallaler Li

nien, — Die I5te Erklärung gehörte alfo hierher.]

LEHRSATZ 22.

Fig. 32. Weunauf der gradenLinie AB, eine andereBD 
fenkrecht und eine zweyte ACfchief auffteht, fo dafs 
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der fpitze Winkel BAG nach der Seite jenes Perpendi
kels zu liegt, fo miyjeuBDy AC genug jam verlängert 
[an. der Seite der Alf auf welcher der fpitze Winkel 
liegt] zufammen treffen,

Aus verfchiednen Punkten F, C, P, der fchief- 
ftehenden Linie AC feyen auf AB die Linien FG, CM,. 
PN fenkrecht gezogen.

Diefe Perpendikel fallen insgefammt auf die Seite 
der AC, auf welcher der fpitze Winkel liegt *, d. i. *iä«Z.2- 
der Vorausfetzung nach insgefammt nach der Seite 
des Perpendikels BD. Die Punkte G, M, N in welchen 
lie auf die AB aufftehn, können nicht mit dem Punkte 
A zufammenfallen, weil BAC kein rechter Winkel ift. 
Eben fo wenig können fie in der entgegengefetzten 
Verlängerung AL der Linie AB liegen. Denn fonft 
müfste das imPunkte A auf AB errichtete Perpendikel
AE von diefen Perpendikeln durchfchnitten werden, 
(wie z. B. von FH in K)*, und dann waren von dem * Gr. s. 
Durchfchnittspunkte (K) zwey verfchiedne Perpendi
kel auf AL vorhanden (KA, KH) welches unmöglich 
jft *: folglich muffen die_ Punkte G, M, N in der Li- 
nie AB von A nach B zu liegen.

*

Grade aus denfelben Gründen mufs, wenn AC 
gröfser als AF ift, auch der Punkt M von G nachB zu 
in der Linie AB liegen. Sollte er mit G zufammen- 
fallen, fo ftünden in G auf AB zwey verfchiedne gra
de Linien GF, GC lenkrecht, welches unmöglich ift*. v^z.z 
Sollte er in die entgegengefetzte Seite der AB fallen, 
fo würde das Perpendikel aus C das Perpendikel FG 
durchfchneiden, und aus einem Punkte aufscrhalb der
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AB auf ihr zwey verfchiedne Perpendikel vorhanden 
feyn, welches eben fo wenig möglich ift. Folglich 
mufs der Punkt M von G nach B zu fallen, fo dafs 
AM gröfser als AG ift.

Wenn man alfo auf AC ftefs in gröfsern Entfernun
gen Punkte nimmt, und aus ihnen fenkrechte Linien 
auf AB zieht, fo fällt der Punkt wo He aufAB aufftehn, 
immer weiter und weiter von A ab. In diefem Wachs
thum der Entfernungen AG, AM, AN Gränzen an
nehmen zu wollen, würde ungereimt feyn. Denn 
gefetzt man wollte behaupten irgend eine der fenkrech- 
ten Linien z. B. CM fey die letzte, folglich die, deren 
Fufspunkt M am weiteften von A abftünde, £b ließe 
{ich allemal, auf die Art, wie es hier gefchehn ift, dar- 

*Fo. a, thun, dafs wenn man die AB verlängert *, ein aus ir
gend einem Punkte P der Verlängerung aufAB gefäll
tes Perpendikel PN in einer Entfernung AN, die grö? 
fseralsAMift, aufftehn müfste ; èinRelultat, welches 
der Annahme, dafs CM die letzte am weiteften von A 
entfernte fenkrechte Linie fey, widerfpricht.

Folglich ftehn auf AB in jeder beliebigen, noch 
fo grofsen Entfernung von Punkte A Perpendikel, die 
aus einem Punkte der AC gefällt find, auf: folglich 
auch in der Entfernung AB , und hier mufs das Perpen
dikel mit der fenkrechten Linie BD zufammenfallen, 
da in einem Punkte B einer graden Linie nur ein ein- 

•i.Z.a, zig€S Perpendikel auf diefe Linie möglich ift*; folg
lich mülfen die Linen AC, BD genugfam verlängert, 
in irgend einem Punkte zufammentrefFen, und zwar 
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an der Seite der AB, auf welcher der fpitze Winkel 
BAC liegt.

[Anmerkung. Diefes ift derFundamentalfatz in der Lehre 
von den Parallellinien, helfen Beweis, wie ihn Le Gendre führt, ich 
aufdas Vortheilhafteftc darzuftellen, und, (wie man aus den Giraten 
fehn kann) durch Einfchakung früherer von Le Gendre übergange
ner Sa^ze in das Syftem, ich noch belfer zu begründen gefucht habe» 
Aus diefem Satze folgt der 24fte Lehrfatz, delfen Beweis, wie 
es fcheint, Euklid für unmöglich hielt, und den in der That noch nie
mand, fo viele Wege man auch eingefchlagen hat, elementarifch und 
völlig bindend dargethan hat. Hr. Le Gendre würde fich daher 
ein bleibendes Verdienft um die Geometrie erworben haben, w,enn 
der hier mitgetheilte Beweis biedend und ohne Lücke ware, und 
fich dagegen nichts anders einwenden liefse, als was Le Gendre 
felbft in einer Anmerkung erinnert, dafs die Idee des Unendli
chen dabey mit ins Spiel komme ( welches , wenn es nur auf ge
hörige geometrifchc Art gefchieht, nicht tadelnswürdig feyn 
könnte). Ich glaube aber an Hr, Le Gendres Beweis zweyerley 
ausfetzen zu müften.

Erfiens wird im indirecten Beweife im Erften Abfatz unbe- 
wiefen behauptet, dafs die als fcnkrecht angenommene EH das 
Perpendikel AE durchfchneiden müffe ; eine Lücke die jedoch 
leicht auszufüllen ift, wenn man nur die von unferm Verfafter 
übergangnen Sätze vom Schneiden der Linien den Principien der 
Geometrie zufügt, wie ich das zu chun verfucht, und deshalb 
auf Grundfatz 8 verwiefen habe,

Zweytens, und das ift die Hauptfache, thut diefer Beweis 
zwar überzeugend dar, dafs, falls es in der Verlängerung einer 
graden Linie keine Gränzen giebt, (und dafs es die nicht gebe 
liegt in Forderung 2 J cs auch kein letztes Perpendikel aus Punk
ten der AC auf AB geben könne. Allein daraus folgt keineswegs, 
wie im dritten Abfatz ftillfchweigend angenommen wird, dafs es 
in der Entfernung jener Perpendikel vom Punkte K keine Grunze 
geben könne. Denn es waie vielleicht doch denkbar, daß bey
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gleich weit entfernten Pankren auf der AC, die Perpendikel auf AB 
immer weniger von einander abftünden, und ihre Entfernungen, 
vielleichtin diner geometrifchen oder andern unendlichen Reihe die 
eine endliche Summe hat, abnehmen könnten, da denn für gewiße 
Entfernungen der BD,-die AC fich ihr aflymptotifch nähern würde, 
ohne fic je zu erreichen. In diefem Fall wäre zwar eine Gränze 
in der.Entiernung jener Perpendikel vom Punkte A auf der Linie s 
AB vorhanden, über die heraus für jede Entfernung von A keiii 
Perpendikel aus einem Punkte in der AC die AB mehr duchfchnit- 
te, allein dem ungeachtet gäbe es kein letztes Perpendikel,\veil es 
bey allen Annäherungen ohne Ende keinen letzten Zuftand giebt. 
Es fcheint daher etwas übereilt zu feyn , wenn Hr, Le Gendre 
im vierten Abfatz aus dem was dargethan ift (d. h. daraus dafs 
es kein letztes Perpendikel giebt ) unmittelbar folgert, dafs in. 
jeder noch fo grofsen Entfernung von A ein Perpendikel aufitehc; 
eine Folgerung die nur dann gültig wäre, wenn er dargethan 
hätte, dafs es in der Entfernung der Durchfchnittspunkte der Per
pendikel auf der Linie;AB, vom Punkte A an gerechnet, keine 
Cränze giebt. So lange er uns diefes nicht beweift (und das 
möchte auf dem Wege, den er einfehlägt, kaum möglich feyn) 
können wir feinen Beweis nicht als' bindend erkennen, fondern 
müßen ihn, fo viel Scharffinn er übrigens verräth, den nicht 
ganz geglückten Verfuchen die Schwierigkeit in der Theorie der 
Parallellinien zu heben, beyzählcn. Unferm Lofer wird er we- 
nigftens dazu dienen, dafs er cinfieht, worauf die Schwierigkeit 
bey diefem Satze beruht, welches mehreren, die fich mit diefer 
Theorie befchäftigt haben, nicht fcheint recht deutlich gewefen 
au feyn. —■ Uober die Vçrfuchc die Theorie der Parallellinien 
»uf einem andern Wege zu begründen , fehe man die erfte unter 
den Bemerkungen, welche diefen Elementen angchängt find.

d. U.

LEHRSATZ 23.

•Iig.32. zwey grade Linien AC, BD mit einer
innere Winkel* £AB> ABD
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bilden, deren'Summe zwey rechten Winkeln gleich iß, 
fo find ße parallel.

Aus'dem Punkt G in der Mitte zwifchen AundB 
fey fenkrecht auf AC die grade Linie EGF gezogen *. 
Der Vorausfetzung nach find GBD -}- GAÉ zwey rech
ten Winkeln gleich. Nun find auch, als Nebenwin
kel, GBD 4~ GBF zwey rechten Winkeln, alfo der 
Summe jener beyden Winkel gleich*. Folglich GAE * Gr. r. 
= GBl'.* Uebsrdcm find als Scheitelwinkel AGE, * Gr. a. 
BGF, und der Conftruction gemäfs die Seiten GA, GB 
gleich. Folglich decken fich die beyden Dreyecke 
AEG , BIG *, und auch die "Winkel GFB , GEA » 
find gleich. Nun ift GEA der Conßruction gemäts 
ein rechter Winkel, alfo auch GFB. Folglich ftehn 
die beyden Linien AC, BD auf einer dritten- fenkrecht, 
find alfo parallel*. * -I»

[Fo Ige rung. Sollen alfo zwey grade Liniert zu- 
fammentreffen, fo müßen fie mit jeder, dritten, wei
che fie durchfçhneiden , zwey innere Winkel bil
den, die zufammen genommen grofser oder kleiner 
als zwey rechte find.]

LEHRSATZ 24.
Wenn zwey grade Linien AI, BD, mit einer 

dritten AB zwey innere Winkel BAI, ABD bilden, 
■ denn Summe kleiner als zwey rechte Winkel iß, fo 
treffenße genugfam verlängert zufammen, und zwar 
an der Seite der AB, an welcher die beyden innern Win* 
kel, die kleiner als zwey rechte find, liegen. ]

Man ziehe durch A die grade Linie AC, [unter 
einem Winkel, welcher dem Nebenwinkel von ABD
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*Aufg«4 gleich ift *] fo dafs die beyden ïnnern Winkel CAB, 

ABD zufammengenommen zwey rechten Winkeln 
gleich werden, und nehme dann diefelbe Conftruction 
als beym vorigen Satze vor. — Da dann AE das Per
pendikel und AK eine fchiefftehende Linie auf EG ift, 
die beyde durch denfelben Punkt A gehn , fo ift der 
Winkel AKE, welcher mit dem Perpendikel auf einer-

•16 Z.e. ley Seite der fchiefftehenden AK liegt, fpitz*, folg« 
* 5, lieh auch fein Scheitelwinkel FKI *. Daher müden

KI, FD genugfam verlängertoberhalb EF zulämmentref- 
* 22. fen *. [Nun aber können fie nicht in dem Stück BF 

zufammentreffen; weil fonft die Winkel BAI, ABD, 
gegen die Vorausfetzung nicht auf einerley Seite der 
AB liegen würden. Folglich müfferi fie in dem Stück 
BD, alfo oberhalb AB zufammentreffen, d. i. an der 
Seite der AB, an welcher die beyden innern Winkel, 
die kleiner als zwey rechte find, liegen.]

Zufatz I. Daffelbe findet auch ftatt, wenn zwey 
Linien AM, BD mit der dritten AB zwey innere Win
kel BAM, ABD bilden, deren Summe gröfser ah zwey 
rechte Winkelift. Denn da die Summe der Nebenwin
kel BAM, BAN und ABD, ABF vier rechten Winkeln

•5 Z i. ift und fter Vorausfetzung nach BAM -f- 
ABD gröfser als zwey rechte Winkel ift ; fo mufs die 
Summe der beyden andern Winkel BAN-F ABF klei
ner als zwey rechte Winkel feyn, allo AN dem vo
rigen Beweife zu folge mit BF zufammentreffen, [jetzt 
aber unterhalb AB, da in diefem Fall die innernWin- 
kelr die kleiner als zwey rechte find, unterhalb Aß 
liegen,]

!
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Z u f a t z II. Durch jeden Punkt A iß mit einer 
graden Linie BD nur eine einzige Parallellinie AC mög
lich. Denn jede von AC verfchîedne grade Linie 
AI oder AM, bildet mit AB einen kleinern oder einen 
grö’fsern Winkel als AC, folglich zwey innere Winkel, 
deren Summe kleiner oder gröfser als zwey rechte ift» 
durchfchneidet alfo BD.

[Anmerkupg. Die Beftimmung zu welcher Seite der Ab» 
die beyden graden Linien zufammentreffen, fehlte bey ünfentt 
VerfaHer mit Unrecht, da fie von vielem Gebrauch ift. — Der 
Lehrfatz felbft ift Euklids eilfer Grundlatz, über den man einige 
Bemerkungen am Ende diefes Werks findet, wo auch unfer 
Verfaffer eine überrafchende analytifche Methode angiebt, wie 
fich die Hauptfätze der Geomepie unabhängig von der Theorie 
der Parallellinien darthun lafien.]

LEHRSATZ 25.

Wenn zwey Parallellinien AB, ÇD von einer gra- Fig, 54, 
den Linie EF gefchnitten werden, Jo iß die Summe 
der beyden innern Winkel AGO, GOC zwey rechten 
Winkeln gleich»

Denn gefetzt fie fey kleiner oder gröfser als zwey 
rechte Winkel, fo müften, dem vorigen Lehrlatz zu 
folge, beyde Linien zufammentreffen, waren ailb nicht 
parallel.

Folgerung 1. Wenn AGO ein rechter Winkel 
ift, fo mufs es auch der zweyte innere Winkel GOC 
feyn. Folglich fleht jede grade Linie, die auf einer von 
zwey Parallellinien fenkr echt fleht, auch auf der andern 
fenkrecht.
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Folgerung 2. Da AGO 4' GOC zwey rechten 

Winkeln gleich ift, überdem auch die Summe der Ne
benwinkel GOD 4- GOC zwey rechte Winkel beträgt, 
fo ift AGO gleich GOD, alfo auch gleich dem Scheitel
winkel des JetzternCOF. Alfo find fowohl die vier fpitzen 
WinkelEGB, AGO, GOD, COF einander gleich, als 
auch die vier ftumpfen Winkel EGA , BGO, GÖC, 
DOE ; und jeder der fpitzen macht mit jedem der 
ftumpfen Winkel zufammengenommen zwey rechte 
Winkel aus. — Umgekehrt ift , wenn AGO gleich 
GOD oder COF ift, auch AGO 4- GOC gleich GOD 
4- GOC d. h, zwey rechten Winkeln gleich'.

Anmerkung. Diefe Winkel liegen um zwey verfchiedne 
DurchfchnittspunkteG, O. Ein Winkel an einem Durchfchnitts- 
punkt in Verbindung mit einem Winkel am andern Durchfchnitts- 
punkt betrachtet, geben Paare von Winkeln, denen man eigne 
Namen gegeben hat. Die Winkel zwifchen beyden Parallelli
nien, welche zu einerley Seite der durchfchneidendenLinie liegen, 
nennt man vorzugsweife innere Winkel ( angles internes) z. B. 
AGO , GOC auch BGO, GOD ; die Winkel zwifchen beyden 
Parallcllinien, welche auf entgegengefetzter Seite der durchfchnei
denden Linie liegen, Wecbfelswinkel (angles alternes oder alternes 
internes) z. B. AGO, GOD auch BGO, GOC ; endlich ein Paap 
Winkel auf einerley Seite der durchfchneidenden Linie, wovoa 
einer zwifchen , der andere aufscrhalb der beyden Parallellinien 
liegt, änj'sere Winkel angles internes - externes ), dergleichen 
EOD, EGB, auch EGA, EOC ; FGB, FOD, und EGA, FOC 
find. (Die Winkel aufserhalb beydern Parallellinien, auf entge
gengefetzter Seite der durchfchneidenden Linie , z. B. EGB, 
COF nennt Le Gendre ^alternes - externes; im Deutfchen wür
den wir fie am fchicklichften äufsere Wechfelswinkel nennen. ) _ 
In diefe Benennungen übertragen, fagt.yufer LehruiU und die 
vorhergeheudcö fvlgendçs au?5
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I, Wenn zwey Parallelliiiien von einer dritten graden Linie 
durchfchnitten werden , fo find die innen Winkel zafaniiHen 
genommen z wey rechten Winkeln gleich ; ft) die Wechfelswinkel und. 
7) auch die äufsern Winkel untereinander gleich.

2. Wenn umgekehrt zwey grade Linien fo von einer dritten 
durchfchnitten werden, dafs die Summe der Innern Winkel zwey 
rechte beträgt, oder dafs die Wechfelswinkel, oder difs die 
Aeufsern-Winkel gleich find; fo find die Linien parallel *. Eins 
diefer Merkmale zieht ftets die beyden andern nach fich, wie aus 
Folgerung 2 erhellt.

[3. Werden dagegen zwey grade Linien von einer dritten fo 
durchfchnitten, dafs die Innern Winkel nicht zwey rechten,und*Fig. 33* 
die Wechfelswinkel, fo wie die äufsern Winkel, nicht untereinan
der «deich find, fo treffen diefe.Linien znfammen, und zwar an* 
der Seite der durchfchneidenden Linie, an welcher die innern
Winkel 1AB + ABD < 2 K find *; folglich an 
der kleinere der Wechfelswinkel liegt IAB AEb

der Seite, wo • 34; 
oder ABD <C

BAL, oder an der Seite an welcher der kleinere von zwey äu
fsern Winkeln zwifchen den Parallellinien liegt,]

[4. Auf die Sätze unter 2 beruht die Coußructicn der Paral
lellinien, in Aufgabe 6, und daher auch die Möglichkeit des Pa- 
rallelogramws * , welches entlieht, wenn man von zwey Punkten * -n 
einer Parallellinie nach der andern gleichlaufende Linien zieht, Fig. 34.
folglich Parallelen zwifchen Parallelen bildet. ]

LEHRSATZ 26.

Zwey grade Linien AB, CD, welche mit einer 35- - 
dritten EF parallel find, find untereinander felbß pa
rallel.

Es fey RP ein Perpendikel auf EF. Weil nun AB 
mit EF parallel ift, fo ftehtRPauch auf AB lenkrecht u -
Weil -zweytens CD mit EF parallel ift, fo fleht Rp 
such auf CD fenkrecht. Alfo ftehn AB, CD beyda



So euch I.

auf einer graden Linie RP fenkrecbt ; folglich find fie 
* si« untereinander parallel *.

LEHRSATZ 27.

f iz. 36. Zwey Parallellinien ftehn überall gleich weit von
einander ab, d.h. Perpendikel, die von Punkten in der 
einen auf die andre gefällt werden,find überall gleich.

Es mögen BA, DC zwey Perpendikel feyn, wel
che aus Punkten in der einen Parallellinie BD auf 
die andre Parallellinie AC gefällt find» Ferner 
fey F ein Punkt in der Mitte von,' BD, und FE 
das Perpendikel aus diefem Punkt auf AC. Alle drey 
Perpendikel ftehn auf beyden Parallellinien zugleich 
fenkrecbt*, daher die Winkel um A, E, C,D, F, B 
insgefamint rechte find. Diefes vorausgefetzt behaupte 
ich , dafs das Viereck AEFB fich mit dem Viereck 
CEFD deckt. Beyden ift die Seite FE gemein. Da ferner 
die Winkel bey beyden rechte find, folglich einander 
decken, und der Conftruction gemäfs BF — FD ift, 
fo fällt der Punkt B auf D, und da die Winkel bey 
B und D beyde rechte, alfo ebenfalls gleich find, fällt 
auch BA auf DC, Ueberdem fällt, weil bey E rechte 
Winkel find, EA auf EC, folglich auch A auf C, als 
Darchfchnittspunkte zweyer zufammenfallender L]_ 
nicn. Alfo decken fich die beyden Vierecke, und 
die Perpendikel AB, CD find gleich. [Da diefer Be
weis für alle Perpendikel gilt, fo ftehn folglich zwey 
Parallellinien durchgängig gleich weit von einander

•16 fi Üneae aequidiftantes; eine Eigen-
fchaft, woraus mehrere die Definition und die ganze

Theorie
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Theorie der Parallellinien zu gründen gefucht habeft, 
wozu diefe Eigenfchàft jedoch erft vermöge des folgen* 
den Lehrfatzes tüchtig wird. Siehe Bemerkung i» aili 
Ende diefes Bandes,]

Zufatz. Grade àuf diefelbe Art wird de? tmige* 
kehrte Satz bewiefen, dafs eine Linie , Welche Von ei
ner graden Linie in allen ihren Punkten gleich Weit 
abfteht, aüch eine grade Linie 5 und zwar eine Päral- 
lellinie mit der erltern feyn müfs* Däräus folgt daf$ 
eine Linie die mit einer gegebnen Linie parallel läuft, 
der geo me tri fiche Ort aller Punkte ift, Welche von der 
gegebnen graden Linie gleich weit abftehtl, öder det 
geometrilche Ort für die Aufgabe einen Punkt anzuge- 1 
Len, der von einer gegebnen graderi Linie um eine 
gegebne Linie abfteht. Alle Punkte in der Parallelli* 
nie und keiner äufser ihr « thun diefer Aufgabe ge
nüge ♦* ' * Ê. äi«

[t Ë H R S A f 2

Zwéy grade Linien in einer Ebite, weiche nickt Fig. 
parallel findi ßehn überall ungleich weit ton einander 
ab, und‘zwar wird ihr Abjiand nach der Seite zu, 
Wo fie einander durchfichneideni immer kleiner i nach 
der entgegevgefetzten immer größter.

Es mögen AC, BH, zWey grade Linien feyn, 
welche flach .der Seite VonC und H hin 'züfarn men tref
fen Von zwey PunktenB undH der einen, falle mail 
auf die andere die Perpendikel BA Hild HC, fö mufti 
HC < BA feym

F
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Denn man errichte auf der Mitte von AC eine 

dritte fenkrechte Linie EG; fo mufs, weil beyde Li
nien fich nach C und H zu, durchfchneiden follen, 

« 2^t £ diefer Vorausfetzung gemäfs EGH 4~ GEC < 1 R *, 
folglich EGH < R alfo fpitz feyn. Nun aber läfst 
das Viereck GECH fich wie im vorigen Beweife fo auf 
das Viereck GEAB legen, dafs GE, EC, CH, aufGE, 
EA, AB, fallen. Gefetzt nun erftens CH fey gleich 
AB, fo würden beyde Vierecke völlig einander de
cken', alfo EGH ein rechter Winkel feyn, welches der 
Vorausfetzung widerfpricht» Gefetzt zweytens CH 7 
fey gröfser als AB, fo würde, indem CH auf AB liegt 
der Punkt H in der Verlängerung von AB , über B 
hinaus fallen; folglich müllen die Schenkel EG, GH, 

»E.n.ß den Winkel EGB einfchliefsen, alfo EGH > EGB *, 
d. i. der fpitze Winkel gröfser als der ftumpfe feyn, 
welches ungereimt wäre» Alfo mufs nothwendig HC, 
kleiner als BA feyn, alfo der Abftand zweyer folcher 
Linien nach!der Seite des Durchfchnittspunktes hin 
immer kleiner, nach der entgegengefetzten flets grö
fser werden.

Die beyden Linien alfo nähern fich einander immer 
mehr auf der Seite des Perpendikels, auf welcher der 
Durchfchnittspunkt liegt, oder convergiren nach dem 
Durchfchnittspunkte zu, entfernen fich dagegen von ein
ander immer weiter oder divergiren auf der entgegenge
fetzten Seite des Perpendikels, Und zwar nimmt hier 
ihr Abftand ohne Glänzen zu , und kann deshalb 
gröfser als jede angebliche Grofse werden»

d. U.



WIE GRADE LINIE etC. 83

LEHRSATZ 29.

Zwey Winkel BAC, DE F find gleich, wenn ihre^' SS- 
Schenkel nach eincrley Seite zu untereinander parallel 
laufen, d, h. jo, dafs je zwey der parallelen auf ei- 
sierley Seite der andern Schenkel liegen»

Man verlängere, falls es nothigift, den Schenkel 
DE des einen Winkels, bis er einen Schenkel des an
dern Winkels in einem Punkte G durchfchneidet. 
Dann werden die beyden Parallellinien EF, AC von ei
ner graden Linie DG durchfchnitten, folglich find, 
als äufsere Winkel, DEF, DGC gleich *. Ueberdem * 25.A, 
lind auch DGC , BAC , als äufsere Winkel an den 
Parallellinien GD, AB gleich; folglich auch die Win
kel DEF, BAC»

Anmerkung. Daraus, dafs die Schenkel zweyev Winkel 
untereinander parallel lind , läfst fich auf die Gleichheit beyder 
Winkel nur unter der Bedingung fchlicfsen, dafs die parallelen 
Schenkel EP , AC nach einerley Seite der andern parallelen Schen
kels ED, AB, und diele nach, einerley Seite von jenen zu liegen 
[qu’ils foyent dirigés dans le même lens; ein Wort dem im 
Deutfchen keins entfpricht.] Auch find die Winkel gleich, wenn 
die parallelen Schenkel beyde auf entgegengefetzten Seiten der 
andern liegen. Zwey Winkel wie DE'H, BAC, in welchen zwey 
der parallelen Schenkel E'D, AB diele Lage haben, die beyden 
andern E’H, AG aber auf entgegengefetzten Seiten der andern 
Schenkel liegen, find nicht gleich, fendern ergänzen einander 
ZU zwey rechten Winkeln.

LEHRSATZ 30»'

Wenn man die Seite CA eines Dreyecks verlän
gert, Jo,ift der ton der Verlängerung AD und derr^. ;<?.

Fs
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andern nicht verlängerten Seite AB eingefchlofsne äu
ßere Winkel am Dreyeck BAD der Summe der beyden 
innernjhm entgegenßehenden Winkel B und C gleich* 

Ziehe durch den Winkelpunkt A parallel mit der 
*Aufg.6 gegenüberftehenden Seite BC die Linie AE *. An der 

die Parallelen durchfchneidenden graden Linie AB find 
die Wechfelswinkel B, BAE, an der andern fie durch
fchneidenden graden Linie CD die äufseren Winkel C, 
EAD gleich. Folglich ill B + C gleich BAE -j- EAD 
d. h. gleich dem aufsern Winkel BAD.

[Folgerung. Der äufsere Winkel ift alfo grofser 
als jeder der beyden Innern die ihm gegenüberftehn.]

LEHRSATZ 3Î.

Die drey Winkel eines Dreyecks find zufammen* 
genommen zwey rechten Winkeln gleich.

Denn da nach dem vorigen Lehrfatz B C = BAD 
ift» fo wird wenn man beyderfeits den dritten Winket 
A hinzufügt, A -f- B + c — A-J- BAD = zwey rech- 

* 3. ten Winkeln. *
Folgerung I. Wenn zwey Winkel eines Dreyecks, 

oder ihre Summe gegeben wird, fo iß auch der dritte Win- 
kel (als der Unterfchied zwifchen zwey rechten Win
keln und diefer Summe) bekannt. Ihn zu finden lehrt 
Aufgabe 7.

Sind folglich in zwey Dreyecken zwey Winkel gleich, 
fo find es auch die dritten Winkel, und beyde Dreyecke 
gleichwinklig.

Folgerung 2. Kein Dreyeck kann mehr als Einen 
rechten oder Einen ßumpjen Winkel haben. Denn hätte 
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es deren zwey, fo müften die drey Winkel zufammen- 
genommen gröfser als zwey rechte feyn.

In jedem rechtwinkligen oder ftumpfwinkligen 
Dreyeck lind zwey Winkel fpitz. Im rechtwinkligen 
beträgt die Summe der fpitzen Winkel einen rechten 
Winkel, und im rechtwinkligen gleichfchenkligen Dreyeck 
ift jeder der fpitzen Winkel einem halben rechten 
gleich *. Die W’inkel an der Grundlinie «eines gleich- * 12, 
fchenkligen Dreyecks find allemal fpitz,

F 01 ge r un g 3. Im gleichfeitigen Dreyeck beträgt
jeder Winkel zwey Drittel eines rechten *. * 13. f.

[Folgerung 4. Nimmt man folglich auf dem ei- Tig. 17« 
nenSchehkel eines rechten Winkels GCB ein beliebiges 
Stück CG und befchreibt darüber ein gleichfeitiges 
Dreyeck * , fo wird dadurch der rechte Winkel in 
zwey Stücke gefchnitten, welche j R und fRbetragen 
und halbirt man den Winkel im gleichfeitigen Dreyeck 
GCD *, fo wird der rechte Winkel in drey gleiche Theile *Aufg.$ 
get heilt.}

LEHRSATZ $2.

Die Summe aller innern Winkel eines gradelinig- 
ten Vielecks betragt ja vielmal zwey rechte Winkel, 
als das Vieleck Seiten, weniger zwey, hat.

Es fey Fig. 5, ein Vieleck von beliebig viel Sei
ten. Zieht man die Diagonale AC fo, dafs fie ein Drey
eck ABC abfchneidet, fo bleibt ein Vieleck ACDEFG 
übrig, welches eine Seite weniger als das erfte Vieleck 
hat, und deffen Winkel zufammengenommen, ver
mehrt um die Summe der Winkel des Dreyecks ABC,
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d. h. um zwey rechte Winkel der Summe'der Winkel des 

erften Vielecks gleich find.— Folglich ift die Summe al
ler Winkel eines Vierecks der Summe der Winkel eines 
Dreyecks und zwey rechten Winkeln, d. h. vier rechten 
Winkeln gleich ; die Summe aller Winkeleines Fünfecks* 
der eines Vierecks und zwey rechten Winkeln, d. h. lechs 
rechten Winkeln, und fo ferner, indem die Summe 
aller Winkel für jede hinzukommende Seite um zwey 
rechte Winkel gröfser wird. Da nun unfer Satz vom 
Dreyeck, Viereck, Fünfeck gilt, fo^gilt er auch vom 
Sechseck u. € w. Folglich beträgt in jedem Viereck die 
Summe aller Winkel fo vielmal zwey rechte Winkel, 
als das Vieleck Seiten, weniger zwey, hat.’ [Gefetzt 
alfo es habe nSeiten, fo ilt die Summe aller Winkel 
diefes n Ecks gleich ( n— 2) X 2 R. ]

Folgerung 1. In {einem gleichwinkligen Vieleck 
erhält man die Gröfse jedes Winkels, wenn man die 
Summe aller , durch die Zahl der Winkel dividirt. 
Daher ill jeder Winkel im gleichwinkligen Viereck ein rech
ter, im gleichwinkligen Fünfeck j R; im gleichwinkligen 
Sechseck | R oder *Ru. f. f; [überhaupt im gleichwin
kligen n Eca,' (»—2) X 2 /?.]

u
Will man alfo lauter gleichwinklige Figuren von 

einer- gleichen Anzahl von Seiten fo um einen Punkt 
in einer Ebne zufammen legen, dais fie ringsumher jan- 
einandcr fchliefsen, und keine Lücke lallen, fo lall fich 
das nur mit 6 gleichwinkligen Dreyecken-, oder mit 
4 gleichwinkligen Vierecken, oder mit 3 Sechsecken, 
und mit keyier andern gleichwinkligen Figur beweik- 
ftelligen. ]
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[Folgerung 2. Verlängert man eine Seite des 
Vielecks, fo entlieht ein äufsererWinkel, der als Ne
benwinkel des innern, diefen zu zwey rechten Win
keln ergänzt. Verlängert man daher an jedem der 
Winkelpunkte eines n Ecks eine der Seiten, fo find 
die n äujsern Winkel des Vielecks t die dadurch entftehn, 
zufammengenoifinien gleich dem, was der Summe aller 
innern Winkel des Vielecks an n rechten Winkeln 
fehlt, mithin allemal gleich zwey rechten Winkeln»

Doch gilt diefes nicht he/ Vielecken mit erhabnen 
Winkeln*, wiewohl für diefe die Ausfage des Lehrfatzes • £. 
■wahr bleibt» Bey ihnen nimmt für jeden erbahnen 
“Winkel die Summe der äußern Winkel mit zwey 
rechten Winkeln zu.J

[Anmerkung» Der hier geführte Beweis des Eehrfatzes 
ift unferm Verfaflcr eigen. Zieht man aus einem} willkührlich m 
Vieleck angenommenen Punkte C nach den Eckpunkten grade & 
Linien, fo entftehn fo viel Dreyecke als die Figur Seiten hat, 
im n Eck alfo n Dreyecke, deren Winkel zufammengenommen 
n X 2 betragen. Die Summe diefer Winkel übertrifft d'ie 
Summe aller Winkel des n Ecks um die Winkeßwelche am Punk
te Ç liegen, d» h» um vier Rechte *, oder 2 X % R, daher alle *5. Z 2, 
Winkel des nEcks zufammgngenommen (n — 2) X 2 R betragen.
Das ift der gewöhnliche Weg dielen Satz zu beweifem]

[LEHRSATZ 33.]

Wenn man auf den Schenkeln eines Winkels A Fig 
Perpendikel BD, CE, errichtet, fo durchfchnei- 

denßch diefe unter einen Winkel G, welcher-detnWin- 
kel A gleich ift»
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. Dafs beyde Perpendikel fich in irgend einem Punk
te G durchfchneiden müflen , folgt daraus, weil fie 
fonft parallel feyn , alfo beyde fowohl auf dem einen 
als dem andern Schenkel des Winkels A fenkrecht ftehn

*35- f. inüften *, da denn diefe Schenkel felbft, gegen die 
Vorausfetzung, parallel wären» Hierbey giebt es nun

, je naçhdein der Durchlçhnittspunkt G au- 
fserhalb der bçyden Sçfienkel des Winkels A, oder 
zwilchen ihnen lallt.

Liegt G aufserkalb der beyden Schenkel, fo ent- 
ftehn zwey Dreyecke GEB, ACF, worin B und C als 
rechte Winkel, und überdem die Scheitelwinkel bey 
F gleich find. Folglich find auch ihre dritten Winkel 
A und G gleich, welches zu erweifen war.

Liegt der Durchfçhnittspunkt g der Perpendikel 
Bg, cg zwifchen den Schenkeln des Winkels A, fo 
entlieht ein Viereck ABgc, worin die Winkel bey 
L und ç rechte find. Da nun die Summe aller vier 
Winkel des Vierecks nach dem vorigen Lehrfatz vier 
rechte beträgt, fo ill A 4- Bgc = a R. Es find aber auch 
als Nebenwinkel Bge + Bgc = 2 R, folglich ift A 

- = Bge? welches zu erwçifen war,

Anmerkung, Im erften Fall ift alfo der Winkel den die 
beyden Perpendikel BG, CG felbft einfchliefstn, dem Winkel A 
gleich, Im zweyten ift es hingegen der Nebenwinkel des Winkels 
Bgc* den die beyden Perpendikel felbft einfchliefsen, oder der 
Winkel den eins der Perpendikel und die Verlängerung des an
dern umfpannr. Auf diefe Beftimmung mufs man bey der Anwen
dung diefes Satzes, den içh in keinem Syftem der Geometrie 
finde , forgfältig fehn, d, U.
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LEHRSATZ 34.

Jedes Parallelogramm wird i ) durch eine Dia
gonale in -zwey fich deckende Dreyecke getheilt; und 
2 ) find die gegenliberjlehenden Seiten und Winkel Fig« 41 
deJJ’elben einander gleiche

Es fey ABCD «in Parallelogramm*, und AC eine 
Diagonale deflelben. Diefe bildet mit den beyden Paa
ren gegenüberftehender paralleler Seiten gleiche Wech- 
felswinkel DAC == BCA undDCA = BAC ♦, folglich * aj. 
zwey Dreyecke ADC, /XBC, die, da fie über die ge- 
meinfchaftliche Linie AC befchrieben find, einander 
decken \ * 7*

Deshalb find zweytens die fich deckenden Seiten 
AD, BQ» und AB, DC welche im Parallelogramm ein
ander gegenüberftehn, gleich • ferner die gegenüber- 
ftehenden Winkel B = D und endlich auch, als Sum
men der gleichen Winkel DAC -f- ILAC und BCA -f- 
DCA, die gegenüberftehenden Winkel A = Ct

[Folgerung 1, Folglich find überhaupt Paraile.
len zwifchen Parallelen ( nicht blos rechtwinklige *) ein- * 27. 
ander gleich. Wenn z, B AB, CD, und zugleich EF, Jig, 
Hl, parallel find, fo ift GH = OI und GO = Hl,

Daraus folgt dafs der geowetrifçbe Ort des End
punkts G einer gegebnen graden Linie OG, welche 
auf einer zweyten CD unter einer gegebnen Lage, 
z. B. parallel mit HI auffteht, eine Parallellinie AB mit 
der erftern ift. (Apoll, eh. Oert. I. 20) cteht fie auf ei-, 
nem Kreife unter einer gegebnen Lage auf, fo ift ihç
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Ort ein Kreis, wie aus dem folgenden Buche erhellen 
wird.

fig. 37, Folgerang. 2* Werden umgekehrt Parallelen von 
zwey andern Linien fo drirchfcbnitten dafs der Abfdinitt auf 
der einen kleiner als auf det' andern iß. fo convergiren die 
durciijchneidenden Linien nach der Seite des kleinern Ab- 
fchnitts xu einander und treffen hier, gehörig verlän
gert, zulammen.]

rig*4’« [Zufatz Ï. Ein Parallelogramm toird alfo durch drey 
Stücke völlig beßimmt, nemlich durch zwey aneinander 
liegenden Seite«, AB, AD, denen die gegenüberflehen
den gleich feyn müffen, und durch einen Winkel 1. B. 
den von AB, AD, eingefchlofsnen Winkel A. Denn 
der Winkel C, der diefem gegenüberfteht, ift ihm 
gleich, und die beyden Winkel, welche mit ihm an 
derfelben Seite anliegen, ergänzen ihn wegen des Pa- 
rallelismus der gegenüberftehenden Seiten zu, zwey 

* rechten Winkeln *,

Hat folglich ein Parallelogramm einen rechten Winkel^ 
fo find fie alle recht und die Figur iß ein Rechteck.

Das Parallelogramm aus drey gegebnen Stücken 
wirklich zu befchreiben, lehrt mit Hülfe des folgenden 
Satzes Aufg. 11, wo überdem die Möglichkeit der 
in Erki. 19 erwähnten Arten der Parallelogramme 4 dar- 
gethan wird.

Zufatz II. Unter allen Parallelogrammen ift 
das Rechteck das einzige das völlig beftimmt ift, wenn 
zwey Seiten gegeben werden; bey den übrigen kommt 
es noch auf.den Winkel an, unter welchem diele Sei- 
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ten gegen einander geneigt find. Hierauf gründet fich 
der Sprachgebrauch ABCD ein Rechteck aus den beyden Fig, 4$ 
Linien AB, ßC, oder ei» Rechteck unter diefen Limen zu 
nennen , und es lediglich durch diefe beyden Linie,n ,
au bezeichnen, z, 13. durch ABBC oder ABC» So be
deutet alfo das Rechteck AßE ein Rechteck, welches 
aus den beyden Linien AB und BE befchrieben ift* 
Die Alten dehnten dielen Sprachgebrauch lelbft lo weit 
aus, dafs fie ein Iblches Rechteck durch den Ausdruck: 
das was zee y dien den beyden Linien Aß und BE eingejcidqs* 
fen iß, bezeichneten.

wird durch eine Seite völlig beftimmt, 
daher man die Quadrate durch ihre Seiten characteri- 
lîrt. So ift Fig. 44« ein Quadrat aus Aß belchfieben, oder • 
das der Linie Aßt

Z u f a t z III. Zwey Rechtecke ans gleichen Seiten 
decken ßcb, denn fie find, nach dem was hier getagt 
ift, innerlich einerley, nur in ihrem Ort verlchieden> 
■und muffen deshalb congruiren ** Sie haben allo auch *Gr. 9« 
Rets einen gleichen îTdchenraunh s'

Grade fo decken ßcb zwey Quadrate welche ilber,ßeL ‘ ’
çh,en Seilen befchrieben Jind,

Die Sätze in diefen Zufätzen werden uns im dritten 
Buche von grofsem Nutzen feyn. d» U.J

LEHRSATZ 35.

hrt iß jedes Viereck, worin die gegen- 
uberßelienden Seiten [oder die gegenüberßeheiiden Win
kel'] einander gleich find, ein Pcirallelograninh

4«
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I. Ift im Viereck ABCD, AB = CD, und AD = 
BC; fo theilt die Diagonale AC das Viereck in zwey 
Dreyecke, welche gleiche Seiten haben , folglich ein- 

• ander decken *, worin alfo die Winkel ACD, CAB 
und AÇB, CAD, die gleichen Seiten gegenüberftc- 
hen, gleich lind. Sind aber diefe Winkel gleich , fo 
müßen die einander gegenüberftehenden Seiten des 
Vierecks parallel feyn, Folglich ift das Viereck ABCD 
ein Parallelogramm,

[2. Sind im Viereck ABCD die Winkel A = C, 
und B = D, fo find auch A 4- B = C 4- D. Alle 
Winkel des Vierecks find aber zufammengenommen 

*32. vier rechten gleich*. Mithin müßen A-f-B, folg
lich auch A + D, zwey rechten Winkeln gleich feyn, 
und daher die Seiten AD, BC, und AB, DC, parai- 

• lei laufen * Alfo ift das Viereck ABCD ein Paralle
logramm. ]

[Folge rung. Jedes Viereck mit vier rechten Win
keln ift allo ein-Parallelogramm, folglich nothwendig

*.E, I9t e*n Rechtccft **
Auch ift jeder Rhombus und jedes Quadrat noth- 

vyendig ein Parallelogramm.]

[Anmerkung, Sind in einem Viereck zwey der gegen- 
überftchcnden Winkel gleich, die beyden andern ungleich, lo 
könn-n nicht l eyde Paar der gegenüberftehenden Seiten parallel 
laufen; das Vièrçck :ft alfo ein Trapezium. Und doch wird 
çs durch eine der Diagonalen halbiit. Diefes Merkmal reicht 
alfo bey einem Viereck nicht bin es zu einem Parallelogramm zu 
machen. Dazu wird das Merkmal erfordert, welches Lehrfatz 
37 ausfagt, ]
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LEHRSATZ J 6.

Wenn zwey Seiten AB CD eines Vierecks, wel* 
ehe'einander gegenüberßehn t gleich und parallel find ; 
fo find auch die beyden andern Seiten AD , BC 
gleich und parallel, und das Viereck iß ein Paralle- 
logramm»

Ziehe die Diagonale AC. Diele bildet mit den Pa
rallelen AB, CD gleiche Wechfelswinkel BAC, DCA*. 
Pa überdem der Voraussetzung nach die Seiten AB» 
DC gleich find und den Dreyecken ABC» DAC die 
Diagonale AC gemeinfchaftlich ift» fo decken fich 
diefe beyden Dreyecke. * Alfo find auch die Seiten * 
AD, BC gleich, folglich ift das Viereck ABCD ein.Pa- 
rallelogramm. *

* 34»
[Zufatz» Dagegen iß ein Viereck kein Parallelo- 

granrm > wenn zwar zwey gegenüberfiehende Seiten gleich, 
aber nicht zugleich parallel *, oder wenn fie parallel aber 
nicht gleich find* Denn gefetzt ein folches Viereck 
■wäre ein Parallelogramm, fo wären beyde Paar der ge* 
genüberftehenden Seiten gleich und parallel*» gegen 
die Vorausfetzung.] * 34»

lèhrsatz 37*

Die beyden Diagonalen ACt BD eines Paraile» rig. 44 
logramms theilen einander wechfelfeitig in zwey glei
che Theile.

^Umgekehrt iß jedes Viereck) deßen Diagonalen 
fich wechfelßitig in gleiche Theile zerßhneiden t ein 
Parallelogramm. ]
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In den beyden Dreyecken ADO, CBO find die 
Seiten AD, BC, nicht nur gleich, fondern auch pa
rallel, folglich ebenfalls die Wecbfelswinkel A, C und 
D, B gleich, Alfo decken fich beyde Dreyecke, und 
die den gleichen Winkeln A , C und D, B gegen- 
überftehenden Seiten find gleich BO = OD , AO 

7’ = OC *. Es halbiren fich alfo beyde Diagonalen wech- 
felfeitig,

[Halbiren fich umgekehrt die beyden Diagonalen 
eines Vierecks im Punkte O, fo decken fich die Dreyecke 
welche an ihrem Durchfchnittspunkt einander gegen-. 
über liegen*, alfo auch die gegenüberftehenden Sei
ten, daher das Viereck ein Parallelogramm ift.

Folgerung. Ein Punkt 0 welcher in der Mitte der 
einen Diagonale eines Parallelogramms liegt, mufs folglich 
auch in der andern Diagonale, und zwar in deren Mitte 
liegen. Man kann ihn den Mittelpunkt des Parallelo
gramms nennen, jede grade Linien, welche durch, 
ihn gezogen wird, theilt das Parallelogramm in zwey 
fich deckende Figuren, und zwar, wenn es keine Dia
gonale ift, in zwey fich deckende Vierecke, wie fich 
ohne Schwierigkeit, aus den fich deckenden Drey-, 
ecken, die dann gebildet werden, zeigt, j

[Zufatz, Da im Parallelogramm ije zwey Win
kel von Seiten, die untereinander gleich find, einge- 

* fchloflen werden, fo mufs im fchiefwinkligen Paraile. 
logramm die Diagonale BD , welche den kleinern 
XVinkeln gegenüberfteht > kleiner als die Diagonale
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AC feyn, welche den gröfsein Winkeln gcgenüber- 
iteht ♦. Im Rechttck find dagegen die beyden Diago- * i®. 
nalen gleich *, folglich auch die Theile die fie auf»6 f„ 
einanderabfchpeiden, daher das gleichfeitigeRechteck, 
d, h. das Quadrat durch feine beyden i Diagonalen in Fig, 45. 
vier untereinander gleichfeitige, folglich fich decken
de, gleichfchenklige Dreyecke getheilt wird.] 44»
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der kreis.

Erklärungen.
[Die Vorftellung und die Befchreibung des Kreifes gehört 

2U dem , was der Geometer bey jedem } der fich mir feiner Wif- 
fenfchaft befchäftigen will, vofausfetzt. Sie ift eine eigenthüm- 
liche, nicht von andern abgeleitete, und alfo Urfprünghche Art 
von Raumbefchreibung, die, fainmt den Vorftellungsarten und 
Begriffen , welche unmittelbar darin liegen, zu den wahren Prin- 
cipien der Geometrie gehört, und fchon von Euklid Unter den 
Forderungen der Geometrie an der Spitze des Syftems aufgeführt 
•wird. Jeder, wer Geometrie treiben will, intifs fich einen Kreis 
vorftellen, Um einen gegebnen Mittelpunkt, mit gegebnem Halb- 
ineffer, einen Kreis erzeugen oder befchreiben können ; das war 
unfre dritte Forderung Unter den Principien. Die folgenden Er
klärungen dienen gröfstetltheils nur das zu verdeutlichen, Was in 
diefer geforderten Vorftellungsart liegt, und einiges, Was unmit
telbar daraus fliefst, heraüszuheben, d. U.j

»

Der Umfang des Kreifes öder die Kreislinie ift eine 
ktüfflme Linie [welche ganz in einer Ebne liegt] und 
deren Funkte von einem einzigen Punkte, dem Mit
telpunkte {centrum )> insgefammt gleich weit entfernt 
ßnd<

Diefe
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Diefe krumme Linie läuft in fich felbft zurück, 
und fchlieft einen Theil der Ebne , in welchem der 
Mittelpunkt liegt, völlig und nach allen Seiten^zu ein. 
Die Kreisfcheibe ift der von der Kreislinie ringsum be- 
gränzte ebne Flächenraum, folglich eine krummlinige 
ebne Figur *. [Unter Kreit pflegt man Kreislinie und*1®’1^- 
Kreisfeheibe beyde zufammengenommen zu verftehn. 
Auch deutet man gewöhnlich den Mittelpunkt des 
Kreifes dadurch an, dafs man fagt, der Kreis ley uns 
ihn befchrieben.]

[Alle Theile der Kreisfcheibe, und mithin alle 
Punkte und alle Linien in ihr, liegen innerhalb der 
Kreislinie, oder imKreijJ, alle übrigen Theile der Ebe- 
ne und alle Linien und Punkte in ihnen, außerhalb 
der Kreislinie. lene und diefe liegen alfo auf entge- 
gengefetzten Seiten der Kreislinie*^ und haben in Rück- 
ficht der Kreislinie eine entgegengefetzte Lage.]

2.
Jede grade Linie zwifchen dem Mittelpunkte C 

und einem Punkt im Umfange/wird ein Radius oder 
ein Halbmejfer des Kreifes genannt; fo CA, CE, CD, 
CB. — Jede grade Linie, welche wie AB durch dea 
Mittelpunkt geht, und von zwey Punkten im Um
fange begränzt wird, ift ein DurchmeJJer des Kreifes. 
Daraus folgt :

a) Alle Halbmeffer eines Kreifes find einander 
gleich ♦, So auch alle Durchmefler? deren jeder zwey ♦ E, i. 
Halbmelfern gleich ift.

G
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[ß) Jeder Durchmefler wird vom Mittelpunkte in 

zwey gleiche entgegengefetzt liegende Theile ge.
•lE.io. theHt *.

7) Jeder Punkt in der Ebne desKreifes fteht vom 
Mittelpunkt um eine grade Linie ab, welche entweder 
dem Halbmelfer gleich, oder kleiner, oder gr'öfser als 
der Halbmefter ift. Im erften Fall liegt der Punkt in 
der Kreislinie felbft 5 im zweyten innerhalb) im dritten 
außerhalb der Kreislinie und des.JKreifes,

Folglich liegt jeder Halbmefler und jeder Durch, 
m effer ganz innerhalb, jede Verlängerung eines Durch- 
meflers aufserhalb, und nur’die beyden Endpunkte del- 
felben auf der Kreislinie, und diefe Linie ift der geo- 
metrische Ort eines Punktes, welcher von einem gegeb- 

»I.E21. nen Punkte um eine gegebne Linie abfteht *. . (Apol
lonius Li.)J

3.
Jeder Theil der Kreislinie z, B. FHG ift ein Kreis

tagen-, [die Hälfte der Kreislinie insbefondere ein 
Halbkreis, und der vierte Theil der Kreislinie ein Qua* 
drant. Manchmal verfteht man unter diefen Benennun
gen auch die Hälfte oder den vierten Theil der Kreis-

*a f;7.Z Kheibe. ♦
Alle Halbkreife, fo auch- alle Quadranten eines 

Kreifes find gleich.

4»
Jede grade Linie, welche von zwey Punkten in 

der Kreislinie begränzt wird, nennt man überhaupt 
eine Sehne oder Chorde des KreijeSj und ins belondere
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eine Sehne des Bogens, 'der fich in den beyden Gränz
punkten der Sehne endigt So ift FG die Sehne des 
Bogens FHG.

[Folglich ift jeder DurchmefTer eine Sehne, und 
zwar eine Sehne die durch den Mittelpunkt geht *. * **

5’
Ein Kreis - Abfchnitt (Segment} ift der Theil der 

Kreisfeheibe, der zwifchen einem Bogen und deflen 
Sehne liegt.

Zu jeder Sehne FG gehören zwey verfchiedene 
Kreisbogen FHG, FEG, welche einander zur ganzen 
Kreislinie ergänzen , mithin auch zwey verfchiedne 
Kreisabfchnitte, welche zufammen die. Kreisfeheibe 
ausmachen. Häufig fpricht man indefs nur von einem 
Bogen oder Kreisabfchnitt der zu einer Sehne gehört; 
und dann verlieht njan darunter den kleinern der bey
den Bogen oder Abfchnitte', es fey denn, dafs aus
drücklich das Gegentheil erinnert werde.

Was man unter ähnlichen Bogen und unter, ähnli
chen Kreisabfchnittcn verftehr, findet man Behrfatz 20, 
Zufatz 3, und im vielten Buche erklärt.

6.

Fin Kreis - Ausfchnitt (Sector) îft der Theil der 
Kreisfeheibe, der zwifchen einem Bogen DE und den 
beyden Halbmefiern CD; CË, welche nach den End
punkten des Bogens gezogen werden, hegt ■ ■

G. 2 » . À w* .
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7-
Fig 4$. Winkel in einem Kreis - Abfcbnitt BMND

nennt man jeden Winkel wie A, deflen Scheitel itn 
Bogen diefes Abfchnitts liegt, und deffen Schenkel 
durch die Endpunkte B, D des Bogens und der Sehne 
gehn. Der Kreisabfchnitt BMND fafst den Winkel A, 
und der Winkel iß in dießem Kreis - Abfcbnitt einge- 
fihrieben,

Hieraus erhellt, was ein Winkel im Halbkreife oder 
ein Winkel der im Halbkreife eingefchrieben ift, fa- 
gen will.]

8.
[Von einem Winkel deflen Schenkel eine Kreisli

nie fchneiden, fagt man erßehe auf dem Bogen, den 
feine Schenkel umfaßen oder einfchlieisen, fo z, B 
der Winkel A auf dem Bogen BED.

Liegt der Scheitelpunkt eines folchen Winkels in 
der Kreislinie, fo wird er ein Winkel am Umfange ge
nannt, wie z. B. BAD. Liegt der Scheitelpunkt im 
Mittelpunkte desKreifes, fo ift es ein Winkel am Mittel-

Fig. 45. Purikte » wie z‘ B’ der Winkei kCD’J

9’
Man fagt eine grade Linie iß in einem Kreiße einge- 

fcbrieben, wenn fie fich in zwey Punkte des Umfangs 
endigt > (folglich eine Sehne des Kreifes ift) wie z. B 
FG.

Ein Winkel iß im Kreiße eingefchriebent wenn deflen 
Fie-, 46. Scheitelpunkt im Umfange liegt wie z. B. / BAD.
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Ein Dreyeck iß im Kreiße eingeßchrieben, wenn die 
drey Winkelpunkte insgefammt im Umfange liegen, 
wie 2. B. BAD, da denn die Seiten des Dreyecks ins- 
gefammt Sehnen des Kreifes find;

und überhaupt nennt man eine Figur im Kreiße ein» 
geschrieben, {oder dem Kreije eingeßchriebenS) wenn alle 
Winkelpunkte der Figur in der Kreislinie liegen, (folg
lich ihre Seiten insgefammt Sehnen des Kreifes find.) 
Vom Kreife fagt man dagegen er fey um dieje Figur 
beßchneben {oder der Figur umßchrieben.)

Diefe Benennungen behalten dielelbe Bedeutung * 
wenn man von Linien, Winkeln oder Figuren fpricht, 
die in Vielecken eingeßchrieben find, oder von einem Piel- 
eck^ das um ein anderes bejchrieben iß.

IO.

Ein Vieleck iß um einen Kreis beßchrieben, (oder dem 
Kreife umfcfirieben,) wenn alle Seiten des Vielecks die 
Kreislinie berühren *. Der Kreis ift dann in das Viel. E’ n' 
eck eingeßchrieben, {oder. dem Vieleck eingeßchrieben.')

[ A n m e r k u n g. Noch vor diefer letzten Erklärung ftellt 
j,e Gendre folgende auf : „Eine den Kreis fcbneidende Linie ift 
die welche die Kreislinie in zwey Punkten trifft ; eine berühren
de , die mit dem Kreife nur einen Punkt gemein hat. Eben fo 
haben Kreislinien die ßcb berühren nur einen einzigen Punkt ge
mein.” Allein diefes find offenbar abgeleitete Sätze, für die man 
einen Beweis erwartet, und die deshalb keineswegs zu Erklärun
gen taugen. Statt ihrer fchiebe ich die folgenden beyden Erklä
rungen ein, welche die Fundamentalbegriffe über das Schneiden 
und Berühren der Kreislinien ausfagen, die von Le Gendre an
gegebenen Merkmale begründen, und eine beträchtliche Lücke 
In dem Syttem unfers Verfaßers ausfüllen. d. ü.
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II.
[Weil die Theile der Kreisfcheibe und die übri

gen Theile der Ebne auf entgegengefetzten Seiten, der 
Kreislinie liegen, und die Kreisfcheibe ringsum nach

* E. i. allen Seiten zu von der Kreislinie begränzt wird *; fo 
mufs jede ftetig zufammenhängende Linie , welche 
durch einen PunUt zw Kreife und zugleich durch einen 
Punkt nufer dem Kreife geht, fich mit der Kreislinie in

G1« 8. irgend einem Punkte dttrehfehneideh ♦. Denn wäre das 
nicht der Fall, fo würde der Kreis mach irgend einer 
Seite zu nicht völlig begränzt feyn.

Eig 47» 00 muff*** fic^ *ns befördere ein Kreis EFD
und eine grade Linie AB in irgend einein Punkte E durch.* 

fchneiden^ wenn die grade Linie durch einen Punkt 
inneihalb und einen Punkt aufserhalb der Kreis
linie geht. — Grade Linien lalfen lieh aber zu 
den beyden entgegengefetzten Seiten jedes Punktes 
in ihnen fo weit verlängern, dafs fic gröfser als jede

• Fo. 2. gegebne Linie werden *; folglich müllen alle grade 
Limen, welche in der Ebne des Kreifes durch einen 
Punkt im Kreife gebnt gehörig verlängert auch auf bey- 

^.A^den Seiten diefes Punkts durch Punkte aufserhalb * der 
Kreislinie gehn, alfo die Kreislinie durchfchneiden. Das 
geschieht alle in zwey Punkten, welche in der graden 
Linie zu entgegengefetzten Seiten des Punkts im Krei- 
fe liegen. •

Fig* 48 ß ) Eben fo durchfchneiden fich zwey Kreife wenn
der eine HEG durch einen Punkt im andern Kreife und 
zugleich durch einen Punkt aufserhalb deflelben, z. B. 
durch I und H geht. — Das iß aber allemal der Fall, 



DER KREIS. IO3

wenn die Stimme ihrer Halbmefler AF, BI grofser und 
zugleich der Unterfchied derfelben kleiner als die gra
de Linie zwifchen ihren Mittelpunkten AB ift. Denn 
wenn AF -f- Bl >AB und AF — BI oder was auf eins ’E*2 «* 
herauskömmt * AF — BH < AB ift 5 fo mufs er * Gr. 2» 
ftens AF > Aß — BI d. h. > AI, zweytens AF < 
AB BH *, d. h. < AH feyn. Folglich ift I ein*E.2.y, 
Punkt innerhalb und H ein Punkt aufserhalb der Kreis
linie DEF, die mit dem Halbmefler AF um A befchrie- 
ben ift *, daher der Kreis HEIG die Kreislinie DEFG 
durchfcbneiden mufs. Und zwar in einem Punkte E, 
der aufserhalb der graden Linie AB und ihrer Ver
längerung liegt, weil fonft dieHalbmefler BE, BI, BH 
nicht gleich feyn könnten * '

Sind beydeKreife mit gleichem Halbmefler befchrie- 
ben, fo werden fie fich folglich allemal fchneiden, 
wenn ihr Halbmefler grofser als die Hälfte von AB ift.

Auch mufs jeder Kreis deffen Mittelpunkt auf ei
ner andern Kreislinie liegt, diefe durchfcbneiden.

Zufatz. So oft zweyKreife fich in einem Punk
te wie E durchfcbneiden, entfteht, wenn man die 
Halbmefler AE, BE zieht, zwifchen den beyden Mit
telpunkten A, B und dem Durcbfchnittspunkte E ein 
Dreyeck ABE, welches gleichßitig ift *, wenn ihan bey-»itE,rj, 
deKreife mit AB als Halbmefler befchricben hat; blos 
gleichfchenklig, wenn die Länge der Halbmefler zwar 
gleich, aber von AB verfchieden ift; tmgleichfeitig^ wenn 
die Halbmefler weder untereinander noch mit AB 
gleich lang find. Zwey Kreife durchfcbneiden fich 
aber gewifs iß einem Punkte der aufserhalb der graden
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Linie zwifchen ihren Mittelpunkten liegt, wenn di® 
Gröfse ihrer Halbmeffer und die Entfernung ihrer Mit
telpunkte dert beyden unter ß) aufgeftellten Bedingun
gen entfprechen.

So ift aifo die Möglicbktit diefer drey verfchiednen 
Arten von Dreyecken, unabhängig von allen Lehr- 
fätzen des erften Buchs dargethan, und zugleich die 
Conßruction des Dreyecks aus drey gegebnen Linien A, C 
feftgeftellt, als unmittelbare Folge der Kreisbefchrei- 
bung, durch die fie unter den angeführten Bedingun
gen, vor allen Lehrfätzen und Aufgaben diefes Syftems, 
begründet wird. Man befchreibe um die Endpunkte 
der einen diefer Linien A, mit den beyden andern, als 

» Fo. 3 Halbmeflern, Kreife *. Wenn die gegebnen Linien den 
Bedingungen unter ß) entfprechen, (d. h. wenn A < 
B + C und > B — C ift) fo durchfchneiden fich die
fe Kreife in irgend einem Punkte außerhalb der Linie 

* Fo. i. A, und die Halbmefl’er nach diefem Punkte gezogen ♦ 
bilden ein Dreyeck, welches, da alle Halbmefler ein- 

2,K* ander gleich find*, aus den drey gegebnen Linien 
befteht. Dafs diefe Conftruction unmöglich wird, fo 
oft auch hur einer der beyden erwähnten Bedingungen 
nicht genüge gefchieht, /wird in Lehrfatz 17 bewie
sen werden.

Anmerkung. So wie die Conftruction des Dreyecks von 
den Sätzen über das Schneiden zweyer Kreife abhängt, fo fliefsen 
umgekehrt diefe Sätze aus jener Conftruction, und in diefer 
Abhängigkeit trägt fie unfer Verfafler im zwölften Lehrfatz die- 

, fes Buches vor. Allein mir fcheint es nothwendig zu feyn, dafs 
man fie, fo weit es hier gefchehn ift, im Syftem vor der Con
ftruction der Dreyecke, aufftelle, da fie diefe Conftruction erft 
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begründen, und ich glaube hierin zum Vortheil des Syftems von 
unferm Verfafler abgewichen zu feyn. Schon ■vaw Swinden fand 
fich bewogen die angeführten Bedingungen, unter welche zwey 
Kreife fich fchneiden, unter den Grundjatzen der Geometrie auf- 
zuftellen (wiewohl die Ausfage feines fechften Grundfatzes man
gelhaft ift) und er bemerkt dabey, dafs wenn gleich Euklid die- 
fcn Satz nicht ausdrücklich als Axiom aufführt, er fich deffen 
doch bey feinen drey erften Sätzen ftillfchweigend bedient. Wolf* 
fagter, habe ihn bewiefen, allein der Satz fey Sonnenklar und 
deshalb ein-Axiom. Allein Sonnenklar ift er doch wahrlich nicht, 
und wird es höchftens erft dann, wenn man ihn, wie ich es hier 
verfocht habe, aus dem Merkmale des Schneidens der Linien 
ableitet, die man bisher mit Unrecht aufser Augen gelaffen hat.

Le Gendre übergeht den Beweis der Möglichkeit der Drey
ecke ganz und gar, und lehrt die Conftruction derfelben aus 
drey gegebnen Linien erft in der gten Aufgabe, nachdem er 
fchon viele Eigenfchaften des Dreyecks dargethan hat. Ueberdem 
gründen fich feine Beweife der erften Aufgaben allefammt darauf, 
dafs zw'ey Kreife unter den angeführten Bedingungen einander 
fchneiden. Diefe Behauptung fagt er aber nirgends ausdrücklich 
aus, weder als Grundfatz noch als Lehrfatz, fondern nimmt fie 
immer nur ftillfchweigend an. Sein Syftem ift folglich in die- 
fen beyden Rückfichten mangelhaft. Doch glaube ich durch die 
Einfchakung diefer eilften Erklärung und der Sätze über das 
Schneiden, von welchen fie abhängt, und die fie begründet, in 
die Prinzipien der Geometrie, diefe Lücke ausgefullt zu haben.

d. U.]

12.
[ Zwey Kreislinien berühren einandery wenn fie einen 49* 

Punkt I fo miteinander gemein haben, dafs die Thei
le, welche in der einen Kreislinie durch diefen Punkt 
abgefchnitten werden, beyde auf einerley Seite der 
andern Kreislinie liegen *; wenn mithin der eine *I,E‘n‘
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Kreis fich entweder ganz innerhalb, oder ganz aufser- 
$ Xi halb des andern befindet *. Im erften Fall fagt man. 

dafs fie fich innerlich, im zweyten dafs fie fich äufser» 
lieh berühren.

Eben fo berühren fich eine grade Linie und ein Kreis, 
wenn fie einen Punkt fo miteinander gemein haben, 
dafs die beyden durch dielen Punkt abgefchnittnen 
Stücke der graden Linie, zu einerley Seite der Kreis
linie , und zwar beyde außerhalb derfelbcn liegen. 
Denn Linien innerhalb des Kreifes durchfchneiden die 

*E.n.a Kreislinie *, können fie alfo nichts berühren. — Eine 
Fig. 47♦ grade den Kreis im Punkte F berührende Linie, z. B. 

LM .nennt man auch ttneTangente des Kreifes im Punk
te F.J

[LEHRSATZ !♦]

I ) Zwey Kreislinien, welche mit gleichem Haib
in ejj'er bejchrieben find, decken fich, und fehlt efs en 
Kreisfcheiben von gleicher Große ein.

2 J Sind umgekehrt zwey Kreisfeheiben gleich, 
fo decken fie fich, und haben gleiche Kreislinien und 
gleiche Halbtnejfer,

I. Sind die beyden Kreife ADBK und EGFL mit 
Fig. ji.

gleichen Halbmelfern befchrieben, und man legt den 
Mittelpunkt des einen auf den Mittelpunkt des andern, 
fo dafs die Kreife in einer Ebne bleiben, fo find alle 
Punkte in beyden Kreislinien gleich weit von den zil- 
fammenfallenden Mittelpunkten entfernt. Alfo ift dana
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kein Punkt in der einen Kreislinie aufserhalb der an
dern , beyde Kreislinien fallen folglich zufammen, 
und decken fich, mithin find auch die Kreisfeheiben 
gleich.

2. Sind die beyden Kreisfeheiben gleich, fo lege 
man fie wiederum fo auf einander, dafs ihre Mittel
punkte zufammen fallen. Gefetzt nun die Kreislinien 
deckten fich nicht, fo müfsten fie , nach dem oben 
bewiefenen , einen verfchiedenen HalbmeiTer haben. 
Es fey alfo EO > AC. Dann liegen alle Punkte in der 
um O befchriebnen Kreislinie aufserhalb der Kreislinie 
ADBK *, diefe wird folglich von jener eingefchloflen, *E. 2.7. 
da denn die Kreisfeheibe ADBK nur ein Theil der 
Kreisfeheibe EGEL ift, ihr alfo nicht gleich feyn kann 
gegen die Vorausfetzung. Wenn alfo die Kreisfehei
ben gleich find, fo decken fie fich; und dann find auch 
die Kreislinien gleich, und mit gleichem Halbmefler 
befchrieben.

Folgerung i. Nicht nur Gleichest und Ungleiche 
falt zweyer Kreife, fondern auch &.&Congrue»z derfelben 
hängt folglich lediglich von der Gleichheit oder Un
gleichheit ihrer Halbmefler ab. Euklid (B. III. Erki. 1.) 
nimmt diefes als evident an.

Folgerung 2. Von zwey concentrifcken Kreislinien, » 
d. h. von Kreislinien die einerley Mittelpunkt C haben, 
fchliefst die, welche mit grö'fserm Halbmefler CD > 
CG befchrieben ift, die kleinere völlig ein. Beyde 
haben keinen Punkt gemein, und alle Punkte in bey
den , die auf demselben Halbmefler des grofsern lie-
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gen, ftehn gleich weit (um den Unterfchied GD der 
Halbmefler) von einander ab.

Folgerung 3. Zwey Kreiße, welche fich ßchneiden 
oder berühren y können nicht einer ley Mittelpunkt haben, 
( Euklid II. 5 und 6.) Denn in diefem Fall hätten fie 
nicht nur einerley Mittelpunkt, fondern auch einer- 
ley Halbmefler, fielen alfo zufammen, und könnten 
fich weder fchneiden, n©ch berühren.

Anmerkung. Diefe für die Lehre vorn Kreife fo wich- 
ti»en Lehrfätze fehlen bey Le Gendre und ich habe fie ungeach
tet ihres grofsen Nutzens noch in keinem Syftem der Geometrie 
bewiefen gefunden. d. U.

LEHRSATZ 2.

F*S» 52> Jeder Durchmeße?, z. B. AB theilt dit Kreis- 
fcheibe und die Kreislinie in zwey fich deckende 
Theile.

Denn wenn man den einen der Kreistheile, wel
che der Durchmeifer AB abfehneidet, z. B, AEB auf 
den andern ADB liegt, fo dafs AB in beyden nach wie 
vor zufammenfallt ; fo mufs auch die krumme Linie 
AEB mit der krummen Linie ADB zufammenfallen, 
weil fonfl in beyden Punkte vorhanden feyn würden, 
die ungleich weit vom Mittelpunkte C abftänden • o-e- 

w c « 5 °*’ *• gen den Begriff der Kreislinie *.

Folgerung. Alfo halbirt jeder Durhmefler AB 
die Kreisfeheibe und die Kreislinie, oder theilt beyde 
in Hälften, (Halbkreiße zu denen dieferDurchmefler 

•E 3.U4 als Sehne gehört *. Eines folchen Halbkreifes Flächen
raum ift der Hälfte des Kreifes, und fein krummli-
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niger Umfang der Hälfte der Kreislinie gleich« In fp 
fern der Durchmefler eine Sehne ift, gehört er zu den . 
Kreisàbfchnitten ; info fern aber der Durchmefler aus 
awey Halbmefl'ern * befteht, zu den Kreisausfehnitten. e.s.u.4»

[LEHRSATZ J.]

Wenn eine Kreislinie durch zwey Punkte A, B Fig« ,52. 
in zwey gleiche Bogen ADB, AEB, get heilt wird, 
fo ift die grade Linie AB, welche von einem diefer 
Punkte nach dein andern gezogen wird, ein Durch- 
wejfer des Kreifes.

Denn gefetzt AB fey kein Durchmefler, fo ift ir
gend eine 'andere grade Linie z. B. AF der Durchme^ 
fer, der durch den Punkt A geht. Dann find ADF? 
AEF vermöge des vorigen Lehriatzes gleich. Aber 
ADF ift < ADB und AEF > AEB. Folglich müfste 
noch mehr ADB > AEB feyn , welches der Voraus
fetzung dafs ADB = AEB ift, widerfpricht. Allo ift 
es unmöglich dafs eine von AB verfchiedne grade Linie 
AF, mithin nothwendig dafs AB ein Durchmefler 
des Kreifes ift«

Amherkung. Diefer Satz, der umgekehrte des vorigen, 
fehlt bey Le Gendre und in den übrigen Syftemen der Geometrie, 
obgleich er häufig gebraucht wird« d, U«

[L E H R S A T Z 4.]

Jede Sehne ED liegt ganz innerhalb, ihre Ker- Fig 47. 
längerung ganz aufserhalb des Kreifes,

Denn zieht man nach den Endpunkten der Sehne 
die beyden Halbmefler CE, CDvfo müßen diefe, weil '
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fie gleich find, auf die Sehne ED fchief, und zwar in 
*1.16.2. gleicher Entfernung vom Perpendikel aufftehn *. Folg

lich ift jede grade Linie durch den Punkt C, die auf 
die Sehne zwilchen E und D aufftehet, z. B. CH klei
ner als CE, d. h kleiner als der Halbmefl'er ; hingegen 
jede auf die Verlängerung der Sehne fchief aufftehende

• ■ 1 grade Linie, wie CI grö'fser als CE, d. h. großer als 
1 ^i^’^’der Halbmefl'er *. Mithin ift jeder Punkt der Sehne

ED weniger, jeder Punkt in ihrer Verlängerung wei
ter, als um dén Haibmefler, vom Mittelpunkte ent
fernt, daher die Sehne ganz innerhalb, ihre Verlän- 

•E.2, ;-gerung ganz ausserhalb der Kreislinie liegt *.
Folgerung. [. Alfo durchfchneidet jede Sehne 

verlängert den Kreis.
Folgerung 2. Die beyden Kreisbogen, fo wie 

die beyden Kreisabfchnitte, die zu jeder Sehne geho- 
^Gr, 8. ren, liegen zu entgegengefetzten Seiten;ihrer Sehne *.

So alfo auch zwey Halbkreife zu entgegengefetzt^n 
Seiten ihres Durchmeflers.

Anmerkung. Unter Verfuter übergeht diefen Lehrfatz 
mit Unrecht, den fchon Euklid, doch auf eine andere Art be
wies, d, U.

LEHRSATZ 5.

ç2. Jede Sehne die nicht durch den Mittelpunkt geht, 
iß kleiner als der Durchmeffir.

Denn wenn man aus den Endpunkten der Sehne 
AF die Halbmefl’er AC, FC zieht, fo entfteht ein 
Dreyeck, worin AF <f AC -}- CF, folglich kleiner

* E. s. als der Durchmeßet des Kreifes ift *.
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Folgerung. Alfo ift der Durch melfer unter allen 
Sehnen und unter allen graden Linien, die fich in ei- n; • 
nen Kreis einfehreiben laßen, die gröfste.

[Jede begränzte grade Linie , die durch einen 
Punkt im Kreife geht, und gröfser als der Durchmef* 
fer ift, niufs folglich die Kreislinie fchneiden.J

LEHRSATZ 6.

Eine grade Linie kann nicht mehr als zwey, 
Funkte mit einem Kreife gemein haben.

Denn gefetzt fie konnte mit dem Kreife dre/ 
Punkte gemein haben, fo muisten diele drey Punkte 
vom ^Mittelpunkte des Kreifes gleich weit entfernt 
feyn. Folglich gäbe es einen Punkt, von welchem' 
fich nach einer graden Linie drey gleiche grade Linien 
ziehen liefen, welches unmöglich ift ♦; daher' kein 
Kreis mit einer graden Linie mehr als zwey Punkte 
gemein haben kann. A

LEHRSATZ 7.

In einerley Kreife, oder in zwey gleichen Krei-1 
fen^ gehören zu gleichen Bogen , gleiche Sehnen , uhd^Z' 
umgekehrt zu gleichen Sehnen, gleiche Bogen.

I. Denn wenn die Halbmefler AC, EO, folglich 
die mit ihnen befchriebnen Kreilè AHBK, EGEL 
gleich find, fo decken fich die beyden Kreislinien *. r> 
Sind alfo AD, EG gleiche Bogen, io laffen lie fich fo 
aufeinander legen, dafs ihre Endpunkte E, A und 
G, D zufammenfallen, da denn die Sehnen EG, AD,
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als grade Linien zwifchen denfelben Endpunkten, 

• Gr. 6. gleichfalls zufammenfallen müflen *, alfo) gleich find.
2. Sind dagegen die Sehnen AD, EG gleich, und 

man zieht die Halbmefler AC, DC, EO, GO, welche 
der Vorausfetzung nach insgefammt gleich find, fo 
müflen die Dreyecke ADC, EGO fich decken, folglich 
die Winkel C, O gleich feyn. Legt man alfo die fich 
deckenden Halbkreife AHB, EGF fo auf einander, dafs 
die Mittelpunkte, und die Punkte E und A, folglich 
die Halbmefler AC , EO, mithin auch jene Dreyecke, 
und ihre Eckpunkte G und D zufammenfallen , fo 
decken fich die Bpgen AD , EG, find alfo gleich.

Derfelbe Beweis gilt für verfchiedne Bogen und 
Sehnen eines Kreifes.

[Zufatz. Aus diefem Beweife erhellt zugleich:
I. Dafs in einer ley KreiJ'e oder in zwey gleichen Krei- 

• Ifkftii, M gleichen Bogen gleiche Kreisausfcbnitte ACD, 
EOG , gehören * und umgekehrt.

2. Dafs in ihnen zu gleichen Sehnen AD, EG (folg, 
lieh auch zu gleichen Bogen) gleiche Winkel am Mittel- 
punkte O,C, und umgekehrt zu gleichen Winkeln am 
Mittelpunkte gleiche Sehnen und gleiche Bogen gehö- 
ren^ indem wegen Gleichheit der Halbmefler, fo bald 
eins jener Stücke gleich ift, die Dreyecke ADC,EGO, 
einander decken.

o- Dafs zwey Durchmefler wie AB, DE, welche 
fig« $ • • •

auf einander fenkrecht ftehn, die Kreislinie fowohl 
als die Kreisfeheibe in vier gleiche Theile, folglich in

• E. 3. Quadranten* zeifchneiden. Denn fie bilden vier rechte, 
folg
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folglich gleiche Winkel am Mittelpunkte. — Jeder 
Winkel am Mittelpunkte ACD , der ein rechter 
Winkel ift, umfpannt folglich einen Quadranten des 
Kreifes.J

LEHRSATZ g.

So lange von Bogen die insgefammt kleiner als Fig- JA 

der Halbkreis find die Rede ift, gehört in einerley 
Kreis oder in gleichen Kreißen, zum größern Bogen 
eine größere Sehne, [ein grosserer Winkel am Mittel, 
punkte und ein grofserer Kreisabßchnitt,] und um
gekehrt.

Denn ift der Bogen A1H > AID, fo fchliefst der 
Winkel am Mittelpunkte ACH den Winkel am'Mittel
punkte ACD ein , ift alfo gröfser als diefer *. Da 
nun diefe Winkel beyde von Halbmeflern , alfo von 
gleichen Schenkeln eingefchloflen werden, fo ift in den 
Dreyecken ACH, ACD die dritte Seite AH > AD.**I. io. 
Folglich gehört xum gröfsern Bogen, der grofsere Win
kel am Mittelpunkte , und die grofsere Sehne.

Ift umgekehrt die Sehne AH > AD fo folgt eben 
io dafs der Winkel ACH den Winkel ACD einfchliefst, 
alfo der Bogen AÏH > AID ift. Und ift der Win* 
kel ACH gröfser .als ACD fo muis, weil beyde von 
gleichen Seiten eingefchloflen werden, der grofsere 
eine grofsere Sehne, mithin auch einen gröfsern Bogsn 
umfpannen.

Anmerkung. Da den gröfsern unter zwey Bogen AID, 
AIH zum ganzen Kreife ein kleinerer Eogcn AKBH <" AKBD ei> 
gänzt; fo gilt für die ah dir Haitkreji find, grelle

II
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das Gegentheil. Größere Bogen haben kleinere Sehnen und 
umgekehrt, [Was aber die Winkel betrifft, fo gilt für fie der 
Satz allgemein, wenn man hineingebende Winkel (angles ren- 

♦I. E.16, trants) * mit in die geometrifche Betrachtung aufnimmt, da denn 
zu Bogen gröfser als der Halbkreis, Winkel größer als zwey 
Rechte gehören. Von folchen Winkeln haben die gröfsern klei
nere Ergänzungen zu vier Rechten ]

LEHRSATZ 9.

TiX 53. Ein Halbmejjer, welcher fenkrecht auf eine Seh
ne ßeht, theilt die Sehne und ihren Bogen beyde in 
zwey gleiche Theile.

Es fey CD fenkrecht auf die Sehne AB, fo Belm 
die Halbmeffer CA, CB, welche man nach den End
punkten der Sehne zieht, auf die Sehne febief auf, 
muffen fie alfo, da fie gleich find, in gleicher Entfer- 

*I.i6.a. nung vom Perpendikel durchfchneiden *, fo dafs AD 
= DB ift.

Ift nun der Halbmeffer CG ein Perpendikel, wel
ches in der Mitte der Sehne AB auffteht ; fo lind alle 
Punkte deffelben von den Endpunkten A, B der Seh- 

* I. 17. ne gleich weit entfernt *, alfo auch die Punkte G ui|d 
H, fo dafs AG — GB, AH = HB ift. Zu diefen Li
nien, als gleichen Sehnen, gehören gleiche Bogen 

• AG, GB und AH, HB *; mithin werden auch die zur 
Sehne AB gehörige Bogen AGB undAHB, beyde vom 

*Au.5,i. Halbmeffer CD halbirt *.
Folgerung 1. Der Mittelpunkt C des Kreifes, und 

die leyden Punkte D in der Mitte einer Sehne und G in der 
Mitte des dazu gehörigen Kreisbogens , liegen alfo immer 
in grader Linie, und zwar in einem Perpendikel auf die 
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Sehne. Eine grade Linie die durch zwey diefer Punkte 
geht, mufs alfo nothwendig auch durch den dritten 
gehn , und ein Perpendikel auf die Sehne feyn *.

Folgerung 2. Umgekehrt mufs ein Perpendikel 
welches auf die Sehne in ihrer \ Mitte errichtet iß, durch 
den Mittelpunkt gehn, indem durch einen Punkt nur 
ein einziges Perpendikel auf eine grade Linie mög
lich ift *. * L if.

[Folgerung 3. Zivey''Sehnen AB, DE deren kei- Fig. 79. 
ne ein Dure hin efj'er iß, durchfcknciden ßcb, nicht unter rech- ' 
le Winkel, und balbiren ßcb nicht.

Denn ift keine von beyden ein Durchmefler, fo 
liegt der Mittelpunkt C des Kreifes aufserhalb beyderS 
folglich auch die grade Linie CO vom Mittelpunkte 
naeji dem Durchfchnittspunkte O beyderSehnen. Ge
fetzt nun lie durchfchnitten lieh ira Punkte O recht
winklig, fo ftünden in diefem Punkte zwey verfchiede- 
ne grade Linien DO, CO auf die dritte AB fenkrecht, 
welches unmöglich jft. Gefetzt beyde Sehnen halbir- 
ten fich im Punkte jO, fo ftünde CO auf beyden in ih
rer Mtite, alfo fenkrecht, auf, folglich AO, DO bey
de im Punkte O auf CO fenkrecht, welches gleichfalls 
unmöglich ift. ]

[Folger u ng 4. Auf jeder graden Linie PO, WeL Fi 47< 
ehe zwey^ concentrifche Kreiße durchfchneidet, werden zwi
schen den Kreislinien zwey gleiche Stücke Pli, OS abge- 
fchnitten.

Für Durchmefter ift dieferSatz fchon oben bewie- 
fen *. Geht die Linie PQ nicht durch den Mittel- * 3‘

H 2
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punkt, fo falle man aus diefem auf ihr ein Perpendi
kel CV. Diefes halbirt fowohl die ganze Linie PQ, 
als auch das Stück RS, welches im kleinern Kreile 
liegt, als Sehnen beyder Kreile, daher VP — VR = 
VQ_ VS, folglich PR, QS gleich feyn muffen.]

LEHRSA TZ IO.

Fig. 54’ Durch drey gegebne Punkte A, B, Ct welche 
nicht in grader Linie liegen, llifst fich ftets eine Kreis
linie t und zwar nur eine 'einzige Kreislinie ziehn.

Verbinde die gegebnen Punkte durch die graden
Linien AB, BC, halbire diefe, und errichte auf ih- 

"rer Mitte die fenkrechten Linien DH, FG, fo müllen 
diefe fich in irgend einem Punkte O durchfchneiden’

•LE. 15.

Denn gefetzt fie durchfchnitten fich nicht, fo wären 
fie parallel *, folglich Runde die Linie AD, welche 
auf DO fenkrecht ift, gehörig verlängert auf beyde
fenkrecht*. Nun aber fällt die Verlängerung der Li
nie AB mit BC nicht zufammen, weil die drey Punk
te A, B, C nach der Vorausfetzung .nicht in grader 
Linie liegen. Alfo gäbe es vom Punkte B zwey ver- 
fchiedne Perpendikel BE, BF auf diefelbe grade Linie 

* L i$. OF, welches unmöglich ift *♦ Die Perpendikel DH, 
FG müllen fich alfo nothwendig in irgend einem Punk
te 'Ö durchfchneiden.

Diefer Punkt fteht gleich weit von den Endpunk' 
ten fowohl der Sehne AB, als auch der Sehne BC ab, 
weil er in den Perpendikeln liegt, die auf der Mitte 
dieferSehnen errichtet find. Alfo find-OA, OB, OC 
gleich, und eine mit, dem Halbmefter OB um den
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Punkt O befchriebne Kreislinie, mufs durch die drey - . 
gegebnen Punkte A, B, C gehn*. Es ift alfo alle. *E,2-7 
mal möglich durch drey Punkte, welche nicht in gra
der Linie liegen, einen Kreis zu befchreiben *, *Au. 13.

Durch drey Punkte läfst fich aber auch nurwaf ein. 
ztge Kreislinie befchreiben. Denn gefetzt es wäre durch 
die drey Punkte A, B, C noch eine zweyte, von der 
elften verfchiedne Kreislinie möglich, fo mülle auch 
der Mittelpunkt diefer fowohl im Perpendikel DH als 
auch im Perpendikel EG, die in der Mitte der Sehnen 
aufftehn, liegen *, beyde Perpendikel würden fich al-*9.f. 2. 
fo in zwey verfchiednen Punkten durchfchneiden r
welches unmöglich ift * *Gr6f4

Folgerung r. Alfo können zivey verfchiedneKreis» 
Unten nicht mehr als zwey Paukte mit einander gemein ha
ben. Denn waren ihnen drey Punkte gemein, fo hät
ten he einerley Mittelpunkt , wären alfo einerley 
Kreis, nicht zwey verfchiedne Kreife ♦. • 1. f 1

[Folgerung 2. Durch die drey Winkelpunkte je
des Dreyecks läfst fich ein Kreis befchreiben, worin 
jede der Seiten eine Sehnen wird. Da nun die Perpen
dikel, auf die Mitte diefer Sehne, alle drey durch den 
Mittelpunkt gehn, fo erhellt hieraus eine artigeEigen- 
fchaft der Dreyecke, dafs nemlicb Perpendikel auf die 
Mitte der Seiten eines Dreyecks errichtet, Jtch ßets alle 
drey in einem Punkte durchfchneiden , und zwar im Mit
telpunkte eines Kreifes, welcher dem Dreyeck um
fehrieben ift.]



BUCH II.US
LEHRSATZ II»

Tig* $5- I ) Gleiche Sehnen ßnd vom Mittelpunkte gleich 
weit entfernt, [und umgekehrt find alle Sehnen, die 
gleich weit vom Mittelpunkte abßehn, gleich.']

2) Von zwey ungleichen Sehnen ift die Kleinere 
weiter ab die Grofsere vom Mittelpunkte entfernt.

I, Es mögen die Sehnen AB, DE gleich feyn, fo 
ziehe man auf fie aus dem Mittelpunkt die fenkrechten 
Linien CF, CG und die Halbmefler CA, CD. Die 
fo entftehenden rechtwinkligen Dreyecke ACF, DCG 
decken einander, weil ihre Hypotenufen CA, CD als 
Halbmefler, und eine ihrer Katheten AF, DG als die 

* L *9- Hälften gleicher Sehnen gleich find *. Alfo find auch 
die dritten Seiten CF, CG, d. h. die Entfernung der 

Li6.fi £e|inen vom Mittelpunkte * gleich. Ill umgekehrt diefe 
Entfernung für zwey Sehnen AB, DE gleich, fo müf- 
fen aus denfelben Gründen die halben Sehnen AF, DG, 
mithin auch die Sehnen felbft gleich feyn.

2. Ift hingegen die Sehne AH >DE , fo ift auch 
» 8. der Bogen ANH > DME ♦, daher es auf ihm einen 

Punkt B geben mufs, für welchen ANB = DME ift 
Zieht man die Sehne AB , und fällt auf fie das Perpen
dikel CF, lo wie auf AH das Perpendikel CI, fo ift 
offenbar CF > CO [indem AH mithin auch O zwifchen 
den Punkten C, F liegt] und wiederum CO > CI als 
Hypotenufe im rechtwinkligen Dreyeck COI ; alfo 
noch viel mehr CF >CL Nun aber gehören die Seh
nen AB, DE der Conftruction nach zu gleichen Bo- 

« 7, gen, find alfo gleich*, und ftehn folglich gleich weit 
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vom Mittelpunkte ab, fo dafs CF = CG ift. Folglich 
mufs auch CG > CI feyn, alfo die kleinere Sehne 
DE weiter ;als die gröfsere AH vom Mittelpunkte' 
abftehn.

Zufatz. Alfo mufs auch von zweySehnen, wel
che ungleich weit vom Mittelpunkte entfernt lind, die
jenige die kleinere feyn, welche weiter vom Mittel
punkte abfteht.

LEHRSATZ 12.

Jede grade Linie welche auf einem Halbmejfer 56 
in dejjen Endpunkte fenkrecht ficht, beriïhrt den 
Kreis ;

und durch jeden Punkt der Kreislinie ift mir 
eint'einzige Tangente möglich.,

I. Ift die grade Linie BD auf den Halbmefler CA 
in deffen Endpunkte A fenkrecht, fo fteht jede andre 
grade Linie z. B. CK die durch den Mittelpunkt geht, 
auf BD fchief auf *, mufs alfo gröfser als das Perpen- » i, 
dikel CA feyn *. Folglich liegt der Durchfchnitts- *1.16.3. 
punkt derfelben mit BD weiter als um den Halbmefler 
vom Mittelpunkte ab , d h. aufserhalb des Kreifes *. » 2>
Und allo liegt auch die ganze Linie BD aufserhalb des 
Kreifes. Sie berührt mithin die Kreislinie im Punkte 
A, welchen fie mit ihr gemein hat *, und ift eine 
Tangente des Kreifes im Punkte A.

2. Gefetzt nun es gäbe aufser diefer Tangente BD 
noch eine zweyte grade Linie, EF, welche die Kreis
linie im Punkte A berührte , fo könnte diefe nicht 
fenkrecht auf dem Halbmefler CA feyn *. Der Halb- * 1, ij,
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melTer BA würde alfo auf ihr fchîef aufftehn , und 
folglich müfte das Perpendikel aus dem Mittelpunkte

I .î6.ï. auf (jiefe Linie, kleiner als CA feyn *. Diefe zweyte 
• E. 2. Linie EF gienge alfo durch einen Punkt im Kreife *, 
•«E. n. mu^s a^° nothwendig den Kreis durchfchnciden *, und 

‘kann ihn nicht berühren. Daher ift aufser der Linie 
BD, welche fenkrecht auf dem HalbmelTer in feinem 
Endpunkte auffteht, keine andre grade denKreis berüh
rende Linie durch den Punkt A möglich.

[Folgerung , i Folglich mufs j) eine grade Linie 
C4, zvelche durch den Mittelpunkt des Kneifes nach dem 
Berührmsgsptmkte A gezogen wird^flets fenkrecht auf die Tan
gente fehn; und 2) eine grade Linie welche fenkrecht auf die 
Tangente im Berührungspunkte errichtet wird , fett 
durch den Mittelpunk des Kreifes gehn. Denn keine andre 
grade Linie berüht den Kreis, als die, welche auf 
dem Radius in dellen Endpunkte fenkrecht fteht* 
und durch einen Punkt einer graden Linie ift nur 
ein einziges Perpendikel möglich.]

[Folgerung 2. Zwey Tangenten, welche durch die 
Endpunkte eines Darc km effers gezogen werden, laufen parai» 
lei\ denn fie ftehn beyde auf dem Durchmeflcr fenk-

• I sr. recht * ♦
Sind umgekehrt zzvey Tangenten eines Kreifes parallel, 

fo ift die grade Linie durch die Berührungspunkte ftets ein 
Durchniejfer. Denn ein Durchmefler nach dem einen 
Berührungspunkte gezogen, fteht auf der einen Tan
gente, folglich auch auf der mit ihr parallelen Tan. 
gente fenkrecht *, mufs alfo auch durch den zweyten 
Berührungspunkt gehn.
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Mit einer Seime, welche kein Durcbmefier iß, machen 
die Tangenten durch ihre Endpunkte fpitze ob/cben gleiche 
Winkel, und zwar mit den kleinern Sehnen fpitzere > 
Winkel. Denn die Halbmefler durch ihre Endpunkte 
ftehn unter gleichen, und zwar auf den kleineren Seh. 
nen unter grofseren Winkeln auf.

Durchfchneiden fich umgekehrt zwey Tangenten, fo ift 
die grade Linie durch ihre Berührungspunkte eine Seh- * 
ne, die kleiner als der Durchmefler ift.j

T ii i
[Folgerung 3. Eine grade Linie IK, welche den 

Innern zweyer concentrifihen Kreife berührt, wird durch 
den Berührungspunkt H halbirt. Denn He ift Sehne 
des gröfsern Kreifes und CH fteht auf ihr als einer 
Tangente am kleinern fenkrecht *.] *9.

[Fo Ig e r u n g. 4, Jede grade Linie welche einen Kreis 
durebfehneidet, mufs ihn in zwey Punkten durchfchneiden,. 
Denn durchfchneidet EF den Kreis im Punkte A, und 
man zieht den Halbmefler CA, fo fteht diefer auf he 
fchief auf, nicht fenkrecht, (denn fonft würde EF die 
Kreislinie nach dem eben geführten Beweife nicht 
durchfchneiden). Folglich!giebt es eine zweyte auf 
EF fchiefaufftehende Linie CG welche der CA, das ift dem 
Halbmefler, gleich ift, alfo einen zweyten Punkt G, 
welcher der graden Linie EF und der Kreislinie gemein 
ift , das heifst, einen zweyten Durchfchnittspunkt. 
Dafs es keinen dritten geben könne |fagt Lehrfatz 6.j

[Zufatz. So oft alfo eine grade Linie EF einen Fig, 58, 
Kreis durchfchneidet, wird ein Stück von ihr AG ei-
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ne Sehne des Kreifes, und diefes liegt ganz innerhalb 
* 4« der Kreislinie ♦. Dagegen liegt die Tangente AD 

ganz anfserbalb der Kreislinie. Folglich mufs ftets 
zwilchen beyden ein Bogen AHG liegen, fo dafs er von 
AD und AG eingefchloften wird. Gefetzt alfo man 
wollte fich nach Analogie gradeliniger Winkel hier ei
nen krummlinigen Winkel GHAD Vorteilen, fo würde 
diefer ftets von dem gradelinigen GAD eingefchloffen, 

*I.P. 12. müfte alfo kleiner als diefer feyn *. Nun aber kann der 
gradelinige GAD kleiner gedacht werden, als jeder an
gebliche Winkel ; und fo klein er auch gedacht wird, 
fo durchfchneidet AF, weil es nur eine Tangente (AD) 
giebt, allemal den Kreis, wäre alfo immer der krumm
linige noch kleinere Winkel GHAD vorhanden» 
Folglich müfte diefer Winkel kleiner als jeder angeb
liche feyn, könnte alfo gar keine Gröfse haben, müfte 
alfo gleich o feyn.

Folglich machen im Berührungspunkte der Kreis und 
die Fangente gar keinen Winkel, beyde fallen zufammen, 
und will man hier doch von einem fogenannten Beriib- 
rungswinkel GHAD fprechen , fo ift diefer gleich o» 
d. h. er hat gar keine Gröfse, ift gar nicht vorhanden»

FiS- 57* Hierauf beruht die Vorftellung krummliniger Win
kel, Denn da im Berührungspunkte Tangente und 
Kreis zufammenfallen, keinen W’inkel mit einander 
machen, fo mufs auch .ein Kreisbogen AH mit irgend 
einer graden Linie AB denfelben Winkelais feine Tan
gente IAK machen, und eben fo zwey Kreisbogen AH, 
AL mit einander denfelben Winkel als ihre Tangen-
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ten im Punkte A, AI, AB. Und diefe Begriffe laden 
fich in der hohem Geometrie auch auf alle andere 
krumme Linien übertragen*

Mithin fleht insbefondere jeder Halbmefler auf der 
Kreislinie fenkreclit ; denn er macht mit der Tangente 
im Berührungspunkte rechte Winkel. — Jede Sehne, 
welche kein Durchmefler ift, macht dagegen in ihrem 
Endpunkteinit der Kreislinie ungleiche Winkel. — End-- 
lich ftehn zwey concentrifdie Kreife überall gleich weit von 
einander ab* Denn da die Halbmefler auf beyden fenk. 
recht ftehn, fo geben die abgefchnittnen Stücke der 
Halbmefler den Abftand beyder von einander an f 5 
und diefe Stücke find überall gleich *J \i. f. 2.

[Anmerkung 1. Ein Winkel ift die Lage zweyer grader
Linien gegen einander *. Krummlinige Winkel denken zu *I'E. 12, 
wollen, wäre alfo ungereimt, wenn nicht im Berührungspunkte 
die Tangente und die krumme Linie zulämmenfielen, alfo krumm
linige Winkel fich durch den Winkel der Tangenten im Berüh
rungspunkte denken lieisen. So mufs man daher, diefen Begriff 
erklären.

Nur eine grade Linie hat in allen ihren Theilen gegen eine Fie, 58, 
andre cinerley Lage, und alfo läfst fich nur bey ihr aus der Lage 
eines Stücks GF auf die Lage .der Linie bey A fchlicfscn, Eine 
krumme Linie hat in allen nochfo kleinen Theilen eine verfchiede- 
ne Lage gegen eine grade Linie AB. Man kann alfo aus der 
Lage der Theile H, I nicht wie bey graden Linien auf die Lage 
der Theile im Punkte A fchliefsen. Man ficht daher auf welchen 
Mifsverftand folgende Einwendung gegen das hier Vorgetragne 
beruht. „GefetztHA, LA wären zweyBogen die beyde die gra
de Linie AD im Punkte A berührten * , fo müften die Winkel • E. I2< 
HAD, IAD beyde o, alfo beyde gleich feyn.t Nun aber fchlieft 
der Winkel IAD den Winkel HAD einj alfo mufs er gröfser 
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als HAD leyn, welches dem vorigen widerfpricht. Alfo kann 
der Berührungswinkel nicht gleich null feyn. ” Aber dieSchlufs" 
folge, alfo mufs er gröfser als HAD feyn, ift falfch. Sie gilt dem 
angeführten nach nur für gradelinige Winkel, keinesweges für 
die Lage krummer Linien, auf deren Lage im Punkte A wir "aus 
der Lage in H und I nicht io unmittelbar fchliefsen können. Da
raus dafs der Bogen AI den Bogen AH einfchlicft läfst fich ein
zig und allein das folgern, dafs der einfchliefscnde Bogen fchnel- 
1er von der Tangente, als der eingefchlofsne abweicht, dafs er 
mithin krummer oder convexer, der Bogen AH dagegen flacher 
oder weniger gebogen ift, und mehr nichts.

Und doch haben gefchickte Mathematiker fich jenen Trug- 
fchlufs nicht nur zu Schulden kommen laffen, fondern fogar mit 
Hitze als Wahrheit vertheidigt. (Man fehe Clavius und Taquet* 
Ausgaben Euklids B. 3. S. 16 befonders die elftere, wo diefe 
Materie auf 20 klein gedrukten Octavfeiten mit den Gründen 
dafür und dawider ausgeführt wird ; auch Clavius Werk de tri
angulis planis et fphaericis und in Opera Mathematica Tom. 
II, p. 60; die Abhandlung de angulo contactus et femicirculi. ) 
Ueberhaupt gehört diefe an fich nicht fehr fchwicrige Materie 
zu den am mehrften mifsverftandnen in der reinen Mathematik. 
Selbft van Swinden geräth hier in die irrige Meynung: „wenn 
man behaupte der krummlinige Winkel GHAD fey kleiner als 
der gradelinige GAD, fo ftelle man keine Vergleichung zwifchen 
den blofsen Neigungen (Lagen) diefer Linien an, fondern zwi
fchen dem Raume den diefe Winkel einfcbliefsen , und verweilt 
deshalb auf Vietae Opera p. jge. Das wäre aber doch fürwahr 
eine Sonderbarkeit der erften Gröfse, wenn man an Flächenräu“ 
me dächte und von Winkeln fpräche, und etwas das mit der ge
rühmten Genauigkeit der Geometer gar fehr im Widerfpruch 
ftande.

Man fieht hier abermals eine Probe, wie cs in der Geometrie, 
da wo es auf Lage ankömmt, noch manches aus einer forgfältiger 
entwickelten Theorie der Lage, zu berichtigen und zu ergänzen 
giebt. Le Gendre hat diele Materie vom Berührungswinkel, die 
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fchon Euklid richtig verträgt, lehr mit Unrecht ausgelaffen; fo 
auch Thomas Simpfou. Hielten fie fie etwa noch für ftreitig,oder 
für zu fchwierig, Für beydes erkennt fic nicht

d. U,

Anmerkung 2* Die berührende Linie ifl die Grange 
für alle fcbneider.de Linien, welche auf dem Durchmefer, der 
durch den Berührungspunkt geht, fenkrécht ftehn. Denn die Ley
den Dnrchfchnittspunkte diefer Linien mit dem Kreife, ftehn 
gleich weit vom Durchnieffer ab, und nähern fich immer mehr, 
wenn die durchfchncidende Linie fich weiter vom Mittelpunkte 
entfernt. Rückt fie endlich um denHalbmeffer vom Mittelpunkte 
ab, fo fallen beyde durchfchnittspunkte in den einen Berüh
rungspunkt zufammen , und zwar in dem Durchmeffer» 
daher die Tangente mit in die Reihe diefer fchneidenden Linien 
als letzte aufzunehmen ift ; als Gränze der diefe fich ohne End^ 
fort näheren, ohne fie doch je zu erreichen, fo lange fie fchnei- 
dende Linien bleiben. Mann kann fich daher die berührende JLi- 
nie als eine fchneidende denken, für welche die beyden Durch- 
febuitts punkte mit einander und mit dem Durchmeffer zufammen- 
fallen, und unter diefer Fiction, in der ein Widerfpruch liegt, 
der fich jedoch felbft aufhebt, gelten von ihr alle Sätze der fchnei
denden Linien, in fo fern fie mittelft diefcrEiction gehörig mo- 
dificirt werden. Auch gründen fich auf diefe Fiction die elften 
Methoden an allen krummen Linien Tangenten zu ziehn, derglei
chen Fermat, Hudden u, a. erdacht haben. —. An einem gegeb
nen Kreife Tangenten verfchiednen Bedingungen gemäls, oder 
umgekehrt zu einer gegebnen Tangente einen Kreis zu befchrei- 
ben, lehren Aufg. 14 und 13, d. U.

LEHRSATZ IJ.

Wenn zwey Parallellinien dB, DE, beyde den -cw ? 
Kreis durchjN.iteiden, fo find die Kreisbogen MN, PQ 
welche zwifchen ihnen liegen > gleich.

fcbneider.de
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[Die Stücke MP, NQ der beyden Parallellinien * 
welche innerhalb der Kreislinie fallen, findSehnen des 
Kreifes]. Ein Perpendikel CH aus dem Mittelpunkt 
auf die eine diefer Sehnen gefallt, fleht auch auf die 
andve paraiieie Sehne lenkrecht * , halbirt allo

• beyde Sehnen , und beyde zu dielen Sehnen gehörige 
* 9- Bogen MHP, NHQ *. Folglich ift MH = HP und 

*Gr’ 2- NH = HQ, allo auch MH — NH = HP — HQ ♦, 
das heift MN = PQ.

Fig. 60. Zufatz I. Auch wenn eine Tangente DE mit einer 
Sehne MP parallel läuft, find die Bogen zwifchen der Sehne 
und dem Berührungspunkte H gleich. Denn alsdann fteht 

i. der Halbmefler CH auf die berührende Linie fenkrecht*'»
♦1.2$ £i. folglich auch auf die ihr parallellaufende Sehne MP*, 

halbirt alfo diefe Sehne, mithin auch ihren Bogen, fo
* 9. dafs, MH = HP wird *

Fig, 51. [Zufatz II. Auch in gleichen Kreifen fchneidet 
eine Linie M9_, welche mit der graden Linie durch die Mit
telpunkte CO parallel läuft, mit diefer Linie gleiche Bo* 
gen ab.

Denn wegen des Parallelismus mit CO fteht die 
Linie MQ von allen Punkten in CO, alfo auch von 
beyden Mittelpunkten gleich weit ab. Die Sehnen 
MN, PQ, welche beydeKreislinien von MQ abfehnei- 

• ii. den find alfo gleich *, mithin find erfiens die zu die- 
fen Sehnen gehörige Bogen MKN, PLQ gleich, fo 
■wie ihre Unterfchiede von den gleichen Halbkreifen, 
d. h. die Bogen AM + BN — EP + FQ, und folglich 
auch AM = BN = EP = FQ, indem die êrftern und 
die letztem, als Bogen zwifchen parallelen Sehnen ei' 

« nes Kreifes, gleich find *.



der. kreis« 127
Zweitens find auch die Hälften der gleichen Seh

nen MN, PQ, welche die Perpendikel aus den Mit
telpunkten CR, OS auf ihnen ablchneiden, gleich, MR 
= RN = PS = SQ. Nun aber ill RS = CO *, folg- * L34’ 
lieh find auch MP und NQ beyde gleich CO. Milbin 
fekneiden die ähnlich Hegenden Tbeile beyder Kreislinien, von 
allen grade» Linien, die mit der Linie durch ihre. Mittel- 
punkte parallel laufen, gleiche QTbeile ab. Umgekehrt ift 
alfo der geometrifche Ort des Endpunkts P einer gegeb
nen graden Linie MP , welche in gegebner Lage, 
(2. B. parallel mit AF) mit ihrem andern Endpunkt M 
auf einer gegebnen Kreislinie ADBK auffteht, eine 
gleiche Kreislinie EGEL, deren Mittelpunkt O, von 
C um gegebne Linien MP, in der gegebnen Lage, 
abfteht*. •Cf.Lj*

Anmerkung, Diefer Zufetz ift im wefendichen Satz 21. *’
im erften Buch von Apoll, ebnen Oertern, wird dort aber anders 
ausgedrückt und bewiefen. Der berühmte Fermat foil der Ur
heber deffelben feyn, ] 

v[LEHRSATZ T^.]
Sind umgekehrt zwey Bogen MN, PQ eines Fig. 59. 

Kreifes gleich, fo find 1 ) die Sehnen, [welche durch 
die übereinfidmmenden Endpunkte beyder gehn, MP, 
NQ, parallel.'— 2) Die Sehnen welche durch die 
verkehrt liegenden Endpunkte beyder gezogen' find, 
MQ, NP, durchfchneidenfich fo, dafs die ähnlich lie
genden Theile in beyden gleich find. — 3 ) Auch 
wenn die Sehnen der beyden gleichen Bogen MN, PQ 
felbjt, fich aufserhalb des Kreifes fchneiden, fo find die
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ahgefihiiîttiien. Stücke in der Verlängerung ' beyder 
gleich.

I. Halbire den Bogen NQ durch den Halbmefler 
CH; fo wird durch diefen Halbmefler auch die Sehne 

* 9» NQ *, ferner, weilMN, PQ gleiche Bogen find, auch 
der Bogen MHP und die Sehne MP diefes Bogens hal- 
birt. Folglich Hehn die Sehnen MP, NQ, welche 
durch die übereinftimmenden Endpunkte der beyden 
gleichen Bogen gehn, beyde auf die grade Linie CH 

* I. an fenkrecht ; fie find alfo parallel *.
2. Die Sehnen MQ, NP, müßen, weil fie die 

verkehrt Hegenden Endpunkte der beyden gleichen 
Bogen verbinden, fich nothwendig in irgend einem 

»Gr. S. Punkteidurchfchneiden *. Ueberdem find fie gleich» 
• ç weil fie zu gleichen Bogen MHQ, NHP gehören*. Da 

nun auch die SehnenMN, PQ gleich find,fo decken fich 
• I. ii. die Dreyecke MPQ, PMN *, und die Winkel bey M 

und P find gleich. Das Dreyeck IMP ift daher gleich- 
fchenklig *, und IM — IP, folglich auch, da die 

* L ganzen Sehnen MQ, NP gleich find, IN = IQ.
3. Durchfchneiden fich die beyden Sehnen der 

gleichen Bogen MN, PQ in irgend einem Punkte O 
aufserhalb J des Kreifes, fo ift das dadurch entftehende 
Dreyeck NOQ gleichfchenklig , mithin NO = QO. 
Denn aus dem, was unter 2 bewiefen ift, folgt, dafs 
die Winkel IMN, IPQ, folglich auch, wegen des 
Parallelismus der Sehnen PM und QN , die Winkel 

* 1 QNO und NQO gleich find ♦.
Folge rung 1. Weil in dem unter 2 betrachte

ten Fall, das Dreyeck MIP gleichfchenklig ift, fo liegt 
die 
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die Spitze deflelben in dem Halbmefler CH, welcher 
auf der Grundlinie MP in ihrer Mitte fenkrecht fleht*. 
Folglich liegt der Durehfchnittspunkt I der beyden Sehnen 
M(f NP flets in dem Halbmefler, der die Bogen MHP, 
NHQ~ halbirt. — Umgekehrt geht die grade Linie, 
welche durch die Punkte H und I gezogen wird, flets 
durch den Mittelpunkt des Kreifes *. — Endlich * Gr. 6f 
fchneiden zwey Sehnen, welche durch einen Punkt I 
eines .Halbmeflers unter gleichen Winkeln gegen den- 
felben gezogen werden, gleiche Kreisbogen ab.

Folgerung 2. Weil eben fo in dem unter 3 
betrachteten Fall das Dreyeck MPO gleichfchenklig 
ift, fo liegt die Spitze deflelben O, in der Verlänge
rung des Halbmeflers CH, welcher auf der Grundlinie 
in der Mitte auffteht. — Umgekehrt mufs alfo eine 
grade Linie welche den Winkel C am Durchfchnitts. 
punkte halbirt, durch die Mitte der Sehnen MP und 
NQ und durch den Mittelpunkt des Kreifes gehn; 
und grade Linien, welche unter gleichen Winkeln ge
gen die Verlängerung eines Halbmeflers durch einen 
Pnnkt deflelben gezogen werden, und den Kreis durch- 
fchneiden , fchneiden in ihm gleiche Bogen ab.

Z u f a t z I. Diefe Sätze laffen fich auch auf Tan- *
genten übertragen. Nimmt man auf beyden Seiten des 
Berührungspunktes H gleiche Bogen HM, HP, fo läuft 
die Sehne durch ihre Endpunkte, MP, mit der Tangente DE 
parallel. Denn zieht man nach dem Berührungspunkte 
den Halbmefler CH, fo halbirt diefer den Bogen MHP, 
mithin auch die Sehne MP *, fleht allo auf ihr, fo wie ,

I
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auf der Tangente fenkrecht *, und Sehne und Tangen
te laufen alfo parallel.

Tangenten durch die beyden Punkte M und P gezogen, 
machen mit der Sefine MP gleiche Winkel *, bilden 
alfo, wenn lie lieh iir einem Punkte O durchfchnei- 
den, ein gleichfchenkliges Dreyeck. Daher find die 
abgeßhnittnen Stücke derßlben MO QO gleich, und ihr 
Durchfchnittspunkt fallt in dem Halbmeffer CH, der 

51.17X3 durch den Berührungspunkt gebt *. Umgekehrt mufs 
eine grade Linie durch O und H auch durch den Mit
telpunkt, und eine grade Linie, welche den Winkel 
bey O halbirt, fowohl durch den Berührungspunkt, 
als auch durch den Mittelpunkt ^gehn.

f 79 Tangenten, welche von einem Punkte 0 außerhalb des 
° Kreißs nach dem Kreiß gehn, find überhaupt insgejammt 

gleich. Denn zieht man CO und die Halbmeffer nach 
den Berührungspunkten CF, CG, fo entftehn recht- 
winklige Dreyecke, worin die Hypothenule CO und 
eine der Katheten gleich find, die fich deshalb de-

• I 19 cken *» und worin OG = OF ift.
r. , Zufatz II. Ift ein Halbkreis ABC in eine grade Fig. 6i« e ö

Zahl von gleichen Theilen, z. B. in 6 get heilt, und man 
verbindet die übereinftimmenden Theilpunkte von den End
punkten des Durchmejßr an gerechnet durch grade Linien 
AC, HE, IG, fo ift die Summe aller diefer parallelen Seh
nen gleich dem Stück AK, ivelcbes eine grade Linie durch 
B und den naebften Theilpunkt G gezogen, auf dem ver
längerten Durchmejßr abßhneidet.

Denn wegen der Gleichheit der Theile AH , Cp 
*l4. i. und H1> FG lind die Sehnen AC, HF, IG parallel *
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Eben fo find wegen Gleichheit der Bogen HI, CF und
IB, FG die Sehnen HC, IFL , BGK parallel* Folg
lich find HFLC, IGKL Parallelogramme, alfo HF = 
CL, IG = LK * und AC 4- HF 4- IG = AK. ^-3^^

Zufatz III. Iß ein Halbkreis ADB in eine ungrade TrfIII. 
Zaki von gleichen Theilen z> B»in 5, getheilt^ and man 
verbindet die übereinßiinmenden Theilpunkte durch grade
Linien AB, DG, EF und zieht nach den Endpunkten E, F 
der letztem diefer Linien die Halbniejfer CE, CF", fo find 
alle Abjchnitte jener Linien zwifchen diefin Halbmejfern 
EFy MN etc. zttfammengenommen dem Flalbmejfer des Frei» 
fes gleich.

' Denn theilt man auch den andern Halbkreis’AHß 
auf diefelbe Art ein, in den Punkten H, I, K etc., fo 
gehn erftens EC und FC verlängert als DurchmeiTer
durch zwey Theilpunkte K, I*. Verbindet man zwey- 
tens die verkehrt liegenden Endpunkte der beyden 

* 2. u, 3,

gleichen Theile DE, HI, durch die Sehnen EH, DI, 
fo durchfchneiden fich diefe, nach Folgerung i, in ei
nem Punkte L des Halbmefl'ers CA , fo dafs CA = CL

LA ift. Nun find aber wegen Gleichheit der Thei- 
le, die Sehnen FI, EH, DAwelchc gleiche Bogen ab. 
Ichneiden, parallel *. Eben fo die Sehnen AB, DG,* I4, 
EF und die Sehnen EK, DI, etc. Mithin find als Pa
rallelen zwifchen Parallelen, erftens DN = AC, und 
zweytens EF = LC = DM *, alfo auch DN —• DM»it^,ï( 
= AC — LC, d. h. MN = AL und folglichEF4-MN 
= LC 4- AL = AC.

I 3
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Grade fo führt man den Beweis, wenn der Halb
kreis in eine grofsere Zahl von ungleichen Theilen 
getheilt ift.

Taf HI Z u fa t z IV. Iß ein Kreis in fechs gleiche Theile
F- getheilt, und man verbindet einen der Theilpunkte, A , mit 

denen, welche um zwey Theile von denselben abßchn durch 
grade Linien AC, AE-, fo tbeilen diefe Linien die Sehne 
BF zwifchen den übergangnen Theilpunkten, welche zuniickß 
bey A liegen, in drey gleiche Theile.

Demi erftens find AC, BF, und zweytens auch 
AE, FB, zwey Sehnen, welche die verkehrt liegen
den Endpunkte zwey gleicher Bogen AF, CB und AB, 
EF mit einander verbinden. Folglich durcbfchneiden 

14. 2. fich diefe Sehnen fo, dafs BH = AH und FI = Al ift *• 
Nun aber find, wenn man CE zieht, die Bogen AC 
CE, EA, folglich auch die Sehnen diefer Bogen 

» 7. gleich *. Alfo ift das Dreyeck ACE gleichzeitig. Da 
überdem CE parallel mit BF läuft, fo ift das Dreyeck 

♦1.2$.A. AHI, mit jenem Dreyeck gleichwinklig*, alfo eben- 
2 falls gleichzeitig, oder AH = HI = AI *. Mithin ift 

auch BH = HI = 1F, folglich die Sehne BF auf diefe 
Art in drey gleiche Theile getheilt.

Anmerkung, Diefer fehr brauchbare Lehrfatz und die 
Zufätze fehlen bey Le Gendre. Zufatz 2 entlehne ich wsClaviui 
Euklid, Zufatz 3 u 4 aus Krafft!' Inltitut. Geometr. iüblim., wo 
als Urheber des erltern La Hire in den Mémoires de Mathemati • 
que. Paris 1692. p. 92, und des letztem Gregor von St. Vincent 
in feinem Opus geometricum prop. I96 de Circulo genannt wird. 
In den Beweifen bin ich indefs von ihnen abgewichen. In den 
folgenden Büchern werden wir ähnliche intereffante Sätze finden.

d. V»
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[LEHRSATZ I5J

Nimmt man außerhalb oder innerhalb eines Tig. 6$, 
Kreifes einen Punkt A und zieht durch ihn und den 
Mittelpunkt B eine grade Linie, welche die Kreislinie 
in den Punkten I und H durchfchneidet ; fo hat

i ) unter allen Punkten der Kreislinie der Punkt 
I, der in der Linie AH mit dem Punkte A zu einer
ley Seite des Mittelpunkts B liegt, den kleinßen ; da
gegen der Punkt H, der mit A auf ent gegen gefetzt er 
Seite des Mittejmnktes B liegt, den größten Abßand 
vom Punkte A ;

2) haben unter mehreren Punkten E, K, G in 
der Kreislinie, diejenigen den kleinern Abßand vom 
Punkte A, welche naher beym Punkte I liegen; und

3) ßehn je zwey Punkte, die zu entgegenge
fetzten Seiten der Linie AH Stegen und gleich weit 
von I entfernt find, z. B. E, F, auch vom Punkte 
A deich weit ab. o

I. Denn zieht man nach den Punkten E, K, F, 
G in der Kreislinie die Halbmefler RE, BK, BF, BG 
und aus dem Punkte A die graden Linien AE, AK 
y\F, AG, fo bilden diele mit AB Dreyecke, in deren 
jedem, z. B. in ABE, der Unterfchied je zweyer Seiten 
kleiner und zugleich ihre Summe gröfser als die dritte 
Seite *, folglich AB — BE oder AB —BI, d. h. AI< * 1. 8. 
AE und zugleich AB BE oder AB BH d. h. AH 
> AE ift. Folglich ift der Punkt I weniger, der Punkt 
H weiter als jeder andre Punkt E in der Kreislinie vom 
Punkte A entfernt; welches das erfte ift.
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2» Alle jene Dreyecke ABE, AEK, ABF, ABG 
haben unter einander zwey Seiten gemein,^ nemlich 
AB und die gleichen Halbmefler BE, BK,; BF, EG« 
Folglich wird die Gröfse ihrer dritten Seiten AE, AK, 
AF, AG von der Gröfse der gegeniiberftehenden Win
kel ABE, ABK, ABF, ABG durch Lehrfatz io. des 
erften Buchs beftimmt. Alle diefe Winkel find aber 
Zugleich Winkel am Mittelpunkte des Kreifes um B, 

* 7; 8. daher ihre Gröfse von der.Gröfse ihrer Sehnen abhängt*, 
folglich von der gegenfeitigen Entfernung der beyden 
Endpunkte diefer Sehnen, d. h. der Punkte E, K, F, 
G vom Punkte I, Ift der Punkt E weiter als K aber 
nicht fo weit als. G vom Punkte I entfernt , fo ift 

* I. 10. ae > aK und AE < AG *; welches das zweyte ift.

3. Sind endlich die Punkte E, F gleich weit von 
CI, 6.1 entfernt; fo ift auch AE = AF *, da denn die 

beyden Punkte E, F zu entgegengefetzten Seiten der 
Linie AB liegen müflen, weil fie fonft (da die beyden 
Dreyecke AEB , AFB fich decken) zufammenfielen, 
und nicht zwey, fondern nur ein Punkt waren ; wei
ches das dritte ift.

Zufatz. Diefe Sätze über die Entfernung eines 
Punktes von den Punkten in einer Kreislinie.gelten 
gleichmafsig, jener Punkt liege außerhalb oder innerhalb 
der Kreislinie, und der Beweis ift für beyde Fälle der- 
felbe , nur die Lage der Linien etwas verfchieden, wie 
diefes die beyden grofsen Kreifen unfrer Figur darftel- 
ien, daher es unnöthig ift mit Euklid (III. g, 9.) 
beyde Fälle befonders zu behandeln. Auch gelten fie 
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für jeden Punkt im Umfange ,’ für welche nur I und 
A xu fa mm en fallen,, wie im dritten kleinern Kreife un' 
fier Figur.

Folgerung, i. 'Von jedem Punkte A, welcher 
nicht der Mittelpunkt ift, laßen ftch nach einer Kreislinie 
ftets zwey gleiche grade Linien ziehn, welche zu entgegen- 
gefetzter Seite der Linie durch den Mittelpunkt liegen ♦ ; * Û) 
aber auch nicht mehr als zwey, indem es in der Kreisli
nie nicht mehr als zwey Punkte giebt, welche vonEi- 

jz % 7 1nein.Punkte in dericlben gleich weit abäehn *.

Folgerung 2. Kann man alfo von einem Punkte 
nach der Kreislinie mehr als zwey grade Linien ziehn, fo 
iß diefer Punkt nothwendig der Mittelpunkt des Kreifes.

Folgerung 3. Grade'Linien, welche von einem 
Punkte aufserhalb des Kreifes fo gezogen find, dafs 
fie von der Kreislinie gleiche Bogen abjehneiden, find 
gleich*. Deshalb find von jedem Punkte aufserhalb 
des Kreifes nur zwey und nicht mehr folche grade Li
nien möglich. . Umgekehrt fchneiden alle gleiche grade 
Linien, welche von einem Punkte aufserhalb des Krei. 
fes an die Kreislinie gezogen lind, von ihr gleiche 
Logen ab. Solche Linien fo zu ziehn, dafs fie im 
Kreile Sehnen von gegebner Gröfse bilden, oder dafs 
zwey devleiben Bogen von gegebner Gröfse umfpan- 
nen, lehrt Aufg. 15.

Folgerung 4. Auch alle Tangenten, welche Fig. 79. 
von einem Punkte nach einer Kreislinie gehn find 
'gleich *. Folglich find von einem Punkte 0 aujserhalb *’4 Z.i;
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eine/ Kreifes nach dem Kreife flets zwey verfchicdne, 
ater nicht mehr, Tangenten möglich. — Ift eine gra
de Linie OF , welche von einem Punkte O au
fserhalb eines Kreifes nach der Kreislinie geht, einer 
Tangente OG aus dielpm Punkte gleich, fo ift he 
felbft eine Tangente des Kreifes. — Endlich geht eine 
grade Linie, welche den Winkel O halbirt, den die 
beyden Tangenten aus dem Punkte O nach der Kreis
linie bilden, durch den Mittelpunkt des Kreifes und 
fteht auf der Sehne durch die Berührungspunkte, in 

*14.2*1. deren Mitte fenkrecht auf *.

Anmerkung. Der Lehrfara und die Folgerun
gen , find den Sätzen des erften Buchs über die Entfer- 

* I. 16. nung eines Punktes von den Punkten einer graden Linie* 
analog, und zeigen fich für die Lehre des Kreifes nicht weniger 
fruchtbar, als jene für die gradelinigcn Figuren. Ich fehe daher 
den Grund nicht ab , warum fie Le Gendre übergeht, da er doch 
von jenen Sätzen des erften Buchs einen fo häufigen Gebrauch 
macht, und die fernem Sätze über das Schneiden und Berühren 
der Kreife blofse Folgerungen aus diefem Lehrfatz find.

d. u.

[LEHRSATZ l6.j

Fig. 49. 1) Zwey Kreife deren Mittelpunkte A, B um
u‘ 5°’ die.Summe oder um den Unterfchied ihrer Halbmejfer 

ct, (3 von einander entfernt find, berühren J'ich 
und zwar im erften Fall aufs erlich im zwey ten 
innerlich.

2) Ift die Summe ihrer Halbmejfer gröfser oder 
der Unterfchied derfelben kleiner, fo haben fie keinen 
Punkt mit einander gemein, und liegen im erften Fall
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der eine ganz aufs er halb, im zweiten der eine 
vanz i nnerhalb des andern. G

Die grade Linie durch beyde Mittelpunkte durch« 
fchneide den um B befchriebnen Kreis in den Punkten 
I und H, nnd zwar fey l der Durchfchnittspunkt wel
cher mit A auf einerley Seite vonB liegt; fo find dem 
vorigen Lehrfatz gemäfs alle Punkte in der Kreislinie 
um B weiter als der Punkt I, aber nicht fo weit als der 
Punkt H vom Mittelpunkte A der zweyten Kreislinie 
entfernt *. * r»

I, Ift daher AI gleich dem Halbmefter a diefer zwey- Fig. 49. 
ten Kreislinie, fo ift zwar I ein Punkt in derfelben, 
aber alle Jandern Punkte der; Kreislinie um B ftehn 
weiter von A als um den Halbmefter oc ab, liegen al
fo aufserhalb der Kreislinie um A. Mithin berühren 
fich beyde Kreislinien in diefem Fall äußerlich *. Wenn * E. 12. 
aber a -f- ß = AB ift, fo mufs auch a. = AB — ß *, *^r' z* 
oder a. = AB — BI — AI feyn. Folglich ift AI un
ter diefer Bedingung dem Halbmeffer a. gleich, und 
unter ihr müffen.fich daher beyde Kreife äußerlich be
rühren.

Ift AH gleich dem Halbmeffer a, fo ift zwar H ein Fig. 50. 
punkt in der Kreislinie um A, aber alle andere Punk
te der Kreislinie um B find von A weniger als um den 
Halbmeffer a. entfernt , liegen alfo innerhalb jener 
Kreislinie. Beyde Kreislinien berühren fich alfo in 
diefem Fall innerlich *. Wenn aber a — ß = AB ift, *• 
fo mufs auch « = AB + ß oder » = AB 4- BH — 
AH feyn. Folglich ift unter diefer Bedingung AH
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dem Halbmefler a gleich, und unter ihr müflen fich 
daher beyde Kreife innerlich berühren.

2) Ift dagegen AI größer als der Halbmefler a fo 
fällt der Punkt I, der unter allen in der Kreislinie 
um Bam nächften bey A liegt, mithin diefe ganze Kreis
linie, aufserhalb der Kreislinie um A und beyde haben 
keinen Punkt gemein. Das ift aber der Fall, wenn 
« 4- ß > AB ift, da denn auch oc > AB — ß oder > 
AB — BI, d. h. > AI ift.

Ift endlich AH kleiner als der Halbmefler a, fo 
fallt der Punkt in der um B befchriebnen Kreislinie, 
welcher am weiteften von A entfernt ift, mithin diefe 
ganze Kreislinie, innerhalb der Kreislinie um A, und 
beyde Kreislinien haben wiederum keinen Punkt ge
mein. Das ift aber der Fall, wenn a — ß < AB ift, 
da denn a AB 4" ß oder <i AB + BH d. h. <f AH 
ift.

Folgerung 1. Wenn zwey Kreife einander berüh
ren yfo Hegt folglich ßets der Berührungspunkt mit den bey
den Mittelpunkten in einer graden Linie, und zwar zwi- 

Ii^.^.fchen beyden Mittelpunkten wenn die Kreife äufserlich^ 
Fig. 50. nicht zwifch.cn ihnen, wenn fie fich innerlich berühren» 

Denn nur unter diefen Bedingungen kann derAbftand 
ihrer Mittelpunkte der Summe oder dem Unterfchiede 
ihrer Halbmefler gleich feyn. Die grade Linie, wel
che durch zwey jener Punkte gezogen wird , mufs alfo 
immer auch durch den dritten gehn.

Folgerung 2. Wenn umgekehrt zwey Kreislinien 
in einem Punkte 1 oder H, welcher in der graden Linie 
durch ihre Mittelpunkte liegt, zufammentreffen, ß beruh-

zwifch.cn
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ren fie fich, Denn dann ift allemal die Entfernung ih
rer Mittelpunkte entweder der Summe oder dem Un- 
terfchiede ihrer Halbmefler gleich; ein lehr einfaches 
Kennzeichen von Kreifen die fich berühren, welches 
in der Lehre von den Berührungen von vielem Ge
brauch ift.

Folgernn g 3. Zwey fich berührende Kreife haben 
ini Berührungspunkte eine genieinfchaftliche Tangente. 
Denn da ihre Halbmeffer AI, BI, welche nach dem 
Berührungspunkte gezogen werden, in grader Linie 
liegen *, fo fallen die Perpendikel, welche auf beyde » f. t. 
im Berührungspunktei errichtet find, mithin die Tan
genten zufammen *. Ein Perpendikel auf die gemein- * I2 u< 
fchaftliche Tangente im Berührungspunkte errichtet, I,Z*2- 
geht alfo gewiß durch beyder Kreife Mittelpunkt.

Fo Ig e r u ng 4. Haben umgekehrt zwey Kreife in ei
nem Punkte I den fie gemein haben, eine genieinfchaftliche 
Tangente, fo berühren fie fich, und zwar innerlich, wenn 
ihre Mittelpunkte auf einerley, äufserlich wenn fie auf 
entgegengefetzter Seite der Tangente liegen. Denn 
ihre Mittelpunkte liegen darin beyde in dem Perpen
dikel, welches auf die gemeinfchaftliche Tangente im 
Berührungspunkt I errichtet wird *, find alfo im er- * 
ften Fall um den Unterfchied der Halbmefler beyder 
Kreife, im zweyten um ihre Summe von einander erft- 
fernt. Die Kreife müßen fich alfo unferm Lehrfatz 
zu folge berühren, im erftenFall innerlich, im zwey
ten äufserlich«

Folgerung 5. Alle Kreife , die durch einen 
• Funkt I einer l\reislmie ^ehn, und um einen Punkt
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indem Halbmcfler ÎA, oder deffen Verlängerung, als 
Mittelpunkt befchrieben find, berühren fich im Punk
te I, weil fie in ihm eine gemeinfchaftliche Tangente 

* 4» haben *, und liegen ganz zu einerley oder entgegen
gefetzter Seite diefer Tangente, d. h. des Perpendikels 
welches auf AI im Tunkte I errichtet wird»

Anmerkung. Der erfte Theil diefesLehrfatzes fleht zwar 
bey Le Gendre , und macht bey ihm fogar zwey Lehrfätze aus, 
allein feine Beweile find fehr mangelhaft, da er fich nicht auf 
den vorhergehenden Lehrfatz berufen konnte. Die fruchtbaren 
Loigerungen fehlen bey ihm alle bis auf die crflé.

d. U.

[LEHRSATZ 17.]

T.in.F. Wenn zwey um die Mittelpunkte C und 0 be- 
ßhriebne Kreiße ßch innerlich oder äußerlich berühren) 
jo liegen y im erften Fall die beyden übereinßimmen- 
den Endpunkte E, G^ im zweyten die verkehrt liegen
den Endpunkte E, G zweyer paralleler Durchmeßßr 
DE y FG, mit dem Berührungspunkte I in grader 
Linie,

Denn verbindet man die Mittelpunkte durch die gra
de Linie CO, fo geht diefe auch durch den Berührungs- 

ri6 f i Pun^ *• Zieht man daher von dem Berührungspunkte 
nach den genannten Endpunktender parallelen Durch- 
mefler die graden Linien IE, IG fo entfiehn zwey 

(j, gleichfchcnklige Dreyecke ICE, IOG, worin wegen des 
Parallelismus der Durchmeffer die Winkel an der 
Spitze , mithin auch die Winkel an der Grundlinie
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gleich find*. Es find alfo auch die dritten Winkel l-25»,a 
CIK, OIG gleich *, und folglich bilden, da CI und “I.si.Ge 
IO in grader Linie liegen , auch AI und IO eine 
grade Linie *. Der Berührungspunkt liegt folglich * !• 5* 
mit den Endpunkten E und G der beyden parallelen 
Durchmeüer in grader Linie,

Zufatz. Wenn umgekehrt zwey Kreife eineu Punkt I 
gemein haben, und die Halbtnejfer OG, CE, welche man 
nach den Endpunkten einer graden Linie GE zieht, die 
durch den Punkt I gebt, und beyde Kreife fehneidet, find 
untereinander parallel, fo berühren fich beyde Kreife im 
Punkte I.

Denn man ziehe die Halb me (1er OI, CI, fo find 
die Dreyecke IOG, ICE gleichfchenklig, mithin die 
Winkel E und EIC, G und GIO gleich. Nun aber 
find wegen des Parallelismus der Halbmefl'er, und weil 
EG eine grade Linie ift, die Winkel E undG gleich*. ’La$A« 
Alfo find auch die Winkel EIC, GIO gleich *, mit- * I. 
hin OI und IC in grader Linie*, und es liegt der 
gemeinfchaftliche Punkt I beyder Kreislinien in der 
graden Linie durch beydeMittelpunkte, Folglich be
rühren fich in ihm beyde Kreife *. *16. f, 2.’

Anmerkung. Diefe Sätze entlehne ich aus Pappus mathe- 
matifchen Sammlungen B. 7., -wo fie als i5tes und lûtes Lemina 
aus Apollonius Werk von den Berührungen aufgeführt, aber auf 
eine fchwierigere Art bewiefen werden. Auch ift der Lehrlatz 
Archimedes erftes Lemma im Buche von derKugel und dem Cylin
der. Noch ein paar ähnliche Sätze findet man Lehrfatz 25. Zuf. 
2. und folgende.

d. U.
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[LEHRSATZ 18«]

Zwey Kreije können ßch mir dann durchfchneiden^ 
wenn fowohl die Summe ihrer Halbmeß  er a, /3 gro
ßer y als auch der Unterfchied derfelben kleiner als der 
Abßand ihrer Mittelpunkte A, B iß.

Denn gefetzt die elfte diefer Bedingungen fände 
bey zwey Kreifen nicht ftatt , und es wäre a 4~ ß 
nicht größer als AB ; fo müfte diefe Summe entweder 
gleich AB, oder kleiner als AB feyn* Im erften Fall 
würden fie beyde Kreife berühren, im zweyten kei- 

* l6‘ nen Punkt gemein haben *, könnten fich alfo nicht 
durchfchneiden.

Fände die zweytezdiefer Bedingungen nicht ftatt, 
und wäre a — ß nicht kleiner als AB; fo müfte diefer 
Unterfchied entweder gleich AB, oder grölser als Aß 
feyn. Im erften Fall würden fich wiederum beyde 
Kreife berühren, und im zweyten keinen Punkt ge- 

v i6. mein haben*, könnten fich alfo nicht durcfchneiden. 
\

Zufatz« Dafs wenn beydeBedingungen ftatt fin
den, die Kreife fich nothwendig durchfchneiden müf- 
fen, haben wir fchon als unmittelbare Folgen aus den 
Principien gefehn ♦. Der dortige Satz wird alfo durch 
diefe vervollftändigt, und wir dürfen nun erft diefe 
Exdingungen als Beßimmung der Möglichkeit des Durch- 
fchneidens zweyer Kreife aufftellen , ohne welche kein 
Schneiden ftatt findet, und unter der allein die Con- 
ftruction des Dreyecks aus drey gegebnen Linien mög-

•E.ii.A lieh ift *.
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[LEHRSATZ I ÿ. ]

Zivey Kreiß die ßch durchßhneiden treffen ßch P1S- 48» 
ßets hKzwey Punkten, welche zu den entgegetigeßt z- 
ten Seiten der graden Linie durch beyde Mittelpunk
te liegen.

Umgekehrt durchßhneiden ßch lalle Kreiß, weK 
ehe zwey Punkte gemein haben, oder die in einem 
Punkte aufserhalb der Linie durch ihre Mittelpunkte 
zujainmen treffen.

I. Wenn zwey Kreife fich in einem Punkte E 
fchneiden , fo kann' ihr Durchfchnittspunkt nicht in 
der graden Linie DH liegen, welche durch die Mittel
punkte beyder Kreife geht *, liegt folglich zur einen 
Seite dieler Linie; daher zur andern Seite derfelben 
in der einen Kreislinie ein zweyter Punkt F liegen 
muis, welcher eben fo weit als jener vom Mittelpunk
te A ues andern Kreifes entfernt ift *. folglich auf fei-* 15. f. 1.’ 
nein Umfang liegt, alfo ein zweyter Durchfchnitts- 
punxt beyder Kreife ift. Und mehr als diefe beyden 
Durchichnittspunkte find nicht möglich *.

2. Haben zwey Kreife zwey Punkte E, F, ge
mein, fo liegen diefe aufserhalb der graden Linie DH 
zwilchen ihren Mittelpunkten, und es mufs AI< AE 
und AH > AE feyn *. Folglich ift 1 ein Punkt in ? 16«’ 
dem um A belch; iebnen Kreife, H ein Punkt aufser
halb deiielben * , und folglich durchfchneiden fich *E. s.y 
beyde Kreife.

3. Liegt endlich derPunktE, worin zwey Kreife zu- 
fammentreffen, aufserhalb der Linie durch die Mittel-



144 BUCH 11.

punkte, fo ift die Summe der beyden Halbmefler grö- 
* 1. 8- pser ajs jer Abftand der Mittelpunkte *; alfo durch

fchneiden fich beyde Kreislinien.

Anmerkung. Zwey fich durchfchneidende Kreife, und 
zwey Kreife die zwey Funkte gemein haben, find alfo einerley 
Gegcnftand. Le Gendre braucht diefen letztem Begriff zur Er
klärung des erftern, d. h. des Schneidens zweyer Kreislinien, 

„ . doch, wie wir fchon bemerkt haben, in fo fern mit Unrecht*»E.io.A* ’
als diè Uebereinftimmung beyder Begriffe erft bewiefen werden 
mufs. Eserhellt hieraus zugleich dafs zweyKreife die fich berüh
ren nur einen Punkt gemein haben können, und .dafs umgekehrt 
alle Kreife die nur einen Punkt mit einander gemein haben, fich 
berühren , worauf Le Gendres Définition des Berührens zweyer 
Kreife fich gründet. d. U.

LEHRSATZ 20.

Wenn zwey Kreife ßch fchneiden, fo wird ihre 
geweinfchaftliche Sehne von der graden Linie, die 
durch die beyden Mittelpunkte 0, B geht, Jenkrecht 
durchfchnitten und halbirt.

Denn da zwey Kreife, die fich durchfchneiden, 
* 19. zwey Punkte E, G gemein haben*, fo gehört die gra

de Linie EG zwifchen diefen Punkten als Sehne zu 
beyden Kreifen. Ein Perpendikel , welches auf 
diefe Sehne in ihrer Mitte errichtet wird, xnufs folg
lich fowohi durch den einen, als durch den andern

* 9.E2.
* Gr, 6.

Mittelpunkt gehn *. Alfo (da zwifchen zwey Punk
ten nur eine einzige grade Linie möglich ift *) mufs 
auch umgekehrt eine grade Linie DH, welche durch
die Mittelpunkte beyder Kreife A, B geht, die ge

mein- 
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meinfchaftliche Sehne EG fenkrecht durchfchneiden 
und balbiren.

[Anmerkung. Die Tangente zweyer fich berührender 
Kreile Himmt alfo in dir Eigenfchaft mit der Sehne zweyer fich 
fchneidender Kreife überein, dafs die grade Linie durch die 
Mittelpunkte beyder Kreife auf fie fenkrecht lieht, und wir kön
nen fie alfo auch hier wieder als eine Sehne betrachten, bey wel
cher die beyden Durchfchnittspunkte mit dem Kreife in einen 
zufammengefallen find. In fo fern kann man alfo den Berüh
rungspunkt für einen doppelten Durchfchnittspunkt nehmen.

d, U.]

LEHRSATZ 21»

IFeim in einerley Kreis oder in zwey gleichen Fig, 67* 
Kneifen, zwey Winkel am Mittelpunkte ACE, DCE 
fich zu einander wie zwey ganze Zahlen verhalten ; 
fo müßen auch die beydenBogen welche vor ihnenum- 
fpannt werden AB, DE fich wie diefelben Zahlen} und 
folglich wie jene Winkel verhalten.

Man fetae, z, B. die beyden Winkel ACB, DCE 
verhielten fich zu einander wie die beyden Zahlen 7 
und 4; fo heilst das, jene Winkel ibllen fo gedacht 
werden, dafs fie von einem kleinern Winkel M grade 
fo gemeßen werden, wie die gegebnen ganzen Zahlen 
von der Einheit, dafs folglich der Winkel M als ge- 
meinfchaftliches Ma.ufs im erßen Winkel ACB genau, 
liebenmal, im letztem DCE genau 4 mal enthalten 
ley*. Dann laßen fich alfo in jenem genau 7, in » y42. 
diefem genau 4 Winkeltheile (angles partiels) ACm, 
mCn, nCo .. , DCx, xCy . .. denken, welche insge-

K
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fammt dem Winkel M, alfo auch unter fich gleich 
find. Nun aber muffen zu diefen Winkeltheilen , als 
gleichen Winkeln am Mittelpunkte C in einerley oder 

*7. Z, 2. in gleichen Kreifen , auch gleiche Bogen gehören *, 
folglich auch die Bogentheile (arcs partiels) Am, mn, 
no . . . Dx, xy . . . welche von jenen Winkeltheilen 
umfpannt werden , unter fich gleich feyn. Jedem 
Winkeltheil entfpricht aber ein Bogentheil. Folglich 
muffen auch die ganzen Bogen AB und DE fich wie 
die Zahlen 7 und 4 verhalten ; alfo wie die Winkel. 
Dieftlbe Schlufsfolge findet bey jedem andern Zahlver- 
haltnili'e ftatt. So oft fich allo das Verhältnifs zweyer 
Winkel ACB, DCE in ganzen Zahlen ausdrücken läist, 
verhalten fich die Bogen AB, Dfi, welche aus ihrem 
Scheitel mit gleichem Halbmeffer befchrieben und von 
ihren Schenkeln umfpannt werden, wie die Winkel, 
oder es ift

L ACB : L DCE = bog. AB : bog. DE

[d. h. wenn der Winkel ACB oder der n te Theil def
lelben im Winkel DCE m mal enthalten ift, fo mufs 
in diefem Fall auch der Bogen AB oder deflen n ter 
Theil in dem Bogen DE genau m mal enthalten feyn.]

Zufatz. Grade auf diefelbe Art erhellt umge
kehrt, dafs wenn in einerley Kreis oder in zwey gleichen 
Kreife» zwey Bogen Aß, DE ßch zu einander, wie ganze 
Taillen verhalten y auch dic Winkel am Mittelpunkte y die 
auf ihnen ßehn ACB, Di Eßicb wie diefe Zablen^ und mit
hin wie die Bogen verhalten müßen, fo dafs 
AB;DE= Z_ ACB ; Z_ DCE.
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[Unter der Vorausfetzung eines Verhaltens wie 
zwey ganze Zahlen zu einander, ift alfo ftets das Ver- 
hältnifs folcher Bogen und folcher Winkel gleich, find 
folglich Bogen und Winkel proportional ♦.] * 3*

LEHRSATZ 22.

Wie auch zwey Winkel ACB, ACD fich zu ein- FiS*ß8t 
ander verhalten mögen, immer verhalten fich auf die- 
felbe Art zwey Kreisbogen AB, ADi welche um ih
ren Scheitelpunkt mit gleichem Halbmejfer bejchrieben 
und von ihren Schenkeln umfpamit werden»

Man lege den kleinern Winkel ACD fo auf den. 
gröfsern , dafs ihre Scheitel, der Schenkel CA, und 
ihre Kreisbogen zufammenfallen *. Wenn nun die * 1» 
im Lehrfatz ausgefagte Proportion, . d. h. Gleichheit 
der Verhältnifl'e, in irgend einem Fall nicht ftatt lan
de, fo müfte dann der Winkel ACB zum Winkel ACD 
{ich wie der Bogen AB zu einem Bogen AO, der größer 
oder kleiner als AD ift, verhalten ♦, allo folgende 
Proportion richtig feyn

Z_ACB : Z_ ACD = bog. AB : bog. AO
Der Bogen AO fey erßens größter als AD, fo kann 

man hch AD in lauter gleiche Theile getheilt denken, 
•welche kleiner als der Unterfchied beyder Bogen, DO, 
lind *, [z.B. in n,] da denn, wenn man diefe Theile *Aufg.j 
weiter nach O zu aufträgt, zwifchen D und O wenig- Z’ a" 
ftens ein Theilpunkt 1 fallen mufs. Zieht man nun 
den Halbmefler CI, fo find ACD, ACI zwey Winkel 
am Mittelpunkte, deren Bogen AD, Al fich wie zwey

K a
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ganze Zahlen fn und ii zu einander verhalten; 
folglich ift dann kraft des vorhergehenden Zufatzes

K ACB : L ACI = bog. AB : bog AI
Die Vorderglieder in den Verhältniflen diefcr Propor
tion find mit den Vordergliedern in der erden Propor
tion einerley; folglich müßen die Ilinterglieder pro
portional feyn , alfo

L ACD : L ACI = bog. AO : bog AI
[indem , wenn der Winkel ACB die Winkel ACD» 

xACI grade fo mifst, wie der Bogen AB die Logen AO, 
AI, auch zwifchen diefen Winkeln, und Bogen einer- 

W.3. f. ley Zahlverhältnifs Üatt Enden mufs *.]

Nun aber ift der Bogen AO gröfser als AI, folg.
-- lieh müfste auch kraft der letztem Proportion der 

Winkel ACD gröfser als der Winkel ACI feyn , allo 
der Theil gröfser als das Ganze, weiches ungereimt 

’V.3.5 ift*. Alfo ift es unmöglich dafs der WinkelACBlieh 
’zum Winkel ACD, wie der Bogen AD zu einem Bo
gen, der gröfser als AD wäre, verhalten könne.

Aus einer ähnlichen Schlnßfolge erhellt , dafs 
zweytens auch kein Bogen der kleiner als AD ift, mit 
den Winkel ACB, ACD und dem Bogen AB eine 
gültige Proportion bilden kann,

[Folglich mufs die im Lehrfatz ausgefagte Propor
tion unter allen Umftanden beftehn, da, behände 
lie nicht, man in Ungereimtheiten verwickelt würde], 
und es ift alfo immer

/. ACB : L. ACD = bog AB ; hog. AD.
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[Zufatz I. Gradç fo beweift man den umge-. 

kehrten Satz, dafs, ruh? auch zwey Bogen aus gleichen 
Kreißen fich verhalten mögen, die Winkel an ihren Mittel- 
punkten von deren Schenkel jie ümjpannt werden^ fich gra
de auf diefelbe Art verhalten.

So îft àlfo die Proportionalität zwifchen Winkel und. 
Bogen allgemein dargethan, die beyden Bogen oder 
die beyden Winkel mögen durch einerley Bogen oder 
Winkel fich meffen laßen oder nicht, d. h. commenfti- 
rabel oder incotnmenfurabel feyn , und folglich fich wie 
Zahlen verhalten oder nicht, d. h. ein rationales oder ein 
irrationales Verhältnifs haben *. * V. xt

Der hier geführte fehr deutliche und evidente Be- 
weis für diefen incommenfurablen Falh den ich durch die 
zweyte Anmerkung zur fünften Aufgabe noch vervoll
kommnet zu haben glaube, fcheint, fowie der analoge 
Beweis Buch 3 Lehrfatz 4, von Le Gendre aus Simplons 
Elementen entlehnt zu feyn, wo man ihn imWefent- 
lichen in der Anmerkung zum dritten Satze des fünf
ten Buches findet. Simpfon bemerkt dabey dafs Ichon 
Euklid im zwölften Buch feiner Elemente fich diefer 
Beweisart bedient, und dafs fich mittelft derfelben in 
jedem Falle die Schwierigkeiten, die aus der Incommen- 
furabilitat von Linien oder andern Ausdehnungen her
rühren, leicht und befriedigend heben laden.]

Zufatz II, Was in diefem und dem vorigen 
Lehrfatz über die Proportionalität zwifchen Winkeln 
und Bogen bewiefen worden ift , gilt ebenfalls für 
Kreisansfchnitte und ihre Bogen, welche grade lo. wie 
Winkel und Bogen von einander abhängen, und auf
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die der hier geführte Beweis fich ganz übertragen lätst. 
Es verhalten fich alfo auch ßets Kreisausfchnitte in demßB 
ben Kreife oder in zwey gleichen Krefen , wie ihre Bogen.

Zufatz T11. Weil die Winkel am Mittelpunkte 
eines Kreifes, (und fo auch die Kreisausfchnitte, ) mit 
den Bogen worauf fie Hehn (die fie umfpannen) pro
portional find, d. h. mit ihnen fo zufammenhängen, 
dafs beyde fich nach einerley Verhältnifs ändern, und 
wenn die eine diefer GrÖfsenarten zu oder abnimmt 
die andre nach gleichem Verhältnilfe zu oder ab. 
nimmt; fo find wir berechtigt die eine zum Maafs 
der andern‘zu brauchen. WTir wollen deshalb hinfü- 
ro den Bogen AB, worauf ein Winkel am Mittelpunk, 
te ACB (oder ein Kreisausfchnitt) fleht, für das ^laafs 
diefes WinkelsACB(oder des Ausfchnirts) nehmen; wo- 
hey man fich aber wohl merken mufs, dafs, wenn 
man verfchiedne Winkel (oder verfchiedne Ausfchnitte) 
durch folche Bogen, als ihr Maafs, vergleichen will* 
die Bogen wie es derLehrfatz vorausfetzt, mit gleichem 
HalbmelTer befchrieben ; feyn mülfen.

[Dafs hierbey von keinem unmittelbaren Meßen, 
oder wie unfer Verfaffer fich nicht ganz richtig aus
drückt, von keinem abfoluten Maafs, die Rede feyn 
kann, verfteht fich von felbft. Das unmittelbareMaafs 
einer Gröfse mufs mit ihr völlig gleichartig feyn, fich 
von ihr in nichts als in der Gröfse, und höchltens noch 
in der Form unterfcheiden , daher Bogen fich nur 
durch Linien , und W’inkel nur durch Winkel unmit 
telbar meßen laßen. Wir müßen alfo zum unmittel
baren Meßen für1 die Winkel einen Winkel zur Einheit 
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annehmen , und dazu haben wir fchon den rechten 
Winkel erwählt, auf den wir alle übrige Winkel als 
auf ihr gemeinfchaftliches Maafs , ihre Einheit, be- 
ziehn *. Da aber diefer Lehrfatz zeigt, dafs Winkel 
untereinander ftets daflelbe Verhältnifs als die dazu 
gehörigen Bogen haben, fo läfst fich aus dem Ver
hältnifs der Bogen auf das der Winkel fchliefsen, folg
lich mittelft der Bogen erfahren, wie oft ein Winkel 
oder ein beftimmter Theil deifelben in dem andern 
Winkellenthalten ift, daher man mittelß der Bogen einen 
Winkel mit dem rechten, als dem Maafse aller Winkel, 
vergleichen, folglich mittelbar meßen kann*. Und "Aso.A 
von folchem mittelbaren Maaß ift hier nur die Rede.J

Nehmen wir den rechten Winkel zur Einheit, fo 
mufs jeder fpitze Winkel durch eine Zahl die zwifchen 
O und I fallt, alfo durch einen ächten Bruch, ein 
ftumpfer Winkel durch einen Bruçh der zwifchen 1 
und 2 fallt, ausgedrückt werden, fiches etwas unbe
quem feyn würde. [Um die Brüche zu vermeiden 
nimmt man daher in der Ausübung nicht den rechten 
Winkel felbft, fondern den neuçzigften Theil deflel- 
ben,den man einen Grad nennt, und dellen Sexagefimal- 
Theiie (die man nach der Ordnung durch Minuten, Sectttt. 
den, Lertien bezeichnet) zum unmittelbaren Maafs aller 
Winkeloderzur Winkeleinheit, und vergleicht, um die 
GrÖlse eines Winkels in Graden, Minuten undSecun« 
den zu erfahren, den Bogen, den ein Winkel umfpannt, 
mit ^m.netinzigflen Theil des Quadranten und dellen Sexa- 
gefimaltheiien. Der munzigfle Theil des Quadranten (folg
lich der 36ofte Theil der Kreislinie) wird gleichfalls
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ein Grad genannt, und dient, fammt feinen Sexage- 
fimaltheilen (Minuten , Secunden, Tertien), allen 
Kreisbogen zum gemeinfchaftlichen Maafs oder zur 
Einheit, da denn jeder Winkel fo viel Grad, Minuten 
undSecunden als fein Bogen enthält, jener Winkefyrade9 
diefer Bogengrade u.f., welches man gehörig unterfcheL 
den mufs. Hierauf beruht der Gebrauch aller Win- 
kelmeffer in der Ausübung.]

[Anmerkung r. Den neunzigften Theil des Quadranten 
oder einen Grad findet mau durch Probiren ohne Schwierigkeit 
indem man z. B. erft die Gröfse der Sehne, die fich genau drey- 
mal im Quadranten herumtragen läfst, dann die Sehne die fich 
im Drittel fechsmal, und endlich die, die fich im Sechstel des 
Drittels genau fünfmal umhertragen läfst, durch fortgefetztesPro
biren auffucht. Denn da zu gleichen Sehnen gleiche Bogen 
gehören, erhält man auf diefe Art einen Bogen der 6. $ d. h. 
9© mal im Quadranten enthalten ift, ftcllt alfo den neunzigften 
Theil des Quadranten dar. Auf ähnliche Art läfst fich jedet- 
andre willkühtliche Theil der Kreislinie finden, der Kreis alfo 
nach Belieben eintheilen. Allein diefes Probiren ift ein mechanic 
fiches Verfahren, welches blos für den vorgelegten einzelnen Fall 
den gefuchtcn Theil giclât ; kein Wijjenfchaftlichcs welches aus 
allgemein gültigen Gründen abgeleitet, auf allgemeine Gültig
keit Anfptuch machen könnte. Ein folches vermag, wie wir in 

• JO. A, der Folge fehn werden *, die Elementargeometrie nicht aufzuftel- 
len. Für die Eintheilung der W inkelmeffer ift indefs jenes me- 
chanifche Verfahren völlig hinreichend , befonders feitdem 
neuere Künftler, (der Herzog von Chaulnes , Bird, und Rams
den) diefe Eintheilungsmethode durch fcharfnnnige Erfindungen 
aufserordentlich verfeinert und erleichtert haben.

Anmerkung 2» 'Ein Winkel mejjer ift ein in Grade und 
kleinere Theile eingetheilter Kreis oder Kreisbogen. Bey denen 
die zutn Meßen und Aufträgen der Winkel in Zeichnungen oder 
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auf dem Papier bcftimmt find (T raus porteur s} ift‘der Mittelpunkt 
der Theilung durch eine Oefnung oder eine Spitze genau be- 
ftimmt. Jeden Winkel den man meffen, oder an einer Linie 
auftragen will, legt man fo , dafs deflen Spitze im Mittelpunkt 
fällt, Dann ift er ein Winkel am Mittelpunkte des eingetheilten 

• Kreifes, fafst alfo fo viel Winkelgrade, als auf demInftrumente 
Bögengrade zwilchen feinen Schenkeln liegen.

Bey den Wir.kelmeflcrn die zum Meffen auf dem Felde oder 
am Himmel beftimmt find , (Theodolite, Scheibeninftrumente, gan- 
se Kreiße, Quadranten etc.}, drehen fich genau im Mittelpunkt 
der Theilung ein oder zwey Lineale (Albjdaden) mit Dioptern oder 
mit Fernröhren. Die Winkel der Gefichtslinien nach zwey Gc- 

- genftänden, auf die man die Fernröhre richtet, werden folglich 
Winkel am Mittelpunkte diefer eingetheilten Kreife, und alfo 
durch die abgefchnittnen Bogen gemeßen. Hierbey kömmt; alfo 
alles, nächft der Güte der Eintheilung, darauf an, dafs die Alhi- 
dade oder das Fernrohr fich genau um den Mittelpunkt der 
Theilung (oder mit der Theilung concentrifch) drehn. Sonft find 
die abgefchnittnen Bogen nicht das Maafs der Winkel, die dann 
cxcentrifcb "wären *. - * , .\ - d. U.J ^,A<

[Zufatx IV. In ztocy verfchjednen Kreiße^ z. B. Fig. 47. 
den concentrifcben EPD und KRG nwfpannen gleiche Win
kel am Mittelpunkte ECD ähnliche Kreisbogen*, d. h.Bo- 4 
gen ED, KG, die fleh auf einerEy Arc zum ganzen Um
fange verhalten, nemlich wie dèrJVVinkel der fie um. 
fpannt tu vier rechten, und die daher eine gleiche Menge 
von Graden enthalten. Hierauf beruht die Meffung der 
Kreisbogen durch Wiakehneß'er. Zieht man nemlich nach 
den Endpunkten eines Bogens DE, die Halbmefier, 
und legt einen Winkelmefler in der Ebne des Bogens 
fb dafs fein Mittelpunkt in.den Mittelpunkt C fallt, 
fo werden beyde Bogen concentrifch und die Sehen» 
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kel CE, CD fchneiden rauf beyden gleich viel Grade 
ab; daher inan die Gradmenge von DE, aus der in 
G’K un mittelbar erhebt.

Zufatz V. Ein Winkel am Mittelpunkte iß recht, 
ßnmpf oder fpit z je nachdem er auf einem Bogen fteht, 
der dem Quadranten gleich, oder gröfser oder kleiner 
als der Quadrant ift.

Ewey Halbmefler welche einen Halbkreis umßannen 
liegen in grader Linie, und die Schenkel eines erhab- 

*I.E.i6. «e» Winkels ACD * umlpannen einen Kreisbogen EFD, 
weichet gröfser als der Halbkreis ift. — Ucberhaupt 
find ein Winkel oder mehrere Winkel zufammen ge
nommen , einem, zwey oder mehreren rechten Win
keln, oder einem ftumpfen oder einen fpitzen Winkel 
gleich, je nachdem fie zu ihrem Maafs einen Quadran
ten, einen Halbkreis, oder einen Bogen haben, der 
kleiner als ein Halbkreis aber gröfser als ein Quadrant, ' 
oder der kleiner als ein Quadrant ift. d. U,]

LEHRSATZ 2$.

feder einem Kreiß eingefchriebne Winkel (d. h. 
jeder Winkel am Umfange ) hat zu feinem Maajse den 
halben Bogen worauf er-fleht.

Fig. 69. [Wenn der eine Schenkel eines eingefchriebnen - 
Winkels, AE, durch den Mittelpunkt des Kreifes C 
geht, fo ziehe man den Halbmefler CB. Denn ent- 
fteht ein gleichlchenkliges Dreyeck ACB, worin die 
Winkel A und B gleich find, und der äufsere Winkel 
BCE = B -hA * = 2 A, folglich A = f BCE ift. 
Nun ift aber BCE ein Winkel am Mittelpunkte, der
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mit dem eingefchriebenen Winkel BzAE über demfelben 
Bogen RE fleht, hat folglich diefen Bogen zu feinem. 
Maafse. Alfo hat der Winkel A am Umfange, wovon 
ein Schenkel durch den Mittelpunkt geht, den halben, 
Bogen BE, worauf er fteht, tu feinem Maafse *.

Geht kein Schenkel eines eingefchriebnen Win* 
kels BAD durch den Mittelpunkt, fo ziehe man durch 
die Spitze des Winkels den Durchmefler AE , welcher 
mit den Schenkeln des eingefchriebnen Winkels, AB, 
AD, zwey Winkel am Umfange BAE, DAE bildet, 
welche der Bedingung des erften Falls entfprechen , 
folglich zu ihrem Maafs den halben Bogen haben, auf 
dem lie ftehn.]

Liegt nun der Mittelpunkt, folglich AE, zwi- 
fchen beyden Schenkeln des gegebnen Winkels BAD, 
fo ift diefer W’inkel der Summe jener beyden Winkel 
BAE, DAE, gleich, hat folglich zu feinem Maafse die 
Hälfte der Bogen BE + ED , d. h. die Hälfte des Bo* 
gens BD worauf er fteht. — Liegt dagegen der Mit
telpunkt, folglich auch AE, aufserhalb des Theils der 
Ebne den die beyden Schenkel AB, AD' umfpannen, 
fo ift der gegebne Winkelam Umfange BAD' dem Un- 
terfchiede jener Winkel BAE, D'AE gleich*, hat folg- 
lieh zu feinem Maafs die Hälfte des Bogen D'E — BE, 
d. h. die Hälfte des Bogens BD' auf welchem er fteht.

Alfo hat jeder in dem Kreis eingefchriebne Win
kel, oder jeder Winkel am Umfang, zu feinem Maa
fse den halben Bogen, den er umfpannh

Zufatz L Alle Winkel in demfelben Kreisabjchnitt * Fig. 70. 
f nd gleich, z. B. BAC, BDC, BEC etc. Denn fie ftehn ’ E> 7’
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auf demfelben Kreisbogen BOC, deffen Hälfte fie tu 
ihrem Maafse haben» [Eben fo find Winkel in Ab* 
fchnittcn gleicher Kreife, welche in beyden über glei
che Bogen oder Sehnen ftehn, gleich. —- Sind umge
kehrt In einem Kreife, oder in zwey gleichen Krei* 
fen zwey Winkelam Umfange gleich, fo umfpannen 
fie gleiche Bogen , und ftehn in gleichen Kreis- 
abfchnittcn.

T. III. Daflelbe ift bey allen ähnlichen Abschnitten verfchied* 
ner Krefie, wie AEB, ADC der Fall, d. h. bey Ab- 

*1V.E.2 fcyinitten, deren Bogen gleich viel Grade enthalten *.
Denn die Ergänzungen ihrer Bogen zum ganzen Um
fange ANB, ANC enthalten alsdann auch gleich >iel 
Grade, folglich auch die Winkel in den Abfchnitten, 
E D, welche durch die Hälfte diefer Bogen, auf die 
fie ftehn, gemeßen werden. Die Winkel in ähnli. 
eben Abfchnitten find alfo immer gleich. Und find 
twigckebrl in verfchiednen Kreißen zwey Winkel am Umfan
ge gleich, fo find die Bogen welche fie umfpannen und die 
Abfchnitte in welchen ße fiehn ähnlich t (d. h. enthalten 
gleich viel Grade.)

71- Zufatz II. Jeder Winkel im Halbkreife iß ein 
Rechter, z, B. der Winkel BAD. Denn zieht man den 
Halbmefler CA, fo erhält man zwey gleichfchenklige 
Dreyecke BCA, ACD, worin die Winkel bey A den 
Winkeln B, D gleich find, alfo auch ihre Summe BAD

B 4- D ift. Nun find die drey Winkel B, D, BAD, 
als Winkel in einem Dreyecke, zufammengenommen

* !• 3l- zwey rechten Winkeln gleich ♦; alfo ift ihre Hälfte 
BAD einem rechten Winkel gleich. — Auch erhellt
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der Satz unmittelbar daraus, dafs BAD als Winkel im 
Umfang, der auf den Halbkreis fleht, die Hälfte des 
Halbkreises, d. h. einen Quadranten zum Maats hat;
daher er nothwendig ein rechter iff *. *23 Z 5-

[Folgerung. Sind folglich drey grade Linien AB,^à- 37 
JC, AD, welche in einem Punkte A zufammcnft often 
gleich, und liegen zwey derjelben, AB mid AD, in gra
der Linie, fo ift, wenn man BC, CD zieht, der Winkel 
BCD ein rechter. Denn dann läi'st lieh um A mit dem 
Halbmefler AB ein Kreis befchreiben, der durch die 
Punkte B, C, D geht *, worin BD Durchmefler, allo *£. 2.3 
BCD ein Winkel im Halbkreife ift.

Halbirt man die Hypotennfe eines rechtwinkligen Drey» 
ecks BCD im Punkte A, und zieht AC, (oder zieht man 
diefe Linie 1b, dafs die Winkel B, BCA oderD, DCA 
gleich werden ) fo ift AC e= AB = AD1.

Errichtet man endlich auf der Grundlinie eines gleich» 
fchenkligen Dreyecks ABD, in ihrem Endpunkte ein Per» 
ÿendikel CD, fo durchfchneidet diefe den zweyten verlän
gerten Schenkel BA fo, dafs AD den Schenkeln AB, ACt 
und der Winkel beyDdcm Winkel bey(J gleich wird. Denn 
dann ift A der Mittelpunkt eines Halbkreifes durch 
B, C,D.]

Zufatz III. Je der Winkel BAC, der in einem Kreis- Fig. 70» 
abfehnitt, gröfser als der Halbkreis eingefebrieben ißy » 
ift ein fpitzer Winkel; denn er fteht auf einem Bogen 
der kleiner als der Halbkreis ift, hat alfo zu feinem 
Maafs einen kleinern Bogen als den Quadranten *. — 
Jeder Winkel BOC, in einem Kreisabfcbnitt der kleiner als 
der Halbkreis iß, iß dagegen ein ßumpfer Winkel. Denn
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ihn mifst die Hälfte eines Bogens, welcher grö'fser als 
der Halbkreis ift. +

Anmerkung, DiefeSätze über die Vergleichung der Win
kel, welche in Kreifen eingefchrieben find, mittelft der Bugen 
die fie umfpanncn, (und die folgenden Sätze welche fie vervoll- 
ftändigenj gehören zu den fruchtbarften in der Geometrie. Un
mittelbar auf den hier bewiefenen beruhen einige nette Eigenfchaften 
Jich durchfchneidender Kreife, wovon ich die entere aus Clavius 
Euklid, die übrigen aus Gregor von St. Vincenz Opus Geome
tricum entlehne.

Fig« ?-• !• Wenn Kreit ABC durch den Mittelpunkt Ceines andern
Kreiiés geht, und man zieht in ihm den Ditrchmejfer der durch 
C geht, CA, fo fchneidet der ziueyte Kreis, und der Bogen in ihm, 
'von allen graden Linien, die durch den Punkt A gehn, gleiche 
Stucke LM, MM ab. Denn zieht man CM, fo iftAMC ein Win- 

• Z. 3. kelim Halbkreis , mithin CM fenkrecht auf AN *, und folglich
* 9. wird die Sehne LN des zwcyten Kreifcs im Punkte M halbirr *.

T. jj|_ 2, Auch wenn zwey gleiche Kreije Jich'fchneiden, und man 
Fig» 78. hefchreibt um ihre genieinfchaftliche Sehne * BC als Durchmejfer 

3°* einen Kreis, Jo wird jede grade Linie welche durch die Punkte B 
oder C geht, worin die Kreife fich fchneiden, %. B. CM, [von den 
drey Kreislinien halbirt, Denn jede folche Linie bildet mit der 
Sehne BC einen Winkel BCM, welcher in beyden gleichen Krei
fen ein Winkel am Umfange ift, und daher gleiche Bogen BF, 

* Z i. BM umfpannt *. Alfo find auch die Sehnen EF, BM gleich*, 
* 7’ und FBM ein gleichfchenklig Dreyeck. Zugleich ift BLC als 

* Z. 2. Winkel im Halbkreife ein rechter *a folglich BL ein Perpendikel 
auf die Grundlinie diefes gleichfchenkligen Dreyecks, und des- 

^Liy.f.z halb FL LM *.

T Ill 3* Durchfchneiden fich zwey Kreife in den Punkten I £ 
Fig. 76. und man befchrcibt um Leinen dritten Kreis, der beyde durch- 

fchneidet, fo liegen zwey der Durchfchnittspunkte mit dem Punkte 
I in grader Linie, Denn zieht man HI, HK und LH, LK wel
che als Halbmeffer des dritten Kreifes gleich find, fo find auch 
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die Winkel LKH LHK, gleich, Jenei' fleht, als Winkel am Um
fang, auf dein Bogen INL — IHL *, daher beyde i Winkel die 7« 
Hälfte diefer Bogen zu ihrem Maafs haben. Der Winkel am Um
fang IHL umfpannt den übrigen Theil des Umfangs. Beyde, 
LHK, LHI haben alfo den halben Umfang zu ihrem Maafs, find 
alfo rechte Winkel • , und mithin liegen KH , IH in grader *22.Z j. 
Linie *. * I. 4.

Wenn vian über die Grundlinie EC eines Dreyecks AEC T, I I f. 
einen Kreis befchreibt, und diefer durebfebneidet die Schenkel des^^ 77' 
Dreyecks, oder ihre Verlängerungen in den Punkten D, E, und 
vian befchreibt ferner durch die Endpunkte eines der Schenkel, AB ■> 
und den Durchjcbnittrpnukt des andern Schenkels mit der Kreis
linie, E, einen xweyten Kreis, und eben fo durch A, C, D, einen 
dritten Kreis ; fo entflehn dadurch ähnliche Kreisabfchnitte über die
Seiten des Dreyecks.

Denn zieht man BE, CD, fo find die Winkel BDC, EEC 
als Winkel am Umfange die über demfiilben Bogen BMC Rehn 
gleich. Liegt folglich A innerhalb des Krcifcs über EC, fo find Fig. 7*. 
die Abfchnitte diefer Winkel in allen drey Kreifen ähnlich, folg
lich BEC, BEA, ADC ähnliche Kreisabfchnitte. — Liegt A 
aufs er halb des Kreifes über BC, fo find auch die Nebenwinkel rig.77 * 
jener, d. h. die Winkel ADC, AEB gleich, umfpannen folglich 
in beyden Kreifen Bogen AB, AC welche unter fich und mit 
der Ergänzung des Bogens BMC zum ganzen Kreife, d. h, mit 
dem Bogen BDEC ähnlich find ; daher auch in diefem Fall die 
Ablchnitte über den drey Seiten des Dreyecks ähnlich find.

Liegt A auf der Kreislinie überBC,fo fallen die beyden 
Durchfchnittspunkte D , E in einen Berührungspunkt zuiam-
men *, und man mufs dann über jedem Schenkel des Dreyecks 
Kreife, welche den andern Schenkel berühren, befchreiben , um 
den folgenden Lehrfatz gemäfs ähnliche Kreisabfchnitte über alle 
drey Seiten des Dreyecks zu erhalten.

$. Aus diefen Sätzen folgt umgekehrt, dafs wenn man über 
die drey Seiten eines Dreyecks ähnliche Kreisbogen bejchreibt, je 

20. A,

zwey derfelben fich in einem der Schenkel der Dreyecks oder in deren
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Verlängerung durchfchneiden niüjjen, Mittelft deflelben und des 
folgenden Lehrfatzes beweift Gregor von St. Vincenz in feinem 
grofsen Geometrifchen Werke (Prop. ii. bis i6, und bis 64. 
de Circuit) ) eine Menge netter Eigenfchaften vom Durcbfchnitt 
grader Linien, die durch die Spitze des Dreyecks A gehn, mit 
den Bogen der drey ähnlichen Kreisabfchnitte, von denen ich 
hier nur ein Paar anführe, deren Beweis keine Schwierigkeit hat, 
uns hier aber doch zu weit'abführen würde.

6. Zieht man von dem Mittelpunkte des einen Kreisabfcbnitts 
BDC durch 'die Mittelpunkte der beyden andern grade Linien , fo 
liegen die Durchfcbnitte diefer Linien mit den letztem Kreisbogen 
und die Spitze A des Dreyecks in grader Linie ; und daftelbe ift der 
ïall mit den beyden Punkten worin die Tangente, die am Bogen 
des Kreisabfchnitts BEC in den Punkten B und C gezogen wer
den, die beyden andern Kreisbogen durchfchnciden.

7. Zieht man durch die Spitze A eine grade Linie, fo find 
die Stucke derfelben, welche zwifchen der Kreislinie BECM und 
den beyden andern Kreislinien liegen, allemal gleich,

S. Wenn ein Kreis, der um den Mittelpunkt des Abfchnitts 
BEC befchrieben wird, den einen der beyden andernKreife berührt 
oder fchneidet, fo berührt oder fchneidet ev auch den zweyteu 
und zwar fchneidet er im letztem Fall von beyden ähnliche Bo^en 
ab, Und noch ein Paar fokhc Sätze, die ich übergehn mufs»

d, U.

LEHRSATZ 24.

74- i. Der Winkel BIE, den eine Tangente IB 
mit einer Sehne IE macht, welche die Tangente im 
Berührungspunkte durchßhneidet, hat zu feinem Maa- 
jse die Hälfte des Bogens INE der von beyden Linien 
eingefchlofsen wird,

[2. Umgekehrt mufs jede grade Linie IB, wel
che durch den Endpunkt einer Sehne IE gegen diefe

' Sehne
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Sehne unter einem Winkel gezogen wird^ den die 
Hälfte des von ihnen eingefchlofsnen Bogens INE mifst, 
den Kreis im Punkte I berühren,']

1. Zieht man nach dein Berührungspunkte Ï dert 
Durchmefler DI, fo ift erftens DIB ein rechter Win* 
kel *, hat alfo als folcher zu feinem Maals die Hälfte f X»
eines Halbkreifes *, alfo auch die Hälfte des Bogens *2xZ 
DEL Zweytens hat der Winkel DIE als ein Winkel 
am Umfang die Hälfte des Bogens DE zu feinem Maa-

v fse *♦ Folglich hat der Unterfchied beyder Winkel * 23. 
DIB und DIE, d. h, der Winkel DIE, zu feinem Maa.
fse die Hälfte des Bogens INE, welchen die Tangente 
IB und die Sehne .IE umfpannen. — Auch der Neben- 
winkel deflelben AIE hat daher zu feinem Maalse die 
Hälfte des Bogens IME, weicher jenen Bogen zum 
ganzen Kreife ergänzt*. M«Z,$

[2. Ift dagegen IB fo gezogen, dafs der Win* 
kel E1B die Hälfte des von beyden eingefchlofsnen 
Bogens IE zu feinem Maalse hat , fo fey ID der 
Durchmefler der durch den Punkt I geht. Zieht 
man die Sehne ED, fo umlpannen die Winkel D und 
DIE zufammengenommen den Halbkreis IED, haben 
alfo als Winkel am Umfange einen Quadranten zu ih* 
rem Maafse *, und lind daher zufammengenommen • 23, 
einem rechten Winkel gleich« Werden aber, nach 
der Vorausletzung, die Winkel EIB und D von dein- 
felben Bogen ID gemeßen, fo lind fie gleich, und 
alfo find auch die Winkel BIE , DIE zulammeng«« 
nommen einem rechten Wnikel gleich. Folglich ift

L
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AB ein Perpendikel durch den Endpunkt des Durch- 
meffers, alfo eine Tangente des Krcifes im Punk- 

* ,2' te 1 ♦.]
[Folgerung, Der Winkel BIE zwifchen einer be

rührenden Linie und einerSehne die durch den Berühinn^s- 
punktgeht, iß gleich den Winkeln am Umfang, welche 
mit ihnen denfelben Bugen IE uwfcanncn folglich den 
Winkeln in dem Kreisabfchnitt, der mit der Tangente 
auf entgegengefetzter Seite der Sehne liegt. Denn al
le diele Winkel werden von demfelben Bogen gemeffen, 
(Es gilt alfo auch hier von der Tangen: e, was von den 
Sehnen bewiefen ift.) Umgekehrt mufs jede Linie IE, 
welche mit einer Sehne IE an ihrem Endpunkte ei
nen Winkel macht, der den Winkeln im entgegenge
fetzt liegenden Kreisabfchnitt 1ME gleich ift , den 
Kreis im Punkte I berühren.]

Taf. III. [Zufatz I. Eine grade Linie EG f welche durch 
den Punkt 1 gebt, worin zwey Kreife fich berühren, Jcknci- 
det von beyden Greifen ähnliche Bogen und ähnli
che Kreisabfchnitte ab.

Denn da beyde Kreife im Berührungspunkt eine 
gemeinfchaftliche Tangente AB haben * , fo bildet 
die grade Linie EG in beyden Kreifen mit der Tangen
te einen gleichen Winkel. Folglich muffen die Bo
gen IE, IG, deren Hälften diefeWinkel unlermLehr. 
fatz zu folge mellen , gleich vielGrade enthalten, oder 
gleiches Verhältnifs zum ganzen Umfang haben, mit- 

*lV.E.a, hin ähnlich feyn *, und daher auch ähnliche Kreisab- 
Ichnitte umfpannen. Berühren die beyden Kreife 
fich innerlich, fo ift Gl ein Theil der Sehne IE, und 
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die ähnlichen Kreisbogen liegen auf einerley Seite der 
Linie EGI. Berühren fie fich dagegen äußerlich, k> 
liegen Gl, IE auf entgegengefetzten Seiten des Berüh
rungspunktes , und eben fo die ähnlichen Kreisbogen 
zu entgegengeletzten Seifen der durchfchneidendenLi' 
nie GE.

In gleichen Kreißen welche fich berühren, werden 
von jeder graden Linie durch den Berührungspunkt, 
gleiche Stücke abgefchnitten *. * 7«

Zufatz II, Zieht man durch den Punkt 1, worin 
zwey Kreiße jicb berühren grade Linien, und durch die bey
den Punkte, tcorin ße einen jeden diefer Kreiße nochmals 
durcbßchneiden, die Sehnen DE, FG ; fo find dufe Sehnen 
parallel, Denn da beyde Linien in diefen Kreifen, nach 
Zufatz I. ähnliche Bogen IE, IG und ID, IF ab- 
ichneiden, fo find die Winkel am Umfange, welche 
auf diefen Bogen ftehn, D und F, auch E und G 
gleich *, mithin die Sehnen DE, FG parallel *, und 
die Dreyecke IDE, IFG gleichwinklig. L-J.A.

In gleichen Kreißen decken fich diele beyden Drey
ecke *. In ihnen find alfo die Sehnen DE, FG über- ¥ j. 
dem noch gleich. Zieht man daher, wenn fich die Krei- 
fe äufstrlich berühren, EF, DG, fo find auch diefe Li
nien gleich, und DFG ift ein Parallelogramm. In unglei. 
chen Kreifen ift, wenn IG kleiner als 1E ift, auch FG 
kleiner als DE> und dann durchfchneiden fichEF und
DG,

Zufatz III. Haben umgekehrt zwey Kreiße einen 
Punkt I gemein, und zwey grade Linien EG , DE durch”

* L2
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fchneiden&eydeim Punkte Ifo, dafs die Sehnen DE, FG durch 
die Durchfchnittspunkte parallel find ; fo berühren fich beyde 
Kreife im Punkte I. Denn man ziehe durch I ari Kreife 
IDE die Tangente AB, fo ift der Winkel DIA,, dem 

• 34. f. Winkel am Umfange E *, mithin auch, wegen des Pa 
rallelismus der Sehnen DE und FG, dem Winkel G 

*I.a$.A. gleich *. Ift daher, wie in Figur 75, IF ein Theil 
der Linie ID, fo ift der W’inkel FGI dem Winkel G 
gleich, d.h,dem Winkel in dem Kreisabfehnitte, wel
cher mit IA auf entgegengefetzter Seite der Sehne 1F 

* 34, f- liegt, und daher berührt IA den Kreis IFG*. — Liegt 
IF in der Verlängerung von ID, wie in Fig. 75 *, fo 
lind FIB , DIA Scheitelwinkel , folglich ift auch FIB 
gleich G, und alfo auch in diefem Fall IB eine Tan
gente am Kreife IGF. — In beyden Fällen haben alfo 
die Kreife eine gemeinfchaftliche Tangente AIB, daher 

*16. £4. *n beyden Fällen im Punkte I berühren *.
Zufatz IV. Wenn zwey gleiche Kreife lieh im 

F»7^* Punkte I durchfchneiden, fo ift ihr krumndiniger Winkel 
MlHd. h. der W inkel ihrer Tangenten im Berührungs- 

*12 .Z. punktel*, dem Winkel gleiqh, welchen dieTangente 
Iß, mit einer ihr gleichen SehnelDdes zweyten Krei- 
fes macht. Denn das Maafs des Winkels der beyden 
Tangenten IA, IB ift, weil IB zugleich eine Sehne 
des erften Kreifes ift, der halbe Bogen IMB. Das 
Maafs des Winkels BID ift eben fo der halbe Bogen 
1HD. Die Bogen IMB, IHD find aber als Bogen glei
cher Kreife, die zu gleichen Sehnen IB, ID gehören, 

* gleich *, alfo auch die Winkel DIB, BIA.J
Anmerkung. Den erften diefer Zufitze entlehne ich au 

Pappin B. 4. S. 9, wo er mit unnöthiger Weitläufigkeit bewie- 
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fen wird; die beyden folgenden aus Pappus B. 7., wo'fie das yte 
çte und 1 ite Lemma aus Apollonius Werk von den Berührungen 
»usmachcn, und den letzten Zufatz aus Krafft und Vietas Opp.
p. 383. d. U.

[LEHRSATZ 2 5. ]
i. Der Winkel AOI), unter welchem zwey Sch-^ZAIi 

tien AB, DE eines KreiJ'es fich durchfchneiden , hat 
zu feinem Maafs die halbe Summe der Bogen, weicht 
Jiine Schenkel umfpannen AD -4- BE.

2
2. Der Winkel, unter welchem zwey verlängerte 

Sehnen AÖ , BO1, oder eine verlängerte Sehne AO' 
und eine Tangente GÖßch durchfchneiden, haben zu 
ihrem Maafse den halben Unterfchied der Bogen, wel
che ihre Schenkel umfpannen AD’ — BE' oder 
AG — GB. * ‘

3. Der Winkel Fd G unter welchem zwéy Tan
genten eines Kreifes FO' GÖ ßch durchfchneiden, hat 
zu feinem Maafse die Ergänzung des Bogens, welchen 
beyde Tangenten umfpaunen, zum Halbkreife, oder 
Halbkr. — FG.

I. Durchfchneiden fiçh die beyden Sehnen AB,, 
DE felbft in einen Punkte O, fo entfteht, wenn man 
BD 'lieht, ein Dreyeck OBD, worin der Winkel am 
Durchfchnitt AOD der äufsere Winkel, mithin AOD 
= B + D ift *. Diefer Winkel hat alfo zu feinem« j, 
Maafse die Summe des Maafses der Winkel B und D, 
folglich die Bogen AD -}- BE *. -

2
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2. Durchfchneiden fich dagegen die Verlängert!!!« 

gen zweyer Sehnen, und man’zieht>BD, fo entfteht 
Dreyeck D'O'B, worin der Winkel am Durchfchnitts- 
punktO' ein innerer, und’mithin D'O'B = D'BA — D' ift. 
Diefer Winkel hat alfo zu feinem Maalse den halben Un- 
terfchied derBogen AD’, BE' oder AD' — BE'.

Daflelbe ift der Fall wenn die Tangente'GO' und 
eine Sehne AB (ich in einem andern Punkte als im Be
rührungspunkte durchfchneiden, Denn auch dann- 
entfteht, wenn manBGzieht, ein DreyeckBGO', wo
rin der Winkel am Durchfchnitt ein innerer, und O' 
= ABG — G ift, folglich zu feinem Maafse die Bo
gen AG — GB hat.

3, Durchfchneiden fich endlich zwey Tangenten 
GO', FO', und man zieht nach den Berührungspunk
ten die Halbmefler CG , CF, fo entfteht ein Viereck 
CFO'G, welches zwey rechte .Winkel F, G hat, und 
worin der dritte Winkel C als ein Winkel am Mittel
punkte durch den Bogen FG, welchen beyde Tangen
ten umfpannen, gemeßen wird. Der vierte Winkel 
FO'G hat folglich zu feinem Maafs den Halbkreis we
niger diefen Bogen, den die Tangenten, als Schen- 

I. Ja. kel, umfpannen *.
Folgeren g 1. Unter Winkeln, ivelche auf dem- 

felben Kreisbogen nach der hohlen Seite des Bogens zu ßehn, 
iß der Winkel, deflen Spitze im Um fange liegt, größter 
als jeder deflen Spitze aufserhalb der Kreislinie fällt, dage» 
gen kleiner als jeder Winkel deflen Spitze innerhalb der 
Kreislinie liegt*
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Folgerung 2. Grade Linien welche von den'End- T. III. 
punkten gleicher Bogen eines Kreifes AB, EF etc, durch die 
Endpunkte eines andern Bogens CD gezogen find, und ent
weder alle ins Kreife oder alle aufser dem Kreife zufam- 
ntentrefien, durchfcbneiden fich unter gleichen WinkelnO,Q~ 
etc. Denn fie haben alle zu ihrem Maafse im elften Fall 
die Summe, im letztem den Unterfchied gleicher Bo« 
gen, AB, EF etc. und des Bogens CD.

Folgerung 2. Der Winkel 0 unter welchem zwey T.III.
, 3 . t . F.78.*t

Tangenten fich durchfcbneiden, iß das Doppelte des Win. 
Kels GKH, welchen die Linie zwifchen den Berührungspunkten 
mit dem Durchmefer durch den Berührungspunkt K bildet. 
Denn GKH hat als Winkel am Umfange zu feinem 
Maalse die Hälfte des Bogens HG, welcher (nach 3 ) 
den Winkel O mifst.

Z u fa t z I. Zieht man durch den zweyten Endpunkt 
diefes Durchmejfers und durch den zweyten Berührungspunkt 
eine grade Linie HG, fo durchfchneidet diefe die Tangente 
KO in ihrer Verlängerung fo dafs die Winkel 1 und GKH, 
und die Linien 01, OG, OK, gleich find. Denn KGH 
ift als Winkel im Halbkreife ein rechter *; alfo fteht^Z.*, 
Gl auf der Grundlinie eines gleichfchenkligen Drey- 
ecks KGO in deren Endpunkt fenkrecht, und durch
fchneidet daher den gegenüberliegenden Schenkel im 
Punkt I, fo dafs 01 = OG = OK und I = G ift *.

. £ 1.
Zufatz II. Befchreibt man um ein gegebenesFig. 

Dreyeck ABC einen Kreis, ferner um eine der Seiten u* 78*- 
z. B. um BC mit gleichem Halbmefler einen zweyten 
Kreis , und fällt dann von dem gegenüberftehenden 
Winkelpunkte A ein Perpendikel aufBC, welches die
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Kreife und diefe Linie in den Punkten D, E, F 
durchfchneidet ; fo flehn die graden Linien welche man aus 
den. beyden andern Winkelpunkten B, C durch den Punkt D 
zieht, ebenfalls auf die gegenüber ft ebenden Seiten des Drey
ecks fenkrecht.

Denn weil die Kreife gleich find, fo gehören er- 
flens zu der gemeinfchafrlkhen Sehne gleiche Bogen 

* 7- BDC, BFC*, Und diefe balbirt beyde die grade Linie 
durch die Mittelpunkte der Kreife , wdche zugleich 

* 20. auf EC lenkrecht lieht *. Mit diefer Linie läuft das 
* L si. Perpendikel,.DF parallel*, daher die Bogen zwifchen 
»13.2,3. beyden *,und alfo auch die Bogen BD, BF, und DC, 

CF gleich find, Zweyfens ift der Winkel BCH, deflen 
Spitze im Durchfchnittspunkte beyder Kreife liegt, 
in beyden ein Winkel am Umfange, mufs alfo in bey- 

*33.Z.i.den gleiche Bogen BD, BH umfpannen ♦, fo das alfo 
Bog. BD = Bog. BF — Bog. BH.

Nun hat der rechte Winkel bey E zu feinem 
Maafse die Hälfte der Bogen AC BF, und derWin- 

* (1) kei bey G die Elalfteder Bogen AC-f-BH *, (in F.yg* VC 
H-BD = AC + BH), Beyde Winkel find alfo gleich, da 
die Bogen BF, BH und mithin die Bogen, welche beyde 
"Winkel meßen gleich find. Alfo iftGfogut wieE,und 
aus denfelben Gründen auch 1 ein rechter Winkel.

Da aus einem Punkte auf eine grade Linie nur ein 
einziges Perpendikel möglich ift, fo durchfchneiden 
fich folglich die Perpendikel, welche aus den Mittelpunkten 
eines Dreyecks ABC auf die gegenüberßebetuieu Seiten ge. 
fällt werden , allemal in Einem Punkte D, Und zwar 
fleht dicter Punkt D mit jedem der Punkte F, H, K,
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(worin die Perpendikel, die aus den Winkelpunkten 
auf die gegenüberftehenden Seiten gefällt werden, ei
nen Kreis der um das Dreyeck befchrieben ift durch
fchneiden) von-den Seiten des Dreyecks gleich weit ab, 
fo dafs DE =EF, DG « GH und Di = IK ift; (wie 
daraus erhellt, weil die Dreyecke DBF, DBH, DCK 
gleichfchenklig* und BE, BG, CI Perpendikel auf ihre 
Grundlinien lind *, Eine artige Eigenfchaft des Drey- ‘ 
ecks, welche man mit der in Lehrfatz 10 Folgerung 
2 vergleiche.

Anmerkung. Auf den erften Theil diefes Lchrfatzes 
gründet fich eine Methode Scbeibeninftrumente oder ganze Kreife 

prüfen, ob fie auch nicht an dem Fehler der Excentricität lei
den *, und, gefetzt dies wäre der Fall, doch mit folchen fehlet' 
haften Inftrumenten richtig zu meßen. Dreht ficb nemlich die ’ 
Alhidade oder das Fernrohr nicht um den Mittelpunkt der Thei- 
lung, fo find die Winkel, welche abgefchnitten werden, keine 
Winkel am Mittelpunkte, fondern excentrifche, wie O in Fig. 79. 
Folglich werden in folchen Inftrumenten von den entgegengefetzc. 
liegenden Endpunkten der Alhidade ungleiche Bogen abge- 
fchnitten; und fo oft das der Fall if:, leidet das Inlhument am. 
Fehler der Excentricität. Und dann werden, dem erften Theil 
diefes Lehrfatzes zu folge, die Winkel durch die halbe Summe 
der beydeh abgelchniVencnBogen, die einander gegenüber liegen, 
gemeßen, '

Diet beyden letzten Folgerungen und die beyden Zufätze 
entlehne iah aus Gregor von St. Vincenz Satz 7, 50, 51 und 53 
de Circulo, wo fie aber aus andern Gründen, und nicht fo kurz 
bewiefen werden. d. U.

[LEHRSATZ 26.]

Die Spitzen aller gleichen Winkel , welche über Fig. 70« 
derfelbe graden1 Linie BCßehn 3 liegen iusgefarnmt in 
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einer Kreislinie, die durch die Endpunkte cliefier gra~ 
den Linie B, C geht.

Man ziehe durch B, C und die Spitze A eines 
I0, diefer Winkel eine Kreislinie *. Gefetzt r.un, es fielen 

nicht alle Spitzen der andern Winkel in diefe Kreisli- 
nie, fondera wie a oder ß, fo konnten der Winkel 

* Folg, a, ß nach dem vorigen Lehrfatz * nicht dem Winkel 
A gleich feyn, fondera ß wäre gröfser, ja. kleiner als 
A, gegen die Vorausfetzung. Folglich find alle fol* 
ehe Winkel in demfelben Kreisabfchnitt über der ge- 

* E' gebenen Linie }BG befindlich*, welchen zu bilden 
Aufg. 16 lehrt.

folge rung i. Ueber derfielben graden Linie find al
fo auf einerley Seite nicht zwey verfchiedene Kreis abfchnitte 
möglich, welche denfelhen Winkel fafstenx folglich nicht 

*1V.E.2. zwey verfchiedene 'ähnliche Kreisabfcknitte* \ und ähnli
che Abfchnitte über gleichen Linien decken fich und 
find gleich (Euklid IIL 23. 21.)

f olge r ung 2. Der Bogen des Kreisabfchnitts über 
BC, welcher den Winkel A fafst, ift der geometrifche Ort 
für die Spitze aller Dreyecke, die über derfelben Grund
linie BC ftehn , und in welchen diefer Grundlinie 

*I.E.31. ein gleicher Winkel A gegenüberfteht *. Oder 
er ift der geometri ficke Ort für die Aufgabe, aus zwey 
gegebenen Punkten B, C zwey grade Linien zu ziehn, die 
fich unter einem gegebnen Winkel A durchjchneiden. Jeder 
Funkt im Kreisbogen BAC thut diefer Aufgabe genü
ge , und keiner der Punkte die aufserhalb deflelben 

* 2$. L liegen *.
Anmerkung. Diefe lezte Folgerung ift im erften Buch 

von Apollonis ebnen Oertern der zweyte Satz, und wird dort



D ï 1 K R î I S. I7f

nach der deùtfchen Ueberfetzung folgendcrmafscn ausgedrückt* 
,,Wcnn zwcy grade Linien, die einen Winkel von gegebner 
Größe einfchliefsen, durch zwey gegebne Punkte gehn, fo liegt 
der Durchfchnittspunkt diefer Linien auf einem der Lage nach 
gegebnen Kreisumfang, oder auch: fo berührt ihr Durchfchnitts
punkt die hohle Seite eines der Lage nach gegebnen Kreifcs”$ 
in welchem letztren Ausdruck der Begriff des Berührens unrich
tig gebraucht wird. Uebrigens fehlt auch diefer wichtige Lehr- 
fatz famint den folgenden Zuiätzen bey Le Gendre.

Z u f a t z I. Wenn ein rechtwinkliges Dreyeck ABD Fig, 
mit einem andern rechtwinkligen EBD eine gleiche Hypo- 
tenffe hat, die eine Kathete AB aber kleiner als die Kathete 
EB des andern Dreyecks iß, fo ift dagegen die zweyte Ka
thete AD des erftern gröfser als die Kathete ED des zweyten 
Dreyecks; und umgekehrt. Denn legt man die Hypote- 
nufen aufeinander, fo fallen die Spitzen, unferm Lehr- 
fatz zu folge, in einen Halbkreis *, und die Kathe- 
ten jedes diefer rechtwinkligen Dreyecke werden Seh
nen, deren Bogen fich zum Halbkreife ergänzen. Nun 
gehört zur kleinern Sehne der kleinere Bogen *, mit- * •
hin die gröfsere Ergänzung zum Halbkreife, und allo 
auch eine gröfsere Sehne der Ergänzung, d. i. eine 
gröfsere zweyte Kathete; und ift AB < EBfo ift noth
wendig AD ED.

Zufatz II. Daftelbe gilt aus den nenülichen pjg, ?{S 
Gründen, fur alle Dreyecke, welche gleiche Grundlinie 
und gleiche Winkel an der Spitze haben, und man kann 
Gaber diefen Satz allgemein fo ausdrücken i find in 
zwey Dreyecken ABC, DBC, eine Seite BC und der ihr ge- 
geuuberftehende Winkel A, D in beyden gleich, hingegen 
ein Schenkel ungleich AB <h DB, fo ift der zweyte Schenkel 
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in dein Dreyecke gröfser, in welchem der erftere Schenkel 
der kleinere war, AC DC; ein Satz, dem in der An
merkung zu Lehrfatz 10 des erften Buchs analog» 
flatt deflen man fich gewöhnlich mit dem vorigen 
Satz, als Folgerung aus dem Pythagoreifcben Lehrfatz 
begnügt. Auch der folgende intrefl’ante Satz fehlt in 
Untern Lehrbegriffen, obgleich er fchon in einem Wer
ke eines alten Griechen Serenus de fectione cylindri, 
Satz46 und47, vorkömmt.

T. IH. ZufatzIU. ift ADEB ein beliebiger Kreisab- 
%* %1’ fchnitt * und D ein Punkt in der Mitte des Kreisbogens, fo 

ift die Summe der beyden Schenkel jedes Winkels im Kreisab- 
jehnitt y z. B. des Winkels AEBy gleich der Sehne AGy wel
che durch Verlängerung des einen feiner Schenkel in dem 
greife eutfteht, der um D als Mittelpunkt, mit dem Halb- 
weffer DA, befchriebcn ift. Denn man verlängere AD 
bis F, und ziehe FB, GB, fo entflehn dadurch zwey 
Drcyecke FDB, GEB, wovon das elftere gleichfchenk- 

•E,2«pclig ift*. Nun find erftens die Winkel ADB , AEB 
*2j.Z,i. als Winkel in demfelben Kreisabfcbnitt *, folglich 

auch ihre Nebenwinkel FDB, GEB gleich. Zweytens 
find die Winkel F und G gleich, als Winkel am Um
fange des gröfsern Kreifes, welche beyde über dem 
Bogen AB ftehn. Mithin find in denDreyecken zwey 
Winkel des einen, denen des andern, alfo auch die 
dritten W’inkel DBF , EBG untereinander gleich *» 
Nun aber fina in dem gleichfchenkligen Dreyeck FDB 
die Winkel bey F und B gleich; folglich find auch im 
Dreyeck GEB die Winkel bey G und B , mithin auch 
die Schenkel EG, EB gleich. Es ift alfo AE -J- EB 
= AE + EG = AG.
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Folgerung I, Unter allen Sehnen des gröfsern 
Kreifes, ift die, welche durch den Mittelpunkt D geht, 
d .h. der Durchmefler, die gröfste*. Die übrigen wer- * J. 
den immer kleiner , je weiter fie vom Mittelpunkte 
abftehn, oder je gröfser der Bogen FG, (mithin auch 
DE oder der Winkei DAE) wird *. Folglich ift die * g, 
Summe der beyden Schenkel eines Winkels in einem 
Kreisabfchnitt, bey dem Winkel, deffen Spitze in D 
liegt, die grofte, und wird immer kleiner, je weiter 
die Spitze vom Punkte D ab, und je näher fie bey der 
Sehne AB liegt.

Unter allen Dreyecken über derfilbfn Grundlinie und mit 
demfelben Winkel an der Spitze, iß folglich im gleicbfchenk- 
Hgen die Summe der beyden andern Seiten am grüßtena 
Auch ift das gleichfchenklige Dreyeck auf einerley 
Seite der Linie AB nur auf eine Art, jedes der andern 
doppelt vorhanden.

Folgerung 2. Aus denfelben Gründen, woraus 
wir bewiefen haben, dafs AG — AE EB ift, folgt 
dafs auch BH — BE EA, folglich AG = BH und 
AE = EH ift. Mithin umipannen zwey folche verlän
gerte Schenkel einen Bogen und eine Sehne GH, wel
che dem Bogen und der Sehne AB gleich find; je zwey 
folglich gleiche Bogen und gleiche Sehnen.

LEHRSATZ 27,

l. In jedem Fiereck, welches in einem Kreife’Fig, go, 
eingefchrieben ifi, find die gegenilberfiehenden Winkel 
zußmmengenowmeH zwey rechten Winkeln gleich,
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[2. Umgekehrt llifst fich um ein Viereck, worin 

die Summe der gegenüberfiehenden Winkel zwey 
rechten gleich iß, allemal ein Kreis umfehreiben. ]

i» Ift das Viereck ABCD in einem Kreife einge- 
fchrieben , fo umfpannen je zwey der gegenüberfte- 
henden Winkel die ganze Kreislinie, haben alfo, als 
Winkel am Umfange , zufanimengenommen die halbe 

* 23« Kreislinie zu ihrem Maafs *, und betragen alfo zwey 
*22.Z,$. rechte Winkel *.

[2. Liefse lieh umgekehrt um ein Viereck, deflen 
gegenüberftehende Winkel A -ft- C zulammengenom- 
men zwey rechten Winkeln gleich find, kein Kreis 
befchreiben, fo würde der durch die Eckpunkte A, 

* 10. B, D befchriebene Kreis * nicht durch den vierten Eck
punkt C gehn, fondent diefer müfste innerhalb oder 
aufserhalb der Kreislinie fallen. Dann würde aber der 
Winkel C gröfser oder kleiner feyn, als ein Winkel 
G am Umfange, der mit ihm über dem Bogen DAB 

»aj.f, i. fteht *, und da. dann diefer letztere Winkel mit dem 
Winkel A zwey rechten gleich wäre , fo müfste 
A C gröfser oder kleiner als zwey rechte Winkel 
feyn, welches der Vorausfetzung widerlpricht, ]

[Folgerung 1. Hier hat man alfo die Bedingung 
unter der fleh durch vier gegebne Punkte ein Kreis’ befekrei- 
ben llifst, Diefe Bedingung wird hier durch die Win
kel gegeben. In B. 3. Lehrfatz 18 wird fie durch Li- 
neargröfsen angedeutet.

Auch lieht man hieraus dafs fich kein fchiefwinkliges 
Parallelogramm in einen Kreis einfekreiben oder ein Kreis 
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fich demfelben umfehreiben läßt. Diefes ift nur bey Recht
ecken, oder bey einem Trapez oder Trapezoid mög
lich. Um jedes Rechteck läßt fick aber ein Kreis be^ 
fchreiben.

Folgerung 2. Verlängert man eine der Seiten 
eines Vierecks, welches einem Kreife eingefchrieben 
ift, fo ift der äufsere Winkel EAD ftets dem innern 
gegenüberftehenden C gleich.

Anmerkung. Laufen zwey Seiten eines Vierecks, welches 
dem Kreife eingefchrieben ilt, parallel, fo fchnciden fie zwar 
gleiche Bogen ab *, daher auch die beyden andern Seiten, als ♦ 
Sehnen gleicher Bogen, gleich find -, deshalb braucht aber das 
Viereck kein Parallelogramm zu feyn. Denn aus dem Parallelis- 
mus zweyer, und die Gleichheit der beyden andern Seiten folgt 
nicht, dafs die parallelen Seiten auch gleich, und die gleichen 
auch parallel feyn müfsten. — Die Art ein Dreyeck einem ge^e-, 
benen Kreife einzufchreiben oder zn unifchreiben , und umgekehrt 
einen Kreis in ein gegebnes Dreyeck einzufchreiben, lehrt Aufg. 
17 und jg. Von der Einfehreibung der ordentlichen Vielecke 
in den Kreis, werden wir im fünften Buche handeln, auch in 
den beyden folgenden Büchern die Lehre vom Kreife noch be
trächtlich erweitern«

[LEHRSATZ 2g.]

Wenn man auf der Sehne eines Kreisabfchnitts t. m. 
AEB ein Perpendikel ED errichtet, und nimmt auf 
der andern Seite des Perpendikels im Bogen einen 
Punkt G, und in der Sehne oder deren PerlÜngerung 
einen Punkt F, wovon jener vonE, diejer von D, eben, 
fo weit als dieje letztem Punkte Jelbji vom Punkte B 
abßehn; fo find Q und F vom andern Endpunkte A' 
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der Sehne gleich weit entfernt ; oder wenn EG = EB 
and DF = DB ijr, Jo ift immer AG = AF.

Ift das Perpendikel weniger als um den Halmnefler 
vom Punkte B entfernt, fo liegt F in der Sehne, und 
G im Bogen des Kreisabfchnitts. Ziehe EB, EF, GF, 
fo ift, weil nach der Conftruction ED in der Mitte von 
FB fenkrecht auffteht, und die Bogen EB und EG gleich 

•7;Li?. find, EB = EF = EG *, mithin der Winkel B = 
* I. U. EFB und EFG = EG F *

Nun aber ift ABEG ein im Kreife eingefchriebnes 
* 27. Viereck, folglich find die Winkel B 'j- EGA = 2 R *, 

alfo auch EFB -F EGA = 2 R. Als Nebenwinkel find 
auch EFB -ft EFA = 2 R, folglich ift EGA = EFA, 
und zieht man von dielen gleichen Winkeln die glei
chen FGF = EFG ab, auch AGF = AFG. Folglich 
ift das Dreyeck AGF gleichfchenklig, und AG = AF. 

îlg.gz*. 2< IftBD gröfser als derHalbmefler, fo fallt F' in 
die Verlängerung der Sehne über A hinaus, und G' in 
dem Bogen,» welcher den Bogen des Kreisabfchnitts 
2um ganzen Kreife ergänzt. Zieht man EB, EF' und 
EG' fo find aus den nemlichen Gründen wie vorhin 
BEF' und F'EG' gleichfchenkllge Dreyecke, mithin die 
Winkel an ihren Grundlinien gleich, EF'G' = EG'F' 
und EFB — EBFb Ueberdem find, als Winkel am 
Umfange, welche auf gleichen Bogen ftebn, EG^A = 
EBF' mithin auch EF'B = EG'A, und zieht man diefe 
gleichen Winkel von den erftern gleichen ab, EF'G' 
___ EF'B' = EG'F' — EG'A das heilst AF'G' = AG'F'. 
Das Dreyeck AG'F' ift alfo auch in diefem Fall gleich, 
fchenklig, und AG' =s AF'<

Amtterk.
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Anmerkung. Der erfte Fall diefes eleganten Satzes ift das 
dritte Lemma in Arcbimtds Werk über die Kugel und den Cylin
der. Auch war der Fall deflelben , wenn ABC ein Halbkreis ift, 
dem Aftronomen Ptolemäus zur Berechnung des Canons der Seh
nen unentbehrlich. Den zweyten Fall füge ich hinzu. Auch 
folgenden nicht unbrauchbaren Lehrfatz, den ich eben fo wenig 
in einem der benutzten Werke finde.

d. U

[le Ii r s a t z 29.]

Wenn eine grade Linie DE die Sehne eines Kreis- t. in. 
abfehnitts ABD unter einem Winkel AFD, welcher den^1^' 
Winkeln im Abjchnitt gleich iß} durchfchneidet, fo 

ßeht der DurchmeJJer, welcher durch den Punkt A 
geht , auf der durchfchneidenden Linie DE fenkrechtt 
und die Durchfchnittspunkte D, E find vom Punkte 
A gleich weit entfernt.

Denn zieht man AD, DB, AE, EB, fo ift der 
Vorausfetzung gemäfs der Winkel AÏD gleich dam 
Winkel ADB, und zweytens auch, als äufserer Winkel 
im Dreyeck AEF, den Winkeln AEF -|- FAE« Folg
lich ift der Winkel ADB, d. h. ADF -f- FDB gleich 
AEF -F FAE, Und da FDB und FAE gleich find, in- 
dem beyde auf dem Bogen EB ftehn, fo find auch 
ADF, AEF gleich, allo auch die Sehnen und die Bo
gen AE, AD; weshalb der Durchmelfer AG die Linie 
DE halbirt und auf ihr fenkrecht fteht*. «1,17X2

Folger an g. Der Durchniejfer der durch den Punkt 
A geht, fieht auch auf allen graden Linien* HG, KI fenk- 
reckt t welche die Verlängerung der Sehne unter einem Win-

M
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hei, der dem Winkel des Abfchnitts gleich Ift, durcbfehiei» 
den. Denn alle diefe Linien laufen mit der Sehne DE 

*I.2jf2 parallel *. Nur durchfchneiden fie weiterhin nicht 
mehr den Kreis»

[lehr SATZ 30.]

T- BE Tragt man auf die Verlängerung einer Sehnt 
AB, den Halbtnejjer des Kreifts von B nach 0 auf, 
fo fchneiden die Sehne und der Durchmejler des Knei
fes , der'verlängert durch 0 geht, von der Kreislinie 
zwey \Bogen AD, BE' ab, wovon jener das Dreifa
che diefes ift, oder Bog. AD = S^Bog. BE\

Denn zieht man die Halbmeffer CB, CA, fo find 
die Dreyecke OBC und BCA gleichfchenklig, folglich 

* E I2’ find die Winkel O, OCB, fo auch A , B gleich *. 
Alfo find als äufsere Winkel B = 2 O und DCA = 
B 4- O = 3 O. Mithin ift auch DCA = 3 E'CB , und 

* 23. alfo Bog. AD = 3. Bog» BE' *.

Zufatz I» Verlängert man die Schenkel des 
Winkels O, und fchneidet auf diefelbe Art auf beyden 
Schenkeln mit dem Halbmeffer OB abwechfelnd Punk
te E', F, G etc. ab, und zieht die Linien AE, EF, 
FG ; fo bilden je zwey derfelben, die in denselben 
Punkte zufammenftofsen, ein gleichfchenkliges Drey- 
eck, worin die Winkel an der Grundlinie gleich find 
DCA = DEA , EAF = EFA, FEG = FGE etc. Mit* 
hin find, als äufsere Winkel, EAF = DEA 4-O = 
DCA T O - 4 O; FEG = EFA 4~ O = EAF 4- O 
= 5 O etc. > fb dafs die gleichen Linien^ welche zwijeken 
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den Schenkeln des Winkels 0 eingefcbrieben find, die Sehen* 
kel abzvechfelnd antes' Winkeln dtirchfckneiden, welche def 
Ordnung nach alle ganze Vielfache des Winkels 0 dasßellen^ 
ein elegantes Theorem , worauf Newton die Formel für 
die Sinus und Cofinus vielfacher Winkel gründet»

Anmerkungi. Der Lehrfatz rührt von’Archimed her; 
und ift fein gres Lemma von der Kugel und dem Cylinder ; der 
ihn erweiternde Zufatz von Newtim. Mittelft defielben kennte 
man einen jeden gegebnen Winkel oder Kreisbogen in drey gleiche 
Theile theilen, wäre es nur möglich eine Sehne und einen Durch- 
inefler fo zu ziehn, dafs fie der Bedingung des Lehrfatzcs genü
ge tliun, d. h. daß Jie fich verlängert fo durchfchneiden, daß die 
Verlängerung der Sehne dem Halbmejjer gleich ift. Allein blofs 
durch Hülfe der graden Linie und des Kreifes laßt diefes fich 
nicht ■wifesifthaftlicb, fondern nur mechanifch , durch Probireh 
oder durch Inftrumcnre l-ezcerkftelligen *. Wie man auch die *22.Z,$»
Sache angreift, fo wird inan durch jenes Problem wieder auf 1. 
das zurückgeworfen, einen Winkel oder Bogen in drey gleiche 
Theile zu theilen.

Auf jene für die Elementargeometrie gleich unauflösliche 
Aufgabe, führen Vieta, in feinem Supplementum Geometriae Satz 
9, und Newton in feiner Arithmetica Vniverfali die Frage nach 
der Thcilung eines Winkels in drey gleiche Theile zurück, und 
«in Jefuit Thomas Ceva gründet darauf folgendes infiniment^ 
welches diefes bewerkftelligcn foil. Zwey Lineale, welche fich 
um den Punkt O drehen, find durch vier andre Lineale AC, Fig, 
CD, CE, CB , welche fich insgefammt um ihre beyden End
punkte drehen, und mit den Stücken OE, OB gleiche länge 
haben, verbunden. Man öfnet das Inftrument fo dafsACD dem 
gegebnen Winkel gleich ift, fo wird O der dritte Theil diefes 
Winkels feyn. (Acta Erstdit. A. i6p$. p. cp\). Verbindet man ipit 
diefen noch mehrere gleiche Lineale auf ïdiefelbe Art, fo erhäk 
man ein Inftrument, womit fich auch der vierte, der fünfte Theil

M 2
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v. f. £ eines Winkels, Newtons Satz zu folge, finden läfst, der
gleichen der Marquis von Hospital in ieinem Tractatus de fictioni- 
ius concis I. io. fr. 6. befchreibt. Diefe Inftrumcnte find aber 
mehr ein Spielwerk als von wahrem Nutzen, indem man einen 
beftimmten Theil eines "Winkels oder Bogens mit viel gröfserer 
Genauigkeit mittelft der Sehnen, entweder durch Probiren, oder 
aus den Sehnentafeln findet.

Zufatz II. Wenn durch den einen Endpunkt eines 
gegebnen Kreisbogens AB ein Durchineßer BI, und auf die- 
fen fenkrecbt der llalbmefer CD gezogen iß, und diefer 
fchneidet von einer Sehne A F, die durch den andern End
punkt des Bogens geht, ein Stück EF dem Halbmeßer des 

lij. 8$ Kreifes gleich ab; fo iß der Bogen FI der dritte '1 heil des 
gegebnen Bogens AB, oder Bog. AB = g. Bog. FL

Man ziehe den Durchmefler GH parallel mit der 
* *4- Sehne AF, fo find erftens die Bogen AG, FH gleich*; 

und zweytens find auch die Stücke diefer Parallelen CH 
EF gleich, indem EF nach der Vorausfetzung dem 
Halbmefler gleich feyn foil. Zieht man daher HF, fo 

* L 36. ift CEFH ein Parallelogramm *, und die Sehne HF 
läuft mit CE parallel, wird folglich, da Cl auf CD 
fenkrecbt fteht, gleichfalls vom Halbmefler CI fenk- 

’Tsy.f.i recht durchfchnitten */und daher der Bogen HF im 
* 9. Punkte I halbirt *. Nun aber find die Bogen Hl, BG 

als Maafs gleicher Winkel gleich, und der Bogen G A 
= HF = 2 HI. Folglich ift BG = f- BA und alfo 
auch Bog. AB = 3 Bog. FI. Halbirt man daher noch 

•Aufg.j den Bogen G A im Punkte K *, fo ift der Bogen AB, 
und mithin auch der Winkel der ihn umfpannt, in 
drey gleiche Theile gethei.lt.

gethei.lt
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Anmerkung 2. Alfo auch auf diefe Art ließe ficb ein ge
gebner Bogen AB oder ein gegebner Winkel ACB in drey gleiche 
Theile tbeilen, wäre es nur möglich auf eine wiflenfchaftliche Art 
die Sehne AF fo zu ziehn, dafs das abgefchnittne Stück derfel- 
ben EF dem Halbmefler gleich fey ; ein Problem worauf fchon 
Campanus von Novara, der erfte Commentator Euklids zurZeit 
der WiedcrherfteUung der Wißen fchaften, in einer Scholie zum 
vierten Buch Euklids, die Frage nach derTheilung eines Winkels 
in drey gleiche Theile zurückführt. Allein auch diefe Aufgabe 
wirft uns , wir mögen fie in der Elementargeometrie angreifen, 
wie wir wollen, wieder anf die Theilung eines Winkels in drey 
gleiche Theile zurück. Denn gefetzt das Gefuchte fey bewerk- 
ftelligt, und vom gegebnen Punkte A aus, ifey eine Sehne AF 
durch einen gegebnen Halbmelfer CD fo gezogen , dafs EF dem 
Halbmefler gleich werde, fo find, wenn man CA und CF zieht, 
die Dreyecke ACF und CFE gleichfchenklig, mithin A =5= F, 
und L- FCE = FEC = R — 1 F * und zugleich FEC = A * I. 31. 
4- ACD •. Folglich ift R - ï A = A + ACD oder R — * I. 30. 
ACD d. h. ACB = 1 A, oder A = ? ACB. Um alfo AF ge- 
gen den Halbmefler CA unter dem gehörigen Winkel A zu ziehn, 
bey welchem AF von CD auf die verlangte Art gefchnitten wird, 
müßen wir den Winkel ACB in drey gleiche Theile theilen 
können.

Anmerkung 3. Der Grund warum die Theilung der Win
kelt in drey gleiche Theile die Kräfte der Elementargeometrie iiber- 
fteigt, liegt darin, weil mittelft des Kreifes und der graden Linie, 
die fich nur in zwey Punkten durchfchneiden, keine Frag^, in 
der es auf drey oder mehrere Durchfchnittspunkte ankömmt 
beantwortet werden kann, und dafs es bey der allgemeinen 
Aufgabe irgend einen Kreisbogen, oder irgend einen Winkel in 
drey gleiche Theile zu theilen, allemal auf drey oder mehrere 
Durchfchnittspunkte ankömmt. Warum, das finde ich bey an
dern Geometern nur angedeutet, und noch nicht fo ganz befrie
digend ins Klare gefetzt, wie dieles vielleicht durch folgende 
Betrachtungen gefchieht.
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Gefetzt wir balbiren den Logen 3HF und den Winkel HCF 

durch die grade Linie CI, fo fcheint es zwar auf dem elften An
blick als werde nur der Bogen FH Jund der Winkel HCF durch 
jene Linie und ihrcntDurchfchnitt I mit dem Kreife halbirt. Al
lein was den Kreisbogen betrifft, fo liegt zwifchen den beyden 
Punkten H und F, als Endpunkten, nicht blofs der kleine Bogen 
HF , fondera es ift zwifchen ihnen auch ein Bogen enthalten, der 
aus der ganzen Kreislinie P und dem Bogen HF zufammenge- 
fetzt ift, ferner der Bogen aP + HF , jP + HF u. f. f. In* 
dem wir alfo die Hälfte des Bogens fachen, der fich in den 
Punkten H und F endigt, und beym wifienfchaftlichen Verfah
ren'von dem, was uns gegeben ift, ausgehn, d4 h. davon, dafs 
H und F Endpunkte des Bogens find, fragen wir nach fehr viel 
mehr, als es auf dem erften Anblick fcheint, und als der Frager 
fich mehrcntheils felbft bewuft ift; ncmlich nach der Hälfte aller 
jener Bogen, die fich in II und F endigen, d. h. HF, P ft- HE, 
2 I’ + HF , 3 P f HF etc. Diefe Hälften find J HF, | Pf £ 
HF , tP + J HF, J P f î HF etc., oder da j HF = HI = GP, 
ift, HI, A P f GB, P + HI, 1 P f GB etc. Alle diefe hal
ben Bogen liegen’zwifchen den Punkten H, I und H, B; zwi
fchen jenen Punkten der elfte, dritte, fünfte, etc., zwifchen die
fen der zweyte, vierte etc. Daher find die beyden Punkte I und 
B die balbirendcn Punkte, welche jene ganze Reibe von Bogen ins
gefammt in zwey gleiche Theile tbeilen; und bey de Punkte finden 
fich zugleich , auch wenn wdrtnur nach dem einen I frap-en 
wollten, als Durchfchnitt der halbirenden graden Linie CI mit 
der Kreislinie. Uns felbft unbewuft erhalten wir alfo hier eine 
vollftändige Antwort, welche in den zufammengefetztern Fällen » 
die Mathematiker der vorigen lahrhunderte nicht wenig befrem
det und überrafcht hat.

Eben das ift bey. der Theilung eines nnbeftimmten Bogens 
HF in mehrere gleiche Theile der Fall ; d. h. bey der Theilung 
eines Bogens, den wir blos dadurch denken, dafs er zwifchen 
den Punkten H und.I* liegt, und nicht etwa als einen beftimmten
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Theil des Umfangs. Denn dann theilen wir durch ein wiffen- 
fchaftliches Verfahren nie den kleinen Bogen HF allein, fondera 
immer zugleich alle Bogen, die zwifchen den Punkten H und 
F liegen« Da wir davon ausgehn müffen, dafs der zu theilende 
Togen zwifchen den Punkten H und Fliegt, fo pafst dieSchlufs- 
folge, vermittelft der wir ein folches wiffenfchaftliches Verfahren 
begründen, immer zugleich auf alle Bogen, die fich in diefen 
Punkten endigen, mufs allo immer eine Zahl von theilenden 
Punkten geben, durch welche die Theile aller der Bogen, die 
fich in den Punkten H und F endigen, zugleich beftimmt werden. 
Dafs diefe ftets mit 'der Anzahl der gefachten Theile überein- 
ftimmt, nimmt man leicht wahr. So finden wir bey der wiflen- 
fchaftlichen Halbirung eines unbeftimmten Bogens zwey, und. 
bey der Trifection drey verfchiedene Punkte, zwifchen welchen 
die Drittel jener ganzen Reihe von Bogen, die zwifchen den 
Punkten H und F liegen, enthalten find«

Nun aber finden drey, und noch viel weniger mehrere Durch- 
fchnittspunkte zwifchen zwey Kreifen oder zwifchen einem Krei
fe und einer graden Linie nicht liatt. Deshalb überfteigt die Theilung 
unbeftimmter Kreisbogen in drey, fünf und mehrere folche gleiche 
Theile die Kräfte der Eiemenrargeometrie, und fie läfst fich geo- 
metrifch nur durch Hülfe anderer krummer Linien bcwerkftelli- 
«en. So zum Beyfpiei werden wir mitteilt der Kegelfchnittc in 
den folgenden Büchern einen Bogen in drey gleiche Theile 
theilen.

Was die Winkel betrifft, fo hat es mit ihnen völlig diefelbe 
Bewandnifs. So gut wir erhabne oder hineingehende Winkel, 
welche gröfser als zwey rechte find annehmen mufsten *, kön
nen wir uns auch Winkel denken, die gröfser als vier rechte, 
gröfser als acht rechte, und fo ferner find. Denn aber liegen zwi
fchen zwey Schenkeln HC, CF eine ganze Reihe von Winkeln, 
HCF, 4 R + HCF , g R HCF etc, und diefe werden insge- 
fammt durch wiffenfchaftliche Theilung zugleich getheilt, daher 
von der Theilung der unbeftimmten Winkel daffelbe gilt, was 
wir hier von der Theilung der Kreisbogen bemerkt haben.
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Ich rede hierbey mit Fleifs von der Theilung nnbeJUrnrnttr 
Bogen uni Winkel, d. h. folcher Bogen die wir in Ablicht ihres 
Verhältnifles zum ganzen Umfange , oder folcher Winkel die wir 
in ihrem Verhältnifs zu vier rechten ganz unbeltimmt, und nur 
durch das Merkmal denken, das H und F ihre Endpunkte feyn 
fbllen. Denn nur von diefen gelten unfere Gründe ; nicht von 
einzelnen Bogen oder Winkeln , die wir als beftimmte Theile der 
Kreislinie oder des rechten Winkels, alfo durch ein anderes Merk
mal denken. Bey diefen kann es allerdings Methoden geben, fie 
in drey, oder fünf gleiche Theile etc. zu theilen , die aus ihrem 
Verhältnifs zum rechten Winkel oder zum Umfang abgeleitet wer
den , dergleichen wir beyfn rechten Winkel fchon haben kennen 

•I.31X4 gelernt *, der fich ohne Schwierigkeit geometrifch in drey glei
che Theile theilen läfst.

der Uebe r fetze r.
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ANHANG»

Aufgaben 
welche zu den beyden erften Büchern 

gehören,

[Bey jeder der folgenden Aufgaben wird zuerft die Conftruc
tion angegeben, vermöge der das geforderte geleiftet, und alfo 
die Aufgabe aufgelöft wird ; und darauf bewiefen dafs die Con- 
Üruction möglich ift, und dafs man durch fie grade das findet, 
was man lucht. Bcydes gefchieht mehrentheils in befondern Ab- 
fätzen, denen die Wörter Auflöfung ; Beweis vorzufetzen überflù- 
fsig gewefen wäre. Da diefe Aufgaben in dasSyftem der Geome
trie’gehören, aus dem fie blos herausgehoben find , fo muften 
fie fynthetifch vorgetragen werden, und es würde Zweckwidrig 
gewefen feyn, der Auflöfung eine Analyfis vorauszufchickcn, 
obgleich dazu meift ein paar Worte hingereicht hätten. Le Gen
dre übergeht die cinfachften, unmittelbar in den Principien ge- 
grüdeten Conftructionen theils ganz, (wie z. B. das Bilden unij 
Uebertragen gleicher grader Linien) *, theils trägt er fie zu fpäth • 
vor (z.B. die Conftruction der Dreyecke aus drey gegebnen 
Linien) ; und macht überdem den Beweis der erften Aufgaben 
von Sätzen abhängig, die es gar nicht nothig gewefen Ware, da- 
bey mit ins Spiel zu bringen, und die uns in logifche IG eile 
verwickeln würden , wenn wir nicht diefer Unbequemlicinieit 
durch die Anmerkung zur erften Aufgabe abgeholfen hatten. Aus 
beydem entftehn wahre Mängel in feinem Syftem, die wir hier fo 
^iel als möglich zu verwikhan gefucht haben»

Fo. 3. 
ß,

d. U.
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AUFGABE I»'

Fig. S6. Eins gegebne grade Linie AB in zweij gleiche 
Theile zu theilen.

Um jeden der beyden’Endpunkte A und B der 
gegebenen Linie, befchreibe man mit ’ gleichen Halb- 
meffern, von wülkührlicher Länge (nur muffen fie 
grofser als die Hälfte von AB feyn) zweyKreisbogen, 

E,n ß* die fich in einem Punkte D fchneiden *, und eben fo, 
entweder mit demfelben oder mit einem andern Halb» 
meffer, um diefelben Endpunkte , zwey Kreisbogen, 
die fich in einem andern Punkte E fchneiden. Zieht 
man durch beyde Durcfchnittspunkte D, E eine grade 

Fof i. jjn’ie f0 behaupte ich, wird diefe die gegebne gra
de Linie AB in zwey gleiche Theile AC , CB zer- 
fchnelden.

Denn die Punkte D und E liegen jeder in zwey 
Kreislinien, welche um die Mittelpunkte A, B be- 
fchrieben find, ftehn alfo beyde gleich weit von den 

*E.2.a. Endpunkten der gegebnen Linie AB ab *. Mithin 
müffen fie in einer graden Linie liegen, welche auf 

•1,17 Li A3 in ihrer Mitte fenkrecht fteht*. Da nun durch 
zwey Punkte nur eine einzige grade Linie möglich ift, 
fo mufs DE felbft diefes Perpendikel feyn, alfo die 
gegebne Linie AB durch DE im Punkte C halbirt 
werden.

w
Anmerkung. Die Contraction, mittelft welcher Le Gen

dre diefe Aufgabe auflöfst, dient eigentlich unmittelbar und zu- 
mchft über der gegebnen graden Linie AB zwey ^erfebiedne gleich- 
fchenklige Dreyecke ABD, ABE zu bilden, wie wir das fchon 

*E.u.Z' oben gelehrt haben \ Mau könnte die Auflöfung daher auch
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fo Ausdrücken. Befchrcibc über AB als Grundlinie zwey gleich- 
fchenklige Dreyecke. und verbinde ihre Spitzen durch die grade 
Linie DE, fo mufs diefe die gegebne AB hrdbiren. Denn es ent- 
ftehn alsdann zweyDreyecke ADE, BDE, die fich decken, weil 
fie untereinander gleichfeitig find *. Mithin find die Winkel bey * I. u, 
D gleich , daher auch die Dreyecke ACD, DCB fich-decken, und x 
CD fenkrecht auf AB, in der Mitte zwifchen den Endpunkten 
A und B auffteht. Diefe Linie halbirt alfo den Winkel D, und

.die Linie AB , und ift zugleich ein Perpendikel auf die Linie AB,
•welches durch die beftimmten Punkte C in der Linie, P aufser- . , 
halb der Linie AB geht. Und zwar ift das der Fall, dic Drey
ecke mögen beyde auf einer oder auf entgegengefetzter Seite der 
Linie AB liegen. Dicfes Perpendikel thut alfo den Aufgaben i, 
2, 3 und. s (ß) zugleich genüge, daher diefe Aufgaben in das 
Syftem nach I. 12 gehören. • '

d, U.

AUFGABE 2.

Auf eine grade Linie, durch einen in ihr gegeb^ 
neu Punkt A, eine grade Linie faikrecht zu ziehn ;

t oder an einem gegebnen Punkt A einer graden 87. 
Linie PC einen rechten Winkel.zu bilden»

Man nehme auf der gegebnen Linie zwey Punkte
B und C, welçhe vom gegebnen Punkte A gleich weit 
entfernt find *, und befchreibe um diele Punkte mit *p0<3<ac 
gleichen Halbmeflern, gröfser als AB, zwey Kreisbo
gen, die fich in irgend einem Punkte D fchneiden *;*gn-p 
fo ift, wenn man AD xieht, diefes die gefachte fenk- 
rechte Linie, und DAB ein rechter Winkel.

Denn da der Punkt D gleich weit von B und von
C abfteht, fo liegt er in einer graden Linie, welche
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auf BC in der Mitte zwifchen B und C, folglich im 
•I.jyf.i punkte A fenkrecht aufftehet *. Die Linie AD ift daher

das gefachte Perpendikel, undDABder verlangte rech
te Winkel.

[Andere Au flö fange n. Man nehme aufserhalb 
der gegebnen Linie einen beliebigen Punkt C, und 
befchreibe mit CA als Halbmeffer um C einen. Kreis; 
fo durchfchneidet diefer die gegebne Linie in A und

*E.n.oc. einem zweyten Punkte B *. Zieht man von Baus den 
Durchmeffer BE, und dann EA, fo ift EAB ein Win-

*ä3.Z.3, kel im Halbkreife, alfo ein rechter *, alfo EA das ge- 
fuchte Perpendikel.

Oder man befchreibe über einen beliebigen Theil 
AB, der gegebnen Linie, ein gleichfchenkligesDrey
eck ACB, und nehme auf der Verlängerung von BC, 
CE = CB = CA. Zieht man EA, fo ift EAB ein

*23 Z.2. rechter Winkel * und EA das gefuchte Perpendikel.
Diefe letztem AuflÖfungen find befonders bequem, 

wenn, das Perpendikel auf dem Endpunkt einer Linie, 
die fich nicht verlängern läfst, errichtet werden foil.

d. U.

AUFGABE 3.

lig 88 ^on außer^ia^ ^ner graden Linie gegeb
nen Punkte A, ein Perpendikel auf diefe Linie zu 
fdlleih

Aus A als Mittelpunkt befchreibe man einen 
Kreisbogen, der die gegebne Linie in. zwey Punkten 
B und D durchfchneide, [welches allemal gefchehn 
inufs, wenn man auf der andern Seite der graden Li-
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nie BD einen Punkt E nimmt *, und den Kreisbogen *Gr. 8. 
mit AE als Halbmefler befchreibt *.] Sucht man dann *E.n.at 
den Punkte, der zwifchen B und D in der Mitte liegt*, * A, i. 
und zieht AC, fo ift diefes das gefuchte Perpendikel.

Denn da fowohl A als auch C gleich weit von den 
Punkten B, D entfernt find, fo fteht AC fenkrecht 
auf BD, und zwar in der Mitte zwifchen B und D ♦. iijy.f.!

andere Auf lö fang. Um irgend einen 
Punkt B in der gegebnen Linie, befchreibe man mit 
dem Halbmefler BA einen Kreis, der jene Linie in 
F durchfchneide, und um F mit FA als Halbmefler 
gleichfalls einen Kreis. Die grade Linie AE durch die 
Durchfchnittspunkte beyder Kreife gezogen , ift das 
gefuchte Perpendikel *. • 2Q.

Zufatz. Auf eine ähnliche Art läfst fich ein Punkt Fig, 89. 
finden, der in der Verlängerung einer graden Linie A B liegt y 
die zu kurz ift , als dafs màn fie mittelft eines Lineals 
mit Sicherheit verlängern konnte. Man befchreibe um 
A und B mit gleichen Halbmeflern Kreisbogen, die 
fich in C, D fchneiden, und aus diefen Punkten mit 
einem hinlänglich gröfsen Halbmefler Kreisbogen, 
die fich in einem Punkte E fchneiden, fo ift E der ge
fuchte Punkt. Denn da fich alsdann fowohl die Dreyecke 
ABC, ABD, als auch Z_BEC, BED decken, fo find die 
Winkel CBA, CBE beyde Hälften des Winkels CBD» 
mithin gleich. Es fallen daher BA, BE in eine grade Linie 
'zufammen, und E liegt in der Verlängerung von BA.

d. U.
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AUFGABE z|.

>S«93. i, Æt einem Punkte A der graden Linie AB 
einen Winkel zu bilden, welcher einem gegebnen Win» 
kel K. gleich ift.

[2. Durch einen Punkt A außerhalb AB y nach 
diefer Linie eine grade Linie fo zu ziehn 9 daß fie die 
AB unter _ einem gegebnen Winkel K durchßhneide.]

i. Beschreibe um den Scheitelpunkt K mit einem 
willkührlichen Halbmefler einen Kreisbogen, der die 
beyden Schenkel des Winkels in I und L durchfchnei- 
de. Mit demfelben Halbmefler befchreibe um A .als 
Mittelpunkt einen Kreisbogen BO ; und dann auch mit 
der Sehne IL, als Halbmefler, um B einen Kreisbogen, 
der jenen in irgend einem ;Punkte D durchfchneiden 

E.II./3. mufs * Zieht man AD, fo iftDAB der gefluchte Win
kel, dem gegebnen Winkel K gleich.

Denn da die beyden Kreisbogen IL, BD zu glei
chen Halbmeflern und gleichen Sehnen gehören, fo 

* 7. Und fie gleich *, alfo auch die Winkel BAD, IKL *. 
[Diefes erhellt auch unabhängig von dem angeführten 
Satze des zweyten Buchs. Durch die Conftruction 
entftehn nemlich zwey gleichfchenklige Dreyecke 
ABD, KIL, welche untereinander gleichzeitig find, 

L ii. folglich fich decken *, daher der Winkel A dem ge" 
gebnen Winkel K gleich wird.]

[Eine andere Âufl'àfan^ Nimm auf dem einen 
Schenkel des gegebnen Winkels K einen Punkt M, und 
mache AP gleich KM, errichte in Fund M Perpendikel
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auf diefe Linien.*, nimm MN = PQ und ziehe AQ, *Aufg.s 
fo ift PAQder gefuchte Winkel *.] *1.6.£1.

[2. Um durch einen gegebnen Punkt R, aufser- 
halb der Linie AB, eine grade Linie nach AB unter ei
nem gegebnen Winkel K zu ziehn , bilde man an ei
nem beliebigen Punkt A diefer Linie, einen Winkel 
BAD = K und ziehe mit AD, durch den gegebnen 
funkt R , parallel RS, lo ift der Winkel RSA = DAB 
= K * und RS die gefuchte Linie.] *1.25. A.

AUFGABE 5.

Einen gegebnen Kreisbogen oder einen gegebnen Fig. 
Winkel in Zwey gleiche Theile zu theilen.

I. Um den gegebnen Kreisbogen AB in zwey glei
che Theile zu theilen, belchreibe man mit gleichen 
Halbmeflern um A und um B Kreisbogen, welche fich 
in einem Punkte D durchfchneiden *. Zieht man durch *E,n.3 
diefen Punkt und den Mittelpunkt C des Kreifes, wo
zu der gegebne Bogen gehört, die grade Linie CD, 
fo zerfchneidet diefe den Bogen in zwey gleiche
Theile.

Denn da die Punkte C und D beyde gleich weit 
von den Endpunkten der Sehne AB entfernt find, fo 
fteht die grade Linie CD auf der Sehne im ihrer Mitte 
fenkrecht*, und theilt falfo den Bogen AB in zwey^ 
gleiche Theile *. 1 *

2. Soll ein gegebner Winkel ACB in zwey gleiche 
Theile getheilt werden, fo befchreibe man um feinen

I7.fr 
9*

Scheitelpunkt einen Kreisbogen AB und halbire ihn. 
auf die eben gezeigte Art, fo wird CD auch jenen

I7.fr
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* 9. Winkel halbiren ♦. [Eine andre Aufteilung ift in der 
Anmerkung zur erften Aufgabe enthalten.]

Zufatz I. Um einen Kreisbogen oder einen 
Winkel in vier, in acht, in fechzehn gleiche Theile 
u. f. f. zu theilen. braucht inan mit diefem Halbiren 
nur fortzufahren. [ Ueber die Theilung eines Winkels 
oder eines Bogens in irgend eine 'andere t Anzahl von 
gleichen Thailen, z. B. in 3 oder 5 gleiche Theile, flehe 
Lehrfatz 30. Anmerkung.]

[Zufatz II. Da uns nichts hindert diefes Halbi
ren, wenigftens im Gedanken, fo weit fortzufetzen als 
man will , fo kann man durch daflelbe allemal auf 
einen Theil kommen, welcher in einer gegebnen Li
nie A nach einer ganzen Zahl enthalten, und dabey 
kleiner als eine jede gegebne Linie B ift; und eben fo 
auf einen Bogentheil, welcher in einem gegebnen Kreis
bogen nach einer ganzen Zahl enthalten , und dabey 
kleiner als ein jeder gegebner Bogen ift.

d. U.

AUFGABE 6.

Fig. 92. Durch einen Punkt A, der aufserhalb einer gra
den Linie BC gegeben iß, mit diefer graden Linie eine 
Parallellinie zu ziehn.

Man befchreibe um A mit einem hinlänglich gro- 
fsen Halbmefl’er einen Kreisbogen ED, welcher die ge
gebne Linie in E durchfchneide. Mit demfelben Halb- 
mefl'er befchreibe man um E als Mittelpunkt den Kreis

bogen 
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bogen AF, nehme ED gleich AF, und ziehe AD, fo 
ift diefes die gelachte Parallellinie.

Denn wenn man die grade Linie !AE zieht, fo 
fleht man, dafs vermöge der Conftruction in der vori
gen Aufgabe die Wechfelswinkel AEF, EAD gleich, 
folglich die Linien EC, AD parallel find *.

[Ztveyte Auflofang. Man ziehe durch den ge
gebnen Punkt A und irgend einen Punkt E der gegeb
nen Linie eine grade Linie EA, und bilde amPunkte A 
diefer Linie eine WinkelHAE, welcher dem äufsern Win. 
kel beyE, gleich ift *, fo. find GH, BC, wegen der* A. 4. 
Gleichheit der äufsern Winkel parallel *. Um auf die 
leichtefte mechanifche Art diefe Gleichheit äufserer 
Winkel zu bewerkftelligen, dient das deutfehe Parallel- 
lineal mit feinem materiellen unveränderlichen Winkel 
den man längs der Linie AE verfchiebt.

. . Dritte AufTöfung. Nimm in BC einen belie
bigen Punkt F, und von diefem aus’ ein Stück FC 
gleich F A > befchreibe um C und A mit diefer Linie 
als Halbmefler Kreisbogen , die fich in einem Punkt 
D; durchfchneiden, und ziehe AD , fo ift diefes die 
gefuchte Parallellinie. Denn in den fich deckenden 
gleichfchenkligen Dreyecken AFC , ADC findj.alle 
Winkel an der Grundlinie, mithin die Wechfelswinkel 
für FC , AD gleich.

Vierte Auflöfung. Befchreibe um einen will. t. III. 
kührlichen Mittelpunkt eine Kreislinie,’ die durch den 
gegebnen Punkt A gehe und die gegebne,$4nie in den

N
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PunktenGundHfehneide; nimm den Bogen HF gleich 
GA und ziehe die Sehne AF, fo ift AF mit der gegebj 

? H* nen Linie GH parallel *.]

Aufgabe 7»
^ig, 93, Aus zivey gegebnen Winkeln A und B eines 

Dreyecks, den dritten Winkel zu finden.
Man ziehe eine grade Linie DF in unbeftimmter 

Lange , und bilde an einem Punkte E diefer Linie el- 
* A. 4, nen Winkel DEG = A und FEH = B *, fo ift GEH 

der gefachte Winkel, weil er mit den beyden übrigen 
’ *1. 31. zufammengenommen zwey rechte Winkel bildet [So 
‘ K findet man alfo geometrifch, d. i. durch Conftruction, 

die Ergänzung zweyer Winkel zu zwey rechten, mit
hin zu zwey gegebnen Winkeln des Dreyecks den 

' dritten.]
AUFGABE g.

Fig.,94. Wenn zwey Seiten A} B eines Dreyecks und der 
von ihnen eingefchlofsne Winkel C gegeben finely das 
Dreyeck zu bejchreiben.

An irgend einem Punkte D einer unbeftimmt ge
zognen graden Linie DE , bilde man einen. Winkel

* 4' EDH, der'dem gegebnen Winkel C gleich ift *» Auf
*Eo.3. k deflen Schenkel nimmDG = A , DH = B* und ziehe 
* I. 6. GH, fo ift DGH das gefuchte Dreyeck *.

..AUFGABE 9.

F>g« 95* We™1 ù™ Seite B Hnd zwey Winkeln C ùnd G 
eines-Dr^scÀs gegeben find, das Dreyeck zu( be^ 

fchreiben.
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Liegen die gegebnen Winkel nicht beyde an der 

gegebnen Seite an , fo fucbe man nach Aufgabe 7. den 
zweyten anliegenden Winkel. Daqn nehme man auf 
einer unbefiimmt gezognen graden Linie ein Stück DE 
der gegebnen Seite gleich, und bilde an den Punkten 
D, E zwey Winkel, den anliegenden Winkeln gleich *, A’ 
fo iü, wenn ihre Schenkel fich in einem Punkte, II 
durchfchneiden , DEH das gebuchte Dreyeck.

[Die Schenkel durchfchneiden fich abernur dann, 
wenn die Summe der beyden gegebnen Winkel weni
ger als zwey rechte Winkel beträgt *; daher diefes die *1.25.114 
Bedingung der Möglichkeit der Aufgabe ift. Ware die 
Summe’gröfser als zwey rechte Winkel, fo dutch-' 
fchnei’det fich die entgegengeletzt liegende Verlänge
rung der beyden Schenkel *, und dann entftünde cin*tI. 34, 
Dreyeck, worin die beyden Nebenwinkel der gegeb. • 
nen Winkel, an der gegebnen Seite anliegen.]

Anmerkung» Hier folgt bey Le Gendre die Aufgabe, 
aus drey gegebnen graden Linien A,B, C ein Dreyeck zu befebrei- 
ben,-wn. welcher wir an einer fchiklidiern Stelle * fchon umltand- «g g 
lieh gehandelt haben. 

t '
A U ? G A B Ê IO.

Wenn zwey Seiten A und B und den den Seite Fig. 9$. 
B gcgenilberßehende Winkel C eines Dreyecke gegeben 
ßnd, das Dreyeck zu befchreiben. -

Man nehme auf dem einen Schenkel des gegebe
nen Winkels C, oder eines Winkels D welcher ihm 
gleich ift , DE = A > und befchreibe mit B ÿls Halb»

Na
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mefler um den Punkt E einen Kreisbogen. Wenn die
fer den andern Schenkel in einem Punkte F fchneidet, 
fo ift DEF das gefuchte Dreyeck.

Diefes Schneiden kann nur dann erfolgen , wenn 
die Linie B grofser als der fenkrechte Abftand des 

•I. 16. i. Punkts E von dem andern Schenkel DF ift*, welches 
mithin die allgemeine Bedingung der Möglichkeit für 
diefe Aufgabe abgiebt, die ohnedem unmöglich wird. 
Gefchihet indefs auch diefer Bedingung genüge , fo 
mufs, im Fall C, folglich auch D, ein rechter oder ein 

*l.i6.3.ßumpfer Winkel ift, überdem B > A feyn*, wie es 
• L 14. auch die Natur des Dreyecks mit fich bringt * ; fonft 

findet auch unter der erftern Bedingung kein Schnei
den des Schenkels DF ftaft.

Fig. 97« Ift hingegen C, folglich auch D ein fidtzer Win» 
kel.) fo mag die Seite B, welche liefern Winkel gegen- 
überfteht, grofser oder kleiner als A feyn, immer wird, 
wenn der erftern Bedingung genüge gefchieht , der 
Schenkel DF vom Kreisbogen, der mit B als Halb
mefler um den Punkt E befchrieben wird, durchfchnit- 
ten,'nur dafs, •wenn die gegenüberßehendeSeite B kleiner ah 

u. Z. 2.^ anliegende A oder ED iß, der um Ebefchriebene Kreis.
9? bogen diefen Schenkel in; zwey Punkten F und G, die 

•jr.ô.s.ïu einerleySeite desScheitels D liegen*, durchfchnei- 
det, in welchem Fall wir zwey Drcyecke DEF, DEG 
bekommen, welche beyde gleichmäfsig der Aufgabe 
genüge thun.

[Wenn alfo ein Dreyeck durch zwey Seiten und 
einen der gegenüberftehenden Winkel beftimmt wird, 
fo ift diefe Beftimmung im letzten Fall zweydeutig.
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Diefe Zweydeutigkeit aber wird gehoben, wenn man . 
xugleich anzeigt, ob das fpitzwinklige oder das ftumpf- 
winklige Dreyeck gemeint ift *.] * £9‘

AUFGABE II.

Wenn ein Winkel C und zwey ihn einfchliefsen- Fig. 99. 
de Seiten A und B eines Parallelogramms gegeben 
find, das Parallelogramm zu befchreibem

Man nehme eine grade Linie DE gleich A, bilde 
am Punkte D einen Winkel EDF gleich dem gegebe
nen Winkel C, nehme auf deflen zweytem Schenkel 
das Stück DF gleich B, und befchreibe um den Punkt 
E mit dem Halbmefler DF = B, und um den Punkt 
F mit dem Halbmefler DE = Azwey Kreisbogen, die 
fleh in einem Punkte G durchfchneiden werden, weil 
die Summe ihrer Halbmefler gröfser, und der Unter- 
fchied ihrer Halbmefler kleiner als der Abftand ihrer 
Mittelpunkte EF ift *. Zieht man dann FG, EG, fo.j $ u 
ift DEGF das gefuchte Parallelogramm. I1.E.H.

Denn vermöge der Conftruction lind die gegen- 
überftehenden Seiten einander gleich, daher die vier- 
feitige Figur ein Parallelogramm ift *; und zugleich 9 j $ 
ift es .aus den gegebenen Stücken befchrieben.

Zufatz. Ift der gegebene Winkel fpitz oder 
ftumpf, fo wird die Figur, wenn die gegebnen Seiten 
gleich find, eviRobmbus\ wenn fie ungleich find, 
Rhomboïdes, Ift dagegen der gegebene Winkel ein rech
ter, fo wird die Figur e\n Rechteck das, im Fall auch
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die Seiten gleich find, ein Quadrat wird; woraus alfo 
die Conftruction und die Möglichkeit diefer Arten von 
Vierecken erhellt.

AUFGABE 12.

Mittelpunkt eines gegebenen Kreifes, oder 
eines gegebenen Kreisbogens zu finden,

Man nehme in der Kreislinie oder im Kreisbogen 
\vilikührlich drey Punkte A, B, C, verbinde fie 
durch die graden Linien AB, BC, welche folglich Seh
nen des gegebenen Kreifes oder Bogens feyn ’müfien, 
halbire diefe Sehnen, und errichte’auf ihrer Mitte die 
Perpendikel DE, FG *, welche fich in einem Punkte 
O fchneiden müßen. Diefer Punkt O ift der gefuchte 

* Io« Mittelpunkt *,

Zufatz I. Mittelft derfelben Conftruction läfst 
fich

l) ein Kreis bilden, der durch drey gegebene Punkte 
A, B, C, oder durch zwey gegebene Punkte A, B gebt, 
[welches letztere eine unbeftimmte Aufgabe ift, tdie 
unendlich viel Auflofungen zuläfst, indem jeder punkt 
im Perpendikel DE der Mittelpunkt eines folchen 
Kreifes, der durch die Punkte A und B geht , feyn 

*^’7X3 kann *1
2) Wenn ein Kreisbogen gegeben iß, der ganze Kreis, 

wozu er gehört, vollenden ; und
ein Kreis einem gegebenen Dreyeck ABC umfehrei* 

ieHy d. In fo bilden, dafs die Kreislinie durch die drey 
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Wïnkclpunkte des gegebenen Dreyecks geht *. [Ift in * E» ?» 
diefer letztem Aufgabe das gegebne Dreyeck bey B 
rechtwinklig, fo iftABC ein Halbkreis *, und folglich *23«Z.a. 
liegt dann der Mittelpunkt O des umfchriebenenKrei
fes in der Hypotenuf AC. Ift das Dreyeck bey B 
winklige lo fteht es in einem Kreisabfchnitt, der klei
ner als der Halbkreis ift *, und i'o fällt alsdann der *23.2.3. 
Mittelpunkt O aufserhalb des Dreyecks. Hat endlich 
das Dreyeck lauter fpitze Winkel, fo fteht jeder die- F. 1Q7. 
fer Winkel in einem Kreisabfchnitt, der gröfser als der 
Halbkreis ift *, und der folglich den Mittelpunkt um- *23.2.3. 
fchliefst. Der Mittelpunkt liegt dann alfo in dem 
Theil, der allen drey Kreisabfehnitten gemein ift, 
d. i. im Dreyeck ABC. ]

[Zufatz II. Liegen die drey gegebnen Punkte F. iei. 
A, B, C, durch die ein Kreis gehn foil, fo, dafs die 
Perpendikel DE, FGiich in einer zu weiten Entfernung* 
Schneiden, als dafs man den Halbmefter bequem faßen 
könnte, fo kann man durch folgende Methoden noch 
mehrere Punkte in der Kreislinie^ -coeiche durch f :
und C geht, einzeln finden. Verbinde die drey gegebe
nen Punkte durch grade Linien, ziehe durch einen 
derfelben C, unter beliebigen Winkeln mit CB, grade 
Linien CD, CE etc,, und unter denfelben Winkeln 
mit AB, nach derfelben Seite zu, grade Linien durch 
den Punkt A *, fo liegen die Durchfchnittspunkte D, * A» 4. 
E etc. in der Kreislinie durch A, B, C. Denn die 
Winkel B, D, E'find insgefammtgleich, undjlie um- 
fpannen alle die,Sehne AC, daher, ihre Spitzen in dem 
Kreisbogen durch A, B, C Kegen ♦. — Oder man • s6.
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liehe durch C, unter Winkeln gleich BÄC , dem 
kleinften der beyden die an AB anliegen , mehrere 
grade Linien, CG, CH u. f., und fchneide mit CB als 
Halbmefler, von A, G etc. aus, Punkte G, H etc. 
unter fpitzen Winkeln ab, fo liegen diefe Punkte in 
der Kreislinie, die durch A, B, C geht. Denn da 
die Winkel BAC, ACG, GCH etc. in dem gefuchten 
Kreife gleiche Winkel am Umfange find; fo umfaßen

• 7. fie gleiche Sehnen CB , AG, GH *, und da überdem ' 
die Sehnen CG, CH näher nach dem Mittelpunkte zu

* 8- liegen, muffen fie zunehmen *, folglich AGC, GHC 
* I. 14- kleine ftumpfe Winkel feyn *, daher G, H etc. noth

wendig in der Kreislinie durch A, B, C liegen.]

[AUFGABE I3.]

Um einen gegebenen Mittelpunkt einen Kreis zu 
befchreiben, der eine gegebene grade Linie odereinen 
gegebenen Kreis' berührt.

F. 102. j. Fälle vom Mittelpunkt C ein Perpendikel auf 
die gegebene .Linie HI, fo berührt der Kreis, welcher 
mit diefem Perpendikel befchrieben ift, jdie gegebe-

* 12. ne Linie *.

Taf. II. 2. Ziehe durch beyde Mittelpunkte eine grade 
F’g- 49» Linie AB, fo durchfchneidet diefe den gegebenen Kreis

in zwey Punkten I, H und Kreife mit Al oder AH 
• 16. als Halbmefler befchrieben, berühren den erftern ♦.

f. 103. Zufatz T. Ift blos der Mittelpunkt C des Kreifes 
gegeben t der die Linie Aß berührt, und man fueht dejftn 
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Halbmefler und den Berührungspunkt, fo ziehe man nach 
einem beliebigen Punkt A in der gegebenen Linie 
die grade Linie CA, halbire fie in O, und befcbreibe 
mit OA um Q einen Bogen. Wo diefer die AB durch- 
phneidet, da ift der gefuchte Berührungspunkt B, und 
zieht man CB, fo ift diefes der gefuchte HalbmefTer. 
Denn ;ABC ift als Winkel im Halbkreis ein rechter*, es.Z.s. 
mithin BA ein Perpendikel auf dem Halbmefler CB 
in deflen Endpunkte, alfo eine Tangente *. * 12*

Z u f a t z II. Sucht man einen Kreis der die grade 
Linie AD iinPunkte D berühret, und zugleich durch einen 
gegebenen Punkt E geht, fo ziehe man DE, halbire diefe 
Linie im Punkte F, und errichte auf ihr in diefem 
Punkte, fo auch auf AD im Punkte D, Perpendikel. 
Wo beyde Perpendikel fich durchfchneiden , ift der 
Mittelpunkt des gefuchten Kreifes *. ♦ iq;

Grade fo findet man den Mittelpunkt eines Krei
fes, der durch einen gegebenen Punkt geht, und ei
nen andern Kreis in einem gegebnen Punkte berührt.

Zufat z III. Um einen Kreis zu finden der zwey ge- Taf. II. 
gebene Kreife berührt, befchreibe man mit einem will- 
kührlichen Halbmefler um den Mittelpunkt A des ei
nen Kreifes einen Kreisbogen, und um den Mittel
punkt B des zweyten der gegebnen Kreife ebenfalls 
«inen Bogen, mit einem Halbmefler, der vom erftern 
um den Unterfchied der Halbmefler der beyden gegeb
nen Kreife verfchieden ift. Wo beyde Bogen fich 
fchneiden, ift der Mittelpunkt des gefuchten berüh
renden Kreifes. Denn die graden Linien welche von



A N II A NG*SC 2

diefern Durchfchnittspunkte, die eine durch A, die an
dre durch B bisan die Kreislinien;gezogen werden, 
lind alsdann gleich lang, und ein Kreis mit diefen Li
nien als Halbmeffer um den gefundncn Durchfchnitts- 
punkt befchrieben, berührt fowohl den einen als den 
andern Kreis, weil die Punkte, worin er mit ihnen 
zufammen trifft, in der graden Linie durch dieMittel- 

*iCf.s. punkte liegen ♦*
Soll der Mittelpunkt des berührenden Kreifes mit den 

Mittelpunkten A^ lf der beyden andern in grader Linie 
liegen, fo ziehe man durch die Mittelpunkte A,B der ge
gebnen Kreife eine grade Linie, welche die.Kreife in 
den Punkten D/, I, F, H fchneide* In je zwey die- 
fer Punkte aus verfchicdenen Kreislinien kann die Be
rührung gefchehn. Den Abftand diefer beyden Punk
te halbire man, fo erhält man den Mittelpunkt des 
dritten Kreifes, der die gegebnen.in diefen Punkten 

• 16. berührt *.

Soll der dritte Kreis den Kreis um A in einer» andern 
gegebnen Punkte berühren, fo ziehe durch diefen Punkt 
einen Durchmeffer, und befchreibe um B, mit einem 
Halbmeffer der vom Halbmeffer des Kreifes umA, um 
den Unterfchied der Halbmeffer der beyden’gegebnen 
Kreife verfebieden ift, einen Kreisbogen; fo iftj,der 
Durchfchnitt diefes Bogens mit jenem Durchmefferî.der 
Mittelpunkt des gefuchten berührenden Kreifes.

AUFGABE I4.

T, ni. Durch einen 'gegebnen Punkt A eine Tangente 
F. 102' nw einen gegebnen Kreis zu ziehn,
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T. Liegt der gegebne Punkt A' auf der Kreislinie, 
£0 ziehe den HalbmcfTçr CA', und errichte auf ihn 
in feinem Endpunkte die fenkrechte Linie .IH, fo ift. 
IH die gefachte Tangente *. * I2*

2. Liegt der gegebne Punkt A aufserhalb des krei“ 
fes, fo ziehe nach ihm aus dem Mittelpunkte eine gra
de Linie CA, thcile diefe in zwey gleiche» Theile im 
Punkte O, und befchreibe um dielen mit dem Halb- 
meffer OC einen Kreis, der, weil er durch den Mit
telpunkt und einen Punkt aufserhalb des um C be- 
fchriebnen Kreifes geht, diefen durchfchneiden]mufs *, *.E.i2.3 
und zwar in zwey Punkten B, D, welche zu entgegen
gefetzten Seiten der Linie CA liegen, und von dem 
Durchfchnittspunkte £ derfelben mit der Kreislinie, fo 
auch vom Punkte A, gleichweit abftehn *. Zieht man * 19. 
AB, AD, fo ift jede beyder Linien die gefuchte Tan. 
gente. ;— Denn zieht man die iHalbmeffer CB, CD’, 
fo.find die Winkel ABC, ADC , Winkel im Halb- 
kreife, alfo rechte; folglich ftehn AB , AD auf den 
Halbmeftern CB, CD in ihren Endpunkten fenkrecht, 
find alfo Tangenten am gegebnen Kreife *. *15.14.

Zufatz. Um an einem Kreife mit einer gegebnen 
Seb'# parallel eine Tangente zu ziehn, fälle man vom 
Mittelpunkte auf die Sehne ein Perpendikel, und zie
he an dem Punkte, wo diefes den Kreis durchfchnei. 
det eine Tangente, fo läuft diefe mit der gegebnen 
Sehne parallel *. , ?

[AUFGABE I5.]

In einem gegebnen Kreife eine Sehne einzutra- F 
gen\ welche einer gegebnen Unie MN {kleiner als der
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Durchmeßet') gleich iß, und iJ durch einen gegebnen 
Punkt P geht, oder 2) einer gegebnen graden Linie 
Q parallel läuft.

Man befchreibe aus einem beliebigen Punkte A in 
der Kreislinie , mit der gegebnen Linie MN als Halb- 
meffer einen Kreisbogen, welcher den erftern Kreis 
in B durchfchneide, und ziehe AB, fo ift AB eine 
Sehne des gegebnen Kreifes, von der verlangten Gröfse 
MN. Zieht man auf die Mitte diefer Sehne, aus dem 
Mittelpunkte, die grade Linie CD, und befchreibt mit 
ihr als Halbmefler um C einen Kreis, fo berührt die- 
fer die grade Linie AB, welche auf dem Halbmefler in

•ÿfjjis. Jeffen Endpunkte fenkrech fteht *.

I. An diefem Kreife ziehe man vom gegebnen 
• A, 14. Punkte P sus eine Tangente PE *, fo ift das Stück die

fer berührenden Linie, welches innerhalb des erftern 
Kreifes liegt, d. h. FG, die.verlangte Sehne.

2. Vom Mittelpunkte fälle man auf die gegebne 
Linie Q ein Perpendikel, und ziehe durch den Punkt 
H, wo diefes den zweyten Kreis berührt, an diefem

• A. 14. Kreife eine Tangente *, fo ift das,Stück IK diefer 
Tangente, welches innerhalb jenes Kreifes liegt, die 
verlangte Sehne.

Denn als Tangenten an dem Innern Kreife, ftehn 
beyde Sehnen FG, IK auf den Halbmeflern CE, CH 

« l2. fenkrecht*, find alfo beyde vorn Mittelpunkte um den 
Halbmefler CD, folglich eben fo weit als die Sehne AB 
entfernt, mithin diefer Sehne, und der gegebnen Li- 

« nie MN, gleich ♦ Die elftere geht aber durch den
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Punkt P, die letztere ift zugleich mit Q auf CH fenk
recht, alfo mit Q parallel *. * I, jr.

Sowohl für die erfte als für die andre Aufgabe 
giebt es in jedem Kreife zwey Sehnen, auf entgegen
gefetzten Seiten des Mittelpunkts, welche ihr genüge 
thun.

Zufatz, Mittelft diefer Auflöfung ift man auch 
im Stande folgendes'zu bewerkftelligen: 1. Von einem^» io4» 
gegebnen Punkte P aufserhalb eines Kreifes, nach dem Krei
fe zwey grade Linien fo zu ziehn, dafs ße zwifchen ßch 
Bogen EF, GH abjcbneiden, welche zafammengenommen 
den Bogen zwifchen den Schenkeln eines andern Winkels, 
deßen Spitze Q aufser dem Kreife liegt, gleich find.

Man ziehe nemlich rach dem eben gelehrten Ver
fahren , vom Punkte P aus die graden Linien PE, PF 
fo, dafs die Sehnen FH, EG, welche die Kreisli
nie auf ihnen abfchneidet, den Sehnen AC, BD auf 
den Schenkeln des Winkels O gleich find. Es 
gehören alsdann zu jenen und zu diefen Sehnen glei
che Bogen, deren Unterfchiede, d. h. die Bogen AB 
4- CD, und EF + GH auch gleich feyn müßen.

2. Von einem gegebnen Punkte Oin der Verlängerung 
einer Sehne AC an, eine grade Linie fo zu ziehn, daß 
die Bogen zwifchen ihm und diefer Sehne, einem ge
gebnen Bogen AE gleich find. Ziehe zwifchen den 
gegebnen Punkten C und E die Sehne CE, und eine 
zwcyte Sehne BD fo, dafs fie verlängert durch den 
gegebnen Punkt O,gehe, und der erftern CE gleich 
fey *; fo ift diefes die gefuchte grade Linie, Denn 
wegen Gleichheit der Sehnen find die Bogen CA 4-AE, -
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und DC -}- CA 4- AB gleich, mithinJdie Bogen AE 
*Gr.s.ß _ DC 4- BA*.

Anmerkung. Aufgabe und Zufatz entlehne ich, doch 
mit verkürzten Beweifen .aus Gregor von St, Vincenz.

' d, U.

AUFGABE 16.

IO5* Ueber eine gegebne grade Linie A.B einen Kreis* 
abjehnitt zu bejchreiben, welcher einen gegebnen Win- 

• kel C fifit, (d. h wo jeder in diefem Kreis abjehnitt 
* E» eingeschriebne Winkel, dem Winkel C gleich ijl*.)

1 Man verlängere die gegebne Linie AB, und bil
de’anil Punkte B und der Verlängerung BD , einen 
Winkel DBE, dem gegebnen Winkel C gleich. Auf 
dem Schenkel BE errichte man im Punkte B ein Per
pendikel, fo auch auf der gegebenen Linie AB in deren 
Mitte , und befchreibe aus dem Durchfchnittspunkt 
O beÿder Perpendikel als Mittelpunkt, mit OB als 
Halbméfier einen Kreis, fo erhält man den gefachten 
Kreisabfchnitt AMB.

Denn BE ift, als ein Perpendikel/ auf dem Halb- 
mefler OB in deffen Endpunkt B, eine Tangente des 

• j, Kreifes im Punkte B *, Und wird im Berührungpunk
te von der Sehne AB durchfchnitten. Folglich hat der 
WinkelABF, mithin auch deflen Scheitelwinkel DBE» 

• zu feinem Mäafse den halben Bogen BKA *, und ift 
jedem Winkel im Kreisabfchnitte AMB«, der zur ent- 

• 25. f. gegengefetzten Seite der Sehne liegt > gleich» Nun ift 
aber DBÊ der Construction gemäfs dem gegebnen Win
kel G gleich; alfo derKreisabfchnitt AMD derGefuch- 
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te, indem er über der Linie AB fteht, und den Wia*

■•kel C fafst. •
[Anmerkung. Wäre der gegebne Winkel C ein rechter t 

fo Hele das Perpendikel BO mit der S'ehne AB zufammen, und, 
, es gäbe keinen DurchfchnittspunktO. Dann aber widen wir 
ohnedem dafs der gefachte Kreisabfchnitt, der über AB befehde- 
bene Halbkreis ift, Mehrere;Aufgaben, welche diefe begründet, 
erwähnt Lehrfarz 26. Folg. ' Um in einem gegebnen Kreife 
einen Abfchnitt zu bilden welcher einen gegebnen Winkel fafst, 
verfährt • man. grade .auf dkfelbe Art, ]

[Eine ändere Auf 16 fini g. Errichte auf dem 
'einen Schenkel CG des gegebnen Winkels C, im Schei
telpunkte, bin Perperrdikel'Cl, und ziehe an den End
punkten A, B der gegebnen Linie, unter dem Win
Jet ïch; zwey Linien AO, BO, und zwar, wena r . 
der gegebne Winkel dumpf ift, unterhalb, wenn er 
fpitzift, oberhalb der Linie AB... Ein Kreisbogen, um 
ihren Durchfchnittspunkt O befchrieben, bildet den 

-'■verlangten Kreisabfchnitt AMB.
Denn der Winkel O am Mittelpunkte ift nach der 

Conftruction gleich 2R 2ICH *. Folglich ift im* I. 31. 
zweyten Fall jeder Winkel im Kreisabfchnitt AMB halb 
fo grofs *f d, h; gleich R‘—< ICH’, und alfo dem ge- * aj. 
gebnen Winkel C gleich. Im erften Fall ift jeder Win
kel im Kreîsabfchnitt AMB der halben Ergänzung die
ses Winkels zu vier rechten, d. h.R4- ICH, alfo auch 
dem gegebnen Winkel C gleich,]

[Zufatz. Es find drey Punkte A, If C gegeben, dic^- ïo6, 
fo liegen, dafs der Mittelpunkt des Kreifes der durch fie 
geht, xu weit abliegt , als dafs mau ibn nach Aufgabe 12
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dar JI eilen konnte > aus einem derselben A, eine grade Linie 
zu ziehn, welche nach dem Mittelpunkte die Jes Kreifes zu 
läuft.

Verbinde die drey Punkte durch grade Linien, 
und ziehe durch A die grade Linie AD, unter einem 
Winkel BAD, welcher dem Winkel an dem gegenüber
liegenden Punkte C gleich ift; fo ift ein Perpendikel 
äuf AB im Punkte A, die gefuchte Linie, — Denn 
der Winkel C ift in dem erwähnten Kreife ein Winkel 
am Umfange, der den halben Bogen AB zumMaafs hat. 
Diefer ift folglich auch das Maafs des Winkels BAD, 
mithin mufs, da BA eine Sehne ift, AD eine Tangen- 

* 24. Z, te’des Kreifes im Punkte A feyn *, alfo das Per
pendikel AM nach dem Mittelpunkte des Kreifes

* 111 laufen *.]

[AUFGABE 17.}

Ein Drey eck,welches mit einem gegebnen Drey eck 
T. 107. PQR gleichwinklig iß, 1) in einen gegebenen Kreis 

einzufchreiben, und 2) um einen gegebenen t Kreis zu 
umßhreiben,

I. Nach dem Punkte A der Kreislinie, welcher 
einer der Winkelpunkte des einzufchreibenden Drey» 
ecks werden foil, ziehe den Halbmefler OA, und tra
ge den Winkel Q zweymal neben einander am Punkte 

•Aufg-4 O diefer Linie *. Durchfchneidet der dritte Schenkel 
den Kreis in B, fo ziehe AB und mache den Winkel 
ABC gleich P, fo ift, wenn man AC zieht, ABC das 
verlangte Dreyeck, welches mit dem gegebenen PQIt 

gleiclv 
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gleichwinklig ift. Denn der Winkel C ift gleich der 
Hälfte des Winkels AOB * , .folglich gleich Q. Da * aj. 
auch B gleich P ift, fo müden die dritten Winkel R, 
A ebenfalls gleich *, alfo beyde Dreyécke unter ein- ’Lji f., 
ander gleichwinklig feyn.

Eine andere AufJofung, Ziehe durch A eine 
Tangente; GH an dem gegebnen Kreife *, und mache a, 
anr Punkte A den Winkel GAC gleich P, den Win
kel HAB gleich Q, und ziehe IjC, fo ift ABC das ge- 
fuchte Dreyeck. Denn die Winkel, welche die Tan
gente mit den beyden Sehnen, die durch den Berüh
rungspunkt gehn, bildet, find den Winkeln in den 
entgegengefetzt liegenden Abschnitten gleich *, allo ¥ 2ç. 
B = GAC = P und C = HAB = Q, und folglich ift 
das eingeschriebene Dreyeck ABC mit dem gegebenen. 
PQR gleichwinklig.

Verlängere eine Seite PQ des gegebenen Drey- 
ecks , und mache DOE = RQS und^ÖOF = RPT. 
Durch D, E und F ziehe man Tangenten an dem ge
gebnen Kreife, fo bilden diefe das gefuchte Dreyeck l 
ABC , welches dem Kreife uvifilirieben, und mit dem 
gegebenen PQR gleichwinklig ift. — Denn da bey 
D, E, F rechte Winkel find, fo find die einander 
gegenüberftebenden Winkel in den Vierecken EDOE 
und ADOF in jedem zufammengenommen zwey rech
ten Winkebgleich *. Folglich B gleich dem Neben- * j 
winkeln von RQS, d. h. gleich Q, und A gleich dein 
Nebenwinkel von RPT, d. h. gleich P. Mithin ift

O
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das umfehnebene mit dem gegebenen Dreyeck gleich
winklig.

AUFGABE ig.

Einen Kreis, l ) in ein gegebnes Dreyeck ABC 
einzufihr eiben ; 2 ) um ein gegebnes Dreyeck zn um- 
fchreibem

F. xo8. It Theile zwey der Winkel des Dreyecks, A, R. 
durch die graden Linien AO, BO, welche fich in ei-

* I. 24. nein Punkte O fchneiden müflen *, in zwey gleiche 
Theile; fälle vom Punkte O auf eine der Seiten des 
Dreyecks ein Perpendikel OD, und befcbreibe mitOD 
als Halbmefler, um O als Mittelpunk, einen Kreis; 
fo ift diefer der gefuchte, in dem Dreyeck ABC ein- 
gefchriebene Kreis.

Der fo gefundene PunktO fleht nemlich von allen 
Seiten des gegebnen Dreyecks gleich weit ab, indem 
die Perpendikel auf die Seiten des Dreyecks, OD, OE 
und lo auch.OD, OF, gleich find. Denn fie findKa* 
theten in rechtwinkligen Dreyecken ODB, OEB und 
ODA, OFA, wovon die erflen, fo wie die letzten, - 
fich wegen Gleichheit der Hypothenufen und eines der

T.iS.f.2 fpitzen Winkel.decken *. Die drey Fufspunkte der 
Perpendikel, D, E, F liegen alfo im Umfange dert 
Kreislinie, welche um O mit dem Halbmefler OD be-

*£.2.7, fchrieben ift *. Diefe, Kreislinie berührt folglich die 
* I3< drey Selten des Dreyecks ABC *, und ift daher ia

* E. 10. dem gegebenenDreyeck eingeichrieben*

2. Die Methode einen Kreis um ein gegebenes 
Dreyeck au befchreiben, fteht in Aufgabe 12,
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[Zu f atz I. Zieht man noch CO, fo decken lieh 
auch die beyden rechtwinkligen Dreyecke COE, COF, 
daher die Linie CO den Winkel C ebenfalls halbirt» 
Folglich durchfchneiden /ich die graden Linien , welche die 
Winkel eines Dreyecks halbiren, alle drey in einem Punkte* 
Und zwar in dem Punkte, welcher von allen drey Sei
ten gleich weit entfernt ift, und deshalb einem Kreife 
der dem Dreyeck eingejchriebcn wird, zum Mittelpunkte 
diente Diefe Linien zertheilen das ganze Dreyeck in 
drey kleinere Dreyecke, wovon ein jedes über eine 
Seite des Größern als Grundlinie lieht, Und worin die 
Perpendikel aus den Spitzen auf die Grundlinien gleich 
find.]

[Zufatz II. Die Seiten des Dreyecks Werden 
durch diele Perpendikel Üb zerfchnitten, dafs 1) an je
dem Wlnkelgunkte gleiche Stücke anliegen und 2) jedet 
abgefchnittene Stück fammt der gegenüberliegenden Seite t 
dem halben Umfang des Dreyecks gleich i/L Das elftere 
folgt aus der bewiefenen Deckung der kleinen iecht
winkligen Dreyecke, und hieraus wiederum die zweyte 
Behauptung. Denn bezeichnet man den halben Umfing 
des Dreyecks mit S, fo ift S = AD 4^ ÊÉ ft- CF, und 
fetzt man in diefem Ausdruck der Folge nach, Dütt 
der darin verkommenden Linien, das Stück an dem- 
felben Durchfchhittspuhkt , welches ihr gleich ift, 
fo erhält man für den halben Umfing S tines Dreyecks, 
folgende Ausdrücke ;

O 4
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s = AD + BE + EC = AD 4- BC = AF 4- EC
S _ AF 4- EE 4- CF = BE 4- AC = BD 4- AC
S AD 4- BD 4- CF = CF 4- AB = CE 4- AB

Und daraus laßen fich umgekehrt wieder Ausdrücke 
für die GrÖfse der abgefchnittenen Stücke ableiten, 
welche uns in der Folge von Nutzen feyn werden.

AD = AF = S — BC
BE = BD — S — AG 
CF = CE = S — AB.

* IO."

*24 Z.2.

, [Zufatz III. Vergleicht man die Lage des hier 
betrachtetenDurchfchnittspunkts (O) dreyer grader Li. 
nien, welche die Winkel eines Dreyecks halbtren, mit der 
Lage des gemeinfchaftlichen Durchfchnittspunkts (C) 
dreyer Perpendikel, welche auf der Mitte jeder der drey 
Seiten eines Dreyecks errichtet find*, oder was das- 
lelbe lagt, die Lage der Mittelpunkte des dem Dreyeck 
eingefcbriebenen, und des unfcbriebnen Kreifes-, und mit 
dielen drittens den Punkt (P), worin die Perpendikel 
welche aus den Winskeipunkten eines Dreyecks auf die 
gegenüberftehende Seiten gefällt find, alle drey fich 
durchfchneiden *, und viertens den Punkt (S), worin, 
wie wir in den folgenden Büchern lehn werden, die drey 
graden Linien, die aus den Winkelpunkten nach den 
Punkten in der Mitte der gegenüberftehenden Seiten
gezogen werden, fich durchfchneiden, (den Schwer, 
punkt des Dreyecks); fo erhält man folgende interes- 
fanten Sätze, Ini gleichschenkligen Dreyeck liegen diefe 
vier Punkte in einer graden Linie, und zwar im Perpen. 
dikel, welches aus der Spitze des Dreyecks auf die Grund. 
Unie gefallt wird. Denn dieles Perpendikel halbirt zu-
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gleich den Winkel an der Spitze und die gegenüber
flehende Grundlinie *. 2) Im gl ei c hfeit igen Drey- 
eck fallen diefe Punkte alle vier in einem Punkt zufannnen. 
Denn jedes Perpendikel, welches aus einem Winkel
punkte auf die gegenüberflehende Seite gefällt wird, 
halbirt im gleichfeitigcn Dreyeck diele Seite und den • 
Winkel an der Spitze *. *t’7 f.i

3 ) in keinem angleichfeitigen Dreyeck liegen diefe Punk
te alle vier in grader Linie. Denn lonlt müfste eins der 
Perpendikel, welche aus den Winkelpunkten auf die 
gegenüberflehenden Seiten gefällt werden , zugleich 
diele Seite und den Winkel an der Spitze halbiren, 
da das Dreyeck denn nothwendig gleichfchenklig wäre.

4 .) Der erfte 0, und der vierte 5, diefer Durch- 
febnittspunkte (der Mittelpunkt des eingeschriebnen 
Kreifes, und der Schwerpunkt) liegen bey jedem Drey, 
ecke innerhalb dejfelben ; der zweyte, C', und dritte, Pr 
aber (der Mittelpunkt des umfehriebenen Kreiles, und 
der Durchfchnittspunkt der Perpendikel aus den Spi
tzen) liegen in fpitzfcinkligen Dreyecken innerhalb , in 
ßumpfwinkligen aufserhalb desDreyecks* und in rechtwink- M.12.Z 
Ligen, jener auf der Hypotenulc, diefer in der*Spitze

\ des rechten Winkels. ] '

An’merkung. Ueber die Lage diefer vier merkwürdigen 
Punkte bey jedem Dreyeck, hatL. Euler eine intcreflante algebrai- 
fche Unterfuchung angeftellt, (Solutio facilis problematum quo- 
rundam geometricorum difficillimorum in den Nov. Comment 
Ac. Sc. Petropol. ad. A. 1765) in welcher er den fehr netten 
Satz darthut, dafs in jedem Dreyeck drey diefer Punkte, nemlich 
C’, P und S in grader Linie liegen, und zwar fo, dafs immer S ' 
zwifchen C'und P liegt, und PS das Doppelte von C'S, oder
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PS as 2. C'S ift, wie man diefes auch in unterer Figur ’wahr- 
nimmt. Hat man alfo zwey diefer Punkte, fo findet man den drit
ten durch eine fehr leichte Conftruction. Auch lehrt Euler in 
diefer Abhandlung, wie man, wenn die drey Punkte O, P, S 
gegeben find, aus der Lage diefer drey Punkte das Dreyeck 
AßC finden kann, welches von der Aufteilung einer. Cubifchen 
Gleichung abhängt, deren drey Wurzeln die Zahlausdrücke für 
die Seiten dicfes Dreyecks find«

d. ü ;

AUFGABE 19.

P« 109» Das Ferhältniß zweyer grader Linien AB, CD, 
welche gegeben find t in Zahlen auszudriicken, oder 
das Zahlverhältniß diefer Linien zu finden.

Trage auf die gröfsere Linie AB, die kleinere CD 
*f o«3a fo oft ftetig nebeneinander, als es angeht *, wir wol« 

len fetzen zweymal. Wird jene durch diefe nicht ge
nau gemsften, fo bleibt ein Stück BE, kleiner als CD, 
Übrig.

Trage ferner auf CD dlefen Reft BE wieder fo oft 
ftetig nebeneinander, als es angeht, in unferni Fall 
einmal, da denn aufs neue ein Reft DF bleibt, der 
kleiner als BE ift.

Trage diefen zweyten Reft DF wieder auf den er
ften BE fo oft es angeht nebeneinander , in unferni 
Fall einmal, wobey der Reft BG bleibt.

Trage diefin dritten ReftBG wieder auf den zwey
ten DF fo oft es angeht nebeneinander, und fo fahre 
fort.

[Bey diefem Verfahren kömmt man nun entweder 
zuletzt auf einen Reft, der dén vorhergehenden genau 
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mißt oder man erreicht nie einen Jllcben Reß fo lange 
man auch fortfährt , welches letztere, wie wir im 
folgenden Buche lehn werden, allerdings bey gewifien 
Linien der Fall ift.

Er fier Fall. Kömmt man endlich anf einen Reß 
der den vorhergehenden genau mißt t und folglich in ihm 
nach irgend einer ganzen Zahl enthalten ift, fo iß die
fer letzte Refi das gemeinfchaftliche Maaß der beyden ge» 
gebnen Linien dB , CD, Sieht man ihn als Einheit 
an, fo lallen lieh alle vorhergehenden Kefte, mithin 
Aß, CD feibft, in Beziehung auf ihn als Zahlen aus
drücken, woraus fich denn fasZablverhältnifs der bey
den gegebnen Linien AB, CD findet. Und zwar ift 
diefer letzte Reft das größte gemeinfchaftliche Maafs der 
beyden gegebnen Linien, und daher ihr fo gefundnes 
Zahlverhältnifs fogleich in kleinficn Zahlen (in Primzah
len unter fich) ausgedrückt.]

Denn gefetzt in unferm Beyfpiele fey BG jener 
letzte Reft, welcher den vorhergehenden DF genau 
mifst, und zwar fey BG genau zweymal in FD enthal- 
ten, fo ÎÛ, wenn man BG zur Einheit nimmt, alfo 
BG = I fetzt, FD = 2 ; ferner, da FD und BG zufam- 
mengenommen gleich EB find, ift EB = 1. 2 + I = 3 î 
und da wieder EBund FD zufammengenommen gleich 
CD find, ift CD = 1. 3 + 2 = 5, und da endlich 
zwey CD und BE zufammengenommen gleich AB 
find, fo ift AB = 2 . 5 + 3 ~ 13. Folglich lallen 
fich alsdann die beyden gegebnen Linien AB, CD, in 
Beziehung auf BG als Einheit , durch die Zahlen 13 
und 5 ausdrücken ; in beyden ift BG nach ganzen Zah
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len enthalten, in AB 13 mal, in CD 5 mal, und die
ser letzte Reft ift mithin für beyde gegebne Linien ein 
g e m e i n fc h a f t Li ch e s M a al ’s.

Er ift aber auch ihr größtes gemeinfchaftliches Maafs» ■ 
Denn wer diefes leugnen wollte , müfte behaupten, 
irgend eine grade Linie M > BG könnte ein gemein
fchaftliches Maafs der beyden gegebnen Linien AB und 
CD feyn. Nun aber wird ein Theil der Linie AB» 
nemlich AE, von CD gemeßen ( AE — 2.CD), folg
lich müfte auch der Unterfchied von AB und AE, d. h, 
EB, und da EB = CF ift, auch CF von der Linie M 
gemeßen werden. Wird aber CD und zugleich das 
Stück derfelben CF von M gemeflen, fo mufs noth- 
wendig auch das zweyte Stück FD = EG von M ge
meßen werden , und da das wieder eben fo bey 
EB und dem Stück EG der Fall ift, fo mufs auch ihr 
Unterfchied GB von M genau gemeflen werden, folg
lich ^entweder gleich oder kleiner alsBG feyn, welches 
der Vorausfetzung dafs M > BG fey widerfpricht. Es 
ift alfo kein grofseres gemeinfchaftliches Maafs bey- 
der Linien AB, CD möglich, als der fo gefundene 
letzte Reft BG, diefer mithin ihr gröfstes gemeinfehaft- 
liches Maafs.

Aus diefem Beweife erhellet zugleich , 1) dafs jede 
Linie M, welche zwey gegebne grade Linien AB, CD genau 
mißt, auch ihr größtes gemeinfchaftliches Maaß GB ge
nau meßen müße. — 2) Dafs die beyden Zahlausdrilcke 
der gegebnen Linien AB, CD, welche auf diefe Art 
gefunden werden (13 und 5) keinen gemeinfchaftli- 
chea Factor haben können, alfo Primzahlen unter fich 



AUFGABE N. 2Ï7
find, und das Verbältniß beyder Linien in kleinßen Iahten 
13 : 5 ausdrücken.]

Diefes Zahlverhältnifs Tagt aus, dafs die beyden 
Linien grade fo wie diefe beyden Zahlen aus einander 
entftehn, und dafs folglich, wenn AB in 13 gleiche 
Theile getheilt wird, 5 folcher Theile die Linie CD 
ausmachen. Nähme man daher nicht BG fondern AB 
xur Lineareinheit, feite alfo AB = ï , fo müße CD 
durch den Bruch ausgedrückt werden, indem dann 
CD 5 folchen Theilen, wovon in der Lineareinheit 
13 gleiche enthalten find, gleich feyn würde. Und 
feite man umgekehrt CD — 1 fo wäre,AB durch die 
Zahl V ausiudrücken.

fLw eyter Fall. Kömmt man auf keinen Refi der 
den nächft vorhergehenden genau mißt, man mag das 
angegebne Verfahren fo weit fortfetien als man nur 
immer will, fo giebt es für die beyden gegebnen Linien 
AB , CD kein gemeinfchafilidies Maaß} d. h. keine Linie 
die felhft, oder deren noch fo kleine Theile, in bey
den Linien zugleich genau enthalten wären, und beyde 
find alfo incommenptrabel\ wovon wir im folgenden 
Buche ein Beyfpiel an dem Verhältniffe zwifchen der 
Seite und der Diagonale eines Quadrats werden kennen 
lernen. Da alsdann beyde Linien fich nicht auf einer- 
ley Einheit beziehn, nicht durcheinerley Einheit, octet 
noch fo kleine Theile derfelben, fich ausdrücken laf- 
fen ; fo giebt es kein Zahlverhältnifs, wodurch. ein filches 
incommenjitrables Verhähniß fich völlig ausdrücken liejse> 
Vernachläffigt man aber den letzten Reft und nimmt 
z. B., wenn BG in dem vorhergehenden Reft FD zwar 
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nicht genau, aber doch beynahe zweymal enthalten 
ift, an, es ley genau FD = 2 BG; fo findet man ein 
Zahlverhältnifs, welches von dem incommenfurablen 
nur um wenig abweicht, und das fich demfelben um 
fo mehr nähert, je weiter man auf dem angegebnen 
Wege fortgefchritten ift, und je weiter der vernach*x 
lälfigte Reft hinaus fällt; fo dafs man in diefem Fall 
wenigfiens ein Zahlverhältnifs findet , welches dem 
Verhältnifs der incommenfurablen Linien fo nahe 
kommt als man nur immer will, und das fich demfel
ben ohne alles Ende nähern läfst, wiewohl es daffelbc 
nie erreichen, nie völlig erfchopfen kann.]

[Zufatz I. Diefer Satz begründet die Methoden 
grade Linien unmittelbar zu meßen.) und fich über das 
Verhültnljs zweyer grader Linien völlig ins Klare zu brin
gen. Diefes ift man nur dann, wenn man weifs, wie 
oft die eine Linie die andere, oder einen beftimmten 
Theil derfelben, in fich enthält, wenn man alfo das 
Zahlverhältnifs beyder kennt, und um diefes zu erfor- 
fchen mufs man die eine Linie mit der andern, oder 
mit einem Theil derfelben, als Einheit vergleichen; 
grade darin befteht aber das Meßen. Diefes kann man 
entweder auf die Art, Welche hier gelehrt ift, bewerk- 
ftelligen, indem man, Reft auf Heft nebeneinander 
trägt;' oder man hat einen Maafsßab d. h. eine grade Li
nie, welche nach irgend einer Lineareinheit und deren 
Theilen, fo klein als man fie zur jedesmaligen Ab
ficht nöthig hat, eingetheilt ift (z. D. nach Zöllen und 
Decimal - und Centefimaltheilen des Zolls,) Trägt man 
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die gegebne w meßende Linie auf den Maafsftab auf, 
fo lieht man fogleieh wie viel diefer Lineareinheiien 
und deren Theile fie enthält, z. B. 8, 25, erhält alfo 
auf diefe Art mit gröfster Leichtigkeit àsnZabîatisilrtick 
der gegebnen Linie in Beziehung auf die angenommne 
Lineareinheit des Maafsftabs. Verfährt man eben fo 
mit der zweyten Linie, fo findet man auch ihren Zahl« 
ausdruck in Beziehung 'auf diefelbe Lineareinheit % 
z. B. I4,7> und dann iftjdas ZaherhMtmfs der beyden 
gegebnen Linien 8,25 -, 14,75 oder 33 : 59.]

[Zufatz IL Gefetzt wir fehn die gröfsere der 
beyden gegebnen Linien AB, CD als Lineareinheit 
an, fetzen alfo AB — 1, fo ift der Zahlausdruck von 

CDcd, d.h.rr , ein achter Bruch, der in unferm Fall, wo 
AB

AB die Linie CD zweymal und noch das Stück EE in 
, , , . , CD i . ,fich enthält, gieren ift, —-—- =  ---- —• ’ indem

2CD+EB la-f-EB
CD

der Bruchwerth unverändert bleibt, wenn Zähler und 
Nenner durch einerley Gröfse dividirt werden. Nun 
aber war CD EB 4- FD, EB = FD 4-, GB and? FD

r . LB EB . i FD -
Ä 2 GB, alfo ift — = ---------- — ----------; —

CD >£B4-FD i+.FD Eß 
EB

FD 1 , GB ~ I TV r 5X7 j .-----------= ---------  und — = Diele Wer the der 
FD 4- GB 14- GB FD - ' -

FD
Folge nach in den erftern Ausdruck gefetzt, geben
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T I
CD = —;----- AB (oder CD = —-------  ♦ AB

2 4“ 1 m + i
I "I- I n 4~ I

1 + ï p 4- r
2 q

wenn überhaupt AB == m . CD 4- EB, CD = n . EB 
4- FD, EB p . FD 4- GB und FD = q . GB ift ;) 
fo dafs alfo auf diefem Wege die eine Linie in Bezie. 
hung auf die andre als Einheit , durch einen Staffen., 
brach ausgedrückt wird, deffen Werth fich entweder 
aus der Lehre von der Addition und Divifion der Brü
che in jedem Fall finden , oder durch eine allgemeine 
algebraifche Formel darftellen, und nach ihr berech
nen läfst« Und zwar ift diefe Formel folgende CD = 
(l4-pq).n4-q , . . . , r----------L.----- -------------- wie man leicht findet, wenn ( 1 -FpqX H-mn-f-mq) ’
man den Werth des Bruchs Stuffenweife vom unterften 
an, den Regeln der Bruchrechnung gernäfs entwickelt, 

p 1 1 _ pq-l-1 , 1 - 1 _ q
z. B. p 4------------------- ’ —:------------ — = —!—

q q p+j_ Pq + T Pq+l
q q

u. f. £ So berechnet ift der Werth unfers Stuffenbruchs, 
CD = ïj.AB, wie oben. Wenn bey zwey Linien 
fich daithun liefse, dafs diefer Stuffenbruch, der die ei
ne in Beziehung auf die andre als Lineareinheit aus
drückt, ins Unendliche fordiefe; fo wäre dadurch, 
dem zweyten Fall gemäfs, die IncomwenfwabiHtät der 
beyden gegebnen Linien dargethan. Beyfpiele davon, 
werden wir im folgenden finden.]
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Anmerkung. Schon Euklid lehrt durch die Methode dei 
erften Falls das große gemeinfcbaftlicbe MaaJ's zweyer grader Li
nien oder auch zweyer Zahlen finden, elfteres gleich zu Anfang 
des zehnten Buchs, welches von der Inconnnen/HrabUität ausge
dehnter Größten handelt, (Satz 3) letzteres an der,Spitze des erften 
feiner drey arithmetifchen Bücher (Buch VII. Satz 2), wo über
haupt die |erften Satze, den erften Sätzen des zehnten Buchs parallel 
laufen, (und von denen Clavius meint, Euklid habe'diefe B eher 
blos zum Behuf des zehnten Buchs feinen Elementen einverleibt.) 
Ferner zeigt er, dafs um dreyer Linien (X. 4.) oder dreyer Za Iw 
len (VII. 3 Y ^röfstes gemeinfchaftliches Mäafs zu finden, man die- 
fes zuerft für zwey derfelben, und dann aufs neue für ihr gefun
denes Maafsund für die dritte Linie oder Zahl fuchen mülfe« 
Endlich beweift er auch, dafs wenn unter zweyter Fall eintritt, 
beyde Linien incommenftirabel feyn müßen (X.s), und dafs, 
wenn man die Methode auf zwey gegebne Zahlen überträgt, und 
man kömmt, bey ihnen auf keinen Reft, gröfser als die Einheit, 
der in dem nächft vorhergehenden Refte genau aufgehr, bey 
folchen Zahlen etwas Aehnliches ftatt findet; indem fie dann 
Primzahlen unter fich find, und keinen gröfsern gemeinfchaftli- 
chen Factor als die Einheit felbft haben (VII. 1.)

Die fernem Sätze Euklids, dafs commenfurabde Gröfsen fich 
•wie Zahlen, iucaniwevjurable Gröfsen hingegen nic^t wie Zahlen 
verhalten , und dafs umgekehrt alle Gröfsen für die fich ein ge
naues Zahlverhältqifs finden Kifst, iucommenfnrabel feyn müften 
(X. $-8. und VII. 4P find unmittelbare Folgerungen aus unferin 
Beweife. Und aus diefen Sätzen (liefst wiederum, das zwey incom- 
wenjurable Gröfsen mit jeder dritten.beyde zugleich eommenfura- 
bel oder incommenfurabel find, und eine mit ihnen commenfu- 
rable Summe haben, und umgekehrt; dafs hingegen, wenn von 
zwey cominenfurablen Gröfsen die eine mit einer dritten' cöm- 
menfurabel ift, die andre mit ihr incommenfurabel feyn mufs, 
und dafs beyde mit ihrer Summe incommenfurabel find, und uih> 
gekehrt ( X. 12 - 17)
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Diefe Sàtzè dienen Euklid jedoch nut zu einet Art voir Ein
leitung; in die Materie, welche den eigentlichen GegcnÜand deS 
zehnten Buchs ausmacht, nemüch in die Unterfuchung über die 
AbbAügigkcit t welche zwifchen der Commenfurabilität und htcom- 
tnenfirabtliiat von Rechtecken oder Quadraten und deren Seiten 
ftatt findet, Diele Unterfuchung, die Euklid zur Theorie der 
regulären Körper braucht, ftellt er zwar mit grofsem.Scharffinn, 
aber auf einem ganz geometri fehen Wege an, auf welchem fie fo 
Weitläufig und fchwierig wird, dafs man diefes Buch mit Recht 
für das fchwerfte in den Elementen hält , und dals Wolf be
hauptet ,,es fey fo dunkel, dafs ein Anfänger unmöglich das ge- 
ringite davon verftehn könne’*. Seitdem man in der neuern Ma
thematik-in den Wnrzelarofsen ein Mittel gefunden hat, incom- 
inenfurable Gröfsen arkhmetifeh darzuftellcn, und fie als foge- 
nannte Irrationalzahlen mit unter die Zahlbegrifie aufzunehmen, 
Hehn uns weit einfachere und leichtere Methoden zu Geboth, das, 
was wir von diefer Unterfuchung brauchen können , arithmetifch 
zu entwickeln und zu erörtern, ohne dafs wir der grofsen Menge 
von Diftinctionen zwifchen irrationalen Linien Verfchiedncr Art, 
des Heersi Völl Kunitwortern welche diefe Materie bey Euklid 
befonders erfchweren, und des zehnten Theils der Sätze die bey 
Euklid vorkommen, von Köthen hätten j eine Erleichterung dia 
befonders dahef rührt, dafs wir, itart Rechtecke und Quadrate 
aus commenfurablen und inconimenfurablen Linien, die Producte

* in«4. aus rationalen und irrationalen Zahlen betrachten
An. i, Euklid lehrtwic mail zu jeder gegebnen Linie 13 verfchiedile'Ar

ten von irrationalen Linien däritellen kann, die er insgefammt genau
er unterfucht, und mitbefondern abfehreckenden Kunftwötrern be
zeichnet, (z. B. nach Eorenz Uebérfetzung t Mediate , Binomiale 
er fie und zweyte Bimedialc. gröfsere und kleinere Irrationale, Apo* 
towe er fie und zweyte Medialapotöme > des Rationalen und Me
dialen Quadratfeite, die zwey Mediale Gebende etc, (X. ïi2 ), uild 
zeigt, wie aufser diefen 13, (die Ach nach Unfrer Art insgefammt 
aus Rationalzahlen ■ Quadrat- Und ÈiquâdtàtWtirzeln äUsdtücken

, und zufammenfeweii laffen) j,noch iuuàWigc andre liratioifallU. 
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nîen entftehn , die mit keiner unter jenen ejnerky find” (X. 116.) 
(die ncmlich auf Wurzeln vom gten, töten und fernem Graden 
beruhen. Der letzte Satz in diefem Buche thut dies Incommcnfu- 
rabilität Zwilchen der Seite und dem Durchmefler eines Quadrats 
dar. Irrationallinien (ein Ausdruck., den fchon Euklid hat) wel
che fich auf Wurzeln von andern Graden als dem aten, 4ten, 
Sten u« f. f. beziehn, (die man alfo Weder durch einmaliger noch 
durch wiederholter Darftellung einer mittleren Proportionallinie# 
fondern nur durch Auffindung zweyer mittlerer Proportionallinien, ' 
u. f. f., alfo nur auf Wegen, welche der Elementargeometrie 
unzugänglich find *, findet,/ erwähnt Euklid mit keinem Wort, *nT^% 
Seine Unterfuchung ilt alfo fehr eingefchiähkt, ftatt dafs wir 
durch die arithmetifchen Begriffe fie fogleich ganz, allgemein füh
ren können. Ueberdem hat Euklids Vorträg noch das Unange
nehme, dafs er, wie überhaupt die Alten, nur ganze Zahlen 
kennt, und unter feinen Zahlbegriffen keinen für Brüche auf
nimmt, fo dafs wir feine Worte nicht in den uns geläufigem Sinn 
nähmen dürfen (denn nach diefem fägten manche Sätze offenbaret 
Falfchheitcn au*), fondern erft in feine Begriffe von Zahlen über
fetzen müßen. Alles das trägt dazu bey, diefes Buch für uns 
überflüflig und ungeniefsbar zu machen, Uebcrhàupt ift die Ma
terie in der Geometrie nur für die Art, wie Euklid -die Theoria 
der regelmäfsigen Körper behandelt, von Wichtigkeit; was uns 
davon unentbehrlich ift, findet man theils hier, theils in der 
Folge diefes Werks. Dem allen ungeachtet, ift folgendes Urtheil 
fehr ungerecht, welches der bekannte Peter Raums in feinen 
Scholiis Mathematicis (lib. 21, p. 252.) über diefe Arbeit Euklid» 
fällt : „Materies decimo libro propofita, eo modo eft tradi* 
ta , ut in humanis literis atque artibus ftmiiem obfeuritatent 
nusquam deprehenderim, obfcuritatem dico i non ad intelii* 
gendum , quid praecipiat Enklides , — — fed ad perfpiden* 
dum peu itus et explorandum quis finis et nfus ftt operi pvopuji^ 
tus, (die Theorie der regulären Körper ,J quae genera, fpecies, 
differentiae fint rerum Jubjectarum t ( Euklid verweilt fich um« 
itandhch dabey die Verfehiedenheit aller jenerJrrationallinicn
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Klare zu fetzen ) nïhii enim unquam tam confafum vel involutum 
lagi vel audivi. Andere preifen cs dagegen als ein Meiderftiick 
beharrlichen Tieflinns , und das mit Recht, gehörtes auch für 
uns nur. zu den blofsen Schauftücken, und zu den veralteten Rüft- 
zeugec Vin’Zeughaufe der Wiffenfchafr. d. U ]

AUFGABE 20.

F. no. Wenn zwey Winkel A, B gegeben find, ihrge- 
^ieinfchaftliches Maafs t und daraus ihr Zahlv erhält- 
niß zu finden..

Man befchreibe mit gleichem Halbmefler um die 
Scheitelpunkte beyder Winkel Kreisbogen CD, EE, fo 

*23. Z. find diele das Maafs beyder Winkel *. Mit dielen 
beyden Kreisbogen verfahre man fo, wie in der vori
gen Aufgabe mit den beyden graden Linien ; und das 
ill immer möglich, da Kreisbogen, die mit gleichem 
Halbmefler befchrieben find, gehörig gelegt fich de- 

* ! ckenT alfo ineinander fallen *, und fich mitteilt ihrer 
Sehnen einer auf dem andern ftetig nebeneinander legen 

* 7. lallen*. Auf diele Ärt'findet man lögleich das größte 
gemeinfehaftnehe Maafs OD beyderBogen, veann es eins 
tridt , und ihr Verhältnifs in den kleinften Zahlen 

• A. 14. ausgedrückt *. Diefes ift^yigleich das Verhältnifs der 
lall 1. gegebenen Winkel A, B, die fich ftets wie
* 27. jene Bogen verhalten *. Der Winkel OAD, dellen 

Schenkel das gemeinfchaftliche Maafs beyder Bogen 
umfpannen, ift zugleich das gröfste gemeinfchaftliche 
Maafs diefer beyden Winkel.

Haben die beyden Bogen CD, EF, die man auf 
v diefe Art mit einander vergleicht, kein gemeinlchaftli-

ches , 
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ches Maafs *, fo find fie, und die Winkel A, B de7 * A. 19. 
ren Schenkel diele Logen umfpannen, incommenfura- Fal1 z" 
bel j und dann giebt es kein Zahlverhältnifs , welches 
dem Verhältnifs diefer Bogen, und diefer Winkel völ
lig entfpräche. Allein inan findet dann, wie in der 
vorigen Aufgabe, Zahlverhältnifle, die fich ihrem wah
ren (irrationalen) Verhältnifle immer mehr und ohne 
Granze nähern, je weiter man das angegebene Verfah
ren fortgefetzt hat ; folglich Zahlverhältnilfe, die man 
zum Gebrauch ftatt des irrationalen Verhältnifles fetzen 
kann.

[Zufatz. Um den unmittelbaren Zahlausdruck eines 
gegebenen Winkels in Theilen des rechten Winkels, als dem 
feftgefetzten Maafse alle Winkel zu finden, braucht 
man nur auf diele Art das gemeinfamme Maafs und 
das Zahlverhältnifs zwifchen dem Bogen, der den ge
gebenen Winkel inifst, und der Kreislinie, oder dem 
Quadranten, aufzufuchen. Gefetzt man findet fo das 
Zahlverhältnifs des Bogens und der Kreislinie 3 :25, 
alfo des Bogens und des Quadranten 3: , fo ift der
Winkel von vier rechten , oder ff eines rechten 
Winkels, läfst fich alfo durch den Bruch ff ausdrü- 
eken, in fo fern wir den rechten Winkel zum allge
meinen Maafs, zur Einheit der Winkelgröfsen, ma
chen. Oder nimmt man den neunzigften Theil des 
rechten Winkels, d. h. einen Grad, und deften Sexage- 
fimaltheile zum allgemeinen Maafs, oder zur Einheit 
der Winkel *, fo läfst fich jener Bogen durch die Zahl *22.Z.j. 
ff« 90 Grade = 187 4~ 1 Grad = 187° 30' ausdrü.

P
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cken. Eben fö der Bogen den er umfpannt in Bogen
graden. Dabey mufs man fich denken, der Winkel ent
hält 187 Winkeleinheiten und 30 Sechzigtheile derfel- 
ben, der Bogen i87ißogeneinheiten und 30 Sechzig, 
theile derfelben ; ein Ausdruck welchem alfo immer 
das Zahlverhaltnifs des Winkels zum rechten, und des 
Bogens au Kreislinie, zum Grunde liegt, wie wir das 

as.Z.j« umftandlich erläutert haben *.
Gefetzt der gegebene Bogen B fey in dem Halb- 

kreife m (4) mal enthalten, meße ihn aber nicht ge
nau, fondern cs bleibe ein Stück übrig, welches in 
dem Bogen B felbft »(2) mal enthalten fey, und ei
nen Rell laße, der in dem vorigen Refte, p (3) mal 
enthalten fey, fammt einem Bogenftück, welches 
wiederum von diefem Refte der qte (3te) Theil fey; 
fo ift nach dem Zufatz der vorigen Aufgabe, B = 
1 Mta = t!±M)-n+q______ lloS 
m-J-l--------------------- (i + pq) (i + mn-pmq)

n I
p-H 1_

<1

10.25 250 25 3 •
Diefes artige Verfahren, Winkel lediglich mit Hülfe des 
Zirkels zu mejfen, trägt fchon Lagny in den Mémoires 
de P Acad, des Sc. de Paris A. 1724. p, 250 vor.
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DRITTES BUCH.

DER INHALT GRADELINIGER
FIGUREN.

r' [Diefes Buch befchäfti^c fich mir Unterfuchungcn über den 
Inhalt der gradelinigen Figuren, worauf fich alles Ausmeffen und. 
Ausrechnen diefer Figuren gründet, und mit Vergleichungen des 
Inhalts von Figuren, befonders von Rechtecken und Quadraten, 
welche über Linien von einer gewiflen Eintheilung, oder über 
Seiten bcftimmter Figuren, oder über Linien im Kreife befchrie- 
ben find ; Vergleichungen aus denen fich nicht nur manche in- 
tereifante Eigenkhaft diefer Figuren und des Kreifes ergiebt, 
fondern die auch für die folgenden Materien von großer Wich
tigkeit find. Le Gendre trägt überdem im dritten Euch 
die Lehre von der Ähnlichkeit der Flächenräume vor ; allein d* 
beyde Materien durch meine Bearbeitung noch mehr als die in 
den vorigen Büchern (bis zum Dreyfachen und Vierfachen) an- 
gefchwollen find ; fo vervveife ich die letzte Materie ganz in das 
vierte Buch, Im Ganzen kennte ich zwar hier die Ordnung 
Le Gendres beybehalten, (nur dafs er die Sätze über den Kreis 
welche am Ende dicfes Buchs ftehn, und von denen bey ihm 
nur ein Paar vorkommen) aus der Lehre von der Achniichkcit 
ableitet ; allein fein Vortrag ift fo mangelhaft, fo voller Lücken 
und übergeht fo viele wichtige und zur feinem Kcnntnifs der 
Geometrie unentbehrliche Sätze, die zwar in Compendicn, aber 
in keinem vollftändigenLehrbegriff der Wiffenfchaft fehlen dür. 
fen, dafs ich diefesBuch gröfstentheils habe umfchmelzcn müßen. 
Vm iodefs eicht die Gleichförmigkeit der Behandlung su ßöreu

Pa
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werde ich die Rolle des Ueberfetzers beybehalten, und was mir 
allein gehört, wiç in den vorigen Büchern noch ferner mit diefem 
Zeichen [ ] umklammern (

Gilbert

Erklärungen.

i.

Taf.HL [Die Höhe einer Pigur wird durch den Ab- 
ftand zweyer Parallellinien bertimmt, wovon die eine 
durch irgend eine Seite der Figur [ihre Grundlinie) 
die andere durch den Punkt, oder durch die Punkte, 
der Figur geht, die am weiterten von diefer Linie epi- 
fernt find. Die Höhe einer Figur zvird mithin durch das 
Perpendikel gegeben, welches man aus einem jener Punkte

*\.z6S.s auf die Grundlinie oder deren Verlängerung fällt *. 
u. 27.

a) Sind alfo zwey Figuren fo öefchaffen , dafs , 
wenn man-ihre Grundlinien in grader Linie (teilt, ih
re Spitzen, oder ihre der Grundlinie gegenüberfte- 
hende Seiten, in derfelben Parellellinie fallen, fo haben 
fie gleiche Höhe,.

ß) Umgekehrt laflen Figuren von gleicher Höhe 
fich immer zwifchen einerley Parallellinien fo legen, 
dafs ihre Grundlinien in die eine, ihre Spitzen oder 
höchften Seiten in die andre fallen.

Wendet man diefe Sätze insbefondere auf da» 
Dreyeck und auf das Parallelogramm an, fo ergeben 
fich daraus die folgenden Erklärungen.]
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2.

Nimmt man irgend eine Seite AB eines Dreyecks ** 
ABC zur Grundlinie an ♦, fo ift das Perpendikel CD, *I.E.i8. 
welches aus der Spitze, das heilst aus dem gegenü
berftehenden ÄVinkelpunkt C, auf die Grundlinie 
oder deren Verlängerung gefällt wird, die Röhe des 
D r eyec ks,

[«) Legt man die Grundlinien zweyer Dreyecke 
in grader Linie, und zieht durch ihre Spitzen eine 
grade Linie, fo find heyde Dreyecke von gleicher oder 
ungleicher Höhe, je nachdem diefe Linie mit der Grundlinie 
parallel läuft, oder nicht *. r<

ß) Ift im rechtwinkligen Dreyeck die eine Kathete 
Grundlinie, fo ftellt die andere die Höhe dar.]

3-

Nimmt man eine Seite eines Parallelogramms 
ABEC, z. B. AB zur Grundlinie ♦, fo wird der Abftand • e. i. 
der gegenüberftehenden Seite CE von diefer Grundli
nie, (mithin das Perpendikel CD oder EF zwifchen. 
diefen beyden parallelen, Seiten oder deren Verlänge
rung) die Höhe des Parallelogramms genannt. Eben 
fo ift die Höhe eines Trapezoid* das Perpen-E 
dikel EF zwifchen den beyden • parallelen Seiten def- pig. i*, 
felben, deren eine man ftets für die Grundlinie an
nimmt.

[Legt man die Grundlinien zweyer Parallelogramme & 
in grader Linie, fo liegen, ift die Höhe diefer Paral
lelogramme gleich , die gegenüberftehenden Seiten
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auch in grader Linie, und.zwar in einer graden Linie, 
welche mit der erftern parallel läuft; und ißr umge
kehrt diefes bey zwey Parallelogrammen der Fall, 
fo haben fie gleiche Höhe. Wo nicht fo ift ihre Höhe 
ungleich.]

4*

a. [In jedem Rec&feck ABCD ftellen zwey'an ein
ander liegende Seiten z.B. AB, BC die Grundlinie und 
die Höbe dar; denn je zwey Seiten deffelben ftehn. 

*LE.i9 aufeinander fenkrecht *. Im gleichfeitigen Rechteck, 
d. h. im Quadrat ftellt alfo jede Seite zugleich 

* I. 34< Grundlinie und Höhe dar. — Dem im erften Buch * 
A. 2* erklärten Kunftausdruck zu folge, ift alfo jedes Recht

eck aus feiner Grundlinie und Höhe befchrieben , unter fei
ner Grundlinie und Hohe enthalten,

A
a) Rechtecke aus gleicher Grundlinie und gleicher 

Hohe befchrieben decken fich , und haben gleichen In- 
* I- 34 halt *. Sind alfo die Gamdlinien Alf EFund die Höben

BC, FG zwey er Rechtecke gleich t fo iß es auch der In
halts und ße decken fich.

Tig.‘ 3- 0) Eben fo haben Quadrate über gleiche Linien AB,
EF befchrieben, gleichen Inhalt*

x 7) Haben umgekehrt zwey Quadrate gleichen Inbaltt 
jb haben fie auch gleiche Seiten und decken fich. Denn da 
fie beyde rechtwinklig find, fo kann man fie ,fo auf
einander legen, dafs zwey Seilen auf einander fallen. 
Wären nun die Seiten ungleich, wie z. B- AB, AR fo 
,Wäre das eine Quadrat,über AK, EFGH, nur ein
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Theil des andern ACDE, und alfo wären beyde nicht 
gleich, gegen die Vorausfetzung.

[4 U.]

5-
[a) Rechtecke von'gleicher Höh: haben zufamtnenge-^^ i» 

Kommen gleichen Inhalt mit einem Rechteck AG von der» 
felben Höhe AB, dejfen Grundlinie AH allen ihren Grund» 
linien zujammengenommen gleich ift,

Denn jene Rechtecke decken fich zufammenge* 
nommen mit diefem einen Rechteck, weil fich dellen 
Grundlinie AH aus den Grundlinien jener Rechtecke, 
z. B. aus AD, DE, EH, der Vorausfetzung gemäß 
zufammenfetzen laßt. Errichtet man nemlich Perpen
dikel auf AH durch D und E, fo theilen diefe das 
Rechteck AG, in kleinere AC, DF, EG *, welche mit*H.Aii 
den gegebnen gleiche Grundlinien und Höhen haben, 
fich alfo mit ihnen decken * , daher auch das ganze * 
Rechteck AG fich mit ihnen zufammengenommen 
deckt, und folglich mit ihnen gleichen Inhalt hat.

ß) Befteht überdem die zweyte Seite eines Recht
ecks aus mehreren Abfchnitten AI, IB etc, und man 
errichtet auch auf ihr in den Theilpunkten Perpendi, 
kel 1M etc., fo laufen auch diefe mit dem Seiten AH, 
BG , parallel*, durchfchneiden die parallelen Linien* I. ar. 
DC, EF, HG insgefammt rechtwinklig * und zerthei- 
jen deshalb jedes der vorigen Rechtecke AC, DF, EG , 
in kleinere Rechtecke *, welche die Abfchnitte der Sei- «i EiXg. 
te AB zur Grundlinie, und die erftern AD, die zwey-
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* I- 34 ten DE etc. zur gemeinfchaftlichen Höhe haben*; daher 

das Rechteck ans zwey graden Linien AB, AH, die beyde 
aus mehreren Abfcbnitten beßchn, gleichen Inhalt hat mit 
allen den Rechtecken zufammengenommen, welche ans je 
zwey Abfcbnitten det' einen und der andern befchrieben 
find'

yj Aus denfelben Gründen ift der Unierfchied 
zweyer Rechtecke von gleicher Höhe AF, AC einem Recht
eck DF von derfelben Höhe gleich, deflen Grundlinie 
ED dem Unterfchiede ihrer Grundlinien AC, AD 
gleich ift.

Fig. 4. £) Und befteht eine grade Lhiie AB aas zwey Thei
len AC, CD, fo find die Rechtecke aus der ganzen Linie 
und jedem der beyden Theile, d. h. Rechteck aus AB', 
AC und Rechteck aus AB', CB, mit dem Rechteck 
aus AB', und (ACH-CB') d. h. mit dem Rechteck 
aus AB' und AS, alfo mit dem Quadrat aus der ganzen 
Linie AB, von gleichem Inhalt.

fis e) Hingegen ift das Rechteck aus einer Linie AB,
die aus den beyden Theilen AC, CB befteht, und aus ei
nem der beyden Theile, z. B. aus AC, gleich dem Recht
eck aus AC', CB und dem Rechteck aus AC, AC 
d. h. gleich dem Rechteck aus den beyden Theilen AC, CB, 
Jammt dem Quadrat des Theiles AC.

Ift umgekehrt die Ergänzung eines Rechtecks CC' 
welches über einem Abfchnitt AC einer, graden Linie 
fteht, zum (gleich hohen) Rechteck über der ganzen 
Linie, ein Quadrat ; fo ift das erftere Rechteck aus 
den beyden Abfchnitten AC, CB der gegebnen Linie 
befchrieben. (Euklid Lemma zu X. 18.)
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Anmerkung. Die Sätze unter «, <5, * machen diedrey 
erften Lchrfàtze in Euklids zweytemBuch aus, wo fie mit um- 
ftär.dlichern Beweifen, als es nöthig war, verfehen find. Le 
Ga dre übergeht fie und die Sätze unter 4 ganz und gar, und 
das fehr mit Unrecht, da fie die Fundamentalfätze über die .Ver
gleichung des Inhalts gradelinigcr Figuren enthalten. Ihrer gro- 
fsen Einfachheit wegen, habe ich fie hierher, und nicht unter 
die Lehrfätzc gelteilt. Dafs man fie mit einer kleinen Modifica
tion auf alle Parallelogramme übertragen könne, lieht jeder. Sie 
lind den einfachften Sätzen der Buchftabenvechnung analog, und 
wir werden in den Zufätzcn zum vierten Lehrfatze zeigen, in 
wie fern fie auf diefe hinauslaufen ; nemlich die in ErAhinmf 4» 
auf die Sätze, dafs , falls a ~ c und b — d ift, ab = cd und 
az = c*, und umgekehrt, wenn as — c- , auch a = c feyn 
mufs. Die in Erklärung j hingegen auf die Sätze, dafs ab + 
ac + ad . . . = a ( b + c + d . . . ) ; ferner ab — ac = a 
( b — c) ; und falls a = b r c ilt, a 2 = ab + ac und ac = 
bc f c2 ; und dafs endlich (a + b + c . . .) (e f. .) = ae 
be ce -f* af + bf + cf . . ift, d. U,]

6.

[Erklärung über die Verhältniße und Proportionen Zivi
lehen ausgedehnten Größen, und über dem wahren Sinn 
eines Produkts aus Linien.

Wir haben in den beyden letzten Aufgaben des 
zweyten Buchs Methoden kennen geleint, wie fich je
des Verhältnifs zwifchen zwey Linien, zwey Kreisbogen, oder 
zwifchen zwey Winkeln, auf ein gleichgeltendes Zahlver- 
hältniß bringen Hißt. Da nun ein Verhaltnifs , z. B, 
zwilchen zwey Linien A , B, auf der Vorftellung be
ruht, wie oft die eine A, oder ein beftimniter Theil 
derfelben, in der andern B enthalten ift *, alfotauf V. I.
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Vorftellung durch einen Zahlausdruck, (der’nach 

*11 A,i6 Umftänden felbft irrational feyn kann*'): fo lieht man 
Fall a. . Jleicht dafs es jenes Zahlverkältnifs ifi, an dafs man fich 

halten mufs , wenn man über Verhältniffe und Proportionen 
zwifchen ausgedehnten t Gröfsen, fich richtige Begriffe tna- 
cben will.

Darauf macht auch Le Gendre aufmerkfam, als auf 
etwas, das zur Einficht in den wahren Sinn der fol
genden Sätze fehr wichtig ift. „Bey allen Verän- 
drungen, fagt er, die man in diefem und dem folgen
den Buche mit Proportionen zwifchen ausgedehnten 
Gröfsen vornimmt, mufs man ftets die Glieder diefer, 
Proportionen als Zahlen betrachten, deren jede fich 
auf ihre eigenthümliche Einheit bezieht. Thut man 
das, fo wird man bey keinem diefer Verfahren, und 
bey keiner Folgerung die wir daraus ziehn, anftofsen.”

Bey jeder richtigen Proportion A : ß = C : D ift, 
wie bekannt, das Produkt der äufsern Glieder A . D 
dem Produkt der innern Glieder B . C gleich. Das 
mufs alfo aüchjder Fall feyn, wenn diefe proportiona
len Gröfsen alle vier Linien oder A und B Linien, C und 
DFlächen, oder andre Ausdehnungen find, vorausge- 
fetzt dafs man fich beyde Verhältnifle in gleichgeltcn- 
de Zahlverhaltnifle verwandelt denkt. So kömmt man 
dann auf Produkte aus Linien oder auf Produkte aus Li
nien in Flächen u. d. m., doch immer nur unter der Vor- 
ausfetzung, dafs die Linien, Flächen u. f durch Zahlen aus
gedrückt find, indem man fie auf ein beftimmtes Maafs 
als Einheit bezieht. Aufser diefer Rücklicht hätten 
jene Begriffe keinen Sinn. Das Produkt aus zwey Li
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nie» A und D ift alfo nichts anders als ein ZaMprodtify 
und iwar das Produkt aus den Zahlen, welche angeben» 
wie viel Lineareinheiten in A und wie viel deren in B 
enthalten find.

Eben fo ift das Produkt aus einer Linie A in eine 
Flache B nichts anders als das Produkt der Zahlen, 
■welche angeben, wie viel Lineareinheiten in A und 
■wie viel Flächeneinheiten in B enthalten find', u. f. f.J

Anmerkung. Die wichtigsten arithmetifchen Sätze über 
Verhältniflc und Proportionen, find Buch I. Erki, i] bcyfammenge. 
Itellt , und man wird fich mittelft ihrer leicht helfen können, 
wenn man bey einer arithmetifchen Vorftellung über- die Ver- 
hältnifte in den folgenden Sätzen anftofsen follte. Ich verweife 
auf fie auch hier durch dar Marginal V, z. B. V. 4. Ä, worun
ter man einen der Sätze über die Verhältnifie zu verftehn hat} 
die B. I. Erki. «5. unter 4 , « aufgeftellt find. Welchen ? das / 
wird jeder leicht herausfinden. d. U.

7»
[ Die Seiten zweyer Figuren % z. B.’die Seiten AB, Fig. 10. 

AD und AF, AE der beyden Rechtecke von gleichem 
Inhalt ABCD, AFGE,yW verkehrt proportional, wenn 
fie in einer folchen Abhängigkeit von einander ftehn, 
dafs in eben dem Verhältnifs als die eine Seite der ei
nen Figur gegen die eine Seite der andern gröfser ift, 
t. B. AB gegen AF, die zweyte Seite der erften Figur, 
AD, gegen die zweyte Seite AE der andern kleiner ift, 
oder dafs, wenn AB =. m . AF ift, AD — — . AE 

m 
feyn mufs.
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Dann verhält fich aber allemal AB : AF =AEtAD 
(indem die fo geiteilten Verhältniffe alsdann beyde 

* 2‘ gleiche Exponenten m haben *) und mithin gehö
ren dann die Vorderglieder, fo wie die Hinterglie
der der beyden gleichen Verhältniffe, als Seiten zu 
verfchiednen Figuren.

Grade fo können die beyden Abfchnitte zwey er zwey- 
tbeiligen Linien verkehrt proportional feyn.

Anmerkung. Diefer Begriff iff in der Arithmetik current» 
und wird in der hier erklärten Bedeutung auch fchon von Euklid 
gebraucht, wiewohl von ihm fo wenig als von Le Gendre und 
den übrigen Geometern belonders erklärt. Eben fo mangeln bey 
ihnen die fruchtbaren Begriffe der folgenden Erklärung, die 
gleichfalls aus arithmetifchem Boden herftammen. d. U.]

8*
[Zwey grade Linien find proportional get heilt, wenn 

in der einen die Theile nach demfelben Verhältnifs und 
in derfelben Anzahl und Folge wie in der andern vor- 

Fig. 15. handen find. So z. B. die beyden zweytheiligen Linien 
AB, AC, in deren jeder die beyden Theile in gleichem 
Verhältnifs unter fich und zur ganzen Linie Itehn, 
(AD : DB : AB = AE : EC : AC); oder die beyden 

Fig. 16. dreytbeiligen Linien AB, AC, in deren jeder die drey 
Theile in gleichem Verhältnifs unter fich und zur gan« 
zen Linie, und zwar in beyden in derfelben Folge, 
gedacht werden (Ab : bD : DB : AB= Ac : cE : EC : 
AC)

a) Ueberhaupt nennt man die erften Theile zweyer 
eingetheilten Linien, und die, welche von den erften
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um gleich viel Stellen abftehn, allo die zweyten, drit
ten u, f. f. iibereinßimmcnde Theile, und eben fo die 
Glanzpunkte beyder Linien, und die welche von ih
nen um gleich viel Stellen abilehn, iibereinftimmend« 
Theilpunkte, ß) Diefe liegen entweder in gleicher Folge, 
oder in verkehrter (entgegengefetzter') Folge wiez. B. wenn 
man in der einen Linie die Theilpunkte von der Lin
ken zur Rechten , in der andern von der Rechten zur 
Linken zählt. 7) Zwey grade Linien find alfo unferer 
Erklärung zu Folge proportional getheilt , wenn 
die übereinfiimmenden Theile in der einen daflelbe 
Verhältnifs untereinander und zur ganzen Linie, als 
in der andern haben, è) Liegen die übereinfiimmenden 
Theile in verkehrter Folge, fo pflegt man auch wohl 
zu fagen, dafs zwey folche Linien in entgegengefetzter 
Folge proportional find.

Anmerkung. Ein Zeichen wie diefes a : b : c = d : e : f 
fagt aus, dafs je zwey der Gröfsen links vom Gleichheitszeichen 
unter einander daflelbe Verhältnifs haben , als die beyden Grö
fsen die rechts vom Gleichheitszeichen in denfelben Stellen ftehn, 
z. B. die elften und zweyten, die elften und dritten und die 
zweyten und dritten. Die obigen eingeklammerten Zeichen 
charakterifiren alfo die proportionalen Eintheilun'gen zweyer Li
nien fehr gut. In fo fern eine Proportion in der Gleichheit 
zweyer Verhältnifle befteht, find in diefen Zeichen eine Menge 
Proportionen eingewickelt, von denen man die herausheben kann, 
die man zu der jedesmaligen Abficht, braucht.

Da ferner die erften Gröfsen a, d in den zweyten b , e, und 
eben fo in den dritten c, f, u. f. beyde (dem Begriff der Gleich
heit unter, Verhältniflen gemafs,) gleich oft, ganz oder Theilwei
fe, enthalten find , und z. B. wenn b — ma und c = na ift, auch 
c = md und f = ad feyn mufs; fo ftehn dann auch die erften Glie-



buch ni.238

der, die zweyten Glieder, u. f. untereinander in demselbenVer
hältnifs a : d = b : c = e : f etc; und ift das der Fall , fo 
find auch die Summen zweyer, dreyer oder aller überemftimmen- 
der Glieder links vom Gleichheitszeichen und rechts von diefem 

*V. 4.7. Zeichen in demfelben Verhältnifs *,

a) Diefes auf proportionale Linien angewandt, fieht man aHb 
dafs in ihnen je zwey übereinftimmende Theile in gleichem Ver
hältnifs ftehn, und fo auch die Summe je zweyer, dreyer, kur4 
beliebig vieler, und folglich auch die Summe aller, d. h. die 
ganzen Linien ; ein Satz den ich der Anwendung halber gleich 
mit in die Erklärung proportional gctheilter Linien aufgenommen 
habe.

ß) Sind umgekehrt zwey Linian AB, AC fo eingetheilt, dafs 
je zwey übereinftimmende Theile in demfelben Verhältnifs ftehn, 
Ab : Ac — bD : cE = DB : EC, fo find fie proportional ge- 
theilt. Denn dann verhalten fich die Vorderglieder aller diefer 
Verhältnifte zu einander, wie, die Hinterglieder, und das macht 
das Wefen eingr proportionalen Theilung aus, d, UJ

LEHRSATZ I,

Parallelogramme von gleicher Grundlinie und 
gleicher Hohe haben gleichen Inhalt,

fig, 6. [Man lege beyde Parallelogramme fo aufeinander, 
dafs ihre Grundlinien fich decken. Dann ftehn beyde 
über; der gemeinfchaftlichen Grundlinie AB, und weil 
fie gleiche Hohe haben, fallen die Seiten DC, FE, 
welche der AB gegenüberftehn, in einerley Parallel-

* B 3. linien mit der Grundlinie AB *. Und zwar liegen fie 
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entweder ganz auseinander , oder fallen zum Theil 
aufeinander, welche Fälle die Figur beyde darftellt.]

In jedem der beyden Parallelogramme lind die 
gegenüberftehenden Seiten gleich; AI) = BC, AF = 
BE und DC == AB = FE‘, und da auch das gleich feyn 
mufs, was übrig bleibt, wenn man die'gleichen Li
nien DC, FE beyde von der Linie DE abzieht, fo 
ift auch CE = DF *, Mithin find die beyden Drey- 
ecke ADF, BCE untereinander gleichfeitig, müllen 
fich alfo decken und haben gleichen Inhalt; daher * I. m 
auch ihr Unterfchied vom Trapez ABED gleich feyn 
mufs. Zieht man aber von diefem Trapez das Drey- 
eck ADF ab, fo bleibt das Parallelogramm ABCD, 
und zieht man das Dreyeck BCE ab, fo bleibt das 
Parallelogramm ABED übrig. Folglich haben diele 
beyden Parallelogramme, weil ihre Grundlinien und 
ihre Höhen gleich find, auch gleichen Inhalt.

Folgerung i. Jedes Para-llehgramm ABED, ng t 
hat alfo insbefondre gleichen Inhalt mit einem Rehieck 
CEFD, welches mit demfelben von gleicher Grundlinie und 
gleicher Hobe iß.

Folgerung 2. Haben zwey Parallelogramme 
gleiche Hohe, aber ungleiche Grundlinie, fo ift das 
das Grofsere, welches über der gröfsern Grundlinie 
fteht. Denn ein Theil deflelben , ift dann dem el
ftem gleich. 1

[Anmerkung. Diefer Lehrfatz läfst fich auch auf Tra- 
fezoide von gleicher Höhe *, deren parallele Seiten in beyden 
gleich find, ausdehnen, und für diele grade auf dielelbe Art 
beweifen.]

E. 3.
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LEHRSATZ 2.

Fig. ’• Der Inhalt eines Dreyecks ABC t iß halb fo grojs 
als der Inhalt eines Parallelogramms, welches anit dem 
Dreyecke gleiche Grundlinie und gleiche Hohe hat.

[Man ziehe durch zwey Winkelpunkte des Drey- 
echs B, C Farallellipien mit den gegenüberftehenden 
ïieiten, CE parallel mit AB, und BE parallel mit 
AC, fo entlieht ein Parallelogramm ABEC, welches 
mit dem Dreyeck ABC einerley Grundlinie AB, und 
gleiche Hohe hat, da beyde zwifchen denfelben Fa- 

• E. I* rallellinien AB, CE liegen *. In diefem Parallelo
gramm ift BC eine Diagonale. Alfo find die Drey- 

* I. 34. ecke ABC, BCE gleich *, und mithin das Dreyeck 
ABC die Hälfte des Parallelogramm AEEC. Da 
aber mit diefem Parallelogramm ein jedes andere von 
gleicher Hohe und gleicher Grundlinie gleichen In
halt hat, fo gilt unfer Satz allgemein.]

Folgerung. I. Der Inhalt eines Dreyecks ABC ift. 
alfo ins befondre halb fo grofs als der Inhalt eines Recht- 
ecks CD FE, welches mit Dreyeck gleicht Grundlinie AB 
und gleiche Hohe CD hat.

^Folgerung 2. Alle Dreyecke von gleicher Gund- 
Unie und gleicher Höhe haben gleichen Inhalt. Denn fie 
find die Hälften von Parallelogrammen, die nach Lehrf. 
I. gleichen Inhalt haben müflen.

[Zufatz. Haben umgekehrt zwey Dreyecke ABC^ 
DBC gleiche Grundlinie und gleichen Inhalt, fo haben fie 

und 
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auch gleiche Höhe. Denn gefetzt fie hätten ungleiche, 
und zwar ABC die gröfsere Höhe, fo nehme man in 
einem der Schenkel des hohem einen Punkt G, der fo 
weit, als im andern Dreyeck die Spitze, von der 
Grundlinie abfteht , und ziehe von 'demfelben nach 
dem gegenüberftehenden Endpunkte der Grundlinie 
eine grade Linie GC, fo entftünde dadurch ein Drey
eck GBC , welches mit dem Dreyeck DBC gleiche 
Grundlinie und gleiche Höhe, alfo gleichen Inhalt, 
mithin auch mit dem Dreyeck DBC, wovon es doch 
nur ein Theil ift, gleichen Flächenraum hätte; wel- 
dies ungereimt ift.

' Die Spitzen aller Dreyecke von gleichem Inhalt, 
welche über derfelben Grundlinie BC ftehn , liegen 
folglich in einer Parallellinie mit der Grundlinie, und 
eine falche Parallellinie AE ijl der geometrifche Ort für 
diefe Spitzen oder für die Aufgabe, von zwey gegeb
nen Punkten B, C aus, zwey grade Linien zu ziehn, 
die fich fo durchfchneiden, dafs das Dreyeck zwifchen 
dem Durchfchnittspunkt und den beyden gegebnen 
Punkten, eine . gegebne Gröfse habe. Alle ^Punkte 
der Parallellinie, und keiner der Punkte aufser ihr, 
thun dielen Aufgabe genüge * (Apollonius 1. 3.)'] T.e,2!

Lehrsatz 3.

Die F:ächenriiume zweyer Rechtecke von glei* 
eher Hohe, verhalten fich zu einander wie ihre Grund* 
linien.

Q
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Tig. 8. Wenn die Rechtecke AECD, AEFD beyde die Li- 
nîeAD zur Höhe haben, [folglich fich beyde zwifchen 
xwey Parallellinien AB, DC legen laßen, deren Ab- 

* E« 3« ftand AD ift*,] fp, behaupte ich , verhält fich der In
halt diefer beyden Rechtecke,, wie ihre Grundlinien 
AB, AE.

Denn gefetzt erßem die Grundlinien AB, AE find 
cowmenfitrabel, io läfst fich ihr Verhältnifs in ein 

•n a o'leicheeltendes Zahlverhältnifs verwandeln *. Diefes 
Fall i. pey Jas Verhältnifs 7 : 4; fo mufs, wenn man 

AB in 7 gleiche Theile theilt , AE genau 4 folcher 
Theile enthalten. Errichtet man in jedem der Thei- 
lungspunkte ein Perpendikel auf der Grundlinie AB, 
fo entftehn dadurch 7 kleine Rechtecke (rectangles par
tiels) die allefammt gleiche Grundlinien und gleiche 

• It Höhe, folglich auch gleichen Inhalt * haben , und 
wovon 7 im Rechteck ADCD , 4 im Rechteck AEFD 
enthalten find. Folglich verhalten fich diefe beyden 
Rechtecke zu einander wie 7 zu 4, alfo wie die Grund
linien AB zu AE. Da fich dielelbe Schlufsfolge auf 
jedes andreZahlverhältnifs übertragen läfst, fo verhal
ten fich allgemein, wenn die Grundlinien commen- 
furabel find, die Flächenräume der Rechtecke von glei
cher Höhe, wie ihre Grundlinien, oder

ABCD : AEFD = AB : AE.

Gefetzt zweitens die Grundlinien AB, AE find un* 
ter einander iiHuwwenJfirabely hätten kein gemeinfammes 

jbA.19 Maafs ♦, fo mufs demungeachtet diefçlbe Proportiona- 
ldiL a’ lität zwifchen den Flächenräumen und den Grundli

nien ftatt finden. Denn wollte man diefes läugnen,
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fo müßte 'man behaupten'nicht AEj fündèrn irgend 
eine andre,Linie AO, die grofser oder kleiner alsAE 
ill, fey die richtige vierte Proportiohailinie zu den 
drey andern Linien. Wir wollen alfo fetzen diefes AO 
fey um EO größter als AÈ, und es fey dann

ABCD : AEFD = AB : AÖ*
Theilt mäh nun die grade Linie AB in gleiche Theilë, 
Welche kleiner als EO find*, fo mufs zwifchen E und*I{,Af.

a* s.
O wenigftens ein Theilpunkt I fallen* Durch dielen 
ziehe man auf die Grundlinie fenkrecht IK , lo ent- 
fteht ein Rechteck A1KD, welches mit dem Rechteck 
ABCD gleiche Hohe hat, und deflen Grundlinie Al 
mit der Grundlinie AB commeniürabel ift [indem der 
angenommne Theil beyde miïst.J Die Flächenräume, 
dreier beyden Rechtecke find alfo, nach dem was 
vorhin bevviefen ift, den Grundlinien proportional, 
alfo

Ab CD : Ä1KD = Ab : At
Diefe Proportion hat mit der Vorhergehenden, gleiche 
Vorderglieder in beyden Verhältniflen. Alfo mülsten 
die Hinterglieder proportional feyn *, oder «

AEFD : AIRD = AO : AL

Nun aber ift AI kleiner als AOj alfo inüfste auch 
das Rechteck AIRD kleiner als das Rechteck AEFD 
feyn; folglich Al kleiner als AÈ, welches der Voraus, 
fetzung widerfpricht. Alfo kann keine Linie AO$ 
welche größer als AE ift, die richtige vierte Propor- 
tionallinie zu den drey Größen ABCD * AErDj AB 
feyn<

Q 2
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Durch eine ähnliche Schlufsfolge beweift man 

dafs auch keine Linie welche kleiner als AE ift , die 
richtige vierte Proportionalgrcfse fein kann.

Nothwendig mufs diefes alfo AE lelbft feyn.

Wie ßch demnach auch in zwey Rechtecken von glei
chen Höhen die Grundlinien verhalten, immer find ihre FU- 
chenrätiine ABCD, AEFD den Grundlinien AB, AE pro
portional,

Folgerung!, Gleich hohe Rechtecke über incom« 
menfurabele Grundlinien befchreiben , find folglich 
ebenfalls incommenfurabel , indem ihr Verhältnifs

*IL A. gleichfalls irrational ift *.
19. a.

Fo Iger un g 2. Zwey grade Linien AC: CB verhalten 
fich ßets wie das Quadrat der einen, zum Rechteck aus 
beyden, alfo wieQdratAC: Rechteck aus AC, CB oder 
wie Rechteck aus AC, CB : Qdrat CB, (Eukl. X. 23. 
Lemma ). Auch verhalten fie fich wie Rechteck 
AB, AC : Rechteck AB, CB (Euklid X. 33.)]

[Anmerkung, Der Beweis diefes dritten Lehrfatzes ftimmt 
in allein mit dem Beweis des selten Lehrfatzes im Zweyten Bu
che überein. Einige Bemerkungen über diefe Beweisarc findet 
man dort in Zufatz I.]

LEHRSATZ 4.

Fig. 10. D™ Fiächenräume zweyer Rechtecke ABCD, 
AEGF verhalten fich zu einander wie die Produkte 
aus der Grundlinie eines jeden in dejjen Hohe, oder 
es iß allgemein

ABCD : AEGF = AB X AD : AE X AF.
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[Man lege beyde Rechtecke fo an einander, dafs 
fie einen Winkelpunkt A gemein; haben, zugleich 
zwey ihrer Seiten AB, AE eine grade Linie bilden, 
und die beyden Rechtecke fich auf entgegengefetzten 
Seiten diefer Linie befinden. Da dann AD, AF auf 
demfelben Funkte einer graden Linie fenkrecht ftehn, 
fo liegen auch fie in grader Linie.*] Verlängert man »Li.Z.a 
die Seiten CD, GE bis zu ihrem Durchfchnittspunkt ' 
H, lo entfteht ein Rechteck AEHD, welches mit je
dem der gegebnen Rechtecke zwifchen denfelben Pa- 
rallellen CH, BE und DF, HG liegt *, mit ihnen *11.4.11 
alfo einerley Höhe hat*, und deffen Flächenraum* 2. 3. 
fich deshalb zu den Flächenräumen jener Rechtecke, 
wie.die Grundlinien EA, AB undDA, AF verhalten*, * 3. 

oder
ABCD : AEHD = AB : AE 
AEHD : AEGF = AD : AF.

Setzt man diefe beyden Proportionen zufammen *, fo w.4.5. 
erhält man, da aus den beyden erften Produkten der 
Zahlausdruck des Rechtecks AEHD als gemeinfchaft- 
licher Factor hinausfällt,

ABCD ; AEGF = AB x AD : AE x AF *. * E-

[Alfo find die Flächenräume je zweyer Rechtecke 
den Produkten aus ihren Grundlinien in ihren Hohen 
proportional*, oder, was daflelbe fagt, das Verhältnis* E. 
der Hächenräume iß aus dem Verhiltnifs der Grundlinien 
und aus dem Verhältnifi der Höben beyder Rechtecke zu- 
fawmengejetzt ♦.] • V. 4. •

[Folgerung 1, Haben die beyden Rechtecke ABCD, 
AEGFgleichen Inhalt, fo ftehn fie im Verhaltnifs der



246 BUCH III,

Gleichheit. Folglich müßen die Produkte aus den 
beyden Seiten , woraus fie befchrieben find, d. h. die

* E» 6, Produkte aus den Zahlausdrücken diefer Seiten’'’) eben
falls im Verhältnifs der Gleichheit Hehn, oder e-s mufs 
AB X AD = AE X AF feyn, daher zwifchen dielen 
Zahlausdrücken ftets folgende Proportion beiteht

*V‘3’V AB ; AE = AF : AD *.
Diç Seiten zweyer Rechtecke von gleichem Inhalt find 

7- mithin fiets verkehrt proportional $ *

Sind umgekehrt zweycr Rechtecke Seiten, verkehrt 
• E. 7. proportional *, fo find ihre Flächenrättme \gleich. Denn 

verhält fich AB : AE = AF AD, fo find die Produk-
• E.
Vt 3.

6. te AB X AD und AE X AF gleich *, daher auch die 
Flächenräume beyder Rechtecke, welche dem Lehrfatz
zu folge , in demfelben Verhältniffe wie diefe Produkte
ftehn, gleich feyn muffen.

Plat man alfo vier proportionale Linien, fo iß allemal 
das Rechteck aus den Mittlern dem Rechteck aus den äufsern 
gleich. ]

fig. in [Folgerung 2. Sind die Linien AB, CD, EF, 
Gfl, undfo auch die Linien AK} CL, EM, GN} unter- 

' einander proportional, fo find anch die Rechtecke proportio
nal, reel ehe man aus den erfien, zweyten dritten und vier, 
^en die fr Linien befebreibt oder

Rechtk. AB , ,4 KV Rechtk. CD, CL = Rçcbtk, 
EF, EM Rcchtk, GFL, GN,

Denn aus der Zufammenfetzung der beyden ge, 
gebnen Proportionen folgt , dafs dann auch die Pro-» 
dukte aus den erften, zweyten , dritten, vierten diefer 
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proportionalen Linien *, proportional find, oder dafs * 
fich verhält AB x AK : CD X CL = EF x EM: GH X 
GN *. Nun aber ift nach unferm Lehrfatz das erftere *^*4$. 
Verhältnifs diefer Produkte, dem Verhältnifs des In
halts der Rechtecke, die aus den Linien in ihnen be' 
fchrieben find, gleich, (Rechteck aus AB, AK : Recht
eck aus CD, CL). Eben fo ift das zweyte Verhältnifs 
diefer Produkte dem Verhältnifs der Rechtecke gleich, 
die aus den Linien in ihnen befchrieben find(Rechteck 
aus EF, EM: Rechteck aus GH, GN). Da nun bey
de Verhältnifse jener Produkte gleich find, fo ifiid es 
auch dieVerhältniffe diefer Rechtecke, und. diefe vier 
Rechtecke find proportional.

Insbefondere find alfo die Quadrate vier proportiona
ler Linien proportional z. B. in unferm Fall (q. AK : q 
CL = q. EM : q. GN.) Denn find die Seiten der vier 
Quadrate proportional , fo find es auch immer ihre 
Grundlinien und Hohen *. * E. 4.

Die Wahrheit diefer Sätze erhellt unmittelbar 
auch daraus, dafs unferm Lehrfatz zu Folge das Ver- 
hältnifs der Flächenräume von Rechtecken aus dem 
Verhältnifs ihrer Grundlinien und ihrer Hohen zufam- 
piengefetzt ift. Denn ift diefes , fo müfl'en zwey 
Rechtecke untereinander daflelbe Verhältnifs, als zwey 
andere haben, wenn die Grundlinien, fo wie die Hohen 
der Erftern untereinander daflelbe Verhältnifs, als die 
Grundlinien und die Höhen der Letztem haben.]

[Folgerten g 3. Sind umgekehrt vier Rechtecke t 
und zugleich deren Grundlinien, proportional, fo wüjfv 
auch ihre zweiten Seiten proportional feyn ;
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und flehn vier Quadrate in gleichen Verbähniffen 
.AK -.q.CL — q , EM : q . Jo ßehn darin auch 

ihre Seiten.

Denn danach unfer m Lehrfatz Rechtecke fich wie 
die Produkte aus ihren Seiten verhalten , fo folgt 

^ 4*5. durc]j Trennung * diefer Proportion und der, welche 
die Proportionalität einer Seite in den Rechtecken an- 
giebt, die Proportionalität der zweyten Seiten. 
Insbefondere folgt aus der gegebenen Proportionali
tät der Quadrate , die Proportionalität der Produkte 
AK x AK : CL x CL = EM x EM : GN x GN, und 
daraus die Proportionalität der Seiten AK : CL =

*V. i.ß. EM ; GN *]

Zufatz I. Die hier] erwicfene Proportionalität 
zwifchen den Fläcbenräwnen der Rechtecke und den Produkt 
ten aus ihren Seiten, berechtiget uns die Produkte aus 
der Grundlinie in die Höhe eines jedenRechtecks zum 
M a a fs des Flächenraums der Rechtecke zu 
nehmen. Es verlieht fich, dafs hierbey von den Zahl
ausdrücken der Grundlinie und der Höhe, und von 

* E- 6. deren Produkten die Rede ift *; ,d. h. von Produk
ten der Zahlen, welche angeben, wie viel Linearein
heiten die Grundlinie, und wie viel deren die Höhe 
enthält.

Bey diefem Maafs ift dafielbe als bey dem zu be
merken , welches wir in den Zufätzen zu Lehrfatz 22 
des zweyten Buchs für die Winkel aufgeftellt haben. 
Es dft nicht abfolut, fondern nur Beziehungsweife ein 
Maafs [oder vielmehr kein unmittelbares, fondern nur 
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ein mittelbares Maafs]. Es letzt voraus, dafs man ir
gend eines andern Rechtecks Flächenraum auf diefelbe 
Art beftimmt, indem man die Seiten deflelben mit 
derfelben Lineareinheit mifst, und dasjProdukt diefer 
Zahlausdrücke nimmt. Das Verhältnifs beyder Produk
te giebt dann das Verhältnifs der Flächenräume. End
hält z. B. die Grundlinie eines Rechtecks A 7, deflen Höhe 
3 Lineareinheiten , fo wird der Flächen raum diefes 
Rechtecks durch die Zahl 7X3 oder 21 vorgeftellt, 
welche Zahl einzeln und für fich nichts bedeuten wür
de. Hat man aber ein zweytes Rechteck , deflen 
Grundlinie 12 , und deffen iHÖhe 7 Lineareinheiten 
enthält, fo wird der Inhalt deflelben durch die Zah
len 12 X 7 oder 84 vorgeftellt; woraus man Ichliefsen 
mufs, dafs die Flächenräume beyder Rechtecke A und 
B fich zu einander wie die beyden Zahlen 21 und 84 
verhalten, diefes alfo das Vierfache von j-mm ift, [da 
dem eben bewiefenen zu Folge die Flächenräume 
zweyer Rechtecke fich wie die Produkte aus den 
Grundlinien in die;Höhen verhalten.] Gefetzt man 
käme darin überein, das Rechteck A allgemein als Ein
heit beym Meßen der Flächenräume zu gebrauchen, 
[alfo die Grofse aller Flächenräume dadurch auszu
drücken , wie vielmal fie das Rechteck A, oder wel
chen Theil deflelben, fie enthalten] fo wäre oder 4 
das abfolute [vielmehr das unmittelbare] Maafs des 
Rechtecks B, und das hiefse dann nichts anders, als, 
diefes Rechteck ift 4 folcher Flächeneinheiten gleich.

Nun ift es allgemein gebräuchlich , und in der 
That am einfachften, ein Quadrat zur Flächeneinheit za 

nehmen y und zwar braucht man dazu das Quadrat t des-
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fen Seite die Lineareinheit iß, z.B. den Quadratzoll, den 
Quadratfufs, die Quadratruthe u. f. f. iWenn diefes 
einmal feftgefetzt ift, fo geht jenes mittelbare Maafs 
für den Flächenraum eines Rechtecks, durch die Pro« 
dukte der Grundlinie in die Höhe, in ein unmittelba
res über. Die Zahl 21, welche das Maafs des Recht
ecks A angab, bezeichnet dann 21 Flächeneinheiten, 
d. h. 21 Quadrate, deren Seite die Lincareinheit ift; 
und dafs ein Rechteck deflen Höhe 3 und deffen Grund
linie 7 Lineareinheiten gleich ift, in der That 21 fol- 
cher Quadrate in fich enthalten müße, fpringt fo- 
gleich aus Erki. 5. e , und auch unmittelbar aus der 

Tig« Figur in die Augen, indem ein folches Rechteck fich 
nnttelft Perpendikel aus den Theilungspunkten in 3 Ban
den , deren jede 7 kleine Quadrate fafst, zçrtheilen 
läfst. — Jeder andre völlig begränzte Fläcbenraum ift dem 
Jnhalt nach irgend einem Rechteck gleich, [indem uns 
nichts hindert Rechtecke von jeder möglichen Gröfse 
XU denken ,] wird fich alfo ebenfalls, durch ein Produkt 
(itis zwey Linien meßen laßen, [womit es denn immer 
die hier entwickelter Bewandtnifs hat, indem ein foL 
cbes Produkt zunächft den Inhalt eines Rechtecks o iebt, 
das mit der andern Figur gleichen Flächenraum hat]

[^Zufatz IL Sind wir berechtigt uns den Flä- 
|0* chenraum eines jeden Rechtecks ABCD durch ein Pro

dukt aus der Grundlinie AB in die Höhe BC vorzufteL 
len; fo find wir *uçh befugt den Fläcbenraum eines 
Becbtecks du ck diefes Produkt, oder durch AB X BC zu 
Mezeis hncn, indem wir die Zeichen für4idie Grund-
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lînie und die Hohe durch das Multiplïcationszeichen 
X verbinden. Und dieles Zeichens wollen wir uns 
hl’nluro beftändig bedienen um den Inhalt eines 
Rechtecks, das aus den Linien AB, BC befchribeen 
ift, oder dellen Grundlinie AB, deften Höhe BC ift,. 
»u bezeichnen.

Ein lolehes Produktenzeichnen zweyer Linien i, B. 
EF X GH kann man alfo hinfüro nach Willkühr entwe
der durch Produkt aus den beyden Linien El\ GH, oder durch 
Rechteck aus den Linien EE, GH überletzen, Beydes 
kömmt nach dem hier Erklärten auf eins hinaus. Um 
indefs nicht gänzlich in die rechnende Geometrie über
zutreten, wird cs vortheilhafter feyn, wenn inan lieh 
im folgenden an die letztere Auslegung hält, und al- 
fo bey einem folchen Zeichen feets an ein Rechteck aus 
den genannten Linien denkt. Hierbey fällt es iogletçh 
in die Augen, dafs diefi ßezetebnung jilr den Hacnen* 
rauen eines Rechtecks, (welche aus den Zeichen der Sei
te mittelft einer arithmetifchen Beziehung abgeleitet 
ift), lediglich unter der Bedingung gültig und innnvoli ift, 
unter der es allein erlaubt war, den Hächenraum 
eines Rechtecks als ein Produkt aus feinen. Seiten an- 
zuiehn-, nemlich unter der Vorausfetzung, dais wir ein 
für allemal den Fläehenraum aller Rechtecke mit einem 
Rechtecke (alsFlächeneinheit) meßen, mit-dellen einer 
gelte wir alle Grundlinien, mit deflen andrer wir alle 
Hohen gegebner Rechtecke vergleichen undausmelfen; 
und zwar haben wir dazu ein für allemal das (juadrqt; 
erwählt, welches über dçr Lineareinheit als Seite be-, 
fchrieben ift,. Und fo ift demnach der ^arittifuetijcb^
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Sinn diefes Zeichens AB X BC, als Zeichen eines Flä
chenraums, ftets fo zu erklären, wie wir es mit der 
Vorftellung felbft, worauf dafs Zeichen fufst, im vori
gen Zufatz gethan haben.

Mit dem geomctrifcben Sinn diefes Zeichens, bey 
dem wir ganz davon abfehn, dafs es eigentlich ein 
Produkt bedeutet, würden wir ohne die Sätze, welche 
die Folgerungen aus unferm Lehrfatze, befonders die er- 
fte, ausfagen, njcht weit reichen. Diefe berechtigen 
uns aber, grade fo, wie wir aus der Proportionalität 
von vier Zahlen auf die Gleichheit der Produkte der 
innern und äufsern Glieder fchliefsen, aus der Pro
portionalität von vier Linien AB : AE = AF : AD auf 
die Gleichheit des Flächenraums der Rechtecke aus den 
mittlern und aus den äufsern Linien AB x AD = AE 
X AF zu fchliefsen, und umgekehrt, abgefehn von 
aller arithmetifchen Befugnifs zu diefem Schlufse. 
Mittelft ihrer wird daher der Geometer in den Stand 
gefetzt , die arithmetifcbe Anßcht der Abhängig
keit zwifchen Seiten und Inhalt der Rechtecke, grö’fs- 
tentheils zu umgehn, und die Begriffe von Produkten 
aus Linien ganz zu vermeiden. Das thut Euklid, und 
die ihm folgen; daher fie auch das Rechteck nicht auf 
die Art wie unfer Verfafler, fondern durch ein den 
Eckbuchftaben vorgezeichnetes □ oder Reet. bezeich
nen, z.B. o ABBC oder Reet. AC. Allein da das We- 
fen des Verhältniffes und der Proportion am Ende 
doch auf Zahl, alfo auf arithmetifche Vorftellungen be
ruht; fo dünkt es mich auf einen kleinen Mifsverftand 
hinaus zu laufen, wenn man aus der Lehre desVer-
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haltens und der Proportionalität ausgedehnter Gröfsen, 
alles Arithmetische verbannen und es darin Sorgfältig ver
meiden will. HÖchdens kann man es verdecken, wodurch 
aber diefe Lehre wahrlich nicht erleichtert, Sondern nur 
verdunkelt wird. Ueberdem müden wir da, wo wir durch 
ZuSflrnmenSet7.cn linearer Proportionen oder durch Mul- 
tiplicationen auf Ausdrücke wie 2. B. folgende kom
men AB x BC X EF X GH, doch notbwendig ium 
arithmetischen Sinn unSere Zuflucht nehmen. Ich 
bleibe daher bey Le Gendres Bezeichnung, (welche die
fer aus Tacquets und Whifions Euklid , oder vielmehr 
aus Simpfons Elementen, die fich ihrer durchgängig 
bedienen, entlehnt zu haben Scheint), und die eben 
durch den arithmetischen Sinn, der zugleich in ihr 
liegt, vorzüglich und recht charakteriftifch wird. Hier 
jm Lehigebäude der Geometrie überSetzen wir das Zei
chen AB X BC durch Rechteck aus den Linien AB, BC, 
und das ift der geometrifche Sinn deflelben« Dagegen 
brauchen wir es nur nach feinem arithmetifchen Sinn, 
als Produkt zweyer Linien AB, BC zu nehmen, um 
uns unmittelbar in die rechnende Geometrie zu ver- 
fetzen.] .

[Zufatz III. Produkte von gleichen Faktoren 
nennt der Arithmetiker Potenzen, und zwar nach der 
Anzahl der gleichen Faktoren, die wir in ihnen den
ken, diezweyte, dritte Potenz u. f. Das arithmeti- 
fche Zeichen der zweyten Potenz aus einer Gröfse a ift 
a2 , der dritten Potenz a3 , u. f. f. * a) Ganz dem .j £ 
Geifte unferer Bezeichnung gemäfs, werden wir daher 
den Fliicbenraum eines Quadrats, welches aus der Linie

ZuSflrnmenSet7.cn
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4« AB bêfchrieben iß 'mit ABZ bezeichnen Denn als 
gleichfeitiges Rechteck wird es durch;ein Produkt aus 

*Z. i. 7wey gleichen Faktoren, AB X AB gemeßen *, und 
mufs alfo durch das Zeichen der zweyten Potenz von 

Z. s. ab, bezeichnet werden eine Bezeichnung, von der 
alles-gilt, was wir über die vorige bemerkt.haben, und 
bey der man fich alfo allemal den Mackenraum des über 
der Linie AB. bcfchriebnen Quadrats denk?, weiches 
Çuklid durch das Zeichen Q AB , andre, z. B Tac- 
que), durch ABq., wie mich dünkt nicht ganz fo vor- 

* Z. 2. theilhaft bezeichnen ** ß) Mi 1st man ferner die Seite AB 
mit der Lineareinheit , und verwandelt fie auf diefe 
Art in einen Zahlausdruck, fo enthält Q AB Jo viel über 
der Lineareinheit befchriebcne Quadrate (d. i Flächenein
heiten) in ficb , als die zweyte Potenz jener Zahl an- 

* Z, j. giebt *. —1 7) Wdfs man endlich umgekehrt den Zahlens- 
druck eines Quadrats > □ Alf in Beziehung auf die J lli. 
cbeneinhdt, fo giebt die Quadratwurzel aus diefer Zahl 
den Zahjausdruck für die Seite AB diefes Quadrats in Li- 
ncareinheiten. Diefe beyden Sätze fpringen auch durch 
Conlhuction , mhteifi Erki. 5. ß. fogleich ins Auge»

•f) Le Gendre fügt diefem Zeichen durchgängig noch einen 
Strich über die beyden Buchfhbe hinzu, z.B. Aß2. Allein 
da wir hinlänglich daran gewöhnt find, diefe Euchitäben 
Ilers als Ein Zeichen i hcmlich als das Zeichen einer Linie 
anzufehn, folglich nicht zu fürchten haben, dafs jemand 
ein Zeichen wie AB2 für folgendes A. (B)a nehmen, und 
als folches überfetzen werde, fo ilt diefer den Druck er- 
{chwerende Zufatz , in den mehrften Fällen übeiflüflig« 
Auch bedient fich Simpfon durchgängig des PoreHaenms 
ehens ohne diefen Zulat^
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Denn enthalt z. B. die Linie AB 2 oder 3 Linesreinheltm 
in fich , fo läfst fich dai Quadrat airs AB (d. h. AB DC 
oder AB' D'C) durch Perpendike] , welche auf dea 
Seiten in den Theilungspunkten errichtet werden, in 
2 oder 3 gleiche Banden zerfchneiden, deren jede un 
erften Fall aus 2, im zwey ten aus 3 Quadraten befteht> 
■welche über der Lineareinheit als Seite befchrieben 
find; enthält mithin im erften Fall 4, im zweyten 
9 folche Flächeneinheiten in fich. Umfafst es umge
kehrt eine folche Zahl von Flächeneinheiten , fo ift 
deffen Seite 2 oder 3 Linearcinheiten gleich.]

Anmerkung 1. Der Zahlausdruck eines jeden Qrtadratf 
ift alfo eine Quadratzahl, nemlich die zweyte Potenz aus dem 
Zahlausdruck der Seite; und der Zablausdruck der Seite tange- 
kehrt eine Quadratwurzel, nemlich aus dein Zahlausdruck der1 
Quadratfläche. Die Flächen zwey er Quadrate verhalten fich alfa 
zu einander ftets wie zwey Quadratzablcn, . nemlich wie die zwey- 
t«n Potenzen aus dem Zahlausdruck der Seiten, und umgekehrt 
verhalten fich die Seiten zweyer Quadrate wie zwey Quadratwur- 
zehn nemlich wie die Quadratwurzeln aus dem Zahlausdrücken 
der Flächen.

Hieraus folgt érfteils, die Reduction verfchiedener Flächen* 
niaafse auf einander. Alle unfcre Flächenmaafse find nemlich 
Quadrate s verhalten fich alfo wie die zweyten Potenzen der 
Zahlausdrüeke ihrer Seiten. Enthält fo z. B. 1 Ruthe 16 Fufs * 
i Fufs u Zoll, i Zoll ro Theile in fich ; fo gehn auf 1 Quadrat
ruthe t6a = 256 Quadratfufs, auf 1 Quadratfuls 132 — 144 
Quadratzoll, und auf 1 Quadratzoll io2 = 100 Quadrattheile} 
und verhalten fich der Parifer und Rheinland ifche Fufs zu ein
ander wie 1440 : 1391, fo ift das Verhältnifs beyder Quadratfltißa 
wi« 14402 ; ij9ia d. i, ungefähr wie 207 :
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Wtflen wir zweytens dafs ein Quadrat z. B.’ 25 oder 16^ 
Quadrarzoll enthalt, fo ift die Seite defTelben \F 25 — 5 oder 
V 169 = 13 Zoll lang. Ift folglich der Zahlausdruck eines Qua
drats in Beziehung auf ein anderes, als Einheit, keine Quadratzahl, 
z. B. ij, fo ift der Zahlausdruck für die Seite deffelben, in Be
ziehung auf die Seite des andern, eine Irrationalzahl, 1$; bey
de Seiten find alfo incommenfurabel.

Drittens wird vermöge diefer Sätze und der analogen 
im zweyten Zufatze die ganze Theorie von commenfurablen und 
incommenjurableH Flächen, und deren Verhalten, auf die Lehre 
von den Irrationalzahlen zurück geführt, (wovon der eben auf- 
geftellte Satz ein'Beyfpiel giebr, der bey Euklid X. 6, freylich 
anders ausgedrückt vorkömmt,) und mithin der eigentliche Ge- 

1 II A gen^an(^ von Euklids zehntem Buch * aus der Geometrie in die 
19,* a. Arithmetik verwiefen.

Anmerkung 2. Sowie unfere Bezeichnung für Rechtecke 
und Quadrate aus der Arithmetik entlehnt ift, fo haben fchon 
die griechifcheu Mathematiker (geftützt auf der Analogie des Pro
dukts aus zwey Linien, und der Flache eines Rechtecks welches 
aus diefen beyden Linien befchrieben ift, fo wie zweyter Poten
zen und der Flächen von Quadraten) theils die Begriffe von Flä
chen , Rechtecken, Quadraten und andre verwandte , aus der 
Geometrie in die Arithmetik, theils umgekehrt die arithmetilchen 
Begriffe des Multiplicirens auf gecmetrifche Conftructionen über
tragen. Nach diefer Analogie nennen fie z. B in der Arithmetik 
ein jedes Produkt aus zwey Zahlen eine Flächenzahl, die zwey- 
te Potenz einer Zahl ein Quadrat, und die Divifion einer ‘Zahl 
in die andre , Applicatio numeri ad numerum, nach der Aehnlich- 
keit mit dem Verfahren in Aufg. 3. am Ende diefes Buchs.

Umgekehrt deuten fie foder vielmehr die Geometer des Mit
telalters) die Covfirucfion eines Rechtecks aus zwey gegebnen Li- 
Bien AB , BC fo an ; mHltiplicire AB in BC ; das Rechteck felbft 

durch
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durch den Ausdruck: quoti fit ex ductu alterius Lineae in alteram, 
und das Quadrat einer Linie durch Patefias lineae, oder blos 
durch potefl. Ausdrücke, die ohne diefe Erläuterung allerdings 
lehr fond,crbar fchienen. So z. B. fragt Clavius nach dem Unter- 
fchiede der Quadrate zweyer Linien folgendermafsen : invenire id, 
quod plus potefi major, quam minor , Und der Pythägoreifche 
Lehrfatz wird oft fo vorgetragen ! hypotenufa poteft ^cathetos i 
d. h. das Quadrat der Hypotenufe ift dem Quadrat der beyden 
Katheten gleich. Selbft Euklid bezeichnet auf diefe Art die 
Gleichheit des Quadrats einer Linie mit einem ändern Rechteck, 
„Wenn eine Linie nach ftetigem Verhältnifs gefchnitten ift, fo 
kann das Quadrat des gröfsern Abfchnitts das Rechteck äus dem 
kleinern Abfchnitt und der Linie1’.

Anmerkung 3. Aus den Eröttrungen 2tl diefem Lehrf. 
erhellet endlich, in wie fern wir oben behaupten konnten , dafs 
die in Erklärung 4 und 5 aufgeftellten Sätze, auf die Arithme« 
tifchen Sätze, welche dort angeführt Werden, hinaus laufen.

d. W.

LEHRSATZ 5.

Der Flächenraum eines Parallelogramms wird 
durch das Produkt aus der Grundlinie in die Hohe 
gemeßen ;

der Flächenraum eines Dreyecks durch das halbe 
Produkt aus der Grundlinie in die Hohe,

Denn ein Parallelogramm ABEC hat mît einem Fig. f, 
RechteckCDFE, welches von gleicher Grundlinie AB und 
gleicher Höhe CD mit diefem Parallelogramme ift, 
gleichen Inhalt *, und alfo auch zum Maafse feines» j, f j 
Flächenraums ebenfalls das Produkt AB X CD*. — Z, 1.

R
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Ein Dreyeck ABC ift aber nur halb fo grofs als ein fol- 
*2. f, ?» ches Rechteck*, hat folglich zum Maafse feines In

halts das Produkt 5 CD X AB.

Folgerung, 1. Zwey Parallelogramme und fo 
auch zwey Dreyecke von gleicher Höhe , ^verhalten fich 
folglich dem Inhalt nach, wie ihre Grundlinien; und 
haben he gleiche Grundlinien, fo verhalten he heb wie 
ihre Höhen. Denn aus dem Verhältnifs der Produkte 
wodurch ihr Inhalt beftimmt wird, fallen die gleichen 

*V.uß. Factoren unbefchadet des Verhältnifles hinaus*, daher 
diefes Verhältnifs im erften Fall mit dem Verhältnifs 
der Grundlinien, im zweyten mit dem Verhältnifs der 
Höhen übereinftîmmt.

Pig. 15. [Folgerung 2. Da das Verhältnifs zweyer Pro
dukte aus dem Verhältnifs der Faktoren zufammenge- 
fetzt ift, fo ift folglich auch/ das Verhältnifs des Inhalts 
zweyer Parallelogramme, fo wie zweier Dreyecke , zttfam- 
mengefetzt aus dem Verhältnifs der Grundlinien und der 
Höben, z B.

△ ABC : △ EFG - AD X BC :EH X FG f 
* V' 6* = (AD :EH) (BC : FG) *.

Folgerung 3. Sind die Glieder des erftern die
fer beyden gleichen Verhältnifle untereinander gleich, 
fo.ßnd es auch die des zweyten, und-umgekehrt. 
Ift aber AD X BC = EH X FG fo ift allemal auch AD : EH 
= FG : BC. Mithin lind in Dreyecken von gleichem 
Inhalt filets die Höhen und die Grundlinien verkehrt proper. 

♦ E, tional *, und find umgekehrt die Hohen und Grundlinien 
zweyer Dreyecke verkehrt proportional^ jo haben diefe Drey
ecke gleichen Inhalt.
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DalTelbe gilt aus den nemlichen Gründen für die 
Parallelogramme» Diefe Eigenfchäft kömmt alfo d»n 
Kechtecken nicht ûusfchlielslieh zu *<J 4‘£t«

A ri iri e f 1< U h g» Der Kürze halkf pflegt 'fdaA tïh&rh tcHt* 
Gtz auch wohl fo ausZUdrüeken i ein FnralMègrtimid- ift thfi F^oi 
diikte ans der Grun dlinié in die Hike $ Mtd eïü DVe^ech der Half-* 
te diej'es Produktei gleieh, .Hat man ßsh hierüber fri ^ie wir iyd 
Vierten LehrlàtZe erklärt» fo ficht llian fbglekh » dais hier blols 
von üèn Zähläusdlücken für den Inhalt und die Seiten die Redd 
ift, und danii fällt alles Anftöfsige iri dielcih Aüsdrlick weg» 
Bcreichtiet man diefe Zahlsusdrücke mit 1, g, h, fo îft fût dits 

j -- 1
Parallelogramm i — gh utid umgekehrt g s= “p ©der 11 “

. 4 àî * Ui
lind für das Drey^ 1 gh, gs= j h dafs

n g
dfö jede diefer dtdÿ Gtößcii dtirch Heil Znldausdruck der tey^ 
den andern^ nach (liefen leichten Foimsln beftnrnit wird. Ein 
paralie’ogratrinivon ä8:> Quadratfufs, das über einer Grundlinie" 
von 14 Rufs ikht » hält fo a; B. zuf Höhe io Fl;fs lind ein 
Dreyeck vor 4CO Qiiadratlüls , deHcn Höhe 2© Fuß ift * 9jne 
Grundlinie von 40 Rufs»

H. V.

t È H ä 8 À T Î 6.

î)éF Inhalt eilten TrapeZoU /1UCÜ durch lüg. 14» 
daf Produkt aui der Uq/is EP in die halbe Summe 
def parallelen Grundlinien de^èlbeiij ÂÊ } CD * ge- * 
nieffedi

Man hßlbire «îne hiclit pdraHeien Seitgfi, 
ÈC im Punkte Ï, ziehe durch diefen Punkt parallel 
inlt der. gegentiberfkhenden Seite AD die Linie KDj 
und wlängeH DC$ bis wo lié dieft-î-inis trifft»

..Fa.
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In den Dreyecken IBL, ICK , find vermöge der 

Conftruction die Seiten IB, IC und die Scheitelwin
kel CIK, LIB gleich. Ueberdem find die Winkel ICK, 
IBL vermöge des Parallelismus der Seiten AB , DC 
gleich. Alfo decken fich beyde Dreyecke, daher das 
Trapezoid ABCD mit dem Parallelogramm ADKL glei
chen Inhalt, und folglich, fo wie diefes, das Produkt 
EF X AL tu feinem Maafse hat. — Nun find aber 
auch die dritten Seiten CK, LB jener beyden Dreyecke 
gleich, mithin DC + AB = DK -f- AL = 2ALs 
weil in jedem Parallelogramm die gegenüberftehenden 
Seiten gleich find. Es ift alfo AL — PF ) und 

2
folglich hat der Flächenraum des Trapezoids ABCD 
zu feinem Maafse das Produkt EF X ^^PtPF)•

2
Zufatz I. Zieht man durch den Punkt I, der 

in der Mitte der Seite BC liegt, mit den parallelen 
Grundlinien des Trapezoids eine Parallellinie, IH, fo 
entftehn zwey gleichwinklige Parallelogramme AH1L, 

* I. 35.HDKI*, worin erftens (weil nach dem eben bewie- 
fenen KI = IL«) auch DH = HA ift, alfo auch die 
zweyte Seite DA halbirt wird; .und zweytens HI = 
AL ift» Folglich läfst fich der Inhalt eines Trapezoids 
auch durch das Produkt EF X HI meßen, d. h. durch 
das Produkt aus der Höhe in die grade Linie zwifchen 
den Punkteh, welche in der Mitte der nicht parallelen 
Seiten liegen.

[Zufatz II. Jede gradelinige Figur läfst fich fo- 
Bohlin lauter Dreyecke, als auch in Dreyecke und Trape. 
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zoide zerlegen, daher mau mit Hülfe diefes und des vo
rigen Lehrfatzes den Inhalt jeder gradelinigen Figur 
ohne Schwierigkeit findet. Um die Figur in Dreyecke 
ui zerfallen, nimmt man irgend einen Punkt in ihr, 
oder in ihrem Umfange, und zieht von demfelben nach 
allen Eckpunkten grade Linien, (läge der Punkt ausfer- 
halb der Figur, fa bekäme man additive und fubtrac- 
tive Dreyecke, welches unbequem wäre), und zwar 
ift es bey unregelmäfsigen Figuren am vortheilhafte- 
ften, wenn man fie durch Diagonalen, die von einem 
Winkelpunkte aus nach den übrigen gezogen werden, 
in Dreyecke zertheilt. Jede diefer Diagonalen giebt 
die Grundlinie für zwey an einanderliegende Dreyecke 
ab. Mifst man fie und die Höhen, fo findet fich der 
Zahlausdruck für den Inhalt jedes der Dreyecke nach 
Lehrfatz 5, und ihre Summe ift der Zahlausdruck für 
die ganze Figur. Figur und Beyfpiele wird fich jeder 
leicht felbft hierzu bilden.

Um eine gradelinige Figur in Trapezoide zu zer
fallen, nehme man willkührlich eine grade Linie, und 
zwar ift es am vortheilhafteften, wenn man hierzu die 
längfte Diagonale wählt. Auf diefe fälle man von al
len Eckpunkten der Figur Perpendikel; fo bilden je 
zwey diefer Perpendikel, fammt der Seite der Figur und 
dem Abfchnitt der Diagonale , die zwifchen ihnen 
liegen, ein Trapezoid t worin diefe parallelen Perpen
dikel die Grundlinie, und der Abfchnitt der Diagona
le, der auf beyden fenkrecht fteht, die Höhe abgicbt. 
Die äufserften Perpendikel bilden mit den Seiten der 
Figur und dem Abfchnitt der Grundlinie .rechtwinklige
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Preyeekei Diefe ZerfaBung und Ausrechnung grades 
Uniger Figuren ift in vielen Fällen, befonde^ beym 
J7c|dmefien, fehr bequem,

‘ Beyde Zçrfà’llùngçn, fiefonders die letztere, kann, 
jn^n lelbfl -auf krummlinige Figuren übertragen, 
nimmt man nur diç Höhen der Tfrapezoidç fo klein, 
daft dU krummlinige Seite? lieh qhpe merklichen Feh- 

für delini^ nehmen lafst, oder fubftituirt mar» 
ßatt der krummen finie eine grade, fo dafs ehr Inhalt 
eabey nicht mçrkljçh verändert wird.J

[llHRSAT? 7.J

H’ ï. Jede grade Linie, welche, wie DE, durch 
ein Dreyeck ABC uiit einer Seite deßeiben, z. B. mit 
BC, parallel gezogen iß, th eilt die beyden andern Seb 
ten des Dreiecks in.proportionale Theile, fo dafs fich 
t^rhçdt AD : DB : AB = JE : EC : AC,

2. Sind, umgekehrt zweySeiten AB, AC eines 
Dreyteks in. den Punkten D und E proportional ge* 

« f, theitt *, fo iß die grade Linie DE , zwifchen den 
beyden Theilpunkttn, mit der driften Seite BC dés 
Dreyecks parallel.

Ift DE mit der Sette BC parallel, und man zieht 
BE, DC, fo çntftehn zwey Dreyecke BDE, CED, 
^eïchçrüber gleicher Grundlinie DE, und zwifchen 
gleichen Parallelen DE, BC ftehn, und deshalb glei- 

*j», f, then Inhalt ftabyi *. Zugleich find die Dreyecke BDE, 
£DA, EBA von gleicher Höhe, denn ihre Grundlinien 
fiegeu iu einer graden Liais und ihre.Spitzen fallen 
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in einem Punkte E zufammen *; und eben io find * E. s. 
auch CDE, EDA, CDA Dreyecke von gleicher Höhe. 
Folglich verhalten fich die Flächenräume dieier Drey
ecke wie ihre Grundlinien *, oder

△ ADE : △ BDE : △ ABE = AD : DB : AB 
und △ ADE : △ DEC : △ ACD AE : EC : AC

Da nun die Dreyecke BDE, DEC, und mithin auch 
die Dreyecke ABE , 1ACD gleichen Inhalt haben, fo 
find die Verhältnifle links vom Gleichheitszeichen in 
beyden Proportionen gleich; alfo auch die Verhältnifle 
rechts vom Gleichheitszeichen * , * Gr. i

AD : DB : AB = AE : EC : AC, 
und die beyden Linien AB, AC find folglich propor
tional getheilt *. * 8.

2. Sind umgekehrt zwey Seiten eines Dreyecks 
Aß, AC in D und E proportional getheilt, fo verhält 
fich vermöge der proportionalen Theilung AD : DB 
— AE: EC.* Wäre bey diefer Vorausfetzung die^g^ 
grade Linie DE mit der dritten Seite BC des Dreyecks 
nicht parallel, fo müfste eine ^andere grade Linie DO, 
die Parallellinien mit BC durch den Punkt D feyn. 
Dann verhielte fich aber, vermöge des eben Bewiefe« 
nen, AD : DB ~ AO : OG, und folglich, da dann 
in diefer und der vorigen Proportion die erftern Ver
hältnifle gleich find, wäre auch AE :EC = AO : OC*; • cr, t. 
welches unmöglich ift, da AE > AO, hingegen EC 
< OC ift*. Alfo mufs DE mit BG parallel feyn.

Zufatz L Auch wenn man zwey Schenkel AD, AE 
eines Dreyecks. ADE über die GrtiMma DE oder ubertit
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Spitze A hinaus verlängert, fo werden diefe [Verlängerun- 
gen durch, jede .Parallellinie mit der dritten fierte, z. B. 
durch BCoder durch ß y, den Schenkeln des Dreyecks propor
tional gefchnitten, Denn im erjlern Fall bildet ABC ein 
Dreyeck, deflen Schenkel AB, AC von einer Linie DE 
parallel mit der Grundlinie FG gefchnitten, und folg
lich, unferm Lehrfatz, zu Folge , proportional ge- 
theilt werden. — Im zweyten Fall nehme man auf 
dem Schenkel, auf deflen Verlängerung der Punkt ß 
liegt, Ab gleich Aß, und auf dem zweyten Ac gleich 

• Ay, und ziehebc; fo decken fich die beyden Dreyecke 
• I. 6. Abc und'Aßy *, folglich find die Winkel b, ß, D 
* h 2S> gleich, und daher die Linien ßy, bc, DE parallel *.

Mithin werden, unferm Lehrfatz zu Folge, dieSchen- 
kelAD, AE durch die Parallellinie bc proportional ge- 
theilt, fo dafs fich verhält Ab ; AD = Ac : AE, und 
alfo auch Aß ; AD : ßD = Ay ; AE : yE ♦ , daher 
auch in diefem Fall die Linien ßD, yE proportional 
getheilt find,

Grade auf diefelbe Art beweift man (nach 2) dafs 
wenn zwey Linien ßD, yE fich fo in einem Punkte A durch* 
febaeideu, dafs diefer Punkt beyde proportional theilt, die 
grade» Linien zwifchen den übereinfiiminenden Theilpunkten 
ßy, DE, parallel feyn müfien,

Zufatz II, Zwey grade Linien, zwifchen welchen 
Parallellinien in beliebiger Zahl und Entfernung gezogen 
find, werden durch diefe proportional get heilt,

Fig, ro. Denn find erßens diefe beyden Linien felbft paral
lel, wie AB, CD, fo fchneiden je zwey der Parallelünien
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auf beyden gleiche Theile ab *, daher die überein-• 1.33.f. 
flimmenden Theile beyder im Verhältnifs der Gleich
heit ftehn, und alfo beyde Linien proportional ge
theilt find *. *E. S.a.

Treffen dagegen zveeytens die beyden Linien in ei- Fig 17» 
nem Punkte A zufamnicn, wie t. B. BC, DE; fo ent- 
fteht ein Dreyeck AGK, deflen Schenkel, in ihrer Ver
längerung, von Parallellinien mit der Grundlinie GK 
durchfchnitten , folglich, dem vorigen Zulatz gcmäls, 
proportional getheilt werden, fo dafs je zwey überein' 
ftimmende Theile der einen, und deren Summe , un
tereinander daffelbe Verhältnifs wie in der andern 
haben *, * E. g.

Sind umgekehrt zwey grade Linien proportional ge
theilt ffo find die graden Linien durch die übereinfthmnenden 
Theilpunkte, insgefammt parallel , jene beyden Linien 
mögen parallel feyn oder fich durchfchneiden. Diefes 
folgt aufidiefelbc Art aus dem zweyten Theil des vori* 
gen Z ufatzes.

Anmerkung. Die übrigen fruchtbaren Sätze’ über pro
portionale Eintheilungen von Linien, verfpare ich bis zum fol
genden Buche. Der Beweis der hier vorgetragnen ftützt fich un
mittelbar auf dem Vorhergehenden, und ift uns in den gleich 
folgenden Materien von fo vielem Nutzen, dafs fie hier unftrei- 
tig an der fchicklichften Stelle ftehn. Sie begründen nicht nur 
die Lehre von der Aehnlichkeit der Figuren, fondern geben uns 
auch fogleich die einfachfte Methode an die Hand , zu drey gegeb
nen Linien die vierte Proportionallinie zu finden ; eine Methode, 
welche Aufg. 4 vorträgt, und die uns zur Verwandlung derFigu-» 
Ten in einander unentbehrlich ift.

d» V.]
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Ïït/iS. Zufatz III. Wenn man die Seiten eines Dreyecks 
ABC insgefammt in zwey gleiche Theile theilt und die 
halbirenden Punkte D, If F durch grade Linien verbin* 
det, fo wird das gegebne Dreyeck dadurch in vier kleinere 
Dreyecke gctheilt, welche insgefamnit mit dent Gegebnen 
gleichwinklig find, und fich einander decken.

Denn je zwey Seiten des gegebnen Dreyecks find, 
halbirt, d. i. nach dem Verhältnifs von I : I, und mit- 

* 8« hin proportional getheilt *, daher die Linien DE,
EF, FD mit den gegenüberftehenden Seiten des Drey
ecks ABC parallel laufen. Folglich find die kleinen 
Dreyecke an den Ecken naeh I. 25, und das Dreyeck 
DEF in der Mitte nach L 31. Anin., mit dem gegeb
nen Dreyeck gleichwinklig. Dieles mittlere bildet mit 
jedem der Dreyecke an den Ecken, wegen des Parai- 
lelismus der gegenüberftehenden Seiten 'ein kleines 
Parallelogramm, wie AFDE, deckt fich folglich mit 
jedem derfelben, und daher auch diefe untereinander, 
io dafs jedes der vierte Theil des ganzen Dreyecks ift.

Grade Linien AD, BE, CF, welche man von den 
Eckpunkten des gegebnen Dreyecks nach den Punk
ten in der Mitte der gegenüberftehenden Seiten zieht, 
geben für diele kleinen Parallelogramme die zweyten 
Diagonalen ab, halberen fichalfo mit den Seiten desDrey- 

* I wechfelfiitig *. Verbindet man daher aufs
neue ihre Durchfchnittspunkte, fo entftehn wiederum 
vier den vorigen gleichwinklige , fiçh deckende 
Dreyecke, die ein Sechzehntel des Gegebnen, und 
deften Selten ebenfalls lialbirt find, und umgekehrt 
die in dem kleinern Dreyeck liegenden Stücke der Li
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nien AD, BE, CF, halbiren. Verbindet mân'ïmmer 
wieder die halhirenden Punkte durch grade Linien, 
fo geht diefes ohne Ende fort; daher AG in Beziehung 
•auf AF als Einheit , durch eine geometrifche ohne 
Ende fortlaufende Reihe I 4- 5 . F 4- 32 • 5 • • • de- 
ren Summe, wie die Arithmetik lehrt, | ift, gegeben 
wird; ein Satz, den wir im folgenden Buche auf ganz, 
geometrifchem Woge darthun werden.

Xufatz IV, IVetM man alle Seiten irgend eines. Fig-19, 
Vierecks AH CD halbirt, und die halhirenden Punkte je

eyer Seiten, wiße an einander ßofsen, d&rch grade Li-.
nien verbindet , fo bilden diefe fets ein Parallelogramm 
IßGH, defen Seiten mit den Diagonalen AC, BD des 
gegebnen Vierecks parallel fnd. Denn jede diefcrDiago- . 
nalen zçrthçilt das Viereck in zwey Dreyecke, wie 
ADC, ABC, denen die Diagonale zur Grundlinie, und 
zwey der halbirendçn Seiten des Vierecks zu Sehen, 
kein dienen, Diele Schenkel find proportional gç< 
theilt, daher IIG und Eh beyde mit der Diagonale 
AC, alfo auch untereinander, und çben lo GF, HE 
mit der Diagonale BD und untereinander parallel lau« 
fen. Mithin ift EFGH ein Parallelogramm von der er- * 7, (1) 
wähnten Befchalfenheit.

Der Inhalt diefes Parallelogramms ift halb fo groß 
cis der Inhalt des gegebnen Vierecks. Denn da CO und 
DO beyde nach demfelben Verhaltnifs wie DC durch 
die Parallelen GH und GF eingetheilt *, mithin halbirt * 
werden, fo hat jedes der vier Dreyecke, in welche das 
gegebne Viereck durçh beyde'Diagonalen gçthçilt wir^ 
z, B.AQD, eine grçfsç ÇçundUnU und Huh«
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als das kleine Parallelogramm OH , mithin auch 
* einen doppelten Inhalt *. Die vier kleinen Parai* 

lelogramme zufammengenommen find alfo halb fo 
grofs als die vier Dreyecke, d. Ji. als das gegebne 
Viereck.

Die Quadrate der beyden Diagonalen AC, BD find noch 
einmal fo groß, als die Quadrate der vier Seiten des Paral
lelogramms EPGH. zufammengeuommen. Denn jede der 
Diagonalen ift, nach dem eben Bewielenen, das Doppel
te der Seite des Parallelogramms, welche mit ihr pa- 
rallel läuft *.

Endlich find die vier Dreyecke, worin, die Diagona
len das gegebne Viereck theilen , einander proportional. 
Denn je zwey diefer aneinander liegenden Dreyecke, 
7. B. AOD, DOC und fo auchAOB, BOC, ftehn über 
einer graden Linie, und ihre Spitzen fallen zufammen.

* E, 2. Sie haben alfo gleiche Höhe *, und verhalten fich folg
lich, jene fowohl als diele, wie ihre Grundlinien AO,

*2 f. i. OC *, find alfo Proportionalflächen.

[LEHRSATZ g.J

Fig 20 Zwey grade Linien FH, Gl, welche man durch 
einen Punkt E in der Diagonale eines Parallelo
gramms ABCD, mit den Seiten parallel zieht, theilen 

i) die Flächen invier kleinere Parallelogramme, 
welche unter fich , und mit dem Gegebnen , gleich
winklig und proportional find,

und 2) die Seiten in zwey proportionale Abfchnitte.

%) Die parallelen Seiten der Parallelogramme 
um dis Diaga nale * GF* HI, AC, ftehn in
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gleichem Ferhaltnifs, und die Ergänzungen die* 
ßr Parallelogramme, EA, EC, haben gleichen In* 
halt, und find mittlere Proportionalflächen zwifchen 
jenen.

4) Wenn das gegebene Parallelogramm ein Rhombus 
oder ein Quadrat iß, fo find auch die beyden kleinen 
Parallelogramme um die Diagonale Rhomben oder 
Quadrate aus beyden Abfchmtten der gegebnen Sei
te, und die beyden Ergänzungen decken fich; und 
zwar find fie im Fall eines Quadrats Rechtecke, die 
aus den beyden Abfchiiitten der gegebnen Seite be- 
ßhrieben find,

1) Vermöge der Conftruction find AB, HF, DC 
miteinander parallel , und fo auch AD , Gl , BC* 
Beym Durchfchneiden diefer Linien entftehn alfo lau
ter Parallelen zwifchen Parallelen, folglich lauter Pa- 
rallehgratnme, die unter fich und mit dem gegebnen 
gleichwinklig find.

Je zwey derfelben, welche an einander liegen, 
z. B. HI, EC, haben gleiche Höhe , verhalten fich 
folglich wie ihre Grundlinien HE, EF *. Dicfen Li- *$♦ 
nien find die Grundlinien der beyden andern, eben
falls gleich hohen Parallelogramme AE , GF gleich. 
Mithin find diefe vier Parallelogramme ProportionalflÄ* 
eben, oder es ill p HI : p EC .* p HC — p AE : p GF î 
P AF = p Al : p GC : p AC *. *V.4.0.

2) Weil EH mit AB, und EI mit BC parallel ift, 
werden in den Dreyecken BDA, BDC die Schenkel 
DA, DC beyde dem gemeinfchaftlichcn Schenxel DB
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*7. I. proportional *, folglich auch untereinander felbft pro. 
* Gr. i. portioned geteilt *, f0 dafs lieh verhält DH ; HA : DA

« Dl ; IC : DC.

3) Jedes der Parallelogramms tim dis Diagonale 
HI, GF, AC, ift aus zwey Seiten befc'hriebeti, wel
che in diefer)proportionalen Theilung übereinftimmen- 

* 8. '
" de Glieder ausmachen *, das erft® aus den elften Glie

dern DH, DI, das zweyte aus den zweyten HA, IC, 
das dritte aus den dritten DA, DC- Folglich flehen 
die parallelen Seiten diefer Parallelogramms in gleicheni 
Verliältnißt (Hingegen find die Ergänzungen aus den 
nicht-übereinftimmendenGliedern diefer proportional 
getheilten Glieder befchrieben).

Da Parallelogramme, die einerley Höhe haben, Hell 
r. ihre Grundlinien verhalten *, fo verhält fich ver* 

* W möge der obigen Proportionalität * p DE î p. HG => 
p DE : p IF 1 daher wegen Gleichheit der Vordem 
glieder auch die Hinterglieder, Parallelogramm HG und 
Parallelogramm IF gleich feyn müfl'en. Die beyden Er* 
gänzungen haben alfo immer gleichen Inhalt^ und es ver* 

* W hält fich mithin * p DEt p HG ** p HG t p EB odef 
p DE ; pDG— pDG-'p DB, io dafs die Ergänzungen 
die mittleren Propoftionalflacbeli zwilchen den, Paral
lelogrammen um die Diagonale find.

4) Ift das gegebene Paralkibgrämm ein Rbombat 
oder ein Quadrat, fo ftehn deffen Seiten, mithin auch 

* (1) diaDübereinftimmenderi Abfcbnitts derfelben *, ihn 
* & 8- Verhältnifs der Gleichheit folglich find dann die 
*' beyden Meinen ParaUelogrsmüi« fini die t Diagonal
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HI, GF, auch gleichfeitig *, und überdem mit dem * (3) 
Gegebnen gleichwinklig*, mithin Rhomben oder (>) 
Quadrate , und zwar jenes aus dem Abschnitt AG^ 
diefes ift aus dem Abschnitt GB befchrieben. — Dia
Seiten der Ergänzungen Und dann gleichfalls unterem* 
ander gleich*, beyde Ergänzungen decken {ich*, und 
im Fall des Quadrats ift jede das Rechteck aus AG, GB»

* (0

Zufatz I. Auch, wenn man durch, mehrere Punkte 
der Diagonalez. Bt durch Eund L, (oder durch Punkts 
in der Verlängerung der Diagonale) Parallellinien ^nit 
den Seiten des Parallelogramms AC zieht , wird das 
Parallelogramm in lauter gleichwinklige Parallelogramme 
get heilt y von denen die Ausfagen des Lekrjatze geh ent 
Denn alsdann find die Parallelogramme HI und MbC 
beyde auf die Art, wie es der Lehrfatz Vörausfetzt, 
eingetheilt; folglich haben die Parallelogramme um 
die Diagonale, LD, EL, ED, BE, BL und BD insge* 
fammt proportionale Seiten, und find, falls das Gege
bene BD ein Rhombus oder Quadrat ift , allefammt 
Rhomben oder Quadrate, über den Abichnitten der 
Seite AB befchrieben *. Die Ergänzungen LI und * 
LH, EN und EM4 EC und EA und folglich auch NI 
und MH, find von gleichem Inhalt , und falls AC 
ein Rhombus oder ein Quadrat ift, decken fie fich* 
und find aus je zwey tAbfebnitten der gegebnen Seita 
AB befchrieben* Endlich find EN, EC, GC mittlere 
Proportionalfiächen zwifchen GF, und zwifchen EL, 
ED, BD u, f. f*

Zufatz IL Nimmt man auf der einen Seite sinn 
Parallelogramms AC «inen Punkt G, und auf der durais
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flößenden 'Seit« einen Punkt F, fi dafs B und BF in dem- 
• Ag.4. felben Verbliltnifs als dieSeiteni BA und BC ftehn *, und 

zieht durch G und F mit den Seiten des Parallelogramms 
Parallellinien Gl, FH ; fo durchfchneiden fick diefe beyden 
Parallellinien in einem Punkte der in der Diagonale des 
gegebnen Parallelogramms liegt.

Denn da durch einen Punkt F nur eine einzige Pa- 
*I24,Z 2 rallellinie EF mit einer graden Linie AB *, fo wie 

zu drey gegebnen Linien nur eine einzige vierte Pro» 
♦ V. 3.^ portionallinie möglich ift*, und nach unferm Lehr- 

fatz die Parallellinie EF die Seite BC fo duich- 
fchneidet, dafs BA : BC fich verhält wie BG : BF; fo 
mufs, wenn man umgekehrt den Punkt F diefer Pro
portion gemäfs beftimmt, und durch ihn eine Paral
lellinie mit der Seite AB zieht, diefe Parallellinie 
durch den Punkt E gehn, worin die Parallellinie Gl 
die Diagonale durchfchneidet. Folglich gelten von den 
fo gezognen Parallellinien alle Ausfagen unfers Lclirfatzes ; 
und alfo auch ins befondere , wenn AC ein Rhombus 
oder ein Quadrat ift, und man BF gleich BG nimmt.

Zufatz HL Daffclbe ift endlich der Fall, wenn 
man zwey gleichwinklige Parallelogramme , deren Sei
ten in gleichem Verbaltnifs ftehn, wie GF,. HI, fo 
einander-, oder wie GF, AC fo in einander fetzt, dafs 
die proportionalen ‘Seiten in grader Linie liegen, und 
wenn man dann durch Verlängerung' der Seiten diefer 
Parallelogramme , das Parallelogramm AC ergänzt.

Anmerk.
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Anmerkung. Die Sätze kommen Theilweife fchotl bey 
Euklid vor I. 43, VI» 24 lind 26, und X. 54 Lemma» Bey Le 
Gendre fehlen fie, obfchon fie gleich bey den folgenden Sätzen, 
und noch mehr für die Verwandlung der 'tiguren, Und für die 
Jeometrifche Analyfis von Nutzen find,

d. V, •

tÊMR$AT2$,

Ein Quadrat aui einer zweytheiligèn Linie 
iß den Quadraten über den beyden Abfchnitten AB, 
BC, und zwey Rechtecken, welche aus den beyden 
Abfchnitten befchrieben find » zufamutengenomnten 
gleich ; oder es ifi AC~ d.L (AB^BC)2 == AB2 -h 
BC* 2 AB X BC.

Befchreibe über AC ein Quadrat ACDE*, nimm 
AF gleich AB, Und ziehe FG mit AB, und BH mit 
AE parallel. Dem vorigen Lehrfatz gemäfs thtilen 
diefe Parallellinien das Quadrat über AC in zwey Qua
drate AI, ID, welche über den beyden Abfchnitten 
AB, BC der Seite des gegebnen Quadrats *befchrieben* $■ (*) 
find, und in zwey fich deckende Rechtecke IE, IC, 
deren jedes aus • diefen beyden Abfchnitten befcllrie- 
ben ift *, Folglich ift ACa== AB2 -F BC® + 3 AB * t, Q) 
X BC»

Dlefei1 Satz läuft auf den ärithmetifchetl hinaus, Welcher 
die Züfammenfetzung der ZWeyten Potenz einet zweytheiligeft 
Zahl, aus.den beydenTheilen derfelben , äusfagt ; (a F b)® 
a® 4* à ab F b4

[F t> igernti Fügt man zu den Gröfsen, welche 
4er Lehrfau als gleich angieht, beydetfeits noch das,

S
*
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Quadrat’aus dem einen Abfchnïtt, z. B BC2, hinzu, 
fo wird, weil 2. BC1 +2.ABXBC gleich ift 2.BCX 
(AB 4- BC) d. h. gleich 2 BC x AC *, auch

AC2 4- BC2 = 2 .BC x AC + AB*
fine Eigenfçhaft, die aljo gleichfalls non jeder zweythei* 
ligen Linie gilt, und deren Wahrheit auch in Fig. 20 fo“ 
gleich in die Augen fallt* ]

33 [Z u f a t z I. Bcßehl eine grade Linie AB ans mehre
ren Abfcbnitten, AR, RS, SB etc., fo iß das Quadrat 
dcrfilben \ gleichfalls den Quadraten aller einzelnen Ab- 
fohnitte und den doppelten Rechtecken aus je zwey Abfchnit- 
ten zufammengenommen gleich, oder AB2- = AR2 4* RS2 
4- SB* 4- 2 AR x RS 4- 2 AR x SB 4- 2 BS x SB (ein 
Ausdruck, in welchem man ftatt der doppelten Recht
ecke auch die Rechtecke aARxRB 4" 2 RS X SB fet- 

*2.5’O 2,60 kann*). Denn auch hier find wiederumerfiens die 
Rechtecke an der Diagonale a, ß, 7, Quadrate, und 
zwar die Quadrate aus den einzelnen Ablchnitten der 
gegebnen Linie AB. Zwey tens find unter den Ergän
zungsrechtecken je zwey einander gleich £ und <5, 
f und f, und etc., und diele Rechtecke find über- 
dem aus je zwey der verfchiednen Abschnitte beschrie
ben , è = AR x RS , e = AR X SB , = RS X SB
etc. *

*8. Z. i.
Zufatz II. Diefe drey Rechtecke find zufam- 

’E ; « menSenommen gleich AR X RB 4- RS x SB *, oder 
'auch AR X RS 4- ÄS X SB, oder auch RS X (AR 4- SB) 
4-AR X SB, je nachdem man zwey, die einerley 
Hohe haben, in ein Rechteck zufammcn nimmt. Dar
aus folgt
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1) dafs bey jeder dreytbeiligen Linie AR X RB 
RS x SR ~ BS X SA 4- SR x RA iß, und dafs diefe 
Eîgenfchaft auf ähnliche Art für jede in noch fo viel 
Abfchnitte getheilte Linien gilt (Gregor von St, Vincens 
B. i.S. 55.)

a) Dafs eben fo für jede dreytheillge Linie AS X RB 
— RS X' AB 4- AR x SB iß» Denn fügt man zum 
erften und dritten jener Ausdrücke beyderfeits RS2 hin. 
zu, fo wird AR X RB 4" RS X SB RS2 == RS2 
RS X (AR 4~ SB) 4- AR X SB., oder , da AR x RB 4- 
RS x RB gleich AS x RB ift, AS x RB s== RS x AB 
4- AR X SB -, eine artige Eîgenfchaft drêytheiliger Li* 
wen, auf welcher Etiler den Beweis eines Satzes baut* 
den man vor ihm noch nicht bewiefen hatte, und den 
man in^ folgenden Buche findet»

Zufatz 11t. Da die dreytheiüge Linie AB, er- 
ftens aus den beyden Aibfchnitten AS, SB befteht, fo 
ift vermöge der Folgerung zu unferm Lehrfatz AB4 4“ 
BS2 = 2 BS X AB 4- AS25 und da zweytens atich AS 
aus zwey Theilen AR, RS befteht, ASa 4-1 RS2 = $ 
RS X AS 4- AR2. Folglich Ift für jede dreytkeilige Li* 
nie auch AB& 4- BS- 4- RS* ~ 2 BSxAB^-2 RSx AS 
4- AR2»

Anmerkung. Dem erften dieferSätze ift det arithmetifche 
Satz a(bf e/tbc = c (a f b) + ab, dem zweyten der arith* 
metifche Satz (a * b) (b t = b (a + b + c) + as analog.]

-S à
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LEHRSATZ IO»

Fïg. 23, Ein Quadrat aus einer Linie A C, welche der 
Unt erfchi e d zweyer Linien AB, BC iß, befchrieben, 
iß gleich den Quadraten diefer beyden Linien zufam- 
inen genommen, weniger zweymal dem Rechteck aus 
beyden Linien AB, BC; oder es ift AC* d. h. (AB 
— BC)* = AB* 4- BC1 — 2 . ABX BC.

Befchreibe über AC das Quadrat ABÎF, mache AE 
gleich AC, und ziehe CG mît AF, und HE mit IF 
parallel, fo wird das erftete Quadrat durch diefe Fa* 
rallellinie, wie Lehrfatz 8 Zufatz 2 ausfagt, eingetheilt. 
Befchreibt man folglich noch über EF, welches gleich 
BC ift, das Quadrat BELK gleich BC4, fo iftjdiefes 
fammt AI , d. i. dem Quadrat über AB , gleich AD 

i. dem Quadrat aus AC und den beyden Rechtecken 
CBIG, GLKD. Jedes diefer Rechtecke ift aber aus AB 
= LG und BC belchrieben , und folglich ABa 4- 
BC4 — 2 AB X BC = AC*.

Diefer Satz läuft auf den arithmetifehen hinaus: (a —b)z 
= a» — à ab + b**

L E H R S A TZ IÏ*

Fig< 24. Ein Rechteck aus der Summe und dem Unter- 
fchiede zweyer Linien AB, BC befchrieben, iß dem 
Unterfdiiede der Quadrate aus beyden Linien gleich, 
oder (AB 4- BC) X (AB — BC) = AB* — BC*.

Befchreibe über AB und fo auch über AC ein Qua*
drat, verlängere AB um BK, gleich BC, und vollen
de das Rechteck KCDL und das Quadrat DHIG.
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Die Grundlinie AK jenes Rechtecks ift der Sum

me, die Höhe deflelben AE dem Unterfchiede der bey
den Linien AB, BC gleich, und folglich ift jenes 
Rechteck aus der Summe und dem Unterfchiede der 
beyden Linien AB, BC befchrieben, oder Rechteck 
AKLE = ( AB 4- BC) X ( AB — BC.) Nun befteht 
diefes Rechteck aus den beyden Stücken ABHE und 
BKLH, welches letztere dem Rechteck EDGF gleich 
ift , da beyde aus den Linien AC , CB befchrieben 
Lind*. Alfo ift AKLE « ABHE 4- EDGF. Diefe 
beyden Stücke find aber gleich dem Quadrat über AB, 
weniger dem Quadrat über DH, d.jh, über BC‘, alfo 
ift AKLE = AB* — BC*, und deshalb (AB 4* BC) 
X (AB — BC) AB* — BC2,

Diefer Satz läuft auf den arithmetifchen hinaus: (a + b), 
(a — b) = a» _ b2.

[Folgerung i, a) Iß eine grade Linie MN 
Punkte 0 in zwey gleiche, im Punkte P dagegen in zwey 
ungleiche Theile getheilt f (MO = ON und MP > PN ;) 
fo ift MP = MO + OP, und NP = ON — OP =« 
MO — OP und folglich ftets

MP X NP = MO* — OP*
ß) Nimmt man auf der Verlängerung einer folchen 

Linie MN, welche in 0 gleich getheilt iß, einen Punkt p» 
fo ift Mp = Qp 4- MO und Np = Op — MO folg
lich ftets

Mp X Np = Op4 — MO’«
In hey den Fällen iß alfo das Re la eck aus den hey den un» 

gleichen Stücken MP, NP oder Mp, Np dem Unterfchiede 
der Quadrate ausßer Hälfte der Linie MN und aus dem
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Abßand der beyden Theiipankte 0 , P oder 0, p (welche 
die Linie in gleiche und ungleiche Theile zerfchnei- 
den) , von einander gleich. — Der Lehrfatz gehört in 
diefer Form zu den fruchtbarem Sätzen der Geometrie, 
ift in ihr in geometrifchen Unterfuchungen von nicht 
minderm Gebrauch, als der Analoge arithmetifche in 
der Buchftabenrechnung , und verdient vorzüglich ge
merkt zu werden. Schon in den Zufätzen zu diefem 
Lehrfatze findet man einige intereffante Anwendungen 
deflelben.J

2. Verbindet man mit diefen Sätzen 
Lehrfatz 9 Und 10, fo geben fie noch ein Paar ähnlich» 
Sätze , die gleichfalls Bemerkung verdienen, ob
gleich fiq nicht von fo häufigem Gebrauch als die vori
gen find.,

«0 Im erßen Fall war nemlich 'MP -}-NP = MN 
ï= 2. MO. Folglich muffen auch die Quadrate diefer

*Ä.4,ß. gleichen Linien gleich feyn*, mithin MP« 4- NP2 4- 
* 9. a MP X NP * = 4 . MO2 *. Da nun in diefem Fall

*4, Z 5
* ’’ nach Folgerung i. sc. auch 2 MP x NP = 2. MO* — 

2 . OP* ift, fo folgt hieraus, wenn .wir Gleiches von. 
Gleichem abziehn,

MP2 + NP2 = 2 . MO« 4- 2 . OP2.
Denn da die GrÖfse die wir abziehn follen um 2 . OPS 
kleiner als 2. MO2 ift, fo ziehn wir, wenn wir2 .MO2 
wegnehmen, um 2. OP2 zu viel ab, müffen^alfo zum 
Refte, der bey jener Wegnahme bleibt, 2 . OP2, hinzu, 
fügen, um den richtigen Untcrfchied zu erhalten. >
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ft ) Im zweyten Fall war Mp — Np — MN = 2. MO. 
Folglich lind auch die Quadrate diefer Linien gleich » 
alfo Mp2 4- Np2 — 2 . Mp x Np * = 4 . MO2. Ba * 10. 
nun nach Folgerung 1. ß. in diefem Fall, 2 . Mp x Np 
= 2 . Op2 2 • MO2 ift, fo folgt daraus, wenn wir 
Gleiches zu Gleichem hinzufügen

Mp2 4-Np2 = 2 ♦ MO2 42. OP2.

In beyden Fällen iß alfi die Summe der Quadrate aus 
den ungleichen Sticken MP, NP oder Mp, Np gleich dem 
föppelten Quadrat der halben Linie MN, und des Abßands 
der beyden Tbeilpunkte 0 , P oder O , p von einander, 
Diefer Satz läuft auf den arithmethifchen hinaus;
(»+ b)2 + (a—bp = 2 . a2 4 2 ,b2.]

\_Folgerttng 3. ïm zswyten Fall der erften Fol
gerung, d. h. wenn Mp = MN 4- Np = 2. MO 4 Np 
ift, ift auchMp2 = 4 . MO2 4-4 . MO X Np,4Np2* * 9, 
©der, da MO 4- Np = Op, und folglich MQ24-M0 
X Np —MO X Op ift *> *3.f.s.

Mp2 = 4. MO x Op 4 Np2 
jeîn Satz der tauf den aritlimethilchen hinausläuft 
(2 a 4 b)2 = 4*a* (a 4 h} 4 b2 7.

Anmerkung« Man freht leicht» dafs man'folche Sätze 
nach Anleitung analoger arithmetifcher ins Unbeüimmte verviel. 
faltigen kann, und das ift vielleicht der Grund, warum Le Gendre 
und Siwpfon die fünf Sätze, die in dielen Folgerungen ftehn, 
^anz weggelaflen haben ; doch fehl mit Unrecht, da durch lie 
manche Beweife fich. abkürzen, und ohne fie die Schriften alter 
Geometer fich nicht ohne Anftofs verftehn lallen« Bey Euklid 
machen fie im zweyten Buch' der Elemente fünf befondre Lehr, 
fätze aus, und werden fehr umftändlich., jeder durch befondere
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Conftructionen bewiefen. Diefe Beweife find befonders für die 
b#yd®n Satze in der zweyten Folgerung, die von Euklid'aus 
dein Pythagoreifchen Lehrfatz abgeleitet werden, ermüdend weit
läufig. Seilte Euklid diefe langen Umwege, nach welchen blos 
die Beweife diefer beydenSätze zwey enggedruckte Seiten füllen 
lliçht blofs deshalb erwählt haben, weil die arithmetifchen Vor- 
ftellungsarten, mittelft derer wir fie abgeleitet, haben f den altern 
Qeometern npeh nicht fo recht geläufig waren.

Mit ähnlichen Sätzen ift faft jedes geometrifche Werk, wel
ches tiefer in die Wiffenfchaft hineingeht, reichlich ausgeftattet* 
Nun ift es zwar nicht zu leugnen, dafs Sätze von diefer Art, zur 
gelegnen Zeit gebraucht, geometrifche Unterfuchungen auiseror_ 
dentfich abkürzen können ; allein fie find jedesmal, befonders auf 
arithmetifchem Wege , (durch die einfachfte Buchftabenrech- 
nungj fo leicht zu finden, dafs es in der That unnütz und 
fchädlich ift, mit ihnen die geometrifchen Werke zu überfüllen. 
Si« haben in der geometrifchen Analyfis einen ähnlichen Nutzen 
wie die Verwandlung einer Formel in die andre in der Buçhfta_ 
benrechnung, und billig nimmt man daher diefe bey jener mit 
zu Hülfe, Clavius, Gregor von St. Vincenz und felbft Tacquet 
ftanden noch in derMeynung, die Regeln der Buchftabenrechnung 
jnülsten aus diefen geometrifchen Sätzen abgeleitet, und »durch 
fie bewiefen werden ; ein fonderbarer Wahn, welcher zeigt, wie fehr 
noch vor hundert Jahren die arithmetifchen Wiflènfchaften in ih- 
yer Kindheit lagen , und der vielleicht nicht wenig dazu mag 
beygetragen haben, die geometfifchen Werke mit Sätzen über 
Rechtecke und Quadrate aus Linien , welche nach einer gewiflen 
Art eingetheilt find, fo fehr zu überladen. Von [folchen Sätzen 
führe ich hier nur noch ein Paar an, die den Sätzen jn [derjer- 

Jig, afi ftern Folgerung'ähnlich find; Sind an einer Linie CD zwey glei
che Linien AC, DB angefetzt,fo iß immer CB2 = AB*^ABX CD 
und nimmt man in der Linie CD irgend einen beliebigen Punkt E, 
fo iß ^E X EB —, DE X EA EC X CA (Gregor von 
St, Hwc, B. i. S. $7. df U*
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[Zu fat T I, Unter allen Rechtecken die ßch aut zwey Fig. «j. 
Abfchnitten einer gegebnen graden Linie MN bilden lalfn, 
iß das Quadrat über ihre Hälfte MO das größte , und der 
Inhalt vpird immer kleiner , je wehr die Abfchnitte MP, 
PN verfibieden find. Denn denkt man' fich die Linie 
in O gleich, und in P ungleich getheilt, fo ift, nach 
Folgerung, i. a., MP x NP » MO2 — OP2, und die- ' 
fer fubtractive Theil OP2 wächft mit dem Unterfchiede 
der beyden ungleichen Theile, und nimmt mit demfeL 
ben ab, und fällt ganz fort, wenn beyde Abfchnitte 
gleich find,

a) Unter allen Rechtecken von gleichem Umfang fiat 
mithin das Quadrat den größten Inhalt.

ß) Und wenn zwey Rechtecke, welche aus Ab* 
fchnitten gleicher Linien befthrieben find , gleichen 
Inhalt haben, fo find auch die Abfchnitte, welche ih» 
re Seiten bilden, felbft gleich.

Zufatz II, Dagegen wird die Summe der Qua» 
drate aut den beyden Abfchnitten MP NP kleiner, wen» 
der Unterfchied der beyden Abfchnitte von einander ab» 
nimmt. Denn da die Summe diefer Quadrate MP? -V 
Np2 — MN2. — 2 , MP x PN ift * ; nimmt fie ab, f 
wenn das Rechteck aus den beyden Abfchnitten MP, 
PN zunimmt, folglich wenn die beyden Abfchnitte 
von einander weniger verfchieden werden, (Eukl, X, 
42, Lemma).]

?»

tBHKSAT? XS,
Das Quadrat der Hypotcnufe BC eines recht» Fig-37, 

wMigm Dreyecks ABC iß dm Qwdrmi
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über den beyden Katheten zufamtnen genommen, oder 
BC2 = AB2 + AC2.

Es fey ABC ein bey A'rechtwinkliges Dreyeck, 
über deffen Seiten Quadrate bffchrieben lind. Fälle 
vom! Scheitel des rechten Winkels auf die Hypote- 
nufe ein Perpendikel AD, welches verlängert , die 
gegenüberftehende Seite des Quadrats in E durch- 
fchneide; fo läuft diefes Perpendikel mit den Perpen- 
dikeln BF, CG parallel * und theilt alfo das Quadrat 
der Hypotenufe in zwey Rechtecke DF, DG. Jedes 
diefer Rechtecke, behaupte ich, ift dem Quadrat über 
einer Kathete , mit dem es einen Eckpunkt gemein 
hat, gleich.

Der Winkel ABFbefteht aus dem Stücke ABC und 
dem rechten Winkel CBF ; eben fo befteht der Win
kel CBH aus demfelben Stück ABC und dem rechten 
Winkel ABH. Alfo find die beyden Winkel ABF, 
HBC gleich» Ueberdem find die Schenkel des einen 

x den Schenkeln des andern gleich, indem, als Seiten 
eines Quadrats, AB 5= BH und BF = BC ift. Zieht 
man folglich AF und CH, fo entftehn zwey Dreyecke 
ABF, HBC, welche fich decken, und mithin gleichen 
Inhalt haben *.

Nun ift aber der Inhalt des Dreyecks ABF halb fo 
grofs als der des Rechtecks BE, welches mit jenem 
Dreyeck über gleicher Grundlinie BF fleht, und zwi-

* 2, fchen gleichen Parallelen BF, AE liegt *. Eben fo ift 
der Inhalt des Dreyecks HBC halb fo grofs als der des 
Quadrats AH, indem beyde über der Grundlinie HB 
ftehn, und zwifchen den Parallelen HB, LAliegen, 
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von welcher letztem AC eine blofse Verlängerung ift, 
da BAL, BAC beyde rechte Winkel, folglich LA, AC 
in grader Linie find *. Daraus dafs der Inhalt der bey- * 4*
den Dreyecke ABF, HBC gleich .ift, folgt alfo, dafs 
das Rechteck BE, als das Doppelte des Dreyecks ABF, 
demQuadratAH als dem Doppelten des Dreyecks HBG, 
dem Inhalt nach gleich feyn mufs.

Grade auf diefelbe Art lafs fich darthun, dafs das 
Rechteck DG mit dem Quadrate Al gleichen flächen- 
taum hat, indem, wenn man AG und BI zieht, eben
falls zwey fich deckende Dreyecke ACG, ICB entftehn, 
welche die Hälften, jener Vierecke find.

Folglich find beyde Quadrate AH , AI den bey
den Rechtecken BE DG zufammengenommen , mithin 
dem Quadrat derHyp.otenufe gleich, oder es iß BC* = 
AB2 AC2.

[Diefen Satz, einen der Wichtigften in der Geometrie, ioll 
»ach der allgemeinen Sage des Alterthums Pythagoras erfunden 
haben, und er wird deshalb gewöhnlich der çythagwàjcbt L^hr^ 
fatz genannt.}

Folgerung i. Das Quadrat einer der Katheten iß 
gleich dem Quadrat der Hypotenufe, weniger dem Quadt at 
der andern Kathete *, z. B, AB2 — BC2 — AC2. Mit- *Gr.a.j3 
hin ift das Quadrat einer der Katheten auch gleich ei
nem Rechtecke, welches aus der Summe und und dem 
Unterfchiede der Hypotenufe und der andern Kathe
te befchrieben ift, oder AB3 (BQ -f- AC) XI(BQ —.
AC) ♦ * n.

folgerun g 2. Unferm Beweife gemäfs hat das 
Rechteck BE mit dem Quadrate AHS und eben fo das
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Rechteck DG mit dem Quadrate ' AI gleichen 
Inhalt.

çe) Ein Perpendikel AD, welches aus der Spitze eines 
rechtwinkligen Dreyecks auf die Eypotenu/e gefällt wird, 
zefcbneidet diefe folglich, fo, dafs das Rechteck aus jedem 
der beyden Abfchnhte und der ganzen Hypotenufe, dem Qua
drate derjenigen Kathete, welche an dem Abfehnifte an
liegt , gleich iß, oder daß BD * BC — AB? und CD x BC 
AU ift,

ß) Das rechtwinklige Dreyeck felbft wird durch das 
Perpendikel AD in zwey kleinere rechtwinklige Dreyecke 
ABD, ACD zerfällt, und war find diefe untereinan
der und mit dem Ganzen gleichwinklig) indem die Win
kel B + BAD und BAD + DAC beyde einem Rechten

*ï p.f? gleich *, mithin B — DAC und C^DAB find.

y) Von jedem diefer kleinern Dreyecke gilt alfo 
• (£’ i.) auch das Bewiefene, und es ift AD2 — AB2 — BD2* = 
* (K) BD xBC * - BD2 = BD x (BC — BD) *f alfo AD® 
*E’5'7« == BD X DC, Das Quadrat über dem Perpendikel ift alfo 

dem Rechteck aus den beyden Abfchuitten der Hypotenufe 
gleiche eine elegante und fruchtbare Eigenfthafr des 
rechtwinkligen Dreyecks,

ö) Verbindet man hiermit den Satz- / dafs “die Sei- 
*4 fu. ttn gleicher Rechtecke verkehrt proportional find ♦, 

fo folgt aus 7, dafs fich ftets verhält BD : AD = AD ; DC, 
Und eben fo folgen aus a, die Proportionen BD : AB 

AB ; BC und CD I AC = AC : BC, Alfo wird die Hy- 
potenufe durch das Perpendikel AD fo zerfchnitten, dafs 
l) dießt Perpendikel ftlbß die mittlere Proportitmallinie zwE
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fchen den beyden Abjchnittén^z} jedt dei'Katheten die toit- ♦ V. 
lere Proportionallinie zwifchen dem Abfiluiitt unter der 
Kathete und der ganzen Hypotenufi ift. Hierauf wer
den wir einfache Methoden gründen, um tu zwey ge- 
gegebnen Linien, oder zu einet- Linie und einem Ab- 
fchnitt derfelben, naîttlerePropoitionallinien zu finden* 
und gegebne Rechtecke in Quadrate zu Verw-andeln»

e ) Die Quadrate der beyden Katheten und der Hypo* 
tenufe verhalten fich zu einander^ wie die beyden AbJ'chnitto 
der Hypoteiiufe untereinander und zur ganzen Hypotenufe * 
oder

ABi ; ACi t BW BD e DC ? PC.

Denn die Rechtecke BE* DG, BG, denen jene Quadra
te gleich find, haben die Hypotenufe zur gemeinfchaft- 
liehen, Höhe, verhalten fich alfo wie ihre Grundli
nien — Durchbildung eines rechtwinkligenDrey- * 
ecks wird es alfo möglich feyn Linien datzuftellen, die 
fich wie zwey gegebne Quadrate verhalten, und um
gekehrt. ]

[Folgerung g. ä) Das Rechteck atu den beydeti 
Katheten hat gleichen Inhalt mit dem Rechteck aus der 
Hypotenufe und aus dem Perpendikel oder AB AC 
AD X BC. Denn diefe beyden Rechtecke haben mit 
dem rechtwinkligen Dreyeck gleiche Grundlinien Und 
Hohe, folglich beyde einen doppelt fo gtofsen Inhalt 
als diefes Dreyeck, und mithin beyde einen gleichen 
Flächenraum» (Euklid, X. 34» Lemma)

ß) Der’Inhalt des rechtwinkligen Dreyecks felbft ift 
gleich 5 AB X AC oder |;AD X BC, und verhält ßch
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zum Quadrat der Hypotenufe wie '^AD : BC; und zum 
Quadrat über einer Kathete, z.B. über AB, wie | AC; AB 
oder wie ~ AD :BD. Denn es ift
& ABC : BC* J AD x BC : BC2 ~ * AD : BC uni 
£ ABC : AB2 = l AB x AC : AB2 i AC : AB

oder = f AD x BC : BDxBC = ’AD;B X
7) Da bey zwey gleichen Verhà'ltniflen die Vor*1 

derglieder auch dem Doppelten der Hinterglieder pro- 
•V,4-jj. portional find *, fo verhält fich

△ ABC : BC2 -f- AB2 + AC2 = | AD; 2 BC
= AD : 4 BC.

(Gregor von St. Vincenz I. 23. 24.)
[Folgerung 4. Fällt man im glcichjchenkligen Drey. 

Fig. 28. ABC » aus der Spitze eines der gleichen Winkel an 
der Grundlinie , z. B. aus B, ein Perpendikel BD auf 
den gegenüberliegenden Schenkel, fo ift die Summe der 
Quadrate über adle drey Seiten des Dreyecks gleich CD2 4- 
2 AD2 4- 3 BD2. Denn es ift BC2 — CD2 4- ED* 
und, AB3 = AC2 = AD2 4-iBD2, folglich BC2 4- AB2

>4- AC2 — CD3 4" 2 AD? 4- 3 BD2. (Gregor von 
Sf Vincenz Î. 40.)

Sätze die ich mehr ihrer Nettigkeit als ihrer Brauch.' 
barkeit halber hier mit aufnehme. J

Fig. 29. Zufatz. Ein 5 Quadrat ABCD wird ' durch diä 
Diagonale AC in zwey rechtwinklige Dreyecke ge- 
theilt, wovon jedes, wie z. B. ABC, gleichfchenklig 
ift. Alfo find die beyden Quadrate Über die Katheten 
diefes Dreyecks einander gleich , folglich AC2 « 
Q . AB2. In jedem Quadrate ift folglich das Quadrat 
der Diagonale doppelt fo groß als das Quadrat einer der 
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Sehen. — Diefes läfst fich auch fo beweifen, Man 
ziehe durch die gegenüberftehenden Winkelpunkte des 
Quadrats Parallellinien mit der zwifchen ihnen liegen
den Diagonale, fo entlieht dadurch ein Parallelogramm 
EFGH, welches, da beyde Diagonalen gleich und auf 
einander fenkretht find *, das Quadrat der Diagonale ’ I. 37« 
ift. Diefes Quadrat enthält 8 rechtwinklige Dreyecke 
in fich, die fich decken, undderen 4 das Quadrat ABCD 
ausmachen; daher jenes Quadrat das Doppelte von die- 
fem ift.

Es verhalten fich alfo in jedem Quadrate ABCD, die 
über eine der Diagonalen und über eine der Seiten be- 
fchriebnen Quadrate AC2 ; AB2 = 2 ; J j folglich die 
Seiten diefer beyden Quadrate , wie die Quadrat
wurzeln aus 2 und 1 *, oder AC : AB = /2:1. Diefe *4,2 3,^ 
beyden Linien haben alfo ein irrationales Zahlverhält- 
nifi, und mithin find die Diagonale und die Seite eines je- 
den Quadrats untereinander incommen/urahel^^ ein Satz, »iLAuf. 
■womit Euklid feine Abhandlung über incommenfu- *• 
table Flächen fchlîefst (X. 117), und den wir weiter
hin noch auf eine andre Art beweifen werden,

[LEHRSATZ IjJ

In jedem (chiefwinkligen Dreyeck ift das Quadrat î0> 
einer Seite BC, welche einem fpitzen Winkel A 
gegenüber ftehti klein er, dagegen das Quadrat 
einer Seite bc, welche einem ftumpfen Win
kel a gegenüber fleht, grofser als die Sum. 
tue der Quadrate der beyden andern Seiten. Und
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zwar) wenn man von einem der Endpunkte diefer 
Seite , z, B» aus B, auf die gegenüberftehende Seite 
AC) oder deren Verlängerung) ein Perpendikel fallt ; 
fo ift das doppelte Rechteck aus AC und dem Abfchnit
te dieferSeite) welcher, am Winkelpunkte A {nicht an 
BC) anliegt) jenem Unterfchiede gleich* Oder es ift

1 ) wenn der Winkel A fpitz iß,
BC2 AB* ^[AC2 — ZACXÄD

2 ) wenn dagegen der Winkel a ßumpf ift, 
bc2 & ab^ -b ac2 4- 2 ac X ad

I. Ift A eine fpitzér Winket, fo liegt das Petpett» 
dikel BD fcwifchen den beyden Schenkeln diefes Win* 
kelsj und folglich mit der Grundlinie des Dreyecks* 

* I. 16. d. h, mit AB auf einerley Seite des Punktes A *. Ift 
Z* 2‘ überdem auch der Winkel C fpîtï} fo fallt das Perpen

dikel BD innerhalb des Dreyecks » und es ift CD =s 
AC — AD; ift dagegen der Winkel C ftumpf* fo 
fallt das Perpendikel BD über den Schenhel LC hinaus* 

»I.16.Z» aufserhalb des Dreyecks ** und es ift umgekehrt CD 
** AD — AG. In beyden Fällen ift alfo CD dem Uri* 

tetfchiede zwifchen AC und AD gleich » nur dafs im 
erften Fall die Grundlinie AC 5 im iweyten AD gro* 
fser Ift; und mithin ift in beyden Fällen gleichmäfsig 

* w« CD2 — AD2 4- AC2 •* 2 AC X AD *♦ Fügt man nun 
0.U diefen gleichen Flächenräumen beyderfeits BD2 hin» 
ÏU j und fetit ftatt der Quadrate der beyden Katheten 

* ia. BD3 4-CD3 » das Quadrat der Hypötenufe» BC3 ** 
und
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und eben fo ftatt BD2 ~T AD2) AB2, fo erhält man 
BC2 = AB2 4- AC2 — 2 AC X AD. .

2) Ift a ein flumpfer Winkel, fo liegt das Perpen
dikel bd außerhalb beyder Schenkel*, (zwilchen den *lxgz 
Schenkeln des fpitzen Nebenwinkels) und fteht daher a* 2- 
nicht auf der Grundlinie ac felbft, fondern auf deren 
Verlängerung auf, die in Abficht des Punktes a entge- 
gengefetzt liegt. In diefem Fall ift alfo cd = ad-pac,

y
folglich cd2 = ad2 -j- ac2 -f- 2 ac X äd , und wenn 
man beyderfeits bd2 hinzufügt,

bc2 = ab2 4* ac2 2 ac x ad.

Folgerung t. Der Winkel A mag allo fpitz oder 
ßümpf feyn, fo wird in beyden Fällen das Quadrat der 
gegenüberftehenden Seite BC , durch die Summe der 
Quadrate der anliegenden Seiten AB, AC , und durch 
das doppelte Rechteck 2 AC X AD beftimmt, nur dafs 
diefes für fpitze Winkel abzuziehn, für ftumpfe 
hinzuzufügen ift. Die Ausfage für beyde Fälle lafien 
fich daher bequem in folgend^allgemeine zufämmen 
ziehn

BC2 = AB 2 4-AC2 + 2 AC X AD 
wo, wenn A fpitz ift, für den letzten Theil das obere; 
Zeichen, wenn A hingegen das untere Zei
chen gilt.

Ift A ein rechter Winke f fö mufs diefer Theil fort* 
fallen, damit wir die Ausfage des Pythagoreifcben Lehr, 
fatzes erhalten. In der That fallt dann das Perpendikel 
BD mit der Kathete BA zufämmen, daher dann kein

T
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Abfchnitt AD, mithin auch kein Rechteck AC X AD 
vorhanden ift,

Grade fo liegt der Abfchnitt AD, fo lange der 
Winkel A fpitz ift, mît der Grundlinie AC auf einer» 
ley Seite des Punktes A, hingegen wenn a ftumpf ift, 
auf der entgegengefetzten Seite , hat alfo in diefem 
■zweyten Fall eine entgegengefetzte Lage als im erftern, 
und von diefem Entgegengefetzten in der Lage des 
Abfcbnitts rührt es her, dals das Rechteck 2AC X AD 
in beyden Fällen auf entgegengefetzte Art vorkömmt, 
in jenem wegzunehmen, in diefem hinzuzufügen ift,

Anmerkung i, Diefes Entgegengefetzte in Abficfit der 
Lage, (es fey nun zweyer Linien, oder zweyer Winkel, u. L £) 
in Fällen, die fich fonft ganz gleich find, pflegt man in der reeb- 
wenden Geometrie durch die Benennungen pofitiv und negativ zu 
chaiakterifircn, indem man die Linien, Winkel u. f. f, weiche 
diefelbe Lage als in dem Fall haben, von dem man ausgeht, pc~ 

‘ßtive Linien, Winkel u. f. f. nennt; diejenigen hingegen, die 
auf entgegengefetzte Art liegen, negative Linien, Winkel u. f. f. 
In fo fern man fich dann blofs an den arithmetifchen Sinn der geo» 
nietrifchen Sätze und Formeln hält, und es lediglich mitZahlaus- 
drücken für ausgedehnte Gröfsen zu thun hat, kann man das, 
was durch diefes Entgegengefetzte in der Lage, in den Sätzen 
und Formeln abgeändert wird, nach den Regeln der Rechnung 
mit entgegengefetzten Zahlgröfsen, wie fie die Arithmetik ent
wickelt, beiirthcilen, wobey uns dicAusfagc für einen einzigen 
Fall genügt, hier z, B. für den Fall eines fpitzen Winkels, für 
den BC2, =-= AB3 + AC2 <—• s AB X AD ift. Denn mittelft des 
Begriffs negativer Grojsen, und den darauf gebauten Rcchnungs- 
regcln, liegt in diefer Formel zugleich die Ausfage für den Fall 
eines ftumpfen Winkels, für wejchen AD auf eine entgegenge. 
letzte Art als für den fpitzen Winkel liegt, folglich einen nega.
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liven Zahlwerth erhält, daher alsdann das fubtractive Produkt 
2AB X AD den Regeln der Rechnung gemäfs, in ein Additi; c$ 
übergeht» Allein diefes Zufawm enfaffen mehrerer Fälle, die in al* 
lein, bis auf dtis Em gegengefetzte in der Lage gewißer Linien t 
Winkel u. f. f, übereinfiimmen, in einen Einstigen , gehört ei
gentlich nicht hierher, fondera in die recinende Geometrie , wel
che eben dadurch fo manche geometrifche Unterfuchung, dia 
auf dem ofteriflven Wege, durch die Menge fdcher Pille feht 
weitläufig und langwierig wird, aufscrordentlich abkürzt und. 
erleichtert. Auf dem oftenfiven, eigentlich geometrifchen Wege, 
mufs man diefe Fälle einzeln betrachten, und für jeden die Aus- 
fage 'einzeln aufftellcn und darthua , Weil, wie gefagt $ der 
Kunftgriff, alle Auslagen in Eine durch den Begriff des Negati
ven zulammenzUfafTen, und aus ihr zu entwickeln, auf arithine- 
tifchen Gründen beruht, und der rechnenden Geometrie aus» 
fchliefslich eigen ift.

Darius folgt aber nicht, dafs man im Syftem dei*. Geomö*. 
trie aus folchen einzelnen Fällen auch einzelne Sätze machen muffe. 
Dadurch würde die Ueberficht und das Behalten viel zu| fehr cr- 
fchwert. Vielmehr mufs man fie, wenn ich nicht irre, auch hier 
als blofse Modificationen eines und deffelben Hauptfatzes unter 
einer allgemeinen Auslage zufammenftellen, die blos -, je nach
dem gewiffe Linien, Winkel u. f. £ eine entgegengeferzte Lage 
haben, nügneirt wird. Euklid, Le Gendre und falt alle andera 
Geometer pflegen fie zwar durchgängig als einzelne Sätze aufzu
führen, und machen fo z. B. aus den beyden Fällen diefes Lebt- 
fatzes , zwey verfchiedne Sätze. Weil t$er dadurch die lieber* 
ficht der Wiffenfchaft in der That nicht wenig geftörht ubd er- 
fchwert wird, fo glaube ich diefes für einen Fehler gegen die 
Methode halten zu muffen, den ich zu vermeiden durchgängig Be
dacht gCwefen bin» Diefe Zufämmenftellung gewährt überdem 
noch den Nutzen, dafs fie von felbft darauf führt, genau nach* 
tufehn, worin fich jedesmal die vcrfchiednen Fälle unterfchei*

T 2
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den’, und wie fie fich mittelft des Begriffs des Negativen unter 
eine Ausfage zufammenziehn, und aus ihr entwickeln laßen ; 
Uebungen , die ich dem Anfänger recht fehr empfehle , und 
durch die er fich in dein rechten Sinne und dem Gebrauch diefes 
für dieAnalylis und ihre Anwendungen fo wichtigen Begriffs £eit_ 
fetzen wird. Und zwar verfuche er das fogleich an Lehrfatz 10 
und bey den Folgerungen zu Lehrfatz 11, fo wie bey den fol
genden Lehrfätzen, bey denen ich hierauf nicht wieder zurück
kommen werde.

Was unfern Lehrfatz betrifft, fo umfafst er, wie wir gefehn 
haben, zugleich den Pythagoreischen Lehrfatz, als einen von drey 
Hauptf allen, und uehnt ihn mit gehörigen Modificationeu auf 
alle Arten von Dreyecken aus. Und zwar beruhen diefe drey 
Fälle unmittelbar auf der Befchaffenheit und Lage des Abfchnitts 
AD., welcher den Abftand des Perpendikels BD vom Winkel
punkte A beftimmt, und folglich mittelbar auf der Befchaffen
heit des Winkels A. Je nachdem diefer Winkel A fpitz , ftumpf 
oder recht ift, fällt das Perpendikel ED und zugleich der Ab- 
fchnitt AD, entweder auf die Seite des Punktes A, auf weither 
dis Grundlinie AC des Dreyecks liegt, oder auf die entgegengei
fetzte Seite , oder in den Punkt A felbft hinein. Und das macht 
die Verfchiedenheit der drey Fälle aus, und begründet die Ver- 
fchiedenheit in der Ausfage des Satzes. Dafs indefs felbft diefer 
fo verallgemeinerte Satz fich wiederum nur als einen befondern 
Fall eines noch allgemeinem Satzes über das Dreyeck anfehn 
laffe; davon wird uns Lehrfatz 15 überzeugen.

Folgerung 2. Fällt man aus beyden Endpunk
ten der Seite BC auf die gegenüberftehenden Seiten 
des Dreyecks ABC, oder auf deren Verlängerungen» 
Perpendikel BD, CE; fo ift, unferm Lehrfatz zu Fol
ge, fowohl BC2 = AB2 4 AC2 + 2 AC X AD als auch 
BC» = AB2 -4 AC2 + 2 AB X AE ; wo in beyden Fäl
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len das obere oder das untere Zeichen gilt, je nach
dem A fpitz oder ftumpf ift. Mithin mufs in jedem 
Dreyeck , der Winkel A fey fpitz oder ftumpf, 
AC x AD = AB X AE feyn, und folglich auch AC : AB 
= AE:AD*.

Zieht man durch den Durchfchnittspunkt der bey
den Perpendikel BD, CE die grade Linie AF, fo fleht 
auch diefe auf der gegenüberftehenden Seite BC fenk
recht *; daher gleichfalls BC x BF «= BA X BE und * II. 2;. 
CA X CD = CB x CF ift, und fich auch verhält BC ; BA Z* 2‘ 

— BE : BF und CA : CB = CF ; CD.

Perpendikel auf den Winkelpunkten eines Dreyecks au f 
die gegtnüberfiebenden Seiten gefallt* durchfchneiden diefe 
folglich fo, dafs je zvpey Rechtecke. welche aus einer Seite. 
and demjenigen Abfchnitt derfelben, der an beyder Seiten 
Durchfchnittspunkt anliegt , ßen gleich find', oder dafs 
je zweyer Seiten Abfchnitte, die an denifelben Winkelpunk. 1 
te liegen, fich verkehrt wie die Seiten verhalten *, * e.

Folgerung $. Für einen fpitzen Winkel'A ift 
das Rechteck 2 AC x AD = AB2 -j- AC2 —- BC2 • für 
einen ftumpfen Winkel a hingegen 2 ac X ad = bc2 
— ab2 ac2. Für beyde wird alfo diefes Rechteck 
durch die Quadrate der Seiten auf gleiche Art gegeben, 
nur dafs im erftern BC2kleiner, im zweyten bc2 gröfser 
ift, als die Quadrate der beyden andern Schenkel zu- 
fammengenommeno
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'Jeder der einzelnen Abßhnitte, t. B. AD, wird mit
hin durch die drey Seiten des Dreyecks \ folgendermafsen 
, n. t ATX AB2 + AC2 — BC2 beftunmt, AD = ----------------—----- - und

2 AC 
bc? — al>2 — ac2 , ..

ad — ---------------------- ; Ausarucke, welche, je nach-
2 ac

dem man den geometrifchen oder den arithmetifchen 
*4>Z, Sinn der Zeichen nimmt *, verfchieden zu überfetzen 

find. Dem geometrijchen Sinn gemäß verlangen fie, dafs 
' man erfiens ein Quadrat, welches den ^Quadraten von

AB, AC zufammengenommen gleich , und zweytens 
«in Quadrat welches dem Unterfchiede zwifchen die- 
fern und dem Quadrat von BC gleich fey, bilde, und 
diefes dritte Quadrat in ein Rechteck,’ das 2 AC zur 
Grundlinie hat, verwandle, (wozu man'die Methoden 
Unter den Aufgaben am Ende diefes Buches fndet) um 
den Abfchnitt AD, als die Höhe diefes Rechtecks zu 
finden. Nach dem arithmetißhen Sinn genommen , er
hält man, wenn man die Zqhlwerthe der Seiten auf die 
Art , wie die Formel es ausfagt,' zufammen nimmt, 
den Zahlausdruck des Abfchnkts AD , der für die 
Trigonometrie, wenn man aus den Zahlausdrücken der 
drey Seiten des Dreyecks den des Winkels A fucht, 
und fürLehrf 20. von Wichtigkeit ift.

Aus AD und BC findet fich endlich geometrifch 
' is.f.i. fbwohl als arithmetifçh das Perpendikel AD *, und 

aus dem Zahlwerth deflelben der Inhalt des Dreyecks 
• $ ÀBC*, der alfo auf diefe Art aus dem Zahlwerth der 

drey Seiten gefunden ift. Indefs werden wir im ; fol, 
çenden Buchs dazu einen bequemem Weg finden.
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Folgerung 4. Endlich werden die an dem Win
kel A anliegenden Seiten des Dreyecks ABC durch folgende 
Ausdrücke gegeben. Erfiens die Seite AB, auf welcher das 
Perpendikel nicht fleht, durch AE2 = BC2 — AC2 ± 
2 ACX AD. Zweytcns die Seite AC, auf die das Per
pendikel gefallt ift , durch AC2 + 2 AC X AD = 
BCZ — AB2 , ( folglich der Zahlausdruck derfelben 
durch eine unreine quadratische Gleichung,) wo wie
derum das obere oder das untere Zeichen gilt, je nach
dem A fpitz oder ftumpf ift.

Aus der zweyten Formel folgt, dafs
AC x (AC T 2 AD) = BC2 — AB2 ift *. Theilt man * E‘ # 
daher die Grundlinie des Dreyecks, AC, im Punkte 
O in zwey gleiche Theile, da denn AC X (AC + 2 AD ) 
gleich AC x(aAO 72 AD) gleich 2 AC X OD wird, 
und zwar fowohl für fpitze als für ftumpfe Winkel; 
fo ift 2 AC X OD = BC2 — AB2; ein fehr brauchba
rer Satz, den wir weiter unten nochmals als befon- 
dern Lehrfatz aufftellen, und noch auf andre Art her
leiten werden *.

Folgerung 5. Iß das Dreyeck ABC gleicbfchenk- 28* 
lig, A die Spitze, BCdie Grundlinie, und AF das Perpen
dikel auf die Grundlinie, fo wie BD das Perpendikel 
auf den Schenkel AC (folglich AB = AE, Bf’ = | BC * 
und die Winkel an der Grundlinie B, C nothwendig 
fpitz*) fo ift, dem hier Bewiefenen gemäfs * E 31«
a) BC2= 2 AC2 + 2 ACxAD* — 2 AC X (AC 7 AD) * (f,

= 2 AC x CD * , E
A fey fpitz oder ftumpf, da im erftern Fall das obere, 
im zweyten das untere Zeichen gilt. Und das ift aller*
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f. s. dings richtig, da CA X CD = CB X CF * und CF = f CB 
ift.

f- 3- /3) AD = 2 AC2 — BC2 . , --------------- und ad —
2 AC

bc2 — 2 . ac2 *
2. ac

Anmerkung 2. Folgenden eleganten Beweit, welcher bey- 
de Fälle unfers Lehrfatzer, ganz nach der Art , wie wir den 
Pythagoreifchen Lehrfatz bewiefen haben, und zwar unabhängig 
von diefem, darthut, halte ich der Mühe werth»hierher aus Gre
gor von St. Vincenz (I. 44. u. 45) zu übertragen, obgleich er fich 
auf einen Satz über die Sehnen ftützt, den wir erft weiterhin be- 

• 22. weifen werden *, indem diefer Hülfsfatz fich auch' leicht unmif 
Fig. 32, telbar aus Lehrfatz 7 ableitcn läfst. Unfre Figur (teilt zwar nur 

den Fall des (tumpfen Winkels dar, reicht aber hin fich daran 
auch den Fall des fpitzen Winkels zn denken, der nur wenig 
verfchieden ift, und für den jeder fich leicht felbft eine Zeich
nung entwerfen wird.

Man befchreibe über die drey Seiten des gegebnen 
Dreyecks ABC Quadrate AH, AI, BG, und über die 
Grundlinie BC, als Durchmefler, einen Halbkreis. Je 
nachdem nun der Winkel A recht, fpitz, oder ftumpf 
ift, fällt der Winkelpunkt A auf die Kreislinie, oder 

*U^,atifserhalbt oder innerhalb des Kreifes *. In den bey- 
i,u. _6. jen jetztern Fällen wird alfo die Kreislinie entweder 

von den Schenkeln , oder von deren Verlängerung , in 
den Punkten P, Q durchfchnitten , und zieht man 
durch diefe Durchfchnittspunkte die graden Linien 
CPM, BQN, lo lind P , Q als Winkel im Halbkreife, 

*1123X2 Rechte *, folglich BPMH und CQNI Rechtecke, fo wie 
auch APML, AQNK. j und zwar find diefe letztem 
Rechtecke, jenes aus den Linien AP, AB, diefes aus 
AQ, AC befchrieben, alfo (da BP, CQ Sehnen find,
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die fich in einem Punkte A durchfchneiden,) vermöge 
der Natur des Kreifes gleich *. Theilt man nun, * s2. 
wie beym Beweife des Pythagoreifchen Lehrfatzes, das 
Quadrat über der Grundlinie BC durch das Perpendi
kel AE in zwey Rechtecke, und zieht AG, BI; fo ent- 
ftehn zwey Dreyecke AGC, BIC, welche, jenes mit 
dem Rechteck DG, diefes mit dem Rechteck CN über 
gleicher Grundlinie und zwifchen gleichen Parallelen 
ftehn, folglich halb lo grofs als diefe Rechtecke find *. *2, *• 
BeydeDreyecke decken fich aber, find alfo gleich, und 
folglich haben auch die Rechtecke DG und CN glei
chen Inhalt. Grade fo thut man dar, dafs auch die 
Rechtecke DF und BM gleichen Inhalt haben. Folg
lich ift BC2 = Recfitk. CN + Kechtk. BM oder BC2 
= AC2 + AC x AQ -f- AB2 + AB x AP ; und da die 
beyden Rechtecke gleich find,

BC2 = AC2 4- AB2 T 2 AC x AQ
wo das untere Zeichen gilt, wenn A ftumpf, das obe
re wenn A fpitz ift, und wo man ftatt des letztem 
Rechtecks auch das Rechteck + 2 . AB x AP fetzen 
kann. d. U»

[LEHRSATZ I4.]

Ein Dreyeck ABC iß bey A rechtwinklig, fpitz- 
winklig oder ßumpfwinkiig, je nachdem das Quadrat 

Fig. 30.

der Seite BC, welche diefem Winkel gegenüberßeht, 
den Quadraten der beyden Seiten AB, AC, welche 
den Winkel A einfchliefsen , zujami ne n genommen 
gleich iß oder kleiner, oder grofser iß, als diefe bey
den Quadrate,
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Denn gefetzt es ift EC2 = AB2 4* AC2, und doch 
wäre A kein rechter , fondera ein fpitzer oder eia 
ftumpfer Winkel , fo müfste zugleich auch BC2 = 

* J3* Aß2 -k AC2 T 2 AC X AD feyn *, welches' der Vor« 
ausfetzung widerfpricht.

Eben fo müiTen , wenn BC2 = AB2 4~ AC2 + 
2 AC X AD ift, und der Winkel A wäre nicht im Fall 
des ober«Zeichens fondera recht oder ftumpf, und 
nicht im Fall des untern Zeichens ßumpf fondera recht 
oder fpitz, vermöge der beydea vorigea Lehrfatze zu
gleich BC2 = AB2 4- AC2 oder BC2 «= AB2 4- AC2 ± 
2 AC x AD feyn, welches ebenfalls derVorausfetzung 
widerfpricht.

Zufatz. Achnliche 'Kriterien um aus der Gröfse 
der drey Seilen eines Dreyecks ABC, und eines der 
Stücke, welche durch die Perpendikel aus den Spitzen 
auf den gegcnüberftehenden Seiten abgefchnittcn wer
den , z« biurmâla:, ob ein bejiimmter Winkel A des Drcy» 
ecks, rech^ fpitz oder ftumpf iß, geben die Formeln in 
Lehrfatz 13 Folgerung 3 und 430 die Hand, fo wie 
Folgerung 5 Merkmale , wonach fich aus der Gröfse 
der Seiten beurtheilen läfst, ob ein Dreyeck gleich* 
fcbevkiig ift, oder nicht,

[le h r s a t z 15.]

Vig. 3E IBe/w man über zwey Seiten AB, AC eines Drey
ecks ABC zwey Parallelogramme ABDE, ACFG, 
unter beliebigen Winkeln, und vwn beliebiger Gröfse 
und Lage bejckreibt, die Seiten derfelben, welche den
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Seiten des’ Dreyecks gegen Überdehn -, bis zu ihrem 
Dur chfchnirt spun kte H verlängert, und durch diefen 
und die Spitze des Drey ecks die grade Linie HAK 
zieht

fo ift, wenn diefe Linien die Grundlinie BCfclbft 
fchncidet, die Summe; wenn fie hingegen die Ver
längerung der Grundlinie fchneidet, der Unterfchied 
der beyden Parallelogramme über AB und AC, einem 
ParaSelogrammeBCyL gleich, welches über die drit
te Seite BC des Drey ecks fo befchrieben wird, daft 
dejfen zweyte Seile der Linie HA gleich und paral
lel ift.

Zieht man durch die Endpunkte der Grundlinie 
BC, ^parallel mit KH, zwey grade Linien, welche 
die Linien DE, FG, in den PunktenL und M, durch- 
fchneiden, fo find die Vierecke ABLH, ACMH, Pa
rallelogramme, da fie der Construction gemäfs, durch 
Parallelen zwifchenParallelen gebildet werden*. Und* 34- 
zwar ftehn diefe Parallelogramme mit denen', welche 
über die Seiten AB, AC befchrieben find, auf gleicher 
Grundlinie und zwifchen gleichen Parallelen, haben 
alfo mit ihnen gleichen Inhalt *. * Ir

In ihnen find die gegenüherftehenden Seiten BL, 
AH,und CM, AH, mithin auch DL und CM, gleich. 
Da diefe Linien überdem der Conftruction gemäfs pa
rallel laufen, fo ift CBLM ein Parallelogramm *, und * I. 3^ 
■zwar einParallelogramm, welches aus den Linien BC 
und AH, letzterer in paralleler Lage mit KH 5 be
schrieben iß.
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Ueberdem bildet die Linie HK mit den Seiten die
fes Parallelogramms, oder deren Verlängerungen, eben
falls zwey Parallelogramme LK, KM, welche mit den 
Parallelogrammen BLHA, CMHA , über gleichen 
Grundlinien BL, CM, und zwifchen gleichen Paraile* 

* i» len ftehn, folglich gleichen Inhalt haben *.

Diefe letztem hatten aber mit den Parallelogram
men ABDE und ACFG gleichen Inhalt. Alfo ift das 
Prlgr. ABDE = Prlgr. LK und Prlgr ACFG = Prlgr. 
MK.

Durchßhneidet nun die Linie AK die Grundlinie des 
Dreyecks BCßlbß^ fo ift das Parallelogramm- über BC 
die Summe der beyden Parallelogramme MK, LK, 
folglich

Prlgr. AÇVG -}- Prlgr. ABDE = Prlgr. BCML;
'iid dann ift diefes letztere Parallelogramm unter Win

keln LBC = B -f- BAK und MCE = C CAK be
fchrieben.

Durchßhneidet dagegen die Linie AH die Verlängerung 
der Grundlinie in einem Punkte K, fo ift das Parallelo
gramm über BC der Unterfchied der beyden Parallelo- 
grammeMK, LK, folglich

Prlgr. ACFG — Prlgr. ABDE = Prlgr. BCML; 
und dann lind die Winkel, worunter das letztere Pa- 
rallelogramm befchrieben ift, LBC = B—BAK und 
MCB = C — CAK.

Z u fa t z. Im Fall die beyden Parallelogramme, wel
che man über die Seiten AB-, AC des Dreyecks, ABC 
befchreibt, Quadrate lind, geht die Auslage diefes Sat-
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tes, für rechtwinklige Dreyecke in den Pythagoreifchen 
Lekrfitz *, und für fchiefwinkiige in die allgemeinere * 12« 
Ausfage des 13fr» Lehrfatzts filier. In diefem Fall ift 
nemlich das dritte Parallelogramm über BC, welches 
jenen beyden gleich ift, beym rechtwinkligen Drey- 
®ck auch ein Quadrat, bey fchiefwinkligen hingegen 
ein Parallelogramm, das um zwey Reihtecke, wie fie 
Lehrfatz 13 angiebt, gröfser oder kleiner als das Qua
drat über BC ift. Diefes lafst fich leicht niittelft fol
gendes Lemmas zeigen.

Hülfsfatz. Befchreibt man über eine der Katheten F’j 54. 
eines bey A rechtwinkligen Dreyecks ABC, z. B. Uber ACt 
ein Quadrat, verlängert die Seite deffelben, welche der 
Kathete gegenüberßeht, and zieht durch die Spitzen des 
rechtes Winkels and des Winkels C, fenkrecht auf der Hy» 
potenufe, bis an jene Seite oder deren Verlängerung, die 
graden Linien KAH und CM ; fo find AH und CM beyde der 
Hypotenufe des gegebnen rechtwinkligen Dreyecks gleich.

Denn vermöge diefer Conftruction find erftens 
CMAH Parallelen zwifchen Parallelen, alfo CM — AH*. • r , 1» 5t” 
Zweytens find BAC und F rechte Winkel; eben lo 
BCM und ACF , weshalb der Unterfchied derfelben 
vom Winkel ACM, d. h. die Winkel BCA und MCE 
gleich feyn müflen. Endlich find, als Seiten eines 
Quadrats, AC und CF gleich. Folglich decken fich 
die beydenDreyecke ABC, FMC *, und es ift allemal * 1. 7. 
FM = AB und CM = BC , oder AH und CM find 
der Hypotenufe des rechtwinkligen Dreyecks gleich»
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l'tD ger ting j. Werden folglich in einem recbi- 

ttùikligcn Dreyeck über beyde {Katheten Quadrate AF» 
AD befchrieben, und auf den Endpunkten der Hypo- 
tenufe Perpendikel BL, CM errichtet, welche die den 
Katheten gegenüberftehendcn Seiten der Quadrate, odec 
deren Verlängerungen, in LundM durchfchneiden, fo 
find diefe Perpendikel beyde der Hypotenufe BC 
gleich, und folglich ift BCML ein über der Hypote
nufe befchriebnes Quadrat. Ueberdem durchfchnei* 
det das Perpendikel KA jede diefer beyden Verlänge
rungen in einem Punkte H fo, dafs für die eine AH 
gleich CM, für die-andre AH gleich BL, mithin für 
beyde gleich ift, folglich in dem gemeinfchaftlichen 
Durchfchnittspunkte beyder Verlängerungen. Da nun 

? i?« überdem AH mit BL und CM parallel läuft, fo ift * 
das Quadrat über der Hypotenufe EC, den Quadraten 
über den beyden Katheten zufammengenommen gleich, wi© 
diefes der Pythagoreifche Lehrfatz ausfagt,

Fig-35» Folgerung 2. Werden in einem fcbiej^inklige» 
Dreyeck ABD, über zwey Seiten AB, AC Quadrate AD» 
AB' befchrieben, und man fällt aus den Endpunkten 
der dritten Seite BÇ auf die gegenüberftehenden Seiten 
Perpendikel CP, EQ, und befchreibt über die Seiten 
BP, CQ Quadrate, BPed, und CQgf, fo gilt auch 
für diele Quadrate unfer Lehnfatz, indem vermöge die
fer Conftruction BCP undBCQ rechtwinklige Dreyecke 
find, welche BC gemeinfehaftlich zur Hypotenufe haben. 
Errichtet man folglich aufB undC die Perpendikel Bl 
Cm, welche bis an die Seiten diefer letztem Quadrate, 
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oder ihre Verlängerungen reichen, fo ift jedes diefer 
Perpendikel der Hypotenufe BC gleich , alfo auch in 
diefern Fall BCml das Quadrat über der dritten Seite BC» 
Zugleich mufs auch in diefem Fall;das Perpendikel KA 
lieh mit den Seiten, welche den beyden Katheten ge
genüber ftehn, in demfelbcn Punkte h fchneiden, weil 
diefes Perpendikel, fowohl mit AB, Bl, lh, als auch 
mit AC, Cm, rnh, Parallelen zwifchen Parallelen bildet, 
folglich für beydeSeiten gleiche Länge Bl = Cm hat. 
Mithin ift nach Lehrfatz 15 BCq = Rechtk. Ad 
Rechtk. Af. Nun aber ift Kechtk. Ad = AB2 + AB 
X AP * und Rechtk. Af = AC2 + AC X AQ, wo das *8.Z.3. 
untere Zeichen gilt, wenn A (wie in Unl'rer Figur) 
ftumpf, das obere wenn A fpitz ift, (für welchen Pal/ 
man fich die Figur leicht felbft zeichnen wird). Ueber-
dem findBQPC Punkte in einem Halbkreife *, und *2j.Z.a. 
folglich AB X AP = AC X AQ der Natur der Sehnen 
gemäfs*. Mithin ift BC2 = Aße ~F AC2 +2 AB x AP, * 2Zt 
wie diefes Lehrsatz 13 ausfa^t,

Anmerkung. Der intreflante LehrfdtZ, von dem, wie 
wir fehn, die Sätze von den Quadraten, welche über Seiten ei
nes Dreyecks befchrieben find , nur einen belbndein Fall aus- 
fagen, kömmt im Wefentlichen fchon bey Pappus, an der Spitze 
des vierten Buchs feiner mathematifchen Sammlungen vor (Col
lectiones mathematicae lib. 4. pr. i, ) und wird vom altern Gi- 
ftillon in den Schriften der Berliner Akademie der Wiffenfshaf- 
ten (Proportions de Géométrie er de Trigonometrie élémentaire, 
démontrées d’une maniéré nouvelle. Mein, de Berlin An. 1766, 
p. 354*) auf cine ähnliche Art wie hier behandelt. '

4» V,
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[LEHRSATZ 16.]

F>g*36* i. Ein Perpendikel, welches aus einem der Eck. 
punkte eines Dreyecks, z. B. aus A, auf die gegen- 
überßehende Seite BC, oder deren Verlängerung gefallt 
wird , fchneidet diefe fo, dafs der Unterfchied der 
Quadrate aus beyden Abjchnitten BD, DC, dem Un- 
terfchiede der Quadrate aus den beyden andern Seiten 
des Dreyecks, AB, AC, gleich iß ( BD2— DC2 
= AB2 — AC2 f und zwar liegt ßets der größere 
Abßhnitt BD an dem grojsern beyder Schenkel AB 
an.

I, Da nach dem Pythagoreifchen Lehrfatze AB2 
= AD2 4- BD2 und AC2 = AD2 -f- CD2 ift , fo mufs 
auch, wenn man Gleiches von Gleichem abzieht, AB2 
— AC2 = BD2 — CD2 feyn, wie diefes der erfte Theil 
des; Lehrfatzes ausfagt; und dabey kömmt es auf die 
Befchaffenheit der Winkel weiter nicht an. Ift der Schen
kel AB gröfser als AC, fo mufs folglich auch der an 
diefem Schenkel anliegende Abfchnitt BD der Grund
linie, der rgröfsere feyn.

2. Da der Unterfchied zweyer Quadrate dem Recht
eck aus der Summe und dem Unterfchiede ihrer Seiten 

gleich

2. Und theilt man die GrundlinieBC im Punk* 
te 0 in zwey gleiche Theile, fo iß der Unter/chied der 
Quadrate aus beyden Schenkeln AB, AC gleich dem 
doppelten Rechteck aus der Grundlinie und aus dem 
Abßande des Perpendikels AD von der Mitte der 
Grundlinie; oder AB  — AG  = 2 .BC^ DO. 2 2
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gleich ift*, fo folgt aus dem eben Bewiefenen, dafs * ix. 
AB2 — AC2 = (BD^ CD) X (BD — CD) ift. Nun 
ift im fpitzvoinkligen Dreyeck die Summe, im fttimpf- 
uinkligen der Unterfchied der beyden Theile BD, CD 
der Grundlinie BC des Dreyecks gleich. Halbirt man 
überdem die Grundlinie im Punkte O, und trägt OE 
gleich OD auf, fo ift auch BE gleich DC *, folglich’Gr. a/3 
im fpitzwinkligen Dreyeck der Unterfchied der Linien 
BD, DC gleich BD — BE = DE = 2 DO, imflumpf* 
ïPwH/ge»Dreyeck dagegen die Summe der Linien BD, 
DC gleich BD ~f-BE = DE = 2, DO. Mithin ift im 
fpitzwinkligen Dreyeck fowohl als 'im ftumpfwink- 
ligen

AE2 — AC2 = 2 . BC x DO.
Und diefe Ausfage gilt auch für das bey C rechtwink, 
lige Dreyeck, für welches C und D zufam nenfallen 
und 2 DO X BC = BC2 ift ; mithin für jed^s Dreyeck. 
Eine Allgemeinheit, in der wir diefenSa-^ fchon wei
ter oben unter den Folgerungen aus Lt^ufatz 13 ken
nen gelernt haben *. *13. £4.

Folgerung. 1. Da nach <km erften Theil des 
Lehrfatzes, für jedes Dreyeck AB7 — AC2 — BD2 DC2 
ift, fo mufs auch 5 wenn man beyderfeits AC2;,-]- DC2 
hinzufügt, AB2,4- CD2 = Ac2 + BD2 feyn. In jedem 
Dreyeck find alfo die Quadrete der beyden Schenkel, jammt 
den Quadraten der ihnen gegenüberflehenden Abfchnitte der 
Grundlinie, die durch ein Perpendikel aus der Spitze ge. 
bildet werden, untereinander gleich.

U
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Frg. 37* Folgerung 2. Eine grade Linie CG, welche man 
aus dem Scheitelpunkte C eines der fpitzen Winkel 
des bey A rechtwinkligen Dreyecks ABC, nach der ge- 
c-enüberftehenden Kathete, oder nach deren Verlängerung 
mllkührlicb zieht, theilt diefe folglich fo, dafs CB2-f- 

CG2 d" AB2 oder CB- f- Ag2 = Cg2-{-~AB2 ift» 
(Gregor von St. Vincenz I. 41.)

Fi0-» 3^* Folgerung 3. Da nach dem zweyten Theil des 
Lehrfatzes in jedem Dreyeck der Unterfcbied der Qua
drate zweyer Seiten , AB2 — AC2 , dem Rechtecke 
2 BC X DO gleich ift ; fo mufs in allen Dreyecke», wel- 
ehe über derfelben Grundlinie BC ftehn , und für welche 
der Cnterfchied der Quadrate aus beydenSchenkeln AB, 
AC derßlbe, folglich einem gegebnen Flächenraume 
F gleich ift (AB2 — AC2 = F,) auch DO von einerley Grö-

Fßefeyn, (DO = ——■ ). In .allen diefen Dreyecken

fteht folglich ans Perpendikel, welches aus der Spitze 
auf die Grundlinie gefallt wird, vom Mittelpunkte der 
Grundlinie O gleich weit ab, und da für alle diefe 
Dreyecke der Punkt C derfelbe ift, fo müßen ihre Spit
zen insgefammt in dafelbe Perpendikel auf BC fallen,

. . . . Fwelches um die beftimmh Linie OD = ------ von der 
2 BC

Mitte der Grundlinie abfteht. Diefes Perpendikel iß mit
hin der geometrifc he Ort des Dwchfchnittspunktes zweyer 
grader Linien, welche von den gegebnen Punkten B und C 
aus gezogen , ftch fo durchfchneiden, dafs der Unterfcbied

•LE. ai» ^brer Quadrate einem gegebnen Fliiciunvaum F gleich iß * 
Oder es ift der geometrifche Ort für die Spitzen eines
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Dreyecks, von welchem die GrundlinieBCund derUn- 
terfchied der Quadrate aus den beyden Schenkeln, d. i. 
F, gegeben ift. Verwandelt man diefen Flähenraum 
F in ein Rechteck, welches über 2 BC als Grundlinie 
fteht *, fo giebt die Höhe diefes Rechte'cks den Ab- 
ftand DO; und jeder Punkt A in dem Perpendikel, wel
ches auf BC in der Entfernung DO von der Mitte der 
Grundlinie errichtet wird, giebt als Durchfchnittspunkt 
zwey grade LinienBA, CA, oder als dritter Eckpunkt 
ein Dreyeck ABC, defl’en Schenkel die verlangte Befchaf- 
fenheit haben. Diefes Perpendikel fallt innerhalb oder 
aufserhalb des Dreyecks,oder auf dem SchenkeLCB, je 
nachdem der gegebne Flächenraum F kleiner, oder grö- 
fser als AB2, oder diefem Quadrate gleich ift.

Anmerkung;. Unfer Lehrfatz, der bey Euklid fehlt, ift 
das el fte Lemma, und die Ausfage dçr dritten Folgerung der erfte 
Satz im Zweyten Buche von Apollonius ebnen Oertern ; auch eben 
dafelbft der erfte Fall des vierten Satzes. d. U.

[Lehrsatz 17.]

I. Wenn man in einem Dreyeck ABC von einem Fig. 3$ 
.der Winkelpunkte, z. B. von A, eine grade Linie AO 
nach dem Punkte 0 in der Mitte der gegenüber- 
flehenden Seite BC zieht, fo ifi allemal AB2 4- AC* 
= 2 AO* 4- 2 OC2.

Fälle von A auf die gegenüberftehende Seite das 
Perpendikel AD- Wie diefes auch liegen möge, fo 
theilt allemal die Linie AO das gegebne Dreyeck in 
zwey Dreyecks AOB, AOC, welche, je nachdem die«

U 2
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fe h&lbîrende Linie auf BC fenkrecht oder fchief auf- 
fteht, entweder beyde bey 0 rechtwinklig, oder das eine 
bey O ftumpfwinklig , das andre fpitzwinklig ift. 
Im erflen Fall (der ein gleichfchenkliges Dreyeck, def- 

I2-Z-fen Spitze A ift, vorausfetzt *,) fallen die Punkte O 
und D zufammen, und es ift AE2 4~ AC2= 2 AC2 = 

* I2, 2 AO2 2 OC2 * , wie der Lehrfatz ausfagt. Ift im
zweyten Fall AOB der ftumpfe, AOC der fpitze Winkel» 
fo lieht in dem beyO spitzwinkligen Dreyeck, dem Win
kel O die Seite AC gegenüber, und aus A ift auf OC 
das Perpendikel AD gefällt, folglich ,

*13. (1) AC2 = AO2 4- OC2 — 2 OC X OD *;
(eine Auslage, die für den Fall, dafs C ein rechter 
Winkel ift, folglich AD mit AC zufammenfällt, und 
OD in OC übergeht, fich in diefe, AC2 = AO2 — OC2 
verwandelt.) In dem bey O ßumpfwinkligen Dreyeck 
AOB, wo der Schenkel AB dem Winkel beyOgegen- 

* (4 dberftcht » ift AB2 — AO2 -f OB2 4- 2 OB x OD *, oder,
weil nach der Vorausfetzung OB gleich OC ift,

AB2 = AO2 + OC2 ft- 2 OC x OD
(eine Ausfage, die falls bey C ein rechter Winkel, und 
OD gleich OC ift, in djefe übergeht, AB2 = AO2 4~ 
3 OC2). Es ift daher auch in diefem zweyten Fall

AB2 ft-AC2 = 2 AC2 4- 2 OC2
es fey bey C ein fchiefer oder ein rechter Winkel. Die 
Ausfage des Lehrfatzes gilt alfo für jeden möglichen 
Fall.

Fin andrer viel kürzerer Beweis diefes Satzes läfst 
fich unmittelbar aus Lehrfatz 11. Folgerung 2. ableiten. 
Denn da vermöge der Conftruction, die Grundlinie 
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BC des Dreyecks, inO gleich, und in D ungleich ge- 
theilt ift, fo ift BD2 4- DC2 = 2 CO2 4 2 OD2, folglich, 
wenn man beyderfeits 2 AD hinzufügt, dem Pytha- 
goreifchen Lehrfatz gemäfs, AB2 4~ AC2 = 2 AO2 4~ 
2 OC2. — Umgekehrt kann man aus dem letztem 
Satze den erftern ableiten , wenn man für ihn noch 
einen andern Beweis, als den oben * mitgetheilten *u,f.3. 
wünfcht.

Folgerung i. Für alle Dreyecke, wie ABC, wel
che über derfelben Grundlinie BCftehn, ift die Hälfte die
fer Grundlinie, OC, allo auch 2. OC2 von gleicher 
Grüfte *. Diejenigen unter diefen Dreyecken, für wel- #E. 5. • 
ehe überdem noch die Quadrate der beyden Schenkel AB, 
j^C einerley Gröfse haben, alfo AB24~AC2 = F, d. h. ir
gend einem gegebnen Flächenraum gleich find, müf- 
fen folglich allefammtjlb befejhaffen feyn , dafs ihre 
Spitze A von dem Mittelpunkte der Grundlinie 0 gleich weit 
abßehn. Denn da unferm Lehrfatz gemäfs für fie alle 
AB2 4" AC2 = 2 AO2 4~ 2 OC2 ift , fo ift in jedem 
diefer Dreyecke 2 AO2 = F — 2OC2, mithin 
AO=/(fF—OC2), alfo AO für alle von gleicher 
Gröfse. Folglich ift eine um den Mittelpunkt der 
Grundlinie BC, mit einem Halbmefler, deflen Zahl
ausdruck f F— OC2) ift, befchriebne Kreislinie, der 
gewtetrifclie Ort für die Spitzen aller Dreyecke, welche über 
derfdben Grundlinie BCftehn, und für tvelche die Summe der 
Quadrate aus den beyden Schenkeln gleiche Gröfse hat. 
Oder fie ift der geometrifcheOrt für die Aufgabe, welche 
verlangt, von zwey gegebnen Punkten B,' C aus, zwey grade 
Linien zu ziehn f die fich in einem Punkte A Jo durchfcbnei»
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den, dafs ihre Quadrate zufammengenommen einem gegeb- 

f 3. nen ^cbenraum gleich find*. Den Halbmefler diefer 
Kreislinie findet man aus den gegebnen Gröfsen F und 
BC geometrifch , wenn man nach Anleitung der 
Aufgaben tu Ende diefes Buchs , die Figur F in 
ein gleichgeltendes Rechteck , und die Hälfte 
deflelben in ein Qua^rat verwandelt, und dann die 
Seite des Quadrats fucht, welches dem Unterfchiede 

des erftern Quadrats von gleich ift.2
39« Folgerung 2. Nimmt man umgekehrt auf dem 

Durchmeffer eines gegebnen Kreifes, oder auf def en Verlän
gerung , zu entgegengefetzten Seiten des Mittelpunkts , in 
gleicher Entfernung von demfelben , zwey Punkte B, C ; fo 
iß die Summe der Quadrate je zweyer Linien BM, CM, 
die man von diefen Punkten nach einem Punkte M in der 
Kreislinie zieht, für jeden folcben Punkt von gleicher Gio- 
Jse, Eine artige Eigenfchaft der Kreislinie, welche 
wenn man MO zieht, unmittelbar aus unferm Lehr- 
fatz folgt.

Sie ftellt uns jedoch nur den einfachften Fall einer 
viel allgemeinem und weiter greifenden Eigen}chaft der 
Kreislinie dar, die grade fo aus der Verallgemeinerung 

Î 2®. unfers Lehrfatzes *, wie die hier entwickelte aus die- 
fem Lehrfatze felbft fliefst, und von der man gleich 
nach den Anwendungen des gegenwärtigen Lehriatzes 

•jS.u.iç auf das Parallelogramm und Trapez ♦, nach demBeweife 
jenes verallgemeinerten Satzes, einiges finden wird.

^49 Zufatz I. Werden alle Seiten eines Dreyecks ABC 
durch grade Linien aus den gegenüberßebenden Winkelpunk- 
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ten, AD , BE, CF halbirt, fo ift die Summe der Quadra* 
te über diefe Linien, gleich g von der Summe der Quadrate 
aus den Seiten des Dreyecks. Denn da das doppelte Qua
drat aus der Hälfte einer Linie, z.B. 2BD2, der Hälfte 
des Quadrats aus der ganzen Linie» | BC2, gleich ift, 
fo ift unferm Lehrfatz gemäfs

AB2 4-AC2 — #BC2 = sAD2 
AB24-BC2 — JAC2=2BE2 
AC2 4- BC2 — I AB2 = 2 CF2 

folglich J (AB2 4- AC2 4- BC2 ) = (AD2 + BE2 4“ CF2)

Zufatz II. Ift ABC ein fchiefwinkliges Drey-Fig’ 
eck, fo ift das Quadrat der Seite AB, kleiner oder grö'- 
fser als die Summe der Quadrate der beyden andern 
Seiten AC, BC*. Dann mufs es folglich auf der Seite • 13, 
AB, oder auf deren Verlängerung, einen Punkt O ge
ben, der auf ihr zwey Stücke AO, BO abfchneidet, 
deren Quadrate zufammengenommen den Quadraten 
der beyden andern Seiten AC, BC gleich lind. Die
fen PunktOfindet man allemal, wenn man AB über B 
hinaus , und die Seite AC über C hinaus verlängert, 
auf diefer Verlängerung CF = CA nimmt, FB zieht, 
auf der erftern Verlängerung BG =?= FB anfträgt, und 
dann AG halbirt. Der halbirende Punkt ift der gefuchte 
Punkt 0.

Denn weil dann AG in Ogieich und inB ungleich 
getheilt ift., fo ift erftens AB2 4“ BG2 = 2 AG2 4“ 
2 BO2 *; und weil zweitens auch im Dreyeck *H.f.t 
ABF, die Seite AF halbirt ift, ift AB2-j-Bf 2 = 2 BC2 
4- 2 AC2. Nun aber ift der Conftruction gemäfs BF 
gleich BG, folglich AO2 4- BO2 — BC24- AC2,1™’ 



31« » V C H III.
hin O der gefuchte Punkt, der auf der Seite AB oder 
deren Verlängerung, zwey Stücke abfchneidet, deren 
Quadrate den Quadraten der beyden Seiten AC, CB 
zufammengenommen gleich find.

Da in denDreyecken BCA, BCF, die Schenkel, 
welche die Winkel bey C einfchliefsen, untereinander 
gleich find, fo ift, falls AB einem fpitzen Winkel ge- 
genÜberfteht, AB < FB, alfo < BG, und mithin fallt 
alsdann der Punkt O allemal in die Verlängerung der 
Seite AB. Steht hingegen AB einem fiumpfen Win
kel gegenüber, fo ift AB>FB, alfo > BG und der 
Punkt O liegt dann ftets in der Seite AB , wie diefes' 
auch Lehrfatz 13 gemäfs feyn mufs.

Zufatz III. Wenn man von irgend einem Punkte 
F nach den vier Eckpunkten eines Rechtecks ABCD grade 
Linien zieht, Jb ifi die Summe der Quadrate je zweyer die* 
fer Linien, die nach, den gegenüberßehenden Winkelpunkten 
gezogen find , einander gleich, oder FA^ 4- F& — ^2 
4- Fü2-

Denn zieht rnan die beydenDiagonalen AC, BD,fo 
halbiren fich diele wechfelfeitig, fo dafs AO=OC — OB 

Z. „ Qp iß ** Zieht man FO, fo ift im Dreyeck AFC 
vermöge unfers Lehrfatzes FA2 -|~ FC2 = 2 FO2 -f- 2 AO2, 
und im Dreyeck BFD eben fo FB24“FD2 = 2FO24~ 

• Gr. 1.2 DO2 folglich FA24“ FC2= FB2 4-FD2*.

Anmerkung. Bey Le Gendre findet fich zwar der Lehr
fatz , aber fein Beweis ift mangelhaft. Folgerung 2 und Zufatz 3 
kommen in Simpfons Elementen vor; Zufatz 1 und 2 entlehne 
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ich aus Gregor von St. Vincenz 1.42 und 49. und Folgerung 1 macht 
in Apollonius ebnen Oertern II, $. den elften Theil des elften 
Falls aus,

d. U.

LEHRSATZ 1g.

In jedem P arallelogramm AB CD iß die 4J» 
Summe der Quadrate aus allen Seiten, den Quadra
ten der beyden Diagonalen AC, BD zufammengenom- 
men gleich.

Da jedes Parallelogramm durch eine der Diagona- 
len, z. B. durch AC, in zwey Dreyecke ABC, ADC 
getheilt wird, welche über der Diagonale als Grund
linie ftehn, und überdem die beyden Diagonalen lieh 
in ihrem Durchfchnittspunkte O’wechfelfeitig halbiren, 
fo dafs AO = OC und BO = OD wird , fo ift, erftens 
im Dreyeck ABC

AB2 4 BC2 = 2 AO2 4- 2 BO2 
und zweytens im Dreyeck ADC

AD2 4- DC2 = 2 AO2 + 2 OD2 
folglich, wenn man Gleiches zu Gleichem hinzufügt, 
und ftatt des vierfachen Quadrats der halben Diagona
len (4AO2, 4 BO2) die Quadrate derGanzen fetzt *,

AB2 4- AD2 4- DC2 4- BC2 = AC2 4- BD2

Folgerung. Da im j Parallelogramm die gegen
überftehenden Seiten, folglich auch die Quadrate der- 
felben, gleich find, fo läfst fich diefer Satz auch fo 
ausdrücken: In jedem Parallelogramm find die Quadrats 
der beyden Diagonalen, das Doppelte von den Quadraten aus
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zwey an einander liegenden Seiten , 'oder AC2 'BD2— 
2 AB- 2 AD2 ; ein Satz., der für das Parallelogramm 
etwas Aehnliches, als Lehrfatz, 17 für das Dreyeck aus- 
fagt- ]

[LEHRSATZ I9.]

. In jedem Trapez ABCD übertrifft die Sum
me der Quadrate aller Seiten, die beyden Quadrate der 
Diagonalen AC, BD zujammen genommen; und zwar 
um ein Quadrat, welches man erhalt, wenn man über 
zwey aneinander liegende Seiten des Trapezes ein Pa
rallelogramm ABCE errichtet, den Abftand der bey
den Eckpunkte D des Trapezes und E des Parallelo
gramms , die beyden nicht gemein ßnd, nimmt, und 
übèr diesen Abftand DE als Seite, ein Quadrat be- 
fchreibt. Oder es ift AB2 4- ADZ 4- DC2 -h BC* 

Ac* -h BD* 4- DE2.

Ein Parallelogramm, weches 'man über zwey an 
einander liegende Seiten eines Trapezes, z. B. über AB, 
BC belchreibt, hat mit dem Trapez die drey Eckpunkte 
A, B, C und die Diagonale AC gemein, hingegen ift 
der vierte Eckpunkt, D, E, und daher auch die zwey- 
te Diagonale BD, BE in beyden verfchieden, weil 
fonft das erftere Viereck, gegen die Vorausfetzung, ein 
Parallelogramm feyn würde.

Ziehe vom Winkelpunkte C eine Parallellinie mit 
der gegenüberftehenden Seite DA des Trapezes, und von 
B aus eine rarallellinie mit DE, fo durchfchneiden fich 
diefe Parallellinien in einem Punkte F fo, dafs fich die
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Dreyecke CFB, ADE decken. Denn die Linien AE, 
BC *, und die Winkel an den Punkten C, A fo wie an * 
B, E find einander gleich *. Folglich ill auch ;CF = * L 34’ 
AD und BF = DE. Zieht man alfo noch die'Linien 
FA, FE, fo entftehn zweyParallelogramme ADCF und 
BDEF ♦, von deren Seiten und Diagonalen folglich ’ 3$
der fo eben bewiefene Satz* gilt. Es ift alfo im Parai- * 
lelogramm ADCF

2. AD2 42. CD2 = AC2 4 DF2. 
Eben fo ift im Parallelogramm BDEF

2 . BD2 4 2. DE2 = BE2 4 DF2.
Zieht man folglich Gleiches von Gleichem ab, fo' er
hält man

2. AD2 4 2.CD2—2BD2 —2.DE2 = AC2—BE2. 
Und wenn man beyderfeits wieder hinzufügt a.BD24 
2.DE2,

2. AD^42. CD2 = 2 .BD242.DE24 AC2 —BE2 
Nun ift endlich auch im Parallelogramm ABCE

2. AB2 4 2 . BC- = AC2 4- BE2.
Verbindet man wieder diefe Gleichung mit der vorigen, 
fo wird

2. AB2 42. AD2 4 2.BC24- 2.CD2=2.AC24 
2.BD24 2DE2; mithin auch, wenn 

man von beyden gleichen Grofsen die Hälfte nimmt,
Aß2 4- AD2 4- BC2 4 CD2 = AC2 4 BD2 4- DE2*

Folgerung 1. Alfo ift kein Viereck möglich 
worin die beyden Quadrate der Diagonalen gröfser als 
die Quadrate aus allen Seiten zufammengenommen 
wären. Weicht ein Trapez vom Parallelogramm mehr
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ab, wird folglich DE grofser, fo wird auch die Summe 
aus den Quadraten der Diagonale, gegen. die Summe 
aus den Quadraten aller Seiten immer kleiner.

Folgerung 2. Halbirt man beyde Diagonalen 
des Trapezes in den Punkten P, Q, fo wird durch den 
Punkt P zugleich die Diagonale AC des Parallelo
gramms ABCE, welche diefem mit dem Trapez gemein 

37 ift, mithin auch die andre Diagonale BE halbirt*. Zieht 
man daher PQ, fo theilt diele Linie fowohl BD als BE 
in zwey gleiche Theile, daher auch PQ die Hälfte von 

• 7. DE, und mit diefer Linie parallel ift *. Ift aber DE 
= 2.PQ, fo wird DE2 = 4.PQ2. Setzt man diefe 
Gröfse ftatt der erftern , fo ift alfo auch in jedem 
Viereck

AB2 + AD2 4- BC2 4- CD2 = AC2 4- BD2 4- 4. PQ2.

Anmerkung. Dielen Lehrfatz entlehne ich von Euler, der 
3hn zuerlt gefunden, und auf die hier mitgetheilte Art bewiefen 
hat , in feinen Variis Demonftrationihts Geometrids, in den 
Novis Comm. Acad, lmp. Yetrop. T, 1. f. 409. Jeq.

d. V.

[LEHRSATZ 20 f.]
FIg 4 Wenn wan aus einem der Winkelpunkte eines 

Dreiecks ABC, z. B. aus A , nach irgend einem

Wer mit den bisherigen Sätzen noch nicht ganz'im Deut
lichen ift, und fich noch nicht ftark genug fühlt, um fich 
in das Feinere der Geometrie zu vertiefen, überfchlage 
fürs elfte diefen Lehrfatz fammt allen feinen Folgerungen 
und Zufätzen, und wende fich fogleich zu Lehrfatz 21, wo
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Punkte G in der gegeniiberßehenden Seite BC, oder 
in deren Verlängerung, eine grade Linie AG zieht, 

fo iß allemal
- AB2 ~ AG2 , AC2 — AG2 

BC = --------------- ± «---------------

oder, was auf eins hinauskommt,
BC BC

P) AB2± AC2x — — BC X BG ± AG2X —
CG CG

— BG2 ± CG2 x ± AG2 X _-
CG CG

oder y ) AB2 x CG ± AC2 x BG
= BG2 x CG ± CG2 x BG ± AC 2 x BC 

oder, wenn GE irgend eine beliebige Linie iß.
AB2 x— + AC2X — = DG2x^±CG2x — 

GE GE GEGE

± AG2 X = — X (BG X CG ± AG2) 
GE GE

oder endlich
AB2X ~ ± AC2 X — = BG x CG £ AG2 

BC BC
wo, je nachdem der Punkt G in der Seite BC ßlbßt 
oder in deren Verlängerung liegt, die obern oder die 
untern Zeichen gelten, und zugleich angenommen 
wird\, dafs im zweiten Fall-Bg > Cg iß.

er ohne Anftos fortfahren kann. Der gegenwärtige Lehr- 
fatz, und die hinzugefügten Sätze, enthalten vom zwey- 

ten Buche der ebnen Oerter des Apollonius , fo viel als es 
nur immer der Zweck diefesWerks erlaubte, auf eine, wie 
mir fcheint, leichtere Art als'von andern vorgetragen, und 
wird hinreichen einen deutlichen Begriff von jenem interef-
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fig. 48» 1 ailf der Grundlinie BC felbft, oder 2} auf
deren Verlängerung fenkrechtfo bildet diefe Linie mit 
den Schenkeln des Dreyecks zwey rechtwinklige Drey- 
ecke , worin BG2 = AB2 — AG2 und SG2 = AC2à—

AG2, mithin auch BG = —-------und CG2 
BG

. AC2—AG2
— - ----------- - ift. Nun ift im erften Fall die Grund

CG
linien BC = BG -f- CG, im zweyten Fall BC = BG — 
CG, vorausgefetzt dafs BG > CG ift. Daraus folgt 
für diefen Fall die Ausfage «, und mithin die Wahr
heit der andern Ausfagen, die, wie wir gleich fehn 
werden, unmittelbar aus ihr abgeleitet lind.

fig, 45» Steht dagegen AG fcbief auf, und zwar 1) auf der 
Grundlinie BC felbfl , fo dafs AGB ein fpitzer, AGC 
aber ein ftumpfer WTinkel ift, fo th eilt diefe Linie das 
gegebne Dreyeck in zwey kleinere Dreyecke , ein 
fpitzwinkliges AGB , und ein ftumpfwinkliges AGC, 
denen die Spitze A und das Perpendikel AD auf die ge- 
genüberftehende Seite gemein ift, und in denen bey
den das Perpendikel, von diefer Seite oder deren Ver
längerung, ein gleiches Stück GD abfchneidet. Die 
Grofse diefes Abfchnitts wird in jedem Dreyeck durch

< 3- die Grofse der drey Seiten beftimmt *, und zwar ift
z
lantenTheile der Geometrie zu geben, und eine Menge 

netter und allgemeiner Sätze, befonders über den Kreis, dem 
Lefer, der die kleine Mühe des Durchftudirens nicht fcheut, 
bekannt zu machen.

Gilbert.
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in dem bey G fpitzwinkligen Dreyeck AGB , GD
BG24-AG2—AB2 .. . , , r= - . ------------ , hingegen in dem beyG ftumpt-

2 BG
• 1 r n i AC2 —CG2 —AG2;winkligen Dreyeck AGC, GD — ■ ■ - .  —-

2 CG
Ausdrücke, die wir ihrem geometrifchen und ihrem 
arithmetischen Sinne nach, am angeführten Orte er
klärt haben. Folglich lind, da für beydeDreyecke der 
Abfchnitt GD derfelbe ift , diefe Ausdrücke gleich ;
mithin auch ihr Zweyfaches, und da überdem 
BG- , CG2 _ _ _ , AG2 — AB*----  = BG und----- — CG ift, BG 4-------------—
BG CG BG

AC2 — AG2 
=------------------- CG.

CG
Fügt man beyderfeits CG und

. -------hinzu , fo bleiben auch diefe Gröfsen ’
BG

gleich, und folglich ift
nn I rr 1 ne AB2 — BG2 JL AC2 - AG*BG 4- CG d. h. BC = ------ — + --------------

BG CG
welches in der Ausfage-a, der erfte Fall ift. Und da 
hier AB, AC undBG, CG völlig auf einerley Art vor
kommen, fo bat es auf den Ausdruck von BC weiter 
keinen Einfluß, welcher von den beyden Schenkeln 
AB. oder ob AC dem ftumpfen Winkel bey G gegen- 
überfteht. Diefer Ausdruck gilt daher unbedingt für 
jeden Punkt G in der Grundlinie (lelbft dann, wenn G mit 
B .oder C zufammenfällt).

Steht 2) Ag auf der Verlängerung der Grundlinie 
fchiefaaf und zwar zuerß auf der Verlängerung derselben
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über C hinaus fo dafs Bg > Cg iß fo unterfcheidet 
fich diefer Fall von dem vorigen darin, dafs nun die 
Schenkel AB, AC entweder beyde dem fpitzen, oder 
beyde dem ftumpfen Winkel bey4g gegenüberftehn. Ift 
das erfiere der Fall, und die Dreyecke AgB, AgC find 
beyde bey g fpitzwinklig, fo ift
_ Bg24-Ag2 —AB2 , , . ,gD — ——!-------------- und zugleich

2 Bg
Cg2+Ag* —AC2oD = —------ ----------- 5 mithin Bg 4-. ■■■

2 Cg bg
A 0-2_ AC 2

- Çœ 4- -------------- - Ift hingegen das zweyte der
Cg

Tig. 47. Fall, und ftehn beyde Schenkel AB, AC dem ftum
pfen Winkel bey g gegenüber, fo ift in diefen ftumpf-

TA AB2—Bg2 — Aga ,winkligen Dreyecken gD = --------A------2. und zu-^

AC2 — Cg2— Ag2 r AB2 — Ao2 
gleich gD = .i. ■" ...... » folglich,-..... .........

* 2 Cg Bg
AC2 — Ag2

— Bg = ------------ — — Cg. In beyden Fällen ift der
Cg

Vorausfetzung gemäfs Bg — Cg = BC. Zieht man da
her im erftern Fall beyderfeits Cgab, und fügt zugleich

beyderfeits hinzu, und verfährt dagegen 
Bg

im zweyten Fall grade umgekehrt, fo erhält man in
beyden Fällen gleichmäfsig

a) Bg — Cg d. h. BC = AB2 — Ag2 Ag2 — AC2
Bg + Cg

oder, da es einerley ift , ob man den Unterfchied
2 '0
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Ag2 — AC2 hinzufügt, oder umgekehrt den Unter- 
fchiedz\Ca—Ag2 abzieht,
b) Bg — Cg d. h. BC = AB--T— ^SlZL^2 

Eg Cg
welches oben in der Auslage a der zweyte Fall ift, bey 
welchem es alfo wiederum nicht weiter aufdieBefchaf- 
fenheit des Winkels bey g ankömmt, wenn nur g ein 
Punkt in der Verlängerung der Grundlinie über C hin
aus ift.

Liegt dagegen g in der entgegengefetzten Verlan-Fix. 
gerung, und fteht, Ag nicht wie wir hierbey voraus- . 
fetzten, auf der Verlängerung der Grundlinie über den 
Punkt C, fondern auf der entgegengefetzt liegenden Ver- 
längerung über den Punkt B hinaus auf;Po ift Bg< Cg, und 
folglich Cg — Bg — BC, daher wir unter diefen Umftän- 
den nicht den Werth Bg—• Cg, fondern den umgekehr
ten, Cg —Bg, hätten herleiten müllen, für welchen fich 

BC = alfo BC ebenfalls als
Cg Bg

der Unterfchied der beyden Theile in b) findet nur dafs 
in jenem Fall der elftere, in diefem der letztere diefer 
Theile grö’fser ift. Will man daher die Form in b) 
auch auf diefen Fall übertragen,. fo giebt fie in ihm 
für BC einen fubtractiven Zahlwerth, oder etwas Nega
tives ♦, welches alfo allemal ein Zeichen,^ift, dafs*B-ai. 
die Linie Ag eine entgegengefetzte Lage hat, als die5 
für welche die Formel unmittelbar gebildet ift , und 
welche wir im Lehrfatz ausdrücklich bemerkt haben ; 
d. h. dafs fie fo auffteht, dafs nicht, wie die Formel 
vorausfetzt, Bg>Cg, fondern umgekehrt Bg < Cg

X
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ift. Unter diefer Bedingung gilt auch die Formel 3 allge
mein für jeden beliebigen Punkt g in der .Veilänge- 
rung der Grundlinie. (Durch die Vorfteliung des Ne
gativen lafst fich diele Formel ielbft mit unter die Aus
lage für den elften Fall ziehn, wenn der Punkt G in 
der Grundlinie liegt, indem beyde Fälle fich ledig
lich durch das Entgegengefetzte in der Lage des Ab- 
fchnittsCG unterfcheiden, und daher die erftere, wenn 
man in ihr CG negativ fetzt, in die zweyte übergeht- 
Doch haben wir es nicht nöthig uns hier bis zu diefer 
gänzlichen-Verallgemeinerung zu erheben.)

Die Ausfage unter «. läfst fich noch auf eine andre 
Art fehr leicht beweifen^ die ich hier wenigftens andeu
ten will. Man fälle im gegebnen Dreyeck ABC 
auf die Grundlinie das Perpendikel AD, und cs fey D 

* fowohl als G ein Punkt4 in der Grundlinie felbft. fo 
ift die Grundlinie BC = BD -f- GD CD — GD* 
Nun ift das Rechteck aus der Summe und dem Unter- 
fchiede zweyer Linien, dem Unterfchiede ihrer Qua.

ii. drate gleich *, folglich BD GD = und
BD — GD

CD2 — GD2
CD •— GD = f ’ Und überdem im Drey- 

16 j eck ABG, BD2 — GD2= AB2— AG2 *, und im Drey- 
’ eck AGC, CD2 — GD2 = AC2 — AG2 ift, fo mufs
. AB2 —AG2 AC2 —AG2in diefemrall =----------------- J-_____ ____„

BG CG yn’
welches der erfte Fall in der Ausfage a ift. Eben fo 
leicht laßen fich die übrigen Fälle, je nachdem G und 
D verfchieden liegen, auf diefe Art herleiten.
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Aus diefen Sätzen dafs für Punkte Gin der Grund-
Unie, BC = . AC2 - AG;

BG CG
, hingegen

für Punkte g in ihrer Verlängerung * BC = Ag2 
» hg

*•" AC2 •
4* ---■" ift} (wobey Bg > Cg angenommen 

Gg
wird,) laßen fich die übrigen Ausfagen des Lebrfatzes 
folgendermafsen herleiten. Man füge zu den gleichen 1

"r • cl T, ,, t 1 r • AG* AG2Groisen im erften Fall beyderfeits -—» ------- , und
BG CG

A 2 2 Ag2
im zweyten Fall — -, — hinzu, d. i. Linien, de- 

Bg Cg
ren Zahlausdruck auf gleiche Benennungen, nach den 
Regeln der Bruchrechnung, gebracht, im erften Fall 
AG2x(CG4-BG) , .aAG2xBC .
---------------------- - das ift-------  , im zweyten Fall

BG X CG BG X CG 7
Ag2x(Cg —BG), .n AG2 x BC ,Æ Z1
-——-------------  das ift —------------ift (da un fr er

Bg x Cg Bg X Cg
Vorausfetzung gemäfs Bg > Cg ift); fo verwandeln 
fich durch diefe Hinzufetzung jene Ausfagen für beyde

• c 1 4 vr AG2 x BC AB2 AC2Fälle in folgende: ;EC ±--------------—------+____ ,
BG x CG BG CG

wo die oberenZeichen für den erftern Fall gelten, wenn G 
in der Grundlinie BC felbft liegt, die unteren Zeichen 
für den zweyten Fall, wenn g in der Verlängerung der 
Grundlinie liegt, (wobey zugleich Bg >Cg angenom
men wird). Und das ift ein für aliening auch bey allen 
folgenden Ausdrücken zu merken.

X 2
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Ferner find auch die Producte diefer'Zahlausdrücke 
in den Zahlwerth der Linie BG gleich , oder

AE2 ± AC2 x ~ = EC x EG + AG2 X
CG BG

und hier läfst fich wieder ftatt BC X BG fetzen

(BG ± CG) X BG ©der, BG2- ± CG2 x —-> welches die 
CG

Formen des Satzes unter ß find.

Nimmt man aufs neue die Produkte diefer Aus
drücke in den Zahlausdruck von CG, fo erhält man 
die erfte Form unter 7,

AB2 x CG ± AC2 x BG
= BG2 x CG ± CG2 x BG ± AG2 x BC 

und diefe Gleichheit bleibt, wenn man alle Glieder, 
zum Behuf der geometrifchen Auslegung derfelben, 
durch den Zahlausdruck irgend einer willküh)liehen 
Linie GE dividirt, wie in der zweytenForm unter 7. — 
Da endlich die beyden Theile BG2 x CG ± CG2 x BG 
fich in das Produkt BG X CG x (BG ± CG), ' das ift BG 
X CG X BC zufammen ziehn lallen., fo ift auch, wie 
die dritte Formel unter 7 ausfagt

CG BG BC
AE2 X — ± AC2 X — = — X (BG x CG ± AG2) 

GE GIS GL
und diefe Gleichheit bleibt wiederum, wenn man alle 

BCGlieder durch den Zahlausdruck — dividirt, da denn. 
GE

wie à auslägt , ift K
CG BGAB2 x — ± AC2 X — = BG X CG ± AG2 
BC BC
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Auslegung. Die geometrifchen Sätze , welche 
diefen verfchiednen Formen, wenn man die Zeichen 
in ihrem geometrifchen Sinne nimmt *, entfprechen, *4-Z.3. 
lauten folgendermafsen»

a) Wenn man von der Spitze A eines Dreyecks- ABC 
nach der gegenüber]! ebenden Grundlinie BC, oder nach de
ren Verlängerung eine grade Linie AG zieht, sind den Un. 
terfchud der Quadrate über AB und AG in ein Rechteck, 
welches über der Grundlinie BG fleht *, find eben Jo den Auf 4. 
Uaterfchied der Quadrate über AC und'AG in ein Rechteck 
über CG verwandelt ; fo ifl die Grundlinie BC des gegeb- 
w Dreyecks, gleich den Höben diefer beyden Rechtecke zu- 
fawmen genommen oder von einander abgezogen je nach
dem G in der Grundlinie felbft, oder in deren Verlän
gerung über C, oder überB hinaus liegt, und je nach, 
dem AG grö’fser oder kleiner als AB oder als AC ift. 
welches denn jedesmal durch die Formel a diefen Um- 
ftänden gemafs beftimmt wird. Diele Formel ich liefst . 
daher in der That fo viel verfchiedne Satze, als Unter- 
fälle des Hauptfat7.es, in fich, als hierin Modificatio.- 
nen möglich find; und fie alle müfste der Geometer 
einzeln aufführen, der (wie wohl vor Zeiten gefchah) 
die Vortheile unfrei Bezeichnung verfchmähte.

Dey der Auslegung der andern Formen, mufs man

bemerken , dafs ein Ausdruck wie diefer, AC2 X —- 
' CG

(den wir der Kürze wegen mit a bezeichnen wollen) 
in feinem geometrifchen Sinne genommen *, «w«*4.Z.2. 
Hächenra'jm bedeutet, welcher vom Quadrate über AC

Hauptfat7.es
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ei» beßimmter Theil .— , d. h. der nemlïcheTheil, als 
CG

* BG von CG ift; oder was auf eins heraus kömmt, einen 
Raum deßen Verhältnifs zum Quadrate über AB beflimmt, 
nemlich BG : CG, iß\ oder einen Raum, zu dem AB2fich, 
wie CG : BG verhält; (denn diefer Ausdruck läfst fich 
ftets als vierte Proportionalgröfse zu folgenden drey 

»V.2. a CG : BG = AB2*, a betrachten *; ) oder endlich eine 
* (£ 3')^er Gattung nach gegebne und über AC befchriebne Figur*, 

deren Verhältnifs zuni Quadrate über AC eben deshalb ge- 
geben, nemlich BG : CG , iß. Je nachdem man in 
unfern Formen ß, 7 , $ , eine diefer Bedeutungen 
für folche Ausdrücke fetzt, verwandelt fich eine jede 
in mannigfaltig ausgedrückte geometrifche Sätze. an 
deren Ausdruck man fich jedoch nicht ftofsen wird, 
wenn man das hier bemerkte feft hält. — 2) Mufs 
man fich dabey aus der Lehre von den Verhältniffen 
des Satzes erinnern, worauf unter andern in der Arith
metik die Gefelllchaftsrechnung beruht, dafs, nemlich, 
wenn eine Gröfse A aus mehreren Theilen a, ß, 7, 
befteht, und entweder diefe Gröfse A felbft, oder ei
ner ihrer Theile oc bekannt, und überdem das Verhält
nifs diefer Theile untereinander ( m : n : p ) oder zum 
Ganzen gegeben wird, dadurch zugleich die Gröfse aller 
Theile einzeln beßimmt iß, weil wir nemlich dann auch 
das Verhältnifs des Ganzen zu jedem der Theile 
(m-j-nj-pim, und:n, und:p) kennen. Ift alfo 
z. B. die Linie BC und das Verhältnifs BG:CG gege
ben, fo ift auch die Gröfse der Linien BG, CG be
kannt, und mithin auch das Rechteck BG x CG, wel-
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dies alfo in diefem Fall auch ein gegebner Raum 
ift. — Diefes vorausgefetzt, laßen {ich alfo z. B. die 
andern Formen folgendermafsen überfetzen:

ß) Fall i : „ Zieht man nach einem Punkt G in der 
Grundlinie BC eine grade Linie AG, fo iß die Summe des 
Quadrats Uber AB, und eines Raums zu zvelc lient das Qua
drat über AC ein gegebnes Verhältnifs (CG : BG) hat, gleich 
der Summe des Rechtecks BC x BG und eines Raums zu 
welchem das Quadrat über AG ein gegebnes Verhältnifs 
(CG : BC) hat. — Oder : „ Zieht man von zwey gegeb
nen Punkten B, C aus zwey grade Linien, welche fich 
fo in einem Punkte A durchfchneiden , dafs das Qua
drat über AB und ein Raum, deflen Verhältnifs zum 
Quadrat über AC gegeben ift, zufammengenommen 
einem gegebnen Flächenraum gleich find, fo ift aüch 
die Summe eines gegebnen Raums (BC X BG) und ei
nes Raums , defien Verhältnifs zu AG2 gegeben ift

BC( AG2 X — ) bekannt.
BG

7) Fall I : „Unter denfelben Umftänden ift die 
Summe einer Figur gegebner Gattung über AB

CG
(AR2 X —) und einer Figur gegebner Gattung über AC 

Gil.
BG£ AC2 * ■—), gleich der Summe’ eines gegebnen 
GE

CG BGRaums (BG2X — -4- CG2 X —) und einer über AG 
GE GE

BC 
befchriebnen Figur gegebner Gattung (AG2 X —J u. f. f.;

GE
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Auslegungen die Folgerung i noch verdeutlichen 
v«'i rd.

Anmerku n g. Mein Beweis diefer weitreichenden, für geo- 
metrifche Unterfuchungen aufserordentlich brauchbaren Sätze, 
von welchen Lehrfatz 17 , und eine Menge anderer bekannter 
Theoreme blos einzelne Fälle ausfagen, tritt zwar aus dem ei
gentlich Conftructiven hinaus, und in die arithmetifchen Vor- 
ftellungen der rechnenden Geometrie über; allein bey geometri- 
fchen Sätzen von diefer Art, welche eine fo gvofse Menge ver- 
fchieden modificirter Fälle in fich faffen , möchte das eher ein 
Vorzug als ein Mangel feyn. Ueberdem wäre es nicht fchwie- 
rig gewefen den zweyten Beweis der Formel und die Herlei
tung der übrigen Formeln aus diefer, ganz in ein geometrifchcs 
Gewand zu kleiden , welches aber durch die Befchreibung der 
geometrifchen Conftructionen , welche der Divifion und Multipli
cation, fo wie der geometrilchen Begriffe, die den Producren 
u. f. f, entfprechen, zu weitfchweifig geworden wäre. Solche 
ganz geometrifche Beweife für den erften Fall der Formen ß und 
7 (wenn G in der Grundlinie liegt,) giebt Robin Simfon in 
feiner Wiederhevftelluvg von Apollonius ebnen Oertern Buch II 
Lemma 10, und Anhang Lemma 3, und diefe Beweife, welche 
doch nur Einen Fall betreffen, find beynahe eben lo weitläufig, 
als mein Beweis für alle Formen in ihrer Allgemeinheit, Einen 
andern Beweis für die Form ß giebt, wie Simfon anführt» 
Matthias Steward; in feinem Buche de quibusdam Theorematibus 
generalibus etc. Edinb. 1746, und zeigt den Gebrauch derfelben 
beym Beweife mehrerer Theoreme. DieHauptfätze im zweyten 
Buche von Apollonius ebnen Oertern (und fie gehören zu den 
netteften und allgemeinften, aber auch zu den fchwierigften in 
der Geometrie,) gründen fich am Ende auf unferm Haupt- 
fatz, und können durch eine ähnliche Behandlung erleichtert 
werden.

Die Formen unter « und $ finde ich bey Simfon nicht. 
Die beyden andern eignet fich Simfon (S. 351) als feine Er
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findung zu, beweift fie aber mittelft eines Lehnfatzes über drey 
theilige Linien, defien nach Pappus Bericht, fchon Apollonius 
fich in feinem Werke bedient hat, und aus dem fie nicht fchwer 
abzuleiten waren, wie denn diefer Lehn (atz rückwärts unmit
telbar aus unferm Hauptfatze fich ohne die geringfte Schwierig, 
keit ableiten läfst Werden betulich in einer graden Linie vier Fig. 49; 
Punkte B, C, D, G wiilkiikrlicb angenommen, und man errich- ‘ 
tet über D ein Perpendikel, und zieht aus irgend einem Punk
te A des Perpendikels, nach den übrigen Punkten B,C, G grade Li
nien, foentfteht ein Dreyeck ABC, worin aus der Spitze nach einem 
Punkte G in der Grundlinie, oder in deren Verlängerung, eine grade 
Linie gezogen ift. Für diefe Dreyecke ift nach unfrerForm a un-

, r AB* — AG2ter den oben angegebnen Vorausfetzungen BC — ——----------
BG

AC* - AG*±------ ------- ; und da zugleich das Perpendikel AÇ) die
CG

Grundlinie fo zerfchneidet, dafs AE2 —AG2 = BD* -j. DG2 und
AC« — AG2 = CD* — DG2 ift *, * 16. L

. bc _ BD2 ~ DG2 + CD2~DG2
K) .BG CG

Diefe Formel ftimmt in ihrer ganzen Zufammenfetzung mit der 
vorigen überein , und ift an denfelben Vorausfetzungen gebun
den, daher fich aus ihr, grade auf diefelbe Art, wie es in un- 
ferm Lehrfatz gefchehn ift, drey andre Formen für jede dreytheilige 
Linie ßC berleiten laffen, in welchen die obern oder die untern 
Zeichen zu nehmen find, je nachdem G in oder aufserhalb BC 
liegt, auch im letztem Fall, Bg > Cg gefetzt ift, die Ver 
fchiedenheit in der Lage von D aber nichts ändert;.

pp pp
ß) BD2 ± CD* x — = BC X BG ± DG* x — 
‘CG CG

(In dieferForm kömmt der Satz bey PnppwsBuch 7. Satz 125, und 
als 7tes Lemma zum zweyten Buche von Apollonius ebnen Oer
tern, doch nur, wenn G ein Punkt in der Grundlinie ift, vor..
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Befchreibt man über BC einen Halbkreis, und errichtet'auf C und 
G Perpendikel, fo iäfst fich der Satz leicht unmittelbar mittelft 

* I2.f. 2. unfrer Folgerungen zum Pythagoreifchen Lehrfatze * beweifen») 
Ift die Grundlinie BC, der Punkt D und das Verhältnifs des

BG
Flächenraums CDi X —; zum Quadrat über CD , mithin 

CG
CG : BG gegeben, fo ift es auch der Punkt G, und mithin auch

BC
*(Al.s.) BC w BG ± DG2 x gegeoen • (Apollonius II Lemma g,

bey Pappus Buch 7, Satz 126.)

BD2 x — ± CD2 
u GE

BG
GE

— BG2
CG + rei v BG 4. nr 2 
— ± CG2 X — ± DG2 v BC

~ GËGE GE
(Diefe Form beweift Siwfon als Lehnfatz 1 im Anhänge. ) Sind 
hier wiederum BC , der Punkt D, und die Verhältniffe GEjCG 
und GE : BG gegeben, 10 find auch der Punkt G und die glei
chen Flachenraume beftimmt, (Anhang Lemma 2). Wenn über
haupt auf einer graden Linie mehrere Punkte B, G, H, C etc. 
gegeben find , fo ift allemal auch ein Punkt D gegeben, der auf 
diefer Linie fo liegt, dafs der Inhalt von Figuren gegebner Gat
tung, die über DB, DC, DG etc. befchriebcn find/ einen ge
gebnen Inhalt haben. (Anh. Lemma 4.)

Folgerung 1. Figuren y welche der Gattung nach 
gegeben find, und Figuren, welche unter einander ähnlich 
find, bedeutet nach dem geometrifchen Sprachgebrauch 
daflelbe. Mit diefen Figuren werden wir uns im näch- 
ften Buche befchäftigen, und ich verfpare es bis dort
hin i diefen Begriff genauer auseinander zu fetzen. 
Hier kommt es nur auf die Eigenfchaft ähnlicher Fi
guren an, dafs ihr Inhalt lieh zum Inhalte des Qua-
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drats über eine ihrer homologen Seiten , in allen auf 
einerley Art verhält, und dafs folglich , fo wie eine 
Figur, welche über eine Linie AC befchrieben iß, der 
Gattung nach gegeben wird, das Verhältnifs diefer Fi
gur zum Quadrate über AC völlig befiniwt, unveränderlich 
und bekannt iß -, ein Lehnfatz aus dem folgenden Buche» 
den wir dort ftreng beweifen werden. Mittelft diefes 
Satzes laßen fich unmittelbar aus der Auslegung un- 
fers Hauptfatzes in feinen verfchiedenen f ormen, fol
gende intereffante Sätze über das Dreyeck und den 
Kreis folgern :

A) Für alle Dreyecke, welche über derfclben Grund- Fig. $Q 
Unie BC ßchn, und in welchen entweder die Summe oder 
der Unt er febi ed des Quadrats über den einen Schenkel 
AB und einer über den andern Schenkel AC bejchriebnen 
Figur (d) von gegebner Gattung, einem gegebnen Flächen-

raum F gleich iß (AB2 + AC2 x ~= F) ; iß der geo-

met rife he Ort der Spitze A eine K r ei slinie 
von gegebner Lage und Große.

Denn ift die Gattung der über AC befchriebnen 
Figur æ gegeben, fo ift auch, unferm Lehnfatz zu Fol
ge, ihr Verhältnifs zum Quadrat über AC gegeben, 
und zwar ift diefes Verhältnifs, welches m : q feyn mag, 
für alle folche Figuren einerley und unveränderlich. 
Nimmt man daher im Fall der Summe auf der gegebnen 
Grundlinie BC felbft, hingegen im Fall des Unterfchieds 
auf der Verlängerung der Grundlinie einen Punkt G fo,

dafs ßcb verhält BG ;CG = m fo ift erßens~ ,
CG q
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folglich, unfern Vorausfetzungen gemafs, F = AB2
! pQ

± AC2 X — , das ift, der Form ß gemäfs , = BC X CG 
CG
BC

± AG2 X —, und mithin
CG

. BC f = F — BC x CG im Fall der SummeA(t* ——— c
~ CG BC X Cg — F im Fall des Unterfch.

Zweytens find dann, weil BC gegeben ift, auch die
bteydenLinien’.BG, CG, fo wie der Punkt G, dasRecht-

*(A1.2«) eck gc x CG und der Exponent ™ gegeben * ; und

daher ift dann in beyden Fallen eine Figur gegebner Gat
tung, welche über AG bejcbrieben wird t (nemlichtf = 

BCAG2 X —,) auch der Gröfse nach gegeben, indem fie 
CG

dem Unterfchiede gegebner Flächenräume ( F und 
BC X CG) gleich ift. Zu diefer Figur fteht das Qua
drat über AG, weil lie der Gattung nach gegeben ift» 
in einem gegebnen Verhältniffe (CG : BC oder q : m ± q) 
daher auch das Quadrat über AG, und mithin AGfelbß, 
der Gröfse nach gegeben und unveränderlich ift. Da 
nun zugleich der eine Endpunkt G.' diefer Linie gege
ben und unveränderlich ift; fo mufs der geometrifche 
Ort des zweyten Endpunkts A eine Kreislinie feyn, welche 
um G als Mittelpunkt, mit AG als Halbmefler befchrie- 

♦II,E. T. ben wird *. Und zwar findet man diefen Halbmefler 
durch Conftruction, wennman, nach den Methoden 
in den Aufgaben zu diefem Buche, den Unterfchied 
des gegebnen Raums F und des Rechtecks BC X CG 
in ein Quadrat verwandelt , und darauf ein Quadrat
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bildet, zu welchem fich das gefundene wie BC: CG 
verhält*. Die Seite diefes. Quadrats ilt der Halbmel- *>2 f.a t 
fer AG.

Apollonius ebne Oerter II. f. Fall 1 Ausfall 2, auch//, j. A ; 
doch fehlt an beyden Stellen der Fall, wenn der Unterfchied ge
geben ift. — Aus'der Beftimmung des Punktes G und. der Li
nie AG, fieht man, dafs für den Fall der Summe der Mittel- 
punkt G in der Grundlinie, für den Fall des Unterfchieds alk- 
mal auf ihrer Verlängerung liegt, und dafs im elften Fall der 
gegebne Raum F nothwendig gröfser, im zweyten kleiner als das 
Rechteck BC x CG feyn mufs. Sonft würde AG negativ , und 
der erfte Fall gienge in den zweyten, und umgekehrt über.

B) Auch für alle Dreyecke, welche über derfelben 
Grundlinie BC fiehn, und in welchen, entweder die S a in m e, 
oder der Gute rfc hie d einer Figur gegebner Gattung («), 
welche über den einen Schenkel AB, und einer andern Figur 
gegebner Gattung (b), welche über den andern Schenkel AC 
ficht, einem gegebnen Fldchenraum bgleich ifi Ça + b = b} i 
mufs der geometrifche Ort der Spitze A eine 
Kre islinie vun gegebner Lage und G;öjse Jeyn.

Denn da a und b der Gattung nach gegeben find, 
fo ift das. Verhältnifs der erftern Figur zum Quadrat 
über AB, welches m : q feyn mag, und das Verhält
nifs der letztem zum Quadrat über AC, welches n:q 
feyn mag, mithin auch das Verhältnifs m:n gegeben, 
und diefes ift das Verhältnifs, worin die beyden der 
Gattung nach gegebnen Figuren, wenn man fie über 
diefelbc willkührliche Linie befchreibt, zu einander 
Itehn. Nimmt man im Fall der Summe in der Grundlinie 
im Fall des Unterfchieds auf ihrer Verlängerung einen Funkt



334 EUCH HI.

G, und zugleich eine grade Linie GE, fo dafs fich ver
hält , BG : CG : GE = m n : fo find, da BC ge
geben ift, diefe Linien, folglich auch das Rechteck 
BG X CG — R gegeben. Da nun nach 7, 

{**0 Vic'
a = AB2 X — und b = AC2 X ---- ift, a ± b das ift 

GE GE
BCF = — X (R ± AG2) feyn mufs ; fo ift, falls a und b 
GE

Figuren gegebner Gattung, folglich’— , - gegeben 
q q

find, und der Raum F = a ± b gegeben wird, auch eine 
Figur gegebner Gattung über AG gegeben, und zwar ift 
AG2 X i—!— — F------ i— X R im Fall der Summe

q q
m — n m — n

AG2 x------- = R X------------- F im Fall des Unterfch,
q q

In beyden Fällen ift allo, auch unter diefer Voraus- 
fetzung, nicht nur der Punkt G, fondern auch das 
Quadrat über AG, und alfo auch AG felbft, als Seite 
dicfes Quadrats, gegeben und unveränderlich, daher 
eine um den Mittelpunkt G, mit AG als Halbmefler 
befchriebene Kreislinie der geouietrifcbe Ort der Spitze A 
feyn mufs.

Apollonius II. Fall 1. Ausjage 3. Wo doch wiederum der 
Fall, wenn der Unterfchicd der Figuren gegeben ift, fehlt. __ 
Aus der Beftimmung von AG fallt übrigens in die Augen, dafs 

m-f-n
hier für den Fall der Summe F > ------- K BG X CG und für

ft 
m n

den Fall des Uuterfcbieds F < ------- X Bg X Cg, folglich ein
q

Raum , dar fich zum Raum F im elften Fall wie die Summe, im 
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zweyten wie der Unterfchied der beyden Figuren gegebner Gat
tung, wenn fie über derfelben Linie ftehn, zum Quadrat diefer 
Linie, verhält, im erften Fall nothwendigj gröfser, im zweyten 
nothwendig kleiner als das Rechteck aus den beyden Abfchnitten 
auf der Grundlinie feyn mufs; und das ift die Befiimwirrtg die
fer Ausfage,

Für den zweyten Fall (wenn der Unterfchied der Figuren ge
gebner Gattung a und b gegeben wird) ift die Auslage* unter B 
noch befonders dahin einzufchränken, dafs a und b nicht ähnli
che Figuren feyn dürfen. Denn dann würden fich a und b zu 
den Quadraten über AB und AG auf gleiche Art verhalten, folg
lich m und n, mithin auch Bg und Cg gleich feyn müflen ; wel
ches unmöglich ift, da in diefem Fall der Punkt g in der Verlän
gerung der Grundlinie liegt, und für jeden folchen Punkt die 
L'nien Bg und Cg um EC verfchiedcri find. In der That ift dann

m m
auch a — b — F = AB2 X------ AC2 X — , folglich AB2 — AC2 

q---------------- q
= F X S, mithin der Unterfchied der Quadrate aus den bey- 

m
den Schenkeln gegeben und unveränderlich, daher in diefeni. 
Fall der Ort des Punktes A keine Kreislinie, fondern nach Lehr
fatz 16 Folgerung $ eine grade Linie feyn mufs, und zwar .eia 
Perpendikel anf der Grundlinie BC, dellen Abftand vom Mittel
punkt der Grundlinie gegeben ift *• *16. f.

C) Auch für alle Dreyecke , welche über derfelben 
Grundlinie BC ßelin y und in welchen das Quadrat, oder 
eine andere der Gattung nach gegebne Figur a über dem ei
nen Schenkel AB y gleich ift, der Summe oder dem Unter- 
febiede eines gegebenen Raumes S und des Quadrats, oder 
einer andern der Gattung nach gegebner Figur b, über dem 
zweyten Schenkel AC ; mufs der geometrifebe Ort der Spitze 
A eine Kreislinie von gegebener Lage und Gröfse feyn.
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Denn , ift erßens a = b ± S, fo ift im Fall der Sum
me a — b = S , im Fall des Unterfchieds b — a = S , in 
beyden Fällen alfo der Unterfchied zweyer der Gattung 
nach gegebenen Figuren, .die über AB und AC be- 
fcbrieben find , einem gegebnen Raume S gleich. 
Folglich tritt hier der zweyte Fall der Aus fuge B ein, 
Verhalten lieh daher die beyden Figuren gegebner Gat
tung a und b, zu den Quadraten über AB und AC, 
wie m : q und n : q, und man nimmt auf der Verlän
gerung der Grundlinie BC einen Punkt g, fo dafs fich 
verhält m:n = Bg : Cg, fo ift eine Kreislinie, welche 
um g als Mittelpunkt, und mit der Seite des Qua

drats Ag2 = Bg X Cg X —--- - —■ S als Halbmefler be-
q

• (B) fchrieben wird, der Ort der Spitze A,*; es fey denn, dafs m 
und n im Verhältnifs derGleicbheit ftehn, alfo « und £ ähn
liche Figuren find, indem alsdann der Orr derSpitzeA 

*16. f. 3. eine grade Linie wird *. — Ift zweytens a = S — b, 
mithin a -f- b = S , oder die Summe der beyden Figu
ren a und b einem gegebnen RaumeS gleich, fo mufs, 
nzcAiBFall 1, der Ort derSpitzeA ebenfalls eine Kreis
linie feyn, deren Mittelpunkt nun aber in der Grund- 
line BC felbft liegt, und zwar der Punkt G in der 
Grundlinie ift, für welchen fich verhält, BG : CG = 
m : n, und deren Halbmefler AG nun als Seite eines

Quadrats AG2 = S — —1— X BG X CG , gefunden 
q

wird.
Bey diefer Ausfage C) wird, vorausgefetzt, dafs 

a und b Figuren gegebner Gattung findj und zwar dafs 
a glei-
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a gleich AB2 x — , und zugleich diele Figur AB2 X — 
q q

= b ± S, oder umgekehrt = S — b ley; eine Voraus- 
fetzung, die mit der auf eins hinausläuft, dafs fich 
verhalte b ± S(oderS — b): AB2 = m:q*, dafs folg-*V»3.y. 
lieh das Verhältnifs der Summe oder des Unterfchieds 
der Figur b und eines gegebenen Raums S, zum Qua
drat über AB, gegeben und unveränderlich fey, Der Satz 
C) läfst fich daher auch folgendermafsen ausdrücken: 
Für Dreyecke über ■ derfelben Grundlinie BC, für die das 
Verhältnifi der Summe oder des Unterfcbieds einer der 
Gattung nach gegebnen Figur, welche über dem einen Schen
kel AC fleht, und eines gegebnen Raums S, zum Quadrat 
über dem andern Schenkel AB gegeben ift ; ift der geometri- 
fche Ort der Spitze A eine Kreislinie von gegebner tage und 
Grlfse, den Fall ausgenommen, wenn beyde Figuren 
ähnlich find, für welchen dieferOrt eine derLage nach 
gegebne grade Linie wird.

Auf diefeArt wird der Satz in Apollonius ebnen Oertern IT, 4 
vorgetragen , wiewohl er dort weder in feiner Allgemeinheit 
(nur für den Fall, wenn b ein Quadratift) dargethan, noch auf 
den vorigen Ort B zurückgcfuhrt wird. (Vielmehr ftelit ihn Apol
lonius vor den Ort B, und fcheint daher umgekehrt dicfen aus 
unferm Satze C abgeleitet zu hahen, find anders nicht, wie Sim- 
fon vermuthet, diele Sätze von fpätern Abfehreibern fälfchlich ver- . 
fetzt worden. Simfon beweift ihn dagegen, Satz 3 und 3 des An
hangs , allgemein, mit Hülfe unfers Lehrfatzcs 20.

D) Ift das Quadrat über dem einen Schenkel AB, einer Figur 
gegebner Gattung, welche über den andern Schenkel AC bejebtie- 

ben wird, felbft gleich, AB2 —.AC^ X —, mithin das VsrhSlt*
x 2



33$ BUCK III*
nifs der beyden Quadrate der Schenkel AE2 ; AC2 = m : q, und 
folglich auch das Verhältnifs der beyden Schenkel felbfl sch ein
ander gegeben -und unveränderlich ; fo ift diefe Vorausfetzung 
zwar algebraifch unter der Bedingung unferer Ausfage C enthal
ten , als der Fall derfelben, da der gegebne Raum S = o ift > 
d. h. gar kein folcher Raum gefetzt wird, indem die Arithme
tik lehrt, dafs man o mit unter die Reihe aller möglichen Wei- 
the einer Gröfse nicht nur aufnehmen darf, fondern auch aufneh
men mufs. Allein hier ift ^die Gültigkeit, unferer Ausfage für 
diefen Fall noch befonders darzuthun, und ausdrücklich zu be~ 
weifen, dafs auch unter diefen Umftänden der Ort des Durch- 
chnittspunktes A eine Kreislinie von gegebner Lage und Gröfse 
fey, wie diefes in Zufatz VI und VII gefchehn foil.

Folgerung 2. Alle diefe Sätze find nicht blofs 
auf die Schenkel von Dreyecken, welche über einer 
gegebnen Grundlinie BC ftehn eingefchränkt, oder, 
was dafielbe fagt, gelten nicht blofs von'graden Li
nien, welche von zwey gegebnen Punkten B, C aus 
gezogen, fich fo durchfchneiden, wie die Bedingun
gen der Sätze A} , B), C) ausfagen; fondern fie gelten 
auch für grade Linien, welche von 3, von 4, von 5 gegeb
nen Punkten, u, f. f., kurz von jeder beliebigen Zahl ge
gebner Punkte aus gezogen, fich insgefammt in einem Punk
te A fo durchfchneiden, daß die Figuren gegebner 
Gattung, welche man über ße befchreibt, ße mögen Qua
drate feyn oder nicht,

a) entweder [alle zufammengenommen einem 
gegebnen Raume F gleich i

6) oder fo befchaffenßnd, dafs der V nterfcbied 
zwifchen der Summe einiger diefer Figuren und der Summe 
andrer einem gegebnen Raume F gleich iß ;
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C) oder endlich fo, dafs die Summe einiger t gleich 
iß der Summe der andern, verwehrt oder vermindert unk 
einen gegebnen Raum S :

Immer iß unter diejen Bedingungen der 'geometri, 
fche Ort des gemeinfcbaftlicben Durchfchnittspunktes A 
aller folcher Linien, eine Kreislinie von gegebner Lage 
und Gröfse t ausgenommen in] dem Fall, wenn in 6, 
alle diefe Figuren einander ähnlich find, oder wenn 
in C, der Raum S dem Unterfchiede ähnlicher Figuren 
gleich ift, in welchen Fällen der Ort des Durclifchnifts- 
punktes eine grade Linie von gegebner Lage wird.

a) fVen« zwey Punkte B und C gegeben find, von 
denen grade Linien fo gezogen werden, dafs fie fich 
zwey und zwey in Punkten A durchfchneiden, und es 
werden beliebige Figuren gegebner Gattungen *’ (& Q

a = — X MN2 über dje erften BA, und b = - x MN?
9 ft

über die zweyten AC befchriebn, (wo MN irgend eine 
willkührliche Linie bedeutet f) und man nimmt auf der 
Linie BC, oder auf deren Verlängerung, einen Punkt 
G, und überdem eine Linie GE, fo, dafs fich verhält 
BC: BG :CG: GE= m + n : m :n :q, und zieht AG ; Ja 
iß allemal, wo [auch" die Spitze A des Dreyecks BAC 
liegen möge , der Natur des Dreyecks gemäfs, 

fyf ■ nO Bo
ABi x -? ± AC2 X -J = — X (BG X CG ± AG2) «, * J9< 

(jh, vrE. trn _». • »

mithin ftets a ± b — — >■-— X ( R £ AG2 ) 4 wie i« 
q

'• Y 3 . . '
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Folg. I. B., die beyden Figuren gegebner Gattung a und 
b mögen zur Summe oder win Uterfchied einen beftän- 
digen, oder einen veränderlichen Flächenraum F ha
ben, worauf es hierbey weiter nicht ankömmt. Nur 
hat im erftern .Fall AG2 einen beftändigen und immer 
einerley, im letztem hingegen einen veränderlichen 
und ungleichen Werth, weshalb zwar im erftern, 
nicht aber im letztem Fall , der Ort der Durch- 
fcbnittspunkte A eine mit dem Halbmefler GA, um

*f. i.B. denMittelpunkt G, befchriebne Kreislinie ift *.

Fig« 52. Wird alfo noch ein dritter Punkt D gegeben, und der 

pGattung nach noch eine dritte Figur c x und 
4

durchlchneiden fleh nun drey von den Punkten B, C, D 
aus gezogne grade Linien in Einem Punkte A fo, dafs 
die Summe oder der Unterfchied der drey Figuren gegebner 
Gattungen a, b, c, über diefe Linien befchrieben, einem 
gegebnen , unverän derlichen Flächenraum F’ gleich find, 
(a ± b ± c = F, ) fo mufs, wenn man ftatt a ± b, fetzt 

nl — x (R±AG2), welches für jede Bedingung er- 
<1

laubt ift, allemal auch X (R ± AG2) + c — f' 
ft

folglich
AG2 X m n £ c = F' — R X -T im Fall von a-fb 

q ft
AG2 X 171 H + c = R X m ~ n — F' im Fall von a — b 

q ft
feyn. Mithin müflen dann in beyden Fällen die Li
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nien BA, CA, DA fich drey und drey fo in Punkten 
A durchfchneiden, dafs wenn man von dem Punkte 
G aus, (der auf die angezeigte Art, durch die Gattung 
der Figuren a und b beftimmt, und alfo gegeben ift,) 
GA zieht, entweder die Summe, oder der Unterfchied 
zweyer Figuren gegebner Gattungen über GA und DA 
befchrieben, einem gegebnen Flächenraume gleich ift, 
nemlich dem Unterfchiede der gegebnen Räume F'und

R X--------- Es tritt dann alfo allemal für die Linien 
q

GA, DA der Fall A, der vorigen Folgerung ein, und ver
möge des dort Bewiefenen mufs der geowetrifcke Ort 
der Durcbfchnittspunkte A jener drey Linien^ wiederum ei
ne Kreislinie von gegebner Lage und Gröfsc feyn. 
Und zwar, wenn man erft * im Fall der Summe a b 
auf BC felbft, im Fall des Unterfchieds a — b hinge
gen auf ihrer Verlängerung einen PunktGfo beftimmt, 
dafs fich verhält BG : CG = m : n, und dann auf ähnliche 
Art, je nachdem c additiv oder fubtractiv ift, aufGD 
oder auf deren Verlängerung einen Punkt G'fo nimmt, 
dafs fich verhält GG':DG = m ± n :p, (da denn 
die Punkte G, G', die Abfchnitte BG, CG und 
GG', DG', und die Rechtecke aus den erftern R, 
und aus den letztem R' gegeben find); fo ift G' 
jer Mittelpunkt diefer Kreislinie , und auf diefe Be- 
ftimmung des Mittelpunkts hat lediglich die Gattung^ 
nicht aber dieGrofse der Figuren a, b, cEinflufs. Der 
Halbmefer der Kreislinie beftimmt fich hingegen da
raus , dafs dann, im Fall die Summe aller drey Figuren 
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gegebner Gattung dem Raume F' gleich ift» nach Folg, 
I» B. feyn mufs

G'Az x ™ + n±P = F-K x 2±2-K' x m + n±P 
q q q

(und auf eine ähnliche Art, im Fall der Unterfchied ei
niger der Figuren gegebner Gattung von den andern, 
dem Raume F'gleich ift, nur dafs(dann einige derfub« 
tracti ven Theile diefer Formel additiv, und umgekehrt 
einige der additiven fubtractiv werden, wie man fich 
das leicht aus Folgerung i.B. entwickeln wird.) Folg
lich ift dann fowohl «die Gattung, als die Gröfse einer 
über G'A befchriebnen Figur, mithin G'A felbft, zu» 
gleich mît F' gegeben und unveränderlich, und die- 
fer Halbmeffer des Ortes läfst fich nach den Aufgaben 
zu Ende diefes Buchs ohne Schwierigkeit durch geome- 
trilche Conftruction. fo wie deffen Zahlwerth durchRech- 
nung finden. Ift aber F' kein unveränderlicher Raum, 
fo ift auch die Figur gegebner Gattung über G'A, und 
diefeLinie felbft* von veränderlicherGrö’fse, und dann 
alfo der Ort der Punkte A keine um G' befchriebne 
Kreislinie.

Iß dann aber noch ein vierter Punkt E gegeben, und 
y

der Gattung nach eine vierte Figur d = — x AfA2, und 
Î

durchfchneiden fich die aus den vierPunkten B, C,D, E 
gezogne grade Linien, je vier in Einem Punkte A, fo, 
dafs die Stimme der vier Figuren gegebner Gattungen 
a, b, c, d, über diefe Linien befchrieben, einem ge
gebnen unveränderlichen Flächenraum Fn gleich ßndt
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(a 4- b 4- c d = F")î fo mufs, (wenn man au« dev 
Gattung von drey diefer Figuren, z, B, aus a, b, c, 
und aus der Lage der Punkte B, C, D, wie im vori* 
gen Fall , den Punkt G' beftimmt ', und nach den 
Durchfchnittspunkten A die grade Linie G'A zieht,) 
wiederum die vorige Gleichung beftehn. Fügt man 
folglich, beyderfeits die vierte Figur gegebner Gat
tung d hinzu, und fetzt ftatt F’ 4~ d den Raum F”, fo 
erhält man für jeden Durchfchnittspunkt A die Glei

chung G'A2x 4~ d
<1

= F-Rx -R'x ü+l±P. 
q q

Die Durchfchnittspunkte A je vier folcher Linien, 
find folglich wiederum fo befchaffen, dafs wenn man 
von den beyden gegebnen Punkten G'und E aus, nach 
ihnen die graden Linien G'A und EA zieht, Figuren 
gegebner Gattungen über diefe Linien befchrieben, zu- 
fammengenommen einem gegebnen und unveränder
lichen Flächenraume gleich find. Der Ort diefer Durch* 
fchnittspunkte ift alfo wiederum eine Kreislinie von ge
gebner Lage »und Gröfse,* deren Mittelpunkt und 
Halbmefler man wieder grade fo, wie im vorigen Fall* 
nach Folg. i. B. findet. Man theile nemlich, nachdem 
man den Punkt G' beftimmt hat, die Linie G'E im 
Punkte G" nach dem Verhältnifle von m 4 n 4“ P : r ein, 
(d. h, nach dem Verhältnifle der beyden Figuren ge
gebner Gattung’ über G'A und EA, wenn fie auf der” 
felben Grundlinie ftchn); 4b erhält man den Mittelpunkt ’ 
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und der Ualbmeffer G"A wird wider durch eine ähnli
che Formel wie vorhin bcftimmt,

G"A2x m + n + p+2 = p" -R x 
q q

. R, x m 4 n T 'P _ R„ x m + n-kpH-rt 
q q

Wird noch ein fünfter und dann noch ein fechßer^ 
ein ßebenter Punkt u, £ £ unter ähnlichen Bedingun
gen gegeben , fo geht , wie man leicht fieht , die 
Schlufsfolge grade fo, wie hier für drey und vier Punk
te fort, daher unfere Behauptung auch für 5, für 6, 
für 7, kurz für jede Zahl von Punkten gilt.

Wenn man folglich aus einer beliebigen Anzahl gegeb
ner Punkte grade Linien fo zieht, dafs ße ßch insgefammt 
in Einem Punkte, und zwar fo durcbfchneiden, dafs Figu
ren von gegebner Gattung, ! welche man über diefe Linien 
befchreibt, zttfammengenommen einem gegebnen Fliichenraum 
gleich find', fo iß allemal der geometrifche Ort ihres Durch- 
fcbnittspunktes eine der Lage und Gröfse nach gegebne Kreis
linie, fo dafs jeder Punkt einer beftimmten Kreislinie, 
und kein Punkt aufserhalb derfelben , mit den gegeb
nen Punkten grade Linien beftimmt , welche die er« 
wähnte Eigenfchaft haben. — Verhalten fich die der 
Gattung nach gegebnen, über BA, CA, DA, EA» 
u. £ £ zu befchreibenden Figuren, zu den Quadraten 
diefer Linien, wie m, n, p, r, u. ££ zuq; und man 
theilt die grade Linie BC, im Punkte G nach dem Ver- 
hältnifle m:n ein, ferner GD, im Punkte G'nach dem 
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Verhaltnifle m-f-n:p, und G'E im Punkte G" nach 
dem Verhaltnifle m-f-n-j-pir u. £ f. ; fo findet man 
den Mittelpunkt diefes Kreifes : und der Unlbiwfer deflel- 
ben wird durch den gegebnen Flächenraum, durch die 
gegebnen Gattungen der Figuren a, b, c etc., und 
durch die Rechtecke aus den. Abfchnitten der Linien 
BC, G'D, G"E u. £ £, durch Formeln, deren Gefetz 
leicht lu überfehn ift , beftimmt.

6) Dafs der Satz in diefer Allgemeinheit auch für den 
Fall gilt, da der Unt erfc hie d des- Figuren gegeb
ner Gattungen, einem gegebnen unveränderlichen Flächen- 
raum gleich iß, fällt aus unterer Erörterung für 2 und 
3 Punkte in die Augen. Der einzige Unterfchied da- 
bey ift, dafs für jede fubtractive Figur, der durch ihre 
Gattung beftimmte Punkt G in einer Verlängerung zu 
nehmen , und die GrÖfse der Figur gegebner Gattung 
über GA aus F, R, R' etc. auf andre Art zufammenzu!- 
fetzen ift.

C ) Iß endlich die Summe einiger der Figuren gegebner 
Gattung, der Summe der übrigen, fawmt einem gegebnen 
Raume S gleich \ fo ift der Unterfchied der Figur gegeb
ner Gattungen dem Raume S gleich: alfo auch der 
Satz C, in diefer Allgemeinheit wahr *♦ *(ElQ

Der erftere von diefen Sätzen, welche zu den allgemeinfteh 
und eleganteren in der geemenifchen-Analyfis gehören, wird in 
Apollonius ebnen Oertern II. y. Fall 2 und 3 dargethan. Blofs der 
Beweis für 3 Punkte und den Fall der Summe, nimmt dort 16 
Seiten ein, indem er durch alle Verfchiedenheitén, (wenn alle 
5 Figuren gegebner Gattung Quadrate find, oder wenn ihrer 3, 
oder wenn 1, oder wenn keine ein Quadrate ift,) umftändlich.
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durchgeführt wird , und obgleich Simfon den Fall des Unter
schieds ganz übergeht, fo füllt doch der ganze Satz über 50 Sei
ten. Der deutfche Ueberfetzer, Camerer, hat dort arithmetifche 
und trigonometrifche Formeln zur Beftimmung des Halbmeffers 
hinzugefügt, die aber, wie fich fchon aus unfern Formeln fchlie- 
fsen läfst, aufserordcnrlich weitläufig werden. — Dafs im Fall 
der Summe der gegebne Raum F nothwendig gröfser feyn mufs 
als die Summe aller fubrractiven Raume, fallt aus der Beftimmung 
des Halbmeffers in die Augen,

Stellt man fich alle gegebene Punkte B , C , D etc. als 'gleich 
Schwer vor, fo findet man den Lehren der Statik gemäfs, ihren 
Schwerpunkt grade auf diefelbe Art, wie man hier den Mittel
punkt G der Kreislinie findet, welche der gcometrifche Ort des 
Durchfchnittspuuktes A für den Fall ift, dafs alle Figuren über 
BA, CAu.f.f- Quadrate find. Daher hat umgekehrt jeder Kreis, 
welcher aus dem Schwerpunkte mehrerer in einer Ebne gegeb
ner , und gleich Schwerer Punkte befchrieben wird, die Eigen- 
Schaft, dafs wenn man von allen diefen Punkten, nach irgend 
einem Punkte der Kreislinie, grade Linien zieht, die Quadrate 
über diefe Linien zufammengenommen immer dem nemlichenFlä. 
chenraume gleich find ; ein Satz den Simfon aus Hughens Horo- 
logium Ofcillatorium prop. 12 entlehnt, und unfermSatz a gemäfs 
noch erweitert.

Folgerung 3, Aus diefen Sätzen fiiefsen in 
Verbindung mit unferm Lehrfatz umgekehrt folgende 
intereffante Eigenfchaften der Kreislinie, wodurch die Ei- 
genfehaft, welche wir in LehrfaU 17, Folgerung 2 
kennen gelernt haben , ausnehmend verallgemeinert 
wird.

Fig. 51. Nimmt man nemlicb auf einem der Durchmefer einer 
Kreislinie, oder auf deren Verlängerung, willkubrlieb zwey 
Punkte Bund C, und zieht von beyden nach einem beliebigen
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Punkte M der Kreislinie grade Linien BM, CM; fo haben 
zwey Figuren gegebner Gattung, welche man über diefe Linien 
befchreibt, (nemïich folche Figuren, die über einerley Li
nie befchrieben, fich wie die Entfernungen CG und BG 
verhalten,) für jeden Punkt der Kreislinie, falls B undCzu 
entg egen gefetzten Sei ten des Mittelpunktes 
G liegen, immer einerley Summe', falls hingegen Bund C 
zu einerley Seife des Mittelpunkts G liegen, immer einer» 
ley Unterfchied, Denn ift erßens M ein Punkt au- 
jserhalb desDurchmeflers BC, und man zieht MB, MÇ, 
MG, fo entfteht ein Dreyeck MBC, von deflen Spitze, 
im erften Fall nach der gegenüberftehenden Grundli
nie, im zweyten nach ihrer Verlängerung eine grade 
Linie AG gezogen ift, für ‘weiches folglich nach der

CG BCForm 7 unfers Lehrfatzes, MB2 x —- ± MC2 x — 
GE GE

PC
= rr, + (BGxCG + MG2) ift. Nun find B, G, C 

GE
gegebne Punkte , alfo BG und CG unveränderliche Li
nien, wie auch der Halbmefler desKreifesMG, und die 
beliebig gegebne Linie GE. Mithin find die Raume 
rechts vom Gleichheitszeichen, für jeden Punkt Min der 
Kreislinie, der aufserhalb BC liegt, von einerley Grö
fse, alfo auch die Räume links vom Gleichheitszeichen 
Folglich haben zwey der Gattung nach gegebne Figu
ren über MB und MC befchrieben, und zwar I zwey 
Figuren , die über diefelbe Linie befchrieben fich 
wie CG:BG verhalten, im er//e»Fall zufammengenom- 
men, im zweyten von einander abgezogen, immer ei
nerley Größe. Dafs diefes zwtytens auch 'für die bey.
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den. PunkteN der Kreislinie, welche in der Linie BC 
liegen, und für welche kein Dreyeck MBC vorhanden 

*5.329. ift ? gift, folgt aus Proklus Le’uifatz in Anmerk. 1 *, 
indemUach der Form 7 diefes Lehnfatzes, auch für jene

beyden Punkte, NE2 x + NC2 X *
GE GE GE

(BG X CG ± MG2) ift.

rig- 54* ^immt man in oder außerhalb der Kreislinie it'illkühr* 
lieh drey Punkte, B, C, D, und zieht von ihnen nach 
Einem Punkte M der Kreislinie grade Linien, fo haben 
auf diefelbe Art drey Figuren beflimmter Gattungen über 
diefe Linien befchrieben, für jeden Punkt Meinerley Summe) 
oder nach Um fänden einerley Unterfchied. Und zwar, wenn 
man BC, und von D nach demMittelp. G,DG zieht, und 
diefe-beyden Linien lieh irieinem Punkte H durchfchnei
den, fo wird die Gattung der Figuren über BM, CM, 
DM, durch das Verhältnifs der Abfchnitte CH : BH 
und HG : DG, wie in Folgerung 2. beftimmt. Und 
daßelbe gilt für 4, für 5, kurz für jede beliebige Zabi 
willkührlicb angenommener Punkte, wofür der Beweis nach 
Anleitung des Bewejfes in Folgerung 2. fich ohne 
Schwierigkeit, grade 1b wie für 2 Punkte führen läfst.

Anmerkung 3. Diefe intereffanten Folgerungen aus un
ferm allgemeinen Lehrfatz > habe ich unmittelbar auf die Ausle
gung der verfchiednen Formen deflelben folgen laßen , weil fie 
fich lediglich auf diefe gründen. In den folgenden Zufätzen fü
ge ich nun noch die Entwickelung einiger befondrer Sätze hinzu 

* 30. die in niiferm allgemeinen Lehrfatze* liegen, und aus deren grofser 
Brauchbarkeit in geometrifchen Unterfuchungen, die Wichtigkeit 
diefes Lehrfatzcs noch einleuchtender werden wird.
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Zufatz I. l) Wenn in einem Dreyeck ABC 
der Spitze nach der Verlängerung der Grundlinie BC eine 
grade Linie Ag fo gezogen ift dafs, wen^S einer, gegeb
nen Raum bedeutet,verhält AB2 ■—5’ : AC2 = Bg;Cg; 
fo ift allemal das Rechteck ans der Grundlinie und dem gro~ 
fsern Abfchnitt BG, gröfser als der gegebne Raum S.

Denn es ift alsdann AE2 — S = AC2 X ~ *,

B<r BC* *20. ßi
folglich^ = AB2— AC2 x -?= BC x Bg — Ag2 X — »

Cg Cg
und mithin S > BC X Bg. 

• *1 . ■ - -,
2) Wird hingegen AG nach einem Punkte in der Grund

linie felbft fo gezogen , dafs fich verhält S — AB2 : AC2 
— BG : CG, Jo mufs dafs Rechteck BC X BG kleiner als 

der gegebne Raum S feyn. Denn alsdann ift S — AB2 + 

AC2 X — = BC X BG 4- AG2 x ~ , alfo ' * 3®‘ & 
CG CG

S > BCx.BG.

Beyde Sätze kommen in Apollonius ebnen Oertern II Lem
ma 4 und 5 vor, und ihr Beweis wird dort weit hergehohlt.

Zufatz II., Nach der Auslage unfers Lehr Fig, 45. 
fatzes, ift, wenn'man in einem Dreyeck ABC, die 
Linie AG willkührlich nach einem Punkte der Grund« 
linie oder deren Verlängerung zieht, immer

AB2 X ~ ± AC2 x — = BG x CG + AG2. 
BC BC

wo die obern Zeichen für den erftern, die untern für 
den leUtern Fall gelten.
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iig.36. 1) Zieht man folglich AG nach dem Punkte in der
Mitte der Grundlinie, da dannBG = CG — | BC wird, fo 
ill immer j AB2 -f- F ACX = BG2-|- AG2; unfer Lehr
fatz 17, welcher alfo der einfachfte Fall diefes allge
meinen Satzes ill. — Zieht man Ag nach einem Punkte 
in der verlängerten Grundlinie, fo dafs BC = Cgwird, 
fo erhält man ebenfalls die Auslage jenes Lehrfatzes.

45* 2) Zieht man AG fo , dafs BG — 2CG, und mithin

BC =>3 CG ;/?, fo ift f AB2-f-y AC2 = 2 CG24-AG2 
u. f. f.

3) Iß überhauptBG — m.CG, folglich, im Fall G 
in der Grundlinie liegt BC = ('m "F l) CG, falls 
aber G in der verlängerten Grundlinie liegt BC = 
(m — l) CG ; fo ift

a n ul AB2 4" m ’ AC2 1 _ Aun erßcnFall ——1---------- ■' = m . CG2 -4- AG*
• m -f- I

«AB2 — m .’AC2
im zweyten---------------------  = m . CG2 — AG2;

m — I

Ausfagen, welche fich beyde in folgende Formel zu- 
fammenziehn laflen,

AG2 = —-— ♦ AB2 ± —m .. . AC2 + m . CG2
I ± m I ± m

wo die obern Zeichen für den erften, die untern Zei
chen für den zweyten Fall gelten.

jig Zufatz III. I) Zieht man AG fenkrecht auf die 
Grundlinie oder deren Verlängerung , fo wird AG2 — 
AB* —. BG2, und fetzt man diefen Werth in fo 
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geht die 'allgemeine Auslage, je nachdem der Winkel 
B fpitz oder ftumpf (d. i. BC = BG 4* CG oder BG 
— CG) ift, in die beyden Ausfagen des dreyzehnten. 
Lehrfatzes über; eine Ableitung, die ich dem Lefer 
überlaße. Auch diefer Satz ift alfo nur ein befondrer 
Fall unfers Allgemeinen.

2 ) Iß das Dreyeck ABC gleichfchenklig, und AG von F>g« 4S» 
der Spitze nach der Grundlinie oder deren Verlängerung ge
zogen, fo verwandeln fich in d die Theile links vom

Gleichheitszeichen in diefe AB2 x ( ) = ± AE2,
BC

indem, im^Fall G in der Verlängerung der Grundlinie 
liegt, der Vorausfetzung bey unfern Formeln gemäfs, 
Bg — Cg = BC ift. Es ift alfo im gleichfchenkligen 
Dreyeck ± AB2 = BG X CG ± AG2 oder AB2 = AG® 
+ BG X CG; ein fruchtbarer Satz, bey dem ich ipich 
hier weiter nicht verweile, weil ich ihn, zum Behuf 
derer, die unfern allgemeinen Lehrfatz überfchlagen 
haben , bald als einen belondern Lehrfatz aufführen 
und noch auf andre Art beweifen werde/. ~ aty

2ufatz IV. i) Zieht man in einem Dreyeck ABC Tig.
die grade Unie AG fo nach der Grundlinie BC oder nach 
deren Verlängerung, daß fich die beyden Abfchnitte BG, 
CG, wie die Schenkel, an welchen fie anliegen, verhalten, 
BG : CG = AB ; AC ; fo ift das Rechteck aus den beyden 
Schenkeln, gleich, im erften Fall der Summe, im Zweyten 
dem Unterfchiede des Rechtecks aus den beyden Abfchnitten 
BG , CG, und des Quadrats der theilenden Linie , oder 
ABxAC^BGxCG^ AGz, .
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Denn aus der vorausgefetzten Proportion fliefst 

auch die Proportionalität folgender Gröfsen
*V-4-ß. ÜG, ± CG : BG : CG = AB ± AC : AB : AC *, d. h. 

da im erften Fall BG + CG = BC, im zweyten aber, 
der Bedingung unfers Lehrfatzes gemäfs , BG--— CG 
= BC ift, BC:BG:CG = AB± AC: AB : AC. Folg« 

- BG AB .CG " AC
lieh ift ■— =--------- -  «na — — -----------

BC AB±AC BG AB±AC
Setzt man diefe Werthe in unfrei Form è, fo wird in 
diefem Fall der Theil links vom Gleichheitszeichen, 

CG BG
das ift AB2 X ± AC* x —;

2) Es fey AB = m . AC , und folglich , da
BG : CG, dem Verhältniffe AB : AC gleich ift,
BG = m.CG, fo erhält untere Ausfage folgende Ge- 
fiait, m.AC2 = m .CG2± AG2, fo dafs alfo unter der 
Bedingung diefes Zufatzes für jeden Punkt G in der

BG

tu 15 V«
1 AB  x AC ± AC3XAB _ Aß x AC x AB±AC2
- AB ± AC ' AB + AC AB + AC
== AB X AC ; und mithin ift in diefem Fall immer

AB X AC = BG X CG ± AG5.

Auch diefer bekannte und brauchbare Satz , der gewöhn- 
lieh aus der Lehre von der Aehnlichkeit der Dreyecke bewiefen 
wird, und- der auch bey-Le Gendre und vanSwinden vorkömmt, 

«ift alfo ein befonderer Fall unfers allgemeinen Lehrfatzes. Dafs 
er auch für einen Punkt in der Verlängerung der Grundlinie, 
nur mit der Verfchiedenheit gelte,, dafs dann die Summe in 
den Unterfchied übergeht, fcheint man bey dem gewöhnlichen 
Beweife deffelben Überfehn zu haben.
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Grundlinie, AG2 = m . (AC2 — CG2) — — . (ABa — BG2), 
m

und für jeden Punkt g in der verlängerten Grundlinie 

Ag2 = m (Cg2 — AC*) = A (Bg2 —AB2) hl.
m

Zufatz V. i) Zieht man endlich von der Spitze 
eines Dreyecks ABC, die grade Linie Ag Jb nach det' Ver
längerung der Grundlinie, dafs die Abfchnitte Bg, Cg fich 
wie die Quadrate der Schenkel, an welche fie anlie
gen verhalten, Bg : Cg = AB^ ; A&; fo iß allemal das 
Rechteck aus den Abschnitten, dem Quadrat der theilenden 
Linie gleich, BgX Cg= Agi, oder diefe Linie iß die mittlere 
Proportionallinie zwifchen den beyden Abfehnitten,

Denn aus der angenommnen Proportion folgt, 

dafs, AB2 X Cg = AC2 X Bg, folglich AB2 x — AC2
BC

B°*X -E. = o fey. Da nun diefer Unterfchied, nach un- 
BC

frerForm^, gleich iftBg X Cg —Ag2, fo muffen auch 
diefe Räume keinen Unterfchied haben, alfo gleich feyn 
oder es ift alsdann immer Bg X Cg = Ag2, und folg- 
lich Bg: Ag = Ag:Cg *.

Apollonius ebne Oerter II. Lemma 3, und Pappus VII. 119, 
wo diefer Hülfsfatz aus der Lehre von der Aehnlichkeit der Drey- 
ecke abgeleitet wird.

2) Für einen Punkt G in der Grundlinie, der diefe 
fo fchneidet, dafs die Abfchnitte fich wie die Quadrate

CG der anliegenden Schenkel verhalten, ift2 AB2 X —
BC

Z

€ r.
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= BG X CG 4* AG2; eine Erweiterung diefes Hülfsfa* 
tz.es, die ich nicht erwähnt finde.

Zufatz VI. Wenn man von'zwey'gegebnen Punk- 
ten B, C aus, grade Linien zieht, die fich in einem Punk
te A fo durchfchneiden, dafs je zwey diefer Linien zwar un
gleich find, aber ein gegebnes und unveränderliches Ver
hält ni ft 2 « ein an d e r haben','jo ift der ge o in e. 
trijehe Ort ihres Durchfc hnittspunktes, eine 
Kreislinie von gegebner Lage und Gröfsc.

Denn ift das Verhältnifs diefer Linien AB , AC 
gegeben, fo ift auch das Verhältnifs ihrer Quadrate be
kannt. Nimmt man daher'auf der Verlängerung der 
Linie BC einen Punkt g fo, dafs Bg, Cg in diefem 
Verhältnifs der Quadrate über AB, AC ftehn , und 
zieht Ag, fo ift nach Zufatz V, Ag2 = BgX Cg. Nun 
find die Punkte ß, C, und g gegeben und unveränder
lich; alfo auch Ag2, und die Seite Ag. Mithin ift 
der Ort der Spitze A, eine mit Ag um g befchriebne 
Kreislinie.

Ift das gegebne Verhältnifs der Linien SA : CA, das Verhält- 
■nifs der Gleichheit, fo ift kein Punke in der Verlängerung der 
Linie EC möglich, für welchen Bg;Cg in dem gegebnen Verhält- 
nilfe Itündcn, di Bg immer um BC gröfser oder kleiner als Cg 
ift. — Hingegen giebt es einen folchen Punkt G in der Linie BC 
felbft, für welchen BG — CGÀ— BC ift,und-fürdiefenwird, 
laut der zweyten Ausfage in Zufatz V, AB2 = BG2 + AG2, 
alfo der Ort der Durchfchnittspunkte A für diefen Ball ein Per- 

* 14. pendikel auf der Mitte der Linie BC *.
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Zufatz VII. Umgekehrt hat jed.t Kreislinie 
die Eigen fcha ft, dafs wenn inan innerhalb v der an- 

fserhalb des Kreifes willkübrlicb einen Punkt, z. B, C nimmtt 
und auf dem Durchmeffer durch C, nach derfelben Seite hin, 
einen zweyten Punkt B fo, dafs das Rechteck aus den Ent* 
femungen diefer beyden Punkte vom Mittelpunkte g, dem 
Quadrat des Ilalbmefers gN gleich if, gC X gB = gN?1 
oder, was auf eins hinaus kömmt, fo dafsgB die dritte 
Proportiouallinie zugC und dem Halbmef ergN ifl ; fo fehn 
je zwey grade Linien, MB : MC, welche man von diefen 
Punkten C, B aus, nach demfelben Punkte M der Kreislinie 
zieht, insgefammt in gleichem Verhältnifs, und 
zwar im Verhältnifs des Halbmefers und eines der Ab- 
fchnitte, gB:gN, oder der beyden Linien NB : NC, oder 
BP : CP,

Denn zieht man nach demfelben Punkte M der 
Kreislinie BM, CM, gM, fo entlieht ein Dreyeck 
BMC, von deflen Spitze nach der verlängerten Grund
linie, Mg fo gezogen ift, dafs Bg X Cg = Ng2 = Mg2 
ift , daher vermöge ô auch MB2 X Cg = MC2 X Bg 
feyn *, und folglich fich verhalten mufs MB2 : MC2 * 20, $ 
= Bg:Cg. Nun aber ift der Mittelpunkt g, derHalb- 
meffer gN, und einer der Punkte B, C, mithin auch 
der andre , alfo das j Verhältnifs der Linien Bg:Cg, 
folglich das diefen gleiche Verhältnifs der Quadrate 
MB2:MC2 , und alfo auch das Verhältnifs der Seiten 
diefer Quadrate MB : MC gegeben und unveränderlich.

Da nun die Punkte B und C, der Vorausfetzung 
nach fo beftimmt find , dafs fich verhält gB : gN

Z 2
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= gN:gC, oder, wenn man diele gleichen und fte- 

*V. 6. tigen Verhältnifle zufammen fetzt* gB : gC = gB2 : gN2 
oder auch wie gN2 : gC2 ; fo verhalten fich die Qua
drate ME2 : MC2 = gB2 : gN2 , und folglich je zwey Li
nien MB : MC = gB : gN oder wie gN : gC, oder endlich 
wie gB + gN : gN x gC d. i. wie BN : NC oder wie

*V. 4.8. BP: CP *. Mithin verhalt fich die gröfsere je zwey folcbcr 
Linien MB, MC zur kleinern, wie der gröfsere Abfchnitt 
zum Halbmeffer, odfer wie der Halbmeffer zum kleinem 
Abfchnitt) oder wie die beyden an diefen Linien anliegen
den Abfchnitte) in welche BC durch die Kreislinie getheilp 
wird.

Da der Halbmeffer die mittlere Proportionallinie zwifchen 
den Entfernungen der beyden Punkte B, C, vom Mittelpunkte, 
g ift; fo können die Linien gB, gC, nicht beyde zugleich giö- 
fser, oder beyde zugleich kleiner als der Halbmeffer feyn, folg
lich die Punkte B, C nicht beyde zugleich innerhalb oder au
fserhalb des Kreifes, eben fo wenig als zu entgegengefetzten Seiten 
des Mittelpunktes genommen werden.

Anmerkung. Die Ausfagen in Zufatz 6 und 7, welche 
zu den fchönften Sätzen über den Kreis gehören, machen in 
Apollonius ebnen Oertern den zweyten Ort des zweyten Buchs 
aus, und laffen fich auch aus Sätzen des nächften Buchs folgern, 
yn der That find fie aber nur der einfachfte Fall der Ausfagc C 

*f. I.D. jn Folgerung 1 *, und laßen fich daher noch jihr verallgemeinern.

Wenn nemlich beliebig viel Punkte B. B, C, D in einer 
Ebne gegeben find, und grade Linien von diefen Punkten aus ge
zogen fich (in diefem Fall je drey) fo in Punkten: A durchfchnei
den, dafs fie zu einander ftets in demfelben gegebnen yerhältnijfe 
fiehn, fo ift der Ort der Durchfchnittspunkte A fiets eine Kreisli
nie von gegebner Lage und Gröfse. Denn da alsdann auch die
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Quadrate über diefe Linien in einem gegebnen, unveränderlichen 
Verhältniffe Rehn , z. B. BA2 : CA2 : DA2 = m : n : p ; fo ift BA2 +

m n
CA2 : DA2 = m + n : p, und mithin BA2 + CA2 — DA2 * -

P
oder eine Figur gegebner Gattung über DA befduieben, gleich 
der Summe der Quadrate über die anderen Linien. Es ift dann 
alfo auch der Unterfchied diefer Quadrate und der Figur gegeb
ner Gart.mg über DA, gleich einem gegebnen Flächenraume, ' 
nemlich dem Flächenraume o, und deshalb der Ort der Punkte 
A eine Kreislinie, deren Mittelpunkt und Halbmefler, wie in 
Folgerung 2., beftimmt wird.

[le H R S A T Z 21.3

Zieht man ans der Spitze A eines gl eich-^Z- 3^ 
fchenkligen Dreyecks ABC nach irgend einem 
Punkte G in der Grundlinieoder nach einem Punkte g 
in deren Kerlangerungy eine grade Linie, fo iß ficts 
der Unterfchied der Quadrate aus diefer Linie und aus 
einem der gleichen Schenkel, gleich dem Rechteck aus 
den Abfchnitten auf der Grundlinie, BG, CG, oder auf 
der verlängerten Grundlinie,Bg, Cg.

Da ein Perpendikel AD, aus der Spitze auf die 
Grundlinie gefällt, diefe iin Punkte D halbirt *, fo 
geht für diefen Punkt das Rechteck aus den beyden Ab- 
fchnitten in das Quadrat der halben Grundlinie, und 
allo die Ausfage des Lehrfatzes in folgende über, Ab2 
—■ AD2 —BD2, welche vermöge des Pythagoreifchen 
Lehrfatzes wahr ift. * *i2.f. i.

leder andre Punkt G in der Grundlinie theilt diefe 
überdem in zwey ungleiche Abfchnitte, BG, GC, mit-
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*nXl>ahin fo , dafs BG x GC = BD2 — DG2 ift *, oder, da 
imDreyeck BAG der Unterfchied diefer Quadrate, dein 
Unterfchiede der Quadrate aus den Schenkeln AB, AG

* 16. i-gleich ift*, fo, dafs ift
BG X GC = AB2 — AG2.

Für jeden Punkt in der Verlängerung der Grundlinie, 
haben wir eine in D gleich getheilte Linie BC, wel
cher ein Stück Cg angefetxt, für die folglich Bg x gC 
= Dg2 — DCZ ift. Und da wiederum im Dreyeck 
CAg der Unterfchied diefer Quadrate aus denAbfchnit- 
ten der Grundlinie, dem Unterfchiede der Quadrate aus 

• 16. i. den Schenkeln Ag und AC = AB gleich ift *,
Bg x gC = Ag2 _ APA

Man nehme alfo den Punkt G in der Grundlinie felbft, 
oder in deren Verlängerung, allemal ift das Rechteck 
aus dem Abfiande diefes Punktes von den beyden Endpunk
ten I> , C der Grundlinie, gleich dem Unterfchiede der 
Quadrate aus der Linie AG und einem der gleichen Schenkel, 
nur mit dem Unterfchiede , dafs im erften Fall der 
Schenkel gr'ofser, im ?.weyten kleiner als die Linie AG 
ift; welches fich aus der Natur des gleichfchenkligen 

• I. iö, Dreyecks von felbft verfteht *.

Folgerung, Das Quadrat einer graden Linie AG, 
welche durch die Spitze des gleichfchenkligen Dreyecks ge
zogen wird, ift folglich, je nachdem fie auf der Grund
linie, oder auf deren Verlängerung auffteht, 
AG2 = AB2 — BG X GC oder Ag2 = AB2-|- Bg x gC; 
Ausfagen, die man bequem in folgende zufammen- 
fafst

AG2 = AB® ? BG X GC 
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wo das obere oder das untere Zeichen gilt, je’nachdem 
der Punkt G in der Grundlinie BC felbft, oder in, deren 
Verlängerung liegt. Grade fo ill

AB2 = AG2 ± BG X GC ;
ein Satz, den wir fchon oben gehabt haben *. ^oZ^

Z u f a t z. lede Sehne eines Kreifis, welche kein Durch- Tnf. pp. 
ineßer iß, s. B. AB, bildet mit den beyden Halbmef- 
fern, die nach ihren Endpunkten gezogen werden, 
ein gldcbfcbenkliges Dreyeck ABC, welches den Mittel-- 
punkt zur Spitze, die Sehne felbft zur Grundlinie, und 
den Halbmefler zu Schenkeln hat. Durch unfern 
Lehrfatz wird- mithin folgende artigeEigenfcbnfc diefer 
Sehnen begründet :

j) lede grade Linie, welche aus dem Mittelpunk
te C eines Kreifes nach irgend einem Punkte O in einer 
Sehne wie AB, gezogen iß, theilt diefe fo in zwey Ab- 
fchnitte AO, OB, dafs AO X OB = CA2 — CO2 ift. 
Und auf diefe Art wird auch der Dur dun eßer HI, der durch 
den Punkt 0 geht, (folglich jede Sehne durch Oj mittelft 
diefes Punktes eingctheilt. Denn giebt cs gleich, da 
der Mittelpunkt C in HI liegt, alsdann kein gleich- 
fchenkliges Dreyeck, wie für die übrigen Sehnen, 
fo ift doch HI im Punkte C gleich, iin Punkte O un
gleich getheilt, und deshalb gleichfalls das Rechteck 
HO x 01 = CI2 — CO2 * Gnfiy

2) Eine grade Linie, welche aus dem Mittelpunk
te nach einem Punkte o in der Verlängerung eiaer Sehne 
wie AB gezogen ift, fchneidet dagegen auf ihr zwey 
Abfchnitte Ao, Bo, fo ab, dafs Ao x oB= Co3— CA2
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ift. Und auch der Durchmefer, der durch den Punkt a 
geht, (folglich jede Sehne durch o) wird mittelft des Punk
tes o auf diefe Art eingetheilt, da dem in C gleich ge- 
theilten Durchmefler HI, in diefem Fall, ein Stück 

TliEi.ß Io angefetzt, folglich Ho x ol = Co2 — CI2 ift *.

In beyden Fällen, der Punkt O liege in einer Seh
ne , oder in deren Verlängerung , ifi alfo imitier das 
Rechteck aus den Abfcknitten, die durch diefen Punkt ge
bildet werden , {oder noch beßimmter das Rechteck aus dem 
Abßand des Punktes 0 von den beyden Endpunkten A, B der 
Sehne^ gleich dem Unterfchiede der Quadrate aus dem Halb* 
tnejfer und aus der Linie CO.

3) Diefe Linie CO felbft, und der Halbmefter CA, 
werden durch folgende Ausdrücke gegeben,

CO2 = CA2 + AO x OB
CA2 = CO2 ± AO X OB

wo die obern oder die untern Zeichen gelten, je' nach
dem der Punkt O in der Sehne, oder in deren Ver
längerung liegt.

[LEHRSATZ 22.]

Taf. in. 1 ) Wenn mehrere Sehnen insgefammt durch ei~ 
55- nen Punkt 0 int Kreife gehn , Jo find die Rechtecke 

aus den beyden Stücken , welche auf jeder Sehne durch 
diefen Punkt abgefchuitten werden, Jbwohl unterein
ander, als auch mit dem Quadrate der halben Sehne 
gleich, welche mit dem Punkte 0 gleich weit vom 
Mittelpunkte abjleht ) z, B, AO X OB = DO X OE 
= OF2.
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2) Wenn dagegen die Verlängerungen 
mehrerer Sehnen insgefammt durch einen Punkt 0 
außerhalb des Kreifes gehn, fo find die Rechtecke aus 
der ganzen fchneidenden Linie und aus der Verlange- 
rung^fo wohl untereinander, als auch mit dem Qua
drate der Tangente gleich , welche vom Punkte 0 
nach dem Kreife gezogen wird, z. B. Ao X oB « 
Do X oE = 0G2.

IftO der Mittelpunkt desKreifes, fo find alle Seh
nen , welche durch diefen Punkt gehn , Durchmefler, 
die fich im Punkte O halberen, mithin die Ausfage 1 
richtig, — Ift O nicht der Mittelpunkt, fo ziehe man 
nach demfelben die grade Linie OC. Für alle Sehnen, - 
welche fich entweder felbft, oder verlängert in demfel- 
ben Punkte O durfchneiden, ift diele Linie CO, und 
mithin der Unterfchied der Quadrate des Halbmelfers 
und diefer Linie, von gleicher Gröfse. Da nun diefer 
Unterfchied den Rechtecken AO X OB, DO X OE, 
IIO X 01 etc. dem vorigen Zufatz gemäfs* gleich ift, ¥ 3l z 
der Punkt O liege im Kreife oder aufserhalb des Krei
fes, fo find auch in beyden Fällen alle diefe Rechtecke 
unter fielt gleich^

Im erften Fall wird eine Sehne G'F, welche durch 
den Punkt O geht, und vom Mittelpunkte um CO ab- 
fteht, vom Durchmefier durch O fenkrecht durchfchnit- 
ten und halbirt ♦, fo dafs GO X OF = OF2 ift. Und * jj 
da diefes Rechteck jedem der übrigen Rechtecke aus 
den beyden Abfclinitten der Sehnen, die durch den
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Funkt O gehn, gleich ift, fo mufs auch jedes diefer 
Rechtecke dem Quadrate über OF gleich feyn.

Itn zweyten Fall ift, wenn man vom Punkte o aus 
eine Tangente oG am Kreife, und nach:dem Berüh
rungspunkte den Haibmefl'er CG zieht, CG auf oG 

*TI. re. fenkrecbt *, daher oG2 — oC2—CG2*, und folglich 
l~ das Quadrat der Tangente oG, gleich dem Rechteck aus 

den beyden Abfchnittea jeder verlängerten Sehne, die durch 
den Punkt o gehtindem jedes diefer Rechtecke, dem 
Unterschiede der Quadrate, über Co und über dem Halb

er Z. 2 meffer CG, gleich ift*.

Folgerung i. Da in Rechtecken von gleichem 
♦4 f. i. Inhalt, dieSeiten verkehrt proportional find*, fo erge

ben fich hieraus unmittelbar folgende Sätze:

oc ) Zwey Sehnen, welche einen Punkt 0 innerhalb der 
Kreislinie gemein haben , durchfchneiden fich in diefem

• E. 7. Punkte verkehrt proportional *, fo dafs fich, verhält 
AO : DO = OE : Oß t

ß) und die Hälfte der Sehne FG t welche vom Mittel
punkte nm CO abßeht (oder die auf dem DurchmeïTer im 
Punkte O fenkrecht fteht) iß die mittlere Proportionalli
nie zwifchen den beyden Abfcbnitten einer jeden folchen Seh
ne , fo dafs fich verhält AO : OF — OF : OB.

7) Eben fo werden zivey Sehnen, die ßch verlängert 
in einem Punkte 0 aufs er halb des Kreifes durchfchneiden * 
durch die Kreislinie verkehrt proportional eingetheilt , fo 
dafs fich verhält Ao : Do = oE: oß ;

3) und die Tangente , welche von diefem Punkte 0 
nach dem Kreife geht > iß zwifchen der Verlängerung und 
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der ganzen dtirchfchneidendcn Unie die mittlere Proportio» 
naUinie, fo dafs fich verhält Ao : oG = oG : oB.

Ueberhaupt werden alfo zwey grade Linien, welche 
von Einem Punkte 0 nach der Kreislinie gehn, von diefer 
fiets fo gefchnitten, dafs die Entfernungen des Punktes 
O von den beyden Durchichnittspunkten einer jeden 
dieferLinien, verkehrt proportional find*, oder dafs die * 7»
Rechtecke aus diefen Entfernungen insgefammt unter 
einander gleich find. Dafs fich auf diefe Eigenfchaften 
der Sehne und der Tangenten Methoden gründen la(Ten> 
zu drey gegebnen Linien die vierte, oder zu zwey die drit
te Proportionallinie, fo wie zwifchen zwey gegebnen dig 
mittlere Proportionallinie zu finden, fällt in die Augen.

Folgerung 2. Ift von einem Punkte einer Sehne- 
AB, eine grade Linie OF nach dem Kreife fo gezogen, dafs 
012 „OBxOA iß ; fo iß OF ein Perpendikel auf dem 
Durchmefer, der durch den Punkt 0 geht. Denn ver
längert man die Linie FO, bis wo fie zum zweyten 
male den Kreis in G durchfchneidet, fo ift OG X OF 
= OB X OA, folglich OF2 = OG X OF und alfo OF 
= OG'; d. 11. die Sehne GF wird im Punkte O halbirt, 
uud fteht daher auf dem Durchmefler durch O fenk
recht.

Von allen Sehnen die durch den Punkt 0 gehn, iß 
diefe Sehne FG (die auf dem Dur cimejfer durch 0 fenkrecht 
ßeht) die kürzeße. Denn unter allen Rechtecken, wel
che von gleichem Inhalt find, hat das Quadrat den 
kleinften Umfang *. *ij.Z.r.
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Folgertet g 3. a) Ift von einem Punkte in derVer. 
hivgerung einer Sehne AB, eine grade Linie oG nach dem 
Kreife fo gezogen, dafs oG^ = oA X oB iß; fo berührt 
tG den Kreis im Punkte G. Denn zieht man von o 
durch den Mittelpunkt des Kreifes oH, fo ill: oA X oB 

*22. 3. = oH X ol * und alfö 0G2 = oH x ol = 0C2— CG2, 
weil dem in C halbirten DurchmetTer HI, das Stück 

1 f Io artgefetzt ift *. Folglich mufs das Dreyeck COG 
* ’4- bey G rechtwinklig * feyn, und daher oG den Kreis 

• II. i2. }ni Punkte G berühren *.

Diefe berührende Linie ift ftets kleiner als die Hälfte 
der Summe aus den beyden Abfc [mitten Ao, Bo jeder Sehne, 

*n,Z.i. die durch den Punkt 0 gebt *, und je zwey Abfchnitte 
Ao, Bo einer Sehne zufammen genommen , find ftets 
kleiner als die beyden Abfchnitte Ho , Io auf dem 
Durch me (Ter.

ß) Siad endlich nach irgend drey Punkten A,B,o einer 
graden Linie, von einem Punkte K grade Linien fo gezogen, 
dafs Ko2 — AoxBo ift, und man befchreibt durch AKB 
einen Kreis, fo berührt oK diefen Kreis, vermöge 
und folglich find dann allemal die Winkel BKo = KAB, 

* II24 ♦ 4^ “ *» und als die Nebenwinkel der letztem
KBo = AKo, mithin die Dreyecke KBo und AKo 
gleichwinklig.

Folgerung 4. a) Liegen vier Punkte A, D, B, E 
fo, dafs, wenn man ße Paarweife durch grade Linie wie 
AB, DE verbindet, diefe Linien ßch entweder felbß in ei
nem Punkte 0, oder verlängert in einem Punkte 0 durch, 

fchneiden, und das Rechteck aus den Abfchnitte» AO, BO 
der einen , dem Rechteck aus den Abfchnitte» DO, EO
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der andern gleich iß, oder, was auf eins hinauskömmt, 
fo, dafs die Entfernungen des Durchfchnittspunkts O 
von den beyden Punkten, die auf jeder diefer Linien 
gegeben find, in verkehrtem Verhältnifs ftehr; fo laßt 
fich durch diefe vier Punkte ßets eine Kreislinie befchreibe^, 
und ein Kreis, der z. B. durch die drey Punkte A, B, C 
gezogen wird, mufs nothwendig auch durch den vierten È 
gehn. Denn wer diefes leugnen wollte, müfste behaup
ten dafs ein folcher Kreis die Linie DE nicht in E, fon- 
dem in einem andern Punkte F durchfchnitte, da denn 
^as Rechteck aus DO, FO dem Rechteck aus AO, BO, 
mithin, der Vorausfetzung gemäfs, dem Rechteck, aus 
DO, EO gleich feyn müfste, welches nur dann mög
lich ift, wenn FO = EO, und alfo F und E einerley 
Punkt find.

ß ) Umgekehrt läfst fich durch vier gegebne Punkte nut‘ 
dann ein Kreis ziehn, wennße entweder auf diefe Art lie. 
gen, oder wenn fie die Eckpunkte eines Rechtecks find. Denn 
laufen unter den Linien, welche die vier Punkte ver. 
binden, je zwey deF gegenüberftehenden parallel; fo 
bilden lie ein Parallelogramm, und um kein Parallelo
gramm , das Rechteck ausgenommen, läfst fich ein 
Kreis befchreiben *. Durchfehneiden fich hingegen «y, 
diele Linien, und die vier gegebnen Punkte lägen nicht 
auf die angezeigte Art, und doch,in einem Kreife, fo 
müfste eine grade Linie einem Kreis in drey verfchiede- 
nen Punkten D, E, Ffchneiden können, welches un
möglich ift.

7 ) Gehn überhaupt mehrere grade Linien durch Einen 
Punkt 0, und es liegen entweder auf allen zu einerley,
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oder auf alle» zu »entgegengefetzten Seiten defielben zwey 
Punkte ß, dafs die Rechtecke mis ihren Entfernungen vom 
Punkte 0 gleich find ; fo liegen alle diefe Punkte in ei
ner Kreislinie^ und ein Kreis durch drey derfelben 
befchrieben, geht auch durch alle übrigen. Und zwar 
liegt im elften Fall der PunktO aufserhalb, im zwey- 
ten innerhalb diefes Kreifes. Umgekehrt giebt die- 
fes eine Bedingung ab, unter der allein ein Kreis durch 
gegebne Punkte gehn kann.

Alle drey Ausfagen find?für die Theorie des Kreifes von 
Wichtigkeit, und befonders wird uns der Satz Ä, in Verbindung 
mit Lehrfatz 23 und 26 im zweyten Buch, gleich im Folgenden 
fehr nützlich feyn.

Folgerung 5. Jedes Perpendikel, welches auf 
dem Durcbmefer eines Kreijes aufßeht, und vom Durch-
inejfer bis zur Kreis Unie reicht, iß die mittlere Pro
portionallinie zwifchen den Stücken, welche es auf 
dem Durcbmejfer abfehneidet, z, ß.PM zwilchen AP und
pB, und das Quadrat über dem Perpendikel iß dem Recht
eck aus den Abfchnitten des Dttrchmejfers gleich^ PM- =
AP X PPi Ausfagen, die fchon in unferm Lehrfatz 
und in Folgerung 1. ß) liegen, und die auch unmit
telbar daraus folgen, dafs wenn man von dem Punk
te M, wo das Perpendikel den Kreis durchfchneidet, 
nach den Endpunkten des Durchmeflers grade Linien 
MA, MB zieht, ftets ein rechtwinkliges Dreyeck ent
geht, worin der Durchmeffer Hypotenufe, und MP 
ein Perpendikel aus der Spitze des rechten Winkels auf

3.f.2. die Hypotenufe ift *
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Die Quadrate zweyer folcher Perpendikel ftebn al
fo auch zu einander in demfelben Verhältnifs, wie die 
Rechtecke aus den Abfchnitten, z. B. PM2:QN2 = AP 
X PB : AQ X QB; eine Eigenfchat, worin der Kreis, 
wie wir in der Folge fehn werden , mit den übrigen 
Kegelfchnitten übereinftimmt, nur dafs für diefe das 
Quadrat jedes Perpendikels gröfser oder kleiner ift 5 als 
das Quadrat der beyden Abfchnitte,

Durch Perpendikel welche man aus Punkten einer Linie auf 
eine grade Linie AB fällt, wird die Lage diefer Punkte, und 
mithin die Lage der ganzen Linie, gegen die grade Linie AB be
ftimmt *. Folglich dient diefe Eigenjcbaft der Perpendikel, welche f» 
auf einem Durchmefler errichtet weiden , die Natur der Kreisli
nie in Beziehung auf ihren Dnsxbineßcr völligen befiintmen, mid 
wir können uns ihrer als eines Hiiterjcbeidaidcn Charakters der 
Kreislinie, wodurch lie fich von allen andern Arten krummer 
Linien auszeichnet, bedienen, wie kir diefes befonders in dem 
Buche von den Kegellchnitten thun werden. — Bezeichnet man 
den Halbmefler der Kreislinie mit r , folglich den Durchmefler 
mit sr, jedes Perpendikel mit y, und den Abfchnitt des Durch- 
meflers vom Anfangspunkte deflelbenA an, bis zum Perpendikel 
mit x, folglich den zweyten Abfchnitt mit er — x, (da denn 
natürlich die Zeichen y und x keinen feiten unveränderlichen 
Werth haben, fondern einen Werth, der für jedes Perpendikel 
anders ift) ; fo ill diefer Eigenfchaft des Kreifes gemäfs y 2 ~= 
s.far — x); unddieferGleichung bedient man fich in dei’ analyti- 
fchen Geometrie als Charakter der Kreislinie , fo wie umgekehrt 
mittellt der Natur des Kreifes fich für jede folche Gleichung Linien 
darftellen laßen , welche zu einander das in der algebraifchen 
Gleichung ausgedrückte Verhalten haben. Diefe Linien darltel- 
len, nennt man eine Gleichung covßrniren,

Z u fa t z I, Jede Sehne AM iß die mittlere Propor- 
tionaihnie zwifchen dem Durchmejfer und dem an ihr Ile-

I
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gcndcn Stücke AP, welches durch, ein Perpendikel aus dem 
einen Endpunkt der Sehne auf dem Ditrchmefer, der durch 
den andern Endpunkt geht, abgefchnicten wird. Denn ift 
AB diefer Durchmeffer , und man zieht MB , fo ift 
ÀMB ein rechtwinkliges Dreyeck , worin AM , BM 
Katheten, folglich AM2 — AB X AP und BM2 = 

•i2.f.2K Aß x BP*, diefe Sehnen alfo die mittleren Propor- 
tionallinien zwilchen dem Durchmefler AB und den 

*4.f. 1. Abfchnitten AP, BP lind *. — In einem der folgen
den Lehrfatze wird diefer fruchtbare Satz noch be- 

* 2+’ nächtlich erweitert werden *. Hier einige Folgerun
gen daraus.

a) Setzt man mit der Proportion 
AM2:BM2 = AP: BP

*V.4-è. die identifche AM ; BM = AM : BM zufammen *, 
fo ergiebt fich daraus

AMA : BM3 = AM x AP : BM x BP.
Diefe letztem Rechtecke verhalten fich folglich wie die 
dritten Potenzen aus den Zahlausdrücken der Sehnen 
AM, BM, oder ftehn im dreymal fo hohen Ver- 

• V. 6. hältnifs *.
M f Grade fo ift AM2 : PM2 = AB : PB * und mithin ♦jZ.t.S.F

AM3 : PM3 = AB x AM : PB x PM. (Gregor, a. St» 
. Vincentio 111. 91. 92.)

Auch verhält fich PM2 : AB X PM = AB x PM : AID 
indem die erftern und die letztem Rechtecke von glei
cher Höhe find, und fich daher wie ihre Grundlinien 
PM : AB verhalten. Nün ift PM2 = AP x PB und 

*is. £ 3. AB X PM = AM X BM *. Folglich ift auch AP x PB 
«• : AM
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; AMxBM = AM x BM : AC^, oder das Rechteck aus 
den beyden Abfchnitten, das Rechteck aus den beyden 
Sehnen, und das Quadrat des Durchmefiers find in ftc* 
tigern Verhältnifs (Greg. III. gi,)

ß ) Zieht man von einem Punkt der Kreislinie aus meh- 
rere Sehnen, AM, AN, AR, fo verhalten ßch die Qua
drate derfelben untereinander und zum Quadrat des Durch» 
mcf'crs, wie die Abfcbnitte AP, AQ_, AS unter einander und 
zum Durchmeßer AD, Denn da AM* = AB X AP, AN*

AB X AQ, AR2 — AB X AS ift, fo verhält fich 
AM2 : AN* : AR2 ; AB* = AP ; AQ : AS : AB. Sind alfo

B_. die letitern Abfchnitte ftetig proportional, fo 
find es auch die Quadrate der Sehnen, und mithin die 
Sehnen felbft (Gregor III, 20).

Folglich verhalten fich auch hier , aus denfelben, 
Gründen wie in », AM3 : ANS ; AR3 = AP X AM ;AQ 
XAN;ARxAS, und auch diefe Rechtecke ftehn in 
dreymal lo hohem Verhältnifs als die Sehnen AM, AN» 
AR, (Gregor III, 92,)

7) Berühren ßch zwey Kreife im Punkte A, fo find Fig. 
ihre Durchmefler Stücke derfelbe graden Linie, die 
durch den Punkt A geht *, *H. 16,

Sind daher DF, Gl etc. Perpepdikel auf diefem & lj> 

Durchmeffer, welche den einen Kreis in E, H etc. den 
andern in F, I etc. durchfchneiden, fo verhält fich fowohl 
AE2 ; AH* = AD : AG , als auch AF2 ; AP = AD : AG, 
und mithin find die Quadrate der Sehnen im einen 
Kreife, mit den Quadraten der beyden Sehnen des an-

Aa
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dem Kreifes, und alfo diefeSehnen untereinander pro
portional, oder AE : AH = AF : AI. (Greg. III. 18. )

Auch verhalten fich die Quadrate je zwey folcher 
Sehnen aus den verfchiednen Kreifen Al2 : AE2: AD2 
wie die Durchmeßet der Kreife AB : AC ; AD, weil AF2 

AD X AB und AE2 = AD X AC ift. Ift daher AD 
die dritte Vroportionallinie zu den beyden Durchmef- 
fern, fo verhält fich auch AF - : AE2 = AE2 : AD2 und. 
AF:AE = AE:AD, daher dann auch AE die mittlere 
Proportionallinie zwifchen AD und AF ift. (Greg- 

HI, 19.)

Fig. $8.

*32. 2.

Zufatz II. Wenn fich mehrere Kreife im Punkte 
A berühren, und man zieht aus einem Punkte ß ihrer ge- 
meinfchaftlichen Tangente grade Linien, tcelche diefe KreF 
fe durchjchneiden, fo find die Rechtecke aus den beyden Stu 
cken^ welche jeder der Kreife auf den durchfchneidenden 
Linien abjebneidet, von gleicher Gröfse , z. B. BD x BI 
= BE X BH = BFx BG, oder bfx bg = bd x be. Denn 
jedes diefer Rechtecke ift dem Quadrat der berührenden 
Linie , AB2 oder ab2, gleich *. (Greg. III. 68.)

Befchreibt man daher um irgend einen Punkt B in der 
gcmeinjchaftiicken Tangente einen Kreis, der die fich berüh
renden Kreife in den Punkten. F durchfchneidet, und zieht 
durch diefe. Punkte F grade Linien, welche die Kreife zum 
zweyten male in Punkten G durckfchneidcn, f) liegen alle 
dieje Punkte G im Umfange eines mir dem erßern concert, 
trifchen Kreifes. Denn die Rechtecke BF X BG und die 
Linien BF find insgefammt gleich, folglich auch die 
Linien BG. (Greg. III, 56.)
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Zufatz III. Iß die Sehne IG dem Halbmefler des Ufa 55» 
Kreifes gleich, und man zieht durch den einen Endpunkt 
derfelben einen Durchmejfer, durch den andern eine Tangen, 
te, die fich beyde in o fchneiden, fo wirdGCI ein gleich* 
leitiges Dreyeck, aus deffen Spitze Go nach der ver
längerten Grundlinie geht. Folglich mufs Go2 = 
Cox Io-}-CG2, und da zugleich Go2 = Ho x To ift ♦, * an 

♦ 22 * 
CG2 = Ho X Io -»-Co x Io= HC x Io,folglich, da HC = 
CG ift, auch Io = CG feyn. Die Tangente durchfchneE 
det alfo in diefem Tall den verlängerten Durchmefer jb% 
dafs Io dem Halbmefler gleich, folglich Co = Hl, und 
da fich die rechtwinkligen Dreyecke CGI, IGH decken 
auch Go = GH iß, daher GE2 = lo x Ho = IG x (IG-4- HI) 
= 3. CG2 wird, (Greg. III. 22).

. Zufatz IV. a) Sind von einem Punkte 0 aufs er halb 
eines Kreißs zwey fchncidende Linien OB A, OED fo nach 
dem Kieije .gezogen, dafs das Quadrat der einen Verfange, 
rung EO, dem Rechteck aus der andern Sehne AB und ilf 
rer Verlängerung BO gleich iß , fo ifi umgekehrt auch das 
Quadrat der zweyten Verlängerung BO dem Rechteck aus der 
er fern Sehne DE und ihrer Verlängerung EO gleich, Dena 
ift EO2 = AB x BO, fo ift auch, wenn man beyderfeits 
BO2 hinzufügt, EO2 4- BO2 = AB x BO + BO2 = 
BOxAO = EOxDO* = EO24-EOxDE, und mit-, *23. 2. 
hin BC2 = EO x DE. Ift alfo EO eine mittlere Propor
tionallinie zwifchen AB, BO, fo ift umgekehrt auch 
BO eine mittlere Proportionallinie zwifchen DE 
und EO,

Aa.Ä
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ß ) Sind dagegen die beyden Sehnen fo gezogen, daß 

die Rechtecke aus den Sehnen, den Rechtecken aus ihren Ver
längerungen gleich find, AB x DE = BO x EO fo find die
fe Verlängerungen in verkehrter Ordnung genommen , zwi
fchen den beyden Sehnen AB, DE zwey mittlere Pro* 

‘V, $ portionallinien*. Denn ift
y . . . AB BO ,o) AB X DE — BO X EO, mithin — = — » und

J EO DE
man fügt AB X BO zu den gleichen Rechtecken hintu, 
fo wird AB X DO = AO X EO. Nun ift-

* EO X DO = AO X BO *,* 22. 2.
mithin, wenn man Gleiches durch Gleichem dividirt,

AB EO BO— = — = — vermöge a).
EO BO DE

Betrachtet man alfo diefe Brüche als Exponenten von
Verhaltniffen, fo find alle diefe Verhältnifie gleich,

AB : EO ~ EO : BO = BO : DE *
* V. 2« und folglich find: die Verlängerungen EO , BO zwey 

mittlere Proportionallinien zwifchen den Sehnen AB,
* V. 5. *•

Auch folgt aus jenen Gleichheiten, dafs

AB? AB EO y BO _ AB- = — X — X — — —. iit, dais mithin fich
EO* EO BO DE DE
verhält AB s DE = AB3 : E03.

Anmerkung. Wäre es Jalfo nur möglich zwey gegebne 
grade Linien AB, DC fo in einen Kreis als Sehnen zu legen, 
dals die Rechtecke aus denfelben, den Rechtecken aus ihren Ver
längerungen bis zu ihrem Durchfchnittspunkte gleich, wären ; fo 
hätte man die Aufgabe, zu zwey gegebnen Linien AB, DE zwey 
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mittlere Proportionallinien zu finden, und zugleich jauch das be
rühmte Delifcbe Problem von der Verdopplung der Kubus aufgelöft* 
Denn man fände auf diefe Art eine grade Linie EO, deren Kubus 
zum Kubus von AB des Verhältnifs zwey beliebiger Linien DE î AB 
hätte, indem wir in der Streometrie fehn werden, dafs die Wür
fel zweyer Linien fich wie die dritten Potenzen der Zahlausdrü
cke diefer Linien verhalten, grade fo wie die Quadrate iin Ver
hältnifs der zweyten Potenzen diefer Zahlausdrücke ftehn. Auf 
jene Aufgabe hat Vieta (Opera p. 242) diefes berühmte Problem 
zurückgeführt, doch auf einen langwierigeren und weniger ele
ganten Wege, als es hier,gefchehn ift.

Allein zwey grade Linien auf die geforderte Art einem Kreis 
einzufchreiben, ift eine Forderung, welche die Kräfte der Elemen
targeometrie überfteigt. Diefes läfst fich nicht durch grade Linie 
Und Kreis allein, fondern nur durch Hülfe der Kegelfchnitte oder 
andrer Curven wiflenfchaftlich bewerkftelligen,und zwar aus ähn
lichen Gründen-, aus denen wir die Unmöglichkeit auf diefem 
Wege einen Bogen oder Winkel in drey gleiche Theile j zu thei- 
Icn deducirt haben *. Mechanifche Verfahren und Inftrumente * 

diefes zu bewerkftelligen, laßen fich indes mehrere erdenken.

Noch einige andre Wege, diefes Problem aufzulöfen , findet 
man in den Bemerkungen zu diefem Werke.

Z u fa tz V. tc) Iß ift einem Dreyeck ABC, aus der Fig. 59 
Spitze nach, irgend einem Punkte G in der Grundlinie 
die grade Linie AG gezogen, und man nimmt in einem der 
Schenkel, zt B. in Aß, einen Punkt E fo, dafs fich. verhält 
BE : AE — BG x CG : AG^, und zieht GE; fo ift allemal 
der Winkel AGE, gleich dem Winkel ACG des gegebnen 
Dreyecks. Denn zieht man durch B eine Parallellinie 
mit EG, welche die verlängerte Linie AG im Punkte. 
F durchfchneidet, fo theilen die beyden Parallellinien
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* 7' EG, BF die Schenkel des Winkels A proportional^, 

*3. E - £odafs fichverhàltBE; AE=FG: AG = FGx AG:AG2*.
Die Verhältniffe der Rechtecke, BG X CGj AG2 und 
FG X AG : AG2 find alfo démfelbén Verhältnifs, BE : AE, 
mithin untereinander gleich, daher auch die Rechtecke

* V* 2- BG X CG und FG X AG gleich feyn muffen *. Daüber- 
dem BC und AF grade Linien find, die fich im Punkte 
G fchneiden, fo liegen die vier Punkte A, B, F, G in 

4') einer Kreislinie *, und da in diefer die Winkel F und 
*1G3Zi C über derfelben Sehne AB ftehn, fo find fie gleich *, 
•1.55 ai. alfo £.F = AGE * = C.

ß) Iß Ag nach einem Punkt in der v er! anger ten 
Grundlinie gezogen, und man nimmt auf der Verlänge
rung des Schenkels AB einem Punkt e fo, dafs fich verhält 
Be : Ae — Bg x Cg; Ag2, und zieht ge, fo iß, je nachdem 
e auf der Verlängerung über A oder über B hinaus Hegt, 
der Winkel Age dem Winkel ACg, oder deffen Nebenwinkel 
ACB gleich. Denn vermöge derfelben Gründe find, 
wenn man die vorige Conftruction wiederholt , die 
Rechtecke Bg X Cg und Ag X fg gleich, mithin A, B, 
C, f Punkte in einer Kreislinie, nur dafs die Winkel 
AÇBundf=Age im elften Fall einander gegenüber, 
im zweyten hingegen auf derfelben Sehne AB ftehn, 
und daher f im erften Fall dem Nebenwinkel von 

• II. 37. ACB *, d. h. ACg, im zweyten aber dem Winkel ACB 
felbft gleich ift. Diefe Lage des Punktes e richtet 
fich aber danach, ob das Becbtetk Bg x Cg gröfser oder 
lüeiner als Atß iß. Im erften Fall mufs der Punkt e in 
der Verlängerung über A , im zweyten in, der Verlän
gerung übei* B hinaus, liegen.
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7) Durch die umgekehrte Schlufsfolge erhellt auch 
der umgekehrte Satz, daß falls man GE oder ge fo zieht* 
dafs der Winkel AGE — ACG oder Z_ Age im erßen Fall 
= ACg, im {zweyten = ACB iß, fich allemal verhält 
BE : AE = BG x CG-. AG* oder Be : Ae = Bg x Cg : Ag*.

Diefe Ausfagen, eigentlich Zufàtze zu Leinfatz 20, find in 
Sim font Wiederherftellung von Apollonius ebnen Oerteln, de 
zweyten Buchs drittes Lemma.

[LEHRSATZ *3.]

Wenn zwey Sehnen ßch unter rechten Winkeln Fig- 6«. 
durchfchneiden, fo find ßets die Quadrate aus den 
vier Abfchnitten zufammen genommen dem Quadrat 
des Durchmejfers gleich.

Durchfchneiden fich beyde Sehnen im’Mittelpunkte, 
fo find fie Durchmefler, mithin die vier Abfchnitte 
Halbmefler. Durchfchneiden fie fich rechtwinklig in 
einem Punkte des Umfangs, fo bilden fie einen Winkel 
der auf einem Halbkreife fleht*, und folglich mit dem 
Durchmefler als Hypotenufe ein rechtwinkliges Drey
eck *. In diefen beyden Fällen liegt die Wahrheit 
des Satzes aus Lehrfatz 4. Zufatz 3. und durch den Py- 
thagoreifchen Lehrfatz * am Tage« * l3.

Durchfchneiden fich hingegen die beyden .Sehnen 
AB, DE rechtwinklig in einem Punkte F, der entweder 
innerhalb oder außerhalb des Kreifes liegt, fo verbinde 
man ihre Endpunkte durch grade Linien AE , DB, und 
ziehe durch einen derselben einen Durchmefler DCG..
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îm erften Fall, wenn F îm Kreife liegt, hat der 
Winkel DFB zu feinem Maafse die halbe Summe der

11. 2j. Bogen DB, AE *, welche feine Schenkel umfpannen. 
Da er nun als ein rechter Winkel den vierten Theil der 
Kreislinie zu feinem Maafse hat, fo muffen die Bogen 
DB4 AE dem Halbkreife, folglich dem Bogen DB 4 
BG gleich feyn. Mithin find die Bogen AE und BG» 
alfo auch ihre Sehnen, untereinander gleich» Ueber- 
dem ift, wenn man BG zieht, DBG ein Dreyeck im 
Halbkreife , folglich rechtwinklig. Es ift alfo vermö
ge des Pythagoreifchen Lehrfatzes in den drey recht
winkligen Dreyecken AFE, DFB, DBG, erftens BG2 
~ AE2 — AF24FE2, zweytens DB2= DF2 4 FB2, und 
drittens DG2 = BG2 4 DB2, folglich DG2 = AF2 4 FE2 
4- DF24FB2. (Greg. III. 77)

Im zweyten Fall, wenn F außerhalb des Kreifes 
liegt, hat der Rechte Winkel F zu feinem Maafse den 
halben Unterfchied der beyden Bogen BMD—AE, die 

*11. 2j, feine Schenkel umfpannen *', daher der Unterfchied 
diefer Bogen dem Halbkreife BMD — BG, mithin AE 
— BG feyn mufs. Alles übrige ift wie im vorigen Fall. 
Auch hier haben'wir wiederdrey rechtwinklige Drey. 
ecke AFE, BFD, GBD, und aus der Anwendung des 
Pythagoreifchen Lehrfatzes auf fie, folgt eben fo wie 
vorhin,

DG2 = AF2 4 BF2 4 DF2 4 EF2 ;
fo dafs alfo in allen Fällen die Quadrate der abge* 
fchnittnen Stücke zufammengenommen dem Quadrat 
des Durchmeflers gleich find»



INHALT GRADEI- FIGUREN, 377

Zufatz I. Zieht man, falls beyde Sehnen fich int 
Kreife rechtwinklig durchfchneiden, noch AD und EB, jb 
find in dem Viereck ABED die Quadrate von je zwey der ge~ 
genüberflehenden Seiten zufammengenommen untereinander, 
und] mit dem Quadrat des Durchmeßen von gleicher Gröfse, 
AD--f Eß2 = AE- 4~ DIj2 = DC^, indem fie vermöge 
des Pytbagoreifchen Lehrfatzes den Quadraten aus den 
vier Abfchnitten der Sehnen, die fich in F rechtwinklig 
durchfchneiden, gleich find. Der Inhalt des Vierecks 
AEBD ift gleich ~ AB X DE*, oder wie wir im fol- * $t 
gendenBuche fehn werden, vermöge des Ptolemäifchen 
Lehrfat2.es gleich 5 AD X EB 4~ 5 AE X BD. (Greg. 
III. 75. 76.X — Liegt der Dnrchfchnittspunkt F aufser» 
halb des Kreifes, fo durchfchneiden fich zwar die Linien 
AD, BE, Und bilden mit AE, BD kein Viereck, aber 
dem ungeachtet gilt auch von ihren Quadraten diefer 
Zufatz.

Zufatz II. Eine Sehne FG, welche mehrere parai- Fig,6i. 
leie Sehnen DE rechtwinklig in den Punkten H, und den mit 
ihnen parallelen Durchmeffer AB im Punkte K durchfchnei» 
det, theilt jede derfelben fo ein, dafs DH X HE HK- 
ftets von einerley Gröfse, und zwar dem Rechteck AK x KB 
gleich ift. Denn da der Durchmeffer AB die Sehne FG, 
die auf ihn fenkrecht fteht, im Punkte K halbirt *,* 
und diefe von jeder der parallelen Sehnen in einem 
Punkte H ungleich getheilt wird; fo ift ftets GH X HF 
= KF2 — KH2 *, und zugleich GH X HF = DH X HE *, Ä 
fo wie KF2 — AK X KB *, folglich DH X HE — AK X * 22. j. 
KB - KH2 und DH X HE + KH3 = AKx KB. (Greg. ’ Çf‘ 

III. 72).

Lehrfat2.es
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v A [LEHRSATZ 24.]

Pig. 62. Wenn inan auf dem Durchmeßer AB eines Krei
fes , oder auf dejfcn Verlängerung, in einem willkiihrli- 
chen Punkte D oder d ein Perpendikel errichtet, und 
zieht von dem einen Endpunkte des Durchmeffers z.B. 
von A aus, grade Linien, welche die Kreislinie in 
Punkten F, das Perpendikel in Punkten G oder g durch
fchneiden, fo find die Rechtecke aus je zwey Abfchnit- 
ten AF und AG gleich dem Rechtecke aus dem Durch- 
wfßr AB und dem Abßhnitt AD dejfelben, der am 
Punkte A anliegt , und jene Rechtecke find insge- 
Jammt untereinander gleich.

Man ziehe FB , fo ift der Winkel AFB ein Win
kel im Halbkreife, mithin ein rechter, und fo auch 
fein Nebenwinkel BFg. Ueberdem find die Winkel 
bey D und d, der Vorausfetzung gemäfs rechte.

Für Perpendikel welche auf dem Darchmejfer felbfi, 
oder auf deffen Verlängerung über B hinaus aufftehn* 
find daher die beyden Winkel D und F oder d und F, 
zufammengenommen zwey rechten gleich, daher fich 
um das Viereck BDGF oder BdgF ein Kreis bcfchreiben

*H. 27. ^fst *, worin FG, BD oder gF, dB Sehnen find, die 
fich verlängert im Punkte A durchfchneiden, daher 
fiets AF x AG = AB X AD, fo wie AF X äg = AB X 
Ad ift ».

Für Perpendikel, welche auf der Verlängerung des 
Durchmcßers über A hinaus errichtet find, ftehn fdie 
Schenkel der rechten Winkel bey F' und d' über der- 
felben Grundlinie Bg’, daher auch in diefem Fall B>
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F'î d', g’ Punkte in einer Kreislinie *, und F'g’, Bd'* 
Sehnen lind , die fich jetzt aber innerhalb des Kreifes 
im Punkte A durchfchneiden , fo dafs auch für diefen 
Fall ftets AF' X Ag' = AB x Ad' ift.

Für ein Perpendikel, welches im Endpunkte des 
Dttrcbmeffers B aufßeht^ und daher zugleich eine Tan
gente des Kreifefjß, ift A? x 7F = 762*, überdem A-,2 * «5. 
= 7B2AB2, folglich auch, wenn man Gleiches von 
Gleichem abzieht, A7 x AF = AB2 *. * E. 3,

Wo alfo auch auf dem Durchmefler oder auf def« 
fen Verlängerung, das Perpendikel aufftehe, und wie 
man auch aus dem Tunkte A grade Linien nach dem 
Kreife und dem Perpendikel gezogen haben möge, im
mer ift das Rechteck aus den beyden Abfchnitten einer 
folchen Linie AF, oder Ag, oder F'g, dem Rechteck 
AB X AD, oder AB X Ad etc. gleich , daher auch bey 
demselben Kreife und für daffelbe Perpendikel (für die 
AB und AD von gegebner und unveränderlicher Grö„ 
fse find) jene Rechtecke A F x AG etc, insgefammt unter 
einander gleich feyn müßen.

Folgerung 1. Steht das Perpendikel auf dem 
Darchmeßer felbft auf, fo durchfchneidet es die Kreis
linie.in irgend einem Punkte E, und dann ift AE2 — 
AB X AD *. Mithin iß in diefem Fall jedes der Recht- 
ecke AFx AG = AE2, und folglich die Sehne AEdie mitt
lere Proportionallinie zwifcben je zwey Abschnitten AF und 
AG; welches eine artige Verallgemeinerung der Aus- 
fage in Lehrfatz 22 Zufatz I ift. Wenn man folglich 
durch den einen Endpunkt irgend einer Sehne AE einen
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Durchmtfer * und durch den andern ein Perpendikel auf 
diefem Dtirchmejfer zieht, fo ifi die Sehne AE die mittlere 
Proportionallinie zwifchen jeder andern Sehne, die durch 
den Punkt A geht, und dem an A anliegenden Stück der» 
felben, das durch den Perpendikel abgefchnitten wird- 
(Hugenii Horol. Ofcillat. p. 49. Edit. (673-)

Fig. 63. Beschreibt man mit AE um A einen Kreis,
welcher die Linien A F in Punkten H durchfchneidet; 
fo find folglich auf ihnen allen von A aus,drey ftetig 
proportionale Stücke AG , AH, AF abgefchnitten, da 
AE2 = AH2 — AG y AF ift. (Greg. III. 39.)

Fig. 62. ß) Zieht man FE, fo entfteht ein Dreyeck FEG, 
aus deffen Spitze nach der verlängerten Grundlinie, 
eine grade Linie EA fo gezogen ift, dafs EA2 = GA 
X FA ift. Folglich verhält fich ftets GE^cFE2 = GA

*2O.Z.5 ; FA *.

Folgerung 2. Verlängert man'eine Sehne AF, 
bis fie in 7 die Tangente durchfchneidet, welche den 
Kreis im entgegengefetzten Endpunkte des Durch- 
meflers durch A berührt; fo ift allemal der Durchmeffer 
die mittlere Proportionallinie zwifchen der Sehne AF und 
der verlängerten Sehne Ag, weil nach unferm Beweife 
AF X Ay — AB2 ift. Fallt man von F auf dielen 
Durchmefler das Perpendikel Fd, fo ift überdem AF2 =

*22.^1. Aß X Ad *, und es verhält fich daher Ad : AF =± AF : AB 
__ AB: Ay, oder AFund AB f.nd zwey mittlere Proportio» 
nail mien zwijeben Ah und Ay ; ein Satz worauf fich me- 
chanifche Vorrichtungen gründen laßen, um zù zwey 
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gegebnen Linien zwey mittlere Proportionallinien zu 
finden ♦. (Greg. III. 17.)

Folgerung 3. Wenn man durch einen gegebnen 
Punkt A willkührlich grade Linien zieht, und auf diefen 
zwey Punkte F und G fo nimmt, dafs ein Rechteck aus den 
Abfchnitten AF, AG fiets einer ley Fïdchenraum, e. B, dem 
gegebnen Raume S gleich iß; fo mttfs 1) falls der geo
metri f ehe Ort des einen diefer Punkte G eine grade 
Linie Eid von gegebner Lage iß, der geometrifche Ort 
des zwey ten Punktes F eine Kreislinie von gegebner 
Gröfse und Lage feyn : und 2) falls umgekehrt der Ort des 
Punkts F eine gegebne Kreislinie iß, die durch den 
gegebnen Punkt A geht, der geometrifche Ort des 
zwey ten Punktes G eine grade Linie von gegebner Lage 
feyn. Man fälle nemlich in Fall 1 von A auf die ge- . 
gebne Linie EE' ein Perpendikel AD, verwandle den 
gegebnen Raum S in ein Rechteck über AD, und neh
me auf AD oder deffen Verlängerung, AB gleich der 
Hohe diefes Rechtecks, fo dafs AD X AB = S wird, 
und befchreibe dann um AB als Durchmefier eine Kreis
linie-, fo, behaupte ich, ift diefe der geometrifche Ort 
der Endpunkte F. Denn erftens wird diefe Kreislinie 
von jeder Linie die durch den Punkt A geht, die ein
zige Tangente AK. ausgenommen, in A und einem 
zweyten Punkte F durchfchnitten*; die Tangente aber •|II. sz, 
fleht auf dem Durchmefier AB fenkrecht*, läuft folg- »TT

11, lzt
lieh mit der gegebnen Linie EE' paralleli *, und jede* j e 
andre Linie durch A durchfchneidet nothwendig auch 
EE’ in irgend einem Punkte G, weil fonft durch einen 
Punkt A mit einer gegebnen Linie EE' verfchiedne
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. I24.Z3 Parallellînîen möglich wären *. Zweytens ill für jede 
durchfchneidende Linie nach unferm Lehrfatz AF X AG
= AD X AB = S weshalb alle Punkte F der fo be' 
fchriebncn Kreislinie die verlangte Eigenfchaft haben, 
aber kein Punkt aufserhalb derfelben. — Verwandelt 
man umgekehrt in'Fall 2 den gegebnen Raum S in ein 
Rechteck über dem Durchmefler AB, nimmt AD ’der 
Hohe diefes Rechtecks gleich, und errichtet durch D 
auf AB ein Perpendikel EE' ; fo ift diefes der Ort der 
Punkte G, grade aus denfelben Gründen. In diefem 
Fall darf man jedoch die Beftimmung nicht’Überfehn , 
daß der gegebne Punkt A in der gegebnen Kreislinie liegen 
foil, Denn ift diefes nicht der Fall, und liegt er inner
halb desKreifes, fo werden wir in der Folge fehn, dafs 
der Ort 4er Puïikte G keine grade Linie, fondera gleich« 

Cf f>t falls eine Kreislinie ift *.
Anni.

Diefer intereffante Satz wird in Apollonius ebnen Oertern 
I. g und 9 Fall 1. folgendermafsen ausgedrückt: „Wenn aus 
einem gegebnen Punkte A, auf einer graden Linie zwey Stücke 
AP, AG abgefchnitten werden, welche ein gegebnes Rechteck 
enthalten, und der Endpunkt des einen Stücks G eine der Lage 
nach gegebne grade Linie EE' berührt, fo berührt der Endpunkt 
F des andern Stücks einen der Lage nach gegebnen Umkreis”; 
ein Ausdruck der keine Nacachmung verdient. Die Analyfis bey 
Simfon in Fall 1 läuft darauf hinaus, dafs wenn G ein Punkt in 
der gegebnen Linie EE' ift, und es foil AF x AG = S = AD 

*22.f.4 x AB feyn, F, G, D, B Punkte in einer Kreislinie*, folglich 
wenn man FB zieht, die Winkel bey F undD gleich, und daD 
ein rechter ift , auch bey F ftets rechte Winkel feyn müifen. Je
der folcher Winkel fteht aber auf der gegebnen Linie AB; folg- 
^ch ift der Ort der Punkte F cine Kreislinie über AB als Durch- 
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méfier befchrieben *. Die Analyfis in Fall 2 liegt am Tage. —• * II. 26. 
Mehrere analoge Sätze, findet man ijn nächftcn Buche. ' *'

Zufatz I. a) Nimmt man dagegen auf jeder*1^'6** 
Sehne AF, die aus einem gegebnen Punkte A im Umfan* 
ge eines gegebnen Kreifes gezogen wird, einen Punkt G fo , 
dafs das Keckteck ans den beyden Abfchnitt en einem gegeb
nen unveränderlichen Raum gleich iß, AG X GF = S ; fo 
iß der. ge om e t rife he Ort der Punkte G, eine 
Kreislinie, welche mit der gegebnen concentrifch iß.~ 
Denn ift G ein Punkt von dir bedungenen BefchatFen- 
heit, und man zieht durch ihn einenDurchmeßer HI> 
fo ift erftens AG X GF = HG x Gl ♦, und zweytens, * a3, *♦ 
•weil der Durchmefler in C gleich und in G ungleich 
getheiit ift, HG x Gl = CI- — CG2 * Mithin mufs ’uXu 
AG X GF = S = CI* — CG2 oder CG2 = Cl2—S feyn. 
Nun ober ift der Kreis, alfo auch das Quadrat über def- 
fen Halbmefler, CI2, mithin auch CG gegeben und un
veränderlich, und daher der Ort der Punkte G eine 
Kreislinie, die mit der Seite eines Quadrats = CI2— S 
als Halbmejfer,xim den Mittelpunkte befchrieben wird. 
Der Ort ift unmöglich, wenn S <f CI2ift; da in derThat 
jedes Rechteck aus den beyden Abfchnitten einer Seh
ne kleiner als das Quadrat des [Halbmeflers feyn 
mufs * *n.Z.i.

ß) Nimmt man auf den Verlängerungen der 
Sehnen AE, welche aus dem Punkte A in einer gegebnen 
Kreislinie gezogen find, Punkte g fo, dafs die Rechtecke 
^X^F = S find, und zieht von g durch den Mittel
punkt gH' ; fo ift erften« Ag X gF = H'g x gf* = St * 22.



384 BUCH HI.

*ii.f. ï xweytens H’g X g I' = Cg2 —CI'2 *, folglich Cg2 = 
S-|-CI'2, alfo wiederum der Ort der Punkte g eine wit 
der gegebnen concentriß be Kreislinie, deren Halbmeßer 
in diefem Fall die Seite eines Quadrats S-p CI2 ift, und 
die alfo den gegebnen Kreis einfchliefst.

Diefe brauchbaren Oerter , werden bey Apollonius nicht 
ausdrücklich aufgeführt, Man fleht leicht, dafs der letztere Ort 
auch für den Fall gilt, wenn g auf der Verlängerung der Sehne 
über A hinaus liegt, und Ag* X g' F = S ift.

Z u f a t z II. a) Da für jedes Perpendikel auf dem 
Durchmelfer Aß oder auf dellen Verlängerung, erftens 

* 12, nach dem Pythagoreifchen Lehrfatze AGS = AD2 
GD2*, oder AG x AG = AD x AD 4- GD2 und zwey- 
tens nach unferm jetzigen Lehrfatze AG X AF = AD X 
AB ift,; fo mufs, wenn man Gleiches von Gleichem 
abzieht, auch, falls G im Kreife liegt, alfo AF >AG ift, 
AG X GF=AD X DB x GD2 feyn, falls hingegen# außer* 
halb des Kreifes liegt, alfo AF < Ag ift, Ag X gP — ga* ± Ad 
xdB,wo das obere Zeichen gilt, wenn d aufserhalb des 
Kreifes liegt, das untere, wenn d noch im Kreife fällt, 
indem in diefem letztem Fall Ad2 um das Rechteck Ad 
X dB kleiner als Ad x AB, folglich diefes Rechteck 
noch von gda abzuziehn ift.

ß) Auf eine ähnliche Art ift im rechtwinkligen 
Dreyeck AFB, AF2 = AB2— FB2 oder AF X AF » AB 
X AB — FB2 folglich AFx FG = ABx BD — FB2, und 
AF x Fg = Fß2 + ABxdB, wo wieder das obere oder 

fmfrt 
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untre Zeichen gilt, je nachdem d aufserbalb oder inner
halb des Kreiles liegt.

7) Zieht man daher von irgend einem Punkte g au- 
fserhalb des Kreifes ein Perpendikel gd nach einem be
liebigen Durchmefler AB oder nach deffen Verlänge
rung, und xugleich irgend eine den Kreis in H und I 
durchfchneidende Linie; fo ift immer, falls das Per
pendikel gd auf dem Durhmefl'er lelbft auffteht, alfo d 
im Kreile liegt, gd2 — Ad x dB = Ag x gF = Hg X 
gl *, falls hingegen das Perpendikel gd auf der Verlän
gerung des Durchmefl’ers auffteht , gd2 -j- Ad X dB 
— Ag X gF = Hg x gl. (Greg. III. §7.) — Ift G ein 
Punkt im. Kreife, fo ift AD X DB — GD2 = AG x GF ~ 

• Hg X gl. (Apollonius ebne Oerter II. 8- 9» 2uf.)

[LEHRSATZ 25.]

Wenn man durch einen beliebigen Punkt M einer Fig. 6a. 
Sehne AH oder durch irgend einen Punkt m in de
ren Verlängerung, eine grade Linie MD oder md pa
rallel mit der Tangente AK, welche durch den einen 
Endpunkt A diefer Sehne geht, zieht, fo werden auf 
jeder andern graden Linie, welche durch den Punkt 
A geht, und daher den Kreis in einem zweytenPunk
te F, die Linie MD oder md hingegen in Punkten 
G oder g durchfchneidet *, zwey Stucke AF und AG *24X3, 
oder Agfo abgefchnitten, dafs die Rechtecke AF^AG 
insgefammt dem Rechteck AH\ AM, und daher auch 
untereinander gleich find.

Bb
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Denn ift AB der Durchmefler, der durch den End

punkt A der gegebnen Sehne AH geht, fo fteht die 
Tangente AK, und alfo auch jede der Linien MD und 
md, welche mit ihr parallel laufen., auf dem Durchmef- 

*11. 12.fer AB, oder deflen Verlängerung lenkrecht *. Die 
graden Linien, welche durch den Punkt A gezogen, 
■werden, durchfchneiden folglich ein Lolches Perpen
dikel MD, wo es auch auf dem Durchmefler, -oder 
deflen Verlängerung auffteht, und durch welchen Punkt 
der Sehne A oder deren Verlängerung es folglich geht, 
ftets fo, dafs die Rechteck AF X AG insgefammt unter
einander, alfo auch insgefammt dem Rechteck AH X 

v «4. AM gleich lind*, fo wie die Rechtecke AF X Ag alle 
untereinander und mît dein Rechteck AH X Am gleich« 
Gröfse haben»

Diefe Verallgemeinerung des vorigen Lehrfatzes, läfst fich 
auch leicht durch eine ähnliche Schlulsfolge, wie jener, oder 
aus der Lehre von der Aehnlichkeit der Dreyecke beweifen. Da 
der Winkel, den eine Tangente mit einer Sehne macht, die 
durch den Berührungspunkt geht, den Winkeln in den entgegen
gefetzt liegenden Kreisabfehnitten > z. B. KAm' den Winkeln iin 
Abfchnitt /1EH, und KAH den Winkeln im Abfchnitt ABH, gleich 
ift; fo läfst fich die Lage der Linien MD auch dadurch beftim- 
men dafs fie die Sehne unter Winkeln durchfchneiden, -welche 
den Winkeln in den entgegengefetzt liegenden Kre^abfchnitten 
gleich'Jind, und fo druckt Greg, a St. Vine» 111. 73 diefen Satz 
aus»

Folgerung, 1. Werden von einem gegebnen Punk
te A aus, willknhrhch, grade Linien gezogen, und auf jeder 
derfelben von diejem Punkte an zitey Abfchnitte AF und 
AG, fo genommen, dafs, (wenn man von den Punkten G mit ei- 
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«er gegebnen Linie ^Paralkllinien zieht, und diefe eine 
der Gröfse und Lage nach gegebne grade Linie AH entweder 
felbß , oder deren Verlängerung über Hhinaus^ in Punkten 
M durchfchneidenf) immer das Rechteck AFx AG = AH x 
AMißi fo iß der geometrifche Ort der Punkte 
Fy eine der Lage und Gröfse nach gegebne Kreis li nie*

Denn zieht man durch ‘den gegebnen Punkt A, 
parallel mit der gegebnen Linie Q, die Linie Kk, und 
befchreibt zu diefer Linie als Tangente und über ÄH 
als Sehne einen Kreis ; fo hat, unferm Lehrfatz zu Folge, 
diefe Kreislinie die Eigenfchaft, dafs wenn man aus 
A irgend eine Sehne AF, und aus irgend einem Punk
te G auf ihr, oder auf ihrer Verlängerung, parallel 
mit der Tangente die Linie GM zieht, AF X AG = 
AH X AM ift. Folglich thut jeder Punkt F diefer Kreis
linie untrer Bedingung genüge. Hingegen kein Punkt 
P, der nicht in ihr, und doch mit ihr zu einerley Seite 
der Tangente Kk liegt, weil fonft lowohl AG X AP 
als auch AG X AF gleich AM X AH , und doch AP 
gröfser oder kleiner als AF feyn müfste, welches un
möglich ift.

Verlängert man AH über A hinaus, auf die entgegen
gefetzte Seite der Tangente Kk, nimmt AH' gleich AH, 
und auch hier auf die durch A gezognen Linien zwey 
Abfchnitte AF, AG fo, dafs Parailellinien GM mit der 
Tangente Kk gezogen, auf AH'Linien AM'fo abfehnei. 
den, dafs AF X AG = aH' x AM' ift ; fo mufs der Ort 
der Punkte F ebenfalls eine über AH' als Sehne zu Kk 
als Tangente befchriebneKreislinie feyn; welche folg
lich mit der erftern gleich ift, fich mit ihr im Punkte

Bb 2



38» BUCH in.
A berührt, und deren Mittelpunkt mit dem der erftern 
zu entgegengefetzten Seiten der Linie HH' liegt.

Deshalb ift es einerley ob die Abfchnitte AF und 
AG einerley, oder zu verfchiedner Seite des Punktes A 
genommen werden. Immer find zwey gleiche im 
Punkte A fich berührende Kreislinien, von der erwähn, 
ten Befchaffenheit, der Ort Punkte F. Auf diefelbe 
Art gilt der Ort in Lehrfatz 24 Folg. 3 auch für den 
Fall, wenn AF und AG Abfchnitte einer gradenLinie 
find, die zu entgegengefetzten Seiten des Punktes A liegen.

Uebrigens bleibt der_Ort der Punkte G unter untrer gegen- 
wärtiven Vorausfetzung gänzlich unbeftimmt, da G jeden Punkt 
in jeder Sehne AF bedeutet. Kömmt aber eine zweÿte Bedin
gung hinzu, fo wird dadurch auch der Ort der Punkte G be-^ 
ftimmr. Noch einen andern Beweis für die Ausfage in diefer 
Folgerung findet man in Zufatz. 1.

Folgerung. 2. Durchfchneidet die Linie MD 
die Kreislinie in irgend einem Punkte E, und man 
zieht AE, fo fallen die Punkte F und G beyde inE zu- 
fammen, und es ift AE2 = AM X AH. — Zieht man 
durch H eine Parallellinie mit. der Tangente AK, fo 
fallen die Punkte M und H zufammen, und es ift AF 
X A7 = AH2. Man findet alfo zu zwey gegebnen Sehnen 
AH, AE, oder AF, AH, die von demfelben Punkte A aus 
gezogen find , die dritte Proportionallinie AM oder Af, 
wenn inan durch den zweyten Endpunkt der Sehne, wel
che die mittlere Proportionallinie feyn foil, eine Parai- 
lellinic mit der Tangente durch den Punkt A zieht.

Fig. 6$. Folgerung 3. Zieht man von den beyden End- 
punkten einer Sehne AH nach irgend einem Punkte im
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Kreife grade Linien AE, HE, und parallel mit den 
Tangenten durch die Endpunkte der Sehne die Linien 
EM, EN, fo ift alfo AE2 = AH X AM und HE2 = AH x 
HN. Daraus folgt

«) dafs fich verhält AE2.- HE2 = AM : HN und, 
wenn man diefe gleichen Verhältniffe beyde mit dem * y. 
Verhältnifs AE : HE zufammenfetzt *, AEî : HE3 — 
AM X AE : HN X HE. Diefe Rechtecke ftehn alfo im 
dreyfachen Verhältniffe der Sehnen AE, HE; eine 
Ausfage, denen inLehrfatz 22, Zufatz 1 analog. (Greg, 
in. 93O

ß) Da im Dreyeck HEM aus der Spitze E nach 
der verlängerten Grundlinie eine grade Linie EA geht, 
deren Quadrat gleich ift dem Rechteck aus den Ab- * 
fchnitten HA, MA auf der verlängerten Grundlinie, 
AE2=HAxMA; fo müffen fich die Quadrate über 
den Schenkeln diefes Dreyecks, wie die Abfchnitte 
verhalten , oder HE2: ME2 = HA : MA *, und aus den- *ao,Z.5'. 
felben Gründen AE2:NE2 = AHI; NH. Folglich ver
hält fich auch erflens HE2 : ME2 = HA X LN : MA 
X HN *. Nun aber ift dem obigen zu Folge HE2 = •$. f. 1. 
HAxHN, alfo mufs auch ME2 = MA X HN feyn ♦, * V. 6. 
und aus ähnlichen Gründen NE2 = NH X AM, mithin 
ME2 = NE2. Die beyden mit den Tangenten parallel ge
zognen Linien EM^ EN find alfo ßets von gleicher Länge, 
und fchneiden von der Sehne zwey Stücke AM, HN fo ab 
dafs ME2 = NE1 = AMx HN iß, (ein Satz den Clai. 
raut als zwölfjähriger Knabe gefunden haben foil;
Krafft Inftit. geom. fubl. §. 105.) .

7) Ift zweytens , zu Folge der erften Proportion 
in ß, HEz : ME2 = HA : MA ; fo verhält fich auch
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> HE2:ME2=HA5:HA x MA* oder, da Folgerung 2 
gemäfs HA X MA = AE2 ift, HE2: MEZ = HA2 : AE2. 
Folglich lind auch die Seiten diefer Quadrate propor- 

* 4- f« 3- tional HE : ME = HA : AE *, und mithin ift AE X HE 
— AH X EM. Folglich tnnfs in jedem Dreyeck, welches 
einem Kreife eingejchrieben iß, wenn man von der Spitze 
nach der Grundlinie eine Parallellinie EM mit einer derTan^ 
genten durch, die Endpunkte der Grundlinie zieht, das Recht, 
eck aus den beyden Schenkebi AE, IlE gleich feyn dem Recht" 
eck aus der Grundlinie AH in diefe Parallellinie EM. 
(Greg. 111. 70.)

Fig. 66. £ ) Zieht man hingegen in einem Dreyeck ', welches
dem Kreife eingefchrieben iß, aus der Spitze E, durch den 
Punkt 0, der in der Mitte det' Grundlinie API liegt, eine

* 17. Sehne EOF, fo ift AE2 4- EH2 = 2 A0a 4- 2 EO2 *, oder, 
da AO2 = AO X 0H = EO X OF *, und EO X OF -LEO2 
= EO X EF ift, ßets AE* 4- EH* = 2E0x EF,

Fig. 67. Folgerung 4. Wenn eine grade Linie AH der Gröfse 
und Lage nach gegeben iß, und grade Linien MN, welche 
auf AH odes' auf deren Verlängerung über H hinaus in 
Punkten M aufßebn, und mit einer gegebnen Linie parallel 
laufen, werden jede von einer aus dem Punkte A gezognen 
graden Linie, fo iss einem Punkte E durchfchnitten, dafs 
das Quadrat über AE, desss Rechteck aus den Linien AH und 
AM gleich iß, AEz = All X AM ; fo iß der Ort der 
Durchfchnittspunkte E ßets eiste Kreislinie 
von gegebner Lage und Gröfse. Und zwar eine Kreisli
nie, die man findet, wenn man mit der gegebnen Li
nie Q, durch den gegebnen Punkt A eine Parallellinie 
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Kk lieht, und dann über der gegebnen Linie AH, als 
Sehne, einen Kreis befchreibt, den Kk im Punkte A 
berührt *. Denn nach Folgerung a5 hat jeder Punkt Ein *H.Afg. 
diefer Kreislinie die Eigenfchaft, dafs wenn man AE, Iu* 
und parallel mit der Tangente durch A, EM lieht, 
AE2 = AH X AM ift: und kein Punkt F, der nicht in der 
Kreislinie liegt, kann diefe Eigenfchaft haben, weil 
fonft entweder eine grade Linie den Kreis in drey 
Punkten E, F, E durchfchneiden, oder es eine Sehne 
geben müfste, die gröfser als der Durchmefl'er wäre,

Nimmt man auch auf der Verlängerung der ge
gebnen Linie AH über A hinaus folche Parallellinien, 
fo wird für diefe der Ort der Durchfchnittspunkte E' 
eine der vorigenr gleiche Kreislinie , welche jene im 
Punkte A fo berührt, dafs die Mittelpunkte und die 
gleichen Abfchnitte zu entgegengefetzten Seiten der 
verlängerten Linie AH liegen.

Apollonius ebne Oerter II, 3. Fall z. Simions Analyfis führt 
dort den Beweis diefes Orts noch auf andre Sätze zurück. Ge
fetzt nemlich Ez fey einfolcher Punkt, für welchen AEZ« — AH? 

AM' ift, fo muls , wenn man durch die drey Punkte Ez, H/, 
einen Kreis befchreibt, AEZ diefen Kreis im PunkteE'berüh* 

ren *; folglich, wenn man EZHZ zieht, der Winkel AE'H', 
dem Winkel AM'E', gleich feyn *♦ Nun find für alle Parallel
linien MZEZ, die äufsern Winkel AM'E' zu einerley Seite der Li

*22 Ej.ß

nie AH?, von gleicher gegebner Gröfse, nemlich gleich KAH 
oder kAH, mithin auch der Winkel AECH' von gegebner, un
veränderlicher Gröfse. leder der Durchfchnittspunkte Ez ift alfo 
die} Spitze eines Dreyecks AEZHZ welches über der gegebnen 
unveränderlichen Grundlinie AH? fteht, und deffen Winkel an 
der Spitze Ez, gleichfalls von gegebner .Gröfse yft, liegt mithin 
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im Bogen, entweder desKreisabfchnitts über AHZ, welcher den 
gegebnen Winkel KAH fafst, oder des Kreisabfchnitts unter AH' 
der den Nebenwinkel kAH fafst, mithin in einem Kreife, den 
inan findet, wenn man über AH als Sehne und zu Kk als Tan
gente, einen Kreis befchreibt.

Fig- 68. Zufatz I. Bleibt alles, wie im vorigen Fall, nur 
mit dem Unterfchied , dafs die Linien aus dem Punkte 
A gezogen, die parallelen Linien MN fo in Punkten E durch
fchneiden, dafs entweder 1) das Quadrat über AE um einen ge
gebnen Raum S gröfser oder kleiner als das Rechteck aus den 
Abfchnitteu AH, AM ißt AE^ = AH X AM + oder 
dafs 2) AE* = S — AH x AM iß ; fo iß ebenfalls det' 
geometrifche Ort der Dur c hjehnitts punkte 
E, eine Kreislinie von gegebner GrÖfse und Lage,

l) Gefetzt es find ME und AE zweyLinien, von 
der Befchaffenheit, dafs AE2 = AH X AM + S ift; fo mufs 
für den Fall des obern Zeichens AE* gröfser, im Fall 
des untern kleiner als das Rechteck AH X AM feyn, und 
daher mufs es in jenem Fall auf AE felbft, in diefem 
auf der Verlängerung von AE über E hinaus, einen 
Punkt von der Befchaffenheit geben , dafs das Recht
eck AEx AD—AH X AM ift; und zugleich mufs in 
beyden Fälln AE xED=S feyn. Dann liegen aber er- 
ßens die vier Punkte E, D, H, M auf derfelben Kreis« 

*2*.£4.. Unie ♦, und zieht man DH, fo find die Winkel ADH 
und AME von gleicher Gsofse, weil entweder die Ne
benwinkel von beyden, Winkel am Umfange find, die 

* 11,23. auf demfelben Bogen ftehn *, oder weil der Neben
winkel von ADH dem Winkel AmE, in einem Vierecke, 
welches dem Kreife eingefchrieben ift, gegenüberfteht,
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oder umgekehrt^. Nun ift der Vorausfetzung gemäfs * 27*
ME der gegebnen Linie AK parallel, alfo der Winkel 
AME immer von einerley Grofse ; folglich auch ADH; 
und da’überdem AH von gegebner unveränderlicher 
Grofse ift, fo ift der geometrifche Ort der Punkte D eine 
Kreislinie^ welche über AH als Sehne, und zu AK als > 
Tangente befchrieben wird , die mithin durch den 
Punkt A geht, und deren Halbmeffer CA feyn mag. 
Nun liegen zweytens auf den Sehnen AD diefer 
Kreislinie , die insgefammt aus dem gegebnen 
Punkte A ausgehn , die Punkte iE fo, dafs im Fall 
des obern Zeichens AE X ED = S, im Fall des untern ‘ 
AE X Ed = S ift. Mithin mufs vermöge des Orts 
in Lehrfatz 24 Zulatz I , der geometrifche Ort der 
Punkte E, eine der vorigen concentrifche Kreislinie y und 
zwar ihr Halbmejjer CE die Seite eines Quadrats feyn, 
welches im Fall des obern Zeichens gleich CA2 4* S*, *24Zi.ß 
im Fall des untern CA2 —S ift *.— Nimmt man auch *242.100 
auf der Verlängerung der gegebnen Linie AH über A 
hinaus Parallellinien M'E', fo find zwey gleiche Kreifey 
die im Fall des obern Zeichens fich duchfchneiden, im 
Fall des untern aber um den doppelten Unterfchied der 
beyden Halbmelfer von einander abftehn , und in de
nen AH verlängert zwar gleiche, aber entgegengefetzt 
liegende Abichnitte bildet, der Ort der Punkte E \

2) Soll AE2 = S — AH X AM feyn, fo müflen die 
Parallellinien MN fo von den Linien AE durchfchnitten 
werden, dafs AE2 + AH x AM = S ift, folglich AE2< S 
feyn. In diefem Fall mufs es alfo auf der Verlänge
rung jeder Linie AE, über A hinaus, einen Punkt
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D' geben, der fo liegt, dafs das Rechteck aus AE und 
ED' dem gegebnen Raume S gleich, oder AE X ED' 
= S ift, da denn /XE2 4- AH X AM = AE X ED', mit
hin, wenn man beyderfeits AE2 fortnimmt, AH X AM 
— AE x AD' feyn mufs. Nimmt man daher auf der 
Verlängerung von AH über A hinaus, AH' gleich AH, 
fo ift auch AH' X AM — AE x AD', und da H'M und 
D'E grade Linien find, die fich im Punkte A fchnei
den, fo liegen die vier Punkte H', D', E, M in einer 

* II. 23. Kreislinie , und es ift der Winkel AD'H = AME ♦, 
mithin, von gegebner, unveränderlicher Gröfse : und da 
er über AH' fteht, fo mufs derOrt der Punkte D', fürP er- 
pendikel, welche auf AH und derenJVerlängerung über 
II hinaus genommen werden, eine Kreislinie feyn, die 
über AH' als Sehne, und zu Kk als Tangente befchrie- 
ben wird. Und da überdem AE x ED' = S ift, fo wird 
zugleich der Ort der Punkte E, eine mit jener concentrijche 
Kreislinie, deren Halbmefler C'E die Seite eines Quadrats 
ift, welches das Quadrat des elftem Halbmeffers C'A 
um den RaumSübertrifft, oder C'Ea — C'A24~S, Die
fes wird auf diefelbe.Art wie inLehrfatz 24. Z. 1.2. be- 
xviefen. — Für alle Parallellinien machen wiederum 
stvey gleiche, fich fchnehiende, am C' und C bejcbriebne Kreis* 
Uni en, den Ort der Punkte E aus.

Apollonius ebne Oerter II. Fall 2, wo jedoch diefer Ort 
etwas anders ausgedrückt wird. Unmittelbar auf ihn lallen fich 
mehrere ebne Oerter, die zu den Zufammengefetzteftcn gehören, mit 
Leichtigkeit zurückführen, welches ich im Folgenden Zufatze 
fden der, wer Lehrfatz 20 überfchlagen hat, gleichfalls übergehe) 
wenigftens andeuten will.
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Zufatz II. a) Der Ort der Punkte E iß auch inV\^^9* 
dem Fall eine gegebne K reis li ni e, wenn der Anfang 
der parallelen Linien MN auf irgend einer andren, der Gröfse 
und Lage nach gegebnen Linie EL genommen wird, die 
nicht durch den Punkt A geht. Denn man mache AH 
gleich und parallel BL, und ziehe durch B, parallel mit 
AK, die grade Linie BC; fo fchneidet jede der Linien 
MN, welche mit AK parallel laufen, auf beyden Li
nien und deren Verlängerungen, von Bund C an glei
che Stücke ab, fo dafs BL x BM = AH X (AM'±AC) 
= AH X AM'± AH X AC , wird , wo das Rechteck 
AH X AC ein gegebner Flächenraum P ift. Ift daher . 
AE2 = BL x BM ± S ; fo wird auch AE2 — AH x AM' 
±S±P, mithin dem vorigen Zufatz gemäfs, der Ort des 
Punktes E eine gegebne Areislinie feyn. -(Apollonius 
II. 3. Fall 3.)

ß) Der Ort der Punkte E iß ferner auch dann eine 
Kreislinie von gegebner Lage und Gröfse, wenn die Li
nien AE die Parallellinien fo durchfchneiden, dajs eine Fi

gur gegebner Gattung über AE befchrieben, AE2 ent-

weder gleich iß dem Rechtecke aus irgend einet Linie Bl, und 
dem Stück BM derfelben, welches die Parallelhnien auf 
ihr oder ihrer Verlängerung abjehneiden, BlxBMt oder 
gleich diefem Rechtecke vermehrt oder vermindert um einen 
gegebnen Raum, BI x t BM ± S : oder endlich einem gegeb
nen Raum weniger diefem Rechteck, S — BI X BM. Denn 
da die Figur über AE der Gattung nach gegeben ift, 
fo ift ihr Verhältnifs zum Quadrat über AE, m :q, ge
geben, Man nehme auf der gegebnen Linie BH oder
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deren Verlängerung, einen Abfchnitt fo, dafs fich vo 

hält BI: BL — m : q, fo ift BL gegeben, und BI = BL x —* 
q

Setzt man diefen Werth ftatt BI, und dividirt dannbey- 

derfeits durch — ; fo verwandeln fich lunfere Voraus- 
<1

fetzungn in folgende: AE2 = BLxBM; oderAE2 — 
BLxBM±S; oder AE2 = S’— BL X BM, Und für 
alle drey ift nach «) der Ort der Punkte Ë ein Kreis 
von gegebner Lage und Gröfse. (Camerers Bemerkun
gen zu Apollonius ebnen Oertern.)

7 ) Endlich iß der Ort der Punkte E auch unter der 
Vorausfitzung eine Kreislinie von gegebner Lage und 
Gröfse, dafs, wenn zwey Punkte A, C und die graden Li
nien Qj*nd BH dßr Lage, und die letztere auch der Gröfse 
nach, in einer Ebne, gegeben find; grade Linien von den Pank- 
ten A und C aus gezogen, fich in den Punkten E fo durch* 
fchneiden, daß eine mit (f durch E parallel gezogne Li- 
nie^aufBH, oder deren Verlängerung, ein Stück BM fo ab» 
jchneide, dafs die Summe oder der Unterfchied zweyer Fi
guren gegebner Gattung über AE und CE befchrieben , dem 
Rechteck aus den Abfchnitten BH und BM gleich iß* 

AE2* - ± CE2 X — = BH x EM Denn da die Fi- 

guren über AE und CE der Gattung nach gegeben find, 
fo iftdafs Verhältnifs m :n : q gegeben. Man nehme im 
Fall der Summe auf AC, im Fall des Unterfchieds auf 
deren Verlängerung zwey Abfchnitte CG, AG, und 
iiberdein eine Linie Ge fo, dafs fich verhält m : n ; q —
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CG : AG : Ge, fo ift AE2 X - ± CE2 x - = AE2 x ™ 
q q Ge

BG4- CE2 X — , und? diefe Summe ift nach Lehrfatz 20 
Ge

ACForm, y gleich — X (AG X CG ± EG2), alfo auch 
Ge

diefer Raum der Bedingung unferer* Aurfage gemäfs, 
gleich BH xBM. Nun find die Punkte A, C und G, 

r . mithin auch AC und das Rechteck AG X CG = R ge
geben , überdem die Linie Ge , alfo auch der Raum 

AC AC
R x — = S, und alfo ift EG2 X — = BH x BM — S 

Ge Ge
im Fall der Summe, oder = S — BH x BM im Fall des 
Unterfchieds'. Folglich find dann vom gegebnen 
Punkte G aus, die Linien GE fo gezogen, dafs eine 
Figur gegebner Gattung über GE befchrieben, gleich 
ift dem Rechteck BH X BM vermindert um den gegeb- 
nenRaumS, oder umgekehrt, und daher vermöge ß, 
der Ort der Punkte E eine Kreislinie von gegebner Lage 
und Gröfse, (Apollonius II. 6. wo jedoch der Fall des 

i ' Unterfchieds überfehn ift, und diefer Ort in allen fei
nen Fällen 10 Seiten einnimmt. Auch ift er dahin ein- 
zufchränken, dafs wenn im Fall des Unterfchieds die 
Figuren gegebner Gattung ähnlich find^ es keinen Punkt G 

-giebt, und der Ort der Punkte E keine Kreislinie, fon- 
- dern eine der Lage nach gegebne grade Linie wird.

Ift die Summe oder der LTnterfchied der beyden 
Figuren gegebner Gattung, vermehrt oder vermindert 
tu,, einen gegebnen Raum Pt dem Rechteck BH X BM, 
oder jene Summe oder Unterfchied dem Raume P we-
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niger diefem Rechteck gleich ; fo ändert diefes weiter 
nichts, als dafs ftatt des gegebnen Raums S, ein andrer 
gegebner Raum in die letzteBeftimmung mit eingeht, 
daher auch für diefe Falle der Ort der Punkte E eine 
Kreislinie ift, mit der eben erwähnten Einfchränkung,.

Ueberdetn Ufst diefer Ortßch grade fo, wie der in den 
Folgerungen zu Lehrfatz 20 vorgetragne, auch auf drey, 
vier, und jede beliebige Zahl von Punkten ausdehnen-. „Sind 
nemlich beliebig viel Punkte A, C, D,etc. in einer Eb
ne gegeben , und grade Linien aus ihnen gezogen 
durchfchneiden fich insgefammt in einem Punkte E fo, 
dafs die Summe oder der Unterfchied von Figuren ge
gebner Gattung, über diefe Linien befchrieben, dem 
Rechtecke BH X BM ± S gleich ift ; fo ift der Ort der 
Punkte E eine Kreislinie von gegebner Lage und Gröfse, 
doch mit der erwähnten Einfchränkung. ” QCamerers 
Bemerkungen zu Apollonius ebnen Oertern).

Anmerkung. Die Sätze in Folgerung 4 und in diefem Zu- 
fatze betreffen den Ort der Durchfchnittspunkte E, worinn grade 
Linien, von einem gegebnen Punkte A aus gezogen’. Parais 
Ullinien fo durchfchneiden, dafs das Quadrat über AE entweder 
allein , oder in Verbindung mit beftändigen Gröfsen, durch ein 
veränderliches' Rechteck beftimmt wird,.deflen Gröfse zuletzt von 
dem veränderlichen Abftande diefer Parallellinien vom gegebnen 
Punkte A abhängt. — Der folgende Ort betrifft die Durch- 
fclmittspunkte E, worin grade Linien, von einem gegebnen Punk
te A aus gezogen , Sehnen eines gegebnen Kreifes fo durchfchnei
den dafs das Quadrat über AE durch das Rechteck aus den beyden 
Abjchnitten jeder Sehne beftimmt wird. Diefen Ort führe ich iui 
folgenden Lehrfatz auf , um mit demfelben nach Simfons Beyfpiel 
liefen Haupttheil aus der Lehre der ebnen Oerter zu befchliefsen.
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[le h r s a t z 26.]

1) Wenn ein Kreis, mithin auch deßen Mittel-^’ 
punkt Ct und irgend ein zweyter Punkt A gegeben 
find, gleich viel ob A innerhalb, oder außerhalb, oder 
auf der Kreislinie liegt, und wenn grade Linier., vom 
Punkte A aus gezogen, fich mit den Sehnen BD 
diefes Kreifes je zwey und zwey fo in Punkten e 
durchfchneiden, 1) dafs entweder A^ — Be\De, 
oder, wenn S einen gegebnen Flachenraum bedeutet, 
Adr ~ Be \ De ft. S ift : und irgend, einer diefet 
Punkte e liegt a u fs er halb des Kreifes, auf der Ver
längerung einer Sehne ; fo ift ftets der geometri- 
j'che Ort aller folcher P unkte e eine gra
de Linie von gegebner Lage. — 2) Durch Ichnei- 
den fie fich hingegen, unter übrigens gleichen Lin/fän
den, fo, dafs Ae2 = S— Be^De ift; fo ifi der Ort 
der Punkte e eine Kreislinie von gegebner Lage 
und Große.

2) Wenn aber von den graden Linien, die vom 
gegebnen Punkte A aus gezogen werden, irgend eine 
fich mit einer der Sehnen BDfelbft, folglich 
innerhalb des Kreifes,in einem PunkteEfodurch- 
Jchneidet, 1) dafs entweder AEz = BEy^DE, oder 
AE~ = BE X DE + *ß> f° *ß umgekehrt fiets 
der geometrifcheOrt aller Punkte E, eine 
Kreislinie von gegebner Lage und Große: und 
durchfchneiden fie fich 2) fo, dafs AEZ = S — BE 
XDE ifi; fo ift der Ort aller Punkte E eine gra
de Li nie von gegebner Lage,
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Da diefen Vorausfetzungen gemäfs der Punkte A 
und der Mittelpunkt des Kreifes, C, gegeben$find* 
fo ift auch die grade Linie AC der Lage und Gröfse 
nach, und überdem der Halbmefler CG oder CM des 
Kreifes der Gröfse nach gegeben. Man ziehe von dem 
Punkte e oder E, welcher den Bedingungen des Sa
tzes genüge thun möge, durch den Mittelpunkt die 
grade Linie eH , oder EH, von der der Kreis denDurch- 
meflersFG abfchneide.

I .) die fei' Punkt e aufs er halb desKreifses, in der
Verlängerung einer der Sehnen BD, ,fo ift Be X De = 

* 22. 2. Fe x Ge* = Ce2 — CG2, weil in diefem Fall dem 
inCgleich getheilten Durchmefler CG, das Stück Ge 

’II f i. angefetzt ift*« Folglich mufs der erfien Vorausfetzung 
ß. gemäfs, nach welcher Ae2 = Be X De + S feyn foil, Ae2 

— ce2 — CG2 + S, und alfo Ce? — A& = CG2 ± S 
feyn, wo das obere oder das untre Zeichen gilt, je nach
dem Ae2 um den gegebnen RaumS kleiner oder gröfser 
als das Rechteck Be X De. gefetzt wird. Unter diefer 
Vorausfetzung durchfchneiden folglich die vom Punk
te A aus gezognen Linien, die verlängerten Sehnen 
fo in Punkten e , dafs in den Dreyecken CAe, die ins- 
gefammt über der gegebnen unveränderlichen Linie 
CA ftehn, der Unterfchied der Quadrate aus den beyden 
Schenkeln gegeben und unveränderlich ift , nemlich 
gleich dem Quadrate des gegebnen Haibmeflers, ver
mehrt oder vermindert um den gegebnen Raum S. 

’Deshalb mufs der Ort der Durchfchmttspunkte e, als Spi
tzen diefer Dryecke , ein Perpendikel auf der 

gegebnen 
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gegebnen Linie CA *, und zwar dasjenige Perpendikel 
feyn welches vom Punkte O, der in der Mitte der 
Grundlinie CA liegt, nach der Seite des kleinern 
Schenkels zu , um eine Linie Oh abfteht, deren Grofse 
dadurch beftimmt wird, dafs 2 Oh x CA = CG2 ±S 
oder 4 CO x Oh = CG2 ±- S ift. Und daraus findet 
man Oh durch Conftruction grade wie in Lehrfatz 16 
Folgerung 3. {Apollonius ebne Oerter II. y. g. 9.)

Ift aber der zweyten Vorausfetzung gemäfs Ae2 = S 
—Be X De, fo mufs Ae2-}- Be x De = Sund folglich Ae2 
4- Ce2— CG2 = S, oder Ae2 -|- Ce2 = S CG2 feyn. Un
ter diefer Vorausfetzung durchfchneiden fich alfo die 
Schenkel derDreyecke ACe, welche über der gegebnen 
Linie AC ftehn, fo, dafs die Summe der Quadrate aus 
den beyden Schenkeln einem gegebnen Flächenraum gleich 
ift, weshalb nun der Ort der Durcbfchnittspunkte e keine 
grade Linie, fondern eine Kreislinie von gegebner 
Lage und Grofse wird *, Und zwar, wenn man die Li-«^.^ 
nie CA im Punkte O halbirt, fo ift 0 der Mittelpunkt 
diefer Kreislinie, und ihren Halbmeffer Oe findet man da
raus, dafs Oe2 = ~ (S -f-CG~) — CO2 feyn mufs * *17. f, 1. 
{Apollonius 11. 14.)

2) Liegt der Durchfchnittspunkt E in der Sehne BD 
felbft und alfo innerhalb des Kreifes, fo wird diefe 
Sehne vom Durchmefler FG, der durch den Punkt E 
geht, fo durchfchnitten, dafs BE X DE = FE X GE * ’ a3, *• 
= CG2 — CE2 ift, indem der Durchmefler EG in die. 
fern Fall im Punkte C gleich, und im Punkte £ un
gleich getheilt ift- *,

C«
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Ift alfo nach der erßen Vorausfetzung AE2 — BE X 
DE + S, fo mufs in diefem Fall AE2 = CG2— CE2 + S, 
und AE^ -f* CE2 = GG2 + $ feyn. Alfo ift dann, nicht 
■wie unter i) der Unterfchied , fondern die Summe der 
Quadrate aus den Linien AE, CE, welche von zwey 
gegebnen Punkten aus gezogen , fich durchleb neiden, 
einem gegebnen Raume gleich, mithin der Ort der Punk
te £ jetzo eine Kreislini e, um einen Punkt 0, der 
in der Mitte zwifchen A und C liegt, als Mittelpunkt 
befchrieben, mit einem Halbme(]er OE. für den OE2 = 

*!?. ^-(CG2* S) — OC2 ift*. {Apollonius H. il. 12. 13 )

Ift aber nach der zweyten Vorausfetzung, AE2 = S 
— BE x DE, fo mufs in diefem Fall AE^- BE X DE—S, 
oder AE2 + CG2 — CEi = S, und folglich AE2 — CE2 = 
S—CG2 und umgekehrt CE2 — AE2 = CG2 — S feyn. 
Da alfo der Unterfchied der Quadrate über den Schenkeln 
AE,CE einem gegebnen Raume gleich ift, fo wird der 
Ort der Punkte E in diefem ein Perpendikel a uf 
AC. welches, wie in der elften Vorausfetzung unter l) 
aus Lehrfatz 16. Folgerung 3. dadurch gegeben wird, 
dafs 4 CO X OH = CG2 — S feyn mufs. {Apollonius 
II. 10.)

ließimmungt im Fall der Ort eine grade Linie 
ift, und zwar 1) für Punkte e aufserbalb des Kreifes. Da 
der Ort diefer Punkte das Perpendikel eh, und für die- 

• 16. i les Ce2 —Ae2= CGa± S = 4CO x Oh= Ch2 — Ah2* 
ift, fo mufs, wenn S gleich null ift, und im Fall des 
ehern Zeichens , immer Ce > Ae und Ch > Ah feyn, 
folglich das Perpendikel zu der Seite von O, auf welcher 
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A liegt, aufftehn. Folglich, wenn O außerhalb des 
Kreifes'liegt, oder CA >2 CM ift, auch der Punkt h 
und das ganze Perpendikel eh nothwendig außerhalb 
des Kreißs fallen. Daflelbe findet im Fall des untern 
Zeichens ftatt, wenn CG2 >Sift, da hingegen, wenn 
CG2<Sift, Ce < Ae wird, unddas Perpendikel eh 
nach der Seite von C zufällt.

Da ferner der Halbmefler CG = CM ift, mufs 
auch 4 CO X Oh — CM2 = ± S feyn. Iß A ein Punkt 
im Kreife, fo beliebt der Halbmefler CM aus zwey glei
chen Theilen CO, OA und einem dritten diefen ange- 
fctztea Stück AM, CM = 2 CO 4-AM , und deshalb 
ift dann CM2 = 4 CO x OM 4 AM2 *, folglich 4 CO x ’n. f. 3. 
(Oh — OM) — AM2 = ± S. Daher mufs, wenn S gleich 
null ift, und im Fall des obern Zeichens, nothwendig 
Oh > OM, alfo h ein Punkt außerhalb des Kreifes feyn, 
welches im Fall des sintern Zeichens nicht nöthig ift, 
da für diefes, nach Umftänden, Oh kleiner oder grÖ- 
iser als OM feyn , und h innerhalb oder aufserhalb des 
Kreifes liegen kann. — Henn A in der Kreislinie liegt, 
ift CM2 = 4 CO x OA. mithin 4 CO X (Oh — OA) 
= ± S. Ift folglich alsdann S gleich null, fo mufs Oh 
gleich OA feyn, alfo h in A fallen, und eh den Kreis im 
Punkte A berühren*. Im Fall des obern Zeichens liegt « .° ’ 22. 2, 
dagegen h aujserhalb, im Fall des untern innerhalb des 
Kreifes.— Wenn endlich A außerhalb des Kreifes liegt, ift 
CM = 2 CO — AM, folglich CM2 — 4 CC-2 — 4 CC x 
AM 4- AM2 * = 4 CO x (AO — AM) 4- AM2 = ± 4 CO .
X OM4* AM2, wo das obere oder das untere Zeichen 
gilt, je nachdem M mit A oder mitC auf einerley Seite

Cc 2
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von O liegt, d. h. O ein Punkt innerhalb oder aufser
halb des Kreifes , und CA kleiner odtr gröfser als 
2 CM ift. Wenn daher S' gleich null oder additiv genom
men wird, und O liegt im Kreife, fo mufs 4 CO X 
(Oh —OM) — AM2 = o oder S feyn , welches nur 
dann möglich ift, wenn Oh > OM, alfo h ein Punkt 
aufserhalb des Kreifes ift. — folglich liegt, zvenn S 
gleich null oder additiv ift, das Perpendikel eh, ab Ort 
der Punkte e, unter allen Umßänden aufserhalb des gegeb
nen Kreifes, nur dafs es den Kreis in dem Fall, wenn 
S gleich null und A ein Punkt der Kreislinie ili> 
berührt,

2) Für Punkte Einnerhalb des Kreifes, für welche 
fter Ort ein Perpendikel EH auf dem Durchmefler AE 
oder deffen Verlängerung ift, mufs der Fufspunkt H 

116 i. immer innerhalb des Kreifes liegen, weil CH < CE * 
und E ein Punkt im Kreife ift, und es ift für daflelbe 
CE2_AE2 = CH^ — AH2 = CM2 — s = 4CO x OH. 

. Ift alfo der gegebne Raum S dem Quadrate über dem 
Halbmefler des gegebnen Kreifes gleich, S = CM2, fo 
ift CA = AH, H fällt in O, und das Perpendikel EH 
fteht im Punkte O lelbft auf. — Ift CM2, fo 
fallt H mit A auf einerley Seite von O, indem dann CH 
> AH ift, unddann mufs nothwendigO einPunkt im 
Kreife, alfo CA<CaCMleyn, und, wie wir eben ge- 
fehn haben, CM2 = 4 CO X OM AM2 oder CM2 
— AM2 = 4 CO X OM feyn. Da nun OM > QH ift 
fo mufs in diefemFall immer CM2— AM2 >CM2__ S 
Und daher S )> AM2 feyn. Wenn der gegebne Raum 
kleiner als diefes Quadrat ift, fo giebt es keine Punkte
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E welche den Vorausfetzungen, die lieh widerfpre- 
chen, genüge thun könnten. —- Ift endlichS > CM\ 
fo ift AH > AC und der Punkt H fällt mit dem Mit« 
telpunkte C zu einerley Seite des Punktes O ; und in 
dieiem Fall können die Punkte A und O auch aufser- 
haib des Kreifes liegen.

Bef} immun g im Fall der Ort eine Kreislinie iß. 
i ) Für Punkte e aufserhalb des Kreifes, wird der Ort 
eine Kreislinie, wenn Ae2 -j- Ce2 = S 4* CM2 ift ; und 
dann ift O der Mittelpunkt, und für den Halbmefler 
2 Oc2—S 4-CM2 — 2 CO2. Ift O ein Punkt im ge
gebnen Kreife; fo mufs immer S >■ AM2 feyn, ionft 
ift der Ort unmöglich. Ift O ein Punkt außerhalb des 
gegebnen Kreifes, und S< AM2, fo liegen der Ort 
und der gegebne Kreis ganz aufserhalb einander; ift 
S>AK2, fo fchliefst der Ort den gegebnen Kreis 
ringsum ein, und ift S < AK2 aber > AM2, fo durch- 
fchneidet der Ort den gegebnen Kreis, da denn eini
ge Punkte e aufserhalb, andre innerhalb des gegebnen 
Kreifes liegen ; daher fich daraus, dafs ein Punkt e 
auf der Verlängerung tier Sehne BD liegt, keineswegs 
fchliefsen läfst, dafs auch alle andre Punkte e auf Ver
längerungen der Sehnen BD liegen müfleh.

2) Für Punkte E innerhalb des Kreifes, wird der Ort 
eine Kreislinie, wenn AE2 4CE2 = CM*’^ S ift, und 
dann ift O der Mittelpunkt, und für den Halbmeffer 
des Orts 2 OE2 = CM2 — 2 CO2 + S. In diefem Fall 
mufs, wenn S gleich null iß, der Ort von dem gegeb
nen Kreife ringsum eingefchloffen werden. Im Fall
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des obern additiven Zeichens durchfchneiden fich derOrt 
und der gegebne Kreis , wenn O außerhalb des gegeb
nen Kreifes liegt; ift aber O ein Punkt in diefem Krei" 
fe, fo wird, je nachdem OM grölser, gleich, oder klei
ner als ON ift, der Ort ganz innerhalb des gegebnen 
Kreifes fallen, oder ihn innerlich berühren, oder ihn 
fchneiden. Iw Fall des untern fubtractiven Zeichens 
wird der Ort wiederum vom gegebnen Kreife çinge- 
fchloflen,

Anmerkung. Diefe Beftimmungen laßen fich mit Hülfe 
der Ausfagen in Lehrlatz n, Folgerung 3 und Lehrfatz'17 auf 
eine ähnliche Art, als für den Fall, wenn der Ort eine grade 
Linie ift , entwickeln, weshalb ich aber auf Simions Wiedcrher- 
ftellung von Apollonius ebnen Oertern verweifen mufs, um mich 
hier nicht in zu grofse Weitläufigkeit zu verlieren.

Simfon macht aus den Theilen diefes Orts acht verlchiedne 
Sätze, und feine Entwicklung derfelben nimmt 18 Seiten ein. In 
Pappus Bericht über den Inhalt der Ebnen Oerter des Apollonius, 
findet fich nur ein eingefchränkter Fall der erften Voraussetzung 
unter 1 ) und felbft diefer ift durch die Abfehreiber entftellt wor
den. Auch ftimmt Lemma 33 aus Euklids Porismen (Pappus VII, 
159) mit dem einfachften Fall von iy überein, indem diefer Lehn- 
fatz ausfagt, dafs falls eh auf dem verlängerten DurchmefTr LM 
fo fenkrecht fteht, dafs Lhx hM = Ch2 ift, auch für jeden Punkt 
e in diefem Perpendikel, wenn man eL zieht, Fe x eG = Ce2 feyn 
mufs.

Man fieht leicht, dafs man die Ausfage diefes Orts nach Art 
der vorigen Oerter noch erweitern und verallgemeinern kann, 
welches aber-, wie es feheint, ichon Simfon für überflüffig gehal
ten hat. Ich endige daher mit diefem Satze nach Simfons Beyfpiel 
diefen Haupttheil der Lehre von den Ebnen Oertern, den ich 
hier ziemlich ausführlich vorgetragen habe, weil theils meine Ab- 
ficht, wo möglich, die Geometrie in ihrem ganzen Umfange , wie 
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fie von Alten und Neuern behandelt worden ift, im Kurzen dar- 
zuftellen , diefes erforderte, theils die Sätze an fich fo nett und 
brauchbar find, theils fehr gute Uebungen in der geometrifchn 1 
Analyfis, undBeyfpiele von zufammenhängenderen geometrifchen 
Unterfuchungcn an die Hand geben»

Auf algebraifchemWeget wo man die Eigenfchaften der Cür
ten lediglich aus ihrer Gleichung *, durch algebraifche Mittel, f»f. 
und nicht wie hier durch Darftellung der Figur und durch geo- 
metrifche Conftructionen erforfcht, läfst fich indefs fchon man
ches von. dem hier Vorgetragnen erleichtern, und überdem der 
Kreis noch auf allgemeinere Arten als Ort eines beftimmten 
Punktes darftcllen, und die Bedingung, unter welcher ein Kreis 
allein der Ort von Punkten feyn kann , allgemein entwickeln, 
daher man die weitre Ausbildung diefer Lehre, billig der alge
braischen Analyfis vorbehält»

Ich wende mich nun zu den Aufgaben, welche zu diefen» 
Buche gehören, werde hier aber nicht viel mehr als die unent- 
behrlichften Conftructionsarten, auf die ich mich zum Theil fchon 
berufen habe, vortragen. Andre Aufgaben , und befonders 
den Gebrauch der aufgeftellten Oerter in Auflöfung geometrifchcr 
Aufgaben , verfpare ich für das Buch des folgenden Theils, wel
ches der geometrifchen Analyfis beftimmt ift.
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AUFGABEN
welche zum dritten Buche gehören.

AUFGABE I.

Fig. 7s. Ein gegebnes Vieleck in ein Dreyeck von gleichem 
Inhalt zu verwandten.

Man ziehe eine Diagonale, z. B. AF, fo , dafs da
durch von dem ganzen Vieleck ein Dreyeck AFG abge
fchnitten wird, und duch die Spitze Gdiefes Dreyecks 
eine Parallellinie mit der Diagonale. Darauf verlänge
re man eine von den Seiten der Figur, welche an das 
abgefchnittene Dreyeck anftofsen, z. B. AB, bis zu 
ihrem Durchfchnitt H mit der Parallellinie, und ziehe 
von dem andern Endpunkte der Diagonale die grade 
Linie FH, fo erhält man ein Vieleck mit den Seiten 
FH , HP, welches eine Seite weniger als das Gegebene, 
und doch mit demfelben gleichen Inhalt hat.

Denn das fo gebildete Dreyeck FHAfteht mit dem 
abgefchnittnen FGA über gleicher Grundlinie FA und 
zwifchen gleichen Parallelen FA , GH, hat alfo mit 

*s. €2. demfelben gleichen Innhalt *, daher es fich unbefcha- 
det des Flächenraums ftatt des abgefchnittenen Drey
ecks fetzen läfst. Der Gonlhuction gemäfs liegen aber 
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BA und AH in grader Linie, folglich hat das letztere 
Vieleck gleichen Inhalt, aber eine Seite weniger als das 
Gegebne.

Fährt man auf diefe Art fort, und fchneidet z. B. 
durch die Diagonale BD wiederum ein Dreyeck BCD 
ab , für welchem, wenn HB bis I verlängert wird, 
man ein Vieleck FHIDEF erhält, welches zwey Seiten 
weniger und denselben Inhalt als das Gegebne hat.

Da man nun diefes Verfahren fo lange fortfetzen 
kann, bis man endlich auf ein Dreyeck kommt, fo 
läfst fich mittelft defl’elben jede gradelinige Figur von 
beliebig viel Seiten, in ein Dreyeck von gleichem In
halt verwandeln.

Bemerkung 1. Oder überhaupt kann man 
mittelft diefer Methode zu jeder gegebnen gradelinigen 
Figur, eine ihr gleiche bigur von einer beliebigen Seiten
zahl, die geringer als die Seitenzahl der gegebnen Figur iß, 
bilden. Mit gehöriger Vorficht läfst fich diefes Verfah
ren felbft auf krummlinige Figuren übertragen *, und 
ift beym Ausmeffen von unregelmäfsigen Flächenräu
men oft von Nutzen.

Bemerkung 2. Hohle Winkel, wie E, ändern bey *1. E. 16 
dielem Verfahren nichts. Sie geben Diagonalen, wie 
DF, welche aufserhalb der Figur fallen, und fchneiden 
Dreyecke wie DEF ab, welche dem Flächenraume der 
Figur an dem Raume mangeln den die Diagonale mit 
den übrigen Seiten umfchliefst. Die Parallele durch 
die Spitze E mit einer folchen Diagonale, durchfchnei- 
det die Seiten der Figur, z, B. die Seite ID der reducir-
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ten Figur in K. Zieht man FK, fo find dieDreyecke 
DEF, DKF gleich, und mithin hat dann das Vieleck 
HIKF, mit dem Vieleck HIDEF gleichen Inhalt, aber 
eine Anzahl von Seiten, die um eins kleiner ift.

73» Bemerkung 3. a) Zieht man alle Diagonalen, 
durch welche man Dreyecke Schrittweife abfchneidet, 
von demfelben WinkelpunktD a.us, und fchafft aus je
dem Dreyeck die Seite weg, welche der Spitze D ge
genüber fteht, fo erhält: das Dreyeck, auf welches man 
zuletzt kömmt, den Winket D als Winkelpunkt. — ß) Zieht 
man dagegen alle Diagonale von einem Punkt in einer 
Seite der Figur ABCD aus, fo liegt eine Spitze des entße- 
henden Dreyecks in die fern Punkte der. Seite, — Und 
auf diefelbe Art läßt ßch irgend ein anderer Punkt beßim- 
wen, in welchem die Spitze, und eine Seite der Figur, 
in welche die Grundlinie Ides zu bildenden Dreyecks liegen 
füll, dergleichen in practifchen Büchern mit gröfser 
Umftändlichkeit, und mit weit mehr Wortaufwand als 
die Sache verdient, gelehrt zu werden pflegt.

AUFGABE 2.

Ein Parallelogramm unter einem gegebenen Win
kel zu bilden, welches mit einem gegebenen Parallelo
gramm, oder Trapezoid, oder Dreyeck, gleichen 
Inhalt hat.

Taf. UL l) Ziehe ven den Endpunkten der Grundlinie 
des gegebenen Parallelogramms, unter dem gegebe
nen Winkel, Parallellinien nach der gegenüberftehen
den Seite , fo entfteht ein Parallelogramm unter dem
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gegebenen Winkel, welches mit dem erftern gleichen 
Inhalt hat *. * i

2) Theile die eine der' nicht - parallelen Seiten des Fig. 14.
Trapezoids , z. B. CB , in zwey gleiche Theile im 
Punkte I, ziehe durch diefen Punkt eine Parallellinie 
mit der gegenüberftehenden Seite AD, und nach die. 
fer von den Punkten /X, D, unter dem gegebenen Win
kel, Parallellinien , fo ift das fo entftehende Parallelo
gramm unter dem gegebnen Winkel befchrieben, und 
hat mit dem Trapezoid gleichen Inhalt *. * 6.

3) Im Dreyeck tbeile man eine der Seiten, z. B. Taf. V.
LB, in zwey gleiche Theile imPunkte A, ziehe durch 
d e gegenüberftehende Spitze mit LB eine Parallellinie, 
und nach diefer aus Jen Punkten L, B, unter dem gegeb
nen Winkel, Parallellinien, fo ift das fo entftehende 
Parallelogramm das Gefuchte.

Folgerung* Da fich jedes Vieleck, der vorigen 
Aufgabe gemäfs, in ein Dreyeck von gleichem Inhalt 
verwandten lafst , fo kann man alfo auch jedes Vieleck 
in ein Parallelogramm mit einem gegebnen Winkel ver- 
foandlen* — Alfo auch in ein Parallelogramm mit ei
nem rechten Winkel, d. h. in ein Rechteck.

AUFGABE 3,

Ueber eine gegebne grade Linie MIL ein Paralie- Fig, 76, 
logramm zu befdireibeny ivelches mit einem gegebnen 
Parallelogramm ABCD gleichen Inhalt hat, und un
ter gleichem Winkel enthalten iß.
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Man verlängere eine der Seiten des gegebnen Pa

rallelogramms, z. B. AB, Ichneide auf der Verlänge
rung BE, gleich der gegebenen Linie MN, ab und ziehe 
durch E und den Eckpunkt C eine grade Linie. Durch- 
fchneidet diele die verlängerte Seite AD des gegebnen 
Parallelogramms in einem Punkte F; fo ift DF die 
zweyte Seite des gejuchten Parallelogramms, Und verlän
gert man die beyden andern Seiten des Gegebnen über 
C hinaus, und zieht durch È und F mit ihnen ParaL 
lellinien; fo ift die Ergänzung BGHI^ welche auf diefe 
Art entfielet, das gefluchte Parallelogramm,

Denn da vermöge der Conftruction die Linien AE, 
DI, FH, und auch die Linien AF, BG, EH, parallel 
laufen, lo find die Vierecke welche auf diele Art ge
bildet werden , insgefammt gleichwinklige Parallelo-

*8»fi) gramme *. Ueberdem find die Ergänzungs - Paral- 
*8.(3) lelogramme ABCD und CGH1 einander gleich *; fo .

auch die gegenüberftehenden Seiten DF = CH und CL 
• L 34. = BE = MN*. Folglich ift CGH1 das gefuchte Pa

rallelogramm, welches über der gegebnen Linie MN 
= CI lieht, und mit dem gegebnen Parallelogramm 
ÄBCD gleichwinklig und gleich grofs ift.

Folgerung 1. Auf die Art läfst fich alfo auch 
ein gegebnes Rechteck in ein anderes, von gleicher Gr'öfe, 
weiches über einer gegebnen Grundlinie fleht, verwandeln. 
Und zwar, da es mehrentheils nur darauf ankömmt, die 
Höhe diefes zweyten Rechtecks zu finden, und hierzu 
der elfte Theil der Conftruction hinreicht; fo verdient 
diefe einfache Methode felbft vor der den Vorzug, die 
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wir in den folgenden Aufgaben, mittelft Auffindung 
einer vierten Proportionallinie , werden kennen 
lernen.

Folgerung 2. Ferner läfst fich auf diefe Art 
jedes gegebne Dreyeck LMNj oder jedes trapezoid in ein 
Parallelogt amm von gleichem Inhalt, welches über eine ge
gebne Linie MN, und unter einem gegebnen Winkel W be* 
Schrieben iß, und zwar insbefondere, in ein Rechteck über 
gegebner Grundlinie verwandeln, Man verwandle zu dem 
Ende das gegebne Dreyeck oder Trapezoid in ein 
gleich grolses Parallelogramm , unter dem gegebnen 
Winkel *, oder in ein gleich grolses Rechteck, und *Afg.a, 
verfahre dann wie untere Confhuc-tion angiebt. Eine 
andre Methode lehrt Aufgabe g.

Folgerung 3. Endlich läfst fich auch durch die
fes Verfahren jedes grade hinge Vieleck in ein Parallelo
gramm unter einem gegebnen Winkel, und zwar insbefon
dere in ein Rechteck , welches über eine gegebne Grundlinie 
MN ßehet, verwandeln. Dazu führen verfchiedne Wege, 
a) Entweder man verwandelt das Vieleck in Ein Drey
eck von gleichem Inhalt ♦, dasDreyeck in ein Recht- *Afg. j. 
eck*, und diefes nach dem eben gelehrten Verfahren *Afg. 2. 
in ein gleich grofses Rechteck, welches über der ge
gebnen Linie MN fleht*. — ß) Oder man zerfchnei- • f. 1. 
det die gegebne vielfeitige Figur, entweder in lauter 
Dreyecke , oder in Trapezoide *, verwandelt jeden vg 2.3 
diefer Theile einzeln in Rechteck *, und diefe in *Afg.» 
gleich grofse Rechtecke über der gegebnen Seite MN*, * f. 1. 
trägt dann die zweyten Seiten aller diefer Rechtecke in 
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eine grade Linie zufammen, und befchreibt über fie 
als Grundlinie, und mit MN als Hohe, ein Rechteck;

E. 5. fo erhält man das gefachte Rechteck *.

Aufdiefelbe Art läfst fich über eine gegebne Lime MN 
ein Rechteck bilden, welches der Summe oder dem Lnter- 
jchiede zweyer Vielecke R , ä gleich iß, je nachdem man 
die Rechtecke über MN, denen beyde Vielecke ein
zeln gleich find, zu entgegengefetzter oder zu ein.r- 
ley Seite der gemeinfchaftiichen Grundlinie MN, ne
ben oder auf einander legt.

Anmerkung r. Die Geometer des Mittelalters hatten 
für diefe Conftruction ein eignes Kunftwort t Applicatio. Dvch 
bezeichnet im weitläufigen Sinn applicare figuram ad liveam oder 
fecundum lineam überhaupt das Befchrciben einer Figur über eine 

»Afg‘i2 bellimmte Linie 
a.

Anmerkung 2, Da der Zahlausdruck eines Rechtecks 
das Produkt aus den Zahlausdrücken der Grundlinie und Höhe ift, 
z. B. AB x AD , und umgekehrt der Zahlausdruck der H >he 
ans dem des Inhalts und der Grundlinie durch Divifion gefunden 

» < a i * *
°’ ‘ wird,h = — , fo ift im Fall der erften Folgerung, der Zahlaus

druck der gebuchten Höhe DF des zweyten Rechtecks, 
Dp _ AB X AD

— BE

Ein folcber Zahlansdruck läfst fich daher in Linien darftellen, 
d. h. conftruiren, wenn man das Rechteck, deffen Zahlausdruck 
AB x AD , d. h. welcher aus den Seiten AB und AD befchrieben 
ift *, in ein gleich grolses Rechteck über die Grundlinie BE ver- 
wandelt ; und diefes berechtigt uns in geometrifchen Unterfu- 
chungen einen folchen Ausdruck durch : Hohe eines Rechtecks, 
welches über der Grundlinie BE fleht, »nd mit dem Rechteck 
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AB x AD gleichen Inhalt hat, zu überfetzen, wie wir das z, B. 
’n der Auslegung des zoften Lehrfatzes gethan haben.

Anmerkung 3. Da das , was bey den Zahlausdrücken 
der Linien und Flächen Ditifion ift, in der geometrifchen Darllel- 
lung fich durch diefe Couftruction bewcrkftelligen làfst ; fo über
trugen die altern Mathematiker das Kunftwort für diefes Verfah
ren auch auf die Divifion, und fagten z. B. nnmernm applicare 
ad numerum, tun das Dividiren einer Zahl durch eine andre an
zuzeigen •. *4. A,

AUFGABE 4.

I ) Eine gegebne grade Linie AB in beliebig viel 
gleiche Theile zu theilen.

2) Eine gegebne grade Linie AB, entweder meh
rerem gegebnen Linien P, Q, R, oder einer gegeb
nen eingetheilten Linie MN, proportional einzu- 
theilen.

1) Gefetzt man foil die grade Linie AB in 5 glei-Fig. 
ehe Theile theilen; fo ziehe man durch den Endpunkt 
A diefer Linie, unter einem beliebigen Winkel gegen 
diefelbe, und in gehöriger Länge, eine andre grade 
Linie, trage auf diefe eine beliebige Linie AC fünfmal 
nebeneinander auf, und ziehe'.vom letzten Endpunkt 
G diefer Theile, nach dein Endpunkte B eine grade 
Linie ÇB. Dann fchneidet, behaupte ich, eine Pa
rallellinie mit GB, die durch den erften Theilpunk C 
gezogen wird, auf der gegebnen Linie AB den fünf
ten Theil Al'ab, und trägt manAl fünfmal nebenein. 
ander, oder zieht man durch alle fernem Theilpunk
te D, E, F, mit GB parallelHçien, fo wird AB auf 
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die verlangte Art, das heifst in fünf gleiche, Theile 
ein getheilt.

Denn da vermöge diefer Conftruction die Parallel
linien CI, DK etc. die Schenkel AB, AG des Winkels 
A durchfchneiden, fo theilen fie diefe Schenkel einan- 

*7«Z. 2. der proportional *. Sind alfo, der Conftruction gemäfs, 
die Stücke AC, CD etc. insgefammt unter einander 
gleich , und jedes fünfmal in der Linie AG enthalten ; 
fo müßen auch die Stücke AI, IK etc, untereinander 
eieich, und jedes der fünfte Theil der gegebnen Linie 
AB feyn. Mithin ift diefe in fünf gleiche Theile ge- 
th eilt.

2) Soll die grade Linie AB den gegebnen Linien 
P, Q, *n diefer angegebnen Folge proportional ge« 

* E. 8. tbeilt werden*, fo trage man auf eine grade Linie, weL 
ehe durch den einen Endpunkt A^der gegebnen, unbe- 
ftimmt gezogen ift, die gegebnen Linien P, Q, R in 
der verlangten Folge nebeneinander, fo dafs AC = P, 
CD = Q» DE = R wird, ziehe durch die beyden End
punkte B, Eder gegebnen Linie, und der letzten aufge
tragenen, eine grade Linie BE, und mit ihr parallel durch 
die Punkte C undD Parallellinien, fo wird durch diefe 
Parallelen die Linie AB auf die verlangte Art, das heifst 
nach dem Verhältnifs der Linien P, Q, R,in der ver
langten Ordnung eingetheilt. Denn wegen des Paral- 
lelismus der Linien CI, DK, EB, verhalten fich die 
Theile AI, IK, KB des einen Schenkels, wie die über- 
einftimmendenTheile AC, CD> DE des andern Schen

kels 
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pels *, und' diefe Theile find vermöge der Conftruc- * 7, 
tion den gegebnen Linien P, Q, R gleich»

Soll endlich die grade Linie AB einer gegebnen, 
eingetheilten Linien MN proportional getheilt werden, 
fo verfährt man mit den Theilen, welche auf diefer 
Linie gegeben find,grade fo, wie hier mit den gegeb
nen Linien P, Q, R.

Noch andre Methoden beyde Aufgaben aufiulöfen , werden 
wir im folgenden Buche kennen lernen.

Bemerkung 1. Man fieht leicht dafs diefe Con- 
ftruction fich auch auf den Fall ausdehnen läfst, wenn 
die gegebne Linie nur ein beilimmter Theil der einzu- 
theilenden werden foil, z. B. der erfie, der mit dem 
Theil AC der eingetheilten , gegebnen Linie überein- 
ftimmt *. Penn in diefem Fall ziehe man durch die „ Ê 8 0c 
übereinftimmenden Punkte B und C eine grade Linie, 
und mit diefer durch die Punkte D und E Parallel
linien ; fo theilen diefe, wegen des Parallelismus der Li
nien durch C, D, E,die verlängerte AB, der gegeb
nen Linie proportional ein *. • 7.

Bemerkung 2. Da ferner nicht blos die Sehen- Fig) 7i 
kel eines Winkels, fondern je zwey grade Linien, wel. 
ehe Parailellinien durchlchneiden, von dielen propor
tional eingetheilt werden*; fo fieht man leicht, dafs*7<z. x 
man diefe Covfruct'wnen auch dahin abändern kann, dafs 
man durch die Theilpunkte * der eingetheilten Linie *E. 8. 
AG oder AE, willkührlich Parallellinien zieht, und 
dann um irgend einen Punkt T in der äufserften Pa- 

Dd



4i8 buch III.

rallellinie , mit der einzutheilenden Linie alsHalbmef- 
fer, einen Kreisbogen bcfchreibt, der die andre äufser- 
fte Parallellinie im Punkte V durchfchneide. Zieht 
man TV, fo ift diefe Linie der gegebnen gleich, und 
auf die verlangte Art Qi, B. in 5 gleiche Theile) ein- 
getheilt, und man kann dann ihre Eintheilung durch 
einen Zirkel unmittelbar auf die gegebne Linie über
tragen.

Zu Tb ei hingen von Linien in gleiche Theile, mittelft 
diefer Conftruction, dient ein befonderes Inßruu^ent^ 
worauf eine Menge Parallellinien in gleichen Entfer
nungen von einander eingegraben find, und welches 
uns der Mühe überhebt , jedesmal erft gleiche wiil- 
kührliche Theile aufzutragen, und durch die Theil- 
punktc Parallellinien zu ziehn.

Auf diefelbe Art findet man auf den Verlängerun
gen einer gegebnen Linie AB die Punkte, welche mit 
ihr eine Linie bilden, die einer gegebnen AE fo pro. 
portional eingetheilt ift, dafs AB mit einem der mitt- 
lern Theile CD übereinftimmt. Man ziehe nemlich 
durch alle Theilpunkte willkührlich Parallellinien, tra 
ge zwifchen die beyden durch C und D die gegebne 
Linie AB ein, und verlängere fie, bis fie von allen je
nen Parallellinien durchfchnitten ift. — Dann hat man 
die verlangte eingetheilte Linie.

Zufatz I. Um ein gegebnes Dreyeck durch Li
nien aus der Spitze in eine beliebige Anzahl gleiche? 
Theile} oder in Theile ^welche zu einander ein gegebnes Ver-
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tâltmfs haben einzutheilen, theile man die Grundlinie 
nach der verlangten Art ein, und ziehe aus der Spitze 
grade Linien nach allen Theilpunkten.

Denn das gegebne Dreyeck wird dadurch in klei
ne Dreyecke getheilt, die insgefammt auf derfelben 
graden Linien ftehn, und deren Spitze in einem Punk
te liegen, folglich in Dreyecke von gleicher Höhe *.* 
Solche Dreyecke verhalten lieh aber wie ihre Grundli
nien *; daherj das gegebne Dreyeck dann auf die ver-’S’^ x* 
langte Art eingetheilt ift.

Z u fa tz II. Um ein gegebnes P a ra 11 e 10 gr am m 
durch Parallellinien mit einer der Seiten in eine beliebige 
Anzahl gleicher Theile, oder in Theile, welche zu ein' 
ander ein gegebnes Verhält™js haben, einzutbeilen, theile 
man die zweyte, an jener anftofsende Seite auf diever- 
langte Art ein, und ziehe durch die Theilpunkte Pa
rallellinien mit der erftern Seite.

Denn die kleinen Parallelogramme , welche auf - 
'diefe Art entftehn*, liegen insgelammt zwifchen zwey
Parallellinien ; haben alfo gleiche Höhe *, verhalten 
fich folglich wie ihre Grundlinien*, und das gegebne 
Parallelogramm ift daher auf die verlangte Art einge- 

# E. 3.
*5. f. i»

theilt.

A U F G A B K 5.

I ) Eine gegebne grade Linie BC} nach eineifî 
gegebnen Zahlt-erhältnijje m:n, einzutheilcn,

Dd 2



420 BUCH III»

2) Auf der Verlangerung einer gegebnen gra- 
den Linie BC fo einen Punkt g zu beßimwew, daß 
die beyden Abfchnitte Bg} Cg, in dem gegebnen Zahl- 
verhältwjß. nunßehn.

Das gegebne Zahlverhältnifs m:n fey welches es 
wolle, fo läfst es fich jedesmal leicht in ein Linearverhält- 
»ils verwandeln. Denn man braucht zu dem Ende nur 
aus einer willkührlichen Linie zwey Linien P, Q, gra> 
de fo zufammenzufetzen, wie die beyden Zahlen m 
und n aus der Einheit zufammengeletzt find. Alsdann 
verhält fich m:n = P:Qund P und Q find bekannte 
Linien.

1) Nun foil im erftenFall der Aufgabe die gegebne 
Linie BC felbft nach dem Verhältnifle m:n, folglich 
den Linien P und Q proportional eingetheilt wer
den ; welches durch das Verfahren der vorigen Aufga- 

*Afg. 4« be geleiftet wird *.
(2).

2) Im zwey ten Fall foil auf der Verlängerung der 
gegebnen Linie BC ein Punkt g fo gefunden werden» 
dafs fich verhalte Bg : Cg = m : n = P : Q. Die beyden 
Abfchnitte Bg, Cg find in diefem Fall um die gegeb
ne Linie BC von einander verfchieden, können alfo 
nicht im Verhältnifs der Gleichheit ftehn-, und würde 
diefes gefordert, fo wäre die Aufgabe in diefem Fall 
unmöglich. Ueberdem mufs, je nachdem m gröfser 
oder kleiner als n ift, auch Bggröfser oder kleiner als 
Cg feyn, mithin der gefuchtePunkt'gauf der Verlänge
rung der .Linie BC über C oder über B hinaus liegen» 
Alles diefes zeigt auch die folgende Conftruction.
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Gefetzt nemlich, es fey m > », fo verhält fich 
Bg : Cg : Bg — Cg = m : n : m — n = P : Q : P — Q ♦, oder ' * 
P — Q:P = BC:Bg. Man ziehe daher durch B eine 
grade Linie unter einem willkührlichen Winkel gegen 
BC, trage auf fie von B aus, BE = P, und vom End
punkte E dielet Linie, rückwärts EF = Q auf, (fo dafs 
BF — P— Q wird) und ziehe FC fo fchneidet eine 
Parallellinie mit FC, durch E gezogen, auf der Ver
längerung vonB über C hinaus den gefuchten Punkt g 
ab. Denn wegen des Parallelismus diefer Linien ver
hält fich BC : Bg : Cg = BF:BE :EF* = P-^-Q : P :Q / 7- 2» 
folglich Bg : Cg = m : n.

Ift dagegen w < «, mithin auch P < Q und 
BE< EF', fo fallt der Punkt F' über B hinaus , auf 
dem Stück der willkührlich gezognen Linie, welche 
mit dem erftern gegen B auf entgegengefetzte Art 
liegt, und zieht man nun CF', und mit ihr durch E 
eine Parallellinie, fo durchfchneidet auch diefe die Li- 
nie BC, nur auf der entgegengefetzten Verlängerung, 
über B hinaus.

Sollte endlich m = n, folglich auch P = Q und 
BE — EF feyn, fo müfsten die Punkte Bund F, mithin 
auch die Linien FC und BC zufammen fallen. Eine 
Parallellinie durch E mit FC, wäre alfo in diefem Fall 
auch mit BC parallel, durchfchnitte folglich BC auf 
beyden Seiten verlängert, nie, und es ift dann kein 
Durchfchnittspunkt g möglich.

Wollte man fich indefs vorfteilen, dafs zwey Parallellinien 
fich in einer unendlichen Entfernung (d.h. aber ^ar nickt) durch- 
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fchneiden, fo rückt in diefem Fall der Punkt g ins Unendlich® 
fort. Ein Kreis mit einem Halbmefler Ag bcfchrieben , gienge 
dann in einen Kreis, mit einem unendlich grefsen Halbmefler 
bcfchrieben, d. h. in eine grade Linie über, und fo würden durch 
diefe blos eingebildete Idee in Lchrfatz 20 dieEälie, wo ein Ort, 
der, falls m und n ungleich find ein Kreis ift, wenn m und n 
gleich find, in eine grade Linie übergeht, auf jenen Hauptfall 
zurückgebracht ; und diefes Verallgemeinern ift überhaupt eine 
der vorzüglichftcn Anwendungen, die der Mathematiker von die
fen blofs eingebildeten Ideen des Unendlichen macht. Doch ge
hört diefes mehr in die algcbraifche Analyfis , als hierher.

Zufatz. Sind in einer graden Linie mehrere 
Punkte, z. B. B, D, C gegeben, und man fucht auf 
ihr oder ihrer Verlängerung einen Punkt G, der fo 
liegt, dafs die Entfernung deflelben von den gegeb- 
nen Punkten zu einander in gegebnem Verhältnis ftehn 
follcn, z. B. Bg : Cg :Dg = in : n : p ; fo ift diefes nicht 
für jedes Verhalten, fondern nur unter gewißen Bedin
gungen möglich. Denn es mufs dann z. B. lieh verhal
ten Bg — Cg : Cg —- Dg d. h. BC ; CD — m — n : n — p, 
welches eine befondre Bedingung für das gegebneVer- 
hältnifs ni ; n : p an die Hand giebt.

Anmerkung. Diefes ift die vollftändige Auflofung einer 
Aufgabe, auf die wir uns in den Folgerungen und Zufätzen zu 
Lehrfatz 20 durchgehends berufen haben. Das dort Vorgetragene, 
beruht gröfstentheils auf ihr, und befonders wird hieraus die 
Auslegung S. 326. 2, ganz deutlich werden. Apolhnint ebne Oer
ter II. Lemma 9.)

Die Aufgabe von einer gegebnen Linie BC einen befiimmten 
Theil,z.B den fechftcn abzufebneiden, oder ße nm (liefen Theil zu 
verlängern, ift nur ein belondrer Fall, diefer Allgemeinem.
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AUFGABE 6.

Wenn ein Winkel A, und ein Punkt B gegeben^' So* 
find, durch diefen Punkt eine grade Linie fo zu ziehn, 
dafs durch die Schenkel des Winkels auf ihr zwey Stü
cke BC, BD abgejchnittcn werden, die in einem ge
gebnen Perhliltnifs fiehn, fich nemlich wie die gegeb
nen Linien P : ^verhalten.

Liegt der gegebne Punkt B zwifchen den beyden 
Schenkeln des gegebnen Winkels, fo ziehe man durch ihn 
eine Parallellinie mit dem einen Schenkel AH, welche 
den andern im Punkte E durchfchneide , nehme auf 
diefem ein Stück ED fo, dafsAE, ED, den gegebnen 
Linien P, Q proportional End, und ziehe DB, fo ift*Äfg«2« 
diefes die verlangte Linie. Denn wegen des Paralleüs- 
mus der Linie EB, AH, durchfchneidet He auch den 
zweyten Schenkel in irgend einem Punkte C *, und’I^Zj. 
zwar fo, dafs lieh verhält AE : ED = CB : BD = P : Q*. ' 7-

Liegt der gegebne Punkt B anferhalb des Winkels., 
fo ziehe man durch ihn und einen beliebigen Punkt 
E des einen Schenkels eine grade Linie, nehme auf 
ihr ein Stück Bf', fo dajs BE, BF den gegebnen Linien 
p, Q, proportional find*, und ziehe durch F eine*Afg.2, 
parallellinie mit jenem Schenkel, welche den zweyten 
Schenkel in irgendeinem PunkteD fchneiden mufs^’^Zj 
fo ift DB die verlangte Linie. Denn wegen des l’aial- 
lelismus der Linie FD, AE, durchfchneidet lie den er- 
ften Schenkel AE nothwendig in irgend einem Punk
te C *, und zwar fo , dafs fich verhält BC : BD = BE’I.c^.j 
:BF—P:Q.
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(Gregorius a St. Vine, l, 2g. 2?). Man lieht leicht, dafs fich 
diefe Aufgaben noch auf mannigfaltige Art abändern lafl'en, z. B. 
wenn eine Parallellinie mit dem einen Schenkel gegeben itt, die 
Linie durch den Punkt B fo zu ziehn, dafs die Abfcbnitte der
felben zwifchen den beyden parallelen Linien, und zwifchen B 
und dem andern Schenkel , in dem Verhältniflc von P zu Q_ 
ftehn; eine Aufgabe, die grade fo aufgelöft wird (Greg. I. 25.)

Zulatz. Um durch den Punkt B eine grade Linie fb 
zu ziehn, daß fie auf den Schenkeln des gegebnen Winkels 
zwey Stücke AC , AD abßhneide^ die fich wieP zu 0 ver
halten , trage-man auf den einen Schenkel AE — P, auf 
den andern AF = Q auf, ziehe EF, und damit paral
lel durch B, CD. Denn dann verhält fich wegen des 

* 7. Parallelismus diefer Linien, AC : AD = AE : AF * =
P ; Q. (Greg. I. 30.)

Aufgabe 7.

Fig. 8a. Zu drey gegebnen Linien P, Q, R, die vier
te Proportionaliiaie zu finden

Man bilde einen willkührlichen Winkel K, und 
trage von der Spitze K aus, auf dem einen Schenkel 
deflelben die erlle und zweyte -der gegebnen Linien 
P = KA, Q = KB, und auf dem andern Schenkel die 
dritte Linie R == KC auf, verbinde dann die Endpunk
te A, C der erften und dritten durch eine grade Linie, 
und ziehe mit diefer durch den Endpunkt B der zwey
ten eine Parallellinie BX. Das Stück KX, welches die
fe Parallellinie auf dem zweyten Schenkel abfehneidet, 
ift die geluchte vierte Proportionallinie.
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Denn da die Parallellinien die beyden Schenkel 
einander Proportional eintheilen, fo verhält fich KA: 
KB=KC;KX*, mithin P:Q^R : KX. •7Z.T.

Bemerkung 1. So wie fich, unbefchadet des 
vierten Glieds, die mittlern Glieder jeder Proportion 
vertaufchen lallen, fo ift es auch für diefe Conftruction 
ganz gleichgültig, ob man die zweyte oder die dritte 
der gegebnen Linien, mit der elften auf demfelben 
Schenkel legt. Nur dafs man immer durch den End- 
punkt der erßern Linie^ und der, welche auf dem andern 
Schenkel liegt, die grade Linie ziehn muß, durch wel
che die Lage der Parallellinie beftimmt wird.

Zieht man durch die Endpunkte der beyden Linien^ 
welche in der Proportion die mittlern Glieder autmacben, 
eine grade Linie BC, und mit diefer durch den End
punkt der erften eine Parallellinie AY, fo verhält fich 
KA:KB = KY : KC und man et hält daher eine vierte Li
nie KYy zvelche mit den drey andern, nicht, wie unfere 
Aufgabe verlangt, diiekt, fondera verkehrt proportio
nal ift ; und eine iolche Linie läfst fich daher auf diefe 
Art immer ganz leicht finden. Eine andre Methode 
dazu haben wir in Aufgabe 3 kennen gelernt. * »Afgjfi

Bemerkung 2. Ferner ift es nicht noting,dafs 
man die drey gegebnen Linien auf den Schenkeln zu 
einerley Seite des Punktes K, oder überhaupt von die
fem Winkelpunkte an auftrage ; vielmehr kann man 
fie ganz willkührlich legen, wenn nur die übereinftim- 
menden Endpunkte der Linien P, R in zwey Parallel- « 
linien fallen. Denn auch in dielem Fall fchneiden
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zwey durch die Endpunkte der Linie Q'mit jenen pa. 
*/♦ Z.s,rallel gezogne Linien, vermöge Lehrfatz 7*, vom ge- 

genüberftehenden Schenkel ein Stück ab, welches zu 
den drey gegebnen Linien die vierte Proportionallinie 
ift. Allein die oben angegebne Conftruction ift von 
allen die einfachfte.

Bemerkung 3. Auch Lehrfatz ^.Folgerung2 
führt auf ein ganz bequemes Verfahren, z« drey gegebnen 
Linien die vierte Proportionallinie zu finden , welches ich 
dem Lefer fclbft zu entwickeln überlafle. Eben ;fo 
unfere Sätze üb«r den Kreis, befonders Lehrfatz 24 
und 25 , aus denen leichte und artige Methoden 
folgen.

Bemerkung 4. Diefe Conftruction ift übrigens 
für die gcometrifche Darftellung daffelbe, was die fo- 
genannte Pegel de Tri für die Arithmetik ift, und für 
he nicht weniger wichtig. In fo fern man einen jeden 

. _ , . AB X AD ,
Ausdruck wie folgenden----------- als vierte Proportio-

DE
• V.J.« nalgrofte zu den Linien DE, AB, AD anfehn kann * 

dient diefes Verfahren, ähnliche Ausdrücke noch auf ei
ne andre Art in Lineargröfsen anzugeben, d. i. zu con* 
firuiren, und bey geometrifchen Unterfuchungen noch 
auf eine andre Art zu überfetzen t als wir diefes im Vo- 

*Afg.?.rigen gethan haben ♦; nemlich durch vierte Proportio- 
*• 3< Hailinie zu den drey Linien DE^ AP, AD; eine Ausle

gung, die indefs vermöge Lehrfatz 4 Folgerung 1. in 
der That mit der erftern zufammen fällt.
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AUFGABE g.

Ein gegebnes Parallelogramm, oder ein gegeb- 
ues Dreyeck oder ein gegebnes '1 rapezoid, in eine Fi
gur von einer diefer drey Gattungen zu verwandeln, 
welche mit der gegebnen gleichen Inhalt hat, und 
entweder Uber einer gegebnen Grundlinie MN fleht 
oder eine gegebne Hohe hat.

Alle einzelnen Aufgaben, welche in diefer allge
meinen enthalten find , laßen lieh durch Auffindung ei
ner vierten Proportionaliinie auflöfen, und mithin auf die 
vorige Aufgabe zurückführen, find aber, wie fie hier 
ausgedrückt werden, unbeftimmt. Denn der Inhalt des
Parallelogramms wird durch das Produkt aus der
Grundlinie in die Hohe beftimmt, der Inhalt des Drey
ecks durch die Hälfte diefes Produkts *, und der In- • 5. 
halt des Trapezoids durch das Produkt aus der Hohe 
in die halbe Summe beyder Grundlinien * Sol- • g 
len folglich zwey Figuren diefer Gattungen glei
chen Inhalt haben, fo müßen zwey lolche Produkte 
gleich feyn, wodurch eine Proportionalität zwilchen den
Grundlinien und Höhen beyder gegeben wird *, 
aber find von der gegebnen Figur, die Grundlinie 

Nun «v. 3. y 
und

die Hohe bekannt, und von der zweyten foil entweder 
die Grundlinie oder die Hohe gegeben feyn. Folglich 
kennt man in diefer Proportion drey Glieder, und 
fucht man aus ihnen, nach der vorigen Aufgabe, die 
vierte Proportionallinie , fo findet man auch der ge
fachten Figur Grundlinie oder Höhe, wodurch jedoch 
diefe Figur nicht völlig beftimmt wird.
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Nach diefem Fingerzeig entwickle und löfe der 
Anfänger felbft die einzelnen Aufgaben auf, die. in 
diefer allgemeinen enthalten find. Hier, zum Beyfpiel, 
nur ein Paar.

F’>g. 75. Das gegebne Parallelogramm ABCD in ein Parallelo, 
gramm über die gegebne Grundlinie CI zu verwandeln. 
Man fuche die Hohe DK des gegebnen Parallelo-

* E. 3. gramms*, und zu CI, CB, DK die vierte Proportio« 
naliinie, fo ift diefe die Hohe des gefachten Parallelo«

*5. f. 2. gramms * , und errichtet man auf Cl ein Perpendikel, 
trägt darauf IL, diefer Höhe gleich, und zieht durch 
L eine Parallellinie mit Cl, fo fchneiden je zwey Pa
rallellinien durch C und I ein Parallelogramm ab, wel
ches der Aufgabe genüge thut. Diefe Aufgabe ift alfo 
unbeßimmt, weshalb unzählige Parallelogramme ihr ge
nüge leiften. Beftimmt wird fie , fo bald noch der 
Winkel gegeben ift, unter dem diefes Parallelogramm 
befchrieben werden foil, wie in Aufgabe 3., und die
fes ift, wenn nach Rechtecken gefragt wird, immer der 
Fall.

Hätt» das Parallelogramm ABCD in ein Dreyeck über 
CI verwandelt werden füllen, fo fey die Höhe des ge
fuchten Dreyecks h. Dann wird der Inhalt des Paralle
logramms ausgedrückt durch BCxDK, des Dreyecks 

• durch | CI X h *, und da beyde gleich feyn fallen, mufs 
BC X DK = I CI X h leyn , folglich fich verhalten 

•V3î2^: BC = DKth *. Man luche allo die vierte Pro
portionallinie zu 5 CI, BC, DK, fchneide auf dem 
Perpendikel auf CI, diefer Linie gleich IM ab , und zie
he durch M mit CI eine Parallellinie ; fo ift die Pa-
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Talleilinie der Ort der Spitze des gefachten Dreyecks*, * 2, Z. 
und die Aufgabe ebenfalls unbeftimmt.^etc.

AUFGABE 9.

Zu zwey gegebnen Linien P , ah äufsere 
Glieder einer Proportion , tzwey andre Linien P, X} 
deren Unterfchied oder deren Summe einer gegebnen 
Linie N gleich ift9 ah mittlere Glieder der Proportion 
ztt finden,

Man ziehe willkührlich zwey Linien, welche fich'60. 
im Punkte F rechtwinklig durchfchneiden.

Im Fall des Unterfihieds trage man zu entgegenge
fetzten Seiten des Punktes F auf die eine diefer Linien 
EA = PundFB = Q, und auf die zweyte Linie FH 
s= N. Halbire AB und FH, und errichte auf beyden 
Linien in den halbirenden Punkten Perpendikel. Der 
PunktC, wo diefe Perpendikel fich durchfchneiden, 
ift der Mittelpunkt eines Kreifes , der mit AC als 
Halbmefler befchrieben, auf der zweyten Linie die bey
den gefachten Linien FD, FE abfehneidet.

Denn da diefer Kreis vermöge der Conftruction 
durch die Punkte A und B geht, fo find AB, DE Seh
nen, die fich imPunkte F durchfchneiden, folglich 
FA : FE = FD : FB * : und da das Perpendikel aus dem 
Mittelpunkte C die Sehne DE halbirt, auch EF — HD 
und mithin FD — FE = FH = N. 1

Im Fall der Stimme trage man FA = Pund FB = Q 
zu einerley Seite des Punktes F auf, und verfahre im
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übrigen wie vorhin. Durchfchneidet dann.die Kreis
linie, die durch A und B geht, die zweyte Linie in den 
Punkten D, E, fo lind jetzt AB, DE Sehnen, die ver
längert im Punkte F lieh durchfchneiden, folglich wie- 
de rum FA : FE = FD : FB *, jetzt aber FD 4~ FE = FH 
= N.

In diefem Fall wird jedoch der Kreis die zweyte 
Linie nur dann durchfchneiden, wenn die Summe der 
beyden Abfchnitte FE-f-FD — N gröfser ift, als das 
Zweyfache der Tangente, die aus F am Kreife gezo- 

»asf.j.a gen wird *; oder, da das Quadrat diefer Tangente 
* «2. 2. gleich ift dem Rechteck FA X FB*, nur dann, wenn 

> 4. FA x FB ift. Ift N kleiner, fo wird die 'Auf
gabe unmöglich.

Bemerkung t. Da das Rechteck aus der mitt- 
lern von vier Proportionallinien, ftets dem Rechteck 
aus den äufsern gleich, mithin in diefem Fall (N — 
FE) X FE = PxQift; fo läuft diefe Aufgabe auf eins 
mit folgender hinaus: „Ein Rechteck von gegebnem In- 
halt, zu befchreiben, wenn entweder der Unterfchied, oder 
die Stimme zweyer anliegenden Seiten deßeiben gegeben iß» 
Koch eine andre Form und Auflöfung derfelben, findet 
Fich in Aufgabe ig.

Bemerkung 2. Woes überhaupt auf Gleich
heit von Rechtecken ankömmt, wird diefe Conftruc- 
tionsart vermittelft des Kreifes, mehrentheils mit Vor
theil gebraucht werden.

Zufatz. Sind die beyden gegebnen Linien P und 
Q gleich, fo geht die gefuchte Proportion, in diefe 
P; X = Y; P, und daher unfere Aufgabe (da es gleich
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gültig ift, ob die gefachten Linien innere oder äufse
re Glieder in der Proportion ausmachen, in folgende 
über :

Wenn eine mittlere Proportionallinie P t and von den 
beyden andern proportionalen Linien , entweder die Samme*, 
oder der Unterschied N gegeben find, diefe Linien felbft 
zu finden.

Oder : Ein gegebnes Quadrat P2 in ein Rechteck zu 
verwandeln, von defen beyden anliegenden Seiten die Summe 
oder der Unterfckied N gegeben ift.

Oder endlich: Auf einer gegebnen graden Linie N, 
oder auf deren Verlängerung. einen Paukt fo zu beftim- 
men, dafs das Rechteck aas den beyden Abfchnitten, einem 
gegebnen Quadrate P2 gleich fey.

Diefe drey Aufgaben fragen, nur unter verfchied- 
ner Geftalt, nach ein und daffelbe, und find ein ein“ 
lelner Fall unferer allgemeinem Aufgabe. Dadurch 
dafs für fie die gegebnen Linien P = FA, und Q = FB 
gleich find, wird die Conftruction in beyden Fallen 
beträchtlich vereinfacht.

Im Fall des Unterfchieds befchreibe über FH = Nf> $9, 
als Durchmeffer einen Kreis, welchen FA = P berührt 
und ziehe von A durch den Mittelpunkt eine grade Li
nie, welche den Kreis in D und E durchfchneide, fo 
find AD, AE die gefachten Linien. Denn es ift AD 
X AE = AF2 = F2 und AD = AE-f. N.

Im Fall der Summe befchreibe über FH — N ek 
nen Halbkreis , ziehe mit FH in einer Entfernung 0
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gleich P , eine Parallellinie, und fälle vom Punkte» 
wo fie den Kreis durchfchneidet, ein Perpendikel IK 
auf den Durchmefler , fo fchneidet diefes auf dem 
Durchmeffer die beyden verlangten Abfchnitte FK, KH 
ab. Denn es ift FK X KH = IK2 = P2, und FK -f KH 
= EH=N.

AUFGABE IO.

Wenn zwey Rechtecke, aus den Linien A y B 
und Pi Q, gegeben find, eine Linie zu finden, zu 
welcher fich eine Seite des einen Rechtecks, wie der In
halt beyder Rechtecke zu einander verhält.

Gefetzt es fey X die Linie, zu welcher die Seite 
A in dein Verhältniffe des Inhalts beyder Rechtecke 
fteht, AxB:PxQ = A:X; fo ift das erfte Verhält- 

*5. f. 2. nifs auch gleich dem Verhältnifs A X B : X x B * ; folg
lich, da die Vorderglieder gleich find, muffen es auch 

*V.j.e die Hinterglieder feyn, P x Q = X X B*, oder es mufs 
*V. 3.7 fich verhalten B : P = Q : X ♦.

Man luche allo zu der einen Seite des einen, und 
tu den beyden Seiten des andern Rechtecks die vierte 

*Afg.7* Proportionallinie*, fo verhält fich zu diefer die andre 
Seite des erftern , wie der Inhalt beyder Rechtecke » 
oder A :.X = A x B : P X Q.

Bemerkung. Auf diefe Art findet man zwey 
Linien t die im zufamme »gefetzt en Verhältnifs zweyer Paar 

* V. 6. gegebner Linien flehn, A : X — (A : P) 4-(B : Q) *• Sind 
die gegebnen Verhältniffe gleich, fo ift A : X — 2 (A : P) 
= A2; P2 und A : P = P ;X, da denn diefe Auflöfung 

in
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in die übergeht, welche wir in Aufgabe 12 für diefen 
Fall haben werden. *.

AUFGABE II.
Zwey Linien darzufiellen, deren Verhältnijs aus 

den gegebnen Rerhältnißen dreyer Paar Linien A}E} C 
undP, (fi R zitjdnim enge fitzt iß y oder die fich wie 
die Produkte dreyer Linien, zu den Produkten dreyer 
andrer Linien * verhalten. E‘ 6-

Geletzt Y und X find die beyden gefochten Linien, 
Io foil fich verhalten Y:X= A xBxùPxQxR oder

ExC QxR* o t x 1 <• L xz BxC’V.tß. =------- : —-------  . Setzt man folglich Y — —,—
Pa P

, v Q X R r 1 -r T • •und X = —— -’io erhalt man gewus zwey Linien in

dem gefochten Verhältnifs, und von diefen Linien ift 
dann die Eine die vierte Prcportionallinie zu P, B, 
C, und die Andre die vierte Proportionallinie zu A»
Q> R*- W7.

£- 3'
Zufatz I. Soll, wie in der vorigen Aufgabe, 

eine der gegebnen Linien, z. B. A, das Vorderglied des 
gefuchten Verhältniftes feyn , fich folglich verhalten 
AxBxC:PxQxR = A:X = AxBxC:XxBxC*;.v z. 
fo mufs, wegen Gleichheit der Vorderglieder, P x Q X R 
= X x B X C,mithin B x C: Q X R = P:X feyn. Denkt 
man fich daher eine Linie Z fo , dafs fich verhalte B : Z 
= P : X mithin auch B x C : Z x C = P : X, fo mufs die
fe Linie fo befchaffen feyn , dafs Q xR = Z X C *, 
folglich C;Q — R:Z ift. — Sucht man daher zu C.

Ke
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Q, R die vierte Proportionallin’e Z , und dann tu B, 
Z, P abermals die vierte Proportionallinie, fo erhält 
man die gefuchte Linie X, zu welcher A in dem ver
langten Verhältniffe fleht.

Zufatz TL Ueberhaupt mögen noch fo viel 
Verhältniffe gegeben feyn, und man fucht ein Verh'dlt- 
fiiß G:X, welches aus allen diefen gegebnen Vcrbdltnifje» 
zufammengefctzt ift, fo findet man diefes durch fortge. 
fetzte Auffindung vierter Proportionallinien a, b, c 
etc., z. B.

A : P = G : a
B : Q = a : b 
C : R = a : X

fo ift a wenn man zufammenfetzt G : X — (A : P ) 4^ 
•V.4$.(B;Q) 4-(C:R) = Ax B X CiPxQxR*.

AUFGABE 12.

Pig-sa. %u zwey gegebnen Linien P} die dritte 
Proportionallinie zu finden,

Diefe Aufgabe fordert eine ftetige. Proportion 
zu denken, worin die mittlern Glieder beyde der zwey- 

•* V. 5. ten gegebnen Linie gleich find *, und zu diefer die 
vierte Proportionallinie zu finden. Man wiederhole 
daher die Conftruction der fiebenten Aufgabe, nur dafs 
man jetzt Q = KB auf beyde Schenkel des Winkels 
K auftrage, und man ziehe AB'und damit parallelBC» 
fo iftKC die gefuchte dritte Proportionallinie. Denn 
es verhält fich K \ : KB = KB : KC.

88 0^*’fei« auf dem Endpunkte von P—AD. die zwei
te Linie Q=s DF fenkrecht, ziehe AF, und errichte
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darauf im Punkte F ein Perpendikel.« Wenn diefes 
die verlängerte AD im Punkte B durcbfclmeidet, fo 
ift BD die dritte gefuchte Proportionallinie. Denn es 
ift dann AD : DF = DF : DB *. 'I2^ ö

Oder befchreibe einen Kreis, trage P und Q von Fig. 
demfelben Punkte A aus als Sehnen hinein, und ziehe 
vom Endpunkt der einen eine Parallellinie mit der 
Tangente durch A, fo ift das Stück AM oder Ay, wel
ches diefe Parallellinie auf der ande’rn, oder auf deren 
Verlängerung abfehneidet, die dritte Proportionallinie

f* T au den beyden Sehnen *,

Und folcher Auflöfungen mehrere, die fich ohne 
Schwierigkeit aus unfern Sätzen über den Kreis aushe* 
ben laffen.

Folgerung t. Dazu den Zahlausdrücken der Pie. 83. 
beyden Linien KA , KB die dritte Froportionalzahl 
KB2 . .

ift*, fo mufs diefes auch der Zahlausdrtrek für w s « 
KA v-
die dritte Proportionallinie KC feyn. Folglich dient 
diefe Conftruction einen folchen Ausdruck in LineargrÖ- 
fsen anzugeben, d. i zu \conßruiren und man ift um
gekehrt berechtigt bey geometrifchen Unterfuchungen 
einen folchen Ausdruck durch dritte Proportionallinie 
zu den Linien KA und KB zu überfetzen.

Folgerung 2. Setzt man die gleichen Verhält- 
nifle in diefer ftetigen Proportion zufammen*, fo Lieht • 
man, dafs fich verhalte KA : KC = 2 ( KA : KB ) —- KA2 
: KB 2, d, h. dafs das Verhältniß der erßen tzW[drittm Pro*

V. 9.

Es 2 
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portionallinie noch einmal fo hoch, als das Verhaltnifs der 
erfte» zur zweyten, oder dem Verhältnifle der zweyten 
Potenzen aus den Zahlausdrücken diefer Linien, mit
hin dem Verhältnifie der Quadrate über diefe Linien, gleich

»4.Z.2. iß *.
a) Um folglich zwey Linien zu bilden, die fich wie 

zwey gegebne Quadrate verhalten, braucht man nur zu 
den Seiten dielet Quadrate die dritte Proportionallmie 
zu finden ;

ß) und umgekehrt findet man die Seiten zweyer Qua» 
drate , die fich wie zwey gegebne Linien verhalten, wenn
man zwifchen diefen beyden Linien die mittlere Pro

*'Afg. 13 portionallinie bildet*; wichtige Bemerkungen, 
denen wir im folgenden Buche häufig Gebrauch

von
ma

chen werden.

Folger ung 3, Fährt man in der angegebnen 
Conftruction fort, trägt ferner KC' auf den zweyten 
Schenkelauf, und zieht C'D parallel mir B'C, fo ift 
wiederum KD die dritte Proportionallinie zu KB und 
KC; tragt man weiter KD' auf den andern Schenkel 
und zieht D'E parallel mit C'D, eben fo KE die dritte 
Proportionallinie zu KC und KD u. f. f.

Auf diefe Art läfst fich folglich eine ganze Reihe 
ftetig proportionaler Linien KA, Kß, KC, KD etc. bilden, 
wo jede die dritte Proportionallinie zu den beyden vor
hergehenden , und die mittlere Proportionallinie zwi- 
fchen der nächft vo.hergehenden und folgenden ift, fo 
dafs fich verhält KA : KB = KB : KC = KC‘: KD = KD : 

• KE etc.
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Setzt man diefe ftetigen Verhältnifle Schrittweife 

zufammen*, fo erhält man
KA : KC = 2 ( K X : KB) = KA2 : KB2
KA : KD = 3 ( KA : KB ) = KA3 : KB3
KA : KE = 4 (KA : KB) = KA* : KB* etc. 

Man wird daher durch diefe Conftruction im Stande 
gefetzt Linien zu bilden, welche Jie wie irgend zweyPoten. 
zen von gleichem Grade aus den Zahlausdrücken zweyer 
gegebner Linien KA , KB verhalten.

Allein wenn zwey Linien, wieKA, KE gegeben 
find, die Linie KB zu finden, fo dafs KA : KE fich 
z.B.wie KA*:KB4 verhielte, dazu erhalten wir durch 
diefe Conftruction kein Mittel.

Anmerkung i. Andere Mittel eine ganze Reihe folcher 
ftetig proportionaler Linien zu bilden, giebt Lehrfatz 24. Folgerung 
I, und Lehrfatz 25. Folgerung 3 an die Hand, und wer diefe 
Conftruction intereffanv findet, wird fie ohne Schwierigkeit daraus 
entwickeln können. Die leichtefte Methode verfpare ich für das 
folgende Buch.

Anmerkung 2. Um ein gegebnes Quadrat in ein P.echt- 
eck, oder in ein Dreyeck etc* über gegebner Grundlinie zu verwan
deln, mufs man'auf eine ähnliche Art, wie in Aufgabe g, zur 
gegebnen Grundlinie und zur Seite des gegebnen Quadrats eine 
dritte Proportionallinie fuchen. Diefes dr ckt z. B. Tacquet fol- 
gendermafsen aus: ad datam rectam AB, datae rectae M quadra- g, 
tum facile eft applicare, inveniendo rectis AB, Mtertiam pro
portionalem CD et rectangulum ABCD conftruendo. Eft enim dato 
quadrato M2 aequale rectangulum, ad rectam AB applicatum*. *Afg 3

a. i.
AUFGABE IJ.

1) Zwifchen zwey gegebnen graden Linien PFi 
und Q eine mittlere PropartionaUinie zu finden, und
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2) zwifchen einer graden Linie AB und einem 

gegebnen Ahjchnitt derfelben AD, eine mittlere Propor
tionallinie darzuf eilen.

1) Man trag« die beyden gegebnen Linien auf eine 
willkührlich gezogne grade Linie nebeneinander, 
AD = Pund DB = Q, befchreibe um die Summe bey- 
der AB als Durchmeffer einen Halbkreis, und errichte 
auf AB im Punkte D ein Perpendikel. Durchfchneidet 
diefes den Kreisbogen im Punkte E, fo ift DE die ge
juchte mittlere Proportionallinie. Denn es verhält fich 
dann vermöge der Natur des Kreifes AD : DE = DE.';

*23.£ikDB ♦.

2) Soll zu AB und dem Abfchnitt AD diefer Linie, 
die mittlere Proportionallinie gefunden werden, fo be. 
fchreibe man wiederum um die ganze Linie AB als 
DurchmefTer einen Kreis, errichte in D das Perpendi
kel DE, und ziehe von Punkte E, wo diefes die Kreis
linie durchfchneidet, nach A eine Sehne AE, fo ift die* 
fe Sehne die gepichte mittlere Proportionallinie. Denn ver
möge der Natur des Kreifes verhält fich dann AD';AE 
= AE :AB *.

Oder manbefchrcibe um AB irgend einen beliebi
gen Kreisabfchnitt, ziehe durch A eine Tangente an. 
demfelben, da mit durch D eine Parallellinie, und nach 
dem Punkte F, wo dicfe den Kreisbogen durchfchnei
det AF, fo ift AF.die gefuchte mittlere Proportio-.

*35X3. nallinie *.
Oder man befchreibe um den übrigen Theil DB 

der gegebnen Linie, als Sehne, oder Durchmeffer, 
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einen Kreis, und ziehe an diefen vom Punkte A aus 
eine langente AG, fo ift AG die gefuchte mittlere Pro
portionallinie *. *22f.I.ÿ

Folgerung. Die mittlere Proportionallinie zwifchen 
zwey Linien, kann nie großer feyn', als die Hälfte der 
Summe beyder Linien. Denn kein Perpendikel auf dem 
Durchmeffer, das bis an die Kreislinie reicht, kann 
gröfser feyn als der Halbmefler. Und fo folgt auch 
aus der Conftruction, diefer aus der Arithmetik bekann
te Satz.

Bemerkung i. Da zu den Zahlausdrücken 
zweyer Linien P, Q die mittlere Proportionalzahl 
/(PxQ) ift *» fo mufs diefe auch der Zahlausdruck * V, $« 
für die mittlere Proportionallinie M feyn. Ein Aus
druck, wie (P X Qß) , d. i, eine Quadratwurzel, läfst 
fick daher mittelft des Verfahrens in diefer Aufgabe in 
Lineargrofsen darftellen, und folglich durch Verbin
dung derfelben mit den Verfahren der vorigen Aufga
ben, jede reine Quadratifche Gleichung conßruiren. Was 
die Conßruction einer unreinen quadratißhen Gleichung be
trifft, fo verfpare ich fle für die Bemerkungen am En
de der Planimetrie.

B e m e r k u n g 2. Ift M die mittlere Proportio
nallinie zwilchen P und Q, fo verhält lieh P : M — M : Q, 
und P : Q = P2 : Mz = M2 : Q2, wie wir fchon in der vo
rigen Aufgabe bemerkt haben *. *Afs;.ie

£. 2.
Sind vier Linien proportional, A:B=C:D,und 

inan nimmt zwifchen den erflen A, B und zwifiben den letz
ten G, D mittlere Proportiwallinien M, H fo find auch 
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diefe wit den Vorder gliedern, und eben fo mit den Hint er 
gliedern der gegebnen Proportion , proportional. Denn 
es verhält fich A : B = A2:M2 — M2 : B2 und C : D = 
C2:N2= N2 : D2. Wenn alfo die vordem Verhaltnifle 
gleich find , fo find es auch die hintern , A2 : M2 = 
C2;N2, alfo auch A:M = C;N *: oder M : B = N:D, 
oder A : M = N : D.

ß ) Grade fo find in gleichen Verhalt™jfen A : P> c: 
C • D die dritten Proportionallinien P, Q^mit den Vorder
gliedern , und folglich auch mit den Hintergliedern pro
portional. Denn es verhält fich A2 : B2 = A :P und

*A& U C2 : D2 = C : Q * mithin A ; P = C ; Q und A : C = B : D 
= P;Q.

7) .Da.?»* Kreife^to Tangente die mittlere Propor
tionallinie zwifchen einer verlängerten Sehne und der 

3 Verlängerung ill, AE : AG = AG ; AF *, fo verhält fich 
immer AE’.Ab = AE^ : AG?: und auf diefe Art lalfen 
fich andere brauchbare Sätze mittelft diefer Bemerkung 
aus unfern Lehrfätzen ableiten.

Bemerkung 3. Sucht man erd zwifchen zwey 
gegebnen I inien P, Q, die mittlere Proportionalli
nie M, und fährt dann fort zwifchen P, M und zwi
fchen M, Q mittlere Proportionallinien zu Buchen, fo 
erhält man zwifchen|P, Q, 2 + 1, d. i. drey, und fährt 
man mit diefen wieder eben fo fort, 4 + 3, d. i. fie
bert mittlere Proportiönalllnien u. f. f. Aber auf zwey, vier 
oder fünf mittlere Proportionallinien kömmt man durch die
fe Confruction nicht. Jene geben Conßructionen von 
Wurzeln des vierten, achten, fechzebnten Grades u. f. f.
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Diefe würden Conftructionen von Wurzeln des dritten, 
fünften Grads, u. f. f. an die Hand geben; allein zu 
folchen Conftructionen reicht die Elementargeometrie 
nicht hin. Man leie deshalb Lehrfatz 22 Zufatz 4* 
Lehrfatz 24. Folgerung 2, und die Bemerkungen am 
Ende diefes Werkes nach.

AUFGABE I4.

Eine gegebne gradelinige Figur in ein Qua
drat zu verwandeln.

Diefes gefchieht durch Auffindung mittlerer Pro- 
portionallinien, und alfo durch die Verfahren der vori
gen Aufgabe, durch welche man jedesmal die Seite de$ 
gefuchten Quadrats, und zwar auf verfthiednen Wegen, 
finden kann.

a) Bey einem gegebnen Rechteck ABCD, fuchs y. 
zwifchen den beyden anliegenden Seiten AB, BC die 
mittlere Proportionallinie M, fo ift Ma = AB X BC 
folglich das gefuchte Quadrat. ’ ’

ß) Bey einem gegebnen Parallelogramm, fuche 
eben fo zwifchen der Grundlinie, g, und Höhe, h; — 
bey einem gegebnen Dreyeck zwifchen der Grundlinie, 
g, und halben Hohe, f h ; — und bey eine gegeb
nen Trapezoid zwifchen der halben Summe beyder 
Grundlinien, f(G-hg)> und der Hohe, h, die mitt
lere Proportionallinie M, fo ift diefe die Seite des ge
fuchten Quadrats. Denn cs ift dann M2 im elften Fall 
gleich gh, im zweyten | gh, im dritten f (G-|-g)h,
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und diefes find die Zahlausdrücke für den Inhalt der 
*$. u. 6» drey gegebnen Figuren *,

7) Andere ttnregelm’dfsige Vielecke verwandle man 
*Afg«i»erft in ein grofscs Dreyeck *, fo lallen, auch fie fich 

nach ß in ein Quadrat von gleichem Inhalt umbilden. 
Und diefes ift eine von den Conftructionen , auf die 
■wir uns in den Folgerungen zu Lehrfatz 20, und bey 
den fernem geometrilchen Oertern $ oft bezogen 
haben.

Folgerung. Icdes gradelinige Vieleck läfst fich alfo 
im eigentlichen geometrifchen Sinn quadriren.

1
Anmcrltung. Der Ausdruck eine Figur quadriren oder 

die Quadratur einer Figur finden , läfst fich im geometrijehen 
©der im arithmetifehev Sinn nehmen. In jenem, welcher der 
eigentliche und urfprüngliche ift, bedeutet er: ein Quadrat gco- 
wetrißh darfteHen , welcher mit der Figur gleichen Inhalt hat, 
und das können wir bey jedem gradelhngen Vieleck vermittelft 
diefer Conftruction bewcrkftelligen. In diefem, dem arithmetifchen 
Sinn, bedeutet er. „einen Zahlausdrnck für den Inhalt der Figur 

¥ 4» Z. in Flächeneinheiten (Quadraten*) finden , wenn man den Zahl- 
ausdruck gewißer Linien , in ihr inLineareinheiten kennt." Aus 
der geometrifchen Quadratur fo’gt daher leicht die arithmetifche, 
nicht aber umgekehrt ; denn das bilden eines Quadrats dem ge- 
fundr.cn Zahlausdruck gemäfs, darf man wohl kaum eine geoifte- 
trifche Conftruction nennen. —- Man lieht hieraus, was die Qua
dratur des Kreijes, und die Quadratur der Curven fagen will. _ 
Die arithmetifche Quadratur ift jm Grunde nichts anders als die 
Ferechnung der Figur, d. h. die Beftimmung des Zahlausdrucks 
für ihren Inhalt, aus dem Zahlausdruck der Seiten, und da die
fes für die Anwendung das eigentlich brauchbare und wichtige ift 
fo pflegt man, mit feitnen Ausnahmen, diefe Beftimmung des In
halts, oder die arithmetifche Quadratur iw verftehn, wenn,man 
von Quadratur des Kreifes oder der Çurven fpricht.

fundr.cn
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AUFGABE 15»

Ein Quadrat zu bilden, welches der Summern» 
Zweier oder mehrerer gegebner Quadrate gleich iß.

« ) Man befchreibe einen rechten Winkel A, 
*rage auf feine Schenkel die Seiten der beyden ge
gebnen Quadrate AB = M und AC = N auf, und 
ziehe EC, fo ift diefe Linie die Seite des Quadrats, wel
ches den beyden Quadraten über M und über N zu- 
fammengenommen gleich ift. Denn BAC ift vermöge 
der Conftruction ein rechtwinkliges Dreyeck, folglich 
dem Pythagoreifchen Lehrfatz zu folge BC2 — AL2 4“ 
AC2 = M2 4- N2 *. * 13;

ß) Soll das gefuchte Quadrat den drey Quadraten 
über M, N, P gleich feyn, fo errichte man aufs neue 
imPunkte C auf AC ein Perpendikel, trage auf diefes 
CD — P auf, und ziehe BD, fo ift BD2 = BC2 4- 
CD2 = M2 4~ N2 4" P2» «Bo BD die Seite des gefuch- 
ten Quadrats.

7) Grade fo fahrt man fort, wenn man ein Qua
drat fucht, welches vier, oder fünf oder mehreren ge
gebenen Quadraten zufammengenommen gleich ift, 
indem man Schrittweife die Seiten der Quadrate fucht, 
welchem vier, fünf, fechs u. f. f. der gegebnen Qua
drate zufammengenommen gleich find.

Zufatz I. Auf diefe Art laßen fich alfo auch fîg, gg, 
Schrittweife Seiten von Quadraten finden, welche den dop
pelten, dreyfachen, vierfachen Inhalt ti,f. f. eines gegebnen 
Quadrats M2 haben, dergleichen die fogenannte Flächen-

feite des Fißrßaabs zum Meßen cylindrißher Gefäße, oder 
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von Tonnen angiebt. Zu dem Ende trage man auf 
beyde Schenkel des rechten Winkels, AB und AB 
gleich M, d. i. gleich der Seite des gegebnen Quadrats 
auf; fo wird BB' die Seite des doppelten Quadrats, 
2 M2. Mit diefer fchneide man von A aus, Ai = BB' 
ab, fo ift 152 die Seite des dreyfachen Quadmtr 3 M2. 
Schneidet man mit diefer wieder A3 = B2 ab, und 
lieht B3, fo erhält man die Seite des vierfachen Qua
drats 4 M2, mit der man wieder A4 abfehneide, u. f. f». 
Und fo erhalt man einen Maafsftab AE, vermöge def- 
fen man den Inhalt jedes gegebnen Quadrats foglcich, 
aus deflpn Seite, mit dem Inhalt des bekannten Qua
drats M2, vergleichen kann. Man tafle die Seite mit 
dem Zirkel, und trage fie auf AE von A aus auf. 
Schneidet fie da z. B. die Länge A5 ab, fo ift der 
Inhalt jenes Quadrats das Fünffache vom Inhalt des. 
Bekannten. Kleinere Abtheilungen in Hälften, Vier
tel etc., laßen fich mittelft der folgenden Aufgabe 
finden.

Zufatz II. Wollte man ein Quadrat haben, 
Welches das Zwanzigfache eines gegebnen ift, fo fuche 
man erft das doppelte Quadrat, aus diefem das Vier
fache, und aus diefem fammt dem Gegebnen, das Fünf 
fache. Aus den Fünffachen findet man das Zehnfache, 
und aus diefem das Zwanzigfache.

AUFGABE l6.

Fig. 87« Ein Quadrat zu bilden, welches dem Unter- 
fchiede zweyer oder mehrerer gegebnen Quadrate 
gleich iß,
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a) Man befchreibe wiederum einen rechten Win
kel A, trage auf den einen Schenkel deflelben die Seite 
des kleinern Quadrats N = AC auf, und befchreibe 
jnit der Seite des grö'fsern M, als Halbmeffer, um D als 
Mittelpunkt, einen Kreisbogen. Schneidet diefer den. 
andern Schenkel in B, fo ift AB die Seite des gefach
ten Quadrats. Denn das fo befehriebne Dreyeck ift 
rechtwinklig, und deshalb Ab2 = BC2 — AC2 = **i2.f.i. 
M2 — N2.

ß) Soll das gefuchte Quadrat dem Unterfchiede 
zweyer Quadrate N2 und P2 von M2 gleich feyn, fo 
fuche man wieder auf ditfelbe Art den Unterfchied 
Von AB2 und F2 u. f. f., fo dafs man alfo auf diefe Art 
beliebig viel Quadrate, von einem Gegebnen, welches grö* 
fier ift als alle zufammmengenommen, abziekn kann.

Zufatz. Auf diefelbe Art bildet man ein recht* 
winkliges Dreyeck, wenn die Hypotennfe M und eine der 
Katheten N gegeben find', welches fich auch folgender- 
maafsen bewerkftelligen läfst: befchreibe über die Hy* 
potenufe M einen Halbkreis, und um ihren Endpunkt, 
mit der gegebnen Kathete N einen Kreisbogen. Wo 
diefer den Halbkreis durchfchneidet, da ift die Spitze 
des gefachten rechtwinkligen Dreyecks. Denn der
Halbkreis ift der Ort der Spitze *, und der angegebne*^. 26. 

f* 2»Punkt der, welcher durch die gegebne Gröfse der
Kathete beftimmt wird.

So kann man folglich rechtwinklige Dreyecke be~ 
fchreiben, wovon die eine Kathete die Hälfte, oder das 
Drittel, oder das Viertel der Hypotenuje ift $tc. •
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Anmerkung. Da fich jedes Vieleck in ein Quadrat ver- 

*Afg.i4. wandeln läfst *, fo findet man mitreift des Verfahrens in diefer 
und der vorigen Aufgabe ohne Schwierigkeit ein Quadrat, 
•welches die Summe oder dem Unterschiede gegebner gradcliniger 
Figuren gleich ift; Conftructionen, auf die wir uns im letzten 
Theil des dritten Tuchs mehrercmal bezogen haben.

AUFGABE I?.

88. Ein Quadrat zu bejchreiben, zu welchem ein 
gegebnes Quadrat M~, in demt Verhältnij]'e zweier 
gegebnen Linien P, Q fleht,

Nimmt zwifchen den gegebnen Linien P, Q die 
mittlere Proportionallinie V, fo verhält fich P : Q = 

•ij.B.s.P2 : V2*. Folglich ftehn die Quadrate über P und V 
in demfelben Verhältnifs als das gegebne und das ge« 
fuchte Quadrat, weshalb auch ihre Seiten proportional 

*4- f’3« find *. Mithin ift die Seite des gebuchten Quadrats die 
vierte Proportionallinie zu P,V und AB.

Diefe beyden Operationen laßen fich indefs in
einander ziehn, und auf folche gefchickte Zufammen- 
Ziehungen beruht die Eleganz geometrifcher Auflölü.n- 
gen , wozu häufig, wie auch hier, geometrifche 
Theoreme den Weg zeigen.

Trage z. B. auf eine beliebige Linie AD = P und 
AB = Q au^> befchreibe über AB einen Halbkreis, 
errichte in D ein Perpendickel, Welches den Kreisbo
gen in F durchfchneide, und ziehe AF, fo verhält fich 

¥i2<f.2£ AF2 : AB2 = AD : AB *. Trägt man daher auf AF 
von A aus, die Seite M des gegebnen Quadrats auf, 
AG = M, zieht FB, und damit parallel GH; fo ift GH 
die Seite des gebuchten Quadrats. Denn wegen des
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Parallelismus diefer Linien verhält fich AF : AB — AG 
: AH, d. h, — M : AH, mithin auch M2 : AH2 ~ 
AF2 : AL2 = * P : Q. *4.f.3.

Noch andre Conftructionen laßen fich aus Lehrf 12. Folg. 2, 
d, e; und Lchrfatz 22, Zufatz 1 ß> 7 5 und nicht minder ele
gante von ganz andrer Art, aus Lehrfatz 2$ Folg. 3, Lehrfatz 20. 
Zufatz 5, und aus dem fchönen Ort am Kreife in Lehrfatz 20.. 
Zufatz 7 herleiten, welches ich dem Lefer, dem diefes Vergnü
gen machen >vird, felbft überlaße.

AUFGABE I g.

Eine gegebne grade Linie AB fo zu verlängern t Fig. 90. 

daß das Rechteck aus der verlängerten Linie AF, und 
der Verlängerung BF, dem Rechteck aus gwey ge
gebnen Linien P und Q gleich^ oder AF)^BF=P\Q 
fiv-

Nimm zwifchen P und Q die mittlere Proportio
nallinie M, fo foil AFxBF = M2 feyn. Befchrçibt 
man folglich über AB einen Halbkreis, fo kömmt es 
darauf an, eine berührende Linie fo zu ziehn, dafs die 
verlängerte AB ein Stück von ihr, gleich M, ab- 
fchneidet. Zu dem Ende ziehe durch B eine Tangente, 
mache BD ~ M, und fchneide vom Mittelpunkte G 
aus, auf der verlängerten AB, CF = CD. ab, fo ift 
BF die gefuchte Verlängerung.

Denn zieht man CD, welche Linien den Kreis in E 
durchfchneide, und EF, fo decken fich die beyden 
Dieyecke CBD, CEF, daher Ek auf dem HalbmelTer 
CE in feinem Endpunkte fenkrecht fteht, alfo den 
Kreis berührt *, und überdem gleich BD, d. i. gleich * n 12 
M, folglich M2 = AF x BF* ift, . 2‘ / 
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Fig* 8j. Zufatz. Soll die gegebne grade Linie AB frlbß fo 
eingctheih werden, dafs das Rechteck aus ihren beyden 
Stücken AD X BD dem gegebnen Rechteck P x Obgleichßy> 
fo befchreibe man wiederum über AB einen Halbkreis, 
-ziehe mit AB eine Paralellinie, in einer Entfernung, 
gleich der mittlern Proportionallinie M, und fälle vom 
Durchfchnïttspunkt derfelben mit der Kreislinie, ein 
Perpendikel auf dem Durchmefler, fo theilt diefer die 

*aa. i. Linie AB* auf die verlangte Art ein; wobey aber er
fordert wird, dafs M nicht gröfser als | AB fey.

Anmerkung. Beyde Aufgaben werden auf diefe Art 
durch eine leichtere Conlh uction als in Aufg. 9, wo wir fie fchon 

■ einmal, nur unter einer andern Form gehabt haben, aufgelöil.

AUFGABE I9.
Eine gegebne grade Linie BH, fo in zwey Theile 

BY y FH einzutheilen, daß das Quadrat des einen 
Theils, gleich fey dem Rechteck aus dem andern Theile 
und einer gegeben Linie P, oder BF2 — Pßi FH.

Nimm auf die Verlängerung von «HB, BA gleich 
P, fo foil BF2 = AB X FH, und folglich, wenn man 
beyderfeits AB X BF hinzufügt, AF X FB = AB x BH 
feyn. Nun aber find AB, BH gegeben; folglich tritt 
hier der Fall der vorigen Aufgabe ein.

Befchreibe alfo über AH einen Halbkreis, fo ift 
das Perpendikel BD die mittlere Proportionallinie zwi- 

*Afg.ij. fchen AB, BH *, und befchreibt man um AB einen 
Halbkreis, welcher CD in E durchlchneidet, und er

richtet
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richtet in E das Perpendikel EF auf diefe Linie, fo wird 
EF2 = AF x FB, und mithin ift F der gefuchte Punkt, 
der BH auf die verlangte Art eintheilt.

Anmerkung, Im Fall die* gegebne Linie P, gleich der 
einzutheilenden BH ift, wird BF2 = BH X FH, oder das Qua
drat des einen Theils ift dann gleich dem Rechteck aus dem an
dern Theil und der ganzen Linie ; oder die beyden Theile und 
die ganze Linie bilden eine ftetige Proportion. Von diefer Em- 
theilung einer Linie nach ftetigem Verhältnifr t werden wir itn 
folgenden Buche einige interefiante Eigenfchaften und Anwcn- 
düngen kennen lernen.

AUFGABE 20»
Eine grade Linie AB, in welcher ein Punkt E Fig, 91, 

gegeben ift, aufs neue fo in einem Punkte D einzu- 
theils, dafs AD2 = ED X DB feij.

Vermöge diefer Fordrung mufs der Punkt D fo. 
liegen, dafs, wenn durch B und F ein Kreis befchrieben 
wird, die Tangente aus D nach der Kreislinie gelo
gen, gleich AD ift *. • î2. Si

Man halbire daher EB im Punkte G, errichte in 
G ein Perpendikel, nehme GK gleich GA, und be- 
fchreibe um CKB einen Kreis *. Vom Punkte H, 
AK diefe Kreislinie durchfchneidet, falle man auf AB 
ein Perpendikel HD, fo thçilt diefes die Lini« AB auf 
die verlangte Art ein.

Denn weil AEK vermöge der Conftruction ein 
rechtwinkliges, gleichfchenkliches Dreyeck ift, find 
die Winkel A, K der Hälfte eines rechten Winkels 
gleich *. Eben fo grofs find mithin in den rechtwink- L 31* 

Ff
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ligen Dreyeçken ADH, KIH die Winkel bey H, 
folglich diefe Dreyecke beyde gleichfchenklig, AD 
= DH, und HI = IG, weshalb das Perpendikel HI 
im Mittelpunkte auf FG aufftehn, und ein Halbmeffer 

#11. ia» feyn mufs. Daher iff HD eine Tangente*; folglich 
DH2 — AD2 = DC X DB, folglich AB auf die ver
langte Art eingetheilt. ( Greg. I. 73.)

Diefe und die beyden vorigen, fo wie alle ähnli
chen Aufgaben, laffen fich nach Anleitung desZufatzes 
zu Aufgabe 9 noch auf ganz verfchiedene Art ausdrü
cken, welche ich dem Lefer überlaffe.

AUFGABE 21»
Fig. 92» ^on gegebnen Punkte A außerhalb eines 

Kreifes eine grade Linie fo zu ziehn, dafs fie von der 
Kreislinie, zweyen gegebnen Linien P, Q proportional 
eingetheilt werde.

Gefetzt es fey AEF die gefuchte Linie, fo foil fich 
verhalten P : Q — AE : EF, folglich auch P : P Q 
= AE : AF. Zieht man nun von A die Tangente 

*11 Afg AG *, fo ift AS die mittlere Proportionallinie zwifchen 
#22 AE und AE *. Man fuche daher zwifchen P und P-J-Q 
♦Afg. 12. die mittlere Proportionallinie M ♦, fo mufs fich ver

halten P : M = AE : AG. Nun find P, M und AG ge. 
geben. Man fuche daher zu M, P und AG die vierte 
Proportionallinie, und befchreibe mit ihr um A einen 
Kreisbogen. Wo diefer den gegebnen Kreis durch., 
fchneidet, da ift der Punkt E, durch den AE gezogen, 
die verlangte Linie giebt.
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Denn verhält fich AG : AE = M: P,- fo ift auch' 
AG2 : AE2 = M2 : P*. Und da AG und M mittlere 
Proportionallinien, erftere Twifchen AF, AE, letztere 
zwilchen PQ und P find; fich mithin verhält AF : AE 
= AG2 : AE2, und P 4~ Q : P = M2 : P2; fo verhält 
fich auch AF : AE = P -u Q ; P und FE : AE — Q : P.

Beftimmung. Geht A^t) durch den Mittelpunkt 
des «reifes, fo ift AB die kleinftç,«AD die grofste von allen 
Linien, die von A aus nach demKreife gezogen werden 
können *, und daher hat von allen ähnlichen Verhält-* n. 
niffen, das der Abfchnitte AB:BD den grölsten Expo
nenten*. Folglich darf 5 nicht gröfser als ?^feyn, *V. i. 2. 

fonft ill die Aufgabe unniöglich. (Greg. ÏIL 46.)

AUFGABE 22.

Das Perhaltniß zwifchen der Seite AB und der Fig. 93, 
Diagonale AC eines Quadrats zu finden,

Befchreibe um C mit der Seite BC ak'Halbmefler 
einen Kreis, fo berührt die Seite AB diefeKreislinie,, 
denn fie fleht auf dem Endpunkte des Halbmeflers CB 
fenkrecht *. Daher verhält fich AD : AB = AB : AE , * II. 12, 
und AD Aft derfelbe Theil von AB, als ..AB. von A£ .j

AD AB *
oder AB ~ AE * ^*Un a^er AE gleich 2 CD 4~ AD, *v> b3*

folglich auch = .—„----- =—*------, In dem’Afg1?.
'AB 2AB4“AD 2 +AD’ * Z. 2.

AB
Ff 2
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letzten Ausdruck läfst fich für Û2 diefer Ausdruck 
AB

AD Ifelbft wieder fetzen, da denn — = .... — wird, und
AB 2 + I

2 4-AD 
AB

da fich der Stuffenbruch, der fo entlieht,’immer wieder 

ADmit dem Bruch — endigt, fo kann man mit dielet

Subftitution ohne Ende fortfahren, daher der Exponent

durch einen Stufenbruch von der Form
AB

—~ , der ohne Ende fortläuft, gegeben wird. Es
2 4-I___

2 4- etc*
läfst fich alfo AD nicht in Theilen von AB ausdrücken,

•Afg.ïÿ und beyde Linien find incommenfurabel *♦ Mithin 

auch die Diagonale und die Seite des Quadrats, da die 

Diagonale AC gleich AB 4“ AD iff, und alfo, wenn 

man die Seite AB als Einheit annimmt, der Zahlaus

druck der Diagonale AC, I •+» —-— wird ; ein Aus-
2 4-2___
2 4“ etc‘

druck, deffen Werth fich nie genau in Zahlen darffellen 

läfst, weil er ohne Ende fortgeht, und dem man fich 

nur nähern kann, ohne ihn je völlig zu erreichen.
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Anmerkung. Auf diefem Wege wird die Incommenfu- 

rabilität zwifchen der Diagonale und der Seite eines "jeden Qua

drats, die wir übrigens fchon oben dargethan haben *, noch evi- * 13. Z. 

denter» Zugleich ift diefes ein unterrichtendes Beyfpiel der leich

terten Methode, wie fich die Incommenfurabilität von Ausdehnun

gen, in geometrifchen Unterfuchungen erweifen läfsc.



Erklärungen der Marginalien.

I^ie romifcben Zahlen bezeichnen das Buch, die arabi* 

fiben^ die dahinter ftehn, den gemeinten Satz in diefem 
Buche, und arabifcbe Ziemern vor denen keine römifche 

ftehny einen Satz in demfelben Buche, worin das Citat 
vorkömmt, z. B. ,

II, 9. den 9ten Lehrfatz des zweyten Buchs;
18. den Ißten Lehrfatz des gegenwärtigen Buchs, 
alfo des zweyten Buchs, wenn das Citat im 
zweyten Buche fteht.

E bedeutet eine Erklärung^ und diefe ftehn zu An
fang jedes Buchs, z. B., I. E. 16.', die i6te Erklä
rung an der Spitze des erften Buchs ;

%, einen Zufat^ z. B., I. 16. Z, 2 ;



f. eine Folgerung, B., III. 22. f. 1. e., den Satz £ 
in der erften Folgerung zum 22ften Lehrfatz des 
dritten Buchs ;

a. oder A eine Anmerkung, z. B., III. 4. a, 1 ;

B. eine'Bemerkung',

Afg. oder A. eine Aufgabe, die insgefammt am Ende 
des zweyten und dritten Buchs fiehn.

V. bedeutet endlich die aritmetifchen Lehrfätze über 

Verhältniile und Proportionen, die in der 23ften 
Erklärung de» erften Buchs ftehn.

Sind einige Citate nicht ganz genau, fo wird 
der aufmerkfame Lefer fie leicht berichtigen.



Einige Druckfehler.

So viel Sorgfalt man auch angewandt hat, um alle Sinnftöh- 
rendcn Druckfehler zu vermeiden, fo mufs man doch den Lefer 
bitten, folgende vor dem Gebrauch des Werks zu verbeflem;

b 'b,
Seite 23. Zeile 4. von unten fteht ftatt — 

a a

S. 64. 7. 2. v. u. keiner der Winel ft. einer der Winkel,
S. 6$, Z. 5. eine ft. ein Perpendikel
S. 77.. fehlt Zufatz III. „Eine grade Linie, welche eine 

zwey Parallellinien, (mit denen fie in derfelben Ebne liegt? 
durchfehneidet, mufs auch die andre fchneiden,” weil fonæ 
durch einen Punkt, mit einer graden Linie, zwey verfchit- 
dene grade Parallellinien möglich wären.

S, 277. fehlt im Marginal Taft, IV,
S. 279. Z. 7. ft. OP2 ft. 0/2. <

S. 29Ç. ft. das Marginal 17. ft. 16.

307. das Marginal Afg. 6.' ft. °«
BG BG

S. 317. in der dritten Formel untere fteht ^‘ge

S. 359. im Marginal Taf. IV. ft. Taf. V., und
ß. 36®. Taf. III. ft. Taf. V.
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