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BVorrede

Qine anfaltende UnpdElidE-it iff die Urfache gomefen,
Daf viefer drire Theil ver Suleriichen }Dlﬂ:erergxalted;
nung, welcher die hkten nenp (Samtel bes jrochten ‘?betls
bed Originals entha't, fpdrer erychemt, olg er, meinem
Berjprechen gemap, erfdbeinen foltte.  Die nody i
ftandigen Anmertungen urd Jnfoge mit vemfelben ju:
gleidy den twbhabern der Eulerifdhen Sdriften ju
Ubergcbent, yodroe ermahntes Hindernif midh nidyt
abeehalten heben, menn niche dic fiie meine Abfichten
unbd SWianfde fo Euferft voreBeilbafte fage, in rweldpe
idy durdy pess Heren Curators der Konigl. Preuf. Uta:
bemie der Wiffenschaften, des Heren Mimifters und
G:afen von Lersberg Ereelleny, verfeft worden bin,
mid) in der. Stand gefeit hatte, nach einiger Jeit
eticag vollftandigetes und nufbareres ju liefern. Wenn
ianner,pon denen ed ungewif; ift, 0b die Staaten odes
die LWiffenidiofren Fheten mebr verbanfen, und deren
Zevnemen, um ven Sdyein der Schmeidhelen ju ver:
mewen, dte Seitgenoffen der Nadyroelt dberlaffen,
X2 Arbei-
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Q(rtv«etten Shres %ﬂ)faﬂs und ,\Sbh’t %ero{)mmg md)t
unwerth achten, deren Unternehmer fid) Feines andern
Berdienftes, als des, eines redlichen Strebens, bervufit
find: fo wird verdoppelter Eifer unerlafiliche, Heilige
PAicht. So weit e das geringe Viaaf meiner Krafte
nicht bindern wird ,* wetde id) miich bemiifen, fo bald
als mdalich ourd) eine befondere Schrift: Ueber die
Differensial- und Tntegral - Rechnung  ibex:
baupt, und die Anwendung derfelben auf die
Geometrie inebefondere, dffentlich su seigen, baf
idh) vie mic ertBeilte Ehrenvolle Belohnung frets al8
‘den [arfften Berwegungsgrund ju vergtdferter THatig:
Feit betradjten werde,  Verlin, am’ 24ften Februae
1793
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Qehntesd Capitel

Von der grdfiten 1ind Feinjten Werthen ber bets
anderlichen Grofien.

‘§'. QSO’.

%enn eine Gunftion von x fo befdhafen ift; daf fie ums
unterbrochen mit x wachft und abnimmt; fo hat diefe Funfe
tion Feinen groften oder Fleinjten Werth, Dennt man mag
einen MWerth diefer Funftion nehmen wad fir einen man
will, fo find die folgenden allemal grdfer, und die vorherges
benden fleiner, Gine foldhe Funftion ift 3. Bl x3 +x; weil
der Werth davon aliemal, wenn x wachft, grofer, und wenn
x abnimmt, fleiner wird: weswegen audd diefe Funfrion
nidht dnders einen grdften Ioerth befommen fann; als
wenn x der grdfite, D. . ein unendlicher Werth bepgelegt
tpird, und fein Rleinftes giebt, auffer twenn man x==-— o0
fegt. it bingegen eine Gunftion von der Avt, Daf fie nicht
ftets mit x tachit und abnimmt, fo muf fie ivgendwo einen
grdften oder Fleinfen Werth haben, d. b. einen folden,
der grdfier oder fleiner ift, al8 die vorhergehenden,  So
Befomme dle Funftion xx — 2x 3 den Fleinften Werth,

%2 enn



4 Dritter Theil.  Zehnutes Capitel.

toenn man x = 1 fetst, denn bep jedem andern Werthe von
x wird ihr Werth grofer,

§. o251,

1im aber die Natur der groften und Fleinjten Werthe
deutlicher fennen ju lernen, wollen wir annebmen, daf y
cine foldhe Funbtion von x fey, Daf fie einen grdften Werth
befomme, twenn man x = f fest; wo alfo in die Augen
fallt, daf wenn x grofer oder Fleiner al8 £ angenommen
toird, der daraus entfpringende Werth von y fleiner fepn
toerde, ald der, Den x =f giebt. Uuf eine Abnliche Urt
muf, wenn die Funftion y einen Fleinften Wert)h befommt,
toenn man x == f fet, der Werth von y ftets grofer wer:
toennt man x fleiner oder grofer afs f annimmt; und dies
ift der Begriff, welchen man mit den abjoiuten groften und
Fleinjten Werthen 3u verbinden hat.  Auferdem aber fagt
man audy, daff die Funftion y ecinen grdften Werth be:
fomme, toenn man 3 B. x = f fegt, wenn nur diefer
MWerth grdfier ift, al$ die sunachft folgenden oder vorher:
gehenden, die fich ergeben, wenn man x um ettwas gerin:
ges grifier oder Fleincr al8 £ werden [3ft; renn aud) gleich
die Funftion y bep andern Werthen von x vielleicht einen
grdfiern Werth erhalt. Eben fo legt man der Funftion y
- Dbep x = f einen Fleinften Werth bey, wenn derfelbe nup
fleiner ift, ald diejenigen, weldhe man findet, tvenn man
fiir x junacdft grofere oder fleinere Werthe als f fent.
Qn diefer festern Bedeutung werden wiv nun die Benens
nungen, grofiter und fleinfter Westh, gebrauden.

§ 252
©he toir aber die Art und Weife erfliren, diefe gréf:

test und fleinften Wevthe ju finden, miffen wir demerfen,
dak



WBon ben grofiten und Heinflen Werthen e, 5

diefe Unterfuchung eigentlich nur bep den Funftionen von
x ftatt finde, welche wir oben (Einl. in d, Anal. d. Unend:
1. B. 1. Gap.) einfdrmige Funftionen genennt haben,
und welde von der Yrt find, dafi fie fir jeden beftimmten
g8erth flir x nicdht mebr al8 Ginen beftimmién Werth bes
fommen. ZJwepformige und viclfdrmige 3:'.nft'ionen binz
gegen haben wir durd folche erfldet, dic fir jeden bes
ftimmten Berth fiir x jrey oder mebrere Weethe erhalten,
dergleichen dic Wurgeln der quadratifchen und nbrigen hHde
pecn Gleidhungen find,  §ft daher y eine folche jtoens oder
vielformige Junftion, fo (aft fich nidht eigentlich fagen,
daj fie, enn man x = f fet, einen groften oder Eleinften
Werth befomme. Denn da fie, wenn man x = f fesit,
stoen oder mehreve Werthe sugleich erhalt, und die vorher:
gchenden und nadpfolgenden 2Werthe ebenfalld mehrfach
find: fo 1aft fich der grdfte oder fleinjte Werth nicht fo
feicht Deurtheilen, e$ mitfite Denn fepn, daf-von allen die:
fen MWerthen nicht mebr ald einer veell ware, in weldhem
Kalle die Funftion al$ eine einfOrmige: betrachtet roerden
fann, Wir wollen alfo juvdrderft die einformigen Funt:
tionen und diejenigen vielfdrmigen betrachten, die al$ einz
formige bebandelt werden Fdnnen, und dann jeigen, wic
fid dad8 Gefundene auf die nbrigen vielformigen Funf:
tionen anwenden laffe.

§. 253

@3 fey alfo y cine einformige Funftion von x, die das

her fur jeden Werth von x einen reellen Werth befom:.
men wird; und dabep bedeute x den Werth, robey die
Funftion y einen grdften oder Fleinften Werth erhalt. Sm
evjten Jalle muff, enn man x § « odet x — « firr x fest,
der LWerth von y Fleiner, und im lesten Falle grdfer wers
A3 den,



L) Dritter. Theil, Behntes Capitel,

“den, als wenn « = o ift. ba alfo y, twenn man x a4

fir x fest, in
ad ‘w2ddy , «3d3 «4d4
T ’ 2dx2 T bd}dy T "4de T
und wenn man x — « fir x fet, in
ady , a3ddy w«3d3y «4ddy
Y7 3% dx 2dx2 6dx3 ° 24dx4
ﬁbevgef)t, (Gap. 3. §. 48.51.) fo muf, twenn der Werth von
y ein grofter ift,

- .

ady «2ddy 23d3y .
y =y i‘ dx F 2dx2 6dx3 ! U
edy , a2ddy 23d3y
Y>r = g T Tame T Gaws T
und wenn der Werth von y cin Fleinfter ift,
udy «>ddy , «3d3y N
y<y i siwe | Gdns T

u_dy «2ddy «3d3y 'f‘ .
YST T g Y idxz T Gdxs

feyn.

_ 3 §. 254,

Da diefes ftatt finden muf, der Werth vott « fen fo
flein af8 er wolle, fo wollen wir « fo Flein annchmen, daf
die hopernPoteftaten Davon aus derAdt gelaffen twerden Fon=
nen, und dann mug, foroh! wenn der Werth von y ein grdfe

. e e d
tee alg wenn er cin Fleinfrer fepn folf, %—;—{ = o fepm,

d . .
Denn wofern nicht %—XX == o ware, fo fonnte aud) der

Werth von y reder ein grdfter noch ein Fleinfter fepn.
Hieraus evgiebt fich fur die Srfindung fowodl der groften
L 16 bcz Fleinfren QBectt)e Die Regel: Man fege das Dif-

feren:
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ferengial ber Junftion y = o, dann ift der FBerth von
x, wobey dic Funftion ein Groftes ober ein S?lemftes mtrb,vl
die Wurgel diefer @Imd)unq .\;)wxﬂuvcf) wird mbefg fiody
nidht entfchieden, ob der gefundene Werth von y ein grdfe
ter oder ob er ein fleinfter fep, jo e8 fann fich erciguen,
2afl y toeder ein Srdfites nody.ein: Kleinftes wird, - MWir-

' o Ay g
haben nemlidy Blof gefuiiden, daf if benden Fillert 'Zf*" °.

1f’r, aber md}t be{)auptct, ‘daf oﬁemat wenng—:-i =0 1ft,

v nv'

ein gedfter ober cin Ficmft'et SiBevt() mc y entftche.

§. 255

llm indef bu %a&feq wo y -eitten . gréﬁten obex; el
f{emftr’n gBerth bat, ju unterfuchen, muf man zuvdedecft
das Differengial dev gegebeneu Junftion = o fegen; und

aus bct @Iud)unq — = o alf¢ SZSerf[)e oorf au?fucbett.

Hat man Ddiefe. gatunbm, fo, mut; man, femex ecmagen, o(r
y dabey ein Grdftes. oder ein Kleinfres. obgs feins non bex)».
Den toerde? Denn fwiv-werden jeigen, daf y andy webemm

@Léﬁi&s nod) ctn‘ﬁtctnfteé fer)n Fani, 'rocnn gtetcb gl
v; o

ift. @é fct) £ emev von ben %evtbep bou x, bie fzc{) aus;
bcv @Ictcbung &y == o) etgeben unb babet) weﬁe, wmrt»

man btefcn stmt) m bte ?Iuébtucfe ddy‘ giz, 2. fcst;'
ddy d3y d4y
dxz = p; d_“:.; =q; x4
%unftwn y, tenn man f flir x fet, in F fibet, fo wird” fw,,.
wennmaen £« fy x fegt, in o sk

Agq |

= r; @ebt mm"‘bme



§° - Dritter Theil. - Jefhntes Capitel.

F T+ 1“’!’ T Ea3q ’f‘ 5:“41' + o
unb et man £ — « fzw X feét, m

Fof i,uzp — Fal3q .} '52“41' — (.
betmanbert‘ und hieraus erhellet, wenigitens enn « eine:
fepetleine Grofe Gedeutet, dafi, wenn p pofitiv ift, begde’
qut[)e gxéfm fenn mex\cn alg, F,,unb Dag. folgiich der
88erth von F, den die Juuftion y bey x = £ erhalt, ein
f!g,mf.ec ift. Wenp aher.p negativ. ift, fo ift der Werth.
von y bex) x=fein gwy}ter.
§. 256.

St bingegen p=o, fo muf man den Werth von q
Betrachten's wind Ht Deefelbe nicht = o, fo ift Der Werth pon
ytoedet ein qrifter noch ein Fleinfier. Denn fest man’
x==f+a, {6 Wit F+ Za3g> F, und fest man x = €
—a, fo witd F —e3g < F, Jfi aber g =0, fo muf
man r untctfud)en, und ift b(efe Grdfe pofitiv, fo ift der
%evtly, et die 8unf‘fwn F bep x = f befdmmt, ein Kleins
fres, unb toenn ftenegatm ift, ein®rdfites, Berfehroindet,
dildh'r, fo muf Mman den folgenden Buchftabin s Hetsath:
ten_und dabey auf. eine abuliche Art uctheilen ald porhin
bey q. " Sft nemlich s nicht = o, fo ift die Funftion F mwes
ber ein RKicinfes nody ein Grdfites ; ift aber auch s =, fo
ieigt Der folgende. Budbftabe ¢, wenn cr- pofitiv. ife, ecin,
Kfeinftes, fo toie, wenn er negativ ift, ein Brdftes am.
Werm abet- Gy ¢ petfcf)mmbet, fo muf man, und swgr,
auf chen dlefe Art;, ﬂod) roeiter fortgehen. Nach blefee
Methode (6t fich pon einer jeden Wurzel der Gleichung-
;,‘Z“= o. finden, ob babep bie Funftion y ein Grdfites obéc”

om Kleinftes oder Feins wn bcobeu gebe, und folglics:
"1 alle



Bon den grofiten und Fleinflen Lerthen e, 9

alle gedfite und Fleinfte Werthe, me!cbe die Funftion y hae
pen fann, cntbc&en

. § 257
Wetn alfo.bie'@Ieid)ung —-—?- o jwep gleiche Wurs
seln bat, fo daf dasDuadrat (x — £)2 einFaftor von ibe
1ft fo vemfd)mmbct, wenn man x == f fet, auch —E—, und

€8 itd p = o, nidht aber 'q. Sn dicfem Falle hat alfo
bte %uuftmu mebet emen gréﬁten nod) einen’ fiemftctt.

iﬁeltf)o Wenn abet bie @Ietd)ung -2 == o bdrey gleicpe
ﬁgﬁtaeln bat, pbax (x—£)3 cin Faftor von j—éift, fo toicrd,

£ient, S = o, und T =o, aber nicht
menn man x = ;en,d S =0 un dxs__o,‘a ernidh

day. . . . e
21“7);' Sft daher diefes Glied pofitiv, fo jeigt es ein Kleits
fees, ifi 8 aber negativ, ein @cbfgteé an. Ueberhaupt alfs
ﬁ?mmt, enn — y - den éaftbl (x —_ f)u I)at, et gunftton;

y, bep der @ubptttutton x =f, ein grofter oder ein Fleine
frer Werth su, wean n eine ungerade ahl ift; twenn aber
n'eine gerade Japl ift, o giebt diefe @tbft(tutwn meber
¢in @wﬁteé wody ein Klcinftes,

- Hicendchft Fan man fich die Grfindung der groften
und Eleinfron Werthe dfters durch folgende Betradhtungen
ecleichtern. G838 muf in allen Fallen; o die Funftiony
sin ©roftes oder cin Kleinftes wird, audh jedes Bielfache

, _ 9q 5 bOR



10 - Oritter Leil.  Jehntes Capitel,

poft ihr ay, twenn a eine pofitive Jab! ift, desgleichen y3,
¥, y7, 1. und dberhaupt yn, toenn n eine ungerade Sabl
und pofitiv ift, gleichfalls ein Svdfted oder ein Kleinftes fepn,
weil diefe Formeln fo befchaffen find, daf fic mit y wadpfen
und abnehmen.  Feener muf in allen a;a([en o y ein
Groftes ober cin S?Iemftcs witd, —y, —ay, b —ay,
und fiberhaupt b — ayn, wenn n eine ungerade pofitive
Zaplift, n umgefehrter Ordnung ein Kleinfies oder ein
Grdftes. feyn. Yuf eine abnliche Avt we;ben —;—_, 2,2

3 ye

unb ubecbaupt — b, tenn a eme pofmbe nd n eme

ungecade pnfrtwe 3abl bebeutet unb y ¢in @Sroﬁteé obet
ein Kleinftes ift, umgefehrt Eleinfte oder grofte Werthe;
et aber a eine negative Jabl ift, fo find diefe Misdriche
gw;}te %ettbe, oenn y cin Groftes, und ﬂemfte Werthe,
wenn y civ Rlcinfies ift,

§. as0.. .

" Nuf die geraden Potefraten Akt fich aber diefe %etravb

tung nicht antwenden. Denn da die geraden Poteftaten y2,
- y4, 1. pofitiv terden, oenn y negativ ift: fo Fann o8 fich’
eveigiter,. Dafi, enn y einen fleinften IBertI), nemfid) einen
negativen, erhalt, die geraden Poteftaten defielben grdfite;
Weethe werden, Fn Rackficht hievauf Fonnen wir behaups,
ten, dafi, toenn y eiri Groftes oder cip Kleinftes und fein
PWerth pofitiv ift, aud) feine geraden Potefiaten y2, y4,
:¢. grofite oder Fleinfte Werthe; hingegen, twenn der negas
tive Werth- von y ein Grdftes ift, das Quadrat yy. ein
Rteinftes, und umgefehrt, wenn der negative Wekth. o
y cin Rleinftes ijt, y2, y4, :¢, gedfte Werthe fepn toerden,
Wenn dig Erponenten von y gevade negative Sabhlen find,
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fo findet das Gegentheil ftatt. Uebrigens gilt das, was
it hier von Den geraden und ungeraden Grponenten and
gemerft haben, nicht blof, wenn diefe Gyponenten gange
Rablen, fondern cuch wenn fie Brade find, deren HRenner:
ju ungevaden 3aplen gehdren. Doy er gegcnm&rtigen'
tnterfuchung fannt man nemlich %rfxd)e toie ;-; 1,53,
. al$ ungerade, und Vriche wie £, 4, 2, 4, 5, 16 al8 ge,
rabe Sablen anfeben,

§. a6o.

Wenn aber die RNenner gerade Jahlen find, fo (ft
fih, da bep cinem neggtiven Werthe von y die Poteftas

1 L
ten y=2; y%; . tmaginde find, blof das behaupten, daf,.
foenn Der poﬁtibe S’Bertr) pon y ein Gedfites oder cin Kleinz.

fte8 1ft, aud y2 5 y1 y4° I gIetd)fal[é grofite oder Fleinfte

WBerthe, bhingegen y"i, Yy 35y 4;; i, umgefehet
Fleinjte ober grdfte Ferthe fct)n merben. Da fberdem
Diefe Jrrational- Grdfen cinen doppelten Werth, einen
pofitiven und cinen negatiaen, haben, fo gilt in Anfehung
ibrer negativen FWerthe das Gegenthetl yon dem, rwas wiv
in Anfebung ihrer pofitiven -Werthe bebauptet Haben.
SBird aber der negatfbe Werth von y cin Gudfites oder ein
Klcinftes, fo fann man die Potefiaten defielben mit gebroz
henen @gponenten, Deren Nenner gerade Sablen find, tweil
fie imaginave ®rofen werden, weder ju den groften nody
au den fleinfren Werthen redhnen. Durch Ddiefe Betrachz-
tungen wird Hfters die Unterfuchung der groften und fleins,
ften WertLe febr feicht, wenn Ddiefelbe ohne fie mit vielew
Edywierigteiren verfnipft fepn wirde,

4, 261
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]

: » §. 261,

- Da baﬁ Bisherige eigentlich die rationalen Funftio
fen betrifft, indem diefe allein einfdrmig find, fo woilen
wir nun juvdrderft die gangen Funftionen betrachten, und
die groften und fleinften Werthe, dic dabey vorfommen,
gu finden fuchen. Da nun der alfgemeine Husdenct diejer
Sunftionen folgender ift: :

a0+ Axn-I 4 Bxn-2 4 Cxu-3 4 Dxn-4 ¥} 1
fo fallt suerft in die Yugen, daf fie Feinen grofern Werth
befommen fonnei, al$ twenn x == oo gefesit wird. Sept
man x = — =, fo fird der Werth der angeflihrten For:
mel = oon, menn n eine gerade Rahl ift, uad = — ooy,
wenit n eine ungerade Jahl bedeutet, und dies ift daher
unter allen MWerthen der fleinfre, &S giedt aber auferdem
oft andere grdfte und fleinfte Werthe in dem BVerftande,
den wir §. 251. feftgefetst haben, und davon wollen twir nun
cinige Cpempel anfiihren.

Crftes Crempel

WMie Werthe von x 3u finden, wobey die Sunftion (x —a)e
cin Groftes oder ein Kleinfles wird,

L. d
. Geptman (x —a)r =y, fo wird a—i: =n(x--a)s-7,

und fest man bi’efes =o0, fo witd x=1. Da nun %
Ben Faftor (x — a)»=T bat, fo erhellet aus §.257, baf y
fein Brofites oder Kleinftes fepn fann, wofern nicht n—1x
gine ungerade oder n cine gevadeJah!l ift. Da aber, indem
- diy
K:n(n-—l)(n-—z} R ¢

twird, btefcé eine pofitive 3ahl ift, fo folgt, Daff der %cxt[y,
den
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den y durch die Subftitution == a erait, ein Klcinftes
fepn werde, [§.255.] Aud) fallt diefes bald in dieAugen,
Denn fept man x == a, fo wird y = o, und wenn man x
grdfier oder fleiner al8 a annimmt, fo befommt allemal y,
el n cine gevade Sahl ift, einen pofitiven Werth, der
folglich grofer ald o ift. Bebeutet aber n eine ungerade
3ab!, fo pat die Junftion y = (x — a)n webder ein Grof:
ted nodh ein Kleinftes, Chen diefes findet ftatt, trenn n
cine gebrochene, gevade oder ungerade Jabl ift. €3 ift
f‘ .

nemlich (x —a)’, toenn man x =a fegt, ein Kleinftes,
tofern e cine getade und » eine ungevade Jabl ift, find
aber bepde Buchftaben ungerade Jahlen, fo findet Dabep
weber ein grofiter noch ein fleinjter Werth ftatt,

Qmwentes Erempel

Die §alle 3u finden, in welchen der YWerth der Sormel
xx 1 3x + 2 cin Grofires oder ein Bleinfles wird,

Sesit man xx+ 35 F2 =y, fo wird —3-}-; =2x %3

-dd
;—d—:; =1, Madt man alfo 2x + 3 = o, {o findet fich
x = — 3; und dabep erfennt man ausg dem Werthe
ddy
2dx2
x = — 3 ¢in Grdfites oder ein Kleinftes geben twerde, Wie

. , dd

nemlich audh x bejchaffen ift, fo mufy, da ey x’; =1 pos
fitiv ift, ein Rleinftes werden. €8 erhalt aber y durdh die
Subftitution x = — 3 den Werth — L. Aud) erfennet
man aug der Befchaffenheit dev Formel xx T 3x T 2 fRIbf,
daf

= 1, ob Der MWerth von y durdy die Subftitution
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daf ipr ein Fleinfrer Weeth sufommen miffe; denn da iht
TWerth unendlich rird, foroohl toenn man x =+ oo alg
= — oo feiit, fo muf fie durch irgend einen Werth von x
¢in Kleinftes twerden.

Drittes Erempel.

Die §alle 3u finden, in welchen der Ausdrud x3 — axx
4 bx — ¢ einen grdfiten oder Eleinften Yerth beFommt,

.. Gegt man y = x3 — axx + bx — ¢, fo wird
ddy F diy

= - a, —--—-I
2dx2 3x

\ .
== 3XX = 2ax T b; ——— Hrrre

A tjgcj 7,

. TMan made alfo 3xx — 2ax + b=o0, fo wird x ==

a* v (aza — 3b)

3 . P
Dene Formel, wofsen nidht aa > 3bift, roeder etnen Flein-
ften noch einen grdfiten Wersh Haben tird. Wenn aber
aa > 3b ift, fo toird fie in goep Fallen cin Grdftes oder cin

Kleinftes, €3 folgtnemlich hievaus ’fi&% =2 v"(aa—3b),

und davaus fieht man, daf, wofern nicht aa = 3b ift, der
erty x = 21 V(a2 = 30)
3

axx t bx — c.cinen fleinften, det andere Wevth x =
a — V(aa — 3b)
3 .
werde.. Was aber die Grofe diefer Werthe von y betrifft,
fo ift, da
3xx — 2ax+} b == o, oder x3 — Zaxx + bx == ¢,
' y:—iaxi‘%bx—-c,

*und da faxx -é F"I' = o ift, fernet

, und hicvaus erfellct, daf die geges

die Jormel y == x3 =

-aber cinen grdften TWecrth evtheilen
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' 2 -, ab 2a(aa — 3b)
=—(3b—aa)x T — — ¢ = — ww————y
y ‘9(3 %t 5 | 7
— 2(aa=3b)V(aa—3b) , ab 233~
* 27 T 9 ‘“C-—"‘TY‘
ab 5 2
by "?,_ ~CF ";(33-—'3}3)2/

o das das obere Beichen fir den fleinften und das untere
fiie den groften Werth gilt, &8 ift alfo nodhy der Fall

e — a1 - -~ ddy -

ybrgg , toennt aa == 3b ift. Da dabep PRl das fols
o ds . . ,

gende Blied aber ~.~Y~ = 1nidt==oift, fo hat diege=

aebene Formel in btefem Falle wcbec einen grdfiten noch
einen fleinften Werth.
BViertes Erempel,

Die Salle 3u finden; wo folgende Sunkrion von x:
x4 — 8x3 ¢} 22x2 — 2gx + 12

cinen grdfiten oder einen Eleinften Yerth bekémumt,

Sept man y = x4 — gx3 + 22x2 — 24x% + 12, fo

wlnb < uncoEg

Mot |
o,

B dy
Py Praa 6x2 — 24x } 22.

. d
Setit man alfo 0{: 4X3 — 24x2 } 44x — 24 = 0, odet

X3 w— 6x2 } 11X =~ 6 == 0, {0 befdmmt man drep rveelle
Werthe fur x;

[ole; ILK:Q; I‘on=30

Ben Dem erfren FWerthe wird 5%1% == 4, und alfo y bey

L ¥ ¥

\
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x==1 ein Rcinftes. Bey dem jroenten Werthe toird

ddy
2dx3

y , dd .
Bep dem dritten Werthe rird -z—d-;):; =1 4, und folglich

= — 2, und folglih y bep x= 2 ein Grdfites,

dic gegebene Junftion abermals ein Kleinftes.

‘Zinftes Crempel

£s iﬁ die Sunftion y = x5 — 5x4 + 5x3 + 1 gegeben;
man foll beftimmen, in weldven §allen fie ein Grdfres
oder ein Aleinfles wird.

Da §Z= 5x4 — 20x3 }F 15xx ift, fo:formite man
X

bic Gleichung: x4 — g4x3 + 3xx =0, deren Wurgeln
finb: Tund IL x = o; IL x==1; IV.x=3. Da die
Depden evfren Burgeln gleich find, fo geben diefelben rweder

¢ , , . R dd
ein Grogtes nodh ein Kleinftes, denn es wird ;a»-y; = 0

X =

eber dd perfdbvindet nidht, Die dritte Wurgel x = 1

; ddy : o ddy
aber giebt, ba n =k — 30x2 F15x ift, Ta=—
und in diefem Falle hat alfo die Funftion cinen groften

, , d
Werth, Aus der vierten Wursel flieft 2—;;"; =15, und
Dabey ift alfo die gegebene Funftion ein Kleinfies.

Sedhs-
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Sedystes Crempel.:

Die Salle 3u finden, wo die Formel:
¥ = 10x6 — I2x5 |} 15x4 — 20x3 '} 20
cin Grdfses oder ein Kleinftes wird,

@8 ift alfo

dy

dx

ddy
6odx2
et man nun x5 — x4 +x3 —xx =0, fo Hat diefe
Gleidhung, da fie mit x2(x — 1)(xx T 1) &= o ciners
Iep ift, 3wep gleiche Wurseln x = o, und.-auferdem die
Wurzel x =1, und 3wep aus der Gleihung xx } 1 = o
entfpringende imaginare Wurzeln.  Da alfo die.bepden
gleichen Wurseln x = o, tweder ein Grdftes nodh. ein Kleine
ftes geben, fo bleibt blof Die dritte QBuroel, K== 1, 3 bes

= 2 giebt, fo jeige

= 5x4 = 4x3 + 3x2 — 2x

tradyten tibrig, und da btefe!be

diefer pofitive Wertp ein ﬁrem,tcs an,

§. 62.

@8 hangt alﬁrbte Beftimmung ber: gréﬁten und F(emﬁ
jten 2Berthe von den Wurseln der Diffevensial-Gleidyung
dy = oab, und da di¢’ béd)ftc Poteftdt von x in btey'et
@(etd)ung einen Grad niedriger ift, al8 in der gegebenen
Gunftion y, vorausdgefent, daf y eine gange rationale
gunttion bedeute: fo ift offenbar, dgf Gberhaupt die gtbfg;
ten und fleinfien Werthe der Fuaftion - ¢ - .

X0 p Axn=1 f pxn-3'$ gn~3 f Dxn-4 *[v ec. =y
durd) die Wuggeln folgender,Glejhung beftimme werden:
Kul Diff. R, 3.€.00.2.Tp, 2, 2bib, B nxr-%
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nx"~ T 4 (n—1)4x0=2 } (n—2)Bx"-3 } (n—3)"xn-4t1g,
—_— 0.

MWir toolfen anh‘ebm\en, daf i’)ic'r_ee}len Wurzeln diefer Gleis
dung, nad) ihrer Grdfe geordnet, «, 8, ¥, 3, 2. und alfo
« die grdfte TWurgel, 8 fleiner ald «, v Fleiner als 8, 1.
fen. Sind nun juodrderit alle diefe Wurseln unter einans
der ungleih, fo exhalt die gegebene Funftion bey einep
jeden etnen grdften oder Flefnften Wertl, und es hat deme
nadh die Funftion y fo viel grdfte oder fleinfte Merthe,

. d ,
a(8 Die ‘@ge'lcbung d—;{ = o reelfe ungleiche Wurseln Hat,

#MWenn aber ey oder mehrere Wurjeln einander gleich
find; fo ‘geben gtoen gleiche Wurseln weder ein Grdftes
nodh ein Kleinfred; drey gleithe Wurseln gelten pier fo viel
al8 eifte; und dbechaupt entfreht aus jeder geraden Unzapi
gleicher %urz,cln eder ein (Sjté{gteﬁ nodh ein Rleinftes, und
‘aus jeder ungeraden Hnzah! gtetcf)ec MWurzeln Gin Broftes
&per GEin .‘Memfxeé ,,,,,

§. 263

“#Bas fur %ucgeln grégte und toag fire tveId>e fleinfte
TWerthe geben, (3ft fich obne Hitlfe der vorber gegebenen
Mege! auf folgende vt befeimmens-Da die Funftion y,
abén man x'== o fest, ebenfalls inendlich rird, und die
Werthe pon x, die jwifhen oo und.« fallen, roeder ein
Q)r‘o” re$ noch cin Kleinftes geben fo ift fIar, pag die Wers
e, toelche man- fiir die Funftion 'y findet, wenn man fic
*x-nady und nady die vomioo big ju « liegenden Werthe.
feat; ununterbrohen-abnehmren mafent; und e8 wird das
ber der Werth x =« $ w Der Fiinftion y einen grdfern
Weeth crthetlon, Al x'==«. “"Da alfp.x = « entrweder
eifp @5rofgte€ obec eins- Rleinftes bmmbrmgt, fo muf in

T e (J,{A e (ou S . b‘efpm
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diefem Falle die Junftion y nothoendig 2in Kleinfies wers
den.  Jabrt man daber fort x ju verdndern, ober fent
man x = « — w, {0 Wird der IWerth von y wieder wachs
fen, bis x =@ toird, und dics ift dic stoeyte Wursel Hex

@)lm’cbungg—i = o, die tnttweder ein Grdftes oder cin

Rleinftes giebt. €8 toird demnad) diefe jtvepte Wurgel
x == g ¢cin Grdfites geben, und der Werth x==p — » den
Werth der Funftion y Fleiner machen als x = @, big man
u x = ¥ fommt, wodurd) von neuem cin Kleinftes erjeugt
werden wird, Man fieht hievausd, daf die erfte, dritte,

. d : ,
funfte WBurgel u. f. f. der Gleichung —é = o RKleinfte, die
(¢

soepte, vierte, fedhste bingegen u. f. . Grdfite gebent.
Sugleich erhellet, daf das Kleinfte und Srdfite, twenn jroep
glciche TBurgeln da find, jufammenfalfen, und alfo roedeg
ein Grdftes nodh ein Kleinftes fratt finde.

§. 264,

Sft daber in einer Funftion
y = xo + Axn-X  Bxr>a f Cxn=3 ¢,

der pdchite Srponentn eine geradeghl, fo ift die Gleichung

: % = xp-1 ']' (n — ]')Akn‘i: 'f' 0. =0
eine Gleichung von einem ungéraben Srade; und hat
folglich entweder eine, ober drep, ober finf oder dibews
Haupt eine ungerade Menge veeller Wurgeln.  §ft nur eine
Wursel veell, fo giebt diefelbe ein Kicinfted; find drep
Wurseln veell, fo giebt die grdfite ein Kleinftes, die mite
telfte ein Groftes, und dic Klcinfte wieder ein Rleinftes;
find finf Wurgeln reell, fo bat die Junftion y drep Fleinfte
und jwen grdfte Weethe u, f. f.  Drudt hingegen der Cge

B a porient. .
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ponent n eine ungerade Jahl aus, fo ift die Gleidung
d . . . '

E’( = o ¢ine Gleidhung von cinem geraden Grabde, und

bat Desegen enttweder gar feine, oder jwen, oder vier,
oder fehs veelle Wurgeln u, f. . Jm erften Falle bat die
Kunftion y reder einen groften noch einen Fleinften Werths
tm andern Falle, oder wenn jtoey rveelle IBurieln da find,
giebt die grofiere ein Klcinftes, und dic Fleinerve cin Grif

) . d .
teg: und Hat die Gleidhung EE = o vier reelle Wurseln,

fo erseugen die orfte (welche die grdfte ift) und die dritte
cin Kleinftes, und die jwepte und vierte ein Grofited, Uebere
haupt wedyjeln, die Angah! der cveellen Wurieln mag fenn
welde fie will, die Fleinften und grdften Werthe mit cins
ander ab.

- $ 265
RNun wollen wiv uns ju der andern Sattung der eine
formigen Gunftionen, oder ju den rationalen gebrochencn

, - P
Funtionzn wenden. . €8 fep y = 5 und P und Q Funt:

tionent von x;  Legt man Hier der Grdfe x einen folcden
Werth bey, daf Q ==o wird, fo ift offendar, daf y in
einne unendiiche Grdfe ubergeht, rofecn nicht audy sugleidh
P verfdwindet, und e8 fibeint daber in diefem Sdll ein
‘Groptes su entftehen.  Gleichtoodl darf man diefes nicht

annehpmen, Denn da der umgefehrte Brud ! in cben

5
{3

den ‘§ahcn em ﬁlemfteé wicd, in me!d)en % cinen grdften

Werth bat:_,.’f,n mufte aud % gint S’?lein{tes oerden, togrn
Q
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Q verfdhwande.  Allein diefes findet nicht allemal ftate,
toeil ¢8 auch nodh Fleinere oder negative Werthe geben Fann,
Hierdurd) wird jugleich die vorhin gegebene Regel beftiz
tigt, Daf man bdie grofiten und fleinfren Werthe aus dee

Gleichung % = o entoidfeln miffe, Man fude aifo in

dem gegebenen Falle

dy QdP — P4Q

(RN e S ——

dx QQdx ‘
und fepe daranf QdP — PAQ == o} fo twerden die Wurs
3eln dicfer Gleichung der Funftion y entroeder einen grdfs
ten oder eimen Flcinften Werth ertheilen.  Entfteht ein
Sweifel daruber, ob der gefundene Werth ein grdfiter odce

cin Tleinfter fen, o muf man dic Gleidhung g—g 3u Hitlfe
nehmen.  §ft e Werth derfelben pofitiv, fo ift dies ein

Kenngeichen cineg Fleinften Werihes, fo wie der negative
Werth davon ein Groftes anjeigt; und verfdwindet dee

‘iBettb von jd

d>ung 52 == o jtvep oder mehreve gleidye Wurgeln bat, fo

, toclhes allemal gefchiebet, wenn die Gleiz

muf man fid) daran evinneen, daf gleiche Wurzeln in ge=
rader Angahl weder einen grofiten noch einen Fleinften
Werth geben.

Eeftes Crempel

Die S&lle 3u finden, in weldyen die Sun&wn
x

e———

1 F xx
-~ einten groften oder Eleinften Yerth bat.
Hier fallt fogleich in die Yugen, daf die gegebene
gunftion in drep Fallen, nemlich, roenn man x= oo,
D3 x==0,
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x=o0, x == — oo feit, verfhwinde, und e3 muf da:
Der dicfelbe jum wenigften jwen grofte oder jtven Fleinfte

Werthe t’;d[sem tUm diefe su finden fege man y =

fo ift

1 hxx’

dy T—xXx ddy 6X'i'2xi
» —L
= G oy e T T Gt

) ) - d
Serner fege man -—Y = o, wodurd man —xx=o,

alfo cntmcbet x =T 1 0der x = — 1 erhalt. Sm erfien
ddy 4
Salle, wo x =+ 1 ift, wird TEE" 5 und daber

Det grofite IWerth von y = T &; im letsten aber, obder
C .o oaddy 44
toenn x = — 1 genommen wicd, ift P e + = und alfe
y=—% ber fleinfte Werth, Diefes ft‘xlbct man noc{) Ieid)te):,
T ] x

toeit man den Bruch umbeprt, oder y= --»;--- = .1- -

fest, und Daben vor Augen behalt, daf dic algdann .ﬁcf)
ergebenden Werthe die entgegenftehenden Nanen befom:
men, @8 ift nemlich alsdann

dy I ddy 2
i —— 1D —2 == —
dx =1 ;n' und dx2 x3

y _
und alfo, wenn man EY: =o fet, xx — I =0} Ffolgfich

x==+1 obet x==— 1, tie vorhin. Jft x=+1, fo

» dd o A ~ . e €
wird dTI == 2, und y ¢in Kleinfres, folglich -:7 ein Brog-
L ., ddy
te; ift aber x == — 1, fo findet man — = ~— 2, und

y ift ein Grdftes, fo wie L ein Kleinftes,
Y
Btoey:
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Brentes Epempel

Die Salle su finden, in meld)cn die Sovmcl
2 — 3x f xx
2 f 3x J xx
ein (Broﬁtes obet ein klemﬁes gicbt.

— 3xf2
Geptmany = ——=—"— " {0 toird
(S 'I' 3x T 2 'f
dy  6x2 — 12 anp 347 ddy > sz?'}'yix"}'?z
A T P E =TGRt 3t 0

d
und fest man nuy EZ = o, {o toitd
* .

x='f\/'2, oder x = ==~V 2,

&m etften Falle tft (1Q‘_;-25;% S und alfo pofi

tin, da der Sﬁemm pvﬁtw ift,  Folglich ift dev Fleinfte
Werth von

4 — W2
y = o = Iw‘z -17= o,02943725. |
Xm legten Falle, oder wenn x=—v2 tft, wwb
ddy a2t 24(3 - 2V72)
dx32 (4=3v2)3 7~ (4=3v2)3

und alfo, da der Jabler diefes Bruchs pofitiv und det
MNenner negativ ift, negativ. Folglich ift der grofte Werth
von -

y = f—g—ilf‘,—% — 1272 — 17 = — 33,97056274.
MNun ift stoar diefer Werth fremec alg der vorhergehende
Fleinfte, aber doch in fo fern ein gudfter Werth, roeil er
grofer ift, al$ die yunachft auf ihn folgenden, toelche man
befdmmt, wenn man fir x Werthe fest, die nur um fehe
toenig grdfer oder Fleiner find als — v'2. Da die vz

B4 atoifchen
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goifchen $und 3 fallt, fo fann man fi ih hiecvon leidyt durch
fo[genbe Rechnung berseugen,

LWenn fo toird
x = % y = =75 == = 0,0285
x= V12 . y=12¢2—173=—0,0204 ¢int Klcinfied
x =3 ye= — s = = 0,0285
S x=—- 4 oy 35

CE AR = V2 y= — 33970, ein Grdfted
x=—¢ y=-35

- Drittes Erempel
Wie Salle 3u finden, in weldyen die Sormel
xx — =t I
xx}Fx —1
einen groﬁtm over cinen Eleinften Werth bat,

6egt man y = f—%;ii fo toird
dy o 2XX = 4X ddy x3'[-!23x'f'4

dr  (xxtx )3 M T T (xx F x'=1)3

d .
Macht man daber d—;y = o, fo toitd entwedey -

Xx = o0 odet x = 2,

. .. d
Sm erften Falle ift —i’f = —_i-‘ und alfo y ein Grdftes

o = - 1; im andern ron:b €Y g-a., und fo(glld) y

ein Kleinftes, und = 3. Dies u’t det Wahrheit nach dee
obigen Grflarung der grdften und fleinften Werthe voll:
fommen gemdg, obgleidh 3 gudfer ald = 1 ift, Denn
' fet



Won den grofiten und Feinflen Wetthen e, 23

fesst man fo wicd

x= - y= i

x= o0 y = = 1, ¢in &rdfted
X:‘:'I‘% y—-...l

x=2 -3 y=3

X =2 y = 1 cin Sleinfres
x=2t % y= 13

Daf y = 1 und alfo > — 1 toird, wenn mor x == 1 feft,
subrt daher, weil ywifden die Werthe von x, o und 1 ein
Werth fallt, wobey y = oo wird. -y

%ie;tes Erempel.
Pie Salle 3u finden, in weldhen dev Brudy
x3 } x
x4 xx T 1
Eleinfte oder grdfite Werthe gicbe.

3
Sept many = Hﬂ, fo twird

dy %6 g4x4tg4xx ta nd

ax . (xe xx t 1)s

ddy  2x9 f 18x7 — 24x5 — 16x3 } 1ax
dxz = (x4 — xx + 1)3

Huf diefe vt hat man die Sleichung -
%6 T 4x% — 43x — I =0
roefche fich in
Xx == 1=o0, und x4t s5x2+t1==0
aufldfen (4ft, Die Wurzeln von jener find x=F 1 und
x== —1; und aus der Hufidfung von diefer findet man

2 "z‘h , woraus fic feme veelle Wurzel endw
. D5 pidein

33 = -
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wideln [aft. Braudht man alfo die bepden gefundenen

, . d '
Wurzeln, fo gieht x =+ 1, den Werth von Tg =8,
und folglih fir y das Grdfte = 2; x = — 1 afer
ddy

T = T 8 und alfo fir y das Kieinfte = — 2,

Finftes Erempel
" Die Salle su finden, in welchen der Brudy
X3 — x
X4 — xx t I
ein Grdfites oder ¢in Bleinftes gicht,

Selit many = ¢ fo toicd

x3 — x
x4 — xx t I
dy X6 + 2x4 + 2x2 — g
—d—x—=— (x4 — xx T 1)2
ddy : 2x9 — 6x7 — I8x% ¥ 20x$
dx2 (x4 — xx 1 1)3

d ,
Madht man alfo 'ET): = o, fo tvird

X6 — 2x4 —2x2 F 1= o0
und diefe Gleihung, durd) xx + r dividict, giebt die
Bleichung ) '
x4 — 3x2 t1=0"

welche fid) in
xx-—x«-r:::ounbxx-fx-r._c
aufldfen laBt. Hieraus etgeben fich Die veelfen Wetthe
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©a diefe Weithe indyefammt in der @Iéid)iz'rtg'xu’-' 3xx
+ 1 = o enthalten find, fo twird, wenn man x4d= 3x%
— 1 fefit, fir alle

ddy - 2X(10 — 20X%) < s(r — zxx) 5(r =~ 2xx)

dx2 8x6 2x5” T ax(3xx — 1)

X3 — x XX -1
unb y = — ==
2XX 2x

e btc Begbm crftcn Qﬁectf)e aué bet: @)[cld)ung xx=x
+r aber’ ift

fi_fll 5(2x + 1) 5(23 + 1)
: d'x'?-:i-", T 25(3%. % 2). =T a6t 3)’
o und y= = §. )

mun gtebt bxe erfte Wupsel x = .1‘ fs
ady 5(2 -i'wf‘s)

dx2 i 575 \

and der Weeth von y ift demnady ein grofter, - Die andere

ddy _ 5=y 5 5=2)
dxz2 = 11— 575 5V°5 = I

und fo ift auch y = g ¢in grdfter Werth.. Die-benden
ibrigen ‘lBurgeIn geben f(emfte %ectbe fuc y, unb ;mat
y=-—4% _
§.- ) 266.
Bep Spempeln diefer Art giebt es-alfo einen. feich:
tern 9Beg pue %eantmortung ber ‘{gcage' QB em @téﬁtes

oder ein Ricinfres fratt finde? Denn ba T =0 lff, fo 1aft

fich Dec Werth von TZ indem’ man auf diefe Gleidung
2
R
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Rucjicht nimunt, einfacher ausdrucyn, . €8 fey der Brudh
1= gegeben. Da -
Qdp — Pdd

nDQdP—Pdeo

: ‘d.y s 30
i - fomird .

aa d(QdP — PdQ)"_ 2d4Q(QdP — PdQ)
A Qz . Q3

Qlllem btefeé Iegte @lteb berfcbwmbet, metl QdP — PdQ—o
ift, und fo wird a
day“ d(QdP = PdQ) QddP -~ PddQ
Q2 Q2

B es alfo auf die %efcbaﬁenbeut dicfes MWerthes oder

bavauf anfommt, ob perfetbe pofitiv oder negativ-ift, und
Der Nenner Q2 alfemal pofitiv wird: o hat man hier blof
auf den Sabler u fehen, und befommt allemal cin Kleinz
PR L .. d(QdP — PdQ)
ftes, roentt QddP — PddQ; odet @ i ' )P"ﬂ*-
tiv, unb cinGroftes, toenn fotd)’eé negatib tft -Dder man

fuc{)e , welcbes die ggrm +— Haben toird, und darauf

i

d’xu wj;at man. diefes getl;an, fo rou:b die Wurjel, obey

oy
blefet %tusbrucf poﬁtw wird, cin Kleinftes, und bte, 1007
bep er negativ wird, ein Sroftesygeben, o«

§ 264,
%‘Benn ber Nenner bes gegebcnen Brudhs lem Duadrat
whet trgenb eme I)obere a}oteftat, unb alfoy= — n’t fo
wird e S .

L) dy e= QdP — nPdQ _

Q+1

und


allemal.posit.lv
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Q4P — nPdQ
dx |
dy R' o
dx . Q‘“rI .

und die grdften und Flcmften Werthe f)angcn von beq

éIBur,,eln der-Gleihung R==o ab, Da ferner

- ddy _ QdR — {n T DRAQ

and wenn man =R fetgt

Cdx . Qnta

ift, fo wird, wegen R =o )
ddy _ dR Sk

- dx Qn-}-l

und der pnftme Werth Hievon jeigt ein S%chmteé fo_ toie
-Der negative ein Grdftes an. Da aber, twenn n eine une
gerade Sapl bedeutet, Qotx allemal pofitio ift, fo hat man

in diefem Falle tue nbthig %-2 3 ermagen, und die Fous
QdR . |
mel el brauchen, twenn n eine vg,ecabe?)ab! bedeutet,

RNebmen toiv ferner an, daf det gegebene §8mc£) o -.:my

fey, fo ift
dy = (mQdP e_nPdQ)Pm“I’
r= Qutr
und es jeigen alfo, wenn man
mQdP — nPdQ:
. dx
fegt, die Wurzeln der Gleihung R == o die Falle an, in
welden y ein Groftes oder ein Kleinfres wird, Da alfo

-“R

a - N
-é = %——-— ift, fo tird

ddy _ pmeagi(m— )QdP— (n+1PAQ] , P-rd
dx T QitE. - Quix

und
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und, tegen R=o,

ddy ~ Pm-1IdR

s [y ety

dx2 QﬂfIdx
p2s
ome gormel die auf,erbcm nocb burcb jedes Quadrat ~
Q y
Dividict werden fann, Ueberdics glebt auch die Gleichung
P = o ein GBrdfites oder einRKleinftes, toenn m eine gerade
Sabl ift, und auf ahnlide Art wird fidy bey der Betvady>

o .
tung der umgefehreen Formel % ein Grofites oder Kleins

ftes bep Der Annabme von Q = o ergeben, tenn n eine
gerade Bablift [§. 252.).  Hier nehmen wir indef auf die
daber entfpringenden grdften oder Fleinften FWerthe weiter
Feine Ruckficht, fondern unterfuchen: nite,- ter Grfldrung
ber SJ?etl)obe tvegen, bte;emgen welde aug der Sleidhung
R = o entfpringen. '

" Erftes Erempel.

. .“ . . (¢ T gx)m

BEifE per Brud) ~—— T PEEDL

men, in weld)em Salle derfelbe ein Groftes oder
cin Bleinftes gebe?

gegeben,  Pian foll bcf‘éx’ms‘

Sept many-% ‘iI: 3 % , o fallt suodederft in die
Yugen, daf
-, fepn werde. wenn ift
- — . R — .
y=o x = p
: V4
y=® X = —37

und von diefen bendert Fallen giebt jener ein Kleinfted und
Diefer
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diefer ein Grofites, twenn m und n gerade Sablen find.
neberbieé aber ift
(o& 'i‘ Bx)m
dX (v ‘i' ?x)“f‘

[(m —n)gdx t may — nad)

und alfo
R=(m—n)8dx + mgy — n«?,
und folglich, wenn man R = o fefit,
ned - mBy
(m — n)ed *

drR . .
Da feener == (m —n)gd ift, fo muf man untecfu:

X =

den, ob , P
Pm-1dR _ mm=-YgntT Lud — #4 m—‘n—gd]{
Qrtxdx ~ notl Jm—I( ) . dx
eine pofitive oder negative &rdfe ift? im erften Galle ift
die gegebene Formel ein Kleinftes, im aubecn ein Groftes,

i By = EED? iy P1R

m-—n

= G¥a7 Qn+1d = S,unb (T[fo :
die Formel g i 23 ein Kleinftes, wenn man x = o fefit,
Sft aber y = (--—-—-Dz;, fo wird

pmn-14R m-T ,n — m\R~m}2
Qurids n"+1< )(m—-n)

n T, Da aber m wud - afé pofitive Sablen

wnd x =

betrachtet werden, fo muf man nach der Jormel
n-m+ 2 n-m
(n — m)(m —n) oder (n — m)(m—n)
urtbeilen,  Sft demnach n > m, - fo giebt. der Werth

m . T :
x = ;{% alfemal ein @roptes; ift aber n < m, fo fin

Det
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Det cin Grofites ftatt, wenn m — n eine ungerade, unh
ein Kleinftes, wenn m — n eine gerade Rahl ift. So ift

-— 3 N
E’L{.—%z ein Grdftes, wenn man x = — 5 fegt, indem
X A

Swentes Erempel

93

m gegebm.

R fey die Jormel: y =

i‘)a ((l[ :—5}-3—.;;(3 — 4x — xx) und -
”-‘SE (t*)(ﬂ t4)

Quir “dx (1 T xx)3
ift, und (x -rx)z und (1 + xx)3 allemal einen pofitiven
Werth haben, fo braucht man nue den usdrudf — x - 2
gu Detrachten.  ft derfelbe pofitiv, fo findet ein Kleinftes,
und ift ev negativ, ein Groftes ftatt. Nun folgt aus der
Gleidung 3 — 4x —xx=o0 ‘
x= =2t V7Ol x= -2 = V7,
Sm erften Falle wird — x —2= = v, und fo ift der
gegebene Brud) ein Grdftes. Fm andern aber wird x
— 2 =1 v"7, und daber eben diefer Brudh ein Kleinftes.
Setman aber x = -~ 2% V7, fo wird
Ifxs~=1t Y, undetxx=i12 - 4/7
fvig!fcf) .
1V (2'i'f)’(f7—!)
y= (m-mﬁ) V7 - 16

:—Z—t—_ﬂ == 2,220
16 i

unh
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und dagegen ift, wenn man x = — 2, — V"7 qunimmt,
7 =7
7 16

= —0,0g50.

§.  268.

@4 giebt aud irvationale und tranfeendente Funftios
nei, welde die Cigenihaft der cinfdemigen Funftionen
an fich paben, und deven grdfte und fleinfie Werthe daber
auf &hnliche Ut gefunden twerden fonnen. &8 find nem:
lich die Duryeln der cubifden und alfer Hihern Gleichuns
gen mit ungeraden Cpponenten nihts anders alg einfdrs
mige Funftionen, da fie nicht mebe ald Sinen veellen Werth
baben; und was die Quadratwurzeln und dberhaupt die

- Wurgeln betrifft, deven Gyponenten gerade Jablen find, fo
Haben diefelben, wenn fie reell find, jwar afieseit einen dop:
pelten €Berth, einen pofitiven und emen negativen; aticin
man fasn jeden befonders Detradyten und dann ebenfalld
bie gedfiten und Fleinfren Wevthe auffuchen, Sft 1. By
tegend cine Gunftion von x, o Hat jwar V"y einen ztvicfas

hen Werth; alicin man Fann einen jeden befonders ermwas
gen, @5 wird nemlich f Vy cinen grdften oder Fleinfren
Weeth haben, wenn y dergleichen hat und derfelbe pofitiv
ift, denn forf witd ¥y imagingr,  Umgefehet wied -y
in eben den Fallen cin Klcinfed oder ein Gedftes fepn, wo
T Vy ein @rdfited oder cin Kfeisfies ift.  Unter eben Den
. m

Bedingungen ift jede Poteftdt yo ein Groftes oder ein

Rleinfes, wenn n eine ungerade Sabl ift; bedentet aber n
eine gecade Sapl, fo gelten blof die §alle, 1o y einen pos
fitiven Weeth befomme, und in denfelben entflehen wegen
Des Doppelten Werths aud) doppelte Grofte oder Kleinfte.

Eul DI R, 3.E5.00.2.TH. 2.3bth, ¢ §v 269,



34 Dritter Theil.  Jebntes Capitel,

§. 269,
Da die Differengialgleifung, welde man aug der Pox

. . ym— ¥d y A , .
teftat ym erbalt, - =0 ift, und die Wurzeln die-

fer Gleichung jugleich die Falle angeigen, in welden die
m
Poteftat y ein Grdfited oder ein Kleinftes ift: fo Hat man

»
(

jur Veurtheilung diefer Bejchaffenbeit eine doppelte Gleir
. . d .
~dhung, nemlid) ym-T = o, und 5% = o. Gene [Gft fich

in y==o abandern, und giebt dann nur Gedfte oder
SKleinfte, wenn m — r eine ungerade, obder m cine gerade

Raplift, [§. 257.]. Wenn alfo n eine ungerade Lahl, und
m

m cine gerade Sahl bedeutet, fo wivd die Junftion yn,
ober y2ret (20 — 1), einen groften oder einen fleinften
SBerth Lefommen, toenn man Davin die Werthe con x
braudpt, die fich aus der Gleichung y = o oder audh aus

. d L ,
Diefer EZ == o ergeben. Gt hingegen m eine ungerade
X

Qabl, fo ift die Fuaftion y(2r— 127 —1) e
y(2t° — 1127 nur dann ein Grdfted oder ein Rleinftes,
wenn man darin die Werthe von x braucht, die aus der
Gleichung gi = o fliegen.  Auch muffen auferdem im
{eiten Galle die Werthe von y pofitiv fepn.

§. a7o.
o, , - ,
‘Go giebt die Formel x3 ein Kleinfed, wenn man
x ==o fegt, weil in diefemn Falle x2 ein Kleinfted wird,

Ailein fibrte man x3 nidht auf x2 jurded, fo rofwde die
vorhin
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vorhin erflarte Wethode folches auf Feine Feife angeigen,
weif, wenn x = o gefeht wird, Die Glicder der Reibe,
wornadh geurtheilt merden mugf,
o ody g middy Wiy
24 Ax 2dx2 ¢ bdx3

aufier Do erfren indaefammy unendlich gro§ werden. Denn

2
T

PR .

fet man y == x%, {n wird
dy 2 ddy ~2 di3y 2.4
T ey e IES e 3o om0,
27x%
3 .2 » IR d)’ 2
und ed giebt weder die Gicidhung vl e o den
X
. X

|

ol

Werth x == o, nody seigen die folgonden Glieder die BVes
fcbaffenbeit ded Grdften und des Kleinften an. Da wir
aber angenommen paben, daf die Neihe
. @d w2ddy | w3d3y |
+ 220 L T Y T .
dx 2dx%2 6dx3
eine convergivende Reibe fep, wenn man » fehr Flein ane

nimmt: fo gehdren alle die Falle nicht fir die exflarte alls
gemeine Methode, wo diefe Reibe divergivend wird, und

Vieg ift fie bey y = <3 , enn man x == o annimmt.  §ne
dicfen F&tlen muf man daper 1 der vorhin gebrauchten
Reduction ferne Jufludht nebmen, und die gegebene Formel
auf eine andere Gorm bringen, die von der errdhnten Unz
bequemlichieit frep ift. ¢ creignet fich diefes aber nue

| 26
in feby oenigen §iffen, die entmeder in der Form y»r — I
enthaiten find, oder Leicht davauf surict gefahret werdenm,
€oilen 3., die groften oder Fleinfren Werthe der Formel

Qpe ’ :

¢a Pou
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von x ift: fo unterjudbe man die Fovm y2#22" I pmeif
dicfe in eben den Fallen ein Grdbtes oder ein Kleinfres ift,
in weldhen die gegebene Formel foldhes wird.

, §. 271,

Hufer diefem Hbrigens leicht su behandeluden Falle
{affen fich die Funftionen, welde irvationale Grdfen ent
balten, auf eben die Yrt, wie die rationalen FJunfiionen
Depandeln, wenn ifre groften oder Fleinfren Werthe gefun:

- Den werden follen, Dies toollen wiv nun an cinigen Bey:
fpiclen jeigen.

Erfes Erempel
£ ift die Sormel v (ua + xx) — x gegeben; man foll die
Sille finden, in welchen fie ein Grofites oder cin
Bleinftes wird.
Seit man y = v (aa T xx) — x, fo wird

=t g und Y 2
x " V(aa t xx) ’ dx2 (aa t xx)%

. d ! ,
RNimmt man daher EZ = o, fo toitd x = v (aa } xx) und
" ,

alfo x == s und dabey gd—f =o. Yuf ahnliche Urt wers

den aud die fo[genben @Itgber indgefamms

P zs . Z, 2.
== o, und_e¢$ bleibt daher ungewif, ob jencr Werth ein
Ordfites oder ein Kleinftes fep? Der Grund hiervon liegt
Darin, weil x eben fowohl = — oo als =T . Sept

man inde§ x = ¥ oo, fo wird, weil vi(aa txx) = x ¢ ;’3

ift, y=o, unb Diefer MWeeth ;ft unter afien der flemfte.
Sren:
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Bmwented Erempel,

NMan foll die §ille finden, in welchen die Sormcl
V(aa f 2bx + mxx) — nx
ein Grdfites oder ein Rleinfies wird.
Cet man y = V(aat2bxt mx)) — nx; fo toicd
dy __ b+ mx
dx  V(aa+ 2bx Tmxx) "

d ,
und fest man nun EZ = o, fo Gefommt man
X

bb + 2mbx } mmxx = nnaaf 2nnbx T monxx

ober
2bx(nn — m) ¥ nnaa — bb
XX =
mm — mnn

und folglidh
(nn —m)b X vV [mnn(m — nn)aa — nn{m — nn)bb]

' m(m — nn)
odet
b n _maa — bb
X3 —
. m m m-— nn

und I)tezbu"cb wird ‘
v(aa + 2bx + mxx) = bimx _ Y gdichatu bb

n m——-n-;l—
Da alfo '
ddy maa — bb |
dxz = (aa T 2bx } mxx)}
ift, fo roird

0y

ddy _ maa —1bb __ X (m = nn)¥"(m —nn)
dx _i(maa —_— bb)%— \/'('maa — bb)
. m -— nn
!iBofem alfo nidht ——E pofitiv ift, fo giebt e8 gav

. €3 fein
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fein Groftes oder Kleinfred; ift aber diefe Grofe eine vor
fitive, fo giebt das obere Zeichen ein Ricinfres, twenn
m > nn, und ein Grdftes, wenn m < vn it das Hegens
theil findet ftatt, wenn das unteve Jeidhen genomimen wird,
it daher m =2, v cund b o, o wird die Formel
YV (aa f2xx) - x ein Kleinftes, wenn man x = + v ua
a

V2

a

f
Ned ift == a2 — - = - = und bi _ 2
fr==a 72 = 3 vnd diefes =avi2 f 72

= und ein Griftes, menn man x = — . fegt. Jes

o 3

V2
Drittes Cremyel.
Man DU die elle finden, in weldyen die Sormel

& &
V(1 + mx4) + v (1 — nx4)
ein Grofites ovder ein Aleinftes wird,

- dy mx3 nx3
O atmxt o —nxel
ift, fo wird
mx3(r — nx4)% = nx3(r ¥} mx4)%
- und alfo
m4(l — nx4)3 = n4(1 + mx4)3
oder
n4 — m4 ¢ 3mn(n3 + m3)x4 } 3m2n2(n2 —m2)x$
+ m3n3(n ¢ m)xI2 = o,
Wenn alfo diefe Gleichung Feine pofitive Wuryel fir x4
bat, fo giebt es gar Fein Grdftes oder Kleinfres. Da fich
diefe Gleichung nicht bequem aufldfen [aft, indem

x4 =
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a 4 3 3
m3 -— n3 m—v " m2n+y mn2—n

XA T= e —— Dber x4==

mn

toird, fo wolien wir um einen fpecicllen Fall ju nehmen,
m = &n fegen.  Dann wird
—4095+24.5130%x4 — 3.63,64n2x8}G.512n3x12
= o
. oder
512n3xT2 — 13440258 7 1368 nx4 — 455 = o.
Man fepe nx4 =z, fo ift
23 — 2122 | 171z — 4§85 = O
und diefe Gleichung Hat den Faftor z — 5, und der anz
dere, welcben man durch die Divifion mit diefem erhalt,
ift zz— 162 91 = o und enthalt lauter imaginarve FWurz
g, @8 ift alfo blof z = 8nx4 — 5, und aifo x ==

}_8%1’ durd) relchen Werth der Ausdrudt \‘;‘(( 1 8nx4)

+ V' (1 — nx4) entweder ein Grofted oder ein Kleinfies
wird, Um ju tiffen, welches von Depden ftatt finden tverde,
fude man

flﬂ __ __3mxx 3nxx

Cn—

dx2 (1 ¢ mxd)F (1 — nx4)F

Da aber m = §n ift, {o wicd, wenn man x4 = {;" fetst,
n

ddy-__ 24n _ 3n
dxz - 6% (_g_)% 63

e . . 4
folglich eine negative Grdfe, und daher v~ (1 + gnx4)
4 4
T V(1 — nx4) cin Grofites, wenn man x = fs—% fesit,
Cs €3
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4
Y i At " 4 . %3 3v'6
@3 ift aber diefes Srdfite = v6 + \/'g = Setit
man ftatt nx4 die Grofe u, fo echellet, daf der Nusdruct
a 4 )
v (1t 8u) F v(t—u) cin Gpdftes toird, wenn man
4
. /6
u % fest, und diefes Sedfite ift = %—— = 2,347627
Maa mag aifo fir u aufer = § cinen erth annehHmen,
weldhen man will, fo wird dadurdh) ellemal der Ausdbrud

17 (1 T 8gu) t j‘ (1t — u) einen fleinevn Werth befommen,

§. 272,

Auf abnlidhe Art laffen fich die grofiten und Fleinften
SWerthe Defiimmen, twenn tranfeendente Grofen in den ges
gebenen Augdriicken vorfommen. Denn ift die Funftion
feine viclformige, fo zeigen dic Wurzeln der Differensialz
gleichung grofte oder Fleinfte Werthe an, aufer rwenn fie
gleiche Wurzeln in gerader Mngabl Hat,  Diefes foll an eis
nigen Bepfpielen gezeigt rerden.

) Crftes Crempel

Die 3abl 3u finden, weldhe 3u ibrem Logarithnen das
Fleinfte Yerhaltnigd bat.

Daf es ein folches Fleinftes Bechaltnif 13-;; gebe, ers .

Pellet dDaber, toeil died BVerhaltnif foroohl bey x =1 al3
© bey x==o0 uncndlidh wird. Es rwitd dajer auch der Brudy

ix ., . . ¢ .
-;’f irgend cinmal einen groften Werth baben, undiptoar

in
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- . X, ., ,
in eben dem Falle, in dom o einen. Fleinften MWerth bat.
X

. 1x . dy

Um diefen Fall gu finden fege man y= —, fo wird —=

T 1 , L

= — X Setst man diefen Weeth = o, fo witd
XX XX

Ix = 1, und da wir bier Hyperbolifche Logarithmen angesz
nommen haber, o ift x = e, wenn man die ahl, deren
boperbolifche Logarithmen = 1 ift, = e fetit, Run Haben
alle Sogavithmen u den hyperbolifhen ein gegebenes LBers
paltnif, und ed ift folglich in jedem fogarithmifchen Syx

e , . le | o -
fteme]—é ein Kleinftes, fo wie — cin Grojtes.  Da alfp

im Briggifhen Spfteme le == 0,4342944819 ift, fo ift dep
4332944819
27182818284

rungsoeife 5%75 , und es ghebt feine Jah!, toelche ju ihrem Loz

1 .
Drud) ;:5 aflemal fleiney al8 oder nahes

garithmen cin fleineresBerhaltnifhabe ald 305747.Daf aber

Ix, .. , L ,
— in diefem Falle ein Grifted fty, crhellet davausd, toeit
- vel i

R 2(1 — 1x N
s 2(1 — 10 — —, und alfo negas
- B |

. ] 82 x3

NG ) B d (L2 g— Ix
tiv ird, indem )

dx X%

und 1 — lIx = o ift.

Smwentes Crempel
Eine Jabl x 511 finden, wobey die Poteftdt xI:x eim
Grdftes ift.

Daf diefer Ausdruct einen grofiten Werth habe, ers
bellet Daber, tweil man bep der Subftitution der Jablen
far x findet,
¢s 11:2
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1I:T == 1,000000
22 == 1,414213
3¥3 == 1,442250

414 = 1,414213.
1x

.. d
Man fese daher xI:x =y, fo wird Y = g1 x(_ —_—)
dx XX

und, wenn man diefes —omadt, Ix=1, und x=e,

porausgefest, daf e = 2,718281828 fep. Da alfo :—y
X

: xTiX , .ddy xT:X x1X
= (1 — Iz)—ift ot‘ot'b—-=—-—~—' —Ix)d.—
(1 —1x) - ft, fo toir T TF(r—1x)d -
xIix .
=—— toeil 1 —Ix=o n’t. Rolglidh tft — cmc

negative Grdfe und x1x ¢in Girdftes, wenn x = e ges
qommen witd, Da nun e = 2,718281828, {o hat man

1'
[ .
e +ze-i‘6e5.r"4e4-r x

= 1,444667861009764.
Diefes Gpempel [afit fich durch das vorhergehende
aufldfen, teil, wenn xT:x ein Grdftes ift, audy der Loga-

Ix |, . ,
rithme davon ;x cin Groftes fepn muf, und foll dies fratt

finden, fo mu§, toie wiv gefehen haben, x = e fepn.
‘ Drittes Erempel.
Linen Xogen x'3u_finden, deffen Sinus entweder ein
. :@rdfites oder ein Kleinftes fey,

N S - . d .
Sest man x =y, fo wird E-E = cof. x und alfo cofix

. » Qo e . e
== 0. Diecdurd Gefommt man far x die Werthe: = Py
‘ -
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* 7
2
die gefundenen Werthe, fliv x gefent, Den Sinug pon x entz
tweder == 1 oder — 1 gebenr, fo find jenc Sinug Sedfte

und diefe Kleinfte Wevthe, tie befannt ift.

-
—_—

o 1%
]

. . ddy .
5 52 Fevier wied PPl fin.x Da alfo

WBiertes Erempel.
Einen Wogen x 3u finden, wobey das Recdhted swifchen
x und fin.x ein Grofites werde,
Daf e hier ein Groftes gebe erbellet daraus, tveif
das verlangteRechtect forvohl bey x=o ald bey x =180

verfdwindet, 8 fey alfo y = x. fin.x; fo ift g% = finx
+ xcol x, und daher tang. x = — x. €38 fep x==gootu
fo ird tang.x == — cot.u, und alfo cot.u=go+u,
Um diefe Gleidhung nach der oben erflarten Methode 3
Defanbeln, fese man z = 9o } u — cot.u, und dabey fep.

£ der gefuchte Werth des Bogens, Da dz=du ﬁ-;
ift, fo wird '
_du__ finnuz ~ _ 2dnfin,ucelu
P T 1 F naz T (L T finuz)z
und folglich
dp __ 2fin.u3.coflu
& 1 0¥ inasys
. __6dufinuzcofu2 — 12du.fin.ué

dq (1 T Gruz)s
alfo
dq___ 6finu4d, cofuz—26Gnus 120in.us.cofuz
L (1 1 fin.u2)4 T (U T Bnusys

6fin.ué — 140n.u6} 4fin,us
e (’l .t' ﬁn‘u2)3

Hiers
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Hievaus ergiebt fich f=uw — pz + Iqzz— Irz3 } 0.
Man fege, nadhdem man durd) einige Verfuche den nad-
ften Werth von £ entdectt hat, u == 269,15, fo wird go
u=1169,15, und der Bogen, der ju der Cotangente u
gehdet, (3Bt fih auf folgende Yrt beftimmen,

Bon lcot.u == 10,3070250

iehe man ab  4,6855749

' 5,/6214501 |
fo ift cot.u = 418263,7/
odet cotu == 116°,11/,37%"
alfo z = 3/,5655" = 236,3*
Um den Werth von pz ju finden nehme man
’ lfin.u == 9,6457058

1fin,u2 = 9,2914116

1} fin.u2 = 1119;‘56‘
1(r F fin,u2) = 0,0775895

Ip = 9,2i3822[
1z = 2,3734637

Ipz = 1,5872858
Alfo pz =38,6221 Secunden
oder pz = 38, 39/, 43"
abgesogen von u == 26°, 15’

fo wird f = 26°, 14/, 217, 20, 17/
und bdee gcfud)te Bogen x = 1169, 14,.21"/, 20/, 17,
voch muf noch Das dritte Glicd Lqzz = fin. u3 cof.u
> B T e S £k

bingufommen.

Um
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Um diefes ju finden, ‘muf man ein z in Theilen ded
Halbmeffers ausdrucken, auf folgende Art. '
1z = 2,3734637
avdirt  4,6855749

7/0590386 .

fin,uz

atdirt lmz = ¥,5872858
8,6463244

abddirt 16n.n = 9,6457058
lcof.u = 9,9527308

~ 8,2447600
fubte. 1(1 + fin.u2)2 = o,1551790

= 8,0895810
lfo Lqzz = o,012291
v oder _%qzz _— 44//”, ISHI”'
Setit man nun diefes hinju, fo wird der gefudite Bogen
X = 1169, 14, 2111, 2!///, ol
und wenn man grofere Logarithmen braudt, fo findet man
X = Il6°, 141, 21/1’ 2011/, 35//41’ 47///1/'

13qzz

- Gilftes



) Cilftes Capitel

Bon den grdften und Feinften LBerthen der vielfdes
migen Junfrionen und der Junftionen mehrever
veranderlichen Srofen.

)
§. 273
%enn y ¢ine vielfdrmige Funftion von x ift, und alfo
far jeden Werth von x mehreve veelle Werthe deformme: fo
ftehen die bep der BVeranderung von x entfpringende neh-
rere Werthe von y in einer foldHen BVerbindung unter einz
ander, Daf fie mehreve Reiben fucceffiver Werthe geben,
Denn Getracbtet man y ald die Wpplicate einer Curve, deren
Abfciffe durch x bejeichnet wird, fo gehdren su einer und
pevfelben Abfeiffe x fo viele Schentel einer und derfelben
Surve, alsy reelle Werthe bat, und man muff daher die
fuccefiiven Werthe von y, welhe einerleny Schenfel gebeu,
al$ 3u cinander gebdrig, und die, welde verfihiedene Schens
Fel bilden, al8 von einander getrennt Detvachten,  Man
hat alfo in diefom Falle fo piele Neihen mit einander vers
bundener Werthe vor y, ald daffelbe bey jedem Werthe
pon x veelle Werthe befommt, und iir jeder diefer Reiben
erden die Werthe von y, wenn man x grdfer twerden
155t, entwebder wachfen oder abnebmen, oder wenn fie eine
Reitlang gemachien find, wicder abnehmen und wmgefehrt,
SHievaus echellet, daff es in jeder Reihe mit einander vers
bundener Werthe cben fo grofte oder fleinfte Werthe giebt,
aig
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al8 dergleichen bep Den einfdrmigen Funftionen fratt
fanden.

§. 274,
3ur Beftimmung diefer groften und Fleinften Werthe
Fann man fich) eben der Methode bedienen, weidhe das vourz
hergebendeSapitel fir die Grfindung dev grdften und fleins
ften TWerthe der cinformigen Funfiionen enthalt. Dens
da die Junftion y, wenn man x um das Yncrement » vevs
grogert, allemal in S

ndy 32 ddy}i»sasy
Tt T e T

ubergeht, fo mufg, wenn ein grdfter eder ein fleinfrer Werth

, o wdy .
ftatt finden foll, das Glicd :d—xz = o erden.  ©$ jeigen

, . dy SO
alfo die Wurgeln der Bleichung fd-i = o Ddigjenigen Wers

the von x an, welchun in Den Reihen der mit einander vers
bundenen TWerthe von y grofte oder fleinfie FWerthe juges
boven. Hudy bleibt nicdht sweifelhaft, in wad fir einer
Reipe der mit cinender perbundenen Berthe der grdfite
over Fleinfte Werth fatt finde. Dean da die Sleichung
g == o bepde peranderfihe Grdfen x und y enthalt, fo
laffen fich die Werthe von x nicht anderd befrimmen, ald
wenn permittelft einer Gleihung, weldhe dag BVerhaltnif
Iwifhen y und x entpalt, die verdnderliche Grdfe y wegz
gefcbaft wird, Ehe diefed aber gefdfichet, gelangt man 3
einer Sleichung, worin der Werth von y durd) eine ros
tionale oder cinfSrmige Funftion von x audgedrucs wicd.
Hat man hieraus dvie Werthe von x gefunden, fo giebt ein
jeder cinen gugephdrigen IBerth von ¥ und diefer ift in der
gsLi{‘lg
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Reihe der mit einander verbundenen Werthe, su telder
e gehdut, entweder el grdfter oder ein Fleinfier.

§ 275,
06 dicfe Werthe gudfte oder Fleinfte Werthe von y
find? (a4t fich auf die vorhin befdyriebene et evforfdhen.
, ddy . ,
San fudt nemlich) den Lerth von a——f tn endlichen Gro-
. X
gont, und fent darvin nach und nach jeden der gefundenen
Serthe von x und ugleich for y den Weeth, der ibm fie
jeven Werth von x jufommt,  Hat man diefesd gethan, fo

ddy iy .
unterfudt man, ob de: cinen pofitipen oder einen negas

tiven Werth befommt,  Sm erften Fall hat man darvan ein
Senngeichen eined fleinfren, o toie an dem andern ein

. , . . dd
evfmal eines grofiten Werths, Werfchroindet aber Efg

. ds3 . .
fo auf man dic Formel »-—-’f 3u Ratbe siehen. BVerfdioins

det Diefe nidht, fo gtebt eé’ weder ein Brofites nody ein
Sicinfies, hemm)mmbet aber Diefelbe ebenfalls, fo muf man

ju der r§m:mel fovtger)en, und dabey eben fo verfal-

dd
reu, ald bep der *gmmel ey boxgefd)ueben worden ift.

d4 s N A
Wenn audh 3';% verfchwénde, fo mifte man ju dem finfs

ten Differensiale von y fortgepen; man mag aber fortge:
ben fo weit man will, fo muf man ben den Diffevengialien
der ungeraben Ordnungen eben o fdhlieen, ais bey der

d3 .~ ’ e
Forme! E?Z: gelepret toorden ift.  Jn diefen Jallen muf

man
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man nemlid) in der Reibe der Formeln giz" :ii’, ::Z
3. fo toeit fortgefen; bis man ju einer gelangt, die nicht
verfchroindet. Gehort diefe yn einer ungeraden Ordnung;
fo findet roeder ein Groftes noch einKleinftes fratt; gebdst
fic aber ju einer geraden Oidnung, fo jeigt ibr pofitiver
Werth ein Kleinftes; D¢ negativer Werth abet ein @cba’
ted an, —

§. 276.
@8 terde die Funftion y aus x durch-irgend eine Bleks
dung deftimmt, - Differenziict man diefe Bleichung, fo ers
batt fie die Form Pdx T Qdy = o, und ¢ wird demnach,

. dy . P o
~ foenn man o= o fegt, ) == o, folglich entmweder v =o,

oder Q = o, Die lete Gleidhung Fanut nicht fratt finden,
tenn das Berbaltnif yoifdhen x und y durd) eine gange
rationale Gleichung gegeben ift, tveil entrocder x oder y
oder bepde unendlidy grofi werden mifiten, Gs bleibt alfo
blof dic Bleidyung P = o abrig, und die Wurjeln diefer
Glcichung, oder die Werthe von x,; welde jie befdmmt,
wenn mittelft der gegebenen Gleichung y roeggeichaft ift;
jeigen die Falle an, in welden die Wertbe von y entrweder
Grofte ober Klcinfre find,  Um abet ju beftimmen, ob ¢in
Gudfites vder ein Kicinftes ftatt finde? muf man die Fors
nef z—g untesfucdpen.  Nun giedt die Differengialaleis
hung Pdx + Qdy == o, tennt man fie voi neuenm diffe:
rengiivt und daben dP == Rdx +Sdy, und dQ = Tdx ¢
Vdy fest, und dx alé bejtandig betractet,
Rdx2 } Sdxdy f Tdxdy + Vdy2 + Qddy = 6.

Lul. Diff. R, 3,.TH. 00. 2,Th, 2,2bth, D Da
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) d . . , ,
Dalabér E;—’: = o ift, fo wird, twenn man die Gleichung

 Qdd
burd) dx2 pividiet, R T Qddy o, und alfo ddy =z
dx2z dx2

.. Man diffevensiive alfo in der Differengialgleichung

Pdx § Qdy==o blof die Grdfe P, und betracbte y als
befiandig, Hicedurdh erhalt man Rdx. Dann fuche man

R
den Werth des Brudhs o Jft diefer Werth pofitiv, fo

jeigt er ein Gudftes, ift ev negativ, cin Kleinjtes an,

@3 fep v eine 5tvet)f6rmigcfgunftion pon x, und durd
die Bleichung yy T py I q = o gegeben, fo daf pund q
einfdrmige Funktionen von x Gedeuten. D Differen;iict man,

fo wird

2ydy + pdy T ydp T dq = o, undalfo
Pdx = ydp T dq.

(‘.’cht man affo P=o, fo witd ydp + dq = o, und

da @8 tird alfo y durdy eine einfdrimrige Funf:

y=—"=
tion von x ausgedrucft, fo daf y fir jeden gefundenen
Werth von x aud)y nur einen eingigen beftimmten Werth

befommt, TWas die Wegfhaffung pon y Deteiffe, fo ift die:
felbe leicht. Denn toenn man in dev ‘Gleidung yy T py

&q . e
+ q = o anftatt y den Werth — é—g fegt, fo crhdlt man

- dq2 —pdpdq t qdp2 = o, und diefe Bleichung durdd
dx2 Dividirt, giebt bey der Yufldfung alie ju Grdften oder
Rleinften gebdrige Werthe von x.  Died wird durd) fols

gende Grempel, deutlicher toerden,
. @t ﬁeﬁ
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Erftes Erempel.

35 ift die Gleichung yy T mxy T 2a Fbx+nxx=o
gegeben; man foll die gréfiten und Eleinften Werthe
o1 y finden,

Durd) die Differensiation befommt man
aydy + mxdy T mydx + bdx } 2nxdx =
und pierausd wicd :
p=my t bt 2nx, uan--zy'i‘mx.
Gegt man alfo P = o, fo wird
_ b — 2nx
y == m
und diefer Werth giebt, wenn man ihn in die gegedens
@leihung fent,
4nn :
ot Bk o
- 2NXX - bx T 2a =@
+ nxx + bx »
odet
__4nbx + bb T mmaa
- mmn — 4nn *

4nb

ix

Hicraus folgt
2nb .k vV(mmobb ¥ mmn(mm - 4n)aa)
= mmn — 4nn

ober '
2pb & my(nbb + n(mm — 4n)aa)
- n(mm — 4n)
und

= mb T 2V (obb t hi(imm =~ an)aa)
u.n — 3o
Vetvadhtet man nun blof x ald vecdnderlidy, fo wird
D2 dP

y =
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dP =2ndx, und fofalih R ==2n. €8 ift aber Q= 2y
Vv (nbb + i(mm — 4n)aa) affo
, n
R e 2nn
= V(obb ¥ n(mm — 4n)aa)

und da der Baf)fec diefes Brudys 2nn allemal pojitiv ift,
fo wird y cin Grdftes; wenn dasg obere, und ein Kleinfted,
toenn dag untece Seichen gilt:  Man bemecrfe hierben nodh
folgendes.

FTmx=*

"1, Wenn m = o ift, fo folgt aus der Gleihung P=o
fogleich x =——£-:-l, 1o affo nidpt érft y weggefafft ju toers
den braucbt. @8 gehbrt aber gu diefem IWerthe ein dops
pelter Werth von y, weil y = % ;;—l\f(nbb — 4nnaa)
ift, und davon ift der pofifive eirt grofiter; und der negative
ein Fleinfters

3, §ftn =0, fo withy = — — und x wadft ing
Unendliche; aber y bebalt dabep immer denfelben Wert,
und e8 giebt folglich weder cin Grofited nod) ein Kleinfres,

3 Sft' mm = 4n, fo twitd 4nbx { bb $ mmaa =o;
odet
£ = bb  mmaa

iy /
et und
. b—o2nx . 2b—mnmx
y= m - m _ .
bt F mmaa mmaa — bb
&-—- — [—] e
m ‘i‘ mb - mb

S
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mmaa— bb

.

3 iefer S b -_——
@3 ift demnach diefer Werth vony, der ju xx —

gehott, entrweder ein grdfiter oder ein Fleinfier. Da aber

um jenen Werth von y ju beFommen, in dem Ausdrucke

mb = 2V (abb ¥ n(mm — 4gn)aa)
mm — 4n -

das untere Jeichen genommen werden muf, fo ift diefer

Werth von y ein flcinfter,

y= —

Qreentes Erempel

s ift die Gleichung yy — xxy + x — x3 == o gegeben;
man foll die grdfiten cder Eleinfien Werthe von y
finden, '
Durch die Differenziation der Sleichung bdefommt
nian
2ydy — xxdy — 2xydx { dx — 3x2dx=o
und dataus witd
P=1—3xx — 2xy, und Q = 2y — xx,

et man demnad) P = o, fo witd y = - -2 3XX b

folglich durdy die Subftitution dicfes Werthes,
1

L3 L% x .3
4xx 2.f T

T—ﬁ ;xifx~x3=o
obet

? — 6xx 1 2x3 + gx4-} 2xf = o
Dic eine Wurzel diefer Gleichung ift x = — 1, und daju
gebdrt y == 1. RNimmt man aber y al8 beftdndig an, fo
toird
R = — 6x — 2y, folglid

ddy 2y } 6x

dxz 2y — xx

D3 1nd
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und diefer Ausdruck giebt fiir x =— 1 und y = 1 den
Werth — 4. €8 ift alfo y = t ein Grdftes. Firx =
— 1 aber aehdrt aus der Gleichung yy — y == o cin dops
pelter IWerth ju y, wovon der eine =so, alfo roeder ein Grdfs
tes noch ein Rleinfted if. Dividirt man jene Glelhung
Des flinften Grades durdy x + 1, fo ergiebt fich eine Gleiz
dhung des viercen Grades, deren Wupzeln {ih nicht abges
fondert angeben [affen,

Drittes Erempel.

@5 ift die Gleichung yy T 2xxy + 4x — 3 == 0 gegebeny

man foll die grdften oder Fleinften Yerthe von y
finden. :

Durd) die Differeniation befommt man die Sleis
dung ‘
' 2ydy + 2xxdy + 4xydx 1 4dx = o.

, d ,
Eest man alfo 3:{ = o, fo witd xy } 1==o0, und daher

y=— -f{- Durd) die Subfitution diefes Werths abee
ethalt man aus der gegebenen Gleidung?
—I—-.-zx-f4x—3=:=o=2xl—3xx-f~1
XX
und die Wurgeln diefer Sleidhung find x = 1; x = 13§
x=—§ Danun
' dy 4xy — 4 _ 2%y — 2
&:qzy'tzxx_— ¥ T xx .
ift, fo toird
ddy 2y
dxz vy T *%
‘ Huf diefe Art hat man
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: ddy
X R
y dx?
— ‘I ] 1)
1 — I v o0
16 .. A
— % 2 — Y far ein Grofes,

. ddy , .
Da bep den gleihen Waureln a;—: = oo titd, fo bleibt

daraus n diefem Falle unbefrimmt, ob cin Grofted ober
ein Kleinfted ftatt finde. Idcil aber jugleid) y fxx=o

. e e Ll s d o
witd, fo ift in dicfem Falle nidht einmal &%: = o, toeil in

d P
dem Brudhe Y~ =, P=ound Q=o0, und da
dx Q
alfo das Haupterforderniff feblt, fo findet weder ein Grof:
tes nodh cin Kleinftes fatt,

§ 278,
§8 gicht abetr bep den vielfbrmigen Funftionen nody
eine anbere Avt der qrdften und fleinfren Werthe, tocldye
fich nach dee bisherigen Methode nicht finden laffen, deven
BefchafFenheit aber aus der Ratur der gwepformigen Funts
tionen feicht entwicfelt toerden fann. €8 fep nemibich y cine
swepfbrmige Funftion von x, o daf y fir jeden Werth
von x einen jwicfachen MWerth beFomme, Ddie entweder
bepde reell odey beyde imagindr {ind,  AWiv wollen ennehs
men, daf die Werthe von y imagindr twerden, wenn x > f,
reell hingegen, wenn x < f, und einander gleidh und == ¢,
wenn x = f gefest wird. Da alfo die Fuoftion y feinen
recllen Serth hat, wenn x > £ genommen twitd: fo muf,
toenn bey x < £ Gepde TBerthe von y entroeder qrofer oder
Elciner toerden al8 g, der Wevth y = g im etften Falle en
D 4 Qlein-
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RKleinftes, im 3mwenten ein Griftes werden, weil er iny jenem
fleiner und in diefam grdfer ift, als bepde vorhergehende,
©s [afit fich aber diefes Grofte und Kieinfre nad) dev biss

berigen Methode nicht ﬁ'nbe-n, well hier nicht %:o twird,

@8 find aber aud) diefe grdften und fleinften Werthe von
einer gang andetn Yrt, wie bey der Vergleihung bald in
Die Augen fallt,

§. 279

@8 findet aber dag Cywabnte ftatt, twenn man eing

Sleichung von der Form
y=p £ f— )V —x)q

pat, twobep p und q Funftionen pon x find, tvelde fich
Cdurd - —x nidt theilen laffen, und q einen pofitiven
MWerth befommt, twenn x = f odcr um etwas wenigesd
Fleiner oder grdfer ift. @8 fey p = g, wenn man x =f
“fents fo ift tlar, daf in dem Falle x = bende Werthe
" pon y in Den ¢inen g sufammenfliefen; nimmt man abep
x > f, fo werden bepde MWerthe imaginar, RNimmt man
Daber x um etwas weniges fleiney a8 f, ober x =f — o
fo gebt die Funtftion

adp w2ddp
p m g — ’ dx y -;—(i—x;— ¢, und
. #dq , a2ddq
inq— — -— 2,
ame— ot g
fiber, wobher in diefem Falle
. adp w2ddp wdg , ¢ ddq _
= £ - . 3¢,
=8 4 P33z T Tevsla— T T — )

twird th » fo flein, dafi bie Hdhern ‘Doteftaten deffelben
gegen o verfihroinden, fo wird

y =
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und diefe bepden IWerthe von y find Fleiner als g, tvenn

d - . d . .

—f: pofitiv, und grofier, wenn EP' negatip ift. &S ift da:
X

Der der doppelte Werth y == g in jenem Falle ein groptes
und in diefent ein fleinfter,

§f 280,

» Diefe groften und Fleinften Werthe riibren alfo daber,
weil, tenn man x.== f feit, bende Werthe von y einander
gleich, bingegen bep der Annahme x > £ imaginar, und
bep x < £ veell werden, und tveil auferdem, wenn man,
x = £ — o fetit, das jwepte ivvationale Glied Hdpere Po-
teftaten von e giebt, als Dad gationale, Dieg findet
ftatt, roenn

=P,-*;(f—~x)“~\f’(f—X)q :
toofern nut n ¢ine gangeJahl und > oift. Da aber nicht
Plo§ die Quabdrattoursel, fondern berhaupt jede gerade
Wurzel bepde eichen 3ilaft, fo ift foldhes audh, wenn

y=pE(—x "
wofern nur 2n - 1 > 2m, und Hievaus ﬂneﬁt

Gy — p)2m = (f — x)2n4 Iq2m,
~ odet
(y —p)2m = (f — x)2211Q

So oft daler eine Funftion y durd) eine folde Gleidhung
ausgedrucft wird, und 2n + 1 > 2m ift, 0 ift aud, wenn
man x = f fept, dev Werth von y ein grdfiter oder ein

. dp
-~ fleinfter, und jwar das erfte, wenn bey x = f etne pos

D5 fitive,
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fitive, und das, letste, wenn I!TF: eine negative Hrofie toird

e . d "
St gber.in diefem Falle f; = o, fo tird

Py N
ot Uz

antx

A
-

2 o

Weénn alfo nidt —— > 2 ift, {o findet auc) Fein grdss
Pt t BEE :

. , an

tep ober Fleinfrer MWert)h ftatts ift abey -I';:-i > 2, foift
213

, s ddp . . .
y = g cin Grofited, menn Tz ¢inen negativen, und ein
, ddp ) ,
Qleinftes, wenn Py cinten pofitiven Werth bat, Auf diefe

. , dd
et pat man auch ferner ju uctheilen, wenn a-»;p per:
X

fhwindet.

§. a8i.

penn alfo y eine Funftion von x von der befdhriche:
nen Art ift, fo Fann ed fih eveignen, dag es aufer den
groften und Fleinften Werthen, weldye fich nach der vor-
Pergehenden Methode finden laffenn, auch Grofte und
RKlectafte diefer andern Art bat.  Wie man diefe (estern
nach den chen ecflgrien Regeln finben Fonne, modgen fol
gende Bepfpiele evlautern,

Crites Erempel
Die ardften und Eleinften Werthe der Sunkrion y 3u bes
ftimmen, weld)e durd) die Gleichung yy — 2xy —
2xx — I % 3xF x3 == o gegeben iff,
Um die gedften und Fleinften Werthe dey erfren Yvt
au finden diffevengiive man, Hiedurd wird
' 2ydy
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2ydy — 2xdy — 2ydx — 4xdx T 3dx ¢ 3xxdx = o

I
und, wenn man EZ = o fest,
X

y::%*'-»zx'}ixx.

Bringt man diefen Werth in die erfre @[etd)zmg, fo bes
Fommt man

gx4 — 32x3 { 42xx — 24x F 5 =0
und diefe Gleichung (aft fich in folgende aufidfen,
9xx — I4x T 5 == o, und xx — 2x + I = o.
Die lenite gicht jroepmal x = 1, wobey y == 1 wird, dDalbew

in Diefem Falle der Nenner in dem Brude
9_)_‘_"’)' 3 — 4X — 3XX
dx 2y — 2X

verfdhwindet, und alfo weder ein Groftes nody ein Kleins

ftes der erften Art fratt findet, Die erfte Gleichung

9xx — I4x } 5 =0

glebt x== 1 und x = %, und pon diefen Wevthen hat dey
evfte chen die Unbequemlichfeit al8 die, porhergehenden.
Sefgt man aber x = -g—,, fo toird

I.?.ffégf-}.
9 54 27
2—‘ X — XX, .
y—31%4 3 ift,
2y — 2%

=3
V=

wnd ba
dx

diy _ 4—6x _—axte
dx2 ~ 2y —2x  y—X

indem dy == o und der 3ahler mo, €8 ift atfo cd!—i); ::—g _
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und fo giebt der Werth x = -;— ein Kleinftes der erften Yet.

Da ferner (y — x)2 = (1 — x)3, o wird

' y=x2 (1 —x)vV({I— %)
und man erhalt alfo qud), twenn man x=1x fest, cin
Brdftes der jwepten Avt, Denn feht M x =1 — »,
o wicd

y=1—eX oy

pud deyte Weethe find Fleiner als 1, weil w fehr Hlein ans
gepommen toicd,

Quentes Srempel
. Wie grdften und Eleinften Werthe der SunFrion
y = 2x — xx + (I — 02V — )
3u finden,
it die gedften und fleinften Werthe der erfen At
b;ﬁucnéme man die @Ield)ung, toodurd) man
dy & 5
=2 = =1 — —
o 21— 0V — )
ec{)alt. C‘5et§t man diefen SIBeLtb =0, fo findet man einmal

ddy
x=1;und da =2 * —4—f(r — x), fo n,‘ty in

AR et

biefem Galle cin @rdftes der erfiendiot und =1, Dividist
, , d ]
man aber die Gleichung 3{:: = o dutdh 1 — x, fo toitd
4% 5‘/.([ — x) == 0, dder I6 == 25 — 25x
und hieraus

9 .. ddy__ .
§—Egul.bd—x£— 223

Wenn daber dag obeve Jeichen gilt, fo wird y = -:-%g_g

ein



Bon den grofiten und Fleinften Werthen 1c. 61
ein Qleindles; nimmt man aber Das untere Seidhen, fo
fonnte y = §~—- “pwar. el Broftes fd)emen, alfein, man
darf blo§ ba; obeve Seidhen brauchen, da 4 ¢ 5f(1_x)
nidht = o fepn fann, pofern nigt v-(x — x) =+ ; ift.
Bon der erften Hrt findet man.alfo ein Grdftes bey x=1,
und eint Kleinftes bep x = %‘; ey jenem ift 7: 1, und |

Dey diefem :.-:-:n%g%. Bon der anderst Art aber erhilt

man ebenfalld efn Grdfted, wenn man x = 1 nimmt,

Denn fest man x = 1 — &, fo wird
y=1 — wo X w2V a

in bepden Fallen fleiner al8 1. Ju diefem Falle, 1o ben

x = T bie bepden Grdften der ceften und jwenten Art fibers

einfommen; hat man gewiffernragen ¢ini vermifchtes Grdftes,

§. 282,

Aus diefen BVenfpielen erbellet nicht nur die Natue
diefer grdften und Fleinfren Werthe der andern Aet, fons
dern e8 laffen fich darnach audh nach Willfiahr dergleichen
Funftionen sufemmen fegen, weldhe Srdfte oder Kleinjre
diefer gwepten vt enthalten. Wie wan aber bey jedew
gegedenen Funftion erforfden Fonne, ob fie Gudfte oder
Klecinfte Der andern ¥t habe oder nicht, folded foll in
bem folgenben Abfehnitte gelehret werden, toeil dadurdh
die Natur der Surven fehr ctldutert wird. Uebrigens cr:
ennt man leicht, daf twenn y eine Funftion von x ift, roels
e ein Grdfites oder ein Kleinftes der andern Art juidht,
auch x eine folche Junfion von y fep. Denn da aqus der
Gleidung (3 — x)3 = (1 — x)3, wennmanx =1 fetst,

fae
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fie y ein grofter Werth von der andern Uct fich ergiehbts
fo giebt, renn man die verdnderlichen GSrdfen y und x
vervechfelt, die Gkidung (x — y)2 = (1 — y)3 aud
eine foldye Junfiion von x, telde ein Srdftes der andern

vt hat, Denn fest man x =1, fo Wird (i —y)2 =
{1 — y)3, und davaus jwepmal y=1, und einmal y=o.
Betst man aber x==1t», foitd (1Fa—y)2=1—y)3;
und daber, wenn man y=1+t¢ fept, (o6 —@)2 = (—e)3
&= — 93 und alfo @ negatio. Nun fep y=1—2, fo
witd (v F )2 = ¢3, und da, wenn man ¢ fehr Elein an:
iimmt, @3 geaen 92 nicht in Bettadhtung Fommt, fo muf
nothwendig « negativ fepn, und ¢ entfprechen daher dem
Werthe x = 1 T w gar feine reclle Werthe vony. Sent
man aber x=1-—w& und y=1—0, o toird, tvegen
(p—w)2=03, ¢9=woX wo undalfoy—wi ovw

daher bepde Werthe vony, welde ju x = 1 — » gehd:
ren, fleiner find al$ y = 1, welde ju x = 1 gehdrt, und
folglich cin grdfiter LWerth vou y ift,

§. 283,

Bis hicher haben wic blof swenfdrmige Funftionen
Detradhtet, deven Brdfte oder RKleinfte nicht fchwer ju uns
terfuchen find, teil beyde Werthe durdh die Aufldfung
einer quadratifthenn Sleihung gefunden werden Fhnnen,
Wenn indef die Funktion y durd) eine Hibere Gleihung
audgedructt twird, fo laffen fich die Grbfren und Kleinfren
der ecften vt nad dev erflarten Methode mit gleichem Epe
folge finden, und mwas die dev swenten Act betrifft, fo bleide
die Unterfuchung derfelben dem folgenden Adbichnitte pors
Debalten, FDic die dren: und vielfirmigen Junttionen bes
pandelt oerden mifien, wollen wic nuR an eiiigen Beys

fpiclen jeigen. ‘ : )
' ‘ : E.fles
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Crftes Erempel

ie 5‘ux;¥¢£on y, Ocren grdfite over Fleinfte YWerthe vevs

lange werden, foUl durdy die Gleichung

y* T %3 = 3axy
gegeben feyn,
Dued die Differensiation erhalt man aus diefer Gleis

dhung

3y2dy T 3x2dx = 3axdy } 3aydx,

und alfo
dy _ ay — xx
dx ~ yy — ax

&3 ticd dabet ein Briftesd oder ein Kieinftes geben, wenn

XX, . . .
ay == xx, oder y == ia» ift, und diefer Werth gicbt, wenn

man ihn in Det ®leichung fubftituirt,
%6
- T x3 = 3x3, oder x6 = 223x3
a
&3 ift.alfo drepmal x == o, und in diefem Falle twird dev

. XX . .
Nenner yy — ax==o, weill y= —=o0 ift. D0 alfo

in diefem Falle cin Grdftes sder ein Kleinftes fratt finde?
erhellet, wenn man x einen gott o fo wenig als mdglich
vérfchicderren Werth beplegt. €8 fep alfo x=w und y==4¢,
fo wicd, wegen @3 w3 = 3aw¢, entiveder @r=av"w, ober
¢ = goz, Sm crjten Falle witd a3evw = 3«awy 2, und '
alfo a = 33, und dahery = X v 3a4, wenn man x== o
fegt. IWenn dabher aud gleich « nidht negativ genommen
toeeden darf, fo ift doch der eiie pon den bepden Werthien
von y grdfier alé o und ter andere fleiner, und es ift daher
y = o weder ein Groftes nod ein Kleinftes. Wenn aber
¢ = po2 genotmen wird, fo hat man o3 = 3agw3, und
alfe
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aifé'——t.unb'—ﬂ Marn mag dahet in diefem
-ﬂ'—'ga’ , (b—sa. ant mag daher in Diefe

Galle x entrvedes + o oDt = — » nehmen, in bepben Fals
fert ift y = @ grodfiet als o; und folglidh y = o in diefent
Kalle ein Kleinfres,  Noch ift dev dritte Fall aug der Glei:

ihitng x3 == 2a3 {ibrig, welder x = if/"z,- und y = aj‘4
giebt.  Um ju beftimmen, ob derfelbe ein Grdfites oder ein
Kieinftes geve? diffevensiive man die Gleichung
' rdy __ay — xx
E;C - )’)' ~— ax
pon newem, wo man wegen dy = o und ay — xx =g,
ddy = — 2x :
dxz ~ yy — ax
echalt.  Dev MWerth davon ift im gegenrodetigen Falle
3 .
- - 3‘“"*2 = -:-, und derfelbe jeigt an,
2a2y 3 — aa}‘z
baf y cin Ordftes fey,

Swentes Erempel
®s ift dic Suntrion y durd) di¢ Gleichung
y4 T x4 F ay3  ax3 = b3x § b3y
gegeben; man foll ibre grdfren oder Eleinfien Yerthe
finden,
Da die Differenziation die Gleidhung
4y3dy J 3ayydy = b3dy = b3dx — axxdx — 4x3dz
giedbt, fo ift
dy _ b3 — zaxx — 4x3
dx ~ 473 T 3ayy — b3

.. dy : L o
und .futa; = 0, b3 =3zaxx ] 4x3, @ fommt alfo
' alles
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alfes darauf surict, dafi die grdfiten und fleinften Werthe
bec einformigen Funtion b3 — ax3 — x4 aufgefucht wers
den, indem Ddiefe jugleich die groften und Fleinfien Werthe
der Junftion y find, €8 fep a==2 und b=3, oder die
Gleichung T
y4 t x4 T 2y3 ¢ 2x3 = 27x 1 27y

gegeben ; fo ift

dy . -27 — 6xx — 41:3

dc — 4y3 65y — 27

4x3 ¢ 6xx — 27y == o0, -

Dividirt man diefe Bleihung durh 2x — 3 =0, fo be
Fdmmt man

und

2xx } 6xF 9g=o
und da die Wurzeln Dtefer leten @Iembung imaginar find,
fo wied

3 . 459
= 29 4 3 i A —
x = =, und y4 f2y3 — 27y =
und die Wurgeln diefer @!eicbung find entwebe‘r @vbﬁte
27 — bxx —
o ift
4y3 t 6yy — f "
ddy  ~— I2x — I2xX
Bl e —
dxz  4y3 t 6yy — 27
und, diefer Werth geigt ein Kleinfte an, wenn er bep

oder Kleinfte. Da aber —x =

x = -'z-pofitib, ein Grofites aber, wenn ¢ér dabep negas

tiv toicd.

Drittes Crempel
Die grdften und Fleinften YWerthe von y 3u beﬁtmmm,
wenn
ym + axh = byrxa ift.
Durch die Diffevenziation erhalt man
£ul, Diff. ®. 3.TH. 00, 2.Th, 2.Absb. & dy
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dy  qbyPx1-I-—naxo-I

ax my®~ I — phyP-Ixg '
und fest man diefes = o, fo witd einmal x = o, wenn
n und g grdfee al8 1 find, und dann audh) y==o, OO e8
in diefem Falle ein Grdftes oder emn Kicinftes gebe, wird
man finden, toenn man die nadften Wertbe unterfucht,
indem auch det Nenner = o ifi, und bey Ddiefer Unterfu:
dung fommt e8 voryiglich auf die Epponenten an.  Auf:

ferdem gicbt aber die Bleichung 3—: = o

yP = -—x"‘@
gb
und fubftituivt man diefen Werth in der gegebenen Gleie

dhung, und fest i)abex)%l = g, fo wird

_ﬂ_l_ mn -—- mq . .
P X P vf‘ axn = Exn ‘
& q

o,

—_ (n .'.“ q} ai

woraus fidh

X = ((n — q)a>p:(mn-mq:np) : gm:(mn-mq-np)
ergieht, und jugleich roird dadurch auch y befannt. Dann
muf man unterfuchen, ob das zwente Differenial

ddy q(q~—1)by?xq—2~n(n—1)axﬂ-
dx2 mym-I — pbyP~Ix1

einen pofitiven obér einen negativen Werth befommt, Jm
erfren Falle hat man ein Klcinftes, im andern ein Groftes.

Wiertes
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Biertes Srempel,
Die grofren und Fleinften YWerthe von y 3u beftimmen,
weith
y4 T 24 = 4xy — 2
ift,
Durd die Differeniation erhalt man,
dy Y — x3
d_x - y3 — X
~und -hievaus
y = %3,
Folalich ift
X12 == 3x4 = 2; 0Dt xT2 =~ 3x4 + 2 =0
und diefe Sleichung 146t fich in i
x4 — 1=o0, UND x8 +t x4 —2=o
und die legtere in
x4 — =0 udx4t2=o
aufldfen. @8 ijt demnach jroepmal x = 1 DL x =1,
und in bepden Fallen verfchrwindet auch der Nenner des

. Bruchs :—E. Um affo su ecforfden, ob in diefen Fallen

ein Grdftes oder ein Kicinfted ftatt habe, fese man x =
I—eundy=1—0¢: foift

I—40 TI—40 =4 —40—40—2

T 602 64* T 409
e 4¢3 —_— 4,,,3
T et wt

i und alfo

409 = 642 T 602 — 403 — 443 T 04 } o4,
und, da »und ¢ febr flein feyn follen,
409 == 692 T 6wz, :
€2 . (67
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&3 ift affc Der Werth von ¢ imagindr, man mag » pofitiv
oder negatip annchmen.  Mit andern Worten, wenn y
und x die Coordinaten einer Curve bedeuten, fo Hat dic:
_ felbe, wenn x =1 und y =1, einen ju ihr gehdrigen

Punft, (pun@um conjugatam), & famn aber disfer -
Serth toeder fir einen grdften nody fir cinen Fleinjten
gebalten terden, iveil die vorhergehenden und nadfoigen:
pen Werthe, mit welchen ev verglichen werden muf, imas
gindr find. "

§. 284.

Wenn die Gleichung, modurd) das Berhaltnif tvi:
fchen x find y audgedruct toicd, fo befdaffen ift, daf eine
Gunftion von y eincr Funftion von x, oder Y = X wirdy
fo muf man, um die grof;ten und fleinften Werthe derfelz
Pen 3u finden, dX==o ﬁgen, und e wird demnach y in
eben den Fallen ein Srdftes oder einRKieinftes, in tweldhen
X ¢in foldyes wird. Auf ahnliche Art wird x, wenn man
x al$ cine Funttion von y betrachtet, ein Briftes oder ein
Rlcinfted, wenn dY = o, oder wenn Y cin Grdftes oter
efn Rleinftes ift, €8 folgt indef Hievaus nicht, daf x und
y sugleich Grdfite oder Kicinfre werden, Denn ift 2ay —
yy = 2bx — xx, {0 ift y cin Groftes oder ein Klcinfres,
tennt x == b, und dabep witd ye=a* v (aa — bb),
Hingegen tird x ein Grdftes oder ein Kleinfies, wenny=a,
und dabey ift x = b = v (bb—aa). €8 wird alfo y fein
Grdfites oder Kleinfted, wenn x=bx v (bb—aa)if,
und ded ift in diefem Falle x ein Grofies vder KRinfes.
Uebrigens fat in diefem Falle, wenn y grofite oder fleinfte
Berthe sufommen, x dergleichen nicht, denn y fann fein
Grdftes oder ein Kleinfies werden, wofern nicht a > b ijty
aber in diefem Falle wird das Srofte vder Kleinfte von x
imaginar, §. 285,



Borr den groften und Fleinflen Werthen 1. 69

§. 285.

@8 fann fid) aber ferner auch eveignen, daf nicht alle
Wurgel der Gleichung dX = o grofte oder fleinfte Wers
the von y geben,  Demn toenn jene Bleidhung gmen gleidhe
IBurgeln hat, fo findet weder ein Grofites nodh cin fieinz
fies ftatt, und eben diefed gefchieht, tvenn ¢3 irgend eine
gerade Mngapl gieider FWuegeln giebs, TWare 3 Do die
Gleichung

by — &)3 &= (x — B)3 + o3
gegeben, wo man ducd) die Differenziation

2bdy(y — a) = 3dx(x — b)2
befommen toirde: fo hatte die Funftion y tweder ein
Grdfites noch cin Kleinftes, renn man x = b nabme, tveil
bier jwep gleidhe Wurjeln vorfommen. Wenn Hingegen
x al8 eine Funftion von y betrachtet wird, fo- witd daffelbe
ein Grdftes oder ein Kicinfted, wenn man y = a fesit, und
swar ift x = b — ceinKleinfred,  Da endlich in den Bfeiz
chungert von der Form Y=X die veranderlichen Grdfen x
und y nicht mit einander vermifcht terden, fo find alle
reelle Werthe von y, weldhe man durch bie Werthe von x
aug der Gleichung dX = o erhdlt, Grofite oder Klcinfte,
Sind in einer Gleichung die bepden veranderlichen Grdfen
unter einander oermifcht, fo findet diefes nidht fatt,

§, ‘ 286.

Was auferdem. nod) von der Natur der gréfiten und
Fleinfren TWecrthe ju fagen ift, behalten wir dem folgenden
Abfehnitte vor, weil foldhes mittelft Figuren feidirer dar:
geftelit und ecflact werden fann,  Sett gehen wie fore ju
den Junftionen mehrever veranderlichen Grofen, und jus
Crforfchung der Werthe, twelche den davin vorfommenden
verandertichen Gudfen Depgelegt werden miflen, danii

€3 die

e
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Die Funftion einen griften oder fleinfren Werth befom:
me.  Suvorderft fallt Daben in die Aug.n, taf die Junfs
tion von der Form X Y, wenn X eine Funftion blo§
von x, und Y eine Gunftion blof von y bebeutet, ein Grdfs
teg oder ein Kleinficd feyn werde, wenn forohl X als Y
cin Groftes oder ein Kleinfred ift. Um alfo den grofen
Werth von X T Y 3u finden, muf man dic Werthe von x
fuchen, twodey X ein Gedfted wivd, und vann ferner die
Werthe pon y finden, wobep Y ein Srdfted ift, Hat man
diefe gefunden, fo geben bepde, in die Funftion X + Y ges
Bracht, den gedften Werth: und ein abnlicher Weg muf
flie den fleinften Werth von X} Y genommen toerden,
Man muf fich daher Hiten, sroen Werthe von entgegen:
gefesster Defchafenheit mit einander ju verbinben, fo daf
der eine fir X ein Groftes und fir Y ein Klcinjtes gebe.
- Sn diefem Falle wurde die Funftion. X+ Y mweder ein
BGedfted nod ein Kleinfted fepn.  Hingegen wird die Funf:
tlon X — Y efn Gedftes, wenn X ein Srofted und Y cin
Klcinftes ift, und ein Kleinfred, wenn X ein Kleinftes und
Y ein Sroftes ijt, Wenn man aber von benden Funktioz
nen X und Y jugleich das Grodfite oder Kleinfte nefmen
wollte, fo wicde ihr Unterfdied X — Y weder ein Srof:
tes nod) ein Klecinftes, fepn.  Alles diefesd ift aus dem, was .
porhin iber die RNatur der gurdbten und Fleinften Werthe
gefagt worden ift, leicht einzufehen.

§. 287,

Wenn alfo die grofiten oder Fleinften Werthe ciner
Funftion yweper verandeclichen Grofen gefunden werden
follen, fo ift weit mehr BVorficht ndthig, ald wenn in chen
der ADficht cine Funftion einer cinjigen veranderlichen
Grofe gegeben ift. Denn man muff dabey nicht biof die

Ratlle
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Falle forgfaltig beftimmen, in welden ein Groftes oder
S teinftes hervorgebradht wird, fondern auferdem aus diefen
je goey auf die Act mit einander verdinden, dag die ges
gebene Funftion cin Grdftes oder Kleinftes werde, Wir
wollen diefes durch einige Grempel erlautern.

@frftes Erempel

@ ift oie Sunftion sweyer verdnderlichen Grofen
Cy4 — 8y3 + 18y2 — 8y '} x3 — 3xx — 3x
gegeben; man foll dic Werthe von x und y finden,

wobey die Sunttion cin Groftes oder Kleinfles

wird. )

Da fidh bﬁefgr.%{uébrttcf'ix-t.mco.%ei[c Y 4+ X theilen
14fit, wovon jener eine Funttion vony, und diefer eine
Sunftion von x {ft: fo fuche man die Falle auf, wo jede
diefer Junftionen ecin Groftcs oder ein S%Iemfteé ird.
Dia alfo

.Y = y4 — 8y3 T 18y2 — 8y
fo ticd,

%Z = 4y3 — 24y 1 36y — 8
Y

und fegt man diefen Yusdrucdt = o, fo wird, nadhdem man

durdy 4 getheilt hat,

Sy} —6yz f9y—a=o0
und die Wurzeln diefer Gleidhung find
y=2 udy=2%x 3

ddy
Da af - == — ¥ g ift, { = 2 ¢i
} affo Tays s T T 9 ift, fo gieht y = 2 ein

Grdftes. IBas die fibrigen bepden Wurjeln y = 2 X v73
betrifft, weldye aus der Gleidhung yy — 4y T 1==o0 ent:
€ a fprins
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, ., ddY - ’
pringen: fo — Yy — —_
fp ng fi m@ D Yy — 4y T 3 == 2, und s

geben Daber Depde ein Kleinfred, Man Hat alfo
y=2 .8 eint Groftes
y=2—V3 fY=—17, .
ein K1
y=2 + \rg"‘.Y-"—:—-'I} cinfted,
Da fetner X = x3 — 3X% — 3x ift, fo toied

Sl = 3
\,,S: dx = 3X " X 3

und daraus ergiebt fich die Gleichung’
xx = 2x } I, und alfo x = 1 £ v,

.. daX , , .
Mun ift rrrriaaidie I =% yva. Jolglih giebt die

Wurgel x = ¥ + V2 ein Kleinfted, nemlih X =—35
—4V2, und x =1 — V"2 ¢in Groftes, nemlidh X =
— 5+ 4v 2. @8 ift demnad) die Formel :
X P Y=y4—8y3 }18yy — 8y T x3 — 3xx — 3x
ein Grdftes, wenn man y==2 und x=1—V2 fegt,
und mird dabey =3 +4v2.  Cben bdiefe Formel wird
ein Rlcinftes, wenn man y==2— V3 odet y=2+v3
und x==1+v2 nimmt, und in diefem Falle = —6—4v"2.

Swented Erempel

£s it die Sunltion 3weyer veranderlichen Grdfen
y4 — 8y3 t 18y2 — 8y — x3 } 3xx } 3x
gegeben; man foll die §ille beftimmien, worin fic cin
Grdfites oder Rleinfies wird,

- Braudyt man Y und X tie vorhin, fo ift
Y = y4 — 8y3 f 18y2 — 8y, und
X = x3 — 3xx — 3X
und daber dic gegebene Funftion == Y — X, Aus der
' " porbers
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vorhergehenden Gutwidelung erhelfet ferner, daf Y — X
einen grdfiten Werth bat, wenn man y =2 und x =1
T V72, unbd ein Kleinfted toicd, wenn many =2 = 3
und x==1 — V2 fest. S jenem Falle witd fie = 13
F4v2 und in diefom = 4 — 4v72.  Uebrigens evfennt
man bey bepden Grempeln leicht, daf die gefundenen Wer:
the in Wergleichung mit ailen Hbrigen mbgliden tveder
srofite noch Tleinfte Werthe genennt merden finnen. Denn
fegste man in bepden y == 100 und x == o, fo befame man
offenbar cinen grdfern IWerth ald wir vorhin gefunden
baben, und auf Ghnliche et wihrde fich cin Fleinerer ers
geben, wenn man y==o und x = -— 100 annafme. Man
muf daber die obige Beftimmung der groften und fleinften
DWerthe nicht vergeffen, und unter einem grdften Werthe
allemal Den verftehen, der grdfer ift, ald die nadfien vor
ibm vorhergehenden und anf ihn folgenden; fo wie unter
etnem Fleinften denjenigen, dev fleiner al§ die junddft vou
ibm vorhergehenden und auf ihn folgenden ift. So ift
3 B. der Werth von Y — X, twelden man findet, wenn
many=z2undx=1+ y"z feat, grofer al8 diejenigen,
welbemanbepy=2Foudx=1+v2itoe crba[t
wenn « und @ [)mlangltcb fleine Grdfen bedeuten,

§. 288.

RNadh diefen Bepfpielen toird ed leicht fepn, die Unters
fuchung ins Allgemeine ju fhprem. €8 Ledeute alfo U
irgend eine Funftion jrweper veranderlicdhen Grdfien x und
y, wofiir die Werthe von x und y gefucht merden fol
fenn, wobey U ein Grdfted oder cin Kleinftes wivd, Da
in Diefer Abficht jeder der verdnderlichen Seifen x und y
ein befimmeer “8~rtl) bepgolegt wotdan muf: fo nehme
man an, daf ber w3 wth, welhen y haben mef, wenn U

& ein
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ein Groftes oder ein Kleinftes werden {2l {hon gefunden
fen. Sn diefem Falfe braudht nur noh der jugehdrige
Werth von x gefucht 3ut werden, und died gefchicht, wenn
man die Funftion U o differenstivt, ald ob blof x verdn:
verlich ware, und dDag Differengial == o fet. Yuf abhnz
liche Yot findet man den cifordeclichen Werth von y, wenn
man den TWerth von x ald Dereitd gefunden betradytet, die
Junftion U fo differengiivt, als ob blof y veranderlich
wave, und das Differensial = o fet, It daber das Dif:
fevengial
, dU = Pdx } Qdy

fo mug Pe=o und Q =o fepn, und aus diefen bepden
®leichungen faffen i) dann die gefuchten TWevthe von x
und y finden. '

§. 289.

"Da man auf diefe At die Werthz von x und y, tvos
bep die Junition U cin Sroftes oder Kleinjtes wird, ohne
lnterfdied findet: fo mifien nun nody die Falle, in welz

dhen cin grofter oder ein Eleinfter Werth entfteht, von

einander unterfdhieden werden. Soll nemlich die Funftion

U ein Grofites werden, fo maffen bepde peranderliche Brod-

fien die daju erforderlichen TWerthe haben; denn wenn der
aBewth der ejnen ein Srodftes, und, der Werth der andern

ein Reinftes gebe: fo witrde dic Funftion felbft roeder ein
‘®roftes noch, ein Kleinftes terden.  Hat man demnad
aus den Gleidhungen P = o und Q = o die IWerthe von

“x und y gefunden, fo mu§ man unterfuchen, ob bepde einen
grdfiten oder Pleinften $erth hervorbringen, und alsdann

erft Deyde mit einander perbinden. Jit dies gefchehen,

fo 135t fi) mit Sicherheit bepaupten, aber audy fo nur,

daf der Werth dev FunFtion ein grofter oder ein Fleinfter

fen,
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fen. Gben dad gilt vom Kleinften; ed Faun die Funftion
U fein Klcinficd merden, toenn nicht jugleich bepde SBerthe
pon x und y cin Kleinftes geben. €3 ercignet fich indef
bigweilen auch, daf dic MWerthe bepder verdndetliden
Grofien aus den Gleichungen P == o und Q == o wedey
ein GBrdgtes nody ein fKleinfies geben; und diefe Falle mif
fon chenfalls fogleich ald untauglich verworfen werden,

§. 250
Ob aber die Werthe von x und y ein Grdites oder cin
RKleinftes geben, findet man, wenn man jeden befonders
unterjudyt, auf abaliche AYrt, of8 wenn nur eine verdns
- derliche Gedfe da ware.  Um nemlidd x gu Leuvthelen,
betradhte man y al8 eine beftandige GSrdfe, und da alsz
du . . .

dann dU = Pdx, oder = Pift, fo diferensiive man P
von neuem, ohne aud) hier y al3 veranderlich su betrach:
ddU dp

ten, um — = — ju erhalten.  Nun unterfuche man,
dx2 dx " : ,
dp ¢ ,
ob der Werth von T wenn man fiur x und y die juvor

gefundencn Werthe fegt, pofitiv odet negativ feps im erz
ften Galle pat man ein Kleinfred, tm andern ein Sedftes,
Auf abnliche At ift, wenn x ai$ cine beftandige Srofe

angefehen toicd, dU = Qdy, ober %% = Q, Man dif:
ferengiive alfo Q von neuenr, indem man blo§ y alé veranders
lih bepandelt, und unterfudhe den Werth von %T? indem
man fir x und y die aus: den Gleidhungen P = o und
Q = o gefunbdenen Werthe fest, Wird %’2 pofitiv, fo ijt

dies
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dieg cin Merfmal eined Kleinften, wird ed aber neqativ,
¢in Beiden eines Grdjten, Hieraus erbeLet ba(; femn

dp
®Groftes oder Kleinfred fm*t finde, toenn = unb — burd)

die fm‘ zund y gefundene Weethe Werthe von entqegengefcsf
ter BefcpafFenbeit beformnien, Daff aber einKicinfted erzeugt

de d . .
weede, toenn bepde Formeln = und 59 pofitiv, und ein
X 4

- Briftes, wenn bepde negativ werden,

§. 29I
o ap d
Wenn aber eine von den Formeln e und d—? oder

audy Gepde bey der Subftitution der gefundenen Werthe
von x und y verfdpwinden, fo muf man ju den folgenden

dd ;
gyferensm(;en ddp und E}g fortgeben.  Verfhrinden

diefe nicht, fo fmbd eder ein Sroftes nod) ein Kleinftes
ftatt; verfdoinden fie aber, fo muff man nach den Fov:

d3p ds3 , e (1
meln —— und -~(—2 urtheilen, und war auf apnliche Avt,
- dx3 dy3

P . dQ .
als folhed Dep den Formeln :—x und —§ gefchieht. Um in-
bef bcﬁt(id)ec 3u geigen, in ras fiir Fallen diefed gefchieht, fo

dp
fen der fiir x gefundeneBerth =, toobey, wenn = dadurdy

, dp o .
== o toitd, E; nothtwendig einen Faftor x — « phaben

muf.  ft diefer Faftor nur ein eingelner und Fommt fein
anberer ibm gleicher darin vor, fo ift dies ein Kennjeichen,
Daf roeder ein Grofites noch cin Kleinjtes fratt finde, Eben

dies



Bon den grdfiten und Feinften Werthen e, 79

e .
died gefchieht, wenn i ben Raftor (x—a)3, (x — a)f

2. bat.  Gft bingegen (x — )2 odet (x— )4 1. ein
Kaftor, fo roicd dadurd swar ein GSudftes oder Kieinfred
ange;eigt, allein man muf audh erft noch unterfucpen, wie
¢s fich mit y verpalte

§. 292‘.
Die At dic hdhern Differensialien in diefen Fallen ju
finden, (&t fich aber auferordentlich erleichtern. Denn nehz
men wir, um die Sade gany allgemein ju behandeln, an,

e X . dp
o8 fep «x + 8 = o gefunden, und die Formel i pabe dent

Saftor (ax + 8)2, fo daf %}—I: = (ex P 82T fen: o ify,

teilex 8 =0, %3;?: 222T, und da 242 pofitio ift,
fo bat man bep der anguftellenden Beurtheilung lediglich
auf T iu fehen, Gt T pofitiv, fo jeigt died einen fleinften,
ift e$ aber negativ, einen gréfiten Werth an. Eben dies
fes Grleicbterungsmittel Fann man braudpen, twenn nur
eine eingige verdnderfiche Sréfe da ift, fo daf man nie
ndthig bat, zu den hdhern Differensialien aufjufieigen.
Sa man hat nicht einmal ndthig, ju den jwepten DifFevenz
sialien fortsugehen, Denn wenn aus der Gleichung P==b
fih ax F 8 = o ergiebt, fo muf P nothwendig den Faftor
ax T g pabe, Yuf dicfe Art wird P = (ex T )T, unid da

aP ar o
3 = T T (ex T ) witd, fo hat man, indem wx 4

,. dpP N
= o ift, T2 = «T; unb es geigt daber de andeve Faf:

, : toe
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tor T, je nachdem der Werth von «T pofitiv oder negatto ‘
ift, ein Kleinftes odev ein Sroftes an.
- § 293 ’

RNach diefen Borfchriften Fanit e8 nidht {dhtwer fallen,
bey jeder gegebenen Funftion Jweper verdnderlicher Gros
fen die Falle su beftimmen, . oo diefelbe cin Grofted oder
ein Rleinfted wird, Was auferbem noch anjumerfen ift,
wird fih am leichtejten ben ter Cntwicfelung eingelner
Ralle beybringen laffen, daber wiv die gegebenen Regelnt
durd einige Grempel erlautern wollen,

Crftes Crempel.
€5 ift die Sunkiion sweyer verdnderlichen ®rdfen:
‘U = zx } xy } yy — ax — by
gegeben; man foll die Salle beftimmen, worin fie
ein Gidfites oder ein Rleinfies wird,
Da i A
AU = 2xdx }+ ydx + xdy —2ydy — adx = bdy
ift: fo witd aud der Vergleihung mit dev allgemeinert
Jorm dU =Pdx t Qdy,
P=o2xfty—amdQ=2y+x—h
Hieraus ergeben fich die Gleihungen
2xty—a=o mbd2ytx—b=o
aus denen man durch die Wegfchaffung von y
x — b = 4x — 2a, unb alfo

2a — b . . 2b —a
x = ,yumd y =a — 2x =
3 3

e ap dQ __ ...,
erhalt. Da alfo — = 2; und —% = 2 witd, {6 jeigen

bepde eint ﬁ(elnfteﬁ an., Wir {cliefen bteraué, bafg die

Kormel
XX
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xx + xy T yy — ax — bx
ein Kleinfies werde, e man

e T :j 3
© nimmt, und 8 toird alsdann
U= W___ “'I‘ab-—*bb
= . _ :

und dicfer Werth, al8 ein cingiger, unter allen der fleinfté.
&8 Fann alfo nuv auf eine Yut
a } ab — bh
3
toerden, und da ed nidyt Fleiner werden fann, fo ift die
jreichung.

hXlejyy-——ax-——by—-——_

xx F xy + yy — ax — by = — a_______“a’fa:——bb_

eine unmdgliche BGleichung.

Qwentes Erempel.
Die §élle 3u befimmen, in weldyen die Sormel?
U= x3 § y3 — 3axy
cin Brofites oder cin Rleinftes wird,
ma
= 3x2dx f 3yzdy - 3aydx — 3axdy
lft, fo wub
P = 3xx — 3ay, und Q = 3yy — 3ax
-~ und daber
gy = xx und ax = yy.

x4 . N
Da alfo yy = — =ax ift, fo bat man x4 = a3x =09,

und aifo entieder x = o oder x==a. Jm erften Falle ift

. dP ddp -
y=o, i andern=a. Danun - = 6x -— = §
und
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und %-YQ_ = 6y und :%% =6 iftlz fo entfteht im erften

E3alle, wenn x == o'und y == o ift, weder ein Griftes nodh

ein Kleinftes. Sm andern Falle aber, wenn x = a und
y = a ift entjteht cin Kleinfred, weil a pofitiv ift, und swae

Citd U == — a3, twelder Werth indef blof Fieiner ift, ald
dic jundchft vorhergefenden und junadyft folgenden; denn
e$ {eidet Feinen Sroeifel, daf U cinen weit leineen Wertt
beFommen Fdnne, wenn bepde veranderliche Grofen x und
y negativ genommen toerden.

Drittes Erempel

Dic groften und &leinflen YOertbe der Sunftions
U= x3{ayy — bxy } ox
3u finden,
dU = 3x3dx } 2aydy = bydx — bxdy } cdx
ift, fo wird
P = 3xx — by + c und Q = 2ay — bx
und twenn man beyde Werthe = o fest,

bx .
y= und folglich

3xx — b—g—( + ¢ == o, ober xx = 2.___.-_-1’“1; 42¢
alfo
x = bb = y(b# — 48aaec)
12a
Wofern alfo nidht b4 — 48aaé > o ift, fo hatimeder ein
@rofites nodh ein Klcinftes ftatt. €3 fen daber
bb(bb — f)
-_4—8aa ‘

b4 — 48aac = bbff, alfo ¢ =

fo
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fo toird
x = PBEPE s y = LGS0
12a 24aa

oap . dQ . , . dp
Da fernet o= 6x, und 5= 2a ift, fo tird ==
bb £ f)
23

b(b * )
2

. Wofern alfo nicht 2a und einerz

lep Reichen haben, fo findet roeder cin Grifites noch ein
Rleinites ftatt.  Sind aber bepde entweder pofitiv oder
negatio, toeldes fatt finden witd, twean dad Vroduft
béb £ £) pofitiv ift: fo rird die Funftion U ein Kicinfces,
" roenn a pofitiv, und ein Srdftes, wenn a negativ ift. it

b4 " . e
alfo f== o oder ¢ = ryv fo toirde t’oetl‘bb pofitio ift,
die Junftion U ein Kleinftes, wenn a eine pofitive Srofe

b bs .
= — == ——1ft; 1t i
und x= — undy: Y ft; ift bingegen a negativ,

fo geben eben Diefe Subftitutionen ein Grdftes. it < b,
fo entfteht in bepden Fallen ein Grdftes oder ein Kleinftes ;

‘ b f

~ift aber £> b, fo geben blof x = ——(-1312.1;‘—-—)- umd y =

bh(b + )
2

qaa
negativ ober pojitiv ift. E8fepa=1, b=3undf=1,
fo dag

ein Grofites ober ein Kleinftes , je nachdem a

Uzx3 tyy—3xytix
werde: fo ift U ein Kleinfted, teil a pofitiv wird, man
magx=g1undy=3, odet x=Jund y=13 fegen. Sm
erften Ealle witd U =3, im lesten = ¢5. Wenn man
aber fiir x negative Sablen nimmt, fo ift leicht einzufeben,
daf man fir U nody vicl fleinere Werthe erhalten Fanm,
Man muf daper U ==4 in dem BVerftande al8 ein Kleins
£ul, Diff. . 3.TH. 00, 2,ThH. 2. Abth.
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fteg betrachten, daf damit gefagt werden foll, U mwerde
cinen grofern Werth befommen, toenn man x=2}»
und y = 3 + o fee, und » und ¢ fleine pofitive oder nes
gative Jahien find. €8 darf aber w DieGrenze — 17 nidht
fiberfdhreiten; dennt wenn & < — %, fo fann U fleiner
werden ald 3.

Biertes Erempel
Die groften und Fleinften Yerthe der Sunfrion:

U = x4 t y4 — axxy — axyy t cexx t ceyy
3u finden.

Differensiivt man, fo wird

P = 4x3 — 2axy — ayy T 2cex, und

Q = 4y3 — axx — 2axy } 2ccy;
und fest man diefe Werthe = o und sieht fie von einander
ab, fo ticd

4x3 — 4y3 T axx — ayy + 2ccx — 2ccy = o,
Da diefe Gleidhung durch x — y theilbar ift, fo ift cinmal
x =y, und dann aud) 4x3 — Jaxx } 2cex = 0. Hiers
aus flicht x == o, und 4xx = 3ax — 2cc, oder x =
3a £ w/'(9§a —32¢%)  gimmt man x =0, fo twird
aud) y = o, und wegen
dp

— == I2X — 23 2¢c, und
dx y .I- ’

d
dQ = I2yy — 2ax } 2cc¢
dy
die Funftion U ein Kleinftes = o, Sefit man x =y =
aXt Vv — 32c¢ ,
5,___)‘@%3__1_0_), fo twird, wenn gaa > 32cc,

wegen 4Xx == 3ax — 26¢C :
, dp
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‘}—[-)t:é—g: szx-—2ax1‘20c=:7ax._.4cc
dx dy
__ 21aa — 32¢¢ X 73y (9aa — 32¢¢)

— s

8
und da dicfer Werth allemal pofitio ift, weil 32cc < gaa,
fo wird U in diefem Falle'ein Sﬂeinfteé und

—— ’3
= 256 —ta4 ¥+ —5aacc — ;c4 ey —-—(gaa.—.ggcc)%
Dipidict man aber die Sleichung
4x3 — 4y3 T axx — ayy } 2ccx — nccy =0
dburdh) x — y, o wird
4xx T 4xy T 4yy T ax ‘r ay} 2cc = o.
ﬁbet aug der Gleichung P =o wird
2¢ccXx
a
und buc&) die Subftitution diefes IWerths wird
__16x3 T 4axx t aax 1 8ecx + 2acc
¥ = 48X — ag
RNun giebt aber die Sleichung
3
y=—x & \/_4:: +axx + 2cex
a
und ¢8 toird demnady
16x3 F 4axx t 4cex F 2acec = .
(4x — a)V (4ax3 + aaxx f 2accx)
ober nad) Wegbringung der Frrationalitat
256x6 I 192ax% I f;oaax4 + 4a3 3
+ 128¢c 7 gbacc

yy=——-2xy+—x3'i'

— g 223 =0
— 2asce

T 48aacex2 + 16204 + 4azc4

+ 16ca

Wenn dicfe Gleihung reelle Wurzeln hat, fo jeigen dies
G2 felben
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felben grdfte oder fleinfte Werthe der Funftion U an,

. de d .
indem = und T;I- Geofen mit einerleny Jeichen werden,

Ginftes Erempel
Die gedfiten und fleinflen Yerthe das Ausdruds:

x4 t mxxyy t y t aaxx t naaxy f aayy = U
3u finden,

Durdy die Differensiation findet man
= 4x3 } 2mxyy T 2aax } naay = o
= 4y3 } 2mxxy | 2aay + naax = o,
Bepde Gleichungth ju einander addirt und von ciander
fubtrabirt, geben )
(4xx } 4xy T 4yy — 2mxy t 222 = ma3)(x—y)=o
(4xx—4%y T 4yy '} 2mxy T 223 T naa)(xt y)=o
fo wie diefe auf abnliche Art nacdh der Divifion durd) x—y
und x f y behandelt
‘ 4xx 1 4yy t223=o0, und
4Xy —2mxy~—naa = o,
#usg der lessten ergiebt fich
] naa
y = 2(n — m)x
die erfte aber 4Bt Feine reelle Wevthe ju.  Wir haben alfo
brep Falle. :

1. Wenn y 2= x, foift
4x3 t 2mx3 T 2aax { naax=o
mworausd entweder x = o, oder 2(2 T m)xxt (2% n)aa
= o wird. & fep x = o, {0 ift auch y = o, und wegen
o .
o = I2xx +2myy T 2aa, und

dQ
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%—g = 12yy + 2mxx } 222
y

in diefem Falle Ux=o ein RKleinfted, indem der Eoef:
ficient aa pofitiv ift. Der andere Fall gieht xx = —

(2" o T _:) ';, roeld)e Gleichuny nicht veell fepn fann, wofern

: T 2 Leaativ i, @3 fe
md)t;;-.:l_—zﬂeg. ft., fep —

t2 = - 2kk, ober

mT a2

n = — gkkm — gkk — 2, foift x e=* ka und y=

ap
* kaj; aber o= I2kkaa t+ 2mkkaa } 2aa und

9 - 12kkaa |t 2mkkaa T 2aa. Da alfo de und
dy : N g dx

Edg cinanbee gleich find, fo. ift U entrweder ein Kleinftes
y . : N .

oder ein ©Ordfites, je nachdem jene Grofen pofitiv oder nes
gativ find,

2. $enn y= —x, {0 ift 2(m +.2)x3 = (n—2)asx,
(n — 2)aa
2m T 2)
QBuraeI o fiiprt auf dag Borhergehende; die lete ijr reell,

alfo entiveder x == o, oder xx = Die ecfre

e pofitive Grdfe ift; uad meun

~dQ ' .
, fo fommt entweder ein Griftes oler cin

N fd" d)’

" Kleinftes.

Lot e

naa fo ift 4x3 mn2sé
2(2 — m)x’ Heax® T 2(2 —m)ax
nnaé nns4
——— == 0, Ober 4x4 3 -
2<2 o , oder 4x4 T 2aaxx T(z-—m)?

§3 = 0.

3. Wenny =

+ 22ax + —
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= o. Diefe Glcichung bat Feine reelle Wurge!, wofern
nidht aa eine negative @réﬁe ift,

(‘Eed)stes @xcnfpe!

Die gcoﬁten ‘und Eleinften n‘)ertbe Oet Sun’c‘tton*
U= x4t y4—xxtxy—yy
i 3u finden,
Da hier P = 4x3 — 2x } y =.o; unﬁ
Q = 4y3 — 2y +x =
fo ift auﬁ der evften Bleichung y = 2x — 43, und diefer
SWerth giehbt in die andere Gleichting gebracht,
256x9 — 384x7 + 192x5 — g0x3 t+ 3x =2 0
“@ine Whuejel dicfer Gleidung’ ift x = o, odurd) aud

(o] .

, . . ey dp
y = o witd, Da in diefem Falle R = 1xx— g, und

+ dQ

o= xzyy — 2 wird, fo witd U ein @iréfsteé =30,
¥

Dividirt man aber die Bleihung durch x, fo wird
256x8 — 384x6 T 192x4 — 4ox2 | 3 = o,
und diefe Gleichung bat den Faftor 4xx — 1, wedwegen
gxx=1 undx==2E & und y ==& § wird. Ferner wird

dp dQ , . .
o= F =1, und in bez)ben’ Kallen entfpringt alfo
ein Kleinfted = — I,

Dividivt man die Gleihung durd 4xx — 1, fo bes
fommt man

64x6 — ‘Sox4 + 28xx — 3 =0
toeldhe Gleidhung sroepmal 4xx — 1 ==o0 enthalt, fo daf
daper Dev porhergehende Fall entfieht. Auferdem wid
daraus
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V3 = V3
=

daraus 4xx — 3==o, uUnd x = , und }=

dQ - ,
s ift a(fo aud) = a9 = 7, und U wied ein Kleinz

dy
fteé = — mobeo jugleid btefet giectdh der Eleinfre un:
ter allen 1ft, weldpe U befommen. Fann,, fo daf U=—32

— cc allemal unmbglidh ift.  Aus den Bigherigen 1aBt fich
die Methode, die grdfiten und Fleinften Werthe der %unfr
tionen dreper und mehrever: verdndercher Srdfen. ju bes
ftimmen, ableiten.”
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PBon dem Gebraudye der Differensialien ben der
- Erforfdung der reellen Wureln deg Slei
dungen, -

§. 294.

@ie Rheorie der groften und fleinfren Werthe hat ung
den MWeg jur Crforfhung der Befdhaffenbeit der Wurzeln
der Sleichungen gebahnt, und fest uns in den Stand ju
Deftimmen, ob Ddicfe Wurjeln reell oder imaginar {ind.
@3 fey nemlich die allgemeine Sleichung

x0 — Axe~I f} Bxp-2 — Cxn-3 |} Dxn-4 — 3, =0
gegeben, und ihre Wurgeln p, q, r, 5, t 2., fo daf p die
fleinfte von allen und q, r, s, t 2c, in diefer Ordnung im:
mer gedfier, alfo g > p, £ > q, s> 1, t > 520 fep. Wi
wollen aber annchmen, daf alle Wurgeln diefer Gleichung
veell find, wo alfo der Hodbfte Cyponent n audy die An:
3abt der Wurzeln p, q, r2c. ift, und jugleich aller Wurgeln
al? ungleich betradten, Died {hlieht indef die gleichen
Wurseln nidt aus, weil i) diefe ald ungleiche mit unz
endlich ffeinen Unter(chicden anfehen laffen.

§. 295
Da der Nusdrud xn — Axn=I f Bxu-2 — 3¢, nur
dann = o ift, wenn fir x einer von Den Werthen p, g, rac,
gefest

L4
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gefest wird, in allen fbvigen Fallen Hingegen nicht vers
fhwindet: fo fey fberpaupt
X0 — Axn-T o} Bxn=2 — Cx-3 f 20 = ¢

o alfo z al8 eine Funftion pon x angefehen twerden fann,
Nehmen wiv nun an, daf flir x nach und nad beftimmte
Serthe gefest und daben von dem Fleinfren x = — 0
angefangen und frufenteife fortgegangen werde: fo ift
offenbar, daf z enttoeder einen pofitiven oder cinen nes
aativen Werth befommen, und nicht ehey verfdmwinden
wied, ald bis x == p getvorden. Bermebhrt man x iber p,
fo roerden die MWegthe von z wieder pofitiv oder negativ
epden, big x == q getvorden, two denn tieder z =o ift.
€8 muf folglid z jwifdhen gweyen von feinen Werthen,
die = o find, einen grdften oder cinen fleinften Werth ges
Habt Haben, und swar einen groften, wenn die Werthe
von z, indem x 3wifden p und q fiel, pofitiv, und einen
Fleinjten, tocnn diefe Werthe negativ find.  Auf abnliche
At wird z einen grofiten oder fleinften Werth erreichen,
wenn x von q bis r pergrdfert wird, und jroar einen grof:
ten, wenn e8 porhin einen Fleinften hatte, und umgefeprt,
Denn wiv haben oben gefehen, daf die groften und Fleins
jten Werthe mit einander abwedfeln, -

§'~ 2961 N

Da alfo die Funftion z allemal durh einen stvifen
atoep auf einandet folgende Wurseln von x fallenden Weyth
ein Gedftes oder ein Kleinftes roied, fo ift die Anjabl der
grofiten oder Fleinften MWerthe, welcdhe der Funftion z gus
fommen, um 1 fleiner al8 die Anzahl der Wurseln, yund
dabey wedyfeln diefe grdfte und Fleinfte Werthe auf die
rt mit einander ab, daf jene pofitiv und diefe negativ
find. Hat umgefehrt die Funftion z einen grdften oder
§5 foenig:
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wenigftens einen pofitlven Werth, enn x = f ift, und
cinen fleinften oder tenigftens negativen Werth, tenn
x==gift: fo muf aud joifdhen g und £ eine Wurzel von
x falfen, weit die Funftion z bep dem Uebergange der
®eodfe x von £ ju g vom Pofitiven jum Negativen Gbergeht,
und dabep nothroendig == o tverden muf. Feblt aber die
Bedvingung, daf die grdften und Fleinjten Werthe von z
wechfel3toeife pofitiv und negativ find: fo folgt jene Be:
Gauptung nicht.  Denn giebt e8 fleinfte Werthe von =z,
toele chenfallg pofitiv {ind, fo fann der Werth von 2 vom
Grdfiten jum folgenden Kleinften tbergehen, obne bey dies
fem Uedergange = o ju roerden. Uebrigens erhellet aus
tem Gefagten, daf aud in dem Falle, wenn nidht alle
Wurzeln der gegebenen Gleichung reell find, srifchen jes
den jwepen ein Groftes oder ein Kleinjtes liege. Aber
umgefebrt (Gt fich Diefes nidyt behaupten, oder daf jwiz
fdhen jedes Grdfte und RKleinfte cine reelle Wursel falle,
Died findet nur fratt, wenn die Bedingung hingufommt,
daf der eine TWerth von z cin pofitiver und der andere ein

negatioer ift.
‘ §. 297 »
Da nad)y dem Obigen die Werthe von x, twobey die

Sunttion
z = X" — Ax0~¥ 4 Bxo~2 — Cxn~3 4 Dxn=4 -,

ein Groftes oder ein Kleinftes wird, die Wurseln der
BGleichung
thE = nx7 — (@ —DAW"2 § (0 = 2)Bxa-3 —
(n—3)Cxn=4 {6, =0
find: o ift.i’lat,, daf die Wucgeln der Gleihung % =0
ingz
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inggefammt veell fepn werden, toenn alle Wurzeln dev Sleis
dung z= o, deren Anjabl = n ift, veell find. Denn da
die Funftion z fo viel grdfite oder Fleinfte Wertbe pat, al§
die 3ahl n — 1 @inbeiten entphalt, fo muf die Gleidyung

== o nothrendig eben fo viel reelle szsutac[n babeén.

Auch erbellet hieraus jugleidh, daf bie %unftioh z it
mehr grdfte oder Eleinfte Werthe haben Fnne afls n — I,
und wir gelangen auf diefe Art ju dem allgemeinen Sate:
Wenn eine Gleihung z = o lauter reelle Wurjeln Hat, fo

, , d ’
Pat die Gleidhung -(-;E‘ = o cbenfalls fauter dergleichen

Wurgeln, Hicraus ergiebt fidh umgefehrt, daf die Wurz
sein Der Bleichung z = o nidht indgefammt reell fepn wers

, ; d .
ten, twenn die Wurzeln der Gleichung &TZ: folches nicht inge
gefammt find,
§. 2098.°
Da fih stoifchen jeden joepen reellen Wurjeln der

Gleihung z = o cin Werth befindet, toobey die Funftion
z ein @Swgteé obev ein Kleinftes wicd: fo bat btc BGlei-

'c{)unq — == o nothwendig ecine reclle Wurzel, menn die
@Ietc{)ung z=0 meo dergleichen bat, Yuf &bnuc{)e Act
: nft die Angahl der reellen Wurzeln der, @Iend)vng =

gewif jtoey, wenn die Anjabl eben diefer Wurjeln in dev
Gleichung z = o drep ift, und {xbecbaupt ift die Anzabl

“ber veellen Wurzeln dev @Ielcbung =0 gewif, e=m

— 1, e die Angahl dev ceel(en,ﬁf.ﬁutactn der Bleichung
- m
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= m ift. Hat daher umgaefehrt die Gleidyung g = 0

roeniger reelle Wurgeln ald m — 1, 0 hat audy umgefehrt
die Bleidung z = o gewiff weniger reclle Wurjeln als m,
Uber umgefehrt gilt diefer Gag nidt. Denn wenn aud

. d : :
bie Wurzeln der Gleichung a_: = o jum 3heil oder ing:

gefammt veell find, fo folgt daraus doch nicht, daf die Glei:
dung z == o veelle Wurzeln pabe. &3 Eonnen nemlidy die
Wurzeln der Gleichung z =0 indgefammt imaginde feyn,

dz
toenn gleidh die Bleichung 51:7; == o [auter reelle@Burseln pat,

§. 299. ,
Wenn indef die obige BVedingung binjufommt, fo
fann man allerdings aus der Unzabl der veellen Wureln

der Bleichung g_z == o bdieAnzabl der reellen Wurgeln dey
X

Bleichung z=o0 mit Gewifheit behaupten. Denn e feyen
. , d

®, 8, v, 3, 1c, Die veellen Wurseln der Gleidhung d—: =0

und « davunter die grofte und 8, v, ¥, 2. in ehen der Ords
nung immer fleiner. Sept man diefe Werthe fir x, fo
befdmmt die Funftion z wedhfelStweife grofite und Fleinfte
Werthe, Da alfo die Funftion z = oo mits, wenn man
= % annimmt, fo muffen die Werthe von z ununtera
brochen abnehmen, wenn die Werthe von x von oo bis ju
« vermindert werden, und alfo z, toenn x = «, ein Klein:
fted toerden, Weun alfo in diefem Falle z einen negativen
Werth befommt, fo muf es suvor irgendwo == o getwefen
fepn, und auf diefe Art erfennt man, daf die Gleihung
5 = q_cine reelle Wurgel x > « habe, Wenn aber die
Kunt:

v
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Kunftion z ben x == « den pofitiven Werth behalt, fo Fann
fie parher nicht Fleiner getoefen fepnt, weil e$ fonft, wider
die Verausfegung qud) ein Kleinfted geben mifire, ebe x
bid 3u « vevandert worden, und ed fonn Demnady die Gleis
dung z = o Feine reelle Wurgel -Haben, welde grofer als
« ware. RNebhmen wit alfo an, daf z = A wer 1¢, renn
man x = « fest, fo fanm man auf felgende Art {¢hliefen:
Wenn U pofitiv ift, fo bat die Bleidyung z = o feine veclle
reelle MBurgel, die grofer ald « wire; ift aber A negativ,
fo bat die Glcidhung z = o allemal eine veelle Whegel, die
grofer al8 « ift und nicht mehe,

§. 300,

Um diefes Urtheil weiter fortzufesen fep
z2 =9 XxX=oa
=9 x=23
=€ et x=yo
2= x =7
z2 = ¢ X =

18 2.

Da affo A ein Kleinfied war, fo wird B ein Grdftes, und
oenn A pojitio ift, {0 wird audd B pofitiv feyn, und jroiz
fdben dic Orengen « und 38 feine veelle Wurgel dev Sleiz
tung 2= o fallen.  Hat daber diefe Bleichung feine veelle
Fpael, dle grdfter alg « ift, fo toird fie aud) Feine Haben,
dic groner al$ 8 mare. Wenn aber U negativ ift, in wels
chem Falle die Gleidhung eine Wursel x > « bat t fo uns
terfudhe man, ob der Werth von B pofitiv oder negativ
ift.  Jm ecften Galle gicht e8 eine Wurzel x > 8, {in festen
aber ift feine jwifdhen Den Grengen « und g erithalten.
Aaf abnliche Art ijt € ein Rcinftes, wenn B ein Grifites
ift; und wenn alfo B einen negativen Werth hat,. fo muf

um
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um fo mehr € negatio fey, und es giebt alfo in diefem Falle
feine veelle Wurjel jwifchen den Grengen gund 2. St
Bingegen B pofitiv, fo giebt es eine reelle Wurzel jtvifchen den
Grengen g und y, wenn € negativ ift; ift aber € pofitiv, fo
giebt e8 Feine veelle SBurjel siwifchen & und »; und auf dhns
tihe Art Fann man Ddie Beurtheilung toeiter fortfegen,
§. 307.

Die Beurtheilung 3u- evleidhtern, fann folgende Tas
pelfe dienen: ,
Die Gleichung z hat eine
reelie MWurgel, welche entz

balten ift jwifcden den foenn ift
Grengen

xt=oo UNd x =& N = —

x==eund x =38 N = —und B =}

x=aud x=y9 B=+ und € = ~—

x=yud x=7 € =—und D=+

x=dund x =1 D=+ md ¢ = —
2. .

PBerwandelt man diefe Behauptungen durch die UmEeh:
rung in verneinende, fo gelten aud) diefe in volliger Strens |
ge, und es bat demnach
die Gleichung z==o Ffeine
veclle Wugsel, weldye ent
palten ware wifhen wenn: nicht ift

den Grengen

x —=oo Und x = & N = —

X = o N0 x = 8 szt:—.-—unb%:;-f
x=pgud x =7 Be=+ und € = —
xc=yund x =73 e =—und D = 4
x == 3 und x = ¢ D=+ ud ¢ = —

R
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Vermittelft diefer Regeln laffen fih aus den Wurgeln de
. d , .
Gleidhung a—;z( = o, diefe Wurseln al8 befannt voraugae:

fent, nicht Blof die Ansabl der reellen Wurjeln der Gieir
dung z = o, fondern aud) die Grengen finden, jtwifchen
wefdyen jene Wurgeln enthalten find. '

Crempel
s ift die Gleihung: x4 — 14x¥ -f 24x — 12 =
gegeben, man foll beftimmen, ob odicfelbe veells
Wurseln babe und wie viel?
Die Differenzial- Gleichung ift
4x3 — 28x + 24 = o, pder x3 — 7t 6 = o0
und die Wurieln diefer Gleichunig 1, 2 und ~— 3, nadh ihree
®Srofe geordnet,

find und Daber
«e= 2 A =— 4
B= I B=— 1
y= = 3 € =— 129

Da A negativ ift, fo bat die gegebene Glefchung eine
reelle Surzel, die > 2 ift, aber toeil B negatidv ift, feine
jtoifcdpen den Grengen 2 und 1 und 1 und — 3. Da aber,
toenn man x = — 3 fegt, z= € = — 129, Und tvenn
man x = — o annimmt, z=- o wWird, fo muf noth?
roendig jioifchen den Grengen — 3 und — oo cine reelle
Wursel liegen. €8 hat demnadh die gegebene Gleichung
3ey veelle Wurgeln, die eine x > 2 und die andere x <
— 3, mesdmegen die Depden ubrigen Wurseln imaginar
find. &8 muf daber aus dem lesten Gliede der gegebenen
Gleichung chen fo geurtheilt werden, ald aus dem erften
alfein,  Gehort nemlich dic gegebene Sleidhung ju einer

geraden
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geraben Ordnung, fo jeigt Das legte Brofte oder Kleirfe
(e8 ift aber in diefem Falle ein Kleinftes) wenn es negatty
ift, cine reefle, unt wenn ed pofitiv ift, eine imagindgre
Wurgel an, Was die Gleidhung der ungeraden Ordaun:
gen Detrifft, fo jeigt Das legte Grofte, weil fir x = — oo
aud) z = — oo wird, wenn ¢ pofitiv ift, cine veclle und
dagegen eine imaginare Wursel an, wenn ed negativ ift.

§. 302.

Dicfe Regel jur Beurtheilung der reellen und imagis
naven $Burgeln [aft fich dbequem auf folgende Art qusdiufs
Fen. St eine Gleichung z == o gegeben, fo betradte man
die Differenzialgleidung davon, fege die Wurgeln devfels
ben nadh ibrer Srige geordnet, «, 8, ¥, 3, 2. und dabep

wenn x=«, B8, ¥, 8 s ¢ .

’ z=9%4 B, ¢ D E §
Cmb nun die Qeidgen — + — + — ¢
fo bat die Gleicdhung z == 0 fo biel reelle Wurgeln alg man
Budftaben =, 8, ¥, ¥1¢. bat, und eine driber, FWenn
aber einer von den Buchftaben A, B, €, :¢. nicht das un:
tev ihm jtehende Reichen Hat, fo ift dies cin Merfmal
sweper imaginérer Wurzeln, Wenn alfo A das Jeiden
4 batte, fo gabe e8 Feine Wurjel ywifhen den Brenjen oo
und 2. Wenn B das Reichen — hatte, fo gabe es feine
sBuzsel jwifchen « und », und wenn € dad Jeichen + atte,
fo gabe es feine IWurgel jwifchen den Grensen £ und 3,
u.f. f. Ueberhaunt aber hat die Gleichung z = o aufer
ben auf diefe At angejeigten noch eben fo viel imaginare

, . d
Wurieln, als die Gleicdhung a; = o.

§. 303,
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& 303
Greignet-es fich, daf ciner von den Werthen A, B, G,
D, 1. verfdhmwindet, {o hat dafelbft dieSleichung 2:=0 jwep
gleiche Wurzeln, BVeridwindet nemtich A, fo bat fie jwep
w gleide, und verfhwindet B, o hat fic joen 8 gleidhe
Wurseln, Jn diefem Falie hat pemiich die Gleichung z=o

, . dz . , ,
mit der Gleichung . == o tine Wuzgel gemein, und wie
baben oben gejeigt, daf dies ein Kenngeichen gwener gleis
der Wurgeln ift, Wenn aber die Gleidung g—zzo 3roen

vder mehr gleiche Wurgeln Hat, o hat man an der gera:
ben Anzahl der Wurgeln ein Kennjeichen, da§ toeder ein
BGrdfites noch ein Kleinftes fratt findet; und man fann da=
her fiir die gegenwartige AGficht die gleichen Wurseln in
gevader Anzahl aus der At laffen. St hingegen die An:

. . dz ,
3abl der gleichen Wureln der Bleidung 5—}-: = o eine uns

gerade 3abl, fo hat man bey der Beurtheilung blof auf
eine von ihnen ju feben, ¢$ mafte denn die Funftion z in
diefem Falle felbft verfdhmwinden. Denn ereignet jich diefes,
forpat die Bleichung z = o ebenfalls gleiche Wurgeln, und

dvar nod eine mebr als die Gleidhung j—f =o Sfti
%,:-;z( = (x— R, o daf diefe Gleichung n, ¢ gleiche

TWurzeln Dat, fo hat aud), wenn z bey x = ¢ ver{dhtin:
det, die Bleichung z=0o, n -f I einander und ¢ gletd;e‘
Wurseln,
§. 304
IBir wollen diefe Regeln auf die cinfadyern Oleichun:
gen antwenden, und pon der quadratifhen anfangen, €8
£ul, Diff. R. 3.Th. 00, 2.Th. 2.Absh. @ fen
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z=x* —AxfB=o0
wovon die Differengialgleichung
dz
dx
{ft, welche = o gefest”
x = LA, ober « = XA
gzebt. Sest map bxeﬂn MWerth fir x, fo witd
z == 2AA T B =Y,
und hieraus Iafgt fich fd)!wﬁen daf die Gleichung xx —
Ax + B = o jwep reelle Wurseln haben werde, mwenn F
negativ, oder AA > 4B ift, und daf bie cine von diefen
Iuryeln grdfer, und dic andeve Fleiner afs I\ fep. Wenn
bingegen der Werth von A pofitiv oder AA < 43 iijt, fo
find Depde Wurseln der Gleichung imaginar, it endlich
9 = o, oder AA == 4B, fo bat die Gleichung 3wep gleiche
Wurgeln, jede = 1A, Dicfe Sage find fbon auns der
Fheotic der quabratifiben Gleichung befannt, und dienen
Daber jur Befatigung ver Richtigleit und i")mucbbarfett
bex Bier etftalten Methode,

= a2x — A

§. 305,

Wir toolfen daber die cubifhen Bletcbungen auf ahns

lidhe Art unterfuchen. &8 fep die Gleichung
x3 — Ax2 $Bx —C =1z =0
gegeben, beren Diffevengialgleichung
dz . . .
L= 2x% = 2A% + B
- . dx .
ift. ebt man diefe legtere == o, fo twird
2a%x — B
XX == == -

; . . . 3 - '

und dig Wurseln diefer Gleichung find entyeder beyde ima-
: ginar,
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ginar, eder bepde ree!l, wad in diefom Falle entweder eins
ander ¢<cich oder nicht. Da nun daraus
A X ¥(Az — 3B)
T 3
wire, fo i"‘nb bepbe PWurieln imagindr wennt AA < 3B ift,
Sn diefom: Fatle Hat die cubijihe Gleichung nothrendig
eing veclle TBucsel, wovon fich aber weiter feine Grensen
ald 4 o 110 — oo angeben laffen.  Sind bepde Wuvjeln

. . . n A .
cinasber gieich, oder A2 == 3B, fo ift x = T Wenn alfo

nidht auch yugleidh z = o wird, fo hat man auf diefe bey:
Do Wuregeln weiter Feine MIFFDE Ju nemen, und 8 pat
baber die Gleidung, wie porhin, nur einz eingige reelle

. . A ,
IBurzels  IBird ader bepy x == Py auch gugleid z == o, und
Dies erc'gnet fidh, wenn

— + JAR - C == o, obet
c = IAB — %A3, b, §. wenn entiveder
B == A2, ober C == A3

ifts fo bat die Gleichung drey gleiche Wurseln, jede =1a,
© Wad den dritten Fall betrifft, wo die benden Wurzeln dep
Differengialgleichung veell und ungleidy find: fo findet deys
felbe ftatt, wenn ~
’ AA > 3B
ift. &3 fep dabey -
AN =3B | ff, ober B == JAA — Iff
und affo jene Wurzeln
‘ Axf
X == —»—
, . 3
Hice toird
a-.%A'i"f unbﬁ"'%A-—--}ﬁ
@3- Man
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Man fudhe die dagu gehdrigen Werthe fir z, oder A und B,
Da jene bepden LWurjeln in der Sleichung
xx == 2Ax — 3B
‘enthalten find, fo rird \
z == — IAxx ot 3BX — Ci=— ZAAX T JAB 1 2Bx — C
und folglich, da B = LAA — 3 ift
A =— HA3  JAR — ZAxft 3 f—C
= A3 — jaff — 263 — C
B=— ZA3 } $AB + 2ZA2f—23f—C
= s5A3 — gAf + Af3 — C
St demnach U cine negative Srofe, over
C > A3 — JAff — i3
oder
C = ;%A% — ’AE“ =B tgg
fo bat, iec wir gefehen haben, die cubifche Gleichung eine
veelle SBursel, mweldhe grofer als JA + If ift. ie die
abcigen Wurjeln befchaffen fepn werden, muf man aus
dem Werthe von B deurtheilen, Nun iftB = ;2 3 —gy;
und ift diefer Werth pofitiv, fo hat die @Ield)uuq aufiers
dem nodh groey teelle Wurgeln, davon die eine jrifchen den
®rengen & und 8, d. b ywifchern
A F LFund $A — IF
entbalten; bdie andeve aber fleiner ald LA — 3fift. SGft
hingeqen gz > 263 oder B negativ, fo hat die Gleicdhung
joep imagindre Wurgeln, Sft B =o, oder 43 =gg,
fo roerden bepde Wurgeln einander gleich) und = s =1%A
— 3£ Wenn endlid) der Werth von A pofitiv oder
C < z3A3 — IAff — 273
ift: fo hat die Gleichung jwep imaginate Wurjein, und -
die dritte ift reell und < 2a — 4F; und ift A = o, fo hat
fie ywen gleihe Wurgeln = o und die dritte ebenfalls Fleke

ner als A — 16,
§. 306,
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§. 305
Wenn alfo die cubifdbe Gleicdhung

x3 — Ax2 $ RBx — C==0
drep reefle Wurgeln Haben foll, fo muffen folgende drep
Bedingungen fratt finden.  Cinmal muf

B < 3AA, oder B o= .2aA — Iff

sum andern

C > z3A3 — FAf— ;33
und drittend

C < 3A3 — EAF § 5268
Die benden lessten Bedingungen laufen darauf hinaus, daf
- C jwifden den Grengen

23A3 — $AF — 3263 und ;3A3 — JAF | 5568
pber
s2(A T )2(A — 2€) und 35 (A — F)2(A + 2f)

entalten fep. Wenn daher eine von diefen Bedingungen
feblt, fo bat die Gleicdhung jroey imaginare Wurgeln, Sft
3 BD.A=3 undB=2, foiff ;=AM —B=11d
f— 3, und e8 Fann folglid die Bleichung x3 — 3xx F
2x — C == 0 nicht lauter veelle Wurzeln Haben, rofern

nidht C jwifchen p;g}n} Grengen — 2—? und -17%5 liegt. St

ST
demnad) C < — 3

R
2v33
9

s oder C < ~— 0,3849, ober C >

ober C > 0,3849, odet CC > 5%, fo fat die Glek
dung nur cine veelle Wurgel,

§. 307.

Da man aus jeder Gleicdhung dag jtoente Blied tweg:
fchaffen Fann, fo rwollen wir A = o fesen, wodurch tir
die cubifde Gleidyung

® 3 x3
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x3 | Bx — C=o
befommen, Zenn Dtefe @fe*d)una lauter veclfe Wurgeln
baben foll, fo muf suzbrderft B < o oder B eine negative
®rofe feyn. €8 ey of{o B = —kk, wedurdh ff == 3kk
wird, Ferner mug C wifhen ton Srengen
563 und o 313
odet
— 2kkyv 3kk und + 3kkv 3kk
enthalten, und alfo € < z%ks oder
CC < — ,4B3
fepn. Man Fann alfo alle Bedingungen, twelhe erfordert
werden, damit eine cubifhe Gleichung lauter reelle Wyyrs
aeln babe, auf die eingige surncEfahren, dag
483 t 27CC
eine negative Grdfe fen; indem Hiccin enthalten ift, daf
B negativ fey, weil fonft 483 nicht negativ werden fonnte,
Wir Sehaupten daher audh allgencin, daf dic cubijhe
Gleichung x3 T Bx X C = o lauter veclle ‘mu sefn pat,
toenn 453 + 22CC eine negative Srofe ift. I hingegen
4B3 T 27CC eine pofitive Grife, fo fommt jener Gleis
-chung nur eine veelfe Warsel ju, und ift 483 T 270C=o, -
fo find 3war alfe QBuLg,eln geell, aber auch jwép eu.avber
glem).

§. 308.

MWir gehen 3u den biquadratifhen Sleichungen fort,
und nehmen aud) daan, daf das jweyte Blied feple, €3
fep alfo

' x4 } Bx3 — Cx t D = o -
Sebt man x = L fo tird '
u

It 3Bu2 — Cul $Dud=o
und
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und die Differenzialgleichung Hiervon ift
2Bu — 3Cu2 4 4Du3 = o,
Dicfe Gleidhung Hat eine Wurgel-u = o, und auferdem ift
6Cu — 48 '
8§D

un =

und daher

__ 3¢ £ v(9cc — 32BD)
Solfen affo alle vier Wurgeln veell fepn, fo twicd juvdrderfs
ecfordect, daf

9CC > 328D
fop.  $Biv wollen 9CC == 328D T off fefien, oo
L 3CE3E
- 8D : .
- itd,  Hier Fonnen wir C allegeit pofitiv annebmen; tweil
fonft u = — v werden wicde. Nun werden wir nadhbher
peweifen, daf nicht alle Wureln reell feon Fonnen, wos
fern nicht B cine negative Grdfe ift. €5 fep alfo
-85
fo ift

Jt

9CC = ¢ff — 32ggD, und u = 31_.@._15
Sier find poep Fille ju errvdgen, nadpdem D entweber

pofitiv ober negativ ift.

o

1. Xft D pofitiv, fo ift £ < G, und die drey Wurzeln
oon u find nady ihrer Srofe geordnet
o = 38 T 3f
8D
ua = [e)
3¢ — 3f
80
L Braudi

n =
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Braudt man diefe Werthe fir u in der Sleichung
Cu3 _ Buz ., I3

u4~—-—-«—-'}' 'f‘B—T-O

yo gieht diefelbe folgende QBert{)e
27(C + f):(c — 3f)

A= 4096D4 B

B = <

) 9]

¢ = 2C—Oietsn 1
4096 D4 D

davon der erfte und dritte negativ feyn mirfler, und bende

find, toeil C pofitiv und C < fift, Fleiner als -%4, G3 mug

alfo
1 27(C + 0)3(3f — ©
D9 4096D4 + und
1 27(f — €)3(C 1 36 ‘
D 4096D4 ¢ ober

4096D3 < 27(f + €)3(3€ — C) und
4096D3 < 27(f — €)3(C } 36)

feyn, Uber die erfte GBrofe ift allemal rocit grdfer als die
andere, und es ift Daber genug, tvenn

D3 < —21(f-'c':)3(c t 36

cC ff
2__3;_'79_' undfs C undD s oift, Wenn

alfo D eine pofitive @rofge C pofitiy unb B negattb ift, fo
Dap

und dabep B =

27 _
f>C, und D3 < @Cf-' C)3(c T 36)
0. b
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p< 36— ovGet o

ift: fo Dat die Gleichung lauter reelle Wurjeln, Wenn
aber

D > 2~ V(3 1 0)
und doch
D <2t OVt~ 0
ift, fo find ey Wurseln recll und jwep imaginir. Sk
endlidh
D> 3t OV GE— O

fo find alle vier Wurzeln imagindr,

2. Wenn D eine negative Grdfe = —F ift, C abes
pofitio und B negativ bleibt, fo ift, wegen
9CC — 9ff _ off — 9__{_2_5_1

32D 32F

B =

c>f. Daalfo
__3C x af 3C &= 3f
— T e T ey
8D 8F
ift: fo find Ddie drep Werthe von u nach ihrer Grdfe
geordnet '

u

n=2a
w = — 3C1T3f
8F
3C — 3f
L I 85

und fie geben ifolgende Werthe

]

&5 |
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B
I==5
%_27(‘3*‘\’(0"{‘ ) 4

- goy6 4 F
27(€ f f3(c — 3f) I

C = ——
4096 F4 ¥

Daalfo ¥ cine negative Grofe ift, fo Hat die Gleichung
gewif eine, und folglih auch ey veelle Wurzeln, Sellen
aber afle Wurgeln veell feyn, fo muf B cine pofitive Grodfe,
und folglich .

27(C — £)3(C + 3f) > 4096F3
fepn. Ferner ift ndthig, daf € negativ, oder

27(C F £)3(C — 3f) < 4096F3
toerde. Sollen daber alle Wurgeln veell fepn, fo muf F3
- ;tmfd)en die Grengen

4096(0 + £)33(C — 3F) und

2L (¢ — £)3(C ¥ 3)
oder jtoifhen
2e § Hvie — 30

4096

3 . . .

16CC — OV(C T 30
falfenr, und toenn btefes mdpt ift, fo find 3rey PWurzeln
imaginar.

3. Jtun fey B cine pofitive Grdfe, und aud) D pofitiv,

. , ff
foift C > f, teil B= 9CC32D 9% §)a ferner

3C X 3f
sD
fo



. ®ebraud) der Differens. bey den WLdurzeln 1. 107

fo find die Wurgeln nad) ihrer Grofe geordnet
= 3cth
%D
g =3C =6
8D
=0
und hieraus ird

27(C+ 03(C—36, 1

+= 4556 D4 T D

g — 27(C—£)3(C 136

D= 4096D4 i' '
1

€ = 5

o, Da & cine pofitive GSudfe ift, twenigftens jtueny Bups
jein imaginde find.  Jft indef A negativ, tveldes fratt
findet, toenn
409603 < 27(C 1 £)3(3f — ©)
ift, fo find die dbtigen beyden Wurseln veell; ift aber
4096D3 > 27(C  £)3(3f — C)
fo find alle vicr Wurzeln imagindr,

4. @3 Dleibe B pofitiv, D aber fep negativ, unb

ff C
z=—F. Da B-—wg—-—-——gf—, foift £ C, und da
_ : 32F
3C & 3f
8F
ift, fp find die Wurgeln von u nad) ihrer Brdfe geordnet,
3(€ — C)
- 8F

u =

an= o0
_3ctf
= S
Diefe
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Diefe Werthe geben

9 = 2=(f — O)3(C + 2f) X
T 406yF4 - - F
I
23-H - E
6 = 27(C ¥ A3(3f — ©) 1
- 4096 K4 F

wo, da U und G negativ find, die Gleihung gewif jrwen
reelle Wurzeln hat; Ddie udrigen Lepden find, weil B nes
gativ ift, imaginar, ‘

§. 309.
Wenn alfo die Puchftaben B, C, D pofitive Grofen
bedeuten, fo find folgende Falle ju beurtheilen, wobey'es,

twegen = v(CC — %BD} auf nachjtehendes anfommt,

1, Wenn die Gleicbung
x4 — Bx2 icx'f'D:Q

ift, fo find alle Wurzeln veell, twenn
3
D < %(‘/‘(cc ¥ %ZBD)—-,cN(mcc %r%zﬁo) 1)

D < %(f(cc + ,3—92-30) + C)zfcgf(cc 1‘3530)-—0)

ift. Hingegen find wen Wurgeln veell und jroep imagindr,
wenn ‘

D> -—(f(cc 33 BD) c)f(sf(cc 33 BD) T 0
abet
D < I%(\/‘(cc + %—230) t '@v”(gf (cct -39359) -0

ift; uad indgefammt imaginar, roenn
D <
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p > Zoreet To) tevavice t ~BD> O
ift.
2. Wenn die Gleidhung
x4 — px2 T Cx — D=0

ift, fo find allemal 3wey Wurzeln reell, und die bepden
ubrigen find folched augdy, wenn D jwifden die Grenjen

2. 32, Lo 2
760Y7(eC $5D) $ OV (e —3v'(cC — )
und
%(u/‘(c-—\"‘(cc— 3238 DYWA(C + 3v7(CC ——BD))
fallt; ift dies nicht, fo fmb diefelben imaginde.
3. Wenn die Gleichung
x¢ +Bx2 ¥ Cx+ D=2

ift, fo find allemal jwev Wurjeln imaginar, Die dbrigen
bepden fiv teell, 'mem't

D< (f(cc e —B D) ¥ c)f(gv‘(cc — —-BD) —C)
und tmagt'“ar, toens
D> ;‘6(f(cc—— '—9—3 D) + c)}(gfccc — 3;251)) —C)
ift. |
4. Wenn die Bleichung

x4 T Bx2 X Cx—D=o0
ift, fo find allemal jroey Wurjeln veel und jwep imaginar,.

Crites
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Erftes Crempel,
#s it die Gleichung x4 — 23xx + 3x | 4 = o, gedes
ben, man foll finden, ob die YWurseln desfelben veell
oder imaginde find.

Da dies Grempel u dem erfren Falle gehdut, fo ift
B=2;Ceszund D=4
alfo

@ollen alfo alle & urgeln veell fez)n, fomug
4<—~(3 337 ‘DV’ (V'337- 3\-*««(914 337 )\f (V'337—2)

_.@ 23 — v (3TI= =3 37—V (V33719
fepn. an muf daper avr bun Wege det Naperung fus

69
dhen, ob 4< % und 4 < m), und da ble§ das erfie

ift, fo pat die gegebene G)Iezc{/ung swep reelle Wurgeln
und jivey imaginare,

Qentes Crempel
s ift dvie Gleichung gegebent
x4 — 9xx } I2x — 4 = ©
Da diefe Gleihung jum gwepten Fallegehdet, fo hat
fie stven veclle Wurgeln, TWas die bepden dbrigen betrifft,
fo ift, tvegen

B9 C=12 d D=4

v . Man
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2 .
vi(ce — %BD) = V(144 — 32.4) = 4
Tan muf t‘emnad} untccfuc{)en, o0b
=z .16 . /‘ > 0
4 > m <16 v73, 0. 0.4
und
3 i 3
4 < 43.8('24, b b4 <33

ift, und da bendes ftatt findet, fo hat die gegebene Gleis
dung vicr reelle Wurzeln,

Drittes Erempel,

£¢ oy dic Gleichung gegeben:
x4 + xx — 2x 1+ 6 = o,

Da dicfe Gleichung jum dritten Falle gehdrt, fo hat
fie gewiff grocy imagindre Wurjeln. Dann ije
B=1,C=2udD=6
alfo

v(cc — -s—PD) = V(4 — _ﬁ)

und da dickesd eine zmaqmarc Grdfe ift, fo find aucb vie
beyden ubrxgcn urzeln imaginar.

BViertes Erempel

£s fey die Gleidhung ge.geb'en:
x4 — 4x3 + 8§x2 — 16x b 20 = o.

Schafft man das jwepte Glied weg, indem man x ==
v T 1 fegt, fo wivd

x&
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xt=y* F a3t 6yy T 4y T 1

~ 4x3 = — 4y}~ I2yy — 12y — 34
T o8x* = t 8y T 6y + 8
— I6x == '—"‘16)"——‘]6
t 20 = t 20

alio y* + 25y — 8y + 9 = o
und diefe Gleichung hat, da fie ju dem dritten Falle ges
pott, jwep imagingre Wurzeln, Da ferner
B=2, €=38, D=y
ift, fo toicd
v(cec — 2131)) = V(64 —64) = 0

9
. , 3 o8
Man vergleiche alfo D = g mit % 8 — 8 = — 3,

Da D=9 > — 3 {jt, fo find aud) die bepden ubrigen
Wuegeln imagingr.

- Kinftes Crempel
£s fey die Gleichung gegeben:
x4 — 4x3 — 7%x2 F 34x — 24 =0

Sdafit man das jwepte Glied durd).die Subijtitus
tion x ==y + 1 weg, fo wird
y4 — 3yy t 12y fo=o
100 alfo durdy die Bergleichung mit dem wepten Falle
B=13,C==12ud D=o0
witd. E8!muf demnach, wenn afle Wuejeln veellfenn
3, . 3
follen, D & -1-33 .24+ Y — 24, oder © > — gV 3 und
D < ofeyn. Da affo D nicht grdfer Al o ift, fo ijt dies

sin Merfmal, daf die Gleichung vier veelle Wurgzeln hat.
Denn
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Denn wenn D = o ijft, fo geht die andere Gleidhung in
3 16RD

D < 16

uber, &8 ft\abec 27,144 < 4. 133 oder 36. 27 <133,

),}yc obet 1 4. -'\/'40, oi‘et27w<4gs

_ & 310,

@3 tofirde fepr mubfam und fdhwer fepn, diefe Me=
thode auch auf die hohérn Gleichungen aussudehren, weil
babey die Wuryeln der Diffevenzial - Gleichungen meiftens
nicht angegeben werden fonunen; fo oft dies miglish ift,
{86t fich nadh dem Gefagten beftimmen, wie viel veelle und
wie ofel imaginare Wurgeln die gegebene Gleichung pat,
Wenn alfo eine Gleihung nur aus drey Gliedern bejteht,
fo (4Bt fich allemal finden, ob ihre Wurgeln vecll vdev imas
ginde find, @ fep die allgemeine Sleichung

me" T Azt B=mo =2

gegeben, wovon die Differensial. Gleidung

dz

dx
ift. Sent man dicfe = o, fo ift mborberft xo=1 = o, ud
wenn alio n cine ungevade Jahl ift, fo firidet Feine Wurel
ftatt, toelche ein Grogtes oder ein Kleinfres gabe; ift ader
n cine gerade 3abl, fo hat man eine Wurgel, nemlich x=o,
worauf Racficht genommen twerden muf.  Dann ift aber
(m tn)xn + nA =o, und diefe Gleihung hat, wenn m'
eine gerade Sabl und A pofitiv ift, Feine reelle Wurgel, fo -
daf folgende géile au dberlegen find,

&= (m »Ia n\xhl-{vn"I + ﬁﬂxﬁ-i

1. Sft m éine gevabe und n eine ungerade Japl, fo
gilt dic Wurzel x == o nicht.  Wenn alfo A eine pofitive
®rofe ift; fo bar man gar Feine Wurjel, welde ein Gudf:
ted odet et Kleinftes gabe, tnd ¢ hat daper di¢ gegevene

£l Diff. R 3.85.00.2.80. 2205, §  Gleis

'
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Gleidung, tveil m + n eine ungerade Jabl ift, nur eine
einzige veelle Wurzel, Sft aber A cine negative Srdfe
5= E, 0 ift oo mm— ’

m nE
“=1tVoas min

Dicfe Werthe geben
o e trm— (I Yoy

und

B = ,mECnE )n:m’i_s

l'l 1“

_1 >B

ift, fo bat t é@{c;c{;ung eme veelle Wurzel, die > « ift,
Sft tberdem

po - ZECIE Y
m f n\m t n/

ober, um bepde Bedingungen jufammen ju faffen,

(,“ ’i‘ n)m.*-nbm < mmnu[?m-fn
fo bat die Gleihung drey reelle Wurzeln, und wenn diefe
PBedingung nicht fratt findet, nidht mehr als eink. Dics
“gilt von der Gleidhung xmin — Exn + B = o, wenn
m eine ungevade Jahl ift. Jft darin E negativ, fo hat
Diefelbe allemal eine reclle Wurzel,

2. @3 fepen Depde Sablen m und n ungerade, alfo

m + n ecine gerade Jahl, und ¢ fomme feine QBursel
x = o in Recdhnung. Da

| (m}n)xm
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(m { n)xm F nA =0
ift, fo toied :
m nA
: ) m 'i‘ n
und fest man diefe einzige Wurgel = «, fo toird
xn f B == — ..t_ni\_._ mA ,)n:m
mtn- m + n\m *} n
St diefer Werth negativ, fo hat die Bleichung 3toey rveelle
uvzemm, fonft feine. €8 pat alfo die Gleidung
xmgn ok Axn ¢+ B = o

stoen reelle Wurseln, twenn

mipRAm N 5 (m '1' n)m F ngm
und feine, em
mupnAm4n < (m »i- n)mfﬂﬂm

X =

N =

ift.

3. €8 fepen bepde Sablen m und n, alfo auh m 4 n
gerade; fo giebt eine Wurgel x = o cin Brofites vder ein
Kleinftes, und fie ift eine cingige, tenn A eine' pofitive
®rofie ift, wober, wenn man « ==o fest, A =B wird,
St alfo B audy eine pojitive Grofe, fo hat die Gleichung
Peine veefle Wursel; ift aber B negativ, fo finden jroey reelle
Wurgeln ftatt, aber audy nicht mebri, indem A pofitiv ift

Gept man abet A negativ = — E, fo ift
4. ®m nE
x= 2V
und man bat drey Bedfte oder Kleinfte, nemlich
m nE
o =1 \/.m n
B =0
m mE
reETYa +n

Ha Picfe
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Diefe Werthe geben ffw z = xmMin —Exn $Be= O -

n.m

+ B.

(m ’f-n

;‘ ez : M n'mFon
Kt a(fo B efne négative Gedfe, fo {)at die Gleidung nug
5wet) veelle Wursein, weil A und € iegativ, und and
=B foldhes tft. Sft hingegen B pofitiv, fo hat die Sleia
, d)ung pier veelle TWirgeln, wen
(m 'i' )m-]-an < mprEm

und feine veelle Wurgel, wenn
(m -i. n)m+ispm > mivpoEm s

ift.

4. Sft m eine ungerade und n cine gerade Sabl, fo
gieht die Sleichung x = o ein Grdfites oder ein Kleinfies,

und auferdem ift o
c A M I YLTRE 2 4 ANERE

—' Sft alfo A eine pof’twe 3at)l, fo toicd

'n=o,~6='—--\1}1'-—n-t

' - m omariar
und alfo

I = B, uub '

nA’ ! n;me '.f”';';-_;‘ .
B = (o e/ 'I‘ B

&t alfo B eine negative @esf;e =—F , und auferdem
C ommpnAmin S (m .i- n)m.{.n}?m
fo fat die Bleichung drep reelle Wurjeln, fonft aber nut

eine, ft aber A eine negative Grofe = — E, fo wird
S , X ox
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= ¥t \/' ,unb dabep

) 1}1_ nkE 5

u-—\;_f;un =0
a!fo »

g[::: ( n:m B

%::B.

&s bat demnadh die Bleichung drep reelle Wurgeln, wentt
B cine pofitive Grdfe, und

mmorEm$n 5 (m —}- n)m‘f'"l’)m .
ift, unb nue eine eingige, toenn Dtefe Bedingung nidt fratt
findet, : , :

§. 31X,

Wenn affe Socfficienten = 1 find, und & und » ganze
Sabhlen bedeutern, fo Fann man folgende Gleichungen auf
nachftebende Het beurtheilen,

x2#T2—T 4 32T & [ =g fat eine einjige veelle
_ Wuryel,
w2t —1__ —1I % 1 = o pat drey reelle Wurr
jeln, wenn
(2¢ -I- 2 — 1)25““””‘I < (20)?*(2r — 1)°
ift, und da dice nie fiatt finden fann, {o hat man aud nie
mebr ald eine reelle FWurgels ,
x2#12 2 T 1 == o hat jrey veelle Wurgeli,

py—1 !

X207 2 3 21 4 1 = o pat feine reclle Wuryel
2T % (2 1 = o fat Feine reefle FWursel,
2P 5 3 = o pat jwoen veelle Wuigeln,

24

D3 o
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22T & 2 8 p = 6 pat cine reelle Burgel,

x2EEL 2 b 1 = o pat eine reelle Wurgel.
Da im dritten Falle die Epponenten gevade Japlen find,
fo Fann man die Gleidung durd) die Subftitution xx=y
auf eine einfachere Form bringen, und fo fann dicfer Fall
aud) weggelaffen werden,  IWenn alfo eine Gleihung aus
dréy Gliedern Deftedht, fo fann diefelbe nicht mebr als drey
veelle Wurgeln paben,

Crempel
Nan foll die Sdlle beftimmen, in weldhen die Gleichung
xf X axr R B=o0

drey reelle Wurseln bat,

Da diefe Gleichung sum vierten Falle gehdrt, fo ift
. Flar, da§ Die GBrofen A und B entgegengefente Jeichen has
ben maflen.  &indet alfo diefes nicht fratt, fo Hat dic Sleiz
dung auch nicht mebr als cine veelle Wurzel, DHat abey
die ®Gleichung die Form
xf X Ax2 T B=o0
fo muf, toenn fic drey veelle Wurjeln baben foll, notps
wendig
3322A% » 5982 oder AS > 3-5555
) 108
fepn, Sft alfo B = 1, fo muf
AS > 3125 oder A > 1,960132
' 108

feon, @3 fey alfo A =2, fo hat die Gleidhung
x§ — 2x2 + 1 =0
drey reelle Wurgeln, und da die cine diefer Wurjeln x =1
ift, fo folgt, daf die biquadratifche Bleichung
X4 7 x3 +x2 —x —~1=0

#oey
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stoey veelle Wurgeln habe. TMan evfeant dicfed theils aus
den im gegenmodrtigen Capitel gegebenen Merjcrifien,
thetts ift es daraug flar, reil jede Sleicdung von ciner
geraden Otdnung, wenn dag abfolute Glied negativ ift,
allemal jroey veelle Wurjeln pat,

N

§. 312,

Huch Gleichungen von vicr Gliedern laffen fich biers
nach beurtheilen, wenn die Gyponenten von x in den drey
erften oder den drey leiten Sliedern in einer avithmetifchen
Progrefiion frehen.

Erftes Srempel

Bs fey die Gleichung: x7 — 2x5 F x3 — 2 =0 .
gegeben,
Setit man z = x7 — 2x5 tx3 —a, foift
dz

5 = 7x6 — 10x4 '} 3x3
und diefe Gleichung == o gefest, aiebt einmal x2 =09,
worauf man aber, rweil ed ein doppelter Werth ift, teiter '
Feine Rickficht su nehmen Hat, Ferner ift
7x4 — 10x2 fF 3 =0
5F 2

worausd x2 == wird, und vicy Werthe von x

flicgen, toclche uaa) ihrer Srife geordnet, folgende Wevs
the fir z geben: ‘

=1 N = —a
' 3 48 3
=2t V& B =—""—y=—a
¥ 7 343 7
7 343 7
de=m — 1 De=—a

54 | AR
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f

{w a emc pofstme 3ab! fo ift cntmcbet

a s> by v" oder a < ” 3{—_/:

Jin erfteﬂ Kalle Hat die (‘)lmci)u"q, weil die Grofien U, B,
e und D indg-fammt pofitio find, nur eine eingige reclle
Wursel,  Sm andern Falie pingegen hHat fie drey veclle
Wuygeln, bie cine > 1, dle smepte jwifchen den Grengen

1 und v’;, und die dritte stoifchen den @vengen + V‘—~
1
andy — ’./'-u
: 7

Taenn a eine hegative Grdfe wivd, indem man x =
— viegt, fo wird Ve Gletbhung anf die vorige Fornt ges
bradt, CSollen aifo drey Wurgeln xeeﬂ fepn, fo muf not&

wendig a < 0,0916134, oder 2 < — fcpn,

[mwentes @."xemve't.
£ fey die Gleichung gegeben:
ax8 — 3x6 + I10x3 — I2 = o.
Da hier die Fgponenten der drep lehten Glieder in
giner arithmetifhen Progrefiion fteben, fo fege man
I ’ e
x,=-y—, Hierdurd erhalt man
2 —3y2 +20yf — I2y8 = o
Man fege aljo
z = 12y8 — Ioy¥ +3y2 —ac==0
fo ift die Differengialgleichung ‘

*

az
—_— 7 - 4 6y =
5 =9 s074 + 6y = o

und hieraus wird juvdrderft y = o, und dann
N y‘



Ordnet man tcfbrex) Wurseln nad) 1bcev @:We, fo find

Die 5ugebotzgen SIBettbc von z

Gft alfoa > 3/';, fo bat bie gegebene Gleichung 3tvep
3 i ’

reelle SEB::tchn, die eine > v~ ;, und die andere < o, Aufz

fetbcm werden ihr nody jwey reelle %urgefn z,uFommcn,

wenn B eine pofitive Gréfe, D b2 <o \f' - qt. %enn

dader a jivifdhen den Grengen \/‘ ~ unbd 22\" 9- pder 5n>i:.
: 9 256 4

fiben 0,48075... und o,50674 enthalten ift, fo bat die
Glcichung vier reelle Wurzeln, Sest man alfoa =%, fo
pat die Gleicdhung

x8 — 6x6 b 20x3 — 24 = ©

. 316 3
vier peelle Wurgeln 3wifchen den Grengen oo ; \(’L; V'3,

0; — e, und e find alfo davon drey pofitiv uub ¢ine
negatio,

\sg 5 | Dreys
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Drenyehnted Capitel.

Bon bent Kenngeichen der imaginiren LWuryeln.

§. 313 |

Sn bem‘boff)etgebenben Gapitel haben toir die Methode,
vie Befchafenbeit der Wurseln der Gleidhungen ju beftime
men, ecflart, fo dak darnadh entfchieden werden fann, 0b
und mwie viel eine gegebene Gleichung reelle oder imaginave
Wurjeln habe, Svar ift der GScebraud) drefer Methode
dfters mit fehr grofen Sdhwierigfeiten verfnipft, weil
dic Differensialgleichung baufig fo befdhaffen ift, daf fich
ipre Wurzeln nicht angeben lafen.  Wenn nun audy gleich
in diefen Fallen eben viefelbe Meethode auf die Differens
sialgleichungen angeroandt, und dadurch vie Befchaffenbheit
iprer MWurjeln beftimmt werden Fonnte, o wirde doch die
Acbeit meiftensd Guferft mabfam werden. 8 ift daher
bice oft genug, Kenngeihen u haben, woraus man ficher
auf imaginare Wurzeln in der Gleidung fchlicen fann,
obgleich aus der Abroefenbeit diefer Kennyeiphen nicht auf
die Realitat aller Wurzeln gefchloffen roerden darf. Bep
alfer Unvolifommenbeit hat die Renntniff diefer Kennjeichen
ibren Nusen, und ¢ follen daher dicfelben den Gegen:
ftand der Unterfucdhung in dem gegenmwirtigen Capitel auss
madyen.

§. 314.
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: §. 314

Sn dem vorhergehenden Capitel haben tir gefeben,
daf die Differenzialgleichung : '
‘;._z =nx"-I — (p— 1)Axn-2 -I- (n — 2)BxB~3 =—

(n—3)Cxm4 f 0 = o

fauter veelle Wurzeln bat, toenn die Wurjeln der Bleichung

2 = x® — Ax8~X § Bxn-2 — Cxn-3 T Dxn-4 — 1,
=o0

inggefammt veell find, und jugleicdh ift gezeigt toorden,.
daff aus der Realitat aller Wurseln der Differensiatgleis
chung nidht flieft, dag audy dic Wurseln der Hauptgleiz
dhung indgefammt veell fepn., Dagegen fann man, wenn
die @iﬁecensialg[e_{d)ung imaginare TWurseln bat, be:
paupten, daf die Gleichung felbft wenigftens cben fo viel
imaginare Turgeln haben rwerde, id) fage jun wenigften,
denn fie Fann devgleichen audy mehrere haben. Auf diefe At
(aft fih aus der Differensialgleihung nicdhts weiter fol-
gernt, alg Daf die Hauptgleiung, wenn die Differensials
gleidhung imaginare Wurzeln hat, ebenfalld und zum toe:

nigften auch eben fo viel imaginare Wurjeln haben werde.

§. 315,

Wenn cine gegebene Bleihung durd irgend eine Po-
teftat der unbefannten Grdfe xm, tvo m eine gange pojis
tive Qahl bedeutet, multiplicict wird: fo hat, weil die
neue Gleicdhung lauter veelle Wurseln hat, wenn die Wurs
aeln der gegebenen indgefammt veell find, aucd) die Diffe:
venglalgleichung, durch xm-1 Ddividirt, lauter veelle Wues
seli. Wenn daher alle Wureln der Bleichung

Xt —— AXP-X o Pxo-2 — Cx8-3 f Dx0"4 — )¢, = 0 -

veell find: fo Dhat auch die Gleichung
. . (mfn)
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(mtn)xt—(mPn—1)Ax2-TJ (mfn—2)Bxo=2 —1c.
. . = Q '
Teuter reelle Wurjeln.. Auf &bnficde Art Hat audy die
Gleichung, welhe man durch die fernere Nultiplication
mit xk und aoermallgg Differensiation erhalt, oter
(m $ n)(k + %" — (m $ n— Dk F 0 — Daxe-1§
(mt$n—2)kfn—2)x-2—2 =0
lauter veelle Wirrgela, Lnd jugleich Fann man auf diefem
$Beae fo weit fortfadren als man will. TWenn aber eine
folche Glefchuna ima‘giuﬁre Wurieln pat, fo fann man bep
der Guidectung diefer FDurseln fidher behaupten, daf aud
_bie gegebene Gleihung sum wenigiten eben fo viel imagis
nare Buvgel habean weide,
§. 316
Wenn die aegehene Gleichung oot der Diferensiation
mit Feiner Poteltat von x multiplicict wird, fo fieigt man
bey der Beurihelung von Grad ju Srad ab. Wenn alfo
vie'Gleichung
x# — Axn=I § Bx0=2 — Cx0i=3 o} 0, = o
Tauter veeffe Wurzeln Hat, fo haben audy ihre Differenials
gleichungen von allen Ordnungen. lauter reelle Wurzeln,
@3 find demnach auch alle Wurzeln folgender Gleidhungen

reell.
: nxﬂ" T — (n—1)Axn~2 } (n—2)Bx"~3 — (n—3)Cxn-4
+26, =0
n(n—1)x1-2—(n—1)(n—2)Ax"3 %(n-—z)(n—g)an-A
— . =0
n(n —1)(n — 2)z73 — (n— I)(n—z)Cn —3)Axn-4
trw.=o
n(n~1)(n~2)(a—3)x0-4— (n—1)(n—2)(n=3)(n—4)Ax"~
'i‘ . =0
2,

und
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und Ddicfe Sleichunge Iaﬁ'en fico auf folgende Form

bringeu.
(n—1D(m—2) '

Bx8-3
n(n—1) .

(n-—I)(n--a\(n—-g)C n—4-1-2( —o

(h—1)
n

xn-t._.. Anz-I.

n(n — 1)(n —2)

(n—2)

x0*3 — > - —TAx0~3 o

(0 —2)in —3),
n(n — 1)
(r *2>(n —3)(o —

n(n — 1)(n —2)
(h—3), . (—3)n—24
n Ax4 . n(n-—l)

Bxn-4 —

Cx"'f . =a

x“‘3 — B}(n“f i

(n — 2)(“ —4)(n —
‘ u(n — I)Cn — 2)
-4 — QTzAXn'f + n(:)-—__g:.{#gxh-s
(n — a)(n — 5)(n —6)
n(a — 1)(a — 2)
' %,

Cx“‘G f . =o

Cx“7“I'zc.—.o'

§. . 317,
uf diefe Art (aft fich die Beurtheilung auf Gleidyune
gen, welde um befiimmte Grade niedriger find, afs die
gegebene, ausdehnen,  3ft 3. B. m irgend eme fleinere
Rabl afd n, fo find, rwenn tie gegebene Gleichung lauter
reelle Wurieln hat, aud) alle Wurzeln folgender Sleidhung
vom Grade m veell,

m(m — 1)

T n(n—I)
m(m — 1)(m =~ 2)

= —2)
@et man m = 2, fo befommt man die Sleichung

L p— _nle'ﬂ\'—I ijn.s.z -—
n

Cxm-3 4 ¢, = o,

x3

A
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i
n(n —1)
und die Wurseln dicfer Gleichung werden reell feyn, wenn
die gegebenc Bleichung

x8 — Axn-I f Bxn-2 — Cxn-3 ’f' U, =0
lauter rveefle TWurseln hat,  Da aber diefe quadratifhe
Gleidhung feine reelle Wurgeln Haben fann, wofeen nidy
AA 2.1 . . .
— > Y:Z:BB ift, fo folgt a‘uc{), dafi die gegebene
Gleichung nicht fauter veelle Wurzeln Haben werde, tvo:

2
x2 — ZAx B=o0
o

. . 2n s » 2n s
fern nicht AA > n-—-_—IB ijt. Wenn alfo AA < n——-—-__IBxft,

fo ift Dies ¢in fidberes Kenngeichen, daf dic gegebene Sleis
chung jum wenigften joey imagindve Wurgeln hat,

' §. 318.

Hier haben wiv alfo cine Sigenfcheaft Fennen gelernt,
welche den Soefficienten der drep erften Glieder nothrwens
dig gufommen muf, wenn alfe Wurgeln der Sleichung veel
fepn follen; und Ddiefe Cigenfchaft ift eind von den Kenns
seichen, derven tir im Anfange diefed Sapiteld ermdhnten,

. 2 ,
Denn wenn aud) aus der Beftimmung AA :>‘r-l—_—t_‘—ls nichts
fite die Nealitit der Wurgeln folgt, fo ift doch diefe,
AA < x;-i_rl?B ein ficheres SKenngeichen der Antvefenheit ’

. ] \ <
soener imaginaven Wurgeln,  So muf, wenn man fir n
nady und nadh 2, 3, 4, 5 26 fegt, wenn alle Wurgeln veell
feon follen,

bey
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bey feon
" X2 — Ax tBe=oO A2 4B
x3 — Ax2 4+ Bx — C=o0o A2> S
x4 — Ax3 +Bx2 — Cx +D=o0 A=$§B

x§ — Ax4 | Bx3 — Cx2 + Dx—E=0 A25%'0B
und wenn alfo dag gwente Blied fehlt, und der Coefficient
Des Dritten Glicdes oder B pofitiv, d. f. die Bleichung

xn -i‘ pxn-2 — Cxn-3 -i- Dxt-4 — 3¢, = O
ift: fo Eonnen nicht alle Wurgeln veell, fondern ed miffen
sum toenigften jwep imaginar fepm,

§. 319,

Dergleichen Kenngeichen laffen fich audh fire die Coefe
ficienten der fbrigen Glieder finden, renn man ertwagt,
daf die Gleichung

1 - Ay T Py2 — Cy3 | Dy4 — 3¢, = o
eben fo vief veelle und imaginare Wurseln hat, af8 die ge-
gebene.  §$ entfteht nemiich diefe Gleihung aus der ges

gebenen durd) die Subftitution x = %, fo daf man durd

die Wurgeln diefer Bleichung jugleich die Wurzeln von
jener Hat. Hat alfo die gegebene Gleihung und alfo audy
folgende,

I — Ay + By2 — Cy3 4+ Dy4 — 1. = o
fauter veelle Wurgeln, fo find aud) die Wurjeln der Dif:
fevenialgleidhung von diefer,

— A T 2By — 3Cy2 + 4Dy3 — . =0

. . I3 . - g I
indgefammt veell. Subftituict man nun twicder x 1-uv;, fo
befommt man die Gleichung

Axn=T — 2Bxn-2 4 3Cxn-3 — 4Dxn-4 1 i, = O

und die Wurjeln diefer Gleichung werden indgefammt veell
fepn,.
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fepn, wenn die Wurseln der gegebenen Gleihung foldhes
find.  Hieraug erhellet fhon, daf fiiv n = 3 nothrendig
BB > 3AC fepn muf.

§. 320.
Differengiirt man aber j jene Gleichung fvettcr, fo béx

fommt man
n — Q)(n 33 _xﬂ-h-

Axn=2 — .:h(f_:__)B n-3 3

n—l o (a— 1)(:1 re 2)
p— 2( =)
o3 <o-4
Ax, ‘n__IB -1~ q___l)kn_z)c -
- 2C =0
Axt-4 — 4)5 nes (n — i — :)
L. = (n—1Dmn—2) "
: T —=o :
2Ws ,
alfo i'lf)erbaﬂp‘t; wenn m tine Fleinere 3abl alg n i,
; 3m{(m — 1)
b Q— B m-I T . -
T oo =o

éc.gt man min m == 2, fo befommt man die Gleidyung

4 6 .
2 imm e B P =
Axr — 3 "Jr(n——x)rn——w)c °
o, wenn die Wurgeln veell fepn follen,
4838 6AC

a—12 © Ga—nE—2)
feon muf.  Soll alfo die gegebene Sleichung lanter veelle
Bucgeln paben, f"v muf
3(n — 1)
BB & A@
2(n — 2)

feyn. Gt bingegen ,
3]
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3(n — 1)
2@ = 2
fo tft dies ein ficheres Kennseichen, daf die @Iew[)ung um
wenigiten jep imaginare Wurgeln hat.  Jft alfo
n = 3 fo bat man an BB > 3AC

neE=4z * oz BB>§——3AC

BB<

h=25§zs ¢ = 'BB>§—-—AC

2.3
B . ) U. fo fb ‘
in Merfmal.

§. 231,

1lm diefe Sennjeichen auf die folgenden @oeﬁ‘wwnteﬁ
ausdsudednen, wollen wir die vorhin gefundene Difevens
stalgleidhung

— A %} 2By — 3Cy2 } 4Dy3 — 5By } 1. = o

~ toieder jur Hand nehmen, und fie von neuem differensiiven,
odurd wis

2B~ 6Cy + 12Dy» = 20Ey3 + %, =0

AN

. NPT P
befommen, Sesen toir bierin toieber < fue y, fo wicd |
Bxt~2 «— 3Cxn-3 } 6Dxn-4 — 10Exn~§ } 3, == O
und durd) fernere Differengiation diefer Gleidyung befoms
men i

14

pxne 3 o M 3)c ik T —3)(n = 4)Dx,,,
n—2 gn-—-z)(n——-g)
w10, = O
und uberbaupt
6m(m — 1)

Bm-.._..__g bm-i ————-—-——-——-—-——-"Dm-z"_‘ .

SIS

= o.

$2ul, Diff. R, 3.80.00.2,Th, 2.Abthy & RNimmt
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Rimmt man m == 2, fo entftept die quadratifche Gfeiz
d)ung
6.1 .

Rk v e

beten Wurgeln veell fepn werden, wenn
9cC. . 6.28D 4(n—2)
IR U SO L o . S
e T Eeae—p TP
it SlBenn a[fo die .qeqebenc Gleidyung lauter veelle Wurs
—_— ' /
;3eln haben foll, fo mug cc >§%L-3BD fepn, und wentt
dies nidht ift, fo pat fie jum wenigften gwen imaginase
Burgeln. ‘

=o0

.

i ' ;‘§. :9,2'2’,‘
“GBenit wiv dle Gleidung , o
2B — 6Cy } 12Dy2 — 26 =& o
voh néuem Differeniiven, fo witd ,
oo “i. 6C ¥ 24Dy — 60Ey2 T, =0
‘ o oder :
; C — 4Dy + 16Ey2 — 20Fy3 + it = o.

é'éé‘t"mait‘[)ié'fin mwiedet’x firt %, fo erbalt man

Cx‘l 3 -+ 4Dxi-4 f IOEx2~¥ -~ 20Fx1-6 4 2, == O
Qtﬁetensutt man diefe Gleichung von neuent, o wicd
4 — 9 . :I' 10(n—4)(n— 5) s

. Cxn=4 — s
PET T Ta=3) (n—3)(a—=4)
" T — 10 =5)(0—6)_
. CxP=F e / g x8-6
‘ & 3) BT Ty
. — . =o0 ,
L und iberbaupt
"‘ “ . T . [ . gxlh
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cxm_....i‘l‘_.g mex o 1om (m ~— 1)

SV EX“ QY
n—3 Cn——s)(n—— ) .
- O.
Sest man m = 2, fo find
Cx2 — 2‘4Dx;}* 2. T0 E=o

n—3  (n~—3)(n—2)
und wenn die Wurszeln diefer Sleidhung reell fent fuﬂen,
fo muf

4.4 2. 10

;DD >+ “~CE
5(n —3)
DD =

> 4 —a)

‘CE
fepn.
| § 323«

Hicraus 13t fih fhon das Berhaltnif alier Coelfie
cienten hinlanglich beuvipeilen, Soll alfo Gberbaupt die
Sleichung

X8 = Axn=T § PxA-2 = Cxi*3 } Dxti~# w Exu-§
‘ tw =o
{auter reelfe Wurzeln haben, fo muf
) 2n
1(n -—‘I)B
3(n — 1)
2(n — 2)
4(n — b
3(n — 3)
: 5(n — 3)
DD » 22
4(n ~ 4)
6(n — )
EE » ——— 22
5(n —5)
2,

AA >
BB > AG

CC &>

32 feom, |
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feon. Feblt eine von diefen Bedingungen, fo hat die Gleic
duftg jum tenigften jwey imagingre Wurgeln, Wenn
ferner diefe Kernjeichen nidht von einander abhangen, fo
ift audy leicht einzufehen, daf die GSleichung eben fo viel
‘Paar imagindre Iutzeln haben twerde, ald von ihnen nidht
ftatt finden. Dagegen fonnen alfe erwabnte Bedingungen
bey einer Gleichung angetroffen weeden, ohne daf daraus
cine gansliche Adbmefenheit der imagindren Wurgeln ges
fcbloffen roerden dlirfte; ja e8 Fann dabey eine Gleichung
lauter imaginare Wurzeln haben.  Man muf daper diefe
Renngeichen auch nicht weiter augdebnen, al8 fie nach den
Duelfen, tooraus fie abgeleitet find, ausdgedehnt werden
varfen,

§ 322

an erfennt aber bald, daf nicht ein jedes fehlende
Kenneichen des vorbergehenden §. jwey imaginate Wurs
jeln angeigen Ednne.  Dat nemlich eine Gleichung n Di
menfionen; und foiglich n'+ 1 Glieder; fo giebt jedes das
von, dag erfte und leste ausgenommen, uid affo alle n—x
Kenngeichen ; aber wenn audy alle feblen, fo Fann doch die
Gleichung nicht 2n — 2 imagindre Wurzeln haden, da fie
in allem nue n haben Fann.  Feblt cind von diefen Kenn:
seichen, fo ift man gewif, daf die Gleidhung jtvep imagis
nace Wurgeln haty da aber aucdy die Abwefenheit jroeper
ebenfalls nue joen imagingre Wurgeln angeigen fann, fo
muf man dabey unterfudyen, ob fie unmittelbar quf eins
ander fofgen oder nicht. Sm evfren Faile wird die Anjabhl
der imagindren Wuvgeln nicht grdper, im andern Falle
aber jeigt jedes jwey imagingre Wurgelt an,  Jft dabes
;- B..gleich '
' AA



[
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AL < -2 B um BB < X" Dye
n—1 2(n — 2)

fo folgt dodh Davaus nicht nothrwendig, daff die Sleichung
vier imagindve Wurzen habe; aber dagegen bat mcm
Reht diefes ju bebaupten, twenn

4(n — Dep

AA<:
3(n — 3}

lB und ¢C <

bep BB > 3( ; C ift..

§. 325.

Aug jroepen unmitte(bar auf einander folgenden Kennz
acichen der imagindren Wurzeln folgt affo. nicht mebr al8
aug-einent, aber wenn.diefe Kenngeichen in unterbrochener
Ordnung auf einander folgen, fo daf jwifdhen je jwepen
cine$ odet mebreve-fallen, o' geigt jeded die Anwwefenbeit
sweper imaginaven Wurgeln an,  Hierdurd) gelangt man
su folgender: Regel.. Man. fehreibe ber die Slieder der
gegebenen Gleidhung, dasd erfte und legte auggenommen,
die vorhin gefundengn Coefficienten. der Kennjeichen

2n  3(n—1) 4(m—2), 5(n-—3) y
n—1 2(n—2) 3(n—3) 4(n—4>
X0 —— Axn=I -} Pxn=2 — Cxu-3 | Dxt~4—i(,=0
Tt . ‘e .- T

Dann untecfude man die Duadrate dex Eoefficienten, und
ubevlege, ob fie grdfer oder fleiner find,. als. das Produft
aug dem daruber frehenden. Brudhe. in die: angrenjenden
Goefficienten, und fdreibe im erften Jalle dag Jeichen ¥,
im andern aber das. Reidhen — unter dad Glied, unter
das erfte und leggte aber alfemal +.  §ft died gefchepen, fo
bat die Gleichung wenigftens cben fo viet imaginave Wue:

X3 jeln
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3eln al8 bey den untergefdhricdenen Seichen Aomwedfelun:
gen angetroffen werden,

§. - 236.
Died ift die Regel, eldhe YTewton jur Entdecung.
der imaginaren IBurjeln der Gleichung gegeben hat; man
muf aber die Bemerfung dabey nicht aus dev At laffen,,
Daf; cine Gleidhung mebr imaginare Wurseln Haden Fann,
alg man durd) fie ju entdecken im Stande ift. Diefes Ums:
ftandes toegent bat man fih Mihe gegeben, andere
abnliche aber toeiter reichende Regeln zu erfinden. tnte
biefen ift vorgiglich die von Canpbelt merfrodirdig, welde
man der NAudgabe von YTewtons Arithmetiea univerfali an-
gebangt findet, und auf folgenden Lehnfake beruht:
Wenn «, 8, %, 3, s, 6. Grdfen bedeuten, ihre Anjaht
= m, und ’
« +8 Fy +¥ ke Fr =S8 und
e F Rt f o2ttt =V

ift: fo ift offenbar Vv > 0. Da aber aud

§S — v

up,lflf ey T ad T Ayt R T =

ift, fo tird
(m — 1)V >S5 — V, odet mV > S8,
Denn nimmt man die Duadrate der Differenzen jwifchen
je jtweyen von diefen Grdfen, fo ift ihre Summe
(e—8)2F (e— )2 (6— D2} (8=1)2 1 (8=)2 fac,
(m—1)(«2 T 82 Ty2 }32 fac)—2(a8t ey Tad f oy +20)
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Da alfo die Summe der Quadrate veeller Grofen allemal
pofitiv ift, fo [t mV — S§ > o, und afjo mv > ss, -
§. 327.

Diefen Lehnjag vorausgefest, fey die @)fud)ung
X0 — Axt-I  Bx"~2 — Cxn-3 T Dxt=4 — Exnt~$
+ FxP6 — 3¢, = Q
gegeben.  Sind alle Wurseln diefer, @Ietd)ung vecll, fo-ift
die Unzabl derfelben =, und wenn mau die Wurgeln
a, b, c, d, e, mennt, nach einem befannten Sage aus der

Sebre pon der Natur der Gleichungen

‘ - Babl der Gflicder.
&-’-—"-_a*i"b'f*c‘f-.d'};efzc, n ‘ .
B ==abtactadfbectbdta nA.(‘I‘,:a_Q
C == abc +abd + abe tacd ¥ bed F1¢.| — I—— 12)<n — 2)
D =ahcd } abce T dbde 20, p(n—1)(n—2)(n—3)
' I.2.3.4

pis
RNimmt man nun von den Glicdern diefer é‘ﬁet ¢ Die Quas
Deate, und fegt daben:
P = a2z { b2+ ¢2fd2
Q = a2b2 J azc¢2 f a2d2 b2c2 2.
R = a#b2c2 | a2b2d2 | arb2ex ¥+ 220242 F 2,
§ = a2b2¢24d2 T azberzed f azbadiez o}
i, B
fo ift nadh der Lehre von ven Combinationes.
P = A2 — 288 ‘ '

Q = B2 — 24C } 2D .

2
R == C2 — 2BD + 24E — 2F
2BF — 24G + 2H

§ = D2 — 2CE ¥
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§. 328
Radh diefem Lehnfase haben wit
nP > AA
nn — Vo » 18
1.2 '
2 D0 = e
£1.2.3 o
n(n — 1)(n -— 2)(n )
I1.2.3. S = Db
ZCS-

und festen wiv daper fiir P, Q, R, 2, die vorbin gefundes
nen TWecthe, fo befommen toir folgende Gigenfdhaften der

teellen Wurgeln
' 2n,

nAA — 2nB & AA, odet AA & —B

pin — 1. 2n(n— D, 5 20— D
I.2 \\«.,Itz_q.l.l““"% D > BB
oder
2n({n — 1)
S 1.2
\ 3, _
BB = = (AC — D)
1.2
%f afnliche Art geben die folgenden Gleichungen
2”(“ — !)(n — 2)
I.2.3 _
n(a — D@ —2) ° I‘~BD AE } F)
o 1.2.3 -
2n(n-—-—-.I)(n——2)(n-,-—,_3),
1.2.3.4 {CE e BE AGo
e Da—DE—g) e

1.2.3.4
’ Dice

B (oS
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Hier wird alfo das Quadrat der Coefficienten nicht blof
mit dem Produfte der angrengenden Coefficienten vergli:
chen, fondern auch mit dem Produfte Dderjenigen, die auf
bepden Seiten gleidh weit abftehen, fo doch, daf diefe Pro-
dufte wedfeldtocife pofitiv und negatip genommen werden,

§. 329,

Man muf demnach dber die Glieder der Gleichung,
das erfte und leste ausgenommen, die Briche fchreiben,
deren Rabler die Soefficienten eines Binomius in derfelben
Dignitat, und .die RNenner eben diefe Coefficienten um
eing vermindert find., Bebandelt man auf diefe Art die
quadratifchen, cubifden, biquadratifdren Gleichungen :c.:
fo ift

A i
X2 - le +'B = o0; A2 5 B
far die cubifdhen Gleidhungen
[ 6 :
x%——zixz'i‘gx—-ﬁ-c=q
A3 > 3B und B > 3AC.
fire die biquadratifhen Sleichungen

£ ; §
x4 — Ax3 } Bx2 — Cx + D=o
Az > 4$B; B2 > '?(AC—D); €2 > §BD,
fiie die Gleichungen des finften Grades

10 20 . 20 10
'5.

£
xf — Ax4 o} Bx3 —-Cx’-'i‘lz)‘x-—F,:o
AA > OB; B2 > 3°(AC — D); €2 > 3°(BD —AE);
D2 > 'P°CE,
fite die Gleidyungen des fedysten Grades

12 o o o 72

'S i3 s i3 5
%€ — Ax5 } Bx4 — Cx3 + Dx2 — Ex}+ F =50

35 Az
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A3 > '?#B; B2 33(AC — D); C2 > 42(BD-—AE$F);
Dz » 33(CE — BF); 'E2 > 2#DF.
: u f, w,

§. 330.

Keblt eing von diefen Kennjeichen, fo erfennt man
bdaran, daf die gegebene Gleichung gum twenigften gtoey
xmagmare SIbUL;e{n Dat, feblen aber mebreve, fo muf man,
Da die @)Icw{)ung nicht goepmal fo viet imagindre Wurjeln
baben fann alg es Kennjeichen giebt, einen dpnlichen Weg
einjchlagen; als porhin bey. der Newtonianifden Methobe,
St nemlich das Quadrat deg Coefficienten cines Gliedes
grofier ald das Produft aus dem uber dem Coefficienten
ftehenden Brude in die Produfte der anliegenden und auf
bepben Seiten gleichtveit abftchenden Coefficienten, fo fesst
man das Jeichen +, und im entgegenftehenden Falle das
Beiden — davunter. Fit bics gefchehen, fo geigt jede Abs
wedfelung der Jeidben cine imagindre Wurgel an.  Wenn
Daber diefe Regel auf mehr imagindre Wurgeln fahet als
dic RNewtonifche, fo fommt fie der Wabhrheit naber; ed
Fann aber die gegebene Gfcichung mehr imagindre Wupe
3¢in haben, als man nach beyden Methoden findet,

§  33E

Man tofirde fidh) demnadh irren, enn man diefe Lenn:
geichen afs fo vollfomimen betrachten toollte, def dadurd
alle veelie und imaaindre Wurjeln entdectt werden Fonps
gen, und die Folgen dason wirden mit dem Grade. der
®leichung junchmen, Bey der quadratijhen Gleichung
find fie vollfommen jureichend, aber fchon die cubifche Glei:

d)ung fann 3wep imaginare Wurgeln Haben, wenn man
, . gleicd
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gleidh durch Feine von jenen Methoden davauf gefibrt
wird, UHm diefe Falle fennen ju {evnen, fep die Gleidung

¥3 — Ax2 7 Bx —C=o0 ;
aegeben, o die gedachten Wethoden, toenn AA > 3B und .
BB > 3AC ift, Ffeine imagindre Wurse! anjeigen, RNach \
§. 306, muf aber auch, toenn feine imaginave Wuvse! fratt -
finden foll, B < JAA fepn, und eben diejes fheifden jene
Methoden. Seyt man alfo B= 1AA —iff, fo muf C
joifden den Srenzen

7543 — FAL — Zf3 und A3 — AR --fs

enthalten fepn, und bie ertwabhnten S))‘ctbobm fovbe'm:

B .
blo, daf € < g-, oder C < z5A3 — ﬁmﬁ — fens

Dicfe Bedingung fann fratt finden, wenn gletd) _.C md)t
avifchen den angejeigten Grengen licgt.

§ 332

§
it nemiich C == ;143 — ;2Af -i' — —gg,io mmmt»

man nady jenen Regeln Feine tmagm&te ‘.I_Burg,c{n toabe,
und dennod) terden jrocy imaginare Wurzeln fratt finden,
e -

fa IR
5743 — 7AR T YT < A3 — JAE — 3300

obcc

571\3 —-~7Aﬁ"]' —— gg > 1A% — .T_{\ff' -}< ‘

5 (e
)
.

. T+ A=)
ijt, - Wean alfo entweber gz >—(~'—i~»--: b

f e )2 . e
(@ 27A ‘2" ift, fo hat die cubiihe @Ietc{w

nave Wpesetn, wenn aud feing der Loy
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den dergleichen angeigen, Wir Haben aber A pofitiv anz
genommen, weil die Gleichung im entgegenfrehenden Falle
purdy die Subftitution x = — y fo verwandelt werden
fann, daf A pofitio wird:, Hiernad) laflen fich unzaplige
cubifche Gleichungen machen, toelche jtoey imagindre Wur:
3¢ln haben, die man nach den Hefchriehenen Methoden nicht
entbecft. Denn fefit man ,

(ﬂ‘ + AfF)2

gg = 27 =————=— 1 hh, fo witd
— AA)2
C=(",—27A——)< 88 =2 3743 — JAH — ;363 — hh'
‘ unbd

ynd fetit man
__(Af— )2
88 = T 27A
8 (Af — D)2 .
| fo daf hh < T ift, fo- wied

C = ,3A3 — At 5263 + hh, und

B = }AA — Iff;
in bepden Fallen aber betommt man eine Gleidhung mit
© 3tep imaginaren Wurgeln, telche fich durd) jene Regeln
picht entdecfen laffen. €8 fey 3. B. A=4, f=1; fo

— hh

toich B = 5, und, da bierdurdy g8 = % T bhwitd, C=

5%3 - 12’55?;"‘ hh = g‘;’ — hh, St daber c<§, fo bat
die Bleihung x3 — 4x2 + 5x — C = o.allemal jrvey ima:
ginare Wurzeln, RNimmt man aber g8 = ¢4 — bh, fo
muff hh < 3 fepn, und e§ witd C=3; — ¢ T hh=
2thh, €8 fey hh= 3, fo Hat die Gleihung x3 —

4%X
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4xx T 5% — 3} = o jwey imaginare SIBmgeIn, obg[etd) .uc
dfters erwai)nten Regeln auf feine fuhren.

§. 333
Sa e8 laffen fih auch allgemeine Gleidungen madyen,
trobey dicfeTRethoden FeineimagindrenWurjeln angeben, ob
diefelben gleith oftcrs 3r0en und mehrere imaginare Wurzeln
enthalt:n, Dies findet allemal ftatt, wenn in der Gleichung
ftets jroey abnfiche Seichen auf einander folgen, wie in diefem
X0 — Axn-I— Bxn-2 }'Cxn-3 } Dxn-4 — E xn-§ —

Fxt=6 4 2, == ©
pdet

%0 F Axi+Y — Bxn=2 — Cxn-3 } Dxn-4 1- E xn-§ —

W, = 0,

" Daf aber diefe Gleichungen imagindre Wurgeln haben -

fonnen, erhellet fhoir aus der cubifden Gleidhung
x3 — Ax2 —=Bxf C=o0
eldie allemal joey imaginave Wurgeln bat, twenn ==
AA 1 3B gefesst wird, und — C 3wifchen den Grengen
siA3 — TAF — 523 und SXIA3 — FAff P 5263
liegt. Sndef laffen ﬁcf) diefe %aﬂe aus jenen Regeln abz
leiten, wenn man die Gleihung durch eine Subftitution
auf eine andere Form bringt. Denn fest man:
x =y Tk, fowid
y3 t 3kyy T 3kky T k3
— Ayy - 2Aky — Akk
— By — Bk
+C
und diefe Gleichung nach den befdhriebenen Methoden nrw
tecfudht, ift juvdrderft, wie fogleidh in die Augen fallt,
@k — )2 > 3(kk == 2Ak = B)
und wenn ' '

=90

(3kk



142 Oritter Theil. Drenjefnites Capitel.

(3kk — 2Ak — P)2 5 3(3k == A)(k3 — Akk— Bk F C)
feon fofl, toie dag andere Kenngeichen mit fich bringt, fo ift
notbwendig, daff

BB+ 3AC + (AB = 9Ok + (AA + 3B)kk B0
fey, was auch k fiiv einen Werth padbe.  Man nehme deme
nad) k fo, daf Ddiefer Ausdruck einen Feinfren Werth e
g€ — AB

2(AA 1 3B)
fer Ausdruct woch > o ift, wabhrfheinlich witd, daf feine
fiagindre Wargel ftatt finde. &8 wird aber

(AB — 9C)2 (AR — 9C)2 N

halte, D.:0. man fege k = , W éé,_menn dics

BB A~ R T3m) | aAA T 3By °
oder
‘ (AR — 3
BB 1 3AC > (AB — 9C)

4(AA T 3B)

Da alfo B = I — IAA ift, fo witd
4f(3f4 — ZAAR + 3A% T 3AC) > (JAf— JA3 —qC)2

oder
afs — A82f4 T 4A4f T 108ACK
> .
A2f4 =— 2 A4f2 *—54ACﬂ' '{' As 'i' 54A3C 'I' 729CC
‘ olet

4f6 > gA2f4 — 6A4T— 162ACH} AS T5443C + 729CC
und tenn man affo die Faftoren nimmt, fo mug feyn
(2f3 + A3 — 3A€ T 27G)(2f3 — A3 34— 27C) >o
@8 jeigen demnach jene Regeln imagindre Wurzeln any,
enn
C b iA3  EAf «— 523, und
C > z2A3 § SAf f ;2f3, oder
. C < z1A3 f FAf — 33, und
C < ziA3 T 3Af T 33
A,
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ift, und died find eben die Bedingungen,, melcf)e wit oben
gefunden Habem

3 3% |
Hicrauf (4ft fich anch der Boweis ded Harviottifdhet
Sapes granden, daf fede Gleichung fo wvicl veclle pofitive
Wurjeln habe, als in 3 @i[sic{,u 3 %{bmcd;{c!ﬁngeu, und
fo viel megative, &'¢ dawn Folzén gleidher Aeichun vots

Fommen, Angerdmgien neiidh, daf de Bleidung

X0 — Axn-I o Bxn-2 - Cx-3 § Dxu-4 — 3, — 0O
fauter veelfe und pofitive FTiejein habe, fo werden nidt

nur auc) alle $Rurgeln der Thferemsialgleihung
axt~I — (6 ~= I)Axn=2 } {p«—2)Bxn~3 —3¢, =0
geell und pofitio, forbernn jugleid die Grensen der Wurs
geln von jescr Gleidhung feyn,  Févner bat alsdann audy:

[ . 3 ) § ~ ) I3 N
die ducch die Subftitution x = ¥ entjtehende Sleichung
\

I-— Ay { By> — Cy3,} Dy — . == o

Yauter veelfe und pofitive Wurgelit, weldbe aber die veci:
profen Srofen pon den Wurgeln det Grundgleichung und
alfo Grdfite find, renn diefe ju det Reeinfren gehdren, und
umgefehrt. Dies vorausgefest diffevensiive man die geger
. Dene Gleichung, bis man ju der einfaden Gleidung x —

}IT = o gelangt, o die Wursel pojitiv ift, und der Coefs
ficient des wepten Gliedes negativ, wie wit angenoms
men Daben.  Hatte hingegen diefer Coefficient dag Seichert
+, fo wirde folgen, daf die Bleichung nicht lautey poﬁtwe,
fondern jum tenigften eine negative Wursel Hatte

§. 335.
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§. 335

Wenn bte gegebene Gleidhung in ibre reciprofe ®fei:
dung verrandelt und differensiivt, dann aber x mwiedes
eingefiibrt, und die Differensiation fo lange fortgefest
toird, bis man nad) §.320. auf die einfahe Gleichung Ax
- = i B==0 fommt, fo witd aud) die Wursel diefet
®leidung pofitio fepn, wenn die gegebene Gleidhung lauz
ter rveelfe und pofitice Warseln Hat, und das jvepte und
dritte Blied diefer Bleichung daber verfchiedene Jeidhen
baben. Haben alfo diefe Glieder einevlen Jeidben, fo ift
folches ein Kennzeichen von rwenigftens ciner und jwar von
dér porigen verfchiedenen negativen Wurzel, 1o daf, wenn
die drey erften Glieder einerlen Seihen hHaben, diefes ein
/ ﬁennseld)en von der Anwefenheit jweper negatwen Wz
jeln ift.

§. 336,
Gept man auf Ghniide Art die BVerwandlung und
Diffevensiation nadh §. 321. fort, bis man auf die einfadhe

Bleidung Bx—4r-,-_3_-7,c = o fommt, fo muff aud) die

Wurgel diefer Gleichung pofitiv fepn, wenn alfe Wutseln
der gegebenen Gleichung foldhes find; und wenn alfo dasd
" dritte und viecte Slicd cinerley Seichen haben, fo ift dies
wieder cin KRennjeidhen eincr negativen Wurgels  Iebers
Paupt ergiebt fich auf diefe At allemal cint negative Wurs
3¢l, wenn jwep auf cinander folgende Glieder cinerlen Jeis
hen-Daben, und e miffen daber in jeder Bleichung fo viel
negative Wurgeln fepn, als fie Folgen gleidher Jeichen ents

balt. RNapme man an, daf die gegebene Gleidyung laws
' tee
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ter negative Wurzeln Hatte, fo wirden, teil die Wurzeln
aller aus ibr hergeleiteten Differenialgleichungen evenfalld
negativ waren, alle Glicder einerlep Jeichen haben miffen,
Wenn alfo groey auf einander folgende Glieder verfdies
dene Jeichen Hatten, o wire diefes ein Merfmal von dee
Antvefenpeit einer pofitiven Wurzel, und auf dhnliche Art
miifte man der Gleidung jum wenigiten fo oviel pofitive
Wurgeln Depiegen, als fie Abwechfelungen er Jeiden ents
ielte. Da nun jede Gleidhung gerade fo vicl Wargeln
pat, a8 es darin Folgen don jrwep unmittelbar neben eins
ander ftehenden Reiden giebt: fo folgt wudy, daf jede.
@leichung, deven Wurisin indgefammt veell find, darvunter
{o viel pofitive haben erde, al8 fie Ubwedfelungen, und
¥o viel negative, al8 fie Jolgen gleicher Jeichen enthalt.

Eul. DIt B.3.Th.00.2.Tb.2. 205, &  DBiews
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SBon den 'Differensialien i befondere Fale.

§. 337

S«’Bcnn y itgend eine Sunftion von x ift, und diefe veww
andetliche Grdfe x um den Sumwad)d o permehrt toird
odet'x in x + o dibergeht, fo befommt dadurd y folgfm:

ben Werth:
wdy w2ddy m3d3y ~4a4y
vt 2dx32 T T6dx3 T Zraxa 24dx4 T
und alfo y beu Sumwadhg
wd w2dd w3d3 4da
e L g @2 Y 0 20
dx ' 2dx2 ' 6dx3 ! 23dx4

toie aus dem Obigen befannt ift, - Wird alfo » = dx, odet
x um dag Diffevengial dx permehrt, fo wird der Juwdds
pony
dy + 3ddy T £d3y T 53d4y 10

und dicfer Suwad$ ift das volftandige Diffevengial von y,
Da indef jedes Glied diefer Reihe ju dem folgenden ein
unendlidpes Berbaftnif hat, fo veefchwinden alle folgende
®licder gegen das erfte, fo daf dy das gewdhnliche erfte
Differensial vow y witd, Yup apnliche At find die jweps
ten, Dritten und vierten Differengialien u, f f. von y
folgende

' dd.y
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31

dd.y=dd -d3 ~—~d4 d5 \ d6
y=ddyt yfg 4_ Hg 4 5 ”‘3456 y*}:c.,

: ds3 *d’y'i’-——d“j S d’}”{‘ Y'f' 301 d Y'f‘u' i
4 5 5.6 4.5.6.7

day ——d"'y'f‘—-d’y'l' déy'j' 35’0 d7y'1' 20

dsy =d’y+ -—6l-d5y iy g—.—?ﬂy T 2.

d6y‘=d‘y'i'—2;;d7y’f‘ W0, g
und man echalt %ie{e Differensialien aus dem 56ften §,
durdy die Subftitution dx fir o. Diefe Differen;ialien
find die volfftindigen Diffevensialicn von y, reif davin 23
auch die Slieder bepbehalten find, weldhe gegen das crfte
verfhwinden.  Man findet aber diefe Slieder eingeln durch
eine fortacfeste Differengiation vony, indem man dx alg
beftandig Detvachtet. St 3. B y = ax — xx, fo find,
weil dy == adx — 2xdx, wnd ddy == — 2dx2 toird,

_die volftandigen Differenjialien von y

g dy = adx — 2xdx — dx3

ddy,= — 2dx2
und die nbrigen = o,

§ 338
SWenn aber gleich Hberhaupt die folgenden Glicdet in
diefen DifferengialzAusdricfen gegen die erften verfehroinz
den, fo falit doch in befondern Fillen, wenn das erjie Glied
felbft verfchmwindet, der Grund davon hinweg, und e8 dirs
fen alfo dann auch die folgenden Glieder nicht aus der
Acht gelaffen werden. S ift 3 B. in dem vorergehens
den Falle, wo y == ax— xx twar, das Differensial im
Allgemeinen jwar == (a — 2x)dx, und man Hat niht nds
Ra thig
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thig — dx2 bepjubebalten, toeil Diefeds Gfied unendlich
Fleiner ift af8 Das crfte; allein e8 liegt Dabep die Boraugs
fetung jum Grunde, daf das erfte Glied felbft nicht vews
fdwinde. Wenn daber das Differensial von y =ax —
xx fiie den Kall gefudt wicd, wo x = 3a ift, fo mu§ man
fagen, e fep = — dx2, weil die Funftion y in dem Falle
x = %a, wenn x um dx wadft, um dx2 abnimmt. ~Dies
fen eingigen Fall ausgenommen, ift das Differensial det
Gunftion y allemal == (a — 2x)dx, denn, wenn nidt
x = la wird. [aft man — dx2 mit Necht aus der Adt.
Auch Fann die Vernadylafigung des Glicdes dx=z felbft in
dem Falle, daf x = %a ift, ju feinem Jrethume verleiten,
Denn da man die erften Diffevensialien unter fich ju ver:
gleichen pflegt, fo ijt 8, weil dy = — dx2 im Falle
x == §a, gegen die erften Differengiale dx verfhwindet,
gleidhviel, ob man dy = o, oder dy = — dx2 pabe.
§. 339.
&8 bedeute y irgend ecine Funftion von x, und man

erhalte dabey durch eine fortgefeste Diffevensiation

dy = pdxj dp = qdx; dq=rdx; dr = sdx; 1,
fo find die vollftandigen Differensialien von y, wobey nidyts
aus der Acht gelaffen wird, ,

d.y == pdx T 3qdx2z + Lrdx3 T jlsdx4 20

ddy = qdx* + rdx3 ¥} yZsdx4 + Zudxs 16

d3y == rdx3 + 3sdx4 + Judxs Tl

d4y == sdx4 | 2tdxs .

dSy = dx¥ } 2,
Senn alfo die erfren ®licher it diefen HnddedrLon nicht
verLjavinon, e par e i ihnes wifetn Bee @i

e

der pon y; WeeRi aber i irgenl elleml yaue oo 0
' ' SR
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®lied = o wird, fo giebt das folgende das gefuchte Diffes
rengial. Berfdywande aud) das jwente Glied, fo rolirde auf
abnliche Avi das dritte, und verfchroande aucy das dritte
Glied, fo wiiede das vierte Glied diefed Differensial geben,
u.f. . Hievaus folgt, Daf das evfte Differensial eiser Funks
tion pon x eigentlid) nte verfhroinde. Denn witd aud) p=o
in weldyem Falle man dag Diffevenial von y al vers
fchroindend ju- betradbten pflegt, fo rird diefes Differens
atal durch eine hobere Poteftat von dx ausgedrudt; 3. B.
durd) 3qdx2, oder twenn aud) q verfhwindet, durch grdx
. f. 1. -

§.  340.

O6 nun aber gleich in diefen Fallen das Differenzial
von y in Vergleichung mit andern erften Differensialien
mit- Recht aus der Acht gelaffen wird, foift es dody gleidh-
wohl ofters niglich, den Ausdrud Ddeffelben ju Fennen.
So fann man aus dem vollftandigen Ausdrude eines Dif:
ferensialg fogleich beurtheilen, in reldhen Fallen die geges
bene Funftion ein Kleinftes oder ein Groftes wird. Gt
3 B. ‘

d.y = pdx ¥t iqaxl + Zrdx3 e

fo mug, toenn y ein Srdfites. oder ein Kleinfted werden foll,
p = o fepn. Sn diefem Falle ift alfo dy = $qdx2, und
dic Gunftion y gehr dabey, wenn man fiir x die Srdfe
x X dx fet, in y + $qdx2 diber, und wird daber cinen
Fleinften IWerth Haben, roenn q pofitiv, und einen grdfiten,
toenn q negatio ift, Wird aber aud.q=c, foift dy =
$rdx3 und die Funftion y gebt durd) die Subiftitution
x X dx fliir x iny £ Zrdx3 fiber; e findet aber in diez
fem Galle weder ein Grdfited nody ein Kleinftes fratt, Wicd
bingegen auch r = o, {o erhalt man, wenn man x £ dx

f3 fire
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fie = fegt, y + zIsdxa fiie y, und Ddiefer Yusdrud gieht
ein Groftes, renn s eine negative, und ein RKleinfres,
weni s eine pofitive Grofe ift.  AndereBepfpiele von der
RNugbarFeit der volifrandigen Z)xu;venatahen weeden unten
vorfommen, v

§ 34L

qoir. toolien annehmen, p verfdbrvinde, toenn x = a
wird, und dies gefdhieht, wenn p = (x — a)P ift. E8°
Lentfiebt aber ein foldher Werth, wenn y = (x — a)3P+ C
ift, wo C ivgend eine befiandige Grdfe bedeutet. Denn
Pa pdx = (x —a)2dP t 2(x — a)Pdx ift, fo muf noth:
endig p == o werden, wenn man x == fent. Alsdenn
witd folalid, da dpdx == qdx2 = (x — a)2ddP +
4(x —a)dPdx F 20dx? ift, d.y =Pdx2, ¢§ mifte
Denn Pbey x==a verfhvinden, welcher Fall nadhher betrachz
tot werden foll, Dev gegenivartige Fann allgemeiner auf fols
gende Art dargeftellt werden. €8 fey 2 = (x—a)2P}C,
und y irgend eine Funftion von z, fo daf dy = Zdz werde,
tenn Z irgend eine Funftion von z = (x — a)2P + C bes

Deutet. . Alsdann ift alfo

dz = (x — a)2dP + 2(x — a)Pdx, und
pdx == Z(x — a)2dP + 2Z(x ~ ajPdx,

Diefes @lub witd = o, W x == a wird, und Iai';t man
in eben diefemn Fale die GBlieder weg, welde den Faftor
x — a cnthalten, fo wird qdx2 == 2PZdx2, und alfo fur
xc=a, nachdem man in PZ atfenthalben a filtr x gefept
hat, dy == PZdx2. Gft daher y ivgend eine Funftion von
z <= (x — a)2P + C, fo daff dy=2dx ift, fo ift fir x=a
pas Differengial dy = PZdx2, &3 wird daher diefe Funf:
~ tion y fiir x = a ein Grdftes, roenn in eben diefem Falle
7 die@rdfe PZ negativ, und ein ﬁremfteé weni PZ pofitiv ift.
§ 342

\
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§. 342 :
Wen p = (x—2)2P, fo verfhwindet fir x =
audy g; man findet aber einen folshen Werth v p, wenn
y = (x~ a)3P } Cift. €3 ift alfo dann .
pdx = (x — a)3d P} 3(x — 2)2Pdx |

qdx2 = (x—a)3ddP } 6(x —a)2dPdx } 6(x—a) Pdx2
und jedes diefer bepden Glieder vemfd;mmbet, wenn x =g
tird; dbas folgende aber ift

rdx3 == (x—a)3d3 P} 9(x—a)2ddPdx } 18(x—a)dP&x2

+'62dx3 == 6Pdx3

penn x =a ift. Da alfo p und q fir x == a verfdhroine
den, fo with dy == Zrdx3 == Pdx3. Auf dphnliche Art fine
det man, wenn z == (x — a)3P + C, und y eine Junftion
von z und dy = Zdx ift, weil alsdann dz = (x — a)3dP
+ 3(x—a)2Pdx ift,p==o0 und g== o, und rdx3 ==6PZdx3;
alfo dy="PZdx3 fir x=a. Wenn daher gleich fiir x:=a,
p==o witd, fo hat dennoch die Funftion y weder cinen
grofiten nodh cinen Fleinften FWevth.

§. 343

' @8 giebt aber einen feichtern Weq diefe Differensiaz
fien ju finden, welder fih auf die Natur der Differeniiaz
fHen felbft grindet. Denn da man das Differengial vou w
erhalt, wenn man y von feinem nachfren Werthe oder beur-
roeldhen e8 durdh die Subftitution x f dx fir x befommt
absicht, fo fey, wie im erften Talie, y == (x — a)2P T C.

Set man hier x + dx fir x, fo wicd

y' = (x—2f}dx)2pP' + C
und folglich
cdy = (x—atdx)2P — (x-—a)2P.’

Wenn ‘alfo x == a ift, fo wird dy == Pdx2, ), da P
und P im Q}exi)a[tmffe der Gleichheit ftehen, dy = Pdx2,
‘ K 4 %eme:
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Kerner fey z == (x —a)2P +C, fo witd dz = Pdxs,
Wenn alfo y irgend eine Funftion von 2, und dy = Zdz
ift, fo witd fir x=a '
dy == PZdx2,

St nun z = (x — a)IPt C, fo wird

2 = (x—atdz)3p’ + C,
und daber fiir x = a ‘

7z’ — 7z == d3 = Pdx3,

Jit demnad) y irgend eine Funftion von 3 und dy = zdz,
fo ift aud fiir x = a das Differensial dy = PZdx3, vorz
ausgefest, daf in den Funftionen P und z allentbathen
a fir x fubftituict weede. Da aber in diefem Falle z==c
und Z eine Funftion von z ift, fo wird Z eine befrandige
Srdfie, nemlidy eine foldpe Funftion von C alg ¢d vorhin
von s toag, '

§. 344. .

SWenn alfo dberhaupt y == (x — a)*P } Cift, fo wird,

weil dann y' = (x — aF dx)*P' + C witd, fir x =a
bas Differengial dy = Pdx=; und tenn alfo n > 1, fo
verfdwindet diefes Diffevensial in BVergleichung mit an,
deen ecften Differensiatien, welde dx homogen find. HNun.
ift aus dem Vorhevgehenden Flar, daf die Junftion y fiw
x==a ein Grdftes oder cin Kleinfted wird, wenn n eine ge-
rade Sabl, und dabep P flie x = a cine pofitive, und ein Grdfs
tes, toenn P eine negative Srdfeift. Man findet demnadh auf
diefe Act die grdften und Fleinften Werthe viel feidhter ald
_nady der ohen befdyriebenen Methode, toetf man dabep nicht
nothig hat, ju den hhern Differensialien fortyugehen, Wenn

abet 3 == (x —a)=P *} C, und y eine Funftion von z, und
dy == Zdz ift: fo wird fir x = a bdasd Differensial dy =
PZdxs, €% wird abev, hict n fir cine pofitive Jaht, odew
: eing
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-eine foldhe, die grofier ald o ift, genommen; denn frennn
eine negative Sahl ware, fo mutbe Ctoenn man x = a
feste, (x — a)» nicht verfchroinden, fondern felbft unends
lich grofi wegden,

S 345.

IBir haben gefehen, daf auf diefe Art dag Differens
stal viet leichter gefunden wird, al8 vermittelft der Reihe,
toodurch wir vorhin dasd voliftandige Differensial augdruds
ten; denn ift n.cine ganze Zabl, fo miffen fo viel Slicter
jener Reihe durcdhgegangen twerden af8 n Ginbeiten hat
9ber twenn n cin Brud) ift, fo giedt jene Neihe das wahre
Differenzial nicdht einmal. S8 fen 3. B. y == (x —a)d
+av'a, wo in Ridfiht auf die Reihe

dy = pdx 1 %quﬁ tdx3 1 §;sdx4 2,

L\ Ao

al-emry ey 5o o2y v G

Wenn man alfo x =a fept, fo wird jroar p =o; atlein
alle folgenden Glieder q, r, s, 26, gehen ind Unendliche
nber, und ¢s fann demnad) der Werth ded. Differenzials in
diefem Falle gar nidt angegeben werden.  Dagegen (aft
die auf dic Natue Der @lﬁerengtahen felbft gegrindete Me-

thode gar feinen Sweifel 4brig. Denn da x = (x — a}i

+avia ift, fo erhalt man durd) die @ubftttutxon x+ dx
fir x

y = (x — a"b’dx)% + ava
und: ¢ ift folglich, mennix = a gefest tird,
dy = dx/dx’
Rs5 Diefes
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Dicfes Diffevensial verfhwindet gegen dx, aber dagegen
verfhwinden gegen Ddaffelbe die jwepten Differenzialien,
weldhe dx2 homogen find,

§. 346.

et toollen toir die Fille eftvasd genauer betrachten,

o0 n eine gebroc{)eue Saplift, und
y=PV(x—a)tC

fusen. Hier wird, wegen y' =PV (x —at+dx) } C
) dy = Pvdx
fiir x=a, und ¢8 hat folglicy dicfes Diffevensial ju dx
und allen ibm homogenen Differensialien ein unendliches
Verhaltnif,  Hicraus erheilet auch, wie in diefem Falle
fiber das Hrofte und Klewfte ju urtbeilen ift,  Denn da
Wy, toenn man x + dx fiv x fegt, in PV’ (x — a) +C+ Py dx
11bergeds, fo bat, da v dx beyde Seichen julaht, die Funfs
tion y einen doppelten Werth, Dden cinen grofer als C,
und den andern fleiner, fo daf fie fir x = a tweder ¢in
Groftes nodh ein Kleinftes oird. RNimmt man ferner dx
negativ, fo wird der Werth von y fogar imaginar. Ebhen
dieg hat man ju mevfen, wenn z == Py (x — a) + C, und
y ¢ine Funftion von z und dy = Zdz ift, indem algdann
-dy = PZv dx flir x = a toird,

v 8 347
MWenn die Funftion, deren Diffevensial fir den Saﬁ

x == a gefudht roerden foll,
m

y = (x — é)-"—P +C
ift, fo ticd, wic aus dem Borhergehenden erfannt werden
fonn,

dy = Pdx™.
' Wenn
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Wenn daher m > nift, fo verfdhwindet diefesd Differensial
N .

gegen dx, ift aber m < n, fo wird d—z unendlidhy grof, Sit

ferner n eine gerade 3abL, fo Hat das Differenzial dy einen
doppelten Werth, cinen pofitipen und einen negativen;
und wenn man daber a+ dx fir x fest, fo befommt die
Funftion y, die beh x==a den Werth C erbhaltern haben
tofirde, cinen doppelten Werth, einen der grdfer, und
einen, dev fleiner ift al8 C. Septe man hingegen x = a
— dx, fo wittde y imagindr werden, und alfo in diefem
alle weder ein Grdftes nodh ein Kleinfted feyn, FNun fep
n eine ungerade Jahf, o denn m enttweder gevade oder unz
gerabe fepn witd, €8 fey juodederit m eine gerade Rabl.
Da alddann dy denfelben Wevth bebdlt, man mag dx poz
fitiv oder negativ nepmen: fo erbellet, daff die Funftion
y fiir x == a enttoeder efn Broftes oder ein Kleinftes fepn
werde, je nacdbdem in diefem Falle P eine negative ober
pofitive Grofe ift. Wonn aber forvoh! m al8 n ungerade
ift, fo gebt das Diffevengial dx in das entgegengefeste Hder,
foenn man dx negatty nimmt; und ed hat daber in dies
fem Falle die Funftion y tweder cinen groften xmd; eines
“Fleinften LWerth.

§. 348
Wenn dieFunftion y aus mehrern durd x —a theils
baren Gliedern befteht, und 3. B,
y=(@x—amP t (x—a»rQ{C
ift: fo ift ibr Difevensial fir den Fall x=a
dy = Pdxm } Qdxm
&ft in diefem Ausdrucke n & m, fo verfhmwindet Das jwente
©licd gegen das crfte, und man behdlt blof dy = Pdxm.
,jtf aber o ein Vruch mit cinem geraden Renner, fo dasf
. man
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man Qdxn, ob e8 gleidh in BVergleihung mit Pdxm per=
fchwindet, gleichwohi nicht aus der Acht laffen. &3 erhellet
nemiidy daraus, daf dy negatin wird, wenn man dx negativo.
nimmt, welhes man aus Pdxm nidyt erfennen fann, Da
- alfo,wenn n ein Bruch mit einem geraden Nenner ift, dx nicht
negatin genommen werden fann, dad Glied Qdxn aber,
tenn man dx pofitiv nimmt, einen doppelten Werth Hats
fo wird die Funftion
' = (x—a)"P % (x—a)Q } C
me!cbe fur x == a Der beftandigen Grdfe C gleich. wird,
durd) die Subftitution x  dx fir x

y = C +{ pdxm * Qdxn
und da diefe bepden Werthe entiweder grdfer oder Fleiner
al8 C find, fe nadhbem P eine pojitive oder negative Grofe
ift: fo hat die Junftion y im Falle x = a weder cinen
grdfiten noch einen Fleinften Weeth,

§. 349. .

Xn diefen Falfen laffen fid) alfo die wahren Diferen:
gialien der Funftionen nicht nacy den gerodhnlichen Regeln
finden, toeil diefe blofi gelten, tvenn die dx Homogenen
Differensialien der Funftionen gefucht werden.  IWenn
bingegen in irgend einem befondern Falle dad Differensial
einer Funftion durdy die Poteftat dx» ausgedructt wird,
fo findet man daftiv hadh jener Regel' o, wenn n grofer
alg 1, und oo, wenn n Ffleiner als 1 ift. Sft 3. B. y =
v'(a—x) und foll das Differenial van y fiic den Falf

d
- x=agefudht ecdens fo erhalt man,da dy=—-‘/—:iai_;-)

‘ d .
iftt, fitx=a, dy= — —;f._ Und wolite man die folgens

ven Differenzialien gu Hitfe nehmen, fo twirden auch diefe,
roeil
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toeil fie cinen o gleichen Nenner Hatten, indgefammt unz
endlich Grofie fepn. Wi haben aber gefeben, daf dy =
Y- — dx, und affo fogar imagindr ift. Setst man binges
gen x — dx fiie x, fo witd dy = v dx, und alfo unendlich
gegen dx, fo daf dx gegen dy verfdhwindet. €8 leitet daz
Her die gewdhnliche Methode auch hier 3u Feinem Jrthume,
indem fie den Werth von dy unendlich grof angiebt.

§. 350,

Man muf alfo die getdpnliche Methode yu diffeven:
giiven verlafien, fo oft in dDer Reihe pdx + £qdx2 + £rdx3
4 2. wodurd) das vollftdndige Differenial der Funftion y
ausgedrucft wird, das erfte Blicd p entoeder = o oder
= oo wird, und alédann das Differenzial nach ben erften
Grundfasen der Diffevensiation fuchen. ‘So oft daher dad
Differengial YerFunftiony filr cinen gerviffendBerth von x gex
funden ecrden foll,wobey p entweder unendlich grof oder une
endlich Fein tird: fo oft mufman ju den erften Sritnden der
Differengiation jurhifgeben. Sn alfen dbrigen Fallen, wo
weder p =0 nodh) p = oo wird, giebt die gerwdhnliche Me-
thode die wabren Werthe ded Differenzials. Dodh darf
der Fall §. 348. nicht aus der Aiht gelaffen werden, wenn
y ein BGlied (x — a)"Q enthalt, und n einen Brud) mit
einem geraben MNenner bedeutet, Denn wenn e8 in diefem
Ralle gleich niedrigere Differengialien giebt, gegen weldhe
Qdxn verfdywindet: fo werden doib, wenn dx negativ und
alfo Qdxn imaginae ift, dusdh dDas Blied Qdxx alle tbrige
Glieder imagindr, und diefer Umftand ift dep den Linien
widtig. Dergleichen bejondere Falie, o das twahre Dif:
fevenial nady der gerwdhnirchen Methode nicht gefunden
werden Fann, wollen wiv nun durd) einige Bepfpicle erz

Lauters, o
Erfles -
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Eeftes Erempel
Das Differensial ver Funrion:
y=2atx— V(xtax — x)V(2ax — xx)
fir den Sall x = a 3u finden,

Daf; man dag Difevengial diefer Funftion nidht nady
ber gewdpnlichen Regel finde, erheliet aus der Differens
jiation.  Dadurdh belommt man

iy = an — 22— 4385 HdxvOax — x0)
: V(xx T ax — xv(2ax — xx))
(axdx — xxdx) : V(2ax — xx)
T Vv (xx + ax — xV (23X — xx))
£ .
und alfo, wenn man x==a |ett,

adx
dy = dx — — =0,
a

'

Um alfo von den erfren Srundfagen der Differenziation
augjugeben, fo toird, wenn man x - dx fiir x fdreidt,
yy =atxt dx — v (xx T 2xdx | dx2 § ax | adx —
(%} dx)v(2ax -+ xx | 2adx — 2xdx — dx2))
‘wad enn man x= a fetit,
y!:::za-fdx-— Y (22aT 32dx T dze—(a t dx)v (aa—dx*))

dx2
Da alfo v(aa—dx? = a— e ift, indem die folgens

den Glieder ficher ausd der Acht gelafien werden Fonnen, fo
wird )

y’ = 22 } dx - y"(aa } 2adx } 3dx2)
-und oennman die ﬁuabmtmutgci aus;ieht, ;

'ﬁ-d..

9511;1 1ft abex, et x =2 geycgt txmb, y-..a, alfo da
2
y =yt dyifty dy =~ %‘, und bictaus erhellet jus

’ ) pieidd,
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. /
aleidy, daf die Junftion y ein Svdftes wird, renn man
x = g nimmt, ‘

Swentes Erempel

Das Differensial der Sunftion:
y = 2ax — xx + ay (aa — xx)
fie oen Sa3ll x = a 3u finden.

Differensiict man auf die gerodhnliche Act, fo toied
axdx '
V(aa — xx)
und diefer Ausdrucdt roird unendlich grof, wenn man x=a
annimmt, und ift folglich unbraucdhbar., 8 toerden aber
audh die Diffecengialien der folgenden Ordnungen unend:
lich grofie Grofen, fo daf man aud) aus ihnen nadh der
Reibe pdx T #qdx2 T 3rdx3 2. das wahre Differenial
nicht findet.  Man fee alfo x + dx fir x, fo wird
y' = 2ax — xx } 2adx — 2xdz — dx2
+ av(@aa — xx — 2xdx — dx2
und wenn man x == a nimmt,
y’ = za — dx2 ¥ av'(— 2adx — dx2)
Nun toird aber in diefem Falle aud) y = aa; folglich
dy = — dx2 } ay" — 2adx '
und da dx2 gegen v— 2adx verfdyvindet,
dy = av — 2adx,
Wenn demnach dx pofitiv ift, fo wird dy imaginar; fest
man aber x — dx fiir x, fo erbdlt man
dy == av 2adx,
und da diefer Ausddruck einen doppelten Werth bat, ecinen
pofitiven nemlich und cinen negativen: fo ift die Funftion
in dem Folle x == a weder ein Grdftes noch ein Klcinftes.

- Drie

dy == 2adx — 2xdx —
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Drittes Erempel.
Das Differensial der Suntrions
3
y = 3aax — 3axx } x3 { (2 < x)2v (a3 —x3)
fie den Sall x==a 3u finden,
Da diefe Funftion fich auf die Form bringen (3ft:
3
y =23 = (=03 { (@ —y)V(@ataxtxe)
fo wird, wenn man x = a + dx fest,
¥ = a3 t dx3 — &Sz
nnb in eben diefem Falle ift y = a3. Demnad it
dy = dx3 -~ dx*fgaa
und da dx3 gegen ds3 perfdmindet, fo wiid
dy = = &x%}ja'a.
Penn alfo x = a genommen wird, fo hat die Junftion y
weder cinen grdften noch cinen fleinften Werth,

Biertes Srempel
Das Differensial dev Sunfrion:
3 .
y=vx I v =0t vV)vx
fir den Sall x == 6 3u finden.
Da x=o0 fepn foll, und dabey y=o0 mwird, fo
fhreibe man blof dx fir x, mpbutci) man
; \ R
dy = d<f 1 dxF oder dy = (1 F VARVdx
Petdmmt; tworvaus suvdrderft erhellet, daf dx nicht negatio
genommen toeeden darf.  Ferner fann aud) vidx, b e8
g(etd} fonft einen boppe[tenfmettb, efnent pofitiven und einen

wagativen, hat, weil \/’ dx votrfomut, Blog pofitiv genoms
men
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4 .
fen toerden.  Hbet v dx [4Bt cinen Doppelten Werth 3u,
and fo wicd

4
dy = vdx % dx3, und
y =ot vidz & ydx3
mweil y == oift, Da alfo bepde Werthe von y’ grofer find
als det von y, fo ift y filr x = o ein Kleinfted. Daf aber

4 , ) 4
die Junfrion y ==v"x{ V%3 die Funftion y =-—v"x }V'x3
- nidgt in fich Begreife, crheliet, wenn man beyde vational
wadt.  Verwandelt man nemHd die erfte in y — v'x

= wz/kx 3, und erhedt bepde Seiten jum Quadrate, fo wird
y* = 2yVx ftx=xvVx, oder y2 +x=(x} 2y)v'x
and quadrivt man bepde Hilfien diefer Gleichung von
neuem, fo befommt man ‘
y* — 2yyx — 4xxy T xx — x3 = o,

Die andere aberoder y + vy = \?‘ %3 gieht quadrirt
y2 tx= (x — 2y)Vx
und enn diefe BleiGung von nexem quadrirt witd, fo
Fadet man
y4 — 2yyx } 4xxy + xx - x3 =0 X
cine Gleihung, telehe von ber vovhergehenden becfd)ie?

den it Wber dag andere Glied v x® behalt das doppelte
Jeichen. @8 ift Daber Diejer Umftand wopl ju merfen, daf,
wean aud gleich die geraden Wuryeln bepde Jcichen  und
~ sulaffen, doch Blof das erfte bepbehHalten merden fann,
oenn in ¢ben dem Nusdrudfe eben derfelben Wurgeln fevs
gere gerade MWuvseln vorFommen, denn diefe wirden imas
ginar werden, wenn man jone negativ ndhme.  Und hiers
aus faffen fih die grdften und fleinfren Werthe dev ans

Eul, Diff R0 2.Eh, 00, 2,TH, 2.Abth, ¢ dern
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dern Mt erfennen, toenn dergleichen nicht fratt ju b:b:n
fheinen, .

Tinftes Erempel.
Das Differensial der Sunfrion:

gm0t (O — ) F (x—F) 2 (am )

far den Sall x'= f.3u finden,
Gsfen x—f=1t. Da alsdenn y=a-f\ft~1‘t\-/1'c

8 a N " # .
+ eyt wird, fo ift das Diffeensial pietvon e den Kall
't == o ju finden, und ift diefem Falle alfo 'y =='a. Sept
man alfo't + dt obet'o + dt fifv ¢ fo wird

y=ytdy==atydt} drf‘d‘t + d:zfdt
uad folglich

; a 8

dy = V7dr } dty'dt f de2y"de
Hier ift jupdrderft Flav, daf das Diffevensial de nidyt nez
gatip genommen werden Fann, ‘wofern nidt dy imaginge
roerden foll. 3 e8 Fann nicht blof v dr; fondern nicyt
einmal '\4/'dt negativ genommen werden, weil fonft :;'dt
imagindr werden wirde, und e hat daber das Diferensial
dy blof einen doppelten Werth, nemlich

dy = V'dt + dede & deavide
und da beyde grdfier find als o, fo folgt, daf die Funftion
y ein Kleinftes der jwepten AUrt roecde, twenn man t=o
oder x == Ffegt, Wenn alfo auch gleich in diefen Fallen
die Glieber &t?‘ dt und &tzf/'dt gegen Das erfte y~de vers
fepwinden, fo darf mait fie doch nicht ausd der Acht laffen,
enn die Menge der Werthe beftimmt werden foll, o daf
die imaginaren Srdfen nicht in Anfehlag Fommen.
Sedhs:
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Sedstes Erempel
Pas Differensial der SunPrion:
y = ax T bxx t (x — )b + (x — f)mda
fie den Sall x = £ 3u finden,

SBean man x = f fegt, fo wird y = af + b, und
Jhrebt man x + dx oder £ dx fir x, fo findet man fir
Pen nadhiten Wertd

y* = af } bff + adz F 2bfdx J bdx2 F dxn + dxm # 42
und folglich
dy == adx F abfdx T bdx2 T dxn } dxiny dxn,

‘Wofern alfo nicht n eine gevede Jahl ift; fo fann aud dx
nicht negatio gendmmen werden.  E6 bat aber dag leste
®lied dxmy dun gin Dovpelies Jeichen, und ed wird daher
der Ierth von y’ doppelt und grdfer als y, wenn a § 2bf
eine pofitive Grofe, und die Erponenten n und m + §n grds
fev als 1yind. @8 wird alfo die Funition y fir den Falf
x == fein Kleinfted, und bied gefchieht, n mag eine gange
Bahl oder ein BVruch fevn, wenn nur der Jahier in diefem
und die Bahl in jenem nicht gerade it

, §. 351 N

Borstglichen Ruten hat dicfe L2ethode die Differens
yafien nad) den erften Srimden der Diffevensiation ju bes
ftimmen, it den tranfcendenten Funftionen, wenn in ges
tiffen Fallen bad auf die gewdhnliche Art gefundene Dif:
ferengial entweder zu verfdmwinden oder unendlich grof ju
weeden fdheint. 8 Fommen aber hier Arten von unendlidy
grofien und unendlich Eleinen Srofen vor, toelde bey den
algebraifden Funftionen nie angetroffen werden, Bebeus
tet 3. Do i eine unendlich grofe ahl, fo ift jwar i aud
wnendlic) grof, bat aber doch gegen i, und gegen jede Poz
g2 : teftat
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teftat i, fo flein man auch den Gyponenten n annehmen
mag, cin unendlich Fleines Verbaltnifi, und es ift daher

11, , , . e ,
Der Brud) & eine unendlich Fleine Hrofe, und fann nicht
1 ' -

eher cine endliche Grofe werden, bis Ver Grponent n ui
endlidy Flein wird. €8 ift daber 1i homogen in, toenn n

unendlich Flein ift. Run fepi= —, fo daf » eine unend:
lich Eleine @iéﬁe Bedeute: '§o ift — lw Homogen In, toenn
o
. " . T
n unendlich fleinift, und folglich — > homogen wn; folgs

fidy — ig}} ein unendiich Rieines, weldyes mit dxn vors
glichen twerden Fann, eenn n dinen unendlich Fleinen Brudh

bedeutet. St daber y = — 1lx’ fo ift das Diferenjial von
. ) , 1 S ‘o g o

y flir den Fall x="0, = — = dx®, und ¢8 hat folglich

dy ju dx und jede Poteftat von dx ein unendliches

Lerhaltnif, und es verfehwinden gegen — l—:—x alle Potes
fiten-von dx, fo flein aud) ihre Grponenten fcp/r’z mbgen,

§ 352

Yuch paben wir gefehen, daff ai, twenn a eine Jabh,

die grofer afd xift, und ieins unendlich grofie Jabl bes

Deutet, ein unendlich grofes von einem fo Hohen Grade

ift, daf dagegen nicht nur i, fondern felbft jede Poteftat
pon i perfchvindet, und ed wird nicht ehet iv homogen ai,

al$ Hig n unendlich getorden ift, Nun fep i = ;I-, fo dag
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I

« eine unendlich fleine @)téfgé bedeute, fo ift a® Homogen

-3, wenn n cine wnendlich grofe Sabl ift; und folglich
wl

—~ 1

) ) , . . ,
a? oder ore cin unendlidy Kleined, toeldhed mit #n in

Bergleichung ju fegen ift.  Hiernach ift;;—fd; ein unend:

fich Rieines, weldhes aber gegen jede Dignitdt von dx vers
fhroindet, Da es dx» bomogen ift, wenn n eine unendlich
grofe Rapl bedeutet, 9Bird daber dad Differengial von

y = ;}; fiie den Gall x == o gefudbt, fo ift, day==o

witd, dy = a: —und affo unendlichmal Eleinee al8 jede

noch fo hohe Poteftat von dx,

§. 353
Sft aber a Fleiner al$ 1, fo ift-} grdfice alg 1, und fo
toird DieFrage auf den vorhergehenden Fall jurhcgefibrt.

I

Hat man nemlich den Ausdruck a—;, fo fete mana = -::-

I

r .
wodurch man b¥ oder T befommt, einen Ausdrud,

der, da b 1 ift, s» homogen twird, wenu » emv e 2
lidy grofie Sabl bedeutet, Dies voransgefent; .0 wis
ung su folgenden Erempeln wenbden. ‘

23 b
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Ceftes Crempel,

®as Differensial der Sunftion y = xx — 11 fiie den,
X
Sall x = o 3u finden.

Da flie x=o0 audh y=o wird, fo erhalten tvir, wenn.
wir x t dx odet o § dx fur x fesen,

I
‘o= dy = dx2 w= —,
¥ Y x -ldx

‘ I 4 ’ I3
Da aber — P homogen ift dxo, tenn n eine unen™id,

fleine Sah!l bedeutets fo verfhwindet dagegen dx2, und.
e$ rird
1
dy &= — fax = dxn.

Da ferner die Logarithmen dey negativen Jahlen imaginae:
find, fo fann dx nicht negativ genommen terden, und eg
ift demnady y fir den Fall x == o ein Kleinjtes, welches
aber roeder ju de erften nod) ju der andern Art gehort,
Bur erften Art gehort e audy nicht, toeil y Feine nadfre
porhergehende Werthe hat, fondern blo§ Fleiner ift, als
die folgenden, menn x grofer al8 o angenommen tvird.
Sur andern Yrt aber gehdrt e3 audy nicht, weil die folgen:
den Warthe, mit welchen ed verglichen wird, nicht doppelt
find.  Und auf diefe Act entfteht eine dritte Sattung der
grdfiten und Fleinften Weethe, welcdhe blof bey den logaz
vithbmifchen und tranfeendenten Junftionen ftatt hat, bep
den algebraifden aber nie angetroffen wicrd, und twooon
in der Lehre von den Curven oft die Rede ift,

Brocye
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Swentes Crempel.
Das Differensial der Sunkrion:
y = (a—x)n — xt(la— Ix)"
fiir den Sau x == a 3u finden,

Das Differengial dicfer Funftion fann man, tvenn n
¢ine gange Sabl ift, aus dev allgemeinen Formel dy = pdx
+ 3qdx2 T frdx3 F o finden. €8 wird nemlich

pdx = — n(a—x)"~Idx — nxr-Idx(ia —1x)" }
nxt-I(lg — [x)r-Idx

und diefer FWerth verfchwinbet allerdings, twenn man
x = a fegt; denn wenn aud) n = 1 ift, fo wird dod) pdx
=—dx tdx ==o. Gehen wir alfo reiter fort, fo ers
balten tir

3qdx2= "C-%———;)(a-—x)"“dx’—ii—"———;lxn-zdx’( la—Ix)n

.

n(n—1)
x0-2dx2(1g-1x)n~*
1.2

+ e 2dxlabe

_n(n—1)

xn-2dx2(la—I1x)n-2,
1.2 S

c, dx2
Kft daber n =1, fo toird fqdx2.= .;—-, wenn man x=a

fent. Yuf abnliche Art muf man, wenn n = 2 ift, das
®lied trdx3 u. f, 1o, finden, Leichter tird ¢§ Daber im-
met feyn, wenn wir gu den erjten Grinden der Diffevens
siation guricffehren, und Da, wenn man x = a fept,
¥ = o witd, fo befommt man durch die Subftitution x fdx
oder a  dx fiir x
y = (—dx)pp—(afde)n(la—(atd))P =yt
| dy = dy

weil y = oift.  Run ift aber

£ 4 I(atdx)



dx dzz
l(a'['dx):::la.'i'-—;—‘—;-:—;

dy = (— dx)» —
n(n~I) ' dx  dx3 dx3
n 11 - dx_de dwo
(a ‘I'nan XAXT I 2 an zdxz)( - 'f'zaz 333}%

dx2 .
= dy = —, wie vorhin G Sz
2a
2dx3
n = & dy = — -
2a
4
n = = 3dx
i 2a s
4dxs T
— D esee——g iy
Ve : A ¢,

e
Benn daher n cine ungerade ahl ift, fo toird die Fund:
tiony in dem Faille x = a ein Kleinfted; ift aber n cine
gevade Sabt, fo ift fie weder ein Groftes nody ein Klcin-
ftes, und eben diefed findet ftatt, wenn n cinen Bruch mit
einem ungeraden Stennce bedeutet.  Fft hingegen n ein
Vrud) mit einem gevaden RNenner, fo muf dx negatip ges
nommen oerden, damit man feine imaginire Grdfen bes
Fomme, und wegen der Srwepdeutigfeit der Jeichen ift die
Junttion weder cin Gurdhtes nod) ein Kleinftes.

Drie:
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DOritres Erempel

: . : o I
Das Diffevensial dev Sunfrion y == x* fise den §all x == —
e
3u finden, wenn e die 3abl bedeutety deven hyperbolis
fiher Logarithbme = 1 iff.

Da fiberhaupt dy = xxdx(lx } 1) ift, fo verfhwindet
diefes Differensial in den Falle x = - oder Ix == — I
Bergleicht man demnach diefes Differensial mit der allges
meinen Fotmel pdx § 1qdx2 f Lrdx3 fic., o wird

p = xX(x + 1) und q == x¥(Ax F 1)2 |} xx-%

) . ,
und wenn man x = ?,ben Ix = — I annimmt,

Hiernach ift das ccfucbte @tﬁetenya[ dy == jele-1):iedx2
und die Funltion y = xx wird ein Kleinftes, mena man

L
x = — fet.
Pl

Biertes Erempel,
Das Differensial ver Sunfrion y = xn ¢ e~T:x fiiy; den
Sall x == 0 31 finden.

Da beyp x = o qud) y = o iit, fo wird, wenn man

o+ dx fiiy x fot, y = dy = dxn 4 ;rl-i)a Jtun baber

wir gefehen, baf; bev Poteftdt dx® Homogen i,

und folglich gegen dxm bcrfd;mnbet. Alfo ift dy = dxn,

g5 ‘ ¢ 354
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§. 354

Was bep den erfren Differensialien in getviffen Fallen:
fich eveignet, dag ficd nemfidy diefelben nach der gervdhn:
lichen Methode nidht finden laffen, das bhat audy bey den
toepten und HoHeen Diffevensialien ftatt, roenn in dem
vollftandigen Differensial - Nusdrude

dy = pdx } 3qdx2 ¢ Zcdx3 + s5sdx4 | 20
von den Grdfen r, q, 520, einige entrweder = o oder = o
weeden,  Da nemlich. ‘
dd.y = qdx2 } rdx3, 1” s sdx4 -[- 2,
ift: fo toird.in dem Falle, wenn q = o ift, ddy = rdx3,
und verfdwindet alddann aud) r, fo wWird ddy = y;sdx4
. f.f. Wird aber q oder r oder s unendlidy, fo laft fich
vas jwepte Differensial aus jener Reihe gar nicht finden,
fondern man muf ju den erften. Granden der Differensia:
tion juriicfgehen. Man fest nemlid x + dx fir x, und
fucht y/, dann x F 2dx fir x, um y* ju echalten. St dies
gefbehen, fo ift-der wahre MWerth ded swepten Differens
slalg.
ddy = dy — dy = y* — 2y’ + y,

uf dphnliche Art findet man den wahren Werth des dritten
Diffevenials, wenn man nod) x +3dx fir x fegt, und
dadurd) y fucht, indem d3y =y —3y“+3y'—y
ift, u. f. f. Yudh) diefes wollen wit durch einige BVepfpiele
erlautern,

Erftes Crempel

aa — XX
. . . l ¢
Das Differensial der Sunkrion y = — T ifie den

Sall x = f—i—. su finden,

Gudt man dag vollftandige SDIfferengtal von y aus

der Formel
dy
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dy = pdx t £qdx2 + frdx3 T Jhedx4 20
o findet man fir p, q,. 1, ¢, folgende Wexthe:
4aax
(2 T x%)2’
_ 4a4 1213XX
1= (aa ¥} xx)3
4834x — 48aax3
(aa T xx)4
Da nun ddy = qu2 trdx3 ¢ Fsdx4 + oo ift, fo wied,

daflit x= - q=ound r = %ﬂL ift, das gcfud)te‘
Y3

Differensial

p=—

r ==

27dx3v73 -
Srrean

ddy =

Jmwented Crempel

: . . 1d S E . aa
Mas Differensial der Junkeion y = » 'I‘ —

fut oen

Sall x = a 3u finden,

Gudyt- man wie vorhin das vollftandige Differensial
fo wicd, da d3y = rdx3 T 3sdx4 ift, mcgen r ==
4‘2“2:;; iz;:x fir den Fall x =121, r = o, upd man
muf daber su dem Werthe s fortgehen. Diefer ift

__ 4834 — 144aaxx  8x(4834x — 48aax3)

G@a Txx4 T (aa f xx)S
, 4 6
Setit man demnad) x = a, fo Wit s = — 9—-2:—5 =—
gdz 4
wad €8 ift alfo fire diefen Fall d3y = —~ ==

Drit:
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Dritted Crempel.

Pas Differensial ocr in Anfehung des Grades unbeftinm,
ten Sunftion: y = axm f bxn, fir dan §all x = o
3u finden,

Cept man nad und nad x +4x, x ¥ 2dx, x ¥ 3dx,
16 fiit x, fo erhait man folgende Werthe fir y
y =alxt dx)m ¢ b(x } dx)n
¥/ = alx t 2dx)m + b(x } adx)n
y“ = a(x t 3dx)m  b(x } 3dx)n
G
Setit man daher x = o, fo wird y=o0, und die Viffes
remialien foerden
dy= adxm } bdxn
ddy= (2@ — 2)adxm } (27 — 2)bdxn
d3y= (3m—3,2m +3)adxm. (3n—3. 21)?3)bdxn
déy = (4™ —4.3"}6,2m~4)adx M (40 —4.3916.27—4 ) bdx»
2C, '
Sft alfo der Epponent n grdfer ald m, fo verfhwinden die
dwepten Glieder in diefen Ausdriifen gegen die erften.
Gleidhroobl muf man darauf Riackfidht nehpmen, twenn n
efne gebrochene Sabl ift, damit man die Falle, in welden
Ddiefe Differensialien enttweder imaginde twerden oder bends.
Beidyen paben, beftimmen fann. Die weitere Auseinan:
devfegung diefer leptern Folle aber muf ver Lehre von den
Suroen vorbehalten bleiben..

.

Sunf:
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Bon den Werthen der Funftionen, die in gewwiffew
Sallen unbeftimme ju fepn fheinen,

§. 355
g-genn y irgend eine gebrochene Funftion von x, 3. B,
g’ ift, deren J&bler gn‘b Heaner, twenn man fir x einen
gewiffen $Werth fept, jugleich verfdwinden: fo wird in

diefen Falle der Bruch %" elher den Werth von y auss

druckt, = %, und Fann alddann eben forvohi eine endliche

al8 eine unendliche, und in diefem Falle eben forooh! eine
unendlich grofie al8 unendlich Fleine Srofie angeigen. Auf
Diefe vt aber (it fich davaus der Werth von y in diefem
Falle gar nicht erfennen, und fheint alfo unbeftimmt ju
fern,  Da indef y in fedem andern Falle einen beftimmten
erth befommt, wenn man fiir x eine Deftimmte Grdfe
fest: fo ift fetcht eingufeben, Daf auch in dem befchrieber
nen Falie Feine inbeftimmtbheit ftatt finden Fdnne. Audy
4% — XX

nbergeust man fich davon [eid)t, wenn many = pgue

fest,  Diefe Funftion giebt allerdings audy y == %, wenn

marn
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man x == a fept; allein da man 3ablet und Nenner durch
a — x Dipidiven fann, und alédann y =a + x wird: fo
ift flac, daf fit x =a, y=12a wetbe fo dag in diefern

‘?aue — = 2a ‘gefent werden ma,;

§. 356.

Da wir oben gefehen haben, daf die Nuflen ju einanz

et jegliches Werbaltnif baben Fdnnen: fo erfordert das
Berhaltnif, weldes der Jahler und Nemrer in diefen Fal:
fen ju einamder haben, efne Defondere Unterfuchung. Gleich:
too( seigen dieRullen an fich nicdhts verfdhiedencs an, und
man muf dabher an ibrer Stelie die unendlich Fleinen Gud:
fien brauchen., Denn twenn dicfe Gudfen in ihrer BVedeus
tung auch nicdht von Null verfdyieden find, fo (aGt fich doch
aus ibren FGunktionen, toelhe den [ahler und Nenner
ausmadyen, der Werth des Bruchs Teicht ffiefen. Hat
man 3. B. den Brud E%, fo ift 3tdar im Grunde der

Rabler forooh! als der Nenner = o: allein gleichrood! fallt
in bxe Yugen, daf der Werth diefes %rud)é beftimmt und

— fet)‘ Sft pingegen ber%tucb T gegeben fo ift

fein Werth allerdings Null, fo toie bec 9Berth von bddx

unendlichavof. Braudt man daber fratt der Nullen, die
dfters im Galcul potfommen, die unendlicy fleinen Srd-
fien, fo genie§t man davon dent Bortheil, daf man das
BVerbaltnif, weldhes jene Nullen gegen einander haben,
au ecforfchen tm Gtanbde ift, und allen Sweifel wegen dee
Bedeutung folcher Yusdecke verfdhwinden fieht,

§. 357



8. b Werthen der Sunftionen, bie in gemwiffen 16, 175

§ 357 b
Um Ddies deutlicher su madyen fep y = -Q~,fo vaf 34h-

fer und Nenncr verfhwinden, wenn mat x = a fefit. Um
aber diefe Nullen, relde fich unter einander nicht vergleic
den laffen mivden, su teraleichen, mwollen toir a F dx fie
x fdpreiben, und dies ift im Grunde eben fo viel, al ob
man a fiiv x fete, weil dx =oif. Da alfo durd) die
Gubftitution x +dx fir x die Junftioncn » und Q in
P+ dPund Q +dQ dbsraehen: fo tirh die Subftitution
x ¥ dx fir x fdyon verrichtet, oenn man in diefen Yus:
dricfen allentbalbeit a v x fent, und in diefem Falle vers
fprwinden, der Bovausfenung gemag, ® und Q. Yuf diefe

Yt erbali man aus dbem Bruche "-‘6 durd die Subftitution
ae
at dx fir x den Brud) FTo% und e8 druckr folglidy diefet

v : ‘ P . :
Brud) den Werth der Funftion y = r fur denFall xe=2a

aus, €38 fann aber diefer Ausdruck nidht weiter unbe:
ftimmt fepn, twenn man die wabren Differensialien dee
Kunltionen P und Q nimmt, Denn thut man diefes, fo
fonrien die Differengialien dP und dQ nie verfdhmwinden,
teil fie durch die Poteftaten von dx ausgedructt werden,
wenti folches durdy das Diffevengial dx felbft nicht gefchiedt.
Findet man demnad)y dP = Rdxm und dQ = Sdx», fo ift

; : ; P o _

der Werth der Funftion y = S fur den Fall x = g,

Rdxm

.::‘.dx“
pincegen wenn m » n ift, in der That = o, und = oo

Cyoenn m < nifts

o
—

e e ae R .
» und alfy ein endlidher und = -s-:-,wtnllm=n,

§. 358
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A § 358 R .
Wenn daher eine gebrodhene Funition -6 gegeben ift,

Deven Iahler und Nenner in cinem beftimmten Falle, 3.9B.
wenn x == a gefent wird, jugleich verfdhmwinden: fo findet
man den Werth diefed Bruchs fiir x = a nad) folgender
Regel:

atan fuche die Differensialion der Brofion P und Q
e Dint Sall x == a, und fene diefelben ftatt der Grofen
P und Q {elbft. It dies gefchehen, fo drudt der Druch

dpP p
Q dant gefuchten Yerth Ot Lruchs ) aug

Wenn die Differenzialien dP und dQ, nad det ges
wihntihen Methode gefucht, weder verfhwinden nod
anendlid) werden, wenn man x =a fest, fo fann man
Dicfe Methode bepbehalten; roerden fie aber enttoeder beyde
== 0 dder Depde = oo, fo muf man die Methode defolgen,
welde in dem vorhergehenden Capitel erflért worden ift,
Oft wird der Caleul betradtlich abgefnizt, wenn man juz
por x —a ==t oder x==a-—t fet, Damit man einen

P ) e
Brudh 3 erhalte, Deffen Sahler und Nenner firr den Fall

t = o verfminden. Man findet nemlich algdann die Dif:
“fevengialien dP und dQ, twenn man allenthalben de fie

t fegt

Crftes Crempel

' . — v (bb — tt
Lot Werth der Sunltion b ‘r—%t——-f—l fir dem

Sall t == o 3u findem
Da in diefem Falle Jahler und Jenner verfdhmwinden,

fo fege man de fie ¢, rodurd) man far dew gefuchren Werth
be
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der gegebenen Funftion den Augdruck b— ‘r‘(:t’g —de2)
. dt2
befommt. Nun ift v’ (bb — dt2) =b — = und da
b rwandelt fidh jener B in 2 o 1 S8
urch verrandelt fid | rudh in s = o
b — bb — tt)
pat demnady der Brudh ‘r(t :b “), wenn t=o

X
wicd, den Werth —.
2h

Swentes Erempel

Den Werth des Druchs:
Y(aa Tt ax T xx) — v(@aa — ax + xx)
Vi(aTtx)—vV(@—x)
fiir oen Sall x == o 3u finden.

$Hier fann man wieder dx fir x fesen, und da

2
V(aa T adx } dx2) = a ¥ 4dx ¥} 2’—:—-}{—-
a
Y (aa — adx ~f- dx2) = a — Zdx ¥} 3;:2
und
Va tdn= vt
2va
dx
f(a—-dx)—.x/'a——m
ift: fo twird der 3ahler = dx, und der Nenner —}E Hier:

nady ift dey gefudyte wahre Wevth des gegebenen Bruchs
= Va.

Eul. Diff. R. 3.T5H.00.2.Th. 2. Absh. M Drit-
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Drittes Crempel
Den Werth des Drudys:
k3 “- gax2 ¥} 722x — 223 — 232y (2ax — aa)
xx — 2ax — aa } 2av (2ax — xx)
i den §all x == a 3u finden.

gWenn man die Differensialien auf die gerodhnliche
et fucht und an die Stelle Des Sablers und Nenners
fept, fo beFommt man

3xx — 8ax t 742 = 233 Vv(2ax —- ag)

2x — 2a T 25(2 — x) ! V.2ax — xx)

und der 3ahler und RNenner diefes BruHs verfdhmwinder
toieder, wenn man x = a feist.  Man muf daher an ihres
@tellevon neuem die Differengiatien nehmen, wodurd) man

6x — 8a } 224 : (2ax — aa)%

4 — 2a3 : (2ax = xx)%’
findet, Da aber auch bep diefems Bruche der Japler fo:
ivobl als Der RNenner = o wird, tvenn man x =g fessts
fo mu§ man abermats die Differengiatten fir fie fegen,
und findet dadurd)

. , . N , P . ¥
6 —-_}6’af { (2ax — xX)2 f— a¥v ! (cax « xx)%

6a3(a— )i (2ix —x)f  a3(a—x):(2axi—xx)
Bug gleidyem Stunde muf man endlith audh hier fo vers
fabren, und gefangt alsdann ju dem Brudhe
%536 : {2ax “3.%
— (§a% ~— 8a4x 1 4a3xx) ! (2ax — xx)%
GSet man nun hier a fir x, fo Hefomint man den beftimmz

2R Ry
e 2 5 unb diefes ift dev gefudpte

Werth.bes gegebenen Bruchs,

ten Brudy __5

Bedient
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Bedient man fich vor diefer Unterfudhung der Subftiz
tution x =-a }t, fo twird dadurd) der gegebene Brudh in
folgenden verwandelt:
’ 2a3 + 2a2t — att } t3 — 2a2v(aa + 2at)
— 2aa + tt + 23y (aa — tt)

Da derfelbe = g- toird, enn man t =o fept, o fdhreibe

man dt fic e, Diefe Bebandlung giebe
223 T 2a2dt — adt2 { de3 — 2a2y7(aa + 2adf)
— 2aa T dt2 + 2ay(aa — di2)
Run vertwandele man die Sreationalgrofen in Reiben,
und fegre diefe Reihen fo weit fort, bis die Glieber gegen
die rationalen Glieder in dem i&.ucbe perfbwinden. Auf
Diefe Art findet man

de3 5dt4

3 nad saT

V'(aa o t) 2a 2aa 833
Pl — dp2) &= _dr2 dr4
w/'(aa - dt ) a —2‘; 8&3
und dard) den '@ebmud) Dicfer Werthe
5de4 242

pwTreU el b

Diefes ift eben der vorbin fhen gefundene Werth bé‘é goe
gebenen Bruds.

Biertes Erempel.
Denr Werth des Bruchs:
a t vV(2aa — 2ax) — V(2ax — xx)
2 —x T V(@a—xx)
for den Sall x = a 3u finden.

Gept tan in die Stelle des ahlers und Nenners

diefes Druchd die Differensialien derfelben, fo HeFommt
m 2 man
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man  folgenden fix den Fall x = a ipm gleichen
Brud):
— a : V' (aa — 2ax) — (a — %) ! vV (2ax — xx)
— I — x: Vv (aa — xx) _
deffen 3ahler und fenner flir den Fall x = a unendlid
toerdeit,  Multiplicict man aber beyde mit — V(@@ — x),
fo befommt man
a:\f'ea'i'(a~—x)%:\/'(_zax-——xx')
Vi@-—x)tx:v@tx)
weldher Bruch fiv den Fall x ==a den DLefiimmten Werth
3228 | giedt, und dies ift demnach der Seeth des
a: V2 .
gegebenen Brudhs fur den Fall x = a.

§. 339
P .
Hat man alfo einen Bruch T deffen Jabler und

RNenner i ven Fall x = a verfdvinden, fo [4ft fidh fein
MWeeth nadh den gewdhnlichen NRegeln der Differensiation
angeben, und man pat nicht ndthig, feine Jufiucht ju den
im vorhergehenden Capitel ertlarten Differenzialien ju nebh-
men. Braudt man nemlicdh die Diffevengiatien, fo wird

P .
der Brud -g- fir den Fall x == a dem Brude 0 gleich,

und wenn der Fahler und RNenner diefed Bruchs endlide
Werthe haben, fo ecfennt man daraus fogleich den Werth
des gegebenen Brudyd; tird aber einer davon =o, in:
dem der andere endlidh bleibt, fo ift Der gegebene Bruch
entroeder = o oder == oo, je nachdem entweder der Jah:
fer oder Ter Jenner =o mwird. Werden aber Jdhler
und enner jugleich == oo, und dies gefchieht, wenn fie

durd
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durch Grofen dividirt werden, die in dem Falle x = a ver:
fboinden: fo bringt man diefe Unbequemlichfeit dadurcdh
toeg, daf man den Sahler und RNeaner mit diefen Divifos
ven multipticict, wic 3. B. im vorhergebenden Epempel,
Berfdwinden Sabler und Nenner fur den Fall x = a jus
gleich, fo muf man, wie vorpin, von neuem Ddie Diffevens

. adp
stalien nebhmen, um den Brud Jig ethalten, twelder
flir x = a dem aegebenen nocdh gleidh feyn with, Solite

, 0 . d3
auch diefer Brudh) = - werden, fo muf man dafiir ap
o : d3Q
nehmen, u. f. w. bis man ju einem Brude gelangt, der

einen beftimmten Werth giebt, einen endlichen entweder
pder cinen unendlichen, entweder unendlich grofen obdep
unendlich fleinen. So mufite man im dritfen Spempel

d4p p
i —— fottgehen, ehe man den Wert( ; —_
bis 3u d4Qf gehen, ¢b b ded Bruchs ol

beftimmen foniute,

§.  360.

Der Nuen diefer Unterfuchung zeigt fidh bey der Be:
ftimmung der Summen der Reiben, welde tir oben im
aepten Sapitel §.22. gefunden haben, fir den Fall, wenn
x = 1 gefest witd.  RNach dem angefihrten Orte ift
nemlidy

xt x2% x3%, ... tx =

X - xn}X

I—X
X — x2041
X X3 s ¢ o 00 2!1'I=
T Tx T '[\'x I — XX
, x — (n°F x0T $ nxniz
2Xx2°73x3+4 ,, ., . Tnxn=—=
X‘f ?3 'i' D .f X ('I - X):

m-3 x
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xt3x3 525+ ... % (20 — D202

x F x3 — (20 F Dx2043 § (20 — Dx3nt3
(1 — xx)2 )

x'{‘»‘tx"i'gxi'i',._..,.‘fn"x

—
-

x}x2 (0t 1)2x043 (200} 20— L)x0$2 —anxnd3
C 1 — x3
1o

Gollen nun die Summen Ddicfer Reiben fire den Fall 1ge=
funben werden, wenn x = 1 ift, fo verfehreinden in den
Ausdricfen dafiie forooph! der Jahler ald der Nenner, und-
¢s laffen fich daber diefe Summen nach der erflarten Mes
thode finden, Da fiefchon fonft befannt {ind, fo Fann man
fie als Beftatigungs: Bepfpiele der ertwapnten Methode,
betradhten,

Eefles Crempef

x1

, . xR I
Den Werth des Bruchs X-T—-—i:—— fiic den Sall x = 3

3u finden. s gicht aber diefer Bruch die Summe det
Reiber Frtrtr...4 1, wenn fic dus n Gliedern
beftebt, und ift daber allengl == n,

Da fir x == 1 ahler und Nennee verfhwinden, fo
fege man dafir die DifFerensialign, wodurd man
1— (nfo)xe
—
Hetommt, welcher Husdruck fiix x == ¥ die Sapf o giebt.

Broe:
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Sweptes Erempel

x2n

X — x204 T
PDen YWerth des Bruchs ~ fie den Sell x =1
-_ XX -

3u finden. %5 ift aber dexfelbe als die Summe der Reibe
1+ 1.f 1., 1, wenn diefelbe bis 3urk nten @Gliede
" fortgefent wird, =n,
Durch die Subftitution der Differensialien hefomms
man ftatt des gegebenen Brucdhs
I — (2n T 1)x28
— 20
und der Werth drefed Brud)sift n, wenn man x==1 nimmt,

Drittes Erempel
— (0P I)x0+E ¢ nxnt2
(r —x)z
Sall x = 1 3u finden, Da diefer Druch die Swmme dec
Reibert2+3+4+.... 7 nvorftelle, fo ift jenes

Werth befanntermagen = nnj n%

fiie den,

Den Werth des Bruchs pa

Durd) die Subftitution der Differensizlien befomme
man den Brud

1 — (nf1)2xe § n(nf2ixntx
—2(1 — x)

Da indefi dev ahler und RNenner diefes Brums fir den

- all x == 1 verfhroinden, fo muf man von neuem die Difs
fevengiaiten nebmen,  Dadurd Hbefommt man

_ n(n+2x=I $ n(at 0(n ¢ 2)x=.

2
n(nt1) - antn
(:‘-ﬁ':)z I

n
e

alfo fiic den Fall x = 3,

‘ M 4 Bige:
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Biertes Erempel,
Den Werth des Brudhs:
xF x3 — (2n f Dx2041 4 (20 — 1)x2n3+3
I — ¥x2
fir den Sall x==1 3u finden. Da dicfer Bruch die Summe
dexReibe r T3+ 517 +....F (20— 1) qusdrudsy,
fo ift, wie beFannt, jener YWerth = nn,

Durd) die Subijtitution der Differensialien befommt
man den Brud)

1t3xx — (20 F D2x20 F (2n — D) (20  3)xan42
- — 4x(1 — xx)

[0} r
und da derfelbe, wenn man x = 1 fet, = 5 wicd, fomug

man von neuem die Differengialien nehmen,  Hierdurd
befommt man
6x—2n(2n+t1)2x20~1 + (2n—1)(2n +2)(2n }3)x20%1
' — 4 T 12xx
und diefer Bruch wird, wenn man x =1 fesit,
6 — 20(2n 1 1)2 } (20 —1)(2n t2)(an +3)
2 =

nn,

Jtinftes Erempel

Den YWerth des Brudhs:
x fx2— (n 4 1)2xn+1 4 (20n } 2n — 1)xn42 —nnxeP3
CE=E
fiic oen Sall x == 1 3u finden. s derfelbe die Simme
Oer Reiye 1 + 4.7 9 T .. ..} n2 ausdrudt, o ift ex,
wie befannt, = in3 { in2 1 zn.

RNimmt man die Differensialien ded Japlers und Nenz
nerd, o eralt man

1t
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1+ 2x — (n + 1)3x0
+(n T 2)(2-m dlan — p)xnil
— nn(a } 3)xnt2 ’
und da in diefem Bruhe Jahler und J)kcnncv, = o werden,
tenn man x == 1 fegt, o muf man pon neuem die Diffes
venialien nehmen. Alein der Brucy, welden man da:
durd erpalt, nemlich

2 — n(n F Dxo-1 1 '
4 (a + ) F 2)(2nn + 2n — I)x“ : 6(1 — x)
— n2(n } 2)(n + 3)xn4T
Bat chen die Unbequemlichfeit, und man muf daber durd
abermalige Subftitution der Differenyralien ju dem Brudhe
— n(n — D)(n t 1)3xn-2
4 n(n + 1(n } 2)(enn F 2n — Dxo~X j: — 6
— nz2(n t 1t 2 f 3)x0
ju gelangen fuchen, dev durch die Subftitution x =1 in
— (o —=D(nt1)3fnet D@ F2)(n —n—1)
— 6 -
n(n ¥ 1)6(2n + 1) = 1n3 f 2 + In
ubergebt, weldhes eben der Werth ift, den man fdhon auf
andern Wegen ald den mwahren Werth Fennen gelernt hat,

@ed)stes Crempel

.—xl'ﬂ.l

Den Werth des HBrudys —-———-;———-— fie den Sall x=1

3u finden.

Da diefer Bruch ein Produft aus den bepden Buir:
xm I —
den TR T
x == 1 den Werth & hat: fo braudt man nur den Werth
M5 des

xn ¢
= ift, und der erfte fiur ven Fall
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ves andern Bruchs fie eden den Fall ju fuchen. Da man
! -I

vafiiv bepm Sebrauch der Diffevenzialier mrt_r ¢rs

pxp-X¥ p

balt, fo ift der gefuchte TWevth des gegebenen Brudys

n - . ’
= —. Gben diefen Werth findet marn, wenn man unz
P .

mittelbar von Dem gegebenen Bruche die Differensialien
pimmt,  Dadurd) echalt man nembid

mxM=T — (m 4 p)xmntn-X
— A2px2})—x ’
und diefer Brudy giedt, twenn Man x = I fegt, — —

— ")p
= 2 wi¢ vorhin, X
2p

§. 361
Eben diefetbe Methode mufi man befolgen, toenn entrveder

. P
der3ahler oderJtenner desBruchs L oder bepde tranfeens
dente Gedfien find.  Auch diefes wolien wit an einigen
Bepfpiclen evlautern,

@”ff“ @r‘empeh

fut Oett Sall x = a 31

Den YWerth dcs bvud)s
fmben.
Durch die Subftitution der Diffevensialien erhalt man

n-x
fogleich den Brudh) — :,, = nx%, und der Werth

I:x
Defelben fiir x = a ift naw,

Stoey:
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Swentes @xemnef.

Den YWirth des Bruchs fic den Sall x = ¥

( x)
3B ﬁnben.
Niramt man die Diffevenziatien des ahlers und.RNen:

1:x —2/ (1)
—1: 2\’"(1—-—;) = X
und da der Werth diefed Bruchs, wenn man x = 1 fesit,

ueyd, fo befommt man

= o witd, o f»ofgt, daf der Brudh \7:(1.1%—15 fiir  den

Fall x = 1 perfhwinde,

E}tittes Srempel ;

— ala ¥ al
Den Werth des brud)s ‘r(zax ) fur den Salt
x = a 34 finden, in weld)em der 58{)1\’.2 und Yiennce.
= 0 werden.

Durd) die Subftitution der Diffevensialien in dem.
Rapler und Jenner findet man
—~1%a:x m(a—_-x)\/’(aax—xx)
— (a=— x) & V(2ax —xx). = — x(a-—x)
Nun witd sroar aud) der Jabler und Nenner diefes Bruds
== o0, wenn man x = a fegt; allein da bepde durdh a — =
theilbar-find, fo exhalt man Dafie durd) die Divifion mit
a—x

228 — X
—"f-'—u—-——

X
und da der Werth diefes Bruchs fir x = 2, == = 1 wird,
fo ift audh fire eben dicfen Fall der Werth des gegebenen
Brudd == 1,

%ieg’ﬁ
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Biertes @rempef.

Dent YWerth des Z‘:cud}s I T > fux: den Sall x = o 3u

finden.
Durd) die Subftitution der Differensialien befommt

man den Brud ~—€~T—-5, welder fir x = o den Werth

2 giebt.

Sinftes Erempel

'

Den Werth des Bruchs L G T x) fiie den Sall

XX
X == 0 3u finden,

~

Getit man ftatt ded Dahlerd und Stenncrs die ’foe,
2 (1 F %)
’

rengialien, fo erhalt man den Brudy - ™

(o] .
toclder aber, wenn man x = o feft, = S wird. Man
muf alfo durd) abermalige Subftitution der Differenyiaz

lien den Brud et :2(1 02 fuchen, welder far

x == o den Brud E-:}—I = 1 giebt. Gben diefes findet

man, toenn man fogleidh o + dx fie x fest. Da nemlidh

edx == 1 f dx F #dx2 Foc, und 1(x + dx) = dx — $dx2
+ ¢ ift: fo erhalt man auf diefem Blege

edx — 1 — 1(x + dx) dx2z

dx2 = dxz

=1,

Sechs:
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Sedhstes Erempel

xn
Den Werth des Bruchs ix fiir oen §all x == oo 3u finden.

Um diefen Bruch auf die Form ju bringen, robey er

: ) , O .
in dem angenommenen Falle in = fibergebt, fchreibe man

) ) 1:Ix 1

in auf diefe Aet ——. Geener fepe man x = —,fo daf
* y

fiar den Fall x= o, y = o werde. Hiedurd) befommt

man den Brudh — —y—-—— fiie den Fall y = o ju unterfu:

den.  Fimmt man nun die Differensialien, fo findet man

1 ly)=2 : (ly)2 . . , o
1:y0n2 L A9 g diefer Brudh ritd = --,
/ nynr-X nyn o

wenn man y = o fest, und eben diefes findet bey den Bras
3 - 6 : (ly)4
den ——~—————(-112- gy{? u, f. f. ftatt, weldhe man:
n

durd fottgc)etétc Subftitution der Differengialien erhalt.
Um alfo gleichoodhl den gefuchten Werth zu finden, fen

1y ' .
s = — > wenn man y=o fegt. Da in Ddiefem

12 (y)m . . .
Kalle audh) s = "‘]T(”:?" witd; fo erhalt man aus jener
Y

. 1:(ly)2 . . ,
Gleichung ss = —'y_z—i_’ und diefe Gleidhung durdh. die
nyn n .
stepte dividict gieht s= —— = —.  Dieraus erfennt
an yn
man, daf s = oo wird, wenn y in o ubergeht, und es ift.

e 1
vafer der Werth des Brudhs — 5—;;7 unendlidh grof,

v wenn
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fenn 'y == o wird, fo daf;, wenn man y = dx fesit, 1_:7;

ju dxn ein unenb:ﬁd)'eé Berbaltnif bat, toie bereits oben
berhihrt worden ift.
Giebentes Crempel

n

?Iben Werth des Wruchs é_x fiiv den Sall x =0 38

I X
findeny in welchem forobl der Fabler als ver Yienner
verfchwinde,

. . XN ..
&8 fey fiir den eivabnten Fall by =5, fo titd,

N . " e Y . nxn-¥

enn man die Yifevensialien nimmt, s = =————und
_ e~ I X xx

Da diefer Brudy, fo wie aud aile fibrige, welde man durdh

die Subftitution der Diffevensialien finden Fann, fiir den
Rallx =0, = 'Z' toird: fo muf mar wieder ju dem dorhin
gedbrauchten Hulfdmittel feine Jufludt nehmen, RNun giebt

die erfte Gleihung -
xh =% e~Ixg, ynd x0(M+X) == e~(ntX)ixgntx

die anbere aber
xnt+ X == g~Tixg: n, d[fo xn(n} I) = e-nixgn g pi
tnd aus diefen bepden Gleidungen erhalt man

=0

e-IiXgnN == 1 =
e snt == 1, und alfo s -~

foenn x = o gefegt wird., Sent man demnach x = Hx,
fo hat dxn ju e-T:dx ¢in unendliches Berbalinif, wasd
man aud fil n fiie eine endliche Jah! fefen mag, und es
ift Daber e-x:dx eifte unendlich Fleine Grofe und dxm Hos
mogen, fwenn m cine unendlich groffe 3ahl beveuten
Adtes
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Qlcf)tes Crempel,

— fin,x F colix .. o
ot )
en YOerth des brud)s T T oolx — 1 for den §Sall

3u finden, wenh x = -—2— oder ein 250gen von go© witd,

Durch die Subftitution der Differensialien evhalt man

crx——-ﬁnx

den Brud) — , toelcher firr den Fall, wenn

x — fim.x
x = % g‘efegt !‘oit"b, da alsdenn finx =1, und cofix

== o, in 1 fibergeht, o daf 1 der gefuchte Merth des ges

gebenen Bruchs ift. Eben Ddiefes evfennet man ohne Dif:

fevengiation, Denn da cof.x =v (1 T fin.x) TV (1—{in.x)

ift, fo echalt man dadurch fratt des gegebenen Brud)s
— m, .

A ULECESC AP

offenbar = 1, toenn finx =1 wird

Neuntes Erempel

X — x 3 . s
T %ﬁ‘fw om Sull x=1
3u finden,

et man ftatt des Sahlers und Nenners die Diffes
vengialien, fo befommt man den Brud
(1 k) — I
— 1 tIrtx
Dagegen giebt die abermalige Subftitution det Differen:
sX(1 o Ix)2 f %% ! x
-— ] I XX
= — 2, enn man x==1 fegt, Ddaher denn oauch der
Werth

Den Werth des Beuchs

o .. . . .
=—flrx =1
o

sialien , und diefer Brud tird
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Werth ded gegedenen Brudh8 == — 2 ift, wennx =1 an:
genommen ticd,

§. 362.
Da e$ bier unfere Abficht ift, alle AuddriicFe 3u bes
tradpten, die in gewifen Fallen unbeftimmit gu fenn el

¢ . ¢ P .
nen: fo muffen wie aufer den Brichen 3’ deven Rapler

und enner in gewiffen Fallen verfdhrinden, audh derer
Grwapnung thun, deren Japler und RNenner in gewiffen
Kallen unerdlid) grof werden, weil die Werthe diefer Brits
de edbenfalls unbeftimmt ju jeyn fcheinen founen. Sind
nemlich P und Q folhe Funftionen von x, daf fie beyde
fiir einen beftimmten all x == a unendlich werden: fo Des

| .
fommt der Brud o) bie Form —2; und da die unend:

fihen Grdfen cben foroohl ald die Ruilen jeded Werhalt:
nig su einander haben Fonnen, fo (3Gt fich daraus der

P . ,
Werth ded Bruds S auf feine Weife erfennen. Sndef

{afit fich diefer Fall auf den vorfergehenden jurlicEfibren,

P :
wenn man den Brud a durd i -

3apler und Renner fir den Fall x = a verfdwinden, und
alfo der IBevth diefes Bruchs nady der befchriebenen Me:
thode gefunden toerden Fann.  Aber e$ ift deswegen Dieje
Berwandlung nicht fhlechterdings nothroendig. Denn
fegt man fir x nidt a fondern a } dx, fo befommt man
die unendlichen Werthe nicht durch oo ausdgedrucft, fon:

Q
ausdrucft, wo der

A
dern in Darftellungen, wie L oder —— ; und ob gleich
dx dxn

diefe usdriicke ebenfalls unendliche Srofien anjeigen, fo
Iaffen
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laffen fie fidh Doch unter einandet-dergleidhen, und alfo auch

aus ibnen der wahre Werth der Funftion o leicht findens
) §. 363.‘

@ben fo gehdren hicher die Produfte aus jwen Fafs
toren, wopon deg eine, twennt man x==a f2pt, verfdin:
tet, uad der andere unendiich wird., Denn da man jede
Grdfie durch das Preduft 0, oo Ddarjiellen fann, fo hat
man darin allerding$ Feinen beftimmten Werth. Gt abet
PQ cin Protuft, w0, wenn man x = a fegt, P =0 und
Q = o wird, fo findet man den Werth deffelben nach den

erflarten Regeln, toeni man Q = = fegt, weil alsdann

das Produft PQ int den Brud —E vertoandelt wird, deffen
Sapler und Nenner fir den Fall x = a verfdhwinden,
Sollte 3. B. der Werth des Produfts (I-—x)tang.fzf fite

den Fallx =1, 00 I—x =0, und tang.? = o, with,
gefucht roerden: fo vermandele man diefes Prodult in den

ébtucbc t%

x = 1 vérfhwinden. Da dag Differengial des Jablerd
cdx 2
lft, fo wird bct Werth ded gegebenen Bruds fur ben Sall

X=1I

- deflen 3ahler und Nenner fir den Fall

= —dx, und das Differermzialded Nenners =—

('m— ﬁn——

roeil ﬁn. = I ift. ‘”" im
l&ui.?)iﬁ.& 3.b, 0. 2.TH. 2. Absh, N §. 364+
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§.  164.

Fnsbejondere aber gepbren Hieher die Augdride, wel:
e bep einem Deftimmten 9Berthe fur x die Form o — oo
annehmen.  Denn Da jwep unendlihe Geofen um jede
endliche Grdfe von einander unterfdieden fepn Fdnnen,
fo echeltet, daf jene Yusdricfe nicht ehev eincn Leftimmten
Werth aneigen, als bis man diefen Unterfihied angeben
fann.  C% findet aber ein Fall dicfer Yrt ftatt, roenn eine
Sunftion P — Q gegeben ift, o, wenn man x == a fest,
forohl P a8 Q unendlich wird, und pier ift 8 nidt gleich
teiht, den gefuchten Werth nady den erflarten Regeln ju
finden.  Denn nimmt man aud) P— Q=1{, und fept

e—Q_ <
eP—Q = ¢f, {0 Daf} ef = —5 ird, 1o fur x = a fo:
o—

wobl der Jahler e—Qals der Nenner e—P verfchwindet:
e— Q4Q

e—Pdp

fo erbalt man nach der erflarten Methode ef =

— Q. -IdQ
e"‘P 1 —dp’

der Werth von £ nicht finden laft. Sind P uud Q alges
braifhe Grdfen, fo Fonnen Ddiefe nicht anders unendlich
toerden, ald wean fie Bride mit verfdwindenden Nen:
netn find; und findet dicfed Hep P und Q ftatt, fo faffen
fih die Briche P — Q in einen jufammensiehen, deffen
Nenner cbenfall verfdwindet.  Wird nun in diefem Falle
audh der Jabler = o, fo Fann man die beveits befhriebene
Methode brauchen ; verfhmwindet aber der 3abler nidht, fo
ift der gefuchte Werth cine unendliche Srdfe im eigentlis
den Berftande.  Soll 3. Bl der Werth des Ausdrud's

I 2 .
— ar den Rall x == 1 gefucht werden
— T [ur den §a gefucht werden,
.fb

und alfo, da ;j woraus fidy abeg
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¢ ¢ ’ I =~ —~—
fo-erhalt man fir diefen Yuddruct 1= !
I —xx Itxx

darnach ift der gefudpte Wert)h = — 5.

Lund

§. 36s.

MWenn aber P und Q tranfeendente Funftionen find,
fo ift diefe Berwandlung meiftens mit fehr befchrerlichen
Rechnungen vecniipft.  In diefem Falle bedient man fich
daber beffer der divecten Methode, und fest ftatt x=a, woz
bey bepde Grofen P und Q unendlid) werben wiirden, x =
a T w, fodaf & cine unendlich fleine Grdfe bedeutet und

. , , A
mit dx verwechfelt werden fann,  Wied Hiecdurd) P = -

+ B, und Q= —3 f C, fo ift offenbar, Do P—Q==B—-C

ift, und diefe Differeny ift eine endliche Grdfe. Diefe Yrt
den Werth von dergleihen Funftionen ju finden, mdgen
folgende Bepfpiele erldutern.

Crftes Erempel.

Den YOeuth oes Ausdruds x———}; — II; fae den Sall 3u

finden, wenn x == 1 gefent wird,

x
Da foroh! e
man x == 1 nimmt, fo fege man x == 1 + », wodurd) der
gegebene Yusdruck in folgenden vertwandelt oivd
3 ' - 1
» I(x + )
Nun ift : :
I(1tw) = w—~jaz}ies — 3, == 0T jot Ioz —i)
RN 2 und

1 .
a{él—; unendlich twerden, twenn
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und man hat alfo

() (11w F Lw2—20)—1 _ze—gert
#(1 — 2o T 302 — 20, = u(l — 30T ie2—2)
3 — 4ot

I— tw 'I‘ -ng -— 2.
RNimmt man folglih » unendlidy Elein oder =o, fo oitd
offenbac der gefuchre Werth = 4.

Bwentes @Srempe!

. — 1 V x

des Ansdrudks — . e
%cn Werth des Ausdr Py T T fie
den Sall x = o 3u finden, votausgelent, daf e div bl
bedeute, deren bypetbolijdyer Logaritbme = 1 ift . und '»

268 Verbdlenif des balben Umifangs des Rieifes sum
Salbmeffer. deflelben gusdiucke.

Der Nusdruct “2; I\‘i'\ T )'iff et Aus:
—1

x(e27fx

drud der Summe der RNeie (
II I S I
I} xx% T 4T xx T 9 1 xx T I6'{'xx 1‘25‘3‘ me
und man wiuf alfo, tenn man x=o fegt, Ddie Summe
der Neibhe
Ii‘ﬂf;sffah%h‘a’rm

finden, welde, wie befanm:%” ift.  Gest man abet

x = o, o fcheint Der Ausdruct 7:3.5__—_—-__1‘ + ol

2XX

x(e?"* — 1)

pOHft unbeftimmt ju fepn, roeil bende Glieder deffelben un:

endlich werden, Man fete Dabher x=w; woduL plae

2XX
.

in
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. i x L o e H
in— — *+ — ubergeht. erner @27% — y o=
m; ne? T 20 u ach Da f ‘«c‘ ¢ ) ! e
+ 2w202 4343 20 ift, fo erhalt man fir dag andert

x(a*™ — 1)
= : - I

o(2ratar2e? 'i‘%vrh” T, - 202(Itrwtin2ol Tic.)
Nun ift aber

I
I’i‘ww‘i‘i'xzaz 'i'z(

=1— n_qt 1x242 f 20,

und e8 wird folglich das lesite @lxeb _?«wﬁ’ﬁ{f
— 2, und addirt man Hiersu das crfte Blicd; fo befomtmt
man Lx2, toelches der Werth, Ded gegebenen Husdruckd
fiie den Fall x = o ift.,

Eben diefen Werth. fann man. nah der Mothode
finden, meldhe wir bey Den Briichen gebraudht baven, de:
ren 3abfer und Nenner. in gewifien Fallen berfd)miubm,
indem fich der gegebene Ausdvud in folgenben Bruch vet
roandeln [aft,

rxe2®F — e2TF L gy 4 1

27 x

73

5

2xxe —_ 2XX
deffens abler und Jenner fir x = o ebenfalld == o twer:
den. Nimmt man alfo die Differensialien, fo befommt

man
22" X 4 omaxe?”E — 22e?27X 4 &

27X 27X _
s Xxe rxxe — X
"‘r%&, A‘s TIETL T 4ober =4

Lem ¥ ?‘1’@@&‘.&-—‘ re‘”xr + 2mxxe® ™

e 4xe2 ™%+ 4xxe?7F — 4x
e N3 o
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t00 aber fitr x = o Jabhler und RNenner wieder verfdhmin:
Pen. Man muf; baper nodhmals die DifFerengialien fubftiz
tuiven, und findet cl8dann -

= 271&2#2 + 21r-)re2”x ’i" 41-3}:82'":
4e¥™ F grxe®™ + gwxe? X + gaaxxe®™X — 4
odet

2xrx

~w3xe

2% X + 4rxe2”X + ax2x2e2%X __ g
- obeg
x3x

“If 4rx fo2m3x2 — o 27
Da auch hier firr x = o Jabler und RNenner = o werden,
fo nebme man nohmals die Differenzialien, twodurd man

x3

4w T 473x } 2me 27X
befommt, und diefer Bruch geht, toenn man x = o fept,

in % fiber, welcyes der vorhin gefundene Weety ift,

. Drittes Crempel

2
Den Werth des Ausdruds: — —
: 4x 2x(e™* + 1)
Oeny wenn x == o ift, und » und e die vorige Dedeu:
’ tung bebalten.

Der gegebene Ausdrud [4ft fid in den Brud

we™X — »

4xe”™* 4 4x
pen Fall x = o verfdtoinden, Man fepe daher x = w,
und da

3u fins

pectvandeln, deffen 3ablet und RNenner fir
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e =1t wet w202 F Ea3e3d foac,
ift, fo erbalt man dadurd fir den gegebenen Ausdruc
w20 T §x3a2 § Exde3 | 20,
8o T 4782 o 2w3w3 T,
und diefer Ausdruct 1witd = =2, wenn man » = ¢ nimmt.
Yuch ift I=2 der MWerth Des gegebenen Yusdrucks fie den

x

22(e**41)

Rall x ==o0. Uebrigens ftellt dic Forme! X

die Summe der Reihe
1 I I 1

Ii'xx_f()'l‘xxf T

25Fxx ° 49T xx T
Par, und e ift befannt, daf dicfe Reihe, tvennt x=a ans
genommen wied = 3=2 ift,

Bietrtes Srempel

I »
crth des Ausdruds — — - ¥
en v rtb fus X m——m fut Qe

Sall x = o 3u findens

. I e
Die Jormel — — drucft die Summe

2XX 2xtang.wx

der ohne Ende fortlaufenden Reibe
1 I X ¥
. . . c.
1-—-xxi<4—-xx+()——xx' T
aué, ued ¢ muf daher, wenn man x == o feft, die Sumne

der Reibe

i S b &S T
fih crgeben, toovon man weif, daf fie == dwz 1ft. Da
fin,zx ,
N tang, zx == —— it, {o hat man
&= ‘ cofizx fes f )

) I wcaf, zx finzx — 7xcollwx

2xX 2xfin,#x ~ 2xx(n,#=x

N4 und
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und der Sapler und Nenner diefes Brudhs verfchroinden,
wenn man x = o fegt. Man nehme aljo x = o, fo geht
der gegebene Ausdrud, da

fin,ox = wo — gwlal ’i‘ {8
cofsxs =1 — %vzﬂz + 1
ift, in folgenden Brud
Ty — %"’3”3 + o, — ok §m3w3 — .
wwwd — fz3af F 2,
=303 — 2,

fiber, telher, wenn man o ynendliy Elein annimme,
w2 giebt,

Sinftes Crempel

Da die Summe der obne Ende fortlaufenden Reibe:
1 1 1 1 =fin fwx
+ I - + - — 10, = ———
I—XX ' Q—XX ° 25— XX = 49— XX 4xcofizx
ift: den Werth diefer Summe file den $all x =o
3u finden.

Da
fin.fox == §=x — J4=3x3 T, und
cofiwx =1 — 3w3x2 %1,
ift: fo tird der gegebene Ausdruct =
dw3x — Fewdx3 fac.  fe2 — wdx2 tc
4x — %=2x3 ¥+ a0, = 4 — Lw2x2 T
und alfo offendar == Is2, wenn man x = o fent. €3 ift
aber 3z2 der Werth der Neihe 1 T 5 T 5 1 & 1., wie
oben auf mehreve Arten gejeiat worden, dagegen die ge:
gebene Reibe allemal == o wird, wenn man fir x irgend
gine gevade Jap! fest, -

§: 366,
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§. 366.

Sn diefen Meifen, weldhe in den Hepden Ienten Gpenw

peln vorfommen, fo wie auch in andecn die peranderliche
Grdfie x entbaltenden Reihen, fonnen dicfer Grdfe x aud
folche IWerthe bepgelegt oerden, daf einige Glicder, und
folglich alédann anch die Summe der gangen Reihe unends
lidh rird. Sekt man 3. B. in der Reife

LIS, S S

-i- o,
I — xx =~ 4 — XX 9 — XX .16

fiir x irgend eine gange Jahl: fo wird alIemaI ¢in Glied.
derfelben, wegen ded verfdwindenden RNenners, und alfo
auch die Summe dev Reibe unendlich,  ¥afit man aber
dicjes unendliche Blied aus der Reibe weg, fo ift der Gbrige
% heil der Summe cine endliche Groge, und lagt fidh durdy
die Differens swifchen dem Unendlichen, tvelches die gange
Gumme anédruct, und dem gedadhten unendlichen Gliede,
alfo durch o —oo augdrucken, TWas fir ein beftimmter
Werth in devgleichen Fallen fratt finde, [aft fid nach der
erflarten Methode entdecen, und folgende Bepfpiele moz
gen gur Erlduterung dienen,

@rftes Erempel.
Dic Summe der Reibe:
) I 1 1
1T — xX 4 — XX 9——xx.}"16—-xx+m
fir den Sall 3u finden, wenn x == 1 gendmnicn, U1d dag
erfte Blied weggelation wird, welehes bey x = 1 ins
Unendliche ibergebe,

Da dberhaupt genommen die Susrne diefer Reihe
- I o

= —— — ——— ift: fo ifi Die S
T 2% axnnges ift: fo ifc die gefuchte Summe
Rs

i
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I k-4 I
T 2xx  a2xtangex I — xx
firx =1 Man fehe x = 1 T », fo wird diefe Summe
I : & I

—

= 2(r F 2«:“{' we). - 2(UTwe)tang. (v} ez) t 20 F aw
Nun ift S

tang.(= T #7) =t rang, wx = ww } =343 } 20,

, 1, '
und Da dasg evfie Glied Py fiir x =1 den beftimmeen IWeeth

% befomme, fo braudyt man nur auf die bepden fibrigen
gu feben.  Diefe find, toenn o eine unendlich Fleine Grofe
bedeutet,

I =
“(2 1 o) 2e(rtw)(etiziez)
I I

- o2} @) - (2 F 20)(1 T Iz2e2)
Aber wenn & unendlich flein ift, fann man felbft w242
aus der Acht laflen, und daduvd) beformmt man
@

o(2 T &) (2 T 2e) =3
wenn man e==o fet. &8 ift aber ¥ + % = 3 dic Summe
ter Reibe F+ 3+ 5% T o4 1 wie aus andern Grinden
befannt ift.

§
Swentes Srempel.
Die Summe der Reibe:

I . I I
I—-—xx’r.;——xx'fg——xx.i' I6———xxfm
for den §all 3u finden, wenn x {rgend ciner gansen Jabl
n gleid) gefent) und das alsdany ins Unendliche Gber:

1
on —

gebende Blicd - weggaelaflen wird,

Die
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Die gefuchte Suwme (G6t fich auf folgende Art aus:
drucen: _
X _

2xX 2xtang.zx nn — xx
vorausgefest, daf x = n angenommen rerde, wo denn

, 1 1 , »
das erfte Blicd — == —, die bepden andern aber uns
2XX 2nn .

enblidS werden, Man fege alio x =n +w, fo hat man
fiir die gefuchte Summe, da tang, (wn | ve) = tang.=w
= = ijt, wén maen o unendiich Elein annimmt, den
Ausdruct .

1 L4 1
2nn  2(n 1 T3
n 2(nf o)ow * 2no | o
ober
¢ S 5 I _
2nn w(2n t2e) ' e(2n T @)

1 4 1
2nn © (2n + 2#)(2n T @)
und wied demnad » = o, fo befommt man

IR S
2nn 4nn 4nn
&8 ift folglich
I ¥ ) 1
3 = t ¥ o F

4gun I—nn - 4—an° g—nn’ (n—1)2—nn

! I
¥ mt1)r — nn-I (o 2);‘__;11"'5“(.0{)!16@:1%

oder
I ) § Y
GTD = | GFr—m T ini—m

o]
—

3 4 X 4 1
— e e s
4nniﬂn--1+nn-—-4?" ’i'nn—-_(n-—x)z

Drite
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Drittes Erempel

Den mertl) oer Reibe:
1 I . - I I
t T t T

I —xx  ¢—3xx ’ga—-—xx 49 — XX
fiie den Sall 3u finden, wenn x=1 gefet, uno ons aIs,

T

dann ins Unendliche isbergehende (Ehcb

— XX
_ “weggelaffen wird,
Da die Summe. bicfer Reive fderhaupt genommen
» {in. I
—iTE b die gefushte ®umme
reveys v u’t fo it gefush

olinizx I

= 4xcol.37% T — xx
fiie den Fall x = 1. Da bepde Glieder fiir x-= 1 unend:
lid werden, fo fese man x = 1—a, Hierdurd befommt
man, da
fin, (-!zr — l-am)' = coflva = 1 — %wznz, und
- cof.(Rw ~— iwa) = fin.fvo = Ivs
ift, inbem » eine unendlic) fleine Grofe bedeutet, ben
Nusdrudt
z(1—3o202) 1 _ 1 1
4—wiow  20—ws  s(2—20) 22— #)
det = £ wird, wenn man « = o annimmt, und. es ift
demnady

=it SHt&tS T T

Biertes ESrempel
Die Summe der Reibe: )
1 1 I 1
— . .
I—xx+9—~xx T 25—-xx+49—xx+

34 finden, wenn x irgend ciner ungeraden 3abl 2n — I

gleich
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e,
: lid' !
gleich gefent, und das @@ G = D7 — ==

in diefem Salle ins Unendliche wbergehr, wegges
laffen wird,

, | welches

4ﬁm2zrx . I ’
Die gefuchte Summe ift = .x‘,(.ﬂgwx '(2n-—1)z—x,a
fenn x = 2n — I genommen toird. Man fepe demnachy
x == 2n &= 1 — w, und laffe ' eine unendlidy Eleine Grofe
bedeuten. Ulsdann toird

. Qf! o I
fin.}zx == fin.(= 5

z—%aa) = X cof jzw

o das obere Beicheit gilt, wenn n eine ungerade, und
das untere, twenn n eine gevade Japl ift, - Auf apnliche Art
wird
cof.i=x = cof, (_‘3_;_,: ~ ¥xe) = ¥ finjvs,
und Folglich, n mag eine gerade odet eine ungerade apht
bedeuten,
fin.dok . 1 I

coi.izw - tang.fow = .i-;
Dies vorausgefest [aft ﬁd) Die gefudpte @umme auf diefe
Yot

. I ‘ . oy P - . i . . N
Tl —1—a)  #(GEn —1D — &)

Sft 3 B

augdtucken, und ift demnach =~

4(an — D2’

n =2, {o wird
=—4tatdtatdTw
und die Fichtigfeit diefer Summe ift aué andern Grins
den befannt,

Sedyé
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Won der Differenyiation der inexplicablen
Sunftionen.

§. 367

Snegpﬁcab[c FGunftionen follen bier folde Funftionen
heiBen, welche fid weder duech Deftimmee Ausdricfe nod
durch die Wurgeln der Gleichungen darfiellen laffen, fo
taf fic oeder ju den algebraifcben nody mit Gerifiheit 3u
einer von den Arten der tranfeendenten Kunftionen gejadhs
tet werden fonnen,  &ine foldhe Funftion ift 3. B.

vEEEET... b

welde jtwar von x abhangt, aber auf Ffeine Weifc ent:
widelt werben fann, twenn x feine gange Yahl bedeutet.
Auf apnliche Avt it 1. 2.3 .4 .... x eine ineppliz
cable Funftion, teil, wenn x jede Jah! vorfiellen foll, der
Werth derfelben weder algebraifd) nod) durch irgend eine
et der tranfeendenten Grdfen davgeftellt werden fanm,
Den Begriff von dergleichen Junfrionen Fann man auf die
Reiben grinden. Kann nenlidh die Summe der Reihe
I 2 3 4 .+ s X
ATYB+CtDF.... X
burd Eeinen endlichen Husoruct angegeben roerden, fo gieht
diefe Reibe eine incpplicable Funftion von x, nemlid)
S==A}B+CH+DF....+X
/ Gben
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Ghen dergleichen erhalt man in den Produften aus den
unmitteibar auf emanber folgenden Slicdern der Reifen,
3B :
P=ABCD....X .
die aber vermittelft der Yogavithmen auf die vorige Snt!n
gebradt werden fonnen, indem
1P=1At+1B+IC+ID+ ..., +1X
ift,

§ 368

Sn dem gegentoartigen Gapitel wollen toir nun die
Art, devgleichen inepplicable Funftionen ju differenziiven
unterfudyen. Stoar feheint diefer Gegenftand in den erften
Rheil 3u gehdren; er mufte aber bis hicher verfhoben
rerden, roeif er eine ausflbrlicdhere Kenntnif der Rethen
voraugfest, Da indef diefe Unterfudhung nody von RNie:
mand angeftelit ift, fo werden wir ung blof auf die erjren
Grande devfelben einfaffen Ednnen, doch wollen wir damis
einige andere Unterfuchungen verbinden, relde dic Diffes
renziation der inepplicablen Funftionen nothroendig madt,
und gugleich den Nusen diefer Theorie zeigen toird,

§. 369.

Um affo die inegplicablen Funftionen ju differengiiven
muf man oot allen Dingen die Werthe auffuchen, meI;l):
fie durdy dic Subftitution x + » fiir x erhalten. €8 fe?_ ,
alfo )

I 2 3 4 X
S=AfTB}TCtDY.... X

= der Werth, mwelden S durch die Subftitution x & » fir

x befommt, und Z dasd Blied der Neibe, weldes ju dem

Angeiger x T « gehdrt, Fernes mbgen die Glieder, deren

Anzeiger
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Ungeiger x + 1, x + 2; x + 3 . find, durdy X/, X, X",
2¢. und dasjenige, deffen Angeiger x F oo ift;, durch) X1l
angedeutet werden.  Yuf ahnliche Yt follen 24, Z+, /2%,
die®lieder, DevenUngeiger x F o+ 1, xFwt 3, xtwt 3
1. find, und z!=! das Glied, weldem der Angeigee
x + o+ oo sugehdrt, ausdeucten, Diefes vovausgefent ift

s =St¥X

s =St X X

S = S+ X/ F X b X

. "

slol =8 ¢ X/ § X+ Xt o us t X1,
ouf ahnliche Act ijt, wenn = nadh uid nach durch die Glies
der Z/, 2, w. vergrdfert wird

2 =z=% Al

¢ =z tz oz

£ =3 .1. z! .I. yAU .i. Z’”
26,

slel =z f 27t 204 20, @;‘i‘ZlmL

§. 370.

Nun muf man die Katur det Ne‘he §, &, ¢4, s,
¢, erwdgen, wenn fie chne Grte fortgeipt wied, Wenn
diefelbe i Unendlichen mit eirer avi:fmetiiven Reibe us
famienfillt; und dieg fin et futt, wenn die Glicder X,
X!, X, X, . im uenilidhen Cinanter jleid) merden,
fo baf die Reihe S, 8/, 87, 8, 2e. wilid; gleidhe Diffes
vengen befommits fo find in Mvoxr ga'le '

' S}ool} ,S]'::’.’I"z}’ S'c‘.'} ‘I; sfomt
in einer avithmetijchen Progrey o kg

Lot ol e
3ol s stie]

B
\

o, e,

toird,
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oird, toeil
sletal = slool 4 Hesloetrl — glwoly
= wsletIl 4 (1 — #)sloo]
tft: fo hat man
il = usl®Frl 4 (1 — w)slool,
Run ijt
gloot1] = glool + xlooF1]
alfo
sl = gloo] + wxloetal,
Hierdurd) Defommt man die Gleidyung
s+ 2z Fze bz b, 2] =
St Xt XF XLt xI®l f axloetl
tooraus fich der Werth von = Dbeftimmen [3ft, den die
Kunftion S befommt, wenn man darin x  w flir x fegt.
@3 ift nem(xd) )
£ = §toxI®ttl £ X4 X7 X § e, of)nc(?nbe \
_— 2l 2 Z g, obne@nbe.
EXenn daber die unendlichiten Slieder der RNeihe A, B C,

D, 1. verfdhwinden, fo wird #XI®TH = o und fann
weggelaffen werden, .

T 74 8

B8 toith alfo der Werth = durdh cine newe unendiide
Reihe ausgedrucft, welde fidh davfrellen 1aft, wenn dag
allgemeine Slied der Reibe A -+ B + ¢+ . befannt ift,
um daraus die Werthe det Glieder 2, 2/, Z//; 1w, 3u bes
ftimmen.  Stimmt man demnach » unendlich Elein, fo wird,
va = —S das Differensial von S iji, das Diffevensial dS
durch cine unendliche Reihe ausgedrudt. Laft man fers
nev dabep aud) die Hohern Poteftaten von » nicht aus der
@, Diff. R.3.8H, 00, 2,Ub, 2.Abih, O Udpt
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Acbt, ‘fo befomm@ man das boﬂft&h_pige 4§>iﬁeren5ial der
inepplicablen Junftion S, deflen Befdbaffenpeit deutlicher
darjulegen die Abficht ben folgenden Erempelnn fepn foll.
Crites Erempel.
“Das Differensial der inerplicableis Suntrion:
EEEERS TS T XS I -
34 finden,
@mwwmmwm&MmWWXa%mm
|b0[)eb

5 1 I
= L. et
X—x'l'l‘z =1'i-1-[-a
e 1 1
17 R L B,
X _x'i‘2 z —x'i'I'I‘u
'Xlu — I L
T xt3 x T3t e
‘z‘c‘ ‘ 20.
ift, fo echalt man, da X111l = -«——I-—— =0 ift
’ ' xfo '
‘wenn x + # fiie x gefegt wird, = fir'S, fo daf
T I
E—'S.fx‘l‘l’f‘x'i‘z.i‘x'l'g'i‘m
I - 1

—’x”‘['l‘fvd x‘i‘z'ra”x'l'g-[‘
oder, wenn man die Glicder Paarmeife addirt

z__s-y(

t

l -i._; A
T DETIte GIT2DET2T
)'1'21‘.

GTDGT3Te
oder,
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oder, da _
I — 1 — » ’I' ga’ —_ w3
xtrife x+1 (ti)2 " xtD3 &+ D4
* + 2.
I —_ I —_— w w2 ’ o3
x"}'2'i'~-—x{'2 (xt2)2 T(x’f‘2)3 x T 2)4
+ 2.

ift, tenn man die Reiben nad) den Poteftiten von o
ordnet '

Se=9
teamtars tam (xd:4>= T )
—~ ot tars (:ams T )
G ;04 st GEpet Gy +4>4 T

(‘("%'bf e fla)'f e 1‘13); '(x%-4>f tae)

.

toicd, Schreibt man alfo dx firr w, fo ift das vollftandige
Diffevenzial der gegebenen Funltion S

dS =
d"(cx:xﬁ* (x’rlz)z’ t <x1~s>= e aie)
—eris Vot e oo T
Taag *mﬁcxi-z)ﬁ(xfa)ﬁ<x+4>4*"’
~ a4 t ot Tt T e T

i,
D2 Sroen:
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Swentes Erempel.
Das Diffevensial Ver inexplicablen Sunftion:

I
Se=rtititst ...t

2x — I
3u finden, '

Da das afigemeine Glicd diefer Reife X = 5—5__—1 ift,

fo toitd

XI feee) --L 4l =.___.» I
2x 1 2x T 1 % 2

XY = I' Z =______~L__“__._‘
2xT3 2x F 3 2«

X = . ! z' =-———-—-I-——-—-
2515 28 T 5 2#

i, .

und da die unendlichften Glieder diefer Reife verfdhwin:
Den und einander gleiche Srofen werden, fo befommt man
fir s, wenn man x 1 fur x fegt,

1 I

z=§ sz’f;'fzx‘i‘sfzx'fsfn'
_ I _ I _ I
2xt 1t 20 2xt3t2e 2X“f‘3‘f2f’—m
oder
20 20
=S
’ T (2xt1)(ext1tae) t (2x73)(2x 13T 20)

208
Y totatstay L
gofet man aber die eingelnen Glicder in Reihen nach den
Dignitaten von » auf, fo wird
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_ VR S S r
2=8T 2 (e P ae TG T
f %)

1 T
— 4 <(~x4n3 T (2x13)3 T (2 ”rs)3

I
o sz* st G | (2X’r5)4 Fae

-L
+ + o 15)’ )
i,

und fet man endlich dx firr o, fo crhalt man das voflftine
dige Differensial der inepplicablen Funktion S
dS =

2 )
— 16 (czxmf i3

I B S
2dx .((,, 'f’l)" by Gaxig)s ky (231‘5)2 + 1)

R
— dx —_— — \
4 (i T s 1 (WI‘S)! Ty

I I
P <

(2x‘f‘l) 3
t vzc.)

b

! i
t (2x13)¢ (Ms)f te)

{9

Gy

Drittes Crempel
Das @iﬁerensim oce inegpplicablen Sunkion:
I
s=rtgintototn
3u ﬁnben
Da das alfgemeine @Iieb diefer Reibe --—-';I;ift, fo {ind

die unendlichften Gfieder berfcf)minbénbe-unb cinandes

gleiche Grofen, Da alfo
D3 o X' =
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NN SN R S

Gior R CEFE I
" o= V- I -
X = | 2 Gt

I 1

T3)m T Gt3ter
2, 2,
ift: fo wird X/ — 7' =
ne __n(n t De2 ¥ n(n+1)(n ¥ 2)e3
G f ek 2(xf Dz 6(x t 1)n4+3
. XY — 71 =
ne n(n ¢ Da2
(x T 2)n%  2(x T 2)"3
e
2 — S =
1 I +
'"'((xf )M p (xt2(ns T (X'rs)“”
n nTl I
( .I‘ ) 2((x‘l'l)n+2-]‘(x’f2)“+21‘
n(n*x)(n’i‘z) w3( 1
1. (x-h)nﬂ
{8
und feist man glfo./‘dx fiic w, fo befommt man das gefucdhte
Differengial

X ae

—1C

n(n +D(nt2)w3
6(x 1 2)n+3

t—z

- 1C

+1¢.)

(x’rs)“’rz‘ tie)
Tuw)

t t

e |

dS =

+ +0)

I g
(xf3)ner

J‘(xmw oAl

t et

I I
(amn»rr pres oy
; d (( '1'1)“1'2
n(ni'l)(n’rz)
T 1.2.3 dx3 (th)n-r-s
i,

* G

§. 372
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§. 372
Hieraus laffen fih audh die Summen jener Reihen
tuterpoliven, oder dieBerthe der fummatorifhen Sliedeg fin:
den, toenn die 3ah! der Glieder Feine ganze3abl ift. Denn
fest man x=x o0, fo witd audy S =o, und = druckt die
Gumme fo dieler Glieder aug, alg » Sinbeiten enthalt,
toenn gleich o Feine gange Bapl ift. Seht man 3 B, im
evften Spempel
z'"-vriflf....-rl
fo toird "
v

e

‘i‘ T + 2.

2(2 i‘ a) 3(3 'I‘ o)
ober

D= et 'r——'I'— —:g%zc.) :

4(41‘ ¢)

] .
— ,2(1 f ;; t;g; ;; g; ¥ i

Yy . ¥ I 1
" e’(l’f';f"%‘i‘?“f‘gz?“n
Sm dritten Frempel bingegf{{ ift
s=rtntntnte. 12

und der Werth von zmn:b w mag eine gange Qahl oder
¢in Brud fepn, durd fo[_genbe Reiben a_uégebzud’t

z = ne(t 1"-1 ¢ )

3t
. 1 i
n(n‘i‘ ) 02(1 .I'zﬂfz t prrey T yrrvy ‘i’ 2c.)

gnfx n+x

¥ n(ni‘!)(n’fﬂ)

1.2,3

wOtan ten T et
p{

D4 § 272

Q)
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§ 373
Gen diefes 1aBt fich audy auf die allgemeine Siexb'
anwenden, Denn da
2 3 4o X
S=A~1-B-{~c-}D1~....~i-X
ift, und twenn man x f o flir x fest, Xin Z und Sin 2
abergeht: fo ift
adX 02ddX #3d3X
Z=Xt - 1.dxz2 T I.2,3dx3 T
und da auf abnliche Act 2/, 2, 27, 1, durch X/, X,
X, 1, audgedrucft werden, fo findet nman

T = 8¢ oxloetl
_ E"'_d (X + X7 4 X F XV )
X

w2 : .
[E——— F. (0. & “oop XYl X e
At T Xt ky T o)

w3

— —ed] 3 ¢ Xﬂ XH/ le 1€,
1.2.3dx3d Xt T T T 1)

{8

&ft nun X1 1t nidht = o, o Fann man e8, um das Une
endlide weggubringen, auf folgende Avt ausdrucken:

Xloottd = X (XX (X=X (v — X0
¥ 1

und es ift alfo
=8t X't o((X“—X) F (X=X ") $ (Xv—X"" Y} 1e.)

— g O X X XY X fc)
— :f-dd(X’ .I. b .i. x4 .f X‘v -i- Xv -I- ZC.)
Gd 3d3(X’ X4 F X F XY X fae)

¢,
- Selt
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@ett man daher dx fir o, fo erhalt man folgenbdes voll
ftandige Differenzial von S==ATBTC+....TX
3= X'dx+ dx((X'—X") + (X" XY H(X—X " Yhe,)
— d (X T XY X R XY )
— 33d. (X't XY X F XY F )
— 243, (X T X F X f X} )
2,

§ 374
Setit man x = o, fo witd X/ = A, X/ =3, 1. und

alfo X/ X + X ¥ 1, cine uncndliche Reibe, deven alls
gemeines Glied = X ift. Fovmitt man nun Reiben ausd
biefen aligemeinen Gliedesn

dx ddx_ 43X, 44X

dx’ 2dx2° 6dx3’ 24dx ad 1
weldye Reiben, ohne Ende fortgefent, folgendé @ummm
baben mogen:

f. X =%
dX

f, —— =93
dx

f.._dg_)s..:@
2dx2
d3Xx

fogar =2
4

f.—d?—z{w=@
24dx4

.

fo toird, weil fir x=o auct; S = o ift, 3 dic Summe der-
Reihpe A+ B+ C-I~ D+t....+ 2z, bis ju dem eten Glicde,
toeil Z das Glied ift, toelches dem Angeiger o jugehdet, »
mag eine ganje 3abl ober ein Bruch fepn. - Man Hat bahee
f2) 5 ==
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T=eAto(B—ADTEC—BFD®—0}x)
— oD - 020 — 43D — #4¢ — 2.
o man die erfte RNeibe tweglaffen Fann, wenn die Slieder
der gegehenen Reibe endlich verfchoinden,

§.  375.
Schreibt man nun x fir }, fo gebt = in S iber, fo
baf;

e e e X

s=AtBtetbiol Il tX
toitd, und eben diefer Werth von S 146t fidy. auf folgende
et durdy eine unendliche Reibe ausdrucfen:

S=Axtx(B—A)F(C—B)+ D—0C) F12)

— Bx — Cx2 — Dx3, — Ex4 — Fxs — 0
Da diefer Ausdruck gleidh. paffend ift, x mag eine ganse
Sab! oder-cin Brud) fepn, fo laffen fich die Diffevensialien
jeder Drdnung von S darnach feht leicht darftelien, @8 ift
nemlich

%}=Af@ww+®~@f@*®*m

— B —28x — 3Dx2 — 46x3 — i,

dads

g =~ € —30x— 6€x2 —10fx3 — .
a3s

6dx3 — D — 46x — 10§x2 — 208x3 — 1.
d4s \ v

zadna = — & — 58x — 156x2 — e,

2
Da alfo das volftandige Differengial =
dS + £ddS + 2d38 + ,%d4S T 2.
ift: fo ift dag vollftdndige Differenial der Funftion S
dS = Adx } (B—A)dx ¥ (C—B)dx } (D — C)dx ¥ 2¢.

—
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— Bdx—C(2xdx T dx2)— D(3x2dx T 3xdx2}dx3)
— @(4x3dx T 6x2dx2 | 4xdx3 | dx4) — .

§. 376.

Auf diefe At (aft fich alfo das Differensial einer iebéu
inegpficablen Funftion S qusdruden, wenn die unendlichs
ften Glieder der Reihe A+ B+ C+ D 12, entroeder ver:
fdmwinden ober einander gleid) toexden.  Denn find die
unendlichften Gfieder diefer Reihe nidht = o, fo wird die
Gumme der Reihe B, welde aud dem allgemeinen Gliede

dX . . , . . ,
T formict wicd, unendlich, giebt aber mit der Reibe A

(B — A) t(C—B) T (D— C) % 1. jufammengenommen
eine endliche Summe. 8 Fonnen aber die Glieder der
Reibe A + B+ €+ D 1. fo inginendliche vermehrt ter:
den, Daf nidht nur die Summe der Neipe B, fondern auch
die der Reihe € unendlich wird, und in diefem Falle ift 8
nicht genug, die Reihe A+ (B—A4) T (C—B) +(D—C)
4 1. himugeffiat ju haben, fondern 8 muff dann audh auf
die unendlichiten Glieder,
sloel, gloota]  gloetal o,

deren §.370 Grivdhnung gefcheden ift, da fie in Feiner avithmes
tifdhen Progrefion mebpr find, Racfidt qenommen oerden,
@o toie wir daber die erften Differengen Ddiefer Glieder
gleich angenommen haben, fo muffen wic nun, um die er
flavte SD¥ethode weiter auszudehnen, erit die jwepten, odey
die dritten Differenzen u. {. f. gleidh) fepn lafien.

§. 377,
Mit Bepbehaltung der Schlufart, weldher mir ung
§.369. bebient haben, wollen wic daher jegt annepinen,
daf



)
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'
daf die jwepten Differengen der angefiphrten Werthe gletd)

fepen, i
s|9°I,_ glootl,  glootal,
Grfte Differ.  xbootrl;  xloctay,;
Swepte Differ. xtootzl — xloctil,
Hiernady ift

gloo] = gloots]

L)

= Slwlfwxf‘”'hlfw(” (X],r»fa X],oo’hl)

= gloo| uiw 23>X|W‘i‘1| f‘l.(i.-—_l)xloc'hl

.

BWir haben demnad) folgende GSleihung:
. z,{.zl.i.ztl.i.z/u.i.‘.“.i.zlocl=
St X/ F XXM, xiel o
. “(0"—3))([00,1(11 ‘i‘ QCH"“I>XIw,f;ZI.
1.2 .

und davaus findet man ‘
2=8T X T X' T X% XV} . ohne Gnde
— Z—ZY — 2 — Z'v — 3¢, ohne Ende
+ ,,X]ac-h[ g NCD-—-l)(X]oo'fz] — xloetuly,
* 2
Diefe nnenbhd;ften BGlieder laffen fich auf die Art darfrels
‘ femy Daf
: z:S’fX"fX”-}X”’TX’V'I‘zc.
— ZI — Zl/ — Z/ll — Zlv _,2("’
g g T XOTXOEXY LX)
i——- X/ — XM — X — X},

0 — 1 " ) .

+ &_____? [.i. X+ XVEF XY oFae
‘ . ﬂ(‘ — I) - 2x1/ — QXI”—‘ 2X",___ i€,
#o—1) 1.2 .
e, W -i. X/ -r X/I .I. XIIIT i€,
o wiﬂb‘,
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toird, und hievaus erbellet jugleich das Gefe;, nach wel:
chem diefer Husdrud eingerichtet fepn muf, wenn die drite
ten, vievten und ferncen Differengen gleich werden.

§ 378,
Da alfo, toie toir oben Hewviefen haben,
.dx ﬂzddx : H3d3X

=Xt % 'rf—.'zdxz‘fl.z.gdxx.fm

ift: fo erbalten toiv durch die Subftitution der Werthe,
welde fich hievaus fur z¢, z, z#, w. ergeben, fiv zv,
Z4, ', ¢, wenn in dem TWerthe von S, x ¥ » fiir x ge
fegt toird, '

‘<F'I' X/ 'f' Xt 'i' X/v 'I‘J&\’ + 1)

2= X’
Tex't — X — XY X — Xv—a1c.j

1 1

'I' D_iw Q)XH ( _I)(.l. Xl//.i. X/V'f‘ Xv .f. Xv/‘i' 2(.‘.{
( ‘ 1) 'I'N_:_o—"-‘2X“-—2X"'—-2X’V—2XV—— 20}

_ uia—z X .2 {_f X _1_ X4 .I. X”"i' XIV~I« 2(]'

-'-E;‘ld (X XY XOF XY R XV R )

—2
d. Xl g i 7 / 3 .

—dd. (X F XF X X XY T )

— a3
/ i

6—-—~dx3d3 XX E XM XY E XY L)

‘ .

Gent man alfo dx fir », fo‘bcfommt man folgenden Hug:

drud fie das vollftandige Differenzial von S

[ X7 4 X7 4+ X+ Xv ¥

i___ Xl o Xz/ — X’“-—'X/V—'-IC.‘

'

45 = X‘dx } dx
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dx(1—dx)

i,

X 1.2 dx(I—-—dx)ﬁ
dx(1=dx) 1.2

vxnl.i. XIV,I. X‘v T )C.
2X e XX V— 10}

g 20 P OXF XY F X
'i’ X"ldx(l:""dx)(grldx) ' _f_ le_l' XV _z‘zc.
1.2.3 —~3XHi=3X Vi,

dx(I —dx)(2~—dx) , dx(1=dx}(2--dx)

1.2.3 14243 S
5 x dx(1—dx)(2—dx) {T 3X 3R s
1.243 — X/ X0,
“»
— d (XXX XY F XY )
— XA, (X F XU F XF XY OF XY ac)
w243, (X7 F X“b X XV 4 XV o)
— fada, (XY F XY P X XY E XY )
i,
Dicfer Nusdruct ift von dem weitefren Umfange und giebt
bas gefuchte Differengial, was fir Differenzen auch gleich
fepn mbdgen. @8 wft nemlich diefe Formel darnach einges
vidtet, da§ die Differenzen gleich merden, und man er: -
fennt daraus bald das Gefes ibret Fovtfesung, wenn btefe
Fovtfegung etiva nbthig fepn folite.

§. 379
Gl}i}e‘nn die é)’geit)e A+ B+ CED i, aus weldher die
inegplicable %unftion
b e v s e e b:4
SﬁiA’l‘B‘i‘C'I‘D‘i‘ et X
formict toicd, fo befcbaffen ift, daf ibre unenbii&)fteﬁ Glies
der verfdmwinden: fo ift, twie wiv beveit angemerft Haben,
ds =
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dS=— d . (X + X7 XY FEYE X F )
[oa édd . (X’ -l< X .I. X1 'i' X~V + Xv ~I- 1¢.)
— 33, (X X7 4 XY XYE XY Fae)
e a'zd4’~ (XI -1- X 1. X -i. X o Xv .I. %)
G

Sind aber diefe unendlidfient Glicder nidht = o, fondern

ipre Differensen, fo mnf man zu jenem Ausdruce nodh

r I.I. X”'f‘ Xul.i. XIV.I. X" _i_ ZC']

d LX i X/l — X”"—‘ XV~ 10
‘abdiren, %erfd)wmben erft die groepten Differenjen der
unendlichften Glieder der Reibe A+ BT CHD ¥y fo
muf man 'auﬁerbem o
B ZES TR OF W
T e x¢ —~2X” —2X/ e XV — 1,

* | -I' X/ »i- X xul.i. ICJ
“dagu feteit.  Berfehivinden ecft die deiteess Differengen, fo
muf man nod hingufigen

dx (dx — I)‘ + X

X + X X T X fo
L gy T3XE3XIV3RY —
¢ TR

— X/ e X xn/ .I. ff-
wnd auf cben diefe Art fernet verfahrem Haben alfo die
unendlichfren Glieder der Reihe A+ B+ C+D 2. nur
endlich verfchmwindende Diffevengen, fo 14kt fidh hiethady’
allemal da¢ Differengial dev aus der Reihe formivten ine
inegplicablent Funftion beftimmen,

§0 3800
Sepit man x=o0, fo twitd X' =A, X/ =3, X = ¢
1, €0, wie daper AFB T CF DT, cine Reipe mit
bem
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dem allgemeinen Glicde X ift, fo fude man aud) qug den
allgemeinen Gfedern
dX ddX - d3X  d4X

ax’ 2ax2’ 6ux3’ 24dx4’ u‘
apnliche unendliche Reiben, deren Summe durd die Budys
ftaben B, €, D,E,1¢. angezeigt werdenmdgen. Hlsdann toird
die Summe von » Gliedern der Reife A+ B3+ C+ D+,
auf diedrt ausgedruckt, daf e8 gleich viel ift, » mag eine
ganje Sabl oder einen Vrud) bedeuten, Sept man x fie
w, fD baﬁ
b 2 3 v e s e X

S=ATBY}C TD'['... LT X

witd, fo ift, wenn dieuncendlichften Glieder verfdhoinden
$ == -~ Bx — Cx2 — Dx3 — Bxs — 0.

$aben hingegen diefe unendlichiten Glicder die erften Difs
fevengen perfchwindend, fo muf man noch daju fesen

f +B+Cc+D+EY} w0

x< A

L —A—B—C—D —u
Berfchroinden evft die jepten Differengen, fo muf man
augerdem dagu nehmen
sx— )+ 8 T C+ D¥ EF F 4

ra— ___A——-zB — 20 — 2D — 2E — 2.

' f af Bt ct Dt
fo toie man, renn erft die dritten Diffevengen = o wers
der, noch daju fesen mug

-} D+t E ¥ F 'i' G T

x(x——l)(x-—z) 2B-—3c-—30-3E-—-3F — 2
2.3 . o138 T3C 13D 13E T2
TA_ A= B=— C—D—2

§. 381
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§. 381,

Sesit toollen toiv diefe Methode auf die andere Gat:
tung der inepplicablen Funftionen antvenden, twelde aug
einem Produfte ciniger unmittelbar auf einander folgens
ben Glicder derReihe A T B 4 C + D 16, Deftehen, dabey

S 2 3 4 .. . X ’
§=A.B.C.D.,.,,..X
feient, und guvbedecft ben Werth = fuden, mworin S Hbers
gebt, wennt man x + o fiiv x fept. @8 foll aber audh hiee
2, wie porhin das Glied bedeuten, deffen Anzeiger x + w
ift, fo twie X dem Ungeiger x gugehdrt. Um diefen Falf
auf den vorhergehenden suricfjufibren, muf man die fos
garithmen nebmen, oo denn
1s—..=m+m_i~1c-1-m1~...,+1x
witd. Verfchrwinden die unendlichiten Glieder diefer Reipe,
fo findet man, nach dev bey dev erften Gattung der inegplis
cablen Funftion gebrauchten Methode,
=18 % IX + IX + IX'" § 2
| —~ 1Z/ — 124 — 1z — e,
und pat alfo, wenn man ju den Jahlen jueifacht,

X/ X Xt Xiv
:—S‘z“;ozﬁozl—ﬂ Zlv G
Rerfhwinden die Logarithmen dev unendlicdften Glicder
jener Reibe aber nicht, fondern erjt ihre Diferengen, fo
muf; ju der Reibe, weldpe wit fiiv 1= gefunden haben, noch

X/I XIII XIIII .
ulX"{‘w(h—- ‘f‘lxm + 1)
pingugefest werden, und babutcf) befommt man, tenn
man toieder die Sahlen nimmt,

EulDiff R 3.ThH. 00, 2.TH.2.AGth, P &=
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=

X’I“. X/(‘I;__‘,) X/nN X//(.I_._H) V‘v” X//I(I_,)

.

/
sx. .t 7 Z
2,

§. 382,

Sent man-alfo x = o, in weldemn Salfe S =1, und
X/=A, X/ =R, X =1C, 1. witd, o bedeutet = eint
Produft aus » Sliedern der Reihe A, B, C, D, . Sest
man alfo x flir @, damit = den IWerth erpalte, weldhen 1wic
vorhin S beygelegt haben, fo daf

I 2 3 4 « v v o X
S=A.B.C.D. . . .X

ift, fo befommt man fi S, toell nun 27, 2, 2, 16, in
X/, X, X, qc, uibergehen, flic den Fall, daf die Logar
rithmen der whendlichften Gliedern jener Neihe verfthwine
den, den Husdruct

/ A B c D E

SE= g xa X XN XY
Berfhrinden aber erft die Differenyen der Cogarithmen
der unendlichften Glieder der Reibe A, B, C, D, 2., fo
wird '

. 2

BxAX-x (CxBI-x Dx(CI-x

S =A‘x. X’ - X” » X/" .2Cb

LBerfdhymwinden crft Die joepten Differengen jener Logarith:
men, fo Tann man hieraus obhne IMiHe Hecleiten, was fir
Saftoren 3u den vorhergehenden hinjugefest werden mifs
fen; toir verroeilen aber Hierben nicht, da Ddiefer Falf
fbroerlich porfommen wird., Den Rugen diefer Yusdricde
werden wiv in dem foigenben Capitel bey der Snterpolaz
tion der Reibhen u geigen Selegenheit Haben,

§. 383,
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§. 383 |
Da ¢8 uns pier vorziglich um die Differensiation von
devgleidhen inepplicablen Funftiomen 3a pun ifts fo fep
Vas Diffevensial der Funftion
S$=A.B.C.D. . . X
3u finden, Su diefem Ende wollen riv die vorhin gefun:
dene Gleidung
1z =15+ IX' + IX“ % 1X 4w,
—_— 12 — 1z — 121 — 3,
gu Hilfe nehmen. Da 1Z aus dem 1X entjpringt, wenn
manxt « fur x fent, fo lft

- ——d3 IX + 1.

und braucht man diefe %ettbe fir 12¢, lZ”, 12/, 1., (o
befommt man

1S = 1§ —~ —(_;;d X F IR X 1 e
w2 74 3 v
— =2dd (XY X IX 1K)

w3
- —d3 ‘ VI L (NI b X
6dx'3d SAX F IR R IX f XV E)
K
et man nun w=dx, fo wird 1X =1S%4d.,1s, ud
1o :
48 .
Ei = A, (XOFIXY P OIX F XY )
— 3dd ., X/ FIX" FIX F XY o)
ot Ld; (IX’ —I' 1X# 'i‘ 11X .{. 1X‘v ..I. 2‘(.)
€.
Diefe Reihen gelten, wenn die Logarithmen der unend:
lidhften @lieder dev RKeihe A, £, €, D, 1. verfdywinden
Pe Pee:
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verfhwinden diefe aber nidht, fondern erft ibre Diffevensen,
fo muf ju dem bovbecget)enben québrucfe nod)

dx1X/ 4 dx(l Y lX” T1 X ‘I' 2.)

- pingugefigt weeden, um das vollftandige Diffevensial ju
evhalten,

§. 384.

&3 gze&t biersut aber noch einen andern MWeg. Man
fege x =0, in toeldhem Falle aud) 18 = o witd. Dann
formive man HReihen, deven allgemeine Glieder
d. lX dd . 1X d3.,1X

dx 2dxz 0 6dx3
find, und fege ibre Summen U, B, €, D, . Schreibt
man nun x fiir », damit = =S werde, o ift

1S = — Bx — €x2 — Dx3 — Ex4 — 2,
wenn die Pogarithmen der unendlichften Slieder der Reibe
A. B, C, D, 1. deren aligemcines ®lied X ift, ver{chtvins
ten. Gefchicht dies erft bep den Differengen Dtcfcx fogas
titbmen, fo ift

lS-—xlATx(l--'f'l-—'f' — 1—-1-zc.)

IX;

.

— Bx ——@x?m—-SDxS — Gx4—1c,
Hiernad ift das Differensial von IS

ds B c D E

— — —_— — — G

5 qxlAfdx(lAMBi-lc—}lDf

— Bdx —26xdx — 3Dx2dx —4Ex3dx—10,
und dag vollftandige Differenzial

ds B C D E

- x (1— — a— o 1] 2

g = dxlA fdx(= Tl g + DJrz)

— Brdx—E(2xdxtdx2)—D(3x2dx}3xdx21dx3)
' _ . i (O
Den
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Den Gedrauch diefer Formeln ju zeigen mbdgen folgende
Grempe! bier fiehen, roelhe toiv auf bepde Avten bepans-
bein wollen,

¥

Cefies Erempel
Pas Diffevensisl der inepplicablen Suntrion:

—T 2 . 4 - 6 8 +* * * L) zx
3u finden.

Hier it vor allen Dingen zu bemerFen, daf die unends
fibften ®lieder diefer Faftoven Einheiten werden, und

25— 1

alfo ibre Lozarithbmen verfdHwinden, Daalip X T s
ift, fo ift

ax T I 2x + 3 2x t5
Y R— . XII:_-_ D Ml 77 L M
2% .i' 27 % _!_ 4, x 2% ,i, 61 A
und Gberhaupt
Xin] :-2-51.2“—_1;
2% Fa2n
Folglich
IXIal = 1(2x + 2n — 1) —I(2x } 2n)
adx adx
X = ——
(2x t 2n — 1) (2x T 20)
4dx2 4dx2
Xl = —
ad (2x f 2n — 1)2 ° (2% f 2n)2
2,2.4dx3 2.2.4dx3
3.1XI e
d 1X nl = .I‘ (2x .i. 20 — I); (:’.x oi‘ 2X)3
2»204.6dx4 24204‘6dx4‘
4 1} = o - 3
d (2x T 2n — 1)4 1 (2x t 2n)4
\ 20,

13 und
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und alfo dag voliftandige Diffevensiat

[ LIS ]
é-sza-——zdx 2&-1'1‘2x-1~3 2x-t-5
8 ¥ I

2x'1‘2 '2x}~4 2x’}'6 IJ‘

4
$ dx2s (ml)‘ T o (2xr5)’ ‘1

I
e =hr (zxw — Gt
e I 1‘ 7
— yaes) (I (2xjs)3 (zxq:s)s "‘
T Gxta ~ (axte®  Gxtoy

b N
Sudt man blof das erfre Diffevensiaf, fo ift folches
%E = — 2dx %
¥ ) ¥ 4

DT G D | heEe T

weldes man nadh der andern metbobe §.394. auf foigcnbg,

Art finden fann, Da X == tﬁ, fo it
d.IX 2 I
& - 2k —1 %
dd.IX 2 ¥
2dx2  (2x—1)% t 2%
ex L8 T
6dx3 3(2x—1)3  3x3
¢

und
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und fogtich e
I 134450 ,2
= l— 1= = - o)
=11 4-*16:%18 T e

2 , 2 3 2 2
f‘i‘-;’r‘;"‘i'-s-'!‘-,z—'f'"g—'i'zcl
B = =212
2 4 6 8 10
I I 1 1
[ TrEtEtate
€ =—3 b3
I 1 3 ¥
— o o — s e v 3

0.
odet
s B L L XY
B=1 201 2173 4»y 1)
I I I X
I

16 .
Durd die Subftitution diefer Werthe rojrd
dS I I ¥ I
—  — — . - — — = (.
3 dx(t — = T ro— T3 )
. ) I ) JE § X
T 4XdK<I o~ -2—5 ’f' ;; — Z‘zi '{' g‘; — 1(-)
a Pse . =
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I

I I I

e szdx(le« ;—3 -i- 5-5- — ;—3 g—; ——.2(’)
1 I I . 1

T I6x3dx(1 -t ;; 'I‘ -?;-; —— Zz 'i‘ 5—4. -—.2&)

2.
Kt alfo x = o, in weldhem Falle 1S = o und § = 1 tird,
fo ift d$ = — 2dxl2,

[wentes Erempel.

Pas Differensial der inerplicablen Sunfeions
S=I'2‘3'4"0«~¥
3u finden,

N Die Glieder diefer Reibe 1, 2, 3, 4, 10, wadfen im
Wnendlidhen fo, daf die Differenger der Logarithmen vers
fcbwinden, indem

Aot —le=l0t—=—=o

iff. Daalfo X =x ult_b IX = Ix ift, fo witd
X =xt1x
X =x+t2
X = x + 3

#Benn
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fWenn alfo die Logarithmen verfhwanden, fo npfube
ds I I
\ X,l_l.i. X'I‘ZT x,i.a '1'2()
dx2 1

T T(-(;-"IT)-; t

1
@f@z*&+>=*“)

t
20

feyn, Da aber erft die Differenzen det Qogamtf)men =e
terden, {o muf daju nod

'I‘

— T Tzc)
ST o (Tﬁ’

dxl(x-I'I)-f'dx(l x“m‘ ’rx)
abbirt toerden, Fun tft .
l}f.j—z : _.—I__ I I +2
xTL % 1' 1 (exfr)z’ 3(x-{-1)3 T ax1)*
X ‘{' 3 I I I L 1
x 'i'2- xf2 (2X'i‘2)2 t 3(xf2)*  a(xt2)+ T
2,
alfo das wabre vollftandige Differensial
‘—? = dxl(x T 1)
I I
— 3(dx—dx2)( h)* T aror T args T
I I
=D g e PO

*“““)Q+n4*@rﬂfcﬂ@4“”
by %(dx"-dx )(

(1IY @TO‘ @f>f*“’

I

Py Bis,
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Bill man aber diefes Differensial auf die andere Yrt aus:
drucfen, fo bat-man, da
d.IX dd . 1X ¥

=G 00 =% Z5a = "
ds . 1Xx* 1 d4.IX LA
6dx3  3x3” . gqdxa | gxa>

“ift, 'fotgenabe Reifen:
U = b 12413 414 15 % 200

B = l(I'i'-x—i-i{f.i-f--E-'b 1)
@—-%?wf—? T—*”

9:-10TIT;+ atat
@a—iCl‘I’z 44,1* 'fzc)
ZC.
P affo 1o = L = o ift, fo. wird nach §. 384

: 12 413 11t 415 b
5= 07 PR T FIS fa)

- x(I,’I‘é'f"—;f T-;I;'I'zc.}
i‘gxz(m-i-;;"i‘-;;'{;‘%i'zc.). s
-t gttt
tart gt gt gte

]

. Die bepden erften Reiben, womit x multiplicict morden,
haben jtwar jede fiie fich genommen cine unendlide Sum-
o me,



\
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me, allein jufammen geben fie eine endliche Groge. Denn
nimmt man von jeder n Glieder, fo befommt man
¥
}(n‘f‘l—l?"%"'ﬂ%——v%—-—*'.—,——;‘
RNun paben wie oben §. 142,

' ¥
rtititito . to=Clh

gefunden, und fiir C ergieht fich 0,5772156649015325.
@est man demnach n == o, o wird

l’f‘%'l‘%fﬁ'{'-u.’l‘%mc'}‘lm

und ed ift daber der Werth jener bepden Reiben, wenA
man fie ohne Ende fortfest
= {0 $ 1) ~ C— lwo == — C,
Pieraus ergiebt fidy
IS =— x.05772¥56649015325

tieGtztatatgto
I I . X

—pGtg gt Tat®

PR tnt gt tEte

2.
“yootaus fich ferner die Diffevensialien einer jeden Ordnung
teicht Deftimmen loflen, €8 ift nemlid

ﬂ;- = — dx . 0,5772156649015325

3 xdx(l’i‘%‘l‘%'}’%fg{;fm)
—esGtp it tEte
Tx!dx(xt%f%f%f%fm)

6.
Ve
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Lereinigt man aber diefe Reiben in cine, fo wird

ds
= = —dx.0,5772156649015325
xdx xdx xdx

S
xdx
taretiGte G T G T
Xft daber x == o, fo wird
ds

3 = — dx.0,4772156649015325

Aus dem erften Ausdruce aber ift in diefem Falle
ds

I

1
5_2.
1
3’

S SR ¢
"‘a’:dx(f’f‘;;‘.f'?;'f‘zzfm)
1

I I
PG5yt g5t g 1)

1
by Z; t 1)

I
P E o b oo f,—f 1)

e

§. 385.

Da die Diffevensialien, weldye toir bisher gefudht hou
Ben, vollftandige Differengialien find, fo laffen fich darvaus
audy die Differenziafien n Hefondern Fallen Herleiten.
$Wenn daher in den gegebenen Yusdrhcfen foldhe Funftios
wen porformmen, welde unbefiimmt ju fepn fcheinen, ders
gleichen fmvorhergehenden Capitel unterfucht worden finds
fo Fann man die Werthe derfelben nach eben der Methode
finden. Wir wollen anch diefes durd einige Bepfpiele ew
fautern,

Erftes
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Criies Srempel,
en YWerth des Ausdruds:

. i X
If%{'%i‘aooii‘;

X(X = I1)es oo (x—1)(2x — 1)
fir den Sall 3u finden, wenn x = 1 gefept wird,
Sest man

'I'f‘%'f%‘f'...“i‘-}:.'s
fo ift nadh §. 372.

I 1 1
I I
~ x2 (1 ’i‘k ;—- + 3—3— ¥ — %)

I
LUELICE Fo— F & f10)

[
Da aber aud ‘
1 1 I 1
S= 1 ¥ — ¥ — ¥ — F - fu
2 3 4 5
I I I I I

ft, fo erbalt man, wenn man jedes Glied der obern Reibe
mit dem vorhergehenden der unteru verbindet,

X—1 X —1 X1
S=1% : . T .
®  3EED T AGTE
und diefer Ausdruck ift bequemer, twenn x = I gefetst toews
den foll. @8 fep alfox =1 + w, fo twird

S=1

] ~ .
e
Gio TGt L Gre T

edet
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odet
X I I I \
S = o (— — —-— — T, ) &= L
=1t (221‘321‘4,1‘5,%26) r¢d®

I
ettt At —te
by ﬁ’(g;'i‘*;;'f‘f;‘l'g;hc,) ¥ Dos
_ . .
and e§ geht alfo Der gange Ausdruck, menn man x =t
¥ » annimmt, in .
IT%N‘-@W"*Q";“T“‘__ 1
(1 ¢ ») o(1120)
, oder
o 1 Bo  2Be2 —Cu2—20. 1+ B+ 2Bu—Co—,
o(1to)(1 1 20) - (1t e)(1 t2w)
aber. Nimmt man daher » == o, fo wird dev Werth des
gegebenen Yusdruds fie den Fall x =1,
I T X ,
::::If%:l'i‘;;'fg;'f;'f‘u‘»
-and folglih da dicfe Neihe = Ix2 ift, = la2,

o’

Bweptes Exempel
Den Werth Oes Ausdruds: ,
(QX“I)(I'*%'{'%'{'“»\'{'%)

2ax — XX X
Gx—I1)2 6(x—1) x(x — 1)2
fiie den Sall su finden, wenn x = I gefens Witd,
@3 fey

; I . ..
I’f‘%’l‘%*{‘.»..f‘a;:S, udx==1fw

fo toivd, wie wiv vorhin gefunten haben,
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S =1+ Bw — Cuz } Das = I,
fo daf '

%=2—"i‘3~;‘f‘4‘5*

C=— t ot St
23
I I I

2(0

T, = Iaw ==X

¥+ 2

W
w
B
- t‘::‘,It-i u")[;-f

®= ¥ . '

[y
»
re
»
|

ift. et man dader x = 1+ #, fo befommt der gegebene’
Husdrud die Form
T—ww  (T+B)TFe)  (T420)(14Bo—Caz f1c,
e L » - ‘ (1t w)a2
and bringt man diefefbe auf einerley Nenner »2(1 § w),
fo erhalt man
1te—w2—a3tat2w2te3 T Ba(1 F 20 F ww)
o T— B } Co2 — D3 —20—2Bw2 } 26w3 — 15,
o2(1 % &)
oder
o2 F Co2 ¥ Ba3 «— 2003 — Dw3-— 10,
02(1 § w)
Wenn alfo nuninehr » = o angenommen toird, fo ergiedt
fidy 1+ G @8 ift folglich Der Werth des gegebenten Auss
druds fur den %aﬂ X = 1, =1 -f ¢, obcx:

33 PO 5 ¥

Da aber die @umme diefer Reibe mcber durd die fogas
vithbmen noch durch den Umfang des Kreifes Ddargejtellt
warden fann, fo 14§t fich aud der gefuchte Werth blok auf
diefe Avt durch endlithe Srdfen ausdrucfen. Hus diefen .
bepden Bepfpielen crhellet Gbrigens der Nupen, welder

die
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die febre von den inegplicablen Funftionen in der Theorie \
ber Neiben haben fann, Hinlanglich.

‘ § 386

Bisher haben wiv angenommen, daf die lme"bhd)*
ften Glieder der Reihe A, B, C, D, E, 16, =o0 fevt ey
dod) endlich verfdhtoindende Diffecensen haben, und ¢é fins
det Daber Die erflarte Methode nicht ftatt, wenn biefe Bes
dingungen mangeln. iy wollen daher nod eine andere,
von diefen Bedingungen unabhingige, Methode hingufi:
gen, welde die allgemeine Summirung der RNeihen qus:
dem allgemeinest Glicde, die oben ausfubrlich erflért wors
den ift, in die Dand gicht, Bedeuten demnady %, B, G,
D, €, . die Bernonillifchen Jablen, (§ x12.) tnd ift die
gegebene inerplicable unftion

I 2 3 4+ v s v s . X
S"—'—"A'['B‘f'C’I‘D'*‘ « 2 o« » X
fo (36t fich davaug, daf nach §.x30.
AdX BdsX gds¥x
1.2dx2  1.2.3.4dx3 ' Ta..GdxF
— 1,

ift, dag Differensial der Funftion S leicht darfiellen. ©3
ift nemlich

§=fXdxf1X

05 gg s JAX_ Basx  GdsX
- Y1.2.dx  ,1.2.3.4d%3 © 1.2.,.6dxf
— 30
§ 387

Bt aber eine arithmetijhe Progrefiion mit ciner geo:
wmetrifchen verbunden, in weldem Falle die unendlichften
@licder nie beftandige Diffevengen befommen, und alfo die
erfte Methode gar Feine Ynwendung julaft: fo gewaprt

bie

LN
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bie §. 174. erflarte Methode Wortheil,  Jft nemlich die
Gunftion

S = Ap } Bpz + Cp3 + Dp4 ...+ Xpx
gegeben, fo fuche man die Werthe der Budhftaben «, 8, v,
3, 1., fo daf
g::; =1} an f 02 + yus + Jus } s foc.
fen. $at man diefelben gefunden, mwie wiv fie §. 170, Mit
getbeilt baben, fo ift

AddX  od3X

p adX 4
S e X ———
pH(X dx2 dxs3 T )

p—1I dx 1
' tc

odet ciner beftandigen Srofe, welde die Summe =0
giebt, roenn x = o gefest wird, oder irgend einem andern
Galle ein Genirge thut.  Rimmt man nun das Differensial,
fo fallt diefe beftandige Grdfe weg, und es wird
adX  AdAX  9d3X
dx T dxz  dx3 )

P 2ddX . GdiXL vd4X s
T < pe(X dx T dx®  dx3 1)

e _.P..-. .x l bv—-'n
ds = p—I'P dxlp(X

p—1I
oder
dqS e

SRR TR V... SIPPUIIN. > SN
E:—[(delp (#lp I)dX’Km‘P, ®) = \(ylp ﬁ)a-;-l-zt,)
und diefes ift das gefuchte Differensial der Funfiion S,

§. 1388.

Gft die gegebene inepplicable Funttion ein Prodult,
fo fann man das Differensial bevfelben, die Logarithmen
ber unendlichften Gfieder mbgen beftdndige Differenzen
haben oder mihi, allemal nach diefer Methode finden, €9
fen nemfich

Eul, Diff. ¥ 3.Th. 00, 2,Th. 2. Abth, D S =
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I 2 3 4 x
S=A.B.C.D....X"
Da hievaus
1IS=1A+1IB%1Cc+ID}...1X
flieft, fo toird, toenn man die Bernouillifchen Sablen
braudht,

Ad . IX Bd3,1X
18 = fdx1X + % —_— ¢
S *X T HX T I.2dx 1.2.3.4dx3 T

und diefer Ausdrudk giedt, tenn man ihn differengiivt,

ds Add . 1X Rd4, 1X
-— 1 1d.1X -— : . .
S=dxX’i‘§ -I'I.2dx I.2.3.4dx3
Gd6.IX Dds.IX
*t — - +
I.2...6dxF I.2.3...8dx?
Sft daber X == x, oder .
S =I1.2. 3 . 4 > e “ o X
fo wicd
ds . dx Adx , Bdx Gdx
-—-—=dxlx."—'—;;'l‘;';z—6x6 Rl

und diefe Formel wird, twenn x eine feht grofe Jabl ift,
mit mebrever BequemlichFeit gebraudt, als diejenigen,
toelche toic vorher gefunden haben.

1

Siebene



Sicbenehntes  Capitel.

Bon der Snterpolation der NReifen,

§. 389,

Sﬁan fagt, eine Reihe roerde interpolirt, twenn die Glies
Der derfelben angegeben werden, die ju gebrochenen oder
aud felbft su itvationalen Mnzeigern gehdren. Sft daber dag
allgemeine Olied bePannt, fo Hat die Jnterpolation Feine
&dwierigfeit, da diefes allgemeine Blied bey der Subfti-
tution jeder 3ablfir x das jugehorige Glied giebt. St
aber eine Reibe fo befhaffen, dak fich bas allgemeine Glied
verfelben auf feine Weife dacftellen (aft, fo ift diefe nters
polation meift mit vieler Schwierigleit verfnupft, und
grdftentheils laffen fich die Glieder, die ju den nidt gans
sen Angeigern gehoren, blof durd) unendliche Neiben ans
geben.  Da wir alfo in Dem vorbergehenden Capitel die
Werthe von folchen Ausdricfen, die fich nicht auf die ges
rbdhnlihe Art endlich davfellen lafien, fir jede jugehdrige
njeiger Deftimmt baben: fo ift Dadurch der Weg jur voll:
ftandigen Betradhtung der Jnterpolation gebapnt,

/

§. 390

Es fey

I 2 3 4 . . 4 . x
AtBf+Ct+DE . + X
eine NReihe, deven allgemeines Glied x man Fenne, das

N2 fums
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fummatotifhe Glicd 8 aber unbefannt fen, TMan formive
daraus eine RNeibe, die jum allgemeinen Glicde dad fums
matorifche Glied jener Reibe habe, fo ift diefe neue Reipe

1 2 '
A; (A1B); (ATBTC); (AFBTCED); (AtpitDIE);
2
und dag allgemeine oder dem Anjeiger x jugehdrige Slied
diefer Reibe ijt
=A+BFTCED} .., . +X=6

Da diefes allgemeine Giied nidht entvictelt beFannt ife, fo
ift die Snterpolation der neuen Reibe, wozu e gehdrt,
den vorhin errwabnten Schrierigfeiten unterworfen. Man
muf alfo, um diefelbe ju beroerfitelligen, die Werthe vonS
auffuchen, welde durd) die Subftitutton irgend einer nidt
gangen Sabl von x entftehen. Denn todre x cine ganje
3abl, fo wirde man den erforderhichen Werth von S shrue
Mibe, nemlich ducch die Addition fo vieler Glicder der
Reie A+ BF CTD T finden, al8 x Ginheiten ent:
Dielte,

§.  39L

Damit wiv alfo dadjenige, was im vorhergehenden Cas
pitel gelehret roorden ift, antoenden fonnen, wollen wiv
annehmen, x fep eine gange Jahl, und alfo der jugehorige
Werth S=a+tptct+od... X befannt, und den
Werth = fuchen, in welhen S dbergeht, wenn man x + w
fiiv x fept, foDaf o jeden Brudh bebeutet, Alsdann ift = das
Glied der geaebenen ju interpolivenden Reibe, welhes ju
Dem nzeiger x T o gehdrt, und aljo die Juterpoiation
ver gedadten Reibe feicht.  E8 fey Z das Glied der
Reihe A, B, C, D, E, 1, weldhes dem Angeiger x + o juges
poet, und 2/, z, 2, . diejenigen, Teren Lyeiger

o P
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xtFotr; xtot2; xtot3;e find. Aud tollen
wit guediderft annehmen, daf die unendlichften Glieder
der Reibe A, B, C, D, w0, verfdhwinden. Died vorausdges
fent, fo witd die Reibe

1 2 3

A; (a1 B); (ATBTC); (A’rl’»%C%D); 2.
deren dem Angeiger x sugehdriges Glied

S=A+BtTCTDY . . . FX

ift, interpolirt, tenn man dag Glicd = fucht, deflen Anzeiz
ger x + o ift.  un ift aber nad) dem vorhergehenden Ca-
pitel (
,I_ X, ,i. X” _i, Xu/ .i. x///l .}. IC.
— Z’ — 7 Zu/ — 2 ¢,
und fo hat man eine unendliche Reihe, die dem gefudh:
ten Bliede 3 gleich ift, und da

dX 2 2 333
z=x+° _rw‘dd‘{ 343X
dx I.2dx2 * 1.2.3dx3

audh auf folgende Form gebracht rwerden fann:
=5 — _‘:__ d. (x/ i. X'M .i. x.m ‘{. X//u .E. K.)
dx

=S

+

2
— ;:—;dd . (xl .t. b'<d .ia X .f. . L .i. 2(‘.)

3
e roened 3 ' e lis <UL
6dx3d C(XOF XA X X )
1,
Bon Ddiefen bepden Formeln Fann man allemal diefenige

_nehmen, toeldye bie bequemite fbeint.

§. 302,
Statt der Reibe A, B, C, D, 1. woller tvir die hatmoe
nifdre Reipe

X
D3 -~
a
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I 1 1
:‘}'a'fb?ai’zb%a? 5 T
nehmen, deren alfgemeines ober x jugehdrige ®licd

= X ift. Hieraus fep die Reihe

—_—
at&x—1)b
I 2 3 4
Gttt o s (Tt b
’ ath”’ a‘i"b atab”’“a " atb‘ at2b
T
formict, deren ju dem Anjeiger x gehorige Glied alfo
1, 1 X I _ I
5= ?*m*ﬂzb*a“b to.ot at(x— Db
ift. Dedeutet Daher T dad Glied diefer Neihe, weldhes ju
) 4

I
e

dem Unjeiger x - « gehdrt, fo ift wegen Z =

at(xte—1)hb
X/' I . zZ ,=____}_——.
a;fbx’ a'f'bx’f'bu
[ — 1 « [ r— _____,_l____
x “athbTbx’ ¢ _l'l‘b'rbx‘rba
1l .___,I,__,__. + 444 ! .
X =gt | Y T T e T be
2. °©.
und hieraus ergiebt fidh
_ I 1 1
=81 at bx T atbTbx Ty w=
+ .
1 I 1

" abxfbs aThibxibs af3bibxtbe
~ 2
et anbece Qmébwcf abep pat folgende Form
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£=S8T be (

t T T 1)

(a '{'b )2 (a‘i'b’i‘bx)?- (a‘l'zb“i-bx)z

—b2a2(—

'P(afnbfbx)s Tae)

+ 2]

(a -rbx) 3 T (a'['b'[‘bx) 3

s e

zc'

(a2 b'l‘bx)4

Eeftes Erempel
£ l'ft die Reibe:
I’ (l'f'i), (I'i'i'l"“)’ ([‘i‘i"i-“{ 5) W

gegeben | man foll die Glieder finden, devcn Anseiger -
Deiiche §ind.

Hierifta=1xund b=1. Selit man demnacd das
Glied, welcdhes dem Angeiger x jugehort,

s=1+3t3t . .fi

unbd dasjenige, deffen Angeiger der Brudh x T o ift, = 2,
fo ift

1 I
z=S% I-I-x t 2———-—'Tx t 3—?}‘ t ey T
1 I I

I
T Ttxfe  2fxte  3Txte  sixte

$Hat man indef dad Glied gefunden, welches dem gebrodye:

nen Anjeiger » jugebdrs, und weldes wir = T annehmen

wollen: fo I3t fich daraus das dem njeiger x + » juge:

porige Glied leicht finden.  Denn bedeuten T/, TV, T, ¢,
- die Glieder, deven Ungeiger 1+ w, 2 T w, 37w, 2. find:

fo ift

D4 T
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T =T+ ‘i‘q
I
T = T b e f e
’I-I'l' t 2% #
1 1 ) §
T/ll::'r ‘
TR TR Y

eI
.
und man bat alfo nur ndthig die Glieder ju fudben, welde
su den Angeigern w, die Fleiner al8 cins find, gehdren. Su
Dem Ende fegge man x == o, wo denn jugleid) S = o wird,
und dag Blied der Reihe T, roeldhes deg gebrodenen An:
aeiger o gugehdrt, toicd fid) auf folgende Urt ausdrucen

faffen: A
I b | X I
1 I i 1
Ite 2%Fe ‘3twe 4tTe

Bertvandelt man diefe Bradhe in unendlihe Reiben, fo be:
Fommt man den andern Ausdruct:

—

T=t 0ttt ot ot st
—s0t gttt b
toGigtgtgtgin
kP R B IR AT

€.

’bte febe Bequem ift, um den MWerth von T naherungstocife
davsuftellen,

Pan
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Man fuche demnach dasd Slied der gegebenen Reihe,
mld)eé Dem Unzeiger & jugehort. Sent man Daffelbe =T,
fo witd

T=1—3t3—3+3—313—3tw
oder
T=23—3t3i—-%31%—1x)

Der Weeth diefer Reibe ift =2 — 212, fo Daf fidh dag -
3u dem Angeiger & gehorige Glied endlich ausdrucen 1aft;
und eé find folglich die BGlieder, weldye den Anjeigern

3, %, 3,10 gugehdren, folgende:
Yingeiger 3 3 3 Z
Glieder 2—2l2; 2F2—2l2; 212t2—2l2; 'I""P‘b—-zh*
p{ N

Swentes Srempel
%3 ift die Reibe:
1 2 3 4
X ECE SO I EHCI O I I O SRR
gegeben; man foll die Glieder finden, deven Anseiger gw
brochene Jablen find,

Hierifta==1; b=2, und fegt man alfo baé bem
Anjeiger x jugebdrige Gtied
I

S=1+%+%1% . . .
ERE R SR B

fo wie dasjenige, tweldes ju dem Angeiger x T w gehdrt
=Z; fo ift

1 X ‘
=8 T 1-r2x+3-1~2x?5-1-2x?"'
1 i 4

. 3Cs

Tfa(xfe)  3T2(xTe) 51‘2(!'1*-).

Da man nun blof die Glieder ju finden braucht, deven
ngeigey Fleiner al8 ¢ing find, fo fey x==o0 und S=o.
s Yl
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Alsdann ift, wenn man das dem Anjzeiger o 5uget)ouge
Glied T nennt,
. 1 ¢ 4 I
T= 1 ¢ 3-1'5-1-;1-91'&.
1 1 1 1 1

T 1t2e 3ta2e 5+ 2w T a¥2e  QTae

und toenn » in der Bedeutung einer jeden Jabl genommen

wicd, fo ift T, ald das dem Anjeiger » jugehdrige Blied,

" dag allgemeine Glied der gegebenen Reihe, und laft fid
aud auf folgende Art ausdrucfen:

—1C

T= 1(1?2.,). ¥ 3(3?1':«:) T 5(5?%) T 7(7?2-:)
obevizig) fos
Tm2eGt 5t gttt
— 4t Sttt 5t
Poeet gt gt = ‘I';I; ¥ )
—tesrt b P g T
<26

Mimmt man « = ¥ an, fo toitd das Glied, welches ju die:
fem YAnjeiger gehort,
Te=1—3ti—%iti—.=1
) und man bat daber

Yngeigee: 3 3 3 I

Gficders I2; Etl2; $ 431125 $H5TE 11250
Kt o = ;, fo witd '

=1t ti+ it
2 .2
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ober
>
T = §'I' %-I'zc.--—im:-;-—ilz..
§. 393
MWenn baber das Glied der aligemeinen Reibes
1
2 ( + 'f'b’( -I-a'f'b fzb)’ ¢

toeldhes bem Anzeiger  jugehdrt, gefunden werden folf,
* fo fege man in den Ausdricfen des vorpergehenden §. x=0
und e =, Hiedurd) wird S = o, und das dem Anzeiger
& jugehorige Slied wird

I 2 , I 2 I 2
P TR T T RtH ars  aiw
+ 2,
pder, toenn man die Glieder auf eine gleidfdrmige Aot daws
ftetlen will,
1 I 1 I 1
= T v T 2at2b 23t 3b1'm'+4b
Da die Glieder diefer Neihe abtvechfelnde Jeihen haben,
fo (&Rt fich der Berth von 5= nach der oben erflarten Mes
thode der Diffcrenzen durch eine mehr convergivende Reihe
qusdenden. €8 ift nemlich die Neihe der Diffevenzen:
b b b
7 TE) TBGaTab) Gatayaatan
2bb . 2bb
2a(2a T b)(2a T 2b)’ Gath)y(aatab)(aatah)’
6b3
2a(2a T b)(2a T 2b)(2a 13b)
. (e

e

5 e

Hieraus 166t fih
3B ==
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_ I 1.b 1.2bb
=0t GG T T (e § b)a T B

I.2.3b3
T 32a(2a F b)(2a T 2b)(2a t 3b)

folgern, und man hat alfo -
I b . 1.2bb
'z ™ 2a T 2a(2a + b) T 2a(2a ;b;(za + 2b)
1.2.3b3
T a i oG tanGat3m) 1
Diefe Reihe convergivt febr ftact, und giebt den FBerth ded
Glicdes = Naberungseife obne piele Mithe.

+ o2,

§. 394

Berfdtoinden dberhaupt die unendlichften Glieder der
Reibe A, B, C, D, E, 1¢,, und ijt das dem Anzeiger o juges
porige Blied ==Z: fo nenne man die folgenden Glieder,
deren Angeiger o T 1, w2, » 3,20 find, 27, 24, 24,
2¢v, 1. Sett man algdanu in den §. 391, gefundenen Fovs
meln x=o, fo daf $=o0, X' = =B, X" =C,
sc.; oirds fo ift, toenn man die mexbe

2
i, (ATE), (A i"% t+0), (A -I-B% Cc+$ D)t
formict, und das dem Anjeiger w jugehdrige Glied = =
fetst,
z=(A— Z0) 4 (B == Z¥) } (C = 2"y $ (D — Z'*)
+ 2
and aus diefem Ausdrucfe laffen fid alle mwifchenglieder
finden. @8 veidht aber jur Snterpolation bia, die Glieder
3u baben, die denAngeigern », welche Fleiner als eing find,
sugehdren, Gt nemlich dag Glied =, twelhes einem folz
chen Ungeiger w jugehdrt, gefunden, und werden diejenis
’ genl
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gen, deren Anjeiger » +1, o+ 2, o F 3,20 find, =/, 7,
3, ¢, genennt, fo ift
xl —1 2 .i‘ ZI
" =z + 2% 2¢
S == F -f zZ! .I. z! .l. L
R

Erftes Crempel
Die Reibe:

X 2 i 4
LD @rsd; it it w
su interpoliven,
@3 fen = das Glied diefer Reihe, tweldes dem Anjeis
ger » jugebdrt: fo ift, da die Neibe aus folgender
L 3 I O O 2 A [
durd)ys Summiven formict worden, und dbas » jugehdrige

Glicd diefer Reipe = ;I; ift,

1

. I
L= 1 i T '; by % + 2.

1
4
- I 1 I T —
(xte)z (2te)2 @T«)2 (G1e)2
Solf alfo das Glied der gegebeénen Neihe gefucht werden,
deffen Angeiger == § ift, fo muf man » == & nehmen, Doz
durdy befommt man \
T=1—gti—AtI—&tw
pbet
T=gd =3t — T E—a T

2
Da alfo 1—%%5——-—*%2&:-}5 ift, fo bat man

3¢,

L 3
3 = — e — 2
4= —)=ma— s

und
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and dies ift das Glied, tweldhes ju dem Anzeiger F gehodrt,
@3 gehdren demmradh ju den
Anjeigeen i 3 3 10,
die Glieder 4— 372 $15—Io2; F14T4A— 1300

Bwentes Crempel
Die Reibes

. I . vQ » 3 4 ‘ v
EFPD; T EF A @R AT S
3u interpoliven,

@8 fep = das Glied, weldes dem allgemeinen Anjels
aer » jugehdet.  Da die Reibe aus folgender
1t 3ttt tettoc

Formirt, und das dem Anjeiger » jugehirige Blied Z =

I . . .
-(—2:-_——1)—; ift: fo rird

[ R— I . " _.__{-—' ’”:-——.I__...

ZE e Y T @t T et

. 1, .
wund man Hat daher
1 I 1
z — I - ’ bl — 2(‘0
T 9 T 25 t 49 T
A 1 | S S
(rt2e)>  (3tam)z  (5T2w)2  (7126)2
et man » = £, um dasg Blied, welded dem Angeiger &
sugehdrt, su befommen, fo wird diejes Glied
s=1—fti—gtad—dtn=2

und dadurch laffen fih Die jwifchen jede jtoep Glieder der
gegebenen Reihe fallende Mittelglicder auf folgende Art
ausdruden:

Anjeis

- :c' -
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Mnjeiger 2 4 %

, % % A ) L] :

s @lider 5 1175 B tabt s T RIL
Orittes Erempel,
Die Reibes
1 2 3 ' 4
T T, 1 T, 1,1
at at ot '3'7,); t St PRl i
su ingeepoliven. ’

@8 fep toiec vorbin = das dem Angeiger » jugehdrige

Blied, foift

—lo’l—__}_. If——;._....?__.__' /"4 -—-—I——-—Q
e D At Y T ateT
i

und dapet
. 1 I T .
T= I + s + '3_‘, T ﬁ T

I 1 1 B!

TGTer Gier Gter GTer

Bl man demnach das Glied Haben, weldes dem Angeis
ger £ gugebdet, fo ift daffelbe

* 2 1 an I n
3n 2n 5u 3m 4n
oder

&ept man demnady

1,1 1.5 T .
d=1—-oto-amto—gte

fo
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fo ift das dem Anzeiger & jugehdrige Glied = 2n(1 — N),
und es8 gehdren alfo 3u den
Ungeigern £ 3 3

bie Glieder 29—20R ; 28 “I'%': —onR; 2'1-31; + g{ —a0dl}

1S

- Biertes Erempel.
Die Reibe:
i 2 3 4
3 . I . I I . _1‘ _,_I_ X » A
I; (1 T;‘,‘l)Q (x 'i'g‘;; t g;)) (1 '}'3,, t 5n T ;;;), ®
su intetpqliten.

N - @3 fep = dad Glied, weldhes dem allgemeinen Hnjeis

ger o gugehdrt, Da Z= ift, fo tird

I
(2o—1)n
4 I . A —— ____E__.___o ZHI ____I____A‘
=Gt YT Gerar 2T Geta
und
) I I i ‘

‘g=1'1'§;'1‘5’1‘7—;‘fu‘.‘
T 1 1 1
. (rh2e)n  (3t2e)r  (5T2e)  (7T2e)n
Set man » == %, fo befommt man das Glied, toeldes

dem Anjeiger & jugehort,

x~—f———f—~—+n—m

-2 C.

unb dadurdh toerden bte amncbeu ;ebe jroen Blieder der gz
gebenen Reibe fallende Mittelglieder folgendet
v Yngeiger X 3 3
I, 1 I,
Glieder -N; ;;i‘ €N e + Z‘—‘ I R

§. 395
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§. 395

RNun woflen wir annehmen, daf die unendlidhften
®licder der Reibe A, B, C, D, 1¢., dureh deven Summation
man die ju interpolirende Reihe findet, nicht verfhwin:
den, voudern fo befhaffen fepen, dafi thre Diffevengen = o
werten. Daben foll X Das Gticd diefer RNeibe fevi, roelz
hed dem Anjeiger x, fo tvie Z Dasjenige, we!ches tom Yne
seiger x f w gugehdee, und X/, X, X/, 1. die auf X, fo
toie Z/, 2, z*, 1. die auf Z folgenden Glieder bedeuten,
Dies vorausgefeist fey die ju intesvolivende Reipe: '

1 2 3 4
As(ATB); (AtBFCO; (ATBTCED); e
dabey S = dem ju Dem Anjeiger x, uad = == dew ju dem
Injeiger x T o gehdvigen Gliede; fo ift nad dem t\m{)eu
gehenden Capitel
Te=SF XOF XY F X o,
—Z' —Z' =z —
r o XX e
'!' X"I'ﬁﬁ.f X EX" EX/“E‘W-J
Da e indef bmlan;lxc{) ift, die Glieder gefunden ju
baben, toelche Den Anzeigern jugehdren, die f[einet alg
eing find: fo feyx=o, twodurd) S==o, X==A, X"“==P, 1.
ird. Hlsdann ift das Glied, tve!d)eé dem Q{naetgev
sugehirt,
z = (A——Z'> T(B—-—Z”) T(€—2") D—z") .
Fo((B—A)t(C—P)t(D—C) +(E—D) 1)
%qeid)net man die Differenzen auf die befannte Art, fo
baf man AA =B — A AB = C — B, . nimmt: fo bes
Fommt man/beu Werth von = in folgendem Auddructe:
z=(A=2)t(B—2") t (C—2") T (D—2Z~)F1.
T oAt AA T AB % AC T AD T 1)
®ul, Diff. R, 3.TH, 00, 2.TH, 2.Abth, R §.396.
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§. 396

Findet aber der Fall fratt, daf weder die unendlidhften
Gfieder der Reibe A, B, C, D, 1., durd deren Summa:ion
man die ju interpolirende Neihe erhalt, nod aud ifhre
evften Differengen verfhwinden: fo miffen dem Ausdrucke
fue = nody mehr Reiben jugeflat werden, fo viel nemlid,
bi8 man ju verjcbwindenden Diferensen gelangt. &8 fep
nemiich wieder wie vorfin dad dem Ameiger x gugehdrige
Giied = X, und die darauf folgenden X¢, X*, X, 1. fo
wie dag dem Anzeiger x + o jugehdrige = Z, und die dars
auf folgenden Z7, 2, 2/, 1. Ferner fey die Neife

I o2 3 4

Ay (AtB); (ATETC; (AfBFCTD); e
au interpoliven gegeben; dag ju demw Anjeiger x gehdrige
Gtied derfelben

S=A+BF¥CH+tDT....F+X

und dadjenige, twelches dem Anjeiger x T » geport, = =,
fo bag

den diefe Glieder
- Ynjeigeen sufommen
xtotr|s =ziz
xtoto2|Z =3+2 %2/

x'i“'.l'g sl E-I-Z"i-z”-i*Z”’
2. .
Drucft man bey diefen BVorausfesungen die Differensen
aixf pie At aus, dDaf man
AXI _— X”"—'XI; AX”::XIlI"‘""XII; AXI“=XIV—X”I; 2c’
AzX/ == AX" — AX’; A3X“ == AXY — AX/;
A2XM = AX/V — AXYY; e,
A3X' == A2X — A2X‘; A3XY =3 A2X! — A2X4;
A3IXY = AZX/V — AzXH/; 1€,

fent:
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fests fo (at ficdh nad §. 377 bas Glied = auf folgende vt

Datftellen:
=S ., + -f- X F X XU 3 g,
— 2w ZV — Z 1 e,

T WX | aX‘ } XY+ ax )
T "-—(: :—“I) (X }A2X‘fA2X T AIX“T1c)

4 "(“I—jli(f'_';. 2(A2X 4 ASX H AIXAF A3 X 1c,)

zfo A\

§. 397
@8 ift, wie rir bereitd angemerft haben, genug, wenn
man in der Fortfesung diefer Reihe fo weit fortgeht, big
man 3u verfhrwindenden Diffevenzen gelangt. Wolite man
diefelbe ing Unendliche, oder wenigftens fo weit fortfegen,
bis die Differensen der endlichen Glieder verfhmwinden: fo
roucde fich, da

Z'=X‘twAX’ F A3X e,

ECINOPLC xxa 2)
1.2 <3

. >

ift, der gange Qluébvucf in foIgenben Aufammenstet)en Taffen:

b'I'l'X' I'I' 012)0'3 2)A2X’i"zc.

Diefer usdeud enthalt 5ugleid) bas fummatorifhe Slied
der Reihe AT BT CT Dt aber wenn diefes beFannt
ware, fo Ditte die Fnterpolation feine Schivierigteit,
Man fann indef auch Ddiefe Formel brauchen, die, wenn
fie irgendwo abbricdht, dasd eingufchaltende Glied in einem
endlichen und algebraifchen Ausdrucke giebt; ift dies nidt,
fo verdient die anbeve, weben auf die unendiichften Glies
der Glicder Rickficht genommen wutde, den BVorjug.

N2 Sent
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Gesit man x = o, fo daff = dasd Blied bedeutet, mwelches
bem Anseiger » zugehort, fo wied darnadh, da S__o ift,
= . A +B +C D+vc.
— Z/ __ZII le/ Zlnl
T oo(A farat Azt a2y ap -fzc.)

_—I v -
‘I‘ﬂ;"—g@h tazata2ptazctazbptac)
I)(w
+ == T, (A 2ATASATFAIRFA3CTAID Y1)
) 2,
oder, went man bEl‘ S?fw&e foegen
o{o—1). N a—-—I) »—2
g:a;;..\_._—.).zsn.(_—_—..(_.w—..._).=y;:c‘
1.2 I1.2.3

fest,
T = aA | BAA T vA2A + DA3A ¥ 10,

T At edA T gAZA F A3A f o — Z7 g,

4 B 4 «AB T gA2B F 4A3B 2, — 27 2¢.

t C | #AC | ea3C t 2A3C F 2. — Z77 20,

2.

Die Angabl der horizontal fortlaufenden Reiben ift unend:
lich, aber cine jede von ihnen befteht aus einer endlichen
Menge von Gliedern,

Crempel.
ZDx’e Reibes
2 . 4
;5 GT9;,G 1% ’rq), GTititHw
3u interpoliven,
G$ fep = das Glied diefer Neibe, weldyes dem Unjei:
get @ jugehort. Da die Reihe aud dov Summation der

Bl

»

Reihe 3, 3, 4 1. entfpringt, fo ift Z = T

, und da
Die

e A
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die unendlichften Glieder derfelben fchon verfdhmwindende
ecfte Diffevenzen haben, fo brauchen auch blof die erfren
Diferengen genommen ju werden.  RNun ift

C A= B=2%; C=13; D=4%; 1

und alfo
AA =1 AB= A=
2.3 3.4 4
Folglich bat man
® I 2 . 3 4
2= - — _— — . o— 2:0
2 T 2 T 3 T 4 T 5 ¥
' » o [ 4 [
+ + + 1,
3t t 4.5 "' 5.6

Gt (@t (vt (et
wta  wf3  wt4  ets

2o ® 4 Y 52 = o
odet, da Z 12.3’1‘3'4‘1‘4 sfzc ift,
R S R S S S A 1

5
_@iD_ (et @i eto_
. PE) w3 wtgq o5 ’
@ucht man demnach dag Slied, toelches pdem L
sugepdet, fo ift daffelbe

) .

T, 1 3.2 5,3 7 9 4
E__—— — Y e o —— ""'."—'"{IC'
21‘2 5 3 7.?4 9+5 11
oder
1 1 I I I 1
p R =l N e e S B S Y
2 2.5 3.7 4.9 511 (6a3
und alfo
1 1 1 I 1 X
I e e — e,
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ober

I 1 I 1 I
EFE B0 o . e e s e e e e — 1

d 6 83 o =Tk
I I T I I
= - - - — f

Ts‘f?'l'g‘i‘u'l'ls'l‘

I 1 I I I

Daafor——F —— = F = — = =1
f 21'3 273 .6'i'zc 2 ift,

" fo it

. I I )
5;2:12-—1'}‘———1-——-;&:]2_—1.
2 3 4 2

und folglich

7
2 =212 — =,
6

§. 37L

m nun ju der Suterpolation der Reihen fortzugehen,
beren Slieder Produfte aus Faftoven find, fo fey die allz
gemeine Reibe

3 4 5

A; AB; ABC; ABCD; ABCDE; .
gegeben, deven dem Anzeiger w sugehioviges Glied wir twies
der == = fesen toollen,  Alsdann ift 12 das dem Unzeiger »
sugehdrige Glied in diefer Reibe

. lf&; (XA?le); (At 1?5 +10); (A} IB‘]I"ICTID); ¢
Nimmt man alfo an, daf die unendlidhften Slieder diefer
Reihe verfhrinden, und fest man dabey das ju dem Anz
seiget » gehdrige ®lied Z, fo mwie die davauf folgenden ju
Den Angeigern w -+ 15 o T 25 @ T 35 26, gehorigen Glicder

- &z, Z', . fo ift nach dem Obigen

+ 1A+ 1B 4 1IC F ID Forw

— Izl __ lzll — 1ZIII J— lZ/I/I — ZC. \

und

2=
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und ‘geht man Hiervon ju den Jahlen g,hvfwf, fo toivd
" A B c D
EEg g g ©

R § 399
Q’Setf*{)m‘nben aber die fogarithmen Dber urenbhd)ften
Slieder nidht, fondern evft ihre @[ﬁerengen, fo ift, wie wic
gefefen Daben, R
IZ = + 1A 4 I8 + 1C Jx.
— 1Z! — 12!/——12"'——“.'

T #lA -1'@(1-— v}' 1—— + 1—- +1¢)

und alfo, twenn man 3u ben Sahlen buwc{fe[)tt,
' I— @ 1—w ~& I—ono I-quu
g = a2 BB c.c 0D 1€
ZI ZII ZI/I ZIIII
Berfhwinden aber evft die jroepten Differengen jencr Logas
_githmen, fo wicd ,
Ir= 1A+ 1B % 1c f ID
—_ 17— )2 | — 1Ze —

c ..p , B
't'a(lA'I'IE FIS t1g bip e

o(o— BD DF
1-— —_ l~u 1— ¢
J,r 1,2 ( “ Pl Ths Tlg ¥
S ) .
’ und bicraud erhalt man ) .

/ w(3—a) ole—71)
T=A ! B 1.2 .
(0-1)(w-2) o(w-1)  (m-1)(@-2) w(w-1)
A 1.2 (')11 g 1.2 CN(Q'N)D 1.2

1 .
'

Zl ) le
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woflr man, wenn » < I ift, den bequemern usdrud
>z =

o(3-0)  (1-a)(3-0) (r- u)(-.a)
Al.2 5 1.2 B’(z"') B ”(’ »)
o(1-w)’ o(1-a) ! s(1-2)
B I,2 c .2 z! D L2 zu

I
nehpmen Fann,

§. 400,
MWir roollen diefes auf die 3nterpolation der Reibe

aI a(2 -f-o) a(a-f-c)(a-l'zc) a(a-]'c)(a'f'zc\(qrgc)
B’ bote) b(bFo)bTae) b(bIeN(bi2ac)(bt3e)
antvenden, deven Faftoren aus der Reibhe ’
:’ a:f'c. atoec, atic,
B’ bte’ bt2e’ btgze’
genommen find, wovon die Logarithmen der unendlichften
Olieder perfdwinden. @8 ift alfo

a—¢ ‘I‘ Ca a ’f‘ Ccw
= — I = .,

Z= b—ctce’ bt ca t ca’ % .
und wenn das Glied, tweldhes dem Anjeiger » in jener
Reibe jugehdrt, = genannt wird, fo ift nach §. 398.

_a(btcw) (atc) (btetes) (at2c)(btaches) "
~ b(afes) ' (bfc)  (atctea) * (bF20)(bfactem)
Will man demnach das Glied haben, weldhes dem Anjeiz
ger 5ugebévt, fo ift, wenn man » = % annimmt, -
= a(2bte) (afe)(2bt3ze) (at2c)(2btse) "
b(2ate) " (bte)eat3e) (blas)(zatsc)’

Crem:
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Erempel
Die Reibe:
I 2 3 4 5
I 1.3 1.3.5, I.3.5.7, I.3.5.7. 9,
_; ; ’ ) ) 2(;
2’ 2.4 2.4.6° 2.4.6.8 2.4.6.8.10
3u interpoliven.
Da hier a =11, 2 und ¢ = 2 ift, fo witd, wenn

man dag Blied, meld)cé b°m allgemeinen Anjeiger » 5ugea
bort, = = felst,

1(2F20) 3(a%26) 5(6F20) 708 20) "
2(rt2e0) " 4(3t2e) " 6(sT20) " 8(7F2a)
RNennt man demnachy die Blieder, teldhe den Angeigern
oty —1- 2, @ T3, W tugehdren, =, Y, 24, ., fo ijt

T =

1t e
2 1 20
I'}'z»‘gfzpz_
2120 41 2@
2,,,_Ii 32w § % aw
2tz 420 6% 2e
0.

Lerlangt man demnady dag Slied, deffen Angeiger 3 ift,
fo expalt man dafir, wenn man » = 3 fegt,
1.3 3.5 5.7 7.9 '9 11
= -~ T,
2.2 4.4 6.6° 8.8 " . Io
Mun Haben wiv oben gejeigt, daff, wenn » bcn balben U
Frei$ cines Jivfels bedeutet, deffen Halvomefer = 1 ijt
sma .22 44 6.6 8.8
1.3 3.5 5.7 7.9
fey, und e laﬁ'm fid) baber die Jwifchenglicder, die su
den Ynzeigern I, 2, 5, 2. gehdren, auf folgende At ausd:
drudfen:

.

A

R 5 Mnjyeie
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Onjeiger £ 3 3 Z

2
. 2 2
Blieder —; —
=

2. 2.4 2 2.4.6 2
"% 3.5' % 3.5.7 =
Eben diefe Snterpolation hat Yallis in feine Arithmetica
infinitorum gefunden,

w0,

§. 4or,
RNun wollen twir die Reibe

I 2

a; a(atb); a(a“rb%(afzb); a(a+b)(a‘3'rzb)(a+3b); 2,
betracdhten, deven Falftoven die avithmetifche Progrefiion

2, (atb) (at2b) (at3b) (afab)
bilden, und deren unendlichfte Glicder fo befdhaffen find,
daf die Differengen ihrer Logarithmen verfdhwinden. Da
alfo
Z=a—>bt bs, und

Z'==atbeu; Z"=atbtbe; Z =a}2b ¥ be; 2,
ift: fo wird, wenn = das Blied der gegebenen Reihe bes
beutet, deffen AUnzeiger =  ift,

Z =
L ATGETDY D) T (at2h) (afab) "¥(atzb)

at. atbw ' atbtbe af2b be
2C,

Hat man diefen Werth fur den Fall gefunden, wenn
cine ahl bedeutet, die Fleiner ift al8 eing, fo laffen fih
die Glieder, welche den Angeigern 14w, 2% &, 3T w, 20,
jugehdren, auf folgende vt ausdrucden:

' = (a | bs)=

2 = (a 't be)(@a + bt be)s

£ = (@t bo)at+ bt be)at 2bf bu)2

3.
Bey-
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Berlangt man demnach das Glied, deffen Unzeiger ¥ ift,
fo erpalt man, went man » = § fetit

oo 4t ariein? etk
*Tatib atib ’ atib
¢
und folglich, wenn man die Quadrate nimmt,
grag, 22 Th)  (afb)(atab) (af2b)(at3b)
T afgb)(atih) T (atdb)(atib)  (albib)(atsby

2c.

§  402.
6er§t man in der § 400, unterfuchten Sici[)e

X
£, f(f'l‘ h) f(fF h)(f'l' 2h) f(ft h)(f”r 2h)(f} 3h) "
g g(sth)’ gleTh(gT2h)’ glgth)(gT2)(gt3h)
das Glied, toeldpes dem Anjzeiger 3 jugehdrt = @: fo xft
_fztih) (Eth(gtih) 120 tih)
B GIDN D GEDNCE: "h)(f t sh)
Setst man mm f==a; g =a T 3b, und h = b, fo wird
— a(a i b) (af b)(at2b) e
(@t Eb)atab) @FiG@tiy’
folglich £2 =ae, und = \/‘a@. Wenn daher das Glied
beL iRex[)e

25 a(@1B); aCatbiatab); a(atb)(atab)at .
toelches Dem Anzeiger F jugehdrt, = =, und Dasd Glied ey
Reihe

I 2 3
a_ a(ath) . a(a + b)(a t2b) o~
atib’ @TED@TIL)’ @ti@tib@atih)
peffen Anjeiger cbenfolls & ift, = @ gefest wird: fo ijt
3= vYao,

D4

-~
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“Da alfo Hier das Slied der Neihe der blofen apler,
telches dem Anjeiges 3 1ugehort, = 2 ift, fo wicd, wenn
man das ju eben dem Anzeiger in der Reibe der Nenner

, , b .
augehorige Glicd = A fest, 0 = a RNun it e = i;

%o!g[id) titd == i, odet TA==a; und dusch diefe Lehrs

fage erpalt die Sntewo{atmn diefer Art Reiben nidht twes
nig Qtd)t.

Crftes Srempel

Die Reibe !

1 2 3 4
I, 1.2 1.2.3 I.2,3.4 o

3u interpoliven,
Da hicv a = 1 und b==1 ift, fo toird, wenn man dad
dem ngeiger » Jugehirige'Glicd = = fent
= _-II~N.2H 21—w.30 3I~w.4u 4}~w.5a
1T 2T @ 3te 4T
Man Fann aber hier fir » allemal einen Bruch annehmen,
Dec Fleiner al8 eind ift, und gleichrmwohl die Snterpolation
durd) die gange Reipe vervichten. Denn bedéuten =/, =4,
=y, Die @lieder, weldhe den Angeigern 11w, 2 1w,
3 T 72, jugehdren, fo toird
T = (1} &)
3 = (1 + o)(2 + &)=
rns = (1t )2t )3T s
e ‘ .
Pag sem Anjeiger § jugehdrige Blied der gegebenen Reihe
ift demnach

-

<2

2=
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t ,F L3 ,F L3 %
12,2 .
2= .2‘13.3 ;4 . 3
z 23 3z
oher

z=3’—4-‘_ ‘LE -8 8'T°.zc. )

2 4. . L
Daaber =z, — 3 26 ift, Lfo toied: da:

w
~3

durdh -

=
22 = —, und = =
4 .

und e8 gehdren daber ju den
Anzeigern: X 3 b

z
/[ )
b Gicvers 7y &, Ym; 305 Ve 357 Ve

Smwentes Erempel.
Die Reibe:
I o2 3 4
I; 1.3; T1.3.5; T.3.5.73
3u interpoliven.

Da bier a==1 und b= 2 ift, fo wird, wenn man .
dasd dem Anzeiger » jugehdvige Glicd = = fesit,

E=II—~‘3” 31——44.50 SI—N 7:4

1tes T 3%20 5T 2w e
und die auf = folgenden Glieder =, £, =, 1, {ind
3 = (1} 20)%
= (1 'I' éw)(g 'I' 20)E
I = (1} 20)(3 T 20)(5 T 20)%
2, \
LBerlangt man daher dad Glied, weldes dem WUnjeigdr &
jugehdet, und nennt daffelbe x, fo ift

=
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\/-7 . 9 . 2‘0]

=\fr.2 v3.5 V5.7
2 * 4 . 6

3
8

Angeigern: % 3
s 2 2 2 2
vie Blieder: v'=; 2v —; 2.4V —; 2.4.6V—; 0,
- = x N =
MMultiplicict man aber die vorhergehende Reife durch diefe,

fo daf man die Reipe

B 2 2 4

12; 12,2,3; 12.2,32.5; 12.2.32.4.5.7; 2.
befommt, fo ift das Glied, roelhes dem AUnjeiger 5 juges
bort, = V= . ‘/‘3 = L, Die Ridtigeit hiervon ers
2 - Ya

fennt man Hald, enn man jener Neihe die Form giebt,

I 2 3 4
1.2, 1.2.3.4,1.2.3.4.5.6 1.2.2.4.5.6.,7.8
T’ 2z 23 ? PYS
denn das ju dem Angeiger & gehdrige Glied diefer Reife

{¥S

. 1
ift offenbar = 7

Drittes Erempel,
Die Reibes
2 3 4
2(1—1)  nl—D(n—2), n(a—1)(n—2)(n—3)

1.2° 1.2,3 1.2.3.4
3u inteepolivem

Man betradhte die phler und Nenner diefer Reihe
befonders, Da die Jahler

16

1
n‘
L’

LH
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1 2 3 4
n; n(n—1); n(n—I)(n—2); n(n—1)(n—2)(n—3) ;1.

find, fo wird nady dem Borhergehenden, renn man a==n

und b= —1 fegt, dag Gliecd, welches dem Selnaetger ”
sugehort, =
o 201 (DTS ma) (n-)' "z
n-—we n—1-—wew n—2x—ew
.

allein diefer Ausdrud fahrt wegen der negativen Faftoren"
auf nichté gewiffed. Man andere alfo die RNeihe, indem
man der Klirze wegen 1.2.3....n = N fet, in folgende
um
1 2 3
hd I
N 4 A .
(1 1.2.3..(n~1)" n2.1.2.3.u.( (n-2)’ 1.2.3.1.2.3. «(n~3) 1)
Da die Jenner diefer Neihe aus jwey Faftoren befteben,
fo geben die einen die Reibe
I 2 3
1.23...(n—1); .2.3...(n—2); L.2.3...(n—3) ;.
und das Glied diefer Reihe, toelches dem Anjeiger w jus
gebpovt, Fommt mit dDem Gliede der NReibe
1 2 3 4 5
I, I.25 X.2,35 1,2.3.4; 1.2.3.4.5; 1.

aiberein, Ddeflen Angeiger n — o ift, nemlich

—n¥ — — —_ — —
I8 S—a@ T ni-a‘sp » 31 n-fa.4n »

. . WK
I1tn—w 2ftn—e" - 3tn—w ‘

Nun fey dasg Glicd diefer Reihe, twelded 1 — » jum Ans
;giget pat, = @, o ift
19, pI—w Qﬁ‘gI-—ﬂ 30‘41-—u

® = . - — -, 30
20w 3 4w

und
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_ ‘ und da ju den
Mngeigern: I-—o 2—o C3—a
die Glieders @3 (2— )0} (2—a)(3—0)0; i,
gebdren, fo toitd Das Gfied des Anjeigers n — w feyn
(2— oG —d—a) ... (n— oo
Die andern Faftoven geben die Reipe
r o2 3 4
1; Y.25 1.2.35 T1.2.3.43 1.2.3.4.5; G
und wenn dag Glied, deffen %nougu o ift, = A gefesst
toitd, fo ift s ,
I——w‘ ¥ g
17T @ : 2% w : 3 'i‘ ®
Hat man dicfes qefunben, fo t‘"ttb roenn man dag Glied
det axexr)e

I1—wo, @ I~ ®
3% 31T
02‘0’

A=

j_ n(n——l) n(n—-])(n——") n(n-——ﬂ(n——-")(n g),

1.2 I1.2.3 ° I1.2.3.4
w0
7 weldhes dem Angeiger » gugehdrt, = = fent,
3 = N
A.2—a)3—o)d—e) ... (n—a)0
Sun it
N —
G—a)3—a)d—) ... (n—0)
2 ’ + 3 4 ¢ ¢t e 0 n
2—& 3J—w 44— n—e
und
1.2 2.3 3.4

+ 3

A® = . 0 0

(1te)(2—w) @Te)3—e) @Ta)4—e

Auf diefe Yet wird das gofuchte dem Anjeiger » jugehdrige
Glied

3z =
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2 . 3 4 5. 1

ateril el =
Ute)e—e (03— Gta)4=s)
I.2 2.3 ¢ 34 ¢

- 2¢. ohne @_‘nbe, ,
Su dem Anzeiger F gebbrt alfo das @)Iwb*

4 6 8 10 1 o im
3 '0 5 . 7’ &\9& II“ [y ¢‘¢ "Qn%t
3.3 5:8° 7.7 9.9 .
2’4 4 6 6’_8. 8 l "'.'~ ]
tweldes fich auf fo olgenden Qlusbtucf gutm'ffubveﬁ !aﬁt;
- 4"6'8‘1.0.4‘. b + S 2n 4
3:5.7.9 . .. (=1 ¥
oder

2 2.4.6.8.70 . . & ¢ &
®  1.3.5.70 9 + + « (2a—1)
Sft n == 2, fo ift die ju interpolivende Reipe

o 1 2 3 4 5 6 1

I, 3 .1,.0, 0, 0, O, 1.

unb bas davin dem Jugetget % jugehorige Glied ift = I:

SBié:‘tes Erempel.
Das dem Anseiges § 3ugehdrige Glicd dex Reihe -

o I 2 3 4 s
1.1, 1.1:.3. 1.1.3.5,
—— — 1%
1T % T2;4;6 24.6.81‘ '
3u finden,

Diefe Reibe entfpringt aus der porhergehendes; wenit
fman o == % felt, und ¢8 ift daher das gefud)te Slied, wenst
man daffelbé = = fegt;

£ul, Diff R, 3.TH: 00, 2:TH.2.2Abth, & E =
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2 3.,4.6.8% . . . . on
* 1.3.5.7 . .. (2n—1)
penn man n = § nimmt, Man fege fir den Fall; daf
n=1ift
2.4.6.8 ... . 2n
: 3.5+.7 « « . (20==1)
fo ift © das Slied, welches in der Reipe
2. 3__& 2.4.6 .2.4.6.8,

2

v’ 1.3 1.3.5 1.3.5.7°
dem YUnjeiger § gugehdet, und nach dem Obigen =

=0

.

Demnadh ift das gefuchte dem Angeiger § jugehdrige Glied
Der gegebenen Reibe = 1. Da nun in diefer Neibe, vors
ausgelest, daf T dad dent allgemetnen Angeiger o jugehHds

tige Glied bedeuty, das folgende Glied 3/ =
fo ift diefelbe mit ihren Jwifcdhenglicdern

! —2”2 ift:
Tao

Anjeiger: o £ 1 3 2 3 3 4

, —_—1.1 1.1.3 .

: Io I. i_a oo - oo . *
Slieder R A Arvorat Bt Wewrars 0} 1.

Kinftes Erempel,
Das bem Anseiger » 'suge't)é‘rige Glied der Reibe:

o 1

., ngn—-x) n(n-l)(n—z) n(n—!)(n——z)(n——*—g)
L T2 T 123 0 1.2.3-4

3u finden;, Dorausgefent, daff n jede gebrochene Jabl

bedeute.
Bergleicht man den Augdruc -
2 3 4 n - -
2.-~' 3o Z_:;.“”n-vm

‘mit
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mit §.400,) und fest 8 =1, ca= 1, b=1 ~ w, und das
felbft n fir w, fo wird

12 3 v 1(1—wtn)  2(2-wh2)
I—% 2—a 3—w ' n—v_(p-u)(ri'n)'(z-a-a)(a-fnf
. '

und tenn man dafer Dad dem Angeiger » jugehdrige Glied
< fest, fo wicd
(1—afn).2 (2—etn) 2 (2= (2F)(3—»)
()@=« Gt)3—w'"" 1.2 = 2.3
2.
und alfo
2 = (I(n—e) Gloetn—) (h)Gh—w)
1(xtn) 7 2(2te) T 3@tn)
2,
und es fann daber = allemal, wenn n — w eine ganzeSahl
ift, vational ausgedrudtt werden.

z=

St 3. B. fo ift
n= » =1
ns 1t s Z=n
=21 e z=nnf1)
1.2
_ n(n -~ 1)(n==2)
n e b P e A ACA
3te I.2
1N

Jft aber » —n eine gange pofitive 3apl, fo ift alfemal
=0,

P At
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Bon dem Gebraudhe der Differensialrechnumg bey
ver Aufldfung der Bride,

§. 403,
@ie Methobde, jeden gegebenen Brudy in einfacde Bride
-qufsuldfen, welde in der Einfeitung in dic Analpfis des
Unendlidyen evflart morden ift, ift swar an fidy leicht ges
nug,. fie fann aber durch den Sebraud der Differensial
techrung nody betvdehtlich verooilfommt und, leichter ges
madt werden.  Die meifte Schroiesigheit findet fid bey
der Anwendung jener Methode alsdann, wenn der Fenner
des aufjuldfenden Bruchs eirte Poteny von einem unbe:
ftimmten Grade ift, und es entfpringt dicfelbe hauptiachs
lich aus det crforderlichen Divifion des Renners durd der
bereits gefundenen Faftor, BVey dem Gebraudbe der Difs
ferenzialeechnung aber Fann man diecfe Shroierigleit vers
meiden, indem e8 Dabey nicht ndthig ift, den andern Fafs
totr des Menners, der aud der Divifion mit dem Dereits
aefundenen Faftor entfpringt, 3u Fennen, Diefen Bortheil
gerdbet nemlich die Methode, den Werth eined Brud$ ju
beftimmen, deffen Rabler und Nenner in gewiffen Fallen
verfdwinden, und der Gegenftand diefes Capitels, woemit
toir die Lehre vom Gebraude der Differengialvechnung in
' et Analyfis befcdliefen toollen, foll Daher die Art und
R i Deetfe
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gBeife fepn, die oben evflarte Methode von der Nufldfung
per Bracde bequemer und feichter ju machen,

8. 404,
St alfo itg_enb ein BVrudd -g— gegeben, defienJahs

fer und Nenner rvationale und gange Funftionen von x
find, fo fommt e8 juvdrderft davauf an, ob x im ahler P
chen fo viel oder mebr Dimenfionen hat al8 im Nenner,

g e p . ’
Enthalt der Brudh 3 einent gangen Theil von der Form

Ax + Bx + Cx2  Dx3 1. weldber fich durch die Divifion
davaus entwoicfeln [aft: fo ift dev {ibrige Sheil ein Brudh
it eben dem Nenner Q, deffen 3abler R weniger Dimen:
fionen bat, a3 der Nenner Q, fo daf fich die fernere Yufldz

fung auf béu%vud;% einfdbreanft, Sndef ift e8 nicht nd»
thig diefen Bahler R gu fennen, fondern es lafen fich die

R \
einfachen Briche, welde 3 giebt, aud) aus dem geges

P L u . , ,
Penen ‘%wd)e o) unmittelbar finden,  Diefed ift Geveits

pben gezeigt worden,
§. 4o03.
Y . ‘ P
Die einfathen Bridye, welche der Brudy 5 aufer dem

etiva in ibmfe:!tba[tenizn Bangen, in fih foft, haben ents
weder jweptheilige Nenner von der Form £4 gx, obder
dreptbeilige von der Form £+ 2xcenf. ¢V g T gxx, oder
¢8 find ibre Nenner, Quadrate, Warfel, oder dbeghaupt
bdpeve Poteftaten von dicfen, Atle Diefe Nenner find fers

€z. ner
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ner aftoren ded Nennerd Q, fo daf ein jeder Faftor des
RNennerg Q einen cinfachen Bruch gievt, Fit nemlich f+gx
ein Faftor ded Nenners Q, fo entftedt daber ein einfacher

b , ,
g und ift (€4 gx)2 ein folder

, idhe —
Battor, fo entfpringen daber yroep Bride Forosss
B

FF g Huf dfnlide et entfpringen aus dem cubifchen
Fattor (F1 gx)3 drep einfache Brade von der Form:
% B ¢
g0 TG Rgor | AT 0
gen der Nenner Q einen dreptheifigen FaFtor von der Form
ff—2fgxcof.o t ggxx, foentfpringt dgraus cin Brud)
9
toie fr-_“'g'fg‘i;r.a: Pl und find groen folche Faf-
foven in dem Nennet einander gleidhy, fo entftehen daber

ey Briihe toie ‘
A+ ax . % + bx
(f — 2fgxcof.p | ggxx)2 TF — 2fgxcof.g T ggxx
Auf dhnliche At giebt dev cubifdr Faftor
(f — 2fgxcof.o } ggxx)3
drep Britdbe, ein biquadratifdher vier u. f, f,

Brud) pon der Form

1 f. v, Hat hinge:

§. 406, '

Man verfabre dahew ben der Aufldfung cines Brudd

P )
) auf folgende Yrt. Suodrderft fuche man alle, forvodht
cinfache alg stwen und dreptheilige, Faftoren des FPennerd
Q, und find darunter einige gleich, fo merfe man fich diez
felben, und betrachte (i alg einen cingigen. Dann fudie
man aus diefen Faftoren des Nenners die einfachen Bris
e,
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. e, welcbe fie geben, entroeder auf die oben erflarte Art,
oder auf die, roeldhe jent Hefhricben wetden foll, und wek
dhe man nach Gefallen ftatt jener brauchen Fann, it dies
fes gefdehen, fo addire man afle diefe Briche und feyd

. P .
dazu dent in dem Brudhe 3 etwa enthaltenen gangen Theil;

P , ,
worauf denn die Summe dem Brudhe b—.gletdy-fenn ied;

Die Grfindung der FaFtoren des Nenners Q fepen wiv Hicr
al8 etwas Befanntes porausd, indem diefelbe von der Huf2
16fung der Sleidyung Q = o abhangt, und ecflaven hHice
nuc die Art und Wreife, mittelft der Differengialrechnung,
aus jedem Faftor ded Nennerd den daraus entfpringenden
einfachen Brudh ju finden. Da die Nenner diefer einfa:
den Bride fhon befannt find, fo fommt e8 blof darouf
an, die Act 3u befchreiben, wie die sugehorigen 8a{>let
gefunden twerben,

§. 4o7.

€3 babe alfo der Renner Q des Bruchs % den Faf:

tor €7 gx, fo Daf: Q= (€1 ¢3S fep, und S den Faftor
f + gx nidht tociter enthalte,  Ferner fen der aus diefem

Kaftor entfpringende Brudy f%lultb fei,n_(?omplemcnt-g—,

¥ v P v ¢

b — = ™ N 5 i — T e

fo dafg — T gx S 5 fep. Al8dann ift =g
A — S — S

~ ftax = (f‘l' ooy und folglih. v = —f‘"l"w
alfo V eine ganze Funftion von x 1ft, fo muf P— As cusch
£ 1 gx theilbar fepn, und daher, wean man £+ g< = o

6 4 1‘3).“,;‘
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' —f, -
ober x = fef, P—US veridminden, Man fese

—F , ,
bemnad) x = gl fo wicd, baP — AS == oiift, Y = %

fepn, oie toiv oben gefunden paben. Da aber S = —%—;

. , f P
ift, fo witd ¥ = gf—(f‘-% tenn man alienthalben f+gx

—f
&= o oder x = fet.,. Da aber in diefem Falle fowohl

der Babler (Ff gx)P ald der MNenner @ verfdhminden, fo
toicd nach dem, was wir dber die Erfindung des Werths
pon foldhen Brichen gefagt haben,
_ (f T gx)dP } Pgdx
= o

—f : , ,
enn man 3= nimmt, Da nun {n diefemy Falfe

gPd
(f T gx)dP = o witd, fo ity =8"" dQ , und fo laft fich

der Wevth pon A durdh die Differenziation finden,
§: 408,

Hat demnadh der Fenner Q deg Bruds -g den eins

fadben FGaftor £+ gx, fo entfpringt aus diefemStenner der

P
einfadpe Brud f—i—;—, wenn Y = gig- ift, nadhdem

man bier allenthalben anftatt x den qus der Gleichung
£ gx = o fich ergebenden Werth x = ;—fgefégtf)at. Auf

diefe Art ift e8 alfo nicht ndthig, suvor den andeen Faftor
8 3u fuchen; weldyen man durd) die Divifion ded Nenners
’ Q
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Q mit £ 1 gx erbalt, . Wenn daher Q nidht in feinen Fakf-
toren gegeben ift, fo Fann man diefe, Haufig und insbefon:
dere, wenn die Gpponenten von x in Q unbeftimmt find,
febr laftige Divifionen untevlafien, indem der Werth von

Pdx
9l aus der gotmel Q-
feinen Zaftoren gegeben, fo daf der %ettf) pon S unmitz -
telbar genommen twerden fann: fo vevdient dev andere

acfunben witd.  Sft aber Q in

. P s ) o
Yusdruck ben Borzug, twobey A =3 ift, toenn man x =

—_ fegt quf Diefe %Ict me man iebeéma[ feicht Die bes

quemfte %Zett)obe roat)[en die QInmenDung ber jetit gefuns
denen Formel aber wollen wir an einigen. %ep(ptc en euz
lautern,

Crfies Crempel.

£s ift der Brud) qegeben man fou ben emfa,

x9
Ifx
chen Dreuch finden, Oec aus Dem S@ttot Oes Hmnem
1tx _em{pmgt 4
Da hier Q== 1 T x¥7 ift, und 1 -I' x jum Fabtor bat,
fo wirde man, ‘renn man dividiven wolfte,
S = I—-x-}xx——-xi'f‘.'...'f"xlﬁ

ﬁnben. Swem es ift meit bequemec die neue Formel

Y = gd; 5u braud)en. Da affo f——l,g».x und

P.= 22 ift, fo mub, megen dQ = 1y7x'¢dx,
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wenn man x == — I nimmt, und. folglich ¥ == .l-l.., und
-

ﬁec aus dem Saftor 1t x entfpringende emfacbe Brud

-1

()
Bwentes Erempel

£ ift der Jémid; 7 nzn‘gegeben: man foll den einfaz

‘dhen Bruch finden, der aus dem SaFror des Yenners
1 — x enfpringe.

Da der gegebene Faftor 1 — x ift, fo wied F=1y
und g = — 1. Fun gieht Q = 1 — x21, enn man
diffevensiict, dQ = — 2nx22-Idx, und da P = xm

. s — xm
ift, fo witd Y = hprrrra S Sest man nun, wegen

R T
I — x == o, den Werth von x = 1, fo wird %I:;;,, und

T

aljo der gefudbte einfadhe Brud) = Prrp

@titted' Erempel.

s xrt dex bcucb xk T gegeben; man foll den

einfachen Brud) fmam, der auns dem §Safror des
¥lenners I — x entfpringt,

Hier wird f=1; g=—~1; P=x7; Q=1 =
axb 1 3, und 53 == — glxkoT f 30e; folglic
dx .

- XM

= ety 10D, wenn man x = 1 fent,

N =
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Y =

2 . Demmach ift dev einfache Brudy, welcee
4k -~ 3n

aus dem einfachen Faftor 1 — x entfpringt =
)
(4k —30)(1 — )’

§. 409.
Nun Habe der Nenner Q des Bruchs -% den quadras
tifhen Fattor (€1 gx)2, und die darausd entfpringenden

. . 9% B
cinfacdben Bridhe fepen = TTgos + T Keener

v
fep Q= (€1 gx)2S, und dag Complement = —, fo da

M - 3 — i und

8 (Ftgos  frgs

P— uS — B(f + gx)8

(f 1 g%

werde, Da V eine gange Funftion ift, fo muf P — %S —
BS(f 1 gx) durdh (F ¥ gx)2, und da § den Jaftor f+gs
nidyt oeiter entbait, aueh = — % — B(E T gx) durch
(F + gx) theilbar feyn, und e8 vecfdwindet daber, wenn

man x = '—é—f fent, nicht blof diefer lepte Ausdruck felbft,

— P
T Q

V=

fondern audy fein Differengial a,. —|— Bgdx. | Man fese

L&

alfo x= :;—f, fo erbalt man aus ber erften Gleidhung

p =  { p ,
% = — = —d, —, iefe
) 5 L Und qus dep andern B z dxd 5 Durd diefl
Werthe
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!Bévt[)e aber werdei die gefuchten einfadyenBribe (f-'r-g?[')—;
X

T - 'I‘ felbft erhalten,

@xempcﬁ

s ift der Brudh -—-—4;‘—3?—37 gegeben, deffen YTens

ner den Bruch (1—x)2 hat; man:foll die einfachen Btz
he finden, weldye aus diefem Lienner entfpringen,
Qa piet f=1; g=—1; P=xm ynd Q:;...
4x3 'i' 3x4 ift, fo witd S=1 ¢ 2x + 3%X;

P xm
S Tt 2x T 3xx’t
und
LA mxm=Tdx T 2(m~—1)x0dx }.3(m —)xm# T dx
s (X 2x 1 3xx)2 D

Gept man demnad) x =1, fo wird

6m — 8
%

affo bic gefud)tcn einfachen 31‘116)6‘ :

U= und B == 1.

) ? fri ksl -
HE ijww §. 410,

€3 habe der Jtezmer Q ded %rudyé — bm) emfacbe

qtetd)e Gaftoven, oder den cubifden 'Kaftot (€+ gx)3, und
Dabey fepen die emfacbcn Brirde, welde aus diefem Fafs
'tor entfpringen
9 - ) ¢ —@-—.
N TDE R EFOERET: gx

und
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i v .
und das Complement derfelben = 55 fo ift

P — 9 — BS(FHg0) — CSEFgs -
(f T gx)3 o

G8 muf folglich der Husdeud _

§ — % — B(EF g0 — CS(F T g2

durd) (FF gx)3 theilbar fepn, und alfo audh, wenn man

V=

—f : o, )
f4gx=o0 obherx= -»g- feat, nicht biof diefer Nusdyud
felbft, fondern audy fein ecftes und jtoedtes Diffevessial

, - —f
= o toerden. €8 ift demnadh, entt manx = -g~ fet,

oy st — et =o

Bgdx -——;@gdx(f tegx) i: o
dd"g- — @g’dxz == O

— ——

) et ) . T . P
 Mus der erfren Gleidhung folgt, A = 3
3 ., L P
2 z 3mAeoten 2. : B = éﬁ}—:d ‘3
I P

égzdxzdd )

s & dritten : € =

- §o 4‘[1‘
o P .
Mleberhaupt habe det RNen:er Q ded Brud)s 3 “Den
Kaftek (F + gx)n, fo.daff Q= (F1 gx)ns ey, und dabey
fepen die einfachen Brirhe, mildye aus divfem Faftor ents

fovingen,
: U
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A B ¢ D

(ft gX)“.i' (€f gx)n-x T (€T gxm-2 t (ff gx)n-s3 T
bis ju demjenigen, Ddeflen RNenner £+ gx ift.  Schlieht
man nun, toie vorhin, fo findet man, dag der Nusdruck

P . :

T — ¥ —BEtg) — C(fgns — DEFgo)?

- B(ftgx)4 — 1.

durdy (F F gx)n theitbar fepn, und daber foronhl felbft afd
aud alle feine Differengialien big jum Srade n — 1 vers

fdtoinden miffe, menn man x = ’-’éf fent.  9us ben

Bleidyungen aber, weldye man auf diefe Yrt evhalt, folgt

fiie den Fall x = =f
3

P

=3
P
—Igdx'S
1 .
€=t s
i P

1.2.3g3dx3 S
I WY
1.2,3.4g4dx4 S
.
Man muf indef 1hier nicht vergeffen, daf die Differeniae

“Aien von % por dent Gebrauche der Subftitution x == :gf

2

¢

genommen eeden miflen, weil fonft x aufpdren tirde,
eine pecandesliche Brdfe ju fepn.

§n 41&0
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§. 412.

G4 werden alfo auf diefe Avt die Japler U, B, €, D,
1. leichter ausgedructt al8 nach der oben in der Cinleitung
erflarten Methode, und dfters aud) darnady ifhre Werthe
fdpneller, gefunden, Um die Bergleidhung bepder Metho-
den ju erfeichtern, mollen wir die Beftimmung der Werthe
der Budhftaben A, B, &, D, ¢ nach der Methode in der

Ginleitung herferen. JNimmt man

g ==f und init guvﬁcﬂaﬁ‘ung‘ von x
T g | afs einet verdndecl, Grofe
PP —=us,
U= TS ==5Dfomwb
m_ PP %9
%—T ‘;.—T-g-—--—-ﬂ fo twitd
Q|9 -6,
¢ = S| e R; fo wird
0, : 1.
§ 413

Hat der Nennet Q ded Bruchs —g— nidt lautee einfas

che reelle Faftoren, fo nehme man je yen von den imagiz

né&ren Faftoren, deren Produft eine reelle Grofe ift, ju-

fammen, @ fen alfo ein Gaftor des Nenners Q = ' —

afgxcof.e T ggxx, welder, = o gefent, den doppelten

imaginaven Merth gicht:
x = £-c0£¢ i'§¢ﬁmﬁn.¢, ober denn
o

b ghcof.no = \f‘—-

Gernet fen Q = (ff — 2¢gxcoﬂ o+ ggxx)$; und daz

bep $ nicht durdh F < 2igxcofid T ggxx theilbav, - Gndlidy

fep

~{in.n@
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fen der Bruch, welder aus dem Faftor £— afgx cofip P
gExxk entfpringt

: A b oax _
il — 2fgxcofip } ggxx

<

1nd dag Complement deffelben ju =5 Bep diefen

BWorausfegungen ift

v — P — (U + ax)s ‘
Y afgxcofi @ + ggxx

und baf)ei‘”P — (U + 4x)S, und augerdem aud '2_9[_.
ax durd) ff — 2fgxeofd T gaxx theilbar, ‘59(3!@ ber:

. P 8 . -
fdindet —S—'--— A — ax, wenh man ff— 2fgxcollp +ggxx

s=o, obet . _

./  f f.¢ 1 f'f'n‘ odet

X == —cofl. . Ut Q,

g Ter—1?
x=f fe d fin.g
X = —CcoL @ — =27 +
- gV —1D)

fest

, . §. 414 ,

Da P und S gatge Funftionen don x find, fo braude
man in Depden Husdricfen Depde Subftitutionen; und da
fic jede Poteftat von x oder fir xn die Binomie xn =

{n i fn
~—cofng i;gn v

fin.ng gefest foctden muf; fo fbreibe

— 1

. man guodrderft allerithalben %éoﬁ;m fie xn, und daben
gehe Pin P, undsSin & ﬁ[?ev. Dann fese man allents
falben gﬁn.pQ fie s, uid piectey gebe @ in p, und 8

| ' it
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in § fbers man muf aber vor diefenn Subftitutionen jede
ber ‘Sunf‘tionen P und S gany entwicfeln, und alfo die g;ﬁ;
toven, welche fic etwa eathalten, juvor dued) die Multiplis
cation wegfchaffen. - Hat man auf diefe Avt die Wertpe P,
p, &, & gefunden, fo ift sfenbar, daf die Funftion
Pin % Py und S in & £ {/'"?:1
uibergehen tird, tvenn man :

N

£ f
"% = —coflg F —— fin.
,gco @.._.z\,_ Iﬁng&

s

. 13 p
annimmt,  Da nun in bepden Fallen i o — ax, oder

P — (A ax)S verfdwinden mu, fo witd . ~
p af af e $

E =t —colp X i, (SE ———

L e R L e T DCEEE

und hicraus entftehen swen Gleichungen
3 £
P=US + S—gcoi‘.(p e i—éﬁu.tp
g 3
afé - af&
p = %8 + —coflp + —fin. ¢
& 8
aus weldenh man, wenw man Y dbaraus wegfdafft,

Sp — 8P = af(&2 782 Tg:Dﬁn.Q L

und felglidy
_ 8By — M
TCEEEDIY,
findet, Bringt man nun fin,g tveg, fo wich ‘
&P 1§ 6p = (8= + )% + Leolq)
und folglich
of = SPtép  (Cp — ¢Pcolp
‘ Gz T2 (B* f 8)me -
oL Diff R, 3.ED. 00, 2.TH, 2.26th, - & 415
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§. 415,

‘ Q
T ff — 2fgxcole T ggxx
ift, und tvenn men ff— 2fgxcofip T ggxx = o fesit, foz
roohl Sahler als MNenner verfchroinden, fo ift in diefem
alle.

“Da
S

S — dQ : dx
T 2ggx — 2fgcoflo

Nun gehe, twenn man allenthalben xo == f—r;coi’.ntp fetst, die
g

, dQ, fo ,
Funttion d—S in £, wenn man aber xn = -g—‘;ﬁn-mp nimmt,

in g ber: fo ift offenbar, daf bey

f £
x = —cof,p * {in,
P
die Funftion da in 9 9 tbergehen toicd; und
Tdx TtV —1 :

NFg:v—1
* 2fg . fin.¢y — 1

Hiedurd) geht die Funftion S in

i 8
fiber. Daalfo S=& * iy ift, wenn man eben

denfelben Werth fir x fest, fo hat man

DE . = * 2fgeﬁn.‘p — 2fgdfing

v —1I vV —1
Demnad ift ’
— 9 ~ q
8= 2fgfin.¢’ und & T 2fg.fin.@

Braudht man diefe Werthe, fo wird
2gg(rq t PO

a = SPERT und
o = 2P —pDfine 26 (pg + FO)cofo
INEEEXE 92 192

v §. 416.
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§. 416,

Hicdurch erhalt man eine bequeme Yrt, ausd jedem
Faftor vom jwepten Grade einen cinfachen Brud ju bif:
den; und da Dabey der Nenner ded gegebenen Brudhs
felbft in der Redhnung beybephalten wird, fo vermeidet man
die Divifion, twodurd) dev Werth von S befitmmt werden
mufte, und weldbe oft eine fehr mubpame Operation ift,

$Hat alfo der Nenner Q des %rud)é — einen Faftor wie

f — 2fgxcol.g T ggxx, fo findet man ben einfachen Bruch,
dber aus diejem Faftor entfpringt, auf folgende Art. Man

f 4 < ’ 33
nimmt x = gcoﬂqo, und fchreibt fiir jede Poteftdt von x
fn ,
oder xn den TWerth gx;cof.ncp. Hiedurd) gehe P in P, und
. » dQ . A f
die Funftion 7z " D fiber.  Dann fest man x =—(in.g,
g

und xn = gﬁ\n.mp. Dadurth geheP in p, und %(—2 in q
X

fiber. Hat man dicfe Weethe von P, O, p, q, gefunden,

fo faffen fich die (Sjvéfscn A und a auf folgende Art bes

ftimmen: '

2fg(Pa — pD>ﬁn ¢)  2fg(PD ¥ pq)cofe

ﬁz{-qz v N2 4 g2
_288(PD T ra)
IRe .ﬁz T qz
Det %nucb aber, tweldher aus dem Faftor £ — 2fgxcofe
+ ggxx des Menners Q entfpringt, ift =
2fg(Pa—pD)in.¢ T2g(PY + pq) (gx — feofl @)

(D2 g2)( — 2fgxcof.p T ggxx) '

T2 Erftes

A =




292  ritter Theil. Q[d)tgefgntes Capitel,
Crites Crempel,

m
®s ift der Brud ;’;—T;‘ gegeben, deffen Ylenner af bxn

oen Sabeor ff — afgxcofg + ggxx bat: nian foll den einz
fachen Brudy finden, welcher aus diefem SaFror
entfpringt.

Da hier P = xm und Q== a T barift: fo ift g% =

nbxe-1,  Hicdurd) wird
n

t f. s ——Eﬁnm
9p=gl;co‘m¢, p-—-gm .mo

nbfh-1
D= -
gﬂ X

SHicraus ergiebt fich
D‘z .i' 9 = g:(h—I)

‘nbfntn-1
qu - 1.)2. = Wﬁn‘(ﬂ ~—— i~ l)@

bfn-x
col.(n—1)¢; q = %Tﬁn.(n——qM

n2b2f2(n-1)

und
) : nhfmfn-1x
POt pa = WCOE(H —~m—1)
Kolglid ift der gefuchte einfache Brueh ==
agi-m(ffin.pfin.(n—m—1)¢)| nbfn-m-x

f2gn-m(gxcof.(n —m—1)¢) | Y
—2gn-m(feof.pcof.(n—m—1)p)| F—-2fgxcof.@tggxx

- oder

agr-m(gxcof.(n — m — 1)¢ — fcof.(n —m)¢)
nbfn-m~3I(ff — 2fgxcolip T ggxx)

Jrey:
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3wet)tes Erempel.

$Es iﬁ der Brudh gegeben, deffen Ylenner den

m(a i.b )
Safm ff — 2fgxcol.@ T ggxx hat; man foll den eins
- fachen bvud) finden, weldher aus diefen afror

‘ entfptmgt.

) , o d
Da P =1, und Q= dxm I bxmin ift, fo witd »&%
= maxn-I +(m 0)b%man-1; und alfo, wenn man -

fu .
x" == —cof.n¢ feft, twegen P ==-x° und P=1,
. g"

_.‘D.:-mga(m- cof(m*1)¢f% 0£(mj‘n—-l)¢
p = o, und
q=m;f:’_‘ e i (m— I)q,ar(m“l'::):: 2 fin (mpn—g.
%e[gltd)
o

(m -I- n)" b2f2imtn-1)
-I‘ gz(ul.;-ll 1)

%it aber ff — sfgxcofig T ggxx dev Divifor von a '{- bxn,

bin biv
foiftad E;coﬁmp =o0, umd Eﬂ—ﬁn.mp == o, und alfo

bbfzn

a3 == PPt 80(9“@
(m-I.n> bbf;(m+n—1) m(2ntm)aaf2im-1)
Qriqr="— gz(mfn-l) g2(n-1)

— pnaaf2(m-1) _ nnbbf2(m{n-1)
gz(m-x) - g2(11)+11_1)
Jeenee ift
t3 . P
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P —pO =

(m +n)bfutn-x
gm+ n-I-

blnta- ((m'f'n)ﬁn (mrfn—1)p —mcofing . fin.(m—1)¢)

gm+n I
b"(m‘rn-l)
gxn+n X

(ncofnefin,(m—1)¢t(mtn)fin.ngcof{m—1)¢)
_ und PO I pg =
f'min-
gm tn-1
Dbder da F— afgxcol.o T ggxx aud) ¢in Divifor pon axm-T
+ hxmin-1 it fo witd
afm-1 m¢n- X

e —cofl(m—1)e ¥ "&‘Fmﬁ(m 'f- n—I1)p=o
und
afm-x bfintn- |
gns ——fin. (m—-I)(p f o pr I('m.(m +n—1) =o
RKolglidy
nbfmjn-1
D= Wcoﬁ(m T n—1)p, und
nbfm{n-x
§ = s fin(m ¢ n — I)tp, obet
-_— fm~-1 .
= "g—‘f““f‘(m — _1)4:; und
— nafm-x :
q = '—g;-:i-ﬁn. (m — 1)¢.

Dieraus ergiedt fich der gefuchte Bruch
2gm(fcoflmo — gxcof.(m —1)0¢)
nafn-1(ff — 2fgxcol ¢ T ggxx)

Diefe

((m-I-n)cof (m-I-m—-I)q) —mcof.ng. cof.(m—1)¢) .
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Diefe Formel folgt aus dem vorhergehenden Epempel,
wenn man m negativ nimmt; daper ed nicht cmma[ noz
thig gewefen wdve, Dievaus einen befondern %all au

mﬂd}en. in

Drittes Erempel. .

‘ .

; xmn
Wenn der Ylenner des Lrudhs m den Sattor

f — 2gfxcof.0 T ggxx bhat, den einfachen %mid)
3u finden, der qus dicfen YTenner entfpringt.
9Benn £ — 2fgxcofd T ggxx ein Faftor des Nen:
ners a F bxn + cx2n ift, fo ift, roie toir oben geseigt. haben,
bfn cfzn
a + —é;cof.nqr + gz—;collznq) =o0

und

bfn cfzn "
—f'm.ntp + g—~ﬁn 200 =3 0

Da alfo P==xm und Q =a t bxo }ex2n ift, fo wiwd.

39 = mbxo-x f 2ncxen-x, find folglid.
-‘D::ficof.mm . p:ﬂ'nm@,
g T T gm
D= ?:g‘i;’}}feoa(n_x)¢ ¥ ?-";?—f.};-bore n—1)p
g = i Zfin.(n—1)p + 2o fin. (2n—1)p

211 X

Hiernady wird
2f2(n-1)
2 (bb + "'bd cofing 3 45527

gzn <

D2t gz =

Run ift aber aus den bepden bort)etgef)enbeu Sleichungen
24 fzn

\
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o g o

e —~~(b 'f'-—---cof cp'f'-~ )-

giyn 211

. 4bCF“corn — 382"3_?_ — abb Eﬁﬁ,“.
gn -ne 21 -

fzn gzﬂ
‘Broudht man diefen Werth, fo with .

92 g2 __n2f20-2 pgagg2n 2ccf2n
gort T R T

bb’l‘———-’—)'

g28-2 ' f2n )
Ceber . -
n2(2aag4" — bbfangzn f zccfdn)
o bf2rg :

D2 492 = P

) Ferner ift G — PR =

* nhfmin-x ‘anéfmizn-x
gmin-1 ﬁn (n——m—-—l) T

m_ —fin, (2n—-m———1)@

PO+ po =
nhfmnin-x ancfmtan-x

Em In-1 "°f<““‘m—1)¢ T— in;(2n—m—1)@

m{zn I .

Hat man bxcfe “XBect()e gefunben fo ift der gefud)te einfaz
he Brudy .

2fg(Pg — pDifin.e T 2g(PD ¥ pa)(gx — feofip)
(3’72 'I‘qz)(ft-—zfgxcmep gxx)

» §. 417 K

€8 laffen fich aber diefe Brische auf eineléié[;tere.?[rt
ausdruden, wenn man die Faftoren des RNenners felbft
Deftimmt, @8 fep alfo der Nenner ded gegebenen Brudhs

- a J bxvo,
Setit man den dreptheiligen Faftor deffelben
ff — 2fgxcollg } zgxx
fo it nady em, was wir dariber in der Cinleitung gefagt
baben, ‘
ab

t » ‘
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bf bfa
at :cof'mp = o, und é“ﬁn n¢ = o,
Da alfo ﬁn.n¢ =oift, o ift entroeder mp.,=..{ak - 1)m
odet n¢ = 2k ; im eriten Falle ift coflnge=— 1, im
legten aber cofing =1 1. Sind demnadh) a und b pofiz
tive Grdfien, fo Hat der erfee” gaﬂ allein ftatt, wo bemt
bfn
a=—, und dabher
a"
R T
fe=anm und g = bn
wicd. @tatt». Diefer Sreational- Grdfen wollen toiv indef
die Buchitaben fund g beybehalten, oder vielmehr a = fo
und b = go fesen, fo baﬁ die aftoren der %unftwn fn 1-

2k
grx8 31 fud)en fepen, Qbaqlfo 4>—£———~;—--— ift, wo k

jede ganse pofitive Jaht bedeuten Fann, fo lange 2k ;— I

fleiner alg cind bleibt: fo find die 5aftmen der Junftion
fn T goxn folgende:

ff — afg}&coﬁg— T ggxx
ﬁ'wzfgxcof.%-:-r T ggxx

g~ zfgxoof.%:—. T ggxs
} . 2(' -
Bedeutet aber n cine gerade ah!l, fo muf man nidt vers
gefien, daf der eine Faftor ein sweptheiliger, nemlich
£ 7 gx fen, dergleichen hingegen nidht ftatt findet, wenn n
eine ungerade Jabl ift.

\

Ts Erftes



298 - Dritter Theil.  Adhtsehnees Capitel,
Criies Erempel

xm
Den Brudy W in feine cinfachen Briche aufsus

o 13fen.
, @a alle drentheilige gaftmen Ded Nenners in der
Form

ff — 2fgxcof(——-—-————— + ggxx

enthalten find, fo ift nach dem Borbergehenden
a=f, be=gound p = D7
folglid ' .
fin Cn-m—1)¢ = fin.(m $ 1)p = fin (’“M_..__%k_:f?:
| und

cof, (n —m— 1) =— cof. (ar ) p=—cof L D k17

und der einfache Bruch, der aus jenem Faftor entfpringt,
Ll A Gl SIL A G DICLD LAy CLa

n n ) - ~

Dy T ggxx)

(2K —
nfo-m~ Igﬂ‘t(ﬂ'— 2 fg xcof.( Py

@emna&) [afit fich der gegebene Brudh {n folgende einfade
Bride anfidfen

(m - ) 2cof gr.n_i.‘_l—t.r(gx — fcof.-:—)

affin. ~ﬁn

nfa-m-zgm(ff— zfgxcof.g T ggxx).

gfﬁn M P ] oﬁg—(-'-n-z'-l—)?(gx _ fCOfgn—’r)

nfo-m-Ign(ff— 2ngcof.%;—r T ggxx) ‘
2ffin,
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zfﬁn _(“‘?_3'__1_3__' cof.,gg—“—:jzr(gx — fcof.é':) '
. ! ) ¢t I

njo-m-1gm(ff— zfgxcof;%x- + ggxx)

: . W, .
Sft affo n eine gesade Jahl, fo erhalt man auf diefe Aet '
alle einfache Brade, ift aber n ungerade, fo muf man tves
gen des Faftors f-f gx noch dagy ben %Lucb

sl ¢
ngr-m-Tgn(f  gx)
adbdiren, o dad obere Jeichen gilt, twenn m eine gerade,
und das untere, tenn m eine ungerade Jabl bedeutet,
Sft m grdfer als n, fo muffen su Diefen Bridhen aud uocf)
folgende Sange addirt werden: :
Axm-n o Bxm-2n 4 Cxm-3n 4 Dxm-4n i,

fo lange die Erponenten pofitiv bleiben. Dabep i,ft

Agh = 1; ' folglih A = 75171
Afa § Bgh = o;
Bfn  Cgr = o;

Cfo f Dgn = 0;

€

Imwentes Srempel.
I ~ 3 . . e ’
Den Bruch w in feine. cinfache rlche aqf,
3uldfen,
Was die Faftoren von o 4 goxn betrifft, fo. entfprins
aen bazaué eben die Britche, welche wir bawué im por:
few:
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- bergebenden Gpempel hergeleitet haben, wenn man nue m
negatw mm_n_lt_ Wir haben alfo nur ndthig, die aus dem
andern Jaftor xm entfpringenden ¢infaden Brude aufzus
fuchen, und bie‘feé gefchieht am bequemften auf folgende
Q[Lt‘ Sman fege den gegebenen %vudy

s ) %{ MNxn-m :

- B S e fn 3 paox fi 0. pngnl’ fo. ‘ft

LRRREE 1%

o = 1? R foIgItd) 9[—~

n

.S\)Igu,r}-,-ﬁ)?‘z o5 St ==

‘3f; n-—m nocb negatm fo mufg man auf ai)n lc{)e et
vetfabren, fo daf, wenn m cine nach Belighen grofe Japl
bedeuget, fn!genb. einfache S’*xz'xa)e cr:t'”mmgcn.

'-I~' e 3,

xm -i‘ xm-n xM=-2n xm=3n .

fo lange dic @gpoueuteu pon x pofitiv bleiten, Dabey ift

A = 13 folaltch U = ?I;
Ugs 1 B = of p=— L
an
Pgr + Cr = o; ¢ =— £
. \ g3n
€gn f Din = o3 D=1
2. .

Die cinfachen Bridhe, worin fidh) der gegedene Brud aufe
tofen (aft, find Demnacb

I gn i‘ gzn c g3n 'I‘ -

fnxm - fzoxm-n f3ngm-zn T f4nxm-3n
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— af ‘mﬁn.:ﬁn.'(’m—'l)w 2aMeofl (m— ) (gx—fcof -—)
2 n

Lo RREE N

f“i”m' I (ﬂ'-——— 2 fgx COf— + ggxx}

~1)=
~--2f'gmﬁn.3 fin. -3—@—1-—12— zgmcoﬁg—(‘-n%—-—)—(g fcof )

ninym-1(ff — 2fgx cof.?lf T ggxx)

__Qfgmﬁn,éfﬁn,éﬁ'l‘n__ll 2g™mco fS( D(gx——fcof——)

" nfopm-x (ﬁ‘-ﬁ-— 2fgx COE"E‘ T ggxx)

St n eine ungeradeJahl, fo muf wegen des Faftors fgx
biesu noch der Brud ‘
g)ll
n[n-Hn I(f—r gx)
addict t‘oerben o dag obere Seichen ailt, weénn m eine
gerade, und das untere, wenn m eine ungerade Jabl ift.

§. 41
Nun toollen tiv auch die Formel a + bx» fir den Fall

¢rivagen, wenn b eine negative Grafe ift, und die Funts
tion

4 J— ghxu
al8 gegeben béteadhten, die allemal dert Faftor f— gx, und
wenn n eine gevade Jahl ift, auch den Faftor £+ gx- hat.
Die ubrigen Faftoren find dreptheilige, und fent man ihre
allgemeine Fovm = '
ff — 27gxcolip gEXX .
fo 1itd f1 — frcofing = o, und ffin.ng = o pder fnng
=0 und cofing = 1. Soll diefen Bedingungen ein Ges
nuge geleiftet werden, fo muf ng = ak= fepn, wenn k*
jede
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jede gange ab! bedeutet, und dabher ¢ = 2k= genommen
n
werden, €8 ift demnad) der allgemeine Faftor
ff — zfgx..cof.-?—g,: T ggxx

-und twenn man fir 2k alle die gerade Jahlen fest, die Fleis
ner ald n {ind, fo finDet man affe dreytheilige Faftoven,
Sie find

-

ff — 2fgxcof.2h—f + ggxx
4r

# — 2fgxcof— T ggxx
n

f— 2fgxcof.6-l—l-f T ggxx

i

Crftes Crempel.

) xm , . . .
Den Bruch m in feine cinfachen Bruche aufsus
16fen.

Da der Menner den Faftor f— gx hat, fo ergicht fich

daraus ein Brud von det Form , deffen 3abler auf

f—gx
folgendeArt gefunden wird, Maft fepe xm = P und 0 —
gt = Q, fv ift dQ == — ngnxn-1, und

T gxin m
o = —— B ?—iﬂﬁ x
ﬂ ‘,[ — ngnxu-1 = ngn~ Ixn-1
1

' f ,
toenn man x = — annimmt., Ao Y = ~——————
g . nfn-m-—lgm

und foIg_IicI) be{aué dem Faftor f— gx entfpringende

Brudh
I
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1
n»fll—l?’l’-lgﬂl(f — gx)
St n cine gerade3abl, fo wicd aud) ein Faftor des Nenners
€+ gx, und fest man den daper entfpringenden Brudh ==
A

f'—.l-‘——'gx, fD wi.d

S m . PR
gx . xm

s
[~

ngnx“'l - ngn-—lxu-x
—f . o
foenn man x == ra nimmt.,  Da nun in Ddiefem Falle

n — I eine ungerade Sabl ift, fo wird gn-rxn-1 =
* fm s .,
fa-1 5 xm aber =-—:L;;-, oo dag obere3eichen gilt, wenn

m eine gerade, und Das untere, wenn e8 cine ungerade

Qahlift. Und da Y = fo toird der aqus

m’n—m—xgm ift’
bem Faftor £+ gx entfpringende cinfache Brudy folgender:
ol |
nfﬂ—m-—lngf —I« gx) ’
Kerner ift die allgemeine Form der dreytheiligen Faftoven

ff — zfgxcoﬂg-k—f + ggxx
n
und aug der Vergleidhung mit dem erften Grempel §, 416.
ergiebt fich
2k#x
a=f{r; b= — gn; unb¢=—n~.'
Hievaus fliefs
fin.g = 0; cofing = 1; alfo

fin.(n— m — 1)¢ = — fin.(m } 1) =— fin, X D=
n
und .
cof.(n — m — 1)p = cof.(m+1)p = cofﬁk(mi‘l}r
: n

Dem:
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Demntad ift der aug dem btcvt[)ei(igen Raftor entfprins

gende Brud)

Qﬂ‘ _2}(1 ﬁ 2k(m:1)1r zk(mi'x)x(g f fgk_w)

nfs-m- 1gm(ff— 2r’gxcof.—n— T ggxx)

und die gefuchten einfachen Briche find:
1
nfn- m—Igm(f__.gX)
2(mi‘ D#’ e rz(m-f ) (gx———Foof.?:)
i

o
¢ 2ffin,—, fin,
n

pf-m- Tgm (ﬁ'—-—— :zfgxcof.g;? 'f' ggXX)

4(m1‘1) — 0r4__'(m"1'i)*( —feot.2 )

*i'nffm. *. fin.

nfn_m-lgln(ﬁ'———zfgx()‘ﬁf“‘ T ggxx)

Ly
‘I'zfﬁn— (in, 6(m-{-1)r —2c é@%ﬁf(g —fe 0{-__)

f“-m-lgm(ﬂ'»—zfgxcof =¥ ggxx)
b1}
Gft n eine gerade Sabl, fo mug man noch den %Luc{)
Bl
ﬁ{n*m-—lgm(f-i- gx)
feerr, und dabep Das obeve Seichen nehmen, tvennt m eine
gerade, und Dasd untere, wenn m eine ungevade Jahl ift.
St ferner m nidyt fleiner al8 n), jo miflen ned) dieGanyen
Axm-n 4 Bxm-2n + Cxw~3n o Dxm=-4n 4 3¢,
fo lange die Grponenten nicht negativ twerden, daju fom,
men, und baﬁen it a

ot
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_ 1
— Agn = 1; ober A=—-—ST
) fn
Af“——'Bg“:O; B=—--§—z;_'
fan
Bfr — Cgr == 0; C=—--gsn
L fin
Cfo — Dgn = o3 D=-—-g4n
2. i,
. Smwentes Erempel
zben Beud) xmun—-&—gm in fe{ine cinfachen Driche
aufsuldfen,

Die Briidhe, welche aus dem Faftor fo — goxn ent:
fpringen, find eben die, weldhe wir vorhin gefunden ha:
Ben, wennt man darin nur m negativ nimmt. Wiv haben
daber blof auf den anbern Faftor x=® ju feben, und neps
men tic an, baf; Daraus die Briche

¢
xm ’i. xl‘ﬂ-‘ﬂ .1' xm-‘zn .I.

+ 2.
bis die Crponenten von x negativ werden, entfpringen:

fo ife

xm=3n

I

Ufn = 13 alfo ¥ = Ty
. " g‘

Bfn - Ugn = o; B = fzn
gzn

€fp — Bgn = o; ¢ = fom
— — g3n

@fﬂ — @gﬂ — o’ @ — _f—'4‘;l"

. i,

Eul, Diff. R. 3.TH, 00, 2.ThH. 2,.Abth, U Die
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Die einfadyen Britche, worin der gegebene Brud fich auf—
(dfen [aGt, find Demnach

— B _ 4 B e Ju— g2 + 1c

foxm fanxm-n f3ngxm-2n fangm~3n
gnn
nfatm=-1(f — o)
2x  2(m—I
by zfgmﬁn.—;.ﬁn-.g—-;-z: __ngnco{;gcm Dr —(g x--fcof-—)

nfatm-1(f— 2fgxcoﬁ:- T ggxx)

4(m-Dn

fm4(m D= —2gicof, -—-—-——(gx-—fcor—)

¥ 2fgmfm

nfﬂ*'m‘l(ﬂ'——zfgxcoﬁ% 1 ggxx)

6 ~-1)
+ 2Fgmﬁn.-6— fin (m_;r?_)f‘_' —---2;:;“’cof.6<mn X A'T(gx----'fcoﬁ-65)

nfotm- x(ﬁ‘—-.gfgxcof.és T ggxx)

W0,

wozu aber noch
: gl‘il
nfrtm-1(f  gx)

addirt twerden muf, wenn n eine gerade Jabl ift, im ent:
gegenfrependen Falle aber nicht.  Bon den bepden Jeichen
gilt Gbvigens Dag obere —, wenn m cine gevade, und das
untere +, toenn m eine ungerade Jabl ift

§. 419,
Auf diefe Art laffen fid) alfo alle Briidhe, deven Nens
fier aug jrocgen Glicdern tvie a T bx» bejteben, in einfade
Bradye auf[éa’en. Hat aber der Fenner Drep Glieder, 3.

B, at bxn texan, fo fommt e$ juvbrderft davauf an,
0b
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ob er in jwey reelle Faftoren von der vorigen Form jer-
fallt werden fann oder nidht.  Sft. dies, fo Fann man 1hn
audy nach der befdhriebenen Methode in feme einfachen
Beide quftdfen. Denn Hat man ;. B. den Brud):
¥m
CEFTOICER D)

fo (3Bt fich derfelbe suvdrdecft in jrocn Briche von der
Form.

axm | gxmt
fn -1¢ gugn fn hnkn
perwandeln, fo daf «fo } ofe = r, unb «ht § ggn = o ift.
Hicraus aber flieft.

. "

1 _ Bg
. = 5 5 = und man Hat daber

he gn
s = m—:—_—-)-, und «. = m}
Sft m. Fleiner als n, fo ift die Berwandlung in folgende
Brude
: axm.‘n - Bxﬂl‘ﬂ

fo 4 gex® L fo o hexn

bequemer, el Dabey « + B 0, uId who ggn =1,
und folgliy

I " a——
.»=—:—_—g;lmbﬂ_

hn

wird. TMan mag indefi einen Weg' einfdlagen, twas fir
cinen man will, fo (43t fich jeder Der gefundenenw Bridhe
nad) der befchriebenen Metfiode behandeln, und die Sums
me der algdann gefundenen Pactial 2 Brade ift allemat
dem gegebenen Bruche gleich.

gn_—hn

[ 4] §. azc.
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§. 420.

Auf abhnlidhe Avt veicht die ermébhnte Methode hin,
wenn der Nenner aud mehrern Bliedern bejtedt, 3. B.
a f bxn | cx2n + dx3n £ exan a0, woforn nue derfelbe
in Faftoven von der Form fo . gnxn qufgeldfet werden
fann. Denn follte 3. B, der Brud)

xm
(a — x0)(b — xn)(c — x)(d — xn) ‘
in feine einfachen Briihe aufgeldfet werden, fo wicle man
denfelben juvdederft in die Bride
Axin B xm Cxm

a——xn'fb‘:—-xn,-rc fm ‘;Tz"
pectoandeln Fonnen, und daben rpu,cbe fepn
¥
SR (P Ty v p——
I
il cgey 3 gy 3¢ ey~
I
- (@a—c)b —c)d— ¢c)
. zct

RNach diefer Vorbereitung aber ift es leidht, die aus jedem
jener Brivche entfpringenden Portial-Briche su finden,
und ihre Dem gegebenen Bruddhe gleiche Summe jufammen:
jufegen.
8 e

Hat abet ein ﬂtenner, wie a f bx® } ex2n. -}' dx3n -1- x.
nicht lauter veelle gaftoven von der 8nrm fn 4 goxn, fo
muf man je jwey imagindre ‘Qat‘mcen 5ufammen nebmen.
Bir wollenjialfo fegen, das Produft jeder gmeper tmag,t»

ndvee Faftoren fey
! f2x
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- f2n — ofagnxncofw | g2nx2n
uub da diefer %Iuébruc{‘ Feine einfache veelle Kaftoren ent:
palt, ferner annehmen, daf die ttmonufc{)en Kaftoren die
allgemeine Gorm baben,
ff — 2fgxcofp T goxx
deren Anzabl daper o fepn wird. St .man bey diefen

fn. ) )
Bedingungen xr = E'wf'n@ fo entfteht die Gleidhung:
_ 1 — 2cof.ecofing + cofi2ng = o
und nimmt man davauf x»2 = gﬁn.m, fo ift audp.

_ zcof.a..hn@mpv'b fin.2ne = o,
Dicfe Bleichung durd) fining dividirt gieht cofing = cof.mw
und thut jugleich der evften Gleichung ein Sendige. €8 ift
vemnady ng = 2kx £ w, toenn k jede gange Sah!l bedeus

'. - Demmady find alle Fafs

tet, und folglidhy ¢ = 2k
toven in det %oém

ff — 2fgxcof.“—’;—‘-" t+ ggxx
enthalten, und dies giebt folgende Saftoreu

ff— 2fgxcof-s- + ggxx

ff——ﬂfgxcof “t+ ggxx

ff — 2fgxcof. -"-I—j:m“ T ggxx
'ﬂ'—~2fgxco£f--:-—: Tt ggxx
n .

rﬁ'-—:zfgxcof'.‘wj 2 T ggzx

€.

_ u3 Diers
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Hictoon muf man jedesmal (o me! nehmen, ars T (&mbez.
ten Hat, :

§. 422,
Solt alfo der Brudh.

xm-¥

f2r — ofsgnxncofe J g2nxze ’

in feine cinfachen Bradhe aufgeldfet werden: fo betradte
man, da jeber Dreptheilige Goftor des Nenners in der
Sorm _

ff — 2fgxcolld T ggxx

In,
. .ok e,
enthalten ift, wentnman ¢ = ——— nimmt, den Brudy
. -xm
fing — 2f“g"x"'“cuf.o -f- gznxzn}!

der jenem gleich ift, und fege den 3abhler xm =P, und
den Renner f2ux — 2fgoxoticof. w § g2ox21t1 = Q,
wodurd) man
dQ
dx
befommt., Sept man daber

= f20 — 2(n t )figuxtcofio + (2n F 1)g2nx2e

fa
xe = g;cof.n’
fo micd

o
P = g;cof.mcp,

oder
. n 3 -
= En-coﬂ,m-————-———-—(mk' =2
8" n .

umd
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und
) = f2n(1 — 2(n } 1)cof.wcofing + (2n T 1cof.2np).

Jun ift aber cofing == cofle, und alfo cof.2np == 2cof.e3
— 15 folglich auch

9 = f20(— 2n + 2ncof?) = — 20f2nfin,wa,

und

q = ~ £29(2(n Tt 1)coflw. fin.ng — (2n T 1)fin.2n¢)

Da aber fin, 2n¢ = 2fin.ng, cofing == 2cofis. fin.ng ift,
fo roird auch
q = 2nf2ncof v.fin,no,

und da 0 == 2k» * 4 ift, fo ift ferner fining = X fin.e,
und

q = X anf2nfin, w.coflw
$Hat man diefe Werthe gefunden, fo ift ferner

Qz—}- q2 = 4n2féanfin w2
“aufintan

Pg— 93—"-—‘——( cfm@.tn.o. cfiwt fin.mg. fin.w3d)

N

ober
anfmtzn
g — P = ,:‘:. -:-‘-é—-—-f'nn cof.(mo T
oder
2nfm+
Pa — 0 = = 207205, cof 22T
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PO+ pg = (—-—cfmqbﬁn.uz'*‘ﬁn mafh.e.cw)
odér
12 % pg = 2 o (m )
oder
anfmys 2kmz ¥ (m—n)w

PO+ pg =% g—ﬁn,» . fin,

n

&3 entfpringt Tolglich aus dem Foftor £ — grgxcofflf
n

+ ggxx der einfad)e Brudy:

2kx F acof 2kmr = (m — n)e

* f. fin,
) n n

X

+
nfzn-mgm-lﬁn.a(&—gfgxcof.2k — ‘.1' ZEXX)

okmr. - . el Y
fin, — - (m n)( — feof. > k7 )

n

, +
nf2a-mgm-x (i, — zt'gxcof.?_%l‘"_“_:' T ggxx)
obee

2k(m—n)r X (m—n—T1)e

u

)

2kme*(m-——1 o
2 oxfing ~—————(—-———— Ffan.
n

ks ¥
af2a-mgm=-Ifin o f — 2f‘gxco[2i—1“——” T ggn‘)

Ereme
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C@rempel -

. . xm-I . ‘ .
ZDcn §m® f25 = atigmrcols 1. gzn por in sjex‘m cinfaz
chen Briche anfsulofem '

Die gefudhten einfachen Beidhe find nach dem Vorhers

gefenden

t fhin,” ce{'( 2% 460 “)"

&
(gx— fcof.‘;)

nfzn-wgn-Xfinw(ff — 2fgx cof.: + ggxx)

2ms - (m n)u

27w fzmar-(m -n)w (gx~fef,

—-ﬂ‘n s 4 B8 f
n n

2T~
—)

nfan-mgm-1fin o (ff — 2fgx cof.i‘—:-: T ggxx)

2w'f'a zmx'f‘(msn)u-r‘. zmw'['(m n)ﬂ( fcf.z—’j.—‘:
n

6, —)

afan-mgm-1in o(ff — 2fgx cof.”’l.‘ + ggxx)

-—ffn.“h‘cﬁ‘;m’ -(m -n)n_ﬁ]:qmr -{m-n)e
n n n

—

nf2n-mgmn-xfin 0 (f — 2fgx cof.f-f‘: T ggxx)

(gx - fcr.i’%‘-")

Mo 41-1'0 4mr{-(m n)u.f 4mr]-(m n)u ff‘}..i.)

n n

nf2n-mgm-xfipn o(f — 2 fg x coﬂg:? T g8xx)

¢

fo
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fo weit nemlidhy, bis man von- diefen Brihen n pat,
Gft m grdfer al8 2n — 1, oder einé negatioe Sabl, fo
mug man im erften ’§aﬂe die @an@m, und {m andern
noch uberdies bte %rucf)e [)mgufugen, lvel‘ct)c man nach
der vothin ecflaiten Methode leidht Frdet.
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dritten T heils

Snbalt Ded jehnten Capitels,

Bon den groften und fleinften Werthen der verdns
berlichen Srdfen.

x.ﬂ_")e{'cbreibung der grdften und Fleinften Werthe der vers
anderlichen Grdfen, forvobhl der abfoluten als derjenie
gen, teldhe den Segenftand diefes Capiteld ausmadhen,
nebft einer vorvausgefchicften Anfihrung der allgemeinen
Bedingungen, unter welden vevanderliche Sedfen gedfte
oder fleinfte Werthe haben, §. 250, 251,

2. Ginfhranfung ded gegentvartigen Capitels auf die grdf:
ten und fleinften Wevthe der einfoérmigen Funftionen
der verdnderlichen Srdfen, §. 252,

3. Bon der Grfindung dec groften und fleinften Werthe

felbft, §. 253:272.
a, der rationalen Junftionen, §. 253¢267.
a. Der gangen, §. 2532264,
aa. Regeln, §. 2532260,
bb. Cyrempel, §. 261.
cc. Jufage, §. 262:264.
Zul, Diff, R. 3.Th. 00, 2,Th, 2.2bth, X 8. ber
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8. der gebrochenen Funftionen, §. 265:267.
aa, Regeln, §.265.
bb. Grempel, §.265.
cc. Yeichtere Methoden, §. 266. 267,
b. der irvationalen und tranfcendenten Funftionen, §.
~ 268:272, ] '
«. det irrationalen Gunftionen, §. 2682271,
aa. Regel, §. 2687270,
bb. Grempel, §. 271.
‘8. Ber tranfcendehten Funbtionen, §.272.

Snhalt ded eiiften Capiteld,”

ofbtr Bt grdfiten und FHeinften Werthen der vielfdemi-
! gen Sunftionen, und der Junfrionen mehrerer
beranberhd)en Srofen.

.. Unterfchied Des geg‘enmactigen @egenftanbeé pon Dem
- Des vochergehenden Capitels, §. 273.
2 Wie deflen ungeadhtet die im vorigen Capitel erflarte
Methode auch hicr gebraudt werden fann, §. 2747293,
a, . oon den ywepformigen Funftionen, §.274.
<oa i Radficht auf die fdledithin fo genannten grofs
ten und Fleinften Werthe, oder auf die grofiten
und fleinften Werthe der erften A, §.2742277.
aa. Negel, §. 074 76. : .
bh, Grempel, §. 2
8. in Rackpebt auf me _groften und Fleinften QBertbeA
Der anbern Art, §. 278-282,
aa. Befdhreibung diefer groften und fleinften Wer:
( the, §. 278. .
: bb. Um-



Snhalt des britten THeils. 'Rvey

~~~bb, Umfténde, iiter weldhén fic ftatt finden, und
tooher jie entfpringen, §. 2792 280.
cc. Yet und Weife jie ju entbedierr uitd 3 bcfum,
men, §.280.. S Pt
dd. Grempef, §. 28p. 282, .
- b, von der vielformigen Funftionen, -§. 2832285,
c. von den Funftionen mebteten bmaubethd)ex @wﬁen,
§. 286:293.
a, vt und Weife tf)rer%et)anblung in der gegenmar.
tigen Rucfidht, §.286-292. :
g. Crempel, §. 293. .

Snhalt des z,molften @Zapmls

Bon dem Gebrauche der Differensialien bey der @r‘
findung der veellen Xurseln der Gie !d)ungcn.

1. Befchreibung der aur und Weife diefes. @ebmud)é §
2942303
2, Unwendung der erflarten Regeln, §. 3047309,
a. auf Die quadratifchen Gleidhungen, §. 304.
b. auf die cubifden Gleidrungen, §. 305:307.
c. auf die biquabtratifchen Gleidhungen, §. 308. 309.
3. Bou den Hohern Sleichungen - in abund)cr %{uefﬁcbt,
§. 3107312,
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Gnbalt §e8 Oreysehnten Capitels,
Bon den Kennjeichen der imagindren LWurzeln.

1. Bon der Nupbarfeit der tnterfuchung ded gegenwdrtiz
gen Capitels, §. 313.

2. Yuseinanderfesung der Stemtomfd)en Methode, §.314
big 325.

3. Befdreibung der Cambpellifhen Methode, §. 3262335,

Knhalt ded vierjehnten Capitels,

‘Bon den Differenialien der Junfionen in gemiffen
Katfen,

1. Grilarung diefer Diffecensialien und Befcpreibung der
Avt und Weife fie 5& finden berhaupe; §. 3367342,
2. feidhtere Methode, §. 343 f. und swar Befcdhreibung
devfelben.
a. fir die gangen Funftionen, §. 343-345.
b. fiir die gebrochenen und irrationalen Funftionen,
§. 3462 350.
¢. fir die tranfeendenten %‘unftwnen, §. 3512353,
d. in Radficht auf die sroepten und hohern Differengia-
fien, §. 354. ~

Snhalt



Knhalt des dritten Theild. 319

Anbalt ded funfiehnten Capitels,

Bon den Werthen der Gunfeionen, die in gemiffen
Sallen unbeflimme fdyeinen.

1. MBenn diefes ftatt finde, und daf e8 oft blofer Schein
few, §. 355. }
2, Die Methode, den wahren Werth in diefem Falle ju
finden,
a. uberhaupt, §. 356.
b. genauer und ausfibrlicher untecfucdt, §. 357. f
. fiir den Fall, toenn forooh! der Jabler als der Nen-

. P ¢ .
ner der gebrochenen Funftion Y ponx, fir einen

beftimmeen Wevth von x verfhwinder, §. 358
bis 361,
as. Regel, ,§' 358.
bb. Spempel, §. 358.
cc. Fortgefente Entwidelung diefer Falle, :durd
cingelne Vepfpiele evioutert, §. 3597 36L
8. fur den Fall, toenn der 3apler und Nenner des

P .. :
ﬂitucbéE fae cinen beftimmten Werth von x

unendlich werden, §. 362-366. ,
aa, Behandlungsart diefer Falle, §. 362 365,

~ bb. Grempel, §. 365.
cc. Grrodgung eines befondern Jalles, §. 366.

£3 Gnbalt
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Gnbalt ded fechsiehnten Capitels,

Bon der Diffecensiation der inerplicablen Funk:
tionen. -

1. Grflarung der inepplicablen Funftionen und ihrer Arten,
nebft einer vorlaufigen Anmerfung dber die ‘Dmeten,
siation deefelben, §. 367. 268.

2. Bon der Differengiation dev inepplicablen gunfttonen,

-~ § 3692388

a, Dev exften Urt, §. 3692380,
«. vorlufige Betradtung, §.-360. -
. von dev Diffevenziation der inegplicablen gunfﬂof
nen det erften Yet felbft, §. 3702380,
aa. wenn die unendlihfien Glieder der Grundreibe
cinander gleich rerden, §. 3702375,
e, Diefer Fall Gberhaupt, §. 370, 371,
A8, mit RacEjicht auf dic Snterpolation der Rei:
pen betradhtet , §. 3722375,
aaa. fpecicll, §. 372
bbb. generell, §. 3732375,
~bb. enn erft die exftcn, joegten und folgenden
Differengen jener unendlichften Glicder einandee
gleich toerden, §..376-380.
b. der andern Urt, §. 381,
«. Yuseinanderfesung dev ju befolgenden Methoden,
§. 3817384,
8. Gpempel, §. 384.
v. Grwagung peefchiedener Hefondern Falle, §. 385
bis 388,

Sa—————

Subalt
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Gnfalt Des fiibemehnten Capitels,

- Bon der Jnrerpolation det NMeiben,
nHllaemein, §. 380, 390,
2. Befonders, §. 2912402,
a. teen die unendlichften Glieder der Grundreibe vers
" “throinden, §. 391394,
«. oflgemeine Jovmeln fir diefen Fall, §. 391,
- a. Amwendung decflben, forvohl auf fpecielle al§ auf
ginjelne galle, §. 3927394
b. wenn erft die Differensen jeqet unendlid et Gliedes
ver{chwinden, §.395:397.
c. wenn die Giieder der u interpolivenden NReiben aus
© Peoduften befrehen, §. 3987402.

Snbalt des abtyehntep Cap tels.

BVon dem Gebrauch ég,r,f if?mugjalcccbnung ben
- ber Auflofung der BVride.

1. Borerinnerung, §. 4037 406.
2. Befondeve Anleitung ju diefom Bebraude, §. 407, 1.
a. enn der Nenner bes gegebenen Bruchs einen reellen
Saftor pat, §. 4077412, ‘
w. toenn dev Nenner des gegebenen Brudhs einen Fals
tor von der Fovm £+ gx hat, §. 407. 408.
- 8. toenn
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' 6. toenn ein Raftor bxefes tennesd unter die Form
(€ F gx)2 gebbet, §. 409. |

v. wenn Der Jenner einen cubifdhen FaFtor von det i
Sorm (£ gx)3, §. 410, oder

. uberhaupt von der Form (£ F gx)n hat, §. 41r

" und 412.

b. menn die 5aEtoren de8 Renners imagindy finkp

§. 413 7

«. tiberhaupt, §. 4132416, , '

&. mit Rackficht auf Srleichterung petrachtet, und auf
befondere Falle angetvendet, .. 4177422

o
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