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Vorrede.
Eine anhaltendeUnväklichk it ifi dieUriochegewesen, 

daß dieser dritte Theil d-r (Suferfcbch Disferenzialrech- 

nung, welcher die lltzten neu»' Capitel des zweyten Theils 

des Originals enr' ä't, später erscheint, ols er, meinem 
Versprechen gemäss, erscheinen sollte» Die noch rück- 
ständrqen Anmerkungen und Ansätze mit demselben zu

gleich den Liebhabern der Eulerischcn Schriften zu 

überqcben, würde erwähntes. Hinderniß mich nicht 

alwehalten haben, wenn nicht die für meine Absichten 

und Wünsche so äusserst vorrheilhafte tage, in welche 

ich durch d. s Herrn Curators der Königs Pceuß. Aka

demie der Wissenschaften, des Herrn MmtsterS und 

Grafen von Herzberg Excellenz, versetzt worden bin, 

mich in den Stand gesetzt hatte, nach einiger Zeit 

etwas vollständigeres und nutzbareres zu liefern. Wenn 

Männer,von denen es ungewiss ist, ob die Sraatcn oder 
die Wissenschaften Jhr?en mehr verdanken, und deren 
Bcunomen, um den Schein der Schmeicheley zu ver

meiden, dle Zeitgenossen der Nachwelt überlassen, 
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Vorrede.
Arbeiten Ihres Beyfalls und Ihrer Belohnung nicht 

unwerth achten, deren Unternehmer sich keines andern 

Verdienstes, als des, eines redlichen Strebens, bewußt 

sind: so wird verdoppelter Eifer unerläßliche, heilige 

Pflicht. So weit es das geringe Maaß meiner Kräfte 

nicht hindern wird ,- werde ich mich bemühen, so bald 

als möglich durch eine besondere Schrift: Ueber die 
Differenzial- und Integral - Rechnung über
haupt, und die Anwendung derselben auf die 
Geometrie insbesondere, öffentlich zu zeigen, daß 

ich die mir ertheilte Ehrenvolle Belohnung stets als 
den stärksten Bewegungsgrund zu vergrößerter Thätig

keit betrachten werde. Berlin, am 24sten Februar 
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Zehntes Capitel»
Von den größten nnd kleinsten Werthen der vev 

anderlichen Größen.

§» 250.
§8enn eine Funktion von x so beschaffen ist, daH sie unr 

unterbrochen mit x wachst und abnimmt, so hat diese Funk
tion keinen größten oder kleinsten Werth. Denn man mag 
einen Werth dieser Funktion nehmen was für einen mau 
will, so sind die folgenden allemal größer, und die vorherge
henden kleiner. Eine solche Funktion ist z. B. xrffx; weil 
der Werth davon allemal, wenn x wachst, größer, und wenn 
x abnimmt, kleiner wird: weswegen auch diese Funktion 
nicht anders einen größten Werth bekommen kann, als 
wertn x der größte, d. h. ein unendlicher Werth beygelegt 
wird, und kein Kleinstes giebt, außer wenn man x = — oo 
setzt. Ist hingegen eine Funktion von der Art, daß sie nicht 
stets mit x wächst und abnimmt, so muß sie irgendwo einen 
größten oder kleinsten Werth haben, d. h. einen solchen, 
der größer oder kleiner ist, als die vorhergehenden. So 
bekommt dle Funktion xx — ax ch 3 den kleinsten Werth,

A 2 wenn



Dritter Theil. Zehntes Capitel.

wenn man x = i setzt, denn bey jedem andern Werthe von 
x wird ihr Werth größer.

§. 25 r.

Um aber die Natur der größten und kleinsten Werthe 
deutlicher kennen zu lernen, wollen wir annehmen, daß y 
eine solche Funktion von x sey, daß sie einen größten Werth 
bekomme, wenn man x = f setzt; wo also in die Augen 
fallt, daß wenn x größer oder kleiner als k angenommen 
wird, der daraus entspringende Werth von y kleiner seyn 
werde, als der, den x = f giebt. Auf eine ähnliche Art 
muß, wenn die Funktion y einen kleinsten Werth bekommt, 
wenn man x = f setzt, der Werth von y stets größer wer- 
wenn man x kleiner oder größer als f annimmt; und dies 
ist der Begriff, welchen man mit den absoluten größten und 
kleinsten Werthen zu verbinden hat. Außerdem aber sagt 
man auch, daß die Funktion y einen größten Werth be
komme, wenn man z. B. x = f setzt, wenn nur dieser 
Werth größer ist, als die zunächst folgenden oder vorher
gehenden, die sich ergeben, wenn man x um etwas gerin
ges größer oder kleiner als kwerden läßt; wenn auchgleich 
die Funktion y bey andern Werthen von x vielleicht einen 
größern Werth erhalt. Eben so legt man der Funktion y 
bey x --- k einen kleinsten Werth bey, wenn derselbe nur 
kleiner ist, als diejenigen, welche man findet, wenn man 
für x zunächst größere oder kleinere Werthe als f setzt. 
In dieser letztern Bedeutung werden wir nun die Benen
nungen, größter und kleinster Werth, gehr-auchen.

§. 252.

Ehe wir aber die Art und Weise erklären, diese größ
ten und kleinsten Werthe zu finden, müssen wir bemerken, 

daß



Von den größten und kleinsten Werthen rc. 5 

diese Untersuchung eigentlich nur bey den Funktionen von 
x statt finde, welche wir oben (Einl. in d. Anal. d. Unend- 
i. B. i. Cap.) einförmige Funktionen genennt haben, 
und welche von der Art sind, daß sie für jeden bestimmten 
Werth für x nicht mehr als Einen bestimmten Werth be
kommen. Zweyförmige und viclförmige Funktionen hin
gegen haben wir durch solche erklärt, die für jeden be
stimmten Werth für x zwey oder mehrere Werthe erhalten, 
dergleichen die Wurzeln der quadratischen und übrigen hö- 
Hern Gleichungen sind. Ist daher y eine solche zwey- oder 
vielförmige Funktion, so läßt sich nicht eigentlich sagen, 
daß sie, wenn man x — f setzt, einen größten oder kleinsten 
Werth bekomme. Denn da sie, wenn man x = f setzt, 
zwey oder mehrere Werthe zugleich erhalt, und die vorher- 
Hebenden und nachfolgenden Werthe ebenfalls mehrfach 
sind: so laßt sich der größte oder kleinste Werth nicht so 
leicht beurtheilen, es müßte denn seyn, daß von allen die

sen Werthen nicht mehr als einer reell wäre, in welchem 
Falle die Funktion als eine einförmige betrachtet werden 
kann. Wir wollen also zuvörderst die einförmigen Funk
tionen und diejenigen vielförmigen betrachten, die als ein
förmige behandelt werden können, und dann zeigen, txnc 
sich das Gefundene auf die übrigen vielförmigen Funk
tionen anwenden lasse.

§- 253.

Es sey also y eine einförmige Funktion von x, die da
her für jeden Werth von x einen reellen Werth bekom-. 
men wlrd; und dabey bedeute x den Werth, wobey die 
Funktion y einen größten oder kleinsten Werth erhalt. Im 
ersten Falle muß, wenn man x f * oder x — « für x setzt, 
der Werth von y kleiner, und im letzten Falle größer wer--'

A 3 den,



?F»

t rc.

t 20»

t rc.
2dx2 6dx3

t

y < y 
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—7-7 — rc.24 dx4
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—-- f rc.24dx4

6 Dritter Theil. Zehntes Capitel.

den, als wenn <* = o ist. Da also y, wenn man x f 
für x setzt, in

, etdy , «3d dy , «3j3y ,
y T    +--------- f —------- -  4-

(I x 2 dx-^ ö d x
und wenn man x — « für x setzt, in

es d y es * d d y 3 d 3 y
dx 2 dx2 6dx3 ’

übergeht, (Cap.g. §.48.51»)so muß, wenn der Werth von 
y ein größter ist,

y > y t

y > y .
dx 2 dx2 6dx3 

und wenn der Werth von y ein kleinster ist, 
+ “~dd>s X ‘3d!x 

2 d »2 6 d x 3
«2 ddy 68 3 d 3 y

T " “t

1^7 , «* öäy «3 d3y 
dx ' 2 d x2 6 dx3 

etdy at2 ddy Ä-d3y
T ---------- - --- -------

tidy
X t 77 

6» d y 
dx

§» 254»

Da dieses statt finden muß, der Werth von * sey sv 
klein als er wolle, so wollen wir « so klein annehmen, daß 
die höhcrnPoteftäten davon aus derAcht gelassen werden kön
nen, und dann muß, sowohl wenn der Werth von y ein größ

ter als wenn er ein kleinster seyn soll, — o seyn.
• ‘ ‘ dy

Denn wofern nicht = o wäre, so könnte auch der 
dx

Werth von y weder ein größter noch ein kleinster seyn. 
Hieraus ergiebt sich für die Erfindung sowohl der größten 
M der kleinsten Werthe die Regel: Man setze das. Dif- 

feren-



Von den größten und kleinsten VHerthyi rc. 7 

ferenzial der Funktion y = o, dann ist der Werth von 
x, wobey die Funktion ein Größtes oder ein Kleinstes wird, 
die Wurzel dieser Gleichung. Hierdurch wird indeß noch' 
nicht entschieden, ob der gefundene Werth von y ein größ
ter oder ob er ein kleinster sey, ja es kann sich ereignen, 
daß y weder ein Größtes noch.ein Kleinstes wird. Wir 

haben nemlich bloß gefunden, daß in beyden Fällen o 

ist; aber nicht behauptet, daß allemal, wenn — = 0 ist, 

ein größter oder ein kleinster Werth für y entstehe.

§• 255»

Um indeß die -Falle-, wo y einen größten oder emen, 
kleinsten Werth hat, zu untersuchen, muß man zuvörderst 
das Differenzial der gegebenen Funktion o setzen - und 

aus der Gleichung ~ = o afc Werthe vdn X au'fsuchen.
, \ dx ....

Hat man diese Munden, so muß man ferner erwägen^ .ob- 
y dabey ein Größtes, oder ein Kleiitstes. oder keiys von bey-z, 
den werde? denn wir werden zeigen, daß y auch weder^M. 

Größtes noch ein''Kleinstes seyn kann, wenn gleich
' " ■ ■- ■- . ■ ■ dxp ’

ist. .Es sey f einer von den Werthey von.x, die sich auA 

der Gleichung = o ergeben; und dabey werde-, wenn 

nian diesen Werth in die Ausdrücke setzt,

ddy d3 y d4y ,
dS 55 = 55 = -> ’«• Geht n>m-d.e

Funktion y, wenn man f für x setzt, in F über, so wird sie, 

wenn man k ch « für x setzt, in - V1;
A 4 Ft



8 Dritter Theil. Zehntes Capitel.

F f f «2p f«3q -j. 5T4a4r 2C.

und wenn man k— « für X setzt, in

F-f — |«3q f 5Tg-*4r — 2C.

verwandelt; und hieraus erhellet, wenigstens wenn * eine* 
sehr-kleine Größe bedeutet, daß, rvemr p positiv ist, beyde 
HMhe größcr.seyn werden als 5,.und daß folglich der 
Werth von F, den die Funktion y bey x = f erhalt, ein 
Muster ist. Wenn aber.? negativ ist, so ist der Werth 
von y beyX -- 5 ein größter.

§. 256.

Ist hingegen p = o, so muß man den Werth von q 
betrachten; undist derselbe nicht = 0, so ist der Werth von 
/ weder ein größter noch ein kleinster. Denn setzt man 
x = f f *, fe wird F f j»3q > f, und setzt man x = f 
— *, so wird F — i»3g <: f. Ist aber q =0, so muß 
man r untersuchen, und ist diese Größe positiv, so ist der 
Werth- den die Funktion F bey x — kbekömmt, ein Klein- 
M, und wenn sie negativ ist, einGrößtes. Verschwindet 
aiich r, so muß man den folgenden Buchstaben s berrnch- 
ter^-und dabey auf eine ähnliche Art urtheilen als vorhin 
bey q. Ist nemlich s nicht = 0, so ist die Funktion F we
der ein Kleinstes Noch'ein Größtes; ist aber auch s = o, so 
zeigt der folgende Buchstabe t, wenn er positiv ist, ein 
Kleinstes, so wie, wenn er negativ ist, ein Größtes an. 
Wenn aber auch r'verschwindet, so muß man, und zwar 
auf eben diese Art, Noch weiter fortgehen. Nach dieser 
Methode laßt sich von einer jeden Wurzel der Gleichung

— = ° finden, ob dabey die Funktion y ein Größtes oder

«in Kleinstes oder keins von beyden gebe, und folglich
« alle 



Von den größten und kleinsten Werthen rc. 9

alle größte und kleinste Werthe, welche die Funktion y ha

ben kann, entdecken.

§. 257.

Wenn also die Gleichung — = q zwey gleiche WuK 
dx

zrln hat, so daß das Quadrat (x f)2 ein Faktor von ihr 
. ddy *

ist: so verschwindet, wenn man x = f setzt, auch und 

es wird p 0, nicht aber q. In diesem Falle hat also 
die Funktion weder einen größten noch einen kleinsten 

Werth. Wenn aber die Gleichung ™ o drey gleiche

Wurzeln hat, oder (x — f) 3 ein Faktor von — ist, so wird,

wenn man x = f setzt, = 0, und =0, aber nicht 
dx2 dx3

Ist daher dieses Glied positiv, so zeigt es einKleilf- 
dx*
stes, ist es aber negativ, ein Größtes an. Ueberhaupt also 

fonimt, wenn — den Faktor (x — fjn hat, der Funktion 

y, bey der Substitution x = f, ein größter oder ein klein
ster Werth zu, wenn n eine ungerade Zahl ist; wenn aber 
n eine gerade Zahl ist, so giebt diese Substitution weder 
ein Größtes noch ein Kleinstes.

§- 258.

Hiernachft kann man sich die Erfindung der größten 
und kleinsten Werthe öfters durch folgende Betrachtungen 
erleichtern. Es muß in allen Fällen, wo die Funktion/ 
ein Größtes oder ein Kleinstes wird, auch jedes Vielfache

A 5 vor 



io Dritter Theil. Zehntes Capitel.

von ihr ay, wenn a eine positive Zahl ist, desgleichen ys, 
y5, y7, 2C. und überhaupt yn, wenn n eine ungerade Zahl 
und positiv ist, gleichfalls ein Größtes oder ein Kleinstes seyn, 
weil diese Formeln so beschaffen sind, daß sie mit y wachsen 
und abnehmen. Ferner muß in aller: Fällen, wo y ein 
Größtes oder ein Kleinstes wird, — y, — ay, b — ay, 
und überhaupt b — ayn, wenn n eine ungerade positive 
Zahl ist, rn umgekehrter Ordnung ein Kleinstes oder ein 

Größtes seyn. Auf eine ähnliche Art werden —, —, ~

und überhaupt ~ b, wenn a eine positive ünd n eine 

ungerade positive Zahl bedeutet und y ein Größtes oder 
ein Kleinstes ist, umgekehrt kleinste oder größte Werthe; 
wenn aber a eine negative Zahl ist, so sind diese Ausdrücke
größte Werthe, wenn y ein Größtes, und kleinste Werthe, 
wenn y ein Kleinstes ist.

259-

Auf die geraden Potestäten läßt sich aber diese Betrach
tung nicht anwenden. Denn da die geraden Potestäten y^, 
y4, rc. positiv werden, wenn y negativ ist: so kann es sich 
ereignen,, daß, wenn y einen kleinsten Werth, nemlich einen 
negativen, erhält, die geraden Potestäten desselben größte 
Werthe werden. In Rücksicht hierauf können wir behaup
ten, daß, wenn y ein Größtes oder ein Kleinstes und sein 
Werth positiv ist, auch seine geraden Potestäten y», y», 
rc. größte oder kleinste Werthe; hingegen, wenn der nega
tive Werth von y ein Größtes ist, das Quadrat yy ein 
Kleinstes, und umgekehrt, wenn der negative Werth von 
y ein Kleinstes ist, y?, y», rc. größte Werthe.seyn werden. 
Wenn die Exponenten von y gerade negative Zahlen sind, 

so



Den den größten und kleinsten Werthen rc. tt 

so findet das Gegentheil statt. Uebrigens gilt das, was 
wir hier von den geraden und ungeraden Exponenten an-^ 
gemerkt haben, nicht bloß, wenn diese Exponenten ganze 
Zahlen, sondern auch wenn sie Brüche sind, deren Nenner 
zu ungeraden Zahlen gehören. Bey der gegenwärtigen 
Untersuchung kann man nemlich Brüche wie f/ f, |, f, 
rc. als ungerade, und Brüche wie ß, tz, f; f, rc. als ge
rade Zahlen ansehen.

260.

Wenn aber die Nenner gerade Zahlen sind, so laßt 
sich, da bey einem negativen Werthe von y die Potestä- 

ten y=; y*; rc. imaginär sind, bloß das behaupten, daß, 
wenn der positive Werth von y ein Größtes oder ein Klein
stes ist, auch/2; 0; r; rc. gleichfalls größte oder kleinste 

Werthe, hingegen y““S y — l; y“"*; rc. umgekehrt 

kleinste oder größte Werthe seyn werden. Da überdem 
Liese Irrational-Größen einen doppelten Werth, einen 
positiven und einen negatiqen, haben, so gilt in Ansehung 
ihrer negatrven Werthe das Gegentheil von dem, was wir 
in Ansehung ihrer positiven Werthe behauptet haben. 
Wird aber der negative Werth von y ein Größtes oder ein 
Kleinstes, so kann man die Poteftaten desselben mit gebro
chenen Exponenten, deren Nenner gerade Zahlen sind, weil 
sie imaginäre Größen werden, weder zu den größten noch 
zu den kleinsten Werthen rechnen. Durch diese Betrach
tungen wird öfters die Untersuchung der größten und klein
sten Werthe sehr leicht, wenn dieselbe ohne sie mit viele» 
Schwierigkeiten verknüpft seyn würde.

§. 261.
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> §. 261.
Da das Bisherige eigentlich die rationalen Funktio-- 

nen betrifft, indem diese allein einförmig sind, so wollen 
wir nun zuvörderst die ganzen Funktionen betrachten, und 
die größten und kleinsten Werthe, die dabey vorkommen, 
zu finden suchen. Da nun der allgemeine Ausdruck dieser 
Funktionen folgender ist:

xn Ax»-I f Bx"-2 f Cxn~5 f Dx”-4 f 2C.
so fällt zuerst in die Augen, daß sie keinen größern Werth 
bekommen können, als wenn x = 00 gesetzt wird. Setzt 
man x = oc, so wird der Werth der angeführten For
mel = ac"z wenn n eine gerade Zahl ist, und — — 
wenn n eine ungerade Zahl bedeutet, und dies ist daher 
unter allen Werthen der kleinste. Es giebt aber außerdem 
oft andere größte und kleinste Werthe in dem Verstände, 
den wir §.251. festgesetzt haben,und davon wollen wir nun 
einige Exempel anführen.

Erstes Exempel.

Die werthe von x zu finden, wobey die Funktion (x — a)e 
ein Größtes oder ein kleinstes wird.

dy
Setzt man (x — a)n = y, so wird — = n(x-a)n-r, dx

' dy
und setzt man dieses =0, so wird x = a. Da nun ~ 

dx 
den Faktor (x — a)”-1 hat, so erhellet aus §.257, daß y 
kein Größtes oder Kleinstes seyn kann, wofern nicht n —1 
eine ungerade oder n eine gerade Zahl ist. Da aber, indem 

dny
~ => n(n — i)(n — 2) .... 1
dxn •

wird, dieses eine positive Zahl ist, so folgt, daß der Werth, 
den
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den y durch die Substitution x = a erhalt, ein Kleinster 
seyn werde, [§.255,]. Auch fallt dieses bald in die Augen. 
Denn setzt man x — a, so wird y = o, und wenn man x 
größer oder kleiner als a annimmt, so bekommt allemal y, 
weil n eine gerade Zahl ist, einen positiven Werth, der 
folglich größer als o ist. Bedeutet aber n eine ungerade 
Zahl, so hat die Funktion y = (x — a)n weder ein Größ- , 
kes noch ein Kleinstes. Eben dieses findet statt, wenn n 
eine gebrochene, gerade oder ungerade Zahl ist. Es ist 

fZ

nemlich (x — a)y, wenn man x = a setzt, ein Kleinstes, 
wofern p- eine gerade und - eine ungerade Zahl ist, sind 
aber beyde Buchstaben ungerade Zahlen, so findet dabey 
weder ein größter noch ein kleinster Werth statt.

Zweytes Exempel.
Die Fälle zu finden, in welchen der Werth der Formel 

xx f 3x f 2 ein Größtes oder ein Lleinftes wird.

Setzt man xx f gx f 2 = y, so wird 4
dx

= 2X f 3,

ddy
2 dx1

Macht man also 2x f 3 = o, so findet sich

x=-|; und dabey erkennt man aus dem Werthe
d dy

2 dx2 " I, ob der Werth von y durch die Substitution 

x --- — z ein Größtes oder ein Kleinstes geben werde. Wie 

nemlich auch x beschaffen ist, so muß y, da = i po

sitiv ist, ein Kleinstes werden. Es erhält aber y durch die 
Substitution x den Werth — £. Auch erkennet 
man aus der Beschaffenheit der Formel xx t 3» t2 selbst, 

daß 
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Laß ihr ein kleinster Werth zukommen müsse; denn da ihr 
Werth unendlich wird, sowohl wenn man x = f oo otö 
5= — oo setzt, so muß sie durch irgend einen Werth von X 
ein Kleinstes werden..

Drittes Exempel.

Die Falle zu finden, in welchen der Ausdruck x* — äxx 
•f-bx — c einen größten oder kleinsten werth bekommt.

Setzt man y = xi — axx f bx — c, so wird

ddy
2 dx-

d 3 y
6dx 3*

Man mache also gxx — aax -f* b = o, so wird x =s 

--------- ———*-2-2, und hieraus erhellet, daß die gego-

Hene Formel, wofern nicht aa > 3b ist, weder einen klein
sten noch einen größten Werth haben wird. Wenn aber 
aa > 3b ist, so wird sie in zwey Fallen ein Größtes oder ein

Kleinstes. Es folgt nemlich hieraus=±_V"(aa —gb), 
2dx*

und daraus sieht man, daß, wofern nicht aa es 3b ist, der
Werth x = -------L-? die Formel y = x* —

3
axx f bx — c einen kleinsten, der andere Werth x =s 
a — V*(aa — 3 b)
—-------------------- -— aber einen größten Werth ertheilen

3
werde. Was aber die Große dieser Werthe von y betrifft 
so ist, da

gxx — 2LX f b == o, oder x — faxx f |bx = Of 
y =a — fax f fbx — c;

Und da faxx — ■f- so ist, ferner
9
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27

—(3b — aa)x f - c ----- —
9 9

2(aa 2- 3b)V*(aa — 3b) , ab
* -- --------"TT-------------  T — - c

2 a (sa —

2?

3 b)

2a$

27

t — — c *■ — (aa — 3b)2,
3 27

wo das das obere Zeichen für den kleinsten und das untere 
für den größten Werth gilt. Es ist also noch der Fall

übrig, wenn aa = 3b ist. Da dabey —--~=oz das fol- 
2 0X2

gende Glied aber = 1 nicht = o ist, so hat die -ge-

gebene Formel in diesem Falle weder einen größten noch 
einen kleinsten Werth.

Viertes Exempel.

Die Lalle zu finden, wo folgende Funktion von xt 
x4 — 8x5 22x2 — 24X f 12

einen größten oder einen kleinsten werth bekönnnr.

Setzt man y = x* — gxs 22x2 — 24x ch 12 , so 
wird

ddy

24x2 t 44X — 24,

2dx»
6x» — 24 x t 22.

Sbtzt man also — 4x5 — 24x2 44» — 24 ~ o, oder

— 6x2 iix 6 =0, so bekömmt man drey reelle
Werthe für x;

b x = 1; II. x = 2} III. x e= 3.

Bey dem ersten Wertbe wird --- 4, und also y bey
2 da»

xxs K 
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x = i ein Kleinstes. Bey dem zweyten Werthe wird 

JUX- 5= — 2, und folglich y bep x = 2 ein Größtes. 
2dx*

d d y
Bey dem dritten Werthe wird --— = f 4, und folglich

2 dx3
die gegebene Funktion abermals ein Kleinstes.

Fünftes Exempel.

Ls ist die Funktion y = xf — 5x4 f 5x3 f 1 gegeben; 
man soll bestimmen, m tvcldben Fällen sie ein Größtes 

oder ein kleinstes wird.

dy
Da = 5x4 — 2ox3 f i5xx ist, so formire man 

dx
Die Gleichung: x4 — 4x3 f jxx = o, deren Wurzeln 
find: i und II. x = o; in. x = 1; iv. x = 3. Da die 
heyden ersten Wurzeln gleich sind, so geben dieselben weder

ein Größtes noch ein Kleinstes, denn es wird ----- = o
2 dx3

aber -r- verschwindet nicht. Die dritte Wurzel x = t 
6dx3

aber giebt, da =iox3 — 30x2f i§x ist,5,. 
2dx3 adx3

und in diesem Falle hat also die Funktion einen größten

Werth. Aus der vierten Wurzel fließt = 15, und
2 dx- 

dabey ist also die gegebene Funktion ein Kleinstes.
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Sechstes Exempel.

Die Lalle zu stnven, wo Die Formel:

7 SS [0X<? — 12x5 [5 x4 — 20x3 29
ein Größtes over ein Kleinstes wirr».

Es ist also

- 6oxr _ 
dx

6ox4 6ox3 — 6ox», und

___= 5X4 _ 4X3 t zx- - «.

Setzt man nun »5 — X4 -f X3 — xx =o, so hat diese 
Gleichung, da sie mit x»(x — e)(xx f t) 5x3 o einer
ley ist/ Zwey gleiche Wurzeln x = o, und außerdem die 
Wurzel x = ,, und zwey aus der Gleichung xx f 1 = o 
entspringende imaginäre Wurzeln. Da also die.beyden 
gleichen Wurzeln x = 0, weder ein Größtes noch ein Klein
stes geben, so bleibt bloß die dritte Wurzel, x -- r, zu be

trachten übrig, und da dieselbe = 2 giebt, so icrgt 

dieser positive Werth ein Kleinstes an.

§. 262.
Es hängt also die Bestimmung der größten und klein

sten Werthe von den Wurzeln der Differenzial-Gleichung

s= o o&, und da die höchste Poteftät von x in dieser 
dx ,
Gleichung einen Grad niedriger ist, als in der gegebenen 
Funktion y, vorausgesetzt, daß y eine ganze rationale 
Funktion bedeute: so ist offenbar, dgß überhaupt die größ
ten und kleinsten Werthe der Funktion < u 

xn t Axn-I f Exn*a t Cx«-3 f l)x«-4 rc. --- y 
durch die Wurzeln folgender,Gleichung bestimmt werden: 

Euz.Drff.K.z.Lh.ov.2,LH.2.Äbch^^ B px«-x
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nx""1 ^(n—i) Axn~1 f (n —2)Bxn*3 *|-(n—,3)"xn-4f ?C»
= o.

Wir wollen annehmen, daß die reellen Wurzeln dieser Gle^ 
chung, nach ihrer Größe geordnet, », ,Z, 7,£, rc. und also 
* die größte Wurzel, ß kleiner als *, 7 kleiner als ß, :c. 
sey. Sind nun zuvörderst alle diese Wurzeln unter einan
der ungleich, so erhält die gegebene Funktion bey einer 
jeden einen größten oder kleinsten Werth, und es hat bem* 
nach die Funktion y so viel größte oder kleinste Werthe, 

dv
als die Gleichung ~ = o reelle ungleiche Wurzeln hat. 

Wenn aber zwey oder mehrere Wurzeln einander gleich 
sind, so geben zwey gleiche Wurzeln weder ein Größte- 
noch ein Kleinstes; drey gleiche Wurzeln gelten hier so viel 
als eitle; und überhaupt entsteht aus jeder geraden Anzahl 

gleicher Wurzeln weder ein Größtes noch ein Kleinstes, und 
aus jeder ungeraden Anzahl gleicher Wurzeln Ein Größtes 
ober Ein Kleinstes. ...

... §- 263.

Was für Wurzeln größte und was für welche kleinste 
Werthe geben, läßt sich ebne Hülfe der vorher gegebenen 
Regel auf folgende Art bestimmen.:' Da die-Funktion y, 
wenn man x= oe> setzt, ebenfalls unendlich wird, und die 
Werthe von x, die zwischen « und«« fallen, weder ein 
Größtes noch ein Kleinstes geben: so ist klar, daß die Wer
the, welche man für die Funktion y findet, wenn man für 
x nach und nach die vom c» bis zu * liegenden Werthe 
fttzt, ununterbrochen abnehmen mästen; und es wird da
her der Werth x=s«f « der Funktion y einen größern 
Werth ertheilen, als x = Ä. Da also x^-« entweder 
-ist Größtes oder ein Kleinstes hervorbringt, so muß in



Von den größten und kleinsten Werthen rc. 19

diesem Falle die Funktion y nothwendig ein Kleinstes wer
den. Fährt man daher fort x zu verändern, oder setzt 
man x = » — n, so wird der Werth von y wieder wach
sen, bis x==ß wird, und dies ist die zweyte Wurzel der

dy
Gleichung = 0,

dx
die Entweder ein Größtes oder ein

Kleinstes giebt. Es wird demnach diese zweyte Wurzel 
x = ß ein Größtes geben, und der Werth X --- ß — * den 
Werth der Funktion y kleiner machen als x e= ß, bis man 
zu x — v kommt, wodurch von neuem ein Kleinstes erzeugt 
werden wird. Man sieht hieraus, daß die erste, dritte.

fünfte Wurzel u. s. f. der Gleichung = o Kleinste, die 

zweyte, vierte, sechste hingegen u. s. w. Größte geben. 
Zugleich erhellet, daß das Kleinste und Größte, wenn zwey 
gleiche Wurzeln da sind, zufammenfallen, und also wedeL 
ein Größtes noch ein Kleinstes statt finde.

§. 264.

Ist daher in einer Funktion
y = xn Axn-1 f f Cxft“5 2C.

der höchste Exponentn eine geradeZghl,so ist dieGleichung 

äv
— ---- xn*x f (n — i)Axa"i f !C. = o 
dx

eine Gleichung von einem ungeraden Grade, und hat 
folglich entweder eine, oder drey, oder fünf oder über
haupt eine ungerade Menge reeller Wurzeln. Ist nur eine. 
Wurzel reell, so giebt dieselbe ein Kleinstes; sind drey 
Wurzeln reell, so giebt die größte ein Kleinstes, die mit# 
teilte ein Größtes, und die Kleinste wieder ein Kleinstes; 
sind fünf Wurzeln reell, so hat die Funktion y drey kleinste 
und zwey größte Werthe u. s. f. Drückt hingegen der Ex-

B 2 ponent
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ponent n eine ungerade Zahl aus, so ist die Gleichun-
dy
------ O eine Gleichung von einem geraden Grade, unddx
hat deswegen entweder gar keine, oder zwey, oder vier, 
oder sechs reelle Wurzeln u. s. f. Im ersten Falle hat die 
Funktion / weder einen größten noch einen kleinsten Werth: 
im andern Falle, oder wenn zwey reelle Wurzeln da sind, 
giebt die größere ein Kleinstes, und die kleinere ein Größ- 

* dy
tes: und hat dre Gleichung ~ = o vier reelle Wurzeln, 

dx
so erzeugen die erste (welche die größte ist) und die dritte 
ein Kleinstes, und die zweyte und vierte ein Größtes. Ueber? 
Haupt wechseln, die Anzahl der reellen Wurzeln mag seyn 
welche sie will, die kleinsten und größten Werthe mit ein
ander ab.

§. 265.

Nun wollen wir uns zu der andern Gattung der ein
förmigen Funktionen, oder zu den rationalen gebrochenen 

p
'Funktionen wenden. Es sey y = und P und Q Funk

tionen von x. Legt man hier der Größe x einen solchen 
Werth bey, daß Q =0 wird, so ist offenbar, daß y in 
eine unendliche Größe übergeht, wofern nicht auch zugleich 
P verschwindet, und es scheint daher in diesem Fall ein 
Größtes zu entstehen. Gleichwohl darf man dieses nicht

gnnehmen. Denn da der umgekehrte Bruch in eben

p
den Fallen ein Kleinstes wird, in welchen einen größten

Werth hat: so müßte auch ~ ein kleinstes werden, wenn

Q
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Q verschwände. Allein dieses findet nicht allemal stath 
weil es auch noch kleinere oder negative Werthe geben kann. 
Hierdurch wird zugleich die vorhin gegebene Regel besta- 
rizt, daß nun die größten und kleinsten Werthe aus der 

Gleichung ~ = o entwickeln müsse. Man suche also m 
dx

dem gegebenen Falle
dy QdP — PdQ— sa ----- ------------- —
dx Q Qdx

und setze darauf QdP — PdQ = o; so werden die Wur
zeln dieser Gleichung der Funktion y entweder einen größ
ten oder einen kleinsten Werth ertheilen. Entsteht ein 
Zweifel darüber, ob der gefundene Werth ein größter oder 

ein kleinster sey, so muß man die Gleichung zu Hülfe 

nehmen. Ist der Werth derselben positiv, so ist dies eitt 
Kennzeichen eines kleinsten Werthes, so wie der negative 
Werth davon ein Größtes anzeigt; und verschwindet der 

Werth von , welches allemal geschiehet, wenn dieGlei- 
dx2

dy
chung ~ = o zwey oder mehrere gleiche Wurzeln hat, so 

dx
muß man sich daran erinnern, daß gleiche Wurzeln in ge
rader Anzahl weder einen größten noch einen kleinsten 
Werth geben.

Erstes Exempel.
Die Fälle zu finden, in welchen die Funktion

X
I f XX

einen größten oder kleinsten werth hüt.
Hier fällt sogleich in die Augen, daß die gegebene 

Funktion in drey Fällen, nemlich, wenn man x = <*, 

B 3 x=o,
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r I

2, UNd

Zwey-

T — XX

x = o, x = — «r setzt, verschwinde, und es muß da
her dieselbe zum wenigsten zwey größte oder zwey kleinste 

Werthe haben. Um diese zu finden setze man y = ;
1 7 xx

so ist
dy T—xx . ddv 6x7 2 x$ 
-- — -—------ , und -— =3 — ——7--------—
dx (1 f xx)» dx» (1 7 xx)*

Ferner setze man 0, wodurch man 1 -- x x =

also entweder x = f i oder x =; — i erhalt. Im ersten

Falle, too x = f 1 ist, wird -™ und daher
1 dx» 2>

der größte Werth von y = fi; im letzten aber, oder 
«d d y 24

wenn x —— 1 genommen wird, ist —7 = t — und also 
dx» 23

y— z, der kleinste Werth. Dieses findet man noch leichter, 

wenn man den Bruch umkehrt,oder xsl
x X

setzt, und dabey vor Augen behalt, daß die alsdann sich 
ergebenden Werthe die entgegenstehenden Namen bekom
men. Es ist nemlich alsdann

dy  • 1 & ddy __ J2,
dx xx' dx» x 3

und also,wenn man = o setzt, xx — 1 = o; folglich 
dx

x = 1 oder x = — I, wie vorhin. Ist x = f i, so 

wird •=? 2, und y ein Kleinstes, folglich -- ein Größ

tes; ist aber x ---- - i, so findet man 
dx»

y ist ein Größtes, so wie — ein Kleinstes.
y
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Zweytes Exempel.

Die Fälle zu finden, in welchen die Formel
2 — 3X ’s* XX

, 2 f 3X f XX
ein Größtes oder ein Äeinstes giebt.

X x ~ ix t 2
Setzt man y =------—so wird

T xx 7 3X 7 2
iy _ 6xr - ,2 . d dy I2x3-t72xf 72
dx (xx f 3X f 2)2 dx2 (xx f 3JT'f a)5 

dy
und setzt man nun — --- 0, so wird

dx
x = f f2, oder x = —2.

S»i ersten Falle ist und «tfo pofr

tiv, da der Nenner positiv ist. Folglich ist der kleinste 

Werth von

y = -4"7-v— --- iäVä - 17 = - 0,02943725.
4 T 3<e

Im letzten Falle, oder wenn x — — <2 ist, wird 
ddy  4S<2 72  24(3 * 2V*2)
dx» 1=3 (4 - 3<4)3 "™ (4 —

und also, da der Zahler dieses Bruchs positiv und bet 
Nenner negativ ist, negativ. Folglich ist der größte Werth 

von

y = = — 12 V* 2 — 17 = — 33,97056274.
4 - 3<2

Nun ist zwar dieser Werth kleiner als der vorhergehende 
kleinste, aber doch in so fern ein größter Werth, weil er 
größer ist, als die zunächst auf ihn folgenden, welche man 
bekommt, wenn man für x Werthe setzt, die nur um sehr 
wenig größer oder kleiner sind als — V2. Da die V*2

B 4 Mischen 
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zwischen § und Z fällt, so kann man sich hiervon leicht durch 
folgende Rechnung überzeugen.

Wenn so wird

X = t y = — = — 0,028s
x = W y2-17-2—0,0294 ein Kleinstes

x = i 7 c ~ 15 = - 0,0285

* ------f y= -35
x - V? y = - 33/97°# ein Größtes 
x =g — I y = — 35.

4x3 f rixx f 4

— 1

Drittes Exempel.

Die Falle zu finden, in welchen die Formel
XX — X f I 
XX f x — I 

einen größten oder einen kleinsten werth hüt,

Setzt man y = —7--------, so wird
xx T x 1

dy 2xx — 4x u ddy
~ =± —---------- —----- und ---- - --- — - ________
dx (xx f x »)» dx» (xx f x -* j)3 

cly
Macht man daher — — 0, so wird entweder 

dx
x = o oder x = 2.

Im ersten Falle ist — JL, und also y ein Größtes

* d d y 20
und --- - r; im andern wird -—- = und folglich y 

dx» 53
ein Kleinstes, und = Dies ist der Wahrheit nach der 
obigen Erklärung der größten und kleinsten Werthe voll
kommen gemäß, obgleich > größer als — 1 ist. Denn 

fetzt
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setzt man so wird

x = - < . y = — ty
x = o y = — 1, ein Größtes

x = t f y = — t

x = 2 — | y = -’l
x —• 2 y = 4 ein Kleinstes

x = 2 t 4 y = It
Daß y --- j und also i> — 1 wird, wenn man x = 1 setzt,
rührt daher, weil zwischen die Werthe von x, o und 1 eitz 
Werth fällt, wobey y ~ 00 wird.

Biestes Exempel.

Die Fälle zu finden, in rvelch-en Der Bruch?
x3 f x 

X4 XX t I 

kleinste oder größte Werthe giebt.

Setzt man y — —x ■ , so wird
x4 XX f 1 

x6 4x4 + 4XX ch 1
dx (x* xx f i)> ' UIt

ddy 2x9 ch i8x? — 24x5 — l6x* f 12» 
6x2 (x4 — XX t l)3

Auf diese Art hat man die Gleichung
xtf ch 4x4 — 4*x — I c= 0

welche sich in
XX — I — o, und »4 ch 5x2 f I=o 

«uflöfen läßt. Die Wurzeln von jener sind x;= f i und 
x = — i; und aus der Auflösung von dieser findet man 

»» ss * ■, woraus sich keine reelle Wurzel cnN
2

B 5 wickeln
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wickeln läßt. Braucht man also die beyden gefundenen 

Wurzeln, so giebt x --- 7 1, den Werth von — 8, 
dx*

und folglich für y das Größte = 2; X — — I aber 

= f 8# und also für y das Kleinste = — 2.

Fünftes Exempel.

Die Falle zu finden, in welchen Oer Bruch
X 3 — X

x4 — XX f I
ein Größtes oder ein kleinstes giebt.

Getzt man y = , so wird
d ' x4 - XX f I
d y x6 -f* 2x4 2X2- — I
dx (x4 - xx f 1)2.
ddy  sxS — 6x7 — iSxf ’s* 2OX$ 
dx* /• (x4 — xx 1)3

dy
Macht man also ~ = o, so wird 

dx
X*S — 2x4 — 2X* f I = ö

und diese Gleichung, durch xx f 1 dividirt, giebt die 
Gleichung

X* — zx* t I = 0
welche sich in

XX — X— I =a O und xxfx — 1=0 
suflösen läßt. Hieraus ergeben sich die reellen Werthe

I. X = I t <5.

lt<5,
2>2
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Da diese Werthe insgesammt in der Gleichung x* — zx-e 

fi = 0 enthalten sind, so wird, wenn man x4 gxx 
— 1 setzt, für alle

ddy __ 2x(ro — 2Oxx) - 5(s — 2xx) _ 5(r — 2xx) 
dx^ H 2x5 2x(gxx — 1)

d  x3 — x  xx — I
Ut y 2.XX .. 2 X

Für die beyden ersten Werthe aus der Gleichung xx = x 
f 1 aber ist

ddy _ 5(2x -f i) _ 5(2x f i);“'
6x2 2x(Jx ,t 2) ' 2(5X t 3)’

und y = 5.

Run giebt die erste Wurzel x

ddy _  5(2 V5)
dx2 1'1 t'S'/' 5 

und der Werth von y ist demnach ein größter. Die andere

Wurzel x = -—giebt
2

ddy __ __ 5(2 - V5) _ -SCVjj-
dx» ~ 11 — 5<5 5<5 — II

und so ist auch y = £ ein größter Werth. Die bdyden 
übrigen Wurzeln geben kleinste Werthe für y, und zwar 

y = —1.

§. 266.

Bey Exempeln dieser Art giebt es'also einen leich
tern Weg zur Beantwortung der Frage. Ob ein Größtes 

oder ein Kleinstes statt finde? Denn da = o ist, so laßt

sich der Werth von indem man auf diese Gleichung 
dx^

Rück-
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Rücksicht nimm^ einfacher ausdruckM, Es sey der Bruch

Odp —pdQ
dy = ------- —------- / und QdP - PdQ =i O

so wird

Allein dieses letzte Glied verschwindet, weil QdP — PdQ=o 
ist, und so wird

■ d (Q d P — PdQ)  QddP — PddQ

es also auf die -Beschaffenheit dieses Werthes oder 
darauf ankommt, ob.derselbe positiv oder negativ-ist, und 
DerNenner Q* allemal.posit.lv wird: so hat man hier bloß 
auf den Zahler zu sehen, und bekommt allemal ein Klein- 

tiv, und ein Größtes, wenn solches negativ ist. -Oder man 

suche ^welches die §Lrm haben wird, und darauf 

d
—. Hat man dieses gethan, so wird die Wurzel, wobey 
dx ,1U ....
dieser Ausdruck positiv wird, ein Kleinstes, und die, wo
bey er negativ wird, ein Größtes) geben.

§. 26-.
Wenn der Nenner des gegebenen Bruchs iein Quadrat

dy c=
QdP — nPdQ

und
QH +1

allemal.posit.lv
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dx Qnfi
und die größten und kleinsten Werthe hängen von 
Wurzeln der Gleichung R = o ab. Da ferner

ddy  QdR — (n f i)RdQ
dx Qn + >Qn+A

ist, so wird, wegen R = o
ddy __ dR "

dx Qn+I
und der positive Werth hievon zeigt ein Kleinstes, so wie 
der negative ein Größtes an. Da aber, wenn n eine nw- 
gcrabe Zahl bedeutet, Qnf * allemal positiv ist, so hat man 

in diesem Falle Nur nöthig zu erwägen, und die For

mel zu brauchen, wenn n eine gerade Zahl bedeutet.

(mQdP — nPdQ)Pm-r
sey, so ist

und es zeigen also, wenn man 
mQdP — nPdQ / 

dx
setzt, die Wurzeln der Gleichung R 0 die Fälle an, irr 
welchen y ein Größtes oder ein Kleinstes wird. Da als»
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und, wegen R = o, 
ddy Pm-idR 
dxL Qn+ldx"

p2^
eine Formel, die außerdem noch durch jedes Quadrat —

Qax 
dividirt werden kann. Ueberdies giebt auch die Gleichung 
P = o ein Größtes oder ein Kleinstes, wenn m eine gerade 
Zahl ist, und auf ähnliche Art wird sich bey der Betrach- 

Qn
tung der umgekehrten Formel — ein Größtes oder Klein

stes bey der Annahme von Q = o ergeben, wenn n eine 
gerade Zahl ist Hier nehmen wir indeß auf die
daher entspringenden größten oder kleinsten Werthe weiter 
keine Rücksicht, sondern untersuchen nur, der Erklärung 
der Methode wegen, diejenigen, welche aus der Gleichung 
R = o entspringen.

Erstes Exempel.

(& T Sx^in
Es ist der Bruch 7— ■ - gegeben. Man soll bcstim- 

(y T 0 x)n
men, in welchem Lalle derselbe ein Größtes oder 

ein kleinstes gebe?

(tu + 6>xYn
Setzt man y = so fallt zuvörderst in die

Augen, daß
seyn werde wenn ist

y8=3 0 X -

y =3 QO V
x = ->

und von diesen beyden Fallen giebt jener ein Kleinstes und 
dieser 
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dieser ein Größtes, wenn m und n gerade Zahlen sind. 
Ueberdies aber ist

dy (cc + S x)w- k
Z = (7FW1" Km -n)#?x f "*r - na] 

und allo
R = (m — n)fl^x m/37 — n»?, 

und folglich, wenn man R = o setzt,
T) aS1 - Tr> ßy

X s= ------------------ .
(rn —

- , dR
Da ferner — = (m — n)/^ qt, so muß man untersu

chen, ob
Pm-idR __ ___ jgy^m-n-sdR
QDtidx nn+1 m — n y dx

eine positive oder negative Größe ist? im ersten Falle ist 
Die gegebene Formel ein Kleinstes, im andern ein Größtes.
3f< NA so wird AN = 8-und ach 

<x + 1)3
die Formel ein Kleinstes, wenn man x = 0 setzt. 

fx 
Ist aber y s= 7—-—so wird

1 (x 7 t)n '
Pm-idR _ rnm-i/n —
Qnr1 dx nn+x \, 2 y Cm n)

und x = --- —. Da aber m und n als positive Zahlen 
n — m ,

betrachtet werden, so muß man nach der Formel
n m + 2 n - in

(n — m)(m — n) oder (n — m)(m—n) 
urtheilen. Ist demnach n > m, so giebt der Werth

x ö a^ema^ größtes; ist aber a < m, so fin

det
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bet ein Größtes statt, wenn m — n eine ungerade, und 
ein Kleinstes, wenn m — n eine gerade Zahl ist. So ist

Zweytes Exempel.

C 4- x)3
Es sey Sie Formel: y --- —----- —- gegeben.

pm-I dR (k + x)r
Q^1 * dx (1 f xx)3v2X

P, und (r f x)» und (11 xx)3 allemal einen positiven 
Werth haben, so braucht man nur den Ausdruck —- x 2 
tzu betrachten. Ist derselbe positiv, so findet ein Kleinstes, 
und ist er negativ, ein Größtes statt. Nun folgt aus der 
Gleichung 3 — 4X — xx = o

x = — 2 f V~7 oder X c-2 —' 2 — V*t.

Zm ersten Falle wird — x — 2 --- - V-, und so ist der 
gegebene Bruch ein Größtes. Im andern aber wird x 
— 2 = t V7, und daher eben dieser Bruch ein Kleinstes. 
Setzt man aher x = - 2 t <7, so wird

I f x c - 1 f und 1 f xx = 12 — 4V*7
folglich

ttnfr
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And dagegen ist, wenn man X — — 2 — <7 annimmt,
17 — 7< 7 

y = — = -0,0950.

V 26F.

Es giebt auch irrationale und transcendente Funktio
nen, welche die Eigenschaft der einförmigen Funktionen 
an sich haben, und deren größte und kleinste Werthe daher 
auf ähnliche Art gefunden werden können. Es sind nem- 
lich die Wurzeln der kubischen und aller höher» Gleichun
gen mit ungeraden Exponenten nichts anders als einför
mige Funktionen, da sie nicht mehr als Einen reellen Werth 
haben; und was die Quadratwurzeln und überhaupt die 
Wurzeln betrifft, deren Exponenten gerade Zahlen sind, so 
haben dieselben, wenn sie reell sind, zwar allezeit einen dop
pelten Werth, einen positiven und einen negativen; allein 
man kann jeden besonders betrachten -und dann ebenfalls 
die größten und kleinsten Werthe aufsuchen. Ist z. V. y 
irgend eine Funktion von x, so hat zwar V*y einen zwiefa
chen Werth; allein man kann einen jeden besonders erwä
gen. Es wird nemli'ch 7 V"y einen größten oder kleinsten 
Werth haben, wenn y dergleichen hat und derselbe positiv 
ist, denn sonst wird Vy imaginär. Umgekehrt wird --/y 
in eben den Fällen ein Kleinstes oder ein Größtes seyn, wo 
t V"y ein Größtes oder ein Kleinstes ist. Unter eben den 

m
Bedingungen ist jede Potestät yn ein Größtes oder ein 
Kleinstes, wenn n eine ungerade Zahl ist; bedeutet aber n 
eine gerade,Zahl, so gelten bloß die Fälle, wo y einen po- 
sitiven Werth bekommt, und in denselben entstehen wegen 
des doppelten Werths auch doppelte Größte oder Kleinste.

Eul.Diff.R. Z.TH.0S.2.TH. LAbch. C §. 269.
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§. 269.
Da dieDifferenzialgleichung, welche man aus derPo> 

y in— I d y
keftat ym erhalt, — ~ = 0 ist, und die Wurzeln die

ser Gleichung zugleich die Fälle anzeigen, in welchen die 
m

Potestat y n ein Größtes oder ein Kleinstes ist: so hat man 
zur Beurtheilung dieser Beschaffenheit eine doppelte Glei- 

chung, nemlich y,n-x = o, und ~ = o. Jene laßt sich 

in y = o abandern, und giebt dann nur Größte oder 
Kleinste, wenn m — 1 eine ungerade, oder m eine gerade 
Zahl ist, [§. 257.]. Wenn also n eine ungerade Zahl, und 

m 
m eine gerade Zahl bedeutet, so wird die Funktion yn, 

oder y2^: C2’ “ I), einen größten oder einen kleinsten 

Werth bekommen, wenn man darin die Werthe von x 
braucht, die sich aus der Gleichung y — o oder auch aus 

dieser = o ergeben. Ist hingegen m eine ungerade 
dx

Zahl, so ist die Funktion yC2<* — 1) : (2, — 1) D^ev 

y(2^ — 1) : 2* nur dann ein Größtes oder ein Kleinstes, 

wenn man darin die Werthe von x braucht, die aus der 
es y

Gleichung — = o fließen. Auch müssen außerdem im 

Letzten Falle die Werthe von y positiv seyn.

H. 270.

So giebt die Forme! x? ein Kleinstes, wenn man 
x = o setzt, weil in diesem Falle x- ein Kleinstes wird. 

Allein führte man xi nicht auf zurück, so würde die 

vorhin 
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vorhin erklärte Methode solches auf keine Weise anzeigen, 
weil, wenn x — o gesetzt wird, die Glieder der Reihe,
wornach geurtheilt werden muß,

außer dem ersten insgesammt unendlich groß werden. Denn 

setzt man w wird

und es giebt weder die Gleichung ~
dx

Werth x = o, noch zeigen die folgenden Glieder die Be
schaffenheit des Größten und des Kleinsten an. Da wir 
aber angenommen haben, daß die Reihe 

eine convergirende Reihe sey, wenn man » sehr klein an- 
nimmt: so gehören alle die Falle nicht für die erklärte all
gemeine Methode, wo diese Reihe divergirend wird, und 

dies ist sie bey y = xi, wenn man x — o annimmt. Irr 

diesen Fällen muß man daher zu der vorhin gebrauchten 
Reducrion ferne Zuflucht nehmen, und die gegebene Formel 
auf eine andere Form bringen, die von der erwähnten Un
bequemlichkeit frey ist. Es ereignet sich dieses aber nur

in sehr wenigen Fällen, die entweder in der Form y2' ~~1 
enthalten sind, oder leicht darauf zurück geführt werden. 
Sollen z. B. die größten oder kleinsten Werthe der Formel

2

Z2" ~~iz gefunden werden, wenn z irgend l.eine Funktion

C 2 voa 
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von x ist: so untersuche man die Form y2^2'“"1, weil 
diese in eben den Fällen ein Größtes oder ein Kleinstes ist, 
in welchen die gegebene Formel solches wird.

§. 271.

Außer diesem übrigens leicht zu behandelnden Falle 
lassen sich die Funktionen, welche irrationale Größen ent
halten, auf eben die Art, wie die rationalen Funktionen 
behandeln, wenn ihre größten oder kleinsten Werthe gefun
den werden sollen. Dies wollen wir nun an einigen Bey
spielen zeigen.

Erstes Exempel.

Es ist die Forme! V“(aa f xx) — x gegeben; man soll Die 
Fälle finden, in welchen sie ein Größtes oder ein 

kleinstes wird.

Setzt man y «= <(aa f xx) — X, fo wird

dy x ddy aa
dx V(aa f xx) ’ dx» (aa xx)l

Nimmt man daher -- — o, so wird x = <(aafxx) und 
dx

also x = oo und dabey = O. Auf ähnliche Art wer- 
dx2

d 3 y d4 y
den auch die folgenden Glieder —: w. insgesammt 

dx3 dx4
= o, und es bleibt daher ungewiß, ob jener Werth ein 
Größtes oder ein Kleinstes sey? Der Grund hiervon liegt 
darin, weil x eben sowohl — — o° als = t «>. Setzt 

man indeß x = -f oo, so wird, weil V"(aa f xx) = x f 

ist, y = o, und dieser Werth ist unter allen der kleinste.
Zwey-



"< (maa — bb)bO

Wofern also nicht ----positiv ist, so giebt es gar
maa — bb

\ . C z kein

in (m — nn)

oder
b n _maa — bb

x a — — 21 —v —-————
m m m — nn

und hierdurch wird
. b f nix . maa — bb )

V (aa f abx + mxx) = —-------- c= ±_ v —----- ------ .
n m — nn

Da also
d dy maa — bb
dxi (aa 2 bx f mxx)| 

ist, so wird
d dy  maa — bb — (m — — nn)
dx maa — L».

±(------------------ )"
m — nn

m — nn

Zweytes Exempel.

Man soll Die Falle finden, in welchen die Formel 
V*(aa 2bx mxx) — nx 

ein Größtes oder ein Kleinstes wird.

Setzt man y = V"(aa f 2bx f mxx) — nx; so wird 

dy   b f mx 
dx V"(aa -j* 2 b x -]• m x x)

dy
und setzt man nun --- = o, so bekommt man 

dx
bb f 2mbx f mmxx — nnaa f 2nnbx fmnnxx 

oder
2bx(nn — m) t nnaa — bb

m m -— m n n
und folglich

(nn —m)b±_A/*Lmnn(m — nn)aa — nnfm — nn)bbj



38 Dritter Theil. Zehntes Capitel.

kein Größtes oder Kleinstes; ist aber diese Größe eine po
sitive, so giebt das obere Zeichen ein Kleinstes, wenn 
m !> nn, und ein Größtes, wenn m < l>n i ; da 5 Gegen
theil findet statt, wenn das untere-Zeichen genommen wird. 
Ist daher m ~ 2, n > und b o, so wird die Formel 
V"(aa t sxx) x ein Kleinstes, wenn man X = f

nes ist ~ a<2 ~ ™ und dieses = a<2 f — 
v 2 v 2 1 v*2

3a
esc —.

<2*

Drittes Exempel.

Man soll Die Falle finden, in tvcld)cn die Formel

V"(l f mx») f <(t — n x4) 
ein Größtes oder ein kleinstes wird.

dy mx3 nx3
*^x (1 h m x4)l (i — nx4}i

ist, so wird

mx3([ — nx4)l t= nx3([ f mx4)l

und also
m4(l — nx4)3 — n4 ([ mx4)3

oder
n4 — m4 3mn(n3 f m3)x4 3m2n>(ni — ms)x6 

ch m3n3(n f tn)xI2 — o.

Wenn also diese Gleichung keine positive Wurzel für x4 
hat, so giebt es gar kein Größtes oder Kleinstes. Da sich 
diese Gleichung nicht bequem auflösen läßt, indem

«4 ---
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4. 4 3 3
m—-V" im2.n-fV* tnn1—n

x* = - ------------------— oderx4--:---------------—------ -------
5 3 in n

mnssm *r v nJ

wird, so wollen wir um einen speciellen Fall zu nehmen, 
m= 8n setzen. Dann wird

— 4095 ck 24 ♦ 5 !3 n x4 — 3.63.64 n^x 84-9.5I2n3xxs

oder
5i2n3xT2 — !Z44n2x8 f 13680x4 — 455 e= o» 

Man setze gnx* = z, so ist

z3 — 2IZ2 -r. !— 455 =3 O

und diese Gleichung hat den Faktor z — 5, und der an
dere , welchen man durch die Division mit diesem erhalt, 
ist zz— 16z 9i = o und enthält lauter imaginareWur- 
zeln. Es ist also bloß z = 8nx4 — 5, und also x =
4 c 4*
<—, durch welchen Werth der Ausdruck «1 t 8nx4) 

8n
f V*(i — NX4) entweder ein Größtes oder ein Kleinstes 
wird. Um zu wissen, welches von beyden statt finden werde, 
suche man

ddy  3mxx 3nxx

d*2, (t "f* mx4)4 (1 — nx4)3
5

Da aber m = 8 n ist, so wird, wenn man x* = ~ setzt,
8n

ddy _ 24n __ 30 Z6onxx
dx» (-S* 6^

4
solglich eine negative Größe, und daher V"(i t 8 n x4)

4 4 c;
T <(1 — nx4) ein Größtes, wenn man x= <7- setzt.

C4
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A
A 4 2

Es ist aber dieses Größte = <6 + <— = . Setzt
8 2

man statt nx4 die Größe u, so erhellet, daß der Ausdruck
A 4

V*(i t 8u) f V"(i — u) ein Größtes wird, wenn man
4 

t; 6
b = ™ setzt, und dieses Größte ist = = 2,347627

5
Man mag also für u außer — einen Werth annehmen, 

welchen man will, so wird dadurch allemal der Ausdruck
A 4
V*(i t 8u) f V*(i — u) einen kleinern Werth bekommen.

§. 272.

Auf ähnlicke Art lassen sich die größten und kleinsten 
Werthe bestimmen, wenn transcendente Größen in den ge
gebenen Ausdrücken vorkommen. Denn ist die Funktion 
keine vielförmige, so zeigen die Wurzeln der Differenzial- 
gleichung größte oder kleinste Werthe an, außer wenn sie 
gleiche Wurzeln in gerader Anzahl hat. Dieses soll an eü 
nigen Beyspielen gezeigt werden.

Erstes Exempel.

Die Zahl ZU finden, welche zu ihrem Logarithmen das 
kleinste Verhältniß har.

Daß es ein solches kleinstes Verhältniß ~ gebe, er-
1 X

hellet daher, weil dies Verhältniß sowohl bey x a 1 als 
bey x=oo unendlich wird. Es wird daher auch der Bruch 
I X
™ irgend einmal einen größten Werth haben, undskzwar
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in eben dem Falle, in dem ™ einen kleinsten Werth hat.

Um diesen Fall zu finden setze man y = — / so wird ™ 

s= —------—. Setzt man diesen Werth = v, so wird
XX XX

ix = 1, und da wir hier hyperbolische Logarithmen ange- 
nommen haben, jo ist x = e, wenn man die Zahl, deren 
hyperbolische Logarithmen = 1 ist, = e setzt. Nun haben 
alle Logarithmen zu den hyperbolischen ein gegebenes Ver
hältniß, und es ist folglich in jedem logarithmischen Sy

steme — ein Kleinstes, so wie — ein Größtes. Da also
1 e e

im Briggischen Systeme le = 0,4342944819 ist, so ist der 

Bruch — allemal kleiner als oder nahe-
x 27182818284

rungsweise ~, und es Abt keine Zahl, welche zu ihrem Lo-
3°5

garithmen ein kleineresVerhältniß habe als go5-47»Daß aber 

1 X
— in diesem Falle ein Größtes sey, erhellet daraus, weil

------ und also negas
X 3

dy
üv wird, indem -- =3

dx
und 1 — lx = o ist.

Zweytes Exempel.

Eine "Zahl x zu finden, wobey die Porestär x^x 
Größtes ist.

Daß dieser Ausdruck einen größten Werth habe, er
hellet daher, weil man bey der Substitution der Zahlen 
für x findet,

C 5 v *
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11:1 = 1,000000
2i:a = 1/4’4213
31 3 = 1/442250 
41:4 = 1/414213.

Man setze daher xi=x = y, so wird ~ = xi.x(-L — —) 
dx xx xx

und, wenn man dieses = o macht, lx = 1, und x = e, 
dvr

vorausgesetzt, daß e = 2,718281828 sey. Da also

e=
xT:x . , d d y

(1 -- lx)------ist, so wird -— = —
xx dx^

x*:x
T(t—lx)d.X 3

xi*
XX

ji:x d d y
= — —p weil 1 — lx = o ist. Folglich ist eine 

negative Größe und xi:x ein Größtes, wenn x--e ge
nommen wird. Da nun e = 2,718281828, so hat man

1
e c =31 ’s

= 1,444667861009764.
Dieses Exempel laßt sich durch das vorhergehende 

auflösen, weil, wenn x*:x ein Größtes ist, auch der Loga- 
I X

rithme davon — ein Größtes seyn muß, und soll dies statt 

finden, so muß, wie wir gesehen haben, x = e seyn.

Drittes Exempel.

Einen Bogen x zu finden, dessen Sinus entweder ein 
Größtes oder ein kleinstes sey?

dy
Setzt man x = y, so wird — = cof. x und also co£x

83 0. Hierdurch bekommt man für x die Werthe: ±. ~
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ßn. x Da also

die gefundenen Werthe, fürx gesetzt, den Sinus von x ent
weder = f 1 oder — 1 geben, so sind jene Sinus Größte 
und diese Kleinste Werthe, wie bekannt ist.

Viertes Exempel..

Einen Bogen x zu finden, wobey das Rechteck zwischen 
x und ßiLx ein Größtes werde.

Daß es hier ein Größtes gebe erhellet daraus, weit 
das verlangte Rechteck sowohl bey x=© als bey x = i8o<> 

' dy
verschwindet. Es sey also y = x. fin. x; so ist ~~ = fin.x 

dx
■f x cos. x, und daher tang. x = — x. Es sey x =5 90° f u 
so wird tang.x = — cot. u, und also cot. u = 90 f u. 
Um diese Gleichung nach der oben erklärten Methode zu 

behandeln, setze man 2 — 90 f u —- cot. u, und dabey sey 
du

f der gesuchte Werth des Bogens. Da dz = du f -—-
tin.u3-

ift, so wird

dx (1 f lm.u2) r
6dufin.u2cosu2 — 12 du.fin.u4

(1 ck sin.ua)3 

also
dq  6fin.u4, cof.u3 — 2 fin.utf isßn.u^ .cos.u»
dz r

(1 t fin. u 3) 3
Hier-
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Hieraus ergiebt sich 5 = u — pz f jqzz — |rz3 f 
Man setze, nachdem man durch einige Versuche den näch
sten Werth von f entdeckt hat, u = 26°, 15', so wird 90 f 
u = ii69,i5z, und der Bogen, der zu der Cotangente u 
gehört, laßt sich auf folgende Act bestimmen.

Von lcot. u = 10,3070250 
Ziehe man ab 4,6855749

5,6214501
so ist cot.u = 418263,7"

oder cotu = n6°,n/,3Ty/
also z = Z',561'0" — 236,3"

Um den Werth von pz Zu finden nehme man
lsin.u = 9,6457058

Ifm. ss 9,2914116

I f sin. ua — 1,19561

1(1 t l!N.U2) =2 0,0775895

lp = 9,2138221
lz = 2,3734637

Ipz =3 1,5872858
Also pz =38,6221 Secunden 
oder pz = 38", 39'", 43""

abgezogen von u = 26°, 15'

so wird f = 26°, 14', 2 izz, 2ozzz, 17"" 
und der gesuchte Bogen X = 1160, I4Z,.2IZZ, 20zzz, 17ZZZZ, 

(in, u 3 cof. u 
doch muß noch das dritte Glied fgzz = 7-7-7-------^zz

(l ffin.u3)3 
hinzukommen.

Um
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Um dieses zu finden, muß man ein z in Theilen de- 
Halbmessers ausdrucken, auf folgende Art.

iz" = 2,3734637 
addirt 4/6855749

7/OZ9VZ86 v
fin. ui

etoict ‘iTsin.^1 = '-5S7«S8

8,6463244
addirt lfin. n = 9,6457058 

lcos. u s= 9,9527308

8,2447600
subtr. l(i f fin.u»)» = 0,1551790

ljqzz = 8,0895810 
Also Iqzz = 0,012291 

oder |qzz = 44///', i5zz/z/.
Setzt man nun dieses hinzu, so wird der gesuchte Bogen

X — 116°, I4Z, 21zz, 21ZZZ, Ozzzz
und wenn man größere Logarithmen braucht, so findet man

x ss 116°, I4Z, 21ZZ, 2OZZZ, 35zzz/, 47zzzzz.

Eilstes
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Bon den größten und kleinsten Werthen der dielför- 

migen Funktionen und der Funktionen mehrerer 

veränderlichen Größen.

§. 273;
§benn y eine vielförmige Funktion von X ist, und also 

für jeden Werth von x mehrere reelle Werthe bekommt: so 
stehen die bey der Veränderung von x entspringende meh
rere Werthe von y in einer solchen Verbindung unter ein
ander, das; sie mehrere Reihen successiver Werthe geben. 
Denn betrachtet man y als dieApplicate einer Curve, deren 
Abscisse durch x bezeichnet wird, so gehören zu einer und 
derselben Abscisse x so viele Schenkel einer und derselben 
Curve, als y reelle Werthe hat, und man muß daher die 
successiven Werthe von y, welche einerley Schenkel geben, 
als zu einander gehörig, und die, welche verschiedene Schen
kel bilden, als von einander getrennt betrachten. Man 
hat also in diesem, Falle so viele Reihen mit einander ver
bundener Werthe von y, als dasselbe bey jedem Werthe 
von x reelle Werthe bekommt, und in jeder dieser Rechen 
werden die Werthe von y, wenn man x größer werden 
laßt, entweder wachsen oder abnehmen, oder wenn sie eine 
Zeitlang gewachsen sind, wieder abnehmen und umgekehrt. 
Hieraus erhellet, daß es in jeder Reihe mit einander ver
bundener Werthe eben so größte oder kleinste Werthe giebt, 

als
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als dergleichen bey den einförmigen Funktionen statt 
fanden.

§- 274.

Zur Bestimmung dieser größten und kleinsten Werthe 
kann man sich eben der Methode bedienen, welche das vor- 
hergehendeCapitel für die Erfindung der größten und klein
sten Werthe der einförmigen Funktionen enthält. Denn 
da die Funktion yz wenn man x um das Jncrement * ver- 
größert, allemal in

y t
»dy , w^ddy-----  £----------
dx 2 dx»

Ä»5d3y
6dx3

f 2C.

übergeht,so muß, wenn ein größter oder ein kleinster Werth

statt finden soll, das Glied = o werden. Es zeigen 
dx

<]y
also die Wurzeln der Gleichung = o diejenigen Wer-'

the von x an, welchen in den Reihen der mit einander ver
bundenen Werthe von y größte oder kleinste Werthe zuge
hören. Auch bleibt nicht zweifelhaft, in was für einer 
Reihe der mit einander verbundenen Werthe der größte 
oder kleinste Werth statt finde. Denn da die Gleichung

dx
o beyde veränderliche Größen x und y enthalt, so

lassen sich die Werthe von x nicht anders bestimmen, als 
wenn vermittelst einer Gleichung., welche das Verhältniß 
zwischen y und x enthält, die veränderliche Größe y weg- 
geschaft wird. Ehe dieses aber geschiehet, gelängt man zu 
einer Gleichung, worin der Werth von y durch eine ra
tionale oder einförmige Funktion von x ausgedruckt wird. 
Hak man hieraus die Werthe von x gefunden, so giebt ein 
jeder einen zugehörigen Werth von y, und dieser ist in der

Reihk
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Reihe der mit einander verbundenen Werthe, zu welcher 
er gehört, entweder ein größter oder ein kleinster.

§♦ 275.

Ob diese Werthe größte oder kleinste Werthe von 7 
sind? läßt sich auf die vorhin beschriebene Art erforschen. 

Man sucht nemlich den Werth von in endlichen Grö-
. dxJ

ßew, und setzt darin nach und nach jeden der gefundenen 
Werthe von x und zugleich für y den Werth, der ihm für 
jeden Werth von x zukornmt. Hat man dieses gethan, so 

. , , ddy , .
untersucht man, ob — einen poutiven oder erneu nega- 

ax2
tiven Werth bekommt. Im ersten Fall hat man daran ein 
Kennzeichen eines kleinsten, so wie an dem andern ein 

ddy
Merkmal eines größten Werths. Verschwindet aber

d 5 y
so muß man die Formel zu Rathe ziehen. Verschwin- 

dx 3
dct diese nicht, so giebt es weder ein Größtes noch ein 
Kleinstes, verschwindet aber dieselbe ebenfalls, so muß man 

(]4y
zu der Formel fortgehen, und dabey eben so verfah

ren, als bey der Formel vorgeschrieben worden ist.

^4- y e
Wenn auch verschwände, so müßte man zu dem fünf- 

dx4
ten Difserenziale von y fortgehen; man mag aber fortge- 
Heu so weit man will, so muß man bev den Differenzialien 
der ungeraden Ordnungen eben so schließen, als bey der 

Formel gelehret worden ist. In diesen Fällen muß 
a x»

man
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Man nemlich in der Reihe der Formeln
dxV dx3 dx4 

re. so weit fortgehen, bis man zu einer gelangt, die nicht 
verschwindet. Gehört diese zu einer ungeraden Ordnung- 
so findet weder ein Größtes noch ein Kleinstes statt; gehört 
sie aber zu einer geraden Ordnung , so zeigt ihr positiver 
Werth ein Kleinstes- ihr negativer Werth aber ein Größ? 

tes am

§. 276.

Es werde die Funktion y aus x durch irgend eineGlest 
chung bestimmt. Differenziirt man diese Gleichung, so er# 
hält sie die Form PdxfQdy = o, und es wird demnach, 

dv _ P
wenn man — — 0 setzt, = o, folglich entweder P — v, 

dx Q
oder Q — cc. Die letzte Gleichung kann nicht statt finden, 
wenn das Verhältniß zwischen x und y durch eine ganze 
rationale Gleichung gegeben ist, weil entweder t oder y 
oder beyde unendlich groß werden müßten» Es bleibt also 
bloß die Gleichung P — o übrig, und die Wurzeln dieser 
Gleichung, oder die Werthe von x, welche sie bekommt, 
wenn mittelst der gegebenen Gleichung y weggeschafft ist, 
zeigen die Falle an, in welchen die Werthe von y entweder 
Größte oder Kleinste sind. Um aber zu bestimmen, ob ein 
Größtes oder ein Kleinstes statt finde? muß man die For- 

d 3. y
tuet -— untetguchen. Nun giebt die Differenzialglei- 

d x3
chung Pdx f Qdy — c, wenn man sie von neuem diffe- 
renziirr und dLbey dP = Rdx t Sdy, und dQ = Tdx t 
Vdy setzt, und dx als beständig betrachtet,

Rdx3 Sdxdy ch Tdxdy f Vdy^ f Qddy = O, 
Eul.Drff.R» Z.TH. od. 2.TH. a.Abch» D Da
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Da laber — = o ist, so wird, wenn man die Gleichung

... v Q d d y .. d d y
durch dx2 drvidirt, R ? —------= o, und also -—- =

dx» dx;

— —Man differenziire also in derDifferenzialgleichung 

Pdx 7 Qdy g o bloß die Große P, und betrachte y als 
beständig. Hierdurch erhält man Rdx. Dann suche man 

den Werth des Bruchs ™. - Ist dieser Werth positiv, so 

zeigt er ein Größtes, ist er negativ, ein Kleinstes an.

Es sey y eine Zweyformige Funktion vvn x,und durch 

die Gleichung y y f p y t <1 == ° gegeben, so daß p und q 
einförmige Funktionen von x bedeuten. Differenziirt man, 
so wird

2ydy t pdy f ydp f dq == O, und also 
Pdx ~ ydp f dq.

Setzt man also P — o, so wird ydp f dq = o, und

y = —' Es wird also y durch eine einförmige Funk- 
dp

rion von x ausgedruckt, so daß y für jeden gefundenen 

Werth von x auch nur einen .einzigen bestimmten Werth 
bekommt. Was die Wegschaffung von y betrifft, so ist die
selbe leicht. Denn wenn man in der Gleichung yy f py

f q = o anstatt y den Werth — setzt, so erhält man 
dp

dq3 — pdpdq f qdp» = o, und diese Gleichung durch 
6x2 dividirt, giebt bey der Auflösung alle zu Größten oder 
Kleinsten gehörige Werthe von x. Dies wird durch fob- 

gende Exempel, deutlicher werden.
'?<f Erstes



mm
— 2nxx 
j* nXx

• Von den größtem und kleinsten Werthen re. 51

Hieraus folgt

2nb 2t V*(rnmnbb f mmrt (mm — 4h)äa)
x =............................................... .......................... .....—2

n (mm — 411)

und
— m b T 2 V" (ti b b 7 h (mm — 4n)aa)

111 mn — 4ttn

y ---
li.m — 4D

Betrachtet man nun bloß x als veränderlich, so wird

D 2 dP

mmn — 411 n

oder
2nb ±. mV*(nbb f n(mm — 411)a a)

Erstes Exempel.

Es ist die Gleichung yy f mxy f aa f bx f nxx ---- p 
gegeben; man soll die größten und kleinsten Werthe 

von y stnden.

Durch die Differenziation bekommt man
2ydy f mxdy f tnydx f bdx f 2nxdx s= s 

und hieraus wird
p my f b t 2nx, und Q = 2y f mx,

Setzt man also P = o, so wird

 b — 2nx
m

und dieser Werth giebt, wenn man ihn in die gegebene 
Gleichung setzt,

4nn t 4nb . bb
------ XX T ------ X T ---- -

mm mm
— bx f aa = ©
7 bx

oder
Anbx f bb + mrriaa

XX = —------------- ----------—— *
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d P = 2 n d x, und folglich R = 2 n. Es ist aber Q =2 2 y 
t j. V*(nbb f n(mm — 4n)»a)
jmx= i--------------——---------------------, also

R __ _±__________ 2nn ______
Q V"(nbb f n (mm — 4n)aa)

und da der Zähler dieses Bruchs 2NN allemal positiv ist, 
so wird y ein Größtes,- wenn das obere, und ein Kleinstes, 
wenn das untere Zeichen gilt Man bemerke hierbey noch 

folgendes.

' 1, Wenn m = o ist, so folgt aus der Gleichung P=o 

sogleich x =—-, wo also nicht erst y weggeschafft zu wer- 
211

den braucht. Es gehört aber zu diesem Werthe ein dop

pelter Werth von y, weil y==±.^<(nbb — 4nnaa) 

ist, und davon ist der positive ein größter, und der negative 

ein kleinstem

4. Ist n = ö, so wird y = — —, unb x wächst ins 

Unendliche; aber y behält dabey immer denselben Werth, 
und es giebt folglich weder ein Größtes noch ein Kleinstes.

3. Ist mm =2 40, so wird 4nbx bb f mmaa = o>
odet

bb f mmaa
x = —-— —, und

2 b — m m x
— mmb 
b — 2nx



nnd
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Zweytes Exempel.

Es ist die Gleichung yy — xxy x — x$ =0 gegeben; 
man soll die größten oder kleinsten Werthe von y 

finden.

Durch die Differenziatron der Gleichung bekommt 
man

2ydy — xxdy — 2xydx f dx — gx^dx = o 
und Daraus wird

k — I — ZXX — 2xy, und Q S= 2y — XX.

Setzt man demnach P = oz so wird y s= -—und

folglich durch die Substitution dieses Werthes,
I 3 , Qxx x , 3

----  -i— — +   — — + -xJ f x — »3 n o 
4xx 2 4--------2*2

oder
I — 6xx 2x3 9x4^f2x^ =O.

Die eine Wurzel dieser Gleichung ist x — — 1, und dazu 
gehört y = i. Nimmt man aber y als beständig an, so 
wird

Es ist demnach dieser Werth von y, der zux--— 

gehört, entweder ein größter oder ein kleinster. Da aber 
um jenen Werth von y zu bekommen, in dem Ausdrucke 

m b ^7 bb f n (mm — 4n)aa)
m m — 4n

das untere Zeichen genommen werden muß, so ist dieser 
Werth von y ein kleinster.
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und dieser Ausdruck giebt für X — I und y = i ben 
Werth — 4. Es ist also y = 1 ein Größtes. Für x = 
— 1 aber gehört aus der Gleichung yy — y = o ein dop
pelter Werth zu y, wovon der eine =0, also weder ein Größ
tes noch ein Kleinstes ist. Dividirt man jene Gleichung 
des fünften Grades durch xch i, so ergiebt sich eine Glei
chung des vierten Grades, deren Wurzeln sich nicht abge
sondert angeben lassen.

Drittes Exempel.

Es ist die Gleichung yy f 2xxy ch 4.x — 3=0 gegeben^ 
man soll Die größren odec kleinsten werrhe von y 

finden.

Durch die Differenziation bekommt man die Glei

chung
2ydy 's 2xxdy ch 4xydx ch 4<$x = o.

Setzt man also = ö, so wird xy f 1 == 0, und daher 
dx

y =5 — —♦ Durch die Substitution dieses Werths aber 
x

erhält man aus der gegebenen Gleichung:

——2X ch 4X — 3 a o = 2x1 — 3XX f 1
XX

und die Wurzeln dieser Gleichung sind x =? 1; x= 
x = —5. Da nun

dy 4xy 4 _ 2xy — 2
dx 1=3 2y f 2xx y t xx .

ist, so wird
ddy 2y
------ ruL *— --------—
dx» y f X'S

Auf diese Art hat man
X
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X y
d d y
dx1

I —' 1 00

I — i 00

L 2 — für ein Größtes.
9

Da bey den gleichen Wurzeln = oo wird, so bleibt 

daraus in diesem Falle unbestimmt, ob ein Größtes oder 
ein Kleinstes statt finde. Weil aber zugleich yfxx = o 

, dy
wird, so ist in diesem Falle nicht einmal = o, weil m

dem Brucke ~ P = 0 und Q=o, und da
dx <2

also das Haupterforderniß fehlt, so findet iveder ein Größ
tes noch ein Kleinstes statt.

§♦ 278.

Es giebt aber bey den vielförmigen Funktionen noch 
eine andere Art der größten und kleinsten Werthe, welche 
sich nach der bisherigen Methode nicht finden lassen, deren 
Beschaffenheit aber aus der Natur der zweyförmigen Funk
tionen leicht entwickelt werden kann. Es sey nemkich y eine 
zweyförmige Funktion von x, so daß y für jeden Werth 
von x einen zwiefachen Werth bekomme, die entweder 
beyde reell oder beyde imaginär sind. Wir wollen anneh
men, daß die Werthe von y imaginär werden, wenn x > f, 
reell hingegen, wenn x < f, und einander gleich und g, 
wenn x f gesetzt wird. Da also die Funktion y keinen 
reellen Werth hat, wenn x t> f genommen wird: so muß, 
wenn bey x < f beyde Werthe von y entweder größer oder 
kleiner werden als g, der Werth y = g im ersten Falle ein 

D 4 Klein?
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Kleinstes im zweyten ein Größtes werden, weil er in jenem 
kleiner und in diesem größer ist, als beyde vorhergehende, 
Es läßt sich aber diese? Größte und Kleinste nach der bis- 

herigen Methode nicht finden, well hier nicht —=oroiri). 
dx

Es sind aber auch diese größten und kleinsten Werthe von 
einer ganz andern Art, wie bey her Vergleichung hald in 
die Augen fallt.

g in g

«dp . «2ddp
f —-—- —> rc. und 

dx 2 dx2
*dq «2ddq

- — f* " :e. 
dx ^dx2

Über, woher in diesem Falle
«dp «2ddp r «dq^«2ddq x

y-8-^tIdxT

wird Ist « so klein, daß die höhern Potestaten desselben
gegen « verschwinden, so wird

§. 279,

Es findet aber das Erwähnte statt ( wenn man ein?
Gleichung von der Form

Y=P t_ (f-x)/Xf-x)q

hat, wobey p und q Funktionen yon x sind, welche sich 
durch,- —X nicht theilen lassen, und q einen positiven 
Werth bekommt, wenn x = f oder um etwas weniges 
kleiner yder größer ist. Es sey p ~ g, wenn man x = f 

z setzt: so ist klar, daß in dem Falle x = f beyde Werthtz 
von y in den einen g zusammenfiießen; nimmt man aber 
x > f, so werden beyde Werthe imaginär. Nimmt man. 
daher x um etwas weniges kleiner als f, oder x = f — «, 
so geht die Funktion

P in g-
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und diese beyden Werthe von y sind kleiner als g, wenn

~ positiv, und größer, wenn — negativ ist. Es ist da- 
dx " dx 
her der doppelte Werth y = g in jenem Falle ein größter 
und in diesem ein kleinster.

§. 280.

#■ Diese größten und kleinsten Werthe rühren also daher, 
weil, wenn man x.= f setzt, beyde Werthe von y einander 
gleich, hingegen bey der Annahme x > k imaginär, und 
bey x < k reell werden, und weil außerdem, wenn man, 
x — f — setzt, das zweyte irrationale Glied höhere Po
testaten von * giebt, als das rationale. Dies findet 
statt, wenn

y = p^(f-x)nV*(f-x)q 
wofern nur n eine ganze Zahl und > o ist. Da aber nicht 
bloß die Quadratwurzel, sondern überhaupt jede gerade 
Wurzel beyde Zeichen züläßt, so ist solches auch, wenn 

an t i
y == p * (f-T- X) q

wofern nur2ns 1 > 2m, und hieraus fließt
(y — p)2m == (f — x)2n+ Jq2m,

oder
(y — p)2in = (f —

So oft daher eine Funktion y durch eine solche Gleichung 
ausgedruckt wird, und an f 1 > 2m ist, so ist auch, wenn 
Man x = f fe^t, der Werth von y ein größter oder ein 

dp ,
flemster, und z^war das erste, wenn bey x c= f, ~ ernepo-

D 5 sitive.
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sitive, irnd das letzte, wenn -- eine negative Größe wird, 
cx

Ist qher in diesem Falle ~ = o, so wird 
dx

« 2 d d p
_________  +■
2 dxx

2n + X

ti p

Wenn also nicht > 2 ist, so findet auch kein groß- 

ter oder kleinster Werth statt; ist aber 2-__t-£ > 2, so ist 
2n

y == g ein Größtes, wenn einen negativen, und ein 

d d p
Kleinstes, wenn --— clnm positiven Werth hat. Auf diese

d X3

Art hat man auch ferner zu urtheilen, wenn —L ver- 
6x2 

schwindet.

§. 28L.
Wenn also y eine Funktion von x von der beschriebe

nen Art ist, so kann es sich ereignen, daß es außer den 
größten und kleinsten Werthen, welche sich nach der vor
hergehenden Methode finden lassen, auch Größte und 
Kleinste dieser andern Art hat. Wie man diese letztern 
nach den ehen erklärten Regeln finden könne, mögen fol
gende Beyspiele erläutern.

Erstes Exempel.
Die größten und kleinsten werthe der Funktion y zu be

stimmen, welche durch die Gleichung yy — 2xy — 
2xx — if3xi*x3 = ogegeben ist.

Um die größten und kleinsten Werthe der ersten Art 

zu finden differcnziire man. Hiedurch wird
2 y dy
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2ydy — 2xdy — 2ydx — 47.dx t Zdx f gxxdx c= o.

und, wenn man — — o fttzt,
dx

3 n , 3 y = — — 2x7 —xx. z 2 2
Bringt man diesen Werth in die erste Gleichung, so der 

kommt man

9x4 — 32x3 ^42 xx — 24X f 5 = O

und diese Gleichung läßt sich in folgende auflösen,

9XX — 14X 75 = 0, und XX --- 2X f I = O.

Die letzte giebt zweymak x= 1, wobey y — 1 wird, daher 
in diesem Falle der Nenner in dem Bruche

dy _ 2y t 3 — 4x — 3 x x 
dx 2y — 2 x

verschwindet, und also weder ein Größtes noch ein Klein
stes der ersten Art statt findet. Die erste Gleichung

9xx — 14x f 5 = 0

giebt x = 1 und x = und von diesen Werthen hat der

erste eben die Unbequemlichkeit als die,,vorhergehenden. 
5

Setzt man aber x = —, so wird

ddy _ 4 — 6x __ — 3x f g 
dx» 2y — 2X y — x

indem dy E55 o und der Zahler 0. Es ist also ™ =-j
dx» 8
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und so giebt der Werth x = - ein Kleinstes der ersten Art.

Da ferner (y — x)2 = (i — x)r, so wird
y = x ±_ (i — x) <(i — x)

und man erhält also auch, wenn man x = i setzt, ein 
Größtes der zweyten Art. Denn setzt man x = 1 — *, 
so wird

y “ I —• « «'s**
und beyde Werthe sind kleiner als i , weil « sehr klein an- 
gcgymmcn wird^

Zweytes Exempel.
Die größten und kleinsten Werthe der Funktion 

y c=3 2x -r XX f (i — x)2■/*(_"i — x) 

ZU finden.

Füt die größten und kleinsten Werthe der ersten Art 
yifferenziire man die Gleichung, wodurch man

2X ~ |(l — xX(l — x)

erhalt. Setzt man diesen Werth =o, so findet man einmal 

x -^i;und da = — 2 ±_ —V"(i — x), so ist y in
dxs 4

diesem Falle ein Größtes der ersten Art und =1. Dividirt
dy

pan aber hre Gleichung ™ = o durch 1 — x, so wird

4 <sV"(i — x) = o, oder 16 = 25 — 25 x 
und hieraus

Wenn daher das obere Zeichen gilt, so wird y = 2869
3125

ein
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ein Kleinstes; nimmt man aber das untere Zeichen- so 

könnte y =------ 'zwar, ein Größtes scheinen, allein man
3125 

darf bloß das obere Zeichen brauchen- da 4 5V~(i —x)

nicht — o seyn kann, wofern nicht V(i x) = f ™ ist. 

Von der ersten Art findet man also ein Größtes bey x=i> 

und ein Kleinstes bey x = bey jenem ist y = 1, und 

2869
bey diesem =s ——. Von der andern Art aber erhält

3125
man ebenfalls ein Größtes, wenn man x = i nimmt* 
Denn setzt man x = t — so wird 

y I —- um JL «- V*a»
in beyden Fällen kleiner als 1. In diesem Falle, wo bey 
x = 1 t»ie beyden Größten der ersten und zweyten Art Über
einkommen- hat man gewissermaßen ein vermischtes Größtes.

§. 232.

Aus diesen Beyspielen erhellet nicht nur die Natur 
dieser größten und kleinsten Werthe der andern Art- son-' 
dern es lasten sich darnach auch nach Wrllkühr dergleichen 
Funktionen zusammen setzen, welche Größte oder Kleinste 
dieser zweyten Art enthalten. Wie man aber bey jeder 
gegebenen Funktion erforschen könne, ob sie Größte oder 
Kleinste der andern Art habe oder nicht, solches soll in 
dem folgenden Abschnitte gelehret werden- weil dadurch 
die Natur der Curven sehr erläutert wird. Uebrigens ctv 
kennt man leicht, daß wenn y eine Funktion von x ist, wel
che ein Größtes oder ein Kleinstes der andern Art zulößt- 
üuch x eine solche Funktion von y sey. Denn da aus der 
Gleichung (y — x> = (1 x)r, wenn man x =t 1 setzt, 

für 
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für y ein größter Werth von der andern Art sich ergiebt; 
so giebt, wenn man die veränderlichen Größen y und x 
verwechselt, die Gl-eichung (x — y)» --- (i — y)3 auch 
eine solche Funktion von x, welche ein Größtes der andern 
Art hat. Denn setzt man x = i, so wird (t —y)a = 
(i — y)3, und daraus zweymal y=i, und einmal y=o. 
Setzt man aber x = i f », sowirdsi'f«—y)^ =(i—y)3> 
und daher,wenn man y — if <p setzt, (<?—= (—<?)$ 
--- — ip3 und also <p negativ. Nun sey y — i — <p, so 
wird (w f <p)2 — -3, und da, wenn man <p sehr klein an- 
nimmt, <p'3 gegen <p» nicht in BetkachtUng kommt, so muß 
nothwendig « negativ seyn, und es entsprechen Daher dem 
Werthe x=nf« gar keine reelle Werthe von y. Setzt 
man aber x — i — « und y — i — <z>, so wird, wegen 

t= 4 = * ±_ «V*», und also y — * ±_ »V**-> 
daher beyde Werthe von y, welche zu x = i — « gehö
ren, kleiner sind als y = i, welche zu x — i gehört, und 
folglich ein größter Werth von y ist.

§. 28Z.
Bis hieher haben wir bloß zweyförmige Funktionen 

betrachtet, deren Größte oder Kleinste nicht schwer zu un
tersuchen sind, weil beyde Werthe durch die Auflösung 
einer quadratischen Gleichung gefunden werden können. 
Wenn indeß die Funktion y durch eine höhere Gleichung 
ausgedruckt wird, so fassen sich die Größten und Kleinsten 
der ersten Art nach der erklärten Methode mit gleichem Er
folge finden, und was die der zweyten Art betrifft, so bleibt 
die Untersuchung derselben dem folgenden Abschnitte Vor
behalten. Wie die drey- und vielförnngen Funktionen be
handelt werden müssen, wollen wir nun an einigen Bey

spielen zeigen.

* ' , Erstes
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Erstes Exempel.
Aie Funktion y, Deren größte Oder kleinste Werthe 

lange werden, soll durch Sie Gleichung 
y3 f x3 — g axy 

gegeben seyn.

Durch die Differenziation erhält man aus dieser Glei

chung
3yedy f gx^dx e= gaxdy f Zaydx,

und also
dy ay — xX
dx y y — ax*

Es wird daher ein Größtes oder ein Kleinstes geben, wenn 

ay = xx, oder y = ist- und dieser Werth giebt, wenn 

man ihn in der Gleichung substiturrt,
jtr
— xJ = 3x3, oder X<> = 2a3x3 
a3

Es ist also dreymal x = o, und in diesem Falle wird der 

Nenner yy — ax ±= o, weil y = = o ist. Ob also

in diesem Falle ein Größtes oder ein Kleinstes statt finde? 
erhellet, wenn man x einen von o so wenig als möglich 
verschiedenen Werth beylegt. Es sey also x—»> und y — 
so wird, wegen <?3 *w *3 = za«ch, entweder «, oder 
<p — ^m ersten Falle wird a3»/« — 3 
also « = <33, und daher y = ±. V"Za«, wenn man 
setzt. Wenn daher auch gleich « nicht negativ genommen 
weichen darf, so ist doch der eine von den beyden Werthen 
von y größer als o und der andere kleiner, und es ist daher 
y = o weder ein Größtes noch ein Kleinstes. Wenn aber 
4 = (3«i genommen wird, so hat man «r — 3a,3, und 

also 
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also ß = und <? = ~. Man mag daher in diesem 

Falle x entweder f ** oder == ■— * nehmen- in beyden Fal
ten ist y = (? größer als o, und folglich y = o in diesem 
Falle ein Kleinstes. Noch ist der dritte Fall aus der Glei-

. 3 3
chung xJ = 2a3 übrig, welcher x = aV"2, und y = aV*4 
giebt. Um zu bestimmen, ob derselbe ein Größtes oder ein 
Kleinstes gebe? differenziire man die Gleichung

' dy  a y — x x
dx yy >— ax

Von neuem, wo man wegen dy = o und ay — xx = o> 
ddy  -—■ 2 x 
dxa yy — ax

erhalt. Der Werth davon ist im gegenwärtigen Falle 

2 aaV* 2 — aaV* 2
daß y ein Größtes sey.

und derselbe zeigt an,

Zweytes Exempel»
Es ist Die Funktion y durch die Gleichung 

y4 f x4 -p ay3 axS = b5x f b3y 
gegeben; man soll ihre größten oder kleinsten Werthe 

finden»

Da die Disterenziation die Gleichung 

4y3dy f gayydy ~ b3dy = b 3 dx — gaxxdx — 4x3cbt 
giebt, so ist

dy  b3 — zSXX — 4x3 
dx 4y3 f 3&yy — b3

And für O, b3 =5 3axx t 4x3» Es kommt also
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alles darauf zurück., daß die größten und kleinsten Werthe 
der einförmigen Funktion Hz a^3 — x» ausgesucht wer
den, indem diese zugleich die größten und kleinsten Werthe 
der Funktion y sind» Es sey a = 2 und b = 3, oder die 

Gleichung
y4 f x4 f 2/Z -j- 2a3 = 27X f 27? 

gegeben; so ist
dv 27 — 6 xx — 4x8— -— --------"— und
dx 4y-» t 6yy — 27

4X3 7 6xx — 27 =5 o» ■ 
Dividirt man diese Gleichung durch 2x — 3 =s o, so be- 
kömmt man -

2xx°f'6xck9^-o 
und da die Wurzeln dieser letzten Gleichung imaginär sind, 
so wird

x = 7, und y4 f 2y3 — ä7y — M 

und die Wurzeln dieser Gleichung sind entweder Größte 

oder Kleinste. Da aber ~ ~~ 4*3, s» jst
dx 4y3 f 6yy — 27

ddy —- I2x — 12xx---- 1 ■ - n. .--1 , 1. 
dx3 4y3 f 6yy — 27 

und, dieser Werth zeigt ein Kleinstes an, wenn er bey 

x — ~ positiv, ein Größtes aber, wenn er dabey nega

tiv wird»

Drittes Exempel»
Die größten und kleinsten Werthe von y zu bestimmen, 

wenn
ym f axh = byPx9 ist.

Durch die Differenziation erhält man

Eul. Diff. Z.TH. od. 2.TH. 2.Abch. E dy
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dy qbyPx*i- i—nax0-1 

dx m ym ~ 1 •— p byP - Ix<l

und setzt man dieses = o, so wird einmal x = o, wenn 
n und q größer als i sind, und dann auch y = o. Ob es 
in diesem Falle ein Größtes oder ein Kleinstes gebe, wird 
man finden, wenn man die nächsten Werthe untersucht, 
indem auch der Nenner — o ist, und bey dieser Untersu
chung kommt es vorzüglich auf die Exponenten an. Aus- 

■n. dy
serdem giebt aber die Gleichung — = o,

yP = —

und substituirt man diesen Werth in der gegebenen Glei

chung, und setzt dabey so wird
qb

m mn — tnq ,
*77 ------7------ na

„ P x P d* axn = —xn
6 q

oder

X «a : (m“ ™q* nP) : gm;(mn-mq-np)
woraus sich 

ergiebt, und zugleich wird dadurch auch y bekannt. Dann 
muß man untersuchen, ob das zweyte Dtfferenzial

ddy  q(q — l)byPxl-- — n (n —

dxa mym~i -—pbyP"Ix(i

einen positiven oder einen negativen Werth bekommt. Im 
ersten Falle hat man ein Kleinstes, im andern ein Größtes.

Viertes
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Viertes Exempel.
&>te größten und kleinsten Werthe von y Zu bestimmen, 

wenn 
y4 t = 4x7 — 2 

ist.

Durch die Differenziation erhält man, 
dy y •—* x 3 
dx y 3 — x 
und hieraus 

y = X*.
Folglich ist

xia = gx4 .— 2, oder x1^ ~ 3x4 f 2 = o

und diese Gleichung laßt sich in
x4 — 1=0, UNd X8 -j- x4 — 2 = 0

und die letztere in

x4 — i = Ö und x4 2 = O
auflösen. Es ist demnach zweymal x = 1 oder x = — 1, 
und in beyden Fallen verschwindet auch der Nenner des 

dy
Bruchs —. Um also zu erforschen, vb in diesen Fallen 

ein Größtes oder ein Kleinstes statt habe, setze man x = 
r — « und y = i — -: so ist

i — 4<p f 1 — 4«> =4 — 4« — 4<p — 2 
6<p2'1f 6@2 4«!?

*— 44>3 — 4«3
f v t «4

und also
46>ef> ~ 642 6— 4^3 — 4*3 "p <p4 »4j

und, da * und <? sehr klein seyn sollen,

4«^ = 6<pa -ß 6
E2 . Es
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Es ist also der Werth von <? imaginär, man mag positiv 
oder negativ annehmen. Mit andern Worten, wenn y 
und x die Koordinaten einer Curve bedeuten, so hat die

selbe, wenn x = i und y = i, einen zu ihr gehörigen 
Punkt, (punctum conjugatnm). Es kann aber dltser 
Werth weder für einen größten noch für einen kleinsten 

gehalten werden, weil die vorhergehenden -und nachfolgen
den Werthe, mit welchen er verglichen werden muß, ima
ginär sind.

§. 284.

Wenn die Gleichung, wodurch das Verhältniß zwi
schen x Änd y ausgedruckt wird, so beschaffen ist, daß eine 
Funktion von y einer Funktion von x, oder Y ±= x wird? 
so muß man, um die größten und kleinsten Werthe dersel
ben zu finden, dX = o setzen, und es wird demnach y in 
eben den Fällen ein Größtes oder ein Kleinstes, in welchen 
X ein solches wird. Auf ähnliche Art wird x, wenn man 
x als eine Funktion von y betrachtet, ein Größtes oder ein 

Kleinstes, wenn dY = o, oder wenn Y ein Größtes oder 
ein Kleinstes ist. Es folgt indeß hieraus nicht, daß x und 
y Zugleich Größte oder Kleinste werden. Denn ist 2a y — 
yy = abx — xx, so ist y ein Größtes oder ein Kleinstes, 
wenn x = b, und dabey wird y = a ± V"(aa — bb). 
Hingegen wird x ein Größtes oder ein Kleinstes, wenn y = a, 
und dabey ist x — b i. V"(bb—-aa). Es wirb also y kein 
Größtes oder Kleinstes, wenn x — b ±. <(b b — aa) ist, 
und doch ist in diesem Falle x ein Größtes oder Kleinstes. 
Uebrigens hat in diesem Falle, wenn y größte oder kleinste 
Werthe zukommen, x dergleichen nicht, denn y kann kein 
Größtes oder ein Kleinstes werden, wofern nicht a > b ist; 
aber in diesem Falle wird das Größte oder Kleinste von x 
imaginär. §• 285-



Von den größten und kleinsten Werthen rc. 69
§. 285-

Es kann sich aber ferner auch ereignen, daß nicht alle 
Wurzeln der Gleichung dx = o größte oder kleinste Wer
the von y geben. Denn wenn jene Gleichung zwey gleiche 
Wurzeln hat, so findet weder ein Größtes noch einKiein- 
ftes statt, und eben dieses geschieht, wenn es irgend eine 
gerade Anzahl gleicher Wurzeln giebt. Ware z. B. die 

Gleichung
b(y — a)» (x — b)3 ch c3 

gegeben, wo man durch die Differenziation
2 b dy (y —• a) = 3 dx(x — b)s 

bekornmen würde: so hatte die Funktion y weder ein 
Größtes noch ein Kleinstes, wenn man x = b nähme, weil 
hier zwey gleiche Wurzeln vorkommen. Wenn hingegen 
x als eine Funktion von y betrachtet wird, so wird dasselbe 
ein Größtes oder ein Kleinstes, wenn man y =3 a setzt, und 
zwar ist x = b — c ein Kleinstes. Da endlich in den Glei
chungen von der Form Y = X Me veränderlichen Größen x 
und y nicht mit einander vermischt werden, so sind alle 
reelle Werthe von y, welche man durch die Werthe von x 
aus der Gleichung dx — o erhalt. Größte oder Kleinste. 
Sind in einer Gleichung die beyden veränderlichen Größen 
unter einander vermischt, so findet dieses nicht statt.

§. 286.

Was außerdem noch von der Natur der größten und 
kleinsten Werthe zu sagen ist, behalten wir dem folgenden 
Abschnitte vor, weil solches mittelst Figuren leichter dar
gestellt und erklärt werden kann. Jetzt gehen wir fort zu 
den Funktionen mehrerer veränderlichen Größen, und zur 
Erforschung der Werthe, welche den darin vorkommend?:? 
veränderlichen Größen beygelegt werden müssen, du. .

E z die 



70 Dritter Theil. Eilftes Capitel.
die Funktion einen größten oder kleinsten Werth bekom
me. Zuvörderst fallt dabey in die Aug ;i, daß die Funk
tion von der Form XfY, wenn X eine Funktion bloß 
von x, und Y eine Funktion bloß von y bedeutet, ein Größ
tes oder ein Kleinstes seyn werde, wenn sowohl X als Y 
ein Größtes oder ein Kleinstes ist. Um also den größten 
Werth von X Y zu finden, muß man die Werthe von x 
suchen, wobey X ein Größtes wird, und dayn ferner die 
Werthe von y finden, wobey y ein Größtes ist. Hat man 
diese gefunden, so geben beyde, in die Funktion xf Y ge
bracht, den größten Werth: und ein ähnlicher Weg muß 
für den kleinsten Werth von X f Y genommen werden. 
Man muß sich daher hüten, zwey Werthe von entgegen
gesetzter Beschaffenheit mit einander zu verbinden, so daß 
der eine für X ein Größtes und für Y ein Kleinstes gebe. 
In diesem Falle würde die Funktion X f Y weder ein 
Größtes noch ein Kleinstes seyn, Hingegen wird die Funk
tion X — Y ein Größtes, wenn X ein Größtes und Y ein 
Kleinstes ist, und ein Kleinstes, wenn X ein Kleinstes und 
Y ein Größtes ist, Wenn man aber von benden Funktio
nen X und Y zugleich das Größte oder Kleinste nehmen 
wollte, so würde ihr Unterschied X — y weder ein Größ
tes noch ein Kleinstes seyn. Alles dieses ist aus dem, was 
vorhin über die Natur der größten und kleinsten Werthe 
gesagt worden ist, leicht einzusehen.

§. 287,

Wenn also die größten oder kleinsten Werthe einer 
Funktion zweyer veränderlichen Größen gefunden werden 
sollen, so ist weit mehr Vorsicht nöthig, als wenn in eben 
der Absicht eine Funktion einer einzigen veränderlichen 
Größe gegeben ist. Denn man muß dabey nicht bloß die 

. Falle
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Fälle sorgfältig bestimmen, in welchen ein Größtes oder 
Kleinstes hervorgebracht wird, sondern außerdem aus diesen 
je zwey auf die Art mit einander verbinden, daß die ge
gebene Funktion ein Größtes oder Kleinstes werde. Wir 
wollen dieses durch einige Exempel erläutern.

Erstes Exempel.
Es ist Die Funktion Zweyer veränderlichen Größen 

y4 — 8y3 f 18 y2 ~ 8y t x3 —■ 3XX — 3X 
gegeben; man soll die werthe von x und y finden/ 

wobey die Funktion ein Größtes oder kleinstes 
wird. /

Da sich dieser Ausdruck in zwey Theile Y t X theilen 
läßt, wovon jener eine Funktion von y, und dieser eine 
Funktion von x ist: so suche man die Falle auf, wo jede 
dieser Funktionen ein Größtes oder ein Kleinstes wird. 

Da also
Y = y4 — 8y3 t i8y2 — 8y

so wird

— = 4y3 — 24y2 t 367 — 8 
dy

und setzt man diesen Ausdruck = o, so wird, nachdem man 
durch 4 getheilt hat,

yz — 6y- f 9y — 2 = o
und die Wurzeln dieser Gleichung sind

y = 2 UNd y = 2 ±_ V*3«

Da also
d d Y

4dy2
= 3yy — 127 t 9 ist, so gieht y -- 2 ein

Größtes. Was die übrigen beyden Wurzeln y = 2 3
betrifft, welche aus der Gleichung yy -r- 4y 11 = o eilte

E4 sprin-
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springen: so wird = yy- 4y.t 3 = 2, und es
geben daher beyde ein Kleinstes. Man hat also

8 ein Größtes
y = 2 — <3
y = 2 f V"3

ein Kleinstes.

Da ferner x----xr—zxx — zxist, so wird 

und daraus ergiebt sich die Gleichung
xx = 2x f i, und also x = i 51 V*2.

Nun ist = x — i = * <2. Folglich giebt die

Wurzel x i f V*2 em Kleinstes, nemlich X = — 5
— 4V*2, unt> x = 1 — <2 ein Größtes, nemlich X ---
— 5 t 4V2. Es ist demnach die Formel

X Y = y4- —• 8y3 f i8yy — 8y t x$ —. Zxx —7 Zx 
ein Größtes, wenn man y es 2 und x = 1 — vr2 
und wird dabey = 3 f 4V"2. Eben diese Formel wird,
ein Kleinstes, wenn man y = 2 — <3 oder y = 2 t <3 
imi)x=if V2 nimmt, und in diesem Falle---—6--4V2.

Zwe ytes Exempel.
Es ist die SunFtion zweyer veränderlichen Größen 

y4 — 8yr -f- 18y2 — gy — x$ f zxx f Zx 
gegeben; man soll Die Falle bestimmen, worin sie ein 

Größtes oder Kleinstes wird.

Braucht man Y und X wie vorhin, so ist
Y = y4 — 8y3 t 18y2 — 8y, und
X = x3 — 3 XX --- zx

und daher die gegebene Funktion = Y — X. Aus der 
' vorher-
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vorhergehenden Entwickelung erhellet ferner, daß Y — X 
einen größten Werth hat, wenn man y = 2. und x = 1 
f V*2, und ein Kleinstes wird, wenn man y = 2 ±. <3 
und x== 1 —V"2 setzt. In jenem Falle wird sie = 13 
14V*2 und in diesem = 4 — 4V2. Uebrigens erkennt 
man bey beyden Exempeln leicht, daß die gefundenen Wer
the in Vergleichung mit allen übrigen möglichen weder 
größte noch kleinste Werthe genennt werden können Denn 
setzte man in beyden y = 100 und x = o, so beküme man 
offenbar einen größern Werth als wir vorhin gefunden 
haben, und auf ähnliche Art würde sich ein kleinerer er
geben, wenn man y = o und x --- — 100 an nähme. Man 
muß daher die obige Bestimmung der größten und kleinsten 
Werthe nicht vergessen, und unter einem größten Werthe 
allemal den verstehen, der größer ist, als die nächsten vor 
ihm vorhergehenden und auf ihn folgenden; so wie unter 
einem kleinsten denjenigen, der kleiner als die zunächst vor 
ihm vorhergehenden und auf ihn folgenden ist. So ist 

z. B. der Werth von y — x, welchen man findet, wenn 
man y = 2 und x = 1 -j* <2 setzt, größer als diejenigen, 
welche man bey y = 2 ±1« und x = 1 f f 2 ± erhält, 
wenn * und <? hinlänglich kleine Größen bedeuten.

288.

Nach diesen Beyspielen wird es leicht seyn, die Unter
suchung ins Allgemeine zu führen. Es bedeute also u 
irgend eine Funktion zweyer veränderlichen Größen x und 
y, wofür die Werthe von x und y gesucht werden sol
len , wobey u ein Größtes oder ein Kleinstes wird. Da 
in dieser Absicht jeder der veränderlichen Größen x und y 
ein bestimmter Werth bcygXegt werden muß: so nehme 
man an, daß der y rh, welchen y haben rm s, wenn u

E 5 ein
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ein Größtes oder ein Kleinstes werden soll, schon gefunden 
sey. In diesem Falle braucht nur noch der zugehörige 
Werth von x gesucht zu werden, und dies gescbieht, wenn 
man die Funktion u so differenziirt, als ob bloß x verän
derlich wäre, und das Differenzial ™ o setzt. Auf ähn
liche Art findet man den erforderlichen WeNH von y, wenn 
man den Werth von x als bereits gefunden betrachtet, die 
Funktion U so differenziirt, als ob bloß y veränderlich 
wäre, und das Differenzial = o setzt. Ist daher das Dif
ferenzial

, dU — Pdx f Qdy 
so muß P = o und Q " o seyn, und aus diesen beyden 
Gleichungen lassen sich dann die gesuchten Werthe von x 
und y finden.

§. 289-

Da man auf diese Art die Werthe von x und y, wo
bey die Funktion u ein Größtes oder Kleinstes wird, ohne 
Unterschied findet: so müssen nun noch die Falle, in wel
chen ein größter oder ein kleinster Werth entsteht, von 
einander unterschieden werden. Soll nemlich die Funktion 
u ein Größtes werden, so müssen beyde veränderliche Grö
ßen die dazu erforderlichen Werthe haben; denn wenn der 
Werth der efnen ein Größtes, und. der Werth der andern 
ein Kleinstes gebe: so würde die Funktion selbst weder ein 
Größtes noch, ein Kleinstes werden. Hat man demnach 
aus den Gleichungen P = o und Q = o die Werthe von 
x und y gefunden, so muß man untersuchen, ob beyde einen 
größten oder kleinsten Werth hervorbringen, und alsdann 
erst beyde mit einander verbinden. Ist dies geschehen, 
so läßt sich mit Sicherheit behaupten, aber auch so nur, 
daß der Werth der Funktion ein größter oder ein kleinster 

sey-
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sey. Eben das gilt vorn Kleinsten; es kann die Funktion 
u kein Kleinstes werden, wenn nicht zugleich, beyde Werthe 
von x und y ein Kleinstes geben. Es ereignet sich indeß 
bisweilen auch, daß die Werthe beyder- veränderlichen 
Größen aus den Gleichungen P o und Q — o weder 
ein Größtes noch ein Kleinstes geben; und diese Falle .müs
sen ebenfalls sogleich als untauglich verworfen werden.

§♦ 290.
Ob aber die Werthe von x und y ein Größtes oder ein 

Kleinstes geben, findet man, wenn man jeden besonders 
untersucht, auf ähnliche Art, als wenn nur eine verän
derliche Größe da wäre. Um nemlich x zu beurtheilen, 
betrachte man y als eine beständige Größe, und da als- 

dU K_
dann du = Pdx, oder — =; P ist, so differenzure man P 

dx
von neuem, ohne auch hier y als veränderlich zu betrach- 

ddU dP . . L
ten, um -— = --- zu erhalten« Nun untersuche man, 

ax2 dx

ob der Werth von ™, wenn man für X und y die zuvor 

gefundenen Werthe setzt, positiv oder negativ sey; im er
sten Falle hat man ein Kleinstes, im andern ein Größtes. 
Auf ähnliche Art ist, wenn x als eine beständige Größe 

angesehen wird, du = Qdy, oder — Q. Man dif- 

ferenziire also <2 von neuem, indem man bloß y als veränder

lich behandelt, und untersuche den Werth von ~ indem 
öy

man für x und y die aus-: den Gleichungerr P — o und

Q = 0 gefundenen Werthe setzt. Wird
dQ

d7
positiv, so ist
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dies ein Merkmal eines Kleinsten, wird es aber negativ, 
ein Zeichen eines Größten. Hieraus erhellet, daß kein

Größtes oder Kleinstes statt finde, wenn — und — durch 
dx d y

die für x und y gefundene Werthe Werthe von entgegengesetz
ter Beschaffenheit bekommen, daß aber einKleinstes erzeugt 

werde, wenn beyde Formeln — und positiv, und ein 
dx d y

Größtes, wenn beyde negativ werden.

§. 291.

dP dQ
Wenn aber eine von den Formeln — und -7- oder 

dx dy
auch beyde bey der Substitution der gefundenen Werthe 
von x und y verschwinden, so muß man zu den folgenden 

Differenzialien und fortgehen. Verschwinden 

diese nicht, so findet weder ein Größtes noch ein Kleinstes 

statt; verschwinden sie aber, so muß man nach den For

meln - und i-Q urtheilen, und zwar auf ähnliche Act, 
dx3 dy 3

als solches bey den Formeln und ^geschieht. Um in

deß deutlicher zu zeigen, in was für Fällen dieses geschieht, so 
dp

sey der für x gefundeneWerth—wobey, wenn — dadurch

= o wird, — nothwendig einen Faktor x — * haben 
dx

muß. Ist dieser Faktor nur ein einzelner und kommt kein 
anderer ihm gleicher darin vor, so ist dies ein Kennzeichen, 
haß weder ein Größtes noch einKleinstes statt finde. Eben 

dies
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dies geschieht, wenn ~ den Faktor (x — »)3, (x — »)$* 
dx

2C. hat. Ist bingegen (x — «.)» oder (x— «)4 2c. ein 
Faktor, so wird dadurch zwar ein Größtes oder Kleinstes 
angezeigt, allein man muß auch erst noch untersuchen, wie 

es sich mit y verhalte.

2Y2.

Die Art die höhern Differenzialien in diesen Fallen zu 
finden, laßt sich aber außerordentlich erleichtern. Denn neh
men wir, um die Sache ganz allgemein zu behandeln, an.

Faktor (*x f ßp, so daß — = («x f ß)2T sey: so ist- 
dx ,

d3 p
weil »x f = o, — = 2«e2T, und da 2«^ positiv ist.

dx$
so hat man bey der anzuftellenden Beurtheilung lediglich 
auf T zu sehen. Ist T positiv, so zeigt dies einen kleinsten-, 
ist es aber negativ, einen größten Werth an. Eben die
ses Erleichterungsmittel kann man brauchen, wenn nur 
eine einzige veränderliche Größe da ist, so daß man nie 
nöthig hat, zu den höhern Differenzialien aufzusteigen. 
Ja man hat nicht einmal nöthig, zu den zweyten Differen
zialien fortzugehem Denn wenn aus der Gleichung P~~ 'o 
ftd) »x /3 = o ergiebt, so muß P nothwendig den Faktor 
-°x -j- ß yabe. Auf diese Art wird P = («x f /3)T, und da

= «T f («x f wird, so hat man, indem *xf £

dP
±= o ist, ~ *t; und es zeigt daher der andere Fak
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tor T, je nachdem der Werth von «T positiv oder negativ - 
ist, ein Kleinstes oder ein Größtes an.

§. 29z.

Nach diesen Vorschriften kann es nicht schwer fallen, 
bey jeder gegebenen Funktion zweyer veränderlicher Grö
ßen die Fälle zu bestimmen, , wo dieselbe ein Größtes oder 
ein Kleinstes wird. Was außerdem noch anzumerken ist, 
wird sich am leichtesten bey der Entwickelung einzelner 
Falle beybringen lassen, daher wir die gegebenen Regeln 
durch einige Exempel erläutern wollen.

Erstes Exempel.
Ls ist Die Funktion zweyer veränderlichen Größen!

- ü = xx xy f yy 5— ax — by 
gegeben; man soll die Fälle bestimmen, worin sie 

ein Größtes oder ein kleinstes wird.

Da
dU — 2xdx f ydx f xdy — 2ydy — adx bdy 

ist: so wird aus der Vergleichung mit der allgemeines 
Form du = Pdx t Qdy,

P = 2xty — a, UNd Q = 2y f x — b. 
Hieraus ergeben sich die Gleichungen

2x f y -— a = o, und 2y f x — b = O 
üus denen man durch die Wegschaffung von y

x — b = 4x —' 2a, und also 
2a — b 2b -— a

x — ------ -----, und y = a — 2x = —-—

erhält. Da also = 2, und = 2 wird, so zeigen 
dx ay

beyde ein Kleinstes an. Wir schließen hieraus, daß die 

Formel
XX
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XX xy f yy — ax — bx

ein Kleinstes werde, wenn man
2b — a

3
nimmt, und es wird alsdann

zzx f 32b — Zbb

3

aa f ab — bb

3
und dieser Werth, als ein einziger- unter allen der kleinste» 
Es kann also nur auf eine Art

. - , aa *b ab — bb
xx f xy f yy — ax — by = —----- -- ------------- -

3 
werden, und da es nicht kleiner werden kann, so ist die 
Gleichung

eine unmögliche Gleichung.

Zweytes Exempel.
Die Fälle zu bestimmen, in welchen die Formel t 

Ü, = x3 ’s* y3 .— zaxy 
ein Größtes oder ein Rleinstes wird.

Da
dü" = 3x»dx f 3y3dy — Zaydx ■— 3axdy 

ist, so wird
P = 3xx — 3ay, und Q = gyy —- zax

und daher 
ay — xx und ax = yy.

Da also yy e= — = ax ist, so hat man x* — a^x = o> 
aa

und also entweder x = o oder x = a. Im ersten Falle ist 
dP , ddP

y — v, im andern — a. Da nun — = 6x, -— = 6,
dx dx3

und
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so entsteht !M ersten

Falle, wenn x --- o und y = o ist, weder ein Größtes noch 
ein Kleinstes. Im andern Falle aber, wenn x = a und
y — a ist entsteht ein Kleinstes, weil a positiv ist, und zwar 
wird u = — a’, welcher Werth indeß bloß kleiner ist, als 
die zunächst vorhergehenden und zunächst folgenden; denn 
es leidet keinen Zweifel, daß u einen weit kleinern Werth
bekommen könne, wenn beyde veränderliche Größen x und 
y negativ genommen werden.

Drittes Exempel.
Die größten und »kleinsten Werthe der Funktion r 

U = x3 f ayy — bxy f cx 
zu finden.

Da
dU = 3x3dx f 2 aydy bydx — bxdy f cdx 

ist, so wird
P ™. zxx — by f c und Q — 2ay — bx 

und wenn man beyde Werthe = o setzt,
bx

y — und folglich
2a
bbx , . 2bbx — 4ac

zxx  -----------• c = o, oder xx = —--------——
2a ' 12 a

also
bb ±1 V*(b4 — 4^ aae)

x =± ------------- ------- -—------------
12 a

Wofern also nicht b4 — 4gaac > o ist, so hat'weder ein 
Größtes noch ein Kleinstes statt. Es sey daher

b* — 48aac =? bbfT, also c =a ------ —
48*a

so
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X

so wird
bb jtbf

12 L
UNd y =

bb(b L. k)
24SL

Da ferner ™ --- 6xz und ~ — 2a ist, so wird ~ --- 
dx dy dx

■ ft8- \ Wofern also nicht 2a und einer#
2 2 a

ley Zeichen haben, so findet weder ein Größtes noch ein 
Kleinstes statt. Sind aber beyde entweder positiv oder 
negativ, welches statt finden wird, wenn das Produkt 
b*b ± f) positiv ist: so wird die Funktion U ein Kleinstes, 
wenn a positiv, und ein Größtes, wenn a negativ ist. Ist

^4
also £= o oder t = ------ , so wird? weil bb positiv ist,

48 aa 1
die Funktion U ein Kleinstes, wenn a eine positive Größe 

b b3 v r,
und X— — und y S± “7—ist; Ist hingegen a negativ, 

12a 24aa
so geben eben diese Substitutionen ein Größtes. Ist f b, 

so entsteht in beyden Fällen ein Größtes oder ein Kleinstes;
bfb + f)

ist aber f> b, so geben bloß x =-------------- und y =
12 a

ÜJLÜ2 ein Größtes ober ein Kleinstes, je nachdem a 
1 241a

negativ ober positiv ist. Es sey a = 1, b ---- z und f = 1, 
so baß

U = X3 t yy — Zxy f jx
werbe: so ist U ein Kleinstes, weil a positiv wirb, man 
mag x = 1 unb y = 1, ober x =• 1 unb y—Z setzen. Im 
ersten Falle wird u = |, im letzten --- r^. Wenn man 
aber für x negative Zahlen nimmt, so ist leicht einzusehen, 
daß man für u noch viel kleinere Werthe erhalten kann. 
Man muß daher u = £ in dem Verstände als ein Klein- 

Eul.Viff.R.Z.TH.od.2.TH.2.Adch. F stes 
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stes betrachten, daß damit gesagt werden soll, U werde 
einen größer» Werth bekommen, wenn man x = 2 * 
und y = 3 f <p setze, und « und <p kleine positive oder ne
gative Zahlen sind. Es darf aber « die Grenze — V nicht 
überschreiten; denn wenn * < — V/ f° kann U kleiner 

werden als L»

Viertes Exempel.
Die größten und kleinsten werthe der Funktion: 

U = x4 f y4 — axxy — axyy -x ccxx f ccyy 
zu stnDen.

Differenziirt man, so wird
p — 4x3 — 2axy — ayy f 2ccx, und
Q = 473 — axx — 2axy f 2ccy;

und setzt man diese Werthe = o und zieht sie von einander 
ab, so wirb

4,3 — 473 t axx — ayy f 2ccx — 2ccy es o. 
Da diese Gleichung durch x — y theilbar ist, so ist einmal 
x = y, und dann auch 4X3 — 3SXX f 2cex 1= o. Hier
aus fließt x = o, und 4xx 0 gax — 2cc, oder X = 
3a ±. ~/*C9aa — 32cc) ^itnmt man x ==o, so wird 

8
auch y = o, und wegen

dP s
— c= 12x — 2ay f 2cc, und 
dx
dQ ,
----  = I2yy — 2ax f 2cc 
dy

die Funktion u ein Kleinstes = o. Setzt man x s= y =
2 a .il V"CQaa — 22cc) . . .
- ---------- --------------- - ----- -, so wird, wenn 9aa > 320c,

wegen 4xx --- Zax — 200
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dp dQ ,ts — 12xx — 2ax t 2CC = 7ax — 4cc 
dx dy

21 aa — 32CC ±. 7a-^(yaa — Z2oe)

8
und da dieser Werth allemal positiv ist, weil Z20L < yaa, 
so wird u in diesem Falle ein Kleinstes und

Dividirt man aber die Gleichung
4x3 — 4y3 f axx — ayy f 2ccx — 2ccy = o 

durch x — y, so wird
4xx t 4xy f 4yy f ax f ay f 2cc = o. 

Aber aus der Gleichung P = o wird
, 4 20cx

yy = — 2xy + —x3 f--------
a a

und durch die Substitution dieses Werths wird 

l6x3 -j* 4axx f aax f 8ccx f 2acc 

4ax — ac
Nun giebt aber die Gleichung

a4x* f axx f2ccxv = — x ±1 —i-------- :--------  
a

und es wird demnach
i6x3 f 4axx f 4ccx f 2acc = 

(4x — a) V*(4ax3 aaxx f 2accx) 

oder nach Wegbringung der Irrationalität

— a4
t 48aaccx*

— 2a’cc
, , x
f i6ac4

Wenn diese Gleichung reelle Wurzeln hat, so zeigen die-

8 2 selben
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selben größte oder kleinste Werthe der Funktion u an, 

dP hq ,, , ,
tndem —• und —- Großen mit einerley Zeichen werden, 

dx dy

Fünftes Exempel.
Die größten und kleinsten werrhe das Ausdrucks: 

x4 f mxxyy f y4 f aaxx f naaxy f aayy = U 
zu finden.

Durch die Differenziation findet man
P = 4*5 «j» imxyy f 2aax f naay = q 
Q = 4y3 f 2mxxy f 2aay f naax = o.

Veyde Gleichungen zu einander addirt und von eirrandek 
subtrahirt, geben

(4XX 4xy 4yy — 2mxy f 2aa — naa)(x— y)= o
(4xx — 4xy t 4yy f 2mxy 7 2aa f naa)(x f y) = o 

so wie diese auf ähnliche Art nach der Division durch x —y 
und x f y behandelt

4xx f 4yy f 2aa = 0, und
4x7 — 2mxy-—naa = o.

Aus der letzten ergiebt sich
na ä

2(n — m)x 
die erste aber laßt keine reelle Werthe zu» Wir haben also 
drey Falle.

1. Wenn y 2= x, so ist
4x3 -j- 2mx3 -f* 2aax naax = o

woraus entweder x = o, oder 2(2 t m)xx t (2 f n)aa 
3= o wird. Es sey x = o, so ist auch y — o, und wegen

es 12xx + 2myy •]* 2aaz und
dx

dQ
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— = I2yy f amxx f 2a» 
dy

in diesem Falle U = o ein Kleinstes, indem der Coef- 
ficient aa positiv ist. Der andere Fall giebt xx = —.

welche GleichurH nicht reell seyn kann, wofern 
2(m f 2)
nicht —t - negativ ist. Es sey ^-v-2 = — akk, oder

m
n = — 2kkm — 4kk -*■. 2, so ist x ka und y = 

±1 ka; aber == I2kkaa f 2mkkaa f 2aa und

— = I2kkaa ’s 2mkkaa f 2aa. Da also und

—— einander gleich sind, so, ist U entweder ein Kleinstes 
dy
oder ein Größtes, je nachdem jeneGrößen positiv oder ne

gativ sind.

2. Wenn y = --tx, so ist 2(m f.2)x3. s= (n-*.2)aax, 
fn —— 2^ a a

also entweder x = o, oder xx = —-—-——. Die erste 
2(m 7 2)

Wurzel o führt auf das Vorhergehende; die letzte ist reell,

dP dQ
— = so kommt entweder ein Größtes oder ein 
dx dy
Kleinstes.

8 3 0.
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t= o. Diese Gleichung hat keine reelle Wurzel, wofern 
nicht aa eine negative Größe ist.

Sechstes Exentpel.
Die größten und kleinsten Werthe der Funktion:

V =5 X4 y4 — XX t xy — yy 
ZU finden.

Da hier P ---- 4»3 —- 2x f y = o, und
Q = 4y3 — 2y t X = o

so ist aus der ersten Gleichung y = 2x — 4X3, und dieser 
Werth giebt in die andere Gleichüng gebracht,

256x2 — 384x7 f 192 X 5 — 40x3 gx =3 O 
Eine Wurzel dieser Gleichung ist x = o, wodurch auch

y = o wird. Da in diesem Falle ~ = i2xx — 2, und

= 12yy — 2 wird, so wird U" ein Größtes = o.
d/

, Dividirt man aber die Gleichung durch x, so wird 
256x8 — 384x6 t 192x4 — 40x2 3 — O,

und diese Gleichung hat den Faktor 4xx — 1, weswegen 
4xx = i und x = Jx i und y = ±. i wird. Ferner wird 
dP dQ
■—=—-=31, und m beyden Fallen entspringt alsodx dy
ein Kleinstes = — f.

Dividirt man die Gleichung durch 4xx — 1, so be
kommt man

64x6 — gox4 f 28xx — 3 = 0
welche Gleichung zweymal 4xx — 1 = 0 enthält, so daß 
daher der vorhergehende Fall entsteht. Außerdem wird 

daraus
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+1 V~ 3 Tp V" 3

daraus 4xx — 3 = 0, und x = ' un^ Y = ♦

Es ist also auch = 7, und u wirb ein Klein

stes --- — f, wobey zugleich dieser Werth der kleinste un
ter allen ist, welche tr bekommen kann., so daß u = —f 
— Cc allemal unmöglich ist. Aus den Bisherigen läßt sich 
die Methode, die größten und kleinsten Werthe der Funk
tionen dreyer und mehrerer veränderlicher Größen zu be

stimmen, ableiten.



Zwölftes Capitel.
Von form Gebrauche der Differenzialien bey der 

Erforschung der reellen Wurzeln de? Glei
chungen,

§. 294,

5D:e Theorie der größten und kleinsten Werthe hat uns 

den Weg zur Erforschung der Beschaffenheit der Wurzeln 
der Gleichungen gebahnt, und setzt uns in den Stand zu 
bestimmen, ob diese Wurzeln reell oder imaginär sind. 
Es sey nemlich die allgemeine Gleichung

xn — Axn_I f Bxn~2. — Cxn~ 3 Dxn-4 — 2C.=0 
gegeben, und ihre Wurzeln p, q, r, s, t rc., so daß p die 
kleinste von allen und q, r, s, t rc, in dieser Ordnung im
mer größer, also q !> p, r > q, s > r, t > s 2c. sey. Wir 
wollen aber annehmen, daß alle Wurzeln dieser Gleichung 
reell sind, wo also der höchste Exponent n auch die An
zahl der Wurzeln p, q, r rc. ist, und zugleich aller Wurzeln 
als ungleich betrachten. Dies schließt indeß die gleichen 
Wurzeln nicht aus, weil sich diese als ungleiche mit un
endlich kleinen Unterschieden ansehen lassen,

§, 295,

Da der Ausdruck xn-^- Ax«-* f Bx”-a— rc. nur 
dann = o. ist, wenn für x einer von den Werthen p, q,r rc. 

gesetzt
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gesetzt wird, in allen übrigen Fällen hingegen nicht ver
schwindet: so sey überhaupt

xn — Ax“-I f Lxn-r — Cx"-3 f 2C. = z 
wo also z als eine Funktion von X angesehen werden kann. 
Nehmen wir nun an, daß für x nach und nach bestimmte 
Werthe gesetzt und dabey von dem kleinsten x = —;co 
angefangen und stufenweise fortgegangen werde: so ist 
offe nbar, daß z entweder einen positiven oder einen ne
gativen Werth bekommen, und nicht eher verschwinden 
wird, als bis x --- p geworden. Vermehrt man x über p, 
so werden die Werthe von z wieder positiv oder negativ 
werden, bis x --- q geworden, wo denn wieder z c= o ist. 
Es muß folglich z zwischen zweyen von seinen Werthen, 
die --- o sind, einen größten oder einen kleinsten Werth ge, 
Habt haben, und zwar einen größten, wenn die Werthe 
von z, indem x zwischen p und q fiel, positiv, und einen 
kleinsten, wenn diese Werthe wegativ sind. Auf ähnliche 
Art wird z einen größten oder kleinsten Werth erreichen, 
wenn x von q bis r vergrößert wird, und zwar einen größ
ten, wenn es vorhin einen kleinsten, hatte, und umgekehrt. 
Denn wir haben oben gesehen, daß die größten und klein
sten Werthe mit einander abwechseln..

§. 296,
Da also die Funktion z allemal durch einen zwischen 

zwey auf einander folgende Wurzeln von x fallenden Werth 
ein Größtes oder ein Kleinstes wird, so ist die Anzahl der 
größten oder kleinsten Werthe, welche der Funktion ? zu
kommen, um 1 kleiner als die Anzahl der Wurzeln, und 
Dabey wechseln diese größte und kleinste Werthe auf die 
Art mit einander ab, daß jene positiv und diese negativ 
sind. Hat umgekehrt die Funktion z einen größten oder 

F 5 wenig-



90 Dritter Theil. Zwölftes Capitel.
wenigstens einen positlven Werth, wenn x = f ist, und 
einen kleinsten oder wenigstens negativen Werth, wenn 
x =± g ist: so muß auch zwischen g und k eine Wurzel von 
x fallen, weil die Funktion z bey dem Ucvergange der 
Größe x von kzu g vom Positiven zum Negativen übergeht, 
und dabey nothwendig = o werden muß. Fehlt aber die 
Bedingung, daß die größten und kleinsten Werthe von z 
Wechselsweise positiv und negativ sind: so folgt jene Be
hauptung nicht. Denn giebt es kleinste Werthe von x, 
welche ebenfalls positiv sind, so kann der Werth von z vom 
Größten zum folgenden Kleinsten übergehen, ohne bey die
sem Uebergange — o zu werden. Uebrigens erhellet aus 
dem Gesagten, daß auch in dem Falle, wenn nicht alle 
Wurzeln der gegebenen Gleichung reell sind, zwischen je
den zweyen ein Größtes oder ein Kleinstes liege. Aber 
umgekehrt läßt sich dieses nicht behaupten, oder daß zwi
schen jedes Größte und Kleinste eine reelle Wurzel falle. 
Dies findet nur statt, wenn die Bedingung hinzukommt, 
daß der eine Werth von z ein positiver und der andere ein 
negativer ist.

§. 297.
Da nach dem Obigen die Werthe von x, wobey die 

Funktion
z = xn — Axn'x ch Bxn_i — Cxn~3 ch Dxn~4 — 

ein Größtes oder ein Kleinstes wird, die Wurzeln der 
Gleichung

dz
■7- = nx»-X — (n —- 1) t (n — 2)Bxn-l —.
dx

(n — 3)Cxn~4 f je. = o
dz

sind: /o ist klar, daß die Wurzeln der Gleichung — --- o

ins- 



Gebrauch der Differenz, bey den Wurzeln re. 91
insgesammt reell seyn werden, wenn alle Wurzeln der Glei
chung 2 = o, deren Anzahl c= n ist, reell sind. Denn da 
die Funktion z so viel größte oder kleinste Werthe hat, als 
die Zahl n — 1 Einheiten enthalt, so muß die Gleichung 
6z—- = o nothwendig eben so viel reelle Wurzeln haben,
dx
Auch erhellet hieraus zugleich, daß bie Funktion z nicht 
mehr größte oder kleinste Werthe haben könne als n — 1, 
und wir gelangen auf diese Art zu dem allgemeinen Satze: 
Wenn eine Gleichung z = o lauter reelle Wurzeln hat, so 

dz
lhat die Gleichung - = o ebenfalls lauter dergleichen 

ax
Wurzeln. Hieraus erzieht sich umgekehrt, daß die Wurs 
zeln der Gleichung z = o nicht insgesammt reell seyn wer- 

dz
den, wenn die Wurzeln der Gleichung — solches nicht ins

gesammt sind.

§. 298. 1
Da sich zwischen jeden zweyen reellen Wurzeln der 

Gleichung z = o ein Werth befindet, wobey die Funktion 
2 ein Größtes oder ein Kleinstes wird: so hat die Glei- 

d z
chung — = o nothwendig eine reelle Wurzel, wenn die 

dx
Gleichung z = 0 zwey dergleichen hat. Auf ähnliche Art

. dz
ist die Anzahl der reellen Wurzeln der,Gleichung ~ — o 

gewiß zwey, wenn die Anzahl eben dieser Wurzeln in der 
Gleichung z = o drey ist, und überhaupt ist die Anzahl 

der reellen Wurzeln der Gleichung = o gewiß, c= m 
ax

— 1, wenn die Anzahl der reellen^Wurzeln der Gleichung 
m
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= m ist. Hat daher umgekehrt die Gleichung - = o 
dx

weniger reelle Wurzeln als m — i, so hat auch umgekehrt 
die Gleichung z = o gewiß weniger reelle Wurzeln rls m. 
Aber umgekehrt gilt dieser Satz nicht. Denn wenn auch 

die Wurzeln der Gleichung — = o zum Theil oder ins- 
dx

gesammt reell sind, so folgt daraus dock nicht, daß die Glei
chung x — o reelle Wurzeln habe.' Es können nemlich die 
Wurzeln der Gleichung z = o insgesammt imaginär seyn, 

wenn gleich die Gleichung o lauter reelleWurzeln hat.
dx '

§• 299-

Wenn indeß die obige Bedingung hinzukommt, so 
kann man allerdings aus der Anzahl der reellen Wurzeln 

d z
der Gleichung — o die Anzahl der reellen Wurzeln der 

dx
Gleichung z=o mit Gewißheit behaupten. Denn es seyen

m, ß, 7, J, 2C. die reellen Wurzeln der Gleichung = o
dx

und * darunter die größte und ß, 7, J, rc. in eben der Ord
nung immer kleiner. Setzt man diese Werthe für x, so 
bekömmt die Funktion z Wechselsweise größte und kleinste 
Werthe. Da also die Funktion z = « wird , wenn man 
x = 00 annimmt, so müssen die Werthe von z ununter» 
brochen abnehmen, wenn die Werthe von x von «- bis zu 
*. vermindert werden, und also z, wenn x == *, ein Klein
stes werden. Wenn also in diesem Falle z einen negativen 
Werth bekommt, so muß es zuvor irgendwo = o gewesen 
seyn, und auf diese Art erkennt man, daß die Gleichung 
e ss eine reelle Wurzel x > * habe. Wenn aher die 
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Funktion z bei) x == » den positiven Werth behält:, so kann 
sie vorher nicht kleiner gewesen seyn, weil es sonst, wider 
die Voraussetzung auch ein Kleinstes geben mt'fjtc, ehe x 
bis zu * verändert worden, und es kann demnach die Glei
chung z — o keine reelle Wurzel haben, welche größer als 
» wäre. Nehmen wir also an, daß z — A werd£, wenn 
Man x = « setzt, so kann man auf folgende Art schließen: 
Wenn A positiv ist, so hat die Gleichung z = o k eine reelle 
reelle Wurzel, die größer als « wäre; ist aber A negativ, 
so hat die Gleichung z = ö allemal eine reelle Wurzel, die 
größer als »ist und nicht mehr.

§. 300.

Um dieses Urtheil weiter fortzusetzen sey
z — A X = *

- --- B X = ß
r — C wenn X — >

r D x = J
2 — E X = 8

rt. rc.
Da also A ein Kleinstes war, so wird B ein Größtes, und 
wenn A pol-tiv ist, so wird auch B positiv seyn, und zwi
schen die Grenzen * und 3 keine reelle Wurzel der Glei
chung ». ~ o fallen. Hat daher diese Gleichung ferne reelle 
W rzol, die größer als « ist, so wird sie auch keine haben, 
die größer als 3 wäre. Wenn aber A negativ ist, in wel- ) 
chem Fillc die Gleichung eine Wurzel x > » hat t so un
tersuche man, ob der Werth von B positiv oder negativ 
ift. Im ersten Falle giebt es eine Wurzel x >ß, im letzten 
aber ist keine zwischen den Grenzen * und ß enthalten. 
Auf ähnliche Art ist C ein Kleinstes, wenn D ein Größtes 
ift; und wenn also B einen negativen Werth hat,, so muß

um 
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um so mehr C negativ sey,, und es giebt also in diesem Falle 
keine reelle Wurzel zwischen den Grenzen ß und y. Ist 
hingegen B positiv, so giebt es eine reelle Wurzel zwischen den 
Grenzen ß und y, wenn C negativ ist; ist aber C positiv, so 
giebt es keine reelle Wurzel zwischen ß und y; und auf ähn
liche Art kann man die Beurtheilung weiter fortsetzen.

9- 307-
Die Beurtheilung zu erleichtern- kann folgende Ta-

Helle dienen:
Die Gleichung - hat eine 
reelle Wurzel, welche ent
halten ist zwischen den 

Grenzen
X " oc und x — <4 
x — Ct und x = ß 
x — ß und x = y 
x — y UNd x = 3* 
x = 3* und x = « 

2C.

wenn ist

A — und B — 'ch 
B — f und C — —- 
C = — und D — ch 
2) = f und E — — 

rc.
Verwandelt man drese Behauptungen durch die Umkeh- 
rung in verneinende, so gelten auch diese in völliger Stren
ge, und es hat demnach 
die Gleichung z=o keine 
reelle Wurzel, welche ent

halten wäre zwischen 
den Grenzen,

x = 00 und x = » 
x = a, UNd x = ß 
x == ß und x — y 
x c= y und x — 3' 
x - I und x s= « 

rc.

wenm nicht ist

A — —
A = — und B = Lt
35 = t und C — 
(5 = — und D — ch
2) = t und E — —-
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Vermittelst dieser Regeln lassen sich aus den Wurzeln der 

d z
Gleichung — = o, diese Wurzeln als bekannt vorausge- 

dx
setzt, nicht bloß die Anzahl der reellen Wurzeln der Glei
chung z — o, sondern auch die Grenzen finden, zwischen 
welchen jene Wurzeln enthalten sind.

Exempel.
Es ist die Gleichung: x* — 14xx f 24x — 12 =5 ö 

gegeben, man soll bestimmen, ob dieselbe reelle 
wurzeln habe und wie viel?

Die Differenzial- Gleichung ist
4x3 — 2gx f 24 — o, oder x3 — 7^6 = 0 

und die Wurzeln dieser Gleichung I, 2 und — 3, nach ihrer 
Größe geordnet,

sind und daher
< = 2 §1 = — 4
ß = 1 B — — 1
v — — z C — — 129

Da A negativ ist, so hat die gegebene Gleichung eine 
reelle Wurzel, die > 2 ist, aber weil B negativ ist, keine 
zwischen den Grenzen 2 und 1 und 1 und — 3. Da aber, 
wenn man x — — 3 setzt, z — C — — 129, und wenn 
man x — — c» annimmt, z --- + 00 wird, so muß norh> 
wendig zwischen den Grenzen — 3 und — oo eine reelle 
Wurzel liegen. Es hat demnach die gegebene Gleichung 
zwey reelle Wurzeln, die eine x > 2 und die andere x < 
— 3, weswegen die beyden übrigen Wurzeln imaginär 
sind. Es muß daher aus dem letzten Gliede der gegebenen 
Gleichung eben so geurtheilt werden, als aus dem ersten 
allein. Gehört nemlich die gegebene Gleichung zu einer 

geraden
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geraden Ordnung, so zeigt das letzte Größte oder Kleinste 
(es ist aber in diesem Falle ein Kleinstes) wenn es negativ 
ist, eine reelle, und wenn es positiv ist, eine imaginäre 
Wurzel an. Was die Gleichung der ungeraden Ordnun
gen betrifft, so zeigt das letzte Größte, weil für x = — 
auch z = — oo wird, wenn es positiv ist, eine reelle und 
dagegen eine imaginäre Wurzel an, wenn es negativ ist.

§. 302.
Diese Regel zur Beurtheilung der reellen und imagi

nären Wurzeln läßt sich bequem auf folgende Art ausdruks 
ken. Ist eine Gleichung t = o gegeben, so betrachte man 
die Differenzialglcichung davon, setze die Wurzeln dersel
ben nach ihrer Größe geordnet, ß, 7, rc. und dabey 

wenn x = a, ß, 7, «, 2C.
z - A, B, C, D, E, K, 2c.

Sind nun die Zeichen — t — t — t
so hat die Gleichung z == o so viel reelle Wurzeln als man
Buchstaben «, ß, 7, 212c. hat, und eine drüber. Wenn 
aber einer von den Buchstaben A, B, C, 2c. nicht das un
ter ihm stehende Zeichen hat, so ist dies ein Merkmal 
zweyer imaginärer Wurzeln. Wenn also A das Zeichen 
ch hatte, so gäbe es keine Wurzel zwischen den Grenzen 00 
und ß. Wenn B das Zeichen — hätte, so gäbe es keine 
Wurzel zwischen « und -/, und wenn C das Zeichen f hätte, 
so gäbe es keine Wurzel zwischen den Grenzen ß und 
u. s. f. Ueberhaupr aber hat die Gleichung z = o außer 
den auf diese Art angezcigten noch eben so viel imaginäre 

dz
Wurzeln, als die Gleichung —- = o.

§♦ 303.
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§• 303» j
Ereignet^es sich, daß einer von den Werthen A, B, <£, 

D, rc. verschwindet, so hat daselbst die Gleichung z=o zwey 
gleiche Wurzeln. Verschwindet nemlich A, so hat sie zwey 
* gleiche, und verschwindet B, so hat sie zwey F gleiche 
Wurzeln. In diesem Falle hat nemlich die Gleichung z = o 

dz
mit der Gleichung = o eine Wurzel gemein, und wir 

haben oben gezeigt, daß dies ein Kennzeichen zweyer glei- 

dzcher Wurzeln ist. Wenn aber die Gleichung - = o zwey 
dx

oder mehr gleiche Wurzeln hat, so hat man an der gera
den Anzahl der Wurzeln ein Kennzeichen, daß weder ein 
Größtes noch ein Kleinstes statt findet; und man kann da
her für die gegenwärtige Absicht die gleichen Wurzeln in 
gerader Anzahl aus der Acht lassen. Ist hingegen die An- 

t . dz
zahl der gleichen Wurzeln der Gleichung ~ = o eine un

gerade Zahl, so hat man bey der Beurtheilung bloß auf 
eine von ihnen zu sehen, es müßte denn die Funktion z in 
diesem Falle selbst verschwinden. Denn ereignet sich dieses, 
sorhat die Gleichung z = ö ebenfalls gleiche Wurzeln, und 

zwar noch eine mehr als die Gleichung — = o. ^st z.

S5. ~ = (x — £)nR, so daß diese Gleichung n, £ gleiche 
dx

Wurzeln hat, so hat auch, wenn z bey x — £ verschwin
det, die Gleichung z = 0, nf 1 einander und C gleiche 
Wurzeln.

§. 304.
Wir wollen diese Regeln auf die einfachern Gleichun

gen anwenden, und von der quadratischen anfangen. Es 
Eul. Diff. R. z.TH. od. a.Tl). 2.Abrh. G sey 
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sey alsq

z = x® — Ax j B = o 

wovon die Diffecenzialgleichung
dz
~~ = 2x — A 
dx

Ist, welche = o gesetzt,"
x — |A, oder * = |A , 

giebt. Setzt man diesen Werth für x, so wird

— ^AA-j-st — A, 
und hieraus laßt sich schließen, daß die Gleichung xx — 
Ax f ß = o zwey reelle Wurzeln haben werde, wenn A 
negativ, oder aa t> 4B ist, und daß die eine von diesen 
Wurzeln größer, und die andere kleiner als -I\ sey. Wenn 
hingegen der Werth von A positiv oder AA < 4B ist, so 
sind beyde Wurzeln der Gleichung imaginär. Ist endlich 
A — o, oder AA = 4B, so bat die Gleichung zwey gleiche 
Wurzeln, jede = |A. Diese Satze sind schon aus der 
Theorie der quadratischen Gleichung bekannt, und dienen 
daher zur Bestätigung der Richtigkeit und Brauchbarkeit 
der hier erklärten Methode.

§. 3'05.

Wir wollen daher die cubischen Gleichungen auf ähn
liche Art untersuchen. Es sey die Gleichung

X3 — Ax® f Bx — 0 = 2=0 
gegeben, deren Differenzialgleichung

dz, . _
= 3 X X ~ 2 A X y B

„dx

ist. Setzt man diese letztere = o, so wird
2 A X — B

xx = —------ —
. 3

und die Wurzeln dieser Gleichung sind entweder beyde ima? 
ginar. 
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tzlnar, s »er beyde reell, und in diesem Falle entweder ein
ander c llch oder nicht. Da nun daraus

_ A ~ Zk)

3
w'rd, so sind beyde Wurzeln imaginär wenn AA < gß ist» 
In diesem? Falle hat die kubische-Gleichung nothwendig 

eine ' r Wurzel, wovon sich aber werter keine Grenzen 
(115. < ; d — 2° angeben lassen. Sind beyde Wurzeln

einander gleich, oder A* = gß, so ist x = —. Wenn also
3

nicht auch zugleich 2 = 0 wird, so hat man auf diese bey
den Wurzeln weiter keine Rücksicht zu nehmen, und es hat 
daher die Gleichung, wie vorhin, nur eine einzige reelle 

Wurzel. Wird aber bey x = ~ auch zugleich z == o, und 

dies ereignet sich, wenn

— t — c o, oder
c == |ab — -ArX3/ d. h. wenn entweder
B === |As, oder C ~

ist : so hat die Gleichung drey gleiche Wurzeln, jede =|A» 
Was den dritten Fall betrifft, wo die beyden Wurzeln der 
'Differenzialgleichung reell und ungleich sind: so findet der
selbe statt, wenn

AA > z8
ist. Es sey daher

AA = gB f ff, oder B = |AA — ffF
und also jene Wurzeln

A ±. fx = —1—-
3

Hier wird
* = f a t |f, und ß = |a — /

G 2' Man
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Ist demnach A eine negative Größe, oder 
C > AI _ |Aff — 5=7 b

Man suche die dazu gehörigen Werthe für z, oder A und B. 
Da jene beyden Wurzeln in der Gleichung

xx — | Ax —
enthalten sind, so wird

z = — |\xx f fßx — C == — |AAx f |AB f =Bx
und folglich, da L — ^AA — 45 ist

A — 5=7A3 t |Aß — /7A5f t f'2f — c
= — -j-Aff — 5V3 " C

B--- — 2yA3 t t 2=7A2f— |Bf — C
= 5'7A5 — jAff t /7s3 — C

oder
C — 5'7 A3 —• |Ass— 57f3 f gg 

so hat, wie wir gesehen haben, die eubische Gleichung eine 
reelle Wurzel, welche größer als |A f ff ist. Wie die 
übriaen Wurzeln beschaffen seyn werden, muß man aus 
dem Werthe von B beurtheilen. Nun ist B = 3 — gg;
und ist dieser Werth positiv, so hat die Gleichung außer; 
dem noch zwey reelle Wurzeln, davon die eine zwischen den 
Grenzen «. und 4, d. h. zwischen

|A f und |A — ff 
enthalten- die andere aber kleiner als fA — |f ist. Ist 
hingegen gg > oderV negativ, so hat die Gleichung 
zwey imaginäre Wurzeln. Ist B — o, oder -24si t=gg, 
so werden beyde Wurzeln einander gleich und = 0 = |A 
— |f. Wenn endlich der Werth von A positiv oder

C < 2|A j — f Aff —
ist: so hat die Gleichung zwey imaginäre Wurzeln, und 
die dritte ist reell und < f a — |f; und ist A = o, so hat 
sie zwey gleiche Wurzeln = » und die dritte ebenfalls klei
ner als |A — jf.

8- 306.
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§• 3C^*
Wenn also die kubische Gleichung 

x3 ,— Ax* f Bx — C = O 
drey reelle Wurzeln huben soll, so müssen folgende drey 
Bedingungen start finden. Einmal muß 

b <i |aa, oder ß = .fAA — jff 
zum andern

C > ^A.3 — f AfF—2|f3
und drittens

c < 2|A3 — f AfF f $5f3
Die benden letzten Bedingungen laufen darauf hinaus, daß 
c zwischen den Grenzen

5|A3 — f AfF— 5ff3 und j|A3 — jAfFf 5^f3
oder

5|(A t k)r(A — 2f) und 24(A — f)2(A t 2f) 
enthalten sey. Wenn daher eine von diesen Bedingungen 
fehlt, so hat die Gleichung zwey imaginäre Wurzeln. Ist 

z. B. A — 3, und ß = 2, so ist f fF = |AA — B = i nnd 
fi*—3/ und es kann folglich die Gleichung x3 — gxx + 
sx —- C = o nicht lauter reelle Wurzeln haben, wofern

2-/* 2 
nicht C zwischen den Grenzen — —- unt> liegt. Ist

demnach C < — oder C < T— 0,3849, oder C >

oder C > 0,3849, oder CC > , so hat die Gleü? 

chung nur eine reelle Wurzel.

§». 307*

Da man aus jeder Gleichung das zweyte Glied weg
schaffen kann, so wollen wir a = o setzen, wodurch wir 
die kubische Gleichung

G 3 x3
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X3 fP.X — C " O 

bekommen. Wenn diese Gleichung lauter reelle Wurzeln 
haben soll, so muß zuvörderst ß < o oder B eine negative 
Größe seyn. Es sey also B = — kk, wodurch ff = 3kk 
wird. Ferner muß C zwischen den Grenzen

*— 3 und f 2f f3
oder

—• kk/*3 k k und + ^kky^kk
enthalten, und also c < oder 

CC < — 2^83
seyn. Man kann also alle Bedingungen, welche erfordert 
werden, damit eine cubische Gleichung lauter reelle Wur
zeln habe, auf die einzige zurückführen, daß

4ß3 f 27 CC
eine negative Größe sey; indem hierin enthalten ist, daß 
B negativ sey, weil sonst 483 nicht negativ werden könnte. 
Wir behaupten daher auch allgemein, daß die cubische 
Gleichung x? t ßx c = o lauter reelle Wurzeln hat, 
wenn 4B3 f 27CC eine negative Größe ist. Ist hingegen 
4B3 f 27Cc eine positive Größe, so kommt jener Glei
chung nur eine reelle Wurzel zu, und ist 4s3 f 27CC == o, 
so sind zwar alle Wurzeln reell, aber auch zwey einander- 
gleich.

§. 308.
Wir gehen zu den biquadratischen Gleichungen fort, 

und nehmen auch da an, daß das zweyte Glied fehle. Es 
sey also

X4, Bxz —- Cx ^0 = 0.

Setzt man x = so wird
u

I t Bu> — Cu3 f Du4 =; o
und

/
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und die Differenzialgleichung hiervon ist

2B11 — zLu» f 4Du3 oö,
Diese Gleichung hat eine Wurzel u = o, und außerdem ist

6 C u — 4 B

und daher
3C ±1 V*(9CC — 32 BD)

u — 8D
Sollen also alle vier Wurzeln reell seyn, so wird zuvörderst 
erfordert, daß

9CC > 32BD
sey. Wir wollen 9Le — Z2BO 7 yK'setzen, wo

_ 3C ±. 3s
u " 80

zvird. Hier können wir c allezeit positiv an nehmen; weit 
sonst u — — v werden würde. Nun werden wir nachher 
beweisen, daß nicht alle Wurzeln reell seyn können, wo
fern nicht b eine negative Größe ist. Es sey also

B ----- — gg
so ist

K 3C ± 3s
9cc = — 32g und U = —8D—

Hier sind zwey Falle zu erwägen, nachdem D entweder 
positiv oder negativ ist.

1. Ist D positiv, so ist k < und die drey Wurzeln 

von u sind nach ihrer Größe geordnet
3C t 3f

n = -1 — -.. -

Braucht
80

G4



D <

4096 D 4
I
D

g - a7CC — 0*(C f 30 £

davon der erste und dritte negativ seyn müssen, und beyde 

find, weil c positiv und c < f ist, kleiner als Es muß 

«lsy
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Braucht man diese Werthe für u in der Gleichung 

„ Cut , Bu^ IIU4 - ------- - + ----- + — = OD 1 D D
so giebt dieselbe folgende Werthe

ys 27(0 t — 30 , £

1 . S7(C f k)3(z5— C)
<---------------7™---------- , undD 4096 D 4

I 27(f— C)3(C t 30
D < 4096 D 4 ' ° V

4096 D3 c 27 (f t C)3(3f — C) und
4096D3 < 27(f — C)3(c t 3f)

seyn. Aber die erste Größe ist allemal weit größer als die 
andere, rmd es ist daher genug, wenn

D1 < Kk- Y'K t 30
gQQ __ nfp

»nd dabey b =  ------ ——, undk>c: undv >0ist. Wenn32 D
also D eine positive Größe, c positiv und L negativ ist, fy 
daß

f > C, und D3 < -|L(f — C)3(c t zk)

d. h.
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D < ^(f - C)<(3f T C)

ist: so hat die Gleichung lauter reelle Wurzeln, Wenn 

aber

D > - C)/X3f t C)

und doch

D C)<(3f- C)

ist, so sind zwey Wurzeln reell und zwey imaginär. Ist 
endlich

D > t CK(3f- C)

so sind alle vier Wurzeln imaginär,

2. Wenn D eine negative Größe = —F ist, c aber 
positiv und B negativ bleibt, so ist, wegen

R __ 9CC — 9 ff __ 9 ff — 9CC
32D 32F

c > f. Da also
_ 3C ~ Zk

8D 8F
ist: so sind die.drey Werthe von u nach ihrer Größe 

geordnet
u = o
U = — 3C t 3f

8k

und sie geben folgende Werthe

G 5 -l =
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i
F

g = 27 CQ tOifc - 30 _ 1
4096 F 4 F

Da also A eine negative Größe ist, so hat die Gleichung 
gewiß eine, und folglich auch zwey reelle Wurzeln. Sollen 
aber alle Wurzeln reell seyn, so muß B eine positive Größe^ 
und folglich

27 (C — f)3(C f zk) !> 4096 F 3 
seyn. Ferner ist nöthig, daß C negativ, oder

27 (c t f)3(C — 30 < 4096 F 3 
werde. Sollen daher alle Wurzeln reell seyn, so muß Fi 
zwischen die Grenzen

-^-rc -v twc — v) und

oder zwischen

^(C f f)VXc - 30 ant

^(c - f)V"(c f 3O

fallen, und wenn dieses nicht ist, so sind zwey Wurzeln 
imaginär.

Z. Nun sey B eine positive Größe, und auch D positiv,
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so sind dle Wurzeln nach ihrer Größe geordnet

_ 3(c i O
U 80

 3(C - f) u —  ------ ——
8D

und hieraus wird

A = 27CC * O3Cc - 30 , £
4096 D4 ■ D

m = 27(C-f)KC t 30 . II
4096D4 T D

wo, da C eine positive Größe ist, wenigstens zwey Wur^ 
zeln imaginär sind. Ist indeß A negativ, welches statt 
findet, wenn

4096 »3 < 27 (C f O3(3f — C)
ist, so sind die übrigen beyden Wurzeln reell; ist aber

4096d3 > 27(c f O3(3f — c)
so sind alle vier Wurzeln imaginär.

4. Es bleibe B positiv, D aber sey negativ, und 
gfF — 9CC -

0 — F. Da B -x-------- -—, so ist f > c, und da
32 F

u __ 30 3s
8F 

ist, so sind die Wurzeln von u nach ihrer Größe geordnet
 3(k - c)

8S
u sx o

 3(C t 0
Xl 8F

Diese
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Diese Werthe geben

gr „ CMC t V) _ 2.
4069F* 7

»=- I
e 27(0 f NZ(gf— C) _ £

4096F* F
wo, da A und C negativ sind, die Gleichung gewiß zwey 
reelle Wurzeln hat; die übrigen beyden sind, weil V ne
gativ ist, imaginär.

3091

Wenn also die Buchstaben ß, c, D positive Größen 
bedeuten, so sind folgende Falle zu beurtheilen, wobey^es,

32
wegen f = V*(CC — ~BD) auf nachstehendes ankommt.

1. Wenn die Gleichung

x* — Bx* ±_ Cx f D = 0

ist, so sind alle Wurzeln reell, wenn

P < ^(V*(CC f ^ßD) — C)<(3<(CC t^BD) t C)

D < ^«(CC t ^BD) t C)V*(3<(CC t^BD)-C) 

ist. Hingegen sind zwey Wurzeln reell und zwey imaginär, 
wenn

D > ~«(CC t ^BD)-t-,C)V"(3V*(CC f ^BD) t c) 

aber

D c CG t 3“BD) t c)/"(3«cq t -BD) — C) 

ist; und insgesammt imaginär, wenn
D C
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D > ^«(CC } ^2ßD) t C)<(3<(CC t &D) — C)

ist.

2. Wenn die Gleichung
X4 — Bx2 t Cx-D = O

ist, so sind allemal zwey Wurzeln reell, und die beyden 
übrigen sind solches auch, wenn D zwischen die Grenzen

A(/(ccf^nD) f c)^(c-3/(cc - ”bd))
10 9 9

und

~«(C—V*(cc — ^2)B D))<(C t 3/(CC t ”BD)) 

fallt; ist dies nicht, so sind dieselben imaginär»

3. Wenn die Gleichung
x4 -j- Bx1 ±i Cx f t) = ö

ist, so sind allemal zwey Wurzeln imaginär. Die übrigen 

beyden sind reell > wenn

D < -C<(CC —- — B £)} f C)<(3/(CC — ~BD) —C) 16 y 9
Und imaginär, wenn

r> > -36«(CC —^BD) f C)<(3/(CC — “Bt>)—C) 

ist.

4. Wenn die Gleichung
x4 f B>r ± Cx - D = O

ist, so sind allemal zwey Wurzeln reell und zwey imaginär.
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Erstes Exempel.
Es ist Die Gleichung x4 — 2xx f 3x f 4 t= o, gege

ben, man soll stnven, ob Die Wurseln Derselben reell 
ober imaginär sind.

Da dies Exempel zu dem ersten Falle gehört, so ist

B = 2; C e=3 3 und D = 4

«cc t

Sollen also alle Wurzeln reell seyn, so muß

4^(3t^^)V*(/337-3)=™C9t<337)«/:337-?)

4 3)<«B7i3)=^4c/337—9)«<337t3)
16 3 10

seyn. Man muß daher auf dem Wege der Näherung su

chen, ob 4 < ~ und 4 c ™ sey, und da bloß das erste 

ist, so hat die gegebene Gleichung zwey reelle Wurzeln 
und zwey imaginäre.

Zweytes Exempel-
Es ist Die Gleichung gegeben!

X4 — 9XX -p I2X --- 4 == Ö

Da diese Gleichung zum zweyten Falle gehört, so hat 
sie zwey reelle Wurzeln. Was die beyden übrigen betrifft, 

so ist, wegen
b == 9, c = i2 unb d = 4

) ' , Man
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«C — —ßD) --- <(144 — Z2.4) — 4.
9

Man muß demnach untersuchen, ob

4 >^.16.^3, ». ö

und

4 < "G * 8<24, d. h. 4 < Z<Z 

ist, und da beydes statt findet, so hat die gegebene Glei
chung vier reelle Wurzeln.

Drittes Exempel.
Es sey die Gleichung gegeben:

x4 •}- XX -- 2 X 's 6 = o.

Da diese Gleichung zum dritten Falle gehört, so hat 
sie gewiß zwey imaginäre Wurzln. Dann ist

B = 1, C = 2 UNd D = 6
also

VCcc - &ti) = V(4 -7- 6-j) 

und da dieses eine imaginäre Größe ist, so sind auch die 
beyden übrigen Wurzeln imaginär.

Viertes Exempel.
Es sey Die Gleichung gegeben:

x4 — 4x3 f 8x» — 16X 's 20 == o.

Schafft man das zweyte Glied weg, indem man x =s 
y t1 setzt, so wird

X*
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X4 = y4 f 4Y3 f 6yy f 47 f I

4X3 — -— 4y3 I2yy — I2y — 4
f 8x2 = f 8yy t i6y f 8
— l6x =3 '—‘ l6y — 16
f 2o ~ 20

also y4 f 2yy -— 8y f 9 = 0

und diese Gleichung hat, da sie zu dem dritten Falle ge
hört, zwey imaginäre Wurzeln. Da ferner

B = 2, C = 8, d = 9
ist, so wird

V(CC — —BD) = <(64 — 64) = ö

, 2
Man vergleiche also D = 9 mit —

Da D = 9 t> — 3 ist, so sind auch die beyden übrigen 
Wurzeln imaginär.

Fünftes Exempel.
Es sey Die Gleichung gegeben!

x* — 4x3 — 7x2. -j- 34X — 24 = ö

Schafft man das zweyte Glied durch.die ^Substitu
tion x = y f 1 weg, so wird

y4 —- 13 yy f 12 7 ch O = 0 
wo also durch die Vergleichung mit dem zweyten Falle

B =a 13 / C =12 und D = o 
wird. Es?muß demnach, wenn alle Wurzeln reelliiseyn 

sollen, D > -1.24 , V" — 24, oder o t> — 9/3 «nb
16

D < o seyn. Da also D nicht größer als o ist, so ist dies 

ein Merkmal, daß die Gleichung vier reelle Wurzeln hat.
Denn



Gebrauch der Differenz, bey den Wurzeln rc. 113

Denn wenn D — o ist, so geht die andere Gleichung in

über. Es iffaber 27.144 <4.13» oder 36.27 <1133

oder 1 < "V"4^ ot-ev^cc<5 4ß^

§- Zio»
Es würde sehr mühsam und schwer seyn, diese Mes 

thode auch auf die höhern Gleichungen auszudehnen, weil 
dabey die Wurzeln der Differenzial- Gleichungen meistens 
nicht angegeben werden können; so oft dies möglich ist, 
küßt sich nach dem Gesagten bestimmen, wie viel reelle Und 
wie viel imaginäre Wurzeln die gegebene Gleichung hat. 
Wenn also eine Gleichung nur aus drey Gliedern besteht, 
so läßt sich allemal finden, ob ihre Wurzeln reell oder ima> 
ginär sind» Es sey die allgemeine Gleichung 

xm i f \x» f B so o = 2 
gegeben, wovon die Differential - Gleichung

>— ±= (m r>) xin 4-11 - 1 f nAx^-i 
dx

ist» Setzt man diese = o, so ist zuvörderst x*=-fr — 0, und 
wenn alw n eine ungerade Zahl ist, so findet keine Wurzel 
statt, welche ein Größtes oder ein Kleinstes gäbe; ist aber 
n eine gerade Zahl, so hat man eine Wurzel, nemlrch x—_o, 
worauf Rücksicht genommen werden muß. Dann ist aber 
(<n t njx™ t nA = o, und diese Gleichung hat- wenn m 
eine gerade Zahl und A positiv ist, keine reelle Wurzel, so 
daß folgende Fälle zu überlegen sind»

t. Ist m eine gerade und n eine ungerade Zahl, so 
gilt die Wurzel x = o nicht. Wenn also a eine positive 
Größe ist- so bar man gar keine Wurzel- welche ein Größ
tes oder ein Kleinstes gäbe, und es hat daher die gegebene 

EullDiff.R.Z.TH.od.2.TH.2.2ibth» H Glei- 

1
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Gleichung, weil m f n eine ungerade Zahl ist, nur eine 
einzige reelle Wurzel. Ist aber A eine negative Größe
3^ — E, so ist

und daher

Diese Werthe geben

und

Wenn also A eine negative Größe oder

> B

ist, so hat die Gleichung eine reelle Wurzel, die d» a ist. 
Ist überdem 

oder, um beyde Bedingungen zusammen zu fassen,
(>n f n)m + »E™ C minnuEin + n

so bat die Gleichung drey reelle Wurzeln, und wenn diese 
Bedingung nicht statt findet, nicht mehr als eine. Dies 
gilt von der Gleichung x'" + a — Ex» f b = o, wenn 
m eine ungerade Zahl ist. Ist darin E negativ, so hat 
dieselbe allemal eine reelle Wurzel.

2. Es seyen beyde Zahlen m und o ungerade, also 
m f n eine gerade Zahl, und es komme keine Wurzel 
x = o in Rechnung. Da

(m f v)x'V



Gebrauch der Differenz, bey den Wurzeln re. 115

ist-

r =
Diese

z. Es seyen beyde Zahlen m und n, also auch m 7 tt 
gerade; so giebt eine Wurzel x-s- 0 ein Größtes oder ein 
Kleinstes, und sie ist eine einzige, wenn A eine1 positive 
Größe ist, woher, wenn man » = 0 setzt, A --- B wird. 
Ist also B auch eine positive Größe, so hat die Gleichung 
keine reelle Wurzel; ist aber B negativ, so finden zwey reelle 
Wurzeln statt, aber auch nicht mehr«, indem A positiv ist. 
Setzt man aber a negativ — e, so ist

IN 7 n 
und man hat drey Größte oder Kleinste, nemlich

, tor nE 
m s= T <—r— 

m f n
ß = o 

'n mE
V ---- T----mf a
H 2

m nAX = — v —v-m 7 n
und setzt man diese einzige Wurzel — so wird 

o, mA . p _ mA s mA \n:in ,A => —v— x» f ß -- ------( —-— ) 7 B
m 7 n in 7 nxm 7 nx

Ist dieser Werth negativ, so hat die Gleichung zwey reelle 
Wurzeln, sonst keine. Es hat also die Gleichung 

xln-F« f Ax” f B = o
zwey reelle Wurzeln, wenn

mmn»Ain + n > (m 7 +
und keine, wenn

mmnn?Jn+« < (m f n)’-n t «B1»
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Diese Werthe geben für t = xlrt + ° — Ex» f B = o

mE z r-E \n:mA --------- t B”m T n^ra f n/

mE nE \n :lti 
m f nsm ’s n'

Ist also B eine negative Größe, so hat die Gleichung nur 
zwey reelle Wurzeln, weil A und C negativ, und anch 
B = B solches ist. Ist hingegen b positiv, so hat die Glei

chung vier reelle Wurzeln, wenn
(m ch n)m + nBin < miiinn£®ifst

und keine reelle Wurzel, wenn
(m f n)m i nBm > mmnnEm + ))

ist.

4. Ist m eine ungerade und n eine gerade Zahl, si) 
giebt die Gleichung x ----- o ein Größtes oder ein Kleinstes, 

und außerdem ist

Ist also A eine positive Zahl, so wird

w nAy ——— 
m ch n

A ---- B, und
und also

58- 
m f n\m n

Ist also b eine negative Größe = — f, und außerdem 
rr.innnAm + n > (m f n)m + nFm

so hat die Gleichung drey reelle Wurzeln, sonst aber nur 
eine. Ist aber a eine negative Größe ---- - E, so wird
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m np,

x = i* V—7—, und daher
m T n

m nE
* --- V* —, ~ - und /S --- 0

ei 7 n

also
mE z n E 

m iAm f
B -- v.

Es hat demnach die Gleichung drey reelle Wurzeln, wenn 
B eine positive Größe, und

mmnnEm + n > (m f n)m + nBm 4
ist, und nur eine einzige, wenn diese Bedingung nicht statt 

findet, ,

§. ZU.
Wenn alle Coefficienten = 1 sind, und und » ganze 

Zahlen bedeuten, so kann man folgende Gleichungen auf 

nachstehende Art beurtheilen.

hat eine einzige reelle 

- \ Wurzel,

x2^t2r —I__xqy—I 4, r  o hat drey reelle Wurf 

zeln, wenn

f a> - l)2/*t2r —I < (2,,)^(2. - l)-’“1 

ist, lind da dirs nie statt finden kann , so hat man auch nie 

mehr als eine reelle Wurzel.

x2^t2« 4- x2*“1 — 1 — 0 hat zwey reelle Wurzeln. 

x2^t2, x2» —1 1 ~ o hat keine reelle Wurzel.

x2f4t2" ±x2' f i --- o hat keine reelle Wurzel. 

x2^2' x x2’ — 1 c= o hat zwey reelle Wurzeln.'
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x2^f 2*f i x2' i = o hat eine reelle Wurzel. 

x2,«t2»t i _ x2" i --- o hat eine reelle Wurzel.

Da im dritten Falle die Exponenten gerade Zahlen sind, 
so sann man die Gleichung durch die Substitution xx = y 
auf eine einfachere Form bringen, und so kann dieser Fall 
auch weggelassm werden. Wenn also eine Gleichung aus 
dröy Gliedern besteht, so kann dieselbe nicht mehr als drey 
reelle Wurzeln haben.

Exempel.

Man soll die Falle bestimmen, in welchen die Gleichung 
x< i ß = o

drey reelle wurzeln har.
Da die<e Gleichung zum vierten Falle gehört, so ist 

klar, daß dw Größen A und B entgegengesetzte Zeichen ha
ben müssen. Findet also dieses nicht statt, so hat die Glei
chung auch nicht mehr als eine reelle Wurzel. Hat aber 
die Gleichung die Form

xf ±, Ax* ^2 B = o
so muß, wenn sie drey reelle Wurzeln haben soll, noth
wendig

zr22A< > 5sB3 oder As >9 * 108

seyn. Ist also b = i, so muß
212^

M > -—- oder A > 1,960132
/ 108

seyn. Es sey also A == 2, so hat die Gleichung
xf — 2x» 4-1=0

drey reelle Wurzeln, und da die eine dieser Wurzeln x = i 
ist, so folgt, daß die biquadratische Gleichung

x4 f X3 f «2 ~ x - 1 s o
zwey
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zwey reelle Wurzeln habe. Man erkennt dieses theils aus 
den im gegenwärtigen Capitel gegebenen Vorschriften, 
theils ist es daraus klar, weil jede Gleichung von einer 
geraden Ordnung, wenn das absolute Glied negativ ist, 
allemal zwey reelle Wurzeln hat.

§. ZI2.
Auch Gleichungen von vier Gliedern lassen sich hier

nach beurtheilen, wenn die Exponenten von x in den drey 
ersten oder den drey letzten Gliedern in einer arithmetischen 
Progression stehen.

Erstes Exempel.
Es sey Die Gleichung: x7 — 2x5 -h xr — a e= o 

gegeben'.

Setzt man r -- X? -- 2x5 f x$ — a, so ist

~ es 7x6 — 1OX* f 3x1 
dx

und diese Gleichung =0 gesetzt, giebt einmal x» = 0, 
worauf man aber, weil es ein doppelter Werth ist, weiter 

keine Rücksicht zu nehmen hat. Ferner ist
7x4 — iox2 f 3 = o

c +2. 2
woraus xa e= -——— wird, und vier Werthe von x 

7
fließen, welche nach ihrer Größe geordnet, folgende Wer

the für z geben:

} c= — I
H 4 Ist
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i

Ist also a eine positive Zahl, so ist entweder

a > —oder a
343 7

c
48 3
343^7

Im ersten Falle hat die Gleichung, weil die Größen A, B, 
C und D insgesammt positiv sind, nur eine einzige reelle 
Wurzel. Im andern Falle hingegen hat sie drey reelle 
Wurzeln, die eine > i, die zweyte zwischen den Grenzen

3 2i un'o >s-, und yie dritte zw'schcn den Grenzen i V"-^
7 7

und — V~"t / " MW . fc.feui, - M«'
7

Wenn a eine negative Größe wird, indem man x =» 
— v se-tzt so wird die Gleichung Auf die vorige Form ge
bracht. Sollen a. so drey Wurzeln reell seyn, so muß noth

wendig a <; 0,0916134, oder & seyn.

Zweytes Exempel.

Es sey die Gleichung gegeben: 
ax8 — f JOX3 —■ 12 = o.

Da hier die Exponenten der drey letzten Glieder in 
einer arithmetischen Progression stehen, so setze man 

x = —. Hierdurch erhält man
y

a —- 3y2 f zoyf — 12/8 = o
Man setze also

z = 12)'8 — ioy<" ch 37» — a = e 
so ist die Differenzialgleichung

dz * , ,
— = 967? — 5oy4 t 6y = o ■ 
dx

und hieraus wird zuvörderst y == o, und dann
ytf
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also entweder

und y3 —

Ordnet man diese drey Wurzeln nach ihrer Größe, so sind 

die zugehörigen Werthe von z ' 7

3 1
Ist also a > , so hat die gegebene Gleichung zwey

3 I
reelle Wurzeln, die eine > < , und die andere <q. Aus-

9
ftrdcm werden ihr noch zwey reelle Wurzeln zukommen,

99 5 9
wenn B eine positive Größe, d. h. a < —-,v — tst, Wenn 

256 4
3 t 99 3 9 •

daher a zwischen den Grenzen V*~ und oder zwl-- 

fchen 0,48075... und 0,50674 enthalten ist, so hat die 
Gleichung vier reelle Wurzeln. Setzt man also a — i, so 

hat die Gleichung
X 8 — 6x6 «P 20x3 — 24 S= O

5,16 ’
vier reelle Wurzeln zwischen den Grenzen ; v -p v 3, 

o; — yS, und es sind also davon drey positiv und eine 

negativ.

Drey-% 5



Dreyzehntes Capitel.
Von den Kennzeichen der imaginären Wurzeln.

/ §- 313*

dem vorhergehenden Capitel haben wir die Methode, 
die Beschaffenheit der Wurzeln der Gleichungen zu bestim
men, erklärt, so daß darnach entschieden werden kann, ob 
und wie viel eine gegebene Gleichung reelle oder imaginäre 
Wurzeln habe. Zwar ist der Gebrauch dieser Methode 
öfters mit sehr großen Schwierigkeiten verknüpft, weil 
die Differenzialgleichung häufig so beschaffen ist, daß sich 
ihre Wurzeln nicht angeben lassen. Wenn nun auch gleich 
in diesen Fallen eben dieselbe Methode auf die D'fferen- 
zialgleichungen angewandt, und dadurch die Beschaffenheit 
ihrer Wurzeln bestimmt werden könnte, so würde doch die 
Arbeit meistens äußerst mühsam werden. Es ist daher 
hier oft genug, Kennzeichen zu haben, woraus man sicher 
auf imaginäre Wurzeln in der Gleichung schließen kann, 
obgleich aus der Abwesenheit dieser Kennzeichen nicht auf 
die Realität aller Wurzeln geschlossen werden darf. Bey 
aller Unvollkommenheit hat die Kenntniß dieser Kennzeichen 
ihren Nutzen, und es sollen daher dieselben den Gegen
stand der Untersuchung in dem gegenwärtigen Capitel aus

machen.
§. 314.
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§- 3T4‘

In dem vorhergehenden Capitel haben wir gesehen, 
daß die Differenzialgleichung

— =nx»-i — (» — l)Ax«-» f (n — 2)Bx”’3 — 
dx

(n — 3)Cxn~4 f = O

lauter reelle Wurzeln hat, wenn die Wurzeln der Gleichung 
Z — xH — Axn_I t Bxn’3 — Cx”-3 Oxn-4 — 2C.

insgesammt reell sind, und zugleich ist gezeigt worden, 
daß aus der Realität aller Wurzeln der Differenzialglei
chung nicht fließt, daß auch die Wurzeln der Hauptglei
chung insgesammt reell seyn. Dagegen kann man, wenn 
die Differenzialgleichung imaginäre Wurzeln hat, be
haupten, daß die Gleichung selbst wenigstens eben so viel 
imaginäre Wurzeln haben werde, ich sage zu n wenigsten, 
denn sie kann dergleichen auch mehrere haben. Auf diese Art 
läßt sich aus der Differenzialgleichung nichts weiter fol
gern, als daß die Hauptgleichung, wenn die Differenzial
gleichung imaginäre Wurzeln hat, ebenfalls und zum we- 
uigsten auch ebeu so viel imaginäre Wurzeln haben werde.

§- 315-

Wenn eine gegebene Gleichung durch irgend eine Po- 
testät der unbekannten Größe xm, wo m eine ganze posi
tive Zahl bedeutet, multiplicier wird: so hat, weil die 
neue Gleichung lauter reelle Wurzeln hat, wenn die Wur
zeln der gegebenen insgesammt reell sind, auch die Diffs- 
re'nzialgleichung, durch xm-* dividirt, lauter reelle Wur
zeln. Wenn daher alle Wurzeln der Gleichung 

x» — Axn-i BxD~2 — Cxn*3 -j- Dxn*4 — ;c. 0

reell sind: so hat auch die Gleichung
(mffu)
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(m^n)x"— (mfn — i)Axn~i 7(m7n— 2)Bxn*s 1—rc.

== o

lauter reelle Wurzeln. Auf ähnliche Art hat auch die 
Gleichung, welche man durch die fernere Multiplicatwn 
mir xk und abermalige Differenzkation erhält, oder

(m f n)(k f n)xn — (tn 7 n — i)(k f n — i) Axn-1 ch 

(m f n — 2)(k f n — 2)ßxn-2 — 2C, =0

lauter reelle Wurzeln, ünd zugleich kann man auf diesem 
Wege so weit fortfahren als man will. Wenn aber eine 
solche Gleichung imaginäre Wurzeln hat, so kann man bey 
der Entdeckung dieser Wurzeln sicher behaupten, daß auch 
die gegebene Gleichung zum wenigsten eben so viel imagi

näre Wurzeln haben werde.

§.' M
Wenn die gegebene Gleichung vor der Differenziation 

mit keiner Potestat von x multiplicier wird, so steigt man 
bey der Beurtheilung von Grad zu Grad ab. Wenn also 
die'Gleichung

x« — A xn_ 1 ch Bxn^s — Cx11-3 «p ?e. = o 

lauter reelle Wurzeln hat, so haben auch ihreDifferenzial- 
gleichungen von allen Ordnungen lauter reelle Wurzeln. 
Es sind demnach auch alle Wurzeln folgender Gleichungen 

reell.
nxn-r — (n — i)Axn-2 f (n — 2)Bxn" 3 — (n — 3)Cxn-4 

f IC, =3 O
n(n—i)x”-5—(n—i)(n—2)Ax«-3tCnr—2)(n—3)Bxn*4

— :c. — o
n(n — i)(n — 2)x"- 3 — (n — l)(n — 2)(n —3)Axn*4 

t 2C. = O
n(n-i)(n-.2)(n—3)xn~ 4—(n-i)(n—2)(n-3)(n—4)Axn-?

7 2C. =O 



Von den Kennzeichen der imaginären Wurzeln. 125

2\n

§• 317»
Auf diese Art läßt sich die Beurtheilung auf Gleichun- 

gen, welche um bestimmte Grade niedriger sind, als die 
gegebene, ausdehnen. Ist z. B. m irgend eine kleinere 
Zahl als n, so sind, wenn die gegebene Gleichung lauter 
reelle Wurzeln hat, auch alle Wurzeln folgender Gleichung 
vom Grade m reell,

m . m (m -* i Vxin _ —Axm*i T —------——
n n(n —- i)
n(m — l)(m •*- z)
—- ------------------ /Cxm-3 f rc. =± O.
n(n — l)(n — 2)

Setzt man m = 2, so bekommt man die Gleichung

und diese Gleichungen lassen sich auf folgende Form 

bringen.

Xn-i — XÖ-3 —
n n(n— IJ

n(n —• i)(n — 2)

x„-, _ fc-A- f - 3JBx„-4 _ 
x n 1 n(n — 1)

(n *— 2)(n — 2)(n — 4). , ,--------- —---------- -------- .Cxn-f f 2C. e= a 
n(n — i)(n — 2)

(n — 2) sn — 3)(n — 4)
xn-r — -------AAxn-4 f —

n n(n—1)
(n — 3)(n — 4)(n — 5) , ,—-2Z>———-Cx«*5 + re. = o 

n(n —r l)(n — 2)
„ „ Cn — 4-X^-e J. <n — 4)(n — 5)o ,<11*4 —   — Axn 1 7  ------ ------- — - Bxn~6   

n n(n — 1)
(n — 4)(n — — 6)< .A-—LJ ™.£xn-7 f ,2C. = 0 '

n(n •— i)(n <— 2)
rc.

1
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2 , _. .X*------AX f ------------B o
n n(n — i)

und die Wurzeln dieser Gleichung werden reell seyn, wenn 
die gegebene Gleichung

xn — Ax"-1 f Bx”-2 — cxn"3 f !t. = o 

lauter reelle Wurzeln hat. Da aber diese quadratische 
Gleichung keine reelle Wurzeln haben kann, wofern nicht 

~~ -7——-tB ist, so folgt auch, daß die gegebene
n n n(n — i)
Gleichung nicht lauter reelle Wurzeln haben werde, wo

fern nicht aa > ——B ist. Wenn asio AA < --------Bist,n — I n — i
so ist dies ein sicheres Kennzeichen, daß die gegebene Glei
chung zum wenigsten zwey imaginäre Wurzeln hat.

§- Zi8.

Hier haben wir also eine Eigenschaft kennen gelernt, 
welche den Coefficienten der drey ersten Glieder nothwen
dig zukommen muß, wenn alle Wurzeln der Gleichung reell 
seyn sollen; und diese Eigenschaft ist eins von den Kenn
zeichen, deren wir im Anfänge dieses Capitels erwähnten.

2n
Denn wenn auch aus der Bestimmung AA >------- ß nichts

n — I
für die Realität der Wurzeln folgt, so ist doch diese, 

aa < -^—B ein sicheres Kennzeichen der Anwesenheit 
n — i

zweyer imaginären Wurzeln. So muß, wenn man für n 
nach und nach 2, 3, 4, 5 rc. setzt, wenn alle Wurzeln reell 
seyn sollen.

bey
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bey seyn

»2 — Ax fBsO A2 t> 4 B
X3 — Ax2 fBx -Cso A2 > f B
x4 — Ax'3 Bx2 — Cx f D = O A2 | ß
x< _ Ax4 -f Bx3 — Cx2 f Dx —E=O A» !> ’4°B

und wenn also das zweyte Glied fehlt, und der Koefficient 
des dritten Gliedes oder B positiv, d. h. die Gleichung

X« Bx"-2 — Cxn* 3 «f* Dx«-4 — 2C. = O 
ist: so können nicht alle Wurzeln reell, sondern es müssen 
zum wenigsten zwey imaginär seyn.

§. 3i9»

Dergleichen Kennzeichen lassen sich auch für die Coeft 
sicienten der übrigen Glieder finden, wenn man erwägt, 
daß die Gleichung

l — Ay By* — Cy3 f Dy4 — re. = o 
eben so viel reelle und imaginäre Wurzeln hat, als die ge
gebene. Es entsteht ncmlich diese Gleichung aus der ge

gebenen durch die Substitution x = —, so daß man durch 
y

die Wurzeln dieser Gleichung zugleich die Wurzeln von 
jener hat. Hat also die gegebene Gleichung und also auch 
folgende,

I — Ay ch By2 — Cy3 Dy4 — 2C. = O 
lauter reelle Wurzeln, so sind auch die Wurzeln der Dif- 
ferenzialgleichung von dieser,

— A t 2ßy — gCy2 -j« 4Oy3 — rc. =0 

insgesammt reell. Substituirt man nun wieder x für—, so 
y 

bekommt man die Gleichung
Ax11*-1 1— 2Bx11-2 -f- 3Cxn~ 3 —■ 4Üxn“4 ch 2C. =2 O 

und.die Wurzeln dieser Gleichung werden insgesammt reell 
seyn. 
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n —l

i

seyn. Ist hingegen
LL

seyn, wenn die Wurzeln der gegebenen Gleichung solches 
sind. Hieraus erhellet schon, daß für n = 3 nothwendig 

Bß > 3AC seyn muß.
1. , ..

§. 320.

Differenziirt man aber jene Gleichung werter, so des 
kommt man

2(n — 2) , —- 2Yn — 2*) uAx»-L------ -------- -Bx«- 3 + Y---------A.------ -Cx»-U
n—i (n — i)(n — 2)

- 2^.-Axn-4 f ?(n--3)(nr- xn- f

2C. == O
, 2(n—4) , j(n — 4)<n — 5)

AX»-4------------ --Bx-i-5 + -3-------- -----------7-Cxn-»
n —I (n — i)(n — 3)

*— rc. — o
. 1 rc»

also überhaupt, wenn m eine kleinere Zahl als n ist,

2m , 3m(m — i)
Axm —  -------Bxm-1 f  ------—------- Cx'm-i—’s.x ö

n —I (n — i)(n —2) .
Setzt man nun m = 2, so bekommt man die Gleichung

4 „ 6
Ax»-------- — Bx f -- ----------- -------- -C = o

n — I (n"—l)(n — 2)
wo, wenn die Wurzeln reell seyn sollen,

4BB 6ac—:------- >  
(n—lp (n.— l)(n-—2)

seyn muß. Soll also die gegebene Gleichung lauter reelle 
Wurzeln haben, so muß

Bß > Ä-EÄlZ

2(n — 2)
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2(n - 2)
so ist dies ein sicheres Kennzeichen, daß die Gleichung zum 
wenigsten zwey imaginäre Wurzeln hat. Ist also

n = 3 so hat man an BB > 3AC

ti c= 4 - -- J BB !>
2 . 2

BB > ^-^AG
2 . 3

U. f. f»
ein Merkmal.

Um diese Kennzeichen auf die folgenden Coesiicietttett 
üuszudehnen, wollen wir die vorhin gefundene Differen- 
zialgleichung

— A f 2By — gCyä t 4by* — gEy4 ch rc. == 0 
wieder zur Hand nehmen, und sie von neuetn differenziiren, 
wodurch wir

2B •— SCy ch I2Dy^ ~ 2öEy3 ch rc. ö 

bekommen. Setzen wir hierin wieder ~ für y, so wird

B«n-i — 3Cx*i- 3 f 6bx«-4 — ioExn-f ch rc. =± o 

und durch fernere Differenziation dieser Gleichung bekom
men wir

•— rc. = 0

Eul. Diff. R. z.TH. ob. 2.TH. 2.Äbrh. I Nimmt
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Nimmt man m =v. 2v so entsteht die quadratische Glei
chung

/■' 2.2^ o 6 . 2Lx------------~_Cx f —— --------U = on — 2 (n — 2)(n — 3)
deren Wurzeln reell seyn werden, wenn

oCC 6 . 2P,D   4(n — 2)
———*7 > 7-------rr—~ oder cc > -p---------- -HD(n — 2)L (n —2)(n — 3) 3(n — 3)

ist. Wenn also die gegebene Gleichung lauter reelle Wur

zeln haben soll, so muß cc > —"^';d seyn, und wenn

dies nicht ist, so hat sie zum wenigsten zwey imaginär 
Wurzeln-

Wenn wir die Gleichung
2ß — 6Cy f I2üy2 — 2C. = ö 

von n^uem differenziiren, so wird
j— 60 ch 24 Dy — 60 Ey3 f 2C. = Ö

oder
C — 4Vy t IÖEy» — 2oEy3 f 2 c. = O. 

lZetzt man hierin wieder X für ~, so erhalt man

Cx‘n~ 3 a— 4DX11-4 I0Exn- 5, -i- 2OFx11~6' f 2C. == & 

Difserenziirt man diese Gleichung von Neuem, so wird

— 2c. = o 
und überhaupt
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seyn.

AA >

BB >

CG >

DD >

EE >

seyn.

51 . 10

3(n - 3)RD

——-~CE
4(n — 4)

5(n 5)
rc.
I 2
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4m . , 10 m (m •— 1)

Cxm -------- ---- Dxm_I t ----------—--------;Exn-i — rc.
n —3 (n — 3)(n-4)

= o.
Setzt man m = 2, so sind

Cx» — -2-lA.Dx f - -------—,_.T0------- E = o
n — 3 (n 3)(n — 4)

und wenn die Wurzeln dieser Gleichung reell seyn sollet^ 

so muß

5(n — 2)DD > -)-------- -^CE
4<n — 4)

323.
Hieraus laßt sich schön das Verhältniß aller Eoeffj-» 

cienten hinlänglich beurtheilen. Soll also überhaupt die 

Gleichung
x«i Axn-1 t Bxn-L — Cxn^3 f Dxn”4 — Lx^k 

f 2C. =O 
lüuter reelle Wurzeln haben, so inuß

2n 
l(n - i)B 

^L=l2)m
2(n — 2)
4(n —- 2)
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seyn. Fehlt eine von diesen Bedingungen, so hat die Glei
chung zum wenigsten zwey imaginäre Wurzeln. Wenn 
ferner diese Kennzeichen nicht von einander abhangen, so 
ist auch leicht einzusehen, daß die Gleichung eben so viel 
Paar imaginäre Wurzeln haben werde, als von ihnen nicht 
statt finden. Dagegen können alle erwähnte Bedingungen 
bey einer Gleichung angetroffen werden, ohne baß daraus 
eine gänzliche Abwesenheit der imaginären Wurzeln ge
schlossen werden dürfte; ja es kann dabey eine Gleichung 
lauter imaginäre Wurzeln haben. Man muß daher diese 
Kennzeichen auch nicht weiter ausdebnen, als sie nach den 
Quellen, woraus sie abgeleitet sind- ausgedehnt werden 
dürfen.

§. Z24.

Man erkennt aber bald, daß nicht ein jedes fehlende 
Kennzeichen des vorhergehenden zwey imaginäre Wur
zeln anzeigen könne. Hat nemlich eine Gleichung n Di
mensionen, und folglich n‘f 1 Glieder; so giebt jedes da
von, das erste und letzte ausgenommen, und also alle n — 1 
Kennzeichen; aber wenn auch alle fehlen- so kann doch die 

Gleichung nicht an — 2 imaginäre Wurzeln haben, da sie 
in allem nur n haben kann. Fehlt eins von diesen Kenn
zeichen, so ist man gewiß, daß die Gleichung zwey imagi
näre Wurzeln hat; da aber auch die Abwesenheit zweyer 
ebenfalls nur zwey imaginäre Wurzeln anzeigeN kann, so 
muß man dabey untersuchen, ob sie unmittelbar aufein
ander folgen oder nicht. Im ersten Falle wird die Anzahl 
der imaginären Wurzeln nicht größet, im andern Falle 
aber zeigt jedes zwey imaginäre Wurzeln an. Ist daher 
z. B. gleich

AA
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AA <; —B und BB c ~ T\c 
n — I 2(n — 2)

so folgt doch daraus nicht nothwendig, daß die Gleichung 
vier imaginäre Wurzeln habe; aber dagegen hat man 
Recht dieses zu behaupten, wenn

AA < —S- N UNd CC c " QbD 
n — 1 3(n — 3)

™ > IM»«'ift--

§. 325*

Aus zweyen unmittelbar auf einander folgenden Kenn
zeichen der imaginären Wurzeln folgt also nicht mehr als 
aus einem, aber wenn-diese Kennzeichen in unterbrochener 
Ordnung auf einander folgen, so daß zwischen je zweyen 
eines oder mehrere fallen, so zeigt jedes die Anwesenheit 
zweyer imaginären Wurzeln an. Hierdurch gelangt man 
zu folgender Regel. Man schreibe über die Glieder der 

gegebenen Gleichung,, das erste und letzte, ausgenommen, 
hie vorhin gefundenen Coefficienten der Kennzeichen

2N Zp — I) 4(n-—2). 5(n— 3) 2C 
n —1 2(n —2) 3(n—3> 4(n—4>

xn — Axn_I f Bx»-2. — Cxa-$ ch Jp xti~4-r-2C. = O 
ch « * * < 2C.

Dann untersuche man die Quadrate der Coefficienten, und 
überlege, ob sie größer oder kleiner sind,, als das Produkt 
aus dem darüber stehenden Bruche in die angrenzenden 
Coefficienten, und schreibe im ersten Falle das Zeichen ff, 
im andern aber das Zeichen— unter das Glied, unter 
das erste und letzte aber allemal ff. Ist dies geschehen, so 
hat die Gleichung wenigstens eben so viel imaginäre Wur

I 3 M
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zeln als bey den untergeschriebenen Zeichen Abwechselun
gen angetroffen werden.

§. 236.

Dies ist die Regel, welche Newton zur Entdeckung 
der imaginären Wurzeln der Gleichung gegeben hat; man 
muß aber die Bemerkung dabey nicht aus der Acht lassen^ 
daß eine Gleichung mehr imaginäre Wurzeln haben kann, 
als man durch sie zu entdecken im Stande ist. Dieses Um* 
standes wegen hat man sich Mühe gegeben, andere 
ähnliche aber weiter reichende Regeln zu erfinden. Unter 
diesen ist vorzüglich die von Campbell merkwürdig, welche 
man der Ausgabe von Newtons Arithmetiea universal! an
gehängt findet, und auf folgenden Lehnsatze beruht:

Wenn a, ß, y, J, e, rc. Größen bedeuten, ihre Anzahl 
«=3 m, und

a t ß f y f 3* f c f 2C. = S, und
*s t f v2 t f «2 t rc. =s V

ist: so ist offenbar v > o. Da aber auch

«8/3. f *7 t t &V t t w. == —V 
.... 3

ist, so wird
(m r— i)V > SS — V, oder mV 85.

Denn nimmt man die Quadrate der Differenzen zwischen 
je zweyen von diesen Größen, so ist ihre Summe

23
(*—ß) 2 f t (/$— 7)21 C/3^~ f ic.

f 72 -fiZ-r a-tc.)—2(»ßt*7 t*^t/3y trc.)

(m — 1) V — 2 c= mV — SS.
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Da also die Summe der Quadrate reeller Größen allemal 
positiv ist, so Ist mV — SS > o, und also mv > SS«.

Z27.
Diesen Lohnsatz vorausgesetzt, sey die Gleichung 

x*i — Axn-I t" Bxn-3 — Cx«- 3 f Dxn"-4 — Exn~S

gegeben. Sind alle Wurzeln dieser Gleichung reell, so ist 
die Anzahl derselben = n, und wenn man die Wurzeln 
a, b, c, d, e, nennt, nach einem bekannten Satze aus der 
Lehre von der Natur der Gleichungen

Zahl der Glieder
n
n(n — 1)

1 . 2
n(n — l)(n — 2)

C == abc -j* abdf abe acd ’jH bcd f 2C
1.2.3

n(n—l)(n—2)(n—3)

Nimmt man nun von den Gliedern dieser Reihe die Qua
drate, und setzt dabey

P t= a» f b» f CJ f d2 f 2C.
Q = a3b2 f a2c2 f aad» b2c- f 2C.
R =3 a2b3c» f ä2b-d* f a-b^e* f j* 2C._
8 == a2br«2d2 -j- L-b-^.-Lr f a^b-äAe- f rc.

so ist nach der Lehre von den Combinationen
P — A2 — 2ß
Q = B» — 2ÄC t 2D
K =: C2 - 2BD f 2AE — 2F
S s= D~ — aCE f 2ßF — 2äG f 2H

§. 328.
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AA

BB>

CC

PP

Hier
w /

2. 3

I t 2 I , 2 ' 1 . 2

oder 
L?n(n — l)

M >■ n(n--'o..... (AQ " »
--------- -- — I
X . 2,

Auf ähnliche Art geben die folgenden Gleichungen
21 (n --- l)(n --- 2)

cc fe Vy2;.?(ßp — ae f f)
n(n — I)(n — 2)  r *

1*2, 3
2n(n —i)(a—2)(n^-3)

DP > -7- !/2, ?/4-j---- -(CE ^-BFf AO—H)
------- ’•* ’ ' 1 |/ , —* T

I » ? ». 3 « 4.
x ' /'

§* Z28.
Nach diesem Lohnsätze haben wir 

nP >

Ü^_ZL22q
1,2

— T)(n — 2)^
1 • 2 , 3 

nfn — i)(n — 2)(n — 3)
I * 2 , 3 . 4

2C
ylid setzen wir daher für P, Qz R# rc, die vorhin gefunde
nen Werthe, so bekommen wir folgende Eigenschaften der 
reellen, Wurzeln

i . 2 . 3 . 4 
n(n--i)(n—2)(N—3)
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Hier wird also das Quadrat der Koefficienten nicht bloß 
mit dem Produkte der angrenzenden Koefficienten vergli
chen, sondern auch mit dem Produkte derjenigen, die auf 
beyden Seiten gleich weit abstehen, so doch, daß diese Pro
dukte Wechselsweise positiv und negatiy genommen werden,

§* 329,

Man muß demnach über die Glieder der Gleichung, 
das erste und letzte ausgenommen, die Brüche schreiben, 
deren Zähler die Koefficienten eines Binomius in derselben 
Dignrtat, und die Nenner eben diese Koefficienten um 
eins vermindert sind. Behandelt man auf diese Art die 
quadratischen, cubischen, biquadratischen, Gleichungen icv. 
so ist ' i

für die quadratischen Gleichungen.

x» — Ax 1B, = 0; A» i>. B 
für die cubischen Gleichungen

6 6
5 T

x3 -r- Ax» f Bx — C = p. 
A» > zB und B > 3AC.

für die biquadratischen Gleichungen 

f x V t 
x* — Ax3 f Bx2 —, Lx f D = O 

A» > |B; Br. > '/(AQ-aD); C» > |BD, 

für die Gleichungen des fünften Grades
1.0 2j? 2^> J^O

xf -7- Ax4 Bx3 — Cx* f Dx — E = O
AA > ^B; B- > V°CAC — D);. er > V(BD " AE);; 

yr > yCE,
für die Gleichungen des sechsten Grades

1-2 30 40 3 o T2S 54 55 54 5
Ax? t Bx» — Cxi f Dx* — Ex f F =5 O

3? A*
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A2 > '/L; ,B» > ||(AC — D); C* > -4°(rdt-AE f F) 

pi > y-j^CE — BF); L- > ’^DF.
U. s. W.

330.
Fehlt eins von diesen Kennzeichen, so erkennt man 

daran, daß die gegebene Gleichung zum wenigsten zwey 
imaginäre Wurzeln hat, fehlen aber mehrere, so muß man, 
da die Gleichung nicht zweymal so viel imaginäre Wurzeln 
haben kann als es Kennzeichen giebt,, einen ähnlichen Weg 
einfchlagen, als vorhin bet}, der Newtonianischen Methode. 
Ist nemlich das Quadrat des Coefficienten eines Gliedes 
größer als das Produkt aus dem über dem Coefficienten 

stehenden Bruche in hie Produkte der anliegenden und auf 
beyden Seiten gleichweit abstehenden Coefficienten, so setzt 
man das Zeichen f, und im entgegenstehenden Falle das 
Zeichen — darunter. Ist dies geschehen, so zeigt jede Ab- 
rvechselung der Zeichen eine imaginäre Wurzel an. Wenn 
daher diese Regel auf mehr imaginäre Wurzeln führt als 
die Newtonische, so kommt sie der Wahrheit näher; es 
kann aber die gegebene Gleichung mehr imaginäre Wur* 
zeln haben, als man nach beydew Methoden findet,

§. 33*-

Man würde sich demnach irren, wenn man diese Kenn- 
-zeichen als so vollkommen betrachten wollte, daß dadurch 
aste reelle und. imaginäre Wurzeln entdeckt werden könn
ten, und die Folgen davon würden mit dem Grade, der 
Gleichung zunehmen. Bey der quadratischen Gleichung 
sind sie vollkommen zureichend, aber schon die cuhische Glei
chung kann zwey imaginäre Wurzeln haben, wenn man 

' gleich 
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gleich durch keine von jenen Methoden darauf geführt 
wird. Um diese- Falle kennen zu lernen, sey die Gleichung

X3 -r- AxJ f Bx -r C = O 
gegeben, wo die gedachten Methoden, wenn aa > zv und 
Bß 3AC ist, keine imaginäre Wurzel anzeigen. Nach 

306. muß aber auch, wenn keine imaginäre Wurzel statt 
finden soll, B < |AA seyn, und eben dieses heischen jene 1
Methoden. Setzt man also b = |aa— |ff, so muß c 
zwischen den Grenzen . .

äW - |MF — JLfJ und 5^A3 Aff*t äM3 
enthalten seyn, und die erwähnten Methoden fordern 1 

hloß, daß c < oder C < 5|a3 — AfFf sey^
3A 27 A

Diese Bedingung kann statt finden, wenn gleich.iL nicht 
zwischen den angezeigten Grenzen liegt.

f §- 332»
f4 „ .

Ist nemlich C = 2iA3 -^Afff ——gg,so nimmt 

man nach jenen Regeln keine imaginäre Wurzeln wahr, 
und dennoch werden zwey imaginäre Wurzeln statt finden, 
wenn

.JA’ — sfAfff - — gg < 5|A3 - JAfi — Ak» 
27A

oder

9-;A3- 2|AfTf 2-- r- gg > 5|A3 - x.xfF f "

ist. Wenn also entweder gg >
(:T f_As) -

27 A
(As--

27 A
ist, so hat die cubische Gleiche 

pare Wyrzeln, wenn auch keine der

gleich.iL


und setzt man
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den dergleichen anzeigen. Wir haben aber A positiv an
genommen, weil die Gleichung im entgegenftehenden Falle 
durch die Substitution x = — y so verwandelt werden 
kann, daß A positiv wird. Hiernach lassen sich unzählige 
kubische Gleichungen machen, welche zwey imaginäre Wur
zeln haben, die man nach den beschriebenen Methoden nicht 
entdeckt. Denn setzt man

(ff t Af> , , L .
gg — ——'■ t hh>, so wird

C = — gg = 5^3. — *Aff — 2|f3 — hh

und
A = f AA -r- |ff,

gg=CAf-^_hh
66 . 27A

f As    ff*)a.
so daß hh < '—Xta" lft/. so wird.

C = 5|A3 — $ Aff f rfti t hh, und
B = f AA — ffF;

in beyden Fällen, aber bekommt man eine Gleichung mit 
zwey imaginären Wurzeln, welche sich durch jene Regeln 
nicht entdecken lassen. Es sey z. B. A = 4, f=i; so 

wird B — 5, und, da hierdurch gg =r ~ t hh wird, C =

^5  hh = — -7- hh. Ist daher c < —, so hat
108 108 27 27
die Gleichung x* — 4x1 f $x -r- c = o allemal zwey ima
ginäre Wurzeln., Nimmt man aber gg = — hh, so
muß hh < seyn, und es wird C = || —- T| f hh =
Z f hh. Es sey hh. == f. so hat die Gleichung x3 — 

4xx 
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4xx f 5X —= o zwey imaginäre Wurzeln, obgleich die 
öfters erwähnten Regeln auf keine führen.

. 333»
Ja es lassen sich auch allgemeine Gleichungen machen, 

wobey diescMethoden keine imaginärenWurzeln angeben, ob 1 
dieselben gleich öfters zwey und mehrere imaginäre Wurzeln 
enthalten. Dles findet allemal statt, wenn in der Gleichung 
stets zwey ähnliche Zeichen auf einander folgen, wie in diesem 

xn — Axn_I — Bxn*2 Cxn-3 -j- Dxtt-4 — Lx»"5 — 
Fxn~ 6 f 2C. = o

vdet
xn f Ax»-r — Bx'n-4 — Cxn"3 f Dx"-4 f Ex«-< —* 

w. '= O.
Daß aber diese Gleichungen imaginäre Wurzeln haben 
können, erhellet schon aus der cubischen Gleichung 

x3 — Ax2 — Bx f C = o
welche allemal zwey imaginäre Wurzeln hat, wenn ff= 

AA f 3B gesetzt wird, und — c zwischen den Grenzen 
s|A* — jAff—^f3 und j|A3 — fAfft

liegt. Indeß lassen sich diese Falle aus jenen Regeln ab
leiten, wenn man die Gleichung durch eine Substitution 
auf eine andere Form bringt. Denn setzt man

x — y k, so wird 

y3 t 3kyy t 3kty t k3 
— Ayy — 2Aky — Akk 

— By — Bk “ 
f C 

und diese Gleichung nach den beschriebenen Methoden un
tersucht, ist zuvörderst, wie sogleich in die Augen fällt, 

Qk — A)2 t> 3 (kk ■«— sAk «*- B)
«nd wenn

(3kk
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(zkk — 2Ak — B)1 > 3(gk — A)(k3 — Akk — Ek f Q) 

seyn soll, wie das andere Kennzeichen mit sich bringt, so ist 
nothwendig, daß

BB f 3AC f (AB — 9C)k f (AA t ZB)kk Vo 
sey- was auch k für einen Werth habe. Man nehme denr- 
nach k so, daß dieser Ausdruck einen kleinsten Werth er

halte, d. h. man setze k = 96 — AB 
2(AA f 3B)'

wo es, wenn die

ser Ausdruck noch i> o ist, wahrscheinlich wird, daß keine 
Imaginäre Wurzel statt finde. Es wird aber

BB t3AC—
(AB — yL)r
2(AA t 3ß)

oder

, (AB - 9C)>
4(AA f 3ß)

BB f 3AC >
(AB — 9C)*
4(AA t 3ß) ‘

Da also B = |ff— |aa ist, so wird
4ff(jf4 — jAAff f iA* t 3AC) > (fAff— fA3 —9a)4 

oder
4s* ~ A8=f4 f 4A4ff f ioSACfF

>
As(4 —. 2A4f» — 54ACff f Atf f 54A3C f 729C6

oder
4f<r > 9Ä»f4 — 6A4ff—i62ACfff A^ f 54A3 C f 729CC 

und wenn man also die Faktoren nimmt, so muß seyn
(2f3 t A3 — 3Af t 27C)(2f3 — AS f 3Af—27c) >ö 

Es zeigen demnach jene Regeln imaginäre Wurzeln an^ 

wenn
C t> 5|A3 t jAf unt>

c !> 2|A3 f f As t 5V3/ oder
C C 3£A3 t |Af — 5 = f3, und 
C < 5fA3 f |Af f zßkS

's-'
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ist, und dies sind eben die Bedingungen, welche wir oben 
gefunden haben»

V 334»

Hierauf laßt sich auch der Beweis des HarriottlscheN 
Satzes gründen, daß jede Gleichung so viel reelle positive 
Wurzeln habe, als in der Gleichung Abwechselungen, und 
so viel negative, als dcuxn Folgen gleicher Zeichen vor
kommen. Angenommen nenuich, daß die Gleichung

X« — Ax"-I Y Bx«-5, — Cx’i-3 y öx”-4. — 2C. — ö 

lauter reelle und pösüim Wurzeln habe, so werden nicht 
nur auch alle Wurzeln der Tnfferenzialgleichung

nxn~- — (r> — i)Ax“~J y so u—2)ßxn*3 —2C. ” O 
teell und positiv, sondern zugleich die'Grenzen der Wur

zeln von jener Gleichung seyn, Ferner hat alsdann auch 

die durch die Substitution x = - entstehende Gleichung 
\ y

I — Ay f Byi — C y 3, Dy4 — ?c. = ö

läüter reelle und positive Wurzeln, welche aber die reci
proken Größen von den Wurzeln der Grundgleichung und 
also Größte sind, wenn diese zu den Kleinsten gehören, und 
umgekehrt. Dies vorausgesetzt differenziire man die gege
bene Gleichung, bis man zu der einfachen Gleichung x — 

-— = o gelangt, wo die Wurzel positiv ist, und der Coef- 

ficient des zweyten Gliedes negativ, wie wir angenom
men haben. Hatte hingegen dieser Coefficient das Zeichen 
t, so würde folgen, daß die Gleichung nicht lauter positive- 

sondern zum wenigsten eine negative Wurzel Hätte»

§- 335»
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§- 335-

Wenn die gegebene Gleichung in ihre reciproke Glei
chung verwandelt und differenziirt- dann aber x wieder 
eingeführt, und die Differenziation so lange fortgesetzt 
wird, bis man nach §. 320. auf die einfache Gleichung ax 

------ -.2--b = 0 kommt, so wird auch die Wurzel dieser 
n — 1

Gleichung positiv seyn, wenn die gegebene Gleichung lau
ter reelle und positive Wurzeln hat, und das zweyte und 
dritte Glied dieser Gleichung daher verschiedene Zeichen 
haben. Haben also diese Glieder einerley Zeichen, so ist 
solches ein Kennzeichen von wenigstens einer und zwar von 
der vorigen verschiedenen negativen Wurzel, sv daß, wenn 

die drey ersten Glieder einerley Zeichen haben > dieses ein 
Kennzeichen von der Anwesenheit zweyer negativen Wurr- 
zeln ist.

Zzä.

Setzt man auf ähnliche Art die Verwandlung und 
Differenziation nach §.321. fort, bis man auf die einfache

Gleichung Bx -- — — e = o kommt, so muß auch die 
n — 2

Wurzel dieser Gleichung positiv seyn, wenn alle Wurzeln 
der gegebenen Gleichung solches sind; und wenn also das 
dritte und vierte Glied einerley Zeichen haben, so ist dies 
wieder ein Kennzeichen einer negativen Wurzel. Ueber- 
haupt ergiebt sich auf diese Art allemal eine negative Wur
zel, wenn zwey auf einander folgende Glieder einerley Zei
chen haben, und es müssen daher in jeder Gleichung so viel 
negative Wurzeln seyn, als sie Folgen gleicher Zeichen ent
halt. Nahme man an, daß die gegebene Gleichung lau- 

tee
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ter negative Wurzeln hätte, so würden, weil die Wurzeln 
aller aus ihr hergeleiteten Differenzialgleichungen ebenfalls 
negativ waren, alle Glieder einerley Zeichen haben müssen. 
Wenn also zwey auf einander folgende Glieder verschie
dene Zeichen hatten, so wäre dieses ein Merkmal von der 
Anwesenheit einer positiven Wurzel, und auf ähnliche Art 
müßte man der Gleichung zum wenigsten so viel positive 
Wurzeln beylcgen, als sie Abwechselungen der Zeichen ent
hielte. Da nun jede Gleichung gerade so viel Wurzeln 
hat, als es darin Folgen von zwey unmittelbar neben ein
ander stehenden Zeichen giebt: so folgt auch, daß jede 
Gleichung, deren Wurzeln insgesammt reell sind, darunter 
so viel positive haben werde, als sie Abwechselungen, und 
so viel negative, als sie Folgen gleicher Zeichen enthalt»

Lul.Diff.S-Z.TH.od.-.TH.r.Abch. K Ditt--
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Vierzehntes Capitel.
Von den Differenzialien für besondere Falle.

§. 337-

2.C.

rc.
dx

'cnn y irgend eine Funktion von x ist, und diese vev-- 
vermehrt wird 

y folgen-

®3d3y . »4d4y
TdxY -i- f

#3d3y »4d4y
66x3 ** 246x4

W
änderliche Größe x um den Zuwachs » 

oder x in x f « übergeht, so bekommt dadurch 
den Werth:

und also y den Zuwachs
wdy «*ddy

26x2

wie aus dem Obigen bekannt ist. Wird also « = dx, oder 
x um das Differenzial dx vermehrt, so wird der Zuwachs

von y
dy f Jddy f fd3y f T^64y f rc.

und dieser Zuwachs ist das vollständige Differenzial von y. 
Da indeß sedes Glied dieser Reihe'zu dem folgenden ein 
unendliches Verhältniß hat, so verschwinden alle folgende 
Glieder gegen das erste, so daß dy das gewöhnliche erste 
Differenzlal von y wird. Auf ähnliche Art sind die zwey
ten, dritten und vierten Differenzialien u. s. f. von y 
folgende

dd.y
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dtfy =dffy f—d7y f 2C.

und man erhalt diese Differenzialien aus dem s6ften §. 
durch die Substitution dx für Diese Differenzialierr 
sind die vollständigen Differenzialien von y, weit darin 
auch die Glieder beybehalten sind, welche gegen das erste 
verschwinden. Man findet aber diese Glieder einzeln durch 
eine fortgesetzte Differenziation von y, indem man dx als 

beständig betrachtet. Ist z. B. y = ax — xx, so sind, 

weil dy = adx — 2xdx, und ddy = — 2äx-r wird, 
die vollständigen Differenzialien von y

dy = adx — 2xdx —- dx2 'x

ddy = — 2 dxa

und. die übrigen = o.

§. 338»

Wenn aber gleich überhaupt die folgenden Glieder irr 
diesen Differenzial-Ausdrücken gegen die ersten verschwin
den, so fällt doch in besondern Fällen, wenn das erste Glied 
selbst verschwindet, d-er Grund davon hinweg, und es dür
fen also dann auch die folgenden Glieder nicht aus der 
Acht gelassen werden. So ist z. B. in dem vorhergehen
den Falle, wo y = a x —' x x war, das Differenzial im 
Allgemeinen zwar ä (a — 2x)dx, und man hat nicht nö- 

K 3 thig 
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thig —6x2 beyzubehalten, weil dieses Glied unendlich 
kleiner ist als das erste; allein es liegt dabey die Voraus
setzung zum Grunde, daß das erste Glied selbst nicht ver
schwinde. Wenn daher das Differenzial von y = a x — 
XX für den Fall gesucht wird, wo X — ia ist, so muß man 
sagen, es sey — — 6x2, weil die Funktion y in dem Falle 
x c= Za, wenn x um dx wachst, um 6x2 abnimmt. Die
sen einzigen Fall ausgenommen, ist das Differenzial der 
Funktion y allemal ==(»■—sxjdx, denn, wenn nicht 
x = |a wird, läßt man — dx» mit Recht aus der Acht. 
Auch kann die Vernachlässigung des Gliedes dx* selbst in 
dem Falle, daß x = h ist, zu keinem Irrthume verleiten. 
Denn da man die ersten Diffetenzialien unter sich zu ver
gleichen pflegt, so ist es, weil dy == — 6x2 tin Falle 
x g £a, gegen die ersten Differenziale 6x verschwindet, 
gleichviel, ob man dy = o, oder dy = — dx2 habe.

§- 339*

Es bedeute y irgend eine Funktion von x, und matt 
'erhalte dabey durch eine fortgesetzte Differenziation

dy = pdx; dp ±= qdx; dq = rdx; dr = sdx; 2C. 

so sind die vollständigen Diffetenzialien von y, wobey nichts 
aus der Acht gelassen wird,

d.y = pdx f iqdx3 £rdx3 $l$dx4 f je. 

ddy = qdx2 f rdx 3 T2sdx4 f ^tdx5 f ?C» 

d 3 y rdx 3 3 sdx4 ^rdx5 ic.

d4y sdx4 *|* 2 rdx 5 «f* rc.

d^y = tdx$* :c.

Wenn also die ersten Glieder iv? diesen Ausdrücken nicht 

Der schwinden, so har man in ihnen allein die Differenna- 
lien von y; wenn aber in irgend einem Falle das . ste 

Glied 
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Glied = o wird, so giebt das folgende das gesuchte Diffe- 
renzial. Verschwände auch das zweyte Glied, so würde auf 
ähnliche Art das dritte, und verschwände auch das Dritte 
Glied, so würde das vierte Glied dieses Differenzial geben, 
U. s. w. Hieraus folgt, daß das erste Differenzial einer Funk
tion von x eigentlich nie verschwinde. Denn wird auch p —o 
in welchem Falle man das Differenzial von y als ver
schwindend zu betrachten pflegt, so wird dieses Differen
zial durch eine höhere Potestat von dx ausgedruckt; z. B. 
durch äqdxi, oder wenn auch q verschwindet, durch £rdx 
U. s. W.

§- 340.

Ob nun aber gleich in diesen Fällen das Differenzial 
von y in Vergleichung mit andern ersten Differenzialien 
mit Recht aus der Acht gelassen wird, so ist es doch gleich
wohl öfters nützlich, den Ausdruck desselben zu kennen. 
So kann man aus dem vollständigen Ausdrucke eines Dif- 
ferenzials sogleich beurtheilen, in welchen Fallen die gege
bene Funktion ein Kleinstes oder ein Größtes wird. Ist 
z, V.

d♦ y =3 pdx; f Zqdx^ Jrdx3 je.
so muß, wenn y ein Größtes oder ein Kleinstes werden soll, 
p = o seyn. In diesem Falle ist also dy sqdxr, und 
die Funktion y geht dabey, wenn man für x die Größe 
x ±. dx setzt, in y f |qdx3 über, und wird daher einen 
kleinsten Werth haben, wenn q positiv, und einen größten, 
wenn q negativ ist. Wird aber auch q =□ o, so ist dy = 
|rdx3 und die Funktion y geht durch die Substitution 
x Jt dx für x in y ± ßrdxZ über; es findet aber in die
sem Falle weder ein Größtes noch ein Kleinstes statt. Wird 
hingegen auch r = o, so erhält man, wenn man x _L dx

K 3 für 
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für x setzt, y f 5i$dx4 für y, und dieser Ausdruck giebt 
ein Größtes, wenn $ eine negative, und ein Kleinstes, 
wenn s eine positive Größe ist. Andere Beyspiele von der 
Nutzbarkeit der vollständigen Differenzialien werden unten 
vorkommen. ?

§. 34i*
Wir. woben annehmen, p verschwinde, wenn x = * 

wird, und dies geschieht, wenn p = (x — a)P ist. Es' 
entsteht aber ein solcher Werth, wenn y = (x a)aP t c 
ist, wo C irgend eine beständige Größe bedeutet. Denn 
da pdx = (x — a)adP f 2(x — a)Pdx ist, so muß noth
wendig p = o werden, wenn man x = a setzt. Alsdenn 
wird folglich, da dpdx = qdx3 =3 (x — a)addP f 
4(x — a)dPdx •j* 2 Pdx3 lj£, d.y —~ Pdx-, es müßte 
denn P bey x=a verschwinden, welcher Fall nachher betrach
tet werden soll. Der gegenwärtige kann allgemeiner auf fol
gende Art dargeftcllt werden. Es sey z — (x — a)3Pf c, 
und y irgend eine Funktion von z, so daß dy = Zdz werde, 
wenn 2 irgend eine Funktion von z = (x — a)3P f c be
deutet. Alsdann ist also

dz (x a)3dP f 2(x — a) Pdx, und
pdx ™ Z(x — a)3dP f 2Z(x a) Pdx.

Dieses Glied wird = o, tvci r. x = a wird, und laßt man 
in eben diesem Falle die Glieder weg, welche den Faktor 
x — a enthalten, so wird qdx3 = aPZdx3, und also für 
x = a, nachdem man in ?Z allenthalben a für x gesetzt 
hat, dy = PZdx3. Ist daher y irgend eine Funktion von 
z = (x — a)3P 4 C, so daß dy = Zdx ist, so ist für x = a 
das Differenzial dy = PZdx». Es wird daher diese Funk
tion y für x = a ein Größtes, wenn in eben diesem Falle 
die Größe PZ negativ, und.ein Kleinstes, wenn PZ positiv ist.

§- 342.
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§» 342.

Wenn p = (x — a)2P, so verschwindet für X --- a 
auch q; man findet aber einen solchen Werth für p, wenn 
y = (x —a)’P f c ist Es ist also dann <

pdx = (x —' a)3dP f 3(x — a)2Pdx -
qdx- — (x—- a)3 ddP *p 6(x — a)2dPdx 'f 6(x—a) Pdx2. 

und jedes dieser beyden Glieder verschwindet, wenn x = a 
wird; das folgende aber ist

rdx 3 =(x — a) 3 d 3 P f q(x—s) 2 ddPdx f l8(x—a)dPÄXx 
ch 6Pdx3 = 6Pdx3

wenn x = a ist. Da also p und q für x = a verschwin
den, so wird dy — |rdx3 = Pdx3. Auf ähnliche Art fin
det man, wenn z = (x — a)3 p -f- c, und y eine Funktion 
von i und dy = Zdx ist, weil alsdann dz == (x — a)3dP 
ch z(x — a)3Pdx ift,p = o und qo, und rdx3 =r6PZdx3 ♦ 
also dy = PZdx3 für x=a. Wenn daher gleich für x = a, 
p = o wird, so hat dennoch die Funktion y weder einen 
größten noch einen kleinsten Werth.

§. 343»

Es giebt aber einen leichtern Weg diese Differenria- 
lien zu finden, welcher sich auf die Natur der Differenn'a- 
lien selbst gründet. Denn da man das Differenzial > ■- 
erhält, wenn man y von seinem nächsten Werthe oder dem 
welchen es durch die Substitution x f dx für x bekommt 
abzieht, so sey, wie im ersten Falle, y == (x — a)»P ch C. 
Setzt man hier x f dx für x, so wird

y' = (x — a ch dx)2P' ch C 
und folglich

dy = (x — a f dx)2Pz — (x — a)2P.
Wenn also x = a ist, so wird dy -7-: PZdx2,/und, da P' 
und P im Verhältnisse der Gleichheit stehen, dy = Pdx2.

K 4 Ferner
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Ferner sey z = (x — a)-P + c, so wird dz --- Pdx*. 
Wenn also y irgend eine Funktion von », und dy --- Zdz 
ist, so wird für x = a

dy =a PZdx».
Ist nun z = (x — a)?P t C, so wird

Zy ---- (x~at dx)3Py f C, 
und daher für x = a

z' z ~ dz — Pdx$A
Ist demnach y irgend eine Funktion von 2 und dy = Zdz* 
so ist auch für x = a das Differenzial dy = PZdx$, vor
ausgesetzt, daß in den Funktionen p und z allenthalben 
a für x subftituirt werde. Da aber in diesem Falle z=-.c 
und Z eine Funktion von z ist, so wird Z eine beständige 
Größe, nemlich eine solche Funktion von c als es vorhin 

von x war.

5* 344*
Wenn also überhaupt y — (x — a)»P f c ist, so wird* 

weil dann yz = (x — a f dx)»p' f c wird, für X --- a 
das Differenzial dy = Pdx»; und wenn also n > i, so 
verschwindet dieses Differenzial in Vergleichung mit an,. 
dern ersten Differenziakien, welche dx homogen sind. Nun 

ist aus dem Vorhergehenden klar, daß die Funktion y für 
x = a ein Größtes oder ein Kleinstes wird, wenn n eine ge
rade Zahl, und dabey P für x — a eine positive, und ein Größ
tes, wenn P eine negative Größe ist. Man findet demnach auf 
diese Art die größten und kleinsten Werthe viel leichter als 
nach der oben beschriebenen Methode, weil man dabey nicht 
nöthig hat, zu den höhern Differenziakien fortzugehen. Wenn 
aber z = (x — a>P f c, und y eine Funktion von z, und 
dy = Zdz ist: so wird für x = a das Differenzial dy 
PZdx^ Es wird aber, hier n für eine positive Zahl, oder 

eine 
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eine solche, die größer als o ist, genommen; denn wenn n 
eine negative Zahl wäre, so würde, wenn man x --- cr 
setzte, (x ~ ajn nicht verschwinden, sondern selbst unend
lich groß werden«

§. 345.

Wir haben gesehen, daß auf diese Art das Differett- 
zial viel leichter gefunden wird, als vermittelst der Reihe, 
wodurch wir vorhin das vollständige Differenzial ausdrucks 
ten; denn ist n eine ganze Zahl, so müssen so viel Glicdee 
jener Reihe durchgegangen werden als n Einheiten hab« 
Aber wenn n ein Bruch ist, so giebt jene Reihe das w^hre 

Differenzial nicht einmal. Es sey z. B. y =e (x —«a)i 
ch aV~a, wo in Rücksicht auf die Reihe

dy = pdx fgdx» f frdx* j|sdx4 ;c.

P

9r = —-------r~--------unt)sT-7------- -——----- - 20«
8(x—^a)<(x—a) l6(x—a)2<(x—a)

Wenn man also x = a setzt, so wird zwar p = o; allein 
alle folgenden Glieder q, r, s, rc. gehen ins Unendliche 
über, und es kann demnach der Werth des Diffecenzials in 
diesem Falle gar nicht angegeben werden. Dagegen laßt 
die auf die Natur der Differenzialien selbst gegründete Me

thode gar keinen Zweifel übrig. Denn da x = (x — a)l 

t a<a ist, so erhalt man durch die Substitution x-j- dx 
für x

y' — (x — a f/dx)l f a'/’a
And. es ist folglich, wenn:x = a gesetzt wird, 

dy = d x-/*dx
K 5 Dieses
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Dieses Differenzial verschwindet gegen dx, aber dagegen 
verschwinden gegen dasselbe die zweyten Differenzialien, 
welche dx» homogen sind.

§- 346.
Jetzt wollen wir die Falle eswas genauer betrachten, 

wo n eine gebrochene Zahl ist, und

y = P<(x — a) f C
setzen. Hier wird, wegen y' — P'V"(X — a f dx) f C

dy — P<dx
für x = a, und es hat folglich dieses Differenzial zu dx 
und allen ihm homogenen Differenzialien ein unendliches 
Verhältniß. Hieraus erhellet auch, wie in diesem Falle 
über das Orößte und Kleinste zu urtheilen ist. Denn da 

y, wenn man x f dx für x setzt, in PV*(x — a) f c f p<ax 
übergehl, so hat, da Vdx beyde Zeichen zulaßt, die Funk
tion y einen doppelten Werth, den einen größer als c, 
und den andern kleiner, so daß sie für x = a weder ein 
Größtes noch ein Kleinstes wird. Nimmt man ferner dx 
negativ, so wird der Werth von y sogar imaginär. Eben 
dies hat man zu merken, wenn z == P<(x — a) f c, und 
y eine Funktion von z und dy = Zdz ist, indem alsdann 
dy = PZV"dx für x g a wird.

347-
Wenn die Funktion, deren Differenzial für den Fall 

x == a gesucht werden soll,
m

y g (x — a) n P t C
ist, so wird, wie aus dem Vorhergehenden erkannt werden 
kann,

nl

dy g Pdxn.
Wenn
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Wenn daher m > n ist, so verschwindet dieses Differenzial 

dy
gegen dxz ist aber m < n, so wird — unendlich groß. Ist 

ferner n eine gerade Zahl, so hat das Differenzial dy einen 
Doppelten Werth, einen positiven und einen negativen; 
und wenn man daher a f dx für x setzt, so bekommt die 
Funktion y, die bey x=? a den Werth C erhalten haben 
würde, einen doppelten Werth, einen der größer, und 
einen, der kleiner ist als c. Setzte man hingegen x = a 
— dx, so würde 7 imaginär werden, und also in diesem 
Falle weder ein Größtes noch ein Kleinstes seyn. Nun sey 
n eine ungerade Zahl, wo denn rn entweder gerade oder w 
gerade seyn wird. Es sey zuvörderst m eine gerade Zahl. 
Da alsdann dy denselben Werth behalt, man mag dx po
sitiv oder negativ nehmen: so erhellet, daß die Funktion 
y für x = a entweder ein Größtes oder ein Kleinstes seyn 
werde, je nachdem in diesem Falle P eine negative oder 
positive Größe ist. Wsnn aber sowohl m als n ungerade 
ist, so geht das Differenzial d» in das entgegengesetzte über, 

wenn man dx negativ nimmt; und es hat daher in die
sem Falle die Funktion y weder einen größten noch einen 
kleinsten Werth.

§. 348.

Wenn die Funktion y aus mehrern durch x a theil- 
baren Gliedern besteht, und z. B.

y = (x — a)ulP f (x —- a)nQ f C 
ist: so ist ihr Differenzial für den Fall = a 

d y — P d x'n Qdxn.
Ist in diesem Ausdrucke n m,fo verschwindet das zweyte^ 
Glied gegen das erste, und man behält bloß dy = Pdxm. 
Ist aber n ein Bruch mit einem geraden Nenner, so darf 

» man 
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man Qdxn, ob es gleich in Vergleichung mit Pdxm ver
schwindet, gleichwohl nicht aus der Acht lassen. Es erhellet 
nemlich daraus, das; dy negativ wird, wenn man dx negativ 
nimmt, welches man aus Pdx>" nicht erkennen kann. Da 
also,wenn n ein Bruch mit einem geraden Nenner ist, dx nicht 
negativ genommen werden kann, das Glied Qdx” aber, 
wenn man dx positiv nimmt, einen doppelten Werth hat; 
so wird t>(ie Funktion

y s= (x —r a)mP f (x — a)HQ f C 
welche für x = a der beständigen Größe C gleich wird, 
durch die Substitution x f dx für x

y = G f Pdxm Qdx« 
und da diese beyden Werthe entweder größer oder kleiner 
als C sind, je nachdem P eine positive oder negative Größe 
ist: so hat die Funktion y im Falle x = a weder einen, 
größten noch einen kleinsten Werth,

§. 34Sh
In diesen Fällen lassen sich also die wahren Differen-. 

zialien der Funktionen nicht nach den gewöhnlichen Regeln 
finden, weil diese bloß gelten, wenn die dx homogenen 
Differenzialien der Funktionen gesucht werden- Wenn 
hingegen in irgend einem besondern Falle das Differenzial 
einer Funktion durch die Potestat dx« ausgedruckt wird, 
so findet man dafür 'nach jener Regel o, wenn n größer 
als 1, und 00, wenn n kleiner als 1 ist. Ist z. B. / — 
V"(a x) und soll das Differenzial van y für den Fall

x — a gesucht werden; so erhält man, da dy = —

ist, für x = a, dy =s — Und wollte man die folgen

den Differenzialien zu Hülfe nehmen, so würden auch diese, 
weil
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weil sie einen o gleichen Nenner hätten, insgesammt un
endlich Große seyn. Wir haben aber gesehen, daß dy = 
V* — dx, und also sogar imaginär ist. Setzt man hinge
gen X dx für x, so wird dy = <dx, und also unendlich 
gegen dx, so daß dx gegen dy verschwindet. Es leitet da
her tue gewöhnliche Methode auch hier zu keinem Jrthumd, 
mdem sie den Werth von dy unendlich groß angiebt.

§- 350.

Man muß also die gewöhnliche Methode zu differen- 
ziiren verlassen, so oft in der Reihe pdx f fqdx» f |rdx* 
12C. wodurch das vollständige Differenzial der Funktion y 
ausgedruckt wird, das erste Glied p entweder — c> oder 

00 wird, und alsdann das Differenzial nach den ersten 
Grundsätzen derDifferenziation suchen. So oft daher das 
Differenzial derFunktion y für einen gewissenWerth von x ge
funden werden soll,wobey p entweder unendlich groß oder un
endlich kein wird: sooft muß man zu den ersten Gründen der 
Differenziation zurückgehen. In allen übrigen Fällen, wo 
weder p --- 0 noch p = 00 wird, giebt die gewöhnliche Me
thode die wahren Werthe des Difforenzials. Doch darf 

der Fall §. 348. nicht aus der Acht gelassen werden, wenn 
y ein Glied (x — a)nQ enthalt, und n einen Bruch mit 
einem geraden Nenner bedeutet. Denn wenn es in diesem 
Falle gleich niedrigere Differenzialien giebt, gegen welche 
Qdx« verschwindet: so werden doch, wenn dx negativ und 
also Qdx» imaginär ist- durch das Glied Qdx» alle übrige 
Glieder imaginär, und dieser Umstand ist bey den Linien 
wichtig. Dergleichen besondere, Falle, wo das wahre Dif- 
ferenzial nach der gewöhntrchen Methode nicht gefunden 
werden kqnn, wollen wir nun durch einige Beyspiele er

läutern.
Erstes
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Erstes Exempel.
Das Differcnzial Der Funktion:

y = a f x — VrCxxfax — x)V"(2ax — xx) 
für den Fall x — s zu finden.

Daß man das Differenzial dieser Funktion nicht nach 
der gewöhnlichen Regel finde, erhellet aus der Differen- 
ziation. Dadurch bekommt man

xdx — iadx dxV*(2a x — xx)

T V(xx f ax — xV*(sax — xx))

und also, wenn man x=a setzt,

Um also von den ersten Grundsätzen der Differeuziation 
auszugehen, so wird, wenn man x f dx für x schreibt, 

yz = a f X dx — v*(xx 7 2xdx f 6x2 -f- gx f adx — 
(x -fi dx)V"(2Lx — xx f 2adx — 2xdx — 6x2)) 

und wenn man x c=- a setzt,
y' =3 2a f dx— <(2aat 3adx t äx-—(a f dx)V~ (aa—"dx")) 

dxa
Da also V"(aa— dx2 = a----- ist, indem die folgen

den Glieder sicher aus der Acht gelassen werden können, so 

wird
y' ss 2a f dx —J V“(aa f 2adx f |dx2) 

und wenn jman die Quadratwurzel auszieht,
6x2

f dx — (a f ux f------= a —

Run ist aber, wenn x — a gesetzt wird, y = a, also da

gleich,
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gleich, daß die Funktion y ein Größtes wird, wenn man 
x = ^ nimmt.

Zweytes Exempel.
Das Differenziai der Funktion: 

y = 22X — xx f a-/*(a a — xx) 
für den Fall x = a ju finden.

Differenziirt man auf die gewöhnliche Art, so wird

dy g 2adx — 2xdx ------ --------- --------
V (aa — xx) 

und dieser Ausdruck wird unendlich groß, wenn man xt=a 
annimmt, und ist folglich unbrauchbar. Es werden aber 
auch die Differenzialien der folgenden Ordnungen unend
lich große Größen, so daß man auch aus ihnen nach der 
Reihe pdx f iqdxs j. frdx 3 f rc. das wahre Differenziai 
nicht findet. Man setze also x f dx für x, so wird 

yz g 2ax — xx f 2adx — 2xdx ■— dx-
•j* aV"(aa — xx — 2xdx — dx2 

und wenn man xg a nimmt,
y' g aa — dxr -j- a/*(— 2adx — dx^) 

Nun wird aber in diesem Falle auch y = aa; folglich 
dy g — 6x2 f aV” — 2adx 

und da dxa gegen V"—- 2adx verschwindet,
dy g a/" — 2adx.

Wenn demnach dx positiv ist, so wird dy imaginär; setzt 
man aber x — dx für x, so erhalt man

dy g aV~2adx, 
und da dieser Ausdruck einen doppelten Werth hat, einen 
positiven nemlich und einen negativen: so ist die Funktion 
in dem Falle x == a weder ein Größtes noch ein Kleinstes.

Drit-
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Drittes Exempel.
Das Differenzial der Funktion:

y = 3aax — zaxx f x3 f (a — x)a<(a3 — 
für den Fall x == a 3u finden»

Da diese Funktion sich auf die $orm bringen laßt:
k i3

y = »3 — (a ~ x)3 «p (a — y)3<(aa f ax f xx)
so wird, wenn man x <= a | dx setzt,

y = a3 t dxi — dxi<3aa

And in eben diesem Falle ist y = a3. Demnach ist
*! 3

dy — dx3 dx3v Zar

And da dx3 gegen dxt verschwindet, so wird

dy t= — dxV3aä.
Gettn also x == a genommen wird, sv hüt die Funktion > 
weder einen größten noch einen «einsten Werth.

Biertes Exempel»
Das Differenzial der Funktion:

4 4
y e= /x f £= (i f y x)/°x 

für den Fall x --- o zu finden.

Da x --- o seyn soll, und dabey y = o wird, fv 
^schreibe man bloß dx für x, wodurch man

i X 4
dy — dx2 f dx4 oder d'y ±= (l f V"dx)Vdx

Sekömmt; woraus zuvörderst erhellet, daß äx nicht negativ 
genommen werden darf. Ferner kann auch v*dx, ob es 
gleich sonst einen doppelten Werth, einen positiven und einen 

4
mgativen, hat, weil V"dx vorkommt, bloß positiv genolm

wen
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mett werden» Aber V*dx läßt einen doppelten Werth zu, 
und so wird

dy •= <dx L. <dx3z und 
y“ = ot’vrdx_±.V*dx3

'weil y c±; O ist. Da also beyde Werthe von y' größer sind 
als der von y, so ist y für x = o ein Kleinstes. Daß aber

4 4
die Funktion 7—-V" xf v x3 die Funktion 7——X f V x$ 
nicht in sich begreife, erhellet, wenn man beyde rational 
Macht. Verwandelt man nemlich die erste in y — Vx

4
= V*x3, und erhebt beyde Seiten zum Quadrate, so wird 

y2 — 2y/*x x = xV"’x, oder y2 x = (x 2y)V*x 
und quadrirt man beyde Halsten dieser Gleichung von 
Neuem, so bekommt man

y4 —- 2'yyx — 4_xxy f xx — x3 = o.
4

Die andere aber oder y f V*x = Vx3 giebt quadrier 
y« f x = (x - 2y)V.x

und wenn diese Gleichung von neuem quadrirt wird, so 
findet man

74 -— 2 yy X “J* 4 XX 7 f XX X? &= O

eine Gleichung, welche von der vorhergehenden verschie-
4

den ist. Aber das andere Glied V"x$ behalt das doppelte 
Zeichen. Es ist daher dieser Umstand wohl zu merken, daß, 
wenn auch gleich die geraden Wurzeln beyde Zeichen f und 

zulassen, doch bloß das erste beybehalten werden kann, 
wenn in eben dem Ausdrücke eben derselben Wurzeln fer
nere gerade Wurzeln vorkommen, denn diese würden ima
ginär werden, wenn man jene negativ nähme. Und hier
aus lassen sich die größten und kleinsten Werthe der an-

EustDiff.A z.Th.od, 2.TH. a.Abrh» £ dem
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dern Art erkennen, wenn dergleichen nicht statt zu heben 
scheinen.

Fünftes Exempel.
Das Differenzial der Funktion:

y = a t V"<> —0 t (x —f)<(x —0 t (x-f)r^(x-k) 

für den Fall x = k.zu finden.

Es sey x — f =ä= t. Da alsdann y = äfV"tft/*t 
8

f tt<t wird, so ist das Differenzial hiervon für den Fall 
r — c> zu finden, und in diesem Falle also y = a. Setzt 
man also t f dt oder o f dt für t: so wird

. . ■> -y 8
y/ = y t dy ’= a f y dt f dt/dt f dt*/dt 

und folglich

dy = V”dt f dt/"dt f dti/"dt

Hier ist zuvörderst klar, daß das Differenzial dt nicht ne
gativ genommen werden kann, wofern nicht dy imaginär 
werden soll. Ja es kann nicht bloß /"di-, sondern nicht 

4 $
einmal v dt negativ genommen werden, weil sonst V"dt 
imaginär werden würde, und es hat daher das Differenzial 
dy bloß einen doppelten Werth, nemlich

4- 8
dy = V*dt ch dt/*dt _±_ dt3V*dt 

und dü beyde größer sind als o, so folgt, daß die Funktion 
y ein Kleinstes der zweyten Art werde, wenn man t = o 
oder x-L k setzt. Wenn also auch gleich in diesen Fällen 

die Glieder dt-/"dt und dt»<dt gegen das erste V"dt ver
schwinden, so darf man sie doch nicht aus der Acht lassen» 
wenn die Menge der Werthe bestimmt werden soll, so daß 
die imaginären Größen nicht in Anschlag kommen.

Sechs-
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Sechstes Exempel.
Das Differenzial der Funktion:

y = ax f bxx f (x — f)” f (x —' Qin + irt 
für den Fall x = f 311 finden.

Wenn Man x = f setzt, so wird y = af f bff, und 
"schreibt man x f dx oder f f dx für x, so findet man für 
den nächsten Werth

y' ss, af *i* bff f adx 2bfdx bdx^ •j" dx11 *j* dxlti + 1^ 
und folglich

dv = adx T 2bfdx 7 bdx^ 7 dxn dxin/*dx". 
Wofern also nicht n eine gerade Zahl ist> so kann auch dx 
nicht negativ genommen werden. Es hat aber das letzte 
Glied dxiiiV*d " ein doppeltes Zeichen, und es wird daher 
der Werth von y' doppelt und größer als y, wenn a 7 2bk 
eine positive Größe, und die Exponenten n und m ch Kn grö
ßer als 1 sind. Es wird also die Funktion y für den Fall 
x =t kein Kleinstes, und dies geschieht, n mag eine ganze 
Zahl oder ein Bruch seyn, wenn nur der Zahler in diesem 

nb die Zahl in jenem nicht gerade ist.

§. ZZt.

Vorzüglichen Nutzen hat diese Methode die Differen- 
zialien nach den ersten Gründen der DiffereNziation zu be
stimmen, in den transcendenten Funktionen- wenn in ge
wissen Fallen das auf die gewöhnliche Art gefundene Dif- 
ferenzial entweder zu verschwinden oder unendlich groß zu 
werden scheint. Es kommen aber hier Arten von unendlich 
großen und unendlich kleinen Größen vor, welche bey bett 
algebraischen Funktionen nie angetroffen werden. Bedeu
tet z. B. i eine unendlich große Zahl, so ist zwar li auch 
Unendlich groß, hat aber doch gegen !, und gegen jede Po- 

L 2 testät
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testät i", so klein man auch den Exponenten n annehmen 
mag, ein unendlich kleines Verhältniß, und es ist daher 

der Bruch eine unendlich kleine Größe, und kann nicht 

eher eine endliche Größe werden, bis d'er Exponent n un
endlich klein wird. Es ist daher li homogen in, wenn n 

, I
unendlich klem ist. Nun sey i = —, so daß » eine unend

lich kleine Größe bedeute: so ist —- l« homogen wenn

'i
n unendlich klein ist, und folglich — — homogen folg-

1 6>

, "j .........
lieb------— ein unendlich Kleines, welches mit dx» ver-

ldx
glichen werden kann, trenn n einen unendlich kleinen Bruch 

bedeutet, daher y = —, so ist das Diperenzial von
IX

y für den Fall X = o, ±s — — — dxfe, und es hat folglich 

dy zu dx und jede Potestät von ÜX ein unendliches 

Verhältniß, und es verschwinden gegen — alle Pote- 

ftäten von dx, so klein auch ihre Exponenten seyn mögen»

§- Z52.

Auch haben wir gesehen, daß a$, wenn a eine Zahl, 
die größer als i ist, und i eine unendlich große Zahl be
deutet, ein unendlich großes von einem so hohen Grade 
ist, daß dagegen nicht nur i, sondern selbst jede Potestät 
von i verschwindet, und es wird nicht eher i° homogen a-, 

als bis n unendlich geworden ist. Nun sey i --- so daß

, M
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1
« eine unendlich kleine Größe bedeute, so ist a • homogen 

— wenn n eine unendlich große Zahl ist; und folglich
«n

— i

a " oder ein unendlich Kleines, welches mit

Vergleichung zu setzen ist. Hiernach ist ein unend

lich Kleines, welches aber gegen jede Dignitat von dx ver^ 
schwindet, da es dxn homogen ist, wenn n eine unendlich 
große Zahl bedeutet Wird daher das Differenzial von 

y = für den Fall x = 0 gesucht, so ist, da y — 0 

wird, dy = und also unendlichmal kleiner als jede 

noch so hohe Potestät von dx.

§- 353»

Ist aber a kleiner als 1, so ist — größer als 1, und so 
a

wird die Frage auf den vorhergehenden Fall zurückgeführt.
1

Hat man nemlich den Ausdruck a", so setze man a = —■ 
b

_ i
wodurch man d" oder—- bekommt, einen Ausdruck, 

b1' *
der, da d > i ist, *n homogen wird, wenn n eine um: 
lich große Zahl bedeutet. Dies vorausgesetzt, lc.'.nen -« u 
uns zu folgenden Exempeln wenden.

3
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Erstes Exempel.
Das Differenzial der Funktion y = xx — — fuc den 

lx
Fall x = o 311 finden.

Da für x---O auch y=o. wird, so erhalten wir, wenn 
wir x f dx oder o f dx für x setzen,

y' c= dy =; dx»
ldx

Da aber — — homogen ist dx,n, wenn n eine unendlich, 
ldx

kleine Zahl bedeutet; so verschwindet dagegen dx», und 
es wird

dy = dx”
ldx

Da ferner die Logarithmen der negativen Zahlen imaginär 
sind, so kann dx nicht negativ genommen werden, und es 
ist demnach y für den Fall x = o, ein Kleinstes, welches 
aber weder zu der ersten noch zu der andern Art gehört. 
Zur ersten Art. gehört es auch nicht, weil y keine nächste 
vorhergehende Werthe hat, sondern bloß kleiner ist, als 
die folgenden, wenn x größer als q angenommen wird. 
Zur andern Art aber gehört es auch nicht, weil die folgen
den Werthe, mit welchen es verglichen wird, nicht doppelt 
find. Und auf diese Art entsteht eine dritte Gattung der 
größten und kleinsten Werthe, welche bloß bey den löga- 
rithmischen und transcendenten Funktionen statt Hat, bey 
den algebraischen aber nie angetroffen wird, und wovon 
M der Lehre von den Curven oft die Rede ist».

Zw-P
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Zweytes Exempel.
Das Differenzial der Funktion: 

y = (a — x)n — x«(la — lx)n 
für den Fall x =^: a 5» finden.

Das Differenzial dieser Funktion kann man, wenn n 
eine ganze Zahl ist, aus der allgemeinen Formel dy = pdx 
t $qdx^ f |rdx3 f zc. finden. Es wird nemlich

pdx — — n(a — x)n~idx — nxn-Idx(la — lx)n f 
nxn-i(la — lx)n-idx

und dieser Werth verschwindet allerdings, wenn man 
x = a setzt; denn wenn auch n = 1 ist, so wird doch pdx 
c= — dx f dx = o. Gehen wir also weiter fort, so er
halten wir

|qdx* =  --------(a—x)n-Idx1—- —-—■■—-xn-2dx3(la—lx)n
1.2 1.2 7

t — xn_ ä dx’(la-lx)n~1 f
n(n-i)

I . 2
x«-2dx2(la-lx)

n(n — l) , ,, , .------ ----------x“--dx-(\a—Ix)»-2,
1.2 "

' . dx»
Ist daher n — 1, so wird |qdx5-.= wenn man x=a 

2a
setzt. Auf ähnliche Art muß man, wenn n = 2 ist, das 
Glied ^rdx? u. s. w. finden. Leichter wird es daher im
mer seyn, wenn wir zu den ersten Gründen der Differen- 
ziation zurückkehren, und da, wenn man x -. a setzt, 
y = o wird, so bekommt man durch die Substitution x-j-dx 
oder a f dx für x

y' = (— dx)n — (a t dx)n(la •— l(a dx))n 5= y f 
dy — dy

weil y = 0 ist. Nun ist aber
L 4 l(atdx)\
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l(a f dx) c= la f
dx dx»
a 2 L»

und also

d y = (— dx)D —
n(n—i) dx, dx2 dx3

(an t nan-Idx f —----- - an~ 2 d x 2 )(------ +---------------- >
1.2 a 12&2 zar

= ^C—* dx)«**.
2a

Wenn also x = a ist, so ist das gesuchte Differenziaß

wenn
a = 1

81 = 2-

n = 3

0 = 4

rc.

Kenn daher n eine ungerade Zahl ist, so wird die FurD 

tion y in dem Falle x = a ein Kleinstes; ist aber n eine 
gerade Zahl, so ist sie weder ein Größtes noch ein Klein
stes, und eben dieses findet statt, wenn n einen Bruch mit 
einem ungeraden Nenner bedeutet. Ist hingegen n ein 
Bruch mit einem geraden Nenner, so muß dx negativ ge
nommen werden, damit man keine imaginäre Größen be
komme, und wegen der Zweydeutigkeit der Zeichen ist die 
Funktion weder ein Größtes noch ein Kleinstes.
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Drittes Exempel.

zu finde», wenn s die Tahl bedeutet, deren hyperboliq 
scher Logarirhme == i ist.

Da überhaupt dy = xxdx(ix f i) ist, so verschwindet 

dieses Differenzial in dem Falle x = -L, ober lx => — r. 

Vergleicht man demnach dieses Differenzial mit der allge- 
meinen Forme! pdx f ^qdx^ f |rdx3 f rc., so wird

p = xx(lx f i) und q = xX(Ix t i)3 t xx-x 

und wenn man X , oder lx = — I annimmt.
S

Hiernach ist das gesuchte Differenzial dy = ’efe-i)tedxa 
und die Funktion y = xx wird ein Kleinstes, wenn man 

x = “ setzt.

Viertes Exempel.
Das Differenzial der Funkrion y — xn t e-I;x für.' den 

Fall x = o zu finden.

Da bey x -- o auch y = q ist, so wird, wenn man 

o f dx für x setzt, y' = dy s= dx« f Nun hüben 

wir gesehen, daß der Poteftat dx00 homogen ist, 

und folglich gegen dx» verschwindet. Also ist dy = dx«.

r 5 > 354*
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§. 354»

Was bey den ersten Differenzialien in gewissen Fällen 
sich ereignet, daß sieb nemlich dieselben nach der gewöhn
lichen Methode nicht finden lassen, das hat auch bey den 
zweyten und höhern. Differenzialien statt, wenn in dem 
vollständigen Differenzial - Ausdrucke

dy = pdx f f qdx2 f f rdx3 f a?4sdx4 f 2C. 
von den Größen r, q, r rc, einige entweder = o oder =; <x? 
werden. Da nemlich

dd.y = qdx2 f rdx$ f. Sdx4 f rc. 
ist: so wird in dem Falle, wenn q = o ist, ddy = rdx$, 
und verschwindet alsdann auch r, so wird ddy = T75sdx4 
u. s. f. Wird aber q oder r oder $ unendlich, so laßt sich 
das zweyte Differenzial aus jener Reihe gar nicht finden, 
sondern man muß zu den ersten Gründen der Diffecenzia- 
tion zurückgehen. Man setzt nemlich x f dx für x, und 
sucht yz, dann x f 2dx für x, um y/z zu erhalten. Ist dies 
geschehen, so ist-der wahre Werth des zweyten Differenz 
Zials

ddy = dy1'; —- dy — yzz -7— 2yz ch y.
Auf ähnliche Art findet man den wahren Werth des dritten 
Differenzials, wenn man noch x-j-zdx fürx setzt, und 
dadurch yzzz sucht, indem d3y = yz/z — ZyZZ zyZ — y 
ist, u. s. f. Auch dieses wollen wir durch einige Beyspiele 
erläutern.

Erstes Exempel.
Das Differenzial der Funktion y == !fur den

Fall x = ~ zu finden.
v 3

Sucht man das vollständige Differenzial von y aus 
her Formel

dy
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(aa f xx)4

ynd es ist also für diesen Fall d3y

,, _ 27dx3V"3
iiy = -7™

so wird, da d*y == rdx3 f |sdx4 
4.8*4* — 4b»«xr
-— ----- 7------ -—für den Fall x = a,

(aa t xx)4 '
muß daher zu dem Werthe s fortgehen.

s __ 48a4 — 144aaxx 8x(48L

Zweytes Exempel.
Das Differenzial der Funktion y = für den.

Fall x = a zu finden.

Sucht man wie vorhin das vollständige Differenzial 
ist, wegen r =

dy = pdx t 2qdx2 f frdx3 2?rdx4 rc.
so findet man für p,. g, r, rc. folgende Werthe:

4 a a x
~ (aa. f xx)2 ’

4a4 «f* 12aaxx 
(aa f xx)3

- 4^a4x — 48aax3
(aa ff" xx)4

Da nun ddy = qdx2 frdx3 /isdx4 rc. ist, so wird,

da für x = rr. q = o und r c= ist, das gesuchte
V j 8a3

Differenzial

Setzt man demnach x = a, (0 wird s = —

gdx4

a4
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Drittes Exempel.
Das Difisrenzial der in Ansehung des Grades unbestimmt 

ren Funktion: y = axm bxnz für den Fall x =3 o 
zu finden.

Setzt man nach und nach x f ckx, x f 2dx, x f 3dx?. 
2C». für x, so erhält man folgende Werthe für y 

yz =5 a(x f dx)m f b(x f dx)n
y/z = a(x f 2dx)m f b(x j* »dx)a
y'" = a(x f 3dx)m .f. fe(x f gäx)«

2C;
Setzt man daher x = o, so wird y = o, und die Diffe-- 
renzialien werden

dya= adxm ch bdx1^
ddy= (2211 — 2)adxm ch (211 —* 2)bdxfi
d3y= (3m —3«2mf 3)adxm.f (zn—.z^n-j-g^dx» 
d4y = (4m-4.3in^6.2m-4)adxmf(4i”-4.3»f6.2n-4)bdx* 

?c.
Ist also der Exponent n größer als m, so verschwinden die 
zweyten Glieder in diesen Ausdrücken gegen die ersten. 
Gleichwohl muß man darauf Rücksicht nehmen, wenn n 
eine gebrochene Zahl ist, damit man die Falle, in welchen 
diese Differenzialien entweder imaginär werden oder beydk 
Zeichen haben, bestimmen kann. Die weitere Auseinan
dersetzung dieser letztern Fälle aber muß der Lehre von den 
Curven vorbehalten bleiben.

Fünf-
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Bon den Werthen der Funktionen, die in gewlsD 

Fallen unbestimmt zu seyn scheinen.

§- 355*

e^'^enn y irgend eine gebrochene Funktion vonx, z. B.» 

p
ist, deren Zähler und Nenner, wenn man für x einen 

gewissen Werth setzt, zugleich verschwinden: so wird in 
p

diesem Falle der Bruch welcher den Werth von y aus-

druckt, = —, und kann alsdann eben sowohl eine endliche 
o

als eine unendliche, und in diesem Falle eben sowohl eine 
unendlich große als unendlich kleine Größe anzeigen. Auf 
diese Art aber laßt sich daraus der Werth von y in diesem 
Falle gar nicht erkennen, und scheint also unbestimmt zu 
senn. Da indeß y in jedem anddrn Falle einen bestimmten 
Werth bekommt, wenn man für x eine bestimmte Größe 
setzt: so ist leicht eim.uieh'en, daß auch in dem beschriebe-- 
nen Falle keine Unbestimmtheit statt sinden könne. Auch 

überzeugt man sich davon leicht, wenn man y <=t --—— 
a — x

setzt. Diese Funktion giebt allerdings auch y =s wenn

man
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man x = a setzt; allein da man Zahler und Nenner durch 
a — x dividireN kann, und alsdann y a -p x wird : so 
ist klar, daß für x = a> y =± 2a werde, so daß in diesem

Falle — = 2i gesetzt werden muß.

§< 356.
Da wir oben gesehen haben, daß die Nullen zu einan

der jegliches Verhältniß haben können : so erfordert das 
Verhältniß, welches der Zahler und Nenner in diesen Fäl
len zu einander haben, eine besondere Untersuchung. Gleich
wohl zeigen die Nullen an sich nichts verschiedenes an, und 
man muß daher an ihrer Stelle die unendlich kleinen Grö
ßen brauchen. Denn wenn diese Größen in ihrer Bedeu
tung auch nicht von Null verschieden sind, so laßt sich doch 
aus ihren Funktionen, welche den Zahler und Nenner 
ausmachen, der Werth des Bruchs leicht schließen. Hat 

man z. B. den Bruch so ist zwar im Grunde der 
bdx

Zähler sowohl als der Nenner — o: allein gleichwohl fallt 
in die Augen, daß der Werth dieses Bruchs bestimmt und

— t sey». Ist hingegen der Bruch gegeben, so ist
b bdx

sein Werth allerdings Null, so wie der Werth von 

unendlich groß. Braucht man daher statt der Nullen, die 
öfters im Calcul vorkommen, die unendlich kleinen Grö
ßen, so genießt man davon den Vortheil, daß man das 
Verhältniß, welches jene Nullen gegen einander haben, 
zu erforschen im Stande ist, und allen Zweifel wegen dek 
Bedeutung solcher Ausdrücke verschwinden sieht»

§- 357»
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§- 357-

p
Um dies deutlicher zu machen sey y = ^,so daß Zah

ler und Nenner verschwinden, wenn man x = a setzt. Um 
aber diese Nullen, welche such unter einander nicht verglei
chen lassen würden, zu vergleichen, wollen wir a f dx für 
x schreiben, und dies ist im Grunde eben so viel, als ob 
man a für x setzte, weil dx = 0 ist. Da also durch die 
Substitution x f dx für x die Funktionen P und Q in 
P t dp und Q f dQ übergkhen: so wirb die Substitution 
x f dx für x schon verrichtet, wenn man in diesen Aus
drücken allenthalben äfttv x setzt, und in diesem Falle ver
schwinden, der Voraussetzung gemäß, P und Q. Auf diese

Art erhalt man aus dem Bruche ~ durch die Substitution

dP
ä f dx für x den Bruch —, und es druckr folglich dieser

P
Bruch den Werth der Funktion y = — für den Fall xc=ä 

aus. Es kann aber dieser Ausdruck nicht weiter unbe
stimmt seyn, wenn man die wahren Differenzialien der 
Funktionen? und Q nimmt. Denn thut man dieses, so 
können die Differenzialien dP und dQ nie verschwinden, 
wcrl sie durch die Potestaten von dx ausgedruckt werden, 
wenil solches durch das Differenzial dx selbst nicht geschieht. 
Findet man demnach dP = Rdx1« und dQ — Sdx«, so ist

P
der Werth der Funktion y = — für den Fall x = a,

R d x,n R
-- und al^o ein endlicher und '= -^,wenn m--u, 
$ dx11 S

hingegen wenn m > n ist, in der That == o, und == q» 
wenn m < n ist»

35&
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§. 358.

p
Wenn daher eine gebrochene Funktion — gegeben ist» 

deren Zähler und Nenner in einem bestimmten Falle, z.B. 
wenn x = a gesetzt wird, zugleich verschwinden: so findet 
man den Werth dieses Bruchs für x = a nach folgender 

Regel:
Man suche die Difierenzialien der Größen P und Q 

für Dcn Lall x = a, und scye Dieselben starr der Größen 
P und <2 selbst. Ist dies geschehen, so Druckt Der Bruch 
d p p
~ Den gesuä)ten Werth Des Bruchs au^

Wenn die Differenziallen dp und dQ, nach der ge
wöhnlichen Methode gesucht, weder verschwinden noch 
unendlich werden, wenn man x ±= a setzt, so kann man 
diese Methode beybehalten; werden sie aber entweder beyde 
-2- ö dder beyde = ob, so Muß man die Methode befolgen, 
welche in dem vorhergehenden Capitel erklärt worden ist. 
Oft wird der Calcu! beträchtlich abgekürzt, wenn man zu
vor x — a = t oder x = a — t setzt, damit man einen 

<P
Bruch erhalte, dessen Zahler und Nenner für den Fall 

t = o verschwinden. Man findet nemlich alsdann dieDif- 
ferenzialien dp und dQ, wenn man allenthalben dt für 
r setzt.

Erstes Exempel.
b — V*(bb — tt) ?e

Den Werth Der Lanktron - -------——------ für Den

Lall t t= o ju finden.

Da in diesem Falle Zahler und Nenner verschwinden, 
so setze man dt für t, wodurch man für den gesuchten Werch 

des
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bekommt. Nun ist V*(bb — dt2) = b und da

rr

V*(a f dx) e= V*a f

V*(a -— dx) = V*a
\

Hier-

c

wird, den Werth

. dt2
durch verwandelt sich jener Bruch in ~~

2bd£2

hat demnach der Bruch --wenn t = o

dx

dx
2/" a

• dxist: so wird der Zahler = dx, und der Nenner
v L 

nach ist der gesuchte wahre Werth des gegebenen Bruchs 

= <a.

der gegebenen Funktion den Ausdruck —^2
dt2 

dt2 
Tb

Zweytes Exempel.
Den werth des Bruchs:

V*(aa 's ax 's xx) — V"(aa — a x 's xx)

<Ca t x) — V"(a — x) 

für Den Fall x — 0 zu finden.

Hier kann man wieder dx für x setzen, und da

V*(aa f adx f dx2) = a f idx f
8a

<(aa — adx f dx2) = a — Ldx f
Q&

und

Eul. Diff. R. z.Th.od. 2.TH. -.Abrh. M Drit-
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Drittes Exempel.
Den Werth des Bruchs:

4LX2 7a 2 x — 2a3 -— 2a-/“(2äx — aa)
xx — 2ax — aa f 2a V~(2ax — xx)

für den Fall x = a zu finden.

Wenn man die Differenzialien auf die gewöhnliche 
Art sucht und an die Stelle des Zahlers und Nenners 
setzt, so bekommt man

zxx — 8ax f 7a2 — 2a3 Z(2ax — aa)
2 X — 2a 2 5> (ä — x) : v\2a x — xx) 

und der Zahler und Nenner dieses Bruchs verschwindest 
wieder, wenn man x — a setzt. Man muß daher an ihrer 
Stelle von neuem die Differenzialien nehmen, wodurch man 

i
6x — 8a i* 2a4 ; (lax — aa)2 

2 — 2a3 : (2ax — xx)^ 
findet. Da aber auch bey diesem Bruche der Zahler so
wohl als der Nenner = o wird, wenn man x = a setzt: 
so muß man abermals die Differenzialien für sie fetzen, 
und findet dadurch

6 — 6a 5 j C2ax — xx)"f_ i •— a?* i' (2ax xx)i

6a3 (a — x): (2äx — xx)2 a 3(a — x): (2ax -— xx)2
Aus gleichem Grunde muß man endlich auch hier so ver
fahren, find gelangt alsdann zu dem Bruche

: (2ax — aa)2 , .______
—— 7

— (5af — 8a4x f 4a3xx) : (2ax — xx)2 
Setzt man nun hier a für x, so bekommt man den bestimm

ten Bruch - s ----- LL -u. 5a, und dieses ist der gesucht^
— i ; a2

Wcrth..des gegebenen^Bruch^
Bedient
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Bedient man sich vor Dieser Untersuchung der Substi
tution x = a f t, so wird dadurch der gegebene Bruch in 
folgenden verwandelt:

*a3 2aat — att ’j* t3 — 2aa-/*(aa * 2at)
— 2aa f tt t 2aV*(aa -—’ tt)

Da derselbe = — wird, wenn man t = o setzt, so schreibe 
o

man dt für t. Diese Behandlung gieb».
2a3 f 2a3dt — adt- f dt3 — 2a^/*(aa f 2ad/)

— 2aa f dt- f 2a<(aa — dr-)
§^UN verwandele man die Jrrationülgrößen in Reihen, 
und setze diese Reihen so we?t fort, bis die Glieder gegen 
die rationalen Glieder in dem Bruche verschwinden. Auf 
diese Art findet man
... , > v , dtz dt$ 5dt4

v 1 2a 2aa ga$
, s dt* dt’4

<(a. - dta) = a - — -

Und durch den Gebrauch dieser Werthe 
_s_dt4.L4.a— — >»
— dt4 : 433

Dieses ist eben der vorhin schon gefundene Werth des g-- 

gebenen Bruchs.

Äiettes Execkpel.
^>en werth Des Bruchs: 

a 4* V"(2 aa ■— 2ax) -— V"(2ax — xx) 
a — x f V(aa — xx) 

für Den Hall x = a zu finden.

Setzt Man in die Stelle des Zählers und Nenners 
dieses Bruchs die Differenzialien derselben, so bekommt 

M 2 man 
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mqn folgenden für den Fall x = a ihm gleichen 
Bruch:

— a : V~(aa — 2ax) — (a — x) : V*(2ax — xx)

— i — x : >T(aa — xx)

dessen Zahler und Nenner für den Fall x = a unendlich 
werden. Multiplicier man aber beyde mit — V"(a — x), 
so bekommt man

a : V*2a *f* (a — x)~ : ^(2«x — xx) 
V"(a — x) f x : v"(a t x) 

welcher Bruch für den Fall x = a den bestimmten Werth

— I giebt, und dies ist demnach der Werth des 
a : V~2a
gegebenen Bruchs für den Fall x = a.

§- 359-

P
Hat man also einen Bruch dessen Zahler und 

Nenner für den Fall x = a verschwinden, so läßt sich sein 
Werch nach den gewöhnlichen Regeln der Differenziation 
angeben, und man hat nicht nöthig, seine Zuflucht zu den 
im vorhergehenden Capitel erklärten Differenzialien zu neh
men. Braucht man nemlich die Differenzialien, so wird 

p d pder Bruch ~ für den Fall dem Bruche — gleich, 

und wenn der Zähler und Nenner dieses Bruchs endliche 
Werthe haben, so erkennt man daraus sogleich den Werth 
des gegebenen Bruchs; wird aber einer davon = o, in
dem der andere endlich bleibt, so ist der gegebene Bruch 
entweder = o oder — je nachdem entweder der Zah
ler oder der Nenner = o wird. Werden aber Zähler 
und Nenner zugleich und dies geschieht, wenn sie 

durch
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durch Größen dividirt werden, die in dem Falle x = a ver
schwinden: so bringt man diese Unbequemlichkeit dadurch 
weg, daß man den Zahler und Nenner mit diesen Diviso
ren multiplicrrt, wie z. B. im vorhergehenden Exempel. 
Verschwinden Zähler und Nenner für den Fall x --- a zu
gleich, so muß man, wie vorhin, von neuem die Differen- 

zialien nehmen, um den Bruch zu erhalten, welcher 

für X --- a dem gegebenen noch gleich seyn wird. Sollte 

auch dieser Bruch = ° werden, so muß man dafür 

nehmen, u. s. w. bis man zu einem Bruche gelangt, der 
einen bestimmten Werth giebt, einen endlichen entweder 
oder einen unendlichen, entweder unendlich großen oder 
unendlich kleinen. So mußte man im dritten Exempel 

d4 p p
bis zu — fortgehen, ehe man den Werth des Bruchs — 

d4Q Ql

bestimmen konnte.

Der Nutzen dieser Untersuchung zeigt sich bey der Be
stimmung der Summen der Reihen, welche wir oben im 
zweyten Capitel §.22. gefunden haben, für den Fall, wenn 
x = 1 gesetzt wird. Nach dem angeführten Orte ist 
nemlich

X — xnfl
x f XL ch x?ch . . . . ch x» -----------------

xf x? chx5 ch . . . .•fx3n_I =

I — x
X --- X2n + 1

I --- XX

«tM Z
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X t 3X3 t 5*r t t * • ♦ t (2n — I>2n-r

X t x3, — (2n t l)x2n +$ f (2n — J.)x2n+3.
(1 -— xx)4

X t 4X4 t 9x3 t . . . . f N-L

xfx*-^Cnt l)3xnf 3 2a— l)x”f2 — nnxn* 3

i — x*
rc.

Sollen nun die Summen dieser Reihen für den Fall ge
funden werden, wenn x == i ist, so verschwinden in den 
Ausdrücken dafür sowohl der Zahler als der Nenner, und 
es lassen sich daher diese Summen nach der erklärten Me
thode finden. Da sie schon sonst bekannt sind, so kann man 
sie als Bestätigungs - Beyspiele der erwähnten, Methode- 
Letrachten.

Erstes Exempel».
J -— xK + i-

Den Werth des Bruchs---------------- für den Fall x = «i — x
zu finden. Es giebt aber dieser Bruch die Summe der 

Reihe i t 11 i t T/ wenn sie aus n Gliedern 
besteht, und ist daher allemal — n.

Da für x == i Zahler und Nenner verschwinden, fy- 
setze- man dafür die Differenzialchn, wodurch man

I — (n f i)xa

— i
bekommt, welcher Ausdruck für x c= i die Zahl n giebt.

Zwey-
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Zweytes Exempel.
Den werth des Bruchs---------- ------- für Den Lall x = r

1 — XX
zu finden. Es ist aber derselbe als Die Summe der Reihe 

1 -j- i 1... f 1, wenn dieselbe bis zum men Gliede, 
fortgesetzt wird, = n.

Durch die Substitution der Differenzialien bekommt 
man statt des gegebenen Bruchs.

I 1— (2n f i)x2n
— 211

und der Werth diesesBruchsist 0, wenn man x-^r nimmt.

Drittes Exempel.
, x —- (n f i)xnf i 4 nxnt> .

Den werth des Bruchs----------- 1-------- —2----------- für Den
(I — x)r

Fall x — 1 zu finden. Da dieser Bruch die Summe der 
Reihe vorstellr, so ist jener

werth bekanntermaßen =; -n P«
2

Durch die Substitution der Differenziglien bekommt 
man den Bruch

I — (n f i)2xa f n(n f 2>n + >
- 2(1 - x)

Da indeß der Zähler und Nenner dieses. Bruchs für den 
Fall x — 1 verschwinden, so muß man von neuem die Dif- 
fcrenziatien nehmen. Dadurch bekommt man

n(n + i.)»xn-1 + n(n 4> i%n f 2)xn

2

also kü- den Satt x = p, --
2 2

M 4 Vier;1
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Viertes Exempel.
Den Wertb des Bruchs:

X t x3 — (2Q f l)x2« + I f (2N —
I — XX

für den Fall x — x zu finden. Da dieser Bruch die Summe 
der Reihe 11 3 f 5 t 7 t.... f (2n — i) ausdruckt, 

so ist, wie bekannt, jener Werch c= nn.

Durch die Substitution der Differenzialien bekommt 
man den Bruch

I f 3xx — (2n f l)2x2n f (2n — t)(2n f + 3 
— 4x(l — *x)

und da derselbe, wenn man x = i setzt, = — wird, so muß 
o

man von neuem die Differenzialien nehmen. Hierdurch 
bekommt man

6x---2n(2N^l)rx2n-I f (2tl----l)(2tl f 2)(2n ‘f3)x2n+I
— 4 t '2XX

und dieser Bruch wird, wenn man x = i setzt,
6 — 2o(2n f 1)2 f (2n — i)(2n f 2)(2n f 3)

8

Fünftes Exempel.
Den werth des Bruchs:

xfx2— fn f i)2Xn*-i f (2nn f 2n —- i)x«^2— nnxBfr3 
(1 — x)r

für den Fall x --- r zu finden. Da derselbe die Summe 
der Reihe 1 f 4 f 9 t • * ♦ ♦ t133 ausdruckt, so ist er, 

wie. bekannt, = f ln2 t ??n.

Nimmt man die Differenzialien des Zählers und Nen
ners, so erhält man

i f
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I f 2x — (n f l)3xn 

f (n 7 2)(2 n n 7 x2n — l)xn+x 
— nn(n 7 3)xn+*

und da in diesem Bruche Zähler und Nenner = o werden.
wenn man x — 1 setzt, so muß man von neuem die Diffe- 
renzialien nehmen. Allein der Bruch, welchen man da

durch erhält, nemlich
2 — n(n f . *1

’s (n f i)(n 's 2)(2nn 4- 2n — l)xn -; 6(1 — x)
— n2(n f 2)(n f 3)xn + I

hat eben die Unbequemlichkeit, und man muß daher durch 
abermalige Substitution der Differenzialien zu dem Bruche 

— n(n — i)(n f l)3xn’^ A 
f n(n f l)(n f 2)(2nn f 2n — i)xn~ x >: — 6

— nz(n t l)(n f 2)(n f Z)x» J
zu gelangen suchen, der durch die Substitution x = 1 ist 

— n(n — l)(nfl)5 tn(n ti)(nf2)(nnn •—1) _

n(n t l)(2n 7 1)
- = |n* f |n2 |n

übergcht, welches eben der Werth ist, den man schon auf 
andern Wegen als den wahren Werth kennen gelernt hat.

Sechstes Exempel.
gin — xm n

Den werth des Bruchs---------------— für den Lall x=i
I --- X^P

ZU finden.
Da dieser Bruch ein Produkt aus den beyden Brü-

x<n 1 — xn
chen —-— .----------- ist, und der erste für den Fall

I 7 xP I --- xP
x -- i den Werth i hat: so braucht man nur den Werth 

M 5 des
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des andern Bruchs für eben den Fall zu suchen. Da man 

e nxn“n
dafür beym Gebrauch der Differenzialien---------= — er-

pxP-K p
halt, so ist der gesuchte Werth des gegebenen Bruchs

ö —. Eben diesen Werth findet mau, wenn man un- 
2P'

mittelbar von dem gegebenen Bruche die Differenzialien 
nimmt. Dadurch erhalt man nemlich

rnxM-1 — ( ch i»)xm + n~I
/ — 2px2p-r

und dieser Bruch giebt, wenn man x=i setzt, — n.
— 2P

= - wie vorhin.
2P

§. Zhl.

Eben dieselbe Methode muß man befolgen, wenn entweder- 
p 

derZahleroderNenner desBruchs oder beyde transcen

dente Größen sind. Auch dieses wollen wir an einigen 
Beyspielen erläutern.

Erstes Exempel.
gn. — x»

Den Werth des Bruchs,---------— für den Fall x = a zu
la — lx
finden.

Durch die Substitution der Differenzialien erhält man
n yii- I

sogleich den Bruch — -------------= nxH’, und der Werth
— i : x

desselben für x a ist n

Zwey-
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Zweytes Exempel.
lx

Den werth des Bruches —r für den Lall x = i
z V (I — x)

zu finden.

Nimmt man die Differenziakien des Zahlers undNem 
i : x — 2<(i—x)

uers, so bekommt man — =?---------~~ i

und da der Werth dieses. Bruchs, wenn man x = i setzt, 
lx

--- o wird, so folgt, daß der Bruch —— ■—- für den 
Y (e —• x)

Fall x = i verschwinde.

Drittes Exempel.

Aen werth des Bruchs
a — x — ala ch alx 
a — >/T(2ax — xx)

für den Aql!

x — L zu finden, in welchem der Zahler und Premier

= o werden.

Durch die Substitution der Differenzialien in dem 
Zahler und Nenner findet man

— i t a : x (a — x)V*(sax — xx)
— (a — x) :■ V^(2LX — xx). — x(a — x)

Nun wird zwar auch der Zahler und Nenner dieses Bruchs 
s= o, wenn man x = a setzt; allein da beyde durch a — x 
the'lbar sind, so erhalt man dafür durch die Division mit 

a— x
- aa — x

— V — x
und da der Werth dieses Bruchs für x --- s, ----- i wird, 
so ist auch für eben- diesen Fall der Werth des gegebenen 
Bruchs = i.

Piek-
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Viertes Exempel.
fX ---- tz-X

Den Werth des Bruchs —-—- für den Fall x = o 311 
1(1 t x)
finden.

Durch die Substitution der Differenzialien bekommt

man den Bruch
ex f e~x

(I t *)'
welcher für x = 0 ben Werth

2 giebt.

Fünftes Exempel.
p x .— y — J^y 4« ■jA

Den Werth des Bruchs------------------- -—■—-für den Fall
XX

x = o 3« finden.

Setzt man statt des Zählers und Nenners die Diffe

renzialien, so erhält man den Bruch - -------- 1 x\

welcher aber, wenn man x = o setzt, = — wird. Man 
o

muß also durch abermalige Substitution der Differenzia- 
£X + I • (y 4- x)z

lien den Bruch —-——--------- — suchen, welcher für

x = o den Bruch — I giebt. Eben dieses findet 
2

man, wenn man sogleich o f dx für x setzt. Da nemlich 
edx = 1 f dx f £dx* f 20. und l(i f dx) = dx — idx* 
120. ist: so erhält man auf diesem Wege

edx — y — l(y -f- dx) __ dx*
dx* dx* Ö L

Sechs-
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s

Sechstes Exempel.
Xn

Den Werth des Bruchs p für Den Lall x c=s 00 5« finden.

Um diesen Bruch auf die Form zu bringen, wobey er 

in dem angenommenen Falle in -|- übergeht, schreibe man 

ihn auf diese Art p—. Ferner setze man x = l,fo daß 

für den Fall xc= <x, y = o werde. Hiedurch bekommt
I * 1 y 

man den Bruch--------— für den Fall y -- o zu untersu-
yn

chen. Nimmt man nun die Differenzialien, so findet man 

L: 2111^22 — Lj_£1122. Allein dieser Bruch wird — 
nyn~1 nyn O

wenn man y = o setzt, und eben dieses findet bey den Brü
chen und 0--— u.s.f. statt, welche man

n3yn n 3 yn
durch fortgesetzte Substitution der Differenzialien erhalt. 
Um also gleichwohl den gesuchten Werth zu finden, sey

---------------wenn man y = o setzt. Da in diesem

Falle auch § —------wird; so erhalt man aus jener
nyn

Gleichung ss = — , und diese Gleichung durch, die

zweyte dividirt giebt s = — = —. Hieraus erkennt 
y211 yH

man, frag s = 00 wird, wenn y in o übergeht, und es ist 

daher der Werth des Bruchs — —unendlich groß.

wenn



190 Dritter Theil. Fünfzehntes Capitel.

zu dxn ein unendliches Verhältniß hat, wie bereits oben 
berührt worden ist.

fiuvm/ in welchem sowohl der Zahler als der Nenner 
verschwindet.

tvenn man die Differenzialien nimmt, s = —— —und

t>a dieser Bruch, so wie auch alle übrige, welche man durch 

die Substitution der Differenzialien finden kann, für den 

Fall x = o, = ~ wird: so muß man wieder zu dem vorhin 
o

gebrauchten Hülfsmittel seine Zuflucht nehmen. Nun giebt 
die erste Gleichung

X11 = e“I:xS, und X°C” +X) ~ e-(nfl);xsn}X
die andere aber

Xn + 1 --- e-i : n, also x»(°s I) ---> e~n: xsn : n1* 
und aus diesen beyden Gleichungen erhält man

ie-i :xsnn -- i, und also s = -—-—- = co 

wenn x es o gesetzt wird. Setzt man demnach x = rdx, 
so hat dxn zu e-1: dx ein unendliches Verhältniß, was 
Man auch für n für eine endliche Zahl setzen mag, und es 
ist daher e-i = dx eine unendlich kleine Größe und dxm ho
mogen, wenn m eine unendlich große Zahl beveutek

Achtes
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— I : xx
s- — 2, wenn man x = i setzt, daher, denn auch der 

Werth

Neuntes Exempel.

Den werth des Bruchs - ---------- v— für den Fall x = i1 — x 7 lk
zu finden.

Setzt man statt des Zahlers und Renners die Diffe- 
renzialien, so bekommt man den Bruch

xx(l f lx)' — I o
-------- = - für X = 1.

-if in o
Dagegen giebt die abermalige Substitution der Differenz 

zialien 1—5~——, und dieser Bruch wird 

Achtes Exempel.
, . , I — sin.x f cof.x e 

Den werth des Bruchs  ------ ———--------- für den Fall
' hn.x 7 col.x — 1

zu finden, wenn x = -~ oder ein Bogen von 90 ° wird.

Durch die Substitution derDifferenzialien erhält man
co£x ■— sin.x . , , •

den Bruch---------- ------- , welcher für den Fall, wenn

x = — gesetzt wird, da alsdenn sin.x = 1, und cof.x 
2

= 0, in r übergeht, so daß 1 der gesuchte Werth des ge
gebenen Bruchs ist. Eben dieses erkennet man ohne Dif- 
serenziation. Denn da cof.x =VXi f fin.x) f V"(i—sin.x) 
ist, so erhalt man dadurch statt des gegebenen Bruchs 
VYt —- sin.x) + V*Cl i* sin.x)

‘ und dieser Bruch wird
<(l f sin.x) — <(l —fm.x)
offenbar = 1, wenn sin.x = 1 wird»
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Werth des gegebenen Bruchs = — 2 ift, wenn x ---1 an
genommen wird.

§. 362.

Da es hier unsere Absicht ist, alle Ausdrücke zu be
trachten, die in gewissen Fällen unbestimmt zu seyn schei- 

, „ . p
nen: so müssen wir außer den Brüchen —, deren Zähler 

und Nenner in gewissen Fällen verschwinden, auch derer 
Erwähnung thun, deren Zähler und Nenner in gewissen 
Fällen unendlich groß werden, weil die Werthe dieser Brü
che ebenfalls unbestimmt zu seyn scheinen können. Sind 
nemlich P und Q solche Funktionen von x, daß sie beyde 
für einen bestimmten Fall x = a unendlich werden: so be- 

p . 00
kommt der Bruch — dre Form —; und da die unend

lichen Größen eben sowohl als die Nullen jedes Verhält
niß zu einander haben können, so läßt sich daraus der 

p
Werth des Bruchs - auf keine Weise erkennen. Indeß 

läßt sich dieser Fall auf den vorhergehenden zurückführen,
P 1 : Q

wenn man den Bruch durch------- - ausdruckt, wo der
Q 1 : P

Zahler und Nenner für den Fall x == a verschwinden, und 
also der Werth dieses Bruchs nach der beschriebenen Me
thode gefunden werden kann. Aber es ift deswegen diese 
Verwandlung nicht schlechterdings nothwendig. Denn 
setzt man für x nicht a sondern a f dx, so bekommt man 
die unendlichen Werthe nicht durch ausgedruckt, son

dern in Darstellungen, wie — oder ; und ob gleich 
dx d xn

diese Ausdrücke ebenfalls unendliche Größen anzeigen, so 
lassen
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lassen sie sich doch unter einander vergleichen, und also auch 

p
aus ihnen der wahre Werth der Funktion — leicht finden»

, §- 363*
Eben so gehöreü hicher die Produkte aus zwey Fak- 

toten, wovon der eine, wenn man x = a setzt, verschwin
det, und der andere unendlich wird. Denn da man jede 
Größe durch das Produkt 0»« darstellen kann, so hat 
man darin allerdings keinen bestimmten Werth. Ist aber 
PQ ein Produkt, wo, wenn man x = a setzt, k> --- 0 und 

Q = so wird, so findet man den Werth desselben nach den 

erklärten Regeln- wenn man Q = ~ setzt, weil alsdann

p
das Produkt PQ in den Btuch — verwandelt wird, dessen 

Zähler und Nenner füt den Fall x --- a verschwinden. 

Sollte z. B. der Werth des Produkts (1 —x)tang.^ für 

den Fall x = 1, wo 1—x = o, und tang.~ = 00, wird, 
2

gesucht werden i so verwandele man dieses Produkt in den 

Bruch---. - , dessen Zähler und Nenner für den Fall 

x = 1 verschwinden. Da das Differenzial des Zählers 

=—dx, und das Differenzial; des Nenners =—g* 

ist, so wird der Werth des gegebenen Bruchs für den Fall 
X = I

w 2 2 x

weil sin.— = 1 ist.
2

EullDiff.R. z.TH. od. 2.0). a.Abch. N 8- 3$#
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364«

Insbesondere aber gehören hieher die Ausdrücke, wel
che bey einem bestimmten Werthe für x die Form 00 — 00 
annehmen. Denn da zwey unendliche Größen um jede 
endliche Größe von einander unterschieden seyn können, 
so erhellet, daß jene Ausdrücke nicht eher einen bestimmten 
Werth anzeigen, als bis man diesen Unterschied angeben 
kann. Es findet aber ein Fall dieser Art statt, wenn eine 
Funktion P — Q gegeben ist, wo, wenn man x — a setzt, 
sowohl P als Q unendlich wird, und hier ist es nicht gleich 
leicht, den gesuchten Werth nach den erklärten Regeln zu 
finden. Denn nimmt man auch P — Q = f, und setzt

e ■—
eP —<L= ef, so daß ef = —--- wird, wo für X — a so- 

e4- °
wohl der Zahler e—O^als der Nenner e-P verschwindet:

so erhalt man nach der erklärten Methode es =
e~ 0.4 Q 
e~pdP

und also, da woraus sich aber

der Werth von f nicht finden laßt. Sind p und Q alge
braische Größen, so können diese nicht anders unendlich 
werden, als wenn sie Brüche mit verschwindenden Nen
nern sind; und findet dieses bey P und Q statt, so lassen 
sich die Brüche P — Q in einen zusammenziehen, dessen 
Nenner ebenfalls verschwindet. Wird nun in diesem Falle 
auch der Zähler = o, so kann man die bereits beschriebene 
Methode brauchen; verschwindet aber der Zahler nicht, so 
ist der gesuchte Werth eine unendliche Größe im eigentli
chen Verstände. Soll z. B. der Werth des Ausdrucks

so

I
I — X

- - - - - - 2— für den Fall X -2 I gesucht «erden,
I XX
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so erhalt man für diesen Ausdruck wn$
I — xx I 7 xx 

darnach ist der gesuchte Werth = — s.

Z65.

Wenn aber P und Q transcendente Funktionen sind, 
so ist diese Verwandlung meistens mit sehr beschwerlichen 
Rechnungen verknüpft. In diesem Falle bedient man sich 
daher besser der directen Methode, und setzt statt x=a, wo
bey beyde Größen P und (r unendlich werden würden, x =s 
11 •, so daß « eine unendlich kleine Größe bedeutet und

A mit dx verwechselt werden kann. Wird hierdurch P — 
e»

t B, unt> Q = ~ t c, so ist offenbar, P-t-q = b-*g 

ist, und diese Differenz ist eine endliche Größe. Diese Art 

den Werth von dergleichen Funktionen zu finden, mögen 
folgende Beyspiele erläutern.

Erstes Exempel.
Den Werth des Ausdrucks —2-----------— für den Fall zu

x — 1 ix
finden, wenn x = 1 gesetzt wird.

x I
Da sowohl----------als unendlich werden, wenn

man x ~ 1 nimmt, so setze man x — 1 f », wodurch der 
gegebene Ausdruck in folgenden verwandelt wird

ich« 1
** f w)

Nun ist
l(i t*) — — rc. es *(t—rc.)

N 2 und
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und man hat also

(t-f«)(i—rc.)—i __ 4* — f x.
«(i •—1« •j* -l«2 ■—2C. «(l—2 — 2C.)

__ I ~ l*> t rc.
I — 5« ^«2 — 2C.

Nimmt man folglich « unendlich klein oder = o, so wird 
offenbar der gesuchte Werth = Z-.

Zweytes Exempel.
Den Werth des Ausdrucks —- t ----------—--------- für

2 xx x(e2TX — i) 

den Fall x = o 3« finden, vorausgesetzt, daß s Sie Zahl 

bedeute, deren hyperbolischer Logarübme — i ist und 
Das Verhältniß des, halben Umfangs des Kreises zum 

Halbmesser desselben ausdrucke.

Der Ausdruck --- ------ -  t ——-—-— ist Aus-
2XX ' xCe2’rx - I)

druck der Summe der Reihe

-----4» .—-—- *j* -—---  «ji - -------— 4» ----- ?— + jf 
I f xx 4 f x.x 9 f xx - 16 f xx 25 f xx

und man muß also, wenn man x = o setzt, die Summe 
der Reihe ,j

ts t rc.

finden, welche, wie bekannt = ~ ist. Setzt man aber

x = o, so scheint der Ausdruck -------- 1 t'—-——--------
2XX x(e2rx _ !) 

höchst unbestimmt zu seyn, weil beyde Glieder desselben un- 
trx — I 

endüch werden. Man setze daher x=*> wodurch -

in



V. d. Werthen der Funktionen, die in gewissen rc. 19?

in------ T- t — übergeht. Da ferner e27r“ —1 =
2a2 2a

f -utiai f 4,3*3 f ?c. ist, so erhalt man für das andere

Glied--------- --------/ 2*X T\ x(e — I)
I

a(2ira 2tt2*2 "V ^7r 3 w 3 2«2(l 7^3
Nun ist aber

1
srftf 7 yT^a2 *p 2GI

1 sie
1 - *•

und es wird folglich das letzte Glied 

— rc. und addirt man hierzu das erste Glied, so bekommt 
man welches der Werth des gegebenen Ausdrucks 
für den Fall x — o ist.

Eben diesen Werth, kann man nach der Methode 
finden, welche wir bey den Brüchen gebraucht haben, de
ren Zähler und Nenner in gewissen Fällen verschwinden, 
indem sich der gegebene Ausdruck in folgenden Bruch ver
wandeln läßt,

2 xxe2x — 2xx
dessen Zähler und Nenner für X = o ebenfalls == O wer
den. Nimmt man also die Differenzialien, so bekommt

oder

4xe25rx f 4xxe27rx — 4x
N 3

man
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wo aber für x = o Zähler und Nenner wieder verschwin
den. Man muß daher nochmals die Differenzialien substi- 
tuiren, und findet alsdann

e2rx t 4*-xe2?rx t 35r*x*e25rx — i
oder
7T 3x

I ’s 4»rx 's 2 Tr^x^ — 6
Da auch hier für x --- o Zahler und Nenner = o werden, 
so nehme man nochmals die Differenzialien, wodurch man 

9T 3

4«r t 4*3X f 2-rS^2^X
bekommt, und dieser Bruch geht, wenn man X ~ o setzt, 

in ~ über, welches der vorhin gefundene Werth ist.Q

Drittes Exempel.

Den Nlerch des Ausdrucks:-------- --------------------- zu fins
. 4X 2x(s^x j* i)

den, wenn x = o ist, und »■ und e die vorige Bedeu
tung behalten.

Der gegebene Ausdruck laßt sich in den Bruch

- ------------------verwandeln, dessen Zähler und Nenner für 
4xe*x f 4x
den Fall x = o verschwinden. Man setze daher x = #, 
und da



V.d. Werthen der Funktionen, die in gewissen rc. 199

eWft> — I •f’ trw .j. 2C.
ist, so erhält man dadurch für den gegebenen Ausdruck 

5(2® ck *,r3«2. lgr4<y 3 *|« 20.
8« 2-r2«Z

und dieser Ausdruck wird wenn man ® = c nimmt. 
Auch ist der Werth des gegebenen Ausdrucks für den 

&ai( x = o. Uebrigens stellt die Formel —------ - ------
4X 2X(e”xtl)

die Summe der Reihe

11 xx r 9 f xx f 25 -j- xx 49, f xx T
dar, und es ist bekannt, daß diese Reihe, wenn x== Q am 
genommen wird = ist.

Viertes Cxempek.

Den Wertb Des 2tusDrucks —----------—— für Den
' 2 xx 2x tang.Trx

Lall x = o zu finden.

Die Formel —------------ —— druckt die Summe
2 xx 2 x tang.wx

der ohne Ende fortlaufenden Reihe

aus, und es muß daher, wenn man x = o setzt, die Summe 

der Reihe

11 r 151 a t ä t
sich ergeben, wovon man weiß, daß sie = ist. Da 

fin.erX ,
NUN tang. wx =□ ———" ist, so hat mancof.srx

I weof. WX fin.wx — C X cos. ®r X
2XX 2 x sin. v x ~ 2 x x (in. x

N 4 und 
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und der Zähler und Nenner dieses Bruchs verschwinden, 
wenn man x = o setzt. Man nehme also x = o, so geht 
der gegebene Ausdruck, da

sin.wx ~ vta — |s-3y3 rc.
cof.ox =3 1 — |sr2W4 -j- rc.

ist, in folgenden Bruch
er» — 3 <y 3 + 20. —— wM ck — rc.

3 — ^■Sr3«5 rc.

|=r3fl-3 — rc.
2nre>3 — 2C.

über, welcher, wenn man * unendlich klein annimmr, 

giebt.

Fünftes, Exempel.
Da die Summe der ohne Ende fortlaufenden Reihe: 
l,i, I . I , ®fin.5«rx

--------- +--------- -  + — ------f -r-----------f rc. ==---------—. 
I — XX 9--- XX 25—XX 49 — XX 4X cof.^srx

ist: den werth dieser Summe für den, Fall x = o
zu finden.

Da
sin. f»X == ZVX -!- ^-0-3x3 ch rc, und
cos.iarx = I --- ^2x2 ch rc,

ist: so wird der gegebene Ausdruck =
aw2X — 4^®r4X3 rc, 5^2 — 5^4x2 ch rc.

4X —- ß«2x3 ch rc. 4 — |®-2X3 -j- rc.
und also offenbar = wenn man x = o setzt. Es ist 
aber ^2 her Werth der Reihe 11 f t 5 <■ t 491 rc., wie 
oben auf mehrere Arten gezeigt worden, dagegen die ge
gebene Reihe allemal =0 wird, wenn man für x irgend 
eine gerade Zahl setzt,

§< M,
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§♦ 366.

In diesen Reihen, welche in den beyden letzten Exem- 
peln vorkommen, so wie auch in andern die veränderliche 
Größe x enthaltenden Reihen, können dieser Größe x auch 
solche Werthe beygelegt werden, daß einige Glieder, und 
folglich alsdann auch die Summe der ganzen Reihe unend- 
lich wird. Setzt man z. B. in der Reihe

1

für x irgend eine ganze Zahl: so wird allemal ein Gliede 
derselben, wegen des verschwindenden Nenners, und also 
auch die Summe der Reihe unendlich. Laßt man aber 
dieses unendliche Glied aus der Reihe weg, so ist der übrige 
Theil der Summe eine endliche Größe, und läßt sich durch 
die Differenz zwischen dem Unendlichen, welches die ganze 
Summe ausdruckt, und dem gedachten unendlichen Gliede, 
also durch 00 -t—oo ausdrucken. Was für ein bestimmter 
Werth in dergleichen Fallen statt finde, läßt sich nach der 
erklärten Methode entdecken, und folgende Beyspiele möz 
gen zur Erläuterung dienen.

Erstes Exempel.
Die Summe der Reihe: 

für den Fall zu finden, wenn x — 1 genommen, und daß 
erste Glied weggelüsten wird, welches bey x — > ins 

Unendliche übergeht.

Da überhaupt genommen die Summe dieser Reihe 
I 7T

5= — —---------------ist: so ist die gesuchte Summe
— 2XX 2xur.g.srx

N 5
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I w I

2xx 2x tang.OTx i — xx
für x = i. Man setze x = i f so wird diese Summe

__  I er I
2(1 + 2« f <V») ■ 3(1 T«) tang.ssrf ®ar) 2« f ««

Nun ist
?ang.(®- f ®=r) c=± rang, »t = «'«•{• rc.

und da das erste Glied fuvx = i den bestimmten Werth 

ß bekommt, so braucht man nur auf die beyden übrigen 
zu sehen. Diese sind, wenn <» eine unendlich kleine Größe 
bedeutet,

I. W
«(2 j* ») 2 w(l f «)(v +

I _________ I
•(2 's <») <»(2 's 2w)(l f

Aber wenn « unendlich klein ist, kann man selbst -^1*2. 
aus der Acht lassen, und dadurch bekommt man

X
<v(2 f (2 2«)

wenn man *> = o setzt. Es ist aber f = | t>ie Summe 
der Reihe f f 11 iV f a41 wie aus andern Gründen 

bekannt ist.

Zweytes Exempel. 
Die Summe der Reihe:

für den Lall zu finden, wenn x irgend einer ganzen Zahl 
n gleich gesetzt, und Das alsdann ins Unendliche über

gehende Glied —-- -- - weggelassen wird.
nn — xx

Die



klein annimmt, den

t

i

4,_J—
4 (n—1)2 —nn

I
®(2n »)

3
4nn

I
2n® «6»
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Die gesuchte Summe läßt sich auf folgende Art aus

drucken :
I ■=>■ 1

2xx sxtang.arx nn —- xx
vorausgesetzt, daß x -- n angenommen werde, wo denn 

das erste Glied , die beyden andern aber un<
2xx 2nn

endlich werden. Man setze also x = nf«z so hat man 
für die gesuchte Summe, da tang.(®n ‘f* c®) tang. ist» 
css w ist', wenn man « unendlich 
Ausdruck

—-------- -—- ----  +
2 n n 2 (n 7 «) sr n *

oder
T I

2nn «(2n f 2*)

_L __________
2nn (2n + 2»)(211 «)

und wird demnach « = of so bekommt man

---  7 ----  ssc
2nn 41m

Es ist folglich

JL = _L_ t _L_ t _L
4nn I —nn 4 — nn 9 — nn

t ——----- ------t —— t?c. ohne Ende
(n f i)r — nn (n f 2)r.— nn

oder

(“t i)a—’nn (nf 2)2 —nn 4 (n f3)* — nn ~

X t _L_ X , 1 .....___
4nn - nn—i 1 nn — 4 1 * * nn — (n — i)a

Drit-
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Viertes Exempel.
Die Summe der Reihe: 

-2— t —^— t 1

--- 8 t 54 f t /ö t T$ö t JC‘

—1—. —-—- 4». —-— f —-— f rc,
I — xx 9 — xx 25 — xx 49 — xx

Zu sieden, wenn x irgend einer ungeraden Tahl 2n — i 
gleich

9 — xx 25 — xx

I
4(l — <v)|zrw 2« ■—«(2—-2«) 2(2 — a>)

der = J wird, wenn man « = o annimmt, und es ist 
demnach

X4

weggelassen wird.

Da die Summe dieser Reihe überhaupt genommen

38 -—~n.; gx.. ist: so wird die gesuchte Summe
4XC0Cf zrx

S04 Dritter Theil. Fünfzehntes Capitel.

Drittes Exempel.
Den Werth der Reihe:

—* 1— t —-— t —-— t —-— t rc.
I — xx 9 — xx 25 — XX 49 — xx 

für den Lall zu finden, wenn x = 1 gesetzt, und Das als

dann ins Unendliche übergehende Glied -—
1 --- XX

Ersm. f zrx I
4XC0f. jarX I ---- XX

für den Fall x = 1. Da beyde Glieder für x — 1 unend
lich werden, so setze man x = 1 — <». Hierdurch bekommt 
man, da

fin. (far — =5 cof.fw« ~ I — UNd
COs.(f,ar —• farw) = sin.fsr® — fw®

ist, indem « eine unendlich kleine Größe bedeutet, den 
Ausdruck

■=r(l-----|zr2(v2)
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in diesem Fülle ins Unendliche übergehr, wegge
lassen wird.

wenn x — 2d — 1 genommen wird. Man setze demnach 
x = 2« ~ 1 - und lasse « eine unendlich kleine Größe 
bedeuten. Alsdann wird

2r — 1
sm.ßsx ” fin.(—————5®a>) == iL cos.J®-«

wo das obere Zeichen gilt, wenn n eine ungerade, und 
das untere, wenn n eine gerade Zahl ist. Auf ähnliche Art 
wird

2N ---  t
eof.SffX = CoC (---- - ---- er — $ar») = 2t sin.I«r«,

und folglich, n mag eine gerade oder eine ungerade Zahl 

bedeuten,

Dies vorausgesetzt laßt sich die gesuchte Summe auf diese 
Art:

11
2« (an — 1 — «j «(2 (2 (an — 1) — «))

ausdrucken, und ist demnach  ------ —r-. Ist z. B.
2n —-

n = 2, so wird

und die Richtigkeit dieser Summe ist aus andern Grün
den bekannt.

Sechs-



Sechzehntes Capitel.
Von der Differenziation der inexplicablen 

Funktionen.

t- 3«7-

^)nexplicable Funktionen sollen hier solche Funktionen 
heißen, welche sich weder durch bestimmte Ausdrücke noch 
durch die Wurzeln der Gleichungen darftellen lassen, so 
daß sie weder zu den algebraischen noch mit Gewißheit zu 
einer von den Arten der transcendenten Funktionen gezah- 
let werden können. Eine solche Funktion ist z. B.

X
welche zwar von x abhangt, aber auf keine Weise ent
wickelt werden kann, wenn x keine ganze Zahl bedeutet. 
Auf ähnliche Art ist i . 2 . 3 . 4 . . . . x eine inexpli- 
cable Funktion, weil, wenn x jede Zahl vorstellen soll, der 
Werth derselben weder algebraisch noch durch irgend eine 
Art der transcendenten Größen dargestellt werden kann. 
Den Begriff von dergleichen Funktionen kann man auf die 
Reihen gründen. Kann neulich die Summe der Reihe

1 2 3 4 .... X
A f B f C f D f . . . . f X 

durch keinen endlichen Ausdruck angegeben werden, so giebt 
diese Reihe eine incxplicable Funktion von x, nemlich

SaAfSf Cf Df ....fX
> z Eben
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Eben dergleichen erhält man in den Produkten aus den 
unmittelbar auf einander folgenden Gliedern der Reihen, 
z. B.

P — ABCD .... X
die aber vermittelst der Logarithmen auf die vorige Form 
gebracht werden können, indem

1P == 1A t Iß t 1C t 1D t ♦ . ♦ . t IX 
ist.

§. M.
In dem gegenwärtigen Capitel wollen wir nun die 

Art, dergleichen inexplieable Funktionen zu differenziircu 
untersuchen. Zwar scheint dieser Gegenstand in den ersten 
Theil zu gehören; er mußte aber bis hieher verschoben 
werden, weil er eine ausführlichere Kenntniß der Reihen 
vorausfetzt. Da indeß diese Untersuchung noch von Nie
mand angestellt ist, so wekden wir uns bloß auf die ersten 
Gründe derselben einlassen können, doch wollen wir damit 
einige andere Untersuchungen verbinden, welche dicDiffe- 
renziation der inexplicablen Funktionen nothwendig macht, 
und zugleich den Nutzen dieser Theorie zeigen wird.

§- 369-
Um also die inexplicablen Funktionen zu differenziiceu 

muß nran vor allen Dingen die Werthe aufsuchen, welche 
sie durch die Substitution x ch » für x erhalten. Es sey 
also

123.4 x

s der Wörth, welchen s durch die Substitution X -j-« für 
x bekommt, und z das Glied der Reihe, welches zu dem 
Anzeiger x 7 « gehört. Ferner mögen die Glieder, deren 

Anzeiger
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Anzeiger x f i, xf2, x f 3 2c. find, durch Xz, X", X'", 
XL und dasjenige, dessen Anzeiger x f qo ist; durch xl00! 

sngedeutet werden. Auf ähnliche Art sollen zz, Z", zzzz2C. 
die Glieder, deren Mzeiger xf«fi, x f « f 3
ic. sind, und zi3^ das Glied, welchem der Anzeiger 

x t«t 00 zugehört, ausdrucken. Dieses vorausgesetzt ist

S' =S’t XZ
8" = S t Xz f X"
szzz = S t Xz t X" f xzz/

rc.
sl°°l = s f xz t x" t xz//1». < t xi001.

Auf ähnliche Act ist, wenn s nach und nach durch die Glie
der Zz, zzz, :c. vergrößert wird

sz = 2 f z'
s" = s f zz f Z"
szzz = s f zz f zzz f zzzz

re.
= s t f zz4 zzzz zi°°L

§. 370-

Nun muß Man die Natur der Re'be S, 9Z, Szz, 8"z, 
2C. erwägen, wenn sie ebne Ende fortgesetzt wird. Wenn 
dieselbe im Unendlichen mit einer ari hmernchen Reihe ;u- 
fammenfgllt; und dies sie. et statt, wenn d^e Glieder X, 
Xz, Xzz, xzzz, re. im Unendlichen einander gleich werden, 
so daß die Reihe s, Sz, sz', szzz, 2c. .n bl-ch gleiche Diffe
renzen bekommt: so iind in di> - 'w ^ü,?e 

sl-xl, s c'-*i J ’, rc.

in einer arithmetischen Prcgra •
2,1 i =; j ’!

wird,
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wird, weil

s|ocf«l — sl°°L f _ S|colj

= f (1 — S1001

ist: so hat man 
sl00! — ysl00^1! f (1 — »)Sl°°l

Nun ist
g[Q©tl| — S | OO f .j. X|QOf l| 

also
s!°°l es sl°°l f

Hierdurch bekommt man die Gleichung
S t Zz t Zzz f Zzzz -j- . . . . ch zl^l =

S f Xz f X" f X'" f . . . ♦ f Xl°°l f •Xl°c*i*4

woraus sich der Werth von s bestimmen läßt, den die
Funktion s bekommt, wenn man darin x f w für x setzt. 
Es ist nemlich

S = sf t X't X" f-X'" t :c. ohne Ende
— 2'— Z“ — Z'" — 2t. ohne Ende. 

Wenn daher die unendlichsten Glieder der Reihe A, B, c, 
D, rc. verschwinden, so wird »xl00^! — o und kann 
weggelassen werden.

371.

Es wird also der Werth s durch eine neue unendliche 
Reihe ausgedruckt, welche sich darstellen läßt, wenn das 
allgemeine Glied der Reihe A f ß f c f :c. bekannt ist- 
um daraus die Werthe der Glieder zz, Zzz, zzzz; rc. zu be
stimmen. Nimmt man demnach •> unendlich klein, so wird, 
da s — s das Drfferenziat von 8 ist, das Differenzia! 6S 
durch eine unendliche Reihe ausgedruckt. Läßt man fer
ner dabey auch die höher» Poteftäten von * nicht aus der

Eul. Diff. R. Z.Th. oO. r.Lh. a.Abrh. O Acht 
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Acht, so bekommt man das vollständige Differenzial der 
inexplicablen Funktion 8, dessen Beschaffenheit deutlicher 

därzulegen die Absicht bey folgenden Exempeln seyn soll.

Erstes Exempel.
Das Differenzial der ifiexplicablen Funktion:

zn finden.

Da das allgemeine Glied dieser Reihe x --- X und 

«daher
' _ X , 

z ~ 1111;<

2Z/ ss  ——
x f I f *

£/// —- " .--■■■ . ..-
" X f 3 f *

rc.

ist, so erhält man, da xl00^! t= ■ ■ T = ö ist- 
' ' x 7 CO I 1 '

wenn xfn für x gesetzt wird, s für S> so daß

, I r
’xflfl» X f 2 f » x t 3'f 

oder- wenn man die Glieder Paarweise addirt
e» . «

S = S (x t l)(x t I t <x t 2)(x -x 2f #) 

äs .
(x t 3) (x t 3 t 2Ct

oder,
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t rc.
ist> wenn man die Reihen nach den Potestaten von * 

ordnet

oder, da
i^i a 4. _ "2 _ <y 3

XfIt* x f I (x t l)l 
t rc.

(x 11) 3 1(x f l)4

I __ I V i-T- ■ «3
X f 2t" x t 2 (x 1*2)1 1 (Xf2)3 (x f 2)4

S te S
I i I I

f * Tu t M4? f 2C,)
* (xfsji t (x + 3)3 *** (»1-4)3 3C^

^"\xfl)4 * (x"t2> * 5t 3>* t (xt4)4 2C,) 

““"4^(7t i)f (x 12)5 (xt 3)f (xt4p t

rc.

wird. Schreibt man also dx für «, so ist das vollständige 
Differenzial der gegebenen Funktion ä

ds =

dX ^t D* (x f2)a (x t3)3 (xt4)3^K^ 

t NT» * M3? f 5t4)?1',C,) 

(xtä)4 (xt3)4 (xt4)*^lC^ 

* SW + ö^j? *

rc.

Zwey-O 2
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zu finden.

X' =

X"

X'" =

2«

I
2xf I

I
2xt3

I
2xf5

rc..

Da das allgemeine Glied dieser Reihe X = —-— ist. 
2X—I

so wird

Zweytes Exempel.
Das Differenzml der rnexpUcablen Funktion:

S = 11 H t -f H..........

**3 S -- ------ ■— - . . - - -- 4« __ .. , .L ___  .
(2X f I)(2X fit 2«) 1 (2x^3)(2xt 3 t 2») 

2aJ. ------------------------  4. 2C.
C2x-T5)(2xt 5t2<v)

Toset man ober die einzelnen Glieder in Reihen nach den 
Dignitäten von « auf, so wird

ilnd da die unendlichsten Glieder dieser Reihe verschwin
den und einander gleiche Größen werden, so bekommt man 
für s, wenn man x f i für x setzt,

2 " S 1 sx f i 2x f 3 2x f 5 ‘C’

i i i— ...— -------- — —-» — —------------- — 2f,
2X f I f 2® 2X 's 3 2« 2X ’j* 3 f 2a

oder
2a

Z' = ---------*
2X t I f 2»

I
Z" es -------------- -----

2X f 3 f 2a 

■gju —- I
2x f 5 f 2a

rc.

X SB
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3 — S f 2« ((2x^-1)2 (2x^3) 2 (2xf5)2 2f*^

- t WF f Kt)

^(2X71)4 (2xfg)4 (2xf5)4 2f*^

" 16" ^2xfl)5 (2x^3) 5 ^xfj)s 1 2C^

rc.
und setzt man endlich dx für«, so erhält man das vollstar^ 
dige Differenzial der inexplicablen Funktion s

dS ---

2dx f f * 2C°

4<1X ^(2xfi)3 (2xch3) r (2xchZ)I 2C*^

t 8jx3^(2x-h)4 1 (2xt3)4 (2xf5)4 2C*}

7" l6dx4((2xtl)$- (2x-f3)5 (2xf5)5 2C'^

rc.

Drittes Exempel.

zu finden.

Das Differenzial der inexplicablen Funktion:

1
Da das allgemeine Glied dieser Reiheist, so sind 

die unendlichsten Glieder verschwindende und einander 
gleiche Größen. Da also

O 3 Xz ss



5i4 Dritter Theil. Sechzehntes Capitel.
i i

Z"

n*>
— rc.(x t l)n+I

n*
(x f 2)n+i

n(nl-l)
/ 1.2

n(nfiXnf2)

dS =

ndx((xti)n+I (xta>+i (xt3>+i^ JC‘^ 

dX3^(xfl)nt^ t (xf2)9+a (xt3>+a^

1 j 3 T 4» - 4» 4*
I.2.3 \xtl)n*$T (xt2>+3 (xf3)«+3

V<-----------------
(xfl)n

X" = —~
(x f 2)n

v/// *
(x t 3)n

re.
ist: so wird X' — z' =>

n(n f i)«r n(nf iXn *fr 2)« 3 
~ 2(X f 1)»+* T 6(x f l)n+3

X" — Z" =
n(n f i)«r n(n.fr-lXn1 __
2(x j* 2)n+* 6(x ’s 2)n+3

rc.
2-Ss.

1 x ......1 4. ,.. 4- 2(.)
Xxtl)n+I 1 (xf2(n+* (xt3)”+I

n(n f 1) „r 1 , 1 + 1 >
1.2* ((x-j-t)v-i-r (xf2,)n+x (xt3)M'fr2' ' 

n(n-^TXnt2) ___ 1___ r ___ 1__
* 1.2.3 * \xf l)n+3 ~ (xt2)«+> T (xf3)n+3^

rc.
und setzt man- glso^dx für », so bekommt man das gesuchte. 
Differenzial
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Hieraus lassen sich auch die Summen jener Reihen 
jnterpoliren, oder dieWerthe der summatorischen Glieder fin
den, wenn die Zahl der Glieder keine ganzeZahl ist. Denn 
setzt man x = o, so wird auch S = o, und z druckt die 
Summe so vieler Glieder aus, als * Einheiten enthält, 
wenn gleich * keine ganze Zahl ist. Setzt man z. B. im 
ersten Exempel

e»
so wird 

5 (I t »') * 2(2 t«) * 3(3t4(4t*)^2C'

i , i

Im dritten m-------- f - -----------1A

und der Werth von L wird, «mag eine ganzeZahl oder 
ein Bruch seyn, durch folgende Reihen ausgedruckt:

O 4

t
i

F+*

/
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§- 373-

Eben dieses läßt sich auch auf die allgemeine Reihe 
anwenden. Denn da

i 2 3 4
S = Af BfCtDf ,...f X 

ist, und wenn man x ® für x setzt, x in Z und S in z 
-übergeht: so ist 

und da auf ähnliche Art Z', Z", Z/z/, je. durch Xz, Xz', 
Xzzz, rc. ausgedruckt werden, so findet man

S = S f «xfoc+ll

— d (xz t xzz t xz/z f xzv f rc.) 
dx

— dd(Xz f X" t Xzzz f xzv f rc.)

Ist nun xl°°+lf nicht = o, so kann man es, um das Uns 
endliche wegzubringen, auf folgende Art ausdrucken:

(Xz/—Xz) t (Xzzz—Xz/)t(Xzv—Xzzz) 

t rc.
und es ist also

s=Sfwxzt «((XZZ—XZ) f (X/z/—X/z) f (Xzv—x//z)f rc.) 
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Setzt man daher dx für «, so erhalt man folgendes voll
ständige Differenzial von S = Atßtct*«»*tX

68— Xz<k t dx((Xz/—Xz) f (Xzzz-Xzz)t(X/v--Xzzz)t20.)
— d . (Xz f Xzz t x/z/ t Xzv f 20.)
— jdd.(Xz f Xzz f xzz/ t X'v t 20.)
— |d3.(xz t Xzz f xz,z t Xzv f re.)

20.

§> 374.
Setzt man x = o, so wird Xz = A, xz/ = B, rc. und 

also Xz f Xzz t Xzz/ f 2c. eine unendliche Reihe, deren all
gemeines Glied = x ist. Formirt man nun Reihen aus 

diesen allgemeinen Gliedern
dX. ddX 63X t d4X
dx’ 2dx- ’ 6dx3 ’ 24dx4’

welche Reihen, 
haben mögen:

ohne Ende fortgesetzt, folgende Summen

f. X =□ A
f. dx". = »

dx
c- df -E

2dx3

f.d3x =»
6dx3

r. d4X- = @
246x4

re.

so Wird, weil für X — O auch 8 — O ist, 28 die Summe der 
Reihe A f p> f c f D f .... f Z, bis gu dem «tcn Gliede, 
weil Z das Glied ist, welches dem Anzeiger « zugehört, * 
mag eine Kanze Zahl oder ein Bruch seyn. Man hat daher 

n r S S22
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s = »A t <(B — A) t (C — B) t (D — C) t rc.) 

— «B -V- — *>3T) — «>4E — rc.
wo man die erste Reihe weglassen kann, wenn die Glieder 
der gegebenen Reihe endlich verschwinden.

§. 375*

Schreibt man nun x für *, so geht s in S über, so 
daß,

' l. 2 g 4 ...... X 
SaAtEfCfPt». ...fX 

wird, und eben dieser Werth von 8 läßt sich auf folgende 
Art durch eine unendliche Reihe ausdrucken:

s = Ax t x((ß — a) t (c — ß) t (D ~ c) t rc.) 
— Bx, — Cxr — Dx^ —Fx5 — rc. 

Da dieser Ausdruck gleich passend ist, x mag eine ganze 
Zahl oder ein Bruch seyn, so lassen sich die Differenzialien 
jeder Ordnung von. 8 darnach sehr leicht darstellen. Es ist 
nemlich

= A t (B - A) t (C - B) t (D - C) t -c.

— B 2§x -T-. gDxr — 4^x3 —

= *- £ — zDx <— 6Exr -r.L ioFx3 — rc.
2dx» \
d3S

——— = — D *— 4§x «r. io$ x* — soGxr — rc. 6ax 3 w

--- — E— 58» i§Gxr — rc.

rc.
Da also das vollständige Differenzial =

dS t fddS f fd3$ f 5’5d4S f rc.
ist: so ist das vollständige Differential der Funktion 8

dS SS Adx f (ß —A)dx f (C-B)dx f (D —C)dx f rc.
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— Bdx — C(2xdx f dx3)— D(Zx2dx f 3xdx»fdx 3 ) 
— E(4x?dx T 6x2 dx 2 j* 4xdx$ f dx*) — 2C,

§♦. 376,

Auf diese Art laßt sich also das Differenzial einer jeden 
inexplicablen Funktion S ausdrucken, wenn die unendlich; 
sten Glieder der Reihe A -f- p, f c f D f rc. entweder ver
schwinden oder einander gleich werden. Denn sind die 
unendlichsten Glieder dieser Reihe nicht o, so wird die 
Summe der Reihe B, welche aus dem allgemeinen Gliede 

~ formtet wird, unendlich, giebt aber mit der Reihe A f 
d x
(B A) t (c — B) t (D — C) f rc. zusammengenommen 
eine endliche Summe. Es können aber die Glieder der 
Reihe A+BtefDf rc. so ins Unendliche vermehrt wer
den, daß nicht nur die Summe der Reihe B, sondern auch 
die der Reihe C unendlich wird, und in diesem Falle ist es 
nicht genug, die Reihe 4 t (B— A) t (C—b) t (d — c) 
t rc, hinzugefügt zu haben, sondern es muß dann auch auf 

die unendlichsten Glieder,
§1001, sloctil, sl°°^2I rc.

deren §.370Erwähnung geschehen ist, da sie in keiner arithme
tischen Progression mehr sind, Rücksicht genommen werden. 
So wie wir daher die ersten Differenzen dieser Glieder 
gleich angenommen haben, so müssen wir nun, um die er
klärte Methode weiter auszudehnen, erst die zweyten, oder 
die dritten Differenzen u. s. f. gleich seyn lassen,

§• 377-

Mit Beybehaltung der Schlußart, welcher wir uns 
369. bedient haben, wollen wir daher jetzt annehmen, 

daß 
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daß die zweyten Differenzen der angeführten Werthe gleich 
seyen.

SM, Sl00ti!/ slcofal.
Erste Differ. xl00*2!;

ZweyteDiffer. xl°°f3l —

Hiernach ist
zl<»l =

5= ^(xl00^!—xi30^!)

— gi00!__T\|°of aj
1.2 1.2

Wir haben demnach folgende Gleichung:
x f zz f z/z t z"' t ♦ . . . t zl°°l =

8 f Xz ch Xzz f Xzzz f . . . . f X^i -

1.2 1.2
und daraus findet man

X = s t Xz f X" f Xz//1 Xzv f 2C. ohne Ende
— Zz — zzz — zzzz - zzv- 2C. ohne Ende 

f f i^xl00**! _ xfootil)4

Diese unendlichsten Glieder lassen sich auf die Art darstel- 
leib daß

1.«
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wird, und hieraus erhellet zugleich das Gesetz, nach wel
chem dieser Ausdruck eingerichtet seyn muß, wenn die drit
ten, vierten und fernern Differenzen gleich werden.

. 2

t t re.)tX" X"' X'v t XV

t t tX" X'" t rc.)x^ XV

t tt t rc.)X" X'" X'v XV

rc.

X" t X'"t X'vf rc.
J

-dd. (X- t 
2 dxa

. (X- t
6dx3

Setzt man also dx für«», so bekommt man folgenden Aus, 
druck für das vollständige Differential von S

i$ = X'dx f X" + X'" * X/V + XV t
1 L— X' — X" — X"' —X'v —:c.

------ 6)2

3?8.

Da also, wie wir oben bewiesen haben,

„ _ »dX . *3ddX »3d3X
Z “ 2dx I < 2dx» ^1.2, 3dx3 l' :c* 

ist: so erhalten wir durch die Substitution der Werthe, 
welche sich hieraus für Z', z", z"z, :c. ergeben, für z', 
z", z"', rc. wenn in dem Werthe von S, x s » für x ge
setzt wird.

v(u—i) I
t --------- -X" r4 1.2 <«-!)]

— X"



222 Dritter Theil. Sechszehntes Capitel.

Dieser Ausdruck ist von dem weitesten Umfange und giebt 
das gesuchte Differenzial, was für Differenzen auch gleich 
seyn mögen. Es «ist nemlich diese Formel darnach einge
richtet, daß die Differenzen gleich werden- und man er
kennt daraus bald das Gesetz ihrer Fortsetzung- wenn diese 
Fortsetzung etwa nöthig seyn sollte.

379»
Wenn die Reihe AfBfctDf rc., aus welcher die 

inexplicable Funktion

i 2 3 4 ...... x
SöAtßfC X

formirt wird, so beschaffen ist- daß ihre unendlichsten Glie
der verschwinden: so ist, wie wir bereit angemerkk haben,

dS =
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68 — 6 . (X' t X" t X'" f X'v t XV t 2C.)

— |dd . (Xz t x/z t xzzz t X'v t Xv f rc.)
— |d3 . (Xz t xzz t Xzzz t X'v t XV t rc.)
— 5*4d4 . (Xz t X" t X"' t X'v f xv f rc.)

Sind aber diese unendlichsten Glieder nicht = 0, sondern 
ihre Differenzen, so muß man zu jenem Ausdrucke noch

l - Xz - X" - X"'-^ X'v - 2C.J 
addiren. Verschwindest erst die zweyten Differenzen der 
unendlichsten Glieder der Reihe a f B t C t D f rc., fd 
Muß man außerdem noch 

dazu setzest. Verschwindest erst die dritten Differenzen, so 

muß man noch hinzufugen

t x'v t xv t xv' ■i )C: 
6x(6x—i)(6x—2) 2X// —ZX'"^-zX'v—gxv — rc.

1*2.3 | x, t3X" 13X"Z t3X'v t rc.
J — X' — X" — X"' t je.

und auf eben diese Art ferner verfahren. Habest also die 
Unendlichsten Glieder der Reihe nur
endlich verschwindende Differenzen, so läßt sich hiernach 
allemal das Differenzial der aus der Reihe formieren im 
mexplicablest Funktion bestimmen»

Setzt man x=o, so wird X' == A, X" == B, X'" C 
rc. So, wie daher AtBfcfDf rc. eine Reihe mit 

dem
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dem allgemeinen Gliede X ist, so suche man auch aus den 
allgemeinen Gliedern

dX ddX dvx 6»x
dx ’ 26x2 ’ 66x3 ’ 24dx4-’

ähnliche unendliche Reihen, deren Summe durch die Buch
staben B,C,D,E,rc. angezeigt werden mögen. Alsdann wird 
die Summe von * Gliedern der Reihe A f ß f c f D f 
auf die Art ausgedruckt, daß es gleich viel ist, * mag eine 
ganze Zahl oder einen Bruch bedeuten. Setzt man x für 
*/ so daß

i 2 3 4 x
S = AfBfCfDf ... . f X

Wird, so ist, wenn die unendlichsten Glieder verschwinden

S — — Vx — Cx2 — Dx3 — Ex 4 — 2C.

Haben hingegen diese unendlichsten Glieder die ersten Dif
ferenzen verschwindend, so muß man noch dazu setzen

Verschwinden erst die zweyten Differenzen, so muß man 
außerdem dazu nehmen

t: C t D f E f F t 2C.1
—- 28 — 2C — 2D — 2E — rc.
f A t B t C f D f 2C.J

so wie man, wenn erst die dritten Differenzen = v wer
den, noch dazu setzen muß

C f D E t F f G f 2C? 

x(x— ,C-^D — 3E-3F — >c
1 • 3 ■ 3 ], * t 3B t 3C t 3D t 3E t «<• 

A- A - B- G-D-kJ

§. ZLl.
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§» 38l.

Jetzt wollen wir diese Methode auf die andere Gat
tung der inexplicablen Funktionen anwenden, welche aus 
einem Produkte einiger unmittelbar auf einander folgen
den Glieder der Reihe AtB^cfDfic. bestehen, dabey

. I 2 3 4 * » . x 
8s:A.B.CiD............. X

setzen, und zuvörderst den Werth s suchen, worin S über- 
geht, wenn man x f «für x setzt. Es soll aber auch hier 
2, wie vorhin das Glied bedeuten, dessen Anzeiger x f 
ist, so wie x dem Anzeiger x zugehört. Um diesen Fall 
auf den vorhergehenden zurückzuführen, muß man die Lo

garithmen nehmen, wo denn
18 = ia f ib f ic f id f . * . . f IX 

wird. Verschwinden die unendlichsten Glieder dieser Reihe, 
so findet man, nach der bey der ersten Gattung der inexpli
cablen Funktion gebrauchten Methode,

ir ---18 ch ix' f IX" f ix,z/ f rc.
— izz — iz" — izz" — rc.

undchat also, wenn man zu den Zahlen zurückgeht,

— « x' X" xz" Xzv
5 — z'V

Verschwinden die Logarithmen der unendlichsten Glieder 
jener Reihe aber nicht, sondern erst ihre Differenzen, so 
muß zu der Reihe, welche wir für 1s gefunden haben, noch

-IX' t f lyr t 1|tZ t -c.)

hinzugesetzt werden, und dadurch bekommt matt, wenn 
man wieder die Zahlen nimmt,

Eul.DiM. z.TH. 00. s.TH. 2.Äbch. P K
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§. M.

Setzt man also x = e>, in welchem Falle S = i, und 
X' a, X" == b , X"' = c, 2C. wird, so bedeutet s ein 
Produkt aus « Gliedern der Reihe A, B, C, D, 2 c. Setzt 
man also x für n, damit s den Werth erhalte, welchen wir 
vorhin 8 beygelegt haben, so daß

i 2 3 4 . . . . x 
Sa'A.B.C.D. , . . X

ist, so bekommt man für s, well nun 7?, z", Zzzz, rc> in 
Xz, X/z, Xzzz, 2C. übergehen, für den Fall, daß die Loga
rithmen der unendlichsten Gliedern jener Reihe verschwin
den, den Ausdruck

/ AB C D E
s = r ' F * ’ p ’ p •2C*

Verschwinden aber erst die Differenzen der Logarithmett 
der unendlichsten Glieder der Reihe a, b, c, d, rc., sv 
wird

ßxAt-x Cxßi-x Dx C r*x

Verschwinden erst die zweyten Differenzen jener Logarith
men, so kann man hieraus ohne Mühe herleiten, was für 

{ Faktoren zu den vorhergehenden hinzugesetzt werden müs
sen; wir verweilen aber hierdey nicht, da dieser FaÄ 
schwerlich vorkommen wird. Den Nutzen dieser Ausdrücke 
werden wir in dem folgenden Capitel bey der Interpolas 
tion der Reihen zu zeigen Gelegenheit haben.

§. Z8Z.
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§- Z8Z.

Da es uns hier vorzüglich um dieDiffereNziation von 
dergleichen incxplicablen Funktionen zu thun ist: so sey 
das Differenzial der Funktion

S e= A B . C . D . . , »X 
zu finden. Zu diesem Ende wollen wir die vorhin gefun

dene Gleichung
is = is t ix* f ix" f 1X"Z t rr>

— 1Z' — IZ" — izz" — rc.
zu Hülfe nehmen. Da 12 aus dem ix entspringt, weM 

man x f * für x setzt, so ist

1Z = IX t ♦lx t-™dd.IX f /3-d3.1X f 2C.
dx 2dx» 6dx3

und braucht man diese Werthe für 1ZV, iz", 1Z"Z, rc.- so 
bekommt man

!L --- !8 — -£-d . (1XZ f 1XZZ f 1XZ" f IX^f tc.j

— ^~dd .(IXZ f lXyz f 1XZ,Z t IX'v-f i;.) 

g^™d$ .(IX* t IX" f 1XZ" f lX'v-f-K.) 

rc.

Setzt man nun dx, so wird IX es 1s f d . 1S> und 
also

dS
= — d > (ixz f ixzz t ixzzz f ixzv t rc.)

— fdd . (ixz f 1X" f 1X"Z f ixzv f rc.)
— fd3.. (ixz f IX" f ixz" f lX'v -f. rc.)

rc.
^iese Reihen gelten- wenn die Logarithmen der unend

lichsten Glieder der Reihe a, b, c, d, rc. verschwinden;
P e ver- 
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verschwinden diese aber nicht, sondern erst ihre Differenzen, 
so muß zu dem vorhergehenden Ausdrucke noch

yzz yvzz XZV
dxlXz t öx(l— 11— t 1^77, t rc.) 

hinzugefügt werden, um das vollständige Differenzial z« 

erhalten.

384-
Es giebt hierzu aber noch einen andern Weg. Man 

setze x = oz in welchem Falle auch 18 — o wird. Dann 
formire man Reihen, deren allgemeine Glieder

6 . IX dd . IX d3 . IX
IX; —-—; —7—; —-r- rc.dx 2axi ’ 6dxl

sind, und setze ihre Summen A, B, C, D, rc. Schreibt 
man nun x für *, damit x = S werde, so ist

15 — — Bx — Cx» — Dxr — Ex 4 — rc. 
wenn die Logarithmen der unendlichsten Glieder der Reihe 
A ß, C, D, rc. deren allgemeines Glied X ist, verschwin
den. Geschieht dies erst bey den Differenzen dieser Loga
rithmen, so ist

15 = xlA 7 x (1— rc.)v A ß 1 C D 7

— Bx —-Cx2—Dx3—Ex4—rc. 
Hiernach ist das Differenzial von 1S

— = dxIA dx(l— chl— chl— chl^-chrc.
8 1 v A 1 ß O 1 D 4

—Vdx — 2@xdx — zDx2<1x — 4@x 3 dx—rc. 
und das vollständige Differenzial

® dxl A t dx^li t 1 £ f 1t t «.)

— Bxdx—C(2xdx^dx2)—D(Zx2dx^Zxdx2^dx3) 
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Den Gebrauch dieser Formeln zu zeigen mögen folgende 
Exempel hier stehen, welche wir auf beyde Arten behan
deln wollen.

und

1

2X I
2X

Erstes Exempel.
Was Differenzial der incxplicablen Funktion:

1
2

3 5 7
4*6*8 * *

ZU finden.

dd .1X1»! --> — 7---- T------------TT(2X t 2H — 1)2.
, , , 2,2.4dx3

d3.1Xl«l es f 7-———----- —X (2X t 2n — l)3 
2.2.4.64x4

t

Hier ist vor allen Dingen zu bemerken, daß die unend
lichsten Glieder dieser Faktoren Einheiten werden, und

. . . 2X^—1
also ihre Logarithmen verschwinden. Da ah o X

ist, so ist
2X + I 2X + 2 2X +

X' = —X" = —X'" --- —; rc. 
2x f 2 ’ 2x ch 4 2x ch 6

und überhaupt

XI-I =
2x 7 2n

Folglich
1X>»I c= 1(2X t 2n — 1)

. , 2dx
— l(2x f 2n)

2dx
(2x 7 2n)

+ _
1 (2X t 2n)4

2.2.4 d X 3 
(2X t 2x)3 
2.2.4.64x4 
(2X f 2n)4d4.lXlnl --- — t—r--------- ..(2x f 2n — i)4 

rc.

Pz
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rc.

t rc.

t 2C
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rc.
v

2  I
2X — 1 X

2 5
(2X — Ija 2XX

, 8________ r
T 3(2X—•!)>

rc«

.—-— 4* — — + jt,
2X f 3. 2X t 5

I I

Md also das vollständige Differenzial

r r .
dS 2x f l 1s =* -sdx i is st

I_____ __  _I_________ I
L (2x^2)3 (2x^4) 3 (2xf6)3

rc.

Sucht man hloß das erste Differenziak,. so ist solches

dS
sdx x 

S
r . i 1

(2X f I)(2X f 2) (2Xf 3)(2X f 4) ? HSR5 1C' 

welches man nach der andern Methode §. 394. auf folgende 

Art finden kann. Da ix = *2*—■■■■ ist, so ist

rc^

s

2X 2 2X 'b 4 2X f 6

l 4 1 x 1
T (2X 3)$ T (2xf5)3'(?xfi)3

l I I
(2xf2)» (2xt4)3 (2xf6)3

I 4. 1 4. I
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und folglich

Durch die Substitution dieser Werthe wird

» 4 .

i t i r , i .
T 4xd.(l - K.)
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- ~ f A - i t 1 -lt.)

t i6x3dx(i - i t ~ f i -:c.) 

rc.
Ist also x = o, in welchem Falle 1S c= q und Sei wird, 
so ist dS — 5dxl§.

Zweytes Exempel.
Das Differenzial der inerplkabkn Funktion r

S I . 2 . J . 4t« ♦ t ♦ x 
zu finden.

6. IX =

d’.lX t=>

d4.1X 83

re.
Wenn

x Die Glieder dieser Reihe i, 2, 3, 4, rc. wachsen im 
Unendlichen so, daß die Differenzen der Logarithmen vecr 
schwinden, indem

t 1 
t 2 
t z

dx
dx 
dx» 
~x^
2dx5

X*
S.Zdx»

X4

7
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t rc.)t

t re.)

rc.

WiLP S

Wenn also die Logarithmen verschwänden, so würde 
ds
L

(xf 2)2 (xf 3)2

(xf 2)4 (xf3)4

(x-j- 2)5

seyn. Da aber erst die Differenzen der Logarithmen = ® 
werden, so muß dazu noch

addirt werden. Nun ist

X 's 2 __ I I.I I
lX t I _ X t 1 (2xti)3 ■ g(xfi)3 4(xfi)4 2Ce

x f 3__ I________ 1 , 1_____ 1___ ,
xfa”x f 2 (2xt2?T3(xf2j’ 4(x"to*T

rc.

«Ist das wahre vollständige Differenzial

= dxl(x f 1)

t |(dx-dx3)(^—■ t

- «dx-dx^<örF55 *

t Kdx-dxf)^™ t

rc.

trc.)dx( —"i t y t -—77—•v x t I x t 3 x f 3
dx3^ I I . I
2 (xsl)4 0^2)2 (x t3)i

dx3 1,1,1
—Ct^TTT. t t



rz4 Dritter Theil. Sechszehntes Capitel.

i

Will man aber dieses Differenzial auf die andere Art aus
drucken, so hat man, da

d . IX
—:—* e= r;

I

IX =s lx; dx
d» . 1X\
6dxi

ist,, folgende Reihen:

A --- li f U f 13 tut 15 t ro. 

® = «C1 + 7 + i f 4 T *
16 3 4 5

e = -^ 1(112 f 1 ■{. 1 f. ± t k.j

D-- «->

rc.

Da also 1A =r1i = q ist, so wird nach §. 384*
1S --- <l| t >4 t !v t 1-7 t K.)

1 2 3 4

- *( 1 t 7 t j t 7 t -c.)

t 1^(1 t t t t «•)
- t 4 f F + ? t K;)
t 4x4<1 t 4 f F 11 ? f !C')

rc.

Die beyden ersten Reihen^ womit x muktipkicirt worden, 
haben zwar jede für sich genommen eine unendliche Sum-
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me, allein zusammen geben sie eine endliche Größe. Denn 
nimmt man von jeder n Glieder, so bekommt man

l(tl t I --- 1— f— 4
11

Nun haben wir oben §. 142. 

ifititit***. * t •— 53 C f In 
n

gefunden,und furc ergiebt sich o,57721566490153 2 & 
Setzt man demnach n = q©,_ so wird

» » « . t -r» s= C- f Iop

und es ist daher der Werth jener beyden-Reihen, wenn» 
man sie ohne Ende fortsetzt

ö l(oo f l) — C — loc 3= — C.
Hieraus ergiebt sich

1S = — x . 0,5772156649015325

f ix3(i re.)
22 3 V 5

- i^(-1 ~i t + J T t IC->

t «•)
2C.

voraus sich ferner die Differenzialien einer jeden Ordnung 
leicht bestimmen lassen. Es ist nemlich

= -7- dx . 0,5772156649015325

♦ xdxO :Q

- :c.)

,c‘ Der-
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Vereinigt man aber diese Reihen in eine, so wird 

dS
~ — dx . 0,57721 56649015325

A xdx _ xdx x xdx , xdx L
f I(i~t x>T2(2 f »5*3(3 F») 4(41*) *2Ci

Ist daher x s= o, so wird

ds
g- = — OX. 0,4772 156649015325

Aus Dem ersten Ausdrucke aber ist in diesem Falle 

dS I 1 1
Sa -t - t - t -2- t

t iö--(l jtjt K.)
2^ 31 4J

- t -- )

* * ic)

rc.

§» 385«-

Da die Differenzialien, welche wir bisher gesucht ha- 
den, vollständige Differenzialien sind, so lassen sich daraus 
such die Differenzialien m besondern Fällen herleiten. 
Wenn daher in den gegebenen Ausdrücken solche Funktio
nen vorkommen, welche unbestimmt zu seyn scheinen, der
gleichen im vorhergehenden Capitel untersucht worden sind: 
so kann man die Werthe derselben nach eben der Methode 
finden. Mir wollen auch dieses durch einige Beyspiele ew 
läutern.

Erstes
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Erstes Exempel.
Den Lverrh Des Ausdrucks: ,

x(x — i) . . . . . (x — l)(2X — I) 
für Den Fall zu finden, wenn x 1 gesetzt wird.

Setzt man

I t 1 f f t ♦ ♦ ♦ ♦ t =a 8
x

fb ist ncid) §. 372.
, 1 1 1 s

S = x(l t -7 t — t t 2C.)2a 31 42

t «'Oti t i t ± t!(.)

2C.

Da aber auch
1 1 I 1

S = 1 f — f — f — t — t re.
2 3 4 5

I I 1 1 1 --------- 2C.
Itx 2fx 3tx 4tx 5txt 

ist, so erhält man, wenn man jedes Glied der obern Reihe 
mit dem vorhergehenden der unteru verbindet,

 -X ---  I X --- I X — I  .
s = it -7-------- t ------ t -7—t re.2(1 t X) 3(2 t x) 4(3 t X)

und dieser Ausdruck ist bequemer, wenn x=i gesetzt wer^ 
den soll. Es sey also x --- i -x «, so wird

to e» e»
— ■ ' ■■ 4> » ... — + - — .....  4< 2C.
2(2 t ") 3(3 t ») 4(4 t *)

vdee

s = 11
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v

S i»

. * . . t

*(i 1* «0
< oder

w -f> B« f 2B«2 —— 2t,

t
<11 2«)

oder

S = i t ,(A f~f lf -Lf :c.) ssits*

“6el

* t 1 £ t “tK.) t L--

rt. rc.
und es geht also der ganze Ausdruck, nfcnn matt x = i 
t n annimmt, in

i f B« — C«2 f 3)*>3 — rc.

i + $5 t 235«—C«—js. 
*(l t «*)(l t 2«) (I t «)(t f 2«)

über. Nimmt man daher « -r- o, so wird der Werth des 
gegebenen Ausdrucks für den Fall x = i,

= It®=It£ t£t«.

NNd folglich da diese Reihe = ist, =

Zweytes Exempel.
Den Werth des Ausdrucks :

2X — XX irirX x
(x---l)» 6(x---1) x(x --  l)2

für den Fall ;u finden, wenn x e= i gesetzt wird. 

Es sey

11 f tf f .... f - = S, unb x == i f w
X

so wird, wie wir vorhin gefunden haben-.
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S = 1 t 23* — t D»2 — rc. 

so daß
23 = 4 t " t 4 t t rc. = — 1

2» 3a 4a 54 

rc.
ist. Setzt man daher x ±= 11», so bekommt der gegebene 

Ausdruck die Form
1 — «» (t t 93)(t t ») (i+2»XTt23*—C»2-brc.

> f   ------------ -— — -»■■—■ — ......   —-
»« * (1 + •>*

And bringt matt dieselbe auf einerley Nenner »2(11 «), 
so erhalt man

! y — wä, ~ 6)3 f 6> t 2w» t *3 f B»(r f 2« f uts) 
—- 1 — K« f C«2 — 5)<v3 —2» — 2B«2 f 2C»3 20-9

»3(l t ») 
oder

«2 t C«2 f 93»3 — 2<5»3 — ^)«3 — rc.
—- -

Wenn also nunmehr » = o angenommen wird, so ergiedt 
sich i -b C. Es ist folglich der Werth des gegebenen Auss 
drucks für den Füll x = i, = 11 oder

Da aber die Summe dieser Reihe weder durch die Logar 
Tithmen noch durch den Umfang des Kreises dargeftell't 
worden kann, so laßt sich aucb der gesuchte Werth bloß auf 
diese Art durch endliche Größen ausdrucken. Aus diesen 
beyden Beyspielen erhellet übrigens der Nutzen, welchen 
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die Lehre von den inexplicablen Funktionen in der Theorie 
der Reihen haben kann, hinlänglich.

§. 386.

Bisher haben wir angenommen, daß die unendlich« 
sten Glieder der Reihe A, B, C, D, E, rc. --- o sep , /der 
doch endlich verschwindende Differenzen haben, tnb es fin
det daher die erklärte Methode nicht statt, wenn diese Be
dingungen mangeln. Wir wollen daher noch eine andere, 
von diesen Bedingungen unabhängige, Methode hinzufü
gen, welche die allgemeine Summirung der Rechen aus 
dem allgemeinen Gliede, die oben ausführlich erklärt wor

den ist, in die Hand giebt. Bedeuten demnach A, B, C, 
D, E, rc. die Bernouillischen Zahlen, (§.112.) und ist die

> gegebene inexplicable Funktion
. x 
t X

I 2 3 4 .... .
SsAtBtCfH . * . .

so laßt sich daraus, daß nach §. IZO.
AdX Vd-X

S = fXdx t IX--------------- ----------------- f
i.2dx* I.2.3.4dx$ i.2.,.6dxf

— rc.

ist, das Differenzial der Funktion s leicht darstellen. Es 
ist nemlich

, AädX Bd^x Cd-lXds --- Xdx t------- -- ---------------- t ----------------7—
1.2»dx ,1.2.3.4dx 1 1.2.>.6dx^

— rc.

§. 38?»

Ist aber eine arithmetische Progreffion mit einer geor 

metrischen verbunden, in welchem Falle die unendlichsten 
Glieder nie beständige Differenzen bekommen, und also die 
erste Methode gar keine Anwendung zuläßt: so gewährt 

die 
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die §. 174* erklärte Methode Vortheil» Ist nemlich die 
Funktion

S = Ap f Bp* f Cp3 Dp4 *}*♦.. f Xpx 
gegeben, so suche man die Werthe der Buchstaben *, ßf y, 
1, rc., so daß

—* = 1 *j* »u f /3u* f yui f 5*u4 f euf f rc.

sey. Hat man dieselben gefunden, wie wir sie §. 170. mitz 
getheilt haben, so ist

„ P v,v. .«dX , AddX yd3X , ,
S ss------».px(X---------- + — ——- f rc.)p^-I r v dx 1 dx» dx3 1 y

±. c
oder einer beständigen Größe, welche die Summe-so 
giebt, wenn x = o gesetzt wird, oder irgend einem andern 
Falle ein Genüge thut. Nimmt man nun das Differenzial, 
so fällt diese beständige Größe weg, und es wird

p . , »dX .'4ddX yd3X, _ 
dS = . pxdxipCX _ __ t—f !cj

t -P- . px(dx t«.)
4 p— t v k dx 1 dx* dx$ 4 

oder
dS s=i

E^-(Xdxlp—(»!p—l)dX'i'(Slp—«)^^-^(ylp^--s)^-^-f-rc.) 
p—l dx dx»
und dieses ist das gesuchte Differenzial dch Funktion 8.

§. Z88.
Ist die gegebene ine^plicable Funktion ein Produkt 

so kann man das Differenzial derselben, die Logarithmen 
der unendlichsten Glieder mögen beständige Differenzen 
haben oder nicht, allemal nach dieser Methode finden. ES 
sey nemlich

Eul.Diff.R.Z,Th.od.2.Th.2.?lbch. Q 8 »
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1 2

S = A . B

Da hieraus
18 ----- 1A f IB f 1C f 1D f . * . IX

fließt, so wird, wenn man die Bernouillischen Zahlen 
braucht.

3 4 *
. L . v . . . . X

1.2...6ä«5 l.2.Z...8dx^
Ist daher X1---x, oder .

8sri.2.z.4».t.x
so wird

dS , . dx Adx Bdx Cdx
8 2X 2 xx 4x4 6x5

und diese Formel wird, wenn x eine sehr große Zahl ist» 
mit mehrerer Bequemlichkeit gebraucht, als diejenigen, 
welche Wir vorher gefunden haben.

ls = rdxixtiixty^E--®^t«.
3 1 . 2dx I.2.3.4dx3

und dieser Ausdruck giebt, wenn man ihn differenziirt, 
dS 9tdd. IX »d4.1X-- a dxlX T fd.IX f ------ — — -— ------- ------- —
S 1 I . 2dx 1.2.3. 4dx$

, Cd^.lX DdS.IX
t

Sieben-



Siebenzehntes Capitel.
Von der Interpolation der Reihen.

§. 389*
Ä^!an sagt, eine Reihe werde interpolirt, wenn die Glie

der derselben angegeben werden, die zu gebrochenen oder 
auch selbst zu irrationalen Anzeigern gehören. Ist daher das 
allgemeine Glied bekannt, so hat die Interpolation keine 
Schwierigkeit, da dieses allgemeine Glied bey der Substi
tution jeder Zahl ‘für x das zugehörige Glied giebt. Ist 
aber eine Reihe so beschaffen, daß sich das allgemeine Glied 
derselben auf keine Weise darsteüen läßt, so ist diese Inter
polation meist mit vieler Schwierigkeit verknüpft, und 
größtentheils lassen sich die Glieder, die zu den nicht gan
zen Anzeigern gehören, bloß durch unendliche Reihen an
geben. Da wir also in dem vorhergehenden Capitel die 
Werthe von solchen Ausdrücken, die sich nicht auf die ge
wöhnliche Art endlich darftellen lassen, für jede zugehörige 
Anzeiger bestimmt haben: so ist dadurch der Weg zur voll
ständigen Betrachtung der Interpolation gebahnt.

/
§. 390.

Es sey
I 2 3 4
AfßfCfDf . . . . s- X

eine Reihe, deren allgemeines Glied x man kenne, das 
Q 2 sum-
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summatorische Glied 8 aber unbekannt sey. Man formire 
daraus eine Reihe, die zum allgemeinen Gliede das sum- 
matorische Glied jener Reihe habe, so ist diese neue Reihe
12 3 4 5
A; (Atß); (AtßtC); (AtBf CtD); (AfEtC-fOfE);

rc.
und das allgemeine oder dem Anzeiger x zugehörige Glied 
dieser Reihe ist

= AfBtCtDt . . . f X = S.
Da dieses allgemeine Glied nicht entwickelt bekannt ist, so 
ist die Interpolation der neuen Reihe, wozu es gehört, 
den vorhin erwähnten Schwierigkeiten unterworfen. Man 
muß also, um dieselbe zu bewerkstelligen, die Werthe von 8 
aufsuchen, welche durch die Substitution irgend einer nicht 
ganzen Zahl von x entstehen. Denn wäre x eine ganze 
Zahl, so würde man den erforderlrchen Werth von 8 ohne 
Mühe, nemlich durch die Addition so vieler Glieder der 
Reihe AchL-j-echochrc. finden, als x Einheiten ent

hielte.

§. 39i»

Damit wir also dasjenige, was im'vorhergehenden Ca

pitel gelehret worden ist, anwcnden können, wollen wir 
annehmen, x sen eine ganze Zahl, und also der zugehörige 
Werth s = AtBfctot...4-x bekannt, und den 
Werth s suchen, in welchen 8 übergeht, wenn man x f * 
für x fetzt, so daß « jeden Bruch bedeutet. Alsdann ist s daö 
Glied der gegebenen zu interpolircnden Reihe, welches zu 
dem Anzeiger x f « gehört, und also die Interpolation 
der gedachten Reihe leicht. Es sey Z das Glied der 
Reihe A, ß, c, D, e, w. welches dem Anzeiger x + »> zuge
hört, und Z*, Z“, Z'u, rc. diejeniam, deren Anzeiger

X t



rc»

t xzzzzx/;/

t t rc.)x//z xzzzy

t rc.)txzzz X////

Q 3
i
a
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t r<.) ,

§- ZY2.

Statt der Reihe A, B, c, d, rc. wollen wir die harmo
nische Reihe

x *r 0 T 1 i x 's « ’s* 2 j x <y *f* 3) rc. sind. Auch wollen 
wir zuvörderst annehmen, daß die unendlichsten Glieder 
der Reihe A, b, c, v, rc. verschwinden. Dies vorausge
setzt, so wird die Reihe

I 2 3 4
A; (At B); (AfBtC); (A f B t C fD);

deren dem Anzeiger x zugehöriges Glied
S = A t B t c t D t . . . fx 

ist, interpolier, wenn man das Glied s sucht, dessen Anzei
ger x-j- « ist. Nun ist aber nach dem vorhergehenden Ca
pitel

rc.
gesuch-

rc.
Von diesen beyden Formeln kann man allemal diejenige 
nehmen,, welche die bequemste scheint.

4 X' f Xzz t Xzzz f Xzzzz f rc. 
z = s — — Zzz — zzzz — zzyzz —

und so hat man eine unendliche Reihe, die dem 
teil Gliede 2 gleich ist, und da

v «dx ^ddX , «3d3X L
Z = X T —— T ---------- f---------------- Tdx I.sdx* 1.2.3 dx3 

auch auf folgende Form gebracht werden kann:

z = s — 4— a . (x' t x-' t
dx

------ —dd . (xz f X" f
2dx2

— . (X' f X" f
Qdx»



246 Dritter Theil. Siebenzehntes Capitel.

x' zz

X7Z

Xzzz 2Z" =
a

1
t

11

äs bx f b« a fhfbxtbA? afabftaf-b« 

— rc.
Der andere Ausdruck aber hat folgende Form

a f b t bx a f 2b hx 
t rc.

1

= afbx’

__ 1
a b ’s bx’

- 1 . 
a f 2b f bx’ 

rc.

und hieraus ergiebt sich

S = S f ’—-—s a f bx

7f rh+ .7^f rhbf ’c-
nehmen, deren allgemeines oder x zugehörige Glied 

J: X ist. Hieraus sey die Reihe 
a f (x — i)b

7; (7 f ; c7+T f Tb) ;(7f T • Tb+Tb>
rc.

formirt, deren zu dem Anzeiger x gehörige Glied also

838 a a f b a f 2b a 3b ‘ a f (x — i)b 

ist. Bedeutet daher x das Glied dieser Reihe,' welches zu 

dem Anzeiger x f » gehört, so ist wegen z = —-
a TQxy*»—I Ja

I ____
a f bx f b«

z„ =____ -2______
a f b f bx j b« 

______ I_______  
f 2b f bx f b«# 
rc.

X SS
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S__Sf b* t (»f btbx)» (at2btbx)» KJ

—b»<va(^tbx)3 t^a^bfbx)3 (a-fabfbx)$ K’ '' 

^^3*3^(afbx)4 (afbfbx)4(a^2bfbx)4 J“‘

rc.

Erstes Exempel.
Es ist die Reihe:

i; (I H); (I tltf); (I titit V rc. 
gegeben; man (oll die Glieder finden, deren Anzeiger 

Brüche sind.
Hier ist a == 1 und b = 1. Setzt man demnach, das 

Glied, welches dem Anzeiger x zugehört,

Seslfitit • • •

und dasjenige, dessen Anzeiger der Bruch x f ® ist, — z, 

so ist

Hat man indeß das Glied gefunden, welches dem gebroche
nen Anzeiger n zugebört, und welches wir = T annehmen 
wollen: so laßt sich daraus das dem Anzeiger x f • zuge
hörige Glied leicht finden. Denn bedeuten Tz, Tzz, Tzzz,k. 
die Glieder, deren Anzeiger 1 f *>, 2 t«, Z -j-«, rc. sind: 

so ist

£1 4 T
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rc.
und man hat also nur nöthig die Glieder zu suchen, welche 
zu den Anzeigern «, die kleiner als eins sind, gehören. Zu 
dem Ende setze man x ---- o, wo denn zugleich S = o wird, 
und das Glied der Reihe T, welches derv gebrochenen An
zeiger «zugchört, wird sich auf folgende Art ausdrucken 
lassen:

T es f — f f — f rc. 12*3*4
I i i i

Verwandelt man diese Brüche in unendliche Reihen, so be
kommt man den andern Ausdruck:

T = t ;c.)

- t -c.) 

t1 £ + ~ t £ t i t

- -“C1 ts7t37t^t57t!c.)
rc.

die sehr bequem ist# um den Werth von T Näherungsweife 
darzustellen.

Man
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Man suche demnach das Glied der gegebenen Reihe, 

welches dem Anzeiger i zugehört. Setzt man dasselbe 0--1°, 
so wird

T = 1 — ftf — Iff — I t J — 11 
oder

T = 2d-fH-fH-’ rc.)
Der Werth dieser Reihe ist =2 —212, so daß sich das 
zu dem Anzeiger £ gehörige Glied endlich ausdrucken laßt; 
und es sind folglich die Glieder, welche den Anzeigern £, 
z, 4, Z, rc» zugehören, folgende:

Anzeiger \ j 4 i
Glieder 2—212; 2f|—2I2; 2t|t|—2I2; afffttf—2I2;

rc.

Zweytes Exempel.
Es ist die Reihe:

1 t (1 t I); C1 t I t f); (1 t f t i t i); rc. 
gegeben; man soll die Glieder finden, deren Anzeiger g^ 

brochene Zahlen sind«
Hier ist a = 1; b = 2, und setzt man also das dem 

Anzeiger x zugehörige Glied

s = 11 i t f t . . . . t —-—

so wie dasjenige, welches zu dem Anzeiger x f » gehört 
5= s: so ist

5gS t I

I t 2X t 3 t 2x
r

5 t 2X t rc.

if2(xf#) 3t2(xf») 5f2(xt»)
Da man nun bloß die Glieder zu finden braucht, deren 
Anzeiger kleiner als eins sind, so sey x = 0 und S = o.

Q 5 Als.-
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i tT =

i

2« 2<V

t
tt
tt

t

rc. --- b
V
5

Alsdann ist, wenn man das dem Anzeiger * zugehörige 
i Glied T nennt.

- f rc.)9*
J- t rc.)
93
£ t *•)

E 7r * ^.)

4 t ~ t
5*

1 •
5* '
L t54
- f
5*
rc.

Mimmt man «* -- Z an, so wird das Glied, welches zu die

sem Anzeiger gehört,
T5=I— 4tl~

und man hat daher

AnzcigerrZ l l
Glieder: 12; 11U; f t Hl3> » H H112; re.

so wird 
TÄltftstvtlC.

*" f — I -r-* /i— — rc. oder

— f — f i f — f 2Cr3 5 7 9
— 1 1 1 1

1^2" 3 t 2» 5 t 2* 7 t 2« 9 t2*
und wenn • in der Bedeutung einer jeden Zahl genommen 
wird, so ist r, als das dem Anzeiger « zugehörige Glied, 
das allgemeine Glied der gegebenen Reihe, und laßt sich 
such auf folgende Act ausdrucken:

T — 4. 2-, 2« _________

1 — l(lt2«*) T 3(312«) T 5(5 12«) T 7(7 12*) 
t w.

oder auch so:
r --- 3* (11

— 4-r(l t p

t 8«’C* t
— i6«4(r 7 A

I

7*
— t —

1

7*
1

7*
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§- 393-

Wenn daher das Glied der allgemeinen Reiher

7’ f rpb); (a * ^fb f ^FIb); 2C* 

welches dem Anzeiger K zugehört, gefunden werden soll', 

so setze man in den Ausdrücken des vorhergehenden §.x=q 
und w = L Hiedurch wird S = o, und das dem Anzeiger 
i zugehörige Glied wird

__ 1 2 , _i_______ 2__  1 —. 2
a 2af b a*j*b 2af 3b ‘ af 2b 2»f

t rc.
oder, wenn man die Glieder auf eine gleichförmige Art dar
stellen will,

is = 1____ !_ t _1________ f —1_________
Ä 2a 2a f b 1 2a f 2b 2a f 3b 2a 14b 

Da die Glieder dieser Reihe abwechselnde Zeichen haben§ 
so laßt sich der Werth von Lr nach der oben erklärten Me
thode der Differenzen durch eine mshr convergirendeRMo 
ausdrucken. Es ist nemlich die Reihe der Differenzen:

b b b
2a(2a t b)’ (2a f b)(2a f 2b) ’ (2a't2b)(2a f3bj'' 

2bb 2bb. ________ ___ _. ___ ___________ _____________ ____t U-

2a(2a^b)(2a fab)’ (2a t b)(2a 1ab) (2a 13b)
6b 3 

2a(2a f b)(2a 12b)(3a f 3b) ’

rc.
Hieraus läßt sich
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__ I I . b , I . 2bb

S 4a 8a(2a f b) i6a(2a f b)(2a f 2b)

1.2.zb»
32a(2a f b)(2a f 2b)(2a t Zb) :C* 

folgern, und man hat also

s _L f j. — i ♦ sbb
2a 2a(2a f b) * 2a (2a f b) (2a f 2b) 

__________z.Z.Zb-__________
1 2a(2a t b)(2a f 2b)(2a zb) ,C‘

Diese Reihe convergirt sehr stark, und giebt den Werth des 
Gliedes s Näherungsweise ohne viele Mühe.

§. 394*

Verschwinden überhaupt die unendlichsten Glieder der 
Reihe a, b, c, d, e, rc., und ist das dem Anzeiger » zuge
hörige Glied c=Z: so nenne man die folgenden Glieder, 
deren Anzeiger « f- r, « f- 2, « f- z, rc. sind, zz, Zzz, Zz", 
2'vz rc. Setzt man alsdann in den §. 391. gefundenen For
meln X -- c>, so daß 8—0, Xz = A, X" = B, Xzzz = C, 
K. wird: so ist, wenn man die Reihe

1, (AfB), (AtBfC), (AtBtCt D), !C. 

formirt, und das dem Anzeiger w zugehörige Glied =x 

letzt,
2 -- (A-zz).f(ß-zzz) t(C~ zzzz) t(D-Z"z) 

t rc.
Httb aus diesem Ausdrucke lassen sich alle Zwischenglieder 
finden. Es reicht aber zur Interpolation hin, die Glieder 
zu haben, die den Anzeigern », welche kleiner als eins sind, 
zugehören. Ist nemlich das Glied r, welches einem sol
chen Anzeiger * zugehört, gefunden, und werden diejeni

gen, 
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gen, deren Anzeiger « f 1, « f 2, «-j- z, rc. sind, xz, s", 
xzzz, rc. genennt, so ist

xz ss x t Z'
Xz/ = X t Z' t z<z
X"' es X f Zz t Zzz t z'"

rc.

t

1

V

und 

£
9
1

r ----- 4(Z —
Da also 1 — t f

Z = 1 f

Erstes Exempel.
Die Reihe:

1; C114); (I t 4 t i); (1 H t H T<r); rc.
zu inrcrpoliren.

Es sey x das Glied dieser Reihe, welches dem Anzei
ger *• zugehört: so ist, da die Reihe aus folgender

1 t 5 t 5 f t t t rc.
durchs Summiren formirl worden, und da§ « zugehörige 

Glied dieser Reihe = — ist,
N2

1
4
I

(jtw)3 (2 t»)a (3 t*-)3 (4 t")3
Soll also das'Glied der gegebenen Reihe gesucht werden, 
dessen Anzeiger = 1 ist, so muß man * = £ nehmen. Da
durch bekommt man

s = 1 - 11

. t ,
t -7 t rc.

16
1 rc.
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und dies ist das Glied, welches zu dem Anzeiger L gehört. 
Es gehören demnach zu den

Anzeigern | 1 f K»
die Glieder 4—f*3; f t$—***5 itlta?—

Zweytes Exempel.
Die Reihe:

1; (11 $); d 111Ä); (OjtAt Ä); *>
zu ittterpoliven*

Es sey s das Glied- welches dem allgemeinen Anzei- 
Her * zugehört. Da die Reihe aus folgender 

I t 5 t t t t K* .
sormirt, und das d"m Anzeiger * zugehörige Glied 2 = 

-—L_—- jst: so wird

(ita*)2 (3f2»)3 (5t2»)» (?t2»)a

Setzt man um das Glied, welches dem Anzeiger i 
zugehört, zu bekommen, so wird dieses Glied

7/ — I ♦ 7U E= ---- ----- : £'"=---- L—.
"(241?’ (2» t 3> (2w*f5)2

rc.
und man hat daher

, i
2 3 I T t ~ t — f JC.9 25 49

1 1 1 i

und dadurch lassen sich die zwischen jede zwey Glieder der 
gegebenen Reihe fallende Mittelglieder auf folgende Art 
ausdrucken:

Anzei-
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Anzeiger i j | Z
Glieder^; itiit

Drittes Exempel»
Die Reihe:

12 3 4
(11tt^);«•

ZU imerpalieen.

(11 <")n (2 -f (3 t *)n (41 *)n

Will man demnach das Glied haben, welches dem Anzeir 
ger f zugehört, so ist dasselbe

Es sey wie vorhin s das dem Anzeiger « zugehörige 
Glied, so ist

2_ . g' — 1 . -7// 1 ... 7///d 1 -7
(I f *>)&’ “(2 1 *)tt’ “ (3 t »)”

rc»
und daher

s = 1 t t t
1 III- — ----- :— — r-^r-T—rc»

N ---- i
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so ist das dem Anzeiger L zugehörige Glied = a«(i — N), 
und es gehören also zu den

Anzeigern 1 j |

die Glieder 2»—2"N; 2nf -—a"N; 2«+^- + — —a^N; 
3“ Zn gn 7

rc.

Viertes Exempel.

zu imerpoliren.

Es sey s das Glied , welches dem allgemeinen Anzei

ger « zugehört. Da z = - - 1 ift, so wird
(2w—I Jn

1
(2»f5

“jj t Jt>

t
" (if2«)11 (3t2»)n (st2«*)11 (7t2«)n~"2e‘

Setzt man * = 1, so bekommt man das Glied, welches 
dem. Anzeiger 1 zugehört, 

und dadurch werden die zwischen jede zwey Glieder der ge
gebenen Reihe fallende Mittelglieder folgender

' Anzeiger 114

Mi-d-k N; “4 »5 £ t j-t «r -c.
§. 395-
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§♦ 395»

Nun wollen wir annehmen, daß die unendlichsten 
Glieder der Reihe A, B, C, d, rc., durch deren Summation 
man die zu inrerpolirende Reihe findet, nicht verschwin
den, sondern so beschaffen seyen, daß ihre Differenzen =□ o 
werden. Dabey soll X das Glied dieser Reihe seyn, wel
ches dem Anzeiger x, so wie z dasjenige, welches dem An
zeiger x f -y zugehört, und X', X", Xzzz, rc. die auf X, so 
wie zz, zzz, zzzz, rc. die auf Z folgenden Glieder bedeuten. 
Dies vorausgesetzt sey die zu interpolirende Reihe:

I 2 3 4
A; (A t B); (A t B t C); (A f B f C f D); rc. 

dabey s = dem zu dem Anzeiger x, und s — den Zu dem 
Anzeiger xch« gehörigen Gliede; so ist nach dem vorher
gehenden Capitel

s = S t X' f X" f xz// ch rc.
— Zz — Zzz — Zzzz — rc.

Da es indeß hinlänglich ist, die Glieder gefunden zu 
haben, welche den Anzeigern zugehören, die kleiner als 
eins sind: soseyx-^O, wodurch S=o, XZ = A, xz<=b,2c. 
wird. Alsdann ist das Glied, welches dem Anzeiger * 
zugehört,

L = (A— Z') t (B —zzz) t (C —Zz//) t D —Zzv)t2C. 
wAf w((B — A) f (C — B)f (D — 6) 2C.)

Bezeichnet man die Differenzen auf die bekannte Art, so 
daß man aa = B — a; ab = c — b, 2c. nimmt: so be
kommt man den Werth von s in folgendem Ausdrucke:

S = (A —Zz) f(B —Zzz) t(C —Zzzz)t (D —Zzv)-j-2C. 
f «(A f AA f AB -J- AC f ÄD f rc.)

Eul. Diff» R. Z.TH. od. 2.TH, 2.Abch. R §. 396.
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396.

Findet aber der Fall statt, daß weder die unendlichsten 
Glieder der Reihe a, b, c, dz rc., durch deren Summa ion 
man die zu interpolirende Reihe erhalt, noch auch ihre 
ersten Differenzen verschwinden: so müssen dem Ausdrücke 
für s noch mehr Reihen zugefügt werden, so viel nemlich, 
bis man zu verschwindenden Differenzen gelangt. Es sey 
nemlich wieder wie vorhin das dem Anzeiger x zugehörige 
Glied = X, und die darauf folgenden X', X", X'", rc. so 
wie das dem Anzeiger x ff « zugehörige. — z, und die dar
auf folgenden Z', Z/z, z"1, rc. Ferner sey die Reihe

12 3 4
a; (As b); (a tß f c); (A f B f c f D)rc. 

zu interpoliren gegeben; das zu dem Anzeiger x gehörige 
Glied derselben

8 = A f B f C f D f . . * . f X

und dasjenige, welches dem Anzeiger x t * gehört, = 3,
so daß

den 
Anzeigern 

x « ff i 
x f • f 2 
xf «t 3

rc..

diese Glieder 
zukommen 

sz sxf Zz 
L" = z f Z' f Z" 
S'" == X f Zz f Zzz t zz//

rc.

Druckt man bey diesen Voraussetzungen die Differenzen 
auf die Art aus, daß man

AXZ = XZZ—Xz; AXZZ~XZZZ—Xzz; AXzzz=Xzv—XZZZ;2C,
A2XZ = AXZZ — AXZ; A2X" = AXZZZ — AX/Z; 

a2XZZZ =3 AX'v — AXZZZ; rc.
A3XZ ss A2X,Z — A2XZ; A3XZZ =a A-Xzzz — L-X"; 

A3XZZZ = a»XZv — A2X/ZZ; rc.
setzt-
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setzt: so laßt sich nach §♦ 377. das Glied s auf folgende Art 
darstellen: '

s 3= S . f Xz f Xz/ t X'" f X"" t rc.
— zz — z" — zzzz — z/z/z — rc. 

■j* «(Xz f AXZ AXZ/ f AXzZZ fzc.) 
f L2(aXz t^3Xzt A2Xzzf A»Xzzzt2C.)

1.2

4. (A2XztA3XztA3XzztA3 xz/z+rc.)
1.2.3

rc.

§> 397-
Es ist, wie wir bereits angemerkt haben, genug, wenn 

man in der Fortsetzung dieser Reihe so weit fortgeht, bis 
man zu verschwindenden Differenzen gelangt. Wollte man 
dieselbe ins Unendliche, oder wenigstens so weit fortsetzen, 
bis die Differenzen der endlichen Glieder verschwinden: so 
würde sich, da

6>(0—1) . «(&)--- iVti---2)
zz=xzt»axz t "—"A2XZf ------ -- ----- -a3xzf rc.1.2 I.2.3

ist, der ganze Ausdruck in folgenden zusammenziehen lassen:

$ = S wXz f
. 2 .

—A2Xzf2C.

Dieser Ausdruck enthalt zugleich das summatorische Glied 
der Reihe A f b f C f D f :c.; aber wenn dieses bekannt 
wäre, so hatte die Interpolation keine Schwierigkeit. 
Man kann indeß auch diese Formel brauchen, die, wenn 
sie irgendwo abbricht, das einzuschaltende Glied in einem 
endlichen und algebraischen Ausdrucke giebt; ist dies nicht, 
so verdient die andere, wcbey auf die unendlichsten Glie
der Glieder Rücksicht genommen wurde, den Vorzug.
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Setzt man x — o, so daß s das Glied bedeutet, welches 
dem Anzeiger --- zugehört, so wird darnach, da 8 —o ist,

X = fA fB fC fD +js,
— Zz — Z/z—-Zzzz—Z/ZZZ—2C.

®(A "f* AA •f’ A3 + A J AD °ßrc.)

t —~(AA fA^A^A^Bf A-Q7 A-D f2C.)

1.2.3

1.2.3

, «5«—i)fs#—2)
t —r— (A 2 A f A 3 A f A 3 ß f A 3 C f A 3 D f 2 C.)

rc.
oder, wenn man der Kürze wegen 

e»(ta — l). - «(» — l)(« — 2J
n =3 «; —-------- - — jß: -■------- -—- =s 7; :c,I * 2 T A A

Die Anzahl der horizontal fortlaufenden Reihen ist unend
lich, aber eine jede von ihnen besteht aus einer endlichen 
Menge von Gliedern.

Exempel.
Die Reihe:

i; t Iti); (11t t it t); k.

ZU inteipoliven.

Es sey s das Glied dieser Reihe, welches dem Anzei
ger « zugehört. Da die Reihe aus der Summation der 

Reihe!, j |, f, rc. entspringt, so ist z == , und da
* T 1

x die
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die unendlichsten Glieder derselben schon verschwindende 
erste Differenzen haben, so brauchen auch bloß die ersten 
Differenzen genommen zu werden. Nun ist

> A — H ß ■ i ? C *— 4) D ,—, 4 ’ 2C. 

und also

a A -- —; ab
2.Z

I
“3T4; AC c=s -

4

I
■7; !C-

Folglich hat man
« , 1

s = -- t — t
2
— T

3_ t A f 2C.
2 2 3 4 5

As • , *r
t -—- t —. f 4«. - ffrc.

2 . 3 3 - 4 4 - 5 5 - b
(«to <>f2) («7 3) («74)
* t 2 «t3 " 14 «t5

e> «
oder, da — f — t -1 — f re. = • ist.

2 2.Z 3- 4 4-5

S = « + — t T * 3 j.
— 7

4. 72c.
2 3 4 5

(«t l) 0>t2) («t 3) («t4)
»t3 «f4 «t5

Sucht man demnach das Glied, welches gbrÄ y. sei <1 
zugehört, so ist dasselbe

2 2 5*3 7 4 9 5 XI
oder

I I 1 1 1 i
- rc.2 _ 2.5 3-7 4-9 5-n 6.13

und also

3Z-1 1 1 1 1 1
—2t.

4 4-5 6.7 8.9 10.11 12.13
Rz oder
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§♦ 37r.

Um nun zu der Interpolation der Reihen fortzugehen, 
deren Glieder Produkte aus Faktoren sind, so sey die all
gemeine Reihe

123 4 5
A; Aß; ABC; ABCD; ABCDE; rc. 

gegeben, deren dem Anzeiger * zugehöriges Glied wie wie
der = r setzen wollen. Alsdann ist 1s das dem Anzeiger * 
zugehörige Glied in dieser Reihe

1 2 3 4
1A; (1A f iß); (1A f 1B f 1C); (1A f Iß f lc f1D); re. 

Nimmt man also an, daß die unendlichsten Glieder dieser 
Reihe verschwinden, und setzt man dabey das zu dem An
zeiger « gehörige Glied z, so wie die darauf folgenden zu 
den Anzeigern o f 1; f 2; » f 3; k. gehörigen Glieder 
Zz, Zzz, Z/z/, rc. so ist nach dem Obigen

t 1A t Iß t lc t 1D t rc.
12 ” — izz — 1ZZZ — 1ZZZZ — 1ZZZZZ — rc.

und
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und geht man hiervon zu den Zahlen zurück, so wird

5* 399<

Verschwinden aber die Logarithmen der unendlichsten 
Glieder nicht, sondern erst ihre Differenzen, sy ist, wie wir 
gesehen haben,

1? = f 1A 7 18 f IC f
— izt — 1Z"-— \Z“<— :c.

ck wlA f <v(l— f 1- + 1- + 2C.)
1 K A 1 B 1 C

und also, wenn man zu den Zahlen zurückkehrt,

Verschwinden aber erst die zweyten Differenzen jener Loga

rithmen, so wird

und hieraus erhält man
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• wofür man, wenn » < t ist, den bequemern Ausdruck

1 . 2

B 1 ♦ 3

nehmen kann.

A -

«(l -«)
eU"Z/

rc.

1 2
a a f c 
b ’ b f 

genommen sind, wovon 
Glieder verschwinden.

a — c ca>

«(l - «>) 
D " Z"

§. 400»

Wir wollen dieses auf die Interpolation der Reihe

12 3 4
a aHsfcX a(afc)(af2e). a(atc)(a t2c)(at 3c) 
b ' b(bfc)’ b(btc)(bf 2c)’ b(btc)(bt2c)(bf3c)’*f* 

anwenden, deren Faktoren aus der Reihe

3 4
a t 20 a f 3c. 
b ’s 2c’ b 3c’ 

die Logarithmen der unendlichsten 
Es ist also

- ~ 1 a 4 cw7 ________\. -7/ _ ..Z. — ) L> ) 'C.
b — c f c» b f c»

und wenn das Glied, welches dem Anzeiger * in jener 
Reihe zugehört, s genannt wird, so ist nach §.398.

a(bfc«) (afc) (bfc*pc«) (a 2c)(b^2ctc») 
b(afc«) * (bfc) * (afcfc») * (b f 2c)(bf 2cfcw) ‘

Will man demnach das Glied haben, welches dem Anzei
ger Z zugehört, so ist, wenn man a> = 1 annimmt,

_  a(2b f c) (a f c)(.2b f Zc) (a f 2c)(2b f’fc) 
b(2a t c) ‘ (b f c)(2a f 3=) ‘ (bch2s)(2a -pzd) '"'

Excm-
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Exempel.
Die Reihe:

12 3 4 5
1. L_L L3-5-7. I-3-5.7- 9. 1(1
2 ’ 2.4’ 2.4.6’ 2.4.6.8’ 2.4.6.8.1O’

ZU imerpoiiren.

Da hier iai, b = 2 und c = 2 ist, so wird, wenn 
man das Glied, welches dem allgemeinen Anzeiger » zuge- 
hört, = s setzt,

_  1(2^2») 3(4 f 24») 5(6 f 2o>) yfS t 5»)
“ 2(1 f 24») * 4(3 t2<v) * 6(5 f 2a») ' 8(7 t-®) ' K* 

Nennt man demnach die Glieder, welche den Anzeigern 
*» 11, y f 2, 6» f 3, rc. zugehören, s', s", rc., so ist

2 f
1 's* 2ct» 2 + 2wS" — --- 2----- . ?—k----- S
2 ch 2s- 4 f 2«
1 -h 2*» 2 4* 2*» 4’ 2a»

5'" —: —i------ . ?—--------- . —---------S
2 20 4 f 2« 6 *t* 2w

rc.

Verlangt man demnach das Glied, dessen Anzeiger I ist, 
so erhalt man dafür, wenn man « = l setzt,

s — 3j_5 5j_7 7_^9 9 • 11
2.2 4.4 * 6.6* 8.8* 10.10 ,!C‘

Nun haben wir oben gezeigt, daß, wenn «- den halben Um
kreis eines Zirkels bedeutet, dessen Halbmesser = 1 ist 

= o 4-4 6^6 8.8
* *1-8* 3-5* 5.7* 7-9*

sey, und es lassen sich daher die Zwischenglieder, die' zu 
den Anzeigern |, j, f, rc. gehören, auf folgende Art aus
drucken :

R 5
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Anzeiger f j j |

s 2 2 2 2.4 2 2.4.6 2Glieder —-—. - rc.
» 3 * 3-5 » 3-5'7 «■

Eben diese Interpolation hat Wgllis in seiner Arithmetica 
infinitorum gefunden.

§. 401.

Nun wollen wir die Reihe
12 3 4
a; a(afb); a(atb)Of2b); afaf b)(af2b)(af3b); 2C. 

betrachten, deren Faktoren die arithmetische Progression

a, (a f b), (a f 2b), (a f 3b), (a 7 4b) 
bilden, und deren unendlichste Glieder so beschaffen sind, 
daß die Differenzen ihrer Logarithmen verschwinden. Da 
also

Z = a — b f b«, und
Z' = a 7 b«; Z" s= a7 b 7 b*»; Z‘u = a 7 2b 7 b«; 20, 

ist: so wird, wenn s das Glied der gegebenen Reihe be
deutet, dessen Anzeiger = « ist,

s —

aI-6,(atb)^ (afb)I~6>(a72b)'g (af2b)T_""(af3b)* 

a t b* a t b 7 ba> * a f 2b 7 b«

2C.
Hat man diesen Werth für den Fall gefunden, wenn * 
eine Zahl bedeutet, die kleiner ist als eins, so lassen sich 
die Glieder, welche den Anzeigern 1 7 ", 2 7 ", Z 7 ", rc. 
zugehören, auf folgende Art ausdrucken:

S' = (a 7 b")s
TH = (a 7 by)(a 7 b 7 b»)S
$v//(a 7 b«)(a 7 b 7 b<»)(a 7 2b 7 b*)l

rc.
Ver<
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Verlangt man demnach das Glied, dessen Anzeiger i ist, 
so erhalt man, wenr man » --- i setzt

_  j a^(afb)^ (af b)^ (afsb) % (af2b)^ Cat3b)^
5 ~ a * a f ib a f <b ' a t 5b

rc.
und folglich, wenn man die Quadrate nimmt, 

a(a t b) (afb)(a-f-2b) (af2b)(af3b)
’ • 5tibX«täb) ‘ (a«b)(atib) ' 5tib)G-tib)

rc.

§. 402.

Setzt man in der §. 400. untersuchten Reihe 

L SLÜ?. k(f-k b)(f-k2b), f(fthXf^ahXft3h) 

8 S(Sth)’ g(gth)(gf2h)’ g(g‘th)(gt2h)(g13h) 

das Glied, welches dem Anzeiger i zugehört = 0: so ist. _ f5z_iiy t h^g 2b)(g t jh)
° ™ g(f t |h) ' (g f h)(f t Zb) ' (g t 2h)(f t jh) ‘ 

Setzt man nun f = a; g = a f |b, und h = b, so wird 

 a(a f b) (a f b)(a f 2b)
° " (a f ib)(a f ib) ' (a f jb)(a f jbj*IC* 

folglich T2 = a@, und s= <a0, Wenn daher das Glied 
der Reihe
i5 3 4
a; a(af b); a(a-f b)(a12b); a(af b)(af 2b)(af 3b)zc. 

welches dem Anzeiger i zugehört, = s, und das Glied der 

Reihe
12 3
a , a(a f b) , s(a f b)(a f 2b) —

a t ib’ (a f fb)(a f jb)’ (atfbXatjb)(a'Hb)X 

dessen Anzeiger ebenfalls i ist, =^= <9 gesetzt wird: so ist 

5 = <ao.
Da
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Da also hier das Glied der Reihe der bloßen Zahler, 

welches dem Anzeiger f zugehört, — s ist, so wird, wenn 
man das zu eben dem Anzeiger in der Reihe der Nenner 

zugehörige Glied = a setzt, 0 = -. Nun ist 0 = —
A a

Folglich wird z = oder SA=a; und durch diese Lehr

sätze erhalt die Interpolation dieser Art Reihen nicht we
nig Licht.

Erstes Exempel.
Die Reihe:

i 2 Z 4
1, 1.2, 1.2.3, 1 . 2 . 3 . 4/ re.

zu inrerpoliren.

Da hier a=i und b™i ist, so wird, wenn man das
dem Anzeiger «zugehörige Glied = s setzt

Man kann aber hier für « allemal einen Bruch annehmen, 

der kleiner als eins ist, und gleichwohl die Interpolation 
durch die ganze Reihe verrichten. Denn bedeuten sz, szz, 
s'", rc. die Glieder, welche den Anzeigern 1 t */ 2 f •, 
3 t */'2C. zugehören, so wird

Sz = ([ f *)s
s/z = (i f <y)(2 ch »)3

• I/zz ---(ich ®)(2 ch w)(3 ch w)x
2C.

. Das dem Anz.eiger 5 zugehörige Glied der gegebenen Reihe 
ist demnach

/ g
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I^. 2 $ 2^ . 3^

h = —-— —-— . rc.
2 2-1 3t

oder

s 2 • 4 4.6 6.8 8 . TO
. —— . rc.

3.3 5.5 7*7 9.9
, 2.2 4.. 4 6.6

Da aber «r= 2 ♦ . —-. rc. ist, .so wird da-

durch
$r

unö s = —
4 2

und es gehören daher zu den
Anzeigern: § Z | Z
. . V"«- 3 V<r 3.5 V"ir 3.5.7 V*x
die Glieder: —; — . —; . —: —. —x.

2 2 2 2.2 2 2.2.2 2

Zweytes Exempel.
Die Reihe:

123 4
1; 1.3; 1.3.5; 1.3.5-*?; rc.

zu interpoliert.
Da hier a = 1 und b — 2 ist, so wird, wenn man

das dem Anzeiger « zugehörige Glied = s setzt.

L E= —------- - . ----------— . --------- _L__ t
112" 3 t2« 5^2«

und die auf s folgenden Glieder sz, xzz, zzzz, 2c. sind
Sz = (i f 2«)S
Szz — (l f 2»)(3 t 2«.)L
Xzzz = (l f 2»>)(3 f 2n)(5 t 2w)X

rc.
Verlangt man daher das Glied, welches dery Anzeigsr L 
zugehört, und nennt dasselbe r, so ist

L =
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< 1.2 <3.5 <5*7 
2*4*6

also

Demnach gehören zu den

3-5 5-7
2.2 4*4 ‘ 6.6

Anzeigern: f j f

die Glieder: V"—; 2V*—; 2.4V"—; 2.4.6/*—; :e.
iv n x x

Multiplicirt man aber die vorhergehende Reihe durch diese, 
so daß man die Reihe
.12 2 4

12; 12.2.3; 12.2.32.5; 12.2.32.4.5.7; rc.
bekommt, so ist das Glied, welches dem Anzeiger L zuge

hört, e= — . <— = ™. Die Richtigkeit hiervon er- 2 sr y 2
kennt man bald, wenn man jener Reihe die Form giebt,

12 3 4
1.2 1.2.3.4 I ♦ 2.3.4.5.61 1.2.2.4.5.6.7.g

2 ’ 22 ' 23 ’ - 2‘V Jf‘

denn das zu dem Anzeiger 1 gehörige Glied dieser Reihe 

ist offenbar

Drittes Exempel.
Die Reiher

t 2 3 4
n 2(0—1) n(n—i)(n—2). n(n—t)(n—2)(n—3)
I ’ 1.2’ 1.2 . 3 ’ I . 2 . 3 . 4

zu inreepoliren.

Man betrachte die Zähler und. Nenner dieser Reihe 
besonders. Da die Zahler

v;
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12 Z 4
n; n(n--l); n(n—l)(n—2); n(n—i)(n—2)(n—3);

sind, so wird nach dem Vorhergehenden, wenn man a=n 
und b ~ —■ 1 setzt, Das Glied, welches dem Anzeiger » 
zugchört, =

(n—2)w (n—2)T~"(n~3)*’
n —- w n — 1 — 0» n — 2 — *

rc.
allein dieser Ausdruck führt wegen der negativen Faktoren 
auf nichts gewisses. Man ändere also die Reihe, indem 
man der Kürze wegen i.2.3*..*n = n setzt, in folgende 
um

I L 3
N (___ i___ .____ 5____ . 1 tc >

l.l.2.Z...(n-i)' i.2.I.2.3...(n-2)' l.2.Z.I.2.Z...(a-Z) *' 

Da die Nenner dieser Reihe aus zwey Faktoren bestehen, 
so geben die einen die Reihe

1 2 3
1.2.3...(n — i); 1.2.3...(n —2); 1.2.3...(n —3);rc. 

und das Glied dieser Reihe, welches dem Anzeiger « zu
gehört, kommt mit dem Gliede der Reihe

1 2 3 4 5
1; i»2; 1-2.3; r.2.3.4; 1.2.3.4.5; rc.

überein, dessen Anzeiger n — « ist, nemlich

,1—nf« „n—u 1—nf« —* _i—nf« .n—n
—■■■■ - - »in, 4 _ 4 , « '2 , * . -

I •j* n —* w 2 n — « ' 3 f n — »

Nun sey das Glied dieser Reihe, welches 1 — * zum An
zeiger hat, = 0, so ist

J® „I—® o W ~I—-• U ~ M .1 —— N
<S — —------ . ———— . 2—. rc.

2 -- W 3---- 4---N

und
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und da zu den

Anzeigern: i —» 2 —s> 3 — «
die Glieder: 0; (2 — «)©; (2 —«)(z —«)G; rc. 

gehören, so wird das Glied des Anzeigers u — « seyn 
(2 — «X3 — *)(4 — *»)♦♦.♦ (n — «)0.

Die andern Faktoren geben die Reihe
I 2 Z 4 5
1; 1.2; 1.2.3; 1.2.Z.4; 1.2.3.4.5; rc. 

und wenn das Glied, dessen Anzeiger * ist, ---'4 gesetzt

Hat man dieses gefunden, so wird, wenn man das Glied

wird, so ist'

der Reihe
12 3 4
n , n(n—i), n(n—l)(n—2) , n(n—i)(n—s)(n — 3) » 
I ’ 1.2’ I.2.3 ' 1.2. 3.4

rc.
welches dem Anzeiger « zugehört, = s setzt,

_______ N_________________
X ~ A . (2 — «) (3 — ») (4 — *) . . . (n — «>’

Nun ist
N

(I7«)(2 —«) ' (2f«)(3 —") ’ (3T»)(4 —")‘2C ' 

Auf diese Art wird das gesuchte dem Anzeiger ^zugehörige 
Glied

(2 — »)(3 — «0(4 '— &>)...♦ (n —
2 3 4 n

2 --  M 3 — «v 4 — M n — e>

und
I . 2 2.3 3 ♦ 4A0 = ———------ - . - : . —r-2------ r.2C.

s =



 

4 ‘ *

/

S SS

12
II *

9/9

Zu dem Anzeiger £ gehört also das Glied:

4 
3 •
3*3
2*4
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1*3*5*7« 9

2 »3
rc. ohne Ende,

4*6 6.8 * 8. ip *.?C*.

welches sich auf folgenden Ausdruck zurückführen laßt!

4 . 6 . 8 . ro . . . , an 4 
3*5*7« 9 * * * (2n —1) ‘ «• 

oder
2 * 4 * 6.8 * to , » t > 2ti 

(än — 1)*

8 = ,_2_ t t
2 — w 3 —• *
(l t^(2 — "j (

I . 2

6 8 io
— , — * ,— *
5 7 9

5*5\ 7*7

2
sr

Ist n äs 2, so ist die zu interpolirende Reihe 

o 1 2 3 4 5 6 2C,
i> 2, i/ , oz o, o, o, rc.

Und das darin dem Anzeiger 1 zugehörige Glied ist ---
....... 3»

Viertes Exempel*
Das dem 2lnzeigcr i zugehörige Glied der Reiher ~ 

o 1 2 3 4 , ,

2.4 2.4.6 2.4.6.8
zu finden.

Diese Reihe entspringt aus der vorhergehenden, wenn 
Man n = 1 setzt, und es ist daher das gesuchte Glied, wenn 
man dasselbe = s setzt,

Eul. Diff* R. Z'TH. od. 2.TH. 2.7lbrh* S

n
n — h*
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2 2 . . 6 . 8 . . . . 2n

♦ ■* " ■ ■ '<
* I ♦ 3 • 5 . 7 - - - (2n — i)

wenn man n = 4 nimmt. Man setze für den Fall, daß
n = £ ist

2 . 4 . 6 . 8 . . . » 2n _
i . 3 • 5 . 7 » - - (2n -1) —

so ist e das Glied, welches in der Reihe

2. 2.4.6. 2.4 6.8. jc
»' i-3’ 1.3.5’ r.Z.5»7'

dem Anzeiger i zugehört, und nach dem Obigen -- -.
2

Demnach ist das gesuchte dem Anzeiger 1 zugehörige Glied 
der gegebenen Reihe = i. Da nun in dieser Reihe, vor
ausgesetzt, daß x das dem allgemeinen Anzeiger » zugchö-

I — 2*‘
rige Glied bedeute, das folgende Glied x' --- —7—x ist: 

272»
so ist dieselbe mit ihren Zwischengliedern i

Anzeiger: o £ i | 2 f 3 £

Glieder: 1; 1; L; o;--------- ; o; ------- o; rc.

Fünftes Exempel»
Das dem Anzeiger * zugehörige Glied der Reihe:

0 I 2 3 4
. n . n(n—1)4 n(h -i)(n^2). n(n~i)(n-^-2)(n--3)i

11 7’ 1.2 ’ 1.2.3 ’ 1.2.3.4 4

zu finden, vorausgesetzt, daß n jede gebrochene Zahl 
hedeure.

Vergleicht man den Ausdruck

_2 3 4
2—- w * 3---N ' 4 — W

mit
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mit §. 400.; und setzt k --- l, e ---1, l, --- r — und da
selbst n für *, so wird

r 2 z v   l(i— iwfn) 2(2-wfe)
1—* 2—6» 3—n n—* (1—w)(itn)*(2—*X2Tn)*

2C.
und wenn man daher das dem Anzeiger«zugehörige Glied 
L setzt, so wird

T _ Cl—»fn)>2 (2-^fn) ^(rNX2—(2^X3—*) 
(ltn)(2—«i) * (2tn)(3—n)’ ' 1 , Ä ’ 2 . 3

rc.
und also

z (Xfr-Xifo—<■») (2t«)(2-f-n—ä>) (3t»X3fn—») 
I(Itn) * 2(2 f n) ’ 3(31 n)

rc.
und es kann daher L allemal, wenn v » eine ganze Zahl 
ist, rational ausgedruckt werden.

Ist z. K. so ist
n = * s — 1
n- 1 i = n
_ _ h(fi —t)

1.2
___ , w n(n — t)(n — 2)

I . 2
rc.

Ist aber * — u eine ganze positive Zahl, so ist allemal 
x --- o»

S 2



Achtzehntes Capitel.
Von dem Gebrauche der Differenzialrechnung bey 

der Auflösung der Brüche«

§- 4°j-
j£^ie Methode, jeten gegebenen Bruch in einfache Brüche 

aufzulösen, welche in der Einleitung in die Analysis des 
Unendlichen erklärt worden ist, ist zwar an sich leicht ge
nug, sie kann aber durch den Gebrauch der Differcnzial- 
rechnung noch beträchtlich vervollkommt und leichter ge
macht werden. Die meiste Schwierigkeit sindet sich bey 
der Anwendung jener Methode alsdann, wenn der Nenner 
des aufzulösenden Bruchs eine Potenz von einem unbe
stimmten Grade ist, und es entspringt dieselbe hauptsäch
lich aus der erforderlichen Division des Nenners durch den 
bereits gefundenen Faktor. Bey dem Gebrauche der Dif- 
ferenzialrcchnung aber kann man diese Schwierigkeit ver
meiden, indem es dabey nicht nöthig ist, den andern Fak
tor des Nenners, der aus der Division mit dem bereits 
gefundenen Faktor entspringt, zu kennen. Diesen Vortheil 
gewahrt nemlich die Methode, den Werth eines Bruchs zu 
bestimmen, dessen Zahler und Nenner in gewissen Fallen 
verschwinden, und der Gegenstand dieses Capitels, womit 
wir die Lehre vom Gebrauche der Differenzialrechnung in 
der Analysis beschließen wollen, soll daher die Act und

Weise
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Meise seyn, die oben erklärte Methode von der Auflösung 
per Brüche bequemer und leichter zu machen,

§» 404.
p

Ist also irgend ein Bruch — gegeben, dessen Zah- 

ler und Nenner rationale und ganze Funktionen von x 
sind, so kommt es zuvörderst darauf an, ob x im Zahler P 
eben so viel oder mehr Dimensionen hat als im Nenner, 

p ,
Enthalt der Bruch -™ einen ganzen Theil von der Form 

Ax f Bx f Cxa f Dx3 f rc. welcher sich durch die Division 
daraus entwickeln laßt: so ist der übrige Theil ein Bruch 
mit eben dem Nenner Q, dessen Zahler R weniger Dimen
sionen hat, als der Nenner 2, so daß sich die fernere Auflö

sung auf den Bruchs- einfchrankt. Indeß ist es nicht nö

thig diesen Zahler R zu kennen, sondern es lassen sich die 

einfachen Brüche, welche -- giebt, auch aus dem gege-

♦ p
denen Bruche ™ unmittelbar finden. Dieses rft berelts 

pben gezeigt worden.

§. 40A.
p

Die einfachen Brüche, welche der Bruch außer dem
Q

etwa in ihm enthaltenen Ganzen, in sich faßt, haben ent
weder zweytheilige Nenner von der Form f t gx, oder 
dreytheilige von der Form k f 2xcn£.4>V'f& t gxx, oder 
es sind ihre Nenner, Quadrate, Würfel, oder überhaupt 
höhere Potesiaten von diesen. Alle diese Nenner sind fer-

S 3 . ner



Z78 Dritter Theil« Achtzehntes Capitel.
ner Faktoren des Nenners Q, so daß ein jeder Faktor des 
Nenners cr einen einfachen Bruch giebt. Ist nemlich f fgx 
ein Faktor des Nenners Q, so entsteht daher ein einfacher

~t—. Auf ähnliche Art entspringen aus dem kubischen 
f t gx
Faktor (f t gx)3 drey einfache Brüche von der Form:

gen der Nenner Q einen dreytheiligen Faktor von der Form 
K — 2?gxcoCip f ggxx, so entspringt dgraus ein Bruch

toren in dem Nenner einander gleich, so entstehen daher 
zwey Brüche wie

A ax
(ff — 2fgxcof.<p t ggxx)» ff  2fgxcof.p t ggxx

Auf ähnliche Art giebt der cubischr Faktor 

(ff — 2fgxcoCf ggxx)$
drey Brüche, ein biquadratischer vier u. s. s«

§« 406,
Man verfahre daher bey der Auflösung eines Bruchs 

P
— auf folgende Art. Zuvörderst suche man alle, sowohl 

einfache als zwey und dreytheilige, Faktoren des Nenners 
Q, und sind darunter einige gleich, so merke man sich die
selben, und betrachte sie als einen einzigen. Dann suche 
man aus diesen Faktoren des Nenners die einfachen Brü

che,
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t che, welche sie geben, entweder auf die oben erklärte Art, 

oder auf die, welche jetzt beschrieben werden soll, und wel- 
che man nach Gefallen statt jener brauchen kann. Ist die
ses geschehen, so addire man alle diese Brüche und fttzc! 

p
dazu den in dem Bruche etwa enthaltenen ganzen Therl-

P
worauf denn die Summe dem Bruche — gleich seyn wird^

Die Erfindung der Faktoren des Nenners Q setzen wir hier 
als etwas Bekanntes voraus, indem dieselbe von der £uf* 

lösung der Gleichung Q = o ab hängt, und erklären hieo 
nur die Art und Wcise, mittelst der Differenzialrechnung, 
aus jedem Faktor des Nenners den daraus entspringenden 
einfachen Bruch zu finden. Da die Nenner dieser einfa
chen Brüche schon bekannt sind, so kommt es bloß darauf 
an, die Art zu beschreiben, wie die zugehörigen Zähler 
gefunden werden.

§. 407.
P

Es habe also der Nenner Q des Bruchs — den Fak

tor gx, so daß. Q — (f t gx)S sey, und S den Faktor 
f f gx nicht weiter enthalte. Ferner sey der aus diesem 

A v
Faktor entspringende Bruch ^-^,nnd seinCompkemeitt-^-, 

A v P v 0
so daß —— t -7= 77 fty. Alsdann ist - = —f f gx S Q S Q
— 7T— = 77-,- s-, und folglich V es ------ . Daff gx (f t gx)S J k-f-gx 
also V eine ganze Funktion von x ist, so muß P— ?fs "b 
f f gx theildar seyn, und daher, wenn man f f g < ■ o,

S 4 oder 
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oder xsetzt, k^ — A8 verschwinden. Man setze

— f p
demnach x == —, so wird, da k — SIS ss o ist, A = —.

§ 8

seyn, wie wir oben gefunden haben. Da aber 8 =
ffg* 

Cf crx")p
ist, so wird A s= —~—, wenn man allenthalben ffgx 

Q i
— f

s= o oder x == ~ setzt. Da aber in diesem Falle sowohl 

der Zähler (ffgx)P als der Nenner cr verschwinden, so 
wird nach dem, was wir über die Erfindung des Werths 
von solchen Brüchen gesagt haben,

U — gX)d P t Pgd^
4 dQ

—k .
wenn man x---— nimmt. Da nun jn diesem Falle 

8

(f f gx)dP = o wird, so ist A = und so läßt sich 

der Werth von A durch die Differenziation finden.

§, 408.

P
Hat demnach der Nenner Q des Bruchs —. den eins 

fachen Faktor kl- gx, so entspringt aus diesemNenner der
Ä ££ P d X

einfache Bruch ——, wenn A — *—■ ist, nachdem 
f f gx dQ

man hier allenthalben anstatt x den aus der Gleichung 
__f

f t gx = o sich ergebenden Werth X = —- gefegt ßat. Auf 

diese Art ist es also nicht nöthig, zuvor den andern Faktor 
8 zu suchen, welchen man durch die Division des Nenners
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Q mit k f gx erhält. Wenn daher Q nicht in seinen Fak
toren gegeben ist, so kann man diese, häufig und insbeson
dere, wenn die Exponenten von x in Q unbestimmt sind, 
sehr lästige Divisionen unterlassen, indem der Werth von 

g P d X
A aus der Formel - gefunden wird. Ist aber Q m 

diz
seinen Faktoren gegeben, so daß der Werth von S unmit
telbar genommen werden kann: so verdient der andere

P r
Ausdruck den Vorzug, wobey $ = — ist, wenn man x =?

__f
— setzt. Auf diese Art kann man jedesmal leicht die be- 
g

quemste Methode wählen; die Anwendung der jetzt gefun
denen Formel aber wollen wir an einigen Beyspielen er
läutern.

Erstes Exempel-

Es ist der Bruch
xs

I + X1 7
gegeben; man soll den einfa

chen Bruch finden^ der aus dem Faktor des Nenners
11 * entspringt.

Da hier Q =? 1 f x*7 iß, «nt) 1 f x zum Faktor hat, 
so würde man, wenn man dividiren wollte,'

S = r—’ X t XX — x3 Y, . . . t xX<$ 

finden. Allein es ist weit bequemer, die neue Formel 

A = zu brauchen. Da also f==i; g == t, und 
dQ

P == x? ist, so wird, wegen dQ = i7x*6dx#

9 5 Wenn
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wenn man x = — i nimmt, und folglich 91 e= -L, und 

Her aus dem Faktor i f x entspringende einfache Bruch
— r

17(1 t x)

Zweytes Exempel.
vm ,

Es ist der Bruch —------- gegeben; man soll den einfas
I ---- X2N

chen Bruch finden, der aus dem Faktor des Nenners
I — x entspringt.

Da der gegebene Faktor i — x ist, so wird f = 1 

Und g -----1. Nun giebt Q = 1 — x«, wenn man 
Hifferenzürt, dQ = snx^^dx, und da 9 — xm 

__ xm
ist, so wird A == —uu» Setzt man nun, wegen 

1 — x = o, den Werth von x — so wird 91=^, und 

chlso der gesuchte einfache Bruch —

Drittes Exempel.

Es ist der Bruch gegeben; man soll den

einfachen Bruch finden, der aus dem Faktor des 
Nenners 1 — x entspringt.

Hier wird f = 1; g — — 1; 9 — x-n; Q = 1 — 

4$k f ZX", und — — 4kxk-i f 3nx°-1; folglich 
dx

— xm
* - und, wenn man -- = i sttz',

81 —
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A = ----------- . Demnach ist der einfache Bruch, welcher
4K —ZN

aus dem einfachen Faktor 1 — x entspringt =a

___________ 1

(4k ~ Zn)(i —

§. 409.

Nun habe der Nenner Q des Bruchs den quadra» 

zischen Faktor (ft gx)a, und die daraus entspringenden 
A B 

einfachen Brüche seyen =9 t ferner

v 
sey Q=; (ff gx)is, und das Complement — so daß

v __ _P________ A _ B
? Q (ff gx)A f t gx' Un

v - P ~ ~ B(k-I- gx)8
(k t sx)2

werde, Da v eine ganze Funktion ist, so muß ? — A8 — 
B8(f t gx) durch (f t gx)3/ und da S den Faktor f fgx 

p
nicht weiter enthalt, auch ~ — A — B(k t gx) durch

(ffgx)» theilbar seyn, und es verschwindet daher, wenn
— f

man x = — setzt, nicht bloß dieser letzte Ausdruck selbst
8 A

sondern auch sein Differenzial d Man setze

f
also x == -—, so erhält man aus der ersten Gleichung 

S
P 1 p

91 = —/ und aus der andern B = -yd. -7. Durch diese
8 gdx S

Werthe
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Werthe aber werden die gesuchten einfachenBrüche: -
Ütgx)» 

f ,-7-— selbst erhalten.
f t gs

Exempel.
Es ist der Bruch

______ xm
I — 4x3 3x4 gegeben, Dessen L7em

ner Den Bruch (i—x)r hat; man soll Die einfachen Brü? 
che ssnyen, welche aus Dieser» Nenner entspringen.
Da hier f = 1; g = — 1; p = xm und cr--- r 

4x3 f 3x4 ist, fp wird S = 1 f ax f gxx;
P  X-n
8 I f 2x f 3xx#

und
P mxm-Idx 2(m—i)xmdx 's 3('m — q)xinf1<lx C* * *23 - - - In-.n-Jr - I- 1 L..^8 (i 7 2x f Zxx)r

Setzt man demnach x s= 1, so wird

also die gesuchten einfachen Brüche:
4 3m

18 (i -

§. 410.

P
Es habe der Nenner Q des Bruchs — drey einfache 

gleiche Faktoren, oder den cubischen Faktor (f f gx)r, und 
dabey seyen die einfachen Brüche, welche aus diesem Fak
tor entspringen
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v

und das Komplement derselben == —; so ist

__ P ■— SIS — B8(f f gx) -7 C8(k f gx)*
V ' (f f g*)3 '

Es muß folglich der Ausdruck
I - A - SB(ftgx) - <5S(f f gx)i

durch (f tgx)3 theilbar seyn, und also auch, wenn man 
f f gx = o, oder x es —f setzt, nicht bloß dieser AnsdruA 

selbst, sondern auch sein erstes und zweytes Diffcrenzia!
— f ,

sb o werden. Es ist demnach, wenn man X es --- setzt,

— A — B(l 7 gx) — C(k t gx)2 = 0

aKgdx(f 7 gx)

4H<

dd . — Kg2dx* sb 0»

Aus der ersten Gleichung folgt,
P

A _ -

1 P
- - zweyten - - B T gdx ‘ s

1 p
- - dritten - - C es  ---- -—dd . ~2g2dxa 8

P
lleberhaupt habe der Nenner <2 des Bruchs ~ den 

Faktor (ftgx)", so daß <2 e= (f f gx)nS sey, und dabey 
seyen die einfachen Brüche, w ^che aus diesem Faktor ent* 

springen,
A
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A B C D >

(f t gx)tt T (f f gx)n" 1 (f t gx)n~» T (f f gx)»-3 * 2G 

bis zu demjenigen- dessen Nenner f f gx ist. Schließt 
man nun, wie vorhin, so findet man, daß der Ausdruck

£ — y $(f f gx) — C(kf gx)ä — D(kt gx)5

— E(k f gx)4 — 2C.

durch (f f gx)n theilbar seyn, und daher sowohl selbst als 
auch alle seine Differenzialien bis Zum Grade n —-1 ver-

»n muffe, wenn = Aus deu

Gleichungen aber, welche man auf diese Art erhält, folgt 

für den Fall x = —

8

igdx S
I p

6 Ä r^är»dd • s
D =: ----- £------d3 . £

1*2.3g5 dx 3 s
i PE es ■ ......  <-----d4 **

I»2.3.4g4dx4 s

ic.

Man muß indeß chier nicht vergessen, daß die Differettzia- 
P f

lien von -- vor dem Gebrauche der Substitution xs= — 
s 8

genommen werden müssen, weil sonst x aufhören würde, 
«ine veränderliche Größe zu seyn.
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Z. 412.

Es werden also auf diese Art die Zähler Ä, B, C, D, 
rc. leichter ausgedruckt als nach der oben in der Einleitung 
erklärten Methode, und öfters auch darnach ihre Werthe 
schneller, gefunden. Um die Vergleichung beyder Metho
den zu erleichtern, wollen wir die Bestimmung der Werthe 
der Buchstaben A> B, C, D, it. nach der Methode in der 
Einleitung hersetzen. Nimmt man

_ — f 
X “ g j 

8 = 4

und tnit Zurücklaffung von x 
als einer verändert. Größe 

P -d— --2 P; so wird 
f t g*

rc.

P - BS7— — — Q; so wird t t g<
Q - C? k--- R; so wird f t gx

K.

p
Hat der Nennet 0 des Bruchs — nicht lauter einfa

che reelle Faktoren, so nehme man je zwey von den imagi
nären Faktoren, deren Produkt eine reelle Größe ist, zu
sammen, Es seo also ein Faktor des Nenners Q = ff—« 
äfgxcos.tf f ggxx, welcher, — 0 gesetzt, den doppelten 

imaginären Werth giebt:
t s

x == — cof.—-5m.-, woher denn
g gv -~i
fii <n

X“ s± col.nQ —jr-1—lin.n-
gn gDv— I

ist, Ferner sey Q = (ff- 2 fgx 6of 9 ch ggxx)S, und da

bey S nicht durch ff — 2;gxcof.^ t gg« theilbar» j Endlich 
ftp 
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sey der Bruch, welcher aus dem Faktor ff— afgx cof.? f 
ggxx entspringt
. y , . A 4 ax

ff2fgXC0f.? f ggxx
P v

und das Komplement desselben ju — = Bey diesen 

Voraussetzungen ist

v-. , ? - (A -k s x)8 
ff — sfgx cofi ?. f ggxx

und daher P — (?I 's dx)S, und außerdem auch —A—

ax durch ff — 2fgxcoC<p f ggxx theilbar. Folglich ver- 
p

schwindet — — A —' ax, wenn man ff— 2fgxcof.? f ggxx 

ö o, oder ,
f f

'X s= — cof.? T “7—!-sin.<p, oder
g gv —I
f „ f r

X = —cof.? «-------77:------ rsin.p
g g(<—I)

setzt.

414»
Da P Und S ganze Funktionen von x sind, so brauche 

man in beyden Ausdrücken beyde Substitutionen; und da 
für jede Potestat von x oder für x» die Binomie xR =: 

f«
gnV~ —1

lin.nss gesetzt werden muß; so schreibe

man zuvörderst allenthalben —cof.n? für x«, und dabey 
S

gehe P in P, und 8 in S über. Dann setze man allem-
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in s über; man muß aber vor diesen Substitutionen jede 
der Funktionen P und s ganz entwickeln, und also die Fak

toren, welche sie etwa enthalten, zuvor durch dieMultjpli- 
cation wegschaffen. Hat man auf diese Art die Werthe P, 
P, S, s gefunden, so ist offenbar, daß die Funktion

? in P und s in S ±. -™—
v — r v — 1

übergehen wird, wenn man
f f

x = --cof. ±_ —---- frn.di
g g>r—1

P — (A t ax)8 verschwinden muß, so wird

und hieraus entstehen zwey Gleichungen

S g
aus welchen man, wenn man A daraus wegschafft.

t(S^ *V 5-}ßn. <p
findet. Bringt man nun ßn.<p weg, so wird

SP i' sp = (<3S f Z2)(A t —co£f)

und folglich
_ SP t sp __(Sp — sP)cok.<x

S^ f (S- t $3)ßn.<p
Eul.DLss.R. z.Th. 00.2.TH. a.Abth. ■ L 4T5,
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§. 415.

dQ : dx

§. 416.

Da
8=,..—.....Q.____

fl — 2fgX C0f(p f ggXX
ist/ und wenn man ff—2fgx cof.p ggxx = o setzt, so
wohl Zähler als Nenner verschwinden, so ist in diesem 
Falle

8 =
2ggX --- 2fgCos.<?

Nun gehe, wenn man allenthalben x" = -eok.n-setzt, die 
gn

dQ fn
Funktion — in Q, wenn man aber xn = —fin.np nimmt, 

dx gu
in q über: so ist offenbar, daß bey

f , f r
x = —cof.o ±. —-—sm. <i> g v gV^-i

die Funktion fn x __2— übergehen wird; und 
v dx v — 1 x ■

, O — q : V" — 1
hiedurch geht die Funktion 8 in ——- -------- --------- ---------

±. 2fg . fin.^y — 1 

über. Da also s = (5 ±. ~— ist, wenn man eben 
v — 1 

denselben Werth für x setzt, so hat man

£>.*—1— = * - äfg^sin.?

Demnach ist

s = 7—™, und S — ---- q-—- 
2fgsin .Q 2fg. fin. <p

Braucht man diese Werthe, so wird

«= agff.it PM unb
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§. 416.

Hjedurch erhalt man eine bequeme Art, aus jedem 
Faktor vom zweyten Grade einen einfachen Bruch zu bil
den; und da dabey der Nenner des gegebenen Bruchs 
selbst in der Rechnung beybehalten wird, so vermeidet man 
die Division, wodurch der Werth von 8 bestimmt werden 
müßte, und welche oft eine sehr mühsame Operation ist.

P
Hat also der Nenner 0 des Bruchs einen Faktor wie 

tF — 2fgxcof.<p f ggxx, so findet man den einfachen Bruch, 
der aus diesem Faktor entspringt, auf folgende Art. Man 

nimmt x = —cof.<p, und schreibt für jede Potestat von x
8

. dQ , f
die Funktion — in Q über. Dann setzt man x =—sin.^,

J X,

und x» = —(in.n4>. Dadurch gebe? in p, und — in q 
gn dx

über. Hat man diese Werthe von P, Q, P, q, gefunden, 
so lassen sich die Größen A und a auf folgende Art be
stimmen:

, „ 2kZ(Pq — pQ)5m.<p) _ 2kg(PQ -s- pq)coF-

02 t q2 Q2 t q2
2§g(PQ f pq)

Der Bruch aber, welcher aus dem Faktor ff— 2fgxcos.<j> 
t ggxx des Nenners Q entspringt, ist ==



-v-

Zwey-

nbfn-m-T

*
ff—sfgxcof <p tggxa

Erstes Exempel.
xm

Es ist der Bruch ——- gegeben, Dessen Nenner a-bbx» a f bxn
Den Faktor ff — afgxcof.^ f ggxx hak' man soll Den ent

fachen Bruch finden, weicher aus Diesem Faktor 
entspringt.
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Da hier P = xm und Q = a f bxc ist: so ist ~ s- 
dx 

nbxn_ 1. Hiedurch wird

fm
P ™ —coL m 4>)V gixi

nbff-i

ffnr v = —fin.mo
gm

„u, nbfn-i
£> =------ -cof (n-— i)<p; q =   -sin.fn —1)4"•* gU-I v y ’ gn-1 k >T

Hieraus ergiebt sich
n2b2f2 («-D

£>2 f q2 =-------------------1 ' g2(h-i)
n b fm n ~ 1

P« - «Q = -7^—1 ~
und

n b fm + n -1
PQ t pa « -^77TTc°r-Cn

Folglich ist der gesuchte einfache Bruch =5

2gri_m(ffin.^sin.(n—m—
's 2gn-m(gxcof.(n — m —I')<p) ; :

1—2gn~ m (fco f. <pc of. (n-^-m—i)<p)J

oder

2gn*öl(gxcos.(n — m — i)<p — fcof.(n — m)4>)
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<
Zweytes Exempel-

Pa

g2(111 -f11- I)

Ferner ist

T 3

Es ist per Bruch -7—^--—- gegeben, dessen Kenner den 
xm(a t bxn)

Faktor ff— sfgxcof.tp tggxx hat; nran soll den ein- 
fachen Bruch finden, welcher aus diesem Faktor 

entspringt. 

Or i-qr —. ^3Un^.n_I-J gi(m-i)

nnaaf2(m-D nnbbP(m + n-i)

dQ
Da ? -2 I, und Q — axm f bxmfn ist, so wird ~ dx

E= max'n-1 f (m t n)b'Xjn^n-i ; und also, wenn man 
fn

xn = —coCnt? setzt, wegen P = X» und P--ri, 
g“ . .

Q — —--------cos.(m — f ------------- ----- cof.(mfn—i)<pgm-l <T 1 . gin^n-l > ♦ T

p c= o, und

0 =----- --ün.(m — 1 )<p f -— ------------- —fin,(mTn—I)^,gilt-1 x 1 gm 4. n -1 v 1 T

Folglich
m2a2f2(m-i) 2m(m ’s n) a b f3In "i- n - 

Or4>aLL- <----------------- + ——V-t—-------- ------ -rCOf.IlA
**“ k g2(m-1) 1 g2m 4.11-2

(m f n)sbap(ni Hi-T)
g2(ni + »-I)

aber ff — sfgxcos.# f ggxx der Divisor von a f bxn, 
bfn bfu

so ist a t ™cofn<p = o, und —Gn.n^ = o, und also

aa = —7—. Folglich

(m •f*n)3bbfa(min"1' m(2n^m)aaf2(m-i)



q

Q

q —

Diese

r
gmf n -1 CCm t n)fin.(m'fn—i)^ — mcos.ntp. sm.(m—I»

gin + n-i
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Q

Hn^i"(noof.n<p5in.(m—i)^>^(m^n)5w.n<pool^m—1)^) 

und PQ t pq =»
bfm+n-l
~m "i7T7(Cm*I*n )co f. (mfn-r-1 )<0—mcof.np. cos.(m—l)<p) 

Oder da ff—2fgxcoT<?fggxx auch ein Divisor von axm~* 
t bx»*+n-i ist, so wird

asm-1 bfm+n” 1
——OTs.(m f n - i> = o

und
sfm-r bfm-fn-i
------- fin,(m — i)s + —------- sin/m + n — ])<? =d o glji-l v vr 1 gtnfn-j v 1 >T

Folglich
nbfm-fn-l 
g"5^rcof-Cm tn-I)?, und 

nbfmfn-1
ßn.(m tn—l)»; oder

— nafm-i-~gm-i"^~cofCm — r> ; und

— nzfn'-r
■-------- -—5m. (m — 1)4.gSl-I v VT

Hieraus ergiebt sich der gesuchte Bruch

2 gm (fcof. m <p —r g x cof. (m — 1)4)
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Diese Formel folgt aus dem vorhergehenden Exempel, 
wenn man m negativ nimmt; daher es nicht einmal nö
thig gewesen wäre, hieraus einen besondern Fall zu 

machen.

Drittes Exempel.

Den Faktor

q

4bcfn _ , 4ccf*n.
•co£n<p f ™——)

s
Wenn der Nenner Des Bruchs bxll.t.cxa-n

ff — 2gfxcof.^ f ggxx bat, Den einfachen Bruch 
zu finden, Der aus Diesen Nenner entspringt.

Wenn ff— 2fgxco£4> t ggxx ein Faktor des Nen
ners » t bx» t cx2n ist, so ist, wie wir oben gezeigphaben, 

bfn cf2n „
a + —cof,n<p +-----coi. 2n<p — o

gn g2n
und

bfn , es2"
—lin.nS T -----(in. 2 n<? = o
gn g3n

Da also P = xm und Q = a f bxn t cx2n ist, so wird

— = nbxB_ 1 2ncx2n_I, und folglich
dx

gn-j

Hiernach wird
n2f2(n-I)

Q- f q2 = ----------- r(bb f _ . . 4
‘ g2(n-i) g” gan

Nun ist aber aus den beyden vorhergehenden Gleichungen
T 4 fin
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und also

Braucht man diesen Werth, so wird

Ferner ist Pq — oO. =

ffg4n-i

PQ f pq =

Hat man diese Werthe gefunden, so ist der gesuchte einfa
che Bruch

2fgCffiq — pO)lln.s> 2Z(PQ t pq)(gx — fcof.tp) 
(Q^ f q2)(ft — sfgxcoJ';^ f ggxx)

Es lassen sich aber diese Brüche auf eine leichtere Art 
ausdrucken, wenn man die Faktoren des Nenners selbst 
bestimmt. Es sey also der Nenner des gegebenen Bruchs 

a f bxn.
Setzt man den dreytheiligen Faktor desselben 

ff— 2fgxcof. <p 's* ggXX 

so ist nach dem, was wir darüber in der Einleitung gesagt
haben.
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. n

i_ T

f s= an und g = b“

wird. Statt, dieser Irrational-Größen wollen wir indeß 
die Buchstaben f und g beybehalten, oder vielmehr a = f» 
und b c= g” setzen, so daß die Faktoren der Funktion fn t 

g»x° zu suchen seyen. Da also 4 = ■— ist, wo k 

b<n bfn
a + —cos.ntp = o, Und —Gn.nS = o. 

gn gn
Da also tin. n <p = o tft, so ist entweder n<p == (2 k —* i)-r 
oder n<p = 2k%; im ersten Falle ist cor. n<? c=?— 1, im 
letzten aber cof,mp = f 1. Sind demnach a und b posi
tive Größen, so hat der erste Fall allein statt, wo denn 

bf«
a = —und daher

jede ganze positive Zahl bedeuten kann, so lange 2k 

kleiner als eins bleibt: so sind die Faktoren der Funktion 
l-, gnsn folgende:

ff — 2fgxcof.— t ggxx
n

ff — Sfgxcos,-^ t ggxx

ff — 2fgxoof.™ f ggxx

rc.

Bedeutet aber n eine gerade Zahl, so muß man nicht ver-. 
gessen, daß der eine Faktor ein zweytheiliqer, nemlich 
f 7 gx sey, dergleichen hingegen nicht statt findet, wenn n 
eine ungerade Zahl ist.

\'
L 5 Erstes
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Erstes Exempel.
X'N

Den Bruch n in seine einfachen Brüche aufzu- 

' lösen.

Da alle dreytheilige Faktoren des Nenners in der 
Form

(sk — l)r ,
n — 2 f g xcos.----- - ------ f ggxx

enthalten sind, so ist nach dem Vorhergehenden

a = fn, b e= gn und q> —
n

folglich
_ ;. . _ , . _ _ (m + l)(2k— l)tr
sin.(n — m —i)<p =3 fin.tjnf l)p = fin.~—-—- -------------

n
und

fm+iYak—1)»
cof.(n —m—iH =—cof.(mfi)(p=—cos.-— -------- —n

und der einfache Bruch, der aus jenem Faktor entspringt, 
  

n ________ n_______ n _ n
———————————————— __  j >

nfii-m- Igm^fs — 2 fgxcof.-^-—---- - v f ggxx)

Demnach läßt sich der gegebene Bruch in folgende einfache 
Brüche aüflösen

,r »r (mfi)«- n(m f l)r^ r*\2iun.—fin.-------------- 2cof. ——---- (gx >— fcot—)
n n n n

nfu-mr-igm^ff—2fgXC0s.— *Y ggxx)

2ffm.—fin. „ -  — 2cos.----------- (gx — fcof.—)
____ n______ n _n______________ n_

2sv 
nfn-m-igm(ff—2sgxcof.:— *s ggxx)

affin.
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smn.5rfin.5<tiÜ' -

r n
-3cof.5(mtl\gx-fcorA

n n

—2sgxcof.-- f ggxx)

rc.
Ist also n eine gerade Zahl, so erhalt man auf diese Art 
alle einfache Brüche, ist aber n ungerade, so muß man we
gen des Faktors f f gx noch dazu den Bruch

rt 1
ngn-m-igin(f gx)

addiren, wo das obere Zeichen gilt, wenn m eine gerade, 
und das untere, wenn m eine ungerade Zahl bedeutet. 
Ist m größer als n, so müssen zu diesen Brüchen auch noch 

folgende Ganze addirt werden:
Ax111-” f Kx'n-rn Cxm~3n «j. f)xm-4n f rc. 

so lange die Exponenten positiv bleiben. Dabey ist

Ag« = 1;

Afn t Bgu = o; 

ßfn f Cgn = o;

Cf” f Dg° = o;

rc.

folglich a = —
g“

rc.

Zweytes Exempel.
Den Bruch :xm(f« f g«Xn)

in seine einfache Brüche auf-

zulösen.
Was die Faktoren von f« f g«x«? betrifft, so entsprin

gen daraus eben die Brüche, welche wir daraus im vor
her-



C

D
rc.
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At» = 1;

Ex" f £)[« == o;

Die einfachen Brüche, worin sich der gegebene Bruch auf
lösen laßt, sind demnach

I crn ein g 3 n
—— ™_ - .J. —5----------4- —J?------------ 4* 2C.
fn^m fsi’x'P-11 1 f3nxin-an 1 f4iixin- 3n *

Man setze den gegebenen Bruch = 

Ä Nxn--n • ;
/ -T- f T-rr------- , so ist

Xm f» T gnXn '

A5x = 1; folglich A—

Azu N '= 0; N => — ~

Ift n — m noch yegativ, so muß man auf ähnliche Art 
verfahren, so daß, wenn m eine nach Belieben große Zahl 
bedeutet, folgende einfache Brüche entspringen;

+ T ^17 i" 5,—»" + !C-

so lange die Exponenten von X positiv bleiben. Dabey ist 

folglich a = i

SB = —
f-u

_ __ gaa
f3n

_ __ g 5 n
£4»

rc.

hergehenden Exempel hergeleitet haben, wenn man nur m 
negativ nimmt. Wir haben also nur nöthig, die aus dem 
andern Faktor xm entspringenden einfachen Brüche aufzu- 
suchen, und dieses g-eschieht am bequemsten auf folgende 
Art.
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_ x „ (m—„(m—I jr „ X

'—2fgmsin.—sin.----- :--------2gmccf.—-----— (gx—fcös.—)
n n n n

n
— 2 fgln sin. ™fi n. — ---- 2gincos/-^~-~ (gx—fcof.—)

_____ n______ n _______ n n 
5«- 

2fgXC0f.^~ ggxx)

Ist n eine ungerade Zahl, so muß wegen des Faktors ffgx 
hiezu noch der Bruch

£ gm 
nfn + m-i^f f gx) 

addirt werden, wo das obere Zeichen gilt, wenn m eure 
gerade, und das untere, wenn m eine ungerade Zahl ist.

§. 418.

Nun wollen wir auch die Formel a f bx» für den Fall 
erwägen, wenn b eine negative Größe ist, und die Funk
tion

01 — g"xö
als gegeben betrachten, die allemal den Faktor f—gx, und 
wenn n eine gerade Zahl ist, auch den Faktor f f gx hat. 
Die übrigen Faktoren sind dreytheilige, und setzt man ihre 
allgemeine Form =±

ff -- sigxcosip f ggxx
so wird fn —. fncosirK? =• o, und fnsm.n<p — o oder sin.n- 
c= o und cof.n<p = I. Soll diesen Bedingungen ein Ge
nüge geleistet werden, so muß = 2ka seyn, wenn K 

jede 
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jede ganze Zahl bedeutet, und daher <p = —- genommen 
n

werden. Es ist demnach der allgemeine Faktor

ff — 2fgx.cos.—- t ggxxn
und wenn man für 2k alle die gerade Zahlen setzt, die klei
ner als n sind, so findet man alle dreytheiltge Faktoren. 
Sie sind

2tr
ff — 2 fgX cos. —— f ggxx

4* ,ff — 2fgxcof— t ggxx
n

6w
ff — 2fgxcos.~ f ggxx

rc. \

Erstes Exempel.
xm

D°» Bruch —t_ — in seine einfachen Brüche aufzu-

lösen.

Da der Nenner den Faktor f—gx hat, so ergiebt sich 

Adaraus ein Bruch von der Form --------- , dessen Zahler auf
s—gx

folgende Art gefunden wird. Matt setze xm = P und fn — 
gnxn = Q, so ist dQ = — ngnxn*1, und

xm 
ngn“ixu_I

wenn man x = — annimmt. Also A = -7-7-7- g nfn-m-igm

und folglich der aus dem Faktor f“gx entspringende 

Bruch
i
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____________1____________

nfn-m-igm(f _ gX)

Ist n eine gerade Zahl, so wird auch ein Faktor des Nenners 
f t gx, und setzt man den daher entspringenden Bruch ---

91 ...T-V-' s° tonb
t T Sx

— gx" = —
ngnxn-1 ngn-Ix11~I

wenn man x = -- nimmt. Da nun in diesem Falle 

n —* i eine ungerade Zahl ist, so wird gn-ixn-i — 
_+ fin

fta-i. xm aber = wo das obere Zeichen gilt, wenn 

meine gerade, und das untere, wenn es eine ungerade 

Zahl ist. Und t)ü 91 = — ist, so wird der aus

dem Faktor f f gx entspringende einfache Bruch folgender:

________
nfn-m-igm^f f gx)

Ferner ist die allgemeine Form der dreytheiligen Faktoren
2 k«"

ff —- 2 fgxCOL------- + ggxx

und aus der Vergleichung mit dem ersten Exempel §.416, 
ergiebt sich

. , . 2 k »r
a t=s («; b = — gn; und <p =----- .

n
Hieraus fließt

fin. q> =3 c; cos. n Q — I *•> also

fin.(n — m — l)<? — — fin.(m f i)<p = — sin.—~n--—
n

und
cof.(n — m — i)q> = cof.(m f i)<p = cos.2-^-——

n
Dem-
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nfh-m-igin(ff—2fgXGof.i—"• 's ggxx)
n

t2mn.i!. sm.4(^_2cori4M£>r(gX_fcol.$r) 
n n n n

1T 
nfn-m-lgm(ff—^fgxcof.— f ggxx) 

n

„„ 6«- _ 6(mfl)# 6(m*H)»r _6r's* affin.— . fm.— ----------- 2cb£------------(gx—fcos.---)n n n n
6 t

nfn-m- 2fgxcos.—- f ggxx)

rc»

Ist n eine gerade Zahl, so muß man noch den Bruch
ii i___

nfn-m- igin^f gxj 

setzen, und dabey das obere Zeichen nehmen, wenn m eine 
gerade, und das untere, wenn meine ungerade Zahl ist. 
Ist ferner m nicht kleiner als n, so müssen noch die Ganzen 

Axm-n f Bxin“2n t Cxm~ 311 £)xm-4n A- re»

so lange die Exponenten nicht negativ werden, dazu kom
men, und da-ey ist

n

n(n-m- Igni^ff.— 2rgxcos.  f ggxx)

und die gesuchten einfachen Brüche sind:
i

nfn-m-—1 gx)

I -«* 2«- r 2(mfl)T , „2r
f 2Hin.—. un.------------ — acof.— ~(gx—foos.—)
* n n n

Demnach ist der aus dem dreytheiligen Faktor entsprim 
gende Bruch

. ak» 2.k(mfl)T „2k(m4l)T ,2k*
2 fixn.----.sin—-—  ----- 2cos.—(gx—fcof.---- )

n n n n
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Exempel.

also

Lul. Diff. R. z.TH. od. 2.TH. a.Abrh. Die

Stfn = i?;

Bk» — 51 gn = o;

C k" — Bg" = o;

Zweytes
Den Bruch 2T^,,xnj in seine einfachen Brüche 

ttufzulösen.

Die Brüche, welche aus dem Faktor f° — gnx° ent- 
springen, sind eben die, welche wir vorhin gefunden ha
ben, wenn man darin nur m negativ nimmt. Wir haben 
daher bloß auf den andern Faktor x1» zu sehen, und neh
men wir an, daß daraus die Brüche

1 t .JL + _®_ +

xm 1 xm-n * xm-^ m * xm - 3 n * *

bis die Exponenten von x negativ werden, entspringen: 
so ist

fan

gan
44 = pT

»3n
D = —

f4n
rc.

U
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Die einfachen Brüche, worin der gegebene Bruch sich auft 
lösen laßt, sind demnach

t t -g"- t -sa" 12C
f»xm fsnxtn-n f3nxm-2n 1 f4nxm~3n 1

________ g“________  
n'fn + m”I(f — g x)

f 2fgmfin.-—.fm-— --------2gmcoC —------ —(gK—fcof.—)

ufn + m-l^ff—2fgxeoE“— f ggxx)

. _ _ 4T n 4(m—i)«- r4Cm-i>r_ 4r
+ 2fgmfin.-—.fin——--------2gmcof.--------—(gx—fcoC—)

n n n n

nfn + in-i(ff—afgXCOf.— f ggxx)

6* _ 6(m— i)w , „6t
+ 2fgmfin.—.(in---------------2ginco£ —----- — (gx—fcof.—)

n n n  n

nfu + m-l^ff—2fgXCOf." f ggxx)

rc, 
wozu aber noch

+:%'n
nfn +jn~I(f f gx)

addirt werden muß, wenn n eine gerade Zahl ist, im enr- 
gegenftehenden Falle aber nicht. Von den beyden Zeichen 
gilt übrigens das obere —, wenn m eine gerade, und daS 
untere t, wenn m eine ungerade Zahl ist.

§. 419-

Auf, diese Art lassen sich also alle Brüche, deren Nen
ner aus zweyen Gliedern wie a f bxn bestehen, in einfache 
Brüche auflösen. Hat aber der Nenner drey Glieder, z. 
B. a t bxn f 0x3°, so kommt es zuvörderst darauf an, 

ob 
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ob er in zwey reelle Faktoren von der vorigen Form zer
fällt werden kann oder nicht. Ist dies, so kann man ihn 
auch nach der beschriebenen Methode in ferne einfachen 
Brüche auflösen. Denn hat man z. B. den Bruch

gnx«9(fi» ‘ hnX«)

so laßt sich derselbe zuvörderst, in zwey Brüche von der 

Form
eex,n ßtm

P* f guXB ™ fn f hnx»

verwandeln, so daß *fn f 5fn == 1, und *h^ f. £ga zx o ist. 
Hieraus aber fließt 1 ,

I * Sff°
• =--------a = und man hat daherfn hQ

h° 2"
fn(h9 — gn)Z f"(g* — hu)

Ist m kleiner als n, so ist die Verwandlung in folgende 

Brüche
a>m-n /Sxw-a

■ ■ . 4 —------ ------- -
fn gnxn fn hn x”

bequemer, weil dabey * tÄ = 0, und *h® f £g« = i, 
und folglich

wird. Man mag indeß einen Weg einschlagen, was für 
einen man will, so läßt sich jeder der gefundenen Brüche 
nach der beschriebenen Methode behandeln, und die Sum
me der alsdann gefundenen Partial - Brüche ist allemal 

dem gegebenen Bruche gleich.

U 2 §. 42c,,
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§. 42O.

Auf ähnliche Art reicht die erwähnte Methode hin, 
wenn der Nenner aus mehrern Gliedern besteht, z. B» 
a f bxn f cx3n + dx3« f ex4» 2c., wofern nur derselbe 
in Faktoren von der Form fn ±_ g»x” aufgelöset werden 
kann. Denn sollte z. B. der Bruch

_______ xm 
(a — xn)(b — x^\c — xn)(d — xn) 

in seine einfachen Brüche aufgelöset werden, so würde man 
denselben zuvörderst in die Brüche

Axm , Bxin , Cx1» . Dx«
+ b~ t oH * i t “• 

verwandeln könnenund dabey würde seyn

(b — a)(c a)(d — a) 

(a — b)(c - b)(d — b) 

(a — c)(b — c)(d — c)
2(\

Nach dieser Vorbereitung aber ist es leicht, die aus jedem 
jener Brüche entspringenden Partial-Brüche zu 
und ihre dem gegebenen Bruche gleiche Summe zusammen- 
zusetzen.

§.. 421».

Hat aber einNenner, wie a f bx^ f cx» f dxin f 
nicht lauter reelle Faktoren von der gorm fn t £axn, so 
muß man je zwey imaginäre Faktoren zusammen nehmen. 
Wir wollenjialso setzen, das Produkt jeder zweyer imagi
närer Faktoren sey

i fr«
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fru — 2f°gnxncos,*> f

und da dieser Ausdruck keine einfache reelle Faktoren ent
halt, ferner annehmen, daß die binomischen Faktoren die 
allgemeine Form haben,

ff —' 2fgXC0s.p 's ggXX
deren Anzahl daher n seyn wird. Setzt man bey diesen

1 — 2cof.«cof.n<p ch cos.2n$> = o
fii

und nimmt Man darauf xn == —sin.n4», so ist auch

— 2 cof.e#♦ fin.n£ f sm.2n<p -r- o.
Diese Gleichung durch fin.n<p dividirt giebt cof.ntp ™ cof.w 
und thut zugleich der ersten Gleichung ein Genüge. Es ist 
demnach n- =s 2k«- ±l *, wenn k jede ganze Zahl dedeu-

toten in der
n

enthalten, und dies giebt folgende Faktoren

ss — afgxcos.X t ggxx
n

n
tf — 2fgXC0f.----------- t ggxx

Hier-

f
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Hiervon muß man jedesmal so viel nehmen, als n Einhei
ten hat.

Z. 422.

Goll also der Bruch

________ x,r>-1
fin — 2fngnXnC0s.y ’s glnx2°

in seine einfachen Brüche aufgelöset werden: so betrachte 
man, da jeder dreytheilige Faktor des Nenners in der 

Form
ff —- 2fgxcor.<p f ggxx

enthalten ist, wenn man - =---- -----nimmt, den Bruchn
xm

fanx — 2fngnXn +1 C(lf. * 's gltix3” +*

der jenem gleich ist, und setze den Zähler xm — P, und 
den Nenner flnx — 2fngnxntxcof. * f gsnx*n+x = Q, 
wodurch man

— =3 fm — 2(v f l)fflg”XnC0f.» f (2tl f l)g2nxxn 
dx

bekommt. Setzt man daher

f“ ,X® t= —COf.tl»gn

so wird
pn

P = —cof. m* gm 

oder
_ fm m(2kir ±L n)
D = —cof —----------gm n

und
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und

Q = fln(l — 2(n f i)cos.wcor.n<p f (an f i)cof.2n0). 

Nun ist aber cof.ntp = cot.*, und also cof.an<p = acoO» 
— 1; folglich auch

O. = fAn(— an 7 ahcof.w») — 2nf2Cfm.*3.

Setzt man ferner

q ä —f»n(a(n f i)cof.». fin.np— (an 7 i)fin.2nf) 

Da aber 5m.an - = aün.n-.cvf.n- =3 acos.». 6n.n- ist, 

so wird auch

q = 2 n f2 n co£ *. fin. n

und da n- --- 2k«- ±. * ist, so ist ferner fm. n? = ±. fm.w, 

und

q es ±. 2nf2nfin. w.cof.#
Hat man diese Werthe gefunden, so ist ferner

£l2t q» = 4n2f4nfm.wa
flnpn+an

Pq —' pQ —(^.cs.m-.srn.». cf.* f 5m.r7!-. fin,w»)

oder

Pq — pQ
2nfm+3n

lin.».co£(m- ^7 *>)

oder

2nf,n +2” 2km» (m — n>
—------ im. w. coi. - • "*—------------------

a 4 PQ
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0 m

n

Es entspringt folglich aus dem Faktor ff 2fgxcof.2^=^ 
n 

t ggxx der einfache Bruch:
. , r 2k* ±_ * 2km* 52 (m—n>
±, f. sm.------------- -cos.--------------- ------------ J

n

odtzr
• ' . 2n fm-f-an
PO t pa =: ----—----sin.«.sin.(m4> 2£ *)

oder
u. 4-. 2nfmfiJ» 2km* 52 (m — n)w

PO f PQ = ~ -----fin. n . sin.- v v
gm

n

nf*n‘mgwl-isin.»(S-
z 2k» ±1 « ~

-2fgxcof. t ggxx)
n

_ 2km* _rf (m - sin. v
n

— n)* 2 k* +1 «
---- -(gx — fcof.----------)

,2k* ±. *
2tgxcos. T ggxx)

)

,, _ 2km *±1(01—1 )w
Xgxsin.--- ——-----------

n

oder
, 2k(m — n)*±l(m—n—i)»

ZLtsin.---------- —----------------------
n
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Exempel.
xm-1

Den Bruch  ------------ —--------------—•—~— in feint einfa'-
[20 2fngnxnC0f.N t g2nxan

chen Brüche aufzulösen.

nn

n

n

n

rc.
sv

Die gesuchten einfachen Brüche sind nach dem Vorher 
gehenden '

Bfsn-mgm-ifin<w(ff—2fgXC0f.^-~-* f ggxx)

2<"Vw
i,fan-mgm-ism<w(ff—afgxcof.------- f ggxx)

n

tr 4»— ,4m»-(m-v> 4m»-(m-n> ,—fsn.----- cs.--------------- ----- so.-----------------(gx - fei.------)
n n n n

nfxn-mgm-1 fm.w(fT—2fgxcof.— f ggxx) 
n

w 2t-w 2mx_ 2m*-(m-n)w. , 2»««
—fsn.----- es.-------------- - ---- so.------- --------(gx-fef.----- )

n n n n

, * „(m — n )«v . „ (m—n)w <w
f ffin. cof.-------:fin.------------(gx — fcof. -)

n n n n

n

nf2n-.mgin-ifin<w(fr— 2 fgxcos.^-—— t gg«) 
n

tlrn.4±cr.4-ÜlÄ± t fn.4mrt^ (gx . fcf.yl?) 
n n n n

nfan~mgm-ißn — afgxcos.—™ t ggxx)

t sn.2—tCm-.-.n>(gx. f Cs.”^
1 n n n n v
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so weit nemlich, bis man von diesen Brüchen n hat. 
Ist m größer als 2» — i, oder eine negative Zahl, so 
muß man im ersten Falle die Ganzen, und im andern 
noch überdies die Brüche hinzufügen , welche man nach 
der vorhin erklärten Methode leicht findet.

Inhalt
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