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Vorrede.

XX® die Erscheinung diese« zweyte« Theil« der Luies 

mschm Anleitung zur Differenzial-Rechnu,;g, welcher die 

erstey neun Capitel, des zweyten Theils des Originals ent

hält, nicht zu verspäten, habe ich mich genöthiget gesehen, 

den größten Theil der dazu bestimmten Zusätze dem folgen

den Theile vorzubehalten. Bey der Deutlichkeit und Aus

führlichkeit des Lulerischen Werks schadet indeß dieser Auf

schub dem Gebrauche desselben auf keine Weise, und ich 

habe ihn mir um so lieber gefallen lassen, da eS aller

dings vortheilhafter und bequemer ist, die eigentlichen Zu

sätze zu dem zweyten Theile erst am Ende des Ganzen fol- 

gcn tu lassen. Die hier mitgetheilten Anmerkungen, den 

X 2 elften



Vorrede»

ersten Theil betreffend, werden Anfängern m der Disse- 

renzial-Rechnung hoffekitlich nicht unangenehm seyn, da 

es in der Mathematik allemal mit vielem Vortheile ver

knüpft ist, wenn man den Weg kennt, auf welchem man 

ihre Lehren selbst zu erfinden im Stande gewesen seyn 

würde. » Die beyden darin erwähnten Zeichnungen befin

den sich mit auf der ersten von den dem folgenden Theile 

bestimmten Kupfertafeln. Ich heffe denselben entweder in 

oder doch bald nach der Ostcrmesse 1791 zu liefern. Ber

lin, den 8ten Sept. 1790.
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Vollständige Anleitung
zur

Differenzial-Rechnung.

Zweyter Theil,
welcher

den Gebrauch dieser Rechnung in der Analysis des 

Endlichen, so wie auch in der Lehre von den 

Reihen enthalt.

Erste Abtheilung.

EuIereDiff.Rechn.a.Th.i.Abth, A





Erstes Capitel.
Von der Umformung der Reihen.

meine Absicht gegenwärtig ist, den Gebrauch der Dif- 

ferenzial-Rechnung sowohl in der gesummten Analysis als 

in der Lehre von den Reihen zu zeigen: so muß ich noch eini
ges aus der gemeinen Algebra, welches man in den gewöhn
licher: Anleitungen dazu nicht antrifft, vorausschicken. Das 
meiste findet man zwar in der Einleitung in die Analysis des 
Unendlichen, einiges aber ist darin nicht berührt worden, 
theils mit Vorsatz, weil es besser schien, solches erst da zu 

untersuchen, wo eS gebraucht wird, theils weil nicht alles 
in der Folge nöthige, zum voraus übersetzen werden konnte. 

Hieher gehört die Umformung der Reihen, welche den In- 
halt des gegenwärtigen Capitels ausmachen soll, oder die 
Verwandlung der Reihen in unzählige andere, die insge

sammt dieselbe Summe haben, so daß sich, wenn man die Sum
me der gegebenen Reihe kennt, auch alle übrige summiren 

lassen. Nach der Vorausjchickung dieses Capitels wer
den wir die Lehre von den Reihen desto besser durch die 
Disserenzial- und Integral-Rechnung zu erweitern im 
Stande seyn.

A 2 §.2.



4 Zweyter Theil. Erstes Capitel.

§- 2.

Wir wollen aber vorzüglich solche Reihen betrachten, 
deren Glieder durch die successiven Potestäten einer unbe
stimmten Größe multiplicirt sind, indem diese sich am wei
testen erstrecken und einen großem Nutzen gewähren.

Es sey also die allgemeine Reihe

ax ch bxs ch cx3 ch dx4 ch ex5 ch 2C.

gegeben, deren Summe wir, sie mag nun bekannt oder 

Unbekannt seyn, durch S bezeichnen wollen, und es sey also

S k ax f bxa cx3 «p dx4 ch 6x5 »b rc. '

Setzt man nun x = —, wobey man durch den Gebrauch 
i t y

der unendlichen Reihen

x t= y — y2 f y 3 — y4 -f- y5— y<5 2t
x2 = y2—2/3 gy4— 4y< ch 5yff— 6/7 -f- 2c.
x3 = /3 — 3y4 f 6y5 — I0y<5 -j- l5y7 — 2lyS -J-JC.
X4 = y4 —4y5 -j. iOy6 — 20/7 f ZZ/8 — 5b/9 f 2C.

erhält: so findet man, wenn man diese Werthe substüuirt, 

und die Reihe nach den Potestaten von y ordnet,

S = ay — ay2 f a/3 — ay4 ch ayf :c.

f b — 2b f jb — 4b
ch c — 3c 6c

t d — 4d
t e *).

§- 3*

*) Man überlege' hier nur, wie die 3^1# Koefficienten in den 
für die Potestäten von x gefundenen Reihen nach und nach aus 
einander entstehen, so wird man diese ganze Summe aufs 
gründlichste sich vorzustellen im Stande legn.
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§- z-
Da wir x = — gesetzt haben, so ist y = —; und 

l ty i ~x’
braucht man diesen Werth, so wird die Reihe

3 = ax f bx2 f cx? f dx4 f ex$" f 2C.
in folgende verwandelt:

----- • t (b-a\TTx)T t <c-2b t »)^r i"1C-
In dieser Reihe ist der Coefficient des zweyten Gliedes, b—a, 
die erste Differenz von a aus der Reihe a, b, c, d, e, rc. wel

che wir oben (Th. r. §.4.) durch Aa bezeichnet haben; fer
ner der Coefficient des dritten Gliedes, c — 2b t a die 

zweyte Differenz A2a, der Coefficient des vierten Gliedes, 
die dritte Differenz Ara, u. s. f. *)  Gebraucht man daher

*) Man vergleiche Th. 1. §. 10.
**) In dem Folgenden wird di<se letzte Reihe g.braucht, um die 

Summe der vorhergehenden ju finden.

diese Differenzen von a, so wie man sie nach und nach aus 
der Reihe a, b, c, d, e, rc. erhalt, so wird die gegebene 
Reihe in folgende verwandelt: 

Aas
X?

(I—X) 3 A2af
x4

(1—x
-A3a*fic.

deren Summe bekannt ist, sobald man die Summe der ge

gebenen Reihe fennt. **)

§• 4.

Ist also die Reihe a, b, c, d, rc. so beschaffen, daß ihre 
Differenzen endlich beständig werden, und dies wird seyn, 
wenn das allgemeine Glied derselben eine ganze rationale 

Funktion ist (Th. 1. §.48.): so hat die Reihe ~-—a f

A z x2
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--------------- Aa t 2c. endlich verschwindende Glieder, und 
(I — X,.2
dann ist man im Stande ihre Summe durch einen endlichen 
Ausdruck auszudruckcn. Sind z. B. schon die ersten Diffe
renzen der Reche a, b, c, d, rc. beständig, so ist die Summe 
der Reihe

ax f bx2 cx3 f dx4 + ch 2C,

Sind hingegen die zweyten Differenzen jener Coefficienten- 
Reihe beständig, so ist die Summe der gegebenen Reihe =

Es lassen sich daher die Summen solcher Reihen aus den
Differenzen ihrer Coefficienten sehr leicht finden.

I. Die Summe der Reihe,

ix t 3x3 t 5x3 t 7X4 t 9x5*  t 2c*

ZU finden.
Es ist

die Reihe 1 x f gxr t 5x3 f ?x4 f f rr. 
die iften Differ. 2, 2, 2, 2; rc.

Da also die ersten Differenzen beständig sind, so ist die 
Summe der gegebenen Reihe, weil a = i, Z\a = 2 ist,

__ X x 2 X X __ X t XX 
"" “ T (I-X? ” (1 —x)2*

II. Die Summe der Reihe
I x f 4xx t 9x3 f 16 x4 f 25 x< f X. 1 

zu finden, deren
iste Differ. 3, 5, 7t 9*  :c-
2tc Differ. 2, 2, 2, :c. . find.

Da
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\

Da 2-ü l, Aa = 3, und A2a--- 2 ist, so ist die 

Summe der gegebenen Reihe =
X A 3 XX 2x3  X t XX .

1 —X 1 (l — x)^ * (I —x)3 — (I —X3)‘

III. Die Summe Der Reihe zu finden:
S =a 4X f iAx2 f 40x3 f g5s4 f 156x1*  f 259x6 f rc. 

iste Differ. 11# 25, 45, 71, 103, rc. 
2te Differ. 14, 20, 26, 32, rc. 

Zte Differ. 6, 6, 6, rc.

Da a = 4, Aa = 11# A2a = 14 und A3a = 6 

ist, so ist
q _ _4x nxx 14x1 , 6x4

I — x ? (1—x)2 (I—x)3 * (I —x)4f

oder
b  4X — XX f 4X 3 — x4  x(l f xx) (4 — x)

(.1 — x)4 " (I —x)4

§• 5.
Obgleich auf diese Art die Summen von jenen Reihen 

nur, in so fern dieselben aus einer unendlichen Menge von Glie
dern bestehen, gefunden werden, so läßt sich doch auch die 

Summation eben dieser Reihen bis auf eine gewisse An
zahl von Gliedern aus eben derselben Quelle ableiten. Ist 
nemlich die Reihe

S = ax f bx^ -p cx3 «p dx4 f . . . . oxn 
gegeben# so suche man ihre Summe, als wenn sie ohne Ende 
fortliefe, und diese ist t

X 3

(l-x)r
A2a f rc.

Nun betrachte man die Glieder, die auf das letzte oxn fol

gen, nemlich

A4 px»sr
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pxn + i qxnt2 •}*  rxnt 3 sxni 4 rc.
Wenn man diese Reihe du^ch xn drvrdwt, so 'aßt sich ihre 
Summe nach den vorhergehenden Regeln finden, und dann 
giebt diese Summe, wieder mit x» mulriplicirt, die gesuchte 
Summe =

xn + sXn + 1 , Xn + 2 Xn f 3 A
------- P t z--------- —Ap t---------- —A2p t rc.

Zieht man also diese Summe von der Summe der ersten 
ohne Ende fortlaufenden Reihe ab, so findet man in der 
Differenz die Summe des gegebenen Stücks, oder

8 es —^—(a — x»p) f -—-—— (Aa — x11 Ap) f 
1 —x (I — X)2.

_A!_(A2a — x«A2p) t rc.

I. Die Summe der Reihe zu finden:

8 — ix t 2x1 * zx3 f 4x4 f..................f nx”,

Man suche die Differenzen der Coefficienten sowohl dieser 
als der auf nx“ folgenden Glieder

I, 2, 7, 4/ rc. I nti, n-i-2, nfj, rc.
i, 11 i, rc. I i, i, rc.

Da man auf diese Art a = i, Aa — i, p = n f i, Ap —r 
findet, so ist die gesuchte Summe

8 = -3—(i — (n t l)x") f -—— (i — X«), oder 
1 — x U — x)~

x — (n t i) x‘Hi f nx"^2
8 =-------- -—-— -------------------------.

U — x)3

II. Die Summe folgender endlichen Reihe zu finden:

8 = ix t 4x2 yx3 ]6x4 f............. ■ t n2xn.
Man suche zuvörderst die Differenzen auf folgende Art:

r.



Von der Umformung der Reihen. 9

(nf2)2, (nf 3)2 t 2C. 

t 3, 2n t 5,

2,

i, 4, 9/ 16/ rc.

3/ 7, 9/
2, 2,

(N 1-1)2,
2 n

X»

(l—XJ3

Hat man diese gefunden, so ist

S = —X—(I—’(ntl)2x») t
L — x

x 3
—-------- r (2 — 2 x») oder
(l — X 3

xl-xx—(nti)2Xn+i t(2nnf on — s)xn1-r —nnx«1 3 
S —....................... ......... . ..........................................................

(1 -*> 3

§- 6.

Wenn aber die gegebene Reihe nicht solche Coefficien- 
ten hat, die endlich auf beständige Differenzen führen, so 

Leistet diese Verwandlung bey der Bestimmung der Summe 
keinen Vortheil. Auch kann man dabey die Summe durch 
keine bequemere Näherung erhalten, als solches durch die 
Addition der gegebenen Reihe selbst geschiehet. Denn wenn 
in der Reihe ax t bx3 t cx3 t dx4 t tc. x< i ist, und in 
diesem Falle findet die Summation im eigentlichen Verstände 

allem statt, so ist —— > x, und es convergirt daher die
I — X

gefundene Reihe weniger als die gegebene. Ist aber x dar
in = i, so werden alle Glieder der neuen Reihe unendlich 
groß, und in diesem Falle ist diese Verwandlung von gar 

keinem Nutzen.

§. 7*

Wir wenden uns zur Betrachtung solcher Reihen» m 

welchen die Zeichen f und — mit einander abwechseln, der
gleichen man aus den vorhergehenden erhält, wenn man 
x negativ nimmt. Es sey daher

A 5 S=.



10

■') ' z *

Zweyter Theil. Erstes Capitel.

S ™ ax — bx2 f cx3 — dx4. -j*  ex? — X. 
von welcher Reihe man die entgegengesetzte bekommt, wenn 
man in der vorhin betrachteten x negativ seyn läßt. Sucht 
man hier wieder, wie vorhin, die Differenzen Z\a,ZX3a,&3a 
aus der Reihe a, b, c, d, e, rc., so daß man die Zeichen 
bloß auf die Potestäten von x bezicht: so wird die Reihe

Man sieht hieraus, daß sich diese Reihen in ehen den Fällen 
fummiren lassen, in welchen solches bey den vorhergehenden

möglich war, wenn nemlich die Reihe a, b, c, 6, rc. endlich 
zu beständigen Differenzen führt.

§. 8.

In diesem Falle ist aber die gedachte Verwandlung sehr 
nützlich, um den Werth der gegebenen Reihe durch die Nä

herung zu finden. Denn wie gro- auch x in der Reihe 
ax — bx*  f cx3 —. dx4 ex5 — rc.

seyn mag/ so ist doch der Bruch , nach dessen Potestä

ren die daraus gemachte Reihe fortschreitet, kleiner als die 

Einheit. Ist z. B. x ---1, so ist = f, und iftxc r,

i. S5. x = -f so wird —~ , und es convergirt
9 o I t x n t i
daher die durch die Verwandlung gefundene Reihe immer 
stärker als die gegebene. Um insbesondere den Fall zu be

trachten, wenn x= i ist, so sey
S =s ä — b f c — d j*  e — f f K.

Bezeichnet man hier die ersten, zweyten und folgenden Diffe
renzen, welche die Reihe a, b, c, d, e, rc. giebt, durch ZXa, 

Z^3a, rc. so wind

8 =3
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S*=  4a — ’}Aa t f‘A3a — i?A*a  f K. 
und dadurch erhalt man die Summe, wenn sich dieselbe nicht 
genau darstellen laßt, Lurch eine hinlänglich bequeme Nä

herung.

§. y.

Den Gebrauch dieser letzten Verwandlung, wobey wie 

x:= i gesetzt haben, wollen wir an einigen Beyspielen zei
gen, und zwar zuvörderst an solchen, wo die wahre Summe 

endlich ausgedruckt werden kann. Dergleichen geben die 
divergirenden Reihen, bey welchen die Zahlen a, b, c, 8, e, rc. 

endlich zu beständigen Differenzen führen; da aber die Sum
men derselben, in der gewöhnlichen Bedeutung dieses Wor
tes nicht dargestellr werden können, so nehmen wir diese Be
nennung hier in der ihr oben (Th. i. Cap.g. H. in.) beyge
legten Bedeutung, so daß darunter nichts anders verstanden 
wird, als der Werth des endlichen Ausdrucks, aus dessen 
Entwickelung die gegebene Reihe entspringt.

I. Es sey ßlfo die Eeibnitzisch e Reihe gegeben: 

s => i — i t i — i t i — i t i — i t :c.

Da hier alle Glieder einander gleich sind, so werden alle 
Differenzen = o; und ba a i ist, so ist S = £.

II. Es sey die Reihe gegeben:

S = i — 2 f 3 — 4 f 5 — 6 ch rc.
isteDiffer. = i, i, i, i, 1, rc. 
Da a — i, und Aa=i ist, so wird S = |

III*  Es sey Die Reihe gegeben :

Zch5—7chy — rc. 
ifte Differ. = 2, 2, 2, 2, rc.

* =21 und Aa =2 ist, so wird S c= 2 | =2 o.

IV. Es

\
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IV. Es sey Sie Reihe der Trigonal-Fahlen gegeben: 

S = i — 3 t 6 — io f 15 — 21 f 2C.
iste Differ. = 2, z, 4, 5/ 6, rc. 
2te Drffer. = r, 1, i, 1, re.

S)sl a = 1, Aa — 2 und AI. 2a = 1 ist, so wird

I. Es sey die geometrische Reihe gegeben:
S = [ — 2 f 4 — 8 t 16 — 32 f 2(.

iste

C   I  2 4. T Tö — 2 4 T 8"   K*

V, Es sey die Reihe der (Quadrat-Fahlen gegeben: 
8 — 1 — 4 + 9 — 16 t 25 — 36 f 2C.

, iste Differ. = 3, 5, 7, 9, 11, rc. 

2te Drffer. --- 2, 2, 2, 2, 2i:.

Daa — i / Aa — 3 und A2a = 2 ist, so wird

VI. Es sey die Reihe der Biquadrat-Fahlen gegeben: 
S = r!— 16 + 8l — 256 t 625 — 1296 t rc.

isteDiffer. ==. 15, 65, 175, 369, 671, rc.
2te Differ. = 50, 110, 194, 302, rc. 
zre Differ. = 60, 84, 108, rc.
4te Differ. = 24, 24, rc.

Es ist also
----   T  IJ 1 <0  60 4. 24 —.— 2 — 4. T 8 — R T n — °‘

§. 10.

Wenn dieReihen starker divergiren, wie z.B. die geome
trischen und andere ihnen ähnliche, st> kann man dieselben auf 

diese Art sogleich in mehr convergirende Reihen verwandeln, 
und wenn diese neuen Reihen noch nicht stark genug conver- 
«iren, so kann man daraus durch Wiederholung der Ver
wandlung noch stärker convergirende Reihen finden.
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isteDisser.' c= i, 2, 4, 8, 16, rc.
2te Dlffer. = 1, 2, 4, 8, rc. 
Zte Differ. = b 2, 4, rc.

Da das erste Glied aller dieser Differenzen --- 1 ist, so ist 
die Summe der gegebenen Neihe

§ e | — s f f — i’s f h — A f rc.

wovon die Summe = | ist, Denn es entspringt diese letzte 

Reihe aus der Entwickelung des Bruchs ——, da hingegen
2 *t  1

gegebene aus dem Bruche —— entsteht.

geometrische Progression mit doppelten

KL Es sey die wiederkehrende Reihe gegeben:

3 = i — 2 t 5 — 12 f 29 

isteDisser. a
2le Differ. =
gte Differ. =

4te Differ. =□

5te Differ. =
6te Differ. =

Es forMiren also die hier nach und nach gefundenen Diffe
renzen folgende

Gliedern:

70 t 169 — rc. 

b 3, 7t 17, 4b 99, rc.
2, 4, 10, 24, 58, rc.

2, 6, 14, 34, rc.
4, 8, 2o, rc.

4, 12, rc.

8, rc»

b b 2, 2, 4, 4, 8, 8, 16, 16, rc.
und es ist daher

S = 5 4 t 8' ---  K f A --- As T2S" — rc.

oder, weil sich außer dem ersten Gliede jede zwey folgende
Glieder aufheben, S = |. Es entspringt aber die gegebene

Reihe aus der,Entwickelung des Bruchs =: t, roie 

wie 
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wir bey der Erklärung der Natur der wiederkehrenden Rei

hen gezeigt haben. *)

*) Von den wicderkehrenden Reihen handelt Euler in der Ein, 

Zeitung in die Ana'ysiö des Unendlichen im yten uno 1 gtea 
Capitel des isten Theils. Von der hier gegebenen wiederkeh, 
rcnden Reihe findet man nach einer kurzen Nederlcgung, daß 
die Beziehungs - Scale — 2, t 1, ist, und hat man diese 
entdeckt, so ist auch der Bruch bekannt, aus dessen Entwicke
lung die Reihe entspringt.

III. Es sey die hypergeanrerrische Reihe gegeben:
S = I — 2 f 6 — 24 f 120 — 720 f 5040 — K. 

deren Differenzen am leichtesten auf folgende Art aufgesucht 
werden können.

i sie Diff

1 1

2 4
6 18

24 96
420 600
720 4320

5040 35280
40320 322560

362880 3265920
36288OO

ate Diff. | Zte Diff.

3 11

14 64
78 426

504 3216 
D rc.

3720 27240
30960 256320

287280 2656080
2943360

Setzt man Liese Differenzen weiter fort, so findet man

3 11 , 53 __ 3^9 .
8 16 1 32 64 r

2119 16687

I28 256
1468457 , 16019531----- -------1»------ --------

1024 2048
1908094?T

4096
sie.

Zieht man die beyden ersten Glieder zusammen, so wird 
S = | t A, wenn

A =
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ist Sucht man nun von neuem auf eben bie Art die Diffe
renzen, so wird

342207 j. 3565323 40866525 .
“TFT f -573 ^T" t -c-

Vereiniget man abermals die beyden ersten Glieder, weil sie 
convergiren, so wird

A = ~ t ß/ wenn B — —------ 5P- + 2c. ist.

Nimmt man aber auch von dieser Reihe die Differeyzen, 

so wird 

&I2 218 1 22I 224

Zieht man hier die vier ersten Glieder in eine Summe zu-

aus schließt man endlich auf die Summe der gegebenen 

Reihe, welche auf diese Art S = o, 40082038 wrrd. Da 
indeß die Reibe so außerordentlich divergirt, so kann man 
davon kaum 3 oder 4Zrfern als genau ansehen ; aber ausge
macht ist, daß diese Summe zu klein ist. Ich habe nemlich 
auf andern Wegen dieselbe = o, 4036524077 hcrausge- 
bracht, und hier ist selbst die letzte Zifer noch richtig.
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§■ n.

Vorzüglich groß ist aber der Nutzen dieser Verwand
lung, wenn Rei!>en, die langsam convergiren, in schneller 
convergicende verwandelt werden sollen. Da indeß in diesem 
Falle die folgenden Glieder kleiner sind als die vorhergehen

den, so werden die ersten Differenzen negativ, daher man 
denn bey den folgenden auf die Zeichen sorgfältig Rücksicht 

zu nehmen hat.

rsteDiff. — — s; —
2-Z

t

II. Es

* 5
2-34-5

x • i ( s J

T
5^6

2

Zte Diff. =

4te Diff. =

Hiernach ist also

und VON beyden Reihen ist bereits in der Einleitung gezeigt 
worden, daß sie den hyperbolischen Logarithmen von 2 

geben. *)

I. Es sey die Reihe gegeben:
S = i - 4 t t — $ t T — I 

1 I

2 e 2
2.3.4’ 3•4-;

2.Z .

*) Daß 12 — i — - ck z — ck 7 — ckrc. ist, läßt sich

aud l(i t x) = x — — t -------— ck re. (Link. Th. 1.
23 4

1 1 1
§. 123.) herleiten; daß aber 12 = 51 — 1;— 1-—-7,
J 2-4 3-o 4 • 10
t rc. erinnere ich mich, wenigstens jetzt Nicht, in der Einlei, 
tung gelesen zu Haben.
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2.4

3-5-Z-9

3-2

Hieraus folgt also

s = i t t

ifKSitf. = —
1-3

2 S =*=  I f -l f ~
3 5

Von der Umformung der Reihen.

II. Es sey die Reihe für Den Zirkel (Eml. Th. i. §. 140.) 

gegeben.
r   1 4 1   ,1 4 X   t A w1 ? T t — 7 T §■ LL t

2 2 2 2 2
' "5’ ~~57’ ~~7^’ 9jüi’ *C*

_2_-4 . 2 - 4 . _2_-±.
" 1’3-5 ’ 3-57 ’ 57.9’

2.4 6 , 2.4.6

1.3.5.7’

- -------; re.
79.11

1.2 1.2.3 ,
3-5.2 3.5.7.2 * 2t

oder

, 1.2.3 1.2.3.4 .
f rr?f 3~z~jf *

III. Den Werth der unendlichen Reihe zu finden:

S = 12 —13 f 14 - 15 f 16 — 17 f 18 —I9 f zc> 

Da die Differenzen im Anfänge gar zu ungleich sind, so ver

einige man die ersten Glieder bis zu lio aus den Tafeln, 
wodurch man 0,3911005 findet, und also

S = —0,3911005 flio—In fl(2 —113 f 114—115 f:ce, 

bekommt. Nun nehme man diese Logarithmen aus den Ta
feln, und suche ihre Differenzen auf folgende Art:

r.Diff. 2. Diff. z.Diff. 4-Diff. z.Diff,
110 = 1,0000000
111 — 1,0413927
112 = 1,0791812 

----- 1,1139434
^4 ----- 1,1461280
115 -------- 1,1760913

t
413927
377885
347622
321846
299633

Eulers DG Rechn. 2. Th. l. Abrh.

36042
30263
25776
22213

f

368

Hier-
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§. 12.

So wie wir diese Verwandlungen dadurch zu Stande 

gebracht haben, daß wir in der gegebenen Reihe für x den 

Bruch —L— setzten: so giebt es noch unzählige andere Ver-
I ±_y

Wandlungen, wenn anstatt x andere Funktionen von y ge
setzt werden. Es sey abermals die Reihe:

S = ax f bx2 -f« cx5 f dx4 -j- 6X5 -j*  fx5 rc. 

gegeben. Setzt man darin x = y(i — y), so erhalt man 

dafür

S ö ay — ayy
-j- byy — 2by3 -f- by4 

cy3 — 3cy4 -s- ^cy5 — cyff 
dy4—4dy5 f 6dy<?

t ey< —5ey<j:C‘ 

t fy<?
Laßt sich nun eine von dies n Reihen summiren, so laßt sich 

auch die Summe der andern finden. Ist z. V.
X

S =□ x f xa x3 f x4 «j« x5 x<5 f 2C, = ——

so wird
S ~ y — y 3 — y4 «J« y6 "j*  y 7 .— yP — y1 ® 's 2f*

y — yy
und die Summe dieser Reihe ist = - ---------------- .

t — y r yy

, , , , , , 1,0000000 4T3927lio — In f 112 — I13 f rc. = ------------------------------- -—
2 4

36042 5779 1292 268 , z
~--------~ — 7- = 0,4891606

8 16 32 64
und es ist daher die Summe der gegebenen Reihe

S = 12 — 13 f 14 — I5 f rc. = 0,0980601 = 11,253315.
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z

. 2«

210

g == 132 =

Ct= 2

4.6.8•io.12

1.3.5.7.9.II
2" rc.

d = 5

§- 13.

Beicht die andere Reihe irgendwo ab, so läßt sich die 
Summe der ersten Reihe absolut ausdruckcn. Angenommen 
daß a1 sey, und daß in der gefundenen Reihe alle Glie
der nach dem ersten verschwinden, so daß 3 = y werde; so 
wird, tocil x = y — yy ist, Die Summe der ersten Reihe 

— 2 — v"(t —x)«

Da aber a = i ist, so wird

__ i
4 * '

1. 3

4.6

 1 • 3 • 5

4.6.8.10.12.14 "

unb hierdurch verwandelt sich die erste Reihe in folgende;

S ■“ 2 — V"(| — x) = X t X2. t 2x3 t 5x4 f 14x5 f

42 xG t 132x7 f 2C.
Eben diese Reihe findet man auch, wenn man die Wurzel- 
Größe — x) in eine Reihe auflöset, und diese von f 

abzieht.

x • 2«
4.6.8

r.3-5-7
4.6.8.10

' 3-S•7•9

§- 14. ' '

dieser Verwandlung einen desto größer» Umfang zu 
geben, so feg x c= y(i t ny)y, wodurch die gegebene Reihe 

S ax f bxs f cx3 f dx4 f ex^ f rc.

B 2 in
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in folgende verwandelt wird: s = ay f —naya

t dy4

t

l-’ndyf
I

eyf

rc.
Wenn also die Summe von jener Reihe bekannt ist- so kennt 
man auch die Summe von dieser, und umgekehrt. Da aber 
n und » nach Belieben angenommen werden können, so las
sen sich aus dieser einzigen Reihe unzählige andere summir- 

bare Reihen finden.

§. 15-

Es können die Verwandlungen aber auch auf eine solche 

Art unternommen werden, daß die Summe der gefundenen 
Reihe irrational wird. Es sey die Reihe gegeben:

S = ax t bx$ f ex5 f dx? f ex9 f fx” f rc.

wo folglich

Sx = ax^ t bx4 -j» cx^ ’s dxS ex1 ö f fxlA f rc.

wird. Setzt man daher

x s= ~so wird xx g 
<(1 —nyy)' I — hyy'

und die gegebene Reihe wird in folgende verwandelt: 
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sy

V(l — nyy) 
ay5 t nay4 f n2ay<*

t by4 f 2 n by^
f cy6

Wenn also die Summe S aus der ersten Reihe bekannt ist- 

so kennt man zugleich die Summe der folgenden Reihe:

______s __
<(I — nyy)

ay t (na t b)y3 f (n’a 12nbf c)yf f (nsa 13nzb f Znc f d)y 7 

t 2C.

§. 16.
Wenn man n = — i nimmt, so werden die Coefficiew 

ten dieser Reihe die Differenzen von a, aus der Reihe a, b, 
c, d, rc.; wenn aber die Zeichen in der gegebenen Reihe ab
wechseln, so werden die Koefficienten diese Differenzen, wenn 

man n = i setzt. Bedeuten also Z\a, Z\2a, A4a, rc. 

die Differenzen von a aus der Zahlen-Reihe a, b, c, d, e, rc. 

und ist
S = ax f bx3 f ex5 dx7 f ex9 f rc.

so wird, wenn man x = -—- nimmt,
v (r t yy)

S
-77— ----- -== ay t Aa.y3 f ZX-a.yS" f A3a.y7 f rc.
<(1 t yy)

Ist hingegen
S = ax — bx3 cx<*  — 6x7 4 8X9 — rc.

so wird, wenn man x = y------- setzt,
v (1 — yy)

=ay —Aa.y3 tA2a.y? ~A3a.y7f k.

'Wenn 

f n 3 ay 8 t n4aylo rc.
t 3n2by8 t 4n 3 by10 t rc.
t 3 n cyS t 6n-cy10 t rc.
•f dy 8 t 4 n d y 1 0 t rc.

f eyio t rc.

B 3
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V(i t yy)

i8./

Wenn also die Reihe a, b, c, d, e, je. endlich ouf beständige 
Differenzen führt, so kann jede dieser Reihen absolut sums 

mirt werden; indeß stießt diese Summation auch aus chem 
Obigen.

2.4.6

2.4 „ 2.4.6
—yf------------
3-5 3-5-7

§- i?«

Wenn die Koefficienten a, b, c, d, e, rc. diese Reihe:

1, |, rc. bilden, so ist, wie wir vorhin (§.ii.) ge

sehen haben, a =3 1, Aa = — f; A2a = —
3 - 5

A3a = —2c. Hieraus ergiebt sich die Sum-
3-5-7 

mation folgender beyden Reihen

S = A, tang, ——-—— = Afin.y==Acof. V*(i~  
v (I —yy)

Folglich hat man hier folgende Summation:
A fm. y" . ,2.4 2.4.6

„-----------1— — y + =y3 + — f--------- y7 + rc.-yy) yT 57 1 3-5/ 3-3-7 '
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§• i8.

Es können auch für * transcendente Funktionen von y 
gesetzt, und dadurch andere schwerer zu findende Summatio- 
nen hergeleitet werden. Damit aber die neuen Reihen nicht 
gar zu zusammengesetzt werden, so muß man solche Funktio
nen wählen, deren Potcstäten leicht dargestellt werden kön
nen, dergleichen die Exponential- Größen ev sind. Ist also 

die Reihe
S = ax f dx2 f Cx3 f dx4 f exf f fx<? f rc. 

gegeben, und setzt man x — e»yy, so daß e die Zahl bedeute, 
deren hyperbolischer Logarithme = i ist, so wird

X2 = eaBYy2 ♦ x3 = e3nyy3 ; u. s. w.
Da nun, wie bekannt, (Eint, Th. I. §. I2Z.) überhaupt 

er- = i t z t — t z3 t z4 4. :c 
1,2 I.2.3 1.2.3.4

ist, so wird die gegebene Reihe in folgende verwandelt:

S = ay t Inay*  f £naay3 f |n3ay4 f _^n4ayf f
t bya t f nby3 t an2by4 t |n3byy flC.

t cy3 f | ncy4 t | n^cyrfK.

t dy4 t f ndyf tic. 

t eyf t2C»

I. Es sey die geometrische Reihe

S = X f X2 f xl t x4 xS- t 2C.

gegeben, too S = —— ist. Setzt man n =5—1, so daß
I ---  X

. e~Vy
x = e-Yy, UNd S =--------—

I — e-Yy 
man die Summe

;7~ wird: so findet

= y - |y3 — fy4 f f My--rc. 

allein das Gesetz derselben laßt sich nicht erkennen.

B 4 11. Wenn
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IL Wenn in der vorhin gefundenen zweyten Reihe alle 
Glieder außer dem ersten = o. sind, so ist b = — na; 

c = jnsa; dx: — |n3a; e = Vs5 n4a; f — — ^n^a.; 
k. Da also s = a y, und x = e”y ist, so wird

y =; x — nx*  t jn*x  r — |n 3x4 f I524sn4Xf —

rc.
Da indeß bey diesen Reihen das Gesetz der Fortschreitung 
nicht in die Augen fällt, so haben die Summativnen, die 
aus dieser Substitution abgeleitet werden, keinen sonderli
chen Nutzen. Vorzüglich aber verdienen die Verwandlungen 

bemerkt zu werden, die auf her Substitution x =

beruhen, indem diese nickt bloß sehr merkwürdige Summa- 
tionen, sondern auch sehr gute Wege an die Hand geben, 
die Summen der Reihen durch die Näherung zu finden. 

, Nachdem wir dieses, ohne dabey tfic Differenzial- Rech

nung zu gebrauchen, vorausgeschickt haben; so wollen wie 
uns nun zur Erklärung des Gebrauchs dieser Rechnung in. 

der Lehre von den Reihen wenden.



Zweytes Capitel.
Von der Erfindung summirbarev -Reihen,

§. iy.
Ä^enn man die Summe einer Reihe kennt, deren Glie

der eine unbestimmte Größe x enthalten, in welchem Falke 
die gedachte Summe nothwendig eine Funktion von x 
ist: so kann man diese Summe auch für jeden Werth von x. 

angeben. Wenn man daher x t dx für x setzt, so ist die 
Summe der daraus entspringenden Reihe gleich der Summe 
der ersten Reihe nebst ihrem DifferenziaK/ und folglich das 

Differenzial der Summe auch gleich dem Differenziale der 

Reihe. Da aber auf diese Act sowohl die Summe als die 
Glieder der Reihe insgesammt durch dx multiplicier sind, 
so findet man, wenn man allenthalben durch dx dividier, 
eine neue Reihe, deren Summe bekannt ist. Eben so ent
steht, wenn man diese Reihe mit ihrer Summe von neuem 
differenziirt, und darauf abermals allenthalben durch dx di
vidier- wieder eine neue Reihe mit ihrer Summe; und auf 

diese Weise kann man aus einer summieren Reihe, welche 
die unbestimmte Größe x enthalt, durch eine fortgesetzte Dif- 
fcrcnziation unzählige neue summirbare Reihen erhalten,

P L, i so»
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§. 20,

Damit dies deutlicher werde, sey folgende unbe
stimmte geometrische Reihe gegeben, deren Summe be
kannt ist:

i
-------- = I f X f f x3 x4 xf f X<^ f K.

Differenziirt man hier, so findet man
dx

——— = dx f 2xdx f gx^dx t 4x3dx f 5x4dxfK. 

rmd dividirt man nunmehr durch dx, so wird

-——— = i f 2x f Zxr -j. 4x3 j. 5x4 -j- 6x5 f rc.
O XJ

Differenziirt man nun abermals, und dividirt darauf wie- 
yec durch dx, so wird

2
=3 2 f 2.3X t 3‘4X1 t 4-5x3 t 5 • 6x4 f k.

oder

77-7-3 = 1 t 3X t 6x2 f iox3 f. 15x4 f rc. 
(i—x/

Wo die (Koefficienten die Trigonal-Zahlen sind. Differen
ziirt man nochmals, und dividirt darauf durch zäx, ss 
findet man

f 4X f Iox» f 20x3 f 35x4 2C.

wo die (Koefficienten die ersten Pyramidal r Zahlen sind. 
Fährt man auf diesem Wege weiter fort, so findet man über

haupt die Reihen, die aus der Entwickelung des Bruchs

entspringen.

§. 21.
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§. 21.
Es erhält aber diese Erfindung der Reihen einen viel 

großem Umfang/ wenn man jedesmal vor der Differenzia- 
tion sowohl die Reihe als die Summe durch irgend eine Po
testat oder Funktion von x multiplicier. So multiplicire 

man, da

__ 1— = 1 f x f x» f xl f x4 f x? f x^- f 2C. 
1 — x

ist, allenthalben durch xm, wodurch

—— = xm xm + 1 f xm + 2 -p Xm + 3, xm 14 -p

Wird. Differenziirt man nunmehr und dividirt darauf durch 

dx, so wird
mxn.- X - (m -, _ mxm_ t a t

(I — Xy2
f fm 13)xm + Ä t re.

und dividirt man dieses durch x-n-r, so erhalt man 
m—(m—t)x m x
—7---------- — —-------t ;----- —— =mf (mfi)x + (mt2)x*

([  X)2. 1—X (I —X)2- j '

t rc.
Nun multiplicire man, ehe man wieder differenziirt, durch 

xn, so daß 
mxn xn+I
1—X^(l — X)2 irix11 f (mti)xn-H f (mt2jxn^2. «p 2c.

werde. Dann differenziire man und dividire durch dx, so kommt
mnxH-1

t
(mtntr)x11
(T=7)^f

2Xn+I
•---------- -=mnx
(I—X)3

n-l fCmtCCnt^x^

■f (m t 2)(n 12) xn*1 f 'rc.
Dividirt man nun durch x^-r so wird

_mn (mfntl)x t 2xx
“(l—x)i~ * (1—x)3 = mn f (m t l)(p. t l)*

t (ni 12) 12)xS f rc.
«Hf 
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Auf diese Art kann man nach Gefallen weiter fortgehen. 
Man findet aber allemal die Reihen, die aus der Entwicke
lung der Brüche, welche die Summe darftellen, entspringen.

; §- 22.

Da von der zu Anfänge angenommenen geometrischen 
Reihe jede bestimmte Anzahl von Gliedern summirt werden 

kann, so lassen sich auf diese Art auch aus einer bestimmten 
Anzahl von Gliedern bestehende Reihen summiren. So 
wird, da

I---xn+1
—-------- — =3X f X3 f x3 x4 1 t . . ♦ • « f X“

ist, wenn man differenziirt und darauf durch dx dividirt,
x (nf i')x11tnxn+1:

7"——7:--------- 7---------—----- = I f 2x + 2x3 f. tnxn*1.(l—x)2 (l—X)2 . 1 3 1
Hieraus lassen sich die Summen der Poteftäten der natürli
chen Zahlen bis zu jedem Gliede finden. Man multiplicire 
vemlich diese Reihe durch x, so dqß

x — ('n + i)x2,4.T fnx11^ , , ,
------ -—- -------- -------------- ==x t2x»t3x3 T.........fnx" 

(l~x)i
werde. Differenziirtman nun, und dividirt durch dx, so wird 

Itx — (n f i)^xnf(2nnf 2n — i)x«4-1 — nnx»42
U — x)3 1

t 4X t 9xi + 16x3 f . . . . f n2xv-i 
und dieses, mit x multiplicirt, giebt, -

xfx» — (n 1tCsnn t2n — l)x"i-2 —nnxn-t3
-------------------------------------------- —------------- ------- - — 3E- 

(I-X)3
' x f 4xs 9x3 -f*  i6x4 .......... «p n2X”.

Differenziirt man abermals und dividirt durch dx, so er
hält man durch eine darauf angenommene Multiplication 

durch x die Reihe

X f ^x3- f 27x3 *.....  n3x°

dere-3
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deren Summe folglich gefunden werden kann. Aus dieser 
Reihe findet man aber auf eine ähnliche Art die Summe der 
Biquadrate und der höhern Potestäten.

§- 2z.

Diese Methode läßt sich auf alle eine unbestimmte Größe 
enthaltenden Reihen anwenden, deren Summen bekannt 
sind. Da nun diese Eigenschaft außer den geometrischen 
Reihen auch allen wiederkehrenden Reihen zukommt, und 
dieselben nicht bloß, wenn sie ohne Ende fortiaufen, sondern 

auch bis zu jedem bestimmten Gliede summirt werden köns 

nen: so lassen sich aus ihnen nach dieser Methode unzählige 
andere summirbare Reihen finden. Da es uns viel zu weit 
führen würde, wenn wir dieses ausführlich zeigen wollten, 
so wollen wir nur einen einzigen Fall erwägen. Ist nemlich 

die Reihe
X

= Xfx2 12x3 f 3x4 s 5x5- f gxfrf "I3x? fiC«. 

gegeben, so findet man durch die Differenziation und die Di

vision durch dx

Itxx
7----------------- = 1 t2xf 6x2 f 12x3 f S5x4f48xS’ f QIX6^

X—xx)2

t :ci
Cs ist aber dabey leicht einzusehen, daß alle auf diese Art 
entstehende Reihen ebenfalls wicderkehrende Reihen seyn 
werden, so daß man die Summe derselben selbst durch dit 
Betrachtung ihrer Natur zu finden im Stande ist,

§. 24,

Ueberhaupt also kann man, wenn die Summe irgend 
einer unter dieser Form

ax t bx» t OK3 t dx*  t exf fr rc»
bcgrift 
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begriffenen Reihe, welche wir ==s setzen wollen, bekannt 

ist, auch allemal die Summe eben dieser Reihe finden, nach
dem die einzeln Glieder derselben durch die Glieder einer 
arithmetischen Progression multiplicier worden sind. Denn 
es sey die Reihe

S = ax f bx*  t cx3 f dx*  f ex5 f rc. 
gegeben. Mulriplicirt man dieselbe durch xm, so findet man 

daraus
8x>n c= axwsr bxmfs t cxm+3 t jxm+4 t rc. 

und differenziirt man dieses und dividirt darauf durch dx, 

so wird
dS

mSxm- i f xin —=(mti)axmf(mt2)bxm+if(mt3)cxni+3! 
dx

t rc.
so wie hieraus durch die Division durch x®-1

mS f ™= (mtl)ax f (mfs^bx*  °j- (mf3)€X3 f

Wird also die Summe folgender Reihe verlangt:
«jaxf («tß)bx4 -j. («tf2/3)c.x3 f (»tg/3ldx4 rc. 

so mulriplicire man die vorhergehende Reihe durch ß, und 
ä — 3

setze so daß m — werde. Alsdann ist die

Summe dieser Reihe

5= («--3)8 f
/3xdS
"dx ’

25.

Es kann auch die Summe der gegebenen Reihe gefun
den werden, wenn die einzelnen Glieder durch die Glieder 
einer Reihe der zweyten Ordnung, deren zweyte Differenzen 
also beständig sind, mulnplicirt werben. Denn da wir 

bereits
mS
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2k=yk

tz. 26.

2teDiff.iste Differ.

kmfknf3kc=|3 

kmfknf5k = /3'fy

0 „ _ , (mfntj)xndS xn^ddS .
mnSxn~ r -j--------- -----------f—- ------  — (mf i)(nf i)ax*

dx dx2

•fr (m t 2)(n 12) b xn^1 t 2C.
Dividirt man diese Gleichung durch xn_I, und multiplicirt 
darauf durch k, so wird

. (mtntijkxdS kxaddS >

dx dx*
(rn f 2)(n f 2)kbxs f (m f g)(n + z)cx 3 rc.

Nun vergleiche man diese Reihe mit der vorhergehenden, 

so wird :

ixd8
mS f --- = (rn-j- i)ax t (m^2)bxi f (mf g)cx3 f jf. 

dx
gefunden haben, so erhält man hieraus, wenn man mit x« 

multiplicirt,
xntx dS ,, .

mSxn f--------(mf’i)axiaii'f*(m*f-2)bx n-f-2-|.(m-|.g)Cxni3
dx

f rc.
so wie hieraus, wenn man differenziirt und durch dx 6b 

vidirt.

kmnf kmf knf k = *
kmnf 2kmf 2knf4k — «f/3 
kmnfgkmfgknfgk = «f 2/3f y

2ß
Hieraus fiießt k = h; m f n =--------3; und

y
s*  2« 26 2(06—,3 f y)

mn =   m — n — 1"------------72 =------ ———°
k y y y

und es ist demnach die gesuchte Summe

, , . o . (3 — y)xdS yx^ddSc—*tr)St —JJ—t-jj—.



f 3'75x3 f 676x4 | 2C.

£dx3 43'ex4 2c,

«6X4 2C.

Nach-

Z= cca "f *bx  's*  «CXa f »dx 3 's *6x4^20.  

= f |6bx f 2Zcx2 g^dx'3 f 4^6x4

$$ Zweyter Theil. Zweytes Capitel.

6 dx 3

ex4j4S
24dx4

Vergleicht man nun alles dieses mit der gegebenen Reihe: 

Z == Aa "f*  Bbx f Ccx4 's Ddx3 Eex4 -s- rc^ 

so findet man durch die Begleichung der einzelnen Glieder

<e — A
(S = B — « =□ B — A
y ss C — 2/3 — * = C — 2ß f A

a D — 37 — 3/3 — * = D — 3C t 3B — A

>rc.

§. 26.

Auf ähnliche Art laßt sich auch die Summe der Reihe

Aa "j*  Bbx f Ccxs Ddx3 f Eex4 2C. 
finden, wenn die Summe S dieser Reihe

S =3 a f bx f cx2 f dx3 f 6X4 f 2c. 
bekannt ist, und A, B, c, D, rc. eine Reihe formiren, Leren 

Differenzen endlich beständig »verden. Denn da die Form 
der Summe au§ dem Vorhergehenden geschloffen werden 

kann, so setze man sie

/?xdS yx2ddS , d'x5d3S fx4d4S 
t t t -^TdiT"7

Ferner entwickele man, um die Buchstaben «, ßt 7, h rc. zu 
finden, jede dieser Reihen. Dadurch wird

<» S
/BxdS

dx
yX2ddS
2 dx2

3*x3d3S



x4 X5

Ist

i
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I . 2 . 3 d X 3 

oder, wenn man die DrffcrenM dec Reihe A, B, c, O, rc. 
auf die gewöhnliche Art ausdruckt,

& q AA.xdS . A2A . x2d2S A3A . x5d3S , 
Z = A  f   —----- ------------- —. 4.-----------------X 2f

ldx 1 i.adx- * 1.2.3dx3 ‘ 
wenn nemlich, wie wir angenommen haben,

S = a 's bx cx- dx3 6x4 4 Cxt- ch'rc.
ist. Wenn also die Differenzen der Reihe A. ß, c, d, e rc. 

endlich beständig werden, so kann man die Summe der 
Reihe z durch einen endlichen Ausdruck darstellen.

§- 27.

Da, wenn e die Zahl bedeutet, deren hyperbolischer Los 

garithme — 1 ist,

. X , x2 , x3 x4
e*  = 1 f ? — T----- — t----------— T ----- — ffrc.

1 1.2 1.2.3 1.2.3 4 1.2.A.45 
ist, so nehme man diese Reihe statt der vorigen. Da nun 

d S ddS
s — ex ist, so Ist auch — = ex —- = ex; u. s. f. (Th. 

a x dx2
1. Cap. 7. §. 188 ) Es läßt sich daher die Summe der Reihe 

, Cx^ , Dx3 Ex4
A + Bx 4 — 4 —------- ff -------------t rc.

1.2 1.2.3 1.2.3.4
welche aus jener Reihe und aus der Reihe A, B, c, D, rc. 
zusammengesetzt ist, auf diese Ar! ausdrucken:

exr. , x A A , x x Az A x3A3A x»A4A . 
ex(A + — *----------- - *-----------4 —-------------- - 4 rc.

1 1.2 1.2.31 ^.3.4
ausdrWcken.

Eulerv Diff. Rechn. 2. Th. l.Abth. C

Nachdem, man diese Werthe gefunden, ist die gesuchte 

. Summe
, (B — A) x d S (C —2BfA*'x2ddS

Z E= AS 4 ----------- -------- t ---- '------------------------ - f
I . dx 1 . 2 dxa

(D — 3 C f 3 B -— A) x 3 d 3 S•------------------- — rc.
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t sie.

I . 2

t rc.

f rc.T

t rc., alsotX2

E, rc. 
, 2 6, rc. 

9/ rc.
2, rc.

C, D,
IO, 17,

7/ '

26x4

1.2 Z.4 1.2.3.4.5

Ist z. B. die Reihe

1 1 1 1.2 1 I.2.3 

gegeben, so ist aus

der Reihe A, b, 

a = 2, 5,
A A = 3, 5,

Z\2 A E= '2,
lind also die Summe der Reihe

t -1'A t 2. _37^_ f !(.
X 1 1.2 I.2.3 12.Z.4 1-2.3«4.5

§. 28.

Das bisher Vorgetragene erstreckt sich nicht bloß auf 

die Reihen, die ohne Ende fortlaufen, sondern auch auf die 
Summe jeder Anzahl von Gliedern; denn die Koefficienten 

a, b, c, d, rc. können ohne Ende fortgehen, oder nach Ve- 
lieben abgebrochen werden. Da indeß dies keiner weitern 
Erläuterung bedarf, so wollen wir unsere Aufmerksamkeit 
auf die Folgen richten, die aus dem Bisherigen fließen.

Wenn 
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Wenn also irgend eine Reihe gegeben ist, deren einzelne 
Glieder aus zwey Faktoren bestehen, davon die einen eine 
Reihe machen, deren Differenzen endlich beständig werden: 
so läßt sich die Summe dieser Reihe angeben, wenn dieselbe 
mit Beyscitsetzung der gedachten Faktoren summirt werden 
kann. Ist nemlich die Reihe

Z = Aa f Bbx f Ccx~ f Ddx3 f Eex4 f 2C. 
gegeben, und machen darin A, ß, c, D, E, 2c. eine Reihe, 
deren Differenzen endlich beständig werden: so läßt sich die 

Summe jener Reihe angeben, wofern die Summe von 
dieser

Sr^afbxfcx3- dx3 -J- ex4 -j.

bekannt ist. Denn sucht man aus der Progression A, B, c, 

D, E, 2C. die daraus nach und nach sich ergebenden Differen
zen, und zwar nach der dazu im ersten Theile befindlichen An
leitung

B' c, v, E, F, rc
AA, AB, Ac, AD, Ae, rc.

ASA, A2B. A3C, A2D, rc.
Am, A3ß, A3C, rc.

AM, A4ß, rc.
AM, rc.

so ist die Summe der gegebenen Reihe: 

z = SA t -^A Ä f
- lax

xMdS
------ AMf
1.2 dx»

x3d3S_
I.2.3.dx3

AM sie.

wenn in den höhern Differenzialien von S, dx als beständig 
betrachtet wird.

2Y.
Wenn also die Differenzen der Reihe A, b, C, D, rc. 

niemals beständig werden, so wird die Summe Z durch eine 

neue unendliche Reihe ausgedruckt, die öfters stärker coiv 

C 2 vergitt 
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vergirt a!s die gegebene, und es wird auf diese Art die ge

gebene Reihe in eine andere ihr gleiche verwandelt. Um dies 
zu erläutern wollen wir diese Reihe betrachten:

wovon bekannt ist, daß sie den Logarithmen von —- aus- 

druckt, so daß Y = — l(i — y) ist. Dividirt man 

diese Reihe durch y, und setzt dabey y = x, und 

Y = yZ, so daß Z = — —y) — — —1(1— x) ist:
y x

so wird

z = t rc.

und vergleicht man diese Reihe mit folgender:

s = i + x + x»'t x3 f x4 f xr f xc f rc. =--------
I — X 

so findet man für die Reihe A, B, C, D, E, rc. diese Werthe:

1/ I I
T, 3' i/

I I I I
1.2* 2.3' 3-4' — f

4.5
1.2 1.2 1.2

1.2.3*  2.3.4*  3.4-5"

1.2.3 1.2.3
1-2.34 2.Z.4.A*

rc.
Es wird also A = 1; ZXA = — £; A2A = A3A = 

— rc.

Da ferner 8 --- —- ist, so ist

dS _ I 
I. dx (l — x)a ’

d2S

I
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628 r
------------------ =3 ------------- :
1,2 . dxa (l — x)3 

d3S __ 
1.2.3.6x3 ([ — X)4’ 2G

Gebraucht man diese Werthe, so erhält man die Summe

4(i—x)4t5(I—X)T 

t 2C.
Da nun x = y, und Y = — i(i — y) = yz ist, so hat 

man hieraus

-l(l_y) = _L_____ iL_.___________ z±__
' 1—y 2(1—y)2- 3(1—y)3 4(1—X)4

t rc.
y I

und diese Reihe druckt allerdings l(i t--------)=1— =s
i — y 1—y

— 1(1 — y) aus, wie auch selbst aus dem sonst schon (Eins,

Lh i. Cap. 7. § 123 ) Bewiesenen, bekannt ist.

§. 30.

Damit aber auch der Gebrauch des Bisherigen bekannt 
werde, wenn bloß die ungeraden Poteftaten vorkommen und 

die Zeichen abwechseln, so sey folgende Reihe gegeben: 

woraus erhellet (Sink. Th. r. Cap. 8. §• 140.) daß Y — a tang.y 
ist. Dividirt man diese Reihe durch y, und setzt man 

Y
— = Z, unb yy = x, so wird

Vergleicht man diese Reihe mit folgender:

s 5 1 — x t x1 — x 3 f x4 — rc.
C 3 f»

r
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rc.

ZX*A  Ea

Z\3A

/

Z\4A =■

Da aber S

T
3> I 

7'

Cf v, rc. wird
A a I, Sf

2
Z”7’- / *9

B,

5-7’

2.4, -
>

so wird 8 = und die Reihe der Coefficikntcn A,

3-5’

2.4 .
3*5-7 ’ 5.7.9

d.S __ 1
idx (l t x)x *

ddS ___ I
I.2dxs (itxp*

d3S __ 1
1.2.3 d X 3 (1 f .x)4 '

Subftituirt man daher diese Werthe, so wird z *»

I j. 2X___  2.4.x! f 2.4.6x3
Ifx T 3(1 tx)s " 3.5(1 tx73 * 3?zH^4 T 2Ce 

Führt man alfoyy = X wieder ein, und multiplicirr man 

durch y, so wird I a- A tang. y =

- 2y3 , 2.4y5 2.4.67?
atyy 3dtyyF 1 3-5(r tyy)3 T3«5-7(i tyy)4 * '* C*

§. 3r.

Es ?ann aber auch diese letzte Reihe, weiche einen Kreis

bogen durch die Tangente ausdruckt, auf eine andere Art 

vcr«



C 4

Z = I

I
6(11 xp '

T

Von der Ersindung simmm-barer Reihen. 3^ 

verwandelt werden, indem man sie mit der Logarithmischen 

Reihe vergleicht. Wir wollen nemlich die Reihe
X x2 x3 x4

Z — 1--------f-----------t----------------- 77 r rc.
3 5 7 9 11

nehmen, vnd sie mit folgender:
V y x X X

-------7 -—- "7~ T 77 rc. = 0 i 1 (1 f x)
0 2 4 o o

vergleichen. Hier sind die Werthe der Buchstaben A, B, 

c, D, rc.
rc.A = -0-’ 2. 4. <r. »♦35 s> 7 > s r

AA =
2 2 2 2
?’ 3-5’ 5.7' 7-9’

A-A =
— 2.4. —2.4. -72^4.

3-5 ’ 3-5.?’ 5'7-9"

A3 A =
2.4.6 2.4.6
3.5.7’ Z.5.7.9- iC-

Da ferner s = | — L!(i f x) ist, so wird

dS 1
dx 2(1 t xp

ddS - f 1 -
1.2dx2 4(1 tx)a

x - 2 x x 2,4x5
3(1 t X) ~ zHHp 3*5«7(itx>3

— rc.
Setzt man nun x = yyv und multiplicirt zugleich durch y# 

so wird

d 3 S ,
1.2.3 dx3

d4S
___ ________________ ,—. X. •____ __________ •
1.2. g.4dx4- 8(1 t x)4’

Es ist demnach 8A -- 3. § -21; und aus dem Uebrigen U- 

giebt sich

Y =
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Y = Atang. y = 

______y3 ____ 2y5 2.4y7
7 3(i tyy) 3-5 - i tyy)3 3-5• 7 0 tyy)3

— rc.
Diese Verwandlung wird also durch das unendliche Glied | 

in der Reihe S nicht verhindert. Sollte aber jemanden noch 
ein Zweif.i übrig seyn, der löse nur die einzeln Glieder der 
gegenwärtigen Ruhe außer dem ersten in unendliche Reihen 

auf, wo er denn finden wird, das; die zuerst gegebene Ruhe 
'wirklich herauskomme.

§- 32.

Bisher haben wir nur solche Reihen betrachtet, in wel
chen alle Pckestaten der veränderlichen Größe verkommen. 
Jetzt wollen wir zur Betrachtung solcher Reihen fcrtgehen, 
die in allen Gliedern eben dieselbe Potcsiät der veränderlichen 

Größe enthalten, dergleichen folgende ist:

S —-------'s ;-------- +---------+ —1— + 2C.
x

Ist nemlich dir Summe dieser Reihe 8 bekannt, und ist die
selbe eine Funktion von x, so findet man durchs Differenzii- 
ren und durchs Dtvidiren durch — dx:

— fS ______ 1___ _____ t___ r t
dx (at X)2 ‘ (b t Xj*  (c t x)2 (d t X 2 l'

Differenziitt man nun abermals und dividirt darauf durch 
— sdx, so erhalt man die Reihe der Würfel:

11? ™ J + ___L_ + _ J___x____ 1___X
2dx2 (a f x)3 ‘ (b t x)3 1 (cfxp (d t x) 3

und diese von neuem differenziirr und durch — zäx divi- 
dirt, stiebt

yi? __J x T x T X r x 
6dx3 (a t x)4 1 (b f x)4 1 (e t x)4 (d f x)4 1

Auf
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Auf eine ähnliche Art kann man die Summen aller folgen

den Poteftaten finden, wenn nur die Summe der ersten Reihe 

bekannt ist.

§• 33-

Dergleichen Bruch-Reihen, die eine unbestimmte Größe 
enthalten, haben wir aber in der Einleitung (Th. 1. Cap. 10.) 

gefunden, wo wir gezeigt haben, daß, wenn die halbe Peri
pherie eines Kreises, dessen Radius = 1 ist, = » gesetzt 

wird.

sey, (§. 178.) Da wir nun für m und n jede Zahl setzen 
können, so wollen wir n =□ 1 und m = x annehmen, damit 
wir Reihen erhalten, die denen im vorhergehenden §. ähn
lich sind. Alsdann ist

fin 7t x x
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i

K.

I

—d3S.

i -

wo

Durch dieDifferenziation ist man also im Stande, die Sum- 
Dien aller Porestaten, die aus diesen Brüchen enkstehen, 
zu finden.

— 68
<Tx

i
6dx3 ""x4

r +
(2—x;«’1 (2tx)f

§' 34*
Wir wollen zuvörderst die erste Reihe betrachten, und 

der Kürze wegen —-— — S setzen. Sticht man hiervon 
11 n . ir X

die hohem Differenzialien, so daß man dx als beständig be

handelt, so ist

. s =7^

___ - + l
(2—x)4 ' (2fx)4

—65S _ f
1226x5

™—.f—L_
2 ■—X 2 t X

1--f —1* *

648 __ £

24 d x4 x5

T

I —X I tx

3— x
1 iT . - j -

XX (i—XJ2 (Itx)» 1 (2—x)2 r(2fx)2-

I
“ (3-x)-

_____L_ _1___4 1
X3 1 (s—X)3 (ifx) 3 (2—X)3 T(2tx)3

f W -,c-
_ _J_____ r_ ,

(1—X)4 (ltx)4 1

~ - :c’
*_ I_ ___ 1_____X (l—x)5 (lfx)5

, I T —— ■— rc.

__ 2____ L_ 4. L— 4 r
X<$ (I—x)<? (ltx)<5 (2—X)6- * (2tx)5

~ ~ :c‘
rc.

668
2 dx»
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wo zu bemerk.n ist, daß die Zeichen vor den geraden Pote- 
ftäten, so wie auch die vor den ungeraden einerley Gesetze 

folgen. Von allen diesen Reihen findet man daher dieSulm 

men aus den Disferenzialien des Ausdrucks

s --- -------- ..
lin. sx

§• 35.
Um diese Differenziation auf eine einfachere Art ausW- 

drucken, wollen wir

fni.trx = p; und cof. arx = q
setzen, wodurch denn

dp = trdxcof. trx = »qdx, und dq = trpdx

Wird. Da nun s = -- ist, so wird
P

—dS ___ tr2q
dx pp ’

P7
—673 /S040q7 , 109200$*  7266q3 i3R5qX
——— jr 8 1 —-—-2— t —------t-------------~f    j ==»
dx7 \ p8 pG p4*  p~ *

""(97t5439f t3Uiq3ti385q)
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p3

U11- 3

>n-«

P7 
+ '38h

Diese Ausdrücke lassen sichUeicht, so weit man will, fort

setzen. Denn wenn 
dnS , Z'«eqn , /Sq«-*

+. ----— Tif --L + 22----- -
dx11 XpnT' pn~1

dSS Z4O32OqS iooSocq6 8366494 245689»
■----- — rr 9! —..——- + -------------  + ------------ - T ----- —
dxS X p9 p7 p5

^4 X
1 pn-3 pN-5 V 

ist, so ist das Disserer.zial davon mit veränderten Zeichen

__dnUS Z(nii)ctqr.t-i n« | qn_I'd(n-L)/-! q"-3

dxn+i X pn-l-2 f(n-i)0jpu f(n-3)7)p'

f(n— 4)7 1 
f(n-5/^ Pn’4 'J

§- 36.

Hieraus erhalt man also die Summe der §. 34. befind

lichen Reihen auf folgende Art bestimmt:

— 68 sri q

dx I • pr

ddS -”3/*" 2 q»
2 äxr ~ 2 \* p 3

— 638 7t 4 ^' 6q3

6 dx3 6 \. p4

643 ^24 q 4
24 d x4 24^. pf

— 658 «■<5 ,<fioqf
12Odx5 ~~ 120 < per

6 <58 <'72296'
7206x6 ~ 720 <"p7'”

— 67Z
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P5

t

— T, wodurch man folgende Summationen findet:

T

836649»
"P '

§- 37*
Um nun auch die andere oben (§ z >) gefundene Reihe

treof. TX __ I I I I I I
sin.wx x 1—x * lfx 2—x 2fx 3—x

auf eine ähnliche Art zu behandeln, so sey, der Kürze wegen, 

» cof. «rx
sin. TFx

7266q3
p4 1

— dT

dx

d d T 4* n .1.1111--- ------— 4 —------ ---- v
(1—X)3 1 (ifx)3 (2—X)3 (2tx,3

r x 1 . 1 T .
(1—x/T(ifx/ ” (2—x/T(2fx)4 T 

_T__ t _ , _JT____
24dx4 "~x$" (l—xy*  (ifx)f (2—x)5 1 (2ix/ iZ*

—-dS"T __ I I , T .___ . I
12Odxf x<5 1 (l—x/ ‘ Utx)4 T (2—X)6 1 (2fx)6 1

rc.
Hier sind in den geraden Poteftäten alle Glieder positiv / da

gegen in den ungeraden die Zeichen f und — mit einander 
abwechseln.

— d73   %8 7^504097 109209$"
50400x7 5040 V pS P<^

£3f5qx
p- J

d8S «-9 ^403^298 1008009
4O32Odx8 40320 V py p 7

+ 245689^ , I385X
P3 T P J

Ki

§» 38.
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§. 38.
Um nun die Werthe dieser Lifferenzialien zu finden, so 

sey abermals lin.-r-x p, und cos.»x ™ q, so daß pp t 

qq = i werde: alsdann ist dp = a-qdx, und dq t= — trpdx. 
Braucht man diese Werthe, so wird

Diese Formeln lassen sich leicht nach Gefallen weiter fort

setzen. Denn wenn

Pn

1!^=,.» f-STl f *£2  x -S211L- t «•') 
dxn \pn+l pn-3 1 ptt-5 pn-7 J

ist, so ist der folgende Ausdruck:
__ d«+lT

d x”tx
wn+2 . (n—l)(«da)q-'-2 (n-3X^fy)qn~4
” - \ pnjz * pn r qn-3 T‘ 7 

§. 39*



T

f
/

t

t f

t t

t t

t t403204x8

ist.

3P7
rc.

§- 42.

Außer diesen Reihen haben wir in der Einleitung vek- 
schiedcne andere gefunden, aus welchen man auf eine ähn
liche Art durch die DifferenZration neue Reihen ableiten kann» 
Wir haben nemlich (Sinl. Lh. i. §. 182.) gezeigt, daß

x »rtf X 1 1 I I
-- ■■ ewwwegeest »?>< f ►?*

2X 2xtangirV*.x  I —x 4 — x 9 -- x 16 —'x

i —-— t rc,
25 — X

-1-)
3t5PP^

629 X
3i5ps/

— dT 
dx

ddi\
2ÜX -

— d 3 T

6dx 3 
d4T

34 d $4-

— d<T 
)2odx<"

d^T
720 dx<»
— d?T‘ 

5O4odx7

dsT

§- 39.
Die Summen der Reihen, die § 37. stehen, sind dem

nach, tvenn man fin.srx =3 p, und cok. ^x 3- setzt,

p
I

pp

=1 w3 -1
P3

=3

«(- 
\p<v

’ <p7

= .8fC
VpS 
<q7 
kp9



<

t

I
2xx

t
2 XX

I
tlC.

I
—----t 2C.
i6fx

f (25—x) 2
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. ist. Setzt man nun die Summe dieser Reihe — 8, oder
$ I ir cof. zr/'x

2 X 2V"x sin . trV* X

iJr e2«-Zx * J. e2«-Zx

X X—z)2

so wird
dS I tt cof. ss'/’x ______wr
dx 2xx 1 4xV”x ' sin. «■/* x 4x(Gn.zrV"x;2

und dieses ist daher die Summe der Reihe:

i i 1 1
(l—X)2 (4—X)2 (9—x)2 (i6—X)2

f rc.
Dann haben wir auch gezeigt (§. igz.), daß

v €2r^xfl I  £1 I I

2V"x’ e2«rV"x_t 2x Ifx 4tx 1 9fx

ist. Setzt man also die Reihe = 8, so wird

— 68 _ 1 * 1 r *
dx (1 fx)2 ' (4 t x;3 (9 t x)2 (i6fx)2

Nun ist aber

dS________________
dx 4xV" x ‘ x ,

Folglich ist
— dS____ «•_ e2*< xtr jr e2*<X

dx 4x/"x e2vV"x j ‘ x ■(e2,'rx-l)i

Auf eine ähnliche Art kann man durch fortgesetzte Differen- 

ziation die Summen der folgenden Poteftären finden.

§. 4l.

Wenn l'der Werth eines Produkts bekannt ist, welches 
aus Faktoren, die eine unbestimmte Größe enthalten, besteht: 
so lassen sich durch eben diese Methode unzählige summirbare 

Reihen finden. Es sey nemlich der Werth dieses Produkts 

(i t«x)
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(1 t *x)(r  t j6x)(t + yx)(l*f  £x) ([ f ex) 2t*.  — S 

oder irgend einer Funktion von x: so ist, wenn man die Vo> 
Harrt!)men nimmt,

1S — I(l t 6tx) f I(i t <ßx) f 1(1 f t-x) f I(l 12x) f rc. 

Differcnziirt man diese Gleichung und dioidirt darauf durch 
dx, so wird

d S __ __4. ________® 7 t _r
Sdx 1 t«x " if/3x ‘ I f 7 x 1 fx 

woraus man durch fortgesetzte Diffcrenziation die Sum
men aller Poteftären dieser Brüche, auf die an den vorherge
henden Beyspielen ausführlich gezeigte Art, findet.

§. 42.

. Wir haben aber in der Einleitung (Th. 1. Cap rr. §. 
184.) verschiedene Ausdrücke mitgetheilt, auf welche sich diese 
Methode anwenden läßt. Bedeutet nemlich ir einen Kreis
bogen von 180 , dessen Radius = 1 ist, so haben wir ge- 
zeigt, daß

mir   nur 4nn—mm l6nn — mm z6nn — mm 
2N 2n 41111 ‘ i6nn ' 36 nn

. rc.
nn—mm 91111—mmm.T

n n

ist. Setzt man

fm, srX = rrx .
9

D cof.

cof. -—
an

3tx

3

4 
oder

Ij'X 2-—X 2fx 
1*2*2  

und
Enlers Diff. Rechn. 2. Th. i.Abch.

rv I—X
nn. trx t= srx .-------

1

I — XX

I

251111—mm 49nn—mm
25 n n * 49 n 119 n n

. rc.
nun n = I und m = 2X, so wird

4 — XX 9 — xx 16 — xx
-7—rc.
16
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Hieraus aber fließt, wenn man die Logarithmen nimmt.

COf.STX =
ü—4xx 9—4xx 25-—4XX 49—4xx

:r. oder
I 9 25 49

I—2X If2X 3-—2X 3f2x S—2X 5t2x
cof 5TX — 2----- 2C

I I 3 3 5 5 *

Ifin.irX = lsrx f 1
\

§- 4Z.

Differenziirt man diese Logarithmische Reihen und 

dividirt allenthalben durch dx, so giebt die erste:
9TC0f.^X __ I _J_ .7. I_ L X—?-___________ T_ 4.

fin. 7i x x 1—x 11 x c —x 1 2 t x 3—x 1
und dies ist eben die Reihe, welche wir §. 37. betrachtet ha

ben. Die andere aber giebt

— sin. tt x  2 7 2 2,2 2
COf. 1t X I—2X Ü2X 3—2X ' 3t2X 5 —2X

" t rc.

Setzt man daher fix s= z, so bü§ x = ~ wird, und dividirt

man überdies durch — 2, so wird:

tr sin. lirz __ r J 1______ jr^ t

2 cof. 4 STZ “ 1 — z I tz 1 3 — Z 3 fz ‘5---Z

_ I ---cof. 5F z
Da aber fm. 4 ?r z = y ------- --—, und cof. 4^2 —

_y t cof. %-z . , . . . ,
<-—™—- ist, so wird dadurch 

»V*  (I—COf.irz) 2

3-r(J. t Cof.Ä Z JL—z 
2

I f z

oder, Mnn man x anstatt z setzt,

2

3tz
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»r Vl I — cof. tt x) , ffcos »X 
V"(l t cof. 7$ "5" T "m . »"X *

Da aber der Bruch wenn man den Zahler
V ([ f coi.M-x) ■ ** '

und Nenner durch <(1 — coOx) multiplicirt, in
sin. 5rx 

übergeht, so wird dadurch die Summe jener Reihe = —-  
sin. grx 

welches eben dieselbe ist, die wir §. 34 gehabt haHen. Wie 

wollen daher auch nicht langer dabey verweilen.

*/"(! — cos.«-x) 2_____ 2^^ 2 2 t 2

V~( 11cof.-.x) 1 — x lfx 4 3—x 3tx 5—x
Addier man diese Reihe zu der vorhin gefundenen, ncm# 

lieb zu

wcof.s-x__ 1 ______ r__ 4 _JL 1 ,
sin.irx “x 1—x 1 itx 2—x ‘ 2fx 3—x?*  K*

so erhält man die Summe folgender Reihe

.1, _______I____1 , _J_ , t _______r____
X * 1 — x Ifx 2 —X ' 2t-xT3 —X 31 x K*



Drittes Capitel.
Von der Erfindung der Differenzen.

§. 44.

man aus den Differenzen der Funktionen die Diffe-r 
renzialien derselben auf eine leichte Art zu finden im Stande 

ist, haben wir im Anfänge ausführlich gezeigt, und selbst aus 
Dieser Quelle den Grund der Diffcrenzialien abgeleitet. Denn 
wenn die Differenzen, die man endlich annimmt, verschwin
den und in Nichts übergehen, so entstehen daraus die Diffe- 

renzialien; und da in diesem Falle viele ja oft unzählige 

Glieder von denen,welche dieDifferenz ausmachen, weggelasscn 
werden, so lassen sich die Diffcrenzialien viel leichter finden, und 
auf eine bequemere, genauere und deutlichere Art ausdruck<.n 
als die Differenzen. Aus diesem Grunde scheint aber auch der 
Rückweg von den Differenzialien zu den Differenzen verschlos

sen zu seyn; indeß lassen sich gleichwohl auf dem Wege, den 
wir hier betreten wollen, aus den Diffcrenzialien aller Ord
nungen irgend einer Funktion alle Differenzen derselben 

bestimmen.

§. 45.

Es sey y irgend eine Funktion von x, die bey der Sub

stitution von x t dx fuc x in y t dy »vergehe. Setzt man 
nun von neuem x t dx für x, so wird der Werth y t dy 

um sein Differenzial dy t ddy vermehrt, und also =y t 

2dy
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ady t ddy, und dieser Werth entspricht dem Werthe 
x t 2 d x von x. Fährt man daher conrmuirlich fort, die 
Größe x um ihr Differenzier! dx zu vermehren, so daß dar

aus nach und nach
x t dx; x i*  2 dx; x f 3 d x; X d' 4dx; rc.

w'rd: so sind die zugehörigen Werthe von y, um sie tabella
risch darzuftellen, folgende:

Werthe
von x

x ch dx

x f 2dx

x f Zdx
x f 4dx

x t 5dx
x f 6dx

rc.

ddy '

gddy ch d3y
6didy •f’ 4d3y d4y

Dazu gehörende Werthe der Funktion

V 
yf dy 

y ch 2dy f
Xt 3d/t
y t 4dy f
y t 5dy t ioddy t iod’y f §d4y ch d^y

y t 6dy ch 15ddy ch 20d3y ch igd^-y -j- 6d^y f d^y

rc.

§. 46.

Ueberhaupt also bekommt y, wenn x in x t ndx über- 

geht, diese Form:
n n(n —l) n(n — l)(n —2) 

y t — dy + ------------- ddy f---------------------------d3y f
1 1.2 I.2.3

n(n — T)(n —2)('n —3)
—---------—----------------—d»y + rc.

1 ♦ 2 . 3 . 4
In diesem Ausdrucke ist nun zwar jedes folgende Glied un
endlichmal kleiner als das vorhergehende, allein wir haben 
gleichwohl keines ausgelassen, um diesen Ausdruck zu unserer 

gegenwärtigen Absicht brauchbar zu machen. Denn läßt 
man n eine unendlich große Zahl bedeuten, so ist bereits an- 

gemerkt worden, daß das Produkt aus einer unendlich gro
ßen Zahl in eine unendlich kleine eine endliche Größe ist; 
und es kann daher allerdings das zweyte Glied dem ersten

D 3 Homo-
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homogen werden, oder n dy der Ausdruck einer endlichen 
Größe seyn. Aus eben dem Grunde kann das dritte Glied 
N (N k) *
—; ddy, obgleich ddy unendlichmal kleiner ist als

dy, weil nemlich unendlich mal größer ist als nz

eine endliche Größe vorstellen, und man darf daher, wenn 
n eine unendlich große Zahl bedeute:, keines von den Glie
dern des obigen Ausdrucks weglassen.

§*  47»

Wenn man aber n eine unendlich große Zahl bedeuten 

laßt, so hat jede Zahl, die man auS n und jeder endlichen 
Zahl entweder durch die Addition oder durch die Subtrac- 
tion zustunmenfetzt, zu n das Verhältniß der Gleichheit, und 
man kann daher für jeden der Faktoren n — i, n — 2, 
n — 3, n — 4 rc. bloß n setzen. Denn da 

n(n — i)

I . 2
ddy :=: f nn ddy — inddy

istt so steht das Glied £nnddy zu j-nddy in dem Ver
hältnisse von n zu 1, und es verschwinde: folglich dieser letz

tere in Ansehung des erftern, so daß man änn für ———--
1 . 2 

fetzen kann. Auf eine ähnliche Art kann man den Cocffi- 

«enten des deckten Gliedes-------------------- -— m zusam-
1.2.3 6

menziehen, und eben so in dem folgenden Cocfficienten die 
Zahlen, um welche n vermindert werden soll, aus der Acht 

lassen. Dadurch aber erhält die Funktion y, wenn man 
xfndx für X setzt, und n eine unendlich große Zahl bedeu

tet, folgende Form:

y t
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H- 48. -

Da nun das Produkt n dx, wenn n eine unendlich große 
Zahl ist, der unendlichen Kleinheit von dx ungeachtet, eine 
endliche Größe ausdrucken sann: so wollen wir ndx = «

<y
sehen, so daß n = ■— sey. Hierbey ist allerdings n eine 

dx
unendlich große Zahl, da es der Quotient aus einer endli

chen durch ein unendlich Kleines dividirten Größe ist. Brau
chen wir aber diesen Werth von n, so sehen wir, daß die 
Funktion y von x, wenn x um die endliche Größe « ver

mehrt , oder x t für x gesetzt wird, folgende Form be

kommt :

v + “Jy X »ad<*y  . «^ä3y
I dx ‘ 1.2’dx» * 1.2.3 d x 3 I.2.3.4,dx4 * * *

deren einzelne Glieder durch eine fortgesetzte Differenziatiorr 

von y gefunden werden können. Denn da y eine Funktion 
von x ist, so haben wir oben im ersten Theile gezeigt, daß alle 

diese Funktionen 7-; rc. endliche Größen vor-
dx dx2 dx3

stellen.

§. 49-
Da also, wenn die veränderliche Größe x um die end

liche Größe * vermehrt wird, die Funktion y von x um ihre 

erste Differenz wachst, ,unb wie oben diese Differenz church 
Ay bezeichnet haben, wenn « — Z\x ist: so laßt sich die 
Differenz von y durch eine fortgesetzte Differenziation finden. 

Es ist nemlich

D4 Ay =
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*»1 d d y

2 dx- t
«■; 3 i 3y s>4d4y 
M x 3 1 24 d x4 f 2t. oder

t rc.
Auf diese Act wird die endliche Differ^r- Ay durch eine Pro-- 

greffton ausgedruckk, deren Mieder nach Den kirnten von 
Ax fortlaufen. Hieraus erhellet ebenfalls, daß in dm Falle, 
wenn x nur um eine unendlich kleine Größe wächst, und al'o 
Ax in das Differenzier! dx üdcrgehr alle Glieder gcqen das 

erste verschwinden, und folgach Ay — dy w-rd; d-. 1 wird 
Ax ™ dx, so geht nach der Erklärung die Differenz Ay 

in das Drfftrenzial dy über.

§- 50.

Da, wenn man x*»  für x setzt, jede Funkticn y von x 

folgende Form onnimmt:

v + 4. "213r + t±l4.x
dx * 2dx-- 6 d x 3 246x4

t 2C.

so läßt sich die Wahrheit dieses Ausdrucks durch solche Bey
spiele bestätigen, wo die höherrrDisserenzialien von y endlich 
Null werden, Denn in diesem Falle wird die Anzahl der Glie
der des vorhergehenden Ausdrucks endlich.

Erstes Exempel.

Den Werth des Ausdrucks x x — x zu finden, wenn 
man x f 1 für x ftyr.

Man setze y = xx — x. Da nun, wenn x in x f 1 
übecgehen soll, » =3 1 wird, so findet man, wenn man die 
Differenzialien sucht,
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Es geh: also die Funktion y = xx — x, wenn man xfi 
für x setzt, in folgende über: xx - xf 1 (sx — 1) t f .2 
=: xx t x. Setzt man wirklich x 11 für X in XX — Xf 

so wird
x in x f 1 

xx in xx f 2x f 1
und also xx — x m xx f x verwandelt.

Z we y t e s Ex e m p e l.

3Den Werts} des Ausdrucks x3 fxxfx zu finden, wenn 
x t 2 für x gesetzt wird.

Setzt Man y — x3 t xx t x, so wird u = 2, und

d 7
dx

= 3xx 4*  2x + 1

d d y
= 6x + 2dU

d 3 y
dx 3 — 6

d4y
dx4

Hieraus ergübt sich folgender Werth der Funktion y = x? 

t x x t x, wenn man darin x f 2 für x setzt:

x3 f xx t X t 2(3XXt 2Xt r) t §(6x t2)t^.6 = x3 f 
7xx t 17 x t 14;

und eben diesen Werth stndet man, wenn man X t 2 selbst, 

für x setzt.
1 

Drittes. Exempel.

Den Werth des Ausdrucks xx f 3X t 1 ju finden, 
wenn x — 3 für x gesetzt wird.

Hier ist also « = — 3, und wenn man

y = xx f 3X t 1 fttzt,
D 5 dy
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----- = 2? f 3, und
dx

ddy 
dx*  “ 2*

Ee geht also die Funktion xx p gx p r, wenn man x — z 

für x setzt, in x*  f 3x f i — |(2x t 3) t i • 2 = x*  — gx

* t i über.

§- 5i»

Wenn für « eine negative Zahl gesetzt w?rd, so findet 

man den Werth, den die Funktion von x erhält, trenn die 

Größe x selbst um eine gegebene Größe « vermindert wird. 
Setzt man nemlich x — »> für x, so bekommt die Funktion y 
von x folgenden Werih:

6*  d y r <v*ddy  &> 3cMy #4d4y 
dx 2 dx*  6dx3 24 dx4

und man kann daher alle Veränderungen finden, welche die 
Funktion y le-.det, indem die Größe x auf die eine oder 

auf die andere Art verändert wird. Ist aber y eine ganze 
rationale Funktion von x, so-wird der veränderte Werth von 
y, weil man alsdann endlich zu verschwindenden Differen» 
zialien kommt, durch einen endlichen Ausdruck ausgedruckt; 
ist hingegen y keine solche Funktion, so ist der Ausdruck des - 

veränderten Werthes eine unendliche Reihe, deren Summe 

durch einen endlichen Ausdruck dargestellt werden kann, weil 
man den veränderten Werth durch eine wirkliche Substitu

tion leicht findet.

§• 52.

So wie die erste Differenz gefunden worden ist, so las
sen sich auch die folgenden Differenzen durch ähnliche Aus

drücke 
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drücke angebcn. Es erhalte nemlich x nach und nach die 

Werthe
X ck a>; x f 2«; x f 30); X 4«; rc.

und die diesen Werthen entsprechende Werthe von 7 seyen
yl • yll ♦ y III * ylV’

wie wir im Anfänge dieses Werks angenommen haben. Da 

also
yl; yll; y«i; Jiv; rc.

die Werthe sind, welche y erhalt, wenn man für'x nach 

und nach

x f «; x f 2 k ; xckx -f*  4 w > 1C.

setzt: so lassen sich nach der ertheilten Anweisung die Werthe 

von y auf folgende Art ausdrucken:

rc.

rc.

rc.— yylll

y1

ylV

y"

, 6>dy , «- ddy , »3d3y f 6>4d4y , 
T ~d~ T "Zdx2”T ' 6dx3 T “24^x4" T 

a 2#/dy 4^.-2 ddy x 86'3 d 3 y l6«4d4y
dx - ~2dS2"" T 6dx3 * 24dx4 1 

2«dy , 9®2ddy 27<w3d3y 8ia>4d4y
1 dx 1 2dx2 6dx3 24dx4 - 

4^'dy , 16«2ddy 64a>3d3y 2,$6&>4d4y

rc.

§. S3>

Da' also, wenn Ay, A2y, A3y, ZX4y, rc. die erste- 

Zweyte, dritte, vierte Differenz u. s. f« bedeuten,

Ay — y1 — y
A3y = y“ — 2yx t y

A*y  — ynI — 5yn f 371 — 7
A*y  = yIV — 4yUI f 6yn — 47*  ch y

K. ,
ist:
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ist; so lassen sich jene Differenzen durch die Disserenzialien 

auf folgende Art ausdruckcn:

»3d d y
2 äX2

<i>3d3y
6dx 3

t

§. 54-

Der große Nutzen, den diese Ausdrücke für die Diffe

renzen in der Lehre von den Reihen und den Progressionen 
haben, fallt theils von selbst in die Augen, theils wirb er in 
dem Folgenden ausführlicher beschriedcn werden. Indeß 
Wollen wir in dem gegenwärtigen Capitel den Nutzen erwä
gen, her daher für die Kenntniß der Reihen unmittelbar 
fließt. Ob man nun gleich die Anzeiger der Glieder jeglicher 
Reihe gewöhnlicher Weise so annimmt daß sie eine arithme
tische Progression, deren Differenz i ist, ausmachen; so wol

len wir doch, um dieser Untersuchung einen desto größern 

Umfang zu geben, und die Anwendung derselben zu erleich
tern, die Differenz = *>  setzen, so daß, wenn das allgemeine 
Glied, oder dasjenige, welches dem Anzeiger x entspricht, y 

ist, die folgenden zu den Anzeigern x t", x 12«, xf 3», 
rc. gehören. Wenn also zu Liesen Anzeigern

x, x t ", x t 2*,  x f 3"/ x 14*1  rc.
folgende



tM 2C.

t rc.üdx2

R = y t t rc.

rc»

=3

tR — Q

t8 — R

Q -

Q -- P

+Läxr 1

36,Lddy x

T — S

P - y
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2dx2

«dy cw2ddy
dx 2dx2

«dy , 7<«2ddy 
dx 2dx2

wdy , o«3ddy
= d7t1d^"

rc.
Wenn diese Ausdrücke abermals von einander subtrahirt 

werden, so fallen auch die ersten Differenzialien weg, und 
ist

dx 1 cdx2 . 6dx3 1 2»|dx4

4<ady , l6'«3 ddy 6-\w 4 d 3y 256 «4d4y
---- — j- —---------- T------------ — f------------- T
dx 2dx2 6dx 3 24 dx2

1g

folgende Glieder y, P, Q, R, 8, rc. 
gehören, so werden dieselben aus y und seinen Differenzias 

lien auf folgende Art bestimmt:

a>dy «- ddy , <» 3 d 3y <y4d4y
dx 1 2 dx2 4 6dx4 1 2^dx4

2a>dy , 4«-ddy J?*» 3d3y 7^«,4d4y
dx 1 rdx2 6dx 3 1 244x4

T^dy 9&>2ddy 27« 3 d3y f i «4d4y
4 A J * Z J «, 1 -

§• 55-

Wenn diele Ausdrücke von einander abgezogen werdm, 

so fall! y aus den Differenzen weg, und es ist

«dy w-ddy A <v 3d 3y «4d4y
6dx 3 24 dx4 1

7*3 d 3 y x T5ft,4d4y 12C 
6dx3 24dx4

I 9« 3 d 3 y 65»4d4y 
' 6dx3...4'246x4" K>

27» 3 d 3 y 174 »4d4y ,
—----------4—--------sie»

6dx3 24dx4

, 6l<«3d3y , 469#4d4y
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— 2?Q y

2Q fR P

— 2R f Q

R

tt rc.

t rc.

t rc.24dx4

rc.

rc.

tT - 3S f zR

T — 2S f

. n I20a<dry
T — 5S f 10R — icQ f 5P —• y = ------- - f rc.

* I2odxf

2<v2ddy , 6&>3d3y . T4^4d4y 
=: — - - +-----------— —---------- — 4- ro.

sdx2 6dx3 4 2t|dx4 
2x3ddy !2A>3d3y S0«4d4y

= -----—'— T  ------------ - + —--------- — -7- 20.
2dx3 6dx3 24dx4

2«2 ddy , 13» 3 d 3y , I?o»4d4y
~r 2dx2 7 6dx3 7 ~^4~K* 

2<y3ddy , 24&> 3 d 3y iQ4»4d4y
xx ——  ------------ - *r  —---------- t 2C»

2dx~ 6dx3 24dx4

rc.
Bey nochmaligerSubtraction fallen die^weyten Differenzias 
lien aus der Rechnung weg, und es wird

, 6»3d3y
R — 3^ t 3P — y ~ -- --------

66x3
6«3 d 3 ys - 3K 13Q - p = -^r7

6« 3d 3y 
Q = — 

6dx3

rc. ‘
Setzt man die SubLraction weiter fort, so wird

24»4d4y
. S _ 4R 4. 6Q - 4P t y = H- i

24»4d4y
T - 4S f 6R - 4Q t P = t

rc. und

§. 56.

Wenn also y’ eine ganze rationale Funktion von x ist, 
? kommt man, wenn man auf diese Art fortgeht, weil als- 

Gann die höhern Differevzialien endlich verschwinden, zu 
verschwindenden Ausdrücken. Da also diese Ausdrücke die 

Diffe-



Von der Erfindung der Differenzen. 63 

Differenzen von y sind, so wollen wir ihre Form und ihre 

Coefficiemen genauer erwägen.

3.4^5.6dx^
4» 3d3v 6<»4d4v 2 =r4vf df v C,O«5ä<> v

301y7d7y

y 2 I<y7d7y 266« SjS v 2646«9d?y

ä5r* f "7T<srf 778^L-f “■

Wie die Nenner in diesen Reihen fortschreiten, fällt leicht in 
die Augen; was aber die Zähler betrifft, so werden dieCoef- 

fieientcn derselben auf die Art formtet, daß ein jeder eine 
Summe -aus dem öder ihm stehenden und aus dem Produkte 
des vorhergehenden in den Exponenten der Differenz ist. So 
ist in der Reihe, welche die Differenz Z\<?y ausdcuckt, 2646 =s 

1050 f 6.266,

§- 57-
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§. 57.
Nun wollen wir diese Reihe betrachten, wenn sie zu

gleich rückwärts fortgesetzt wird, und sie also auch die Glie

der enthalt, die zu den Anzeigen x — •; x — 2»; x —g«; 
rc. gehören.

p

X —- 4®; x - 3*) x — 2«; x —
s. r, q- p;

x; x t x f 2«; x t 3«) x f 4«; X
7, 

Da aiso
p, Q, R, S, rc.

rc.r

rc.s

-rc.

4®dy
"dx" *

20dy
dx k rc.

» - ddy <#'d3y a.i 4,{4y
2 dx- 6dx3 t 24 d x4

4m 2. ddy 8®3d3y l6»4d4y

2dx- 6dx4 24 dx-4

X^5 ddy 27« 3d3y
6dx3

8 • «4d4y

2 d x- 24 d x 4

16^ 3 ddy 64a 3 d 5 y 256 ®4 d4y
2äxL 6dx3 1 2gdx4

ist; so wird, wenn man diese Werthe von den obigen P, Q,

R, 8, rc. abzieht.

«y 343y a>5 J5yP — P — w dy
2 dx 1 6dx3 * I2odx<"

Q — q 2«dy 8»3d3y
«—--------  +

45y

2
~ dx t 6dx3 I2Odx5

R — r . 3®dP x 27"3d3y t 243Ä^ d5y

2 dx T 6dx3 I2odx5

S --- 8 „ 4»dy 64® 3d3y IO24«5d5y

2 dx 6dx3 120 dx5

rc.

t rc. 

t rc. 

t rc. 

t rc.

Wenn man hingegen diese Werthe zu den obigen addirt, fe 
fallen, so wie hier die Diffcrenzialien der geraden Ordnun

gen
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gen, nunmehr die Differenzialien der ungeraden Ordnungen 
weg, und es wird :

&>2 ddy <v4d4y «»<td<3y
2dx- 1 2ndx4 T

720 dx«'
4<ti2 ddy r6»4d4y t 6 .Stoß d§ y

2dx2 -24(1x4 72odx<5-
o«2 ddy $7 <»4d4y

t
729«^d<3y

■ 2äx2 2gdx4 *2öd x<3
16a 2 ddy d4y

t 409641(3 d<3y
edx- 24dx4 72Odx<3

§. 58.

Da sich alle vorhergehenden Glieder ausdrucken lassen, 
so erhält man, wenn man dieselben in eine (Summe zusam- 

menziehr, das summircnde Glied der gegebenen Reihe. Es 
sey nemlich das evtte Glied dasjenige, welches zu demAnzeir 
ger X — n =y gehört, so ist das erste Glied selbst = 

n &> d 7 tl2a2ddy tt 3 w 3 d 3 y t D4ä,4J4?,.
y ~dT * “ öchJ~ * ~-4dX4 K*

Da nun das Glied, welches, zu dem Anzeiger X gehört, — y, 

und die Anzahl aller Glieder n t i ist: so ist die Summe 

aller Glieder vorn ersten bis zum letzten y, dieses eingeschlos-
fen, oder das summirende Glied ---

(n t i)y-----t 2X t 3 t » . . * » . . f n)
ddy,

t -(1 i- 22 t 32 t . .2dx2 . ♦ t N2)

*> 3 d 3 y
— —(r t 23 t 33 t...........6dx3 ' 0 ♦ . t n3)

<w4d4y
t,4dx»<‘ta4t34t--"- . . t h4)

E-dere Drff. Rechn. 2. Lh. i.Lbth. E
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ü>5 (^5 y
-----------4(l f 2? 't t.................... tnf)

I2odx>
je.

'§• 59-
Wir haben absr oben (Th. i. Cap. 2. §. 61. 62.) die 

Summen dieser Rechen gegeben, und wenn man daher diese 
Summen hier gebraucht, so wird die Summe der gegen- 

wartigen Reihe =:

(ntOy------ — (inn f in)

t t Jnn t i°)
»3d3y

---- TTT^«4 t Iniit6dx3
* ^ä2^n<- f "='n4 f 3-Tl3 “ /oh) 

w s" d y
- t in. t - A»»>

rc.
ivo sich n aus dem Anzeiger des Gliedes, von welchem att 
die Summe gerechnet wird, ergebt. Ist also w = 1, 

ferner der Anzeiger des ersten Gliedes = 1, des zweyten 
--- 2, und des letzten x, so daß die gegebene Reihe fol

gende ist:

2-r 3/ 4/ ♦ ♦ ♦ ♦ ♦ ♦ " ♦. x
a, 1)/ e, d, » «♦♦♦♦• ♦ y

so ist die Summe dieser Reihe, (weil x — n =: 1, und 

n — X— 1 ist)

s= xy — 7^(ixx — jx)
dx

t ddy
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,+ -AfLl- (* X3 — Zxx t I x) *

•----------- 7d;™^x4 — ix$ t |x2)

66x3

f tä?«*'"****  ^xi - Ax)

- - äX< * ÄX» - ***)

d.6 y
f ^Odx«^7 - äx5 * *Xf - 4x3 * ÄX)

rc.

§. 60.

Aus diesem Ausdrucke für die Summe entspringt für 
die Lehre von den Reihen sehr wenig Vortheil, weil die 
Coefficienten sehr groß werden, wenn x eine große Zahl ist; 
indeß wrrd es gleichwohl nicht unnütz seyn, einiger daher fiief- 
senden Eigenschaften zu ermähnen. Es sey also das allge

meine Glied y = xfi, und das Zeichen des summirenden 

Gliedes sey S.y oder 8.x». Vorausgesetzt/ daß diese Be-- 
Zeichnung allenthalben statt finde- so ist

i xx — ix = S.x — x 
j X 3 .— |x2 f ±x = S.x2 — 

| X'-*    Sx3 r XX — S , X 3   x5

rc.
Man erhält daher aus dem obigen Ausdrucke:

Sx^Gx11!1-—nxn-i S.x t nxn

1.2 ' 1.2

n(n—i)(n—2)

1.2.3
x”-3 S.x 3

E 2 Da
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Da aber

1.2.3

seist

t

t
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1.2 1.2.3
und es wird also, den Fall ausgenommen, wenn n --- o ist, 
in welchem jener Ausdruck = o wird,

s.xn = xnt3T f x11 — nxn~1 S.x

------- ------------------— X«~ 4 S . X4. 
12.Z.4

2C.

n _ n-n~T) f — 2C. = r

§. 61.

Damit sowohl die Wahrheit als die Kraft dieser For
mel deutlicher werde, wollen wir einige einzelne Fälle erwä

gen. Es sey also zuvörderst

n S=5 I.
Alsdann ist

S.x = x2 t x — 8x, oder Sx =
2

wie solches bekannt genug ist. Ferner sey
n = 2.

Alsdann ist 8.x» £= x3 fxx — 2xS.xf S.x». Da sich 
in dieser Gleichung die auf beyden Seiten befindlichen Glie

der S.x» einander aufheben, so erhält man daraus wieder

wie vorhin s, x =
XX t X

Nun sey

n=3*

2
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n c= 3-
Dann ist S.x3 = x4 f x3 — Zx2Zx -j- Zx3.x2— 5.x3, 

und also

3.x3 == |xS,x2 — |-xiSx f ix3(xf i).

Setzt man
n = 4;

so ist x4 = x< t x4 — 4x3Sx f 6x2Z.x2 — 4x3.xr 
t s.x4, woraus, weil 8.x4 wegfällt,

S . x3 = -|xS.x2 --- x28 X 's Jx3(x f i)

so wie hieraus, wenn man von dem Dreyfachen desselben 

das Zweyfache der vorhergehenden Gleichung abzieht,

8.x3 =3 Ax3 .x2 — jx3(x— l)

wird. Setzt man
n = 5;

so wird

s.xf = X<*f  X*  — 5x48X t 10X38.x2---- I0X2S.X3 t
5X S.x4 — 3.x5,

oder .

S.xf =. f xS.x4 — 5x23.x3 f 5x33.x2 — |x4Sx f 

Kx5(x t l) z

und aus n 6 folgt,

S.x5 = x? f x<? — 6x<"Sx ’s*  15x43.x1 —20x3Z.x3 
15x23.x4 — 6x8.xs- t S.x<?

oder

S, X$" S=5 ^xS.x4 — y>x2S.x3 f |x3 S.X2 — x4Sx t

-gV(x t I).

3 §. 62.
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§. 62.

3

Ueberhaupt ist also, totnn man n = 2 m f 1 setzt,

_ 2mfi (2m*  1)201StXSinfl ra--------x8.x2m------------ ——-x23.x2Ul-r
2 2 . r . 2

(2ms i)i 201X201-
t - 3

2.1.2

^.12? X2in s x .J. X.;Jll!}rZ -j. 1), 
2

Wenn mem aber n = 2m f 2 fc^t, so findet man, weil die
Glieder s.xam^a einander aufheben:

, 2tn 11 sfm f i)2m
S.x^mfi = ------ *>xS,  x2m — —------------ x2Z,x2M^-F

2
, (2m f 1)201(201 — I) 
•f -------- --------- —--------_ x 3S.X" m ~ 2._

2-3-4

— X2MZ..X f ——x3nifi(xf l>
2H1 f 2

Es lassen sich also die Summen der ungeraden Potestätcn aus 
den Summen der niedern Potestären auf eine doppelte Art 

bestimmen, und aus der Combination dieser beyden Formeln 
kann man außerdem unzählige andede herleiten.

§. 6z.

Man kann indeß die Summen der ungeraden PoLestäs 
teil noch auf eine viel leichtere Art aus den vorhergehenden 

bestimmen, und es ist dazu genug, wenn man bloß die Sun:- 
/ me der vorhergehenden geraden Potestat weiß. Denn aus 

Den oben (Th. 1. CÜp 2. § 61. 62.) gegebenen Summen der 
Poteftaten erhellet, daß die Zahl der Glieder, welche die 
Summen ausmachen, bloß bey den ungeraden Potestätcn 

vermehret wird, so daß die Summe der ungeraden Poteftät 
aus eben -so viel Gliedern besteht, als die Summe der vor- 

herze.
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hsrgehmden geraden Potestat. Ist nemlich die Summe der 

geraden Pottstat x2« =
8.X2U =j ctxanfl f ßX2n yX2n-I — Jxan-3 ]• Lx2a-°5,

— rc.
denn wir haben gesehen, daß nach dem dritten Gliede ein 
Glied um das andere wegfällt, und daß die Zeichen abwech- 
ftln: so findet man daraus die Summe der folgenden Po- 
testät x^n-M, wenn man die Glieder von jener durch fol- 

gende Zahlen:

snf r 2nfi 211fr 2n f I 2nfT
——-x; --------x; ------- x; —-------x; -------- x: rc.
2ns 2 2nti 2n sn—i 2n—2

multiplicier, un^> es ist also:

„ , 2n tr , 2ns 1 , 2nf lS.X2n-f-I — -----L_ÄX2n.}zf._-------ßx^T 4.--------yxlo
2n f2 2n 11 2n

2nf r , 2nf 1 „ 2nft_ ■
------------ ---------------------iX2n"4—--------£x2h""C>.

2n—1 2n—4 2n --6
t rc.

Ist also die Summe der Poteftät x2» bekannt, so laßt sich 
daraus die Summe der folgenden Potestät x-nfr leicht 

finden.

§- 64,
Diese Art, die folgenden Summen zu finden, läßt sich 

auch bey den geraden Potestäten gebrauchen. Zwar bekom
men die Summen dieser Potestaten ein neues Glied, und 
dieses findet man durch diese Methode nicht; indeß laßt es 

sich aus der Reihe selbst leicht herleiten, da bekannt ist, daß 
die Summe derselben, wenn man x =.-1 setzt, = 1 werden 
muß. Umgekehrt aber lassen sich allezeit aus der bekannten 
Summe einer jeden Potestat die Summen der vorhergehen

den Potestäten finden. Denn wenn
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S . X11 — «X" r I f 7Xn~ 1  cxn” 3 JXU" f' — .’xn" 7

t 2C-
ist, so ist für die vorhergehende Porcftät:

n f ( n r?—i n — i
S , Xn~1 — ---- ÄXM- jSx"- I t------- --XN-2------_„..£xn-4

n n n n

t rc.
und von hier kann man soweit rckrvärts fortgehen, als man 

will. Es mui aber bemerkt werden, daß » deftänkig =

— und ß = f ist, wie solches, aus den vorhin gefundenen 
n y l
Formeln erhellet,

5° 65.. *

Bey einiger "Aufmerksamkeit sieht man bald, das mag 
die Summe der Potestaten x 1 -1 fi-der, wenn rnan die 
Summe der Potestären x« differenziirr, und das Differenzial 
derselben durch n dx dividirk; und es ist daher

d, S.xn ==. n dx.S.xn~*,  und da d.x“=: nxu~1 dx ist, 

auch
d, S. xn — S . n x“-1 d x “ S.. d. xn.

Hieraus erhellet, daß das Differenzial der Summe der 
Summe des Differenzials gleich v;, so daß,, wenn überhaupt 

.Das allgemeine Glied irgend einer Reihe = y, und Sy das 
summirende Glied demselben ist, 8 dy = d.Sy wird; d. h. 
Dr? Summe der LiGerenzialieer all c Glieder ist gleich ihm 

Diff wenzmle der Summe dieser Glieder. Der Grund von 
-Dieftr Gleichheit laßt sich aus dem, was wir oben über die 
Differenziatrog der Reihen grlagt haben, leicht ab.iehmen. 
Denn da

S.x« x” t (k—i)» t (x—s)n t (x—3)nf (x—4)1 f rc. 
ist; so ist

d 8.x" ,
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L. = xn-I t(x —I)«"1 7 (x —2/-1 f (x — 3)«-1 
n dx

7 2t, == S.xn-T ■ 
und dieser Beweis erstreck: sich auch auf alle ander? Reihen.

§. 65.

Doch wir wollen zu den; Gegenstände zurückkehren, von 

weichen wir ausgegangcu sind, nemfich zu den D.ifferenM der- 

Funktiynen^ indem dabey noch eins und das andere an- 
zumerken ist. Da wir gesehen haben, daß y, wenn solches 
eine Funktion von x ist, und allenthalben xt« anstatt x 

gesetzt wird, folgenden Werth bekommt:
+ <ydy ddy , w 3 d 3 y <»4d4y__  *
“ dx 1 1.2äx2 ~~ 1.2. Zäx 3 1 1.2.3.4dx4 ~~ 

«5 d^y
................----- 7 rc.1.2.3.4.;äx5 , 

so muß dieser Ausdruck statt finden, man. mag für « eine be
ständige Größe, was für eine man will, oder auch eine ver- 
anderliche von x adhangende Größe fttzen. Denn bey der 

dy ddy d 3 y
Aufsuchung der Werthe der Bruche , rc.

durch die Differentiation wird die Veränderlichkeit der Fak
toren *1  «3, 2s. nicht in Erwägung gezogen, und es ist
daher gleich, ob « eine beständige oder eine veränderliche von. 

x abiMgende Größe bedeute.

§. 67.

Wir wellen also annehmen, daß 0» = x sey> und daß in 
der Frucktion y allcathalhen x — x = o für x g-sttzt. werde. 

Wenn also in irgend einer Funktion y von x anstatt x allent
halben 0 gesetzt wird, so wird, her Werth dieser Funktion 
folgender:

E 5 y —
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x^ddy' x^dSy
I 2dx2 r.2.zäx3

x4d4y

1.2 3.4dx4 rc.

Es zeigt also dieser Ausdruck allemal den Werth an, den 
jede Funktion y erhält, wenn man darin x^o,setzt. Dw 

Wahrheit dieser Behauptung werden folgende Exempel be

stätigen.

Erstes Exempel.

Es soll y = xx f ax t ab seyn, und der Werth davon, 
wenn x ™ o, gefunden werden, welcher bekannter Maßen 

s= ab ist.

y = xx f ax f ab ist, so wird

aas fa, und
I dx

d dy
I.sdx2

Folglich ist der gesuchte Werth -r-

X t ax f ab — x(2x f a) f xx. i =s ab.

Zweytes Exempel.

Es soll y 4= *3  — 2x f 3 seyn, uyd der Werth davon 
für x = o, der bekannter Maßen =3 ist, gefunden werden.

Da y = x3 — 2x t 3 ist, so wird

x3 — 2x f 3 — xszxx — 2) f jcx.gx — x?. 1 == 3. 

Drittes

d7 - = 3x
1.2 dx2 

d?y
1.2.3 d x-8 ""

Folglich fj’t der gesuchte Werth r--



Drittes Exempel.

ddy

exx3 e^x4

Run

— w.

Es soll y = —— seyn, und der Werth davon für
I --- X

x a= o, der, wie leicht in die Augen fällt, --- o ist, gesucht 

werden.

d y
Da y — «X; s» jft -- 

folglich der gesuchte Werth
exx

i

k= e*(i -------- 4.
I ‘

/ (
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Viertes Exempel

Es sey y = ex, so daß e die Zahl bedeute, deren hy

perbolischer Logarithme = 1 ist. Ndan soll den Werth von 
y für x = o finden, welcher, wie bekannt, = 1 ist.

ddy 
ex; = eX; rc. und 

dx?' -

f
I.2.3

x3
1.2.2 1

exxx

1.2
XX

1.2

X
l---X

— —l—-; e= 7—72; rc. und folglich der
(l—x)^> I.2.3dxl (l—x)4’

gesuchte Werth =

X X XX X^ t x*
I —X (l x)2 1 (1 x)3 (1—x)4 1 (1—x)5

Es ist also der Werth dieser Reihe" o, welches auch daher 
erhellet, weil dieselbe, wenn man das erste Glied weglaßt, 

eine geometrische Reihe wird, deren Summe =

________ X________ __ X ..
U---x)2 t x(l---x) I — X '

Hiernach ist der gefundene Werth = ——
I---X

1.2.3.4
X4' 

^2iz?4
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t 20.)t

X7

1.2

— 10.
x4
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§. 68.

Hieraus erhellet also auch umgekehrt, daß, wenn y eine 

Funktion V0-: x jsf^die verschwindet, wenn man x = o setzt, 

alsdann auch seyn wird

Nun haben wir aber oben in der Ein!, in die Anal. d. Unendl.

gesehen, daß die Rech i-------f------- ---------------1------------- -
1 1.2 1.2.3 I.2.3.4

— rc. den Werth von e-*  ausdruckt. Folglich ift der ge- 
ex

• suchte Werth =2. e^.e-x = = 1.
ex

---sin.xf
■ ~ 12.z

oder

Fünftes Exempel.

Wenn y = sin. x ist, so ist offenbar, daß kür x = o auch 

y = o ist. Ebui dieses giebt aber auch die allgemeine 
Formel.

r , XX 
fin. x(l —------ -

, 1.2

— cof x(—-------—t ------- ----------------------— sie.)
1 I.2.3 1.2.3.4.5 1.2.3...7

Da aber die erste Reihe den cof x, und die andere den fin.x 

ausbruckt, so ist d«r gesuchte Werth

= fin. x . cof x — cof. x . fin. x = o.

x<5

1.2 ... 6

Denn da 7 = sin. x ist/ so ist ~ = cof x; -—- = 
dx dxJ

d ? y d4y
m. x; -— =— cof x; - — fin. x; rc. Setzt

dx3 ’ dx4 '
also x e= o, so wird der Werth von 7 folgender:

x3 x4.
-------cof. x t----------sin. x
- ' 1.2.3 4

fin. x — —cof. x
1

•3-4
X5

1.2.3 1.2

I . 2

x 3
— ■— t

2.3-4-5 12.
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xdy xxddy x3d3y , x4d4y 
dx 2dx2 1.2. jdx3 ^1.2.3 4dx4 *C' 0/

und es ist dieses daher eine allgemeine Gl ichung aller derer 
Fuuktio' n, die, wenn x ™ o gesetzt wird, selbst vc «-win

den. Es ist also dic,eGlercvu'-g so deschaffcn, das ihr alle- 
mal ein Genüge geschieht, man mag für y eine Funktion von 

x setzen, was für eine man will, wenn diestlbe nur für X — O 

ebenfalls verschwindet Ist aber y eine solche Funktion von 

X, die für x ;= o den Werth A erhält, so ist

y
xdy

idx
x-ddy
1.2dx2

X 3 d 3 y ■ x4d4y

1.2.gdx3 1.2 3.qdx4

und in dieser Gleichung sind alle Funktionen von x enthal- 
ren, die, wenn man x == o setzt, in A übcrgehen.

1.2 dx2

i 69.

Wenn man 2x oder x t x für x setzt, so bekommt jede 
- Funktion y von X folgenden Werth:

. xdy T x2 ddy xdy xdy
y «X.--- t , „ T--------- T-: T ---------—7— t 2C«
7 ldx I.2(lx2 t.2.zdx3 1,2. 3. <|dx4

und setzt man NX, oder X f (n— I)x für X, so ist der Werth 

der Funktion y folgender:
(n— l)xdy (n—l)2xxddy (n—I)3x3d3yt-------——— t--------- f re.y 4« -—, L K

7 ldx 1.2 dx2 1.2.3 d x 3

Wenn aber überhaupt t für x gefetzt wird, so verwandelt 

sich jede Funktion y von x, weil alsdann t = x t t — x 

wird, in folgende Form:

(t —x)dy (t—x"2ddy (t —x)3d3y
Xt ——x— t -n- t -"d7-t:c.

Wenn also «eine solche Funktion von t ist, als y von x, so 
ist, wer! alsdenn »» aus y entspringt, wenn man t für x setzt,
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' , (t—xMy , (t-—xVddy (t—x*>  3 d 3 y
V — y *i*  ------ - T —----------------7-----------------------7 's.

I dx 1.2dx2 * 1.2. Zäx3

und von der Wahrheit dieser Behauptung kann man sich 
durch jedes Beyspiel überzeugen.

Exempel.

Wenn nemlich y = xx-x ist, so ist offenbar, daß 
durch die Substitution von t für x,« = 11 — t wird. Eben 
das lehrt aber auch die gefundene Formel. Denn da 

y = xx — x ist, so wird — 2X— i, und -^7—= I.
dx 2axr

Folglich ist
v == X X X (t----x) (2x---- t) f (t---- x)2 "

XX ---  xf 2tx—2XX ---- t f X f tt--- 2tx f XX = tt — t.
Wenn also y eine solche Funktion von X ist, die, wenn man 
x = a setzt, in A übergeht, so ist, weil alsdann t = a, und 

t — A wirb,

A=yt
(a—x)dy

I dx
t

fa—x)2 ddy

1.2 dxi
t

(a—x)3<Z3y

1.2.3 dx3
t rc.

und dieser Gleichung thun daher alle Funktionen von x ein 
Genüge, die, wenn man x = a setzt, in A übergehem



Viertes Capitel.
Von der Verwandlung der Funktionen in Reihern

5-7°.

ist schon in dem vorhergehenden Capitel der Nutzen zum 

Theil gezeigt worden, den die daselbst für die Differenzen 
gefundenen allgemeinen Ausdrücke in der Erfindung der Rei

hen haben, die den Werth einer jeden Funktion von x aus
drucken. Ist nemlich y eine gegebene Funktion von x, so ist 
der Werth, den sie bey x = o erhalt, bekannt; und setzt man 

denselben = A, so ist, wie wir gesehen haben,
X2dly___ X 3 d 3 y
I. 2dxs 1.2. gdxT 1

x4d4y
I 2.Z.46x4 —rc. s=A.

Auf diese^Art erhalt man nicht bloß meistcntheils eine unend

liche Reihe, deren Summe einer beständigen Größe A gleich

ist, wenn sich schon in den emzelen Gliedern derselben eine 
veränderliche Größe x befindet: sondern man kann auch die
Funktion y selbst Lurch eine Reihe aüsdruckm. Es ist nemlich

xdy x2ddy , x3d3y x4J4y
y —J. L   , , ~ + ______ _________ —  '  +
' 1 dx i .2dx2 1 1.2. Zdx3 1.2.3.46 x4

wovon bereits einige Beyspiele angeführt worden sind.

§- ?r»

Um aber dieser Untersuchung einen weitem Umfang zrr 
geben, wollen wir annehmen, daß die Funktion y in z über- 
gehe, wenn man allenthalben x f « für x fetzt, so daß also z 

eben
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l)xn"2 ;

rc. ,
wird: so erhält man, wenn man diese Werthe substituirt, 

(x|

eben eine solche Funktion von x ch » als y von x sey. Für 
diesen Fall haben wir gezeigt (Cap. 3. §. 48.) daß -

&>dy , ddx &> 3 d 3 y #4d4y
* dx * 1.2dx» ; 1.2.3 dx3 l.2.3 46x4 v£"‘

ist. Da man also alle Glieder dieser Reihe durch eine fort

gesetzte Dtffcreuzialion von y, indem man dx als beständig 
betrachtet, finden, und zugleich den Aöerth von z durch die 

Substitution von x für x wirklich dacsttllcn kann: so 
erhält man auf diese Art jederzeit eine Reihe, die dem Wer

the von z gleich ist, und welche, wenn <u eine sehr kleine 
Größe ist, sehr stark convcrgüt, und in einer eben nicht gro
ßen Anzahl von Gliedern den,Werth von z näherungswcise 

giebt. Hieraus fallt per große Nutzen dieser Formel bey dem 
Approximationsgeschäftc in die äugen.

& 72.

Um bey der Erklärung des außerordentlichen Nutzens 

dieser Forme! nach der Ordnung zu verfahren, wollen wir 
zuvörderst in die Steile von y algebraifche Funktionen von x 

setzen. Zuerst sey also y = x«, wo denn, wenn man xp 
für x setzt, z = (x -f wirb. Da nun bey dieser Dors 
Aussetzung

'dy
------ — n x11 ~1 ;
dx ’

ddy
dx» k

d 5 y
—- =s n(n — i)(h —dx 3

d4/
= n(n —i)(n —2)(n —3) x«-4;
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t

X X

X~n(x t u)~n

das
Die An-

i. 2.3 >. x t u)3
und diese. Reihe besteht allemal, wenn m eine ganze mgas 
tive Zahl ist, aus einer endlichen Anzah. von Gliedern. ES 
ist also diese Reihe der vorhin gefundenen gleich, wenn man

Eulers Drss.:Rechn. 2. Th. t. Abch. F u und

§*  73°

. — * - -L- "• * 1 —- *t* —— ..„ww»,.,,,,    —   yW 
(xtu)n...............l(xt u> 1.2(xiu)2 1.2,3(xfu)3

f 2C.

Dlvidirt man nun allenthalben durch x2n, so wird 

nx-«u n(n — i)x*”u2 
i(xfu) x 1.2.3(xfu)3

n (n—i)(n — 2)x-nuS 
-------------------------— t w.

I .2. 3 (Xt U)3
Setzt man hierauf — n — m_, so wird

, . m xm u . m(m 's1 l) xm u» .
(x f u)m = xm f ——- t "—:—7—1—7;— t 1(X t U) 1.2(x t u)2 1

m(m t r)(hit2)xm u3
------------------f rc.

Hieraus können wir auch eine Progression finden, dle 

den Werth der Po-estat eines Binomiums auf die Art aus- 
Lruckt, daß die Reihe abdricht, wenn der Exponent der Po- 
testät eine ganze negative Zahl ist. Denn setzt man

• = so wird z=q(xt«)n = (-H-)n und folglich
X t U X f u

x2tt ___ nx"a n(n-t'xnu2 n(n—l)(n—2)

. . , n , n (n — 1)
(x t »Jn X11 T —Xn-T« T -------------— Xn-2.

1 1.2
n (n — 1) Cn — 2)-------2-2----------x’i-3w3 f ;c.

1.2.3
welches die bekannte Nicwtonranische Formel ist, um 
Binomium (x f 6>)n in eine Reihe zu verwandeln, 
zahl der Glieder dieser Reihe ist allemal eine endliche Zahl, 
wenn n eine ganze positive Zahl ist.
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u und m für » und n setzt. Es folgt nemlich daraus

mxm-Iu
(X t u)m = X-n t -------------- f

I

f rc.
m(m — i)(m — 2) xm~ 3 u3

I.2.3 

74-

Eben diese Reihe kann auch aus dem im Anfänge des 
yoften §. stehenden Ausdrucks hergeleitet werden. Denn da, 
wenn y fuc x = o in A übergeht,

xdy xxddy x3d3y , x4d4y * 
dx " 1.2dx» 1.2.gdx3 * 12.3.46x4 '

ist: so setze man y = (x t a)D, wodurch A = a11 wird. 
Da nun

~ = n(x t a)»-i; = n (n — 1) (x t a) n~2 ;

d 3 y
= n(n—i)(n—2)(xfa)n-3; rc. ist: so wird

n , . n(n—■ 1)
(xf a)n-------x(xf a)"-1 f --- ------“X2(xfa)n-i — 2C, = an.

Dividirt man nunmehr durch aa(xfa)n, so findet man

(x t a)-n — a~n
n a-nx n (n — l)a-nx^ 
i(xfa) * 1.2 (x f a)2 — rc.

und setzt man hier u, x und — m für x, a und n, so entsteht

daraus die vorhin gefundene Reihe.

§♦ 75-

Wenn man für m gebrochene Zahlen setzt, so laufen 
beyde Reihen ohne Ende fort. Wenn aber u in Verglei- 
chung mit x eine sehr kleine Größe ist, so nähern sich diesel

ben dem wahren Werthe in einem hohen Grade. Es sey 
also 
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also m = —, unO x = a", so ist aus der zuerst gefundenen

Reihe

t rc.)
Dagegen giebt die zuletzt gefundene Reihe

<a-tuy =
#xa1'tu) * c,i»xa‘'tuj3- ».2V.gp^ayfu)3

t rc )
Aber diese letztere Reihe convergirt viel starker als die vor

hergehende, indem ihre Glieder selbst dann abnehmen, wenn 

u > ay ist, in welchem Falle die vorhergehende Reiye di- 

vergirl.
Zst also — l; und » = 2, so ist

Auf eine ähnliche Art findet man > wenn man für > nach und 

nach die Zahlen 3, 4, 5, rc. setzt, und — 1 bleiben laßt.

> (a fu) ^4^a4j.u^4^^a4tu)2 1 4.8J2(a3 tu)$

t rc )

F- §. 76.
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§. 76.
Nach diesen Formeln laßt sich jegliche Wurzel aus jeder 

gegebenen Zahl auf eine leichte Art finden. Zft nemlich eine 
Zahl c gegeben, so suche man die ihr am nächsten kommende 
Potestät- es mag dieselbe kleiner oder größer seyn. Im letz
ten Falle nimmt man u negativ, im ersten hingegen positiv» 

Scheint dabcy die sich ergebende Reihe nicht genug zu cotv 
vergicen, so muttiplicire man die Zahl c durch eine Pote- 

stät, k" nemlich, wenn die »te Wurzel gesucht werden soll, 

und suche die Wurzel der Zahl frc, welche, durch kdividirt, 
die gesuchte Würze! geben wird. Je größer aber f genom

men wird, desto stärker convergirt die Reihe, und das um 

so mehr, wenn sich eine ähnliche Potestat a« nicht sehr von k'e 
unterscheidet.

Erstes Exempel.

Die (Quadrat-Wurzel aus der Zahl 2 zu finden.

Wenn man ohne weitere Vorbereitung a = 1, und 

u = 1 setzt, so wird

V*2  = I f JL 4 1 3 X
2.2 1 2.4.2*  1 2.4.6.23

Diese Reihe convergirt zwar sehr stark, indeß ist es doch 

besser die Zahl 2 zuvor durch ein anderes Quadrat z. B. 25 
zu multipkciren, wobey das Produkt 50 einem andern Qua
drate 49 sehr nahe komme. Man suche demnach die Qua
drat- Wurzel aus 50, welche mit 5 Dividirt, V* 2 giebt. Es 

ist aber alsdenn a = 7, u = 1, und also
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iinb hiernach ist in Decimal-Brüchen sehr leicht zu rechnen« 

Es ist nemlich
1,4000000000000

140000000000-
2100000000

35000000
5 • 100 • 5oo

d. Vorherg, in =
d. Vorherg. in =
d. Vorherg. in =
d.Vorherg,in =?

612500

11025
202

3
Folglich <2 =? 1,4142135623730

Zweytes Exempel.

Die Lubik - Wurzel aus der Zahl 3 zu finden;

Man multiplicire die Zahl 3 durch den Tubus 8, und
3

suche die Cubik- Wurzel aus der Zahl 24, wo denn <24=3 
3

2V"3 ist. Man setze also a== 3 unb u=—3. Alsdann ist

3.6.24 

und

3.6.8 
oder

r

Diese Reihe convergirt schon stark, indem jedes folgende 
Glied mehr als achtmal kleiner als das vorhergehende ist. 
Wenn man aber die 3 durch den Cudus 729 multiplicirt, so
,, , 3 3

erhalt man 2187, und dann wird V* 2187 = <(133—10) 
3

= 9/3. Da nun a = 13 unb u = — 10 ist, so wird

3
<3
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(a f 2bx f cxxj2-
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3
(a f :bx f cxx)- 

d3y  3(b b — a.c) (b f cx)

- , , , s (bbcx'x (bb-^-ac)xx
V vat2bxfcxx) — ------- —--------------------—T —

< ^at2bxfcxx) 2(212bx t cxx)l 

(bb — acYbf cx'x3 (bb-~ acY>bb—acfRbcxfaccxx'x*

5 i.io 1.4.10» T .4.7103
3 9 1 Z-2-87 3.6.2187a 3.6.9.2187 3

und in dieser Reihe ist jedes folgende Glied mehr als aoornal 

kleiner als das vorhergehende.

§. 77-
Die Entwickelung der Potesiäten des Vinomiums ist 

von einem so weiten Umfange, daß man darnach alle alge
braische Funktionen behandeln kann. Soll z. B. der Werth 
folgender Funktion <(a f 2bx f cxx) durch eine Reihe 
ausgedcuckt werden, so kann solches nach den vorhergehen
den Formeln geschehen, wenn man zwey Glieder als eins 

betrachtet. Hicrnöchst kann aber auch diese Entwickelung 
vermittelst' des zuerst gegebenen Ausdrucks vorgenommen 
werden. Denn setzt man V\a f 2 b x f c x x) g y, so wird, 
wenn man x = o nimmt, y = V~a, und also auch A = V*a.  
Da nun die Dtffcrenzialien von y auf die Art sich verhal

ten, daß

dy ■_ ______
dx V*(a  2bx*  f cxx) 

d dy ac — bb 
dx

Wenn
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Wenn man also allenthalben durch V"(a f 2bx f cxx) mul- 

tiplicirr, so wird diese Reihe rational, und
, . (bb—ac' xx

<a(at2bxfcxx)==at2bxfcx^(btcx)x-^^-^j--- 

(bb —ac' (b4‘cx''x3 (bb—ac^lzbb—ac^Sbcx^ccxxlx*
2<a’j'2bxycxx;3 S.a f2bx fcxx;3

— rc. oder .
' , , , . r, , bx (bb — ac)xx

<(a f 2bx f cxx) = <a —---------- --- -------------------7- —
- v a s(a f 2bx 7 cxx>v a

(bb — ac) (b f cx)x 3 

2(a f 2 bx •j1 cxx) 3 V*  a

§ 78-
Nun wollen wir zu den transcendenten Funktionen fort

gehen, und sie für y setzen. Es sey also zuvörderst y = lx, 
wo denn, wenn man xf« für x setzt, z = l(x f «") wird. 
Zugleich zeige 1 jeden Logarithmen an, dessen Verhältniß zu 
den hyperbolischen n: r ist, so daß für die hyperbolischen Lo
garithmen n=:i,unbfücbteßemeiric,nn=0,4342944819033 

sey. Alsdann sind die Disserenzialien von y == ix

und daraus erhalt man

l(x f fti) __ j na n«a
X 2X3

t rc.

Auf ähnliche Art wird, wenn man » negativ setzt.

n«
1(X — e>) = lx — —-

2x3

N«3

3x3
nw*

Zieht man also diese Reihe von der vorhergehenden ab, so 
wird

x — W
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n x3NX

l(xfl)
i

s"hv 
Das

§- 79-
Wenn man in der zuerst gefundenen Reihe

, n» na»2 n«4l(x f ») = ix f —-------- --- f —--------------t rc.
x 2 x3- 3 4x4

y = setzt, so wird x + » = und 
u —x * ' 1 u —x'

. , , , ,, . . nx n x x
l(xt<v)=lutlx — l(u—x) = Ixf------------------------- + 2C,

x U—X 2(u—x)2

desgleichen
,, x . ua , n xx
l(u—x) =iu----------- -  + —-----------------——-— + rc.

u—x 2(u—x)2 3(u — x)3
und, wenn man X negauv nimmt,

,, . . . . nx nxx nx3 nx4
l(u tx)=^iu +—-— +------------f  --------- -  f rc.

u f X 2(ufx)a 1 g(ufx)3 1 4(ufx)4

Vermittelst dieser Reihen lassen sich die Sogar:: 
schnell finden, wenn die Reihen stark convergiren 
thun über folgende Reihen, die aus den vorhergehenden 
leicht abgeleitet werden.

l(xf i) = lx f n(-------- — t t rc.
X 2XX 3x3 4x4

i(x—i)=ix--n( - f f —i t —; t rc.

Da diese beyden Reihen bloß in Ansehung der Zeichen von 

einander verschieden sind, so dient, wenn man darnach rech

net, einerley Arbeit dazu, daß man aus dem bekannten Lo
garithmen der Zahl x die Logarithmen der Zahlen x -fi i und 
x — i findet. Außerdem hat man aus den übrigenReihen 

l(xt I^l(x-I)t2n(l t ™ t t " t2C.)

l(x 2(x—I)'13(x—J)3p*

t 2Q
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1(x tl) = Hf n(-L 7 t t —jZ 

t rc.)

Aus dem gegebenen Logarithmen einer Zahl x lajftn 

sich also die Logarithmen der angrenzenden Zahlen x * 1 
und x — 1 leicht finden; ja man kann auch aus dem Loga

rithmen der Zahl x — 1 den Logarithmen der Zahl, die um 

2 größer ist, und umgekehrt ablciten. Ob dies gleich in der 
Einleitung tpeirläuftig genug gezeigt worden ist, so wollen 
wir doch hier einige Beyspiele hinzufügen.

Erstes Exempel.

Aus Dem gegebenen hyperbolischen Logarithmen Der 
Zahl 10/ welcher = 2,3025850929940 ist, Die hyperboli
schen Logarithmen d?r Zahlen 11 und 9 zu finden.

Da diese Aufgabe hyperbolische Logarithmen betrifft, so. 
ist n = 1, und wir haben daher folgende Reihen:

io 2.!O2 3.103 4,10* 5«ICf
— rc.

In =-- l i 0 *r -
10

- ~ f
2.103

1 __ J 1
4.104 1 5.10«*3.103

i

— rc.
1 1 1 1

Um die Summen dieser Reihen zu finden, addice man dio 
geraden und Ungnaden Glieder besonders. Dann ffndet 

man

F
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i
--—- = 0,0000000000000 

10

-— = 0,0003333333333

t
--------- = 0.0000020000000
5 . .'05

r
-------- -  = 0,0000000142857
7. io7

= 0,000000000 illl
9. I0v

r
----------= 0,0000000000000 
iiao* 9 * 11---------------------------__
Sume —0/003353477310

i

T
-—: 0,0050000000000

I
- — 0,0000250000000 

7—- =0,0000001666666
6. io5

r
~—- = 0,0000000012500

r •
------— = 0,0000000000100

10. !Ol°

I
----------=0, ooococoooooor
!2.lo"

Die Summe von beyden ist ...... 0,1053605156577

und I99 = 4,595 rl 98501346

Sume 1= 0,00:5025 1679267

Die Differenz hingegen . . . . . 0,0953105798043
Nun ist 110 = 2,3025850929940

Also wird In = 2,397895272798z
und 19 = 2,1972245773363

Hieraus stießt ferner 13 = 1,09^6122886681

Zweytes Exempel.
Aus dem hyperbolischen Logarirhnlen der r5ahl 99, 

Der so eben gefunden worden ist, Den Logarithmen der 
Zahl 101 zu finden.

Man gebrauche dazu die vorhin gefundene Reihe:

l(xti)=?l(x —1) t- t -^-7- t t -Art rc.
x 3.x3 5.x? 7.x7

Da nun in dem gegenwärtigen Falle x = 100 ist, so wird
2 2 2 2hol = 199 + — +---------+----------- - +--------- + rc.

. ' , 100 3.1003 5.ioo< 7.1007 1
Die Summe dieser vier Glieder ist = 0,0200006667066, 
und diese Zahl zu dem Logarithmen von 99 gesetzt, giebt 

lioi ;= 4,6151205168412. Drit,
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Drittes Exempel.

Aus öcm tabellarischen Logarithmen der Zahl 10, wel

cher = 1 ist, die Logarrrhnienher Zahlen 11 und 9 zu finden.

Da wir hier gemeine tabellarische Logarithmen suchen, 
so ist n = 0,434294481903^. Setzt man also x = iQ, so ist 

, n n n . n
11 i == 110 f — f — "7*7  t —1Cr1O 2. 103 3. 103 4.I04

_  110 n n n
10 2. 103 3. 1O3 4. 104

Nun addire man die geraden und ungeraden Glieder beson- 

ders. Dann wird

—=0,0434294481903
10

——0,0001447648273 
3 -103

-—-—7 = 0,00000056858895.105

—~ 0,0000000062042
7. 107

—-— — 0,0000000000482
9.10 9

n
---------= 0,0000000000005
II. 10“

Sume = 0,0435750578593 
Das Aggregat von beyden i;

Die Differenz hingegen 
Nun ist 
Folglich 

und
Hieraus aber stießt fernex 

und

—— =0,0021714724095
2. 103

—— = 0,0000108573620
4. IO*

n
---------— 0,0000000723824Ö. 106- '

n
--------- =0,0000000005428
8. ios

—0,000300000004^
! iO.IO10

n--------- = 0,0000000000000
12.1 o"__________________

Sume =0,0021824027010.

r . . , . 0,0457574905603

.... 0,0413926851583

110 = 1,0000003000000

111 = 1,0413926851583
19 = 0,9542425094396

13 = 0,4771212547198

199 = 1,9956351945979
Vier-
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Viertes Exempel.

Aus Sem letzt gefundenen tabellarischen Logarithmen 
Ser Zahl 99 den rabellarrschen Logarirhmerr von ioi zu 
finden.

Gebraucht man hier eben die Reihe, deren wir uns bey 

Dem vorhergehenden Exempel bedienten, so erhalt man

Iior = 199 t sn( 1 1 ' -f->c.)

Setzt man nun für n den erforderlichen Werth, so findet man 

sehr bald die Summe dieser Reihe = 0,0086861791849 

und addirt man dieselbe zu I99 = 1,9956351945979 
so findet man lioi = 2,0043213637829

8r.

Nun wollen wir y in unserm allgemeinen Ausdrucke 

einen Exponentlal- Werth beylegen, und y = ax setzen, wo
durch denn, bey der Substitution von x 4-t» für x, z = axi" 
wird. Da nun in diesem Falle

dy , dd y d’y
— = axla; — = ax(Ia)2; —— = ax (1 a) 3 ; ic,
dx dx- dx3

ist, so wird

und dividirt man diese Gleichung durch a\ so findet man die 
Reihe für die Exponential- Größe, die wir schon in der Ein

leitung Lh.r. Cap. 7. §. 125 kennen gelernt haben, nemlich

Auf eine ähnliche Art findet man, wenn man « negativ 

nimmt,
«la 4>2(Ia)a *3 (la)3 «4fla)4

a-*  = 1 — -—r t----- t---------------- — t  --------------- :c.
1 1 »2 1.2.3 1.2.3.41 , 2

Ber-
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Verbindet man nun beyde Reihen mit einander, so erhält 

man
a*  x a-w n»2(Ia)3 <v4(la)4
------------= 1 t ------- — t ----------- t

2 I 2 I.2.34 1.2 z 4.5.6
prc.

a" f a_ *»la
2 1 t

w 3 (1 a) 3

1 . 2
■P

«5(Ia)5

1.2.3.4.5

Hierbey ist zu merken, daß la den hyperbolischen Logarith

men der Zahl a bedeute.

§. 82.

Vermittelst dieser Formel kann man zu jedem gegebenen 
Logarithmen die zugehörige Zahl finden. Es sey nemlich ir

gend ein Logarithme aus einem Systeme gegeben, worin

1a — l ist. Man suche in eben diesem Systeme den Loia- 
rlthmen x, der u am nächsten kommt, und nehme u = x fa,. 
Da nun die Zahl, welche zu dem Logarithmen x gehört, 
= y = ax ist, so wird die Zahl, die zu dem Logarithmen 
u = xt« gehört, = ax> =5 z, und folglich

wla &>2(I a)2 
z y(i t 1.2

w3(la)3 
t------------

1.2-3
t

(1 a14-
r.2 3.4 t rc.

Diese Reihe wird, da « eine sehr kleine Zahl ist, sehr stark 

converg!ren,und wie wollen den Gebrauch derselben an einem

Beyspiele zeigen.

Exempel.

Man soll die TaKl finden, welche fölgender potefhfe 

der 2,2 2 2 4 gleich ist.

Da 224 = 16777216 ist, so ist 222,4 =» 2i<?7771I<5 

und folglich I2234 = 16777216 12. Nimmt Man nun die 
gemeinen Logarithmen, so ist

ls --- o,30102999566398119521373889

und 
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und der Logarithme der gesuchten Zahl

5050445/ 259733675932039063
Die Characteristik dieses Logarithmen zeigt an, daß die ge

suchte Zahl aus 5050446 Zifern bestehe, und da diese nicht 
insgesammt gefunden werden können, so ist es genug die 
AnfangsZifern, die aus derMantisse, 259733675932039063 
= u gefunden werden müssen, anzugeben. Nun findet man 
aus den Tafeln für die Zahl, deren Logarithme diesem Loga
rithmen am nächsten kommt, 18.101 = 1,818. Setzt man 
also diese Zahl = y, so hat man

x = 0,259593878885948644, und also 
w = 0,000! 39797046090410. Da nun 
a ■=□ 10 ist, so lst

--- 2,30258509299404568401799^4, und 
*la = 0,00032189459437298. Ferner ist 

y =3 1,8ißoocoooooooooooo

585204372569020

94187062064

10106100

810

1818585298569737997
Dieses sind die Anfangs - Zifern der gesuchten Zahl, und 

unter ihnen ist höchstens die hetzte der Wahrheit mcht ganz 
angemessen»

§. 8z.
Wir wenden uns zu den transcendenten Größen, die 

vorn Kreise abhangen, und hier sey/ so wie immer der Halb

messer 
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dx3

u

(1 — XX)V

2C.

Hieraus ergießt sich

Afin.(xt<.)=Arm.xt^-l_xx) 

w4'9x f 6x3)
* -----------------™ t

24(1 —xx)a

«2x <v3('if2Xx)
t------------- ;t—--------i

2(1—xx) 2 6(1— xx)2 
«5(9^72x2^24x4)

12Q(l — xx)a

§. 84*
Wenn also der Bogen bekannt ist, dessen Sinus —x 

ist, so kann man vermittelst dieser Formel den Bogen finden, 
zu dem der Sinus x t * gehört, wenn « eine sehr kleine 
Größe ist. Die Summe der Reihe, welche man hinzu addi- 
ren muß, wird zwar in Theilen des Halbmesiers außgedruckk, 
indeß laßt sie sich leicht auf einen Bogen reduciren, wie fol

gendes Exempel zeigen wird. E x e m-

X

(1 ---  Xx)T

I t 2XX

d4y — 9X f 6x3

(l --- XX ?
d<y __ 9J*  72x2 f 24x4
dxf _ (l - XX)f

d6'y 2<?5x t 6cox3 f T2Ox< 
dx<5 “

messer des Kreises — 1, und y bedeute einen Bogen, dessen 

Sinus = x ist, oder es sey y=Asm.x, Setzt man nun , 
x t » für x, so wird z = a sm (x t *).  Um den Werth 
davon auszudrucken, suche man die Dlfferenziaiien von y:

dy __ I
dy V" (I—xx)

d 
dx2

d3y 
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Summe = 0,0000794423
Md dieses ist der Werth des Bogens, der zu 19°, 2^ addicr 
werden muß. Um denselben in Secunden auszudrucken, 
nehme man seinen Logarithmen, nemlich

E x e m p e L

Man soll den Rreisbogen finden, dessen Sinus
== I = 0/3333333333

ist-
Man suche aus den Sinus-Tafeln den Bogen, des

sen Sinus zunächst kleiner als | ist, und dies ist der Bogen 
von 19°, 281, dessen Sinus = 0,3332584 ist. Man setze 
also 19°, 281/ = Asih.x = y, so wird x = 0,3332584, 
6» = 0/0000749, und V(I — xx) = cof. y = 0,9428356. 
Es ist also der gesuchte Bogen z, dessen Sinus = | gege

ben ist,
L> »Sfin.y

= 19°/ 28*  t —— t------- ■■■<-.
coL y 2. col.y3

Denn dieser Ausdruck ist schon hinlänglich. Es ist aber, um 

mit den Logarithmen zu rechnen,
= 5,8744818

lcof.y = 9,9744359

l-~ = 5,9000459; = 0,000079441-2, coi.y col.y
«2

^CoCy = I'8OOO9l8

fin. y
= 9-548345=

1,3484370

12 = 0,3010300
»isin.y »rssn.y

1—■—- — 1,0474070; —= 0,0000000011a cos.y3 scol.y» 

5,900051t
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5,900051g
und ziehe davon db 4 6855749

so bleibt 1,2144769 = 11638615
Diese Zahl zeigt die Secunden an; druckt man aber den 
Bruch in Lcrrien und Quarten u. s. f. aus, so wird der ge

suchte Bogen
-2- 19°, 2&x, 16“ 23'", IGIV, gvz 24VI.

3 $_
2(l—xx)T 6(l—xx) r

94-72x2 1-24x4)
—-—-—-—-——— -— tt.

5*  85*

Auf ähnliche Art läßt sich ein Ausdruck für d!ö 

Cosinus finden. Setzt mait nemlich y = Acos.x, so bleibt- 

fca dy = ---------- ; ist, die vorhergehende Reihe bis auf
V (1 —XX)

die Zeichen unverändert, und es ist daher
, v . „ y ®-x w^(lf2xX)

Acof.(xt&')=Acosx------------- - — =■------- ------- ------------------
V (I—x)

a>4.(c;xt6x3)

- -7-

24'J--- XX,2 120(1 --- XX)1
Diese Reihe convergirl eben so wie die vorhergehende alle

zeit sehr stark, wenn man aus den Sinus-Tafeln den näch

sten Winkel Nimmt, so daß meistentheils das erste Glied

—------------ - hinreicht, Wenn indeß x der Einheit oder dem
8^(1—XX)
Sinus Lotus sich sehr nähert, so hört die Reihe, wegen der, 
Kleinheit ihrer Nenner, auf, zu convergiren, und in diesem 
Falle bedient man sich- da die Differenzen sehr klein werden, 
besser der gewöhnlichen Interpolation,

H. 86.

Run bedeute y einen Bogen, dessen Tangente gegeben ist^ 

öder es sey y =2 Atang, x, und 7. == Atang. (x t •) > folglich 

Etffers Diff. Rechn. 2, Ly, i.Adthi G
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Um diese Glieder zu finden/ suche man die Differenzialien

von y, nemlich
dy 1

dx lfxx

ddy — 2X
dxx (1 t XX/
d3 y — 2 f 6 x x

dx3 (1 t xx)3
d4y 24 X — 24x5
dx4 (1 t XX;4
d5 y 24 — 210X- * 120x4
dxf (1 t xx/
d6 y ---  720 x t 2400 X 3 --- ■

dx<> (1 t xx)<7

I —du
— -------- = sm.u3» Da ferner dx = --- ------- , oder du

lfxx fin.u2

Nachdem man diese Differenzialien gefunden, so ist 

A tang (x f «) sä Atangx f

W »2X »3 ,
---------------- ------- — f----------(xx—i;—  -------- — (xs—x)f
I(ltxx) (ltxx)2 (lfxx)3 (ltxx)4

r-^l~(x4—2X2t|)—tx) t rc.
(I txx)f <1 txx>5

§. 87« »

Es kann aber diese Reihe, deren Fortschreitungs Gefttz 

nicht leicht zu erkennen ist, in eine andere verwandelt wer
den, wobey dieses Gesetz sogleich in die Augen fällt. Man 
setze zu dem Ende Atangx = 90° — u, so daß x = cot u 

s= sey: so wird itxx = 1-~- und folglich ~
im. u fin. u2 dx



V. der Verwandlung der Funktionen in Reihen. 99

dusin.u.cos.u.sin.2u—du.sin.u2.cof.2u=s

= du sin u2fcof. u. sin. 3u t sin. u. cos. Zu)

d^y
1,2 3 4dx4------ du sin u3(cofu. sin. 4« t sin.u. cos4u) =

G 2

s= 2dusin.ucof.u=dusin.2u=:—dxsin.u2sin.2U

folglich = t sin. U2 . sin. 2U.
D idx2

d4y
i.a.gdxS

s= — dxsin.u2 ist, so bekommt man bey fortgesetzter 
Differenziatton 1

d d y
d x

du sin u2. sin. 4U = — dx sin u4. sin 4u,

folglich------ ~—5=—sin.u4.sin.4u.
I.2.Zdx4

— dusin u3 . sin 5u = f dxsin uf . sm, 511

v d $ y
folglich---------- r~ = t sin u<* . sin. Zu.

I.2.Z.4äx5

2C.
Hieraus aber kann man folgern

A. tg. (x tw) = Atgx f —sin. u. sin, u------- lin.u2« sin.au

6» 3 y4 »5
t —sin.u ?.sin.au------- sin.u4.sin.4ut —sin,uf. sin.su

3 4 5 3
6>G 

--------sin. uff . sin . 6u t ?C.
6

wo, ba Atgx t= y tmb Atgx = 900 — u ist, y :=9qO__u 
seyn wird.

88.

sin.su
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«n

§- 88.
Wenn Acotx t=s y und Acot(xt») = z gesetzt wird, 

so ist
w dy «3ddy *> 3d5y «4d4y

z = v + - -- f f-----------— +------------ -— + 2C.
' dx 1.2dx- 1.2.jdx 3 I.2.3 4dx4

■*L  (j x , ,
Da aber dy =------- -  ist, so stimmen die Glieder dieser

I XX
Reihe mit den vorhin gefundenen bis auf die Zeichen zusam

men. Setzt man daher wie vorhin A tang x = 90° — u, 
oder Acotx = u, so daß u = y ist, so wird

Acot(xt«>):= Acotx—— fin.u.sm.u t — sm.u3.fm.2u

------- fin.u 3 .sin.gut — sm.u4.fm.4u sin. uf. sin.511 
3 4 5

*6 rc.
Dieser Ausdruck folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden. 

Denn da Acot(x t «) =90° — Atang(x f 0) und Acot.x 
s= 90° — A tang.x ist, so ist Acot.fx f — ACot.X = 

— A tang (x f 0) f A tang. x.

§• 89-
Aus diesen Ausdrücken lassen sich viele sehr schöne Fol

gerungen herleiten, wenn man für x und * gegebene Werthe 
setzt. Es sey zuvörderst x = o. Da u — 900 ~ Atangx 
ist, so wird alsdann u = 90©; sin.u = 1; 
fin. 3U = —I; sin. 4u =i o; sm. 5ü = 1; 

srn.yu = — 1; rc., und folglich
0 ui «5 w*  »>9

A tang. * —-------------t —--------------t------------------t rc.
1 3 5 7 9 11

welches die bekannte Reihe für den Bogen ist, dessen Tan

gente = « ist. Ferner sey xc=i, wo denn Atang.x=4$o, 

und also u c= 450, und sm.u = -7-; sin.au = 1; sin.Zu 
v 2



V, der Verwandlung der Fuhftionen in Reihen, wi

Näherungsweise zu finden.

5*8  6.8
C»1 3

s= ~; ßn.4u = o: sm.su =------ -- ; fin.6u =s — i;
< 2 < 2

I ,, r , .
fin.7u ------sin.8u = o; sin.9u c=-~1C. wwd.

V 2 v 2
Hieraus erhält man

A tang (i t *Ö 45° T 2 2.2 ^3.4 5.8^6.8

*9 «lo 4a11

tTTS 9.32 10.32111.64 13.128T 14*128

— rc.
Nun sey — 1, so wird Atang(i f ») o, und 45» 

und folglich
4

5r — JLf -Lf—_______ T r____ £_ . r
4 1.1 2.2 3.2S 5.23: 6.2^ 7.2*  9,2^1

f -------7 t --------7 — rc.
IO.2*  11.2^

Setzt man diesen Werth anstatt des Bogens von 450 in 
nen Ausdruck, so bekommt man Atang(i f «) ^=.

•_LL_“2XI + t±iL_—1 + f ,c..
1.2 2.2 1 3.2*  5.23 6.23 7.24

/ «" 
Es ist aber jene Reihe sehr bequem., um den Werth von —

§. 90. a.

Da
»r T T 1 — 1 — 6 I .
"4 2" 2.2'^*  3.2^ 5.23 6.23 7.24

ist, die Glieder aber, in deren Nennern die Zahlen 2,6,10,

K. v'orkomm-n, ncmlich - ^7 t "7 ~ ,77?

G 3 t rc.

sm.su


Atg.(i—*)=

Atg.J =

I

— lAtg.f

und folglich

Atg.f s

T

5-2 3

— t5.28 1
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r 1
7.211 9.21*

I
7^ * “•

t t -'«•
Setzt

— f —7.24 T 9.2s

t den Bogen 5 Atgf ausdrucken: so ist

— =£Atg|f~— f— -------—---------—4 1 I. 2 3.2» 5.23 7.24 1 9.25 1

I ,
--------- f rc.
Il. 2<r

Nun erhält man aus der zweyten Formel, wenn man 
darin * negativ nimmt,

", r . r , r 1 'i'___ i_
T 1.2 T 2.2 * 3.2s-"5^3—6.2 3—7.2*  

f rc.
df u r *>  3 * <v5" t e»6 t w"7

1.2 2.2
4*  ------ 4*  ------+-------

3.2a 5.2 3 - 6.2 3 7.2*

— rc.
und setzt man also so wird

— + JL + 1 f 1______ L___1
I.2~ 2.2 T 3 2a T 5.23 6.2 3 7.24

t rc.

__I____1____ L_4._L.xJL + _s_
1.22 2.23 Z.25 5.28 6.29 T 7.2"

<. — rc.
Nimmt man hier die durch 2, 6, 10, rc. getheilten Glieder 
besonders, so wird

Atg.f = tAtg.if J-t-L-
I . 2 3,2a

t rc.

— KAtg.Z-------^7----------- t
I 2- Z.25

— rc.
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rc.

Ist

ir

7

Setzt man aber diesen Werth in die obige Reihe, und druckt 

man dabey auch A tg.| durch eine Reihe aus, so erhall man
1 1 i,i,t rc.

Vj.
2 *

§♦ YO. b.

Diese und viele andere Reihen erhält man, wenn man 

x = 1 setzt. Nimmt man aber x == <3, so daß Atang.x 
<3

= 60° wird: so ist 11 = 30°, srn.u = sm.2u = —; 

sm 3U = 1; sin,4U = O-; sm. 5 u = L; fin. 6u = o; 

fin. 7u — — Z; rc. und folglich

Atang.«31 *)=6o° f —— — 1.*? »-f. ----- “OO
6 3 1.2» 2.2 3 1 3 23 4.25 1

«5 *1  . "8^3___ , *OO_j2_  + x;
52« 7.28T 8 2v 9.2S 10.2” II.2“

Und setzt man x =-~, so daß Atg.x = 30° ist, so wird 

u = 60° ; srn.u = ; sm.2u = —3; sm. 311 = 0; fin.4u
2 2

= — — ; sm.511 = — * sm. 6u = o; sm. 711 —
2 2

rc., und folglich

1w) 3 t i,2» 2.25 4.2^

33"f + },
—- t rc.
5,26

G 4

t rc.

3-21 5-2» 7.2 3 9.2*

I I I I I
t

1.2» Z.25 T 5.28 7.2" 9.2*4

I I I I I
1.2*  1 Z.2"> 5.216

t
7'2" 9.2’8
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§- 9r.

Nun wollen wir den §. 87. gefundenen allgemeinen 
Ausdruck

Atang. (x f ») = Atang. x
M 6! 2 A, 3

+ —sm.u.fin.u-------sm.ui.sin.2uf —fin.u3 . sin. au,
1 L A ?

-7- rc.
wieder zur Hand nehmen, und * — — x setzen, so daß
Atang.(x t *)  = o wird. Dadurch erhält man

Atang. x =s

—fin.u. sm.u t — sin.u* . fm.2u f. —fm.u \. fin.gu + je,
I a 3

Da aber A tang.x = 9C& — u — u, so ist x*=  cot.u,
2

cos.u
= und folglich

II n. u

™ =3 ufcofu. frn.u f Z cof u-. (m.2u 7 -jcos.u 3. sin.^u -f*

Jco£ . siu.4» f 15.
Diese Reihe ist um so merkwürdiger, da der Werth dersel

ben, man mag für u einen Bogen annchmen, was für einen 

man will, immer unverändert ~ bleibt. Setzt man hinge

gen *== —so wird, weil A rang. (— x^--—Atang, xfst

< 2 A tang.x —
2X 4x 3

lin.u.sin.u v -—fm u^fm,2u•£ -—sin,u3 .sin.au + ic.
5 ’ 4 ‘

Da
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Da nun Atang. x

ßn.^u.

*r Cof.U ...
------- u, und x " -— ist, so wird
2 ” ■ lin. u

2 22 23
er = 2u t —cofu. ßn u f — cof.u2. ßn.2ut — cos. u3 .

1 2 Z
ßn. ZU f rc.

Es sey V = 45° == so ist cosu = ßn.ua ~ x

I „ —I
ßn. 2u = 1; ßn.Zu ------ ;ßn.4u==o; ßn.§u

\' 2 V 2

fin.6u == — 1; ßn«7u = ; fin.Su =? o; ßn.911 == ~ ;

Und folglich

r==lJ.£4.1_e2_Ü_22+2-+-t- —:c.
2 1 ‘ 2 1 3 5 6 7 9 10 11

Ob nun dieses gleich eine divergirende Reihe ist, so verdient 

sie doch wegen ihrer Einfachheit bemerkt zu werden.

§. 93.

Setzt man in dem gefundenen allgemeiner» Ausdrucke 
I — I „ cof.u... . .

« = -=• x — — c= -—-—well x =7 -— ist:.so wird 
x fm.u. oof.u im. u

I I
Atang.(x.t«) — Atang.------- - = — Atang. -=?—-7

x. 4. 

f A tang, x*.
Hierdurch erhalt man also folgenden Ausdruck:

v  fin.u ßn.2u T ßn.Zu , ßn-4u _______
L I cof .u ‘ 2 cof.u4 ‘ 3 . cofsu 3 4COl.u4 5 . cof.uf

t rc.
und Liese Reihe giebt, wenn man darin u =45° setzt, eben 
die Reihe, die wir zuletzt gefunden haben. Setzt man aber 

cof*  11 (
<*==  —Ais xx), so wird,weil X == ™~‘~ist,«und

G 5

%25c3%259fn.ua
fin.Su
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Atang/x — V*(i  fxx)) = — Atang.«(I fxx) — x) c= 
f • ir

— JA lang. — = —1(- — A tang.x) = —- f u, und

• *ir
Atang.^ = -- — u.

Hierdurch findet man

~~ = |u f |fm.u f ism.2u f f sin.^u f £sin.4u f rt. 

und differenziirt man diese Gleichung, so bekommt man

o = I f cos u f cof 2u + cof. ZU t cos. 4U f cos. 5U f rc. 
eine Reihe, deren Beschaffenheit aus der Natur der wieder

kehrenden Reihen erkannt wird.

§- 93-
Auf eine ähnliche Art lassen sich auch durch die Diffe- 

renziation der übrigen vorhin gefundenen Reihen neue sum- 
mirbare Reihen erhalten. Zuvörderst folgt aus der Reihe

ir . w 6)2. y3
Atang.(itw) = — f----------- f-----

4 2 2.2 3.4
«5 a 6

5^678 rc.

diese:

r
2 t 26) f 0) 2

I u N1 u4 *6  w 8
"*  2 2f4 8^8 16 32 :C*

2 —— 2 & *t* & 2”
welche sich aus der Entwickelung des Bruchs----------------

4 t A*4

--------------ergiebt. Hiernächst folgt aus der Reihe
Sch 2« t

-t=uf cosu. sin.u f jcos.u3 . fm.2u f 5cofu3 . sin.ßuf 
2

cof.u4.fin.4u f rc.
durch die Differenziation

© ~ I i,cof;2utcos.u.cof.3utcof.u3<cof,4u fcof.u3.cof5u
t rc.

Endlich
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O =3 ———- T
coLus

Endlich giebt die Reihe 
7F sin.u
— =□ —7“ f
2 COi.U

sin.2u . sin.iu . sin.ztu .
-—------ + ——-— +------------- + re.
2COs.U2 3 COf.U 3 4 Cof.U4

auf eben dem Wege
cof. U cos 2U cof. ZU cof. 4U 
cosu3 c0£u4 ■ cof.u5 cosuC 

oder
. cof.u , cof. 2U cof. 3u cof. 4U

0 = 1 f —t- t -7-— t —7~ T T~r T 2r* 
cof.u cof.u3 cof.u 3 cof.u*  

§- 94-

Es ist aber der §.87. gefundene Ausdruck:

A taug, (x t **)  =

Atg.xf —sin u.sin.u ——sin.u3. sin.uut ysin.u3.sin.3u

— rc.
wenn x = cot.u, oder u = A cot. x — 90° — A tang.x ist, 
sehr nützlich, um zu einer jeden gegebenen Tangente den zu
gehörigen Bogen oder Winkel zu finden. Denn ist die Tan
gente — r gegeben, und hat man aus den Tafeln, die ihr 

am nächsten kommende Tangente = x gefunden, die zu 

dem Bogen = y gehört, so ist u =s> 90o — y. Setzt man 

also x f u = t, oder * = t — x, so ist der gesuchte Bogen
ei ei 3

= y f —sin.u.sin.u-------- sin.u3.sin.2u f 2C.
1 2

Diese Regel ist dann vorzüglich nützlich, wenn die Tangente 
sehr groß ist, und folglich der gesuchte Bogen nicht viel von 
900 unterschieden ist, weil in diesen Fällen die gewöhnliche 

Interpvlations - Methode wegen des großen Zuwachses, den 
die Tangenten bekommen, zu sehr von der Wahrheit ab- 
führt. Wir wollen daher diese. Rege! durch ein. Exempel 

erläutern.
Exem-
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Exempel.

Den Bogen zu finden. Dessen Tangente 100 ist, 
wenn Der Radius = i gesetzt wird.

Der Dogen, der dem gesuchten am nächsten kommt, ist

89 25 x, und seine Tangente ist 
Zieht man sie ab von

x == 98,217945
t =3 10 C, .

so bleibt * = 1,782057
Da ferner y = 89°, 25*  ist, so ist n---o°,Z5,; 211=1°, 10'; 
zu == i°, 451; rc. Um nun die einzelnen Glieder vermittelst 

der Logarithmen zu finden, so addire man

zu 1® = 0,2509215 
lsin.u = 8,0077867
1 fm. u =5 8,0077367; dadurch wird

( ---------- "T~
1«. sin. u. sin. u = 6 2664949.

Zieht man hievon ab 4.6855749, so findet man

1,5809-00, unh es ist folglich
«. sin. a. sin. u, =^38,09956. Secunden.

Ferner addire man
zu 1« sin.us =2 6,2664949

= 0,2509215
lsin.2u =s 8,3037941

4,8262105, ziehe

hievon ab 12 — 0,3010300, so wird

15 sin.u2 . fin.2u = 4,5251805.
Zieht man hievon ah 4,6855749, f° bleibt

9.8396056, und es ist folglich 
i* 2sin.u2 4sin.2u = 0,69120 Secunden.

Nun
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Nirn addire man

ä« 1«’ = 0,752764; 
ifin u3 ~ 4,0233601 
lsin. 3 u e= 3,4848479

3,2609725, ziehe
hievon ab 13 — 0,4771213, so wird

l|«3stn. u3.fm.3u = 2,7838512.
Zieht man hievon ab 4,6855749, so bleibt

8,0932763, und es ist folglich 
|«3sm.u3.6n.3u == 0,01254 Secunden.

1

Endlich addire man
zu 16>4 =: 1,0036860 

lün. u4 -= 2,0311463 

lsin.4u t= 8,609734c

H8,l 1210
subtp. 0.69143

6,3569320, und es ist folglich 

0,00023 Secunden.

also
die negativen Glieder

0,69120
0,02023

| w4sin.u4. än. 4u ± 

Es sind 

die positiven Glieder 
38,09956

0,01254

i56'4sin.u4. fin.411 — 1,0425069.

Zieht man hievon ab 4-6855749, so bleibt

1,6445669, ziehe
HKvon 6b I4 = 0,6020600, so wird
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Es enthalt also der Bogen, dessen Tangente hundertmal so 

groß ist als der Radius, c=
89°/ 251, 37” 2znr, I4»v, 24V, 36Iv 

und dabey kann der Fehler sich nicht bis auf. die Quarten, 
sondern bloß auf die Quinten erstrecken, so daß derselbe ge? 
miß 89 °, 25’, 37“, 251”, i4Iv enthält. Wird eine größere 
Tangente gegeben, so läßt sich der Bogen, wenn gleich * 
größer wird, dennoch leicht finden, weil der Winkel u dabey 

kleiner wird.

§. 95-
So wie wir bisher für y einen Kreisbogen gesetzt haben,

so wollen wir nun dafür die reciproken Funktionen annehs 
men, dergleichen sin x, cos.x, tang x, cot x, rc. sind. Es 
sey also y = sin x. Setzt man dabey X -j- » für X, so wird 

7. =: sin. (x t w), und die Gleichung
»iddy »3d3y

t
«4d4y
—*7 —- t rc.246x4

dy „ ddy d*y
gieb', da — = cos.x; — = — =- cos.x;

rc. ist,
fm,(x t «) = sm x f »cos.x — £»3sin.x — £*>3cofx  f

5’5®4sin.x -f- rc.

und wenn man -- negativ nimmt,

fm.(x — w) — sin x — »cos.x —- x -f- |»3cosx ch
2’4w4sinx — rc.

, , dy
Setzt man hingegen y = cos.x, so wird, weil———sin x;

— cofx; :c. ist,

cos (x t *)  = cos.x — « sin. x — ji* 2cof,x -f f »3sin x ch 
»4cos.x •“ rc.

und 
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und wenn man « negativ nimmt,

cof.(x — «) — cof.x «ysm.x — Szuicofx — £w3sm.x f 
5,$<v4cof.x f jg

§- 96.

Der Nutzen, den diese Formeln bey Verfertigung und 

Jnterpolirung der Tafeln der Sinus und der Cosinus leisten, 
ist außerordentlich groß. Denn kennt man den Sinus und 
Cosinus irgend eines Bogens x, so kann man daraus mit 
leichter Mühe die Sinus und Cosinus der Winkel x t» und 

x — &> finden, wenn « klein genug ist, denn in diesem Falle 
convergiren die gefundenen Reihen stark. Man muß aber 
dabey * in Theilen des Halbmessers ausdrucken, wozu matt 

die nöthigen Einheiten aus der Division der Zahl

3,14159265358979323846

welche den Bogen von 180° ausdruckt, durch 180, UNd des 
hierdurch gefundenen Quotienten durch 60 u. s. f. findet. 

Hierdurch erhält man

i° =3 0,017453292519943295769

11 — 0,000290888208665721596 

i“ = 0,000004848136811095359

rc.

Erstes Exempel.

Die Sinus und Cosinus Der WinEel von 45 l1, und
44°, 591 aus dem Sinus und Cosinus des Winkels von 
45° zu finden, die beyde

~ = 0,707106780865 sind.

Da
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Da also

sm. x t= cbf. x ss o,707 r 0678n 865, und 

*> = 0,0002908882086, ist,

so suche man, um sich die Mulriplicationen zu erleichtern-

2-y ~ 0,0005817764173
3?» = 0,0008726646259
4" = 0,0011635528346
5« = 0,0014544410432
6« = 0,0017453292519
7« = 0,0020362174605

8« — 0,0023271056692
9**  = 0,0026179938779

Hiernach findet man * sm. x und *cos.x  auf folgende Artt

7 . 0,00020362174605

b
7 . 0,00000203621746
1 . . 2908882

ö ♦ ♦ ♦ •
6 . . 174532
7 * » 20362

8 * 1 2372
lI . ' . 29

I . » » 2
8 * * 2
6 . ö

fefin. x ss »cof x s= 0,00020568902490,

folglich fwcos.x äs 0,000102844512451
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Nun mulriplicire man

durch *.  1 . 0,00000002908882
o .

2 . . 58178
8 . . 23271
4 . . 1164
4 . .116

5 . 14

so wird i«3cof.x " 0.0000000299162^, 

und ^w-coi.x == 0,000001,00997208; ferner 
durch « 9 . 0,00000000000262

9 . . . 26

7 . . . 2

so wird |»3cos.x =5 0,00000000000290

Um also den Sinus von 45 P zu finden, addice man zu 
fm. x — 0,7071067811865 ‘ 

*>cos. x =3 2056890249

0,7073124702114 
subtrah. jy^.fin x = 299162

0,7073124402952 
und |w3.cof.x —_________ 29

so wird sin. 45°, P = o, 703124402923 ss cos440,591.

Um hingegen den cof.451, p zu bekommen, subtrahite man 

von cof. x ts 0,7071067811865 
wsin.x — 2056890249

0,7069010921616
und 5<v^cof. X == 299162

0,7069010622454, und 
addire |*3sin.  x = 29

fetinOdnian cs,45°,p = 0,7069010622483 2= £10.44°, 591. 

Eulers Diff. Rechn. 2. Lh. 1. Abch» H Zwey^
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Zweytes Exempel.

Aus Dem ergebenen Sinus und Cosinus des Bogens 
von 67°, 301 den Sinus und Cosinus der Bogen von 
670, 31*  und 67 291 zu finden.

Wir wollen hier die Rechnung nur bis auf sieben Deci
mal-Theiler Stellen fortführen, als womit man sich in den 

g-'memen Tafeln zu begnügen pflegt; und so können wir uns 
dieselbe durch die Logarithmen erleichtern. Da also

x = 67°, 301 und
<a = 0,000290888; so ist l« — 6,4637259 und 

s Ifin.x = 9,9656153; Icosx = 9 5428397
1» = 6,4637259; 1» — 6,4637259

lwsin. x = 6,4293412; 16> cos x c= 6,0465656
li« = 6,1626959; 13» = 61626959

liySsin.x = 2,5920371; 1^-cof.x = 2,2092615 

folglich

«fin.x es 0,00026874; »cos.x — 0,00011232 
x = 0,00000004; x<v$cof.x = o,ooooocoi 

und hieraus wird
£111.670,311 0 0,9239908; cos 67°, 311 s= 0 3824147 
£«1.67°, 291 — 0,9237681; cos. 670,29t = 0,3829522 

und die Glieder ^»»sm. x und |»2cos,x hätte man nicht 
einmal nöthig gehabt.

* §. 95- §- 97-

Aus den gefundenen Reihen:

fm. Cxf *>)  = sn.x f »csx—f«3sn.x—f»3csxf ^“^•sri.x'f 1C. 

cos.(,x f w)=z esx—»in.x—f»2csx -j- |»3sn.xf »4cs.x—2C. 
fm.(x— ») = fn.x—wcf.x—f»3sn x f f » 3 cs x f 5‘4 » 4sa x—2C. 

cof.(x-—»)=cf.x t wsn.x—jw^cf.x—j»3fn,xT$,4(v4cf.x f rc. 
folgt 
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folgt durch die Verbindung
fin.fx t w) ’s*  fin. (x —

2 ™

fin.x—|«»fin xf5I4<v4sm,x—xfic.=sin x.cof« 

und
fin. (x ’s*  «) — fin. (x — «)

2
«cof.x — £«3cos X f tIö^^coCx —2C. = cos x. fin.«. 

Hieraus fließen die bereits (im ersten Theile im vierten Ca
pitel §.2oi.) gefundenen Reihen.

cos« = 1 — f «» f 5*5«4  — j. 2C,

fm » — * — f6,3 t Täöwf — sö4ö*7 t rc.
und eben diese Reihen erhält man, wenn man x = o letzk 

Denn da cof.x = 1 und fin.x = o wird, so giebt die erste 
Reihe den fin.« und die zweyte den cos«.

ist

«4 fin. x
ttang.x f

y
2«4dx5

cof.x3 ’

+ 2 
cof.x»

06

cos X» Cosx4

«4fin.x
3 cos x*  ’

2

§ 98.
NUN sey y = tang x, und also z = tatig/x f «). Da 

fin. x .
cofx1

d3y I

2«4dx4

15 
cos.xti*

fih x 
cof.x3*

2
2 dx3 cof.x» 1 cos. x4 cof.x4 cof.x»$

d4y 3 fin.x fin.x
cos X5

_______ i_5_
Cosx4 

so wird 
tang. (x t «) =

« 2 fin.x
1 scos.xJ«

1« 3

gcofx»

H

6cosx$"
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und vermittelst dieser Formel lassen sich aus jeder gegebenen 

Tangente die Tangenten der nächst größern und kleinern 

Winkel finden. Vermittelst der Anwendung des Lehrsatzes 
von der Erfindung der Summe einer geometrischen Progres
sion aber bekommt man hieraus, da die erste Reihe eine geo
metrische enthält.

tang.(xf«)=tang.x
«fw'tang.x
Cos.X3---&>3

Zu 3

3co£x3
u4sin. x 
——-re. 
gcol.xi

oder 
sin.x.cos.xt« 

tang.(xf») = —7———
COl. X3 — ul

2® 3 &>4fin. X——-------— rc.
3COI.X3 3cos.x3

und diese Formel ist zum Gebrauche bequemer.

Aehnliche Ausdrücke lassen sich für die Logarithmen der 

Sinus, Cosinus und Tangenten finden. Denn ist y = dem 
Logarithmen des Sinus eines Winkels x, welches man auf 

diese Art ausdruckt,
y = lsm.x

„ , ,, riy ncosx
UNd z = lfm.(x f « : so ist, weil — = --------- ,

dx lin.x
ddy — n d 3 y n cos. x 
dx» sm.x3 ’ dx3 tin.x 3 2C*

und folglich 

jiwcof.x , n«3 nw 3 cof.x
z = lfin.(xf*)  = lsm.x f —------ - — —----- - 1 —7------ K.

wo n die Zahl bedeutet, mit welcher die hyperbolischen Lo

garithmen multiplicirt werden müssen, wenn man daraus 
die gegebenen Logarithmen bekommen will. Ist hingegen

y s=; 1 tang. x, und z = 1 tang. (x f *)

so
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d 3 y sin 2y. coi*4y  
dx3 2n3

folglich

so wird
dy n 2n ddy -—2n cos2X^
dx fin.x. cosx sm.2x’ adx1 (sin.2x)J 

und folglich
an &> 2n ®Scos. 2x

ltang.fxf ») = Itang.xf 7------------- —77--------- 7— U.
6 ö Im. 2 x (fxn. 2x)>

und vermittelst dieser Formeln lassen sich die Logarithmen 

der Sinus und Tangenten interpoliren.

100.

Jetzt wollen wir setzen, y bedeute den Bogen, dessen 
Sinus den Logarithmen x habe, also y = A.lsm.x, und 

z = A.iGn.(xt«) annehmen: so ist x = lsin.y, und

dx ncos.y dy sin.y ,
— ~ , oder ~ — y.-, ferner
dy sin.y dx ncol.y

ddy  dy  dxGn y ddy sin.y , 
dx ncos.y^ n2coC y3 ’ dx2 n2 cof. y 3 

folglich
. t» sin. y . ct>2sin.y

z = y t------— t —;—FT t 2C*
ncosy 2n3col.y3

Auf ähnliche Art verfahrt man, wenn der Logarithme des
Cosinus gegeben ist. Ist hingegen

y = A.ltang. x, und z — A.ltang. (x t *)  
so wird, weil X — ltang.y ist 

r dx  n dy sin.y. cof.y sin. 2 y
dy sin.y.cosy' dx n 2n

daher denn
ddy  2dycof.2y  d
dx 2 n

und

ddy sin.2ycos2y sin.4y
dx2 2 n n 4nn’

HZ
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2 n

24

Substituirt man diese Werthe und Lividirr darauf durch ex, 

so wird

4nn 12 n 3
t rc.

§. IOT.

Da der Gebrauch dieser Formeln bey Verfertigung der 

Tafeln der Logarithmen der Sinus und der Tangenten aus 
dem Vorhergehenden abgenommcn werden kann, so verwette 
ich dabey nicht, sondern gehe zur Betrachtung des Falls 

fort, wo
y es exfln.nx, und z = exf4’sin.n (x t ») 

ist. In diesem Falle hat man

—— ex(sm nxfn cof nx) 
dy

ex((I — nn) sin. n x f 2 n cof. n x)
dx 2

- — ex((i — 3nn)sin nx f 11(3— nn) cof.nx) 
dx3

5—Z ™ ex(( r — 6nn f n 4) sin.nx f n(4 — 4nn)cof.nx)

y
—= ex((i—icnnt5p4)sin,nx fn(5-—ionntn4)cos.nx)»
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Aus der großen Menge der wichtigen Folgen, welche 
sich hieraus hcrleiten lassen, will ich bloß folgende hersetzen. 

Wenn x = o ist, so ist 

e" sm. ny = ne*
, '2n«r , n^-nn) n(4-4nn) n($-ion’fn*)  .
+ -------- 4.—-------- -»3+ ------------------------------------- ---------«mCt
1 2 6 24 120

Wenn « = — x ist, so wird, weil fm.n(x fr) = . ist,
tangnx =

2n 1Ln<3-nn) , n(4-4nn) <t n(5-ionatn4) f , 
nx------ x’T------ 7------ x3-------------------- x4f--------------------- x?— je

26 24 120

, 1— nn I —3nn . i— 6nnfn*
I — X t-----------x---------- 7—x31--------—------ X4—rc.

2 6 24

Ueberhaupt aber hat man, wenn n = 1 ijt, 
e"sin.(xf*»)=sin.x( lt"—3"3—I *’4—t ) 

•f-<ycofx(it<y t 3* a—jö«4—9%«^—6?ö*' <ytiC‘)

Wenn aber n = o wird, so bekommt man, weil sm n(xt«) 
= n(xf<w); sin nx = nx; Md cof.nx = I wird, WLNN 

man allenthalben durch n dwidirt,
e^xt S= x «X ’s*  Z«2x f f*3 x f J5«i4x ch iCi 

f • f •*  f ch |<v4 
und die Beschaffenheit dieser Reihe fallt in die Augen.

1

Fünf-H 4



Fünftes Capitel.
Von der Erfindung der Summen der Reihen aus 

dem allgemeinen Gliede.

1 §. IOZ,

V-g fep y das allgemeine Glied einer Reihe, welches zu 

dem Anzeiger x gehöre, und also y irgend eine Funktion von 

x. Ferner sey Sy das summirende Glied dieser Reihe, wel
ches das Aggregat aller Glieder von dem ersten oder einem 

andern bestimmten Gliede an bis zu y, dieses eingeschlossen, 
ausdrucke. Dabey wollen wir die Summen der Reihen 

-om ersten Gliede an rechnen, so daß, wenn x — i gesetzt 
wird, y das erste G ied, und Sy ebenfalls dieses erste Glied 
gebe; hingegen, wenn x = o angenommen wird, das fum- 
mirende Glied Sy verschwinde, weil gar keine Glieder funix 
mirt werden. Bey diesen Bedingungen ist also das summt*  
rende Glied Sy eine solche Funktion von x, die verschwindet, 

wen« x = o gesetzt wird-,

§. 104-
Wenn das allgemeine Glied y aus mehrern Theilen be

steht, und z. B. y = p t q t r 12C. ist: so kann man die 
Reihe selbst als ein Aggregat aus mehrern Reihen betrach
ten, welche die allgemeinen Glieder p, q, r, w. haben. Sind 
daher die ewzeln Summen dieser Reihen bekannt, so läßt 

sich 
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sich auch die Summe der gegebenen Reihe angeben, weil sie 

ein Aggregat aus den Summen der einzelnen Reihen ist. 

Wenn also y = p f q f r f iC. ist/ so ist Sy =; Sp f Sq f Sr 
t rc. Da wir nun oben (im ersten und zweyten Capitel) 
die Summen der Reche-: angegeben haben, deren allgemeine 

Glieder Potestaren von x mit positiven Exponenten sind: so 
lassen sich die summirenden Glieder aller Reihen sinden, deren 

allgemeine Glieder unter die Form axÄ t bx'3 t ex7 t rc. 

gehören, wenn «, ß, y, rc. ganze positive Zahlen bedeuten, 
oder deren allgemeine Glieder ganze rationale Funktionen 
von x sind.

§. 105*

Es sey in einer Reihe, deren allgemeines zu dem An

zeiger x gehöriges Glied = y ist, das vor diesem vorherge
hende oder zu dem Anzeiger x — 1 gehörige Glied = v. 
Da in diesem Falle --aus y entspringt, wenn man x — i an
statt x fttzh so wird

. — „«ty ' Ü 4. .d4T _ . If

' "y dX 1 2dxi ,6dx3 • 246x4 f20dxr ' 

Wenn also y das allgemeine Glied dieser Reihe

I 2 3 4 ...... X—l X

a t b t c t d f t " t y 

und das zu dem Anzeiger o gehörige Glied — A ist: so ist 
«ls eine Funktion von x, das allgemeine Glied dieser Reihe:

1 2 3 4 5 x

Atatbfcfdf.............................. v

Wenn also S» die Summe dieser Reihe bedeutet, so ist Sy = 

Sy — y f a, und es verschwindet Sy, wenn man x c=j o setzt, 
weil alsdenn Sy = o und y A wird.

H 5 §. to6.
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§. 106.
Da also

dx 2 d 6dx3 24dx4

ist: so har man nach dem Vorhergr senden

und, weil Sv = Sy — y f A ist,

Sind daher die summirenden Glieder der Reihen besannt,

kann man daraus das summirende Glied der Reihe erhal

ten, deren allgemeines Glied = ~ ist. Die Größe A aber 

muß so beschaffen seyn, daß das summirende Glied 8— ver, 

schwinde, wenn x =; o wird; und durch diese Bedingung 
wird dieselbe weit leichter bestimmt, als wenn man sagte, 
sie sey das zu o gehörige Glied in der Reihe, deren allge

meines Glied y ist.

§< 107.

Aus dieser Quelle schöpft man die Summe der Poteftä- 

ren der natürlichen Zahlen. Denn es sey

Da hier

(n f l)xu;
dx
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6 dx^ 1,2.3

l?4dx4 1 . 2 . 3 . 4

rc.

ist: so bekommt man, wenn man diese Werthe strbstituirt.
(ras r)n (nfi)u(n—i)

(nt^Sx^K^1—As---------8x»-1— 2—----------------Sx»-2

und, wenn man auf beiden Seiten durch n 11 dividier.

— rc.
C (oder einer beständigen Größe)

und diese beständige Größe muß so angenommen werden, daß 
das ganze summirmde Glied o werde, wenn x = o gesetzt 
wird. Vermittelst dieser Formel läßt sich aus den bekannt 
ten Summen der niedrigern Potestatsn, deren allgemeine 
Glieder xm, x°--, rc. sind, die Summe der höhsrn Pete- 

stören finden, weiche das allgemeine Glied xn unter sich 

begreift.

§. 108.

Wenn n in diesem Ausdrucke eine ganze positive Zahl 

bedeutet, so ist die Anzahl der Glieder endlich; und daher 

ist sogar die Summe unzähliger Potestöten, wenn n c= a 

ist, absolut bekannt; es ist nemlich

Nun kann man aber auch zu den höhern Werthem fortgehen, 

indem, wenn man n ==; 1 setzt
S.x*
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S. xX = f X» f 3 Sx° = Zx2 + ix wird 
und setzt man nach und nach n --- 2, g/ 4, rc., so bekommt 

man
8.X2 ™ |x3 f. Sx — ISxO =5 |x3 1x2. |x

S.x3 = |ä4 | 3-Sx2 — Sx f }SxO — Zx4 -p 5x3 |x2
S.x4 — Lx 5 -p |Sx3 — |Sx2 f Sx — ^Sx°, oder

S.x4 =3 5x5 | 5x4 f -|x3 — ?%X.

rc.
Die folgenden Summen werden indeß durch die ferner zu 
erklärenden Methoden leichter gefunden.

§• 109.

Da nach dem Vorhergehenden

ist:, so wird, wenn man — = z setzt,

d d y d z d3y d dz

d x2 dx ’ dx 3 dx2

und ha dy -=2 zdx ist, so wird y eine Größe, die zdx zum 
Differenziale hat, und dieses zeigt man auf dw Art an, daß man 

y =: fz d x

schreibt. Nun setzt zwar die Erfindung der Größe y aus z 
nach dieser Formel Integral-Rechnung voraus; aber wir 
können uns gleichwohl dieses Ausdrucks fz d x bedienen, 

wenn wir für z keine andere Funktionen von x setzen, als 

solche, die bey dem Differenziale zdx aus dem Vorherge
henden dargeftellt werden können. Also wird 

wenn man dazu eine beständige Größe setzt, wobey, wenn 

x = o wird, die Summe Sz ebenfalls verschwindet.
§ HO.
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§. HO.
Substituirt man aber in d->m obigen Ausdrucke anstatt 

y den Buchstaben z, oder differenziirt man, denn dieses führt 

eben dahin, die vorhergehende Gleichung: so wird

dz , ddz d^z
sS = 2 * iSdI5 " + 

und setzt man anstatt y den Quotienten

ddz dz Td3z d4z

Auf ähnliche Art findet man durch die Substitution derWer- 

, ddz d*z
5?=;!C-

d3 z ddz

dx3 dx*

^d*z__d3 z
dx*  dx3

d4z
IlSÄ5 *!C>

—, so bekommt man 
dx

, d< z 
t 55 $

§. HL

dz ddz (05t
Wenn nun diese Werthe für S—; s -—; S -—; tc.

dx dx* dx3
nach und nach in den Ausdruck

da! ddz A d 3 z82 = f,dx * iSd7 - «äj »SdT3 - !G 

gebracht werden: so findet man einen Ausdruck für Sz, wrls 

, dz ddz d 3 z
cher aus den Gliedern fzdx; z; --; -—; —-; rc. des 

dx dx*  dx3
steht, deren Coefficienten aber leichter aus folgendem Wege 

erhalten werden. Man setze
c. r ■, t . /2dz . yddz £ d3z t d4z
Sz = fzdx f «z + --— f -—f "TT f —— f ?f.

1 1 dx 1 dx*  1 dx 3 1 dx*  4

. ■ , < und

f is
d4z d^z d® z
d7*  “ |S-----

6 dx5
t /jpb — — rc.

df z d6 z d7z
dxf 4 8 -----

dxS t T C ___
24 d.x7 — rc.
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, it —es 9 
5040

§. 112.

Aus diesen Gleichungen lassen sich also nach und nach 
die Werthe aller dieser Buchstaben *,  ß, y, re. finden. 
Sie sindr

ßdz __ ßSMz_
d x dx^ 2 dx 3

yddz _ gd 3 z
*dx~ " . dx)

dx3
und da diese Werthe, zusammen addirt, 
müssen, so werden die Coefficienken «, ß, 

genden Gleichungen bestimmt.

ynd substituire für diese Glieder die Werthe, welche sie aus 
den vorhergehenden Reihen bekommen: so erhält man 

dz I ddz I d3 z I d4z
&dx =Sz—iS—- f " s ------------- - 8— t —- s —-

dx 6 dxi 24 dx3 120 dx4
dz » ddz . ä . d3 z « d4z .0,1 es •J’etSr — S —- f ~S —------S-—7 f 20.
dx 2 dx4 6 dx) 24 dx4

. 0 cd4^
f -7S — —6 dx4 

y d4z
— — S~ t 20.

2 dx4 
oqd4z
08---------->c,

dx4

Sz hervorbringen 
y, 3*,  rc. aus fol-

— 0

— 0
<6 Iß — 7 t 6 = 0

s , a 1
y — A 1 2 6 24

0

y , ß * 1— — f t s± 02 6 24 120
* . y 0 es l

8 -— — t t
2 6 24 120 720
s y 3 #6

€ — tV 2 T .6 24 120 720

* =
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und fährt man auf diese Art weiter forr, so nimmt man 

wahr, daß immer abwechselnd ein Glied verschwindet. Der 
dritte, fünfte, siebente Buchstabe, u. s. f., also überhaupt die 

durch die ungeraden Zahlen ihrer Ordnung nach bestimmten, 
werden, die erste ausgenommen- ™ o, so daß daher diese 

Reihe wider das Gesetz der Continuitat zu streiten scheint» 
Um so nöthiger ist ein strenger Beweis der Behauptung, daß 
alle ungerade Mieder außer dem ersten verschwinden.

§. IiZ.

Da die Buchstaben «, ß, y, J, rc. aus den verherge- 
henden nach einem beständigen Gesetze bestimmt werden, so 

bilden sie eine wicderkehrende Reihe. Um dieselbe zu ent
wickelt», nehme man folgende Reihe an:

1 t *»u  t jßu- + yu3 t 3'u4 -j- su«' f £us t rc. 
und setze den Werth derselben = V: so ist offenbar, daß 
diese wiederkehrende Reihe aus der Entwickelung des Bruchs 

sich ergiebt
i

v —------------ ---------- -—- -------------------—--------
i-ht  tu*  — 24 u 3 t T5oU4 — rc.

und wenn dieser Bruch auf andere Art in eine ohne Ende v 
fortlaufende Reihe, die nach den Poteftäten von u fortgeht, 

auf- 
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aufgelöst! werden kann, so muß gleichwohl nothwendig im

mer eben dieselbe Reihe
I f esu t ß u" f yu 3 f ^u4 f eu? f ^u<y f 2C. 

wieder hervorgebracht werden. Auf diese Art wird sich ein 

dnbcree Gesetz die Buchstaben », ß, v, £, rc. zu bestimmen 

darbieten.

oder

und daher
r

V ! — e-u

Nun bringe man aus jener Reihe «u = |u weg, so daß

V — |u = I f /3u- f yu3 f « u4 f S f £U5 t ?C. 

werde, so hat man
iu(l t e~u)

U — i-u =□ -------- ------—
1 — e u

Man multiplicire ferner den Zähler und Nenner durch ei«, 

so nurd
u(e3fU f e~su)

L — Zu — ■—-7--------------—
2(eä u — e - & u)

und durch die Verwandlung der Größen 6Z V und e-^u {n

Reihen,

§- 114.

Da man, wenn e die Zahl bedeutet, deren hyperbolische 

Logarithme = 1 ist,
' e-U = 1 — u t Zu2 — |u3 t s’4u4 — t rc. 

hat, so ist

U? U.4
2 (i t — 7 t------- 7-----------t rc.k 2.4.6 2.4.6.8.10
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oder

§. uZ.

Da also in diesem Bruche keine ungeraden Potestaten 
vorkommen, so können dergleichen auch nicht in dem Aus, 

drucke seyn, den man daraus durch die Entwickelung erhalt. 
Da also

V — fu = I t jSu2 t 3 t ^u4 t iu? f f JC,

ist: so müssen die Coefficienten der ungeraden Potestaten 

v, r, -r, i, rc. insgesammt verschwinden. Auf diese Art ist 
klar, warum in der Reihe

I t *U  t |8u2 * -y u3 's Cu<? t 2C.

die ungeraden Glieder insgesammt — o sind, ohne daß da> 
durch das Gesetz der Stetigkeit lerde. Es ist also

V = E t LU t 3u- t du4 t ^u6 t 5-uS rc.

und hat man die Buchstaben ß, J, & .9-, X rc. durch die Ent

wickelung des obigen Drucks bestimmt, so bekommt man das 
summirende Glied 82 der Reihe, deren allgemeines zu dem 
Anzeiger x gehöriges Glied z ist, auf folgende Art aus, 
.gedruckt:

§. 116.

Da die Reihe

I t ßu 2 t tiu4 f f Ju8 t y-U1 0 t rc.

aus der Entwickelung des folgenden Bruchs entspringt: 
Euters Diff. Rechn« 2. Th.l.Abch, I . i f
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U2 u4 u<?
I f — f -- — f---------- -—-———

2.4 2.4;6.- 2.4.6.8.10.12

ui u4 u*
1 ’s----- ’s ---------------- - ’s —-------- --------------- -

4.6 4.6.8.IO * 4.6.8.20.12.14

so werden die Buchstaben ß, #*,  S-, v rc. nach dem Ge
setze fertgehen, daß',

1

4.6...18

I ß I
~ 2.4.6.8 4.6 4.6.8.10

I Z- ß i

2.4.6.. 12 4.6 4 6.8.10 4.6...14

I e 2' ß
2.4 6... 16 4.6 4-6.8.10 4.6...14

rc.
ist Es sind aber diese Werthe abwechselnd positiv und 

negativ.

§. 117.

men werden, so daß

Sz = fzdx f |z — ---- ch
d x

3z «tjcKz

dx3 dx$" t
5d7z
dx7~

ist: so werden die Buchstaben ß, -k, .9-, rc. aus folgendem 

Bruche bestimmt:
U» u4 U 8

i----------t----------- :------------ --------------t --- ----------- 7 — rc.
2.4 2.4.6.8 2.4-..t2 2.4..-r6

112 u4 Uff uS
I_______ * - --------- —. — ———— — 2f.

4.6 4.6.8.10 4.64..14 4 b... 18

wenn man denselben in die Reihe
1 t ßus. f 3* u» t t 5-us t %uio f rc. 

auflöset. Es ist demnach
ß —
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(O

1e

— rc.
ip

der Entwickelung des folgenden Bruchs entt

u4 uff

uf

Da

0

2.4.,.12

I----------- - f
2.4 2.4.6.8 2.4

§. n8.

Wir wollen also ß =2 — • A; I = — B; < = — c; fc. 

folglich

1

4.6
B

Au — ßu.3 — Cu? |— Du7 — Eu9 — rc. s,

I

2.4

r

U3
4-6

u- „
s _ 1 2.4 2.4-6.8 2 4. .12

u
U7

7----- t rc.4.6...14

, , Adz Bd*z  , Cd^z Dd7z ,
3z == Izdx t $z 7--------------- -—— 7 —.— ---------------t rc.1 1 dx dx3 1 dxi*  dx7 1

setzen, und um die Buchstaben A, b, c, d, rc. zu bestimmen, 
diese Reihe betrachten:

I Au- — P,U4 — Cuö- — DuS — EuTO — 

welche aus der Entwickelung des Bruchs:

U" u4 u<> U§
- ----------- ----------------------------- -----------------------

12 2 * 4... 16

U<> u»

— t —-L™ 
4.6 4.6.8.10 2.4.6.8

. r
4.6 4.6.8.10 4.6... 14

rc.
allein hier werden alle Glieder negativ.



Wenn man daher die Cotangente des Bogens 4 u in eine 
Reihe verwandelt, deren Poteftäten nach den Potesräten von 

u fortgeben, so lassen sich daraus die Werthe der Buchsta

ben A, b, c, d, e, rc. erkennen.

§. HY.

Da also s = f cot.^u ist, so hak man fu = A. cot. 2 s

— 2 d S
und differenzmt man, so wird Ldu ------------oder 4ds

" 1 t 4«s
K 4ds , _

* du 14ssdu =0, ot>ev 111 4ss = o. Da aber
* du

I
- Au — Bu3 — Cu< — Du7 -— Eu9 — rc.

ist, so wird

4ds — — 4A — Z.4bü2 — 5«4Cu4 — 7.4Du<f
du uu

— rc.

I = I

4 s s = — — 8A — 8Bu» — 8Cu4 — 8Du<7 — rc. 
uu

ch 4A3u^ f 8ABu4 8ACu<? f rc.
ch xj.BBu*  f rc.

* und 
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und bringt man die homogenen Glieder auf o, so bekommt 

man

12

B

2 Aß
C =-------

7
D = 2ACf BB

9

 2 A D f 2 EC

II
__  2AEf 2BD t cc

— 13

£ 2AF f 2BE t 2CD
J 15

H = ?^..r°BFf»CEfDD

17
rc.

und es fallt aus diesen Formeln sehr deutlich in die Augen, 

daß jeder dieser Werthe positiv sey.

§. 120.

Da aber die Nenner dieser Brüche sehr groß werden, 
und die Rechnung nicht wenig erschweren, so wollen wir statt 
der Buchstaben A, B, c, D, rc. folgende Substitutionen

brauchen:

*”1.2.3
ß

B =-----------------------
I . 2 . z . 4 - 5

7

“ x . 2 . 3 . . 7
I 3 D =



» . LL

t

t« E= 2.^*3

12
t

1.2

£=S

2

' £ =s

*1.2

J =3 2.f«7
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Alsdann findet man

B — j* 42-
y 2 2 .

§. I2k.

Mir mehret Bequemlichkeit über bedient man sich dieser 

Formeln:

r

1.2.3
rc.

I2.ir.IO 12.TI. 10.9.8
2 . —ßg- f —--------------— y 7

1.2...5 1.2.....7

14.13.12 , 141312.IT.IO
- ,6 r 4 2 .------ - -------------7 3“

...Z 1.2.....7

rc.

2

,4

3 2

6
64 .ti

3
8

3
, 7 y

10
1 -r 0 Y
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----- ----------
3 4.-.-9 2

« T-
2

Hat man nun nach diesem Gesetze, bey welchem die Rech-' 

nung mit keiner Schwierigkeit verknüpft ist, die Werthe der 
Buchstaben ß, 7, 51, rc. gefunden: so laßt sich das fummi» 
renye Wed jeder Reihe, deren allgemeines oder dem Anzei
ger x zugehöriges Glied =2 ist, auf folgende Art auss 

drucken:

Was aber die Buchstaben *,  ß, 7, 5, rc. betrifft, so hat 

man dafür folgende Werthe gefunden:

1
2
1

1.2 Z/Z == I

I

1*2.3.4.55-  = 36
10
5 1,2.3 ... 6 8 = 600
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1.2.3.. .7^=24.691

1.2.3.. . 8’3=20160.35

1.2 z... 9^=12096.3617

1.2.3.. .10« =86400.43567

1.2 Z.. =362880.1222277

I 2.3...I2A =79833600.8S4Sr3

i .2.3... 13^=11404800.1181820455

1.2.3. -.14" =109109145 600.76977927

1.2.3. ..I5E—41589!456oo. 23749461029

3615841276005 
*■ = ------------------ —I.2.3... I6»=45r874r4voo-;6i;84i276oo5

462

rc.

§. 122.

Diese Zahlen gewahren durch die ganze Lehre von den 

Reihen hindurch den größten Nutzen. Denn einmal lassen 

sich daraus die letzten Glieder in den Summen der geraden 
Potestäten finden, wovon oben (im ersten Theile §.63.) be
merkt worden ist, daß man sie nicht eben so als die übrigen 
Glieder aus den Summen der vorhergehenden Potestäten 
erhalte. Denn bey den geraden Potestäten sind die letzten 
Glieder der Summen Produkte aus x und gewissen Zahlen, 
nemlich für die 2te, 4te, 6te, 8ke, rc. 3XO, h. mit 

adwech- 

■A

9

<

X

X

F

y

HO

__ 854513 
“ 6

__ 1181820455
546

— 76977927

2
- 23749461029

5 = ------- -- -------
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abwechselnden Zeichen. Es entspringen aber diese Zahlen 
aus den Werthen der Buchstaben ß, 7, >•, :c. welche wir 

vorhin gefunden haben, wenn man dieselben durch die unge
raden Zahlen 3, 5, 7, rc. dividirt. Uebrig ens nennt man 
dieselben nach dem Namen ihres Erfinders IZgcobDernoulli 
die Bernouillischen Zahlen, und sie sind:

2. 2
15 6

5 __ 3617

17 " 510

2_ = 43867
19 798

x __ 174611
21 “ 33°

2 __ 854513
2 z 138
/A __ 236364C9I

2$ 2730

' __ 8553103

27 2

= A

-- D

= C

e= D

= E

= 8
= G

= H

= 3
S= s = 283 • 61 -

330
9 __ 11. 1 ?,l ■ 593 

™ “ 2.3.2z

rz - 657931

6
2

"9
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23749461029
— O

t

wenn man

34322

rc.

- -BE f 
i5

1
29

ST

31

1.2.3.4

10.9.8-7
9
2 

. -.BC
11

• —-. BD t
13

370

861 ^4» 276005 =

1.2.3.4.5.6

rc.

und das Gesetz dieser Gleichungen ist offenbar,
nur bemerkt, daß da,'wo daß Quadrat eines Buchstabens
dorsymmt, der Coefficient nur fyaib so groß sey, als er nach 

der Pegel seyn zu müssen scheint. Eigentlich aber muß man 
dir'

; §- 123.

Cs lassen sich also die Bernoulliswen Zahlen Ä, V, C,rt. 

unmittelbar aus folgenden Gleichungen finden:

s= 4"
b

___ 4 ■ >

J. 2
6.5

C ----- —
1.2

_ 8.7
D---- •—-

1.2
E__10.9

~~ 1.2

12 . kl
8 = ---r ■

12

■ I .2.3.4
12 . I 1 . 10.9

AE t-------- —-
I . 2 .3.4

10.9.6-7
3.4,5.6 * 13 *

AF t
1.2,3.4

.CD
15
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f rc.

§• 124.

Dann finden sich die Zahlen «, ß, 7, rc. auch in den 
Ausdrücken der Summen derjenigen Bruchreihen, welche 

unter folgender Formel

if-rrf-f'-f-f — t rc.öli * * ^11 * gu * (111

begriffen sind/ so oft n eine gerade positive Zahl bedeutet 

Wir haben die Summen dieser Reihen in der Einleitung in 
die Analysis des Unendlichen (im ersten Buche im zehnten 
Capitel) durch die PoteftLten der halben Peripherie «r, wo
bey der Halbmesser 1 gesetzt wurde, ausgedruckt, und da
selbst trifft man die Zahlen *,  ß, 7, rc. in den Coeffrcrsnten 

dieser Potestaten. Damit aber dies nicht zufälliger Weise 

statt zu finden scheine, sondern die Nothwendigkeit davon 

erhelle/ wollen wir eben diese Summen auf einem besondern 
Wege suchen, wo das Gesetz derselben sich deutlich wird wahr
nehmen lassen. Da wir oben (im zweyten Capitel §. 33.) 
aus der Einleitung gehabt haben,

_r_ _ _t__ _ r _
* 1 f m 2n—m ‘snf-m

■x m   1 1

n n m n—m

r
311 — m

so ist, wenn man je zwey und zwey Glieder vexeimgr,

' n

die Glieder, in welchen die Produkte aus ungleichen Buch
staben enthalten sind, als zweymal Vorkommens anfthen. 
Denn es ist z. B.

,3g = t
1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6

12. II. 10........, 12. II. 1O.... 3 .
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*» m I 2m 2 m 2 m
—cot.— w -----------------------------------------------------------
n n m n3 —m3 4113—m3 9113—m3

2m 

16n3—m3

und hieraus folgt
I

n3—m3
i

9a3-—m3
X ____ '_______

l6n3—m3
t rc. =

I x m
—- — -— cot. — w. 
2m3 2mn n

Nun wollen toic n =31 und anstatt m den Buchstaben 
u setzen, so daß

1 , r , 1 , t , f *
... t — +--------t t------- ric. —------------------cot.»u

I—U3 4—u3 9—U3 i 6 — U3 2U3 2U
werde. Löset man diese Brüche in Reihen auf, so bekömmt

man

rc.

I—U3
t U3 f U4 f uff f U 8 t rc.

I I U3 , u4 uS
t -— + — f — f t rc.

4—u3 2 3 1 2« 2IO

I 1 u3 , u4 , U<5 , U8
t — — f — t t rc.9 —U3 Z2 34 3S 38 3IÜ

I I U3 . u4 . u<ff , u 8
’s 's — i* t rc.

16—u1 43 44 ‘ ^6 48 4IO

Setzt man daher

§. 125.
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rc.

so verwandelt sich die obige Reihe in folgende:

dtbua t Cu4 f t)u5 feu.8 tfil10 fif. =—!- — ~C0t.«ru.
2UU 2U

Da nun §. 118. gefunden worden ist, daß bey den Buchstaben 

A, B, c, D, rc., wenn man

8 = — — Au — Bu3 — Cu< — Du7 — Eu9 —
u

setzt, s = S-cot.f u wird: so bekommt man, wenn man

tu anstatt Lu, oder 2ru anstatt u setzt,

5cOt. TU =! ----- - —’■ Atu — 23B:t3u3 — 2 C .T 5" U 5 —
2TU

2"D t7u? — rc.

und nmüiplicirt man durch so wird

—COtTU = —— 2Axi — 23ßs-4a2 — 2$'Cr'<?u4—>c. 
2U 2UU

und daraus folgt

_?------- — cot.ru t== 2 Ar*  f 23ßx4U3 f 25’Cx<>u4 f
2UU 2U

27DrSu<? f JC.

Da Wir nun so eben gefunden haben, daß

--- -------- ~C0t;xU Öfl t bu- t cu4 t du6 f K» 
2UU 2U

ist, so muß auch nothwendiger Weise seyn

cot.ru
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sl = 2 At2
2-»

Hz
b ™ 2 3ßs4

L =5= 2^

h = 27D-4-8

'S z= "29Eff10

55: 2XF 5r^ 2

§. 126.

Auf diese leichte Art lassen sich nicht nur alle Reihen der 
reciproken Potestäten, welche der vorhergehende §. enthält, 

schnell fummiren, sondern es erhellet zugleich, wie ihre Sum
men aus den Werthen der Buchstaben <&, ß, v, J, t, rc. oder 
auch aus den Bernoullischen Zahlen A, B, C, D, rc. gefun

den werden. Da wir also im saften § fünfzehn von diesen 
Zahlen angegeben haben, so lassen sich daraus die Summen 
aller geraden Potestäten bis auf folgende und zwar '.elbige 
mit eingeschlossen erhalten:

Es ist nemlich die Summe dieser Reihe
22 9;r 229P

5= ----- ----- -------------- ,r3O — - --------------- Z------- ^30
I.2.3-...31 1.2.3. ...30

Will man diese Summen weiter fortsetzen, so ist solches durch 

Die fernere Entwickelung der Buchstaben », ß, y, rc. oder 
A, B, C, rc, leicht.

§. 127.
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§- 127.
Die Erfindung der Zahlen rc. 0? er der dar

aus adqelcneken A, B, C, D, ?c verdanken wir vorzüglich 

der Entwickelung der Cotangente irgend eines Winkels in 

eine ohne Ende fortlaufende Reihe. Denn da

zcot.Zu = - -------Au — Bu3 — CuS-—Du7 — Eu9—_:c.
u

ist, so wird

7

u
Au3- f Bu4 f Cuff f Du s f ic. es 1 — --cot. $ u.

2.

Wenn man also anstatt der Koefficienten A, ß,, c, D, rc. die
Werthe derselben subftituirt, so findet man

-u- . -u»+ + !t. =

1.2.3 1 1.2...5 1.2...17 * 1,2. ...h '

I---------cot. Z u,

und wenn man die Bcrnoullrschen Zahlen braucht 
Au3- , sgu4 : K#g . Du8
1T2 1 1.2.3.4 1 1.2....6 * iTäTTTTs 1

u 1-I---------cot tu«

Aus diesen Reihen - lassen sich durch die Differenziation un

zählige andere herleiten, und so eine Menge von Rechen 
summircn, in welchen jene merkwürdige Zahlen vorkommen.

§. 128.

Wir wollen die erste Gleichung nehmen und dieselbe 

durch u multipliciren. so baß

uu
u -- —cot. 5 u

werde>
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Cu5
-1 t

^4
tI

X * t

,fT
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Ju8
T-------------- fJC. — 1—U cot.ju

1.2... .8

t ----------1.—----------t rc.
1.2.3 1*2. 3«4-5 1-2.3.

und zieht matt hiervon die erste Gleichung ab, so bekommt 
Man

_ (•—£')«■*  (s — y)»r 4. (7 — 3")w<y
*"*  “7T — t--------------------t--------------------- t rc.

r-r 3 1.2.3.4.5 1.2.3...7

werde. Di fferenzrirt man und dividirt darauf durch du, so 

bekommt mc m
au3 ß u4

7« 6 3» 8
---------- 4_________ 4 2C

I.2.3.4.5 * I.2.3... 7 12 3...9

7wö’ Ja-8--------- - 4 —-------4--------- 4.
1.2.3.4 1.2.3...6 I.2.3...8 * * 

ß”"3 . 7^ , £tt7
1.2.3 tI?2 3.4.5 ^1.2 3...7 K‘

oder
/3ir3 7^4 ^>6

’ ~T-t

1.2 * 1 .S .3.4 ‘ 1.2....6 I . 2.

, u ut --------------
4(fin. fru)3 

un'b, wenn man von neuem differenziirt,

au , jßu? 7»5 u
— T - --------- 4 —---------------- - 4 rc. ±3 — cot.iu 4-------------------1/1.2.J 1.2.3.4.5 1 3 T(fm.£u)3

u u co£ | u

4(fin. i uJ3*

Wenn man h ingegen die andere Gleichung disserenziirt, so 

wird
Au 53u3: Cu5 Du7
T t3* — - = - icot.äu f

u
4(ßn. $ u)3 

man da! )er u —so wird, weil cot. f »■ a o, und 
fm. Zu — I ist,

VZL +
I 2.3

i ’zr2,----- 4
1.2

.. 4.

Ferner



Von der Erß'ndung der Summen der Reihen rc, 145

Ferner ist
^.•ar6 Drr 8

1.2 '1.2. 3.4^-2.Z...6 T---------- ——1.2.3...«
91 ir S?«" 3 Err5 , 5)«r7

------ ----------- f ----- t
4 1 12.Z 1.2.3.4.5 1.2.3...7

oder
1 A , T C-4-

------ 4. -—--------  t t————
4 1 1.2.3 1.2.3.4.5 1.2.3...?

§» 12Y.
Aus der Tafel der Wrrrhe der Zahlen «, ßt 7, rc.

welche wir oben §.121. mitgetheilt haben, erhellet, daß die
selben im Anfänge abnehmen, dann aber wieder wachsen, 
und zwar ohne Ende. Es wird also der Mühe werth ssyn 

zu untersuchen, in was für einem Verhältnisse diese Zahlen 
zu wachsen fortfahrcn, nachdem sie bereits eine sehr beträcht

liche Größe erreicht haben. Es sey also <p irgend eine vvm 
Anfänge sehr weit entfernte Zahl aus der Reihe *,  ß, 7, rc. 
und die unmittelbar darauf folgende. Da durch diese 
Zahlen die Summen der reciproken Potestäten bestimmt wer
den,so sey 2n der Exponent der Por.siah in dessen Summe sich a> 

befindet, also sn t 2 i>er Exponent derjenigen Potestat, wozu

4- gehört, und n schon eine sehr große Zahl. Dann hat man 

aus §.125.
2LN-IA

<2S
1.2 3 -(2nfi)

?c.=

2211^14
■arÄnfa

t.2 Z...<2lll-Z)

Dividirt man also diese Reihe durch jene, so findet man

1 4 ——— 4-------- - f rc.
* n2-“T2 1 2 4«^ «-2-

j t - 7~ 1 . t ~ (in t äXsntjj 7

4 22N *■ 1
Eulers Diff. Rechn. 2. Th. i. Abrh. K Da 
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Da aber n eine sehr große Zahl und beyde Leihen sehr nahe 
= i sind- so wird

ijz  (2 n f 2} (2 n t 3)  nri

4 's 4 5T-S- Tt 7C

Nun zeigt n an, das wievielste Glied die Zahl <p von der 

ersten « angerechnet sey, und es wird sich daher die Zahl q> 

zu der folgenden < verhalten wie zu ti2, und dieses Ver
hältniß würde, wenn ti eine unendlich große Zahl wäre, der 
Wahrheit vollkommen gemäß seyn. Da also beynahe 

c= 10 ist, so wird, wenn man n = 100 setzt, das hundertste 
Glied ohngefähr iooomal kleiner als das folgende. Es bil
den also die Zahlen «, ß, y, £, rc. so wie auch die Bernoulli- 
schen A, B, C, D, rc. eine sehr divcrgirende Reihe, die selbst 
noch stärker anwächst als jede geometrische Reihe, die wach
send fortschreiter.

§. 130.

Hat man also die Werthe der Zahlen a, ß, y,-?, rc. oder 

von A- B, C, D/ rc. gefunden: so laßt sich, wenn eine Reihe 
verkommt, deren allgemeines Glied z eine Funktion seines 
Anzeigers x ist, das summirende Glied Sz auf folgende Art 

ausdrucken:
d^z

' 1.2.3.46x2 

67z

‘1.2 3 ...86x7 

_______ditz______  

I . 2.3.... I2dxu 

difz

1.2.31.. .16dx:f 

d1 9z

1.2.3.. .. 20dx‘9 

t

t

t

t

I

[x 4. Jz 4 r_ , 1
lA r t 7 * ,6 1.2 dx 30

Z5 z I

*1,2.3.... 6dxf x 30
69z 69 r

*1.2,3.... IOdx9 2730
d1 3Z 3617

1.2.3.... I4dx*3 510
d*7 z 1746t!

I.2.3....18dx*7 330
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236364091 d»3Z
t

I.2.3,..2g dx17

:c,14322

870
d29z

t

l,2,3„.24dx27

d27z

d2I Z

1.2

854513
138 ’ 1.2.3... 22dx“ 2730

8553'-0.3 d^fz _ 237494^029
6 ’ i.2.z...26dx^

, 8615841276005 ________ __
' 1.2.3.... 3odx2$>

Kennt man daher das Integral fzdx oder die Größe, deren 

Differenzial — zdx ist, so findet man das summirendeGlied 
vermittelst einer fortgesetzten Diffsrenziation. Es muß aber 

dabey nicht aus derAcht gelassen werden, daß zu diesem Aus
drucke allemal eine beständige Größe von der Beschaffenheit 

kommen müsse, wobey die Summe ==o wird, wenn x in 

Nichts übergeht.

§- igr. -

Wenn also z eine ganze rationale Funktion von x ist, so 
laßt sich das summirende Glied, weil alsdann die Differen- 
zialien endlich verschwinden, durch einen endlichen Ausdruck 
darstellen. Dies wollen wir durch einige Beyspiele erläutern.

Erstes Exempel.

Das summirende Glied folgender Reihe zu finden.

1 2 3 4 5 x
I 9 t 25 t 49 t 81 t t (2X — 1)2-

Da hier z = (ax — 1)2 = 4x2 — 4X 11 ist, so wird 
fzdx — 4x3 — 2x2 4. X

denn hieraus erhält man durch dieDrfferenzialion

' 4xxdx — 4xdx t dx = zdx
Nun ist ferner
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also das gesuchte fummirende Glied =

— 2X2- f X f 2X2 — 2X f | t fx — | ± C;

und da die beständige Größe C so beschaffen seyn muß, daß 
dadurch die Glieder i — £ verschwinden, so ist

X
S(2X — l)2 = 4.X3 — = "(2X — 1)(2X t I)

Auf diese Art ist, wenn man x = 4 setzt, die Summe der 

4 ersten Glieder

1 t 9 t 25 t 49 = f • 7 • 9 = 84»

. Zweytes Exempel.

Das sunmiirenve Glied folgender Reihe zu finden.

1234 X
1 f 27 t 125 t 343 t (2X — 1)3.

Da
z = <2x — 1)3 = 8x3 — 12x2 t 6x — t 

ist, so wird
fzdx =5 2x4 — 4x3 -f- 3x2 .— xj 

dz , ,
— =5 24x2 — 24X f 6; 
dx

ddz
— = 48x - =4i

d3 z

d4z

Demnach
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Demnach ist
S(2X — l)3 = 2X4 — 4X3 -p zxL — x

f 4x3 — 6x2 | jx — £

— 2X2 — 2X f 3

— r? 
das ist

S(2X ---  l)3 — 2x4 — x2 = X2(2XX — l).

So ist z. B., wenn man x = 4 setzt,

1 t 27 f 125 t 343 = 16.31 =3 496.

§- IZ2.
Aus diesem allgemeinen Ausdrucke des summirendsn 

Gliedes folgt sehr leicht dasjenige, welches wir im ersten 

Theile (im ersten Capitel, § 29.) mitgetheilt haben, damals 

aber noch nicht beweisen konnten. Denn setzen wir

z = xn; so ist

fzdx = —xn*i , und 
nt 1

nxn"i

n(n — i)xn-2

n(n — i)(n — 2)xn- 3

n(n — i)(n — 2)(n — 3)(n — 4)x”-f

= n(n— i) . . . . (n — 6) xB~ 7
dx7

rc.

und hieraus ergiebt sich folgendes fummirende zu dem allge

meinen Gliede x» gehörige Glied:
K Z 8x°

dx 
ddz 
dx3 

d3 z 
dx3 

df z
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i

t .xn-9

* xn_I-

t 21

.xn-’7

xn-r

X»-"

XB-l3

x"-23

i-’f

x-r-2?

Kt

798
174611

870
8615841276025

t

330
854513

138 
236364091 

2730 

»553103
6

237494610.29

xn-?

2 - 3 
n(n — i)(n

. 4
— 2».--3)(n—4)

2 - 3 - 4 • 5.6
nrn — 1) . , . . (n — 6)

2 . 3 . . . . . 8
n(n — T) . . . . Cn —8)

2 . 3 • . 10
p(n — I) . . . , (n —10)

2 - 3 . . . . . 12
n(n—1) . . . . (n —12)

2 » 3 • • « f • 14
n(n — 1) . . . ' Cn — 14)

2 - Z . . . . . 16
n'n — j) . . . . (n —16)

2 - 3 . . . - . 18
n(n— 1) . . . - Cn —18)

2 - 3 . . . . . 20
nfn— 1) . . . , (n — 20)
'2.3 . . . • • 22. '

H<n — 1) 1 » ■» , Cn-—22)

2 . 3 . • • - - 24
n(n — 1) . • * . (n —24)

2 - 3 . . . . . 26 '

n(n — j) , (n — 26)

2 - 3 . . 28
n(n—1) . . . - Cn —28)^

'<2.3 ? » « * ° 30
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Dieser Ausdruck unterscheidet sich nicht weiter von dem obi- 
gen, a!s daß wir hier die Bernouüischen Zahlen A, V, C, 

D, rc. gebraucht haben, dagegen wir uns oben der Zahlen 
», ß, 7, rc. bedienten, und die Uebereinstimmung ist of
fenbar. Hier haben wir also die summirenden Glieder aller 
Potestäten bis auf die dreyßigste, und zwar diese eingeschlos
sen, geben können, welches, wenn wir es auf eine andere 
Art hatten thun wollen, die wcitlaustigsten und verdrießlich

sten Rechnungen nöthig gemacht haben würde.

§- 133-

Wir haben schon oben §.59. einen ähnlichen Ausdruck 
für das summirende Glied mitgetheilt, welcher ebenfalls 
nach den Differenzialien des allgemeinen Gliedes fortschrei- 

tet. Der Unterschied, wodurch es sich auszeichnet, bestand 

darin, das; dazu das Integral fzdx nicht nöthig war, und 
die Differenzialien des allgemeinen Gliedes durch gewisse 
Funktionen von x multiplicirt werden mußten. Wir wollen 
daher eben denselben Ausdruck noch auf eine andere Art 
suchen, welche der Natur der Reihen mehr angemessen ist, 
und woraus zugleich das Gesetz deutlicher erhellet, nach wel

chem die Koefficienten jener Differenzialien fortgehen. ES 

sey also das allgemeine Glied jener Reihe 2 irgend eine Funk

tion des Anzeigers x, das gesuchte summirende Glied == s. 
Da dieses eine solche Funktion von x ist, wie wir gesehen 
haben, daß es verschwindet wenn x = o gesetzt wird, so ist 
nach den von den Funktionen dieser Art oben erwiesenen 

Sätzen
xd s x2dds x3d3$ x4d4$
idx r I,2dxÄ i.2.zdxr 1 i,2.Zdx4

E= O.

5- 134»
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§• H4-

Da 5 die Summe all r Glieder der Reihe, vorn ersten 
bis zum letzter z, in sich begreift: so ist klar, daß, wenn man 
in s anstatt x den um eins kleinern Ausdruck x — i setzt, 

die vorige Summe ihres letzten Gliedes beraubet werde. 
Es ist nemlich

__ , ds dds d 3s d4s

dx 2cx3 6dx3 24 dx4

und also

 ds dds dSs d^s 

dx 2 dx3 * 6dx3 24d x4

Diese Gleichung giebt ein Mittel an die Hand, aus dem ge
gebenen summirenden Gliede s das allgemeine Glied zu fin
den, wobey wir urs nicht aufzrchalten brauchen. Verbindet 
man aber die gegenwärrige Gleichung auf eine geschickte Art 

mit derjenigen, welche wir im vorhergehenden §. gefunden 
haben: so lassen sich die Werthe von s durch x und z bestim

men. Wir wollen zu diesem Endzwecke

Dd3Z

dx3

E d4z

dx4
f 2C. = O

setzen, so daß A, B, c, d, :c. die erforderlichen Cocfficienten 

bedeuten, ohne zu bestimmen, ob sie beständige oder verän
derliche Größen seyen. Denn da

ds dds d3s d4s d<s

dx 2 dx- 6dxS 2gdx4 1 i^odx*

ist, so bekommt man, wenn man daraus die Werthe von z, 
dz ddz d3 z , . . ,. .

, tc. in dw ybrge Gleichung brmgt,
dx dxZ dx3

s =
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s ~ s
Ads Adds Ad 3 s Ad*s  Ad<s ,
— j.-----------------------f------------- _-------------4 2C<
dx 42dxs 6dx3 246x4 isodxf

A z

Bdds BdSs , Bd^s P>dfs

4 dx3 2dx3 1 6dx4 24dx4

Cd 3 s , Cd 4S Cd$
---------- - 's*  —------------------------  4. 2C.

dx 2dx4 6dx^ 1

Dd4s Ddfs
dx4 2 dx5 $

und diese Reihen zusammen genommen, geben daher Null.

§. i35.
Da also nach §. 133.

xds x-dds x 3 d 3 s x4J4$ x*d<s 
O= s-----------t - -------- - — ----- T------------- ——---------+ 2C.

dx 26x2 6dx 3 2.;dx4 I2odx<

ist, so ergeben sich aus der Derglerchung dieser Reihe mit der 
vorhergehenden folgende Ausdrücke für die Buchstaben A, B, 

c, D, rc.
A — X

B ==
X3

2
x 3

A
2
B A

6 2 6
x4 c B A

D ss
24 2 6 24
x5 D C B A

E =3
120 2 6 24 12Q

rc.
Hat man daher die Werthe der Buchstaben A, b, c, Dz rc. 

gefunden» so läßt sich das sumMirende Mied s, == Sz aus dem 

allgemeinen Gliede ? auf folgende Art heftimmen,
K 5 S^. =55
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§- 136.

a s= z —

Bdz Cddz 
t

dx dx2

z — a.
Sub-

Dd^z , Ed4z Fd$"z

dx3 dx4 dx<" ‘
Sz = Az

xdz x2ddz

dx 2 dx."

d4z
—v -8x4—rc.
2^dx4

x4d4z
24dx4 r ‘C*

B = Zx2 — ix

C f xS — |x2 f T’3x 

D ~ 5t4x4 — yLX3 f /5X2

rc.
wird: so fallt in die Augen, daß diese Coefficienten dieselben 

sind, die wir oben §. 59. gehabt haben, und es ist daher auch 
jene Bestimmung des summirenden Gliedes mit der oben ge-> 
fundenen einerley. Demnach ist

A

B

C

D

E

— Sx° — S.I

“ Y S X y X

= A S x2 — £ x2

--- D X J X

2'58x4 — 2^x4

rc.
Folglich ist

ddz d3z ,
——8x2 ——--8x3 f
adx2 6dx3

x2d d z x3d3z

* dx 2 dx2 6 dx3

Setzt man aber in z, dem allgemeinen Gliede, x = o, so 
bekommt mcn das zu dem Anzeiger 0 gehörige Glied; und 

setzt man dasselbe = a, so wird
xdz x2ddz x3d3z .

dx 2 d x2 6dx3

und also
, x3 d 3z x4d4z .
t--------- ------------- - - *r  rc. =

6dx3 24dx4



Von der Erfindung der Summen der Reihen rc. 155

Es

.. -—--------- (8x7 — »©)■*•  rc.
5040 dx7'

wo die Buchstaben A, B,< C, D, rc, die §,122, stehenden Bers 

noullischen Zahlen bedeuten,

^.(Sx3-|<8)

6dx>

a<5>x

§• 137*

Da wir aber einen doppelten Ausdruck für das fummi- 

renbe Glied Sz, wenn z das allgemeine Glied ist, gefunden 
haben, und der eine das Integral fzdx enthält: so kann 
man nun durch die Begleichung beyder Ausdrücke, wenn 

man sie einander gleich setzt, den Werth von fzdx durch eine 

Reihe darstellen. Denn da >
, ?.(d z Vd?z § d^zsz dx f 2Z t __ _ T—Si t H, - X.

d z , d d z
fxf i)z —a-------—Sx -—-' 8x2—-.

• - 1d x 1.2 dx ]

ist: so wird

fz dx =3 

dz . d d z
(x t i> — L — —(Sx f KA) f 4^ 5x2

j. Sx4--------(Sxf 115) t - 8«6
" 246x4 12Odxf 72Cdx^

d7z

Substituirt man diesen Werth, so bekommt man
dz , ddz d?z

Sz = (x t l)z — a — -- Sx f - S^2 — ——- 8x3 
dx 2dx4 66x3

d4z r
-—-—8x4 — rc.
246x4

Kennt man also die Summen derPotestaten, so laßt sich hier
aus aus jedem allgemeinen Gliede das ihm zrckommendesnm- 

mirende Glied finden.
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Es sey z. B. z t= xx, so wird

dz d d z
a = o; — = 2x; und ——— = i.

dx 2dxi

Folglich ist
fxxdx = (xf ff)xx — 2x L xx f sx tTTZ)tl(h3t^ffx)

oder
fxxdx s= jx3.

Es giebt aber f x3, wenn man differenzrirt, xxdx.

§ lZ8-

Hier zeigt sich ein neuer Weg, die summirenden Glieder 
der Rcrhen der Potestären zu finden. Denn da sich diese 
summirenden Glieder sehr leicht aus den vorhin angenom
menen Coefficienten A, B, C, D, rc. zusammensetzen lassen, 

und jeder dieser Ccefficicnten aus den vorhergehenden ent

steht: so wird, wenn man in den Formeln des zzsten §. an- 

statt jener Buchstaben die §. 136. gefundenen Werthe sitzt,

§x- — x c= -xx — fx

8x2 — X2 = |x 3 — fx — l Sx — x)

Sx3 — X3 ™ $x4-- |x— i(Sx2 x2)  —^(Sx*  X1)

Sx4 —x4t=|x$'--Lx —Z(8x3—x3) — —^(Sx1 — X1) 

-4^-2(Sx-X)
2.3.4

rc.

Hiemach lassen sich die Summen der höhern Potestäten aus 
hW Summen der niedrigern finden.

§- T39
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§. 139-
Betrautet man ab:r das Fortschreitunas - Gesetz der 

Coeffickenten A, B, C, D, rc. weiches Z. 135 gefunden worden 

ist, genauer: so bemerkt man, daß dieselben eine wiederkeh

rende Reihe bilden. Denn entwickelt man den Bruch

rc f f xxu ch f x3u2 f x4-j3 f T’-xsu4- f ?c. 

I t ju t fu2 ch 2'4u3 ch tsöU4 ch rc.

nach den Poteftäten von u, und setzt die daraus entspringende 

Reihe —

A t Bu t Cu3 f Du? f Eu4 f Fu? ch rc.

so wird, wie wir vorhin gefunden haben,

A=sx; ß = fxx — IA; 2c.
und hat man diese Reihe gefunden, so bekommt man daraus 

die summirenden Glieder der Potcsiäten-Reihen, Es geht 
aber der Bruch, aus dessen Entwickelung jene Reihe ent

springt, in die Form ^77™ und wenn x eine ganze Post- 

rive Zahl ist, in folgende über.

i ’j* eu e3U ’s*  e3» <p . , , , , . t

Da also

e(x-i/u4

e(x-i)u =

u u3
eu = 1 f t tI 1.2 I.2.3

2U 4u3 8u3«2U g- 1 .j. — ch t *—}-------
1 1.2 1.2 3
3u 9u 2 27 u 3

eJu ex 1 ’j* T t
1 1.2 1.23

ist, so wird
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A = x

B = S(x—i) — Sx — x

C = jS(x — 1)2 — ZZx2 — txz
• D = fS(x —1)3 =15x3 — XX3

rc.
Und hierdurch wird der Zusammenhang diestc Cocfficientek 

mit den Summen der Potestätcn aufs vollkommenste bestäti
get und außer allem Zweifel gesetzt.

Sechs-



\

§. 141«

Wenn man x = o setzt, so muß auch der Ausdruck, wel
cher die Summe darstellt, verschwinden, wie wir bereits an

gemerkt

Sechstes Capitel.
Von der Summation dek Progressionen durch ohne 

Ende fortlaufende Reihen.

\
140.

allgemeine Ausdruck, welchen wir im vorhergehen
den Capitel für das summirende Glied der Reihen, deren 
allgemeines öder zu dem Anzeiger x gehöriges Glied z ist, 

gefunden haben, nemlich
_ ?Idz 83 d3z Cd^r
Sz — fzdx f £z +-------- --------—---------- -  +--------------- — «t.

1 ■ 2 dx 1.2 3»4dx3 i,2...6dx3
dient eigentlich zur Erfindung der Summen der Reihen, deren 
allgemeine Glieder ganze rationale Funktionen von x sind, 

weil mah in diesen Fallen endlich zu verschwindenden Diffe» 

renzialien gelangt. Wenn hingegen z keine solche Funktion 
von x ist, so gehen die Differönzialien ohne Ende fort, und 
man erhält alsdenn eine unendliche Reihe, die die Summe 

der gegebenen Reihe bis und mit zu dem Gliede ausdruckk, 
dessen Anzeiger — x ist. Die Summe der Reihe, wenn sie 
ohne Ende fortgesetzt wird, ergiebt sich also, wenn man x=o6 
annl.nmt, und man findet auf diese Art eine andere der vori
gen gleiche ohne Ende fortlaufende Reihe.
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gemerkt haben; und geschieht dieses nicht, so muß man eine sol

che beständige Größe zu der Summe hinzusetzen, ober von ihr 
wegnehmen, daß diese Bedingung erfüll: wird. Ist dieses

geschehen, so bekommt man

wenn man fctzk
X — I das erste 1

' X = 2 das iste und 2te > Glied der Reihe.

X = 3 daö rste, ate undzte J

rc. rc.

Weil also in diesen Fällen die Summe des ersten, der beyden 

ersten, der drey ersten Glieder u. s. w. bekannt sind, so ist 

solches auch der Werth der unendlichen Reihe, durch welche 
jene Summe ausgedruckt wird; und man sieht sich dadurch 
in den Stand gesetzt, eine unzählige Menge von Reihen zu 

fummtren.

§. »42. a.

Da bey der Hinzufügung einer solchen beständigen Größe 

zu der Summe, daß diese verschwindet, wenn x = o wird, die 
wahre Summe auch allemal gefunden werden muß, wenn 
wan für x andere Zahlen fetzt: so ist krar, daß sich die wahre 
Summe ebenfalls allemal ergeben müsse, sobald eine solche 
beständige Größe hinzugesetzt worden ist, daß in irgend einem 
Falle die wahre Summe he', vorgebracht wird. Fallt daher, 
wenn man x = o setzt, nicht in die Augen, was die Summe 

für einen Werth bekomme und was also dazu kür eine be
ständige Größe gesetzt werden müsse: so kann man auch für 

x andere Zahlen setzen, und durch Hinzufügung einer beftan- 
Digen Größe einen vollständigen Ausdruck für die Summe 

erhalten. Wre? wird durch das Folgende deutlich werden.

§. 142.
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rc.

setze

t t rc.

t rc.

i.
_  i

2
1 , 

C = - t
2

H. 142. b.

Wir wollen von folgender harmot.ischcn Progression an
fangen :

iii 1
it-t-t-t......................- = s.

2 3 4 * .
Da das allgtmeine Glied derselben = — ist, so wird z = —

x X

und das summirende Glied s wird auf folgende Art gefunden. 

Zuvörderst ist

fz dx

dz 

dx 

d 3 z 
~6dxT 

ds'z

120 dx<?

= s-x = ix. Dann ferner
X

I d dz I
x2 ' 2 dx-1 x3 ’

I , d4z 1

x4’ - . J-x *

I
X<5

Hiernach ist also
JU_ _9S_____C J) _
2x2 ' 4^4- 6x6 8xS

t c.
Diese hinzuzufügcnde beständige Größe C läßt sich aber aus 

dem Falle, roenn' x = o ist, nicht bestimmen. Man 
also x = 1. Da alsdann s = 1 wird, so hat man 

AB CD
f — — — 1' — f L, und al|o

2 4 6 8 1
A B . C. __ D
2 46 r Js‘

Folglich ist das gefugte summirende Glied
. J_ J?
‘ 2X 2x2

1 A
t - +■ -2 2

4x4

B

4
Eulers Diss Reichn. 2. Th. i.Äbch.

JE
6x6

£

6
2

D
bxs" ~

™ t
8

§. 143.
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§. 143.
Da die Bernoullischen Zahlen A, V, C, D, rc. eine di- 

vergirende Reihe bilden, so läßt sich hier der Werth der be
ständigen Größe nicht wirklich angebeki. Wenn aber für 
x eine größere Zahl gesetzt, und die Summe eben so vieler 

Glieder wirklich gesucht wird, so findet man denselben auf 
eine leichte Act. Man setze zu,dem Ende x = 10: so -st die 
Summe der zehn ersten Glieder =□

2,92896825396:^253968 
und ihr muß der Ausdruck der Summe gleich seyn, wenn 

man darin x 2= 10 setzt. Dadurch bekommt man 
r Ä B C D

lio f------------f—------ 7---------- tö-------------- - rc.
20 2C0 4OOOO VOOOOOo §00020000

t c.
Setzt man also für 110 den hyperbolischen Logarithmen der 
Zahl 10, und statt A, B, C, rc. die oben dafür gefundenen 

Werthe: so erhält man für die defiändige Größe

C = 0,5772156649015325 
und diese Zahl drucke daher die Summe der Reihe aus:

144*

Wenn für x keine fthr große Zahlen gesetzt werden, so 
findet man, weil alsdann die Summe der Reihe leicht unmit

telbar gefunden werden kann, die Summe folgender Reihe:

Bedeutet aber x eine sehr große Zahl, so läßt sich die Summe 
dieser Reihe ebenfalls leicht finden, weil alsdann der Werth 
dieses Ausdrucks in Decimal-Brüchen gefunden wird. Nun 
ist zuvördedft klar, daß die Summe, wenn man die Reihe 

ohne
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ohne E-^de fortlaufen laßt, unendlich groß seyn muß, indem 

wenn x = » wird, auch lx ins Unendliche wachst. Um 
aber die Summe jeder Anzahl von Gliedern desto bequemer 
cmgcden zu können, wollen wir dre Werthe der Buchstaben 
A, B, C, rc. in Decima!-Brüchen auödrucken.

A — o, 166- 666666666
B ----- 0,0333333333333

C = 0,0238095233095 
D = 0,0333333333^33 
E = o.. 0757575757575

8 — 02531135531135 
G — 1,1656666666666 
H = 7,092156862745 t

rc.
Es ist also

«
1 = 0,083333'333333

B
— = 0,0083333333333
4 
C
1 = 0,0039682539682

D
~~ =3 0,0041666666666

E
~ = 0,0075757575757

8
— =: 0,0210927960928
12
G
77 — o,o833333333333
14

= 0,4432598039216

rc.
L 2 Erstes
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Erstes Exempel.
Die Summe von raufend Gliedern der Reihe: 

!t - t - t - f -- t -g- t rc.

zu finden.
Man sctze x — 1000. Da

lio t= 2,3025850929940456840 ist, so wird
Lx = 6,907^5527^9821
c oc 0.5772156649015

1
— = 0,0005000000000
2X

welche also noch nicht einmal 7L ausmacht.

A

2 XX

7-4849709438836

fubtr. = 0,0000000833333

add. 2L -
4x4

. 7,4849708605503

— 0,0000000000000

so ist 7/484970- 605503 0',e gesuchte Summe,

Zweytes Exempel.

Die Summe von rauseudmalrauseud Gliedern der Reihe: 
/ ,

, 1 , t , 1 ,, t _ t_ t tt.

zu finden.
Da X =: 1000000 ist, so wird lx = 6.110; folglich

lx = 13,8! 55105579642
C = 0,5772156649015
k

— = o, 0000005 0000;.. o
2X

" und 14,3927262228657 = der gesuchten

Summe.
145-
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§. 145*

Nimmt man also x groß genug an, so findet man die x 

Summe schon in dem Logarithmen von x, wenn man dazu 
die beständige Größe C setzt, hinlänglich genau. Hieraus 
lassen sich vortrefiiche Folgerungen ziehen. Bedeutet j. B. 

x eine sehr große Zahl, und setzt man

so wird, weil naherungsweise s t= Lx t c; und t = l(xf y) 

t c ist
x f y

t — s = l(xfy) — lx = 1--------
X

und es läßt sich also dieser Logarithme näherungsweise durch 
eine aus einer bestimmten Anzahl von Gliedern bestehende 
harmonische Reihe ausdrucken, und zwar auf folgende Art:

x xt£ * Xf2 1 xt; xty
Genauer findet man diesen Logarithmen, wenn man die obi

gen Summen s und t genauer nimmt. Da z. B-

s = lx t c t —— —“—, und
2X 12 xx

D X
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. t

r

A C

i

4

1
—C t
2

T t f t t •

k

ist so bekommt man, wenn man diese Reihe von jener ab- 

zieht,

/
Die Summe

Glieder

1(2 x i i) t c t —----- — —~—- + 
2CSXfl) 2 2xfl)z * 4(2Xt'l)4

t W.
aber aller die geraden Zahlen enthaltenden

§. 126 b.

Aus dieser harmonischen Reihe laßt sich auch die Sum

me folgender Reihe herieiten, in welcher bloß die ungeraden 
Zahlen Vorkommen:

r , 1 , r . i , i .
~ T T ~: f ~~ T " T • • •
1 3 5 7 9

Denn da, wenn man alle Glieder nimmt,

f . . . . + — +
2x cxfi

_r_, 1 • £ A T2 T 4 / 6 ‘ ‘2k

die Halste der obigen, oder
< A , B E D 

* 4-3 1 8x4 ™ Täx? ' 15x8

= _LxJ_ A JL.4.., . t — t — — -T—
x xfi 1 xt2 xtj 1 ‘ xry 4 Lx 2(xfy)

------- L. f —-—
12 x x i2(x t y,s

Wenn aber x eine fo große Zahl ist, daß die beyden letzten 
Glieder weggelassen werden können: so ist naherungSweise

^ty _ 1 x 1 4. 1 A * 1 + r sT T\
1------  —. j x .... t ~ f k--------- ~ )

x xtl xt2 xt3 xfy 2 xx xty*

T
2x ’s l"

B
6(2xfi/

I t
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A

desselben Aus-

L 4

j axfi __________ A _______ B_______ :c
2 C * 1 V'x ^2(2Xtl) 2(2xf 1)1 1 4(2xff)4

__L t JL

4X 4x1

V
— t rc. 8x4 1

§. 146.

Man kann aber auch vermittelst eben 
drucks die Summe einer jeden harmonischen Reihe finden. 

Es sey nemlich
I I I ____ T___ I __ s

mfn 2m fn 3msn 1 4msn mxfn

Da das allgemeine Glied z = —ist, so wird
mx 111

ö z 

dx 

d3z

6dx3

df z 

I2odxf

Also wird
1 1

$ = Df —l(mx f n) f
m

i
fz dx =—l(mx f n); 

m

ddz mm

2 dxa (mx t n)4 ’

d^z m4
24dx4 (mx f n)f ’

m
(mx f n)i ’

m 3
(mx f n)4 * 

mf

(mx t n)^ ’

A m Bm 3 
2(mxfn) 2(mxtn)i 1 s(mxtn)t 

ßmf Dm^
6(mx f n)*  ** 8(mx t n)8

Setzt man demnach x = o, so wird die hinzuzusetzende be- 

ständige Größe
r T , Am Bm3 Cm<

D mlnan 2n» 4n4 6n^

§. 547»
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B
— 2C.

4 rn x4

+t

BG t

t ..

m
m

tie Summe

A BIn f t

t 4 x4

t

I 

m

t

I
r f — t -

t ■

T

K
2X

und setzt map x =

——- — rc.
4111 4.x 4

V
t 2C.

147.

so bekommt May, da

1 , , r
4m

§-
Wird hingegen n = o,

1 , 1. , t — t — t — m 2 m an

T
t----

Zw 
m

3m

m 
m x

_ T_  3
2m x 2 mx2 

hingegen
I4 1 1 ’ +
™ T “ T ~ T •
Z 4 5

♦

f f —-
m x

-------- - — rc.4m 4^4

1
MX

r
1 m x f —

2 JIi X 2 in 2.x 2

ist, wenn man von dieser Reihe jene m mal genommen ab-> 
zieht, so daß diese Reihe sich ergiebt,

1
vn

t • •• • t mx

. f---- f
2 m ' 

m

2 in

2m;’x2
S{

2X

x, so iv-rd dieselbe = lm. Schreibt

man also für m nach und nach die Zahlen 2, 3, 4, rc. so wird

UV

12 ■=□ 1
___ I t 3 ~ i T > ™ f t I

7 — 1 4. rc.
13 = 1 t I -- 4. 4 t 5 — 6’ t

I
7

* I1 8 __ i- rc.
14 = 1 t f ’i" I.

— 34 t X t £. t X
7 — | — rc.

15 = 1 t 3 t 3 t L — < t § t 5 t i t — - 4 ff2 Ib

§. 148.
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§. 148.

Nach der Betrachtung dieser harmonischen Reihe wol
len w;r uns zur Untersuchung der reciproken Reche der Qua

drate wenden, und

s = 1 t f t f t /s t......................t --
XX

setzen. Da das allgemeine Glied dieser Reihe z = ist,

so ist fzdx = — und die Disserenzialien von z

dz I d dz I d3 z r
2 dx X3 2 . Zäx2 x4’ L.Z.gdx3 2C*

und also die Summe

I 1 AB CD E ,
s= C ------f ic

X 2XX X3 x4 X7 x9 Xn

wo die beständige Größe C aus einem Falle, in welchem die 

Summe bekannt ist, bestimmt werden muß. Wir wollen 
also x = 1 setz n. Da alsdenn s = i wird, so ist

c =.- 1 t f — i t 31 — S3 t (S — 2) f @ _ JC. 
allein diese Reihe zeigt den Werth von c nicht, weil sie in 
einem hohen Grade divergirt. Setzt man indeß dieselbe ohne 

Ende fort, so ist aus dem Obigen bekannt, daß ihre Summe 

= H ist, und macht man also x — c», und setzt s =
6 6

so wird c — —, weil alsdenn alle übrige Glieder verschwin?
6

den. Hiernach wird folglich

- 1 t I - I t 8 - 8 t € t 6 r:
6

149»

Wenn die Summe dieser Reihe nicht bekannt gewesen 
wäre, so würde man den Werth der beständigen Größe C 

2 5 " aus 
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aus irgend einem andern Falle, in welchem die Summe wirk
lich gefunden worden wäre, bestimmen müssen. In dieser 
Absicht wollen wir x=?io setzen und zehn Glieder wirklich 
addircn. Dann findet man

« = 1/549.7677311665 40699, ferner ist

1,644934066848226430 = c.

a». — =
* X

— 0, K

subtr. —- =
" 2xx

? 0,00z

}. A
üdd. —— =

X3

1,644767731166540690

3 0,000166666660666666»

i/ö449Jy397K332O7356
, , B 
subtr. —=- 0 000000333.333333333

C
add. -- =x7

1,644934664499^74023

: 0,000000002380952381

1,644934066880826404
, , D 
subtr. — = 0,000000000033233333

1,644934066847493071
E

add. ~ --=xi 1 Q, OOOCOOOOOOOC75 7575

1,644934066848250946

fuhr. JL = 0000000000000025 311

1,644934066848225335

G
qdd. — s=

■ xV
0,000000000000001166

ßchrr. — —
T- ,XI7 71

Diese
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-s

Diese Zahl ist zugleich der Werth des Ausdrucks wie 
6

man aus dem bekannten Werths von «• durch die Rechnung 
finden kann. Hieraus erhellet auch, daß d.ie Reihe A, B, 
C rc., ob sie gleich eine divergirende Reihe, ist, gleichwohl 
eine wahre Summe habe»

I .2...7 6x5 2x8'

"Z-CLX C—— “ J n v
2xx I.a.zäx

d’z I
X.2... sdx^ 2 x<s ’

ist: so wird

1 1 ?A T 5B ,
___  p _ j, * 1      4.     J  4* }fo 

2XX * 2X’ 2x4 1 * * 2X6 2x8

und, ta s = i wird, wenn man x = i setzt

C = i t f — 1 f Z A — t Z C — Z- D t rc. 

welcher Werth von c zugleich den Werth der gegebenen Reihe, 
ausdruckt, wenn man sie ohne Ende fortkufen '.aßt. Da 
aber die Summen der ungeraden Poteftaten nicht so bekannt 

sind, als die der geraden, so' muß jener Werth- von C aus 
der gefundenen Summe einiger Glieder bestimmt werden, 

Es sey also x = io/ so hat man

T i gA zB . 7C
C '= S ^XX 2H 1 2x4 2X5 1 2x8 K*
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Um die Rechnung zu erleichtern, mache man * 

,-rG
2

2

0,2500000000000

0,0833333333333

0,0833333333333

o, 1500000000000

0,4166666666666

1,6452380952380

8,7500000000000

60,2833333333333

rc.

Hiernach werden die zu s zu addirendcn Glieder:

1
T------  = O.OO5COOOOOOOOOCOOCO
2 XX
zA

----- -- =3 0.000025000000000000 2x4

2x8
0,000000000833333333

1T @
—— = o,000000000000,116666

2X16 = 0,000000200000000875

0,025025000833750875

Die
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Die davon zu sudtrahirsnden Glieder hingegen

1
0,000500000000000000

2X3

5B
= 0,000000083333333333

E=3 0,000000000015000000
2X1 0
I? A

= 0,000000000000016452

17.v
- - = 0,000000000000000060 2x18

O 000500083 >4-5 549645 
von 0,005025090^33750875

0,0045249\748540:030 
s = 1,1975 3 l 98 5 67419325 r 

C — 1/202056903159594281

§. 132.

Wenn man auf diese Ar! weiter fortgeht, so findet man 

die Summe aller reciproken Poresräten-- Reihen in Decimal- 

Brüchen ausgedruckt:

1.2.z.4
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= 1,0020083928260822

= 1,0009945751278180 =

11 7™t rc. = 1,0083492773866018

1 1 , 1
z T 7T T ~ t -8- t :c. — 1,0040773561979443

27$

8

- T I O
1.2...  10

.1.1,1 ,
I 1 TTi t rc. — 1,0004941886041094

II ^771 ^711 "77 t rc. --- 1,0002460865533080 =

" tr 3-
1.2... 12

t *77  t t rc. = 1,036927755-068632

11 t rc. =s 1,0173430619844491

2^C '
—---------
1.2...6

T.2

tk.

J £ -L. f _L f^s ■* !C-

. 2^E

11 t -c. --- 1,0001227233475857

, 1.1,1 ,
1 * 214*J14 1 7n t rc. = 1,0000612481350587 -----

213®
-----------------3-14
1.2...  14

x t t-j- f ic. es 1,0000305882363070

1 f
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1 ’i’ t 1.0000152322594086 =

2I5H
----------- -—jis
1.2...  16

rc»

Ulügekehrt lassen sich hier« 

lichen Reihen, welche aus den 
hen, darsieÜen. Denn es ist

A
ifo-jf ------ B C

4 f 6

ifi—if A — D t C

«XI. IX $
I12—31 77

2

52 7?
2 7 d

■
5.6B

2« 3 2. z
w> IJ'W'* 1. 5.6.7.55
1i*'  21 r, -> . 2.3.4

x. 3,4.5.6.?! 5.6.768.9)
115 ^2-3-4-5 2-3.4.5

ms die Summen der nntM 
Bernoullischen Zahlen beste-

D
--------r- f rc. =o; 57721^ 

0

2A
- D t rc. =: ——-«r*

1 . Ä

c)D
— -— f 2C. = I,.2020?C» 

Ü

9. k.oD 2395 4

x 7 8.9.C
r “7~7~7------2C.=r,03692c.

7.8.9. :O.C 25C .
f----------------- V.=-----------:t.6

2B-4'5 1.2,.6 "

rc.

Es lassen sich also diese Reihen abwechselnd vermittelst 
der Quadratur des Kreises fummiren; aber von was für 
einer transcendenten Größe die übrigen abhangen, ist noch 
unbekannt, denn sie lassen sich nicht auf Potestaten von ■» 
mir ungeraden Exponenten bringen, so daß die Coefficienten 
rationale Zahlen waren. Damit indeß näherungsweise 
erkannt werden möge, wie die Coeffwienten der ungeraden 
Poteftäten von n beschaffen seyn werden, setze ich folgende 

Labelle her;

11
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= 00

genau

naherungsw.

genau

naherungsw.

genau

naherungsw.

genau

näherungsw.

rc.

und

0,0000
n-2

6;ooo
7T 3

9450,000

29749,35

§- 153-

Hieraus läßt sich eine Methode herleitcn, die Reihe der 
VernoulUschen Zahlen

1234567 89
A, B, C, D, E, F, G, H, I, rc.

ihrer anscheinenden großen Irregularität ungeactket, zu ins 

terpchvcn, oder zwischen jeden zweyen Gliedern das mittlere 
zu finden. Denn setzt man das zwischen dem ersten A und 
d^n zweyten B liegende oder zu dem An>ergec iL gehörlge 
Glied = p; so ist

I T 22p
1 t -T t -T t 1C* = ------™*3

23 31 1.2.4

II I . m . 5T
! t ~ t — t — t :c. ohneEnde =

2 Z 4
r I I

11 — t ~ t — t«. . . .
22 3" 4-

I I I
11 -r t -r t — t :c. . . .

2J 33 43

I I T1 4 ■— + -— + — -u re. . . .
a4 j4 44
II r

I t -7 t ~1 -7 * IC. . . .
25 35 4»
iii

I f — + — + — 4 2C. .2ff 36 46"1
ITT
2' 3 4'
ITT
28 38 48
r ii,

2*  3S 4S

945,000
T 7

2995 286
',T 8

25,79436

55'4

*" 90,0000

w 5

295,1215
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und also

3 I T ,
p — 7-3(1 t -3 t 77 T rc.) = 0,05315227.

Auf ähnliche Art wird, wenn- man das zwischen B und C 
liegende oder zu dem Anzeiger 2L gehörige Glied g setzt, da

+ rc.) = 0,02541327.

Wenn daher die Summen der Reihen, in welchen die Expo
nenten der Poleftären ungerade Zahlen sind, gefunden wer
den könnten: so ließe sich die Reihe der Vernoulüschen Zah

len ebenfalls interpoliren.

§. 154.

Nunmehr sey z — -—-—, und die Summe folgen# 
n n t xx

der Reihe zu suchen:

Da fzdx — f——ist, so wird fzdx := -Atangl--’. 
nn t xx n n

Man setze Acot. — — u; so wird fzdx = — — u);
n 1 n 2

x co£u nnfxx i fm.u^
— j~- 00t. U. — ” , —— T. ~, Z — 1 “ ,
n lin. 11 n n Im. u- nn

dx du , . , dx. sin.u»
und — =  -------—- woher denn du  -------------------

11 lin.u- n
Hiernach findet man die Differenzialien von z folgender

maßen :
EulersDiss^cchn. 2.Th. i.Abrh. M dz =
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dx fin. »2 , ßn. 2u

n 3n n

ns

C

§- 155»

d z

d u (sm u.

-- zu seyn. Allein es ist hier zu bemerken, daß 
an n

desVetschwindcns der übrigen Glieder ohnerachtel die Sum-< 
nie derselben, da die Coessicicnten A, B, C, rc. ohne Ende 

wachsen, eine endliche Größe seyn kann.

2 du fin.u . cof.u
dz = -------—-----------------

d d z

2dx

n4

und
d d z fin. u 3 . fin. 3 u

2 d x3 n4

Auf ähnliche Art ist, wie wir bereits oben für eben den Fall 

gefunden haben,
d3z sin.u4.fin.4u d4z fin.u^.sin. 5u

und
fin. u2 . fin. 2u

c0Cu.sin.2u t fin.u5. cos2u) 

n 3

d x fin. u 3 . fin. 3 u

2.3 dx 3 nf 1 2.3.46x4 n<j

und daraus sindet man die gesuchte Summe
 ir u fin. u . fin u A fin. u3 . fin. 2u 

an n 2 n n 2 n3

B sin.u4. fin 4u C fin.u6.fin.6u 5) fmu8.finSu 
, , - - 1 —.

4 n5 6 n / 8

— rc. f c,
Wenn man, um diese Constanke zu bestimmen x = 0 setzt, 
damit s = o werde, so wird cot. u = o, und also u = 90°; 
folglich sin.u = I; fin. 211 = 0; sin.4u = o; fin. 6u = o,

■7T 7T 1
rc., und es scheint also 0 —------------t--------t c, folglich

an an 2nn
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§. 155.

Wir theilen daher, u n dicje beständige Größe gehörig 

zu beftw. uen, «> s.tzcn, weil wrr die Summe jener 
Reihe, wenn sie ohne Ende fortiäuft, bereits in der Einlei

tung bestimmt und gezeigt haben, daß sie — — —— f L 
2 n n n

also sm. u — o und zugleich verschwinden die Sinus der viel
fachen Bogen. Weil aber dre Poteftäten des Sinus u in 

diessr Reihe wachsen, so kann die Divergenz derselben das 
Verschwinden ihres Werthes mchl verhindern. Es wird

7T
demnach s — — t c, und also

2 n a n(e2n'T — i) 

Folglich ist die gesuchte Summe

2ir n 2 n n 2 n 3

B fm.u4.fin. 4 u C fin,utf.fin.6u

Ist n eine nur einigermaßen große Zahl, so wird das letzte

Glied--------------------so klein, daß man dasselbe aus der Acht
— 1) s.

lassen kann.

M 2 §. r§6.
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§. 156.

Setzt man x = n, so daß

s , r___ , , r
nnfi * nnf4 uns9 ’ nntnn

Exempel.

Es sey n so ist

s = — t — t — fr — ’s —
26 29 34 41 50

und addirt man diese Glieder wirklich, so bekommt man 

wird: so ist cot.u s= i, und u = 450 = —. Hieraus er-
4

411 2nn 41111 2.2113 6.23 n 7 io.2f n* 1

G .f-------------- - — rc. t —---------------
14,2 7n1

und in dieser Reihe kommen die Bernoullischen Zahlen nur 
eine um die andere vor. Wenn also der Werth von s schon 
durch wirklich angestellte Rechnung gefunden worden ist: so 

läßt sich daraus v bestimmen, indem

, 1 x » C x E
* 1 n i.ns z.L-nS 1 5.24nio

G
- ----------- - + rc.-------------------- .
7.2<s'nI 4 einw — 1

Denn ob sich gleich »■ in dem letzten Gliede befindet, so ist 
dieses Glied doch so klein, daß es die Bestimmung coa «• 

durch die Näherung nicht verhindert.
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s = 0,146746305690549494
Daher werden jene Glieder

4ns = 2,93492611381098988

I
—— = 0,2

II

—i. zz: 0,00666666666666666

nq _............ . ...... ...
Z,!4^92780477656Z4

C
^-777^™ = 0,00000012698412698

* 3,14159265349352959
E

——— = 0,00000000009696969 

"3^4-59265359049925

G
------------  — 0,00000000000042666
7.2»ni,4 _____

3,14159265359007259 
___I__ _ Ä- 
9.2 sn I 8 ____  626

3,14159265359007884

Dieser Werth kommt der Wahrheit schon so nahe, daß es 

zu bewundern ist, wie man ihn durch eine so leichte Rech

nung hat finden können. Es ist indeß derselbe etwas zu groß, 

weil davon —----— abgezogen werden muß. Man kann 
e4nX — 1

aber den Werth von ———, sobald » näherungsweife 
K2N«- --- I

gefunden worden, ebenfalls bestimmen, und zwar vermittelst 
der Logarithmen auf folgende Art:

Da sie = 1,3643763538 ist

so wird le^nTT -j- [0nie =3 13,6437635
M 3 Da
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4» dir , A. 7T
Da nun-------------- = ——. f---------t rc. ist, so fallt in

62 nt __ y gin ir e4n vr

die Augen, daß wir zu unserer Reamung bloß das erste Glied 
brauchen. Vermehren wir also die Eharacterrftik um die 
Zahl 171 weil wjp so viel Decimalzifern haben, so wird

l» ™ 17,4971498
14 = 0,6020600

18,0992^98
subtr. 1e-n^ ~ iS/),r6j-

4,4554463

Also = 28539 subtr.

von 3,141592653^9007884 so ist
== 3,14159265358979345

Dieser Ausdruck weicht erst in der vorletzten Zifer von der 
Wahrheit ab, und dies deswegen, weil noch das Glied

L
------- - = 22 fyatte müssen abgezogen werden. Ge- 
12.2^°n-2

schiebt dies, so bleibt selbst in der letzten Zifer kein.Fehler. 

Ucbrigenß erhellet, daß man, wenn n größer als 10 ange
nommen worden wäre, die Peripherie * sehr leicht bis auf 
25 und mehr Zifcrn hätte finden können.

§- 157«.

Nun wellen wir für z transcendente Funktionen setzen, 

und z = Ix nehmen, so daß 1 hvpctboUsche Logarithmen an- 

zeige, indem die gemeinen leicht darauf zurückgcführr wer
den. Es sey also

s ™ 1 I f 12 t 13 t 14 t . Q • • • t Ix.

Da z = ix ist, so wird fz dx ™ xix — x, weil das Diffe- 
ilenzia! Wryn 4xix ist, Dann ist

dz
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dz T d d z T d?z r df z f
dx x ’ dx» x- ' i.sdx3 X3 ’ i.2.Z.4<Zx^ xs ’ 

rc.

f c.

und folglich

Für diese beständige Größe c aber findet man, wenn man 

x = i setzt, weil dann s =s 11 = o wird,

eine Reihe, die wegen ihrer großen Divergenz ganz untaug
lich ist, den Werth von c auch nur Näherungsweise zu be

stimmen.

§- i58-

Es läßt sich indeß derselbe nicht bloß näherungsweise, 
sondern selbst genau erhalten, wenn man den für von 
wallis erfundenen, und in der Einleitung (Th. r. Cap. 5. 
§. 286. mitgetherten Ausdruck braucht. Dieser Ausdruck ist: 

«- __ 2.2.4.4.6.6.8.8.10.10.12 rc.

2 i-, 3*  3.5.5.7.7 -9. 9.11.11
Denn nimmt man die Logarithmen, so bekommt man daraus 

\ir —12 = 2I2 f 2I4 2I6 f 218 t 21! 0 f rc.
— 11 — 2I3 — 2I5 — 2I7 — 219 — 2I11 — rc. 

und setzt man in der angenommenen Reihe x = qq, so 

wird, da
li -f I2 f I3 1141 - ♦ • t Ix = C f ( x f f) 1 x — x ist,
11 f 12 t 13 114 f - • . t 12X = c t (2xfi)12X — 2X, und

12 114 f 16 f 18 t . • » t I2X = C f ( x f 1) 1X f xl2 — x
und daher

h f I3 f I51171... 11(2x — 1) — xlx f (x 7 f)12 — x.

M 4 Da
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Da also
ir

1— = 212 f 2I4 ch 216 f 212X — 12X

— 211 — 21z — 2 1 5 — . . . . — 21(2X — 1) 
ist, so wird, wenn man setzt,

w
1" = 2C f (2X f l)lx f 2x12 — 2X — 12 — ls

— 2 xlx — (2X f l)12 's 2X
und also

V" =3 2C — 2I2; folglich 2C = 12r, und

C ~ 5 12t.
Auf diese Art findet man in Decimal - Brüchen

§* 159.

c — 0,9189385332046727417803297 
und zugleich die Summe folgender Reihe

Nachdem man so die beständige Größe C = £12t kens 

nen gelernt hat, kann man auch die Summe jeder Menge 
von Logarithmen aus der Reihe li 112 t ig t :c. angeben. 
Denn setzt man

s — li f ls t lj t U f................ fix
so wird

5IF SR rc (7^
8~ 1I2Tt(xf Z)lx—xt -- ----------- -— + -_r-------

i.2x 3.4x3 5>()xf 7.8x7

t K.
wenn nemlich die Logarithmen hyperbolische sind. Ist aber 
von gemeinen Logarithmen die Rede, so muß man auch in 
den Gliedern 2-12» t (x t 4) 1 x für 12 und lx die gemein 
nen Logarithmen nehmen, und die übrigen Glieder der Reihe

X
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9[ V
— x f —-—- —  --------- f rc. mit 0,434294481903251827

I.2X 3.4X5
=; n multipliciren. In diesem Falle hat man für die gemeü 

nen Loganthmen
U =s 0,497149872694133854351268

» 12 =3 0,301029995663981195213738

12T = 0,798179868358115049565006 

il2=r = 0,399089934179057524782503

Exempel.

Die Summe der ersten tausend gemeinen Logarithmen 
. zu finden.

s = 1 [ t I2 *M3  t t lrooo.
Es ist also x~ [ooo, und lx = 3,0000000000000

und daher wird xlx = 3000,0000000000000
Slx = 1,5000000000000

= 0,3990899341790
3001,8990899341790 

fubtr. NX — 434,29448192.325 [F

2567,6046080309272 

n«I
Dann ist --------= 0,0000361912068

1.2X 1

, 6 nB
iubtr. --------— = 0,0000000000012

3 - 4 x 3 ,____________________ ,
0,0000361912056 

add. 2567,6046080309272 
die gesuchte Summe 8 ™ 2567,6046442221328"

Da also s der Logarithme eines Produkts von tausend Zah
len 1.2.3...1000 lst, p erhellet hieraus, daß diefts Pro
dukt, wenn man es wirklich suchte, aus 2568 Eifern bestehen, 
und zu den Anfangs-Zifern diese 4023872 haben würde.

1 §. 160.
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§. i6o.
Vermittelst dieser Summarion der Logarithmen lassen 

sich daher die Produkte aus jeder Anzahl von Fakw.cn, die 
in der Ordnung der natürlichen Zahlen fortschreiten, Nähe

rungswert: angeben. Hieher gehört vorzüglich die Aufgabe: 
den mittelsten oder größten Coefficienten jeder Potcftät des 

Vinomlums (a f b)m zu finden; wo zu bemerken ist, daß es, 
wenn m eine ungerade Zahl bedeutet, allemal zwey mittlere 
einander gleiche Coefficienten giebt, die zusammengenommen 
den mittelsten Coefficienten der nächsten geraden Potestat er

zeugen. Da also der größte Coefficient jeder geraden Po- 
testät doppelt sa groß ist, als der mittelste Coeffrcient der vor

hergehenden ungeraden Potestat, so ist cd hinlänglich, wenn 
diese Aufgabe für den größten Coefficienten der geraden Po- 
testöten aufgelüset wird. Es sey demnach m — 2 n, wo der 
mittelste Coefficient

2N(2N — l/2n — 2X2 n — g) ..... (n -st 1)

1 > 2 . 3 . 4................................. n
ist. Mag setze denselben — u, so hat man

[ . 2 . 3 . 4 • 5.........................2 n
(1.2.3. 4 • • • • • n)r 

pnd wenn man die Logarithmen nimmt,
lu= 11 t i 2 t 13 t 14 t 15 t • • • t 12n

— 2 11 — 212 —r 21 3 “— 2 14 ‘— 2 15............. — 2ln.

§. i6r»

Braucht man die hyperbolischen Logarithmen, so wird 

ll f 12 t I3 t 14t.................... f 12n

|12t f (an f »In f (an t »12 — 2n
, A B C
4 „—- — ------ -----------+ ——--------- ------- — rc.
s 1.2.211 3.4,2^n3 5.6.2<nr

Und

Fakw.cn


t

u =
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\

— iG,

Es sey

15 B 6 z C -Ä-U
7.8.28118 ‘

und

2I1 f 2I2 t 21 3 t 2I4 t ..... t 21n

2A 2B . 2C

j .2.22n2 3.4.2^114 ‘ 5.6.25n5

2 91
1.2n

B , G ,
7 t —72 r «.24n4 26116

12T t (2y t l)ln — 2n f — -^—4-——- —rc.
1.211 3.403 5.6ns

Zieln man diesen Ausdruck von jenem ab, so bleibt
ABC

lu = — 2 1t — iln 12nl2 t--------------------- -—- + —-----
1.2.211 3.4.23n3 5.6.25ns

— rc.
2V 2C 

‘ 3-4nJ 5•6n 5

t rc.

und nimmt man je zwey und zwey Glieder zusammen, so 
wird

1 u_ 122n _ 15B 6zC 255S)
V nr i.2.2n 1 3.4.2 3n3 5.6.25ns 7.8.2^n^

D . 
------- t rc.) 28n8. *1(11 — t — f —

2xn2 g4n4 1 26116

so wird

7?&k<
und also

22»

<■ t t" t" t K')2"<

Setzt man aber sn = m, so ist
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t

B

— AB —f A3. fC

t |A4AC t — A2ßD

L

rc.

Da

_c_

2<?n<?

i. s

As

D
2Sr7s

a=2E

2 3 4

und da dieser Ausdruck diesem folgenden gleich seyn muß 
gA

i(2mJ

1([ f —— f
4 2sn» 24n4-

m-

J52.

3-4m4 
so

2I5D

7-8

==; AD 4- BC — A2C— AB2 f A’B — fAy + ——
4 9.10

tzC
5-6

255 D
■--------  t rc.7.8m8

t
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§. 148.

A

B =

C =

5

Lja

640
9003 s

t;

4
jr
96
27

@ k. ist, so wird
QO

22v 
U = -----------------------------------------------------------

V"n®( 1 *b  -— + -------- ------------ ----- ~~ 2C.)40 1 32ns I28n$ 16.128n*
Demnach verhalt sich das mittelste Glied in (11 i)2h zur 

Summe aller Glieder 2311 wie

1 t ^2. n3 i6. i28n*

oder, wenn man der Kürze wegen 4«-» setzt, wie

(it -~V 24.n2
t . 27 9003 t

oder

1.7 121 , i049692 in < r-------- + —L------ - -------- -  + -------- ------—2 s. ■) 2 n
24.b2 1 29.3n4 2l3.3.snö 2J9.32.s.7n8

u e=---------------------- -------- ‘—r—-------------- ----------------------y nar
oder, wenn man jene Erhebung der Reihe wirklich vornimmt, 

näherungsweise.
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subtr. 625

1
39

— 1,0511836. Davon ist

Zwey-

Also ist 11 — t rc.
4n 

der Logar.
In

lx

1.2.3-4-5

Wenn man die letzte Von den für u gefundenen Formeln 
braucht, so ist

i zu V nx(i 1 f —-------- ---------~ t — f —------rc.)
0 k 1 y 1 2.2. 2*3  fc,4 1 8.5 1

Erstes Exempel.

Man soll den mrrrelsten Loefficienren des cntrvictelten 
Binomiums (a t bpo finden, wovon bekannt ist, daß er 
lö 9.8-7-6 ,

~= 252 ausmachr.

1
128 n3 

0,0511875

subtr. ~—
16.12gn4 

0,0511836

= 0,0216784
SS 0,6989700 

= 0,497 »498
1,2177982

l/’nxCi f rc.) es 0,6088991 

von 122n t= 3,0102999
In = 2,401400«, folglich 

n =j 252.



Von der Summation der Progressionen rc. 191

rc.

Zweytes Exempel.

Ulan soll Das Verhältniß finden, welches das mittelste 
Glied des Linomiums (1 f 1)100 zur Summe aller Glie
der 2100 har.

Wir wollen dazu die zuerst gefundene Formel
2-n 3A , izB 63 C

lu — 1—------------------ t----------;— ---------------— r rc.
<IMF 1.2.2n 3.4.2^>n3 5.6.2$"n<

brauchen, aus welcher sich, wenn 2n = m gesetzt wird, um 

die Potcftat (1 t i)m zu bekommen, und nach der Substitu
tion der Werthe der Buchstaben A, B, C, D, rc. folgende 
Bestimmung ergiebt:

1 u — 1 2m _ J.4. Jl-__ JL_ x 21_.__
V~'2 mir 4 m 24ms 2vm5 1 1121117 36 m9

T b8mii

Da die hier verkommenden Logarithmen hyperbolische Loga
rithmen sind, so multiplicire man sie durch

k = 0,434294485903251
UM an ihrer Statt gemeine Logarithmen zu erhalten. Auf 

diese Art wird
2m k . k k 17k 31k1 u zxx 1------------- T-------- —  --------T ——--------  -------

V"|m;r 4m 24m3 20m f 11 im 7 36 m9
t rc.

Da also u der mittelste Coefficient ist, so ist das gesuchte 
Verhältniß 2m: u, und folglich

______IKLf Ü-M 

u 4m 20111$" H2m7 36m9 8Qml$

f rc.
Nun ist, weil der Exponent m = 100 ist,

k k
— = 0,0043429448; ~ = 0,0000004343;
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k
— = o.ocoooooooo
H15

folglich

— = 0,0010857362 
4m

k
---------= 0,000002018r 
24 m 3

0,0010857181.
Ferner ist 1» = 0,4975499726

15m = 1,6989700043

limsr =2 2,1961195769 
IV*  im» = 1,0980599384 

k k
 f rc. = 0,001085718'1 

4m 24m 3
2100 

1,0991456565 = 1------- -
u

. 2IOO
Folglich ist--------=12,56451, und es verhalt sich da-

u
Nr in der Poteftat (r f i)io°, wenn man dieselbe ent

wickelt, das mittelfte Glied zur Summe aller Glieder wie 

1 zu 12,56451.

Es bedeute nünmehr das allgemeine Glied z die Expo- 

mntialr Funktion ax, oder es sey die geometrische Reihe zu 

fummiren:
s = a t t ai f a*  f ..... t a\

Da dies eine geometrische Reihe ist, so weiß man schon, daß 

die Summe s = ---------- — ist, wir wollen aber d eselbe
a — 1

nach der hier erklärten Methode suchen. Da also z = ax 

ist,
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dessen Diffsrenzial ist axdx.

A

la)s
-rc.

1 A
s = ax(— t i t —-la — . y . ,x—,

la i.2 1.2.3H 1.2.3..6
t c.

Um die Conftante C Zu bestimmen, setze man x =± o, und da 

alsdann s = o wird, so ergiebt sich
1

c = - ü
1 A B
- -----------la f----------- “(la)3 — rc.
2 1.2 1.2.Z.4
und es wird demnach

A B C
— -------—(la)3 --------7(la)f
1.2 1.2.3,4. 1.2.3...6

— rc.
(ax — l)a

Da also s =-------- — ist, so wird
a— 1

a i , A, $ . . E
—— = —717 —la------------- (la)3 7 —-—-(1a)5 —rc.
a—1 la 1.2 12.3.4 1.2.3. .6

wo la den hyperbolischen Logarithmen von a bedeutet. Hier

aus fließt
(ati la  A(la)2 B(la)4
2(a — 1) T 1.2 1.2.3.4 T 1.2...6

und so laßt sich also die Summe dieser Reihe angeben

d3z
-3.=ax;h)3;lc.

ax
ist, so ist fz d x = —, denn

1 a

Ferner ist nunmehr 
dz d d z
di = aX,a; 4S = W’

also
B

\ < §. 164.

ES sey das allgemeine Glied z = ßn.ax, und

s = fm. a 7 fin. 2 a 7 fm. 3 a 7 • • • • 7 fm. a x.
Da dieses eine wiedcrkehrende Reihe ist, so laßt sie sich eben, 

falls summiren. Es ist nemlich
Eulcrs Piff. Rechn» 2. Th.r.Abrh. N $



Nun ist aber

12.3.4

1.2

2(1 — c< a;
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szdx = sdxfin. ax = -— —cos. ax 
a

1.2..6a 1.2

2C.

und eben diese Reihe haben wir bereits oben §. 127. gehabt.

§. 144.
Nun sey z = cof.ax, und die zu summirende Reihe

s = col.a t cos.2a t cos. 3 a f ..... f cos. ax;

wovon,

dz dd z
—-— — acoi.ax; ------- = — aalin.ax
dx dxr>

d3z ds"z
— = a3cos. ax; -—- — af cos. ax 

dx3 dx5

2C.

Ca5
rc.)

„ I _ , T _ , 91 acof.ax D a3cofax
S = C-------- cof.ax f - sin. axf----------------- +

a 2 1.2

da^ cof.ax . 5Da? cos. a x .
- ------------------ r ------------------ + rc.
1-2.Z.4 5'6 1.2....8

Man setze x = o, damit s = o werde, so bekommt man
__ 1 Aa _J5a3 Ca<

a 1.2 1 .2.3.4 1. 2...6 "C"

folglich

1 i Aa N?. 3
— sin.ax-f- (i—cos.ax)(------------------- -----------
2 a 1.2 s.2.3.4 1.2... 6

„ , (1 — cos ax) sin. a , „
Da aber s = isin.ax t —a)~~ 'st, so wird

sin.a _ I „ J ____ Ba3 •

2(1 — cof.a) 2 ' a 1.2 1.2.3.4



Von der Snmmation der Progressionen rc. 195

wovon, da es eine wiederkehrende Reihe ist, die Summe 
cos. a — 1 f cos- a x — cos. (a x t a)

1 — 2coL a t 1

— i t 1 cos. ax t 1 cot.f a . srn.ax

wird. Um aber dieselbe nach unserer gegenwärtigen Me
thode auszud ucken, so ist

fz dx = sdxcof.ax — — sin, ax; — = — asin.ax; 
a dx

d3 z - d^z
- =s aJsin.ax; — = — a^sin.ax; x. Folglich

dx3 ax>

Ca5
-------- -—- — rc.
I.2.Z...61.2 1.2.3.4

„ I . T - 91 a fin.ax BaZsin.ax
s = Cf —fm.ax f fcol.ax------------------------------------------- - — ?C.

a 1.2 1.23.4

Es sey x — o, so wird 8 — 0, und C = — t : folglich 
T   1 . Aasin.ax Ba^in.ax

8 — — st$cos.axt~ lin.ax----------—--------------------------- -- —2C.
a 1.2 i .2.3.4

Da also = — K t 5cos. ax t icot. |a sin, ax ist, so wird 
wieder, wie wir bereits gefunden haben

, T r Aa Ba3
1- cot. g a = —

a

§. 166.

Da, wenn a irgend einen Bogen bedeutet,
Z7T — Za f sin.a t 2fin.2a f f fin.3a t 5bin.4af Jf.

ist: so wollen wir diese Reihe betrachten, und z = — sin. ax
X 

setzen, so daß

8 = sin.a f 5sin.2a f 4sin.3a f .... t —sin.ax
x

sey. In diesem Falle wird szdx = S—sin. ax, ein Inte

gral, welches sich nicht darstellen laßt. Es ist aber 

' ■ . . t N 2 ' d z 

■s d .-:.
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dz a T „
------ =: —col.a x — -—-im. ax;
dx x x-

ddz a® 2a 2
—_ es —. —fm. ax----------- - cof. ax 7 — fm. ax;
dx- x x* xs ■

d3z a3 ja® , 6 a
------=  ----------- cof. ax f —im.ax 4  -------- cos,axdx3 X ‘ 1 x3

- -------- fm. ax;
x4

d4z ach. , 4a5 1.2a-
-—- -— —hn.ax t ------- col.ax —  --------Im.ax
dx4 x x3 x3

24a . 24
— —col.ax r —im.ax.

x4 x>*

Da wir aber weder die Integra! Formel fzdx entwickelt 
darstellen, noch diese Differeyzialwn bequem genug aus
drucken können, so sind wir auch nach der bisher erklärten 
Methode nicht im Stande die Summe dieser Reihe ss zu 
bestimmen, daß sich daraus etwas schließen ließe. Eben diese 

Unbequemlichkeit stellt sich bcy sehr vielen andern Reihen 

ein, so oft nemlich das allgemeine Glied nicht einfach genug 

ist, um zum Ausdrucke bequeme und nach einem leichten Ge
setze sortgchmde Differenzialien zu geben. Aus diesem 

Grunde wollen wir in dem folgenden Capitel andere allge
meine Ausdrücke für die Summen solcher Reihen auisuchen, 

deren allgemeine Glieder entweder zu zusammengesetzt sind, 
oder gar nicht gegeben werden können. Insbesondere aber 

fallt die Unzulänglichkeit der bisher erklärten Methode in 

die Augen, wenn die Zeichen der gegebenen Reihe abwech
seln. Denn so ei.ckach alsdann auch die allgemeinen Glieder 
seyn mögen, so lassen sich doch die summjrenden Glieder die
ser Reihen nach jener Methode nicht bequem darstellen.

Sie--



Siebentes Capitel.
Fortführung der Summation der Progressionen 

durch unbegrenzte Reihen.

167.
Um die im vorhergehenden Capitel erklärte Summations- 

Methode zu ergänzen, wollen wir in dem gegenwärtigen 
solche Reihen betrachten, deren allgemeine Glieder mehr zu-- 

fammengesetzte Ausdrücke sind. Da also der gefundene Aus

druck bey den geometrischen Progressionen, so leicht man 
auch auf andern Wegen die Summe derselben finden kann, 
gleichwohl die wahre Summe nicht giebt: so wollen nur zu
vörderst solche Reihen untersuchen, deren Glieder Produkte 
aus den Gliedern einer geometrischen und irgend einer an
dern Reihe sind. Es sey daher diese Reihe gegeben:

1234 X
S — ap t dp2 t cp3 t dp4 t.....................t ypx

welche aus der geometrischen Reihe p, p3, pa, 2c. und einer 
andern a t b f c t d t :c. besteht, in welcher das zu dem 
Anzeiger x gehörige Glied — y ist; und dabey werde ge
fragt: Welches der allgemeine Ausdruck für den Werth ih

rer Summe s = s.ypx sey?

§. 168.

Wir wollen uns bey der Beantwortung derselben eben 
der Schlußakt bedienen, welche wir oben gebraucht haben, 

N 3 . und
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und v das Glied bedeuten lassen, das in der Reihe a f b t 
es dt rc. vor y vorhergehr, so wie A dasjenige, so seine 

vor a hat, oder zu dem Anzeiger o gehört. Bey die
sen Voraussetzungen ist vpx-i das allgemeine Glied der 

Reihe: ,
1234 x
A f ap t bpr f cp3 f ..... f vpx-i

und bezelchnet man die Summe dieser Reihe durch s.vpx-i, 
so hat man

S.vpx-i = — s , vpx = s.ypx — ypx f a
P

dv d d v d3v d4v d5v

Da aber

P p dxr 2p dxi

und hieraus

t re.)
Wenn man also die summirenden Glieder der Reihen kennt,

ist man auch im Stande, daraus das summirende Glied 
d. y px zusammen zu setzen.

§. 169.

Hieraus lassen sich schon die Summen der Reihen be

stimmen, deren allgemeine Glieder unter die Form x»px ge

hören. 



= NX»-

N 4

—x»-s; rc.
1.2*3  

ist, so bekommt man
I . n(n—l)

S.x»px=----- -(x”pxti-Ap-nS.x»-ipx f ——--S.x»-2pX

n (n — l)(n — 2) „ 
-------- 2----—2----- —1S . X»" 3 px

hören. Denn es sey y = x»; so wird A = o, wofern nicht 
etwa n =3 o ist, in welchem Falle A = 1 seyn würde.

Und da

dJ. =
dx

d 3 y  n(n — l)(n — 2)

66x3

4 —2_____ 222-------- 2L2--------^S.X»-4px _ 2c.)
I . 2 . 3 . 4

Hieraus fließen folgende Summationen, wenn man für n 

nach und nach die Zahlen o, 1, 2. 3, rc. setzt; und zwar wird 
im ersten Falle, wenn n — 0 ist, A = 1, in den übrigen 

aber A = o. /
T . . , . px+i—p p(px—l)S.X0pX = S.'pX=—(pXt _p)_ ______- 

welches die bekannte Bestimmung der Summe einer geome

trischen Progression ist.
1 X px4? px!"3—p

r p—1 r r p —I (P —i)31

pxpx p'px—i)
oder b.xpx =--------— --- ---------~r~

p —1 (p — l)2

s.x3px = —(x^x*  1 — 2S.xpx f s.px) oder
p 3

x2px+1 2xpx*r  , p(ptl)(px —I)
SxIpX = _____ _ _— t —

S.x3px = —(x3pxfri — S.x2px t Z8.xpx—3.px)

P —1-
vder

d d y n (rt — l)
1 ♦ ____ _  -3 _______-x»-2;

2 dx2 . i,2
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8.

d 3 z
7 ,; rc., an die
dx3

s.xsPx=-.y.*-  - M
p —I kp —l)a 1 (

p(pp t 4P t $)(px - i)

(p — 1)4

Geht man auf diese Art weiter fort, so findet man zwar nach 
und nach die Summen der höher« Potesiäten, indeß läßt sich 
dieser Endzweck bequ. mev durch den allgemeinen Ausdruck 

erreichen, welchen wir nunmehr erklären wollen.

§. 170.
Da wir gesehen haben, daß

e> r , d v , ddy
S.ypx =------ (ypx+z — Ap — S.-—px f 3.------ i-pxp—dx^ 2

d 3 v -S -/ px t rc.)
6 6x3

ssr, wenn A eine solche beständige Größe bedeutet, baß die 

Summe = o wird, wenn man xxo nimmt, denn in die
sem Falle wird y = A, und ypx+1 = Ap: so können wir 
diese beständige Größe aus der Acht lassen, wofern wir uns 

nur daran erinnern, daß allemal eine solche beständige Größe 
zu der Summe gesetzt werden müsse, wobey sie, wenn x=o 
wird, verschwindet, oder irgend einem andern bestimmten 
Falle ein Genüge thut. Setzt man also 1 anstatt y, so wird

„ v PxpIz T d z l ddz

p " I p—1 dx 2(p —1) r d x2

T n d3z I d4z
7------------ -S . px---- + ----------------- s . px-----------
6(p — 1) dx3 24(p — 1) dx4

f rc.
d S z 

S . px — 1 * dx5

I z ddz
— ’ T7,-! ’
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dx3

p—I'dx3

> Wir

(p—I}’dx4

§• 171.

Um die Werthe der Buchstaben «, ß, v, rc. zu fin-r 
den, setze man für jedes Glied die dafür vorhin gefundene 

Reihe; nemlich

p x ? SZ

pxj3z px+i

dx3

<? pxdz pxf!

dx p—1

pxddz px+T
S. --------- =--------

P—1

dz I pxddz i pxd?z
dx p—I dx3 1 2vp—-1) ’ dx3

— rc.
ddz I g pxd3z I pxd^z
dx3 p—l dx3 * 2(p—i) ' dx*

— rc.
d5 z _£_.<? P* d4z x 1 pxd?z 

p—I dx4 * 2(p—l) ' dx5

— rc.

Suhstituirt man also nach und nach diese Werthe, so erhält 
man für S. p-xz folgenden Ausdruck:

pxf^z apx{-i dz , ßpx^^ ddz ypx+i <jsz 
Z p — 1 (p-—i)'dx (p—1) dx3 (p—1) dx?

^px-s-T d-4z epx + i d^z
ÖFÖ-EF t !C-

= Snxz4._l_g.P^- T s.Pxddz 

p — i ‘P p—1 ' dx 2.(p—!) * dx3-

j pxd3z
* ----------- s. ------------- rc.
1 6(p-l) dx3

px^dz Pxdz I k Pxddz T  pxd3fe
(p — i)dx U’ d,x ‘ p—dx3 s(p—1) dx?

z t
pxj-iddz pxd dz 1 pxd3z

—------------s.--------------- -b-------- s.™— — rc.
(p—i)dx3 dx3 p — 4 dx?

pxdId3z pxd3z
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*

t ß

und finden daraus folgende Werthe für die Buchstaben ß, 
y, rc.

-)
24
« . r
— t —)
24 120

Wir haben also s.. p* z — s.

* iI_8.P2±___ L_s.
p-1 dx 2(p-l)

p^i

§♦ '72.
I

Es sey der Kürze wegen p——- — q, so ist 

a = q 
ß = «qtlq = qqtfq 

y = ßqf f«qtlq — q3 + qqtfq 

3“ = yq t l£q f J«q t ^«q = q4 t ^q3 t ^q3 t 5^ 

- = Jq t fyq t fSq t 5’4«q t 

oder

< = qf t 2q4 f 4q3 f ^q3 f t!öq' UNd
< = q5 t t I_3g4 t Zq3 t Mq2 t doq

rc.
' oder
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oder

1.2.3
j 24q4 f 3693 'k Mqa t g

? __
5 I . 2 . 3 . 4 . 5 . 6

504097 f 1 <;i2Oq6f 16gooqs f 84OOq41I8o6q3f 126q2f q
1 E=

1.2. 3. 4. 5.6.7

rc.
wo jeder Coefficient 16300 entsteht, wenn man die Summe 
Der beyden vorhergehenden 1560 t 1800 durch den Expo
nenten von q, der hier = 5 ist, multiplicier.

1 . 2 . 3 . 4

I2oq5 f 24oq4 f 150q5 t 30q2 f q

1 ♦ 2 . 3 • 4 ♦ 5
72096 t l8ooq<" t 156094 f 54093 f 6292 f q

I . 2
6q3 4 6 q2 q

7 —------------ - ------------
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p4 f 26pt 66p2 t 26p f 1 
- 1.2.3.4.5(p-.i)f-

pf t 57P4 t 302p3 t 302p2 f 57p t 1

1.2.3.4.5.60—

pg f I20pf fr Itq>p4f 2416p3 t IIQ'P2 4 I20pf I

1.2.3.4.5.6.7(p— 1)7
rc.

Das Gesetz, nach welchem diese Größen fortschreiten, ist 
dieses, daß wenn man irgend ein Glied

pn-2 .p Apn" 3 t Bpn-4 t Cp”-f f Dpn-^ f rc.

,n(n—|)
C = 4n~T—n. 2n- ----------2n” 1

* ■ 1 1.2

I . 2 .3 (n — I)(p — l)n-i

setzt, alsdann
A = 2n-1—n

_ „ n(n—1)
D es 5*1-2—n. 4»-14-------- —2»-1

1 .2

_n(n—i)(n—2) 

I.2.3

_ nfn —l)(n—2) $

r . 2 . 3

n(n — I )'n — 2)(n — 3)
~ I . 2 . 3 ./4

rc.

wird, wornach sich die Coefficienten », & 7, rc. so weit 
, man will, fortsetzen lassen.

§. 174-

Betrachtet man das Fodtschreitungsgesetz dieser Coeffi- 

cicnten genauer, so nimmt man bald wahr, daß dieselben 
eine wiederkekrende Reihe bilden, und sich ergeben, wenn 

man den Bruch

i

U2 U3 u4
2(p —1) T 6(p —1) - 24(p —1)

cnv 
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Da wir

und

u4
— — rc.
24

-  p — i
p —- eu

x gefunden haben, so wird
pv — p f (

eu = --------- t—--—-
V

und, wenn man die Logarithmen nimmt, 
u =3 l(pV - p f 1) - IV

entwickelt, indem man dadurch diese Reche bekommt:
1 f o f ßu2 t yu3 f Ju*  f eu$" f f jg 

Man setze jenen Bruch — V. Da alsdann

v - ___ ____ ____ _LZLL_
■ V u2 U3

ist, so wird

p eu 

wo e die Zahl bedeutet, deren hyperbolische Logarithme = t 
ist. Druckt man nun v durch eine Reihe aus, und zwar 
nach den Porenäte-' von u geordnet, so erhält man

V = i t «h f ßu2 f yu3 f Ju4 f 8u/ t ^u<s" f 2C, 

und die Coeffwienten «, ß, y, J, rc. sind eben diejenigen, wel
che wir bey unserm gegenwärtigen Geschäfte brauchen. Hat 

man also diese Coefficienten gefunden, so ist
c  px+1 «dz ßddz yd^z , 2*6  4z

Z p—lx dx 1 6x2 6x3 T 6x4 <v‘^

4- C.

und dieser Ausdruck enthält das summirende Glied des 

Reihe:
ap d*  bp3 ’s cp3 ch ...... ch pxz 

deten allgemeines Glied p*z  ist.

§- 175-
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und hieraus durch die Differenziation
fp— i)dV

§- 1?6.

Ehe wir die besondern Falle in Ansehung des Werthes 

von p untersuchen, wollen wir z=x« setzen, so daß die Reihe:

Da also
V =: I 's «u f (Su1 ’[• yuJ f h*  f suf j*  2C.

ist, so wird
pV2 — p f 2<»pu f 2/2pu£f 2ypu3 f 2^pu4 2 EpU^- f 2C.

•f «3pu2 f 2etj3pu3 2aypU4 f 2«?pUs + 2C.

/32pu4 2Spn< f 2f.

(p_T)dV
----- --------- = (p—1> f 2(p—i)/2u f 3(p—l)yu3 f 4(p—1)^3 

t $(p—i)$u4 f 6(p—lXu? f 2C.

und durch die Vergleichung dieser Ausdrücke crgiebt sich
(p —1> = 1

2(p — l)/3 — *(p  f I)

3(p — 1)7 = £(? t I) t »2P

4(p —— 7(p f 0 t 2«/2p

5<P — l)e — ö'Cp f I) f 2ccyp f /3/3p

6(p — l;£ — e(p f i) f 2-t^p f 2i3"/p

7(P — I> = CvP t I) t 2«-p f 2^p f yyp

2C.

Wenn man in diesen Formeln für p eine gegebene Zahl setzt, 

so findet man die Werthe der Coefficienten ß, y, rc. weit 
leichter als nach dem zuerst entdeckten Gesetze.
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1.2

t

(p — iJ3 1 <p—■

(p4 f 26p3 f 66p2 f 26p f 1) (px+r—p)

s = p f 2np2 f 3np3 f 4np4 t...................... t xnpn

zu summiren sey. Alsdann ist nach dem vorhin gefundenen 

Ausdrücke

_ . px4
S, x4px — px .

1.2.3

H c,

so daß durch diese Constante s == o werde, wenn man x=o 

setzt. Schreibt man daher für n nach und nach die Zahlen 
o, 1, 2, 3, 4, rc. so wird

p pZ.xOpx —px.—L---------- -J.—
P— I P — l
px p ps.xIpX = px(_-__—)f -

PX2 2pX
S.x2px==pxC------------;—----- t

p—I (p—1)3 (p—1)3

,px3 3PxZ x3P(pt0x
S. x3 px c= px(----------- 7-------777 Tt p-l (:

, p p , ppf p nfn—O
s = px(—— . xn—■ — nxn_I +---------—. ——xn~ 2

p-i (p—1 )2

__ Cp3t4P2t?) n(n —T)(n —2)^

VP 1J4 * r " n

(P—r)2

x pCp 11\ pcpt 1) 
T 7 ,  

Cp—1)3 

p(p^4pfi) 
(p —0S 1 (p — U3 (p —1)4

p(p2 t 4P t O

(.P l)4

4px3 X6p(pfi)x*  4p''p1f4pf i)x 
p—i (p-i/ 1 (P—j)3 (P— i)4

p(p3fnp2tnpi- ). p(p3’Hip*-HiptO
T (p-i)f J ' (p-i)f 

px+ixi" 5pxf"Ix4 IO (p + l)px + IxS 
P P-l (P-I)4 1 (p-i)3

iOKp2t4pf «'^p^x2 sCpS-^np’f npfi)px+ix
T-------- - ------ —--------- -

S«xtfpx
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pxilxff frpxMxt T*tfp + T^pX*XX*

2o(p*f4pfi)pXf1x3 , i5(p5fnp2' npf i px+Ix>
(p—1)4 1 (p — L}*

6(p4 i6p3 f 66p3 t 26p t 1)p-xt1 x

Hieraus erhellet, daß es allemal möglich ist dieSumNre 
^darzustellen, wenn z eine ganze rationale Funktion von x aus 
der Reihe ist, deren allgemeines Glied durch p*z  außgedruckt 
rvird. Denn sucht man die Differenzialien von z, so kommt 

man endlich auf solche-, die verschwrnden. Wird B. dir 
Reihe gegeben:

2
p E 3P2 t 6p 3 f IOp4 f . .... . f —-t22pX

das summirende Glied

p ( ptr __ - X
P—l\2(p--l)3 2(p — I)/

oder «

z- xx (p—3)x . i y

Wenn aber z keine ganze rationale Funktion ist, so läuft 

der Ausdruck des summirendett Gliedes ohne Ende fort. Ist 

z, V. z = oder folgende Reihe zu summiren:
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s = p -Hp1 Hp3 t 4p41...... t -px 

so bekommt man, weil
dz T ddz  2 d3 g 2 3 d4z 2.3.4 
dx x x' dx2 x3 ’ dx3 x4’ dx4 x5 ’ 

das fummirende Glied

PxH /T_ + r + p^r .pptdptT ^p3fnpafi ipfr \
p —1\X ‘ (p—1 )x*  * (p—-1 /x3 ‘ (p— i)"3x4‘ <p —I>4xf /

t c.
Allein in diesem Falle kann man die beständige Größe C 
nicht auf die Art bestimmen, daß man x — 0 setze. Nnnmt 
man also x = i, so wird, weil dann s = p wird,

PP sl , » , Pti Apptjptj
P~ A ' P —1 <p-l^ 1 (p—l/3 trc.)

§• 178.

Wenn also p kein- bestimmte Zahl bedeutet, so erhalt 

man hieraus wenig Vortheil zur Ausorückung der Summen 
durch die Näherung. Es erhellt aber zuvörderst, daß man 

für p nicht 1 setzen darf, wer! dabey alle Corfficienten «, ß, 
7, rc. unendlich groß werden würden. Da also die gegen- 

wattige Reihe durch die Substitution von p = 1 in die vor
hin untersuchte übergeht, so ist es kein Wunder, wenn man 
diesen unter allen leichtesten Fall doch nicht daraus ableiren 
kann. Ferner ist es merkwürdig, daß die Summation bey 
p l das Integral fzdx erfordert, da doch überhaupt die 
Summe ohne irgend ein Integral dargestellt werden kann. 
Wenn also alle Cocffrctenlen *,  ß, 7, öh rc. unendlich werden, 
so tritt auch das Integral ern. Uebrigens ist dies der einzige 
Fall, wenn nemlich p --- 1 ist, auf welchen sich die fundene 
allgemeine Formel mcvr anwenden läßt, und man hat richt

Euters D«st,^echn,2. Th. i.Abrh. O Urlache 
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Ursache, deswegen die gedachte allgemeine Formel zu verwer
fen. Denn obgleich alle einzelne Glieder unendlich sind, so 
heben sich doch alle Unendliche in der That einander auf, und 
so bleibt bloß die endliche Größe übrig, welche der Summe 
gleich und mit derjenigen übereinstimmend ist, welche wir 

nach der vorhergehenden Methode gefunden haben. Dies 
wird weiter hin ausführlicher aus einander gesetzt werden.

§. 179-

Es sey also x i, wo folglich die Zeichen in der 
Reihe abwechseln werden:

12 34 x
— afb — c i*  d — .— r

und dabey ist z positiv, wenn X eine gerade, negativ aber, 
wenn x eine ungerade Zahl ist. Setzt man also

s = — af b - cfd — ..................tz
so wird

_  — T «tdz jßddz y d 3z £d4z
s =j ---- sz--------- 4 -------- -------------- - + —--------- K.)

2 dx dx2- dx3 dx4

t C
und das obere Zeichen gilt, wenn x eine gerade, das untere 
hingegen, wenn x eine ungerade Zahl bedeutet. Verändert 
man daher die Zeichen, so bekommt man

a — b f c — dfe — f f  + z n

s (z —■
«dz ßddz y d3z d4z 
dx * dx- dx3 dx4 re.)

t C
und die Zeichen richten sich nach eben dem Gesetze.

§. i8o.

Ja diesem Falle lassen sich die Coefficienten *,  ß, y, 5*,  

k, rc. aus den vorhin angeführten Werthen finden, wenn

man
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man allenthalben — 1 für p sitzt. Nach leichter erhält man 

sie indeß aus Den allgemeinen Formeln §. 175, woraus zu- 
gleich erhellt, daß sie wechselöweise = o werden. Denn setzt 
man p — 1 so gehen jene Formeln in folgende über;

— a — I
— 45 — 0
— 6 y == o — <*2
— 8» — O — 2 a ß

■— 10 8 — o — 2«y — ßß

i— 12 = © — 2*5*  — 2Sy
2 s.

Da also ß s= o ist, so wird auch £ = o, und ferner £ = o, 
s- = 0, 2c.; die übrigen Buchstaben aber haben folgende 

Bestimmung:

K = — J
«2- 

y =3 —
6

2 a y
10

2 <*  8 f y y 
u = ---------------

14
_lau t27«

™ öj

rc.

18t

Um die Rechnung bequemer zu machen, wollen chit 

neue Buchstaben einsühren und setzen:

_ A
13

__B___

I -2.3.4
ö 2 «=

4 ---
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c
t

<

8.7.6.5 BB

B =5

D =

E 5=

1.2.3.4 2

10.9.8.7

1.2.3... 10

rc.
Hierbei) ist die vorhin ausgedruckte Summe

— %(zf Adz Bd3z . Cdsz Dd7z

1.2.3.4.5.6 
D

1.2.z .... 8
E

.BC
1.2.3 4
12.11.10.9 , 12.11.10.9.3.7 CC
1 .2.3.4 1.2.3.4.5.6 2

rc.
und die Rechnung zu erleichtern druckt man dieselben noch 
besser auf diese Art aus:

1
AA

2, ----
2

3. Aß

—-v • +------ -—-—- —. — .. "—r-—4 !f.)
I 2dx ].2.3.4dx3 1.2...66x5 1.2...86x7

Die Coefficienten aber werden durch folgende Formeln be
stimmt:

A— i
D_ 4-3 aa

’ 1.2 ‘ 2

5C=-—.AB
3 J.2

8.7
7D e= -——AC f

1.2

10.9 
oE=------AD 4

7 1.2

„ 1211IlF =-------. AE 4
1.2 1
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E = 5. AD f
3-4

BC

10.9
F = 6.AE + 6.----- -.BD f 6

3 • 4

10.9.8.7 CC
Z.4-5.6 2

------- -------- .CD
3-4.5.6

rc.
Stellt man nun die "Rechnung wirklich an, so wird

A
B = I

C = 3
D = 17

E = 155 = 5.31
F — 2073 =691.3

, 127.120
G = 38227 = 7.5461 ---- 7.—™—

3
H — 929569 = 3617.257
I = 28820619 = 43867.9.73

rc.

§. 182.

Wenn man diese Zahlen mit Aufmerksamkeit betracht 

tet, so laßt sich aus den Faktoren 691, 3617, 43867, leicht 
schließen, daß sie mit den Vernoullischen Zahlen zusammen
hangen, und daraus bestimmt werden können. Untersucht 
man diesen Zusammenhang, so erhellet, daß sie aus den 
Vernoullischen Zahlen A, B, C, D, E, rc. auf folgende Art 

formixt werden können:

A = 2. i . 3 •= 2(22 — i)A
B — 2. 3 . 5 B — 2(2* — i)B
c = 2. 7 . 9 S = 2(2<^ — i)§
D =3 2.15.17V = 2(28 — i)D

O 3 E =
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E = 2. 31 . 33 @ = 2(2^0 — j)@

F = 2. 63 . 65 § = 2(212 _ i)F

6 = 2.127. 129® = 2(214 — i)G
H — 2.2A5.2Z7H S= 2(215' — I)H

2C.

Da also dieBernoullischen Zahlen Brüche, unsere Coefficienten 
aber ganze Zahlen sind, so fallt in die Augen, daß dieVrüche 

durch diese Faktoren weggeschaft werden, und es ist daher
A = i
B — I

v — J
D = 17
E c= 5.31 --- 155
F e= 3.691 = 2073
G = 7.43.127 = 38227
H — 257.3617 = 929569

I = 9 «75 «43867 = 28820619
K =3 5.31,41.174611 110965290$

L = 89 ♦ 683 • 854513 — 5194328173s
M = 3.4097.236364091 = 2905151042481 
N = 273t. 8191.8553^3 = 191329672483963 

2C.
Aus diesen Zahlen ist man also auch umgekehrt im Stande 
die Bernouiüschen Zahlen herzuleiten.

I ♦ 2dx

Hier

4*  —
3 1’2.

-------if.)
,6dxf

§ -83«
Brauche man also die Bernoullischen Zahlen, so ist die 

Summe der Reihe:

12345 X
a — bfc-dfe-,,,,+'Z
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Hier aber erkennt man, daß jene Zahlen nicht durch einen 

Zufall herbeygeführt sind. Denn so wie man die gegebene 
Reihe erhält, wenn man von dieser

afbtcfdt.....................f z

wo alle Glieder daö Zeichen t haben, die Summe der gera
den Glieder b t d t f 12c. zweymal genommen, abzteht: so 
laßt sich auch der gefundene Ausdruck in zwey Theile auflö
sen, davon der eine die Summe aller das Zeichen f vor sich 

habenden Glieder und =

fzdx d az
d?z (Jd5z

I.2.3-4dx3 1.2 .. .66x5

ist; die Summe der übrigen Glieder aber findet man auf 
eben die Art, welche wir oben gebraucht haben. Denn da 
das letzte Glied z zu dem Anzeiger x gehört, so wird das 

vorhergehende, zu dem Anzeiger x — 3 gehörige.
2dz 22ddz 23d5z 2464z __

dx 1 I.2dx2 1.2. zdx 3 I.2.3.4dx4

und diese Form erhält man aus der, wodurch vorhin das 
vorhergehende Glied ausgedruckt wurde, wenn man darin

- für x setzt. Man bekömmt also die Summe der geraden

Glieder, wenn man, in die Summe aller, ~ statt x setzt, und

diese Summe ist demnach:
2 Adz

ifzdx f £z --------------
i.2dx

2 3Q5d 3 z 2 5 T 6 5 z

1,2.3.46x3 1.2... 66x5
— rc.

Zieht man das Zwiefache dieser Summe von der vorherge

henden ab, wenn x eine gerade Zahl, oder umgekehrt, wenn x 
eine ungerade Zahl wird: so stellt der Rest dieSumme derReihe

12345 x
a — b ch c — 6 ch e — z

dar, und es ist also dieselbe

O 4
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+ (£z t
(22 — l) 91 dz

1.2 dx

Dieser Ausdruck ist eben verleide, als der so eben gefundene.

§- 184«

1 . 2 . 3 . 4 . 5

d*z

1.2

n <n — i)tn — 2)
—----- ----------—-------- xn-3

1.2.J

3'' (« — 4) „ , 
---------------- -  xn-r

..... H. xn

n(n—i)(n—2)

:.3dx3 1.2.3 '

, wenn man die Cocfficien-

Man nehme statt z eine Potestat von x oder xn, so daß 
die Summe folgender Ncrhe:

1 — ?" t1 3" — 4" t

zu suchen sey. Da

d z n n-1 •

1 dx 1 ’

ist: so wird die gesuchte Summe 
ten A, B, C, D, rc. braucht,

A B
T" jtxa 4- —nxn*1 — —
n 2 4

, C nfn — Pfn — 2)(n —
* 6

D n (n — 1)... "'n — 6)
  -----------------------------xn~ 7 f je.) + G 

8------1.2................. 7------------- • 1

und das obere Zeichen gilt, trenn x eine gerade, das untere 

hl!-gegen, trenn es eine ungerade Zahl ist. Die bestand,qe 
Größe G aber muß auf die Art bestimmt werden, daß die 
Summe verschwinde," trenn man x — o setzt, und es gilt in 
diesem Falle das obere Zeichen. Setzt man also für n nach 

und nach die Zahlen o, 1, 2, 3, 4, rc.: so bekommt man fol

gende (Stimulationen:

I. T-!t[-lt....+ I= + i(l) f
Ist nemlich die Zahl der Glieder geradeso ist die Sum

me == o, und ist die Gliederzah! ungerade, so wird die Sum
me = t 1.

II. 1 — 2 t 3 — 4 t . .. . ~ x = + Kxfi-) -H-
Ist
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Ist nemlich die Zahl der Glieder eine gerade Zahl, so 
ist die Summe — — 1 x, und im entgegenftehenden Falle 

— Jx +
III. I — 22 t 3^ — 42 't • • ♦ ♦ X*  = + S(-X3. f X)

nemlich für die gerade Gliederzahl = — fxx — jx 
und für die ungerade = t Ixx f ix

IV. I — 2 3 f 3 3 — 4 3 f.... + X 3 = — f (x 3 f £xx— £— x 
nemlich für d. gerade Glieder;. ■= — 1x3 — ix*  
und für die ungerade = t l* 3 t |x2— 4

V. I -—24 s 34 — 44 s ^x4 = 7 i(x4f2x3 —x)

nemlich für die gerade Gliederz. — — 1x4 —x 3 f Zx 
und für die ungerade <= t 1x4 f X3 — £x

§• 1S5.
Man erkennt hieraus, daß bey den geraden Potestaten,, 

den Fall ausgenommen, wenn n — o ist, die hinzuzusetzende 
beständige Größe verschwindet, und daß in diesen Fallen die 
Summe der.geraden Anzahl von Gliedern von der Summe 
der ungeraden Anzahl bloß in Ansehung der Zeichen ver
schieden ist. Wenn also x eine unendlich große Zahl ist, so 

fällt diese Unterscheidung weg, weil eine unendlich große Zahl 

weder gerade noch ungerade tzenennt werden kann, und es 
müssen also dabey die zweifelhaften Glieder weggelassen wer
den. Hieraus folgt, daß die Summe von Reihen dieser Art, 
wenn sie ohne Ende fortlaufen, bloß in der hinzuzufügenden 

. beständigen Größe bestehe. Aus diesem Grunde ist:
1 — 1 11 — 1 t rc. ohne Ende = 1

i — 2 13 — 4 t?c. . .
A , (22 —I)A
“ == T —----------
4 2

I — 22 f 32 —42 t2C. . . . . .

1 — 23 1 33 — 43 1K«
B ___ (24—I)B— _. —? — --

I —,
\

O 5.
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I — 24 s 34 — 44 f rc. ..... a 0

I — 2$*  f 3f — 45 t rc. _.c _ +
12 T 6

I —26 t 3*5  — 4ff t rc.

I 2 7 3 7 — 471 rc.
D (28—r)D
16 8

rc.
Eben diese Summen findet man nach der obigen für diejeni
gen Reihen erklärten Methode, in weichen die Zeichen f und 

— mit einander abwechseln.

§. 186.

Wenn man für n negative Zahlen setzt, so wird die 
Summe ein ohüe Ende fortlaufender Ausdruck. Es sey 

n = — i, so ist die Summe der Reihe

2x2. * 4x4 t C.

Da aber die beständige Größe c hier nicht aus dem Falle 

bestimmt werden kann, wenn x = o ist, so muß man solches 
aus einem andern thun. Es sey x = r, so ist, weil alsdenn 
die Summe = i ist, und das untere Zeichen genommen wer

den muß,

oder

Oder man setze x — 2, so wird, weil alsdenn die Summe 
i ist/ und das. untere Zeichen gilt,
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werden wird. Man mag indeß diese beständige Größe be
stimmen wie man will, so findet man dafür stets denselben 
Werth. Dieser Werth druckt zugleich die Summe der ohrze 
Ende fortlaufenden Reihe aus, welche = 12 ist. •

137-

Uebrigens lassen sich mittelst dieser neuen Zahlen A, 8, 
C, Dz E, rc. die Summen der reciproken Potestaten-Reihen, 
wenn die Exponenten gerade Zahlen sind und darin bloß die 
ungeraden Zahlen vorsommen, sehr leicht finden. Denn 

fetzt man

so wird

und Dieses von jenem abgezogen giebt,

Da wir also die Werthe von s für die einzelnen Werthe von 

n schon mitgetheilt haben, §,i2y, so ist:
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Wenn aber alle Zahlen vorkommen und die Zeichen abwech 

seln, so bekommt man, weil

-- t rc. =
42n
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§. J88.

So wie wir bisher eine Reihe untersucht haben, deren 

Glieder Produkte aus den Gliedern einer geometrischen 
Reihe p, p2, p3, rc. und aus den Gliedern irgend einer,an

dern 
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dern R-ihe, a, b, c, rc. waren: so läßt sich auch eine Reihe 

behandeln, deren Glieder Produkte aus den Gliedern von 
irgend zwey Reihen sind, wovon die eine als bekannt betrach

tet wird. Es sey die bekannte Reihe:

i ä t| x

Äfßf Cf ............................. Z

die unbekannte hingegen:

a t b t c t..............o...z

und die Summe folgender Reihe zu suchen:

Aa f ßb t Cc t . . . .................. Zz
die wir = Zs setzen wollen. Setzt man in der bekannten 
Reihe das vorletzte Glied = Y, und x — 1 statt x in den 
Ausdruck der Summe S.Zs: so geht derselbe erfolgenden 
über:

, ds . dds <Hs , d^s .
Y (s---------+ --- ----------------------- + —------------ rc.)

dx 1 2 dx2 6dx3 1 24 dx*

Da dieser Ausdruck die Summe der Reihe Zs ohne das 
letzte Glied zz darstcllt, so wird 

t
Yd ds Yd3s

2 dx^ 6 dx 3

und diese Gleichung druckt das Verhältniß aus, welches die 

Summe Zs zu den Größen Y, z und s hat.

r8y.

Um dieselbe aufzulösen lasse man zuvörderst die Differ

Z z
renziab Glieder aus der Acht, wodurch s = -—- wird. Man 

Z zsetze = pt, und genau sey s = P1 f p. Bringt man 

diesen Werth in die Gleichung, so erhält man:

(z—Y)t>



t r: so findet man auf ähnliche Art r — ■ -, und

fährt man auf diesem Wege fort, so wird die ge achte Summe 

2s = ZqP’i t Q*  t Rx t rc.) ftyn.
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(Z-Y)p f YP- = YP - t -K: 
dx 2 d X»

und läßt man die Differenzialien weg, so wird

Y(P — Pi)
p =------------------

. YdP1 . YddP1
(Z —Y)p =------- -— t — rc.

dx 2dx2

Y dp , Yddp
--------r2- t —r-£ — m

dx 2 dx»

Man setze auf beyden Seiten YP1 hinzu, und da P*  —

«P1 ddP1
— f — rc. der Werth von P1 ist, der entsteht, 

wenn man x — i für x nimmt, so sey dieser Werth = P. 

Alsdann ist

Z-Y *

Y(p — pi)
Man setze - " Ql' unl) dabey sey p = Qi f q:

so wird
(Z-Y}q = — ^<Wl s dq) , YCddQ1 t ddq) _

dx sdx»

und setzt man den Werth, welchen man für Qi findet, wer.n 

man x — i statt x fetzt, = Q, so bekommt man

(Z —Y)q t YQ1 = YQ — f — rc.
dx 2 dx»

woher denn, wenn man die D.fferenzialien wegläßt-

““ Z— Y

Y(Q — Qi')
^itbr Man setze —= Ri, und genau sey q = R$

§. 190.
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§. iyo.

Ist also irgend eine Reihe
Aa t ßb f Cc t f Yy f Zz 

gegeben: so laßt sich die Summe derselben auf folgende Ärt 

bestimmen.
Man setze und indem man X—I setzt anstatt x

Zz
PS gehe k» über in P

Z — Y

Y(P — Pt) _

Z — Y
Q1; . . . . Q1 . . • « • Q

Y(Q~QS_
R1 j ■ > < < Ri . . . . . R

Z — Y

Y(R — R1) __
SS Sk . . e e • S

z — Y

rc.
Hat man diese Werthe gefunden, so ist die Summe der
Reihe =

ZP’ f ZQ« f ZR! f ZS’ f 2C. t C 
oder einer beständigen Größe, wobey die Summe =0 wird- 
wenn man x = o setzt, oder, denn dies läuft eben darauf 

hinaus, wodurch alles so eingerichtet wird, daß dabey ir

gend einem bestimmten Falle ein Genüge geschieht.

§. 191.

Da diese Formel keine Differenzialien enthält, so ist ihre 
Anwendung in vielen Fällen sehr leicht, und man bekömmt 
darnach öfters die wahre Summe. Wird z. V. die Reihe: 

p f 4p*  t 9p3 t i6p4 t..............t x-px
gegeben: so setze man Z =px und z = x2, tr>o also Y=px-1; 

—Z~™ = ——; und ----- wird. Hierdurch 
Z — Y p—1 Z — Y p —1 

bekommt man
P -----
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P =

Q

R1
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p X X — 2 p X t P

p — 1 
2PX f j p

<P— 1

2p

bx+i _______1 -P±l_> ±zlL
I (p—l)*  (P-1>3> <p —1)3

Wie wir bereits oben gefunden haben.

P<P^__^P4.^P
kp —1 (p—1)*  (P— 1

p, -
" P-I ’

qi= __
(p-D1’

2P .
(P-1)3’

S1 =3 o; so wie auch alle übrige.

Folglich ist die Summe =

P \ P 2P
OV (p-l)s (p-l)3

192.

Auf ähnliche Act, als wir zu diesem Summen Aus

drucke gelangt sind, können wir einen andern für den Fall 

finden, wenn die gegebene Reihe nicht aus zwey andern Rei
hen zusammengesetzt ist; und dieser Ausdruck läßt sich insbe

sondere alsdcnn brauchen, wenn man bey dem vorhergehen
den endlich verschwindende Nenner bekommt. Es sey also 
die Reihe

1234 x
s = afbfcfdf..................f z

gegeben. Da die Summe, wenn man x — r für x setzt, das 

letzte Glied verliert, so ist

d s dds d*S  . d4$ 
dz T 2dx2 C'dxS ‘ 24d»4

oder
__ ds dds , d^s -• d4$ 

dz 2 dx3 6 dx3 24dx4 1

Da

4



rc. ist,

Es sey dle
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X
z

1234
s = afbf cfdf 

zu fummicen.
Erüers Diff. Rechn. 2. Th. i.Abch. P

§. ryZ.

Durch eins geringe Veränderung der Buchstaben führt 

man diese Summation auf folgendes zurück. 

Reihe:

Da hier die Summe s selbst nicht vorkommt, so lasse man 
die höheren Differenziaiien weg, damtt s = fzdx werde. 
Ferner sitze man fzdx =: P1, der Werth davon gehe in P 
über, wenn man x — 1 für x setzt, und genau sey s=PItp. 

Alsdann ist
dP1 ddP* , , dp ddp ,

z = -------------- -— f rc. f  --------- — f rc.
dx 2dxJ dx 2 dx»

dPi ddP1
Da P = P — - - f —---------

dx . 2 dx»
so wird

Z _ p. t P = Ü _ t !C.
dx 2 dx»

und daher

p = f(Z t- P1 f P) dx.

Wird ferner f(Z — P1 t P7dx = Q1 gesetzt, und geht die
ser Werth in Q über, wenn man x — 1 für x sitzt; so siy

f(z — P1 f P — Q1 t Q)dx = Ri = Qi — f(Qi — Q)dx 

ferner
Rt __ f(Ri — R)dx e= s1; rc. '

so ist die gesuchte Summe

s = P1 t Q1 t R1 t s1 t rc. f C

C so angenommen daß dadurch einem bestimmten Falle ein 
Genüge geschieht.
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Man setze und wenn x — I für x
gesetzt wird

fzdx = P so gehe P über in p
P — f(P — p)dx = Q . . , . Q . . . 9
Q — f(Q — q)dx = R . . . . R • • • r

2C.

Hat man diese Werthe gefunden, so ist die gesuchte Summe

s = P t Q t I< t S t 2C.

und dieser Ausdruck druckt die Summe sehr Vortheilhaft aus, 

wenn jene Integralen dargestellt werden können. Es sey, 

um den Gebrauch desselben durch ein Beyspiel zu erläutern, 
z = xx t x, so ist

P = f x3 f ßxx; p — f x3 — fXX t f

P — p — xx — f; und f^P — p)dx = -fx3—Xx 

Q = fxx t fx; q = jxx — fx t f

Q —■' q = X — J; UNd f(Q — q)dx — f xx — |x

R—r = f; unb f(R— r) d x = f x

S = o; unb so auch alle übrige Glieder. Daher ist die 

gesuchte Summe
fX3 f |xx

t 2 XX t fx =.|x3 t XX f |x ä= fx(xf l)(xf 2) 

t fx.

Auf diese Art lassen sich also die Summen aller Reiben, deren 

allgemeine Glieder ganze rationale Funktionen von x sind, 

vermittelst fortgesetzter Integrationen finden; und es erhellet 
daraus sehr deutlich, was für ein weitläuftiges Feld die Lehr? 
vow der Summirung der Reihen sey, und was für eine 
Menge von Schriften mit den Methoden dazu, die theils 

schon bekannt sind, theils erst noch erfunden werden müssen, 
angefüllt werden könne.

§. 194.
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§. 194.

Bis jetzt haben wir die Summen der Reihen vom ersten 

Gliede an bis zu dem, dessen Anzeiger x ist, gesucht, und 
nach der Erforschung derselben findet man die Summen eben 
dieser ohne Ende fortlaufenden Reihen, wenn man x = 00 
setzt. Oft gelangt man indeß hierzu auf eine bequemere Art, 
wenn man nicht die Summe der Glieder vom ersten an bis 

zu dem xten, sondern von dem xten an ohne Ende sucht, 
und es ist dieser Weg insbesondere bey den letztem Aus

drücken vortheilhaft. Es sey also eine Reihe g'geben, deren 
allgemeines oder dem Anzelger x zugehöriges Glied durch z, 
das folgende zu dem Anzeiger x t r gehörige citier durch z1, 

und die auf dieses folgenden durch z11; z111; angedeutet 

werden, und die Summe der Reihe zu suchen:

x x11 x12 xt3 2C.
$ c= z t z1 t z11 t zIH t rc. ohne Ende.

Hier ist die Summe s eine solche Funktion von x, daß Man, 

wenn man darin xf 1 statt x setzt, die Summe ohne das 
erste Glied erhält. Da also bcy dleser Substitution s in

§- 195.

Wenn wir nun den vorigen Weg wieder betreten, so 

wird bey Veruachläßigung der höhern Differenzralien s ----- 

P 2 c
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C — fzdx, Man setze also fzdx = P, unO genau sey s --- 

C —Pt p: so ist

t

Es gehe P in P1 über, wenn man x + i für x setzt, so ist 
dv d d p d 3 p

o=zf P-Pfrt —■ t 7-r- t rc.
1 dx ra dx^ 6dx3

Setzt man daher die hohem Differenzialien bey Seite, so wird 

p ---- f(Pi — P)dx — P.
Man setze f(Px — P)dx — P = — Q, und dabey sey p =a 

— Q t q: so ist
, d dQ ddQ i ddq 4.,,

o = z t P — P1------- ---------- — K. t 7" T —j—; T rc.
dx 2dx2 dx 2dx2

Es gehe Q in Q1 über, wenn man x f i für x setzt, so wird 

. . dq , ddq ,
Y = z t p — P1 T Q - Q11 T*  t ■ t rc.

~ dx 2dx*

O =3 Z
dp ddP d3P

dx 2 dx2 0 d x 3

dp ddp f d;p t -c.

dx 2 dx* 6dx3

und hieraus folgt
q =5 f(Qx — Q) dx — Q.

Wenn daher die i oberhalb neben jeder Größe den Werth 
anzeigt, wElchen sie bekommt, wenn man x 11 für x setzt, 

und dabey
fzdx = P

P f(Px — P)dx ö Q

Q — f(Qx — Q)4x = R

R — f(Rx — R)dx = S

rc.
angenommen wird, so ist die Summe der Reihe

a t z1 f zn t zut t zIV t rc. v

c — p — <2 — R — $ rc.
wo 
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y1 —y

wo die beständige Größe C so beschaffen seyn muß, daß die 

ganze Summe verschwindet, wenn xc= o© gesetzt wird. 

Da indeß die Anwendung dieses Ausdrucks Integrationen 
erfordert, so läßt sich der Gebrauch desselben hier noch nicht 

-eigen.

§. 196.

Um aber die Integral - Formeln zu vermeiden, wollen 
wir die Summe der Reihe = ys setzen, wo y irgend eine 
bekannte Funktion von x bedeutet, welche die Werthe y1; 

y11; y111; rc. bekommt, wenn man xti;xt2;xt3;?c. 
für x setzt. Setzt man nun x 11 fut x so bekommt man die 
vorhergehende Reihe ohne das erste Glied, und die Summe 
dieser abgekürzten Reihe ist daher

, , d s , dds . d$s ,
y\s f ~ f —7-— tT 2C.) ,s= y$ — z1 k / dx * 2dx» 1 '6dx3 * v 1

oder
, y’ds , yTdds , yM^s

z t j— t —7—r t 7-7-7 t rc. — (y — yx)s 
dx 2 dxa 6 dx3 '

Läßt man daher die Differenzialien weg, so bekommt man 

S ---- —. Man setze = P, und genau sey s es

y — y1 yL—y
-Ptp: so wird

. yTd P y1 ddP yJd3P
dx ” TdxT - 6dx^ ~ ‘ (y __ yl)p

+ + ZLd_lP 4. Zlli? + rc.
T dx T 2dx- T 6dx3 T

und also 

yuP y±|i)C.=
dx 2dxa 6dx3 '

• yi rpi — p')
Man setze Q = - , , —und dabey fep p =s Q t q: 

so wird

P 3
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yiCQ1 — Q) t y1 (™ t ~~~ t rc.) = — (>« — y)q 

yimi — Q)
, Man setze R = —~und q = — R f r.

y1 — y
Fährt man auf diese Art fort, so wird die Summe der Reihe 

z z1 f z11 -f zIn t zIV 2C.
auf folgende Weise bestimmt. Es bedeute y irgend eine 

Funktion von x< und dabey werde gesetzt.

y1 — y
„ y^^ - P)

yl — y 

r — y’CQj-Q) —
y1 — y 

s - - R) _

y1 — y
rc.

Alsdann ist die gesuchte Summe

C — Py — Qy — Ry — Sy — rc.
wenn man für c eine solche beständige Größe nimmt, daß 

die Summe verschwindet, wenn man x = «. setzt.

§. 197-

Man nehme y == ax so wird, weil dann y1 = ax-n ist, 

yi — y —: ax(a — l)

und folglich

z1 pi -3 ------------ -----
ax+l(9.— i)

^--az , QT±= zn — az1 
ax^a—i)s$ . axiI(a—1)» 
z11 2az’aaz

ax(a — 1J3a — i
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c a (R1 — R)  znI — 3azn f 3 a3zT — a3z 
= a — 1 ax(a — 1)4

rc. . f 

Daher ist die Summe der gegebenen Reihe:
7 z1 — az z11 2az1 — a3z

C ~~ a — 1 1 (a — l)3 (a — i)Z

2111 —— ^3z
+ ---------------- ----------------------------------

rc.

Eben dieser Summen - Ausdruck ist schon oben im ersten Ca
pitel gefunden worden. Es lassen sich aber hieraus, indem 
man für y andere Werthe setzt, unzählige andere Ausdrücke 
ableiten, und daraus jedesmal derjenige wählen, welche für 

den daseyenden Fall der bequemste ist.



Achtes Capitel.
Von dem Gebrauch und dem Nuhe-n der Diffe- 

renzial- Rechnung bey Formirung der Reihen.

§- 198.
N *

ist noch eine Anwendung der Differenzial-Rechnung 
in der Lehre von den Reihen übrig. Diese findet bey der 

Formirung der Reihen statt, und sie war es, welche eben 
gemeint wurde, als von der Entwickelung der Brüche, die 
eine Potestät irgend einer Funktion zum Renner haben, in 

Reihen, die Rede war. Man verfährt dabey auf ähnliche 

Art als.bey der Verwandlung der Funktionen in Reihen, 
wenn die zu verwandelnde Funktion einer Reihe gleich gesetzt 
wird, die in jedem ihrer Glieder unbestimmte Coefficientcn 
hat, welche darauf aus gemachten Gleichungen entwickelt 

werden. Dwse Entwickelung oder Bestimmung wird aber 

öfters in einem bewundernswürdigen Grade erleichtert und 
verkürzt, wenn man zuvor die Gleichung auf Differenzialien, 

erste sowohl als zweyte btsweilen, bringt; und da diese Me
thode in der Integral-Rechnung außerordentlichen Nutzen 
gewährt, so wollen wir sie im gegenwärtigen Capitel aus- 

MrW kennen zu lernen suchen.
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§. 199.

Zuvörderst will ich kürzlich dasjenige wiederholen, waS 
ich oben über die Entwickelung der Brüche in Reihen, in so 

fern dieselbe ohne Differenz^!-Rechnung zu Stande ge
bracht wird, gesagt habe. Es sey also irgend ein Bruch: 

AfBxt Cx^ f Dx? t rc. __
Hßx t yx3 t t ex4 t rc. 

nach den Potestären von x in eine Reihe zu verwandeln. 

Man setze s einer unbestimmten Reihe gleich, oder
s=;$l f Bx f Cx3 f *5>x3  f Ex4 f Fx5 f Gx6^ f rc. 

Da, wenn man den Bruch durch die Multiplication weg- 

schafft,
A Bx 's Lx3 Dx^ Ex4 Fx? ch Gxö- f rc.

s(# f Sx f yx3 ^x^ f $x4 ^x$" dx<5 rc.)

Wird: so bekommt man, wenn man für s die vorhin dafür 

angenommene Reihe setzt,
A f Bx f Cx3 f Dx3 f Ex*  f Fx? f

II» ch B-«x ch C«x2 D«x8 •j*  E «x4 's $ Ctx1* t rc.

ch A/r ch B/s t C/s t t E.a t rc.

ch Ay t Vy t Cy t Dy t rc.

t t C8 t rc.

t A- t rc.
t Äe f rc.

Setzt mau daher die einzelnen Glieder, welchen emerley Po

testat von x zugehört, einander gleich: so findet man

— A = o

B-r f 91/3 —B s= o 
f 53g t Sly — c == o

D« ck C/) ch -j- AZ' — v — v 

f X5/3 t @y t t — E = a 
. «c.
' V 5 Aus 
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Aus diesen Gleichungen lassen sich die angenommenen Ceeffi- 

deuten A, B, C, D, rc. bestimmen, und dadurch wird denn 
auch die Reihe

(SX4 f je. 
gefunden, welche dem gcaebeuen Bruche s gleich ist. Wenn 
sowohl der Zahler als der Nenner des Bruchs s aus einer 

endlichen Anzahl von Gliedern bcstchen, so find unter dieser 
Form alle wiederkehrende Reihen enthalten, von welchen 
die Einleitung eine vollständige Auseinandersetzung enthält.

§. 200.

Wenn aber entweder der Zahler oder der Nenner oder 
heyde zu irgend einer Dignität erhoben find, so findet man 
auf diesem Wege die Reihe nicht anders als mit vieler Mühe, 
weil die Erhebung zu Dignitäten, den Fall ausgenommen, 

daß ein Mnomrum da ist, wertläuftige Arbeit erfordert. 
Durch die DifferenziabRechnung kann man sich dieser Arbeit 

überheben. Es sey zuvorderst bloß der Zähler da, oder 
8 = (A f B x f Cxx)n

und eine nach den Potestaten von x fortschreitende Reihe zu 
suchen, welche der Dignität dieser dreytheiligen Größe gleich 

sey. Ist n eine ganze positive Zahl, so ist bekannt, daß diese 
Reihe nur eine endliche Zahl von Gliedern enthalte. Man 
nehme also wieder für s eine unbestimmte Reihe an, oder 

setze
A t Bx t Cxr f Dxr 4 Ex^ t Fx5 t Gx^ f re. 

Daß das erste G-.ied dieser Reihe A — A« sty, jst bekannt. 
Denn setzt man x=o, so wird aus der ersten Formel s = An, 
und aus der andern s = 2l, Man muß aber die Bestim
mung dieses ersten Gliedes auf diese Art ohne Differenzia- 

i lien suchen, wer! die Diffecenzialien dasselbe unbestimmt las
sen, wie sogleich erhellen wird.

§. 201.
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8

nBSIf nB 93 t

V =

E =

D =

E 4Ä

rc.

rc.

rc.

rc.

t nBE 

•j*  2 n C 2)

•f*  48® 

t ZLD

2ß C
LD

F

f 5 A§x4 +• rc.

t
t

nBC

f 2nLA f 2nC93

f nBD 

t 2nLC

§. sor.

Da $ = (A t Bx f Cxs)«: so wird, wenn man die 

Logartthmen nimmt,
ls = nl(A t Bx t Cx2) 

und hieraus, wenn man differenziirt, 

ds nBJÜüSi« «der
A t ßx t Cx~

(A t Bx t — = ns(B t 2Cx)
dx

Aus der angenommenen Reihe aber erhalt man

— = S3 t sCx t zDxL t 4@x3 t 5^x4 t rc. 
dx

und wenn man daher für ~ diese Reihe, und für s die an- 
dx

genommene Reihe setzt, so crgiebt sich folgende Gleichung: 

AB t 2 ACx f Z ADx^ f 4 A ($x3

f LB f

t

t 

t

Setzt man also die Glieder gleich, in welchen sich einerley 

Poteftär von x findet: so wird,

nBA
, a7

(N — 1)BV f 2N6A
2 A

(n — 2)BS t (2N — I)6B

3 A
(n — 3>?>D t (2n — 2g OC
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rc.

Da also, wie wir vorhin gesehen haben A — An ist, so wird 

^ = nAn-iß, und hieraus lassen sich die übrigen Cocffi- 
cienten insgesammt nach und nach bestimmen. Das Fort- 
fchreitungsgesetz derselben sollt aus diesen Formeln ganz leicht 

in die Augen, aber es würde sehr schwer zu entdecken gewe
sen seyn, wenn man das Trinomium unmittelbar zu den Po
testälen hatte erheben wollen.

§. 202.

Eben diese Methode laßt sich anwenden, wenn über
haupt eine vieltheUige Größe zu einer Potestät erhoben wer
den soll. Denn es sey

s = (A f Bx f Cxs f Dx3 f gx4 f 2C.)»

und
8 A Bx -j- Cx2 Dx3 t (5x4 's« 

angenommen werden: so ist A = An, und diesen Werth fin
det man, wenn man x = o setzt. Nimmt man nun wie vor
hin dw Logarithmen und ihre Differenzialien: -so wird

nBdx f 2nCxdx f ^nDx^dx -p 4nEx3dx f 2f. 

A t Bx f Cxz t Dx3 f Ex4 f 2c»

oder

(A t Bx f Cx2 f Dx3 t Ex4 f ic.)™ 
dx

=3
s(nB f 2 r. Cx f 3 n Dx^ f 411 Ex3 rc.)

Da ferner

t 2Cx f zDx- t 4EX3 t 5§k4 f rc.

ist, 

ds

dx
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ist, so bekömmt man, wenn man diese Reihen für s und 

ds
— substituirt,

A95 ^"2 A@x t 3ADx2 f 4Ä@x3 f 5A^x4 f ist,

t BB -d 2LC ch 3BD t 4ß(§ 1- rc.
t cö t 2LC t zoD f rc.

f OV 'd 2OC 's*  zc.

t e$8 t rc.

nB$l t nB$ t nBS f n22) f nßE rc. 
f 2 nC2l f 2nOB f 2nCS f 2NLD f rc. 

ch ZnOA -j- 3» OB ZnOC f 2C.
t 4»EA t 4N LB f rc. 

f snFSl t rc. 

Hieraus lassen sich folgende Bestimmungen herleiten: 

AB— n . ßA
2Ä@ =(n-l)BS^t 2vLA
Z AD—(n-2)kC -f(2n-r)cBch ZnOA
4AE^n-Z)kD-f(2n-2)L§Kzn-lDB'b 4NLA

5 =(n-4)B@ t(2n-3)C2)t(3n-2)r>e f (4n-i)E$f5nF2l

und wie man aus diesen Formeln die angenommenen Coeffis 

cienten A, B, C, D, rc. selbst bestimme, und wie sie von 
einander abhangen, bedarf, da A = An ist, keiner weitem 

Erörterung.

§• 203.

Da jedePotestät von A t Bx t Cl*  f Dx3 f rc. wenn 
diese Größe aus einer endlichen Anzahl von Gliedern besteht, 
und n eine ganze positive Zahl ist, ebenfalls aus einer end
lichen Anzahl von Gliedern bestehen muß: so ist klar, daß m 
diesem Falle die gefundenen Formeln endlich verschwinden.

Und
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Und da, sobald ein Glied verschwindet, bereits alle Glieder 
da seyn müssen, so erhellet auch, daß mit einem Gliede so
gleich alle folgende Null werden. Es sey die gegebene For

mel ein Trinomium AfBxt Cxj, und der Cubus davon 

zu suchen; also n = 3. Alsdann ist

A = A3 und also; 81 = A3

A93 = ZßA ; B = 3 A2ß

2 AC = 2ßB t 60A; C = 3AB2 f zA-L
. 3 A 2) =: IBS t ZOV; 2) = ß3 f 6ABC
4 A E «= 0 f 40C; E = 3B2C f 3AC2

5aS = — ßE t zOD; F = 3BC2

6AG = — 2ßF t 20E; @ =3 C3

7A£> — — zßG f icg; H — 0

8 AI = — 4ßH ch 0 ; I — 0.

Da also schon zwey Glieder = o sind, und jedes von den 

folgenden von den beyden vorhergehenden abhängt, so fällt 

in die Augen, daß auch alle diese folgende Glieder = o seyn 
müssen. Um so merkwürdiger ist das Gesetz, nach welchem, 

wie wir gefunden haben, diese Coefficienten von einander 

abhangen.

§. 204.

Wenn n eine negative Zahl und also s einem Bruche 
gleich ist: so lauft die Reihe ohne Ende fort. Es sey also,

T
(« t jSx f 7X- 's £x3 f fX*  f 2C.)n

Lind für den Werth dieses Bruchs folgende Reihe ange

nommen:

s = 21 t 93x t Ex- t Dxr t Ex» t Fx5 t k.
Setzt man in den obigen Formeln statt der Buchstaben A, ß, 
C, D, rc. diese: «, ß, 7, rc. und nimmt dabey zugleich n 

nega-
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negativ: so bekommt man folgende Bestimmungen der Buch

staben A, B, C, D, rc.:

-r-
«n

n ,821 = 0
2*̂,  2n>A = o
Z«D'k(nk2)/sC ZN^A = 0

4<*S  t(nt3)iß2)tC2nt2)>'@ t(3nti)^$t 4 n »A ^2 0

5«Ä t(nt4)/3$ f(4nf i)sS5fsn<fcp

rc.

In diesen Formeln nimmt man eben das Gesetz wahr, wel
ches wir bereits in der Einleitung kennen gelernt haben, des
sen Richtigkeit aber erst hier strenss dargethan werden konnte.

§. 205.

Auf diese Art verhalt es sich, wenn der Zähler des 

Bruchs = 1, oder auch irgend eine Polcstät von x, oder 
= xm ist, denn in diesem letzten Falle darf man nur die ge
fundene Reihe §11 t @x3 t £>x3 t rc. durch xm mul- 

tipliciren. Wenn aber der Zahler aus zwey und mehrern 
Gliedern besteht, so haben wir dafür oben das Fortschrei- 

tungsgesctz noch nicht bemerkt, und wollen es daher jetzt auf 

dem Wege der Differenzialien kennen zu lernen suchen. Es 

sey also
A f Bx f Cx» "V Dx3 ch rc.

(« *{•  ßx 's 7X2 ’s*  ä'x3 "Y ea4 -j*  2C.;n 

und für den Werth dieses Bruchs die Hieihe aWenommen:
8 A 'f' Bx *j*  Cxr Dx3 ch C'x4 4 §xf f XC. 

Um das erste Glied A zu bestimmen, setze man x = o, wobey 

man aus den ersten Ausdrücken s = und aus der ange

nommenen Reihe $ 2- A erhalt. Folglich ist nothwendiger
Weise



t rc.

A«B

* ds
' Da nun ----- B -k 2§x t zDxr t 4@x3 t rc. ist: so 

dx
wird, wenn man fubftltuim
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Weise A = ; und hat man dieses Glied, so lassen sich die 
a.n

übrigen durch die Differenziation finden.

§. 206»

Nimmt man die Logarithmen, so wird
18 = 4(A t Bx t Cx2 t Dx3 t rc.) 

-— I)l(oe t |8x t 7X1 t £X*  t rc.)

und differenziirt man, fv ergicdt sich
ds  B dx f 2 C dx t gDx-dx t 2C. 

$ A f Bx t Cxi t Dx3 t K.

n/Sdx — 2 n yxdx — gnS'x^dx — rc. 

« t i3x t 7X2 &x3 'd rc.

Schafft man ferner die Brüche vermittelst der Multiplica- 

rion weg, so bekommt man:
(A« t A/3x t Ayxi •p AJ'x*

iß« t t By t rc. ds

t c» t C.s t rc. dx

•f D« t rc.

(B#t t B/3x f B yx2 t B£x3 t B$x4 f rc?

t 2C« t 2C/3 t 2C7 t 2C£ t rc.

t 3d* t Zv/3 t 3D7 •f rc. ,s
’s 4E » t 4e^ t rc.

t 5F» t rc.

—(AjS f 2A7X t ZA^xr f 4Aex3 f §A^x4 f K.

f Bj8 f 2B7 t 3B51 t 48« t rc.

t Cß t 2C7 t 3C^ t rc. ns

t D/3 t 2D7 t rc.

t ES t rc.

4-
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A®5 t nAß^l — = o
2Ä«($ t (ntl)A|3‘5 t 2 n Ay?2l f (n—r'BßA—2L-A —S 
3A<t2)f(nt2)A3^ t (2ntl)Ay^ f Z n AM^ 

t B*St  nL/rB-t(2n-l)LyA o
— (?«B t (n—2;csy

— 3Mj

4A«@t(nt3)AßDf(2nfr2) AyKf C3ntl)A£ £,fr 4n As21

+ 2 B*2>t  (n t i) 2nBy$i<3n—i^BJ1?)

t o C«Kt (n—I )CßsSt(2n—2)Cy'2l ^=0
2D*23t(n — 3)Dß?.

4E*?I

Hieraus laßt sich das Gesetz, Nach-welchem sich diese Formeln 

richten, leicht erkennen. Denn zuvörderst findet in der ersten 

Ze»le einer )tben Gleichung eben das Gesetz start, welches 
wir §.284. gehabt haben. Fernek entstehen die Coeff cien- 
ten tn den zweyten Zeilen, wenn man von den Koefficienten 
der obern Zeilen n f 1 abziehr, und auf eben diese Art ent
stehen die Coefficieyten jeder folgenden Reihe aus den der 

zunächst vorhergehenden. Was endlich die Buchstaben be
trifft, die in einem jeden Gliede vorkommen, so lehrt der 

Anblick selbst die Art, wie sie mit einander verbunden wer

den müssen.

§. 207.

Wenn aber auch der Zahler des Bruchs eine Potestät, 
oder

(A f Rx t Cx*  4 Dx3 f K.)m
(tt f /3x f yx2 f £x3 f $x4 f :c.)n

und die für den Werth dieses Bruchs angenommene Reihe

Dx3 t <£x4 t rc.

Eulers Diff. Rechn. 2. Th. i. Abch, Q ist:
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' Am , ,
ist: so wird A = —, und die übrigen Coefficienten werden 

aus folgenden Gleichungen erhalten:

A*931  n AaA 1

2ÄäS t (n 11) A/B33 f 2 n

— (m—1)B»S t (n—m)B-ZÄ J’ — O

— 2mC*8I  J
3 A»& t*  (n f 2) Ag(£ f (sn 11) A"/95f z n AZ'Z?

—(m—2)B«2f (n—f(2n—m)B>A
— (am — ljC»5t (n—2m;C32I

— 3 m O«A^

'<A*(St(ht3)A/$2)t  (an f 2)Ay(£t (3 n f i) A?5f 4n At 91
—(m-3)B«e5)t(n-mt2)B'3^t(2n-mfi;By,®t,3n—m)V^N 

—(2m»-2)C«St(n-2mf s)C.S55t(2n—2tn)C>91 

—(3111—1 )L«V-t(n —Zm)l)/ZA

— 4hiEäJ?J
E3 O

rc.

Das Gesetz, nach welchem diese Formeln weiter fortgesetzt 
werden können, laßt sich leichter aus dem Anblicke selbst er
kennen als durch Worte beschreiben. Steigt man aber her
ab, so werden die Coefficienten um n t m vermindert, dage
gen, wenn man horizontal forrgeht, umn — i vermehrt.

§. LQ8.
Hierdurch erhält die Lehre von den wiederkehrenden 

Reihen einen Zuwachs, indem wir den bisherigen Mangel 
ersetzt, und das Gesetz der Coefficienten nicht nur für den 

Fall bestimmt haben, wenn der Nenner des Bruchs irgend 
eine Potestät ist, sondern auch für den, wenn der Zähler aus

/ meyrern
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mehrcrn Theilen besieht. Für diesen Fall das gedachte Ge
setz zu finden, war der Weg der Induction nicht hinreichend» 
Außer den mannigfaltigen schon beschriebenen Vortheilen, 

welche man von den wwderkehrenden Reihen haben kann, 
gewahren dieselben auch bey der Erfindung der Summen der 
Reihen durch die Näherung sehr großen Nutzen; wovon wir 
bereits im ersten Capitel ein Beyspiel gehabt haben, indem wie 

daselbst eine Reihe vermittelst der Substitution x = -2—
1 tny 

in eine andere verwandelten, deren Gliederzahl öfters entlief) 
ist. Diese Methode hätte sich dadurch noch weiter ausdeh, 
neu lassen, daß man für x andere Funktionen gesetzt hatte. 

Allein weil damals das Fortschreitungs-Gesetz der Reihen 
noch nicht bekannt war, welche man für die Poteftaten der 

Funktionen von x würde haben seyen müssen: so hat es mir 
besser geschienen, diese Erweiterung für den gegenwärtigen 

Ort aukzubehalten, wo jenes Gesetz seinem ganzen Umfange 
nach bekannt ist. Bey genauerer Ueberlegung findet man in
deß, daß dieses Geschäft auch ohne das erwähnte Fortschrei- 

tungs-Gesetz von siatten gehe, wenn man nemlich die Me
thode zu Hülfe nimmt, wodurch wir dieses Gesetz selbst ge

funden haben.

209.

Es sey also die Reihe

s = A f ßx t Cx» t 0x3 t Ex4 f Fxf f tt. 
in eine andere zu verwandeln, deren Glieder Brüche sind, 
wovon die Nenner nach den Potestäten dieser Formel t /3x 
t 7x2 f jx3 f k. fortschreitcn« Um von den einfachern 
Fällen anzufangen, wollen wir

B V x Ex» Dx3
S ~~ * (»t/3x)2 * f ßx)3 * * 2f'

-A 2 1 anneh-t 
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annehmen. Man setze diese Reihe der vorhergehenden gleich, 
und multiplicire auf beyden Seiten durch * t ßx: so wird:

A*  t B#x f C*x2  f D*x  3 f 2f. Nx = 51+ ---- - r-----------  + 2C.
tAß süß fC/6 tK« »tßx l»t/3x)a

Man setze 81 = A», und mache

Aß f B*  = A1 
Bß f C« = B« 
Cß f D« = Ci 
Dß f Eä = D1 

rc.
Alsdann findet man nach der Division durch x,

B Cx Dx^

Nun multiplicire man abermals durch «tß», und setze
AM f BM = A» 
Blß f LM = BJ1 
CM f DM e= C“

rc. 
so wird

Ai. f A"x t B"x»f C»x 3 t«. = $ t — t t >c.

Hat man auf diese Art B = am gefunden, so wird, wenn 
man auf ähnliche Art fortfährt, und dabey

A»M t Bu<* — Am AUM t B”1» = Aiv
Bu3 f C’M se Bin ßi”S f C»M = BJv
Cuß f D“» = Cm Cmß t D“M = C* ’

rc. rc.
setzt.

C = AiM; D = A«>.; E = A'’*;  ic.
und die Summe der gegebenen Reihe läßt sich daher auf 

folgende Art ausdrucken:
t =
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A» A’äx , Ku»x^ Kln6tx 3
S (wt<6x;3 (a f /$x)4 2f‘

Eben diese Reihe würde man erhalten haben, wenn man die

Substitution = y oder x --- ----- gebraucht 

hätte.

§. 2IO.

Diese Verwandlung wird mit dem besten Erfolge vor

genommen, wenn die gegebene Reihe A t Bx t Cx*  t Dx$ 
t rc. so beschaffen ist, daß sie endlich mit der wiederkehren- 
den oder vielmehr geometrischen Reihe zusammenstimmt, 

p
welche aus dem Bruche —— entsteht. Denn alsdann ver- 

« t j6x

schwinden endlich die Werthe AJ, B1, C1, D1, rc. und es müs

sen daher die Buchstaben An, Am, Aiv, rc. noch weit mehr 
eine sehr convergirende Reihe bilden. Wir können aber auf 
ähnliche Art auch bey drey: und mehrtheiligen Nennern ver
fahren, und der Nutzen davon ist insbesondere alsdenn sehr 
groß, wenn die gegebene Reihe endlich mit einer wiederkeh
renden Reihe zusammenstimmt. Ist also z. B. die Reihe

s = A f Bx f Cx» f Dx3 ch Ex4 f Fx^ f rc. 

gegeben: so setze man

A f Bx
S =3 —............

* + ßx + yxs 
ainx41 B"x5

(«4 t ßx f yx4) 3

Dx- t B»x3
yx2)r

g|inx<y f Vmx7 
+ ------------------------ f rc.

(« t ßx f yx2)4

Ferner multiplicire man allenthalben durch »tßxt yx>, 

und setze

Ar f B/3 f C« = Al
By t Cß t Dtt = B1 und «6= Am

Q 3 Cy fr
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Cy f Dß f E< = C1 B -- Aß f B*
rc.

so entsteht eine der vorigen ähnliche Gleichung, wenn man 

durch xx dividier:
A1 t Bix t O'xL f D’x3 f £IX4 f rc. =?

, A”x2 7 B”x? , 8P”x4 f -l”xs
—--------------- ,— 4 —-——————— 4 — ------------------------4 rc.

M 4 ßx f 7X2 (<L f ßX f 7X2)2 (es 4 0X 4 7X2)3

Wenn man also wie vorhin verfahrt, und
Azy 4 BM 4 CM x= A”

BM t CM 4 DM x= B” Ar — AM

C’y t dm t C1* == C” SB« — AM t BM

rc. ferner
A»7 t B” ß f C'M -= A”1

B»7 4 CJM 4 O'i-s == B1” 21” = A*M
C»7 t D*M 4 E’M 2x Cm D" =x A”/3 f BiM

rc.

setzt, und so ferner die ähnlichen Werthe aufsucht: so wird
A« t (A.8 f Bx)x (AM f (AM 4 EM^x*

K EX ————---------------- T-------------------------------------—
« t t 7X2 («s t ,6x t yxx)2

, (A*M  t (A’M 4 BIM) x)x»
4  ---------------------------------+ rc.

(vt/3xf>XX;3

2IT.

Wenn x = i gesetzt wird, und der Umfang der gefun

denen Formeln leidet durch diese Substitution nicht, da *,  

fl, 7, nach Gefallen angenommen werden können; folglich 

s = AfBfCfDfEtFfGf:C.
ist: so erhält man, wenn man nach und nach

Ay f B0 4 C*  = A' I Az7 t BM t C'm=A" und
By f C3 f D« = B' \ Bz7 f CM f DM = B" so

Cy,f d/3 f e< = c' c'y f D'/a 4 LM-XL"ferner

außer-
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außerdem aher noch der Kürze wegen

ei t /31 y — m
gesetzt wird, die Summe

f -- tm m2
B"z
m4

P? , Bzz f 
m? + ST ‘

t

t

rc.)

rc.)

§. 212.

Auf eben die Art kann nun auch noch mehrtheilige Nen
ner nehmen. Da indeß die Verfahrungsart aus dem Vor
hergehenden schon hinlänglich abgenommen werden kann, so 
wollen wir uns bloß auf einen viertheiligen einschranken. 

Es sey also
$=s:A'|,Bi,CfD^E*| ,F,t,G,|,2C.

Man suche folgende Werthe:
Afr f ßy t Cft f d« = A' 

f Cy t D£ t e« = B'
Cf f Dy f Ej3 f F« =s C*

rc.

A'J“ f B'y t C'/3 f D'ä = A"
B'J f Czy f Dz<3 f Ez» = B"
Cz£ f Dzy f Ez3 t = C"

rc.

A") f B'zy j Czz#3 f D'z» == AZ"
Bzz? f C'y f Dz,£ t E,z* = B‘"
CZz» f D"y t LZZ/S f Fz/* ---- Cz"

rc.

Ferner sey

Alsdann ist
04 * t
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Az A"
t rc.)

t rc.)

t rc.)
m- m3 m 4

a:z

A§ ’s ß «e 
Bb + Ccc 

CG f D» 

§t 2lZ.

Es ist aber nicht nothwendig, daß die Nenner der Brü

che, auf welche wir die Summe der Reihe bringen, gerade 
Potestäten derselben Formel, »t Gx t yx» t rc. find, son
dern es kann in jicbciri Gliede eine andere Formel statt fin
den. Damit dieses deutlich werde, wollen wir zuvörderst 
nur zwey Glieder nehmen, und seyen, daß die Reihe 

s = A f Bx f 6x2 + Dx3 f Ex4 f f rc.

in folgende Bruch - Reihe verwandelt werden solle:
A . A'x . A"x2

m

« =3 (• f 0 ~ t 
m

t * ~ f
m

Hieraus ist klar wie die Reihe fortschreiteh wenn dem Nen

ner m mehr Theile gegeben werden.

*t£x («tCxy'iVt^x) (<» t fx)(»' t G'xX»" t G"x) 

t rc,
Man multiplirire auf beyden Seiten durch * t Gx, und setze 

= Az

i=i Bz und 21 = A« ;
— Cz

rc,
so, wird nach der Division durch x

A 2k"x
A/tBzxf C'x2 + Dzx3 4- ic.fez — +-------- -------------------

»‘^G'x («'s G'x)(<6' f £ 'x) 

t rc.
Multiplicirt man auf ähnliche?1rt durch *z t G'x, dann durch 

«" t S"x und so ferner, und setzt man

Azzz
mi

F m 3 s in4

— Ah 51. Bzzz
ra2 1* m 3 ‘ n.4

Cz , h 22



$tzz< = az,/»z"; rc, und

3 =

E f F t G f K,

Fernex

t 
t 
t

A"£" f
B"^' f
6Z'§" f

t 

t 
t

A" czzz
Bzz
C" G‘"

Azzz 

ßzzz 
C"'

A'yz

Bzy'
Czyz

■

V.Nußen der Differenz.Rechn. bey Formirung rc. 249

§. 214.

Nun wollen wir die Faktoren drcytheilig annehmen- 

und indem die Reihe
s = AtBtCi’D,i'

zum Grunde gelegt wird,

Ay f BC f C« = Az

B 7 t C » f D« = Bz
Cy t Df t E« = C'

rc.

A'£' f BV = A" 

BZ§Z f C'* z = Bz/ 
C'£z f D V = Czz 

rc.

Azzy" t Bzzfzz t C/Z«'Z=AZZZ 

Bz,yzztC'^,ztD,,«'/=B,zz 

Cz,yz; t Dz€/z t E"«"----ez" 

rc.

so wird Az = Azi»z;

daher die gegebene Reihe in folgende verwandelt:

K» K'a/x____ _______ A "u.ux.________
f ?X)(<6Z t G'x) *(»t  ^X)(«6' t C'x)(»'zt §ZZX) 

t rc,

Die Werthe «, »z, 5', < czz, «"z, C/z', rc. sind will- 
kührlich, und können jedesmal so angenommen werden, daß 
die neue Reihe stark convergirt.

BZVZ = 
czVz = 
D"tt" = 

rc.

Azz/Z 
ßzzzz rc, 
czzzz

Q 5
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Ferner, der Kürze wegen, 

« € f y = m
*' f €z f y* = mz

t c" f >" = m"
<t"' f €zzz f y'zz s- m''z

rc.
fetzen: so ist die Summe der angenommenen Reihe:

mm/ t
5"A" €'"A/"

m m'm" nun m"m,,z 2("

§- 215.

Da diese Formeln einen selchen Umfang haben, daß ihr 
Gebrauch nicht sogleich klar seyn kann, so wollen wir die 
Verwandelung § 213. auf einen besondern Fall einschräqken, 

und x --- — i setzen. Hiedurch bekommt man die Reihe:

S = A- ßtC-DtE — FfG — 2ft

Setzt man also
R - A = A' ßz — 2Az = A"
Q — B = ßz Cz — 2ßz = Bzz
D — C = V D' — 2C' = C"
E — D = Dz Ez — 2vz = O"

rc. rc.

B/z — 3A" --- A,zz Bzz/ — 4Azzz = Azzzz

czz — ZB" = B,zz C/zz — 4ßz/z = ß""
D/z — 3C'Z = Czzz D,zz — 4CZZZ =3 C/zz/
Ezz — 3Dz/ = D'zz Ez,z — 4D,zz --- O"zz

rc. rc.
so ist, nachdem man diese Werthe gefunden hat, die Summe 

der gegebenen Reihe gleich folgender Reihe:
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Auf ähnliche Art kann jede gegebene Reihe in unzählige an*  
dere ihr gleiche verwandelt werden, und unter diesen müss-n 
natürlich auch convergirende seyn, durch welche man die 
Summe der gegebenen Reihe näherungsweift finden könne.

§. 216.

Ich kehre zur Erfindung der Reihen zurück, deren Forts 

fchrcitungSgesetz durch die Differenzial-Rechnung dargetegt 
wird. Da ich in dieser Rücksicht bereits die algebraischen 
Größen untersucht habe, so wende ich mich zu den transcen
denten, und nehme an, daß eine folgendem Logarithmen 

gleiche Reihe zu suchen sey.

8 — 1(1 «X f £x2 -j- yx3 f £x4 ch rx5 f rc ) 

Es sey die Hmfsreihe, welche wir zu dieser Absicht an
nehmen:

s = Slx f Bxr f (fx*  f Dx^ f Ex*"  f Fx<^ f rc. 

Da also aus der Diffecenziation jener Gleichung

ds « f 2fx t f 4Jxs f 5«x4 f }f,
dx 1 f «x f bx2 t yx3 f J\4 f rc.

gefunden wird: so hat man

(11 «tx t f yxS ^•3'x4f 2C.)
ds 
dx

37X^t43'x 3f je.

Da ferner aus der angenommenen Gleichung auf eben dem 

Wege

2- A f sBx ? zCxr -j>4Dx3 t 5 @x4 f je. 
dx

wird: so bekommt man, nach yorgenommener Substitution 

die Gleichung

A t
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t zCxr t 4Dx3 f 5@x4 je.
f 2 53« t 3@« t 4®» t rc.
t t 2 336’ t t rc.

's 317 f 2 B7 f rc.
t 313* t rc.

* f 2?x f gyx» f 4$'x3 f 5«x4 rc. 

pnd hieraus stießen folgende Bestimmungen:

A «
B = — zA« f c

C — -B« — — |31C f y
D — — zC« — ZBe'— £2|y f 8

E --- — tzD« — c — sVy — t .
rc.

§- 217.

Nun sey die Exponential-Größe

§ = eÄX ’i1 yx31^x4 f <xf f rc.

gegeben, so daß e die Zahl bedeute, deren hyperbolische Lo- 
garithme — r ist; und die angenommene Hülfsreihe sey

s = 1 f Ax f j. Cx3 Dx4 f @xf f rc. 

denn wenn man x = o setzt, so erhellet schon, daß das erste 
Glied = 1 seyn müsse. Da also, wenn man die Logarith
men nimmt,

ls = »X f £x*  f 7X3 8x4 ix5 f £x<5 f rc.

ist, so wird, wenn man differenziirt,
ds -
^ == s(*  t 2^x f 37?*  t 4^x3 f s«x4 f rc.)

Nun
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Nun ist aber aus der angenommenen Gleichung,

— = 31 f aBx f zCxL «j. 4Dxr f S@X4 + rc. =3 
dx______________ ________ ______________  .

< f 3Uxf V«x2-j- (?Äx3f 2)tfx4f rc,
t 2? t 231» t 2(K -j. rc.

t 37 t 3^7 t f rc.
t 4M 4313* -j> rc.

t 5 * t rc. 
und hieraus findet man für die Buchstabeff A, B, C, D/ rc» 
folgende Bestimmungen t

A --
B = € f zA«

6 = 7 t i3l£ f

1. 2) = Jf jSly f HDc f ZC4
@ = • t f«» t i^öy t sCe f

tt.

§. 218.

Lluch laßt sich, wenn ein Bogen, dessen Sinus ober Co

sinus gesucht wird, durch eine zwey- drey oder Mch-theilige 

Größe, ja selbst durch eine ohne Ende fortlaufende Reihe 
ausgedruckt ist, dieser Sinus und Cosinus ebenfalls nach der 
gegenwärtigen Methode durch eine unendliche Reihe darstel

len. Uzn d»es aber auf die bequemste Art zu thun, reichen 
die ersten Differenzialien nicht hin, sondern man muß dabey 
zu den zweyten Differenzialien seine Zuflucht zu nehmen. Es 
sey also

s == fin.(« f fxJ f yx5 f 3,x4 f $xf f rc.) 
und die dafür gesuchte Reihe

§ = 31 x t Bxr f Cxr f Dx4 t Ex5 t rc. 
denn daß das erste Glied verschwinde, ist bekannt. Da wie 

hier aber zu den zweyten Differenzialien heradsteigen müssen, 

so 
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so muß auch der Coefficient A anderswoher bestimmt wer
den, und dies kann geschehen, wenn man x unendlich klein 
nimmt. Denn alsdann ist der Bogen = «x seinem Sinus 
gleich, und es wird daher A — Nun sey der Kürze 

wegen
Z «X t bX2 t 7X3 f 2C.

damit st=jsm.z werde: so findet man durch die Differenz 

ziation
djs s= dz.cof.z; dds ~ ddz. cofz — dz2sin.z

ds
Da also fm. z e= s, und cof. z = — ist, so wird

dz - ,
dsddz

dds = —- ----------sd z2» oder dzdds f sdz3 f dsddz.

§ 2IY.

Wir wollen annehmen, daß der Bogen z bloß durch ein 

Binomium ausgedruckt werde, und z = »x t $x2 setzen. 

Nsdann ist
dz — («f 2 £x)dx

und wenn man dx als beständig betrachtet 

ddz = 2£dx2; und
dz? = («? •$*  6«2'ox f 12« k2x2 t 8£?x?)dx3

Da ferner s =- ?lx t Bx2 t Cx? t Dx4 f jf. ist, 
so wird

= a f -Bx f f 4®x3 f ic. 
dx

Braucht man diese Werthe in der Differenzial-Gleichung: 

so wird;

dzdds 
dx?

. t dds 
und - =SS 

dx»
2B t 6Cx f 12 Dx2 j.
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83=

C = 0 

8

E

dzdds „ ,  ,  „
----- = I.293»t 2.zC*x-j-  3.4$)*x2f  4'5E*X 3 4rc. 

0X3

f 2.1.2956 ^2.2.zC6 ^2.Z.4D6 -j-rc.

t 8I* 3f 53* 3 t C* 3 f:c.
t 691*26  f 618*26  sie. 

t 1281*62  sie.

sdz3 

dx3

rc.
und hat man diese Werthe gefunden, so ist 

sin.(*x t 6x2) == 8(x t Bx2 f Cx3 t Dx4 f rc. 

und A = *.

54^ = =ac t «BL t ÜC- t 8St t:c. dx3
Hieraus ergeben sich folgende Bestimmungen;

2A6
2*  " p O * v fW.’’ ■ . v: , ■

D
2 C 6 6?(*6 B*2-
4* 3-4 34 '

4D6 I2?l^ 6B*6 C«^
8« 4-5 4-5 4-s"

6(K 8A§3 12762 6C*e D*2
6* 5.6* 5-6 5.6 76

8D6Z 12 C62 6D*§ E*̂
7* 6.7* 6.7 6.7 6.7

§. 220*
Auf ähnliche Art laßt sich der Cosinus eines jeden Win

kels in eine Reihe verwandeln. Da aber Bogen sehr selten 
durch mehrcheilige Größen gegeben werden: so wollen wir 
den Gebrauch der zweyten Differenzialien bey der Erfindung 
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der Peihe für den Cosinus des Bogens x kennen zu lernen 
suchen. Es sey also $ = cof. x, und

8—1 — Slx- f Vx4 — Cx6^ f Dx8 — rc. 
gesetzt worden. Da ds = — dxsm. x, und dds — — 
dx2cof.x =3 — 8dx2 ist, so ist dds t sdx2 — o, und 
man erhalt also durch Substitution

=— i.sA f Z.4VX2—§.6Cx4 -j-7.8Dx§—rc.

s = 1 — Axr -j- 83x4— gxtf f k.

und dadurch, daß man die gleichnamigen Glieder gleich setzt.
t

1 ♦ 2
A _ 1

3.4 1 . 2 . 3 . 4
B 1

5 . 6 1.2. 3...6
C   _______1

7 * K 1.2.3...8 
rc.

Auf diese Act erhellet, was wir auch schon oben ausführlich 
bewiesen haben, daß

1.2 1 1.2.3.4 1.2.3...6 1.2.3...8 
— rc.

ist, und die vorhergehende Reihe giebt, wenn man für den 
Sinus ß = o und « = 1 setzt.

3.4.5 1.2.3... 7 1.2.3... 9
- rc.

3

§. 22t.
Aus diesen bekannten Reihen für den Sinus und Cosi

nus findet man die Reihen für die Tangente, die Cotangente, 
die 
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die Secante und Cosecante eines jeden Winkels. Denn die 
Tangente cegiebt sich, wenn mnn den Sinus durch den Co
sinus, die Cotangente, wenn man den Cosinus durch den 
Sinus, die Secanre, wenn man den Radius t durch den 
Cosinus, und die Cosecante, wenn man den Radius durch 
den Sinus dividirt. Es scheinen aber die durch diese Divi- * 

sion gefundene Reihen sehr irregulär, ob sie gleich, die für 

die Secante ausgenommen, durch die oben gefundenen Ber- 
noullischen Zahlen A, V, C, D, rc. auf ein leichtes Progres- 
sions-Gesetz zurückgebracht werden können. Denn da wir 

oben §. 127. gefunden haben,

so wild, wenn man !u = x setzt,
■ T _ 2-Ax __ 2^BX3_ _2§Cx5 2 8 Dx7

X 1.2 1.2.3.4 1.2.3.. 6 1.2 3 ... 8

— rc.
und wenn man Kx für x schreibt,

2 2?lx 2^x5 2 Cx5 2Dx7
COt.fX = — ---------------------------- ---------------------- 7—    ------——

X 1.2 I .2.3.4 IZ2.3..6 1.2.3...8

— rc.

222.

Hieraus aber last sich bk Tangente eines jeden Bogens 
auf folgende Art ausdrucken. Da

4

L tang. x

Da

2 fang x
tang. 2x 0 —- ------------— ist, so rv'.rd

I — tang.x-

I tang. x
COt. 2 x =---------------------------------- = 4 cot. X -

2 tang. x 2 

und also

tang. x. = cot. x — 2 cot. 2 x

Eulers Diff. Rechn. 2. Th. r.Abch» R
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t

1.2...6

— 2C.

ist, so bekommt man durch die Subtraction dieser Reihe von 
jener

i
cot.x G —

X

I „2.3.4 t.2

12 v 1.2 3.4
28(28 —l)Dx7

- - t rc.
1.2... 8

die Buchstaben A, b, c, D, rc. §. 182.

§. 223.

Die CosecanLe aber wird auf folgende Art gefunden.

Da cot. x — tans. x f 2 cot. 2x g <—-— f 2 cot. 2 x ist, so 
0 cot.x

wird cot.x2 = 2cot.x.cot.2x 11, und wenn man die

Wurzel auszreht,
cot. X G cot. 2x7 cosec. 2 x

daher denn
cosec. 2x g cot.x — cot. 2x,

und, wenn Man x für 2X setzt,
cosec. x — cot. 2 X — cot. X.

Da wir nun d«e Cotangenten haben, ncmlich 

, 2 2 x 2 03 X 3 2 Cx5
cot. i x —-------------- ------------------------ ---- - — rc.

0

Braucht man daher 
so wird

2 Ax 
tang.x g -—7- f

23ßx3 256x5 270x7 .
..................... - **•  . I, HU........ ■■■ ■ *7*  —.. ...  , , *79

1.2 ' 1.2.3.4 1.2...6 1.2...8 k

I
2C0t.2X= —

X

22?fx
Da nun
24j?x3 2<5§x5 28Dx7

1.2 1.2.3.4

— rc.
1.2... 6 I .2 ... 8

2 4 ’Vx 2 8 ^,X3 2ia<SxS’ 21 <>5)x7

1 . i 1-2.Z.4 1.2...Ö 1.2...8

1.2
cot.x
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X

L.2... 61.2 1.2.3.4 
t rc.

I 2$?(x 24-Sgx 3. gß’üFxf

1.2 I.2.3.4 1.2. . . 6
so Wird, wenn man diese Reihe von jener adüeht

, I , 2 2—l)Ax , 2(23—1)95x3 2(25 — l C:;5 
cosec.x— — r —-- ------ -—T —--------------------f

X * 0 r r, .

tz. 224.

Die Secante aber kann durch diese Bernoullischen Zah

len nicht ausgedruckt werden., sondern erfordert andere Zah? 

len, welche in den Summen der ungeraden reciproken Potc- 
(taten vorkommen. Denn wenn man setzt

rc.
so wird

« = 1
0=1
7=5
= 61

e = <385
< — 50521

R 2
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x, ober kir = nx, so wird

2

I
n —

I T 
n

1 t 
m
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•f—-— 
3^ t »x 5<t — 2x

r mn lin. — ® 
n
I

2N
+ ..... 1 f T __ 1( 

m n t m 2N— rn ' snf m 311—m
Man setze m <= in — k, so wird

ST

- ---------- - ---------2C.3 n sr — 2 nx

« = 2702'65 

9" = I9936O9SJ

« = 19391512145
* = 2404879661671

re.
und durch diese Werthe bekommt man: 

ß y £ j
sec.x = « t X» f ------x4f------_X5 4.--------- X«

1.2 1.2.3.4 1.2...6 1.2...8
t rc.

§t 225.
Um den Zusammenhang dieser Reihe mit den Zahlen 

*, ß, 7i 5, rc. kennen zu lernen, wollen wir die oben behan
delte Reihe betrachten, nemlich:

w

sec. x
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fec.x
___ 4»___  

V 2 —~*|.X  2

Verwandelt man nun die einzeln Glieder in Reihen, so 

wird 

rc.

und wenn für diese Reihen die oben dafür gegebenen Wer- - 

ihe gesetzt werden, so erhalt man eben die Reihe für die Se- 

cante, welche ww herausgebracht haben.,

§. 226.

Hieraus erhellet zugleich das Gesetz, nach welchem die 

Zahlen «, ß, vf J, rc. wodurch die Summen der ungeraden 

Potestaten ausgedruckt werden, fortschreiten. Denn da

X ß V £
fec.x = ■—* t -—x2 4-------- -—x4 + ———-x<f

cötx 1.2 1.2.3.4 1.2... 6
f rc.

ist, so muß die Reihe nothwendig dem Bruche

_ T _  
X2 x4________ x<5 X«

1 ~ 2 1.2.3.4 I . 2 ... 6 * 1.2... 8 2C"

gleich seyn. Setzt man daher diese Gleichheit voraus, so be
kommt man

R 3 1
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- ------- xS + jc,
2. .8

t K.

Hieraus aber fließen folgende Gleichungen:
«5 = 1

ß 2 . r ----- 06
1.2

rc.
Und aus diesen Formeln sind die Werthe jener Buchstaben 

gefunden worden, welche wir §.'224. gegeben haben, und 
vermittelst weicher die Summen der Reihen ausgedruckt wer
den können, die unter den Ausdruck

gehören, wenn n eine ungerade Zahl ist.

Neun
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Vom Ruhen der Differenzial- Rechnung bey der 

Auflösung der Gleichungen.

§. 227.

Xi-f ist bereits hinlänglich gezeigt worden, daß man jede 

Gleichung auf die Form der Funktionen zurückWrcn kann. 

Denn bedeutet y iche Funktion von x, so sind m dem Bus
drucke y = o alle nur mögliche endliche Gleichungen, tv al

gebraischen und die transcendenten enthalten. Man ve.steht 
aber unter der Auflösung einer Gleichung y — o, die i^es 
stimmuug desjenigen Werthes von x, der, in die Funktion 
y gesetzt, dieselbe = 0 macht. Meistens giebt es mehr als 
einen Werth für x, und man nennt sie die Wurzeln der Glei

chung y = o. Lassen wir daher f, g h, i, rc. die Wurzeln 

der Gleichung y = o seyn: so ist die Funktion von der Art, 
daß sie =1 o wird, wenn man darin f oder g oder h rc. für 

X setzt.

§. 228.
Da also die Funktion y verschwindet, wenn man für x 

darin koder x t (f-—x) setzt, indem f eine Wurzel der Glei

chung y = o ist: so wird nach dem, was wrr oben von den 
Funktionen gehabt haben,

R 4 Aus
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Aus dieser Gleichung wird der Werth der Wurzel f auf die 

Art bestimmt, daß man für x setzen kann was man will, und 
dabey gleichwohl allemal durch die Substitution der Werthe, 

welche y, rc. bekommen, eine Gleichung erhält,

welche den wahren Werth von f giebt. Um biests deutlicher 

zu machen, wollen wir
y = x3 — 2xr f gx — 4 

setzen. Alsdann ist
d y d d y d 3
T7 =3 3XX — 4X t 3; = 3X — 2; und —7 = r.
ctx 2 dx2 6 dx3

Substituirt man nun diese Werthe, so wird

,0 = x3 — 2x2 t 3X — 4 t (f — x)(3xx — 4X 7 3) 
t Cf— X)2(3X -- 2) f (f — X)3 

oder, wenn man wirklich mulripljcirt,
x f3 — 2ff * 3 s — 4=0.

Man findet nemlich eine der gegebenen ähnliche Gleichung, 
die daher auch eben disselhen Wurzeln enthält.

Ob man indeß gleich auf diesem Wege zu keiner neuen 
Gleichung gelangt, aus welcher man den Werth der Wurzel 
k leichter sinken könnte: so lassen sich dennoch daraus sehr 
wichtige Hülfsmittel zur Erfindung der Wurzeln h'erlcttcn. 

Nimmt man nemlich für x einen Werth an, welcher irgend 

einer Wurzel der Gleichung sehr nahe kommt, so daß die 

Größe f — x eine sehr kleine Größe ist: so convergiren die 
Glieder der Gleichung 

(f—x)dy

dx t
(f—x^ddy

t
(F—xpd^y

6dx3 f rc.

auf sehr merkliche Art, und man entfernt sich daher eben 
Nicht beträchtlich von der Wahrheit, wenn man bloß die dcy-

/ den
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den ersten Glieder behält, und die übrigen insgesammt weg- 
läßt. Hat man also für x einen Werthe.gesetzt, der irgend 

einer Wurzel der Gleichung y = o beynahe gleich ist, fq ist 

naherungsweise

oder f ~ x —
y dx 
dy

und aus dieser Formel findet man, freylich nicht den wahren 

aber doch, einen dem wahren sehr nahe kommenden Werth 
von f. Setzt man nun diesen von neuem für x, so bekommt 

man dadurch den Werth von f noch genauer, und so kann 
man sich demselben immer mehr nähern.

§. 230.

Hiernach lassen sich zuvörderst die Wurzeln aller Digni- 

taten aus jeder gegebenen Zahl finden. Es sey z. B. die 

Zahl a» t b gegeben, damit daraus die nie Wurzel gezogen 
werde. Man sitze-

xn = an f b; oder xn — a« — b = o

daß .

y c= x11 an 1— b

sey. Alsdann ist
dy
— = nx“-J: 
dx ’

ddy n (n — i)
■--------  = -- ------ ------ -XN"-
2 dxs 1.2

6 d x ?

n (n— l)fn —2)
— , — ------- —------ - —- xn~ 3 re.

1.2.3
J n

Setzt man daher die gesüchre Wurzel f, oder f=<(an b) 

so ist '

0 — xn —• an —
-b f n(f~x)xn”1 ch 212—x)2x«-r

1 . 2

t rr.
Nimmt man also für x eine Zahl, die von der gesuchten

Wurzel nicht sehr abwcicht, und dies thut man, wenn man
R 5 * —a
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2 a

f = a.f
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x = a macht, vorausgesetzt, daß b so klein sey, daß a»fb 
<(a t i)n ist: so-wird naherungsweise b = na«-\f-ä) 
und also

_  a
n — i

‘b
i — ar - -------

. na11-1
wodurch man den Werth der Wurzel schon, viel genauer ken

nen lernt. Nimmt man aber noch das dritte Glied dazu, 
oder setzt man

b s=; na”-i(f— a) ch —
1.2

so wird

2 a
- ---------rf-a) t

n — i / n(n — i-ja11--3 
und folglich»

--------")

X(n—I)3- n(n — i)an~3-/
oder

(n— 2)a f VYaa f 2 (n — i)b: nan-2j
n — i

Vermittelst der Extraktion der Quadratwurzel findet man 

daher den Werth der Wurzel f noch genauer.

Exempel.
Die (Quadratwurzel aus irgend einer Fahl c zu finden; 

oder C9 sey xx-c = y.
Man setze die Zahl, welche der Wurzel am nächsten 

kommt = a. und b — c — aa. Da aa f b = c und n —2 

ist, so giebt die erste Formel
c — aa c t aa ... 
---------- --- ---------; und die andere f = <c. 

2a 2a

Da also die Wurzel zunächst = C-™- ist, so setze man die

sen Werth für a, wodurch man den genauern Ausdruck
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§. 231.

Auf ähnliche Art läßt sich aber auch die Wurzel einer 

y dx

f _ .5, 5.
2a 2

Man setze also a ™ 2, so wird f = 2,25; ferner a = 2,25, 

so bekommt man f = 2,236111; endlich a = 2,236m, 
so wrrd f — 2,2360679, welcher Werth der wahren Wurzel 

aus 5 schon sehr nahe kommt.

—- 2xx f 3x — 4 
wenn man fetzt

X " o
X = f
X = 2

jeden Gleichung vermittelst der Gleichung f — x — 

naherungsweise finden, wenn man nemlich für x einen Werth 
angenommen hat, der von einer Wurzel der Gleichung nicht 
viel unterschieden ist. Um einen solchen Werth für x zu er
halten, setze man dafür nach und nach verschiedene Werthe, 
und wähle dann denjenigen, welche den kleinsten Werth der 
Funktion y, d.h. denjenigen giebt, der o am nächsten kommt» 

JftZ.V.
y = x3 

so wird

y = ~ 4 
y '== — 2 
y = t 2

und hieraus erhellet, daß die Wurzel zwischen 1 und 2 falle, 

d y
Da also -™- = 3xx — 4X f 3 ist, so hat man zur Erfin- 

dx
düng der Wurzel f aus x3 — 2XX t 3x — 4 = 0, die 
Gleichung:
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f  x  y dx  (x3 ---  2 X X 1*  3 X -7— 4)
dy gxx — 4x t 3

Es fe;) also x = 1; so wird f= 1 t ™ = 2. Nun setze

man x = 2> so wird f = 2 — — = —. Es fty x — 
z 7 7 7

, ... 12 104 28'2
so w rd f —-----------------==—- = 1,653. Will man wer-

7 1701 1701

ter gehen, so ist es bequecker die Logarithmen zu gebrauchen.

und dieser Werth kommt der Wahrheit sehr nahe.

Man setze also x = 1,653, so wird

lx = 0,2182729 x = 1,653000
l* 2 = 0,4365458 *2 = 2,732409
lx? — 0,6548X87 X3 = 4,516673
x3 = 4/516673
3x = 4,95Qcoo

x3 t 3X = 9/475673 Zxx f 3 =2 IT, 197227

2xx f 4 = 9,464818 4X = 6,612000

Zähler css 0,010855 Nenner = 4,585227
1 d. Z. = 8,0356298
1 d. N. = 0,6613608 X — 1,653000

1 d. B. = 7,3742690 Bruch = 0,002367

f = 1,650633

§. 232.

Noch schnellere Näherungen lassen sich aus dem allge

meinen Ausdrücke herleiten. Denn da wrr, wenn eine Funk
tion y==o gesetzt, und die Wurzel dieser Gleichung x = f 

angenommen wird,

o s=
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so wird

gefunden haben: so sey f — x = z, folglich die Wurzel 
f = x t z. Ferner setze man

0 = y t zp t ™ t t Z--C t rc.
2 6 24 1 120

Hat man in dieser Gleichung für x irgend einen Werth, 

durch welchen denn auch y, p, q, r, s, rc. bestimmt werden, 
angenommen, so muß man die Größe z suchen; und hat man 

dieselbe gefunden, so ist die Wurzel der gegebenen Gleichung 

y == o oder f = x f z. Es kommt also darauf an, aus die
ser Gleichung den Werth der unbekannten Größe 1 auf die 
bequemste Art zu erhalten»

233.
Man setze z folgender convergirenden Reihe gleich 

z = AfBtCtDtEtK.

so wird, wenn man subsUtuirt,

y — y
pz = Ap f Bp f Cp f Dp f Ep f ist 

jqz*  = |A^q f AB q f ACq ch ADq f rc.

f |BBq f BOq ch rc. 
frz3 = |A3r f jA^ßr f jA^Crf 2G

tlAB^rf rc. 
5’4 S z4 = 5*9  A4s f|A3Bsf rc.

ifötzr es ih'Aftt rc.
Hieraus ergeben sich folgende GleichuuLen:

A ---
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, Exempel.

Es sey die Gleichung x*  f 2x — 2^0 gegeben.

Es ist x — f 2x — 2 
dy
- = p = 5X4 f 2

= q = 20x3
’dx

dq
— = r = 6ox®
dx '
dr
-— = $== 120 X 
dx

rr.
Nun setze man x == 1, weil dieser Werth von der wahren 
Wurzel nur wenig abweicht, so *)ivt>

y = 1; P = 7; q == 20; r = 60; s a 120 
und folglich

2
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Wenn man diesen Werth von neuem für x setzte, so würde 

man die Wurzel in einem hohen Grade genau erhalten.

Wir haben also eine ohne Ende fortlaufende Reihe für 
die Wune! einer jeden Gleichung gefunden; allem sie hat 
den doppelten Fehler, daß theüs das Fortschreitungs^ Gesetz 
demselben nicht einleuchtend, theils sie selbst zu zusammenge

setzt und beym Gebrauche zu schwer ist Wir wollen also die
selbe Untersuchung am emem andern Wege anstellen, und 
einer Reihe nachsorscven, welche die Wurzel jeder gegebenen 
Gleichung auf eine regulärere Art ausdrucke.

Es sey also wie vorhin dre Gleichung y = o gegeben, so 
daß y jede Funktion von x bedeute: so kommt alles darauf 

an x so zu bestimmen, daß die Funktion y = o werde, wenn 
man darin den gefundenen Werth für x setzt.' Da aber j 

eine Funktion von x ist, so ist auch umgekehrt x eine Funk
tion von y; und geht man von diesem Gesichtspunkte aus, 
so hat man den Werth der Funktion x zu suchen, den sie 
bekommt, wenn die Größe y verschwindet. Wenn man also 
kden Werth von x bedeuten laßt, wvbey dieses geschiehet, 
und dies ist allemal eine Wurzel der Gleichung y = o: so 
wird, weil x bey y — o in f üdergehet, nach dem oben Be
wiesenen

und
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und in dieser Gleichung wird dy als beständig betrachtet. 

Setzt man daher

und braucht diese Werthe, um die Rücksicht auf ein bestän
diges Differenzial lvegzubringen, so wird

f = x — p f —o.y------- -ry 3 + —sy4---------- ty5 + jf,
2 6 24 120

§' 23)\ ,

Hat man also für x irgend einen Werth angenommen, 

so werden dadurch zugleich die Werthe von y und der Größen 
p, q, r, s, rc. bestimmt; und hat man dieselben gefunden, so 
ist man im Besitze einer ohne Ende forlaufenden und den 
Werth der Wurzel f ausdrückenden Reihe. Hat aber die 

-Gleichung y = o mehrere Wurzeln, so findet man dieselben 

wenn man für x verschiedene Werthe nimmt. Denn da y 

einerund denselben Werth haben kann, wenn gleich für x 

verschiedene Werthe angenommen werden: so ist es nichts 
besonderes, daß eine und dieselbe Reihe mehrere Werthe ge
ben könne. Um aber die Zweydeutigkeit in diesen Fallen 
aus dem Wege zu räumen, und zugleich die Reihe convergi- 
rend zu machen, muß man für x einen Wcrch setzen, welcher 

dem gesuchten nahe kommt. Denn alsdann wird der Werth 
von y sehr klein, und die Glieder der Reihe nehmen beträcht

lich ab, so daß man schon in wenigen Gliedern den Werth 
für f genau genug haben kann. Setzt man darauf diesen 
Werth für x, so wird die Größe y noch kleiner, und die 
Reihe convergirt noch stärker, und auf diese Art findet man 
die Wurzel f bald so genau, daß der bleibende Fehler nicht 
in Anschlag kommt. Hieraus fällt der große Vorzug der 

gegen- 
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nxn-Idx;dy

dp

dq n3x3n-l

dr

(n — i)dx

gegenwärtigen Formel vor der vorhergehenden deutlich in 

die Augen.

n.2n.zn.4n.a4n-r

Auf diese Art erhalten wir eben die Reihe, welche man durch

die gemeine Entwickelung des Binomiums (an t t>)u findet.

Eulers Diff.^echn.2.TH. i.Abrh. S

§. 236.

Wir wollen annehmen, daß die nte Wurzel aus irgend 
einer Zahl N zu ziehen sey. Sucht man also die der N am 
nächsten kommende nte Potesiät, so erhält man ohne Mühe 

N = an t b, und es ist alsdann

xn = an f b; und y = xn — an — b

dy / n 4x411-1

It,

Nun setze man x = a; so wird y = — b, und die gesuchte 

Wurzel f = V*(a n t b) auf folgende Art ausgedruckt:

b (n — l)bb + (n — l)(2n — i) b3 
f a t naa_i n.2n.&2v~I n. an. 3a . a3u~1

(n —i)(2n —i)(3n—I)b4
T 2C.

n x2

(n—l)(2n—l)dx 

nnx2« ’
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24n4a4n-I

f

t

t na”-1

t xi au~ i

Hier

an zn-x
(n— l)/3b4

setzen.

LN-L-N-I 

y b4

b 

nan*i

snä11
, erb2
*

§• 237.

Hat man also durch die Extraktion die Wurzel a, und 
zugleich den Rest b gefunden, so muß Man zu der Wurzel 

noch den Werth des Bruchs —-—addiren, um die Wurzel 
na»-!

6n3a2n

(n — i)»b3 

2n2a2”-'i

Bbr

N —b 
genauer zu bekommen. Es ist aber a“-i = ——, weil 

a
N = an t b ist. Allein auf diese Art erhalt man die Wur
zel größer als sie seyn sollte, und muß daher das dritte 
Glied abziehen. Um also durch die Division des Restes b 
die Wurzel der wahren näher zu erhalten, muß man den 
dazu erforderlichen Divisor aufsuchen, und wir wollen ihn--- 

na”“1 i*  «b t ßbb t*  ybs k.

Da bey dieser Annahme

_______________ ____ b___________ ___________ 

na11-1 f «b t ßb2 f ybs f rc.

(n — i)bb x (n—i)(2n—i)b3 (n—1)( 2n—i)r3n-»t)b4 

SU-a-n-i * 6n3a3n/-i 

t rc. 

seyn muß, so wird, wenn man durch nan-i t *b  t ßb® t 
yb3 t k. mukiplkkt,

b = b
(n^-l")bb (n—1 )(2 n -1 )b 3 (n—i)(2ti—i)f3n-i)b4

------------------------------------------------ t«.

*(n^-i)(2n—-i)*b4
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Hieraus ergeben sich folgende Bestimmungen:

6h2a211

oder
(n — OCn fr [)

24ha211 + I
Demnach ist der Bruch, welchen man zu der gefundenen Wur
zel a noch hinzu addiren muß,

§. 2Z8.

Wenn, also die Quadratwurzel aus der Zahl N gezogen 

werden sollte, und die zunächst kleinere Würze; a, und der 
Rest b bereits gefunden worden wäre: so müßte man zu a 

noch den Quotienten addiren, den man fände, wenn man 

den Rest b durch

dtvidirte. Sollte aber die Cubikwurzel gefunden werden, fs 

müßte man den Rest b durch 

öividicen; und.hierövn wollen wir nun einige Beypiel*  

hersetzem

S 2 Erstes
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Erstes Exempel.

Man soll die Quadratwurzel aus der Zahl 500 finden.

Man setze N — 200, und da das nächste Quadrat 196 

ist,so wird a= 14 und b—4. Da man also^diesenRest durch 

28 f ~ ~ f  —- dividiren soll, so hat
7 7 196 7.196.98

man zum Divisor 28,142135; und dividirt man 4 dadurch, 
so bekommt man einen zu 14 hinzuzufügenden Decimalbruch, 
der bis zur zehnten Zifer und noch weiter richtig ist.

Zweytes Exempel.

Man soll die Lubikwurzel aus N = 10 finden.

Der nächste Cudus ist 8, und der Rest 2; also a = 2 und 

b = 2, und der Divisor = 12 f 1 —^- = 12,9444. Dem- 
18

nach ist die gesuchte Cubikwurzel Näherungsweise
2 10000

§. 239.

Die für die Wurzel gefundene Zreihe kann auch als eine 

wiederkehrende aus einem Bruche entsprungene Reihe ange
sehen werden, indem dadurch die Glieder der Reihe auf weit 
weniger Glieder in dem Zähler und dem Nenner des gedach

ten Bruchs zurückgebracht werden. Bey einiger Aufmerk
samkeit sieht man bald, daß beynahe sey

(a f b)n =a an.

2
und
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12

120TO

A =A

C —

1.2m
_____ (m—i)(ntm — 1) 4 
B — ———7----------- : A

und noch genauer

(ltb)n“cX-s,

aa— -— -----ab f----------- ---------------- bb
2 12

Auf ähnliche Art kann man durch Einführung mehrerer Glie

der noch genauere Brüche bekommen, z. B.

(a t b)n = an x

 ,(n 13) „< , fn + 3)(n t 2) (n t 3Xn f 2)61 f r)b$ 
a3 t---------- a2b t-------- :------------- ab2 t

2 10

m (n t m)

Hat man diese Werthe bestimmt, so ist
, ... ain t Aain_Ibf B am-2b2 t Cain~3b3 tlf. 
(a f b)n an.---------------------------------------------------------- --------------
v am—Ülam-I 2 * 4bf33am-2b2—ga1H'3b3 flC.

2 (2 m— l)

(m— 2j(n fr m — 2)

3(2m —2) 

n — 3Xntm — 3)^

4 (2 m — 3)

rc.

(n—3) . , (n—3)(n—2; (n—3 )<n—2Xn—-i)b3
a 3--------------- a2b T------------------------ab2-----------------------------—----------- —

2 10 120

Ja es laßt sich eine allgemeine Form geben, nach welcher 

man sich richten kaun. Man setze nemlich

§. 240.

Wenn in diesen Formeln für n gebrochene Zahlen gefetzt 

werden, so bekommt man darin sehr bequeme Ausdrücke zur 
Extraktion der Wurzeln. So kann man, wenn die nte Wur- 

G 3 ret
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zel aus der Form a» t b gezogen werden soll, folgende Aus
drücke gebrauchen:

(a111 b/ = a

X
(a° t b)n --- a

2 n an + (n 4 i^b

2 n a11 f — i)b

l2n3a3Pf6n(cn f i)anbf(2B f t)(nf i)bb 

’ I2n3a2nf6n(2n—l)anb7(2n— i^(n—i)bb

Wenn aber a“ t b = N gesetzt wird, und also an = N — b 
ist, so wird

2nN — (n — r) b

2nN — (n f i)b

T2n3N3-—6n< 2n—i)Nbfr in-—i^n—i)bb

12nsN3—6n<2n t ijNb^.n . f1 ;;n t l)bb

§. 24s.

Die allgemeine Formel zur Erfindung der Wurzel einer 

jeden Gleichung leistet daher bey den Gleichungen, die aus 

mehrern Gliedern bestehen, eben den Nutzen, welchen die 

gewöhnliche Binomische Regel bey der Auflösung der reinen 

Gleichungen x» = o gewährt, und geht in diesem Fall auch 
in diese Regel über. Wenn aber die Gleichung eine unreine 

oder selbst transcendente Gleichung ist, so lewet auch dadurch 
Der Gebrauch unserer Formel nicht, und giebt dann für den 

Werth der Wurzel eine ohne Ende fortlaufende Reihe. Da 
dem so ist, so wollen wir diese Anwendung genauer kennen 
zu lernen suchen. Es sey also folgende unreine aus drey Glie

dern bestehende Gleichung gegeben:

x" f ex = N
Lo daß c und N bekannte Grossen bedeuten. Man fetze 

x» f ex — N = y, so wird dy s=? (nxn~1 f c)dxz und 

«if? f* gtmtr ist nunmkh?

ö? —
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dp == —

Nm?

f -< 1

Erstes Exempel.
Es sey die Gleichung x$ f 2x = 2 gegeben.

Hier ist c = 2, N = 2, n c= z, und y = x3 t2

Man setze x=i, so wird y =a 1; p = ; q = -

84 r==5-;s^. 

chung ist ‘

1
5

2 ■ 14 <0-4 - -7 - -7 - rc. -- 0,770751.
5X 5$ 57

S 4

(nx”-i t c)§
n3(n—i)(2n—l)(zn—i)x3»- § 1

$ =z t4n^(n—i)(n — 2)(2n—i)cx2»-5 > :(nx®"!lic)7
— n(n — l)(n —2)(n — 3)c3xn-4 J 

n4(n—i)(2n—i)(3n-*i)(  4 n—i) x 4«- sl
_-n3(n-L)(n-2)(2ti-.iX29n-xi)cx3 n-7\

*j-n-(n—l)(n-1-2)(2n—i)(nn—29)c2x3n-<y|‘

— n (n-i)(n—2)(n —3)(n — 4)c3xn-fj

re.
Hat man diese Werthe gefunden, so ist die Wurzel der gege
benen Gleichung, /

f = x — py t Iqy» — |ry3 f /4sy4 — j^ty^ ftC. 
Denn man mag für x setzen was man will, (wodurch zugleich 
die Buchstaben y, p, q, r, rc. bestimmte Werthe bekommen) 
so ist die Summe der Reihe allemal dem Werthe Einer Wur

zel gleich.

(nxn~ 1 — c)3

Auf ähnliche Art findet man, M r= $ = d* ist,
dy dy 

n2(n—i)(2n-—i)x2,1-4 — n(n—i)(n—2)cxn”^ 
r = ------------------------- ------------------- ---------------———

n(n—i)xn-adx n{n — i)xfl"r»
----------------- -—: unt) □ =
(nx11-11 c)z
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/

1 — fqyy =3,7114922 — Sqyy =0,000.000514 
Hiernach ist die Wurzel f = 0.0770916997, und kaum in 
der letzten Zifer der Wahrheit nicht gemäß.

Zweytes Exempel.

Es sey die Gleichung x4 — 2xx t 4x = 8 gegeben.

Man setze y = x4 2xx f 4x — 8, so wird dy = 
4dx(x3 w-x f 1)

I dp — 2XX t Ip .=—-— --------- • _l =----------- ----------- —. Kolalrch
4(x3 — x t I) dx 4(x3 —xt 1)3

3xx t 1 dq 2ix4 — I2xx — 3
lü<xi —xt

X3 t 2X =1,996530
Folglich y=—0,003467

1 — 7=7,5399538; 3XX t 2=3,7787
1p =9,4226575; l(3xxt2) =0,5773424

1 — py =6,9626113; — py =0,0009175fr

Ip 3 =8,2679725

lx =9,8864907

13-0,4771213
lyr =5,07990-6

Nun setze man x = 0,77. Da y = x3 2x — 2;

1
p =----------- ; q = — 6p3x; r = 9xxpr — I2pr, und

3XX T a
s = — 216 p7X3172op7X ist: so hat man, wenn man

'die Logarithmen nimmt,

lx =9 8864907 x =0,77
1x2=9,77298^4 X2=0,5929
1x3=9,6594721 x 3 =0,456533

1 2x—1,54

r =
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21x4 — 12 X X — 2 
r = ------------------- —- rc.64 (x 3 — X t JjS

Hierdurch bekommt man für die Wurzel der Gleichung 

f__ y__________(?xx — Cyy (7X4—4xxfi)y3
4(x3 —xtl) 32.X3—Xfl)3 128(x3—xfl)^

— rc.

Man muß also x einen solchen Werth zu geben suchen, daß die 

Reihe convergire. Nun fallt in die Augen, daß, wenn man x so 
bestimmen wollte, daß x3 — xfi = o würde, dann alle 
Glieder dieser Reihe, das erste ausgenommen, eine unend

liche Größe besamen, und man also seinen Zweck verfehlte. 
Es wird daher nothwendig für x einen solchen Werth zu er

wählen, daß y klein und x? —xsl nicht klein werde. Es 

sey x = 1, so ist y = — 5, und

Da die drey Glieder -5- — t
4 16

77 eine geometrische Rei

he
bilden, deren Summe — ist, so ist ohngefahrk---^.

9 9
Es

sey also x = —, so ist y unb x3 — x f 1 =
2 16 8

folglich

407
256.529

Nun fetze man x = 1,61, so wird, wenn man zugleich x3 —
x 11 =z nimmt

lx = 0,2068259
lx» = 0,4136518
1x3 E= 0,6204777

1X4 = 0,8273036

x = 1,6 r
X2 = 2,592 r 

= 4,173281
X4 = 6,718983

S 5 folglich
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1—y ™ 8,4016934 
lz = 0,5518502

1 .

-------= 7,8498432 z

14 = 0,6020600

1 — y
““ — 7,2477832 
4Z

l(zxx—I) =3 0,8309926
lys 6,3033868

7,63437'94
lz3 = I,6SS5SO6

5,9788288

folglich

y = — 0,025217

Z = 3,563281

—- = 0,0017692 
4Z

3 xx — I = 6,7763

=3 0,000005952
132 qs 1,2041200 (;xx_l)ya 

4,774/088 32Z4

Folglich 

f = 1,6117632.

§. 242.

Diese Methode die Wurzeln der Gleichungen beynahe 
zu finden, erstreckt sich auch auf die transcendenten Größen. 
Wir wollen eine Zahl x suchen, deren aus irgend einem Sy
stem genommener Logacithme zu der Zahl selbst ein bestimm
tes Verhältniß habe. Man setze dieses Verhältniß 1 : n, so 

hat man die Gleichung x — nix = o. Ferner sey k der 
Modulus jener Logarithmen, so daß man sie finde, wenn 
man die hyperbolischen Logarithmen durch k multiplicirt, 

R d x
wodurch 4 . lx == wird. Man setze demnach

X — nix 55 y
und
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und f sey der gesuchte Werth von x, wobey x =2 nix werde. 
Da also y — x — nix ist, so wird

 kndx  dx(x — kn)
X x x '

v dx x ... kndx . , e
und — = P — -—7— ; aho dp=—---- —-; folglichdy x — kn (x—kn)2 3

dp — knx pknxdx f k^n^dx
— q —------------- -; dq =;  ----------------- ------ —.

dy 4 (x—kn)3 (x kn) 4

dq knx(2x t kn)
■ -=r = -x_tn^-;ic.

Demnach wird
xy knxyy 

x-r kn 2(x — kn)3
knxySfsxJ-kn)
6(x — kn)5

Wir werden aber unten sehen, daß diese Aufgabe keiner Auf

lösung fähig ist, wofern nicht kn t> e oder als die Zahl an
genommen wird, deren hyperbolischer Logarithme i ist, 
d. h. es muß kn > 2,7182818 seyn.

Exempel.

Man soll eine Zahl außer 10 suchen, deren gemeine Logg- 

rirhme der zchnre Theil der Zahl selbst sey.

Da von den gemeinen Logarithmen die Rede ist, so ist 

k = 0,43429448190325; und da n — jo ist, so hat man 
nk c= 4,3429448190325. Setzt man nun x=i sy wirb 
y = 1 unb

r__.x 1 2,1714724 ..
3,3429 (3,3429.)3

folglich beynahe f = 1,37. Man setze also x = 1,37, st> 
wird lx = 0,136720567156406, und da y ~ x — ioix ist^ 
sy wird y — 0,0027943284350, und

c*-  x t kn ss 9,9729448190325» Es mrhe glso

l x -W
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§- 24^

Wenn die Gleichung eine Exponential- Gleichung ist, so 

kann man dieselbe auf eine logarithmische zurückbringen. 

Soll z. B. der Werth von x gesucht werden, wobey x*  = a 
ist, so wird xlx — la. Setzt man daher

y ä xlx — la, so wird dy ss dxlx t dx

unt> ~ = p b=j —7-7-. Ferner ist nunmehr
dy 1 t ix -

lx cc 0,1367205
ly = 7,4462773

7,5829978
l(kn •— x) =3 0,4731866 — xy 

--------- ----- ---------------- ------ --- = 0,00128769 
1,1098122 x— kn 1

Da ferner das dritte Glied

knxyy kny xy
•—> — ■ • • ist,

! 2(x — knja x — k
so wird

1------ --- = 7,1098112
x — kn

ly = 7,4462773
Ikn = 0,6377842

f = 1,37128857 
if = 0,137128857-

5,1938527
l(kn — x)» = 0,9463732

12
4,2474995

= 0 3010300
id. Z.Gl. 5= Z.9464695

r.Gl.x = i,37
2.Gl. = 0,00128769
Z.Gl. — 0,00000088



dp

dy =

7 yfy *

2OX4(ltlx)®

y\

I2x3(itlx)4 3x4(itlx)fr

yf

6xa(ltlx)4 I2x3(iflx)6 8x4(iflx)S
y4 y f

dq __ r
dy

dr = ------------------------------1222L,; also
x3(itlx)4 x3(iflx/ x\iflx)6

— 2 io 1$

x^iflx)11
Wenn daher der wahre Werth von x = f, und also Hsi 
ist, so ist

/

Ä.
Diese Reihe also, ohne Ende fortgesetzt, giebt den wahren 
Werth von f, man mag für x einen Werth setzen was für 
einen man will, indem man y — xlx — la nimmt. Setzt 
man z. B. x ---1, so wird y =» — la, und

xf(ltlx)7 x3(ltlx)8 xf(ltlx)9 X?(ltlx)ie

945

s = ■■■......... - » — —---------------—-----. und
x3(i't'lx)f x3(itlx)6 x3(itlx)7

t = 6 + ■ 40 t '°5 + '°5
X4(itlx)6 1 x4(ltlx)7 1 x\xtlx)8 1 X4(lflx)9

— 24 196 700 1260

_ __ y__ y*  _ y3 ___ $y4_________ ____ ,
iflx 2x(l*lx) 3 2X2(ltlx)f 8x3(ltlx)7 8x4(1 fix)» 

y3 sy* 7y*  
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— dx „dp — I
-----------  ; und — — q --------— 
x(itlx)^ dy x^iflx)!

l 3
= ~X"' , f Ferner ist

x (ltlx)4 xa(itlx)$
— 2dx iodx 15 dx
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f— i f la t
2(la)3 c)(la)4

3 8
i

32'laX 625(Ia)<>

15 144
t rc.

wie ia den hyperbolischen Logarithmen von a bedeutet.

Exempel.

Man soll die sah! f suchen, wenn ff = 100 ist.

Da a — 100, und y = xlx — la = xlx — 1 ico ist, 
so setze man- da bekannt ist, daß k > 3 und < 4 seyn muß,

x ä —♦ Alsdann ist
2

lx = 1,25276296349 
.xlx = 4,38467034972 

lioo = 4,60517018599

y tss — 0,22049983627

I t lx = 2,25276296849
Demnach ist, wenn man die gemeinen Logarithmen braucht,

1 — y — 9,3434083
1(1 tlx) ---- 0,3527156

8,9906027; . 0,0978797
I f lx

lya c= 8,686g 166
&l(l tlx) = 1,0581468

7,6286698

12x = I7 = 0,8450980

6,7835/18 ~ 0,0006075
2X(J t lx)3

Es ist also ohngefahr -f= Z,597277-; wenn man aber die 

folgenden Glieder mit zu Hülfe nimmt, f = 3,5972852»

244*
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§. 244.

Außerdem aber leistet die Differcnzial- Rechnung bey 
der Auflösung der Gleichung einen vorzüglichen Nutzen, wenn 

eine gewisse Beziehung, welche zwischen den Wurzeln statt 
findet, bekannt ist. Es sey die Gleichung y=o gegeben, 
und y darin irgend eine Funktion von x. Wäre nun z. B. 
bekannt, daß zwey Wurzeln dieser Gleichung um die Größe 
a verschieden wären, so würde man diese Wurzeln leicht auf 

folgende Art entdecken. Es bedeute x die kleine Wurzel, und 

also x t a die größere. Da die Funktion y verschwindet.
wenn x eine von den Wurzeln der Gleichung y = o verstellt, 
so wird sie es ebenfalls thun, wenn man darin x t a statt x

fttzt. Es ist demnach
&2ddy x a3d3y x _

, - t Tj t t te»2 d x2 6dx3

woher denn, i)a y = o ist, auch
<?1 X sdd7
dx 2 dx2

t

wird. Diese beyden Gleichungen zusammen genommen, ge

ben auf dem Wege der Elimination den Werth der Wurzel 
x, und die andere Wurzel ist um a größer.

Exempel.

Es sey die Gleichung: 
x? — 24x3 f 49x» — 36 = o 

gegeben, und davon irgend woher bekannt, daß zwey ihrer 
Wurzeln um 1 von einander verschieden sind.

Setzt man
y 0 x5 — 24 x3 ch 49x2 — Z6, st) ist

dy
-- = 5x4 —. 72x2 f 98X

. ddy
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d dy
2 dx^

= 10x3 — 72x f 49

d 3 y
6dx3

d4y _
24 dx*4  5X

d^ y 
------ 7— = I I2Qdx5

Da nun a = 1 ist, so hat man
A. . . 5x4 -j- Iox3 — 62x2 -j. gix t 26 = o.

Nun ist aber
B. .. x5 — 24x3 -j« 49x2 — 36 . o.

Man multiplicire also die obere Gleichung durch x, und die 
tinteve durch 5, so bekommt man durch dieSublraction diese 

von jener
iox4 f 5$x3 — 214x2 f r6x f 180 = 0, oder

C. . . 5x4 29x3 — 107x2 13X f 90 =0.

Zieht man hievon die erste A ab, so bleibt

D. .. 19x3— 45x2 — i8x f 64 =0
D.5X..95X4 — 225x3 — 90x2 -J. 32OX = o

A. 19.-95x4 f 190x3 — 1178x2 f 589x+ 494 = o

E 415x3 — io8bx3 t 269X f 494=0
D. 415. . . . 7885X3 — 18675x2 — 7470x^26560=0
E. 19 . . . . 7885x3 — 20672x2 f 5111 xf 9386—0

F  1997x2 — 12581x^17174=0

D. 247. • • • 4693x3 — 11115x2— 444Öxf 15808 =0
E. 32 . . . . 13280x3 — 34816x2 f 86o8xf 15808=0

G..................................... b5»7x2 — 2Z7o,x-j-13054 =0
F .8587... 17148239x2 — 108033047X f 147473138 =0 
G. 1997... 17148239x2 — 47330897X f 2606883« =0

. v 60702150X f 121404300=0

Hieraus 
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Hieraus folgt, x = 2, und es ist demnach auch x = 3 eine 

Wurzel der Gleichung.

§- 245.

Es kann indeß diese Operation auch ohne Differenzial- 

Rcchnung zu Stande gebracht werden, weil man die Glei
chung, welche die Differenzial-Rechnung gab, ebenfalls da
durch bekommt, daß man in der gegebenen Gleichung x t a 
für x setzt. Ucbrigens ist die gebrauchte Giminations-Me
thode sehr mühsam, und würde, wenn die Gleichung zu ei

nem höhern Grade gehörte, unsägliche Arbeit nöthig ma
chen, daher sie bey transcendenten Gleichungen gar nicht 
brauchbar ist. Nehmen wir über an, daß zwey Wurzeln 

einer Gleichung y = o einander gleich seyn, so verwandelt 

sich die Differenzial-Gleichung, weil dann a == o ist, in 
dy ,

diese, — = o. So ost daher eine Gleichung y = 0 zwey

dy ,
gleiche Wurzeln hat, so oft ist auch ~ = o, und diese beyden 

Gleichungen geben, mit einander verbunden, den Werth von 

x, dem zwey Wurzeln gleich sind. Wenn also umgekehrt 
dy

zwey Gleichungen, y = o, und — s= o, eine Wurzel gemein 

haben, so ist diese Wurzel auch zweyma! in der Gleichung 
y = o enthalten. Dieses findet statt, wenn nach gänzlicher 

Elimination der Größe x aus den beyden Gleichungen y=o 
dy

unb ~ = 0 eine identische Gleichung gefunden wird.

Würde z. B. die Gleichung

X3 — 2XX — 4xt8=O
gegeben, so wäre auch gxx — 4X — 4 — 0, und setzt man 
das Doppelte hiervon zu jener Gleichung hinzu, so wird

EutersDiff.Rechn.2.CH.i.Adch. T x? t
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x3 f 4xx — I2x = o, oder xx f 4x — 12 — o.
Das Dreyfache davon ist,

gxx f i2x — 36 == o, also

zxx — ax — 4 =0 davon abgezogen
so kommt i6x — 32 — 0,

X — 2 =O.
Da sich also x = 2 ergeben hat, so setze man diesen Werth 

in eine der vorhergehenden Gleichungen zxx — 4X — 4 
= 0. Hierdurch bekommt man die identische Gleichung 

12 — 8 — 4 = 0, und daraus schließt man, daß die gege
bene Gleichung x3 — 2xx— 4X t 8 = o zwey gleiche 
Wurzeln, nemlich 2, habe.

§. 246.

Hat man also eine algebraische Gleichung von irgend 
einer Anzahl von Dimensionen:

xn Axn_I f f Cxn*3  f Dx”-4 2C, = o,

welche zwey einander gleiche Wurzeln enthalt: so ist auch:

nxn_I f (n—1) Axn-2 (n—2)Bx”-3 f(n—3-)Cx“-4f
(n — 4)Dxn~$’ f rc. = o.

Es ist nemlich die zwiefache Wurzel jener Gleichung auch 
eine Wurzel von dieser. Man multiplicrre jene m t n, und 
diese mit x, und subtrahire das letztere Produkt von dem 
ersten, so bekommt man

Ax11-1 j*  2 Bxn~2 -f- 3 CxD~ 3 -j- 4 Dxn~4 2C. = o.

Ferner multrplicire man jene durch a, diese durch b, undad- 

dire beyde: so wird
axn f (af b)Axn_I *f  (at2b)Bxn-3 f (af 3b)Cxn*3 -f-jc,

und diese Gleichung, mit der gegebenen verbunden, w>rd die 
Wurzel geben, welche die gegebene Gleichung doppelt enthält. 
Da nun die Größen a und b willkührlich angenommen werden 

tön-



V.Nuhen d.Differenz.bey Aufl. d. Gleichungenrc. 291 

können, so hat man in den Koefficienten a,at b,a 12b, af Zb, 
rc. irgend eine arithmetische Progression; und wenn also eine 
Gleichung zwey gleiche Wurzeln hat, so findet man dieftl- 
den, wenn man die einzelnen Glieder der gegebenen Gleichung 
durch die Glieder irgend einer arithmetischen Progression 
multiplicirt, indem die auf diesem Wege resultirende Glei
chung die Wurzel enthalt, welche sich in der gegebenen zwey- 

ma! findet. Werden z. B. die Glieder der Gleichung
Xn f Axn-1 f Bxn~2 -j- Cxn~3 ch Dxn*4  4 2C. = O 

durch folgende arithmetische Progression multiplicirt.

a; af b; a fab; a t 3b; a t 4b; rc. 
so entftcyt ^ose neue Gleichung:

axn f (atb)Axn**i  f (at 2b)Bxn~2 (atgb)Cxn-3

welche mit jener verbunden, die gleichen Wurzeln zu erken
nen giebt. Und dies ist die hinlänglich bekannte Regel zur 
Erfindung der gleichen Wurzeln einer Gleichung, wenn die
selbe deren zwey enthält.

§. 247.

Hat eine Gleichung y = o drey gleiche Wurzeln, so i|? 

dy d d y
mcht nur — = o, sondern auch —- = o, wenn man für 

dx dx^
x den Werth der Wurzel setzt, die in der Gleichung y = o 
drcy'.aal enthalten ist. Um sich hiervon zu überzeugen, setze 
man die drey Wurzeln der Gleichung x, x t a, xf b, so da st 
man sich zuvörderst dieselben als um a und b von einander 

verschieden verstelle. Da nun y verschwindet, sowohl wenn 
man x t a, als wenn man xfb für x setzt, so ist

a2ddy
adx2-

t f K. = 0
6dx3 1 2^dx4 1

L 2

/



bdy , b2tldy , b5d3y b4d4y
y + —' + -------- - + --------- - t--------- f rc. = o.* dx 2dx‘s 6dx 3 24 dx4

Zieht man von diesen beyden letztem Gleichungen die erste 

ab, so wird

dx 5

dX

a ddy , a2d3y a3d4y
------- -  4.---------- -j. ——4 f rc. " o
2 dx*  6dx3 246x4

bddy , b2d3y b3d4y
-—- f  -------- +--------- + rc. — o
2 6x2 6dx3 $4dx4

Man subtrahire auch diese Gleichungen von einander, und

dividire durch a — b, so wird

ddy . (a f b)d3y (aat abf bb)d4y
+  ---------------<-—L- t  ----------------- -—- + rc. ~ o,t Ä 4 „1 1 . ,1 V'ZL *26x2 4 66x3 * 246x4

Endlich setze man a = o und b — o, so daß nunmehr die 
angenommenen drey Wurzeln einander gleich werden., so 

erhält man

dy d dy
y = 0; ~ = o; und — =

§. 248.

So oft daher eine Gleichung, y = o, drey gleiche Wur
zeln, nemlich, f, f, f hat, so oft ist die Größe f nicht bloß eine 

Wurzel der Gleichung — — o, sondern auch öon—{=o. 
dx ax~

Da also f eine gemeinschaftliche Wurzel ter Gleichung 
dy 6 d y

= c, und ihres Differenzials -— — o ist: so erhellet 
dx d x 2

dy 
aus dem Vorhergehenden, daß sie in der Gleichung = o

dx 
Zweymcü enthalten ist. Wenn daher die Gleichung

Xn ch A Xn* l f Bxn*S  + Cxn-3 ch sZ xU-4 -j. j(, s= o

drey 
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drey gleiche Wurzeln f, f, f enthält, so hat die Gleichung, 

welche man durch die Multiplication ihrer Glieder durch eine 
arichmetische Progression erhalt, zwey gleiche Wurzeln f, f; 
und man kann diese von neuem durch eine arichmetische Pros 
grefflon multipliciren, um eine Gleichung zu bekommen, 
worin 5 nur einmal eine Wurzel ist. Man erhält auf diese 
Art drey Gleichungen, die eine gemeinschaftliche Wurzel ha
ben, und findet durch ihre Verbindung die Wurzel selbst 
leicht. Denn wenn man solche arithmetische Progressionen, 

wählt, deren erstes oder letztes Glied = o ist, so bekommt 
man eine um einen Grad niedrigere Gleichung, und erleich
tert sich dadurch die Elimination.

§. 249.

Auf ähnliche Art läßt sich zeigen, daß, wenn eine Glei- 

chung, y = o, vier gleiche Wurzeln f, f, f, f, hat, bey 5 
dy ddy , d3y

nicht nur y = 0, — — o, — — o, sondern auch

= o sey. So wie ncmlich die Gleichung y = o Wur- 

dy
zel k viermal enthalt, so steckt dieselbe in der Gleichung -"=0

dreymal, in der Gleichung = o zweymal, und in derGlei-
d X3

d 3 y
chung —• = o einmal. Dies sieht man noch leichter,

wenn man erwägt, daß die Funktion y in diesem Falle die 

Form (x — f)4X haben müsse, wenn X irgend eine Funk
tion von x bedeutet. Legt man diese Form zum Grunde, 

so ist

= (x-f)3(4X
dx
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und also durch (x —k)r theilbar. Auf ähnliche Art hat 

den Faktor (x — k)r, und den Faktor x — f; 

woraus erhellet, daß die Wurzel x = f, wenn dieselbe in 

der Glerchung 7 = 0 viermal ent alten ist, in = 0 
dx

d d y d 5 y
dreymal, in 3— ----- o zweymal, und in — == o einmal dx*  7 dx3
stecken müsse.

Anmm
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. Anmerkungen und Zusätze
zum

ersten Theile.

Vorerinnerung.
rite weiß es aus eigener und aus fremden Erfahrungen, 

daß mau die Diffcrenzial - Rechnung am leichtesten und 

gründlichsten erlernt, wenn man dabey ein Buch zum Grunde 
legt, welches dieselbe so vollständig, so ausführlich, und in 
einer so schönen Ordnung abyandelt, als dasjenige, dessen 
zweyten Theil ich hier der ersten Hälfte nach übersetzt habe. 

Dies ist daher auch der vorzüglichste Bewegungsgrund ge
wesen, der mich angetrieben, das vortreflicheEulerischeWerk 
durch eine Ueberfttzung gemeiner zu machen, und seinen Ge
brauch zu befördern. Um noch mehr für diejenigen zu sor
gen, welche dasselbe zur Erlernung der Differenzial-Rech

nung brauchen wollen, will ich hier den Anfang machen, solche 
Anmerkungen und Zusätze zu liefern, als mir bey einer zwey- 
ten Durchlesung nützlich scheinen; denn zweymal muß man 
wohl ein solches Werk lesen, weil man das erste Mal, we
nigstens die volle und leichte Uebersicht des Ganzen selten des 

T 5 kommt, 
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kommt, und kann es auch thun, weil die zweyte Durckle- 
sung bey weitem nicht so viel Zeir und Mühe erfordert alS 
die erste. Überhaupt also sind die Anmerkungen und Zu
sätze zu jedem Theile, dke unmittelbar hinter derUebersetzung 
desselben folgen, für die erste, diejenigen aber, welche ich 

bey dem folgenden Lhüle nachlrefere, für die zweyte Durch- 
lesuna bestimmt. Denjentgen, für welche ich diese Arbeit 
hauptsächlich übernommen habe, ist, wie ich aus Crfahoun- 
gen und Versuchen weiß, eine solche Vertheilung Vortheil- 
haft, uod dies wird mich bey denen entschuldigen, die sich 
durch das bereits erworbene größere Maß von Fertigkeit 

mehr auf eu.mat zu fassen tm Stande sind.

I.

Von der allgemeinen Mathematik überhaupt.

Ich habe bereits in , den der Uebersetzung des ersten 
Theils beygefügten Anmerkungen und Zusätzen von der all

gemeinen Mathematik und ihren Theilen geredet; hier will 
ich es auf eine andere und leichtere Art thun.

So vortreflich Hrn. Ranrs Definition der Mathema
tik ist, wenn man sie an den Elementen des Euclides 
prüft, so ist sie doch nicht von allen Unbequemlichkeiten frey, 

wenn man aus dem Gebiete der Elementar-Mathematik 
hinausgeht. Ich verweise dieserwegen auf das dritte Stück 

meiner B ytrage zur Beförderung des Studiums der Ma
thematik, und insbesondere auf die S. 227-211. stehende 
Anmerkung, desgleichen auf meine Abhandlung über den 
Begriff der Mathematik und ihre Theile im zweyten und 
fünften Stücke. Bewogen durch die daselbst angeführten 

Gründe, habe ich es gewagt, die Mathematik die Wissen-

> schafr
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schaft zu nennen, in so fern Anschauungen den Gegenstand 

derselben ausmachen, oder sie als die Wissenschaft der sinn- 
Uchen Formen zu beschreiben.

Legt man die letztere Beschreibung zum Grunde, so las
sen sich die darin gedachten Formen theils einzeln untersu

chen, theils überhaupt und im Allgemeinen betrachten. Das 
erste geschieht in der Elementar-Mathematik, das andere 
aber in der allgemeinen, die deswegen nothwendig -von 
einem deutlichen Begriffe der ihr unterworfenen Formen 
ausgehen muß.

Soll ich daher Hrn. Ranrs Ausdrücke gebrauchen, 
so muß ich mir die Elementar-Mathematik als die Wissen

schaft aus ConstructioneN vermittelst der Begriffe, die allge

meine hingegen als die Wissenschaft aus Begriffen vermit
telst Conftructionen gedenken. Angenommen ferner, daß die 
sinnlichen Formen, allgemein betrachtet, den Begriff der 
Größe geben, und daß also die allgemeine Mathematik die 

Größe, unabhängig von der Erfahrung und in deutlichen 
Begriffen gedacht, zum Gegenstände habe: so wird es so 
viel Theile der allgemeinen Mathematik geben, als sich ver

schiedene Arten, die Größe in Begriffen zu untersuchen, an» 

nehmen lassen.

Da also zu einem deutlichen Begriffe der Größe Vor

stellung von den Bestandtheilen derselben und von der Menge 
dieser Bestandtheile in ihr gehört: so sind folgende Fälle 

möglich.

Einmal können die Bestandtheile, aus welchen man die 
Größen bestehen läßt, entweder ebenfalls Größen, oder 
Größen-Einheiten, Elemente im strengen Sinne seyn.

Ferner
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Ferner können dieselben im ersten Falle entweder in je- 
der aus ihnen bestehenden Größe alle eu ander gleich ange
nommen werden, oder es kann diese Bedingung wegfallen.

Endlich kann, wenn die Bestandtheile in jeder aus ih
nen bestehenden Größe lauter einander gleiche Größen sind, 
das Gesuchte, nach der Natur und Menge des Gegebenen, 

entweder bestimmt, oder nur unbestimmt zu finden seyn.

Hiernach begreift die allgemeine Mathematik

1. die niedere allgemeine Mathematik, welche die Größen

aus einander gleichen Bestandtheilen bestehen läßt, 
und sich

a. in die bestimmte, und
b. in die unbestimmte niedere allgemeine Mathematik 

theilet.

2. die höhere allgemeine Mathematik, worin die Größen

zum Theil als aus gleichen, zum Theil als aus unglei
chen Bestandtheilen zusammengesetzt gedacht werden. 
Sie theilet sich in zwey Theile,

a. in die Lehre von den Differenzen, welche, wenn die 
Größen gegeben sind, die Bestandtheile derselben, und

b. in die Lehre von den Summen, welche aus gegebenen 
Differenzen die Größen finden lehrt, wozu diese Diffe

renzen gehören.

3. die transcendente Mathematik, in welcher die Bestand

theile , woraus man die untersuchten Größen bestehen 
laßr,Größen-Einheiten oder Elemente im strengen Sinne 
sind. Auch diese hat zwey Theile,

a. die Differenzial-Rechnung, und
b. die Integra!-Rechnung.

Well
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Weil aber die Satze, welche man in der allgemeinen 
Mathemalik findet, aus keine Weise bloß dazu dienen, die 
Sätze der Elementar -Mathematik auf eine andere Art zu 
ordnen, und sie etwa einer leichten Uebersicht näher zu brin

gen; sondern dadurch die Kenntniß von den Elementar-Ge
genständen auf eine bewundernswürdige Art erweitert, und 
die bekannten gcößtentheils auf viel kürzern und leichtem 

Wegen gefunden werden können: so ist es natürlich, die Leh
ren der allgemeinen Mathematik nach ihrer Erfindung, zu 
diesen Vortheilen zu benutzen; und deswegen kann und muß 
jeher Haupttheil der allgemeinen Mathematik aus einem 

reinen und einem angewandten Theile bestehen, so daß der 
letztere die in dem ersten enthaltenen Sätze theils auf die 
discreten, theils auf die continuirlichen Größen anwer.de. 

So viel hier nochmals über die allgemeine Mathematik und 
ihren Theilen überhaupt; ich wende mich zu einigen Anmer
kungen über die Differenzial- und Integral-Rechnung ins- 
besondere.

II.
Von der Differenzial- und Integral-Rechnung 

insbesondere.

Man rühmt die Differenzial- und Integral - Rechnung 
wegen ihrer Erhabenheit und Wichtigkeit; sollte ihr Werth 
nicht noch erhöhet werden, wenn man dazu auch den Vorzug 
der Leichtigkeit setzen könnte'? Schon das macht diesen Vor
zug wahrscheinlich, daß die Differenzial- und Integral-Rech

nung den Gegenstand der Mathematik in der größten Allge
meinheit untersuchen; so wie sichs daher ebenfalls ecflareit 
laßt, warum demungeachtet mehrere bey der Erlernung der

selben 

anwer.de
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selben fa viele Schwierigkeiten finden. Hat man nemlich die 
nöthigen Vorübungen gehabt, so ist die Beschäftigung mit 

dem Allgemeinsten deswegen nothwendiger Weise leichter, als 
jede speciellere Untersuchung, weil das Allgemeinste die we
nigsten Merkmale enthalt: allein hat es an den Vorübungen 

gefehlt, so erwirbt man sich drdurch meistens nur leere Be
griffe; und diese sind allemal eine ergiebige Quelle von 
Schwierigkeiten, wenn sie nicht bloß durch Worte oder an
dere Zeichen ausgedruckt, sondern auch wilkuch gebraucht 
werden sollen. Doch es wird der Mühe nicht unwerrh seyn, 

hier zuvörderst die Differenzial-Rechnung, deren System vorn 
Verfasser im ersten Theile vollständig mitgetheilt ist, aus Die# 
fern Gesichtspunkte genau und ausführlich zu betrachten.

Das Geschäft der Differenzial-Rechnung besteht, wie 
ich st.'ches aus dem ersten Theile voraussetzen kann, lediglich 
in der Erfindung derDifferenzialien der Funktionen der ver

änderlichen Größen, ugd es kann daher dieselbe füglich eben 

so viel Abtheilungen bekommen, als sich Hiuptarren von 
Funktionen denken lassen. Nun sind die Funktionen

1. entweder gemeine oder höhere, d.h.entwcd^r Funktio
nen veränderlicher Größen im eingeschränkten BerKan- 
de (Anmerk. und Zus. zum rften Th. S. 292.) oder 
Funktionen solcher veränderlicher Größen, die wieder 
Funktionen von andern veränderlichen Größen sind.

2. entweder Funktionen Einer oder Funktionen mehrerer 
veränderlicher Größen.

z. entweder entwickelte oder verwickelte Funktionen.

Hiernach ergeben sich folgende Capitel.
i. Von der Erfindung der Diffcrenzialicn der gemeinen 

und entwickelten Funktionen Einer veränderlichen 
Größe. Dieses Capitel theilet sich aber, wegen sei

ner
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ner Weitläufigkeit nach oen beyden Hauptarmen der 
ihm unterworfenen Funktionen in zweo andere.

a. Don der Ersindu. g der Dlff'erenzialiert der gemeinen 

und entwickelten alged-iaijchen Funktionen.
b. Bon der Erst chu.:g der Differenzialien der gemeinen 

und entwickelten transcendenten Funktionen.

2. Von der Erfindung der Differenzialien der gemeinen

und entwickelten Funktionen Zweyer und mehrerer 
veränderlicher Größen.

3. Von der Erfindung der Differenzialien der höheren 

entwickelten Funktionen.

4. Von der Erfindung der Differenzialien der verwickelten 

Funktionen.

Vergleicht Man diese Titel mit den Rubnquen des fünften 

bis neunten Capitels des ersten Theils, so wird man die voll
kommenste Uebereinstimmung wahrnehmen.

Da aber die Differenzial-Rechnung ein Theil der all

gemeinen Mathematik ist, und die allgemeine Mathematik 
die Größe in Begriffen vermittelst Conftructionen, (willkühr- 
licher nemlich) untersucht: so darf man hierbey noch nicht 
stehen bleiben, sondern muß die Zergliederung so weit fort
setzen, bis man die Arten der Funktionen in einer natürlichen 
Stufenfolge so speciell gefunden hat, daß sie Conftructionen 

zulassen. Dieses soll nun zuvörderst mit den gemeinen und 
entwickelten algebraischen Funktionen geschehen. Es sey x 
die veränderliche Größe, deren gemeine und entwickelte al
gebraische Funktionen gesucht werden sollen: so sind nach 
dem Begriffe der algebraischen Funktion (Einleitung in die 
Analysis des Unendlichen, Th. 1. Cap. 1. §. 7.)
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oder allgemein x*
3)

i. die einfachen
r)
s)

xn

x-n

n

xm

n
4) x’™
-T7 J

wenn n jede Zahl bedeutet.
a. die aus diesen zusammengesetzten,

1) auf dem Wege der Addition rlnd Subtraktion,
2) auf dem Wege der Erhebung zu Dignitaten nach 

dem der Addition und Subtraktion,
Z) auf dem Wege der Multiplication und Division.

Bloß dieses und die Methode der allgemeinen Marhema- 
tik, überhaupt neulich nur, vorausgesetzt, so läßt sich zum vor
aus bestimmen, was man in einem Systeme derDifferenzial- 

Rechnung in dem Capitel von der Erfindung der Differenzia- 

4ien der gemeinen und entwickelten algebraischen Funktionen 

antreffen werde. Nemlich, wenn die allgemeine aus der 
Definition der Differenzial - Rechnung selbst hergeleikete Re
gel zur Erfindung der Differenzialien jeder Funktion, wie es 
eigentlich seyn muß, in den Prolcgomenen schon vorausge- 
Lchickt worden wäre,

1. die Anwendung dieser Regel auf die angeführten 

Falle.
2. eine Untersuchung über die Natur der gefundenen Diffe- 

renzialen.
3- für die Falle, wo es dergleichen giebt, bequemere Me

thoden zur Erfindung der Differenzialien, als sich nach 
der allgemeinen Regel sogleich darbieten.

Nun sey es mir erlaubt, die gedachte allgemeine Regel 

M bekannt vorauszusetzen, oder mich deswegen auf die Ent

wickelung
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Wickelung derselben, welche ich in den Anmerkungen und Zu
sätzen bey der Uebersetzung des ersten Theils S.z 12 s. gegeben 
habe, zu berufen. Sobald man eine allgemeine Regel hat, 
und außerdem den Binomischen Lehrsatz brauchen kann, weil 

man seinen Beweis ohne Differenzial- Rechnung zu führen 
im Stande ist: so kann man die angeführten einfachen Fälle 

auf einmal vornehmen, indem man n in x” jede Zahl bedeuten 
läßt, und die angeführten zusammengesetzten Fälle, wenn man 

die einfachsten von der ersten und dritten Classe nach der allge
meinen Regel behandelt hat, ohne Mühe auf das Dagewesene 
zurückführen. Auf diese Art erhellet, wie mich dünkt, hinlän- 

lich, daß die Erfindung der Differenzialien bis hierher mit1 
ganz und gar keinen Schwierigkeiten verbunden sey, da das, 
was zur Natur dieser Differenzialien gehört, ebenfalls nut? 

geringe Aufmerksamkeit erfordert.

Will man den Binomischen Lehrsatz nicht voraussetzen, so 
kann man den Satz, daß für jeden Werth von n allemal 

d . xn = nxn-*dx
sey, durch ein Inductions-mäßiges Verfahren auf folgende 

Art finden.

Nach der allgemeinen Regel findet man
d . x» = 2xdx 
d . x3 = gx-dx.

Nun läßt sich aber zeigen, daß wenn n eine ganze positive 

Zahl bedeutet, und das Differenzial

d.-x" c= nxn-idx ist, allemal

d.xnt*  ;= (n f i)x»dx
sey. Denn da

x"**  ss x”.x, tlnd d.x° s= nx”*-tdx  
ist, so wird 

EulersDiff-Rechn.a.LH. i.Abrh. U



$03 Anmerkungen und Zusätze "zum ersten Theile,

d.xn+x = (xn f nxn-Idx)(x dx) — xn+x
nxtidx t kndx «j» n'xn‘Idxi 

e= (n t f)x”dx.
Nun ist aber die Formel d. xn = n x"-1 d x wahr für n ==a 
und n äs 3, also auch für 4, 5, ö, u. s. w. ohne Ende.

Dies vorausgesetzt bleibe hier, so wie auch nachher, n 
«ine ganze Zahl, und dabey sey z c= x-^ und d.z = d.x~a 

finden. Da r =x-n seyn soll, so ist z xn = i, und also 
(z f dz)(xn f n xn-Idx) — zxn s= o, d. i.

xndz t nzxn-Idx — o, vder
x”dz = — nzxn“ldx. Hieraus aber folgt

äs — — nx-n-Idx
nix11"1 dx nx-Idx

n

Ferner sey z = x*« z so ist zm = x» und

dz =

mzm-Idz = nxn-Idx, also

nxn~*dx nxn-Idx

m'x —n
xm

n

Endlich sey r— x m, also z^ = x-->: so P 

mz™"* Idz =3 — nx-n-Idx, folglich

— nx-n_Idx nr»-idx
------------------- a — ---------
mzm*Idx

n
m x

Der-

dz s=
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Vergleicht man also die gefundenen Ausdrücke unter einan
der, so fällt in die Augen, daß sie unter die allgemeine Form 

d.xn — n xn~1 d x
gehören, wenn man darin n als ein allgemeines Zeichen aller 
Zahlen betrachtet. Auf diese Art hat man das, was ich in 
den Anmerkungen und Zusätzen beym ersten Theile, S. 390, 
meiner damaligen Absicht nach, nur kurz zu berühren brauch

te, vollständig.

Um Gelegenheit zurVergleichung zu geben, und zugleich 
um mir den Weg zu verschiedenen, bey der Erlernung der 
Disserenzial Rechnung, nützlichen Anmerkungen zu bahnen, 
will ich, ehe ich weiter gehe, den ersten Abschnitt aus deS 

Marguis de l’Hopital Analyse des infiniment petits nebst 
den in der Edition vorn Ia Caille dazu gefügten Noten, über
setzt mittheilen. Es enthält derselbe die allgemeinen Regeln 

der Disserenzial-Rechnung, und ist folgender:

Erste Erklärung.

Veränderliche Größen sind solche, die einer stetigen 
Vermehrung oder Verminderung fähig sind, und beständige 
dagegen diejenigen, die unverändert dieselben bleiben, wäh
rend andere mit ihnen verbundene sich verändern. So sind 
z. B. bey der Parabel die Applicaten und Abscissen verän
derliche, der Parameter aber eine beständige Größe.

Zweyte Erklärung.

Der unendlich kleine Theil, um welchen die verändere 
lichen Größen bey ihrer stetigen Veränderung vermehrt oder 

vermindert werden, heißt das Differenzial dieser Größe. Es 
stelle z. B. die Linie AMB, Fig. r, irgend eine Curve vor; 
ihre Axe oder Durchmesser sey die gerade Linie AC; PM eine 
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ihrer Applikaten, und pm eine andere dieser unendlich nahe 
Applikate. Zieht man nun M'R der ac parallel, desgleichen 

die Sehnen AM, Am; und beschreibt außerdem aus A mit 
AM den Kreisbogen MS: so ist Pp das Differenzial von AP; 
Rm das Differenzial von PM; Sm das Differenzial von am: 

und Mm das Differenzial von dem Bogen AM. Eben so ist 
das kleine Dreyeck M Am, welches den Bogen Mm zur Grund
linie hat, das Differenzial des Abschnitts AM, und der kleine 
Raum MPpm das Differenzial der zwischen den geraden Li
nien AP, PM und dem Bogen AM enthaltenen Fläche.

Zusaß-
i. Es fallt in die Augen, daß das Differenzial einer 

beständigen Größe — o ist, oder, denn dieses sagt dasselbe, 
daß die beständigen Größen kein Differenzial haben.

Willkürlicher Satz.
Um das Differenzial einer veränderlichen Größe, welche 

durch einen einzigen Buchstaben ausgedruckt wird, auf eine 

bequeme Art andeuten zu können, wollen wir dazu den Buch
staben d bestimmen, und, die Verwirrung zu vermeiden, den
selben in der Folge bloß zu dieser Absicht brauchen. Setzt 
man z. B. die veränderlichen Größen AP = x; pm = y; 
AM = z; den Bogen AM = u; die vermischtlinige Figur 
AMP = s; den Abschnitt AM = t: so soll dx den Werth 
von Pp; dy den von Rm; dz den von Sm; du den von dem 

Bogen Mm; ds den von dem kleinen Raume MPpm und dt 
den von dem kleinen vermischtlinigen Dreyecke MAm an

zeigen.

Erste
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Erste Forderung oder Voraussetzung.

2. Es wird vorausgesetzt, daß man zwey Größen, wel

che bloß um einen unendlich kleinen Theil von einander ver
schieden sind, mit einander verwechseln könne, oder, welches 
eben darauf hinaueiauft, daß eine Größe durch Hinzusetzung 
oder Wegnehmung eines unendlich kleinen Theils nicht ver
ändert werde. So soll es z. B. gleich seyn, ob man Ap oder 
AP, pm oder PM, den kleinen Raum MPpm, oder das kleine 
Rechteck MPpR, den kleinen Abschnitt AMm oder das kleine 

Dreyeck AMS, den Winkel pAm oder PAM nimmt, u. s. f.

Hiezu gehört folgende Anmerkung.

„Diese Forderung oder vielmehr Voraussetzung, welche 

„Anfängern Schwierigkeit zu machen pflegt, enthat nichts, 
„was gegründete Einwendungen zuließe. Beschuldigt man 
„doch die Geometer und Astronomen des Mangels an Ge
nauigkeit nicht, und wie viel beträchtlicher sind ihre so häu- 

„figen Auslassungen als die des Mgedraisren! Nimmt z.B. der 

„Geometer, wenn er die Höhe eines Berges messen will, auf 
„ein Sandkorn Rücksicht, welches der Wmd vorn Gipfel des
selben wegführt? Setzen nicht die Astronomen, wenn sie 

„von den Fixsternen reden, den Durchmesser der Erde bey 
„Seite, dessen Größe fast 3000 (französische) Meilen betrögt? 

„Betrachten sie nicht bey der Berechnung der Mondfioster- 
„nisse die Erde als eine Kugel, und vergesstn also der Häuser, 
^,der Thürme, der Berge auf derselben? Dergleichen darf 

„denn doch weit weniger aus der Acht gelassen werden als 
„dx, weil man eine unendliche Menge von dx braucht, um 
„Ein x zu bekommen. Es tft daher die Differenzial-Rech

nung die sicherste und genaueste unter allen Rechnungen, 
„und man würde Unrecht thun, wenn man wider die ges

U 3 „dachte
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„dachteVoraussetzungEinwendungen machen wollte. Uebri- 

„gens sind alle jene Vergleichuagen aus Wolfs Elemenren 
„der Mathematik, B. i. <5.418. genommen."

Zweyte Forderung oder Voraussetzung.

3. Ferner wird vorausgesetzt, daß man eine krumme 
Linie als aus unendlich vielen, unendlich ki inen geraden Li
nien zusammengesetzt, oder als ein Polygon von unendlich 
vielen Seiten betrachten dürfe, davon jede unendlich klein 

sey» und welche durch die eingeschlossenen Winkel die Krüm
mung der Linie bestimmen. So sollen z.B. der Theil der 
Curve Mm und derKreisbogen^l8 wegen ihrer unendlichen 
Kleinheit als gerade Linien und also das kleine Dreyeck mSM 
als ein geradliniges Dreyeck angesehen werden können.

Willkürlicher Satz.
In der Folge werden die letzten Buchstaben deß Alpha

bets z, 7, x, rc. zur Bezeichnung der veränderlichen, die 
ersten a, b, c, rc. aber zur Bezeichnung der beständigen Grö
ßen gebraucht werden, so daß, indem x in x f dx übergeht, 

y, z, k. in y t dy; ?t dz verwandelt werden, (nach 1) 
», b, p aber unverändert bleiben.

Erster Satz. A u fg a b e.

4. Das Differmzial eines Aggregats zu finden.

Es sey das Differenzial von a t x f y — z zu suchen. 
Nimmt man an, baß x um einen unendlich kleinen Theil 

vermehrt werde, d. h. daß x in x t dx übergehe, so geht 
auch y in d f dy und z in z t dz über, die beständige Größe 
A aber bleibt dieselbe. Man erhält also in dem gedachten
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und das Differenzial dieses Aggregats, welches man durch 
dieSubtractiondcsselben von jenem Ausdrucke findet, ist da
her: 6.x f dy — dz. Eben so verhalt es sich in den übrigen, 
Fallen, und sp hat man die

Erste Regel,

für die Durch Addition und Subtraktion entstehende« 
Aggregare.

Man nimmt dqs Differenzial eines jeden Gliedes der ge
gebenen Pröße, macht daraus mit Beybehaltung der Zei
chen eine andere Größe. Auf diese, Art bekommt man da
gesuchte Differenzial.

Zweyter Satz. Aufgabe.

5. Das Differenzial eines Produkts zu finden.

1) Das Differenzial von xy ist ydx f xdy. Denn y 
geht in y t dy über, wenn x in x + dx verwandelt wird, 
und xy wird also alsdann xy t ydx t xdy t dxdy, weil 
dieses das Produkt aus x t d^c in y t dy ist. Es ist dem
nach, das Differenzial dieses Produkts == ydx t xdy t dxdy 
oder ydx t xdy (nach 2) weil dxdy unendlich klein in 
Dergleichung mit ydx und xdy ist. Denn dividiret man 
ydx und dxdy durch dx, so findet man y und dy; und da 
dy das Differenzial von y ist, so ist es auch unendlichmal 
kleiner als y. Folglich ist das Differenzial eines Produkt
aus zweyen Größen gleich dem Produkte aus dem Differen- 
ziale der ersten Größe in die andere, nebst dem Produkte aus 
dem Differenziale der zweyten Größe in die erste.

2) Das Differenzial von xyz ist yzdx t xzdy f xydz. 
Denn betrachtet man das Produkt xy als eine einfache 

U 4 Größe:
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Größe: so muß man nach dem so eben Bewiesenen das Pro
dukt aus seinem Differenziale ydxt xdy in die andere 
Größe z (welches yzdx t xzdy ist) zu dem Produkte deS 
Differenzials dz der zweyten Größe z in die erste xy (oder 
xydz) setzen; und es ist folglich das Differenzial von xyr 
szsyzdxfxzdyfxydz.

3) Das Differenzial von xyzu ist uyzdx t u xzdy 
fuxydz fxyzdu. Dieses beweiset man auf ähnliche 
Art, indem man das Produkt xyz als eine einfache Größe 
beobachtet. Eben so verhalt st'chs mit den folgenden Pro
dukten ohne Ende, und daher ergiebt sich die

Zweyte Regel

für die in einander multiplicieren Größen.

Das Differenzial eines Produkts ist gleich der Summe 
der Produkte aus dem Differenziale einer jeden Größe in alle 
übrige.

Also ist das Differenzial von ax = xo f adx b. &. 
adx; dasDifferenzial von (a f x) x(b — y) = bdx—ydx 
— ady — xdy.

Hiezu gehört folgende Anmerkung.

„Dieser Artikel bedarf einer ausführlichen Erläuterung. 
Man giebt zu, daß das Differenzial von xy gleich sey ydx 
t xdy t dxdy; allein man behauptet dabey, daß dieWeg- 
lassung von dxdy in der Praktik nicht ohne Nachtheilige 
Folgen bleibe. Hier ist der Beweis des Gegentheils, in 
möglich größter Strenge, allein der allgemeinen Verständ- 
Kchkeit wegen auch etwas weit hergeholt.

1) Jede
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1) Jede unendliche Größe wird durch eines der folgenden 

Zeichen angedeutet, 00, «2, oa3/ rc.

2) Das erste dieser Zeichen bezeichnet ein Unendliches vorn 

ersten Grade, das andere ein Unendliches vorn zweyten 
Grade, das dritte ein Unendliches vorn dritten Grade, 

u. s. f.

3) Ein Unendliches vorn zweyten Grade ist unendlichmal 
größer als ein Unendliches vorn ersten Grade, und eben 

so das Unendliche vom dritten Grade in Vergleichung 
mit dem vom zweyten.

4) Eine Unendliche Größe kann durch Hinzusetzung einer 
endlichen keinen Zuwachs, und durch die Wegnchmung 
derselben keine Verminderung leiden. Also ist oo t 1 

= qc ; so wie auch 00 — 1 = 00. Was man von dem 

Unendlichen im Vergleichung mit dem Endlichen behaup
tet, das gilt auch von dem Unendlichen jedes höheren 
Grades in Vergleichung mit dem von einem niedrigern 

Grade. So ist z. B. co*  t oo = «-2, und <x>r — 
cc2 £=2 oo3. Der Beweis hiervon ist in der vorherge

henden Anmerkung enthalten.

5) Jede unendlich kleine Größe läßt sich durch einen Bruch
anzeigen, dessen Zähler ein Endliches, der Nenner aber 

ein Unendliches ist. So sind —, —, rc. Aus-
00 öo 2 qo 3

drücke des unendlich Kleinen vom ersten, zweyten, drit

ten Grade, u. s. f. Auch giebt ein Bruch, dessen Zähler 
ein Unendliches von einem niedern, der Nenner aber ein 
Unendliches von einem höhern Grade ist, ein unendlich 

Kleines, weil = — ist
QC 2 QC 2 QO

115 6) Ein
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6) Ein unendlich Kleines vom zweyten Grade ist unendlich» 
mal kleiner als ein unendlich Kleines vom ersten Grade, 
und eben so verhält es sich mit den übrigen ohne Ende.

Eine unendlich kleine Größe ist nichts gegen eine end- 
i i

liche. So ist l -k ----- i; i--------= i. Eben so
<x> oo

ist rin unendlich Kleines vom zweyten Grade nichts ge» 
gen ein unendlich Kleines vom ersten Grade, und also

weis findet man ebenfalls in der vorhergehenden An, 
merkung.

8) xy ist das Produkt aus x in y.

9) xy t ydx t xdy t dxdy ist das Produkt aus X t 
dx in y t dy, d. h. das Produkt aus x nachdem eS 
durch unendliche kleine Größen vermehrt worden ist, in 
y, nachdem mit demselben eben dasselbe geschehen. 
Daher ist ydx t xdy t dxdy das Disserenzial von xy.

xo) dxdy ist eine unendlich kleine Größe vom zweyten 
Grade in Vergleichung mit ydx t xdy, welche man 
als unendlich kleine Größen vom ersten Grade betrachten 
muß. Wir wollen zur Erläuterung das Rechteck ABCD 
oder xy, Fig.a, betrachten. Vergrößern wir seine Grund
linie CD oder y um die unendlich kleine Größe Dn oder 
dy und seine Höhe BDober x um die ebenfalls unendlich 
kleine Größe Dp oder dx: so ist klar, daß das unend
lich kleine Rechteck BmDn oder xdy, und das unend
lich kleine Rechteck CDop oder ydx, unendlichmal 
größere Rechtecke sind, als das Rechteck Dnpr oder 
dxdy, weil jedes der ersten ein Produkt aus einer 

end- 
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endlichen Größe in eine unendlich kleine, das letzte 
hingegen ein Produkt aus zwey unendlich kleinen 
Größen ist. Es ist demnach dxdy eine unendlichma! 
kleinere unendlich kleine Größe als ydx oder xdy, und 
man kann dasselbe aus der Acht lassen, ohne in der An
wendung den geringsten Fehler befürchten zu dürfen. 
Wenn also ydxfxdytdxdy das Differenzial von 
xy ist, so ist ydx t xdy ebenfalls das Differenzial 
davon.

11) Es ist daher ausgemacht, daß das Differenzial eines 
Produkts zweyer Größen das Differenzial der ersten 
mit der andern, und das Differenzial der andern mit 
der ersten Größe multiplicirt enthalte; und nicht weni
ger, daß das Differenzial eines Produkts dreyer Grö
ßen gefunden werde, wenn man das Differenzial einer 
jeden dieser Größen mit dem Produkte der beyden an
dern multiplicirt. Das Differenzial von xyr z. B. 
$ y zdx t xzdy t xydz. Hier ist der Peweis:

Ich fetze xy = u. Folglich ist das Differenzial von « 
mit dem Differenziale von xy einerley. Also ist ydx -j- xdy 
c= du.

Ferner ist xy2 = uz, wenn xy= u ist. Also ist das 
Differenzial von xyz mit dem Di^erenzial von w einerley, 
und dieses ist zdu f udz. Nun ist aber zdu = yzdx f 
x zdy, weil du-?- ydx f xdy ist, und ud? = xy dz weil 
xy = u ist. Demnach istzdu f udz = yzdx t xzdyt 
xydz; und wenn daher 3du f udz das Differenzial von 
xyz ist, so ist aych yzdx xzdy xydz dieses Differene 
zial. Man findet also das Differenzial eines Produkts dreyer 
Größen, wenn man das Produkt aus je zweyen mft dem Dift 
ferenziale der dritten multiplicirt' Auf ähnliche AN erhalt 

man 
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man das Differenzial eines Produkts aus vier Größen, in
dem man nemlich das Produkt aus je dreyen von ihnen 
mit dem Differenziale der vierten multiplicirt. Das Tuffe« 
renzial des Produkts uxyzift daher xyzdu t uyzdx t 
uxzdy t uxyd z. Ueberyaupt ist das Differennal eines 
Produkts aus mehreren Faktoren gleich der Summe der 
Produkte aus der Differenz jedes derselben in das Produkt 
aller übrigen. Der V. behauptet z. B. das Differenzial von 

(a t x) (b — y) sey bdx — ady — ydx — xdy, und mit 
Recht. Denn es ist (a f x) (b — y) = a b t b x — a y — 
xy, Aber ab hat kein Differenzial; das Differenzial des 
übrigen aber ist offenbar bdx — ady — ydx — xdy.«

Dritter Satz. Aufgabe.
6. Das Differenzial eines Bruchs zu finden.

Es ist das Differenzial von - = Denn
y yy

setzt man — — z, so ist x --- yz; und da diese beyde verän

derliche Größen stets einander gleich bleiben müssen, sie mö

gen vergrößert oder vermindert werden; so folgt, daß ihr 

Differenzial, das heißt, ihr Zuwachs oder ihre Verminde
rung ebenfalls gleich fty. Man hat demnach dx = ydz 

dx — zdy ydx — xdy
+ zdy/ UNd dz — ------ --------- --- ------------------ , wen»

1 y yy

man für r den Werth — setzt. Hierdurch bekommt man die 
y

, Dritte Regel
für die (Quotienten oder Brüche.

Das Differenzial eines Bruchs ist gleich dem Produkte 
aus dem Differenziale des Zählers in den Nenner, weniger 

dem
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dem Produkte aus dem Differenziale des Nenners in den 
Zahler, nachdem das Ganze durch das Quadrat des Nen
ners dividirt worden.

So ist das Differenzial von ~ ^as Dif-

ferenzial von ——♦ (Die hierzu ge-a t x aa t 2ax f xx °
hörige Anmerkung ist von ganz und gar keiner Bedeutung.)

Vierter Satz. Aufgabe.

7. ?Dä6 Differenzial einer jeden porestar einer veränder
lichen Größe zu finden.

Um eine allgemeine Regel für alle Potestäten, sowohl 
für die mit ganzen als für die mit gebrochenen und mit negati
ven Exponenten zu geben, müssen wir zuvörderst die Aehn- 
lichkeit zwischen diesen verschiedenen Arten von Exponenten 
darthun.

Wenn man eine geometrische Reihe nimmt, deren erstes 
Glied 1, das zweyte aber irgend eine Größe x ist, und unter 
die Glieder ihre Exponenten schreibt: so bilden diese eine 
«rirhmetischc Reihe.

Geometr. Progr. r, x, x*,  x3, x4, xf, x^, x?, rc. 
Arithmet. Progr. o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, rr.

Setz! man die geometrische Reihe jenseit 1, und die arithme
tische jenseit o fort: so werden die Glieder der arithmetischen 
Reihe die Exponenten der Glieder der geometrischen. Also

ist — 1 der Exponent von — 2 der Exponent von—,rc.
x x*'

Geometr. Progr. x, i, —,
1 1~Z t I

rc.X x1 xJ X*'

Arithmet. Progr. 1, 0, — i, --2,-3,--4/ rc.
Führt
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Führt man aber ein neues Glied in die geometrische Pro- 
gresson ein, so muß man, um feinen Exponenten zu Habers 
ein ähnliches in die arithmetische Reihe bringen.

L 5 5
Also hat V"x zum Exponenten f; V"x, f;

*777/ - <; y-/ ~ 4; ^7/ — i; rc. dergestalt,daß

dieft Ausdrücke V*x  und x^; V*x  unb x^; <x4 und x?; 

1—3

1. Daß

•7— und x r, rc. einander ganz gleichbedeutend sind, 
yx$

Geometrische Progressionen.
3 3 555 5

fr, <x, x; 1, V"x, /* x», x; 1, v x, v x», V"x3, y*x*.

Arithmetische Progressionen.

O/ 1 > 0, |, f, i J o, f, |,

Geometrische Progressionen.

1 r j __i____ i_  2.. _£ _L_ 1
x' V*X 3' X« ’ x' r / r / xa ’ xi' Vx7' x4Vx4 Vxf

— r, — z, —2; —I, -t, -f, 2; —3, —-4

Es erhellet hieraus, daß man eben so, als /x das mitt
lere geometrische Proportional-Glied zwischen r und x ist, 
^uch in i das mittlere arithmetische Proportional-Glied zwi- 

. 3
scheu o und 1 hat; und auf ähnliche Art sind v x und f mitt
lere Proportional-Glieder, jenes ein geometrisches, dieses 
ein arithmetisches, und die ersten von den beyden, die zwi
schen 1 und x und o und 1 liegen; u. s. w. Es folgt demnach 
aus der Natur dieser beyden Progressionen:
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1. Daß die Summe der Exponenten jeder zweyer Glie
der der geometrischen Progress oh der Exponent des Produkts 
-aus diesen beyden Gliedern ist. Also ist x=*+  * oder x? das 
Produkt aus x3 in x4, und x^^i oder x^ das Produkt 

aus x$ in ^3, und x~ i’H oder x ?? das Produkt aüS 

x 3 in xv k. Eben so ist x*  oder x^ das Produkt 

aus x3 in sich selbst, oder das Quadrat von x?; x*+*+*  
oder x<s das Produkt aus x» in x» in xr, oder der Cubus 

von und x*~3^-i  — i — 3 oder x-^ die viertePo- 

teftät von x—3 u s f. Auf diese Art erhellet, daß daS 
Doppelte, das Dreyfache, das Vierfache u. s. f. eines Glie
des der geometrischen Reihe der Exponent des Quadrats, 
der Cuvus u. s. w. dieses Gliedes ist; und es ist folglich auch 
die Hälfte, das Drittel u. s. f. eines jeden Gliedes der geö- 
metrischen Reihe der Exponent der Quadrat- der Cudikwur- 
zel u. f. f. von diesem Gliede.

L. Daß die Differenz der Exponenten jeder zweyer Glie
der der geometrischen Progressionen der Exponent des Quo
tienten dieser Glieder ist. Also ist x»"^ = x^ der Ex

ponent des Quotienten x» durch xf, und x—f — 5 = x— & 

der Exponent des Quotienten x"~ f durch Man sieht 

daraus, daß es gleichviel ist, ob man x—3 durch x""*  muls 

tiplitirt, oder durch x» dividirt. Eben so verhalt es sich in 
den übrigen Fällen. Dies vorausgesetzt kann der ExpoNent 
entweder eine ganze Zahl ofer ein Bruch seyn. Ist das erste 
und der Exponent außerdem positiv, so ist das Differenzial 
von x*  = axdx, das von x$ = g x^dx, das von x4 = 
4 x 3 d xz k. Denn da. das Quadrat von x nicht anders als 

da- 



320 Anmerkungen und Zusahe zum ersten Theile.

das Produkt von x in x ist: so ist sein Differenzial xdx t 
xdx = 2xdx. Eben so ist der Cubus von x ein Produkt 
x in x in x, und also sein Differenzial xxdx t xxdx t 
xxdx. Da es sich auf eben die Art mit allen übrigen Pote- 
stäten verhält, so folgt, daß für den Fall, wenn m eine 
ganze Zahl bedeutet, das Differenzial von xm = mxm-idx 
sey-

Wenn der Exponent eine negative Zahl ist: so findet 
_ _ T — mxm-Idx

man das Differenzral von x-m oder ~ — ——------=

— mx* m-Idx,

Ist hingegen der Exponent ein Bruch, oder die Pote, 
n m m

(tat von der Form <x1», oder xn, wo — jeden Bruch be

deutet: so setze man xn = z, wodurch man xm — Z” erhält. 
Nach der Regel des ersten Falls ist hier mxm-idx =s

m xm'"1 d x m----- 1
nz“-Idz, UNd also dz ö  ----- —— = —xn <' ' nzn_I n dx oder

m

~dxV*x m*n, indem man für nzn-x seinen Werth nx «
n

setzt. Wenn der Exponent negativ ist: so findet man daS

m

m

I n
Differenzial von x » oder m

m

dx. Hieraus fließt

Die
i •
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Die vierte Regel

für alle Arren Der Potenten,

Das Differenzial einer jeden Potestat einer verändekku 

chen Größe wird gefunden, wenn man den Exponenten der 
Poteftät um 1 vermindert, und dieselbe darauf durch den 

unvetmiadetten Exponenten und das Ltfferenzlal der Wur

zel multiplicier.

Läßt man daher m jede Zahl, sie mag ganz oder gebro
chen, positiv oder negativ seyn, und x jede veränderliche 
Größe bedeuten: so ist das Differenzial von x111 allemal =s 
M xm*1 d X.

Exempel.

Das Differenzial des Cubus von ay -- xx oder von 
(ay — xx 3 ist 3(ay — xx)2 (ady — sxdx) g za^y^dy

— 6a3x2ydy gax4dy — 6asy3xdx f I2ayx3dx
— 6x5 dx.

Das Differenzial von V"(xy f yy) oder von (xy f yy)5

ist LOy t yy)—* (ydx f xdy 12ydy) opec— 
2V (xx t yy)

Das Differenzial vott V*(a4  f axyy) oder von

(a*  t axyy)s ist S(a4 f axyy) 2(ayydx f LÄxyäy)
ayydx f aaxydy

£V"(a4 f axyy) *

Das Differenzial von V"(ax t xx) oder von (ax f xx)?

ist f(ax t xx) 3 (adx t 2xdx) oder —------------------ .
3<kax t xx)»

Eulers Diff. löschn. 2. Th. 1. Abrh. L Das
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Das Differenzial von V~(ax f xx f V~(a4 * axyy)' obec

von (Kx f XX tV"(a41 axyy))5, ist1(axfxxrV a4+axyy))“^

(adxf2xdxf
ayydxt^axvdy 
_____—oder 
2V (a4f axyy)

______ adx -f 2xdx
2V"(axtxxtV~ (a^faxyy);

t ayydx f 2 axydy
2V"(a4 f axyy)2V"(V ax f xx f V"(a4 f axyy))‘

3
Das Differenzial von ist nach dieser Re-

<(xy t yy)

gel und nach der Regel von den Brüchen --2 —-------—— x

3V*(ax t xx)» 
_z , . —ydx — xdy—2ydy 3

<(xy f yy) x---------—----- - ------— x <(ax t xx).
2V (xy t yy) ' '

Die hierzu gehörige Anmerkung ist folgende:
Dieser Artikel hat eine Menge von Erläuterungen nö

thig, welche sich auf nachstehende Fragen zurückführen lassen.

Erste Frage: Wie kann man sagen, daß — 1 der Ex

ponent von sey?

1
Antwort. x-i = —. Dennesistx-r.xr —x2-r-^:x;

X

folglich x das Produkt aus x2 in X-I; folglich ~ — x-r, 

weil die Division des Produkts durch den Mulriplicandus 

zum Quotienten den Multiplicator giebt. Nun ist aber 

— ; folglich x-r = —, und überhaupt jede Potestät
X 2 X X

mit einem ganzen negativen Exponenten nichts anders als 
die Einheit durch dieselbe Dignitär mir einem positiven Ex- 

ponenten divtdirt. Demnach ist x-*  = —; x-s = rc.
X» X3

Zweyte
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Zweyte Lrage. Hat man Recht zu behaupten, daß der
2

Exponent von <x, f sey?

Antwort. Ja; hier ist der Beweis davon. V"x = x^; 

aber x^ hat zum Exponenten f, also ist auch der Exponent

2
von <x, i. Es kommt demnach darauf an, daß gezeigt 

werde, /x sey x^, welches aber nicht schwer ist. Man 

kann es auf folgende Art thun.

x^x5= x® = xi ■— x; folglich ist die Qua

dratwurzel aus x. Aber V".x ist auch die Quadratwurzel 
2 *

aus x, folglich V"x — x*  und überhaupt jede Potestat mit 

einem gebrochenen Exponenten nichts anders als die Wurzel 
einer Potestät, deren Exponent der Zahler des Bruchs, 
der Nenner aber der Exponent der Wurzel ist. Es ist daher 
3 1 s 4 .
Vx1 = x3; yx4 = xs.

Dritte Arage. Wie kann man ausdrucken?

V" x3
1 __j

Antwort. ——*■  = x 2. Hier ist der Beweis. 
^x3

V"x3 = x= (2te Fr.) also -7—-= -5. Aber x— 2 
V~ x3 x2 X2

(nach der ersten Frage). Folglich ist = x““2; «n&
V*  X3

X^ V" X?
X 2 Vierte
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Pierre Frage. Ist es wahr, daß l, <x, x in einer 
geometrischen Reihe stehen?

L 2
Amvorr. Es ist offenbar i:/x = /x;x, Denn

2 2 2
i mx = x, und /* x.<X — X. Also sind i, <x, x in einer 
geometrischen Progression.

? 3
Busay. i. i, <x, v xx, x sind in einer geometrischen 

Progression. Denn es ist i: x? = xl: x^; weil i « x^ 

c= X?, und x3. xs = x3. Ferner ist auch xf: xi=xf: x1; 

denn es ist x s". x = x1 "3=xt, unb xf. xt := x* : folglich 

stehen i, x\ xf, x, oder i, <x, v xx, x in einer geome
trischen Progression.

Was ihre Exponenten betrifft, nemlich o, |, tz, r : so 

stehen dieselben m einer arichmetischen Progression; weil die 
Summe der beyden äußern der Summe der beyden mittlern 
gleich ist. Aus eben dem Grunde machen auch f, f, j, 1 
eine arithmetische Progression.

<5 55
Zusatz. 2. Eben das gilt von 1, <x, <x», <x3, <x«, 

x, oder 1, xv, xf, xf, xf, x, und den Exponenten 0, f, f, 

d, Ie

fünfte Frage. Sind —, — in einer geome-
X Vx$ X

trischen Progression?

Antwort. *,  x“ 2, x.~~ 2 sind in einer geometri
schen Progression. Denn es ist x-I.x”» --- x-r; und

— 1 —1 _ 5
X a.X 3 =; x

Daß
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Daß — 1, — 1, — 2 in einer arithmetischen P rogres
sion stehen, fallt in die Augen. Eben so verhält es sich nun 
aber auch mit den übrigen vom V. angeführten Beyspielen.

Sechste Frage. Wie laßt sichs beweisen, daß 2xdx 

das Differenzial von x2 sey?

Antwort, xx ist das Produkt von x in x. Das Dif- 
fcrenzial eines Produkts zweyer Größen ist aber das Diffe

renzial der ersten Größe mit der andern, nebst dem Diffe- 

renziale der andern Größe mit der ersten Größe mu'tpkicirt. 
Also ist das Differenzial von x2 = xdx f xdx = 2xdx. 
(ste Aumerk.)

Durch eben diese Anmerkung beweiset man, daß das 

Differenzial von x*  = zx^dx, das vonx4 = ,|x3dx, und 
überhaupt das Differenzial von xm, m mag eine Zahl be
deuten, was für eine es will, mxm-idx sey.

Siebente Frage. Wie beweiset man, daß — mx-m-Idx 

—- mxm~1d x .

Antwort. Man multrplicire Zähler und Nenner des 

letzten Bruchs durch x* 1". Auf ähnliche Art läßt sich zei
gen, daß

am n

m

Achte Frage. Welches ist das Differenzial des Eubus 

von ay — xx?

Antwort. Das verlangte Differenzial ist zs3yady -*  

6a2x3ydy f 3ax4dy — 6a2y*xdx  f I2ayx3dx —

R 3 6xf dx, 
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6xrdx, weil der Cubus von ay — xx = a3y 3 — 3a2y2x2 

t 3ayx4 — x<> ist. Denn das Differenzial von a3y3 jst 

3a^yydy, das von — 3 a2y2x2 aber —6a2x2ydy — 
6a2y2xdx, das VON 3ayx4 jst gax4dy f 12 ayx3dx, 
und das von —x<> endlich — öx^dx. Folglich ist das an
geführte Differenzial auch das wahre Differenzial von dem 
Cubus von ay — XX. (Auf ähnliche Act werden in dem 

Mcste der A- mrrkung die übrigen vom M. de FHopltal er
klärten Beyspiele erläutert.)

A n m e r k u n g.

8- Es ist hierbcn zu bemerken, daß bey der Aufsuchung 
der Differenzialibn, fe.ald eine Größe x wachsend angenom
men wurde, eben das mit den übrigen y, z, rc. geschah, d. h. 
daß wenn x in x f dx verwandelt wurde, auch y und z' jenes 

in y t dy, dieses in i f dz üdergieng. Wenn daher von den da

seyenden verändirlschen Größen einigt abn hnien, indem die 

andern Wnchmen: so muß man ihre Differenziaüen in Nerglei- 
chung mit denen der wachsenden Größen als negativ betrach
ten, und folglich die Zeichen derselben verändern. Laßt man 

daher y und z abnehmen, wenn x wachst, d. h. läßt man y in 
y — dy, und z in z — dz übergehen, wenn man x t dx für X 
setzt; und will man dabey das Differenzial des Produkts xyz 
haben: so muß man in dem Drsserenzial-Ausdrucke xy dz f 

xzdy f yzdx (5) die Zeichen der Gireder verändern, wo
rinn sich dy und dz befinden. Dies giebt für das gesuchte 

Dlfferc zial yzdx — xydz — xzdy.

Zergliedert mgn nun zum andern (S. 303. Z. 6. von un
ten) die transcendenten Funktionen, so hat man an dem ge
genwärtigen Orte, wo noch n'.chts weiter als die beyden 
ersten Theile der allgemeinen Mathematik und die Einleitung 

in
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in die Analysis des Unendlichen vorausgesetzt werden kann- 
keine transcendenten Größen als

1. die logarithmischen Größen,
2. die Exponential - Größen,
3. die transcendenten Größen, die aus dem Kreise ent

springen, und
4. diejenigen, welche sich aus diesen durch die Umkehrung 

ergeben.
Was besonders

1. die logarithmischen Größen betrifft, so sind dieselben
entweder

a. einfache logarithmische Größen, nemlich
«. Logarithmen veränderlicher Größen im einge

schränkten Sinne,
ß, Logarithmen von Funktionen veränderlicher Grö

ßen : oder
b. zusammengesetzte, d. h.

<*.  Logarithmen von Produkten und Quotienten'ver
änderlicher Größen

ß. Funktionen, welche aus algebraischen und loga
rithmischen Größen bestehen.

2. Die Exponential-Größen sind entweder,
a. solche, bey denen bloß der Exponent, oder
b. solche, bey denen auch die Größe veränderlich, oder 

endlich
«. solche, bey denen der Exponent eine Exponential- 

Größe ist.
3. Die Formen der transcendenten Größen, welche aus dem

Kreise entspringen, sind
a A. sin.x
b. A. cos. x
c. A < tang. x

d. AA 4



J28 Anmerkungen und Zusätze zum ersten Theile.

d. A.cöt. x

e. A. fec. x

f. A. cosec. x
g A.sin. verfx

4. Die transcendenten Größen endlich, welche sich aus die

sem durch die Umkchrung ergeben,, sind
a fin x

b cos. x

c. tang x 

dv cot. x 

e sep. x.

£ cossc. x

g. fin. ver£ x

Man vergleiche hiermit den Abriß des sechsten Capitels im 
ersten Theile, S. 393 — 395*

Auch bis hierher ist also die Ordnung, in welcher die 

Elemente der Differenzial ■- Rechnnng gefunden und gestellt 
werden müssen, so leicht und natürlich, daß sie gan^ und gar 

nicht verfehlt werden kann. Gleichwohl ist diese Ordnung 
m den übrigen Theilen der Mathematik oft dasjenige, waS 

die meiste Mühe verursacht, wie unter andern Hr.Gchuly irr 
seinen Anfangsgründen der reinen Mathesis,Königsberg,179c, 
in der Vorrede, S. 3, bezeuget. Aber vielleicht ist die Er- 
finduug der Differenzialien dafür mir desto größeren Schwies 

rigkeiten verbunden? Wir wollen sehen.
Am von den algebraisiÄen Funktionen anzufangen, so 

hat die Erfindung der Differenzialien der einfachen algebrai
schen Funktionen für denjenigen sicher keine Schwierigkeit, 
der in der Verwandlung der Ausdrücke dieser Funktionen 
die erforderliche Fertigkeit besitzt. Was die zusammenge

setzten betrifft, so darf man nur, wenn man die einfachen 
Größen, welche hie Funktion gysmache«, die Theile der 

Funk
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Funktionen nennt, jedesmal das Drfferenzial eines jeden 
Theils der gegebenen Funktion auf die Art suchen, als wenn 
nur dieser Theil veränderlich und die übrigen alle beständige 

Größen waren, und darauf alle gefundenen Differeuzialien 

zu einer Summe vereinigen. Da ferner diese Regel auch 
bey den transcendenten Funktionen anwendbar ist, so kommt 
es bey den transcendenten Funktionen ebenfals vorzüglich auf 
die einfachen Fälle an. Wer sich aber in Ansehung der Art 
wie die Differenzialien davon gefunden werden, an dasjeni

ge erinnert, was im- ersten Theile im sechsten Capitel fteht> 
wird dadurch überzeugt werden, daß das Wichtigste in einen) 
geschickten Gebrauche der Elementar- oder der niedern allge

meinen Mathematik bestehe.

Hieraus erhellen einige Mittel, sich die Erlernung der 
Differenzial Rechnung zu erleichtern. Das erste besteht darin, 
daß man sich so früh als möglich, und gleich nach der S- 304. 
gedachten allgemeinen Regel, von der Richtigkeit der vorhin 
angeführten, nicht durch Abstraction, sondern aus der Natur 

der Drfferenzial-Rechnung selbst überzeuge. Dies Mittel 
steht in eines jeden Gewalt, zu dem folgenden wäre Ueber- 

emstimmung unter den Mathematikern erforderlich. Es 
würde nemlich hie Erlernung und der Gebrauch der Diffes 
renzial - Rechnung dadurch viel bequemer werden, wenn man 

durchaus statt der Wurzelzeichen die gebrochenen Exponenten, 
und statt der Divisor -Dignstaren die Petestaten mit nega

tiven Exponenten brauchen wollte. Außerdem laßt sich auch 
manche von den gewöhnlichen, AuslösiMM sehr abkürzen. 
Soll z, B. das Differenziai des Logarithmen von x gefunden 
werden: so ist die ganze Auflösung dieser Aufgabe folgende.

4»lx ra l(x t dx) — lx == i(i t —) = t?

K K denn
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denn cs fließt ja aus der Definition des Logarithmen, daß 

l(r t -A) = -- sey. Um ferner das Differenzial des sinus 
X X

von x zu finden, darf man nur

d.siti.x=sin. (xfdx)—fin x = sin.x.cosidx + cof.x. sin dx

— sin. x

setzen, und sich daran erinnern, daß cof dx = i, und sin. dx 
= d x sey, um hieraus sogleich d. sin.x = cof. x. d x zu 
finden. Den Umstand, daß man hier cof. dx = i, aber 
sin dx = dx, und nicht == o, setzt, werde ich nachher be

nutzen.

Bey Aufgaben von solcher Wichtigkeit und Brauchbar
keit, als den Aufgaben von der Erfindung derDifferenzialien 
zukommt, ist sehr viel daran gelegen, daß man sich die Resultate 
dersc.den leicht und geläufig einprage. Bleibt man bey den 

einfachen Funktionen stehen, so sind die Resultate der Auf- 

gabkr des ersten Hauptabschnitts der Differenzial-Rechnung 

folgende.

i. "Von Den algebraischen Funktionen.

d. x11 — n x11 ~1 d x =5

d. x-n = — nx-n-Idx =

nxu-idx

— n dx 

xn+i

d.xn=:nxi:~
n-—m

—x 111 dx =s 
m

n
—<x»-mdxm

n —n—in

d. x m —--------x m dx—-
m

— n dx
in 

m xV~ xn

d.yz = zdy f y da;

2. Von
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d.tang x

d. fec. x

d. cosec.x

Will man sich die Differenzialien, die unter die Form 
nx”-Tdx gehören, durch Wurzelzeichen ausgedruckt, geläu
fig machen, so setze man zu den obigen noch

2. Von Den transcendenten Funktionen.
ä x

1) den logarithmischen Größen: d.lx =■—,

2) den Exponential- Größen,.

d, ax axdxla; d.yx = y x d x 1 y 's xyx*idy;

d.$e = ee exdx.

3) den transcendenten Größen, die aus dem Kreise ent
springen, ■ ■ ■

d.A.sinx = ———------- ; d.A.cofx ~;
«1 — xx)’ <(1 —xx)’

, . dx — dx
d. A.tangx —---------------------: d.A.cot.x=------------------- :

1 t xx 1 f xx

dx . . — dx
d.A.fec.x = —7-.------------:; d.A.cosec.x=

xy v,xx—1) xy (xx—1)
„ dx

d.A. sin. vers. x = —-----------------.'
V <2x — xx)

4) den transcendenten Großen, die sich aus der Umkeh-
rung der vorhergehenden ergeben,

d.fin.x = dx.cos.x; d.cof.x = — d«. Gn. x
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n n n
n-\T xn_ 1 nV~ xn* i

tL x n q= d. —f ------ -x n dx =--------- - =a ------- .
n n n n
V" x nV~ xnt1 nx/"x

Dann unterscheide man Potestäten-Exponenten und Wur

zel-Exponenten; desgleichen Multiplicator - und Divisor- 
Dignitäten, wovon jene einen positiven, diese einen negativen 
Exponenten haben, und fttze den Wurzel-Exponenten derDig- 
niräten, woraus keine Wurzel gezogen, sondern die selbst 

genommen werden sollen, so wie er es in der That ist, = r. 
Dieses vorausgesetzt, besteht das Differenzier! einer jeden 

Potcstat aus drey Faktoren,
1. aus dem Differenziale der Wurzel,
2. aus einer veränderlichen Größe, und

z. aus einer beständigen Größe.

Rr. i. bietet sich in jedem Falle von selbst dar; Nr. z. ist ein 
Bruch, dessen Zahler der Potestäten-Exponent, der Nenner 
aber der Wurzel- Exponent ist; außerdem aber ist dieser 

Bruch positiv bey den Multiplicator- und negativ bey den 
Divisor-Digniräten. Da dieses sehr leicht gemerkt werden 
kann, so kommt es vorzüglich auf die in dem Differenziale 
enthaltene veränderliche Größe an. Den Fall, wenn die ge- 

j
gebene Potestat die Form xn hat, ausgenommen, so gehört 
die veränderliche Größe in dem Differenziale zu eben der 
Art, zu welcher die gegebene Potestat gehört, d. h. sie ist mit 
dieser entweder eine Multiplicator- oder eine Divisor-Po
testat, Außerdem darf man nur bemerken, daß das Wurzel
zeichen heybehalteu, und der Exponent der gegebenen Digni- 

tat im ersten Falle um den Wurzel-Exponenten vermindert.
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im andern um denselben vermehrt werde. Die Veränderung,

, T dx — dx
welche der Fall d.x " = d.~ = ^-------- = —ent-

V" x nV*  xn+i nx/" x
hält, bietet sich dabey von selbst dar, und eben so fällt der 

dx In
Grund in die Augen-, warum man------------ statt —<xi-«d1x

n- _ nn y xn_I 

schreibt.

Vorausgesetzt also, daß nicht etwa der Beweis der all- 

gemeinen Regeln, nach welchen man bey der Erfindung der 
Differenzialien zu verfahren angewiesen wird, Anstoß verur
sache; in welchem Falle ich auf dasjenige verweise, was ich 
beym ersten Theile in den Anmerkungen und Zusätzen und 
in der Vorrede gesagt habe: so ist bisher noch alles so leicht, 
daß man sehr unrecht thut, wenn man die Differenzial- 

Rechnung als schwer betrachtet. Selbst wenn man die zwey
ten und folgenden Differenzialien aufsuchen will, hat matt 
außer dem Bisherigen nichts weiter nöthig, indem bey den 
gemeinen Funktionen die Differenzialien der Grundgröße als 
beständige Größen betrachtet werden müssen-.

Ich lasse es hierbey bewenden, weil derjenige, der die 
Erfindung der Differenzialien der gemeinen entwickelten, al
gebraischen sowohl als transcendenten, Funktionen nicht mehr 
schwer findet, bey den übrigen Capiteln der Diffecenzial- 

Rechnung, wenn er sie nach einer Eulerischen Anleitung stu- 
dirt, gewiß eben so wenig Schwierigkeit antreffen wird. 
Gern entwickelte ich freylich die Regeln zur Erfindung der 

Differenzialien aus dem S. 300. mitgctheilten Begriffe der 

trünscendenten Mathematik undcher daraus fließenden Erklä- 
ruilg der Differenzial-Rechnung; allein da über diese Re- 

LulersDiff. Rechn 2. Th. i, Abth. A geln
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geln beym ersten Theile schon so viel gesagt worden ist, -aß 

eine strengere Entwickelung nicht schlechthin nothwendig ist: 
so wende ich mich zu dem gegenwärtigen zweyten Theile 
der Eulerischen Anleitung zur Differenzier - Rechnung. 
Ich will zuvörderst den Inhalt tabellarisch hersetzen, so 
wie ich solches auch bey dem ersten Theile gethan habe, 
und darauf, wo es nöthig ist Erläuterungen, und zuletzt die 
vornehmsten Anwendungen der Differenzial - Rechnung auf 
die Geometrie hinzufügen.

Inhalt
des

zweyten Theils.

Inhalt des ersten Capitels.
Von der Umformung der Reihen.

i. 325 orerinnerung, §. i.
s. Verwandlung der Reihen:

ax f ox2 «j. cx3 dx*  f ex5 f re.

ax — bx2 *p  cx3 — dx*  f ex5 — re. §. 2118»

a) durch die Substitution x — y
i t y

§. 2 #11.

«. Verwandlung der Reihen: ax f bx» f cx? f dx4

f 2C., 2; 6.
aa. Verwandlung selbst, §. 2. 3.
bb. Gebrauch des Gefundenen zur Erfindung der 

Summen gegebener Reihen, §.4,6.
stet, ohne
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«-L. ohne Ende fortlaufender, §.4.

ßß. begrenzter, §, 5. 6.
ß, Verwandlung Per Reche: ax — bx^ f cx3 — dx4 

t iC., §. 7< n. • <
aa. Verwandlung selbst, §. 7.
bb. Gebrauch des Gefundenen, insbesondere, wenn

x — i ist, §.8-n. t

zur Erfindung der Summen, §. 8 -10.
ßß. zur Erfindung stärker convergirender Reihen, 

§. ii.
b) durch die Substitution x = y(i — y), §. 12.13.
c) durch die Substitution X = y(i ny)", §. 14.
d) durch solche Substitutionen, daß die Summe der ge

fundenen Reihe irrational wird, §. 15.

«. allgemein, §. 15.
ß. besondere Fälle, §. 16. 17.

e. wenn für x transcendente Funktionen von y gesetzt wer

den, §. 18.

Inhalt des zweyten Capitels.
Von der Erfindung sümmirbarer Leihen.

1. Von der Erfindung sümmirbarer Reihen aus Reihen, 
deren Summe bekannt ist, vermittelst der Dlfferenziation, 
überhaupt, §. 19.

2. Besondere Fälle, §. 20.

a. Von der Erfindung sümmirbarer Reihen aus = 

lfxfx»fx3 fx4fx< f 1C., §. 2O - 22." 
durch die Differenziation und die Division des Ge

fundenen durch das Differenzial dx,.§.20.
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ß, durch eben diese Mittel, trenn die gegebene Reihe 
zuvor durch irgend eine Poteftät von x multiplicirt 

worden, §.21.
y. Anwendung dieser Methode auf Reihen von einer 

bestimmten Anzahl von Gliedern, §. 22.
b. Von der Erfindung summirbarer Reihen aus gegebenen 

wiederkehrenden Reihen, §. 23.
Von der Erfindung summirbarer Reihen aus S = ax 

t bxa. cx3 f dx4 f exf f re., §. 24. und zwar 
solcher

»i. wo die Glieder dieser Reihe durch die Glieder 
einer arithmetischen Reihe multiplicirt werden, §.24.

ßt wo. diese Glieder durch die Glieder einer Reihe der 
zweyten Ordnung multiplicirt werden, §.25.

y. wo dieselben durch die Glieder einer Reihe von irgend 
einer Ordnung multiplicirt werden, §.26- 28.

d. Von der Erfindung starker conoergir-ender Reihen, §. 

28 - Zt.

c. V.W der Ecßndung summirbarer Reihen aus S.=s — 
afx

f re., §.32;29. dtx 1
f. Pon cher Erfindung summirbarer Reihen ygs einigen 

andern in der Einleitung in die Analysis des Unendlis 
chen gefundenen Reihen, §.40*43.

""1 1----------- -—— ------- . ' ■ . -------- -- ----- - “T“T

Inhalt des, dritten Capitels.
Von der Erfindung der Differenzen, 

x. Von der Erfindung der Differenzen, §.44^53.
r. die ersten Differenzen, §.44*  5 r.

allge»
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». allgemeine Formel dazu, §.44-49.
ß.. Bestätigung derselben an Beyspielen, §. 50. 51.

b. Von der Erfindung der zweyten und folgenden Diffe

renzen, §.52-53.
2. Gebrauch dieser Theorie in der Lehre von den Reihen, 

§. 54 - 69.

Inhalt des vierten Capitels.
Von der Verwandlung. der Funktionen in Reihen.

1. Vorersnnerungen, §. 70. 71.

2. Verwandlung der Funktionen in Reihen, §. 72 # 102.

a. Verwandlung der Funktion x«, §. 72.
«. Verwandlung dieser Funktion in Reihen, §.72-75, 

a Gebrauch dieser Reihen, §.76.
7. Erweiterung des vorhergehenden auf alle algebrai

sche Funktionen von x, §. 77,
0. Verwandlung der transcendenten Funktioyen, §.78-102^ 

«. Verwandlung der Funktion y == lx, §. 78 - 80. 

ß. Verwandlung der Funktion y = a«, §. 8l. 82.
7. Verwandlung der Fuuktion y = A.sm.x, §. 8z.84- 

Verwandlung der Funktion y = A.cos.x, §.85.
s. Verwandlung der Funktion y = A. tang. X, §. 86 87» 
£. Verwandlung der Funktion y = A . cot.x, §.88.
■9. Folgen aus dem Bisherigen, wenn für x und «. be

stimmte Werthe gesetzt werden, §.89.
<9-, Verwandlung der Funktion y ap sin.x, §.95 -97. 

«. Verwandlung der Funktion y = tang. x, §.98.
Verwandlung der Funktion y lün, x, §.99. 
Verwandlung Ker Funktion y = a. isin. x, §. 100.
VeyWandsUNg dep ZWktion y.--- etßn.nx, §.101.102.



338 Anmerkungen und Zusätze Zum zweyten Theile.

Inhalt des 5ten bis ?ten Capitels.
Von der Erfindung der Summen der Reihen aus

dem allgemeinen Gliede.

jt. Vorerinmrung, Z. 103. 1
2. Bon. ut ."irndung v>e Summen der Reihen aus dem 

allgem i.en Gliede, §. 104-
a. Von KiS iFrsiirdukg ^er Kummen der Reihen, deren

außen, eures GU- - ay'*  t b> ■ f cxy f rc. ist, wenn 

«4, ß> 7, rc. ganze posino. 3 hlen bedeuten, §. 104.
b. Von d;r Erfindung der Sru.'merr der Reihen, deren

allgemeines Glied irgend einer Funktion von dem An
zeiger X jst, §. 105.

Vermittelst der Formel: S-~ = y — A f S-d—
2 äx2

aa. Beweis dieser Formel, und Bestimmung der Fälle, 
wo sie gcbraüD werden sann, 103. rö6l

bb. Anwendung derselben auf einige einzelne Falle, 
§107. 108.

§. 130, wo z irgend eine Funktion des Anzeigers 
x vorstellt, §. 109.

aa. Teweis dseser Formel, §.109? 130.
bb. Gebr,.! h derselben, w,enn 2 eine ganze rationale 

Funktion von x ist^ nebst underweitigen. Vemer- 
kungm darüber, 131^139.
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cc. Gebrauch d.rfi l^en, wenn z irgend eine andere 
Funinon von x ist, im sechsten und siebenten 

Capitel.
««.. dknn das Integra! fzdx gefunden und die

, dz ddz d'3z
Difiere nullen --- -—, ,rc. bequem ge-

dx dx2 dx?

noq auegedruck: werden können, im sechsten 

Capitel.
ßß. Wenn dieser Fall nicht statt findet, im sieben

ten Capitel.

So viel zur allgemeinen Uebersicht, die genauere Dar
stellung des vom Verfasser genommenen Ganges soll, da 
dieselbe nicht fügüch tabellarisch gegeben werden kann, nach

her folgen.

Inhalt des achten Capitels.
Von dem Rußen der Differenzial-Rechnung bey 

Formirung der Reihen.

1. Kurze Wiederholung dessen, was sonst fchtzn über die For-

miru.ig der Reihen gesagt worden ist, §. 198.199.
2. Gebrauch der Lifferenzial-Rechnung dabey, §. 200.

a. Be.y der Entwickelung der Formel: $ = (At BxtCxx)n,
§. 200. 2O£.

b. Bey der Entwickelung der Formel:

s =: (A t Bx t Cx2 f Dx3 t Ex4 f
§. 202 r 204.

». allgemein, §. 202. > v '
ß- wenn n ein ganze positive Zahl, §. 203,

y. wenn n eine negative Zahl ist, §. 204,
D 4 c. Bey
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c. Den der Entwicklung der Formel:
, A f fc 4 .6x2 f Dx? 4 2C,

S w- *■-'■■■  ■— • -'   ------------- -------—————---------- —---------
(<*  4 i3x t yx2 4 4 ek4 4 2c,)nr y’ 3*"

d. Bey der Entwickelung der Formel:
(A t Bx t .0x2 f Dx3 f ?c.)m

(«41 Lx t yx'2 f o x 3 -f Lx'4 4 »c.)^ '

Z. Erweiterung der Lehre von der Umformung der Reihen, 

§. 209.
a. Verwandlung der Reihe A s Bx t Cx» 4 Dx3 4 Ex*

t rc.
A , Bx Ex 2 Dx3

6t in '*"1 '*” *t* , 1 —r~ t — • 11 4 — 4 >(*
'tt-tßx. (*ißx)2  (« t/3x)3 («t ,<3x)4 1

§. 209. 210.
N 4 Bx - x ?["x4tS"x?

ß trt —----------------t------------------—— 1  ---------- —------ —
a. 4 ßx 4 yx3 (<e t/3xfyx2)s (ä f ßx 4 S'X* 1) 3
4 rc., §.210-212.

. ~v Ä , A'x , A"xr 
n- »n —— 4 ■ ■" ■ - 4------------------------------------.

afßx1 («tßxy*'tß'x)  1 (*f^x)(* ,f/3,x)(6e',t/3‘/x) 

t rc., §.213.
7. Anwendung dieser Verwandlung auf dreytheilige Fak

toren, §. 214. 215.
aa. allgemein, §. 214. /
bb. wenn x == — 1 ist, §. 215.

b. Verwandlung der Reihe: i(i t «xf/3x3f yx3f^x4fif.) 
in Ax 4 Vx'^r 4 Ex 3 4 Dx4 4 rc., §. 216.

c. Verwandlung der Reihe:
in i 4 Ax 4 Bx2 4 Cx^ 4 Dx4 4 Ex5 4 2c., §. 217.

s "y. Verwandlung der Reihe lln^«x 4 ,sxr 4 ^x 3 4 ^44 rc.) 
in Ax 4 Bxr 4 Cx3 4 Dx4 4 ;c., §.218.218.

«. Verwandlung von s = cos.x, nebst den daraus fiies- 
senden Ausdrücken für andere trigonometrische Linien, 

H. 220; 226.
Inhalt
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Inhalt des neunten Capitels.
Vom Nutzen der Differenzial - Rechnung bey der 

Auflösung der Gleichungen.

r. Vorbereitung, §. 227 - 229.
2. Vom Nutzen der Differenzial-Rechnung bey der AuflL- ,

fang der algebraischen Gleichungen, §. 2301241.

a, Erste Anwendung der Differenzial - Rechnung bey detz 
Erfindung der Wurzeln, §. 230. 23 r.

». gegebener reiner Gleichungen, §.230.
y. ieder gegebener Gleichung, §. 231.

Ä. Weitere Entwickelung Und Vervollkommnung dieser Mes 
thode, §.232,241.

i». Zweckmäßige allgemeine Formel zur Erfindung der 
Wurzeln der Gleichungen, §.232,235.

ß. Gebrauch dieser Formel, §. 236.
aa. bey der Ausziehung der Wurzeln aus gegebenen

Zahlen, §. 236.
*«. allgemeine Anleitung dazu , §. 236. 237.
ßß. Beyspiele, §.238.
yy. Verkürzungen des beschriebenen Geschäftes, 

§.239. 246.X
bb. bey der ErfiyduMcher Wurzeln der algebraischen 

Gleichungen überhaupt-§. 241.

3. Vom Nutzen der Differenzial - Rechnung bey der Auflö
sung der transcendenten Gleichungen, §. 242.24z.

a. Der logarithmischen, §. 242.
b, der Exponential-Gleichungen, §, 243.

4. VM
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4. Dom Nutzen der Differenzial Rechnung bey der Auflö

sung solcher Gleichungen, von deren Wurzeln ein gc; 

wisscs Verhältniß bekannt ist, §.244-249.
a. Wenü die Wurzeln der gegebenem Gleichung um eine 

gewisse Größe unterschieden sind, §. 244.
b. Wenn die gegebene Gleichung mehrere gleiche Wurzeln

hat, §,.'245.
«. Wenn sie deren zwey hat, §. 245. 246. 

ß. Wenn sie deren drey hat, §. 274. 248 
y. Wenn sie deren vier hüt, §. 249.







ROTANOX

2014



1


