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Prooemium.

TiT
* n differtatione, quam anno 1775 edidi et publice defendi, de Geome-

triti ncujlicn i. e. de methodo, ex fola differentia tempo;um, quibus
idem fonus e loco incognito A (Fig. 1.) proficifcens in tribus fahem iocis
B, C, D auditur, diftantiam et fitum loci A inueftigandi, agere coepi.
Quum motus foni, experientia tefte, aequabilis fiti data temporum, qui-
bus fonus in A ortus in locis B, C auditur, differentia, redarum quoque
AB, AC differentia AC— AB innotefeit. Ponamus enim, fjnum vno
minuto fecundo percurrere 1083 pedes Parif » et fonum in loco A or-
tum m minutis fecundis ferius audiri in C, quam in B, et n minutis fecun-
dis ferius in D, quam in B; per fe patet, fore AC— AB=i083 m ped. ,
ct AD— AB— 1038 n ped. Parif . Quodfi igitur locus quaefitus A cura
locis cognitis B, C, D in eodem plano pofitus fiti omnis difquifitio eo re-
dit, vt oftendatur, quomodo datis in tetragono ABCD lateribus BC> CD,
cum angulo intercepto BCD. et rectarum AB» AC, AD differen'iis hae
rectae ipfae inueniri queant. Hoc problema tetragonomefricum foluendi
duplicem tunc expofui methodum. Prima a cel. lona Meldcrkteuz (*) e

Geomc-

C) 3lbl)anMungfn frei $unigf. O©cfywtuKfjen 2ffat>emie 5ei* SQinVnfchaften. SDvittW
0 . 82—87, nacfy ixv "aflnev|c8en Ue&evfelun$.
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Geometria fublimiori defumta, quam L1 c. §. {5. illuftraui, conflxuctione
duarum hyperbolarum GO, HL; (Fig. i.) fe inuicem in A fecantium ab-
fuluitur, quarum altera GO, aflurmo axe transuerfo GI1=AC — AB. circa
focum-B, altera vero HF> facto axe transuerfo H K=AD — AC» circa fo-
cum C defcribitur. Secunda, quam, nutum ce!. Kneflner: fequutus, 1 c.

§. 22. cx principiis trigonometricis erui, in hoc confiftit:

Sit

BC— m finus totus=: r
CD~n anguli BCD finus~ p
AC— AB— b eiub cofinus'=;q
AD-aB=c

m(n2-fb2—c2)=g¢g

n(m2-fb2) = h

2m((b—1c¢) = k

m2— b2 = i

(g4*hg)2+ n2p21J= 3
2n2p2bl— (g 4*hqg) (k*f*2bng) = vy
4n2p2i — (k+ 2bng)2 =: ai
erit AB =: — y~Ly™~ (/374*y2)

Quum vero accurata hyperbolarum > qualem prima methodus requirit,
conftructio» multum incommodi habeat, calculus contra, quem fecunda
praefcribit» admodum moleftus fitj tertiam methodum Geometriae tan-
tum elementaris principiis innixam, fimulque reliqua, quae Geometriam
acuilicam fpectant, data opportunitate tradere pollicebar. Vt igirur pro-
mius ftem> materiam iftam in hac diflfertatione finiam» eo quidem ordine.
Vt primo dictum problema generale nona methodo foluam, deinde’ viam
aperiam* diftantiam et fitum loci A inueniendi» etiamfi ille vel fupra vel
infra planum BCD pofitus fit, denique difquiram» quatenus Geometriae
acufticae, cuius theoria adeo elegans eft, vfus etiam fperari polTit practi-
cus, tandemCoronidis locoSchoiio quodam celeberrimae aequationis g”~=;x

in



in diflITerntionc hac obuiae, cui tota Analyfis infinitorum fuperftructa ef?.
veram indagabo indolem.

8. .
P robie ma I

Datis in tetragono ABCD (Fig. 2.) lateribus BC> CD» cum angula
intercepto BCD, et differentiis AC— AB» AD— AB ipfas rectas Ab» ACf
AD inuenire.

Solutio. Demittatur ad rectam BD perpendicuiaris CL, et ad rectam

CF» quae rectae BL parallela eft. perpendicuiaris AF erit NF=CLj et
FG=NL. Quum porro datis in triangulo BCD lateribus BC, CD et an-
gulo intercepto BCD> etiam ipfius bafis BD, altitudo CL cum recta BL
facile ieperiantur> rectas hasce pro cognitis accipiamus.
Sit igitur BD~m

BL= n

CL=NF=3r

AC — ABzzb

Ai) — AB~"c

et AB = xi
arit AC == b
AD = x”™c
FC =3 NL = n — BN
et ND = m — BN.

Quum igitur AB2— BN2=2AD2— ND2i
erit x2— BN2m x 24«2cx*f«c2— m24*2m. BN — BN4

ergo m2->c2— 2cx
2 m

Ponatur breuitatis cauflTa m2— cl = k
erit BN= h— 2cx

2m
A 2 kinc



feinc FC=n— h— 2c¢x
2m *
FCAr:2mn — h 2cx.

2m
Porro eft AN2:=:AR2— EN2

- 1

r 1
hinc AN2” x 2~ h 2— 4chx>f4c2x2

4m2
r=4m2x2—h2>"4chx— 4C2x2

4 tn2~
£=: 4 hx~ N 4chx— h2

4 m2

Ve

ANzn — (4hx2 4chx— h2)
2m

lam vero AF zz NF AM,

hinc AFzzrHh ;Ol pNA"™Mhx24«4 chx— h2)

AF2=r 24*4 hx2 &4 chx — h2 (4 hx27~4 chx ~ h2)
- m
4m2

ergoAF2= 4m2r2— h24«4hx24,4chx”~rdmr”~(4hx2*~4chx— h2)

>, 4 m2
Sed fimul cft

AF2~-AC2— FC2

hinc hf2 = + , bx4-b» - * 2ClI>1,
4 m2

AF2= x 2+ 2bx*|«b2— (2 mn— h)2 ~4(2 mn — h) cx>"4c2x2
4 m2

fr

AF2;=:4m2x 2,8m bx*fr.4nr b2— (2mn— h)2— 4(2rtinc - ch)x— 4c2xr
4 m* AF-



AF2n:4hx24«4(2m2b— 2mnc4'ch)x-{<4m2b2 —4m2rr *4mnh ~h2

4 tn-
Breuitatis ergo ponatur 2(mb — nc)i=sl;
erit AF2 = 4 hx24-4 mix*f>4chx 4*4 m"b~— 4m2n2»4rrnr — A

4 m2

Hinc
4 m2r2*t*4.mrf"" (4 hx24*4chx— h2)~4m!x4<4m2b2— 4m2n3~4mnh

mr2 4«r (4 hx- *f-4chx— h2J— Ix*mb2 — mir 4«nh

r*~(4hx2 4chx — h2) = Ix-fr<m(b2— n2— r2)4«nh
Ponatur m(b2— n2— ra)** nh = g
erit ry~ (4h*2+ 4chx— h2) = Ix4g
4r2hx24-4r2chx — r2h2 =: 12x242glx~g2
(4r2h — 12jx24*2(2 r2ch— gljx =: r2h2 41g2
x2 41 2(2rach — gl) - r2h2 ** g2
4 r2h — i2 4r2h— i:

Ponatur tandem ar2ch— g! r=: u

r2h24*g92 zz v
4r2h — i2 ¢s t\

grit x2 4«--——-- X & — _

Ergo x = — u (u2 4. vt)

Tertiana hanc, quam nunc inuenimus» probfematis noftri folufio-
uem vniuerfalem, quamuis pro fiiblimiori quacftionis indole fatis adhuc
prolixa fit, multo tamen breuiorem et faciliorem cfle fecunda > in aprico

cft. Vt autem ct natura et vfus eius eo luculentius pateat, notandum eft:

v A 3 1) Aequa-



1) Aequationem pro x feu A8 inucutam haud immutari» etlamft
vel perpendicularis AF extra BL» vt Fig. 3.4, vel apex A extra angulum
tCD, vt Fig. 5, cadat. Si enim AF cadat extra BL finiliram verfus
(Fig. 3.); omnis mutatio» quam folutio hoc cafu patitur, haec eft, vt

h— acx
BN “negatiua adeoque BN =: — -——mmmemv etiadat. Sed quum hic fimul
2m
h— 1cx
FC cr: n”~ BN fiat ; hoe cafu rurfus erit FC =: n - , adeoque
2m

aequatio pro x eadem prodit cum illa, quam fupra inuenimus. Si porro
AF extra BL dextram verfus cadat, vt Fig. 4, omnis mutatio in eo confi-
ftit> vt FC negatiua euadat. Quum vero in foiutione non nifi quadratura
FC2, quod femper pofitiuum eft« occurrat; aequatio pro x inucnta nec
hoc cafu vllam mutationem patitur. Si tandem apex A cadat extra angu-
lum BCL) (Fig. 5.), denuo BN negatiua et FC= n + BN euadit»
- h— 2cx

adeoque rurfus FC t=s n -----—-----mm---- manet. lam quidem porro hoc cafu
AF AN — FN, adeoque r ~ F N negatiua fit. Sed quum in aequa-
tione inuenta non ipfa r, fed tantum eius quadratum r2 occurrat» quod
femper pofitiuum eft ; aequatio pro x inuenta etiam hoc cafu eadem ma-
net. Tali modo confiat, folutionem. quam dedimus, vniuerfaliflimam
elfe atque omnes cafus poffibiles in fe comprehendere.

2) Ex hoc vero apparer» eam problematis effe indolem, vt ex ipfo
valore rectae quaefitae AB inuento nullo modo diiudicari poffir, nnm apex
A intra angulum BCD» an extra illum ponendus fit, fiue hic valor pofiti-
vus, fiue negatiuus reperiatur. Haec igitur ambiguitas ex aliis circum-
ftantiis tollenda eft, et fi problema hoc ad Geometriam acufticam applica-
tur» facile fblo foni auditu tolli poteft.

3) Quum aequatio pro * inuenta quadratica fit, hacc vero femper

duas



«hias radices habeat, rtdco vt ccdem iure
x tirr — u-f (u2-- vt)
5

ac

C
X "8 — U—(u2-f Vi)

ponere liceat; pro recta quaefita AB duo

femper va’ores reperiuntur, quorum vterque quaeftioni propofitae fatis-
facit. Si igitur problema ad Geometriam acufticam applicatur, vera di-
ftamia verusque (itus loci quaefiti A per fe ancipites funt, neclnifi ex aliis
circumftantiis diiudicari poteft, quinam inter duos valores pro * inuentis
in quolibet cafu locum habeat. In multis a tem cafibus id immediate
cognofcitur, quia ex obferuationibus fom in locis 13 C, D inilitutis notum
eft, quaenam rectarum AB, AC, AD (it maxima.

4) Si calculus inftitutus fummam uZ2-t vt negatiuam tradat, %a vt

X= -u=*xr ~

reperiatur; valor pro x muentus mere imaginarius

cft» ergo in hoc cafu quaeftio propofita abfurda e(t, nec vllum quadran-
gulum ex datis conditionibus contfrui poteft. In Geometria acullica hic
c.ifus nunquam locum habet» dummodo momentad4 quibus fonus auditur,
rite obferuentur.

5) Pofito AC < AB, quantitas b negatiua» et pofito AD < AB,
guantitas c negatiua fit. Qnodfi ergo fonus in C ocyus auditur, quam in B,
valor b negatiuus, et fi iu D ocyus auditur, quam in B, valor c negatiuus

poni debet.

5. 3.

Vt eo melius intelligatur» quomodo calculus in quolibet cafu dato
inftituendus fit, rem vno faltim exemplo illuftrare iuuabit. Experientia
comprobatum eft, fonum per vnum mi liare circiter ao minutis fecundis
ferri ,* adeoque cen‘e(imain partem milliaris tempore ~ minutorum
eundorum fcu 1& minutis teriiis abfo uere. Ponamus igitur, fonum rc-

ctam



Ctam AC 96 minutis tertiis, et redam AD 3 minutis fecundis tardius percur-
rere» quam rectam ABi erit b= AC — ABzzs> ctc'= AD — ABrr=15
partibus centefimis miSliaris. lam ponamus BD=:m =30, BLrrrn— 10,
et LC =2 r=6 eiusmodi partibus; erit h=: m* — c2= 675,
1~ 2(mb— nc)= 180>g=:m(b2— n2— r2)-f-nh= 4590,

2r2chr=: 729000, r2h2=3 16402500, 4 r2h=n 97200
— gl * — 826200, -j-g2:=-|- 2*068 100, — 12:=r:— 32400
Ne=2— 97200» ' v = 37470600, t — 64800
vt ?=: 2428094880000, H (u2 -f vt) = +. 156 t263
4- u2:=:+ 9447840000, — U g 4~ 97200
U2--vt= 2437542720000, — u4- (u2+ vt)'m; 1658463
— u—"(u2-fvt)n=:— 1464063

— u+ ~"(u2+ vt) __, 1658463 38463

t 64800 64800

Ergo 1) AB 3 x = 25%*593 j

AC =x4-b~r: 33,593 > partibus miliiaris centefimis.
s AD :=2X+c= 40,593

Sed porro
= Um IT («* + Vt) J-- _ 1464063 _ 22 3873
t 64800 64800
Ergo 2) AB = X = — 22,5931
AC =x+bzz — 14,5931 partibus miliiaris centefimis.
AD =x+c¢ =: — 7,593

Quodfi iam veritatem valcrum, quos inuenimus, explorare velis, duc
rectam BD= 30, BL =io, ac erige perpendicularem L C = 6. Sic ha-
bes triangulum BCD. Nunc fuper bafi BC primo loco defcribe triangu-
lum BAC rectis AB = 25,593, et AC = 33,593, atque reperies
AD = 40,<93, et apex A talem fitum habebit, vt perpendicuiaris AN
inter B et L cadat. Deinde fuper, eadem bafi BC aliud triang.ulum.defcrib?

o a(Tum-



uri-viai
11

que 1)C=:CD. erit BDrr3 2BC> hinc m=£2n> adeoque per §. 6,

X__ 2n(n2— b2) — n4n2 c2),

2n(2b— ¢
hinc r — 8(n~+ b2) +cJ,

2 (2b -0

2(n2-fb2) — c2 . a(BCa+ b*-)— -c~*,

Ergo x = ; 7 »i. e. = 7 —

2(c— 2b) 2(c— 2b)

§. 8.

Quum aequationes 88. 6. 7. exhibitae non fohim fatis breues, fed
etiam> quia primi gradus funt, non ni£ vnicum valorem pro AB admit-
tant-, pofitio flationum B, C, D in eadem recta, praecipue fi fimul
BC — CD aflumitur, in Geometria acuftica omnibus reliquis merito ante-
ferenda eft» vt in differtatione priori iam monui. Si porro in his aequa-
tionibus rectas BC, BD iisdem litteris defignes, quibus in di(t priori vfus
fum, i. e. fi BCrrrrm, CD ~n, adeoque BD:=m-fn ponas; reperies
per §.6. AB~(m -f 1) (mn-f b2) — mc2

, aequationem, quae plane ea-
2(mc— (m*fn) b)

dem eft, quam in di(T. priori §. 40. pro hoc cafu inuenimus. Sed com-
paratio harum aequationum ceteroquin prorfus congruentium fimul docet,
eam» quam nunc 8. 6. exhibuimus, illa, quam diU prior exhibet, multo

concinniorem efie.

§ 9.
Mumatur\ 5) ftationibus R, C. D in eadem rccta politis (Fig. 7.)
c= o0, adeoque AD = AB, erit per §. 6»
__m(M2— b2)-nra?2 n2— b2— nm. Ergo
2mb ' 2b
n(m n) 4»b-~ ~oc cafu x quidem negatina videtur, fed

— 2b B a gquum
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guum triangulum BAD aequicrnrura fit, hic femper eft AC <j AB, adeo-

que b negatiua. Ergo x reuera pofitiua efl;

8§ io.
Afllimamus 6) (lationibus 13 C, D in eadem recta'pofitis non folum
cflec”™o, fed quoque b~:o0j erit, per§ 9, x~ n(m — n) — ac,
0
Ergo in hoc cafu diftantia AB infinite magna eft. Hic igitur cafus» re
rigorofe fumta, numqguam accidere poteft, i. e. nullum triangulum BAD
(Figi 7.) conftrui potell, in quo ABhrn AC= AD fit, feu» quod idem en,
in triangulo aequicruro BAD nulla recta AC duci poteft, quae cruribus

AB, AD aequalis fit» alias enim BA foret infinite magna.

§. ir.
Tandem ponamus 7) ftationibus B, C, D in eadem recta aflumtis,
ex obferuationibus foni reperiri bnzBC:rr:nj et c~BD”=: m, erit
n2- b2=0, m2— c2r=:0, mb— nc=rmn— nm ~o0: ergopers. 6.x=r:g.

Quid haec expreilio fignificet, in Scholio, quod infra addemus, docebitur.

8. 12.

Suppofuimus hucusque, locum quaefitum A cum ftationibus B, C, D
in eodem plano effe, adeoque rectis, quibus iunguntur» tetragonum ABCD
terminari, cuius diagonalis fit AC. Quid vero, fi locus A extra pianum
ICD ponatur» ita vt A fit vertex pyramidis, quae triangu’'is BCD, ABC,
ACD, ABD terminatur, adeoque, ad fitum loci A explorandum, eius
non ib um diftantia AB, fed etiam altitudo fupra planum BCD quaerenda
fit? Hoc cafu tres ftationes B, C, D non fufficere, facile intelligitur. Vidi-
mus enim in prooemio, locum A (Fig. t.) in interfectione hyperbolarum
GO, BF deprehendi. Si igitur A cum locis B, C, D in eodem plano eft,

adinterfectionem hanc reperiendam non requiritur» nili vt hyperbolae
iftae
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iflae in plano BCD conftruantur. Si vero locus A exrra planum BCD po-
nitur, inclinatio planorum ABC» ACD ad planum BCD ignoraur, adeo-
que plana AliC. ACD, in quibus hyperbolae GO, HF conltrui debent»
plane incognita manent. Vnde patet, ad locum A hoc cafu explorandum
guatuor certe obferuationibus foni in (lationibus B, C, D, E opus fore.
Hac autem ratione ex differentiis temporum, quibus fontis ia illis obfer-
vatur, differentiae rectarum-AB, AC» AD, AE innotefeunt, et locus A
eft vertex pyramidis quadrangularis, quae bafi LCD et lateribus, AB,
AC» / D, AE determinatur. Quodfi ergo quaeftionem: quomodo loci A
exrra planum, in quo obferuatores foni funt, pofiti cum dillantia tum
altitudo et verus fitus explorari pofllt» vniuerfjlifTime folutam velis i cla-

rum eft» illam fequenti» quod iam foluere volumus, problemate nui."

g 13-
Problema 2.

In pyramide quadrangulari (Fig. 1.), cuius vertex in Aeft, datis
bafeos lateribus BC, CD» DE cum angulis BCD, CDE, et differentiis late-
rum AB, AC, AD» AE, haec latera ipfa et altkudinem ac fitum verticis A
inuenire.

Solutio. Pofito AC— AB= a, AD— AC=:b, AE—AD-c» fac
BG= c1= *(BC— a),CH=DKzz£(CD—b), DL"ENzz|(DE—c),
ac deferibe circa focum H ex vertice G hyperbolam GO, circa focum C ex
vertice H hyperbolam HF, circa focum D ex vertice L hyperbolam LM.
Hasce tres hyperbolas GO, HF, LV1 rota circa axes fuos GB, HC, LD»
donec fe omnes in vnico puncto A interfecant: habebis verticem A» atque
latera quaefita AB, AC, AD, AE, et demifla ex A ad planum BCDE recta
perpendicularis dat fimul altitudinem pyramidis.

Demouflrntio QuumM£Gz=Cli eritG!:=:BC— 2BG axis transuer-
fus hyperbolae GO. lam vero BC— a= 2 BG (p. contfr.)» hinc

B 3 BC



»4 e

BC— aBGma» id cfl, axis transuerfuf GIm AC — AB> ergo vertex A
in hypcrbola GO crir. Pari modo patet, hyperbolae HF axem transuer-
fum HK=AD — AC; et hyperbolae LM axem transuerfum LN:m;AE— AD
eiles adeoque verticem A quoque efTe in hyperbolis HF» LM. Ergo ver-

tex A in interfectione omnium trium hyperbolarum eiif.

Hacc problematis viiiuerfalis- folutio omnium quidem breui/fiuia efy
fed quia nor, nifi tentando inftitui potefl:, adT folmiones tantum mechanicas
pertinet.  Praeter haec ve.ro ifra tentatio, quippe quae fimultanea trium
hyperbolarum rotatione circa diuerfos axes nititur» tanta fimul iaborai dif-
ficultate» vt absque fumma moleftia vix peragi poflit, Vnde fimul ap-
paret, problema hoc iam inter maxime intricara referendum eiTe» et quam-
vis nullum dubium fit» quin illud vel geometrice aut trigonometrice variis
forte modis folui poflit» facile tamen eft prqgeuifu, huiusmedi folutiones
adeo prolixas et difficiles fore» vt eas rimari vix operae pretium fit. (*)

Quod
(*) Hacc mihi ftribenti fequens problema hoc trigonometrice fofuendi in mentfin
yenit methodus. Ex pyramidis apice A (Fig. 80 demitte ad planum BCDE per-
pendiculavem A'i, atque duc rectas Bl, Cl, DI, EIl. quae cum Al efficiunt angur
los rectos. Ponatur fimis totus=1i, fin. ABI=u, fin. ACl=v, fin. ADJ—w,
fin. AElI= Zi AC—AB”"a, AD—ABz=d, AE—AB= e; erit
Al= ux= v(x = w(x Fdj—j. (x €<e), hincv= ux ,w= ux, i— ux,
X *Fa x'F'd x‘\F-e
Porro eft Bl1=x"(r—n*), Cl=(x Fa) (i—v2), DI=Cx-F*w2),
gl pFe) W~(i—z20*  laEl» quaere cof. BCI ex lateribus BC, Br, Cl, cof.
ICD et cof. CDI ex lateribus CD,CI,DI, atque cof IDE ex lateribus DE, DI,Fl,
Porro ex reperto cof. BCI ct dato cof. BCD quaere cof. ICD, tunc duae iftae
aequationes pro cof. ICD inuentae dabunt quantitatem « per incognitam * et
sueras cognitas £xpreffam. Tandem ex reperto cGf. CDI et dato cof. CDE
quaere cof. IDE; tunc iftae duae >equationes pro cof. IDE repertae dabunt
quantitatem * per folas cognitas expreflam, adeoque problema folutum erit.
Ex hac autem methodo latis apparet, aequationem pro x non ni/i mo-
leftiflimis operationibus slgebraicis eruendam maxime complicatam fore. Vnde
fufficit, viam monftrafle iis, quifolutionem problematis reuera periclitari volunt.



Quod vero Geometriam acufticam attinet» problemare hoc g?rferalifl/;ne
propofito non opus ett, fed locus quaefitus A> etiamfi exira pianum-ob-
fetuatorum ponatur, multo commodius explorari poreih nempe fi- tres
ftationes B, C, D (Fig. 9.) m eadem recta» et quarta E extra illam eligin-
tur. Haec procedendi ratio id fimul commodi habet, vt methodum ma-
xime generalem praebeat» loci quaeuti veram dillar.tiam vertimgne fiturri

in omnibus poflibilibus explorandi cailbas. Difquiramus igitur, c™Ja Viat
hic incedendum fit,

§e 15*
Proh lema 3.

Mediante fono, qui e loco A proficilcitur, loci hukrs difiiaittiara
et fitum inuenire, vbicunjue ille politus fit (Fig. 9.},

Solutio. In plano BDB conflituantur quativor obferuatores ita,
vt tres in 15 C, D fint in eadem recta BD, quartus vero inE extra illam.
Quilibet herum probe notet temporis momentum, quo fonum ex loca A
propagatum percipit. Ita ex differentiis temporum, quibus fonus qua-
tuor loca B, C, D, E atrgit, inneniri poliunt differentiae AC— AP
AD— AB, AE— AB. Ex repertis differentiis AC— AB et AD— AB quaere
(per $ 6.) diftantiam quaefitam AB, fic fimul habes diftantias AC, AD,
AE. Ex lateribus fic cognitis AP> AD, BD trianguli BAD quaere per TrU
gonometriam planam angulum BDA, et ex cognitis lateribus AD, AE,D£
trianguli DAE angulum ADE. Oiiodfi fumma repertorum angulorum
BDA, ADE aequalis elt angulo dato BDE, inde elucet, locum quaefituni
A cum (lationibus B, C, D, E in eodem plano elfej ergo hoc calu angu-
lus inuentus BDA fimul verum loci A fitum indicat. Si vero fumma an-
gulorum BDA, ADR maior fit angulo dato BDE; inde patet, locum A
non efTe in plano P>DE, fed vel fupra vel infra illud politum. Hoc au-
tem cafu altitudo loci A iequenti modo inuenitur:

©emittatur ex A ad planum BDE recta perpendicularis Al, et in

eoder»
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eodem plano ducatur recta DI; erit Al altitudo loci A, et planum ADI
ad planum BDE perpendiculare. lam fiat DF=D£r= DB, et ex cen-
tro D ducantur arcus circulares BF, BG, FG; orietur triangulum fphaeri-
cum BGF, cuius latera BF, BG, FG menfurae funt angulorum cognito-
rum BDA, BDE, ADE, atque erit DH”~DG = DF. Ducatur itaque
porro ex centro D arcus circularis FH; orietur alterum triangulum fphae-
ricum FHG, cuius latera HG, FH menfurae lunt angulorum HDG, ADI,
et quum planum ADI ad planum BDG perpendiculare fit; angulus iphae-
ricus FHG eft rectus. Hinc
1) in triangulo fphaericoBGF ex cognitis tribus lateribus BF, BG,FG,
feu angulis planis BDA, BDE, ADE quaere angulum fphaericum BGF, p”-
fito finu toto=r, inferendo:
fin. BDE X fin. x”DE: r X r =
fin.|(BDA4«BDE— ADE)X fin.-§(BDA*ADE— BDE):fin.fBGFX fin|BGF
2) in triangulo fphaerico rectangulo FHG, ex angulo reperto BGF
et latere FG feu angulo plano ADE quaere latera FH et GH, feu angulos
planos ADI et EDI, inferendo:
primo, r: fin. ADE =£11.,BGF : fin. ADI
fecundo, tang. BGF : tang. ADI = r : fin. EDI
3) tandem in triangulo plano rectangulo AID infer:
r : AD zz fin. ADI : Al v
Sic non folum difiantias loci a dationibus B, C, D, E fed quoque altitudi-
nem eius Al, et verum fitum habes.

§ 1.

Haec problematis propofiti folutio generalis abunde docet, quam
commoda et egregia Geometriae acufiicae fit Theoria. Neque minus fu-
perfluum duco, de vtilitate diflerere, quae inde in permultis cafibus po-
tiflimum in bello enafeeretur, fi loca vel valde remota, vel ob filuas-,
colles aut vrbes interiacentes vifui non obuia ope auditus explorare Gea-
daetae valereut. Palmaria potius, quae hic oritur, quaeftio haec eft:
an



an fperari poflit, theoriam hanc actu applicabilem fore? Quae vero quum
fatis tuto non aliter nili ipfis experimentis hunc in finem indituris decidi
poflit, ad eam decidendam me quidem obArictum' non video, commo-
dam, quae ad haec experimenta inftituenda requiritur, theoriam Geo*
daetis praebuiffe contentus.

Interim ad illam quodammodo faltim diiudicandam pauca addere
iuuat. * Quae Gcodaefiae acuflicae fauent, funt i) quod motus foni
aequabilis, 2) celeritas eius fat iere cognita e(t, nempe ea, vt aere quieto
quouis minuto fecundo circiter 1038 pedes Parif. abfoluat, 3) quod illa
non variatur in fono magis aut minus forti, tempore iereno aut pluuio,
noctu aut inte-rdiu, diflantiis paruis aut magnis, diueifa directione tor-
menti, differenti terrarum interiectarum difpofitione, diuerfa aeris denfi-
tate, nec vento, cuius directio ad rectam quae locum, in quo fonus
oritur, et locum, in quo auditur, iungit, perpendicularis efl; 4) quod
ventus quidem aduerfus fonum retardet, fecundus acceleret, ea tamen
guantitate pedum, quam ventus ipfe abfoluit, quae vel ope Anemometri
vel aliis modis haud aegre explorari poteft. Haec omnia compluribus
experimentis in diuerfis regionibus, inprimis iis, quae Academia ffcientia-
rum Parifina magna cura inftituit, confirmata funt(*), ac etiamfl forte
guaedam ex circumftantiis allatis celeritatem foni reuera variarent, hoc
tamen noftro cafu vix in cenlum venire videtur. Quod contra praxi Geo-
metriae acufticae maxime obflare videtur, eft difficultas, momentorum,
quibus fonus in diuerfis (lationibus auditur, interualia fatis expete deter-
minandi, quum tamen leuis error in his definiendis commiffus infignetn
errorem in calculo, quem theoria praeferibit, gignere poflit. Quum
enim fonus quouis minuto fecundo 1038, adeoque.quolibet minuto ter-
tio 17,3 pedes Parif. percurrat; patet, in Geodaefia acuftica horologiis,
quae fingula minuta tertia rite indicant, opus elTe. Haec vero difficultas
iam feliciter remota videtur, dum tale horologium a peritiflimo Klind-

worth

{*) Cj~iflKrafcii praelectiones in Pbyficam theoreticain, part, IlI. 30».
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worth confectum iam actu exiflit, cjuo ce!. KaeHnerus et alii viri docti in
Obferuatoiio Gocttingenfi anno 1778 die 15. Octobr vfi, vaiias parui
cuiusdam tormenti explofiones in iocis, quorum airer tantum 1649,2,
alter 2218,8 ped Parii, ab Obferuatotio diftat, inflitutas obleruando,
tempora, quibus fonus has exiguas difhnnas ahfoluit, adeo exacte defi-
niuere, vt ratione primi loci vix 6, et reipectu fecundi vix 4 minut. terr.
inter le difcreparent, foni vero celeritas ex comparatione omnium hatmn
oberuationum elicita quo«jd fecundum loc-um 4. pedibus, quoad primuin
autem vno tantum pede minor, quam Par-ifiaa fupra allata reperiretur”?).
Si igitur Obferuator in Il.itione C (Fig 7. 9.) conltmmis eiusmodi horolo*
gio infl uctus fits ad infernalia temporum, quibus ionus ad diuerfas fla*
liones peruenit, rite obleruanda illi nulla alia re opus eft, nifi vt fmgtili
reliqui, eodem momento, quo in lua quisque llatione fonum audit, id
lucido quodam figno denotent. Fateor quidem, ad hoc rite peragen-
dumfummam requiri attentionem et alacritatem. Haec vero an huma*
nas vires plane excedat, tentandum erit Geod.ietis; ego decidere non au*
fim, quum Aftronomi reccntioies nobis exemplo fint, quam incredibilis
in obferuando attentionis et alacritatis gradus ingenio et (ludio hominum
tandem adquiri queat. Mihi quidem fufficiat, ardua quaedam ac ele-
gantiora Geometriae problemata foluifle, et Geodaetis theoriam fupped”-

taiTe, qua vtantur, QUi velint et polHT*

Scholi on.

Aequatio x = §, quam $.11. inuenimus, curatiori indagine digna

eft, quippe qua memorabilior vel grauioris momenti in vmuerfa Mathefi
m(n2— b2)— n(m2— c2)

vix deprehenditur. In aequatione x —;
2 (mb — nc)

6. ftabilita, quae pofito b=n >etc= m dat xm g, quantitates »,

id eft, rectae ftationariae BC, BD pro conjlatitibus aflumuntur» quas in qua-
libet

(*) Vid. ©pttingjtye 2(njeigm, 142, 1778.
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libet foni obferuatione easdem manere punimus, quantitates vero x, b, ¢
eoariabiles funt, quia pro vario fitu loci A, quantitatibus m, », iisdem ma-
nentibus, femper variantur. Si igitur more Analyftarum variabiles b» c#
m(n2 —y2) —n(m2— z2)f

litteris vltimis y, z exprimamus, erit x =
2 (my — nz)

adeoque x talis functio quantitatum y, z, vt pofitis y=n, et z:=nu
xr=:8 euadat. Huiusmodi functiones, vbi pro certo variabilium valore
x:m § reperitur, innumerae in Analyfi occurrunt. Praeter has complures

quoque dantur aequationes, quae, certo quantitatis variabilis valore po-

fito, modo g = @& id eft, quantitati cuidam finitae cognitae aequalem,
modo § = o» modo § = o0 exhibent. Sic v. g. femper eft
144, — x2 .
------------- —=1ia + x» qualemcunque numerum x denotet, et pofita
12 — x
1 — 2x + x2 1
X= 12, oritur§n™24. Porro femper eft
1— 3X+3X?— Xxs 1— x'
atque pofito x ZzZz 1, prodit g zz § = 00. Pari modo femper eft
1— sx-Mx2— x’ 1— X ) )
, atque pofito x = |, oritur 8 = ° zz o.
Il — 2x -j- x2 I

Nunc primoy fi pofito certo valore variabilium, vt in exemplo noftro, re-
pentur x— °, quaeritur: quid fractio § adeoque x hoc cafu fignificet,
dum modo vidimus, mox §= a, moxg= o, moxg=3 effe? Haec
guaeftio ab Analyftis ex parte quidem iam foluta eft. Methodum enim,
illo cafu, quando .v vnius tantum variabilis functio eft, quaefitum eius
evalorem ope calculi differentialis explorandi, iam loh. Bernoulli, in fuis
Oper. Tom. I. p. 401 , detexit, quam Eulerus, in Inftitut Caeculi Diffe-
rentialis Part. Il. Cap. XV., compluribus illuftrauit exemplis. Aft metho-
do vniuerfali, valorem xr=8 rimandi, etiamfi x functio fit variabilium
duarum y, z, vt in exemplo noftro, vel quotcunque plurium, quantum

c 2 ego



ego quidem fcio, adhuc caremus. Itaque in exemplo noftro valorem »
ope Analyfeos explorare quidem non poiTumus , fed eo facilius ex ipfa
problematis natura eruitur. Quum enim ponatur y=:br=:n» hoc eft,
(Fig. 7) AC— ABzzSC, adeoque AC~AB-}-BC; per fe patet, pun-
ctum A hoc cafu cum locis B, C, D in eadem rccta-effe, nempe in prolon-
gata BF. In hac vero pone punctum A, vbicirnque velis» vel in ipfo
piincto B, vbi AB=:0 euadit» vel in quolibet puncto G, vbi A3r=GB
gfl, vel euam in diftantia infinita, vbi ABzn: X foret; in omnibus hisce
cafibus non folun\AC— ABz=:BC, i.e. b:xrn, fed etiam AD — ABzrsBD,
i. e ¢c= m deprehenditur, trgo in cafu noftro AB, feu x— - reuera
quemlibet cogitabilem valorem denotat, ita vt non foium x cuilibet rectae
finitae GB aequalis, fed quoque x“ 0. et x = X fiu quum contra in
tribus illis exemplis , quae paulo ante adduximus , fractioni £ femper
vnicus modo valor competat.

Ex his vero iam fecunda, quae recentiorum Mathematicorum in-
genia haud parum exercuit» exoritur quaeftio : qua nempe ratione fieri
poffit, vt-8:=na, aut~no, aute§=: 20 cenfeatur? Qui tale quid con-
tenditj nonne is eo ipfo contendere videtur» quod cyphra numeratoris in
cafu primo avicibus maior, in tertio infinities maior et in fecundo infinities
vtinor fit cyphra denominatoris ? Qujd vero quaefo abfurdius ? Huius
difficultatis fblutionem, quam iam in fe fpectatam graaifiimi momenti efie
nemo facile negabit, quilibet fane eo magis neceffariam ducet, dummodo
perpendat, fractionem f potius rationem Geometricam § veram cile ba-
fin, cui integra fic dicta Analyfis infinitorum feu calculus differentialis et
integralis innititur. Vt haec eo clarius pateant, atque tyrouibus Mathe-
feos data hac occafione fimul prima faltim calculi differentialis idea fuppe-
ditetur, ponamus v g. efle x= yyi erit x talis functio variabilis y, vt
crefcente y fimul crefcat x. Crefcat igitur y incremento quodam quan-
fumlibet magno vel paruo, quod Y nominare volumus, adeo vt loco y

iam
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'inI7l ponamus y + Y; hoc facto fimul creTcet x incremento, quod X  nifni-
cupare lubet. Tali modo iam habebimus
X + X= (y+Y) (y-fY)
= y2+ 2yY + Y-
Sed xr=y: (p. hyp.);
Ergo erit X :=3 2yY + Y 2, i.e. quando y crefck quantitate Y i x crefcit

,nde i = 2y + Y lu“ *i," e 3 + YK
Y J

lam> quantumuis paruum accipias incrementum V, nunquam tamen eua-

X X
dere poteft < 2y» aft quo magis decrefcit Y, eo minusfuperat

valorem 2y, et quando incrementum Y prorfus rurfum tollis, atque

Y m o ponis, tunc demum actu euadit— =: 2y. Quum itaque  expo-
y "

nens 2y omnium, quos ratio geometrica — habere poteft, minimus fit,

ille non indicat, nili quanta incrementornm X, Y fit ratio vitima, C prima,
vel, quod eodem redit, quanta eorum fit ratio initialis i. e. ea, in qua funt,
dum variabilis y crefcere incipit. Incrementa X, Y in hoc ftatu initiali f.

in ratione vitima confiderata ab Analyftis different'talia quantitatum x, y vo-

X

cantur et per litteras dx» dy exprimuntur» ita vt loco”- 2y iam feri-
tatur — = 2y, ex quo porfo fluit

dy_ .

dx 5=3 2ydy.

. X X .

Vti autemex aequatione2y+Y patet, non fieri 2y, nifi
irere (itY ~o; ita etiam ex aequatione praecedenti X = 2yY + Y* ap-

paret, pofito Y =0> fimul X=.0 potji. Quare manifeftum eft, difte-

Cc 3 rentia-
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rentialia dx, dy vere efle cyfbras» nempe dxrrro» dy , adeoque

== 2y« atque aequationem difFerentialem dx=z a{dx vero fenfk
dy 0

nil aiud exprimere, nifi: on=2yX 0. Hoc modo euidens eft, totum
caicuium difFerentialem reuera niti aequatione ™~ ~ a, vbi a generaliter
vel o, vel quamlibet quantitatem finitam vel infinitam denotare poteft,
adeoque fummam quaeftionis» quomodo id ab8que contradictione flatui
gueat» grauitarem ex his eo magis elucere.

Ad Gordium hunc noduin foluendum Analyftae huc quidem con-
fugerunt, vt difFerentialia dx, dy ceu quantitates infinite partias confide-
rent, in formanda autem infinite parui notione ad hunc vsque diem
infigniter proh dolor! diffentiunt. Plurimi, imo tantum non omnes per
infinite parua quantitates intelligunt omni ajfignabili f. finita minores,
guae tamen non pro abfolute nihilo habendae fed verae quantitates fint.
Ita, quum quaeuis linea motu plmcti continuo defcribi concipiatur, pone,
punctum quoddam P delcribere lineam gnantumuis paruam fed finitam
BD (Fig. 4), illud non pcrueniet ad D, nifi antea innumerorum, quae
inter B et D pofita funt, punctorum quodlibet falutauerit, atque ex primo
puncto B ad proximum L, ex hoc ad proximum N et fic porro tranfierit.
Quum vero linea inter puncta fibi proxima duo, tria, vel plura, dum-
modo eorum numerus finitus fit, haud adfignari queat; in qualibet linea
finita quantumlibet exigua innumerae lineae concipiendae videntur omni
adfignabili f finita minores, quas ideoinfinite paruas vocant, ex quo de-
inde prono quoque alueo fluit , lineas infinite paruas inter fe quidem
comparatas inaequales effe poffe, finitam vero, cui vel addantur vei
auferantur, nec augere nec minuere, atque fimul curuam infinite paruam

iure pro Irnea rerta haberi. Si iam differentialia dx, dv hoc fenfu pro

quantitatibus infinite paruis accipiantur, vitro apparet, non foium dx, dy
dx

inaequales, adeoque—~- a poni licere, fed quoque fenfu rigorofo

y 4- dy="y, a+_dy=:a, yi.dx=:y etc. eiTe, adeoque hac ratione
totam



totam difficultatem, de qua fupra monuimus, plane euanefcere. Non
diffitendum e(t, huic infinite paruormn conceptui nos non modo prae-
ftatitiffimam illam calculi differencialis inuentionem actu acceptam ferre,
fed cum quoque menti nodrae adeo infixum et familiarem elfe, vt ilio
non in Geometria folum fed potirtimum in Mechanica piorfus abftinere
vix v.a N e ¢ magis diffitendum efl, folutiones problematum difficil.
limas huius conceptus auxilio mirum in modum non min is faciliores,
quam breuiores reddi, adeoque illum in vniuerfa Matheli maximo uiuieffe.
Delendum vero, conceptum hunc vtut vtilem mere tamen effe imagina-
rium f. contradictorium.

Nam quum quantitas, quae omni affignabili minor ef}, ipfa
iam adfignabilis non fit, multo minus vlla eius pars adtignabilis erit, adeo-
que ef\ quantitas, de quaprorfus nihil adlignari pote-fl. Sed de eiusmodi
guantitate etiam nihil plane cogitabile ert, adeoque notio eius non quan-
titatem, led potius omnis quantitatis defectum innuit. Eigo quantitas
omni alli”“nabili minor f. infinite parua ceu quantitas conliderara con-
ceptus contradictorius !. mere imaginarius efl Vis huius argumenti eo
inigis eiucefcit, fi notionem infinite parui ad quantitates fpeciales applice-
mus. Quid enim quaefo cogitas lub numero, qui omni numero aifignabili

T minor efi? an verum numerum? fane nil aliud nifi meram cyphram

feu o. Pone enim, pofiibilem efie numerum, qui minor fit quolibet fracto
cuius denominator numerus integer quantumlibet magnus efl; per

fe patef, illum non alium e(Te poffe, nifi fractum-JL. Quum vero
i-fi + i-fi-f. ... ./%» diuide i per numerum infinitum
S it 1~ 1
I+ i+ i+ i-f..~v) ifi1 + i+ i-f.... N
— i — P — = 'Yj
- I = Jemme 'V
’ o}

Ergo fictus hic numerus omni fracto — minor f. infinite paruus



Quod de numeris valet, id de quantitatibus geometricis, v. g.
de lineis, quibus notio infinite parui geneiin luam potillimum debet, eo
magis conipicuum eft. Otium enim punctum non pars fed terminus
lineae fit, omnis linea* ita comparata erit, vt vel quaelibet eius pars iterum
'linei fit, vel nullis plane partibrts conftet. - Ponamus iam lineam, quae
nullas partes habeat; illa prorfus indiuifibilis erit (quales lineas olim De-
mocritus et Leucippus ftatuere et fecnlo praecedenti Bonauentura Cauale-
rius, in Geometria indiuifibilibus continuorum nona quadam ratione pro*
mota, Bononiae 1653, ad demonftrationes et inuentiones Mathematicas
fublenandas, adfumebat) adeoque inter duo ipfius puncta extrema nullum
tertium erit, in quo diuidi pofiit, hinc linea ifta duobus tantum terminis
exteufionis conflans extenilone ipfa prorfus carebit, i. e. erit linea non ex-
tenfa. Qjum vero .haec fibi ipfa repugnent; linea indiuifibilis reuera eft
Non-Ens, ergo quaelibet cuiusuis lineae pars denuo linea fit necelfe eft.
lgitur quaeuis linea non ipfa modo diuifibilis eft, fed quaelibet eius pars
iterum diuidi poteft, i. e. quaeuis linea diuifibilis eft in infinitum. lam
vero lineam in duas partes diuidere non eft, nifi punctum commune ad-
fignare, quod vtramque partem terminat, adfignato autem hoc puncto
vtraque fimul pars ipfa adfignatur. Ilgitur quaeuis Jinea innumeris par-
tibus adfignabilibus conftat, adeoque et ipfa ceu totum, adfignabilis fit
neceffe eft.  Ergo linea infinite parua f. omni a/fignabili minor eft linea,
giiae non eft linea, i. e. ens mere imaginarium. Quum vero quantitates
infinite paruas iam in fe mere imaginarias efie euictum fit; eo magis va-
jii infinite paruorum ordines pro meris fictionibus habendi erunt.

Optime haec iam Leibnitius et Wolfius cognouere. Ille enim(*)
de infinite paruorum vfu loquens ait: ’'commoditati exprelfionis feu bre-
viloquio mentali inferuimus, fed non nifi toleranter vera loquimur, quae
explicatione rigidantur.” Hic vero (**) non idem folum alleuerat, fed
<tifertis verbis infinite parua eorumque ordines pro mere imaginariis et

fictio*-
(*) Vid. Acta Etud. Lipf. A. 1712 pag. 168.

(**) Wolfii Elementa Mathef. Toni. V. cap. IV. 33, et comnentat, de Jludio Ma-
thematico recte inftituendo cap. IV. §. 231,



dx

fictionibus declarat. Vt igitur difficultatem in aequatione — =2 a ob-

viam remouerent magni illi viri, quos ipfe quoque Segnerus fequitur,
per quantitates infinite paruas eas intelligebant, quae vere quidem finitae
adeoque iit fi non funt nihilum, fed tantummodo refpcctu aliarum pro
nihilo habentur, vt v. g. diameter puluifculi refpectu altitudinis montis,
naec refpcctu diametri terrae, haec refpectu diflantiae ftellarum fixarum
pro nihilo haberi poteft (*). Sed fi differentialia dx, dy pro vere finitis
habenda fint; per fe patet, fenfu rigorofo poni non poflea+dx = a#
inulto autem minus a2+ bdx= a2, fi b numerum infigniter magnum, g
vero fractionem admodum paruam denotet. Quum igitur id quod infi-
nite paruum vocari folet, nec quantitas finita, relatiue tantum pro O ha-
bita, nec media quaedam f. pons inter finitam et O efie poffit; fponte fe-
quitur, illud neutiquam efie quantitatem, fed vero et abfoluto fenfu Ni-
hilum i. e. plenarium quantitatis defectum.

Primus, qui hoc publice profitebatur, Eulerur erat, in Inflit.
calcul. diff. tam praefatione, quam Cap. Ill. repetitis vicibus diferte do-
cens, quae infinite parua f. omni dabili minora vocantur, adeoque et
differentialia dx, dy reuera efTe=:0. Quae vero quum ita fint, difficul-
tatem, ad quam foluendam primi Analyfiae ideam infinite parui eiusqe
innumerorum ordinum effinxerant, qui nempe §=:a efie poflit. in fum-
mo fuo vigore reuiuifeere intuens vir fummus 1 c. Cap. Il 84- flatuit,
rationem quidem arithmeticam inter binas quasque cyphras efie aequalita-
tis, non vero rationem geometricam. ” Facillime, inquit, hoc perfpi-
cietur ex hac proportione geometrica 2: 1— o0:0, in qua terminus quar-
tus efl — o, wvti tertius. Ex natura autem -proportionis, cum terminus
primus duplo fit maior, quam fecundus, necelTeefi, vt et tertitu duplo
maior fit quam quartus.” Vnde porro concludit, infinite paruorum,

quan-
(*) Act. Erud. Lipf. A. 1712. pag. 168, nec non Wolf. Elem. M*th. Toni. V. in
commentai. de ftud. Math. cap. IV, §.226, ct Tom.1, iu Eleui, Analyf. infi-

nit, cap, L §. 5.
D
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gnanqu3m per fe funt:=o, in ratione geometrica confuieratomm nihilo
'minus innumeros-dari poffe ordines, quare etiam in ipfis Calculi d-fFeren-
tiaiis principiis tradendis morem communem tum temporis receptum reti-
nuit Quae quum duriuscula et certitudinem Analyfeos infinitorum magis
fufpectam reddere, quam firmare viderentur ; Ka-cjlnerus et Karftcnius
fundamenta huius fcienthie ita iacere conati funt, vt infinite paritis vel
prorfus carere poflimus, vel, il quis illis compendii caufla vti velitT vertis
eiusmodi locutionum fenfus cuiuis pateat. Quem ad fcopum attingendum
pmnia ad celebrem illam , qua Newtonus in principiis fuis Philoloph»
naturalis mathematicis vfus erat, methodum rationum primaritm et viti-
marum, f. limitum rationum reduxere, quorum innentionem verum
©mneiiKjue calculi differentialis finem elfe ipfe Enletus L c. luculentif&me

dx
oflendit. Hinc per rationem difFerentialem — non imeiligunt nifi eam

rationem plerumque finitam v. g-”" -r ad quam ratio incrementorum v.g.

x N
Y eo propius accedit, quo magis incrementa X, Y deciefcunt,

et cui perfecte aeqftalis fit, fi Y et X euane/cunf, quam igitur rationem,
X

vt in noftro cafu—ziygcimitem rationis incrementorum -’vvocant. Hunc
limitem Kaednerns eommuruter breuifiime eo determinat, quod ofiendat,
incrementum Y omni dabili minus fieri poJ[ey Karflenius vero in illo ex-
plorando potiilimum methoda exhaujlionii veterum vtittir.  Gratiffima
fane mente cuiuis folidioris cognitionis amanti fatendum efl, principia
Atiiilyfeos infinitorum ab eximiis his viris ad furr.mum rigoris fafligium
enecta effe.  Verumtamen, fi, quae mihi ejuidem videntur, aperire lice-
at, fola illa diffiuiltas, qui a elfe poffit, hic quoque remanet, nec
intelligi poteft, quid Regia Academia fcientiarum Pru/fica in Analyfl
borum virorum defiderare, et qua igitur ratione bafin calculi differentia-
lis pro contradictoria declarare potuerit, nifi huius forte difficultati* folu-

tio-



tionem adhuc defiderauerit. Quum enin* v. g. ratio incrementorum

X 2V
= iy + Y limitem — tum demum attingat, quando vere fit Y = o»

0] 2V
adeoque etiam X— o, hoc vero cafu ratio illa in hanc abeat— .
0 i

nonne ei> qui, vt fas eft, rigorem Geometricum quaerit, omnino fufpi-

2%
cio enafci debet, num limes ifte— qui non aliter nifi aequatione appa*

renter faltitn contradictoria obtineri poteft, vere pofiibilis fit, anne potius
tota limitum f. rationum primarum et vitimarum methodus, quatenus pro
bafi calculi differentialis adfumitur, inter mere imaginaria et efficritia re-
ferri debeat? Quae fane fufpicio penitus nunquam euanefcet, nifi ante

enodatum fueriti an et quo modo ratio cyphrarum aequalium § rationi
inaequalitatis iy aequalis efle poftit. Ne quis obiiciat, hac fufpicione mo-
ta certitudinem antiquiflimae methodi exbaujlionis, quae tamen omnium
confenfu rigorofiflima eft, fimul infringi, adeoque illam nimium probare
‘conantem nihil probare. i enim limites, ad quos determinandos Archi-
medes et alii Veterum methodo exhauftionis vfi funt, rationes vitimae non
folum quantitatum finitarum, fed quoque rationes aequalitatis funt, ideo,
que in his omnis contradictorii fufpicio plane corruit. Sic v. g. polygo-
num regulare circulo infcriftum et fimile fibi circumfcriptttm> fi circulum ceu
limitem fuum attingunt, ambo coincidunt, adeoque ratio illorum vitima
non folum ratio finitorum, fed etiam ratio aequalitatis eft.  Aliter vero res
fe habet, fi methodus exhauftionis ad eiusmodi cafus applicetur, vbi ratio
vitima non ratio finitorum, fed cyphrarum, eaque fimul rationi inaequalie
tatis aequalis eft; in his enim cafibus iure quaeritur, an ifta methodus re-

vera applicabilis fit, quamdiu non oftenfum fuerit, quomodo ratio aequa-

lium rationi inaequalium aequalis efle poflit. Karftenius quidem (*) ad
D 2 hanc
(*) toftens 3nfangggvunt>e bcv matljfmatifdjen «nt> f)6f)cvn ©eometvie 17«*

Il, a&fanitt, §. 27.



hanc difficultatem euitandam rem inuertit, et ex indubia omnium cyphra-
rum aequalitate concludit» omnem inter eas comparationem plane ceffare,

adeoque, quando incrementaX.Y vere ponanturr=o0 , non amplius quaeri,
2V
quaenam inter illa intercedat ratio» fed ad folum limitem (v. f, vitimum

X
valorem Exponentis qui nihito minus: determinari pofTit, refpici. Hac

vero explicatione rem non enodari fed rigidari facile eft intellectu. Etenim

cx propria ipfius definitione limes nil aliud eft, nifi ille rationis—x Exponens
V. g. 23, qui tum demum obtinetur, quando incrcmenta X, Y reuera po-
nuntur = o. Si igitur, vti adferit, hoc cafu inter X>Y nulla compara-
tio, adeoque nec ratio- poflibilis fit; quo modo, ratione ipfa penitus fublata»
eius tamen Exponens f. limes remanere et adfignari queat, ego quidem vt
videam tantum abeft» vt inde potius concluderem, limitem hunc aeque

impoffibilem et mere imaginarium effe, ac ipfam rationem -§,cuius Expo-
X o " X
nens eftr i. e in aequatione— — 2y-f Y valorem2y ad4-ationem-~

quidem fempec propius accedere, nunquam vero illam aequare pofle, dura

X
hoc cafu ratio-~conceptus imaginarius fiat. Eodem fere modo nuper fe

expedire tentarunt cel. de Stamford (*) et de Maflebach (**), qui cum Eu-
lero quidem fatentur, differentralia dx, dy vere efte o, nihilo tamen fecius
— — qgquantitatem f. rationem effe prorfus negant, et hanc expreffionem

dy °
pro mero figno rationis ilHus, quae quantitatum x, y incrementis z=zo po-

fitis obtinebatur, venditant. Generof. de Maflfebach 1 c. in praefatione
drferte dicit: "W o oft dU> dx, dy u. f ttotfomtmn; fo bibsufen Diefe

(*) vid S5evKnif«f}«SSBlgenfaafteirimfc-S~eiten «rfefr
0 tiKl *784- ©» *—T7*
(**) fov SDifiwnjtol* «nB Sntegraf»3t«c&nung, jtim ®e6rmic& tei

Snsemeur* un& 2lvtUlevift«n, eiium @Neug. Offijitt. 1784.
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2(uet>rucf<? Hu ll.  SRuriitf man a&er uberctmjefonimeft, JWcfc tfus&rfe
<fe njje g E u. f. > obtjMdj pe aud) nld&ts merfcc ate tnCult fint>, ate
StHcl>cn aﬁ($uneyi?men, roobiwd; 6a© iDafcyn*gexpiger CBrrégen att”
¢cbcutct \rirb.  3T)er '‘HusDrucf XEX jcicjt alfo femcSroeged x—0 an, fon*
ticor» man roifd fcamif fo t>tef fagen, Dajj x mif dner tjeroifjen ®ro|?e, metd>e

man turd) Da6 3 eic® n”  anic*3f™ mulciplijirf roor&en fa. ~Ingevjen i(t

feer 2fubforucf dx iU «jeifer nidjM , afs 9M . ” Vitima haec propoHto
omnino vera eft ,yreliquae contra totidem contradictiones fu-nt. Nam
contendere i) quod dU=zo, dx=::), Yerumtamen non —dx—= 5 fit,
a) quod femper-q-L-J-: o, mhiro vero minus-j— — a, i.e.0= a ilit, 3;

guod calcnlus difFerentialis ex pacto tantum verus fit, quid quaefo id aliud
eft, nifi totidem contradictoria contendere t
Quum, his omnibus rite perpenfis, extra omnem dubitationis

aleam pofitum fit, quamlibet rationem difFerentialem veriflimo Fenfu ratio-
aem typhrarum e(Fe, nempe =~1licet omnes cyphrae fibi aequales

fint;'iure FuFpicamur, contradictionem inter has duas propofiriones mere
apparentem Fore.  Agedum itaque id dilucide euincamus, Vt fupra ad-
ducto exemplo Euleri vtar, quaero : vnde probas > in proportione
a: irrno :0 priorem cyphram duplo maiorem efle pofteriori ? Inde, ipfe
Euterus refpondet, quia, cum terminus primus duplo fit maior, quam
Fecundus, necefFe eft, vt et tertius duplo maiorfit, quam quartus. Ad haec
propofitio in noflroexemplo, me quidem iudice, admodum finiftre appli-
catur. Quod vt pateat, reFpiciamus ad demonftrationem, qua veritas huius
propofitionis nititur. Ponamus igitur, in proporiione a:b=3c: d Expo-

D 3 nentera-



nentem rationis a:b eflezun; eritarrrnb, c= nd. lam lit a > b; erit

t, confequenter nd > d, ergo ¢ > d. Atqui manifeftumeft, pro-
pofitionem: pofito n > r erit nd > d, vniuerfaliffime quidem Veram efle»
fi d veram quantitatem denoteti neutiquam vero, fi d= o ponitur, quia
enim femper n o”rri.o» quemcunque numerum n aefignet > hoc cafu
nd — d»ergo et cr=:d erit. Ex ipfo itaque demonftrationis neruo appa-
ret» in proportione a:b:=:0:0» per ipfam proportionis naturam, priorem
cyphram pofteriori femper aequalem effe, quidquid litterae a, b denotent»
iftamque proportionem» pofita a =2 nb » proprie ita exprimendam effe
a:br=n.o:ji.o==:n:1. En igitur fingularem fed vnicum licet latiffime
patentem cafum» quo absque, vlla contradictione ratio inaequalium rationi
aequalium aequalis elfe poteft. Perperam itaque Analyftae veriti funt» ne
cum Eulero cyplirarum inaequalitas ftatui deberet, fi diiferentialia dx, dy
pro veris cyphris, et expreflionem § (vnico cafiii vbi %— 1 ponitur» ex-
cepto) pro vera ratione geometrica declararent.

Quamquam breiiiflima haec rei dilucidatio totam difficultatem» quo-
modo effe poflit» tam facile tollit, vt, nodum in fcirpo quaefiuiffe
viderer, nifi prolixa eius hiftoria praemiffa docerer, quantopere illa Ana*,
lyftas torferit; non tamen inutile erit» grauiflimae huius expreflionis ~

naturam propius adhuc indagare. Duplici haec modo confiderari poteft/

vel vt f. fractio, vel vt ratio geometrica. Confideretur itagque prim-
vt ratiogeometrica 0:0,fequitur 1) 0 :0=; 3 : b
2) 0 :0 ==0C : 1
3) 0:0—0 a

Namquum b.o= a.0,1.0=5 X .o, a 0= 0. o, adeoque in fingulis tri-

bus proportionibus productum ‘extremorum producto mediorum aequale

fiti fingulae iftae tres proportiones verae funf. Ergo eft vel vel
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o} 0O 5 .
Se:uudo fi— confideretur vt quotus; denuo erit vel— b b rel
o}

— — y , ve'— = Ot quia fmgulis h:s calibus» fi quotus vel b vel
0 0

vel o per diuiferem o multiplicetur» diuidendus o prodit.

E cluibus patet, rationem— exprefiionem indeterminatam eamqae
0

©mnium vniue>faliffimam elTc, quae non omnes folum pojjibiles quantitates fini-
tas et infinitas» fed ipfam quoque o fub fe comprehendit > adeo vt fumma
Mathefeos in euolutione folius rationis 5 confidere iure dicatur » canfiam
vero» cur ratio § tam infTnitt ambitus fitr hanc efleT quoniam

0 0.0 l.o— ao:=ac.oeirl Quandorrg“ltﬁr-—o— 3,9 rer ac,—o— 0
0 b o o}

. . . r 2.0 a ac.o 00 0.0 o}
ponitur» id proprie hunc lenium habet; — = - = — ,
r b.o b 1.0 i 10 1
eodem modo» quo dicimus: r——— ~ . Difer-

bx b i.X 1 i.X 1

te quoque haec confirmantur exemplis fupra adductis. Si enim aequatio

144— x2 r . . 0 )
------------ — 12-fx, polito x= 12» m hanc abit: — =245 vitro Qatet,
0

12— x
hanc aequationem propru expreflam efle — — — — . Nam
? 1.0 1
144— x2 (12 »x) (12--x)
— ~ =8 - Jm — - y vnde pofito x s= 12 euadit
12— x 1 (12— x) r
N e =7 imili i iqui i i
o« i =Ty Simili modo id de reInguns exemprlls facilc

oftendi poteft. Idem quoque de aequatione differentiali fupra allata

dx 27 . X r o ~
Ner=— r quae ex aequatione-y = *y + Y eliciebatur, pater. Quum

«nina X =;(2y Y; erit- NVp—— —— ~ | hinc pofico Y=rof
1 ,Y 1

ebtt>



obtinetur I—\:'—or= —:\I/ Quamuis itaque zy.orri.o, adeoque cyphrae
dx» dy prorfus aequales i. e. quantitate eaedetn fint» quia quantitas vtriusque
nulla eft» illae tamen qualitate f. modoconfiderandi plane diuerfaefunt,

quoniamper naturam functionis x cyphra dx taliseft» vt 2y vicibus fu-
menda fit,dum cyphra dyfemel fumitur,quare cyphrasiftas,quas Ana-
lyftae per dx, dy exprimunt,nullatenus fibifubftituere C inter feconfun-

dere licet. Neutiquam igitur, vti de Maffebach arbitratur» a pacto quo-
dam Analyftarum pendet, cyphras iftas, quas dilferentialia vocamus, cer-

tis fignis v. g. dx, dy a fe inuicem diftinguere, fed neceffario id exigit ipfa
calculi indoles. Quum porro ratio incrementorum finitorum-- » quippe

quae mutationem indicat» quam functio x patitur, quando variabilis y

actu mutatur» naturam functionis x diftincte explicando inferuiat, idem

.. dx .
quoque de ratione horum incrementorum viltima — , quae oritur# dum

incrementa X, Y in o abeunt, eo magis valet. Haec enim pro quauis fun-
ctione data x conflantem f inuariatum exponit limitem, ad quem rado incremen-

torum finitorum femper quidem magis accedere, nunquam vero actu

peruenire poteft. Ita in aequatione x= y2, fi y actu crefcit quantitate

finita Y quantumuis exigua i functio x ea quantitate X crefcit, vt-ratio

ilim'tem 2y= . fermper fuperet, eo tamen minus» quo minor eft Y.
Y

Si v. g. Y centillionefima tantum pars quantitatis y eft, X eum valorem

i X
habebit» vt ~ limitem iy adhuc centillionefima parte quantitatfs y exce-
dx © A
da” Quum igiturlimes ifte C ratio — nullo modo a varietate iz*
. * dy ©

cremea™



Crementorum X, Y pendeat, fed pro quauis data functione x conflans et

dx
inmriata fit, licet alia functio x alium quoque linvtcm — der, praeter,

dy

haec vero ratio — femper mulco breuior et concinnior fit, quam ratio’
dy,

incrementorum finitorum — i nihil fane ad naturam cuiuscunque functio-

dx 9
nis euoluendam aptius excogitari poteft, quam ratio difFereutialls— =:—r
quae, quum omnes polBbiles quantitates fub fe contineat, iam- per fe cal-
culum praebet, quo vniueifalior nullus eft» Et hic quidem calculi difFe-

ventialis finis primarius ac vnicus efK nempe naturam cuiusuis functionis

breuiffime ac vniuerfaliftime euolaendi. Tandem quum — =—— cuilibet
dy o]

guantitati v. g.iy aequalis effe poffiu perfe patet»differentialia dx, dyy

licet cyphrae iint, denuodifFercmiari pofie, atqueddx» ddyrurfum cy-

dx o}
phras efle» Ita fr — = — = ay fit, erit dx r=z 2ydy> hinc
dy o]
ddx adv2 b .
Jdx* 2yddy vf. adydy, ergo--—=rr2y ~ — — — 2y.f.— > vbi, per
ddy d~y 0
fuperiora,8 rurfus vel quaelibetquantitas, vel etiam o efle poteft, confequenter
ddx dx
«——non minus ac — quamlibet quantitatem defignare poterit. Hoc Ilu-
«ldy dy
eulentius patet» fi dy ceu conflans confideretur, quae nullum differentiale
d~x
kabet* tum enim erit ddx”~ ady2, hinc---—--- = 2. ltaque apparet, ddx,
dy *

ddy denuo differentiari pofle, adeoque infinitos ahiores ordines differen-
tialium v. g. d~x, d3x, d4x etc. dari, licet quoduis differentiale reue-
» a o fit,

K EXx



34

Ex his omnibus iam fequcntes deducimus propofitiones:

1) Quum omnia diffcreutialia tam prima, quam altiora merae cy-

phrae fint; calculus differentialis proprie non eft nifi cnkulus cyphrarum (t>tC

Ct~ntddje SftuHenrecfynung), qui.eo tendit, :.vt itio, incrementorum vJtima

exponatur» cuius ope natura cuiusuis functionis breuilfime explicatur»

adeoque via ad quoduis problema mathematicum foiuendum paretur maxi-

ME commoda.
2) Hinc infinite parua» eorumgqgse ordines, qui merae fictiones funt*
calculum difFerentialem nullo modo adficiunc» verum ex ilio prorfus pro-

fligari debent, quare'etiam fcientia, quae vfiim calculi different alis con-

cernit et vulgo Anafyjts infinitorum audit» potiori iure» vti iam Karflenius

monuit» Analyfis fublimior vocanda eft.

3) Calculus hic cyphrarum, quum fecundum regulas communes frw

ftitpatur» non minus» quam calculus realium quantitatum, fummo rigore

gaudet, nec igitur in eius applicatione prolixiori demum methodo exhau-

ftionis opus eft» fed fimulac ratio incrementorum finitorum e data fun-

ctione deducta eft, illa ftatim fine ambagibus in o conuerti poffunt, id

quod> fortunante Deo» ahbi vberius monltrabo.



T H E S E S

VIJERIORISDiISPVTANDI MATERIAE PRAEBENDAE

1)

2)

3)

CAVSSA ADIECTAE.

Spatium non efl obiectum extra nos exiflens, fed forma fcnfut
noftri externi, f. conditiofubiectiua, fub qua fola res externas
nobis repraefentare valemus, ergo non notio vniuerfalis feu ab-
rtracta, fed intuitui, isque non empiricus i. e. a fenfationibus
demum genitus, verum purus.

Geometria efl fcientia a priori, eaque plane fynthctica.

Aflronomia ideam immenfae maieflatis Dei optimo colluftrat

lumine.



CORRIGENDA.

pag. !. lin. 6. pro redarum lege rcctanm.

—lio. J.I0O — 1083 — 1038.
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VIRO IVRE CONSVL TISSIMO, AMPLISSIMO ET EXCELLENTISSIMO,

IOANNE LVDOVICO LESTOCI\QE,GALLICAE

I.V.DOCTOREET ANTECESSORE PRIMARIO, S. R M. ACONSILIIS BELLICIS, CIVITATIS ET COLONI

REGIOMONT. IVDICE PRIMAR. REGIAE SOCIE CATIS SCIENT. EF aRTIVM FRANCOFVRTENSIS MEMBRO ORDINAR. ET GERMANICAE
REGIO M, JIONORAR STIPENDII VOSEGINIASI COLLA? ORE SEtfi ORE,

VIR SVMME REVEREMDYVS, AMPLISSIMVS ET EXCELLENTISSIMVS

coTTHi1LF CHRISTIANVS RECCARD

S. THEOL. DOCTOR ET PROFESSOR ORDIN. SECVND. S. R. M. IN CONSISTORIO BORVSS. ORIENT.’ CONSILIARIVS,

AD Ak.DEVI SACKHEIMENSEM PASTOR, COLLEGII FRII3ERICIANI DIRECTOR, SOCIETATIS SVECANAE
PRQ FIDE ET CHRISTIANISMO MfiMBRVM IIONOR.
ET AD HVMC ACTVM CONSrirvrvs BRABEVTA,

SVMMOS IN THEOLOGIA HONORES, IVRA ET PRIVILEGIA DOCTORALIA
VIRO SVMME REVERENDO ET EXCELLENTISSIMO,

1.0 AN Ni ER NESTDO SCH V fz,
S. R. M. A CONCIONIBVS AVLAE PRIMARIO, 5VPERINTENDEMTI BORVSSIAE ORIENTALIS GENERALI.
CONSISTORII CONSILIARIO, ET PROFESSORI THEOL. ORDINARIO DESIGNATO

PROXIMA IOFIS DIE, 1. OCTOBRIS, [IORA X.

MORE MAIORVM RITE CONFERET:
QVAM PANEGYRIN

ILLVSTRISSIMI REGNI PROCERES, MAECENATES ET PATRONI,

ACAOEMIi/E RECTORM aG MIFICVS, ILLVS1RIS CANCELLARIVS& DIRECTOR,
OMNIVM ORDINVM PROFESSORES ET DOCTORES EXCELLENTISSIMI, ARTIVM MAGISTRI
CLARISSIMI, OMNESQVE BONARVM LITTERARVM FAVTORES,

CVM ILLVSTRI Gi- NEROSA NOBILISSIMAQVE STVDIOSAE IVVENTVTIS CONCIONE.
SPLENDIDA ET HONORIFICA SVA PRAESENTI Y COHONESTARE VELINT,

FACVLTATIS THEOLOGICAE NOMINE

EA OVA PAR EST SVBMISSQNE, OBSERVANTIA ET IIVMASITATE ROGAT

THEODORVS CHRISTOPHORVS LILIENTHAL,

S. THEOL DOCT. ET PROF. PRIMAR. S R. M. A CONSILIIS ECCLESIASTICIS ET SCHOLASTICIS, Al) AEDEM
CATHEDRALEM PASTOR SCHOLAEQVE INSPECTOR, B BLIOTHECAE CIVIT. REGIOM. PRAEF. PRIM. SOCIETATIS
SVECANAE PRO FIOE ET CHRISTIANISMO MEMBR.VM IITONORARIVM, ORDINIS THEOLOGICI h. t. DECANVS.

P. P. DOMINICA XV. POST FESTVM S. S. TRINITATIS A. R, S. MDCCLXXVIIL

REGIOMONTI, TYPIS HARTVNGIANIS.






