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Maanifice,
Hodiedelgebohrner Hert,
Hodgeehrtefier Herr Rector,
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Qgenn 8 noch tocifelhaft fepn fonnte,
; ob die erften Embriicfe, die auf un-
e ¥ fer Hery gemacht werden, die fidck:
ften und dauerhafrefien wdven: fo
fotivde mich getiff dic Cebhaftigteit derjenigen Ems
pfindung davon tiberjeugen, mit weldher ich ges
gentodrtige Abhandlung E1w. Nagnificen; su
tibergeben die Ehre habe, da idy auf die ange:
nebmfte Weife fiile, wie fehr die Proben Jhrey
Befondern @nitigheit, jo idy fann’ fagen, Shrer
vorpiglichen Licbe und Sorgfalt, micy Jhnen
perbunden haben, mit welchen Sig, von meinem

savteften Alter an, in weldhem iy vag Gl
batte &ie Fenmen 3t lernen, midy beehret haben,

g

SGegenmdrtige ABhandlung, bdie Arbeit und
Defchdftigung meiner Nebenftunden, 1ibergebe ich
Ew. Magnificen; um fo mehr mit Vergmite
gem, D4 ich Fhnen Hierdurdy einen Bereif geben

X 2 : tann,



fann, tie i) diefelben jugebracht Habe. Dev
getvene und forgfaltige Untevvicht, toelchen ich,
fo verichiedene Jahre Hindurdy, von Denenielben
genoffen habe, erfullt mich nicht allein mit Dev vov-
suglichften Achtung und Cefenntlichfeit, fondern
lehet mid) auch ju gleicher Jeit ven Fleif nach:
abmen, in welchem E. 3 jjeagn1ﬁce113 jedereit
Dasd wurdigfte Beyfpiel geben,

Nh Habe s den eifrigfien Wiinfden fiir
erp beffandiged und dauerhafted Woblergehen,
nidyts weiter ald die Butte noch hinjuzufeen, dafh
Sie miv Shre Licbe und Wohlgewogenheit evs
Baiten und mich noch) fernerhin damit beehren
wollen.  Der ich mit dev volifommenfien Hodh
adytung verharre

Ew, Magnificens

= Reipia,
Den 20. April
1773

ergebenttaehorfampter,

- @urt Friedrich von Schonberg.

Borrede.



Borrede.

7NN @er Jnnbalt  gegenmwartiger. Abhands
- j=— [ung erftrectt fich, einige * wenige
= gilli= Aufgaben ausgenommen, gany affein
- auf die Kegelfdhnitte, obgleid) bie
davinn gebrauchte Methode, auf alle Erumme Sinien,
algebraifche und tranfeendentifche, fid) anwenden [,
Denn einmal find doch die Kegelfthnitte von allen be-
fannten finien die nuglidyften und braudybarften, und
1berdicfes ift es vortbeilbaft, das Werfabren, deffen
man fich, in verfchiedener ADfiche, bey den Frummen
Sinien uberhaupt, bedient, an den Kegelfhnitten, als
ven einfachten finien, juerft fennen ju lernen, jumal,
da bey den Sinien hoberer Ordnungen, nidhe fo gar viele
Unterfuchungen vorfommen, weldhe diefe niche mit jenen-
gemein baben, ober wo das WBerfabeen fir diefelben
einige Abdnderung feivet, ey habe aber die hier ges.
braudhten Formeln, die, wie man aus der Bergleichung:
feben fann, mic ben Diffeventialformeln, nach venen
man Die gegebene, differentiivte ®leidyung, anorbriet
X 3 und




Boveede,

und bern ad) integrive, im Grunde cinerley find, fo ein.

suridten gefucht, daf dev Duben, der, bey den bier

vorfommenden Aufgaben, die Crfindbung der Tangens
ten, und Der damit verwandten finien, verfhaft, ficht-
bar in die Augen falle, woben id) jugleich gezeige habe,

" toie man fich) diefer Formeln, ohne die Regeln des Dif-
ferenttiren vorvausjufeGen, bedienen muffe. Hicrdurdh
aber glaube ich bdenenjenigen einen angenehmen Dienft
3u erjeigen, denen Abfiche Reic oder andere Umfldnde
nicht verftateen, ber die Grangen der gemeinen Algebra
binausjugehen; ja ich darf boffen, bdaff auch verfdyie-
dene von Yenen, die fich bey Aufiofung diefer Aufgaben
bes fhobern' Caleuli, aber, wie oft gefdhieht, nicht mie
der geborigen Einficht und gleichfam auf cine medyani-
fche Are bedienen, wenn fie die Eneftebung und Ans

- foendung der hier gelehreen Sormeln, nebft denen, geho-
rigen Orts Hengebrachten Erinnerungen, in Erwdgung
giehen, deutlidyer als vorber einfehen werden, wie und
warum marn das Gefuchte durd) Jntegrirung ves dafiie
erforderlichen Diffeventiatausdructs erhale.  Hierbey
muf idy jedoch, su meiner Encfthulbigung, nod) diefe
Crinnerung Hingufesen, daf id) dadurd) Feinesweges
Behaupte, als ob die Formeln, wie felbige hier nac) den
gewdhnlicyen Differentialformeln auggedructt find, einen
Worsug vor den lestern hitten, €8 ifi vielmehr gewif,

- Daf bey diefeit felbft die Weeichnung bequemer iff,

und daf fidy eine abnliche Werdnderung und Einvicha

tung bey denenjenigen Jormeln, in welchen Hiohere Dif-
ferentialen mit vorfommen, nidyt immer mit eben der

Seidytigeit, wie bey Den erftern, anbringen lafe.

36



Borrede.

Sy wiirde, wie i) anfanglich Willens war, die
Erfindung der grofiten und fleinften-Ordinaten, inglei=
dhen Des Halbmeffers der Kriimmungstreife (radii
ofculi) fiir die Kegelfchnitte bier mit bengefiige, und
purc) Beyfpiele erlqutert Haben, wenn mich niche die
BedentlichFeit jurickqehalten hatte, bdaf id) dadurch,
wider meine Abfiche, die Grangen diefer Schrift ju febe
erweitern modhte,  Die bier und da vorfommenden
Citata, begiehen fich durdygangig auf die mathematic
fden Sebrbiicher des Herrn Hofrath Kaftners, die in
Sedermanng Handen find, oder es dod) wenigftens,
ibrer innern Wortrefflichfeic und jwecfmafigen Voll-
ftandbigfeit ‘mwegen, ju feyn verdienen. Werfdhiedene
Aufgaben und Erempel habe i) aus feiner Analyfi des
Unenblichen entlebne, und nach meiner Are vorgetras
gen; woriiber man mir, wie id) glaube, Feine BVor-
murfe machen wird, fo wie id) audy guverfichelich Hoffe,
dafi man fleine Verfehen, die hier und da. meiner Aufe
metffamPeit entgangen fepn fonnten, mir nidyt fowobl

jurechnen, als vielmehr meinen Jabren verzei-

ben wird,

Snnbalt,



Snnbalt,

I BVon den Tangentew, Subtangenten, Norma:
len und Subnovrmalen der Kegelfchnitte
§. 1

IL Bon den Quadraturen der Kegelfchnitte und
ven: natiwlichen oder hyperbolifhen Loga-
rithmen 60

L BVon der Nectification der Kegel{dhnitte 154

IV, Bou Cubivung der Kdrper, befonders dew
runden, die durdh Umdrehung einer Frum-
men Cinie um thre Ape entfiehen 178

V. Bon der Quabdratur der Frummnien Seitenfld.
cdhen, dever durch Umdrehung einer Frummen

Cinie entfiandenerr cunven Kdrper 193

VL anbaﬁg einiger Aufgaben, die Kegelfchnitte

betveffend ) 202
S——

I BVon
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i [ ptagas »
Bon'den’ il T
Sangenten, Snubtangenten, Normalen
und ‘ :
Subnormalen der Kegeljdhnitte,
o Eliiving. s

ﬂm' (Sig. 1.) eine gerade finie GH an einen
) x Punce M eines Kegelfhnires dergeffalt ans

__trifft, daf ihre Verlangerung von bepden Sei.
ten bes Punctes, die Frumme finie niche {chneidet, fo
beifit Diefe' gerade finie cine Tangerite des Schnites;
~Dder Punct, Den fie mit dev Erummen ini¢ gemein bat,
ein Becibrungspunce, i

20 AnmerBung.  Diefe. Erfldrung der Tangente, des
ven SNdglichFeit, fogleich gegeigt werden folf, ift eben diefelbe,
die Zutlides (3.9, 3, €ctl.). fue den Cicfel geaeben bats
fic gilt aber file alle Kegelfchnitre, oder Linjen der gwenten
Ordnung.; 23}1)‘ Linien der hohern Ordnungen bingegen Fann
¢8 gar mobl gefchehen, daf die Berldmgerung-der Sangente
an cinem Puncte die Feumme Linie irgendroo twieder fehneivet,
und alfo mebr. alg: einen Punct mit ihe gemein. har,  Ein
Beyfpiel hiervon gicht GH (Fig, 2,).

3388 @in Perpendifel MQ_ (Flg. 1.) auf der
Tangenteaus vem Beribrungspuricte, wird die Liormale
genennt. . &ine Orvinate MP aus eben denf Berithrungss
puncte auf bie Abfciffentinie AB gesogen, befiimme auf
ibt die beyden peile PT, PN, von welhen jener die
Subtangente, diefer die Subnovmale genennt wird.

4. unn,o



2 ?Bon Den Tangenten, 6u5tangenten, 1.

4. ”?lnm. Die %enmnung ber Gubtangente und Suls
normale bleibt, die Ordinate. PM mag recheroinflich oder
fohicfvinflicht auf AB falfen; d. i, fie mag ciner Axe, odec
cinem Durchmeffer, oder irgend einer andern Ubfciffenlinie jus
gcotbnet feprt, * Dodh toerden bice durdhgdngig, tenn nichtd
fotiter ‘etinnere witd, fich diefe Binien auf die Pauptage des
Conitts, und folglich auf rechtminlichte Coordinaten bew
3ichen,

5. Aofgabe. 1. “fBine Tannente GH an einen
gegebenen Punce M eines Begelfcbmtts geoimes
trifch su sieben, o

Aufldfing fie die !Eprﬁa und dyperbel (Sig. 3.
4.)  Aus vem Puncte M gichbe man nad) den beyden
Brennpuncten' F, £, die finten MF, Mf, unb nebme auf
der grofiten bcrfe[ben, (bier M) die man in der Hyvers
bel nach. K 3u verlangern muf, MK = MF, und jiebe
FK, fo ift die Parallele GH durdy den ‘punct M mit FK
geogen, Die verlangte Tangente,

Beweif 1) fiie dle Ellipfe.  Weil GH ll FK unb
MFK=MKF fo it GMF=HMK. @efegt ‘die Sinde
MH fohinte die Ellipfe nod) irgendmwo 3. €, in L {dyeis
ben: fo nehme man auf der nad) I verlangerten MF; IM
= M¥ dlfo FI'*MF+Mf i 5 ('ng.37g ) und
siebe FL,; Lf; IL. Sn den Triangeln fML, IML find
alsbenn die Sceiten £ M, "ML pen Seiten INCNEL, nd
alfo, wegen der gleidhen Winfel HMK, - IMH 3mifdyen
diefen Seiten, audy die britte Seite LF ber oritten LT
g(e(d) Nun ift aber, nach der Unnabme, der Punct L for
svie M in der €llinfe, alfoaudy MF + Mf*— FL+Lf
0.i, FLA+LI=FI, swo Sciten des Triangels FIL {or
grof wie die dritte Seite;. weldhes abfurd iff.

IL) fiirvie Hyperbel. . Hier find, wie bey der Ela
fipfe GMF=HMK=GM£f Auf Mf nehme man
MI= MEF, fo ift fI =fM —MF = AB=a (Algs

406.)



ber Segelfhnitte. 3

406.) ®efeft MH Finnte die Hoporbel nody Trgendmwo
3. €. in L fibneiden: fo jiebe man LF, LT, Lf, fo ift LI
=LFalfoLf —LF =Lf—LL $ff vun, wie bier
angenonmen wird, der Punct L fo wie M in der Hopera
bel, fo ift Lf — LT =f1I ober Lf=fI+4LI: weldes
abjurd ift, d

€ben fo fann man geigen, baf aud) die untermdres,
nad) G zu, werlingerte MH, die Hyperbel und Ellipfe
nicyt fdhneiden fann,  Alfo hac GH nur den eingigen
Punct M mit dem Kegelfchuitee gemein, und ift folglich
eine Tangente (1.) an diefem Puncee, -

6. Jufag. 1. Wil in der Parabel (Fig. 1.) dle Ape
unbegranst oscr unendlidh; (Ufg. 355.) alfo aud) der ana -
dere Brennpunct £, fo wie der Mitcelpunce, als unendlid)
entfernt von dem Brennpuncie F angufeben ift: fo mu@
man, um vorhergehende Auflofung auf ovie Parabel ana
guwenden, aus dem gegebenen Puncte M an den Brenna
punct F eine gerade Sinie MF, und eine anbeve mit der
Are AB parallel laufende M £ jiehen, die al8 ein Stick
der Linie qus dem andern, unendlich entfernten, Brenns
puncte fangufeben ift.  MNimme man nun gleichfalls quf
ibr MK = MF unbd jieht FX, fo ift die Parailele GH
mit FK durd) tea Punct M, die verlangte geometvifdye
Rangente an den gegebenen Punact der Parabel.

7. Anm. Dad BVerfabren im vorhergehenden ufase
griindet fich davauf, daf man die Pavabel al8 eine Ellipfe
anfiebt, deren grofe Are unendlich wave. (Alg. 384.) Nun
giebt e8 3war cigentlich Feine Ellipfe von einer foldhen Aye,
toeil diefe Linie cine in fich felbff juriicFlaufenve Linie iff, und
die Are dadurch begranyt wird (Alg. 363. 364.) Da fih
aber ermeifen [a6¢ (Alg, 383.) daf fiie cincelen Scheitelpunct,
Pavameter und Abfeiffe der Parabel und Elipfe, der Unters
fchied ibrec Bogen immer geringer wird, je mebr man die
Yxe dev Ellipfe vergrdfert, dergeftalt, daf ev endlich Fleiner

Y 2 als



4 Bon den Tangenten, Subtangenten, x,

als jede angebliche Grdfe toerden Fann: fo bedient man fich
folcher uncigentlichen YudvriicFe und Vorfellungen, tvie in
andern Gallen, alfo audh bier, die Schlirfie dadurch ju vers
Eirgen, und die Rechnung su ecleichtern ; und man’ bedient
fich decfelben mit defto grdferer Juverficht, wenn man dage
jenige guvor veiflich tberdacht und erwogen bat, twas Herr
Hofrath Réfiner davon, bier und dva in feinen Schriften
und Borreden, bengebrade bat, two er dadjenige, wasg vice
Yen biexben unbegreiflich su fepn gefchienen bat, durch feine
Eclduterungen entwickelt, und ducch feinen BVortrag begeeifs
lich gemacht bat. ‘

8. dufas. 2. Weil (Fig. 1..3. 4.) in dem Triangel
FMK bvie Seite MK = MF (5.6.) fo if ber Winkel
MFK = MKEF, alfo aud) wegen der Parallelen GH, FK
die correfpondivenden Wedfelswinfel GMF, HMK,
ober: Oie WDinfel, weldye die aus den Brennpuns
cten an den Sertibrungspunce gesogenen 2 iniers
MF, M mit dec Eangente madhen, einander gleich.

9. Juf. 3. Wenn man in der Ellipfe oder Pavabel,
MF ober M iiber die Tangente binaus verldngert, fo
find, wegen der gleihen Winkel GMF, HMK (3) an
oder unter ber Tangente, und der neu entfiehenden gleis
dyen Berticalwinfel: die YOinkel unter dex Tangence
dent correfpondirenden anliegenden uper Oecfelben
gleich. Jn der Hypecbel iff viefe Verlangeruug nidye
ndthig. :

10, dufs 4. Alfo wird der YOintel, den in der
Zilipfe und Pavabel die Verldngerung der cus dem
einen Brennpuncte an den Weriibrungspunce mie
Ocer andern aus demfelben Berlibrungspuncte in
- Oen sweyten 2vennpunce gesogenen Linie, oder, in
der Gyperbel, die unverlangerten Linien FM, Mf
bey M machen, durch die Tangente GH in woeen
gleiche Theile getheile, Der Lheilung diefes 91;{?

. elg



ber Kegelfinite, 5

Pels bedient man {ich insgemein ju Aufidfung der Aufe
gabe (50) - :

11, Aufg. 2. Line Lovmale MQ_an einen tes
aebenen Punce M eines Regelfchnitrs geometrifch
3u sichen, / :

2Aufl, Man giehe den Winfel FMK; (5.) die Sinie
MOQ_vie dicfen Winkel theile, iff die verlangte Normale.

2evo, Man giehe eine Tangente GH an den Punct
M (5) foift, FMQ = QMK; und GMF = HMK;
alfo FMQ+ GMF = QMK + HMK, ober MQ_¢in
Perpendifel auf der Langente aus dem Berihrungss
puncte, und folglid) (3.) eine Normale an den gegebenen
Punce. S

12, Juf. 1. Wenn man alfo die Novmale M Q_sieht
(rv) und aus M ein Perpendifel MH auf diefer DNots
male aufrichtet, fo ift dicfes Perpendifel gugleich eine
Zangente an den gegebenen Punce; (3) auf weldye Are
bie Aufgabe (5) gleidhfalls geldfit werden fann.

13. duf. s. Wenn man HM nady G pu, bis an T
perlangert, fo ift das Stiicf M T ein beftimmeer el
“ber unbegrdnzten geometrifdyen Tangente GH, weldyer
von der Abfciffenare des Schnitts auf eben die Are, wie
beym Cicel in der Trigonometrie von der Secante, abs
gefchnitten und begrdngt wird, Eben fo wird MN ein
beftimmter Theil der unbegransten geometrifhen Nor»
" male MQ; und in dem Berftande fann man die Grofe
ciner foldyen beftimmten Tangente ober YTormale, file
jeden Delicbigen Punct, fo wie die Subtangente, Subs
normale . algebraifch ausdriicfen, wie in der Folge ges

geigt werden wird.

14. duf. 3. Da die Tangente des Schnitts mit der”
Sinfe FX jeberzele pavallel laufe (5. 6.) fo erfieht man
bicraus fogleichs /

A3 1) bie



6  Bon den Tangentenr, Subtangenten, 1,

1) bie fage der Tangente gegen die Are, und aquf
welher Seite des Mittelpunctes diefe Tangente die Are
fhnciver,

2) daf der Winfel KFM dem Winfel MTN, ben
bie Tangente mic der Are mad)t, allemal gleidh) fepn
miiffe,

3) baf Sicfe benben gleichen SWinfel immer grofer
werden, und ficd) einem vediten Linfel ndheen, je ndber
M nach dbem Sehyeitel A ju ricft, fo wie im Segentheil
pie beftimmte Tangente auf den Fall abnimme; und um.
gefehre wadyft, wenn KFN fich v vmindert, und dag folge
lich iber A, Den Unfange der Abfciffen, eine unbeftimmee
Zahgente GH auf ter Are fenfreche fichen miiffe,  Eben
Das gilt audy fir den andern Sdycitelpunce B.

4) bag bingegen: die beftimmee Tangente MT an
Den bepden Scheiteln Mull werde, oder verjdmwinde, weil
alstenn, mann M auf A oder B fallt, FK= o wird: fo
wie die Tangente des Cirfels in der Trigonometrie fite
die ®rade o und 180 gleidhfalis o iff. Endlidy

§) baf in der Ellipfe, wenn FM =fM wird [in
pem Puncte, wo die Semiorvinate der halben Fleinen
Are aleich ift (Alg. 365.)] alfo FK in FN fale, undder
Winfel KEN unendlid) Flein oder Null ift: die Tangente
an dicferm, Puncee, forohl in Abfiht der fage von FK
alg auch) des unendlidh fleinen Winkels KFN, mit der
Are parallel laufen und alfo die Tangente und Subtans
gente fiir den Duabdranten der Ellipfe, eben fo wie die trie
gonometrifhe Tangente und Secante fiir den Quabdranten
ves Cicfels, unendlidy fepn miiffe,

15. 3uf. 4. Wenn man aus dem Puncte M bdes
redtwinflichten Triangels TMN, das Perpendifel MP
auf die Ape herabldfe: fo find mit diefer Ordinate PM,
niche allein P'T und PN (3) fondern auch die beciﬂ'e;

: ' A



per Segelfnitte. S8

AP =x und CP = u der Grife nad) gegeben, Folg-
lich Bann -man fiir jeden in dem Umfange des Schnitts
gegebenen Punct, diefe Abfciffen als befannt anfefen, ‘und
dic Werthe der Dafiir ju fuchenden Sinien, in' diefen Ab-
feiffen oder ifren Functionen, mit Buzicbung dev in der
Gleichung fiir die Sinie befindlidyen beftandigen Grifien
ausbdriden, Es mird fidh alfo filr jede tinie des Schnites,
vrrgleichen P, PN, MT, MN 1. find, ein doppeltes
Ausdruck angeben laffen, fe nadydem man bie veranderr
lihe ®rife x oder u (dic Abfciffe vom Scheitel-over vom
Mitcelpuncre) in den Werth der Sinie ju bringen fuche,
weldyer auferdem durc) die mitverbundmen uunverdnders
lidyen ober beftandigen Grofen nod) mehreve $effalten
annehmen fann. _Mebrentheils fudyt man den QBett[)
diefer tinfen in den Abfciffen x oder ihren Dignitdten, mie
Bugichung der grofen Are und des Parameters ju befiim=
men, well fid) dle folch vgeftalt filr die Elliple oder Hye
perbel gefundenen Ausdriicte am leichteflen auf die Paras
bel anwenden faffen s wiewohl audy bie Werthe in wele
dhen u befindlid) ift, ihren viclfachen Nuben Haben, und
febr of¢ Firzer ausfa[len alg die erfiern. K werde {n
ber Folge diefe Sinien in den LBerthen forwohl von x al3 u
angeben.

16, Aufy. 3 Einen ﬁuebtmf fir die Subtans
gente P'T 3u finden ;

Aufl. 1) fiir die $Bllipfe ({}!g. ) Weil TM
Il FK (5) fo ift FKfw T ME, aifo

fK : fF = KM:FT
ober (in den Weethen diefer finien (wg; 376, 378.) und

well KM=FM = Z;a—m‘[a , olfo FR=fM

'214 — MK



8  Bon dent Tangenten, Subtangentert, 1.

N M e P A A s S o

a

Py u‘faz——-c") =zu\[a’—-c? sur
a

= —, fein
a a
AL I ; fF.KM
man a® —c2z=r=fF fehit) FT = . K =
e £ Bl
T e——, un
4 e o f
r
FP:FC-—CP::_';— -_—
i 5 2 1 2_ 2
\a[foFT+FP=~a———u,::.za " = B'E
S u

Siele der Punct P gwifdhen F und A, fo ware alsbenn
PR PC eGP = s —:5- und PT.=ET o FP = -

2 : £ & o vorigen
B ARk I o —_— =t -] ot
i u + S 2u , dem 8

nidys deffo memqer gleidy.

Sn Diefen gefunbenen QBertb bon PT, fa —x ftate
u fubmtuirt (Alg. 368.) aiebt

PT=a 2—4(a=—x) BU .. gpe B (a—x)x

4ta—x) .7 la—x . la—x
w0 x bie Abfciffe AP vom Scheitel A an gerechnet bee
Deutet,
1) fiie die Hyperbel. (Fig. 6,) TWenn man bHiee

2us

Va*+c? =sfest, foift (Alg. 405.406.) fK= ==
=fM+FM, Da nunbier, wic in der Ellipfe:



det @ege’lfcf)uitte. RaS,
ek (220): i 5 = KM (-_- 2):rr

abet FP=CP — CF = u = o

az 4uz__az u _%a

alfo FT+FP=u— — =
4u 4u u
P L. oty

Auch Hler Fann P zroifchen F und A fallen. Dann ift
FP=CF—CPundPT=F T—FP. Dem ofngeadyte

2__I,2
bleibe ber Ausdrudt fﬁr PT = -

Derfelbe.

Jn biefen. gefunbuen Qme §a+x ftate u fubﬁ(tuirt
(Alg, 402.) giebe
PT = 4(Gat+x)*—a* ax+x? - (a+x)x
T gGadtx) T Lat+x ~  latx ’

17, Adnm. Sn vorfichenden Im)ben Qtuﬂérungm trf
dag Berfabren fite die Elipfe und Hyperbel vollfommen et-
neeley, und die Vergleichung diefer und anderer Recdhnungen
fite dergleichen Rinien jeigt offenbar, baf das Refultat derfels
ben bep Depden gemeiniglich-in nichts ald in den Reichen eir
niger Glieder verfchicden fey- Die Folge wird diefed noch
mebe beftdtigen, und nuc in tenigen befondern Fallen cine
Yusnabme machen.  So werden 4. €. die beyden (L. IL) géw
fundenen Werehe in diefen Yusdruck
T+ 14270y Ia*—n?

SR G )

PE = &

Il

, und alfo eben

s bo"o =

u a7 u

As ax
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ax 4.x* '_ 2x(a ?x)
lafx = aFo

too die obern Seichen fut die €llipfe, die unfern fiie die Hys
pecbel gelten.

indgemein sufammen  gefafe,

Die Subtangente Hat ibrigend, fo tvie andere mie ibe
werbundene Linien in der Yigebra einen betrdcheiichen Nupen.
QBepmistelft derfelben fann man audh die Aufgabe (5) analys
tifch (5fem, weil fie den Punct T, wo die Tangente die Axe,
den Diameter, oder irgend eime andere der Rage nach gegebene
Abdfciffenlinic fhneidet, durch ihre Lange finden, und daz
durcd) mit dem gegebenen Puncie M die Lage und Srdfe der
Zangente beftimmen lebrt.

18, 3uf 1. AusPT = ~—-—x folges
: X

(ZaFx):x=(a+ x):PT :
die Subrangente ift alfo in der Ellipfe und Hpperbel
Oie viette promomlc 3u CP, AP, BP; bdas beifie,
fiir die E(ipfe: Ofe vierte Proportionale su der Ab-

feiffe aus dem iictelpuncee und den Segmenten
der grofien 2&::.

19. duf. 2. Weil man die Parabel als eine Ellipfe
vou einer unendlich grofien Aye anfehen fann (7) fo fee

man in PT = ﬂ_a_—tx—z (1) a= oo, {ofommtPT
a G 2%
— X X
it T = 2x fie bdie Gubtangente

0 —2.X (=]

ber Parabel, Auc) giebt der Ausdruf von PT fo[-
genbe Proportion :

a+2x.2x:a+x:PT _
xe : : Da
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Da nun in der Elipfe a—x > a—2x, fo ift auch
PT & 2x, aber {n der Hyperbel, wo atx < at 2%,
diefes PT < 2x, @Es ift alfo: Oie Subtangente in
Oer Parabel der Odoppelten Abfiffe (2x) aleidh,
gréﬁe{t als fic in dev Zlipfe und Eleiner in dev Hys
petbel. :

20, duf. 3. Wollte man den Husdrud fiir die Subs
tangente der Parabel unabbdngig von der Ellipfe finden,
fo Ednnte das auf die Ave gefcheben, die ic in meiner Abs
bandlung von den SHaupteigenfchaften Oer KRegels
fcbnitte §. LXXL gegeigt abe, Man fann aber audy
bicebey nad) einer Methode verfabren, die fid) uberbaupe
auf mehrere frumme Sinden erftrectt, deren ®leidyungen
gegeben find.  ARN (Fig. 7.) fey ¢in Bogen eiver Erums
men $inie, die von der geraden finie GH in ben Puncten
R, N 1. gefdynieten wird.  Diefe Sinie GH loffe man in
Gebanfen mit einer fid) immer pavallel bletbenden Berwes
gung nach M jurien: fo fommen die Puncte R, N, fo
wie die jugehorigen Orbinaten PR, QN, immer ndher
an einander, bis endlich bepde Puncte cuf M, als einen
doppelten Durdhfchritespunct (Alg. 452.) und bepde Ora
dinaten auf Mp fallen, alfo PQ = 0; MT sur Tan«
gente und P°I" jur Subtangente witd.  Man driicke alfo
vas Werbaltnif ywoer Ordinaten, wie QN, PR, ober
ifrer Digunitaten, vermiteelft der gegebenecn @leichung
fue die tinic aus, und vergleidhe fie mit dem Berhaftniffe
eben der Dignitdten von diefen Orbdinaten aus den dhHna
Tidhen Triangeln tQN, tPR ber Fique: fo ergiebt fich alsa
dena dit algebraifche Ausdrut der Subcangente von fibfE,
QWare run . :

. QNm:PRm=p:q nadder Gleidhung;
und QNm: PRm — Q tm:Ptm nad) pen apnl. v, ver Fig,

fofandeman p: q=Qtm:Ptm, wo Pt und alfo audy,
nad) der Borausfepung, P'T gegeben iff. :

Lrems



~ Factog bes gangen Gliedes wird, veenidyter werden.

12 Bon den Tangenten, Subtangenten, sc.
Lrempel fiie bie I{cgelfd)nitte. 3n der Paras

bel it
QN>:PR*=(AP+PQ): AP (g, 357)
QN?*:PR* = (tP+PQ*: Pt* aigder Fig.

f :AP= 24 ‘{)«—_ 2,.pi2 €xzquo
(AP+PQ) (Pt2+2Pt.PQ+PQ2):Pi fubtr.
PQ;: AP = (aPt.PQ+ PQ?): Pt?

alfo Pt PQ = (2PtPQ+PQ>) AP
oder Pe*=(2Pt4PQ) AP

alfo bepm Sufammenfallen der Puncte R, N, in M, oder
fiir den Sall ber Tangente, (wo AP fowie AQ=Ap
=x; tPundtQ="Tp; alfoPQ =0 wird) I'p> =
2 Tpxoder Tp=2x(19.) Cben fo fande man file
die Lllipfe und Hyperbel, wo QN *:PR>*= (aF AQ)
AQ; (aF AP) AP (g, 374.)

ax XX :
Tp—éa;X (17)’ :
a1, 3uf. 4. Aud) fann man die Subtangente einer
Sinie febr leidye durd) folgende Regel ves Slufius fine
den, weldyer ich Dier, ibrer Dequemlichfeit wegen, ges
denfen will: 9Man bringe alle Glieder einer gegebenen
Bleihung auf eine Seite oder fege fie qleich Null; die
Subtangente ift alsdenn einem Druche gleich, def>

~ fen 36bler aus allen Glicdern von y (der Orvinate)

mit ihren Seichen, in die sugebdrigen Lrponenten

- muleiplicive: Oev Yenner gus allen, gleichfalls mic

ibren Erponenten smulsiplicicten, fodann durcly x
Oividirten, aber mit den entgegen gefesten Jeidhen
gefchricbenen Glicdern von x (der AbfTiffe) beftebt.
Dicjenigen Gifizder, die feinx ober y haben, fallen weg,
well fie als folche, die in x° oder y° multipticive find, beo
tradytet, und alfo durch den Erponenten o, der nun ein

Erpl,
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EBrpl. Fie dle allgemeine Gleidhung y ™ =+ B X
+oyxhyk ober ymi—yxhyk—Bxn.— g=0; wdren
ym — yxhyk gffe- Gliever in denen fid) y, und — @xn
— yykxh alle Glieder in venen fich x befindet, Alfo,

mym— kahyk
nach der BVorfdhrift, PT = .
b ber Do, BT = L g by

Stie bie Pavabel waren alfo bier B=p; m=2; n=13;

‘, s ay* apx
aunby—o,alfoPT_._Pxo A 2 x (19).
Sir die ElUipfe und Syperbel waren B; m; n; a5 wie in

P

ber Pavabel = p; 25 1505 und y=F ~; hi='23

Al 3
‘pyz 2P(X—)-———)

k=o; dalfo PT =
% 2px
px° + e p(r + )

il (aFx)
a-t2x
unbd gwar nod) gefdwinber, aus der Gleihung y>—px

.2

+ 2—3—-— = o felbft erhalcen haben, Fir unendliche Pas

(17).  ben ben ‘lBertb tolrde man,

myll‘l

PERIPRR i) el e o
vabeln ym — pnxk = o wire PT = Kpnxics

m 5
= % %5 und file unendliche Hyperbeln gwifchen ihs

ten Afpmptoten ymxk — amik — o, Ffime

mymxn m
; e nymxn-‘ « k X

Hier
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- $ier ift alfo die Subtangente der vorfiehenden Parabela
Subtangente gleid) aber entgegengefebts daf alfe, nad
ber Bedeutung der Jeidhen, im lehitern Falle Subtane
gente und Anfang der Abfeiffen auf bderfdhicdenen Seis
¢en, o wie im erftern auf einer Seite der Ordinate zu
liegen Eommen. s,

22, Anm. Diefe Regel,' die fich nodh toeciter ald bdie
dochergehenve erfiredt, ift cigentlich nur cine Berlirgung
des von Fermat bey Suchung der Subtangente vorgefchries
benen  Verfahrens, von tvelchem fie dad leste RNefuliat auf
gine mechanifehe vt findem lehre.  SMan findet ihrer beut gu
Sage in wenigen Schriften gedacht, weil fie von der Differen~
glalformel fite dic Subtangente, die gleichfam al8 eine Crrveis
terung der Germatifchen oder vielmehr BarrowifthenTangentena
PRethode angefehen werden Fannr, und die auch im Grunde eis
nerley mit ibrift, verdrangt wordenift. SNch babe dbaher den Bes
toeid diefer Degel hicr nichrbeybringen wellen.  Die Differens
tialformel it freplich von viel algemeinern Gebraudhe, und
fiberfteigt alle Hinderniffe, die der Slufifchen Regel, fo wie au-
dern, oft Grdngen fesen, dergleichen die Srrationalgedfen und
dic binomifchen oder polpnomifchen Potengen von einem unbe-
ftimmten €rponenten () u. f. w. find.  Wo fie aber fate
findet, fo bat fie dic Bequemlichteit, daf man die Subtans
gente fogleich auddrigfen fanu, ohue vorber die oft weitlduf-
tige Verwandlung der Gleihung nach dem Fermat vorgus
nehmen, ja (eIbt obne die Sleichung guvor ju differengiiven,

“toie bey der Differengialformel geftheben muf, wenn mon

aug ibr den Werth der Subtangente Herleiten rvill,

23. duf 5» JnPT = :ﬂf‘_l_:_“ﬂ

fiie u=>1a der abler, und alfo das gange PT —o. Fiir
x=o0, wird auh PT=2x =0 (19), diec Subram.
gente alfo fiie die Scheitelpuncee aller Regelfdynitce
verfchwindet, indem fie gleich YIull wird, "

‘ 24. 3uf.

(17){ witd
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- 24, Juf. 6. Seit man aber u =o, fo ird der Nena

.2

ner Null, alfo in der Ellipfe PT = “: = o (14, §)

| la 2

Siie die Hyperbel wdre alsdenn P T = — ‘—o— =—00
Da aber der Ubfciffe u= o in der Hyperbel Fein Punce
ber Frummen tinie gugehort (Alg. 4o1.) fo giebt.es auch
bier feine ©ubtanaente.  Hierauf muff man wobi adye
Haben; denn die Formel der Subtangente, und anderer
dergleichen $inien, Fann gar woBl fiir eine gewiffe Abfciffe
cinen Werth geben, der aber durd) die Gleichung der $is
ni¢:wieder ausgrefchloffen wird , wenn diefe. Abfciffe. einep
unmdglichen Ordinate jugepdre. So ware auch in dep
Lllipfe filv n=a; PT=—2a welthes aber, weqen
der unmiglidhen . Ordinateé (Ulg. 375.) bier wegfalie,
Aufferdem Fann es wabi gefchehen, daff der Ausdruct fity
die Subtangente . negativ wird, . . Die Vedeutung und
$age einer folchen Subtangente iff (21) erfldrt worden,

35. AT = PT — APalfo (17. und Afg. 368, 402)
e Fant. o oyl iba? Faan

4u 4u. 2 W |
: a(a—2u)

2 ()

% |
«

I

AT =14 28 i A

2 o z

L aFex! a<+2x ZfaFx

alfo ift AT die vierte Proportionale ju CP, CA, AP
26. 3uf. 1. Fir a== oo wird AT =x, in dir Daras .

bel. Alfo ift AT der corvefpondirenden Abiffe (x)

gleich i Oer Parabel grdfer als fie in der Ellipfe,

und Eleiner in dev Hyppesbel.

27, aufs
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. Buf. 2. §iie x =0 oder 4 a, wird aud) AT = o,
Sir x =La ift AT = oo in ber ﬁl[xpfe. Nun fann in
per Parabel und Hyperbel x aud) unendlich werben (Alg:
355+ 394.) auf den Fall ift AT = oo in der Pavabel;

inder Syperbel hingegen AT = % =ZIa. $Hicraus

erbel[et s

1) bafi bey jeber endlichen ABfciffe der SHyperbel dle
gugeborige Tangente bie Hauptare in cinem gwifden demy
OMictel » und nad)ften Sbeitelpuncte gelegenen Puncte T
fd)neiben miffe.

2) baf man durch den Mictelpunce der grofen Ave,
auf bepden Seiten derfelben, eine unbegrangte Sinie ders
geftalt legen Ednne, baf fie bie Scenkel der dyperbel
in' einem vom Sdcheitel-unendlich entfernten Puncte bea
wifret, - Diefe eingebildete ‘zangmte, beige, wie befannt,
die Afpmprote (Alg. 408).

28, CT=AC + AT, alfo (25)

¢ a(a~==2u) s Ia2
‘éa-{- ( = —= (D

4u 4u u :

CT =4

ax 1a2 2
|§a+ —_—— = & (.
Lo an2 a4 2X za -4 X

I 2

29, Juf. 1. Aus *— - =CT fo(gb tia=1Ia:

CT, bag affo CT Oie dritte Propottionale su CP
unb A C ift; woraus man febr [leicht bden - Punce
T finden fann, in weldhem eine Tangente an den
gegebenen Punce M der Frummen Sinde die Hauptare

fpreiber,
30- uf.
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30. Juf 2. S’n mare, futa._oo einCT
in ber Parabel =2 o0 2: % 00 =1 o0, weldher Ausdruct
ein Beweif der E)Iid)tlgfeit und Uebereinftimmung des
Calculs ift, weil er ju erfennen giebt, daf, wenn man
auch in der Pavabel einen WJittelpunce annehmen
wollte, derfelbe wie bey ber Fllipfe und JHyperbel, in
der .i)alrre der unendlidyen Yre liegen, und alfo auch) una
“endlich vom Sdyeitel entfernt fepn muifite; das brifie
nidyts roeiter, ols daf es in der Pavabel Fein foldyes CT,
feinen Mitcelpunce, giebe, :

31. 3uf. 3. Sirv==1aiff CT=1a; §Firu=o
it CT=o00. Sn ber Hyperbel aber gubt ¢s fein Ders
gleidhen CT, weil diefer Abfciffe Fein Punce der Huypers
bel jugebore (Illg 401). Sﬁr u= oo ift in der dhppers

belCT = ;.; = o, file die Afpmprote (27.2),

32. Aufg. 4. Linen Yusdruck fiix die Subs
notmale PN 3u finden.

2luﬂ Jgu dem nd)tmmﬂid)ten Triangel TMN ift
PT:PM=PM: PN = alfo (17.u.A18.368.402.)

l E
{ c?@Ga*—n? (Ia’-—u~) czu
+ a* PR Tat M
- Feadagt ek 0T
PN:‘ a u a
(aF xe2x @Fx)x ¢z __ 'c2x
AR P 0% ST e Yo
ar. oo laigEx 22
(3 Fx)px (aTF Ox & Py
=L 2t o PP )
B 33. Jdnn.
'~ Nt Y f:""‘
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N

33. Anm. Hicr ift PN auf cine vicrfache Are (15.)
ausgedrindt worden, telched bep dem vorigen Linien nidhe
ndthig getvefen, in welchen mit den Ubfeiffen u, X nur cine
Conftans (a) verbunbven ift, von der man bey allen Kegels
fchnitten Gebroudh machen fann.  Diefe vier Werthe find
fibrigens unmittelbar aud den Gleihungen der Elhipfe und
Dypecbel fitr den Scheitel und Mirtelpunce hergeleitet tvors
dent, weldhed wegen nue gemeldeter Bequemlichicit ded P
wobl angehet.  Aufferdem hatte man durd) blofe Subititus
tivn det gehdrigen Budiftaben ausd den Gleichungen c2=ap;
(Ulg. 366.399.) u=14%a F x (Alg. 367, 402.) aus cinem
gefundenen Werthe die abrigen herleiten fdunen.  Neder
Wertly fite die fEUx’pfe diefer und aller folgenden Linien [af¢
fidh fogleich auf ven EivEel antwenden, wenn man in ihm
a=c=rp fet: (Ug. 372,) weldhesd ich hier einmal file
alfemal evinnern will.  Der Yuddruc der vorherbevechneten
(16 —- 28) Linien, ift alfo fir die Ellipfe und den Civbel
einerley,

34. Juf 1. Flira=o0 it PN =1Ip, ober die
Subnormale in dcr Parabel dem balben Parames
tev gleich und alfo beffdndig und unverdnderlidy.
-+ Solghdy ift die Subnormale dem balben Paramecer

© gleich in der Parabel, Beiner in dev Flipfe und
gréffer in der syyperbel.

35. Suf. 2, Weil PN :3} fire die Elipfe und

Hyperbel einecley Seidyen Hat: fo fchlieft man mit Recye,
vaff beybe tinien, bey einerlep Are und Parameter, und
fiir gleic) grofe Abfiffen aus dem Mittclpuncte, einera
{ey Subnormalen der Grofe und $age nad) haben miiffen.
Nun fann aber fein u in der Ellipfe grofer (Alg. 375.)
und in der Hyperdel Fleincr (Alg. 401.) als La feyn, und
ift alfo ber eingige all ver Gleichheit fir u = La, wo alge

vent in bepben Fdllen PN = Z p, wie in der Parabel.
36, duf,
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36, 3uf. 3. Wean man cud) in ber Parabel einen
Mittelpunce C annchmen wollte, von weldem man eine
Abfeiffe CP =u redhnete: fo wiede derfetbe wie in den
beyben andern Sectionen-gleichfalls in der Mitte der una
endlich grofen Are (a) legen, alfo u=Za F x feyn,
nadybem man die Parabel als eine Elipfe ober Hyperbel
anfefen wollte.  Jlad) gehoriger Subffitucion mifte

. "y u :
man fobann a = oo fien, und fo ware il = .,I;)-(é".
a

37. 3uf. 4. Kt u = oo ift in der Hyperbel PN
= o ; fiivu = o ift in der Bllipfe PN =0, aber PT
= o (24), €ben bdiefes folgte aus der Proportion

c‘z

PT(e): PM(fc) = PM($c) PN s,
4 0
JnPM2 =PT. PN Eannalfo fir ein endliches PM per
eine Factor unendlich Flein, Der andere unendlidy grof
werden, ulhy bod)y bepder Product endlcdy fehn.  Der-
gleichen Falte Fommen febr ofc in trigonometfifdhen Nedya

nungen vor. Ein Beyfpiel biervon giebr Alg, 422, X,
und die Gleihung xy = o, fiiv die Hypetbel,

38. 3uf’s. Aus Pa_ = PN folgt enblidh, baf Oie
- Subnormale die vievce Proportionale su der grofen

2Are, dem Parainecer und Oer Abfciffe dus Oem
Miiceelpuncee fey. g o :

39- 3uf. 6. Eine dhuliche Regel fiir dle Subnors
male, wie die Slufifhe fir vie Subtangente (21)
liege fih aus Leterer folgembergeftale Pevleicen,  Hian

B2 fege
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;4 :
fege PT = x (wo Y den Jabler, fo wie X ben Nenner

ves Slufifdhen Husdrucks der Subtangente bedeuten mag)
Xy2
Y

foift PT [—;{—]: PM[y]=PM[y]: PN =

X
ke ey Alfo(21.) die Subnormale einem Druche
gleich, deffen 3ibler aus allen mit den sugebdrigen
sZrponenten multiplicivten, 00ann durd) x dividic-
ten, aber mit Oen entgegengefersten Seichen gefchrie-
‘benen Gliedern von x (ver Abfciffe); Oer Lienner
~aus allen, mit ibren 3eichen in dieLrponenten muls
_tiplicicten, fodann durd) y> Odividirten Bliedern
“von y (ber Ordinate) beftebt. €s verfteht fich, vof
aud) bier, wie dort, die Seichen fid) auf die uvor auf
Null reducirte Gleichung begichen, und die Glieder, die
fein x ober y haben, gang wegfallen,

Zrpl, Fir die Gleidung (21) ware die Subnors

nB3xn-" 4 hyykxh-r
lnyl’ﬂ-",—_kyxhyk—z

tigen ‘IBértbe der Budyftaben, fir die Ellipfe und &y

“malePN = alfo, nad) dem bdors -

px°+

o g
' perbel: PN = E=emnicens 98,

IV,) u. f. w.

2yp

go. AN =PN + AP alfo (32. und Alg. 367.
402.) "

AN=
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rs. u far
SCEEERAE
3
__*u +a®(la—u)
— Q
u Ia? F
&3 4 (Faiiy = pu+ Ia’ ¥ au
a a
P s(iie-n) an
a
AN:‘C.' __c’-x _éaczxc"x_{_alx
T"' az X= a?
a*x4c2(la
£ a(; X
.p_:i.'Ei £ __éap-?px-}-ax
2 a a
ax+p (33 + X)
i : (V)
L

41, Juf. 1. Jir a = oo fallt das @!igb + P-f gang

haeg, und bleibe fiir die Parabel AN = — Y o¥w S

x=ZLaiftin der Ellipfe AN=La= AC meil algbenn
der Punce N in C fale,

42, 3uf. 2 Well AN=Lp + (B—E-Ll,zmb in

der Parabel =1 iptx foift firx= o, AN iiberall
=1p.  Aud it tlar, daf in der Jypesbel und Data;
bel AN immer grofier mird, jemehr x madhff, und fir ein
unendlidyes x aud) unendlidh werdben fann. So famn
. B 3 audh
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auh der Punce N aufder Are niemals zwifdhen den Schels
tel und den ndchften BDrennpunct fallen, fondern allemal
1iber denfelben Binaus,

43. Aufg. 5. Linen Ausdruck fir die LTormale
MN 3u finden.

Aufl, In dem rvecdytmwinflichten Triangel MPN ifE
NM?> =PM?*+ PN? alfo (32 u. Alg. 368. 402.)

+ fa*c2 - c2u® ctat

az a?

+la%c Fatc?a® fetu?

e

a4
cz 252 2rig2. . n2
- -(c u j:a [4-3' ljl }) (')
as
:’:%azp :*_—puz + quz
a a?
_ 2ia% Fapu’4piut
az
plpu® + a[la® —u2])
R (m

MN2=4q

; a?

acix F ¢ax* + (c’- . c2x\2
—— + AR &

a2 24 a2

% alc?x Fa’e’x?+Ia’c* T acaxfcrxe
e a4 f

¢*(* [ 11 Fx ] Hax [a Fx])
& P s (dip

apx
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a X:;: xz s X a
T + . I |
2 2 a
NMa o | 22PX F apx* +1a*p™ F aptxtpixe
: =
Y, oo . =
1 LE Sk ILE 2 DI
L a2

44 3uf. 1. Fira=oo it MN? = 1p>+px=

(vtax) , hog e
M in ber Pavabel; alfo NM = L{p(pt4gx)
4 . :

45. duf. 2. Fite x=o ift in allen Regelfchnitten
NM?=Z1p? ober NM=1Ip. Eben das crfolgt, wenn
man fir die Elipfe oder Hpperbel x = + a fehit.
©egt man aber fiiv die erfiere x = La, fo fomme N M2

4.2

7 oo NM =1c Sieraus ift ffav:

42

1) Daf die Normale fir eine unendlich Fleine Aba
fciffe in alfen Kegelfdhnitten einerley, und nie Eleiner alg die
Halfte des Parameters feyn fann;  ingleidhen, daff die
Normale, wenigfiens in der Parabel und Hyperbel,
beftandig wadt, wenn x wadyft, fo daff filr x = oo die
MNormale felbfi in beyben unendlich wird.

2) Daf in ber Ellipfe die Normale niemals grofer
als die halbe Fleine Are werden fann,

45. Aufg. 6, Linen Ausdruck fi dieTangente
T M 311 finden,

o Uufl. Weit TM2=PM>+PT?, foift (17. u.
Alg. 368. 402.) : ’

B4 : TM?
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T™M*=

46.

ri—_;}a’cz F ¢2u* + (+%a®* Fu>)?

a? iy

I 6 I ,4,w2 2 I
f53°—za%024a%ut 4 12 c?0® F c?ut

a‘d?
SO BE 8] Feie) G- 0)
azp?
:'171{3 p+P‘12+( +U)
a u2

I
1g2°—3Za’u24aus +Ta?pu® Fpus

. ‘ au
- affete—u’] 4 u?).(Ga%—u
o . T+pud.@ 9 an
au
]
ac?x + c2x? ax + x2\\ 2
a 53-1-_)(
a\c“x?cz)(z a?x2 4 sax34x4*
5 a® 337 +ax+x?
(c X [2 a + x]*4a’*x*[a §x)) (a+x) amy
a*(la¥x)*
apx F px> G s, g
a 3 (£é¢x)
_ (PX[za+XJ’+ﬂ‘[a+XJ)(a+x)(IV)
# a(za+x)z ;
3uf. 1. Wenn man a = 2o fest, befomme man

M'T? fur bie Pavabel, Jn dem erften Theile namlich

Yon



ber Kegelfchnitte, 25

von IV. bleibt nue bag Gficd — px unbd in dem Jdhler

bes anbern heils berfd)minben alle lieder vor =*x2,
fo wie in dem mtnmr vor oo und ift alfo MT> =
o3 px ot 2 \

—— = px+4%”=gAF. AP +4Ap*
o0 400 ;

(Alg.356.)=4AP(AF+AP)=4AP.FM (¥lg.360.)

47. duf.-2. Fir x= o oder 4 2, fommtMT =0,
€ben das gefdyieht, wenn man in (46) x=o fet, Al
find alle Tangenten an den Scheitelpuncten der Kegels
fchnitte gleich Null (14.4.), und in fo fern eirander gleidy,
€ben bi.fis mirde erfolgen, wenn man in L 1L (45)
u=z;a feite.

194

48. Juf. 3. Jiru=o wito MT>=2___ ober

[¢]
MT = oo alfo die Tangente fir diefe Ad{ciffe in der
Ellipfe, fo wie filr ein unendlidhes u oder x in der dys
perbel ober Parvabel unendlid).

49. Aufg. 7. Einen Yusdruck fir einen aus

. dem Scheitel A auf der Aauptare bis an dic Tane

gente TM aufgevichteren Perpendifel AE 3u finden,
Aufl. Weil TPM » TAE fo it TP>: PM=

=TA*: AE?, obder (17.25. u. ¥lg. 368. 402.)
[+}2® Fo*]?  [c® (k1o Fu?)]

u? 5 ; a2

R Sl e s A g

16u?

— 2

und + i— + aug den Depden erften (Shebern, n?
aus dem Nenner bes erften und britten, unda® aus dbem
; B s Nenner
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Nenner be8 Fwepten und Jabler des dritten ©licdes Hers
auggeftrichen

a-—a2u)?*- :

+ (iaz.,,uﬁ):c‘:: ( ) : AE2, alfo
e?(a—au)? 4 c2(a—2u)?

AE2 — (l'z')z = = ( ) =
F 4-4(za°—nu”) 4(a*—g4u?)
F c*(a—2u)(a —au) o Fec*{a—au)

T 4(a—2u)(atau) T T 4(atauv)

+c*[ja—nu] v
= it
 AEs = E2P(z2—0) g

Over, LaF x flaee uvin L IL fubftiuire,

(D) oder, ap ftact c* fubftituirt,

<4+ c2 X 2
Apr D2 e LT T gy
4(a+4x) 4(aFx)
apx : :
Frg o IV
4(a + x) (, )
go. Juft 1. Jir a = oo, fommet aus IV. fiir die
Parabel AE? &= Sr3 :P-f = e oder AE =1y,
4 ® 4 4

der balben Ordinate gleidh,

st. duf 2. Jn bem Ausbrude AE® = 3
¢*(a—2u)” ; e
A (49) in weldyen das obere Seichen
fur die Kllipfe, dbas untere fir die Lyperbel gilt, febe

man
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+c’(a—-3u)“

man fn ——— ben Werth der becuﬂ'e fiir Ben
4(a2—x-4u )
LAttt Gaitas
DBrennpunce, alfo v = i fo fomme fur [ die
{ " (a—-— £ as -—-L.’)z
q04 AEZ [

Z(llipfe i =
(=40 —c Mo o <“_**_\£‘*_::;:)
4 2

B L e A
€ben fo fomme, in 4{@,_-4[12) - fae die Hypors

bel, u = o : gefebt,

AEz:_c.z(.a‘_‘(az{-cz)z, o €a~—\/‘az+?’,”>z'
4 —c?* ¢ _ ; 4

Hoa 2 . 2 4
unh AE:-’FC \[: - ). Pun muf man, in beya
pen Jallen, fiiv ein rofitives AE die obern, fir ein ne,
gatives, bdie untem Beichen brauchen, weil in der (E[hpfe
niemals v > L a, fo wie in der Hoperbel niemals u <la
feon Eann; diefes gicbe fir die Ellipfe und évpetbd
bas pofmbe, ver 2Abfciffe CF gugchorige AE = +

- (a-—-‘/'aZ ¥ 2) and das negative, der Abfclife CL jua

gebdrige AE = -;(a-—‘fa Ta*) Sn ber Pa
rabel, moAL =1y (zo) fomme fir das v aus bem
Brennpuncte, welhes = L p (2{!3 358.) AL =1Lp,

Wenn man die foldhergefalt fir ein po{ttwes AE ia beé
: Pavas
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Parabel, Ellipfe und sayperbel gefundenen Werthe:

ipsza—iya*—c?; fya*+tc® —la; genauer beo
trachtet, fo finbet man, daf fie insgefamme = A F find,
der Weite des nddbfien Breanpunctes vom Sdcheitel A
(Ag. 359- 382. 405.) Eine durch den Punct T, in
rocldyem die gu dicfem AE gugehdrige Tangente die Are
{hneidet, gezogene auf diefer Are fenfrechee Sinfe, wird die
Diveceriy des Kegelfchnites genennt.  Die Urfadye diefer
Beuennung wird unten gegeben werden,

s2. 3uf. 3. Suru=1a ober x = o wird durd
gebents AE — o; baf alfo AE fiir eine Tangente am
CSdheitel bey alfen drey Kegelfhnitten verfdywinder, Fue
x =+ a witd in der SZ{lipfeund Syperbel AE=+ oo
roelches alfo verflanden werden muf.  €in AE fir einen
gewiffen Punce wird allemal von der unbeftimmeen (13)
geo aetvifthen Tangente G H fiir diefrn Punce, ‘abgefdhnit.
ten, und alfo der {dnge und tage nady beftimme; wie AE
von der Tangente GH (Sia. 8. 9.) Fir die Abfeiffe
x == -+ a aber obder fitr den Punce B, falle GH auf BH,
uno Fann alfo hier F:in AE von der mit ihr langft BH
parallel lanfenden GH, 0, i. BH abgefchnitten werden,
und it alfo Hier AE in bepben Sectionen unentlich, nur
mit dem Unterfdhiede, daf ein folches AE in der £llipfe
alg + oo oberwarts, untd in der ypperbel als = — oo uny
terwodres der Are, ober fo mie bdie pofitiven und negativen
Oroinatet angenommen werden, ju liegen fomme; tenn
eine Tangente an einen Punct M in der entgegengeferss
ten (Alg. 404.) Syperbel BM, (Fig. 9.) (chueidet das
negatioe AE untermdrts am anbern Sdpeitel,

3uf. 4. Fir u=o, wird in ter Fllipfe (Fig. 8.)
AE? =1c?glfo AE=Lc=MC und vie Tangente GH
fo wie die Subtangente unendiid) (¢8) * Fir die Hypers

bel
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— et
2
C

bel wirdbe AE2 —_—‘—:— ud AE = | — -‘—’—— —

fcy —1 ober unmdglich, fo wie es audy fiir eine dets
gleidyen Abfeiffe in der Hyperbel Feine Ordinare, ober Fels
nen Punct der Erummien Sinie giebt,

54. duf. 5. Sn der Parabel und shpperbel fann x
aud) unendlich werden, Fir ein foldyies x ift im erfiern

(50) Galle AE =X p oo, alfo aud) unendlich., S dee

c200 c2
p L) with AE?* = —— — ——
saypecbel hingegen (49, I1L) wir e

ober AE = Lc ber Halben jwepten Are aleidh. Da nun
fiir eln folches x bie Tangente durd) den Miteelpunct grhe
(27. 2.) weil C'T = o, o darf man nur A E der balben
gweyten Are gleidy madhen, fo wird eine Sinie durch die
Puncte C und E gelegt die Tangente fiir einen unendlich
vom Siheitel entfernten Punct, o, i, die Afymptore ge.
ben. Weil aber in der Parabel fir x = oo cud)
AE =% oo, fo crhellet yugleidh bievaus, dafi bie Paras
bel feine Afymprote haben fonne, weil man fic) riefetbe
in einer unenbdlichen €ntfernung von der Are geventen
miifite. w2

© 55 Unm. Auf cine dbnliche Art, tvie die Pinien
(16 — 49) find audgeoriicFt roorden, Ednnte man auch ‘TN,
CN, TE, ME und andere mebr findenr, tenn man’ fie

z
braudpte,  Jn der Sleichung y*=p (xF }—;——) fege man
x=AF=1, ‘alfoy = 1p (Wg.358.) fo Fomme p =
£ 4ff . bty 2
‘-‘-a-—-g;—-—, alfo ap ober ¢* = 4f (a4 f) und a =

e
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g ff ‘ : '
i_‘—.*_’?‘.‘___ %uch it FM2 oder P> = (AP— AF)a
4

+PM2=(x—f)2+p (x + X—a-) 0der, den gefundenet

2

, S 5
© Werth von p fubfituive, FM?2 = (“.M)

7 - 3 F‘ o3 . ; §
alfo =1+ :‘1 (wenn man a - 2f oder Ff = F fufst)

Y Fx ‘
ud f=Q — = Beemitielft dlefer Gleichungen fiie

_a,c, p, f, @ fann man nun in die bereit8 Levechneten Yugs
driicke der Ginien, die Werthe von AF, FM, F [ wit bineins
bringen, telches: in gewiffen Sallen mit Bortheil gefchiehe,
und jugleich ju crfennen giebt, wie wannichfaliig fich die
LWerthe diefer Linien ausoricken laffon.

56. Aufg. 8. Devechnung der Linien (16— 49)
in Besiebung auf Ote swepce oder Tiebenage.
2 2 2
Aufl. Fie die swepte Ave iffu® = % T a_}%...
: C
, 2

=a® (e F E-;, 0 a, ¢ die Haupts und Ticbenare,
.y bie Ab{cifie aus dem Jiteelpincee C, u die Ordinace
‘bebeutet. . Num ift (Jig. 10. 11.)

PT (% if: Fu?)

132
€T g"“u—" = PM (y):

a
G e - oder, den Werth von u? ful
4t Fu) b o
jve, C 2 il i &
ituive, Ct == a2y ——— = —, e
ftituice, e 4y Oeene fey in

Der
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der [£(lipfe z eine ?Ibfuﬂc wie a p, (g, 10.) deren Atts
fang, in dem Puncte a ift, wo bie Ficine Aye die Ellipfe
fchueiver, fo it y=le—zundz==ZLc—y3 und wenn

2

2

. el 2
man aud) bier einen PDarameter q = ~ auf der Lies

benare nimmt: fo iff alsbenn, ¢q =22 und

e Zeh 1c? Ca:Ca
Ct=— ="*— = =~
QY A e T Cp
o I 19> cz-L'z®
pt=CtF Cp == = -
= y fCc~—2z,

y s¢—z  Cp
22(lc*FyY)  fe2Fyt
== = ’
| S 4
M2 PR -
pn:p J 1
pt a?(fc—z) a? a’z
’ £ C” e < 6%
oty T ©
| L ™ <
g :
aly yte(ze—y
anmpﬂiaPJ
| slc—a)tcs qUicmn)ter
AR R i

Mn?
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L 7GR RRP YR 8y 2
2 : o c
_ Gt ey

—

1 Yoo 2
- it B4 5k 40
& c * c?
Mo bi. J _ 9(3c2+[q Fcly*)
pM*+pn® 5.4 e*

a%(za%c2+4[a*—c2][z2—cz])

Cc4

} q(z9¢*+[g—c] [2>— cz])
[ ,

{ fa2c¢? Faly (4c +y2)?
) i e
a yzlrez+}z)+c (IGZ:}:yz)’
c*y*®
_(qy2tc[ie®+y?]) (G2 Fy?)

cy2

Me® = o pt

_a"’z(c——-z) z22(c—z)2

A, T dEogye

_qZ(C—Z) z2(c—z)2
i (fc—2)*

ae® =
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[ 22Ge®¥y?) (e Fiey)®

e c? y2
(S F )8
—
% pMZz.at? y
2e?= ———— R g
Pt° " w2Ce?Fiey)® - fad(icFy)®
o] cg(éch)’?) 294 %c2¥y2
cq(fc+y)2 i
. §;2¢y2 ;obér, fuir dle
L ;
Ellipfe allein
Ta?2(lc=y) 2a %7 Icqz
R g L R
¢ty - c—z C—z

Berbiirsung bey ber Ellipfe, wegen ber Differeny dee
Quadeate zc®— y2, nid)t aber bey der Hyperbel, ges
fheben Eann.

57. ouf. 1. Biele von den Hier ausgedruckten Sinjen’
baben einerley Geftalt mit Den vorhergefundenen (161 49)
gleihnamigen fiir dle Hauptare, nur dah die dortigen
a, ¢, p,u, bier mitc, a, q, y, vermechfelt werden, Sn
gewiffen Fallen ift das a n der Syperbel nicdhe, wie hiee
angenommen wotden, = pn ~—ap, fondern=pn+ap;
weldyes aber den algebratfchen Ausdruct von an niche dns
bert. Die Werthe, in denen z vorfomme, gelten nue
- fiie die Ellipfe, nicht filr btie Kyperbel, fir welde fie
wenig Nusen @Jben, und aud) febr unbeftimme {ind, da
ein y in dev lekern bald gréfer bald Fleiner ift als L c.

8. Juf 2. s Ednnen bier eben fo, mwie bey den
Augdriifen derfeiben $inien fiv die Hauptaye gefdhehen
ift, dieTWerthe biefer Linien filr gemwiffe beftimmee y oder z

¢ gefuns
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gefunden, oder auc) diefe finien gewiffen. Grofen gleich

gefest und pernady die Wertbe fiir y oder z gefudt wers

ben.  Lenn man 3 E. wiffen wollte, wie grof in der

ypecbel (§ig. 1) fie Ct= Lc, die Abfeiffe y rwodre,
02

fo fege man Ct ober X =2c; fo fommt 2ty =—c?2

alfo y = Lc; baf alfo ber Punct t Bier auf a ober b, die
Endpuncte der poeyten Are fiele, nachem man die Aba
fciffe rechts oder linfer Hand von C genommen hHatte, Jn
dviefern Falle Edme at ober bt =c, filr die Ubfciffe C p.
Da nun aber Cp=PM, fo findet ‘men aud), was fie
cine Abfciffe CP auf der erfien eber Houptare ju tem
Puncte M gebore, der auf der swepten Are Cp=je
macht; denn Lc in: die Hauptgleidhung (Alg. 402.) fiir
212 2

P M gefuie, glebt Zc2 = 2

e ‘
— — alfo CP
% fo oder

wes e GBoflte man fucben, in weldem Puncte,
2
0. . bep weldyer Adfciffe ywo Sinden glelch grof find, 3. €.
wenn pt=pn fo feGe man nur ibre Werthe ecinander
X0 B n 2
gleldh), o ift (s6) ‘?—c——y—ﬂ— = E—;y, alfo (az e

s G2
ud y =

P = =% und fo in anbetn
2 a‘.z j_‘_ C i

Sillen, die eben Eeine Schronvigeit Haben,

Anm. Wasd bid bicher von Erfindung der Tangenten
und guderer damit verbundenen fLinten gelehre tworden iff,
begieht fidh, auffer (20.21.) nur auf -die RKegelfehnitte; uud
fo fana man immer ausd der Natur und den Eigenfdhaftem
einer gegebenen Linie cinen Weg finden, auf weldhem fich vie

; ’ <ans
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Tangenten und 1brigen Linien decfelben geometrifeh Leftima
men, oder ibrer Lange und Lage nach algebraifch ausdriis
den loffon.  Die bey cingelnen allen vorfommenden Schrotis
rigteiten aber, baben die TMathematifer veraniafe, auf eine
aligemeine SRethobe su denfen, bie fich auf jede gegebene Lis
nic ¢rfieedt.  €ine fole SNetbode fiir. die algebraifchen
L inien hat @arf«{"us suerft gegebenn, mit soeldher o andh fo
febr jufrieden getoefin i, daf er fie ibrev Hlgemeinkeit wes
gen, fiir cine dev fehdaften und niglichften Erfindungen ges
balten bat, bie iemald vor ibin in der Grotueteic semadht
worden find,  Dicfe Methode ift nachher verfchicdentlich,
theils verbeffert, theilg evwoeitert, theild aber auch durch ans
deve verdunbeit worden,  Hicher gebbren die Bemiihungen
cined Pafeal, Sermat, Slufine, des grofen Auygens
und des might minver- vortrefflichen Ffaac DParrow’s,
veffenn Regel fite die Tangenten, mit der Keibnisifcdhen Dife
feremgialformel dafiir, bi8 auf bdie Begeichnung volifommen
ubercinfomme,  Die Bequemlichfeit der Leibnigifchen
Beweichnang aber, und ded dafiie exfundenen Calenls, hat bie
Erfindung der Tangenten, nidgt nur an fich febe erleidhtest,
fonvern: auch fo allgemein geatadht, dag. fidy diefelbe auf
ceanfeendencifche Linien forvobl, ol auf a/gebraifche
erftrectt, und durch feine Brivche, Srrationalithren oder ane
deve Hinderniffe der vorigen Methoden aufgehalten wirds
Die allgemeine Borfehrift, aud der gegebenen Gleichung. eis
ner finie, die angente, Subtangente n, £ 1w, ju findew,
wird Methodns Tangentium directa genennts b iff die
Methodus . Tangentivm - ipuerfa gerade  entgegengefiat
toclche aud gegebencn Tangemten oder andern Bamit vecs
wandten. Linien, die RNatur und Coniruction der frummen
Linie, welder diefelben 5ugcbétm finten kbrt, Die leg»
teve ift eine Erfindunng: der nmeuetnt Mefitiniiee, und ricd
in der Jntegralieshnung, fo. wie die' cefte i det. Diffes
rengialeedhnung, am ancmemRm uitd vbhimuug{teu abs

sebalwdt._ ol 140t
C2 P B

s
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N IR AN AR
11,
Pon den

‘Duadraturen der Kegelfnitte

und den .
natticlichen oder hyperbolifthen Logarithmen,
: , 6o. Ertldrung.

@ine Femmlinichee ebene Slache wird diejenige ges

nennt, beren Umfong ‘(perimeter) entweder gan
\ ober -nur-gum THeil qus einer oder mehrern Frums
men $initn oder Dogen befteht, Die Quadracur dieier
Kidche wird gefunden, wenneman das Werfialmnif ders
felben gu rqend eiver gevadlinidyten eberen Figur beftima
men, odcr ihre Fldde in einem angeblichen Ouadrate
ausdriicten fann.  Die Quadratur Heife: beftimme
(definita) wenn man von biefer Ehene nur efiten ober et
liche bejtimmee Tbeile, oder aud, wie bey den Ovalen
und andern in fidy felbft junicflanfenden dinien, die ganse
Kldche quadrice. ~ Die unbeftinmee Quadrarur hins
gegen (indelinita) forders den Junbale elnes jeden ‘ywis
fdyen den. Bogen ¢iner Frummen Sinle und riner oder meh»
rern, nadd) Gefallen gejogenen geraben ober andern frums
men $inien enthaltenen Raumes.  Die UnmiglichEeit der
letitern (¥ vorlangft erwiefen,” - :

61. ebrf Abcde fey ein230gen eitter Ernmmen
Sinie, der mit feinen fenfrecditen Coordinaten AE;
Ee; e Raum AEecA beardnzt. Tfn’ denfelben
fcbreibe rian o viel Patallelogrammen DF, CG,
BH &t alg man will, deten dében Dd, Ce, Bb &e.
insgejame, tiber den gleichen Guundlinien ED, PC,

v » - CB
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CB &ec. auf der Abfiffe, der Ordinate Fe parallel
liegen ; und ergdnse (edann die Parallelogrammen
Ft, Gg, Hh & {Denn man nun die Grundlinien
aller Recbtecle fo verleinere, dap ibre SHShen, nds
ber als jede angebliche Grdfie bet: dge, an einander
victen, und alfo die Anzabldicfer Parallelogrammen
jeoe endliche Jabl tberfteige: o find die leaten
Vecbéleniffe, in welchen die eingefchricbene §igue
EFdGcHbLBE, die umgefchriebene Ecfdgchbiak,
und die Teummlinichre Sigur AbcdeEA gegen
einander ftzben, Oechalenifje der Gleichbeit.

2eweiff. Der ein - und umgefdiieberren Figuren
Unterfdhicd, ift die Summe ter Daralfelogeamnien Bi,
Hh, Gg, Ff, oder, wegen der gleichen Grundlinien alfer,
bas Parail-iogramm EDFfe, das mit jenea eineviey
@rundlinfe, und die Summe aller ‘ihrer Hibern ju Seia
tenlinien Bat.  Da man nun bey: diefen Redyrecten dig
Grundlinien fo flein annehmen darf, als man nue wils
fo fann vasurch aud) des: Streifens ED fe Breite ED, "
obne Ende vermindert wigrden, dergefialt, daff ev eadlidh
fleincr weeden fann, alg jebe gegebene §lache, wenn nue
feine Grundiinie oder Breite, nad der, Lorausfebung, una
ter alle ®ranyén veckleinere wird.  Alfo werden auf den
Sall, weun diefrs SHechtecfes Breite verfihindet, die
et s und phgefdhriebene geradlinidten, und um fo mefr
dfe dagmifchen foliende Erummlinichte ebené Sigur jue
lefit einanver gleid). : "

So laft fich audh bie GleichBheit dicfer drey Figuren
eewrifen, wenn fhon nie unendlid) Bleinen Grundlinien
dlefer Nedjtecke einander nidyt gleidy wairen; wie LTevo
ton im oritten $ehnfage feiner Princ. Phil. Nat. gegeige
bat.  Derbier erwiefene Sas ift deffen zveyter fenhfag.

62. Juf. Dag Recytet EDFe wicd dag Element
ver Frummiinicheen ebenen §idhe AceEA genent,
Hy ¢ 3 e und
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und ift von ibr ein nendlidhbleines der erfien Ordes
nung.  Chen o ift ¢ £dF ein Llement tes unendlid)
Bleinen Redyrects EDFe, oder ein HnendlichEleines
der swoepten Ordiung, weldes gegen bas crfie Element
eben fo verfchvindee, wie biefrs gegen die gange Flache,
Kann man nun ein foldhes vevanderiiches Element allges
mein aqusdrichen, und dle Menge aller auf der Abfciffe
AE neben einander flefenden Elemente fummiren: fo
findet man Bierdurdh, mit gehdriger Defiimnnung der dae
bey vorfommenden veranberlichen GSrdfien, den Tnnbale
per frummliiniditen ebenen Flahe AceEA.  Hiergu
diene die ofe und x1te Aufgabe.

63. Aufg. 9. Die Summe der Potensen der von
1 an bis n in nattclicher Ordnung foutgebendern
dablen 3u finden.

Aufl. Wenn n die Angahl dev ju fummirenden Glies
ter, {ns die Summe von fo viel Einbeiten afs die Jahl n
angeigt, {n" dieSumme der von 1 bis n auf einander fols
genden natitlichen [ablen, und fn’, {n”, v &c. bie
Gumme der Quadrate, der Winfel, der Viquadrate u,
f. w0, eben decfelben Jablen bedeutee, fo ift alsbenn:

l+:2°+-3°+4°+$°+6°"‘7°+8°+9° N +q°=fn’
2%F3%+4%+H5oH6H7°48%+9% < o 4 L H0®
3°+4°+5°+6°+7°4+8%4+9% « < . . o +0°

4o+so+6o+70+80+9n e 2 +nc

5t’-'{-66"‘i'7o'{'8°’l"9a .8 4 N o +n°

6°+7°48°+9° « « . . . A0®

ROH8°DY 4w ox 2 F0®

8°+9° iR Y +n°®

A% s POt

% ok o3 % +nQ

+(n-1)°+4n°

n®

14253 4 s 6 8 YT L (n-1) 4

urd -
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und 123" 568 +gn (a1 ) o=’

3434 s 6T 0T L L, +n”
3 t4'+57+6' 47 +8"F9% ooy o Fa’
445’6+ 748" +9" . oy Wkt

§ A0 89" +4n"

(2l bop ne PR )
71+8r+91 Qe e +n‘

9" . o . o
AT s = nt
ok sk +n‘
t(m-1)*+n*

: 4

-

URD 12 3 g s 6 MY g ()t =
R R S I R e S

3475267 +8 9% o . . & +0n*
42+52+62+7!+85+95' s +n2
$2+6’+7’+8’+9‘ ...... +ll“*‘

6™+, 8 9% . .\ . 0’
748 9% o » oy I
8§49 < o« iR

AT B o

s % m % s

+(n-1)* 4-n*®

n.

S ot

und 1424 354 5 6+ 8 (a1 = ™
v - SEER &e. Sacn S e L

* Wermittelft dlefer ahlreifien werden die Hibern Pos
fengen er natirlichen Jablen durdygangig aug den vors
Bergehenden nicdrigern 9efoégert, relches fehr bequem

4 ! i ’
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ift, die Summe bder verlangten Potenzen baraus hees
guleiten,

Daf 1+2°+3°+4°+5°.. .. +ne={n°=n,
ift an und fiir fic) Flar.  Hievaus aber (Efe fich nun (v’
und aus diefem und dem erfien, {n’, und fo ferner {n”,
{nv &e, aué folgende Avt finden: :

SMan nehme nodh einmal die erfte Jahlenreihe vor, und
fiige derfelben der Horizontalreihen Ergdngungen = S°,
unter dem Seridhe mit bey,  Wenn alfo:

LIZ+TVRRERO T e
DR+ T+ #4546 .o . ppe

IY TR H R 546 . T4
1Y+ PR 54 6. o e
L+ TEFYPREAE. .
2 TR RSN L e

S e e T o ¥+ﬂ"

ok g * ¥k RNt el

-
RIS 14243 +445 46+ +r- 5+

- Da ¢8 nun allemal fo viel Horigontalreifen giebt, als
n @infeiten Hat, fo ift n. {n® ober n*=1S§° + {n’, alfo
{n’ gegeben, wenn man S° qusdricen fann, Nun ift
aber die Summe aller Glieder unter dem Stridye, oder
So=y+(1+20)F(1+2°+3%).. . H (120430 +404 50,
wFn—1P)=1t2t3tats+6.. .+ (n—1)={a"—n;
alfo n®> = fn' —nt{n, odec afn’ =n*+n und
fn' =
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e o T :
o= 7 T 7 =(n+1). o, der Summe bdes erflen

und [legten Gilicdes in die BHalbe Anjahl der Gilieter
(Alg. 85.)  Jn der folgenden NReibe ift auf eben bie Art,

mit den unter dem Suwride bepgefigten Crganjune
gen = S ;

LE2H3 44 546 . . tnjuigin
113 +4% 546 C4a

]

LEN3HAYE6 L 4
et DRAts et
L ETXIF DRSS A
1t2+3+ 445 tu
sk e a oo ot Wi din

K ke A Fe) B
wd S0+ 27+ 3T A+ 5 60ty 1= 1 [

Calfon. ="+ S, und =1 +(1+2)+(t+2+3). ..
+(1+243+4+s5... 4+ [n—1]) 0. i wean man die
einjelnen Ergangungen der auf einander folgenden Ho:iy
dontalreihen, alg fo vicle Reibhen betrachret, die man eine
jeln fummirt, (wo man aifo in dem MWerthe von

—

n n :
b =30 5 bas n nad) und nad) = 1; =

(3]

.
2" iy

=a—tfgemib) S=(-+1) + G + 2
W g fa—= ]t S a7
R R e

€5

i
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PR ket d wryin=—17"

u-—

2
+2+3+4‘,.+(n——1) {n"—n? +fn'—-—n
2 AnS e 2

>

fa'-lag? In—n

alfo n. fo’ ober {n"+ 5= [n" 4 i .

k]

&y 2

., a.nfo4n*—2(fn'—n) n?
ober [n” = _ i - +

L i _“ = = (kD (2anF1) nedh bem aus bem

borbvrge@mben fir {o gcfunbenen und bier fubﬂttmrten
Werthe. .

Ehent fo wire ni fn” = fn” + ", und S”-—- !,+
(3 +2)+G2+22+3Y... 412+ 22+ 32,

+[n-—x])—-(—-+“‘+ )+ ( + L+)
o) (i

6
= l’+2.+3’.,."¥ [n——-]_]»’+ 1>+2243% H(o—1)*
3 SHeE,
3 ‘l—i-ﬁ-l-" - B0l e An’—n? +f1‘x"}——-nz‘
6 3 2
fn' —

n; affo, wenn man die Diviforen ber eingels

+

nen Glicder der jedesmaligen borbetge@enbea ‘],)oten;
gier 3, 2, 6] nun «, B, y &e. fefe:

’

nfn’



der Kegelfchnittes S
{o”=n? fp"—n2

a ¢}

nfn’ obet fn” + 8" = [n” +

fn'—n

v

SRR, ober
asnfn’tnt— % ((n"—n®) e & ([n'=n)
G AN ) 'Y (

fnm e ' —
&, at1

n4 n? n* ,
= — +2~ +v;— = In*(at1)> wenn man

die vorhergefundenen Werthe von fn” uud fu’ fubflicuire,

64. duf. 1. Um das Hievaus fliefende Fefeh filr die
hobern Potenjen aus den vorberahenden, defto feichter
uberfefen gu Eonnen, will idh hier die Augdricfungen der
erftern auf einander folgenden Potengreihen neben einana
der feGen, €3 ift demnach
{n° = n, ober g—; Hicraus folge 2

nfne=(n" 4 S° = {n"+ rﬁ-ﬂ; ‘obee
a

-

enfn®+n n* n

fn'= -—;+;~- =+ =(@tnja fOfQﬂ‘Cf}A

fa’<o®  {o-cn
@ B

a.nfn’ +n%— % (fn" —=—n)

ofn’ = fn”" 4+ S ="+ ung

fn’ = . ’ ot
et
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3

3

. n n n
=L g e e e (at 1) (20t 1) alfp
: r /I/- 3
nfn’ = fn"+8 ="+ "
a
fn”""—'nz¢ fn’— n(
+ix 6 = 3 und
ea.nfn’+n?— % (fn"—-nﬁ).__ % (fa'—n)
fn’ & at1
n% n¥ . nz nz - S
= ;+-; ﬁ-: = (n+1)% alfo
‘ W nd o Hin?
aln"=fnv+4 8= faw +f'“ v " -
' oL . B
fn*—dndun
e R rageme W
Y
aa.nfh'”-l—n“—’g (fll"';n3)—§—(fn"—n2)
el ati
nS + n4 n? P 9
s P 30
SHicvaus folgf ferner: :
aa.nfq“’-l-n‘—% ([ntv —n%)
fnv=nlnw —Swv= . ; e

at1
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a : a 2
e T R ~= (fo'—mn
= { B e e d
at1 )
+ns et n_,’- 5
i WY T

a.nfnv+4n®— g— (fnv — n%)

fnv =nfnv — Sv= b4
at I
4

R (i';le_—n‘)+ ko (fn" —n?)
o ®

ati
n’ > n’ n? n
-..7—‘+;: +;‘“-—6-+";é,u.f.m.

10bey man die Q%ebéurung Der gried)ifdwﬁ Buchitaben

nidht aus der Acht laffen muf, die fich fiir jede Porengs

fumme ouf bdie Diviforen O:r cingelnen Glieder in tem
Werthe der nadyfcorhergeherden Poterzfumuie, in ibrer
Oronung begichen, nnd folglich niche immer einerley blets
ben, fo def fiir fnva pie Budyftaben «, B, v, J, & ben
Sablen 7, 2, 2, 6, 42 aus fn» gleidh fenn wurten, Audy
ift offenbar, vaff in ben ®fiedern, w ithe die Summe
einer gegebenen Porenyreihe ausdrifen, der hodyfle Er»
ponent von n durdygehends cinen Grad Hiper ifi, als die
Potengen felaen, die man fummicen U, Der Divifor
ger bodyfien Poten; von n i gleichfalls dicfon Erpenen-

m+ %

ten gleldh; alfo fnm = —— . ... aud ifF der Divifor
» m+r

bes nadyftfolgenden gwenten Glicdes immer die Jabl 2. -

- 65-

-
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65. duf. 2, Ware alfo dic Summe von n Gliedern
per meen Potengen, oder
pmer And Bn* Cns Dnt

fam=" e el L T &e

m41 B8 vy $ 3

gefunben rorden, wo A, B, C, D... bie Coefficienten der
eingelnen Glicder vorftellen migen, fo mare alsdenn bie
Summe der nécyihbShern Potengrelhe, oder:

a.nin a=t+tna AG—“ (fna—na)

’fnmt' e

a,+I

— 2—? (f'nl'—/nf) + (—; (fns—ns)

e+ 12;

Dea

— — (fnt—nt)... 4 &e
. &

atI

wo das Gefes der eingelnen Gteber fowobl als der et
chen von feldbft in die Uugen fallt, Der Kirge wegen ift
indem Werthe von fn™+* hier o fTatt m+ 1 gefesit worden,

66. duf. 3. Jn dem Werthe von [nm ey m4x
ver hodhfte €rponent von n, (64.) fo fallen, fir n = oo,

nm+* pmg?t

alfe folgende Blicoer weg, alfo ift fnm = . —__

3
. o mg
S Eouis a.nfnm (m-l-[)nfnm nm+2 7
umdinn+’ = = —— ==
a+ti m+ 2 ‘m+2;

fo bag auch Dier bie folgenden Glicder, in denen blos bie |
, €rpos
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Exponeriten m+ 15 q; 1555 t vorfommen, wegfallen

-
Jurm=o0; ift m+1= 1 alfo [0 oder fn' = Tk

(64) und da bep jeder dev folgenden Potengen der Hid)fle
Eyponent, o wie der Divijor ve8 jugehirigen Glicves,
¥ : (% 0 2 v n .
um 1 wahfen, (64) fo fomme {n”" = ;——; n ::Z-;
D pmer
faw=">...aqf fam="——; wie vorhin. Hlera
2 ) ] / mt1’ ‘ o s
aug flisfit folgende Regel: Die Summe der Potcensen
m derer in unendlicher Anzabl, von r anin nacinlichet
Ordnung fortgebenden Jablen, ift gleich dem durdy
m 4 1 dividivren Producte aus dem lesren Glisde der
Reibe, in die Anzabl aller Glieder. Soiff1+am

: ym.y ym+t ; .
m 1 P My S0 e
s B +y . me-x m+1 e

¥ ! C m m4x’
I+2m+3m+4n-1”.‘+\ e ) 3 . e

53 (mt1) e,
voraus gefest, Bafy fowle —:— in Abfihe der Cine
beit [1] unendlid) find.

67. dul 4. Jn dem Beweife des Saies (63) it
angenommen worben, baf m cine ganse pofitive Jabl
fen., Er giit aber audy, wenn m eine gebrodyene oder
~ audh megaiive, ganse oder gebrochene Jabl ift: aber,

per Beweif davon, wenn man ihn-obhne Beybilfe e
Differenlalredmung fibren wil, (age fidy obne viele
Weitlduftialeit Cice nicht dberseugend geben, Dicfe Gro
itmerung i um o ndthiger, weil in der Folge auc)
Summirungen foldyer Reiben vorfommen werden. e

. 142-m
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1+2-" o} g-m + 7 il L0 +y=-m pare alfo fﬁl‘ diefe

—]n+!

unendliche Anzahl von Glicdern die Summe = —— ;
\ _ —m-1

(lll".

r .
S

r v
ober, wenn —m —=—- <~ fodre: 142 + 3

‘ o ] S~y §—r
e s gt AEE . ST s
Fg b ihy P -:-Vs_—_r:sy 44
; ok -+ 1 ¥t - g
Auf eben die Avt verfahre man; wenn m eine pofitive ge
brochene Sabl ift.  Der befondere Fall, wenn m =—1

[87. €rpl. 3.] fiir die Meshe v42-%...+y-" wird, foll
in cer Folge (118.) entfchizden werben, f

68. Amn. 1. Diefe Summen der Potenjreiben find -
im Grunde nichts anders, ofs dad Tjntegral ves fegten
Giicdes der gegebenen Reibe, Meil nadhy ver fo befannten
Tyntegrationsformel fiie dic POurseln und Pocengen

zm+*dz ' X : PALE
f(z“‘dz)’:: = MY = iy
“(m+i1)dz  mHr S m+

=1t2m+3m+t4m... +2m(66)

7169, Aunm, 2. Dev (63) ertviefene Sag [36¢ fich mit
vielpr Leidhrigkeit und BequemlichEeit auf die Dolygcna[,
und Pyrvamidalzablen anwenden, von weldien jene auf
eben die At aus ven avithmetifchen, wie diefe aus
ven Polpgonalpronrefionen fumiitt werden, wie aus
folgenden ju crfeben ift. :

- 0. Aufi. 10. Linen'allgemeinen Ausdruck fir
die Polygonalz und Pyramidalzablen su finden.
Aufl
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Aufl. Man fese

o d ke g o st o +d =
5 e S, g ol N B doge +d

e BV G ey +d

I : L +d

:.‘:##-fd

und 1+ (rtd) T (stad)*(at3d).. +(1+[n-1]d) = B
' ©ox F(rhd )t (rted).. t(1t[n=2]d)
1 Ch(rtd)... F(1t[n-3]d)
1 ...+([1’[;!1-4]dg

% 5

und 1t (2+d) +(3t3d)+ (4'!'6(]). W "2*(21’[:1.1](]) (Ulg.85)

ober 1+ (atd) ¥+ (3+3d) + (446d)en t +’(ﬁ" A
1 #(2td)H(gr3d)et(n ;)+(.‘.‘_.'l___<“)d

1 +(g+d)...+(n~z)+(m-—?-)%£52)df

1 ...+(n-;)+(—":3'—)2;—(ll'—3)d

L SR RS T P

Qh
s 1+ ud
it
und 1+(3+d)(6ad) F(10tt0d) s+l +§_£‘_;.£‘.2 ;

: g 124 A
ober 1+ (31d) +(6+4d) +(1ot10d)... +%—-K3 +EE-Ed:D
D 0o -

-
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‘wo man bas alfgemeine @Izeb in D aud burd)
i ([ﬂ+1]+[h — ]d) ober———— (3+[n--1“d)
aucbucﬁm fann, : e

Hier nmfbeﬁebf A, fo wie B,C,D u.f.m. aus n Glic-
bern. . B ift_tie allgeimeine, aug bem Strammgliede 1
uab der. Diffevens d entftandene, avichmetifche Pros
areffon, und 1+(a—=1) d ihe nteg Elied, und vie
GSumme von A" Fevner {fF C dle a[lgememc Dolygos
nalprogrefion, und das:nte Glicd verfeiben, ober

(n ?d gugleidy die Summe ber vorfergehenden

n -+

_ambmettfd)cn Progrefion B. - Enbhd) ift D die allges
meine Dyramxbalpwgver xon, von mdd)er das e
nz4n n¥—

®lied, - + = d 3ugfexd) ‘bie. Summe bcr

* vorbergeheaden ‘;)o!pgona‘nrogreﬁmn Ciit, Die Summe
ber aligemeinenPyramidalprogeeflon D findet man, wenn
man i den Wereh bes lebtgenannten nten Bliedes ftate n
nadh und nadh 1, 2, 3... o fubjlicuict, Diefes glebe

szn”—)-f:i' f LN d : n3 I_li
2 1.6 6 2
+ ‘n% n3 n* n d n
& 3 4 T 24" 12 6 23

(], [ot2lT [11’—-!],‘[—4n~ +1]d) =

_"n.n-i;l-n+2
F TR R o

(,«j}+ fa—1]d)
71, 3uf,
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71, Juf. 1. Wenn alfo :
Das allgemeine Glicd von A =d, fo ift alsbenn:

POPEROC BP0 Gy Pl iy iy WS T
o Summe von A und

O ie e IR 4100 Vie C:‘g‘(2+[ﬂ"‘-l]d)8.bo60

von B; und

Ri g g g8l D"—:nn+l(3+[n'——1]d)
23 5 0,.8.900 C;und

&p TR ia, A in. E-‘_—n'n+ln+2(4+[n"—l]d)

e 0. S, 00nD

Ueberhoupt wenn X, w, 0, brey unbeflimmee ouf einane
ber folgenbe Reihen, wie C, D, E bedenten, fo ift, wenn
das allgemeine Glicd

52 q:‘a+x..(xx+:11)
op 2.3... (m+2)
- gleich dieSumme von X ift, alsdenn das aligemeine Glich
’ n.otbr. L [odkm] [odmedb] )

2. 3. [m+z] [m+3] i hn | 11d)
gugleich bie Summe von ¥, : £

]

([o+2]+ [n—1]d)

wonQ =

72, Suf. 2, Die befondre Veftimmung ber Poly»
gonals und Pyramidalzablen hangt von der Grife von
d ab. . TMan fege in ben vorhergehenden Formeln, d nad)

und nad) = 1, 2, 3 &e. o giebe g—j(z + (n—1)d)

die nte oder allgemeine Trigonel . oder Tetragonals
oder Pentagonal . Polpgonalsabl; undebenfo -
" wa e n.ntg
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andl

% 3
tragonal s Pentagonal s :¢. Pyramidalsabl von tem

evften Gefchlechre; und ok li'n+2(4+ '[n_ 1]d)

2.3 4
¢ben dergleihen Pyramidalsablen von dem 3wepten

n.o+i1...(n+4m)
®efeblece; alfo == s (o2 +{a—119)
die genannten Pyramidalzablen von dem mten Ges
fhlechee.  Die Polygonalsablen mit dem Centro, ine
gleichen dle abgekiirsten Polygonals ober Pyramidals
sablen ju finden, bat Feine ©chroiiriglelt, und es rourde
“unndthig feyn, wenn id) mid) {anger dabey aufhalten
_mollte, da in der Folge wenig Gebraud) von dicfen Jablen
gemadyt wird, und id) ifrie nur bey Gelegenheit der
_ Potengreihen gedadye habe, mit denen fie einen dbnlidien
Urfprung haben, Wenn man inden Formeln(71) durdh:
adngigd = 1 fe6t: {o finbet man qus ihnen die figurirten
Jablen ver Rftn. Tafel (Alg. 726.) Manfehe 109. 4.

73. Aufg. 11. Line aligemeine Sormel fiir das
Llement(62) jeder gegebenen Sidche AE e A (Fig.12.)
3t finden, answelcher man die §iddye quadriven Eann.

Aufl.

1) fiie rechtwinklichte Coordinaten.  Man flelle

fidy die Abfeiffe AE = x in unendlidy viele, alfo unends
lid) Eicine gleidhe Theile AB =BC =CD &ec. getheilt

- vor, foift, fie AB=c; alsdenn AC=13e, AD=3e&kc.

(3+ [n— 11d) bdie allgemeine Trigonals Tes

X ; :
alfo AE = —. &, weil folcyer unentlicy fleinen Teilchen

fo viel in per Abfciffe (x) befindlich find, als die anges
nommene Einfeit e in ibr entQalten ift. tun fey y die
aligemeine fenfrechte Ordinate uber jedes e, fo ift ey, das

: vet»
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vetlangte Sldchen Blement, = e X, woXalg eine folche
Sunction von x betradytet wird, die den Werth von y,
aus ber ®leichung der ju quadrirenden Frummen Sinie,
in x unb beftandigen Grofen ausdride.  In diefe June
ction von x {ege man algdenn ftatt x nach und nady €5 a¢;

RGN -; e, fo erbalt man bierburd) die gange NReibe

der in unenblicher Anzahl iiber der Abfciffe AL nachft

auf einander folgenden y = X, peren Summe nad) (66) .
genommen, und in die unendlich fleine Bafin ¢ muls

tiplicive, dle verdnderliche Erummlinidite Jlddye aus

diefen Elementen, in einem verdnderlichen Aus.

drucfe giebt, aus weldem man die gegebene Flddye,

durd) gehirvige Subfticution der veranderlichen Srife

findet,  Oft ift diefer Ausdruct rvational; nod) dfterer

irrational, ober giebt den gefudten Fladhen. Sunbalt in

einer Reihe, die man nidyt vollftdndig fummiren Fann.

2) fir fdhiefroinklichte Coordinaten (Fig. 13) fey
P=x; PM = y; der Coordinatenwinfel AP M = 7.
Wenn P p = e cin Llement ver Abfciffe AP ift, fo ift
PMmp cin Llement der §ldche AMP. Man giche
M, ma fenfred)t ouf AP; fo iff PMmp=nMmx

 {in.
‘=e 11 M; unb weil r: fin. 7=PM (y): an-_’._r_.’,,

fin. ,
foifte nM =ey mink 2l PMmp; bem Zlemente
r ,

G

ber Si&che APM s=eXi st oder e X, fin. =, file

r=1 WWid alfo der Coordinatenminfel ein vechter, fo
ift auc) fin. 7= 1 und ¢.PM ober PMmp =ey=eX,
wie vorhin.

s 74. uf.
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74, Juf. Die Summe alfo aller e X in den Sinug
bes Coordinatenwinfels multiplicire, gicht den gefuchten
Ausdruef der veranderlichen Fladye A P M; wo e das Eles
ment der Abfciffs x begeichuet, Die ju nehmende Summe
der. itber x mneben einander liegenden Fiddyen . Glemente
ey, werde idy im Folgenbden durd) (e v) angeigen, w: (che
DBegeidynung mit denen (63— 66) gebraudyten, dbnlich,
und durd) den gangen Jntegralcalculus bereits eingefiihre
©und gemohnlich ift.

75. Aufg. 12. Die Quadratur eines gegebenen
gevadlinichten vechtwintlidyten Dreyects ABC
(Sig. 14) 3u finden.

'Aufl. €8 fey BC=2a;;AB=Db; AP=x; und
PM =y mit BC parallel, fo ift b: a = x: y, alfo
atx '

y :F X (73. .l) die @Ieid)ung ffll‘ MC Sinie AM

sifdhen den vechtwintlichten Coordinaten AP, PM.
Wenn mp dbem MP uneadlidh nahe, fo ift Pp =c, dem
Elemente der 2Abfciffe x5 alfo ey =PpmM, bdem
Elemente tes verdnderlichen §ldchenraumes APM.

Weilnmey =eX = f%f, fo ift dle Summe aller

iiber der Abfeiffe AP neben cinanderftebenden Slachens
£lemente, ober f(ey) = e. a_bf + e.i'S: + e “.'.‘.blf
a e € 23
. a.4¢€ g _¢’a

4+.e'—l;‘—'f“+e' = )[73-11-— b (r+2+3
: - X eza Xz axz
tea i) = 55 25 =T

- Fue
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. I ’ aba'
Siir x = b, witba APM = a ABC =. 5
2

— —;-aba
wie befannt,

76, Juf. Fir einen fchiefrvinklichten riangel
ABC, (Sig. 15.) fey CD =c, das ibrige wie vorbin,

ax? axz CD
Oi APM: P . B o . W ol
foift a e fin, CBD (74) TG

2

X
= ‘;b e L fo findee man, file x=b, & ABC=
ab? s«
ol the 3 AR CD ber balbenBaﬁ in bas
Perpendikel.

77. Hufg, 13 Den pmabotzfd)enﬁaum ApMA
Sia. 16.) 3u quadriven,

Aufl. Wena A, der Scheitel der Parabel, der Ans
fang der Abfeiffer, und A \ p=x3 pM ==y und p der Pas

rameter ift, foity = ;—, bie @'ﬂctd‘ung fiie. vechts
wintlichre Coorbinaten an der Gufiern Pavabel, alfo

€ ¢ e
gy - --E)-. X2 und f(ey) oder API\&A::-—I;_ e” h—

p
e : i
ge*t 9,e’..,.,+- (—) e*[7311=75-
3 3
(s o (D)) = e o (66)
»_x_’ % > i Py X

'._ P 3p = -;)- = 3 xy, ober: ﬁmDmtn
theil des rechawinklidhten pam[letogmmms ApMP
tnter Oen Coordinaten x, y.

Da 78. Jufe
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wg. duf. 1. Fir fchiefroinklichte Coordinaten Az
=w; *M=z; wire AzMA =1wz fin. Map,
(74) ober: Lin Drictheil des {hiepvoinklichren Pae
tallelogrammes unter den Coordinaten w, z; JNuu ift

: Mp v
abet I wz, fin Map=1Iawz. — = Lwz =, alfo
3 P 3 M?F 3 z ‘

AxMA =} oy, ober: £in Dritcheil des Recyeecks
untev der Abfciffe » und der fentrechten 3u Ap gebds
tigen Ordinate M p, alfo z Az M p.

29. Juf. 2. Jn der Aufgabe (77) fallt in demAus,
brucfe fiir den quadrivten JMaum, ¢3, o wie in der vors
Dergehenden Aufgabe (75) €2, gang heraus, TBenn alfo
fiir cine gegebene Sinie y = Ax™, affo ey =e. Axm, 1
loffen fid) alle Duabraturen von ter Are, oder { (¢ y) b.i.
f(e. Axm) allgemein unter der Formel e m+* A (1 42m

xm‘) em+T A ymyr A xm4r
em’ T (m+ I)em+: ™ ma4q

vorftellen, wo m den €rponenten ber Abfeiffe x bedeutet,

3™ +4R et

] il oo §
Da nun A, g ein Product des Coefficienten von xm
m-=t

in die unendliche Reihe (i+2m+ 3mt 47 ..ot xm) =

xm4r ;
g Und Diefes Product nidits anders afs die

©Summe aller Orbdinaten ift: fo erbellet hieraus, daf mie
diefer Summie gugleic der Ausdruck der verdnderlichen
Si&dye gegeben ift; weldyes cben fo viel iff, als 0b man
in ben vorigen Ausdricten e = I febte. Die NRidyrigteit
-Diefes Werfahrens [afe fich and) folgendergefalt ermeifen.
Die eingefchricbenen Rectangel (61) verhalten fid), bey
ibren  gleidygrofen Grundlinien, wie ihre Hiben; alfo

ifre
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ibre Summen, wie die Summen bdiefer Hofen. Sind
nun diefe Grundlinien unendlidy flein, fo ift die Summe
von allen Rectangeln gugleich der gegebenen Fldadye, (61)
fo wie die Summe aller Hihen, der Sumune aller Ors
vinaten gleich, und dieBerhaltnif diefer unendlidy Fleinen
NRectangel nod) immer dlefeibe; Folglich audh die gege-
bene Fladie wie die Summe diefer Hoven, 0. i, nad) dee
Borausfebung, wie die Summe aller Ordinaten, Wean
alfo die unendlidy fleinen MRedytecte nach der Orduung
a, b, c, d 1, dle jugehirigen Hoben oder Ordinaten «, 3,
> @ 1. die unendlic) Fleinen Grundlinien = e finds o
ifa:b=a:0; oder (atbtc):d=(a+B+y): ¢
. f.w. undatbc+die = elatfB+ytdic)ap
(a+btctdrc): (atBtytdw)y =ei1 =111
wenn man e fit dle Einheit annimme, Ao iff atbtc
tdi. = atBrytdic, ober, die Summe allex
Rectangel der Summe aller Ordinacen gleich:
wenn man alfo Oiefe gefunden bar, fo bat man audy bie

ganse Sidche. Bare nun die alfgemeine Ordinate,
overy =Axm — Bxot CxT — Dxs... 4 &e., fo
ware die Summe von allen uber der Abfciffe x, nddit

Axm+®  Bxn#f
an einander ffehenden Ordinaten = o g
mT Rty
Cxva Dxs+r ‘
—_— eovF & = [(ey) Oem

o 5% | st

Ausdrucke der verdnderlichen §léche, aus weldem
man die gegeoene durd) Subflitution finret,

go. Aufg. 14, Den parabolifihen Raum AP
Ma, swifchen dem Dogen AM und den vechrs
wintlicheen Coordinaten AP, P M, 3u quadriren,

Aufl. Weil xy = ApM +APM =Lxy+APM
€77) fo it APM =xy—jxy =$xy. fbief«n%mg
Dy von
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von APMA fande man aud), unabhangig von ApM
folgendergeftalt,  Durd) Vermandlung der Cootdinaten
(77) fomme fix AP = x; PM=y; bi: Oleidung

1 I

=
z

y*= px fite die Ape der Parabel, Hier iff y = p~ x
= X, alfo bag m in (66. 67.) Dier =%, und {(cy) oder

P ot :
AEX)=p (ta" T3 T4 L. X)) (19)

P 2 Bt gy ois

6 o TP = 2 — XV
wie vorhin, mwodurd) alfo (67) in Abfidhe auf gebros
chene pofitive Crponenten durdy ein Erempel befiatiget

wird.

gr. 3uf 1. Jie fchiefvinkiichre Coordinaten A
=w; IM =z, wire AnIM =32 wz, fin. MIP (74)
e 2 wZ h_d._l_) 2 wZ y :
— 2‘ . Mn } 4

0=

X
=
=P.

Il

;—' =%oy=%AI PM.

'82. 3uf 2. Man jiche die gerade Sinie AM, o ift
bas parabolifhe Segment AKMA = AKMP —
AAMP=gxy —Ixy=1>Lxy. Alfo verhaltcn fich
AKMA; AKMp; AAMP; AKMP; gegen einander,
wie 2xy; 3Xy; Ixy; $xy; das ift, mie die Jablen 53
2535 4.

83. dufl 3 Fiir ein PM aus dbem Brennpuncee F,
wirex =ip; y=1p (Ufg. 358.359) alfo, auf den
Sall, 3xy=1:p?, vem 3wwSlften Theile ves Quadras
tes des Parameters gleid).

84. 3uf. 4 Das parabolifihe Segment PMNQ_
=AKNQ — AKMP ju quadriren, fege man AP =1;

PQ=1x; foit AQ=aTx; und NQ>=p. AQ=
ap T px;alfo NQ=yap T px, mdbAKNQ =% AQ.
, N
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QN (80) = § (atx) Vaptpx. @ben fo ifft PM2
=p. AP=ap undPM = (ap. Hffo AKMP =3AP.
PM=2ayap und AKNQ — AKMP = § (a%x)
Vaptpx — 3ayap = PMNQ = § ([a+x]
VapFpx —ayap) ’ '

85. duf- 5. Das hler abjustehende Gilied 2 a\fﬁ'
batte man aud) aus dem Werthe von AKNQ =% (atx)

v ap T px berleiten fonnen, wenn man inihm x = o gee
fet, und das mwas alsdenn 1brig geblicben, mit in Be.
tradtung qejogen Batte, Denn fitr x = o vermanbelt
fih AKNQ_in AKMP, in dag Stitcf das man von
AKNQ_ abjichen muf, um PMNQ_alfein 3u beforma
mgen, weil Dier nad) ber Begeidinung, (84) der Abfciffen
Anfang in P liegt.  OMan nennt diefes die Lrfindung
ber befi&ndigen Gréfen, dle ju Srganzung oder Abs
flirsung 0¢s erft gefundenen Werthes der verdnderlidien
Stache bingugeldyrieben werden miiffen, mwenn felbige
nidye, mwie bey den vorhergebenden Crempeln gefhelen
wiirde, fiir x=o0, fcIbft Null wird; welches ju erfennen
gicbe, vaf der gefunbdene Ausdrudt die Duadratur, ohne
$Hinguthuung odee Abjug eince beftandigen Grofe, volls
ftandig giebt, Denn {(ey) begeichnee Gberhaupt jeve
Sladye, die wie PMN Q_ jmwifdhen jocen parallclen Applie
caten, PM, NQ, cinem Zheile e Abfciffentinie PQ,
afg einer Bali, und cinem Bogen MN der Erummen dnie,
enthatien iff, in welder jedes N Q_eln y vorftelit, das ju
der ADfciffe x qehort, die fid) in Q_endigt, bey welcher
aber P mi[{Fﬁbriéd; angenommen  werden fann,  Fitr
x =0, wid aud) meiftentheils dle Flade RIGR vers
{dhwinden, und das gefdhiehe allemal, wenn P, ber ¥bs

fciffen
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feiffen Arnfang, auf A liegt, wo die Abfciffenlinie bie
frumme dinde fdneider, und alfo fiir x = o audy die eine
Orditate PM = o wird, Wenn aber der fur die vers
anberliche Flache gefundene Austruct filr x = o nidht vers
fdhwindet, fo evfenne man daraus, um wie viel verfelbe dae
fiie gu grof oder gu Elein fey, nadybem das Uebriggeblicbene
pofitiv oder negativ iff, und alfo davon abgezogen oder das
u addire werben muf. Die Fiqur erldutert viefes, fo
wie bdie folgenden Beyfpiele, febr deutlich.
~ Daf man die Conftans fir x = o ju beftimmen
fudht, ift nicht nothrwentig, man Eann fie aud) {ir andere
Werthe von x befiimmen,  Die Borausfepung vonx=o
ift nur dle einfadhite; ja guweilen gefdhieht es, daf fie
x = o bas Ucbriggeblichene imaginar ober unendlich
“ift; woraus fich alfo nidyts beftimmen [afe, weil die biers
aus gefolgerte Conftans, die verdndevliche Sicdche felbfE
imagindr ober unendlich machen wirde, weldyes beydes
ungeveime iff,  Auf fo einen Fall Fann man x einer ans
Oern Grdfe gleidh, ja (elbft unendlich grof, annehmen,
wenn nur bey diefer Worausfeburg ein endlicher veeller
Werth oder Tiull fir sie Conftans folge; wie man aus fols
genden mit mebrern erfehen witd, Diefe befidndigen
®rofien odber Conflantes pflegt man durc) Conft. ober
aud) nur durdy ein biofes C angugeigen,
86. Aufg. 15, Alle Frumme Linien 3u quadri-
ren, die dev Gleichung ym = « + x 3ugebdren.

Aufl. Man fife z +x = w, fo ift das Element e
der Abfciffe ot x mit dem Elemente von w einerley, ober
I

el x=clw; undy=wn" alfo die Summe aller Ors

dinaten, bdas ift bier (79) die verdnderliche Sliche
I 1 1 I I

— —— —

Z=rta™ + 3" v 40wyl ™



I
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B

ober, den Werth von o fubfticuive,
1 tm
m :
oL 'i' m i » ; b
Z e (atx) + Confl; wo bdie Conftans
nur noch ju beftimmen iff, und folgendergeftalt gefunden
wird. Fiv x = o, foll aud) tie Flade Z = o feyn (85).
I+m

——

Man febe alfs in Z = l;_—-n—;l (a-i—x) Moy x=o0;

, I+m
Diefes giebt Z= ——. & ™ . Ao ift ber erfee
1+m
Ausdrudt, firx= o, um o viel ju grof, und Fommt alfo
1+m . :
R m .
C= b folglicy
14+m o1 4m
s RN
Lo e ([a.+x] a ) Sn oans

dern Fdllen, menn das, was von Z ibrig bleibt, nacdhdbem
man x== 0 gefebt hat, eine negative Grofe ift, wird diefe
Conftans pofitiv ju dem eritgefundenen Husbructe von Z
bingugethan. Fir pie Gleichung ym = x — a; ware

1+m
B A (x—a) m + Conft. wo die Conftans

“ptm
vers
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vecfchiedentlidy beftimme werden fann (85) nadydem
ier m eine geradz obder ungerade Jahl iff; wenigftens
fann Hier nidye in bepden Fillen fir Z = o; audhx =o
gefest merden. Beyde Gleibungen ym = x + 2 gehos
ren ju dem patabolifchen Gefdhlechre, und ift Hier dee
Parameter p == 1 gefebt worden,  Jn beyvenift ter Abs
feiffen Anfang um die Gréfe , aber nad) entgegengefeta
ten Dichtungen, vom Sdheitel A entfecnr.

87, Erplor. Fir m=2; ud o =2, fime ans
et evffen Oleidung y = (a+x)% und { (e y) ober

Z=3(latx]" —a)=§(at+:]iFi—ay3)
fite die gemeine oder Apollonifche Parabel von bem
Parameter p = 1. Will man ftact 1 den Budhfiaben
p rieder feBen, fo darf man nur darauf Ache haden, was
“die Gleidhheit der-Abmefjungen fie die Fiddye Z crfordect,

,;D[efes giet Z = 3 ([a+x] yap +P—;~ e
gerade fo wie (84). Der Abfciffen Anfang ficge Hier
inP. (85 _ ‘ ,

Brpl. 2. Fiew = 2; fdme aus der andern Glels

X 3
dung y = (x— a)” und bleraus Z =5 (x—a)” + C.
Sollte nun hier Z = o fiix x = o feyns fo fdme o =3
8. g

(—ac)2 +C=3% "\’/’(—-—a,)’ 4 Cobder C =— % a%’-——a,
“alfo die Conftans, und durd) fie die verdnderliche

Slache felbft, unmdglich. Eben das gefehiehe, was

man aud) fiir eine gerade Babl ftate m fubiituive. Man
“fete alfo, es folle Z=o fiir X =« feyn, fo vermandelt
: i4m

x—a) .+C in

et
fich der Ausdruct (86) L = e

=t
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m

- 0=C, alfo ift biee die Conflans ull, und L= ——
1 + m

—a) ‘m filr x = « pollftandig; und fo hatte man
aud) x einer andern Grofe, vie nide Fleiner als o tﬁ
gleid), und dafiir Z = o fefen Eonnen.

Siir ein ungerades m Dingegen, fann audhZ = o

¢ = m
fiir x=o angenommen werden; denn bas gieht 0 = ——

1~
1+m ; g
AN -

(—a) 4+ Conft. ober Conft. = — T
; m

-~ EHAN >

m ey ]

ot oo D ke o CEE bie‘gerabe,?,a&(

1+m
(r+m) madt nimlidy die (1 +m)fe g%ten; 0N — o
pojitiv (Ulg. 31.). und wenn audy das nidhe ware, fo ift
dod) die ungevade Wurgel (hier »y") ciner GréGe, immee
mo _;hd), wenn aud) diefe Grife negariv-ilt.  Alfo ift
I + m 1 + n

bi.erZ-— 1+m ([x—a] M — g4 m ) furbtc

verandetliche Slache vollftdndis.  Der Abfciffen Ana
. fang liegt bicr in L, fo baf BA=a=AP (87).

#rpl, 3. Fie nnenbucbe Syperbeln gmlfdyen tb
ven Afpmproten,  ware (21) ymxk = gm+k, aljo

k
e L
a ) ;
PE TR, B xS affo das Slicheneles

ment
:
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‘ m--k o k
ment, ober ey =e. a ' x ™, und die verdn.
m+k —k
m E
¢ i a X
Octliche §idche ober Z =
mn
m+k
el S "; e bepdeg fir vechtwinElidyte

“(m=k)x m

Afymptoten, Wesnm=: =k gefegtmhb fo Fomm¢
fue die gemeine Jyypexbel ey=e.a” x="und{(ey)

a f(——) 00 man -:—:—- b. i ex~* nad) 67.
nicht fummiren fann, denn fonft fdme { (E—) =

+ C = % 4+ Conft; weldhes ungereime iff, weil die

verdndetliche Slache Z mweber unverdnderlich nod
pnendlich feyn fann (Anal, 219, 1—1I).  Die Are
und Weife foldre Srofen ju fummiren, wird weiter unten
(118) geseigt werdea, «

Sirm = 15 k=2; ober fir die cubifd)e Sypes

3

bel y= —*,warel_.—a x-t+c________ +C

$Hier nun fann man, C 3u Beﬁimmen file x_jeden ends
lxd;»cn, ja felbft einen unendlidy grofen YOextl anneh.
men,



ber Kegelfhnitte. 65

men, und bafir Z=o fefen. MNabme man aber fir
\ “3
L = o aud) x = o; fo wilede 0 = — = 1 C, ober

C= oo, weldes nidy flart paben fann, (Eppl. 2.)
3
©egte man Z=o fir x =b, fo ware Conft = %, und

' (x h

bier Z = of—%—x——). Aber Z= o fiir x = oo, giebt
3

C=o0; affe Z=— ", dle jugehirige verdnderliche

Slache vollitandig, aber negativ. Die Bebeutung und
taqe einer foldyen negativen §liche, Hat Herr Hofrath
Réftner (Anal. 211) umfandlid) aus einanver gefeht,
€ine negative §lache iff ndmlidy bey den Ouadratus
vert fo etwas, was die negative Subtangente im vori-
- gen Capitel (21) Ift.  Sieliegt an eben der Ortinate, die
den pofitiven Raum gvifden iHr und dem Anfange der
Abfeiffen begrangt, aber nidyt an eben der Seite diefer
Ordinate, auf weldyer der Anfang der Abfciffen fic) bes
findet, : ;

' Die Erfindung der befidndigen Gréfen findet
man ausfihrli) und fhén von dem Hrn. von Segner
abgehandelt Calc. Integr. P. I Seét. VI

38. Aufa. 16. Die §lache der Ellipfe ADBEA
(Sig. 17.) vermiceelft des Segmentes CDMP = Z,
swifchen der balben Eleinen Are CD und der Oudis
nate MP 3u quadricen,

2(uﬂT Sie CP = u; PM =y; CD=3c; CA

= la; iﬁy==~c—~ (a2 — gquz2) und y = —
4az 22

¢ (a?—~
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3
{a®— 4u2)%, affo, wenn ¢ ein Elment der Abfeiffe u

1

ift, ey:e'?ca (a*— 4u*)" und {(ey) oder Zz:—;
b

f(e[a2—40%])

Hier vermandle man den  Jrrationalausdruct
I
(2% — qu®)” in eine Reibe, vermiteelfi der befannten
{3evotonifthen Binomialformel (P+PQ)n = Pm +‘_’li
P M2 T2
AQ+ =2 BQ+ s CQ+—=3 pQ_+
m-—a m-—n
L o E « » s .
5 . jre
4u?

2Q_, wo in bem igigen
Galle P=2a*; Q=— R =imubd A, B,C, D,
E,...q die jedesmaligen unmittelbar vorhergefenten

elnjelnen ®fieder ter Neihe bedeucen. Dicfes giebe
a*— 4u® oder

—

, £ zu’ au* 4u®
= Q e—— e -—'3‘*- —_— 5
p a a
1 rou?® 28u* g4u*®
3—* uz)-% C—_ Pt —— = Faar
(a 4 i a? a9 2l
(2u)® 1.(20)*  1.3.(2u)¢
X 24 2. 4o-a2

2 4. 0. 3.;
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i i 1.3.5.(2u)? _1.3.5.7. (2u)*
¥ 2.4.6.8.27 |, 2.4.6.8.10.2°

(a*—4u?)’q
= 12
I 1. 3. 6.7 9. (2u) a
— . »
L 2.4.6. 8 10. 1%.a™ "¢
¢ THAER cu? 1. 2% cu#
unb —— ai'-’-— .uz\—lz——‘- et e R —
a ( 0 s a? 1.2.a%
.3.22cuf L3t atcu?
. L.32 _ t.3.5.2%cuf
1:3.3.2° B ROV
4 10 o i 5 12
o L3.5.7.2%cu"®  1.3.5.7.9.2 .cg
1:2.3:4.§.2* 1:2.3.4.5.6.a™
~I.5.5...(2n==§)ah~2 cq2i-2
g bty v L N3

1.2 .o (n—y)a2n-2

wo man, bag nte Glicd der Reihe ausyudriicfen, ftate n
alle gange pofitive Sablea ven 3 an, fubflituiven fannj
weil hier mit dem Ovicten Gliede alle tbrigen nad) einem
gemeinfchaftlichen ®efege fortgehen.  Fir n = 4; wird
3 € 2n—g53=3; und n — i = 35 woraus erpellet,
vafi man in dem Zapler, diz ungeraden Sablen als Factos
ven nur'bis auf 3, und in tem enner die natirlidien
Baplen eben fo weir, und niche weirer, fortfesen, alfo dds
1.3 2%.¢Cn

vievte Glied == T feyn miffe.  Diefe Ern

inneriing Bat aud) im folgenden ihren MNuben, Hitee
man aber das Glied, wo das Gefe anbebe, (hier das
dricte ©lied) fliv das erfic annehmen wollen, o bdtre
man flir das nte Gfied nad) dlefer Nehnung, cder fir das

- : .3 §.a(zn—1d2n +2
COTRTIE (T O (8 T L Sorl L i
. 1-2.3..s(0+F 1) azn+2

€ 2 C [dybels
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jhreiben milffen, wo man ftatt n aud) 15 25 und alle
- nibrige gange pofitive Jablen fubftituiren Fann,

Obige Reibe fir y flelle nun jede Ordinate, auf ober
jwifchen den Puncten C; P; der Abfciffe CP, aligemein
vor, und es giebt Hier fo viel Ordinaten tber CP, fo oft

¢ in u entfalten feyn Fann, das ift —:—. Man fummire

alfo gehorigermaBen (66) jedes eingelne Glied ver NReibe
befonders, fo bePomme man auf die Art die Summe aller
Orbinaten, das ift (79.) die Flache COMP =7. Srellt
man fid) nun die Abfciffen diefer Ordinaten unter der ury
endlidyen Reibe 1, 2, 3, 4, - .- u vor, in weldyer u gegen
1 unendlid) grof ift, weil Dier jede Rabl ein Multiplum
der unendlid) fleinen Cinbeit e Dedeuter, Deren u eine

unendliche Menge ausdricke, fo giebt, bas evfte Blicd it
2

-

o. i *:~, multiplicive mi¢ (14+2°43°+40°...4u°)

cu :
um Producte -5— (66) alg die Summe aller erfien

2
Glicder; alfo ift —-f(c:, ) ober
 e(r+2243%44%...+u2) 3 cu? 80
T a? N 3.az ¢
: 3 1.2%cu*
Summe aller 3woepten Glicder; und — { (—— )
E I.2.4
b c(x+24+3“+4‘...+l}4)=__ 1.2%cu®
1.2 a4 1.2.5.a4

die Summe aller Ovitten Glieder; u. f. w. bey den
nbrigen,
' Am

L4
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Am leiditeften Fann man fid) die Sadye auf folgenbe

Are vorfiellen, Wenn man, der Kirze wegen, in dem
Werthe vony, die Coefficienten der Potengen von u in den
einelnen Gliedern, nad) der Reife ., B, J; 1. nennt, foift

y=au®—fu*—yust—Jut—eut—uw..,

bie allgemeine Ordinate.  Aus ihr befommt man, wenn
man in u nad) uad nad) re; 25 3€; 4e u f, w, fubftis
tuire, (73) die evfte, jmweyte, Dritte, vierte :c. Orbdinate
von C an gerechnet, die alle einander unendlidh nabe lies

A u
gen; und fo giebe o ¢ ftatt u fubftituive, blc—;te, ober

legte, der Abjciffe CP jugepsrige Ordinate, und bie

Summe von allen in die unendlid) Pleine Bafin e miuls

tipliclee, die verdnderliche JFlade COMP =Z. Deme
nad ijt

@ 1.¢°—0. 1.6’ — . 1.e.4—2 1.¢°—¢. 1.¢%...bie

1fte Ordinate

Yo.2%€°—3.2% e2— .2 et .00 e5—g.2%¢%. . bie

7 ate Ordinate

.3%e°— 3.3%.6* — y.3*c*—0.3%e°—s.3%¢".... bie

gte Orbdinate

@.4°6%— 3.4%6> — y.4% e*— J.45.65°—c.4°c".. . ble

- : . ate Orbinate

» . - - -

und « (:— .- Q.(g)z_ez : 'y-(% Y.et- 3_(2 Y6.0°- s.(:- J.e*

bie-%(’e Ordinate

% 3 5 9

alfo 662 — & e
$S. 79,98

€3 , Summe
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Summe aller Oedinaten, die in e multipticiet, und
bie Werthe der griedy fhen Budyftaben fubflituire

£n ey 1.2"cu’ 3.3 2 6T
7= — e e N e G e
2 3.2” I.2.5-2% 1.2.3.7.2
1.3.§.2%cn? 3.3:8. 7.8 cu®
1.2.3.4.9. 2% 1:2.3.4.5.1.a"°
1.3.9.9.9.2%.¢n™ 1.3.§... (an—§).20"%,
o g ¢ -
1.2.3.4.5.6.13.2" 12 3. (n—1) (30—1).
cu2n—I¥

=t e gicht, mwo feine Conftans rebder ju abddiren nodh

fubtrabiven ndthig {ft, welf hier, fir v = o bdie Jtiche Z
verfdwinder (85), Diefe Neihe Hhat bis 16t nod) in
feine endliche beftimmte Summe gebradit werden tong
nen, mweshalb aud) die gany genaue Quadratuy dev
Zllipfe nidyt fann gegeben werben,

89. Anmerk. Den Auédrud fic die Flade Z hirte
man gefchroinder finden fdnnen, wenn man nur fogleid) die
eingelnen @licver der Reibe fir y, b i gu® — Bu—
yut... nad (79) fummict batte, Jeb habe aber bier mit
Bleif vie Sache etwad umftdndlicher andeinander gefess,
theil8 um ein fite allemal ju jeigen, daf dag Verfabren fiie
dic Quadraturen immer daffelbe bleibt, die Ordinate mag in
ciner endlichen oder unendlichen Hnzabl von Gliedern gegeben
fepn, und mie man fich dabey auf den leften Fall ju verhale
ten habe; theil8 aber auch 79. durch cin Bepfpiel ju erlaus
tern, woraus man noch deutlicher einfehen lerne, in wicfern
man fagen fonue, daf vie Summe aller Ordihaten tibee
CP, bdie ju der unendlichen Reibe 1, 2, 3,4 - .. u gehos
sen, mit der Fidhe CDMP idibereinfomme ; und juglele
dadurch bem Vorwurfe aud;uweichen, ald ob nran fich biee,
witler die erfren Dogriffe dev Elementargeometeic, dieFlachen

aus
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aus Rinierr, al8 Theilen, gufammengefest vorfiele: teldher
€inturf einem Ungetbeen leiche einfolien Fann, wenn et
liefet, wie [3 Caille in feinen Anfangdgrinden der Algelra
(888. 892.) und andere wit ihm, die Quadratur der Flachen,
obuc weitere Erinnerung, behandeln.

Endlich ift noch angumerfen, daf man die Entmwicelung
und Aufidfung der Ordinate, fo wie jeder andern Sridfe, in
eine unendiiche Reibe, von weldher man nachher die Glicder
eingeln fummict, nicht eher vornehinen miffe, al8 big man
fidy auf feine andeve Urt gu Helfen weis, Diefe Aufidfung
mug immer die leite Suflucht bleiben, weil die Subftitution
(86) Berwandlung der Grdfen, und andere Kunfigriffe von
der Art, den vorgegebenen Ausddruck febr oft in cine folde
Form umfchafien, die man wach den befaunten gerwdhnlichen
Botfdriften hehandeln Fanu,

90, Juf 1. Firu=1Ia, wird CPMD=CADC

‘ao ac Y. ac
e Lo o » ODCEL
4 g, 8t 1.2.5.2%
rac 1.zac 1.3.33¢

CADC:IaCWz——— e - - — -

: S 6 2.45 2467
1.35.33¢ _  I.3.5.7.3a¢C 1.3.5.9.9.5ac
2.4.6.8.9 2.4.6.8.10. 1T  2.4.6.8.10.12.13

3.5 (2n——§). z3C '
: = dem Quadranter
2.4.6...2(n~—1)(20—TI) N

bet LHipfe.  Sefit man alfo tberalk ac flatt zac, fo hat
man den ZJnnbalt ber gangen ZEllipfe ADBEA (88)
g1. 3uf. 2. MWeil CPMD — ACPM = CMD,
fo findet man den elliptifchen Sector
¢ 3 CMD
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3
CM‘D:Z-——;uyzz.__:_(%l P %u«

2

1.2%cu! 1.3.2%¢n”? 1.3.5.23.cu8"

— 3

I.2.a% I.2.3.4 1.2.3.4.a8%

ober, ben Terth fiir Z aus g8, fubflituirt, und gehirig
addire: ‘

CMD:SE+S—‘£2 3cu’ 5‘cu:- 3gcu9”'
, 6.a 10a% 7a 1§ ad

Sir u =1 a, witdalsdenn der elliptifche Quadrant

I 3 ) 35
CADC =1 14—+ —F — + — ...
Fac(} 12+80+224+23o4 h)

= zacS; wenn man S fiir die Sahlenreife fehet, und fo
fommeacS fir die ganse Ellipfe.

- 92. Aufg. 17. Die Slache der Lllipfe ADBEA
vermiceelft Oes Ybfchnittes AP M = Q_su quadricen.

- c2ax— c2Xx*

ﬂuﬂ._gﬁrAP:x; PM=y;lifty*=—

b 4

az

zZ X

. 2 :
undy = ;i (a—x)* Man erhebe a — x jur Pos
teng 55 fo fomme, aus (88) nadh gehoriger %cﬂimmung
A

g

ber Budjftaben P; Q; m; A; B &c. y = s

X

- STl x2 x3 cx’
(2 __f_"—";"_—'—";-) ober v = e 3
22> ga 162° a
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3 5 7 , )
cx 1. cx” 1,3¢cX" 1. 3. §. CX2
SEE e g B N
2a 2.4 2 2.4.6.2" .4.6.8, 2
bt giis
§:3:. 89 % 1. 3- §- 7:9. CX
R W P ERAR alfo
2.4.6.8.10.2° 2.4.6.8.10.12.2°
(79.) f(ey) bdasifi:
3 5 z > 8
X ox 5 % ¥ gy
SIS Fooo = R
33" ERE, R 9.2.4.6.4°
x ((2cx ex> I.cx?
obet Q= y— \— — — — *
a 3 ' §a 71.4.a
L ox’ £ 3 ¢8cK’
9X1.4.0.23 11><1.4.0.8.2%

¥o3ige 7. Cx 2 L 3§:7. 9. cx?
13<1.4.6.8.10.2% 15><l.4-6.:5.|o.m,a""
1.3-5-7.9. It...(20—¢g)cxn )
(20t1)>< 1.4.6.8.10.12.14... 3 (i1—1).20-"

fiie den Abfchnite AP M; wo das Gef:6 des Jortgangs
ber Glieder, wie in g8, mit bem Oritters Gliede anfangt,

93. duf. 1. Fir x = La, wird APM=ACD, alfo

ACDz= e @ ] -
V273 5. 2% X142’ gxig4.6.2°
5:-3. % 1.3.§.7 . . » (2n—-g)

o 1<1.4.6.8.2°" T (20+H1)><1.4.6.84.. 2(n— 1 ). 2"
€s

=
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= }5 S filr ten @uadranten der Elipfe. Afo

ac 22ac F S WY o et B o
S i — § =2"cS ober 2acS (2 fite die
\[2. 3z

gaise Lllipfe ADBEA (92) wo S’ die vorfergehende
Bablenreihe bebeuter,

94- Juf 2. Weil APM-{-A\IIPC ACM, fo

finde¢ man hicraus den Sector ACM =Q + _:_—x) y :

obex

L - 5
B, X[ CX cX i &x
4 z Z z %
a o9 2.4.a
LN 3 3 el
a cx §cx »ox" gcx>
g Qe il Wheliisher g =+ —
4 z 2 2
4><z.a 4<2. ‘427 422.4.6.2
9 IX
330x" 19§ cx°
+ el o ety . . Ober(92)

4><2.46.8.2"  4>2.4.6.8.10.2

% ,
B T o 3 2
@ Cx X I.3.x%
CM =55 . :
A 4 (' * 6 a * % 4 Sua”

% 35.%3 1.3.5.7x% 1.3.§-7.9.X°
2.4.6.7.2>  2:4.0.8.9.2% 3 468101025
4; 4.5...{2n—¥) xn="

2.4.6 .-z(n-:—-x)(zn-—ux)an-!);
95. duf:
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99. 3uf.3. Sir x = La witd der liptifche
Sector ACM =ACD, alfo
ac I
e it i
4y 2 <I * %
1357 L %3579
2%4.6.8.9 2‘.4.6.8.16.!!

fcben Quadranten; und bas vievfache Hiervon, obder
bie ganse Lllipfe
© ac 12. A 22B
ADBEAZ= — (14 - G
v 2 3>2.3  2>X4.§
szc + 72D 92E IIzF\
2X6.7 2>8.9 2X10.1F 2x12_.1_3"")

wo jeder grofie Bud)Fabe dag nachffvorhergehende gange
©lied der Neife ausdriict, :

96. Aufg. 18. Die §lide des Rreifes ADBEA
(Big. 18.) 3u quadriren.

Aufl.. Da die Lllipfe fih in einen Rreiff verwana
delt, wenn man in der Gleidyung fiie die Ellipje, Paras
meter grofie und Fleine Are einander gleid) foht: fo findes
man fogleich die Quadratur des Rreifes aus der bes
vedyneten Quadracuy ver Lliipe. Fir den Rueif
alfo, von dem Durdymeffer a, {ff jedes verdnderfidye,
unbeftimmee : ;

au u¥ T.2"u% 5.3.2%u”

b 3 atets
2’45 2%44.6.7

ACP =

.+.) == bem elliptis

o

—t —

33 - 1.2.4.2* 1.2.37.8%

- F35...(20—~5) 2hm2 y20-x
L.2. 3”,.. (n_—l) (2 I;-—'-‘l'l' a2n- ;(88)
alfo der Quadrant deo Rueifes, oder

CADC
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CADC=1a(1— = = —— o 23
6 2. 4. § 2.4.6.7

- I~3-5_~ 2 2
SikES .)[90] = %228, unbd ber ganse Rreif

,ADBEA =28, ober aud) S; fiir den Durdymeffer
'Y

97. Juf. r. Man febe den Bogen DM == 4 fo ift,
fir ‘pen Halbmeffer CD = 15 alsdenn CP = ’fin. 3
PM = cof. &5 und Sect. MCD 4 ACPM = §DM
Ch+ECP. PM 1d+41fin.d. Col.d=175+1fia

20 (Zrigon, 19. S, 5. 3uf) CDMP (Aual, 374.)
'dus (g1) ift Der Sector.

CMD=ET+ 3-’+ OSSN R (L

ot yat i gga”

s=1ad; unb bieraus aud) dee Bogen P} qeqeben enn
man diefe oder eme andere Reibe fie CMD mit La divis

bivet, ober mit — muitipliciet.

St man in dem Werthe von CMD, u =La; fo findet
man ben Quadranten .

e B
224 ' 2304

S
= S'; und ADBEA (96) ober ben ganszen Rureiff

gapei oy _.+’i+
3 4 : T 12< 80

— a2 ober oud 8 fiir a ==1. Hier nafert fich) S’ niche
fo gefbwind als S in(96)

98. 3uf. 2. €ben fo ift fir den Rureiff jedes unbeo
{timmte
APM
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5 7>X1.4.-2
1.3. X* B BT i v (2n—g¢)xn
gx I-_K}.E-—azm— (2ri+1)><x-4.6.3. «2(n-1), a“~;)
[92] alfo der Quadrant

a2z 1 |
ACD = — \\; — — -
e (7. gacad. 9 imalt
1.3 5 1. 3.8
9>x<1.4.6.2% 11>X1.4.6.8.2°

1.3.§....(2n—%) J
= (;KH- I)><l.4.6.8...2(n—1)_2£1> [93]=

und 4 ACD, ober der ganse Rreif

al
S
V2

ADBEA=‘4;2 S = 2a28 2 ober 2S¢ 2

fir a = 1.

99. dnf. 3. Fir AC=1; undden Vogen AM =d,
ift PM = fin.d; CP = cofl. d; alfo Sect. ACM —
AMPC=1d—1fin.2d (97) = APM; und APM
+ CDMP, ober der Quadrant. ACD = L (J+d)+ L
(fin. 29 — fin. 2d) [97] alfo, wenn d=d=45°, ACD
=1AD =4, fir den Haldmeffer 1,

100, duf 4. Aus (94) Fame des I\teii’ea 2Auss
{chnite

e ax
ACM= (1+
4

x

X | 1.3.X%  1.3.6.%

‘ 6.2 2.4.5.a2T2-4.6.7.a3"'
1.3+« (2n—1) x0~"1 )

R

2-4-6 e n 2(ﬂ~. 1) Czn’-__ ‘) an._l
| unb
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und Dievaus, wenn man x =L a fese, der Quadrane

__L 1.3 1.3 §
\f G +234; 2“..}.6.?"'D
und der ganse .Kvexﬁ
2 2
ADBEA = (. TAES ok o Bk
\/ ., 22<2.3 2> 4. §

- 5*C
23<6.7

1o1. Aufg. 19, Den Reeiff ADBEA vermits
telft der Tangente AT 3u quadriven.

Aufl. Dor Secante C'T fey eine andere Ct fo nabe,
paf der Winfel T Ct Fleiner als jeder gegebene gerads
linidyte Winkcl ey,  IMan fege die Tangente AT = z3
bas Slement diefer Tangente, oder Tt=¢, fo ifF fitr den
Hatbmeffer AC=1=CM; TC* = 1 +zz. Mit
ver Secante CT als einem ba(omex’{er, ftelle man fid) den
unendlid) Eleinen Bogen T'S aegogen vor, fo ift in dbem
2riangel TtS der Winfel TS unendlid) wenig von
ATC, und T St unendlid) wenig von dem rediten Win-
el T A C verfthieten, alfo TtS=ATC; und TSt =
TAC, folgli) AtST v ATAC und

TC*[t+2z]: CA2[1]=tT?*[¢*]: ST =

) [95]

e 2
1+22
unb, wegen der abnlichen Cectoren CTS; CMm;

TC2[1422]: TS* [m]=CM”[l}:Mxn2=

ez

€
7 -3—- ober Mm = : +zz; und der unendlich Eleine

Secoor
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Sector CMm=1Mm. MC=1 st iobes : )
S R TEitzz 2 itz
=e(z°—z242%—2542%...) wenn man (in
Alg. 13) (tatt bes bortigen x bier durchgdngigz> fdhreibe,
Diefer unendlich Flcine Secror CMm ifi nun ein
Zlemene des endlichen verdnderlichen Sectors
ACM, folglify) ACM die Summe aller MCm, ober
aller Elemente fnnerhald des Vogens AM, und ACM
=xf(e[z° —2*424,..]) =1 ({(ez9) — [(e2?)

+{(ez*)...) ober endlich '
bl S ARSI R
ACM=i(z— = 4 = p —— 2= . |)
CMU=1 T A L S
[79] -
102. 3uf. 1. Wenn AM = 45°, fo ift Tang. AM

ober z =13 alfo der achre Theil Oer Rreiefliche
=3(—3+5i—3+5.0 und der Quadrant = 1

—gti—i4I... ; wo bdas allgemeine

ARS=]

ober nte lied negativ oder pofitiv iff, nadidem bdie
Babl n gerade oder ungerade iff.  Das vierfuche der
leBtern Neibe ift olfp dem ganzen Rreisinnbalte gleid).

Diefe Quadratur fdeint in ber That, ibrer Sims
plicitdt roegen, vor alien iibrigen den Worjug ju verdies
nen; aber die MNelbe convergire viel ju wenig, fo daf die
Summe ber evfien finf Glieder diz Fladhe noch nicht eina
mal in ben 3ebntheilchen beriditige.  Aber Leibnis, ibe
Crfinder, bat, wie Herr Hofrath Réfiner (Anal, 301.)
evinnerf, nur dadurd) selgen wollen, dag fidh die Quas
dratur des Rreifes durdh cine Heibe geben [dfit, deven
©efes man o leiche Gberfeben fann,  Ein finnreides
Werfahren, die Summe einer betradytlichen Angehl von
O©ligbern diefer Jeife gefdhmind und giemlid) genau 3u

finben,



8o BVon den Quadraturen

finden, geigt Herr Lambere in feiner lefenswiirdigen Ab»
Bandlung von Veswandlung der Briiche. Deyre. jur
Nijath. 2. T. 1, Abth. p. 116 » 125.

103, duf. 2. Will man in den Quadranten (102)
ftatt des hatbmeffers 1, den Durchmieffer a bincin.
bringen, fo darf man nur jedes Glicd Yer Reibe tn das
Nuadrat des Halbmefjers La. alfo in La> multipliciven,
fo fomme, fir diefen Durchmefer a, ver Quadrant

az <
AGD = "= (=g i< 1109

AP =
a[fo.az(x——;~+§-...)=T fiir den Tfnnbalc des

gansen Rreifes; daf alfo div Summe der Leibninis
fchen Jablenreibe = 1P, dem vierten Teile des bevedys
neten udolpbifchen Kreifumfanges P gleid) ift.

104. duf. 3. Auf eine dhuliche Art findet man fup
vie LUipfe (Fig. 17.) fir weidhe , ¥, die balben,
grofie und Eleine, Apen, die Tangente AT = z feyn
mégen, ben Sector

; TPl S A e T

CAM=1{gz— 54— — —5+— ...

Shaw TP teye
_und eben fo, fir die Tangente TD = w; den Sector
ik 5 7 )
Vi AN L D
32 s5a* 7a°  9a’
Wenn nun AT = CD, ober z=; {o ift auch TD =
AC ober w = a3 Man fehe alfo diefe Werthe von 7, w,
in dle Reiben, fo fomme CAM =1 (ay—taytliay
—Zay...)=CMD; alfo bender Summe, oder CAM
+ CMD b.i. der elliptifdhe Quadrang

‘ACDv:os:y(l-%'i‘é,,—;‘f'%...)

CMD =3 (yw—

und,
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unb, fie o, y, ihre Wevthe L a, Lc gefest; CAD =

ac

= (1—3%+%..) alfo, wenn a =c, ober fiir den Civs
22

Bel, CAD = (1 — } + £....) mie vorfin (103)

105, duft 4. Der elliptifche uadrant (at fich
alfo immer (go. 91. 93. 94, 104.) al3 ein Product a ¢ ber
benden Aren in cine Jablenreihe £ ausdricken. Benn
alfo (Jig. 19.20.) ACD =acs; fir ven elliptifiben
Q.uadranten: fo fommt ACD =1a*s fiir ven Quas
Ovanten eines Rreifes um den sElipfens Durchmeffeca. |
Atfo verhalten fid) beyde Guadranten, und foiglch audy
die ganse Llipfe gum gansen Culel = c:a, wie die
Eleine €llipfenaye gur grofen, oder umgefebrt, : achrem
nun bier ¢ Elemer oder ardfier angenommen wird als a,
b.i nadyvem man gum Durchmeffer a res Cirkels vie
grofie (§ig. 19) oder Eieine (Fig. 20) Are der Lilipfe
nimme, den Civfelum, oder in tie Slipfe fdjeeibt, Ehion
fo werbalten fidh vie elliptifchyen Ausfhnirte AC M,
MCD ju den gleichnamicyten correfpondiventen Civkeis
susfchnicten ACM, M'CD’; “ingleidhen die Sriicke
APM, CPMD ver Zllipfe, ju den jugebdrigen il
Ben APM, CPM' D’ im Cukel = c: 3, wie man ous
der Wergleidhung ihrer beredhneten Werehe fomohl, als
auch daraus abuehmen fann, weil die Fldchen diefer
Sipcke mit tert Summen dee gugehdvigen Grdinaten
(79) ubereinfommen, teren Werbditnif in beyden die
vorermdpnte iff, (2¢ : '

106. 3Nl 5. Wenn von einem bellebigen Puncee B
in dem Durchmefler a cines Civbels, - nady der Enps
puncten M, M’ der gemeinfihafilidien Oibinate PM M’
bes Civkele und einer damit verbundenen ein=oder N+
gefchriebenen EUipfe, beren gem Apen a,¢3 fepn vt o

_"}Q.':,»
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gen, die gevaden Sinien EM, EM' gejogen merden: fo
verbdle fich audy der Cirkelausfhnice AEM’ ju dem
ZEllipfenausfchnitte AEM =a:c, wie die Cirfelare
ju der andern Ellipfenare. Denn well APM': APM
=a:c{105) und APEM': APEM =PM': PM=

CD':CD =Zla:lc=aic; alfp APM’:—E—. APM
und PEM = —. PEMj. affo APM -+ APEM ober

AEM = S (APM+aPEM) = % AEM, fo ift

AEM: AEM = —:1=a:c Alfo ift ber elliptis
fche Ausfchnite AEM = % von dem jugehorvigen Civs
Eelausfhnitte AEM, ober AEM = —. AEM; b

legtern Ausfchuite aber fann man qug dem Cirfel fo ges
nau beredynen, als es nur immer die voegefebte Scharfe
erforbert, und alfo auch den elliptifchen aug ihm finden,
‘Diefer Sas Hat in der Aftvonomie feinen vielfad)en Nus
Gen, befonderg in der Bovauefegung, wenn E in dem ei
nem Drennpuncee der FUipfe liegt, ;

107. 3uf. 6. Whren a, 5 und @, <5 3wey Paare
Aren 300er vevfchicdenen Lllipfen E und E; fo wdre
" E:E=acz: ays (105) oter E: E=aciay=
(a: @)+ (c: ) alfo bas Verbiltniff swoer Ellipfen
gegen einander aus den Verbdlenifjen ibrer Aven 3us
fammengeferst.  Ware audha=¢; fowirea: xalsein
Verbdlenifs der Gleichbeit bey der Jufammenfesung
alg o ju betrachten, und E': E=c:+, in ratione fim=
plici dire@ta der beyden ungleichen Ypens v :

108.
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168, 3uf 7. Wenn C einen Rreiff voin Durdhs
mefler a bedeutet, fo it C: E=a?: zy. Soll nuit
C = E, Rereif und ZlUipfe einander gleid) fepn, fo muf
audy a* =y fehn, alfo a = wy génoninich werden:
€3 ift alfo die Elipfe einem Rreife gleicdy, Oeffert
Durchmeffer die mittleve Proportidndle 3wifchert
Oen beyden ren der Ellipfe ift.  Da nun der Tfnns
balt des Reeifes C = "‘T, fo ift bet Bilipfen Jnns
balt obet £ = %; wo P bi¢ betechnete Budolphifché
Petivherie 3, 141 ... Debeutet. Das Product alfd
Ocr bepden Ellipfenarers in das Viertel der Ludols
pbifden Jabl, oder in o; 7853 ... gickt die Ouas
oratur Oer Ellipfe (104.) befto genauer; jemebr man
Decimalen von diefer Babl nimme.  Da nun die Jabl
P eut su Tage weitet berechnet iff, als man fie bep vent
®cbraudye ju irgend einer Abfiche ndrhig bat, o iff es
allemal voreheilhafeer die Quadratur ver Lllipfe auf
den Civtel gu veduciten; als eine der vorbergefundenen
Jablenveiben fie die Ellipfe dabey ju gebraudien, pes
ren Richtigleit und Sihdrfe fich audy, wenn €8 ndehig iff;
aug der Zabl P fiberfehen (aft; Eben fo bringt man
aucy die Beredynung eingelner Stircke ver Lllipfe quf
ven Civbel, wie 106. jum Theil gefdyeben ift:
rog: Aufd. 20. Die Guadtatiie eiiie hpperbe:
lifchen Slache 3u finden. g
Wfhr o) e AMeD
: 1) fie bie iSdje CpMA (Big: 31.5 s
Cp=PM=y; pM=CP=un; die Hauptare = 4
die andere ¢ iff:
§ # Die
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Die Bicichung einer folden . merbel fiir dle Ab.

feiffen (u) auf ver @““Pmu aus dem Mitce!pincee, it
c*uz c2

befanntermagen y2 = S s alfo, durdy BVers

. } 3 a2 a2 y 2 az
wanblung der Coordinaten, u? = — 4 = ——,
4 o 4¢
(c2+ 4y?2) bie ®leidyung fir die Abfriffer (y) auf einer
per Hauptare fenfrechten dinie pK durd) den Mittelpunct

C der Hyperbel.  Hier ift alfo die Ordinace

a

I—J——Cc +4y V= Ve +4y4~-2-c
(c*+4y> )z und tie Bergliidung biefes Auglruts
mit (88) seigt, Dot man in der dortigen eihe, nur a
¢, — u? mit ¢, 3, +y* vermedhfeln darf (weidjes alfo ¢ xe
geraden Olicber dev NReibe pofitiv macht) um aus jener
NReibe, die Reibe fir die aligemeine Ordinate der Hy-
- perbel

ay? 12ay® rga*ay®
u-—i+~.—— —— % P ——
: c2 I 28 1.2.3.¢
1.2.5.2%y® 2 4 x.g.g...(z n-—j). 2n=% gy2n-2
12008 Gaim o ohdg. i) ednsi

(pofitiv ober negatw, nadydem 0 eine gnabe oder une
gerade Jabl ift) Herguleiten.

Und fo fomme (66, 79) _
. 3 = s
CPMA::a—X+ i
: 2 3:6> 1, 2.5.¢%

22, ay l.;.-ﬁ.-233y9 1_-;_9_7_241"\7"

3.
1.2°3.7.6°  1:2.3-4.9¢% ' 1235t

\ ——

} 8

+
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? £ 3- 5.7 9. 25, ayn v 1_3_5” > (gn_s) pn=2, ayzn-x'
1.2.3,4.5.6.13.c:,... 1,2.3,..(n-l)(zn-l)czn""’

1o die Erinnerung (88) wegen n hier nicht aus der Acht
§u laffen ift. Denn fonft gabe ;. & n=1 odetn=12
gefeBe, etmas ungereimtes ober wibderfpredhendes in den
Sabtencoefficienten, weldyes nidyt ju verwundern iff, ta
bas ®efess, aus weldyem das nte Glicd der Reibe oudges
Oclicft worden iff, erft mit dem dritten Glieve anfange,
uno fidy alfo auf die erften beyden Glicder nicht mit ers
ftrectt,  €ine dfnliche Crinnerung findet man (Afg. 733,
I, p.421.) :

2.) Die §lddye AzMA findet man, wenn man

von CpMA das Rectangel ACpw = AC. Cp —_—_? .

abjiehe; bicfes giebe |
y3 1.2%ay’ 32t Ayt

AxMA =2 :
3c? .2.5c? 1.2.3- 7¢

1.3.5:2%dy?® :
e e B f. 1o,
1.2.3.4.9¢ :

- 3.) Die Slache AMP b, i, CPMp — CAM?
ober audy APMa — AM7 ift alfo = xy — =

3 ¢2
p2ay! 1:42.9Y  ,Ti35-24y?
1.2- § ¢4 e 1.2.3.7¢° * 1.2.3.4.9¢"

wenn x = AP ift.  Wollte man Bier x in y qusdriicfen,

fo biiefte man nuv den Werth von x aus der Gleidyung

2

¥:= ;; (ax+ XX) in ciner unendlichen NReibe fudyen,

u f .

biefelbe in y multipliciven, und die gefundenen Glieder
S 3 mit -
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mif den ibrigen algebraifch addiren, Wil man aber .
diefen Raum durdhgdngig in x Haben, fo fuche man
)

c 1 cx” 3
y=— (ax+xx)° = —(a+x)" in ¢iner unends

lihen Reibe, wo in (92) alles unverdndert bleibt, auffer
daf bdie gevaden Glicder der Reife bier poficiv werden,
weil in bem Binomio ftatt des dortigen — x hier + x bes
findlidy ift. 2(1fo fomm¢

3 3 2 z
2
c cx 1.cX 1.3.€X
Vs —5+ —— P - — W f.m.
z 3 z £

8- 23" 2,42 2.4.6,a°
und £(ey).ober
¥ 'zcx Xt 1. cx?
AP — (— : s
M= ‘( ( 5'><n.fa ¥X1.4.2%
1.3.CX4 13;01(‘ 52.9.9.0x%
- 9<1.4.6.2° ol lI><l-+6-8.a 13><1.4,6.8.10.a*

z
= 1..“3.5'.7.9.cx e ll-,f.,mo)
1§><1.4,0.8.10.12. 2" ,

4) Den byperbolifchen Sector €AM ju beveds
nen, va:f man nur von CAMp ein Halbes Cp. pM
=3yu afuie[;m, und_ ftatt u die ?Xetbe (no. 1) fubfttmt-
gen, fo fomme:

CAM_?_X—*-QY’Q 1. zl‘ay! I-_s-z"ay"
gc*  1.2.5.¢% ° 1.2.3.7c°

a - ay® g.alay?d

L2t
+
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2 6 BlgaR
§ ot et T LR ¢ o
1.2.3.¢C 1.2.3. 4u¢®

gehoriger Verfiivjungs
ay - I'ay3 & 3_3)19

CAM = —=
4 1.2.3.¢* 1.2.5.¢%
102y’ 35ay® 126ay™
5.2.7ic% " 1.2.g.c? 1.2, 11. ¢
62ay™
f42a% - und o reiter
1.2.18.C

Das Gefehs der Diviforen faffe Bier in die Augen,
Die Bablen » Coefficienten der Sdbler aber Fommen mit
den figurivten Sablen (ver Réfin. Tabelle Alg. 726.
weldye die Alten Tabulam mirificam nennten) nad) fols
gender Ordnung nberein,  Der Jahler 15 des vvepters
Gliedes ift die erfte 3ahl dever in natirlicher Orbnung
von 1 an fortgebenben Sahlen: der Dabler 35 Des Ovits
ten ®liedes, die sweyte Triangularzabl: der Jdbler
103 bes vierten Glicdes, die Oritre Guadrangulars
3abl: ber Jdbler 35; des funfren Glictes, die vierte
Quinquangularsabl: der 3abler 1265 des fechfien
Glicdes, bie finfre Serangularzabl: ver Jabler 4623
bes fiebenden ©liedes, die fechite Seprangularsabl:
alfo der 3abler m des nten Gliedes bie (n— 1)te ntans
gularsabl. S nenne pier Triangulars Quadrangus.
lar- Quinquangular» u. f. w. Jablen, die Japlen der
Ocitten, vierten, flunfren u. f. w. Columne ber anges
filhreen Tafel, um fie dadburd) it von den Trigonals
Tetragonal 2 Pentagonal u. . v, Sables (70— 172)
3u untcefcheiden, mit welchen fie swar einerley Licfprung
(72) aber nid)t immer einetley 2>edeutung Haben; tetl
bey ben Jablen (70— 72) jeve arithmetifche Progrefion,
bey ben figurivten Sablen hingegen, nuv alicin die Pros
grefion der in natirlidyer Ordnung fortgehenden Saplen,
gum Grunde liegen fann,  Daper, wenn man in den

a allgee
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allgemeinen @fiedern (71) der Reifen C, D, E .. durdh.
gangig d = 1 fegt: fo Fomme -:— (24 [n—1]) fiir die

allgemeine Formel der Tviangularsablen; n;n+ :

(34 [n—1]) fir de allgemeine Sovmel der @u'a{;r'an-
nn+ti1,n+t2

gulatsablen; (4+[n—1]) fir die
allgemeine Formel der Quinquangulersablen; . alfo
nn+1.n4+2,.. [n+m-—3]

203 q nt . [m-q-I] ([m'—l]'*’[n—l]) fur

bie allgemeine Formel der mtangularseblen ter- Tafel,
wo 3, €, fitr bie Ouinquargularjaflen m =5 u, f w,
ift. By venTrigonal, Tetvagonal s Pentagonals ¢,
dablen in (70:72) bing-gen, tommt 8 ouf die Befitme
muug von d an, fo daf jede Per ike angefiibreen Foes
meln (71) Trigonal - Tetragonal » Pentagonal :c.
Polygonal 2 Pyramidal- Jablen in der 72. feftgefesten
Biveutung g ben Eann,  Darcus nun, daf man benders
ley Sablen insgemein mit eincrley, griechifchen oder (ateis
" nijthen, Namen benennt, fonnen leiche Wermirrungen
entfichen, die fid aber vermeiden [affen, wenn man die
Rablen (70—72) turdgebends Trigonal oder Trians
qular 1c. Polygonal, Pyramidalzablen, bdle Sabien
pev Qofel (Ulg. 726.) Dingegen figheliche Trigos
nals oder Triangulars 2c, Jablen nennt.  Der figiivs
lichen Teiangular - Quadranqular. u. . w. Jahlen Bers
~halenif 3u den Binomialcoefficienten findet man bey dem
Heren Hofrath Réftner am angefithreen Orte umftandlidy
auseinander geftBt.  Die Bernoullifchen Formeln ver
* X+1 xx+1.x42
figur. Sablen: iy

&e. Art. Coniect.
Iw -2,

15 C. 3. [affen fic) aus den obigen, mit denen fie einerlen
fus, leie perleicen,

5.) Den
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5.) Den byperbolifchen Sector CAM (Jig. 22.)
auf eine ahnliche Art, wie den Kreifausfchnite (101) ju
beredynen, fege man Tang. AT =z, CT = w; das.
ubrige wie fonft, und nehme rod) einen anbdern Sector
CAN, beffen Usterfdyied von dem vorigen, oder CMN,
Eleiner fey alg jede angeblidhe Flache betrdget, und nenne
dag sZlement von z5 eber Tt=-e. Sieht man nun die
unendlid) Elcinen Dogen TS, Mm, fo find auffer den
abnlidyen Sectoren C TS, CMm au) CPM 2 CAT

TSt (101) und CT (w): AC(%-) _—_T:(e);"rs_-::-f‘;

w
 ingleidhen AC (5):CT (w=CP i CM= "%
' a

urid CT(w):TS(f—f—V) =CM (?‘_;“_"); Mm =

Wi ?

< 2
alfo CMm 9. {, LCM. Mm = o 0 e Lo L Al

! a w a
Sector CMm ift aber das Llemenc des endlichen
Secrors CAM, bder aus der Summe aller jwifdyen
dem Bogen AM enthaltenen Elementarfectoren jus
fammen gefest ift.

Dicfe Summe gu findben, muf man guvor v in z

ausbriifen, auf weldyes {ich das e bejiebr, €8 ift aber

a® L 4u2z?
CA? (—Z) :AT*(2*) =CP=(a"): PM* =

cu

o : alz _— "4— (Alg. 402.) alfou® =

az
; 2 cz
4(F—422)’
eu”
welcdher Werth von u>in — fubjticuive, CMm =

2

eac eac?

£ 53000
4:(02—412) " 4 t P —grt gieht.  Wenn

s man
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man alfd 1 burd) ¢ — 42 gebidrig dividire, und die das

2

; ¢ eac
Ber entftandene NReife mit =g multiplicice, fo fomme

az® az® gaz*  42%az% p%2:%
e( —+ = T - i o) ==
4

Cz c4. CG CB

CMm; und aus der Summe aller cinée(nen ®licder
(79

az az? 42z’ 4% az”
CAM = — +

4 3¢* * §ct ey
432z2°
9A¢8 o o &

r1o. Anm, Die von 155, berechneten Fldchen besichen
fich auf die fchiefroinlichte odce ungleichfecitige Hypers
bel, fo lange a und ¢ verfchicdene Grdfen baben. Seht
man aber in éhuen a = ¢, fo befommt man die Werthe diefer
Flahen fie vie vechtwintlidyte oder gleicheitine hypers
bel. Rochift jucrinnecn, dag man bey den Quadraturen,
amd fo audy bey den Recrificationen, Cubaturen, fo wie
@bechaupt bey allen Grdfen, die durd) eine unendliche
Reibe gegeben find, wohl Adhet Haben mitffe, ob audh), und
tie {chuell die Reihe convergive s welched von ver Bechdltnif
ded fitr bie darinn befindliche verdnderliche Grife angenoms
menen Werthes, gegen die Deftdndigen Grdfen, abhdngt.
Sheviftentheild Eann man die Ordinate (y) in ciner doppels
ten Neibe ausdriien, von weldher die eine bey ciner Eleiz
ner die andere bey ciner grofen Abfciffe (x) gefehroind cone
oegice, fir das Gegentheil aber divergiven und unbroud)dac

o

convergiven die daher enefiebenden Reihen defto farter, je Heis
wer % gegen a wder b ift, v cin grofes x hingegen, mife:
man

fegn wirde, “§ie y = A ya*+xx odet y=B
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man fie v den gleichgeltenben usdrud A (xx +aa

o
eber B

euttwicfelu, tyenn die Reibe convergiven fell,
x+b

1ir. 2nfg. ar. Den byperbolifthen Raum
BPMD (Sig. 23.) 3wifchen swoen Ordinaten BD,
PM, auf der Afymptote CT 3u quadriven.

Aufl. it CB=¢«; BD = 3; BP=x; PM=y;
den Afpmptotenwinbel FCT = k; it (CB +BP) PM
= CB. BD (Ulg. 412.) b.i. (e tx) y =23, ober

y= :_f S alfo, weny pm bem PM unendlich nabe,

wid Pp = ¢ gefet wit, ey = a 8. fin, k. —— (74)
atXx

x° b xz‘ X2 4
:“B; ﬁn. k‘ € (;- —_— Zz -+ ;" — E)Z‘.PPU]M,
vem Llemente von BPMD, und die Summe aller
€lemente (79.) oder BPMD = af3. fin. k x

e 4 X2 x3 xa’,
G =y

@ ¥

S b TS .+v) weldye Sielﬁe Jb‘effa,
. gefchwinder convergire je fleiner x gegen e ift (110.)

112. Juf 1 An dle Endpuncte D, M, der bepden
Orbdinaten BD, PM; 3iche manCD, CM; foiffaACDB.
=L CB.BD. fin. k und ¢ben fo ACMP =1CP. PM,
fin. k. oder, weil CB, BD = CP. PM; (Alg. 412.)
ACDB = ACMP. Folglihy audh CDB — BoC +
DoM= CMP — BoC + DoM b,i. Sect. hyp. DCM
= Trapez. hyp, BPMD.  €ben fo find audh die hypers
bolifchen Auefdynicte MCN; NCS; SCV &e. ben
isvesmaligen correfpondisenden byperbolifdhen Tuapee

31
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sen MPQN; NQRS; SRTV &e. {iber den Balibus
PQ, QR, RT u.{ mw. auf der Afymprote, aleich; daf
alfo die NReibe (111.) eben fowobl fiir diefe Hyperbolifthen
Ausfdhnitee als fiir vie afymptotifhen Raume gilt.

113. Juf. 2. Fir den NRaum QNRS auf der Bali
QR, jwifhen den Ordinaten QN, RS, foy CQ=1;
QR =z; RS=7y; alfo (CQ+QR) RS= CE BD,
bi.(yt2)y=apB; ober y ::—afﬁ- Dicfes giebt

vtz

22 z!

2

(r11.) QNRS = 2f. fin. k (»:—/ -

*T
a x2

) wib BPMD: QNRS = (- —

4 2“2

x3 7 S e

pall e T 753 et
+3u’ ; G i Sadls o

X Z

nun BPMD = QNRS fipn, fo muf aud) r S
bolha:x=y:z oderatat+x=y:y+4z i CB:
CP = CQ: CR fepn. 9Man nehme clfo auf der
Afgmptote CT, einer Hyperbel, von C an o wviel
gletche Verbdlemiffe als man will, fo werden die
byperbolifchen Rdume, deven Bafes die Differensen
der jedesmaligen beyden Glieder diefer Verbaleniffe -
find einander durchgebends gleich feyn.

114. duf. 3. Wenn affo CB, CP, CQ, CR,
CT, &c. in geometrifcher Progrefion auf der Afymps
tote genommen werden, fo find die byperbolifchen
Riume tiber den Grundlivien CP — CB, b.i. BP;
CQ—CP t.i, PQ;CR —CQ, b.i. QR; CT—
CR, b.i. RT &c. over die Trapesen BM; M Q; QS;

ST

H
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ST; &e. 'fo wie die zugehdrigen Aus{chnitte DCM;
MCN; NCS; SCV alle einander glewd, (112, 113.)
fo baf BN=2BM; BS=3BM; BV = 4BM &c.
Nun ift aber in der angenommenen Progrepion, CP:
CB= (CP:CB)"; CQ: CB=(CP:CB)2; CR: CB
= (CP: CB)? CT:CB = (CP:CB)* &e. ober, dicfe
Veebdlemffe find der  einfachen, bder verdoppelcen
(duplicata) verdrepfachten, vervierfachten u. f w.
Decbdloniff, ver als einfach betradjteten Verbltnif
CP: CB gleid). Alfo verbalten fich die Rdume BM;
BN; BS; BV gu einagder; wie die £ogarithmen der
Verbéleniffe CP: CB; CQ: CB; CR: CB; CT:
CB; 0. i, wie die Jablen 1323 33 4; obder wie die bier
aufeinander folgencen Lrponencen der cinfachen Vers
béleniff CP: CB. DieQrapesen BM; BN; BS; BV
ober die ibnen gleiche (112) Sectoren DCM; MCN;;
NCS; SCV; fonnen aljo als die 11aafe oder Logas
vithmen ver nurgedadhren Verbéleniffe CP: CB; CQ:
CB; CR: CB; CT: CB; angenommen merden. menn
man gleidy anfangs BM als dag fTiaaf der einfachen
Grundverbdlintf CP: CB o, . BM = Jog. (CP:
CRB) feft fesr, fo naf die Brdfie ber tbrigen Mlaafe
von der @rdfe tes evftern aafes BM avhangr, Die
Grofie aber eined folchen 11aafes odir Logatithimen,
(age fidy fir eine gegebee Hyperbel alicmal in einer
NReibe wie (rrr1.) ausdeicen, bep wildher es auf die
@rdpe des eingefchriebenen Parallefogramme’ (wels
dyes man den t1jodul ju nennen pficgt) CHDK =2 f.
fin.k = CL IA. fin. k, oder Des Productes aus deér
Hyperb:(poteny in den finum  bes Afymptotenwinfels,
az4ic? :

16 ,
fennt man fdhon Bieraus (1bcrhaupt die MaglichEeit, wie
fich ein logarithmifches Syfiein durd) die éypn;)bel

; . bats

fin. k. (Alg. 413) ar;Eommt§ und fo er

s
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Darflellen laffe; das folgeride wird diefes nod) mehe
‘aufflaren,

115, Juf. 4. Die Abfeiffen CP, CQ, CR &e: auf
et Afymprote CT, migen 3 einer angenommenen CB
‘eine Berhaltniff baben, weldye fie wolien, fo werten ihre
“efymptotifchen Riume, o wie die jugehiricen Secros
‘ten, fidh alfemal wie de Y17aafie oder Logarithmen
biefer Verhaltniffe unter efnander verhalien,  Nlun bes
{chreibe man gwifthen eben biefen Afymproten nody eine
andere, alfo Gbnliche (Alg: 416.V.) Hypetbel LEH,
‘und fese EB =4, fo verhalten fidy vie ju einecley Vers
‘Bileniffe CP: CB geporigen MIaafe oder Logarichs
“en in beyden Hyperbeln, oder BM: BH =« 3, fin. k

ff x X2 X p 4=

;(“ : aui‘...).ué\.ﬁn.kcu 20&2...)
frrr] =af. fink: ad. fin. k, wie die eingefchricbes
ien Patallefogtamme BK, BG; ober (wie man ficy
Bier auszubriicfen pflegt) wie die ¥1I0deln (114) bepder
Togarithmifchen Syfleine; ober aud) wie 2 3: 24 b.i
wie die Potengenn CI2, Ciz beyder dypperbeln (Alg:
_413.) TBenn ealfo die BVerbaltniffe fowohl als die His
perbeln, dencu fie jugehboren, verfdhiedenr find: fo verhals
ten fich die afymprotifchen Réume, ober die correfpons
virenden €Sectoven, gegen einander, jufammen wie dié
jaafe oder Logavithmen der anliegendent Verhaltniffe
unbd die ATodeln ober eingefcdriebenen Paralleloguaiiis
men BK, BG. v

silope6, ufs 5. @8 fonneti alfo der Midafie ober $62
acichmen fie ein und ebendaffelbe Verbalenig, und
alfo auch fir andére, aus ojet'em auf irgend eine Are 3u:
fartimengefersee ober geebeilee, Verbdleniffe, fo uns
3dbliq viele und -verfchiedene angenommen werden; afs
‘tie Potensen der' Hyperbeln nur immer gegeneinandée
s Beps




ober Hyperbolifchen Cogavithment. ‘95

ver(dhieden fen Esmnen,  Sft aber dief: Poteny, und
mic ihr der ¥1Jodel (118) des Togatithmifchen Syw
ftems einmal fefigefeit, fo ift afich gugleich dadurd) die
BGrope aller afymprotifdhen Hyperbeltanime, aus weldien
die Werhalentffe dev Hbfciffen auf der Afymptote gemeficn
werden, beftimme, fs 0af fede Hyperbel eln vollfiin.
diges logarithmifches Syfiem giebt, wenn einmal cine
Derhaltnif der Abfeiffen auf der Afymptote als cine eing
fache Grundverdlnif feft gefest werden ift. ;

117, Ynm. Logavithmen der Sablen, ober der in
Sablen ausgedriictteh ’Oevb&lmtﬁ'é, foerden eigentlich dicjes
nigen Sablen genennct, toeldhe angeigen,, wie eine gemiffe ges
gebene Verbdlenif p: q, aus cinet andern, die man afs
cine einfache Vechdleni sum Srunde kegt, durd) Jufime
menfesung over Lheilung ver legtern, entftchen fonue
€3 fen die gegebene Verbaltnif p: 1 (wo.q = 1gefest toird)
nnd n: 1 fey die einfache Grundverhdlenif, die Einy
Deis, cud mwelcher man p: 1 meffen. will 3-fo ift, renn p:
1 =(n: 1)™ befunden, toird, die gegebene Berbdltnif pzx
aus m Berhdltniffen, jede wien: 1, sufammengefesst,. (die
mtiplicata von n: 1) over m ift der. Logarithme von

p: 1 und alfo auch; auf den Fall, der Logarithme ‘ﬁpu‘—};-‘:-
, <

ober bon der Jablp. . §he pr1=(n:1)"™ wie pit

e —5; mal fo gtoy} toie'n: x (die fub-mtiplicata oon nl)

1 # 0 : & 31 2 o e -’;.1
ober ~— tdre der Logarithme von p: 1 ober von ber
Sabl p.  Bey der Gppetbel weeden die georneeifhen Ber:
paltniffe durch die Abfctffen auf der Afpmprote, olfo
durch gerade Elmien, ausgedrickt, 3t denen die anliegens
Oen - afpmptotifihen. Raume o8 Logatithmen gebds
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_zen, bie fich auf vas eingefchriebene Parallelogramm
BK (114) oder den Y1IoDel alg cine beftdndige Brdfe
obet Einbeit bejiehen. Man begreift [leicht, daf das,
was bier von der syyperbel, in bficht auf die Logariths
men gefagt worden ift, fich) auch auf alle Avten von Grdfe
fen anmenden laffe, und daf dberhaupt jede Linie, jede Flds
he, jede ausdgedehnte Gidfe, jede [abl u. f. w. ten Logas
tithnen einer angenommenen GSrundoerhditnig n: im vorftels
Ten Edune; fo daf I, 21, 31, 41, &c. als Raafe oder Lo-
n. B 3oyt

‘gavithmen der BVerhaleniffe s &e. ans

m? m2’ 3’
gufeben find, toenn einmal | jum MNaafe der afs cinfach bes
trachreten Vechdalenif n: m angenommen worden iff. Doy
vee logarithmifchen Linie ;. €, deren Gleickung y = cx
(nal, 213 IL) fiir die Grundverbalenif c: 1 ift, wers
den die Verbaleniffe over Sablen in einer geomervifdyen
Reihe der Ordinaten c*, vie Logarithmen bingegen in
einée avithmetifchen Reibe der Abferffen x vorgetele.
Die Verbindung bepder Reiben giebt Hier ein logarichmis
fcbes Syftem, veffen Y1Todel vie beftandige Subrans
gence = rder [ogacitkmifhenLinie, und cdie2>afisift; denn
dadjenige Glied der geometrifchen Reibe, oder die Fa9l, ju
meldher der Logaritbinte 1 gebdret, wird die 23afis over vas
Sundamentalglied des Spftems gemennt,  reil dadurdh
Deftimmt wird, was fir Logarithmen ju den BVerhdleniffen
dbér ablen gebdren, - Die BVerhdltnifi eined folchen Fundas
mentalglicdes gur Einbeit, wicd vom Edtefius die NTodus
tatoechaleniB genennt,  Sie it mit derjenigen BVebdlts
niff, veven Logarithme vem Model ded Syftems gleich) ift,
cinerfey ; und diefe ifE fir jeved Syftem eine und ¢ben dies
filbe, alfo eine beftdndige Verb8lenif,

. Dicfe Elementarbegriffc, die grdftentheild aus den Ans
faugégeiinden befanne find, muf maw bey Bervachtung und
Behandlung des Logarithuien Lnmee gegenmartig haben.
118,
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118. 3uf 6. Weil BPMD = Log. (CP: CB)
(114) fo it PpmM = el. Log. (CP: CB) =PM.Pp

BK elem. CP e
prria¥ e P :BK. ,’ f .k. )
o RGE i IR S i e

_wenn Pp=-re gefet wird, Alfo ift die Summe aller
diefer Clemente, odee BPMD o. i, Log. (CP: CB) =

X x2 X3
uﬁ. fin. k (;" v Sora ~+ ;;; e @) [III] ober BK.
elem. CP 0. x° X )
e pmh e e i B

man den Mobdel BK oder 2 8. fin. k = M feft. Das
sElement des Logavithmen einer Gréfe ift alfo dem
Zlemente diefer Grofe, durdh die Brdfe felbft dis

vidice, gleidh 5 folylid) Elem. log, y = —:—;; Elem.

< e
Hetd)= + ; und umgebchre: (=)=
o+ z oo Fab
e 1 e
log. y; f(—--—x—) = — log. x =log. —;;f(io—;:_—z

= log. (« 42); mo e immer dag Element der im Dis
_vifor befinvlichen vevarderlidhen ®rofie bedeutet; und
alfo (67. u. 87, €r. 3.) biecdurdy ergdnt wird. Wenn'

BK _ v
alfo el. log. (CP: CB) = P Pp, foift Pp:CP =e¢l

Log. (CP: CB): BK, weldes ju Erfindung bes Sobels
M = BK gebraudhe merren Eann,

119. 3uf 7. Den Roum BPMD in ten beyben
Aren a, ¢, der Sypperbel ausjudriicfen, fefe man BK
a2 2

a
oder M = —;-6-c—~ fin. ko (1 14) fo fommt EL BPMD
& ’ oder
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I:B__a2+c‘ eI.CP.
BE = 16 hes

B

obet PM Pp d. i& BK.

wo CP alg eine Sabl angufelien iff, Nimme man nun
fit felbige CB = a gur Einfeic an: fo giebt die Summe

el. CP pP CP
aller < ober { (5?) ben- fogarithmen won =4,
. AT CP
{118) woraus BPMD = e « fin. k. Log. — folgt,
16 CB

Fir die gleichfeitige oder recdhrwinklichte &yperbel,
wdve fin. k = 13 a = ¢; und die afpmprorifhe Slédye
S5 a? CP a? at+x

BPMD = e log.éﬁ i log.( 5 ) =
DCM, dem jugehirigen byperbolifchen Anefchnicee,

il x = o, witd bie gefundene Flache = is‘ log. .

s '?—8-, log. 1. ver{dywinden, weil log. 1 =o, daf alfe
Dier Eeine Confians weiter bingu jurhun iff.

120. Juf. §. Wenn man in dem Verbaltniffe CP:
CB; CB ober @ = 1 fest, fo Fann CP jede pofitive,
gange oder gebrodhene Jabl vorfiellen, weil CP audh flejo
ner als CB angenommen, affo aud) BP = — x weiden
fanun.  Alsdenn wird BPMD = log. (CP: 1) = log.
CP=1¢+x) und

Log. a+x)'=M x— PXT4Ixd—Ixa.. )
(1x1) v ein negatives BP, zwifdhen B und C, tarf
man nut in die vorhergehende Reihe — x ftact + x fefen,
ober die ungeraden Potengen von x mit entgegen gefess
ten Reidhen (dueiben, fo fommi

Log.
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Log. (1 —X =M(—x—1x>—1Ix?—1Ix*
—...)alfo negativ, wie es fiir einen Brudh feyn mu.
Hicr nun wird, weil Log. 1 = o; in bepden Fallen, file
x=o0, aud) log. (14+x); 1 (1—x); fo wie dic diefen
Sogarithmen gmgebovigen Neifen, gleid)y Null, vef alfo
beyoe Neiben, obne Suthuung einer beftdndigen GSrife,

vollftdndig find. Sesit man Hicr x = :—i— o Fommt

+z ’ 72 3 74
Log. (.ﬁ-;—“-—):M(i -;——- 2 §1 '-7-;;..)

gat gt 4

5 A\,V“z_bzli-
oder Log. (aj—;z)-fLog.m‘+M (+ EReL

2
gk
= 30&3 40(.4

- )

[ "i
und Log. (2 + 2) = Log a+M (+ Z;_.,_.__y? Sl

2a

121, 3uf 9. Wenn in einer Hoperbel der Model
M =1 gefest-mird, fo werden die afymptotifchen Raume,
die fich auf diefen Model beylehen, natiivliche fogariths
. men ber anliegenten Werhaltniffe (venn bie Vorausfesung
von M =t ift unter allen die einfachfte und natiics
lichfte) aud) byperbolifche fogarithmen genennt; nidye
beswegen als ob rur bas natirlide, nide aud) die dns
bern logarithmifhen Spfteme, ficy durdy die Hypeebel
batftellen liefen, fondern weil bie natirlichen togariths
men mit der Ouadracye ber SHyperbel jufammenhin
getts  yn dem BVeeftanove ift BPM D der natiirliche $ogas
vithme Der Werhltniff C P: 1 oder (r-+x): 1 oder dee
ah! 1 x; alfo BPMD ober :
Log. hyp. (t+x) = x—=Ix>4 ixd=1xa, .
& 2 und
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und eben fo .

Log. hyp. (1—x)>==— (x+3x*+ 3%’ +3x4...)
und
o X3

. Log. hyp. (a+x) = log. +-§ 2

2a®> 3a?d
i & . $ X X3
PSR AT *

a+ix 12 a?

D

4a’

wie daraus erhellet, wenn man wirflich divis

aTzX
x3 E ;
dire, ——= 3u bem Quotienten addirt, und das Res
12 &

fultat davon, mit ben erfien Glicdern des vorigen Wer»

thes vergleicht. Werlangt man nur wenige Decimalen
des dogarithmen, nuc die erfiern genau, fo werden dies

= fdhon

felben aus Log. hyp. (a+x) = log. « +
Binlanglidh beridytiger,

Die natiielichen fogarithmen pflegt man inggemein
aud)y Ylepperifche fogarithmen zu neinen, wicwobl
diefe mit jenen nicht vollig ibevein Fommen ; woriiber man
Hr. Rarfien in feinem vortreffiichen Lebrbegriffe der
gefammteen Mathematif 2. Theil &, 146, 147, nady
fefen fann. ;

122, duf 10. Die afymptotifhen Riume pingegen,
fite welcdhe ver Miovel M quofer oder Fleiner als 1 ange
nommen witd, geben die Eanftlichen fogarithmen; und
objwar die Syfteme diefer Logarithmen fo verfchicden, als
die Hyperbeln felbft gegen einander feyn Ednnen: fo loffen
fie fidy boch alle in einer und eben derfeiben Hypergl dars
{tellen, nad der verfdhicdenen Benennung, die man tem

: Model

a+ix

' — \
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Mobel ober dem cingelchriebenen Parallelogramme giebt,
Die gewdbnlidhen BDriggifchen fogarithmen ver berechs
neten Tafeln gehoven ju ven Einftlichen; denn da man
gleid) anfangs die fogarithmen Dlos ju AbEhrsung der
befchwerlidyften avithmetifdren Operationen braudhte; fo
fand man die berechnecen LTepperifchen nicdht bequem
genug bagu, bdeswegen verfertigte 23vigge, auf Yleppers
Anrathen, ein anberes Spftem, vou der Grund-Vers
bé&leniff 102 1, welches mit der eingefiibreen Decimals
Cintheilung der Jablen beffer Harmonive als die ubrigen,
Seitoem man aber, auffer diefem Bortheile, die logas
vithmifchen Grdfen aud) feldbf ju braudyen gendthiget
worden ift, indem viele Aufgaben gerade ju darauf fiihs
ren: fo baben dic' hyperboflifhen ober natirlidhen $ogas
vithmen nun angefangen unentbebrlidy ju rwerden,

123. duf. 11, BVon A, dem Scheitel der rechtroints
lichten yperbel GAMN (Fig. 24.) [denn das natiive
liche Sogarithmen-Syftem (af¢ fich unter allen Hyperbeln
in der redytwinflidten am bdeutlichften darffellen] falle -
man auf die Afymptote CQ, den Perpendifel AB=1;
o it CB=Cl=AB=1, die Seite der SHpperbels
potens BAIC, ole bier jugleid) den YTJodel M = 1 ab-
gicbt.  WBifice man nun BP = x fo ju beftimmen, daf
ABPM = BAIC =M =1 mwirbe: fo wdre die Ab-

CP
feiffe CP, unbd mit i die Jabl e +x, ober bie

jerdge Rabl, 3u weldyer die afymptotifhe Flache ABPM

= 1, als Logarithme gehorte, und alfo die afis oder ,
bas Sundamentalglied (117.) des natilichen Loga.
vithmenfpitems gefunden, auf mweldem die Befdyaffens
beit und Einvichtung des gangen Syftems beruhet. Man
fese Log. (1 +X): 1 =L, foift (120) :

® 3 L=M "

/
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, L=MGx—Ix2+ix*—1Ix%...) alfo burdh
timEebrung diefer NReibe (Alg. 6g0. leqq.)
' % 5 I § L> b _

o G o, . vey
"M Tg2.M?P U 12.3M? 0 1.2,3.4.M*

folglich ift

L= L:

e ¥
N ] — 4+
- SE (I+M 1.2.M? o 1.2.3. M3

14

+ m o« +) & T, die Verbaltnif, deren Sogae

rithme L {ff, und fir den angenommenen Saﬂ, b. i, fiie

Dag naticliche fogarithmens Spftem, in weldyem L =
M=

I'+X='x+§+~£—+ﬂ - + = jeen
X.2 " 1.2.3 1.2.3. 4

I
—eeee . =2, 7183818284590452... bie
12.3 45 7 459°45
Berhalenif diefer Jahl, oder der Bafis gur Cinbei, odev
2, 718281823 ....:1, D.i, 1: 0, 367879441 . . .

giebt das todularverbdlenif (117.) des natirlidyen
dogarithmens Cyfiems,

134, Aufg. 22, Den natiilichen Logarichmen
¢iner 3abl, die Eleiner ift als 2. 3u finden,

Aufl. Jn eine ver bepven Reiben (121) filr Log,
(1+x); Log. (1 ==x) fubftituive man in x einen folchen
QWerth, daf 1-+x, oder 1 — X, Der gegebenen Sahl, defs
fen fogarithmen man fucbe, gleich fey, fo gieht dic Suma
me einer becradhclichen Angabl von Glicdern, den Logae

vithmen um fo genauer, je Eleiner x gegen 1 ift; denn
: wenn
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enn die Meiben (r21) convergiren follen, fo muff
<1, alfo 1+x <2 fegn,  Dies vecefertige die Eins
rdnfung des Safes,

125. Fremp. Fir den fogarithmen des Werhalts
niffes 4 3, oder §: 15 b.i. Der Sahl §, ware, x == ges
¢ t, Log. (1+x) ober ' ,

Log. & A I + X i +
OO 7 v | e i oo =
g 3 1‘3 2.33 3.33 4.34

4 I 1 I ‘

i3 63" P e —_ Y ...==Log.(4:3)

Man [6fe alfo ¥ in einen Decimalbrud) auf, und dis
idive ihn mit 3, den Quotienten wieder mit 3, unbd fo
weiter fort, nady fem man viel oder menig Glieder fime
niiven will : fo geben die, auf fo eine Ave gefunderen Jahe
fen, in' ifrer Ordnung mit x5 235 35 4; . dividiee, die
eingetnen Glieder der Reihe unbd-ibre algebraifthe Summe
den gefudhten fogarithmen.  Fiun ift t

. s s
~770,333333333. = A 0der0,333333333= T =77
1 A I
3';:0,1!1!!11[1.-: Bundo,055555555 =z B =;—-;
';‘;:0,937037037..:(: - Q,0l2345679 E% C = ,3___33
I
3%:':0:?!23‘45679..:1) - 9,00.30864;9=£D 24-_-—:
I
-;——5_—_:0,004115A226.1:E '« 0,000823045= 7 E= 5—-———35
3
64 =3
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4 .’. ‘
—5 ==0,001371742..=F und 0,000228623=%F = s
P § : -

i 5 : '
—5 =0,000457247..=G - 0,00006§331= 3G = —
: : 7:3
: I
_?20,000152415..::}1 - 0,000019051-__—_-;}—{:8_.__8
t / : A b s
~5==0,000050805.. = I - - 0,000005645 =3 I _—_;_3_;

: I
—5=0,000016935..==K - 0,000001693 =L K=- 3
3 ! 10’31

I : ; I
—5; =0,000005645..= L - o,coo000§13=5 L=—-:
2

I

' I
— =0,000001881..=M - 0,000000161=!

34 v —_12.3-'—5
alfpo A+3C+IE+3G+51+ 7 L— (GB+2ID+!F
+EH+ LK+ 5 M) = Log § =0, 2876830, 34
bis auf 7. Decimalftellen volifommen genaw, © Diefer
$ogarithme negaciv genommen, ware der fogarithme des
QBerhalenifes 3: 4 ober 3: 1 oder der Sabl 2.

* €ben fo Fame x = I in Log. (1—x) fubftituiret,
Log. (1 —x) ober

:  SETONGE - I I

Log. 3==—(3+ +
e s daatan i
+...)=—(A%IB+iC+ID.. .+ L M)=
'— 0, 405465.038 =Log. (2: 3) Diefer togarithme
pofitiv genommen, ware ber fogarithme des BWerhalts
niffes 3: 2 ober £ 1, O, i, Der fogarithme der Sapl 2,
dooy Sn
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Jn bepden Reihen muff man Gier viel Glieder beved)e
nen, wenn man den togarithmen aquf wenice Decimalen
genau haben will 5 unp die $ogarithmen der Johlen itber 2.
finbet man burd) fie gar md)t, weil die Rethen alsbenn
divergiren, ‘»Dtefer UnbequemlidyFeit wird durd) nadifies
bende Aufgabe mit ibren Jufdsen abgeholfen.

126. Aufg. 23. Die natdiclichen 2ogaritbmen
Oer Jablen von 1 bis vo; vurd) eine Aieibe 3u fins

Oen, die gefchroinder convergive als die beyben vOs
tigen.

Aufl. Weil (120) Log. (e +x) =la+M (—Z- i,

xz S

— 4 —...) und Log, (ac—x)__la——i\/l
2a 3a’
(x ) + x? iL L

2 + -——; 3“—3...)'.0‘, (¢+X)"— (& —%)

$

oberL(d-‘-x) —zM(—*"“ x“_s
it b

7“_, Y Aot a =1

I+x

b &4

L )-2M(x+ +——+’i+— )

alfgemein fir jedes Spftem. Fiv das natteliche ift
aud)y M = 1 alfo s

T

L( )—a(x+ + i+x7+—-

®s5 Nun
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1 ,
Nun fey I-i.;{x_ = n, ciner willfibrlihen gangen

Rabl, beren Sogarithmen man fudt, fo iff x = :‘: ,I 3

; ; ; é t+x
¢in eigentlicher Brudd), und tie Neibe fir L <1—— X),
beven Glicder von jween ju yween Graden fleiqen, wird
um fo fdhneller convergiven, je flefin-r n iff, und fo fann
man ben fogarithmen jeder gegebenen gangen Sabl 0, aus

T3
L(I }‘) affemal unmittelbar firben, weil tie Reife
—_—

bafiie hiemals divergl:t fo grof aud n ift.

, 1 AR & 15 I n-4ro ‘
e x = —, wdre = , fo wie fie
e X n—rjg
R 1+x 2n41 2
x= — bie Jabl - , affo in bepben
20 I-—X 20— f

Rallen ein Afeerbrivd, o die Neibe fiir ein groferes n
fid) febneflor napere.  Diefes dient, die togarithmen fols
dyer Bradie durd) Reifyen gu finden, dle febr fdnelt cons
vergiven, aus denen man nadfer dle fogarithmen grofe
fever Bablen gefdywing Haben fann.  Man fese 3. &,

X= %3 %5 55 135 {0 giebe die NReife fir Log. (: = x)

; bt 3
. die Sogavithmen von $5 45 25 Z;5 viel gefdywinder als die
bepden Neiben in (125) und o finder man aus viefen
$oaarithmen wnadplig andeve.  Wenn alfy

Log §=o, ’40'5465!“- ‘Log. 4§ =0, 28768%0. ;
[r25] |

Log.
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Log. 3= 0, 2231435 ... Log. £=0,1541506...
fo if

Log. Nat. 1 == 0, 000CO. 0GCO0 COCOD G000

. 00000 = Log. 1.

Log. 2+ Log. § =0, €93¥4 71805 §9945 30941
72321 = Log. 2,

Log.3+4 Log. 2= 1, 09861 22886 68109 69139
53454 = Log. 3.

2 Log. 2 =1, 38629 43611 19890 6188%
44642 = Log. 4.

Log. 3+ Log. 4 = 1, 60943 79124 34100 37460
©7593 = Log. 5.

Log.2+ Log. 3=1, 79175 94692 28055 ocogi
24773 = Log. 6.

Log: 7+ Log. 6 =1, 94591 01490 55313 30510
- 54639 = Log. 7.

3 Log. 2 =2, 07944 15416 79835 9282%
16964 = Log. §.
2 Log. 3 =2, 19722 45773 36219 38279

: 04905 = Log. 9.
Log. 2 +Log. 5 =2, 30258 50929 94045 6840

79914 = Log. ro.
Die Sogavitbmen diefer Jablen, fo. weit beredynet, find

aus Hen. Lulers latrod. ad Aval. infin. P. L. §. 123,
genommen, Sk

127. Juf. 1. Auf diefe Are Eann man bdie $ogaritfe
men aller Sablen, felbfi der Primablen, immer fo i)
nau finden, Al es die vorhabende Abficht verlangt, Man
fann aud) biersu die bereits gefundenen Sogavithmen mie
Borthell gebraudien,  Dena wean man den Sogarithmen

von
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- von « hat, fo findet man Hieraus (120) den natielichen

N e I X X2 X3 x4
(a__x)__ Og.a-k S —-;;; j:;:;-—-4x4.“

oder, wenn fich diefe MNeibe nod) 3u langfam nabert,
x L
L(atx)=L@—x)+2(; + +-5—;;+7-—- )
128. Bremp. Fir a=10; x = 1, ware dber Primy
3abl 11 fogarithme, oder

o 3 2
Log.(10+1) = Log.(10~1) + = 5% 10¢
2
+ . 0.,
Zei0 % o
Log. 9 = 2, 197224577336219382560 . . -
I?Z) b R < 55 200000000000000000‘:300 -
S s 666666666666666666 . . . .
3. 10?
2 ae 4000000000000060 S
§.10°
2 = 8571428571428
g e 28571428571428 -
% ,
et 222222222222 ..
9. 10 ?
- A
= ISR IRER L T
1. 10
i Ak 153846
iy P et

Log.
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2 : :

7t 133333 + - - -
2 ; : g

17.10" == $¥76 . .,
2 .

T;I-(;—l—g — : IO « . .

alfoLog. Nat.11,=2, 3978952727983705438.28 - - .

128. duf. 2. Hyperbolifche (121) oder nattrliche
Logarithmen aller Saplen von 1 bis 100; ingleidhen
ver Jablen von 1 bis 1o, nad) allen 100ten Theilen,
findet man bis auf 7. Decimalitellen bevechnet, in des
grofien Derliner Geometrae Hrn, Lamberts Sufdgen
au den [ogar. und trigon, Tabellen ‘Tab. 13. 15.  Die et
ftere Tafel hat Horr Lambere felbft, die lestere ber Eng.
lander Simpfon beredynet, und fann felbige nady Hrn,
Lamberts Erinnerung gugleid) alg eine fogarithmen. Ta
fel ber Sablen von 100. bis 1000. gebraudht merden,
wenn man ju den Simpfon. $ogarithmen den Log. 100
=4, 6051702 abdirt, fo ift 3 €. Log. 2, 91 + 4,
6051702 = Log. 291.

129. Juf. 3. Durch Hilfe diefer Tafeln Fann man
aud) die fogarithmen folcher Sablen finten die jwifchen
“ gwo nadyft auf einander folgende gange Sahlen fallen, und
dabey die erfte Formel (127) gebrauchen, Denn weil

) 3

i—; ve=lat
3a

X2

2

Mg@+@=u+5._z
g o

X x5

e o
atzX 12 a

s v oo (121) fo ift e8 fhon Binlanglich
' L(a+x)
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X
L(a+X=la+ o g jufegen, menn man den fos
. atz
garithmen der Sahl nur in wenigen Decimalen verlange,
Gefese man wollte ben fogarithmen von 3, 1415926 .. .
bem bevedineten Umfange des Kreifes, fuchen: {o nehme
man aus der 15. Kabelle den fogarithmen von 3, 143
fo ift alsbenn =3, 14; x =0, 00159265 undbLx=o,
' X 90015926

7963, alfo- =0,
e ot : f Rl A 1457953 0,0005071
und Blersu Log. 3, %4 = 1, 1449227 aus d.r Tafel ads
dirt, fommt Log. 3, 1415926 =1, 1447298 .. fir
dieje Decimalen genau,

130, Aufty. 24. Die Jabl su' finden, die einem
gegebenen byperbolifchen Logavichmen sugehdee.
Aufl. Weil Log. hyp. (2 +x) = log. o + :

_wik

i x :

(121) fo ift log. (et x) — log: & = e = J, Der
; o+ ;X
, ) '
Differeny beyder Sogarichmen, und x = ® i =20 R
3 ¥ i Pl z0

fann man die Jabl, bie dem gegebenen Logarithmen gus
gebore, immer als eine goeytheilige Jabl « + x anfeben,
von weldher man den erften Teil x fogleich Haben Fann,
indbem man fir log. a denjenigen $ogavichmen aug der
‘Rafel nimme; der dem log. (2 + x) am nadffen fommt,
Bepder Diffeveny giebe o5 und fo findet man z +x =

43 a(t +-,£7 3)
at T - i Jft der gegebene fogas

vithme, obne Ruckficht auf das vorfteHende Jeidhen, gedh
fer als log. 10; fo adbire ober fubtrabirt man ben foga.
vithmen
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tithmen von 10, fo oft, big vie Summe oter der Neft
Eleinet ift als log. 1o, und erniedrigt ober erhife fidennt
die iffern der defundenen abf « + x, auf fo viel Decis
malftellen, fo viefmal man anfanglich fiir den gegebenen
negativen oder pofitioen fogarithmen, ven fogarithmen
von 10 dagu aboire, oder davon fubrrafirt gehabe hat,

131, Erpl, €8 fey der geqebene Sogarithme = 4,
8546310, fo giche man gufsrderft biervon 2 log. 10 =4,
6051702 ab, und feke ben Nejt

0, 2494608 =log. (a+ x)‘
Nuniftlog. 1,28 = 0,2468600 ;(famb, T.15.)=log, a;
alfoa=1,28; und 0, 0026008 =1(a+4x) —la=¢

und o, 0or3ooq =1

unb 1 — 1 J =o, 99869963

ad e, 06;3290124

yolgli = =y .:
Sogtcblgw YT T e

wo afle Bafhien, bis auf ble lefitere, suverlafig find.
$ieraus bifomme man a + x =1, 2833333 .. oder die
Zabl, die dem fogarithmen o, 2494608 sugehore; und
128, 33333 . . . fiiv die 3abl des gegebenen Sogarith-
men 4, 6051702, [130]

132, 3uf. Snsgemein Fann man mit diefer Negel
ufrieden fepn, jumal wenn man bie Jab! nidyt auf viele
Decimalftellen genau verlangt, Man bedient fich aber
auch bietbey febr oft folgeader Reihe

3] 2 2 3 (] 5)3 ‘lb
z;_—y(,+_lj+3 (le) +5(s) +3(s)4

I 2 123 KB

. : SHier



112 Bon den natirfichen

SHier bebeutet z die gu fuchende Sahl des gegebenen log.z;
* y die Zabl degjenigen $ogarithmen der Tafel, der dem $os
garithmen von zamnad)ficn Bamme,  BDeyder Differeny,
oder 1z — 1y giebt J, und die Reife wird um fo fdynels
fer_convergiren, je Flefner ¢ it  Fur le mug man pier
immer ben natirlichen fogarithmen der Balis des logas
vichmifdhen Softems nehmen, ju weldiem log. z geport.
Siir Hyperbolifche fogavithmen ift alfo le = 13 fiir das
Driggifde Spitem bingegen le = log. hyp. 10 = 2,
3025 ...+ Sir. log. hyp. z = o, 2494608 wdre log.
y =0, 2468600 umd y =1, 28 alio log.z— log. y
oder & = 0, 00360C§ diefes gicht fobanrz =1, 28>
(1+0,0026008+0,0000033820+0, 000c000029+..)
= 1, 283333354 alfo die gefuchte 3ab! nidyt ‘genauer
wie vorhin (131) weil log. z wenig Decimalfiellen gehabe
pat, und man auch nidt immer Iy, und folglidy audh
1z —ly in vielen Decimalftellen aus den Tafeln nehmen
fann, wenn aqud) fhon Jz febr weit und genau gegeben

ware.

133. Aufg. 24. Aus dem gegebenen nacdiclichen
Logavithmen L einer Jabl, den Eanfiichen Loga.
vithmen | eben derfelben 3abl eines andern Syftems,
- defen YWiodel m feyn foll, 3u finden,

2Aufl, Weil (1256) log. (;—}z) bi l=2m

A ok P J : 3
(x+ = + 5 -..) alfo fiir m=1, oder fir basnatirs

p ;
lihe Spyftem, Log. (:—-—'——j-() ober L =2 (x+ —
' I 3
H : > )
+.X"5"---) foit L:l=2:2m=1:m, und es verbal

ten fich die Logaritbmen einer Jabl aus verfchiedes
nen
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fnen Syftemen, wie ibre Modeln (115.) oud iff
1= mL, over, der Eiinfiliche 2 ogarithme (122) einet
dabl Eomme beraus, wenn man den natiiclichen
Logarichmen eben derfelben Jabl mit dem Y1Todel
Oes Eunftlichen Syftems multiplicive,  Weil nun die

Neibe fir Log. (%ﬁ) fich allemal nafere, (126) wie

grof auch die Jahl %—i—i ift, fo wird Hierdurch die Bea

benflichfelt geboben, die Hoerr Hofrath Réfinern (An,
229.) veranlaffet bar, dicfen Sap aus andvern Sriinden
Derjuleiten (227. 228.) als biejenigen find, Deren man
fich insgemein gu bedienen pflegt. :

134, Lremp. Jn tem BDriggifden Syfteme ift
10; bie Balis, alfo (r17) Log: Brigg. 10 = 1. Um
nun den Brigaifchen fogarithmen einer Sapl, aus dem
gegebenen nathiclichen $ogarichmen decfelben Jabl, zu
finben, darf man nut fuden, wa8 man in 133 ftatt m
fesen mifie, daf log. 10 = 1 werde. Danunl=mL,
as ift bier, log. Brigg. 10 = m. Log, Nat. ro. fo ift

Log. Brigg. 10 1

m= = oder, wenn man
Log. Nat. 10 2,302§850.. .

roirflich dividire, m = o, 434294481.. bder Modet
bes Driggifchen Syftems, womit man alfo den natiis
lichen $ogarithbmen einer 3abl multipliciven muf, (133)
um den Brigaifchen fogarithmen derfelben Sabhl, wie fols -
cher in Den gewdhnlidyen Lhbellen ftehe, su finden, Eben
fo fande man den nachirlichen fogarithmen einer Sabl)
aus dem 2riggifchen, wenn man diefen mit dem Duos

tienten

Feyryr i ober mit ber bl 2, 3025850 . »

multiplicicee. : !
9 138
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135, 3uf. Uebethaupt, menn bie. SMobefn m, m’
sweence Syjteme gegeben find, fo finbct man aus einem
geaebenen Sogavithmen | des einen Syfiems, den gugehHos
vigen $sgarichmen I derfelben Sabl, in tem anbern Epa
fieme fogleich, wenn man den gegebensn fogarithmen 1

m o AR
- mit dem Quogienten — multipficive; undfoiff I = ——
; - m

I'm ‘
und ¢ben fo l = — wenn 1, m und I’ jufammen ges

| porige @réﬁcn beiseidmen.

136. Anm. as bidher von ben naticlichen Eogas
vithmen gefagt tworden iff, fann binidnglich fegn, fich einen
veutlichen Begriff von diefen Syfteme ju machen, -and wels
dhem die andern alfe bergelcitet twerden Ednnen, (135) uud
pas man genat verfiehen muf, toena man in vem bdbern
Galculo, befonders bey den sErponentialgrdfien,  gut
fortfommen will, Here Haufen, dem man bier grdficns
theils gefolat ifi, bat biervon Arithm. Prop. XXVIL und
Se&. Con. Prop. L. fo wie, nach ibm, Herr Rarfien
Math. Subl. Se@t. XXI {ibr ousfibelich und fchdn gebans
belt und jugleich den Sufammenbang der shyperbel mit
ver logavithmifchen Linie (Haulp. 281, 9.) oud wie
diefe aus jemer hergeleifer tverden fann, ceflart, © Die logas
vithmifdbe Einic wird auch die Quadratrir dec Hyperdel
genennt, in fo forn fich jeigen [agt, daf bie Quadratur der
fegtern von jeier abhangt,

137 Dieim vorhergehenben gegeigte Sethode, frumme
inien ju quadriven, erfteedtt fich ubrigens nicht nur auf
a[gebraifd.)e Linien, fondeyn fie [aft fich eben fo leiche
auf tranfeendentifche anwenden, wic ich in einigen Beys
foiclen nodh geigen toilf, bey benen man jugleich fehen wird,
wie vicl Bftcrs dic Bewvadrung der Figur, oder aush der fic

. die



oder hyperbolifihen Cogavithment. 1 15

bie Rinie gegebenen Gfeichung, darju Lentragt, die Nech
nung abjnfiicien, und die dabey vorfallenden Schtvicrigheis
ten su evleichiern,

138 2Aufg. 25, Die Gikche der gemeinen Cyo
cloide AFBA (§ig. 25.) 3u quadriven, .

Aufl. Fir den Halbmeffer AC=r, it AdJB, oder
tes bejchreibenden Rreifes (circuli generatoris) balbe
Pesipberie = Pr=BF, und dicfeg Rreifes Tynubale
oter C=Pr2 Dlunnehpme mon Ad =Bd; Ae=Bs;
Ag=By; u.fw. o find nady der befannten Eigene.
fdhaft der Cycloive, bie Kreifibogen oder Abfciffen (x)
Ad; Aes Ag; Ay; Ae; Ad; &c. den jugeborigen
Ordinaten (y)db; ek; g 59 Q5 ens d B &e. aleidh, oder
X=y; (g. 610.) fo vaf db+ 03 = ek +sx =gf
+yQ... = AdIB=BF = Pry alfy beftndig und
unverdnderlich.  Srtelle man fich nun in der Cycloivens
flibe AFBA unendlich vic Orbinaten neben efnanber
vor, bie turdgdngig um dle unendlid) fleine Difang
DE = e, von einanber -abffeben: (o ift ibre Summe ofs

" fenbar =2, fo vielmabl nimiid) e in dem Durdymef

fer AB=o2r eﬁtﬁa[ten fepn Eann; offo die Mengé allee
_

wie db, &3 u, f. w, jufammen gehorigen Paare = o bet

Hilfte von voriger Summe,  Die Summe nun jvees
ner folden. Ordinagen, in tie gemeinfdafiliche Bafin e
multiplicit, giebe ein unendlich Fleines Mechrect, wie
e(db+dB) = e.BF = e Pr, weldem die abrigen,
auf giciche At beftimmpeen, unendlich Eleinen Necheecte,
Durdygehends gleldy find, indem alie BF jur Hipe, e gue
Grundlinie habens  Das Produce alfo von ePr in die

D 3 Summe-
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r
Summe — aller Paave, oder ePr —:— , giebt die §lg-

che AFBdA = Pr2=C, dem befdyreibenden Rereife.
Folglich ift AFBIdA+AdIBA=C+LiC=3C=
AFBA, ver balben Cycloide; und 2 AFBA, ober die
ganse Cycloide = 3C, b.i. Oreyen befchreibenden
Rreifen gleic).

139, Sufe FieAd =03 AD=%; Db =y;
Ac=r; ift, weil Db=db+Dd = Ad+Dd; fo-

ponn y =u 4 (2rx—xx, eine andere Glcichung der
Cycloide, in weldyer die Abfeiffen, wie gewohnlid), auf
einer geraden Sinie AB, niche auf dem Umfange des bes
fhreibenden Kreifes, genommen werben, die aber dems
opngeadytet tranfeendentifch bleibt, weil u einen Cirfels
bogen bejeichnet.  Wollte man nun bier die Quadratur
der Cycloive aus dem Sldchen 2 Elemente ey = e

(w4 J2rx—xx) fuden, fo mifite man juvor den
Bogen u in x ausdricken, weil fid) e auf x besieht, und
algdenn wie gendhnlich verfabren. Die Wergleidyung
diefes Berfahrens und der vorhergehenden Methode, wird
jeigen, af bie erffere weit Filrzer fen als Die lebtere.

. 140. Aufg. 26. Die archimedeifche Spirale,
CMBAC (‘51’3._26.) 3u quadriven.

uuﬂ‘ Wenn CM =y; der Kreigbogen AP = x;
der Kecifumfong APpA=pund AC=CP = r, ges

fest wird, foift p:x=r:y odery = %‘-, bdie @leis

chung fie die Avchimedeifche Spirale (Alg. 580.) in
meldyer die Ordinaten alle aus einem Puncte C geben,
den man den ol der Frummen finie ju nennen pflegt.
©o wie ¢s bier verfdyicdene Theile der Spirallinie, nad

den
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benr verfdhiedenen Umldufen des Halbmeffers um den
Pol C giebt (Alg. 594.) fo beifit aud) der jwifdhen dem
Halbmeffer CA und ver Frummen $inie C M B A entfals
tene Raum CMBAC, bie erfte §liche, und das, jwis
fhen dem Salbmeffer CA, der frummen finie CMBA
2M 2B 2 A unbd der Berldngerung A2 A des Halbmeffers
begranste St CA2M2Ba A A, die swepte Slache;
bie Oricee S§lache fangt fich an der Grange A2 A an,
und endigt fich mit 2 A3 A; (Fig. 27.) und fo bey den
tibrigen, ter Menge nady, unsdbligen Ftadyen, weil fid)
der Halbmeffer CA durd) Anfegungvon AsA;2A3A5
3A 4A...= CA obhne Ende verlangern [af. \

FNun fey (Fig. 26.) CMC bie verdndecliche erfle,
ber Abfciffe x = AP zugehdrige §lache, fo falle CMm,
oder Dag Llement diefir verdnderlidhen §ldche, 3wie
fdhen gween afnliche Ausfdhnitee von Kreifen, die CM,
Cmn gu Halbmeffern Haben, fo baf man, weil bier der
_ Winkel M Cm, und alfo der Bogen Mm unendlich Flein
angenommen wird, diefes CMm =1L CM. MR fefien
fanm, weil die Halbmeffer CM, Cm weniger als jede
angeblidye endlidye Grofe betrdgt, von einander unfers
fihieden find.  Der Abfciffe A P Llement d.{. Pp, nenne
man e, fo geben die Ahnlicdhen Sectoren bepder Kreife,

CP(®): Pp(e) =CM (y): MR = 91.1, affo 2 cM

MR = 22 = TX ch bas SlichensElement der

2r gpz,

3
Archimedeifchen Spirale, und (66) g—;—)—; ober
V3 e ! Z
%—;;- fie die verdndertiche Sliche CMC felbft, obne
N\
baf meiter ¢frwas gu abbieen, ober gu fubtrabiven néthig
ol ware,



118 Bon dett Quadrattiven

ware; weil der gefundene Werth der Flache, fir x = o
odet y = o ver{dywindet (85.)

141, 3uf. 1. Sie X = p, vermwanbdelt fichy der Kreif-
bogen AP in pen ganjen Umfang des Kreifes, und CMC,
~ rxs3 z
nber,(——; wird nun fir die ganse erfle §ifche CMB

5p
AC =1 pr; folglich fich ju dem Kreife APp A wie X pr:
z proover, wie 1: 3 vérhalten; alfo nur I won dem
Rereife feyn, in weldyen die Spivallinie befchricben ifi,

Eben fo finvet man die §ldche fur cin x das leiner
als p iff.  Jm folgenden wird audy gegeigt werdgn, mie
man-file eln x bas gréffer ift als p, die jugehorigen Fids
den berechnen miffe,

142. Juf 2, Wenn man fich bdie Eriengung der
©pirale, durd) cinen Punce (wie AlY. 592) vorfiels, der
ouf dem beweglichen Halbmeffer CA, von C an, gleichs
frmig Dergefrale fortriicft, daf er die {ange CA in der
Jeit durdblduft, in welder diefer Halbmeffie mic gleichs
formiger Bewegung feinen Kreis befdyreide, fo wird die
foregefeste gleidhformige Bewegung der verldngerten
CA mit dem in ihr gleichfdrmig foutrifenden Duncee,
bey den vorigen Gefdywindigleiten, dle 3wwepte, Oricte
. f . Umwindung volfenden, und dadurd) die swoeypte,
dritee u. - w. Spival §iddye beftimmen,

143. 3uf. 3. Hierauf grindet fich folgende Methobe,
jede verlangee ganse Spivalfladye, o wie jedbenTheil dere
fetben, deren Abfeiffe ein gegebenes Stick des befhrei
benden Kreifumfanges p iff, su quadriven.  Snbdem die
umbdrehende tinie' CA (Fig. 27.) einen gewiffen Bogen
in der Periphevie p des befhreibenden Kreifes durd)iaue
fen ‘Bet, Bat ber auf iBr oder ihrer Werldngerung, forts
viickende Pance M, ¢inen propovtionellen Toeil feines

&xl(bl
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Halbmeff:es r vollendet (142) baf aljo ju den Abfiffer

¢ n ¢ n .
P35y P ble Werthe von —r; — r5 als Ordis

. n ’ :
naten geren; — mag nun eine ganse Jabl; ¢in cis

genelicher ober uneigentlicher Brudy fepn.  Jiie die
ALfeiffe o ift aud) die Ordinate o, und wenn die umdres
Gende $infe bey dem Anfange ibrer Bewegurtg einen une
endlich fleinen Rveisbogen — 7 befdhreibt, fo vicft audy
der befihreibende Punct um einen unendlich Fleinen Theil
& ves Saldbmeffers, auf diefer inie fort, fo daf allemal 72
p=s:r. Die Ordinaten &5 2¢; 355 45...y; liegen
alfo affe, um ben qemeinfchafelichen Pol C, bdergeftalt nes
- ben einander, doff jede yween, nddit aufeinander folgende,
cinen Winfel macdhen, der den unendlich Eleinen Keelfe
bogen o jum SMaafe Pat.  Diefe Ordinaten, als Halb«
meffee, beftimmien die concentrifdhen Kreife Pe”; 4Pe”s
9Pe*; 16Pe?5.... Py?; ven Denen die gugehorigen

SidchensElemente der Spirale, durdgdngig die 'i‘ ten

Tfeile find; und fo erhalt man von dev erften Ordinate &
an big auf y, fiir alle neben einander Hegende und immer
um unendfidy Eleine Unter{dyicde wachfende Fladyen-Ele-

3 g &
- menge, die Nelhe: % Pe* 4 S 4P * e

' N o Ps? ‘
oPe®. ..+ % (—1—’—) Pe” ober —E—,(:+z’+ 32

~

FRhITR z-’r) weif y in der NReife die —Zite Orbinate

ift. Die Summe (66) aller diefer Eleminte, giebt alss
> H 4 ~ Denn
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s ; Ps3 3 Py?
denn die gefudyte Spiralfliche — -l_i- =2 ./

: - 3r
ober p_y:_ wenn man £ Ratt der Sahl P fubftitutve;
6re 3 2r ’

toeldhes dient, die gefundeneFlddye fogleid) mit bem gleidhs
viclbebeutenden Ausdrucfe (141,) %);—;; ju vergleichen,

—
— —

- rx py? s
den man erhalt, wenn man T ftatt y in TR fe6e.

144. Juf. 4. Weil der Abfciffe x = -l% p, bie Ors

dinate y = ;‘—1 r gugehort (143.) fo barf man, dle Sigche
dle fih ouf dlefe AbRiffe oder Ordinate begieht, gu

& P s
quadriven, nur in cine der bepden Formeln _y_r 3

3
2‘%;; ben gebadhten Weeth von y fubftituiven, fo erhdle
Pn? r® nir n
-gm? 3 I;m's - o lange ih R obder auc!):: I,

man

findet fid) Dabey Feine Sdyoiirigheit, und im leftern Falle
erhilt man 3 Pr? oder X pr wie (141) fir bie Quadras
tur der gansen erften Spivalfliche CMBAC. Wenn
. man aber die 3wepte, dritre u. f, w. §lkche (140) bes

rechaen will, fir weldye, wenn m = ¢ angenommen wird,
n=2; 3; u, {. W, gefet werben muf: fo muf man bes
denfen, daf roeil bier in der Figur, bey mebrern Ume
windungen, die Llementar Sectoren, die alle ifren
gemeinfdaftlichen Mittclpunce in C paben, neben und

auf
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3p2

: . : n
auf einander 3u liegen fommen, bdie Formel area 4

die fid) auf diefe Worausfegung griindet, diefe §idben
alle gu grop geben miffe. Denn o0b gleidh bey der erfien
Umwindung oce Spivale um ifren Pol, die gedadyte Fors
mel nur aflein die evfte Stdche gicbt, fo fommen dod) bey
der 3wepten Ummwindung, ju der erften Siiche mit der
3weyten, nod) einmal die erfte, und bey der Oritten
Umwinbdung, ju den vorbergehenden §ifchen mic der
Ovitten, nody einmal die erfie, und weypte aus der Fors
mel Bingus fo daf Gier bey der qten Ummwindung, fir

n ‘ ;
weldhe - = q gefest merden mitfiee, die Formel einen

foldyen Werth giebt, nady weldyem, 3uden §ldchenbey bef
(q— 1)ten Ummindung, nod) die Summe aller S8
chen von der ecflen bis mit ber qten bingu Commt;

woraus man fehe leid)t die Quadratur jeber wverlangten
Spiral. Fladye finden fann.

145. duf. 5. Denn wenn man die Fladen, fo wie
fie von ber erften an, in der Ordnung auf einander folgen,
mit ben Budyftaben A, B, C, D, E ... begeichuer, fo
fommt, wenn man durd)gangig m= 1; aber n nady
und nad) = 1523533 45 u.f w, feht:

3 ' F ‘ 2?

sPr*=A="1pr; 5 Pr? =2A+B:6—pr;
3? / 3 3 ;

= P,:==3A+zn+c=%-pr; g— Pr* =4 A

; .
+3B+2C+D =% prufim. und wemn v bie

unbeftimmte (q — 1)te, n@bie qte Slache begeichnet:



122 Bon den Duatraturen

—’1\3 5
it ST P =D A4 g— ) PHE—3)

(qgrap)s

i 3 e
Gitod s , Prs unbf]_ Prrey oA+
() , 3R :

- J
(q—1B+(@q@—2)C...+2v+o= (-(‘).—- pr; woraus

man die Summe afler, von ber erffen an 63 mit ber
qtenn, auf einander folgenden Spivalfiichen, fuglid bas
ben fann, wenn man ven Per lebten Formel bie vorhers

3,__( i 3
gehende asgie{:t;biefessicbtq : : 1 Pr® b i.

(g[g— 11 +3)Pr2=A4+B+C+D....+¥v+a=
@Qlg—11¥pipn

146+ 3uf. 6. §iw q=1, bomme A= JPr* =lpr;
(1a5) md B=2Pr®>=pr fiir q==2, " Alfo it B dee
doppelten Sldche des Rreifes gleich, in toeldyen die
Gpivale befdyricben worden ift, und 6mal grdfer als A.
el §Pr* = A, fo folat aus tem vorhergehenden:
q(3—1) Pr®* =B+C4D...+ v+ oundq—1 flase
q fubfiituitt (q—1) (q—2)Pe2 =B+ C+D... 4 v;
alfo ift byher Reiben Diffevens, oder (q—(g-—2))
(q— 1) Pr*=0 = 2 (q—1) Pr?, der qten Jlide;
obet fir 2 Pr® feinen Wereh Bgefest, o= (q— 1) B; mo

@ jeve Ftadye, nur nicht A bedeuten fann, weil A in den

beyden Seiben, deren Differen man hier genommen pat,

niche mit befindlids tF, folglidy audh (q— 1) B fivq=1

verfdwindet.  Alfo ift fede dicfer Spivalfiichen der

- awoepten §liche o vielmal genommen gleicy, als

die um ems verminderee Jabl der §ifche berrdge
alfo die swepee Sidche B=1B; die dricte C=2 B

bic vievte D=3 Bu. for.  Auf eben die Ut verfahee -
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man, wenn tan wae efnen Theil von dicfen Slichen,
nidhe tie ganzen Slachen quadeiven wifl,

3ufl. 7. Die Guadratur der-Spivale, fo wohl afs
ber Cycloide, (138) (6t alfo die Ouadrattr des Rrels
fes voraus, und (At (i) dicferDalb nidyt geometrifdy gea
nau finben.  Man begmiat fich aber drirdygehends, wenn
man bdie Quadratur einer Flddye niche genau geben fann,
bicfelbe auf tie Duadratur einer andeva ju bringen,
durd) weld)e man jene finden Eann, wenn dlefe gegeben
iff.  Das Gbrigens bier von der Quadratur der Cycloide
gefage worben ift, gilt nur von ibrer unbeftimmten (60)
Quadratur, die aliemal tranfcendentifd) bleibt; abee
pas Hindert nid)t, dbaf nidye die beftimmee Quadvacur,
fir gewiffe Stellen der Cycloide, einen algebraifchen
NRaum follte g-ben fénnen; wie beveirs augenius bey
ver Encloive, und andere nad) ihm, aud) bey andern Frums
men Sinfets gefunden Baben, ;

148, 3uf. 8. Jir un3dblige Spivalen, fir nelde

o lb

n
m (l‘ o
Pn_;~ rN—=xm: ym = P" ®y obery.: ‘-F A 'x;barf

2n
man nue den Wereh von y2 = Cg—) " X% bag

Wi 3 3

vorfergefundene (140) §idchens Llement e—y— fubftia
! e G

tuiven, fo findet fich fiie diefe Spivalen das Elemons

z‘nf—-m
m
cr

:CM. MR =— -i-;, und aus im Sunine

2

_2_\1
m
ap i
(66}
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2N ~—m
B ——
m

(66) aller Elemente s e > 6b¢f
6p it
3 n ——m
J—;— mf (r—i-—P;‘;——) die verdnoderliche erfte Sladhe,

fo ba fich biefe evfte ganse §ldche, juder §liche ibres
Fag, (m ——n) : :
Rueifes wie 1: 3 ™y (5)2 : verbalt; und fo

fann man, auf cine dfnlidhe Art, wie vorher gefchehen,
auch die Quabratur der tibrigen §ichen, oder einzels
ner Theile von ifnen, leidht finden.

149. 2Aufg. 37. AM (Fig. 28.) fey ein 2ogen ei-
ner Frummen Linie, Der durdhgebends gegen feine
Abfciffe bobl oder erbaben ift, und M'T, die Tan,

ente Ofefes Yogens, babe mit ibm den nnendlich

ieinen Theil Mm gemein,  Durch den Punct m
ziebe man pm mit PM und 7 m mit AP, bis an die
ourdy A aufgevichrere fenfrechte Linie A 1 parallel,
fo daf Pp, 11w, die Elemente der sugebdvigen AP,
Arr, und pM, =M oder Pm, ITin, die §iidhen:Eles
mente von AMP, AM {ind: Yilan foll die Vers
baltnif von Pm, rm, den auf den boblen und ers
babenen 20gen fidy besiehenden Slachenelementen,
finden. v

Aufl. Aus ben dhnlidhen Triangeln TPM, MRm,

folgt: . :
TP: PM=MR (Pp): Rm (II#)

Pp. PM
ol 8 o

alfo RM ober 17 =
und
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und weil TM = AP

AP

foift M7 1M = Pp. PM TP

und iz nM: Pp. PM = %—l{: 1 =AP: TP

ober # M: pM = x: fubt. AM; wo bdie lebre Bers
baltni, und dadurd) audy die BVerhalenif. dre Fladyens
Clemente # M, pM, ober r1m, Pm, vermittelft der Gleie
dhung fir die Linie, gegeben iff, weil man die Subsana
?mte fir den Bogen AM aus (17. 21.) leiche haben
ann, &

150. duf. Man fann die Puncte m auf dem Bogen
AM fo annehmen, daf die jugebirigen MR oder Pp
burchgehends gleid) grof und unverdnderlich, die ua
geborigen 17 Hingegen, verdnderlich mwerben. €ben
fo ténnen, im Gegentheil, die r1 unverdnderlich und
bie Pp verdnderlidy angenommen werden, Bey beys
den Vorausfesungen werben aber dod) immer 3voeen 3u.
fammen gebdrige SiachensElemente voie =M, pM,
in der Verbalnif Oer correfpondivenden Abfciffe
AP (x) 3ur Subtangente bleiben. Aus der Bergieis
dung diefer Fldchen Elemente, befonders, wenn ibre
Lerhaltnif, wie oft gefdyicht, eine beftandige Verbiles
nif ift, fann man nun fehe leidt die Quadratur einer
frummen Sinie finden; mwie fogleidh gejeigt werden foll.

151 Aufg. 28. Die Quadratur unzébliger Pas
tabeln, fir weldye ym = pkxn, su finden.

Aufl. Weil (Fig. 28.) #M: pM=x: fubt. AM
mX m
(149) b4 bier, #M: pMa=x: o (zl) =05

ober
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odet # M:pM =n:m, und die BVerhaltnif jeder fols
dyen gufammengeporigen Elemente Hier Ofefelbe (150)
bleibt, was aud) x ift: o ijt audy die Sunune alier 7M
0. i A M, juder Sumime afler pMd.i. AP M, in dere
felben BVerpatmif, (Cufl. 5.V, 12.S.) Folglich AriM:

APM=n:m, und AnnM :% APM; APM = %

l

AnM, alfo AoM 4+ APM = '2} APM + APM —

n+
(-;% + 1) APM z—l—; APM = xy; alfo APM

— — xy unbebenfoAnM= —— xy
n+m - n4-m

152 Bremp, Fiem = 2; n=1 =k; ober fir
pie Apollonifche Pavabel, fommet APM = xy;(80)
AniM =§xy (77) Fir die Leilifche Pavabel, wo
m=3; n=2;3 k=15 witeAPM=2xy; AOM
= 2xy w f.w. bey den tibrigen Pacabeln, bdie fidy
gleidbfalls alle vollEommen quadriren (offir. Iy ents
palte mid), mehrcve Unmwendungen Hicrvon, auf andere
Erumme Sinfen, ju madjen, weil vieSadye feine Schwila
vigteit Dat.  Wor andern ift  bier ber Ausdruct

Pp. PM. AP
9 i

e ex.PM.s, . ;

Elem. AnM = ibe ANE 2" merfen, wo fid) forvobt

nw nM = (ra9) o i ¥

¢ afs fubt, A M auf x begieht, in weldyer Abfciffe fich audh
PM aqus der Gleichung ousdructen (afr, Die Summe
Biervon giebe fodann bie Slddhe A M.

Septe
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Segte man in I:)en obigen SBerth des Elementes von

)

AnM, fatt bes Quori
nM, ftatt des Quotienten e

, ben gleichgeltens

m R £ g ; s
ben MR ober —» fo fame Elem. ATIM =ex, cinety
ley mit dem SiGchenelemente (73) weil bier x die Ors
dinate fiiv den erbabenen Bogen, ¢ das Element dev zue
geborigen Abfeiffe y viefes Bogens beveutet.

153. Anm. Sn (149) iff angenommen torden, daf
die Tangente einen unendlich fleinen Theil mit dem acgebenen
Bogen gemein baben folle. Die NRichtigheit diefer Fordes
tung wicd im Folgenden umftandlich ermiefen roerden.

m.
Q?o_n der
NRectification der Kegelfchnitte,

154. Zrkldrung.
{CPine trumme Linic, ober einen 230gen von ibr,
vectificiven, heifit, cine gerade Linte finden; die
ber gegebenen Erummen Linie, oder ifrem 2505
aen, gleich ift. :

155. Anfg, 29. Fine allgemeine ' §ormel fir
b’ao Element M cines Bogens AM = A (Fig. 29.)
einer Erummen Linie 3u finden.

Aufl. Wenu Pp ein Blemenc der Abfciffe AP i,
fo ift Ap unendlidh wenig von AP; und pm unenbdlich
; wenig
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wenig von PM; und Am unendlich menig pon AM un.
terfchiedens alfo Am — AM, oder Mm, ein £lement
des Dogens AM. o lange nimlidy Pp nod) eine
endliche ®rdge hat, ift andh) das Bogenftict Mm, um
eine eudlice Grofe d, von dem geraden Stiicfe M m auf
der angente, verfhicten. Aber d, diefer Unterfchicd,
Fann unendlid) abnefhmen; denn die Sehne dicfes Bo.
gens fann ihrem Bogen fo nahe fommen, als man nur
wifl.  Jnbdem diefes aber gefdhieht, mird aud) der Win-
fel;, Den die Sehne des Bogens, bey M mit der Tangence
TG mady, immer Eleiner, dergeftalt, baf fiir den uns
endlich fleinen Bogen Mm, bdiefer Bogen mit feiner
Sehne und dem Langentenfticfe Mm in efnander fallen.
~ Man fann alfo das Dogenelement M m al8 eine gerade
obgleid) unendlicdh Fleine Linie, 0. i. alg einen unends
lid) Fleinen Theil, Mm, der nadh) G ju verldngerten
Tangente TM anfehen.  Wemm alfo das  Abfciffens
element Pp=e=MR; bdas Ordinatenclement mR
=¢, fo findet man fogleid) fir das Bogenelement M m,
aus den abnlidyen Triangeln TMP; MmR; MNP;
folgende Proportionen :

Tang. A
Subt. A
Norm. A
y
Tang. A
‘3
Norm. A
‘Subn. A
- von welchen man fid) diejenige wabhlen fann, die nady

Befdyaffenpeit der vorfommenden Falle die bequemfte ift.
Dle

1) PT: TM=MR: Mm aljo Mm =e.

2) PM:MN==MR: Mmobet Mm =e.
3) PM: MT = mR: Mm odet Mm =&

4) PN: MN=mR: Mm ober Mm =
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Die 1fte und e Proportion Haben jedodh) den BWorgug,
baf man aus ihnen das Bogen- Element Mm,‘fur
fchiefroinElichte Coordinaten fo wie fir vechrroinks
lichte, fogleid) ausdriicfen Fann, da die 2te und 4ce Pros
portion nur aflein fiir die feBtern gelten,  Endlich iff
aud), bey vechtwinklichren Coordinaten: A

§) Min=y MR?+4 mR? = e+ ¢? nit ben
Werthen fiir Mm aug ven vorhergehnden Proportionen
einerley, wie daraus erfefllet, wenn man die aus 15 und
3; ingleidhen aus 25 uad 43 ju finbenden TWerehe von
e g2 in den Jrrationalaugdruct fir Mm fubftuirt,
Diefes Wurselausdrucks bedient man fich audy in dem
bobern Calculo insgemein, al8 einer allgemeinen Formel
fir das Bogenelement einer gegebenen Frummen tinie,

156, Anm, Die Fotderung, daf die Tangente eines
Bogens einen unendlich Eleinen Theil deffelben mit ihm gew
mein babe, [aft fich formobl ausd dem wasd gleich ige gefagk
roorden ift, al8 auch durch folgende Detrachrung rechefertis
aen, die ich aus mefwer Abhandlung iiber die Haupteigens
fchaften. ver Regelfchnitee §. XXXIV. fivglich bier wics
derbolen will '

Wenn. man fich den Gang cincr Frummen Linfe durch die
Bewegung eines Punctes vorfFelt, der nadh und nach in ihre
verfchiedenen Stellen viicke, dergeftalt, daf er feinen Weg bes
fdndig: dndert, alfo in jeden Hugenblicke von der Nichrung
de8 ndchft vorbergehenden Yugenblicked abmweiche: fo fanu
man dbevall Puncte in der frummen Linie annehmen, und ¢
toitd Fein endlicher beftimmeer Theil deefelben eine gerade Lie
nie ausmachen.  Wenn man aber die Stelle; in der fidh ein
Punct i6t befindet, und die Stelle, in die er den ndchften
Yugenblick vickt, als eine Eutfernung anfieht, die der Punce
in der augenbliclichen Bewegung guriick lect: fo bat ed
nichts widerfprechendes, fich ven Weg des Punctes in diefee

3

Cuntr
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@ntfernung, “al8 eine, obgleich unendlich fleine gecade Linie
wovjuftelfen, “vocil fich die Richtung des Puncted nicht dndern
€ann, wenn man nicht gugleich annimame, vaf cr vorber, in
dicfer Heinen Eutfernung, eine gewiffe feftaefeste Richtung
gebalten hat,  Dtan fanu alfo die frummen Linien als Po»
Iygone von unendlich vicien unendlich Elcinen Seiten betrachs
ten, dic Dlo3 durch die Finfel, die diefe unendlich Fleinen
Seiten cinfchlicfen, verfthicden find: und o ift die Tan,
gente 'TM (Fig. 39.)/ nidytd anders, ald eine endliche
Veridngerung dex tnendlich Eleineu Polpgonalfeire
Mm an dem gegebenein Puncee M; und . dadusch
(149. 155.) hinldnglic) gerechtfertige,

; 157. Aufg. 30. Die Linge cines gegebenen
Dogens AM = A einer Erummen Linie 3u finden.

2Aufl. Man driicfe bas Llement Mm des Bogens
A aus efnec ter (155) erviefenen Formeln aus, in welde
man bie Wertie von Tang. A; Subt. A; Norm. A; Subn.
A in x ober v, aus dem vorigen Capitel iberhaupt,
fite bie Kegelfdhnitte, und aus (2r. 39.) befonders, audy
fiir andere Erumme Sinien [ubftituire, wobey man die Bes
deutung (155) von e und ¢ nidye aus der Acht laffen
muff. Die Summe (66. 67.) aller Elemente, giebt die
- §dnge des verdnderlichen 230gens, in ciner endlichen
ober unendlichen Anzabl von Gliedern. Die Vollfidn-
digEeit dicfer Summe beureheile man fier, wie bey den
Quadraturen, (85, 87.) indem man die Conflans ju dem
fily elnen gewiffen Werth von x ober y verfdymwindenden
Bogen, ju beftimmen fudt, wenn felbiger nidye filr x oder
y = o felbft TNull wird,

158, 2Aufg. 31. Die YVeilifche Parabel 3is rectis
ficiven, fin weld)e y’ =px* oder y? =x2, wenn
man Oen Pavameter p =1 fent,

Aufl, }.
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Aufl. Aus (155) wible man einen von den gefuns
benen Werthen fir das Bogenelement Mm, 3. €, e
: .Tang. A
aus der 3ten Proportion, wo Mm = T uno

s
v \\
fubftituire Bievein den Werth von Tang. A aus der geges
benen Sleichung y3 — x*==0. Aus (21) ift Subt. A
L ANE T

3
—_ == = _E e g.}“, alfo y* + (Subt. A)z odet
3y’

(Tang. A)* =y>4 9y3 affo Tang. A=1y  4+9

5'.‘Tan'g.A ey . S oY ) P :
unb > - =1eyatyy =Mm, bem Langens
elemente der LTeilifchen Parabel, fi den Pavametet

5alfoley 4+ %)X fiir ben Parameter p,

Um nun ben Bogen A aus feinen Elemnenten ju funts

miven, feBe man 4+9y =2, afo Mm =1sz; o
man 5, als dbag Element von y, in z cusbriden mug.

Man beteadyte alfo  4+oy =z b i 4+9y =122 al8
¢ine Sinie, in weldher y vie Ordinate, z die Abfeiffe, und
€ das €lement von z, fo wiz s das Element von y ift, und
fuche die Verbdlenif beyver Elemente fiir diefe Sine, fo

: .+ e Tang. A ¢. Tano. A e
Mls ety Soe - LU el
BRI ER0) Sntosr » Bl i

=L ine bt A L ey s
= — ufid Subt: A: e=y:; oSt
- By At e=y: e alfoe= Z=—= obet
v-—-—zez 1 : Rals . [ : v ot 1L
. » toenn mén aus der Gleidung 4+ oy —23
R =0}

§ =
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= 0} Subt. e ?—z' (21) fubfileuive; woraus man end»

fidy L ¢z ober Mm = 3. ez2, bdag $angenclement tor
LTeilifhen Pavabel gang in z ausgedriicft, findet. Hiers

aus folgt A =1 {(ez?) = 2—; z3, und fiie z feinen
3
Werth gefese

3
A= 1 (4+9y) + Conft

©oll nun der Bogen A fiiv y = o verfdyminden, fo muf
'o=1 42+ Conft, alfp Conlt =— L 4i=—1%
fepn.  Diefes glebe alfo :

3 : g v |
A= (4+9y)' —LH=1([4F97]} V4+oy—8)
Den Pavameter p wieder ju ergdngen, bdarf man nur

darauf feben, was dle Gleidybeit der einfachen Abmefjung
file ben Dogen A erfordert, o finbet man

4pP+9
A=L ([4pt+9Y]} V PP 'V) — 8p)

@ben bas wiicde man.befommen Haben, wenn man in

s SRR

leyat %Y, dem $dngenelemente fiir den Pavameter p;

——

gleich Anfangs 4 :)I_’Y = z gefeft, und aus tem

: epz?
daraus folgenden Elemente w den Bogen A fume
~mirt Hacce,

159, Anm,
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!59 Anm. Wenn man in dem Ausdruce ded8 Bos
3"’"“*"‘*'“5 et LVeilifhen Pacabel, die Wurjelgrdfe

J 4F9y in cine RNeibe (88) aufaeldft, und alddenn die
stizelnen. @lieder derfelben qehdrig fummirt batee, fo batte
man gwar, ohne cinige Subftitution, den Werth von AM,
aber nicht in ciner endlichen Amgahl bo Gliederns, und nlfo

nur approrimarovifch gefunden; aucb da, 1o (4 +9y)

fiir gervifie Werthe von y rationcll wicd, und alfo der Bogen
A fich vollfommen genau finden 1&FE, mdd)es gefdhicht twenm
4+ gy cine Duadratzabl wicd, DHieraus alfo, und daf die
Heibe fite viele Werihe ‘von y divergivt, (1ro) und folglich
anders eingeridytet werden mug, erhellet det Borgug ded Yus
oruckd (158) vor der Meibe, und mit ihr die Widhrigheit der
Erinnerung (89) Die Yeilifhe Pavabel ift Gbrigens die
erfte frumme Linie, deven vollfiandige Rectification man ges
funden bat.  TMan febe hicroon Heren Hofeath Réfin.
Anal. 269,

160. Juf. Man fege bas Langenelement (158)

iey 4ptoy = %w, vem SIGchenelemente einer Frums

_men $inie, durd) eine befiandige Grofie a dividire; wo w

ver frummen infe Ordinate, y dle Abfriffe unb ¢ bas
€lement yon y beveutet, Nachy Wegfehaffung der S'rta-

gl s v 9a”y 9a*
tionalitdt erhdle man algbentt, w* = +az=—
Ae

4P 4P

2

i, bie

(yHEp) obet y +§p=n-gefeft, w> = ia
‘®leidung der gemeirien ober 2Apollonifchen Parabel
von dem Parameter %. ‘Das Langenelement bee

53 " Ereis
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Leeilifchen Pacabel ift alfo dem §ldchenelemente dee
Apollonifchen, ourd eine beftdndige Gréfe (a) divis
vict, aleid); fo daf die Recrification der einen und die
Quuadratue der andeen wedhfelfeitig von einander abbhane
gen,  Da man nun die Apollonifche Parabel quadris
ven fann, fo fann man aud) die Yyeilifche vectificiven,
twodurch alfo die Rectification der leStern begreiflich
witd (Anal. 270). Die Berzeidynung der Neilifchen
Parabel aus der Apolonifthen, Fann man bey LOolfen,
Anfangegr. der Alg. 225. nadyfeben.  Man vergleidye
blermit was (136) von der Hyperbel und der logarithe
mifchen Linie gefagt worben ift, :

161. Aufg. 32. Unendlidhe Parabeln, derem
Gleichung y» — poaxk = o; 3u vectificiven.

m

+
2“«‘”» Sﬁx y s prx k, ‘ﬁ x = Z_n_ ; und

Pk

m

Subt. A =T (31) = ——; alfoy* + (Subt: 4)°
kp*

~ am

m*y—i‘-—

an’ und Tang. A

k*p ¥

2m—s2k

W'y K ¥ :
=yt =) = o =

28 am—2k

—————

‘f(kzg‘? *l*-m‘z‘X’- k ) alfo (155, 3)

oder (Tang. A)* =y2+
: \ %

R

s Tang.
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2n am-2k .
s.Tang.Aobchm: en VE*p +my © =
: k'PT; ‘
2M——ak
m?y «k By TRt
sy (14— e ) =i G(I+V)!, enn man
kzpf‘k‘ ‘ :
am—ak
Wy k
T ynEr Y fegf.; __
kzp—r

Die Blemente fiir den Bogen A su fummiren, vers

- Tanble man tie Wurgelgrsfe (1 +V)* nach der Formel
(88) in eine Reipe, fuie weldye die dortigen Py Q3 m 3 bier
I3 V525 find; und die Buchfiaben-A, B, C. .. diefelbe
Bedeutung befaltens fo fomme:

I e § L A -
t(1+V) =5 (1 FIV——=V" ¢ v
s e
— =35 ) unb, den ‘L‘Bérf{) fﬁrV ehirig
DRV R Samid) A X4

fubftituice,

lm—mgk. =
(b Yooy
: ksz :";‘; ‘ zkzpk

Jg- 7 e
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= 1.m#% yﬂ-k—'—“‘
L L
2.4.k*p &
Y.2.m¢ 6_?::"_6.5
+ 3 B
6n
@ 4.6.ksp k
1.3.8. m?% am-;-ak,
y ®
§,‘}_ . @
2.4.6.8.kep ¥
ame——ask .
m? k 23
alfo f(s(1+—-z——;;——f ober
, ’kap‘l?
am-—k
m? T
A=y ¥ - o
Q
- 2(2m—k)kp ¥
v ¥
2. 4. (4m—3k) kp ¥
6m——sk
1.2 [} —_—
+ 3-m . y &k
an
2.4.6. (6megsk)k’p ¥
s$m——7zk
o n w135 SES Sy, oy Y'E"E"L :

2.4.6.8.(8§m—7k) k’? pT
162,
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163, 3uf. 1, §ir die Leilifche Pavabel wdre biee
m=3; n=1; k=23 alfo ber Bogen

2

A=y + UL b
242 P)’ 2. 4. 6. 27 p*
: 6 8
1. 359 PEiy S 4. 823 Ay
2.4.6.8.2° p? 2. 4. 6. 8, 10, 27p*

bem Ausdructe (158) L p ([4+ ] —8) vollfoms

men gleidy, tweil I'elbiget, bie Wurgelgrofe (4+ ) , in

eine unenblid)e Reihe aufge[éﬁt, mit L p mulﬂp[{ctrt
und &5 p davon abgegogen, eben biefilben Gfieder. gebm
wirde.  Hieraug findet man, (die Jablencoefficient:n
der Kitrze wegen, nach ber Ordnung a3 Q, ¥ ... Gefibt,
und den Werth der Potengen von y aus der @(etd)ung
fubftituire) ben Bogen

T 2 - dx
'Az?xaﬂ,—@}--i-—y—————-—,.
Px.+*; 3 3 r
P P P P

inx oudgebrud’t wo fiie p = 1, dle Potengen von p nur
weggeftridyen werden diirfen.

163. 3uf. 2. Hitte man das Dogenclement au%
der Formel (x55, 1) futhen, und alles in x ausbrucfeu
wollen, fo ware
Tang. A
Subtg.A = 3 (9x’+4pgx%) e

funben worben.  Wenn man E_)ier die ﬁBuraelstéﬁe in eine
Reige aufldfet, fo findet man (38)
3 5 M’m=e

Mm=e.
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= ! . 2 a2 - i -5
4 G sCHing .74 .3
Mm=e(Q+ P X zp: - 4P3
; . g 9
I0p’ X 28p° x ? :
-— A T g «« . und Gieraus
i N AU
2p X 2pixT P S S
3 3-9 9?
§ oh vt '
! X
3 2[; ; o 4:94 + « « ober, ben Parametee
p = 1 gefest,
. ¥
2x b3 4 2
A=x+-=—+% IR L ey
3 3 9°X 3
3.9.X 3,93;
2 %
e 4 = ey = %([gx}—{-‘l] -—.I)==
39"x

s, — 1) aug (158) wo die letere Reibe von
n([4 11 1) ( 58) ] b

A fiir ein grofes, bie exfteve ( xéa) fie ein f(emcs X §es
_(d)mmb convergire, ;

. 164, AUnm. EB tedre nidhe nﬁtbxg gemfm, file ‘den
Bogen der TTeilifchen Pavabel diefe Reiben gu fuchen, da
man feine vollfténdige Rectificasion aus (158) haben fann,
Abec ¢ ifE nuslic), enigftensd durdhy ein Beyfpict fich 34 dbers
seugen, dag-der Jrrationalausddruck , den manaus dev dortigen
‘Subftitution fiic denv Bogen findee, in cine Neibe verrans
elt, eben diefelben Glicder gicbe, roelehe die, ohne Subftitue
tion
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tion gefundene, nach ifren Sheilen fummicte, Reibe bat, ,ﬂ'w
weldge feine Conftans eder ju addiven todh ju fubtrabiven
ift, wic auch varaus erheliet, daf fite x over'y Null gefegt
der Bogen A verfehmindet (85.)

165. Juf. 3. Fir die Apollonifdhe Parabel, fir
welhe m=2; n=1=kift, befomme man aus (161.)

tos ’ﬁlemcnt
& 3 e s o cser 2 SRR 2 1 i
Mm == (p"+ay’ :ss,[(x+‘-;’;—), fo wie
ben 23ogen | '
. ay? o ays  ay” 10y°%
A'—‘-Y—l— yz — Y il (e Sy
IPT PR TP 9
28y™ 347"
+ l lo s xa L] 3 o
1p 13p

wenn man die dortigen Sablencoefficienten, bier in den

2 3
Eleinften Sablen ausb\rﬁcft. Weil nun y + 31:2 iy
=y (1+ ;l_z. — ...) {o finbet man bierdburd) den

p / ,

— ax X X 10x4
A=\px ((+?;-.- — e — —

| B SR Tiagpd s n9pAE

0% 4

+ 2. x{, g i =« . +) inx qusgebrudt; wo forvobl
rp-. : 13P ' X

v alg x fledner als p feyn miffen, wenn dlefe Reifen coga

vergiven follen. - e ein grofies y hingegen, muf man in

vem Dinomio der Jeratioaalgroge, 4y* gum. %ﬂ?{t

' d Deile

e
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Theile madhen, (11o) und fo Fomme, die Wurgelgrofe
in -:;(4 yi+pz)!i geborig entwicfele, (88) urd mit
-;— multiplicict, das 2Dogenelement

2 BN ps
Mm= —ey+iom =L gy3pl_ sy-5 ...
P 4y 64 ’ 512 :
und Hieraus der parabolifihe Dogen

pr LT g
2.64y%  gstzyt
fir weldyem bas erfle, britte und bie folgenden Giieder
bes Werthes von Mm nad) 66.67. das goente aber,

Vz v
=3 Fiplayd

ober  p. ; nady 11§, fummict wotben find; benn
-;—,— ift bas Element des Logarithmen von y; alfo dle

Gumme aller diefer Elemente, ober { (yi) = log. y;

wo log. y den nacticlichen oder byperbolifchen (121.)
Bogavithmen von y bedeutet,  Hier nun braucht man
Den Sogarithmen nicht ju AbElrgung der Jedynung, fone
dern die logarithbmifdhe Grdfe (122.) filbt, die hier
‘elnen Theil deg Werehee von A eusmad)t, und die man,
wean y in Bahien beftimme wird, aus Herrn Lamberts
Fafela fiie bie byperbolifchen Logarithmen (af, 13.
1g.) finben, oder dod) leice bered)nen Eann,

4

166. 3uf. 4. Aus 109, fomme u = -2ic Vertay?
fite oie fehiefwintlichte Spperbel, alfo, beyde Aren und

den Parameter, oder a=c=p gefest, u=73y p*+4}7_’_,
fite
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fiie die vechtwinklidyte ober gleichfeitige Hypetbel,
o y die Abfciffen auf einer, ver Hauptape fenfrechten
Yinte, durc) der Hyperbel Miteelpunce; u die jugehoris
gen fenfrediton Oroinaten bedeuten, Hlfo iff su=1s

Vpi+ 4_y-2 das Slachenelement ber gicichfeitigen
apperbel; weldyes mit Mm = TE’ \{pz +4y* (165)
bem Bogenelemente ber gemeinen Davabel vergliden,

u
:Mm = 5})— » bas balbe Langenelement dex Apollos

nifchen Parabel, dem §idchen Llemente der gleich»
feitigen Apollonifchen ype: bel durch p dividire,
gleidy madyt; fo, baf die ANectification der gemeinen .
Pavabel in cinem endlidyen algebraifthen Nusdrucke ges
grben fepn wiirde, wesn man die Gyperbel quf dle Are
quadriven fonnte,  Die Unmiglideit aber efnee folden
Quadratur, bdie auf Sogarithmen fithre, welde tran(cerns
Oentifche Sunctionen (Aig. 571.) ibrer Sablen find, Hae
Here Hofrath Rdfiner (Anal, 272.) jum Theil gejeigts
Wenn man glfo die Reife (109, 1.) fitr die veranverlide

byperbolifche §lddhe CpM A, mit—:— maltiplicire, fo
finbet man Bicrous ben unbeflimmtn parabolifchen

Bogen fir eine Fieine Ordinate y auf der Aye, oder

2y’ 2%yt 4 1.3.2%y7

392 Ra.5.pt  1.2.3 TP°
LIETYT EI 136 (anig) aietyee
T 123499 " n2.3.(0—1)(2n—1)pm—2
vollfommen e¢inecley mit tem ecften Werthe von A
in (165) Das nte Gflied der Reibe ift hire pofitiv

ober riegativ, naddbem n gerade over ungerade ift (88).
. 1674

A=y+
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167. Aufg. 33. Linen elliprifchen, oder byper’

bolifchen Dogen AM= A (§ig. 10, 11,) 3u vectis
ficiven,

Aufl. Jn (155, DI Mm?* =

PT*4PM
PT? ) ¢ <I+

(Tano A)=
(Subt A)z

Mz)*e (t+ )

wotaus Mm =e ( 1 + *1;-1—,, und cbenfo Mm=s¢y H%?

folgt. Demnady iff (56) ¢ \['1* ~'~— ey 1t £y

c4+czy
\[( c* Fo2yztaly ) ‘[(204+f33'2)
= c4+c yz, ’ c4+c2y2

toenn man a2— c* fitr die Llipfe, und a® 4 ¢ fiir die
sHypecbel, .in bepden $aﬂen =f fests Alfo Ift

Mm=g(lc?+f2y ") le*Fc? yz)

wo y dle Abfciffe (s6) aus dem Mitcelpuncee auf bet
stoeyten oder Yieben-Are; s das Llement Diefer Aba
feiffe bebeutet. Nun iff, wenn manP; Q; m; in 38
gehorig Deftimme:

ol S e fay? 5, 2" f4yd
PR s s e Bl
a2 gk 2 * e? 1. 2.¢¢

BRI 1000 A = 1 (5L AN 35 Y /20 b g
s 1:2:3.4.¢™ 1:2.3:4:5.¢™®

.; i K; und®

(b
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2 S
ﬂ_ 3 32 .5

-1
=Y = 2
(lc‘ I c2 2 2 = u
4+ y ) i 2 l c4 L5 c‘

C

~—a

£-3,3.c? 1:3,3.4¢% 7 51,2345
«++=L; und Mm = sKL. :

Man multiplicive alfo die Reife. L3 nady und nady

mit ben eingelnen Gligdern der Neife K; fo Fommt, wenn
nian’ der Kirge wegen die Jablencoefficienten des dritten,
viceten u. f.w. ®liedes in K; bier o, 8, y &c. unbd die
Coefficienten eben biefer Glirver der Neibe Ly ', 3, 7' &es
fest, und jebes Blied von K L fogleich fummirt (66)
: 2vy3 a2y’ & ‘v 9 Aoy ¢
TR R et il
3¢ §-2¢*77 7.3c® . g.ec® T mac®

alE APy SR GBS B

=M

+ o
L Sl B 268 /75 ge2e Il pyic™ ::,N
ik guf“y; ¥ 4“f4y7 d«d'f"yg _as’ftsyxt
TEA R oREe Y T RGeS TR AP0
2P0y AP0 B e
28 s 0 95k sl O ol min
R (2L 0
9¢c’® +“'It'c’9 '—Q'
zé*fxoyn
e o7 -4 gu

s w3 ¥

 2a(f ket La'ct g 4f2cP—a af?
ul'lby-l- Tysfi'i By A sci t o y’

SR 6 2 B P ' €,,10
S 223°3-24Y + 1.3.5.7.2°y" " 1,.3.5:7.9.2"y .
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+ IG c6+a'f2ca F gaftc2 4 23f€
o = y?
76
byt & @Feomad Frctd gBEC —ayfr |
ger Y
+ 1)ty f2cs Faf frcsta’ BFcH
+(_ : 11 c2°
3 4yf®c24 2df™
, »nc"’
P+Q+R...= f(¢KL) ==A
Ober, wenn a> -+ c” flate £2, und fatt der griedhifchen
%ud)ﬁaben die Sablen gehorig wicder fubftituirt werden:
22* 2a2(4c® +2a?)

)y*....=M+N+0+

=y+
y 3¢ .4 PP ys
4a (8c4+4a"‘c"+a4)
+ 7c!2
§ 24t T a8t g0t F 509

o 2 9c
fite den Bogen AM bder ﬁﬂtpfe und ppecbel, jenen
aus den obern, diefen aus den untern Jeichen,

168. duf. 1. Wenn man in der leBten NReibe file den
Bogen A =AM ver Elipfe, die %ud)ﬁaben C, 2,y
mit a, ¢, u verwedfelte, fo fame

2. 2 i By

A= 3:4 Ry

u’

5a°

2

+ 4¢” (c¢* + 8a% — 4a%c?)
X 7213 u
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4 262(643° —g8a%c? 4 242%c —5¢°)
9315 :.-

o u=CP, nun auf der aqrofen Are AB liegt; alfo
A’ bier nidht den Bogen AM, fondern den Bogen aM
(8ig. 10.) bedeutet.  Siiv die shpperbel iff die (167) ges
fundene NReihe bequemer als die vermandelte fenn wiirde.

169. 3uf. 2, Man fege a = n c (Alg. 391.) fo
fomme (168.) .

2(4n*—1) -
3n4‘\c2 % Sns(:"

Al eyt g

4(8nt—gn’41)

+

707 ¢"
2 (640 — 48n* + 24n* — )
+ T : u?... =M
und (167) :
s 2n2 2“2( ¢n2
A=yt o v & AT,

5!

g I s
: - 7 C N
2n2(64 + 48n2 + 24n* F §n¢)
ho 4 gt .
Kir n=1 ware a = ¢; alfo fir den Dogen eines
Rreifes von dem Diameter ¢, aus den cbern Seidyen:

y’...:AM

altd, oy 2031yl alioh, Jalds],
AR ¢ S A OAL e aen £l FroTw

® . "



146 Bon der Rectification

a[126] 3[452] . ibe bi
+ I[I cxe = ILS ¢t yn',° oiga m!(d}“ 'mﬂbe .23

eingethloffenen Bablen, mit den figurivten (Alg. 726.)
dablen, nach ber 109, 4. bemerften Orbnung dbereine
fommen,

Diefe NReibe ift nun offenbar ber Neife M (168.)
gleih, (wenn man in ibr face der gricchifher Bucditas
ben die Sablen {6, und alles gehdvig verfirgt) wie aud
fhon Daraus erbeliet, weil fur den Rreif, a2—c2 b.i,
£2 = o wird, und alfo die Ubrigen Neihen N, O, P &e.
bier wegfallen.  Die Subflitution der Jahlen giete Hier
die Reipe M, 0. i, ben Kreifbogen
S Tk b R L N K

: 3.
X== :
Y+ 363 Y, ‘+ x-»2-5°4 1.2.3. 7¢S

e .

»-. . -24 ‘1-3‘ 2.0 2%
SEITE oy 4 e e
1.2.8.4.9¢ I.2: 3. 4. §. 11 C

1.3.§.7.9.11.2° ..=y+3£'_]‘y3+?_[3_]

. vs.-
I.>2.3-4-5-6.lg.c“' 362 5c“)

tie vorhin.  Fiir die vechrwintlichre Syperbel fime,
filr n = 1, aus ben untern Jeidjen:

ey . ST X
Ay el Crara? Lk ooy T2

170.
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170. Aufg, 342. Den Bogen AM = A, eines
Rreifes (Figs 18.) 3u vectificiven : ,

Aufl, Ein Augoruct fir diefen BVogen finbet fich int
vorbergehendem Abfchnitce, Auch Fann man, aus denen
im vovigen Capitel berechneten Werthen der Kreisausa
fbnitte (96. feqq.) fiir den Durdhmeffer o, den gugehorie
gen Bogen fogleich finden, wenn man den beredyneten

Husfnict mit '—:— bividiet, ober mic~ multiplicire (97)

Hier will ich nur noch geigen, wie man den Kreiffogen
veemiceelft der Tangente, ober de¢s Sinus bevedynen Edane,

Jir die Tangente AT =173 foy Tt=cl. z = &,
Weil nun (101) vag Wogenelement ecines  Rreifes

Oem Llemente der sugebdrigen Tangente durdy |
das Quadracr dev Secante Oividire, gleid), odee

e ‘ S e ;
Mm= [_-I'-—L_L ‘ﬂ, fo lﬂ f(x—f-—__;;) obey

73 o e :
A:z_";‘ +';"_“on‘-=Z(l'—"}Zz+%z*
—32° 528 =~ L%, 4 - -~ g BR=4)
20— 1

bas nte Glied pofitiv oder negativ, nad)dem n efne uns

gerade over gevade Jahl Hff. i den Bogen AM =

45 % ware 2 = 1 alfo, der achte THeil vder Peripbevie
50 ¥ i

+ ——'—as\ +) fiie Den albuseffer 15 und 3 Q=4
I3 5.5 . & :
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s 13 I..... i - -E—- 3 ..1_. ‘ ...._‘-_-
(l 3+§ 7-.-) 8(1. +S,7+9. P .-.)
die ganse Peripberie eines Kreifes, fir den Durd)s
mefjer 1.

- Diefe Reihe nun ift ju Bevechnung bes Kreifums
fanges unbequem, weil fie viel gu langfam convergirt
(102.) Nan muf daber den Kreifibogen A fo befiim-
men, daf z ¢in Fleiner Brud) des Halbmeffers wird, file
den alsbenn die Neibe fich gefdhivinder ndhert. Man
fege alfo A =30° fo iff, fie den Halbmeffer 1, alsdenn

‘Sin.A=1; Cof. A= (1 —1=1 {3, und ColA
((y'3): Sin A[%] = 1: Tang. A [z] alfo ier

7.5 ‘;;, und der Bogen von 30 Graden, alsd der r2re
yeil der Peripherie, aus obiger Neife fie A, durd) vie

Safplenteifye :
\/:;T(‘ — 4 — 5y, =+ 3
33 53 3% 93
e .) gegeben.  Das fechsfache biéfet Reife

15.8%

gicbt alsbenn, weil 6 '} =V 3% = V 12, wenn man

it N T; wicklich) multiplicive:
~ Die balbe Pevipherie = ‘f‘: o \C ‘: o8 AL

yo3
R iy VR N8
7333 93333 1L 3.3:3.3 3

~+-
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+ v
13.3-3-3-3.3.3

alfo_die ganse Pevipherie, ober P, fir den Duvcs
meffer 1

i vo. fiir Dew éalbtneffec I

. ‘»bje Summe diefer Neihe findet man, wenn man,
auf eine dbnliche Are, wie in 125, die Srrationals

gréfie V12 = 3, 46 . .. mit' 3, den Quotienten wice
der mic 3, den neugefundenen Quotienten abermal mit
3, und o ferner dividirs, die Jrrationalzabl alsdenn,
nebft denen dergeftale aug ibr nach und nady gefundes
nen ablen, in ibrer Ordbnung durd) die von 1 an auf
einanber folgenden ungeraben Sablen theilt, und bdas
was auf die Art Heraus Pomme, in efne algebraifche
Summe bringt, Der Columme A, (weldye vie Jrras

tionalzabl 12, mit allen, durd fortgefesre Divifion
der 3abl 3 aus ihr gefunbdenen Quotienten enthdlt)
febe man die ungeraden Bablen in ifrer Ordnung ue
Seite: fo giebt, das erfte, dritte, fimnfte . Glied
(die ungeraden Glieder) von A, durdy die jedbesmal das
neben ftehenden ungeraben Rahlen dividire, dag erfte,
swepre, Ovitte i, Glied in der Columme B; bdas
swoeyte, vievee, fechite . ®lied (bdie geraden Glie
per) von A bingegen, durd) bdie jugehorigen daneben
{tehenden ungeraben Babhlen dividire, das erfie, wepte,
oritee 1c. Glied in der Columne C; fo daff B den pos
fittven, C .ben negativen Theil der NReibe enthale,
und fo giebt B — C die Pevipherie P um o genauer,

jemehr man Decimalftellen fiir \f-x_;gefudpt bat. Die
Redynung bafur ift folgende:

g ABC
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A B c
1) 3,46410161;138(3,464lox615138 =y 12
3) 1,154790538379 (0,384900179460

5)  384900179460( 76980035892
7) 128300059820 (18328579974
9)  42766686607( 4751854072
11) 14255563202 ¢ 1295960200
13)  4751854967( 365527236
15) 1583951356 (

105596757
17) © 527983785( 31057870

19) 175994595 ( 9262873
21) - §8664865( 2793565
23) 19554955 ( 850215
25) 6518318( 260733
27) 2172773 ; ( 80473
29) 724258( 34974
31) “PTIRRNRES 2 W e g 7788
33) 80473( 2438
35) 26824 ( 766
37) 8941 ( 242 .
39) 2980 ( 76
41) 993( 24
43) S L ( 8
45) . Ti1o( 2
47) 37 £ X
B =+ 3, 546233172181 (0,404640518591
—C =—0, 404640518591 .

. GpB—C=  3,141592653.590...=P, big auf 9

Decimalftellfen genau, well y12 nur quf 12 Stellen iff
beredjnet morden, '

S, Réfin. Anal. 306, 307. 308. wo jugleich aus
dem Heren Luler eine bequeme Metbode angegeben
wird, den BVogen Yon 45° qus feinen beyden unbes

ﬁimm-
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flimmeen Rfeilen a -+ b vermitcelft der Tangente der
Gumme tiefer Bogen ju bevedimen, wobey man die bes
fdymerliche Auszichung einer Wurjelgrofe nidyt ndthig
bat.

171 Aufg 35. Die Peripberie des Rreifes vers
mittelft des Suus einés Bogens AM = A (§ig, 30.)
3u finden.

Avfl. Fie ben Hatbmeffer AC = 1= CD, fiy PM
oder Sin. A =y; PC ober Cof A= {1 —yy; Man
diche mp ber inie MP unendlich nabe, undo MR mi¢

AC pavallel; fo it AMPCw aMRm; affo, wenn
man mR, tas Fiement des Sinus von.A, ober el

Y = ¢ fest; PC(yI—yyd: MC () = mR ()s

Mm = ‘[;_, ober, ftatt 1 den Halbmeffer £ gee
B 5 5
fet, Mm = B Ao , bag ogenelement des Rreis
{ r2 it yz. .

fes dem Producte aus dem Halbmiefler in dae %l
ment Oee Sinus, Oividivt durdy den Cofinus,
: s.Norm. A 2 '

Sibn, & "2 (954

einerley ift, well die Ylormale fiir den Durdhmefjer des
Kreifes, in ollen Puncten =r, dem Halbmeffer deg Kreio
fess alfo die Subnormale = r* —y* feyn muf,
el. Sin. A‘
Col. A ?
fo finbet man Bicraug, Elem. Sin. A =el. A><ColL A}
Beyde Jormeln muf man, ihres vielfachen Sebranche
mwegen, wobl merfen, ‘
R4 & 5

gleich; weldze Formel mit Mm =

SBenn alfo, firr= r; Mm d.i, Elem. A'=
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£

(i

Jn dem Augdruce ,:r =
 Aiigs € 2

yz
i

: 2N\~1
=z (t—-ii;) * permwanbele man bdie Jrrationalgeofe
in eine Reibe, indem man P; Q; m in 88. Hier 15

) B, .
e 777 — L3 fefit; fo Fomme

% I.72.v% I.92.¢. v
W e SR (D25
3 ar { R B A 1.2.3.23:6
R R 56 oy
1.2.3.4 2%r" 1.2.3.4.5.2° ™
.35 ... (zn—3)yan._,
| &8 '2.-3 P (n——- 1) o0——Ip2n—2

s

und Bieraus, von den eingelnen Gliedern der Neibe die
Summe (79) genommen,

3 1.3.y°% .2.6.v7
Al 3.y pL28y

6c* N S T L & A LY T

135 7.y? ; 1.3.5.7.9.y¥
I-2.3. 4 2%0r®%  1.2.34.5.2511°8%° " "’

£.3.5+..(2n—3)y2n—1
= ‘1,23 + o (B—1) (2n—g)an—1 pan—z

172, Eppl. Wenm A = 30°, alfo Sin. A obery=1,
fiie r = 1; gefest wird, fo fomme fur dew vectificiveen
ogen von 30 Graden Hier

: A=

Bl
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X 1.3 1.3.5
A=1+ —
=t 5. 31T 338 ¢.97 % 108, 3. %27
I.3.5.7 .
g und das fechsfache diefer NReihe,
~oder die balbe Pevipberie fir den Salbmeffer 1, b4,
3 3” 5:32
3k L5 'y +4.5.2‘ 4.6.7.27
T o 9-7:-53"
4. 6.8 9. 28 4.6 8 10 11,27
11.9.7.5.8%

4 6. 8. 10. 3% 23 2 2
und, wenn A, B, C, D, &e. dle jedesmaligen vorherges
benden gangen Glieder bedeuten,

A.1? - B.q= S e
2 + 3 2 + : 2
2.3.2 4:5.2 6.7.2
D.7>  E.g? Fir* . Gige
L 5 3 2 . 2 2 + = 2 + -3 s
8.9.2 10. [1.2 12.13.2 14.15,22
o(2n—3)*
(2n—2) (2n—1)2*

pherie fitr den Duvchmeffer 15 wo n jede gange-Jahl,
von 2 an, bedeuten fann, Fir n = 1 fdme hier was
Ungereimtes.  Das erfte Glied bat namlidy fein vorbers

gebendes, aus welthem es ausgedriicfe fepn fonnte, Nian
vergleiche biermit 109, 1. p. 85, : :

6A=3+

=P, ber ganien Peris

Nn diefer Neibe ift jedes Glied ein Product aus dem
nadft vorfergebenden ©licde in das Quadrat einer unges
K5 raben
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vaden Sabl, dividirt durc) das Droduct des Duadrates
ber 2 in eine Pronicsahl; weil das Product jeder gwo
nadhit aufelvaader folgenden gangen Sablen (m. m++g
obet m. m~— 1) immet eine Proniczabl (m* & m)
siebto Ao

173. 3uf. 1. Giie ben Halbmeffer CM = 1, foy CP

odet Col. A=u; PM ober Sin. A = {1—u?, foift
MR = Pp, bas Element des Cofinus ven A, Hier nes
gativ, oder Pp=— e, meil der Cofinus Eiciner wird,
wenn der Dogen mit feinem Sinus wadft, und umge:
Pebre. Die ahnlihen Tciangel MPC, MRm, geben
fobann

PM (1 —u?): MC (1) = MR ober Pp (—e):

Mm; alfo Mm oder Elem. A = — — s
1. Cof. A ' et
o e e..l.—-n—'-——; alfo Elem. Cof. A = — ¢l. A
ZeSin. A
Cof. A, beybes fir den Halbmeffer ¢, und
: er A%
Mm=— —— _:""-‘e(l—'r—i fir ben
v ‘[rz_uz

Halbmeffer r; das Dogenelement des Rreifes dem
negativen Producte ave dem Halbmeffec in das
Eiement des Cofinus, dividire durd) den Sinus,
gleic).

174. Ouf. 2. Man fefe Sin. vers. A ober AD::x,
fo ift P p ober MR (bas vorige Zlement des Cofinusg)
Bier cl. Sin. v. A = ¢, und aug eben der Proportion (173)

Pp. MC el, Sin. v, A

17 ‘ ——— g q OQE.}' i1 =
Mm = MP o. i em, A A

il
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5 fiic ben Halbmeffer 1; alfo EL A =

o v (2 x—x
er :
¥V (2rx—x2) fiie den Hatbmeffer r; woraus man, o

wie aus (171, 173) den jugehdrigen Bogen, und aus
ibm bie ganze Peripherie berechnen Fann.  Und fo Fann
man dag ‘Bogenelement deg Kreifes aud) aus andern tris
gonometrifdhen tinfen, und umgefebre, diefe wieder aus
bem Bogen ausdricken: mwozu man die Proportionen
enteder unmittelbar aus der Figur berleiten, oder durch
©ubflitution und Umeehrung der Reifen, finden Fann,
Dergleichen Formeln avs dem Civfel find ihres weitlduftis
gen Gebrauchs wegen von grofem Nuben,

175. 3uf 3. Aus der berechneten RKrediperipherie
P, (170. 171) fann man nun ffe feiche die $ange der
Keeifbogen eingelner Grade, Nlinuten, Sectnden 1¢, .
in Theilen ves Halbmeffers oder Durdhymeffers berechs
nen.  Denn fir den Halbmeffer 1 driicPt die Jahl P ober
3 1419 . . (170.) dle balbe Peripberie bes Kreifes aug,

folglich ift
P S
——— =0,017453 292519 943295 769236 908=
180 : : ' 1 Grad
1 G, ;
——=50,000290 888208 665721 596153 948=
60 e =4 1 Minute
1 Min. ,

—=0,000004 848136 811095 359935 899=
60 : 771 Secunte
1 Sec. ;

==0,000000 080802 280184 922665 §98=
1 Tertle

Deym:

6o
und fo ferner fir die Guarten, Quinten 26,
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DBeym Hrn, Lambere findet man auf der 23. Tafel
die tange oer Cirfelbdgen von 1, bis auf 100 Grave, und
von da an, von 30 ju 30 Graden, fo wie audy fiir Mis
nuten und Secunden, insgefamme bis auf 27, Decimale
ftellen bevechnet.

S der 24ften Tafel p. 15 1. finbet man unter andern
cud) den Bogen angegeben, weldyer bem Halbmeffer der
$dnge nadh gleidh iff. Die Redynung dariie- it leicht,
wenn man einmal, wie bier, die {dnge eines Giradbogens
fchon bevechnet hat. Denn man feie, der gefudite Bos
gen Dabe n Grade, fo ift, fiir den Halbmeffer 1, alddenn

n.0,0174532925.. =1; folglihn = e
und bieraus der Bogen = §7°, 29577951308 . - .
Der Reft aus viefer Sivifion, mit 6o multiplicirt und
mit 0, 01745 .... dbividire, giebt Minucten, und tie
Bieverholung diefes Verfahrens, Secunden, ettien 1.
und fo finbet man endlich den gefuchten Bogen, beynahe
§7° 2L, ober genauer §7° 17 44" 48" 22V 29V
21v 4+ ... &. Eul Inrod. in An. inf. L!1L §. §30.
; Hatte man die Lange einer Serte beredhnet gehabe, fo
pdtee man den werlangten Bogen fogleidh in Serten fus
‘chyen, und bieraus denfelben in Graven, Minuten u, f.w,
nod) etwas leidyter und gefdywinder als vorin finden
fonnen.
Eine Anwendung der Hier vorgetragenen Rectifica.
tions » Yethode auf cranfendentifche Linien geben
nad)ftehende beyde Aufgaben.

176. Aufg. 36. Die Cykloide Ab OF (Fig. 25.)

3u rectificiven.
Aufl, Weil (139) Db ober y = Ad+ Dd, ober,
foenn man den Kreeisbogen Ad = A fest, y = A + Sin.
A, foift Elem. y ober e =el. A4 el. Sin, A =el. A $el.
AXx



der Kegelfdhnitte, 157
A > Cof, A [17}] booe= (1t CollA) el. A =

el. Sin. vers. A
Cofl )=
i Coe i Sin. A

[174] alfo, wenn Sin.
—x)e

3 (2 :
vers. A ober AD =x gefegt wird, ¢= ?;;_;xfurbm

SRR R ¢ L gt sodiid
Halbmeffer 1; ober s = ‘—[—(x—[—z?:—;]—) fie des Defthrels
benden Kreifes Halbmeffer AC=r; wodurdh alfo das
Element der Cytloidenordinate y = bD gang in der
gugeborigen Abfeiffe x = A D ausgedriicft ift, weil audy
e, als das Llement diefer Abfciffe, fich auf x besiehe,

fo daf man nun e*+:*, oder das Bogenelement
(155, 5) der Cytloide leidt ausdriicten Eann,
* Man  fubftituive ndmlid) den Werth von
o r—x)e? e (ar—x)e?
5 X(2r—x)

» in ben Jrratios

nalaugdruct bes Bogenelementes, fo Fomme (c* + ¢2

(2r—x)e? 11

58 24 2 et b e g | 2_{__'2‘ o,
=ye’+ . —e,[x__zrex

»im

fiie bas !Ele’ment des Cybloiden.Bogens Ab, und bier-

/2% 3
20T 2

ity oaep . s ol
aus (67) . ober 2 y2rx fiir den vectificive
a,z ’ .

ten 2ogen Ab,‘ der fir x=o0 »er'fchminbet; ﬁlfo ift
jeder unbeftimmte 230gen Ab der Cykloide, der Dop-
pelten Scebne des sugebdrigen Rreifibogens Ad
 gleich; weil y2rx der Ausdruct einer foldyen Sehne ift.

iir x = 21 verroandelt fich Abin AbQF und'a y 2rx
' .
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in 4r, Dagalfo AbOF = 4, die balbe Cytloide dem
vierfacdhen SHalbmefjer oder dem dopppelten Durch.
mefler Oes befchreibenden Rreifes gleich ift.  Die
Rectification der Cytioide Hat der Englander Yrenn,
fo wie Roberwall ihre Quadratur, guerft gefunden.

177. Yufg. 37. Die Archimedeifche Spivale
(Big. 26.) 3u vectificiven,

Aufl, Wenn in der Spirale rx = py, dle Abfciffe
x um einen unendlid) Eleinen Theil e der Pevipberie ju=
nimmt, fo wachE (143) die rdinace y um: einen pro
portionellen Theil = ibres Halbmeffers, fo daf pier
rx + re=py-+pe, und die Differeny aus beyben
Gleidungen, die Gleidung re = pe, wifhen den Lles

) pe re
menten e; ¢, giebt; mworaus e = — und ¢ = ?

© folgt.” Nuniff mR =¢, unb CP (r): Pp (¢) = CM
. 5 o2
(y): MR = _rX; alfo C155,5) ymR24+MR2=Mm

ot e e

ez 2

= &* + —-, bem Bogenelemente ber Spirale,
2.2

Man fubftituire alfo den Werth von e> = 2_5_ in

diefen Srrationalaugdruc?, fo findet man das ogen-

e*p’y? .
g[cment Mm=(e* + 5 )‘ober "_M m = _3
R s THES e
Vr4 + p?y*; ober blevein die Werthe von ¢ = —;
AT L :

Yy =

v e o g [V
fubftituict, Mm= -l-;— v+ x2; woraus
&

P

“
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I wall ;
P f(e[v2+x>]" fir den Dogen CM der Spivale

folgt.  Die BVergleidyung diefes Elements der Spivale
mit den &lementen (109, 166) geige deutlich, daf die
Rectification der Spivale mit ver Quadratur der
techrwinlhichten  yperbel, felglih mit den Zos
gavichmen ,  sufammnangt,  €s iff aud) wirklid)
 § . 2
—f(e[x*+r?]) = — x* +
p ; 2p

x

ap

log. hyp. x

r4
— X2

16 p

v

1V.
Bon

Cubirung der Korper,
befonders der tunden,

Die durch Wmbdrehung einer Erummen Cinie um ihre
Are entftehen,

| 178, LcklSeung,
@en “Jnnbale eines Rérpers findet man, man cis

bive {bn, menn man die Liemente, aus denen er
befteht, alle in cine Sumne buingt.

179. Aufg. 38. Den Fnnbale einer Pyramide
AGDO (§ig- 31.) aus ibren Elementen 3u finden,
Aufl. Sn der ppramlbe AGDO flelle man fidy das

Perpenvitel AC=£, oder die Hihe der Pypramive, in
vers
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perfhiedene gleiche Theile AK =KH = HF =FE &e.
“getbeilt vor, und lege durd) die Tpeilungspuncte K, H,
F,E... vie €benen T, S, R, Q... insgefamme mit
der Grundebene B pavallel: fo find die Schnitce diefer
Ghenen der Grundflade B durdygangig abnlid) (Geom.
61.S.) alfo (28uf) T: B=1ILa: GDa = AKa:

B. AKa B.AHa
ACa[f>] ober T = o undebenfo S= e
B.AFa B.AEaq

R;-—f;-;Q: - 3w fow. Dt ift

(5 3uf.) jebes Pyramidenftict jwifchen grooen parallelen
€benen, grofier als ein Prisma, veffen Geundfladye die
untere grofece Ebene, Eleiner als ein Prismo, deffen
Grundfladye die obere Fleinere Ebene ware, wenn bende
Prismdta den Perpendifel jwifhen den parallelen Shes
nen des Pyramidenftictes gur Hihe Hatten. Aber die
Grofse dlefes yifthen nurgedadyte beyde Prismata fallens
pen Pyramidenftictes, ift von der Grofe jees diefer
Prismatum weniger unterfdicden, als diefe Prismata
felbft von einander unterfehieden find; und da der Unters
fchied beyder Prismatum immer geringer wird, jemebr
ihre Hibe abnimme, je ndber die parallelen Ebenen des
Pyramidenftiicfes an einander rvicfen, und diefe INabes
rung tiber alle Grangen foregefest fich gedenfen (aft: fo
mug endlich, wenn die gleichen Hoben diefer Korper Fleis
ner, als jede angeblidhe @rofe betrdgt, o.i. wenn die
bepden parallelen Ebenen einander unendlid) nabe ange-
nommen werden, der Unceefhicd beyder Prismatum in
Bergleichung mie dem auf der obern ober untern Ehene,
und um fo mebr in Vergleihung mit dem dagwifdyen fal
fenben Pyramidenftiice, unter alle Grdngen fich vermins
dern; alfo ein foldyes unendlidy fleines Prisma von dem
jugeborigen Poramiventtiicte nidye mebr ju unerfdyeiven,
folglich ihm- gleid) fepn. : ,
Wenn
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Wenn man alfo die Hife AC=f, in unendlich viele
unendlic Eleine gleiche Thelle aetheilr, und durch alle Theis
lungspuncte, wie vorfer, parallele Eoenen mit der Grunds
fladhe, gelegt, fich vorftelit: fo finbet man den “Junbalt
Oer Dyramide AGDO, gus dei Sumime allér, uns
endlich vielen, unendlicdy Eleinen, tiber den durdys
gelegeen  Lbenen ' aufeinanderftebenden Prismen,
Oie beftandig, um unendlich Fleine Unterfchiede,
von der Spise bevadb, grdfer werden, Sest man
tun ¢in foldhes unemdlich Flefnes Theildyen des Perpena
difels, Diet AK = ¢, foift AH=12e; AF = 3¢5

AE=4e s f.w, alfo T = -f!i— te?s $= %2"‘.9;
- R= ?2— 3% e2; Q= f%‘ 4% e*&c. unb es gicht
biebr fo viele Grundfidchen, fo oft e in F enthalten fepnt
fann, 6.1, —g—; alfo aud)'—{; ﬁb’er einanbder ftehende

Drismen, von welden jedes ein Product aus feiner Bafk
in die unendlich tleine Hobe e it Folglid) ift

57
AGDOieT“'ES“}‘eR-FeQ.H‘i—eB:——..-:_iB

,‘ o : f‘z eﬁB' f,‘ pasins
(l+22+32+42...+"e—‘2 = ?. ;;5 [66]

ober bie Pyramide AGDO = B, den Dricel des
Probducts aus der dbe in die Grundfliche; wie

aus der Elementatgeometrie befannt ift,
180, duf. Ware vie Grindficche B, fo wie j-det
barallele Scbuice mi ihr, ein Rretf, oder die Pyras
mide ein Regel, von der Grundfiiche B, der Hihe AC
=1y fo licgen fich fir den Kegel eben bie Schliiffe (199)
. : anbrinte
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onbringen, und man fanbde diefes RKegels Edrperlichen
Tanbale = § B.  Die Verbaltniff nehmlich eines Res
sgels 3u ciner Pyramide, menn beyde tber gleichgrofien
Grundfldcben einevley Hdben Haben, ift befannters
mafen eine Verbalnifs ver Gieichbeic, :

181, Anm. Die hicr angebrachten Schliiffe find chen
 diefelben, deren wan fidy (61) Dey den Flachen bedient Hats
und bievinnen befteht die fo vovtreffliche ¥Jechode der $ELr-
fbSpfung (Methodus Exhaufiionum) der Alten, weil
man ndmiich, wenn man die Prigmen auf den grofern Ba-
fibus oberwares, alé fo vie! umgefchriebene, die Prids
men auf den Fleinern Bafibus (denn jeded Poramidenfiiict
pat cine grofiere und FHeinere Bafin) niedevvodres, als fo
viel eingefchriebene Prismata betradhtet, durch die uns
endliche Anzabl von Prismen, die man bicr um und in die
Pyramive befchrieben gedentt, vie Befdhreibung von aufs
fen und innen gleidfam evfchdpfe.  Lleworon hat fich
dicfer Methode, anftate der neusrn, fchwanfenden Liethode,
ves Uncheilbaren (Methodus Indivifibilinm) - de8 Cas
valevius, baufig bedient.  MWMan  pflegt  die  Lrfchds
pfungsstilethode aud oft die {WJethode der Grinen
(Methodus Limitum) ju nennen; denn die gegebene Pys
vamide ift bier die Brdnse, weldier fich die Summen als
fer, immer mehr und mehr vervielfaitigen, ein oder umgefchries
Benen Pridmatum, obne Ende ndbere, fo wie (61) die
trummlinichte Fiche die Grdnse der ein und umgefchrics
_ Benen Rectangel war.  Eine umfidndlide Entwidelung, ja
felbft cine €rreiterung diefer Methode, nebft ibrer mannichs
faltigen 2nmendung; fann man beym Y13qc.L qurin, in der
. ¢Binleitung u feinem grofen Weeke von den §lupionen
nadylefen.  $FuElides bat fich derfelben voriglich im 12ten
Bude feiner Blemente, Avchimedes aber faft durdhgins
aig bey feinen Unterfuchungen bedient,

3d
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Nch babe dbrigens die Aufidfung diefer Uufsabe ¢tras
umftandlich augeinander gefest, um ven Nugen und Ges
braudy diefer Methode, deren man fich noch igt, ticrvohf
unter ciner etvad verdnderien Geftalt, ju Befeftigung der crs
ften Grinde der bdhern Geometrie mit BVortheil bedient, an
cinem Erempel gu jeigen; twobey ich den 61. Sag der Geos
metcie des Hrn. Hofrath Rftners vor Yugen gehab habe,
Denn diefed Budh hat, fo wic die Hbrigen mathematifchen
Schriften diefed grofen und erhabenen Meflinflers, meiner
Einficht nach, vor viclen andern Ynleitungen den Borjug,
daf man davinu die befien Methoden der Alten und Neuern
gefammlet, und mit ciner fruchtbaven Kivze bey den Aufyas
ben und fehrfdgen angewendet antrifft.  &in gleiches Lol
mufl man den Lehrbichern ded Herrn geheimden Raths von
Segner und des Heren Profeffor Rarften wiedsefabrey
faffin; reoraus gugleich die Brauchbarkeit ciner foldhen Geos
meteie, neben des LEukides feiuer, fattfam erhellet, da auers

Ctem, nach) dem ecinftimmigen Urtheile aller ecinfichtgoolen

Matbematifoerfidndigen, noch bis ige, Feine Geometrie deg
Eutiideifchen ven Borgug bat fireitig machen Funen.

182. 2Aufg. 39. AM (Fig. 32.) fey ein 230gen efs
ner Frummen Linie, von weldyem AP, PM die¢
vechrwinlicheen Coordinaten x, y; fepn médgen,
YOenn fich die §ldche APM, um die unbevegliche
Linic AP, ale ctne Yge dvebr; fo entfiebe ein runder
Rérpee AMMM. NJan U einen Ausdruck fiie
Oas Llement diefes Rérpers fuchen, aus weldyenm
man nachber Oen Tnnbale Oeffelben finden Eann.

- Aufl. Man giehe noch) eine andere Ordinate pm, o
tird pmfowob! als PM, bey der Umbdrehung einen Krcif
befchreiben. Dad Eorperftitct nun, goifdyen diefen pas
vallelen Kreifen, it gréfer als ein Eylinder, der den
Kreeip mit PM gur Grvandfade pac, aber Eleiner alsein
Cylinder, nber Dem Kreife mit pm, wean beybe Pp, die

§ 2 Dicte
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Dicke des yvifthen diefe Cplinder fallenden Kérperfiiictes,
gur gemeinfchaftlichen Hobe haben,  Je Fleiner nun bier
P pangenommen wird, detfo geringer wird aud) der Un-
terfchied bender Cplinder feyn; und da man Pp untee
alle Brinsen verficinern Fann, fo findet bier wie (180)
eine LI8berung dicfer Cylinder obne Ende flate, fo
daf endlich vie Berhaltniffe bepder Eylinder, und folalidh
des dagvifdyen fallenden Kovverfticts, Verbdlenifje ter
@leichbeic werden. Das Flement des von der ums
drehenden Flade APM befchricbenen Korpers, ift alfo
einem Cylinder gleid), deffen Grunvfldcie ein Kreiff mie
PM oder y, die Hobe dag unendlid) leine Pp =e, odce
tas Glement der Abfeiffe x, it Wenn alfo vie Wees
paltni des Ducchmeflers jur Pevipberie wie 1: P
gefest wird: o ift 2Py der Umfang des Kreifes mit y,
und Py2 tiefes Rreifes Sidde, woraus entlich ePy?
fitr den Ausdruck des Llementes des runden HKors
pers folge? ;

183. Juf 1. Man jlehe die Tangente TMm, fo
wird der Triangel T pm bey feiner Umbdrehung um die
Are AP einen Kegel befchreiben, beffen Grunvfiache der
Kreif mit pm, die Spige T ift. Jn diefem Kegel ift
der von Am befdyriebene runde Korper gany eingefchlof
fen, alfo das Element diefes Rrpers, oder das Kors
perfiticf gwifden den unendlich naben Parallelfreifin mit
pm; PM, al8 cin abgetirseer Tegel ven der unendlidy
fleinen Hobe Pp, swifdhen viefen Parallelebenen, angue
feben; und o befomme man (Geom. 63. S, 5, Juf.
wenn man das dortige y bier e, und R, r, bier y fofe) fuie
viefes Llement den vorigen Ausdruck ePy=

184. duf. 2. Man fucdhe alfo, aus der gegebenen
Gleidyurg fic die tinie AM, den Werth von y2in x
auggudricren, und fubftituire denfelben in bdie vorherges
funbene Formel fir das Korpevelement, fo findet man

Dars
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daraug, wenn man die @lieder eingeln fummirt, (66.79)
den QnnHolt des von der verdnbderlichen Flade APM
durd) Umbrehung erjeugten Korpers, in x ausgedructt;
und fo giche die gehiirige BDefiinimung von x, den nne
Dalt bes gegibenen Kdrpers in befannten Grdfin, aber,
roegen der Damit verwicteleen Srrationaljofl P, doch ime
mer nuy approrimatorifch,

185. 3nuf. 3. Wenn die Ordinaten P’M —y der ges
g¢binen finie, auf Der Limbrebungss Are nidyt fenfreche
ftinden, fondern mit ibv einen fhiefen Winb AMP p=7
madhten, fo ware der Halbmeffer der Grundflade des
unendlid) flcinen Cylinders, ober des Kivperclementes,
bier nidyt p'm, ober P'M fondern bas Perpendifel pm
obet P, und feine Hobe nidyt P'p, foudern P ps alfo tas
Korperclement bier Pp. P. PM2; RNun ift r: fin. 7 =

fin. . (fin.7)?

PM (y): PM =y. i T alfoPM?>=y-=

B

relches in vorhergehenden Ausdruct flact PM> fubftituis

e. Py (fin.7)*
5 = ‘

fiir das Llement des durcd) Uma

r .
brehung der Flade entftantenen Krpers giebt,

186. Aufg. 40, Den ESrperlichen TJnnbalt eis
nes fenfrechren Regels ABC (Fig. 33.) 3u finden.
Aufl. Der Jnnbalt eines foldyen Kegels ift beveits
 (180.) aug (179) bergeleitet worden, SHier findet man,
wenn des Kegels HHhe AD =a, der Grundfldche Halbs
meffer D C =b gefee mird, den Snnbhalt folgender Ges
flalt: Jir AP =x; PM=y; ift AD (e): DC(b) =

AP (x): PM obery — -? die Gleichung fur die gerade

Sinic AM, bdie Bier gugleich die unbeftimmee Seite des
$3 Kegels
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ae g ite "l i
RKegels abgiebt, Alfo ift y* = St und, den Werth
‘ Pb2x?
e zx 028
a
verdanderliche Element bes RKegels, folglich (66)
Pb2xs

3 der unbeﬁimnite “fnnbale heﬂ'c[ben, aus

weldhem, x =a gefest, der Tnnbalr des gegebenen
Begels ABC=;a. Pb? folgt.

187. Juf. Ware des Kegels Are AD = x, untee
einen fdhiefen Winfel =7, gegen die Grundfidche ges
neigt: fo ware, fiir einen Perpendifel AE, von deg Kes
gels Spibe auf die Grundflidye, 1: x = fin. w: AE,
oder AE=x, fin. 7, alfo der Regel ABC = AL
Pb* =3 x fin. #. Pb?, und filr x = a; ABC =}a
Pb2 fin. 7. Fiir einen fenfrecheen Kegel wird fin.z =13
alfo fein Snnbalt 72 Pb* wie 186. '

188. Aufg. 41. Den unbeftimmten Tnnbale
jedes, durch Umdrebung eines Regelfchnites um
feine Are, entftandenen Spbdroids S, allgemein
. aussudrinben, und davaus ein gegebenes Spharod
3u beftimmen,

Aufl, Aus (182) Fomme, file die grofe Are a; und
3 : p’xz =% an P P Xz
Yarameter p; S =P (— F 11— ] = -
- X
(32 +2x)=Ppx* G F3i7) fie alle Regels
fchnitee.  Hieraus foiges

1) fiir ein ganses elliptifches Spbroid um bdie
grope Are a, fur weldhes x =a wird, aus dem obern

Seiv

von x* in bie Jormel (182.) fubftituice,
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Ppa® Pé Pc2a
i m——— e, 22 = — (Ylg,36
Seihen, S = el 3 (YUlg.366)
Siir oie Rugel vom Durchmeffer a, iff bler aud) c oder

i

p=1a; alfo der Rugel Junbale ' = —6—; und beys

ter Kdrper Verhdltnif, ober S: §'=1p: a=c?: a2;

wo c die tleine Are des elliptifhen Spharoids bee
deutet,

2) fitr ein elliptifches Spbdroid = um bie Eleiné
Are c, fil weldyes y2 = qz — (l:— die Gleichung ber

umbdrehenden eliptifhen Fldche wave, mo z die Abfiffe
vom Sdcicel auf der Fleinen Are, y dle gugehivige Ovs

az
dinate, und 9 =7 ben Pavameter auf der Cleinen Are,

bedeutet, (56) Datte dlefe Oleidhung einerley Geftalt mic
et geodbnlidhen Ellipfen Gleihung fiir dle Haupt - ober
grofie Are, fo baf rean in dem vorher gefundenen Auss
dructe tes Sphareids (188, 1) ftatt der dortigen a; c; ps
x; biernur c; a3 q; z; fubftituiven, und endlidh z=c,
fo wie Dort X = a fefen dacf, um den verlangten Edrpere
tigen Jynnbale in Befannten Grofen ju finden,  Diefes

; ¢ [) 2
gicbe fiir ben unbeftimmeen Jnnbalt —(:—'—j—m (3c—22);

\ . P 2
alfp, z=—c gefebt, bas ganse Sphdroid = = q; i
I.’.f;.c_ . Sue eine Rugel 37 bomzbuvd;imﬁ'et c, fame

4 bier
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IS o < a®
jr 2= — alfoz: 2 =qic=—: ec=as2;:
( 6 q

c
c* alfoift aud S: S =3": 3

3) €in Eylinder C, der die groffe Ellipfenoye 2
um Ducchmeffer ver Grundfische, die Eleine Are €

ol R
jue Hobe hatte, wirde : .

jum Eérperlfd)cn Tnnbalte
Pa2¢c Pa g

4
‘€ben o ware, fiir einen Cylinder C, von dem Durchs

. . i3
meﬁ'ﬂ:c bﬂ'ésbeai S:C';Pc a .C a

g &

alfo in Bepden Fallen das elliptifche Spbéroid, fo mwie
‘die Zugel, 3 von einem umfchriebenen Cylinder,

4) fite das JHyperbolifche Conoid von der Hibe
X =a, diefes RKorperflicfes Ynnbalt = I Ppa?; alfo
fande man bas Conoid aus der gleichfeitigen y.
peebel, fiie weldye p = a, bey eben diefer Hibe 5 Pa’;
wenn man ndmlid) in dem  unbeftimmten Jrnbalte

Baben, Alfo wire 3:C =

e - 3

=235

Pxz .
-5— (32 + 2x) eines foldyen RKorpers, x = a .

§) fir das parabolifthe Conoid, fir weldes
in bem allgemeinen ugdructe Ppx® (X F H 3;—) bie Are

a unendlidy, aIfo‘{r -::— = o ift, der unbegjmmte Sune

., Ppx2 ‘ Py2x
Bt —El‘_ ober, y2 flate px gefee, —V;—" in fofches
Seict
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St  des  pavabolifchen, Conoids. ift alfo die
élfte von einem umfchriebenen Cylinder Py*x,
der mit dem Conoid einerley Hobe (x) und Grunds
flade (Py?) bar.  Diefes Conoid hat zu einem in ihm
eingefdyriebenen Kegel, ¢ben die Berbaltnig, welcdhe ein
Chlinder, veffen Hibe und Durchme(fer einander gleidh
find, su feiner eingefchricbenen Kugel hat.

6) Sur unendliche Parabeln, ym = pnxk, ware

8 AR, 1 L 1.3
y=p™ x™ alfoy>=p"™ x™; unb firConoiden
A%
oldyer Parabeln das Llement (182) ePy* =ePp™

T2k : TP
x™ und (66) der unbeftimmee Jnnbale bdicfer Co-

an %1{_ an 2k ~4m
62N e mPp™ x W
noiden = “—; ot ik+m
- i~k R
m

= - Py®*x, obev - Fheile des um.

m
2k+m 2k+m
{cbriebenen Cylinders.

, 189. duf. Vetradytungen 1iber die durdh Umbdres
Bung eines Kegelfchnites um eine unbeweglidye Are ents
ftehenben Korper, Bat bereits Avchimedes in einem bes
fondern Dudye von den Regel - und ZRugel - dhnlichen
Siguven, angefiellt, in welchem er, nebft andern Untére
fuchungen, die Berhalnifi diefer Korper gegen einander
feftgefc6t, und die Wergleihung der gangen Koeper fos
wobl, ai3 derer, Burch verfhiedentlic) geaen die Um.
brebungss Are geneigee Flachen, von ihnen abgefthnittenen
2h:ile, mit Kegeln oder Eplindern, die gleiche Hiben und

4 ®runds
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Grundbfladen mit den fpharvoidifhen und conoidifdyen
Korpern Baben, beflimme und beridyeigt.

190. Aufg. 42. Die rechawintlichte JHyperbel
GAN (Fig. 24.) deven Gleichung yx =a> fir CI
=a; CD=x; DE =y; drche fich um die Afpms
prote CF; Yjan foll den TFunbalt Ses auf dicfe Ace
erseugten Rdrpers finden,

5 2

Aufl. Weil y :% Fa’x~ i yrsatx?;
alfo bas Llement diefis Kirpers (182) oderePy? =

Pasx—"

ePa*x=2 und der Snnhalt beﬂ"e{ben oo 2
4

5= -)-:-c—, alfo negativ, wie die Jlade (87. p- 65.)

auf der Afymptote,  Diefrs Korpers Junbalt verfihroins
bet bisr file x = oo, fo mie dout die Fldde, und gehdre
‘ Pas b
alfo der Ausdruct — -f-, bem unendlich langen RKive
’ X

per gu, deffen Spige fich, 11ber dem Kreife mit DE, als
einer Grundfladbe, nady F; G ; ju erfirect; weldes Hier
burd) das negative Seichen angedeutet wird, das fid) nur
auf die Lage des Kirpers, nidye auf feinen Junbalt
oder feine Brofie beiehen Fann.

197, duf 1, Dicfes Korpers [nnbale ift alfo
Pas Paa
~* = = §it CD=CI, ober x = a, fommt¢
X CD

bes Korpers, deffen Grundflche ein Kreif mie CI ift,
Pat

~nnBalt = o1« Pat Depder Korper Differen
Pa?
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™ Pa3 L P. CTe
Pa? — — iy ¢ e o A, bier ———
a e B (x—a) 0. i bier cD

P.CIl< ID

(CD —CI) ober giebt bas Stict biefes

S‘?érpers, das gwifchen den parallelen Kreifen, weldhe die
Ordinaten I A und DE befchreiben, enthalten ift.

L T 4

192. Juf. 2. Flr x= o, wird !-—:&—- == -I-)-:-:- —o0,
fiir den unendlid) Hohen Kdrper, ber der unendlid) grofs
fen Grundflache, melche die Apmptote CQ, als ein
Halbmeffer becradheer, bey der Umbdrefung um die Are
CF befthreibe.  Bey diefern unendlich grofen Kovper ift
alfo bag Stid, jwifhen den Kreifin mit DE und dee
Ufymptote CQ, bdas gurachft an das gwar unendlich
lange aber doc) dbem Sunbalte nady endiiche Korpere
. ftiict, tber der Kreisflache mic DE, grdnge, unendlich
gref.  Depde Sticfe diefes Korpers fiad alfo unendlich
lang, aber das cine ift endlid), dag andere unendlich grog,
weil fonft beyder Summe nidyt unendlic) feyn Fénnte,
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B

V.
BVon bder

Quadratur der Frummen Seitenflacen,

derer

ourch Umbdrehung ciner Erummen Linie entfiane
denent runden Kodvper.

193. Aufg. 43.

@as Element eincr durc) Umdrebung einer Lis
nic um tbre 2Are entfiandenen Frummen
Sidbe (Sig. 322 3u finden. :

0 Aufl. Jabem der BDogen AM = A mit feiner Ora
"pinate M P, durd) Umdrebung um die unbemegfite Are
AP, einen RKovper (182) ergeugt: befdhreibt das 250
genelement Mm, einen vingférmigen Screifer, der
dag Korperclement alg eine Seiren - §liche umgiebr,
Diefes Streifens Grundlinie it affo die Peripherie el
nes Kreif 8 mit PM ober y, feine £3be, dag Clement
Mm des Bogens AM; alfo der Ausdruct flir diefen un.
endlich fdhmalen Etrcifen, oder vas gefuchte Element
per frummen $lace — 2Py. Mm = 2Pe. Norm. A;
enn man den $Bereh von Mm aus 155, 2, fubfituirt,

194. duf. Man fonnte, fo wie das Korperftict
swifdyen ten Paralielfreifen mit den Halbmeffern. pm,
PM, als efn abgefiirseer Regel betraditet worden iff, audh
bier die Seitenfladhe diefes Korverftictes als den Unters
fchied gwoer fenfrechten Regelfladien, uber eben diefen:
Kreifen anfehen, Aus Geom. 64. €. 4. 3. fande man
biefer Jladye Snnbalt = P. Mm (PM +pm) wo Mm

' 0es
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bes abgefitryten Regels Seite bedeutet, Ioird nun dies
felbe unendlidy fiein angenommen, fo fifit bog Bogens
element Mm mit dief.r Seite, oder dem Tangentens
elemente Mm gufammen, (155) und fo Eemmt, weil auf
den Fall pin = PM =y angqenommen werden darf, das
Elemene der frummen Siddhe = P. Mm. 2PM =
2Py.Mm = 2Pe. Norm. A; wie (193)

195. Aufg. 44. Die Frumme Seirenfliche eines
fentrechten Regels AB C (§ig. 33.) 3u finden,

Aufl. Nady der Beseichnung (186) Fomme PM
b
ober y = _5., fir die unbeftimmte verdndecliche

Selte bes Regels, durd) bereh Umbtebung die Rege(Q

fladye mit bem Kegel erjeugt wird. lun ift (39) der ges
bx iR

raden Sinie y — f = 0; Gubnormale = a—y; alfo

2.2

' b .
y2+ —ZL- vag Quadrat der Jormale, folglid) die
a ;

y ; hx. gt :
Formale = — Vai+b® = - ya®+0o% unbaPe.

- bx
Norm. A = 2Pe, =5 Vaz+b*, dem Llemente der

Phx= )
a

frummen Flade; alfo (66) V2 bz, der vers

&ndectichen Frummen Seitenfladbe bes Kegels gleids
woraus, X =2 gefest, die Seitenflache des gegebenen
Regels ABC =Pb a*+b* folgt,

196, 3uf. Wit a2 4b2 = AC, der Sceite des

RKegels, und Pb dev alben Pevipherie, des mit dem
SHalbs

2
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Halbmeffer DC = b Gefdyricbenen Keeifes (der Grunds
flache Ves Regels) gleich ift: fo findet man die Frumme
Selitenflache eines fenfrethten Kegels, aus dem Producte
der Halben Peripherie feiner Grundfddye in des Kegels
©eite; wie bereits aus den Elementen befannt iff. Die
Stade des abgebursten fenfrechren Regels, fintet
man bievaus feidht. Die Fldcye eines fchicfen oder une
gleichfeitigen Kegels Dingegen, iff fdhon fchmerer zu
finden,

197. Adufg. 45, Die Siadhe ciner Rugel 3u
quadriven,

Aufl. Fir den Durdhymeffer a ift des befdyreibens
ben Kreifes Normale =L a (171) alfo das SiSchens
gElement oder 2 Pe. Norm. A. = Paex©°, moraus (66)
Pax fir die frumme Jlade ¢ines Rugelabfibnirte
folat, teffen Hobe x iff. Fir x = a, Fommet alsdenn
Paz fir dle ganse Rugelfidche. Seste man bden
Haldmeffir der Kugel, oder Lo =r, fo mire Paz= 4.
Pr2; alfo tle Rugelfliche fo grof als vier grofite
Keeife ver Kugel (Geom, 65, &)

- 198. Aufg. 46. Den Junbale der Ecummen
Stache Q_cines pavabolifchen Afceregels (Fig. 32.)
3y finden.

Aufl. Fie die Parabel ift (44) Norm. A = ¢
Y(p*t4px)alfo 2Pe. Norm. A= 2Pe [ {p*+4px
=Pe(p2+4 px)é, dem Elemente der parabolifchen
Regelfliche. Man Pee (p*+4 px)é =2z; und fude
e, das €lement Dev Abfiffe x, nun in 5, dem Elemente

ang.

bét Orbdinate z, vermistelft der Sorme! (1 58)3,-;&——-

s
—a
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3 zi ausjudriicfen,  Aus dem AUngenommenen folge
I'> +4px=2* oder z* — 4pX — pp = o; und

2
Bieraus (a1) diefer Prummen iinte Subtang. = :2}-79—

Subt
f—u—ﬁ, fo fommt, bea ‘IBertb dies

Weil nun e =

222 £§Z

fes Subtangenten fubftituivet, e = 3

l o &
Pe(p>+4px)° — Psz.z Psz

I

=
=
<

| 1 P P
f(Pe (p*+4px)* = o= fez2 =6—;°- (66)
Dicfes giebt, flatt z feinen Werth gefesr,
3

2 \Zz
e :4‘”" + Conft.
= -
©oll nun bier Q_file x =0 vetfd)mmbm (benn in dies
- fem Puncte, welcher ter Scheicel ves parabolifhen Afe
terfegels ift, Dat die frumme Slache Eeine enblid)e@jroﬁe) 8

fo muf o = —("Tpf‘_’_) + Conft. obee
Ppat Pp’
Coafl et ) AL ] alfo
6p Op
e g
P 2+ 3 2__ 3 5
Q& A([P ;”;‘] P fepn,  €ben fo

fomme, y” fiate px gefeset, - :
' Q=



176 Von der Quadratiie

3
A ‘P 2+ 2 2-& 3 g
Qe ([p ";‘l’) e ) fiie den verdnders

lichen fnubalt ber Erummen §idche des parabolis
fchen Aftectegels. :

199 Suf. 1. Wenn man in dem Auedruce des
I

Fladyeuelementeg Pe(p> + 4px); tie Srrarionalgrofe
in cine unentliche Reihe (88) aufgeldfer, und alles in Pe
multipiicivet bdete, fo atee man

5

3 3
P p*
BomY e kf Rax® 264%7 -
% p? + 'P4 S LPSI‘ + Pg i ') lmb
pieraus (66) .
e PUPRFRD o o = ol 3T
Q="r(p 2> o 5
x 12x? . )
144' e 326-(— <o) fiie cin Fleines x
5P Pt} P 5

L t
gefunbens  Jiie ein geofies x batte men (4px+p2)°
entwicfeln ntiiffen (110) Der bier gefundene Ausdrud
fiir Q, ift nun dem vorigen (198) volifommen gleid);
denn es 1t das dorcige :

(prH4px)” = pP4 6pix 4 pxt = 4x?
S s ek e
P P p? p* p*

woven p? abgezogen, und bas Gange mit 6 p divivdire, biz
ax FY vorige

é4é 4
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w3 4 ] 5

vorige Neife: px 4 x* — e WENLL IS _’;. &e.
8p p* p

giebe, blein P multiplicivt, ben Werth der tnbeftinmm.

ten frummen §lache Q_ausdrictt. \

200, Juf. 2. Gefeft man hatee die Neife p’+6p2x

2 6x* .
+ 6px —4x3+—;~ &e. = A, bie daber entftes

. -3 4

bet, wenn man bie Neibe px+ x> — 2% +§?
(199) burdigebends mit 6 p multipliciret, und p* dagu
avdirt, irgendmo gefunben, und man vermuthete obep
man wifite e gewif, daf die Reibe A ridis anters alg
cine entwictelte binomifche TOurselgesfe ware: fo
fande man dle bepden unbefannten Theile , B, und den
€yponenten m dicfer Wurjelgrofe, aus den dvep erfien
Gliedern der Dinomial-Sormel (e +P)m = 4z m

73 =2 Bz O

bier ware 1) am =p’; II) man-* § = 6ipiay

m. m =1

+magn-* 3+

.me—1 ,

1) % am=% B = Epx®; und fo mwdre
alfo, fiie die brep unbefannten Grofen o, B, m, audh drey,
von einander unabhdngige, Gleidyungen gegeben, ous
benen fic) diefelben nothwendig miffen befiimmen und
36 p4 x*

S

—3Z
m*gam-——3

finven faffen.  Aus IL und [L Fomme

2
12 pX
' — und Picraus 4 =
M ===, gin—=—g ubbe. s ;

Mm . (gm==3)

e I ==



78  Bow der Quadratur i,
(3m—3)

— p’=p> bem Werthe fir o™ aus L und fo

3
fommt der Cpponent m = 3; Folglich ift «™ ober &

6p*x = 6p°x

3 "

=p3 = p2; alfo
p;unbu p*; aif e

_;}__.X
1083

3
== 4px; und endlidh) (2 4 B)™ == (p> + 4px)" wo tie
erften drey Glieder der ju entwictalnden Wurgelgrofe

3

(p2+ 4px)” gany gewif mit den erfen drey Gliedern
" per Reibe A, und fo aud) die iibrigen Glieder aus dies
fem Srrationalausdructe, mit den 1brigen Glicdern von
A, fibereinfommen werben, wenn A eine TWurgelveibe ift.
Dicfe Srfindung der binomifdhen Wurjelgrofe durd) die
aus ibr enticfelten Reibe, fann in gewiffen Fallen fehr
niglid) feyn.

aor. 3uf. 3. Die trey Gleihungen (200) werden
namlidy die ®rifien o, 3, m immer beffimmen, aud
auf den Jall, wenn die Refhe A feine Wurgelreihe wdre,
Man findet bier ndmlid) einen Srrationalausdruct, wel.
dyer, in eine Reibe aufgeldfee, die drep erfien Glieder von
A nady ihrer Ordbnung enthalt; die ibrigen Slieder der
NReihe Fonnen von den iibrigen Giiebern in A unterfdjies
pen feyn, weil das Werfahren (200) eigentild) nne drey
Glieder beftimme, Die BVergleihung alfo bender NReir
Ben, ter erft gegebenen, und der aus tem gefundenen
Grrationalausdructe neuentwicfelten Reifye, muf hier enta
fcheiden, ob der gefundene Srrationalauedruct mit der gee
gebenen Neibe A einerley fep; und daf wird allemal feyn,
wenn A wiitlid) eine Wurselveibe ift. ‘

VL
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Anhang
einiger Aufgaben,

bie

Kegelfthnitte betveffend,

202, Aufg. 47. 3%

Q[uf einer (Jig. 34.) von swoen, einander veches
winklidyt durchfchneidenden Linien QC, DE,
nebme man einen Punce F nad) Gefallen,
GH fep ein Sttt ciner Linie, in weldyer alle
Puncte gegen die Linie QC, und den Punce F in
der andern Linie DE, eine folche Lage baben, daf
ein Perpendifel M B 3u dem covvefp_onbirenberot MF
beftandig in einer und eben derfeiben Verbdlenif
(r: Q) fey.  Odan ol die Gleichung fur die Linie
GH, oder den geomerrifchen Ore fir den Punce
M fuchen. ,

Aufl. Man cheile DF nady der Verhdlenifi r: q
ober BM: MF, und fese, mwenn A der Theilungspunce
ift, DA=m; AF=n, foiff BM: MF =r: q=
m:n; Man fille ferner das Perpendifel MP, fo ift
fir AP=x utd MP =y; FP=x-—n; FM =

e ———— — ———

V(x—n)*>+y* unp BM = DP = DA 4 AP =
m+x  Da nun nady ver Vedingung der Aufgabe
burd)gdngig

BM?: FM?2 waigndsi ~r nd



180 Anhang ciniger Aufgaben,

oter (m*+2mx+x*):(0*—anx+x*+y*)=m2:n*

A}
(2mn? 4+ 2m*n) x 4+ (n* — m?) x?

foiftyz= . -

m

an(ndm)x + B e g A

2

xl

°ber yz & m m
per qeometrifche Ot fiir den Punct M, ober die Gleis
chung fir die Zinie GH, in welcher alle Puncte die ges
forverte Eigenfchaft Haben, und die rachy Befdaffenfeit
bes Berhdleniffes m: n oder r: q verfdyieden ift.

203. Juf 1. Nimme man an, dof MB gegen M B
: : S Eay ok g &
unenb[jcb Elein, alfo m = —, ober -x—n—__oofep.fo verdne

pert ﬁd) bie @[Qi&)ﬂ“g(262) in y"’::_ znzmx_'_nzwz‘xz.

$Hier verfdywindet nun a5 Oli:d 2n* oo x, als ¢in une

éndlicy Eleineres, gegen nzoozx2, und bleibe alfo
] X

SRyt Wy 2 { = Pl e 4 3
y*=n2 ®2x2 dasg it y=n « x = o> tveun

man Hicr BTT fir oolfegr; und gehoee alfo die Gleidung

in-bem Falle fiir eine gérabe Sinfe,

204. Juf. 2, Set man aber in der Gleidyung
(202) m = o, fo wird aus ibr, die Glicder meggewors
fen, Die gegen die unendlid) grofern verfthwinbden,

2

20X :
8 ) oder y*= anx — x2, die

g2 =
} m
Gleichung fiir einen Civkel, von dem Durchmeffer
20, Die gefudhte tinie ift alfo ein Cirfel, wenn BM
gegen MF unendlid) grof iff

20§.
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205. - Juf. 3. Wenn aber n forvohl als m endlich fiND,

auf weidyen Fall {ich die Aufgabe (202) eigentlich besieht,
: > s _an?

fo ift, wennn = m angenommen roitd, o =R

2

’ 2n (n-}- m) : n®—m?2
afo y* =———7"x, Girnd> mift ~——
foy o Sirn > mift =
: , nz—m?2 ¥
pofitiv, aber fir n < m ift - negativ; folgs

imn

lidy in ber @[E[d)ung y2= M z
m

(n* —m )

s

+

x 2, ber Coefficient von x> gwepdeutig.

2n(n+m) pr 1 G TINT

: =p, und =3,
m A—m

N ——m?> p - 3 ;
foifft ———— = + - und, fiir oberwdbnte drey
m a ;

©efit man nun

2

Sills, vy =pr e =prt B:‘———; ober enbdlich)

» fohr G P—:—; ta§ alfo die Cigenfhaft einer be-

andigen Verbalenif der Sinien BM, FM (202) allen
-gelichnitten gemeia ift, die fich aud) durch die Belchafe
~fenhyit diefr Berhdlenif, nadydem folhe eine Verbales
niff ter (Bleichbeit, (ratio aequalitatis) eine Eleineve
ober grofiere Verbalenif der Ungleichbeit (ratio mi-
nor vel maior inaequalitatis) ift, untcrfcheiden laffen.

206, Anm. Die Linie QC bheift die Divectrip bdes
Scnites, denn o pflegt man uberhaupt jede Linie in der
Geometrie ju benennen, roelche die Bewegung einer andern

Mm 3 finie



182 Anhang einiger Aufgaber,

finie oder Flache beffimme, durdy welche eine Linie, Flache
oder ein Kdrper Defhrichen witd, Die Beftimmung diefer
Divectriy, fiir cinen gegebenen Kegelfchnitt, aud der Tans
gente, ift (51) gegeiat wocven. Die Divectriy ift aber nidht als
Iemal eine gerade finie; denn wenn man frate QC irs
gend cine frumme Linie, 3 €. einen Rreiff jur Directrip
anndbme, und cine Linic fuchte, die in allen ihrew Puncten
von dem Umfange diefe8 Kreifed, und einem wilfibrlich
angenomutenen, der Lage nach beftimmeen Puncte, jededmal
gleich toeit entfernt wdres (o tolirde man toicder auf die
Kegelfchnitte Fommen ; 1wobey e8 auf die Lage ded angenoms
menen Puncted, ob felbiger innerhalb oder auferhaib des
Kreifumfanges fich befinvet, ob er der Pevipherie unendlich
nabe, ‘oder unendlich von ibr entfernt liegend, angenommen
titd, bauptfacdlich anfomme.  Sest man den Halbmeffer
bed RKeeifed unendlich, fo erhalt man mwicder die gerade
Tinichte Dicectrir Q C, und man begreift leicht, daf die
Befdhreibung der Kegelfchnitte, vermittelft ded Kreifed und
cines angenommencn Punctes, noch aligemeiner fey, ald die
vothergehende (202) tveil diefe fich ausd jence hecleiten [agf,
und vecfhicdene Cigenfehaften der Kegelfihnitte aus ibe uns
mittelbar folgen, oder fich vodh durch fehr leichee Sdliiffe
nberfelen laffen,  Die geometrifhe Confiruction der Kegels
fchnitte nach diefer Methode, mit allen daben vorfommens
den Beftimmungen, allbier ju geigen, wilede gu weitlduftig,
und felbft wider die Abficht feyn, die ich mir hier vorgefesit
Dabe. Gie bat #brigend Feine Schronrigleit, und man
fann foldge in des Herrn Pater Scherffers Geom, P.IIL
Act, I, umftandlich auseinander gefesst, nachlefen,

207 Aufg. 48. TJn dem Rechtecke ACDE
(Fig. 35.) Ocflen Hdhe CLY, und AC die Bafis ift,
theile man Oie Linien AD; AE; eine in o viel
Theile ein als die andere. Durdy d, einen roills
Fubrlichen Theilungspunct in AD, ridhte man auf

o AD

\
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AD das Perpendikel dz auf, und siche aus D die
Linie Dg, nadh demn sugebdrigen Theilungspuncte
g Oer Linfe AE; daf ndmlicd) Dd: DA =Eg: EA.
Die Linien Dg, dz fdyneiden aledenn einander in z.
lan foll die Frumme Linie fuchen, die des Puns
cees z geomerrifcher Ort iff.

Aufl. Man ke Dd=x; dz=y; AE =CD
=a; AC=ED=b; und fude cine Gleidhung 3wis
fohen x und y

Nun fey AD ober Va? +l;7=s; nach der Cone

ax

ftruction ift AD (s): Dd (x) =EA (a): Eg= =

a(s:X) =Ag. Man giche fers

ner dag Perpendifel gH, fo ift agAH » aDAE, |
[a(s—x)]

alp EA — Eg =

folglidy DA (s): AE (a) = Ag ——-"x:
s
a?g—a?*x s*—a%sazx
AH..._ ——-57-~a!{0AD—A£I: o3
b*s+az2x ;
= —— = HDj; unb cbenfo DA (s): DE (b)
._Agf-i-(ig—)g—lzig}{ = i-!-lz-(—s—-:-:}?-)-;, und el
s

aud) ADHg » ADdz, fo ift endlid):

2x 4+ b2 "ak

e 25 :Hg[ab(s
s s

—-x)], = Dd

2

pH [

abX (s --..x)
a’x-b2%s - folglich. bie gu fue

M 4 chenbde

(x): dz ober y =
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184 %nbaﬁg ciniger Aufgaben,

~dyende frumme finfe, eine Linie dev swepten Ords -
nung oder ¢in Regelfchnite,

Da tie Ordinate y bier eine einfdrmige Function
der Abfeiffe x ift: fo fann die $infe unmdglidy ein Cirfel
oder eine Ellinfe feyn; weil in biyden die Abfciffenlinie

‘niemalg eine foldye fage Daben Fann, daf ju jeder Abs
fciffe nur eine Ordinate, wie bier, geborte, Firy =o
wird x = o ober x =s=AB; (§ig. 36.) und fducis

“bet alfo die Frumme Sinie die Abfciffenaxe ST in den’
Puncten A und B. So lange ¢in pofitives x Fleiner ift
alg s, find die Ordinaten pofitiv.  Fitr ein pofitives x

" bingegen, daf grofer iff alg's, ober fiir ein negatives x,

” b 2
Dag niche grofer ift als ;;, {ind die Orbinaten negativ,

b?s

und werden fiir x =<4 s, ober x = — — = AH,
* 3 a

felbft unendlich; daf alfo W ABO gween unendliche, dies

fen Abfciffen jugeborige, Sdyenfel der frummen tinie

2

find, 81‘11' X > — ba : tird in der Gleidyung 3aGler
und Nenrer negativ; folglich Eommen fiir deraleichen nes
gative Abfciffen, wieder pofitive Ordinaten, und alfo nody
gween andere unendliche Schenfel IMK, tiber der Abs
feiffenaye ST, weil qudh fir x = — o0, die Ordinate y
unendlich wird,  Die Feumme, Sinie ift alfo eine Hypera
Del, und RG cine yon ifren Afymptoten,  Audy fiehet
‘man fogleid), Baf es hicr ein Maximum und Minimom
in ten, Ocdinaten, redyes und linfer Hand von dem An.
fangspuscte A, geben muiffe.  Sir bepde Falle ift Hier,
wie durchgehends bey dben Regelfchnitten, die Tan.
genete an picfe Puncte, mit der Abfciffenare ST pas
vallel, alfo bie Subtangente = oo, fo wie die Subs

normale
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normale = o'  Man fude ‘alfo fir bie Gleichung

~abx (s %)
g
+ abx? = o; die Subtangente PT, (21) fo findet man
Prr__ (a~x+b S)_V

~ abs —a*y— gabx

0.4, fir a?xy + b*sy — absx

5 alfo PT = oo, b, i

bs—a2bx
abs — a2y — 2abx = o gefeht, vy = :

a

Se6t mon nun bier ftatt y, den Wert) dafir, aus obiger
' Daupegleidhung, fo befomme man Bierdurd) die bes |
; . G 2 b%ex ' b?s? :
flimmee ®leichung, x> = - = -, wofie

dle bepdben Werthe von :
b2, b4s*4a2bh2g2
_i_ + ‘[( : )

B, e b = b, i
b%s . bs® .
X = — —~ -+ —— fommen, von welchen e’
a gt e
b‘ S.-b 2 < -
‘Q—(—‘z___)' = Ap, bie ADb[iffe fir dag Maximum
a y :

Cbs(aH2bt—2by)  bs(s—b)?

- ober fite die

— bs(b+s)

az

a al

su A p geborige Ordinate pm der anbdere

= AP, die ALRiffe fiir bas Minimum —

bs(a*+2b2+2bs) . bs(b+s)?
s(a ‘ . o bl o4 ober flic die gu
a 3 al

M 5 AP




186 Anbang einiger Aufgabert,

A P gehirige Ordinate PM gieht: fo daf fich im evfien
Salte, Abfiffe und Ordinate ju einander, wie a:(s—b)
im 3weyren wie a: (s+b) verbalten, alio die Ordinate,
wenn fi2 ein Grofites wird, Hier Flciner ift, als da, wo
fie ein Rleinfies it

208, Juf. 1. Will man die Hyperbel flbfF vers
geidhnen, fo nehme man (Fig. 36.) auf der Abfciffentinie

2

; \ b
- ST bdie Sinien AB=1s; AH = ?j—; fo iff RG redts

winflicht durch H mie ST, die eine Afpmptote, auch find
A; B; gocen Puncte der Hoperbel. Man nehme ferner
BD = AH, fo ift D ecin Punct der Abfeiffenaye, turd)
weldyen oie andere Ufpmpeote geben mup (Alg. 414.)
Jbre fage gu beftimmen, fige man die Ordinate

bs(b+s)2 : ‘
PM = .‘.i;;ﬁf__, redytwinflidhe auf die Abfeiffe
bs(b+
AP = _S_’_i.?_l, fo ft M eln Punct der entgegenges
a

fegten Hoprbel, und MR, mit ST parallel gejogen,*
eine Tasgente an diefin Puncet, weil PM ein Rleinftes.
Man verlanacve MR nach Q. bis MQ = MR, fo ift
aud) Q_ein Puncet in ter zwepten Afymptote, und ihre
$age nunmebr turd) die Puncte Q, D, beflimme geges
ben, fo bai man aus den gegebenen Afpmptoten und Hys
perbelpuncten bie Hyperbel feldff (Alg, 415) gar leidyt
perjeichnen fonn, \

209. oufi 2. Der Durchfchnite benber Afpmproten,
beftimme 0ag Centrum C, und den Afymptotenwinfel
DCH = 2 k; durd) deffen Halbirung ECH = ECD
= k; man bie fage der grofien Are EK = &, fo wie
durd) folgende Berechnung, fo wobl diefer afs der Elefs

nen
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nen Age GF = v; und des Pavameters 3; Grofie
findet.
Denn weil QR || ST, aud QM': MR, fo ift

. b. ;
ME = P AP = AH = 2 'GM b HD
ar

: 2 2
= AHEBD 4 AF o kily AR (A2 had)s

az

aud) ift AQMLVD QRC« DHC « DPL, folglidh
QR HBP=KC: CH, a[fo QR+HD: RC+CH
=HD: CH b i. in der Figur, wo QR =3MR =
2PH und RC+CH=PM;

2PH+HD: PM =HD: CH
s(s+b)? _ bs(s+b)? s (e e b2y

a® ; al £ a?
1 a2 2 : 2
alfo CH = g —l;—. (a. isiile

a’ a?

gL 0T 73

‘b_ D NS

e und CD = (CH*4+HD?>

s?(a*+2b%) . HD
= — = “— g it HD: CD

I

=a: sund CH: HD = b: a ingleid)en CD CH=s:
b Jun ift

2 &3
HD:C_D[a:s]::-_PH[—b—S;J: CL = i

und HD:CH [a:b]= QM[bs



188 Anbang ciniger Aufgaben

b3s’
alfo CL. LM = -—a-i— = bem beftdndigen Producte

ter Coordinaten ouf der Afmptote, =CVa, der Poteny
Dee Hyperbel, wenn CV = VE gomadyt witd. Man
feGe alfo :
;;;T- bs2 Lbe.
= = = YOS . wieb VE, mit CH
. a la3

parallel gesogen = CV fepn.  Man jiehe ferner dag -
Perpendifel VN, fo if CN=NE =L, und 1: ColL k

bs*( b bs* (b
=cv5.i_{_sl:CN~_:_—- it o o (ot
a . a +
4qbs?

und 4CN‘= \[;. Cof. k = «, ber grofien

al

Are, Cben fo ift CN: NV=CE (2CN): EF .1,

bs® [ hs , —
CoLk: Sin. k= Li;\ﬁ_i. Co{'_k;EF____zb:,\/’bs'
a

bsz ( bs
Sin.k und 2 EF = 4——95;\[——8-*-- Sin. k =y, ber Eleis

nen Ape; benbes fir den @a!bmgﬂ‘er 15 welches mit
- Alg. 416, VL. vollfommen ubereinftimme,

Ehen fo ware CH;'H‘D [b:a]l=1: tang. 2k =1:
a
5 |
woburch man bie fage der gwepten Afhmptote QV bes
" ftimmen fann, ohne den Punct M vorher zu fucyen.

210,

* Cot, HDC, wo forwoh! Tang. 2 k alg Cot. HDC =
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2ro. Juf. 3. Die trigonometrifchen Sinfen aus den

Aren wegzufchaffen, muf man Siv. ks Cof. k; wie vore

ber tang. 2k; Cot, HDC in a unbd b ausgubrucfen fue
a

den, Nun it CD:DH [s:a]=1:Simzk= — .-

S
ud CD:CH [s:b] = 12 Cof 2k = —1:—, und fann

man aug dem Sinug oder Cofinug des béppeiten Win-
fels, ben Sin. oder Coll des einfachen Winkels leidhe fin,
ben. €s ift aber fur ven Halbmeffer 1; (Lrigon, 19,

, — Col. 2 k
€.6.89.) Sk < L= CZE

2

Cf—‘-k
Cof.k':—'\r'-l- s

ober, bden Werth von Cof k

o Vs—bh

28

gehorig fubftituice, Sin,

H
PR T3

Vs+b

Col k= TR Diefe Werthe in die obigen Aus.

bs? \[bs(s-i-—t;s ‘

drice von &, y gefigt, ‘geben @ =

a’\[:-s
abs"[zb(sm fg_s—(_s——-—_l;;
=22 T by = Y,
a {23
“abs*y2b(s—p) 232
;- """‘[’;z”’\)—, alfo den ‘})atameterﬁ-—%— ,‘

\
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4b23% 3b(s—b)  2bs> (2b(s+b)

il

as 3=
4b2s*(s—b) BEReTRE W T
= gk ( “— 5 auch ift bier by
a?{2b (s+b) 16
gbss4 b%sf,

——

16:1; (s+b)+(s—b) = o =CL.LM

wie obén (209).

Die Gleidyung der Hyperbel alfo, von welder der
Bogen AzD(Fig. 35.) 0. i. der Bogen AEB (Fig. 36.)

= s—Db 2 b3s*(s—b)
in &¢ { 2 — B, e L B M B
nur ein S ift, it z o por

dle ADbfiffen u aus dem NJiceelpuncte C, obder

b2s2 (s—b —b
o o (s ____?w-l-s N w?*, dle Ybfiffen w
atyab(s+b)

vom Sdyeitelpuncte E an gerechnet,

22

21t, Anm, Beym Frezier; Theorie et Pratique

de la coupe des pierres &e. T.I p. r24. Fommt die in
vorhergehender Yufgabe geforderte Verjeichnung ded Bogers
A zD unter dem Namen: Trait du Maitre Blancard vor.
Die Ubficht namlich ift, einen gedruckten BVogen et ¢in
Senfer u. d. g u vergeichuen, deffen Hdhe gegen feine Breite
gevinge ift.  Der Fimmermeifter Blancard bifdete fich ein,
ver Oct ded8 Punctes 2 wire cin Bogen cined Kreifed, der
durh A, D, B (Fig. 35.) gienge, deffen Hatbmeffer alfo
£LCD 4 2yt
= ( CDh
gegeigt toorden iff, widerlegt wird, - Huch Fann, da bder
Punct B (Fig, 36.) nicht der Seeitelpunts ver Hypecbel ift,
d der

) mdre; welched aber durch dag, twas hier
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ber Sheil DZB (Fig.35.) der bier in DCBF mit verjeichs
net, und dem in ACDE vevjeichneten gleich usd abalich iff,
niche die Fortfesung ded hyperboiijhen Bogens AEB (Fig.
36.) und alfo der Bogen AzDZB (Fig. 35) nicht cin Bo-
gen ciner cingigen gufammenbdngenden Lini¢ foyn: fonvern
man muf in dem Rechtedfe CDFB wiederholen , wad mon
it CDE A gemadht bat,

Su der Abficht ded gedruckeen Bogend Edunte man noch
fuchen, tas die frumme Rinie, die des8 Puncted z geometris
fher Ort ift, fiir Winfel mit CD, in D; mit CA in A
oder CBin B; madht.  Dad erfte wiirde cutfcheiden, ob
der Theil, ver in DCBF overjeichnet witd, mit dem in
CDE A verjcichneten gufommenbangen Fann, dof fie eine’
Tangente EDF haben, oder ob da ein fpigiger Winkel jrois
fchen Denden entfieht: toenn dasd nicht fehon aus dem vorkers
gebenden beFannt wodre ; das gwente ift ju tiffen ndthig, wenn
man unteefuchen will, tie diefer Bogen gegen vie Widerlas
gen bruckt,

212, AYufg. 49. Den YVinkel su finden, den cine
Linie aus der Sonne an einen Disneren griogen
(radius vector) mit des Planeten Richtung mache.

Aufl. Die Planetenbabhren find Lllipfen. in deren
einem Drennpuncte bie Sonne liegt; der Yegt eincg
Plancten aber, hat in jebem Puncte der BVahn die Richs
tung der Tangente an diefen Punct.  Alfo Heifie die
Aufaabe, geometrifcdy betradheer: den verdnderlichen
Winfel SMT 3 fuchen, den die Linie SM in dem
Puncee M mit der Tangente M'T an diefen Punce
macht. ' ;

Man 3iehe die Ordinate MP, fo ift alsbenn tang,

SP rl
SMP= £, unb eben o tang. PMT = T

(rigon. 19+ ©. 3. 3uf)) Tang. (SMP+PM T) . &,
. Tang.



192 Anhang einiger Aufgaben, -
SP+PT. SP.PT

—

MP MPpP?

Tang. SMT =

T. MP.,
MP2z— SP.PT
dem erfren Capitel, in ifren Werthen aus, nady weldyen

Oricft man nun diefe Sinfen, aus

c2 az__ 2
MP? = —F (32~ 4u*); PT= A 3
42 4u
Sp— 2ud a? —c2 ST a"-{-zu‘[a"—c—;
3 . 4u 5

mwo a die grofie Are AB; ¢ bie Eleine Are ML; u die
vemnbethd)e Zlbsuﬂ'e CP bedeutet, fo findet man

: 2 ad. o i
"ST.MP: a. +2u{a Cz, -c—\[a2—4uz
. : g 1 4;}1 2a

S ee—
a*42uya*—c?

$au

= ¢Q_{ a% — 4u?, wenn man Hier
m= Q febt. €ben o ift
MP2 —SP, PT-———— —_ -
i (az— 4u?)

(211+‘(a2-,c2) (22-4—4u2)
2 : 4u

= (at—4u’)

ez RoMdeSaz—'c*

(-—-—-2 — v = (a?— 4u?) §,
e AGE O

wenn man den [eBten Factor, oder

SBE
2c®u — a2y — 35?2 "[32.‘.. c2
8a*u

= § feft.
, Sun
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\[';z___ c?

FNun finbee {ih S=—Q_ ek und Pieraus

MP 3 SEBT 5 ool gt S o 3
- a
Wi SPLME el 2y
MFZ—SI’.L‘Tv— ; \['a—;‘:?;
_(a.z_4uz>Q -
= L

ac

/'\[;"—c?. 'f;z—-q.u’

oder Tang. SMT = —

f

fiie ben Halbmeffer 1, - Nun ift in der Effipfe ya*-—c*

und a2 — gu?, fo wic beyder Product, aliemal pofitiv,
u mag eine fleine oder’ qrofie Abfciffe b:deuren, und bleibe
paber Tang. SMT burchaehends; fite affe Puncte der Ele
lipe, vevneifit, ober per gefundene Ausdruct giebt den
YOmkel SMT dbucdyaehends ffumpfs denn bey m, ifE
diefer Winfel Smt.  Fir ven Llcbentoinkel SM K, der
ten YVinkel S M T ju 180° ergdnt; mitfte yman fiiv dfe
Tangente dicirs fpiigen Winfels, den vorhergefundenen
~ Ausoruct pofitiv nehmen, alfo Tang. SMXK =

ac

\fa"—c". vat—gu? :
SMT = —-Tang. SMK (Rtig. 19. &. 4, uf.); audy
folgt Bieraus Tang, (SMT +SMK) = o, mie filr die
Fangente eines Bogens oder Winkels von 180° auch
nothmwendig Fommen mug, 3
213. Anm. Hate man aug dem goeyren Vrennpuncee
s bie finie s M gejogen, fo rwdve (8) sMT =SMK. Der
QBinfel s M T liegt aber i einem Sriangel sM T, von mels
N dhem

. fefen, und fo fomme Tang,



194 mﬁ!jaug einiger Aufgabert,

dhem man die drey Seiten sM, s T, MT, aud dem erfien
Capitel ausdriicen fann: und fo hatte man Sin. sMT 0. i,
Sin. SKM (Zrig. 20..) aus diefen Seiten berechnen Fdns
" men, 1o der gefundene Yusddrud jugleich den Sinug vow
SMT, bdes frumpfen RNebentvinteld, beftimme haben roficde 5
aber die Nechnung dafite ift nicht flrjer al8 die vorige, file
die Tangente ded gufanunengefesten Winkels, durch mwelche
man gugleich die Soepdeutigleit ded Sinud vermeidet, und den
gefuchten Winfel gerade ju ftumpf findet,

214. Juf. 1. Der Hler gefundene vernderliche Aus.
drud fir Tang. SMT, giebt auc) den Winket SMT
veranderlidh.  SBill man nun unter affen SM'L den
gréfiten P0inkel fudyen, fomufman u fo beftimmen, dbaf

Pl 1R ober Tang.S MK ¢in Rlein
va*—c2 Ja2—gu?
ftes wird (denn fo wird der Winfel SM K ein Eleinfter,
folglidh fein ffumpfer Nebenminfel SM T ein gréfter)
welded gefdhieht, wean man CPoder v = o fet, weil"
dadurd) ver Divifor einBrdfites, folglid) der Quorient

ac c »
— e = — - ¢in Rleinftes
Jaa- Cz. faz — 0 az-—c3

wird.

21§, Juf. 2, Ware die Planetenbahn ein Rreifs,
fo rodre in dem Augbructe fir Tang. SM T, aud) a=c,

; 2
und {"a* —c* =g, alfo Tang. SMT = %— = o,

fiir jeben Weeth von u, Der Winfel SMT wdre hier
alfo burchgebends ein IWinfel von gc®, oder ein vechrer
Winfel, wie bereits aus den Elementen befannt ifi.
Man findet alfo durd) Bevechnung, wie viel aufs bdchs
fte, (enn der Febler vermindert fidy, je grdfer das u
o : in
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n ber Eltipfe angenommen wird, fo baf er flr u=za
gang verfdwinder) diefer Winfel unridtig angenemmen
wird, wenn man die- Planetenbafn fiie einen Zreif ans
nehmen wollte, - Diefes gefchieht 3. E. von Hrn. Fuler,
~in der Unterfudhung von den Folgen aus der allmapligen
Sortpflangung dee tidytes Comm. Petrop. T. XL p. 18§«
und a, a. . Man muf alfo, wenn man eine folde
Borausfesung brauchen will, beredhnen und jeigen Ednnen,
Do die Unridstigfeit, die man mit ifr annimme, in das
was man aus ibe herleitet, Fefue betrdcytliche Solge bar.

216. 3uf. 3. Nahme man des Planeten Lecentris
2

\fa -——;’
2

citae CS oder = 0, 02. La, ober SC =

" 25 CA, fo fande man a* —c*=x0, 02.2 =33,

o*%qYa? R o ’
und bieraus ¢ = G: — )  olen s v 2499;
50 , 50

c 2 : : ghe 5o L
o S BNEWD AL TS e
J2—c2 50 50
Rangente des gefudhten Eleinften Winfels SM K, auf den
Rechnungebalbmeffer 1 bejogen; und fo findet man,

vermittelft der fogavittmen (nodh weldhen log. 2499
=} log. 2499.) fir den Halbmeffer der logarichmis
{chen Tafeln, ,
z log. 2499 = 1, 6988831
log. rad. tab. = 10, 0000CO®
Log. tab. Tang. SMK = 7, 6988831

welche Zabl in der Reibe der fogarithmen file die Tangens
ten den Winfel 88° 51" giebe, und ift folalich, bey Ddies
fer Bovausfebung, der grdpre fiumpfe Winfel, ober
N2 SMT
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SMT = 180" — (88 +51'+...)=91°9 — und
tbertrifft den rechten Winkel, den der Kreif geben
wiirde, nod) nidht um 1° 9

-217. Juf. 4. Eine foldye €llipfe wdre aber noch mebr
- eccencrifch als die Erdbabn, wenn man fite fie (Unf. 0. ang.
Math, §.274.) die mittlere Lnefernung, % (AS+SB)
oder £ (31626 + 22374) b. 1. AC == 22000 Halbmefs
fer der €rde, folglih AC — AS= 22000 — 21626
ya°

T et
e 1€ B30
2 ’

ober bie Bccentricitdc SC = 374 =

woraus a>—c’> =748, alfoc*=a* — (748)* =
(44000)> — (748)* oder ¢ == 43993, beynaje, folge.
Hieraus findet man

c 43992 _ 9.4888 -
Vi e 748, % 7B
10+ Log. 9 = 10,9542425

Log. 4488 = 3,6891312

alfo 10 + Log. 43992 = 14,6433737
und Log. 748 = 2,8739016 fubtr,

Log. tab. Tang. SMK = 11,7694721

gu weldhem Soaarithmen der Winfel von 89° 2" — bder
nachfte in der Tafel ift. Danwn(212) Tang. SMT =
— Tang. SMK = — tang.(89° 2 —) fo ift bier der ge-
fudyte gropee frumpfe Winkel, oder SMT’ = go° 58'+
$8B¢ fic) alfo zeigen, Daf bey den Beredynungen von der
aflmapligen Sortpflangung ves tichts, oder bey andern
Unterfudyungen, auf weldye diefer Winkel cinen Einfluf
bat, veritactet iff, einen folchen Winfel file einen Winkel
von go® ju nehmen, fodarf man auch vie Erdbabhn, indem
Salle, fiir einen Kreif annchmens wie Hr. Luler amans
gefubreen und andern Orten gethan hat,

218.
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218. Anm. Bey febir eccentrifchen Babhnen, Mies. €,
die Babn ves WTerturs ift, gebet e8 nicht an, weil da der Feb»
ler gu Detracgelich wird, Dicfes hat Hr. Luler felbft rabrges
nommen, ob er gleich anfinglich geglaube bat, die Planetens
babnen lieGen fich ju bemelveter Abficht alle fiir Kreife annehs
men, und hat daber diefe Unterfudhung felbft von neuen in der
Mem. de ’Acad. de Pr. 1946. vorgenommen, Die bice
bepgefitgten Eclduterungen jeigen iibrigens ven practifchen
aftronomifchen RNugen diefer Yufgabe, die ugleich eine Probe
von der Wichtigkeit mathematifcher Kenneniffe in ver Ybfiche
ift, daf wir bicr wiffen voie viel wir feblen, weil wir doch
allemal cgevoif feblen,

Bemertung tiber die erften Parabeln von
allen @Gefchlechrern,

i 219, Wenn man die Pytbagorifche Tafel (Geont,
36) redhter Hand und unterwdres erweitere, forefefes fo ift

' Har, dbafalle pofitive gange Potengen, der von Lins an, in
natutlicyer Ordnung fortgehenden Sablen, in die Quadrate
facher der Tafel fid) nach und nach einfdyreiben laffer. Den
untern, vechter Hand liegenden, EcEpunce eines foldhen Flela
nen Quabrates, nenne man den YOintelpunce ter einges
. febriebenen Babhl: fo findet fid), baf alle YOInkelpuncee
ver Quadrarsablen, in einer geraden Linie; alle Yins
Eelpuncre der YOUrffel, in elner Apollonifchen Paras
bel; alle TOEelpuncte der- 23iquadrate, in der crftern
cubifchen; alle Dintelpuncte der fiinfren Potenszabs
len, in der evfien biquadrartifchen Parabel u. f. w. ju
liegen Fommien, dergejtalt, daf jedesmal der Brad diefer
evften Darvabeln, bie insgefammt die Seite p. eines fole
chen Fleinen Quatrates yum gemeinfdaftlichen Parameter
baben, um $Eins Eleiner fepn wird als der Porensiale
erponent der 3ablen, durd) deren Winfelpuncte diefe Pas
vabeln gebens fo daff die Parabein yn =pu="x, den
(a+1)cen Porensen der natinlichen Sablen jugehoren,
: et Derws



198  nbang einiger Aufgaben, 1,

o Dew. Wenn (Fig. 38)AB=AC=p; AP = m.p,
dafi ben P die nacirliche JaHl m fEebt, fo fteht in der Duicers
reifie P Q_jedes m. z, wo zjede gange 3 ‘bl bedeutet, Alfo fey
PQ=p.miz;=AP.z; ol nunmz = mn, fepn, foift
zz=m "% alfoPQ=AP.m2~* gder, weil nad) dem voris

> ’ fit
gen = —P—-, alfomn-* = o fo Eommt PQ = AP.
APV“‘{"* APn ’

== i igber pr—*, PQ=APn, und fiers

aug bie (ﬁle;'cbung yR=pn=ix, fﬁr alle evfte Pavateln,

220, Juf. Die Bogen tiefer Parabeln haben ingges
fammt ibren gemeinfibaftlichen Scheitel in A, und find ge
gen die Abjeiffenare AP bobl oder erhaben, nadydem man
auf ibe x oder y jur Abfciffe cer Gleidung yo = pn-* x ans
nimmic; fo daf fich bive immer 300, gleiche und &bnliche,
Parabeln, dber APin die Tafel eb fhreiben (affen, weil
bier jede Potenssabliber 1, von den YOGuffeln an ge-
redynct, in der Tafel svozpmalin Shnlicher tage vorhan.
ben ift, Fir n = 1 wird y =x, dic Parabel eine qes
vade Linte, fiar diein geraber Linie hintereinander liegente
Quabdratzablen, )

- 221 Anm. Dicfe BemerFung diber diePotenggablen, de-

ren Wabrbeit ich aug ver Betradgtung der Ppthagorifchen Tafel

durd) cine Juduction ecFanne hatte, fiberfdhrich ich bey Gelegen»

Beit dem Hru. Hoft, Riftner, meldher fie audy einec Befannts
machung nicht unwereth bielt, und mic den'bier bengefiigren alfs

- gemetien Bemeif vaflr gitight mirtheilte. €8 erbellet Wbrigens

von felbft, daf mam, o wiehier mit den Potengzablen inder Py»
thagorifchen Tafel gefcheben iff, auch andere Jablen, die nach eis

nem mif AL{icht gervablten (f}.-fcge fortgehen, in fuabdrate,,
RNedhtecke, Triangel v.f. 1, emfehreiben, und die Linien qufs

fudyen tdnnte, die die Winfel » oder andere Puncre gerviffer [ahs

Ten unter den eingefchricbenen, fchneiden mitcden; weldye Unters
fuchung in verfehicvencn Féallenniche ohne Nugen feyn dicfre,
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