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Dem Magnifico,
Hothedelgebohrnen,HochgelahrtenHerrn,

HEN M

George Heinri<h
DLE

d, Z. Rectori der Univer�itätzu Leipzig,und der philo-
�ophi�chenFacultät da�elb�tDecano ; der mathemati-
�chenWi��en�chaftenöf�entlichenLehrer und Profe��ori
‘ordinario; des Frauen - Collegii Collegiatenund derma--

ligen Präpo�itoz der Leipzigerökonomi�chen
Sociecrât Mitgliede.





_
Magnifice,

HochedelgebohrnerHerr,

Hochgeehrte�terHerr Rector, |

a, Wenn es noch zweifelhaft�eynkönnte,

i 9H
ob die er�tenEindrücke,die auf-un-

/

�tenund dauerhafre�tenwären: #0
würdemichgewißdie LebhaftigkeitderjenigenEms
pfindungdavon Überzeugen,mit welcher ichge-
genwärtigeAbhandlung Ew. Magnificenzzu
übergebendie Ehre habe, da ih auf die ange

nehm�teWei�efühle,wie �chrdie Proben Jhrer
be�ondernGütigfeit,ja“ih fan �agen,Abre
vorzüglichenLiebe und Sorgfalt, mich Jhnen
verbunden haben, mit welchenSie, von meinem
zarte�tenAlter an, in welchemih das Glück
hatte Sie kennen zulernen, michRE haben.

GegenwärtigeAbhandlung,dieArbeit und
Be�chäftigungmeiner Neben�tunden,übergebeih
Ew. Magnificenzum �omehrmit Vergnú-

gen, da ichJhnen hierdurcheinen Beweißgeben
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kann,

�erHerz gemacht werden, die �iärk-
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fann, wie ih die�elbenzugebrachthabe. ‘Der

getreue und �orgfältigeUnterricht, welchenich,
�over�chiedeneJahre hindurh, von Denenfelben
geno��enhabe, erfülltmichnichtallein mit der vor-

züglich�tenAchtung und Erkenntlichkeit,�ondern

lehrt mich auch zu gleicherZeit den Fleiß nach-
ahmen, in welchem Etw.5 Magnificenzjederzeit
das wurdig�teBey�pielgeben.

Ich habe zu den eifrig�tenWün�chenfür
Dero be�tändigesund dauerhaftesWohlergehen,
pits iveiter als die Bitte nochhinzuzu�eßen,daß

Sie mir Ihre Liebe und Wohlgewogenkheiter:

halten und mich noh fernerhin damit beehren
wollen. Der ichmit der vollkommen�tenHochs
achtung verharre

Ew. aaniñicenz
—

Leipzia,
den 20. April
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ergeben�tgehor�amfter,

“Curt Friedrichvon Schönberg,

Vorrede.
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Vorrede

4 VIALEe Innhalt gegenwärtigerAbhand-
“My lung er�tre>t�ich,einige

*

wenige
gul Aufgaben ausgenommen, ganz allein

“ auf die Kegel�chnitte,obgleich die
darinn gebrauchteMethode, auf alle krummetinien,
algebrai�cheund tran�cendenti�che,�ichanwenden läßt,
Denn einmal �inddoch die Kegel�chnittevon allen be-

kannten tinien die nüßlich�tenund brauchbar�ten, und.
überdie�esi�tes vortheilhaft, das Verfahren, de��en.
man �ich,in ver�chiedenerAb�icht,bey den krummen
tinien überhaupt, bedient, an den Kegel�chnitten, als
den einfach�tenlinien, zuer�tfennen zu lernen, zumal,
da bey den Linien:höhererOrdnungen,nicht�ogar viele

Unter�uchungenvorkommen,welchedie�enicht-mit jenen:
gemeinhaben , oder wo das Verfahren für die�elben
einigeAbänderung-leidet,. Zh habe aber die hier ge=.
brauchten Formeln,die, wie man aus der Vergleichung
�chenfann, mit den Di�ferentialformeln,nach deneù
man die gegebene,differentiirte Gleichung,anordnet

X 3 und



Vorrede
‘und hernachintegrirt,im Grunde einerley�ind,�oein.
zurichten gë�ucht,daß der Nuten, der, bey den hier
vorkommenden Aufgaben,

die Erfindung der Tangen-
ten, und der damit verwandten tinien, ver�cha�t,�icht-
bar in die Augen fällt, wobey ich zugleichgezeigt habe,

“

wie man �ichdie�erFormeln, ohnedie Regeln des Dif-
ferenttiren vorauszu�eßen,

-

bedienen mü��e,Hierdurch -

aber glaubeih denenjenigen einen angenehmenDien�t
'

zu erzeigen, denen Ab�ichtZeic oder anderê. Um�tände
nicht ver�tatten,über die Gränzender gemeinenAlgebra
hinauszugehen; ja ich darf hoffen, daß auch ver�chie-
dene von denen, die �ichbeyAuflö�ungdie�erAufgaben
des höhern!Calculi, aber, wie oft ge�chieht,nicht mit

der gehörigenEin�ichtund gleich�amauf eine mechani- -

�cheArt bedienen, wenn �iedie Ent�tehungund Ans

wendung der hier gelehrtenFormeln, neb�tdenen, gehsö-
rigenOrts beygebrachtenErinnerungen , in Erwägung
ziehen, deutlicher als vorherein�ehenwerden

, wie und

warum man das Ge�uchtedurch Fntegrirung des dafür

erforderlichen Differentialausdrucks erhält, Hierbey
muß ih jedo<, zu meiner Enc�chuldigung,noch die�e

Erinnerung Hinzu�esen,daß ih dadurch keinesweges
behaupte, als ob die Formeln, wie �elbigehier nach den

|

gewöhnlichenDif�ferentialformelnausgedrufkt�ind,einen

Vorzug vor den leßternhätten.

“

Es'i�tvielmehtgewiß,
“daß bey ‘die�e�elb�tdie Bezeichnung‘bequemeri�t,
und’daß �icheine ähnlicheVeränderung und Einrich-
cung bey dekenjenigenFormeln, in welchen höhereDif-

ferentialen mit vorkommen, nicht immer mit“ eben der

‘Leichtigkeit,wie beyden er�tern,anbringen läßt,

I<



Vorrede.

F< würde,wie ichanfängli<hWillens war, die

Erfindung der größtenund klein�ten-Ordinaten, inglei-
chen des Halbme��ers-der Krümmungsfkrei�e(radii
o�culi)für die Kegel�chnittehier mit beygefügt, und

durch Bey�pieleerläutert haben, wenn mich nicht die

Bedenklichkeit zurückgehaltenhätte, daß ih dadürch,
wider meine Ab�icht,die Gränzendie�erSchrift zu �ehr
erweitern möchte. Die hier und da vorkommenden

Citata, beziehen�ichdur<hgängigauf die mathematiz
�chenLehrbücherdes Herrn Hofrath Kä�tners,die in

Jedermanns Händen�ind, oder es doch wenig�tens,-

ihrer innern Vortrefflichkeitund zwe>mäßigenVoll-

�tändigkeit‘wegen, zu �eynverdienen. Ver�chiedené
Aufgabenund Exempel habeich aus �einerAnaly�ides

|

Unendlichen entlehnt, und ‘nah meiner Art vorgetra-
gen; worüber man mir, wie ih glaube, keine Vor-
würfemachen wird, �owie ich auh zuver�ichtlichhoffe,
daßman fleine Ver�ebeu;die hierund da. meiner Aufs
merk�amkeitentgangen �eynkönnten, mir nicht�owohl

urechnen,als vielmehrmeinenJahren verzei-
hen wird.

Inhnhalt,
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I, Von den Tangenten,Subtangenten,Norma:

len und Subnormalen der Kegel�chnitte
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IT.Von den Quadraturen der Kegel�chnitteund
den’ naturlichen ‘oder hyperboli�chenLoga-

rithmen 60
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IV, Von Cubirung der Körper,be�ondersder

runden, die dur<h Umdrehung einer krum-
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SubnormalenderKegel�chnitte,
x. Œrklárung,

enn (Fig. 1x.) einegerade Linie GH an einen
7 2 _Puncc M eines Kegel�chnitctsderge�taltans«

“_ trif�e,daß ihreVérlähgerungvon beydenSei-
ten des Punctes, die krumme tinie nicht �chneidet,�o
heißtdie�e’gerade tinie eine Tangeritedes Schnitts;

- derPuncét,den �iemit der krummenLinie gemein hat,
ein Beröhrungspunc«*

ALE HN

5/1

2, Anmerkung. Die�e.Erklärungder Tangente,de-

ren.Möglichkeit,�ogleichgezeigtwerden foll, i�eben die�elbe,
die Œuklides(3,B, 2, Ecél.),für den Cirkel gegebenhat z

�iegilt aber.für alle Kegel�chnitte,oder Liniender zweyten
Ordnung+;BehLinien der.höhernOrdnungenhingegen kann

es gar wohl ge�chehen,-daß die Verlängerung-derTangente
an einem PunctediekrummeLinie irgendwotvieder�chneidet,
und al�omehr:als. einen Punct mit ihe gemein‘hat. Ein
Bey�pielhiervongiebt GH (Fig, 2,).

__

3. Œrkl, Ein PerpenbifélMQ (Fig: Ef der
Tangenteaus demBerührungspüticte,wird die LTormale
genennt. Eine Ordinate MP'aus eben den Berührungs-
puncte auf die Ab�ci��enlinieAB gezogen, be�timmtauf
ihr" die beydenTheile P T,*PN, von welchen jener die
Subtangente, die�erdie-Subnorinale. genenut wird.

; 4: Anm,



2 SondenTangenten,Subtangenten,¿c.

4. ínm.Die Benennungder Subtangenteund Sub-
normale bleibt, die Ordinate. PM mag rechtwinklicht oder

/

�chiefwinklichtauf AB fallen, d. i, �iemag einer Axe, oder
einem Durchme��er,oder irgendeiner andern Ab�ci��enliniezus

:

geordnet�eyn,‘Doch werden hier durchgängig,wenn nichts

wditér"étiúnertwitd, <{ dié�eLinien auf diéHáuptaxe’des
Schnitts, und folglich aufrechtwinklichteCoordinaten be-

zichen.

5. Aÿftgzabe.1. “ÆineTanueñte GH“an einen

gegebenenPunct M eines_Regel�chnictsgeome:
tri�chzu ziehen, TE

Auflö�ungfür die Ellip�eund ZzyperbelFig. 3.

4.) _ Aus dem Puncte M. ziehe man nach den beyden
SBrennputnctenF, f, die tinien-MF, MSE,und nehme auf
der größtender�elben,(hierMf) die mán in der Hyper-
bel nah. K zu verlängernmuß,MK = MEF, und ziehe
FK, \o i�tdieParallele GHdurch den Punet

A

M mit FK

gezogehy,die verlangteTangente,
_

Bewoeiß1.) für die Œllip�e.Weil GHI FK und
MEFK=MKF foi GMF=HMK. Ge�eßt‘die tinie
MH föñnte die Ellip�enöch“itgendwoz. E. in L �chnei
den: �onehme man auf der nach I verlängertenMF; IM
— M dl�o FI=MF+ME=AB aa (Alg.358)und
ziehe FL, LE/IL. Jn den Triangel fML, IML find
alsdenn die SeitenCM,*MLden SéïténM,“NL; und

“_dl�o,wegen*der’ gleichenWinkel FMK, “FMH zwi�chen
die�enSeiten; auch die dritte Seite LFdéf dritten LE

gleich.Mun i�taber, nach |der Annahme,der Punct L'�o°
wie M in der-Ellip�e,al�oau<hMF + Mf= FL+L£€f
d, i. FL+LI.= FI, zwo Säiten des Triangels F1L (0°
großwie die dritte Seitez welchesab�urdi�t;>

II.) fürdie Hyperbel. Hier’�ind,wie bey der Elé
lip�eGMF = HMK=GME Auf Mf-nehme man

MI=ME,- �oit fI =fM—
— ¡MF= AB=a (Alg

406.)



der Kegel�chnitte. 3

406.) ‘Ge�eßtMH fönnte die Hyperbelno< fîrgendwo
3. E. in L �chneiden:�oziehe man LF, LI, Lf, �oi�tLIL

=LFal�o Lf — LF —Lf—LI. Jf�nun, wie hier
angenommen wird, der Punct L �owie M in der Hypers«
bel, 0 i Lf — LI =FI oder Lf=fI +4LI: wel<hes
ab�urdift, (

:

Eben �okann man 'zeïgen, daßauch die unterwärts,
nach G zu, verlängerteMH, die Hyperbel und Ellip�e
nicht �chneidenfann, Al�ohat GU nur den einzigen
Punct M mit dem Kegel�chnittegemein, und i� folglich
eine Tangente (1.) an die�emPunce, ©

6. Ju�atz.1. Weil in der Parabel (Fig. 1.) die Axe.
unbegränztotr unendlich; (Alg. 355.) al�oauch der ana

dere Brennpunctf, �owie der Mittelpunce, als unendlich
entferntvon. dem BrennpuncteF anzu�eheni�: �omuß
man, um vorhergehendeAu�lö�ungauf die Parabel ans

zuwenden, aus dem gegedenenPuncte M an den Brenns«
puncé F eine gerade Linie MF, und eine andere mit der

Axe AB parallel laufende Mf ziehen, die als ein Stück
der Linie aus dem andern, unendlich entfernten,Brent-
puncte tfanzu�eheni�t, Mimmec man nun gleichfalls auf
ihr MK = MF und zieht FK, �oift die Parallele GH

mit FK durch den Punct M, die verlangte geometri�che
Tangentean den gegebenenPunct der Parabel.

:

7. Anm. Das Verfahrenim vorhergehendenZu�age
gründet�ichdarauf, daß man die Parabel als eine Ellip�e

an�ieht,deren großeAxeunendlich wäre. (Alg. 384.) Nun
giebt es zwar eigentlich keine Ellip�evon ciner �olchenAre,
weil diefe Linie eine in �ich�elbzurülaufendeLinie i�t,und

die Axe dadurch begrânztwird (Alg. 363. 364.) Da �ich
aber erwei�enläßt (Alg. 383.) daß für cinceleyScheitelpunct,
Parameterund Ab�ci��eder Parabel ‘und Ellip�e,der Unters

�chiedihrer Bogen immer geringer wird, je mehr man die

Axe der Ellip�evergrößert,derge�talt,daß ex eudlich fleiner

A 32 als



4 Von denTangenten,Subtangenten,2c.

als jede angeblichéGrößewerden kahn : �obedient man �ich
�olcheruneigentlichenAusdrü>ke und Vor�tellungen, wie in

andern Fällen,al�oauch hier, die Schlü��edadurch zu vers

Éurzen,'und die Rechnungzu erleichtern ; und man bedient

�ichder�elbenmit de�togrößererZuver�icht,wenn man das-

jenige zuvox reiflih überdachtund erwogen hat, was Herr
Hofrath Rôftner davon, hier und da in �einenSchriften
Und Vorreden, beygebrachthat, wo er dasjenige, was vies

len hierbey unbegreiflih zu �eynge�chienenhat, durch �eine
Erläuterungen entwi>elt, und ducch �einenVortrag begreif-
lich gemacht hat.

<y

8g. Ju�ag.2, Weil (Fig. 1.3. 4.) in dem Triangel
FMK die Seite MK = MF

(

5.6.) �oift der Winkel
MFK= MKF, al�oauch wegen der Parallelen GH, FK

die corre�pondirendenWech�elswinkelGMF, HMK,
oder: die Winkel, voelche die aus den Brennpuns
cren an den Berührungspunct gezorenen_ Linien
MF, Mf mit der Cangente machen, einander gleich.

9. Zu�.3. Wenn man in der Ellip�eoder Parabel,
MFober Mf úber die Tangente hinaus verlängert,�o
�ind,wegen der gleichenWinkel GMF, HMK(g) an

oder unter der Tangente, und der neu ent�tehendengleis
chen Verticalwinkel : die Winkel unter der Tangence
den corre�pondirendenanliegenden Uberderjelben

gleich. Ju der Hyperbeli�tdie�eVerlängerungniche
nöthig.

s

i

10, Ju�.4. Al�owird der Winkel, den in der

Œllip�eund Parabel die Verlängerungder aus dem
einen Brennpuncte an den Beröhrungspunct mir
der andern aus dem�elbenBerührungspuncte in

den zweyten Brennpunct eœtezogenenLinie, oder, in

“der Hyperbel, die unverlängertenLinien FM, Mf

bey M machen, durch die TangenteGH in zween

gleiche Theile getheilc, Der Theilung die�esMine



#

derKegel�chnitte, FJ
fels bedient man �ichinsgemeinzu Auflö�ungder Auf«
gabe (5)

:

]

11. Aufg. 2. Line LTormale MQ an einen ties
gzebenenPuncc M eines Regel�chnitrsgeometri�ch
311 zichen, /

è

Aufl, Manziche den Winkel FMK; (5.) die tinie
MOdie dic�enWinkel theile, i�tdie verlangteNormale.

Devo. Man ziehe eine TangenteGH an den Punck
M (5) �oi�t,FMQ = QMK; und GMF = HMK;
al�oFUQ+GMF= QMK + HMR, oder MQcin
Perpendikel auf der Tangente aus dem Berührungs-
puncte, und folglich(3.) eine Normale an den gegebenen
Punce. E

|

12, Ju�.x. Wenn man al�odie Normale MQ zieht
(11) und aus M ein Perpendifel MH auf die�erNors
male aufrichtet, �oi�tdie�esPerpendifel zugleicheine

Tangente an den gegebenenPunctk; (3) auf welche Art
die Aufgabe(5) gleichfallsgelößtwerden kann.

13. Ju�.2. Wenn man HM nach G zu, bis an T-
verlängert,�oi�tdas Stück MT ein be�timmterTheil
‘der unbezzränztengeometri�chenTangente GH, welcher
von der Ab�ci��enaredes Schnitts auf eben die Art, wie

beym Cirkel in der Trigonometrievon der Secante, ab-

ge�chnittenund begränztwird, Eben �owird MN ein

be�timmterTheilder unbegränztengeometri�chenNor-
"

male M0; und în dem Ver�tandekann man die Größe .

ciner �olchenbe�timmtenTangente oder LTormale, für

jeden beliebigenPunce, �owie die Subrangente, Sub-
normale 2c. algebrai�chausdrücfen,wie in der Folgeges
zeigtwerden wird. |

:
:

14. Su�.3. Da diè Tangentedes Schnitts mit der
Linie FR jeberzeicparallel läuft (5. 6.) �oer�iehtman

hieraus �ogleich:
i

:

A 3 x) die



6 Von den Tangenten, Subtangenten,2c.

_1) die Lage der Tangente gegen die Axe, und auf
welcher Seite des Mittelpunctesdie�eTangentedie Axe
�chnidet, :

2) daß der Winkel KFM dem Winkel MTN, ben
die Tangente mic der Axe macht, allemal gleich �eyn
mü��e.

3) daß die�ebeyden gleichenWinkel immer größe
werden, und �icheinem re<ten Winkelnähern,je näher
M nach dem Scheitel A zu rü>t, �owie im Gegentheil
die be�timmteTangente auf den Fall abnimmt; und ume

gekehrtwäch�t,wenn KFN �ichv-rmindert, und daßfolg«
lich úver A. den Anfangè der Ab�ci��en,eine unbe�timmte
TahgenteGH aufder Axe �enkrecht�techenmü��e,Eben
das gilt auch fúr den andern SchcitelpunctB.

4 daß hingegen- die be�timmteTangente MT ‘an

den beyden Scheiteln Null werde, oder ver�chwinde,weil
- alsdenn, wenn M auf A oder Bfallt, FR= o wird: fo

wie die Tangente des-Cirkels în dev Trigonometrie fúr
die Grade o uúd 180 gleich�aliso i�t, Endlich

5) daß in der Ellip�e,wenn FM =FfM wird [in
dein Puncte, wo die Semiordinate der halben kleinen
Are aleich i�t(Alg. 365.)] al�oFK in FN fällt, und der
Winkel KFN unendlich klein oder Mull i�t:die Tangente
an die�em,Puncte, �owohlin Ab�ichtder tage von FK

als auch des unendlich fleinen Winkels KFN, mit der

Axe parallel laufen und al�odie Tangente und Subtans

gentefür den Quadranten der Ellip�e,eben �owie die trí«

gonometri�cheTangente und Secante fürden Quadranten
des Ciícfels,unendlich �eynmü��e.

15. Zu�.4. Wenn man aus dem Puncte M des

re<htwinflichten Triangels TMN, das Perpendifel MP

auf die Axe herabläßt:�o�indmit die�erOrdinate PM,
nichtallein PT und PN (3) �ondernauch die

�o�t:

:

i A
4



der Kegél�chnite. 2
AP =x und CP = u der Größe nach gegeben.‘Folg-
lich fann-man für jeden in-dem Umfängedes-Schnitts
gegebenenPunct, die�eAb�ci��enals betannt an�ehen,¡und

die Werthe der dafür zu �uchendenLinien, in die�enAb-

�ci��enoder ihren-Functionen,- mit Zuzichung-der in der

Gleichung für die Finie befindlichenbe�tändigenGrößen
ausdrücfen. Es wird �ichal�ofür jedetiniedes Schnitts,
dergleichen PT, PN, MT; MN x. find, ein doppeltes
Ausdruck angeben la��en,ie nachdem man die veränderr

liche Größe x oder u (die Ab�ci��evóm Scheitel-oder-vom

Mitcelpuncte)in ‘den Werth der Linie zu bringenfuché,
welcher außerdemdurchdie mitverbunduen unveränder-

lichea oder be�tändigenGrößen noch mehrereGe�talten

annehmen kana. \Mehrentheils �uchtman den Werth-
die�erLinienin denAb�ci��enx oder ihrenDigniräten,mit

Zuzichungder großenAxeund des Parameters zu be�tim-
mén, weil �ichdie �olch:rge�taltfür die Ellip�eoder Hy-
perbélgefundenenAusdrücke am leichte�tenauf die Para.
bel anwenden la��en;wiewohl auch die Werthe în wels

chen u befindlichi�t,ihren vielfachen Nußenhahen, und

�ehroft kürzerausfallenals die er�tern. F< werde in
der Folge die�etinien in den een �owohlvon x als u

angeben. |

16. Aufg. 3Æinen Auedrucbfürdie Subran-gente PT zu finden : ;

Aufl. 1) fúrdie Ællip�e(Fig.5.) Weil TM
I FK (5)�oi�tFKf co TM, alfo

fR FFF = KM? FT

oder(in den Werthendie�ertinien(Alg: 376. 378. Asund

weil KM = Fu EE E ETR fM
A L

Se ¿NEL



8 Von det Tángenten,Subtangenten,1c.

F Vas—c
—MK=fM—FM=44+————

Gli nie aie) fs
ua _2ur

a i Aa

RT

Et

: fF.K
man Va —c==r=fF �eht)FT=/ ES ZE

—

MD L
PE

un i�t

FP PO EA =— —u

y

22 Lg ana US
| al�oFT+FP==—— u = = PT

41

Fiele der MuesP R
F undA, �owärealsdenn

FP=PC— CF= u— —und PT =FT — FP= -

ns Ei
4 QCA TE 4u

nichts de�towenigergleich.

Jn die�engefundenenWerth
|

von PT, Za — x �tatt
uU

�ab�ibaiee(Alg.368.) giebt
i

i iD E Gr NR

4A—%) FAX AFU X

wo x die Ab�ci��eAP vom Scheitel Aan gerechnetbes
deutet,

IL.)

_

1)

für die Hyperbel. (Fig. 6,) Wenn man’ hier
2us

Vate? = “�eht,�oi�t(Alg.495. 406.) H
=

=fM-+FM, Da nun hier, wie in der Ellip�e:

— u, dem vorigen
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der Kegel�chnitte,
|

_9

N (=) AF:(a) = KM= — Je FT
:

4

4
Ss a?

�o¡(2JEve
n

E

aber FP= CP — CF=u — — |

E
Z

2 AE 2 2 S 2

alf FT 4+FP waer Eu
u

ZAS
41 4u i 2

cia PLT
/

i

Auch hier kann P zwi�chenF und A fallen, Dann i�
FP=CF—CP und T=FT—FP. Demobngeachtet

ij
2 I 2

bleibt derAusdruck fürPT = =

der�elbe.

oi
Jn dejaZa�anbuenWerth7a+4x�tatcu �ub�ticuire

g+ 402.) gie
|

PT _4C+)—a* _ax+x? -
(a+x)x

a

a+) ade Lax
17. Anm. In vor�tehendenbeyden Auflö�ungeni�,

das Verfahren für die Ellip�eund Hyperbelvollkommenci-

nerley, und die Vergleichung die�eruad anderer Rechnungen
für defgleichenLinien zeigt offenbar,daßdas Re�ultatder�el-
ben bey beydengemeinigli<-in nichts als in den Zeichenciv

niger Glieder ver�chieden�ey, Die Folge wird die�esnoh
mehr be�tätigen,und nur in wenigen be�ondernFälleneine
Ausnahme machen. So werden z. E.die beyden(1. 1.) geo
fundenen Werthe in die�enAusdruck

„ Und al�oeben

wr Za E u E
;

PT DL
“

A ='+—

(a

A dT RS

SR,

A5 e N



Lo Von den Tangenten, Subtängenten,1c.

ax x _2x(3 +X5

za +x aF2x
wo dieobern ZeichenESdieEllip�e,die untern für die Hy-
perbel gelten.

insgeineinzu�ammengefaßt,

Die Subtangentehat übrigens,�owie. andere mic ihr
verbundene Linien in der Atgebra einen beträchtlichenNuten.
Wermirtel�tder�elbenkann man auch die Aufgabe (5) analy-
ti�chlô�en,weil �ieden Punct T, wo die Tangente die Axe,
dein Diameter, oder irgend eine andere der Lage nach gegebene

__Ab�ci��enlinie�chneidet,ducch ihre Länge finden, und dä

durch mit dem gegebenenPuncte M die Lageund Größe
d

der

LTangeuteOe lehrt.

18, Zu�.1.AusPT =
AL

tLN folge
LaEK

(Za +=x): X= CAE R PT

die Subtangenteift al�oin der Ellip�e’und S bperbel
die vierte Proporcionalezu CP, AP, BP; das beißt;
für die Ellip�e: die vierte Proportionale zu der Ab-

�ci��eaus dem Mirtelpuncre und den Segmenten
der großenApe,

19. Zu�.2. Weil man die Parabel als tú Ellip�e
von einer unendlichgroßenAxe an�ehenkann (7) �o�eße

man in PT= LEES(17) a=, ‘0’fommétPT

as — X 2X
= wirabidja e = 2x _für.-dieSubtangente00 — 2, X co

“der Parabel, Auch giebt der Ausdruck von PT
EgendeProportion:

:

aP aaa FNP :

ve
;

:

Da

1
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Da nun in der Ellip�ea—x > a—2x, �oi�tauh
PT > 2x, ober in der Hyperbel, wo a+x < a+ 2x,

die�csPT << 2x, Es i�al�o:‘die Subtangente in

dex Parabel der doppelren Ab�ci��e(2x) gleich,

ges als �icin der Lllip�eund kleiner in der Dys
perbel. :

20. Zu�.3. Wollte man den Ausdruck für die Subs
tangente der Parabel unabhängigvon der Ellip�efinden,
�ofönnte das auf die Art ge�chehen,die ih in meiner Abs

handlung von den Gaupteigen�chafrender Kegels
\chnitte $. LXX]1, gezeigt habe. Man kann abér auch
hierbeynach einer Methode verfahren, die fichÜberhaupt
auf mehrerefrumme tinien er�tre>t,deren Gleichungen
gegeben �ind. ARN (Fig. 7.) �eyein Bogeneiner krum-
men Unie, die von der geraden linie GH in den Puncten
R, N 2c. ge�chniétenwird. Die�eLinie GH lo��eman in
Gedanken miceiner �ichimmer parallel bleibenden Bewe«

gung nach M zurüfen : ‘�ofommen die Puncte R, N, �o
wie die zugehörigen-Ordinaten PR, QN, immer näher
‘an einander, bis endlichbeydePuncte auf M, als einen
doppelten Durch�chnittspunct(Alg.452.) und beydeOr«
dinaten auf Mp fallen, al�oPQ =.0; MT zur Tana
gente und PT zur Subtangente wird. Man drücke al�o
das Verhältnißzwoer Ordinaten, wie QN, PR, oder

ihrer Dignitäten, vermittel�tder gegebenen (Bleichung
|

für die tinie aus, und vergleiche�iemit dem Verhältni��e
|

eben der Dignitäten von die�enOrdinaten- aus den ähm
lichen TriangelntQN, t PR der Figur? �oergiebt�ichalsa
denn deralgebrai�cheAusdru> der Subtangentevon �elb�k,
Wäre run-

:

:

Bifi
;

___QNm=:PRm =p: gq nachder Gleïichungz
und QNm: PRm—Qtm:Ptwnach den ähnl.Ty, der Fig.
�ofändemanp: q=Qtm:Ptm, wo Pt und al�oauch,
nachder Voraus�eßung,PT gegebeni�t.

ÆŒrems
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ÆŒrempelfr die Regel�chnicte,In der Parga

QN*: PR*=(AP+PQ): AP (Alg. 357)
QN°: PR? = (tP+PQ: Pt aus der Fig.

(AP+POQ):AP=(Pt?+2Pt.PQ+PQ?):Pi
E

iubis|

PQ: AP= (a PtriPQ4PQ?): Pe?

al�oPt. PQ=(2PrPQ+PQ) AP
oderPt*=(2Pt+P0Q) AP

‘al�obeym Zu�ammenfallender Puncte R, N, inM, oder
für den Fall der Tangente, (wo AP �owie AQ=Ap

=x; tP-undtQ= Tp; alfo PQ =o wird) Tp* =

2 Tp.x oder Tp=2x (19.) Eben �ofände man für
die Œllip�eund Hyperbel, wo QN*?:PR?= (a+ AQ)

AQ: (a + AP) AP (Alg, 374.)
AX — xXx i

|

EIE (17).
a

Tp =

Ui
i=

21, Ju�.4. Auch kann man die Subtangente einer
“

Linie�ehrleicht durch. folgendeRegel des Slu�ius fins

“Factordes ganzen Gliedes wird, vernichtetwerden.

den, welcher i< hier, ihrer Bequemlichkeitwegen, ge-
denken will: Man bringe alle Glieder einer gegebenen
Gleichung auf eine Seite oder �e6e�iealei<hNull; die

_ Subcangente if alsdenn einem Bruche gleich, de�-
�en öôhler aus allen Gliedern von y (der Ordinate)

mir ihren Jeichen, in die zugehörigenKxponenten
 multiplicirt: der LTenner gus allen, gleichfalls mir

ibren Exponenten anulciplicirten, �odanndurch x

dividirten, aber mic den entgegen ge�eztenZeichen
gze�chriebenenGliedern- von x (der Ab�ci��e)be�teht.
Diejenigen Glieder, die kein x oder y haben, fallen weg,
weil �ieals �olche,die in x° oder y° multiplicirt �ind,bes

trachtet, und al�odur<h den Exponenten o, der nun ein

Expl.
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Œrxpl.Fürdie allgemeineGleihung y" =æ4+ß6x9
+Fyxbyk oder ym yxhbyk—Bx —

4=0; mwáren

yn — yxbyk ga��eGlieder in denen �ihy, und — 6x3
— yy xb alle Glieder in denen �ichx befindet, Al�o,

s mym—ykxbykder = s
rts

2nach Vor�chrift,PT
TET TU

Für die Parabel wären al�ohier8=p; m=2; n=1;5
y

EN TA 22 APX :

;

œundy = 0; al�oPT =

E TSE=2Xx(19).

Für die Ellip�eund Zyperbel wären 6; mz n; æ; wie in

der Parabel = pz;2; 1; o; und y= + =; h = 25

KB af PT = aiii
G

TeP
2

P
e

BX (OF x) EA
ZE (17). Eben den Werth würde man,

und zwar nochge�chwinder, aus der Gleichungy >—Ppx
2

+. — =0 �elb�terhalcenhaben.Für unendliche Pas-

x

E

à mymrabeln yn — pnxk = o wäre PT = ———

i

'

k PSS
m

E

=

733 und für unendlicheZpperbelnzwi�chenih«

ren A�ymptotenymxk — am+k = 0, fäme

PEE my xn m

Va�a.‘Morawnanrs 0eme Xe

IEEEE

REEE

ERSEEEETEEEO

Hier
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“

Hier i�al�odie Subcangenteder vor�tehendenParabel«
Subtangentegleichaber entgegenge�eßt;daß al�o,nach
der Bedeutung der Zeichen,im lebkternFalle Subtane
gente und Anfangder Ab�ci��enaufver�chiedénenSeis
cen, �owie im er�ternauf einer Seiteder Ordinate zu
liegen kommen.

__22. Anm. Die�eNegel,!die �ichnoch weiter als die

vorhergehende er�tre>t,i�teigentli<hnur eine Verkürzung
des von Fermat bey Suchung der Subtangentevorge�chrie-
bénen

“

Verfahrens. von tvelchem �iedas lette Re�ultatauf

eine mechani�cheArt finden lehrt. Man findet ihrer heut zu

Tagein wenigen Schriften gedacht, weil �ievon der Differen-
zialformelfür die Subtangente, die-gleich�amals eine Erwei-
kerung der Fermati�chenoder vielmehrBarrowi�chenTangenten
‘Methodeange�ehenwerden faun, und die auch im Grundeei-

nerleymít ihr if, verdrängtivorbèni�. Jch habe daher den Be-

weis die�erNegelhier nihàbeybringenwollen. Die Differen-
tidlformel-i| fceylih von viel allgemeinern Gebrauche, und

über�teigtalle Hinderni��e,die der Slu�i�chenRegel, �owie an-

dern, oft Gränzen�een, dergleichendie Jrrationalgrößenund

die binomi�chenoder polynomi�chenPotenzenvon einem unbe-

�timmtenExponenten(m) u. �.rw. �ind. Wo �ieaber �tatt

findet, “�ohât �iedie Bequemlichkeit,daß man die Subtan-

gente�ogleich.ausdrü>cu fann, ohne vorher die oft weitläuf-
tige Verwandlungder Gleichungnah dem Fermat vorzu-
nehmen, ja �elb�tohne die Sléichung zuvor zu differenziiren,

"

tie bey der Differenzialformelge�chehenmuß, wenn man

aus ihr den Werth der Subtangenteherleiten will,

23. Ju�:5- InNT:== ki
für u=La'der Zähler,und al�odas ganze PT =—o- Für
x=0, wird auh PT=2x=0 (19), die Subrtan-

etente al�ofür die Scheitelpuncee aller Regel�chnirce
ver�chwindet,indem�iegleichTull voird.

/

(17)wird

24. öu�.
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24. Du�.6. Sektman aber u =0, �owird der Nena
2

ner Null, al�oin der Lllip�ePT = — = "(14 5)
Lt Zag?

:

Für die Zyperbelwäre alsdenn PT =— S3 =— 00]

Daaher der Ab�ci��eu=0 in der Hyperbel kein Punct
der krummen tinie zugehört(Alg.401.) �ogiebr.es auch
hier“feine Subtangente. Hierauf muß man woh acht
haben; denn die Formel der Subtangente, und anderer
dergleichentinien, Fann gar wohl für eine gewi��eAb�ci��e
einen Werch geben,

-

der aber durch die Gleichung der Lis
_ niewieder ausge �chlo��enwird , wenn die�e.Ab�ci��e.einer

unmöglichenOrdinatezugehöre. “So wäre auc). in der
Mllip�efür u =az PT= — 3a, welches aber, wegen
der unmöglichen

/

Ordinate“ (Alg, 3-75.) hier wegfällt.
Au��erdemfann es wohlge�chehen,daß der Ausdru> fús
die Subtangente 2c. negativ wird,» „Die Bedeutunguns

tage einer �olchenSubtangente i�t(2x) erklärtworden.

25. AT= PT — AP al�o(17.und Alg.368.402)

E EE
4u SEEL 44- TJ

A A— 20}

81 =_—+ EE e
ATK ¿0-6 AE pA

29x-l- 2x2 ax Lax
In — = —— (I)
A AN a+2x Za+x

al�oi�tAT die vierce Proportionale zu C?, CA, AP)

26. Su�.1. Fúr a= wird AT =x, in der Dara
bel. ‘Al�oi� AT der corre�pondirendenAb�ci��e(x)
gleich in der Parabel größerals �iein der EKlip�e;
und Fleiner in dex Hyperbel, C

27 Du�e
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‘Ju�.2. Fúr x= 0 oder 4- a; wird
us

AT = o;
Fürx=La i�tAT = in der Ellip�e. Nun kann in

der Parabel und Hyperbel x auch unendli< werden (Alg:
355. 394.) auf den Fall i�tAT = co in der Parabel;

inderHyperbelhingegenML at jp = Za. Hieraus

erhellet:

1) daß bey jeder endlichenAb�ci��eder Zyperbel die

zugehörigeTangentedie Hauptaxe in cinem zwi�chendem

Mittel - und näch�tenScheictelpunctegelegenenPuncte ‘T

�chneidenmü��e.

2) daß man dur den Mittelpunct der großenAre,
auf béydenSeiten der�elben,eine unbegränzteLinie ders

ge�taltlegen fönne, daß �iedie Schenkel der Zyperbel
in’ einem vorn Scheitel-unendlih entfernten Puncte bes

rühret.+ Die�eeingebildeteTangente,heißt,wie bekannt,
die A�pmprote(Alg. 408).

28, CT=AC + AT, al�o(25)
eE a EO

A tur A2
(1)

CT N 4u 4 Uu u E

E

âÂX La? La?
| Ia 4 —— = —— = — II).

: (2TT a+2 a + 2X TaT b
EA

a2
89, Zu�Te AusN folgt:n 7 EA=>a

CT, daß al�oCT diedoniProportionale zu CP

und AC i�; woraus man �ehrleicht den - Punct
T finden fann , in welhem eine Tangente an den

gegebenenPuncc M der krummenLinie die Haupcaxe
�chneidet,

30.Zu�e:
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30. Zu�.2. In
in der Parabel = 1 2: Lo =2 o, welcher Ausdruc?
ein Beweiß der Richtigkeitund Ueberein�timmungdes

Calculs i�,weil er zu erfennen giebt, daß, wenn man

auch in der Parabel einen Mitrtelpuncr annehmen
wollte, der�elbewie bey der ŒÆllip�eund Hyperbel, in
der Hâlfteder unendlichen Axe liegen, und al�oauch un=-

‘endlih vom Scheitel entfernt �eynmüßte; das heißt
nichts weiter, als daßes in der Parabelfein �olchesCT,
keinen Mitcelpunct, giebt.

i

31. JU�.3. Für u = Iai�tCT=12a; Fúru=o
CT=oæ. Jn der Gpperbel aber giebtes fein der-

gleichen CT, weil die�erAb�ci��ekein Punct der Hypers
bel zugehörtQlig,401). Füru = o if in der Hypers
VAGE = = = 0, fürdieA�pmprote(27.2).

32. Aufg. 4. Œinen Ausdru? fúr die Sub-
normale °° N zu finden.

Aufl,Ja dem rechtwinflichteaTriangel TMN i�k

PT:PM=PM:PN =

> al�o(17.u,Alg.368,402,)

-
wäre,für== 0d; einCL

l c°(fa*—n? deug cu

À
a?

+
u E C)

Hl MES EAS
PN=/

a u a
|

(a+ X3)c2x (a LTx)x c2 zd 'c2x
=. Am LE nA Pa ER 2a a2

(a + x)px (a4 x EP
L “ici

-

LAN
-—

A
-+

2E (IV).
2

B 33. Anm.
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i

DN

33. Anm. Hier i�tP N auf eine vierfache Art (x5.)
ausgedrü>tworden, welches bey den vorigen Linien nicht
nöthig gewe�en,in welchen mit den Nb�cif�enu, x nur cine

Con�ftans(a) verbunden ift, von der man bey allen Kegel-
�chnittenGebrauch machen kann. Die�evier Werthe �ind
úbrigensunmittelbar aus deu Gleichungender Ellip�eund

Hyperbel für ,den Scheitel und Mittelpunct hergeleitet wor=

den, welches wegen nur gemeldeter Bequemlichfeitdes PT

wohl angehet. Au��erdemhätte man durch bloße Sub�titu-
tion der gehdrigen Buch�tabenaus den Gleichungen c2=ap 53

“(Ulg.366. 399.) u =F a + x (Alg. 367. 402.) aus einem

gefundenen Werthe die übrigen herleiten können, Feder
Werth für die Lllip�edie�er‘und âller folgenden Linien läßt

�ich�ogleichauf dea Cirkel anwenden, wenn man in ihm
a=Cc= p �et: (Alg. 372.) welches ih hier einmal für
allemal erinnern will. Der Ausdru> der vorherbere<ncten
(16 —- 28) Linien, i�tal�ofür die KUip�eund den Cirkel

einerley.

34. Ju�.1x. Füra =< if PN =

7

p, oder die

Subnormale in der Parabel dem halben Parames
‘ter gleichund al�obe�tändigund unveränderlich.

"_ Folglich i�tdie Subnormale dem halben Paramecer
“

gleich in der Parabel, kleiner in dec Ellip�eund

ezró��erin der Zyperbel.

35. Zu�ß.2, Weil PN =—�úrdie Ellip�e und

HyperbeleinerleyZeichenhac: �o�chließtman mit Reché,
daß beyde Linien,bey einerley Axe und Parameter, und

für gleichgroßeAb�ci��enaus dem Mittelpuncte, einers

ley Subnormalender Größeund tage nad) habenmü��en.
Mun kann ober kein u in der Ellip�egrößer(Alg. 375.)
und in dec Hyperbelkleiner (Alg. 401.) als Ta �eyn,und

i�tal�oder einzigeFall der Gleichheitfür u = 2a, woals

denn in beydenFällenPN = Fp, wie in der Parabel.
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36, Ju�.3. Wenn man auch in derParabel einen
Mittelpunct © annehmen wollte, von welchem man eine

Ab�ci��eCP =u rechnete: �owürdeder�elbewie in den

beydenandern Sectionên-gleich�allsin der Mitte der uns

endlich großenAxe (a) liegen, al�ou =Fa + x �eyn,
nachdem man die Parabélals eine Ellip�eoder Hyperbel
an�ehenwollte. Nach gehörigerSub�titutionmüßte

4

Ze
u

Y

:

man �odanna = °° �eßen,und �owäre di = —(fa
:

a

ro TAC Len EN me AaL
C9 99

e |

X) >=

37. Ju�.4. Fur u = i�t in dr HyperbelPN
= ©; fru = i�t in der Œip�eN= o, aber PT

=o (24) Eben die�esfolgte aus der Proportion
2

PT(e): PM (1c) = PM(Zec):PN=S0;
¡

541 jyeti: 00

Jn PM? = PT. PNfannal�ofür ein endliches PM'ber
eins Factor unendlich klein, der andere unendlich groß
werden, unh toh beyder Produèt endl�ch�chn.Der-

gleichenFälle kommen �chroft. in trigonometki�chenRechs
nungen vor: Ein Bey�pielhiervon giebt Alg, 422, X.
und die Gleichungxy = æ*, für die Hypetbel,

38. Su�ßl5. Aus?= PN folgt endlich,daßdie

- Subnormale die vierceProporcionalezu der großen
Are, dem Parainerer und dex Ab�ci��eaus dem
Miürcelpuncre�ep, bA |

39. Ju�.6, Eíne ähnlicheRegel fürdie Subnor,
male, wie die Slu�i�che�úrdie Subtangente (21)
ließe�i aus leßterer�olgenderge�tälcherleiten, Man:

B 3 �eo
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Ÿ

�ebePT = —

x (woY den Zähler,�owie X denNenner

des eu�iteAusdrucks der SubcangenteLdenteAmag)

Xy
�oi�tPT [F):PM [y]=PM[y]:PN=

—&

x

PS Al�o(21.) die Subnormale einem Bruche

gleich, de��enZähler aus allen mir den zugehörigen
LÆrponentenmultiplicirten,�odanndurch x dividir-

ten, aber mit den entgegenge�eztenZeichen ge�chrie-
: benew Gliedern von x (der Ab�ci��e);der LIenner
aus allen, mit ihren Jeicheni in die LÆrponentenmul-

„tiplicirten,�odann durch y? dividirten Gliedern
von y (der Ordinate)be�tehr.Es ver�teht�ic, daß

auch hier, wie dort, die Zeichen �ihauf die zuvor auf
Null reducirte Gleichungbeziehen,und die Glieder, die

féin x oder y haben,ganz wegfallen.

LÆypl.Für die Gleichung(21) wäre die Subnor-

RoE AL
mym-—k-yxb y

k-

9 Wertheder Buch�taben,fär die Œllip�eund Zy
LSF Ppy x

“maleP.N = al�o,nach dem dor-

px° +

‘ perbel: PN =
-

IV.) u. f. w-

=
Wik

=_= Sa Ss (32.
ZA

2 a

40. AN = PN + AP al�o (32. und Alg. 367.
‘ 402.)

:

AN =
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cu a cu + a? 7 atu

a* E 2 205A ——-

c?u + a*(la—u)
=

——— ()
a

n + (za—u) =
Pig Sf M

A E

_ pu + a(Za—u)

AN Aas ox Z + c2x + a*x
mha fe pee NES

2
2A a? A

N PCE (La4- x
S =. uy

a

Fa PE, ÉE
Tap + px+ax

2 Aa A

SF
ax+p(Za Ÿ x)

(IV)
3

A

41. Zu�1, Für a = o fälltdas Glied+ —ganz

weg,und bleibt für die Parabel AN =
= Lo Si Fúr

x=2a i�t in der Ellip�eAN= Za = AC,weil alsdenn
der Punct N in € fällt,

42. Ju�.2 Weil AN =1p +

derParabel =? p + x, �oi fúrxa ÉsAN berall
= zp. ¿Auch i�tklar, daß in der Hpperbet und Parasbel A N immer größerwird, jemehr x wäch�t,und für ein

unendliches x auch unendlih werden kann. So kann
- e E auch

(Ep)„undîn
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auh derPunciN auf der Axeniemalszwi�chenden ScheÏ-
tel und den näch�tenBrennpunct fallen, �ondernallemal

überden�elbenhinaus.
__ 43. Aufg. 5. Linen Ausdruc?für die LTormale

MN zu finden. '

Aufl. Ja dem rehtwinklichten Triangel MPN i�
NM? =PM*+ PN?°, al�o(32 u. Alg. 36g. 402.)

C+ dfco Lgaus

“a

eu
?

a2 24

24 + Tac Fa?cu+cu*s
ll LE

AS
c(cu? +a[Ia2— u]

E

E E
(N)

+ zap pEr EA
a : af :

+ Lap F apu? + p?u?
a

E
| = lS

EA >—n2])(11)
MN =

E

ZS

acx

E34
E

«+ 2)
Leac x TA “e xbgatcs >Lac4x+4cx

] c(t Ex]*+ta2x [a £x])
TT MID

APX
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apx + px
+

X

pP EE
A 2 a

i

Í

a*
:

S
LE

_———

2 —

| p(pltaFx] taxfa Ex] (ry)
L A |

44i du�.rx. Fúr a= i�t MN? =p +tpx=
p(p+4x) ,

4
/

45 Zuf.2. Fúrx=o0 i� in allenKegezel�chnitten
NM =p? oder NM = Zp. Eben das erfolgt, wenn

man für die Kllip�eoder Hyperbelx=-+ a �ebt.
Sest man ader fürdie er�terex= La, �ofommt N MZ

4 A

Ls

TAs
al�oNM =7 e. “Hierausi�tffav:

in
n

der Parabel: a��e
K

NM = p(prrax)

1) Daß die Normale für eine unendlichkleine Aba

�ci��ein allen Kegel�chnitteneinerley, und nie kleiner als die

Hôlfte des Pavameters �eynkann; ingleichen, daß die-
‘

Normale, wenig�tensin der Parabel und Hyperbel,
be�tändigwäch�t,wenn x wäch�t,�odaß für x= o» die

Normale �elb�tin beydenunendlichwird.

2) Daßin der ŒÆllip�edieNormaleniemalsgrößer
als die halbe fleine Axe werden kann.’

45. Aufg. 6, ŒinenAusdruk für dieTangiente
TM zu finden.

, “Aufl.Weil TM?.=PM* 4 PT?, �oit (17.uU,

Alg: 368. 402.) |

;

:
B 4

- TM?



24 Von

TM? =4

den Tangenten, Subtangenten,2c.
p —

Y

—

+ Tate + cu?
LÀ

(+ Za* Fu?)?

2° u?

— 2390 Þpa0 4+ C+ 0s

au?

'_@[fa*—u*]+cu). Ga —u?)
n

au?

L 6

763
—

(1)

+ tap + pas + tA + u)?

a u
2

a‘—Z3a’u+au4+ta?pu* F pu“
e

3

: au?
__(a�ja?—u*]+pu*).(Za*— u?)

agus
| 5 (IN)

:

anu

AC X CRE kh + x2N 2 l

— +=
GE 52+ Xx

ac’x + c?x? ax? + 2ax?4+x4

Â? za + ax+x?

LAetLs E +a?x* [a LE
a (La +x)?

apx + px? CEN:
e

Aa Lla+Xx

_(oxlha FP +ax*fa FGF ny,

(TII)

46.
MT* fur die Parabel, Jn dem er�ténTheilenämlich

E a(za +x)?

Zu�,x. Wenn man a = o �eßt,bekommt man

von
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von IV. bleibtnur das Glied
20 PX

;

— und'in dem Zähler

des andern Theils ver�chwindenalle Glieder vor 2? x *,
�owie in dem Neniervor 1 2° und i�tal�oMT? =

Opx 05K?
——

L0°
7

co
*

(Alg.359.)=4AP (AF+AP)=4AP. FM (Alg.360.)

t= px + 4x7 =—4 AF. APT4AP®

47. Ju�.2. Fúr x=

o

oder 4 2, fommtMT=o.
Eben das ge�chieht,wenn man in (46) x=0 �et, Al�o
�indalle Tangenten an den Scheitelpuncten der Kegel-
�chnittegleich Null (14. 4-), und in �vferneinander gleich,
Eben di: �s würde erfolgen, wenn man in 1, U. (45)
u=7#a �eßte.

i

FT
48. Ju�ß,3. Fúru=o0 wird MT*=

2

„_ oder
0 FA

MT= o; al�odie Iangente fúr die�eAv�ci��ein der

Ællip�e,�owie für ein unendliches u oder x in der ya
perbel oder Parabel unendlich.

49. Aufg. 7. Einen Ausdruck für einen aus

__ dem Scheitel A auf der >auptaxe bis an die Tano

gente TM aufgzerichterenPerpendikelAE zu finden.
Aufl. Weil TPM - TAE �oif TP*:PM=-

= TA: AF”, ‘oder{17-25.u. Alg. 368.402.)

[+3 Lg? + u2]2
:

[e (+ Ta +# u*)]
u?

N \

a2

2

R A0
I6óu?

und

Æ
La? F u? aus den beydener�tenGliedern,u

aus dem Nenner des er�tenund dritten, unda? aus dem

: Bz .__Neaner



26 Von den Tangenten, Subtangenkten,tc.

Nenner des zweyten und Zäßlerdes drittenGliedes hers
ausge�trichen

: (a—2u)?-
+ (Za2—u): c= -

: :¿AE2) al�o
4.4

>
c(a— 2)? 4 E (— 2m)

-ar

EE —D) aC — a0)

4+ c(a—2au)(a— 2u) +e? (a—2u)
“

4G—2u)(a+2u) GE
+ cian] |

eS
RAD �tatc* �ub�tituir,

+ ap (#a—u)
AE m ———————— Iaaf ?

Oder, La + x �tattu ín 1.Il. �ubftituirt,

+ ct. Xx
tu

GAN
TAP A 5:0 00

“_4(2a+4x) 4(2aFx)
| apx

Es

APEL IV
4(a + x) C )

80. Ju�.1. Für a = =, fommt aus IV. für die

ParabelAE* =
Ue N

+42° 4
oderAE =tÉy,

‘der halbenOrdinate gleich.

—_—

51. Ju�.2, Ja bem Ausdru>e A E° = +
ea — 2u)*

T-
(49) in welchemdas obere Zeichen

fürdie Kllip�e,das untere fürdie¿5yperdelgilt, �ebe
man
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LAN FFR >
\ R

cit

man in nE den Werthder Ab�ci��efürden
4(4?— 4u A |

fat —c

Brennpunct, al�ou =
*

2 i

¡�ofommét für [die

éhar N(Came c>)A

4c

—————_——————— SAS4
i

2

e u)
—4u)

PE
790

AË* = - Taza
D

z

Eben �ofommét, ini für die Hyper

bel, u = LZ(E ge�ebty

tE M
qc 4

Gili. iS (a“+e5)) Nun mußman, inbeya

den Fällen, für ein vo�itivesAE die obern, für ein nés

gatives, diè unternZeichenbrauchen,weil in der
Ellip�eniemals n > Za, �owie in der Hyperbel niemals u <2a2

feyn fann; die�esgiebt für die Œllipf
und Hyperbel,das po�itive,der Ab�ci��eCF zuzchörigeAE =

%
1L(a—ya +T 2) and dasnegative,der Ab�ci��eC£zua
gehörigeAE = +F : (a—fa Ea) Fn der Pa-
rabel, wo AL=L1y (50)fommt für das y aus dem
Brennpuncte, welches = > p (Alg.358.) AE = Lp,
Wenn mandie �olcherge�taltfüreinpo�itivesÂEia dev

|
: Paras
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Parabel,Ellip�eund Hyperbel gefundenen Werthe:
|

Pia — at —c?; at +c° — 1a; genauer bes

trachtet , �ofindet man, daß�ieinsge�ammt= A F �ind,
der Weite des näch�tenBrennpunctes vom Scheitel A

(Alg. 359. 382. 405-) Eine durch den Punct T,, in

welchem die zu die�emAE zugehörigeTangentedie Axe
�chneidet,gezogene auf die�erAxe�enkrechteLinie, wird die

Directriy des Kegel�chnittsgenennt. Die Ur�achedie�er
Benennung wird unten gegebenwerden.

52. Zu�.3. Für u = Za oder x = 0 wird durch»
gehendsAE =.0; daß al�oAE fúr eine Tangente am

Scheitel bey allen drey Kegel�chnittenver�<hwindee.Für
Xx=-+ a wird in der Kllip�eundZpperbel AE= + o ;
welches al�over�tandenwerden muß. Ein AE für einen

gewi��enPunct wird allemal von der unbe�timmten(13)
geo aecri�chenTangente GH für die�enPunct, ‘abge�chnit-
ten, und al�oder tánge und tage nach be�timmt;wie AE

_von der Tangente GH (Fig. $. 9.) Fúr die Ab�ci��e
x == + a aber oder für den Punce B, fällt GH auf BH,
und fann al�ohier fein AE von der mic ihr läng�tBH

parallel laufenden CH, d. i. BH abge�chnittenwerden,
und ijt al�ohier AE in beydenSectionen unendlich, nur

mit dem Unter�chiede,daß ein �olchèsAE in der Lllip�e
als + 5° oberwärts,undin der Zyperbel als =— o uns

terwärts der Are, oder �owie die po�itivenund negativen
Ordinate angenommen werden, zu liegen fommt; denn

eine Tangente an einen Punct M in der entezegenge�erzs
ten (Alg. 404.) Hyperbel BM, (Fig. 9.) �chneidetdas

negative AE unterwärtsam andern Scheitel,

 Zu�.4. Für u =0, wird în der Ellip�e(Fig. 8.)
AE? = ic? al�oAE=}c=MLCund die Iangente GH

�owie die Subtangente unendlich(48)
“

Für die Zyper-
:

: Y bel
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Mea

aras

Cr

2
Cc

bel würde AE2——— und AE={—
— =

i AM 4

ZCy — 1 oder unmöglich,�owie es auch für eine ders
gleichenAb�ci��ein der Hyperbel feine Ordinace, oder keis
nen Punct der frummcn tínie giebt,

54: Zu�.5. Jn der Parabel und Hyperbel fann x

auch unendlich werden. Für ein �elhesx i�tim er�tern

(50) Falle AE= y

p

o, al�oauch unendlich. Junder

c2390 c2
bel hi ITIL) wird AE?=— ==—Hyperbel hingegen(49, IIL)

E

oder AE = Zeder HalbenzweytenAxe qlei<h. Da nun

für ein �olchesx die Tangente durch den Mittelpunctgehe
(27. 2.) weil CT = 0, �o darf man nur A

E

der halben
zweyten Axe gleich machen,�owird eine tinie durchdie
Puncte C und E gelegtdie Tangente für einen unendlich
vom Scheitel entfernten Punct, d, i. die A�pmprorege«
ben. Weil aber in der Parabel für x = o auh
AE = o, �oerhellet zugleih hieraus, daß die Paras
bel feine A�ymptotehaben könne,weil man �ichtie�e!be
in einer unendlichen Entfernung von der Axe gedenken
müßte.

:

=

55: Anm. Auf eine ähnlicheArt, wie die Linien

(16 — 49) �indausgedrü>troorden , könute man auch "UN.
CN, TE, ME und andere mehr finden, wenn man “�ie

brauchte, Ju der Gleichung y*=p (x F Zj �cßeman

x=AF =, ‘al�oy = x p (Alg. 358.)�ofommt p =

tati al�oap oder c? = E und a =

“De
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= gff

:

2

= Auch i FM2oder
HP = (AP— AF)»

+ A

2

A 20

dP Mba Cta) +p (x + 7) oder, den gefundenen

:

ads

at
tla

4A >
“

Werth von p �ub�tituirt,FM? = (aF az)
a

HEE
+

eX E «

al�oO=t + LE (wenn man a + 2f odec Ff =F �et)

4 i Fa
i

Ss *

i

.

und f= ©
—

— Vermittel�tdie�ccGleichungenfür

__a,c, p, f, Q fann man nun în die béreits bere<nefen Aus»

-drú>eder Linien, die'Werchevon AF, FM, Ff mit hinein»

bringen, welchesin gewi��enFällen mit Vortheil ge�chieht,
und zugleichzu erkenuen giebt , wie mannichfaltig�ichdieWerthe die�erLinieu ausorückenla��en.

56. Aufg. 8. Berechnung der Linien (16— 49)
in Beziehung auf die zwepreoder LTebenaxe.,

É
aA

Zz
Sd

A
2

y
2

Aufl. Fúrdie zwepre Axe i�tu
*

=

=
dj ias

;

\ QG

>

22 (2c + — wo a, c die aupt» und LTiebenaxe,
y die Ab�ci��eaus demMitcelpuncce C, u die Gxhiitatebedeutet. Mun i�t(Fig. 10. 11.)

T
( + za? + uf )

u

Ss)

E
PETE

(49

R
= PM (y):

Cte ————— dé,den Werthvon n* �ubs
y

X

4aty2 CA
icuire, Ct =

a2y
: — =

_& REA

�tituire,ESE is Zy Ferner �eyin

der



“der Kegel�chüitte. S5
der Ellip�ez eine‘Ab�ci�fe,wie a p, (Fig. 10.) deren Ans

fang, in dem Puvcte a i�,wo die fleineAxedie Ellip�e
�chneidet,�oi�ty =Ze—Zzundz=#c—yz und wenn

2
é .

5

A

/

A h

man auch hier einen Parameter q =

== auf der LIe-

benaxe nimmt: �o.i�talsdenn,€q=a?, und

ZE
e3 ze? TES Ca Cat

E

A

E
RL

>

OE in 4

E &
J

4Y s Y: 26 ZL Cp
&

TS 2
A

Ick + ÿ cz Zz

pt =Ct+Cp=* =
=:

=

e ¿c—Z,

_fe—z)z pap

Lez Cp

at=Ct+FaC= ESO eE _ Cap
y CZ Cp

LS a2(Ic2 + y?)
5 {c+ y? Ls

2

SE
:

5
1

Si
¿

RE

a*(Ec—2z) ra? AZ
fs

G <S >

.|pM?
pn=

E|
| L

at(tc—z)+cz qc Zz)+ czES
€ Cc

MAr 1
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—

ww ;

(° Lac + ay? a4y?
Ee

et c4

_
a(4c4t[a=+e2]y)

=

7

e
qc +qy?

2 By
Cc È

Mn bi.
y

__qlie+[qEc]y)
pM?+pn?

E

c>

at(lazc>+[a—c][z>— cz])

RE
L

_ q(4ge+�q—e] [z>— cz])

E e

ft7a2c? +a2y2 (Te pS)
TS

_
+

—

ÉS as

TA Ge Ey FCA ES)
ij

e

ab 2A
Mt? =pM? +pt?d

__(qy?+re[zc?+ y) (C+ y*)

a2z(c—z)

c?

qz(ce—2)
c

Cy

z2(c—2z)?

Ce—e)®

z2(c—2z)?

(2c — 2)?
z

aC =
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[_aGeF y) Ge Fey)>

c2 | Dau

CCEE
:

CE

D

OE

CE

y pMat? y

TE A Bir —

P GCE) _ 7a (FcFy)*

eG Ty) Fet Fy

x E RA Dzcqlie+ y) |

+ 2 e

EEA E EENodêr,für die
: L E UP :

Œllip�eallein
|

La2(I cy) Ig2z ZeE A + Zacm ———= — =: Wvelde
Ec+y Bet tei de.

Verkürzungbey der Ellip�e,wegen der Di��erenzder
Quadrate Fc? — y*?, niche aber bey der Hyperbel,ge-
�chehenfann. i

57. Juif. 1. Viele von den hier ausgedruckcenLinien
habeneinerley Ge�taltmit den vorhergefundenen(16- 49)
gleichnamigen für die Hauptaxe, nur daß die dortigen
a, c, p, u, hier mít e. a, q, y,

-

verwech�eltwerden, Jn
gewi��enFällen i�tdas a n der Zyperbel nicht, wie hier
angenommen worden, = pn —

ap, �ondern=pn+apz
welches aber den algebrai�chenAusdruc> von an nicht âns
dert. Die Werthe, in denen z vorkommt, gelten nur

für die Ellip�e,nicht für die Hyperbel, für welche �ie
wenig Nutea háben,und auch �chrunbe�timmt�ind,da

ein y in der leßternbald größerbald kleiner i�tals 2c.

| 58. Ju�.2. Es können,hier eben �o,wie bey den
Ausdrüken der�elbentinien für die Hauptaxege�chehen
i�t,die Werthe dieferLinien fürgewi��ebe�timmtey oder z

E | gefun-
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“

ge�unden,oder auch die�eLinien gewi��en,Größengleich
ge�ebtund hernah die ‘Werthe füry oder z ge�uchtwer-

den. Wenn man z, E. wi��enwollte,wie großin der
yperbel (Fig.11) für Ct = Ze, die Ab�ci��ey wäre,

Te

�o�che.manCt oder=zc, �ofommt 2cy = c?,

al�oy =2cz daßal�oder Punct t hier auf a oder b, die

Endpuncteder zweyten Axe�iele,na<hdem man die Ab

�ci��erechts oder linfer Hand von C genommen hätte, Jn
die�emFalle fâme at oder bt =‘, fúr die Ab�ci��eC pP.
Da nun aber Cp = PM, �ofindet‘man auch, was fr
eine Ab�ci��eC? auf der er�tenoder Hauptaxe zu dem

 Puncte M gehört,der auf der zwepten Axe Cp = >É

macht;denn ze in die Hauptgleichung(Alg. 402.) für
2112 2

PMgebt, glebe2CS a> > al�oCP oder

W== ——  MWollceman �uchen,in welchem Puncte,
2 (RR

d. i. bey welcherAb�ci��ezwo-Liniengleichgroß�ind,z. E.

wenn pt= pa �o�eßeman nur ihre Werthe einander

7
2

gleich�oi�t(56)E =, al�o@* fe.

CS C
— und y = —z und �oinandern4 2a 4c

Fällen,die eben keine Schwürigkeithaben.

Anm. Was bis hicher von Erfindung der Tangenten
und anderer damit verbundenen Linien gelehrt worden i�t,
bezicht�i, au��er(20.21.)nur auf ‘die Kegel�chnittezund .

f�ofana man immer aus der Natur und den Eigen�chaften
einer gegebenenLinie einen Weg finden,guf welchem�ichdie

i Tan-
j
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Iangenten und übrigenLinien der�elbengeometri�chbe�tim-
men, oder ihrer Länge und Lage nach algebrai�chausdrú-
>en la��en.Die beycinzelneuFällen vorkommenden Schwús
rigkeiten aber, haben die Mathematiker veranlaßr, auf eine

allgemeine Methode zu dènken,die �i auf jede gegebeneLis
nie er�tre>t: Eine �olcheMethode fürdie algebrai�chen
Linien hät Carté�iuszuer�tgegebci, mit welcherTF auch �o

�chrzufriedengeivef.n i�t,daß er �ieihrer Allgemeinheitwe-
'

gen, für eine der duitsund_nüblich�tenErfindungenge=-
halten hat, ‘die iemals vor ihm in der Geometrie acmacht
worden �ind. Die�eMethode i�tnachher ver�chiedentlich,
theils verbe��ert,theils erweitert, theils aber au< dur< an-

dere vrrduñßkeltworden. Hicher- gehörendie Bemühungen
eines Pa�cal,Fermac, Siu�ius,des großenZuygensund des uicht minder

-

vortreffüchenJ�aacBarrows,
de��enRegel für dië Tangenten; mit der Keibnisi�chenDifs
ferenzialformel dafür, bis- auf die Bezeichnungvollkommen

“

übereinfommt. Die Bequemlichkeit der Leibnigi�chen
Bezeichnungaber, und des dafür erfundenen Calculs, hat die

Erfindung der Tangenten,nicht nur an �ich�ehrerleichtert,
�ondern-auch �oallgemein gemacht, daß: fih--die�elbeauf
tran�cendenti�cheLinien �owohl,als auf: a!gebrai�che
erftre>t, und durch feine Brüche; Jrrationalitäten,oder an-

deve Hinderni��eder vorigen Methodèn aufgehalten wird.
Die allgemeineVor�chrift,aus der gegebenenGleichungeis
ner: Linie, die Tangente, Subtangente u, �w.“zu. finden,
wird MethodusTangentiumdircétagenennt. Jhr if die

Methodus Tangentium- inuerfa gerade”enftgegenge�c6tz
woeclcheaus gegedencn Tangenten oder: audern damit vers»

wandten. Linien, die Natur: und Confruction der. krummen

Linie, welcher die�elbeazugehören,findenlehrt. +Die leß-
tere i�teine Erfindungdér neuernMefiéfün�tlet,und tvird

in der Integrälcechnung, �o-wie die' cr�tein det

-

Diffes
_renzialre<nung,amOfgcnelyßen

uñd voli�tändig�tenabs

Bt :
: SS Aria

C2 222% Von
/

4
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36 Vod den Quadraturen

IRSC IRIS

III

IIR III IIND

AA Ak

cis E Von den i

 Quadraturen der Kegel�chuitte
iaa und den

j

i

“ natürlichenoder hyperboli�chenLogarithmen.
:

Z

E 60. Erklärung.

E"
Frummlinichte ebéne Flächewird diejenigegez

nennt; veren Um�arng‘(perimeter)entweder ganz
i oder -nur-zum Theil aus-einer oder mehrern frum-

mei tinitn oder Bögenbe�teht,Die Quadractuëtdieter
Fiâchewird’ gefunden,wennomah das: Verhältniß ders

�elvenzu ‘irgendeiner géradlinichtenebenen Figur be�tims

men, ‘oder ihre Flächein einem angeblichen Quadrate
ausdrúcken fann. Die: Quadratur heißt“be�timmt

(definita) weún man von die�erEbene nur eiñen oder ets

liche be�timmreTheile, oder auch, wie bey den Ovalen
uind aridern in �ich�elb�tzurücflaufendentinien; die tzanze
Flächequadrirt. “Die unbe�tinmreQuadratur hin-
gegen (iadeliñita) fordere den Jmunhale:eines“jeden 'zwis
�chenden: Bogen ciner kruminen tinie und eineroder mth-
rern, nachGefallen gezogenengeraden oder andern frums

men tinien enthaltenen Raumes. Die-Unmöglichkeitder

lebtern i�kvorläng�t-erwie�em1

61. Lehr�.Abede �eyein Bögeneter krummen

Linie, der mir �einen�enkrétenCoordinaten AE;z
Ee; den Raum AEécA bectränzk. Jn den�elben
�chreibeman �o viel Pat6llelogramimen DF, CG,
BH &t als man will, deten Sbhen Dd; Cc, Bb &e.
insge�amt,ber den gleichenGrundlinien ED, DEC,

«
», . _- CB

“
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CB &c.- auf der Ab�ci��e,der Ordinate Ee parallel
liegen;11d ergänze(odann die Parallelogrammen
Ft, Gg, Hh &c. Wenn man nun die GrundlinienallerRechtecke �overkleinert, daß ihre Höhen, ná-

her als jedeangebliche Größe bet: âge, an einander

rúcten,und al�odie Anzahl die�erParallelogrammen
jede endlicheZahl über�teigt:0. �inddie lezren
Verhältni��e,in voelchen. die einge�chriebeneFigur
EFdGcHbBE, die umge�chriebeneKe fdgchbi AE,
und die kcummlinichte Figur AbcdeËA gegen
einander �tchen, Verhältni��eder Gleichheic.

Beweiß.Der ein -- und ‘umge�chriebenenFiguren
Unter�chied,‘i�t-dieSumme der Parallelogranmen Bi,
Hh, Gg, Ff, oder, wegen dergleichenGrundlinien alter;
das Parail-logramm EDfe, das mit jenen einerley
Grundlinie, und die Summe aller‘ihrerHöhen:zu:Seis
fenlirien hat. Da man’ hun’ bey:die�enNechrackéndie
Grundlinien �o.flein/ annehmendarf, als-män nur willz
�ofann dazurch auch des: Strei�énsED-fe Breite ED,
ohne Endevérmiadert-wetden>derge�talt,‘daß er cadlich
fleincr werdenfann, als: jede!gegebeneFläche,wenn nur

�eine‘Grunblinieoder Breite, nach.derVoraus�ebung,un-

ter alle Gränzénverkleinert wird. Al�owerden auf den

Fal, wenú diè�esRechte>es Breite ver�chwindet,die

eineund uncte�chrievenegeradlinichten,und um �omehr
die dazwi�chenfallende ErtinmltinichteebènèZ1egurzu-
lebt einander’ gleich.

So lâßt’�ichâuch die Gleichheitdie�erdrey Figuren
erwei�en,wen �chonbie unendlich kleinen Grundlinien
die�erRechteckeeinander nicht gleichwären; wie LTewro-
ton im

LA tehn�aße�einerPrinc. Phil. Nat. gezeige
hat. Der. hiererwie�eneSas i�tde��enzweyter tenh�aß.

62. Ju�.Das Rechte ED e wird das Element

derkerummlinichtenebenenFläche Ace EA genenüt,
C 3

LER und
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und i�tvon ihr ein Unendlichßkleinesder er�tenOrde-

nung. Eben �oi�te fdF ein Œement des unendlich
Ficinen Rechtecks EDfe, oder ein Lnendlichkleines
der zwegyten' Orduungez,-welchesgegen das er�teElement
eben �over�chwindet,wie die�esgegen die ganze Fläche,
Kann man nun ein �olches-veränderlihesElement allges
mein ausdrú>en,und die-Menge aller auf der Ab�ci��e
AE neben einander �ehendenElemente �ummiren:#0
findet man hierdurch, mit gehörigerBe�timmungder dae

bey vorfommenden veränderlichenGrößen, den Jnnhalr
der frummlinichten ebenen Fläche AceEA. Hierzu

- dient die ote und 11te Aufgabe.

63. Aufg. 9. Die Summe der Potenzen der von

__ x an bis n in natürlicher Ordnüng foutgehenden
_

Jahlen zu finden.
Aufl, Wenn n die Anzahlder zu �ummirecndenGlie-

der, �as die Summe von �oviel Einheiten als die Zahl n

anzeigt,fn“ die Summe der von x bis n auf einander fol«
genden natärlichenZahlen, und lu“,�a“,�ar &c. die

_

Summe der Quadrate, der Würfel,der Biquadrate u,

�.w, eben der�elbenZahlenbedeutet, fo i�talsdenn:

L234 T5 4649 +849" «e « bO={�n®
4 T3 bats PO P78 T9? ¿as s 5 TOS

34 +5 464748 49° e +DO,

4+5°+6°+7°+8°+9° SH

SOT TR TO ena Ko EI

6474-8499 «oO
DESHO a ax 9 POS

g°-+9° a +0?
Ez PU

-

#% #* 19

t(n-1)*-+n°
‘ n°

IE TA 5 FOE EBtg TO tA

ns

und
/
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und 142+3 +4 +5 +6 +5 +8 +9". (0-1) +0=fn’
|

3 +3 +4 +5 +6 Hgo as EA

g tarts +e Hg bg ai Fent

4+T5+6+7 +8 +9 o do PLtn“

SO TREO e nE

PRSC ws O

7+8 +9. +0

TA 2 E

o 0°

;

“UT A UU 4 + n°
s t(n-)+n°

| RL

und +a 45 46 +7 +8 +9. +(n-1)+n?=C�n
aT A Fs Fp Pg Fo bis +02

3 +T4ts té + Fg e.» # FO?

PEPE EL FO Fo eS O

CEO HEN Cre +5.

+78 +9. FDP

SAR F9 ==> PB

Cac PRS
SS ln?

{> #& 42
+(n-1)*+n®

n

‘und14243456478 +9 (0-4 = [n

= RE ME; cacti R:

“ Vermitteltdie�erZahlreißenwerden.die HöhernPo
tenzen der natürlichen Zahlen durlhgängigaus den vor-

hergehenden:hiedrigern Âa
welches �ehrbequem

:

i i�,
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i�t,die Summe der verlangtenPotenzen daraus her-
zuleiten.

Daß 142°43°+ 4°+5. +n°={n°=n,

i�tan und fúr�ichflar. Hieraus aber läßt�ichnun \n/,
und aus die�emund dem er�ten,�a“,und �oferner �a”,
�n&e. auffolgendeArt finden:

* :

Mannehme nocheinmal die er�teZahlenreihevor, und

fügeder�elbender HorizontalreihenErgänzungen= $°,
unter dem Striche mit dey, Wennal�o:

LLE 2

LL EIE LO a2 4 eda
des

44 LD FATTE. tte
UFE PREF EFA EW

14ER
e RNS AO

l'E EF FEF 0
E

*

le 2 Ge SES
E Xx ** *+(2 Pt /æ°E

�oiS142 +3145 FFD Fn= Std

_Daes nunallemal �oviel Horlzonkalreihengiebt,als
n Einheiten hat, �si�tn. �o° oder n®= $° + �n‘,al�o
�n’gegeben, wenn man $° ausdrücfen kann. Nun i�t

aber die Summe aller Glieder unter dem Striche, oder

So—+ (142) +t(1+29+3%).. (142+ 30+4459.

 T�n—1])=10 2T3+T4T5T6... +(0—1)={0—n;5
al�on° = �n — n+ �n‘,oder -a�n'= a* + n und

T : �n-=
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»
n° Nn fs�a’=
— + —= (+1): 20, der Summedes er�ten

und legten Gliedes in die halbe Anzahl der Glieder
CAlg.85.) Ju der folgendenReihe i�tauf eben die Aré,
mit ge unter dem Srriche beygefügtenErgänzun«

142+3 444546... ta=jnzdie;
LENFAT SPT E44 la

EDTA SF C he
Nt IETF te:
1424314256. te
1+42+43+4+45 ta

L
i� M | Sa FA

i

St hit.mI FEATS TOLE t=

al�o n, �n'=�n“+S’,und S'=1+(1 +2) + CEF2T3)...
+ (1+2+3+4+5... + [0—1]) d. i. wean man die
einzelnenErgänzungender auf einander folgendenHor:is
zontalreihen,als �oviele Reihen betrachtet, die man eine
zeln �ummirt, (wo man ai�oin dem Werthe von ln’

5
l n i

:

= E 4 das 11 nachund nach ETZ A

=n—r �egenmuß) S'=(—+=) + (2 +2)
EE Sot at

42 È: SHap e o2l Ke +T
SEE

E 1e
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A ARP
s

i

AULE LES II
ins

�n’— n �n— n

4

—
SSDs

2A 2 2

“ ELE �n“—n? �n— n

âl�on. �a‘oder �a”+S = �a”
e a2

RE CMS 2

¿ 2. n�n'+4o? IRP n?
oder

LEs
|

;
+

+ L= F (EO (2041) nachdem aus dem

dla fär �agefundenenund hier�ub�icuirtenWerthe.

y

Gde wd Ir Ent A Cn”daS”,E Sg”=

LSG+ +2? +3)... + (1? T2 +a

PESE H) QuE: )
Cu) ED RE

14243 +t [n— 1]? FP+2+3...+(0—1)

A D

I-22. X lor 5] rbns —D �g — 02
_— + —

0 H

EEE 0

‘z al�o,wenn man die Divi�orendereinzel-M
nen Glieder der jedesmaligenvorhergehendenPotenz[hierDA2, 6] nun æ, 3, y &c. �eht:

a�u:
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dev Kegel�chnitte. uF

�o”— n? �n—n?

ESE &
n �a“oderfn” +S” — Cn” +

�n‘— À

"
E oder

À]

ALE.<Spinze E �n—n))
Z

Gg

e
-

:

:

pea
:

a +I

a. n�n“+4a? —

2 {în

EE
=

Aie”
1e

=+7 a es
= {n(a+1? wenn-man

‘die vorhergefundeneuWerthevon �a“und ln! �ub�licuirt.

64, Ju�.1. Um das hieraus fließendeGe�eßfür die

höhern.Potenzen ‘aus den vorhergehenden,de�toleichtex
über�ehenzu können,will ih hier die Ausdrückungender

er�ternauf einander folgendenPotenzreihenneben eingnz
der �ehen,Es i�tdemnach E

�n°= n, oder 75Hieraus folgtz
-

n�n°= �o’+ Seo — �n“+ E, ‘oder
:

œ

_— &nu�n+n n° Ss
i

R
=

77 +7 = (0+ 10 folglich,
2

fn —— n �n
—+——— und

B
n�n' = fn“ + S’= �n“+

æ. nfn’ + n*—

Ï �a’ — n)

R
A

:

E ES

arr



44 Vonden Quadraturxen
£3

e DZ
road

n

Es 6Gla zs S (n+ 1) (20+ 1) al�o

�n“ ESA N
3

a�n"=�n“+$= ln
œ

fent dU
:

EE + - z und

:

6 %
E EA

_an�n’tr—
2

Fe(�n”—n)—ZA(�n’—n)

Çn=
H et I

n
4 it nE

= E ZA
E E(a+1)?; al�o

eun ft �r it

œ
i

2
fn Salin

+ —— ; und
7

nnt [nw+S"‘= {gwes

a.n�n“+n#— Be n?) — R(�n“—n°?)

CE ES

Hieraus folgtferner: \

a.n�nv4n°— 7 ({nw— n“)

|

{nv =n�aw.— Sw —
——

at 1
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— = (fa°—0?) + À (Cai): e

n

E56 Ó

++ —

—
—-

zfund
-2 12 Pp

2

a.n�nv EF (In? z= n°)
nv = n�v — SV =

us

aT I

Gas SE (�awGeri m E: (�a — n?)
E E

at I

n
7

À
RS n° n3

4
n

wobeyman die Bedeutungder griechi�ihenBuch�taben
nicht aus dec Act la��enmuß, die �ichfür jedePorenzs
�ummeauf die Divi�orender ciazelnen Gliederin dem

Werthe der näch�toorhergeherndenPote!z�umnte,în ihrer
Ordnung beziehen,u=[d folglich)nicht immer einerley blels

ben, �odaßfür �nvu die Buch�taben2; ß, y, d, e, den

Zahlen7, 2, 2, 6, 42 aus Tn" gleich.�eynwürden, Auch
i�toffenbar, daß in den Gliedetn,w-lthe die Summe
einer gegebenenPotenzreihe ausdrüFen,der höch�teExr-
ponent von n durchgehendscinen Grad höheri�t,als die

Potenzen �teizen,die man fummiren oll. “DerDivi�ok
Fer höch�tenPotenzvon ni�t gleichfallsdie�emExponen-

m + ®

ten gleich;al�o�nm= BE auch i�tder Divi�or
m-FI

des näch�tfolgendenzweyten Gliedes immer dié Zahl2. ©

ws 65.
1

-
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65. öu�.2, Wäre al�odie Summe von n Gliedern
der mten Pofenzen, oder

: am —Ana4 Bn Cns Dnt
�am ————— ——— +—... F &e.

in4- 1 B Y ô €

gefundenworden, wo A, B, C, D... die Coefficiencender

einzelnenGliedervor�tellenmögen,�owäre alsdenn die

Summeder nôch�khdhernPotenzrelhe,oder:

æœ:n�namt +na + F (�o1—n4)

‘�amesE SEE :

att

en = (05) + enRA
a+:

De
:

EN E (nt—nt)... + G&e.
5 €

,

a+ I

wo das Ge�eßder einzelnenGlieder �owohlals der Zei:
chen von �elb�tin dieAugen fälle, Der Kürzewegen i�t
indem Werthevon ln"+* hier æ �tattm+ 1 ge�ebtworden,

¿66x QUe.Ie: AUdem Werthe von ln n �ey-m1
der höch�teExponencvon n, (64,) �ofallen, für n = 9,

i

nm{* nm+2*
alle folgendeGliederweg, al�oi�t�ni= —— =——

i
de n+

a.n�nm (m+1)n�am nm+2
und �ant= — = — = z

a+I m 2 mls

�odaß auchhier-diefolgendenGlieder,in denen blos bie
i

:

|

:

Expos
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Exponericenm+ 15 gz rz+5z t vorkommen, wegfallenz

. F
Li j

Für m=0; i�tm+x.= 1.al�o �a? oder �a’= Sik
(64) und dabey jeder der folgendenPotenzen der hôch�le

Exponent,�o‘wie der Divi�erdes zugehörigenGiiedes,
z3

ZO n
um 1 wach�en,(64) �ofommt �a“=

5 �o“=—

�
“= 2 6 �

nm+
À

| AM. « gl\0 Anm 2 vorhin. Hlerz

aus fließtfolgendeRegel: Die Sunime der Potenzen
mdererin unendlicher Anzahl, von x añtin haäürliche€
Ordnung forteçehendenSahien, if gleich dern durch
im -+ x dividirrenProducte aus dem lezzrenGliede der

Reihe, in die Anzahl aller Gliede. So i�t1 +29

: ym, y y m+X

+ F4n + ym m — = — 5; und
- m-f I mT 1

tn

(m+ i) CREEN,

E

ì z ( x m

than +3 4a Ji =:

voraus ge�t,daßy �owie — in Ab�ichtder Eins

heit [1] unendlich �ad.

67+ Su�.4. Ja dem: Bewei�e‘des Sages (63) i�
angenommen worden, daß m eine qanze po�itiveSahl:
�ey,Er gütaber auch, wenn m eine-ggebrochene.oder-

auch negative, ganze oder gebrocheneZahl i�t;aber.
der Beweiß davon, wenn: man ihn-ohne Beyhülfeder:
Di�ferenzialrehnungführenwill, läßt-�ichohne viele?
Weicläuftigkeit(i-è nichtÜberzeugendgeben. Die�eErs
iñnerung i�um �snöthiger,weil in der Folge auh
Summirungen �olcherReihenvorkbommen werden.“ Für“

| 1+2-n
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1429 + gm 4 4-m,. Edi y=m wäreal�ofür die�e
= 1n +T

MetlcheAnzahlvon Gliedern die Summe=

= —-

;
a vL

rT US:
oder, wenn —m ==—-— wäre: 1+2 *® + 3

: an Saive Y s—r

: te
/

2 y
5 + T m:

i 0 i
:

+t4 ty =
——= ——

Ÿ

:

SE
Ea

Auf eben die Art ver�äßrtman; wenn m eine po�itiveges
bro<hene Zahl i. Der be�ondereFall, wenn m =—1

[87 Expl. 3.]-�ürdie Nee +27"... +y=* wird, �oll
in ver Folge(118) fvclihiedenwerden. fi

68.Anm. 1. Die�eSutimed'der Potenzreihen:�ind-
im Grunde nichts anders, ‘als das Jntegçraldes legten
Giiedes der gegebenenReihe, tveil ‘nahder �obefannten

Inregrationsformelfür die Wurzelnünd Pötenzén
m+* dz

-

I ZmW+E

�ezmdz)=
S

mas ali 2 m4?ar
D

erttrerren

(m+ 1)dz mT _m+1

=I+2n+3m+4m + 2m(66)
|

7! 69. Anm. 2. Der (63) erwie�eneSaß läßt �ihmit

vieler Leichtigkeit und Bequemlichkeitauf die Dolpgonal-
und Pyramidalzahlen

*

anwenden, ‘von welchen jene auf
eben die Art aus den arithmeti�chen,wie dié�éaus

den Polpgonalprogreßionenfuminirtwerden, wie aus
folgenden zu er�eheni�t. (

- 70. Aufz. 40. Linen ian, Ausdruck für
diePma und Pyramtidalzahlenzu finden.

Aufl.
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Aufl. Man �eve
|

E dd bs do rt A +td=A
LE PAS + d

i i a R E +t d
E CRA

= # +d

T:

und 1 +(14d)+(1t2d)+ (1330)... ++[n-11d) = B
:

A F(ITd)FT(it2d).: H(I1t[n-2]d)
I F(1td)... t(1+[n-3]d)

iA. ciCrthn-41d)

Te
———_

und 1 F(2td}+(3+3d)+(4t6d)...+—(2i{n-1]8)(Alg.85)

oder1+ (24d)+ (343d)F(4t6d)..in EDdE

1 CE REO d
:

2

1 T(2td)... gs d'

L> «ri t(az) PEP 4
ST WM! W/M

cpr
1 S2

Cafis;und 1 +(3 4d) F(6t4d) F{10t10d) ti +

oder 11 (34d)+ (64d) +(10tro0d)... e +a=D
|

D “

wo

Wi
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wo man “dasallgemeine GliedETD” auchdurch
HS (H+

—-

“dooder——3 +[a—1]d)
2.3

>EA fann,

Hier nun‘be�tehtA, �owie B,C,D u. fis aus n Glie-
“bern. __B_i�t_dieallgeineine, aus dem Srammzgliedex

und der Differenz d ent�tándene,arichmeti{che ÞPro-

eireßion, und 1+(a—1) d/ihr ntes Glied, und die

Summe von A." Ferner i�t© die allgemeine Dolygo-

nalprogreßion,unddas è nte Glied der�elben, ober

EZE n)
:

d zugleichdieSummedervorhergcheuden
i AR Progreßion-P.

- Endlichi�tD- die allges
meine tt eite: et von welcherdas te

n+ n =

Glied, = +
i 2

—

©

vorhergeheadenE C ift. DieSumme
dex allgemeinen-PyramidalprogreßlonD findet man, wenn

man în den Werth des leßtgeranntennten Gliedes �tatca

nach und nath1, 2, 3. a �ub�tituirkt,Die�esgiebc

2d;Zugleich‘die Summe der

EE ies +
Ca”Di DS

(0-034
2 FO G/S

2s =
n“ <n3 M

4d
n

A R 24 T6 i402 DS Sa

Upt4][02] + [a*—x]: [E+21d) =

n. n+1.0+2
+2. ffn

(44 [a—1]d)

>, DU,
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‘71, Zu�.1. Wennal�o
»

das allgemeineGlied von A = à, �oi�alsdenn:

MM Li M

:

B = 1+ [a—1]d zugleichdie
ta

Summe von Az und

BOSE PRS ati
té C=— (2+[0=1]04. dS,

2 | voti B; und

n. n4- 1

j
:

M00 #0 D=
2:3

(3+ [n—1]d)
_z:d,S. von C; und

ES E LS EN - M E E10)
LE: ? 3° 4

4 d.S,vonD
Ueberhauptwenn X, p, Q, drey unbe�timmteauf eínans
der folgendeReihen, wie C, D, E bédéüten,�oi�t,wenn
das allgemeine Glied

:

E
ie

A A

vd LATO ([m+2]+[a—1]d)zu-
: : 2.3... (mi+ 2) |

:

:

“gleichdieSumme von Xi�t,‘alsdenn das allgemeineGlich
:

n. n+... [n4+m][n-+m+t] (LA

2. 3... [m+<2][m+3] ES
zugleichdie Summe von L,

:

E

J

vonQN =

72. JuU�,2, Die be�ondreBe�timmung‘derPoly-
gonalz und Pyramidalzahlen hängtvon der Größevon

d ab, Man�ebein den vorhergehendenForaeln, d nath
-

n” j

und nach = x, 2, zZ&e. �ogiebe ZL fe (0—1)d)
dié nte oder allgemeine Trigonal- oder Tetragonal»

_

dvderPentagonal 2c. Dolpgonalzahlz und-eben�o
:

O M
=

WMDATE
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E (3+ [a— 1}4) die allgemeineTrigonals Tes

tragidnal- Penragonals :c. Pyramidalzahl von dem

er�tenGe�chlechte; und SP tat [> 1]d)

eben dergleichenPyramidalzablenvon dem zwepyten
i

n.n+1...(n-+m)
Ge�chlechte; al�oE: BES)

(�ai+2]+[n—1]d)

die genannten Pyramidalzahlen von dem mten Ge-

�chlechce.Die Polygonalzahlen mit dem Ceatro, ins

gleichendle abgeFúrztenPolygonal - oder Ppramidal-
zahlen zu finden, hat keine Schwürigkeit,und és würde

“unnöthig�eyn,wenn ih mi< längerdabey aufhalten
„wollte, da in der Folgewenig Gebrauch von die�enZahlen
gemacht wird, und ich ihr:x nur bey Gelcgenheit der

_ Potenzreihengedacht habe, mit denen �ieeinen ähnlichen
Ur�prunghaben, Wenn man inden Formeln(71) durch,

gängigd= 1 �et:#0findet man aus ihnendie figurirten
Zahlen der Rä�tn.Tafel (Alg.726.) Man�ehe109. 4-

73. Aufg.11x. EÆineallczemeineFormel für das

Mlement(62) jeder gegebenenFlächeAE e A (Fig.12.)
zufinden, aus welcher inan die Fiächequadrirenkann.

Aufl.
1) für rechtvoinklichte Coordinaten. Man�telle

ich die Ab�ci��eAE = x in unendlich viele, al�ounend-

lich flcine gleicheTheile AB = BC =CD &c. getheilt
- vor, �oi�t,für AB=ez; alsdenn AC=2e, AD=3 ec.

al�oAE =

—.
e, weil�olcherunendlich fleinen Theilchen

�oviel in der Ab�ci��e(x) befindlich�ind,als dieanges
nommene Einheit e in ihr enthalteni�t,Mun �eyy die

allgemeine�enkrechteOrdinate überjedes e, �oi�t€ y, das
:

ver-



/
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. verlangteFlächen-Œement,= e X, wo X als'eine �olche
Function von x betrachtet wird, die den Werth von y,
aus der Gleichung der zu- quadrirenden krummen Linie,
in x und be�tändigenGrößenausdrücft.

\ Jn die�eFuns
ction von x �eúeman alsdenn �tattx nachund nach ez 2e;

ED 5 =, e, �oerhâltman hierdurchdie ganze Reihe

der în unendlicher Anzahlüber der Ab�ci��eAL näch�t
auf einander folgenden y = X, deren Summe nach (56) -

genommen, und in die unendlich kleine Ba�in € mul

tiplicirt, die veränderlichekrummlinichteFläche aus

die�enElementen, in einem veränderlichen Aus-
drucke giebt, aus welchem man dié gegebene Fläche,
dur gehörige Sub�titutionder veränderlichenGröße
findet, Oft i�die�erAusdruc> rational; no ô�terer
irrational, oder giebt den ge�uchtenFlächen- Junhalt in
einer Reihe, die man nicht voll�tändig�ummirenkann.

2) für �chiefroinklichteCoordinaten (Fig. 13) �ey
P=x; PM

=

yz; der CoordinatenwinfelAPM ==.

Wenn Pp =. ein Œlement ver Ab�ci��eAP i�t,�oi�
PMmp ein Ælement der FlôcheAMP. Man ziehe
M1, m+ �enfre<htauf AP; fo ift PMmp=nMm+

fini:
/=e. 11M;und weil c: fin. 7=PM (y): nM="=*,

fi . Î

s

5

�oi�te. 1M = ey D 28 PMmp;z; bem Ælemente
r !

e (i .
,

/

e

der FlächeAPM; = e X. Savinioder e X, fia. 7, für
r

r= 1. Wirdal�oder Coordinatenwinkelein rechter,�o
i�tauch �in.7= 1 und e. PM oder PMmp=ey=eX,
wie vorhin.

:

5: 74. Juf.
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74, Ju�.Die Summe al�o-aller e X'inden- Sinus
des Coordiaatenwinkels multiplicirt, giebt den ge�uciten-
Ausdru>k der veränderlichenFläche

-

APM; woc das Eles
ment der Ab�ci��-x bezeichäet.Die zu nehmendeS

Summe

der. úber x neben einander liegekdenFlächen- Elemente
e y, werde ich im Folgenden durch l(e y) anzeigen, w: le

Bezeichnung mit denen (63— 66) gebrauchten, ähnlich,
und durch den ganzen Fntegralcalculusbereits eingeführt

“

und gewöhnlichi�t.

75. Aufg, 12. Die Quadratur eines gegebenen
geradlinichten rechtwinklichten Dreyeês ABC

(Fig.14) zu finden.

'Aufl. Es �eyBC=a; AB =b; AP=x; und

PM= y mit BC parallel, �oi�tbra; al�o
y = +S=X (73: 1) die Gleichungfürdietinie AM

zwi�chenden rechtwoinklichtenCoordinatenAP, PM.
Wenn mp dem MP unendlichnahe, �oi�tPp =e,-dem
Ælementeder Ab�ci��ex; al�oey =P pmM, dern
Llemente des veränderlichenFlächenraumesAPM.

Weil nun ey=eX = —,�oi�tdie Summe aller
über der Ab�ci��eAP nebenE Slâchen-

Fleinente, oder �(ey)= e.
—--+ ee E E: —

2.46
2

X

et DE E;es (142 +3

Âe, ZS EJ
ea D

de Ax 2a

4. +t 7 EA
N

2e?
( ) =

2b
8

C

i
- Für
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h2
Fa LL ids APSA E =— — tab,

2

wie bekannt.
|

76, Ju�.Für einen gan Triangel
ABC,(Fig. 15.) �eyCD =c, das übrigewie vorhin,

AAE ax CD
oi AAPM = —s fin, CBD = Hte�oi�ta

aS
CBD (74)

EE
2

E Cc ;

M =F Und �ofindecman, fürx=b, a ABC=
æhb” ¿c

3

;

i 4 y

:

i

IE E SDC == D “D,deraLe in das

Perpendikel. *

77. Aufg, 14Denabolite aMA(Fig. 16.) zu quadriren.

Aufl.Wenn À,der Scheitelder abet: der An-

fangderAb�ci��en,undAp=xzÞ M=y und p ber Pas

rameteri�,�oi�ty= —,die Gleichungfür rechts

winflichteCoordinatenan der gußernParabel,al�o

E
=

Fr
Xx

LENRETE
€AE

pes
i et

ae F196 irtWe GS Yee*[73-1]=y
/

EFT a
es x

&(1+2+73?+4+5 =Sey ) =
es

Pp Te
(6 )

i

3. Bi \ Ta
=_= —

= Abe = Zxy, oder: ÆinDrit»

theildes rechrwinklichrenparallelogrammsApMP
unter-den Coordinaren x, y.

| D4- 78+ Juf.
e
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#8. Ju�.1, Fúr�chiefroinklichteCoordinaten A7

=@; 7M=z; wáre ATMA=3 @z. fin. M7p,
(74) oder: Œin Drittheil des �chie�winklichrenPage
rallelogrammsunter den Coordinacen æ, z; Nun i�

; Mp°' y
aber 7

wz. lin M7p=tz. —
>

WZ —
, al�o

 A7MA=3 oy, oder: Æin Drittheil des Rechtecks
unter der Ab�ci��e@ und der �enkrechtenzu A p ged
rigen Ordinate M p, al�oè A7. Mp.

[I

79. Ju�.2, In der Aufgabe (77) fällt in demAus»

drucke’für den quadrirten Raum, e?, �owie in der vor-

hergehendenAufgabe(75) €?, ganz heraus, Wenn al�o
für cine gegebeneLiniey = Ax", al�oey = e. Axm, jo

la��en�ichalle Quabracturen von ter Arc, oder l (e y) d. i.

�(e.Ax") allgemeinunter der Formel em+* A(1 +2

xm em+ Axm+r A xm+t

em)—

(m+1)em+s SDE

vor�tellen,wo m den Exponentender Ab�ci��ex bedeutet.
; Ta:

|

:

Da nun A.
E

ein Product des Coefficientenvon xn
QNT 1

i

in die unendlicheReihe(1+2n+ zm 4m + WW)
x m+ X

EL
und die�esProduct nichts anders als die

Tgr 4Bi et

Summe aller Ordinaten i�: �oerhellethieraus, daßmic
die�erSumme zugleich der Ausdruk der veränderlichen
Flächegegebeni�t;welcheseben �oviel i�,als ob man

In den vorigen Ausdrücken e = 1 �eßte.Die Richtigkeit
-die�esVerfahrens läßt�ichauch folgenderge�talterwei�en.
Die einge�chriebenenRectangel (61) verhalten �ich,bey
ihren gleichgroßenGrundlinien, wie ihre Höhenzal�o

s

ihre



4

nun die�eGrundlinien unendlich klein , �oi�tdie Summe
von allen Rectangelnzugleichder gegebenenFläche,(61)
�owie die Summe aller Höhen,der Sumine aller Or-
dinaten gleich,und die Verhältnißdie�erunendlich kleinen
Rectangelnoch immer die�elbe;Folglich auch die gege-
bene Flächewie die Summe die�er Höhen,d. i, nach der

'

Voraus�cßung,wie die Summe aller Ordinaten, Wenn

al�odie unendlich kleinen Rechte>e nah dex Orduung
a, b, c, d 2c. die zugehörigenHöhenoder Ordinaten æ, (3,
y/, 0 2c. die unendlichfleinen Grundlinien = e, �ind; �s

i�ta:b=<æ: 8; oder (atb+c): d=(a+ß8+y): è
u. �w. und a+b+c+dic. = e(a+08 +ytd 2c.)al�o
(a+b+c+d 2c): (atßtytdxc)=e:1 =1:1;
wenn man e für die Einheit annimmt, Av i�tatb+c

+tdx. = 2at8tytdic, oder, die Gumme aller
Rectangel der Summe aller Ordinaten gleich:

“der Kegel�chnitte« 57.

ihreSummen, wie die Summen die�erHöhen. Sind

wenn man al�o die�ege�undenhar, �ohat man auch vie
ganze Fiäche. Wäre nun die allgemeine Ordinate,
over y =Axm — BxT Cx! — Dx... + &c., �o
wäre die Summe von allen über der Ab�ci��ex,- näch!

E,
Axm+f Bxn+4+r

an einander �ehendenOrdinaten = elli: erh

mT I n+ 1

E DA
< c KBES

a e lr RCL za e ein
r+1 s+ 1

aye CY)

Ausdrucke derveränderlichen Flôche,aus welchem
man die gegeovenedur Sub�titutionfinzet, i

80. Aufg. 14, Den paraboli�chenRaum A Þ®

MA, zwi�chendem Bogen AM und den rechre-
woinkFlichren Coordinaten AP, PM, 31 quadriren. -

Aufl, Weil x y = A pM + APS

H
+ APM

€77)�oi�tAPM =xy—3xy =F xy. Die�cnWerch
Ds5 von

1
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von APMA fändeman auch, unabhängigvon ApM
folgenderge�talce,Durch Verwandlungder Coordinaten
(77) fommct für A? = x; PM = ys di: Gleichung

ú
L

y= px für die Are der Parabel. Hier i�ty = Ppx
ZN alo E

m in (66.C0275E E ge (ey) oder

L E
:

C (eX) =p?(12° e PO 4 FT C0)

AE Es
dg gra ae,

=P TT E PX REL
wie vorhin, wodurch al�oti in Ab�ichtauf ezebros-
chene po�itiveExponentendurchein Exempelbe�tätiget
wird.

81. Zu�.1. Für�chiefwoinkiichteChórdiltlnA Tt

=«z IM =2z, wäre À HM =F zZ, �in.MHP (74)
= 2

MP
— 2

A
ae P= FO Ma A ML

E

LEE y =2AnT. M.

$2. Zu�.2. Man zichedie geradeLinie A M, �oi�t
Das paraboli�cheSegmentARMA = AKMP —

AAMP= {xy — ¿xy = Zxy. Al�overhalecn �i<
'AKMA; AKRMp;A AMP; ARKMP; gegeneinander,
wie Zxÿz-FXYzFXyz Fxy;z das i�t,wie die

ZahlenBS

23314.

$3. Zu�.Ja Fürein PM aus dem SrennplaÄeE,
|

wäre X=P; Y =P (Alg. 358. 359) al�o,auf den

Fall, FXy = zp“, dem zwölftenTheiledes Quadras

tes des Paramerersgleich. i

84. Zu�.4. Dasparaboli�cheSegmentPMN='AKNQ — ARMP zu quadriren, �ceman AP =

PQ= xz (0 i�tAQ 9. 58 und NQ? =p. aap + pxz al�oNQ= yap px, undAKNQ=?
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QU(80) = 7 (atx) Yap

+

px. Eben �oi�PMZ

=p. AP=apundPM = ap. Al�oAKMP =3AP.

FM=2aap und ARNQ — AKMP = ? (atx)

Vaptpx — fa yap =PMNQ = ([a+x]

Vap+tpx — ay ap)
tt

ule

85. Zu�.5. Das hier abzuziehendeGlied 2 ar ap a
hätteman auh aus dem WerthevonAKNQ =F (a +x)

y ap + px herleitenfônnen,‘wein man in ihm x= 0 ge«

\eßt,und das was alsdenn übriggeblieben,mit in Bes
trahtung gezogen Hätte. Denn für x = 0 verwandelt

�ichAKNOQin ARMP, in das Srúcf das man von

ARNQ, abziehenmuß, um PMNQ allein zu befom«

men, weil hier nach der Bezeichnung,($4) der Ab�ci��en
Anfang in Þ liegt. Man nennt die�esdie Erfindung
der be�tändigenGrößen, die zu Ergänzungoder Adh«

fürzung des er�tgefundenenWerthes der veränderlichen
Flächehinzuge�chriebenwerden mü��en,wenn �elbige
niht, wie bey den ‘vorhergehendenEpempelnge�chehen
würde, für x= 0, �clb�tNull wird; welcheszu erkennen

giebt, daßder gefundene Ausdruck die Quadratur, ohne
Hinzuthuungoder Abzugeiner be�tändizenGröße,voll«
�tändiggiebt, Denn (ey) bezeichnetüberhauptjede
Fläche,die wie PMN

Q

zwi�chenzweren parallelen Applia
caten, PM, NQ, cinem Zheile der Ab�ci��enliniePQ,
als einer Ba�i,und cinem Bogen MN der frummentinie,
enthalteni�i,in welcherjedes N Q ein y vor�tellt,das zu
der Ab�ci��e* gehört,die �ichin Q endigt, bey welcher
“aber P wi�lfüßrligangenommen werden fann, Fúr
X= 0, wird auh mei�tentheilsdie Fläche�elbvera

�chwinden,und das ge�chiehtallemal, wenn ?, ber-Ab-

“�ci��en

Y j
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�ci��enAnfang, auf A liegt, wo die Ab�ci��enliniedie
krumme Linie �chneidet,und al�ofür x = o auch die eine

Ordinate PM = o wird, Wenn aber der für die vérs

änderlicheFlächegefundeneAusdruck für x =o nicht ver-

�chwindet,�oerkennt man daraus, um wieviel der�elbe'da-
für zu großoder zu flein�cy,nachdem das Uébriggebliebene
po�itivoder negativi�t,und al�odavon abgezogenoder da-

zu addirt werden muß. Die Figur erläutert die�es,�o
wie die folgendenBey�piele,�ehrdeutlich.

Daß man die Con�tansfür x = 0 zu be�timmen
�ucht,i�tnicht nothwendig, man kann �ieauh für ändere

Werthe von x be�timmen.Die Voraus�eßungvonx=0

i�tnur die einfachke; ja zuweilenge�chiehtes, daß für
x =0 das Ucbriggeblicbeneimaginäxoder unendlich
‘i�t;woraus �ichal�onichts be�timmenläßt,weil die hier-

aus gefolgerteCon�tans,die veränderlicheFiäche�elb�t
imaginsr oder unendlich machén würde,welches beydes
ungereimt i�t,Auf. �oeinen Fall kann man x einer ans

dern Größeglei, ja �elb�tunendlich groß,annehmen,
wenn nur bey die�erVorausebung ein endlicher reeller

Werth oder Ltull für die Ton�tansfolgt; wie man aus fol-
genden mit mehrern er�chenwird. Die�ebe�tändigen
Größenoder Con�lantes pflegt man durch Coult. oder

“auchnur durch ein bloßesC anzuzeigen,
86. Aufg. 15. Alle krumme Linien zu quadri-

ren, die der Gleichung y" = æ4 + x zugehören,

Aufl. Man �ee2 + x = &, �oi�tdas Element e

der Ab�ci��ei x mit dem Elemente von @ einerley,oder

“1E

el.x= el. w; und y=o
"

al�odie Summealler Ors
dinaten, das i�hier (79) die veränderlicheFläche

| I I1 1 I

Z=1t2 Y zZ 4% e EW
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I

/

:

1+tm
E

amati

letiai

n (0) = —. e = C(ey)
1I+m

oder, den Werth von & �ub�ticuirt,
1 Tm

;

|

F-vé — (atx) M Coníì;wo die Con�tans
nur nochzu be�timmeni�t,und folgenderge�taltgefunden
wird. Für x = 0, �ollauch die FlächéZ = 0 �eyn(85)

I-+ m
y

———

2

Man�ebeal�sin Zit — (a+) 5 x= 603

Die�esgiebtZ = E 2a Al�o i� der er�te

Ausdru, fürx= 0, um �oviel zugroß,und kommt al�o1+ m

2 tc

2d

um i

ESS folglich

I -+ m Im
:

Zer
EE M

 œ m) Jn ans
dern Fällen, wenn das, was vonZ übrigbleibe,nachdem
manx=0 ge�ebthat, einenegzativeGrößei�t,wird die�e

Con�tanspo�itivzu dem er�tgefundenenAusdruevon Z

hinzugethan.Für die Gleihung yn.= x —æ; wäre
1+m

(x — «)m + Con�ì.wo die Con�tans
ver,

Z
4

m

1+m
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ver�chiedentlichbe�timmtwerden kann (85) nachdem
{hier m eine, gerade. oder ungerade Zahl i; wenlg�tens
kann hier nichéin beydenFällen für Z = 0; auh x =o

ge�ez:werden. Beyde Gleichungenym = x + <æ gehs-
ren zu dem paraboli�chenGe�chlechre,und i�tGierder

Parameter p = 1 ge�ebtworden. “Junbeyden'i�tder Ab-

�ci��enAnfang um die Größe 2, aber nah entgegenge�ebs

ten Richtungen, vom Scheitel A entfernt.

iz87 Lrxpl. x. Für m = 2; und æ =2, fäme aus

der er�tenGleichungy = (a+x)Z und {{ey) oder

Z=#(a4tx]* — a= +] Faf)
für die gemeine: oder Apolloni�cheParabel von -dem

arameter p= 1. Will näân �tatt1 deu Buch�taben

p wieder �eßen,�odarf man nur darauf Acht habcn, was

die Gleichheitder-Abme��ungenfür die FlächeZ erfordert.

Die�esgiebtZ = 2?([a+x] ap + px— aap),
‘gerade�owie (84). Der Ab�ci��enAufang liegt hier
in P. (85) i

|
:

Æxpl. 2. Für 10 = 253 fäme‘aus der andern Glej-
Z :

3

<ung y = (x— æ) und hieraus Z'= $(x — E LC.
Sollte nun hier Z=0 für x =o �eyn:�ofâme 0=F

AE | —

(—a) FC=F/(—a) +C oder C =— a j—a,

‘al�o die Con�tans,und durth �iedie veränderliche

Fläche�elb�t, unmöglich. Eben das ge�chieht,was

man auch für eine geradeZahl�tattm�ub�tituirt.Man

“�eheal�o,es �olleL= 0 für x = < �eyn,�overwandelt
:

1 + m

————
RRE

|

:
“Him

L

“�ichder Ausdru> ($6) biz
LED (x— a) +C in

=> >
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:

:

E

_O= C;al�oift hier die Con�tañsNull,und Z=
Zis

ILf im
i

(x— a) für x =< voll�tändig;und �ohâteman

auch x einer andern Größe, die nicht Fleinerals æ i�tgleich, und dafürZ=6 �ehenkönnen.

Für ein ungerades in hingegen, fann auh Z=o0
\

: E m

fürx=o angenommen werden ; denn das giebt 0=
—

Y 1} in

i+m <2

(—a) n
+ Con�t. ober PeiY FET

m(—a) = n Die geradeZahlrn

(1+in) macht nâmlichdie (1 Lat: Brievon — @
po�itiv(Alg. 31.) und wenn auch das nicht wäre,�oi�t
doch die ungerade Wurzel (hier =) einer Größe, immee
mö glich,

wenn auch die�eGröße negaciv’i�t.Al�oi�t
1 4 im |

IFm
:

————

E — (EX==——@| M
SA

) fürdie
vêéränderlicheFlächevoll�tändig.Dex Ab�ci�fenAn

. fang liegt hicr in EB,‘�odaßBA=a=AP (8)

Œxpl, 3. För unendlicheZyperbelnzwi�chenih:
ren: A�pmptotén,wäre (21) ymxk = 42m+Kk7:al�o

_wm-+k

a 228
-

m+k ide ==

= T=4a E al�odas Flâcheneles

DT
RBS Sanem nnd

i

menc
|
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/ m-+-k E k

ment, oder ey =e. æ ES » und die verân-

indie: et Ic
Es E

AS m m

derlicheFlächeoder Z =

E A

Re KE
th

n

m+- Kk

M @ na

beydes für rechtrinklichte
4

-

À

ps

y k —— m

-(m=k)x m

A�ymproten. Weiwm=1 =k ge�eßtwiid�ofommt

für die gemeine HyperbelEN = Es a _x=* und �(ey)
e

QsA woman N D.i, ex" nah 67.

nichtfummiren kann, denn �on�tfâme�GE = —

7
: :

+ C=
n + Con�t;welches ungereimt i�,weil die

veränderlicheFläche Z weder unveränderlichnoh
unendlich �eynfann (Anal. 219: 1— Ul). Dle Arc
und Wei�e�olcheGrößenzu-�ummiren,wird weiter unten

(118) gezeigt werden. «

Für pd.
k = 2; oder für die cubi�cheHyper

3

bel y= =,wáre L= &@a?fb C=——4-7

Hier nun fann man, C zu be�timmen,fürx jeden end:

lichen, ja �elb�teinen unendlich"großenWerth anneh-
men,

tl
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men, und dafür Z=0 �chen.Nähmeman aber für
;

\ e?
L =oauch x= 0; �owürde 0 = —

7
+ C, oder

C= 0, welches nicht �tatthaben ann, (Eèol. 2.)

Sebte man Z=0 für x =b, �owäre Con�i = FAund

3

xt

— D i

hier Z = Atme Aber Z=0 für x= 0, giebc
I

i

C=o0; al�oL= — 2Adie zugehörigeveränderliche

Flächevoll�tändig,aber negativ. Die Bedeutungund
tage einer �olchennegativen Fläche, hat Herr Hofrath
Bô�tner(Anal. 211) um�tändlichaus einander ge�ebt,
Eine negativeFläche i�tnämlich bey den Quadrartu-
ren �oetwas, was die negative Subrangente im vori=

-

gen Capitel (21) i�t. Sie liegean eben der Ortiaare, die
den po�itivenRaum zwi�chenihr und dem Anfange der

Ab�ci��enbegränzt, aber nicht an eben der Seite die�er
Ordinate, auf welcher derAnfang der Ab�ci��en�ichbe-
findet.

| :

CE

"Die Erfindung der be�tändigenGrößen findet
man ausführli<hund �chönvon dem Hrn. von Segner
abgehandeltCale. Integr. P. I. Sed. VI.

88. Aufg. 16. Die Fläche der Ellip�e ADBEA

(Fig. 17.) vermittel�tdes Segmentes CDMP = Z,
zwi�chender halben fleinen Axe CD und der Ordi:
nare MP zu quadriren,

Aufl, Für CP = ga; PM = yzCGO ec; CA

es : €
= 79; i y >=

Tu) 8 Pa
E

i

(a2



66 __
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(a»—aus,WW
wenn é csÉl:ment der

Ple�s
u

n ey=e. —(a? — auf und (ey) oder ea

fle let —48 9
Hier verwandle man den Jrrationalausdru>

: Lis y EE

(a? — 4u2) in eine Reihe, vermittel�tder bekannten
171

eien
Binomial�ormel(P+P7 Q)n = Pm

+—

pa +——2DQ +
z

QC
L

SG:

+ es .-
cj TERQQ, wo in dem ißigen

u
2

Falle P=a*5Q=-- — z:m ==> und. A,B; C, D,

E... Q die jedesmaligenunmittelbar vorhergehenden
einzelnenGliederder Reihe RESE SOEgiebc

ya? — 40? oder

5 E gu? aut 4ut

e4
a

:

uen 8e deur
(a?ESEE

| Ee
y

a2
;

gs
N

ft Ei:
(ZU)

Zas 1.(20)® r. 3. (2u)S®
[=

TUE E LEES,

L
2A 2. 4 AN «Svp GA
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| 2
1:4: 5.(2 ud

è

I. 3.5.7. (2
49 2.4:6.8.a7 , 2.4.6.8. 10. a°

| __
TI:3. 5. 7. 9. (2u)

"2

L 2:4. 6. 8. 10. 12a e

S Ed

und = (a*=—4u2)#EO
STEINE je

RSD

Ariete

a

LD CU ULAR Cs
1432® 19.374 at

2% em

CES Cd QCA
e

1.3.5.7. 27Ccu*
__ 1.3.5-7-:9.2 Âs

1.2.34 S0 1:2.3.4.5.6.a"*

Legi 5 CUn=—5) 2h cunadè à

I: 2: 3: (0— 1)a20-2a
= Y 5 \

wô man, das-nte Glicd der Reiheauszudrücken,�taten
alle ganze po�itiveZahlea von 3 an, �ub�tituirenkannz
weil hier mit dem dricten Gliede alle übrigennach einem

gemeiu�chaftlienGe�tefortgehen. Für n = 4z wird

__Þ E, 2 =.= 33 und u — 5 = 3z worâus érhellet,
dafi man indem Zähler,di?ungeraden Zahlenals Factos
ren nur'bis auf 3, und in tem Nenner die natürlichen

Zahleneben �oweit, und nicht weirer, fort�esen,al�odás

IL. 3. 2°. cu:

6

vierte Glied =

EE �eynmü��e,Die�eEr»

inneruaghat au< im folgendenihren Nußen, Hätte
nian aberdas Glied, wo das Ge�eßanhebt,(hier das
dritte Glied) für das er�teannehmen wollen, �ohätte
nian für das nte Glied nach die�exRechnung, oder fürdas

: Ai Can 1), 2h, cyèn+a

Get Mite  2 en
i 1.2.3. (0+ 1), a2n+2

È 2 e ECE



68 Von den Quadraturen

�chreibennE
wo maû �tatta auch 1; 2; und alle

“

übrigeganze po�itiveZahlen�ub�tituireafann,

Obige Reihe für y �telltnun jede Ordinate, auf oder

zwi�chenden Puncten C; Þ; der Ab�ci��eCP, atigemein
vor, und es glebt hier �oviel Ordinaten úber CP, �ooft

j

E i
u x

s

e in u enthalten�eynfann, das i�tas Man �ummire

al�ogehörigermaßen(66) jedes einzelneGlied der Reihe
be�onders,�obefommt man auf die Art die Summe aller

Ordinaten, das if (79.) die Fläche CDMP=Z. Seellt
man �ichnun die Ab�ci��endie�erOrdinaten unter der uns

endlichen Reihe 1, 2, 3, 4, - - - 1 vor, in welcher u gegen

1 unendlich großi�t,weil hier jede Zahl ein Multiplum
der unendlich kleinen Einheit € bedeutet, deren u eine

unendlicheMengeausdrückt,�ogiebt, das er�teGlied E
:

E

-—

d. i, =,multiplicirémit (1+2°+3°+4°...+u°)
y eu

s

gum Producte — (66) als die Summe aller er�ten
Y 2

Glieder ; al�oi�t— (=> ) oder

 e(1+2*+3+44?... +4 u) cu?
DE

;

2 i

= —

Ds die
E

D Z.a
|

:

Z LS QUE:

Summe aller zwepten Glieder; und — �(— )
i

i S I.2.A

SEE dg
EE RP 1. 2.cus

LRA 1.2.5.4

die Summe allex dritten Glieder; u. �.w. bey den

übrigen, 2e
:

| Am
0
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Am leichte�tenkann man �ichdie Sacheauf folgendeArt vor�tellen,Wenn man, der Kürze wegen,in dem

Werthevon y,die Coefficientender Potenzen von u in den

einzelnenGliedern, nach der Reiheæ, 8, y, 0,2c. nennt, �oi�t
y=au— Pu —yu— du — eu — Qu.

die allgemeine Ordinate. Aus ihr bekommt man, wenn

man în u nach und nah 1 ez 2ez 3ez 4e u. �,w, �ub�ti»
tkuirt,(73) die er�te,zweyte, dritte, vierte 2c. Ordinate
von C an gerechnet,die alle einanderunendlichnahe lies

,
U

5

genz und �ogiebt Tie �tattu �ub�tituirt,bie —ce, ober

lebte, der Ab�ci��eCP zugehörigeOrdinate, und die
Summe von allen in die unendlich. kleine Ba�ine niul-

tiplicixt, die veränderliheFlächeCDMP —Z. Dem-

nachi�t

aI. e — 8. Ley. 1e A4—d.1e —s.1.e?...bie

FcORdMEE
Eg 2e — 2 yA de —s.2°.C°.. die

:

ate Ordinate
a. 3e — (3e — 2 falendg e —s.3°.C"...die

SEHE
a, 4° SN

“5

E: dg 6.4". bie

ate Ordinate»

und a(2)°.e°aye EIA (7 )9.68

dle—teOrdinate
f

au“ 3 5 è FP

al�o(66) — LEEs EE EA
C SG 7e ge

SA Summe
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) Summealler Ordinaten, die in e multiplicirt, und

die Werthe der griechi�chenBuch�taben�ub�tituirt

cu ‘cu? I.2.cuS* LRA EGO

2 3.a” 1.2.5754
*

UT SJ 7A

LT. Zig 1 ST E EUS,

1.2.3.4.9. 4  1:2.3:4.5.11,a*9

T4 fe Fg A CAA 1.3.5... (20 3). 21%,
C 6.9.6

En

1.2.3.4 5.6.13:4%  1.2, 3ue(0— 1)(201).
cu 2n—Ek

i

CZE
giebt, wo keineCon�tansweder zuaddiren noch

�ubtrahirennöthigi�t,well hier, für u = 0 die FlächeZ

ver�chwindet(85). Die�e Reihe hat bis ißt noh in
keine endliche be�timmteSumme gebracht werden kôns

nen, wesha�bauch die ganz genaue Quadratux der

Ællip�eniht fann gegebenwerden,

89. Anmerk. Den Ausdru> für die FlächeZ hätte

man ge�chwinderfinden fônnen, wenn man nur �ogleichdie

einzelnen Glieder der Reihe für y, d. i. 4u®—ß3u*—

yu... na (79) �ummirthâtte. Jch habe aber hier mit

Fleiß die Sache etwas um�tändlicherauseinander ge�ctf,
theils um ein fr allemal zu zeigen,daßdas Verfahren für
die Quadraturen iminer da��elbebleibt, die Ordinate mag in

einer endlichen oder unendlichen Anzahl von Gliedern gegeben
�eyn,und wie man �ichdabey auf den letztenFall ¿u verhale
ten habe; theils aber au< 79. dur< ein Vey�pielzu erläu-

tern, woraus man noch deutlicher ein�ehenlernt, in wiefern
man �agentônue, daß die Summe aller Ordinaren über
CP, die zu der unendlichen Reihe 1, 2, 3, 4. «. u gchd-
ren, mit der FlächeCD MP übereinfomme; und zugkci{h
dadurch dem Vorwurfe: auszuweichen,als ob man �ichhier,

wider die er�tenBegriffeder Elementargeometrie,die Flächen
:

aus
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aus Linien, als Theilen, zu�ammenge�eßtvor�telle: welcher
Einwurf einem Ungeübtenleicht einfallen kaun, wenn er

lie�et,wie la Caille in �einenAnfangsgründender Algebra
(888, 892.) und andere mit ihm, die Quadrátur-der Flächen,
ohue wcitere Erinnerung, behandeln.

Endlich i�tnoch anzumerken,daßiman dieEntwickelung
und Auflô�ungder Ordinate, �owie jeder andern Größe, in

eine unendliche Reihe, von welcherman nachher die Glieder

einzelu.�ummirt,nicht eher vornehmenmü��e,als bis man

�ichauf keine andere Art zu helfen weis. Die�eAuflô�ung
muß immer’ die legte Zufluchtbleibey, weil die Sub�titutioa
(86) Verwandlung der Größen, und andere Kuu�tgriffevon

der Art, den vorgegebenenAusdruck �ehroft in eine folche
Form um�chaffen,die man nach den bekauntengewöhnlichen
AO E: hehandelnkanu,

90.Zu�e1. Für u <a! wird CPMD=CADC

“ac 2c

|

T. ac j

:

ams E
ap

m

—R arno èÎ ao © oder
4 Zl 1.2.5.2"

x
QC Fe«4A 1.3. jac

I. 3.5.4ACDaS, 5.7.42E 1.3.5.7.9.1ac--
2. 4.6.8.9 2.4.6.8.10.11 2.4.6.8.10.12.13

= dem Quadrante
2. 4. E ED SE G4

der Œklip�e.Sekt man al�oúberalkac �attZac, �ohat
man den Junhalteder ganzen Ellip�eADBEA (88)

91. Fu�.2. Weil CPMD — aCPM= as
|

�ofindetman denellipti�chenSector

E44 CMD
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E

cu cu?
= D y = ECS 2°

1. 2.cu* Ren TLC: 1 CDE

Ia I. 203A 1; 2.3.4. a8

oder,denWerthfür Z aus 88. �ub�tituirt,und gehörig

u? zeus 5 cu? ES
10424 7a° iy a9?

Für u

= a, mivatender ellipti�cheQuadrant

CMD==-+7

CADC=1ac1+—++ M4 ({ Lio 24 OA
)

7 2c S8; wenn man S für die Zahlenreihe�ebt, und �ofomiacs für die ganze Œllip�e.

92. Aufg. 17. Die SlächeA Ællip�eADBEA

E des Ab�chnirtesAPM = Q zu quadriren.
:

Caax—CE x°

a?
Aufl.DiraP=x;PM=y;i�ty*=

eX
|

X :

A

und y =

— (a—x)“. Man erhebe a — x zur Pos

tenz#5 �okomme,aus (88) nah gehörigerBe�limmung
=

CX
der Buch�tabenPz; Q ; mz Az B &c. y = m

:

;

TS C. x3 cx?
C — —

—— a oder y = —
T

iid93 Be 00&
t

_ A 5
n!
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3 5 2 | )

Cx E. GR
re

DeORE Fe 5 5 ER
D E

2A 2,44 2/4. 6, A 4-6. 8, 2

TL “R
LZ 7: LG 20; CK

|

Aur

Ee
7

EE
EES AALE

20

alec

EIE
..

Lsal�o

2.4.6.8.10.a° 2.4.6.8.10.12.a°

(79.) �cey) dasi�t:

z 5 zZ 9
EE CX EES TAX

—
SA

a SE

R Z
o.

2a 5,2.A 2A A 2.2.4.6. a

X (AO EA STO]
oder Q= f— \(— — — —

YBS
3 JA TOL Tue SM

GA: Ex i. 2, COE

9> 1.4.0. a3 1i>x<1.4.6.8.2a4

Y eZ da -. cx UL. 3.4 7.9.x?
13><1.4-6: 8. 10.a*  15>1.4-6.8:10,12,a®

1.3.5: 7.9. I. (20—5)cxn ,

Y
 (20+1)x1.4.6.8,10.12.14...2(1—1).an-?

für den Ab�chnittA? M; wo das Ge�:6des Fortgangs
der Glieder,wie in 88. mit dem dritten Gliede anfängt.

93. Juf. x, Fúr x= La, wird APM=ACD, al�o
ME “=F x EZ À

(23 52 7><1.42 91462
Id Cf L357 (2.0 —-5)

A

11><1-.4.6.8.2°
7,

(20+1)><1-4.6.8,..a(n-——1).2n

Ez E
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e

E,
:

=

E 5 für den Quadranten der Ellip�e.“Al�o

qao Pe
SA

AS
E: 2 405

tauize Œliip�eADBEA (92) wo $S'die vorhergehende
Zahlenrelhebedeutet,

x
|

Ss = 2°acS' oder 2acS 2 fúr die

94. Zu�.2. Weil Aia MECS ACM, �o

“findetman hieraus den Sector ACTM=A e L
oder

>
Ul iI

_

5
è

y

\

Sz
E S/S CX Lk: ÈXx

y

ACM=Q+{— — —) (— —

—;
—

—z. D
-t z 4 CA e

:

a 2.2 2. 4.A

m I via fi A
x : Z et

CER EDX
+

GeR-
D y S

422.2 42.4.2 4>2.4.6.a
D

hu2B
BILE a IDGNS Oder (92)mio:

EEE 4><2.4.6.8.10.a

T,.. JNE

=
(CTs EE TL

E: ZF KE LEA 1. 3.5.7. 9.x

-2.4:6.7.2*  2:4.0.8.9.2 92.4.6.8.19.1,a%

+.

i
ACM =

4g. 20 BL)NDEFe
Y

2.4.6...Ca GEO)
95. Su�.
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2 O

-95. Zu�.3. Für x = La wird der Wipri�che

SectorACM = ACD, al�o

ac
:

I 1, T-2,5
OS AA eS

42
(: Y

2 245 2446.7

4 NADAN
dem ellipti-

2°4.6:8.9- A4 GRIOT

�chenQuadranten; und das vierfachehiervon, oder
die ganze Ellip�e

+5
B02 RE 22ßADBEA'=2 (Lk e

» af i

;

i

; “5 2><4.5

ES ME

2><6.7 2>x8.9 2>IO.I1E ERA
wo jeder großeBuch�tabedas MO

�SerheRT, ganze
Gliedder Reiheausdrükt.

96. Aufg. 18. Die FlächedesKrei�esADBEA
(Fig. 18.) zu quiadriren.

Aufl. Da die Ællip�e�ichNeinen Krei�verwana
delt, wenn man in der Gleichungfür die Ellip, Para-
meter großeund kleine Axe einandergleich �et:�ofindet
man �ogleihdie Quadratur des Krei�esaus der bes

vehneten Quadrarux der Œlfip�e.Für den Kreiß
al�o,von dem

EE a, i�tjédes veränderliche,
unbe�timmte

3. Ss 2.17

CMO a __1.20
‘APS

0

ZIA

2 Z. a I. 2. 5. a> 12.37. a
«

1.3.5... (20— 5). 20-2, u20=

L.2- 3... (n—1) (20— 1). 420-3

al�oder Quadrant des Krei�es,odex
CADC-
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N E

Í [x VegADO = Lal] e bias ier Le
avd

E ( 6 L. 4:5 2:4. 6.7

25 2
j

i

IANS [90] =2?S, und der ganze Rreiß
„ADBEA=4a*s$, oder auch $, fürden Durchme��er

AAL

91-Zu�ß.1. Man�chedenBogen DM == 2; �oift,
für ‘den Halbme��erCD = 153 alsdenn CP = ha. d;
PM = col. d; und Sc. MCD + aCPM = IDM.
CD+ICP.PM=10 +2 fin. 0. Co�.0 =21 03+ ha.
20 (Trigon,Fos ES, Zu�)= CDMP (Anal. 274.)Aus(91) i�tder Secror.

AU au

a

FU 40
CMD = ZN E C E

<3 ad; und SA auch der Bogen 0 gegeben,wenn
‘

men die�eoder

EE
andere Riihe fürCMD mit La divi-

diret, oder mit
——muttiplicirt.

Se6t man in demCARvon CMD, u =Z2az �ofindet
man den arabes

s

35 ?

SS a-I 5.
S5:

_CAD=HZ Le GPTAREE3ÓS
‘)

2

aies AS'; und ADBEA (96) oder den ganzen Kreiß

== a28'oder au $’ für a = 1. Hier nähert�ichS'niché

�oge�chwindals $ in (96)
:

98. Zu�.2. Eben �oi für den Kreiß jedes unbe-

�timmte
APM
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X /.2ax x
2

1. x3

APM ==

|

=
iE mes

at bes

E (
3 5 7> 4A

I. 3. xS I US eo ARP IL
-

9 I. 4: 6. a2
E

(204-1) )>< 1.4.6.8. vs 2(11-1),ann)
[92] al�oder Quadrante

có = 2
V2 i 5x22 51.4.2?

EE DPS
9>1.4:6.2* 11> 1.4.6.8.2°

ES

1.3.5... (20—5)
:

(20+1)>1.4.6.8...2(n—1).29

und 4 ACD, oder der ganze Kreiß
2

ADBEA = EsS = 2a2S 2 ober 282

E

für a= 4- ZS
i

99. Ju�.3. Für AC=1; undden BogenAM =d,
i�tPM = fin. d; CP = cof. d; al�oSet. ACM —

AMPC=t{#d—LZ2fin.2d(97) = APM; und APM

+ CDMP, oder der Quadrant. ACD = E (0d+d) + £2"
(lin. 20 — fin. 2d) �g7}]al�o,wenn ô=d=45°, ACD

= AD = 0, für den Halbme��cr1,

100. Juf. 4. Aus (94) kâme des Krei�esAus-
�chnitrr

|

ACM=

ï

RE:
:

5a Xx X 11]: T3 X
(LOS

6.A 2.458 2.4.6.7.a2*?
1.3.5 5. (20— 1) x9?

)

und

ST
2. 4:6 -.. 2 (N — 1) (2 D'= 1) a H «= L
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und hieraus, wenn man x =L2a �est,der Quadrance

Î. Zi 1. Z: $
= L

EE
DRD

MO

EES

¿aS 2%3 TIES ET
d

und der ezanze Kreiß
GRS

D A 2

ABER E LOE i
+ EA

V2 1 __2>C2.3 2/>< 4. 5

2G :

, y

A ‘) [95]
2><6.7

101, Aufg. 19. DenRreiß ADBEA vermits
tel�tder Tangente AT zu quadrixen.

Aufl. Dor Secante C'T �eyeine andere Ct �onahe,
daß der Winkel TCt kleiner als jeder gegebenegcrad-

linichte Winkel�ey. Man �eedie Tangente AT = 23

das Elementdie�erTangente, oder Tt
=

=e, �o (| �úrden

Halbme��erAC=1 = CM; TC 1 +22: Mit

der Secante CT als einem Es �telleman �ichden

unendlich kleinen Bogen T'S aezogen vor, �oi� in dem

Triangel Tt8$ der Winkel Tt $ unendlich) wenig von

ATC, und TSt unendlich wenig von dem reten Win-
fel TAC ver�chieden,al�oTtS= ATC; und TSt =

TAC, folglih atST ATAC,und

_TC*[1+z2]:CA*[1]=tT*[e*: LS
I-+Z2

eib:wegen der ähnlichenSeeborenCTS; CMmz;

TC [1+22]:T8 IE CM* [1}:Mm?

R. €

C
oder Mn =

7CAE und der unendlich kleine

Seccox
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Sector 0Mm=1Mm.MC=1 EE ES )SLC
-

SE
IN,

=S s NTEZZ
=I e(2°—z +24 — 242°...) wenn man (în
Alg. 13)�tattdes dortigen x hier durchgängig22 �chreibe.
Die�erunendlich kleine Secror CMm i�t nun ein

Œlemenr des endlichen verönderlichenSectors
ACM, folglih ACM die Summe aller MC m, ober

aller Elemente tnnerhalb des Bogens AM, und ACM

=il(e�z2°— 2 +24.) =; (ezo) — �(ez2)
+ �(e2z*).…..)oder endlich

:

Zt R SE M
ACM=z=(2—— + ——— PP ————)

CM= HS Les)
[79] E

102. Su�.1. Wenn AM = 45°, �oi�Tang. AM
oder z = 1z al�oder achre Cheil der Rreiefläche
=¿(1—Z3 +7 —S EF.) und der Quadrant = x

I
:

é

— HE — SN ——; wo das allgemeine
aA.A = 4 j

Î

oder nte Glied negativ oder po�itivi�, nachdemdie
Zahl n tzeradeoder ungerade i�t, Das vier�acheder

leßternReihe i�tal�odem ganzen Kreivinnhalre gleich,

Die�eQuadratur �cheintin der That, ihrer Sim-
plicirätwegen, vor allen übrigenden Vorzug zu verdie-

nenz aber die Reiheconvcrgirt viel zu wenig,�odaß die
Summe der er�tenfünf Glieder die Flächenochnicht eins

mal in den Zehvtheilchenberichtigt. Aber Leibnig, ihr
Erfinder, hat, wie Herr HofrathKö�tner(Anal, zo1.)
erinnert, nur dadurch zeigenwollen, daß �ichdie Qua-
dratur des Krei�esdur cine Reihe gebenläßt, deren

Ge�eßman �oleiche über�chenkann. Ein �innreiches
- Verfahren, die Summeeincr beträchtlichenAnzahlvon

Gliedern die�erNeißege�chwindund ziemlich
e

zu
nden,



ERSEENeMTSEDEIEERREEESIEN

8° __ Von den Quadraturen

finden, zeigt Herr Lambertin �einerle�enswürdigenAb-
“handlungvon Verwroandlungder Brüche. Beyrer.zur
Math. 2. Th. 1. Abch. p. 116 - 125.

193. Ju�.2. Will man in den Quadranten (102)
/

�tattdes Zzalbme��ers1, den Durchme��era hinein-
bringen, �odarf man nur jedes Glied der Reihe in das

Quadrat des Halbme��ersFa. al�oin La?, multipliciren,
�ofommct, für die�enDurchme��era, der Quadrant

e :

_ACD=+ (1—ZTE— +t ir)

A PE i

al�oa= (1— ¿TFf& i

E für den Jnnhalt des

ganzen Krei�eszdaß al�odie Summe der Leibnigis
�chenZahlenreiße= ZP, dem viexten Theile des berechs
neten Ludolphi�chenKreißumfangesP gleich i�t.

104.Ju�.3, AufeineähulicheArt findet man für
die Œllip�e( Fig. 17.) für weiche 4, y, die halben,
große und kleine, Axen, die TangenteAT = z �eyn
mögen,den Sector :

S6 E RE A EZZ
CAM=i(az——+— — —-+—ETI 7 gp

_undeben �o,fôr die TangenteTD = wz den Sector
Zr EEE

CMD lira 4 WE

Wenn nun AT = CD, ober z= y; �oi�tau< TD =

ACoder w = 4z Man�eheal�odie�eWerthe von z, w,

in die Reihen,�olommt CAM => (ay—tay +t Lay
—2y...) = CMD;al�obeyder Summe, oder CAM
+ CMD b.i. der ellipti�cheQuadrant

ACD=ay(1—{+5— +7.)
i

und,
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und, für æ4, y, ihre Werthe$ a, Fc ge�ebßtzCAD =

AC

is (1— F+...) al�o,wenn a = c, oder für den Cir»
2

kel, CAD = e (1— 1+.) wie vorhin (103)

105. Ju�4. Der ellipti�cheGuadranr läßt f<
al�oimmer (99. 91. 93. 95. 104.) als ein Product ac der

beyden Aren in eine Zahlenreihe£ ausdrücken. Wenn
- al�o(Fig. 19.20.) ACD =acxz für den ellipti�chen

Quadranten: �ofommt ACD\=a>s% für. den Qua-
drancen eines Krei�esum denÆŒllip�en-Durchme��era.
A!�overhalten �ichbeydeQuadranten, und foigl:chauh
die ganze Œllip�ezum ganzen Citkel = c: a, wie die
kleine Ellip�enaxezur großen, oder umgekehrt, : achiem
nun hier c Éleiner oder aróßerangenommen wird als a,
d. i nachdem man zum Durchme��era des Cirke!s die

große(Fig. 19) oder kleine (Fig. 20) Axe der Œllip�e
nimmt, den Cirfel um, oder in die Ellip�eczreibt, Cb.n

|

�overhalten �ich‘die ellipti�chenAus�chnirte ACM,
MCD zu den gleihnamichten corre�pondirenèènCirFelez
.Raus�chnirtenACM, MCD’; “ingleichendie Stücke
APM, CPMD der Ællipfe,zu den zugehörigen&tü-
den APM, CPM'D'’ im Cirtel = ct 2, wie man ous
der Vergleichung ihrer berechneten Werthe �owohl, als
auch daraus abnehmen fann, weil die Flächen die�er
Scücké mit den Summen dék zugeßdkigenGrdinaten
(79) üdereinkfommen,deren" Verhäitnißin béydendie

vorerwähntei�t, {203
:

Pi,

10%. Su�.5. Wennvon einem beliebigenPuncte E
in dem Durchme��era eines Cirkels, näch den Cnds
puncren M, M’ der gemein�chäftlichenOrdinate PUM
des Cirkels und einer damit verbuudenen ein-oder Un:

ge�chriebenen:Ellip�e,
RE AxenaG �eynFile

UE!
i



__ N Von den:-Quädrakuren

gen, ‘diè geraden Uinien EM, EM gezogen--werden: �o
verhält �ichauch der Cirkelaus�chnictAEM zu dem

Ællip�enaue�chnitreAEM =a: c, wie die Cirtelaxe
zu der andern Œllip�enare.Denn weil APM’: APM

= a: c (105) und aPEM& aPEM=PM’:PM=Z-

CD’: CD =Za:Fc=a:cz; al�oAPM'= —.APM

und PEM ==, PEM;al�oAPM’ + APEM ober

AEM = —(APM+APEM)= =, AEM,�o i�t

AEM’: AEM = ZEA=a:c. Al�oi�tder ellíptis

�cheAus�chniceAEM= —von dem zugehörigenCir-

Felaus�chnicteAEM,oberAEMSs i, AEM; dén

le6ternAus�chnittaber känn"man aus dem: Cirkel �oge-

nau berechnen,als es nur immer die vorge�chteSchärfe

erfordert, und al�oauch den ellipri�chenaus ihm finden.
“Die�erSaß hat in der A�tronomie�einénvielfachenNua

ßen, be�ondersin der Vöraue�egung,wenn E in dem ei

nem Brennpuncte der Œllip�eliegt.

107: Su�.6. Wärena, cz und æ, 3 wvwoeyPaare
Axen zwooer ver�chiedenenKllip�enE‘und E; �owäre

E: E =acnti@æyL (10s) oder E’: Ea 4606 F

(aa) + (c: y) al�odas Verhältnißzuooer Ellip�en

tzegen einander aus de Verhältni��enihrer Aren zus

�ammenge�egt.Wäre auha=«@; �owäre:az:4als ein

Verhältnißder Gleichheit bey der Zu�ammen�ezung
als 0 zu betrachten, und E: E=c: y, ‘in ratione fini

plici direda der beydenungleichenAxen(1- 2

|

108.
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tog. Ju�.7, Wenn C einen Kreißvoi Durchs
me��er2 bedeutet, �oi� C: X=a?: 2. Soll nui
€ = EZ,Kreiß und Œllip�eeinander gleich �eyn,�omuß

auh à* = y �chn,al�oa = / 4y genömméêñwerden.
Es i� al�odie Kllip�eeinem Krei�etjleich, de��e
Durchme��erdie mittlècrePropôrtiôdnälè zwi�chen
den bepden Axender Ellip�ei�t. Da nun der Jnns

halt des Krei�esC = = �óif beëŒllip�enJnis

halt öder Z= —,wo P die bêrechneteLudolphi�ché

Peripherie 3, 141 .:. bedeutét. Das Product al!�s
der bepden Ellip�enaxenin das Viertel der Ludol-
phi�chenJahl, oder in ©; 7853 - : tiebt die Quas
dratux der Ellip�e(104) de�togenauer, jemehr män
Decimalen von die�erZahlnimmt: Da nun die Zähl
P heut zu Tage weiteë berechneti�t,als man �iebey dent
Gebkauchezu irgend einer Ab�ichenöthighat,o i�tes
allemal vortheilhafterdie Quadratur der Œllip�eauf
den Cirkel zu reduciten, als eine der vorhergefundenen
Jahlenreiheri füt die Ellip�edabey zu gebrauchèn,dei
ren Richtigkeitund Schärfe�ichauch, wenn es nöthigi�t,
äus der Zahl P über�ehenläßt; Eben #6 bringt man
auch die BeréchnungeinzelnerStücke der Kllip�eauf

den Cirkel;-wie 106: zum Theil ge�cheheni�t;

109: Aufej.20. Dié Guadxatux einer hpperbs:
li�chenFläche zu findén;

z

ES

Aufl.’
n et E VAS

) :

:
_1) füt dié FlächeCpMA (Fig: 21.) 8

Cp =PM=y; pM=CP = uz die Sauptazxe= à

die anderxé € i�:

F > Dié
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Die Gleichung einer �olchenH. verbel �ürdie Ab-

�ci��en(u) auf der Hau�itapeaus demMitte!puncte, i�t
cs 2

befanntermaßeny? =

E
— 3 al�o,durch Ver-

i

Âi
2 A¿2 a>

wandlung der Coordinaten, u* = e rr
EZE

4 C 4c

(c> + 4y ?) die Gleichung für die Ab�ci��en(y) auf einer

der Hauptaxe �enkrechtentinie pK durch den Mittelpunct
C der Hyperbel. Hier i�al�odie Ordinate

LE
a

—

a= (e* FAP) -_
J& FAN = =

<c

cc?+4y° yzund die Vergleichungdie�esAusdru?s
mit (88)zeigty daß man in der dortigen Reihe, nur 2,

c,
— u mit c, a, + y* verwech�elndarf (welches al�ocie

geradenGlieder der Reihe po�itivmacht) um aus jener

Reihe, die Reihe für die allgemeine Ordinate der Hy-
- perbel

2

FEES 1.2ay4
+

iA RE
u=9%2 -+ —

i

2 t
C LB 1-2. 3.6

1.4.5.2ay® La

re) e

O TE (e

(po�icivoder negativ,nachdema eine geradeoder une

gerade Zahl i�t)herzuleiten.
Und �okommt(66,-9)

|

3
%

is s

CpMA= = + dis
E

L.A AY

Zet a Re

I. 22.ay7 1.3572 ay 1.3: CTN Æ) yZe

1.2/3.7. C0°  1:2.3:49C® 1.2.3.4:5.11cs

N
< ga

+
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Y 1.3.5. 7.9. 55, ay LTA (20-5) on-2, ayi
1.2.3,4.5-6. LES

> M
1.2.3... (0-1)(20-1)c20n-2)

wo die Erinnerung (88) wegen n hier niht aus der Acht
zu la��eni�t, Denn �on�tgäbez.E. n= 1 odern ==

ge�eßc,etwas ungereimtes oder wider�prechendesin den

Zahlencoefficienten,welches nicht zu verwundern i�t, da

das Ge�eß,aus welchemdas nkeGlied der Reihe ausge-
dröcft worden i�t,er�tmit dem dritten Gliede anfängt,
und �ichal�oauf die er�tenbeydenGlieder nicht mit er-

�tre>t,Eine ähnlicheErinnerungfindet man (Alg. 733,
II, p.421.) |

2.) Die Fläche A7MA findet man, wenn man

von CpMA das RectangelACp7 = AC. Cp == i

“abzieht; die�esgiebc
\

a LAR EPIA
: Tot La Et LL dgo TO?

13 5:2a3gy2
E ————————We: TeUN

3.2; 3-4-JE

3.) Die FlôâcheAMP db.i, CPMp — CAMP
!

: ay?
oderauh APM7 — AM- if�al�o= xy

—

Ze
.2.ay* .3.2ay? 235-2

ay?
iI.2.Ay

A EE 2052 22
n�c

te SET 1.2.3.7 1.2.3.4. 9C

wenn x =AP i�, Wollte man hier x in y ausdrüen,
�odürfteman nur den Werth von x aus der Gleichung

2

y = —(ax + Xx)in einer unendlichenReihe�uchen,

die�elbein y multipliciren, und'-die gefundenenGlieder
é F 3 mit -
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mité den übrigenalgebrai�chaddiren, Will man aber ,

die�enRaum durchgängigin x haben, �o�ucheman
¡ T

c E
u

$
Y = (ax+xx) = — (2a+x)* în einer unends

lichenReihe, wo in (92) alles unverändertbleibt, au��er
daß die geraden Giieder der Reihe hier po�icivwerden,
weil in dem Binomio �att des dorcigen— x hier + x bes

findlichi�t,Al�ofommt

Ve ro 3

ÉT EE LOR TLER
= t+t = 4 {eWw

:

E: R z
Z

4a 024€ 4 BOA
und f(ey)oder

X 2x ERA x: x3
AP — (—

MSCa Gz E 2a CSL 1.‘4a

T.Z.CXA SS L323. 5.7. CRE
E

_9><1.4.6.2°
E

11><1-4.6.8-a4 1I3>x1.4,6.8.10.4a*
1.2:.8.7.9.Cx*

15> 1.4.6.8. 10.12. a”

4) Den hyperboli�chenSector CAM zuberech

yen, darf man nur von CAMp ein halbes Cp. p M

=S ZVYbilehen,und.�tattu die Reihe(n0.1.) �ub�ticuie
xen, �ofomme:

ETA ay TAA a!

AO Maes ERIE

unas,LE (E+UE
ce

meti

L:2. ç

+
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FQ,
S n

e ds .

P rs :

À E 2 E 1 00D UOG
I.2.3.C 1.2.4 4E

gehörigerVerkürzung:
;

y 3 try

C
SF

CAM AE a EE
4 1.2.3? i. 2.5, Cc?

10ay 9 gays 2A

PaM aT: 2 TLC
= 462ay

di
LAL

und �oweiter
1.2. 13.C? E,

Das'Ge�es der Divi�orenfälle hier în die Augen.
Die Zahlen - Coefficientender Zähleraber kommen mié

den figurirten Zahlen (der Kä�tn.-Tabelle Alg. 726.
welche die Alten Tabulam mirificam nennten) nach fols

gender Ordnung überein. Der Zähler1; des zwoeptett
Gliedes i�tdie er�teZahl derer in natürlicherOrdnung
von x an fortgehendenZahlen: der Zähler3; des drirs
ten Gliedes, die zweyte Triangularzabk: der Zähler
103 des vierten Gliedes, die dritte Quadrangular-
zahl: der Zähler 35; des fünften Gliedes, die vierte

Quinquangularzahl: der Zähler126; des �ech�ten
Gliedes, die fünfre Sexangularzah!: der Zähler4623
des �iebendenGliedes, die �ech�teSeprtangularzahl:
al�oder Zählerm des nten Gliedes die (n— 1)éentan-

gularzahl. Jc nenne hier Triangular- Quadrangus.
lar - Guinquangular- u. �.w. JFahlen, die Zahlender

dritten, vierten, fünfrenu. �.w, Columne der anges

führtenTafel, um �iedadurch ißt von den Trigonals
Tetragonal: Pentagonal u. �.w. Fahlen (70— 72)

zu unter�cheiden,mit welchen�iezwar cinerlep Lir�prung
(72) aber nicht immer einerlep Bedeutung haben; weil

bey den Zahlen(70— 72) jede arithmeti�cheProgreßion,
bey den figurirten Zahlen hingegen, nur allcin die Pros

__greßionder in natürlicherOrdnung fortgehendenZahlen,
zum Grunde liegen fann. Daher, wenn man in den

4 allge}
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allgemeinenGliedern (71) der ReihenC, D, E ;durch«-

gängigd=

1

�eht;�ofommet —(2+ [n— 1]) für die

allgemeine Formel der Triangularzahlen;—>
z

(3+{a—1]) �úrdie allgemeineFormel der Guadran-

gularzahlenz
—

—
EA

(4+[n— r]}) für die

allgemeine Formel der Quinquangularzahlenz - al�o
n.n+ 1.n+2,... [n+m—3]

TET lhe fir

die allgemeineFormel der mtangularzahlen der-Tafel,
wo z, E, für die Quinqua"gularzaßlenm = 5 u, (, w,

i�t, B° y den CTcigonal-Tecragonal ¿Penragonal-2c,
Jahlen in (70-72) hiag-gen, kommt es auf die Be�tim-

mug von d an, �odaß jede der ike angeführtenFor-
meln (71) Trigonal - Tetragonal - Pentagonal :c.

Polrgonal- Pyramidal-Zahlen in der 72. �e�tg-�cbten
Bedeutung g.ben kann, Daraus nun, daß man beyders

ley Zahlen insgemein mit einerley, griechi�chenoder latris
-

ni�chen,Namen benennt , können leihe Verwirrungen
ent�ichen,die �ichaber vermeiden la��en,wenn man die

_

Zahlen (70—72) durc gehends Trigonal oder Trian-
“

gular :c. Polygonal, Pyramidalzablen, die Zahlen
der Tafel (Alg. 726.) hlagegenfigürlicheTrigos
nal+ oder Triangular - 2c. Zahlen nennt. Der figürs

lichen. Triangular - Quadrangular- u. �.w. ZahlenVers
-

hálcnißzu den Binomialcoefficientenfindet man bey dem

HerrnHofrathKä�tneram angeführtenOrte un: �tändlich
auseinander gels

Die Bernoulli‘chenFormeln dcr

X. X ART Le X

figur.Zahlen: 2;
i

2

2

EZ &c. Art. Conie.

i; C. 3. la��en�ichaus den obigen,mit denen �ieeinerley
fid, ‘leit herleiten.

:

5.) Den
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5.) Den hyperboli�chenSector CAM (Fig.22.)
auf eine ähnlicheArt, wie den Kreißaus�chnitt(101) zu
berechnen, �eßeman Tang. AT =z, CT =w; das.

übrigewie �on�t,und nehmenocheinen andern Sector
CAN, de��enUzter�chiedvon dem vorigen, oder C MN,
fleiner �eyals jede angeblicheFlächebeträgt,und nenne

das Œlementron z; oder Tt =e. Ziehcman nun die

unendlich fleinen Bogen TS, Mm, �o�indau��erden
ähnlichenSectoren CTS, CMm auh CPMnACATaA

TSt (101) und CT (w): ACF= Ti: BEL,= E

“

ingleichenAC (>):CT (=CP u): CM=—
Ts

E | ea 2uW en

al�oCMm db. i. CM Mm = = 2 Der
E

28 aA Ww A -

?

Secror CMm if aber das ŒÆlemencdes. endlichen
Sectors CAM, der aus der Summe aller zwi�chen
dem Bogen AM enthaltenen Klemenrar�ectorenzus
�ammenge�eßti�, È :

Die�eSumme zu finden, muß man zuvoru in z

ausdrüen, auf welches �ichdas e bezieht, Es i�taber

CA? (—): AT? (2°) = CP (a?): Ni SE
4 : E

i

cu? “ee
=

AS Fh (Alg.402.) al�ou? =
CES

2

4(— 422)

welcherWerth von u* în — �ub�tituirt,CMm =

2
eac eac?: R >

2

RB
SE

4
I

ct — 412° giebt. Wenn

T5 man
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man al�s1 durch c? — 42?gehörigdividitt,und die da-
;

¿i ÉAT
y

her ent�taideneReihe mitCi multiplicirt, �ofommt

AZ ATE 4224 4azs 3aZS

4
S2 c4 cr cs

CMmz und ausder. Summealler einzelnenGlieder

(79)
az 2273 4az AAN

CAM == rl
*

—- E

‘+ 36?
rT

$4 PE
AZE

ges
LN

x10. Anm, Die von x -5. bere<neten Flächenbeziehen
�ichauf die �chiefroinklichteodcr ungleich�citigeZyper-
bel, �olange a und c ver�chiedeneGrößen haben. Sett
man aber in ihuen a = e, �obekommt man die Werthe die�er

Flächenfür die rechtwinklichte oder gleich�eiticzeZpper-
bel. Noch i�zu erinnern, daß man beyden Quadraruren,

ound �oauch beyden Rectificationen, Cubaturen, �owie

überhauptbey allen Größen , die'dur< eine unendliche
Reihegegeben �ind,wohl Acht haben mü��e,ob auch, und
wie �chnelldie Reihe convergirt; welches von der Verhältniß

des für die darinn befindlicheveränderlicheGröße angenom-

menea Werthes , gegen die be�tändigenGrößen, abhängt.
SMei�tentheilsfann man die Ordinate (y) in einer doppels
ren. Neihe ausdrücken,von welcher die eine bey eincr Lleis

nen die andere beyeiner großen Ab�ci��e(x) ge�chwind.cons

vergirt, füx das Gegentheilaber divergiren und unbrauchbar

œ.

bx
convergiren die daher ent�ichendenReihen de�to�tärker,je kleis
ner %gegen a oder b i�t, Für ein großes x hingegen,müfßtz

|

man

�cynwürde,“Füry =A fa?+xx odery = B
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man fúr y den gleichgeltendenAusdru>k A xx+aa

oder B msb
entwickelu, wenn die Reihe convergiren�oll.

111. Aufg. 2x. Den hyperboli�chenKaum
BPMD (Fig. 23.) zwi�chenzwoen Ordinaten BN,
PM, auf der A�pmproteCT zu quadriren.

Aufl. FürCB= 4; BD = ß; BP = xz PM=y;z
den A�ymptotenwinkelFCT =k; i�t(CB F BP) PM

=CB. BD (Alg. 412.) d. i. (+x) y =<aß, oder

y = — z al�o,wenn p m dem ? M unendlichnahe,

und Pp =e ge�eßtwird, ey = æ8. �in,k. dias (74)
a +t X

x2 x E ERA
= æ (3.fin. k. e

EReE
+ 75 DAS

dem Ælementevon BPMD, und die Summe aller
Elemente (79,) oder BPMD = æß. lin. k ><

É x A PE E- 4(BS,
ER LPV

SA

Pp
...) welcheReihede�to.

. ge�hwinderconvergirt je kleiner x gegen e i�t(110,)
112. Ju�ß.1 Andie. Endpuncte D, M, der beyden

Ordinaten BD, PM; ziehe man CD, CM; �oi�a CNB.
=# CB. BD. fin. k und eben �oACMP=2CP. PM.
fin. k. oder, weil CB, BD = CP. PM; (Alg. 412.)
aCDB = ACMP. Folglih auh CDB — BoC +

DoM = CMP — BoC + DoM db.i Sed. hyp. DCM
= Trapez.hyp, BPMD. Eben �ofind auch die hpper-
boli�chenAuo�chnitteMCN; NCS; SCV &c. den

jedesmaligencorre�pondirendenhyperboli�chenTrapz-
ZCI;
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zen MPOQN;NOQRS;SRTV &c. über den Balibus

PQ, QR, RT u. fw. auf der A�ymprote,gleich; daß
al�odie Reihe(1 11.) eben �owohlfür die�ehyperboli�chen
Aus�chnitteals für die a�ymptoti�chenRäumegilt.

113. Zu�.2, Für den Raum QNRSauf der Bali

“QR, zwi�chenden Ordinaten QN, RS, �eyCOQ y5
QK=2zz;RS= yz; al�o(CQ+QR) RS = CB. BD,

di (yt) y = a8; oder= E Die�esgiebt
y+TzZ

GINE = Rk E A
| Ps AIP

74 GA A

x x2
e 7‘) und BPMD: QNRS = (— efg

x? R ze ¿3 EE
:

'

LE E ES
Soll

nun BEMD = QNRS�yn, �omußauh —= —
dei. 2: Xx=y:z oder 2a: a+X=y: y +z d. i. CB:

CP = CQ: CR �eyn. Man nehme ol�oauf der

A�ymptoteCT’, einer Hyperbel, von C an �o viel

gleiche Verhältni��eals inan will, �owerden die
byperboli�chenRäume,deren Bales die Differenzen
der jedesmaligen.beyden Glieder die�erVerhältni��e-

�indeinander durchgehendsgleich �eyn.

114. Ju�.8. Wenn al�oCB, CP, CQ, CR,
CT, &c. in geometri�cherProgreßionauf der A�ymp-
tote genommen werden, �o�inddie hyperboli�chen
Räume“ über den Grundlinien C? — CB, d. i. BP;
CQ— CL, di, PQz CR —CQ. b. i. QR; CT—

CR, di. RT &c. oder die Trapezen BM; M Q; QS;
i ST:

,



oder hyperboli�chenLogarithmen 93

ST; &e. ‘�owie die zugehörigenAuys�chnitteDCM;

MCN; NCS; SCV alle einander glei, (112. 113,)
�odaßBN= 2BM; BS= 3BM; BV = 4BM &c.

Mun i} aber in der angenommenen Progreßion,CP-
CB= (CP:CB); CQ: Cb = (CPCB)35- CR: GB

= (CP: CB)?; CT: CB = (UP: CB) &c. oder, die�e
Verhältni��e�indder einfachen, der verdoppelren
(duplicata) verdrepfachten, vervierfachten u. �w.

Verhâlcniß,der als einfach betrachtetenVerhälcniß
CP: CBglei. Al�overhalten �i die Bäume BM;
BN; BSz;BV; zu einander; wie die Logarithmen der

Verhâlcni��eCP: CB; CQ: CB; CRgs CB; CGT:

CB; d. i, wie die Zahlen 13.25 3; 43 oder wie die hier
aufeinander folgenten Œrponencendcr cinfachen Vers

bâlcnißCP: CB. Die TLrapezenBM; BN; BS;B V;
oder die ihnengleiche(112) Sectoren DCM; MCN;
NCS; SCV; fönnen ai�oais die Maaße oder Logas
rithmnen der nurgedachtenVerhältni��eCP: CB; CQC:
CB; CR: CB; CT: CB; angenommenwerden: wenn

man gleich anfangs BM als das Maaß der einfachen
GrundverhâltnißCP: CB d. i. BM = log. (CP:
CB) fe�t�esr,�odaß die Grôße der übrigenMaaße
von der Größe tes er�tern‘Vaaßes BM abvhángr,Die

Größe aber einès �olchenMaaßes odir Logarithmen,
läßt �ichfür eine geg:beneHyperbel alicmal in einer

Reihe wie (111.) ausdröen, bey wilcheres auf dle

Größedes einge�chriebenenParalléfogramms*(wel
ches man den Modul zu nènnen pflegt) CBDK = æ8.
�in.k = CI. IA. fio. k, oder des Productes aus *dér

Hyperb:lpotenzin den �inumdes A�ymptotenwinkels,
a2

57

16
i

;

fennt man �chonhieraus überhauptdie Möglichkeit,wie

�ichein. logarithmi�chesSy�te„dur E
i

:

- dar-

——

—— lin. k. (Alg. 43) aufommtzund �oer-
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‘dar�tellenla��e;das folgeudewird die�esnoh mehë
‘aufflären.

|

“115. Ju�,4. Die Ab�ci��enCÞ; CQ, CR &c- auf
‘der A�ymproteCT, mögenzu einer angenommenen CB

‘eineVerhältnißhaben, welche �iewolien, �owerden ihre
“a�pmptoti�chenRäume, �owie die zugehörigenSecto-

‘xen, �ichallemal wie die WMaaßéoder Logarithmen
die�erVerhältni��euntér einander verhalten, Nun be-
�chreibeman zwi�cheneben die�enA�ymptotennoch einé

andere, al�oähnliche (Alg: 416. V.) Hyperbel LEH,
‘und�egeEB= 9, �overhalrén�ichdie zu einerlep Ver:
‘hâlcni��eCP: CB gehörigenMaäßé oder Logarirhs
men in beyden Hyperbeln,oder BM: BH = a8. fin. k

i

fi KX XA iaa
,

/

x xS

CE A a a:
2a

(1t1.] = æ� hin, k: æd. lin. k, wie die éingze�chrièbes
zien Parallelogramme BK, BG; oder (wie man �ich
Hierauszudrúcfenpflegt) wie die Uodeln (1 14) beyder
logárithmi�chènSy�teine;oder auch wie 423: 4d d.i:

wie die Potenzen CI2, Ci2 beyderSyperbeln (Alg:
413.) Wenn al�odie Verhältni��e�owohlals die Hys
perbéln,denen�iezugehören,ver�chiédeti�ind:�overhals
ten �ichdie a�pmproti�chenRäume,oder die corre�pon

-direndenSectoren, gegen einander, zu�ammenwie dié

_Magßeoder Lógarithmender anliegéndetiVerhältni��e
unddieModeln oder einge�chriebenenParallelograiis
men BK, BG. |

1/46, Fuß 5+ Es kônneti al�oder Haaße oder Ls:

tjárithtnenfür cin und ebenda��elbeVerbäitniß, uns

al�oau für aindére, aus die�emauf irgend eine Art zu:

�aitimenge�eszréoder getheilre, Vexhältni��e,�oun-

_Jählígviele und -vet �chiedeneangenommen werden ; als

‘die Pôtenzender 5yperbélnnur immer gegenéinandét
iis

;

i

N Veës
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oder hypeuboli�chenLögarithmen, 95
ver�chleden�eynfönnen, - J�t-aberdie�ePotenz, und
mic ihr der Model (118) des loctakithmi�chenSpo
ems einmal fe�tge�eßt,�oi�tach zugleichdadurch‘dte
Größealler a�ymptoti�chenHypèrbelkäume,aus welchen
die Verhältni��eder Ab�ci��enauf der A�ymptotegeme��n
werden, be�timme,#s daß jede <zyperbel ein voll�tätu
dictes logarithmi�chesSy�temgiebt, wenn einmal eine

Verhältniß der Ab�ci��enauf der Aymptoteals cine ei

fache Grundverälrnißfe�tge�eßtworden i�t.

117, Anm. Logzakithmen.der:Jaghlen,oder der.in
Zahlen ausgedrü>teßVerhälcnü�e,werdeneigentlich diecje-
nigea Zahlea genennet,welcheanzeigen, wie eine gewi��e-z0-
gebene Verbälcniß.p:.q, aus einer andern, die man als
einè einfache Verhôlrnißzum Grundelegt, durchJu�am-
men�ezungoder Theilung der. legtern, ent�tehenfönne-

Es-�ey.diegegebeneVerhältnißp: 1 (wo-q=

1

ge�eßtwicd)
nnd 11: 1 �eydie ein�acheGrundverhältniß,die Kin-
heir, aus welcher man p: 1 me��en.will;-�oi�t,wenn-p:
I =(0: 1)" befunden; wird, die gegebene.Verhältuiß p:x
aus m Verhältni��en,jedewiea: 1,/3u�ammenge�eat,-(die
mtiplicatavon n: 1) „oderm i� „der Loggarithme-von

p : © und al�oauh; aufdén Fall, der Logarithmevon—

-,

ï

1E 1 f'

oder von der Fahl p. Fürpt 1 = (na:1)" wäre-pzx

iur —
mal �ogroß wie'n: 1 (die�ub-mtip#catavon n;1)

bhe: wre,

derLogarithmevonipi oder von: der

Fahl p. Bey derSpypetbelwerdendie geometri�chenVer:
hältni��edurch dié“Ab�ci��enauf der A�pinptoté/al�o
durch:exeradeLinien,ausgedrü>t,zidénen die anliègèns
den -a�pmptoti�chen-Räume als Lottarithmén"geht-
24

i

‘ Feit;
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96 Von den natürlichen-

„ren, die �ichauf das einge�chriebeneParallelogramm
BKR(174)oder den Model als eine be�tändigeGröße
oder Kinheir beziehen. Man begreift leicht, daß das,
was hier von der 5yperbel, in Ab�ichtauf die Logarith-
men ge�agtworden i�t,�ihauch auf alle Arten von Grô�-
�enanwenden la��e,und daß überhauptjede Linie,jede Flä-
che, jede ausgedehnte Gedße,jede Zahl u. �.w. den Loga-
rithmen einer angenommenenGrundverhälcnißn : m vor�tel-
len fônne; fo daß1, 21, 31, 41, &c.- als Maaße oder Lo-

TBS
: E. AA n IES

garithmender Verhältni��RE a St &c. an»

zu�chen�ind,wenn einmal |] zum Maaßeder als einfach be-

trachtefen Verhältniß n: m angenommen werden i�t. Bey
der logarithmi�chenLinie ;. E, deren Gleichungy = c*

(Anal, 213 IL) für die Grundverbältnißc: 1 i�,wer-

den dié Verhälcni��eoder Zahlen in einer geometri�chen
Reihe der Okdinaten c*, die Logarithmen bingegen in

 einér agrithmecri�czenReihe der Ab�ci��enx vorge�tellé.
Die Verbindung bender Reihen giebt hier eiu logarithm
�chesSy�tem,de��enModel die be�tändigeSubran-

rjente = 1 der logaritlmif<enLinie, und c diè Ba�isi�t; denn

dasjenige Glied der geometri�chenReihe, oder die Zahl, zu
welcherder Logarithine 1 gehôret,wird die Ba�isoder das

Fundamentalglied des Sy�temsgeuennt,“ weil dadur<
be�timmtwird, was für Logarithmenzu den Verhältni��en
ödér-Zahlengehören, -Die Verhältniß eines �elchenFunda»

mentalgliedeszur Einheit, wird vom. Core�iusdie Modus
tatvechältnißgenennt, Sie i�mit derjenigen Verhält-
niß, deren Logarithme dem Model des Sy�temsgleich i�,

_einerley ; und dié�éi�tfür jedes Sy�temeine und eben die»

�elbe,al�oeine be�tändigeVerbälcniß,
__- Die�eElementarbegriffe,die größtentheilsaus den-An-

« faugs6gründenbefannt �ind,muß mau: bey Betrachtunguud

Behandlungder Logarithmenimmer gegenwärtighaben. +

z

:

118.



oder hyperboli�chenLogarithmen, 97

118. Ju�. 6. Weil BFPMD = Log. (CP: CB)
(114) �oi� PpmM = el. Log. (CP: CB) =PM. Pp

ag BR Pp =BK.
elem. CP

- CP

) e

i 46. �in.k. =
y

CP
d. i (3. �in

EA

. wenn Pp =e'ge�eßt wird. Al�oi�tdie Summe aller

die‘erElemente, oder BPMD vb. i. Log. (CP: CB) =

i

X S2 Xx3

œæß. �in.k (7 _—-

EE A
. ) Ias)oderBK.

elem. CP WS Ma 1E

�(
Ss

Y= M A wenn

man den Model BK oder æœ6.�in.k = M �e6t. Das
Œlement des Logarithmen einer Größe i�tal�odem
Œlemente die�erGröße, dur die Grdße �elb�tdis
vidirt, gleich; follich Elem. log.y = ; Elem.

I(eæ+2)= +
Z

z und umgekehrt: LL e
a+ EE 22A

€ 1 €

log.y; �(———)=

—

log. x log. TETES
= log. (z + 2); wo e immer das Element der im Di-«
vi�orbefinolichen veräßderlihenGröße bedeutet; und

al�o(67. u. 87. Er, 3.) hierdurh ergänztwird. Wenn
:

BK :

al�oel. log. (CP: CB) = CPEPo �oi�tPp:CP-= el.

Log. (CP: CB): BK, weldes zuErfindung des Models
M = BRKgebraucht werden fann,

EE

119. JU�.7, Den Raum BPMD in den beyden
Axen a, c, der Hyperbel auszudrücfen,�ebeman BK

a2 2a Cc ‘

oder M =

BOS �in.k (114) �ofommt El. BPMD

G oder

Td



98 Von'dennatúrlichen
a2 cs el. CP

Fi . Kk mt  ——=

LEA E EE

wo CP als cine Zaßl anzu�eheni�t, Nimmt man nun

für�elbigeCB =<
nLA

an: �ogiebt die Summ

E
: FEE

oder PM.Pp d. i, BR, CP

LCP P
aller ———,oder (SPOden Logarithmenvon CB?CP

¿Are2
:

:

(E

(118) woraus BPMD= « fin.k. Log. /

Cp folgf,

; Fär die eieich�eitigeoder ceti zyperbel,
wäre �in.k = 13 a= ez und die a�pmproti�cheFlche
AE a? CP a* aœ+tx

_BPÞPMD =: —

Fr log. ts log. (=<2 —

DCM, demzugehörigenhyperboli�chenAuo�chnirte
Für x = 0, wird die gefundeneFläche = —. log. TE

“= - , log. 1. ver�chwinden,weil LsI =0, daßal�o

hierfeine Con�tansweiterhinzuzuthuni�,

120. Ju�,$. Wenn man in dem Verhältni��eCP:

CBz CB oder 2 = 1 �eßt,�ofann CP jede po�itive,
ganze oder gebrocheneSahl vorfiellen, weil CP auth fleis

ner als CB angenommen, al�oauh BP =—x waden

fan, Alsdenn wird BYLMD ==log. E 1) = lôg.

eS
+x) und

Log. (1+) '=M (x — 1x? +1 — x4,
(111) Für ein neczatives BP, zwi�chenB und C, darf
man nur in die vorhergehendeReihe — x �tatt+ x �eßen,
oderdie ungeraden Potenzen von x mié entgegenge�cha
ten Zeichen�chreiben,�ofommé

Log.

|



oderhyperboli�chènLogarithmen, 99
Log. (1—=M(—x— Lx — 1x0 — Lx

=, ..) al�onèégâtiv,wie es für einen Bruch �eynmuß.
Hier nun wird, weil Los. 1 =0z in beydenFällen, für
x=0, auh log. (1+x); I (t—x); �owie die die�en
togarithmen zugehörigenReihen, gleichNull, daßal�o
beydeReihen, ohne Zuthuung einer be�tändigenGröße,

;

voll�tändig�ind.Seßt man hier x = És�dfomnt
|

a + zZ Tf! De NETZE 2
CE M EES

Los.
( E E

öder
og (a +2) — Log. E E e Dat

:
z? z#

-t — TT

LE 4a
)

und Log.(æ+ 2) = Log:«++M (+4 SS
121, Zu�.9. Wenn în einer Hyperbelder Model

M =
1 ge�ebt-wird,�owerden die a�ymptoti�chenRäume,

die �ichauf die�enModel beziehen,HharürlicheLogariths
„men der anliegendenVerhältni��e(denndieVoraus�eßung

von M= r i unter allen die einfach�teuud natúrs
lich�te)auch bpperboli�chetegarichmengenenntz; nicht
deswégen als ob nur das naturliche, niche auch die ánz
dern logarithmi�chenSy�teme,�ichdurch die Hyperbel
dar�tellenließen,�ondernweil die naturlichen togarith-
men mit der Quadratur der Hyperbelzu�ammenhäns
gen, Jn demVer�tandei�tBPMD der naturliche $0gaë
rithme der VerhältnißC Þ: x oder (1 +x): 1 oder dep
Zahl 1+ xz al�oBPMDoder

i

Log. byp. (t #5) = x= ix + = ixé,
:

G 2 und

1



I 00 Von den natürlichen

und eben �o :

Log.lip. (1 —x)=— (+x +3 T4464...)
und :

XA R535:

Log:hyp.(a+ x) = log.œ +—AE

7 AMES: A Sc

ZARE é

KX 3
©

——— ea — log. æ + Epa Li

4 Î I 3

4a œ + zx I2aæ

wie daraus erhellet, wenn man wirkli divis
aTzXx

i

s

dirt, Tt
dem Quotienten addirt, und das Res

œ

�ultatdavon, mit den er�tenGliedern des vorigen Wer-

thes vergleicht. Verlangt man ‘nur wenige Decimalen

des éogarithmen,nur die er�terngenau, �owerden die

—

�con
a+ Zx�elbenaus Log.hyp.(a +x) = log.œ +

hinlänglichberichtiget,
Die natúrlichenLogarithmenpflegt man insgemein

auch LTepperi�cheLogarithmen zu neñnen, wicwohl
die�emit jenen nicht völligÜberein fommen ; worüber man

Hr. Rar�tenin �einemvortrefflichenLehrbegriffe der
ge�ammtenMathematik 2. Theil S, 146. 147. nach-

le�enfann. iz

122. du�.10. Die a�ymptoti�chenRäumehingegen,
für welche der MovelM größer oder Élciner als 1 ange-
nommen wird, geben die Eön�tlichentogarithmen ; und

obzwar die Sy�temedie�ertogarithmen �over�chieden,als

die Hyperbeln �elb�tgegen einander �eynkönnen: �ole��en
�ie�ih-dochalle in einerund ebcnder�eibenHyperßzldar-

�ellen,nach der ver�chiedenenBenennung,die man dem

:

:
. Model

Î
“

i



oder hyperboli�chenLogarithmen.101

Model oder dem einge�chriebenenParallelogramme giebt,
Die gewöhnlichenBriggi�chentogarithmen der berechs

neten Tafeln gehörenzu den kün�tlichen; denn da man

gleichanfangs die ¿Logarithmenblos zu Abkürzungder

be�chwerlich�tenarithmeti�chenOperationen brauchte ; �o
fand man die berechnetenLTepperi�chennicht bequem
genug dazu, deswegen verfertigteBrigcze, auf LTeppers
Anrathen, ein anderes Sy�tem, von der Grund-Ver-

hâlcniß10: 1, welches mit der eingeführtenDecimals

Eintheilungder Zahlenbe��erharmoniréals die übrigen.
Seitdem man aber, au��erdie�emVortheile; die loas
rithmi�chenGrößen auch �elb�tzu brauchen genöthiget
worden i�t, indem viele Aufgaben gerade zu darauf fühs
ren: �ohaben die hyperboli�chenoder natürlichen toga]
rithmen nun angefangen unentbehrlichzu werden,

123. Ju�.11, Von A, dem Scheitel der rechtwink«
lichten Hyperbel GAMN (Fig. 24.) [denndas natür-

licheLogarithmen-Sy�temläßt�ichunter allen Hyperbeln
in der re<htwinfli<hten am deutlich�tendar�tellen]fälle
man auf die A�ymptoteC Q, den Perpendifel AB= 15

�oi CB=Cl=AB= 1, die Seite der Hyperbel-
potenz BAI C, die hierzugleichden Model M = 1 ab-

giebt. Wöüßteman nun BP = x �ozu be�timmen,daß
ABPM = BAIC=M= 1 würde: �owäre die Ab-

CP
:

�ci��eCP, undmit ihr die Zahl c=
+ x, oder die-

jenige Zahl, zu welcher die a�ymptoti�cheFlächeABPM

= 1, als Logarithmegehörte, und al�odie Ba�isoder

das Fundamentalglied(117) des naturlichenLoga-
rithmen�p�temsgefunden, auf welchem die Be�chaf�en-

_—_—

heit und Einrichtungdes ganzen Sy�temsberuhet.Man
�eßeLog. (1 +X): 1 =L, �o i�t(120)

G 3

|

L=M

/



102 Vonden naturlichen

 L=M(x—Ix2+Ix?— 3x4...) al�odur
Umkehrung die�erReihe (Alg,690. leqq.)

a

E

RS aah
:

R eE ® I
N

- <

vL.
11M AM 2.3N0 “x.334.MS

folglichi�t |

US

as:

855
1

I. 2, M? 1.2.3. M?

DES E

1 +x: 1=(1+ 3x F

LA
+

AE +): 1, die Verhältniß,deren Logas

rithme L i�,und für den angenommenen Fall, d. i. für
das nacúrlicheLogarithmen«Sy�tem,in welchem L =

LI
SS 1 x ï

I+Xx = 1 ++ E
EEE FT
E NS T4

NA
1.2. 3:4. 5

Verhältnißdie�erZahl, oder der Ba�iszur Einheit,oder

= 2, 71828182345909452... die

“N
A IRR ATIRAG 4.2 1, Oel, 120, 367879441 ..«

giebt das Modularverhältniß(117.) des natürlichen
togarithmen-Sy�tems,

124. Aufg.22. Den naturlichen Logaricthmcn
einer Zahl, die kleiner i�tals 2. zu finden,

- Aufl. Ju eine der beyden Reihen (121) für Log,
(1Þx); Log. (1 —x) �ub�tituireman în x einen �olchen
Werth, daß 1 +x, oder 1 — x, der gegebenenZahl,de�s
�enLogarithmenman �ucht,gleich�ey,�ogiebt die Sums

me einer beträchclichenAnzahlvon Gliedern , den Logas
„ritdmenum �ogenauer, je kleinerx gegen r i�; denn

: :

wenn



“oderhyperboli�chenLogarithmen.x03

enn die Reihen (121) convergiren �ollen,�omuß
_< 1, alfo 1+x <=2 �eyn,Dies rechtfertigedie Eins

hrânfungdes Saßes.

125. Exemp. Fär den togarichmendes Verhäles
ni��es4: 3, oder $: 1; d, è, der Zahl $ ware;x= 3 ges E

€ sf, Log. (1 +x) oder E

L A
I- T

D

È
:

x

o I
at

re:A

A
E

ee 0A 24 33. 43

ï I T SZ
GGülnalita il

RE  eguiwawczovewrenntz Srnvianng, A i FER. D

E38 e —- TES
- (4: 3)

Manlò�e al�oF in einen Deeimalbruchauf,und dia

vidire ihn mit 3, den Quotienten wieder mit 3, und �o
weiter fort, nah dem man viel oder wenig Glieder fumo
miren will: �ogebendie, auf �oeine Art gefundenenZahs
len, in' ihrer Ordnung mit xz 23 3z 43 2c. dividiré,die

einzetnenGlieder der Reiheund-ihrealgebrai�cheSumme
denge�uchtenLogarithmen.Muni�

-

1 :

e SEML x

7 =0/434434433 Sober 03333333 TZ

I
:

I
——

=O,
TIL

= BB os = BB=—

z8
O, TIYITTTTII und 0, 055555 555

=> a
: T

———0, 037037937. C2 ‘>

GAI 3
T

|

|

I

E 0,012345679.D >

©,o03086419=5 D
5

EE

;

;

Ji=0,004115226,.=E- 0, 000823945 = # LE=
25

R
G4 3

|

a



/

3

1 i
:

€ =0,001371742..=F und 0, 000228623=$5F

1
E

Von den natürlichen

IEA
R

:

-

I

— =90,000457247..= CG - 0,0000653 == —

3 4

ï

Zz

FI

1

x0

[L

I

fs

T
y A

To)

2

0,069152415.=H - 0,000919051=7H=

-

[

=90,0C0005645..= L - 0,c00000513=7t7L

32%

“tre E
T

g. 32

x / x I

—7=0,000050805..= I  - 0,000005645 =F I = —

N

: 9.3?

—

—0, 000016935. =K > 0, 000001693 =IK= --
:4

DS

-
:

I
= 0, 0000018g81..=M - 0, 0000001 61==M=——

INES

al�oA+} C+#FE+5G+5I+ir L— GB+ D+LF
+5 H+is5KR + is $0= Log. 3}= 90, 2876820. 34
bie auf 7. Decimal�tellenvoliflommen genau,

*

Die�er
‘ogarithmenegaciv genommen, wäreder togarithmedes

Verhältni��es3: 4 oder 3: 1 oder der Zahl 3.
“

Eben �ofäme x = 5in Log. (1 —x) �ub�tituiret,
Log. (1 —x) oder

:

iL Sn

E

ECRE I I

2:32 5.35
+... )=—(ATEIB+FC+iID... +2 M)=

‘— 0, 4095465.038 =Log. (2: 3)

-

Die�ertogarithme
po�itivgenommen, wäre der togarithmedes Verhälts
ni��esz : 2 oder 2: 1, d, i, der Logarithmeder Zahl 2,

+ Le
: Jn



oder hyperboli�chenLogarithmen, 105

Jn beydenReihenmußman hier viel Glieder berech-
nen, wenn man den Logarithmenauf wenice Decimalen

genau habenwill ; und die togarithmender Zahlen über 2.

findet man durch.�iegar nicht,weil die Reihen alsdenn

divergiren., Die�erUnbequemlichkeitwird durch nach�tes
hendeAufgabemit ihren Zu�äßenabgeholfen.

126. Aufg.23: Die narúrlichenLogarithmen
der Zahlen von 1 bis ro; durch cine Reihe zu fino
den, die ge�chwoinderconvergirr als die NTEV0,

rigen.

Aufl, Well(120) Log. (æ+x) =l4+M = e

x? „3 Ds

E 5 .…) und Log. (a—x)=la—M

= HeLe
L

E + ST
|

Tan �oi�t HDL"
æ +x x

Ca C E
RA

L

(L+
5

=) = M+ ++ 4)
allgemeinfür jedes SAD Fürdas natürliche i�t

auh M = 1 al�o

7
x

e x° 442AES
= +7 D+ 7

e WP (C7



106. Vonden natürlichen

Mun�eyTE= 7, einer wil�führlichenganzen

Zahl,deren Sa man �ucht,�oi�tx =

i

a8
o:+1

vsein eiczentlicherBruth, unddie Neiße�ürLE
deren Glieder von zweenzu zwéenGraden �teigen,ivird
um �o�chnellerconvergiren, je fleur n i�,und fo fanu
man den

AE
jeder gegebenenganzen Zahl v, aus

L(
dafürbientaisdivergi:t�ogroßauch n i�.

/) allemal unmittelbarfinden, weil bie Reihe

T T a r 4x n T°
2

ut x= —, wâre = o- wie fur8
H iL T= x Sa AE i f

I +x 20+ 1
= — die l E alfo in beyden

R Sahl
- Ee E � y

Fällen ein ais wo die ReibeE ein größeresa

�ich �chnellernähere. Die�esdient, die Logarithmen�ols
cherBrüche dur Reihen zu finden, die �ehr�chneltcons

vergiren, aus denen man nachherdie Logarithmengrö�e

�sZahlen ghwindhaben fann. Man�eße
>

E.

X=; 5%63 1530 giebtdie Reihe fürLogs.(E =)
die$ogarithmenvon Zz 4; #5 Zz viel criiditisals die

_ beyden Reihen in (125) und �ofindet man aus die�ea
toaarithmenunzágligandere. Wennal�o

Log.$= o, 4054651.Log. $ =0, 2876820..3

[125]
Log.



oder hyperboli�chenLogarithmen,107

Log. ¿= 90, 2231435 : « Log.Z=0),1541500...

�oi�t
e

Log. Nat. 1 = 0, 00000. 00000 90000 00909

000090 == Log. 1.

Log. 2 + Log. {= 0, 6934 71805 59945 30941
i

72321 = Log. 2,

Log. 2+ Log. 2= 1, 09861 22886 68109 69139
52454 = Log, 3-

2 Log. 2 = 1, 38629 43611 19890 61882
44642 = Log. 4. -

Log.5 + Log. 4 = 1, 60943 79124 34100 374609
7325 = Log. 5.

Log.2 + Log.3 = 1, 79175 94692 28955 00081
24773 = Log.6.

Log. 7 + Log. 6= 1, 94591 01490 55313 30510

54639 = Log.7.

3 Log. 2 = 2, 07944 15416 79835 92825
+6964 = Log.g.

2 Log.3- = 2, 19722 45773 36219 38279
|

04905 = Log.9.

Log. 2 +Log. 5 =-2, 32258 509929. 94045 6840x
: 79914 =.Log. ro.

Die Logarithmendie�erZahlen, �o.weit berechnet, �ind.
aus Hrn. Œulers latrod. ad Anal. infin. P. I. $. 123»
genommen, AE

E
:

127. SU�,1. Auf die�eArc kann man die togarith=
men allerZahlen, �elb�tder Drimzahblen,immer �ogee
nau finden, alses die vorhabendeAb�ichtverlange, Man
fann auch hierzudie bereics gefundenenLogarithmenmic
Vortheil gebrauchen, Dena wenn man den togarithmen

von



1083 Von den naturlichen
- von æ haf, �ofindet man- hieraus (120) den natürlichen

X X> x3 X4
L

(æ

+

x)

= Log,
EES E

Aj

n ES TSA E(æ
+ x)

=

Log, z +
ez za E TT dR

oder, wenn �ich.die�eReihe noh zu lang�amnähert,
/

X x3 1
L(a+Þ+x)=L(a4— M T—

TT

F—-At PSSS
128. Œxemp.Für a=10; x = x, wäre der Prim-

zahl 11 togarithme, oder

Log.(10+1) = Log.(10—1) + = +
2 2

O $. LOS

2
<P

Gn
e... Dls

ZES :

Log. 9 = 2, 197224577336219382560 - - - «

= O, Lao IOIRSSS TREES OLI Ÿ

Li 666666666666666666 .

3. 10? f

y —; = 4000000000000000Ee

2 è

i

SR
= 28571428571428 -.

‘a i

E
= 222222222222 -.

2

ET:
=

1818181818EE

2 -

13:10
M

FEIERE a

Log.



oderhyperboli�chenLogarithmen. 109
2

:

:

1510,
E

5

É 32333» 2-P

2 :
:

2

tor
= TEO e

2

Fa pos
=

Ÿ

Toti» tile

al�oLog.Nat.1,.=2,3978952727983705438-28- - «

128. Su�,2. Spperboli�che(121) oder natürliche
Logarithmenaller Zahlen von x bis 1003 ingleichen
der Zahlen von 1 bis 10, nach allen 100oten Theilen,
findet man bis auf 7. Decimal�tellenberechnet, ‘in des

großenBerliner Geometrae Hrn. Lambercs Zu�äben
zu den logar. und trigon. Tabellen Tab. 13. 15. Die er-

�tereTafel hat Herr Lamberc �elb�t,die leßtereder Eng-
länder Simp�onberechnet, und fann �elbigenah Hrn.
Lamberts Erinnerung zugleichals elne togarithmen-Ta-

fel der Zahlen von 100. bis 1000. gebraucht werden,
wenn man zu den Simp�on.Logarithmenden Log. 100

'

= 4, 6051702 addirt, �oi�tz, E. Los.2, gi + 4,
6051702 = Log. 291. i

129. Zu�ß.3. Durch Hülfedie�erTafeln fann man

auch die Logarithmen�olcherZahlen �indendie zwi�chen
“

zwo näch�tauf einander folgendeganze Zahlen fallen, und

dabey die er�teFormel (127) gebrauchen,Denn weil
|

Lz i

——= Aa+}.
34

:

>
2

Log.(a+x) =la4+= —

L

:

œ 2a

3
E

: æ

a+Ix
E

128 C121) �oi�f �honhinlänglich

L(a+x)

X
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X e

L(at)=læ+ TEA zu�eben,wenn man den tos
i

j SA

garithmender Zahl nur in wenigen Decimalen verlangt.
Ge�eßtman wollte den Logarithmenvon 3, 1415926... -

dem bereizneten Umfange des Krei�es,�uchen:�onehme
man aus der 15. Tabelle den togarithmen von 3, 1453

�oi�talsdenn 4=—3, 14; X=0,0015926z und{x=90,
|

x 9,0015926
atx 3,1407953

und hierzu Log. 3, 4 = 1, 144227 aus d:r Tafel ads

dirt, fommt Log. 3, 1415926 = 1, 1447298... für
dieje Deciinalengenau,

0007963, al�o- =— 0,0005071

130, Auftr. 24. Die Zahl zufinden, die einèm

gegebenenbyperboli�chenLogarithmen zugehöre.
X

a +FEXx

(121) �oi�tlog.(at x) — log: a= ———= >: 0, ber
/ æ+T zx

DifferenzbeyderLogarithmen,und x = —-
ry

Nun
:

'

“ I —

+ y

fann man die Zahl, díe dem gegebenenLogarithmenzus
gehört,immer als cine zweytheilige Zahl æ + x an�ehen,
von welcher man de er�tenTheil 4 �ogleichhaben kann,
indem man für log. æ denjenigen togarithmenaug der

-Tafel nimmt; der dem los. (æ + x) am nâch�tenkommt.

Beyder Differenzgiebe-0Þ;und �ofindet man 2+ x =

ar
7)

=

E I der gegebene Loga-

‘rithme,ohneRück�ichtauf das vor�tcehéndeZeichen,gre�
�erals log. 10; �oaddirt oder �ubtrahirtman dentoga-

i

rithmen

Aufl. Weil Log. hyp. (æ+x) = log. æ +
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rithinenvon 10, �ooft, bis die Summe oter der Re�t
fleiner ift als log. ro, und erniedrigt oder erhéhtdenn
die Ziffernder gefundenen Zah�æ + x, auf �oviel Deci-
mal�tellen,�ovielmal man an�änglichfür den gegebenen
negativen oder po�itiocnLogârithmen,den togarichmen
von 10 dazu addíre,oder davon �ubtrahirtgehabthat.

131, Œrpl. Es �eyder gegebeneLogarithme= 4,
8548310, �ozieheman zuförder�thiervon 2 log. 10 =4,
6051702 ab, und �eßeden Re�t

EL 0, 2494008 =log. (æ+ x)
Nuni�tlog.1,29 = 9,2468609 ; (tamb. T. 1 5.)= log,az

al�oæ=1,28; und o, 0026008 =! (2+x)—la=é
Und 0, 0013004 =LZ

und 1 — d= 0, 99869963
: ad 0, 003329024 ;

ERE

Fol — =
i

=O O02 ORR8 gd
I—¿0 0,9985996 2 VEA

i

wo alle Zaßlen, bis auf die lebtere, zuverläßig�ind.
Hieraus b:fommt man 4 +x = x, 2833333-- oder die

Zahl, die dem Logarithmen0, 2494608 zugehört; und

128, 33333 ‘ - - für die Zahl des gegebenentogarith-
men 4, 605 1702. [izo]

:

132, Su�.Jnsgemein kann män mlt die�erRegel
zu�rieden�eyn,zumal wenn man die Zahl niche auf viele
Decimal�tellengenau verlangt, Man bedient �ichaber

auch hierbey�chroft folgeaderReihe E
;

dle A) DI MIJA
= ELON + 2 LR

i f

I: 2 1. 2: 3e 1.2.3.4

E |

Hier
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Hier bedeutet z die zu �uchendeZahl des gegebenenlog.zz

“y die Zahl desjenigenLogarithmender Tafel, der dem tos

garithmenvon z am näch�tenfommt,

-

Beyder Differenz,
oder 12 — ly giebt 0, und die Reihewird um �o�chnel

ler convergiren, je fleiner 0 i�t, Für 1e muß man hier
immer den natürlichen ¿ogarithmender Balis des logas
rithmi�chenSy�temsnehmen, zu welchem log. z gehört.
Für ‘hyperboli�cheLogarithmeni� al�o1s = 1; für das

Briggi�cheSy�tem hingegen | es = log. byp. 10 = 2,

3025...‘ Für. log. hyp. z = 0, 2494608 wäre log,
“Y == 0, 2468600 und y = 1, 28 al�olog. z— log. y

oder è = 0, 00/6008 die�esgiebt �odannz= 1, 28<

(140, 0026008To0, 000003382 0-+0, 00c000029+..)
= 1, 2833333-54 al�odie ge�uchteZahl nicht ‘genauer
wie vorhin(131) weil log. z wenigDecimal�igilengehabt
hat, und man auch niht immer 1 y, und folglich auch
12 — ly in vielen Decimal�tellenaus den Tafeln nehmen

- Fann, wenn auch �chonIz �ehrweit und genau gegeben
wäre.

ae
133. Aufz. 24. Aus dem gegebenennatürlichen

Logzarithmen L einer Zahl, den kün�tlichenLoga,
rithmen | eben der�eibenZahl eines andern Sy�tems,

- de��enModel m �eyn�oll,zu finden,

Aufl,Weil (125) log.(id D, be LSe- 9490

:
x3, E :

Z

CXÈ ES
FP

ST
: « «) al�ofür m= 1, oder fürdas natúr-

R
i 3

-

licheSy�tem,Log. E< oder L= 2 (x + LLE
:

—S

i
5

:

; > 7

reges �oi�tL:1=2:2m= 1: m, und es verhal-

ten �ichdie Logarithmeneiner Zahl aus ver�chiede-
“nen
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nen Sy�temen,wie ihre Modeln (1r5.) auch i�t
l= mL, over, der kün�tlicheLogarithme (122) einer
Jahl kommet heraus, rwoenn man den narürlichen
Logzarithmen eben der�elbenFahl mir dem Model
des kün�tlichenSy�temsmulciplicire, Weil nun die

“Neißefúr Log.a) �ichallemal nähert,(126) wie

großauchdie Zahl — i�t,�owird hierdurchdie Be«

denflichfelt gehoben, die Herr Hofrath Bä�tnern(An.
229.) veranla��ethat, die�enSaß aus andern Gründen

herzuleiten (227. 228.) als diejenigen �ind,deren man

�ich insgemein zu bedienenpflegt.
:

134. SEremp.Jn dem Briggi�chenSy�temei�
10; die Balis, al�o(117) Log:Bigg. 10 = 1, Um
nun den Briggi�chentogarithmeneiner Zahl, aus dem

gegebenen ngtürlichen Logarithmender�elbenZahl, zu
finden, darf man nur �uchen,was man in 133 �tattm

�eßenmü��e,daß log. 10 = 1 werde. Da nun |= mL,
das i�thier, log. Brigg. 10 = m. Log, Nat. jo. �oi�

Log. Brigg. 10
N

TL

Log. Nat. 10 2,3025850...
wirflih dividirt, m = 0, 434294481... der Model
des Briggi�chenSy�tems,womit man al�oden natür«
lichen ¿ogarithmeneiner Zahl multipliciren muß,(133)
um den Briggi�chenLogarithmender�elbenZahl, wie �ol«
cher in dengewöhnlichenLibellen �teht,zu finden, Eben
�ofändemaù den narÜürlichenLogarithmeneinèr Zahl,
aus dem Briggi�chen,wenn man die�enmit dem Quos

LT

tienten
Cat odermit der Zahl2, 3025850

multiplicirte.

m = óder,wenn man

H i 135
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Von den natürlichen
5

4 EL

135. Zu�,Ueberhaupt, wenn die Modeln m, m'

zweener Sy�temegegeben�ind,�ofindet man aus einem

gegebenentogarithmen | des einen Sy�iems,den zugehöe

rigen Logarithmen1 der�elbenZahl, in dem andern Sy

�teme�ogleich,wenn man den gegebenentogarithmen1

IM aS A2
BO

mit demnQuotienten multiplicirézund �oi�t= —

E

/
IN

Im i

und eben �o1 =

—
wenn 1,m“und lin’ zu�ammenges

|

hôrigeGrößenbezeichnen.

136. Anm. Was bishervon den natürlichenLoga-

rithmen ge�agtworden i�, kann hiniänglich�eyn,�icheinen

deutlichen Begriff von die�emSy�temezu machen, -ans wel-

chem die andern alle hergeleitet werden Éönnen,(135) uud

das man genau ver�tehenmuß,wena man in dem böhern

Calculo, be�ondersbey den ŒÆrponentialegrößen,gut

fortfommen will. Herr &zau�en,/dem man hier größicu-

theils gefolgt ift, hat hiervon Arithm. Prop. XXVII. und

Seât, Con. Prop. L. �orie, na< ihm, Here Rar�ten
Math. Subl. Set. XXI.- �chrausführlichund �chöngehan-

delt und zugleich den Zu�ammenhangder Hyperbel mit

der logarithmi�chenLinie (Hau�.p.281, 9.) únd wie

die�eaus jener hérgeleitettverden kann, erklärt,
"

Die loga»

rithmi�cheLinie wird auch die Quadratrix der Hyperdel
“ “

genennt, in �ofern �ichzeigen läßt, daß die Quadratur der

legternvon jenerabhängt,
:

:

x39. Die im vorhergehendèngezeigteMethode, krumme

Linien zu quadriren,er�tre>t�i<übrigensnicht nur auf

algebrai�cheLinien, �ondern�ieläßt �icheben �oleicht

auf cran�cendenti�cheanwenden, wie ih in einigen Bey«

�pielennoch zeigenwill, bey denen mau zugleich�ehenwird,

wieviel dfters die Betrachtungder Figur, oder auch der für
i die

x
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die Linie gegebenenGleichung, darzu beyträgf, die Rech-
nung abzukürzen,und die dabcy vorfallenden Schwiecrigkcis
ken zu erleichtern,

138. Aufg. 25. Die Fidche der gemeinen Cys
cloideAFBA (Fig, 25) 3u quadriren, |

Aufl. Für ven Halbme��erAC=r, i AdÔR, oder
des be�chreibendenKrei�es(circuli generatoris) balbe
Peripherie = Pr =BF, und dic�esKrei�es Jonhale
oterC=Pr>. Nun nehme man Ad =Bß 0d;Âce=Bez
Ag=By; u. �w. �o�indnach der bekannten Eigene.
�ca�tder Cycloide,die Kreifibogen oder Ab�ci��en(x)
Ad; Ae; Ag; Ay; As; Ad; &c. den zugehörigen
Ordinaten (y) db; ekz gf; yO; ex: df &c. gleich,oder
x =y; (Alg. 610.) �odaßdb +08 = ek+ex=gf
+yOQ ... = AddB=BF

=

Pr; alf be�tändigund
unveränderlich,Stelle man �ichnun in der Cycloidenz
flächeAFBA unendlich vicl Ordinaten neben einander
vor, die dur<gängigum die unendlich fleine Di�tanz
DE =e, voneinander ab�tehen�o i�tihre Summe of»

“

fenbar ==, �ovielmahlnämliche in dem Durchme�s
Le] e

;

�èrAB= 2r enthalcen �ehnfannz al�odie Menge allet

wie db, 08 u, �.w, zu�ammengehörigenPaare = 7» dek

Hälftevon voriger Summe. Die Summe nun zwes-
ner �olchen.Ordinaten,in die gemein�chaftlicheBafin €

multiplicirt, giebt ein unendlich kleines Rechte>, wie
e(db+00) = e. BF = e. Pr, welchen die übrigen,
auf gleicheArt be�timmcen,unendlich kleinen Rechtecke,
durhgehends gtich �ind,indem aue LF zur Höhe,e zue
Grundlinie habewDas Produce al�ovon ePr in dis

___HA4 Summéèê-
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r

Summe IE aller Paare, oder ePr —, giebt die Flä-

che AFBdA = Pr? =C, dem be�chreibendenKrei�e.

Folglichi�tAFBÎdA+ AdÎBA=C+1C=2C=
AFBA, der halben Cycloide; und 2 AFBA, oder die

ganze Cycloide = zC, d. i. drepenbe�chreibenden
Krei�engleich. :

139. Zu�,Für Ad =n; AD =* Db = $;

Ac=r; i�t,weil Db=db+Dd = Ad+Dd; �o-
a

dann y =u +> /(2rx—xx, eine andere Gleichung der

Cycloide, in welcher die Ab�ci��en,wie gewöhnlich,auf
einer geraden Linie AB, nicht auf dem Umfangedes bes

�chreibendenKrei�es,genommen werden, die aber dem-

ohngeachtettran�cendenti�chbleibt, weil u einen Cirfel«-

bogen bezeichnet. Wollte man nun hier die Quadratur
der Cycloide aus dem Flächen - Elemente e y == e

(u + /2rx—- xx) �uchen,�omüßteman zuvor den

Bogen u in x ausdrüen, weil �iche auf x bezieht,und

alsdenn wie gewöhnlichverfahren. Die Vergleichung
die�esVerfahrens und der vorhergehendenMethode,wird

zeigen,daßdie er�tereweir kürzer�cyals die leßtere.

140. Aufg. 26. Die archimedei�chzeSpirale,
CMBAC (Fig.26.) zu quadriren.

Aufl. Wenn CM = yz; der KreisbogenAP = x;z

der KreißumfangAPpA = p.und AC =CP-== 1: gee

�ehtwird, �oi�tp:x=r: y oder y = E die Gleis

chungfür.die Archimedei�cheSpirale (Alg. 580.) in

welcher die Ordinaten alle aus einem Puncte C gehen,
den man den Pol der krummen S$iniezu nennen pflegt.
Sowie es hierver�chiedeneTheileder Spirallinie, nah

den
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den ver�chiedenenUmläufen des Halbme��ersum den

Pol C giebt (Alg. 594.) �oheißtauch der zwi�chendem

Halbme��erCA und der frummen tinie CMBA enthals
tene Raum CMBAC, die er�teFläche,und das, zwi«
�chendem Halbme��erCA, der frummen Linie CMBA
2M 2B 2A und der VerlängerungA 2 A des Halbme��ers
begränzteStú> CA2M2B2AA, die zweyte Fläche;
die dricte Fläche fängt�ichan der Gränze A2A an,
und endigt�ichmit 2A ZA; (Fig. 27.) und �obey den
übrigen,der Menge nach, unzähligenFlächen,weil �ich
der Halbme��erCA dur An�ehungvon A2A;2AZA;

ZA 4A... = CAohne Endeverlängern läßt. e

Nun �ey(Fig. 26.). CMC die veränderliche er�te,
der Ab�ci��ex = AP zugehörigeFläche, �ofällt CM m,

oder das Œlement die�erveränderlichenFläche,zwi-
�chenzween ähnlicheAus�chnittevon Krei�en,die CM,
Cm zu Halbme��ernhaben, �odaßman, weil hier der

_ Winkel MC m, und al�oder Bogen M m unendlich klein

angenommen wird, die�esCMm=2 CM. MR �eben

kann, weil die Halbme��erCM, Cm weniger als jede
angeblicheendliche Größe beträgt, von einander unkfer-

�chieden�ind. Der Ab�ci��eA Þ Element d. i. Pp, nenne

man e, �ogeben die ähnlichenSectoren beyderKrei�e,

CP (5): Pp (e) = CM (y): MR= *,al�o è CM

> 2.

:

MR = — = — fúr das Flächen-Ælementder

P
3

Archimedei�chenSpirale, und (66) ZT:oder

S
è

— für dieveränderlicheSlächeCMC �elb�t,ohne

daßweiter etwas zu addiren, oder zu �ubtrahirennöthig
:

QS wäre,
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wär, weil der ‘gefundeneWerth der Flächés,fir x =0

oder y =0 ver�chwindet(85.)

141, Ju�.1. Für x = p, verwandelt �ichder Kreiß-
bogenAP in den ganzen Umfangdes Krei�es,undCMC,

\ FX 3
Ï

;

“

oder
_ m wird nun für die ganze er�teFiücheCMB

3D
P

E

Ï

:

FZ

:

AC=# pr; folglich�i zu dem Krei�eAPp A wie ? pr:
> pr over, wie 1: 3 vérha�tenz“al�onur 5 von dem

Krei�e�eyn,in welchen die Spirallinie be�chriebenif.

Eben �ofindet man die Flâche fürcin x das fleiner
als p i�t. Jmfolgenden wird auch gezeigt werden, wie

máän’-fúrcin x das grö��eri�tals p, die zugehörigenFlä-
en berechnenmü��e.

|

142. Zu�e.2, Wenn man�ichdie Erzeugung der
Spirale, durcheinen Puncet(wie Alz. 592) vor�tellt,der
auf dem beweglichenHalbme��erCA, von C an, gieichs
fórmigderge�taltfortrü>r,daßer die längeCA in der -

Seit durchläuft,in welcherdie�erHalbme��exmic gleich»
fôrmigerBewegung �cinenKreis be�chreibt, �owird die

_Fortge�eßtegleichförmigeBewegung der verlängerren
CA mit dem in ihr glei<hförmigfortrúenden Punctee,
bey den vorigen Ge�chwindigkeiten,die zwepyte, dritte

v. �w.Uimwoindungvollenden, und dadurchdie zvoeyte,
dritte u. �.w. Spiral: Fläche be�timmen.

143+ Ju�.3. Hierauf gründet�ichfolgendeMethode,
jedeverlangte ezanze Spiral�läche,�owie jedenTheil der«

�elben,deren Ab�ci��eein gegebenes Stück des be�chreis
benden Kreißumfangesp if, zu quadriren. Jndem die

umdrehende Unie CA (Fig. 27.) einen gewi��enBogen
in der Peripherie p des be�chreibendenKrei�esdurchlaus
fen ‘hat, hat der auf ihr oder ihrer Verlängerung, forts
rü>endePunct M, einen proportionellen Theil �eines

\ Halbs
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Halbme��.rsr vollendet (142)daß al�o8
den Ab�ci��en

T n T :

m Pi m P3 -die Werthe von-—rz —rz als Ordis
n

naten

i

gehóren;És magnun eine ganze Zahl, ein eis

gentlicheroderuneigenclichherBruch �eyn.Fürdie
Ab�ci��e0 i�tauch die Ordinate o, und wenn die umdres
bende Linie bey dem Anfange ihrer Bewegurig einen uns
endlichfeinen Kreisbogen= + be�chreibt,�orückt.auh
der be�chreibendePunct um einen unendlichkleinen Theil
s des Haldme��crs,aufdie�erLinie fort, �odaßallemal 7:

p= es: rt. Die Ordinatene326; 383 48+ +. yz liegen
al�oalle, um den gemein�chaftlichenPol C, derge�taltnes

béa einander,daßjede zween, näch�taufeinanderfolgende,
einen Winkelmachen, der den unendlich fleinen Kreiß-
bogen7 zum Maaßehat. Die�e:Ordinaten, als Halb«
me��er,be�timmendie concentri�henKrei�ePs?; 4Pe?z
9e; 16Pe rr... Py?; von denen-die zugehörigen

F lächen-Ælemenreder Spirale,durchgängigdie —ten

Theile�ind;und �oerhältman von dey er�tenAE s

an bis auf y, füralle neben einander liegendeund immer
um unendlichkleine Unter�chiede:wach�endeSlächen:Ele-

|

mente,dieReihe: i Pe + Zn 4Pe? x —.
efs

ds #
9P LE H «Ej Pe* oder ——(1+2 T-42

_—

+4... +4LLAweil y înder Reihe die LeeOrdinate

i�t. Die Summe(66)aller die�erElem:nte, giebt als-

H 4 denn
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5
P's?

F Py!
denn die ge�uchteSpiralfläche= SE Zs EA

EA zr

e LE EES HE bie Zahl P �ub�titukrez

6r=' 2r
,

welchesdient, die gefundeneFläche�ogleichmit dem gleichs
:

5

vielbedeutenden Ausdrucke (141) ESzu vergleichen,

s rx GR
N

den man erhält,wenn man
D �tatty in

PER �ebr.

144. Ju�.4. Weil derAb�ci��ex => p, die Ors

‘dinafey = = r zugehört(143.) �odarf man, die Flche

die �ichaufdie�eAb�ci��eoder Ordinate bezieht, zu
Ls i

Þ

quadriren, nur in eine der beyden Formeln
Sis

3 Í

e den gedachtenWerth von y �ub�tituiren,�oerhält
|

Fnir
D

n Ie n

zm?
3 —-. Solange ih A oder au<= 1,man

findec�ichdabey feine Schwürigkeit,und im lebternFalle
erhältman ZzPr® oder 7 pr wie (141) für bie Quadra»
tur der ganzen er�tenSpiralfläche.CMBAC.Wenn

, man aber die zwepte, dritte u. �,w. Fläche(140) be-
re<nen will, für welche,wenn m = x angenommen wird,
n= 23 3z u, ��.w, ge�eßtwerden muß; �omuß man bes

denken,daß weil hier in der Figur, bey mehrern Um-
windungen, die Œlementar- Sectoren, die alle ihren
gemein�chaftlichenMittelpunct in C haben, neben und

auf
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i

a
:

o?

auf einander zu liegenfommen,die Formel ——,
die �ichauf die�eVoraus�ehunggründet,die�eFlächen
alle zu groß gebenmü��e.Denn ob gleich beyder er�ten
Umwindungder Spirale um ihrenPol, die gedachteFor-

…_

mel nur allein die er�teFlächegiebt, �okommen doch bcy
der zwepten Umwindung,zu der er�tenFlächemit der

Zzwepyten, noch einmal die er�te,und bey der dritten

Umwindurig,zu dena vorhergehendenFlächen mit der

dritten, noch einmal die er�te,und zwepyte aus der Fors
mel hinzu; �odaß hier bey der gten Umwindung, für

welche—= q ge�chtwerden müßte,die Formel einen
�olchenWerth giebt, nah welchem, zu den Flächenbey der
(q— 1)cen Umwindung, noh die Summe aller Fl-
chen von der er�tenbis mit der qten hinzukommet;
woraus man �ehrleiht die Quadratur jeder verlangten
Spiral - Flächefindenfann.

145. Zu�.5. Denn wenn man die Flächen,�owie

�ievon derer�tenan, in der Ordnung auf einanderfolgen,
mit den Buch�tabenA, B, C, D, E. bezeichnet,�o
fommt, wenn man durchgängigm= 1z aber n nach"
und nah = 13 23 33 4z u, �.w. �eht:

:

‘93 u 223
zr =A= pr; 3

Le =2A+B= = prz

SS 3? 4a :

— Pr = — TUE 2
Z

—R JAEBB-b C=
2 PS

Pr =4A

y 3
E: E

+3B+2C+D=2%pr u. �w, und wenn © die

unbe�timmte(q — 1)te, agegre Fläche00
$

:

5 ¡ 0
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�oi�t
(47 LL Pret =(4— 1) A+(9—2)B+t(q—3)

|
Í

/ z

i

i

(ESTECte = — pr; und 1 Pra =gA +
Ó

: zZ aA:

I

: (4— 1) E+(a—2) C... +t F0 = pr; woraus

.-

man die Summealler, von der er�tenan bi3 mit der

qteir, auf einaáderfolgendenSpiralflächen,�cgleichha-
ben fan, wenn man vön der lebten Formel die vorher-

q— q— 1?
:

gehendeabzieht;die�esgiebc FE db,

(alq 1]+4})P=A+BHC+D. Fr +a=
(a[q—1]FEpr

|

|

|

1404 Zu�.6. Surq=1, fommt A= 7 Pr2 5 vi
(145) uud R =2 Pr = pr; füt q=2,- Al�si�tB-dexe

doppelten Fläche Des Krei�esglei, în welchen A

Spixale be�chriebenworden i�,und 6mal größerals A.

Weil F Pr° ="A, fo folgt aus bem vorhergehenden:
q(4— 1) Pr =B+C+D.. +7 + oundq—1 �tatt

q �ub�tituirt(q — 1) (q—2) Pe =B+C+D. vs
al�oi�tb:yder Reihen Differenz; oder (q—(q-—2))
q— n) Pr=2 = 2 (q—1) Pr°, ver gten Fläche;
oder für 2 r* �einenWerth Bge�eßt,o=(q— 1) Bz wo

_‘Q jede Fläche,nur nicht A bedeuten fann, weil A in den

beydtenReihen, deren Differenzman hiergenommen hat,
nicht mit befindlichi�, folglich äuch(q— x) B für q=1
ver�chwindet.Al�oi�t�ededie�erSpiralflächender

 zweyten Fläche �ovielmal. genommen gleich, als
die um eins verminderce Zahl der Fiäche berrägr
al�odie zweyre FiächeB = 1 B; die dritte C= 2 B

die vierte haa3 Bu. �w. Auf eben die Are verfährt
man,
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. man, wenn man dar élnen Theil von die�enFlächen,
nichédie ganzen Flächen quadriren,will.

Zu�.7. Die Quadracur der Spirale, �owohlals
der Cycloide, (138) �cótal�odie Guadratur des Xreis-
�esvoraus, und lâßt�ichdie�erhalbnicht geometri�chge
nau finden. Man begnúat�ichabev durhgehends, wenn

man die Quadratur einer Flächenicht genau geben fann,
die�elbe auf tie Quadratur einer andera zu bringen,

durch welche man jene finden fann, wenn die�egegeben
i�t. Was übrigenshier von der Quadratur der Cycloide
ge�agtworden ift, gilt nur vön ihrer unbe�timmten(65)
Quadratur, die allemal -tran�cendenti�ch.bleibt; aber
das hindertnicht, daßnich: die be�tunmteQuadracur,
für gewi��eStellen der Cycloide, einen algebrai�chen|

Raum �ollteg:ben können; wie bereits Hugenins bey
der Cycloide, und andere nach ihm,auchbeyandern frum-
men tinien gefundenhaben.

| :

148. Zu�.8. Für unzshlicteSpiralen, für welche

E y

rmx m tE R
pu rn=xm: ym= Fr

oder y = -) “xzdarf
EE. ZE i 20 He

| “Ln
man nur den Werth von y >= (2)

&

x“; in -das
N

|

|

; F-5
O

vorhergefundene(140) FlächensKlement ——,�ub�tis
;

/ E

tuiren; �ofindet �ichfür die�eSpiralen-das Œemenx
2.0m

M E

ICM. MR ==;
18

der

S

7 CM.

———
—

3 und aus der Summe
; EA |

i

QP A

}

(66)
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2n — Im
—————

m

x # R
2

(66) aller Œemente „ oder

|
6p

x3 2n— m
;

'

2p mf C) deveränderlicheer�teFläche,

�odaß�ichdie�eer�teganze Fläche,zu der Flächeihres
.

i: C — n) :

E

Krei�eswie 1: 3 "Y (2)
TS

verhält; und �o

kann man, auf eine ähnlicheArt, wie vorher ge�chehen,
auch die Quadratur der übrigenFischeh, oder einzel-
ner Theilevon ihnen, leichtfinden.

149. Aufg. 27. AM (Fig. 28.) �eycin Bogenei-
ner Erummen Kinie, der durchgebends gegen �eine

Abv�ci��ehohl oder erhaben i�t, und MT, die Tan-
ente die�esBogens, habe mit ihm den unendlich
leinen Theil Mm gemein. Durch den Punct m

ziche man pm mit PM und 7m mit AP, bis an die
durch A aufgerichtete fenkrechte Linie À 11 parallel,
�odaß Pp, 117, die Flemente der zugehörigenAP,
A1, und pM, 7M oder Pm, In, die Flächen-Æles
mente von AMP, AMn find: Man �olldie Ver-

háltniß von Pm, 11m, den auf den bohlen und ers

babenen Bogen �ichbeziehenden Slächenelementen,
finden.

E

Aufl. Aus den ähnlichenTriangeln TPM, MRw,
folgt: - A

TP:PM=MR Pp): Rm (IT7)

Pp. PM

TPal�oRM oder 17 =

und
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und weil 1M = AP

N
AP

�oi�t117.

MENS= Pp. PM TP

P :

und 117. 11M: Pp. PM = Zp:1=AP:TP

oder 7M: pM = x: �ubt.AM; wo die leßte Ver-

hâltniß,und dadurh auch die Verhältniß.der Flächens-
Elemente 7 M, pM,oder 11m, P m, vermittel�tder Gleïa

chung für die Unie, gegebeni�,weil man die Subtans

ginefür
den Bogen AM aus (17, 21.) leicht haben

ann, Ls
|

150. Zu�.Man kann die Puncte m auf dem Bogen
AM �oannehmen,daß die zugehörigenMR oder Vp
durchgehendsgleichgroßund unveränderlich,die zua

gehörigen117 hingegen, veränderlich werden. Eben

�ofônnen,im Gegentheil,die 11 unveränderlich und

die Pp veränderlich angenommen werden. Bey beys
den Voraus�eßungenwerden aber doch immer zwoeen zue

�ammengehörigeSlächen-Llementevoie 7M, pM,
in der Verhälrnißder corre�pondirendenAb�\ci��e
AP (x) zur Subrangente bleiben. Aus der Vergleis
chung die�erFlächen- Elemente, be�onders,wenn ihrs
Verhältniß,wie oft ge�chicht,eine be�tändigeVerhälr-

niß i�t,fann man nun �ehrleicht die Quadratur einer

frummen Linie findenz wie �ogleichgezeigtwerden �oll.

151. Aufg.28. Die Quadratur unzähligerPas
rabeln, für vwoelcheyn = px", zu finden.

Aufl. Weil (Fig. 28.) 7M: pM =Xx: �ubt.AM

IE"ma

(149) d. i, hier, 7M: pM=x: EE (21)=,

oder
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oder 7M: pM =n: m, und. die- Verhältniß jeder �ols
chen zu�ammengehörigenElemente“ hier die�elbe(150)

“

bleibt,was auch x i: �oit auch die Summe aller 7M
d, i. A CM, zu der Gumine afler pM d.i. APM, in dere

�elbenVerhältniß,(Eukl.5, B. r2.S.) FolglichAriM:

im

APM =n: m, und AnM=—APM; APM =
E

/

ATM, a��oÂuM+ APM == APM 4 APM=

—+ 1) APM == APM = xyz al�oAPM

D i

= ——

xy
und even �oAM = x

cic

DPA
2e hl n n {4m

LL

152. Exemp. Für m = 2; n=1 =kz oder für
die Apolloni�cheParabel, fommt APM = ? xy; (80)
AnM=;3Xxy (77) Für die LTeili�cheParabel, wo

_m=3z; 0n=95z k= 1; wäreAPM=#xy; AnM

_=2xy u. �w. bey den übrigenParabeln, die �ich
gleichfallsalle volllommen quadriren la��en.Jh ent

halte mich, mehrere Anwendungenhiervon, auf andere

_ frumme tinien, zúumachen, weil die Sache keine Schwüz

rigkeit hat. Vor andern i�thier der Ausdru>

Pp. PM. AP
5y DEEPCAPO

ex EM

=.

;

�ubt.AM
Î

é áls �ubt,A M auf x bezieht,in welcherAb�ci��e�ichauch
PM aus der Gleichungausdruen läßt, Die Summe

hiervongiebc�odanndir FlächeA 1M.

_H7: nM ——_

Élem.AnM = u merfen,wo �ich�owohl

Seste
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Sekte man in denobigenWerth des Elementesvon

I
|

SLHIHS

+

SSPRE rA

À 1M, ffafé des Quotienten ———, den gleichgelten-
Subt. A 4

mR

MR
oder

—, �ofäâmeElem. A11M = ex, cinets

ley wit dem Flächenelemente(73)weil hier x die Or-
dinaté �úrden erhabenen Bogen, e das Element der zu-

gehörigenAb�ci��ey die�esBogens bedeutet.

den

153. Anm. Jn (149) i� angenommenworden, daß

die Tangente einen unendlich kleinen Theil mit dem gegebenen
Bogen gemein haben folle. Die Richtigkeit die�erForde-
tung wird im Folgendenum�tändlicherwie�enwerden.

PIII III III NIN NII NII IES III NID

Il,
V on“ der E

Rectificationder Kegel�chnitte.
154. Lrklärung.

ine krummeLinie, oder einen Bogen von ihr,
rectificiren, heißt,eine gerade Linie finden> die
der gegebenen krummen Linie, oder ihremDos

gen, gleich ift. (

i 3

155. Aufg, 29. Œine allgemefne*Formel für
das Klement Mm eines Bogens AM= A (Fig.-29.)
einer frummen Linie zufinden.

ES

Aufl. Weru Pp ein Elemencder Ab�ci��eA? if,
�di�tAp unendlichwenig von AÞ; und pin unendlich

; wenig

s
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wenig von PM; und Am unendlich wenigvon AM uns-

ter�chieden:al�oAm — AM, oder Mm, ein Element

des Bogens AM. So lange námlih Pp noch eine

endliche Größe hat, i�au< das Bogen�täckM m, um

eine endlicheGröße d, von dem geraden Stücke M m auf
der Tangente, ver�chieden.Aber d, die�erUnter�chied,
kann unendlich ‘abnehmen;denn die Sehne die�esBo-

gens fann ihrem Bogen �onahe kommen, als man nur

will. Jndem die�esaber ge�chicht,wird auch der Win-
fel, den die Sehne des Bogens, bey M mit der Tangente
TG made, immer kleiner, derge�talt,daß für den uns

endlih Éleinen Bogen Mm, die�erBogen mit �einer
Sehne und dem Tangenten�tükeM m in einander fallen.

_

Mankann al�odas BogzenelementMm als eine gerade
obgleichunendlich kleine Linie, d.i. als einer unend-

lich
Fleinen Theil, Mm, der nah G zu verlängerten

angente “TM an�ehen.

-

Wenn al�odas Ab�ci��en-
element Pp =e=MR; das Ordinatenelement mR
= e, �ofindet man �ogleichfür das BotezenelementM m,

aus den ähnlichenTriangelnTMP; MmR; MNP;
folgendeProportionen :

Tang. A

Subt. A

Norm. À

Ms,

Tang. À

y
Norm. A

Suba.

A

von wel<en man �ihdiejenigewählenkann, die nach
Be�chaffenheitder vorlommenden Fälle die bequem�tei�t.

|
| Dle

1) PT: TM=MR: Mm al�o Mm=ee.

2) PM: MN=MR: Mm oder Mm=e.

3) PM: MT =mR: Mm oder Mm= e.

4) PN: MN = mR: Mmm ober Mm =,
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Die 1e und zte Proportion haben jedochden Vorzug,
daß man aus ihnen das Bogen- Element Mm, für
�chiefwoinklichteCoordinaten �owie für rechtwoinks-

_lichre, �ogleichausdrúcken fann, da die 2te und 4te Pros
portion nur allein für die leßtern gelten. Endlich i�t
auch, beyrechtwinklichten Coordinaten:

|

y

5) Mm=y MR?4+ mR? = ye* + #?, mit ben

Werthenfür M m aus'den vorhergehendenProportionen
einerley, wie daraus erhellet, wenn man die aus 1z und

3; ingleichenaus 2; und 4z zu findehdenWerthe von

e. s2, in den Frrationalausdru> für Mm �ub�tituire.
Die�esWurzelausdrucksbedient man �ichauh ia dem

höhernCalculo insgemein, als einer allgemeinenFormel
für das Bogenelementeiner gegebenenkrummen Linie.

156, Anm, Die Forderung, daß die Tangenteeines

Bogens einen unendlich kleinen Theil de��elbenmit ihm: ge-
mein habe, läßt �ich�owohl-aus dem was gleich ißt ge�agt
wordeù i�k,als auh dur< folgende Betrachtuug- retferti
gen, die ih aus meiner Abhandlung úber die Haupreiczens
�chafren.der Regel�chnirce$. XXXIV. fürzlichhier wie»

derholen till:
:

\

Wenn. man �ichden Gangeiner krum1nenLinie durch die

Bewegungeines Punctesvor�tellt,der nah und nachin ihre
ver�chiedenenStellen rücke,derge�talt,daß er �einenWeg be-

�tändigeändert,al�oin jeden Augenblickevon der Richtung
des näch�tvorhergehendenAugenblickesabweicht: �okanu

man überall!Puncee in dec krummen Linie annehmen, und es

wird kein endlicher be�timmterTheil der�elbeneine gerade Lie

níe ausmachen. Wenn man aber dié Stellé, in der �ichein

Punct ißt befindet,und die Stelle, in die erden näch�ten
Augenblickrü>t, als eine Entfernung an�ieht,die der Puuct
in der augenbhicklichenBewegung zurü>leet: �ohat es

nichts wider�prechendes,�ichden Weg des Punctesin die�er
Ent»
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Entfernung, “als eine, obgleich unendlich kleine gerade Linie

vorzu�tellen,weil �ichdie Richtung des Punctes nicht ändern
“Fanny,wenn mannicht zugleichannimmt, daß er vorher, in

die�erkleinen Entfernung, eine getoi��efe�tze�ezteRichtung
gehalten hat, Man kann al�odie krummen Linien als Po-
lygonevon unendlich vielen Unendlich kleinen Seiten betrach-

ren, die blos dur< die Winkel, die die�eunendlich kleinen

Seiten ein�chließen,-ver�chieden�ind:und © i�tdie Tan»

nente ‘TM (Fig. 29.) nichts auders, als ‘eine endliche
Veriängerungdex únendlichleinen Polpgonal�eice

“Mm. an dem gegebenen Puncce Mz und. dadurch
(149, 155.)hinlänglichgerechtfertigt,

- 157. Aufg. zo. Die Länge eines gegebenen
Bogens AM =A einer krummen Linie zu finden.

Aufl. Man drücke das ŒlementMm des Bogens
A aus einec der (155) erwie�enenFormeln’aus, in welche
man die Werthe von Tang.A; Subt. A; Norm: A; Suba:

Az ia x‘oder y, aus dem vorigen Capitel überhaupt,
 fúx die Kegel�chnitte,und aus (21. 39.) be�onders,auch
für andere frumme nien �ub�tituirt,wobeyman die Bes

deukung (155) von e und e nicht aus der Acht la��en
muß. Die Summe (66. 67.) aller Elemente,giebt die

. Längedes veränderlichenBogens, in einer endlichen

oder unendlichen Anzahlvon Gliedern. Die Voll�iän-
digkeicdic�erSummebeurctheilt man hier, wie bey den

Quadraturen, (85, $7:) indem man die Con�tanszu dem

für einen gewi��enWerth von x oder y ver�hwindenden
Bogen, zu be�timmen�ucht,wenn �elbigernichefürx oder

y = 0 �elb�tNull wird,
-

|

158. Aufg. 31. Die LXeili�cheParabel zù rectis

ficiren, für welche y? = px* oder y? =x*, wenn

_magn den Parameter p =1 �ent, i

Aufl.
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Aufl. Aus (155) wähleman einen vón den ge�un«
denen Werthen für das BogénelenientM m, z. E. de

SITS
E

Tang. À
aus der zten Proportion,wo Mm = dante und

CE
. \

�ubftituirehiereindenWerth von Tang. A aus der gegé
benen Gleichungy? —x* =o. Aus (21) i�Subt. A

AT NO“|

Î
=

LE
=

2 ET al�oy? 1 (Subt. A)? oder

2y
. E

(Tâng.A)*=y*+2 y? al�oTang.A ={y / 4+9y

b
&Tang. À “4 CR 274

i ; EE
un

x
= /4+9y = Min, demLäntzenz

elemente dér Lreili�chenPaxabel, für den Parameteë

x, âl�oLe4+ Z fürden Parameterp.

Um nun den BogènÀ aus �einenElernentenzu �un

miren, �eßeman ¿(4+9y = 2, al�oMm = #2; wd
man s, als das Element von y, in z ausdrü>ken muß.
Man betrachteál�o/4+9v =2z d, i: 4+9y=2z2 als
eine tinie, in welcher y die Ordinate, z die Ab�ci��e,und
é dás Elément von 2, �owie s das Elèment von y i�t,und

�uchedie Verhältnißbeyder Elemente für die�eLinie, �ô

; ê: Tang. A

_

#. Tariy. À Le
i�t (155, Tz 3; — = —

;,

âl�óô
—

(155, Tz 3
Eibe À

E

y
» ül�ó:

== \inbSubi de EN ey :

= — ufd Sübt. À: e=y:
e

DSL
vbei

y y: é, âl�o&= = bdeë

==

SEZ SS i Ss 2554

=
— , wenn miânaus dex Gleichung 4+ 9ÿ —22

S 2 =D
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=O Subt,A= (2 1) �ub�ticuirt;woraus man end-

lih 2 ez oder Mm =F. €22, das tángenelementtor

Lieili�chenParabel ganz in z ausgedrüt, findet. Hier

aus folgeA=. �(ez?)=

Werthge�eze:
A = 1, (4+9y)* + Con�t

- Soll nun der Bogen A �üry = 0 ver�chwinden,�omuß

'o=I» 42+ Conft, al�oCoa�t =—- 1542 =— %
�eyn,Die�esgiebtal�o

|

1 e y

——. 23, und für z �cinen
Aa

Z:9-

8
N

É
/

A= (4+9y) — => ([4+t9 9] V4+t9y—8)

Den Parameter p wieder zu ergänzen,darf man nur

darauf �ehen,was die Gleichheit der einfachen Abme��ung
fürden Bogen A erfordert, �ofindecman

--
A = ([4p+9y]. ( a Y)

Eben das würde man bekommen haben, wenn man in
rs

RBAL

AELE

8p)

Ze a+ = demtängenelementefür den Parameter pz

gleichAnfangs y«ES= 2 ge�eßt,und aus tem

| :

i epz2
daraus folgendenElemente

TRE
den BógenA �um--

mire ‘hâtte,

159, Anm,
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9. Anm. Wenn man in dem Ausdru>e des Bo-

genelemensder Lreili�hen Parabel, die Wurzelgröße

É4+9y in eine Reihe (88) aufgeldßt,und alsdenñ die

einzelnen Glieder der�elbengehörig�ummirthâtte, fo hätte
man zwar, ohne einige Sub�titution,den Werth von AM,
aber nicht in ciner endlichen Anzahl vonGliedern, und

al�o
nur approximatori�chgefundenz ad da, wo (4 220
für gewi��eWerthe von y rationell wird, und. alfo der Bogen
A �i vollfommen genau fiuden läßt, welchésge�chiehtwenn
4 +9 y cine Quadratzahl wird. Hieraus al�o,und daß die

Reihe für viele Werthe ‘von y divergirt, (1x0) und folglich
anders eingerichtetrverden muß, erhelletder Vorzug dés Aus-
drucs (158)vor der Reihe, und niit ihr die Wichtigkeit der

Erinnerung (89) Die LTcili�cheParabel i�tübrigensdie

er�tekrummeLinie, derèn voll�tändigeRectification man ge-

funden hät, Man �ehehiervon Herrn Hofrath KBä�tn,
Anal. 269.

:

160, Zu�.Man �ehedas KANNE (158)

ZEV
49D

= „ dem Slächenelementreeincr krum-

„men Linie,durch eine be�tändigeGrößea dividirt; wo w

der frummen tinie Ordinate, y die Ab�ci��eunde das

Elemeñt von y bedeutet, Nach“Weg�chaffungder Dees:
—I ay 9a?

tionalität erhältman alsbenn,w? E 9 2 —

o 4P #P
2

(y + ép) oder,-y +4p=u-ge�ebt,w? = LEuz, die -

‘Gleichungder gemeinenoder Apolloni�chenParabel
ga

von demParameter Das Längenelemencder

= 3 3 Leis
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Lrieili�chenParabel i�tal�odem Flächenelementeder

Apolloni�chen,durch eine be�tändigeGröße(a) divi-

dit, aleich; �odaß die Recrificarion der einen und die
G.uadratukt der andern wech�el�eitigvon einander abhans
gen. Da man nun die ApoUoni�cheParabel quadre
ren fann, �ofann man auch die LTcili�cherectificiren,
wodurch al�odie Rectification der lestern begreiflich
wird (Anal. 270). Die Verzcihuung der Neili�chen
Parabel aus der Apolloni�chen,kana man bey UWWolfen,
Anfanys8gr.der Alg. 225. nach�ehen.Man vergleiche
hiermit was (136) von der Zpperbel und der logariths
mi�chenLinie ge�agtworden i�t,

:

161. Aufz. 32. Unendliche Parabeln, deren
Gleichungy — puxk = e; zu rectificiren.

=
2

Aufl.Fürym = p»xk, i�tx = Ze z und:

P|
/

|

m

:

ny KK
Subt.A =F (21) = —; al�oy*+ (Subt;A)*n

kp
*

: 2m
�i

: - my k
N

eder Te) =y + —

77»Und Tang.‘A

cs Age
2mM—2 k

; y KL_N y

k*p kp $
28, 2m—2k

Ve" 4mty
®

) al�oC155,3)
& Tang.
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155

on 2am-2k
O LLPEAober Min=—“—VRP Fg n

KpE
2m—2 k

K

êV (1+
s ) s(14V)’, wenn man

Kk2p
Zz

23m—2 Kk

y K

SV �eh
:

E

Die Elementefür den Bogenf zu Lnalésvers
_ wandle mandieWurzélgröße(1+V)* nac der Formel(88) in eine Relhe,für welche die dortigen P; Czm;hier

1; V; 7; �ind;und die Buch�iaben-A,B,C... die�elbeBedeutunghes �ofommt:

YV T
e ay ®

YV#e (1+ =e(1+V3:4
| Le1.3.5

|

24:6. FV224 und, denWerthfür V gehörig
�ub�tituirt,

y

——k
Æ

Î

=e (IT ZAE orn “=e(yFP 7_—w-Z———D

TS R n



136 Von der Rectification
:

um -4k
|

:

k

EL
_2.4 k4pKK “TEA

Lm

+
I. 3. m°

SENE

Baze

“Didi 6.k®p
k

1. 3. 5s. m?

TE E

2.4.6.8. kp
&

2m— 2K

k I

al�oftr Y oder

kpl
am— kk

m2 ————

A=y + fixe

2n

2(2m—k)kp
*

i : —
s

za
FJ

2.4 (4m—3k)k?p
*

ams ———

4
E aao

y. k

2.4. 6. (6m=—sk)k*p*
a TA

N
a J- Fo m M SE

y
k

*

:

2. 4.6.8. (8m—7k)k? pF
162. -

|
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162, Zu�.1, Für die L7eili�cheParabelwärehier

m=z; n=1;z k=23z al�oderBogen

2 1. 34Ms ————————— yy +T
2. 72 Ei 2. 4.6. 2° p*°

F

6
D

È 8

E

vem:

=]
«IL, ZZ

: s pS RE
i

I. Z- ZA — fis
e 4. 6. N 2 PÞ 5 4 6: 8e IO, 4p

dem Ausdrue (158) Ls p at LE—

8):vollfoms

mengleich, weil
�elbiger,die Wurzelgröße(4+2

eine
ünendlicheReihe aufgelsßt,mit 75 p iteire

und 2 p davon abgezogen,eben die�clbenGlieder: geben
würde. Hieraus findet man, (die Zahlencoe�ficient-n
der Kürzewegen, nachder Ordnung43 6z y. ge�cbt,
und den Werthder Potenzen von y aus der Gleichung
fub�tituirc)den Bogen

7. A

aX
/

Bx y

y
E

|

A =
IT

IE

LE

LEA + OPER A

5

FIE

SSPEF z 3 7
P P P M +s

în x autgedrückt; wo �úrp = x, die Potenzenvonnpnur
wegge�trichenwerden dürfen.

163. Ju�.2. Hätteman das Bogeenelemèentil
der Formel (155,1) �uïhen,und alles'irï x aete:wollerì,�owäre U

Tang A

EL = 2 x44 dsge-'
fundenworden. Wenn man LuedieWurzetgrößein eine
Reiheaufló�et,�ofindetman (88)

4 5 Mm=e

Mm=e.



WS —- Vonder Rectification
- O CIE ap 4

a E Ft E LA
y

|

x

Ma =e(iEE —_ ———LT A
“9 9 9

Top A&A
Le = e EN… und hievaus

RE

Sf '4
=

4

eH S9
E AD

EA

3-9 P

4 ar TTE WM

ET &
|

iK = _ + ELSEE«+ « « oder, den Parameter

P=1 ge�est,MN
:

E, iz
:

y z

A=x +e +: ET 4

3 E 5 Í
3: 9.X Z: 95x '

a ZTE :

3°

x3
x

:

Ì H+ — 1)aus (158)wo die leßtereReihevon
“

A füreinumsdie er�tere(Ersfür ein fleinésX'‘gés

�hwindconvergirt.
164. Anm, Es wäre nichtndedigct fâr ‘den

Bogender LTeili�chenParabel die�eReihen zu �uche,da

man �einevoll�tändigzeRectification aus (158)haben kann.
Aberes i�küüglih/wenig�tensdurch-einBey�piet�ichzuüber-

zeugen, daß-derJrrationalausdru> , den manaus der dortigen
‘Sub�titutionfür den Bogen findeé,in cine Reihe verróan-

delt, ebenSS Gliedergiebé,welche die, ohneSub�titu-
tiou
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tiongefundene, nach ihren Theilen �ummirte,Neihe hak, für
welche keineCon�tansweder zu addiren noch zu �ubtrahiren
i�,wie auch’daraus erhellet, daß für x oder y Null ge�eßt,
der Bogen À ver�chwindet(85)

'

:

165. Ju�.3. Für die Apolloni�cheParabel, für
welche m=2; n=1=k i�t, belommtman aus (161.)
das Klement BL AK

E HN: 4y3 ¿e 15:48

Sn Vp*+4y (VT ya) �owie

denBogen
R

LE! DUE GYHheN ay TOYy9

ap IP IP SP
2g y 84y
————

n

R)

11 p'°
,

14 pA
4

‘ è

wenn mandie dortigenZahlencoefficienten,hier in den
/ - ay

Élcin�tenZahlenausdrüctt,
Weil nun y + 2 —

Ly

= y C+ ED
pu .) �ofindet man hierdurch-den

2x Sn n DRE IOX4
PL E LL

Ps SP Tp!

2)

OPD
E ei 6 A

2x BZ inxausgedrüctzwo �owohl
LIP <« RTE

: Í

y als x flelner als p �eynmü��en,wenn die�eReihencous.
vergiren�ollen.Für ein großesÿ hingegen,mußman in -

“dem Binomio dex Jrratioaalgrôße,47° zum.iES :

cie
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Theilemachen,(110) und �okommt,die Wurzelgröße

in 7 y + gehörigentwickelt, (88) urid mit

EEmultiplicirt,das Bogenelemenc

2 LP de ERE
Mm= ey + — at P— ey

P 4 O4
s

512
7

und hierausder paraboli�cheBotzen

Et. pep
=— . log.

y+

——— —
—...

p
FEP ESE Gays 4512 y*®

für welchem das er�le,dritte und die folgenden Glieder

des Werthes von Mm nah 66.67. das zweyte aber,

oder Zp.S nah 118. �ummirtworden�ind; denn

T i�tdas Œlement des Logarithmenvon yz;al�o die

Summe aller die�erElcmente, oder l (=) = log.yz

10 log.y den narürlichenoder hyperboli�chen(1 21.)
Lozzarichmenvon y bedeutet. Hier nun braucht man

den Logarithmennicht zu Abkürzungder Rechnung, �on-
dern die logarithmi�cheGröße (122.) �clb�t,die hier
‘einenTheil des Werthes von À ausmacht, und die man,
wean y in Zahlênbe�timmtwird, aus Herri Lamberts

Tafelnfür die hyperboli�chenLoyarithimen (Taf, 13.

15.) finden, oder dochleicht berechnenfann,
#

D

Ï

166.Ju�.4. Aus 109. kommt u = —+t 4y?

fürdie�chiefwinklichreZyperbel, al�o,beydeAxen und

den Parámeter,oder a=c=p ge�eßt,u=ZV/ pe+4y,
:

:

für



6
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für die rechtwinklichte oder gleich�eitige-Zyperbel,
wo y die Ab�ci��enauf einer, der Hauptaxe �eafrechten
Unie,durch der HyperbelMicttelpunct; u die zugehdöris
gen �enkrechtenOrdinaten bedeuten, Al�oi�teu =>68

VCpP*+4y*bas Flâchenelemencder gleich�eitigen

Sÿperbel;welches-mit M m =Z (e? ay (165)
dem Bogenelementeder gemeinen Parabel verglichen,

4
|

z Mm = FÄ, das halbe Längenelementder Apollos
ni�chenParabel, dem FlächenElemente der gleich-
feitigen Apolloni�chenHype: bel durch p dividire,
gleich macht; �o,daß die 2ecrification der gemeine.
Parabel in einem endlichen algebrai�chenAusdrucke ges
geben �cynwürde,wenn man die Gyperbel auf -die Art.
quadriren fönntee,Die Unmöglichkeitaber eiaerfolchen.
Quadratur, die auf Logarithmenführt,welche tran�cen-
denti�cheFunctionen (Alg. 57 1.) ihrer Zahlen �ind,hat
Herr Hofrath Kä�tner(Anal. 272.) zum Theil gezeigt.

_

Wenn man al�odie Reihe (109, 1.) fur die veränderliche

bpperboli�cheFlächeCpMA, mit —multiplicirt,�o

findet man hieraus den unbe�timmtcnparaboli�chen
Bogen für eine kieine Ordinate y auf der Axe, oder

ay LO UMSAZE >
:Y +

3p 225 RAPP
Ta TE ALS e: I. 4 €. 2 n— 5) gut yA
1.2,3:.4-9-P®

See

E 1.2.3. (n—1)(2n—1)p2n—A

vollkommen einerley mit dem er�tenWerthe von A,
“in (165) Das nte Glied der Reihe i�thir po�itio

oder negativ, nachdemn gerade oder ungerade i�t(88).
i EE 1674
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“167. Aufg.33. Einen ellipri�chen,oder bypet-
boli�chenBogen AM= A (Fig. 10, H zu rectis

ficiren.

Aufl.Jn (roy:1) i�tMm* =

PTA PMS

._ (Tsns. A)>
“(Sabe

3M
A

= t= tp=)

tdorausMùn=e iNI +7F
Sinbién�oMin=#sy/nefi Te C

Era

Tree

AED

a2y2ANUS A GH
—

afy

EEElgt DaG i CTY
e IT

LF
c#+Fciy+aty Let ys=

LC Ay
DECEerp

toenn man a2—c? für die ŒÆllip�e,und a* 4-c* fúrdie
_

Hyperbel, in beydenSenn
= { �eht,Al�oit

Mm=s({et+fay2)et Fey)
wo y die Ab�ci��e(56) aus dem Mittelpuncte LEdet

¿woeptenoder LTeben-Axe; # das Œlement die�erAba

�ci��ebedeutet. Mun i�t,wenn man ®; Q; mz fn 88,

gehörigbe�timmt:
:

QE EEES: 2 f2y2 ï (4

y

4

Get IS fi 2e an D
e” 1.3.65

tg ye 03S 2 bey t3S.72 ly
1: 2

>ct
e

Ii 2: 3:4.C"4 1:23:45

(jes
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le SR =. Ay 2

LEE TEA
Si

SI IP e 1.4572 1. 3.5: 7.9.29".
L.2,Z.C8 1.2, 3.4:

_——

L, 2. 3-4-5. C?

‘= L; nd Mm = «¿KL E F E&A
cat

Man multiplicire al�odie ReiheL; nah und nah
mit den einzelnenGliedern der Reihe K; �okommt, wenn
ran’ der Kürzewegen die Zahlencoe��icientendes dritten,
viexéenu. �w. Gliedes in Kz; hier æ, ß, y &e. und die,
Coefficienten eben die�erGlieder der Reihe Lz;æœ“,8, y &cs
�ebt,und jedes Glied von KL fogleich�ummirt(66)

D

SVE ay
|

Cy? y y
9 d'y

‘

E
e

tL =M
3 FAC DIE

4

AC ARG =

Á

2 3 f2 i e E 1 (2,9 /

2
-t-

/
tn 4

S-

E äl,
GP PO

3. — ges pes
EN

—

GRE _ LIC

2aty? H 4afy? “aa 49 E aF (yt
— =

m

cAEED + — =O
*gtd rde e ECS

20 A
A

ER aA

81,9 84 TX

ret 21/0y°mLa 4728Ys
v.

9015 M PE

EE Ï
ciù “ |

GS

E
za É

+ >

Y

: a(t e La je 4 — 2 fé
und y + EE

DiE E

56t
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+ iB/c+afrcs 4af4c> 4 20fs

R IS EE

+
Lyfe+ fpfresaa fact + 40e ay,

E Yrs

+de +4y fc Fap cta Pf
+( MERE

1122

+ 4yf®IE ADZU
y. =M+N+0+

eS i

:

+ GRS MKT)==

Oder,wenn a2 + c? �tatc£2, und �tattder griechi�chen

Büch�tabendieZahlengehörigwieder

Atun
werden :

E
;

i 2Aa2
2

5c

4a Be Paare pas)
y

“Fo
:

Ï

2a>{(64c®+ 484?c4 + 24244 F 5a) ,

get,
Y «e

fr den BogenAM der Ellip�eund Zyperbel, jenen
aus den obern , die�enaus den untern Zeichen,

168. Zu�.1. Wenn man inder lebten Reihefürden

Bogen À = AM der ŒÆllip�e,die Buch�tabenc, a, y
mita, c, u

0h
�ofáme

eN
E SE (S6 —

+

A‘ =u+-za“ 5.af

4c: ga
— 48° c2)

Das
u

7
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di
2c? (642° — 482a4c* + 2422c4 — 5c) E

gas
i

'

wo u = CP, nun auf der großenAxe AB liegézal�o
A‘ hier nicht den Bogen AM, �ondernden Bogen aM
(Fig. 10.) bedeutet. Für die Hyperbel i�die (167) ge-
fundeneReihebequemerals die verwandelte �eynwürde.

169. Ju�.2, Man �eßea=

n

c (Alg. 321) �o
kommt (168.)

eS 2(40n*— 1)
AC

a

>] 3 5E TR AE
y a Es

4(8n4— 4n* +1)

E
2(64n— 48n* + 2401 — 5)4

ates
:

:

ú? = aM

und (167)
E AE TN)n

A=y +
ze y3 +

5E!

4n* ($8 £ 4n?°+n#*)E
s . 7 c°

Y

i 3

&
2n2(64 + 48n? + 24n* + 5n5)

iia

E°

Für n= 1 wäre a = cz al�ofür den Bogen eines

Krei�esvon dem Diameter c, aus den obern Zeichen:

4

y. = AM

E LER
zt ge 76° ges
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 a[ 126} zn a�462]+7 SE

E

E

N

BER ..
Y D E+

Fers eS y... in welcherReihe le
einge�{lo�enenZaßlen, mit. den figurirten (Alg. 726)

_ Dahlen, nach der 109, 4. bemerkten Ordnung überein

kommen,
/

Die�eReihe: i�tnun offenbar der Reihe M (168)
gleich, (wenn- man in ihr �tattder griechi�chenBüch�tas

ben die Zahlen�t, und alles gehörigverkürzt)wie euh

�chondaraus erhellet, weil für den Kreiß, a?— ce? d.i,
2

= wird, und al�odie übrigenReihen N, O/P &c.

hier wegfallen. Die Sub�titutionder Zahlen gietc hier
die ReiheM, d. i, den Kreißbogen

ZS E R EE
RRE

4E N E BA CS 1. D.3 FCS
R 7

LIL
I. 2.3.4.9 C° 10 EEE

I. 3.5.7.9. 1 vt: APE 0: 2B),
I. 2.3.45 GTZ E A

wie vorhin. Für die rechtwoinklichreHyperbel käme,
für n = 1, aus den untern Zeichen:

170° b

52
Ay try Les

*
cs

y?

282
9

2
170.
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170: Aufz, 34, Den Bogen AM =A, éines
Rrei�es(Fig: 18.) zu recrificiren, Lez

eh

Aufl, Ein Ausdru> für die�enBogen findet�ichint
vorhergehendemAb�chnitte,Auch kann man, aus denen
im vorigen Capitel berechnetenWerthen der Kreisaus«

�chnitte(96. �eqq.)für den Durehme��er3, den zugehöri«
gen Bogen �ogleichfinden, wenn man den berechnetén

Aus�chnittmit = dividir, odermie—multiplieirt (95),

Hlerwill ih nur noch zeigen,wie man den Kreißbogèn
vermiecel�tder Tangente,oder des Sinus berechnenkönne

Für die TangenteAT =2z �yTt = cl. 2 = è,

Weil nun (101) das Bogenelement eines Krei�es
dem Œlémente dex zugehörigenTangente durch

das Quadrac der Secante dividirr, gleich, oder

ê
_ MD i

Mni=
ST i�ts�oi�t(C) ode?

Z3 (2° : 5 SES

Ï >#

At Pi Salt je bt,
— 52° KAL e Leg O tds

4 LE

Zz2n==2)
20 1

das nte Gliedpo�itivoder neczariv,nachdemù eineuns
gerade oder gerade Zahl i�t,Für-den Bogen:AM =
45 °, wäreZ= 1al�o,der achte Theil der Pexipherie

LE Fp E Nl

4 Tt .) fürden Halbme��eri; und ¿0/=4
XZ» T4

¿

y

T_ Í CN Y

|

Ka UF
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E
aies

2, EL I = ea: i Fs Ee
(1— FES IEE —-

+5)

die tzänze Peripherie eines Krei�es,für den Durchs

me��er1. :

Die�e Reihe nun i�tzu Berechnung des Kreißums

fanges unbequem,weil �ieviel zu lang�amconvevgirt

(102) Man muß daher den KreißbogenA �obe�tim-

men, daßz ein fleiner Bruch des Halbine��erswird, für
den alsdenn die Reihe �ichge�chwindernähert. Man

�eßeal�oA = 390°,�oi�t,für-denHalbme��er1, alsdenn

‘Sin. A= 2; Co�.A= /1—1=+t 3, und Co�.A

(1 3)é; Sin-A [3] #34 Tang, A {z] al�ohier

2 A und derBogenvon 30 Gradén, als der 12te

Theil der Peripherie, aus obiger Reihe für A, durch die

Zahlenreihe :

:

: : eSEA T

TEE + a
ES

V5
3:3 5-3 1.3%

-

9:3°

CCE -) gegeben.Das �echsfachedie�erReihe
14.94

giebt alsdenn, weil 6 (5 == y 12, wenn man

“mit4/12wiklich multiplicire:

Die halbe Peripherie= Ln_(12 4 V2
|

:

3:3 E

A 12 12

7:3-3:3 9-:3-3-3-3 11. 3: 343-93

es
: +
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aN A

13. Z- Z+ Z- Z+ 3:3

al�odie ganze Peripherie, oder P, für den Durchs
me��er1

18 für dew Halbme��erI;

| DieSumme die�erReihe findet man,wenn man,

auf eine äholicheArt, wie in 125, die Jrrationals

größey 12 = 3, 46 « .. mit’ 3, den Quotienten wic
der mit 3, den neugefundenenQuotienten abermal mlt

3, und �oferner dividirc,die Jrrationalzahl alsdenn,
neb�tdenen derge�taltaus ihr nach und nah gefundes
nen Zahlen, in ihrer Ordnung durch die von 1 an auf
einander folgendenungeradenZahlen theilt, und das

was auf die Art heraus

-

kommt, în eine algebrai�che
Summe bringt. Der Columme A, (welcheoie Jrras

tionalzahl / 12, mit allen, durch fortge�eßteDivi�ion

der Zahl 3 aus ihr gefundenen Quotienten enthält)
�eßeman die ungeraden Zahlen in ihrer Ordnung zur

, Seite: �ogiebt, das er�te,dritte, fünfte 2c. Glied

(die ungeraden Glieder) von A, durch die jedesmal das

neben �tehendenungeraden Zahlen dividirt , das er�te,
zvwoeyre, dritte 2c. Glied in der Columme Bz; das

zvoepte, vierte, �ech�te2c. Glied (die geraden Glie-

der) von A hingegen, durch die zugehörigendaneben
�tehendenungeradenZahlen dividire, das er�te,zwoepyte,
dritre 2c. Glied in der Columne C; �odaß B den pos

�itiven, C den negariven Theil der Reihe enthält,
und �ogiebt B —C die Peripherie P um �ógenauer,

jemehr man Decimal�tellenfür 12 ge�uchthat. Die

Rechnungdafüri�folgende:

NS A RIE
{



150 Vondeb Rectification
TE

B C
1) 3,46410161F138(3,464101615138={12
3) 1,15470053879 (0,3849001 79460
5) 384900179460( 76980035892
7) 128300059820

: ( 18328579974
9) .42766S86607( 4751854072
11) 14255562202 (C 1295960200

(
13)  4751854067( 365527236
Is) 1583951356 105596757
17) ©

527983785 31057870
19) 175994595 (. 9262873
21) 58664865( 2793565 i

23) 19554955 ( 850215
25) 6518318( 269733
22) 2172773 i i 80473
29)

= F24858( 24974
31) 241419 :

E 7788
33) 80473( 2438

35) 26824 ( 766
37) $941 ( 242 FA

39) ¿0980
:

( :

76
4a) av: QIC 24
43) << EAx ( s
45) ES I10o( : 2

“4D vi 37 ( iz

N

B = + 3, 546233172181(0, 404640518591
— C

=— o, 404640518591 '

Decimal�tellengenau, weil /12 nur auf 12 Scellen i�
berechnetworden, “

S,. KRâ�tn.Anal. 306. 307, 308. wo zugleichaus
dem Herrn Œuler eine bequeme Methode angegeben
wird, den Bogen von 45° qus �cinenbeyden unbe-

i:
:

:

�timms
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�timmtenTheilen a + b vermittel�tder Tangente der

Summe die�erBogen zu berechnen, wobeynan dle be-

�chwerlicheAuszi-hung!einer Wurzelgrößenicht nöthig
*

hat, :

177. Aufg 35. Die Peripheriedes Krei�esvers

mittel�tdes Sinus eincs Boezens AM == A (Fig, 30.)
zu finden. :

z

/

Aufl. Für denHalbme��erAC=1 = CD, �eyPM

oder Sin. A =yz PC ober‘Cö�.A= — yy; Man
ziehe mp der tinie MP unerdlih, nahe, und MR mit
AC parallel; �oi 4aMPC&o aMRmz al�o,wenn

man mR, das ŒKilemenrdes Sinus von. A, oter el,

y = € fet; PC (Vi— yy): MC (99 = mR (e).
s

: (

Mm =

E
oder, �tatt1 den Halbme��err ges

1— Yy

�ebt,Min =
——, das Bogzenelementdes Kreis

r— y?
:

�esdem Producte aus dem Zalbme��erindas ÆFle-
ment des Sinus, dividixt durch den Cofinus,

i

¿Norm A: ==
À

; welcl;zeFormel

mit

Mm = ————gleich; welc;e Formel mit Mm

SUA
aus (155,43

einerley i�t,weil dieL7ormale für den Durchme��erdes

Krei�es,in allen Puncten =r, dem Halbme��erdes Krei-

�es; al�odie Subnormale = VVRE y? �eynmuß.
el. Sin. A

;

Col. A?

�ofindet man hieraus, Elem. Sin. A = el. Ax<Col. A;
Beyde Formeln muß man, ihres vielfachenGebrauchs
wegen, wohlmerken,

:

EN

:

| XA: E

Wenn al�o,für r= 1; Mm d, i, Elem. A=
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er 6

In dem Ausdrufe —— =
—

ds

V/I Es

Zz

= è Leerdet verwandele man die éperatlenalaróó
_in eineReihe,indem man P; Qz m ín 88. hier 15

— Zz�eht;�okömmt

n fre + A ELS
ar PDAL R RES

Ze Se FEV + 3- 5.7. 9.

E

EZE Et RA iE
E

L. AAE RELE LARA E°

I. 3.5 o'è 6 (2n— 3) y2n—z2

LL. Ze Z N «à (n — 2 aN mas E r2n—2

und hieraus, von den einzelnenGliedern der Reihe die
Summe (79) genommen,

+

e.
4

LIE ELIA=y+ GLI LA 1 OE S2 DL 471410

1.3.5. 7,9
:

I. 3:5. 7-9. y

1. 2,3. 42 «Qs Ly 4: 5 I TEN

1.355 e (20 — Z) y
20—t

“1.2.3. (n— 1) (20— 1) an—1 rana

z 172, Expl. Wenn Mires zo®,al�oSin. A oder y=t*,
für r = 1;z ge�eßtwird, �ofommt für den rectificirten
Bogenvon 30 Graden hier :

;

|
A= Bi
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ESE
6.22 LE GR I. 2. Y. 7. 219

I.3. 5.7 LS

A IO R
und das �echsfachedie�erReihe,

oderdie halbe Peripherie fürden HZalbme��erE; Dh

3 3° 5:32
6A= cia, St: Aira

7A

VO SEE4:7
TA SAE Fe D

52 9.7.5 3°
4.6. 8. 9. 2° 46 8 10ER

Lt: 97. 5. A
i

4: 6: 0 10 TIR E

und, wenn A, B, C, D, &c. die jedesmaligenvorherge«
hendenganzen Glieder bedeuten,

Ar 5 BA eS
6A =3z+——z;+ — —

2.3: 2 45A 6.7.2
D

(
\

ds ER Pur? C139
69.4 LOILE 151A 14.15.22
a(2n—3)?

o. =P
i

fa
n—2) (an_—1)2* ,

der ganzen Peri

pheriefür den Durchme��er1; wo n jede ganze-Zahl,
von 2 an, bedeuten kann. Für n = 1 fäme hier was

Ungereimtes. Das er�teGlied hat nämlich fein vorher-
gehendes,aus welchem es ausgedrücft�eynfönnte. Man
vergleichehiermit 109, 1. p.88

:

Ju die�erReihei�jedes Glied ein Product aus dem

näch�tvorhergehendenGliede in das Quadrat einer unge-
| K5 rete
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raden Zahk, dividirtdurch das Product des Quadrates

der 2 in eine Proniczahl; weil das Product jeder zwo

näch�taufeivaader folgenden ganzen Zahlen (m. m+1

oder m. m— 1) immer eine Proniczahl (m? + wm)
giebt, M

173. Zu�.1. Für den Halbme��erCM = 1, �eyCP

oder Col. A=u;z PM ober Sin. A = y 1—u?, �oi�
MR

=

Pp, das ÆElementdes Co�inusven A, hier ne»

gzativ,oder Pp =— e, weil der Co�inuskleiner wird,
wenn der Bogen mit �einemSinus wäch�t,und umge-

Fehrt. Die ähnlichenTriangel MPC, MRm, geben
�odann

PM(1—u): MC ()=MR oder Pp (— e):
[5

1. Co�.A
ME

o es al�o:Mens Ool. A-— = el. Ae
IO N

Col. A, beydes für den Halbme��er1, und

: er n Es
Mn e (77 für den

i

Vr— u?
|

Halbme��errz das Bogzenelement des Krei�esdem

negativen Producte aus dem Zalbme��erin das

Œlementdes Co�inus,dividirt durch den Sinus,

gleich.
E:

4T74 Zu�.2. Man�ecteSin. ver s. A oder ADx,

�oi�tP p oder MR (das vorigeElement des Co�inus)

Hier cl. Sin. v. À = e, und aus'eben der Proportion (173)

Pp. MC el, Sin. v, AE ;

GRE aA « Ue El « R ———————_—
| Mm

= "MB
d em A A

Mm; al�oMm ober Elem. A = —

[

Il
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as

EredAre

Lar

EminMOÀ

(2 x—x

er

S
für den Halbme��er1; al�oEl. A=

CAr
——

2) für den Halbme��err; woraus man, �o

wie aus (17x. 173) den zugehörigenBogen, und aus
ihm die ganze Peripherie berechnen kann. Und �okann
man das Bogenelement des Krei�esauh aus andern tris

gonometri�chentinien, und umgekehrc,die�ewieder aus
dem Bogen ausdrücken: wozu man die- Proportionen
entweder unmittelbar aus der Figur herleiten, oder durch
Sub�titutionund Umkehrungder Reihen, finden kann,
DergleichenFormeln aus dem Cirkel �indihres weitläu�tis
gen Gebrauchs wegen von großemMNußten.

175. Ju�.3. Aus der berechnetenKrelßperipherke
P, (170. 171) fann man nun fehr leicht die tängeder
KreißbogeneinzelnerGrade, Minuten, Secunden 2c, .

in Theilendes Halbme��ersoder Durchme��ersbereh-
nen. Denn für den Halbme��er1 drü>ktdie Zahl Þ oder

J» 1419 « . (170.) die halbe Peripherie des Krei�esaus,
folglichi�

P y

E
|

— =0,017453 292519 943295 769236 908=
180 S

ts
:

/

x Grad
1 Gr.

|

:

——=0,900929© 888208 665721 596153 948=60 FD 4A

"1 Minute

7 Min.
:

/

—=0,000004 848136 gIIo95 359935 $99=
60 A 1x Secunde

1 Sec. i
:

“Fg
=0,000000 080802 280184 922665 598=

o

1 Tertie
und �oferner für die Quarten, Quinten 2c4

: Deym
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Beym Hrn. Lambert findet man auf der 23. Tafel
die Längeder Cirkelbógenvon 1, bis auf 100 Grade, und

von da an, von 30 zu 30 Graden, �owie auch fürMi«

nuten und Sccunden, insge�ammebis auf 27. Decimal-

�tellenberechnet.
Ji der 24�tenTafel p. 15 1. findet man unter andern

auch den Bogen angegeben, welcher dem Halbme��erder

Länge nach gleichi�t. Die Rechnung dafür- i�tleicht,
wenn man einmal, wie hier, die tângeeines Gradbogens
chon berechnethat. Denn man �ete, der ge�uchteBos

gen habe n Grade, �oi�,für den Halbme��er1, alsdenn

n. 0,0174532925..=1; folglichn
E

und hieraus der Bogen = $72, 29577951308 -

Déèr Re�taus die�erDivi�ion,mit 60 multiplicirt und
mit 0, 01745 .….. dividirc, giebt Minuten, und die

ABiederholungdie�esVerfahrens, Secunden, TertienE,

und �ofindet man endlich den ge�uchtenBogen,beyhahe
57° $, oder genauer 57° 17 44° 48” 22” 29
21% +... S. Eul. Introd. in An. inf. LU. $. 530.

:

Hâtteman die tänge einer Sexte berechnet gehabt,�o

hâtte man den verlangten Bogen�ogleichin Sexten �u-
chen, und hieraus den�elbenin Graden, Minuten u. �.w.
noch’etwas leichter und ge�hiöladerals vorhin finden
ian (

Eine Anwendungder hier vorgetragenen Rectifîca:
‘tions- Methode auf tran�cendenti�cheLinien geben

nach�tehendebeydeAufgaben.

176. Aufg. 36. Die CyfbloideAbOF (Fig. 25.)
zu rectificiren.

Aufl, Weil (139) Db oder y = Ad+Dd, oder,
wenn man den Kreisbogen Ad = A �eßt,y = A + Sin.

A, �oi�tElem. y oder € = el, A+ el. Sin, A=el. A+dl.
A x
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A > ‘Col,A [171] d. i. e = (1+ Co�.A)el A =

el, Sin. vers. A
(1+CoL�.A) — Gu] al�o,wenn Sin.

vers. À oder AD = ird,
Cae

fürdens. = =oder x ge�ebtwird, e=

CRE LK

Sin, À

| (2r—x}e ; Í

:

;

“ÉE Mt
rin isHalbme��er1 ; oder s

EE
für des be�thre

benden Krei�esHalbme��erAC=r; wodurch al�odas
ÆElement der CyEloidenordinare y =bD ganz in der

zugehörigenAb�ci��ex = AD ausgedrücft i�t,weil auh
e, als das Œlemencdie�er Ab�ci��e,�ichauf x bezieht,
�odaß man nun „e*+e*, oder das Borzenelement
(155, 5) der Cykloideleicht'ausdrüen-fann.

"Man �ub�tituirenämli<hden Werth von

 (r—x e (ar—x)e?
|

a CREA
- in den Jrratíos

nalausdru> des Bogenelementes, �okommt/e* + e2

—

———

À

——

(2r—x)€e? 1
A,TE = EIR D

M

= e*+
s

= tl =

2-2. EXx
Bi
bf

für das Œlement des CyFloiden-BogezensAb, und hier-
Ure An :

Abh

2
“ÉDE

IOP AE

aus (67) — oder 2 y/2rx für den rectificirs
SF Z eh i

E

6

tèn Bogzen Ab, der für x=0 ver�chwindet.Al�oi�
jeder unbe�timmteBogen Ab der Cykloide,der dop-
pclten Schne des zugehörigenKRreißboggensAd

_Yleich; weil /2rx der Ausdruckeiner �olchenSéhnei�k.

Für x = 2x verwandelc�ichAb in AbQF und2 /2rcx
' “in
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in 4x, daß al�oAbOF = 4r, die halbe Cytloide dem
vierfachen <zalbme��eroder dem dopppelren Durch-
mé��erdes be�chreibendenKrei�es gleich i�t, Die

Rectificarion der Cykloide hat der EngländerWrenn,
�owie Robervoall ihre Quadratur, zuer�tgefunden.

177. Aufg. 37. Die Archünedei�hzeSpirale
“

(Fig. 26.) zu rectificiren,

Aufl, Wenn in der Spirale rx = p y, die Ab�ci��e
x um einen unendlich Éleinen Theil e der Peripherie- zue

nimmt, �owäch�t(143) die Ordinace y um: einen pro-

portionellen Theil # ihres Halbme��ers,�odaß hier
xx +re=py+pe, und die Differenz aus beyden

Gleichungen, die Gleichung re = pe, zwi�chenden Lle-

;

è PE j

re

menten ez #, giebtz woraus e =
y und e =

Fe
“

folgt. “Nun i�tmR = e, undCP (r): Pp (e) = CM

E
SiG

ETA

(y): MR = = ; al�o(155, 5) /mR?+MR>=Mm

rtr1A

ME

REAEEESEELE

ROE

Ga

w 2

= ‘+ — dem Bozenelementeder Spirale,

> 2

Man �ub�tituireal�odenWerthvon e* = ——in

die�enJrrationalausdru>,�ofindet man das Bogen-
j

'

€ Bye
D

element Mm=y(*+ -SF

&

) oder Mm = =;
raes e

LT

rE ;

Vr Fp y *z oder hiereindie Werthevon e
=

6
;

2x2
y = Da

�ub�tituir,Mm= D Ti*+
fl

T

x >; worâus

8

P
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I A

us

p Me�r2+x*P für den Bogen CM ber Spirale

folge. Die Vergleichungdie�esÆlements der Spirale
mit den Klementen (109. 166) zeigt deutlich, daß die

Rectificacion der Spirale mit der Quadratur der

rechtwinklichten Syperbel, felglih mit den £0-

garichmen, , zu�ammenhängt.Es i�tauch wirklich
x 1 r2 |

¿a

Tet] —

x

+

= lóo. Hvyn. xR E ag PE =

r4
ERL-+

_=19:-P

Pw PIII SIENNE CESIONES
NSE

BIN FN
Td

IV.

Von

“Cubirungder Körper,
be�ondersder runden,

die durchUmdrehungeiner krummenLinie um ihre
Areent�tehen,

|

i 148 Ærklârungz,
TJ)"Jnnhalt eines Körpers findet man, man cy-

birt ihn, wenn man die Œlemente,aus denen er

be�tehe,alle in eine Summe bringt.

179- Aufg.38. Den Jonhbalt einer Pyramide
AGNO (Fig.31.) aus ihren Œlementcenzu finden,

Au�l. Jn derPyramideAGDO �telle man �ichdas

PerpendikelAC =, oder die Höheder Pyramide,in
‘vers
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„ver�chiedenegleicheTheile AK= KH = HF = FE &c.

"getheiltvor, und lege durch die TheilungspuncteK, H,
_F, E …. die Ebenen T, S, R, Q „…. insge�ammtmit

‘dér Grundebene ßBparallel: �o�inddie Schnitte. die�er
Ebenen der GrundflächeB durchgängigähnlich(Geom.
6i. S,) al�o (2Zu�.)T: B=IL14: GDI = AR1:

B. AKRY:
7

B, AH4

ACa4[f*] oder T=
e und eben �o$S=

RES
ir

MAR: e

RARI
e aP Q= aS �.w. Nun i�t

(5 Zu�.)jedes Pyramiden�tü>kzwi�chenzwoën parallelen
Ebenen, größerals ein Prisma, de��enGrundflächedie

'

«untereróßere Ebene, kleiner als ein Prisma, de��en
Grundflächedie obere kleinere Ebene wäre, wenn beyde
Prismáta den Perpendikel zwi�chenden parallelen Ebes
nen ‘des Pyramiden�tückeszur Höhe hätten. Aber die

Größedie�eszwi�chennurgedachtebeydePrismata fallen-
den Pyramiden�tücfes,i�tvon der Größe jedes die�er

Prismatuin woenigerunter�chieden,als die�ePrismata
�elb�tvon einander unter�chieden�ind;und da der Unter-

�chiedbeyder Prismatum immer geringer wird, jemehr
‘ihreHöheabnimmt, je näherdie parallelen! Ebenen des

Pyramiden�tücesan einander rü>en, und die�eNähe-
rung über alle Gränzen fortge�eßt�ichgedenkenläßt: �o

mußendlich, wenn die gleichenHöhendie�erKörper klei-

ner, als jede angeblicheGröße“beträgt,d. i. wenn die

beyden parallelen Ebenen einander ‘unendlichnahe änge-
nommen werden, der Unter�chiedbeyderPrismatum in

Vergleichungmit dem auf der obern oder untern Ebene,
und um �omehr in Vergleichungmit dem dazwi�chenfal-

Tenden Pyramiden�tücke,unter alle Gränzen�ichvermin-

dern z al�oein�olchesunendlich fleines Prisma von dem

zugehörigenPyramiden�tückenicht:mehr zu unter�cheiden,
folglichihm gleich�eyn, its Jitagi

Wenn
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Wenn manal�odie HöheAC= f, în unendlichviele
unendlich kleine gleicheTheilegetheilt, und durch alle Theis
lungspuncte,wie vorher, parallele Ebenenwit derGrundz
fläche,gelegt, �ichvor�tellt:fo findet mán den Fnnhalte
der Dyramide AGDO, aus deë Sunime allér, uri

endlich vielen, unendli< kleinen, über den durch.
gelegten ÆWbenen

“

aufeinander�tebendenPrismen,
die be�tändiez,um unendlich kleine Unter�chiede,
von der Spie herab, größerwerden, Seßt man

nun ein �olchesunendlich flelnes Theilchendes Perpen«
difels, hier AK = e, �oi�tAH=a2 e; AF=zez

AE=4e u: �,tv, al�oT= 2 Le; S= Ti 2 &z

Bric E E isMSS 77 3. € C= 7: 4°. e &e. und es giebt

hier �oviele Grundflächen,�ooft e in É enthalten�eyn
E ES EET

fann, d. i, R, al�oauch Ss über einander �tehéndé

Prismen,von welchenjedesein Productaus �einerBali
in die unendlich fleite Höhee i�t. Folglichi�t

is

AGDO=eT4+eS+eR+teQ eB
a

E
PAA a6

(142243 4 PIA =
ue Jo [66]

oder die PpratmideAGNO = ÈfB, dem Drittel des
Producrs aus der she in die Grundfläche wie
aus der Elementatgeometrièbekannti�t.

180, Ju�.Wäre die Grundflächeß, �owie j-dex
Párállele Schnitt mit ihr, ein Kreiß, óder die Ppras
nidé ein Kegel, von. der GrundflächeB, der HöheAG
= fz �oließen�ichfür den Kegeleben die Schlü��e(4#9)

0 ánbtiita
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ónbringen, und man fände die�esKegels Förperlichen
“nnhalt = # fB. Die Verhältnißnehmlicheines Kes

eggelszu einer Pyramide, wenn beyde über gleichgroßen
Grundflächeneinerley Zdhen haben, i�tbcfanneer-

maßeneine Verhäitnißder Gieichheic. fa

181, Anm. Die hier angebrachtenSchlü��e�indeben
die�elben,deren man �ich(61) bey den Flächenbedient hatz

und hierinnen be�tehtdie �ovortreffliche Merhode der ŒÆr-

�chöpfung(Methodus Exhauftionum) der Alten, weil

man vämlih, wenn man die Prismen auf den qröôßernBa-

�bus oberwärts, als �oviel umeze�chriebene,die Pris-
men auf den kleinern Ba�libus(denn jedes Pyramiden�tü>

_ hat eine größereund kleinere Ba�in)niederwärts, als �o
*

viel einge�chriebenePrismata betrachtet, durch die un-

"

‘endlicheAnzahl von Prisinen, die man hier um und in die

Pyramide be�chriebengedenkt, die Be�chreibungvon au�s

�enund innen gleich�amer�chöpft. Lrevoron hat �ich

die�erMethode, an�tattder neuera, �cwankeudenMethode.
des Untheilbaren (Methodus Indivi�ibilium)des Cas
valerius, hâufig bedient. Man pflegt die ŒÆr�chô-

pfungs-Merhode auch oft die Vethode der Grânzen
(Methodus Limitom) zu venveaz denn die gegebenePys
ramide i�thier die Gránze, wel<er �ichdie Summen al-

lex, immer mehr und mehrvervielfältigen,ein oder umge�chrie-
benen Prismatum, ohne Ende’ nähert, �owie (61) die

krummlinichte Fläche die Gränze der ein und umge�chric-
benen Rectangel war. Eine um�tändlicheEntwickelung,ja
�elbcine Erweiterung die�erMethode,neb�tihrer mannich-
faltigen Anwendung, kann man beymWMac-Laurin, in der

 ŒÆinleirung zu �einemgroßenWerke von ‘denFluxionen
nachle�en.Œuklides hat �ichder�elbenvorzüglichim 12ten

Buche�einerŒlemente, Archimedes aber fa�tdur<gän-
gig bey�einenUnter�uchungenbedient,

; 09
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Jch habeübrigens die Auflö�ungdie�erAufgabeetwas

Umn�tändlichauseinander ge�ezt,um den Nugen und Ge-
brauch die�erMethode,deren man �ihno< ißt, wiewohl
unter einer etwas veränderten Ge�talt,zu Befe�tigungder er-

�tenGründe der höhernGeometrie mit Vortheil bedient, an

einem Exempel zu zeigen; wobey ih den 61. Saß der Geo-
metrie des Hrn. Hofrath Kä�tnersvor Augen gehabthabe,
Denn die�esBuch hat, �owic die übrigenmathemati�chen
Schriften die�esgroßenund erhabenen Meßlün�tlers,meiner

Ein�ichtnach, vor viclen andern Anleitungen den Vorzug,
daß man darinn- die be�tenMethoden der Alten und Neuecn

- ge�ammlet,und mit einec fruchtbaren Kürze bey den Aufga=-
ben und Lehr�äßenangewendet antrifft, Ein gleiches Lob.

muß man den Lehrbüchern des Herrn geheimden Raths von

Segner und des Herrn Profe��orKar�tenwiedzrfahren
la��èn; woraus zugleichdie Brauchbarkeit einer �olchenGeo-
metrie, neben des Quklides�ciuer,�att�amerhellet,da außers

“dein, nach dem ein�timmigenUrthzcile aller eia�ichtsvollen
Mathematikver�tändigen, noch bis igt, keine Geometrie der

Œuklidei�chenden Vorzug hat ftreitig machen können.

182. Aufg. 39. AM (Fig. 32.) �epein Bogenel
_- ner krummen Linie, von weichem AP, PM die

rechrwoinklichren Coordinaten x. y; �epnmögen,
VOenn�ich die Fläche APM, um die unbewegiiche

“

 Kinie AP, als cine Axe drehr; �oent�tehtein runder

KRörper AMM'M. Man �olleinen Ausdruck für
das Œlemenrtdie�esRórpers �uchen,aus welchem
man nachher den-Jnnhait de��elbenfinden kann.

_ Aufl. Manziehe noch ene andere Ordinate p m, 0
wird p m �owohlals PM, bey der Umdrehungeinen Kreiß
be�chreiben.Das Cörper�tü>nun, zwi�chendie�enpa-
ra�lelenKrei�en,i� ezrôößerals ein Cylinder, der den

Kreiß mit PM zur Grundflächehat, aber kleiner als ein

Cylinder,überdem Krei�emit pm, wenn beydePp, die
$a Dicke
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Dicke des zwi�chendie�eCylinder fallendenKörper�tückes,

zur gemein�cha�tlichenHöhehaben, Je kleiner nun hier
P pangenommen wird, deo geringer wird auch der Un-

ter�chiedbeyder Cylinder �eyn;und da man Pp unter

alle Grânzen verfieinern fann, fo findet hier wie (180)
eine LIâherung dic�erCylinder ohne Ende fatt, �o
daßendlich die Verhältni��ebeyder Cylinder, und folglich
des dazwi�chenfallenden Körper�tücks,Verhältni��eder

Gleichheit werden. Das Ælement des von der um-

drehendenFlächeAPM be�chriebenenKörpers, i�al�o
einem Cylinder gleich,de��enGrundflächeein Kreiß mic

PM oder y, die Hôhedas unendlich fleine Pp = e, oder

das Element der Ab�ci��ex, i�t. Wenn al�odie Ver-

hâltnißdes Durchme��erszur Peripherie wie 1: P

ge�ektwird: �oi�t2 Py der Umfang des Krei�esmit y,
und Py? die�esKrei�esFläche, woraus endlicheP y?
für den Ausdruck des Œlementes des runden ZKör-

pers folgt?
NEE

183. Ju�ß.r. Man ziehedie TangenteTMw, �o
wird der Triangel T pm bey �einerUmdrehung um die

Axe A Þeien Kegelbe�chreiben,de��enGrundflächeder

Kreiß wit pm, die Spibe T i�t, Jundie�emKegel i�
der vou A m be�chriebenerunde Körper ganz einge�chlo�-
�en,al�odas Klemenr die�esKörpers , oder das Kör
per�iúc>zwi�chenden unendlichnahen Parallelfrei�enmit

mz; PM, als ein abgekürzceerKegel von der unendlich
fleinen HöheVp, zwi�chendie�enParallelebenen,anzu«
�ehen; und �obefommt man (Geom. 6z. S, 5, Zuf.
wenn man das dortige y hier e, und R,r, hier y �c6t)für
die�esLlemenc den vorigen Ausdruck e Py.

184. Zu�.2. Man �ucheal�o,aus- der gegebenen
Gleichung für die tinie AM, den Werth von yin x

auszudrúcken,und �ub�tituireden�elbenin die vorherge«
fundeneFormel für das Körperelement,�ofindet man

dars
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daraus,wenn man die Glieder einzeln�ummirt,(66.79)
den Jnnhoalt des von der veränderlichenFlähe APM

durh Umdréhungerzeugten Körpers, in x ausgedrüt;z
und �ogiebt die gehörigeBe�iia:mungvon x, den Jnns
halt des gegibenen Körpers in bekannten Größen, aber,
wegen der damit verwicfelten Jrrationalzahl 1, doch ims
mer nur approximatori�ch,

|

185. Ju�.3. Wenn die Ordinaten PM = y der ges
geb:nen Linie, auf der Umdrehungs- Axe ‘nicht�enkrecht
�tünden,�ondernmit ihr cinen �chiefenWink. [MP p=+7
macheen, �owäre der Halbme��erder Grundflächedes

unendlichflcinen Cylinders, oder des. Körperclementes,
hier nicht p‘m,oder PM �onderndas Perpendikel pm
oder Pn, und �eineHöhenicht Pp’,�ondernÞ pz al�odas

Körperelementhier Pp. P. PM; Muni�t r: lio. 7 =

n 2

(�in.7)?
PM‘ (y): PM =y. E al�oPM?=y. E

weiches in vorhergehendenAusdruck�tattPM? �ub�titui-
. Py”. (fin.

7)?

ret,
CSNEE für das Œement des durh Ums

LC
:

:

y

drehungder Flächeent�tandenenKörpersgiebt.

186. Aufz. 40. Den körperlichenYnnhalt eis

nes �enkrechtenKegeis ABC (Fig. 33.) zu finden.
Aufl. Der Junhalt eines �olchenKegelsi�bereits

__(180.) au& (179) hergeleitetworden, Hier findet man,
wenn des Kegels HöheAD'= a, der GrundflächeHalb-
me��erDC =b ge�eßtwird, den Jnnhalt folgenderGe-

�talt:Für AP =x; PM

=

yz i�tAD (a): DC (b) =

AP (x): PM ober y == die Gleichungfürdiegerade

Linie AM, die hier zugleichdie unbe�timmteSeite des

23 Kegels
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|

Von Cubirung
:

ande
N

Kegels abgiebt, Al�oi�ty* =
, und, den Werth

ePb2x?

a2
das

veränderlicheÆlement des Kegels, folglich (66)
Pb2x3 :

:

Z-a2
der unbe�timmteJunhalr de��elben,aus

welchem, x =4a ge�ebt, der Jnnhalr des gegebenen
Begels ABC =3 a. Pb* folge.

187, Ju�.Wäre des Kegels Axe AD = x, unter

einen �chiefenWinkel = x, gegen die Grundflächeges

neigt: �owäre, für einen Perpendifel AE, von deg Kes

gels Spibe auf die Grundfläche,1: x = lin. 7: AE,
oder AE = x. �in.7, al�o der Kegel ABC =F AE.

Pb?*=}Fx fin. 7. Pb>, und für x = a; ABC =1a

Pbz �in.7. Für einen �enkrechtenKegelwird lin.7= 1x;

al�o�einJnnhalt 3a Pb® wie 186.
E:

188. Aufez.4x. Den unbe�timmtenJnnhalt
jedes, durch Umdrehung eines Regel�chnitrsum

�eineAxe, ent�tandenenSphâroids S, allgemein
„ 6uszudrúcken,und daraus ein gegebenes.Sphäroid

zu be�timmen.
|

Aufl, Aus (182) kommé,für die großeAxe az und

den: Parameter pz $ =P (= SLP: E

ZA 6a“
us L

(Za +2) =Ppx®*(4 Fi 7) für alle Kegels

�chnitte.Hierausfoigt:
1)- für ein czanzes ellipti�chesSphâroidum die

großeAxea, für welchesx= a wird, aus dem obern

Zeis

von x° in die Formel(182) �ub�tituirt,
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Ppa? P cc? Pag
ei S=—-— iiur ens Gi ve 2 —

f ( z 6Zeichen,
D As

=

— (Alg.359

Für die Kugel vom Durchme��era, ift hier auch c oder

Pa
p=4az al�o der Rugel Jnnhalt S = S3

und beys

der Körper Verhältniß,oderSpe?
wo c die kicine Axe des ellipti�chenSphäroids bee
deutet,

2) für einellipcti�chesSphâroid x. um die kleiné

Axec, fürwelches y>=qz — = die Gleichung der

umdrehendenellipti�chenFlächewäre,wo z die Ab�ci��e
vom Schcicel auf der kleinen Axe, y die zugehörigeOr-

a2 :

dinate, und q=7 den Parameter auf der kleinen Axe,

bedeutet, (56) hättedie�eGleichungcinerley Ge�taltmit

der gewöhnlichenEllip�enGleichungfür die Haupt- oder

großeAxe, �odaß r7a1 în dem vorher gefundenenAus-
druce des Spháäroîds(188,1) �tattder dortigen az cz pz
xz hier nur cz Azqz zz; �ub�tituiren,und endlih z=c,

fo wie dort x = a �ehendarf, um den verlangten körpere

lichen Junhale in b¿kannéenGrößenzufinden, Die�es
: P 2

giebefürdenunbe�tämmtenJnnhale — (3c — 22);

4 N P 2

al�o,2=c ge�ebt,„das ganze Sphäroidx = —=

Pa?c x

:

;

:

ES

ET
Für eineRugel z° vom-Durchme��erc, käme

4 hier
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MA :

i

hier = =

FL al�o2: > =9: C= e=4a;

c?, al�oi�tauh S: S'=>': x

3) Ein Cylinder C, der die eroßeEllip�enare2
__ um Durchme��exder Grundfläche,die kleine Axe €

| o Sy i

zur Höhehâtte,würde “iri
zum förperlihenJonhalte

4
©

Pac Pa?c

' 4

Eben �owäre, für einen CylinderC‘, von dem Durch-

Pcta Pc?a

:
AS

al�oin beydenFällendas ellipti�cheSphâroid, �owie
‘dieRugel, F von einem um�chriebenenCylinder,

4) fürdas Hyperboli�cheConoid von der Höhe
X= 49, die�esKörper�tükesFJnnhgle= 5 Ppa*®;al�o

_fändéman das Conoid aus der gleich�eitigenZy-
perbel, für welche p = a, bey eben die�erHöhe2 Pa?;
wenn man nämlichin dem unbe�timmtenJanhalte

haben, Al�owäre 2: C = SST

me��erc der Hdhea; S:C' = A 2; 25

P x2
E

s

E (3a + 2x) eines �olchenKörpers,x =

a

�ebt.

5) für das paraboli�cheConoid, für welches

in dem allgemcinenAusdruckePp X (7 z =)die Are

a unendlich,al�o7 —= 0 i�,der unbe�timmteJun-

2 BERE Pp
RS

P
halt. — „ oder, y? �tattpx ge�eßt,3 Ein �olches

Stück



\
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Stück des -paraboli�chenConoids- i al�odie

SZâlfrevon einem um�chriebenenCylinder Py* x,

der mit dem Conoid einecley Höhe (x) und Grund-
fläche(Py *) hat. Die�esConoidhat zu einem in ihm

‘einge�chriebenenKegel, eben die Verhältniß,welche ein
Cylinder,de��enHöheund Durchme��ereinander gleich
�ind,zu �einereinge�chriebenenKugel hac.

6) Für unendliche Parabeln, ym =p" xt, wäre

s& zn EK |

y=p® x" gal�oy*=p®x® ; und fürConoiden
i

“3

: 2m
olcher Parabeln das Klement (182) ePy*= ePp"®

xn und (66) der unbe�timmteInnhalr die�erC0-

2n 2k 2n “2k

i PE EE mPpn x M

noiden = “== = EES
IN

= - Py?x, odev Thelledes um-
IN

2k+m 2k+m

�chriebenenCylinders.

; 189. Ju�.Betrachtungen über die durch Umdre-

hung eines Kegel�chnitesum eine unbeweglicheAxe ent-

�tehendenKörper,hat bereits Archimedes in einem bes -

�ondernBuche von den. Kegel - und Zugel -Ahnlichen
Figuren, ange�tellt,in welchem er, neb�tandern Untérs

�uchungen,die Verhältnißdie�erKörper gegen einander
fe�tge�cht,und die Vergleichung der ganzen Körper�os
wohl, als derer, dur ver�chiedentlihgegen die Um-
drehungs- Are geneigteFlächen,von ihnen abge�chnittenen
Th:ile, mit Kegelnoder Cylindern,die gleicheHöhenund

EF
_

Grunde
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Grundflächenmit den �phäroidi�chenund conoidi�chen
Körpernhaben, be�timmtundberichtigt.

190. Aufg. 42. Die rechtwinklichte 5yperbel
:GAN (Fig. 24.) deren Gleichung yx =<«* für CI

=æ; CD=x; DE =y; drehe fich um die A�pm-
ptote CF; Man �oll den Junhalt des auj die�eArc

erzeugtenKörpers finden,
Í

3

Aufl.Weil —— = «x=, �oity >==a*x-°;
X

al�odas Ælement die�esKörpers(182) oder e? y? =

Peter
ePætx=*, und der Jinhalé de��elbenfe

2

4Pa
; è

= _—

—, al�onegativ, wie die Fläche(87. p. 65.)

auf der A�ymptote.Die�esKörpers Junhalt ver�chwin-
dec hier für x = 0, �owie dort ‘die Fläche,und gehört

i P 44 GES

al�oder Ausdruck — —.dem unendli<h laugen Körs

per zu, de��enSpie �ich,über dem Krei�emit DE, als

einer Grundfläche,nah Fz G ; zu er�tre>t;wel<es hier
durch das negative Zeichen angedeutet wird, das �ichnur

auf die Lage’ des Körpers, nicht auf �einenJunhalt
oder �eineGröße beziehenkann.

191, Ju�.x, Die�esKörpers Junhalc i�tal�o
- PDa4 D&Ezit

=

ET E E Für CD = Cl, oder x = <4, fommét

des Körpers,de��enGrundflächeein Kreiß mit CIi�t,
P 4

_aJnnhalt= E = Paf Beyder Körper Differenz
|

:

Pa?



der rundenKörper
- I7T

Pa PS :

e SP Te
P E

rn aA —— e . s

í

—————_—a
e

ODE
=> _(x— a) de i, hier

CD
. CT. ID le

(CD
— CI) ober —— giebt das Stick die�es

Körpers,das zwifchenden parallelenKrei�en, welchedie
Ordinatcn TA und DE be�chreiben,enthalten i�t.

I 4

192. Ju�.2, Für x= 0, wird es == LA=00;_

für den unendlichhohenKörper, über der unendlich gro�s
�enGrundfläche,welche die A�ymptoteCQ, als ein
Halbme��erbetrachtet, bey der Umdrehung um die Axe
CF be�chreibe.Bey die�emunendlichgroßenKörperi�t
al�odas Stu, zwi�chenden Krei�enmit DE und dee

A�ymptoteCQ, das zunäch�tan das zwar unendlich
lange aber do dem Jnnhalte nach endliche Körper«

_�tú>,úber der Kreisflächemit DE, gränzt, unendlih

groß, Beyde Stücke die�esKörpers �iadal�ounendlich
lang, aber das cine i�tendlich, das andere unendlichgroß,
weil �on�ibeyder Summe nicht unendlich�eynkönnte,

meh



172- __ Von der Quadratur

ReteAe-LefeeLe Se AA HeAe-Lie-Se Se Fefe Hefe Sie

ad

it
__ Von det

Quadratur der krummen Seitenflächen,
E derer

dur<hUmdrehung einer krummen Linieent�tan-
denen runden Körper.

EE 193. Aufg. 43.

Cy Ælement einer durch Limdrehungciner Lis

Sd nie um ihre Ave ent�tandenenkrummen

Fläche (Fig. 32.) zu finden. |

i

‘

Aufl. Jodem der Bogen AM = A mit �cinerOr-

“dinateMP, dur< Umdrehung um die unbeweglibeAxe
AP, einen Körper (182) erzéugt;be�chreibtdas 29-

genelement M m, einen ringförmigenStreifen, der

das Körperclement als eine Seiten - Fläche umgiebe,
Die�esSrreifens Grundlinie i�ta��odie Peripherieei-

nes Krei�s mit PM ober y, �eineHóhe, das Elcment

Mm des Bogens A M; al�oder Ausdruck für die�enun-

endlih {malen Strei�en,oder das ge�uchteElement
der frummen Fläche= 2P y. Mm = 2Pe. Norm. A;

“

wenn man den Werth von Mm aus 155, 2. �ub�lituirt.

194. du�.Man fönnte, �owie das Körper�tück

zwi�chenten Parallelfrei�enmit den Halbme��ern.p m,

PM, als ein abgefürzterKegel betrachtet worden i�,auh

hier die Seiten�lächedie�esKörper�tückesals den Unter-

�chiedzwoer �eufrechtenKegelflächen,über eben die�en
Krei�enan�ehen,Aus Geom. 64. S. 4. Z. �ändeman

die�erFlächeJnnhalt = ?. Mm (PM +pm) wo Mm

Ee 8 des
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des abgeküúrztenKegelsSeite bedeute, Wird nun die-

�elbeunendlich flein angenommen, �ofäfit das Bogens
‘elementMm mit die�f:-xSeite, oder dem Tangenten-
elemente M m zu�ammen,(155) und �vkemmt, weil auf
den Fall pm = PM = y a“genommen werden darf, das

Œlement der krummen Siâche'= P. Mm. 2PM =

2Py. Mm = 2Þe. Norm. À; wie (193)

195. Aufg. 44. Die krummeSeirenflächeeines

�enkrechtenRegelsABC (Fig. 33.) zu finden,

Aufl. Nach der Bezeichnung(186) fômmtPM

odèr y = = für dieunbe�timmteveränderliche

Seite des KRectels,durchderenUmdrebungdie Kegela
flächemit dem Kegel erzeugt wird. Nuni�t(39) der ges

raden tinie y
— dt= 0; Subnormale = E, al�o

2.2

y + EES das Quadrat der Normale, folglichdie
a g

z

———

y 2 L>

:

bx
2 2

j

Normale =

— PO SE: vva*+b*, und2Pe.

:

¿ bx i

amitie iini

Norm. A = 2Pe,
= y a*+b*, dem ELlementeder

L
Phx2

frummen Fläche; al�o(66) E a+ b2, der ver-

âánderlichenkrummen Seitenflächedes Kegelsgleich;
woraus, X= ge�eßt, die Seitenflächedes gegebenen

Kegels ABC = Pb fLa*4-b*folge,

196, 3u�.Weil /a*+b2=AC, der Seite des

Kegels, und Pb dèr halben Peripherie, des mit dem

Halbs
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Halbme��erDC = b be�chriebenenKrei�es(der Grund-

flächedesKegels) gleich,i�t: �ofindet man die krumme
Seitenflächeeines �enfrethtenKegels, aus dem Producte
der halbenPeripherie �cinerGrundflächein des Kegels
Seite; wie bereits aus den Elementen bekannc i�t.Die

Fläche des abgekürzten�enkrechrenKegels, �indet
man hieraus leicht. Die Flächeeines �chiefenoder uns

gleich�eitigenKegels hingegen, i�t�chon�chwererzu
finden.

;

197. Aufez,45, Die Flâche ciner Rugel zu

quadriren.

Aufl. Für den Durchme��era i� des be�chreiben-
den Krei�esNormale = X a (171) al�odas Flâchen-
MÆlementoder 2 Pe. Norm. A. = Paex°, woraus (66)
Pax für die frumme. Fläche cines Rugelab�chnirts
folat, de��enHöhe x i�. Für x = a, fommt alsdenn
Pa?’ für die ganze Rugelfläche. Seste man den

Halbme��irder Kugel, oder £4 = r, �owäre Paz = 4.

Pr2; al�odie Rugelfläche�ogroß als vier größte
Krei�eder Kugel (Geom,65, S.)

:

198. Aufg. 46. Den Junhale der Frummen
Fläche

Q

eines paraboli�chenAfrerkegels(Fig. 32.)
3y finden» |

Aufl. Für die Parabel i�t(44) Norm. A=t
+ 4Px) al�o2 Pe. Norm.À = 2Pe (pH 4px
=Pe(p*+ 4px), dem Flemente der paraboli�chen

T

Regelfläche.Man Phe (p? + 4px) =2z und �uche

e, das Element der Ab�ci��ex, nun in s, dem Elcmente

derOrdinate 2, vermittel�tder Formel (158)Siber
N
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___ 29

ai —auszudrücken,“Aus dem Angenommenenfolgk
-

L -

i

PP +4px=2z° oder z* — 4px
—

PP
= 093 und

2.

hieraus(21) die�crfrummen tiaie -Subtang.= _—4

y Sub
Weil nun e = =, z fommt, denWerth dies -

S ; LE 222
aer E�esSubtangenten�ub�tituiret,Zu, Dem al�o

2 ES . Pez?
Pe (p O

TALLE
>

=

und
2P 2p ;

P P23
� P — LBE ue

R

E�(Pe(p*+ 4px)?=
Sp

AE
âg (66)

Die�esgiebt, �tattz �einenWerth ge�ebt,
ct

LS P(p*+ 4px)
RE

«DP
Soll nun hier Q fürx =Q ver�chwinden(denn in dies

- �emPuncte, welcher der Scheicel des paraboli�chenA�e
terkegelsi�t,hacdie

EE Flächekeine gene
y

+ Cori�t,

�omuß'0 = as 4 Con�t.oder

P
: i

S

Con�t. = — as = — Meemial�o
6p ‘20D ;

e

&

P(
*

> Es 3 Z LS

QE
[P

an
pI

�eyn,Eben �o

köômme,y* �tattpx ge�eht,
-

2:

_Q=
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:

Von der Quadratur

bb Tas P 2
4

2
ain

1)

3
Z

i

Q = AUDE E Ee
für dén veränder-

lichenJnnhalt ber krummen Fiächedes paraboli-
�chenAftrerkegels.

199+ JU�,1, Wenn man în dem Auedrufe des
T

FlächenelementesPe(p* + 4px); die Jrrätionalgröße
in ciné unendliche Reihe (88) aufgeló�et,und alles in Þ è

multiplicirethâtte,�ohâtteman

i

| z

Eletn. Q = Pe(px°+2x— = + ——:

Þ P

AGRORE NE 264x?- -

ants

Fr R ES
e

LES
a 22) UNO

PP :

hieraus (66)
:

Les E x9 2x
=P(pxÞptn —— + — — —_

3P p° p?

TAKE 12x? 3s E

di
E

ile

E
+4 i :

¿ «) für citi fleines %

a
: z

ge�unden,Für ein großes x hättetnan (4px +p2)*
entwiceln mü��en(110) Der hier gefundene Ausdru>

für Q, i�tnun dem vorigen ( 198) volikommen gleich;
denn es i�tdas dorcige

:

:

{i 3 FA ¿
Ss

;

(p+4px) =p e 6px + 6px? — 4%?

LL Qa goat
:

EP p? p“ p*
wovon p°*abgezogen,und bas Ganzemit 6 p dividire,die

as
ED

vorige
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:

ze

3 à 5x?

vorigeReihe: px 4+ x> — Zu 4E 4 e Ke.

PS P

giebt, die in P mu�ltiplicirt,den Werth der unbe�timm-
ten frummen FlächeQ_ausdrüft. F Laa

200. Ju�.2, Ge�eßtman hättedie Reihep+6 pt
s 6x“

;

+ 6px LESE &e. = A, die daher ent�te»
i

-3 4

het, wenn man die Reihe px + x* — ae,
(199) durchgehendsmit 6p multipliciret, und p? dazu
addirt

, irgendwo gefunden, und man vermuthete oder
man wüßtees gewiß,daß die Reihe A nichts anters als
eine entwicfelte binomi�cheVWVurzelgrößewäre: �o
fändeman die beydenunbekannten Theileæ, 6, und den
Exponenten mdie�erWurzelgröße,aus den drep er�ten
Gliedern der Binomial - Formel (2 + 83)m = m

2 2? EN Denn
E >

hier wäre 1) an =p?; I) man-* ß = 6px;

M. N — I

+manm-* ¿+

TIT)———am? 3° = 6px?; und �owáre

al�o,fúr die drey unbefannten Größenæ,6, m, auch drey,
von einander unabhängige,Gleichungengegeben, aus
denen �ich‘die�eldennothwendigmü��enbe�timmenund

36 p4 x?
|

m ?
2 m—a*Y findenla��en.Aus 11,und 11, fomme

: 12 px? Y

ES

= 0 =_ —— und hieraus 4" =

n 1 =

17 M4

M (zm=z)
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(zm— 3)

179g Von der Quadratur 2c,

p= p?, dem Werthefür n aus L und �o

3

fommt der Exponent m = 2z Folglichi�t4m oder a

IN

6p? x 6p°x
=D =p: al�o= —— = —

pl
und 4

=

p*; aijo
E ZL

ICE|

3

= 4px; und endlih (4-2) = (p> + 4p)" wo tie

er�tendrey Glieder der zu entwicfelnden Wurzelgröße
s

(p>+ 4px)? ganz gewißmit den er�tendrey Gliedern

der Reihe A, und �oauch die úbrigen Glieder aus dies

�emJrrationalausdrucke,mit den übrigenGliedern von

A, úbereinfommen werden, wenn A eine Wurzelreihei�t.

Die�eErfindung der binomi�chenWurzelgrößedurch die

aus ihr entwickelten Reihe, kann in gewi��enFällen�chr
nüßlich�cyn-

201. Zu3. Die drey Gleichungen(200) werden

nämlichdie Größenæ, 8, m immer be�timmen,auch

âäufden Fall, wenn die Reihe A keine Wurzelreihewäre.

Manfindet hier nämlich einen Frrationalausdru>, wel

cher, in eine Reihe aufgelö�et,die drey er�tenGlieder von

A nach ihrer Ordnung enthält; die übrigenGlieder der

Reihe fönnen von den übrigenGiiedern in A unter�chie
‘den �eyn,weil das Verfahren (200) eigentlichnnr drey
Glieder be�timme.Die Vergleichung-al�obeyderNRei-

hen, der er�tgegebenen,und der aus dem gefundenen
Frrationalausdruckeneuentwielten Reihe, mußhier enta

�cheiden,ob der gefundene Jrrationalauedruck mit der gc

gebenenReihe A einerley�cy; Und daßwird allemal �eyn,

wenn A würklicheine Wurzelreihei�t. :

VI.
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:

Kegel�chnittebetreffend,
202. Aufg. 47. A

uf einer (Fig. 24.) von zwoen, einander recht:
vwinklicht durch�chneidendenLinien QC, DE,
nehme man einen Puncr F nah Gefallen,

GH �eyein Scück ciner Linie, in welcher alle
Puncte gegen die Linie QC, und den Puncer F in
der andern Linie DE, eine �olcheLage haben, daß
ein Perpendifel MB 31 dem corre�pondirenden MF

be�tändigin einer und eben der�elbenVerhältniß
(r: q) �ep, Man�oll die Gleichung fúr die Linie
GH, oder den geomecri�chenOrr für den Punct
M �uchen. j |

Aufl, Man theile DF nach der Verhältnißrc: q
oder BM: MF, und �eße,wenn A der Theilungspunct
i�t,DA=m;z AF=n, �oi�tBM: MF=r: q=
m: n; Man fälle ferner das Perpendifel MP, �oi�t
für AP=x und MP =y; FP =x— n; FM =

PI i

À

_YG—n)?+y? und BM = DP = DA + AP =

m-+x. Da nun nach der Bedingung der Aufgabe
durchgängig

:

BM: FM = mt: n°

d. i, (m-+x)*: (x—n)+y* =m?: 02

M 2
"

oder
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-

oter (m®+2mx+x?):(0*—2nx+x4+y)=mtn
—————

AU Sn A Xd (1D)= DSN
�i�ty:= PE

2n(n+m) x

S
n° — m2

A 2

2 c

2eoder y
e ST

der czeomerri�cheOrt für den Punct M, oder die Glei»

chung für die Zinîe GH, in welcher alle Puncte die ge-

forderte Eigen�chafthaben, und die nah Be�chaffenheit
des Verhältni��esm: n oder r: q ver�chiedeni�t,

203. Ju�.1. Nimmt man an, daßMB gegen MF
|

: iT

unendlichflein, al�om oder —= �ey:�overâns

dert �ichdie Gleihung({202)iny?= 2n*ox+4+n?=<?x?,

Hier ver�chwindetnun das Gü:d 2 n? o x, als ein un»

éndlih fleineres, gegen n202x2, und bleibt al�o
:

iS fs / 40

y*=n2æ2x? das i�ty=0a o0x= 7, wenn

man hicr —für eo �eßtzund gehörtal�odie Gleichung

in-dem Fallefüreinegeradetinie._

204. öu�.2. Seßt man aber in der Gleichung
(202) m = o, �o wird aus ihr, die Glieder weggewor-

fen, die gegen die ‘unendlih größernver�chwinden,

0E M os Thie
$a EA

TA E AX, Overy = 2x —*%?, die

Gleichung für einenCirkel, von dem Durchme��er
20. Dîe ge�uchtéUnie i�tal�oein Cirkel, wcnn BM

gegen MF unendlich großi�t,

205.
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205.Zu�.3. Wenn abern �owohlals m endlich�ind,
auf weichen Fall�ichdie Aufgabe(202) eigentlichbezieht,

: ES LE
:

�oi�t,wenna = m angenommen wird,
—z

= 0,

2n(n+m) E n — m2

x. Fúürn> mif ——

e:
F �

2
al�oy* =

n — 1112

po�itiv,aber fúr n < m i�t —— negativzfolge
IN

>

_2n(n+m)
En I

m

lich in der Gleichungy
*

=

(n° — m?)
+T

z
x >, der Coefficientvon x? zweydeutig.

Im

2n(n+m) amn

= Ps und =+4,
LIL R —— Im

Sebt man nun

SL 2H

u m2
:

:

�oi�t———="+ —und, für obecwähntedrey

Flle, y = px; y = px + —z oder endlich

Y? = px
— 2; daß al�odie Eigen�chafteinerbe-

�¡ändigenVerhältnißder Linien BM, FM (202) allen

-gel’c)nittengemeia i�t,die �ichauh durch die Be�chafs

 �erheitdie�-rVerhältniß,nachdem �olcheeine Verhält-

_niß der Gleichheir, (ratio aequalitatis) eine Éleinere

oder größereVerhälenißder Ungleichheit (ratio mi-
nor vel maior inaegualitatis)i�t,unter�cheidenla��en.

206, Anm. Die Linie QC heift die Directrix des
Schnitts, -deun �opflegt man überhauptjede Linie in der

_

Geometrie zu benennen, welchedie Bewegung einer andern

MZ Linie
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Linie oder Flächebe�timmt,durch welche eine Linie, Fläche
oder ein Körperbe�chriebenwird. Die Be�timmungdie�er

Directrix, für einen gegebenenKegel�chnitt,aus der Tan-

gente, i�t(51)gezeigt worden. Die Directrix i�taber nicht als

lemal eine gzerade Linie; denn wenn man �attANGir-
gend eine krumme Linie, ¿, E. einen Kreiß zur Directrix
annähme,und eiae Linie �uchte,die in allen ihren Puncten
von dem Umfange die�esKrei�es,und einem willkührlich

angenommenen, der Lage nach be�timintenPuncte, jedesmal
gleich weit entfernt wäre: �owürde man. wieder auf die

Kegel�chnittekommen ; wobeyes auf die Lage des angenom-

menen Puncktes, ob �clbigerinnerhalb oder außerhaib des'

Kreißumfanges�ichbefindet, ob er der Peripherie unendlich

nahe, ‘oder unendlich von ihr entfernt liegend, angenommen

wird, hauptf�ächlihankommt. Segt man den Halbme��er
des Krei�esunendlich, �oerhältman vieder die gerad»
linichte Directrix QC, und man begreift leicht, daß die

Be�chreibungder Kegel�chnitte,vermittel�tdes Krei�esund

eines angenommenen Punctes, noch allgemeiner �ey,als die

vorhergehende(292) weil die�e�ihaus jener herleiten läßt,
und ver�chiedeneEigen�chaftender Kegel�chnitteaus ihe un-

mittelbar folgen, oder �ihdoch dur< �ehrleichteSchlü��e

Über�ehenla��en,Die geometri�cheCon�tructionder Kegels
�chnittenachdie�erMethode , mit allen dabey vorkommen-

den Be�timmungen,allhier zu zeigen,würde zu weitläuftig,
und �elbwider die Ab�icht�eyn,die ih mir hier vorge�eßt
habe. Sie hat übrigens keine Schwärigkeit, und man

fann �olchein des Herrn Pater ScherfFfersGeom. P. LIL.

Act, 111, um�tändlichauseinander ge�egt,nachle�en.

207. Au�g.48. Jn dem Rechteke ACDE

(Fig. 35.) de��enHöhe CN’, und AC die Ba�isi�t,
theile man die Linien AD; AFE; eine in �oviel

Theile ein als die andere. Durch d, einen will-

Eeden Theilungspunct in AD, richteman auf
AD

4
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AD das Perpendik…eldz auf, und ziehe aus D die
Linie Dg, nach dem zugehörigenTheilungspuncte
g der Linie AE; daß nämlich Dd: DA = Eg: EA.

Die Linien Ds, dz �chneidenalsdenn einander in z.

Man �oll die krumme Linie �uchen,die des Pun-
cres z geomecri�cherOrt ift.

Aufl. Man �eeDd=xz dz=y; AF =CD
=; AC=ED = bz und �ucheeine Gleichung zwi
�chenx und y :

Nun �eyAD oder a? +b? — 5s; nach der Con-

AaX

�tructioni�AD (s): Dd(x) =EA (a): Eg= Zie

al�oEA — Eg = C SA 2. Mao: élchéfers

ner das PerpendifelgH, �oift agAH o AaDAFE,

folgli<hDA (s): AE (a) = Ag A :

s

2 2
g A ° X

8s
2 al�oÀ DAT =>

: A 5s — ag -Fatx
ATE

ES

ARRE

: gs,

bs + ax

82

= ag = H i 4 undweil

AM
= HD;und eben�oDA (s): DE (b)

auh aDHg 7 ADdz, �oift endlich:
2 RAE 1

FRA
/

pn. n 1 — DI
5

abx(s—*%)
ax bs -

folglich.die
da�ita

M 4 chende

(x): dz oder y =
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_<<endefrumme tinte, eine Linie der zwepten Ord- -

nung oder cin Regel�chnitt.

Da die Ordinate y hier eine einfórmigzeFunction
der Ab�ci��ex i�t:�okanndie Linie unmöglichein Cirkel
oder eine Ellio�e�eynzweil in bcyden die Ab�ci��enlinie

niemals eine �o‘hetage habenkann, daßzu jeder Ab

„�ci��enur eine Ordinate, wie hier, gehörte. Für y = 0

wird x= 90 oder x=s = AB; (Fig. 36.) und �chaci-
“det al�odie frumme Linie die Ab�ci��enaxeST in den'

Puncten A und B. So lange ein po�itivesx kleiner i�t
als s, �inddie Ordinaten po�itiv.Für cin po�itivesx

“

hingegeo,daßgrößeri�tals s, oder für ein negativesx,
: bh2 |

das nicht größeri�tals —-�inddie Ordinaten negativ,

Ds
und werden für x=+ 5, oderx=——

= AH,F

¿ a

—-

�elb�tunendlich; daßal�oW ABO zweenunendliche,die

�enAb�ci��enzugehörige,Schenkel dér krummen tinie
2

�ind.

-

Fürx > — -—wird in der GleichungZähler

und Nennernegativ; folglichkommen für dergleichenne-
gativeAb�ci��en,wiederpo�itiveOrdinaten, und al�onoh
zween andere unendlicheSchenkel IMK, über der Abs

�ci��enaxeST, weil auh für x =— 0, die Ordinate y

unendlich wird, Die krumme, Linie i�tal�oeine Hyper
bel, und RG eine‘vonihrcn A�pmptoren,Auch �iehet

[man �ogleich,daßes hier ein Maximum und Minimum
in den, Ocdinaten, rechts und linker Hand von dem Ans

fangspurcte A, gebenmü��e,Für beyde Fälle i�thier,
wie durchg-hendsbey den Kegel�chnitten,die Tan-
gente an dic�ePuncte, mit der Ab�ci��enaxeST pa-

rallel, al�odie Subrangente = o, �owie die Subz
normale
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normale = 0. -Man �ucheal�ofür die Gleichung
i _abx(s— x)

1

;

E SEE
+ abx?=0;z; die Subtangente PT, (2 1)�ofindetman

(a?x+b?s)y
|

abs — a? y — 2abx

di, fúr a2xy + b*sy — absx

PT — z al�oPT =, db.6

bs— 2bx
abs — a2y — 2abx =o ge�e6t,y =

Sebt man nun hier �tatty, den Werth dafür, aus obiger
Hauptgleichung,,�obekomme man hierdurchdie bes

uil 25 i

— 2b?s8x + bs?
�timmteGleichung,x? = —

=
- „wofür

die beyden Werthe von
|

b25 bbAz2 -+ 2h22
+

A EAA: d, i.X= — ps
Mb

li

aac

a
ES

/ Aa
: :

bi bot | N
= SCE kommen,von welchen ûa è

z

:

bs (s— b :

:

:

è

e
2

= Ap, die Ab�ci��efärdas MaximumZ

bs(a?+ 2b? — 2 bs) bs

(s

— bz
|

ts
3

—

=
ÉS

:

)
oder fúrdie

a a2 2

g ;
— bs (b+

zu Ap gehörigeOrdinate pm ; der andere s(b+s)

= AP, die Ab�ci��efür das Minimum =
bs(a?+2b2+2bs) bs (b+s)?i

3
EE — oder für die zu

2

á
(

M 5
|

AP
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A P gehörigeOrdinate PM giebt : �odaß�ichim er�ten
Falle, Ab�ci��eund Ordinate zu einander, wie a: (s—b)
im zwepyren wie a: (s+b) verhalten, al�odiè Ordinate,

__wenn �i:ein Größtes wird, hier flciner i�t,als da, wo

+ fie ein Klein�tesi�t.

208, Zu�.r, Will man die Spperbel �elbvers
zeichnen,�onehmeman (Fig. 36.) auf der Ab�ci��enlinie

2
;

\ b
: ST die fínien AB =s; A = —-3�oi�tRG rechts

winklicht dur H mit ST, die eîne A�ymptote,auch �ind
Az Bz; zv:eú Puncte der Hyperbel. Man nehme ferner |

BD = AH, fo ift D ein Punct der Ab�ci��enaxe,durch
welchen die andere A�ymptotegehen muß (Alg. 414.)
Ihre tage zu be�timmen,�cheman die Ordinate

___bs(b+5)> EL

PM = ER rechtwinfliht auf die Ab�ci��e

bs(b+
AP = Area �oift M ein Punct der entgegenges

à

�eßtenHyptrbel , und MR, mit ST parallel gezogen,‘
eine Ta»gentean die�cinPunct, weil PM ein Klein�tes.
Man verläânatre MR nah Q. bis MQ = MR, �o ift
auch Q ein Puncét in ber zweyten A�ymptote,und ihre
$age nunmehr durch die Puncte Q, D, be�timmtgege-
ben, fo daß man aus den gegebenenA�ymptotenund Hy-
perbelpuncteadie Hyperbel�elb�t(Alg, 415) gar leicht
verzeichnenfann, :

209. Zu�,2. Der Durch�chnittbeyderA�ywmptoten,
be�timmtdas Centrum C, und den A�ymptotenwinkel
DCH = 2 kz durch de��enHalbirungECH = ECD
= kz; man die tage der grofien Axe EK = 4, �owie

durchfolgendeBerechnung, �owohldie�erals der klei
nen
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nen Axe GF = yz unddes Paramecers 9; Größe
findet.

Dennweil QR || ST, auchQE MR, fo if
RER

MR =PH=AP—AH = — = QM,und HD
-

2

=AH+BD+AB=2AH+ABZ=
IE

a

auch i�tLE QRC DHCADPL, folglich
QR IDR CCH, al�oQU EHD: RC+CH
=HD: CH Yi, in der Figur, wo QR = 2MR=
2PH und RC+CH=PM;-

2 PH + HD: PM = HD: CH

bb) bs (s+b)? LLO :

Cab) Do Cab) oca aD H,a? a?
n

a

1 A b2 b 2 LD

dE CH LES
a? a a2

Ye DESA

—— tr und CD = yCH?+AD*

s* (4+ 2b) HD

E: Ee Auchi HD: CDIl

=a: sund CH: HD=6b: a ingleihenCD: CH=s:
b. Nuni�t

HD:CD�a:=P, 1 CL bo
23

E

E

J, 2 LS
E

Al�o

und HD:CH [a:b]= QM
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> b355

al�oCL. LM = — = dem be�tändigenProducte

der Coordinaten auf der A�ymptote,=C V a, der Potenz
der Hyperbel,wenn GV= VE gemacht wird. Man
�eßeal�o

AE bot bu
AS a3

parallel gezogen= OV �eyn.Man ziehe ferner das
-

PerendifelVN, Æi CN=NE=1 e, und 1: Col.k

(bs bs)
a3

„ �owird VE, mit CH

bsî ESSa?
e LE à DLE : Co�.k==

i ee

und4CN=
- «bs.Co�.k = e, der großen

Are. Eden �oif CNT IES CE (2 CN): EF d. i.

bs? (hb :

CoL k: Sin. k = E CoL�.k:Fre
:

a

bas FB
Sin. k und 2 EF =. —— Sin. k =-y, der Éleie

nen Axez beydes fúr den Halbme��erx ; welchesmit

Alg, 416. VI, vollfommen überein�timmt,

Eben �owäre CU; HD [b:a]=1: tang. 2

ES
Cot, HDC, wo �owohlTang, 2 k als Cot. HDC = - :

wodur<hman die tageder zweyten Ahmptote QV bes
*

�timmenfann,ohne den PunctM vorher zu �uchen.

210.
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210. Su�.3. Die trigonometri�chentnlen aus den
Axenwegzu�chaf�en,muß man Sin. kz Col. kz wie vore

her tang. 2k; Cot, HDC in a und b auszudrüen �u-
A

chen. Nun i�tCD: DH [s: a] =,1: Sin-2k= —,-
Ss

und CD: CH [s:b] = 1: Col 2k = —:und fann

man aus dem Sínus oder Co�inusdes doppeltenWin-
fels, den Sin. oder Cof. des einfachen Winkels leichtfin-
den. Es i�taber für den Halbme��er1; (Trigon. 19.

1 — Col.2k

2
GAS, 6. 8. 9.) Sin k f=

CPE2k
Col ke

EEE bibs

oder, den Werth von Col k

A
(Sh

»
238

gehörig�ub�tituirt,Sia.

E

TE

+b
Co�.k =

PTAS Die�eWerthe in die obigenAus-

:

| abs? yb b
drúde von æ, y ge�cßt,geben& = LE Ls «%/

a2
abs 2b(s+4b) abs? (bs (s — b)

= a
E UY =

-

N a? 2s

“abs 2b(s—b) E :

E

ps N al�oden Parameter 2 = WSY

rr
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4b 2b (s—b) 2bs> 2b Fb)
H

BE a?

4b2s*(s—b :

E

a? 2b(s+b) 16

R rbt

adat

bsf)
ara

ie

z :

wieobén (209).
Die Gleichung der Hyperbelalfo, von welcher der

Bogen AzD(Fig. 35.) d. i. der Bogen AEB (Fig. 36.)
z

& dams 13 2 b?5* (s—b)in

St
(7

2 — C a dSnur ein Scúk i�t,i�t2 ELA
die Ab�ci��enu aus dem Mittelpuncte C, oder

: bg
(8

— b —b |

dD 2

AE (8 — w+—w*, die Ab�ci��enw

a 2b(s+b) ®T

vom Scheitelpuncte E an gerechnet,

211, Anm, Beym Frezierz Theorie et Pratique
de la coupe des pierres &c. T.T. p. 124. fommt die in

vorhergehenderNufgabe geforderte Verzeichnungdes Bogens
A zD unter dem Namen: Trait du Maitre Blancard vor.

Die Ab�ichtnämlichi�t,einen gedru>ten Bogen über ein

Fen�teru. d. g+ zu verzeichnen, de��enHöhe gegen �eineBreite

geringe i�, Der Zimmermei�terBlancard bildete �i ein,
der Ort des Punctes z wäre ein Bogen eines Krei�es,der

duch A, D, B (Fig. 35.) gienge , de��enHalbme��eral�o
E

i

CB

ELCD + TT ivâre ; welchesaber dur das, was hier

gezeigt worden if, widerlegt wicd. -Auch kann, da der

PunctB (Fig, 36.) nichtdex Scheite/punktder Hyperbel i�t,
2 i :

:

der
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der Theil D ZB (Fig. 35.) der hier in DCBF mit verzeich-
net, und dem in ACDE verzeichnetengleichund ähnlichif,

nicht die Fort�ezuñgdes hyperboii�henBogens AEB (Fig.
36.) und al�oder Bogen AzDZB (Fig. 35) niht ein Bo-

gen ciner einzigen zu�ammenhängendenLinié �eyn:�ondern
man muß in dem Rechte>e CDEB wiederholen , was man

inu CDEA gemacht hac.

ZU der Ab�ichtdes gedru>ten Bogens könnte man no<
�uchen,was die krummeLinie, die des Punctes z geometri-

�cherOrt i�t,für Winkel mit CD, in Dz; mit CA in Az
oder CB in B; macht. Das er�tewürde eut�cheiden,ob

der Theil, ter in DCBF verzeichnet wird, mit dem in

_CDEAverzeichneten zu�ammenhängenkaun, daß �ieeine?
TangenteEDF haben, oder ob da ein �pitigerWinkel zwi--
�chenbeydenent�teht:wenn das nicht �chonaus demvorher-

gehendenbekannt wäre ; das ztveyte i�zu wi��ennôthig,wenn

man unter�uchenwill, wie die�erBogen gegendie Widerla-
“gendru>t,

212. Aufg. 49. Den VPWinfkelzu finden,den eine

Linie aus der Sonne an einen ‘Digneren gezogen
(radiusve&tor)mir des Planeten Richtung macht. #

Aufl. Die Planetenbahnen�indÆŒllip�enin deren
einem Srennpuncte die Sonne liegt; der Wee eincs

Planeten aber, hat in jedem Puncte der Bahn die Rich-
cune der Tangente an die�enPunct. Al�oheißedie

Aufazabe, geometri�chbetrachtet : den veränderlichen
Winkel SMT 21 �uchen,den die Linie SM in dem

Puncce M mit der Tangente MT an die�cnPunce
macht.

Man ziehedie Ordinate MP, fo ift alsdenn tang,
YSP

|

SMP= XP
und eben�otang. PMT= ap al�o

_

(Trigon,1 9.S. 3. Zu�.)Tang. (SMP 4PM FS E
Taog.
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SP+ PTE SEPE
Tang.SM T,= —

735 J
ELF Y

MP2— SP. PT
dèm er�tenCapitel,in ihrenWerthenaus, nah iöetdjéi

Drückt man nundie�e tinien,aus

GZ a — 4u2
MP =

— (a? — 4u*); PT= —

;
4a 4u

2u4 fates i ST —
a R

2 4u

wo a. die großeAre AB; c dieleine Axe ML; u die
:

veränderlicheAb\ci��eCP,bedeutet, �ofindetman

A=

Ug MP = 22+20ates CETf “4u 2a

N — cè
LE 2

— ivenn man hier —Qa

—

au, hier
——

_=Q �eht.Eben�oi�
|

MBS SP. PT = aar 40)
4a?

2u+ a —ct aida 10) |:

m St
4u

= (454 u A

"c> u 2 Cb; /

¿

E
E

Lu
= (a= 4u?) Ss,

wenit manden [ébtenFactor,

où

ERE
2

2c — 2au — â* at c°

au

Nun

|
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:

: MCE 0Nun findet�ich$ =

E
— z und hieraus

G E UAN
» hs QC

MP? — SP. ATans (a*—4v?)E;
MP

R
(1 Si

[gli _—_—
-

:

—(a*— 4u)Q ?

A

oder Tans. SMT = —

a

L

i Ware?—c?A 7405

fürden Halbme��er1. Nun i�tiin der Ellip�e(a!aSE

und füta2 E �owie bcyderProduct, allemalpo�itiv,
u mag eine fleîneoder’ qroßeéAb�ci��ebedeuten;und bleibt

daher ‘Tang-SMT durchgehends7füt aflle Puncte der Ele
lipíe, verneint, oder der gefundeneAusdruc> ‘giebtdem
VOiunkel SMT dur<haechends�tumpf;denn bey m, E
die�erWinkel $m t. Für den LTebenvoinkel $ M K, der

den Viel 8 MTzu-rgo® ergänzt;müßteman fürdíe
Tangente die�-sfpiniezen Winkels, den vorhergëfundenen

“Ausdru>po�icivhuvey,al�oTang. SMK =
,d/47

ac

fitsEH cd a*— 4u* :

SMT = —- Tang.S MK (Iriíg. 19, S, 4, Zuß.);auch,
folgt hieraus Tang. (SMT +SMK) = 0, wie für die
Tangente eines Bogens-oder Winkels von 180° auh
nothwendigfommen muß,

Ó :

213. Anm. Hâtteman aus dem zweyten:BVrennpuncte
s die Linie s M gezogen,�o:wäre (8) s MT = SMK. Der

Winkels MT liegt aber in einemTriangel 5M FT,von rwel-

E
“cem

:

: �ehen,„und�ofomméPtang.



194 Anhangeiniger Aufgaben,

hem man die drey Seiten 8M, s T, MT, aus dem er�ten

Capitel ausdrü>enfann: und �ohâttemaú Sin. sMT d. i,

Sin. SKM (Trig. 20. S.) aus die�enSeiten bere<hnen kôn-
©

nen, wo der gefundeneAusdruc zugleichden Sinus von

SMT, des �tumpfenNebentwinkels, be�timmthaben würde;

aber die Rechnung dafür i�nicht kürzerals die vorige, füe:

die Tangente des zu�ammenge�clßztenWinkels, durch welche

manzugleich die Zweydeutigkeitdes Sinus vermeidet, und den

ge�uchtenWinkel gerade zu �tumpffindet,

214. Ju�.1. Derhier gefundeneveränderlicheAus-

dru> für Tang. SMT, giebt au<h den. Winkel SMT

veränderlich, Will man nun untèr allen SMT den

größrenWinkel �uchen,�omußman u �obe�timmen,daß

e oder Tang.$ MKein Kleins

Vae at—4u?
�teswird (denn �owird der Winkel SM

K

ein Elein�ter,
folglich�ein�tumpferNebenwinkel 8M T ein größter)
welches ge�chieht,wenn man CP oder u = 0 �ebt,weil

'

dadurch der Divi�orein Größtes, folglichder Quorienc
ac C

“

e er
=

—— cin Klein�tes
Vat — cc? atm 0 a*— Cc

wird.

215. Zu�.2, Wäre die Planetenbahnein Kreiß,
�owâre in dem Ausdrucke fürTang.SMT, auh a=c,

FM N

=

UndVat —c* =o, al�oTang. SMT = —= ©,

für jedenWerth von u, Der Winkel SMT wäre hier
al�odurchgehendsein Winkel von 93°, oder ein rechrer
Winkel; wie bercits aus den Elementen bekannt i�i.

Man findet al�odurch Berechnung, wie viel aufs höchs
�te,(denn der Fehlervermindert �ich,je größerEli vds : n
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În der Ellip�eangenommen wird, �odaß er für u = 2
ganz ver�chwindet)die�erWinkel unrichtig angenemmen
wird, wenn man die- Planetenbaßhn�úr einen Kre: ß an-

nehmen wollte,

-

Die�esge�chiehtz, E. von Hrn. ŒKuler,
“in der Unter�uchungvon den Folgen aus der allmäyligen

Fortpflanzungdes tichtes Comm. Petrop. 'T. XL. p. 185.
und a, a. O. Man muß al�o,wenn man eine �olche
Voraus�eßungbrauchen will, berechnen und zeigenkönnen,
doßdie Unrichtigfeit;die man mit ihr annimai, in das

was man aus ihr herleitet,feine beträchtlicheFolge har.
216. Zu�:3. Nähmeman des Planeten Œecentris

Ls Vac? ZT
citt C8 oder —— = 0, 02. 74, ‘oder SC=>

Z

x

“

25: CA, �ofánde man a —c?*= 0),02. a = 1a,

und hierausa? ==
(50 — 1)a®? ay 2ágg

!

———— „ober A;
R dA

(O
=

E ¿Viao a ———
al�owie

MT TEEN (2499,Ds 2499 für die

Vat — c2 50 FO.

Tangente des ge�uchtenElein�tenWinkels SM K, auf den

BRechnungzshalbme��er1 bezogenz und �ofindetman,
vermittel�tder togaritßmen(nah welchen log. 2499
= ¿ log. 2499.) für den Halbme��erder logarithmi-
\chen Tafeln.

z log. 2499 = 1, 6988831
og. rad, tab. = 10, 0000000

Log.tab,Tang. SMK = 11, 6988831
welche Zahl in der Reihe der togarithmenfür die. Tangen-
ten den Winkel 88° 51+ giebe,und i�folglich,beydies
�erVoraus�ebung/der größre�tumpfeWinkel, odev

Ss N 2 SMT

»



196 | AnhangeinigerAufgaben,

SMT'= 180° — (88° + 51+. )=91% 9 — und
übertrifft den rehten Winkel, den der Kreiß geben
“würde,noch ni<t um 1° 9"

217. Ju�.4. Eine �olcheEllip�ewäre aber noh mehr
 Eccentri�chals die Erdbahn, wenn man für�ie(Anf. d. ang.

Math. $. 274.) die mittlere ŒÆntfernung,{ (AS+SB)
oder 7 (21626 + 22374) d. i. AC == 22020 Halbme�s

fer der Erde, folglichAC — AS = 22000 — 216265

a? E

ROE �ebety‘oder die ŒccentricitärSC = 374 =

woraus ya*—c*= 748, al�oc*=a* — (748)* =

(44090)
*

— (748)* oder c= 43992, beynahße,folgt.
Hieraus findetman

c
= #3992 9.4888 E= nd

VAE ES: 748
|

10+ Log. 9 = 10,9542425

Log. 4888 = 3,6891312

al�o 10 + Log. 43992 = 14,6433737
i

Und Log. 048. = :2, 8739016. �ubir,

1 Log. tab. “Fang.SMK = 11,7694721

zu welchem Logarithmender Winkel von $9®2*— der

náâch�te.in der Tafel i�t. Da nun (212) Tang. SMT =

— Tang. SMK =— tang. (89° 2° —) �o i�thier der ge-

�uchtegröße�tumpfeWinkel, oder SMT = g0° 58+
Läßt�ichal�ozeigen, daß bey den Berechnungenvon der

allmähligenFortpflanzungdes Uchts, oder bey andern

Unter�uchungen,

-

auf welche die�erWinkel einen Einfluß
hat, ver�tactet i�t,einen �olchenWinkel füreinen Winkel
von 90° zu nehmen,�odarf man auch die Erdbahn, in dem

Falle, für einen Kreißannehmen;wie Hr. Euler aman-

geführtenund andern Orten gethanhac,
NE8,



die Kegel�chnittebetreffend, 197 :

218. Anm. Bey �ehreccentri�chenBahnen, ie z. E.
die Bahn des MerkÈursi�t, gebet es nicht an, weil da der Feho
ler zu beträchtlichwird. Die�eshat Hr. Œuler �elb�twahrge-

nommen, ob er gleichaafänglichgeglaubt hat, die Planeten-
bahnen ließen�i zu bemeldeter Ab�ichtalle für Kreifeanneh-
men, und hat daher die�eUnter�uchung�elb�tvon neuen in den

Mem. de l’Acad. de Pr. 1746. vorgenommen, Die hiec

beygefügtenErläuterungenzeigen übrigensden practi�chen
a�tronomi�chenNugen die�erAufgabe, die zugleich eine Probe
von der Wichtigkeit mathemati�cherKenntni��ein der Ab�icht
i�t,daß wir hier wi��envoie viel wir fehlen, weil wir doch
allemal gewißfehlen,

:

Bemerkungüber die er�tenParabeln von

allen Ge�chlechtern. |

|

219, Wenn man die Pythagori�cheTafel (Geom.
36) rechter Hand und unterwärts erweitert,fort�eßt+�oi�t

‘

klar, daßallepo�itiveganze Potenzen,der von Æins an, in

natürlicherOrdnungfortgehendenZahlen,in die Quadrats
fächerder Tafel �ichnachund nach ein�chreibenla��en.Den

untern, rechterHand liegenden,EÉpuncteines �olchenklela
nen Quadrates, nenne man den Winkelpuncrder einges
�chriebenenZahl: �ofindet �ich,daß alle Winkelpuncre
der Quadratzahlen, in einer geraden Linie; alle WWin-

kelpuncteder Würfel, in elner Apolloni�chenParaz
belz alle Winkelpuncte der-Biquadrace, in der er�ten
cubi�chen;alle Winkelpuncte der fünfcenPotenzzahs
len, in der er�tenbiquadrati�chenParabel u. �.w. zu

liegen fommen, derge�talt,daß jedesmal der Grad die�er
er�tenParabeln, die insge�ammtdie Seite p- eines �ola
chenkleinen Quadrateszum gemein�chaftlichenParameter

*

haben, um Æins Fleiner �eynwird als der Potenzials
exponent der Zahlen, dur< deren Winkelpuncte die�ePas

_rabeln gehens �odaß die Parabeln y" =p"=*x, den

(a+ 1)ten Porenzen der naturlichenZahlenzugehören.
|

e
>

: Beos



198 Anhang einigerAufgaben,êc,
© Bero: Wenn (Fig. 38.) AB=AC=p; AP=m.p,
daß bey PÞdie naturliche Zahl m �teht,�o�tehtin der Queer-
reihe PQ jedes m. z, wo z jede ganze Z hl bedeutet, Al�o�ey
PO = p.mz;=AP.z; �ofnun mz = m", �eyn,�oi�
z=in0, al�oPQ'=AP.m9 oder, weil nach dêmvori-

AP  APn=e Mig

gen m =

F> al�om" =

———7-,�ofommt PQ=AP.
APn-# -APn -

|

E Al:

bieeiss-4/50dpt PNA Piat Hier»

aus dieGleichungy"=p" "x, für alle er�teParabeln.
220, Ju�.Die Bogen die�erParabeln habeninege

�ammtihren gzmein�chaftlichenScheitel in A, und �indge-
gen die Ab�ci��enaxeAP bohl oder erhaben, nahdém man

auf ihr x oder y zur Ab�ci��eder Gleichungyn =pn=* xan-

nim; �odaß�ichbier immer zoo, gleicheund ähüliche,
Pôârabeln, überAPin die Tafel el�chreibenla��en,weil

hier jede Potenzzahlüber r; von den VOurffeln an ge-
re>hneé,in der Táfel zro:-pinal in Fhnlicher tagevokhan:
ben i�t, Für n = 1 wird y =x, die Parabel eine ge»
rade Linie. fúr die in gerader tUnie hintereinanderliegende
Quadratzahlen. :

i

2

_-
221. Anm. Die�eBemerkungüber die Potenzzahlen,de-.

ren Wahrheitichaus der Betrachtung der Pythagori�chenTafel
durcheine Juductionerkannt hatte, über�chriebichbeyGelegen-
heitdem Hru. Hofr, Kä�tner,welcher �ieauch einer Bekaunt-
machungnicht unwerth hielt, und mir denhier beygefügtenall-

" gemeinenBeweißdafürgütig�tmittheilte. Es erhelletübrigens
vou �elb�t,daßman,�owie hier mit den Potenzzahleninder Py-
thagori�chenTafel ge�cheheni�t,auch andere Zahlen,die nach ci-

nem mit Ab�ichtgewähltenGefeßefortgehen,in Quadrate,
Nechte>e,,Triangel u. �.w. ein�chreiben,und die Linienguf-

“

�uchenkönnte,die die Winkel - oder andere Punctegervi��erZah-
len unterden einge�chriebenen,�chneidenwürdenz welcheUnter--

�uchungin ver�chiedenenFällennicht ohne Nugen �eyndürfte,



ait





¡

G n %

a ¿

„A e

» SS
Eh <=

2

pes PY 1
OIT 3

À -

e

E
La

SE /
S

b

DS

CZ

>:

»

FES
d

ES
Vi

pf

Ÿ

L -

X Ìù

7

LE

>

7
“_ n

> \

e

/
LE

1 7

R
\

F

s

(
D

F
#

1 DJ

4

4

<
. s

+

P %

1

&
%

a

°
%

x

À

-

Ss +

N
x /

«
2

.
+

®

Y Ân

4 DH

/





St i

m

Si

#4
=

D »

*

t

- pt

- RE
«

<il

Sl

ad.

A
E

bs

=
4

Ÿ -—

4
_

M:
Y

“SF

ES
-

4 é

-

F

1
-

R

Bi

¿

E

N

A Y

D



ZA

DELS

SERE ie
EE



\

/

4

1

e

ZL

-

o

“fd
:

/
=

I

e

E

Erd

\
“

<=

&

i
Zz





NES

Has ARA
29SE CLT

CMEZEAE:








